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Vectores aleatorios [EsEittatas y caracterizaciones

o-algebra de Borel sobre R"

@ En este tema se considerara la o-algebra B” C P(IR") de Borel sobre R", definida
como la minima o-algebra que contiene todos los intervalos de R".

@ De forma similar al caso unidimensional, se demuestra que, en particular, dicha o-
algebra se puede generar a partir de la coleccion de todos los intervalos de IR” de
la forma

(—o0,x] = (—00,x3] X -+ X (—00,xp], x=(x1,...,xn) € R". (1)

v

Definicién

Un vector aleatorio X = (Xj,..., Xj) sobre un espacio probabilistico base (Q, A, P) se
define como una funcién X : (), A, P) — (R", B") de modo que:

X1B)={we; X(w)eB}yc A VBecB",

donde X;: (1, A, P) — (R, B), i=1,...,n.
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Caracterizacién

X = (Xi,...,Xn) es un vector aleatorio si y sélo si para cualquier x = (x1,...,xn) € R",

X71((—e0,x]) = {w € O/ X1 (w) < x1,..., Xn(w) < xp} € A
X<x}P={X1<xq,...,. Xp<xp} €A

Esta caracterizacidn se obtiene de forma inmediata a partir del resultado que prueba que
B" se puede generar a partir de todos los intervalos de R"” de la forma (1).
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Vectores aleatorios [EsEittatas y caracterizaciones

Caracterizacién en términos de sus componentes

Teorema de medibilidad.
X = (X1,...,Xn) es un vector aleatorio sobre (Q), A, P) si y sélo si X; es una variable
aleatoria sobre (), A, P), parai=1,...,n.

Demostracion

(i) Supongamos que X = (Xi, ) es un vector aleatorio sobre (), A, P). Se tiene entonces, en particular, para
todo x; € R, y para todo i =1,...,n, que

X H(-eox]) = {weMXj(w) € (~o0,x], Xj(w) €R, i #j}

i

X71((=00,00) X - -+ X (=00, x;] X -+ X (—00,00)) € A,

donde la dltima identidad se obtiene a partir de la expresién (1) anterior.
(ii) Si X;, i =1,...,n, son variables aleatorias unidimensionales sobre (Q, A, P), entonces para cualquier vector x =
(x1,...,xn) € R, se tiene

X7((—o0,x]) = {weQ/Xi(w)<xq,..., Xn(w) < xn}

X7 (=00, x]]) € A,

i

Il
1o

donde en la obtencién de la Gltima ecuacién se ha aplicado que X; es v.a., por tanto, lel ((—o0,x;]) € A, para todo

i=1,...,n, asi como el hecho de que, por definicién, una o-algebra, en particular A, es cerrada para la interseccién
de conjuntos.

A

= = = Aot
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Vectores aleatorios [REMNStUR R ATl

Distribucién de probabilidad

Sea X = (Xi,...,Xn) un vector aleatorio sobre (Q2, A4, P). Se define entonces su dis-
tribucion de probabilidad Px : B” — [0, 1] como una funcién de conjuntos sobre 5"

satisfaciendo

Px(B) = P{w € O; X(w) € B} = P(Xe B), VBeB". ()
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Proposicién

La funcién de conjuntos Px(B) definida en (2) es una medida de probabilidad.

y

Demostracién
Se comprueba que Px satisface los tres axiomas que determinan una medida de probabilidad. Es decir,

Al Px(B)=P(XeB)>0, VBecB" dado que P es una medida de probabilidad.

A2 Py (R") = P(Q) =1, dado que P es una medida de probabilidad.

A3 Sea {Bj}jen C B"; BiNB; =,@, i #j. Se tiene entonces

PX<U B,,):P(Xe UBn): Y P(XeBn) =Y Px(Bn). 3)
neN neN neN neN

donde para la obtencién de estas identidades se ha aplicado la definicién de Px y la aditividad de P como

medida de probabilidad.
y

Observacién:

Por tanto, a partir de la Proposicién anterior, se tiene que un vector aleatorio X se define
como una funcién medible entre los espacios (), A, P) y (R", B", Px), i.e.,

X:(Q, A P) — (R", B, P).

v
= mid —y = R
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Funcién de distribucién de un vector aleatorio

La funcién de distribucién de un vector aleatorio X se define como una funcién

Fx : R" — [0, 1]

dada por

Fx(x) = Px ((—o0.x]) = P(X € (—e0,

x])
P(X1 < X1,...

Xn <xp), Vx=(x1,...,xp) €R".
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Vectores aleatorios [REMNStUR R ATl

Propiedades de la funcién de distribucién de un vector aleatorio
Fx satisface las siguientes propiedades (que caracterizan a las funciones de distribucion)
(i) Yi=1,...,n, y para cualesquiera x1,...,Xj—1, Xj+1,---,Xn € R,
! !
Xp < Xj = Fx(X1, oo Xie1, X Xt 1s -0 Xn) < Fx(X1, -0 Xi—1, Xi0 Xig1,0 - -+ Xn)-
(i) Vi=1,...,n,y para cualesquiera xi, ..., Xj—1, Xj+1,---. Xn € R,
H /
, ||m/ Fx(xl, e Xim 1 Xy XL e x,,) = Fx(xl, e Xi— 1, Xy Xi L e ,x,,).
Xi =2 Xi i X; > X
(i) Yi=1,...,n, y para cualesquiera xq,...,X;—1, Xj+1,---, Xn € R,
3 lim Fx(Xl,...,X,'_1,X,',X,'+1,...,Xn)
Xj—r—00
= Fx(X1, .-, Xi—1, =00, Xj41,--.,Xn) = 0.
(iv) Se tiene el siguiente limite: Flimy _ico j=1,..n Fx (X1, o\ Xiz1, Xj, Xit 1, - - - Xn)
= Fx(x1, -, Xi—1,+00, Xj11, .-, Xn) = L.
v
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Vectores aleatorios [REMNStUR R ATl

(V) ¥x1,....xp ER,Vi=1,...,n,

(1) eJé)rE>oFx(X1,...,X;—€,...,Xn) =P(X1 <x1,..., Xi <Xj,...,. Xn < xp)
:FX(Xl,...,Xf,...,X,,)
(ii) P(Xy <x1,..., Xic1 < %521, Xi = X3, Xig1 < Xig10--.0 Xn < xp)
= Fx(Xl,...,X,',...,Xn)—Fx(Xl,...,XF,...,Xn)

La altima igualdad es nula cuando la funcién de distribucién Fx es continua en el
argumento i-ésimo en el punto x;.

(Vi) ¥x1,...,xn € R, y para cualquier €1,...,ep € Ry :
Fx(x1+e€1,...,%xn+¢€n)

n
- Z Fx(x1+e1, ... X1+ &1, %, Xit1 + €11, .-+ Xn +€n)
i=1

n n
+ E E Fx (x1+e1,... Xi—1 + &1, %, Xjy1 + €41,
i=1j=1
cee Xj—1 +€j—1,Xj.Xj+1+€j+1,..~.xn+8n) -
0 (—l)an(Xl,...,X,,) >0
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A\ e (PN [ delglo M Funcisn de distribucién

Demostracién de la monotonia de la funcién de distribucién n-dimensional

A continuacién se derivara la prueba de (vi), considerando el caso n = 2, a partir del cual, el caso de un n general se
obtendria por induccién.

Fx(x1 +e1,x2 +€2) — Fx (x1,x2 +€2) — Fx(x1 +e1,x2) + Fx (x1, x2)
P(X1 < x1+e1, X2 <xatea) = P(Xy <x1, X2 <x2+e2) = (P(X1 < x1+e1, X2 <x2) + P(X1 < x1, X2 < x2))
=P(xa <Xp <xyxte1,Xe<xa+e2)—P(xa <Xz <xpte1,Xe <x2)

P(x1 < X1 <x1+e1,x2<Xa<x2+¢€2)>0 (p.q P es una medida de probabilidad).

Observacién:

@ Todas las propiedades anteriores se demuestran de forma similar al caso unidimen-
sional.

@ Esta propiedad (vi) se puede ver como una extension al caso n-dimensional de la
propiedad de monotonia (no decreciente) de la funcién de distribucién. De hecho,
para el caso n = 1 se formularia como Fx (x+¢) — Fx(x) > 0, para cualquier ¢ > 0,
que es cierto por ser Fx una funcién monétona no decreciente.

@ Las propiedades (i)-(iv) y (vi) caracterizan a la funcién de distribucién de un vector
aleatorio, que determina de forma univoca la distribucién de probabilidad de dicho
vector, segin se enuncia en el siguiente resultado.
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Vectores aleatorios IRCCUEED correspondencia

Teorema de correspondencia

Existe una correspondencia biunivoca entre funciones de probabilidad P sobre (R", B")
y las funciones F : R” — R satisfaciendo las propiedades (i)-(iv) y (vi) anteriores.
Dicha correspondencia esta determinada por la relacién:

P((—o00,x]) = F(x), Vx=(x1,...,xn) € R".
Mas concretamente,

(a) Si P es una medida de probabilidad sobre (R”, B"), la funcién F : R" — R,
definida mediante la igualdad F(x) = P((—o0,x]), para cualquier x = (x1,...,xn) €
R", satisface las propiedades (i)-(iv) y (vi).

(b) Reciprocamente, si F : R" — R es una funcién que satisface (i)-(iv) y (vi),
entonces existe una anica medida de probabilidad P sobre (R", B"), verificando
P((—o0,x]) = F(x), para cualquier x = (x1,...,xp) € R".
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Vectores aleatorios IRCCUEED correspondencia

Demostracién (indicaciones)

(a) Esta demostracién consiste en probar las propiedades (i)-(iv) y (vi), que, como ya se ha comentado anteri-
ormente, se obtienen de forma analoga al caso unidimensional, para el caso de las propiedades (i)-(iv). (En
relacién con la propiedad (vi), dicha propiedad se ha derivado en la seccién anterior).

(b) Se requiere probar que conocida F : R” — R se puede calcular P(B), para cualquier B € B". Es decir, para
cualquier B € B", P(B) se puede calcular a partir del conocimiento de P((—,x]) = F(x), para cualquier x € R".
Esta altima afirmacién se puede demostrar a partir de los conceptos de conjunto elemental, i.e., conjunto que
se puede expresar como unién finita de intervalos disjuntos de R”, y de conjunto c-elemental, i.e., conjunto
que se puede expresar como la unién numerable de conjuntos elementales disjuntos.

Corolario
(a) La distribucién de probabilidad de un vector aleatorio determina y es determinada
por su funcién de distribucién.
(b) Las propiedades (i)-(iv) y (vi) caracterizan a las funciones de distribucién de vec-
tores aleatorios (toda funcién que las cumpla es la funcién de distribucién de un
vector aleatorio con la dimensién correspondiente).
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Vectores aleatorios IRCCUEED correspondencia

Calculo de probabilidades de vectores bidimensionales

Nos centraremos ahora en el célculo de probabilidades de intervalos de R"”, ya que se puede abordar de forma mas

directa y sencilla, a partir de la funcién de distribucién Fx de un vector aleatorio X.

Px(l x I2) =

siendo /1, > intervalos de R, e Iy = (a, b), (a, b], [a, b), [a, b], a, b € RU{co, +o0}, a < b.
X1 <aXze€h),

@ P(Xy € (ab) Xz €l)=P(Xy < b Xa€lp)—P(
o P(Xy € (a,b], X2 € ) =P(Xy < b X2 € l2) — P(X1
@ P(Xyefab)Xach)=P(Xy<bXacla)—P(
@ P(Xg€lab,Xa€h)=PXy<bXze€h)-P(Xy

Se considera ahora

@ P(Xy<x,X2€(c,d)=P(X1 <x,X2<d)—P(Xg
@ P(X1 <x,Xz2 €(c,d]) =P(X1 <x,X2 <d)—P(Xq
@ P(X1<x,X2€[c,d)=P(Xp <x,X2<d)—P(Xg
@ P(Xq <x,Xz2 €[c,d]) =P(Xg <x,X2 <d)— P(Xq

De forma &analoga se calcularia

P(X€h x )=

a<b
<aXzxe€l

)
X1 <aXz€l)
)

<aX2€l

P(X1 € h,X2 € ha),

<x, X2 <¢)=Fx(x,d”)—
<x, X2 <¢) = Fx(x.d) -
<x,X2 <c¢)=Fx(x,d7)—
<x, X2 <c)=Fx(xd)—

P(X1 <x,X2 € 2), I =(c,d),(c,d],[c,d),[cd], x,c,de€R, c<d.

Fx(x,¢),
Fx(x,¢)

Fx(x,c7)
Fx(x,c7)

P(X1 < x,X2 € I2), l2 = (c,d),(c,d],[c,d),[c.d], x,c,d €R, c<d.

c<d
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Definicién

Un vector aleatorio X es discreto si su conjunto de valores es numerable. Es decir, si
existe Ex C IR", numerable, tal que

Px(Ex) = P(X € Ex) =1.
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Funcién masa de probabilidad
Se define la funcién masa de probabilidad de un vector aleatorio discreto como:

px : Ex — [0,1]
px(x) = P(X=x) = P(X1 = x1,..., Xn = xn)
Se verifica:
® P(X=x)>0, Vxe Ex
° erExP(X:X):l

Caracterizacién

Toda funcién real-valuada y no negativa, definida sobre un subconjunto numerable de
R", tal que la suma de sus valores es uno, es la funcién masa de probabilidad de un
vector aleatorio n-dimensional con valores en dicho conjunto.
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Distribucién de probabilidad y funcién de distribucién

Se definen la distribucion de probabilidad y la funcién de distribucién de un vector aleato-

rio discreto como:

Px(B)

Fx (x)

PXeB)= Y PXX=x)
x€BNEx
Y, P(X1i=x1,...,X0 = Xn),
xeBNEx

Fx(x1,-..,xn) = P(X1 < xq,...

x'€Ex; x!<xj, i=1,...,n

Vx = (xq,...
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Caracterizacién de vector aleatorio discreto

Un vector aleatorio X = (X1,..., Xp) : (Q, A, P) — (R", B") es discreto si y sélo si,
parai=1,...,n X;: (Q, A, P) — (R, B) es una variable aleatoria discreta unidimen-
sional.

Demostracién (=)
Supongamos que X es un vector aleatorio discreto, i.e., IJEx C R” tal que P(X € Ex) = 1. Definamos el subconjunto
Y]"R(EX) ={yeR; Ix€ Ex, x=(x1,....Xi =¥,...,%n)}.

Dicho conjunto representa la proyeccién de Ex sobre la i-ésima componente. Dado que Ex es numerable, ‘I’J’é(EX) es
también numerable. Adicionalmente,

P(X; € ¥R(Ex)) = P (x1 ER,...,X; € ¥YR(Ex), ..., Xn € ]R)
> P(X€Ex)=1.
Por tanto, X; es una variable aleatoria unidimensional discreta, para i=1,...,n.
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Demostracién (<)

Supongamos ahora que X; es una variable aleatoria unidimensional dis-
creta, para i = 1,..., n, i.e., existe un subconjunto numerable EX,- C R, tal que P(X; € EX,-) = 1, para
i=1,...,n. Por tanto el subconjunto de R" dado por EX1 x -+ x Ex, es también numerable. Se tiene entonces,

P(X1 € Exy .- Xn € Ex,)

1- gn‘i P ({x,- € ]R\EX,,})

n
:1—):P(X,-eEf<’_):1
i=1

P (X = (Xa,... Xn) € Exy x -+ x Ex, )

=P (;éx {X,- € EXI,}>

i\

Observacién

@ El resultado anterior nos indica que cualquier conjunto finito de variables aleatorias
discretas puede definir un vector aleatorio discreto de dimensién dada por el nimero

de variables.

@ Reciprocamente, un vector aleatorio discreto determina un conjunto finito de vari-

ables aleatorias discretas.

Vectores aleatorios
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A continuacién se van a ilustrar unos cuantos ejemplos de calculo de la funcién de
distribucién de un vector aleatorio discreto.

Ejemplo 1

Sea un vector aleatorio bidimensional discreto, X = (X1, X2) con funcién masa de prob-
abilidad definida mediante las siguientes igualdades

P((1,2)) = P((1.3))=P((2.2)) = P((2,3)) = 1/6
P((3,3)) = 2/6

Funcién de distribucién bivariante asociada

0 si x1 <1 6 x2<2
1/6 si 1<x1<2 2<x2<3
FX(XLXQ): 1/3 si 1<x3<2ix2>362<x3<32<x2<36x>32<x2<3
2/3 s 2<x1 <3, x2>3
1 si x1 >3, x2>3

Para calcular, por ejemplo, P((x1,x2); x1 +x2 = 4),

P((x1,x2); x1+x2 =4) = P((1,3)) + P((2,2)) = 1/3.
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Ejemplo 2

Sea X = (X, Y) el vector aleatorio discreto con funcién masa de probabilidad definida

mediante la siguiente tabla:

Se calculan las siguientes probabilidades:

X\Y| -1 1
1 | 1/6 1/3
2 |1/12 1/4
3 | 1/12 1/12

@ P(X<2,Y>0)=P(X=1Y=1)+P(X=2Y=1)=31+1=

@ P(X>2)=P(X=2Y=-1)+P(X=2Y=1)+P(X=3Y=

@ P(Y<0)=P(X=1Y=-1)+P(X=2Y=-1)+P(X=3Y
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Definicién

Un vector aleatorio X : (), A, P) — (R", B") es de tipo continuo si existe una funcién
fx : R" — IR, tal que

" Xp X
Fx (x) :/700---/7; fx(ti, ... ta)dtr, ... dtp, ¥x=(x1,...,xp) € R".

Funcién de densidad
La funcién f recibe el nombre de funcién de densidad de probabilidad.
Como consecuencia se tiene que la funcién de distribucién Fx es:

- continua sobre R",

- derivable salvo un conjunto de medida nula de IR".

- tiene derivada continua sobre el dominio donde se define Fx.
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Propiedades de la funcién de densidad

La funcién de densidad presenta las siguientes propiedades:

limy s oo, i=1,..n X (X1, ooy Xn) = limy oo j=1,n (X1, ..., xn) = 0.

El conjunto de discontinuidades de fx en R” es numerable, es decir, tiene medida
nula.

Six = (x1,...,%n) es un punto de continuidad de fx, entonces

d"Fx(x1, .-, Xn)

3
dxy ...dxp

= fx(x1,-+-,Xn)-

Los valores de fx pueden modificarse en un conjunto de medida nula sin afectar a
Fx (como primitiva de fx en sus puntos de continuidad).

Puesto que fx determina Fy, también determina la distribucién de probabilidad. Es
decir,

VB e B", Px(B) = /B (X1, ..o\ Xn)dxy - .. dxp.

En particular, si E es un subconjunto numerable de R”, entonces

Py (E) = /E A (X1 - s Xn)dX . . dxn = 0.
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A\t (SFEN [ HeI(lol M Vectores aleatorios continuos

Caracterizacién de funcién de densidad

@ Si fx : R"” — R es la funcién de densidad de un vector aleatorio, entonces es no
negativa e integrable y su integral sobre IR” vale uno, i.e.,

»+00 400
/ / fx(t1, ... ta)dty...dtp = 1.

@ Reciprocamente, si fx es no negativa e integrable y su integral sobre IR" vale uno,
entonces es la funcién de densidad de un vector aleatorio n-dimensional.

Observacién

En el caso de vectores aleatorios continuos, no se tiene la equivalencia estudiada para
el caso de vectores aleatorios discretos, en relacién con el caracter continuo de sus

componentes. Mas concretamente, se tiene sélo la implicacion formulada en el siguiente
resultado.
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Vectores aleatorios [V o et R e

Caracterizacién de vector aleatorio continuo

Sea X = (Xq,...,Xn) : (A, P) — (R",B",Px) es un vector aleatorio continuo.
Entonces, X; : (0, A, P) — (R",B", Px,) es una variable aleatoria continua, para
i=1,...,n

Demostracion

Paracadai=1,..., n,

Fx;(xi) = P(X;<xi) =P(

+oo +oe
/ U fx(ta, ..., tn)dts ... dti_qdtiiq...dtg| dt;
Definimos entonces la funcién in :R — R dada por
+oo +oo
/ . X (t1, ... i to)dty ... dtj_ydtiiq ... dty.

Dicha funcién es no negativa e integrable y su integral sobre R vale uno. Adicionalmente, se tiene la siguiente igualdad:

X

Por tanto, X; es de tipo continuo con densidad de probabilidad fx..
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Contraejemplo

Se considera seguidamente un contraejemplo, donde se observa que un conjunto finito
de variables continuas no definen necesariamente un vector aleatorio continuo.

Sea (X1, X2) un vector aleatorio tal que X; es de tipo continuo y X = 2X; + k, para
un cierto k > 0.

Entonces (X1, X2) no es un vector aleatorio continuo, ya que si lo fuera

P(X2 =2X; + k) = / lexz)(tl, t2)dt1dt2 =0.

f;
{(x1,x2)ER?; x2=2x1+k} (
Sin embargo, a partir de la definicién de dicho vector se tiene:

P(Xo =2X1 +k) = 1.
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A continuacién se proponen unos cuantos ejemplos de calculo de la funcién de distribucién
de un vector aleatorio continuo.

Ejemplo 1

Se considera la siguiente funcién:

_ k O<y<x<l1
fx(x,y) = { 0 resto de valores

Calcular k para que fx sea la funcién de densidad de probabilidad de un vector aleatorio
bidimensional X = (X, Y) y hallar la funcién de distribucién asociada.
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Vectores aleatorios [V o et R e

Ejemplo 2

| x+vy 0<x<l1l, 0<yx<l1
Sea fx(x.y) = { 0 en el resto
de probabilidad Fy del vector aleatorio X = (X, Y), con funcién de densidad de proba-
bilidad fx.

. Calcular la funcién de distribucién
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Vectores aleatorios [V o et R e

Ejemplo 3

[ k[E+1] 0<x<1, —-1<y<1
Sea fx(x,y) *{ 0 en otro caso

@ Calcular k para que fx sea una funcién de densidad de probabilidad.

@ Calcular la funcién de distribucién de probabilidad Fy.
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Vectores aleatorios [V o et R e

Ejemplo 4
Dada la v.a. bidimensional continua (X, Y), cuya funcién de densidad de probabilidad
conjunta viene dada por:

2 2
Xy x><y<l1
f =
(x.y) {0 en otro caso

Calcular el valor de la constante ¢ para que f sea una funcién de densidad de probabilidad
y, en tal caso, calcular la funcién de distribucién de probabilidad asociada.
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Vectores aleatorios [V o et R e

Ejemplo 5
Calcular la funcién de distribucién de probabilidad asociada a la funcién de densidad fx
del vector aleatorio X = (X1, X2), cuyos valores se encuentran en el recinto delimitado

por las rectas x =0, y =0, y x+y = 1.
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Vectores aleatorios et marginales y condicionadas

o Vectores aleatorios

@ Distribuciones marginales y condicionadas

e Cambio de variable multidimensional

e Distribucién del maximo y del minimo
e Esperanza matematica de un vector aleatorio
e Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

e Funcién generatriz de momentos
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Vectores aleatorios et marginales y condicionadas

Distribuciones marginales

Sea X = (X1,...,Xn) : (0, A, P) — (R", B", Px), un vector aleatorio. Para cualquier

subconjunto de subindices {i1,...,ix} del conjunto {1,...,n}, se define la funcién de
distribucién marginal del subvector aleatorio (Xj,, ..., X; ) como sigue:
Fx. (X, .. Xx,) = lim Fx(x1,...,Xn). 4
X,lnn,x,k( i i) Xi—r+00; T2t x(x1 n) (4)
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Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones marginales para el caso discreto

Sea X = (Xi1,...,X,) un vector aleatorio discreto tal que P(X € Ex) = 1, para
un cierto subconjunto Ex numerable de R”, si y sélo si, para i = 1,...,n, 3Ex, C
R, numerable, tal que, P(X; € Ex;) = 1. A partir de la definicién de f.m.p (diapositiva

20), la funcién masa de probabilidad del subvector aleatorio discreto (X, , ..., Xj,) se
calcularia como sigue:
PXiy Xy (Kis oo %) = PXq,... Xy (X1 - - Xn)
X/GEXI; /7&!1 ..... I
= P(lexlv :Xn:Xn)
X/GEX/; /#I},...,I’k
= PXy =xq,.... X, =x;,),
para cualquier subconjunto de subindices {i1,..., ik} del conjunto {1,..., n}.
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Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones marginales para el caso continuo

Para vectores aleatorios continuos, la funcién de densidad de probabilidad marginal

de cualquier subvector o variable aleatoria k- dimensional (Xj,...,X;), con k < n,
{i,....ix} € {1,...,n}, construida a partir de k componentes del vector X =
(X1,...,Xn), se calcularia mediante integracién de la funcién de densidad de proba-

bilidad conjunta fx con respecto a los argumentos, cuyos subindices no coinciden con los
elementos del conjunto {i1, ..., ik}, es decir,

fX’i'""X"k (X,'l,...,X,'k) = _/]Rn—k fx(X]_,...,Xn)le{l nl}—Il#. . dX/.
gocopllfe i1, ik
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Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones condicionadas

@ En diversas areas de aplicacién surgen problemas relacionados con el estudio del
comportamiento de un subconjunto de variables aleatorias desconocidas (o no ob-
servables), dados los valores observados o conocidos de otro subconjunto de variables
aleatorias relacionadas.

@ Para describir y caracterizar dicho comportamiento se introduce el concepto de
distribucién condicionada.

@ Mas concretamente, para vectores aleatorios discretos, estudiaremos la funcién masa
de probabilidad condicionada, y para vectores aleatorios continuos se estudiara la
funcién de densidad de probabilidad condicionada.
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Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones condicionadas para el caso discreto

Notacién

@ Sea X = (Xy,...,Xp) es un vector aleatorio discreto tal que P(X € Ex) = 1,
para un cierto subconjunto Ex numerable de R", si y sélo si, para i = 1,...,n,
JEx, C R, numerable tal que, P(X; € Ex,) = 1.

Por simplicidad, en la siguiente definicién se notara, para cualesquiera dos sub-
conjuntos de indices {j1,....jp} e {i...., ik} del conjunto {1,...,n} tales que
im # j, param=1,....,k,yl =1,...,p, con p+ k = n, las componentes
del vector x, = (x1,...,xn), definidas a partir de las componentes de los vectores
Xp = (Xjy1 -+ %,) Y Xk = (Xjy, - -+, X, ), como

Xp = (Xl, .. .,X,,) = (Xprxk)'

donde se entiende que (xp, i) representa el vector resultante de reordenar las com-
ponentes de los vectores x, y X, de forma adecuada, de acuerdo con los valores de
los subindices j1,...,jp € i1, ..., ik, dentro del conjunto {1,..., n}.
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Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones condicionadas para el caso discreto
Definicién
@ Para cualesquiera dos subconjuntos de indices {j1,...,jp} € {i1,...., ik} del con-

junto {1,..., n}, definidos como antes, la funcién masa de probabilidad de la vari-
able aleatoria p-dimensional X, = (Xj,,.. ij) condicionada a los valores y, =
(¥ig+-- -, Yi,) de la variable aleatoria k- dimensional (Xj,, ..., X, ), i.e., condicionada
a I(?s valores (Xj, = yi,,..., Xi, = i), tal que P(Xj, = yj,,.... Xi, = i) > 0, se
define como sigue:

PX(va }’k)
Py Xy Yins o1 Yi)

Gr s X,/ Xiy = Vi X = yi) =

donde, siguiendo la notacién anteriormente adoptada, px drepresenta la funcién

masa de probabilidad conjunta del vector aleatorio discreto X = (Xy,...,Xn) y
PXiy X, denota la funcién masa de probabilidad marginal de las componentes
aleatorias X, ..., Xj,.
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Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones condicionadas para el caso continuo
Definicién
@ Dado un vector aleatorio X = (Xj,..., Xp) continuo con funcién de densidad de
probabilidad conjunta fx, adoptando la notacién anterior, para cualesquiera dos
subconjuntos de indices {j1,...,jp} € {i1,..., ik} del conjunto {1,..., n}, definidos
como antes, la funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria p-
dimensional X, = (X; X; ), condicionada a los valores y, = (yj,,...,y;) de

e N
la variable aleatoria k- dimensional (X; . Xi, ), se define como

g1

i (%p. Yk)
. o x. (XiyyeotsXi [ Yieree Vi) = p
Vg 0 Jp( J1 Jp! Vi Ik) f)(,.1 44444 Xi, (y,'1,...,y,-k)

Vo = (ar - 13,)

donde y debe ser tal que fx.

iq e

X Y- ¥i) > 0.
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Cambio de variable multidimensional

e Cambio de variable multidimensional
@ Discreto a discreto
@ Continuo a discreto

@ Continuo a continuo
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Cambio de variable multidimensional

Planteamiento
Sea X = (Xq, ..., Xp) un vector aleatorio sobre (Q), A, P), tal que
P(X € Ex) = Px(Ex) =1,

para un cierto conjunto Ex C IR". Se considera una funcién g : Ex — IR™ medible.

Entonces, Y = g(X) es una variable aleatoria m-dimensional sobre (Q, A, P), cuya dis-
tribucion de probabilidad y funcién de distribucion de probabilidad vienen respectivamente
dadas por:
Py(B) = Px(g '(B)) = P(X € g '(B)), VBeB"
Fr(y) = Px(g ™" ((—o0,ya] X -+ X (=0, ym])), ¥y =(y1,....ym) ER™.  (5)
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o Vectores aleatorios

e Cambio de variable multidimensional

@ Discreto a discreto

e Distribucién del maximo y del minimo
e Esperanza matematica de un vector aleatorio
e Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

e Funcién generatriz de momentos
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Funcién masa de probabilidad de Y = g(X), X discreto

Supongamos que X = (X1,..., Xp) en (5) es de tipo discreto, es decir, Ex es un subcon-
jumto numerable de R". Entonces,

Py(g(Ex)) = P(Y € g(Ex)) = P(X & Ex) = Px(Ex) =1.

Del mismo modo, entonces Y = g(X) es también una variable m-dimensional discreta
que toma sus valores en el conjunto numerable g(Ex), con funcién masa de probabilidad
definida por:

Para cualquier y = (y1,...,ym) € g(Ex),

pv(y) = Px(g l(y)) = Px({x € Ex; g(x) =v})
)y px(x) = Y. Px (X1, -+, Xn)
x=(xg,...Xn)EE(y) x=(x1,...Xn) €1 (y)
- P(Xy=x1,...,Xn=xn), Vy€ g(Ex)
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o Vectores aleatorios

e Cambio de variable multidimensional

@ Continuo a discreto

e Distribucién del maximo y del minimo
e Esperanza matematica de un vector aleatorio
e Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

e Funcién generatriz de momentos
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Funcién masa de probabilidad de Y = g(X), X continuo e Y discreto

Supongamos ahora que X = (X1, ..., X,) en (5) es una variable aleatoria n-dimensional
continua, con funcién de densidad de probabilidad £, y se considera una funcién medible
g: Ex — R™ tal que Y = g(X) es discreta.

Entonces la funcién masa de probabilidad de Y viene dada, Vy = (y1,...,yn) € g(Ex),
por la siguiente expresion:

fx(v)dv.

py(y) =py(yi---yn) = /{erx- g(x)=y}
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o Vectores aleatorios

e Cambio de variable multidimensional

@ Continuo a continuo
e Distribucién del maximo y del minimo
e Esperanza matematica de un vector aleatorio
e Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

e Funcién generatriz de momentos
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Funcién de densidad de Y = g(X), X continuo e Y continuo

Sea X = (X1,..., Xn) en (5) es una variable aleatoria n-dimensional continua, con funcién
de densidad de probabilidad fx. Supongamos que g : Ex — IR" es una funcién medible
satisfaciendo las siguientes condiciones:

(i) g es derivable en todos los argumentos

(i) g es inyectiva (g7 : g(Ex) — Ex, es una aplicacién). Es decir, Yy € g(Ex),

existe un anico x = (x1,...,Xxp) € Ex, tal que g(x) = g(x1,...,xy) =y. Dado que
x estd univocamente determinado por y, utilizaremos la notacién

g7 y) =x(y) = (xa(y), .- xa(y))-

(iii) El jacobiano de g~! es no nulo, i.e., para cualquier y € g(Ex),
9xq (yq.-¥n) 9x1 (y1.,--¥n) 9xq (yq,--¥n) 9xq (y1.--yn)
dy1 o dyn dy1 o dyn
Jly) = det : : : = : : : #0
xn(y1,---¥n) 9xn(y.-yn) 9xn(y1,--.¥n) 9xn(y.-yn)
dy1 o dyn dy1 o dyn

Bajo las condiciones (i)-(iii), Y = g(X) es una variable aleatoria n-dimensional continua,
cuya funcién de densidad f/ viene dada por:

Rely) = (g () J(y)]. Yy € g(Ex)
Ve =T




Cambio de variable multidi ional Continuo a continuo

Observacién 1

Una propiedad interesante del jacobiano es que cuando éste es diferente de cero, en el entorno de un punto dado,
entonces el teorema de la funcién inversa garantiza que la funcién asociada admite una funcién inversa alrededor de
dicho punto.

Siendo, por tanto, una condicién suficiente pero no necesaria, es decir, el jacobiano de una funcién n-dimensional sobre
un conjunto de R” se puede anular en un punto, sin que ello implique la no existencia de la funcién inversa en un
entorno de dicho punto.

y
Observacién 2
Si g no cumple la condicién (ii), pero para cada y € g(Ex), existe un conjunto numerable de antiimagenes de y,
k() ken = { Gk (y). - Xnk (¥) b ke,
tales que, para todo k € N, el jacobiano J, de x, satisface
Ji(y) #0, Vy € g(Ex),
entonces Y = g(X) es una variable aleatoria n-dimensional continua, cuya funcién de densidad fyy viene dada por:
()= Y OO Yy € g(Ex).
keN )
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Distribucién del maximo y del minimo

e Distribucién del maximo y del minimo
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Distribucién del maximo y del minimo

Distribuciones el maximo y del minimo

Notacién
Sea X = (X1,...,Xpn) : (O, A, P) — (R",B", Px) un vector aleatorio n-dimensional.
Se definen las variables aleatorias unidimensionales

max(X1,..., Xn) : (O, A, P) — (R, B)

min(X1,..., Xn) : (O, A, P) — (R, B)

cuyas funciones de distribucién se definen como sigue: para cualquier y € R,

Fmax(X1 ..... X5) (}/) = P(max(Xl, .. an) < Y)
= PX1<y,... X% <y)=Fx(y,....y)
Frin(Xe,. ) (¥) = P(min(Xy,..., Xp) < y)

= 1—-Pmin(Xy,....Xq) >y)=1=-PXy > y,.... Xp > y)
= 1= Px((y,00) x--- x(y,00)).
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Distribucién del maximo y del minimo

Distribuciones el maximo y del minimo
La funcién de distribucién conjunta de la variable aleatoria bidimensional
(Z, T) = (min(Xq,..., Xn), max(Xq, ..., Xn)),

viene dada por

_{ Exy..y), y <x
F(Z,T)(X'y)—{ Fx(y,ooony) =Px< X1 <y,....x<Xp <y), y>x

Indicacién

© Para deducir la expresién F(z 1)(x,y) cuando y > x se ha tenido en cuenta la
igualdad de sucesos siguiente: {Z < x}N{T <y} ={Z>x}N{T <y}
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e Esperanza matematica de un vector aleatorio
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Esperanza matematica de un vector aleatorio

Definicién

Sea X = (X1,...,Xp) : (O, A, P) — (R",B", Px) un vector aleatorio n-dimensional.
La Esperanza Matematica, E[X], de X, si existe, se define como un vector determinis-
tico cuyas componentes son las medias o esperanzas matematicas de sus componentes
aleatorias, es decir

EX] = (E[Xt],.... E[Xa]) = (1. 1tn) € R".

Consecuencia

La esperanza matematica de un vector aleatorio X = (X, ..., Xp) existe < existen las
esperanzas matematicas de sus componentes aleatorias.

Equivalentemente, un vector aleatorio tiene media finita < sus distribuciones marginales
tienen media o momento de orden uno no centrado finito, i.e.,

3EX] < IE[X;], i=1,...,n.
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Esperanza matematica de un vector aleatorio

Propiedades de la esperanza matematica
@ Linealidad. Para cualesquiera (a1, ...,apn), (b1,..., by) € R”,
JE[X;] = JE[aiX;+ bi], i=1...,n
I

n
Y aiXi+b;
i=1

JE

n
=) aE[X|] +b;.
i-1

@ Monotonia. Sean Xj; y Xp variables aleatorias unidimensionales, tales que,
JE[X1], JE[Xz], entonces

X1 <X = E[Xl] < E[XQ].
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Esperanza matematica de un vector aleatorio

Transformacién g : R" — R

Sea g : R” — R una funcién medible, entonces, Y = g(X) es una variable aleatoria. Si
existe su media E[g(X)], entonces se tienen las siguientes afirmaciones:

@ X es de tipo discreto, P(X € Ex) = 1, siendo Ex C R numerable. Entonces:

JE[g(X)] & ) lg(x1, - xn)|px(x1, ..., xn) < 0.

JEgX)] = ElgX)] = Y. gla,...xa)px(xt,.. )
@ X es de tipo continuo con funcién de densidad de probabilidad fx. Entonces:

IE[g(X)] & /IR (X1, -+ X0) [ (X -+ X0) XL .. dx < 0.

JE[g(X)] = E[g(X)] :/]Rng(xl,.‘.,x,,)fx(xl,...,X,,)dxl...dx,,
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e Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz
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Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Definicién
Sea X = (Xq,...,Xn) : (O, A, P) — (R", B", Px) un vector aleatorio n-dimensional.

@ Momentos no centrados de orden k de X. Se notaran my,  , , siendo k = Y1 ; k;.
Corresponden al calculo de la esperanza matematica de la funcién

gX)=g(X1,.... Xn) = X{* - X}, k=) k.

Por tanto, su existencia y calculo se obtiene como en el apartado anterior.

@ Momentos centrados (respecto a la media) de orden k de X. Se notaran iy, . i,
siendo k = Y_I"_; k;. Su existencia y célculo se derivan como en el apartado anterior,
considerando la esperanza matematica de la funcién g dada por

g(X) =g(X1,.... Xp) = (X1 — E[X1))}* -+ (Xp — E[X,))n, k= Z k;.
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Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Caso bidimensional (X, Y)). Momentos de segundo orden

Si existen my g, mg 1, y my 1 se define la covarianza de X e Y como
ma = Cov(X,Y) = E[(X - E[X])(Y — E[Y))].

Equivalentemente,

i1 = Cov(X,Y) = E[XY]-E[X]E]Y].
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Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Varianza de una combinacién lineal n-dimensional

Para cualquier (a1,...,a,) € R",

Si HE[X,-z], i=1,...,n,= IVar

i a,'X,':|

i=1

Zn: } 2 a?Var(X Z ajajCov(X;, X;).
i=1

i#j

Var
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Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Esta desigualdad se obtiene como consecuencia de la estructura de Hilbert definida a
partir del conjunto [,2(0, A, P), constituido por las variables aleatorias unidimensionales
sobre (Q), A, P), centradas, con momento de orden dos finito.

Especificamente, en dicho conjunto, se define el producto escalar

(X, Y)p2qap) = EIXY], VX, Y € L2(Q, A P).

La norma asociada viene entonces dada por

X220, 4.p) = EIX?], VX € L2(Q, A, P).

@ En este espacio, la desigualdad de Cauchy-Schwarz indica que:
[EIXY]]? < E[X?]E[Y?], VX,Y € L3(Q), A P).

@ Se da la igualdad si y sélo existen a 'y b no nulos tales que P(aX + bY =0) = 1.
@ Si X e Y son no degeneradas se tiene también que (Cov(X, Y))2 < Var(X)Var(Y).
Se da la igualdad si y sélo existen a y b no nulos, y ¢ € R, tales que

P(aX +bY =c¢) =1.

s i = = = A

(©José L. Romero (jlrbejar@ugr.es) Vectores aleatorios 66 / 71




Funcién generatriz de momentos

e Funcién generatriz de momentos
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Funcién generatriz de momentos

Definicién
Se define la funcién generatriz de momentos n-dimensional como

Mx(tl,...,tn) : (—al,bl) X oo X (—a,,,b,,) — R.

n
(tl,...,tn) — E |exp Zt,'X,' -
i=1

donde a;, b; €RT, Vi, j=1,...,n
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Funcién generatriz de momentos

Teorema de unicidad

Si existe la funcién generatriz de momentos de un vector aleatorio, determina de forma
univoca a su distribucién de probabilidad.

Momentos no centrados

Si existe la funcién generatriz de momentos de un vector aleatorio n-dimensional, los
momentos no centrados de dicho vector se calculan mediante evaluacién en el vector
cero de la derivada cruzada de My de orden correspondiente. Es decir,

okatetkn Mx(tl, R t,—,)
Atk otk

Myy ok =
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Funcién generatriz de momentos

Funciones generatrices de momentos marginales

Sea X = (X1,...,Xpn) : (O, A, P) — (R",B", Px) un vector aleatorio n-dimensional.

Supongamos que existe la funcién generatriz de momentos My de X.

Entonces, la funcién generatriz de momentos de cualquier subvector

(Xi

R

'Xik)’ k < n,

se calcula como sigue:

Mx, ..., (tiy. - ti) = Mx((0, tx)),
t = (tf1' R t,'k) S (75!,‘1, bi1) X oo X (73,"(, b,‘k),
donde el vector (0, t,) se define recolocando las componentes del vector t; = (t;,,..., t;)
en los lugares correspondientes, determinados por los valores iy,...,ix € {1,...,n},

y asignando el valor cero a las restantes componentes, ubicadas en los lugares

S A Y
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