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Vectores aleatorios Definición y caracterizaciones

σ-álgebra de Borel sobre Rn

En este tema se considerará la σ-álgebra Bn ⊂ P(Rn) de Borel sobre Rn, definida
como la mínima σ-álgebra que contiene todos los intervalos de Rn.

De forma similar al caso unidimensional, se demuestra que, en particular, dicha σ-
álgebra se puede generar a partir de la colección de todos los intervalos de Rn de
la forma

(−∞, x] = (−∞, x1]× · · · × (−∞, xn], x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. (1)

Definición

Un vector aleatorio X = (X1, . . . ,Xn) sobre un espacio probabilístico base (Ω,A,P) se
define como una función X : (Ω,A,P) −→ (Rn,Bn) de modo que:

X−1(B) = {ω ∈ Ω; X(ω) ∈ B} ∈ A, ∀B ∈ Bn,

donde Xi : (Ω,A,P) −→ (R,B), i = 1, . . . , n.
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Vectores aleatorios Definición y caracterizaciones

Caracterización

X = (X1, . . . ,Xn) es un vector aleatorio si y sólo si para cualquier x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

X−1((−∞, x]) = {ω ∈ Ω/X1(ω) ≤ x1, . . . ,Xn(ω) ≤ xn} ∈ A
{X ≤ x} = {X1 ≤ x1, . . . ,Xn ≤ xn} ∈ A

Esta caracterización se obtiene de forma inmediata a partir del resultado que prueba que
Bn se puede generar a partir de todos los intervalos de Rn de la forma (1).
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Vectores aleatorios Definición y caracterizaciones

Caracterización en términos de sus componentes

Teorema de medibilidad.
X = (X1, . . . ,Xn) es un vector aleatorio sobre (Ω,A,P) si y sólo si Xi es una variable
aleatoria sobre (Ω,A,P), para i = 1, . . . , n.

Demostración
(i) Supongamos que X = (X1, . . . ,Xn) es un vector aleatorio sobre (Ω,A,P). Se tiene entonces, en particular, para
todo xi ∈ R, y para todo i = 1, . . . , n, que

X−1
i ((−∞, xi ]) = {ω ∈ Ω;Xi (ω) ∈ (−∞, xi ], Xj (ω) ∈ R, i ̸= j}

= X−1((−∞,∞)× · · · × (−∞, xi ]× · · · × (−∞,∞)) ∈ A,

donde la última identidad se obtiene a partir de la expresión (1) anterior.
(ii) Si Xi , i = 1, . . . , n, son variables aleatorias unidimensionales sobre (Ω,A,P), entonces para cualquier vector x =
(x1, . . . , xn) ∈ Rn , se tiene

X−1((−∞, x]) = {ω ∈ Ω/X1(ω) ≤ x1, . . . ,Xn(ω) ≤ xn}

=
n⋂

i=1
X−1
i ((−∞, xi ]) ∈ A,

donde en la obtención de la última ecuación se ha aplicado que Xi es v.a., por tanto, X−1
i ((−∞, xi ]) ∈ A, para todo

i = 1, . . . , n, así como el hecho de que, por definición, una σ-álgebra, en particular A, es cerrada para la intersección
de conjuntos.
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Vectores aleatorios Función de distribución

Distribución de probabilidad

Sea X = (X1, . . . ,Xn) un vector aleatorio sobre (Ω,A,P). Se define entonces su dis-
tribución de probabilidad PX : Bn −→ [0, 1] como una función de conjuntos sobre Bn

satisfaciendo

PX(B) = P{ω ∈ Ω; X(ω) ∈ B} = P(X ∈ B), ∀B ∈ Bn. (2)
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Vectores aleatorios Función de distribución

Proposición

La función de conjuntos PX(B) definida en (2) es una medida de probabilidad.

Demostración

Se comprueba que PX satisface los tres axiomas que determinan una medida de probabilidad. Es decir,

A1 PX(B) = P(X ∈ B) ≥ 0, ∀B ∈ Bn , dado que P es una medida de probabilidad.

A2 PX(Rn) = P(Ω) = 1, dado que P es una medida de probabilidad.

A3 Sea {Bi }i∈N ⊂ Bn ; Bi ∩Bj =,∅, i ̸= j . Se tiene entonces

PX

( ⋃
n∈N

Bn

)
= P

(
X ∈

⋃
n∈N

Bn

)
= ∑

n∈N

P (X ∈ Bn) = ∑
n∈N

PX(Bn). (3)

donde para la obtención de estas identidades se ha aplicado la definición de PX y la aditividad de P como
medida de probabilidad.

Observación:

Por tanto, a partir de la Proposición anterior, se tiene que un vector aleatorio X se define
como una función medible entre los espacios (Ω,A,P) y (Rn,Bn,PX), i.e.,

X : (Ω,A,P) −→ (Rn,Bn,PX).
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Vectores aleatorios Función de distribución

Función de distribución de un vector aleatorio

La función de distribución de un vector aleatorio X se define como una función

FX : Rn −→ [0, 1]

dada por

FX(x) = PX ((−∞, x]) = P(X ∈ (−∞, x])

= P(X1 ≤ x1, . . . ,Xn ≤ xn), ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
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Vectores aleatorios Función de distribución

Propiedades de la función de distribución de un vector aleatorio

FX satisface las siguientes propiedades (que caracterizan a las funciones de distribución):

(i) ∀i = 1, . . . , n, y para cualesquiera x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn ∈ R,

xi < x ′i ⇒ FX(x1, . . . , xi−1, xi , xi+1, . . . , xn) ≤ FX(x1, . . . , xi−1, x
′
i , xi+1, . . . , xn).

(ii) ∀i = 1, . . . , n, y para cualesquiera x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn ∈ R,

lim
x ′i→xi ;x ′i>xi

FX(x1, . . . , xi−1, x
′
i , xi+1, . . . , xn) = FX(x1, . . . , xi−1, xi , xi+1, . . . , xn).

(iii) ∀i = 1, . . . , n, y para cualesquiera x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn ∈ R,

∃ lim
xi→−∞

FX(x1, . . . , xi−1, xi , xi+1, . . . , xn)

= FX(x1, . . . , xi−1,−∞, xi+1, . . . , xn) = 0.

(iv) Se tiene el siguiente límite: ∃ limxi→+∞, i=1,...,n FX(x1, . . . , xi−1, xi , xi+1, . . . , xn)
= FX(x1, . . . , xi−1,+∞, xi+1, . . . , xn) = 1.
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Vectores aleatorios Función de distribución

(v) ∀x1, . . . , xn ∈ R, ∀i = 1, . . . , n,

(i) lim
ϵ→0,ϵ>0

FX (x1, . . . , xi − ϵ, . . . , xn) = P(X1 ≤ x1, . . . ,Xi < xi , . . . ,Xn ≤ xn)

= FX (x1, . . . , x−i , . . . , xn)

(ii) P(X1 ≤ x1, . . . ,Xi−1 ≤ xi−1,Xi = xi ,Xi+1 ≤ xi+1, . . . ,Xn ≤ xn)

= FX (x1, . . . , xi , . . . , xn)− FX (x1, . . . , x−i , . . . , xn)

La última igualdad es nula cuando la función de distribución FX es continua en el
argumento i-ésimo en el punto xi .

(vi) ∀x1, . . . , xn ∈ R, y para cualquier ε1, . . . , εn ∈ R+ :

FX(x1 + ε1, . . . , xn + εn)

−
n

∑
i=1

FX(x1 + ε1, . . . , xi−1 + εi−1, xi , xi+1 + εi+1, . . . , xn + εn)

+
n

∑
i=1

n

∑
j=1

FX (x1 + ε1, . . . , xi−1 + εi−1, xi , xi+1 + εi+1,

. . . , xj−1 + εj−1, xj , xj+1 + εj+1, . . . , xn + εn
)
−

· · ·+ (−1)nFX(x1, . . . , xn) ≥ 0
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Vectores aleatorios Función de distribución

Demostración de la monotonía de la función de distribución n-dimensional
A continuación se derivará la prueba de (vi), considerando el caso n = 2, a partir del cual, el caso de un n general se
obtendría por inducción.

FX(x1 + ε1, x2 + ε2)− FX(x1, x2 + ε2)− FX(x1 + ε1, x2) + FX(x1, x2)

= P(X1 ≤ x1 + ε1,X2 ≤ x2 + ε2)− P(X1 ≤ x1,X2 ≤ x2 + ε2)− (P(X1 ≤ x1 + ε1,X2 ≤ x2) + P(X1 ≤ x1,X2 ≤ x2))

= P (x1 < X1 ≤ x1 + ε1,X2 ≤ x2 + ε2)− P (x1 < X1 ≤ x1 + ε1,X2 ≤ x2)

= P (x1 < X1 ≤ x1 + ε1, x2 < X2 ≤ x2 + ε2) ≥ 0 (p.q P es una medida de probabilidad).

Observación:

Todas las propiedades anteriores se demuestran de forma similar al caso unidimen-
sional.

Esta propiedad (vi) se puede ver como una extensión al caso n-dimensional de la
propiedad de monotonía (no decreciente) de la función de distribución. De hecho,
para el caso n = 1 se formularía como FX (x + ε)−FX (x) ≥ 0, para cualquier ε > 0,
que es cierto por ser FX una función monótona no decreciente.

Las propiedades (i)-(iv) y (vi) caracterizan a la función de distribución de un vector
aleatorio, que determina de forma unívoca la distribución de probabilidad de dicho
vector, según se enuncia en el siguiente resultado.
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Vectores aleatorios Teorema de correspondencia

Teorema de correspondencia

Existe una correspondencia biunívoca entre funciones de probabilidad P sobre (Rn,Bn)
y las funciones F : Rn −→ R satisfaciendo las propiedades (i)-(iv) y (vi) anteriores.
Dicha correspondencia está determinada por la relación:

P((−∞, x]) = F (x), ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Más concretamente,

(a) Si P es una medida de probabilidad sobre (Rn,Bn), la función F : Rn −→ R,
definida mediante la igualdad F (x) = P((−∞, x]), para cualquier x = (x1, . . . , xn) ∈
Rn, satisface las propiedades (i)-(iv) y (vi).

(b) Recíprocamente, si F : Rn −→ R es una función que satisface (i)-(iv) y (vi),
entonces existe una única medida de probabilidad P sobre (Rn,Bn), verificando
P((−∞, x]) = F (x), para cualquier x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
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Vectores aleatorios Teorema de correspondencia

Demostración (indicaciones)

(a) Esta demostración consiste en probar las propiedades (i)-(iv) y (vi), que, como ya se ha comentado anteri-
ormente, se obtienen de forma análoga al caso unidimensional, para el caso de las propiedades (i)-(iv). (En
relación con la propiedad (vi), dicha propiedad se ha derivado en la sección anterior).

(b) Se requiere probar que conocida F : Rn −→ R se puede calcular P(B), para cualquier B ∈ Bn . Es decir, para
cualquier B ∈ Bn , P(B) se puede calcular a partir del conocimiento de P((−∞, x]) = F (x), para cualquier x ∈ Rn .
Esta última afirmación se puede demostrar a partir de los conceptos de conjunto elemental, i.e., conjunto que
se puede expresar como unión finita de intervalos disjuntos de Rn , y de conjunto σ-elemental, i.e., conjunto
que se puede expresar como la unión numerable de conjuntos elementales disjuntos.

Corolario

(a) La distribución de probabilidad de un vector aleatorio determina y es determinada
por su función de distribución.

(b) Las propiedades (i)-(iv) y (vi) caracterizan a las funciones de distribución de vec-
tores aleatorios (toda función que las cumpla es la función de distribución de un
vector aleatorio con la dimensión correspondiente).
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Vectores aleatorios Teorema de correspondencia

Cálculo de probabilidades de vectores bidimensionales
Nos centraremos ahora en el cálculo de probabilidades de intervalos de Rn , ya que se puede abordar de forma más
directa y sencilla, a partir de la función de distribución FX de un vector aleatorio X.

PX(I1 × I2) = P(X ∈ I1 × I2) = P(X1 ∈ I1,X2 ∈ I2),

siendo I1, I2 intervalos de R, e I1 = (a, b), (a, b], [a, b), [a, b], a, b ∈ R
⋃{∞,+∞}, a ≤ b.

P(X1 ∈ (a, b),X2 ∈ I2) = P(X1 < b,X2 ∈ I2)− P(X1 ≤ a,X2 ∈ I2), a < b

P(X1 ∈ (a, b],X2 ∈ I2) = P(X1 ≤ b,X2 ∈ I2)− P(X1 ≤ a,X2 ∈ I2)

P(X1 ∈ [a, b),X2 ∈ I2) = P(X1 < b,X2 ∈ I2)− P(X1 < a,X2 ∈ I2)

P(X1 ∈ [a, b],X2 ∈ I2) = P(X1 ≤ b,X2 ∈ I2)− P(X1 < a,X2 ∈ I2)

Se considera ahora
P(X1 ≤ x ,X2 ∈ I2), I2 = (c, d), (c, d ], [c, d), [c, d ], x , c, d ∈ R, c ≤ d .

P(X1 ≤ x ,X2 ∈ (c, d)) = P(X1 ≤ x ,X2 < d)− P(X1 ≤ x ,X2 ≤ c) = FX(x , d−)− FX(x , c), c < d

P(X1 ≤ x ,X2 ∈ (c, d ]) = P(X1 ≤ x ,X2 ≤ d)− P(X1 ≤ x ,X2 ≤ c) = FX(x , d)− FX(x , c)

P(X1 ≤ x ,X2 ∈ [c, d)) = P(X1 ≤ x ,X2 < d)− P(X1 ≤ x ,X2 < c) = FX(x , d−)− FX(x , c−)

P(X1 ≤ x ,X2 ∈ [c, d ]) = P(X1 ≤ x ,X2 ≤ d)− P(X1 ≤ x ,X2 < c) = FX(x , d)− FX(x , c−)

De forma ánaloga se calcularía

P(X1 < x ,X2 ∈ I2), I2 = (c, d), (c, d ], [c, d), [c, d ], x , c, d ∈ R, c ≤ d .
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios discretos

Definición

Un vector aleatorio X es discreto si su conjunto de valores es numerable. Es decir, si
existe EX ⊂ Rn, numerable, tal que

PX(EX) = P(X ∈ EX) = 1.
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios discretos

Función masa de probabilidad

Se define la función masa de probabilidad de un vector aleatorio discreto como:

pX : EX −→ [0, 1]

pX(x) = P(X = x) = P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn)

Se verifica:

P(X = x) ≥ 0, ∀x ∈ EX

∑x∈EX P(X = x) = 1

Caracterización

Toda función real-valuada y no negativa, definida sobre un subconjunto numerable de
Rn, tal que la suma de sus valores es uno, es la función masa de probabilidad de un
vector aleatorio n-dimensional con valores en dicho conjunto.
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios discretos

Distribución de probabilidad y función de distribución

Se definen la distribución de probabilidad y la función de distribución de un vector aleato-
rio discreto como:

PX(B) = P(X ∈ B) = ∑
x∈B∩EX

P(X = x)

= ∑
x∈B∩EX

P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn), ∀B ∈ Bn

FX(x) = FX(x1, . . . , xn) = P(X1 ≤ x1, . . . ,Xn ≤ xn)

= ∑
x′∈EX; x ′i≤xi , i=1,...,n

P(X = x′)

= ∑
x′∈EX; x ′i≤xi , i=1,...,n

P(X1 = x ′1, . . . ,Xn = x ′n)

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios discretos

Caracterización de vector aleatorio discreto

Un vector aleatorio X = (X1, . . . ,Xn) : (Ω,A,P) −→ (Rn,Bn) es discreto si y sólo si,
para i = 1, . . . , n, Xi : (Ω,A,P) −→ (R,B) es una variable aleatoria discreta unidimen-
sional.

Demostración (⇒)

Supongamos que X es un vector aleatorio discreto, i.e., ∃EX ⊂ Rn tal que P(X ∈ EX) = 1. Definamos el subconjunto

Ψi
R(EX) = {y ∈ R; ∃x ∈ EX, x = (x1, . . . , xi = y , . . . , xn)}.

Dicho conjunto representa la proyección de EX sobre la i-ésima componente. Dado que EX es numerable, Ψi
R(EX) es

también numerable. Adicionalmente,

P(Xi ∈ Ψi
R(EX)) = P

(
X1 ∈ R, . . . ,Xi ∈ Ψi

R(EX), . . . ,Xn ∈ R
)

≥ P (X ∈ EX) = 1.

Por tanto, Xi es una variable aleatoria unidimensional discreta, para i = 1, . . . , n.
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios discretos

Demostración (⇐)

Supongamos ahora que Xi es una variable aleatoria unidimensional dis-
creta, para i = 1, . . . , n, i.e., existe un subconjunto numerable EXi

⊂ R, tal que P(Xi ∈ EXi
) = 1, para

i = 1, . . . , n. Por tanto el subconjunto de Rn dado por EX1 × · · · × EXn es también numerable. Se tiene entonces,

P
(
X = (X1, . . . ,Xn) ∈ EX1 × · · · × EXn

)
= P(X1 ∈ EX1 , . . . ,Xn ∈ EXn )

= P

(
n⋂

i=1

{
Xi ∈ EXi

})
≥ 1−

n

∑
i=1

P
({

Xi ∈ R\EXi
})

= 1−
n

∑
i=1

P(Xi ∈ Ec
Xi

) = 1

Observación

El resultado anterior nos indica que cualquier conjunto finito de variables aleatorias
discretas puede definir un vector aleatorio discreto de dimensión dada por el número
de variables.

Recíprocamente, un vector aleatorio discreto determina un conjunto finito de vari-
ables aleatorias discretas.
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios discretos

A continuación se van a ilustrar unos cuantos ejemplos de cálculo de la función de
distribución de un vector aleatorio discreto.

Ejemplo 1

Sea un vector aleatorio bidimensional discreto, X = (X1,X2) con función masa de prob-
abilidad definida mediante las siguientes igualdades

P((1, 2)) = P((1, 3)) = P((2, 2)) = P((2, 3)) = 1/6

P((3, 3)) = 2/6

Función de distribución bivariante asociada

FX(x1, x2) =


0 si x1 < 1 ó x2 < 2

1/6 si 1 ≤ x1 < 2, 2 ≤ x2 < 3
1/3 si 1 ≤ x1 < 2; x2 ≥ 3 ó 2 ≤ x2 < 3; 2 ≤ x2 < 3 ó x ≥ 3;2 ≤ x2 < 3
2/3 si 2 ≤ x1 < 3, x2 ≥ 3
1 si x1 ≥ 3, x2 ≥ 3

Para calcular, por ejemplo, P((x1, x2); x1 + x2 = 4),

P((x1, x2); x1 + x2 = 4) = P((1, 3)) + P((2, 2)) = 1/3.

©José L. Romero (jlrbejar@ugr.es) Vectores aleatorios 25 / 71



Vectores aleatorios Vectores aleatorios discretos

Ejemplo 2

Sea X = (X ,Y ) el vector aleatorio discreto con función masa de probabilidad definida
mediante la siguiente tabla:

X\Y −1 1
1 1/6 1/3
2 1/12 1/4
3 1/12 1/12

Se calculan las siguientes probabilidades:
P(X ≤ 2,Y > 0) = P(X = 1,Y = 1) + P(X = 2,Y = 1) = 1

3 + 1
4 = 7

12

P(X ≥ 2) = P(X = 2,Y = −1) + P(X = 2,Y = 1) + P(X = 3,Y = −1) + P(X = 3,Y = 1) = 3
12 + 1

4 = 1
2

P(Y < 0) = P(X = 1,Y = −1) + P(X = 2,Y = −1) + P(X = 3,Y = −1) = 1
6 + 1

12 + 1
12 = 1

3
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios continuos
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios continuos

Definición

Un vector aleatorio X : (Ω,A,P) −→ (Rn,Bn) es de tipo continuo si existe una función
fX : Rn −→ R, tal que

FX(x) =
∫ xn

−∞
· · ·

∫ x1

−∞
fX(t1, . . . , tn)dt1, . . . , dtn, ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Función de densidad

La función fX recibe el nombre de función de densidad de probabilidad.

Como consecuencia se tiene que la función de distribución FX es:

- continua sobre Rn,

- derivable salvo un conjunto de medida nula de Rn.

- tiene derivada continua sobre el dominio donde se define FX.
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios continuos

Propiedades de la función de densidad

La función de densidad presenta las siguientes propiedades:

limxi→−∞, i=1,...,n fX(x1, . . . , xn) = limxi→∞, i=1,...,n fX(x1, . . . , xn) = 0.

El conjunto de discontinuidades de fX en Rn es numerable, es decir, tiene medida
nula.

Si x = (x1, . . . , xn) es un punto de continuidad de fX, entonces

∃d
nFX(x1, . . . , xn)
dx1 . . . dxn

= fX(x1, . . . , xn).

Los valores de fX pueden modificarse en un conjunto de medida nula sin afectar a
FX (como primitiva de fX en sus puntos de continuidad).

Puesto que fX determina FX, también determina la distribución de probabilidad. Es
decir,

∀B ∈ Bn, PX(B) =
∫
B
fX(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

En particular, si E es un subconjunto numerable de Rn, entonces

PX(E ) =
∫
E
fX(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn = 0.
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios continuos

Caracterización de función de densidad

Si fX : Rn −→ R es la función de densidad de un vector aleatorio, entonces es no
negativa e integrable y su integral sobre Rn vale uno, i.e.,∫ +∞

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞
fX(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn = 1.

Recíprocamente, si fX es no negativa e integrable y su integral sobre Rn vale uno,
entonces es la función de densidad de un vector aleatorio n-dimensional.

Observación

En el caso de vectores aleatorios continuos, no se tiene la equivalencia estudiada para
el caso de vectores aleatorios discretos, en relación con el carácter continuo de sus
componentes. Más concretamente, se tiene sólo la implicación formulada en el siguiente
resultado.
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios continuos

Caracterización de vector aleatorio continuo

Sea X = (X1, . . . ,Xn) : (Ω,A,P) −→ (Rn,Bn,PX) es un vector aleatorio continuo.
Entonces, Xi : (Ω,A,P) −→ (Rn,Bn,PXi

) es una variable aleatoria continua, para
i = 1, . . . , n.

Demostración
Para cada i = 1, . . . , n,

FXi
(xi ) = P(Xi ≤ xi ) = P(X1 ∈ R, . . . ,Xi ≤ xi , . . . ,Xn ∈ R)

=
∫ +∞

−∞
· · ·

∫ xi

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞
fX(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn

=
∫ xi

−∞

[∫ +∞

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞
fX(t1, . . . , tn)dt1 . . . dti−1dti+1 . . . dtn

]
dti

Definimos entonces la función fXi
: R −→ R dada por

fXi
(ti ) =

∫ +∞

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞
fX(t1, . . . , ti , . . . , tn)dt1 . . . dti−1dti+1 . . . dtn .

Dicha función es no negativa e integrable y su integral sobre R vale uno. Adicionalmente, se tiene la siguiente igualdad:

FXi
(xi ) =

∫ xi

−∞
fXi

(ti )dti .

Por tanto, Xi es de tipo continuo con densidad de probabilidad fXi
.
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios continuos

Contraejemplo

Se considera seguidamente un contraejemplo, donde se observa que un conjunto finito
de variables continuas no definen necesariamente un vector aleatorio continuo.

Sea (X1,X2) un vector aleatorio tal que X1 es de tipo continuo y X2 = 2X1 + k, para
un cierto k > 0.

Entonces (X1,X2) no es un vector aleatorio continuo, ya que si lo fuera

P(X2 = 2X1 + k) =
∫
{(x1,x2)∈R2; x2=2x1+k}

f(X1,X2)(t1, t2)dt1dt2 = 0.

Sin embargo, a partir de la definición de dicho vector se tiene:

P(X2 = 2X1 + k) = 1.
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios continuos

A continuación se proponen unos cuantos ejemplos de cálculo de la función de distribución
de un vector aleatorio continuo.

Ejemplo 1

Se considera la siguiente función:

fX(x , y) =

{
k 0 < y < x < 1
0 resto de valores

Calcular k para que fX sea la función de densidad de probabilidad de un vector aleatorio
bidimensional X = (X ,Y ) y hallar la función de distribución asociada.
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios continuos

Ejemplo 2

Sea fX(x , y) =

{
x + y 0 < x < 1, 0 < y < 1
0 en el resto . Calcular la función de distribución

de probabilidad FX del vector aleatorio X = (X ,Y ), con función de densidad de proba-
bilidad fX.
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios continuos

Ejemplo 3

Sea fX(x , y) =

{
k
[ xy

2 + 1
]

0 < x < 1, −1 < y < 1
0 en otro caso

Calcular k para que fX sea una función de densidad de probabilidad.

Calcular la función de distribución de probabilidad FX.
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios continuos

Ejemplo 4

Dada la v.a. bidimensional continua (X ,Y ), cuya función de densidad de probabilidad
conjunta viene dada por:

f (x , y) =

{
cx2y x2 ≤ y ≤ 1
0 en otro caso

Calcular el valor de la constante c para que f sea una función de densidad de probabilidad
y, en tal caso, calcular la función de distribución de probabilidad asociada.
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Vectores aleatorios Vectores aleatorios continuos

Ejemplo 5

Calcular la función de distribución de probabilidad asociada a la función de densidad fX
del vector aleatorio X = (X1,X2), cuyos valores se encuentran en el recinto delimitado
por las rectas x = 0, y = 0, y x + y = 1.

©José L. Romero (jlrbejar@ugr.es) Vectores aleatorios 37 / 71



Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas
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Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones marginales

Sea X = (X1, . . . ,Xn) : (Ω,A,P) −→ (Rn,Bn,PX), un vector aleatorio. Para cualquier
subconjunto de subíndices {i1, . . . , ik} del conjunto {1, . . . , n}, se define la función de
distribución marginal del subvector aleatorio (Xi1 , . . . ,Xik ) como sigue:

FXi1 ,...,Xik
(xi1 , . . . , xik ) = lim

xl→+∞; l ̸=i1,...,ik
FX(x1, . . . , xn). (4)
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Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones marginales para el caso discreto

Sea X = (X1, . . . ,Xn) un vector aleatorio discreto tal que P(X ∈ EX) = 1, para
un cierto subconjunto EX numerable de Rn, si y sólo si, para i = 1, . . . , n, ∃EXi

⊂
R, numerable, tal que, P(Xi ∈ EXi

) = 1. A partir de la definición de f.m.p (diapositiva
20), la función masa de probabilidad del subvector aleatorio discreto (Xi1 , . . . ,Xik ) se
calcularía como sigue:

pXi1 ,...,Xik
(xi1 , . . . , xik ) = ∑

xl∈EXl
; l ̸=i1,...,ik

pX1,...,Xn
(x1 . . . xn)

= ∑
xl∈EXl

; l ̸=i1,...,ik

P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn)

= P(Xi1 = xi1 , . . . ,Xik = xik ),

para cualquier subconjunto de subíndices {i1, . . . , ik} del conjunto {1, . . . , n}.
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Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones marginales para el caso continuo

Para vectores aleatorios continuos, la función de densidad de probabilidad marginal
de cualquier subvector o variable aleatoria k- dimensional (Xi1 , . . . ,Xik ), con k < n,
{i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}, construida a partir de k componentes del vector X =
(X1, . . . ,Xn), se calcularía mediante integración de la función de densidad de proba-
bilidad conjunta fX con respecto a los argumentos, cuyos subíndices no coinciden con los
elementos del conjunto {i1, . . . , ik}, es decir,

fXi1 ,...,Xik
(xi1 , . . . , xik ) =

∫
Rn−k

fX(x1, . . . , xn) ∏
l∈{1,...,n}; l ̸=i1,...,ik

dxl .
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Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones condicionadas

En diversas áreas de aplicación surgen problemas relacionados con el estudio del
comportamiento de un subconjunto de variables aleatorias desconocidas (o no ob-
servables), dados los valores observados o conocidos de otro subconjunto de variables
aleatorias relacionadas.

Para describir y caracterizar dicho comportamiento se introduce el concepto de
distribución condicionada.

Más concretamente, para vectores aleatorios discretos, estudiaremos la función masa
de probabilidad condicionada, y para vectores aleatorios continuos se estudiará la
función de densidad de probabilidad condicionada.
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Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones condicionadas para el caso discreto

Notación

Sea X = (X1, . . . ,Xn) es un vector aleatorio discreto tal que P(X ∈ EX) = 1,
para un cierto subconjunto EX numerable de Rn, si y sólo si, para i = 1, . . . , n,
∃EXi

⊂ R, numerable tal que, P(Xi ∈ EXi
) = 1.

Por simplicidad, en la siguiente definición se notará, para cualesquiera dos sub-
conjuntos de índices {j1, . . . , jp} e {i1, . . . , ik} del conjunto {1, . . . , n} tales que
im ̸= jl , para m = 1, . . . , k, y l = 1, . . . , p, con p + k = n, las componentes
del vector xn = (x1, . . . , xn), definidas a partir de las componentes de los vectores
xp = (xj1 , . . . , xjp ) y xk = (xi1 , . . . , xik ), como

xn = (x1, . . . , xn) = (xp , xk ),

donde se entiende que (xp , xk ) representa el vector resultante de reordenar las com-
ponentes de los vectores xp y xk , de forma adecuada, de acuerdo con los valores de
los subíndices j1, . . . , jp e i1, . . . , ik , dentro del conjunto {1, . . . , n}.
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Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones condicionadas para el caso discreto

Definición

Para cualesquiera dos subconjuntos de índices {j1, . . . , jp} e {i1, . . . , ik} del con-
junto {1, . . . , n}, definidos como antes, la función masa de probabilidad de la vari-
able aleatoria p-dimensional Xp = (Xj1 , . . . ,Xjp ) condicionada a los valores yk =
(yi1 , . . . , yik ) de la variable aleatoria k- dimensional (Xi1 , . . . ,Xik ), i.e., condicionada
a los valores (Xi1 = yi1 , . . . ,Xik = yik ), tal que P(Xi1 = yi1 , . . . ,Xik = yik ) > 0, se
define como sigue:

pXj1 ,...,Xjp
(xj1 , . . . , xjp /Xi1 = yi1 , . . . ,Xik = yik ) =

pX(xp , yk )
pXi1 ,...,Xik

(yi1 , . . . , yik )
,

donde, siguiendo la notación anteriormente adoptada, pX drepresenta la función
masa de probabilidad conjunta del vector aleatorio discreto X = (X1, . . . ,Xn) y
pXi1 ,...,Xik

denota la función masa de probabilidad marginal de las componentes
aleatorias Xi1 , . . . ,Xik .
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Vectores aleatorios Distribuciones marginales y condicionadas

Distribuciones condicionadas para el caso continuo

Definición

Dado un vector aleatorio X = (X1, . . . ,Xn) continuo con función de densidad de
probabilidad conjunta fX, adoptando la notación anterior, para cualesquiera dos
subconjuntos de índices {j1, . . . , jp} e {i1, . . . , ik} del conjunto {1, . . . , n}, definidos
como antes, la función de densidad de probabilidad de la variable aleatoria p-
dimensional Xp = (Xj1 , . . . ,Xjp ), condicionada a los valores yk = (yi1 , . . . , yik ) de
la variable aleatoria k- dimensional (Xi1 , . . . ,Xik ), se define como

fXj1 ,...,Xjp
(xj1 , . . . , xjp /yi1 , . . . , yik ) =

fX(xp , yk )
fXi1 ,...,Xik

(yi1 , . . . , yik )

∀xp = (xj1 , . . . , xjp ),

donde yk debe ser tal que fXi1 ,...,Xik
(yi1 , . . . , yik ) > 0.
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Cambio de variable multidimensional

Planteamiento

Sea X = (X1, . . . ,Xn) un vector aleatorio sobre (Ω,A,P), tal que

P(X ∈ EX) = PX(EX) = 1,

para un cierto conjunto EX ⊆ Rn. Se considera una función g : EX −→ Rm medible.

Entonces, Y = g(X) es una variable aleatoria m-dimensional sobre (Ω,A,P), cuya dis-
tribución de probabilidad y función de distribución de probabilidad vienen respectivamente
dadas por:

PY(B) = PX(g
−1(B)) = P(X ∈ g−1(B)), ∀B ∈ Bm

FY(y) = PX(g
−1 ((−∞, y1]× · · · × (−∞, ym])), ∀y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm. (5)
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Cambio de variable multidimensional Discreto a discreto

Función masa de probabilidad de Y = g(X), X discreto

Supongamos que X = (X1, . . . ,Xn) en (5) es de tipo discreto, es decir, EX es un subcon-
jumto numerable de Rn. Entonces,

PY(g(EX)) = P(Y ∈ g(EX)) = P(X ∈ EX) = PX(EX) = 1.

Del mismo modo, entonces Y = g(X) es también una variable m-dimensional discreta
que toma sus valores en el conjunto numerable g(EX), con función masa de probabilidad
definida por:

Para cualquier y = (y1, . . . , ym) ∈ g(EX),

pY(y) = PX(g
−1(y)) = PX({x ∈ EX; g(x) = y})

= ∑
x=(x1,...,xn)∈g−1(y)

pX(x) = ∑
x=(x1,...,xn)∈g−1(y)

pX(x1, . . . , xn)

= ∑
x=(x1,...,xn)∈g−1(y)

P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn), ∀y ∈ g(EX).
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Cambio de variable multidimensional Continuo a discreto

Función masa de probabilidad de Y = g(X), X continuo e Y discreto

Supongamos ahora que X = (X1, . . . ,Xn) en (5) es una variable aleatoria n-dimensional
continua, con función de densidad de probabilidad fX, y se considera una función medible
g : EX −→ Rm tal que Y = g(X) es discreta.

Entonces la función masa de probabilidad de Y viene dada, ∀y = (y1, . . . , yn) ∈ g(EX),
por la siguiente expresión:

pY(y) = pY(y1, . . . , yn) =
∫
{x∈EX; g (x)=y}

fX(v)dv.
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Cambio de variable multidimensional Continuo a continuo

Función de densidad de Y = g(X), X continuo e Y continuo

Sea X = (X1, . . . ,Xn) en (5) es una variable aleatoria n-dimensional continua, con función
de densidad de probabilidad fX. Supongamos que g : EX −→ Rn es una función medible
satisfaciendo las siguientes condiciones:

(i) g es derivable en todos los argumentos

(ii) g es inyectiva (g−1 : g(EX) −→ EX, es una aplicación). Es decir, ∀y ∈ g(EX),
existe un único x = (x1, . . . , xn) ∈ EX, tal que g(x) = g(x1, . . . , xn) = y. Dado que
x está unívocamente determinado por y, utilizaremos la notación

g−1(y) = x(y) = (x1(y), . . . , xn(y)).

(iii) El jacobiano de g−1 es no nulo, i.e., para cualquier y ∈ g(EX),

J(y) = det




∂x1(y1 ,...,yn )
∂y1

. . . ∂x1(y1 ,...,yn )
∂yn

.

.

.
.
.
.

.

.

.
∂xn (y1 ,...,yn )

∂y1
. . . ∂xn (y1 ,...,yn )

∂yn


 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1(y1 ,...,yn )
∂y1

. . . ∂x1(y1 ,...,yn )
∂yn

.

.

.
.
.
.

.

.

.
∂xn (y1 ,...,yn )

∂y1
. . . ∂xn (y1 ,...,yn )

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0

Bajo las condiciones (i)-(iii), Y = g(X) es una variable aleatoria n-dimensional continua,
cuya función de densidad fY viene dada por:

fY(y) = fX(g
−1(y))|J(y)|, ∀y ∈ g(EX)
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Cambio de variable multidimensional Continuo a continuo

Observación 1
Una propiedad interesante del jacobiano es que cuando éste es diferente de cero, en el entorno de un punto dado,
entonces el teorema de la función inversa garantiza que la función asociada admite una función inversa alrededor de
dicho punto.

Siendo, por tanto, una condición suficiente pero no necesaria, es decir, el jacobiano de una función n-dimensional sobre
un conjunto de Rn se puede anular en un punto, sin que ello implique la no existencia de la función inversa en un
entorno de dicho punto.

Observación 2
Si g no cumple la condición (ii), pero para cada y ∈ g (EX), existe un conjunto numerable de antiimágenes de y,

{xk (y)}k∈N = {(x1k (y), . . . , xnk (y))}k∈N,

tales que, para todo k ∈ N, el jacobiano Jk de xk satisface

Jk (y) ̸= 0, ∀y ∈ g (EX),

entonces Y = g (X) es una variable aleatoria n-dimensional continua, cuya función de densidad fY viene dada por:

fY (y) = ∑
k∈N

fX(xk (y))|Jk (y)|, ∀y ∈ g (EX).
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Distribución del máximo y del mínimo

Distribuciones el máximo y del mínimo

Notación
Sea X = (X1, . . . ,Xn) : (Ω,A,P) −→ (Rn,Bn,PX) un vector aleatorio n-dimensional.
Se definen las variables aleatorias unidimensionales

max(X1, . . . ,Xn) : (Ω,A,P) −→ (R,B)
min(X1, . . . ,Xn) : (Ω,A,P) −→ (R,B)

cuyas funciones de distribución se definen como sigue: para cualquier y ∈ R,

Fmax(X1,...,Xn)(y) = P(max(X1, . . . ,Xn) ≤ y)

= P(X1 ≤ y , . . . ,Xn ≤ y) = FX(y , . . . , y)

Fmin(X1,...,Xn)(y) = P(min(X1, . . . ,Xn) ≤ y)

= 1− P(min(X1, . . . ,Xn) > y) = 1− P(X1 > y , . . . ,Xn > y)

= 1− PX((y ,∞)× · · · × (y ,∞)).

©José L. Romero (jlrbejar@ugr.es) Vectores aleatorios 56 / 71



Distribución del máximo y del mínimo

Distribuciones el máximo y del mínimo

La función de distribución conjunta de la variable aleatoria bidimensional

(Z ,T ) = (min(X1, . . . ,Xn), max(X1, . . . ,Xn)),

viene dada por

F(Z ,T )(x , y) =

{
FX(y , . . . , y), y ≤ x
FX(y , . . . , y)− P(x < X1 ≤ y , . . . , x < Xn ≤ y), y > x

Indicación

Para deducir la expresión F(Z ,T )(x , y) cuando y > x se ha tenido en cuenta la
igualdad de sucesos siguiente: {Z ≤ x} ∩ {T ≤ y} = {Z > x}c ∩ {T ≤ y}.

©José L. Romero (jlrbejar@ugr.es) Vectores aleatorios 57 / 71



Esperanza matemática de un vector aleatorio

1 Vectores aleatorios
Definición y caracterizaciones

Función de distribución

Teorema de correspondencia

Vectores aleatorios discretos

Vectores aleatorios continuos

Distribuciones marginales y condicionadas

2 Cambio de variable multidimensional
Discreto a discreto

Continuo a discreto

Continuo a continuo

3 Distribución del máximo y del mínimo

4 Esperanza matemática de un vector aleatorio

5 Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

6 Función generatriz de momentos

©José L. Romero (jlrbejar@ugr.es) Vectores aleatorios 58 / 71



Esperanza matemática de un vector aleatorio

Definición

Sea X = (X1, . . . ,Xn) : (Ω,A,P) −→ (Rn,Bn,PX) un vector aleatorio n-dimensional.
La Esperanza Matemática, E [X], de X, si existe, se define como un vector determinís-
tico cuyas componentes son las medias o esperanzas matemáticas de sus componentes
aleatorias, es decir

E [X] = (E [X1], . . . ,E [Xn]) = (µ1, . . . , µn) ∈ Rn.

Consecuencia

La esperanza matemática de un vector aleatorio X = (X1, . . . ,Xn) existe ⇔ existen las
esperanzas matemáticas de sus componentes aleatorias.

Equivalentemente, un vector aleatorio tiene media finita ⇔ sus distribuciones marginales
tienen media o momento de orden uno no centrado finito, i.e.,

∃E [X] ⇔ ∃E [Xi ], i = 1, . . . , n.
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Esperanza matemática de un vector aleatorio

Propiedades de la esperanza matemática

Linealidad. Para cualesquiera (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈ Rn,

∃E [Xi ] ⇒ ∃E [aiXi + bi ], i = 1, . . . , n

⇓

∃E
[

n

∑
i=1

aiXi + bi

]
=

n

∑
i=1

aiE [Xi ] + bi .

Monotonía. Sean X1 y X2 variables aleatorias unidimensionales, tales que,
∃E [X1], ∃E [X2], entonces

X1 ≤ X2 ⇒ E [X1] ≤ E [X2].
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Esperanza matemática de un vector aleatorio

Transformación g : Rn −→ R

Sea g : Rn −→ R una función medible, entonces, Y = g(X) es una variable aleatoria. Si
existe su media E [g(X)], entonces se tienen las siguientes afirmaciones:

X es de tipo discreto, P(X ∈ EX) = 1, siendo EX ⊂ R numerable. Entonces:

∃E [g(X)] ⇔ ∑
(x1,...,xn)∈EX

|g(x1, . . . , xn)|pX(x1, . . . , xn) < ∞.

∃E [g(X)] ⇒ E [g(X)] = ∑
(x1,...,xn)∈EX

g(x1, . . . , xn)pX(x1, . . . , xn)

X es de tipo continuo con función de densidad de probabilidad fX. Entonces:

∃E [g(X)] ⇔
∫

Rn
|g(x1, . . . , xn)|fX(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn < ∞.

∃E [g(X)] ⇒ E [g(X)] =
∫

Rn
g(x1, . . . , xn)fX(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn

©José L. Romero (jlrbejar@ugr.es) Vectores aleatorios 61 / 71



Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

1 Vectores aleatorios
Definición y caracterizaciones

Función de distribución

Teorema de correspondencia

Vectores aleatorios discretos

Vectores aleatorios continuos

Distribuciones marginales y condicionadas

2 Cambio de variable multidimensional
Discreto a discreto

Continuo a discreto

Continuo a continuo

3 Distribución del máximo y del mínimo

4 Esperanza matemática de un vector aleatorio

5 Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

6 Función generatriz de momentos

©José L. Romero (jlrbejar@ugr.es) Vectores aleatorios 62 / 71



Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Definición

Sea X = (X1, . . . ,Xn) : (Ω,A,P) −→ (Rn,Bn,PX) un vector aleatorio n-dimensional.

Momentos no centrados de orden k de X. Se notarán mk1,...,kn , siendo k = ∑n
i=1 ki .

Corresponden al cálculo de la esperanza matemática de la función

g(X) = g(X1, . . . ,Xn) = X k1
1 · · ·X kn

n , k =
n

∑
i=1

ki .

Por tanto, su existencia y cálculo se obtiene como en el apartado anterior.

Momentos centrados (respecto a la media) de orden k de X. Se notarán µk1,...,kn ,
siendo k = ∑n

i=1 ki . Su existencia y cálculo se derivan como en el apartado anterior,
considerando la esperanza matemática de la función g dada por

g(X) = g(X1, . . . ,Xn) = (X1 − E [X1])
k1 · · · (Xn − E [Xn])

kn , k =
n

∑
i=1

ki .
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Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Caso bidimensional (X ,Y ). Momentos de segundo orden

Si existen m1,0, m0,1, y m1,1 se define la covarianza de X e Y como

µ1,1 = Cov(X ,Y ) = E [(X − E [X ])(Y − E [Y ])].

Equivalentemente,

µ1,1 = Cov(X ,Y ) = E [XY ]− E [X ]E [Y ].
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Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Varianza de una combinación lineal n-dimensional

Para cualquier (a1, . . . , an) ∈ Rn,

Si ∃E [X 2
i ], i = 1, . . . , n,⇒ ∃Var

[
n

∑
i=1

aiXi

]

Var

[
n

∑
i=1

aiXi

]
=

n

∑
i=1

a2
i Var(Xi ) +

n

∑
i ̸=j

aiajCov(Xi ,Xj ).
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Momentos. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Esta desigualdad se obtiene como consecuencia de la estructura de Hilbert definida a
partir del conjunto L2(Ω,A,P), constituido por las variables aleatorias unidimensionales
sobre (Ω,A,P), centradas, con momento de orden dos finito.
Específicamente, en dicho conjunto, se define el producto escalar

⟨X ,Y ⟩L2(Ω,A,P) = E [XY ], ∀X ,Y ∈ L2(Ω,A,P).

La norma asociada viene entonces dada por

∥X∥2
L2(Ω,A,P) = E [X 2], ∀X ∈ L2(Ω,A,P).

En este espacio, la desigualdad de Cauchy-Schwarz indica que:

[E [XY ]]2 ≤ E [X 2]E [Y 2], ∀X ,Y ∈ L2(Ω,A,P).

Se da la igualdad si y sólo existen a y b no nulos tales que P(aX + bY = 0) = 1.

Si X e Y son no degeneradas se tiene también que (Cov(X ,Y ))2 ≤ Var(X )Var(Y ).
Se da la igualdad si y sólo existen a y b no nulos, y c ∈ R, tales que

P(aX + bY = c) = 1.
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Función generatriz de momentos

Definición
Se define la función generatriz de momentos n-dimensional como

MX(t1, . . . , tn) : (−a1, b1)× · · · × (−an, bn) −→ R.

(t1, . . . , tn) −→ E

[
exp

(
n

∑
i=1

tiXi

)]
,

donde ai , bj ∈ R+, ∀i , j = 1, . . . , n.
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Función generatriz de momentos

Teorema de unicidad

Si existe la función generatriz de momentos de un vector aleatorio, determina de forma
unívoca a su distribución de probabilidad.

Momentos no centrados

Si existe la función generatriz de momentos de un vector aleatorio n-dimensional, los
momentos no centrados de dicho vector se calculan mediante evaluación en el vector
cero de la derivada cruzada de MX de orden correspondiente. Es decir,

mk1,...,kn =

[
∂k1+···+knMX(t1, . . . , tn)

∂tk1
1 . . . ∂tknn

]
t1=···=tn=0

.
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Función generatriz de momentos

Funciones generatrices de momentos marginales

Sea X = (X1, . . . ,Xn) : (Ω,A,P) −→ (Rn,Bn,PX) un vector aleatorio n-dimensional.
Supongamos que existe la función generatriz de momentos MX de X.

Entonces, la función generatriz de momentos de cualquier subvector

(Xi1 , . . . ,Xik ), k < n,

se calcula como sigue:

MXi1 ,...,Xik
(ti1 , . . . , tik ) = MX((0, tk )),

tk = (ti1 , . . . , tik ) ∈ (−ai1 , bi1 )× · · · × (−aik , bik ),

donde el vector (0, tk ) se define recolocando las componentes del vector tk = (ti1 , . . . , tik )
en los lugares correspondientes, determinados por los valores i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n},
y asignando el valor cero a las restantes componentes, ubicadas en los lugares
{1, . . . , n} − {i1, . . . , ik}.
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