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Introducciéon general

Debido al caracter aleatorio de la mayoria de los sistemas fisicos de la naturaleza,
uno de los problemas estadisticos més estudiados gira en torno a la estimaciéon del
estado de un sistema estocastico, suponiéndose conocido el modelo matematico que
lo rige asi como las condiciones iniciales que el sistema posee al principio del estudio.
La variable objeto de estudio vendra representada matematicamente por el vector
estado que, en general, no es accesible directamente, sino que sélo se dispone de
una serie de medidas u observaciones relacionadas con dichos estados y perturbadas
por un término de error, en general, aleatorio, denominado ruido. El objetivo de
la Teoria de estimacion en sistemas dindmicos consiste en obtener un estimador

Optimo, seglin un criterio de optimalidad preestablecido.

Desde los inicios hasta Gauss

Los antecedentes historicos sobre el estudio del problema de estimacién de los
estados de un sistema que evoluciona a lo largo del tiempo son amplios. Diversas
investigaciones han encontrado evidencias de que, hacia el ano 3000 a. C., en algunas
civilizaciones antiguas, como son la babilénica o la egipcia, el hombre ya mostraba
interés por realizar predicciones futuras sobre fendémenos naturales, basdndose en la

observacion y la experimentacion.

I1I
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Sin embargo, los primeros estudios rigurosos relativos a sistemas dindmicos
se asocian al campo de la astrofisica, concretamente, cuando Newton enuncia las
Leyes de la mecdnica y de la gravitacion universal, donde utiliza, por primera
vez en la historia, un modelo matematico para plasmar el conocimiento abstracto
que explicaba un problema planteado. A finales del siglo XVIII, Gauss (1777-
1855) introduce formalmente el Método de minimos cuadrados para estimar
sistemas dinamicos a partir de observaciones perturbadas por un término de
error. Anteriormente, en el siglo XVII, el propio Galileo Galilei (1564-1642) habia
reconocido la importancia de los errores de las observaciones, estudiando la forma
de minimizar funciones de error, pero fue Gauss quien, en 1809, aplicé el método
de minimos cuadrados en su obra Theoria motus corporum celestium para la
estimacion de los seis coeficientes que determinaban de forma exacta la 6rbita eliptica
del asteroide Ceres, en una situaciéon en que el nimero de observaciones excedia
el nimero de parametros a estimar. Aunque la aplicacion empirica del método
de minimos cuadrados habia sido realizada por Gauss y Legendre, seria Laplace
quien, en 1812 y en la obra Teoria analitica de las probabilidades, presentaria la
demostracion formal del mismo. En 1821, Gauss desarroll6 también una variante
recursiva del método de minimos cuadrados que permitia, conocida una nueva
observacion, corregir el estimador previo sin necesidad de repetir los calculos y, en
1826, presentd el famoso teorema que aiin se conoce con el nombre de Teorema
de Gauss-Markov que afirma que el estimador de minimos cuadrados es el que
posee menor varianza en la clase de los estimadores lineales e insesgados. La
introducciéon del método de estimacion de minimos cuadrados supuso un importante
avance cientifico y una innovadora via de conexiéon entre las ciencias tedricas y las

experimentales, proporcionando una técnica que atin es muy usada en la actualidad.
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Comienzos del siglo XX: las aportaciones de Wiener y Kolmogorov

Ya iniciado el siglo XX, el académico ruso Kolmogorov (1903-1987) se consolida
como una de las primeras figuras reconocidas en Teoria de la probabilidad y en
Teoria de procesos estocdsticos. Posteriormente, compartiria sus estudios con Wiener
(1894-1964), llegando a establecer diversos aspectos de la Teoria de prediccion,
filtrado y suavizamiento de procesos de Markovy de la Teoria de procesos ergodicos.
Wiener desarrolld, en concreto, los primeros resultados formales sobre estimacion
oOptima para sistemas que se modelizan mediante un proceso aleatorio. Hacia 1940,
Kolmogorov y Wiener, junto con Krein, llevarian a cabo, ademés, las primeras
aplicaciones del método de estimacion de minimos cuadrados introducido por Gauss

en el campo de los sistemas dindmicos.

En 1939, Kolmogorov consider6 procesos estacionarios en tiempo discreto;
inspirado en los estudios de Wold, proporciondé un tratamiento completo del
problema de prediccion, resultados que serian extendidos de forma ingeniosa por
Krein, en 1945, al caso continuo. En 1942, Wiener realizé estudios similares a los
realizados por Kolmogorov y Krein de forma independiente, considerando, en primer
lugar, el problema de prediccién y, méas tarde, el problema de filtrado de una senal
interferida por un proceso ruido; encontr6é una forma explicita para el estimador
O6ptimo y prob6 que la condiciéon necesaria y suficiente de optimalidad estaba dada
por una ecuacion integral del tipo Wiener-Hopf, que habia sido resuelta por él mismo
y Hopf en 1931. En 1950, Bode y Shanon publicaron una derivacion distinta a la
de Wiener, mas adecuada para la aplicaciéon en el campo de la ingenieria, ambito
que habia llevado también a Wiener a iniciar sus investigaciones sobre procesos

estocasticos.

Aunque los estudios realizados en la primera mitad del siglo XX supusieron un

importante avance en el contexto de la estimaciéon en sistemas dindmicos, existian
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aun importantes limitaciones. Por un lado, los resultados sb6lo eran aplicables a
procesos estacionarios con intervalos de observacion infinitos o semiinfinitos; por
otro lado, como apunta Kailath [18], no era facil la actualizacion con el aumento del
intervalo de observaciéon, no se adaptaban de forma conveniente al caso vectorial y
su puesta en practica resultaba complicada, puesto que a menudo era necesario dar
soluciones de ecuaciones diferenciales y algebraicas auxiliares, asi como el célculo de
raices de polinomios. Por este motivo, las investigaciones posteriores se encaminaron

a solventar todas estas limitaciones.

Hacia la mejora de los resultados anteriores: el filtro de Kalman

A mediados del siglo XX, los estudios se orientan hacia la eliminacién de algunas
de las restricciones impuestas por Kolmogorov y Wiener respecto al caracter infinito
o semiinfinito de los intervalos de observacién. El primer intento significativo de
extender la teoria se debe a Zadeh y Ragazzini, en 1950, pero fue Follin quien
establecid, hacia 1955, ecuaciones diferenciales para el estimador en el caso de
intervalos finitos de observacion, probando que la solucion de dichas ecuaciones
coincidia con la proporcionada por Wiener en el caso en que se hacia tender a
infinito la amplitud del intervalo. Los trabajos de Follin fueron base de muchos otros
estudios, entre los que cabe destacar los desarrollados por Swerling, en 1958, que
presentaban algoritmos recursivos para la determinacién de 6rbitas que resultaron
ser de gran utilidad posterior, o las investigaciones de Bucy quien demostrd, en
1959, que también puede desarrollarse un estudio paralelo al realizado por Follin

para sistemas no estacionarios.

En 1960, Kalman [20] desarrollé un algoritmo recursivo para la estimacion de
menor error cuadritico medio en sistemas lineales discretos; el estudio naci6 como

una extension del filtro de Wiener, pero varié la formulacion convencional del
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problema, introduciendo el denominado Modelo de espacio de estados de un sistema

dindmico y utilizando las nociones de solucion recursiva y de proceso innovacion.

Desde su aparicion, el filtro de Kalman se aplica en muy diversos campos, como
son investigaciones realizadas por la NASA, estudios aéreos y de navegacion y
en control de sistemas (una de las mas conocidas, por ejemplo, es la aplicacion
del filtro para rastrear a la nave espacial Apolo XI); de hecho, muchas de estas
actividades deben algunos de sus progresos mas importantes a la aparicion de este
filtro. Fueron numerosos los trabajos posteriores que extendieron el filtro de Kalman;
como referencia, podemos citar Anderson y Moore [1|, Brammer y Siffling |3|, Caines
[4], Catlin [5], Grewal y Andrews [10], [11]|, Kailath [17], Korbicz y Bidyuk [21],
Meditch [23], etc. Un recorrido mas completo sobre los estudios de estimacion en
sistemas dindmicos, desde Gauss hasta Kalman, puede encontrarse en Kailath [18],

[19] o en Sorenson [43].

Sistemas con observaciones inciertas

En toda la Teoria cldsida de estimacion en sistemas estocdsticos lineales se
supone que, en cualquier instante de tiempo, la senal que se desea estimar esta
siempre presente en las observaciones y que la perturbacion de éstas se debe
Ginicamente a un ruido aditivo. Sin embargo, en muchas aplicaciones practicas
la senal interviene en la observaciéon de forma aleatoria, por lo que existe
una probabilidad positiva, denominada probabilidad de falsa alarma, de que las
observaciones contengan tdnicamente ruido. Esta situacion suele presentarse, por
ejemplo, en diversos problemas de transmisién de senales en canales ionosféricos,
reflexion de senales o en el campo de las telecomunicaciones; los sistemas que

describen dichas situaciones se denominan Sistemas con observaciones inciertas

En 1969, Nahi [26] obtuvo el filtro lineal de menor error cuadratico medio en
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sistemas con observaciones inciertas describiendo la incertidumbre por variables
aleatorias de Bernoulli independientes y suponiendo que los ruidos del estado y
las observaciones son incorrelados. El filtro determinado por Nahi responde a una
estructura recursiva similar al filtro de Kalman. En 1975, Monzingo [24| complet6 los
resultados de Nahi y, en 1981, Tugnait [45] analizo la estabilidad del estimador. Méas
recientemente, Hermoso y Linares [14], [15] generalizaron el estudio sobre estimacion
en sistemas con observaciones inciertas realizado por Nahi y Monzingo, tratando los
problemas de filtrado y suavizamiento en el caso en que los ruidos aditivos del estado

y de la observacion estan correlados.

Jaffer y Gupta [16], en 1971, se plantearon obtener un algoritmo recursivo para
calcular el estimador 6ptimo en sistemas con observaciones inciertas. El algoritmo
que propusieron requeria almacenar una cantidad de informacién de crecimiento
exponencial, aspecto que dificultaba enormemente el calculo computacional. Por este
motivo, las técnicas de investigacion se orientaron hacia la bisqueda de estimadores

suboptimos.

En 1979, Hadidi y Schwartz [12]| generalizaron los resultados obtenidos por
Nahi para el filtro lineal de menor error cuadratico medio, eliminando la hipodtesis
de independencia de las variables que modelizan la incertidumbre. Establecieron
una condicién necesaria y suficiente para que el filtro lineal de minimos cuadrados
tuviera una estructura recursiva, después de verificar que este estimador no siempre
era recursivo. Bajo la condicion establecida, el filtro recursivo resultaba ser una
generalizacion de los filtros de Kalman y Nahi. Monzingo [25] analiza, en 1981,
el problema de suavizamiento en esta situacion y, en 1984, Wang [46] obtiene
resultados analogos a los establecidos anteriormente por Hadidi y Schwartz, de forma

independiente y utilizando un tratamiento distinto.
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Observaciones aleatoriamente retrasadas

Los estudios clasicos sobre estimacién en sistemas dinamicos han supuesto
usualmente que las observaciones disponibles para estimar el estado del sistema en
cada instante de tiempo contienen informacion relativa a dicho estado. Sin embargo,
existen numerosas situaciones précticas en las que la llegada de las observaciones al
dispositivo que las recibe puede estar afectada por un cierto retraso y, por tanto, la
nueva medida disponible en un instante puede contener sélo informacion del estado
del sistema en un instante anterior. Por ejemplo, la transmision de datos desde un
computador a otro interconectados entre si mediante una red de area amplia puede
estar afectada por un retraso que depende de ciertos requisitos de la red, como son

el ancho de banda, el nivel de congestion, el camino seguido por el mensaje...

Aunque los retrasos en las observaciones han sido considerados a veces como
errores de medida o interpretados como una funcion deterministica del tiempo, la
mejor soluciéon pasa por modelizar mateméaticamente el retraso como un proceso
estocastico, incluyenso sus propiedades estadisticas en la descripcion del sistema.
En este sentido, diversos problemas de estimacién relacionados con la economia o
la ingenieria han sido resueltos recientemente de forma més acertada mediante la
introduccion del retraso aleatorio en la modelizacion del sistema (véase, por ejemplo,

Evans y Krishnamurthy [9] o Su y Lu [44]).

Modelo de espacio de estados desconocido

El Modelo de espacio de estados de un sistema dindmico introducido por Kalman
vari6 la formulacion clasica del problema de estimaciéon y tuvo una considerable
repercusion en los estudios posteriores. Sin embargo, en muchas situaciones practicas
no se dispone del modelo de espacio de estados completo del sistema objeto de

estudio, por lo que es necesario utilizar otro tipo de informacion. En este sentido,
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algunas investigaciones recientes han supuesto que s6lo se conocen las funciones
de covarianzas (expresadas en forma de nicleo semidegenerado) de la senal y de
los ruidos que intervienen en la ecuaciéon de observacion, y, en caso de que exista
incertidumbre en las observaciones, la probabilidad de que la senal aparezca en los

valores observados.

Bajo la hipotesis de que sélo se dispone de la funcién de covarianzas de la senal,
Nakamori [27], [28] resuelve los problemas de filtrado y suavizamiento punto fijo.
Nakamori et al. [30], [32] contemplan estos mismos problemas en el caso en que existe
incertidumbre en las observaciones y esta incertidumbre se modeliza por variables
aleatorias de Bernoulli independientes; Nakamori et al. [31] generalizan los resultados
anteriores, eliminando la hipotesis de independencia de las variables aleatorias de
Bernoulli que describen la incertidumbre en las observaciones. Los problemas de
filtrado y suavizamiento punto fijo también son resueltos por Nakamori et al. [33] en
el caso en que las observaciones de la senal estan afectadas por un retraso aleatorio,
modelizado por variables aleatorias de Bernoulli independientes, y por un ruido

blanco.

El problema de suavizamiento intervalo fijo también ha sido estudiado, bajo
distintas hipotesis, usando funciones de covarianza. Caballero et al. 7] analizan
este problema en sistemas lineales discretos con certidumbre en las observaciones.
Posteriormente, Nakamori et al. [35], [36] resuelven el problema de suavizamiento
intervalo fijo en sistemas con observaciones inciertas bajo las hipotesis de que las
variables aleatorias de Bernoulli que modelizan la incertidumbre en las observaciones
son independientes y la senal y el ruido aditivo de la observacion estan correlados;
Nakamori et al. |34| contemplan este mismo problema de estimacion, considerando
que las variables de Bernoulli que describen la incertidumbre no son necesariamente

independientes. Por otra parte, Nakamori et al. [37] resuelven el problema de
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suavizamiento intervalo fijo de senales usando medidas retrasadas aleatoriamente
y perturbadas por un ruido blanco y, posteriormente, Nakamori et al. [39]-[42]
extienden estos resultados al caso en que las observaciones también estan afectadas
por un ruido coloreado, incorporando asi mismo el estudio de los problemas de

filtrado y suavizamiento punto fijo.

En lineas generales, el objetivo de esta memoria consiste en el estudio del
problema de estimacién lineal de menor error cuadratico medio de una senal a
partir de observaciones de la misma y suponiendo que no se conoce completamente
el modelo de espacio de estados que la genera, sino tUnicamente su funcién de
covarianzas. En primer lugar, se resuelve el problema de estimacion en el caso en que
las observaciones estan afectadas tinicamente por un ruido blanco. Posteriormente,
se supone la situacion en que existe incertidumbre no necesariamente independiente
en las observaciones. Y, para finalizar, se contempla el caso de observaciones

perturbadas por un retraso aleatorio.

De forma més concreta, esta memoria se estructura de la siguiente forma:

e [in el Capitulo 1, se plantean y resuelven los problemas de estimacién lineal
de minimos cuadrados de filtrado, suavizamiento punto fijo y suavizamiento
intervalo fijo de una senal a partir de observaciones perturbadas por un ruido
blanco. La tinica informaciéon que se supone conocida del sistema es la funcion
de covarianzas de la sefial (expresada en forma de niicleo semidegenerado) y
del ruido, ademas de los valores observados. Todos los algoritmos deducidos
se acompanan de féormulas para calcular las matrices de covarianzas de
los correspondientes errores de estimacion, que miden la precision de los
estimadores respectivos. Ademas, los resultados obtenidos se ilustran mediante

un ejemplo de simulacién numérica.
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e £l Capitulo 2 analiza el problema de estimacion lineal (filtrado,

suavizamiento punto fijo y suavizamiento intervalo fijo) en sistemas
discretos a partir de observaciones inciertas, en el caso de que Ila
incertidumbre estd modelizada por variables aleatorias de Bernoulli
no necesariamente independientes. Los algoritmos propuestos requieren
tinicamente el conocimiento de los momentos de segundo orden de la senal y los
ruidos, las distribuciones marginales del proceso que describe la incertidumbre
en las observaciones y los elementos en posicion (2,2) de las matrices de
transicion de este proceso. A continuacion, se considera una posible extension
de los resultados anteriores: se analiza el problema de estimacién suponiendo
el caso en que la ecuacién de observacion esta afectada por incertidumbre no
independiente y por ruidos blanco y coloreado; en este contexto, se presentan
los algoritmos de filtrado, suavizamiento punto fijo y suavizamiento intervalo
fijo. También se contempla la situacion en la que la incertidumbre en las
observaciones se modeliza mediante variables indicadoras independientes y
la senal y el ruido aditivo de la observacion estdn correlados, obteniéndose
as{ mismo los correspondientes algoritmos para los problemas de filtrado y
suavizamiento punto fijo e intervalo fijo. Finalmente, los algoritmos obtenidos
son aplicados para la estimacion de senales que pueden transmitirse a través

de uno de dos posibles canales.

A continuacién, el Capitulo 3 contempla el estudio del problema de
estimacién lineal de minimos cuadrados de senales a partir de observaciones
afectadas por un retraso aleatorio, en el caso en que este retraso se modeliza
mateméaticamente mediante una sucesion de variables aleatorias de Bernoulli
independientes y usando inicamente las funciones de covarianzas de la senal y

los ruidos que intervienen en la ecuacion de observaciéon. En primer lugar,
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se considerard la situacién en la que existe un dnico ruido aditivo que
perturba a las observaciones, concretamente, un ruido blanco; posteriormente,
los resultados anteriores se extienden al caso en que existen dos ruidos aditivos
que afectan a la observacion: un ruido blanco y un ruido coloreado. En
ambas situaciones se plantean y resuelven los problemas de prediccion, filtrado,
suavizamiento punto fijo y suavizamiento intervalo fijo. Ademas, los algoritmos

propuestos son aplicados en un ejemplo numeérico.

e Finalmente, se presentan dos apéndices donde se recogen las demostraciones

de algunos de los teoremas presentados en los Capitulos 2 y 3.
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Capitulo 1

Estimacion lineal de senales discretas

1.1. Introduccién

El problema de estimacion lineal de menor error cuadratico medio de una senal,
a partir de observaciones afectadas por un ruido aditivo blanco, ha sido ampliamente
estudiado cuando se conoce el modelo de espacio de estados que genera la senial. Para
resolver este problema, Kalman [20] desarrollo, en 1960, un algoritmo recursivo,
haciendo uso de una técnica basada en proyecciones ortogonales. Este algoritmo
supondria un avance espectacular respecto a los existentes hasta ese momento y

serfa aplicado en numerosas situaciones practicas (véase, por ejemplo, Chui y Chen

18])-

Sin embargo, el modelo de espacio de estados de la senal no siempre es conocido y
es necesario utilizar otro tipo de informacion para abordar el problema de estimacion.
Asi, por ejemplo, Nakamori |27|, [28| trata el problema de filtrado y suavizamiento
punto fijo de minimos cuadrados bajo la hipotesis de que tinicamente se conocen,

ademas de los valores observados, las funciones de covarianzas de los procesos
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involucrados. El algoritmo propuesto es aplicable a una gran cantidad de situaciones,

incluyendo sistemas estacionarios.

Siguiendo esta misma linea, es decir, sin requerir un conocimiento completo del
modelo que genera la senal, sino tnicamente informacion de covarianzas, en este
capitulo se trata el problema de estimacién de minimos cuadrados de una senal
afectada por un ruido blanco. Concretamente, se recogen los resultados sobre filtrado
y suavizamiento punto fijo de Nakamori [27], [28] y se completa el estudio mediante
un algoritmo recursivo para el problema de suavizamiento intervalo fijo (Caballero

et al. [7]).

Los distintos algoritmos se obtienen partiendo de una férmula general en la
que el estimador de la senal en un instante se expresa como combinacion lineal de
las observaciones disponibles, suponiendo que la funciéon de covarianzas de la senal

admite una factorizacion en forma de nicleo semidegenerado.

Sin embargo, mas recientemente, estos algoritmos han sido obtenidos de forma
mas sencilla empleando un tratamiento por innovaciones (véase Caballero et al. [6]),
es decir, partiendo de la expresion del estimador como combinacion lineal de las
innovaciones, en lugar de las observaciones'. Este tratamiento por innovaciones, que
se empleara en los dos proximos capitulos, se utiliza, asi mismo, en la obtenciéon del
algoritmo de suavizamiento intervalo fijo de Caballero et al. [7]; sin embargo, en este
capitulo, con la finalidad de unificar los procedimientos, dicho algoritmo se deduce,
al igual que los anteriores, partiendo de la expresion del estimador en funcion de las

observaciones.

écni justi median ropi u I innovacién pu ner
IEsta técnica se justifica mediante la propiedad de que el proceso ovacio ede obtenerse a
partir de las observaciones, y reciprocamente, mediante una cierta operaciéon lineal y, por tanto, los

estimadores pueden expresarse como combinacion lineal de las innovaciones (véase Kailath [19]).
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Ademas, junto con cada algoritmo de estimacion se presenta un algoritmo para
obtener la matriz de covarianzas de los correspondientes errores de estimacion,
matriz que proporciona, en cada caso, una medida de bondad del estimador
propuesto. Finalmente, los resultados obtenidos se ilustran mediante un ejemplo

de simulacién numérica.

1.2. Planteamiento del problema

Sea z(k) el vector n-dimensional que describe la sefial que se desea estimar en el

instante k.

En el estudio que abordaremos a continuacién, se supondra que el modelo de
espacio de estados que genera la senal no es completamente conocido y que s6lo se
dispone de la funciéon de covarianzas de la misma, que admite una cierta factorizacion

conocida.

Ademas, supondremos que se dispone de un conjunto de observaciones
relacionadas con la senal y afectadas por un ruido blanco, independiente de la senal,

y cuya funciéon de covarianzas es, asi mismo, conocida.

Por tanto, suponemos que la ecuacion de observacion en el instantek esta descrita
por

y(k) = 2(k) + v(k), k> 1, (1.1)

donde se suponen las siguientes hipotesis:

H.1 El proceso senal {z(k); k > 1} tiene media cero y su funcion de covarianzas

se expresa en forma de nicleo semidegenerado, esto es,

K. (k,s) = E[z(k)2"(s)] =
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donde A y B son funciones matriciales conocidas de dimensiénn x M.

H.2 El proceso {v(k); £ > 1} es un ruido blanco, centrado, con funcion
de covarianzas conocida, E[v(k)vT(s)] = R(k)dx(k — s), donde dx denota la

funcién delta de Kronecker.

H.3 Los procesos {z(k); k> 1} y {v(k); k > 1} son independientes.

En este capitulo, nuestro objetivo es el estudio del problema de estimacion
lineal de menor error cuadratico medio de la senal a partir de las observaciones
dadas mediante la ecuacion (1.1); més concretamente, nuestra finalidad es obtener

el predictor en una etapa, el filtro y los suavizadores punto fijo e intervalo fijo.

Segiin se ha indicado en la seccidén anterior, en este capitulo se deducen los
distintos algoritmos de estimacién partiendo de la expresion general del estimador

como combinacién lineal de las observaciones, es decir,

2k, j) = Zh(k,m)y(w, (1.2)

donde h(k,i,j), i =1,---7, es la denominada funcion impulso-respuesta.

Por el Lema de proyecciones ortogonales (LPO), el estimador de minimos cuadrados
Z(k,7) es la inica combinacion lineal de las observaciones {y(1),...,y(7)} tal que el

error de estimacion, z(k) — Z(k, 7), es ortogonal a ellas, esto es,
Elz(k)y"(s)] = EE(k, 7)y" (s)], s <7,

v sustituyendo z(k, j) por su expresion, dada en (1.2), se obtiene la denominada

ecuacton de Wiener-Hopf,

Elz(k)y" (s)] = Zh(k,i,j)E[y(i)yT(S)], s < J.
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Teniendo en cuenta las hipotesis del modelo en la expresiéon anterior, se obtiene
J
K.(k,s) =Y h(k,i,j) [K.(i,s) + R(i)ox(i — 5)], s <j,

i=1

y, por tanto, la ecuacion de Wiener-Hopf puede ser reescrita de la siguiente forma

hk,s,j)R(s) = K.(k,s) — Zh(k, i, )K.(i,s), s<}j. (1.3)

Como se ha indicado anteriormente, nuestro objetivo es el estudio del problema
de estimacion lineal de minimos cuadrados de la senal z(k) a partir de las
observaciones {y(i); ¢ < j}. Este problema adquiere distintas denominaciones
dependiendo de la relaciéon existente entre el instante de tiempok en que se estima
la senal y el nimero de observaciones j. Si k = j, se obtiene un estimador de z(k)
basado en observaciones hasta el instante k; este problema se denomina problema
de filtrado. Si k > j, el estimador de z(k) se calcula considerando observaciones
anteriores al instante k y el problema se denomina problema de prediccion. Si k < j,
se determina un estimador z(k) considerando observaciones anteriores y posteriores
al instante k; este problema se conoce como problema de suavizamiento. Es posible
establecer una clasificacion adicional de este dltimo problema en funcién de que
los indices k y j sean fijos o variables. Si k es fijo y el nimero de observaciones
va aumentando, se habla de problema de suavizamiento punto fijo, si tenemos un
niamero fijo, j, de observaciones y se desea estimar la senal z(k) en cualquier instante
k < j a partir de todas las observaciones disponibles, el problema se denomina
problema de suavizamiento intervalo fijo; finalmente, si no estan prefijados ni el
instante de estimacion, k, ni el nimero de observaciones, j, sino la diferencia entre
ellos, 7 — k, se habla de problema de suavizamiento retraso fijo. En esta memoria
se consideraran tunicamente dos de los problemas de suavizamiento especificados,

concretamente, el suavizamiento punto fijo y el suavizamiento intervalo fijo.
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En la siguiente seccion se obtienen los diferentes algoritmos de estimacion a partir
de la expresion general del estimador como combinacion lineal de las observaciones,

(1.2), y teniendo en cuenta la version de la ecuacion de Wiener-Hopf dada en (1.3).

1.3. Algoritmos de estimacién

En los Teoremas 1.3.1 y 1.3.2 que se muestran a continuacién, se presentan
algoritmos para los problemas de filtrado y suavizamiento punto fijo y suavizamiento
intervalo fijo, respectivamente, a partir de observaciones de la senal especificadas

mediante la ecuacion (1.1) verificando las hipotesis descritas anteriormente.

Teorema 1.3.1 Si se considera la ecuacion de obsevacion (1.1) en la que los
procesos senal y ruido verifican las hipotesis descritas en la Seccion 1.2, los
estimadores de filtrado y de suavizamiento punto fijo de la senal z(k) pueden

determinarse a partir de las relaciones

2k k) = A(K)OR), k> 1, (1.4)
2(k,L) = 2(k,L — 1) + h(k,L,L)v(L), L >k, (1.5)

donde los vectores O(L) estin dados de la forma
O(L)=0(L—-1)+ J(L,L)v(L), O(0) =0, (1.6)
y la matriz de ganancia, h(k, L, L), satisface
h(k,L,L) =[B(k) — F(k,L — )] AT(L)I"*(L), L > k. (1.7)
La innovacion, v(L), estd dada por la expresion

v(L) = y(L) = A(L)O(L — 1), (1.8)
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y su matriz de covarianzas, II(L), verifica
(L) = R(L) + A(L)BY(L) — A(L)r(L — 1)AT(L). (1.9)

Finalmente, las matrices J(L, L), F(k,L) yr(L) satisfacen las siguientes relaciones

J(L,L) = [B"(L) —r(L - 1)A"™(L)| 17"(L), (1.10)

F(k,L)=F(k,L — 1)+ h(k,L,L)[B(L) — A(L)r(L —1)], L >k; (111)

F(k, k) = A(k)r(k), '
r(L) =r(L —1)+ J(L,L)[B(L) — A(L)r(L — 1)], 7(0) = 0. (1.12)

Nota. Si la matriz I1(L) fuese singular, se sustituye la inversa por la pseudoinversa

de Moore-Penrose (véase Magnus y Neudecker |22]).

Demostracion. En principio, se obtiene la expresion (1.5) para el suavizador punto
fijo de la senal, que serd determinado en funcién del proceso innovacién y aplicando
el LPO de forma reiterada.

Si denotamos por y(L,L — 1) al predictor en una etapa de menor error
cuadratico medio de y(L) basado en las observaciones {y(1),...,y(L — 1)}, entonces
v(L) =y(L) — y(L, L — 1) representa la innovacion en el instante L, es decir, v(L)
proporciona una medida de la nueva informacién que aporta la observaciony(L)

respecto a las observaciones anteriores al instante L.
Por una parte, aplicando el LPO, se tiene que

E [2(k, L)y" (L = 1)] = E [z(k)y" (L - 1)] . (1.13)
Por otra parte, se verifica

E[{zZ(k,L — 1)+ h(k,L,L)v(L) }y" (L — 1)]
=E[Z(k,L - 1)y"(L — 1)] + h(k, L, L)E [v(L)y" (L — 1)] ,
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y, utilizando nuevamente el LPO, se deduce que,
E[Z(k,L —1)y"(L—1)] = E [2(k)y" (L — 1)], E[v(L)y"(L-1)] =0,
y, por tanto, se obtiene la siguiente expresion

E [{Z(k,L — 1)+ h(k,L,L)v(L) }y" (L = 1)] = E [2(k)y" (L - 1)] . (1.14)

Asi, uniendo (1.13) y (1.14) y usando la propiedad de unicidad del estimador, se
deduce, finalmente, la expresion recursiva (1.5) para el suavizador punto fijo de la

senal.

A continuacion, con la finalidad de determinar explicitamente la relacion (1.5)
para los estimadores Z(k, L), L> k, se calculan férmulas explicitas para la innovacion,
v(L), la ganancia, h(k, L, L), y también para el filtro de la senal, Z(k, k), condicion

inicial de dicha expresion recursiva.

(I) Proceso innovacion. Como acabamos de indicar, el proceso innovacion esté dado,
en el instante L, por v(L) = y(L)—y(L,L —1); por tanto, este proceso
quedaré determinado obteniendo una expresion para el predictor en una etapa de la

observacion, y(L,L —1).
Segiin el LPO, se verifica

Ely(L)y"(s)] = E[y(L, L —1)y"(s)], s<L-1 (1.15)

Por otra parte, teniendo en cuenta que, segin las hipotesis del modelo, el proceso
ruido de la ecuacion de observacion es blanco e incorrelado con la senal, a partir de

(1.1) obtenemos

E[y(L)y"(9)] = E [0y (s)] . s<L—1 (1.16)
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y, aplicando de nuevo el LPO, se tiene que

E2(L)y"(s)] = E[2(L,L - 1)y"(s)], s<L-1 (1.17)

Asi, a partir de las relaciones (1.15)-(1.17), deducimos que
y(L,L—1)=2(L,L—1) (1.18)
y, por tanto, el proceso innovacién estd dado por
v(L)=y(L)—2z(L,L —1), (1.19)

con lo cual, para determinar la innovacién basta con obtener una expresién para el
predictor en una etapa de la senal, Z(L, L — 1), que, aplicando la expresion general

(1.2), esta dado por,

L-1

2L, L—1) =Y h(L,i, L —1)y(i). (1.20)

i=1
Evaluando en k=L y j=L—1 la ecuacion de Wiener-Hopf, dada en (1.3), y
usando que, segln las hipotesis del modelo, K, (L, s) = A(L)B™(s), para L > s, se

tiene que

~

h(L,s,L —1)R(s) = A(L)B"(s) — _lh(L,z’,L - 1K, (i,s), s<L-—1;

=1

asi, si se define una funcién matricial J verificando

~

J(s,L —1)R(s) = BT (s) — _lJ(z', L—-1K.(i,s), s<L-1, (1.21)

1

i

es inmediato comprobar que se verifica la igualdad

WL,s,L—1)=A(L)J(s,L—1), s<L—1.
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Entonces, partiendo de la expresion (1.20) paraz(L, L — 1) y definiendo la funcion

vectorial .

O(L)=> J(i,Ly(i), L>1;  0(0) =0, (1.22)

se deduce que el predictor en una etapa de la senal esta dado por
Z(L, L —1)=A(L)O(L — 1), (1.23)

y, por tanto, usando (1.19), la innovacién satisface (1.8).

A continuacion, nuestro objetivo es obtener la expresion recursiva (1.6) para
O(L). Con este fin, comenzamos expresando J(s, L) en términos de J(s, L — 1), por
lo que calculamos las diferencias J(s, L)R(s) — J(s,L — 1)R(s), para s < L — 1.
Usando la expresion (1.21) para J y teniendo en cuenta las hipotesis del modelo

para K,(L,s), con s < L, se tiene que
[J(s,L) — J(s, L — 1)] R(s) =—J(L,L)A(L)B*(s)
—Z [J(i, L) — J(i, L — 1)] K.(i, s).

Comparando esta tltima expresion con la que resulta, de (1.21), paraJ(s, L—1)R(s),

se obtiene que
J(s,L)—J(s,L —1)=—J(L,L)A(L)J(s,L—1), s<L-—1,
o, de forma equivalente,
J(s,L)=[Iyy — J(L,L)A(L)] J(s,L — 1), s<L-—1. (1.24)

Asi, si partimos de la definicion (1.22) para la matriz O(L), separando el tltimo

sumando y considerando la relacion (1.24) para J(i, L), obtenemos

O(L) = J(L LYy(L) + (It — J(L, D)A(L) S (0. L — 1yi),

1

~

i
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por tanto, teniendo en cuenta la definicion deO(L —1) y la formula (1.8) parav(L),

la formula recursiva (1.6) para O(L) es inmediata.

Demostramos, a continuacion, la expresion (1.10) para J(L,L). Con este fin,

usando la relacion recursiva (1.6) para O(L), se tiene
E 0L (1)] = E[O(L ~ 1)o7 ()] + J(L. L)E [W(L)" (L))

de la aplicacion del LPO se deduce que E[O(L —1)v"(L)] =0 y denotando
II(L) = E [v(L)v"(L)], matriz de covarianzas de la innovacién v(L), a partir de la

expresion anterior se obtiene la siguiente expresion paraJ(L, L)
J(L,L) = E [O(L)v"(L)] I7'(L). (1.25)
Usando la definicion de v(L) y la formula (1.23) para 2(L, L — 1), se deduce
J(L,L) ={E [O(L)y"(L)] — E[O(L)O" (L — 1)] AT(L)}IT"*(L). (1.26)

Calculamos ahora las dos esperanzas incluidas en la expresion anterior, para obtener
una expresion explicita para J(L, L). Por una parte, usando la definicion de O(L),
dada en (1.22), y las hipotesis del modelo, se tiene que

B [0(L)y" (L)) = J(L. DR(L) + (i, L)K.(i. L),

=1
y calculando, a partir de (1.21), la matriz J(L, L)R(L), se obtiene

J(L,L)R(L) = B"(L) = ) J(i, L)K.(i, L);

i=1

de las dos igualdades anteriores se deduce, de forma inmediata, que

E[O(L)y"(L)] = B"(L). (1.27)
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Por otra parte, usando la formula (1.6) para O(L) y aplicando el LPO, se obtiene

que

E[O(L)O"(L-1)] =E[O(L-1)0"(L-1)]. (1.28)
Asi, definiendo la funcién matricial
r(L) = E[O(L)O"(L)], (1.29)
la expresion (1.10) para J(L, L) queda probada, partiendo de (1.26) y usando (1.27)-
(1.29).

Para comprobar la expresion (1.9) para la matriz de covarianzas de la innovacion,

(L) = B (y(L) = §(L. L = 1) (y(L) = §(L. L= 1)"].

comenzamos aplicando, nuevamente, el LPO, segin el cual se verifica que

E[y(L,L—-1)y"(L)] =E[g(L, L —1)g"(L,L —1)] y, por tanto,
(L) = E [y(L)y"(L)] - E[§(L. L - 1)§" (L, L~ 1)] .

Asi, usando las hipotesis del modelo en E [y(L)y"(L)], la igualdad (1.18), la formula
(1.23) para z(L, L — 1) y la funcién r(L), definida en (1.29), la expresion (1.9) para
II(L) queda verificada.

La formula (1.12) para r(L) se obtiene de forma inmediata partiendo de la
definicion de la funcion r, dada en (1.29), usando la relacion recursiva (1.6) para

O(L) y aplicando, una vez mas, el LPO.

(II) Matriz de ganancia. Para demostrar la formula (1.7) para la matriz de ganancia
del suavizador punto fijo de la senal, h(k, L, L), comenzamos aplicando el LPO, de

donde se deduce que

E [2(k)y"(L)] = E [Z(k,L)y"(L)] .
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Aplicando las hipotesis del modelo en E [z(k)y” (L)] y utilizando la formula recursiva
(1.5) para z(k, L) y la propiedad de incorrelacion, segin el LPO, entrez(k, L — 1) y

v(L), la expresion anterior se reescribe como
B(k)A™(L) = E [2(k,L — 1)y"(L)] + h(k,L,L)E [v(L)y" (L)] .

Puesto que, también por el LPO, E[v(L)y(L,L—1)] =0, se tiene que
E [v(L)y"(L)]=II(L) y, despejando de la férmula anterior, la ganancia esta dada

como

h(k,L,L) ={B(k)A" (L) — E [Z(k, L — 1)y"(L)] }II"(L). (1.30)

Para determinar completamente esta expresion, obtenemos una férmula explicita

para la esperanza; concretamente, aplicando el LPO, se deduce que
E[Z(k,L—1)y"(L)] = E[2(k,L - 1)y"(L,L - 1)]
y, usando la igualdad (1.18) y la expresion (1.23) paraz(L, L — 1), se obtiene
E[Z(k,L —1)y"(L)] = E [2(k, L — 1)O" (L — 1)] A"(L). (1.31)
Por tanto, definiendo la funcién matricial
F(k,L) = E [Z(k,L)O"(L)], L >k, (1.32)

la formula (1.7) para la ganancia h(k, L, L) queda probada de forma inmediata,

partiendo de la expresion (1.30) y usando (1.31).

A continuacion, demostramos la relacion recursiva (1.11) para la matrizF'(k, L);
si partimos de la definicion de F' y usamos la formula (1.5) para z(k, L) obtenemos,

aplicando el LPO, que

F(k,L) = E [z(k,L)O"(L)]
= E [Z(k,L — 1)O"(L)] + h(k, L, L)E [v(L)OT(L)] .
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Usando la expresion recursiva (1.6) paraO(L) y el LPO en E [Z(k,L — 1)OT(L)] y
la formula (1.25), de donde E [v(L)O”(L)] =1II(L)J*(L, L), se obtiene

F(k,L) = E [Z(k,L —1)O"(L — 1)] + h(k, L, L)II(L)J*(L, L);

finalmente, utilizando la definicion de F'(k, L —1) y la expresion (1.10) para J(L, L),

la formula (1.11) para la matriz F'(k, L) queda inmediatamente probada.

(III) Filtro. Para demostrar la expresion (1.4) para el filtroZ(k, k), condicion inicial
de la relacion recursiva (1.5) para z(k, L), L > k, evaluamos en j = k la ecuacion
de Wiener-Hopf, dada en (1.3), y se obtiene que

hik, s, k)R(s) = K.(k,s) — > _h(k,i,k)K.(i,s), s <k (1.33)

=1

Esta relacion para h(k, s, k) permite expresar
h(k,s, k) = A(k)J (s, k), s<k, (1.34)

siendo J la funcion matricial introducida en (1.21); asi, partiendo de la expresion
(1.2) evaluada en j = k y usando la funcién O definida en (1.22), se obtiene

: k
2k, k) =) h(k,i, k)y(i) = A(k)Y TG, k)y(i) = A(k)O(k), k> 1.
i=1 i=1
Finalmente, la condicion inicial de la expresion recursiva (1.11) para F'(k,T),
dada por F(k,k) = A(k)r(k), es inmediata sin mas que usar la definicion de
F(k,k), dada en (1.32), y las expresiones (1.4) y (1.29) para el filtro y la funcionr,

respectivamente. |

La bondad de los estimadores Z(k,j) puede medirse mediante los errores de

estimacion, z(k) — Z(k,j), y, de forma més concreta, mediante la matriz de
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covarianzas de estos errores,
P(k,5) = Bl(=(k) = 2(k. 1)) (2(k) = 2(k,9)) "]
Puesto que, por el LPO, el error z(k) — z(k, j) es ortogonal al estimador z(k, j), se
tiene que E[z(k,7)2T (k)] = E[Z(k, )z T(k, j)] v, por tanto,
P(k,j) = K.(k. k) — E[Z(k, j)2 " (k, j)]. (1.35)
A partir de esta formula se deducen, a continuacion, expresiones para las matrices de

covarianzas de los errores de filtrado, P(k, k), y de suavizamiento punto fijo, P(k, L)

con L > k.

La siguiente formula para el calculo de P(k, k) se obtiene facilmente a partir de
(1.35), usando la expresion del filtro, Z(k, k) = A(k)O(k), y la expresion (1.29) para
r(k),

P(k,k) = A(k)BT (k) — A(k)r(k)A" (k). (1.36)

Para obtener una formula recursiva para P(k,L), con L > k, sustituimos la
expresion (1.5) para z(k, L) en (1.35); aplicando nuevamente el LPO se tiene que

E[Z(k,L — 1)v"(L)] =0y, por tanto, obtenemos que

P(k,L) = K.(k, k) — E[3(k, L — )2 T(k, L — 1)]
—h(k, L, )I(L)AT(k, L, L), L >k,

y, consecuentemente, usando la definicion de P(k, L — 1),
Pk, L) = P(k,L — 1) — h(k, L, D)I(L)KT (k, L, L), L >k, (1.37)
donde h(k, L, L) y II(L) estan determinadas, respectivamente, en (1.7) y (1.12).

La condicién inicial en la relaciéon recursiva anterior viene dada por la matriz de

covarianzas del error de filtrado, P(k, k), cuya formula ha sido obtenida en (1.36).
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En el siguiente teorema se muestra un algoritmo para obtener el suavizador
intervalo fijo de la senal, a partir de observaciones de la misma especificadas por la

ecuacion (1.1).

Segiin se indic6 anteriormente, la demostracion esta desarrollada en Caballero et
al. |7], si bien el procedimiento utilizado es distinto al que aqui mostramos; asi, en
este caso, y siguiendo una linea similar a la empleada en el Teorema 1.3.1, se parte de
la expresion general del estimador como funcién lineal de las observaciones, mientras
que en Caballero et al. [7] el estimador se expresa inicialmente como combinacion

lineal de las innovaciones.

Teorema 1.3.2 Si se considera la ecuacion de obsevacion (1.1) wverificando las
hipotesis descritas en la Seccion 1.2, los estimadores de suavizamiento intervalo

fijo de la senal verifican la siguiente relacion
2k, T) =2(k, k) — M(k,T)O(k) + [B(k) — N(k,T)] q(k,T), k<T, (1.38)
donde las matrices M(k,T) y N(k,T) satisfacen
M(k,T) = [B(k) — A(k)r(k)] ¢(k, T) [Iny — r(k)e(k, T)]", k<T, (1.39)

N(k,T) = [A(k) = M(k, )] r(k), k<T, (1.40)

y los vectores q(k,T) y las matrices c(k,T) estan dados recursivamente hacia atrds

a partir de las siquientes relaciones

q(k,T)

[AT(k+1) — c(k, T)BT(k+1)] R™'(k + 1)
y(k+1)—B(k+1)g(k+1,7) +q(k+1,T7), k<T; (1.41)

X
q(T,T) =0
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={AT(k+ )R (k+1)[A(k+1) — B(k+1)e(k+1,T)] +c(k+1,T)}
x { I+ BT (k+ )R (k+ 1) [A(k+1)— Blk+ D)e(k+1,T)]} ', k<T;
(T, T) =0.
(1.42)

Los wvectores O(k) y las matrices r(k) se obtienen a partir de las formulas

especificadas en el Teorema 1.3.1.

Demostracion. Partiendo de la expresion (1.2) paraj = T, el suavizador intervalo

fijo de la senal z(k) esta dado por la siguiente expresion

k
2(k,T) = h(k,i,T)y(i Z h(k,i,T)y k< T; (1.43)

i=1 i=k+1
por tanto, hemos de calcular los coeficientes h(k, i, T'), para i < k, por una parte, y

para k+ 1 <: < T, por otra parte.

Comenzamos calculando, a partir de (1.3), las diferencias h(k,i,T) — h(k, i, k)
para ¢ < k. Teniendo en cuenta que, segin las hipdtesis del modelo,

K.(j,i) = A(j)BT(i) para i< j, se verifica que

[h(kﬁ,Z,T) - h(k},l,]{? Z h k ]7 BT( )
Jj= k+1
—Z (k,7,T) — h(k,j, k) K.(j,7), i<k<T.

Comparando esta expresion con la que se obtiene, de (1.21), para J(i,k)R(i) y

definiendo la funcion matricial
T

M(k,T)= > hk,j,T)AGG), k<T, (1.44)

j=k+1

se deduce la siguiente relacion

h(k,i,T) — h(k,i, k) = =M (k,T)J (i, k), i<k<T;
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ademaés, si se tiene en cuenta que, de (1.34), h(k,i, k) = A(k)J(i, k) para i < k, la

expresion anterior se reescribe como
hk,i,T)=[A(k) — M(k,T)] J(i,k), i<k<T. (1.45)

Sustituyendo esta formula en el primer sumando de (1.43) y usando la definicion
(1.22) para la funcion O(k) y la expresion (1.4) para Z(k, k), se tiene que

S h(k.i, T)y(i) = 2(k,k) — M(k, T)O(k), k<T. (1.46)

i=1
Por otra parte, usando (1.3), los coeficientes h(k,i,T), con k+1<i<T,

verifican

T

Wk, i, T)R(i) = K.(k,i) = Y _h(k, 5. T)K.(3,1), k+1<i<T;

7=1

sabiendo que K(j,1) = B(j)A (i) para j < i y definiendo la funciéon matricial
k
= ik, j,T)B(), k<T, (1.47)

la expresion anterior puede reescribirse como

h(k, i, T)R(i) —[B(/f) N (k, T)] A (i)

—thj7 2(0,4), k+1<i<T,
j=k+1

lo que permite expresar h(k,7,T) como
h(k,i,T) = [B(k) — N(k,T)] A(k,i,T), k+1<i<T, (1.48)
siendo A una funcion matricial satisfaciendo

A(k,i,T)R(:) ZA/”, .(j,i), k+1<i<T. (1.49)

j=k+1
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Si usamos ahora la expresion (1.48) en el segundo sumando de (1.43) y definimos la

funcion vectorial

q(k,T) = ‘Z Ak, §,T)y(5), k<T, (1.50)
se obtiene
> ki, T)y(i) = [B(k) — N(k,T)] q(k,T), k<T;

asi, sustituyendo esta expresion, y la obtenida en (1.46), en la formula (1.43) para

Z(k,T), se deduce la relacion (1.38) para el suavizador intervalo fijo.

A continuacion, obtenemos las expresiones (1.39) y (1.40), para M(k,T) y
N(k,T), respectivamente. Si partimos de la definicion de N(k,T) y usamos la

relacion (1.45) para los coeficientes h(k,7,T'), con i < k < T, se obtiene que

k k
N(k,T) = h(k,j,T)B(j) = [A(k) = M(k,T)>_J(j,k)B(j), k<T;

j=1 7j=1

asi, la expresion (1.40) para N(k,T') quedara demostrada si se comprueba que
r(k) =>_J(,k)B(). (1.51)

En efecto, utilizando las definiciones (1.29) y (1.22) para r(k) y O(k),
respectivamente, se deduce que

k

r(k) = E[O(K)OT(K)] =Y _J(j. k)E [y()O0" (k)]

j=1
y, empleando el mismo razonamiento que conduce a (1.27), se prueba que
E [y(j)OT(k)} = B(j), por lo que (1.51) queda probada y, por consiguiente, también
la expresion (1.40) para N (k,T).
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Por otra parte, si partimos de la definicion de M (k,T'), dada en (1.44), y usamos
la igualdad (1.48) para los coeficientes h(k, j,T), con k+ 1 < j < T, se obtiene

Mk, T) = Z h(k, 5, T)A(j) = [B(k) = N(k, T)] Z Alk,j, T)A(G), k<T;

asi, definiendo la funcién matricial

ek, T)= > A(k,j,T)A(j), k<T; T, T)=0, (1.52)

j=k+1

la expresion anterior se reescribe como
M(k,T)=[B(k) — Nk, T)]c(k,T), k<T. (1.53)

Por tanto, sustituyendo la expresion (1.40) para N(k,T), la formula (1.39) queda

demostrada sin méas que despejar el valor de M (k,T)).

A continuacion, obtenemos la expresion recursiva (1.41) paraq(k,T). Con esta
finalidad, expresamos los coeficientes A(k, 4, T') en términos de A(k+1,4,T) y, para
ello, calculamos, usando (1.49), las diferencias A(k,4, T)R(i) — A(k + 1,4, T)R(1),
parak+2<:i<T,

[A(k,i,T) —A(k+1,i,T) R(i) = —A(k, k +1,T)B(k + 1) AT (4)

T
— > [AKGT) = Alk+ 1,5, T K.(j,i), k+2<i<T;
j=k+2

comparando la relacion anterior con la que se obtiene, de (1.49), para

A(k+1,i,T)R(7), es inmediato deducir la siguiente expresion
A(kyi,T)—A(k+1,i,T) = =A(k,k+1,T)B(k+ 1)A(k+1,i,T), k+2<i<T,
0, equivalentemente,

Alk,i,T) = [Iyy — Ak, k+1,T)B(k + D] Ak +1,i,T), k+2<i<T. (1.54)
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Si utilizamos esta relacion en la definicion de g(k,T'), dada en (1.50), separamos el

primer término de la suma y usamos la definicion degq(k + 1,7, se deduce que

(b, T) =A(k,k+ 1, T)y(k + 1)+ > Ak, 5, T)y(j)

j=k+2

(kk+1,T)y(k+ 1)+ [Iyy — Ak, k+ 1, T)B(k+ 1) q(k +1,T)

A
Alk,k+1,T)[y(k+1)— Bk+ 1)qk+1,T)]+qlk+1,T7), k<T.
(1.55)

Para determinar por completo la expresion anterior, hemos de encontrar una formula
explicita para A(k, k+1,T); partiendo de (1.49) y usando la definicion de la funcion
c(k,T), dada en (1.52), obtenemos

Ak, k+1,T)=[AT(k+1) — c(k, T)B"(k+1)] R} (k+1), k<T. (1.56)

Asi, sustituyendo esta expresion en (1.55), se deduce la formula recursiva (1.41) para

q(k,T).

Para finalizar, comprobamos la relacion recursiva hacia atras (1.42) parac(k,T).
Si partimos de (1.52), separamos el primer término de la suma y usamos las

expresiones (1.54) y (1.56) y la definicion dec(k + 1,T'), se deduce que

c(k, T) =A(k,k+ LT)A(k+1)+ > Ak, 5, T)A(j)
j=k+2
=A(k,k+1,T)Ak + 1) + [Iys — Ak, k+1,T)B(k + 1) ¢(k +1,T)

=Ak,k+1,T)[A(k+1)—B(k+ 1)c(k+1,T)] +c(k+1,T)
=[AT(k+1) — c(k, T)BT(k+1)] R7'(k + 1)
X [A(k+1) = B(k+ De(k+ 1,T)]+c(k+1,T7), k<T,

o, de forma equivalente,

c(k, T) {1y +BT(k + 1)R™ (k + 1) [A(k + 1) — B(k + 1)e(k + 1,T)]}
=AT(k+1)R Y k+1)[A(k+1) — B(k+ 1)c(k+1,T)] +c(k+1,T),
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y, despejando el término c(k,T'), se obtiene la expresion (1.42) del teorema. [ |

Finalmente, para medir la precision de los estimadores de suavizamiento intervalo
fijo de la senal, obtenemos una expresion para las matrices de covarianzas de los

correspondientes errores de estimacion, dadas por la siguiente formula
Pk, T)=E [(z(k) — 2k, T)) (2(k) — E(k,T))T] . k<T
Segin el LPO, el error z(k) — z(k,T') es ortogonal al estimador z(k, T y, por tanto,
se verifica que
P(k,T) = E [(2(k) — Z(k,T)) 2" (k)]
= E [2(k)" (k)] — E [2(k,T)"(k)], k<T.

Usando las hipotesis del modelo en F [z(k)z" (k)] y las expresiones (1.38) y (1.4)
para z(k,T) y z(k, k), respectivamente, se obtiene
Pk, T) = A(R)BT (K) — [A(K) = M(k.T)] E [0(0)=" (k)

(1.57)
— [B(k) = N(k,T)] E [q(k, T)2"(k)], k<T.

Desarrollando la esperanza E [O(k)z" (k)] de la expresién anterior, si usamos la
definicion (1.22) para O(k), las hipdtesis del modelo y la igualdad (1.51) parar(k),

se deduce que
k k

E [O(k)=T(k)] => J(i, k)E [y(i)2" (k)] = J(i,k)B(i)A" (k) = r(k) A" (k).

i=1 i=1
Por otra parte, usando las definiciones para q(k,T) y c(k,T), dadas en (1.50) y
(1.52), y las hipotesis del modelo en la expresion de la esperanza E [q(kyT)zT(k)]
de (1.57), se deduce
T
E [q(k, T)2" (k)] = ) A(k,i, T)E [y(j)=" (k)]
i=k+1

= > A(k,i,T)A(j)B" (k) = c(k, T)B"(k), k<T.

i=k+1
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Asi, sustituyendo estas dos tltimas formulas en la expresion (1.57), se comprueba,

finalmente, que

P(k,T) = A(k)B" (k) — [A(k) — M(k,T)] r(k) A" (k)
—[B(k) — N(k,T)] c(k, T)BT (k), k<T,

0, equivalentemente, empleando la expresion (1.53) para M (k,T), la expresion

anterior se reescribe como
P(k,T) = P(k,k) — M(k,T) [B" (k) — r(k)A" (k)] , k<T,

siendo P(k, k) la matriz de covarianzas del error de filtrado, dada en (1.36).

1.4. Ejemplo numérico

Con la finalidad de ilustrar los resultados obtenidos en las secciones anteriores
hemos implementado en MatLab los algoritmos de filtrado, suavizamiento punto fijo
y suavizamiento intervalo fijo presentados en los Teoremas 1.3.1 y 1.3.2, aplicandolos
a un ejemplo concreto. Para mostrar la efectividad de estos algoritmos, se ha
realizado un programa que, en cada iteracion, simula la senial que se desea estimar
as{ como la observacion correspondiente y proporciona las estimaciones (de filtrado,
suavizamiento punto fijo y suavizamiento intervalo fijo) y las matrices de covarianzas

de los errores de estimacion, que miden la precisiéon de los estimadores.

El propésito de este ejemplo consiste en estimar una senal escalar emitida por
cierto dispositivo, usando las observaciones recibidas por otro dispositivo, en el caso
en que estas observaciones estan afectadas por un término de error o ruido asociado
al canal de transmisién y suponiéndose conocidas las varianzas de la senal y del
ruido (es decir, se verifican las hipotesis recogidas en la Seccion 1.2, necesarias para

aplicar los algoritmos de estimacion propuestos en este capitulo).
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Concretamente, la senal, {z(k); k > 0}, enviada por el mecanismo emisor tiene

media cero y esta generada por un modelo autorregresivo de segundo orden -AR(2)-:
2(k) = —arz(k — 1) + —agz(k — 2) + u(k), (1.58)

siendo a3 = —0.35, as = —0.55 y {u(k); £ > 0} un ruido blanco Gaussiano

centrado y con Var[u(k)] = 02 = 0.25, para todo k.

Si denotamos dy, dy = (—ajt+/a? — 4as)/2, es decir, las raices de la ecuacion
caracteristica z2+a;z+a; =0 (en este caso, d; = 0.936987, dy = —0.586987), es
inmediato comprobar (véase, por ejemplo, Haykin [13]) que la funcion de covarianzas
de la senal indicada en (1.58) estd dada en forma de niicleo semidegenerado de la

siguiente forma
K.(k,s) = Elz(k)z" (s)] =

siendo A(k) = [pdf ped§] v B(k) = [di* d;*] matrices de dimension 1 x 2,

especificadas mediante las siguientes relaciones

(2 —1)
= 0‘2 . 2 s
PL=% 0 dvdy) (dy — dy)

p2:_02‘ d2(d%_1)
# (1 —|' dldg) (dg —_ dl)7

_l+a o2

1—ay (1+a2)2—a%’

o2 = Var|z(k)]

en este caso, se verifica que p; = 0.812476, p, = 0.094781 y o% = 0.907258.

Hemos de notar que los algoritmos obtenidos en este capitulo, segiin se indica en
el planteamiento del problema, Gnicamente requieren el conocimiento de la funciéon

de covarianzas de la sefial (expresada en forma de nicleo semidegenerado) y no el
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modelo de espacio de estados completo que la genera; por tanto, para su aplicacion,
no es necesario conocer los parametrosay, as y o2 del modelo AR(2) que describe la
senal {z(k); k > 0}, sino basta con conocer las matrices A(k) y B(k) que determinan

la funcién de covarianzas de la misma.

Ademas, se supone que las observaciones de la senal que recibe el dispositivo

receptor verifican, en cada instante k, la siguiente ecuacion

y(k) = z(k) + v(k),

siendo {v(k); k& > 0} un proceso ruido blanco Gaussiano, centrado, con funcion de
covarianzas conocida e independiente de la senal. En nuestro estudio, se comprobara
como influye la variabilidad del ruido de la observacion en la estimacion de la senal

suponiendo varios valores para la varianza del mismo, concretamente,

Var[v(k)] = o2 = 0.4%, 0.5%, 0.9%, Vk.

Asi, en la Figura 1.4.1 se muestra una simulaciéon de la senal enviada por el
dispositivo emisor y las estimaciones de filtrado E(k,k) con k < 40) que
se obtendrian, segin los algoritmos propuestos, para dos valores distintos de la
varianza del ruido de la observacion, concretamente, o2 = 0.4%, 0.9%. Como cabria
esperar, la estimacion obtenida es mejor cuanto menor es la variabilidad del ruido.
Considerando también estos dos posibles valores para o2, en las Figuras 1.4.2 y
Figura 1.4.3 se representan, respectivamente, las estimaciones de suavizamiento
punto fijo (Z(k,k + 3) con k <40) e intervalo fijo (2(k,40) con k <40) asociadas a

dos nuevas simulaciones de la senal.
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3.5 T I
— Sefial simulada
Estimaciones de filtrado para Var[v(l<)]:0.42
31 Estimaciones de filtrado para Var[v(k)]:O.Q2 |
25
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Figura 1.4.1. Senal simulada y estimaciones de filtrado, z(k, k), asociadas a los

valores Var[v(k)] = 0.4%, 0.9%.

15F

0.5

~1.5 T — Sefial simulada 7
— Estimaciones de suavizamiento punto fijo para Var[v(k)]:0.42
' Estimaciones de suavizamiento punto fijo para Var[v(k)]=0.92
_2 T T T T T 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
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Figura 1.4.2. Senal simulada y estimaciones de suavizamiento punto fijoz(k, k+3),

para los valores Var[v(k)] = 0.42, 0.9°.
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25 I I
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Figura 1.4.3. Senal simulada y estimaciones de suavizamiento intervalo fijoz(k, 40),

para los valores Var[v(k)] = 0.4%, 0.9%

A continuacion, y suponiendo el valor o2 = 0.9%) en la Figura 1.4.4 se representa,
una nueva senal simulada, asi como las estimacionesz(k, k), z(k,k+1) y z2(k, k+3).
Observando la figura se deduce que las estimaciones de suavizamiento punto fijo,
Z(k,k+1)y z(k, k + 3), mejoran a la estimacion de filtrado, z(k, k), y, ademas, esta
mejora aumenta a medida que se incrementa el nimero de observaciones usadas para

calcular el suavizador punto fijo.

Por otra parte, en la Figura 1.4.5 se representa, suponiendo la misma variabilidad
para v(k), otra senal simulada, las estimaciones de filtrado y las estimaciones de
suavizamiento intervalo fijo para el instante fijo7’=40. También se observa, en esta
ocasion, que el suavizador intervalo fijo sigue la evolucion de la senal de forma més

acertada que el filtro.
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Figura 1.4.4. Senal simulada, estimaciones de filtrado, Z(k, k), y estimaciones de

suavizamiento punto fijo Z(k, k + 1) y Z(k, k + 3), siendo Var[v(k)] = 0.9%

I
— Sefial simulada
Estimaciones de filtrado
Estimaciones de suavizamiento intervalo—fijo

0 5 10 15 20 25 30 35 40
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Figura 1.4.5. Senal simulada, estimaciones de filtrado, Z(k, k), y estimaciones de

suavizamiento intervalo fijo Z(k, 40), siendo Var[v(k)] = 0.9%
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Seguidamente, las conclusiones obtenidas a partir de las figuras anteriores se
confirman observando las graficas donde se representan las varianzas de los errores

de estimacion, independientes de las simulaciones concretas que se realizan.

Asi, la Figura 1.4.6 (obtenida para el valor Var[v(k)] = 0.9%) pone de manifiesto
que las varianzas de los errores de estimacion de filtrado, P(k, k), son mayores,
en todo instante k, que las varianzas de los errores de suavizamiento punto fijo,
P(k,k+ j) con j > 1. Ademas, las varianzas de los errores de suavizamiento punto
fijo disminuyen a medida que aumenta el nimero de observaciones usadas para

obtener el suavizador, es decir, a medida que aumenta el valor .

Para finalizar, las Figuras 1.4.7 y 1.4.8 reafirman la propiedad de que las varianzas
de los errores de filtrado son mayores que las de los errores de suavizamiento (punto
fijo e intervalo fijo), por lo que ambos suavizadores mejoran al filtro. Ademas, estas
graficas también ponen claramente de manifiesto que cualesquiera de los estimadores
calculados son tanto mas precisos, como se podria suponer, cuanto menor es la

variabilidad del ruido que perturba la observaciéon de la senal.
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T T T T
Varianzas de los errores de filtrado, P(k,k)
+++ Varianzas de los errores de suavizamiento punto fijo P(k,k+1)
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Figura 1.4.6. Varianzas de los errores de filtrado, P(k, k), y de suavizamiento
punto fijo para j = 1, 2, 3, es decir, P(k,k+ 1), P(k,k+2) y P(k,k + 3), siendo
Var[v(k)] = 0.9%
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Figura 1.4.7. Varianzas de los errores de filtrado, P(k, k), y de suavizamiento punto

fijo para j = 3, P(k,k + 3), siendo Var[v(k)] = 0.4, 0.5, 0.9%
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Figura 1.4.8. Varianzas de los errores de filtrado, P(k, k), y de suavizamiento

intervalo fijo para T = 40, P(k, 40), siendo Var[v(k)] = 0.4%, 0.5%, 0.9%



32

CAPITULO 1. ESTIMACION LINEAL DE SENALES DISCRETAS




Capitulo 2

Estimacion lineal de senales discretas

a partir de observaciones inciertas

2.1. Introducciéon

Como se ha indicado anteriormente, el problema de estimacion del estado de
un sistema dindmico a partir de observaciones del mismo afectadas por un ruido
ha sido ampliamente estudiado. Aunque en las investigaciones iniciales se suponia
que la senal que se desea estimar esta siempre presente en las observaciones y, por
tanto, la perturbaciéon de éstas se debe, inicamente, a un ruido aditivo, existen
numerosas situaciones practicas como, por ejemplo, en telecomunicaciones o en
procesamiento de imagenes, en las que el mecanismo de medida de la senal puede
estar sometido a atenuaciones aleatorias y, por tanto, la senal interviene en la
ecuacion de observacion de manera aleatoria, existiendo una probabilidad positiva
(denominada probabilidad de falsa alarma) de que la observacion contenga solo ruido.
Para modelizar matematicamente tales situaciones se hace necesario incluir en la

ecuacion de observacion, ademas del ruido aditivo, un ruido multiplicativo; se habla

33
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de sistemas con observaciones inciertas en el caso de que este ruido multiplicativo

sea una sucesion de variables aleatorias de Bernoulli.

El problema de estimacion lineal de menor error cuadratico medio en sistemas
con observaciones inciertas ha sido ampliamente estudiado cuando es conocido el
modelo de espacio de estados de la senal. Nahi [26] fue el primero, en 1969, en
abordar este problema; modelizando la incertidumbre en las observaciones mediante
una sucesion de variables aleatorias de Bernoulli independientes y suponiendo que
los ruidos del estado y la observacion son incorrelados, obtuvo algoritmos para los
problemas de filtrado y prediccién lineal de minimos cuadrados, algoritmos con una

estructura recursiva similar al filtro de Kalman.

En 1971, Jaffer y Gupta [16] establecieron un algoritmo recursivo para
el estimador Optimo (en el sentido de minimos cuadrados) en sistemas con
observaciones inciertas; sin embargo, debido a que el calculo practico de este
estimador resulta inviable por requerir una cantidad de memoria computacional que
crece exponencialmente en cada iteracion, las investigaciones posteriores se orientan

hacia la btisqueda de estimadores sub6ptimos, como es el caso del estimador lineal.

Asi, considerando nuevamente el problema de estimacion lineal de minimos
cuadrados, los resultados de Nahi seria completados por Monzingo [24], quien estudio
el problema de suavizamiento y Tugnait [45], que analizé la estabilidad del estimador.
Posteriormente, Hermoso y Linares [14], [15]| trataron los problemas de filtrado y
suavizamiento en el caso en que los ruidos aditivos del estado y la observacion son

correlados.

En 1979, Hadidi y Schwartz [12]| generalizaron los estudios de Nahi, eliminando
la hipotesis de independencia de las variables de Bernoulli que modelizan Ia
incertidumbre en las observaciones. Probaron que, en general, el filtro lineal de

minimos cuadrados no tiene estructura recursiva y establecieron una condicion
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necesaria y suficiente que garantiza la recursividad del estimador. En tal caso, el
algoritmo de estimacion resulta ser una generalizacion de los filtros de Kalman
y Nahi. Los resultados de Hadidi y Schwartz serian completados, en 1981, por

Monzingo [25], quien estudi6 el problema de suavizamiento en el mismo contexto.

Aunque en los trabajos anteriores se supone conocido, el modelo de espacio de
estados que genera la senal que se desea estimar no siempre estid disponible y es
necesario utilizar otro tipo de informaciéon para abordar el problema de estimacion.
En Nakamori et al. [30], utilizando la misma ecuacion de observacion que Nahi [26], se
obtienen algoritmos recursivos para los problemas de filtrado y suavizamiento punto
fijo, usando como tnica informacién las funciones de covarianzas de los procesos que
intervienen en la misma. Nakamori et al. [31] generalizan este trabajo eliminando la
hipotesis de independencia de las variables aleatorias que describen la incertidumbre
en las observaciones; concretamente, considerando la ecuacién de Hadidi y Schwartz

12].

El objetivo de este capitulo es el estudio del problema de estimacion lineal de
menor error cuadratico medio de senales discretas a partir de observaciones inciertas,
cuando la incertidumbre en las observaciones se modeliza mediante una sucesiéon de
variables aleatorias de Bernoulli no necesariamente independientes. Concretamente,
se presentan (Seccion 2.4) los algoritmos de filtrado y suavizamiento punto fijo
obtenidos en Nakamori et al. [31], deducidos, en este caso, mediante un tratamiento
por innovaciones, y se completa este estudio proponiendo un algoritmo para el
problema de suavizamiento intervalo fijo (Nakamori et al. [34]). Dichos algoritmos
requieren Unicamente el conocimiento de los momentos de segundo orden de la
senal y del ruido aditivo, las distribuciones marginales del proceso que describe la
incertidumbre en las observaciones y los elementos(2, 2) de las matrices de transicion

de este proceso.
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Posteriormente, se propone (Seccion 2.5.1) una extension del algoritmo anterior;
concretamente, suponiendo el caso en que la ecuaciéon de observaciéon estd afectada
por incertidumbre no independiente y por ruidos blanco y coloreado, se deducen
mediante un tratamiento por innovaciones los algoritmos de filtrado y suavizamiento
punto fijo obtenidos anteriormente por Nakamori et al. [32] y se completa el
estudio proponiendo un algoritmo para el problema de suavizamiento intervalo fijo

(Nakamori et al. [38]).

Por otra parte, se considera (Seccion 2.5.2) la situacion en la que la incertidumbre
en las observaciones se modeliza mediante variables indicadoras independientes y
la senal y el ruido aditivo de la observacién estan correlados; en este contexto,
se proponen algoritmos para los problemas de filtrado, suavizamiento punto fijo y

suavizamiento intervalo fijo (Nakamori et al. [29], [35], [36]).

Todos los algoritmos referidos anteriormente se acompanan de un algoritmo para
el calculo de la matriz de covarianzas de los correspondientes errores de estimacion,
que mide la precision de los estimadores. Ademads, para finalizar, se muestra
un ejemplo numérico para mostrar la efectividad de algunos de los algoritmos

propuestos.

2.2. Planteamiento del problema

Consideremos un sistema dindmico cuyo estado se manifiesta en el tiempo a
través de un proceso senal n-dimensional {z(k); k > 1} y supongamos que estamos
interesados en estimar la senal en cierto instante de tiempo k. Se dispone de un
conjunto de observaciones {y(i); i < j} relacionadas, en cada instante, con la sefial
pero que no proporcionan un valor exacto de la misma puesto que estan perturbadas

por uno o varios ruidos. Asi, nuestro objetivo es el estudio del problema de estimacién
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lineal de menor error cuadratico medio de la sefial z(k) a partir de las observaciones
{y(@); i < j}.

Habitualmente, los distintos algoritmos de estimacion se obtenian partiendo de
una expresion del estimador como funcion lineal de las observaciones (como se ha
realizado en el Capitulo 1); sin embargo, en este capitulo se sustituira el proceso
observacion por el proceso innovacion, expresdndose, por tanto, el estimador como
funcion lineal de las innovaciones. Esta técnica fue utilizada por primera vez por
Bode y Shanon, en 1950, y por Zadeh y Ragazzini, de forma independiente, y posee
una doble justificacion: por una parte, las observaciones pueden determinarse a
partir de las innovaciones mediante una funcion lineal y reciprocamente (Kailath
[19]) y, por otra parte, la ecuacion de Wiener-Hopf se resuelve méas facilmente en

este contexto puesto que el proceso innovacioén es blanco.

En la siguiente seccion se define el proceso innovacion y se obtiene la expresion

general del estimador de minimos cuadrados de la senal en términos de innovaciones.

2.2.1. Formulacién general por innovaciones

Si denotamos por y(i,i — 1) al predictor lineal en una etapa de y(i), es
decir, el estimador lineal de menor error cuadréatico medio de y(i) basado en
{y(1),...,y(i — 1}, v(i) = y(i) — y(i,i — 1) puede interpretarse como una medida
de la nueva informacion, o la innovacion, contenida en la observacion y(i). Es
conocido (Kailath [19]) que cualquier conjunto de innovaciones, {v(i); i < j},
puede determinarse a partir de las correspondientes observaciones, {y(i); i < j},
mediante una funcion lineal y reciprocamente. Por tanto, las observaciones
pueden reemplazarse por las innovaciones sin perder ninguna informacion vy,

consecuentemente, el estimador lineal de menor error cuadratico medio de la senal
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z(k), dadas las observaciones {y(i); i < j}, que denotaremos por z(k, j), coincide
con el estimador lineal de menor error cuadratico medio dadas las innovaciones

{v(1),...,v(j)}; de esta forma,
2k, 5) = glk,i, j)v(i), (2.1)

i=1

donde g(k,i,7), i =1,--- 7, es la denominada funcion impulso-respuesta.
Por el Lema de proyecciones ortogonales (LPO), el error de estimacion z(k) —z(k, j)

es incorrelado con las innovariones {v(1),...,v(7)}, por lo que se tiene
Elz(k)v' (s)] = E[2(k, j)v" (s)], s <,

y sustituyendo Z(k, j) por su expresion, dada en (2.1), se obtiene la denominada

ecuacion de Wiener-Hopf,

Elz(k)v" (s)] = Zg(/ﬁ i, ) EW@ (s)], s<j

Por otra parte, el proceso innovacion {v(k); k > 1} es un proceso blanco; asi,
Ev(i)vT(s)] = 11(i)dk (i — s), donde &k denota la funcién delta de Kronecker.

Utilizando esta propiedad del proceso innovacién, la ecuacién de Wiener-Hopf queda
Elz(k)v" (s)] = gk, s, ))TI(s), s <],

y, por tanto, la funcién impulso-respuesta g(k, s,j) es independiente de j y puede

expresarse

g(k,s,3) = Elz(k)v" (s)]IT"(s), s <j.!

En definitiva, denotando S(k,i) = E[z(k)vT ()], la expresion general (2.1) para el
estimador de la senal z(k) se reescribe de la forma
J

2(k,5) = Sk, ) (v (i), (2.2)

i=1

1Si 1a matriz I1(s) fuese singular, se sustituye la inversa por la pseudoinversa de Moore-Penrose

(véase Magnus y Neudecker [22]).
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A partir de la expresion general anterior para el estimador lineal de minimos
cuadrados de la senal se obtendran posteriormente los distintos algoritmos para
resolver los problemas de filtrado, suavizamiento punto fijo y suavizamiento intervalo

fijo, considerando diferentes especificaciones del modelo de observacion.

2.2.2. FEcuacion de observacion en sistemas con observaciones

inciertas

Como ya se ha comentado, en muchos problemas practicos la observacién en un
instante puede contener so6lo ruido o senial més ruido. Estas situaciones se modelizan
mediante una ecuacion de observacion perturbada, ademas de por un ruido aditivo,
v(k), por un ruido multiplicativo que hace que la senal, z(k), intervenga en la
observacion, y(k), de forma aleatoria. Concretamente, para reflejar la posibilidad de
que la observacion en un instante k& contenga solo ruido con probabilidad 1 — p(k),

definimos la ecuacion de observacion de la senal de la siguiente forma

) z(k) +v(k), con probabilidad p(k),
y —=
v(k), con probabilidad 1—p(k).

Si denotamos por (k) una variable aleatoria de Bernoulli con

la ecuacion de observacion de la senal puede reescribirse como
y(k) =~(k)z(k) +v(k), k>1. (2.3)

Cuando las atenuaciones aleatorias en la medida de la senal en distintos instantes
de tiempo no guardan relacion entre si, la incertidumbre en las observaciones puede
modelizarse mediante una sucesion de variables aleatorias indicadoras {v(k); k> 1},

independientes.
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Sin embargo, en muchos problemas préacticos, las interrupciones aleatorias a las
que estd sometido el mecanismo de medida de la senal no pueden considerarse
independientes; para modelizar matematicamente estas situaciones es necesario
conocer, ademas de las distribuciones marginales del proceso ruido multiplicativo

{7(k); k> 1}, la matriz de transiciéon del mismo, esto es,

P (k/j) = Pri(k/j) Pia(k/j)
Pyi(k/j) Pao(k/j) 7

siendo P, (k/j) =Py (k) =n—1/~v(j) =m—1], param,n € {1,2} y k,j > 1.

Como en Hadidi y Schwartz [12], en este estudio se supondrd una condicion
adicional sobre el elemento (2,2) de la matriz de transicion anterior, que garantiza
la recursividad del estimador. Hadidi y Schwartz probaron que el estimador
lineal de menor error cuadratico medio, en el caso de incertidumbre modelizada
por variables indicadoras no necesariamente independientes, no tiene estructura
recursiva en general y encontraron una condicién necesaria y suficiente que garantiza
su recursividad. Concretamente, demostraron que el estimador lineal dptimo tiene
estructura recursiva si, y solo si, el elemento en posicion (2,2) de la matriz de

transicion P (k/j), Pso (k/j), es independiente de j para j < k, es decir,

Pyp(k/j) = Ply(k) =1/~7() =1 = Pa(k), j=1..k-1

En definitiva, en este capitulo se considera una senaln-dimensional cuyo modelo
de espacio de estados no es completamente conocido y las observaciones de la misma

estan dadas por la siguiente ecuacion

y(k) =v(k)z(k) +v(k), k>1, (2.4)
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donde se verifican las hipotesis:

- El proceso senial {z(k); k > 1} tiene media cero y su funciéon de covarianzas

se expresa en forma de nicleo semidegenerado, esto es,

A(k)BT(s), 1<s<k,

Kz(k?,8> = E[Z(k?>ZT(S)] = B(/{?)AT< ) 1<Ek<

(2.5)

donde A y B son funciones matriciales conocidas de dimensiénn x M.

- El proceso {v(k); k > 1} es un ruido blanco, centrado, con funcion de

covarianzas E[v(k)vT(s)] = R(k)ox(k — s).

- El ruido multiplicativo {y(k); & > 1}, que describe la incertidumbre en
las observaciones, es una sucesion de variables aleatorias de Bernoulli con
Ply(k) = 1] = p(k) # 0 y Ply(k) = 1/79(j) = 1] = P22(k) para cualquier
Jj <k.

- El proceso senal, {z(k); k> 1}, y los ruidos, {y(k); k > 1} y {v(k); k > 1},

son mutuamente independientes.

2.3. Proceso innovacion

Como se ha indicado anteriormente, la innovacion v(k) representa una medida
de la nueva informacién que aporta la observaciéon en el instantek y esta definida
por v(k) = y(k) — y(k,k — 1), siendo y(k,k — 1) el predictor lineal en una etapa
de y(k). En esta seccion nos planteamos determinar el proceso innovacion, puesto
que su expresion explicita, asi como una formula para su matriz de covarianzas,
son necesarias para obtener los distintos algoritmos de estimaciéon a partir de la

expresion general (2.2) del estimador de la senal.
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La innovaciéon quedard determinada cuando hayamos obtenido una férmula
para y(k,k — 1); segtn el LPO, y(k,k — 1) es la tinica combinacion lineal de las
observaciones {y(1), ...,y(k — 1)} tal que el error de estimacion y(k) — y(k,k — 1) es

ortogonal a ellas, esto es,
E [y(Ry" (s)] = E [k, k — 0" ()] . s<k—1. (2.6

y teniendo en cuenta que E[y(k)y(s)] = Pao(k)p(s) para s < k, la hipdtesis de que el
ruido aditivo de la observacion es blanco y la independencia mutua de las variables

que intervienen en el modelo, la siguiente igualdad es inmediata
E [y(k)y"(s)] = Poa(k)E [2(k)y" (s)], s<k—1. (2.7)

Aplicando de nuevo el LPO, el predictor lineal en una etapa de la senal,z(k, k — 1),

verifica

E[z(k)y"(s)] = E [Z(k, k= 1)y"(s)], s<k-1. (2.8)
Asi, de (2.6)-(2.8) se deduce facilmente la siguiente relacion
Yk, k —1) = Pyo(k)2(k, k — 1), (2.9)
y, por tanto, el proceso innovaciéon para el problema bajo estudio estd dado por
v(k) =y(k) — Pap(k)z(k,k—1), k>1. (2.10)

Finalmente, teniendo en cuenta las hipotesis del modelo para F [y(k)yT(k)] y la
relacion (2.9) para y(k,k — 1), se obtiene que la matriz de covarianzas del proceso

innovacion, I1(k) = E [y(k)y" (k)] — E [g(k,k — 1)y7 (k, k — 1)], esta dada por
(k) = p(k)A(k)B" (k) + R(k) — P3,(k)E [2(k, k — 1)z" (k, k — 1)] . (2.11)

Las formulas (2.10) y (2.11) proporcionan expresiones para la innovacionv(k)

y para su matriz de covarianzas, I1(k), en términos del predictor en una etapa de
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la senal, Z(k,k — 1), y de su matriz de covarianzas, F [/z\(k;k: —1)zT(k, k — 1)},
respectivamente. Por lo tanto, para obtener los diferentes algoritmos de estimacion
es necesario deducir expresiones explicitas parav(k) y II(k) y, teniendo en cuenta
(2.10) y (2.11), hemos de determinar el predictor en una etapa de la senal,z(k, k—1),
y su matriz de covarianzas, E [Z(k, k — 1)27 (k, k — 1)].

Estos resultados se presentan en el siguiente teorema, cuya demostracion se

realiza de una forma més simple a la propuesta en Nakamori et al. [31].

Teorema 2.3.1 Bajo las hipdtesis descritas en la Seccion 2.2, el proceso innovacion
asociado a la ecuacion de observacion (2.4) es un proceso blanco, con media cero,
que verifica

v(k) = y(k) = Paa(R)AK)O(k = 1), k=1, (2.12)
donde el vector M -dimensional O(k) se obtiene recursivamente mediante la relacion
O(k) = O(k — 1) + J(k)II" ! (k)v(k), O(0) =0, (2.13)

siendo

J(k) = p(k)BT (k) — Pyo(k)r(k — 1)AT(k), (2.14)

y donde r es una funcion matricial verificando
r(k) =r(k—1)+ J(E)IT Y (K)J (k), r(0)=0. (2.15)
La matriz de covarianzas de la innovacion, I1(k), estd dada por

(k) = R(k)+ A(k) [p(k)B" (k)—P3,(k)r(k — 1) A" (k)] . (2.16)

Demostracion. De acuerdo con la expresion (2.10), para determinar v(k)

necesitamos obtener el predictor en una etapa de la sefial, el cual, segin (2.2),
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esta dado por

Asi, hemos de calcular los coeficientes
S(k,i) = E[z(k)v" (1)] = Elz(k)y" (i)] — Paa(i)E[2(k)27 (i,i — 1)], i<k—1.

Teniendo en cuenta las hipotesis del modelo para E [2(k)y” ()] y sustituyendo la

expresion (2.17) para k =i en E[z(k)Z7(i,i — 1)], se tiene

i—1
S(k, i) = A(k)p(i) BT (i) = Pya(i) Y _S(k, )11 (7)S" (i, §), 2<i<k,
(2.18)
S(k,1) = A(k)p(1) BT (1).
Esta relacion para S(k,7) permite expresar
S(k,i) = A(k)J (i), 1<i<k, (2.19)
donde J es una funcion matricial que verifica
i1
J(i) = p(i) BT (i) = P (i)Y J(G)T()S" (G, j), i > 2,
= (2.20)
J(1) =p(1)B*(1).
Por tanto, si definimos
k
O(k) =>_J@HI '(Gw(i), k>1; 0O0) =0, (2.21)
i=1

usando (2.17) y (2.19), se deduce facilmente que el predictor en una etapa de la

senal estd dado por

Wk k—1) = AR)Ok —1), k> 1, (2.22)
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y se tiene (2.12). La formula recursiva (2.13) para O(k) es inmediata a partir de
(2.21).
A continuacion, establecemos la expresion (2.14) paraJ (k). Escribiendo en (2.20)

i = k y teniendo en cuenta (2.19), obtenemos

T8 = BB () ~ Pooll)Y_ TG ()T (AT (R), 22
y denotando
r(k) = E [O(k)O" (k)] = Z JOII @) JM (i), k>1; r(0)=0, (2.23)

la expresion (2.14) queda establecida. La relacion recursiva (2.15) para la funcion

matricial 7 se obtiene de forma inmediata de (2.23).

Finalmente, la formula (2.16) para la matriz de covarianzas del proceso
innovacion, II(k), se obtiene a partir de (2.11), usando la expresion (2.22) para
el predictor en una etapa de la senal, Z(k, k — 1), y la funcién matricial r definida

en (2.23). m

En la siguiente seccion se obtienen algoritmos para los problemas de filtrado,
suavizamiento punto fijo y suavizamiento intervalo fijo, acompanandose cada
algoritmo de la matriz de covarianzas de los correspondientes errores de estimacion,

que miden la precision de los estimadores.

2.4. Algoritmos de filtrado, suavizamiento punto
fijo y suavizamiento intervalo fijo

En el teorema siguiente se presentan algoritmos para los problemas de filtrado y

de suavizamiento punto fijo de la senal; para deducirlos, se partird de la expresion
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general (2.2) del estimador, considerando,j =k y j = L > k (para un valor de k

fijo), respectivamente. Puesto que en la seccidén anterior ha quedado determinado el
JO ), p q q

proceso innovaciéon y su matriz de covarianzas, inicamente serd necesario calcular

los coeficientes S(k,i) = E[z(k)v(i)] para i < L.

Teorema 2.4.1 Si se considera la ecuacion de observacion (2.4) verificando las
hipotesis descritas en la Seccion 2.2, los estimadores de filtrado y de suavizamiento

punto fijo de la senal z(k) pueden determinarse a partir de las relaciones

2k, k) = A(R)O(k), k>1, (2.24)
2(k,L) = 2(k, L — 1)+ S(k, L)IITY(L)v(L), L > k. (2.25)

Las matrices S(k, L) verifican
S(k, L) = [p(L)B(k) — Po2(L)E(k, L — 1)] AT(L), (2.26)

donde E(k, L), malriz de dimension M X n, satisface la siguiente relacion recursiva

E(k,L) = E(k,L — 1)+ S(k, L)II"Y(L)JT(L), L > k;

(2.27)
E(k, k) = A(k)r(k).

La innovacion v(L), los vectores O(k) y sus matrices de covarianzas, IL(L) y r(k),

respectivamente, se obtienen a partir de las formulas dadas en el Teorema 2.5.1.

Demostracion. A partir de la expresion general (2.2) para el estimador lineal de
la senal z(k), el filtro, Z(k, k), estd dado por

2k k) =Y Sk, OO (), k> 1;

i=1
usando la expresion (2.19) para S(k,i), con i < k, y teniendo en cuenta (2.21), la

formula (2.24) para el filtro es inmediata.



2.4. ALGORITMOS DE FILTRADO, SUAVIZAMIENTO PUNTO FIJO Y SUAVIZAMIENTO INTERVALO FI1JO 47

La formula recursiva (2.25) para el estimador de suavizamiento punto fijo

también se deduce facilmente de (2.2) de la siguiente forma

Z(k,L) = iS(k,i)H‘l(i)y(i) + S(k, L)ITY(L)v(L)

= 2(k,L — 1)+ S(k, L)II""(L)v(L), L >k, (2.28)

donde la condicion inicial esta dada por el filtro Z(k, k). Por tanto, partiendo de la
expresion del filtro, y puesto que en el Teorema 2.3.1 ya se han obtenido expresiones

explicitas para v(L) y II(L), inicamente nos queda determinar la matriz S(k, L).

Para hallar la expresion (2.26) para la matrizS(k, L) = E[z(k)vT (L)], utilizamos

la formula (2.12) para la innovacion v(L) y asi deducimos que
S(h, L) = B[=(k)y" (L)) - Pos(L)El2(k)O" (L — DJAT(L), L > k:

definiendo FE(k,L) = E[z(k)OT(L)] y aplicando las hipotesis del modelo en
E[z(k)y" (L)], la ecuacion (2.26) queda probada.

Finalmente, la relacion (2.27) para E(k, L) se obtiene de forma inmediata si se
tiene en cuenta la expresion recursiva (2.13) paraO(L). Para demostrar la condicion
inicial, dada por E(k, k) = A(k)r(k), basta con tener en cuenta que, segin el LPO,
se verifica

E[z(k)OT (k)] = E[2(k,k)OT(K)], k>1,

y, usando la expresion (2.24) para el filtroz(k, k) y (2.23) para r(k), la relacion para
E(k, k) queda demostrada. [

A continuacion, obtenemos las matrices de covarianzas de los errores de filtrado
y de suavizamiento punto fijo, con la finalidad de proporcionar una medida de la

precision de los correspondientes estimadores.
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En general, la bondad de los estimadores z(k, j) puede medirse mediante los
errores de estimacion, z(k) — Z(k, j), y, de forma mas concreta, mediante la matriz

de covarianzas de estos errores,
P(k, j) = E[(2(k) = 2(k, j))(z(k) — Z(k, j))"].

Puesto que, por el LPO, el error z(k) — z(k, j) es ortogonal al estimador z(k, j),
tenemos que E[Z(k, 7)2T (k)] = E[zZ(k,7)z T(k, j)] v, por tanto,

P(k,j) = K.(k, k) — E[Z(k, j)2 " (k, j)]. (2.29)

A partir de esta expresion general, se obtienen a continuacion férmulas para las
matrices de covarianzas de los errores de filtrado, P(k, k), y de suavizamiento punto

fijo, P(k,L) con L > k.

La siguiente formula para el calculo de P(k, k) es obtenida facilmente de (2.29),
teniendo en cuenta las hipotesis del modelo para K, (k, k), la formula (2.24) para el

filtro, Z(k, k), y la funcion matricial 7(k) definida en (2.23),
P(k,k) = A(k)BT (k) — A(k)r(k)AT(k), k>1. (2.30)

En segundo lugar, la expresién que aparece a continuacion para P(k, L), L > k,
es inmediata a partir de (2.29), usando la relacion (2.25) paraz(k, L), la definicion
de P(k, L—1) y la propiedad de incorrelacion entre la innovacion v(L) y el estimador

2k, L —1),
P(k,L) = P(k,L —1) — S(k, )T (L)S" (k,L), L >k,

cuya condicion inicial estd dada por la matriz de covarianzas del error de filtrado,

Pk, k).
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Para finalizar el estudio del problema de estimacion de la sefial bajo las hipotesis
planteadas en la Seccién 2.2, se presenta un algoritmo para el problema de estimacion

de suavizamiento intervalo fijo.

Teorema 2.4.2 Se considera la ecuacion (2.4) verificando las hipdtesis especificadas
en la Seccion 2.2. Entonces, los estimadores Z(k,T), para k < T, pueden ser

calculados a partir de la siquiente expresion

donde los vectores q1(k,T) y qo(k,T), para k < T, se obtienen recursivamente hacia

atrdas mediante las relaciones

a(k,T)=qk+1,T)—p(k)H(k)g2(k + 1,T) + [p(k+1) I
—Pyo(k+1)p(k)H (E)]AT (k+DIT Yk + 1)v(k + 1),

(2.32)

q2(k,T) = [Ing — Pop(k)H(K)][q2(k +1,T)
+Pos(k+1)AT(k+ DIT Yk + 1)v(k + 1)),

(2.33)

siendo q1(T,T) =0 y qo(T,T) = 0 las condiciones iniciales, Iy la matriz identidad

de dimension M x M vy
H(k) = AT(B)IT (k) JT (k). (2.34)

El filtro Z(k, k), las matrices r(k) y J(k), las innovaciones v(k) y sus matrices de

covarianzas 11(k) se obtienen a partir de las formulas dadas en el Teorema 2.5.1 y

el Teorema 2.4.1.

Demostracion. Para probar la formula (2.31) paraz(k, T'), partimos de la expresion

general para el estimador lineal de la senal, (2.2), deduciéndose la siguiente expresion
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para el suavizador intervalo fijo

2k, T) =2k, k) + > Sk, )T (i)w(i), k<T;

i=k+1

asi, puesto que el filtro ya esta determinado por la formula (2.24), la relacion (2.33)
quedaré probada si se demuestra que el sumatorio de la igualdad anterior coincide
con B(k)q1(k,T)— A(k)r(k—1)g2(k,T'), donde q; y g2 estan determinadas en (2.32)
v (2.33).

Para ello, comenzamos calculando los coeficientes S(k,i) = [z(k)v"(i)] para
t > k + 1; usando un razonamiento similar al empleado en el Teorema 2.3.1 para
obtener S(k,7) para i < k, deducimos la siguiente expresion

i—1

S(k.i) = Bk)p(i) AT (i) = Po2(i)) _S(k. )71 (j)ST (0, 5), i > k. (2.35)
j=1
Utilizando la expresion (2.19) para los coeficientes S(k,i) con i < k y (2.23) para
r(k), la formula anterior puede reescribirse como sigue
S(k,i) = B(k)p(i) AT (i) — Poa(i) A(k)r(k — 1) AT (i)
i—1
—Poa()Y Sk, I () TT (AT (D), i >k, (2.36)
j=k
S(k, k) = [p(k)B(k) — Paa(k)A(k)r(k — 1)]AT(k);

esta relacion permite expresar los coeficientes S(k, i) de la forma
S(k,i) = B(k)Ay(k,i) — A(k)r(k — 1)Ay(k,4), >k, (2.37)

siendo Ay y A, funciones matriciales verificando

i—1

A (k1) =p()AT (1) — Pys(i) Y Av(k, DTG JT(HAT(3), i > E,
(k,i) =p(i)A* (i) P,()j; (k, NI ()T () A" (), i> (2.38)

Ai(k, k) =p(k) AT (k).
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1—1

Ag(k,i) = Pya(i)A (z‘)—Pw(i)jZ;Az(k,j)H )T DAY @), i >k, (2.39)

Ao (k, k) = P2,2(k)AT(k)-

Por tanto, si definimos los vectores

q(k,T)= > Ak, ) (Gw(i), k<T; q(T,T)=0, (2.40)
i=k+1
@k, T) = > Ap(k, ) (G)v(i), k<T; qT,T)=0, (2.41)
i=k+1
se obtiene que
.Z Sk, )Y (i)v(i) = B(k)q(k, T) — A(k)r(k — 1)qu(k, T), (2.42)

y, de esta manera, la expresion (2.31) queda demostrada.

Por otra parte, con la finalidad de deducir las formulas recursivas hacia atras
(2.32) y (2.33), calculamos las diferencias Ay (k,i) — Ay (k + 1,1), usando (2.38) y la
funciéon matricial H (k) definida en (2.34),

Aq(k,i) — Ay(k+1,0) = —Pg,Q(i)p(k)H(k)AT(i) — Py 5(1)

X 3 1B0(h) = Aalk + 1)) (AT

Comparando esta expresion con la que resulta de (2.39) para Aq(k + 1,4), es decir,

Aol + 1,) = Poa()AT(0) — Poa(i) 3 Aok + 1) ()7 () AT(),

j=k+1

deducimos la siguiente relacion para Aq
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Realizando un razonamiento similar para Ay, obtenemos
Aog(k,i) = [Iny — Poo(k)H (k)] Ao(k+1,4), > k+1. (2.44)

Es inmediato comprobar que las relaciones (2.43) y (2.44) obtenidas,
respectivamente, para Ay(k,i) vy Aq(k,7) con i > k + 1, también se verifican para
i=k+ 1.

Por tanto, teniendo en cuenta las definiciones deqi(k+1,T) y q2(k+1,T) y las

formulas (2.34), (2.38) y (2.43), se obtiene la expresion recursiva hacia atras (2.32)
para q,(k, T)

q(k,T) = Ay(k, k+ DI (k+ Dv(k+1) + Z Ay (k, )T () (4)
1=k+2
= Ak k+ DI E+Du(k+1) +q(k+1,T) — p(k)H(k)ga(k +1,T)

= Ch(k +1, T) - p(k)H(k)QQ(k + 17T)

+p(k 4 1) oy — Poo(k + Dp(k)H(E)AT (k + DIT (k + Dok + 1),

y, de forma anéloga, usando la definicion dego(k+1,7T) y las formulas (2.34), (2.39)

v (2.44), se obtiene la expresion recursiva hacia atras (2.33) paragq(k,T)

G (k, T) = Ag(k, k+ DTk + Dk +1) + Z Aok, )T (4)v(i)
= Aok, b+ DI (k+ Dw(k+1) + Z[}M — Pyy(k)H(E)] go(k 4+ 1,7T)

= [Iy—Poo(k)H(K)|[g2(k+1,T)+Pyo(k+ 1) AT (k + DI (k+1)v(k+1)).
]

A continuacién, calculamos la matriz de covarianzas de los errores de

suavizamiento intervalo fijo, P(k,T") con k < T.
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Considerando j = T en la expresion (2.29) para la matriz de covarianzas del

error de estimacion, obtenemos
P(k,T) = K.(k,k) — E[Z(k,T)Z " (k,T)];

y usando la formula (2.31) para z(k,T') y la propiedad de incorrelacion entre cada

qi(k,T), i = 1,2,y el filtro, Z(k, k), se deduce que

P(k,T) = P(k, k) — Bk)Q:(k, T)B(E)" — Atk)r(k — 1)Qa(k, T)r(k — 1) A(k)T
+B(k)Qua(k, T)r(k — 1)AK)T + A(k)r(k — 1)Q%,(k, T)BT(k), k <T,

siendo

y P(k,k) la matriz de covarianzas de los errores del filtrado, dada en (2.30).

Finalmente, las ecuaciones (2.32) y (2.33) y la propiedad de incorrelacion entre cada
¢i(k+1,T), i =1,2, y la innovacion v(k + 1) conducen a las siguientes expresiones

recursivas hacia atras

Qi(k,T)=Qi(k+ 1,T)= p(k)Qua(k + 1, T)H" (k) — p(k)H (k)Q15(k + 1,T)
+p*(k)H (k)Q2(k + 1, T)HT (k) + [p(k + 1) Iy — Pao(k + 1)p(k) H (k)]
< AT(k + DI Y (k + D) Ak + 1) [p(k + 1) Ins — Pas(k + Dp(k)H(K)]

Q2(k, T) = Iy — Pao(k)H (k)] [Q2(k + 1,T) + P3y(k + DAT (k + 1)II7 (k + 1)
x A(k + 1] [Ins — Poo(k)H(K)]",
Qu2(k, T) ={Qu2(k + 1,T)= p(k)H(k)Q2(k + 1,T) 4+ Po2(k + 1)[p(k + 1)1
— Py (k+1)p(k)H (k)] AT(k + 1)1 (k+1) A(k+1)} [Ins — Pao (k) H (K)],
cuyas condiciones iniciales son Q(7,7) =0, Qu(T,7) =0 y Qn(T,T) =0,

respectivamente.
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2.5. Extensiones

En la Seccion 2.4 se ha resuelto el problema de estimacion de minimos cuadrados
de senales discretas a partir de observaciones afectadas por ruidos aditivo y
multiplicativo, concretamente, suponiendo que el ruido aditivo es blanco, centrado,
y el ruido multiplicativo, que representa la incertidumbre en las observaciones, esta
modelizado por una sucesion de variables aleatorias de Bernoulli no necesariamente
independientes, con independencia mutua entre la senal y los ruidos. En este
contexto, y suponiendo que no se conoce completamente el modelo de espacio
de estados de la senal, sino tnicamente los momentos de segundo orden de la
misma y del ruido aditivo, las distribuciones marginales del proceso que describe
la incertidumbre en las observaciones y el elemento (2,2) de las matrices de
transicion de este proceso, se han presentado algoritmos para el problema de filtrado,

suavizamiento punto fijo y suavizamiento intervalo fijo.

A continuaciéon, nos proponemos contemplar otras posibles situaciones en
sistemas con observaciones inciertas, que seran modelizadas considerando hipotesis
distintas a las supuestas en la Seccion 2.2 sobre la senial y los ruidos que intervienen
en la ecuacion de observacion. Concretamente, en primer lugar (Seccion 2.5.1), se
propone una posible extension de los algoritmos anteriores, que surge al considerar
que la ecuacion de observacion esta afectada por incertidumbre no independiente
y por ruidos blanco y coloreado (Nakamori et al. [32], [38]). Posteriormente, en la
Seccién 2.5.2, se considera la situacién en la que la senal y el ruido blanco aditivo
de la observacion estén correlados (Nakamori et al. [29], [35], [36]); en este caso,
supondremos que las variables indicadoras que modelizan la incertidumbre en las

observaciones son independientes.
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En ambos contextos se obtendran algoritmos para los problemas de filtrado,
suavizamiento punto fijo y suavizamiento intervalo fijo, asi como algoritmos para las

matrices de covarianzas de los correspondientes errores de estimacion.

2.5.1. Senal afectada por ruidos blanco y coloreado

En esta secciobn nos planteamos obtener algoritmos para los problemas
de estimacion lineal (en el sentido de minimos cuadrados) de filtrado,
suavizamiento punto fijo y suavizamiento intervalo fijo a partir de observaciones
inciertas, modelizadas por una sucesiéon de variables aleatorias no necesariamente
independientes. Este problema ya ha sido resuelto anteriormente (Seccién 2.4)
en el caso en que las observaciones estan afectadas por un tnico ruido aditivo,
concretamente, un ruido blanco con media cero y funciéon de covarianzas conocida.
Sin embargo, existen situaciones practicas en las que las observaciones de la senal
estan afectadas, ademas de por un ruido blanco, por un ruido aditivo{w(k); k > 1}
verificando que la matriz de covarianzas E [w(k)w” (s)] no siempre coincide con la
matriz cero para cualesquiera k,s > 1 distintos, es decir, un ruido coloreado. Esta
serd la situacion contemplada en esta seccion, en la que se propondran los distintos
algoritmos, asi como las correspondientes matrices de covarianzas de los errores de

estimacion.

Planteamiento del problema

Consideremos una sefial n-dimensional z(k) generada por la siguiente ecuacion

de observacion

y(k) = 3(k)=(k) + v(k) +w(k), k> 1, (2.45)

donde se verifican las hipotesis:
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- El proceso senial {z(k); k > 1} tiene media cero y su funcion de covarianzas

se expresa en forma de nucleo semidegenerado, esto es,

A(k)BT(s), 1<s<k

Kz(k?,8> = E[Z(k?>ZT<S)] = B(k?)AT( ) 1<Ek<

donde A y B son funciones matriciales conocidas de dimensiénn x M.

- El ruido aditivo {v(k); & > 1} es un ruido blanco, centrado, con funcion de

covarianzas conocida, E[v(k)vT(s)] = R(k)dx (k — s).

- El ruido aditivo {w(k); k& > 1} es un ruido coloreado con media cero y funcion
de covarianzas expresada en forma de nicleo semidegenerado de la siguiente

forma
Ky (k, 5) = Blw(k)w’ (s)] =

donde a y 3 son funciones matriciales conocidas de dimensionesn x N.

- El ruido multiplicativo {y(k); & > 1}, que describe la incertidumbre en
las observaciones, es un sucesion de variables aleatorias de Bernoulli con
Ply(k) = 1] # 0 y verificando la condicion que garantiza la recursividad
del estimador (Hadidi y Schwartz [12]), es decir, P[y(k) = 1/v(j) = 1] es
independiente de j para j < k; estas probabilidades son ambas conocidas y

denotadas por p(k) y P»2(k), respectivamente.

- Finalmente, los procesos {z(k); k > 1}, {v(k); k > 1}, {w(k); k> 1} y

{7(k); k>1} son mutuamente independientes.

A continuacién, nos planteamos resolver el problema de estimacion lineal de

minimos cuadrados de la senal z(k) a partir de las observaciones hasta el instante
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J, {y(1),...,y(j)}, dadas mediante la ecuacion de observacion (2.45); concretamente,
pretendemos obtener el filtro (j = k), el suavizador punto fijo (j = L > k, k fijo) y

el suavizador intervalo fijo (k < j =T, T fijo).

Nuevamente se utilizard una técnica basada en innovaciones para simplificar la
obtencion de los algoritmos; por este motivo, comenzamos determinando el proceso

innovacion.

Teniendo en cuenta las hipotesis de los procesos que intervienen en (2.45), se

deduce que

Si denotamos por w(k, k — 1) al estimador lineal de minimos cuadrados del ruido
coloreado w(k) basado en las observaciones hasta el instante k — 1, y aplicamos el

LPO, se tiene

Ey(k)y"(s)] = E [{Poa(k)2(k,k — 1) + W(k,k — 1)}y"(s)], s<k-—1.

Asi, puesto que E [y(k)y” (s)] = E [y(k, k — 1)y (s)], para s < k — 1, se obtiene la

siguiente expresion para el predictor en una etapa de la observacion
Yk, k—1) = Pyo(k)z(k,k — 1) + w(k,k — 1), (2.46)
y, por tanto, el proceso innovaciéon estd dado por

v(k) = y(k) — Poo(k)E(k,k — 1) — @k, k — 1), k> 1. (2.47)
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Algoritmos de estimaciéon

En esta seccion se presentan algoritmos para resolver los problemas de estimacion
de filtrado, suavizamiento punto fijo y suavizamiento intervalo fijo de la senal,
a partir de observaciones dadas por la ecuacion (2.45) verificando las hipotesis

descritas.

Los algoritmos de filtrado y suavizamiento punto fijo fueron obtenidos por
Nakamori et al. [31] partiendo de la expresion general del estimador de la senal
como combinacion lineal de las observaciones; sin embargo, en este caso, la deduccion
de los diversos algoritmos se realiza utilizando un tratamiento por innovaciones, es
decir, partiendo de la expresion del estimador como funcién de las innovaciones,

procedimiento que simplifica la obtencion de los algoritmos de forma considerable.

Teorema 2.5.1 (Algoritmo de filtrado)

El filtro de la senal z(k), Z(k, k), estd dado por
Z(k, k) = A(k)O(k), k>1, (2.48)
donde los vectores M -dimensionales O(k) se calculan recursivamente como
O(k) = O(k — 1) + J(B)IT" Y (k)v(k), O(0) =0, (2.49)
y la innovacidon, v(k), satisface
v(k) = y(k) — Paa(k)A(K)O(k — 1) — a(k)O(k — 1), v(0) =0, (2.50)
con O(k) vector N-dimensional verificando

O(k) = O(k — 1) + J(B)IT Y (k)v(k), O(0) =0, (2.51)
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y siendo J y J la siguientes funciones matriciales

J(k) = p(k)BY (k) — Pyo(k)r(k — 1)AT (k) — c(k — 1)a’ (k), J(0) =0, (2.52)
J(k) = B (k) — Pya(k)c" (k — 1) AT (k) — d(k — 1)a” (k), J(0) = 0. (2.53)

Las matrices r(k), c(k) y d(k) se calculan recursivamente como

r(k) =r(k—1)+ JE)IT (k) J (k), r(0)=0, (2.54)
c(k) = c(k — 1) + J(R)IT (k)T (k), c(0) =0, (2.55)
d(k) = d(k — 1) + J(R)IT Y (k)T (k), d(0) =0, (2.56)

y la matriz de covarianzas de la innovacionv(k), 11(k), verifica

(k) = p(k)A(K) B (k) + (k)5 (k) + R(k) — P5, (k) A(k)r(k — 1) A" (k)

—Pos(k)A(k)e(k — 1)a” (k) — Pya(k)A(k)c" (k — 1) AT (k) (2.57)
—a(k)d(k — 1)a’ (k),
I1(0) = 0.
Demostraciéon. Postpuesta al Apéndice A.1. [ |

Para medir la precision de los estimadores de filtrado calculamos la matriz de
covarianzas de los correspondientes errores; tomandoj = k en la expresion general

(2.29), se obtiene
P(k,k) = K.(k, k) — E [Z(k, k)" (k, k)] ,

y teniendo en cuenta las hipotesis del modelo en K, (k, k) y la relacion (2.48) para

el filtro, deducimos que

Pk, k) = A(K)[BT (k) — r(k)AT(k)], & > 1. (2.58)
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Teorema 2.5.2 (Algoritmo de suavizamiento punto fijo)

Los estimadores z(k, L), para L > k con k fijo, pueden calcularse a partir de la

stguiente relacion recursiva
Z(k, L) =2(k,L — 1) + S(k, )IT"Y(L)v(L), L >k, (2.59)
cuya condicion inicial estd dada por el filtro, zZ(k, k), y

S(k,L)=p(L)B(k)AT(L)—Pyo(L)E(k, L — 1)AT(L)—E(k,L — 1)a™(L), L >k,
(2.60)

donde las matrices E(k,L) y E(k, L) satisfacen las siguientes formulas recursivas

Ek,L)=E(k,L — 1)+ Sk, L)IT"(L)J" (L), (2.61)

T

E(k,L)=E(k,L — 1)+ S(k, L)IT"Y(L)J" (L), (2.62)

cuyas condiciones iniciales son E(k,k)=Ak)r(k) y E(k k)= A(k)c(k),
respectivamente.
El filtro, las matrices r(k), c(k), J(k) y J(k), las innovaciones v(k) y sus matrices

de covarianzas I1(k) se obtienen a partir de las formulas dadas en el Teorema 2.5.1.
Demostracion. Postpuesta al Apéndice A.2. |

La matriz de covarianzas de los errores de suavizamiento punto fijo verifica la
siguiente relacion recursiva, que se obtiene de (2.29) aplicando las hipotesis del

modelo y la relacion (2.59) para el suavizador punto fijo,
P(k,L) = P(k,L —1) — S(k, L)YII"Y(L)ST(k, L), L >k,

donde la matriz de covarianzas del error de filtrado, dada en (2.58), proporciona la

condicion inicial.
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Teorema 2.5.3 (Algoritmo de suavizamiento intervalo fijo)

Los estimadores zZ(k,T), para k < T con T fijo, de la senal z(k) estin dados a partir

de la siguiente formula
2k, T) =2(k, k) + ¥(k)q(k,T), k<T, (2.63)

donde los vectores q(k,T) se calculan recursivamente hacia atrds a partir de la

relacion

v(k+1)
gk, T) = ®(k + 1) . k<T: ¢T.T)=0, (2.64)
q(k+1,7)

siendo V(k) y ®(k) las siguientes matrices

U(k) = (B(k), —A(k)r(k), —A(k)e(k)), (2.65)
Gy I —G(R)J(k) ~G(k)J" (k)
O(k) = H (k) 0 Iy—H(k)JT(k) —H (k)T (k) . (2.66)
TR (k) 0 —aT (k)T Y(k)JT(k) In— T (R)I' (k)T (k)
y donde
G(k) = p(k) AT (k)IT7 (K), (2.67)
H(k) = Pao(k)AT (k)T (k), (2.68)

e Iy es la matriz identidad de orden b x b.
El filtro Z(k, k), las matrices v(k), c(k), J(k) y J(k), las innovaciones v(k) y sus

covarianzas 11(k) se obtienen a partir de las formulas dadas en el Teorema 2.5.1.

Demostracién. Postpuesta al Apéndice A.3. [ |

A continuacién, obtenemos un algoritmo para la matriz de covarianzas de los

errores de suavizamiento intervalo fijo; si partimos de la expresion general (2.29),
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teniendo en cuenta las hipotesis del modelo, la expresion (2.63) para el suavizador
intervalo fijo y la propiedad de incorrelacion entre el vectorq(k, T') y el filtro Z(k, k),
se obtiene

P(k,T) = P(k,k) — U(k)Q(k, T)V"(k), k<T,

donde denotamos
QUk,T)=E[qk,T)q" (k. T)], k<T,
y siendo P(k, k) la matriz de covarianzas del error de filtrado, (2.58).

Para completar el algoritmo, hemos de obtener una expresion explicita para
la matriz Q(k,T); la expresion (2.64) para el vector q(k,T) y la propiedad de
incorrelacion entre g(k+1,7T) y v(k+1) conducen a la siguiente expresion recursiva

hacia atras para Q(k,T)

(k+1) 0 .
Qk,T) = ®(k+1) ¢ (k+1), k<T,
0 Qk+1,T)

donde la condicién inicial esta dada por Q(7,7) = 0.

2.5.2. Senal y ruido blanco correlados

En esta seccion nos planteamos, nuevamente, obtener algoritmos para los
problemas de estimacion lineal de filtrado, suavizamiento punto fijo y suavizamiento
intervalo fijo de senales discretas a partir de observaciones inciertas modelizadas por
variables indicadoras. En todas las situaciones consideradas hasta este momento
se ha supuesto que la senal que se desea estimar y el ruido blanco aditivo que
interviene en la ecuacion de observacion son independientes. En este caso, nos
proponemos debilitar esta hipotesis considerando que ambos estdn correlados; asi,

si los procesos {z(k); k > 1} y {v(k); k > 1} representan la senal y el ruido
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blanco respectivamente, en esta seccion se supone que la matriz de covarianzas
E [2(k)v"(s)] coincide con la matriz cero solo cuando k < s, por lo que la sefial en
un instante k, z(k), esta correlada con el ruido aditivo v(s), para cualquier instante
s anterior o igual a k. En esta ocasion, supondremos que las variables aleatorias que
modelizan la incertidumbre en las observaciones son independientes. Asi, bajo estas
hipotesis, y considerando que inicamente se conocen las funciones de covarianzas de
los procesos que intervienen en la ecuacion de observacion y la probabilidad de que
la senal intervenga en la observaciéon de la misma, se deducen los diversos algoritmos
y se proponen formulas para las matrices de covarianzas de los errores de estimacion

en cada caso.

Planteamiento del problema

Se supone que la ecuaciéon de observacion de la senal estd dada de la siguiente

forma

y(k) =vy(k)z(k) +v(k), k>1, (2.69)

donde z(k) e y(k) son vectores n-dimensionales que representan, respectivamente,

la senal que se desea estimar y la observacion de la misma.

Para tratar el problema de estimacién de la senal a partir de las observaciones

dadas por la ecuacion (2.69), se suponen las siguientes hipotesis:

- El proceso senial {z(k); k£ > 1} tiene media cero y su funcion de covarianzas

se expresa en forma de nicleo semidegenerado, esto es,
K.(k,s) = El2(k)2"(s)] =

donde A y B son funciones matriciales conocidas de dimensiénn x M.
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El proceso aditivo {v(k); k > 1} es un ruido blanco centrado con funcion de

covarianzas conocida, E[v(k)vT(s)] = R(k)dx (k — s).

El ruido multiplicativo {v(k); & > 1}, que describe la incertidumbre
en las observaciones, es una sucesiéon de variables aleatorias de Bernoulli
independientes con probabilidades P [y(k) = 1] = p(k) conocidas; por tanto,
1 —p(k) representa la probabilidad de que la observacién en el instante

k contenga solo ruido, esto es, la probabilidad de falsa alarma.

El proceso senial {z(k); k > 1} y el ruido aditivo {v(k); k > 1} estan correlados

y
C(k)DT(s), 1<s<k,

0, 1<k <s,

K.o(k,s) = E[z(k)v”(s)] =
donde C'y D son funciones matriciales conocidas de dimensiénn x N.

Para finalizar, el proceso {v(k); & > 1} es independiente de
({z(k); k =1}, {v(k); k= 1}).

Nuevamente, el objetivo que nos planteamos en esta seccién consiste en el estudio

del problema de estimacion lineal de minimos cuadrados de la sefialz(k) a partir de

las observaciones {y(1), ..., y(j)} especificadas por la ecuacion de observacion (2.69).

Como en los casos anteriores, los estimadores se expresaran como funcion lineal de

las innovaciones, con la finalidad de simplificar el tratamiento del problema y la

deduccién de los algoritmos.

Asi, para determinar los estimadores es necesario encontrar una expresion

explicita para la innovacion, v(k) = y(k) — y(k,k — 1). Al igual que en ocasiones

anteriores, comenzamos obteniendo una expresion para el predictor en una etapa
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de la obsevacion, y(k,k — 1), en funcion del predictor en una etapa de la senal,

Z(k, k—1).
Aplicando el LPO, se obtiene
E[y(k)y" (s)] = E [gk,k = 1)y"(s)], s <k—1;

teniendo en cuenta las hipotesis de independencia del modelo, segin las cuales se
verifica que E [v(k’)yT(s)} = 0, para s < k, y aplicando nuevamente el LPO, se

deduce
E [y(k)y"(s)] = E [y(k)z(k)y" (s)] = p(k)E [Z(k,k — 1)y"(s)], s<k-—1.
Finalmente, uniendo las dos expresiones anteriores es inmediato comprobar que
ylk,k—1)=p(k)z(k, k — 1), (2.70)
y, por tanto, la innovacion estd dada por

(k) = y(k) — p(k)2(k, k — 1), k> 1. (2.71)

Algoritmos de estimacién

En esta secciébn se presentan algoritmos para los problemas de filtrado,
suavizamiento punto fijo y suavizamiento intervalo fijo, a partir de observaciones

dadas por la ecuacion (2.69) verificando las hipotesis especificadas.

Teorema 2.5.4 (Algoritmo de filtrado)

Los estimadores de filtrado de la senal z(k) verifican la siguiente relacion

2k, k) = A(k)Ov(k) + C(k)Os(k), k> 1, (2.72)
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donde los vectores Oy(k) y Oz(k) se calculan recursivamente a partir de
O() = Ol — 1)+ Ji (BT (R)w(k),  04(0) =0, (2.73)
Os(k) = Oy(k — 1) + JL(K)ITH(k)v(k), O(0) =0, (2.74)

siendo v(k) la innovacion, que satisface

v(k) =y(k) — p(k) [A(k)O1(k — 1) + C(k)O2(k — 1)], (2.75)

Y
Ji(k) = p(k) [BT (k) = ri(k — 1) AT (k) — ria(k = 1)CT(F)] , (2.76)
Jo(k) = DT(k) — p(k) [r{y(k — 1) AT (k) + ra(k — 1)CT (k)] . (2.77)

Las funciones matriciales v, ro y r12 verifican las siguientes relaciones recursivas

ri(k) =ri(k—1) + (BT (K)JI(K), r(0)=0, (2.78)
ro(k) = ro(k — 1) + L(B)T (k) JL(k),  ry(0) =0, (2.79)
r1a(k) = ria(k — 1) + JL(B)IT Y (k) JL (k),  712(0) = 0. (2.80)

La matriz de covarianzas de la innovacion, I1(k), estd dada por

(k) = R(k)+p(k) [D(k)CT (k) + C (k) Jao (k)] +p(k)A(k) [(1 — p(k)) BT (k) + Ji (k)] .
(2.81)

Demostracion. Postpuesta al Apéndice A.4. |

La matriz de covarianzas de los errores de filtrado, que mide la precision de los
correspondiente estimadores, verifica la siguiente féormula, obtenida a partir de la
expresion general (2.29) y teniendo en cuenta las hipotesis del modelo y la relacion
(2.72) para el filtro,

P(k, k) = A(k) [BT(k) — (k)AL (k) — 7"12<k)CT<k>:|

(2.82)
—C(k) [rL(k)AT (k) + r2(k)CT(K)], k> 1.
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Teorema 2.5.5 (Algoritmo de suavizamiento punto fijo)

Los estimadores Z(k, L), para L > k con k fijo, verifican la siguiente relacion
recursiva

2(k,L) =2k, L — 1)+ S(k, L)IT *(L)v(L), L >k, (2.83)

cuya condicion inicial estd dada por el filtro, Z(k, k), obtenido en el Teorema 2.5.4,

y donde
S(k,L)=p(L) [B(k)AT(L) — Ey(k, L —1)AT(L) — Ey(k, L — 1)CT(L)] - (2.84)
las matrices Ey(k, L) y Eqy(k, L) satisfacen las siguientes formulas

Bk, L) = Ey(k, L —1) + S(k, L) (L)JT (L), (2.85)

Ey(k,L) = Ey(k, L — 1)+ S(k, L)IT"*(L)JI (L), (2.86)
siendo Ey(k, k)= A(k)ri(k)+C(k)ri(k) y Ey(k, k)= A(k)riz(k)+C(k)rI (k) las
correspondientes condiciones iniciales.

Las matrices ri(k), ro(k), r2(k), Ji(k) y Jo(k), las innovaciones v(k) y sus matrices

de covarianzas I1(k) se obtienen a partir de las formulas dadas en el Teorema 2.5.4.
Demostraciéon. Postpuesta al Apéndice A.5. [ |

La siguiente relacion recursiva para la matriz de covarianzas de los errores de
suavizamiento punto fijo se obtiene de (2.29), sin més que aplicar las hipotesis del

modelo y la relacion (2.83) para el suavizador punto fijo,
P(k,L) = P(k,L — 1) — S(k, L)IITY(L)ST (k, L), L >k,

donde la condicion inicial estd dada por la matriz de covarianzas del error de filtrado,

P(k, k), dada en (2.82).
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Teorema 2.5.6 (Algoritmo de suavizamiento intervalo fijo)

Los estimadores Z(k,T), para k <T con T fijo, de la senal z(k) pueden obtenerse a

partir de la siguiente relacion

Z2(k,T) = Z(k, k) + [B(k) — A(k)ri(k) — C(k)riy (k)] i (k, T)
—[A(k)r12(k) + C(k)ra(k)] g2(k, T),

(2.87)

donde el filtro, Z(k, k), estd dado en el Teorema 2.5.4 y los vectoresqy (k,T) y g2(k, T)

verifican las sigutentes formulas recursivas hacia atrds

a(k,T) =Ty — Hi(k+1)JT(k+ 1)) qi(k+1,T) — Hi(k + 1)
XJI(k+ gk +1,T)+ Hi(k+ Dk +1), @(T,T)=0,

(2.88)

@k, T) = [IN — Hy(k +1)JT(k + 1)] @k+1,T) — Hy(k+ 1)
XJU(k+1)qu(k+1,T) + Hy(k+ Dv(k+1), q(T,T)=0,

(2.89)
siendo

Hy(k) = p(k) AT (k)T (k),

Hy(k) = p(k)CT (k)IT (k)

e Iy la matriz identidad de dimensionb X b.
Las matrices Ji(k) y Ja2(k), la innovacion v(k) y las matrices de covarianzasr(k),

ro(k), m2(k) y (k) estin dadas en el Teorema 2.5.4.
Demostraciéon. Postpuesta al Apéndice A.6. |

Para finalizar, determinamos la precision del suavizador intervalo fijo calculando
la matriz de covarianzas de los correspondientes errores de estimaciéon; tomando

j =T en la expresion general (2.29), se obtiene

P(k,T) = K.(k, k) — E [2(k,T)z" (k,T)] ,
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y teniendo en cuenta la relacion (2.87) paraz(k,T") y la propiedad de incorrelacion
entre cada ¢;(k,T), i = 1,2, y el filtro, Z(k, k), deducimos que
+ (k) Q1 (k, T) R (k) — Ro(k)Qa(k, T) R (), Kk <T,

donde P(k, k) es la matriz de covarianzas de los errores de filtrado, (2.82), y

Qi(k,T)=F [Qi(kaT)%T(kaTﬂ (i = 1,2), Qu2(k,T) = E [Q1<k7T)qg(k7:T)] )
Ri(k) = B(k) — A(k)ri(k) — C(k)riy(k),  Ro(k) = A(k)riz2(k) + C(k)ra(k).

Finalmente, usando las relaciones recursivas (2.88) y (2.89) paraq(k,T) y ¢2(k,T)
y la propiedad de incorrelacion entre cada ¢;(k + 1,7), i = 1,2 y la innovacion

v(k 4+ 1), se obtienen las siguientes expresiones para Q1(k,T), Q2(k,T) y Q12(k, T)

Q1(k, T) = [Iny — Hy(k + D)JT(k+1)] Qu(k +1,T) [Iyy — Hy(k+ 1) JT(k+1)]"
— [T — Hi(k + 1) JF (k+1)] Qua(k + 1,T) Jo(k + 1)HT (k + 1)
—Hy(k+ 1)JL(k+ D)Q%(k + 1,T) [Iny — Hy(k + 1)JF(k+1)]"
+H (k+ 1) JE(k+ 1)Qa(k + 1,T)Jo(k + 1)HT (k + 1)
+Hy(k+ DIk + 1)H] (k+ 1),

Qa(k, T) = [In — Ha(k + 1)JL(k +1)] Qo(k +1,T) [Iy — Hy(k + 1)JL (k+1)]"
— [In — Ho(k + 1) JF (k+1)] QL (k + 1,T) Ji(k + 1)HI (k + 1)
—Hy(k + 1)JT(k + D)Qua(k + 1,T) [In — Ha(k + 1) JF (k+1)]"
+Ho(k+ 1) JL (k+1)Q1(k+1,T)J1(k +1)HT (k+1)
+Hy(k + DIk + 1)HT (k+ 1),

Qua(k, T) = [Iny — Hy(k + 1) JE(k +1)] Quo(k + 1,T) [Iy — Ha(k + 1)JE (k+1)]"
— Iy — Hi(k + 1)JF(k+1)] Qu(k + 1,T) Ji(k + 1)H] (k + 1)
—Hy(k+ 1)JL(k + 1)Qa(k +1,T) [Iy — Hy(k + 1) JI(k + 1)]"
+Hy(k+ 1D)JE(k+ 1D)Q%(k+1,T)Jy(k + 1) HY (k + 1)
+Hy(k+ DI(k+ 1)Hy (k+1),
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donde las condiciones iniciales estan dadas por Q1(T,7) = 0, Q2(T,T) = 0y
Q12(T,T) = 0, respectivamente.

2.6. Ejemplo numérico

En esta seccion se presenta un ejemplo de simulacion numérica para ilustrar la
aplicacién de los algoritmos de filtrado, suavizamiento punto fijo y suavizamiento
intervalo fijo propuestos en los Teoremas 2.4.1 y 2.4.2. Para mostrar la efectividad
de estos algoritmos, se ha realizado un programa en MatLab que, en cada iteracion,
simula la senal que se desea estimar y proporciona las correspondientes estimaciones,

asi como las matrices de covarianzas de los errores de estimacion.

En este caso, el problema que se plantea consiste en reconstruir, usando
los algoritmos propuestos, una senal desconocida transmitida a través de cierto
mecanismo emisor usando las observaciones que recibe un mecanismo receptor,
permitiéndose el caso en que, en ciertos instantes de tiempo, la observaciéon que

llega al receptor contenga tinicamente ruido.

La senal que se desea estimar, {z(k); k > 1}, se supone escalar y con funcion de

covarianzas conocida, dada por la siguiente expresion
K.(k,s) = 1.025641 x 0.9557°, 0 < s <k,

la cual tiene forma de nicleo semidegenerado, segtin se indica en la Seccion 2.2.2,

con A(k)=1.025641x 0.95* y B(k)=0.95"*.

Es inmediato comprobar (véase, por ejemplo, Box y Jenkins [2]) que la sefial con

la anterior funcién de covarianzas estd generada por un modelo autorregresivo de
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primer orden, concretamente
2(k 4+ 1)=0.95z(k) +u(k), E{u(k)u(s)}=0.10x(k — s).

Como en Hadidi y Schwartz [12], consideramos que la sefial puede transmitirse
a través de uno de dos posibles canales, el segundo de los cuales estd sometido
a atenuaciones aleatorias y, por tanto, existen ciertos instantes de tiempo en los
que las observaciones que llegan al receptor, transmitidas por este canal, contienen
tinicamente ruido (por tanto, este segundo canal se modelizard mateméaticamente
mediante un sistema con observaciones inciertas). En definitiva, estos canales se

caracterizan, respectivamente, por las siguientes ecuaciones

Canal I:  y(k) = z(k) +v(k),
Canal II:  y(k) = B(k)z(k) + v(k),

donde {v(k); k > 1} es un ruido blanco Gaussiano con media cero yVar [v(k)] = 0.5,
para todo k, y {8(k); k > 1} es una sucesion de variables aleatorias independientes

de Bernoulli con P [3(k) = 1] = p, para todo k.

Se supone que el Canal II puede ser elegido aleatoriamente con probabilidad ¢
y, por tanto, definiendo (k) = (1 — a) + af(k), donde a es una variable
aleatoria de Bernoulli con P [ = 1] = ¢, las observaciones de la senal estan dadas

por la siguiente ecuaciéon

y(k) = ~v(k)z(k) + v(k). (2.90)

Es evidente que {7(k); k > 1} es una sucesion de variables aleatorias de Bernoulli
con P[y(k)=1] =P =pq+ (1 — q), para todo k, y con la siguiente matriz de

transicion
| 1—p P
Pk =1 pe(1—p) 1-q(1-7%) |- (2.91)

1-¢q(1-p) 1-4q(1-p)
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1—q(1-p%)
1—q(1—-p)
independiente de j (y también de k), para j < k, tal y como se supone en el estudio

cuyo elemento en posicion (2,2), Pyo(k/j)=Pso= , es claramente

tedrico.

Para finalizar, suponemos que la senal, {z(k); k > 1}, y los ruidos, {v(k); & > 1}

v {v(k); k > 1}, son mutuamente independientes.

Notemos que si ¢ = 1, se verifica que « = 1 y, por tanto, los ruidos {v(k); k > 1}
v {B(k); k > 1} coinciden; en este caso, la sefal se transmite inicamente a través
del Canal IT y {7(k);k > 1} es una sucesion de variables aleatorias independientes
con P = p, para todo k; esta situacion es la que se considera en Nakamori et al.
[32]. Por otro lado, si ¢ = 0, entonces & = 0y v(k) = 1 para todo k; en este caso la
senal se transmite inicamente a través del Canal [ y P = 1, para todo k, es decir,
no existe incertidumbre en las observaciones; esta situacion es la considerada en el

Capitulo 1.

A continuaciéon se realiza un estudio comparativo entre la senal, el filtro y el
suavizador punto fijo, en primer lugar, y entre senal, filtro y suavizador intervalo fijo,
en segundo lugar, a partir de los algoritmos propuestos en los Teoremas 2.4.1 'y 2.4.2.
Se considera un unico valor para la probabilidad marginal P y varios valores para
la probabilidad condicionada P, 5, asociados a distintos valores de los parametros
Py q vy que conducen a diferentes situaciones para la sucesion {y(k); k£ > 1}.
Concretamente, se consideraran los valores P = 0.72 y P, 5 = 0.72, 0.7926, 0.88333;
puede comprobarse que los valores P = 0.72 y P2 = 0.72 estan asociados a los
parametros p = 0.72 y ¢ =1 (situacion en que la incertidumbre en las observaciones
se modeliza por variables aleatorias de Bernoulli independientes); andlogamente,
P=072y Py =0.7926 se corresponden con p = 0.53331 y ¢ = 0.59997 y
P=0.72y P,,=0.88333,conp =03y ¢g=0.4.
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2.6.1. Senal, filtro y suavizador punto fijo

Supongamos que estamos interesados en estimar la senal en un instante fijok. Si
disponemos de observaciones hasta dicho instante, podemos calcular la estimacion
de filtrado Z(k,k). A medida que van siendo conocidas nuevas observaciones,
dicha estimacion puede ser mejorada mediante las correspondientes estimaciones de
suavizamiento punto fijo, Z(k, k+1), Z(k, k+2),... En nuestro caso, hemos calculado,
para cada punto k = 1,...,40 la estimacion de filtrado Z(k, k) y las estimaciones de
suavizamiento punto fijo Z(k, k + j), para j = 1,...,8, y considerando P = 0.72 y
P, 5 = 0.72. Los resultados obtenidos se muestran en la Figura 2.6.1, que pone de
manifiesto una mayor proximidad a la senal de las estimaciones de suavizamiento

que las de filtrado.

En la Figura 2.6.2 se representan, en forma continua, la senal simuladaz(k), la
estimacion de filtrado, z(k, k), y la estimacion de suavizamiento punto fijo en el caso
en que se dispone de 8 nuevas observaciones de la sefal, es decir,z(k, k + 8), para
los mismos valores de Py P, de la figura anterior. Esta figura pone de manifiesto,
més claramente que la Figura 2.6.1, que la estimacion de suavizamiento punto fijo

sigue la evolucion de la senial mejor que la estimaciéon de filtrado.
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Figura 2.6.1. Senal simulada, estimaciones de filtrado, Z(k, k), y estimaciones de
suavizamiento punto fijo, zZ(k,k + j) para j = 1,...,8, considerando P = 0.72 y
Pyo = 0.72
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Figura 2.6.2. Senal simulada, estimaciones de filtrado, Z(k, k), y estimaciones de

suavizamiento punto fijo Z(k, k 4+ 8), considerando P = 0.72 y P, = 0.72
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A continuacion, la Figura 2.6.3 representa las diferentes estimaciones de filtrado
de una senal simulada que se obtienen al suponer el valor P = 0.72 y distintos valores
para la probabilidad condicionada P; 2, concretamente, P, 5 = 0.72, 0.7926, 0.88333.
La Figura 2.6.3 pone de manifiesto que la estimacion de la senal es mejor a medida
que la probabilidad P2 disminuye. Esta misma conclusiéon se deduce de la Figura
2.6.4, donde se presentan las distintas estimaciones de suavizamiento punto fijo para
una nueva simulacion de la senal, considerandose los mismos valores para P y P,

descritos antes.

1.5 T T T T T T T
- Sefial simulada
_ . Estimaciones de filtrado para P2 2:0.72
. . Estimaciones de filtrado para P2’2:0.7926 -
1 Estimaciones de filtrado para P2 2:0.88333 /
0.5 B
o 4
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-15r- 1
_2 - A
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0 5 10 15 20 25 30 35 40
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Figura 2.6.3. Senal simulada y estimaciones de filtrado, considerando P = 0.72 y

Py =10.72, 0.7926, 0.88333
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Figura 2.6.4. Senial simulada y estimaciones de suavizamiento punto fijoz(k, k+38),

considerando P = 0.72 y P, = 0.72, 0.7926, 0.88333
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7

Las conclusiones extraidas de las graficas anteriores se confirman mediante el
computo de las varianzas de los errores de estimacion, que no dependen de las
simulaciones concretas de la senal. La Figura 2.6.5 representa las varianzas de los
errores de filtrado y las varianzas de los errores de suavizamiento punto fijo para
tres valores de j, concretamente, j = 1,3, 8, esto es, P(k, k), P(k,k+1), P(k,k+3)
y P(k,k+ 8), considerando P = 0.72 y P55 = 0.72. Esta figura indica, por un lado,
que las varianzas correspondientes a las estimaciones de suavizamiento son menores
que las de filtrado y, por otro lado, que las varianzas de los errores de suavizamiento
punto fijo son menores a medida que el valor j aumenta, es decir, a medida que hay

méas observaciones disponibles para estimar la senal en cierto instante fijok.

0.25 T T T
Varianzas de los errores de filtrado
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Figura 2.6.5. Varianzas de los errores de filtrado, P(k, k), y de suavizamiento punto

fijo para j = 1,3,8, es decir, P(k,k+ 1), P(k,k+3) y P(k,k+38)
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Las dos figuras siguientes, Figuras 2.6.6 y 2.6.7, ponen de manifiesto, en dos
instantes fijos k, la disminucién concreta de la varianza del error de suavizamiento
punto fijo P(k,k + j) a medida que el valor j aumenta, es decir, a medida que el
nimero de observaciones disponibles para estimar el estado de la senal en un instante
k aumenta. Concretamente, se han considerado dos instantes fijosk =1y k =5y,
en ambos casos, los valores 7 = 0,1, ..., 8 -notemos que el valor j = 0 corresponde a
la varianza del error de filtrado-, con P = 0.72 y P55 = 0.72. Estas figuras muestran
una clara disminucién de la varianza del error de estimacion de la senal en el instante
k -y, por tanto, una evidente mejora de la precision del estimador- cuando se dispone,

al menos, de 3 observaciones maés.
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Figura 2.6.6. Varianzas de los errores de filtrado y de suavizamiento punto fijo

parak=1yj7<8
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Figura 2.6.7. Varianzas de los errores de filtrado y de suavizamiento punto fijo

parak=5y 7 <8
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Finalmente, la Figura 2.6.8 presenta las varianzas de los errores de filtrado
y de suavizamiento punto fijo para P = 0.72 y los distintos valores de la
probabilidad condicionada P2 considerados anteriormente, concretamente,
Py = 0.72, 0.7926, 0.88333. A partir de esta figura puede concluirse, por una
parte, que, para cada valor de la probabilidad condicionada P9, la varianza
correspondiente a la estimacion de suavizamiento es menor que la de filtrado vy,
por otra parte, que ambas varianzas del error de estimacion son menores a medida

que la probabilidad P2 disminuye.

0.35 T T T T T T T
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Figura 2.6.8. Varianzas de los errores de filtrado y de suavizamiento punto fijo

para P = 0.72 y Py = 0.72, 0.7926, 0.88333
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2.6.2. Senal, filtro y suavizador intervalo fijo

Supongamos que se dispone de observaciones de la senal hasta un instante fijo
T, {y(1),...,y(T)}, que permiten el calculo de las estimaciones de filtrado z(k, k)
para k < T y de las estimaciones de suavizamiento intervalo fijo z(k,T") para
k < T. Concretamente, las Figuras 2.6.9 - 2.6.11 muestran simultaneamente la senal
simulada y las estimaciones de filtrado y suavizamiento intervalo fijo, suponiendo
que se dispone de T = 50 observaciones y considerando un dnico valor
para la probabilidad marginal, P = 0,72, y tres valores diferentes para la
probabilidad condicionada P, 5, concretamente, Poo = 0.72, 0.7926, 0.8833. Estas
figuras muestran, por una parte, que la estimacion de suavizamiento intervalo fijo
sigue la evolucion de la senal mejor que la estimacion de filtrado y, por otra parte, que
ambas estimaciones mejoran a medida que disminuye la probabilidad condicionada

P272.

Para observar de una manera mas precisa, en una sola figura, la forma
en que la estimacion de suavizamiento intervalo fijo es mejor cuanto menor
es la probabilidad condicionada P, la Figura 2.6.12 muestra las distintas
estimaciones de suavizamiento intervalo fijo de una senal simulada paraP = 0.72 y
Py =0.72, 0.7926, 0.88333. Se observa que, en efecto, la estimacion correspondiente

al valor P»o = 0.72 es la que més se ajusta a la evolucion de la senal.



82 CAPITULO 2. ESTIMACION DE SENALES A PARTIR DE OBSERVACIONES INCIERTAS
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Figura 2.6.9. Senal simulada y estimaciones de filtrado y suavizamiento intervalo

fijo para P = 0.72 y Py5 = 0.72
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Figura 2.6.10. Senal simulada y estimaciones de filtrado y suavizamiento intervalo

fijo para P = 0.72 y P,5 = 0.7926
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Figura 2.6.11. Senal simulada y estimaciones de filtrado y suavizamiento intervalo

fijo para P = 0.72 y P,5 = 0.88333
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Figura 2.6.12. Senal simulada y estimaciones de suavizamiento intervalo fijo para

P =072y P, =0.72, 0.7926, 0.88333
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Con la finalidad de medir la precision de los estimadores, se han calculado las
varianzas de los errores de filtrado y suavizamiento intervalo fijo, considerando los
mismos valores para la probabilidad marginal y para la probabilidad condicionada, es
decir, P = 0,72y P55 = 0.72, 0.7926, 0.8833; los resultados obtenidos se representan
graficamente en la Figura 2.6.13 que muestra que, para cada valor de la probabilidad
condicionada P, las varianzas del error correspondientes al suavizador intervalo
fijo son menores que las correspondientes al filtro. Esta figura indica, asi mismo,
que a medida que la probabilidad P, es menor, ambas varianzas de filtrado y

suavizamiento también disminuyen y, consecuentemente, mejora la precision de los

estimadores.
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Figura 2.6.13. Varianzas de los errores de filtrado y suavizamiento intervalo fijo

para P = 0.72y P, = 0.72, 0.7926, 0.88333



Capitulo 3

Estimacion lineal de senales discretas
a partir de observaciones retrasadas

aleatoriamente

3.1. Introducciéon

Las observaciones disponibles para estimar el estado de un sistema dinidmico en
un instante de tiempo contienen usualmente informacion relativa a dicho estado.
Sin embargo, existen numerosas situaciones practicas, como las relacionadas con
la transmision de datos en redes de comunicacién, en las que la llegada de las
observaciones al receptor de datos estd afectada por un cierto retraso, que origina
que la medida disponible para estimar la senal en cierto instante de tiempo pueda

no estar actualizada.

Los retrasos en las observaciones han sido considerados a veces como errores de

medida o interpretados como una funcion deterministica del tiempo; sin embargo,

85
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la mejor manera de tratar el retraso es interpretandolo como un proceso estocastico,
incluyendo sus propiedades estadisticas en la descripcion del sistema. En este sentido,
numerosas investigaciones del campo de la ingenieria o la economia han aplicado el
retraso aleatorio para resolver diversos problemas de estimacion. Asi, por ejemplo,
Evans y Krishnamurthy [9] tratan el problema de estimacion del estado de un
sistema modelizando el retraso aleatorio en las observaciones mediante una cadena
de Markov finita. En Su y Lu [44], se disefia una extension del algoritmo de filtrado
de Kalman para la estimaciéon del estado de un sistema de redes interconectadas
a partir de observaciones retrasadas. En estos trabajos se dispone del modelo de

espacio de estados que genera la senal.

El objetivo de este capitulo es el estudio del problema de estimacion lineal de
minimos cuadrados de senales a partir de observaciones afectadas por un retraso
aleatorio, usando tinicamente las funciones de covarianzas de la senal y los ruidos
que intervienen en la ecuaciéon de observacion. El retraso en las observaciones se
modeliza mediante una sucesion de variables aleatorias de Bernoulli independientes
de parametro conocido en cada instante, cuyos valores, uno o cero, indican si existe

0 no retraso en las observaciones.

En primer lugar, se considerara la situacion en la que existe un tnico ruido aditivo
que perturba a las observaciones, concretamente, un ruido blanco; en este contexto,
se presentan (Seccion 3.3) los algoritmos de prediccion, filtrado y suavizamiento
punto fijo obtenidos en Nakamori et al. [33] y se completa el estudio proponiendo un
algoritmo para el problema de suavizamiento intervalo fijo (Nakamori et al. [37]). En
todos los casos, los algoritmos deducidos se acompanan de férmulas para calcular

las correspondientes matrices de covarianzas de los errores de estimacion.
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Posteriormente, nos planteamos (Seccion 3.4) una extension de los algoritmos
anteriores, suponiendo que existen dos ruidos aditivos que afectan a la observacion:
un ruido blanco y un ruido coloreado. También en este caso se presentan algoritmos
para los problemas de prediccion, filtrado, suavizamiento punto fijo y suavizamiento

intervalo fijo (Nakamori et al. [39]-[42]).

Los algoritmos propuestos no requieren el conocimiento completo del modelo de
espacio de estados que genera la senal, sino sélo los momentos de segundo orden de la
senal y de los ruidos que intervienen en la ecuacion de observacion y los pardmetros

de las variables de Bernoulli que modelizan el retraso en las observaciones.

3.2. Planteamiento del problema

Como se comentd anteriormente, en muchos problemas practicos, tales como
los relacionados con la transmisién de datos en redes de comunicacién, la medida
disponible para estimar el estado de un sistema en un instante de tiempo puede
no contener informacion relativa a dicho estado, debido a que las observaciones no

estan actualizadas, sino que son recibidas con un cierto retraso.

Asi, si se consideran observaciones de una sefialn-dimensional z(k) dadas a partir

de la siguiente ecuacion de observaciéon
y(k) = z(k) +v(k), k=0,

donde {v(k); k > 0} representa un ruido blanco, para reflejar la posibilidad de
que la medida disponible para estimar la sefial en el instante k, y(k), pueda estar

afectada por un retraso aleatorio de una unidad de tiempo, con una probabilidad
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p(k), o bien actualizada, con una probabilidad 1 — p(k), se define dicha medida como

y(k — 1), con probabilidad p(k),
y(k), con probabilidad 1—p(k).

y(k) =

Por tanto, si denotamos por y(k) una variable aleatoria de Bernoulli con

la medida disponible para estimar la senal en el intante k estd dada de la siguiente

forma

y(k) = (1 —~(k)g(k) + 7 (R)g(k — 1), k=>1.

Al igual que en los capitulos anteriores, el modelo de espacio de estados de la
senal que se desea estimar no es completamente conocido y s6lo se dispone de los
momentos de segundo orden de la senal y el ruido blanco y los pardmetros de las

variables de Bernoulli que modelizan el retraso en las observaciones.

En definitiva, en este capitulo se considera el problema de estimacion de una

senal n-dimensional z(k) dada por el siguiente modelo de observacion
(3.1)

donde se verifican las hipotesis:

- El proceso senal {z(k); k > 0} tiene media cero y su funcion de covarianzas

se expresa en forma de nicleo semidegenerado, esto es,
K.(k,s) = E[2(k)2"(s)] =

donde A y B son funciones matriciales conocidas de dimensiénn x M.
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- El proceso {v(k); k > 0} es un ruido blanco, centrado, con funcién de
covarianzas conocida, E[v(k)vT(s)] = R(k)dx(k — s), donde dx denota la

funcion delta de Kronecker.

- El ruido multiplicativo {7(k); k& > 1} es una sucesion de variables aleatorias
de Bernoulli independientes con P[y(k) = 1] = p(k), donde p(k) denota la

probabilidad de retraso en el instante k.

- El proceso senal, {z(k); k > 0}, y los ruidos, {v(k); £ > 1} y {v(k); k > 0},

son mutuamente independientes.

A continuacién, nos planteamos resolver el problema de estimacion lineal de
minimos cuadrados de la senal z(k) a partir de las observaciones aleatoriamente
retrasadas hasta el instante 7, {y(1), ..., y()}, dadas mediante el modelo especificado
en (3.1); concretamente, nuestro proposito es obtener el filtro (j = k), el suavizador

punto fijo (j = L > k, k fijo) y el suavizador intervalo fijo (k < j =T, T fijo).

Al igual que en el Capitulo 2, y con la finalidad de simplificar el tratamiento
del problema y la deduccién de los algoritmos, los estimadores se expresaran como
funcion lineal de las innovaciones; si y(k,k — 1) denota el predictor lineal en
una etapa de la observacion y(k), la innovacion en el instante k estd dada por
v(k) = y(k)—y(k,k—1) y representa la nueva informacion que aporta la observacion
y(k). El hecho de que las innovaciones constituyen un proceso blanco, permite

expresar el estimador lineal de minimos cuadrados de la senal z(k) como

2(k,j) = ZS(k:, DI (i)v(i)Y, (3.3)

siendo S(k,i) = Elz(k)vT(5)] v 11(3) = E[v(i)v" (i)].

1Si la matriz I1(i) fuese singular, se sustituye la inversa por la pseudoinversa de Moore-Penrose

(véase Magnus y Neudecker [22]).
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Con la finalidad de determinar el proceso innovaciéon, comenzamos obteniendo

una expresion para el predictor en una etapa de la observacion,
k—1
Gk, k—1) = SCE[(Ry O (), k> 2. (3.4)
i=1

Cuando las observaciones de la senal no estan afectadas por un retraso aleatorio,
como ocurre en los capitulos anteriores, toda la informacion anterior al instantek
requerida para estimar y(k) estd contenida en el predictor de la senal, Z(k, k — 1);
sin embargo, como se comprobaré a continuacion, esta propiedad no se verifica en

el caso en que las observaciones estan retrasadas aleatoriamente.

Si denotamos

2(k v(k
zi={ ) ovw- ) ew=[a-aw)n. )
z(k—1) v(k—1)

donde I, es la matriz identidad de dimensién n X n, una representaciéon compacta

de la medida disponible en el instante k esta dada por

y(k) = O(k)Z(k) + OV (K), k> 1. (3.5)

Hemos de notar que {V(k); £ > 1} no es un ruido blanco; concretamente, las
matrices de covarianzas E[V (k)VT(s)], con k,s > 1, estan dadas de la siguiente
forma

R(k) 0 , 0 0
, EV(E)V(k-1)] = ,
0 R(k—1) R(k—1)0

EV(E)WVT(s) =0 (s#£k k—1).

E[V(k)V (k)] =

Teniendo en cuenta esta propiedad para{V'(k); k > 1}, la expresion (3.5) para y(k)
y la independencia mutua entre {Z(k); k > 1}, {V(k); k> 1} y{©(k); k> 1}y
denotando ©(k) = E [O(k)] = [(1 — p(k))]n,p(k)[n], se obtiene que
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Ely(k)v" (i)] = B[O(k)Z(k)v" (i)] = O(R)E[Z(k)V" (1)],  i<k-2,

Ely(k)vT(k —1)] = E[O(K)Z (k)T (k — 1)] + E[O(k)V (k)VT (k — 1)0T(k — 1)]
= O(k)E[Z(k)WT (k — 1)] + O(k)E[V(k)VT(k — 1)]0 (k — 1)
= O(k)E[Z(k)v" (k —1)] + p(k)(1 — p(k — 1)) R(k — 1).

Sustituyendo estas expresiones en (3.4), se tiene

y teniendo en cuenta que

7 — 2k k—1) e VT (DT ()i
Z(k,k—1) = -1 1) —;;EW%)(HH (1w (i), (3.6)

concluimos que el predictor en una etapa de la observacion esta dado por
Gk, k—1) = O(k)Z(k, k—1) +p(k) (1 — p(k — 1)) R(k — )T (k= D (k—1). (3.7)
Por tanto, la innovacion v(k) verifica la siguiente formula

v(k) = y(k) — (1 - p(k))2(k, k — 1) = p(k)2(k — 1,k — 1)
—p(k)(1 = p(k = 1)) R(k — DIT'(k — Dw(k - 1), k>2, (3.8)

Observando la expresion anterior, podemos comprobar que la innovacién en el
instante k, v(k), se obtiene como combinacion lineal de la nueva observacion, y(k),
el predictor en una etapa de la senal, Z(k,k — 1), el filtro en el instante anterior,
Z(k—1,k—1), y la innovacion anterior, v(k—1). En el siguiente teorema se proponen
algoritmos para los estimadores de prediccion y filtrado, necesarios para determinar

la innovacion.
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3.3. Algoritmos de prediccion, filtrado y

suavizamiento

En esta seccion se presentan algoritmos para los problemas de predicciéon en una
etapa, filtrado, suavizamiento punto fijo y suavizamiento intervalo fijo de la senal,
a partir de observaciones aleatoriamente retrasadas especificadas por el modelo de

observacion (3.1), que verifica las hipotesis descritas anteriormente.

Teorema 3.3.1 (Algoritmo de prediccion en una etapa y filtrado)

Si se considera el modelo de observacion (3.1), el predictor en una etapa y el filtro
de la senal z(k), Z(k,k — 1) y Z(k, k), respectivamente, se obtienen a partir de las

stguientes erpresiones

2k k—1) = AR)O(k — 1), (3.9)
2k, k) = A(k)O(k), (3.10)

donde los vectores O(k) se calculan recursivamente como

O(k) = O(k — 1) + J()IT ' (k)v(k), O(0) =0, (3.11)
siendo J la funcion matricial que verifica

J(k) = GL(k) —r(k — 1)G4 (k) — J(k — 1)H" (k), (3.12)
donde r(k), Gy (k) y H(k) son las matrices siguientes

r(k) =r(k—1)+ J()IO ' (E)J"(k), r(0)=0, (3.13)
Gy (k)= (1 —p(k))Y (k) + p(k)Y(k—1), Y =A B, (3.14)
H(k) =p(k)(1 —p(k —1))R(k—1)II""(k—1), H(1)=0. (3.15)
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La innovacion, v(k), satisface
v(k)=y(k)—Ga(k)O(k — 1)—H (k)v(k — 1), (3.16)
y la matriz de covarianzas de la innovacion, I1(k), estd dada por

(k)= (1=p(k))[A(k) BT (k)+R (k)] +p(k)[A(k — 1) BT (k — 1)+R(k — 1)]
—Galk)r(k — DGE (k) — Ga(k)J(k — 1) HT (k) (3.17)

D
(K)r
~H(k)J"(k — 1)G%(k) — H2(k)II(k — 1).

Demostracion. La demostracion del Teorema 3.3.1 esta desarrollada en Nakamori
et al. [33]; se realiza un esquema de la misma en el Apéndice B.1 ya que algunos de

sus pasos seran utilizados, posteriormente, en el Teorema 3.3.3. [ |

Teorema 3.3.2 (Algoritmo de suavizamiento punto fijo)

Dado el modelo de observacion especificado en (3.1), los estimadoresz(k, L), para

L >k con k fijo, pueden calcularse a partir de la siguiente relacion recursiva
Z2(k,L) =2(k,L — 1) + S(k, )IT"Y(L)v(L), L >k, (3.18)
cuya condicion inicial estd dada por el filtro, Z(k, k), y siendo

S(k,L) = B(k)GL(L) — E(k,L — 1)G%(L) — S(k,L — 1)HT(L), L > ki

(3.19)
S(k, k) = A(k)J (k),
donde la maltrices E(k, L) satisfacen la formula recursiva
E(k,L)=E(k,L — 1)+ S(k, LYI"Y(L)JT(L), L > k; (3.20)

FEl filtro, las matricesr(k), Ga(k), H(k) y J(k), las innovaciones v(k) y sus matrices

de covarianzas I1(k) se obtienen a partir de las formulas dadas en el Teorema 3.3.1.
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Demostracién. Al igual en que en el teorema anterior, la demostracion del Teorema
3.3.2 esta desarrollada en Nakamori et al. [33] y se realiza un esquema de la misma

en el Apéndice B.2. [ |

Teorema 3.3.3 (Algoritmo de suavizamiento intervalo fijo)

St consideramos el modelo de observacion especificado en la Seccion 3.2, los
estimadores Z(k,T), con k < T (para T fijo), de la senal z(k) pueden calcularse

a partir de la siguiente relacion
Z(k,T) = Z(k, k) + [B(k) — A(k)r(k)] 1 (k, T) + A(k)J (k)2 (k, T), k<T, (3.21)

donde los vectores q1(k,T) y qo(k,T), para k < T, se obtienen recursivamente hacia

atrds a partir de las formulas

a(k,T) = [In — GE(k+ )Tk + 1) JT(k+ )] (b + 1,T)

(3.22)
+GL(k+ 1)@k +1,T)+ G4 (k+ DIk + v(k + 1),

ok, T) = HT(k + DI (k + 1)J7(k + D (k +1,T) 53
—HT(k + Dgo(k + 1,T) — HT(k + DI (k + D)v(k + 1), '
y las condiciones iniciales estdn dadas por (T, T) =0y q(T,T) =0, siendo Iy

la matriz identidad de dimension M x M.

El filtro Z(k, k), las matrices r(k), J(k), Ga(k), H(k), las innovaciones v(k) y
sus matrices de covarianzas 11(k) se obtienen a partir de las formulas dadas en

el Teorema 3.3.1.

Demostracion. Con la finalidad de demostrar la formula (3.21) para z(k,T),

partimos de la expresion (3.3), de donde se obtiene que

2k, T) =2k k) + Y S, DI (i)wli), k< T (3.24)

i=k+1
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por tanto, hemos de determinar los coeficientes S(k,i) = E [z(k)v"(i)], para

i > k+ 1. A partir de (3.16), se deduce de forma inmediata que
S(k,i) =E[z(k)yT (i)] — E[2(k)OT (i — 1)]G%(i) — S(k,i — 1)HT (i), i>k+1.

Usando las hipotesis del modelo para calcular la esperanza E[z(k)y” (¢)] y teniendo

en cuenta la formula (B.3) para el vector O(i — 1), se obtiene
S(k.i) = B(k)GA() — Y Sk, )L () I ()GRG) = S(kyi = DH'(0), i = k+1.

Asi, considerando la relacion S(k,j) = A(k)J(j), para j < k, obtenida en (B.1), y
la formula (B.4) para la matriz 7(k), la ecuacion anterior puede reescribirse de la
forma

S(k, i) =[B(k) — A(k)r(k Z Sk, I ()T (1) Ga(D)

j=k+1
_S(ki— DHT(), i>k+1,

Sk, k +1) =[B(k) — AR)r(k)] GL(k + 1) — A(k)J(k)HT (k + 1).

Por tanto, la matriz S(k,7) puede expresarse como
S(k,i) = [B(k) — A(k)r(k)] Ay (k,i) + A(k)J(k)As(k, i), > k+1, (3.25)
siendo Ay y A, funciones matriciales que verifican

Ay (k, Z Ay (b, DI G TTGGLGE) — Ay (ki — DVHTG), 0> k+1,
Ay(kk+1) =G%(k+1),
(3.26)

_—Z Aok, YT ()T GGG = Aok, i = DHT (), 0> k+1,
Jj=k+1
Ag(k,k+1)=—H"(k +1).
(3.27)
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Entonces, si definimos ahora las funciones matriciales
T
Gk, T) = > Aok, )T (D)), k<T; a=12, (3.28)
i=k+1
la expresion (3.21) queda probada, a partir de (3.24) y usando (3.25) paraS(k,i),

con k+1<¢<T.

A continuacién, con el objetivo de deducir las formulas recursivas (3.22) y (3.23)
para q1(k,T) y q2(k,T), restamos (3.26) en k + 1 de (3.26) en k y, comparando la
expresion resultante con las que se obtienen de (3.26) y (3.27) paraAy(k + 1,i) y
As(k + 1,14), se deduce que

Aq(k,i) = [Ty — GL(k+ DI (k+ 1)J7(k +1)] Ay(k + 1,4)
+ GL(k+1)As(k+1,4), i>k+2.

Un razonamiento similar conduce a la siguiente formula paraAy(k, )
Ao(k,i) = H (k+ 1) (k+1)J7 (k4+1) Ay (k4+1,9) — H (k+1) Ao (k+1,4), i > k+2.

Por tanto, teniendo en cuenta las dos relaciones anteriores y la formula (3.28), las

expresiones recursivas (3.22) y (3.23) quedan probadas de forma inmediata. |

Finalmente, para medir la precision de los estimadores de suavizamiento intervalo
fijo de la senal, calculamos las matrices de covarianzas de los correspondientes errores

de estimacion, esto es,
P(k,T) = K.(k, k) — E [2(k,T)z"(k,T)], k<T.

Teniendo en cuenta la expresion (3.21) para el suavizadorz(k, T') v la propiedad
de incorrelacion entre cada q,(k,T), a = 1,2, y el filtro Z(k, k) y definiendo las

matrices
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se obtiene que

P(k,T) = P(k, k) — [B(k) — A(k)r(k)] Q: (k. T) [B(k) — A(k)r(k)]"
— [B(k) — A(k)r (k)] Quz(k, T)J" (k) AT (k) — A(k)J (k)Qfy(k, T)
x [B(k) = A(R)r(k)]" — A(k) T (k)Qs(k, T)J" (k) AT (), Kk <T,

siendo P(k, k) = A(k) [BT (k) — r(k)A" (k)] la matriz de covarianzas de los errores
de filtrado.

Las ecuaciones (3.22) y (3.23) para ¢i(k,T) v q(k,T) y la propiedad de
incorrelacion entre cada g,(k + 1,7), a=1,2, y la innovacion v(k + 1) conducen

a las siguientes relaciones recursivas, parak < T,

Q(k,T) =G4(k + DI (k + 1)Ga(k + 1) + [Iny — GL(k + DIT(k + 1)
) JT(k+1)] Qu(k +1,T) [In — G5 (k + DIT(k + 1)J7 (k + 1)]"
I — GL(k + DIk + 1)J7(k 4+ 1)]Qua(k + 1, T)Ga(k + 1)
FGE(k+ 1D)QL(k + 1,T) [Iy — G (k + DT (k + 1)J7(k +1)]"
+GL(k+1)Qa(k + 1, T)Ga(k + 1),

Q(k, T)=H"(k+ 1) {II" " (k+ 1) + T Yk + 1)J"(k+ 1)Q:(k + 1,T)J (k + 1)
X Hk+1) - e+ 1)JT(k+ 1)Qu2(k+1,T) — Qly(k +1,T)
xJ(k+ DI Y k+1)+Q(k+1,T)} H(k + 1),

Qu2(k,T) ={-G%(k+ DI (k+ 1) + [Iy — GL(k+ DI (k + 1)J7(k + 1)]
xQi(k+1,T)J(k+ )0 (k+1) — [Iy — Gk + DIT" Yk + 1)
xJT(k+1)] Qu2(k +1,T) + G4 (k + 1)Qfy(k + 1,T)J (k + 1)
I Nk +1) = Gh(k+1)Qa(k + 1,T) } H(k + 1),
siendo Q1(T,T) =0, Qx(T,T) =0 y Q2(T,T) =0 las condiciones iniciales

respectivas.
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3.4. Senal afectada por ruidos blanco y coloreado

En las secciones previas, se ha planteado y resuelto el problema de estimacion
lineal de minimos cuadrados de senales a partir de observaciones afectadas por un
retraso aleatorio y por un ruido blanco, en el caso en que no se dispone del modelo de
espacio de estados que genera la senal, sino Ginicamente se conocen los momentos de
segundo orden de la senal y el ruido, y los parametros de las variables de Bernoulli

que modelizan el retraso en las observaciones.

En esta seccion nos proponemos extender el estudio anterior contemplando
la posibilidad de que las observaciones puedan estar perturbadas por un ruido
coloreado, ademas de por un ruido blanco. Por tanto, nuestro objetivo es nuevamente
obtener algoritmos para los problemas de estimacion lineal (en el sentido de
minimos cuadrados) de prediccion, filtrado, suavizamiento punto fijo y suavizamiento

intervalo fijo (Nakamori et al. [39]-[42]).

3.4.1. Planteamiento del problema

Se consideran observaciones de una senial n-dimensional z(k) dadas a partir de

la siguiente ecuacion de observacion
y(k) = z(k) +v(k) +wk), k>0, (3.29)

donde {v(k); k > 0} y {w(k); k& > 0} representan los ruidos blanco y coloreado,

respectivamente.

Las observaciones de la senal en el instante £ pueden estar actualizadas o
afectadas por un retraso de una unidad de tiempo. Asi, siy(k) es una variable
aleatoria de Bernoulli con P[y(k) = 1] = p(k), donde p(k) denota la probabilidad

de retraso en el instante £, la medida disponible en dicho instante puede expresarse
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como

y(k) = (1 —y(k)g(k) +y(k)y(k — 1), k>1. (3.30)
Se suponen las siguientes hipo6tesis sobre la senial y los ruidos:

- El proceso senal {z(k); k > 0} tiene media cero y su funcion de covarianzas

puede expresarse en forma de nicleo semidegenerado, esto es,

7 A(R)BT(s), 0<s<k
K.(k,s) = E[z(k)z" (s)] = B(k)AT(s), 0<k<

donde A y B son funciones matriciales conocidas de dimensionn x M.

- El proceso {v(k); & > 0} es un ruido blanco, centrado, con funcion de

covarianzas conocida, E[v(k)vT(s)] = R(k)dx(k — ).

- El proceso {w(k); & > 0} es un ruido coloreado, centrado, con funcion de

covarianzas expresada en forma de nticleo semidegenerado, es decir,

Ky (k,s) = Elw(k)w’ (s)] =

siendo o y (8 funciones matriciales conocidas de dimensionn x N.

- Los procesos {z(k); k > 0}, {v(k); k > 0}, {w(k); k> 0}y {~(k); k> 1}

son mutuamente independientes.

Nuestro objetivo es el estudio del problema de estimacion lineal de minimos
cuadrados de la senal, z(k), a partir de las observaciones aleatoriamente retrasadas
hasta el instante j, {y(1),...,y(j)}, especificadas por (3.29) y (3.30); concretamente,
se pretende obtener el predictor en una etapa (j =k — 1), el filtro (j = k), el

suavizador punto fijo (j > k, k fijo) y el suavizador intervalo fijo (k < j, j fijo).
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Al igual que en otras situaciones contempladas anteriormente, se usard una
técnica basada en innovaciones, que simplifica sustancialmente la obtenciéon de los
algoritmos. Concretamente, el hecho de que las innovaciones constituyen un ruido
blanco conduce a la siguiente expresion general para el estimador de la senal

J
2k, j) =D S.(k, )T (i) (i), (3.31)
i=1

siendo S, (k,i) = E[z(k)vT(i)] y TI(i) = E[v(i)v (i))].

Con la finalidad de determinar la innovacion, v(k) = y(k) — y(k,k — 1),
comenzamos calculando el predictor en una etapa de la observacion

k—1

gk, k= 1) => Ely(k)p" @0 @), k>2  7(1,0)=0. (3.32)

Denotando S, (k,i) = Elw(k)v™(i)] v S(k,i) = S.(k,i)+ Sw,(k,i) y teniendo en
cuenta las hipotesis del modelo, se tiene que
Ely(k)v" ()] = (1-p(k))S(k, i) + p(k)S(k — 1,4), i <k-2,
Ely(k)v"(k —1)] = (1 —p(k))S(k,k — 1) + p(k)S(k — 1,k — 1)
+p(k)(1 = p(k — 1)) R(k — 1).

Si sustituimos estas tltimas expresiones en (3.32), se deduce que

gk, k—1)=(1- p(k:))ZS(k:, DT (i) (4) +p(k‘)ZS(k¢ — 1, )T (@) (4)

+p(k)(1 = p(k = 1))R(k — DIT (k — Vv (k — 1);

denotando por w(k, j) al estimador lineal de minimos cuadrados del ruido coloreado

w(k) basado en las observaciones {y(1),...,y(j)}, dado mediante la expresion

ok, j) = st(k, DI (i) (i), (3.33)
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y utilizando (3.31), puede concluirse que el predictor en una etapa de la observacion

satisface la siguiente relacion

Yk, k—1) = (1 — p(k))2(k, k—1) + p(k)2(k—1,k—1) + (1 — p(k))@(k, k—1)

+p(k)w(k—1,k—1) + p(k) (1 — p(k—1)) R(k— 1)II" ! (k— 1)v(k—1).
(3.34)

A partir de la expresion anterior, para determinar la innovacion necesitamos
obtener expresiones explicitas para el predictor en una etapa y el filtro de la senal y
del ruido coloreado. Una vez deducida la expresion explicita para la innovacion, se
obtienen los diferentes algoritmos de estimacion de la senal a partir de la féormula

general (3.31).

3.4.2. Algoritmos de estimacién

En el siguiente teorema se presentan formulas que determinan los estimadores
de prediccién en una etapa y de filtrado de la senal.
Teorema 3.4.1 (Algoritmo de prediccion en una etapa y filtrado)

El predictor en una etapa y el filtro de la senal z(k) se obtienen, respectivamente,

como
Z(k,k—1) = A(k)O,(k—1), k>1, (3.35)
Z(k, k) = A(k)O,(k), kE>1, (3.36)
donde los vectores M-dimensionales O, (k) estin dados recursivamente mediante la
relacion
O:(k) = O:(k — 1) + L (k)T (k)v(k),  0.(0) =0, (3.37)

y v(k), la innovacion, satisface

v(k) =y(k)—Ga(k)O,(k—1)—Gu(k)Oy(k—1)—H(k)v(k—1), v(0)=0, (3.38)
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siendo O (k) un vector N-dimensional verificando
Ou(k) = Ok — 1) + J, ()T Y (k)v(k), O,(0) =0, (3.39)
y J,, Jy las siguientes funciones matriciales
J(k) = G(k)—r(k=1)G (k) —c(k—1)Gq (k)= J.(k—1)H" (k), J.(0) =0, (3.40)

Tu(k) = G5 (k) — " (k = )G (k) — d(k — DGE(k) — Ju(k — DHT(K),  J,(0) =0,

(3.41)

donde las matrices Gy (k) (Y = A, B,«, ) y H(k) estin dadas por
Gy (k) = (1—p(k))Y (k) + p(k)Y (k — 1), (3.42)
H(k) = p(k)(1 —p(k — 1)) R(k — DII" " (k — 1). (3.43)

Las matricesr(k), c(k) y d(k) se calculan mediante las siguientes formulas recursivas

r(k) = r(k — 1) + ()T (k) JT(K),  1(0) =0, (3.44)
c(k) = ek — 1) + LT (k) JL(k),  ¢(0) =0, (3.45)
d(k) = d(k — 1) + J, ()T (k) JT(K),  d(0) =0, (3.46)

y II(k), matriz de covarianzas de la innovacionv(k), verifica

M (k) ( p(k)) [A(k) BT (k) + a(k)5" (k) + R(k)]
(

k) [A(k = 1)BT (k — 1)+a(k—1)ﬁT(k—1 + R(k —1)]
_GA(k> [r(k = DGh(K) + c(k = DGL (k) + J.(k — 1) H" (k)] (3.47)
Ga(k)[d(k — DGL (k) +c" (k= DGY(K) + Ju(k = 1) HT (k)]
—H(k) [1I(k — 1)HT (k) + JI (k — 1)G4(k) + Ju(k — 1)GL(k)] ,

I1(0) = 0.



3.4. SENAL AFECTADA POR RUIDOS BLANCO Y COLOREADO 103

Demostracion. Teniendo en cuenta la expresion (3.31) paraj = k, la determinacion
del filtro requiere el calculo de los coeficientes S, (k,i) = E[z(k)vT(i)], para i < k.

Usando la expresion (3.34) para y(i,7 — 1), se obtiene que

S.(h,i) = E[=(0)y™ ()] — (1= p(k)) E[=(k)Z" (k, k= 1)] — p(k) E[=(k)2 (b — 1, k—1)]
—(L=p(k)) E[=(k)@" (k, k—1)] — p(k) E[z(k)@" (k—1,k—1)]
—p(k)(1—p(k—1))S.(k,k — DII"Y(k — 1)R(k — 1), 1<i<k,

y considerando las hipotesis del modelo para E[z(k)y” (i)], las relaciones (3.31) y

(3.33) para los estimadores de la senal y del ruido coloreado, respectivamente, y las

matrices S(k,i) y H(k), la expresion anterior puede reescribirse como sigue

S0k, 1) = ARYGH) — (1-p(0) Y800, )T ()57, 5)
—p<z’)isz<k,j>ﬂl<j>ST(z‘ —1,j) = S.(k,i = 1)H" (i), 2<i<k,

Esta expresion para S, (k, i) garantiza que
S (ki) =Ak)J. (i), 1<i<k, (3.48)

donde J, es una funcién matricial satisfaciendo

(i) =GE(i) — (1 —p(z’))i@(j)rw)ST(i,j)
LI )T~ 1)~ LG - )T, 2<i<k G4
J(1) =G£<1)j-1
Por tanto, si denotamos
0.(k) = Ek: LI i), k>1; 0.(0) =0, (3.50)
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las expresiones (3.35) y (3.36) para el predictor y el filtro quedan probadas. La

relacion recursiva (3.37) para los vectores O, (k) es inmediata de (3.50).

A partir de (3.34), para determinar la innovaciéon, v(k), también hemos de
calcular el predictor y el filtro del ruido coloreado, w(k). Usando un razonamiento
similar al empleado para calcular los coeficientes S, (k,4) = E[z(k)v™ (i)] con i < k,
se obtiene que S, (k,i) = a(k)J,(i) para i < k, siendo J,, una funciéon matricial
verificando

i—1

Tu(i) =GF () — (1= p() > T ()T (5)S" (4, )

PO AT ST~ 1,g) — Juli - DTG, 2<isk, O
Ju(1) =G5(1).
Por tanto, se deduce que
Dk, k—1) = a(k)Ou(k — 1),  @(k, k) = a(k)Ou(k), (3.52)
siendo .
Ou(k) =Y T, ' (i)w(i), k>1  0,(0)=0. (3.53)

Sustituyendo las expresiones (3.35), (3.36) y (3.52) paraz(k, k—1), z(k, k), w(k, k—1)
y W(k, k) en la formula (3.34) para y(k, k — 1), deducimos la expresion (3.38) para
la innovacion. La relacion recursiva (3.39) para los vectores O, (k) es inmediata de

(3.53).

A continuacion, teniendo en cuenta que S(k,i) = A(k)J.(i) + a(k)J, (i), para
1 <i <k, y denotando

k
r(k) = E [0.(k)OL (k)] = ()7 (6)J1 (i), k>1;  r(0)=0, (3.54)

=1
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c(k) = E [0,(k)OL (k)] = Z JOO @) JE@G), k>1, ¢0)=0, (3.55)

d(k) = E [Oy(k)OL(K)] =Y J,()IT (i) J5(0), k>1;  d(0)=0, (3.56)

se deducen facilmente, a partir de (3.49) y (3.51), las expresiones recursivas (3.40)
v (3.41) para J,(k) y J,(k). Las formulas (3.44)-(3.46) para r(k), c¢(k) y d(k) son

también inmediatas de las respectivas relaciones (3.54)-(3.56).

Para finalizar, obtenemos la formula (3.47) para la matriz de covarianzas de la
innovacion, I1(k) = E [y(k)y" (k)] — E [§(k,k — 1)y” (k, k — 1)]. El predictor en una
etapa de la observacion, y(k, k — 1), verifica la siguiente expresion, deducida a partir

de (3.38),
Yk, k—1) = Ga(k)O,(k — 1) + Go(k)Oyw(k — 1) + H(k)v(k — 1);

si sustituimos esta igualdad en la expresion dell(k) y tenemos en cuenta, junto con
las hipotesis del modelo, las expresiones (3.54),(3.55) y (3.56) para las matricesr(k),
c(k) y d(k), se obtiene que

I1(k) ( p(k)) [A(k)BT (k) + a(k)3T (k) + R(k)]
k) [A(k — )BT (k — 1) + a(k — )37 (k — 1) + R(k — 1)]
— 1) (k)]

—GA k) [r(k — 1)GS (k) + c(k — )G (k) + E [0.(k HT (k)]
k) [d(k — )G (k) + T (k — V)G (k) + E [Ou(k — D)7 (k)] HT (k)]
( ) [T(k — VHT (k) + JZ (k — DG (k) + E [0, (k — D7 (k)] GZ (k)] ,

Usando las relaciones recursivas (3.37) y (3.39) paraO,(k—1) y O,(k—1), puesto los
vectores O, (k—2) y O, (k—2) son ambos ortogonales a la innovacionv(k—1), se tiene
que E[O. (k=10 (k=1)] =J.(k—1) vy E[Ou(k—1)v"(k—-1)] = Ju(k—1),
y, por tanto, la expresion (3.47) paraIl(k) queda probada. [
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A continuacién, con el objetivo de proporcionar una medida de la bondad de
los estimadores de prediccién en una etapa y de filtrado, calculamos la matriz de

covarianzas de los correspondientes errores de estimacion, es decir,
P(k,j) = K.(k, k) — E[Z(k, j)Z" (k. )], (3.57)

para j = k—1, k, respectivamente.

Las hipotesis del modelo para K, (k,k), las expresiones (3.35) y (3.36) para
Z(k,k — 1) y Z(k,k) y la funcion matricial r definida en (3.54) conducen a las
siguientes formulas para la matrices de covarianzas de los errores de prediccion y

filtrado,

Pk, k—1) = A(k) [B"(k) — r(k — 1) AT (k)]
P(k,k) = A(k) [B"(k) — r(k)AT (k)] . (3.58)

En el siguiente teorema se propone un algoritmo recursivo para los estimadores
de suavizamiento punto fijo de la senal.
Teorema 3.4.2 (Algoritmo de suavizamiento punto fijo)

Los estimadores Z(k, L), para L > k con k fijo, pueden calcularse a partir de la

siguiente relacion recursiva
2k, L) = 2(k, L — 1) + S,(k, )T (L)v(L), L >k, (3.59)
cuya condicion inicial estd dada por el filtro, zZ(k, k), y

S.(k,L) = B(k)GE(L) — E.(k,L — 1)G%(L) — E,(k, L — 1)GT(L)
—S,(k,L —1)HT(L), L>k; (3.60)
Sa(k, k) = A(k)J.(k),



3.4. SENAL AFECTADA POR RUIDOS BLANCO Y COLOREADO 107

donde las matrices E.(k, L) y Fy(k, L) satisfacen las siguientes formulas recursivas

E.(k,L) = E.(k,L — 1) + S.(k, LYII"\(L)JT(L), L >k

(3.61)
E.(k k) = A(k)r(k),

Ey(k,L) = Ey(k,L — 1) + S,(k, L)II"Y(L)JT(L), L > k;

(3.62)
Eu(k k) = A(k)e(k).

El filtro, las matrices r(k), c(k), Gy(k) (Y =A,«a), H(k), J.(k) y Ju(k), las
innovaciones v(k) y sus matrices de covarianzas I1(k) se obtienen a partir de las

formulas dadas en el Teorema 3.4.1.

Demostracion. Para obtener la expresion (3.59) para el suavizador punto fijo de
la senal a partir de observaciones dadas por el modelo especificado en la Seccion
3.4.1, partimos de la formula general (3.31), por lo que basta con separar el tltimo

término de la suma.

A continuacion, calculamos la relacion (3.60) para S.(k, L) = E[z(k)vT(L)],

L > k; utilizando la férmula (3.38) para la innovacionv(L), obtenemos

S.(k, L) = E[z(k)y"(L)] — E[z(k)OL(L - 1)]G(L)
—E[2(k)OL(L — 1)]GT(L) — E[2(k)v"(L — )|HT(L), L >k

Usando las hipotesis del modelo para E[z(k)y”(L)] y definiendo, para L > k,
las funciones E.(k,L) = E[z2(k)OT(L)] y Eu,(k,L) = E[z(k)OL(L)], se deduce
facilmente la férmula (3.60) para S, (k, L), con L > k. Ademas, si tenemos en cuenta

(3.48), la condicion inicial S, (k, k) = A(k)J,(k) queda probada.

Finalmente, usando las expresiones recursivas (3.37) y (3.39) paraO, (k) y O, (k),
respectivamente, deducimos las formulas recursivas (3.61) y (3.62) paraE,(k,L) y

E.(k,L), con L > k. Sus condiciones iniciales se obtienen teniendo en cuenta que,
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como consecuencia del LPO,
E.(k, k) = E[2(k)OI (k)] = E[2(k, k)O? ()],

y usando las expresiones (3.36) y (3.54) para z(k,k) y r(k), la formula
E.(k, k)= A(k)r(k) queda probada. Un razonamiento analogo conduce a la condicion

inicial en (3.62). |

A continuacion, calculamos una expresion para la matriz de covarianzas de los
errores de suavizamiento punto fijo, es decir, P(k, L), con L > k (k fijo). Si partimos
de la formula (3.57) para j = L y utilizamos la relacion (3.59) para z(k, L), la
definicion de P(k, L — 1) y la propiedad de incorrelaciéon entre la innovacion v(L) y

el estimador Z(k, L — 1), se deduce que
P(k,L)=P(k,L —1) = S(k, L)ITY(L)ST (k, L), L >k,

cuya condicion inicial estd dada por la matriz de covarianzas del error de filtrado,

(3.58).

En el siguiente teorema se presenta un algoritmo para los estimadores de

suavizamiento intervalo fijo de la senal.

Teorema 3.4.3 (Algoritmo de suavizamiento intervalo fijo)

Los estimadores Z(k,T), para k < T con T fijo, se calculan a partir de la siguiente
formula

20k, T) = 2(k, k) + U(k)q(k, T), k<T, (3.63)

donde los wvectores q(k, L) se calculan recursivamente hacia atrds a partir de la

relacion

Yk -1k —-1)
q(k+1,7)
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siendo V(k) y ®(k) las siguientes matrices

Ga(k) Iy=GL(k)I (k) I (k) —GL(R)I™ (k) Ty (k) —Gl(k
—GL(RIT (k) TI (k) In=GL(R)IT (k)T (k) —GL(k
—HT (RN (k)T (k) —HT (k)T (k) (k) —HT(k
El filtro Z(k, k), las matrices r(k), c(k), Gy (k) (Y=A,a), H(k), J.(k) y Ju(k), las
innovaciones v(k) y sus covarianzas I1(k) se obtienen a partir de las formulas dadas

en el Teorema 3.4.1.

Demostracion. Partimos de la expresion general (3.31) y se obtiene, de forma
inmediata, la siguiente formula

2k, T) =2k, k) + > Su(k, )T (D)v(i), k<T; (3.67)
i=k+1

puesto que en el Teorema 3.4.1 se ha deducido una expresion para el filtroz(k, k),

para obtener el suavizador intervalo fijo basta con determinar el sumatorio.

Por tanto, hemos de calcular los coeficientes S, (k,) = [2(k)v(i)], para i > k + 1.

Usando la expresion (3.38) parav(i), se deduce que

S.(k,i) = Elz(k)y" (i)] — E[2(k)OI (i = D]G (i) — E[z(k)Oy(i = 1)]G4, (i)
—Elz(k)vT(i — D]JHT (), i>k+1;

teniendo en cuenta las hipotesis del modelo y las formulas (3.50) y (3.53), se obtiene

—

8.0k, 1) = BUIGA() — 8.0 )T ()T ()GAG) — 8.0 ) (1)L ()G )

_S.(kyi— V)HT(@), i>k+1.
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Usando (3.48), (3.54) y (3.55) para S.(k,i) (i < k), r(k) y c(k), respectivamente, la

expresion anterior puede reescribirse como sigue
Se (ki) = [B(k) — A(k)r(k)] G (i) — A(k)c(k)GE (i)
— Z S:(k, NITH(G) [J () GA() + T (7)Ga (1))

S (ki — VHT(), i>k+1,
S.(kk+1) = [B(k) — A(k)r(k)] GL(k + 1) — A(k)e(k)GT (k + 1)
—S.(k, K)HT (k — 1).

Esta igualdad permite deducir que
S.(k,i) =V(k)A(k,7), i>k+1, (3.68)

siendo W(k) la matriz definida en (3.65) y

A (k, 1) GL(k+1)
Ak,i) = | Ay(k,i) |, i>k+1; Ak,k+1) =1 GT(k+1) |, (3.69)

Az(k, 1) HT(k—1)

con

Ay (k1) A (k JEHGLGE) + JE()GE(

ygkz;rl IO (0] (3.70)
—Ay(k,i—1)HT (i),
Ao (k, 1) Z Aok, HTIHG) [TT ()G G) + TE ()G (i)

j=k+1 (3.71)
—Ao(k,i — 1) HT(4),

As(k, T(HGY T(HGT(i
]Zk; DITHG) [ ()G () + T4 (5)Go (0)] (3.72)

—Ask,i— 1) HT(i).
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Por tanto, si definimos

gk, T) = > Ak, )T (i), k<T; qT,T)=0, (3.73)

i=k+1

la expresion (3.63) para z(k,T') es inmediata de (3.67), usando (3.68).

Finalmente, hemos de deducir la formula (3.64) para g(k,T"). Si calculamos,
usando (3.69)-(3.72), la diferencia A(k,i) —A(k+1,4), parai > k42, y comparamos
la expresion obtenida con la resultante, de (3.69)-(3.72), paraA(k + 1,1), se deduce

la siguiente relaciéon

Ak,1) = Pk + DAE+ 1,4), i>k+ 2, (3.74)
donde
L — G (R)JT () —GA(RTTI(R)ID()  —Gh(k)
Dip(k) = —GL(RI (k)T (k)  In — GE(R)IT (k) T (k) —Go (k)

—HT (R (k)T (k) —HT (R (k) ], (k) —H (k)

z

Por tanto, si partimos de (3.73), la formula recursiva (3.64) parag(k, T') es inmediata
sin mas separar el término correspondiente ai = k+1y usar (3.74) y las definiciones

de A(k,k+1) v q(k +1,T). n

La matriz de covarianzas del error de suavizamiento intervalo fijo se obtiene a

partir de la expresion
P(k,T) = P(k,k) = U(k)Q(k, )" (k), k <T,

donde P(k, k), matriz de covarianzas del error de filtrado, estd dada en (3.58) y

Q(k,T) verifica la siguiente relacion recursiva
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I'(k—1) 0
Q(k,T) = ®(k—1) T(k—-1), k<T; Q(T,T)=0.
0 Q(k+1,7T)

3.5. Ejemplo numérico

Para ilustrar la aplicacion de los algoritmos de estimacion presentados en los
Teoremas 3.4.1 y 3.4.2, en esta seccion se considera un ejemplo de simulacion
numeérica similar al presentado en el Capitulo 2, es decir, el problema que se plantea
consiste en reconstruir una senal enviada por un mecanismo emisor a partir de las
observaciones que recibe un mecanismo receptor a través de un canal de transmision.
En este caso, la llegada de las observaciones al receptor podra estar afectada por un
cierto retraso, que se considerara aleatorio, debido a factores como son el nivel de

congestion del canal o la longitud del mismo.

Concretamente, como en la Secciéon 2.6, se considera una senal escalar,

{z(k); k > 0}, generada por un modelo autorregresivo de primer orden, dado por
z(k) = 0.952(k — 1) + u(k),

siendo {u(k); k& > 0} un ruido blanco Gaussiano con media cero y Var[u(k)] = 0.1,

para todo k. La funciéon de covarianzas de la senal esta dada por
K.(k,s) = 1.025641 x 0.957° 0 < s <k,

y puede expresarse en forma de nicleo semidegenerado, como se ha indicado en el

estudio teorico, con A(k) = 1.025641 x 0.95F y B(k) = 0.957%,

Se supone que la observacion de la senal enviada por el mecanismo emisor en el

instante k, y(k), esta perturbada por el efecto que ocasionan ciertas deficiencias del



3.5. EJEMPLO NUMERICO 113

canal de transmisién, modelizadas mateméticamente mediante dos términos de ruido
(un ruido blanco y un ruido coloreado); concretamente, la ecuacion de observacion

que se considera es la siguiente
y(k) = z(k) +v(k) +w(k), k>0,

donde el proceso {v(k); k> 0} es un ruido blanco Gaussiano centrado con
Var[v(k)] = 0.9, para todo k, y el proceso {w(k); k> 0} es un ruido coloreado,

centrado, con funcién de covarianzas conocida
Ky(k,s)=01x05"% 0<s<Ek,

que se expresa en forma de niicleo semidegenerado, como en el estudio tedrico, siendo

a(k) y B(k) los siguientes escalares

alk) =0.1x0.5% p(k)=0.5"

Ademas, debido a que los recursos del sistema son limitados, la senal enviada
desde el mecanismo emisor en el instante k, y(k), podra estar afectada por un cierto
retraso aleatorio. Asi, para reflejar la posibilidad de que, en el instantek, la medida
disponible por el mecanismo receptor para estimar la senal, y(k), esté retrasada
por una unidad de tiempo, con una probabilidad p(k), o bien actualizada, con una

probabilidad 1 — p(k), se define dicha medida como
y(k) = (1 —~(k)g(k) +v(R)g(k — 1), &k >1,

siendo {v(k); £ > 1} una sucesion de variables aleatorias de Bernoulli
independientes, cuyos valores, cero o uno, indican si las medidas estan actualizadas

o retrasadas por un instante de tiempo. Debido a que la actividad del sistema se
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incrementa con el paso del tiempo, las probabilidades de retraso aumentan en funcion

de k; concretamente, estas probabilidades son las siguientes

0.1, 1<k<12
Ply(k)y=1=p(k)=4¢ 02, 12<k<24. (3.75)
0.5, 24<k<50

A continuacién, para mostrar los resultados propuestos en este capitulo (Seccion
3.4), se han realizado programas en MatLab que simulan el valor de la sefial
que se desea estimar y comparan, por una parte, las estimaciones de filtrado
y suavizamiento punto fijo y, por otra, el filtro con el suavizador intervalo fijo,
proporcionando, en cada caso, las correspondientes varianzas de los errores de

estimacion.

Senal, filtro y suavizador punto fijo

En primer lugar, en la Figura 3.5.1 se representan las estimaciones de filtrado,
Z(k, k), y de suavizamiento punto fijo Z(k, k+j), para k=1,..,30 y j =1, 3, 8.
Los resultados ponen de manifiesto que las estimaciones de suavizamiento muestran,
en cada instante, una mayor proximidad a la senal que se desea estimar que las de
filtrado. Ademaés, las estimaciones de suavizamiento punto fijo se aproximan mas al
valor de la senal a estimar a medida que se incrementa el nimero de observaciones

disponibles.

Los comentarios realizados a partir de la Figura 3.5.1 se confirman mediante
la Figura 3.5.2, donde se representan las varianzas de los errores de estimacion,
que miden la precision de los correspondientes estimadores con independencia
de las simulaciones concretas. Concretamente, en la Figura 3.5.2 se representan

graficamente las varianzas de los errores de filtrado, P(k, k), y de suavizamiento
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punto fijo para j =1, 3, 8, es decir, P(k,k+ 1), P(k,k+3)y P(k,k +8), a partir
de las formulas dadas en la Seccion 3.4. Los resultados indican, por una parte, que
las varianzas de los errores de suavizamiento son menores que las de filtrado y, por
otra, que las varianzas de los errores de suavizamiento punto fijo decrecen a medida
que aumenta el niimero de observaciones disponibles para estimar la senal en un

instante £ fijo.

I
— Sefial simulada
Estimaciones de filtrado
+ Estimaciones de suavizamiento punto fijo para j=1
051 = Estimaciones de suavizamiento punto fijo para j=3 ||
— Estimaciones de suavizamiento punto fijo para j=8

-0.5F
_1 |-
-15F
_2 |-
_25 1 1 1 1 |
5 10 15 20 25 30
Tiempo k

Figura 3.5.1. Senal simulada, estimaciones de filtrado, Z(k, k), y estimaciones de
suavizamiento punto fijo, Z(k, k + j) para j = 1, 3, 8, con probabilidades de retraso

p(k) dadas en (3.75).
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0.55 T T
Varianzas de los errores de filtrado, P(k,k)
1111 Varianzas de los errores de suavizamiento punto fijo P(k,k+1)
= Varianzas de los errores de suavizamiento punto fijo P(k,k+3)
0.5 === \/arianzas de los errores de suavizamiento punto fijo P(k,k+8)
0.45 B
0.4 B
035F - E
0.3 '\ - B
0.25} Y ]
e
- .. N =
-
0.2 | mm— m
0.15 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25
Tiempo k

30

Figura 3.5.2. Varianzas de los errores de filtrado, P(k, k), y de suavizamiento punto

fijo, P(k,k+j), paraj = 1, 3, 8, con probabilidades de retrasop(k) dadas en (3.75).
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Senal, filtro y suavizador intervalo fijo

En la Figura 3.5.3 se representan las estimaciones de filtrado, z(k, k), y de
suavizamiento intervalo fijo, Z(k, T'), basadas en las observaciones hasta el instante
fijo T' = 30. Los resultados obtenidos muestran que la estimaciéon de suavizamiento

sigue la evolucion de la senial mejor que la de filtrado.

Para finalizar, realizamos el anélisis de la bondad de los estimadores, comparando
las varianzas de los errores de estimacion. La Figura 3.5.7 muestra que las varianzas
de los errores de suavizamiento intervalo fijo son menores que las correspondientes

a los errores de filtrado.

15

-0.51 b
— Sefial simulada
Estimaciones de filtrado
= Estimaciones de suavizamiento intervalo fijo
-1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo k

Figura 3.5.3. Senal simulada, estimaciones de filtrado, Z(k, k), y estimaciones de
suavizamiento intervalo fijo, Z(k, 30), con probabilidades de retraso p(k) dadas en

(3.75).
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0.8 T T
Varianzas de los errores de filtrado
— V/arianzas de los errores de suavizamiento intervalo fijo
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Figura 3.5.4. Varianzas de los errores de filtrado, P(k, k), y de suavizamiento
intervalo fijo, P(k, 30), a partir de observaciones retrasadas con probabilidades p(k)

dadas en (3.75).



Apéndice A

Demostraciones postpuestas del

Capitulo 2

A.1. Demostracion del Teorema 2.5.1

Hemos de determinar el filtro de la senal bajo las hipotesis especificadas en la
Seccion 2.5.1; partiendo de la expresion general del estimador en funcion de las

innovaciones,
J
2k, 7) = Y Sk, )T (D) (0), (A1)
i=1

evaluada en j = k, hemos de calcular los coeficientes S(k,i) = E[z(k)vT(i)], i < k,

que, segin (2.47), verifican
S(k,i) = E [2(k)y" (i)] — E [2(k){Pop(d)2(i,i — 1) + @(i,i — 1)}7], i<k—1.

Teniendo en cuenta que el estimador de minimos cuadrados del ruido coloreado, en

funcion de las innovaciones, estd dado por la siguiente expresion
j —
@(k, j) = Y Sk, O (i), (A2)
i=1
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siendo S(k,i) = E[w(k)v"(i)], y usando las hipotesis del modelo para E [z(k)y” (i)]
y la formula (A.1) para z(i,7 — 1), se obtiene

i—1

S(k,1) = A(k)p(i) BT (i) — Pas(i) Y S(k, )T (5)S" (i, )

Y Sk )T G)S (). 2<i <k,

relacion que permite factorizar S(k, i) de la forma
S(k,i) = A(k)J(i), 1<i<k, (A.3)
donde J es una funciéon matricial que satisface

J(i) = p(i) BT (i) — Pysl(i ZJ (7)S™ (i, 5) — Z S, i>2

J(1) =p(1)BT(1).
Por tanto, definiendo
O(k) = Z JOIT Y (i)w(@), k>1; 00) =0, (A.5)

se deduce facilmente, a partir de (A.1), que el filtro de la senal verifica la formula

(2.48).

Para determinar la innovacion a partir de (2.47), hemos de calcular expresiones
para el predictor en una etapa de la sefial, Z(k,k — 1), y del ruido coloreado,
w(k,k — 1). Un razonamiento similar al empleado para deducir la formula (2.48)

para el filtro, conduce a la siguiente expresion para el predictor

2k k—1) = AR)O(k —1), k> 1. (A.6)
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Por otra parte, para calcular el predictor en una etapa del ruido coloreado,
partimos de la expresion (A.2) para el estimadorw(k, j), por lo que se han obtener
los coeficientes S(k,i) = E [w(k)v"(i)], para i <k — 1. Ulilizando un razonamiento

similar al empleado anteriormente para calcular S(k, ), con i < k, se obtiene que

S(k,i) = a(k)J(@), 1<i<k, (A.7)
siendo
i1 i—1
/. T/ - = -1 T — 1 =T, . .
‘](Z) = ﬁ (Z) - PQ 2(2) J(])H (])S (Zaj) - J(])H (])S (27])7 (s 27
j=1 j=1
J(1) =p"(1)
(A.8)
Asi, sustituyendo (A.7) en la expresion del estimador del ruido coloreado, (A.2), ¥
denotando .
O(k)=>_JHI (i@, k>1; 0(0)=0, (A.9)
i=1
deducimos que
w(k,k—1)=ak)O(k—1), k>1, (A.10)

y sustituyendo la expresion anterior y (A.6) en la relacion (2.47), se deduce la formula

(2.50) para el proceso innovacion.

Las expresiones (2.49) y (2.51) para O(k) y O(k) son inmediatas de (A.5) y
(A.9), respectivamente. Asi mismo, las relaciones (2.52) y (2.53) paraJ(k) y J(k)

se deducen facilmente de (A.4) y (A.8) sin mas que denotar

k

r(k) = E[O(R)O" (k)] =>_J@HI(@)J" (), k>1; r(0)=0,  (A.ll)

(i), k>1; c(0)=0, (A.12)
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JOI G (i), k>1; d0)=0. (A.13)

De las féormulas anteriores se obtienen de forma inmediata, las correspondientes

relaciones recursivas (2.54)-(2.56) parar(k), c(k) y d(k).

Finalmente, la féormula (2.57) para la matriz de covarianzas del proceso
innovacion, II(k), se deduce facilmente, teniendo en cuenta la expresion (2.50) para
la innovacion v(k), las hipotesis del modelo y las funciones matriciales r, ¢ y d

definidas en (A.11)-(A.13).

A.2. Demostracion del Teorema 2.5.2

La formula recursiva (2.59) para el estimador de suavizamiento punto fijo de la
senal, a partir de las observaciones especificadas en la Secciéon 2.5.1, es inmediata a
partir de la expresion (A.1) evaluada en j = L > k (k fijo), sin més que separar el
tltimo sumando. Como en el Teorema 2.5.1 ya estan determinados los elementosv(L)
y II(L) de (2.59), asi como su condicién inicial, Z(k, k), unicamente queda proponer

una expresion explicita para la matriz S(k, L) = E[z(k)vT(L)], para L > k.

La relacion (2.60) para S(k, L) es inmediata sin més que utilizar la formula (2.50)

para la innovacion v(L) y definir las funciones matriciales

E(k,L) = E[2(k)O"(L)], L >k,

T

E(k,L) = E[z(k)O" (L)], L >k.

Las formulas recursivas (2.61) y (2.62) para E(k,L) y E(k,L) se obtienen
facilmente utilizando las relaciones (2.49) y (2.51) paraO(k) y O(k). Finalmente,

las condiciones iniciales de las férmulas anteriores se deducen teniendo en cuenta
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el LPO, la expresion del filtro Z(k, k) y las expresiones (A.11) y (A.12) para las

funciones de covarianzasr y c.

A.3. Demostracion del Teorema 2.5.3

Con el objetivo de demostrar la formula (2.63) para el suavizador intervalo fijo,

Z(k,T), partimos de la expresion general (A.1), de donde se obtiene que

T
2k, T) =2k, k) + > Sk, )T (@)v(i), k<T; (A.14)
i=k+1

puesto que en el Teorema 2.5.1 ya se ha obtenido una formula para el filtro,z(k, k), la
innovacion, v(k), y su matriz de covarianzas, I1(k), inicamente nos queda determinar
los coeficientes S(k,1) = [2(k)vT(i)], para i > k+ 1. Usando la expresion (2.50) para

v(i), obtenemos que

T

S(k,i) = Blz(k)y" (i)] — P2 () E[2(k)O" (i = D]AT (i) — E[(k)O" (i — 1)]a’ (i),

parai > k+1; considerando las hipotesis del modelo en E[z(k)y” (7)] y las expresiones

(A.5) y (A.9) para las matrices O(k) y O(k), se deduce que

i—1

S(k,i) = B(k)p(i) AT (i) — Pyo(i)Y_S(k, )T (j)J" () AT (3)

S S U T T aT@), i2 kL

Teniendo en cuenta la relacion S(k, j) = A(k)J(j) para j < k, deducida en (A.3), y

las funciones matriciales r y ¢ definidas en (A.11) y (A.12), la expresion anterior se
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reescribe como
S(k,i) = B(/f)p(i)AT(i) — Pao(i) A(k)r(k)AT (i) — A(k)c(k)a™ (i)

Po() 3 Sk TG (G)AT ()

j=k+1

=Y S T Gt ), >k

S(k,k+1) = B(k)p(k +1)AT(k + 1) — Pyo(k 4+ 1)A(k)r(k) AT (k + 1)
—A(k)e(k)a (k+ 1),

relaciones que permiten expresar los coeficientes S(k, i) como
S(k,i) = ®(k)A(k,i), i>k+1, (A.15)

siendo ®(k) la matriz definida en (2.65) y

A (k) p(k+1)AT(k+1)
A(k,i) = A@(k,0) |, i>k+1; Alkk+1) = Pp(k+1)AT(k+1) |,
AGD(k, 4) af(k+1)
(A.16)
con
AU (ki) = p(i) AT (i) — Paa(d) i AUk, 5T (5)J7 () AT (D)
- g=k+1 (A.17)
= 3 A HITGT ()" 6), ik
j=k+1
AV (ki) = Pay(i)AT (i) — Paa(d) X_: APk, )T ()7 (5) AT (0)
j=kt1 (A.18)



A.4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.5.4 125

i—1

A (ki) = o (i) = Poa(i) Y APk, HITH ()T () AT (0)
- Ik (A.19)
= > AR HITGIT ()l (@), i > k1
j=k+1
Por tanto, si definimos ahora
T
gk, T) = Y Ak, )T (@)w(i), k<T; q(T,T)=0, (A.20)

i=k+1
la expresion (2.63) para z(k,T) es inmediata de (A.14), usando (A.15).

Finalmente, deducimos la férmula recursiva (2.64) paraq(k,T’). Si calculamos,
usando (A.16)-(A.19), las diferencias A(k,i) — A(k + 1,i), para ¢ > k + 2, y
comparamos las expresiones obtenidas con las que resultan, de (A.16)-(A.19), para

A(k +1,1), se obtiene la siguiente relacion
A(k,i) = D (k+ DAk +1,i), i>k+2, (A.21)

siendo ®?) (k + 1) la matriz

Inr —H(k+1)JT(k+1) —H(k+ 17 (k+1)

0 Iy — G(k+1)JT(k+1) —G(k+1)7 (k+1) ,

0 —al(k+ DI (k+1)JT(k+1) Iy—al(k+ DI Y k+ 17T (k+1)
donde las funciones matriciales G y H estan dadas en (2.67) y (2.68).
Por tanto, la formula recursiva (2.64) para q(k,T) es inmediata de (A.20) si

separamos el término eni = k + 1 y usamos (A.21) y las definiciones de A(k, k + 1)
y q(k+1,T).

A.4. Demostracion del Teorema 2.5.4

Para determinar el estimador de filtrado de la senal z(k) a partir de las

observaciones especificadas en la Seccion 2.5.2, partimos de la férmula general del
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estimador en funciéon de las innovaciones,
J
2k, ) = YOSk, O (i), (A.22)
i=1
evaluada en j = k, y comenzamos calculando los coeficientes S(k, i) = E[z(k)vT (i)],

con 1 <17 <k, que, usando (2.71), estan dados de la forma
S(k,i) = E[z(k)y" (i)] — p(i))E[2(k)zT(i,i — 1)], 1<i<k.

Teniendo en cuenta las hipotesis del modelo y que

(i 1) = Y S GWG), > 1 21,0)=0,
obtenemos
S(k.9) = ARPEBTE) + CRDTR) ~ @)Y Sk NI 05), 2< i<k

S(k, 1) = A(k)p(1)BT(1) + C(k)DT(1).

La expresion anterior garantiza que los coeficientes S(k, i) pueden expresarse como
S(k,i) = A(k)J1(i) + C(k)Jo(i), 1<i<k, (A.23)

donde J; y J, son funciones matriciales que satisfacen

Ji(1) = ZJl J)S (i,7), > 2; (A21)
Ji(1) = p(1) BT (1),
Ta(i) = ZJz 7S g), =2 A25)

Jo(1) = DT(1).
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Por tanto, si definimos

k>1,

k>1

’

(A.26)

(A.27)

la formula (2.72) es inmediata, partiendo de (A.22) y usando (A.23). Ademas, las

relaciones recursivas (2.73) y (2.74) para los vectores O1(k) y O2(k) son deducidas

facilmente de (A.26) y (A.27), considerando como condiciones inicialesO;(0) =0 y

05(0) = 0, respectivamente.

Un razonamiento similar al empleado para obtener (2.72) conduce a la siguiente

expresion para el predictor en una etapa de la senal

2k k—1) = A(K)O1(k — 1) + C(k)Os(k — 1);

(A.28)

por tanto, de (2.71), la expresion (2.75) para la innovaciénv(k) queda probaba.

La expresion (2.76) para Jy (k) también queda establecida considerandoi = k en

(A.24), teniendo en cuenta que, por (A.23), se tiene que

k-1

Ji(k) =p(k) BT (k) = p(k)Y L () (7)1 () A" (k)

J=1
k—1

—p(k)> _AHI G GCT (), k=2,

j=1
y definiendo las siguientes matrices de covarianzas

k
ri(k) = E[0:(k)O] (k)] =Y L ()T ()L (5),

j=1

ria(k) = E [0 (k)OL (k)] = Z JIHIT(5) 5 (),

(A.29)

(A.30)
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De forma analoga, la expresion (2.77) para Jo(k) se obtiene usando (A.25) y
denotando

ra(k) = E [05(k)O5 (K)] = Y L) ()5 (), k=1 r(0)=0. (A31)

J=1

Las relaciones recursivas (2.78)-(2.79) para las matrices r1(k), ro(k) y ri2(k) son

inmediatas de (A.29)-(A.31).

Finalmente, para obtener la expresion (2.81) para la matriz de covarianzas de la
innovacion, II(k), utilizamos la formula (2.75) para v(k), las funciones matriciales
1, T2 ¥y 712 definidas en (A.29)-(A.31) y la relaciones (2.76) y (2.77) para las matrices
Ji(k) y Jo(k).

A.5. Demostracion del Teorema 2.5.5

La formula recursiva (2.59) para el estimador de suavizamiento punto fijo de
la sefial, a partir de observaciones especificadas en (2.69), se deduce facilmente
de la expresion general (A.22), separando el ltimo sumando. Los elementos de
esta formula estan completamente determinados por los resultados recogidos en el
Teorema 2.5.4, salvo la matriz S(k, L) = E[z(k)vT(L)], para L > k; si utilizamos
(2.75) para la innovacion v(L) y las hipotesis del modelo y definimos las funciones
matriciales

Ei(k,L) = E[z(k)O] (L), L>k i=1,2, (A.32)
la formula (2.60) para S(k, L) se deduce de forma inmediata.

Las relaciones recursivas (2.85) y (2.85) para Ey(k,L) y FEs(k,L) se
obtienen facilmente usando las expresiones (2.73) y (2.74) para Oi(k) y Oa(k),

respectivamente. Para finalizar, la condiciones iniciales de las féormulas anteriores



A.6. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.5.6 129

se deducen teniendo en cuenta que, por el LPO, E[z(k)OF (k)] = E[Z(k, k)OT (k)]
para ¢ = 1,2; asi, usando la expresion (2.72) para el filtro y la definicion de las

funciones matriciales r1, ro y 712, dichas condiciones iniciales quedan establecidas.

A.6. Demostracion del Teorema 2.5.6

Para obtener el estimador de suavizamiento intervalo fijo de la senal, a partir de
observaciones verificando las hipotesis descritas en la Seccién 2.5.2, partimos de la
expresion (A.22), de donde se deduce que

2k, T) =2k, k) + > Sk, (i)v(i), k<T.
i=k+1

Puesto que en el Teorema 2.5.4 se ha obtenido una expresion para el filtro,
Z(k, k), solo nos queda determinar el sumatorio; con esta finalidad, calculamos los
coeficientes S(k, i) para i > k + 1. Usando un razonamiento similar al utilizado en
el Teorema 2.5.4 para obtener S(k,i) con i < k, obtenemos, en este caso, que

i—1

S(k,i) = B(k)p()) AT (i) = p(i)) Sk, I ()ST (0, ), i =k +1,

j=1
vy teniendo en cuenta (A.23) para S(k,i), con i < k, y las expresiones (A.29)-(A.31)

para ri, ro v r19, se deduce
S(k,i) =[B(k) — A(k)r: (k) - C(k)riy(k)] p(i) AT (i) — [A(k)r1a(k) + C(k)ra (k)]

<p(O)CT() - pli) 3 Sk NI (G)STGd). i 2 k1,

j=k+1
Esta expresion para S(k,i) permite expresar

S(k,i) = B(k) — A(k)ri(k) — C(k)riy(k)] Ay (k,1)
— [A(k)r12(k) + C(E)ry(k)] Aok, ), 0>k +1,
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siendo Ay y A, funciones matriciales verificando

Ay (k,i) = p(i)A ];HA (k, )T ()ST (0, 7), i>k+1, A3)

Ay(kk+1)=pk+1)AT(k+ 1),

Ay(k,i) = p(i)C J;IAQ (k, )ITY()ST (3, 5), i>k+1, o

Aok, k+1) =p(k+1)CT(k +1).

Por tanto, si definimos

T) = XT: Ak, DT (@), k<T; q(T,T)=0, (A.35)
T) = i Ao(k, )T (i)w(i), k<T; o1, T) =0, (A.36)

la expresion (2.87) para el suavizador intervalo fijo queda demostrada.
A continuacion, se obtiene la formula (2.88) parag;(k,T"). Con esta finalinad, se
utiliza la siguiente expresion, obtenida de (A.33) y valida parai > k + 2,

Av(k, i) — Ay(k + 1,4) =—Hy(k + D)p(i) [AG)Ji(k + 1) + C (i) Ja(k + 1)]”

—p(i) Y [Ar(k,j) — Ay (k+1,)] T (5)ST (0, ),

j=k+2

siendo Hy(k + 1) = p(k + 1)AT(k + 1)IT7'(k + 1). Comparando esta expresiéon con
(A.33) y (A.34) en k + 1, se deduce que, parai > k + 2,

Aq(k,i)—=Ar(k+1,43) = —Hy(k+1) [J{ (k + ) A1 (k + 1,0) + J5 (k4 1)As(k + 1,4)]
(A.37)

relacion que, segtin puede probarse facilmente, también se verifica parai = k + 2.
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Por tanto, si despejamos A;(k,4) en la féormula anterior y sustituimos la expresion

resultante en la relacion (A.35) paraqi(k,T), se obtiene

q(k,T) = [Iny — Hy(k+ 1)JT(k+1)] Y Ag(k+ 1,0 (i)u(i)
i=k+2
—Hi(k+ 1D)J(k+1) Y Ag(k+ LI (i) (i) + Hy(k + Dv(k+1),

y utilizando la definiciéon de las funcionesq; y ¢, dada en (A.35) y (A.36), se deduce
la expresion (2.88) para qi(k,T). Analogamente se deduce la relacion (2.89) para

QQ(I{?,T)
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Apéndice B

Demostraciones postpuestas del

Capitulo 3

B.1. Demostracion del Teorema 3.1.1

Considerando las hipotesis especificadas en la Seccion 3.2, hemos de determinar

el predictor en una etapa y el filtro de la senal que, segin (3.3), estan dados por

k—1 k
2k k—1) = ZS(k,i)H_l(i)u(i), 2k, k) = ZS(k;,i)H‘l(i)u(i).

Por tanto, hemos de calcular los coeficientes S(k,i) = E [2(k)v"(i)], para i < k;

usando las expresiones (3.7) y (3.6) paray(i,i — 1) y ET(i,i — 1), se deduce que
S(k,i) = A(k)J(1), 1<i<k, (B.1)

donde J es una funcion matricial que satisface

T

1) = G56) ~ S IO G)E [1)270)] 8" )

: : : (B.2)
—J@—1DHT@G), 2<i<k,

133
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Por tanto, si denotamos

O(k) = Z J()IT (i) (i), (B.3)

el predictor en una etapa de la senal, Z(k,k — 1), y el filtro, Z(k, k), claramente

satisfacen las expresiones (3.9) y (3.10), respectivamente.

La formula recursiva (3.11) para el vector O(k) es inmediata de (B.3). Ademas,
sustituyendo (3.9) y (3.10) en (3.8), se tiene que la innovacion,v(k), esta dada por
(3.16).

La expresion (3.12) para J(k) se obtiene facilmente de (B.2), teniendo en cuenta

(B.1) y denotando

r(k) = E [O(k)O" (k)] = > JOI'(i)J" (i), r(0) =0. (B.4)

i=1

Ademas, a partir de esta expresion, la matricesr(k) satisfacen claramente la relacion

recursiva (3.13).

Finalmente, obtenemos la expresion (3.17) para la matriz de covarianzas de
la innovacion, I(k) = E [y(k)y" (k)] — E [g(k,k — 1)y"(k,k — 1)]. A partir de la

expresion (3.16) para v(k), se deduce que
Yk, k—1)=Ga(k)O(k — 1)+ H(k)v(k — 1);

asi, utilizando esta expresion en la formula anterior parall(k), las ecuaciones (B.4)
v (3.11) para las matrices r(k) y O(k) y las hipotesis del modelo, la expresion (3.17)
para I1(k) queda probada.
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B.2. Demostracion del Teorema 3.3.2

La expresion (3.18) para el suavizador punto fijo se obtiene de forma inmediata

a partir de (3.3), sin mas que separar el altimo término de la suma.

Para calcular la relacion (3.19) para S(k,L) = E[z2(k)vT(L)], con L >k,
utilizamos la formula (3.16) para la innovacion v(L) y definimos, para L > k, las
funciones E(k, L) = E[z(k)OT(L)]. Ademés, si tenemos en cuenta (B.1), la condicion
inicial S(k, k) = A(k)J(k) también queda probada.

Finalmente, usando la expresion recursiva (3.11) para O(k), se deduce la
formula (3.20) para E(k,L) con L > k. La condicién inicial de esta relacion,

E(k,k) = A(k)r(k), es inmediata ya que, por el LPO,
E(k, k) = E[z(k)O" (k)] = E[Z(k, k)O" ()],

y teniendo en cuenta (3.10) y (B.4), paraz(k, k) y O(k), repectivamente, la formula

queda probada.
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