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POR D. JOSE MARIANO VALLEJO,

catedrdtico que fué de Matemdticas , Fortificacion , Atague y
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TOMO PRIMERO, .
PARTE SEGUND A,

QUE CONTIENE
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LA GEOMETRIA, TRIGONOMETRIA RECTILINEA Y CGEOMETRIA PRA,CTICA.

TERCERA EDICION

corregida de algunas fnexactitudes que se cometieron cn las anteriores. Tlustrada conm
cuantas netas y observaciones han sido necesarias para que se halle al nivel de todos los
conocimientos de esta ciencia en Europa, y aumentada , respectn de la segunda edicion,
con las teorias de Ins paralelas de Schvvab , Hutton , Leslie 5 Cresyvell , v de los eélehres
Tomis Simpson y Roberto Simson: cou diez casos de igualdad v otros diex de semejauza
de tridngualos ; con otras muchas proposiciones in.portantes , entre ellas un método de
hallar 1a relacion del didmetro 4 Ia civeunfereucia ; con una tabla de las lneas trigono-
metricas naturales para todos los grados de un cuadrante, otra de los senos en la di?ibion
centesimal , ¥ otra de las diferencias entre €l nivel verdadero ¥ aparente , contando con
la refraccion , juntamente con el ‘nixodopdc culc:;lar ¢sta en Espafia,
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‘En la segunda edzczon de este votumen servza cle prélogo la

e

siguiente R :
ADVEI’Q"'IfI.‘.ZN:CIAi

"Cuando en 'uzrtud de Real orden prmezpze 6 escribir. esta obra,
w0, se podian preveer las circumstancias ocurridas despues del afio

,s,de 1808 : : por esta causa-la dividi. en ‘dos tomos que penmba im—
. »primirlos en 8.° mayor , arreglando el papel ¥ el cardcrer de le-
-nira, de modo que resultase una edicion cémoda y hermosa.

»Pero las cireunstancias ocurridas po.cterzormente me obligaron, a

mque, al efectuar o, impresion , dividiese cada tomn, en dos partes ¢
“»voliimenes : para lo cual tuve dos razones poderom: H la e que ‘en
nel cardcter de letra en que me i { precisado &, hacer entonces la im~

npresion, hubieran salido los tomos demaszado abultados; y la 2%

»que no hallandose en el terreno ‘dominado por las armas espanolm
ningun libro de Matemdticas por donde pudiesen estudiar los que

»nse dedicaban 4 la carrera militar,, pubtzcmzdo, antzczpadameute el

voldmen de Aritmética y Algebra., proprczonaoamos el que. tuvie—

nsen untesto por donde estudiar. estos trarados, interin se zmprzmm
sla~Geomeiria. Y .ahora me . veo preczmda 4 continuar con la mis—
»ma division de tomo 19 parte 2% para que los lectores que ten—
”gan la 1% parte, puedan., proporc:onarse la 2 sin verse. preczsado:
»d tomar otra vez la 1% .

nEn esta 23 edicion he hgc]zo todm aquellaf enmzendas ¥ sim—

nplificaciones que me han pmeczdo ne:.emrms, y he afiadido otros

ndos métodos de demostrar la reora - del circulo, cxlmdro, cono.y
wesfera con exactitud y sip la. consideracion vaga € inexacta de que

- wel circulo es un poligono de infinitos lados : porgue es de la mayoer

N

nimportancia el que todos los que se dedican & ung cienia, conozcan
»los diversos mtodos quz pueden conducir 4 perfawmnarla. Tumbien

. »me ha parecido conveniente poner el modo de cuadrar varios espa~

»neios circulares de que apenas se tiene noticia, como son obres lanu-

, nlas dzferentes de las de Hipocrates,. los ar bdos de Proclo, Arqz;;—
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wimedes y Vieta, y el salinén de drquimedes; con lo cual tendrdn
o5 princz’piwztes todos aquellos conocimientos geométricos 1 ecesarios
»para imponerse en los deinas tmm:]os, $5in nece.szdad de recurfir
»d 0tros !un os paia eitender’ la parte’ elemental 3y "ast puedeu e
miar sepuros de que en esta segunda edicion no so/o hallaidnrodo lo
necesario, sing que tienen ademas todos los diversos mérodos que
»se conocen hasta ahora pa'ra derhostrar las teorias mas interesantes:
“en tules térniinos que contiene todos los adelantamientos de conszde—-
wracion que han hecho en ésta cientia Legendtc, Lacroix, Gdrmer,
»Suzzane vy Franceeur ) ‘quie. ‘son los’ que ditimamente han escrito so-
wbre’ este tratado; y si 10 recuyese pretisarnente én elogio o , de-
»mostraria hasta la evidencia que he- evitadd* muchos saltos vig—
»lentos ‘que se Nallan en las obms de estos Geometras y que he lle-
»nado muchas lagunas que hacian defecmom i ciencia. Sin embar=
ngo, 1o que me parece que’ 1o p"edo ni-debo dejar de advertir. és
‘wque ol método que eleni en iu przmem edivion para demosivar la
“wteoria-del ctreulo, cilindro ) cano y esfern, sacado de las obras de
a’/quuzmedes, y desterrado sin razon de las obras modernas que efim
»tdnces se conocian, es el dnico sdlido, geomeétrico, rigoroso y exac—
"0, y por-lo mismo lo he conservadlo 'y es el que se halla en &l
“wtesto emtre corchetés: y tehgosln satisfaction ‘de que ya en-la obra

“»de Suzzane sobre el' midtbdo de estudiar: da Geometri} e guzere,

nacerear algo d él, aunque toduvia estd vy distanie.
» Mas* debo ndvertrr que aquellas’ proposiciones que 1o son de -uria

“wabsoluta necesidad para los. sprincipiatites las he puesto -por notas

»y por ‘digresiones., para- que ‘pucday omitir- su estudzo' aquellos
»nque 50 iraten de pmﬁmdzm, mucho en’ esta’” cigneid; ™y como

“ma' pesar de esto podrd ocurrir el quedSulguncs ‘les parczea |

demasiado lo que queda en el testo , he pucsto encerrado ei-
»ire corchetes de esta especie { > aquellos: pdrrafos cuyo contenido
»70 €S tan mecesario, y que por lo mismo se podrd diferir -su estu-

 »dio hasta que los prim"z'p?amu se. hayan impuesto en lo demas. Sin

nembargo de esto podrd ocurrir quie todavia pnrezm d alguno qlie
wes demusiado larga la Geometria ; lo cual proviene de lo muy atto-

" »sados que nos hallamos en estas ciencius , y de que estamos acos—
. wtumbrados & estudiar poco mas que sus simples nombres y por mé-
“sstodos inexactos: de donde proviene la decadencia de nuestras artes,

!nmmmfncmms, industria, comercio &'c, . Y siendo necesario ako-
nTa IaS que nunca , el fomentar en nuestro suelo esta fuente de la
nprosperidad de los estados, y estando convencidos de que el medio
oymas directo para mmagmrlo son el difundir las luces . sobre una
“sciencin tan evidentemente 1itil y- necesaria, no he omitido diligen—
i “dlguna que pueda conducir & tan felices resultados.”
¢ Acerca de esta’ tercera edicion , solo. afladiré que continuando con
la idea que me he propuesto de que en esta cbra se contenga cuanto
nuzTo dtil se publique en todo el globo, he afiadido en esta terce-
“ré edicion cuanto he concebido podm ser de alguna utilidad. Entre
~estas ‘adiciones las hay de mucha trascendencio , como som: los diez
“nuievos casos de igualdad de tridngulos y otros dz'ez nUETOS t‘ambien
de semejanza de “ellos: »
- En cuanto al método de esponer la doc!rma, no. puedo ménos. de
“eongratularme al ver. que todas lus obras que se han pubiuﬂdo dej~
‘pues- dé’ compuiesta I mia y se han propuesto Henar los mismos hue-
~cos quié yo habla norado, y que me propuse tratar del modo que
correspunde‘ ¢ unas ciencias cuyo cardcter esencial es lo exactitud, y
¢ los adelantamientos hechos por. la verdadera Metafisica. Aunque
“de:la comparacion de dichos métodos con los gue yo he usado , po—
drivresultar alguna ventaja respecto de los mzos, yo me abstendré
wde’ satar ninguna consecuencia-y me contentaré dnicamente con lo sa-
~tisfaccion que e resulta de haber sido el primero. que he reconocido
'y P
lus Matemdticas , y que los uutores que han escrito despues han re=
*conoczdo las mismas ;'rzexac»ziudcs 5 3 han trarado de subsanarlas,
“i " Los autores en que se-ve mas coincidencia de ideas sobre el particu-
g lar, son Mr. J. Schwab. y Mr. A.L. Cauchy entre fos franceses, M. M.
-Leslte y Creswell entre los ingleses. Mr. Schwaben la przmem parte
de sus elementos de Geometria, impresa en Nancy el afio de 1813
“indica que su principul objeto es demostrar las mismas proposiciones
que antes se tomaban por axiomas y que demostré primem Joen mis
- adiciones & la Geomerriu de D. Benito Bails, impresas en 1803,
He agui comé - se esplica’ Schawab , en el prélogo de dicha obro:

 »cualquiera que sea el grodd de exactitud que los antiguos autores de

»nGeometria hayantratado de dar G sus demostraciones , ellos encon-
-miraron desde el principio, para demostrar las propiedades de lalinea

rado “salvar - vdrias inexactitudes que se cometian ai esplicar
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swrecta y de las paralelas, dificulrades que no pudieron superar; ellos
ampues fan imaginado colocar ¢ la cabeza de sus obras , bajo el nom-
sbre de axiomas, verdades cuyo simple enunciado basta para hacer
‘ssreconocer su evidencia, ¢ introdujeron con mafia entre estos axiomas,
scomo igualmente, evidentes, otras verdades que bo son mucho mgnos.

»wLos verdaderos axiomas, no ticnen necesidad de estar colocados ¢ la -

wrcabzza de un libro: si en el eurso de una demostracion , yo deduzco
»la igualdud de dos cantidades, por la razon de que cada una de ellas
sses. igual con una tercera, el lector me entiende perfectamente , sin
»quz yo tenga necesidad. de recordarle que esto es en virtud de up
“maxioma esiablecido anteriormente. Como todas las verdades que la ne-
neesidud sola ha erigido en axiomas se hallan demostradas en esta
»obra, yo he creido deber suprimir los axiomas como initiles.”
Mr. A.L. Cauchy, d quien tengo el honor de conocer personal-

-mente, y con quien he tenido la satisfaccion de conferenciar en Paris

sobre varios puntos de las Maremdticas coincide tanto con mis ideas,
que-no- puedo ménos de poner aqui algunas de sus aserciones , aui-
que precisamente no sean todas ellas relativas & la Geometria. En
la introduccion de su Curso de andlisis, impreso en 1821, dice:
“En cuanto & los métodos, yo he procurado darles todo el rigor que se
-exige en Geomelria, para #o recurrir jomds & las razones sacadas
-de la generalidad del. Algebra. Las razones de esta especie o qunque
bastante comumimente admitidas, sobre todo en el paso de las sérigs
convergentes & las séries divergentes, y de las cantidades reales d las
espresiones imaginarias , no pueden ser consideradas , me parece, Si-
né como inducciones propias para hacer presentir algunas veces la ver-
dad , pero que se conforman poco con la exactitud tan ponderada de
los Matemdticas. Se debe aun observar , que ellas tienen tendencia @
hacer atribuir & las formulas algebrdicas una estension indzfinida,
mientras que en la realidad, la mayor parte de estas formulus sub-
. sisten dnicamente bajo ciertas condiciones , y para ciertos valores de
las cantidades que ellas encierran. Determinando estas condiciones y
Cestos valores, y fijando de una manera precisa el sentido de las no—
- taciones de que yo mz sirvo, hago desaparecer toda incertidumbre.”
Los que comparen estas espresiones con lo que resulia “en varios
parages de mis obras, en que he tenido la suficiente firmeza para
separarme de la generalidad de.los autores siempre que fan tratado
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deestender. sus cansecuenciasd mas de lo ‘que rigorosamente detnyesm

tran, podrdn. juzgar con algun fundamento de la satisfaccion. que 1ae
habré cabido al ver confirmadas mis ideas por un sabio, que forma
e ¢l ‘dia las esperanzas de los mejares matemdticos, y al conside—
rar - que , en mis obras, he llevado algo mas adelunte sus ideas.
En‘ efecto , en:la advertencia del resymen de-las.lecciones dadas
en la Escuela Politécnica sobre- el cdleulo, infinitesimal. impreso ‘en
1823, dices: S S T S , [P
- “Los mérodos que yo he seguido , difieren bajo muchos aspec—~
tos de los que se hallan espuestos en las sobras del mismo género. Mi
objeto principal ha sido el conciliar el rigor. de que yo me . habia n—-
puesto una-ley en mi Curso de Analisis; conla. sencillez. .. la HaYor
parte: de’los: Gedmigtras westén conformes, ahora en reconocer-lg ine
certidumbre de 1o resultados G: que puede. uno ser “conducide por
el empleo de séries divergentes... los quelean mi obra, se convence—
ran , yo ?o espero , de que los- principios del “cdlculo diferencial 3
sus mas importantes. aplicaciones , .se -pueden espener ‘muy facilmen—
te sin la infervencion. de las.séries.” ¥ comoyo-esplico toda el cdl-
uflo diferencial sin fundar sus principios en el desarrollo de las sé—
ries, resulta que me he anticipado mucho eneste asunto; y 5i se tie-
ne en consideracion que Mr. Cauchy supone ya conorida la. férmula
del binomio de Neuton, y que ya:esplicodos. pripcipios-de dicho-cdlcu-
Io 5 Banio en ‘este. tratado , comto gn.mi :eomﬁpé}'zdio ~de sMatemdtim
m;; 55 81 iporet-demiosirada lo espresada férmila ;. no se estrafiard
':lg»%tgr yéaZ% asfgurado haber ?levqc?é jc’zl%*o('mas adelante las i‘deq.r
du‘g ‘Ix{z:.LIa,eézeeo,Jng; 4i02i;czlm de su Geometria, impresaen 1820,
¢ tria as ‘olras c1encias. gue. no estén limg—
tadas G las operaciones del entendimiento, necesita dltimamente g
poyarse en observaciones esternas. Pero estos hechos primarios son
tan pocos , tan distintos y obvios, que el subsiguiente giro del razo—
nanento. es seguramente seguido para la ilimitada estension, sin g—
pelar‘ d lo evidencia de los sentidos. La ciencia delg Geon'zet,ria or
lo mismo, debe su perfeccion G la estrema sencillez de sus ﬁt,f’l;a-;
mentos , y no saca ventaja visible del modo artificial de su conrese
tura. Los axiomas son aqui desechados, como siends totalmente iyiie
tiles, y mas bien apios para producir oscuridad.” Este Autor ha in—
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sentado dar una dembstracion de que la linea reeta es:la inas cor-
ta.entre dos puntos, que:pongo por nota en el (§ 373), para.que
el lector pueds compararlaicon la mig. .0 - e ",’9,‘;

M. Cresswellyen su_tratado de Gao;‘n?trza, impreso en,JS >
critica con muchisimo fundamento los vicios que se cometian para
dar d conocer. lo que es superficie, linea, y punto,.y coincide en
wn todo, con. el modn ‘que. yoisigo sobre. este.particular. Despues K‘wl:zo._en

«Es bien sabido que bajo el mismo titulo de axiomas, E?Z‘Z'uiek
ka colocado proposiciones que difieren mu/chohen- sw naturaleza’lis u~
was de las otras. Algunas de ellas son: 6 puras difiniciones , 0" aun
cuanda sean. verdades vevidegtes . por. st mismas, san las inmiediatas
consecuehcias dé las ddfinicigness uro de divhos ‘qxz?mfz{ 165, UB. Teorey
ma que %equiere . cdnaite ffcicisfman.e dammﬁmczomﬁ;ar;}y) el-yizflﬁzzqqt dq
ellos. pertenece 4. aquella’clase peculiar z.ie;pmposzcwnes, que: rquvff
medes ha lamado propiamente asumptions.. Estas,. d la verdady
ipueden ser consideradas como pruebas.de la presente zmperfecqzon de
1a ciencits de:la Geametrid. Ellas deben huber szda_ 'co:zsrzdgrgdx?;- como
introducidas en susorigen, solo ¢on el -abjeto de que .Zog;prog_re‘sos’de
da ciencia. no.pudiesen ser im;.iedidos.:xP_or lo que , se perczbe, que
siempre que puedan ses deducidas. fie alguna thotgszs mas: clara, ne?
deben retener. su. forma por mas Hemponse.” SRR R
-+ '+ Podrfa -#itar algunos..otrakpasages tanta de aJhclw autor. corio
de otros en favor -de.mi:asércion; pero lqs omitiré, _dejando..al leca
“tor que exanine el asuriio: scan l@:dgbzdri. .v,amp@'cgm’hdad: ‘%uedan;lo yfo
satisfecho con no haber ogitido diligenciu algunn que pueda conduciy
para completar y mejorar esta obra, fon.venczdo"ae que mientras mas
_se_facilite la propagacion de los conecimientos matematzcos,"mqsi,?gf;-
-tgjas se proporcionai. al género humano. .+ e
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| INDICE | o
DE LAS MATERIAS CONTENIDAS EN ESTA SEGUNDA PARTE.
. . GEOMETRIA.

Deﬁnicion y -objeto de la Geometria; ideas de la. estension; y Pig.
respecto 4 las tres diversas direcciones que esta puede tener,-
;.-se la considera dividida en longitud, latitud y profundidad.
La idea abstracta de la estension es el objeto de esta ciencia; y
continuando la abstraccion es como podemos considerar matema-
ticamente la superficie, la linea y el punto. Por qué decimos que
las spperficies son los limites de los. cuespos : aniloganiente los
limites de las superfiicies son las lineas, las cuales reconocen
copor Hmite al PUBLO, & v o avns et o v enor st e e as i e £
Hemos ido adquiriendo idéas analiticamente hasta llegar al punto; ‘
‘por lo cual principiarémos ahora sintéticamente. Ertores de las
-definiciones de los antiguos; las lineas, las superficies y los. vo- .
* ldmenes se originan del movimiento del puato, de la linea y de
Ia superficie. Division de las superficies en planasy curvis, las
cuales pueden ser céncavas, CONVEXAs ¥ Mistas. . v oo v s .
Division de la linea en recta y curva : nociones acerca de lo mu-
cho que se ha trabajado parademostrar lo que se sabe acerca
de este punto. Debe haber en la Geometria un tratado delineas,
otro de superficies , .y, otro .de.volimenes. Idea del. planoma~. . i .
- ;te1711,itigo, B eLEA A e b e e e b v ek n kD s sre s hies b k-
el 1ipdo con -que se considera originada la linea recta, resulta -
> que fijando dos puntos .se conoce toda ella ; bajo cuyo princi- -
pio.sc van demostrando las demas propiedades de las rectas
hasta llegar 4 determinar.la comun medida de dos de ellas;
cuyo problema se resuelve mucho mas facilmente comparin-.
do 4mbas lineas.con.otra. medida llamada. escala, vu v va v o . .10
Division. de la Geometria en elemental y. sublime ,. definiciones’,
. de la circunferencia de circulo, del circulo y de las diversas cos .
sas que seconsideranen él. ... il iiae i oL, I3
Mcerca de la circunferencia se demuestra 1.° que no se pueden
encontrar dos concéntricas sin confundirse ; 2.° que doblado
un circulo por el diametro se ajustan los dos arcos exacta-
mente, y ‘por consiguiente el didmetro le divide en dos partes
iguales, oo oo e e e 14
Nocioues acerca de los dngulos, y de varias de sus propiedades.,.. - 16
Consideraciones particulares acerca del espacio indefinido com-
preudido entre el 4ngulo ; nocienes del wridngula; cuyas espen. .
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cies se dan 4 conocer, y las propiedades que se verifican en él,

sieudo la primera la igualdad, bajo cuyos principios se resuel-

. ven varios problemas de los tridagulos. . ... . oL T 0L,
Sigue demostrindose la razon que guardan los lados con los an~
gulos que se les oponen ; varias proposiciones relativas 4 los
triangulos en general , y 4 la razon que guardan varias rectas
emre si, y comparadas con curvas; y en virtud de la doc-

. trina dada se resuclven los problemas de levantar perpendicu-

lares 4 las liueas, tanto desde puntos suyos como desde fuera,

y dividir una linea en dos partes iguales. v vvv v i v
De las paralelas,

Ideas y definiciones de estas lineas, y ‘de los dngulos que forman
al encontrarse con otras; proposiciones que se verifican en
ellas. oL e e i e e e

Demostracion de ser el angulo esterno igual 4 los dos internos
opuestos cuando en un tridngulo se prolonga un lado; y algu-
nas -otras propiedades de los tridngulos. . . .. ..o oo

Digresion acerca de la teorfa de las paralelas.

Eximen de los pasos seguidos para ordenar -esta teoria por

Proclo. e v v ittt ey e e e e e e e e
Teoria de las paralelas del Padre Clavio, v oo vvvunvn oy,
Td. de-Legendre .o v v o v v vs e s oneevnnnnnsnensesnas
Id. de RIrcher. oo veve v s e v se s teee c s v nencenneens
Id. de Hauff . . . v v s et ve i s ar s v vevenssosonnss
Td. de Schwab, v v vt vt cvveennns st eneesanonnsornnse
Id. de Bertrand.. « v v v cv v vt 0r tert s et et e
Td, de LacroiX o v o v v v o eeneevee soseosnnsnasnecs.asn
1d. de Don Antonio Varas ... .o oo vt v v v sn o aevnsvns
Td. de HUutton . v v v v o v cvveo s oo s v oonssossnassonsas
Id. de Leslie . e ot st et tnnsonssnenvsnosaosonswas
Id. deCreswell oo vt i i it s i i e e n s es sivaon e
1d. de Tomds SIMPSOIL o v v v v s s s snseveeneconsnis
Id. de Roberto Simson « o v v v vt ens s vesscosoansnsann

Del circulo y de las rectas consideradas en él.

Noticia critica de la obra de Euclides ,y de las de Legendre y
Lacroix. Teoremas y problemas acerca del punto propuesio
€N-ESLR SECCIOMa o v s v v e v s oo e oo s s snossonaitasssoas

22

26

41

54

56
57

64
72

74

92
97

B 98

99
id.

100

id,
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De los: poliedros regulares ,«y .de’tlns cinco. cuarpos que seconocen. con

i ¢l nombre de. cuerposwegularesd .
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El .tetraédra , exaédro ,. octaédro.,.icosaédro y.dodecaédro;. san
los cinco tnices cuerpos en que se verifican las circunstan-
cias que se:requierefipara qué losléueirfios seatl regulares, Pe-
ro prescindiendo de que los poligonpos sean semejantes, hay

trece dtribuides & Arquimedes,.de lestcualesise da cenpeimien-: »
to segun Pappus, y se:presentan algunos.en disposicion de.

poderse doblar para formarse una-idea exacta de-ellds. .. ..,
~o o wo, Desdos pres cuenpos redandoss '
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Cuando un réctdngulo:gira -sobre um lad
tridngula reetdngulo’sobre-un: cateto ,t.6.en, fin un semicircule
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ol sobressw didmetro’, se otiginan:tres:-cuerpds Hamados redon--

dos; 6 ‘de révolucion 'y conacidos con los .nombres..respecti<

vos. de cilindro, cono.y esfera.. Merece. particular. atencion. la .

*- medida. de sus superficies.y volimenes.,. siendo. la. primera de: . |

estas dos en el eilindro, dgual 4 Jazde un circulo euye radio:sea -

medio - proporcional. ensre el dado del cilindro'y. el didmetro
“de Ja.base, mas las de las dos bases 5 y la segunda igual al
voldmen.de un paralelepipedo que tenga- por base un cuadra-
do , cuyo .Jado.sea medio proporcional entre la circunferencia

de la basey la mitad del radio«; y-la aliura sea la misma del. |

cilindra..En el cono, es la-supesticie- fateral igual 4 ld de un

T xirculo cuyo radio sea medio.proporcional entre el lado del co-

no y el radio del circulo de la base, y para hallar la super-
ficie .total:no habrd mas que afadir 4 la superficie lateral.la
de la base ; y el volimen es la tercera parte del de un cilin-
dro:-de l2 misma base y altura que. ¢l; Fipalniente la superticie
de da:estera es igual al cuddruplo.de la de uno de sus circulos
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méximos, 6’4 la de'un circulo que ténga por radio el diimetrg.
de la esfera, ¢ 4 la superticie lateral del cilindro circunscritos
y el-voldmen es cuidruplo del de uncono que tiene por base

+:4 un circulo méiximo dela esfera, y por altura. el radio de
esta; 6 es los dos tercios del cilindro circunscrito. .+ . . . . .
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A‘éerc:i del Tratado Elemental  de -Matemdticas ha co-
municado el Consejo Real 4'las universidades del reyno y rea-
les estudios de S. Tsidro'eén 11 dé octubre de 1815 la sigiilente
Circular, que se inserté en la.gaceta del:a4 del mismo.

«Con Real érden de 8 de octubre del afio proximo se remi-
ti6 4 consulta del Consejo el Tritado Elemental de Matemd-
ticas que habia presentado su.autor Pon Jos¢ Mar 1o Vallejo,
con representacion en que solicitaba que llevindose 4 efecto
una érden de la Regencia:del mes de agosta de 1810, se adop-
tase dicha obra por testo en las universidades y colegios de Es-

paiia ¢ Indias. Pedido informe & las universidades miyores del

reyno, informaron lo quie tuvieron por conrveniente, convinies
ron las tres-en que la obra es de mugho mérito por su método,
claridad 'y escelentes.ideas. Y visto.por el:Gonsejo, con lo es-
puesto por los tres sefiores fiscales, teniendo presente que en
virtud del Real decreto de 1% de'febrero de este dfio se trata
en el dia de formar. un pla‘nl general de estudios, 3; se halla
mombrada al efécto una junta de varios sefiores ministros,-hizo
presente 4 5. M. su dictimen en consulta de 28 de setiembre
proximo, y conforméndose con él, se ha servido acordar se
deje 4 las universidades en la libertad de adoptar.el tratado
de Villejo desde luego ; si quieren; aunque solopor ahora), y
sin perjuicio de lo que’S. M. se'digne résolver én vista del plan
de estudios que le proponga la junta deministros creada con
este objeto. Publicada en el Consejo la-autecedente Real reso-
lucion, ha acordado su cumplimiento, y que se comuniquen
las c&z’reépomiimtes 4 lys j;i;lixré_z‘;sid;ulas d(c{l._13ejma,;pam su in-

teligéncia y observancia enila parte que lescorresponda.

§
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~ bilidad ; porque tode: cuerpo, sea el

TRATADO ELEMENTAL
" DE GEOMETRIA
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PARTE PRIMERA.
Nociones preliminares.

336 La,_ palabra Geometria quiere decir medicion de tlerra,
porque este fué sin duda su origen (*); pero en el dia se compren~
de bajo este nombre la ciencia que trata de averiguar las relaciones

. § propiedades de la estension 6 de la cantidad continua , en cuanto es
té terminada 6 figurada. ‘ .

Ya hemos dicho (iatrod.) que por estension se entiende el espa=
¢io que ocupa un cuerpo, y que los cuerpos no solo se hallan dota-
dos de estension , siné de todas las otras propiedades que alli enu-
meramos ; pero la Geomerria solo considera la estension y la figura-

e fuese , ha de estar termie

s

(*) Hay diversas opiniones acerca del origen de la Geometria. La
nayor parte de los autores la hacen nacer en Egipto. Tal es, por
ejemplo , Herédoto, el primero que entre los antiguos ha escrito la
historia en prosa , y .quien por esta causa mercce mas crédito 5 porque,
escribiéndose idntes. pod¥ en verso , quedaba desfigurado por las ficcio-
wes. poéticas 5 . ast . pondrémos aqui bo que él dice (libro 2.°) apren-
di6 en sus viages 4 Tebas y & Menfis: “Me aseguraron que Sesostris
whabia repartido el Egipto entre sus vasallos , y que habia dado 4 ca~
»da uno igual porcion de tierra en cuadro , con la condicion de pagar
wanualmente un tributo proporcionado : si la her 4 de slguno que-
»daba disminuida por. el rio , lo hacia presente al Rey , el cual envia=
»sba . & reconocer el terreno, y lo hacia medir con el fin de saber en
weuanta se habia disminuido , y no obligar 4 pagar mas tributo que el
ncorrespondiente & lo que le habia quedado. To creo , afiade Herddoso,
ngue de aqui tomé origen la Geomeiria y pasd d bos Griegos.”

TOMO I PARTE IL 1 :

.
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nado ; y los diferentes modos con que lo puede estar ,'se dice que
son su forma 6 su figura, ' ' S

Si queremos adquirir bien la idea de la estension, supongamos
que 'se tenga en la- mano un objeto cualquiera , tal como un libro,
y observarémos que este libro ocupa una parte del espacio ; si le
quitamos de donde le teniamos , la parte del espacio que ocupaba
antes alli se quedard ; y aquella es Ja estension de dicho libro.

Ahora, un cuerpo cualquiera que ha de“ocupar un espacio, lo

~ hace en tres sentidos diferentes ; porque ha de tener algo de largo,

algo de ancho y algo de profundo; y 4 cada una de estas diversas
maneras en que es estenso el cuerpo, se le llama dimension ; de
manera que la estension de un cuerpo consta de tres dimensiones,
4 saber , de longitud , laritud. y profundidad 6 grueso ; todo lo que
hay desde A 4 B (fig. 1) constituye la longitud del libro; lo que
hay desde B 4 D su latitud ; y lo que hay desde B 4 G su grueso.

Adquirida ya esta idea de¢ la estension , resulta que aunque el
objeto que la causa padezca alteraciones , perezéa 6 se destruya,
no por eso variard la idea que nos hemos formado de ella ; de don-
de se infiere que no siendo el objeto de la Geemetria la estension

material de lps cuerpos, siné. la inmaterial y penetrable que ha

concebido nuestro entendimiento , aunque ya no.hubiese cuerpos en:
el universo, no- por eso dejarian de ser evidentes todas las pro~
‘posiciones que los Gedmetras demuestran de ella. Y asi, aunque

los cuerpos estan espuestos 4 alteraciones, permanecen de tode
punto inmutables las verdades de la Geometria , porque ellas no

dependen de la materia , siné de las ideas claras y distintas que se

forma el entendimiento de las tres dimensiones.

'337 Aunque en todo cuerpo se hallan reunidas las tres dimeg<
siones , y constituyen lo que se llamma voldmen 6 cuerpo geométrico;
no obstante-por medio de la abstraccion, podemos prescindir de una
de ellas tal como ¢l grueso, y enténees queda sola la estension con-

siderada en su longitud y latitud , que recibe el nombre de superfi~

tie ; asi, prescindiendo del grueso BG (fig. 1%, nos quedames solo
¢on la estension en el sentido de su longitud AB y en el de su la=

" titud BD. ' '

" Si ahora en esta superficie prescindimos del ancho BD, nos
quedarémos solo con la idea de estension en sola longitud, 4 la
cual se le' da el nombre de lines , de manera que AB es una lineaj
si prescindimos aun de esta longitud , nos quedarémos sin esten~
sion, y 4 esta idea que nos resulia la llamarémos punto matemdtico.:
© Nada hay en los cuerpos que dé 4 conocer cual de las tres di«
mensiones es la longitud, cual la latitud, y cual la profundidad
6 grueso; esto cada uno lo suele considerar 4 arbitrio , aunque lo

i

DE GEOMETRIA, , 3
mas que se acostumbra hacer es tomar por longitud Ia mayor de
las dimensiones , por latitud l2 mediana, y por grueso la menor *)
Si en vez de haber prescindido de la dimension BG 6 DF, hu.
biéramos prescindido de la AB, nos hubiera quedado la estension
considerada en sus dos dimensiones BD y BG, lo que constituye
tambien una superficie ; si hubiéramos prescindido de la dimension

 BD, nos hubiéramos quedado solo con la ABy BG, lo que hubie«

ra cousttuido tambien la superficie AHGB, 6 con la CD y DF que
constituyen la superficie CDFE. o
Si observamos por'donde acaba este cuerpo , verémos que, en
el sentido de su longitud , acaba 6 estd terminado por la superficie
BDFG hicia la derecha, y por la AHEC hicia la izquierda ; en el
sentido de su ancho , por las superficies AHGB y CDFE; y en el
sentido de su grueso, por las ACDB y HEFG ; por lo cual se dice
que Jas superficies son los lmites de los cuerpos. ' '
La voz limite conviene 4 la superficic respecto del cuerpo &
yolimen geométrico , en toda la estension de su significado (328);
porque si suponemos que la dimension BG, por ejemplo, vaya dis-
minuyendo, la superficie 4 cara HEFG seir4 acercando 4 la ACDB,
& la cual se podra acercar tanto como. se quiera ;- pero jamas podra,
llegar 4 confundirse con ella siné cuando hiyamos supuesio que la
dimension BG se redujo 4 cero.
. 5i consjderamos ahora por donde acaba la superficie é por don-
de estd terminada , advertirémos , por ejemplo en Ia ABDC, que lo
estd, en el sentido de su longitud, por la dimension BD y por la
AC; y en el sentido de su latitud, por.AB y CD; y asi se dice que
los limites. de las. superficies son lineas. Aqui, por la misma razoa
que dates , se ticne que la linea es ef verdadero limite de Ig superfi-
cie; porque si en la superficie ABDC suponemos que vaya disini-
nuyendo la BD, ird disminuyendo dicha superficie , ¥ tanto mas se
ird acercando 4 reducirse 4 la linea AB, con la cual se llegaria 4
confundir solo en el caso de que se redujese enteramente 3 cero la
dinea 6 dimension BD, - s
. Como ya la linea solo tiene longitud , se deduce que ‘solo pbdré
estar terminada en este seatido ; y asi es, que la AB esta termina-

" (%) En algunos casos particulares, dice Develey , despues de es-

poner lo mismo que nosotros estas denominaciones son remplazadas por

otras que e} uso ha introducido. Asf, se dice la profundidad de un la-

80 y.no el espesor de un tago ; se dice tambien la profundidad de un
0%0,, de un waso . 5 y ba profundidad en este sentido no es siempre
a menor de las tres dimensiones , y aun puede ser la mayor.
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da hicia la derecha en B, y hicia la izquierda en A ; y 4 estos pa-
rages donde terminan las lineas se les da el nombre de puntos ; de
manera que el punto es un verdadero limite de la linea , porque
mientras menor vaya siendo la distancia AB, mas se va acercan-
do A 4 B, ysolo se llegardn 4 confundir estos dos puntos en uno
solo, cuando desaparezca la linea AB y no haya estension por cons
siguiente ; de dunde resulta que el punto ya no es estension , sind
el limite de toda estension. -
Tambien hubiéramos podido llegar 4 tener la idea del punto,
suponiendo que en el cuerpo fuesen disminuyendo 4 un tiempo las
tres dimensiones BG, BD y AB, de manera que se confundiesen &
un tiempo los estremos G, D y A con B, er cuyd caso toda la es=
tension se nos habia reducido al punto B. : N
338 Bien adquirida ya la idea del punto analiticamente ; pode-

mos deducir de ella sintéticamente las de la linea , superficie y vo=

limen. Los antiguos empezaban su Geometria por la defidlicion del
punto , diciendo : que punto ers el que no tenia partes, el que era li=
niite de si mismo , el que era indivisible : definiciones que 4 la;vers
dad , despues de adquirida la idea del punto,’se ve ‘que en efectd
le conviene el no tener partes , el ser limite dé st mismo y el ser-indis
wisible ; pero de ninguna manera podemos formar la idea del puntd
por ninguna de estas definiciones. Asi es, que los Sabios modernos
han declamado, y con razon, contra este modo de- pincipiar la
Geometria ; por lo que nosotros, siguiendo los' procedimientos que
indica la buena Metafisica, hemos procurado- llegar analiticamens=
te€ 4 esta idea, sin dejar hueco ni salto ; pero ahora' procederé-
mos sintéticamente para manifestar que la estension se¢ puede con~
cebir originada del punto (¥). - g e R

-Supongamos que el punto A se iueva, y tendrémos que los-

diversos parages del espacio por donde vaya pasando constitui-
ran una linea, porque solo tendrd longitud , puesto queselo es=
presard lo mas 6 ménos que hiyamos concebido que ha caminado
el punto; y no tendri latitud porque el punto no la-tenia :- de
manera que podrémos concebir originada del movimiento del pun-
_to A, una linea cualquiera tal como la AB (fig. 1); si supone-
mos que esta linea BA se mueva en un_sentido. cualquiera, pero

* (*) Hatton define el punto del mode siguiente: “Un punto es el
que tiene posicion , pero no magnitud , ni dimensiones.” Y Schwab dia
e : “El punto no se estiende en ningun sentido, y no es una ‘eantidad,
Un punio no difiere de otro sind por su posicion relariva d& oiros obe
Jetos' . R T PR S
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gie ‘no sea en el mismo AB, los diversos parages del espacio por
donde haya pasado constituirin una superficie tal como ABDC 6
ABGH ; y tinalmente, si concebimos ahora que una'de estas si-
perticies , tal como la ABDC, se mueva en otro ser}udo dxferlente
de -aquel en que se movi6 la linea AB para trazarla s tendrémos
ya originado el volumen & cuerpo geométrico ABDCEFGH. . -
_ En_los_cuerpos solo vemos los parages por donde estan termi-
nados, y como esto es lo que constituye su superficie , vamos a-
hora 4 manifestar cuantas clases de superficies hay, La superfis
cie puede ser de dos maneras; 6 plana, que es aquella en que
todos sus puntos estan tan altos los unos como los otros ; 6 curva,
que es aquella en ‘que todos sus puntos no-estan tan altos los us
fos como los otros. En nuestro libro es una superficie plana la
ABDC ; y es una superficie curva la CDFE. Las superficies cur-
vas pueden ser de dos maneras, cdncavas y convexas; se dice que
es concava una superficie, cuando los puntos que se hallan ‘en”
su medio son los mas remotos del parage por donde se mira;y
es' convexa , cuando respecto de este mismo parage son los pun-
tos del medio los que mas se acercan. La copa de un sombrero,
vista por dentro, presenta una superficie concava, y vista por
fuera la presenta convexa. Cuando un cuerpo estd terminado por
lna parte por superficie curva y por otra parte contigua 4 ella
por una plana, se dice que su superficie es mista; si la parte
ciirva es concave recibe ¢l nombre de planocéncava , y si convexa
€l de planoconvexa: un sombrero cuando tiene tendidas sus alas;
si se le mira’por lo interior, presenta -una superficie planocdncas
74, y-cuando por lo esterior planoconvexa. ‘ .

La linea tambien puede ser de dos maneras, recta y curva ; li-
nea recta es aquella que viene todos sus puntos en una misma direc~
cion (*), tal como-la AB, la BD &e. (fig. 1), y curva es aquella cu-
yos puntes no. estan todos en una misma direccion, tal como la DFy
la BG &e. : SR :

.

(*) La palabra direccion espresa una-sensacion, por lo cual na,
se puede definiv ;% asi ; solo debemos hacer conocer cual es la sensacion,
& que se da este nombre , que esla siguienite  cuando salimas-al campo,
vemos 4 un.-mismo tiempo wvarios objeros 3 si fijomps nuesira atencion
sobre: dos de ellos, advertimos que; segun variemos de lugar 6 posiciany
fos vemos de diferente modo, y tambien que ya sea con estudio ¢ sin él,
nos solemos colocar de tal manera que el un objeto impide el que vea=
mos el otro.; cuando nos sucede esta , decimos que 10s hallamos en’ hgi
iisma direceion-que bosudos ‘objetos 5 yrados: aquellos-atras que- detrag,
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339 Tambien pudiéramos haber llegado & las ideas de linea
recta y curva por ¢l modo de concebir originadas las lineas; pues,
si concebimos que el punto A (fig, 5 ) se mueve siempre en una mis~
ma direccion, originard la linea recta AB; y si suponemos que
el punto A varie 4 cada paso de direccion, originars una linea cur-,
va tal como la AC,

de ellos pudiéramos poner, de modo que se ocultasen, estavian tambien
en la misma direccion,

Entendido ya lo que es direccion , se tendrd bien percibida la na-
turaleza de la linea rvecta y de la curva. Aigunos autores han diche
que las ideas de la linea recta y de la linea curva , son ideas simples
que se pueden considerar como originadus inmediatamente de la sen-
sacion, diciendo, por ejemplo, linea recta es la AB (fige 1 )y curvaes
toda aquella que no es recta, 1al como la BG. Aunque en este mods
de pensar no kan ido del todo descaminados , no obsiante hay impro~
piedad ; porque al fin la AB que se presenta 4 nuestvos sentidos no es
éa linea recta matemdtica , sind un stmbolo con que lu representamos:
§ estando ciertos de que este simbolo ha de tener ancho, cosa de que.
carece ba linea matemdtica, no puede ser suficiente para dar idea de unad.
cosa de tanta importancia el wver un signo que la represensa no co~
mo ella es. L C .

Osros, entre bos cuales se cuentan los mas eélepres Gedmetras mo~
dernos, han querido definir la linea recta diciendo que es ¢l camino
mas corto que hay entre dos puntos. 4 pesar del mérito y celebridad
bien merecida de los Sabios que han adoptado esta definicion, yo en-
cuentro que es ba mas impropia que se puede dar; para lo cual me fundo
en dos cosas: 1.2 que esta es una proposicion que espresa mas guen ung.
propiedad secundaria de la linea recta, que la esencia gle ba misma rec-
8a, reparo que confiesan bos mismos que la adaptan: 2.% que siendo esta

proposicion ia primera de la Geometria, y enla cual estriba el undamen-"

#0 de todas las demas, no se debe tomar por definicion de una linea Iarti-”
Gular, una proposicien que debe ser ¢} resultado dela comparacion ae esta
dinea con todas bas demas que pueden existir en la cabeza del Gedmetra;
9 como luego de esta definicion hacen depender todas las demas wverdas
des de ia Geometria, se deduce que es el mayor absurdo que se puede
cometer, gh tomar por principio fundomental de la Geometria, o que
debe ser el resultado de la misma Geometria; pues de este modo se con
meie un gran cireubo vicioso. _

Otros han dado una definicion cualquiera de la li.ea vecta,y des-
pues han tomado. por axioma el que ses la mas _cortas que se pusde
‘sirar desde un punto d otve: en esto wo han procedido tan mal, pues
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. Se dice de'una curva que es concava respecto de un lado, cuan-
do los puntos intermedios de ella distan mas respecto de aquel
Iado 5 y que es convexa cuande los puatos intermedios son los que
aparecen mas cerca, : .

" 8i concebimos ahora que una linea recta CD (fig. 1 ) se mueva
4 lo largo de otra recta tal como la DB, originard la superficie

sal vez no se hallard uno que ol ver las ABy ACB (fig. 2 ) no diga
y perciba con claridad que la ACB es mayor que: ta' AB. Sin emborgo,
no es esta una de aquellas proposiciones que wverdaderamente son axio-
mas , y mucho ménos esta que tambien han supuesto; & saber, que la
‘ACB es menor que .la ADB que resulta del concurso de las dos
rectas. AD y DB. S e -

Pdrami no solo estadiltima proposicion no es axioma, sino-qué ha
sido una proposicion dudosa ; w asi, traté de.denostrarla en mis Adia
ciones 4 Lo Geometria de Don Benito Bails, manifestando los motivos
que habia tenido ‘para ello en la pdg. 20 y en la:advertencia de mis
exdmenes del Seminario de 18 de julio de 1804. ST -

*Con la- mira de saber si mi duda.era fundads , 6 si comsistia en
alguna ilusion. mia ., hice la observacion siguiente con mis discipulos el
dia 9 de abril de 1806 que fué un dia dntes de sefialasles-leccion de
Geometria. Puse en cl encerado una figura idénvica con la (fig. 3),y
bes dije que me fuesen diciendo cual de las dos lineas ACBy ADB era
damayor 5 y de catorce que tenia aquel-dia en mi clase dijeron qué era
mas Larga lo curva ACB los siete cobulleros siguientes : don. . Manuel
Villuvicentioy, Dow:José Esla ,"Don José. Cacho, Don Narciso Cailes,
Don Cayetano Navia, Don Juan Ariza y Don Ignacio DNegrit dijeron
que el conjunto ADE de las dos rectas AD y BD era mayor que la cup-
va ACB los cuatro siguientes: Don Mariuno Ibafien, Don José Joaquin
‘Cano , Don Francisco Latorre y Don. Cayetano ‘Juncar; y finalmente
dijeron que era igual la ADB con la ACB lps tres siguientes: Don
Rafdel Sobsa ;Do Cirlos Guernica y Don Victor Alejo 5 donde. se ve
que de los catorce solo' cuatro acertaron con la werdad, pueses la ADB
mayor que ko ACB: con-solo uno que hubiers dudado era suficiente pa-
¥4 10 tener por axioma esta proposicion. Aun, para convenceime mas de
5t me padia fiar en la observacion , les puse despues ung figura idénti-
caconla 4.; yles pregunié cual de las dos lineas era mayor, si la
AB 6 la . ABD , y todos me dijeron que era mayor ‘la ABD ; por
da cual entre estu proposicion, que es nuestro cuarto axioma { introd, )
y lba.anterior, hay una grandisima diferencia , para. cobocar aquella en
¢ nimero de los axiomas como se hace con esta.

Ta se van convenciendo los Gedmetras de esia werdad 5 pues My,
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plana; y si conéebimos que una linea recta CD se mueva en I3 di-
reccion de la curva DF ,:0 que la curva DF se mueva en la direc-
cion de la recta DC, originard la- superficie curva DFEC; y por
fliimo concibiendo que una superticie se mueva en la direccion
de una linea cualquiera, resultara el volimen 6 cuerpo geométrico;
si la superficie estuviese terminada por solo. lineas rectas , y se mo-

F. Peyrard en la proposicion 2.2 de su apéndice & la Geometria de
Euclides traducida por el mismn , pone una nota en que dice:

« drquimedes establece por principio que dos rectas que compref~
den un avco y que tienen los mismnos estremos que este arco som mayo=
ves que dicho arco; si Arquimedes no ha demostrado este principio, que
no es evidente por si mismo, es porgue es imposible. demostrario de.un
modo satisfactorio. Es sin duda por cousa del defecto. de evidencia
de esta-proposicion; .y por ba imposibilidad de demostrarla rigorosa-
mente, por io que Euclides no ha hecho uso _de esta proposicion, sin
lo cual le ha sido imposible demostrar muchos teoremas importantes
yelativos ol circulo , cilindros, cono y esfera . . . . s
M. Abreu en su suplemento 4 ba traduccion de la Geometria de
Euclides de Mr. Peyrard,y & la Geometria de Mr. Legendve, hace
entrar el axioma en bo definicion de la_curva, pues dice.” Curva pla~
na', es una linea situada en un plano y que cada parte convexa deb
mismo lado , por pequeia que se la suponga , es siempre mayor que
su cuerda , y menor que toda linea esterior situada en el misno pla-
no, y teniendo la misma cuerda. R

My, Schwab cifra la esencia de la linea recta en poder girar al
rededor- de- sus dos estremos 4 sin que ninguno de los puntos. inter~
medios mude de lugar. P

Como toda la evidencia geométrica nace de ba definicion y de esta
primera propiedad de la linea recta , pondré aun otra definicion que
se ha dado sobre esie punto. T T

_ La Place ha manifestado hasta en esto.la delicadera de sus ideas:
é aqui como se_esplica en el tomo 4.° de las Juntas de las.-Escuelas
Normales. © Para conocer bien las propiedades de los cuerpos se ha
hecho abssraccion, primero de sus propiedades particulares , y no se ka
wisto en ellos sino una estension figurada, movil é impenetrabie. Se ha
hecho abstraccion aun de estas dos filtimas propiedades generales, conw
siderando la estension simplemente como figurada. Las numerosas ve=
laciones que.Presenia bajo este punto de vista, son el objera de la Geo-
metria. En, fin, por una astraccion aun mayor, no se ha considerado
en la estension sind una cantidad susceptible de aumento 6 de diminy-
cion , este es ¢f objero de la ciencia de las magnisudes en general, 6 de
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viese en la direccion de una recta , originarfa un cuerpo terminado
todo por superﬁ‘cies planas; si la misma superficie se moviese por
una linea curva, 6 una superficie, terminada por una 6 muchas cur-
vas, 6 por rectas y curvas, se moviese en la direccion de una rec-
ta 6 curva, el cuerpo estaria terminado en parte por superficies pla-
nas, y en parte por superficies curvas. :

De todo lo que acabamos de esponer se deduce que la Geome-
tria debe tener tres partes: 1.2 Ja que trave de las lineas 6 de la es-
tension en sola longitud ; 2.2 la que trate de las superficies 6 de la es-
tension'tn longitud y latitud 5 y 3.* la que trate de los cuerpos 6 ve-
inienes geométricos , 6 dela estension en longitud , latitud y profuns
didad 6 grueso (¥). - , ' -

1o Avitmética universal, que ha llamado nuestra atencion en las leccio
nes precedentes. Despues se han restituido sucesivamente 4 los cuerpos
* las propiedades de que se les habia despojado: la observacion y la es-
periencia han hecho conocer ovras nuevas, ¥y se han determinado las nue-
was relaciones que nacian de estas adiciones sucestvas, ayuddndose
siempre de las relaciones descubiertas anteriormente. Asi la Mecd-
wnica, la Astronomia , ba Optica y generabmente todas las ciencias que
se apoyan 4 un tiempo en la observacion y el cilculo , han sido crea-
das y perfeccionadas. Por lo cual estais viendo que estas diversas cien~
cias se. encadenan las unas con las ‘otras,y que tienen un origen co-
mun en la ciencia de.bas magnitudes , cuys Gtil influencia se estiende
- ditoda | 3 w{] na Este. métode de descomponer los objetos
¥y de vecomponerlos para percibir perfectamente sus relaciones se llama
anilisis. El espiritu humano le es deudor de todo o que sabe con pre-
cision sobre ia naturaleza de las cosas.” : .
% La estensionfigurada, de que yo me propongo hablaros ahora, no
existe sind con sus tres dimensiones; mas para consideraria por el mé-
todo analifico, se principia por despojarla de dos de estas dimensiones,
y reduciéndola asi & una sola se tiene la idea de linea ; si en esta idea.
se separa toda relacion con dos dimensiones, se tiene la idea de la linea
recta , porque aungue una curve no tiene mas de una dimension, sin em-
bargo la idea de la curvatura supone necesariomente la consideracion de
dos dimensiones. La estremidad de la linea forma el punto, que es la
gltima abstraccion del entendimiento en la consideracion de la estension.
La superficie es la estension considerada con dos dimensiones , y si en.
esta idea se hoce abstraccion enteramente de la tercera, se tiene la idea
del plano; en fin ia estension con sus tres dimensiones forma el sélido.”
- (*)  Develey divide su Geometria impresa-en Paris, afio de 1816
en solo dos partes ; la primera trata de la estension en un plano, 3
TOMO I PARTE IL. S 2 '
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En la primera parte, que es la que ahora llama nuestra atencion,
-suponemos que las lineas, sean rectas o curvas, estan trazadas sobre
una superficie plana que concebimos sin limites; esto es, prolongada
hicia todas partes; y 4 esta superficie la caracterizarémos con el
nombre de piano matematico, cuya esencia es el que todos sus pun-

tos esten ian altos lus unos como los otros, ¢ que se le pueda a-
plicar una linea recia en tudos sentidos: en la naturaleza no hay
un plano perfectamente mategméitico , porque siendo todos los cuer-
pos porosos , estan llenos de hoyos y de eminencias (%), .

" 340 Del modo con que hemos concebido originada la linea rec-
ta , resulta que para hjar su posicion, basta fijar dos de sus puntos;,
porque en la idea de direccion entran dos, 4 saber, la del objeto,
parage 6 punto A (fig. 5) desde donde se ha de mover, y la del
objeto, parage 6 punto B, 4 que se ha de dirigir. Un punto no bas-
ta para determinar la posicion de una recta , porque en cualquier.
parage que nos pongamos delante de un objeto , advertirémos que
nos oculta, parte del espacio; y todo aquello que nos oculie se ha-
llard en la direccien en que nos encontramos nosotros con el obje<
to: y como podemos tomar todas las posiciones que queramos, re=
sulta que tambien podra haber todas - las direcciones que se deseen,
y por esta causa por el punte Q (fig. 6) pueden pasar -todas las Vi«
neas que se quieran , tales como las AB, CD, MN, PQ; &,

Cor. 1.° ~De aqui resulta que desde un punto & etra no se puede ti-
yar mas de una recka 5 porque si se pudiesen tirar dos que fuesen
diferentes entre si, no bastarfan dos puntos para determinar la po-
sicion de una linea recta, que es contra lo que acabamos de ma-~
nifestar. ' Co . oo

Cor. 2.° Tgualmente se deduce que dos rectas solo se pueden en~

contrar en un punto , porque si se encontrasen en dos se confundirfan.
Esc. Aunque desde el punto A al punto B ne se puede tirar

\

ia segunda de la estension en relieve: y advierte por nota que no ha

seguido la division en lineas, superficies y solidos , porque no se s4-,
be entonces donde colocar los capitulos de kos planos considerados de
dos en dos, de tres en tres, Wc. y que no circunscriben espacio.

- A la parte que trata de las lineas , se le suele Hmzmr, lineame-,
tria ; 4 la que trata de las superficies , planimesris, y a ta que trata.
de los wolimenes, stereometria., : L e

(*) M. Schwab lo define asiz “EL plavo es una superficie: que
conserva ba misma, forma , cuslquiera que sea. el lado bajo que se con~
sidere , v que , estando vuelta , se puede aplicar sobre su primera posi=
sion y coincidir perfectamente con ella.” o NS

3
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mas de una recta, se pueden tirar cuantas curvas se deseen , como se
ve en la (fig. 7); porque parair desde A 4 B se puede variar de
direccion de cuantas maneras se pueda discurrir, De todas las cur-
~vas ACB, ADB, AEB , AFB, &c. serd mas curva la que mas se
separe de la recta AB (%), v
.. Cor.3.° De aqui se sigue que la distancia entre dos puntos se debe
wnedir por una recta , por ser la dnica que se puede tirar de su es-
pecie. . o ' v .

341 Puesto-que la idea de direccion la tenemos sin limites, re-
sulta que dada una recta, concebimos que se puede prolongar 'y que
-se puede acortar 3 de manera que la AB (fig. 8) la podrémos conce-
bir prolongada por uno de sus lados una magnitud tal como AD &
BC, 6 .por ambos y que se convierta, por ejemplo, en DC; y
tambien la podrémos concebir acortada por uno solo de sus-lados
«convirtiéndose en AE 6 en BF ; 6 por ambos, de modo que se con~
wierta en FE , y siempre quedard una Jinea recta.

342  Tambien se infiere de la idea de la linea recta, que una
recta se puede superponer {poner 6 colocar encima) sobre otra rec-
ta, de manera que Se ajusten 6 confundan exactamente; porque si
fijamos dos puntos cualesquiera sobre un plano, podrémos conce-
bir que por ellos pasan ambas, y como tendrian ea este caso dos
-puntos comunes se confundirian; de donde resulta ‘que si dos Jineas
son iguales y se coloca-la una sobré da otra, se ajustardn 6 confundi
rdn en todos sus puntos. - o
~  {Esto nos suministra medios para resolver el siguiente pro-
blema., - S : o , ’
siwrdDadas dos recras “hallar su tomun medida 6 si no la tienen
hallar la relacion aproximada de la una 4 la otra. :
- IRes. y Dem. Sean AB y CD (fig. 8%) las dos rectas dadas:
-coléquese la menor CD sobre la mayor AB tantas veces como se
-pueda , y se hallari que estd centenida, por ejemplo, dos veces
desde A hasta, E, y ademas queda la resta. EB, de wmodo wque se
sendrd AB==2CD =~ EB. : h S ;

{ Coléquese despues la resta EB en la CD las veces que se pue-
-da, y se hallard que estd contenida tres veces , quedando una res-
ta FD, lo que da CDz=3 EB = FD. ;

¢ Pongase esta segunda resta FD sobre la primera EB la veces
que se pueda, y se hallard que estd contenida en ella una vez,
dejando por resta la GB ; de modo que serd EB==FL = 3B.

5

(*) Esta observacion es muy importante , pues de ella resulta g
medida dz la corvatura como 5& ve en mi memoria sabre este punto.
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- {51 colocando la tercera resta GB sobre-la segunda FD, se
encuentra que estd contenida exactamente cuatro :veces, se tendrd
por thimo FD = 4 GB. S o

{Sustituyendo ahora este valor de FD en el de EB, resuliari

EB= 4GB+ GB=3GB. : i . Lk
. {SBustituyerido esios valores de EB y FD.en el de. CD; se ten-
drdi CD == 3-x § GB -+ 4GB = 15 GB ~+ 4GB = 19GB; y poni-
cndo en vez de CD y EB sus valores en el de AB, serd por tlti
mo AB== 2 x 19GB:~4~ 5§ GB == 38 GB~4~ 5 GB = 43GB. )
-+ {Donde. se ve que la:tlhima resta GB es la comun medida de
las rectas AB y CD; y pues que dicha comun medida est4 conteni-
da cuarenta y tres veces en AB y diez y nueve en la CD, se sigue
que estas dos rectas tienen entre si la relacion de 43 4 19.
. {Esc. 1.° 8i, procediendo de .este modo, no se llegase 4 una
resta que estuviese contenida exactamente en la anterior, dichas dos

lineas no tendrian ninguna comun medida 6 sérian incomensura--

bles. En este caso, para hallar su relacion aproximada, se va co-
locando cada resta en la antecedente, hasta que.se llegue 4 una
resta que por su pequefiez no se pueda ya averiguar con el com-
pas las veces que estd comenida en la antecedente, y enténces
se desprecia si es mpy pequefia, 6 si no, se reputa 4 ojo las veees
que estd contenida en la resta anterior; y sustituyendo estos valo-
res en las restas antecedentes se llegard 4 tener la relacion aproxi-
mada que tienen entre si. _

. {Bsc. 2.° Este pracedimiento ¢s algo largo, ;y por eso sc ha
ideado el referir todas las lineas 4 una, que se elige 4 arbitrio-y'se
zepite clerto nimero de veces en otra linea, que es lo que forma
una escala. } .

La construccion mas sencilla de una escala es la signiente : su~

pougamos que sea m (fig. 8%%) la unidad de medida 4 que se quie~
ran referir, todas las lineas: se repetird diez veces de seguida des~
de A hasta P, y luego se tomara la distancia AP, y se repetird
un mimero cualquiera de veces hasta B; sobre P ge pone o, y en
la primera division:se pone 10, porque deo 4 19 hay una distan-
.cia igual con 1o veces la m. Si la unidad 4 que se reficre la es~
cala tuviese partes alicuotas, y se pudiese dividir sin confusion
en las mismas partes iguales, se ejecutaria en la primera division
que hay desde A 4 P, de manera que si m espresase una vara,
dividiriamos 'la.distancia. AC, en tres partes iguales, para que es
presase cada una un pie.

‘Dos son los usos de ésia escala: 1.° el averiguar las partcs .

que contiene una linea dada tal como la DE; para lo cual se zo-
ma esta distancia con el cempas, y se ve en la escala cuantas paries
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contiene ; y-2.° ‘el tomar en ella un pﬁmero cualquiera: de partes
iguales, para lo gual se coloca una pierna del compas en l‘a, division
que indica las decenas , y luego lu otra se colocaen la division que es-
presa bas unidudes en la distancia AP. Para que salga mas bonita y
mas comoda, en vez de una linea AB, se bace que haya tres en
la escala, como se ve en la figura. : o

343 La Geometria 6 ciencia de la estension se” divide en ele-
mental y sublime. Geometria elemental es la que trata de las lineas
rectas y-de la curva. que se.conoce con el nombre de circunferencia
de circulo , juniamente con las superficies y cuerpos que de ellas
se originan: y Geometria sublime ¢ trascendente es aquella que
trata de todo genero de curvas, juntamente con las superficies y
cuerpos que de eilas solas 6 combinadas con rectas se. originan.

.Se da el nombre de circunferencia de circulo 4 una lines cur-
va reentrante en si misma ,.cuyos puntos diston todos igualmente de
un punto comun que se lama centro. Tal es la AEBD (lig. 9), cuyo
ceniro es C. Al espacio -comprendido por la circunferencia se le
da el nombre de circulo. Toda recta que desde el centro va 4 pa-
rar 4 la circunferencia se llama radio ; asi las rectas CA, CE,
CB &c. son radios ; y como estas lineas medirdn (340 cor. 3.°) Ia
distancia. que hay desde el punto respeciivo de la circunferencia
al centro, resulta en virtud de la propiedad enunciada, que rodos
los radios de un circulo son iguals.

Para forwnarnos idea de ccmo se puede originar la circunferen-
cia, concebirémos. que una recia cualquiera tal como-la CD, se
mmeva al rededor de ua punto fijo: Cy y:el otro estremo ird trazan-
do.la- circunferencia- DBEA.-Para .txazarla ,-se usa en la prictica
del instrumento que se conoce con el nombre de compas ;.se abre
de manera que las dos piernas abracen la linea que ha de servir
de radio, se fija una punia del compas en.el centro, y se hace
dar una vuelta entera 4 la otra, la cual va trazando uma circune
ferencia de circulo.(¥). o .

Toda recta: que, pasando. por el centro, termina cop sus dos es-
tremos-en la circunferencia, se llama didmeiro: tal es la DCE, y
como la parte quethay desde el un estremo del didinetro al centro es
un radio, y la que hay desde el otro tambien es un radio, resulta que
¢l didmetro se compone de dos radios; 6 es igual al duplo del radio; y

(*) No ponemos aqui la descripcion del compas , porque hard mas
un joven con urza‘palwbra del Profesor, que con cuantas descripciones se
le hiciesen. Tampoco ponemos la de las reglas con cuyo auxilio s¢ gi=
ran las lineas' 1ectas , por kG misma razot.
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cowo todos los radios son iguales, resulta que tafmbien Jo serdn los
didmetros. o R _

© 344 A una porcion cualquiera de la circunferencia que no sea
toda ella, se le da el nombre de arco ; ast la parte ABD (fig. 10) de
1a circunfereacia ABDE es un arco, y 1a parte DEA es otro arco; to-
da recta que desde un estremo de un arco va 4 parar al otro, se la-
ma cuerda del mismo arco, tal es aqui la AFD ; y se lama flecha, sae-
ta 6 sagita del mismo arco 4 la patie LF del radio BC, interceptada
entre el punte medio de dicho arco y la cuerda. Se llawma sector de
circulo al espacio comprendido por dos radios y un arco, como el
espacio CDBA; y se 1lama segmento al espacio comprendido-entre w
na cuerda y su arco, tal es el ABDFA, : S -

- Cuando dos circunferencias tienen un'mismo centro , se dice que
son concéniricas, tales son las ABD y-ubd (fig. 11) que tienen el mis-
mo centro Gt cuando detien diferentes centros se: dlaman escéntricas,
tales son las ABD y MNP, porque la.una tiene el centro en C y la
otra en Q. El espacio .4BDdba comprendido -entre dos circunferen-
cias comcéntricas se llama corona 6 dnulo.

345 Teor. Dos circunferencias concéntricas no se pueden encontrar
#in confundirse en una sola. T :
~ Dem. Porqueestascircunferenciasé han de tener los radios iguas
les 6 desiguales: si dos tienen iguales, todos los puntos de la una se
confundirdn exactamente con todos los de la otra, .y por lo mismo se
habran confundido en una sola circunferencia; si los radios son desi-
guales , da que tenga menor radio-estard toda dentro de la otra, hds
biendo siempre entte ellas una distancia igual con la diferencia de
Yos radios, Luego dos circunferencias e, ‘ _ .
« Cor.'1.° De aqui se deduce que si dos circunferencias se encuens
tran sin cenfundirse del todo , serdn escéntricas. : ‘

« Cor, 2.° Si dos circunferencias estan trazoadas con un mismo radie
serdn iguales, y si colotamos la una sobre la otra de manera que se
‘confutidan sus centros, se confundirdn todas ellas. C :

346 Teor. Si-un circule se concibe doblado por el didmetro , la
parte inferior se ajustard G confundird exactamente sobre la supes
rior, y por lo mismo el didmetro divide al circulo y 4 la tircunfes
rencia en dos partes iguales. ‘ :

Esph. Sea el circulo ABDE (fig. 12); vamos 4 demostrar que si
se concibe doblado por el didmetro AD, la parte del circulo AED
caerd exactamente sobre la parte ABD; y habiéndose eonfundido 6
ajustado , serdu exactamente iguales. o
* Dem. B8i la parte AED no cae ‘exactamente sobre ABD, caerd
6 por mas arriba é por mas abgjo. Supongamdgs que cae por mas arri-
ba, y que ¢sté represeatada por AND ; en este-caso tirando la NC,
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esta serd -un radio del circulo, y por.consiguiente igunal con BC
radio tambien de! mismo circulo ; pero NC es todo y BC parte su-
ya, luego se verifica que la parte es ignal al todo ; y como esto es
un absurdo, se deduce que el supuesto que nos ha conducido 4 él;
tambien es absurdo: luego no se puede, suponer que caiga por mas.
arriba. Supongamos que cae por wmas abajo, y que esté representada
por AMD ; con lo qual tirando la MC, sera un radio del circulo,
y por consiguiente igual con BC; y como esto tambien es un absurdo
por ser la MC parte y la BC 10do, se deduce que no puede caer
por mas abajo. Luego sino puede caer ni por mas arriba, ni por mas
abajo , se habrin confundido y serdn iguales, que era Lo Q. D. D, .

Esc. 1.2 Del mismo modo demostrarfamos que en el plano donde
se halla dicho circulo no hay mingun punto que diste del centro ung
magnitud igual con el radio; que po sea punto de la circunferencia;
porque si supusiéramos que M & N fuese uno de estos puntos, ti-
rando la CMBN , concluiriamos que CM=CB 6 que CN=CB, que
son absurdos. . O T S A .

{Esc. 2.° Aunque la demostracion del teor. 3.7:(§ 325) nada deja
que desear en punto.d generalidad, claridad;y exactitud,.sin embar-
g0 como en esta proposicion estriban las demostraciones de otras mu-
chas ‘de la mayor importantia , no serd inoportuno el demostrarla
por consideraciones geométricas; y por lo mismo vamos 4 probar
que dadas dos cantidades desiguales , si de la mayor se quita la mitad,
o dé lo que queda lu mpitad, y -asi sucesivamente, se llegard d tener un
vespliado que.sqrd menor que laatee contidad por -pequeiiaque sea.,

.., RaTa esto s supongames que-las dosscantidades desiguales estan
representadas, 12 mayor por la linea-AB ‘(fig. 12}, y l2 menor por
Ia K. Coloquese la linea K tantas veces sobre la linea indefinida DM,
como se necesite para que un miiltipla de ella tal como DE, sea ma-
yor que AB, y al mismo tiempo sea el wiltiplo mayor ‘mas aproxi
mado 4 AB. Dividida la DE en las partes DF;FG, GE iguales con
K, quitese de AB. la mitad AH, y del residuo HB la mitad HL, repis
tiendg esto las veces que se necesite para que las partes de la AB sean,
tantas como las de DE, Y asf, por cuanto BA <DE, si de estas cane
tidades, se quitasen las mitddes AH, LO, los residuos HB, OE se.
rian desiguales , de manera que se tendria HB <t OE ; pero..si.de.la,
menor AB quito la mitad AH, y de la mayor la cantidad BF, que
$6lo’ serd igual conla mitad , cuando DE sea dupla de K,y en EBdSé‘
Yos demas casos, como en est€; serd menor, ¢on mas razon quedarin
los residuos desiguales, y serd HB < FE ; si ahora de estas cantida<
des se quitan las mitades LH, FG, quedardn los residuos LB, GE
desigaales, y se tendri LB GE; pero LB es lo que resulta de
quitar 4 AB la mitad, y de lo que queda la mitad, y asi sucesiva
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mente, y GE es igual con K; luego si de la mayor de dos cantidds’
des deszgu,stlea se quita lo mzmd we, :

{ Si la DE constase de mas partes iguales can K, se procederia del.
mismo mode , quitindole partes iguales con K y L mnitad 4 la AB
hasaa que no quedase mas de una parte 1guai’ con- K ‘la cual swrxia
pre serd mayor quelo que quede de lp AB.}3 - g L
" 347 Cuando dos lineas.AB, AC (fig.. 13) se encuentran en “un
punto A, se da el nombre de dngulo 4 la abertura ¢ ificliiracion’ que
tienen entre si ; el punto A donde se. encuentran se llama el wérrice
del 4ngulo, y se llaman-lados del angulo 4 las dos hneas AB AC
que lo forman. .(*) . ‘

Cuando.un dngulo estd solo, se enurrc:la nombrando Ia letra del
vértice ; pero cuando en wi. mismo panto se forthan varios dngulos,
se tiene “cuidado Ae leerlos nombrando las tres letras, pero que siem-

re se plonuncxe en medio la del vemce , yasi el de la (fig. 1 3) s
leerd BAC -6 CAB.

Si concebimos prolongada la CA hasta D por EJemPIO tendré~
mos que la’AB formard con [a parterprolongalia AD el Zngulo BAD,

y 4 los dos ingulos BAC, BAD se les da cl nombre de angulos can

tiguos O adyacentes, e 5

Como, ya se pmlonguen 6 acorten las Imeas AB, AC, su direc-
cion no se altera (341), resulta que la inclinacion'é abertura que
tienen entre si, no varia; por-lo que ls cantidad de um ancru!o
no pende de la bongitud- de sus lados, sing de su-éncliracion.- - i

Laos angulos son saseeptibles,: comio todas las demas camadédes,

de adicion , substraccion , multiplicacion y division ; asi, el angulo
DCE (fig. 14,) es'13 suma, de los! DCB y BCE ; y el BL,E es Ia' d1fe-
rencia entre los DCE-y-DCB. ..+ .

Cuando las lineas que forman el amgulo s01; rectas, el angu—
Io se llama rectilineo; cuando curvas curoilineo como les FAE, EAD,
DAC (fig. 7), y .cnando.uro de;lostlados es unadinea recta'y el otrg
una curva, s¢ llanta missilineo, tal-es ek BAC (fig.'s) 6 el CAB. (figs 7
. 348 Teor. . Si dos dngulos son iguales y se coloca el vértice del
uno sobre el wértice del otro , de manera que el un lado caiga so-
bre el un lado, dichos dngulos quedartm confundzdos 50 et otre lan
o caem sobre el atro lado. : :

[ cr I MDA TFRe |
i‘ bl A N ‘s - Sk PR RIS Y

NG) Mr. Cresswell cieﬁne el cmgule dz e.rte modo : st dm rectas e
un plano ilimitado estuviesen tepminadas hicia una parte por un pun<
to en que ellas coinciden , pero son indefinidas por la otra, cada una de
Las dos porciones en que ehlas dividen e} yiano » s lhzmada angulo pla-
po reculimeq. A IR L.

" pE gEomETRiA, Ty

“Espl. Si el angulo bac (fig. 15 ) esigual con el BAC, y se co-
loca el uno sobre el otro, de manera que el vértice a caiga scbre el
vértice A y el lado ac scbre el lado -AC, vamos 4 demostrar que
-ab caeri sobre AB. ,

Dem. Si esto no se verifica, la ab caerd , despues de hecha !a.
superpoSlClOﬂ, -por mas arriba de la AB 6 por mas abajo. Supon-
gamos que caiga por mas arriba y que esté representada por AN,
y en este caso tendrémos que bac estard representado por NAC ¢
serd igual con él: .y como por el supuesto bac = BAC, serd NAC==
BAC; pero NAC: es todo y BAC parte suya, luego esta suposi-
cion nos donduce 4 decir que el todo es igual 4 su parte, lo cual
siendo un absurdo , nos manifiesta que el supuesto que nos ha con-
ducido 4 él tambuen es absurdo ; luego la ab no puede caer por
mas arriba de AB.

Tampow puede caer por mas abajo ; porque si suponemos que
esté representada por AM, setendrd MAC = bac; y como: por- el
supuesto BAC == bac, serd ‘MAC = == BAC; pero MAC es parte, BAC
es todo, luego esta hlPOtCSLS nos conduce a quela parte es igual af
todo ; 1o cual. siendo tambien absurdo, manificsta que no puede
caer por mas abajo. Luego si no puede caer por mas arriba ni
por mas abajo , resulta que caerd encima, Y por lo mismo se con-
fundiran. L. Q@ D. D. . -

* Cor. De aqui se deduce Ia proposmxon inversa, 4 saber , que si
dos dngulos son tales que , puesto el uno .sobre et oiro , se confunden &
ajustan exactamente , se debe.inferir que son iguales..

{-Ese. Cuando emunciamos una - proposicion de esta especie no
haccmos mas ‘que reeurrir 4 la idea que nos formamos de la igual-
dad 6 desigualdad; pues para formar esta idea no tenemos mas me=
dio que el de'superponer la una cosa 4 la otra, y si se ajustam e
xactamente, decimos. que son iguales; y si no, decimos que es ma-
yor aquella que 4 despues de hecha la superposicion, tiene aun us
na- parte- qite Ia otra no puede ocypar.} -

349 Cuando una linea tal como la DL (fig. 16) cae sobre otra
AB formando los dos dngulos contiguos 6 adyacentes DCA, DCB
iguales entre si, cada uno de:estos angulos se llama recto ; 37 la
linea DC se dice que:es perpendicular 4 Ja AB; de manera que,
se dice que una linea cae ?erpendzcutarments sobre otra , cuando for-
ma con ella dos dngulos iguales ; & cuando cae sin inclinarse mas hd-
cia un lado que hdcia otro.

Todo dngulo tal como BAC (fig. 17) menor que uno recto, se
llama agudo; y todo dngulo tal como DEF mayor que uno recto,
se. llama obtuso.

Cuando una linea cae sobre’ otra.—formando dos angulos demgua«,

- TOMO I PARTE IL 3
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les , se dice que cae oblicuamnente sobre ella , 6'que ‘s oblicua respecs
“to de ella ; y ast la CK (fig. 16).es oblicua respecto de la AB, Por es-
~ta razon cuando un dngulo no es. recto, se suele caragterizar con el
nombre de oblizuo comprendiendo bajo esta denominacion tapto al a-
gudo como alobtuso, -~ i ¢ N AL T
‘330 Teor. Todos los dngulos vectos son iguales entre si. .-
Espl. Sea DC perpendicular 4 AB (fig. 16),, que formard . por
~consiguiente los dos angulos DCA , DCB recios, y la HG perpen-
dicular 4 EF que tambien formara los HGE, HGF rectos: vamos &
demostrar que estos cuatro dngulos son iguales entre s .. ;
Dem. Toémense las cuatro distancias CA; CB, GE, GF -iguales
y tendrémos que la distancia AB compuesta de'las dos priimeras par-
tes iguales , ser4 igual 4 la EE compuesta de: las dos segundas; y
por lo mismo podrémos colocar la EF' sobre la AB de manera que
sejajusten exactamente (342); luegosel punto G, medio de FE,, ca-
‘eri exactamente sobre C, medio..de AB,'Ahoray estando GE: apli-
:cada sobre la CA , digo que el lado GH caerd sobre CD ; porque
si esto ne se verifica , ¢l lado GH caerd. fnera del CD: y si supo~
nemos que esté representado por CK-difersnte.de CD.,. tendrémos
que ACK=KCB, puesto que EGH era igual por el supuesto.con
HGF ;. pero esto es un .absurdo; porque. siendo . por el supuesto
ACD = DCB, no'se puede verificar que ACK: que es mayor que
ACD, sea igual con KCBi que es .menor-que DCB :0.que. su igual
ACD'; luego el supiesto gue. nos ha «conducido. 4.él, tambien serd
absurdo , y por lo ‘mismo- no se puede supouer,que: la. GH caiga
fuera de la CD: luegoicaerd encima y se confundird; y confun-
diéndose , se habra verificado que EGH ‘se habrd confundido con
ACD., y por lo mismo seran igaales 5 HGE tambien, lo habrd he-
« cho con DECB | por lo que serin iguales: tambien ; y como ACD=
DCB y EGH==HGF , resulta que todos cuawo serin iguales, que
era L.Q.D. D. , T PO LSS P RO
331 Teor. Los dos dngulos juntos que forma uno knea-al caer
sobre otva no vulen mas mi ménos. que dos - dngules. vectos. ‘ g
Espl. Supongamos que DC (tig. 18) caiga sobre AB de.un mo-
do cualquiera: voy 4 demostrar.quela suna de los dos angulos
ACD , DCB contiguos que. forma con «ella , equivalén 4 dos reetas.
Dem. Concibase la perpendicular CE., y.tendrémos que. los dos:
angulos ACE , ECB seran rectos;y. como ACD =ACE ~~ECD,
se tendrd ACD —-DCB = ACE == ECD —~ DCB; pero ECD —-
DCB componen el dngulo recto ECB, luego resultari ACD —=
DCB=ACHE ~+ ECB =2 rectos =% ;, que €ra L Q. D, D. . ;

Esc. De aqui en adelante llamarémos # 4 la suma -de dos ‘dne
gulos rectos , y por consiguieiite 37 al ‘dngulo recto, . '

i

e B
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352 Deaqui sededuce 1.° que si uao de los dngules ACD 6
DCB es racto , o serd.iguabmente el otro; porque eatre los dos han
de equivaler 4 dos rectos, ... .. . . . - v :
2.5 Quesi lalinea CD (fig. 1) es perpendicular d AB, la AB
tambien lo.serd & g CD. . S o C
. Porque el ser CD perpendicular 4 AB, supone que AEC y
CEB, scan, 4ngulos. rectos ; y coma.ddser el AEC recto, se ded u~
ce que su contiguo ¢ adyacente AED tambien. lo ha de ser, tendré~
mos.que la AEicae sobre la CD, formando. dos dngulos -rectes,
y. por consiguiente iguales ; luego-(349) le serd perpendicalar. De
ser recto el dngulo CEB , tambien se deduce que su coutiguo BED
Io ha de ser, luego cuando dos lineas , que son perpendiculares entre
§hy 15 COTEOD () 5 forman cuatro dngulos rectos. ;
- 32 . Que todss los dngulos ACE ; FCD ,-DCE , ECB, que se fors
sman (fig. 20) en un punto hicia un mising lado de una lines AB , va-
Jen juntos dos dngulos rectos ; porque: entre todos no podrin valer
mas ni menos que los dos ACD; DCB que valen dos rectos:
. 4.° Que todos Jos _dngulos (fig. 21) AEM , MEN, NEC, CEE,
KEB, BEQ, QED, DEP, PER , REA que se pueden formar ak re~
dedor de un punto E , no pueden waler mas ni menos que los cuaire
rectos AEC, CEB, BED, DEA, 6 2 7. .
333 Esc. Sedice que un dngulo es suplemento de otro, cuando
es lo que le falta para componer dos dngulos rectos ; y asi, cuan-

(%) Se dice en general que dos lineas se cortan cuando , ieniendo
un. punto coniun , cada ung pasq al otro lado de la otra.
. M. Legendre llama complemento de un arco 4 lo que queda res-
téndole de un cuadrante 6 Lw 5 asi, espresando por A un arco 6 du-
gulo cualquiera , Fw— A es su complemento. Donde se ve que si el it
gulo § arco de que se irata es mayor que xwW ., sy complemento serd
neguiivo. o

Mr. Leslie Homa dngulo reverso 4 lo invertida divergencia de
los dos lados de un dngulo, 6 & Lo que falta & dicho augulo para
componer cudtro dngubos vectos : de maners que el dngulo reverso del
AOD (fig. 24) es el agregado . de los dngulos DGB, BOC y COA.
Despues en las notas pone, que, en la definicion del dngulo reverso,
le ha precedido el famose matemdtico Stevin de Bruges, que florecio
al fin del siglo 16.°; y que le es satisfactovio , aun en tan pequefia
inmovacion , tener el apoyo de una autoridad tan altamente respetable.
 Despues en la Trigonometria dice : “complements de un arco es su
defecto para legar & valer un cuadrante; su suplamento es su de-
fecto para una semicircunferencia ;' y su esplemento es su defecto pa~
ra valer lg circunferencia énterd. :

-
}
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do una linea DC (fig: 18) cae oblicuawente sobre otra AR , forma
" con ella dos dugulos desiguales ACD , DCB ‘que son el une suple~
mento del otro. Y se'dice de un 4ngulo que es complemento de ow
[tro,, cuando es lo que le- falta 6 sobra para: un dngulo recio; asi,
el dngulo ECD es complemento de cada uno de jos dos ACD ¥
DCB, del primero por esceso y del segundo por-defecto, De don-
de se deduce que los dngulos que tienen un mismo-suplemento - son is
guales ; porque afiadiéndoles el suplemento ;- equivaldrdn -4 :dos
rectos 0 4 5 y los que tengan . un mnismo complemento , solo_serdn
iguales cuando. los complementos sean ambos. por.esceso. 6 por defecto,
354 Teor. Si dos lineas rectas tienen una parte comun , coincidi=
rdn en toda su jongitud, S R A
Dem.. Porque si esto no se verificase, se empezarfa .en algun
parage 4 separar la una de la otra, Supongamos en :efecto quie las

dos lineas ABD (fig. 22) y ABE, tengan la parte-comun AB, y que

empiecen 4 separarse en C, convirtiéndose: Ja prolongacion de la
primera en CD-, y la de Ja segunda en CE. Concibamos sobre la
CA una recta CK, que forme un dngule ACK recto > ¥ tendrémos
que los KCE y KCD tambien deberdn ser rectos (353); luego se-
rdn.iguales (350); pero KCE es parte y KCD es todo, luego hemos
egado 4 tener que la parte es igual con el todo, lo cual , siende
ua absurdo, manifiesta que el supnesto que nos-ha -conducido 4 él,
tambien lo es , y por lo mismo no se puede suponer que 4 ninguna
disiancia se¢ separen; luego se confundirdn en-toda-su longitud,
que era L. Q. D. D, L ' .

355 Teor. Si dos lineas viradas ol estremo dé otra, forman con
ella dos dngulos que juntos equivalgan & dos rectos 6 4 =, dichas
dos lineas no son mas que una sola vy misma linea, .

Espl. Sean AC y BC (fig. 23) dos rectas tifadas al estremo C
de |2 CD, y que forman con ella dos 4ngulos ACD, DCB que jun-
tos equivalen 4 dos rectos 6 4 o : voy 4 demostrar que dichas dos
lineas AC y CB no forman siné una sola y misma linea , 6 que la
CB es la prolongacion de Ja AC, S

Dem. Si esto no se verifica , la AC prolongada caerd 6 por mas
arriba 6 por mas abajo de la BC. Supongamos que la prolengacion
dela ACseala CE, y tendrémos (351) ACD ~+ DCE = 7 ; y co-
mo por el supnesto ACD + DCBs=—=w , serd (intr. axiom. 5.9)
ACD - DCE = ACD - DCB, que quitando el dngulo comun
ACD, quedard DCE=DCB ; pero DCE. es parte, DCB todo,
luego tendriamos qae la parte era igual al todo; lo cual, siendo
un absurdo , manifiesta que el supuesto que 4 él nos ha conducido,
tambien es un absardo , luego la AC prolongada no puede caer
por mas arriba de Ia CB. '

¢
#
i
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Tampeco puede caer por mas abajo; porque si‘ suponemos- que ,
dicha prolongacion sea la CF, tendrémos (351) A(,].“,_)‘—.ﬁ- DLL{* =,
¥ como por el supuesto ACD —- DCB = o, serd A:LD-;:-DQB =
ACD —+- DCB; de donde quitando ACD, quedard DCF = LCB,
que tambien es absurdo, porque DCF es rodo y DCB parte; luego
si la AC prolongada no puede caer por mas arriba , ni por mas a-
bajo que la CB, caerd encima, y por lo mismo dichas lineas AC,
CB no formaran sind una sola y misma linea. L. Q. D. D. .

356  Teor. Si dos rectas se cortan, los dngulos que ti;ne,n sus
vértices opuestos , que se Jlaman-dngulos opuestos al vérice, son
iguales, ' :

Espl. Sean las dos rectas AB, CD (fig. 24) que se corten en el
punto O; voy 4 demostrar qne el dngulo AOD es igual con ¢l COB;
¥ que el DOB es igual con el AOC, oo S

Dem. Si consideramos que la DC cae sobre la AB, tendrémos
(351) que AOD ~+ DOB = & , y considerando que la BA cae sos
bre la DC, tendrémos COB ~ BOD = ; luego (ax. 5.9 AOD i .
DOB = COB +-BOD ; y quitando el dngulo comun DOB, queda-
rd AOD=COB; y como del mismo modo se demostraria que
DOB = AOC, resulta L. Q. D. D, - ‘ ‘

{ 357 Teor, §isobre un punto de una recta se forman dos dn-
gulos iguales que tengan sus wvértices opuestos, las otras dos rectas
que forman Jos otros lados , serdn una sola y misma recta,

{ Espl. Sienel punto O de la recta AB ( fig. 24 ) suponemos
que se forman dos angulos AOD, COB, cuyos vértices esten opll-
estos y sean iguzles, las otras dos rectas DO, CO, que forman los
lados de dichos 4ngulos, no serd mas que una sola y misma recta.

{ Dem. Por el supuesto, se tiene AOD = COB, y afiadiendo 4
ambos dngulos el DOB, serda AOD —+ DOB = COB —+ DOB; pero por.
ser AB una reeta, se tiene (8-351) AOD+UOB=4, luego (ax.5.°)
COB ~+ DOB=w, doude se ve que tenemos. aqui dos lineas DO,
CO tiradas al estremo O de la BO', que forman con ella dos ingu-
les ; que juntos equivalen 4 dos rectos é a o : Inego-(355) dichas
dos lineas serdn una sola y misma linea. L. Q-D.D

{ Esc. Esta proposicion sé puede generalizar mas, enunciindola
del modo siguiente;

S cuatro rectas OA, OD » OB, OC que concurren en un mismo
punto O, estan dispuestcs de modo que los dngulos opuestos al Vérti
¢é (esto es, los que no tienen lado comun ) sean iguales, estas cuatro
lineas formardn dos rectas.

En efecto, sea AOC=BOD y AOD = BOC; si sumamos estas dos
ecuaciones, tendrémos AOC + AOD=BOD + BOC; pero la suma
de los cuatro dngulos formados al rededor del punto O, es igual
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(332 4.°7) 4 cudtro 4ngules rectos; luego BOD + BOC -vale dos
rectos ; luego CD es (355) una linea recra. La suma AOC 4 AOD
6 su ignal BOD == AOD vale tambizn dos rectos; luego tambien
BA es-una linea recta, queera L. Q. D. D. > :

358 Dos lineas rectas no pudiéndose encontrar sind en un solo

punto (340 cor. 2.%) resulta que no pueden cerrar espacio; por le
cual definen algunos el.dngulo, diciendo que es el espacio indefini
do que abrazan . dos Mneas que eoncurren en un punio; COMO por dos
puntos cualesquicra se puede concebir una linca recta , resulta que
si por.un punto cualquiera de un lado de un dngulo, se concibe una
linea que vaya 4 parar 4 un punto cualquiera del otro lado, ten-
drémas ya cerrado un espacio, al cual por estar terminado por tres
Iineas se le d4 el nombre. de fridnguio;y- 4 las tres lineas que lo
forman se les llama lados del tridngule. - . o -
+»ilos tridngulos con relacion 4 sus ladas, se dividen en equildte-
teros , isésceles ¥ escalenos 5.y con relacion 4 sus dngulos, en rec-
tdngulos, obtusdngulos y acutdngulos. Tridngulo equildtero es aquel,
que tiene sus tres lados iguales, tal como el ABC (fig."25) ; Isosce-
les es aquel que tiene dos lados iguales, tal como . el ABC (fig.
26), y escaleno es aquel que ticne sus tres lados desiguales entre sf,
tal.como. el AUB (fig. 27) : : : ,

“Es rectangulo un trizngulo cuando tiene un angulo recto, tal
como el ACB (fig. 28); es obtusingulo , cuando tiene un dngulo
obtuso , como el ACB (ligura 27); y € acutdngulo , cuando ninguno
de los 4ngulos es recto ni obtuso; es decir, cuando sus tres 4n-
gulos son agudos, comio el ABC (fig- 26). En gencral cuando un
triangulo no tiene uingun angulo recto s S€ llama qblzcudn;g,ulo.

Las propiedades del tridngulo rgctangulo son muy interesans
tes, y por lo mismo 3¢ han caracterizado sus lados con nowbres
particulares. Asi, el lado AB (lig. 28) opuesto 31 dngulo recto, se,
llama hipotenusa ; y los otros dos lados AC, BC, se designan con
el nombre de catetos , 6 simplemente lados del dngulo vecto.

En general se suele lamar base del tridugulo , al lado sobre
se considera insistiendo ; pero cuando el tridngulo es isosce-
les, se dael nombre de base al lado que no es igual con nin-
guno de los otros. La linea que se¢ baja perpendicularmente 4 la
base & 4 su prolongacicn desde el 4ngulo opuesto , se Hama altura;
asi, las lineas AC son las bases en las (fig. 26 y 27), ¥ las BD las
alturas; cuando en el tridngulo rectingulo se considera por base
un cateto, la altura es el otro cateto ; asi, en Ia (fig. 28)\, siel
cateto AC le consideramos como base, el otro cateio BC serd
s altura.

359 Los casos de la ig

que

ualdad de los tridngulos son el fun-
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damento detodo lo que pertenece 4 la-posicion respectiva de.las . -

rectas ; y por lo mismo .conviene dar 4 conocer desde luego los
tres mas csenciales: reservando para-los escolios del (§ 376), ¥
para el apéndice puesto al fin de la segunda  parte de este. tra-
tado los otros diez casos. de igualdad de tridngulos, que he'sfiadis
do en esta tercera cdicion, : ' S T P
Primer caso. Teor. Dos tridngulos son .iguales, cuando® tienen
respectivamente sus tres lados iguales. B
Espl. Sean los dos tridngulos ABC,. abc (fig. 29), en los cua-
les suponemos AB==ab, AC=uac vy BC==1bc: vamos 4 demaos<"
trar que sus tres dngulos tambien lo son; esto es, que el 4nd
gulo A =g, el dngalo B==b, y el dngulo C=¢,.: .~ ¢
... :Dem. Haciendo centro cn A con un radio AC.== ae, tricege el
arco mn; y haciendo centro en B con un radio BC = be¢ , tricese el
arco op ; hecha esta pequefia construccion, concibase superpuesto
todo el tridngulo abc sobre el ABC, d€ manera gue el lado ab sc ajus-
te ¢ confunda con el lado AB, en lo cual no habri dificultad (242)
por ser AB = ab 5 y tendrémosque el punis ¢ eswremo dé ac ::_: AC
caerd en algun punto-¢ 346 ese. 1.°) del arco mnj y POr Ser Hchamk
BC, el estremo ¢ del lado be caerd rampien en algun puato del ar~"
co op; pero los dos lados ac., be tienen su estremo en el pun=
to comun ¢, luego este punto-serd comun 4 los dos-arcos mn y opi
luego serd su punto de interseccian; pero su punto de interseccion
se halla en C, punto donde se encuentran los lados AC y BC del

)

tridngulo ABC; luego el punto.c, estremo del:lado ac se habra

confundido con C estremo del AC; y como el punto e’ pof cons=
truccion se habia confundido con A, resulia (342) que todo el
lado ac se habra confundido con AC; y por la misma razon el
lado be se habrd confundido con BC , y habiéndose confundido sus
tres lados, serdn iguales; lnego el dngulo en g se habri confuns
dido con ¢l en A, pues el vértice se ha colocado sobre el vér-
tice y sus lados ab, ac se han confundido respectivamente.con.AB
AC; luego A==0, y del mismo modo se tendrd B==15, C = o
que era L. Q. . D. 4 : ’
Esc. 1.° Se debe advertir que los dngulos ignales son los que
en cada tridnguio se oponen 4 los lados iguales. SR
Esc. 2.° Habiéndose confundido 6 ajustade exactameénte los dos
tridugulos , resulta que todas las lfneas .homélogafs o 1i‘ra‘das de un
wnistno modo en ambos , como son bases, alturas &e, , se habrin
confundido , y serdn por lo mismo iguales. ;
360 Segando caso. Teor. Dos tridngalos son iguales , cuande
giencn dos lados iguales € igual el dngulo comprendido. :
Espl. Scan ABC. abe (lig. 29) dos wridugulos , en que supenes
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mos que AB==ab; AC==ac, y que el dngulo en A= alen a4
vamos 4 demostrar que dichos triangulos son iguales , 6 que con-
vienen en todas las demas cosas,
Dem. Pues que el dngulo en.a es igual con el dngulo en A,
podrémos cencebir superpuesto todo el tridngulo abe sobre el ABC,
de manera que el vértice 4 caiga sobre A, y los lados ab sobre
AB, ac sobre AC.. Ahora por ser ab== AB y partir estas lineas
desde un mismo puunto A, resultari que el punto b caerd exac-
tamente sobre B,y por la misma razon el punto ¢ caerd sobre
C. Pero by c, no solo son estremos de ab y de ac, sino .que
lo son tambien del lado be ; luego tambien se han confundido los
estremnos del lado be con los del lado BC; luego se ha confun-
dido todo el lado bc (342) com el BC; y habiéndose coufundido
sus tres lados, se habrin confundido sus tres angulos y sus de-
mas lineas homologas ; luego serdn iguales » que era L. Q. D. D.
361 Tercer caso. Teor. Dos tridngulos son iguales , cuando tie-
nen un bado igual & un lado sdyacente 4 dos dngulos iguales.
.. Espl. Sean los dos tridngulos ABC, abc, en que suponemos
queel dnguloA==a, el B==b, y el lado AB (que se llama adya-
cente respecto de los dngulos A, B, porque estos s¢ hallan en sus
estremos } igual al ab: voy 4 demostrar que estos tridngulos con-
vienen e todo lo demas, y son por consiguiente Iguales, :
. Dem. Concibase superpuesto todo el tridngulo abc sobre el ABC,
de manera que el lado ab ciiga exactamente sobre AB, lo cual
se puede hacer, por cuanto ab == AB; hecho esto, téndrémos que
por ser el dngulo en B==b, y A==a, el lado bc se habri con-
fundido con BC y el ac con AC; luego sus dos lados ac s be ha-
bidndose confundido 6 ajustado sobre AC, BC, iran 4 concurrir

en el mismo punto C,y por lo mismo todas las partes del tridn=

gulo abc se habrdn ajustado & confundido exactamente con las.del
ABC ; luego serdn iguales, que era L. Q. D. D.

{ Esc. Este caso se podria generalizar diciendo , que dos tri-
dngutos son iguales cuando tienen dos dngulos cuslesquiera iguales ¥
uno de los dos lados 5 pues como verémos (386 e. cor. 2.°), el ters
cer angulo serd igual en ambos. Pero sin recurricr 4 este conoci-
mieato se completa la demostracion de esta proposicion en el esco-
lio 3.°del (§. 376).3% . o _ ;

362 Cor. general, De aqui se deduce que con cualquiera de es~
tas tres circunstancias qué se mos diga que construyamios un tridm
gulo 5 lo podrémos ejecutar, de manera que estos datos no correspons
dan mas que & ung solo ; pues los demas que se puedan formar
con los mismos datos, siendo iguales entre si, no vienen 4 ser en
realidad mas que uo mismo tridngulo , puesto en diferentes partes,

s b

st
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. .+ Ast-eg 5 qua'si nos propomemeos formar ud tridngulo igual con
otro, empleando la condtruccion de los ires:ladas , practicarémos
~la signiente (suponiendo. que. abe sea el tridngula dado , con ¢l cual
- queramos forinar otro.igual ): tirarémos una linesw AB s=ab; haciena
:.do centraen A con un radio AC. igual con ac, trezarémos el arco mn;
haciendo centro.en B, con un radio BC, igual con be, trazarémos g-
-tro arco.op 5 por el punio de interseccion C de estos dos arces ; y par
<Ay B, tirarémos las AC y.BC, las cuales serdn respectivamente
-iguales (343) con.acy be! .. . cO
. ..{Lo mismo seria si se.nos pidiese formar un. tridngulo con tres
lineas dadas 4 arbitrio, pues en este caso, si suponemos que fue-
sen las H, K, L (fig. 30), tirarfamos una linea AB que fuese ignal
- con una cualquiera deellas ,-tal como la L; y haciendo centro en
- sus estremes con los radios AC=H, CB=K, trazarfamos dos
~cireulos CBC 'y GCW; por los puntos C, ¢/ donde se_eicontrasen
estos. circulos y por los estremos de la AR, tirarfamos las €A, CB
¢ las AC’ y B, las’ cuales nos darfan dos tridngulos con las cir-
cunstancids pedidas: . & - . :
{Esec. Si el tridngulo hubiese de ser equildtero, se trazarfan
-dos arcos .con mri. radio. igual 4 la linea dada.}. -
363 La solucion del problema anterior que nos ‘da medios pa=
-ra_coslstruir un tridgngulo igual cén’ atro, haciendo usp de los tres
ladosy;' nos ofrece el medio: de formar. un dngulo igual con otro y
de dividir un dngulo én dos partes ignales » COMO vamos 4 ense-
Har en los dos siguientes probiemas.
.. Problema 1.2 En:um. punto cuolquiera de una linea formar un
-dngulo gue: ses igual. com otro dngulo doge. . S
-« Espl. Sca CAB (fig..31) el 4ngalo dado, Y ob la linea sobre Ia
~cual se quiere:construir el nuevo dngulo que tenga su vértice en g,
Res. y Dem. Tirese desde un punto cualquiera de la AB, una
linea 4 un punto cualquiera de la AC , tal como la MN, y férme-
se en a un tridngulo amn igual con el AMN, y por consiguiente
‘ef dogule en A resultari igual al en 4; pera en la prictica se
hace con mas sencillez .del modo siguiente: haciendo centro en -
-can un radio cualquiera ; tricese un arco indefinido , tal como pro;
“haciendo centro en A., con el mismo radio, se trazari un arco
PRQ hasta que encuentre 4 los lados del dngulo CAB; se tomari
la distancia que hay desde P 4 Q, y con este radio, haciendo
Ceniro en: p, se trazari un arco ux: se unird el punto de ipter-
~seccion. g con el punto 4 por media de la linea 4q, la cual forma-
-rd con la ab un ingulo cab. igual con el CAB. Porgue si conce-
bimos las cuerdas pq, PQ que por canstrucceion se hau tomado
riguales, los tridngulos AQP, agp serin iguales, porque los tres
TOMO I, PARTE 1I. 4
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~lados.del uno son iguales .4 los tres lados del otro, y por lo mis-
‘mo el 4dngulo en a.igual al dnguloen A.. . @ o lere ol
5+ Probl, 2.° Dado un dngulo-CAB dividirle en dos partes iguales.
-+ * Res. y Dem. Haciendo centro en A eon-un radio igual cual-
iquiera .tal como PA ;. se trazard un arco PRQ ;. haciendo: centro
- en sus estremos P y Q, con un radio cualquiera,: se trazardn dos
arcos que se erucen en T; por A y T ,se tirard una-linea AT,
~la cual dividira' al 4ngulo propuesto.en las dos partes. ignales
QAT y TAP. Porque si se conciben los radios PT, QT, los
tridngulos QAT , TAP- serdn*iguales.en virtud: del primer’ caso:
~que era L. Q. D. H. yD.: . ‘ : S
~ { 364. Si nos propusiéramos formar un tridngulo empleando
‘en su construccion el que tenga dos, lados iguales ¢ igual el in-
- gulo -comprendido ,* tendriamos, supeniendo que.BA y AC (fig. 29)
: fuesen. dichos lados 'y A el-dnguloy. que formando. én 4, punto
+de.una linea cualquiera ab, un angulo: ba¢ igmak con BAC, to-
mando -en sus dos lados una parte sb==AB:y aé == AC, y unien~
do el punto b con el punto ¢ por medio de la' be., el tridngulo
- abe serd igual con.ABC (2.%.caso), = " S
{Esc. Lo mismo seria sisenos diese separadamente un ingu-
- lo con los lados que le‘habian de formar, . =~ .. = ‘
{365 Finalmente, si:quisiésemos formar un. tridngnle. igual
con otro, empleando én la constriiccion de este tiltimo , un lado del
primero y los dos dngulos adyacentes, tendrfamos, suponiendo que
AB sea este lado, A y B los dngulos adyacentes , que tomando so-
. bre una linea.cualquiera una parte gb igual. con AB, y formando
en sus estremos dos dngulos a y b respectivamente iguales 4 los A
y B, el punto donde estas lineas se encoptrasén. cérraria.el tridn-
gulo abc, que sera igual con el ABC en virtud de la espuesto (ter-
- cer caso). . S ‘
366 Teor. En un mismo tridngulo, 6 en tridngulos iguales , ‘&
“lados iguales se oponen dngulos iguales. S .
Espl. Supongamos que en el tridngulo ABC (fig. 32), sea AB
=AC, voy 4 demostrar que el dngulo en B == al dngulo.en C,
Dem. Por el punto A, vértice del tridngulo ABC, que serd i-
sésceles por el supuesto de ser AB==AC, y el punto D, medio
del lado BC, concibase tirada la DA ; y resultard que los tridngu-
los ABD, ADC tendrin los tres lados del uno .ignales con los tres
lados del otro, 4 saber, AB==AC por el supuesto, BD =DC por
construccion , y AD por ser comun 4 ambos ; luego serin iguales
y tendrémos que los angulos en B y en C, opuestos al lado comun
AD, serdn iguales , que era L. Q. B, D.
Cor. De aqui se deduce que 5i en un ¥ridngulo son iguales entre
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s Tos \eres: bados:;. Jo sévin tambien sus tres dngulos; y por lo mis-

. “

- mo el tridngulo equildtero es tambien equidngulo.

.., Esc. La igualdad de-los tridngulos ABD , ADC , prueba al mis~
mo. tiempo que el dngulo BAD = DAC y: que BDA = CDA,, de
donde se deduce (349) que estos. dos 1iltimos solx rectos, y por cons,
signiente-que una. linea. tirada desde ¢l wértice de un gridngulo isds<
celes ab medio de su base es perpendicular & esta base, y divide & s
dngulo opuesto en dos partes iguales. | - oL e

367 ‘Teor. En un mismo tridngulo & en tridngulos iguales &
dngulos iguales. se oponen lados iguales. ’ ‘ .
.... Espl.-Supangamos.que en el tridngulo BAC (fig. 32), sea el dn-
gulo ABC== ACB: voy 4 demostrar que el lado AC== al lado AB:

... Dem. Si estos. Jados ng son ‘iguales , seran desiguales ; y por lo
mismo, uno-de- ellos serd mayor que el otro,-Supongamos que BA,

~ sea ‘el mayor, y tendrémos que si s¢ toma en él una parte BE =

AC:; y se concibe tirada la CE , se tendrd que los tridngulos BEC,
ABC tendrin.el, lado .BC comun, el lado BE == CA por. construc<
cion, y el dngulo EBC = ACB por el supuesto: .luego:(2.° caso}
serdn iguales.; pero esto es un absurdo , porque el BAC es todo y
el BEC esisu.parte :-luego el supuesto que nos ha conducido 4 é,
tambien es absurdo ; y como este supuesto era el que los lados BA
y AC fuesen-desiguales , se deduce que si no se puede suponer que
sean desiguales , resultard que serdn iguales , que era L. Q. D. D.
..-368, Teor. Si se: prolonga uno. de Jos lades de un iridngulo , e
dngulo gsterno es. mayor que’ cualquiera de los dosv internos opuestos.
- J.Exfl., Sea el triangulo ABC (fig. 33): voy 4 demostrar que si
se prolonga une (de los lados BC, el 4ngulo -ACD, que se llama
esterno por estar fuera del tridngulo , es mayor que cualquiera de
los dos BAC, ABC opuestos 4 los lados que forman el esterno.
- . Dem. Para demostralo respecto del BAC, que-es el opuesto al,
Iado prolengado , concibase dividida Ja AC en dos partes iguales,
y que por B y por el medio E pase la BEF prolongada hasta que
FE sea igual con BE :" concibanse unidos los puntos F y C por la
recta FC, coii lo cual tendrémos que, pues el punto F se halla en~
tre AC y CD, el dngulo ACD debe ser siempre mayor que el ECF.
Ahora , como. por la construccion hecha AE =CE, BE =FE y el.
angulo AEB —=CEF (§ 356), el tridngulo AEB es igual con el tri-,
angulo ECF (360);-luego los 4ngulos.BAE , ECF opuestos 4 los
lados iguales serdn iguales , y por consiguiente el dngulo ACD ma~
yor que ECF, lo serd igualmente mayor que BAE = BAC,
Haciendo una construccion andloga en el lado BC, tendrémos
que el dngulo BCK serd mayor que el ABC, opuesto al lado AC.
que hemos prolongado ahora; y.¢omo BCK==ACD por opuestos
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al wériice, serd ACD'>ABC; luego queda demostrdda:da pros
posicion, : - b e Ty
" Cor. 1.° Pues que.los dngulos ACB -~ ACD = (§ 351), se
tendrd ACB ~+ ABU <w 6 que dos rectos, porque ¢i angulo ACD:
> ABC ; lo que maninesta que Jo.suma. de dos: anguioscualesquierad
adyacentes d un mismo.bado de un: tridngulo es:anenors quet dos . dn3
gulos ‘rectos. - N T M s
Cor. 2.° En un tridngulo que tienc: un dngulo recto & undngu~
lo obtuso, cada uno ‘de los otros dos debe ser agudo ; porque si su-
ponemos que sea tambien recto 1 obtuso, la suma de dos dngulos
adyacentes 4 un:lado seria igual ‘6 mayor que dos rectos 4§ contra
lo: que acabamos de probar. . . T L0 T 0
Car. 3.9 Desde un punto cualquiera: C-(fig, 34), fueta -dé una
vecta AB . ino.sevle puede “concebir bajuds was Ede‘una'.j)erp‘endiéula%
CD; porque si se le pudieran concebir dos, tales como CD,-CE,
s tendrfa el tridngulo’CDE en que. los 4ngulos CDE; CED 4 sien-
do cada uno recto, valdrian juntos dos rectos; lo cual es un. aba
surdo ] pues se opone- & o demostrado-dntes (coriig.®): & Gito
Cor. 4.° De ‘aqui se deduce que:la perpendicultr:es: s que iz
de-la verdadera distancia que hay desde un” punto & una lifiea.-phs
que es la tinica que se puede tirdr de su espeeies: ‘1¢ e 1 v
Cor. 5.° Tampoco se puede, concébir mas de una perpendicular
desde un punto D towado en la misma linea ; porque si ‘supone-
mos que haya dos, tales como DC , DK, los dngulos KDA ,/CDA
serian rectos, y por consiguiente iguales’, pero esto no'piredesgi;
porque ADK es parte y ADC. es todo ;5 luégo tampoco’puedéiser,
€l que las dos lineas DK y CD sean. perpendicularés i.la:AB, "
Cor. 6.° Si desde un punto C. de una oblicud ‘CE:se buja una
perpendicular CD 4 la AB, caerd hdcia el dngulo bgudo ; potque
si cayese hicia-el dngulo’cbtuso,- el dngulo ADC no- podria. ser
mayor: que él, como-se debe verificar en virtud de fo: ‘demostra-
do en el téorema, . T o B A T
* 369 Teor. En todo tridngulo al mayor lado
dngulo. ' :
Espl. Sea el tridngulo BAC (fig. 35): vey 4 demestrar que
si el lado AC es mayor que BC, el dngulo ABC seri mayor
quEBAC_ A R S e T e D
~ Dem. Témese en el lado mayor AC una parte CD igual con
BC, y tirese la BD; con lo cual tendrémos el tridngulo BDC
que nos dard los dngulos n y m iguales; pero-n> A por ser
esterno en el tridngulo ABD , luego tambien serd n. > A; y co-
mo ABC es mayor que m, con mas razon serd mayor que el dn-
gulo en A, 6 que BAC, que era L. Q. D. D. :

e
[ AR

se. oponé el mayor
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.. 370" Tebr. En todo’ tridnguio ab-mayor dugule se opone el ma-
yor lado. - ’” ‘ o oy : C
Espl. Sea el tridngulo BAC (fig. 35): voy & demostrar que
si el angulo ABU > BAC, se tendri que AC> BC. .
Dem. Si esto uno'se werifica , serd AC igual 6 inenor querBG;
AC no puede ser igual con BC, porque-en esté caso resultarfa (366)
que ABC=BAC contra el supuesto; tampoce puede -ser menor,
porque entonces -el-4ngulos ABC (§ -369) seria menor que el BAC,
que es tambien contra ¢l supuesto; luego si AC no puede ser
igual ni menor que BC, serd forzosamente mayor. L. Q. D. D,
37t Teor. La suma. de-dos lados de un tridngulo es mayor que
el tercero. . YL - f‘: v ‘ “%- ot i e c [
© Bspl. Sea BCA (fig. 36)) un tridngulo cualquiera: digo ‘que
BA+CA>BC - : o 2ot
Construccion. Haciendo centro en B y.con-un radio igual al Ia-
do mayor BC, trdcese cl arco CD hasta que encuentre.at Jado BA
prolongado, y tirese'la DC por el punto de interseccion D:y el
anto C, R s 5ol
I‘) “Bem.  Las lineas BC y BD-son iguales -por radios de un mismo
circulo; y como: eri un mismo tridngulo 4 lados iguales. se oponth
ingulos iguales, serd en el tridngulo CBD el dngulo DCB = g; pe-
ro el ‘dngulo r, siendo parte del DCB , ser4 menor que ¢l y tam-
bien menor que el g, que es igual con DCB. Luego en el tridngulo
DCA el.dngulo .g es* mayor que-r , 'y porlo mismo (370), el lado
CA , opuesto-al dngulo mayor g',serd-mayor que DA lado apuesto:
al dngulo menor rj es"deciry que tenemos probado que CA > DA.
Ahora, si 4 estas cantidades , que son desiguales, les afiadiinos una
misma cantidad AB, tambien permaneceran desiguales, y por lo mis-
mo . tendrémos CA -+ AB > DA -+ AB; y como DA 4+ AB = BD
y BD = BC, se sigue que CA 4+ AB'> BC, queera'L. Q:D. D
- {Esc. Esta proposicion:imanifiesta ‘que con tres lineas tomadas
& arbitrio no se puede formar siempre un tridngulo , pues para es-
to es indispensable que la suma de dos cualesquiera de ellas.sean
mayores que la otra. Tambien da 4 conocer que la diferencia de dos
bados cualesquiera de un tridngulo es siempre menor que el tercer lado;
pues la desigualdad anterior CA 4 AB > BC, da CA > BC — ABj
y AB>BC—CA > B A R S
- {372 Teor. Si desde un. punto cualquiera. dentro de un. tridngiy.
lo, setivan lineas & los wértices de dos.de sus dngulos, la sumia de
estas lineas serd menor que la de los lados del tridngulo opuestos 4 los
dngulos 5 y el dngulo que formen dichas lineas serd mayor que el dn-
gulo que formen dickos lados. ;
+ Espl. Sea el tridngulo ABC (fig. 37): digo que si desde un puns

i
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1o D;elegido dentro , se tiran:dos. lipcas BD , DC 4.-dos” dngulos

cualesquiera B, C, se tendrd BD + DC < AB «+ AC, y que BDC,

641 dngulo en o> m A ‘
"¢ Dem. Concibiendo prolongada una cualquiera de las lineas, tal
cofic. BD hasia que encuentre al lado opuesto AC, se tendrd (§.371)

A~ AL > Bli; y afiadiendo EC, serd BA -+ AE + EC> BE -+

BA
.- .{Ahora , el widngulo DEC nos dard DE -+ EC>DC; y afia-
diendo BD, serd BD +4- DE 4« EC> BD + DC 6 por ser BD +
DE = BE, serd BE + EC > BD + DC. .
5 &Y como 4ptes teniamos que AB 4+ AC > BE 4+ EC, seracon
mas razon BA -4~ AC> 8D + DC, queera L. 1.° Q. D. D.- - 1~
. {El'tridngulo BAE rios da el dagulo n > m, por ser el uno es-
terno y el otro interno (368); y por la misma razon el tridngulo
DEC nos da el 4ngulo o > n, luego con mayer razon o > m ,’que
eta L. 2.° Q-D..D.3 : S o S
373 Teor. Si desde un punto & 0£v0 s Tird uRa 1ecta y und Curvdy
la recta es mas corta que ba curva. vy
. Esph. Si.desde el punto A (fig. 38) al punto B, se tira la recta
AB y la curva ACB, vamos 4 demostrar que ACB > AB. L
. Dem.Concibanse tiradas desde A y B'4 un punto cualquiera G
de la curva, las lineas AC y BC; con lo cual tendrémos (§ 371) AC
4 CB> AB; y si.desde C'y A concebimos tiradas 4 ua punto in-
termédio del arca AC, las AD, DC, y desde B y € al puato. inter=
medio E del otro arco, las BE, CE, tendrémos tambien - ..o . . .
chean o T AD 4+-DC>AC,CE4+EB>CB; ;. .- "
‘de-donde sumando ordenadamente serd L e e
- ' AD -+ DC - CE 4+ EB> AC 4 CB; -
ysi volviéramos 4 concebir tiradas lineas 4 los puntos intermedios
de los arcos. AD , DC &c. ¢l conjunto de lineas que resultase se-
ria mayor.que’ el conjunto AD:+ DC + &c., pues la suma de ca-
da dos lineas AM ~+ MD siempre serfa mayor que su correspondi«
ente DA. ; pero este conjunto de lineas, al paso que crece, s¢ apro-
xima 4 la curva ACB, pues va teniendo mas puntos comunes com
ella, y se halla entre el conjunto anterior y la inisma curva : luego
la curva (323) serd mayor que cada uno de estos conjuntos de lineas
rectas: y como cualquiera de estos comjuntos de lineas es.mayor
que AB, se sigue que con:mas razon, serd la curva ACB mayor
que la recta AB. L. Q D.D. (¥). =~ : :

(*) Esta demostracion la publiqué por primera vez en mis adi-
ciones & ba geometria de don Beniso Buails en ¢l afio de 1806, Ahora he
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‘Cor:. De dqui se infiere que-la linca vecta es la mas corta de cuan-

tas se pueden virar desde un punto 4 0iT0, ya Sean CUrvAs como ACB,

-ya se_compongan de rectas’'toma el conjunio de las !AD. -+ DC 4 CE

"+ EB , ya se compongan de rectas y de curvas como del arco ADC =
“da.recta CB. . - et T

Ese. Lo mismo se verificarfa de cualquier clase que fuese la.cur-

va, pues si supusiésemos que-estuviese representada por ADCEB

:(fig. 39) » tendriamos que ADC >:AC y que CEB >.CB; loique da-
ria sumando estas desigualdades , ADC -+ CEB = ADCEB > AB.

374 Teor. Si desde unpunto & otro se tira una recta y diferentes

curvas que sean concavas 6 convexas hdcia un mismo lado, la curva

-que mas se acerque & la recta serd la mas corta. : ,
Espl. Si desde el punto A (fig. 40) al punto B, se tiran diferen.

tenido la satisfaccion de ver que Mr. Leslie, opinando como yo trata
de demostraria. He aqui como se espresa en la 4.* edicion de su geo-
metria , impresa en 1820,

“La linea mas corta que se puede tirar entre dos puntos es una
linea recta. ) S

Sean A y B (fig. 315 ldming 17.2) dos pumtos unidos por lineas rec-
tas con 0tro punto intermedioC , y tendrémos AC -+ BC > AB. Aho-

.ra, sea D otro tercer punto colocado entre Ay C, v se tendrd AD -

.DC> AC; sfiadiendo BC, serd AD + DC + CB > AC +-CB>
AB. Supdngase otro cuarto punto E unido con By C; y serd BE +
CE > BC: por lo que , con mas razon s¢ verificard que AD ~+ DC +
CE + EB > AB. ' C ;

“Continuando del mismao modo , se tendrd que el agregado poligo-

nal ¢ linea corvada AFDGCHEIB adquirird continuainente 4 cada
- paso alguna mayor estension. T no teniendo limite el nimero de estos
puntos que se unen, se pueden aproximar el uno al otro tanto como se
quiera; y por consiguiente ba proposicion es tambien verdadera en aquel
caso.estremo en que eb contorno es una linea curve, 6 de que ninguna
. porcion puede ser reputada por recta.

“La proposicion ahora demostrada es comunmente tomada por axio-
ma : Pero multiplicar inconsideradamente el nimero de los principios

originales , aparece emieramente repugnante al espiritu de la sa-
nG razon.”

El lector decidird acerca del rigor y exactitud de esta demostra-
cion, y la podrd comparar con la mia: bastdndome para mi satisfaccion
el que un gedmesra tan profundo como Leslic juzgue nccesavio el de-
mostrar las proposiciones que dntes se tomaban por axiomas, y que yo
he procurado demossrar en mis obras.
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~tes curvas ACB, ADB; la ACB que mas seacerea 4 la recta AR eg
M mascorta,- . ., P e, o » '

«'s -iDem.. Concibase por el punto C la linea MN, tal que solo ten~

-igd.el puate C comun con la curva interior ACB, estando toda clla
fuera, y tendrémos (373) MDN > MN ; afiadiendo 4 ambas canti-

.-dades AM + NB, resultara .

MDN' - AM «4 NB > MN + AM -+ NB; - :

- pero el primer- miembro MDN -~ AM -+ NB es igual 4 la curva
ADB 'y cl segunda MN-+ AM + NB, al conjunto AMNB,

~luego - o - ADUB > AMNB,

-Concibanse ahora por los puntos P y U intermedios entre C y A,
y B las rectas RS y TQ con las mismas circunstancias que la MN,
y tendrémos (373)
. RM -+ MS>RS, TN -+ NQ > TQ;
y sumando crdenadamente estas desigualdades, se tendrd

RM ~+ MS + TN + NQ > RS + TQ. S
Afiadiendo 4 ambos miembros la cantidad AR -+ ST - QB, tambien
permanecerdn desiguales , y serd
RM +MS8+TN~+NQ-+AR+ST-+QB>RS+TQ-+AR -+ST-+QB
pero el primer miembro es igual al conjunto AMNB, y el segundo

-al ARSTQB; luego AMNB > ARSTQB, :

'y con mas razon ADB > AMNB serd mayor que ARSTQB.

X como si se concibiesen tiradas rectas por los puntos interme~
dios de los arcos AP, PC, CU &e., demostrariamos que el conjun-
to de lineas que resultase seria menor que el anterior ARSTQB y

~asi sucesivamente, se sigue que con mas razon la curva ADB seri
mayor que cualquiera de estos conjuntos; pero estos conjuntos de

“lincas, al paso que menguan, se van acercando 4 la curva ACB,
por tener mas puntos comunes con ella y estar cada uno entre la

~curvay el conjunto anterior ; luego (324) la curva ACB es menor
que cualquiera de estos conjuntos. y con mas razon se tendrd ACB
<< ADB, que era L. Q. D. D. :

Cor. 1° De aquf se infiere que una vez que la curva interior es
menor que cualquier conjunto de lineas , cada arco de curva es me-
nor que la porcion de lineas correspondientes 4 dicho arco, y que

por lo misino el arco CP << PSwi=CS; es decir, que una porcion

de curva es menor que la suma de ias partes de las bineos que, tenien-
do un solo punto comun cor la curva estando todas ellas fuera, quedan
interceptadas entre dicho punto y el parage donde se encuentran.

{ Esto tambien lo podrianos demostrar directamente concibiendo
por el punto O la linea FG; pues demostrariamos del mismo modo
que 4ntes, que el conjunto PSC> PFGC; y volviendo 4 concebir
mas lineas tiradas del mismo modo, seria mener el conjunto que se
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formase , y asi sucesivamente ; y como al paso que mengua este con-
junto sé va acercando mas al arco POC, infeririamos (324) que el
arco POC < PS ~+ SC. v . )

375 Teor. Si dos lados de un tridngulo son iguales 4 dos la-
dos de ovro y el dngulo que forman es desigual en ambos , digo que el
lado opuesto al-mayor dngulo serd mayor que el que , en el otro tridne
gulo , estd opuesio al dangulo menor.

{Espl. Sean los dos tridngulos ABC, DEF (fig. 41), tales que
AB=DE, AC=DF y el dngulo BAC>EDF: voy 4 demostrar
que BC > FE. : o ‘ -

{ Dem. Concibamos superpuesto el tridngulo DEF sobre el BAC,
de manera que el lado DF se confunda con AC; y tendrémos que,
despues de hecha la superposicion , el tridngulo DEF vendri 4 te-
ner la-posicion del AE/C , que deber tener el lado DE’ dentro del
dngulo BAC, porque el dngulo FDE es menor que BAC. Ahora,
pueden ocurrir aqui tres casos, & saber, que el punto E caiga fue-
ra del tridngulo ABC como en E/, que caiga sobre el lado BC co-
mo en H, y que caiga dentro del tridngulo como en K.

€ 1.° Supongamos que cae en E/, y tendrémos (§ 371)

= E'G + GC>ECyBG + GA > BA
luego si sumamos ordenadamente estas desigualdades serd,

E'G+GC~+BG + GA>EC+ BA
6 lo qué es Jo mismo B’A 4+ BC>FE/C + BA:
¥y suprimiendo en ambos miembros E‘A y BA que son iguales por
¢l supuesto de ser E’A. == DE =BA , quedari BC > E/C =EF,
- {2.° 8iE cayese en H en el mismo lado BC, se téendra (ax. 4.°)
S - . BC>HC=FE. -

{3.° En fin, si el punto E cayese dentro tal como-en K, ten-
driamos (372) que AB -+ BC > AK + KC;

y quitando de ambos miembros AB y AK que son iguales por el su-
puesto de ser DE = AK = AB, quedard BC> KC=EF.

Luego en todos los casos es verdadera la proposicion.

{Cor. De aqui se deduce la inversa, 4 saber, que si dos lados
de un tridngulo son iguales d dos lados de otro, y el otro lado menor
en el uno que en el otro, el dngulo opuesto al menor , serd menor que
el otro. Porque si fuese igual, los lados opuestos serian iguales,
contra el supuesto ; si fuese mayor, el lado del primero, lo seria
tambien , que es contra el supuesto ; luego si no puede ser igual ni
mayor, serd menor.’} ;

376 Teor, Si desde un punto fueras de una recta, sele tira una
perpendicular y diferentes oblicuas, se verifican tres cosas: 1.2 lg per-
pendicular serd mas corta que la oblicua 5 2.2 las oblicuas que disten
igualmente de la perpendicubar serdn iguales y-3.% la oblicua que mas -

TOMO I. PARTE II 5
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se separe de la perpendicular serd la mos larga. .
Espl. Si desde el punto A fuera de la £D (fig. 42), se le con-
cibe tirada una perpendicular AB y diferentes oblicuas AE, AC,
AD, se verificard 1.° que la AB serd la mas corta .de todas ; 2.°
que las oblicuas AE, AC que distan igualmente de la perpendicu-
lar AB serdn iguales ; y 3.° que de las oblicuas AC, AD, la AD
que mas se separa de la perpendicular serd la mas larga. -
Dem. 1.° Por ser el tridngulo ABC rectingulo en B, y ser el
ingulo recto el mayor que hay en un tridngulo (368, cor. 2.%),
se sigue (370) que el lado AC>AB 6 AB < AC; pero AB es

la perpendicular y AC la oblicua; luego la perpendicular es mas-

corta que la oblicua, L. 1.° Q. D. D. :

2.° Si suponemos BC ==BE, tendrémos que los tridngulos ABE,
ABC scran iguales (360) ; pues los dngulos.en B son iguales por
rectos , BE =BC por el supuesto, y BA comun, luego tendrin
iguales sus hipotenusas y dardn AE==AC I.2.° Q.D. D. .
. 3.° Sienda el triangulo ABC rectingulo en B, se sigue que el
angulo ACD , esterno de dicho tridngulo , serd obtuse , puesto que
ha de ser mayor (368) que el interno ABC que es recto ; luego
(368 cor. 2.°) ¢l dngulo ACD es el mayor del tridngulo ACD, y
por lo mismo se le opondrd mayor lado (370) ; luego AD > AC;
que era L, 3.°Q..D. D.. CL

Cor. 1.° De aqui se deduce que desde un mismo punio fuers
de una linéa no se le pueden tiray vres lineas vectas iguales; porque
si esto se verificase, habria 4 un mismo lado de la perpendicular
dos oblicuas iguales , lo que no puede ser. De dos en dos lineas,
se puerfien trar iguales cuantas se quieran, una 4 un lado de la
perpendicular y otra 4 otro. Lo .

Cor. 2.° Que dos tridngulos rectdngulos. son iguales cuando tie-
aen iguales bas hipasenusas y uno de los cateros 6 uno de los dngu~
los agudos ; porque -supongamos 1.° ‘que se tengan los tridngulos
ABC y-DEF (lig. 43), en los cuales supongo que AC=DF y
AB==DE; voy & demostrar que BC=EF, y por lo mismo es-
tos triangulos son iguales (359)- : .

En efecto, si colocamos el tridngulo DEF sobre el ABC, de
modo que DE se confunda con'AB, resultard que , como los dngu-
los en B .y en E son rectos, seran iguales ; por lo cual el lado EF
caeri sobre el BC (348). Ahora, si el punto ¥ no cae sobre el pun-
to C, caerd 6 mas 4 la izquierda como en G, 6 mas 4 la derecha
como en H. Supongamos que cae en & ; entonees la tinea DF esta-
r4 representada por la AG; y como por el supuesto DF == AC, ce
tendri AC==AG , que es un absurdo, puesto que la AC que mas
se separa de la perpendicular debe ser mas larga. Come del mismo
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inodo demostrariamos que no puede caer hicia la derecha en un
punto tal como H, queda demostrado que caerd exactamente sobre
C; luego se habrin confundido los tres lados del tridngulo DEF
con los del ABC; luego dichos tridngulos son iguales.

Supongamos en 2.° lugar que AC=DF y el ingulo BAC=
EDF ; si colocamos el tridngulo DEF sobre el BAC, de modo que
DF se confunda con AC, la DE se habri confundido (348) con AB;
y como el punto F se habrd confundido con C, si la FE no cayes;:
exactamente sobre la CB, se podrian tirar desde F dos perpendicula-
res 4 AB, y siendo esto absurdo, resulta que FE se habra confun-
dido con BC, y por lo mismo los tridngulos serin iguales.

- Cor. 3.° Que si un punto de una perpendicular dista igualmente
de dos puntos de la lHnea & que lo es, todos los puntos de la primera
estardn d igual distancia de aquellos mismos puntos de la segunda.

En efecto, si fuese B (fig. 42} el punto que distase igualmente
de E y C, se verificaria la proposicion; porque desde cualquier

unto A, M 6 H de J]a AH, que se tirasen lineas 4 E y C, serian
iguales (360) los tridngulos ABE, ABC, igualmente los MBE y
MBC, y los HBE , HBC tambien ; luega se tendri AE=AC, ME
== MC y HE == HC. Ahora, si suponemos que el punto A que se
halla fuera de la DE, diste igualmente de E y de C, serd AE =
AC; y como tienen un lado comun AB los tridngulos rectingulos
ABE , ABC resultard (cor. antec.) que EB = BC: y si por ua pun-~

. to cualquiera de AB, tal come M, se tiran las ME, MC serdn i~

guales , por ser hipotenusas de los tridngulos EBM , MBC que son
dguales (360); y como lo mismo demostrariamos de cualquier otro
‘punto , resulra la proposicion. ‘

- Cor. 4.° Que un punto cualquiera G que esté fuera de la perpen-
dicular , dista desigualmente de dichos dos puntos E y C; porque CG
< CM + MG =ME + MG = GE.

" Esc. 1.°  Dos tridngulos son iguales cuando tienen dos lados igug-
des ¢ igual tambien el dugulo opuesto al mayor-de ellos,

Espl. 8ean ABCz DEF (tig. 32%) dos tridngulos en que se su-
pone AB = ED, AC=DF, ACB = DFE, sabiéndose ademas que
BA. > AC ; digo que los dos tridngulos ABC, EDF son iguales.

pe1)z. Por ser AB > AC, resulta (369) que el angulo ACB >
ABC; luego el dngulo ABC serd por precision agudo , pues que si

- ACB es agudo con mas razon lo serd el ABC que es menor que él;

si' {%.CB fuese recto, u obtuso, el ABC seria (368 cor. 2.°) por pre-
cision agudo ; luego 1a AB serd oblicua respecto de la BC, y por
f:lmlsmei razon tendrémos que DE serd oblicua respecto de EF

hora , los angulos ACB, DFE que son iguales, no pueden mé :
de ser agudos , rectos 1 obtusos. 8 PHOR menes
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. Silos. suponemos’agudos, tendriamos que las AC y DF serdn
tambien oblicuas respecto de las BC, EF , y concibiendo las per-
pendiculares AP, DQ, caerdn dentro de los tridngulos ABC, DEF
(368 cor. 6.°), y los tridngulos ACP, DFQ seran iguales (376
cor. 2.°); pues son ambos rectingulos el uno en'P y el otro en Q,
tienen iguales las hipotennsas AC, DF, y ademas tienen iguales
los dngulos .agudos ACP , DFQ ; luego AP=0DQ, y PC=QF.
Ahora , por ser AP =DQ, se tiene que los tridngulos A¥B, LQE
rectingulos en P y en Q, serdn iguales (376 cor. 2.°), pues que
ademas de ser rectingulos, tienen iguales las hipotenusas AB, ED
¥ los catetos AP, DQ. Luego PB:—QE ; y sumando esta ecuacion
con la PC==QF sera BC= EF: y por consiguiente teniendo por
el supuesto AB == DE, AC=DF, y por lo que acabamos de de-
mostrar BC=4t£F, resulta que los tridngulos ABC, DEF tienen
iguales sus tres lados ; luego en virrud de lo demostrado (359) se«
ran iguales. ‘

Si los dngulos ACB , DFE fuesen rectos , enténces los tridngu-
los rectdngulos ACB , DFE tendrian por el supuesto iguales las hi-
potenusas AB, DE, y los catetos AC, DF ; luego en virtud de lo
demostrado (376 cor. 2.°) serian iguales, -

Si los dngulos ACB, DFE fuesen obtusos como en la (fig. 26%),
las perpendiculares AP, DQ, caerian fuera de los triingulos (368
cor. 6.°) y resultaria que siendo igunales por el supuesto los dngu-
los ACB , DFE , sus suplementos ACP , DFQ serin tambien igua-~
les; y los triangulos ACP, DFQ rectingulos en P y en Q, serdn
ignales (376 cor. 2.°) pues. ademas tienen iguales las hipotenusas
AC, DF ; de donde se infiere AP ==DQ , y CP = FQ. De ser AP
=DQ , y de tener por el supuesto AB=DE, resulta que los triin-
gulos ABP , DEQ rectingulos en P y en Q seran iguales (376 cor.
2.°) ; y por lo mismo BP =EQ ; restando de esta ecuacicn la CP
=FQ, queda BC==EF; y como por el supuesto se tiene AB=
DE, AC=DF , resulta que los tridngulos ABC, DEF tienen sus
tres lados iguales, y por consigniente (359) serdn iguales. Luego
en todos los casos es verdadera la proposicion,

Esc. 2.° Dos tridngutos son iguales cuando tienen dos lados i-
guales y el dngulo opuesto al menor de ellos , con tal que en ambos
tridngulos sea de la misma especie el dngulo opuesto al mayor lado;
esto es, que en ambos sea 6 agudo 4 obtuso. , _

Espl. Sean los dos tridngulos ABC, DEF (fig.? 26*% y 32%); en
los cuales suponemos que AB=DE, AC=DF , ABC = DEF,
en los que sabemos ademas que AC << ABy LF <DE y que los dn-
gulos ACB, DFE son en ambos tridngulos de una misma especie, es-
to es, son en ambos 6 agudos como en la (fig. 32%) 6 enambos obtu~
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s08 como en la (fig. 26 *); digo que son iguales los espresados tridn-
gulos ABC, DEF. ,

Dem. Coléquese el tridngulo DEF sobre el ABC, de modo que
DE se confunda con AB, y resultard (348) que el lado EF cae.
rd sobre el BC. - , ,

Ahora, las circunstancias que se suponen.conocidas, dan-4 en-
tender que las AC, DF no son perpendiculares 4 las BC, EF, pues

ue si-lo fuesen , los dngulos en C, y F serian rectes, y los tridn-
gulos ABC, DEF serianiguales por lo demostrado (cor. 2.°). Luego
si concebimos por A una perpendicular al lado opuesto BC, resulta-
ra que por ser DF== AC y estar el punto D confundido con A,
que la DF 6 se confundira con AC 6 caerd .en Ac {teor. antece-
dente) de medo que PC==Pc. Mas si suponemos .que caiga «en Ac,
tendrémos ( fig. 32 *7) que el angulo AcB > P serd obtuso, y el
ACP = AcP, por laigualdad de los tridngnlos APC, APc (cor. 2.°),
serd agudo ; y como por el supuesto se sabe que los dngulos DFE,
ACB son de una misma especie, resulta que la DF no puede caer 4
diverso lado de la perpendicular ; luego caerd del mismo lado y se
confundira DF con AC, cayendo el punto F sobre C, y todo el la-
do EE se habria confundido con BC. Luego los dos tridngulos se
habrin confundido y serdn iguales que era L. Q. D. D.

La misma consecuencia se saca respecto de la (fig. 256 *); pues
si suponemos que al hacer la superposicion, la DF nocaiga sobre la
AC, sin6é que tome la posicion, de Ac, al otro lado de la perpendi-
cular, el dngulo ACB> P seria obtuso, y el dngulo AcP que re-
presenta al DFE seria agudo, que es contra el supuesto ; luego no
se puede suponer que la DF caiga hicia diferente lado de la AC;
luego caerd encima , y se confundird con ella ; luego los trizngulos

DEF y ABC se confundirdn en un todo y serdn-iguales.

Esc. 3.° Dos tridngulos son iguales cuando tienen dos lados igua-
les é igual un dngulo opuesto d uno de ellos, con tal que el dngulo opues-
to al otro de los lados iguales sea de una misma especie en ambos tridn-

gulos.

Espl. Sean ABC, abe (fig. 316) dos tridngulos cualesquiera .en
los que suponemos AB==ab, BC — bcy A==4; voy 4 demostrar,
que, si se sabe ademas, que los dngulos C, ¢ son ambos rectos, ambos
agudos ¢ ambos obtusos, los espresados tridngulos son igunales.

Dem. Superpoéngase el triangalo abc sobre el ABC, de mado
que ab se confunda con AB, y tendrémos que, por ser ab==AB,
el puato b se confundird exactamente con B; y por ser el angulo
a= A, el lado ac, caera sobre el lado AC. Ahora, siel punto.c
no cae precisamente sobre C, caerd 6 4 su fzquierda como en D, 6
4 su derecha como en E. ‘
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Supongamos que caiga en D, y tendrémos que el tridngulo abe
estard representado por ABD , siendo el dngulo ¢ == ADB. Pero si
¢ y Cson rectos , habria dos perpendiculares BD, BC tiradas desde
B 4 la AC, lo que es imposible. Si los 4ngulos ¢ y C fuesen agu-
dos, el ADB==c seria agudo, y BDC suplemento de ADB serfa
obtuso, y por consiguiente mayor (349) que el 4ngulo C, quees

agudo; luego el tridngulo BDC; nos darfa (§370) BC> BD, lo’
que es contra el supuesto, que exige el que, BC = bc=: BD.

Si los dngulos ¢ y C fuesen obtusos, el ADB scria obtuso y su

suplemento BDC seria agudo; por lo que BC serfa menor que

BD, y por comsiguiente que su igual ba, lo que tambien es contra

el supuesto; luego en ninguno de los tres casos, de ser los angulos.

C, c rectos, agudos 1 obtusos, se puede verificar que el punto ¢
caiga hicia la izquierda de C, al superponerse los triangulos ; y co-

mo, por un razonamiento andlogo, deducirfamos que tampoco pue-.

de caer dicho punto 4 la derecha de C, por ejemplo en E, resulta

que , debiendo caer sobre la AC, se habri confundido precisamente.
¢ con C; y como b se habjia confundido con B, todo el lado be:se-

habrd confundido (342) con BC: y habiéndose confundido los tres
lados, se han confundido los tridngulos, y por consiguiente estos
serdn iguales, que era L. Q. D. D. ‘
Esc. 4.° Dos tridngulos son iguales cuando tienen un lado igual,
¢ iguales tambien dos dngulos, que ¢l uno sea el opuesto al lado igual.
Dem. Sean ABC, abc (fig. 316) dos tridngulos cualesquiera, en.

los que se tenga AB=ab, A=—=u4, C=c. Superpéngase el tridn~

gulo abe sobre el ABC , de modo que ab se confunda con AB, y
tendrémos , que, por ser AB=——uab, el punto b caerd exactamen~
te sobre B ; y por ser el dngulo A == 4, el lado agc caerd sobre AC.
Ahora , si el punto ¢ no se confunde con C, caerd hicia la izquier-
da de este como en D ¢ hdcia su derecha como en E; y el tridn-
gulo abc estard representado por el ABD 6 por el ABE; en cuyo
caso el angulo ACB seria menor que el BDA, y mayor que el BEA
(368), y como tauto el ADB como el BEA espresarian el dngulo c,
resulta, que en ninguno de estos casos podria ser el dngulo c=C,
como exige el supuesto. Luego el punto ¢ no puede menos de caer
sobre el punto C: en cuyo caso, todo el lado be se habra confundido
con BC; y habiéndose confundido los tres lados del tridngnio abe
con los del ABC, estos seran iguales, que era L. Q. D, D.

377 Teor. Si una recta tiene dos puntos que disten igualinente de
otros dos de otra , le sevd perpendicuivr.

Espl.  Supongamos que los dos puntos A y H (fig. 42), 6 Ay B,
6 A yM de la reera AH, estenigualmente distantes de los puntos B
yCjestoes que AE=AC y HE=HC(, 6 que AE =ACyBE =
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BC, 6 que AE==ACy ME = MC: voy 4 demostrar que'la AH es’
perpendicular en cualquiera de estos casos 4 la FD.

. Dem. Supongamos qie de los dos puntos, el uno esté mas arri-
ba de la FD y el otro mas abajo,.tales como A y H, 6 que se ten-:
ga AE=ACy HE = HC, lo cual nos dara que los tridngulos AEH,:
AHC serdn iguales (359), pues ademas tienen comun el lado AH.
La igualdad de estos tridngulos nos dard el dngulo EAB == BAC;
luego los tridngulos EAB, ABC serin iguales (360); pues tienen los
angulos EAB, BAC iguales , comun el lado AB, ¢ iguales tambien
los lados AE , AC por el supuesto; luego'los dngulos en B serin
iguales, y por consiguiente (349) rectos ; luego la AH es perpen<
dicular & la FD. : o '

- Supongamos ahora que uno de los puntos tal como B, se halle
en la KD, y tendrémos que AE= ACy BE=BC; y porlo mis-
mo los. trizangulos ABE , ABC seran iguales, pues ademas tienen co-
mun el lado AB ; luego los dngulos en B serdniguales y por con-
siguiente rectos, luego la AH serd perpendicular.

Supongamos por tltimo que ambos puntos se ballen 4 un mismo
lado de la FD ; y tendrémos suponiendo que sean los Ay M, que
AE = AC, ME = MC; y como ademas los tridngulos AME, AMC
tienen comun el lado AM, serdn iguales (359): lo que da el 4ngu-
lo EAM = CAM ; y teniendo los tridngulos AEB , ACB iguales los
dngulos en A y los lados que los forman, AE == AC por el supues-
to y AB por comun, serdn iguales (360); lo que hace que los 4n-
gulos en B sean iguales y por consiguiente rectos ; luego la AH es
perpendicular en todos los casos 4 la FD, queera L. Q. D. D.

Cor. De aqui se deduce que si una perpendicular CD (fig. 34),
tiene un punto cualquiera D, equidistante dé dos Ay B de lo linea AR
d que Lo es, pasa por todos los puntos que en dicho plano distan igual-
mente de A y de B ; esto es, que en dicho plano no hay ningun punto
que esté 4 igual distancia de A y B, si no es punto de la CD., Porque
si hubiese otro punto tal como K con esta circunstancia ,» podriamos
tirar por él y por D, la DK, la cual seria perpendicular 4 la AB por
lo que acabamos de demostrar; y como CD lo cs tambien por el
supuesto ; resultarian dos perpendiculares en un mismo punto de la
AB, lo que es absurdo (368 cor. 5+°). Si el punto que distase igual-
mente fuese N, tirande la NK, prolongada, serfa perpendicular 4
la AB; y como por el supuesto lo es tambien la CD, se tendrian ti~
radas desde un inisme punto N dos perpendiculares 4 la AB, lo que
tambien es absurdo. '

378 Fundados en el dlimo teorema podemos resolver los cua-
tro problemas siguientes. (

Probl. .1.° Desde un punio A fuera de una linea BC (Gig. 44), ba-
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for una perpendicular & esta linea, v .

Res. Haciendo ceatro en el punto dado A y con un'radio cual-
quiera, pero tal que corte 4 [a linea dada BC, tricense en ella dos
arcos en D y E; haciendo centro en estos puntos D y E, con el mis=
mo 6 con otro radio cualquiera, tricense por la parte inferior otros
dos arcos que se corten; y por el punto de interseccion F y el
punto dado A, se-tirard la AF, que serd perpendicular 4 la BC. "
. Dem. Porquetiene dos de sus puntos A y F 4 igual distancia
de D y E. ST S : . .

379 Probl. 2.% Por-un punto A de una linea BC ( fig. 45 ), le-
vantarle wna perpendicular., S ST

Res. Haciendo centro en el punto dado A, tricense dos arcos
en D yen E con un radio cualquiera ; y. haciendo centro en D y E
con un radio arbitrario, peromayor que AE, tricense dos arcos
por arriba 6 por abajo ; y por el punto de interseccion F y el
punto dado A, se tirard la FA que serd perpendicular 4 :la'BC;

Dem. Porque tiene dos de sus puntos A y F, por construc-
clon, 4 igual distancia de los dos D y E de la BC, s

380 Probl. 3.% Dads una linea AB (fig. 46, tirarie una perpen~
dicular, esto es, tirarle una linea que le sea perpendicular sin fi-
jar que pase por ninguna parte. j

Res.  Haciendo centro en dos cualesquiera de sus puntes , tales
como Dy E (fig. 46 ), tricense dos arcos por arriba que se en-
cuentren en F ; haciendo centro en los mismos puntos con el mis-
mo 6 con diferente radio, tricense otros dos que se crucen en G, y
uniendo el punto Fcon el G, resultard la FG perpendicular 4 la AB.

Dem. Porque tiene dos de sus puntos F y G equidistantes
de Dy E. , o o

381 Probl. 4.° Dada una lines AB ( fig. 46 ), dividirla en dos
partes iguales: _ : )

Res. Haclendo centro en sus estremos A y B, se trazarin dos
arcos por la parte de arriba y otros dos por la parte de abajo, co-
mo en el problema anterior; y tirando la FG, dividird 4 la AB
en dos partes iguales. o

Dem. Porque la FG, teniendo dos puntos equidistantes de A
y B, serd perpendicular 4 la AB, y tendrd ( 376 cor. 3.°) todos
sus puntos & igual distancia de A que de B; luego AH == HB,
queera L. Q. D. H. )

{Esc. En la resolucion de estos problemas, hemos dicho que es-
tos arcos se tracen unos por arriba y otros por abajo, porque para
tirar con mas exactitud la linea, conviene que disten lo mas que
sea posible los puntos por donde se ha de tirar. Pero si hubie-
se algun obsticulo que impidiese el trazar arcos hicia uno de los
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Iados, se trazarian ambos hicia una misma parte 3 tales como en K

(ig. 46 ), y tirando por F y K la linea FK, serfa perpendicular,

por tener dos de sus puntos F, K 4 igual distancia de otros dos
de la AB.} v

4 De las Paralelas.

382, Ciando dos lineas se hallan en un mismo plano, solo
puede suceder una de dos cosas:-6 que se encuentren, 6 que no
se encuentren. Cuando se encuentran, lo pueden hacer de dos mo-
dos: 6 sin inclinarse mas hicia un lado que hicia otro, que. es
cuando la una es perpendicular 4 la otra, 6 inclindindose mas hi-
cia un lado, en cuyo caso se dice que la una es oblicua respecto
de la otra. Cuando no se encuentran por mas que. se prolonguen,
como son las CD, AB (fig. 47), se llaman paralelas ; de manera
que lineas paralelas son aquellas que, estando en un mismo plano,
0 se encuentran aun cuando se las prolongue cuanto se quiera. {No
obstante, cuando se aplica el cilculo 4 la posicion de las lineas,
se consideran 4 un tiempo perpendiculares, oblicuas y paralelas,
en cuyo caso entra en el cilculo la distancia 4 que se encuentran;
y cuando por el resultado deben ser paralelas, se halla que la
distancia 4 que se encuentran es infinita ; por lo que se suele de-
cir que lineas paralelas y lineas que se encuentran en el infinito son
una misma cosa. Con esta tltima .espresion se viene 4 decir lo mis-
mo que lineas que no se encuentran, pues como jamas liegarin
al intinito , resulta que jamas se encontrardn.} - :

Cuando una linea corta 4 dos paralelas, recibe el nombre de
secante; esta forma con las paralelas ocho dngulos ; cuatro dentro
de las mismas paralelas, que se llaman insernos » ¥ cuatro fuera
que se llaman esternos. Cuando se comparan dos 4ngulos internos,
pero que estén formados 4 diferente lado de la secante, uno en
cada paralela, se llaman 4ngulos alternos internos , tales son los
m Yy q (g 47), y los n y p; cuando se comparan dos ingulos
internos , pero 4 un mismo lado de la secante, como los m, p y
los #, q, se denominan con el solo nombre de internos ; cuando
se comparan dos dngulos esternos formados por las paralelas y la
secante, uno en cada paralela, pero hicia diferente lado de di-
cha secante, se llaman alternos esternos , tales son los k vy r, los
{ 'y s; cuando se comparan dos dngulos esternos, pero 4 un mis-
mo lado de la secante, tales como k ys, lyr,se denominan sim-
plemente esternos ; y finalmente cuando se comparan dos dngulos,
uno en cada paralela, 4 un mismo lado de la secante » uno den-
tro y otro fuera, se denominan con el nombre de correspondientes;
talessonloskyp,losmys,loslyq,ylosnyr. S

TOMO I, PARTE IL 6
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383 Teor. Si dos lineas son perpendiculares & una Jercern , son
paralelas, o

Dem. - Porque si las dos lineas AB, CD (fig. 47), son perpen-

“diculares 4 la GH, estas lineas no se pueden encontrar en aingus
punio del plano donde se hallen ; porque si esto se verificase,
tendriamos tiradas desde un mismo punto dos perpendiculares 4 la
GH, lo que es absurdo (368 cor. 3.5 ) )

Cor. 1.° De aqui se deduce, que para tirar una linea parale~
Ia 4 otra dada , desde un punto cualquiera G, bajarémos 4 esta 1i-
nea desde dicho punto una perpendicular GH, y en dicho punto
G levantarémos una perpendicular GD 4 esta perpcngzcular/GH,
y tendrémos que en virtud del teorema antecedente , GD serd pa-
ralela 4 la linea propuesta AB, por ser ambas perpendiculares &
. CGOF 2.° Y como desde el punto G no se puede bajar mas de
mna perpendicular GH 4 la AB, y en G solo una perpend}cqlar
4 GH ; resulta que Forl un Pw?(l) cualquiera G no se le podrd tirar
8 i ino una sola paralels. « ,

° 1;“82:1“;2230 Si una linga es perpendicular 4 una de dos parale-

ambien 4 la otra. :

e %Ji;lfegﬁte: GI-; perpendicular 4 AB , una de las dos paralelas
AB, CD; voy 4 demostrar que la GH tambien es perp?ndlcular
: lanigﬁ Si la GH no fuesc perpendicular 4 Cp, no lo seria CD
4 GH (%), y por G podriamos concebir una linea TGV perpen-
dicular 4 GH, la cual (teor. ant.) feria paralela 4 BA‘; y como
la CD lo es por el supuesto, tendriamos por el punto G dos pa-
ralelas CGD, VGT 4 la BA, lo que acabamos de manifesiar que
xo puede ser (¥¥). -

(*)‘ En el {§ 352, 3.°) demostram?s que si una lh}e?l es per-
pendicular 4 otva , esto tambien lo es & aquel{a; y oqui _cn:ostéaﬁ
rémos bu inversa que es la que necesitamos. EZ’I lej{gcto , ST 1 a D
{fig. 24) no e perpendicular 4 la AB, le sergDo—-gg%, %T c;s :;k
gulos AOD , DOB serdn desiguales 3 y como A = por 0 P -
so0s al wérsice, resuylta que DOB y BOC serdn desiguy esl,‘ y por con-
siguiente BO caerd oeblicugmente sobre CD ; luggo no le serd per-
fmigulagn la primera edicion de este volimen espuse Ig teoria
de las paralelas por un método rigoroso y exacto, ]perosazﬁaxslte
camplicado ; y recopilé en una digresion todo %o qui 56 & P 1(1:
bre este punto para que los lectores, persuadidos de lo mucho g
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384, Teor. Si dos rectas son tales que , cortadas por otra, for-
wan con ella dngulos alternos - internos ¢ alternos esteraps que seam
iguales , dichas rectas serdn paralelas. v
Espl. Sean AB, CD (fig. 47) dichas rectas y EF la secante:
voy & demostrar que si w==p, 6 m=gq,0k=r, 6 b=y, di-
chas lineas no se encuentran, y por lo mismo serdn paralelas.
Dem, Supongamos 1.° que n==p 6 m== q, y teadrémos que
las lineas AB, CD no se podrin cacontrar en un punto K hicia
la derecha de FE, porque enténces las tres lineas FE, CD, AB

interesaba el simplificar esta teorfa, viesen el medio de conciliar
el rigor y exactitud con la sencillez, Al tratar- de disponer el o~
riginal para la segunda impresion, hallé el medio de simplificar
algo dicha teoria; pero aun quedaba complicada: y con motive
de corregir las pruebas de la digresion, como no perdia de vista
el objeto de perfeccionar esta importante teoria , me ocurrié el mé-
todo que he puesto en el testo; y aunque ya estaba adelantada la
impresion, no tube inconveniente en inutilizar algunos pliegos pa-
ra presentarla del modo que lo he hecho en el testo que es el mas
perfecto de todos. Mas'tanto con el fin de que se conozca el mé-
‘todo que habia elegido , cuanto para que se correspondan las ci-
tas que en la digresion se refieren al modo con que estaba ya im-
preso, pondré aqui este método numerados los parrafos con los
mismos mimeros que tenjan; y por esta causa he sedalado con le-

-tras despues de los mimeros algunos parrafos del testo,

387 Teor. Si una linea 4B (fig. 48) que es perpendicular & o.
tro BD en B, se mucve 4 lo largo de clla permaneciendo perpendi-
cular, su 0bro estremo A tramard una linea AEGC que tendra todos
sus puntos iguaimente distantes de la vecka primitiva BD, y ella se~
ré tombien una recta. o

Dem. Puesto que todos los puntos de la AC estan trazadas por
el estremo A de la perpecdicular AB, resulta que, como la dis-
tancia entre un punto y una linea se mide por la perpendicular ti-
rada desde aquel punto 4 dicha linea, la AB sers la que mida la
distancia de un punto cualquiera de la AC 4 la BD ; luégo todos
dos puntos de la AC distan igualmente de la BD.

Para demostrar que la AC es una linea recta » concibamos’ tres
cualesquiera de sus puntos A, B, G, tales que las partes BF, FH
que intercepten en la BD las perpendiculares que desde ellos se ba-
jen, sean iguales; y tendrémnos, tirando desde el punto de en me-
dio E 4 los otros dos A y G dos lineas EA » EG, que si estas dos
rectas no forman mas que una sola y misma linea » dichos tres pun-
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formarfan un tridngulo, en ¢l cual por ser n=p 6 m=gq, ten-
driamos que el dngulo esterno era igual 4 uno de los internos o=
puestos , lo que es absurdo, pues debe ser siempre mayor (368).
Tampoco se pueden encontrar hicia la izquierda en un punto tal
como L; porque entdnces tambien resultaria de dichas tres lineas un
tridngulo, en el cual , por ser n==1p 6-m ==q, el dngulo esterno
p serfa igual 4 uno n de los internos opuestos, lo que es absurdo;
luego dichas lineas no se pueden encontrar hicia la derecha ni
hicia la-izquierda de EF ; luego son paralelas. L. 1.° Q. D. D.

‘tos estarin en linea recta. Para que las dos lineas EA, EG no
formen mas que una sola linea, deberdn ser en primer lugar i-
guales los dngulos FEA', FEG; porque si se concibe doblada
la figura por la FE, de manera que BF sc confunda cen FH, la
BA se confundird con HG (§ 348 ), pues los dngulos en B y H

son iguales por rectos; y como BA=HG, el punto A caerd so~

bre G,y por lo mismo las dos lincas AE , EG se habrin confun~
dido en toda su longitud, para lo cual es indispensable quelos
dngulos AEF , GEF sea iguales. ; o :

Ahora, estos 4ngulos no pueden ser ni obtusos ni agudos; por-
que si suponemos que sean obtusos y que esten representades por
los FEa, FEg, podrémos en efecto doblar la figura de manera
que se confundan; pero si por E concebimos las EA, EG perpen-
diculares 4 las aB y gH, tendrémos los tridngulos EaA , EgG en
los cuales siendo rectos los dngulos EAa y EGg, los AaE, GgE se-
rin agudos { 368 cor. 2.°); y concibiendo que la figura zABFE se
coloca sobre la EFHGg , de modo que la aAB se confunda con
la EF, en lo cual no hay dificultad por deber ser sAB=EF, resul-
tard que siendo rectos los dngulos en B y en F, BF caerd sobre
FH, esto es, el estremo ¥ de la BF caerd sobre H; pues BF=
FH, y siendo rectos los 4ngulos en F y en H, la FE se confun-
dird con HGg, cayendo E sobre g, por deber. ser FE=Hg; y
habiéndose tambien confundido’ el punto 4 con E, toda la 4K, se
habri confundido con Eg; luego ¢l dngulo EaB se habrd confua-
dido con el gEF ; pero esto es imposible, porque el primero es
agudo y el segundo obtuso, luego no se puede suponer que los
angulos AEF , FEG sean obtusos ; y como del mismo modo proba-
riamos que no se pueden suponer ser agudos, se deduce que por
precision han de ser rectos ; luego las lineas EA , EG no forman
sino una sola y misma linea; luego los tres puntos A, E, G es~
tan en linea recta. Y lo mismo demostrariamos de los demas puntos.

Cor. 1.° De aqui se deduce que, pues los dngulos AEF, GEF |

© DR'¢ROMERTIA, ¢ T
"Supongamos ahora k== ¢.l==s, y tendrémos que sus opues-
tos al vértice n.y p 6 m y q serdn iguales; pero estos son alter-
nos internos , luego por la primera parte del teorema, dichas li-
neas son paralelas, que era L. 2.° Q. D. D. ,
385 Teor. Si dos lineas cortadas por otra forman con ellg los
angulos correspondientes iguales , serdn paralelas. ‘ N
Dem. Porque si supenemos k==p (fig. 47), como k==#n pox
opuestos al ‘vértice ; serd n==p que es el caso anterior 5. luega
serdn paralelas. L. Q. D, D, o : L

5011 rectos ; y lo mismo todos sus anilogos, la linea que. es perpen=
dicular d Ja BD, lo es tambz’m & la AC., y por lo mismo- (383 ) las
AC y BD serdn poralelas. - R I R

Cor. 2.° Tambien' se inflere que en - el-plano donde sé 'hazllzahyl‘dg'

~ AC y BD, no hay ningun punto que diste de dicha linea por la

purte superior de o BD , una magnitud igual con AB, que no sea
punto dela AC; porque si suponemos que haya un punto- tal co-
mo M 6 'm:, que diste de la BD una magnitud espresada por la
BA, se tendra bajando la perpendicular MP, 6 que MP =AB
= NP, lo"que es absurdo, pues 12 una es todo y la otraes parte:
6 m P = AB==NP lo que -es tambien absurdo. -

388 Teor. Si sobre una recia AB (fig. 49 ) se levanta un ni-
mero cualquiera de perpendiculaves iguales CD, FE MK y se¢ unen
sus estremos por vecsas DE, EK, todas estas no formardn sino una
sola y misma linea recta. - " . . e,

Dem. Si los tres puntos D, E, K, no estan en linea recta; po-
drémos concebir por los estremos D, K una linea que lo sea; con
lo cual tendrémos que el punto E, si no estd en la DK se hallard
6 -mas arriba ¢ mas abajo. - :

* Entendido esto, concibamos que'la perpendicular DC se mue-
va, sobre la AB hicia' B, hasta llegar 4 M, cen lo cual el punto
D habrad llegado 4 K, y tendrémos que este punto habri descrito
( 387) una recta DEK; pero como por dos puntes no se puede
hacer pasar sino upa sola recta, la DK coincidird con la que se
ha originado por el movimiento del estremo D de la perpendicu-
lar CD; y pues que esta linea engendrada por el movimiento, es-

td equidistante- por todas partes de la AB, se sigue que toda.

perpendicular bajada desde los puntos de la DK sobre AB, entre

D y K, debe ser igual con la perpendicular DC: y todo estard

ya reducido 4 probar que el punto E se halla enla DK.
‘Para demostrarlo, observarémos que si no se halla en dicha
linea , estard 6 mas arriba 6 mas abajo: supongamos que se ha-
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~ 386 Teor, 8¢ dos lineas som-tules que ;i cortaibas por otra s for
man -dos dngulos esternos . internos , gue juntos equivalgan & dos
rectos , dichas lineas vambien serdn paralelas, P
Dem. Porque si supouemos que m -+ p== 6 dos rectos (fig.
47)y como m < n =% (§ 351), serd (lntrod, ax. §.°) m -p=m
+n, de donde quitando m, quedard p == n; luego (384) serin
paralelas. Y. si suponemos Bol s==ar, COMO pefms==w, serd k
Sigi 5 == pte s, ¥ quitando. s yrquedard k.==p; pero estos son cor-
respondientes , luego (385) seran paralelas. L. Q. D. D.. .

lle. enG- por mas arriba de la DK, lo cual nos dari FG == DC
&= MK y:serd GF.mayor que FE; pero por lo que acabamgs de
demostrar es CD=FE: y como CD == GF por el supuesto, se-,
fi GF—=FE.;luego GF serfa 4 un tiempo mayor ¢ igual que
FE, o que es absurdo, y por lo mismo el.punto E no puede
caer por encima de la DK. Y como del mismo medo demostraria-
mos que-no- puede caer por. mas abajo de la DK, resulta que ne-
cesariamente caerd sobre esta linea, y por lo mismo la linea DER
es una sola linea recta, . .. . ,
..+ Lo -que acabamos -de. demostrar de estas tres perpendiculares
DC, FE, MK, demostrariainos de otro nimero gualquiera de
cllas; con-tal que sean iguales enwre si. L. Q. D. D.

389. Teor. Si se bevantan sobre una rects AB(fig. 50) dos per-
Pcndiculm‘es iguales AC, BD- y _se unen sus estremos C,D por medio
de oira vecta CD, digo que todas las perpendiculares que como GH

se bajen desde esta G ba primitiva , serdn iguales & las dos prime-

ras AC, BD que se levantaron, ‘ o
Dem. Si GH no es igual con AC, serd mayor 6 menor: su-
pongamos que sea mayor, y tendrémos que tomando en ella una
arte HE = AC, 'y concibiendo que la AC se mueva perpendi-
cularmente sobre la AB, pasard por F y por D; y tendréings que
la .linca originada por el movimiento la podrémos figurar en la
CFD , que serd recta ( 387); pero por el supuesto CGD tambien
es una recta, luego tendriamos tiradas dos rectas por los dos pun-
tos Cy D, lo ¢ual siendo absurdo, mamﬁe'sta quec no se puede
suponer que GH mayor AC; y como del mismo modo .demostra-
riamos que tampoco puede ser GH menor AC, resulta que seri
igual. <o, . : R .
300 “Teor, Si sobre una vecta AB (fig. 51 ) se levantan dos per-
endiculores ' AC, BD iguales y se unen sus estiemos C, D por oira
recta CD ; dige gue CD serd perpendicular 4 las dos perpendicula-

res. primisivas AC , BD ¢ que los dngulos n y m son recios.

- DE ¢mOMETRIA, 47
Cor. general. De aqui se deduce que tambien podrémos tirar
una paralela 4 una linea AB (fig. 47* ) por un punto dado C, ti-
rando por dicho punte una secante cualquiera CF, y formando en.
C un ingulo ne=con su correspondiente r 6 con su alterno inter-
no m, 6 un dngulo s==con p, 6 con su alterno esterno u, 6 que
sea suplemento de¢ alguno de los simplemente internos.é esternos,
como por ejemplo haciendo que s fuese suplementode p, 65 der.
3864 Teor. Cuando una secante corta & dos paralelas, se verifica
1.° que los dngulos alternos internos son iguales 2.° que los alternos

Dem. Concibase dividida la AB en dos partes iguales e E, y
levintese la perpendicular EF ; tnanse los. puntos A y B con el
F por medio de las FA; BF; y tendrémos. que los tridngulos
AEF , FEB serdn iguales (360), -y por coungiguiente el 4ngulo
o=z, s—t,y AF=FB, Luego si de los dngulos iguales CAE
EBD, se quitan los iguales o, 3, los residuos CAF, y k ser,:’u;
iguales; y comop los tridngulos CAF, FBD, ademas de estos 4n-
gulos , tienen tambien iguales los lados que Ips forman, CA =
Z_BI) por ¢l supuesto y AF = FB por lo acabado de demosirar, serdn
iguales; y dardn nz=m y r=u; pero si 4 estos les afiadimos los
iguales s, ¢, tendrémos CFE =DFE; y como los dos juntos han de
cquivaler 4 dos rectos , resulta que cada uno de ellos serd recto.

Ahora , como CA y FE son dos lineas perpendiculares 4 Iz
AE , ¢ iguales ( 389), dividiendo la AE en dos partes iguales,.
demostrarémos que el angulo n==CFE , del mismo mado que des
mostfamos que e;a el dngulo m=n; pero el 4ngulo CFE es rec.
to, luego n rambien serd recto y por comsiguiente sy i :
luego la CD es perpendicular 4 :lyasPAC, y Bé}); blgual ™

391 Teor. Si dos rectus AB, CD (fig. 52) forman & un mismo lg-
do de una tercera AC dos dngulos internos CAR, ACD que juntos
walgan menos que dos vectos , dichas rectas,, prolongadas suficiente~
menie , se encontrardn. e C

Supongamos -1,° que uno de los dngulos tal como CA k
xactg y el otro ACD igudo. : 8 como CAB ,seg .

Constr. Por un panto cualquiera de 1a CD bdjese un o
dicular 4 la CA tal como la FE, la cual caerd bt ﬁ‘a"}i‘i‘? del
angulo agudo ACD (368 cor. 6.°), témese en la CA » la parte EL,
=CE, LP =CL, NP =CP &c, hasta que uno de las puntos tal
como N, caiga por mas abajo del punto A, como aquien N (*)

(¥) Enesto no hay dificulred pues aungue la parre CE Fuese tan
pequeda como se quisiese,, repetida un mimero suficiente de veces Hega-
7a & ser mayor que la CA 5 cuanza mas gue la construceion deja’ci ur%z'—
#rio ef que fa FE corte en Ja Cd wus parte tan grande como se quigra,

3
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esternos tambien lo son; 3.° que también son iguales Jos correspondien-
tes; 4.° que los internos juntos equivalen 4 dos 7ECt05, § pOr lo mismo son
el uno suplemento, del otro;y §.° que lo mismo se verifica en los esternos.
Espl. Sean AB,DE (fig-- 47 * ) las paralelas; y F1 la secante:
voy 4 demostrar 1.° que- los dngulos m=n y p=4; 2. que
r==tys=uj;3° quer=mn, p=s5,u=qy m=1tj 4 quem
4 g==%, n—=p==u y por lo mismo m suplemento de gy nde
5y finalmente §.° que r <+ s==, 4+t ==, y por lo mismo
r es suplemento de s, y ¢ de u.

Témese tambien en la CD la parte FR=CF, KO=CK, OH =
OC &c, de manera que se tengan en la CD tantas partes como en
la CA ; tinase el punto L conel K, P con O,y N con H; por
medio. de lineas que se prolongarin de'modo que: FG=EF, KM
—LK, 0Q="PO, ytrénse las GK, MO, QH. . S

-Dem. Los tridngulos CEF, GFK son iguales (360), pues CF=
FK y EF =FG por construccion , y los dagulos en F son iguales
por opuestos al vértice; luego GK=CE=EL por construccion,
y el 4ngulo en G igual alen E; pero esie es recto, luego el G tam-
bien serd recto; luego desde los puntos E, G de la EG t§nemosba-
jadas dos perpendiculares EL, GK iguales, y por lo mismo la LK
ser4 perpendicular (390) 4 la EL, lo que hard que el apgulo en L
sea recto. Los dos tridngulos CLK, KMO son tambien xgugles por
la misma razon ; luego deduciriamos por el mismo raciocinio, que
el angulo en P era recto: y continuando del misino modo llegarémos
4 probar que el dngulo en N es recto; y si¢ndolo tainbien por ek
supuesto el CAB, las dos lineas AB , NH serdn perpendncular@ i
CN, y por consiguiente (383) paralelas ; luego jamas se encontra-
rin ; pero NH encuentra 4 CD en H y forman las tres un trian-
gulo CNH ; luego la.AB; prolongada suficientemente, Hegard &
salir fuera del-trizngulo; por consiguiente llegard & encontrar &
s de llegar esta 4 H. ]

CD ;E;ngamos:g ahora que ninguno de los ‘zig‘lgulos sea recto, si
no que ABD (fig. 53) sea agudo y BAC tambien agudo 1 obtuso.
Y por cuanto ABD y BAC juntos , se suponen menores que dos
rectos, y los ABD, DBE son iguales 4 dos rectos, se tendrd que
ABD ~ BAC < ABD —-DBE ; de donde quitando :ABD, que-
da BAC < DBH. Formese en A con la recta BA un ingulo BAF
—EBD, y tendrémos que la AF caerd por mas arriba de la AC,
puesto que ha de formar un 4ngulo con la AB, mayor que el que
forma la AC; por lo cual las dos lineas AF, BD, serin (385) para-
lelas. Bijese tambien desde A 4 BD la perpendicular AG que caera
(368 cor. 6.°) hdcia la parte del 4ngulo agudo , y formard con la
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Deém, 1.° Por el punto L, medio de la parte CO de Ia FI in-
terceptada por las paralelas, concibase la GH perpendicular 4 una’
de las dos paralelas, la cual lo serd tambien 4 la orra (3834),
¥ por lo mismo los dos tridngulos GLD, CLH" serdn rectangulos
en Gy H; y como LO == LC por construccion y los dngulos en
L son iguales por opuestos al vértice, dichos tridngulos ( 376 cor..
2.° ) serdn iguales ; y por lo mismo los dngulos en m y n serdn
iguales ; y como los p'y g son suplemeritos de estos, serdn tdm-
bien iguales (353 ), que era L. 1.° Q. D. D. o b

AF un ingulo GAF recto ; porque si s¢ supone que séa agudo, la
recta AG formard con las AP, BD hicia un misma lado, dos 4n-
gulos internos uno recto AGD y otro agudo GAF y - por lo mismo
en virtud de'lo que acabamos de démustrar ,-las dos lineas se lle-
gardn 4 encontrar prolongadas hicia F y D; lo que es absurdo, pues
tenemos demostrado que son paralelas.-Sise supusiese que GAF era
obtuso, el GAH'seria agudo, -y por la misma razon.se llegarian
i encontrar prolongadas hicia la izquierda dela AG, lo que tam-
bien esiabsurdo’; lnego para no caer en ningun absurdao , s indis-
pensable que GAF sea recto; luego su parte GAC serd agudo. ¥
por cuanto la AG forma. con las AC, GD un dngulo recto AGD y

~otro agudo GAC, concurririn, prolongandolas suficientemente, hi-

cia la derecha'de la AG, queera L. Q-D. D.
392 Esc. Cuando dos lineas tienen-fa posicion que AC, BD en
la (tig. §3), se dice que convergen hicia el parage por donde se van
acercando fa una‘q la otra; y que diverges hacia el opuesto; en cu-
yo caso’ se llaman-dichas lineas convergenies 6 divergentes , segun
sea’ el parage por dende se consideren. . .
393 Teor. Cuando una secante corta & dos paralelas, se weri
fica 1.° que los- dngulos internos juntos equivalen & dos rectos ,y por
consiguiente el uno es suplemento del otro; 2,° que lo mismo se we-
rifica en los esternos 5 3.9 que los alternos internos son iguales ; 4.°
que tambien lo son los alternos esternos’; y 5.° que tambicn son igua-
les los dngulos correspondientes. o ) ;
‘Espl. Sean AB,CD (fig- 54) las paralelas, y EF la secante ; voy
4 demostrar 1.° que M + P =%, y N+ Q =, v por lo mismo
M:es suplemento de p, y Nde Q; 2.° que T + I=w=, S + O=m,
por-lo que'T serd’suplemento 'de T y S de Q; 3.° que M =Q,r
PI:T"N% 4°que T=0yS=I;y 5.°que S=P,M=0, Q=T
yAN=4 :
-Dem. Para demostrar lo 1.° observarémos que M +~N =« 6

dos rectos, (351), y tambien P +'Q = ; por lo que sumando, ten-
TOMO I, PARTE II, 7
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2.° Como m==r y n==tf por opuestos al vértice,y m=n

por lo que acabamos de demostrar, serd r =t ; y como del mis-—

mo modo manifestariamos que u==s, resulta L. 2.° Q. D, D.
-3.° El 4ngulo m ==r por opuestos ak vértice, y el m=1# por
alternos internos; luego (introd. ax. §.°) r==n; y como del mis-
mo modo demostrasiamos que pr=s, u==gq y m=t, resulta L,
3°.Q. D. D, o ‘ :
. 4.%, Siendo m —~ p ===, resulta que por ser m = n,. se ten-
drd n 4 p=m,y por lo mismo n es suplemento de¢ p; y como

drémos M + N « P e Q =27. Ahora , si la suma M P fuese
menor que ¥ 6 dos rectos, Jas lineas AB ¥y €D se encontsarfan (391)
d la derecha de EF , lo que es absurdor, pues por ¢l supuesto; son
paralelas 5 y si la; suma M . P fuese mayor que a6 dos rectos, N
=+ Q seria menor que 6 dos rectos , y las AB,CD se encontrarian
(391).hdcia la izquicrda de EF, lo que tambien. es absurdo: luego.
para no ineurrir en ningun absurde, és ;p,xjeciso que M-P==x 6
dos rectos ; de doende resulta que N -+.Q = 6 des rectos, y por
lo mismo (33 3) M serd el suplemento.de By Nde Q,, que era
L. 1°Q.D.D,~ .- T AT
- 2.% PorserI=7P, y T=M por opuestos al vértice, se ten-.
drd, sumando I+ T =P«M ; pero P ++M = = por le que acaba:
mos de demostrar 5 luego I —+-T=w=, luego I suplemento de T,
Del mismo modo se demostraria que S. es suplemento.de O, que
era L. 2..Q. D, D., , C s
3.% Puesto que M + P—=a, por lo 1.® que acabamos de de-
mostrar, ¥ que (§351) M+ N= &, serda MexP=M - N, de
donde quitando M, quedard P = N. Del mismo modo se demostra-
ria que Q=M que era lo 3.° Q. D. D.. . R

Lo 4.9y 5.° se demuestra.del mismo modo que lo 2.°y 3.°(386a).
-394 Cor. De aqui se deduce que una linea GH (iig.. 54) perpen,
dicular 4 una de dos paralelas tal como 4 la AB, lo seri tambien
4 la otra; porque en este caso X = &5 y como por lo. 1.% que
se acaba de probar X -7 = &, restando de esta ecuacion la ante-
cedente, quedard Z =12, 6 un recto. Luego una: linea, que es per-
pendicylar-i. una de dos paralelas , lo es tambien 4 la, otra; y reci-
procamente , si de dos paralelas la. una es perpendicular. 4 ung linea,
la otra tambien lo serd ; porque si la AB.fuese perpendicular i la
GH, seria X=1a, y coma_ X +Z =, restando, "quedard Z

= 3 -
395 Teor: Si una. linea es- paralela & una de dos paralelas, lo

es tambien 4 la otra. La demostracion del testo { 3864 cor, 1.°)
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lo misma demostrariamos respecto de m y g, resulta L. 4.2 Q.D. D.

5.° - Siendo vambien p 4 razw, y pams, se tendrd r - s ==,
'y por lo mismo = es suplemento de 5; y como o mismo demostra-
riamos respecto de los 4.y ¢, resulta L. 5.° Q. D. D.

Cor. 1.° De aqui resulta que si una dinca e paralela 4 una de
dos. paralelas ;o s rambien 4 la otra. Porque si la X7 fuese pa-
ralela 4 la BA), el dngulo ki=r por correspondientes ; pero r==
# por la misma razon e las AB,DE que son paralelas por el su-
puesto 5 luego k==n; y en virtud de lo demostrado (385) las
XZ y DE serin paralelas, o : -

Cor. 2.° Tambien inferimos que todas las lineas FG,HI,KL,MN

L

- 396 Alqui poniamos por ‘teorema el cor. 2'."’( § 386a).
397 ~Probl, Dado un punto H' fuera de una linea AB, tirarle
una paralels. o : )

Res. y Dem. Desde H (fig. 56) tirese de un modo cualquies
ra la HE; en H férmese un angulo FHD igual con FEB, y la li-
nea HD serd la paralela pedida. Porque se verifica que los ingu-
los correspondientes son iguales { 385 ). »

Esc. Por un punto fuera de una linea se le puede tirar siem-
pre una paralela; porque desde este punto siempre se le puede
tirar una perpendicular HG, y en H otra perpendicular HD 4 es-
ta, que serd paralela 4 1a AB (§ 383); pero como en H no se
puede tirar mas.de una perpendicular 4 la GH tampoco.se podrd
tirar mas de una paralela 4 AB, : T ‘ :

Los pirrafos 398, 399 y 400 eran los mismos que hemos se-
fialado en el testo con 386c, 3864 y 386e. :

(’Ioncluirémos manifestando otras investigaciones sobre esta
teoria. : :
~*Mr. Garnier define las paralelas como nosotros » ¥ despues de
demostrar nuestra proposicion {385 ), dice: “Por un punto K ( fig.
82 ) solo se puede tirar. una paralela & una recta dada PMN.? .

“Dem. Pues que dos paralelas no se encuentran , forman un
dngulo nulo. Bajemos desde el punto K la perpendicular KM so-
bre PMIN, y concibainos tiradas desde K las KB,KC,KD &c. 4 di-
ferentes purntos de la PMN , y se tendri (368), el angulo KMP
mayor que KBM, y este mayor que KCM &e. 5 ¥ siendo recto el
KMP , que tomarémos por unidad , resulta que los en B,C,D,&ec.
SO0 MmeENcres. que 1 y mayores qué o; pero entre 1 y o solo se ha-
llan fracciones, tales como’ %> ¥ L, &c sin encontrarse cero;
luego de todas las rectas tiradas como se quiera en el dngulo LKM,
solo hay una que forme con PMN un angulo nulo; luego solo se
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age. (fig. 85 ), que desde una paraieia. AB st bajen Pe@pendicular- ; +daria KL :._—...-MN;. luego,‘ Fp..;:. Hi = K== MIN &g 1.Q D.D.
wmente sobre 1o otra CD-,-serdn dguales; porque eu ‘prier ‘lugar .. 386b.. 'Lepr. 51 dos:kineks corsadus ‘por.otra forman con: ella:dos
_observarémos que todas estas lineas, por ser perpendiculares 4 dngulos internos, que juntos sean menoves ‘qié dgs tectas, dichas. -
CD, lo serdn tambien 4 la AB (3834), y serdn paralelas entre. si neas se encontrarin hactaebiparage donde. forman. dichos dngulos.
{383 ) y tirandola GH, resultaran los triangulos FHG;HGI igua- Espl. Si das d,osllmea;s VGT, AB (fig. 47); cortadas. por da
les (361 ), por tener el lado GH comun, el dngulo p==n por .al- . GH, forman los dos ngulos VGH,AHG, talesique: VGH AHG &
ternos iuternos entre:las paralelas- AB,CD ; g==m por la misma & ; se-llegardn 4 encontrar hdeia la izquierda de la GH. = , «.b.
‘yazon entre; las paralelas. FG;HI, siendo HG ja -gecante; luego Dem. Sino se encontrasen , serian _parale;las (382) ; pere:si-en
. pues que estos triangulos son iguales , nos daran ¥FG =Hl. Del : G formaumos el dngulo/HGC tal, ‘que jumo consel AH@lequivhlgan
mismo modo demostrariamos que los KHI, KLI lo eran; lo que 4 dos rectos 04 o , la linea DGC serd (386) paralela 4 la'AB ;lue-

. g0 tendriamos tiradas por el punto G dos paralelas VGT, CGD %
.una snisma linea-AB ; y comoi egta es-un absurdo (383-cor. 2.°), re-
,sulta- que el supuesto que. Hos: ha'.conducido 4 élitambien serd ab-

"darfa Hl ==KL; y que los KMN y KLN tambien lo eran, lo que

puede tirar. por K una recta paralela 4 PMN.”. Con lo cual de- surdo, y. como este era el que la.linea VGT-no encontrase 4.la
.muestra luego que en dos paralelas cortadas por.otra, los 4n- ; - AB, resulta-que suficientemente .prolangadas se. encontrari. -Y. s
gulos correspondicntes son iguales ; porque si no lo fuesen » 88 » . to se verificard h;}c_ia la 1zquierda‘ de'la GH; porqueida VGT no
-podria tirar po:,el punato dgl menor una linea que formase in- ! -pudiendo vqlver‘a;enedntrar en ningun punto & la GD (340 .cor.
gulo igual, la cual seria paralela; 'y como por el supuesto se 2.%), cou ménos razon podr4 encontrar 4 la parte HB.; luego ha-
.tenia ya tirada otra , resultaban dos paralelas por un mismo punto, : bjendo demostrado ya que por precision se han-de encontrar 'y que
lo que es absurdo. , v S -mo. puede ser 4 la derecha de la GH, serd forzosamente hicia la
. M. Francceur , en sus elementos , demuestra bien nuestras pro- sizquicrda, que es hdcia donde se foriman los.dngulos #ciya suma
posiciones (384, 385 y'386 ), y se contenta con decir , que l'gs; - ; .es menor que dos rectos , que era L. Q. D. D S
‘versas son tambien verdaderas , poniendo por nota que lo que hay ; -« Bse. Cuaando dos lineas tienen la- posicion de las VGT, AB, sc
-mas luminoso sobre la materia, es lo que nosotros ponemos ( § 418 ). dice que convergen hicia ‘el parage por donde se va acercando la
~ Mr. Suzzane, en su cbra sobre el modeo de estudiar la Geome- ; -nna i lﬂz.’mra";(zyagu@‘a;dimrgen;hégia' el -parage .por donde se van
tria define las paralelas, diciendo .que son Jas que tienen tadoes sus -S@parafldo;au LT D 60 s B s s e
.puntos igualmente distantes por todus, partes ; y conociendo el hue-~ ': . 386¢ = Tear, Das: dngules que tienen suslados paralelos ;¢ semi-

-guates.,. 0 son el uno suplemento del otro: son iguales ciando sus vép-
_tices estan vueltos hdcia wn mismo lado, 6 en una situacion entergmen-
ie opuesta 5 y son el uno suplemento del oivo cuando lo tienen wuelto

co de esta definicion (§ 425 ), trata de probar que la recta que tie-
ne dos puntos. equidistates de. otra, los tiene todos. Para probar-
lo, hace consideraciones anilogas.4 las nuestras en la demostra=

a

.cion del § 387 , y deduce que. la cuestion: esti: rediicidd ;gi;.probar ' “hici diferegtgiflddo. T - ’
que una rectaAB ( fig. 87 ), que tiene dos puntos F; K, igualmen- : - Espl. Voy 4 demostrar-que-los dops 4ngulos n, m (fig. §7) que
te distantes de otra CD , forma un dngulo vecto con las perpendicu~ .tiemen sus lados paralelos , y sus vérrices .vueltos hicia un- mismo
laves FG, KL bajadas desde los puntos ¥, K sobse la CD, y que -lado , 6 los m y 0. que-los tienen en .una’situacion “enteramente o-
o mismo sucede con toda linea HI levantsda en I perpendicularmen~ puesta, son iguales ; y. que los DEG y m, que tienen los lados pa-
te 4 CD; y luego continta: “Pero el dngulo GFK serd recto, si ralelos y sas vértices vueltos hacia diferente lado, son el ‘uno su-
suponiendo que no lo es, ninguna de las. perpendiculares bajadas plemento del otro. - o I, .
desde los puntos de la linea AB sobre la CD puede ser igual 4 - Dem ];Dara probarlo , prolonguemos 12 DE “hasta que encuen-
la perpendicular FG, 6 si todas las perpendiculares tiradas desde tre 4 la BC en H; y tendrémos que n=p por" correspoudicates en.
AB sobre CD son desiguales. Lo que él prueba casi del mismo tre las paralelas EF , BC, siendo DH la secante 5 p=m tambien por
modo que lo hacemos al fin de la digresion respecto de la fig, go.* correspondientes entre las paralelas AB , DH, siendo BC la secan-
Probada ya la legitimidad de la definicion, es mas sencilla nues- te; y como cosas.iguales 4 una tercera son iguales’ entre si, ten-

tra teoria (§§ 420 al 425), que la que espone el citado Autor. slrémos m=n ; y como n=p , per opuestos al vertice, serd m=o, -
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" &hora ; DEG es suplemento.de 'y como acabamos de probar
. qu&‘r“zféé}igual con v, tendrémos que. DEG es el suplemento de m,
. que era todo L. Q. D, D. - . o : .
. 386d . Antes:hemos. demsstrado que el 4ngulo esterno de un tri-
. Anguio era mayor que cualguiera de los dos internos opuestos ; a-
_hiéFa vamos 4 brobar-que si.eh un sridngulo. se prolonga uso de los
“lados , &b dnguio esterno es igual d la.suma de los dos internos 0-
; PR A AR . *
;flf?gzmja@mwngando eblado BC -(fig. ¢8)del trié’mg’ulo ABC )Y
.tirando por C'la CE paralela i AB, tendrémos que el dngulo ACD
= -5 :pero #=A. , - por ‘alternos internos entre las yaral(glgs
BA,;*CE, siendo AC la secante ; ;y.m==B por »cox'rcspondxcnms.:g;fx-
‘tre } asmismas. paralelas., siendo BD'la secante; luego sumando,
serd 4, == A= B ¥ como n-t-m=ACD, respdzard ACD=
A =B pora-ACD es el .angulo esterno, Ay B .los laternos o-
puestos , luego si en un tridngulo &e. ) e
. 38Ge ~ Teor. Los tres dngulos de un tridngulo jrc)al.en.‘;u,mtm dos dn-
los vectos 5.0 . - . . D ‘
& aD:;f.'Ac’:abamos de probar'que en el tridngulo ABC. (ﬁfg:-»;%)
11 4= m = A =B 5 luggo si afiadimos el angulo comun o 3 5erd e
M—=0=A +4~B—-0; pero n—=m—-0=w (352, 3. ‘) ; luego
A =B - o tambi¢n sera jgual'd #, 6 4 dos rectos; pero A -
B+ o0 es la suma de los tres dngulos del mamgulq ABC:,' lu-
BO B ().
Cor. 1.° - De.aquise deduce que dadoes.dosingulosde urﬁ;mm-
gulo , se puede conocer el tercero, restands la suma dg Jo‘sydos. fnﬁru-
bos dados 5 de dos dngulos rectos ; y dado un dngulo 4~ se: puede halior
la suma de los otros dos , restdndole de dos rectos: por o cu?li on un

*)  Develey demuestra esta proposicion del modo. siguiente. “Para
corgoc)er gl,valu;r)" de .lo.'rtres~dng£w, del tridngulg ABC ( ﬁg.,’ 69%), di-
wvidamos este tridngulo en tres partes  por medio de las lsneas.'FG?
GH, siradas como se quiera, con fal que corten en efecto al trmng(zlh
lo ; llevemos despues el dngulo A al lado del m}gulo. n, colocando
AF sobre CF'y bajando el lado AG para que se jimprima en %E ,ds‘;
tendré m=A; y por consigniente CE paralela &.AB. Llevando be

mismo modo el dngule’ B al lado de n, 'aoloccmdq Bﬂ sobre CH :yl ;z-
jando BG 4 CD, se tendrd p=B, y por consiguiente CD para cla
tambien & BA. Pero es evidente que las dos rectas ,CE » CD que tie-
nen ¢l punto comun C, y que son ambas paralelas & AB , no forman
sind una sola y misma recta ED. Luegs I wh= . =i P =2 reC105 ; luc-
g0 Awi= B = n=2 recios”” - _ ,
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tridngulo, uno de los. dngulos es. suplemento de la:sutha:de - dos o-
tros dos. .. .. : T e e L

Cor. 2.9 Dos tridngulos. que tienen dos dngulos iguales'el. tercer
dngubo es iguaé con el tercero; puesten ambes ha de ser igual con lo
que le falta 4,13 suma. de los otros dos.para valer,des éngulos. rectos.
- {Cor._3.° De aqui pedriames. deducir, igualmente quede.lo es-
puesto. (368 ¢or., 2.°) que: en yn mismo, tridngulo: ng: puede haberimas
de un dngulo recto & ung:obtuso ;. porque si hubiese: das.ggctos;coma
entre los tres no habian de valer mas de dos rectos ,.0e.quedaba
valor para,el tercero ; si-hubiese dos obtusos, ya -entre Jos dos val-
drian.mas de dos rectos , lo que no podrfa ser; ast.como;rampo-
co el que hubiese un dngulo recto y uno qbglg'sp,, EVITCIEE TR TR
. {Cor. .4,° Tambien; podrémos, dedneir 1a siguiente proposicion
de que-harémos uso en lo Sucesivon ;..o iy e iy DL ey

« 5% hactendo: centro en C (figsy-59 ¥ 60), uno de.los; dngulos igua-
les de. un tridngulo. isésceles BAC con un radio: iguak 4. 4C ,.yno de
los ladosiguales ., se traza un. arco AD y pos-&l.punto, D ep que ene
cuentre ab. lado opuesto-§.-4. sw prolongacion . se-tira-la; DCj- digo
que eb dngulo DCE, formada por la prolongacion dei . lado, desigual
BC, y 1o lipea tirada, D& es-triplo del-ACB, ¢, de:su igugl, ABC.
... Dem. Porque, cuande CD: cae dentro del tridngulo, se tiene
DCE =DBC ~ BDC == DB = DAC ~+ DCA ;.y como .DCA =
7 — 2DAC; se-tendrd DCE=DBC =~ DAC ~ 77— 2. DAC = DBC
~+7—DAC; pero z— DAC =m—BAC 5 2 ABC; luego LCE =
DBC —+ 2. ABC = 3 ABC = 3ACB. 'Cuando; la_CD cae, fuera del
tridngulo , se tieng. DCE ==DBC 4 BDC == DBC -+ DAC = DEBEC
i ABC-#-ACB = 3 ABC =3 ACB,, que.era.L. Q. D. D,
.-, X Digresion acerca de-la. teoria de los paralelas..

{401 Lateoria de las paralelas es dé mucha trascendencia en
todas las Matematicas, y por desgracia las demostraciones que se
han dado. de sus proposiciones ; no han tenido fodo.el grado de evi-

dencia que es caracteristico de la Geometria elemental.. ..
‘. {La degfinicion 35 del libro primero.de Euclides es: “Ifrieas para-.
»lelas, ¢ equidistantes son las rectas que: estando en.un mismo pla-
»no prolongadas por.ambas partes al infinito., jamas se encon-
ntraran’; despues en las proposiciones 27y 28 del mismo primer
libro. demuestra muy bien que dos. lineas que cortadas por otra fors
man. los dngulos alternos insernos. igyales, los correspondientes .iguage
les, los simplemente internos: iguales con” dos rectos s-son lingas pay
ralelas.. Mas para demostrar las inversas de estas proposiciones tie-
ne que recurrir & un axioma que es el 12 del mismo libro, 3, saber;

{* 8i una recta forma con otras dos, dos ngulos internos 4 un
»mismo lado, tales que su suma sea menor.que dos rectos, estas
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rlineisyiprolongadas. suficienteiénte, sellegarin &' encéntrar hicia’
»aquel parage por donde los angules juntos son wnenores que dos
3"‘-&&05};’7,5‘,,,_ S et I PIT : Lol . “ . ‘u,‘f. o " &
. {Hsta. proposition estd muy disiante déser un axi6Hha’ ;5 y asi ed
que-desde-el tiempo de Pidclo e ha’ estado tratand gide‘demostrar’
sin .dejar ninga- huéco que le- eqai¥alga. Proclo wratdde: demos-
trarlaz;, pere atitess sipone otros dos axiomas: 1;.-°~' St%doy lineas que
formantn dngulo s¢'prolongin ol iufinito, su distanicia extederd 4 tual~
quier magnitud finicg. - v T s m Tl ced
~{Suporgamos que salgan de-A'(fig. 61), Ias dos rectas AB/
AC , queiformed el ‘angulo BAC; y por cuanto dos “puntds Dy
E distan mas entre si’que F', G;'y también ¥os puntos'B y' C’
masigue: D) yi By asi ‘én adelante ; si'se’. rolofigan “mas*alla” las
rectas AB, AC, es claro que sus “péintos @3tremos distaran.en?
tre si un*espacio infinito ;8 se prolongan al iiifinito.” Pues st no
distasen un- espacio- intinito, sé¢ podria-zumentar’ su distancia), 'y
por ‘lo: misino e podriag prolongar mas-dichas lineas; lo que-es
absurde ; habiéudolas: ya supuesta prolongadas al infinito. Por la
que. si: dichas lindas- AB; AC e prolongan’ al- infinito 5 su disk
tancia ‘escederd 4 toda distancia finifa: De’ este- akioma usd Aris-
toteles-encel cap. 'g: del libi1y de ‘Codld , ‘para demidsirar que nina
gua chdrpo qhe.se thueve en-circulo f’uedé ser infinitos ~f 77 -
- - { Pero"que’, miéntras mas ‘sc prolongan las AB, AC, mas-dis-<
tan-entre-si’-: lo “tom¢ Proclo por vérdadero'sin demostracion , al
decir que los puntos’D’y - E distaban .mas entre si‘que F- ¢ G, 1y
B y C'mas'qie Dy E-&ec: 5 por lo cuallo demostraréimos ‘aqui.
Para esto ] bajense ‘desdé . cudlesquiera puntos C; D dé'lx ADC
(fig. 62) las DE, CB, perpendiculares 4 la'AB, Ilas cuales me-
diran la distancia ‘de los puntos C, D &'ia’ AB. Digo que CBes
mayor que DE, y por'tanto, que la recta AC dista mas de la AB
miéntras mas rémoto’ esté el ‘puntd’ € que el punto D. Pues.si CB
no es mayor ,; serd igual *6 menor. P hae B BT e
- {Supongamos que sea igual'y tomemos BF'=AE ; con lo cual
tendrémos , tirando la FC;, que siendo lds dos lados AE, ED-det
tridngulo AED iguales & los dos ladgs FB; BC del tridngulo FBC,
y-los angulos comprendidos iguales por rectos, resultard DA=FC
y el dngulo DAE = CFB ; luego el dngulo esterno CFB del tridd-
gulo CAF sera igual al-interno DAE, lo que ¢s absurdo. Luego
no puede ser BC=DE, - =~ - - o o
* "T'ampoco ‘puede ser menor ; porque si esto'se vérificase ; pro-
longando la‘BC hasta G, de manera qué BG=DE, tirando la
GF se tendrian los tridngulos AED-, FBG iguaales (360) y.da-

rian el dngulo EAD.=BFG, lo quée es absurdo, pues EAD es’
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interno,'y BFG esterno en el tridngulo AHF ; luego si la BC
no puede ser igual ni menor que la DE, serd mayor.

{Pero aun de aqui no se deduce que la distancia llegari 4 ser
mayor que cualquier distancia dada ; pues.si suponemos que la
CB sca igual con DE —+ £ DE y luego la MN == DE + Z DE 4§
DEy lv:lego PQ == DE —- % DE =4~ £ DE ~+ L DE &c., no por es-
to podriamos llegar 4 tener una distancia igual (292) con 2DE, y
mucho menos > 2DE. Es verdad que enténces la AC dejarfa de ser
recta , pero esto se necesitaba demostrar.

{402 Lo segundo que Proclo supone es: Si una de dos pa-
valelas corta & otra linea cualquiera, la otrs paralela tambien la
cortard. ' A
- {Sean las dos paralelas AB, CD (fig. 63), en que la una tal
como la AB corte 4 la EF en G : digo que la. EF prolongada en-
contrara por precision 4 la CD. En efecto, concedida fa primera
Pproposicion, se tendrd que las dos rectas GB , GF que forman ca
G un dngulo , prolongadas al infinito, escederdn 4 la distancia 4
que la paralela AB estd de la CD; por lo cual cuando la distan-
cia dela GB 4 la GF fuere mayor que aquella 4 que estan las pa-
ralelas, es necesario que la GF prolongada encuentre 4 la CD,

- {403 Supuestas ya estas dos cosas se demostrard facilmente
este teorema , que es en Euclides el axioma 12 (6 13 segun Clavio)
del libro primero. - :

{Si una recta cayendo sobre otras forma los dngulos internos 4
ta misma parte menores que dos rectos, prolongadas , concurrirdn R~
cia aquella parte donde forman los dngulos menores que dos rectos. '

’{Supongamos que la EF (fig. 64) forme con las dos AB, CD
los dngulos BGH, DHG que juntos sean menores que dos rectos:
digo que las AB, CD se encontrarin hicia B y D. Pues por cuan-
to los dos dngulos BGH, DHG, son menores que dos rectos, y
los dos DHG , DHF equivalen 4 dos rectos, se tendra ’

DHG == DHF > DHG ~ BGH,
de donde, qu.itando DHG, quedarid DHF > BGH.

{Luego si por G se hace pasar una recta que forme con la FG
un angulo KGH == DHF , esta recta KG caerd por mas arriba de
la GB, y prolongada cortar4 4 la AB. Y por cuanto la GF forma
con las dos rectas IK, CD, un dngulo esterno DHF igual al inter-
no y opuesto KGH, serdn las rectas IK, CD paralelas. Pero la AB
corta 41a IK en G, luego prolongada, cortar tambien 4 la CD:
por lo cual la AB, concurrird con la CD hicia las partes By D en
un puato tal como L, que era L. Q. D. D.

{404 El Padre Clavio conocié el hueco de la demostracion de
Proclo y trato de demostrar el espresado axioma de Buclides : pa-

TOMO I. PARTE IL 8
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ra lo cual tambien antepone algunas proposiciones 'que aunque él
mismo dice seria bueno que se demostrasen , sin, embargo. son mu-
cho mas evidentes y faciles que el axioma de Euclides, de modo
que evitando toda duda (dice) se les puede dar firme asenso.
* {Lo primero que toma por evidente es: La linea que tiene todos
sus puntos equidistantes de otra linea recta que se halla en el mismo
plano , es una linea recta. ~ : : ;
{Es decir, que si todos los. puntos de la AB (fig. 65), distan i-
gualmente de la CD, 6 lo que es lo mismo, si son iguales todas las
perpendiculares AD, EH, ¥G, BC bajadas 4 la DC, seri la AEFB
una linea recta. Esto dice él que puede constar por la definicion
de la recta ; porque si todos los puntos de la AB distan igualmente
de la CD, no se hallard en ella nada de flexioso, sino que se es=
tender4 igualinente entre sus puntos, del mismo modo que la DC;

de otro modo no estarian todos los puntos de la.AB 4 igual distan-

cia de la CD que es contra el supuesto, Ni tampoco se puede con-
cebir que otra linea, fuera de la recta, pueda tener todos sus puns
tos equidistantes de otra recta que se halle en el mismo plano. Con-
cedido este principio, se propone demostrar el mencionado axioma
eon tanta claridad , que se conozca 4 la luz natural, y que nins
guno de un sano juicio lo pueda negar. Para lo cual deduce del
principio antecedente que si una. recta_se mueve perpendicularmente
sobre otra, describird con su otro estremo una linea tambien recta;
despues demuestra casi por el mismo método nuestras tres propo-
siciones (389, 390, 391), pero con la diferencia de que en latl-
tima que es la principal, viene 4 cometer en la construccion un
circulo vicioso ; pues supone que levantando en E una perpendi-
cular (fig. §2)ird 4 encontrar 4 la CH, no advirtiendo que la mis-

ma razon hay para que esta perpendicular la encuentre , que para’

que lo haga la AB; pues los dos dngulos ECF y CEF juntos ses
rin menocres que dos rectos. ,

{405 Despues de haber indagado la verdad de esta proposi-
cion por las demostraciones geométricas, se recurrié i las reglas
de Logica, haciendo servir de principio 4 la teoria de las parale-
las, Ja idea de la posicion de las lineas, de la identidad 4 de la
diferencia de direccion. Bstas nuevas consideraciones han fijado bas-
tante la atencion del piiblico, pero no satisfacen corvenientemente
i los Gednetras,

{Una de las mas modernas teorias de las paralelas es la de
Karsten, famoso matemdtico aleman , la cual tiene por titulo Ten-
tamen nove porallelarum theorie notione situs fundate, auctore G,
C. Schwal Stultgardo ; pero tiene tambien el inconveniente de estar
fundada sobre ideas de pura Metafisica.
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{Otros matemiticos célebres han trabajado en perfeccionar es-

te puato, y yo pondré aqui todas’las nuevas teorias mas impor-
tantes, para que si los sabios hallan infructuosas mis investigacio-
nes , puedan con su auxilio llegar 4 perfeccionar una teoria tan
interesante. Principiarémos por las sdbias investigaciones de Le-

gendre, - - : -
{406 Este Gedmetra, que es uno de los mas célebres que ha

- producido la Francia en estos dltimos tiempos , define las parale-

las del mismo modo que nosotros lo hemos hecho , y antepone 4
su teoria estas dos proposiciones, '
~ . {Ls suma de los tres dngules de un tridngulo no puede ser ma-
yor que dos dngulos rectos. - - '
- Dem. Sea si es posible” ABC (fig. 66), un tridngulo en que
la suma de los tres dngulos sea mayor- que dos rectos ; témese so-
bre la AC prolongada, CE==AC; férmese ¢l dngulo ECD ==
CAB, el lado CD==AB, y tirense DE y BD. El tridngulo CDE
serd igudl con el BAC, pues que tienen un dngulo igual 4 un
dngulo- formado por- dos--lados iguales (360); luego se tendri el
dngulo CED = ACBy CDE —=ABC, y el tercer lado ED == BC.
- { Pues .que la linea- ACE es recta, la suma de los angulos
ACB, BCD, DCE es igual 4 dos 4ngulos rectos’; pero como se
supone que la suma de los dngulos del tridngulo ABC es mayor
que dos rectos, se tendrdi CAB ~+ ABC o ACB > ACB 4 BCD =«
ECD; que suprimiendo ACB por comun y CAB=ECD, por
construccion , queda ABC > BCD ; y pues que los lados AB, BC
del tridingulo ABC son iguales 4 los lados CD , CB del BCD, se
sigue que el tercer:lado AC -es mayor que el tercero BD.
{Coitcibamos ahora que se prolonga indefinidamente la linea
AC, asi como la serie de los tridngulos iguales y semejantemens
te colocados ABC, CDE , EFG, GHI &c., si se unen los vertis
ces proximos por medio de las rectas BD, DF , FH, HK &e., se
formard al mismo tiempo una serie de tridngulos intermedios BCD,
DEF, FGH &c. que serdn todos iguales entre si; pues que ten-
drin un 4ngulo igual conprendido entre dos lados iguales, luego
se tendri BD = DF == FH == HK — &e¢. . »
{ Esto supuesto, pues que se tiene AC > BD, sea la diferens
cia AC—BDz=d: es claro que 2d seri la diferencia entre la
linea recta ACk == 2AC y la BDF == 2BD, de manera que se ten-
drd AE — BF == 2d ; del mismo modo se tendrd AG = BH == 3d,
Al—BK==4d y asi en adelante, Pero por pequefia que sea la
diferencia d, es evidente que, repetida un nimero suficiente de
veces , vendrd 4 ser mayor que una longited dada. Luego se po-
drd suponer la serie de los tridngulos prolongada suficientemente
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para que se tenga AP~ BQ > 2AB; y asi resultarfa AP > BQ
~+2AB. Pero al contrario la linea recta AP es mas corta que la
linea dngulosa ABQP que une los estremos A y P, de manera
que se tendrd siempre AP < AB4BQ -+ QP 6 AP < BQ -+ 2AB;
luego la hipotesis de que se ha partido es absurda ; luego la su-
ma de los tres dngulos del tridngalo ABC no puede ser mayor que
dos dngulos rectos. =

{407 En todo tridngulo la swma de los tres dngulos es igual ¢

dos rectos. . v

{Desmn. Habiendo probado ya que I3 suma de los tres dngulos
de un tridngule no puede esceder 4 dos rectos, falta demostrar que
esta misma suma no puede ser menor que dos rectos. .

{Sea ABC (fig. 67) el tridngulo propuesto, y sea si es posible
la suma de sus dngulos 2P —Z, designando P un angulo recto y
siendo Z la cantidad cualquiera que se supone ser lo que falta 4 la
suma de los dngulos para componer dos rectos. _

{Sea A el menor de los 4ngulos del tridngulo ABC ; sobre el
lado opuesto BC, férmese el dngulo BCD = ABC ; y el CBD =
ACB: los tridngulos BCD,; ABC serdn iguales (361). Por el pun-
to D tirese una recta cualquiera EF que encuentre en Ey F 4 los
dos lados del dngulo A prolongados (¥). A -

{Pues que la suma de los dngulos de los dos tridngulos ABC,
BCD es 4P —2Z, y que la de cada uno de los tridngulos EBD,
DCF no puede esceder 4 2P, se sigue que la suma de los dngulos
de los tridngulos ABC, BCD, EBD, DCF no escede 4 4P —2Z
4P 6 4 8P —2Z. Si de esta suma se quita la de los dngulos en
B, C, D que es 6P, pues que la suma de los dngulos formados en
cada uno de los puntos B, C, D es 2P, la resta serd igual 4 la su-
ma de los dngulos del tridngulo AEF ; luego la suma de los dn«
gulos del triangulo AEF no escede 4 8P —2Z 6P = 2P —2Z.
.. {Asi, mientras que es necesario afiadir Z 4 la suma de los 4n-
gulos del tridngulo ABC para componer dos rectos , es necesario
afiadir 4 lo ménos 2Z 4 la suma de los angulos del tridngulo AEF
para valer igualmente dos rectos. ]

{Por medio del tridngulo AEF se construird semejantemente
otro, tal que serd necesario afiadir 4 lo ménos 4Z 4 la suma de
sus tres dngulos para que el todo sea igual 4 dos rectos; y por

(*) Nota de Legendre. Se supone que A es el menor de los dngu-
Ros det tridngulo ABC, y que en consecuencia es menor , 6 no mayor
ue dos tercios del dngulo recto , & fin de hacer mas sensible la posi-
bilidad de que una linea recta tivada por el punio D encuentre & un
giempo & los dos bades AB , AC prolongados.
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medio del tercero se comstruird otro, tal que serd necesario afiadir
4 lo ménos 8Z 4 la suma de sus Zngulos, 4 fin de que el todo sea
igual 4 dos rectos, y asi en adelante,

{Pero, por pequefia que sea Z con relacion al dngulo recto P,
la serie Z, 2Z, 4Z, 8Z &e¢. , cuyos términos crecen en razon dupla,
conducird bien pronto 4 un término igual 6 mayor que 2P. Lue~
g0 se llegara entonces 4 un tridngulo, tal que serd necesario afia~
dir 4 la suma de sus angulos una cantidad igual 6 mayor que 2P
para que la suma total fuese ignal solamente 4 zP. Esta consecuen-
cia es visiblemente absurda , luego la hipétesis de donde se ha par-
tido no podria subsistir , es decir, que la suma de los dngulos del
tridngulo ABC sea menor que dos angulos rectos; ella no puede
ser mayor en virtud de la proposicion precedente , luego es igual 4
dos dngulos rectos.

{Cor. 1.° En un tridngulo rectingulo la suma de los dos 4n-
gulos agudos ha de ser igual con uno recto, porque entre los tres
han de valer dos rectos.

- {Cor. 2.° De donde se deduce tambien que si en un tridngulo
se prolonga uno de los lados , &l dngulo esterno es igual 4 la suma
de los dos internos opuestos. ‘

{408 Si dos lineas rectas AC, ED (fig. 68), son perpendiculares
4 una tercera AE , estas dos reetas sevdn paralelas , es decir , que
#}las no podrin encontrarse d cualquier dissancia que se las prolongue.

{Dem. Porque si se encontrasen en un punto O, habria alli dos
perpendiculares OA, OE, bajadas desde un mismo punto O sebre
una misma linea AE, lo que es imposible.

{409 Si dos rectas AC, BD (fig. 68), forman con una tercera
AB dos dngulos interiores CAB , ABD , cuyas suma sea igual 4 dos
dngulos rectos , las lineas AC, BD serdn paralelas.

{Dem. 8i los dngulos CAB, ABD fuesen ignales entre si, serian
rectos ambos, y se tendrfa el caso anterior; supongamos pues
que estos dos dngulos son desiguales, y por el punto A ba,jese I;
AE perpendicular 4 BD, '

{En el tridngulo rectingulo ABE la suma de los dos ingulos
agudos ABE , BAH es igual 4 un angulo recto (407 cor. 1.°); si
esta suma se quita de la de los dos 4ngulos ABE , BAC, que ;:or
I’a fupétesis es igual 4 dos rectos, quedard el ingulo CAE igunal
4 un dngulo recto; luego las dos lineas AC, BD son perpendicu.
lares 4 una misma linea AE ; luego son paralelas.

{410 Si dos vectas AF , BD , forman con una tercera 4B, (fig.
69) , dos dngulos internos FAB , ABD , cuya suma sca menor 6 mae
yor que dos dngulos rectos , digo que las dos lineas AF, BD pro-
longadas suficientemente , se encontrardn, T
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{ Dem. Tirese AC de manera que la suma de lczs dngulos CAB~<
ABD sea igual 4 dos rectos : podrdn ocurrir aqui dos casos segun
el dngulo BAF sea menor 6 mayor que BAC, es decit, segun la
suna dada FAB -+ ABD sea menor 6 mayor que dos rectos, v

{Sea 1.° el angulo BAF << BAC; tirese por el punto A una obli-
cua cualquiera AM, que encuentre 4 BD-en M; el dngulo AMB
serd igual con MAC, pues que afiadiendo por una y otra parte
una misma cantidad MAB -+ ABM, las dos sumas serdn iguales con
dos 4ngulos rectos, Témese anora MN = AM y tire:se la AN, el
dngulo AMB esterno al triangulo MAN es igual 4 la suma de
los dos internos opuestos MAN, ANM; pero estos son iguales
entre si, porque AM = MN , luego el z’fn_gulo AMB 6 su igual
MAC es duplo de MAN; luego la AN divide en dos partes igua-
les al angulo CAM, y encuentra 4 la BD en un punto N situa-
do 41a distancia MN = AM.

{De la misma demostracion se deduce, que si sobre la BD se
toma semejantemente NP = AN , se tendrd el punto P adon’dc de-
be ir 4 parar la recta que divide en dos partes iguales al dngulo
CAN. Luego se puede tomar asi sucesivamente la mitad , la cuarta,
la octava &e. parte del angulo CAM, y las lineas que causan es-
tas divisiones , encontrarin 4 la BD en puntos mas y mas remotos,
pero ficiles de determinar, pues que se tendrd sucesivamente MN=
AM, NP = AN, PQ == AP &c. Tambi¢a se puede notar que cada
distancia de un puato de interseccion al punto A no es de todo pun-
to dupla dela distancia de la interseccion precedente; porque AN es
menor que AM -« MIN , 6 que el duplo de AM; se tiene igualmen-
te AP < 2AN, AQ < 2AP, y asi en adelante; pero continuando

subdividiendo el 4ngulo CAM en razon dupla, se llegaré bien pron--

to 4 un dugulo CAZ mas pequefio que el dngulo dado CAF , y se-
r4 aun verdadero que AZ prolongada encuentre 4 BD en un pun-
to determinado, y por consiguiente antes la habrd encontrado la
AF : luego silos dos angulos BAF , ABD forman juntos una suma
menor que dos rectos , las lincas AF , BD prolongadas- suficiente-
mente , se encontraran,

2.° Supongamos que los dos dngulos FAB , ABD compongan
una suma mayor que dos rectos: si se prolongan FA hicia G y DB
hicia E, la suma de los cuatro dngulos FAB, BAG, ABD, ABE
serd igual 4 cuatro rectos; y si se quita de ella FAB - ABD mayor
que dos rectos, la resta BAG + ABE serd menor que dos rectos;
luego, segan el primer caso, las lineas AG , BE prolongadas sufi-
cientemente , se deberdn encontrar.

Cor. Por un punto dado A, no se puede tirar sino una sola pae
valela & la linea dada BD : porque solo hay una linea que forme la
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suma de los 4ngulos BAC =4« ABD), igual 4 dos dngulos rectos, la
cual es la paralela pedida ; toda otra linea AF formaria la suma
de los dos angulos BAF -« ABD meaor 6 mayor que dos rectos,
luego encontraria 4 la BD.

{ 411 Sidos paralelas AB, CD (fig. 70), se cortan por una
secante EF, la suma de los dos dngulos interiores , AGO , GOC, se- -
rd igual & dos rectos.

{Porque si fuese mayor 6 menor, las dos lineas AB, CD se
encontrarian por uno ¢ por otro lado, y no serfan paralelas. De aqui
deduce inmediatamente Legendre, que si el dngulo GOC es recto,
el AGO debe serlo tambien ; luego toda linea perpendicular 4 una
de dos paralelas es perpendicular 4 la otra.:

{Despues de algunas otras consecuencias que saca, pasa 4
demostrar que dos paralelas estan equidistantes por todas partes , lo
que ejecuta en estos términos, . : :

{Entre-las dos paralelas AC, BD (fig. 71), tirense por donde se
quiera , las dos lineas AB , CD perpendiculares 4 una de ellas: di-
go que estas perpendiculares son iguales. Porque las lineas AB, CD
perpendiculares 4 una de dos paralelas son al mismo tiempo per-
pendiculares 4 la otra; y si se tira EF perpendicular sobre el me-
dio de AC , EF tambien serd perpendicular 4 BD, de manera que
todos los d4ngulosen A, E, C, B, F, D serdn rectos. Esto su-~
puesto, digo que el cuadrilitero AEFB (*) se puede colocar exac-
tamente sobre el cuadrilitero CEFD; porque ¢l lado EF, es comun,
el dngulo AEF , es igual al FEC, y el lado EA , es igual 4 EC
por construccion: luegoel punto A caerd en C. Pero el dngulo EAB,
es igual 4 ECD ; luego AB v CD estardn en una misma direccion,
Por otra parte el dngulo EFB =EFD ; luego FB y FD estarin
tambien en la misma direccion ; luego los dos cuadril4teros coinci~
dirdn enteramente el uno con el otro, y se tendrd por consiguien~
te AB == CD, : _ ' :

{Aqui se ve que toda la teorfa de las paralelas de Legendre
estriva en la proposicion de que la suma de los tres dngulos de
un tridngulo equivale 4 dos rectos; perocomo en esta demostra-
cion hace una construccion en que supone que por D (fig. 67), se
tire una linea FDE que encuentre 4 los dos lados AB, AC, esto
€5, que se tire una linea recta con tres circunstancias, lo que en

- (*)  Cuadrildtero es, como se divd en su lugar , un espacio cer-
rado por cuatro lineas, “En la duodécima edicion, hecha en el sfio
de 1823, ha wariado Legendre esta demostracion , y la pone como
yo fo hago en el testo cor. 2.° deb § 3864,
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general no se puede hacer, se deduce que este es el hueco que
se encuentra en su teorfa (*). »
£412 Por esta causa Mr. Kircher, autor ‘de una nueva teoria
de [as paralelas inserta en su obra un apéndice para perfeccionar
la teoria de las paralelas por el método de Legendre; pere ante
todas cosas trata de refutar la de este sabio, lo que ejecuta en
estos términos. ¢ Despues de haber espuesto ( Mr. Legendre),
que en el tridngulo AEF (fig. 67), que supone estar formado por
Ia linga tirada por el punto D, la suma de los 4ngulos no ‘Euede
esceder 4 2P — 2Z construye semejantemente un tercer t’r,langu-
lo, y por medio de este un cuarto, y asi sucesivamente. Pelro
esta linea, pasando por D, estd construida ¢ autes que los la-
dos AB, AC esten prolongados, 6 estos mismos lados estan pro-
longados antes, 'y se tira despues una recta por el punto D. Ea
el primer ciso nada determina el que la linea tirada por el pun-
to D corte 4 unode los lados prolongados, porque no se ha da-
do ni la direccion de esta linea, ni el dngulo que forme con otra.
{Supongamos , pues, que los lados AB, AC esten prolongados
antes qde se haya tirade la linea por e_l punto D : en este caso se
pucde tomar un punto cualquiera , y tirar por los ¥, D una recta
FD; jpero cémo se ha de demostrar- entonces que la lp}'olon’ga—
cion de FD cortard al lado AB prolongado? Ella se aproxima a la
verdad mas y mas 4 la linea AE, pero puede ser asintoticainen-
te; de manera que no encuentre jamas 4 AE: (pues verémos mas
adelante que hay lineas que se van aproximando 4 otras cada v§z
was, y sin embargo jamas las encuentran, y por lo mismo se les da
el nombre de asintoras). Luego no se puede demostrar, que toman-

*) El mismo Legendre lo conoce , como lo da 4 entender en la
nota que pome : y tol vez por esto ha intentado dor una demlostra-.
cion analftica de esta proposicion en la nota segunda de sus elemen-
tos de Geometria. Aunque esta nota no se puede entender hasia vener
conocimiento de la teoria de las funcfones , no abstante la pondrémos
aqui porque es interesante 3 y se podrd veservar su lectura para cuan-
do se¢ renga este conocimiento. N .

Se demuestra (dice) inmediatamente por. la superposicion , y sin
ninguna proposicion preliminar , que dos tmangulos son iguales cq;m-
do tienen un lado igual & un lodo adyacente ¢ dos angulos iguales.
Liamemos p el lado de que setrata, A y B los dos angu{os czdyg
centes , y C el tercer dngulo. Es necesario, pues, que el dngulo <
esté esteramente determinado , cuando se conocett los dngulos A y
con ¢ lado p; porque si muchos dugules C pudiesen corvesponder &
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do en AF un punto cualquiera F , la recta tirada por el punto D.
cortard 4 un mismo tiempo 4 los dos lados del tridngulo prolon-
gados.” : ' o
{Si se quisiesen determinar dos puntos ¢, F en las prolon-
gaciones de AB, AC, y tirar las lincas rectas eD, FD al punto D,
en este caso no se puede saber si eDF es recta ; y suponiendo que
eDF no sea una linea recta, se podria prolongar DF , y esta pro-
longacion Ef caerfa 6 por mas arriba dela recta ¢D, 6 por mas
abajo. Supongamos primero que caiga por mas abajo, y tendré-
mos que se podrd bajar el punto e, de manera que el &ngulo e
DF se fuese haciendo menor y menor; pero no conociendo la ley
de este decremento , no se puede saber cuando este 4ngulo Hegaria

- 4 ser cero, lo que es indispensable para determinar un punto cual-

los tres datos A, B, p, habria otros tantos tridngulos diferentes, que
tuviesen un lado igual adyacente d dos dngulos iguales, o que es impo-
sible : luego el dngulo C debe ser una funcion determinada de las tres
cantidades A, B, p, lo que espresarémos asi C=1: (A, B, P)

Sea el dngulo recto igual con la unidad : en este caso bos dngulos
A, B, C serdn nimeros comprendidos entre o y 2; y pues- que C==
£: (A, B, p), digo que la'linca p no debe entrar en la funcion f.
En efecto., -se ha visto que C debe quedar enteramente determinada
por los solos datos A, B, p, sin otro dngulo ni linea cualquiera; pero
ta linea p es heterogénea con los nimeros A, B, C, y si se tuviese una
ecuacion cualquiera entre A, B, C, p, se podria sacar de ella el.valor
de pen A, B, C; de donde resultaria que p era igual 4 un nimero,
bo quc es absurdo; luego p mno debe entrar en la funcion £,y se tie-
ne simplemente C==f: (A, B). ,

En una nota que pone , dice: se ha objetado contra esta demostram
cion , que si se aplicase palabra por palabra 4 les tridngulos esféricos,
resultaria que , conocidos dos dngubos, bastarian pava determinar el
tercero; lo que no tiene lugar en esta clase de tridngulos. La respues-
ta es que en los tridngulos esféricos hay un elemento mas que en los
tridngulos planos , y este elemento es el radio de la esfera, de que no
se debe hacer abstraccion. Sea, pues, r el radio, y enténces en vez de
tener C=f: (A, B, p), se tendrd Ce==f: (A, B, p, r), 6 solamen~

te C==f: (A, B, —l;- )en virtud de la ley de la homogencidad. Pero,

' . P . L
pues que la relacion — es un nimero , asi como A, B, C, nada im-~
" :

TOMO I. PARTE 1I, 9
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quiera sobre AE, por el cual yel D, tirando una linea recta, coin-
cidiese con fD, que es la prolongacion de DF;el mismo razona-
miento tendria iugar si la polongacion de FU cayese por mas arri-
ba de la De. Luego yo no veo niugun medio en todas las proposi-
ciones que han precedido 4 la proposicion XX de Legendre, por
el cual se pueda demostrar que una linea tirada por el punto D,
encontrase 4 un mismo tiempo 4 los lados prolongados del tridngulo.”
{Y auu observando lo que dice Legendre en su nota, 5 cOmo
el menor 4ngulo A pudria impedir que la recta irada por el pun-
to D no se acerque si po asinidticamente 4 uno de los lados AB,
AC prolongades ¢ Si la menor distancia de los lados del 4ngulo
A, fuese la causa de que esta linea cortase 4 un tiempo 4 los lados
prolengados , ;como se puede hacer enténces sensible esta intersec-

pide que..}.).se encuentre en Ja funcion f, iy entdnces no se puede cons
r

cuir que C=1{: (A, B).

Satisfecha ya esta objecion , continuarémos su demostracion. La
formula C="{: (4, B) prucba ya, que si dos dngulos de un triangulo
Jon iguales & dos dngulos de orro tridngulo , el tercero debe ser igual
ol tercero ; y esvo supuesto es facil tegar al teorema que nos ocupa.
" Sea primero ABC (fig. 72), un tridngulo rectdngulo en A 5 desde el
punto” A, bajese la per endicubar AD 4 la hipotenusa. Los dngulos
B y D del tridngulo ABD son iguales & los B y A del tridngulo
BAC ; luego segun lo que se acaba de demostrar , el tercero BAD es
igual ab tercero C. Por la misma razon ¢l dngulo DAC=B; luego
BAD 4+ DAC ¢ BAC=1B+C; pero el BAC es vecto, luego los
dos ingulos agudos de un sridngulo rectdngulo tomados juntos, valen
un dugubo recto. e o '

“Sea despues BAC (fig. 73)un tridngulo cualquiera, y BC un lado
gque no s€a menor que cudg uno de los otros dos: si desde el dngulo
opuesto A se baja la perpendicular 4D sobre BC, esta perpendicular
caerd dentro deb trianguio ABC , y le dividird en dos tridngulos.
gectingulos BAD, DAC; pero en el BAD los dos dngulos BAD, ABD,
walen juntos un dnguio recto: en el DAC, los dos dngulos CAD, DCA,
walen juntos un dngubo rectos. luego los cuutro reunidos ¢ solamente
los tres BAC, ABC, ACB vaien juntos dos dngulos vectos; luego
en'todo tringulo la suma de los tres dngulos es-igual 4 dos rectos.

Aqui se ve que este teovema, considerado & priori, no depende de un
encadenamiento de _ggposiciones , sind que se deduce inmediatanente
dei principio de a. mogeneidad , que debe wevificarse en toda relo~
cion entre cualesquiera cantidades. Perv sigamos y hagamos ver , que
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cion para mayores distancias de los lados del &ngulo-A, las cua-
les distancias mayores deben siempre tener lugar , pues que cons-
truye muchos triangulos entre los lados AB, AC prolongados? Es-
1ta nota es tanto mas reparable cuanto en la Geometria es necesa-
rio mas bien démostrar que sentir ; y M. Legendre no ha dado nin~

“guna demostracion que pueda justificar la suposicion de que la linea

tirada por el punto D encuentre & un mismo tiempo 4 los lados
del triangulo prolongados.” v ' o
-{*Veamos como se podrd suplir & esta teoria dz M. Legendre
(contintia Kircher) respecto de dicha proposicion XX (que es nues-
fra 400); y para esto propondré dos métodos tan seguro el uno
como el otro.” . o : : .
. {*El primere cousiste en dar una demostracion de esta proposi-

s¢ pueden sacar del mismo principio los atros teorémas fundamenta-
les de la Geometriac. ..~ . .. R )
- Conservemos bas mismas denominacipnes que dnbes-, y lamemaos

‘ademas m al lado ,QEuesto ab-dngulo A , y n ol opuesto.al dngulo B.
La cantidad m debe quedar enveramente determinada Por,l,us solas

ecantidades A,B,p, luego m es ung funcion de 4,B,p , y = lo es tam~=
, . : P "

bien ; de manera que se puede hacer -;: F:(4,B,p). Pero -—; es.un

- mihmero como tambien lo son Ay B, iuego la funcion F o debe con-

3

o .
tener & la linea p, y se tendrd simplemente ——="F: (4,B), fms=
' P

‘pX F: (4,B). T del mismo modo se tendré n=p x F:.(4,B).

Supongumos ahora que se tenga otro tridnguio formado con los
mismos dngulos 4,B,C, & los cuales esten respectivamente opuestos los
lados w’, o, p’; y pues que A y B no mudan , se vendrd en este nue-
wo tridngulo m'=p' X F': (4,B),y 0 = p’ X F: (4,B); luego m:
wiin:n’ip: p’, buego en los trisngulos equiingulos .los lados o-
puestos 4 los dngulos iguales son proporcionales, :

La proposicion del cuadrado de la hipotenusa es , como se sabe,
ana consecuencia de los tridngulos equidngulos. He aqui, pues , tres
proposiciones fundamentales de la Geometria: lo de los tres dnguios
de ‘un tridngulo , la de los tridngulos equidnguros, § ia del cuadrudo
de la hipotenusa , que se deducen muy simple é inmediatamente de Lo
considevacion de las funciones. Por ¢ mistio camino se pueden demos-
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cion enteramente semejante 4 la de la proposicion XIX, que es la
-que hemos espuesto (406), pero seria necesario demostrar antes
que BDFHOQ (tig. 66), es.una linea recta.

{“£l dngulo BAC, 6 es obtuso, 6 es recto 6 es agudo: si es
recto , siendo iguales todas las perpendiculares AB, CD, EF, ON,
Ia linea BDFHO es recta (Kircher cita para esto la' proposicion XV
e su teoria de las paralelas que él demuestra bien y que es nues-
tra proposicion (388).” ’ -

{"Supongamos ahora que el 4ngulo BAG sea agudo: bijense so=
bre AP desde los puntos B, D, F, H &e. , las perpendiculares Bb,
Dd , Fe , Hf &c. que caerdn hicia.el Jado del-dngulo agudo; y se
formardn los tridngulos rectdngulos ABb, DCd, FEe &e. que se-
-rdn todos iguales entre si; porque, concibamos que las dos rectas

#rar las propesiciones pertenecientes 4 las figuras y cuerpos semejantes,

Sea ABCD ( fig. 74) un poligono cualquiera.: habiendo elegido un
lado AB ‘por base , formense otros tantos tiidngulos ABC, ABD e,
sobre esta base , como dngulos C, D Wev , hay fuera de ella. Sea la
‘base AB==p , sean A y B los dos dngulos del tridngulo ABC, ad-
yacentes ol lado AB, A"y B’ los dos dngulos del tridngulo ABD,
-adyatentes ‘al mismo lado AB, y asi sucesivamente. ,

Lo figura ABCD quedard enteramente determinada si se conoce el
lado p.con los dngulos 4,B,4,B/,4",B" ¢, y el nimero de los da~
itos'serd ene—— 3, siendo n el -ndmero de lados dek poligono. Esto .su-
puesto 5 un lado 6 una linea cuslquiera x , tirada como se quicra en
el poligono , serd una funcion de estos datos: y como x debe ser un

x
“ntimero ; sé podrd suponer = F': (4,B,4',B' v¢.), 6
P .

x== pX F: (4,B,4',B'vc), yla funcion F no contendrd & p. Si
“con bos mismos dngulos A,B,4',B'we., y otro lado p’ se forma un
-segundo pobigono , se tendrd para la lines ¥ =p’'xF: (4,B,4,
B %) ; luego x:xi:p: p’. Las figuras ast construidas se pueden de-
finir figuras semejantes, luego en las figuras. semejantes las lineas ho-
mdlogus son proporcionales. Asi; no solamente los lados homdlogos,
bas diagonales homdlogas , sino las lineas tiradas de la misma ma=
nert en tas dos figuras, son entre si como otras dos lineas homélogas
cualesquiera, '

Liamemos S & la superficie del primer poligono: esta superficie

S
-es homogénea con el cuadrado p®; luego es mecesario gue ~— sed un
2 q P:
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iguales AB, CD, se ponen la una sobre la otra, de manera que A
caiga en Cy Ben D, la linea Ab, tomard la direccion Cd, pues
que el 4ngulo A esigunal al dngulo C; y siel punto b cayese &
4 derecha 6 4 izquierda del punto d, se tendrfan dos perpendicu-
laves Bb, Dd, desde un mismo punto 4 una linea, luego el punto
b caerd en d, y por lo mismo Bh=Dd. ,
{“Por un razonamiento semejante se demostrard que Dd es igual
con Fe, y Fe con Hf y ast sucesivamente , es decir , que se puede
demostrar ficilmente que Bb = Dd ==TFe &c. ; luego todas estas
perpendicalares siendo iguales entresi, Ja linea BDFHO, debe ser
recta. 8i el dngulo BAC es obtuso, su suplemento serd agudo; y el
mismo razonamiento tendrd lugar para. las perpendiculares que
caigan 4 la izquierda del-dngulo obtuso BAC. Luego cualquiera

niimero. que mo contenga.sine 4 los dngulos A,B,A4’, B! e, De ma-
nera , que-se-tendrd: S=p?x{: (4,B,4",B' we.). Por la misma ra-
zon si S’ es ba superficie del segundo poligono:, se tetdrd &' = p’? x f:
(4,B,4%,B! vc.). Luego §:5"::p2:p/® Luego las superficies de las
figuras semejantes son-entre si como los cuadrados de los lados ho-
mologos, - ' -

Pasemos ahora 4 los poliedros. Se puede suponer que una cara es-
vd determinada por medic de un lado conocido p , y de muchos dngu-
los 4, B, C c.: despues, los vértices de los dngulos sélidos fuera
de esta base , quedurdn determinados cada uno por medio de las cosas
dadas , que se podrdn considerar como otros tantos dngulos; de mane-
ra que lg determinacion entera del poliedro depende de un lado Py ¥
de imuchos dngulos A, B, Cec. , cuyo nimero varia segun la natye
raleza del poliedro. Esto supuesto-, una linea que-une dos vértices , §
mas generalmente , toda linea x tirada de un modo determinado en el

) . &' - N -oh R ' -
poliedro , serd una funcion de los datos 4, B, C we. ; y como — debe

”, - . ’ X -
ser un nimero , la funcion igual 4 — no contendrd. sino 4 los dngus

los 4, B, C we, : , .

La superficic del sdlido es homogénea con’ p2, y por lo mismo se
puede representar esta superficie por p2x F: (4, B, C we.); su wvo-
bimen es homogénao con p3, y se puede representar por-p3x F: (4,
B, g We.) siendo las funciones scfialadas con ,F vy F’ independien-
tes ae p. ) :
Constrizyase un segundo sélido can los mismos dngulos A,B,C we
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que sea la direccion que tomeu las lineas AB, CD, EF &ec. con tal
que sean todas iguales entre si, la linea BUFHO trada por los
esiremos B, D, ¥, H &ec., serd recta, . :
{Hsto supuesto, se puede demostrar bien que la suma de los
tres angulos de un wridngulo no puede ser menor que dos rectos,
{**Porque supongamos que la sumna de los tres angulos de un
trizngulo (tig. 66), sea menor que dos dngulos rectos, es decir, su-
pongamos que se tenga BAC -+ ABC + ACB < 2R (llamando R

al angulo recre); y serd BAC - ABC + ACDL < ACB -+ BCD =+

DCE (porque:ACB -+ BCD =4 DCE=2R) ; quitando de ambas
partes ACB, que es comuny BAC = DCi, quedara ABC < BCD;
y pucs que AB==CD y BC es comun, se tendrd BD > AC(375),
sea BD — AC == v, lo que dard 2BU —12AC==2D), es decir, BF

y un tado pf diferentz de p; y.Hamanda cuerpos:semejantes & los asé
construidos , tendréings que la linea .que era p X £: (4, B, C we) é
simplemente p x T en el un cuerpo, serd p’ X ien e otro; bu superfi-
cie que erd p?xﬂF en ¢} uno ; serd p” X F.en.el atro; yen fin, el
woltmen que ers p3 X F/ en el uno-, serd p’3 x F en el otro; lue-
go 1.° los cuerpus semejantes tienen los ladus 6 lineas homologas
proporcionales ; 2.2 sus superficies son como los cuadrados de los
jados homélogos 5 3.9 sus.velimenes: sog como los cubos de estos
mismos lados. o . o :

Los mismos principies se aplican ficilmente al circulo. .

Sea ¢ ia circunferencia y s lu superficie del circulo , cuyo radie
€5 T pues que B0 pueds haber dos circulos desiguales descritos com

wn mismo ;”;d'iO’ ‘“? Cfmtéd{‘dﬁ '%y I-s; fleben ser Junciones determ‘i:a:
#adas. dé r; pero como ejsta::cdmidades son ntimero: , no deben 'cdﬁ;
fe‘ner;r‘: su espresion 4 ba binea v, y ast se tendrd -—i—-:: a, y}-f;g.b;
siendo a y b nikmeras. constantes. : .
Sea o la circunferencia y . la superficie de otro chrculo, cuyo

7 ’ o .

' ¢ s S
vadio sea ', y se tendrd >tambz&nw;;-..-.‘a, y;;gb; luego serd c:
uirir, ysisur®ir’; luego las circunferencias de los circulos
son como los radios, y sus superficies como los cuadrados de los

rasios, _ i
. Consideremos un sector, cuye radie ses r, y A el dngwio en ¢l

R R R Y
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e AE == 2D,y lo mismio BH~— AG=13D, BK— Al =4D,¥y
asi sucesivamente ; pero, por pequeia que sea D, es evidente que
esta diferencia , repetida un numero suficiente de veces, legasd 4
ser mdyor que toda linea dada. ‘ ‘ :
{*Luego es claro que se podria suponer la serie de los tridngu-
los prolongada suficientemerite para que se tenga BQ — AP > 2AB,
y asi se tendrd BQ > AP + 2AB 6 BQ > AB 4+ AP 4 QP (por-
que AB == JP), lo que es imposible ; lucgo tanbien es imposible
que Ja suma de los wes dngulos de un tridngulo sea menor que
dos rectos, y esta suma no pudiendo esceder 4 dos rectos ; debe
ser igual con dos dngulos rectos.”
{ &1 segundo meérodo de suplir 4 la teoria de Legendre es mas
directo é inmediatamente aplicable 4 su demostracion, porque se

centro : sea x el arco que le termina, é y lo superficie de este mis-

mo sector ; pues que el sector estd enteramente determinado cuando se.

conoce X y A, es necesario que X ¢ y sean funciones determinadas de
xXy - . . L x.

X y A; luego —é=; son tambien funciones de esta especie, Pero — es
: rox? . r

, y ' , ~ .
Hn ndmero , asé como -~ , luego estas contidades no deben comtener
; r ,
4 r, y son simplemente funciones de A; de manera que se vens
x oy
drd——f: A, é——~=F: A
or r? oo

 Sean X' ¢y’ el arco y la superficie de otro sector , cuyo dngule.

ses A, y el radio 17, 4 cuyos sectoves ilamarémos sectores semejantes;
. : (X Y

¥ pues que el dngulo A es igual en_ambos se tendrd = fr A, ¢ =
F: A, luego x:xuir:r/, é yryur®: 1’3, luego los arcos seme-
jantes o los arcos de los sectores semejautes son proporcionales 4
los radios , y los sectores wismos son proporcionales 4 los cuadra-
dos de los radios.

Es ciavo que se probard de la misma manera que las esferas som
como bos cubas de los vudios. :

En todo lo que precede , se supone que las superficies se miden por
el producto de dus bneus , y los voidmenes por ei producto de tres , lo
que tambien es fdcib de demostrar unaliticamente. Consideremos un
Teciangalo, cupds dimensiunes sean Py q, y representenmos su SUPErs
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puede demostrar actualmente que la recta tirada por el punto D,
debe cortar 4 un tiempo 4 los lados AB, AC prolongados ; perc’v
como esto lo hace suponiendo ya que dos lineas que con una terce-

ra forman un dngulo agudo y un 4ngulo recto se encuentran, que

es en lo que consiste toda la dificultad de la teoria de las para-
lelas , lo omitirémos.

{413 Mr. Hauff, ha seguido el mismo camino que Legendre en
su teoria de las paralelas; ha dado una demostracion de la pro-
posicion de que la suma de los tres dngulos de un tridngulo, es
igual 4 dos rectos , mas directa que la de este Geémetra ; y aun-
que tiene sus huecos es-digna de ser conocida: por lo que la in-

sertarémos aqui, segun la esposicion que de ella hace el mismo

Kircher.

ficie que es una funcion de p y de q por £: (p,q). Si se considera otro-

rectdngulo , cwyas dimensiones sean p <+ p’ y q , es claro que este
rectdngulo estard compuesto de otros dos, el uno que tenga por
dimensiones 4 py 4 q, y el otvo 4 p’ y q; de manera que se ten~
dri f:(p4+p, =8 @+ f:(plq) ~ .

Sea p’ =p, y se tendrd {: (2p,q) == 2f: (p,q). Sea p’ == 2p, y serd
£: (3p,q) =1:(p,q) + fi(2p,9) = 3f: (p,9). ‘ .

- Sea p’ == 3p, y se tendrd.t:(4p,q) = (p,q) + £:(3p,q) == 4£:(p,q).
Luego en general si K es un niamero entero cualquiera , se tendrd
fikp,q) _ fi(p,q)

kp 7 p

De donde resulta que f: (p,q) es ina funcion de p, tal que no
muda aunque se ponga en vez de p un miltiplo cuslquiera suyo , tal
como kp. Luego esta funcion es independiente de p,y mo debe en~
cervar sind 4 q.

f:(kp,q) = k f:(p,q) 5 ¢ dividiendo por kp, serd

. f: ) . .
Mas por una razon semejante ®:9) debe ser independiente de q,
f:(p’Q) . z > 2 s ’
luego ——= mo encierra 4 p ni 4 q;y ast, esta cantidad debe redy-

cirse & una constante a; luego se tendria f: (p,q)==a x pq, y como na-
da impide hacer 4 a == 1, se tendrd {: (p,q) == 1 X pq== pq; ast, la
superficic de un rectdngulo es igual al producto de sus dos dimensiones,

De un modo enteramente semejante se demostraria que el wvolimen
de un paralelepipedo rectdngulo , cuyas dimensiones sean p, q, I, es
igual ab producto pqr de sus tres dimensiones,

|
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{En of trigngulo ABC (fig. 75) la suma de los tres dngulos A, B,
C, es igual & dos rectos. ,

{ Dem. Dividase el lado AC del tridngulo ABC en dos partes
iguales en D, y despues de haber tirado y prolongado la BD, ha-
gase DF = BD y tirense las FC y FA, Pues que AD = DC, BD=
DF y el 4ngulo ADF =BDC, s¢ tendrdi AF == BC, el dngulo
DAF igual al dngule DCB y el AFD = DBC; pues qu¢ AD=
DC,BD=DF y el dngulo ADB=CDF, se tendri AB= FC,
el 4ngulo ABD =DFC, y DAB == DCF; pues que en fin BC=
AF, AB=FC, y ABC == AFC por componerse el primero de
les dngulos ABD, DBC que son iguales 4 los DFC, AFD que
componen el segundo, se tendrd el tridngulo ABC igual al AFC.
81 se describe sobre ¢l lado BC el tridngulo BCG , pdr una cons-
truocion enteramente semejante 4 la antecedente, se puede demos-
trar ficilmente que el tridngulo ABC es igual al BCG ; y pues que
se ha demostrado ya que el triangulo ABC=AFC, se tendri el
trisngulo ACF = ABC =BCG, luego el dngulo ACF —=BAC=A,
el dngulo BCG =ABC=2B; luego ACF 4 ACB + BCG = A +
B + C; pero si FCG fuese una linea recta , se tendria ACF + A
CB -+ BCG=2R, luego A-++B~+C=2R =4 dos 4ngulos
Tectos. : »

{Que FCG sea recta, se puede demostrar del modo siguiente.

{Supongamos ahora qusz FCG no sea recta, en cuyo caso es
necesario que FCy CG siendo rectas, la FG que va desde F
& G pase por encima 6 por debajo del punto C.

{En el dltimo caso, esta lirea tendria una situacion como FHG,
la cual, suponiendo que sea recta , formard con FC, CG un tridn-
gulo isésceles. Dividase la base FHG de este tridngulo en dos par-
tes iguales en H, y tirese desde el vértice la CH. Desde un pun-
to cualquiera I de la recta CH, bdjese una perpendicular sobre
CG, y pues que el dngulo FCG < 2 rectos por el supuesto y FH=
GH, el dngulo HGC serd menor que un recto; esta perpendicular
debe caer 4 la derecha de la CH y tomar una direccion co-
mo la de IK; luego si suponemos que la IK sea esta perpendi-
cular , puesto que tiene el punto I en.el tridngulo, debe cortar
suficientemente prolongada , aun otra vez al contorno del tridngu-
lo. Prolénguese pues IK hicia L; y supongamos que corte 4 la ba-
se del tridngulo en el punto L; bijese entonces desde un punto
cualquiera de la AB’, desde A v. g.la perpendicular AM sobre
LK,y tirese AK; y puesto que el dngulo AMK=R, lo mismo
que MKC por construccion , y el dngulo AKM > MKC , se tendri
AMEK - AKM > 2 rectos, lo que es imposible. Si se quisicse su-
poner que la prolongacion de IK pasase por el vértice F del angu-

TOMO I, PARTE IL 1o
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~ lo CFH 6 por el lado CF, tendria lugar el mismo razonamiento,
Luego la linea recta que baje desde ' 4 G no puede pasar por
debajo del punto C; por un razonamiento semejante al precedente,
se demostrarfa que esta linea no puede pasar por encima del pun-
to C; luego deberd pasar por dicho punto. Pero si pasa por alli,
no puede ser otra que la FCG ; luego FCG es una linea recta, y
por consiguiente A -+ B ~- C es igual 4 dos 4ngulos rectos.

{No criticaré , afiade Kircher , esta demostracion de M. Hauff;
pero observaré que no toma la direccion de la perpendicular AM
sin arbitrariamente , y no puede jamas demostrar que debe tener
la direccion 4 la izquierda del 4dngulo obtuso AKM, lo que él su-
pone y -es contra lo demostrado (368 cor. 6.°).

{414 Pasemos ya 4 la teoria de Kircher. Este Geémetra , que
es médico de profesion, publicé en 1803 su nueva teorfa de las
paralelas; y en el prologo descubre desde luego donde se halla el
hueco de su teoria , pues dice : “Es incontestable que los tres vér-
tices de un tridngulo no estan en linea recta, y que estdn desi-
gualmente distantes de una recta que estuviese situada en el pla-
no mismo del triangulo; porque aplicando la base del tridangulo
scbre la recia, la distancia de esta linea 4 los estremos y 4 to-
dos los otros puntos de la base es cero; pero el vértice estando
siempre superior 4 la base, esta por consiguiente 4 una cierta
distancia de esta base 6 de esta linea recta. Es reciprocamente
verdadero que tres puntos igualinente remotos de una recta, es-
tan ea una misma recta; porque si no lo estuviesen, formarian
los vértices de un tridngulo que estan designalmente remotos.”?

{Si el autor de esta teoria tuviese algun medio para demostrar
esta proposicion, no hay duda en que su teoria seria muy inge-
niosa ; pero estriva sobre este principio, que aunque cierto, no
tiene ningun medio para demostrarlo ; luego en su teoria que tie-
ne por fundamento esta proposicion que le parece mas clara, y
que lo es tanto como las que los demas han supuesto, se veri-
fica lo que él mismo dice al concluir la critica de Hauff: y es:
“Se ve por esto como la dificultad de llevar la tcoria de las pa-
ralelas al grado de evidencia que exige, se reduce siempre 2 o-
tra dificultad , cuya solucion parece mas facil de lo que es en
efecto.” :

{Mr. Schwab en el prélogo de sus elementos de Geometria im-
presos en Nancy afio de 1813, hablando de las paralelas, dice:
«Mr, Legendre ha dado en sus primeras ediciones una demostra-
cion mui ingeniosa para demostrar que la suma de los tres dngulos
de un tridngulo es igual 4 dos dngulos rectos, de donde él deduce
la teoria de las paralelas; ¢l se ve precisado sin embargo 4 conve-
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nir en sus notas, que ha debido considerar como evidente , que por
un punto situado en un dngulo menor que % de uno recto, se pue~
de tirar una linea que encuentre 4 los dos lados del dngulo. Este
inconveniente , y sobre todo la longitud prodigiosa de esta demos-
tracion, que es tanto mas molesta para los profesores y para los
discipulos, cuanto ella se halla casi al principio en que todo es aun
nuevo para el discipulo; todas estas consideraciones han decidido
sin duda 4 este célebre autor 4 suprimir esta demostracion en su
novena edicion , y 4 sustituir 4 ella, para esplicar la teoria de las
paralelas , una especie de razomamiento que estd bien lejos de tener
Ja fuerza de una demostracion. Despues de bastantes tentativas in-
fructuosas , mis investigaciones han sido coronadas de suceso; y
si en lo que concierne 4 la linea recta y al dngulo, yo he sacade
alguna ventaja de la idea de un movimiento de rotacion, la de
un movimiento de traslacion me ha procurado la demostracion mas
simple que se puede desear de la teorfa de las paralelas.”

{Esta teoria se halla toda comprendida en las dos proposicio-
nes siguientes, :

{12 Dos rectas EB, FD (fig. 79) que forman con una tercera
EF dos dngulos interiores BEF , EFD cuya suma es igual & dos
rectos , las lineas EB, FD serdn paralelas.

{Prolénguese BE hicia A y DF hicia C, y pues que BA es
una linea recta, la suma de los dngulos adyacentes BEF , FEA
es igual 4 dos rectos ; por hipdtesis la suma de los dugulos BEF,
EFD es tambien igual 4 dos rectos; luego BEF -4 FEA = 8EF
~-EFD; suprimiendo el dngulo comun BEF, quedari el dngulo
FEA —EFD. Por un razonamiento semejante, ¢l dngrio BEF se-
rd —EFC. Luego se podri trastornar y volver 4 uu mismo tiem-
po la figura BEFD de manera que ¢l punto E caiga en Fy F en
E, que al mismo tiempo EB tome la direccica FC y FD la EA.
Si pues EB y FD se encontrasen en algun parage 4 la derecha de
GH, estas dos lineas se encontrarian aun en su nueva posicion 4 la.
izquierda de GH ; estas dos lineas diferzntes pasarian pucs por los
dos mismos puntos de concurso, lo que es imposible ; luego EB
y FD no se encuentran 4 la derecha ni 4 la izquierda y son pa-
ralelas. , o

{2.2 Si dos lineas rectas AC, BD (fig. 61 *) forman con una
tercera AB dos dngulos interiores CAB , ABD, cuyasuma sea menor
que dos dngulos rectos, estas dos lineas AC, BD, suficientemente pro-
longadas , se encontrardn. ,

{ Prolonguemos AB hicia G; la suma de los ingulos ABD, DEG
serd igual 4 dos rectos; y pues que por hipétesis la suma de los
angulos CAB, ABD es menor que dos rectos , se teadrd ABD —+-
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DBG > CAB ~- ABD. Quitando de una y otra parte el dngulo
comun ABD, quedardi DBG > CAB. -

{ Luego si se forma el angulo GBH=BAC, la parte superior
de la linea BH se hallari toda entera 4 la derecha de BD y no
tendri sind solo el punto B sobre esta tiltima linea.

{ Concibase ahora que la linea GB resbale sobre su prolonga-
cion hicia A y lleve con ella el angulo GBH ; todos los puntos
de la linea BH, indefinidamente prolongada, se dirigiran  pasar
4 la izquierda de BD; pero ellos no podran hacerio, siné pasan-
do primero sobre esta linea: asi el punto B que se encuentra ya
sobre clla, sera el primero que la deje ; cuando €l se haya trans-
portado 4 B/, el punto I se habra transportado sobre BD en i;
cuando despues B pase a B”, el punto i abandcenara asu vez a
la linca BD para pasar 4 la izquierda de esta linea , y otro pun-
to I/ llegara sobre BD en i’. Dos puntos de la linea BH no pa-
sarin jamas 4 un mismo tiempo sobre la linea BD; porque si
esto pudiera hacerse, la linea BH se confundiria entdnces to-
da entera con BD, y el 4ngulo GBH se habria confundido ; lue-
go todos los puntos I, I’ &c. no pasaran sind el uno después
del otro.

{Ahora, digo que por léjos que se haya transportado la li-
nea BH, habra siempre uno de sus puntos sobre BD; porque,
para que la linea BH, pudiese pasar enteramente i la izquierda
de BD, como este transito no se puede efectuar sind punto por
punto, serfa necesario. que uno de estos puntos pasase el dltimo

y no deiase ningun otro puato despues de él 4 la derecha de BD, -

lo que es imposible ; porque la linea recta BH puede prolongar-
se hasta el infinito, y cuando este pretendido ultimo punto, antes
de pasar, se ha encontrado sobre la linea BD, habia aun otra
infinidad de ellos eacima que se hallaban 2 la derecha de BD, y
que podrian pasar cada uno & su vez; luego ningun punto de
la linea BH puede considerarse como el iltimo que debe pasar, y
la linca BH tendra en todas sus posiciones un punto comun con
BD; pero ¢l ingulo GBH llegara tambien & BAC, y aun entén-
ces, BH que se ha convertido en AC, tendra un punto comun
con BD ; luego AC encuentra a BD.

Cor. Si dos rectas forman con una tercera dos angulos cuya
suma sea mayor que dos angulos rectos, estas dos lineas se encon-
traran hacia sus prolongaciones, perque por el lado de las prolon-
gacicnes formaran dos angulos cuya suma valdri ménos que dos
rectos.... Igualmente se deduce que cuando dos paralelas AB, CD
(fig. 79) estén cortadas por unao tercera GH, que se lama secante,
I sums de bos dngulos internos BEF , DFE es igual 4 dos dngu~
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los vectos; porque de otro modo EB y FD se encontrarian y no
serfan paralelas. ‘

{Despues ya se deduce con facilidad todo lo demas.

{Habiendo conseguido cobtener la duodécima edicion de la Geo-
metria de Mr. Legendre, publicada en 1823, no puedo ménos de
congratularme al ver que, por confesion de mismo Legendre, re-
sulta que mi critica, en todo.lo relativo 4 su teoria de las para-
lelas, fué juiciosa é imparcial. En efecto, este profundo Geémetra
dice en la adwertencia de la espresada edicion: “La demostracion
de la teoria de las paralelas, segun se habfa presentado en Ia ter-
cera edicion de esta obra, y en las ediciones siguientes hasta la oc-
tava inclusive , no estando exenta de toda objeccion, se habia de-
terminado cn la novena edicion restablecer esta teoria casi sobre la

_ misma base que Euclides. Reflexiones ulteriores, hechas sobre el

mismo objeto , cuyo desarrollo se dara en la nota II han hecho des-
cubrir dos nuevos mcdos de demostrar el teorema sobre los tres
angulos del triangulo, sin el socorro de ningun postulatum. En su
consecuencia, se ha insertado una de estas demostraciones en el
testo de esta edicion , eligiendo la que se aleja ménos de las ideas
ordinarias , y que por otra parte no parece mas dificil de compren-
der que la que se habia dado en las ediciones precedentes desde
la tercera hasta la octava. .

¢ La demostracion que da en el testo,es como sigue: “En fodo

triangalo , la suma de los tres dngulos es igual & dos dngulos rectos,

{Sea ABC (fig. 317) el tridngulo propuesto, en el cual supon-
drémos que AB es el lado mayor y BC el menor, y por lomisme
ACB el mayor 4ngulo y BAC el menor. (Este supuesto no escluye
el caso en que AC=AB 6 BC).

{*Por el punto A y por el punto I medio del lado opuesto BC,
tirese la recta Al que se prolongard hasta €/, de modo que AC/
—AB ; prolénguese tambien AB hasta B’, de modo que AB’ sea
doble de AL _

{*3i se espresan por A,B,C, los tres dngulos del tridngulo ABC,
y por A/, B/, C, los del AB’C/, digo que se tendrd el dngulo C’
=P +C, yel dngulo A=A’ 4+ B’; de donde resulta A + B -
Ce=A’ + B <+ {, es decir, que la suma de los tres dngulos es
la misma en los dos tridngulos. ‘ _

{“Para probarlo, higase AK = AI, tinase C'K, y se tendrd el tri-
dngulo C’AK igual al tridngulo BAL Porque en ambos , el dngulo
comun A, estd comprendido entre lados iguales, 4 saber : AC’=AB,
y AKz== AL Luego cl tercer lado C’K=BI ; luego tambien el dn-
gulo AC’K = ABC, y el AKC’ = AIB.

£{“Digo ahora, que el tridngulo B'C’K es igual al ACI, porque
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la suma de los dos dngulos adyacentes ARC” + C/KB’ es igual 4
dos angulos rectos , asi como AIC o AlB: quitando de ambas par-
tes los angulos iguales AKLY, AlB, quedari el angulo C’KB/=AIC.
Estos 4dngulos estin comprendidos por lados iguales, 4 saber C’B=
IB=CI, y KB'=AK = Al; pues que se ha supuesto AB'—2 Al—
2AK. Luego los dos tridngulos BC/K, ACI son iguales: luego el la-
do C'B==AC, el angulo B'C’K=ACB, y el angulo KB/ = CAL
{“De aqui se sigue 1.° que el angulo AC’B’ designado por C’/
se compone de dos angulos iguales 4 los dngulos By C del trisn-
gulo ABC , y que asi se tiene C'—=3B + C; 2.° que el dngulo A
del trigngulo ABC se compone del angulo A’ 6 C’AB’, que perte-
nece al tridngulo AB'C/ y del angulo CAI iguail al angulo B/ del
misino triangulo, lo que da A== A’ + B/; luego A+ B+ C= A’
- B/ —+ (. Por otra parie, pues que se tiene por hipotesis AC <¢
AB,y por consiguiente C'B’ << AC/, se ve que en el triangnlo AC'B/
el ‘angulo en A, designado por A’ es menor que B’ ;y como la
suma de los dos es igual al dngulo A del triangulo propuesto, se
sigue que se tiene el dngulo A’ << Z A, ' -

{“5i se aplica la misma construccion al tridngulo AB’C’ para

formar un tercer tridugulo AC”B’” cuyos ingulos serin designa-
dos por A”,B”,C”, se tendrdn semejantemente las dos ccuaciones
C'=C'+B, A= A” 4+ B”; de donde resulta A’ + B/ 4 C'— A"
~+ B” 4+ . Asi la suma-de los tres angulos es la misma en es-
tos tres tridngulos. Se tendrd al mismo tiempo el angulo A” < £
A, y por consiguiente A” < L A, S : .

“Continuando indefinidamente la serie de los tridngulos AC’B/,
AC”B" &c. se legard 4 un tridngulo abe en el cual la suma de
los tres dngulos serd siempre la misma que en el tridngulo pro-
puesto ABC , y que tendri el 4agulo o menor que el término que
se quiera de la progresion decreciente £ A, £ A, L A &e.

{“Luego se puede suponer esta série de tridnguios prolongada
hasta que el dngulo & sea menor que cualquier dagulo dado.

{"Y si por medio del tringulo abc, se coustruye el tridngulo
siguiente a’6'c’ la suma de los angalos o’ + I de este sera igual
con el dngulo a, y serd por consiguiente menor que todo angulo
dado : donde se ve que la suma de los tres angulos del tridngulo
#'b’¢’ se reduce casial solo angulo ¢, ,

{“Para tener la medida precisa de esta suma, prolonguemos
el lado a’c” hdcia d’, y llamemos «” el dngulo esterior b'¢’d’ ; este
dngulo x/ unido al angulo ¢ del tridngulo #/é’¢’, forma una su-
ma igual 4 dos dngulos rectos: asi espresando el 4ngulo recto
por D, se tendrd ¢/’ = 2D — «’; lucgo la suma de los dngulos del
tridagulo @/0’c’ serd 2D + & - B — i/, ‘ .
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{“Pero se puede concebir que el tridngulo a’c’t’ varia en sus
angulos, y en sus lados, de modo que representen los tridngulos
sucesivos que nazcan ulteriormente de la misma construccion,y se
aproximen mas y mas al limite en que los dngulos o’ y ¥ fuesen
nulos. En este limite la recta o/c’d’ confundiéndose con &'l los
tres puntos &', ¢/, b’, acaban por estar exactamente en linea recta;
entonces los dngulos b’ y x’ vienen 4 ser nplos al mismo tiempo
que 4, y la cantidad 2D 4 o + b'— &/, que-tnide la suma de los
tres angulos: del tridngulo /¢t , se. reduce o 2D; luego en todo
#rigngulo la suma de los tres dngulos es igual 4 -dos dngulos rectos.”

{Despues continda lo demas del testo como hemos manifestada
en los parrafos 408 , 409, 410, y 411.

{ Lo que pone en la nota II es como signe— “La demostracion
que damos en el testo de Ja proposicion de que la suma de los tres
angulos de-un tridngulo es.igual 4 dos rectos, puede ser la mas sim-
ple y la mas directa que se puede hallar en el género puramente
elemental ; esperamos que serd acogida por los amantes de la exac-
titud geométrica, y que hard en fin desaparecer de los elementos
la imperfeccion 4 que la teorfa de- las paralelas ha estado sujeta
hasta ahora. . . : L

{“Nosotros nos valdrémos de esta ocasion para hacer algunas
nuevas observaciones sobre la/demostracion -que hemos dado de la
misma proposicion en la 3.* edicion de esta obra publicada en 1800,
y en las ediciones siguientes, hasta la 8.2 inclusive ; para esto re-
cordaré en pocas palabras el principio sobre el cual esta demostra-
cion estaba fundada. . . : ‘

. {“Hemos probado al principio de un modo rigoroso que Ia su-
ma de los dngulos de un tridngulo no puede ser mayor que dos
dngulos rectos , proposicion que separa de una vez por una dife-
rencia esencial los tridngulos rectilineos, de los esféricos. Esta pri-
mera parte hallindose establecida , faliaba probar que la suma de
los dngulos no puede ser menor que dos ingulos Tectos; pero ce-
mo el esceso de los tres dngulos sobre dos rectos, que tiene lugar
en los tridngulos esféricos es proporcional 4 la superficie del trian-
gulo , del mismo modo el deficit, sile hubiese en los tridngulos
rectilineos , seria proporcional 4 la area del triangulo. Deede lue-
go es facil de ver que si se consigue construir, en virtud de un
triangulo dado, otro tridangulo en el cual se halle contenido el trian-
gulo dado m veces lo wénos, el deficit de este nuevo iridngulo
igualard al ménos, m veces el deficit del triangulo dado , de mo-
do que la suma de los angulos del gran triangulo disminuira pro-
gresivamente 4 medida que m aumente hasta llegar 4 ser nula ¢
negativa. Resultado absurdo y que prueba que la suma de los 4n-
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gulos de un tridngulo no puede ser menor que dos éngulos rectos.
{*Tamando por norma este principio de demostracion:, ‘que es
-infalible , hemos hecho ver que toda la dificultad se-reducfa 4
construir un tridngulo que contuviese al ménos dos veces el tridn-
gulo dado; pero la solucion que hemos dado de este problema,-en
apariencia muy simple , supone que por un punto dado -en un an-~
gulo menor que dos tercios de un angulo recto, sc puede siempre
hacer pasar una linea recta que encuentre 4 dos lades' del dngulo.
{"Nosotros nos habiamos aproximado mucho asi & nuestro -ob-
jeta, pero no le habfamos alcanzado erteramente ; pues que nues-
tra demostracion dependia de un postulatum , que , en todo rigor,
podria ser negado. Hsta consideracion es la- que nos ha hecho vol

ver en la g.2 edicion 4 la simple marcha de Euclides, reservan-.

do para las notas la demostracion rigorosa. - o
{“Examinando -las cosas con mas atencion, nes hemos convenci-
do de que para demostrar completamente nuestro postulatum, era
necesario deducir de la definicion de la linea recta una propiedad
cardcteristica de esta linea, que escluyese toda analogia .con la
forma de una hipérbola comprendida entre sus dos asintotas. He
aqui cual es sobre este punto el resultado de nuestras investiga-
ciones. » O
- {*Sea BAC (fig. 318) un dngulo dado y M un punto -dado’ dentro
dz este dngulo : dividuse el dngulo BAC en dos igualmente por la
recta AD y desde el punto M tirese MDP perpendicular sobre ADj;

digo que la recta MP prolongada en ambos sentidos encontrard me~

cesariumente & los dos lados del dngulo BAC. »
{“Porque si ella no encuentra 4 uno de los lados de este 4n-
gulo, encontrard al otro, siendo todo igual de los-dos ‘lados ‘4
partir del puato P; si ella no encontrase 4 un lado, no encon-
trarfa al otro por la misma razon ; asi, en este uhimo easo, ella
deberia estar encerrada toda entera en el espacio compreadido en-
tre los lados del angulo BAC; pero repugna i la naturaleza de
la linea recta que una tal linea indefinidamente prolongada , pue~
da ser encerrada en un dngulo. ‘ : -
{“En efecto, toda recta AB (fig. 319) trazada sobre un plano,
¢ indefinidamente prolongada en los dos sentidos , divide 4 este pla-
no en dos partes , que, estando superpuestas, coinciden en toda
su estension y son perfectamente iguales, La parte AMB del plano
total, situada de un lado de AB, es igual en todo 4 la parte AMB
situada de otro lado ; porque si se toma un punto fijo C sobre la
recta AB, todo otro punto M de {a parte AMB estard determina-
do por la distancia CM y el angulo ACM ; tomando pues del otro
lade un dngulo ACM'= ACM y una distincia CM'=CM, ¢s evi-

fa
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derite que los puntos:- M y* M/ tendrin -la. mismai sitnacion en las
dps partes del plano, y que estas dos partes estando. superpues-
tas ,:J.gi puntos M:y:=M’ise. confundirin en uno sold, = P

{ ‘Supongamos ahora, si es posible que una recta indefinida X
Y esté encerrada toda ecntera en un espacio angular cualquiera
por.ejemplo ; ea el dngulo. BCM , ella uo podrd siné div%ﬂir ex:

dos partes iguales 6 desiguales.la. parte del plano. comprendida ¢én’

el angulo BCM ; esta parte tiene.su correspondiente BCM/ situa-
da del otro-lado de BC; pero como ademas de estas ‘do‘srpértes‘
1guale_s‘ del p{auq, hay otras dos encerradasen los angulos igua-
les-:ACM, ACM’, se ve que el espacio angular BCM' no egs la

- mitad- de todoe ‘el plano ; luego la recta XY que se supone dividir

en. dos  porciones el -espacio BEM, no podri dividir siné en dos
partes desiguales la totalidad del plano, o que es contrari i la
naiuraleza de la:linea recta. e e
K {cfPor ‘gste principio muy simple, no.solo ‘el postularum e
nnped}al nucstra demostracion de ser rigorosa, se halla demos&i
do, siné que se puede. tambien demostrar inmediatamente el o:
twlatum de Euclides. Este . posinlatum se reduce ficilmente, c‘g)m‘
se sabe , al .casq-en que una de las rectas AC (fig. 3'20),siendo
perpendicylar-a-AB ; la otra recta BD forma con AB un an uo
lo ABD menor que uno recto. Se trata pues de probar que ge-
este caso, BD prolongada debe encontrar- 4 AC. a6 e
o {"En lefecto‘.‘s_i esto no. fuese prolongando AC hacia ¢/, v ha-
ciendo el dngulo ABD’=ABD, Ja recta CC’.estaria com ;'egdid
toda;e:ztcx:a en.el angulo. DBD’ menor -que dos rectos. ;P @
o {,‘ Dejamos & los Gedmetras el decidir si ésta demostracion no m
receria ser admitida en los elementos, de preferencia 4 toda .
para restablecer la marcha de Euclides, que ba venido 4 semm,
teramente rigorosa por la supresion de su postulatum.” "o
.. {Despues sigue poniendo en esta nota todo el contenido de ]
nuestra al § 411,y la,termina del modo siguiente. “En fin ale :
que la»teolr{a precedente se halle establecida sobre los fund’amun-
tos mas sphdosi, no debemos disimular, que ella ha sido atacada or
Mr. Leslie, célebre profesor de Edimburgo; en sus eiemeutosP:i)r
Geometria,, 2. y 3.2 ediciones ; pero sin entrar en ningun cletae
llc.s.obre este punto , nos bastara decir que las objeciones de M .
Leslie han sido plenamente refutadas, primero por Mr. Playf: i,
su compatriota, en Y Edimbu ; 3 espiey oos
riota, g review tomo XX y despues por
Mr. ,th?zce » de'la Academia de ciencias de Paris, en la Bz’bil)'
giz:guiaugz'verse.lte (‘iie Geneve, octubre de 1819, Se piléde ver ta:;:
.discusion de est i jeci icion i
rong eusion de as mismas ObJCLl(;[;ES » en la edicion ingle-

i
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sa de. nuestros elementos ' dada por Mr. Bdvid Brewster —Edim5
burgo .1822.7 - - - P oo o SUIVO AN SO
{No'habiendo llegado & mis manos; 4 pesaride las eficaces di-
ligencias que. he practicado , los escritos que: cita Legendre .,y si
tnicamente la 4.% edicion de la Geometria de Mr. Joha Leslie im-
presa en 18201, no juzgo inoportuno el estractar agui lo que-di-
ce sobre este particular, y es. como sigue.. © oo
{*Mr. Legendre ha intentado deducir 4 priori las propiedades
fundamengales de los tridngulos ;-de la, teorfa de las-funciones. Pe-
1o, asi como en otras empresas semejantes , sus investigaciones en-
vuelven lo que se trata de probar. Para un matemitito especulati~
vo el argumento de que usa para probar que & debe’ser indeperia
diente de ¢, es mui seductor, si no-sufre un rigoroso-exdmen. Mu-
chas cantidades en el hecho aparecen resultar de la combinada re-
lacion con otras cantidades que son heterogéneds.iAsi, el -espacio
‘que los méviles describen, dependen del tiempo'y velocidad ,-que
son elementos heterogéneos; tambien, la longitud de un arco de cir=

S H Tt 4 it

culo depende del radio y del dngula que subtende en: el centro, que

obviamente son magnitudes . heterogeneas. ‘Por él'¢ontrario , n0s0<
tros comocemos previamente, que la base c:puede ;-por -su combi+
nacion cen los dngulosiA y:B , modificar su relacion;*ly enivirtad
de esto afectar el valor del:dngule vertical. En otro” caso: anilogo,
la faerza de esta razon se percibe ficilmente. -Enefecto, euando
los lados a, b y su dngulo contenido son dados, ‘el .tridngulo es
determinado , como la. mas. simple. observacion' manifiesta.. Por ‘lo
mismo , la base ¢ es derivada solamente de estos: datos , .6 c =B
(a,-b; C). Pero. el dngulo C; siendo heterogéneo con los lado$ o y
b, no. puede unirse: con ellos en una ecuacion , y consiguientemen=~
te , la base ¢ es simplemente una funcion de a y b,.6 es meramente
el resultado necesario de los otros dos lados. En otros términos,
asi como el tercer angulo de un tridngulo depende-de los otros
dos 4ngulos, asi la base de un triangulo debe tener su magnitud
determinada por las longitudes de los otros dos lados. ;Tales el
estremo absurdo 4 que puede conducir este. modo de raciccinar!”
{A esto contesta Legendre en una carta escrita 4 Mr. Leslie en

s dc febrero de 1816 la objecion hecha sobre la ecuacion ¢ ==F:
(a, b, C) se resuelve muy_ ficilmente. Nada impide que ¢, quees
“un ntimero , (con relacion al dngulo recto tomado, por:-unidad) sea
una funcion de a, b, C, con tal que esta funcion sea de dimension
nula , es decir , con tal que la funcion de a, b, C se reduzca 4 una

: b ¢ R
funcion de dos relaciones, tales como - Y en efecto, esto €5
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lo que' tiene lugag: en-virtud de.la. ecuacion- trigonométrica cos.
T T Y et S ,
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biendo vuelto 4 considerar el asunto con madurez , no puede asen~
tir 4 lo que:dice Legendres® y se funda en que tanto.las lineas
comq los #ngulos son.cantidades reales ;.aungue de diferentes gé-
nerog, &6 &e. v, womdiiyn ohtiog i S siun s i
- {a1g uLaiteoria. dei M. :Bertrand; profesor de Matemdticas gn
Ginebrg yes 1an ingenjosa,comp todas.aquellas teorias qug ¢l se ha
propuesta:esplicar. por-métodos nuevos:;;perg - que tal-vez por ser
demasiado merafisicos ; no. mergeerdn admitirse  por mérodos ele~
mentales, Antes de legar 4 esto, darémos. ' conocer las primeras
nociones sjue. éh.da dei la Freometrfa 5 porgue aunque o, se SRLGH:
den:demasiado; no-jobstante,son dignas,desatencion. .« o i we
-, { Bl segsindo- yomo; dg, 81 -obra intitulada, Developpement  nou:
weaw: dg o pariic elgmentaire dos. Mathematiguess. principia cod .un
capitulo_que trata del plano, de la linea recta y de los dngulos,
€ estos tErminos, i - L oroc oo o s L e
s {TLa Geometria ; como cnalquiera-otra ciencia , tiene su fun-
daménto: €n Jas ideas comynes & todosilos. hombres, Del fondo de
estas.ideas. es .de donde los primeros; inventores han sacado los
pringipios y gérmenesde los conocimientos de.que han hecho pre-
sente al género humano. Por lo cual, parece que en toda ciencia
se pueden distinguir dos partes; la 1.* que consiste en el conjun-
to de principios ‘6. nociones,primitivas-de que dimana esta ciencia,
y:la 2.2 que encierra el desarrollo de estgs:principios.” . -+,
» {%Por-lé:que. toca 4 Jos priacipios,'come.sg hajlan en todas las
cabezas ; parece; que. bajo, este..aspecto:la ciencia no opone resis-
teacia ni dificultad .que.vencer ; sin embargo; la eleccion.que es
necesario hacer de estos principios , el.grado de claridad y de sim-
plicidad 4 que es necesario reducirlos , y la necesidad de enunciar-
los en.términos propios shien ;conpcidps ' de unmedo-claro y pre-
cisa:, es un.asunto.de bastante difienltad”” . . o Lo
- {'No: obstante un medio de¢ disminuir esta dificnltad , es trans-
portarse. & los-tiempos en que-Ja ciencia de que se trata, princi-
pié 4 cultivarse , y proponerse alguna cuestion propia de aquel
tiempo , tan simple que el espiritu vea ficilmente las ideas que
contiene .y la cadena-de los razonamientos que conducen 4 la so-
Jducion.. Aun se pusde,dar mas importancia, i esta investigacion, su-
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poniende que la-'caedtion que-uno de. propbhgasea aquellarmist
ma que dié lugar 4 los primeros desarrollos de la ciencia que se
ensefia,” Lo ..
.+ X"Brincipiarémos;;, pues , esta-Geumetrfa por. una cuestion ,gue
tenga las ‘condiciones que” acabamos de indicar’ ¥ pata. entrar en
materia supongamos que un cazadory” babiendo muerto un gamo
de un flechazo , quisiese saber 4 qué distancia habia alcanzado su
presa.Para“esto,;  tomando ‘la ‘longitud de su areo® ¢oino  la’ que

le era mids familiar, la-péso sutesivamente sobre toda la distancia’

que ‘habia- de él-al #nimal que: habia imuerto '} y ‘considerd -al nfi-
mero de veces que habia podido aplicarle, como la“justa -éspre-
sion™de' la relacion de esta distdncia:d 14 lohgidud: dé -bu ateq.”
£ L%Pero sus invéstigdcipries o' se’ fmitdron alli se~puso-4 res
flexionar sobre 12 cirdunstandia de-ld operdciont ¢l acabanios de
practicar , 4 saber: que cuando aplicaba su arco: gobre el terreno,
ponia: una singular -atencion enno colocarle, sindren: una cierta di-
Yecdion | estlusivamente: ditoda etrat Esta idireccionvdecia 6l qite
se llama linea reetdiy de'que yo ‘tengd:unaidea tad clara , si-se
me ‘preguitase - qué es,"y en qué se diferencia-de- toda otra,,; c6-
mo responderia- yo¥ De¢ir' que és la-idivedcion que sigue una’ flecha
antes de encurvarse bécia:la tierra es dar un ejemplo ‘de ella; pre-
sentarla bajo la imdgen de una cuerda estendida, es'elegir mejor
suejenplo ; perono dato siicagi¢ter Wistintivo. Un rayo.-de¢ luz
‘que-entra en wi'parage ébsedro Botleidaria tampocol Hste cardc-
ter so-depende nide las: fieehas, @i de lds cuerdas tendidas ; ni
de los rayos ‘del'sol; se le pércibe, es verdad, en estos tres 6b-
jetos; pero se puede encontrar en otra parte, y donde quiera que
se halle es necesario presciadir de las circunstancias estrafias que
le acompafian, y manifestarle con toda su simplicidad.” = -
{"Asi, después'dei haber contemplado la-linea 'recia en diferen:
1es ‘objetas, y de haberla despojado-de -las ‘circunstancias-eétfafias
que le dcompafan , el cazador encontré que lo que la’ distinguia
de toda otra linea trazada- sobre un plano, 6 imaginada sobreia
superficie de un lago perfectamente en calma , era el que, hacien-
do abstraccion de:los limites de dicho plano y de las orillas del
lago, ld'limea vecta cortaba alilago-y'4 la ilanura, de manera que
las superficics de una y otra parte detestaclinea no serdiferencia-
ban la una-de la otra ; "y con relacion al plano ‘6: 4 Ja* superficie
de agua perfectamente en‘calma, vi6 su cardeter distintivo-en que
separaba la parte superior de la parte inferior del ciélo,-de ma-
nera que el espacio superior no se diferenciaba del inferior, hacien-
do abstraccion de los cuerpos que se mueven en él. Pero despues
de haberse remontado d'la idea del @spacio-comp 4 aquella con

o
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que confinansus nociones'de llanura y:de Hnea reeta) el cazados
mo pudd llevar mas lejos ta andlisis ; 'y pasar ‘de la-idez del ess
pacior 4 cualquiera ofra que de ella se derivasé, Yy ‘por; esta:‘cau~
sa: se contentd com-desenvolverla mejor, v con definiticon mas
exacticud las que habia hecho depender de ella, quiero-decis, las
ddeas ‘de- superficié ‘planaizy ide linéd receal?” wi-ro M.

#{CEl espectdculo del ‘universo’ presenta 4 nuestra - vista i
espacio inmenso: En esta intfiensidad -es donde eaﬁisteﬁfslds«.:@uerpbs
°y mudan ‘continuamente dé figura, de magunirud ¥ de posicion; mienw
tras- que' invariable en todas sus partes ¥ semejante 4 un-mae
slempreden calma, el es pacieimisino permanece enun -eterno re P0se.”?’
o {“Asi, la idea que no sotros nos: formamos: del espacio es: que
es infinfto  y sin' limites , homogéneo 6. semejante 4:1él mismo en
todo tiempo 'y en todo lugar: no tiene liniites ; porquelos que
quisiéramos darle se encontrarfan ~en'su‘testension ; y ‘por iconsis
gulente no le limitarfan. Bl es homogérneo,, -es decir;- quetla por-
cion de-espacio que ocuparia i cuerpo en un lugar , no se di-
'ff:renclfaxji:a"de la que ecupaser en otro 4 lo cual afadirémos "qué
el-espacio &s al'rededor de un cuerpo ¢oloczdo en ‘cualquier parte;
1o que-es“al rededor del mismo cierpo colocado en otra-parte,” -
- {-“Pero de¢ esta nocion del espacio se sigiie que se le puede con-
cebir- dividido en dos partes ', tales que-no se pueda decir nadg
de:la uns que'no se pueda  decir igualmente de la " otra ; tales ade-
mias-qlie su litite comun -Yenga con  cada’ una - de ellas lus mismas
relaciones , sea considerdndols toda entera > 0: 566 #0° cansiderando si-
6 wna parte de ella. Bste limite de las partes del -espacio dividido
en dos igualmente., eslo que se llama.plano ; y el plano come el
espacio , se puede concebir dividido en dos ‘partes , tales que no e’
pueds decir nada de la una que no se pueda decir igualmente de lg
otra; tales ademas que su limite comun tenga con cada una de ellas
lq:r mismas revlacio'ne.s‘? sea que se la considere como enterg > Sea que
n0-se la considere sind como una parte® - - R

{“Pero la‘idea de este limite , -siendo conforme en'todo 4 la
que el cazador se formé de la linea recta, toma lo que dcaba de
decir por la justa definicion de esta linea, y se ejercita en definir
las ideas que tienen mayor conexion con las precedentes.” :

{*Asi segun.él, es necesario entender por ’superﬁciﬁ‘ael Umite
que separa. una porcion cualquiera del espacio, del: resto del mis-
o espacio ; es necesario distinguir las superficies en planas y cyp-
vas : planas son las que tienen la propiedad del plano, y curvas
las que no la tenen.- Es necesario definir las lineas diciendo que
son limites de las superficies, despues dividirlas en rectqs ¥ cur-
vass rectas, las-que tenen la, propiedad de la, linea recta,  curvas
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las quetio la tienen, En;fin, es necesario definir, elipunto, diciendo
que ies el limite de las-lineas , 'y con relacion 4 los; limites , sea de
las. lineas , sea de las cantidades est¢nsas en general , son los mis~
mos tériminos 4 que estas. cantidades e acercan , pero sin . pa-
sar dealll” o e nu s
{416 “Despues de haber fijado asi el; sentido: de.. diversas: par
labras 4- que. Antes; sujetaba ideas. claras. pero vagas., el cazador
para sacan|partido de su. trabajo 5-qniso busear al:principio-en su
definicion de- la linea recta las.razones de una propiedad bien re-
eonocida de esta linea ,- -saber , que desde un punto & 0tro+S0-
bre:un plano no.se puede tirar sind.pnaj; y. las encontrd.ogimo las
preseata la. siguiente proposicion” . .. ..o il e
ie S Desde un punip. 4. otro sobra, un planp no se: puede tivar sin
wng, lingauegia, , O A0s puntos sebre un_plang, determinan. una, linga
regta ; 0, aun 5 40§ TECHAS. QUE ;5S¢ EnCUEniran. sobre. un: plano , no se
cortan, sind- em un sobo punte? . e B S TR
- {"5gan A,B.(fg. 76) dos-puntoes sobr«e: ui]g,plano,,y;»pgra juzgar,
en primer:lpgar sidel ngo. al otro de, estos puntos se puede . ti=
rar sobre este plano mas: de ung.linea, recta , tiremos- actualmente
de A i B dos lingas -AB, ANB.que, supondrémos rect3s ; despues
trazaodo de, una .parte de estas dos. rectas una linea contfaua cual-
quiera AMB, imaginemos. que -esta linea AMB fijada por sus ess
tremos A, B.al plano AMM gire al rededor de ella, basta que
llegada al otroestremg. de este, plano se detenga: alli en la situa-
cion AM/B; y en taato que AB formase parte de upa. recta, la
linea AMB aplicada de la misma manera por arriba y por abajo
de AB, cerraria dos porciones: de plano eatre las cuales no habria
pinguna causa de diferencia. Mientras que ANB forme parte de una
recta, no habré ninguna causa de- diferencia 6 razon entre AMBNA
y., AM/BNA ; luego estos dos defectos de diferencia, no pudien-
do teuer lugar al mismo.tiempo , es evidente que de un punte 4
otro sobre un plano no se puede tirar mas de una linea recta.”
.« {*Se.dird quesi en vez de trar la segunda linea ANB ‘toda
hicia una parte de la primera AB, se la hubiese trado parte bi-
cia un lado de esta linea, y parte hécia el.otro, la ignaldad de
 AMB con AM/BA. no hubiera dado la esclusion 4 la igualdad eny
tre AMBNA vy AM/BNA, que por consiguiente.la demostracion
precedaute no praeba otra cosa sino - que habiendo tirado una rec-
ta AB de un punto 4 otro spbre un plano, no se pueda tirar una
segunda ANB que pase toda entera de un mismo Jado de la pri-
mera. A esto yo respondo que la fuerza que le queda 4 la demos-
tracion propuesta basta para establecer, que cuando se hace cru-
zar AB por ANB (fig77), Bo s¢ puede firar gdel punto A.ad
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punto de seccion 'N'siné una sola recta~AN,y que 'del-punto B
no se puede tirar tampoco”sind una yquetasi , la. pretendida rec-
ta' ANB' coincide como:‘antts con AB‘,y ipor tanto que desde un
unto d%otro sobre un plano no se puede sind tirar una sola recta.?
{Pero esto no le basta al cazador; él quiere asegurarsg tam-
bien de la imposiblifad que‘hay de’qae dos’ rectas trazadas sobre
un ‘plano ;- y tenfends- ina p“artgif‘énﬁmn AB . (iig. 78) ; puedanse~
pararse la ‘una deila ofra en el resto desu curse y rprolons
garse la una segun BD y la otra-Segun’BG; y 4 este efecto, to+
mando sobre.BA su parte BF , la hace girar-al rededor del puns
to B, de manera que el punto F describa una linea FKD de un
lado de FBD, y del-otro una linea ‘DLF, lo- que no se puede ha-
cer sin que el punto F trace al mismo tiempo de un lado: de FEG;.
una liuvea FKG, y del otfo'una linea! GLF: Péro siendotodo igial
sobre un pland de una y otra parte de la recta, las lineas FKD,
DLF descritas de la miéitid" manera de una' y otsa-parte de FBD-:
no se podrian diferenciat, ni laslifieas FKG, GLF deseritas de una
y otra parte de’ FBG ; luego’ la-stposicion de dos™ prolengdeiones
diferentes de la misma porcion de recta AB.conduce 4 Una- cons
tradiccion. Luego dos rectas ‘que coinciden ew nna ‘parte AB:de
su curso, nd pueden tener prolongaciones diférentes. Luego 'dos
puntos sobre un plano determinan-no solamente Ia parte de una
recta que va del uno al otro, sin6 aun las partes de esta rec-
ta que estan fuera de este intervalo 5~ y+por-tanto dos puntos
sobre un plano determinan una linea“reeta. ‘Deidende resilid ‘que
dios rectas 'que se encuertran sobre’un plaitosho ‘se-encuestran eg-
él'sinéen un solo punto; porque si se cortasen en dos ; coineidi~+
rfan en el intervalo de uno de estos puntos al otro, y aun fuera
de este intérvalo ; lo que es iricompatible con la ideai de seccion.?
- {El cazador no bién' se convéncié de esta proposicion de:qus.
de un punto & otro sobreun plano no'se puede tiral 'siné una sola’
recta, evando traté'de hacerla mas “general ;Hy fprebarsque nblso=
lamerite desde 'un puato 4 otro sobre'un planoy sino gue aun des-.
de un punto 4 otro en el espacio no se puede tirar sino nna li--
nea recta, 6 lo que viene 4 ser lo mismo , traté de:convencerse:
de que todas las rectas que setirasen por dos puntos dados en.el"
espacio, ‘sobre los diversos planos que pasasen: por eslgs punios,’
no sérian sind una sola y iniswd ligea recta? | ¢ v peel e
" {417 Asi contimia él con su cazador, ¥y nosotros interrumpi- .
rémos sus cousideraciones para llegar desde luégo 4 la teoria que £l
espone de las paralelas, que principia en esta proposicion que es -
la 7.2 de su obra. :

- {*Dos rectas AB, CD {fig. 79), que trazadas sobre el *);‘nismo plaso
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forman :en €l «con una tercera GH. dngulos interiores. BEF.; DFE,
cuys suma equivaiga & dos rectos, no podrian enconfragse”’; . .
i {“Para demostrar la proposicion de que. tratames, observaré
due pues por el supuesto BEF, DFE -valen dos dngulosyrectos,
son equivalentes 4-dos dngulosadyacentes BEF, FEA, ¢ DFE; EFC;
de donde se.sigue 1.°.que DFE = FEA ; 2.°: que BEF = EF(;
pero: siendo, esto.ash, si se;levania la porcign de plano BEFD,.
y.se la-hace dar una: semivueltg sobre el planoide que forma parte;
aplicando EF sobre lamisma FE, la recta FD caerd sobre la EA,.
drcausa de' DFE == FEA 5 la EB ceacerd sobre FC, 4 causa de
BEF = EFC , de manera que las rectas EB, FD no se podrin
eucontrar;en un punto . 'sin' que las FC, EA ;:con que coinciden,
se.encuentfen en él . mismo -puato. De donde se seguird que las
AB;.CD se. eacontrarin en dos.puntos 6 no se eacontrardn de
niogun -modo ; pero lo primero es imposible (416), luego tea-
drd lugar lo- segundo ; luego dos-sectas que trazadas sobre un
plano:iforman: en :él con una tercera dngulos interiores, cuya su-
ma valga dos-rectos , no:ge encuentran. Despues de llamar para-
lelas, 4 estas lineag que. nmo. sé encuentran, y de hacer algunas
consideraciones , pasa 4 esta proposicion.” . IR
- :{% Dos: rectas. AB , CD:(fig. 80), que forman cos una tercera.
GH. dngules .interiores. BKL, DLK, que juntos sean iguales 4 dos rec- .
tos; encierran ey, st uns porcion de plano , tal que él contiene una
infinidad- de ellas.semejantes.”;, e . .
. £ SHn efectp,, pues que por el supuyesto la suma de los, ingu-
los BKL,;DLK- es.igual 4 dos rectos ; y que per otra parte la
sumz de. los adyaceates DLK, DLM es tambien igual 4 dos rec
tos 5. se.sigue que DLM=BKL ; que por consiguiente si se toma
sobre;HG la- longitud LM = KL y se imagina la recta EF tirada
por.el_puato M, de manera ,que FML =DLK, y se hace' mover
lathanda ACDB 4 lo largo .de HG basta que el punto L caiga
en M.y Ken Lyla linea KL coincidira con LM, la LD con MF,
y.la KB con LD, porque los angulos iguales, del mismo mode
que las rectas. iguales pueden convenir ; pero la banda ACDB.
conviniendo tambien con la banda CEFD 4 causa de que se ha
pedido. tomar sobre HG una longitud LM = KL, es claro que
sg. formarian . tantas bandas iguales con ACDB como longitudes
iguales con KL se pudiesen tomar sobre HG ; es. decir que se
formarfan una infinidad de ellas, y por tanto que dos rectas que
férman con una tercera dngulos inreriores 1guales 4 dos rectos, ena-,
cierran entre st una porcion del plano, tal que dicho plano con- .
tiene una infinidad de porciones semejantes.” '
{418 “Cuando dos rectas forman con una tercera dngulos interio-
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res, cuyi swma 1o es-igunl 4 dos-fectos, ¢stas vectas se encuentran,”
£ 00servemos: antetodas cesas que’ si dos -rectas AB s CD
(fig. 81), forman con una tercera KL 4ngulos interiores BKL,DLK,
¢iya suma esceda 4 dosangulow rectos; -eStas misinas rectas for-
maran, del otro lade de KL, 4ngulos interiores AKL , CLK, cuya
suma sea meaor que des -rectos. Y puesto que aqui se supone que
ARL 4 CLK < 2 reetds ; st LM es: tat ‘que forme el dngulo CLM
que falte 4 ARL +°CER para dos rectos, no se podrd negar por
la proposicion precedente; que el plano céntendrs una-infinidad de
bandas igualed 4 MLEKA ; que por coilsiguiente si-LC no encontra-
se & KA del-lado de A, se seguiria este absurdo’ de que MLKA:
¢omprenderid- d} dngulo MLG, del cual lejos de poder decir que
el plano contiene una-idfinidad de sémejantes, se puede -decir al
eontrario que no'edatiedé sind un nimero finito, 4 saber, 360 si
es de-un grado , #1609 s¥-ds ‘de- ub Minueo’; rzgbcoo si-es de uw
segundo &d. 5 hiego ¥ ifiposible que LG no encirentre 4 KA def
lado de Ar; liégo €n gendral ¢s imposible que dos rectas no se en-
cuentren cudnde ld suma de los dngules interiores que forman con
una tercerd , séa mehor que dos rectos” -

{“Pard: hdcer” cottoce¥ -abin wiejor 1 fiésid de esta démostra-
cion, GYsEFVALE’ que ud dngulo’, pdduedo ¢ grande, colocado en
el centrio” de vn- eiketifo désciito con ud radic finito cualquiera , in-
siste soliFe hn a¥co de alguna mdgnitud ¢ de ninguna wagnitud:
que st insiste’ gobre U a¥co de niligune maguitud , es necesario
que sus-plefiay ebinciddn’, ¥ fof dondiginédtc que no sed un 4n-
gulo 5 que o1 fisisté gobte it aréd de akguus tagnitud , como to-
da la eifcunferentin &3 uld edintidad fililtd, ds necésario que la res
lacion- de-ésté drdo # tddd la circunféréneid ; sea na reldcion de
una edntidad Adita’ 4 uda-cantdad finie;- que pof consiguiente el
anghlo qlie iisiste soBré este aréd gea taimhbitn & rdda la caniidad
dngildd 3l rédedor del ceativ; coinmo urd: waghitud finitd 4 una
thagiitud finitd 5 porgie & fin ; los dhguled én €l cedtro sot 4 to-
dd’ a- caitiddd afiguddr 4} fetledof dek certto;- cemiv 1ok ditos sobre
que indisteti SO d {044 18- cifcuitfdrencid. 'Perg una pdtclon de pla-
no contenida entre dos rectas que forman con una tercera ingulos
interiores igiiales 4 dos- reetos, no ¥ & toda- 14 supérficie plana co-
mo ana cantidad: finita 4 uha civddad: Buit? , $ih6é como una can-
tidad finita 4 una:cantidad infinitd. L# barida AGBB, pot ejémplo’
(fig. Foy; &8 4 tedo el plino de {ué forida parte; comd la recta
finitd K- ¢s & I recta infinitd KG'y lutgo un- dhauld ; por pegque-
fib que sed; e§ sfempre mdyor que una dé estds pariés del plano
que hemvy cilificado de bandas ; ¢ igualmentc que una banda con-
tengd a un dngule; luego implica contradiceion que dos rectas que

TOMO 1. PARTE II £2
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forman con una tercera dngalos interiores , cuya-suma no sea igual
i dos rectos, no se encueniren del lado en que esta suma es.e.
nor que dus recins.” L PRI S
{“Consecuencia 1.2 De esta proposicion s sigue inmediatamente
que cuando dos rectas son paralelas , una de estas no puede estar cor-
tuda por otra tercera , sin que la otra paralela lo esté tambien. Por-
que supuesta la MIN paralela 4 AB (tig. 81), si LC cortase 4 MN
sin cortar 4 AB, el 4ngulo MLC esjaria contenido entre las para-

lclas MIN , AB, lo cual siendo imposible , es. imposible que LC no, '

corte 4 AB; es decir-en general, que lo es tambien que una de las
dos paralelas esté cortada por una recta sin que la otra lo esté.”

{*Consec, 2.* Ahora podemos hacer la enumeracion de todas las
circunstarncias de posicion de dos rectas trazadas scbre un mismo
plano 5 porque ellas no se encuentran en ¢l cuando forman.con una
tercera angulos interiores, cuya suma sea igual con dos rectos , e~
las se encontrarian en él cuando. egta suna po-es igual 4 dos rec-
t0s.; y en este easo no se pueden encontrar siné en un ‘solo punto.”
= {“Consec. 3. Una recta finita cualquiera es divisible al infinito,
Sea AS (fig. 82) una porcion de linea recra ; é imaginando las pa-
ralelas KL, MN , tiradas por sus estremos A, S, tomo sobre la

primera KL un punto K, y sobre la segunda MN longitudes igua-.
les 6 desiguales AB, BC, CD &c., despues tirando las rectas KB,

KC, KD &c. , observo que no sclamente todas estas rectas deben
cortar 4 AS, sind que deben cortarla en puntos diferentes ; porque
si dos de ellas la cortasen en un mismo punto, tendrian este punte
comun ademas del punto K, lo que originaria su coincidencia, tan-
to la una como la otra en un mismo punto de la MN, Pero esta con-
secuencia es absurda, pues -que las lineas de que se trata , parten
de un punto K fuera de MN, y cortan.4 esta recta en diferentes
puntos B, C, D &e. 5 luego todas las lineas KB, KC, KD, &c.,
cortan 4 AS en diferentes puntos ; luego siendo infinito el nimero
de estas lineas , asi como el mimero de las longitudes finitas que se
pueden tomar sobre la AN, la linea AS se puede dividir en una
infinidad de partes ; y por tauto toda recta finita es divisible al in-
finito.” :

sible bajarle una perpendicular. Porque desde un punto L 4 un pun-
to cualquiera K'de la AB (fig. 81), tirando una recta LK, forma-
rd con AB el angulo LKB, cuyo complemento & dos rectos (suple-
mento en nuestro lengnage) LKA colocado en L hard MN para-
lela 4 AB ; pero es incontestable que la mitad de la cantidad angu-
lar al rededor del punto L de un lado de MN, se puede dividir
en dos igualmente por una recta LP; y que, hecho esto, ¢l dngu-

{“Consec. 4. Desde un punto fuers de una recta es siempre po-~

P
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o PLN debe ser recto’; luego el ingulo LPB lo es tambien , 4 cau-
sa del paralelismo de las lineas AB, LN ;y por tanto, desde un
punto fuera de una linea es siempre posible bajar una perpendicu~
lar 4 esta linea.® .+ e o A
- {*Consec. 5.* Una perpendiculor levantada sobre una recta es u-
na perpendicular bajada sobre toda paralela d esto recta 5y una per-
pendicular bajada desde un punto de una recta sobre una paraléla &
esta recta , es ung perpendiculor levantada 4 la 1.2 de estas dos pa-
ralelas. Porque en fin, cualesquiera de los dngulos PLM, LPB que
sea recto, el otro lo es tambien cuando las lineas MN , AB son pa-~
alelas.” ; ’
- {“Consec. 6. Por un punto fuera de una vecta no puede pasar si-
nd una paralela 4 esta recta. Porque supuesto que la MN pase por
el punto L (fig. 81) paralelamente 4 AB, toda otra linea CD que
pase por este punto L, formard con AB sobre LK dngulos inte-
riores , cuya suma valdri mas 6 menos de dos rectos, y por tanto
esta recta CD no serd paralela 4 AB.” - -

{Consec. 7.2 Cuando dos dngulos de una misma parte son igua-
les , bas rectas que los forman son paralelas 5 y cuando hay rectas pa-
ralelas , los dngulos que forman hdcia una misma parte son iguales.”
: {“Sean en primer lugar (fig. 79) los 4ngulos de una misma par-
te AEG, CFE iguales entre sf, y los contiguos AEG, AEF valiea-
do dos rectos , los interiores AEF, CFE valdran tambien dos rec-
tos, 4 causa de CFE = AEG, y por tanto las lineas CF, AE se-
rin paralelas.” :

{"En 2.° lugar, supuestas las lineas CF, AE paralelas, la su-
ma de los 4ngulos interiores que formen con una tercera HG , se-
r4 igual 4 dos rectos, luego CFE ~- AEF=12 rectos ; pero los con-
tiguos AEF, AEG valen tambien dos rectos , luego CF E = AEG,
y por tanto los d4ngulos de una misma parte formados por parale-
las son iguales.”

{Consec. 8.2 Cuando los dngulos alternos son iguales , las rec
tas que bos forman son parolelas ; y cuando dos rectas son paralelas,
los dngulos alternos son iguales,”

{“Sean en primer lugar (fig. 79) los dngulos alternos AEF, EFD
iguales entre si; y los contiguos AEF, FEB valiendo dos rectos,
los interiores EFD, FEB valdrin tambien dos rectos, 4 causa de
AEF =EFD; pero las rectas que forman con una tercera dngulos
interiores, cuya suma es igual 4 dos rectos, son paralelas, luego &c.

. {“En 2.° lugar, supuestas AE, CF paralelas entre si, la su-
ma de los dngulos interiores AEF, CFE serd igual 4 dos rectos;
pero la de los contiguos CFE , EFD es tambien igual 4 dos rectos,
luego AEF =EFD ; y por taato, cuando dos rectas son paralelas,
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los dugulos alternos que forinan con una tercers son iguales.” "
{*Consec. 9.% Dos recrus paralebas & una tercera som paralelas
-entre 53,7 . e L

{"En efecto , supongamos que AB, CD (fig. 8¢, sean paras
Jelas 4 EF : i se coran AB, LF por-uta recia Jivk, esia Qurta-
Jxa rambien 4 CU en up puntg Loy y mieniras .que el paralelismo
de AB, EF , originard que el dngulo BEL sca-iguak con cl M,
el paralelismo de CD y EF originard el dugulo DLM = ¥MG; de
wanera que los ‘dAngules BKL , DLM 'scran iguales 4 un tercero
EMG , y por.tanto las rectas AB, CD seran paralelas.”

{419 Lacroix, célebre Matewdtico frances , despues de haber
detido las paralelas , como nosoiros hemas ejecutada , .y .deduci-
do que dos recias que son perpendiculaves & uno tercera, son parale-
las , dice: , S ; L

<" T'odos los que denen la nocion de una linea recta , concede-
»rdn sin dificultad 1,° que si por el puate D ¢ fig. 83 ) se.tira una
»recia HEY, que forme con la linea BD un angulo HDB menor que
el recto EDB, 6 que esté duclinada,bcia la parte ¥G de la rec-
ma GG/, encontrard 4 csta dliima por. encima de AB, si ambas se
mprolongan suficientemente ; 2,° que si por el miswo punto D se
snira la recta 11 que forme con D& el angulo 1IDB mayer que el
wrecto BDB, como formard per debajode AB el angulo VDB me-
»nor que el recto B/DB, ella se inclinard hicia la:parie FG/ de la
srecia GG, y encontrard por consiguiente por debdjo de AB 4 wes-
»ta recta prolengada suficientemente,” ' Cd

{"“De aqui se sigue que 4 una recta, que es perpendicular 4
otra, la encuentran todas las que sen oblicuas 4 esta vira, ¥ que
por consiguiente , sabre un plawo , solo las lineas que son perpen.
diculares 4 una #ercera , son las que no se encuentran, ¢ que son
~paralelas.” -

{“Es Lien evidente (continia) por lo que precede , que dos rec-
tas respectivamente perpendiculares 4 otras dos rectas que se cor-
tan, deben necesariatpente encontrarse: si la linea FG (ig. 84),
por ¢jemplo, es perpendicular 4 BC, ella es oblicua sobre AB;
pues que sl tuviese lugar lo contrario, BC y AB scrian al mismo
ticinpo dos perpendicalares & FG, tiradas por el mismo punto B,
lo que no puede ser ; lnego FG, siendo oblicua sobre AB, debe en-
eontrar 4 DE perpendicniar 4 esta linea,”

{"Cundo dos rectas DE y FG (fig. 85 ), son perpendiculares 4
unu tercera AB, todas las vectas taies como LM, que son perpendi-
culares & una dz ellus , son ol mismo tiempo perpendiculares & li vtra.”

{*Dem. Supougaios que esta no sc veritica, y que LM perpen-
dicular en M A1 FG, no losea en L 4 DE: entouces s€ podria le

%"
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wantar por-el punto L 4 la LM una perpendicular que fuese dife-
rente de EL, y 4 {a cual EL serfa interior 6 csterior con relacion
4 FG ; luego segun la proposicion primera, EL deberia encontrar
4 GM, lo que no se podria verificar ; pues que las rectas DE y.
FG siendo perpendiculares ambas 4 AB , no se pueden encontrar;
luego no se puede levantar 4 LM en ¢l punto L una, 'perpenc}_zcu-,
far diferente de EL , y por 1o mismo LM es perpendicular 4 un
tiempo 4 DE y 4 FG.” ' .

{"De esta propasicion se sigue que dos rectas paralelas & una
tercera, son tambien parslelas entre si. En efect.o, toda lmea‘ per-~
pendicular 4 esta., lo serd tambien & las dos primeras, que sicndo
por esto perpendiculares 4 una misma reeta, no se podrin encon-

trar,. v.seran por consiguiente paralelas entre s1.%

{*“Cuando dos rectas DE y ¥G (fig. 86) paralelas entre si, estan
cortadas por una vecsu cualguiers IH , los angules ELT, y GMI que
forman con esta dltima hdcia un mismo lado , el uno fuera y el oiro
dentro , son iguales entre 387 . - . - i
~ {“Dem. 8i desde el punto K, medio de LM, se baja sobre una
de las rectas ED, FG la perpendicular DF, esta serd al mismo
dempo perpendicular 4 la otra. Los tridngulos DLK, KFM serdn
iguales, porgue los lados LK, KM respectivamente opuestos 4 los
dngulos rectos D y F, son iguales por construccion , y ademas los
dmgulos DKL, MKF, lo sorx tambicn por opuestaes al vértice, lye-
zo el dngulo BLK 6 ELI, es igual 4 KMF, y por consiguicnte 4
GMI, opuesto al vértice 4 este iltimo.” )

{*De aqui se deduce con facilidad toda la teoria de las pa-
ralelas.” ‘ . o

{420 Otros Geémetras definieron las paralelas , diciendo que
eran lineas que temian todas sus punbos equidistantes los wnos de log
otres, y suponiendo que los dngulos correspondientes eran iguales;
eludieron completamente la cuestion, y presentaron su teoria con
mucha sencillez , pero sin ningun rigor. ‘ .

{ Estos sibios pecaron en dos cosas : 1.2, en la definicion, y 2.2,
en el supuesto, aunque desfigurado, que hacian de que los dngu-
los correspondienies eran igunales. El segundé defecip cualguierd
lo percibe , pues se estid palpando el hueco que dejan; pero el
otro que estriba en la definicion no, y confieso ingénuamente que
Bo lo he percibido hasta tencr ya conclnida la signiente teoria
mia de las lineas paralelas. :

{En efecto, partiendo de que dos lineas paralelas son aquellas
que tienen todos sus puntos equidistantes los. unos de, los otros,,
se deduce inmediatamente que si las AB,CD (fig. 87), son parale-
las, como la distancia que hay 4 una linea se mide por una per-
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pendicular , resulta que bajando las FG, HI , KL perpendiculares
4 CD, serdn iguales eatre si.

{ Ahora, como la distancia que hay desde la AB, 4la CD, debe
ser la misma que la de CD 4 AB, resulta tambien de la definicion
que tirando las MN, PQ, RS, perpendiculares 4 la AB, -deberin
ser todas iguales entre si, y con las FG, HI, KL. :

£ Esto supuesto, la primera proposicion que podemos demostrar
es que .
q{Si desde un punto de uma paralela se baja una perpendicular
& la otra sambien lo serd & la primera. : :

{Espl. Si desde F (fig. 88), s baja una perpendicular FG 4 CD,
voy 4 demostrar que la FG tambien serd perpendicular 4 la AB.

{Dem. Sila FG no es perpendicular 4 la AB, desde G le pos
drémos tirar una perpendicular tal como Ja GH:y como la per-
pendicular es la mas corta de todas, serd HG < FG: pero FG por

ser perpendicular 4 CD, mide la distancia que hay desde la AB 4

la CD:'y GH, por ser perpendicular 4 AB; mide la distancia que
hay desde la CD 4 la AB:y como la AB dista tanto de la CD,
como CD de la AB, se tendrd HG = FG; pero 4 un mismo tiem-
po no se puede verificar que HG < FG, vy que HG = FG, luege
tampoco se puede verificar que la perpendicular que desde G se
tire 4 la AB, sea diferente de la GF. : ,

{42t Teor. Toda linea PQ (fig. 88 ), que pase por el punto R,
medio de la MN , perpendicular & las dos paralelas AB, CD, y
que terming en dichas paralelas , queda dividida en R en dos par-
tes iguales. -

£ Dem. Porque por el supuesto es MR = RN, los 4ngulosen R,
iguales por opuestos al vértice, los en N y M por rectos, luego
los tringulos MRP,QRN, son iguales { 361 ), y dardn PR=QR,
que era L. Q. D. D. :

{422 Teor. si suponemos que la secta PQ na pase por el medio
de la MN , y suponemos que la parte RM sea mayor que la parte
RN , vamos & demostrar ahora que la parte PR tambien serd mayor
que la RQ. :

{Dem. Porque si en la RM tomamos RS=RN, y en § levan-
tamos ta ST perpendicular 4 MN, esta perpendicular no podrd en~
contrar 4 la MB, porque enténces se tendrian tiradas desde el

unto de concurso dos perpendiculares 4 la MN , lo que no pue-
¢ ser; y pues que la PQ encuenira i la AB, resulta que la ST,
prelongada’ suficientemente , llegard 4 cortar & la RP en um pun-
to tal como T , y siendo los tridngulos SRT, y QRN iguales por
la misma razon de antes , s¢ tendrd RT=RQ; pero RP >RT

luego RP > RQ, que cra L. Q. D. D. _

e
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. {423 ‘Teor. Si & una lincu PQ que encuentra 4 dos paralelas
AB, CD, ls dividimos en dos partes iguales , y por el medio R
tirgmes uno linga MN, que sea perpendicular & una de las dos para=
lelas, las partes en que esio quede dividida serdn igusles , esto es
que se tendrd RN == RM. ’
{Dem. En primer lugar por ser la MN perpendicular 4 una de
las dos paralelas, lo seri 4 la otra (420), y seran por consiguiente
rectos los dngulos N y M y siendo iguales los angulos en R por
opuestos al vértice, y RP = RQ por el supuesto, los tridngulos
RMP , ROQN seran (376 cor. 2.°) iguales , y darin RM=RN,
que era L. Q. D. D, ' ’
{Teor. Si dos paralelas AB, CD, (fig. 88} estan cortadas por
una secante XZ, los dngulos alternos internos XQU,APZ, serdn iguales
¢ Dem. Por el punto R medio de la parte PQ de la X7, ine
terceptada entre’ las dos paralelas AB, CD, tirese la MN ’per-
pendicular 4 una de las dos paralelas, y tendrémos que tambien lo-
serd( 420 ) 4 la otra, y los tridngulos RMP, RQN seran iguales;
(376 cor. 2.°) ; luego los dngulos MPR y RQN son iguales; ~pe:
ro estos son los alternos internos, luego cuando dos paralel;s es-
1an; cortadas por una secante, los Angulos alternos. internos son
iguales. - ,
{De aqui ya es muy ficil deducir lo demas , porque los ingu-~
los:alternos esternos son iguales con los alternos internos por opues-
tos al vértice, &c. . ,
- {425 He aqui mi primera teorfa de las paralelas, y confieso
que me sorpreadié, porque me parecid que nada dejaba que desear
por su sencillez; pero eomo prudeniemente debe uno desconfiar
de haber conseguido llenar un breco que todos los Geédmetras an-
teriores han dejado vacfo, no me olvidaba jamas de si podria ha-
ber dejado algo incompleto, y 4 fuerza de reflexionar, emcontré
que este hueco se hallaba en la definicion, Pues como 1; posicion
de una recta depende solo.de dos puntos, solo podemos disponer
nosotros de dos circunstancias para tener da -existencia de la linea)
recta ; y asi no podemos disponer de la posicion de todos sus pun-
tos, y decir que estos estaban todos los de la una 4 igualﬂi:tan-
cia de todos Jos de la otra ; pues esta circunstancia pudiera mu
bien ser contradictoria con la idea de la linea recta, asi .como ez‘
contradictoria con la idea de otras lineas curvas; pues hay infi-
nitas de estas que no pueden tener todos sus puntos A igual distan-
cia de los de otra de su especie gue se halle en el mismo plano,
{Yo bien conozco que esta idea es muy ficil de pcrciybir y
que tal vez, no solo ne se habra percibido dicho hueco .de’lz
definicion hasta que lo hayamos advertido, sino que puede ser
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que , 4 pesar .de lo espuesto, parezca esta una buena idea; pero
como estimo mucho la ingenuidad , y no quiero de ningun modo
sorprender la atencion del lector , he. preferido presentar todas
mis ideas y las de los dewmas, para que elija el modo que mejor
le parezca.

- 3426 Abandonada ya esta teorfa, traté de seguir otro rum-
bo mas sencillo, 4 la verdad, y no demasiado diticil de enten-
der ; pero que aun tenia , su hueco como vamos 4 inanifestar.

4 En el parrafo {368 cor. 1.°) hemos demastrado que {a suma
de dos angulos de.un tridngulo era siempre menor que dos rec-
tos: si de esto se pudiera deducir que, con tal que se verificase
esta circunstancia’, tendriamos tridngulo, la teeria de las para-
lelas quedaria demostrada con muchisina sencillez , de la manéra
siguiente. : : : » S
-4427 Se llaman lincas paralelas aquellas- que Hallindose en ui
mésmo plana no se ewcuentran., ausndue se las prolongue ‘todo lo que
se quwiero. o : T

4.Para que dos lineas no se encuentren, es preciso que corta-
das por otra formen 4 un mismo lado dentro dos angulos, cuya
sunra sea igual 4 dos rectos. En efecto, sk dos lineas formasen dos:
angulos que juntos valiesen inenos que dos rectos, euaténces,’ en
wirtud de la construccion ( 365)., podriamos formar un tridngulo
que tuviese por. ladola parte de la secante interceptada por las:
paralelas, y los dngulos adyacentes, y luego superponiendo este-
tridngulo sobre dichar parte interceptada, sus fados se confundirian
con las lineas primitivas, las cuales se irfan'4 encontrar en el mis-
mo parage em que se hallaba el otro wvértice del tridgngulo. 8i los
dos angulos juntos valiesen mnas de dos rectos, los que sé formas
sen por las .prolongaciones de dichas lineas por el otro lado val-
drian menos:de dog rectos , porque entre los cuatro habian de va-
ler 4 rectos ; luego, por la misma razon , s¢ llegarian & encen-
trar por este lado ;5 luego es indispensable para que dichas Hreas:
no-se encuentren que la suma de los dos angulos sea igual con
dos recuos. e - '

{ Pero, como aquf faltaba demostrar que con'an lido cudlquiera-
y. dos dngulos , cuya sdina ses menor que des rcetos , 56 pucde
stempre. formar triangule, me vi precisado 4 abandonar dicha tes—
ria , y escogité la que henios preteridor, en la cuzl no veo ningud
hucco; pero como es wuy pesible que lo haya, he querido esponet
en esta digresion todo lo que sobre este punto tengo noticia se fa-
hecho:. Pero antes de concluirla, no puetlo menos de dar 4 conocer
otra teorfa ingeuiosa que mi nuanca bastante apreciado Catedradced:
y. adorade amigo Don Aatonio Varas, me esplicd un dia- pasedan-
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donos por el camino muevo que hay ‘4 la salida. de la puerta de
los Pozos, cuya teoria es la siguiente.

{428 ©Las relaciones de posicion que pueden tener las lineas .
rectas un4s con otras no son mas que dos. Porque dos rectas pue-
den encontrarse mituamente ¢ no encontrarse jamas;.el caso en-
que nuncase encontraran , serd cuando las perpendiculares. levan~
tadas 4 la una de las dos, sean iguales entre si, 6 4 una misma .
linea , por manera’'que lo que hay que demostrar es que si d ung
linea se levantan cuantas perpendiculares se quieran, iguales entre sty
estas determingrdn con sus estremos la posicion de otra rectd que
nunca se encontrard con ba primera.’> : L
* {*La’demostracion de toda la doctrina de las paralelas se fun-
da 1.° en que es propiedad esclusiva: de las lineas rectas el cor-
fundirse en una sola , cuindo se pone una sobre otra de cualquier
modo que sea; 2.% en que la posicion de una recta depende de dos
puntos ;' y 3.° en que tambien sean conocidos de antemnano los ca-
sos de 13 ignaldad de los tridngulos. Supuestos, pues, todos .estos
conocimientos ;, se puede demostrar del modo siguiente, lo que hay
de mas esencial en esta teoria.” r : : s

{“Sea AFHB (fig. 89) una linea recta en la que. se verifique,
que todas las perpendiculares que se eleven en cualesquiera. de
sus puntos sean iguales & la FE: digo que estas perpendiculares
determinaran 1.° una linea CD, que serd recta; 2.° que esta li-
Tea no se‘encontrard jamas con la AB. . : .

{Quela CD sea una linea rectg se convence asi : si nos figura-
mos .que una porcion cualquiera DGHB del plano de estas lincas,
se sobrepone sobre otra porcion del mismo , de suerte que BH cai-
ga sobre la HFA , resultard que por razon de la igualdad de to-
das las perpendiculares, la parte DG de la linea DC, que pasa
por sus estremos , se confundira en toda su estension con la- por-
cion GEC, sobre la cual caerd formando con ella una sola lineas
pero esta propiedad pertenece solo 4 la linea recta, luego la DC
que pasa por los estremos de las perpendiculares iguales levanta-
das sobre la AB, c¢s una linea recta. :

{Que la DC no encontrari jamas 4 la AB, sc prueba del mo-
do siguiente : sabido es que lo que acontece 4 dos puntos de una
recta respecto de otra , eso mismo sucede 4 toda la linea ; pero &
los dos puntos G y E de la DC, les cucede estar 4 igual distancia
de los puntos F y H de la BA por la igualdad de las perpendicu-
lares , luego 4 la DC le sucede que en toda su estenston se halla
4 igual distancia de la BA, por cuya razon jamas puede concurrir
é encontrarse con ella, ' Co
" {Luego dos rectas HG, FE perpendiculares 4 una misma AB,
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¢ iguales entre si, determinan por sus puntos G y E la posicion
de otra recta que no podrd nunca encontrar 4 la primera. Estas li-
neas son las que se llaman paralelas. .
{429 5% una liney es perpendicular & una de dos paralelas, lo
serd tambien & la otra, esto ¢s, si la FE es perpendicular 4 la AB
que es una de las paralelas AB, CD (fig. 89 ), tambien lo se-
ra.4Cb .. .. T S

- {Porque, considerando el plano de estas lineas doblado por la-
FE, la AF caeri sobre FB, por ser iguales los angulos AFE y
EFDB, y por la igualdad de las perpendiculares comprendidas en-
tre las paralelas, CE caerd sobre ED; de donde resulia que los
angulos 4 continnacion CEF ; FED son iguales. Luego la FE tam-
bien. es perpendicular 4 la CD.. : .

- {Luego.si las dos lineas FE, HG son perpendiculares 4 la u-
na AB de dos paralelas, lo serd tambien 4 la otra CD, y recipro-
camente las FH, EG serdn perpendiculares 4 un tiempo 4 cada
una de las FE, HG: y como estas, por razon de los dngulos que
forman con las AB, CD, no pueden inclinarse mas 4 un lado que
i otro en ningun punto de su direccion, se sigue que la distancia

4 que se halla una de owra en toda su longitud, ha de ser la mis« "

7

ma. Luego estas lineas son paralelas una 4 otra, y cortan 6 inter-
ceptan partes iguales en las primeras paralelas.

{Ahora bien, si por dos puntos cualesquiera G, F (fig 90), de
dos paralelas AB, CD, se tira la recta NGFM que las corte , for=
mard con ellas loy dngulos en I y K, que se ilaman olternos inter-
nos , iguales entve si, ,

{Porque, irando las FE, HG perpendiculares 4 la AB, se
verificard , segun lo que se ileva aicho, que FE =HG, FH =,
EG; y por ser rectos los 4ngules en E y H, se tendrd que los
tridngulos FEG y FHG son igaales (360);y de aqui se ird ya
deducicndo todo lo gite corresponde saberse respecto. de los dngu-
los que forma la secante con las paralelas. ‘

) {Hutton defiue ias paralelas diciendo, que son aguellas que es-
tan siempre & Lo nasma distancia pespendicular | ¥ que jumas se cor-
tan por mas que se la; prolengue s y el primer teorema que acerca
de ellas demacsira s el XiI de su Geometria, y es como sigue.

{Cuando una lines corta 4 dos paralelas , forma con ella los dne
gulos alternos internos iguales. o

{Lo que demnuecstra asi. Sea (fig. 70) EF la linea, que corte
4 las dos paraielas AB, CD, y se verificara que el 4dngulo AGO
serd igual al alterno interno GOD.

{Porque si no son iguales, uno de ellos serd mayor que el o-
tro ; sea el GOD el mayor si es posible ; y concibase la linea OB
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" tirada de modo que.el dngulo GOB sea igual-con el AGO'y que
corte 4 la AB en el punto B. . - o ,

“{En este caso, el dngulo AGO esterno del tridngulo GOB se-

" rd'mayor que el interno opuesto BOG; pero por «construccion es-

tos mismos dngulos son iguales ; luego resulta que estos dos dngu-
los son 4 un mismo tiewmpo igyales y desiguales, lo que es imposi-

“ble. Por'lo que'el digulo GOD no es desigual: con el alterno in-
_ terno AGO, luego le serd igual L. Q. D.-D, B

{Aqui se advierte que el ¥icio que comete se halla en la cons-

" truccion'; pues supone tirada la recta OB con tres circunstancias,

4 saber: que pase por O, que forme el dngulo. GOB = al AGO

" ¥ que adewmas corte 4 la AGB ; lo que en general no se puede ha-
cer, pues para tirar una recta nuncg se pueden suponer mas dé dos
. condiciones, ' RN :

© ''{irslié define las paralelas dictendo., que son lineas que na tie-
©men intitua inclinacion ; ¥ 'despues establece la siguiente proposicion. -

{Siuna recta EFG (fig. 321 ) cae sobre dos paralelas ABy CD,

_ formard los dngulos alvernos AGF , DFG iguales.

{“Porque si se concibe que una recta prolongada por usa y o-

. tra parte del punto F, gira al rédedor de este punto, ella cortard
" primero 4 la linea estendida AB sobre G hicia A, y despues,'en
“su-progreso, cortard a esta linea en el otro lado debajo de G hi«

cia B. En la primera posicion IFH , el 4ngulo EFH es el angulo

~esterno del tridngulo FHG , y por lo mismo mayor que FGH 6

EGA (368). Pero en la dltima posicion LFK; el dngulo esterior
EFL es igual' 4 su opuesto-al vértice GFK en el tridngulo FKG,

'y respecto del cual el angulo FGA es esterno; por .consiguiente

FGA es mayor que EFL 6 el #ngulo EFL es menor que F GA 6
EGA. Por lo que, cuando la linea incidente EFG corta 4 AB mas

" arriba del punto G forma el angulo esterno EFH mayor que EGA;

y cuando corta 4 AB debajo de este punto, forma el.dngulo ester-
no EFL menor que el mismo dngulo. Pero- una ‘magnitud , varian-

~ do en su transicion de mayor 4 menor, debe evidentemente pasar
" por el limite intermedio de igualdad. Por lo que hay una singular
‘posicion €D, en la cual la linea, girando al rededor del punto F,

forma el dngulo esterior EFC igual al interior EGA , y en el mis-

- mo instante de tiempo no corta 4 la AB hicia una ni hicia otra

parte , y es por lo mismo paralela 4 ella.” : .
. {Aqui se ve, que ademas de tomar por evidente una.cosa que
4ntes no ha deémostrado , la- conclusion no estd bastante acorde

“‘con la definicion.

 {Mr. Cresswell define la linea recta diciendo que. es e limite
que divide una superficie plana en dos partes , que, en este limite ¢
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«Jinde  comusn . tienen ambas -la misma forma , ya se compare “eljto-
tal con el total, 6 una parte dzb uno con lo parte contigua 4 clla

. del otro. Luego define Jas paralclas diciendo que son rectas que es-

~tan én el mismo plano , y que prolongdndose por ambos lados no se en-
cuentran. Despues toma por conocido , que por cualguier punto den-
tro de un dngulo agudo, dentro de un dngulo recto, dcnﬂ:o de un
dngulo obiuso, se puede suponer pasar una recta que corie 4 los dos
rectas que forman el dngulo. :

{ Esta proposicion en que funda despues toda <u teoria de las
aralelas es mas aventurada aun que la de Legendre de que hemos
Eecho mencion (411). . o
{El célebre Tomas Simpson , en la edicion de su Geometria pu~
blicada en 1821 define las paraiclas diciendo que son lineas que es-
tando en lo misma superficic indefinidamente prolongadas., jamas se
encontrardn. Toma par axioma , yes el.9.° de dicha obrg, que si
dos _puiztos de una rects distan desigualmente de:do‘s‘ puntos ‘de ofra
recta que se holla en la superficie ; estas dos rectas prolongadas por
¢l lado de la mepor distancia , se legardn 4 encontrar. .
Yara que -se vea hasta que punto se ha abusado en punto 4
establecer axiomas, y con cuanto; fundamento hemos estado criti-
cando dicha manfa, no podemos ménos de indicar con este moti-
vo que en la espresada edicion toma paor axioma RUEstro segundo
" caso de igualdad de - sridngulos , demOSt’radO (§360) - .
{Su téoria de las paralclas, fundindose en su axioma g.° se
reduce 4 demostrar que dos perpendiculares, 4 una tercera son: pa-
ralelas 5 que las perpendiculaves & una fa dos ‘szralelas terminadas
por estas., son iguales y tambien perpendiculares & la otra de las qos
‘paralelas: de lo cual deduce despues que los dngulos alternos in-
‘#ernos son iguales. ‘ , e
{En la vigésima edicion de la Geometria de Roberto Simson,
hecha en 1322 se reconoce que nuestra proposicion (§ 386b), que
desde el tiempo de Euclides se ha admitido como axioma, no es
evidente por sf mmisma; y para demostrarla , da d_os dehmcxgmgs, es-
tablece. un axioma y hace uso de cuairo proposiones. preliminares.
El axicma es el sigulente: una rects 0 pu_edg primero t,iegarlci estar
mas cerca de otra, y despues ir mas lejos de e.lla, sin que dntes la
corte; y del mismo modo uns recia no puede ir mas lejos de otra,
y despres wenir & estar mas cevca; mi ung ToCia puede guf;frdar 7
misma distancia de otra y despues venir 4 estar mas cerca 6 mas le-
“jos de.ella; porque una recta guarda smn_zp:e,la misma dz_recczm?.
El cual en mi concepto es mucho ménos evidente que la proposi-
cion que por medio de ¢l se trata de demostrar. ‘
{ Terminarémos esta digresion con otra demostracion de Iz 1.%
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parte de la proposicion (391), 4 saber, que'si las 4B, CD (fig. go*),
son tales que cortadas por la EF forman con ella el dngulo EFD yec-
to y el FEB agudo, y por consiguiente los dos’ juntos menores que dos

" vectos , dichas lineas sé'ivin 4 endontrar hdcia lo ‘devecha de EF.

{En efecto, puesto que la EF es oblicua 4 la AB, desde F

" se le podra tirar una perpendicular FG, la cual caerd 4 Ia derecha

de FE (368 cor. 6.°) por ser cl dngulo FEB agudo, y en virtud de

1o demostrado (370), serd EF > FG; y siendo el 4ngulo EFD recto

por el supuesto, el GFD que es menor, serd agudo, y por consi-

" guiente'bajandd desde G la GH perpendicular 4 CD, caerd por-la

misma razon'd 1d'derecha de FG, y serd meror que ella, Del mismo
modo probaridmos que la BK era menor que la GH, y que la KL

~menor que HK, &c, luego estas lineas se- van acercando cada vez
" mas la'una 4 la otra hidcia ¥ derecha de EF, luego en llegando
" las perpendiculares 4 sin limite ¢ero; la distancia de ld una 4 la

otra ser4 nula, y ‘por consiguiente las'AB.y CD; se llegarind en-

_contrar suficientemente prolongadas. ,

{En esta’ demostracion-se halla el inconveniente de que podrian

tambien acercarse la uma 4 la otra asintdcicamente (véase el pa-

- réntesis- del final de'la pdg. 64). . :

- ' Del - circulo 'y de las-rectas consideradas en -él.

.

430 Euclides que vivid tres sizlos 4ntes de nuestra era, reunié

‘en una obra intitulada Evxdedov Srosyeie 6 en latin Euclidis Elemen-

ta, 4 que corresponde en castellanio Elementos de Euclides , todos
Jos conocimientos geométricos que hasta su tiempo se tenfan; y
siguid un 6rden tan exacto enla demostracion de sus propesiciones,
que su obra ha servido detesto hasta nuestros dias para aprender
la 'Geownetria. El rigor en las demostraciones nadie se lo negard 4
Euclides; pero lo que si viene 4 ser un defecto, no en él respec-

‘to de su tiempo , sino en su obra respecto del nuestro, es que las
proposiciones se presentan como dislocadas, y que por lo mismo no

ofrecen una asociacion correspondiente para que la memoria las
retenga. . ‘ » o S
Por-esta causa algtnos Gedmetras’ modernos trataron de dar
ctra nueva forma 4 la Geometria, y de enlazar de diferente .mo-
do las propdsiciones : este método es muy filoséfico , sencillo y 4
proposito para retener el 6rden de las proposiciones ; mas por. dar
todo este orden, dejaron sin demostracion la mayor parte de las pro-
posiciones fundamentales : con lo cual eludieron todas las dificul-
tades, y consiguieron el presentar la Geometria con mucho érden
y sencillez, pero sin ningun rigor y exactitud, Legendre y Lacroix

3
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~'ban tratado’ de restablecer el rigor en la Geometria; y cn efecto

“lo:han conseguido ;- pero en cierto. modo' dgjan algyn desorden
sefejante, aunque no idéntico , al de. Euclides, Y como todo se debe
“cdnciliar , despues de haber presentado, en lo que hasta aqut lle-

- 'vamos espuesto, todos los principios fundamentales de la Gedinetria

(aunque mezclando ya una propiedad de lineas con una de Angu- -
+ los , con una del circulo y con una de tridngulos , para‘que ayu-

"dandose las unas 4 las otras , restableciesen el rigor. y exactitud),

- :seguirémos de'aqui en adelante.con el 6rden filosofico gue los pri-

-meros siguierony tratando ante-todas cosas del;circulo y de las pro-
piedades de las rectas consideradas-en ¢él; despues de los dngulos
considerados en él &e. &e. &e - R L
Ya hemos dicho (§ 343 y 344) lo que.se entignde por, circujo,
por-circunferencia, por radio , por digmeiro, por.cuendd , por arco;
y -en gsta inteligercia, pasarémos 4, demostrar las.propiedades d¢ gs-
tas lineas. e e s e
"431- Teor. Toda cuerdn es menor que el didinetro , 6 e} didmetre
es la mayor de todas las cuerdas. - T
Dem. Sea AD (fig. g1), dicha cuerda; si por.el punto.Ay el
centro C se tira la AB, serd un diimetro; y uniendo el céntro C
con el otro estrgmo D de-la.cuerda, se tendrd. (§:371) AC +CD
> AD; pero AC y CD son dos radios , y'el didmetro AB siempre

. equivale 4 dos rddios, luego AC 4~ CD = AB, y por lo. mismo

AB> AD,queera L, Q. D, D. Lo .
Cor. De aqui se deduce que la mayor recta que se Puedé tirar
dentro. de un civculo es el didmetro, ’ : _
Esc, Sien-un circulo.se cruzan. dos didmetros 4 .dngulos vectos,
quedard dividido en, cuatro parses iguales. Porque.si concebimos do-
blado el circulg; por el didmetro AB (fig. 91), la CN caerd sobre la

CM por ser iguales los dngulos ACM, ACN; y como por otra -

parte las circunferencias ( 346 ) se deben confundir, tendrémos que

el espacio ACM = al ACN, v el arco. AM = al AN.'

432.. Teor. Una recta no puede encomrar & una circunferenciy en
mas de dos puntos, PR

. Demp - Porque si la encontrase en tres, estos tres puntcs esta-
rian equidistantes del centro, y habria por lo mismo tres rectas igua-
les tiradas desde un mismo punto 4 una recta, lo que es imposi-
ble (376 cor. 1.°).. . :

433 .Teor. En un mismo circulo 6 en circulos iguales, arcos igua=

-+ Jes tienen cuerdus iguales, y cuerdas iguales subtenden arcos iguales.

Esph. Sean:ABK, EGF (fig. 92), dos circulos iguales , esto es
trazados con-los radios iguales AC, EO: voy 4 demostrar que si
se supone que los arcos AMD, ENG sean iguales, las cuerdas AD,
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EG tambien lo serdn; y si se supone que las cuerdas AD, EG sean
iguales, los arcos AMD , ENG seran iguales. ' :
Dem. Puesto que los circulos tienen un mismo radio, ‘resulta=
rd que tendrdn un mismo didmetre, por ser el didinetre igual al du-
plo del radioj luegosi por-los estremos-de cada cuerdd concebis
mos un didmeiro; podrémos ‘colocar la semicircunferercia AMDB!
de modo que se ajusté (345 cor. 2.°) exactainente sobre :la sémicir=
cunferencia ENGF-;-haciendo que los didmetros se confundan, de
modo que el centro del un circulo correspouda sobre el centro del
otro ; y como se supone que AMD == ENG, resultard que el punto
D caerd sobre el punto G ; luego las lineas AD; EG tendran ‘coii=
fundidos sus estremos: y habiéndose’ confundido susestremos, s¢ ha-
brdn coufuridido en toda su longitud (342),'y por lo ‘thismo serim
iguales: luego de ser AMD == ENG, se deduce que ATy==EG."
Reciprocamente de ser AD=EG, se deduce que AMD == ENG.,
Porque tirando los riddios CD , OG- los dos tridngules ACD,
EOG, tendrdn sus tres lados iguales, y por lo mismeserdn-igna-
les, y tendrénos ‘el’ dngulo ACD == al EOG; perocolotando ‘el
semicirculo ADB sobre. su'ignal EGF , ‘puesto quie el dnguls-ACD
= BOG; resultard (348) que el radio CD caerd sobre elradio OGy
y el punto D-sobre el punto G, luego el arco AMD es igual al
arco ENG, que era L. Q. D. D. Co : o
-~ Ese. Si los-arcos 6 cuerdas se. quisiese que estuviesen en un
mismo cir¢ulo; y que’ fuesen LKy 'AD , concibichdo- titados los
didmetros AB, LP podriamos: concebir' el semicircuto' LKBP:, su-
perpuesto sobre ADPB; y demostrariamoslas-misinas' proposiciones.
434 Teor. En un riitsmo circulo 6 en civculos iguales , el mayor
arco viene la mayor cuerda,y la mayor cuerda subtende.cl mayor ar-
co (con tal que los arcos de que se- trata sean menores que la se-
micircunferencia), See T
Dem. Porque si suponemos que el arco-AMH = AMD. (fig. 92),
y tiramos las cuerdas AD, AH, juntamente con lus radios CD, CH,
Jas dos lados AC, CH del-tridngulo ACH , serdn iguales % los dos
lados AC, CD del ACD; el dngulo ACH, por ser todo respecto
del ACD, serd mayor que él, y por lo mismo (375) el tercer
lado AH > AD ; luego el mayor arco tiene la mayor cuerda.
Reciprocamente, si suponemos ahora que AH > AD; vamos 4
‘demostrar que AMH > AMD. '
Porque si esto no se veérifica, se tendrd AMH = AMD 6 AMH
<< AMD: si suponemos que AMH sea igual con AMD, resultari
(433) que AH=AD: lo que no puede ser, pues suponemos que
AH> AD. Si tuese AMH < AMD), tendriamos por lo que acaba-
mos de probar, que AH << AD, que tambier es absurdo, pues por
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‘el supuesto se tiene AH > AD ; luego no pudicndo ser AH igual
ni- menor que AD, serd forzosamente mayor. L. Q. D. D.
" {Esc. Hemos cspresado en la proposicion que los arcos de que
se trata han de ser menores que la semicircanferencia 5 porque si,
fuesen mayores se verificarfa . lo contrario , €s decir , que sumentan-,
do ol arco, disminuiria da cuerda , y. viegversa: asi es, que el ar=,
co ALKBD , siendo mayor que ALKBH , -la cuerda AD del pri-,
mero es menor que la AH del segundo. B
{435 . Probl. Dados dos arcos de un mismo circulo ¢ de. circulos
iguales , encontrar; kg refacion. de sus longitudes. R
.ri {Res...y Dem. Esta cyestion. se resolveria_como la (342) si se
- pudiesen tomar los arcos, de, circulo para colocarlos los unos so-
bre-los otros, como se hace con las lineas rectas ; mas 0o pudién~
dose, ejecutar esto en la practica , s¢ suple por las cuerdas, que,
siendo iguales, corresponden 4 arcos iguales. Y asi, si los dos ar-
cos. dados san AB y CD (fig. 93), se colocard la cuerda del CD,
que es el menor , todas las veces que se pueda sobre el.arco AB;
y sise puede ejecutar dos veces, por ejemplo, desde A hasta E,
se tendri que el arco AB, componiéndose de dos partes Ad, dE
iguales cada una con CD, y de la resta EB, serd AB= 2DC - EB.
{Coléquese la cuerda de la resta EB, las veces que se pueda e
el arco-CD, v se tendrd que, poniéndola una vez desde C4 F, ¥
dejando la resta FD, serd DC= CF.r4= FD = EB + ED.
.. {Péngase la cuerda de la ‘resta. KD las veces que se.pueda
sobre la resta antecedente EB ; ysi s¢ haila que se puede colcear
exactamente cuatro veces,-se tendrd BE = 4ED, A .
{Sustituyendo ahora este valor de BE en el de DC, serd
© . DC=4FD +FD=3FD.,
¢ Poniendo ahora los valores de BE y CD, en el de AB, serd
- AB == 2x3 FD 4~ 4FD = 10FD + 4FD=14FD..
{Con lo cual se tendra que el arco ED serd la. comun medida
de los dos arcos AB .y CD; y estando contenido catorce veces en
el primero y cinco en el scgundo , resulta que tendrdn entre si'la
relacion de catorce 4 cinco. ' : : r
{Esc. La operacion se termina tambien aqui , cuando se halla
una resta que esté _contenida exactamente en la precrade_mc_: H ‘si no
se halla , dichos arcos son incomensurables, y se¢ eocuentra.su re-
lacion aproximada, contintando la operacion hasta que se llegue 4
una resta, cuya cuerda, por su pequefiez, no se pueda averiguar ya
_con el compds las veces que esta contenida en la resta antecedente.}
.. 436 Tcor, A unalines que coita 4 la cuerda de un circulo, le
puedzn suceder fres eosas: 1.% que pase por €l ceutro; 2.% que sed
perpendicular & la cuerda ; y 3.5 que bu divida en dos pares iguales:
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paros & demostrar que si se wverifican dos de estas civeunstancias
se werificard igualmente la tercera. ’

Dem. Supongamos 1.° que la CP (fig. 94), salga del centro,
y sea perpeadicular & la cuerda FM: vamos 4 demostrar que di-
vide 4 la cuerda en dos partes iguales , esto es, que FP=PM.

 En efecto, por salir la CP del centro, tiene un punto C, equi-
distante de F y de M (343), y por ser perpeadicular los tiene to-
dos (376 cor. 3.%); luego el punto P, que es punto de la CP, es-
td equidistante de ¥ que de M, luego las lineas que miden estas
distancias serdn iguales ; pero estas son las FP y PM, luego FP
—PM; luego la F ividi Fanale

PM; luego la FM queda dividida en dos partes iguales. L.
1.° Q. D. D. ) ,

- 2.° Supongamos ahora que la CP salga del centro y divida 4 Ia
FM en dos partes iguales: vamos 4 demostrar que es perpendicu-
lar a Ia FM. - : ,

. En efecto, por salir Ja CP del centro, tiene el punto Cc eq_uiQ
distante de F' y de M, y por dividir 4 la cuerda en dos partes i-
guales tiene el punto P equidistante de F y de M ; luego la linea
Ccp tiene dos funtos C y P equidistantes de F y M; luego (377)
le serj perpeadicular. L. 2.°Q.D.D. :

- 3.° . Supongamos ahora: que la CP divida 4 Ia cuerda EM en
dos partes iguales y que le sea perpendicular : vamos 4 demos-
trar que pasard por el centro.

En efecto, por dividir la CP 4 Ia FM en dos partes igua-

les, tiene el punto. P equidistante de F que de M; y por serle
perpendicular , pasa ( 377 cor.) por todos los puntos que en di-
cho plano estan 4 igual distancia de F que de M; y como el
centro es un punto que dista igualmente de ¥ que de M, porque
F y M son puntos de la circunferencia, se deduce que la CP pa-
sard por el centro: que era L. 3.°Q.D.D. .
- Esc. La linea. que cumple con dos cuslesquiera -de estas circuns-
tancias , ademas de, cumplir con la tercera , divide al arvco que la
cuerda subtende en dos partes iguales. Porque, siendo perpendicu-
lar, .y teaiendo un punto equidistante de F y de M, los tendrd
todos 5 luego el punto Q donde la CP vaya 4 encontrar al arco
FQM, tambien estard equidistante de F que de M, luego las cuer-
das FQ y QM seran iguales ; siendo iguales las cuerdas lo son i-
gualmente los arcos , y resuliard que FfQ == QmM.

{Cor. De aqui se inflerc que las partes de una linea , intercepta~
das por dos circulos concéntricos, son iguales ; porque si esta linea
pasa por el centro como la LQ, serd CL =CQ por radios de un
mismo circulo, y CK=Cp por la misma razon; y restaudo estas
ecuaciones , resultard LK == pQ. S8i no pasa por el centro como la
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FM, tirindole desde el centro la perpendicular CP, seri PF =
PM, y PR = PS, y restando estas ecuaciones, serd RF — SM.:}
437 Teor. Si en un circulo se tiran dos cuerdas paralelas , los
arcos que estas interceptan serdn iguales. -

Espl. Sean FM y fm estas dos paralelas : voy 4 demostrar que
Jos arcos Ff, Mm sou iguales. -

Dem. Si desde el centro C tiramoes una linea CP perpendicu-
lar 4 upa de ellas, lo serd igualmente 4 la owa, y dividird tan-
to 4 ellas como 4 los arcos FQM , fQm en dos partes iguales, y
se tendrd FfQ =MmQ, fQ =mQ, que restando estas ecuacio-
nes , saldrd FfQ — fQ =MmQ —mQ , 6 el arco Ff== al Mm,
que era L. Q. D. D. . ,

438 Teor. Dades tres puntos 4, B, C (fig. 95), que no estén
en linea vecta , se puede siempre hacer pasar por ellos una circunfe-
rencia de circulo 5 pero mo se puede hacer pasar sino una. .
" Dem. Para probarlo, unirémos dichos tres puntos por medio
de las lineas AB, BC, y las dividirémos en dos partes iguales por
medio -de las perpendiculares EL , KG; lo primero que vamos 4
demostrar es que estas perpendiculares se encontrgrian. Porque si
no se encontrasen serian paralelas, y en este caso la AB perpen-
dicular 4 DE seria perpendicular igualmente 4 FG (383a); pero
BK, prolongacion de AB , es diferente de BF , pues que los tres
puntos A, B, C, no estan en linea recta; luego tendriamos dos
perpendiculares BF, BK, bajadas desde un mismo punto B sobre
la misma linea GK, lo que es imposible ; lnego las perpendicula-
res DE, FG se cortarin siempre en un punto tal como O.

Ahora, el punto O por pertenecer 4 la perpendicular DE estd
4 ignal disiancia de los des puntos A y B;.el mismo punto O, por
pertenecer 4 la perpendicular FG , esia 4 igual distancia de los dos

. h - .
puntos B, C, luego las tres -distancias ;OA, OB, UC son igua~
les ; luego la circunferencia descrita haciendo centro en O con el
radio ‘OB, pasara por los tres puntos A, B, C,

Habiendo probado ya que por tres puntos que no estan en li-
nea recta se puede hacer pasar una circunferencia de circulo, va-
mos 4 demostrar ahora que no se puede hacer pasar sino una,

Porque si hubiese otra circunferencia .que pasase por dichos
tres puntos A, B, C, su centro no podria estar fuera de la DE (377
cor, ) ; tampoco podria estar fuera de la FG por .una razon seme-
jante; luego estaria 4 un tgmpo en las dos lineas DE, FG. Pero
dos rectas no se pueden encontrar siné en un solo punto (340

. cor. 2.9); luego las dos circunferencias tendrian un mismo centro
y un mismo radio ; luego se confundirian en una sola circunfe-
¥encia, y por lo mismo no hay mas de una circunferencia que

H

e
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~ pueda pasar por tres puntos dados. L. Q. D. D.

Cor. 1.° Dos circunferencias no se pueden encontrar en mas de
dos puntos ; porque si tuviesen tres puntos comunes tendrian el
mismo centro, y no formarian sino una sola y misma circunferencia.

Cor. 2.° De aqui se deduce que en la practica para trazar una
eircunferencia por tres puntos dados, no hay mas que unir dichos
tres puntos por medio de dos liueas , dividir estas en dos partes i-
guales por medio de perpendiculares; y haciendo centro en su pun~
to de interseccion, y con un radio igual 4 la distancia de este pun-
to, 4 uno cualquiera de los otros dados, trazar una circunferencia.

{Esc. Cuando los puntos dados estuviesen en linea recta , di~
chas perpendiculares no se podrian encontrar ; luego en este caso
no habria centro, y por lo mismo no se podria hacer pasar unz
circunferencia por ellos; por esta causa se puede considerar que la
linea recta es la circunferencia de un circulo, cuyo radio es infinito;
lo cual trae muchas ventajas cuando se aplica el cilculo 4 la Geo-
metria , porque enténces se demuestran 4 un mismo tiempo propie-
dades de lineas circulares y de lineas rectas ; y una propiedad de
la linea circular contenida en una ecuacion, se convertird en una
propiedad de la linea recta , suponiendo’el radio infinito.}

Cor. 3.° Tambien se deduce de esto un medio para hallar el cen-
tro de un circulo , 6 de un arco de circunferencia ; porque si se nos
diese el circulo AECBL , 6 solo el arco ALBC (fig. 95), tirariamos
de un'modo cualquiera dos cuerdas AB, BC, las dividiriamos en
dos partes iguales por medio de perpendiculares, y el punto don-
de se encontrasen seria el centro, porque este se habfa de hallar
en cada una de dichas perpendiculares ; y como no se pueden en-
contrar siné en un punte (340 cor. 2.°), resultard que este serd el
centro. v

{439 Teor. Dos cuerdas iguales distan igualmente del centro,
¥ dos cuerdas desiguales distan desigualmente del centro , estando la
mayor 4 menor distancia que la menor.

{Dem. 1.° Supongamos que la cuerda AB =—DE (fig. 96): di-
vidanse estas cuerdas en dos partes iguales por medio de las per-
pendiculares CF, CG, y tifense los radios CA, CD.

{Los tridngules rectangulos CAF, DCG tienen las hipotenu-
sas CA, CD tguales, y ademas el lado AF mitad de AB, es igual
al lado DG, mitad de DE; luego estos tridngulos son iguales (376
cor. 2.°)y dan CF =CG, queerza L. 1.* Q. D. D. :

{2.% Sea la cuerda AH mayor que DE, el arco AKH seri ma-
yor que el DME ( 434 ); sobre el arco AKH témese la parte ANB
— DME, tirese la cuerda AB, bajese CF perpendicular 4 esta
euerda, y Cl perpendicular 4 AH; y tendrémos que CF es todo,
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y CO parte suya; luego CF=> CO, y como CO> CI (§ 376,
resugaré con mas razon CF > CI; pero CF=CG, pués que las
;([:,,L}E;.C’aSQ A%, I]}JE son iguales, luego se tiene CG > (I, que era

{440 Tcor. Si desde un punto A, otro que ¢l centro ‘de un cir-
culo, se tiran & la parte de- lu civcunferencia mas distante del mis
mo punio diferentes recios AB, AD, AE (fig. 97), se verificardn
dos cosas; 1% que la recta AB que pasa por el centro, es lu mas
lurga; y 2.2 que de las dos reciss AD , 4E que no pasan por el
centro , ba que tiene su esiremo D mas inmediaro ui punto B de la
que pasa por el centro , es Ja mas larga. .

{Dem, Para demostrario , irense los radios. CD, CE 4 los es-
Lremos de las rectas AD, AE, que no pasan por el centro 5 y ten-
drémos que siendo CB=CD por radios de un mismo circulo, si
i cada una le afladimos AC, se tendri CB —~ CA 6 AB:AC’-;«
CD; pero como AC~-CD juntas, son mayores (371). que AD
tambien resultard AB > AD; del mismo modo probarémos que AB
es mayor que AE, o : :

) {Ahora, para demostrar que AD es mayor que AE , observa-
rémos que DO —~ OC > DC; pero CD=CE por radios de un mis:
mo circulo , luego se tendra DO —+ OC > EC, ¥ quitando la par:
te comun CO, quedard DO = EQ ; ahora, afiadiendo 4 estas can-
tidades que son desiguales una misma cantidad OA » los resultados
quedaran desiguales , y se tendra DO —~ QA == DA > EO — OA;
pero EQ —- OA > EA (§ 371), luego con mayor razon serd DA
= EA ; luego si desde un punto &e. . , o

{441 Teor. Si desde un punto A, otro que el centro de un cir-

“eulo, se tiran 4 la parte deela civcunferencia mas cevcana & dicho
punto , diferentes rectus AM , AN c. la linea AM que prolongada
pusa por el centro C, es lu mas corta..

{Dem. Para probarlo , tirarémos el radio NC, y tendrémos, si
el punto estd dentro, CA—= AN > NC; pero NC=(CM Iue,go
CA - AN > CM; y quitando la parte comun CA, quede:»tzi NA.
> AM. Si el punto A estd fuera como en la segunda figura, se
teudra AN -+ CN > AC, de doade, quitando las cantidades ig’ua-
les CM y CN, quedard AN > AM, que era L. Q. D.D.

{Cor. 1.° De aqui sc deduce que desde un punto A, otro que
¢h centro de un circulo, no se pueden tivar & la circunferencia tres
lincas iguules. '

{Porque no se puede decir que la una de las tres lineas igua-
les es la que pasa por el centro, pues acabamos de demosirar que
€s mayor ¢ menor que caalquiera de las otras ; tampoco puede ser
que de las tres lineas iguales las dos estén al un lado y la otrg

 de contacto.
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al otro, pues las que estan 4 un mismo lado no pueden menos de
ser desiguales. ' _ _

{Cor. 2.° Tambien se inflere que si desde un punto deniro de un
cireulo , se tiran & la circunferencia tres lineas iguales, este punto serd
el centro 5 porque sino lo fuese, se pudrian tirar 4 la circunferen-
cia tres lineas iguales desde un punto, otro que el centro.}

442 Cuando una linea corta 4 la circunferencia de un circulo,
teniendo parte dentro y parte fuera, se llama secante ; tal es la AB
(g 98): y cuando una linea es tal qne no tiene mas de un pun-
to comun con la circunferencia , teniendo fuera todo lo demas, se
llama tangente ; tal es la CDE: el punto D que es comun & 1a
circunferencia y 4 la CDE, se llama punto de contacto.

443 Teor, Toda recta que corva & la circunferencia de un circu=
lo en dos puntos , es secante del circulo.
~ Espl. Supongamos que la recta AB tenga comunes con la cir-
cunferencia los dos puntos A y B (fig. ¢8): voy 4 demostrar que
dicha linea tiene parte dentro del circulo,y parte fuera.

Dem. Tirense 4 los puntos A y B los radios OA, OB, y ten-
drémos que, por salir desde un mismo punto, no podrdn ser am-
bos perpendiculares 4 la AB (§ 368 cor. 3.°); y por ser iguales,
no podra ser uno de ellos perpendicular , porque seria mas corto
(376) ; luego ambos serdn lineas oblicuas tiradas 4 la AB, y por
ser iguales, estardn (376) 4 diferentes lades de la perpendicular
que se puede tirar por O; luego si concebimos que esta perpen-
dicular sea la OM, se tendri OM « AO == 0B, liego el punto
M estari dentro del circulo. Y como todas las lineas que desde.
O se tirasen 4 puntos intermedios de la AM y MB, serian meno-
res que AO, toda la AMB estard dentro; y como tirando lineas
desde O 4 los puntos que estén 4 la derecha de B y 4 la izquier-
da de A, serian mayores que OB, OA, resultard que todos estos
puntos de la AB estan fuera del circulo; luego la AB es secan-
te. L. Q. D. D.

444 Teor. Toda linea CE (fig. 98) perpendicular al estremo D
de un radio, es tangente del circuln. '

Dem. Porque toda oblicua ON"es mayor que la perpendicular
OD; luego el punto N estara fuera del circulo; luego la linea CDE
no tiene comun con la circunierencia, sino el punto D; luego CDE
es upa tangente. L. Q. D. D. '

Cor. De aqui se deduce que para tirar unc tangeste por um.
punto dado en la circunfevencia, basia tirar el vadio correspondiente

4 dicho punto , y levantar en su estremo una perpendicular.

445 Teor. Todu tangente es perpendicular ub radio en el punto

[

!
i
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Dem. Por suponerse que la CDE (fig. ¢8) es tangente, todos sus
puatos estan fuera del circulo, escepto el punto de contacto D,
luego toda linea que desde el centro termine en la CDE, es mayor
que la OD ; luego la OD es la linea mas corta que desde el centre.
O se puede tirar 4 la CDE; luego le es perpendicular. L. Q. D. D.

£Cor. 1.° Luego toda linia perpendicular & la tangente en el
punto de contacto , pasa por el centro; porque si no pasase, una
vez que el radio es perpendicular 4 la tangente en el punto de con-
tacto, en aquel punto de la tangente se podrian levantar dos per-
pendiculares , lo que es absurdo. v

{Cor. 2.° Entre una tangente y una eircunferencia no se pue-
de tirar ninguna linea recta, pero se pueden hacer pasar infinilas
lineas circulares.

{ Porque si suponemos que hubiese una linea tal como DP, que
dividiese el espacio que hay entre la tangente y la circupferencia,
tirindole desde el centro una perpendicular OQ , seria mas corta
que la oblicua OD ; pero OD es el radio , luego OQ es mas corta
que el radio, y por lo mismo, el punto Q esti dentro del circulo;
leego la DP no divide el espacio entre la tangente y el circulo. Pe-
ro si prolongamos el radio DO, y haciendo centro en L con LD,
trazamos la circunferencia DX, esta se hallari toda fuera del circu.
lo RAFDB, porque estd trazada con mayor radio, y tendré por tan-
gente en el punto D 4 la CDE; luego la circunferencia DX pasa
por entre la tangente, y aquella circunferencia 4 que lo es; y como
lo mismo probariamos de la circunferencia DZ que tiene su centre
en R, y de otra cualquiera que le tuviese en la OLR prolonga-
da, se sigue que entre un circulo y su tangente se pueden ha-
cer pasar infinitas circunferencias. De donde se infiere que el espa-
cio comprendido entre un circulo y su tangente, se puede dividir
en un nimero infinito de partes.

{446 Teor. Dos paralelas que tocan 6 cortan & un circulo , in-
terceptan en la circunferencia arcos iguales.

{Dem. Aqui pueden ocurrir tres casos: 1.° que las dos rectas
sean secantes ; 2.° que una de ellas solo lo sea, y la otra tangen-
te; vy 3:° que ambas sean tangentes. ]

{El primer caso ya lo hemos demostrado (437): y asi pasaré-
mos 4 probar, que cuando una de ellas, tal como la RS (fig. 99)
es tangente, se verifica la proposicion; porque en este caso tea-
drémos tirando la CHal punto de contacto, que serd perpendicu-
lar 2 1a RS (445), y por consiguiente & su paralela DE; luego (436
esc.) NH =2 HQ.

¢ Suponiendo ahora que las dos sean tangentes , tales como las
RHS, TZX, tirando por el punto C un didmetro HCZ que sea

‘ ; DE GEOMETRIA, 113
perpendicular 4 una de ellas, serd tambien perpendicular 4 1a otra,
y por lo mismo los estremos de este diametro se hallardn en los
untos de contacto H, Z; y como la semicircunferencia HPZ es igual
2 la HNMZ (346), queda demostrada la proposicion en todas sus
partes.
{447 Teor. Sidos circunferencias (fig. 100) se encueniran en dos

puntos A, B, la linca que pasa por sus centros serd perpendiculur &

ta cuerda- AB que une los puntos de interseccion , y la dividird en
dos partes iguales.

{ Dem. Porque si tiramos 4 los puntos de interseccion los ra-
dios CA, CB y DA, DB, tendrémos que por ser CA=CB, y
DA =DB, la CD tiene dos puntos equidistantes de A y B, lue-
go (377) serd perpendicular 4 AB y la dividird en dos partes igua-
les (436). L. Q. D. D. :

{448 Teor. Si la distancia de los dos centros es menor que la
suma de los rddios, y 6l mismo tiempo el radio mayor es menor que
ba suma del menor y de la distancia de los centros , los dos circulos
se epconirardn.

{ Dem. Porque siendo CD << AC+ AD), y el radio mayor AD<<
AC 4+ CD, se podrd formar el tridngulo CAD 6 el CBD (371
esc.); y por consiguiente los circulos se encontrarin en estos dos
puntos.

{Luego siempre que los dos circulos se encuentren en los pun-
tos Ay B, sera posible el tridugulo CAD, 6 CBD.

{449 Teor. 8i la distancia CD (fig. 101) de los centros de dos
eireulos es igual 4 la suma de sus radios CA, AD, estos dos circulos
se tocardn esteriormente. ,

{Dem. En primer lugar, estos circulos tendrdn un punto co-
mun A, porque si el punto A, estremo del radic DA, no se ha-
lase en el estremo A del radio CA,la CD seria mayor 6 menor
que la suma de los radios; que es contra -l supuesto. En segundo
lugar, no tendran mas punto comun; porque si tuviesen dos, seria
necesario que la distancia de los centros fuese mas pequefia (448)
que la suna de los radios: luego si la distancia wec. o

{450 Teor. Si la distancia CD’ de los centros de dos circulos
es igual 4 la diferencta de sus radios CA, AL/, estos dos circulos
se tocardn interiormente.

{ Dem. Puesto que CD’ (fig. 101) suponemos que es igual con
CA = TYA, resultard que CA=CL’ + LA; luegoel punto A
sera comun 4 las dos circunferencias, las cuales no podran tener
otro punto comun, porquJe entonces seria necesario que el mayor
radio fuese menor (448 ) que la suma del radio AC y de la dis=
tancia CD’ de los centros, lo que es contra el supuesto,
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{Cor. Luego si dos circulos se tocan, seu interior sea esteriormens:

te, los centros y el punto de contacto estan sobre una lines recta.
-~ {Esc. 1.° Todos los circulos que tienen su centro sobre la
recta CD y que pasan por el punto A, tendrdn por tangente 4 la
EA perpendicular en A '3 la DC, y por lo mismo se dice que es-
tos circulos son tangentes los unos de los otros.

{Esc. 2.° 5i se nos pidiese describir un circulo que tocase 4
otro AN en un punto dado A, y que pasase por otro punto tam-
bien dado M, uniriamos A con M, y dividiendo la AM en dos
partes iguales por medio de la DH, tendriamos que esta pasaria
por el centro; y como la linea CA prolengada debe pasar tam-
bien por dicho centro, se hallara este en el punto de concurso D,
y haciendo centro en él con el radio DA, se tendri el circulg

que se pedia.} o S
De los dngulos considerados en el circulo. |

451 Teor. Si haciendo centro en el vértice de un dngulo con um
tadio cualquiern se traza un arco, y.se concibe dividido en un.ni-
mero cualquiera de purtes iguales , los dngulos en que quede dividi-.
do el dngulo total por los radios tirados desde su vértice & los- pun-~
tos de division, serdn iguales. .

Espl. Sea el dngulo COA (fig, 102): digo que si con un radio
tal como AO, se traza un arco ABC, y se concibe dividido este
arco en las partes iguales AB, BD &, los angulos AOB,BOD &,
formados por los radios tirados 4 los puntos de division B, D &c,,
serdn iguales. ,

Dem. Concibiendo doblada la figura por el radio OB, se ten-
drd (346) que todos los puntos -del arco AB caeran sobre el ar~
co BDC: y por ser ignales los arcos AB, BD, el estremo A del
primero, caera sobre el estremo D del segundo ; luego en este ca«
so habiéndose confundido el punto A con el D, las lincas AO, OD
que parten desde el mismo punto O, tambien se habrin confundi-
do por tener dos puntos comanes ; luego los dngulos tambien se
confundirdn y por lo mismo seran iguates. Como lo mismo se de-
mostrarfa de los demas, resula L. Q. D. D.

452 Teor. Si desde los wvértices O,0 de dos dngulos AOC , aoc
(fiz. 102) se describen con un mismo radio dos arcos de circulo, la
retacion de los arcos comprendidos entre los lados de cada dngulo,
serd la misma que la de estos dngulos. :

Espl. Aqui pueden ocurrir dos casos: ¢ que los dos arcos AC,-
ac tengan una comun medida O que no la tengan, esto es que sean
comensurables, o0 que no lo sean.

o

it
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. Dem. 1.9:Silos dos arcos AC y ac tienen por comun medi-
da al arco AB= ab, colocando esta comun medida sobre cada une
de ellos tantas veces como se pueda, quedardn divididos ambos en
partes iguales; y si representamos por m el mimero de partes igua-
les 4 AB que contiene el arco AC, y por n el nimero de partes
iguales 4 AB que contiene ac, tendrémos

AC=mxAB; ac = uxAB,

y formando proporcion, serd AC: ac:: mxAB: nxAB::m :n;
ahora si por los puntos de division concebimos tirados los radios
OB &, ob e, el 4ngulo AOC quedara dividido (451) en tan-
tos 4ngulos ignales con AOB, como partes iguales 4 AB contenia
el arco AC, esto es, en m dngulos ignales; y por la misma ra-
zon el dngulo. aoc quedard dividido en # dngulos iguales 4 aob;
y como los arcos AB, ab son iguales y tienen un mismo radio,
si colocamos’ el centro del uno sobre el centro del otro, de ma-
nera que oa se confunda con OA, resultara que ab se confundird-
con AB y ob con OB; luego los dngulos aob, AOB serin iguales,
y tendrémos AOC == mxAOB , aoc==n xaob == nxAOB, y forman-
do proporcion , seri AOC : goc:: mxAOB: nxAOB::m:n; y
como esta proporcion y la anterior, tienen comun la razon m: m,
con las’ otras podrémos formar proporcion y resultars AC:ac::
AOC: aoc. Luego la relacion de los arcos es la misma que la de
los dngulos en el caso de ser comensurables los arcos.

{2.° 8i los arcos AC, ac son incomensurables, quedari de-
mostrado que la relacion de dichos arcos es igual con la de los
dngulos , demostrando que no puede ser mayor ni menor.

{5t suponemos (fig. 103) que la relacion de los dngulos es
menor que la de los arcos , se tendrd AOC: goc <AC:ac; y pa-
ra que esta segunda razon sea igual con la primera, se necesitard
que su consecuente gc crezca y se convierta, por gjemplo, en ad;
lo que dari AOC:aoc:: AC: ud. .

{En este caso, concibiendo dividido el arco AC en dos partes

iguales luego en otras dos ast sucesivamente, se llegara 4
g 3 > ) g

concebir un arco (325) menor que cd, y por consiguiente se podri
colocar sobre el acd , de modo que uno de los puntos de division
caiga eatre ¢ y 4, por ejemplo en ¢, con lo cual los 4ngulos AOC
y aoe guardardn la misma relacion que los arcos comensurables AC,
ae, y se tendrd esta proporcion AOC:aoc:: AC:ae, que como
tiene los mismos antecedentes que la primera, podrémos formar
proporcion con los consecuentes, y sera
aoc : aoe:: ad: ae;
pero esto es un absurdo, porque soc siendo menor que aoe, la pri-
mera razon es de menor desigualdad, y ad sieado mayor que ae,
TOMO I, PARTE Il 15
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la segunda es de mayor desigualdad , y jamas pueden ser iguales
dos razones de esta especie ; luego el supuesto que hemos hecho
tainbien es un absurdo , luego la relacion de los dngulos no se pue-
de suponer meuor que la de los arcos, :

-{ Tampoco se puede suponer mayor; porque siendo AOC: aoc
> AL :gc se necesitara que el consecuente deesta .ultima disminu~
ya y se convierta, por ejemplo en.ad’ para ser igual con la pri-
mera, lo que-daria AOC: aoc:: AC: ad’; y concibiendo dividido

~«como antes el arco AC en partes bastante pequefias para que co-
locada una sobre el arco ac las veces que se necesite, caiga un
puunto de division entre ¢ y d/ como en ¢, se tendra AOC: aoe’::
AC: 4/, que como. tiene los mismos antecedentes que la del su-
puesto , los consecuentes nos daran csta proporcio
: : aoc : aoe’:: ad’: ae/, ‘
‘que es un absurdo, pues una razon es de mayor desigualdad y
la otra de menor; luego el supuesto que nos ha conducido & él se~
ri tambien absurdo. Luego si la razon de los 4ngulos no puede
ser menor ni mayor que la de los arcos , deberd ser igual.} _

Esc. 1.% Para medir los angulos se debe.elegir por unidad o
tro dngulo, cuyo valor absoluto esté bien determinado; y como
este ¢s el angulo recto, que es el que forma una linea que cae so-
bre otra sin inclinarse mas hicia un lado que hdcia otro, este se
debe elegir ; pero en este caso todos los dngulos agudos serian
fracciones del dngulo recto, ylos obtusos estarian representados
por ntimeros fraccionarios , lo que haria muy fastidioso el lengua-
ge y complicado el cdlenlo. Para evitar esto , como se acaba de de-
mostrar que la relacion de los dngulos es la misma que la de los
arcos , se dice que la medida de los dngulos es el arco de circulo
comprendido entre sus lados y descvito desde su wvértice como centro;
v asi, como cuatro angulos recios comprenden toda la circunfe-
rencia , el 4ngulo recto abraza un cuadrante de circunferencia ; pe-
ro considerdndose esta dividida en 360 partes, que se llaman gra-
‘dos , corresponden go al cuadrante , de manera que cuando se di-
ce un 4dngulo de un grado, de dos &ec., se da 4 entender que di-
cho dngulo es 4% o 5 del dngulo recto, ¢ que dicho angulo tie~
‘ne cou el recio’, gac es el que se toma por unidad, la misma re-
lacion que el arco de uno 6 de dos grados tiene con. el cuadrante
que consta de go.

Esc. 2.° Los antiguos consideraron dividida la circunferencia
en 360 grados; cada grado en 6o paries iguales que se llaman mi-
nutos 5 cada mindato en 6o partes iguales que se laman segundos;
‘eada seguudo en 6o terceros, y asi sucesivamente. Los grados se
sefialan con uua o sobre el ndmero, los minutos con un acento,
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Ibs” segundos con dos &ec., de manera que la espresion 57°
17/44" 22" quiere decir 57 grados, 17 minutos, 44 segundos ¥
a2 LErceros. ‘ : ,

{ Los Franceses han considerado modernamente dividida la cir-
cunferencia en 400 partes, y por esta causa nosotros llamarémos
de aqui en adelante 29 4 la circunferencia, y w 4 Ja semicircin-
ferencia , para que se pueda aplicar todo lo que digamos, tanto
4 la division de la circunferencia en 360 partes, como 4 la de en
400. Como dos dngulos rectos abrazan la semicircunferencia hemos
sefialado el dngulo recto con &#.}

. 453 Esc, 3.° Siempre que se dice que un arco es la medida de
un dongulo, se entiende un arco trazado desde el vértice como cen-
tro. Pero en muchas ocasiones , cuando se halla un dngulo en un
eirculo, conviene referir la medida de dicho dngulo 4 aquel circu-
163 y por eso vamos -4 manifestar ahora cual es la medida de los
dngulos , segun se halle el vértice en {a circunferencia, deutro del
circulo, 6 fuera de éL

+ Teor. El dngulo formado por una tongente y una cuerda, tiene
por medida la mitad del arco que la cuerda subtende.

Espl. Sea el dngulo ETA (dg. 104) formado por la cuerda AT
y la tangente ETM : voy 4 demostrar que tiene por medida la mi-
tad FT del arco TFA que la cuerda AT subtende.

Constr. Tirese por el centro C el diametro HCF perpendicular
i la cuerda AT, el BCD paralelo 4. la misma cuerda, y dnase el
centro’ C con el punto de contacto T.

Dem. Por ser FH perpendicular 4 AT por constraccion, le
serd tambien 4 BD que es paralela 4 AT (383a), luego el dngulo
FCD es recto. Y por ser toda tangente perpendicular al radio (445)
que termina en el punto de contacto, el ingulo ETC tambien es rec-
to: y como todos los dngulos rectos son iguales , serd FCD=ETC;
ahora, el dngulo TCD ==al ATC por alternos internos entre las
paralelas AT , BD siendo CT la secante ; luego si restamnos esta se-
gunda ecuacion de la primera, se tendra

FCD —~TCD=ETC — ATC, 6 FCT = ETA;
pero FCT por tener su vértice en el centro del circulo, tiene por
medida al arco FT que sus dos lados abrazan, luego el 4ngalo
ETA que es su igual , tendra tambien por medida al arco FT, pe-
ro FI' es la mitad de TFA (436 esc.), y TFA es el arco que la
cuerda AT subtende, luego el dngulo formade e,

Esc. Como entre los dos dngulos EI'A, AT han de valer dos
rectos 6 la semicircunferencia, el valor del dugulo ATM , sera lo
que le falie 4 la mitad de AFT para valer la semicircunterencia;
pero 4 la mitad de AFT, le falta para valer la semicircunferen-
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cia, la mitad de todo el arco ABHDT ; luego el 4ngulo ATM:

tiene por medida la mitad del arco ABHDT ; pero, este es el ma-

yor que la cuerda AT subtende, luego ya se considere el arco,

mayor 6 el menor que la cuerda subtende , se verifica la pro-

posicion. : :
454 Teor. EJ dngulo cuyo wértice estd en Ja circunferencia , for-

mado por el cencurso de dos cuerdas , tiene por medida la mitad del

arco que abrazan sus dos lados. : B

Espl. Sea el dngulo DTE (fig. 105), cuyo vértice T est4 en la
circuaferencia , formado por las dos cuerdas TE, TD: voy i de-
mostrar que tiene por medida la mitad del arco ED que sus dos la~
dos abrazan, : .

Dem. Porque si concebimos en T la tangente ATB » los tres
angulos ATD , DTE , ETB valdran jantos la mitad de la circnn-
ferencia TEDM ; pero el ATD tiene por medida (esc. ant.) la mis
tad de TMD, el BTE la mitad de TE, luego el DTE » tendra por
medida la mitad de DE, que era L. Q. D. D.

Cor. 1.° De aqui se deduce que si unimos los puntos D vy E,-

con ¢l centro C, como el dngulo DCE tieae por medida 4 todo e}
arco DE y DTE 4 su mitad, serd DCE == 2DTE : al 4ngulo DCE,
por tener su vértice en el centro se le llama dngulo central , y al
DTE, por tener su vérdice en la circunferencia se le lama*dngulo
inscrizo , por lo que tenemos demostrado que el Angulo central es
duplo del dngulo inscrito. , :

Cor. 2.° Todos los dngulos BAE, BCE, BDE (fig. 106),.que
tienen sus wvértices en la circunferencia, é insisten sobre un mismo
arco BE, son iguales ; porque todos tienen una misma medida , 4
saber , la mitad del arco BE sobre que insisten sus lados. ,

Cor. 3.° Todo sngulo ACB (fig. 107), cuyo vértice estd.en la
circunferencia , y cuyos lados pasan por los esiremos de un didmetro
AB, es recto; porque tiene por medida la mitad del arco AMB:
Yy como esie es una semicircunferencia, su mitad valdri un cua-
drante,

Cor, 4.° Todo dngulo ACD cuyo vértice esté enla circunferen-
eia y wbrace un arco mayor que la semicircunferencia , serd obtuso;
porque la mitad de este arco serd mayor que un cuadrante; y to-
do angulo ral como ACE, cwyo vértice esté en o circunferencia y
sus lados abracen un arvco menor que la semicircunferencia , es agu-
do; porque su mitad serd menor que un cuadrante. .

{455 Teor. Un dngulo, cuyo vértice estd en la circunferencia
de un circulo , formado por una cuerds, y la prolongacion de otra,
tiene por medida la semisuma de los arcos que las dos cuerdas sube
senden,

BD ~+ CF -
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{Espl. Sea el dngulo EFB (tig. 108), formado/ por la cuerda
FB, y la prolengacion FE de la cuerda FH: voy 4 demostrar que

) BCF—-FNH
tiene por medida -

2 :
;- { Dem. Los;dos 4ngulos juntos EFB, BEH tienen por medida la
mitad de toda la circunferencia FCBDHN ; y como BFH tiene por
medida la mitad de BDH , el EFB tendri por medida la mztadwde
lo-que queda , esto es ,-la mitad.de HNFCB;, 6 de HNF /—+-FLB7

{456 Teor. El dngulo cuyo wértice esté dentro del circulo pe-
ro no en el ceniro, tiene por medida la mitad de la suma de los ar-
cos. quie sus; dbs lados. prelongados abrazan. o )
* {Espl. Sea el dngulo BAD (fig. rog) cuyo vértice A estd den-
tro:.del circulo BCFD 5 pero no-en el centro: vey 4 demostrar

‘ BD —-CF
que tiene por medida .. - ... ——— -
2 -~

-« .4 Dem. Por el punto F en que uno de los lados BA prolongado,
encuentra 4 la circunferencia, tirese la FH paralela a! otro lado
DA, .y tendrémos.que el dngulo BAD= BFH por correspondientes
entre las paralelas DA, EH siendo BF la secante; pero BFH tie- -
ne por medida la mitad del arco BDH, luego el BAD tendrd es-
ta misma medida: y como BDH==BD -+ DH= BD 4 CF, porque
DH==CF por arcos de circulo interceptados entre paralelas resulta
que la medida de BAD , serd la-mitad de BD + CF 6

s queera L. Q. D. D.

{457 Teor. El éngulo cuyo wértice estd fuera del chrculo, y zer-
mina con sus estremos en la parte concava de la circunferencia, tie-
ne por medida la mitad del arco céngavo que sus dos lados abrazan,
menos, La mitad de/ arco copvexo. i

{ Espl. Sea el angulo BAC (fig. 110): voy 4 demostrar que su
.1...BC_ND . BC—ND
medida €5 e —'—ou 6 —— .
2 2 2
- {Dem. Por el punto en que uno de los lados del 4ngulo , tal co-
mo AB, encuentra 4 la parte convexa dc la circunferencia , tirese
la MN paralela al otro lado AC, y serd el angulo BNM == BAC
(3860, 3.°); pero la medida de BNM es (§454)
BM_BC—-MC BC—-ND _BC ND |
——m———— =(§ 437) = — — — 3
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hiego esta serd tambien’ la medida deb'dngulo BAG, ~ 0 v

1 0& Bses Cuamlo, uno de los lados 10-4mbos son tangentes 7fdels cira
culo, se verifica del mismo modo la proposicion ; porque tirando
por I'la TE (ug. 111), paralela-al.otro lado, serd’ BTE = BAC

3864, 3.”); pere BTE tene por medida la-mitad del arco TE ozh :
’l.‘, R . e . L L *f.,fl"it";» sy, 5 g ey

il d

" .
v

. TEC—EC_ . T
(fige 1.%) o =(§ 437) ———= 5y ‘en la (fig. 2,%) w—mi
e .2 , - )
=?EDWFE ;(§446)’I.:E{_;-.3_I_)’_f-.‘~Ahqrav', como el.arco TED,
L IR RS SIEE UL NRE T P N S STt
¢s'igual "¢on ‘toda- la ‘circunferencia -menos - D 4 e,;te"dﬁa'_!’-qnc;
pac=2"—TOTD_am—=2TD _ . ppy o
2 2
458 "’Fiihd'adp’s' en lo que acabamos de demostrar , tenemos }me-
dios para resolver los ties problemas siguientes. - - 7 1 Lo
Probl 1.9 4l “estremtr-B - de una linea AB (fig. 112), que no se
puede prolongar , levantarle una perpendiculari L P L

Res. Haciendo centrd en un puato cualquiera C dél plano-don-
de se halla-dicha lin¢a , tritese wia circunterencia’ de circulo que
pase por'B y que ademazs corte en- otro punto cualquiera A 4 di-
cha linea. Por-est€ punto y el céntro tirese el diametro AD, 'dnar
se ¢l estremo D de dicho didmetro con el B de l2 linea dada pox
medio de la BD, y esta serd la perpendicular pedida: . -

Dem, Porque el dngulo ABD), teniendo su vértice en la circun-
ferencia , v -pasando por los estremos de un diimerrd; es recio
(454 cor. 3.%), y por lo mismo la BD serd perpendicular 4 la AB,
que era L. Q. D. H..y D. - .

Probl. 2.° Dudo un punto fuera de un circulo , tirarle una & dos
fangenves. U o : ,

“"Res. Unase dicho punto con el centro del circulo por medio
de la AC (fig. 113), y sobre esta linea como diimetro tracese
una circunferencia ; desde el punto dado tirense 4 los puntos
dé interseccion D, B, las lineas AD, AB las cuales seran las tan-
gentes pedidas. o : ) I
" Dém. Porque tirando los radios CD; CB, los dngulos ADC,’
ABC que tienen su vértice en la circunferencia del'circulo ADB,
y cuyos ladds pasan‘por los. estremos del didmetro AC, serdn rec-
tos (454 cor. 3.%) y por lo mismo la AD serd perpendicular 4 DC,
y la AB 4 BC; y como DC, BC son rdios del ¢irculo dado DEB,
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pesulta qué: las-AD, AB .perpendiculares-d estos radios, son tan-
gentes de dicho. eirculo, Lo Qu DucHL y Do . .

{Cor. De aqui resulta que las AD y AB son iguales: pues los
tridngulos ADC, ABC soniguales (376 cor. 2.°) por ser rectin-
gulos’, tener la hipotenusa AC comun y los catetos DC, BC igua-
lés por radios del circulo DEB. . : oo

{Probl. 3.° Sobre una linea dada trazar un arco de circulo capaz
de mediv-un dngubo dade.t i orecn o Ty

{Espl. Sea dada la recta BD (fig. 114), y el dngulo grs; lo
que se nos pide es que tracemos un circulo que tenga por cuer-
da 4 la BD; pero tal que todos los dngulos , cuyos vértices estén
en la circunferencia de este circulo, y cuyos lados pasen por los
estremos de dicha linea BD ; sean‘iguales con el propuesto grs,

{ Res. En el punto B de la-BD, férmese:-un dngulo FBD igual
con el propuesto grs ; en el punto B levantese una linea BC per-
pendicular 4 BF ; dividase la BD en dos partes iguales por me-
dio de la perpendicular CI; baciendo centro en Cy con un radio
igual 2 CB, trazarémos un circulo que tendra la circunstancia pedi-
da, 4 saber, de que todo dngulo tal como BAD, cuyo vértice es-
té en la circunferencia y y: sus: estremos pasen por B y'D, serin
ignales con el grs. : - -

{Dem, Por ser el radio BC perpendicular 4 BF; esta linea es
tangente del circulo, por lo que el idngulo FBD tendri por me-
dida (453), la mitad del arco BID; el BAD tambien tiene por
medida (454 ), la -mitad de dicho arco, luego FBD == BAD); pe-
ro FBD:, es igual por construccion con grs, luego 'BAD =g,

{Terminarémos este punto manifestando que para éonocer cual
de dos dugulos que insisten sobre una misma linea, es mayor , se
» o las. 2 2 ¢ L4
circunscribivd un circulo 4 uno de los dos, y si el otro cae fuera
de la circunferencia de este civculo , serd menor que & 3 si cae en lg
circunferencia , serdn iguales 5 y se cae deniro , este sevd mayar.
 {Bn efecto, si-despues de circunscrito el circulo , los augulos
estan representados por AB‘L_, ADC (fg. 115), el ABC tendra
por medida la mirtad de AFC, y el ADC la mitad de AFC ménos
la mitad de MN ; luego ADC serd menor que ABC. Siestuvie-
sen awbos representados por A’GC’,-A/B'L seran iguales, por
tener am;bo_s por wedida la wmitad de AF/C/; y si 1o estuviesen
por AYB7CY, AYHC", el primero tendrd por medida la mitad de

"~ AYE”C”, v el segundo la mitad de A”F/C”, mas la mitad de M/NA

luego el A”HCY serd mayor que el A”B7(7.

{5i el uu angulo estd sobre la linea, y el otro debajo , como:

los ABC, AEC, se le circuuscribird 4 cada uno un circulo, y si
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los radios .de estos son ig’uaies , lo'seran los dngulos ; si-son desia

guaies., aquel dngulo serd mayor que esté inscrito en el de menor

radio.} . '
De las figuras en general , y propiedades de los cuadrildteros.

459 Se llama en general figura 4 un- espacio cerrado 6 termi-
nado por lineas. e ,
En la idea de figura entran estas dos: la del espacio cerfado;
y la de las lineas que le cierran. Al conjunto de lineas que cierran
el espacio, se le da el nombre de dmbito, contorno 6 perimetro, y al
espacio que abrazan ares 6 superficie. ,,
. Como hemos dicho ( 338 } que las superficies pueden ser ‘planas,
curvas 'y mistas , resulta que las figuras con relacion a sus super-
‘Bcies pueden ser de estas tres mraneras. Las lineas tambien pueden
ser rectas y curvas, y por lomismo 4 las figuras que estan ter-
minadas por rectas , las llamarémos rectilineas , cuando por una 6
muchas curvas cwrvilineas, y 4 las que por lineas rectas y cur-
vas mistiiineas. Los principiantes suelen confundir la superficie cur-
va con la curvilinea ; y por lo mismo les advertirémos que una
superticie plana puede ser curvilinea como. lo es el circulo, y mis-
tilinea como el semicirculo. :
Cuando dos figuras tienen sus perimetros de igual estension, se
llaman:figuras isoperimetras; cuando sus superficies son iguales, se
dice que las figuras son equivalentes (¥); y cuando ademas de tener
sus superficies iguales, tieuen iguales sus perimetros, sus &ngulos,
y en general todas las partes que se hallen colocadas de un mismo
modo, 2 las que se da el nombre de homélogas ; se dice que son
iguales. : o -
" Se dice de una figura que esta inscrita en un circulo 6 de un
circulo que estd circunscrito 4 una figura, cuando todos sus angu-
los estan en la circunferencia de- dicho circulo, tal es la ABDC
( fig. 116 ). \
Cuando una figura es tal que todos los lados de su perimetro
son tangentes de un circulo , se dice que la figura estd circunscrita
al circulo, 6 que el circulo estd inscrite en la figura; tal es la

ABCDE (fig. 117}

Antes se decia simplemente que eran iguales dos figuras cuan-
do sus superficies solo eran iguales,y que eran totakmente iguales
euando tods lo tenian igual, Legendre y Lacroix , para evitar confu-
"sion, dieron el nombre de equivalentes & las primeras, y e} de iguales

4 las segundas; y pareciéndonos arveglodas estas denominaciones , las

usarémos en b mismo sentido que estos Gedmetras.
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- En géneral se llama base de una figura el Iado sobre que se con~
sidera insistiendo : altura la perpendicular bajada 4 la base desde el
punto de la figura que dista mas de la basc; y se llame diagonul toda
linea, que desde un dngulo de una figura, va 4 parar 4 otro que no sea
su inmediatot
De las nociones que acabamos de dar, y de lo demostrado (§§ 373,
374) se deduce que el perimetro de una figura inscrita en una Curva cual-
quiera es menor que la misina curva; que de dos figtras inscritas on ung
misma curva , la que tenga mayoy nimero de lados tiene mayar perfmes
tro 5 que el perimetro de toda figura circunscrita 4 una curva es 1Mayor
que la misma curva; y que de dos 6 mas figuras circunscritas’ & una
misma curva , la que tenga mayor ntimero de lados es la gue tiene wenor
perimetiro 5 pues como aqui lamamos perfmetro 4 lo que en los parra-
fes citados llamabamos conjuntos de lineas , todo lo que demostramos
respecto de dichos conjuntos de lineas , se verificara respecto de los

-perimetros. , . , ‘
460 La figura mas sencilla de todas es el tridngulo, y por lo mis-
mo es la que primero debe llamar nuestra atencion; por ¢sta causa nos

hemos visto precisados & manifestar sus principales propiedades ante
todas cosas, y ahora pasarémos 4 resolver los dos problemas siguientes.
{Probl. 1.° Dado un tridngulo circunscribivle un circulo.
{ Res. Dividanse dos cualesquiera de sus lados tales como AB, AC

" (fig. 118), en dos partes iguales por medio de las perpendiculares MO,

NO, y haciendo centro en el punto de interseccion 0, con un radio OA,
OB, @ OC tracese un circulo, el cual estard circunscrito al triangulo.

... { Dem. Poxque la circunferencia de este circulo pasard por los tres
-dngulos A, B, C(§438), y por lo mismo: estara circunscrito. :

{Probl. 2.° Dado un tridngulo ABC (fig. 119), inscribirle un cérculo.

£ Res. Dividanse dos de sus dngulos tales como A y B, en dos partes
iguales por medio de las lineas AO y BO (363 probl. 2.%); desde el pun-
to de interseccion, bijense perpendiculares 4 los lados de los tridngu-
los y haciendo centro en O, con un radio igual 4 cualquiera de ellas,
tracese un circulo, el cual estard inserito en el tridngulo propuesto.

{ Dem. Quedari probada la proposicion , si demostramos que DO
—OF = 0% pues. enténces siendo estas lineas radios y perpendicu-
lares 4 los lados del triangulo , estos serdn .tangentes del circalo, y
por lo mismo este se hallar inscrito en el tridngulo. En efecto, co-
mo por coustraccion el dngulo DAO=0AF, ylosen Dy enF son
rectos , resulta que el tercer angulo AOF del tridngulo AOF , serd
igual al tercero AOD del DAO; y como estos tridngulos ademas de
tener todos sus angulos iguales tienen un lado comun AO, resulta
.que seran { 361) iguales, y darin DO = OF. Por la misma razon se-
rin iguales los tridngulos' BDO, BOE, y darin DO = EO; luego
OF = DO =0E.} ‘ , , TR

TOMO I. PARTE IL .16 '
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461 Cuando una figura estd terminada por cuatro lneas , se la~
ma en general cuadrildtero. Si estas cuatro lineas estan de tal modo
dispuestas que ninguna de ellas sea paralela 4 otra, la figura se lla-
ma trapezoide , tal es la ABCD (fig. 120). Cuando dos son paralelas
entre si, tales como AD, BC (fig. 121), se llama trapecio (*); y
finalmente se llama paralelogramo cuando'las cuatro lineas son para-
lelas de dos en dos. .

Esc. Hay cuatro especies de paralelogramos , 4 saber , 1.° cuando
los dngulos A y D (fig. 122), adyacentes 2 un mismo lado AD, ¥y
los lados AB, AD adyacentes 4 un mismo 4ngulo son desiguales, el
paralelogramo se llama romboide ; cuando los angulos adyacentes 4
un mismo lado son desiguales, é iguales los lados adyacentes 4 un
mismo 4ngulo, como el ABCD (fig. 123), se llama rombo 3 cuando los
dngulos adyacentes 4 un mismo lado son iguales, y los lados adya-
eentes 4 un mismo dngulo desiguales, como en la (fig. 124), se lla-
ma recténgulo (algunos le llaman cuadrilongo ); y linalmente cuando
los lados contiguos 4 un mismo 4ngulo son iguales, y los ingulos
eontiguos 6 adyacentes 4 un mismo lado tambien son iguales como el
ABCD (fig. 125), recibe el nombre de cuadrado.

Se llama base de un paralelogramo el lado sobre que se conside-
ra insistiendo , y la perpendicular bajada 4 la base ¢ 4 su prolonga-
cion desde el lado opuesto, se llama altura; y asi BE es la alura
de los paralelogramos ABCD, ABCD ( figs. 122, 123 )» cuando se con-
sidera por base el lado AD. En un trapecio se llama altura 4 la per-
pendicular tirada desde uno de los lados paralelos al otro. En un
trapezoide no ocurren casos en que nombrar la altura; pero si ccur-
riese, se podria decir que era la perpendicular tirada 4 la base des-
de el dngulo opuesto mas distante ; finalmente se llama diagonal de

un cuadrilitero 4 una linea que va desde un 4ngulo 4 su opuesto,

tal es la AC (figs. 120, 121, 122).
462 Teor. Los cuatro dngulos juntos de un cuadrilitero valen 29
6 cuatro dngulos rectos ‘
Dem. Porque tirando la diagonal AC (figs. 120, 121, 126), que-~

) - Develey dice que d los trapecios se les podrd Hamar paralelogra=
mos truncados 6 tridngulos truncados. :

My. Leslis llama trapezoide al cuadrildtero que tiene dos lados pa-
ralelos ; y trapecio al que tiene dos de sus lados paralelos , ¥ bos otros
#dos son iguales aunque no paralelos.

Con este motivo, dirémos que Leslic , Legendre y Cresswell crisican
con mucho fundemento las definiciones que se dan en los libros de Geo-
metria & las diversas especies de cuadrildteros 5 y me cabe la mayor sg-
visfaccion en’ ver que las que yo doy, y he dado desde luego en rodas
wis obras , estan esentas de cuantos defectos espresan diches #uteres.
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dard dividido en dos tridngulos , cuyoes 4ngulos compondrin lo mis-
mo que los del cuadrildtero; y como los Angulos de cada trifngulo
valen dos rectos 6 o, los del cuadrilitero que se compone de los de
los dos tridngulos , equivaldrin 4 cuatro rectos 6 4 2 .

{Cor. D¢ aqui se deduce que si tres de los dngulos de un cuadrild-
tero fuesen rectos , el cuarto tambien lo seria ; y que si la suma de dos
equivaliese 4 dos rectos , ba suma de los otros dos equivaldria tamoien ¢
dos dngulos rectos. ' .

463 'Teor. Si dos lados opuestos de un cuadrildtero son iguales y

- paralelos , los otros dos tambien serdn iguales y paralelos , y per lo mis-

wo la figura serd un paralelogramo. - :
_ - Espl. Si los dos lados AB, CD del cuadrilitero ABCD (fig. 126),
son iguales y paralelos, vamos 4 demostrar que los otros dos ladas
AD, BC rambien serdn iguales y paralelos, y que la figura no ser
un simple cuadrilitero, sino un paralelogramo. .
Dem. Si tiramos la diagonal AC, tendrémos dos tridngulos BAC,
DAC, en los que se veriticard que:AB==CD. por el supuesto ; ef
lado CA, es comun para ambos :tridngules, y el dagulo me==n por al~

. ternos internos enmtre las paralelas AB, CD., siendo la. secante. AC;

luego dichos tridngulos son iguales (360) ; luego AD = BC, y el an-
gulo p==q; pero estos son alternos intérnos entre dos lineas AD, BC
cortadas. por otra AC, luego dichas lineas serin (384) paralelas , y
por lo mismo la figura serd un paralelogramo. L. Q. D. D,
464, Teor. Si dos lados opuestos de un cuadrilgtero son iguales , e
ewadrildtero serd un paralelogramo, ' LT : .
- Espl. 8i en el enadrilitero- ABCD (fig, 126),-se supone que. AD
==BC, y BA==CDj; vamos 4 probar que AD serd paralela 4 BC, y
BA 4 CD, y por lo mismo la figura serd un paralelogramo.

Dem. Porque tirando la diagonal AC, los tridngulos ABC, ADC,
serdn iguales, por tener los tres lados iguales; luego el dngulo m—
n,y p=q; la primera de estas circunstancias da, en virtud de lo
espuesto (384), ‘que CD es paralela 4 B A, y la segunda que AD
Ioes 4 B C; luego la figura es un paralelogramo. L. Q. D. D.

{Cor. De aqui resulta un medio muy espedito para tirar una pa-
raleia 4 una recta dada por un punto tambien dado.

{Sea AB (fig. 120%) la recta dada.y C el .punto por donde sé Ie
quiere tirar la paralela. Haciendo centro en un punto cualquiera. D
de la AB y con un radio igual con DC trécese el arco CmE hasta
que eacuentre 4 la AB. Haciendo centro en C con el mismo radio se

-~ trazard el arco indefinido Dar; se tomari la euerda CE, y hacien-

do centro en D, se sefialard el arco sb; por el punto dado C y el
punto de concurso g de estos arcos se tirard la Cy, la cual serd
paralela 4 la AB: pues que por la construccion hecha DE: =Lq.y
la cuerda CE= 4 la Dg; luego el cuadrilitero CEDg serd un pa-
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ralelogramo’ y por consiguiente Cq paralela 4 BAS

- 465 Teor. Si los dngulos opuestos de un cuadrilavero son iguales,
fa figura cs un paralelogramo. :

Espl. Supongamos que los dngulos A==C y B=D en el cuadri-
litero ABCD (fg. 126): voy 4 demostrar gue AD es paralela 4 BC,
y CD 4 BA. - P '

Dem. Por valer cuatro 4ngulos rectos é z o los cnatro 4dngulos
de un cuadrilatero (462), se tendrd A 4B - C - D=2 ; y como
A y C son iguales por el supuesto, y B y L tambien, esta ecuacion
se convertiri en 2A —~=2B=3%, 6 en 2A—-2L==27; que divi~

diéndolas por 2, quedan en A—4~B=w,y A--U= a5 la primera

de estas ecuaciones nos ‘dice ('386), que AD y BC son paralelas; y
la segunda rios dice que AB y DC lo son; luego la figura es un pa-
ralelogramo. L. Q. D. D.

466 Teor. La diagonal de un paralelogramo lo divide en dos tridn=
gulos_ iguales. . ,

Esph. En los teoremas antecedentes hemos deducido que la figura
ABCD era un paralelogramo, de ser los tridngulos. ABC, ACD
(fig. 126) iguales; ahora, de suponerse que la figura es un parale-
logramo , esto es , que AB es paralela 4 CD, y que BC loes 4 AD,
vamos 4 deducir que los tridngulos BAC y DAC son iguales.

., Dem. En efecto, el 4dngulo m=n por alternos internos entre las
paralelas ‘BA, CD , siendo ~AC la-secante ; el dngulo p=gq ‘por la mis-
ma razon entre las paralelas BC, AD siendo AC la.secante: y co-
mo AC es comun para los dos tridngulos BAC, DAC, resulta que
tienen un lado igual 4 un lado adyacente 4 dos dngulos iguales; lue-
go son iguales, que era L. Q. D. D. .

Cor. 1.° De aqui se deduce que en todo pavalelogramo son igua-
Jes los lados y dngulos opuestos ; porque tirando la: diagonal AC, los
tridngulos BAC , DAC serin iguales y dardn1.° BC=AD ; AB=CD;
2.° el angulo B==D, y como m=ny p=q, si sumamos tendrémos

#—-p=n—- q; pero m~p componen el dngulo total en A,y o

el total en C, luego estos seran iguales. ,

~+Cor. 2.° Tambien se deduce que dos dngulos A, D contiguos 4 un
mismo lado de.un paralelogramo son el uno suplemento del otro ; pues
ambos son internos 4 un mismo lado de la secante AD , entre las pa-
ralelas BA, CD. - : :

. Cor. 3.° Tambien resulta que si uno de los dngulos es recto , 1o son
todos. Porque si A (fig. 125), es recto, su suplemento D lo sera
tambien ; y los C y B opuestos 4 estos, tambien serdn rectos.

Cor. 4.° Si-dos bados:contiguos de un paralelogramo son iguales, lo

son todos los demas. Porque si se tiene AD=BA (fig. 123), como ha
de ser AD=BC y BA=CD, resultardi que AL=BA=BC=CD.

: 4?7 Teor, Las partes de paralelas interceptadas enive paralelas sop
iguales. '
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Dem. Porque si AD (fig. 127), es paralela 4 BC y AB 4 DC,
la figura ABCD es un paralelogramo , que. por tener los lados o-
puestos iguales, da AD=CB y AB=DC, que era L. Q.D.D.

468 Teor. Las dos diagonales AC, BD (fig- 124), de un para-
felogramo se dividen mituamente en dos partes 1guales. :

Dem.. Porque los triingulos BAO, DOC son iguales, porque
tienen AB=CD, y los 4ngulos OAB =0CD, ABO == ODC -por
alternos internos entre las paralelas AB, CD, siendo AC secante res-
pecto de los primeros, y BD respecto de los segundos ; luego AO
=0C y BO=0D. L. Q. D. D :

{Esc. 1.° §i el paralelogramo es rectangulo, se verificard ademas
que las diagonales serdn iguales; porque entonces los tridngulos ADC,
BAD son iguales (360 ); pues los angulos BAD, ADC son rectos , BA
== DC, y AD es comun; luego BD == AC. , o :

{Esc. 2.° Un paralelogramo queda determinado cuando.se dan dos
lados conviguos y el dngulo que forman. Porque los otros dos lados han
de ser ignales con estos respectivamente, y los otros dos 4ngulos han
de ser, los contiguos al propuesto, suplementos de él, y el ctro opues-

© to igual con él. Por ésta causa, para formar un paralelogramo deter-

minado , se han de dar estos datos; y asi, si suponemos que se nios
pida un paralelogramo en que uno de los dngulos sea igual con el a (fig.
128), 3 los lados que lo forman iguales con las lineas K, L, formarémos
un angulo DAB igual con el propuesto; en uno de los lados, tomaré-
mos una parte AB=K, y en el otro una parte AL == L; por B tira-
rémos una paralela 4 AD, y por D una paralela & AB, y quedard
formado el paralelogramo ABCD. - : IRV

"7 {De donde se deduce que todos los :paralela‘gramos que convep-

gan en tener estos tnismos datos , esto es, dos lados iguales ¢ igual el
ingulo comprendido serdn iguales, y se podrin superponer de manera
que se confundan 6 ajusten exactamente.} S

De los Poligonos. -

. 469 Cuando una figura est4 terminada por mas de cuatro lineas, se

Hama en general poligono ; si estd terminada por cinco lados, sellama

pentdgono ; si ’por‘6, exdgono 5 §i por 7, eptdgono; si por 8, ocrigono;
sl por 9, enedgono; si por 1o, decdgone ; sl por 11, emdecdgono ; si
por 12, dodecdgono. Cuando ocurre nombrar un poligono de mas la-

.dos, se hace espresando el mimero de lados, de manera que se dice po- |

Jdigono de 16, de 20, de 30, de 100; &e. lados. :

Se dice que un poligono es regular cuando tene iguales todos sus ¢

‘4ngulos y todos sus lados, tal es el ABDEF (fig. 129); y es irregular

cuando le falta alguna de estas circumstancias, como el AECDEFA.

- (fig- 130) o S
Se lama dngulo saliente de un. poligono, aquel cuyo vértice mira
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_ hacia fuera dela figura, como todos los de la 129 y dngulo entrante
aquel cuyo vértice mira hicia dentro de la tigura , tal es ¢l dngulo D
de la 130.

- Cuando ¢l poligono es regular hay un punto dentro, tal que todas
las lineas que desde él se tiran 4 los 4ngulos, son iguales: este punto
se llama el cgntro del poligono , y las lineas tiradas radios ablicuos ; y

.s¢ llaman radio; rectos 6 apotemus las perpendiculares tiradas desde el -

centro 4 los lados: y en un poligono se llama sagita 4 la diferencia en-
tre ¢l radio gblicuo y e] radio recto.
470 Teor, La suma de todos los dngulos interiores de un poligono
 wale tantas vgges dos dngulos rectos, como lados tiene el poligono menos dos.
Dem. Porque si desde uno de los dngulos A (fig. 130) tiramos dia-
gonales 4 los demas dngulos, como 4 los inmediatos no se puede tirar
diagonal por confundirse con Jos lados contiguos AB, AF, quedari di-

vidido el poligono en tantos tridngules como lados tiene menos dos;

pero los angulos de todos estos tridngulos componen juntos los del po-

ligono; luego los 4ngulos del poligono valen tanto como los de los tridn- - -

gulos; y como los de cada tridngulo valen dos rectus, se deduce que
la suma de todos los 4ngulos de un poligono vale tantas veces dos
rectos como lados tiene el poligono menos dos. L. Q. D. D.

Cor, 1.° Luego si llamamos o 4 la semicircunferencia ¢ 4 dos dn=~
gulos rectos, yn al ndmero de lados, tendrémos que (1= 2)n seri la
espresion del valor de todos los 4ngulos de un poligono. ‘

Cor. 2.° Como en el poligone regular todos los dngulos son igua-
les , y hay tantos angulos como lados , se deduce que pars hailar el
valor del dngulo de un poligong regutar , se dividird el valor de todos los
dngulos que es (= 2) % , siendo 0 ef ndmero de ladoes, por . que es tam~
bien el nimero de dngulos ; luego tendrémos: '

(n—2)7 .

Angulo de poligono regular——~—.
. : n

Cor 3.° Si en un poligono regiilar se prolongan los lados, ef dngu-
lo esterno que forman , tal como DBM (fig. 129) serd suplemento del dn~
gulo del poligone ABD , y se tendrd en general.

PR o —2) EF—nw--2T 2%

Ang. estern. de polig, reg.=w—w (@ ): ¥ .y~
» n n

Esc. La férmula del corolario 2.° nos da & conocer que el dngulo

de un poligono regulgr siempre es menor que a5 porque # sc ha de mul-

n—2 . .
tiplicar por el quebrado - o ave siempre es menor que la unidad.

Conviene tener en la memoria los valores de algunos de los &ngulos de
los poligonos, y asi deduciréwmos algunos resuliados. ‘
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Supongamos primero que el poligono regular. sea el tridngulo que
para ser regular, deberd ser equildtero : y tendrémos, que sustituyen-
do 3 cn vez de n y-en vez de o su valor 180° en nuestra division de
la circunferencia, se tendra:

3

180°%(3—2) _ 180°x1

Angulo de tridngulo equildtero = - = 60°,
3 3
3 o L]
Angulo esterno de triingulo equildtero =2¥180 - 3’6_0._: 120°,
‘ 3 3
Sustituyendo 4 en vez de n, tendrémos
I: 18 O (4 © ’
Angulo de cuadrado == _.f__>_(_<.1.._f)=18° ><2--_.-90".
4 4
b4 o°
Angula ester. de cuadrado = 2x180 = 90°.

Sustituyendo 5 en vez de n, tendrémos
’ 180°% (5 ~—2)  180°%3
5 s
2X180°  360° o
= — Z= T2
5 5
Sustituyendo 6 en vez de n, tehdrémos

180°%(6—2) 1 80°x4 _

Angulo de pentig. reg. = 108°

Angulo estern. de pent. reg. =

‘Angulo de exag, reg.== = == 120°%
o
Angulo ester, de exdg. reg.== 2%50_ ==60°,

Sustituyendo 20 en vez de 5, tendrémos
180°%(20-—2) 180°x18
20 ERREEPY

Angulo de polig. reg. de 20 ladoe= 163°%,

: e
Angulo ester. de polig. reg. de o lados n-_-ﬂ(-xfﬁ‘ = 18°

26 :

471 Teor. Si se dividen los dngulos de un poligoerio regular en dos
partes iguales por medio de lineas, estas se encontrardn en un mismo pun-
to y serdn iguales. :

Espl. Si los dngulos A, B, D &c (fig. 129), se dividen en dos par-
iguales por medio de las %iueas AC, BC, DC &c ; voy 4 demostrar que
estas lineas se enconirardn en un mismo pumto, y serin iguales,
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Dem. Pucs que el angulo FAB { esc, anteced. ), ha de ser menor
-que 130°%, su mitad CAB valdrd menos de 9o®: por la misina razon
'ABC valdra menos de go® ; luego serd CAB-+ABC « 180°; luego las
lineas AC, BC se irdn 4 encontrar (386b) en un punto tal como Ciy
como los angulos CAB, CBA son iguales por ser mitades de los dngu-
los iguales FAB , ABD, el tridangulo ACB serd isosceles, y dard
AC=CB. \ : :

Del mismo modo demostrariamos que la DC se habri de encontrar
con la BC ; pero nos falta probar que la DC encontrard 4 la BCen el
mismo punto en que la AC encuentre 4 la BC. Para esto observaré-
mos , que los tridngulos CAB, BCD tienen iguales los lados AB , BD,
¢ iguales los dugulos adyacentes 4 estos lados , por ser mitades de los
angulos A, B, D, &c del poligono; luego serdn iguales , y se podran
superponer ; luego podrémes concebir que el tridngulo DCB se doble
por 1a BC, de modo que BD caiga sobre BA, en cuyo ¢aso DC se con-
fundira con AC, ¢ iran por consiguiente & encontrar 4la BC en un mis-
mo puato C. v

Como lo mismo demostrariamos respecto de las demas , tendrémos
que todas se encontrardnenC, y que AC=BC=DC = &¢.

Cor. 1.° Luego el punto C seré el centro del poligono, y las lineas
AC, BC, DC, &, los radios oblicuos ; de manera que en fodo peligone
regular son iguales los radios oblicuos.

Cor. 2.9 Tambien se deduce que , pues los radios oblicuos son
iguales, los ridngulos CAB, CBD, CDE, &g, son isdsceles ¢ iguales en=
tre sé porque tienen sus tres lados respectivamente iguales.

Cor. 3.° Si desde cl centro bajamos las perpendiculares CP, CQ
&c, 4 los lados de dichos poligonos , seran los radios rectos; y como
son lineas tiradas de un mismo modo en tridngulos iguales, serdn igua-
les ; pero estas lineas son los radios rectos ; luego en un poligono regu-
Lar todos los radios recos son igusles.

Esc. Esta proposicion tambien la podriamos demostrar directamen-
te por la igualdad de los tridngulos’ACQ , ACP; pues tiencn el dngu-
lo en P igual al en Q por rectos, el CAP = CAQ por ser ambos mi-
tades del FAB, luego el tercer dngulo ACP =ACQ ; luego los tridn~
gulos CAP, CAQ denen un lado comun AC, é igualzs los angulos ad-
yacenies ; luego son iguales (361),y dan CP==CQ.% ;

Cor. 4.° El radio recto del poligono regular divide ab lado corres-

ondiente en dos partes iguales 5 porque siendo isosceles los tridngulos
FCA, ACB, BCD, &g, las perpendiculares CP, CQ , &c, tiradas 4 las
bases FA, AB, &e, las dividirin en dos partes iguales (366 esc.).

Cor. 5.° Si desde el centro de un poligono regular con un radio
igual al radio oblicuo, trazamos una circunferencia. (fig. 131), esta pa-
sard por todos los dngulos del poligono (346 esc. 1.°), y por consi-
guiente e circulo quedard circuniciito uk poligono.
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Y Cori 6.° 51 desde el centro'del ‘peligotio, trazamos i ¢irconferen-
cia con:un radio igual al radio rects (fig. 132), esta pasars po'}' lds eg=.
tremos de todos los radios . rectos (346, :¢s¢c. 1.°); y por consiguicnte,
siendo cada lado perpendicular al radio recto que se ha convertido ea
Padzq‘"dellf cilfculo, este elreulVifiéding inicrito en el pbl*io'oﬁoi‘.y :
-~ Cor.:® Pues quéttodos 15 tiidniilos’, en quit queda dividido’ el
poligonio por radios oblicuos, sort fgudles , todos los angiils ACBY
BCD, &e que se forian-en el céntro son iguales; v ‘como todos jun:“
tos V‘alen cuatro -dnguledbrectos:, 6 36¢° 6 2ar, y hay tantos aagui()s‘
en C como lados tiene el poligono resulta que el angulo en-el cene
tro del. poligorio regtiiar::-.‘.if?"m ax18o? = 360
RN R TRARNNRY I
glie el dngulo en el centro e5-igual ol dngulo esterno (470 cor. 3°). =
 Cor. 8.9 Tambien se deduce que' el ludo del exdgono es igusi il ram
dio del circulo circunscrito ; porque valiendo el dngule del exagoto
120°, su mitad QAB valdrd 60°, y- tambien CBA =+60° Hg, 131) gluc..
8o el ;.;1gulp ACB que ha de completar los 180® valdra tambici 60°,
zf: AP: A?B 'zmslmo el tr;ajpgqlo: ACB sequmlécero (269), lo que da
Cor. 9.° De aqui resulta que para inscribir un exigono en un cir-
eulo , basta colocar el radio seis wveces sobre la circunferencia iiran‘—'
dq lxx{eas por iqs' puntos de division A, B,-D, &c., quedar,z’x Z.msritc—) ’
el exdgono ; y si-ahora quisiéramos inscribir un tricinguior'é wil diero,
univiamos: dedos en''dos ' estos “lados! don las lineas' AD, DF, qFAL ue
serdn iguales por subtéhder‘arcos igiialey: pues $on du, los ’de ] e .
subteitdia -efFdado AB- del ‘¢xdgona, R ' —‘p' o Ho,s quci
Esc. 1.2 Bl cuadrado tambien se inscribe con mucha facilidad; '
que parz esto e tiran dos didetros A‘B; C,D‘(ﬁg. 133) que se c,rp?f"
4 4ngulos rectos-enO, y tendrémos que dividiran & 1a grcunfereixcécin
431 esc. ) en cuatro partestiguales ; y-tirando las ‘cuerdas AC ABa‘
: B;A}?IL' s¢ tendrd inscrito ‘¢l cuadrddo, -~ - - - . ¢ S
: ‘ PAC T adi f
o Ahora , levaniando en'a, C, B, D perpendiculares & los sadios OA,
oy OB, Qs ¢ porr. c:rfi'unlsgéto el cuadrado MINPQ'; en ¢l cual,
i é ejemplo es igual cou AB por lad
tos de paralelogramo , se’ e el per undratls chmme
criﬁ?'es}'igigf’; c%n éua;ro c;zgﬁgirgue o e iﬂwtf‘? dd? dem{lo crrem
) "Wae ' 4 V
radi];sw(ci.ela;ir;u;t;storetzt:ietaelulj;izldgl ’exagoml) linscrita es-igual con el
reulo, res que erimetvo det exdgono inscrito en un
chreuho , equivaie & seis vadios 6 tres didmetros 3 pe ircunferenct
€8s mayor (‘:;.39)‘ que el pertinetro de cualquic:r };?ggr;aihc;:;?m?l e“:’?a
luego o circunferencia es mayor que seis vadios 6 tres dii o“fi e
mo ¢ al circalo ic coneebimos circunseri : ¥ 'M:m?h NEO o
: circulo ; unscrito un cuadrado MNPO, el
periinetro del cuadrado serd mayor (459 ) que la circunfer: o €
g 0 o) Suacrad }7 ircunfersacia , re-

., .

i

“3 dc dopde s¢ deduce
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sulta (csp anter. ) que la circunferencia es menor que 4 didmetros, y
por lo misno su valor estd entre tres didmetros y euatro didmerros.

De las lneas proporcionales,

472 Teor. Si en una linea que con otra forma un dngulocudlquiem
se toma un nimero cualquiers de purtes iguales ,-y ;partlos pﬁmtosbde dz':
vision se tiran lineas poralelas entre si, hasta que encuentren 4 la otra
Y por estos puntos de concurso se tiran lincas paralelus & la _p_rimera: v
mos & demostrar que cada uno de estas lineas ;quedurd dividida en partes
iguales entre si. ; ‘ -

_Espl. Si enla AV (fig. 134 ) que con la AZ forma un 4ngulo cual-
quiera VAZ, se toman las partes iguales AB, BC, CD &ec., por los
puntos de division B, C, D &c. , se tiran.las BF, CG, &e., paralelas
entre si, y por los puntos F, G, H &c., donde estas encuentran 4 la

- AZ, se tiran -las FS, GT, &c., paralelas 4 la primera AV : vamos 4

demostraq que las partes AF, FG, GH, &c. de la AZ serdn iguales, y
%lﬁ ,tagzi:jzen lo serda las ’de lasimeas‘FS, GT, &c. , y las dé las CG,
~ Dem. Por el supuesto AB es igual con BC, BC ==FK por lados o-
puestos del paralelogramo BCKF, luego (ax. 5.°) AB=FK; el dngulo
K es igual con el dngulo en B por tener sus lados paralelos'y sus vér~
tices vueltos hicia un mismo lado; el BAF =KFG por correspondien~
tes entre las paralelas AV, FS, siendo la secante AZ ; luego los tridn-~
gulos BAF, KFG tienen un lado igual 4 un lado adyacente 4 dos 4ne
gulos iguales ; luego ( 361 ) serdn iguales, y dardn AF =FG.

Del mismo modo demostrariamos que el tridngulo FKG era igual
coz:lH ;1 Glng’ y este con HPI, &c. ; luego tendrémos AF =FG = GH
=Hl= &, = . : A

Ahora , FK==BC por lados opuestos de paralelogramo, y por !
misma razon KL= CD, LM = DE ; pero BC?—: CD -.-i DE :’}ézs. po:
el s;)pues&o , luego FK =KL = LM = &e. ' '

ara demostrarlo respecto de las CG, DH, &e. , observarémos :
CK==BF por lados opuestos de paralélogr;tmo; ?BF_:: KG por lg u:
gnaldad de los tridngulos ABF, KFG ; luego CK=KG., ‘

Abora , DL=CK y LN = KG por lados opuestos de paralelogra-
mo ; pero CK==KG por lo acabado de demostrar , lnego DL = LN:
y como RG = NH por la igualdad de los tridngulos FKG ; GNH, re-
sulta tambien que DL=LN=NH, que era todo L. Q. D. D. '

Cor. Puesto que AB=BC = &¢,, y AF =FG = &c., resultar4
que la misma razon que tenga AB con AF, la inisma tendrd BC con
FG &c; luego tendrémos AB:AF:BC:FG:CD:GH:&c:&e. y como
una razon no se altera aun cuando sus dos términos se multipliquen
por una misma camniidad , resulta que

AB:AF::2AB:2AF:: 3AB: 3AF::4AB: 4 AF::n. AB:n AF::m. AB:m AF 11 &c.
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Esto quiere decir en general , que un ndmero cuslquiera n de par-
tes de la primera linea es ol mismo nimero de portes de la segunda, co-
riio. otro- ndmerd Cushdiierd m de partés de la primera es d'esie mismo
atimero de partes de la segunda , 6 alternada esta proporcion que he~
mos enunciado y ditd : un ndmero cualquiera n de partes de la primera
es & oiro nimero cualquiera m de partes de la misma, como el nime-
o n de partes de la segunda es al mimero m de pories de la misma,
de mnanera queé pedrémoé poner toda esta seric de razones iguales
AB:AF::BC:FG::CD:;GH::DE:HI::AC:AG::BD:FH::CE:GL:: AD:AH:: &.

{ Esc. Lo mismo ‘se verificarfa aun cuando las-lineas AV y AZ no
se llegasen 4 encontrar , y estuviesen representadas por CV, GZ, con
tal que se hiciese la misma construccion. :

{473 Teor. Si hay un conjunto de tpzmtos dispuestos de tal modo
sobre un plano , que tirando desde ellos lineas paralelas entre si, corven
partes iguales de una recta dada ,y estas lineas paralelas estan en pro-
gresion aritmética’, todos los puntos corresponderdn d una linea recta.

£ Espl. Supongamos que se den los puntos AMM M, M" &c.
(fg. 135), tales que las perpendiculares (y por consiguiente paralelas
entre si) MP, M/P/,M”P",M/"P"/ &e , formando una progresion arit-
mética , intercepten en la AX las partes iguales AP,PP/,P'P” &c: va-
mos 4 demostrar que la linea AMM/M 8 , que pasa pot dichos pun-
tos , es una linea recta. : _ '

{ Dem. Sicada punto lo unimos con su inmediato por medio de u~
na recta , y desde cada uno se tira una paralela 4 la recta dada, hasta
que cncuentre 4 la paralela préxima mayor, se originardn tantos tridn-
gulos iguales como paralelas se tiraron, y lo son porque tienen dos
lados iguales & igual el angulo comprendido, '

* {Ea efecto , considerando los MMQ,M/Q'M", tenemos que MQ
es igual con M”Q’, por formar progresion aritmética las paralelas;
MQ es igual M/Q’ por ser la una igual con PP/, y la otra con P’P”,
que son iguales por el supuesto ; el angulo M,QM igual con M/ Q'M’
por tener sus lados paralelos y sus vérices vueltos hécis un mismo la-
do; luego (360) seran iguales, de donde resulta que el dngulo MTMQ
es igual con M/MQ ; y como el QM/Q’, y el M'QM son iguales por
alternos internos entre las paralelas M/Q’ y MQ cortadas por la se-
cante P’M/, tenemos que los tres angalos M”M'Q’/, Q'M'Q, QMM
son iguales 4 los tres dngulos del tridngulo M’MQ ; pero los tres dn-
gulos de este tridngulo valen 180° 6 & ; luego los tres primeros val-
dran tambien 180° 6 7 5 ¥ como M”M’Q’ y Q’M’Q componen el dn-
gulo P/M/M”, resulta que los dos dngilos MM’P’ y P'M'M valen
juntos 180° ; luego en el estremo M’ de la M'P’, tenemos tira-
das dos lineas M/M” y MM, que forman con ella dos angulos, que
juntos valen 18c° 6 # ; luego estas dos lineas M'M” y MM, forman
una sola y misma linea; luego los tres puntos M,M’,M” estan en una
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misma linea recta; -y como lo mismo demostrariames re&pectq ~de los
demas, resulia L. Q Do,
1. €Con, De aqui se infere, que sl*’ndo AB.—-,PP’*"P’P”-—P”E’,,
==&,y MP = M = MI”Q’ M”“’Q” &e, nendxcmos gstg, serie d@
razones iguales R
Ap Pl\/l l)P/ T/Q ’P/P// 1\,1//Q/ P//P/// M///QI/. &C &C.
y como en toda serie-de razones iguales, un ndmero cualquiera. de
-autecedentes es.al plsmo: nimero.de conaecuentas (268 )s como o age,
tecedente. es 4 sn; Consecuente , serd . . D LI
. ij PM“;\-PI P/i\&q‘/ AP/I‘ P//M// API// P///MI//., &C &Q'}" ".
474 Teor. Si por un punto eualquicra del lado de un tridngulo, 58
tive una paralels & la base, los lados- de. dicho tridngulo. quedcm divi~
dulas en: purtes 1)mporcwna£es. -
. Espl. Sca el wridngulo ABC (ﬁg 136) d1go que si desde un puns
m cualquzam D de uno de los lados,is¢ tira.yna linea DE paralela
la- basg:,.esta linea dividird 4 los lados BABC en games proporc
ciox.alcs vde ‘modo que se tendrd BA: Bu,,BL,,BE.

Dun. Aquf pueden. ocurrir dos casos: 1.° que BD. sea’ comensu-
rable con BA , esto es, que su relacion se pueda espresar con nime-
ros; y.2.% qac no lo. sea. En el primer caso, supongamos que la,
relacion.de BA:BD sea la de 7.:% ;- si'se concibe la recta BA: dividi-
da en 7 partes 1gaalus , BD contendra cuatro de estas.partes ; y DA,
las .atras tres.. §i se tirasen desde cada,uno e estos puntog de division
paralelas 4 la AC, quedaria dividida (472) la BC en 7. partes tambien
iguales, de las- que 4 corresponderian 4 BE, y las otras wes 4 EC;
luego (372 cor), BA:BDuBC:BE.. . .

5t BA y ED son incomensurables., voy 4 demostrar que tambch

rmca la preposicion ;. 'porgue. la -razen. de BA:BD. no. Eq«:de ser
mavor ni menor gue fa.de BCG:BE. En efecto; not se puede spponen
que BA:BD:BC:BL, siendo BL menor que-BE’;, porque en:este caso
podriamos concebir ’ dividida (325) la BA en partés tan pequefias,
que.tirando. paralelas 4 AC por los puntos de division, cayese una
‘de estas paralelas tal como de entre E y L5 y 4 causa de la comen-
surabilidad de BA ‘con Bd, se temndria BA: Bd..BC Be.

- Como, ‘estas dos- proporcxones tienen unocs mismos, antecendcntes,
pud.emos formar propercion con los-consecuentes, y serd. BD:Bd::
BL:Bz, resultado absurdo; porque la primera razon es de mayor
desigualdad, y la segunda de menor; luego el supuesto que nos ha
iOLudleU a él, tainbien es absurdoe.

“Tampoco se puede supoifer que BA:BD::BC:BL/, siendo BL/ ma-
yor que BE; porque concibiendo dividida la BA en paries tan pe-
quefias como s¢ uecesite, para que una de las paralelas ial como d’¢’,
firadas 4 la basc AC por los puntos de division , caiga entre E y L’
se tendrd BA:BdBL:EBe, y fermando proporcion con los consecuens
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tes de estas dos propor‘cioaes , tendrémcs BDiBd’:BL:Be, resultado
absurdo por la misma razon que antes; luegu no pudiendo ser la cuara
tat proporcional 4 BA,BD,BC menor ni mayor que b&, resulia que
BE es-dicha cuarta. pxupuruonal y se tendrd por comsigniente BA:
BD:BC:BE.,

“Cor. De aqui se m{'ere que DA BD:: CE: EB;

Porquc. dividiendo la preporcion antecedente, serd
BA~BD:BD::BC—~BE:BE, 0 DA: BD::CE BE
la. cual, compuesta,y aliernada, se convierte en

: DAu—f-BD BA: (.ah—l-‘ﬁu-—-bb BI:BE: DACE
las cuales razones iguales nos dicen que los lados del tridngulo son pro-
porcionales con bus partes superzmes ¢ inferioves & la pavalela , y estas
_pmponmnales entre 54,

- 474 .- Teor. Si una rects dwzde dos lados de un v zcmgulo en Parte:
Pm}mrcwmﬁes , es_pavalela & la base. :

Espl. Sea el triangulo BAC (fig. 137): dxgo quc si la DE divide.
los lados BA; BC, de modo que se tenga BA: BD..BL BE, la linea DE
serd paralela 4 4 la base AC.

Dem. Sila DE no es paralela 4 la AC, se Ie podri tirar por el
punto D una linea que lo sea. Siesta paralela fuese la De, se ten-
dria (teor. antec. ) BA:BD::BC:Be, de donde se inferiria que, por
tener e¢sta proporcion y la del supuesto los tres primeros 1érminos
comiines, Bl == Be ; pero esto es un absurdo, porque BE es todo y Be
parte suya; luego la paralela 4 la base no puede caer por mas arri-
ba que la DE Tampoco puede caer por la parte inferior ; porque si
se supone que la De' es paralela 4 la AC, resulrard BE — B/ > que tam-.
bien es absurdo ; luego &l la paralela tirada por el punto D 4 la base
AC, nb puede’ pasar i por wmas arriba ni por mas abajo que la DE, es
indispensable gque caiga soore ella, 6 que dicha DE sea la paralela a AC ‘

476 Teor. La Dii, que es prralelw 4 la base , es tambien ProPm-czo-
nal con la wmisma base de manera que se tiene BA:BD:AC:DE,

Dem, Tirando por D la LF paralela 4 BC, tendrémos (474 cor. )
BA:BD:AC:CF ;5 pero DE = FC por lados opue‘:tos del paralelo-
gramo:DECE; 1uego BA:BD:AG:DE , queera L. Q. D

{477 Teor. Si desde un punto fuera de una linea se tmm vectas 4
esta linea, J por un punio cuatquiera de una de elias , se tiva ung parale,
la d la primera, esta quedurd divididu en partes preporcionaies con las
de la linea pmmtwa

{Espi. didesde 5 (fig. 138), se tiran 4 la MN las SM,S0,SP,SN,
¥ por un punio cualqu,ma de una de estas, se tira la QF parueia
a NNy se zmmgl QR:MO:RV:OP:: V 1 :PN, 6 abreviadamente
QR: RV: VT MO:OP: PN

{Dem. El tridngulo SMO por tener la QR paralela 4 la base, da
QR: MO ::5R :50; pero el widngulo SOP “da por la misma razoa
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SR:S0O::RV:0P::8V:S8P;

y el tridngulo SPN da tambien 8V :8P:: VT :PN.

La primera proporcion tiene la razon SR : SO comun con la serie da:

razones iguales, y una de estas SV : SP es comun con la 1iltima propor-
cion, luego (267 teor. 2.°), tendrémos QR : MO :: RV: OP:: VT:PN
6 poniéndolas abreviadamente QR:RV:VT:MO:OP:PN. L. Q. D. D.

{ Esc. Lo mismo da que la QT sc tire por mas abajo del punto §,
que por wmas arriba ; porque en este segundo caso, temando Sq==SQ

(tig. 139), ¥ tirando la g paralela 4 DN, que lo serd por consiguiente.

(3868 cor.) 4 QT, las partes de la gt serdn iguales con las de la QT,

y formando proporcion las partes de la ¢t con las de M, la forma.

rin igualmente las de la QT.
£ En efecto, gr = QR, porque los tridngulos Sgr, SQR son iguales
(361); pues tienen Q) == Sq por censtruccion, los angulos en S igua.

les por opuestos al vertice, y los en Q y en g iguales por alter-

nos internos eatre las paralelas QT y gf, sieudo QM la secante, luego

gr=RQ; y como los tridngulos SRY, Sru son iguales por tener SRe=

Sr por la igualdad de los tridngulos SRQ , Srq, y los dngulos adya.
centes por la misma razon que los de antes , se tendrd la ru==RV,y
del mismo modo ut = VT, '

{Cor. De cuslquier modo que tres paralelas corten & otras rectas, se
veritica que las partes interceptadas enire las paralelas serdn proporcio-
nales. Porque si suponemos que QT, GL, y MN (fig. 138 y 139), sean
las paralelas , tendrémos que si las QM, RO, VP, TN fuesen tambien
paralelas entre si, resultaria (467) QG == RH=VK=TL, y GM
=— HO=—=KP=LN; por lo cual tendriamos : S .

QG:GM:RH:HO: VK:KP:: TL:LN.

{St no fuesen paralelas, se encontrarian en un punto fuera ¢ dentro

~ de las paralelas. Si se encontrasen fuera, tal como en S (fig. 138),

“tendriamos ( 474 cor. ), SG:GM:SH:HO:=SK:KP::SL:LN, y SG:QG: |
SH:RH::SK: VK::SL:TL; y como estas dos séries de razones iguales tie- |
nen ungs mismos antecedentes , podrémos formar otra con los conse- |

y como GM:SG::HO:SH::KP:KS:LN: LS, que tiene los mismos conse. |
cuentes que la serie anterior, podrémos poner otra serie con los ante.

cuentes , y serd QG:GM:RH:HO:VK:KP::TL:LN.

{Si se encontrasen dentro como representa la (fig. 139), tiraria.
mos la q¢ con las mismas circunstancias que antes , y tendriamos Sq:
SG::Sr:SH::Su:SK::St;SL, 6 sustituyendo en vez de Sq, Sr, &c, sus
iguales SQ, SR, &c, y componiendo , serd

SQ -+~ SG:8G::SR 4 SH:SH:8V « SK:SK::ST + SL:SL,

cedentes , y observando que 8Q + 5G = QG , SR + SH = RH, &,
tendrémos por ultimo QG:GM::RE:HO:VK:KP::TL:LN.}

478 Teor. Si se divide el dngulo de un tridngulo en dos partes igua-
les por medio de una linea, csta dividird al lado opuesto en dos partes
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proporcionales 4 los lados que forman dicho dngulo.
~ "Espl. Siel dngulo A del wridngulo BAC (lig. 140), se divide en
dos partes igunales BAD, DAC por medio de la AD, esta linea dividird
al lado BC, de mancra que se tendrd. BD:DC::BA:AC.

Dem. Por el punto B tirese la BE paralela 4 DA, y prolongue-
se CA hasta que encuentre 4 esta paralela en E, y el tridngulo BCE,
por tener la AD paralela 4 BE, dard (474 cor.)

: BD:CD::EA:AC,

Ahora el angulo en E=n por correspondientes entre las paralelas,
BE, AD, siendo CE la secanie, o==n por alternos internos entre las
mismas paralelas siendo BA la secante : y como m ==n por el supues-
to, sera el dngulo E ==o; luego en el tridngulo EBA se tendrd (§ 367)
BA = EA; y sustituyendo este valor en la proporcion anterior, tendré-
mos BD:DC::BA:AC. L. Q. D. D. )

479 Fundados en esta teoria, vamos 4 resolver algunos problemas.

Probl 1.° Dividir una linea dada en las partes iguales que se quiera.

Res. y Dem. Seala AR (fig. 141) la recta dada, y supongamos
que se quiera dividir en diez partes iguales: para esto, tirese por uno
de sus estremos A una linea cualquiera AZ ; tomense en esta diez par- .
tes iguales 4 una magnitud arbitraria, tal como AB; tnase el estremo

de la décima division con el R de la linea propuesta, y por todos
los puntos de division tirense paralelas 4 la RQ, las cuales dividirdn 4
la AR en las 10 partes iguales que se deseaba ( 472 ).

Probl. 2.° Dividir una linea en las partes que se quiera , de manerd
que tengon una razon dada.

Res. Supongamos que se quiera dividir la AR -en dos partes que
tengan la razon de 3 ‘& 7. Por A tirarémos una linea cualquiera, en
ella tomarémos un niimero de partes iguales con la magnitud arbitraria
AB, determinado por la suma de los mimeros que espresen esta rela-
cion , que aqui es de 3 -7 == 10; lnase el estremo Q de la dltima
division con el otro estremo R de la linea propuesta, y por el pun-
to que sefiala las divisiones espresadas por uao de los niimeros de la
razon , se tirard la DI paralela 2 la QR, la cual dividird 4 la AR en
dos partes Al, IR que tendrdn la razonde 3 4 7.

Dem. Porque en virtud de lo espuesto ( 472 cor. ) ALIR:AD:DQ::
3AB:7AB::3:7, que era L. Q. D. H y D. '

{Esc. 1.° Si la relacion estuviese espresada por lineas tales como
K y L, colocariamos la Kdesde A hasta D, la L desde D hasta Q,
unirfamos Q con R, y tirarfamos la DI paralela 4 RQ, la cual nos
daria (474 cor. ) ALIR:AD:DQ:IGL.

135

.

{Esc. 2.° Si se quisiese dividir la misma linca en tres partes, cuya
razon fuese la de 3 4 ¢ 4 2, sumarjamos estos nfimeros y despues
de haber tomado en la AZ un niimero de partes iguales con la magni-
tud arbitraria AB , y espresado por 3 —= 5 =2==10,y unido el pun~
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to Q con R, tirarfamos por los puntes de division que distasen entre
si tanto como ynidades tienen los’ nimeros 3,5 y 2, las DI, FG: pa-
ralelas 4 QR, y tendriamos ( 47z cor. ) ALIG:GR=AD:DF:FQ::3AB:
sAB2AB: 352> : : oo
© Probl. 3.° Dadas tres Mneas'G K y-L; (fig. 142 ), hallarles una
euarta prepurciondl geomdivica:. - .. R L I
fes. Formese un-angulp cualquiera’ VAZ con dos lineas indefini-
das AV, AZ; en uno de los lados tal como AV, tomese una parte AB==
con Ia primera G ; en el mismo lado tomese otra parte AC==con la
segunda K ; en el otro lado AZ tomese una parte AE ==con la tercerd
- L; tnase-¢l cstremo B de la primera con el estremo £ de la tercera
por medio de la BE, -y por el estremo C' de las seginda, tirese una
linea € paralela-d BE, la cual ird & encontrar-al otro lado , ide mas
nera que la parte AF, interceptada entre ella y el vérice del dnguloy
serd la cuarta proporcional pedida, . e
« Dem.. Bl tridngulo ACE por tener la- BE paralela 4 la CF, da
S - CAB:AC:sAEAF; v
& 'poniendoen vez de esias' lineas sus iguales. por construccion ; serg
- GrK::LeAF 5 lucgo AR es la cuarta proporcional pedida. 2
o Probl.-4® Dadas dos lineas G, K, hallarles ung tercera proporcios
nal geoméirica. : R » S

Res. Despues de haber formado un 4ngulo cualquiera VAZ (fig,
143) con dos lineas indefinidas AV, AZ, se tomari en uno de los dos
lados AV la parte AB==G, en el mismo:lado la parte AC=K, y
en el otro lado una parte AE = tambien con K ; se uniri -el esiremo'B
de la primera linea con el estremio B de la tercera, y por el estremo
C. de Ia segunda, se tirard la CF paralela 4 BE, y tendrémos que AF
serd la tercera preporcional pedida. .

Dem. Porque- el ridngulo ACF, por tener la BE paralela 4 CF;
nos da esta proporcion AB:AC::AE:AF , 6 poniendo en vez de estas li-
neas sus iguales pur construccion, R v p .
serd GiKuKAF, 6 <+ G:HAF, Luego &c. © ~ e

Cor. De aqui se deduce que por Geometria se pueden hallar siem-
pre cuavtas y terceras proporcionules exactamente, lo que no se puede
gjccutar por Ariyngiica.

Probl, 5.° Dadas las magnitudes desiguales A, B, hallar dos rectas
desiguaies , tales que la recta mayor. tengu con la menor una vazon me-
wot que la mayor magnitud A tiene con la menor B. - -

Res. Puesto’que A es la mayor , podrémos quitarle la menor B,
y tendrémos que A—B serd una cantidad ; y en virmd del escolio del
teorema 3.° (325) podrémos coucebir owa cantidad N, tal que el pro-
ducto por A—B sea mayor que B, y tendréinos (A—B)xN=B ; hecho
esto, elijase una linea 6 camidad arbitraria K, hallese una cuarta pro-
porcional, 4 la unidad, 4 la camidad N (ya determinada antes )y a la
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Iinea arbitraria R 5 v llamando S 4 dicha cuarta proporcional, se ten-
dra zNsR:S=Nx R :y digo que § es la menor cantidad que se pi-
de, 4 la cual afiadiendo la cantidad -arbitraria R y llamando X 4 la
suma , se tendrd S—— R = X que sera la mayor, de manera que ten-
drémos X:S<4:B,6A:B>X:S. :

Dem. Porque siendo B< (A — B)x N, si comparamos estas dos -
cantidades con una misma cantidad 4 — B, cuando se compare con la
menor , s¢ tendrd mayor relacion ; por lo que serd
A—~B:B>A—B:(A—B)xN:un:N (dividiendo los dos térmi-
nos de la segunda razon por 4~ B ); y como antes tenfamos 1:N::R:S,
resultara A—B:B> R:S; y componiendo esta desproporcion (272)
serA A—B—4+-B:B>R ~+5:85, que reduciendo y poniendo X en
Jugar de R~~$; se tendrd por tdltimo A:B>X:8,6X:S<A:B
queera L. Q.D. H.yD. - =~ , '

{Esc. 1.° Si se pidiesen dos lineas que tuviesen una razon dada , tal
-como_la de otras dos lineas G, K, formariamos un dngulo cualquiera;
en cada uno de sus lados tomartamos una cantided igual con una linca
-de las dadas : unirfamos - estos puntos por medio de otra linea , y toda
paralela tirada & esta, interceptard en los lados de dicho dngulo , par-
tes que serdn proporcionales con las magnitudes dadas 5 porque si supo-
nemos que AB= G, y AE=K, y que la CF sea paralela 4 BE, tea-
drémos AB=G: AE =K :: AC: AF; luego AC y AF seran las lineas
que tendréan la razon pedida; y como CF se podia haber tirado por
otro punto cualquiera , resulta que esta cuestion es indeterminada.

{Esc. 2.° Si se nos pidiese tirar por un punto M, dado dentro de
un dngulo, una recta , de modo que las partes comprendidas entre este
punvo y los lados del dngulo , fuesen iguales : tirariamos la MN para-
lela 4 uno de los lados AV, en el otro lado AZ tomariamos NF igual
con AN, y drando la FMC quedari dividida en dos partes MF ==
MC, porque AN:NF::CM: MF, y siendo AN=NF, resultard
FM=MC. ’

{Probl. 6.° Formar la escala universal que se conoce con el nom-
bre de escala de mil partes.

{Res. y Dem. Tomese una magnitud arbitraria K (fig. 144 ) y re-
pitase diez veces sobre la AB, desde A hasta O; témese toda la
magaitud AO=10K, y repitase nueve veces desde O hasta B ; en los
estremos A y B levantense las perpendiculares AC, BE, en las cuales
se tomardn tambien diez partes iguales con otra magnitud arbitraria,
y se tirardn lineas por los puntos de division 1, 2 &c, que seran pa-
ralelas é iguales 4 la AB; en la dltima CE, formense las mismas par-
tes que en la AB. ‘ '

{Desde D 4 Cy desde O 4 A péngase ro, 20, 30, &c, en las di-
visiones 1.2, 2.% &c; tvinase el punto O con el 1o de la de arriba, el
1o de la AO conel 20 de la de arriba, y asi sucesivamente basta u~

TOMO I. PARTE II 18
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nir el punto 9o de la de abajo con el C de 1 de arriba ; inase tam-.

bien el punto O con el D, y-enlos puntos de division de la derecha

se pondrin , tanto arriba. como abajo, 100, 200, 300 &cj con lo cual

quedard formada ld escala. . o
{En ella se podran tomar hasta mil partes, de esta manera: con.

siderando que la disiancia Ago vale diez partes, la AO valdrd r1o0:

y como en toda la AB cabe la AO diez veces, se tendrd que. la AB,

que es la mayor magnitud que se puede tomar ; serd de.mil partesa;

{#sc. Ahora, enla prictica para tomar en ella un ntimero -cual-

quiera de partes iguales, que sea mmenor que mil, se procedera del.
modo siguicute, En primer lugar se debe tener presente que esta dis-

tancia se debe tomar en la paralela & AB que pasa por el punto que

espresa el guarismo de-fas unidades del nimero propuesto.; y la mags"

nitud estard espresada por la parte de esta linea que hay interceptada

enire ta linea que espresa las centenas y-y ko que va. desde las decenas

de ubaje & ung-decemn mas de .ta de arviba. Asi, 'si:se:nos propusie-
ra tomar una magnitud igual con 458 partes, lo primero que adver-
tirtamos era que se debia tomar esta distancia en la linea 8F, y esta-
14 representada por la parte HN que se halla interceptada entre la
linea 400 que espresa las centenas, y la que desde 50 de la de aba-
jo que espresa las 5 decenas que hay, wva hicia el 6e. de arriba.
-{Para convencernos de esto , observarémos que la NH = Hm —=
wr—- N 3 Hm es: igual-con O4o0 (§:466 cor. 1.°) v. equivale por con-
siguiente 4 4oo partes ; la Nr—Ogo tambien por lados opuestos del
paralelogramo NyOsgo , y equivale por consiguiente & 5o de estas par-
tes; y la rm por lo que ahora probarémos, equivale 4 8 de dichas par-
tes ;5 luegu NH == 400 ~~ 8.4~ 50 == 458 partes. o B
{Para probar que rm equivale 4 8 partes, observarémos que en el
tridugulo ODto, por ser la rm paralela 4 D1o , se tiene
: S rmiD1onOmODn8x010x08::8: 10

kS

‘ Diox8 . .
luego pm————i 5y como la-distaneia D1o la supenemos compuesta
10 ) : .
.y . . . 10%8 ‘
de diez partes ,: vesulta:que rip == -2
S : i . 10,

8. . it

{Y como lo mismio demostrarémos en cualquiera otro cgso , resulta

la propusicion general.} - a v o
v Dela semejanza de las figuras. -
480  Se llaman figuras semejantes aquellas que tienen sus dngulos i
guales - sus “lados proporcionales 3 y desemejantes aquellas 4 quiencs
Falta alguna'de esias dos circunstancias, De manera que las dos tiguras
ABCDE , 'ubcede (fig. 145), seran semejantes siempre que sus dngulos
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sean A—ai, B=b, C=c &c, y adcmas se tenga . -
AB:ub::BCibe:Chred:: &c : &e. .

 Esc. No basta que se veritique una circunstancia de estas para ser

_semejantes las figuras , pues de la una no se deduce la otra; por gjemn-~

plo, un rectingulo y un cuadrado, aungue tienen sus angulos iguales,
no pueden ser semngjantes, porgue sus fados no pugdeﬂ ser ‘proporcio=
nales , puesto que en el uno todos han de ser esencialmente iguales en-
tre si, y en el otro'no, Un cuadrado y un romba tienen esencizlmente

‘los lados proporcionales, porque como en cada figura todos los lados

son iguales , tendrdn todos una misma razon; pero no pueden ser sc-
mejantes , porque los dngulos han de ser en el cuadrado rectos, ¢ i-
guales por. precision , y en el otro no. . o : .
. 481 Teor. Todos los poligonos regulares de un mismo nimero de la-

dos son semejantes.. I o
 Dem. Porque siendo en ambos uno mismo el ‘mimero n de lados

' e (—2)w
(470, cor. 2.°), la formu]a( " ) , dard un mismo valor para los

4ngulos ; luego los dngulos del uno serdn iguales 4 los del otro; y
como en cada uno han de ser iguales los lados entre si, resulta que
la razon que el uno de ellos tenga con otro, esa serd la que tengan
otros dos cualesquiera. Luego en virtud de la definicion , seran seme-
jantes, L. Q. D. D. _

482 Esc. Como los tridngulos son de todas las figuras las mas
sencillas , hay circunstancias en que dadas algunas de estas cosas, se
deducen las otras; y asi como hay trece casos diferentes en.que los
triangulos son iguales , hay tambien otros trece en que son semejan-
tes: de los cuales darémos 4 conocer ahora ocho , reservando los de~
mas para el Apéndice puesto al fin de la segunda parte; y con la
mira de facilitar su inteligencia , demostrarémos ante todas cosas el
siguierite. :

Teor. Si por.un punto cualquiera del lado de un tridngulo, se ti-
ra una paralela 4 uno cualquiera de los otros dos ladoes , se originard
un tridngulo que serd semejunte con el primitivo.

Espl. Si por el punto b’ del lado AB del tridngulo ABC (fig.
146), se tira la b/¢’ paralela 4 BC, el tridngulo Ab’c?, sera se-
mejanie al ABC, = :

Dem. Ambos tridngulos tienen comun el dngulo en Aj; el dngu-
lo en b'==al en B por courrespondientes entre las paralelas BC,b/ ¢,
siendo AB la secanie; el en ¢’=al en C, por la misma razon; lue~
go estos tridngulos tienen sus tres dngulos respectivamente iguales.
Ahora , el wridugulo ABC nos da (88 474, 476 ), & causa de la para-
Jela bfc? 4 la base BC, Ab7: AB i Ac/: AT b7¢’: BC, o

Luego estos dos tridngulos tienen, ademas de los angulus iguales,
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proporcionales Jos Iados ; luego son semejantes. L. Q. D.D.
483 Primer caso de semejanza de tridngulos. ' ,

Teor. Dos triangulos son semejantes cuando tienen sus tres ladps
proporcionales, ’

Espl. Sean los dos tridngulos ABC, abe (fig. 146): voy 4 demos-
irar que si ABiab::ACiacuBUibe, se tendrdn los angulos a—A,b=B
¢=C, y por lo mismo seriu sewejantes. , T

Constr, Tomese en el lado AB una parte Ab/ = ab y en el AC
una parte Ac’==ac, y tinase el punto 5’ con el ¢’ ’

Dem. Por et supuesto tenemos AB:ab::AC:ac , luego sustituyendo
en vez de ab y ac, sus iguales por construccion Ab/, Ac’, serdi AB:
Ab’:: AC: Ac’; luego la b/c’ divide los lados del triéugul’o ABC en
partes proporcionales, y.serd (475) paralela 4 la base y proporcio-"
nal (476) con la misma base; luego tendrémos AB: Ab’:: BC:b’c’:
y como ab=Ab’, esta proporcion y la del supuesto AB: ab:: BC : b,
tienen los tres primeros términos iguales, luego el cuarto seri iguai
en ambas, y tendrémos b’¢”==be: por lo que los tridngulos AL‘c”
abc son iguales por tener sus tres lados respectivamente iguales ; }’r
cotmo Ab’¢’ es semejante al ABC (§ 482 ) por haber demostrado que
b’c” es paralela 4 BC, resulta que el tridngulo abc, que es igual
con el Ab’c’, serd tambien semejante al ABC.

484 Segundo caso : Dds tridngulos son semejantes cuando tienen un
dngulo igual formado por dos lados proporcionales. . :

Espi. Sean ABC, abc los dos triangulos, en los que suponembs
que A==a, y que AB:ab:: AC:ac; voy 4 demostrar que son se-
mejantes.

Dem. Hecha la construccion anterior , resulta que si en la prd—-
procion dell supuesto, sustituimos en vez de sb, y ac sus iguales
Ab’ y Ac’; se tendrda AB:Ab’: AC: Ac’; luego la b/c’ divide en
partes proporcionales 4 los lados del tridngulo ABC,'y por lo mis-
mo serd (475) paralela 4 la base ; luego el tridngulo Ab’c’ es se-
mejante (482) al ABC, y como abe es igual con Ab’c’ (por temer
ab= Ab’, ac == Ac’ por construccion y A ==a por el supuesto) re-
sulta que abc tambien seri semejante 4 ABC L. Q.D. D.

485  Tercer caso. Dos tridngulos son semejantes cuando tienen sus
tres dngulos respectivamente iguales,

Espi. Si los dos tridngulos ABC, abc- tienen iguales respectiva-
mente sus dngulos; esto es, A=a, B=b y C=c: voy 4 demostrar
que son semejantes.

Constr. Témese en AB una parte Ab? i ’
tirese la b’c’ paralela 4 BC, P gusl con ab, y por b

Dem. El dngulo b==B por correspondientes : y como B==b por k
el Supuesto’, serd b' =0 ; luego los dos tridngulos Ab’¢’, abc tienen un
lado igual 4 un lado adyacente 4 dos angulos iguales , luego son igua-
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les ; pero Ab'c’ es semejante (482) con ABC, luego abc tambien lo se-
rd, que era L. Q. D. D. : ,

Cor. 1.° De ayui se deduce que cuando dos dngulos de un tridngu-
Jo son iguales & dos dngulos de otro sridngulo respectivamente , ésto es,
cada uno ab suyo ; son semejantes; porque en este caso el tercer dngu-
lo es igual al tercero (386¢ cor. 2.%). . '

Cor. 2.° Dos tridngulos rectdngulos son semejantes, siempre que ade-
mas del dngulo recto, tengam otro igual 6 comun; por la misma razon.

Cor. 3.° Dos tridngulos isésceles son semejantes cuando tengan igual
un dngulo homélogo , esto es , que sea uno de Los dngulos iguales 6 el de-
sigual. Porque si es uno de los 4ngulos iguales el que es igual en am-

‘bos tridngulos, tambien habrd en ambos otro igual, y por consignien-

te el tercero igual al tercero. Si es el dngulo formado por los lados
iguales el que es igual en ambos, se tendra que la suma de los otros
dos serd en ambos una misma:y como hande ser iguales, cada uno
equivaldrd 4 la mitad de esta suma.

Cor. 4.° Dos tridngulos BAC, DEF (fig. 147) son semejantes cuan-
do vienen sus lados paralelos 5 porque si AB es paralelo 4 DEy BC &
EF, el angulo B=E (§ 386¢), y ademas por ser AC paralelo 4 DF,
serd igualmente C=F y A=D; luego los tridngulos tendrdn sus tres
dngulos iguales y serdn semejantes. :

Cor. 5.° Dos tridngules DEF , ABC (fig 148), son tambien seme-
jantes ; cuando tienen sus lados respectivamente perpendiculares. Porque
si DE es perpendicular 4 AB, y DF 4 AC en el cuadrilitero AIDH
los dos dngulos Iy H seran rectos, luego los dos restantes juntos valdrin
dos rectos, pues entre los cuatro han de valer cuatro rectos. Pero los dos
ingulos EDF, IDH valiendo tambien dos rectos, el dngulo EDF serd
igual con TAH 6 BAC; igualménte si el tercer lado EF es perpendi-
cular al BC, se demostrara que el 4ngulo DFE = C, y el DEF —B;
luego los dos tridngulos ABC, DEF que tienen los lados perpendicula-
rés , tienen sus 4ngulos ignales y son semejantes {485).

{Esc. 1.° Si el triangulo DEF se hallase en otra posicion diferen-
te, como def, pero que siempre conservase el tener sus lados, prolon-
gados si se necesita , perpendiculares, enténces formando deutro del
triangulo ABC, otro DEF , cuyos lidos fuesen paralelos 4 los del def,
se tendra DEF semejante 4 ABC por lo acabado de demostrar, y DEF
semejante 4 def por tener sus lados paralelos; luego def semejante 4 ABC,

{Esc. 2.° La semejanza de los tridngulos es de mucha trascendencia
en todas las Matematicas, porque sirve para deducir proporciones en-
tre lineas , de donde se sacan despues ecuaciones ; y asi se debe tener
presente que siempre se han de comparar lados homologos , esto es, la-
do mayor con mayor , mediano con mediano, y menor con menor, En
muchas ocasiones no se sabe distinguir cual es el lado mayor, cual el
mediano , y cual el menor ; entdnces se comparardn los lados opuestos 4
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los dngulos iguales; en el caso de ser los.lados paralelos, los lados
que se han de comparar sou los paralelos; y en el de los lados per-
pendivulares, han de ser los perpendicnlares. :

{{isc. 3.° Sise pidiese inscribir en un circulo un tridngulo que fue-
se semujante 4 otro tridugulo dado, tirariamos al circulo una tangente
cualguicra como FBG (g, 114), en B se formard un dngulo FBD igual
con uno de los del tridngulo propuesto, y otro GBA igual con otro de
los angulos del tridngulo, y tirands la DA se tendrd el tridogule
EAD inscrito en el circulo y semejante al propuesto. Porque el dn-
guio BAD siendo igual con FBD, y el ADB con el GBA, el tridngu-
lo ABD tiene dos dngulos iguales con el propuesto, y por consiguien-
te le es semejante.} . it RRTA

- Cuarto caso. Dos tridngulos son semejantes cuando tienen dos lados
proporcionsies € igual el dngulo opuesio-al mayor de: ellos. . '
< Espl Sean los dos tridngulos ABC, abe (fig. 146%) cn que se su-

pone AB:ab::ACiac , ABC = abc, sabiendo ademas que el :Jado AC es

mayor que AB'; voy 4 'demostrar que son semejantés.’

Dem. Tomese en ABuna parte Al —ab, y en AC una parte Ac’=
ac ; tnase b’ con ¢’ por medio de la b'¢’, y tendrémos que, sustituyen-
do en la proporcion del supuesto en vez de ab, ac, sus. valores Al
Ac’, sera AB:AV:ACIAC; luego la b/ divide en partes proporcionas
les 4 los lados del triangulo ABC; .y por lo mismo serd (475) paralela

4 la base; luego el tridngulo A¥ ¢’ es semejante (482) al ABC; y co-

mo el tridngulo abe es igual (376 esc.) con el Ab’c’ (por tener ab == A,
ac == Ac’ por construceion ; y abe == Ab'c/ porque de ser la Ve’ para-
lela 4 la base BC se deduce que el dngulo Ab’c’== ABC=uabc por el
supuesto ), resulta que el tridngulo abc tambien serd semejante al tridn.
-gulo ABC, L. Q. D. D. : L i ~
Quinto caso. Dos tridngulos rectingulos son semejantes cuando la
hipotenusa v un catcto son proporcionales.
Espl. Sean ABC, abe (ig. 146%) dos triangulos rectdngulos en B,
b, en que se tenga AC:AB::aciab; voy 4 demostrar que son semejantes,
Dem, Toémese en AC una parte Ac/==uc, y en AB una parte AV
= ab; susiitnyendo estos valores en vez de-ab y aci la proporcion del
sapuesto dard AC:ABuACRAN; y tirando la ¢ b resulia que divide 4
los lados AC § AB en partes proporcionales, luego (475) serd para-
lela & la bise 5 por lo misino el augulo I'=B; pero B es recto; luego
b’ rambien es recto y por consiguicute igaal con b; luego los wridngu-
los Ac/v! v ach sen innales (376, cor. 2.°); pero Ac’h’ es semejante al
ABC (482) 5 luego tambica o wurd el abe; que era L. Q. D, D,
Ese. Este quinto caso se puede deducir como colorario del cuarto;
puzsio que el dangulo recto es el mayor de un tridngulo rectangulo;
pero como yo di da demosiracion de este quinte caso, dntes de encon-
trzi la del cuarto, la be couservade ; porque no juzgo indtil su co-
nociniento.
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-~ Gesto casb, Dos tridngulos sen sénejautes cuando tienen dos lados
proporcionales. ¢, igual eb dngulo opuesto al “ludo. menor de los dos la-
dosy que sean de una misna especie los . dngulos. opuestos’ al lade ma-
yor delos dos.que se dan. o oo o
- Espl. Sean ABC, abe dos tridngulos en que se tiene AC:qc::AB:gb;
el 4ngulo en C==al en ¢; y en que se sabe ademas que AB <ACy
que los angulos en B.y b,ison de upa misma especie, esto €s, 0 am-
bos agudos 6. ambos: recigs;:6-ambas obtusos, digo que los dos tridn-
gulos ABC , abc son.semejantes. : K .
Dem. Towese en AB una parte Ab' ==ab, y en AC una parte Ac
== ac y tirese b'e’ 5 con lo cpal la proporcion del supuesto nos dard
AC:Ac:AB:AY, luego la L7 serd (475 ) paralela d la base BC; lue-
go el dngulo B=1V y el / =C=c. Luego (482) el tridngulo AL"!
s semejanté. con eb-ABC 5 pero el Al'cl es igual (376 esc. 2.) cou el
abe ; pues tiene dos lados iguales 4 saber Al = up, A’ = ac , el dn-
gulo ¢ opuesto al menor de los lados ab, igual al  opuesto al me-
nor en el Ab%e’, y los dngulos enb y b/ son de una wisina especie por
suponerse que lo son los en b y B que es igual con L', luego el abe

- sera semejante con el ABC, ‘que era L. Q..D. D..

.Septimo caso. Dos tridngulos son. semejantes , cuando tienen un dn-
gulo. igual , y praparcionales los lados que forman oiro dngubo que sea
de. la.mismd especie. en ambos tridngubos,. . S
25 Esph Sean CAB y FDIE (fig. 322) dos tridngulos , en los que se
tenga el angulo ABC == DEF , y proporcionales los lados que forman
los.angulos ACB, DFE , de modo que BC:AC::EF:DF; voy 4 demos-
trar que con tal que se sepa quelds espresados dngulos ACB, DFE
son absbos Hgudp¥ 6 ambos obtusdsy los. tridngulos serdn-sethejantes.

Dem. Si porles: puntos By F se tiran las rectas EG, FG que
formen los dngualos FGE, y BEFG iguales con ABC y BCA; tendrémos

ue el tridngulo ABC serd semejante 4 GEF (485 cor. 1.Y) , y dard
BC:CAEF:FG; y como esta razon y 14 del supitesto tiemen la prime-
ra razon comun, serd EF:FG:EF:DF; que da FG = DF. Luego los
tridngulos EGF y-EDE. tenen el lado FG ==FD, el lade:EF comun,
v los imngulos FEG == FED, y los btros dngulos EFD,y EFG de la
misma especie , por serlo BEFD de la misma que ACB por el supuesio;
y EFG = ACB por construccion ; luego dichos tridugulos seran (376
€sc. 4.°% ) iguales ; por consiguiente el angulo Gth. 6 ALB igual DFE,
y por lo mismo ( 485 cor. 1.2) los tridngulos ABCy DEF son semejan-
tes; que era L. Q. D. D, . o -

Qctavo caso. Dos tridngulos son semejantes -cuando tienen un digu-
to igual , 3 los lados opuestos 4 dicho digulo son proporcionales con fus
Perpendicutaras que se les tiren desde dichos dnguios: 6 lo que es lo mis-
mo dos tridngulos son semzjantes cuundo tienen un dngulo igual y las bases
son proporcionales con las diturds.
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_ bfgsp? Sesen A;?:C, abe (fig. 32251[)) %os' tridngulos en queel 4ngulo BAC
== bac, ademas se tenga AD:BCiiad:be; ‘& > i
Choi) triéx‘ligulos son se:neja%tes. - ad,i;g, Yoy & demostrar que di

em. Si los dos primeros términos de la proporci

los multtplicamo\s por AB, y los otros dos poir) ag, sel?xréj éi:;x?eﬁisﬁz
en AD x AB:BCx AB::adxabibe xab. Esta proporcion compuesta , la
podrémos descomponer (271) en las dos proporciones-simples sigui’em
tes AD:AB::adiab, y AB:BC:iabobe. La primera rios dice que los tridn-
gulos fA‘BD,’ abd rectingulos en D y d son semejantes {5 © caso), lo
que da el dngulo DBA =dbu, 6 CBA==cbs; y. como por el su ies-
to el dngulo BAC = bac, resulta en virtud delo demostrado ( 3.er%aso
cor. 1.9), que los tridngulos ABC, abc son semejantes, que era L.

{486 Teor. Si un conjunte de puntos estan siruados i moda
sobre un plano , que las paralelas quep de dichos puntos se bajiez 'étzlﬁcf:iff
ta, dada de posicion , guarden la misma razon que los partes de esta
recta, comprendidas por dichas paralelas y un punto fijo dado en el
* todos los puntos corresponderdn & una linea recta. . ’

{Espl. Se supone (fig. 135), AP”:P” M” :: AP:P' M’ :: AP: PM;
voy {a Ddemoslgrir que. los puxgtos M, M/, M &c, estan en linea rec'[a ’

em. Porque si concebimos unides dichos fo d
rectas AI)’I » MM, M'M” &c 5.y por los puntos ﬁ?tﬁ’ P?\/E”lngilo 12:
MQ, MQ’, M"Q” &, paralelas 4 AX, tendrémos (»c;mparand’o Ia
dlferﬁnc? cie agtecedeptes con la de consecuentes en la proporcion que
resulta de las dos primeras razones d
de las dos ﬁlcimas),P estas proporc‘l?cme‘::l Fupuesto, y e e que resy};}ta.
AB“— AP:B/MY —PB'M’:: AP“: P M#:: AP:PM
. yAP’/— AP:P’M/_PM:AP:PM;

ilax:e g:tort::’uineszrgna razon comun, podremovs formr proporcion -con
AP — AP’ :M"P"—M’P’:: AP/ —~AP: P’ M’/ —PM: AP: PM
Si en vezde estas diferencias sustituimos las lineas que l;s es .resar;
serdP/P/=M"Q/:M”Q’:PP'=MQ: M’Q:: AP: PM ?

{Luego los tres tridngulos M/ Q'M 7, M’ QM, APM tienén pro-
porcionales los lados que forman los angulos en U/, en Q y en P'p e-
TO estos dngulos son iguales entre si (386c), luego los tres triénéuli)os
seran semejantes , y tendrémos que el dngulo MMQ, esigual con el
MAP; y como QMP —MPA per alternos internos, los tres dngulos
que se forman en M son iguales 4 los tres angulos del tridngulo APM,

esto es, 4 180 0 4 7 luego (355) AM y MM’ son una sola y mis- .

ma imezf, y los tres puntos A, M, M’ estan en la linea recta: y co-
mo lo mismo podriamos demostrar de los demas, resulta la proposicion.
, 487 Teor, Si desde el dngulo recto de un tridngulo rectingulo se
aju una perpendicular & la hipotenuss , se wverificardn cinco cosass

PE GEOMETRIA. 145
1.2 ¢l tridngulo quedard dividido en otros dos trifngulos semejantes ok
sotal , y semejantes entre st 2.* la perpendicular bajoda serd media
proporcional entre los dos segmentos de lu hipotenusa ; 3.2 cada cateso
serd medio proporcional entre la hipotenusa y el segmento correspondien~
te; 4. el cusdrado de la hipotenusa serd igudl & la suma de los cua~
drados de los catetos; y §.% la perpendicular serd cuaria ‘proporcional
& la hipotenusa y 4 los catetos. . . .

Espl. Si desde el dngulo recto A (fig. 149), del tridngulo rectan-
gulo ABC se baja una perpendicular AD 4 la hipotenusa BC, digo
que se verificardn cinco cosas : 1.2 los dos tridngulos ADB, ADC, se-
ran semejantes al total BAC , y semejantes entre si; 2.% la perpendi-
cular AD seri media proporcional entre los dos segmentos BD y DC
de Ia hipotenusa BC; 3.% cada cateto AB 6 AC serd medio propor-
cional entre la hipotenusa BC y el segmento BD 6 DC que 4 cada
uno corresponde; 4.* el cuadrado BC? de la hipotenusa serd igual
4 la suma BA%4-CA® de los cuadrados de los catetos; y finalmente
5.% la DA sera cuarta proporcional 4 la hipotenusa BC y 4 los cate-
tos CA, AB. : ‘

Dem. 1.2 Por tener los tridngulos BAC y BAD un 4ngulo comun
en B, y ademas el primero uno recto en A por el supuesto , y el se~
gundo otro en D tambien recto, por ser la AD perpendicular 4 BC,
dichos tridngulos serdn semejantes (485 cor. 2.°); ahora , por tener los
tridngulos BAC y DAC comun el dngulo enC,y ademas cada uno,
uno recto , el primero en A, y el segundo en D, tambien serdn scme-
jantes; y una vez que los tridngulos parciales BADy DAC son se-
mejantes anbos 4 uno mismo, que es el total BAC, serin semejantes

" entre si; pues cosas semejantes 4 una tercera lo son entre st (%),

2.2 Por ser BAD y DAC semejantes, tendran proporcionales sus
lados homélogos y serd: ‘
BD (lado menor del tridngulo BDA): DA (su lado mediano):

DA (lado menor del tridngulo ADC): DC (su lado mediano),

como DA estd formando los dos medios, y los segmentos BD y DC .
los estremos ; inferimos que dicha perpendicular DA es media propor-
cional entre los dos segmeutos BD y DC de la hipotenusa.

3.2 Comparando los lados homoloBos de los tridngulos semejantes
BAC y BAD, darén:

BC (lado mayor del tridngulo BAC): BA (su lado menor)::
BA (lado mayor del BAD): BD (su lado menor).

(*) Tambien se puede convencer de que los tridngulos BAD, DAC,
son semejantes de esta manera: de ser semejantes BAC y BAD, se si-
gue que el dngulo en C= av BAD , luego los tridngulos B4AD y DAC,
ademas del dngulo recto en D, tienen ovro dngulo igual , luego son se-
mejantes. ‘

- TOMO I. PARTE IL 19
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Comparando los BAC y CAD tendrémosj - -
BC (lado mayor-del tridngulo BAC): CA (su lado mediano)::
CA (lado mayor del DAC): DC (su lado mediano).

‘Ahora , como en estas dos proporciones los catetos BA , CA estan
formando los medios, y los estremos estan formados por la hipotenu-
$a y el segmento que corresponde 4 cada uno, se sigue que cada ca-
teto es medio proporcional entre la hipotenusa y el segmento corres-
pondiente. o '

4.% Si en estas dos proporciones tiltimas

BC:BA:BA:BD y BC:CA:CA:DC
multiplicamos estremos y medios , tendrémes estas dos ecuaciones
BCxBD=BA? BCxDC=CA?2

que si Jas sumamos, serd  BC XBD +— BCx DC=BA?-CA%,

Como en ¢l primer miembro es comun el factor BC, si lo resolvemos
en factores, se tendrd BCXED w-BCxDC=BCBD ~DL); vy como
BD -~ DC=BC, se convertird por tlimo el primer miembro en
BCxBC=BC?; y por lo mismo la ecuacion de arriba se couvirtird en
BL?*=BA?~+-CA?; pero BC es la hipotenusa, BA, CA lcs catetos,
luego el cuadrado de la hipotenusa es igual 4 la suma de los cua-
drados de los catetos. »

Esc. Si con las dos ecuaciones BA?—=BCxBD, CA?=—=BCxDC,
formamos proporcion, tendrémos BA%:CA*:BCxBD:BCxDC:i: (§ 257)
BD:DC, que nos dice que los cuadrados de los catetos son entre s5i
como los segmentos de la hipotenusa.

5.2 Los wridngulos BAC, BAD dan BC:CA:BA:AD, luego la per-
pendicular es cuarta proporcicual 4 la hipotenusa y 4 los catetos,

Cor. Una vez que BC2?=BA? ~~ CA?, si estraemos la 1aiz cua-

ciendo los dos catetos de un tridngulo rectingulo , conocerémos la hi-
potenusa , estrayendo la vaiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los
catetos. Y si en la misma ecuacion se despeja un cateto, tal como CA,

se tendrd CA2=B(?—AB?2, que da CA=4/"BC?>—BA?; la pri-

mera quiere decir que el cuadrdfo de un cateto es igual al cuadrado de
la hipotenusa Tenos el cuadrado del otro catero; y la segunda que en
conociendo la hipotenusa y un cateto , se conocerd el otro cateto es-
trayendo la raiz cuadrada de la diferencia de los cuadrados de la hipo-
tenusa y del otro cateto.

{Cor. 2.° Resulta igualmente que si el tridngulo, ademas de ser
rectangulo, fuese isosceles, esto es, si se tuviese ademas BA = AC,

la ecuacion BC==4"BA 24— CA 2, darfa BC=4/BA 2 BA 2=
A 2BA?=AB ¥'z; y como en este caso BC serfa la diagonal del

F
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cuadrado construido sobre cualquiera de los lados , se deduce que /@

diagonal de un cuadrado es igual 4 su lado multiplicado por 4/ 2.3

" 488 Teor. Si desde un punto cualquiera de la circunferencia se baja
una perpendicular al didinetro , se verificardn cuatro cosas; 1.%, la per-
pendicular serd media proporcional entre los dos segimentos del didmeiro;
2.%, 5t desde los estremos del didmetro tiramos cuerdas & dicho punto de
la circunferencia , estas cuerdas serdin medias proporcionsles entre ¢} did-
metro y el segmento correspondiente que corta en el didmziro la perpendi-
cular 5 3.2, bos cuadrados de dichas cuerdas y en general los cuadrados
de las cuerdas tiradas desde los estremos de un didmetro , tendrin unos
con ofros La misma razon que los segmentos correspondientes ; 4.7, que el
cuadrado del didmetro es igual & lo suma de los cuadrados de las cuer-
das que desde sus estremos se tiren & un punto cualquiecra de la cir-
eunferencia. :

Dem. Sidesde el punto A de la circunferencia BACT (fig. 150), ba-
jamos la perpendicular AD al didmetro, y unimos el punto A dela
circunferencia con los estremos B, C del didmetro por medio de las
AB, AC, en el tridngulo BCA, el angulo BAC es recto (154 cor. 3.9);
y como desde A, que es el vértice del dngulo recto, se ha bajade la
AD perpendicular 4 la BC, que es la hipotenusa , tenemos aqui un
triangulo rectangulo, en que desde el 4ngulo recto se ha bajado una
parpemdicalar 4 la hipotenusa , y por lo nismo se veriticard (teor. an-
tee.) 1.° que la perpendicular AD, serd media proporcional en-
tre los dos segmentos BD y DC; pero como aqui la perpendicular es
Ia bajada al didgmetro desde un puuto de la circunferencia, y BD, DC
son los segmentos de dicho didmetro, se sigue L. 1.° Q. D. D.

2.9 Tambien se verificarda que BA serd media proporcional entre
BC y BD, y CA entre BC y DU 5 y como BA y AC son cuerdas tira-
das desde el estremo de un didinetro, y BC, BD, DC son el didmeiro
y los seginentos del diametro que 4 dichas cuerdas corresponden , se
sigue L. 2.°Q. D. D. :

3.4 Por ser csias cuerdas medias proporcionales entre el didmetro
y el segmento correspondiente , tendréinos

BC:BA:BA:BD y BC:CA:CA:DC

de donde, muliiplicando estremos y wnedios, sacarémos estas dos e-
caaciones BA?=BCxBD yCA?*=BCxDC,

y furmando proporcion , sera BA 2: CA #:: BC x BD:BC x DC::BD:DC
(dividieado la 2.2 razon por BC); pero BA y CA son cuerdas iradas
desde los estremos de un mismo diametro , BD y DC son los segmen-
tos que las perpendiculares bajadas desde los estrcinos de las cuerdas
al didmetro , cortan en dicho didetro ; luego resuka I. 2.°Q. D. D.

4% Sisumamos las dos ecuacivnes antecedentes BA * = BC x BD,
yCA2=BCxDC, serd
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y BA”-—;—-CA’zBCxBDq-BCxDC:BC(BD-i—DC):—..‘BCxBC:BC’;

y como BC es el didmetro, y BA,AC son dos cuerdas tiradas desde sus
¢stremos 4 un mismo punto de la circunferencia , se sigue L;4.°Q.D.D.

Cor. De aqui se deduce un método para hallar una media propor-
cional entre dos lineas ; porque si suponemos que sean las L y K,
bas pondriainos una 4 continuacion de otra, de modo que BD==L ; DC
== A : sobre toda la BC como didmetro trazaricmos un semsicivculo BAC,
en D levantariamos la perpendicular DA, la cual seria , en virtud de
lo 1.° que acabamos de probar , media proporcional entre BD yDC,y
* por consiguiente entre sus iguales L y K.

Esc. 1.° Por este medio podrémos hallar una linea N, tal que sien~
do dadas otras dos Ky L, de las que K> L, se tenga KKL > K3:N8;
para lo cual se hallara primero usa media proporcional P entre K Y
L, y luego otra media proporcional N entre Ky P, y esta serd la li-
nea que deseibamos. ‘ :

n efecto, por la primera media proporcional P, se tiene K:P::P:L,
6 ++K:P:L, que da (§ 289) R%:P2:ICL , 6 K:L:K2:P2 (m).

Por la segunda, se tene +IN:P, que da K2:N2G K P
¥ (S 271) K4N4:K%P? (n); y como esta proporcion y la (m) tienen
comun la razon K*:P2, serd (§ 267 teor. 2.°) K:L:K4:N4,

Ahora, como por el supuesto K> L, sera K4 > N4,y K>N;
luego si dividimos el primer término de Ja razon K4:N4 por K, yel
segundo por N, la razon K3:N3 que resulte, serd menor que la K4:N4,
y se veriticard KL > K3:N3, que era L. Q. D. H.

Esc. 2.° Una vez que BA2==BCxBD vy BA es una cuerda cualquie-
ra, se sigue que el cuadrado de una cuerda es siempre igual ol didme-
tro multiplicado por el segmento correspondiente 4 dicha cuerda. Luego
si se tienen dos cuerdas, tiradas cada una desde su didmetro, el cua-

drado de cada una serd igual al didmetro multiplicado por el segmen- -

to que le corresponde ; y formando proporcion con las dos ecuacio-
nes, se tendra despues de simplificada la tltima razon , dividiendo sus
dos términos por el didmetro, que en general los cuadrados de las cuey-
das son como los segmentos que causan en el didmetro , que pasa por ung
de sus estremos , lus perpendiculares bajadus desde los otros estremos.

- {489 Teor. En rodo tridngulo obtusingulo , el cuadrado del ludo o-
- puesto al dngulo obtuso , es mayor que la suma de los cuadrados de los
otros dos lados ; y en todo triangulo acutdngulo , el cusdrado del lado
opuesto al mayor dngulo , es menor que la suma de los cusdrados de los
otros dos lados.

{Espl. Sea primero el tridngulo obtusingulo ABC (fig. 151 ) digo
que ¢l cuadrado de AB es mayor que la suma de los cuadrados de
AC y CB; y si el triangulo ABC (tig. 152) es acutdngulo, el cua-
?;édo gfé lado mayor AB es menor que la suma de los cuadrados de

y CB.
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{Dem. 1.° Si bajamos la perpendicular BD /fig. 1513, el trisngulo
ADB serd rectangulo, y tendrémos (487 4.2) AB? == AD? —+ BD?; pe-
ro AD? = (AC + CD)* = AC? -+ 2ACxCD —- CD?, y por ser rectan-
gulo el tridngulo CBD tendrémos (487 cor.) BD® = BC* —CD?; luego
si ponemos en vez de estos cuadrados, sus valores en la ecuacion de
arriba, se nos convertird en AB?=AC? 4-2ACXCD ~+CD?~= BC2—CD?
= AC?+ BC? 4+ 2ACxCD ; luego el cuadrado del lado mayor en este
triangulo obtusingulo €s mayor que la suma de los cuadrados de los
otros dos lados, en dos veces el producto de AC por CD.

{2.° 5i bajamos la perpendicular BD (fig. 152), por ser rectdngu-
lo el tridngulo ABD, tendrémos AR*==AD? + BD?; pero AD®=(AC
— CD)*==AC? — 2ACxCD + CD? y por serlo tambien el BDC, ten-
drémos BL>=BC?* —CD?; ¥ sustituyendo estos valores en el de AB, nos
resultard AB?==AC? w 2 ACXCD ~+ CD? g~ BC? —CD2= AC®+-B(?—
2ACXCD; luego el cuadrade del lado mayor del tridogulo acutangulo
es menor que la suma de los cuadrados de los otros dos lados en dos
veces el producto de AC por CD.

{Cor. De aqui se deduce, que si tres lineas a, b, c, son tales que
a® = b? +¢*, el tridngulo que se forme con ellas tendr4 recto el angu-
lo opuesto al lado 4; y i fuese 4>=b?—c? seria recto el angulo cpues-
to al lado b, porque pasando ¢* al otro miembro, serd 4*-+ ¢ =02.

{490 Teor. Sidesde el wértice de un angulo de un tridngulo, se tira
una linea al medio del lado opuesto, se wverificard que la suma de los
cuadrados de los lados que forman dicho dngulo, serd igual al duplo del
cuadrado de la linea tivada , mas el duplo del cuadrado de una de las
partes en que queds dividido el lado opuesto. _

{Espl. Sea el triangulo ABC (fig. 153): digo que si desde el vér-
tice A de uno de sus dngulos, se tira una iinea AE al medio del lado
opuesto BC, se verificard que AB* - AC® = 2AE® — 2BE?2,

{Dem. Porque si se baja la perpendicular AD sobre la base BC,
el tridngulo AEC dard (489) AC* = AE? + EC? = 3ECXED y ABE
tambien dard AB?=—= AE? -+ EB? - 2EBXED, :

Luego sumando y observando que EB == EC; se tendr4

~ AB? - ACP=2AF? 4- 2EB? que era L. Q. D. D.

{Cor. De aqui se deduce que en todo paralelogramo la suma de los
cuadrados de los lados , es igual & la suma de los cuadrados de las
diagonales.

{Porque las diagonales AC, BD (fig. 154) se cortan miituamente
en dos partes iguales en el punto E (468); por lo cual el tridngulo
AEC, da AB® + BC® == 2AFE? w4~ 2BE?; el ADC da igualmente Al
DC?=2AE? 4~ 2DE?; y sumando, teniendo presente que BE =DE,
se tendrd AB® 4 BC? - AL? + DC® = 4AE? + 4DE2,

{Pero 4AE? es el cuadrado de 2AE = AC, y 4DE? es el cuadra-
do de 2DE=BD, luego la suma de los cuadrados &c.3
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491" Teor, Si dos linegs se encucntran denyro de un circulo , se corw
Yan en partes reciprocamente proporcionales.

Espl. Se dice de dos lincas gue estan divididas en partes recipro-
camente proporcionales , cuando las partes de una linea, 6 ella y una
parte suya , forman los medios de una proporcion , y las partes de la
otra, 6 ella-y una parte suya, forman los esiremos ; asi, vamos 4 pro-
bar que las dos lineas BA, DC (fig. 155) que se encuentran dentro del
circulo ADBC, se cortan de manera que AE:EC:ED:EB.

Dem. Porque uniendo los puntos Dy A por la DA, los By C por
la BC, los tridngulos DAE, BEC son semejantes, pues tienen los 4n-
gulos en E iguales por opuestos al vértice, y los en D y en B iguales
por insistir sobre un mismo arco AC (454 cor. 2.%); luego comparan-
do sus lados homélogos , se tendri AE (lado opuesto al angulo D
en el tridngulo DAE ): EC (lado que en el BEC se opone 4.su igual en
B):: ED (lado opuesto al dngulo en A ): EB (lado opuesto 4 su igual
en C), que era L. Q. D. D. ' '

Esc. La inversa de esta proposicion tambien es verdadera ; es de-
cir, que si se tiene AE:EC:DE:EB , los estremos A, C, B, D estardn
en la circunferencia de un circulo. Porque supongamos que la circun-
ferencia que pasa por los estremos C, A, D no pase por el punto B,
siné por el punto M por ejemplo : en este caso, se tendra por la pro-
posicion anterior AE: EC:: DE: EM; pero como esta proporcion y la
del supuesto tienen los tres primeros términos iguales , resulta que el
cuarto tambien lo serd y se tendra EM=EB, y cowmo esto es un absur-
do, pues una linea es parte, y la otra todo, resulta que no se puede
suponer que Ia circunferencia que pase por tres de los puntos, deje de
pasar por el cuarto. :

Esta demostracion se debe 4 mi amigo el P. Jacinto Feliu, Profe-
sor que ha sido de Matemiticas en la academia Militar de Valencia,
quien me la ha remitido juntamente con otras proposiciones interesan-
tes acerca de las secantes , y otras demostraciones nuevas de las pro-
posiciones del cuadrado de la hipotenusa , &e.

492 Teor. Si desde un punto fucra deb civculo se tiran dos secantes
que terminen en la parte concava dz la circunferencia , las partes esternas
serdn reciprocamente proporcionales con las secantes enteras.

Espl. 51 desde P (dg. 156) se tiran al circulo ABDC dos secantes
PD, PC, voy 4 demostrar que tendrémos  PA:PB:PD:PC.

Dem. Porque si tiramos las CB y DA, los uiangalos PBC, PAD,
ademas del dngulo comun en P, tienen iguales los dngulos Cy D (354
cor. 2.%); luego serdn semejantes y dardn PA:PB:PD:PC. Luego &e.

493 Teor. Si desde un punto fuera de un circulo se le tira una tan-
gente y una secaniz, la tangeate serd media proporcionsl entve toda la
secante y y o parie esterna.

Espi. Sidesde P (fig. 137) se tira al circulo CAB una tangeate
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PC, y una secante PB, voy .4 demostrar que PA;PC::PC:PB, 6 ++PA:
PC: PB. ‘

Dem. Pcrque uniendo el punto.C con A y B por medio de las CA,
CB, los triangulos PCA, PCE, ademas del dngulo comun .en P, ticnen
los angules PCA, CBP iguales, porque ambos ienen por medida Ia
mitad del arco CA, el '1.° por estar formado por una tangente y una
cuerda, y ‘el 2.° por temer.su véruce en la circunferencia y abrazar el
arco AC; luego. serdn''semejantes y daran PA:PC:PC:PB, § ++ PA;
PCPB, que era L. QuD. D.(¥) © - :

" 494 Probl. Divigir una linea dada en media vy estrema razon.

Espl. Se dice que una linea estd dividida en media y estrema razon,
cuando estd dividida en dos partes tales, que la mayor es media pro-
porcional entre toda la {inea y la parte menor. Asi, lo que aqui se nos
propone es que dividamos la- ABr(fig. 158) eir-dos partess AD, DB,
tales. que BA:BD::BD:DA. ‘ e : :

Res. En el estremo de la linea dada levdntese una perpendicular
AC —ZAB: haciendo centro en C con un radioc AC, tricese el circulo
FAE, tnase el punto B con el centro C por medio de una linea BCF,

(*¥) -Acerca de las secantes podriamos demostrar algunas proposiciones
de importancia , de bas que pondrémos aqui- solo-las siguientes ; de que
harémos. algun uso en adeiante. ‘ ’

1.*  Si las dos secantes BM, BD (fig. 157%), de las cuales J]a BM
pase por el centro, son tales que la parte BA sea thenor que una me-
dia proporcional entre BC y CD (Jo cual sucede siempre que CD > BC
porque en este caso la media proporcional gntre BC y CD . serd > BC
> 84(441)), digo que desde B se puede tirar la secante BHI, tal que
BH sea la media proporcional entre BC y CD.

Dem. Porque concibiendo la tangante BG , serd mayor que lo media
proporcional entre BC y CD, por serlo enire BD y EC; por lo cual, ha-
ciendo centro en B con un radio igual 4 la media proporcional enire
BC y CD, cortard & la circunferencia en un punto entre G y A, por
ejemplo en H, y tirindo la BH encontrard & la circunferencia en otro
punto I, y serd sccante , que era L. Q. D. D.

2.2 Si dos secantes BD, BF son tales, que la parte esterior BE de
la una, sea media proporcicnal entre las partes BC y CU de la otra,
digo que la BC, parte esterna de esta, es media proporcional entre
las dos partes BE, EF de aquella.

Dem. Porque siends (492) BE:BC::BD:BF, y teniendo por el supues-
to CD:BE:BE:BC, resultard CD:BE:BD:BF; la cual en virtud de lo
espuesto (§ 267 teor. 5.°), dard CD:BE:: BC:EF:BE:BC, ¢ invirtiendo ia
proporcion que formen las dgs ditimas vazones , se tendrd EF:BC::BC:BE,
que era L. . D. D.

3* BSi dos secantes BD, BF fuesen tales que entre sus partes se
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y témese en la AB una parte BD igual. con BE,y tendrémos lo que
se nos pedia. :
Dem. Por la construccion hecha , se ‘tienen tiradas-desde B una
tangente (444) y una secante ; luego se tendrd (493) BF:BA::BA:BE
=BD, 6 dividiendo BF ~ BA:BA::BA —BD:BD; pero siendo el ra-
dio CE ==AB, resulta que el didmetro FE = AB, luego
BF ~BA = BF -—~FE=BE=BD ; :y como BA — BD = AD, resulta
que esta proporcion se nos convertird en BD:BA;:DA:BD, que inver-
tida , da BA:BD::BD:DA, que era L. Q. D. D., L
Esc. En muchas ocasiones se necesita determinar los segmentos en
que queda dividido el lado de un tridngulo. por una perpendicular ba~
jada desde el dngulo opuesto ; y por lo mismo. vamos 4 demostrar que
si_desde el dngulo B del sridngulo CBAfig. 158%), se baju una per-
pendicular al lado opuesto, se verificard que el lado sobre que cae la per-
pendicular es 4 la suma de los otros dos, comoila diferéncia de estos, &
ba diferencia de los segmentos en que queds.dividido dicho lado por la
perpendicular, . : ,
En efecto , si haciendo centro en B con un radio igual al lado me~

verificase la proparcion CD:BE:BC:EF, digo que estas cuatro lineas
serdn continuo proporcionales geométricas, y por consiguiente BE, BC
dos medias proporcionales entre CD y EF ; es decir, que .se tendrd
CD:BE::BE:BC:;BC:EF, : o ‘

Dem. Porque siendo por el supuesto CD:BE::BC:EF, tendrémos en
virtyd de lo demostrado (267 teor. 4.°) CD:BE::BD:BF::BE:BC; luego
CD:BE::BE:BC::BC:EF, que era L. Q. D. D. :

4% Dada una recta AB (fig. 113%), trazar un circulo que pase por
dos puntos C y D fuera de ella, y que sea tangente 4 dicha linea.

Res. Unanse C y D por medio de la CD, que se prolongard hasta que
encuentre 4 lo AB 6 4 su prolongacion en un punto tal como E; trice
se sobre EC un semicirculo CBEj; levintese en D la DF perpendicular
4 EC; haciendo centro en E con el radio EF, tricese el arco FK, y
haciendo pasar un circulo por los puntos D, K, C (438), digo que serdé
tangente 4 la AB. , :

Dem. La EF es (488) media proporcional entre EC y ED; pero ER
== EK; lyego la EK es medis proporcionai entre EC y ED; luego (493)
la EK serd tangente del civcuin DKC.

Esc. Este problema tiene dos resoluciones; pues tomando EX'= EK,
ek punto K’ tambien seria punto de convacto del circulo que pasase por ¢
y por Cy D.

Si la CD resultase paralela 4 AB , se dividiria CD en dos partes
iguales por medio de una Per{endlcular > 3 haciendo pasar un circulo por
el punto en que encontrase & la AB; y por los dos puntos dades C y D,
seria tangenic ¢ s AB.

Seg. Mr.—= -Z;-— o
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nor BC, trazamos la circunferencia , CFG, y prolongamos Iz AB hasia
que encuentre d dicha circunferencia , tendrémos tiradas desde A dos
secantes , y nos dardn (§ 492) CAsAE:AG:AF; pero CA es el lado so-
bre que cag la perpendicular , AR == AB + BE = AB -+ BC es la su-
ma de los otros dos lados, AG == AB — BG = AB —~BC, y AF =AD
~= DF = AD—- DC, porque BD divide 4 CF en dos partes iguales
luego si sustituimos estos valores , tendrémos la proporcion CA:AB
- BC:AB—BC:AD—DC, que espresa la proposicion’ enunciada.

De donde se deduce, que si llamamos b al lado AC, 42l BC, y

(ca) c—a)
b 5
Y -como conocemos la suma de dichos segmentos, tendrémos (§ 229)

1 (c~+a)(c—a) _ b I (c4a)(c—a)
- yseg.mr.....?-—? —

495 Teor. Si desde dos dngulos homdlogos de dos figuras. semejantes
ABCDE, abcde (fig. 145 ), se tiran diagonales. & los demas dngulos,
dos tridngulos homdlogos 6 colocados de un mismo modo , serdn semejantes.

Dem. Por ser las figuras semejantes ; se tiene AB:ab::BCibe::CD:cd:s
DE:de::BEAiea: , y A=ma, B=b,C=c, D=4d » E==e. Luego los
tridngulos ABC, abc tienen el angulo en B =0, formado por dos la-
dos proporcionales, y por lo mismo son semejantes y dan BCibe::CA:
ca::CD:cd ( por la série de razones iguales del su puesto ¥, y el dngulo
ACB = acb ; luego si de los 4ngulos totales en C y ¢ que son iguales,
quitamos los iguales ACB, y acbh, los residuos ACD, acd, tambien se-
ran iguales: por lo que los tridngulos ACD', acd tienen un 4ngulo i-
gual 4 un dngulo formado por dos lados proporcionales, luego son se .
mejantes ; y como lo mismo. demostrariamos de todos los. demas 5 resul-
ta L. Q. D.D. ,

496 . Esc. Tambien se verifica la inversa , & saber > que si dos figuras
se componen de un mismo nimero de triangulos semejantes y deb mismo
modo colocados en cada figura , son semejanes.

Porque en primer lugar, de la semejanza de los tridngulos ABC,
abc, se deduce que el dogulo B==b, y BCA == bca; de la de los tridn-
gulos ACD, acd, se deduce que ACD == ucd 5 si sumamos estas dos
ecuaciones , tendrémos dngs. BCA —4~ACD = dngs. bca — acd , 6 ang.
BCD == dng- bed ;5 y como lo mismo demostrariamos de los demas an-
gulos, resulta que las figuras ABCDE, abcde tienen iguales sus angulos.

Para demostrar que tienen sus lados proporcionales, observarémos
que los trigngulos semejantes ABC, abc dan AB:ab::BC:benAC: ac , los
ACD, acd dan AC:ac:DCide:AD:ad
los ADE , ade dan AD:ad::DE:de::EA:en

La segunda de estas séries de razones iguales tiene comun con la

TOMO I, PARTE IL 20

cal BA, se tendrd AF = diferencia de segmentos =
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primera la razon AC:ac, y la tercera tiene con la segunda comun Ia
AD:ad , luego podrémos enlazar las tres de este modo o
AB:ab:BC:be::ACiac: DCide:ADzadsDEide:EAzes .
6 prescindiendo de las razones en que entran las diagonales, serd
AB:ab::BC:bei:DCide::DEzde::EAzea ‘

Luego , ademas de tener los dngulos iguales, tienen proporciona-
les los lados, y por lo mismo son semejantes. ~

Cor. De aqui se deduce que los perimetros de las figuras semejon=
tes guardan la misma vazon que Sus lados homdlogos ¢ dragonales ho-
moiogas. Porque si en la série de razones iguales de antes , compara-
mos la suma de antecedentes con la de consecuentes , tendrémos .
AB-+BC4+CD+DE~+EA : ab-+be--cd-+de-+-eai: AB:ab::BC:be::AC:
-ac:: &c: &c; pero AB4+BC+CD-+&e, y ab-t-be +cd-+vc, son los
perimetras , luego los perfmetros de las figuras semejantes &e,

Y como los poligones regulares de un mismo nimero de lados, son
(481) semejantes , resultard que sus perimetros guardardn la misma ra-
zon que sus bados homdlogos , y que tudas sus Lineas homologas ; luego
serdn como sus radios rectos y como sus radios oblicuos.

497 Probl. Dado un pokigono regular inscrito en un circulo , ins-
cribir otro de dupio nimnere de lados , { v hallar el lado de este dltimo.}

Kes. y Dem. Sea BA (fig. 159), uno de los lados del poligono que
se nos da inscrito: si se divide el arco AB’B que subtende, en dos par-
tes iguales en el punto B/, y se tiran las AB/,B’B, serin dos lados coi~
tiguos del poligono regular de duplo nimero de lados ; pues los arcos
que subtenden son la mitad del arco AB’B que subtendia el lado del
poligono propuesto, ¥ 4 cada lado AB corresponderan ahora dos.

{Para hallar el valor del lado de dicho poligono , prolongarémos
el radio B’O hasta D,y por ser toda cuerda B’A media proporcional
entre el didmerro B’D 'y el segmento correspondiente B'E (488 2.),
tendrémos B/D:B/AnBABE,:
de donde multiplicando estremos y medios , considerando que el did-
metro B’D es duplo del radio B’O, sera

BA’? = B'D x B’E = 2B’O x B’E;
pero B’E=B'0 — EO, y como el tridngulo AEO es rectingulo en E

se tendrd { 487 cor. ) EO==4/A0*—ABR® = s/ B'O*—AE?, y serd
BE—BO—4/ BO— ABZ2; y como (436 ) AE’==(3AB)?, sustitu-
yendo este valor en el de B/E, serd B’E = B0 — /B0 —(ZABY?;
poniendo este valor de B/E en la ecuacion B/A%=2B’OxB‘E, se con«
vertird en B/A 2 =2B’0 (B'0 — v/ B/O*—(3ABY, y estrayendo la raiz

cuadrada , serd B’A :VzB’ O(B’O—4/B'0*—(3AB)* ).
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¢ Esc. 1.° Si hacemos ahora igual 4 la unidad el radio B/O del cir-
culo en que estan inscritos los poligonos , se convertird esta ecuacion

en B’A:Vz.x( 1— 4 12— (3AB )zz]/z(z-—\/x--(-;;AB)z =

Vz»——z\/t—{-(AB'j‘E:-‘/z_z\/z;-——AB“:
4

‘/2_'. W‘*z____:‘fiﬁf: Vzgv;:gygi ()

{Esc. 2.° Si se dividiese ahora en dos partes iguales en el punto

B” el arco AB’, se tendrfa del mismo modo :

B’A= Vz-——V 4—AB’?, y seria B”A el lado del poligono de du-

plo ndmero de lados del que tenia el correspondiente al lado AB v
siguiendo del mismo modo , inscribirfamos tantos poligonos de duplo
ntimero de lados como quisiéramos. :
{Ahora en la ecuacion (a), vemos que para hallar el lado del po-
ligono de duplo nimero de lados tendrémos que sacar primero la raiz
cuadrada de 4 — AB?, luego restarla de 2, iy wolver & estraer de esta
resta ung raiz cuadrada , lo que no puede menos de ser muy complica-
do, particularmente cuando se tenga que repetir muchas veces esta o-
peracion de ir inscribiendo poligonos de duplo nimero de lados ; por
lo cual si tuviésemos necesidad de hallar el lado de un poligono de un
ntimero de lados ocho veces mayor que el otro, para evitar el sacar
dos raices 4 cada operacion , hallando primero el lado del poligono de
duplo niimero de lades del que se nos da, y luego el de duplo niime-
ro de lados de este tltimo, que serd de cuddruplo nimero de lados
respecto del que se nos da, y luego el de éctuplo &c, en vez de ha-
1lar los lados de dichos poligonos, hallarémos el valor de las cuerdas
de los arcos , que son suplementos de los arcos correspondientes 4 los
lados del poligono, lo que nos escusard el hacer la mitad de las es-
tracciones de raices ; 4 estas cuerdas las llamarémos con Vieta apdtomes.
{En efecto, pues que los tridngulos ABC, AB'C, AB”C &c, tie-
nen recto el ingulo que tiene cada uno en la circunferencia, serdn

rectangulos , y tendrémos (487 cor. 1.°) BC=4/ AC*—AB*

B/C=4/AC? — AB’* &c. Si tomamos el radio AO por unidad, por
ser AC duplo de AO , serd AC==2, y tendrémos ;
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BC=4/2°_AB® = 4/4—AB?, B'C=+/5 — AB7,

¥y como la ecuacion (s) da B’A%=2 —4/4 - AB?, si sustituimos en
vez de 44— AB? su valor BC, serd B’A%= 2 —BC, .
¥ poniendo este valor en el de B'C seri

B’C:—-...Vq.-——(z——BC):: V4—2+BC=¥2BC;"

y del mismo modo tendriamos B/C = A 2+-BC, &ec.

{De donde se sigue que hallando primero el valor de BC, solo con
efiadirle dos unidades , y estraer la raiz cuadrada > tendrémos la apdtos
me del poligono de duplo nimero de ludos; y afiadiendo 4 esta otras dos
unidudes , y estrayendo la raiz cuadrada , tendrémos la del siguiente , y.
asi continuando, tendriamos las demas; despues, para hallar el lado
que deseamos, no hariamos mas que restar el cuadrado de la apdrome
en que nos hiyamos detenido, del cuadrado del didmesro, vy estraer la raiz
cusdrada 5 con lo cual tendrémos el lado del poligond propuesto, no
habiendo estraido sino la mitad de las raices que se hubieran necesi-
tado, caleulando directamente los lados.

{Cor. De aqui se deduce, que pues hemos dado métodos parains~ -

cribir un tridngulo y un cuadrado, tenemos medios ya para inscribir en
el circulo los poligonos , cuyo nimero de lados esté espresado por al-
guno de los niimeros de estas dos progresiones geométricas ;
: +3:6:12:24:48:96:&¢. v 2+4:8:16:32:64:&c. ,
{498 Esc. 1.° Tambien se pueden inscribir todos los de la pro-
gresion <+ 5: 10: 20: 40: ¢ ; porque se puede inscribir el pentigono
y decigono directamente. En efecto, dividiendo el radio AO (fig. 160),
en media y estrema razon, serid la parte mayor OM el lado AB del
decdgono.
{ Porque tirando la MB, se tiene por construccion AO: OM :: OM:

AM, 6 4 causa de BA==OM, serd AO: AB:: AB: AM, luego los trian-

gulos ABO, AMB tienen un angulo comun A formado por lados pro=
porcionales , luego son semejantes (484). El tridngulo OBA es isésce-
les , luego el AMB lo serd tambien, y se tendrd AB=BM; y como
por construccion AB==OM, resulta tambien MB = OM ; luego el
tridngulo BMOQ, es isdsceles. .

{Ahora , el dngulo AMB es esterno del triangulo isésceles BMO,
luego serd duplo del interno O ; pero el AMB=MAB, luego el tridn-
gulo OAB, es tal que cada uno de los dngulos en la base OAB, 4
OBA es duplo del dngulo del vértice ; luego los tres dngulos del tris
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ingulo AOB:valen cinco veces el dngulo O, de donde se deduce, qu
valiendo todos , dos angulos rectos, 6 o, resultaré el dngulo O igual
4 la quiata parte de dos rectos, 6 4 la décima de cuatro; luego el arco
AB es la décima parte de la circunferencia, y la cuerda AB el lado
del decdgono regular, .

{Cor. 1.° De aqui se deduce que si se unen de dos en dos los
dngulos del decdgono, se tendrd el pentdgono regular ACECGL

{Cor. 2.° Puesto que AB es el lado del decidgono, si suponemos
que AL sea el del exdgono, tendrémes enténces que el arco

BL==ABL—AB=27 27207 —13m 37 2w
-6 10 60 .60 . 13
luego la cuerda BL, sera ¢l lado del pentg-decigono 6 poligono regu-
lar de 15 lados. Luego tambien: podemos inscribir todos los de esta
progresion <+ 15: 30: 60: 120: &e. .

{Esc. 2.° Hasta ahora se habia creido que solo los poligonos de
un numero de lados espresado por los términos de estas progresiones,
eran los que se podian inscribir en el circulo porlos procedimientos de
la Geometria elemental , ¢ lo que es lo mismo, por la resolucion de las
ecuaciones de primero y segundo grado; pero Ch, Teder Gauss, Ged~
metra de Brunswick, en una obra intitulada Disquisitiones Aritmetice
Lipsie 1801 (*), ha demostrado que se puede inscribir por semejantes
medios el poligono regular de 17 lados, y en general el de 2n--1 la-
dos, con tal que 2n-+1 sea un nimero primero. (Véase el § g4 de
nuestro 2 ° tome). o S

499 Probl. Dadas dos magnitudes desiguales Ay By y el circulo
CDF (fig. 161) inscribir y circunscyibir ab circulo im poligono tal , que

~ el lado del circunscrito tenga con el del inscrito una razon menor que

la mayor wagnitud A tienz con la menoy B.

Res. Hallense primero dos lineas OP,0Q que tengan la razon de
A: B (479 esc. 1°de probl. 5.°), de manera que OP:0Q::A:B; sobre
la ‘mayor OP tricese un semicirenlo PQO, y tirando desde O la cuerda
OQ, unirémos el punto P con el Q por medio de la PQ; hecho esto
dividase la circunferencia CDF en dos partes iguales, por medio del
didgmetro DF, la mitad DCF de esta circunferencia en otras .dos par-
tes iguales, y contimiese del mismo modo hasta que el dngulo DGK,
mitad del DGH, sea menor que el POQ, y sea por ejemplo igual con
QOR; por K tirese la tangente LM, que encuentreen L y M 4 los
radivs GD, GH prolongados, y iirese Ja DH : digo que LM es el lado
del poligono circunserito, y DH el del inscrito. .

Dem. En primer logar , por haberse dividido la circunferencia en
dos partes iguales , y luego en otras dos &c, el arco DKH esta con-

(*) - Esta obra se halla traducida ya ol franeés.
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tenido un nfimero exacto de veces en la circunferencia, y por Io mis-
mo LM y DH son lados de poligonos regulares , esto es, que LM es
lado de un poligono que se puede circanscribir al circulo, y DH es
el de uno que se puede inscribir. Ahora, por ser los dngulos DGN,
ROQ iguales, y rectos los dngulos GND, OQP; serin semcjantes
(483 cor. 2.°) los tridngulos DGN, ROQ ; por lo cual
GD=GK:GN::OR:0Q <OP:00Q; pero GK:GN:: LK:DN:; 2 LK:2DN:: LM
:DH. Luego LM:DH~<OP:0Q::A:B, que era L. Q. D. H. D.

{Esc. Del mismo modo demostrariamos que 4 un arco cualquiera,
de circulo se le puede inscribir y circunscribir una porcion de poli-
gono regular , esto es, que todos los lados fuesen iguales, tal que el
lado del circunscrito tuviese la misma razon con el del inscrito que la
que acabamos de decir, para lo cual no habria mas que dividir el arco
en dos partes iguales, y luego en otras dos &c, asi como antes lo he-
mos hecho, empezando por toda la circunferencia; pero debemos adver-
tir , que aunqae la porcion de poligono inscrita y circunscrita al arco
es regular , esto es, tiene todos sus lados y dngulos iguales, no por ese
formari siempre parte de un poligono regular inscrito y circunserito
4 todo el circulo; pues esto solo se' podrd verificar en general cuan-
do el arco dltimo en que queda dividido, estd contenido exactamente
en toda la circunferencia.} , :

500 Teor. Si en un circulo inscribimos un poligono cualquiera, y

despues otro de duplo ndmero de lados, y asi sucesivamente, I sagita

correspondiente 4 estos poligonos, ird siendo mas de dos veces menor, y
por bo mismo llegard & ser menor que cualquier cantidad dada por pe-
quefia que sed. ,

Espt. Sea por ejemplo ABED (fig. 162), un cuadrado inscrito en
el circulo : digo que si se le inscribe un octogono, y luego un poligo-
no de 16 lados y asi sucesivamente, se verificard que la sagita BK
del cuadrado, serd mas de dos veces menor que el radio BC, y la BR
del octbgone mas de dos veces menor que la BK del cuadrado, y asi
sucesivamente ; de manera que al cabo de cierto tiempo llegard 4 ser
menor que cualquier caniidad dada por pequefia que sea.

Dem. Si dividimos el arco BA en dos partes iguales en H y tira-
mos la BH, esta serd el lado del poligono de duplo niwero de lados;

or ser los cuadrados de las cuerdas tiradas desde los estremos de
un didmetro (488 3.2) como los segmentos que causan en dicho did-
metro las perpendiculares tiradas desde los estremos de las cuerdas,
tendrémnos BA2:BH?::BC:BK; y como por ser obrusingulo el tridngulo
BHA , el cuadrado de AB es mayor (489) que la suma de los cuadra-
dos de los lados BH, HA, y estos son iguales por ser lados del octé-
gono, sera el cuadrado de BA mayor que el duplo del cuadrado de BH,
6 lo gue es lo mismo BH® serd mas de dos veces menor que BA%
por lo que la proporcion anterior nos dard que BK, es mas de dos

S — N
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veces menor que el radio BC, Pero BK es la sagita del cuadrado, pues
st prolongames la HK hasta M, el arco HBM ‘valdrd ¢o® 6 Zw,
por ser tambien duplo de BFH ; luego HM, serd lado del cuadrado
inscrito , y como llamamos sagita en un poligono inscrito 4 la dife-
rencia que hay entre el radio del circulo 4 que lo est4, y el radio rec~
to de dicho poligeno, se sigue que en efecto EK es la sagita del cua-
drado ; luego csta es mas de dos veces merior que el radio. -

Si dividimos el arco B¥B en dos partes iguales , y tiramos las BF,
FH, estas seran'dos lados contignos del poligono de 16 lados, y,BR
serd la sagita del octégono, y por la misma razon que antes , serd
BH2:BF2:BK:BR; mas, por lo espuesto antes, BF? es mas de dos ve-
ces menor que BH2; luego tambien serd BR mas de dos veces menor
que BK; y como 4 cada vez que inscribamos un poligono de duplo

nimero de ladds , hacemos mas de dos veces menor 4 la sagita, se.

deduce (325), que llegarémos 4 tener al .cabo de cierto tiempo una
sagita menor que cualquicr.cantidad dada por pequefia que sea L.
. D.D. t :
Q sor  Probl. Dado un poligono regular inscrito , en un circulo, cir~
cunscribirle otro del mismo ndmero de lados, y hallar el valor del la-
do de este ditimo. : '
Res. y Dem. Sea abedef (fig 163), el poligono propuesto; tirense
los radios oblicucs Oa, Ob &c ; levantense en los estremos de estos
radios las perpendiculares AF,BA, CB &c, ¥ el conjunto de esias
perpendiculares que son tangentes del circulo abedef (444 ), formard
el contorno del poligone circunscrito.

En efecto , los tridngulos-aAb , bBe &¢, son todos ignales é isds-
_celes ; porque. los lados ab, be, td &c, son-iguales pcr el supuesto; y

los 4ngulos Aab, Aba, Bbe &c, formados por estos lados iguales, que
son las cuerdas de los arcos iguales ab, be &c, y por las tangentes
Aa, Ab, bB &c, son tambien iguales {453), luego 1.° aAb == bBc,
y 2.°6A == Ab == 0B = &c, de donde sale tambien AB = 2Ab, BC=
2Bc &c, y por consiguiente AB == BC = CD = &, luego el poligono,
teniendo Sus lados y dngulos iguales, serd regular como se pide.

{Para hallar el valor del lado AB del poligono circunserito , ob~
servaréinos que por ser el éniulo OusA reciv, y el OGa tambien, por
ser la aG perpendicular 4 OA, los tridngulos aGO y AaO (485 cor.
2.°)serdn semejantes, pues ademas del dngulo recto dicho, tieren co-
mun el ¢OG ; y por ser semejantes , darin OG (lado mediano del tri-
dngulo 0Ga): «G (su lado menor ):: 6O (lado mediano del tridngulo
a0A)aA (su lado menor); y como una proporcion no se altera aun-
que se multipliquen por una misma cantidad los consecuentes,” si aqut
multiplicames por 2 los consecuentes 4G, aA, el primero serd iguaal
con ab, lado del poligono inscrito, y el segundo con AF, lado del cir-
cunserito ; y la proporcion de arriba , serd
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0G:ab »:;a,O: AF = abxa0

, ¥ como (487 cor. i.°) 0G= (V4 0a"’-—u{,~é‘

P A, L abxaO . :
=4/ 02 (Fuv)?, serd AF = 5 Y s al lade menor gk
: A/ Oaz—~Lub)?
le llamamos /, al mayor AF, L, y al radio Os, R, tendrémos

- IXR
I = —— —, que suponiendo el radio R igual con la unidad

. A/R% (#)* ‘
Cx l I PYA

V1 — {;12-‘ V4 —® -—V@z‘~'§/4-1zr
4 - 2 :

sera I ==

. {Esc. Pues.que hemos ya dado medios para inscribir poligonos
de duplo nimero de lados &c, podrémos tambien cireunscribir, con el
auxilio del problema que acabamos de resolver, poligonos de duplo, cuadru-
Pplo W, nimero de lados. Pero tambien se puede resolver el problema
de circunseribir un poligono de duplo ndimero de lados directamente
de este modo. Supongzmos que se nos dé el cuadrado MRUO ( tig.
164 ) circanscrito al circulo ; si concebimos por los puntos Q, D, &e,
medios de los arcos bA , Aa, las tangentes PN, BT, &c, estas forma-
rdn con las partes que intercepten en los lados , un octégono aTBNP
&e que serd regular, por tener los 4ngulos y lados iguales, En efec-
to, el dngulo en B tiene por medida (457 esc. y4 o —AD, elen N
aw—QA,y como AD == AQ por la construccion hecha , se tendri
que estos dos dngulos tendrin una misma medida y serin ignales > ¥
del mismo modo se demrostraria de los demas. , »

{Abora, para demostrar que los lados son ignales, observarémos
que si tiramos las QA , AD, serdn iguales por cuerdas de arcos igua~
les, y por lo acabado de demostrar, los tridngulos QNA, ABD serin
iguales ¢ isosceles , lo que dard QN=NA=—AB==&c, y por consi~
guieate sus duplos tambien serdn iguales, lo que dari ..

2QN =2NA =2AB=8&c, 6§ PN = NB = &¢ }

soz Teor. Si 4 un circulo se le circunscribe un poligone regular
cualquiera ; y despues otro de duplo nimero delados, 1.%el. lado de este
dlsimo serd mas de dos weces menor que el lado del anterior 5y 2.°%1a
sagits del segundo serd mas de dos veces menor que la sagita del prime-
vro; iy por lo mismo, kaciéndose estas lineas mas de dos wveces menores al
paso que se circunscriben poligonos de duplo nimero de lados, dichas
lineas podrdn llegar & ser menores que cualquier cantidad dada por
pequena que sea.

Dem. Sea MRUO (fig. 164) un cuadrado circunscrito al circulo:
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si tiramos los radios oblicuos CR, CN &c, y por los puntos en que
esto§ corten. d la circunferencia tiramos las tangentes BT , NP &e,
quedara circunscrito el octégono aTBNP &c, que serd regular ( esc.
antec.) , porque los tridngulos en que dividan 4 cada cuadrado bCAM,
siendo iguales entre si (466) ¢ isosceles , tendran iguales los 4ngulos
bCM, MCA, ACD,:DCa, y por consiguiente los arcos bQ, QA, AD &c
que los miden, serdm tambien iguales. -

Ahora , por ser rectingulo en D el tridngulo BDR , serd Ia hipo-
tenusa BR >BD (§ 370); y como el tridngulo ABD es isésceles por
tener los dngulos CDA , BAD una misma medida que es la mitad del
arco AcD , serd BD=BA, y por lo mismo BR > BA ; por la misma
razon se.tendrd ‘tambien MN > NA , y sumando ordenadamente serd
BR + MN > BA ~+ NA =NB; pero BR <~ MN=MR — NB; lue-
go la desigualdad de antes, se convertird en MR ~~NB > NB, 6 a-
fiadiendo 4 ambos miembros la NB, sera MR > 2NB, 6 dividiendo

MR
por 2, se tendré;——;—- >NB, ¢ NB-<1\-%§; y como NB es el lado del

octégono , y MR el del cuadrado, se signe que el lado del octégono
es mas de dos veces menor que el lado del cuadrado ; y como si fuése-
mos circunscribiendo poligonos de duplo ntdmero de lades, demostra-
riamos del mismo modo que 4 cada operacion iria siendo el lado del
poligono mas de dos veces menor, podiamos hacer que dicho lado
fuese menor que cualquier cantidad dada por pequefia que fuese, que
era L. 1.° Q. D. D. ~ "

2.° La Bc que es la sagita del poligono circunscrito, por ser la
diferencia entre su radio oblicuo y el recto 6 radio del circulo 4 que
lo esti , es mas de dos veces menor que DR, diferencia entre el ra-
dio oblicuo y recto del de un subduplo niimero de lados. Para demos-
trarlo , bajarémos la D/ perpendicular 4 Ca, y seri paralela 4 Ra;

por lo que el trisngulo CaR dard Ca:CR::Ja:DR =—.C1:;;la

5 ¥ por ser
el arco aD la mitad del ADa , serd DJ semilado del cuadrado inscrito,

y por lo mismo la==DS; luego, sustituyendo este valor, serd

CRxDS .
; = (—;—‘ x CRxDS. Considerando tirada tambien la cs per~
]

pendicular 4 CD, serd paralela 4 BD, y el tridngulo CDB dari CD:
CBxDs I

CB::Ds:Bc = b =D xCBxDs ; pero en este valor de Bc entra

como factor.Ds, que es mas de dos veces menor que DS y ademas el
TOMO I. PARTE II 2i

DR =
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es menor que'é; xCR. ,-porque lds denominadores
son iguales, y CB es menor que CR , luego el valor de B serd-mas
de dos veces menor que ef de DR ;luego 4 cada circunscricion de
poligono de duplo nimero-de lados 5 vamos ,haelendomlfavf.sag1ta.vdlfe‘-
rencia entre el radio oblicno y recto, mas de dos vecesitaerior’,y por
lo mismo llegard 4 ser menor que cualquier cantidad dada por peque-
fia que sea, que era L. 2°Q.D.D. -~ .

503 Teor. Si en un circulo se mscr:be‘ y czrcunscwb_e un Po}zgonode
un mismo nimero de lados, vy despues se inscriben y circunscriben orros
de duplo nivmero de lados , y ast sucestvamente. lf& diferencia- enire ¢
perimetro del circunscrito-y eb- del inscrito, Hegard d ser mehor- que«:cual-
quier cantidad dada por pequeiia que sea. SR 3

Dem. Por ‘ser semejantes los poligonos regulares de: un' mismo ni-
mero de lados ( 481 ), sus perimetros serin proporcionales ( 496 cor. )
con sus radios rectos ; luego si al perimetro del circunscrito le llama-~
mos P, R 4 su radio recto, que es el radio del circulo, al perime-
tro del inscrito p y r 4 su radio recto, tendrémos P:puRir, que di-

N T . . P(R"-'r) .
vidiendo, da P — p:PuR—nR ; dedonde sale P—p== T

.otro factor o XCB
‘ Qtro ractorx D

i

pero R—r, que entra como factor en el valor de P —=pi; es la sa-
gita (469 ) del poligono inscrito, la .cual va'siendo mas de dos veces
menor al paso que se inscriben poligonos de duplo miimero- de-lados
(502) ; luego el producto en que entra (325 cor. 3.%), y por congi-
guiente la diferencia P —p de los perimetros, llegard 4 ser menor
que cualquier canidad dada por pequena que sea. L. Q. D.D. (*).

Cor. De aqui se infiere que si la diferencia entre el perimetro del
poligono circunscrito y el del inscrito , puede ser menor que cual-
quier cantidad dada , con mas razon se podrd czrcumcz"zbzr ¢ m;c;rzbn:
un poligono al circulo en que la diferencia entre el perimetro de uno 4
otro y la circunferencia , sea menor que cualquier camtidad dada por pe-

de la

(*) Mr. Peyrard , ol demostrar esta proposicion , pdgina 466

obra ya citada , deduce con exactitud lo ecuacion

PR—r1) :
T :

Pep=

y despues continfia del modo siguientes oo LT e
“Mas pues que ba cantidad R =1 disminuye siempre uii_medz_da qué
aumenta el ndmero de lados de los poligonos circunscritos & mscritos , es
evidente que continuando circunscribiendo al circulo poligonos regulares
cuyo numero de lados sea siempre doble , ¢ inscribiéndole poligonos semes
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querinque:isea;; puesTcomo la circunferencia (459') es mayor que el:
perimetro del poligonosinscrito, y menor que el del circunserito, al
acercarse estos perimetros: el:Mho al ‘otro , 'se acercardn comn mas razon-
4 ‘la circunferencia ;+'y si la diferencia entre dichos perfmetros podia
ser menor que. cualquier cantidad-dada ; con mas razon la diferencia
entre el perimetro de umo de los poligonos y la circunferencia , llegard’
4.ser.menor. que eunalquier cantidad dada por pequefia. que - sea.

. +304..' Teor. Las circunferencias de los circulos son entrg st como sus.
vadios 6 didmetros.. -- . by,

o, +Dém. Pues que los perfmetros dé dos poligonos regulares de un:
mismo nimero de lados , inscritos 6 circunseritos 4 los circulos, son
siempre como los radios de dichos circulos , si llamamos P,F’ 4 los pe-
rimetros de dos poligonos circunscritos, y. R,R’ 4 los radios de los.
circulos 4. que lo estan, tendrémos P:P/u:R:R/, 6 lo- que es lo-mis~

mo =& . 5 .coms los: radios no varian, indica est que Ia relaci

Y. 57 == g+ ¥-comd los: radios no'varian,, indica esto.que 1a relacion
? es constante, . Si llamamos C,C’ las circunferencias.de'los circulos 4
. . X . PN ".»-.'v - ‘;C 7’, .
que estan circunscritos los poligonos, sera & la relacion de dichas -
SR o a2 10 NS T o ANPIOS SV PR PIE I SR
circunferencias , y tendrémos” aqui dos cantidades variables P,P’ que

TR VIS

se pueden acercar-4 otras  dos constantes C,C’ ( cor. antec. ) tanto co-

- i oo . P R L
mo se quiera, y cuya relacion TR es xonstante ; luego en virtud
Rk ot R RS RPN R LR &L

P R C
dg lo demostradto”( 32’8‘.) serd = =5y
C:.Cu:R:R/::2R: 2R/ u D IY.
- Cor. 1.° De .aqui se infiere que la relacion gqne la circunferencia
tiene con el didmetro es la misma en todos los circulos; y que por lo
mismo- $i conoeemos la-relacion que un didmetro D tiene con su cir-

de donde sale

:ianies , sucederd necesariomente ‘gue‘ la cantidad %(R-—— r) Hegard & ser

menor que la cantidad IN.»

T como tenemos demostrado en el escolio del § 325, que hay espresio-
nes que continuamente van disminuyendo , y que sin embargo jumas llega~
ran & ser menores que una cantidad dada , resulta que es inexacta y de~
fectuosa la conclusion de Mr. Peyrurd , y la de otros autores que se ess
presan en los mismos O andlogos términos. :
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cunferencia C, hallarémos la circunferencia C’ correspondiente 4 otro:

- o TN ., . .
didmetro cualquiera I, diciendo D:CuD/:C'= 9(131_).. o

Cor. 2.° Tambien se infiere que una vez que las circunferencias
tienen la misma razon que sus didmetros, y una razon no se aliera aun
cuaudo se partan por un mismo mimero sus dos términcs, si dividimos
por z, por 4, y en general por n la primera razon de C:C/:D:D,

, c’ c Cc c’
serd — : — uD: D, — : — u:DtDY, y en general .g: E. ::D: D5 lo que

2 2 4 » " n

nos dice que tambienJas semicircunferencias , cuadrantes de circunferen-
cias , y en general los arcos de un mismo ndmero de grados, que son
los que se liaman semejantes , tienen la misma rozon que los didme-
tros y radios. ‘

- {505 Probl. Hallar la relacion aproximada del didmerro 4 la cirs
cunferencia. "

. {Res. y Dem. Siendo el lado del exdgono igual al radio del circulo
si se toma por unidad este radio, el perimetro del exadgono inscriw:

7 i . i ‘ 21 |
serd 6, y la espresion (501), L=-————, nos dar4 en este mismo su~
; o - A 4=l - K
‘ , . . 2X1
puesto, para el lado del exdgono circunscrito L=—=——18—
N 4=

2
=¥
V3
v 6X2 12 3.4 - :
su perimetro, setd L= — =——="—"—=44/3.

V3 M3 V3
{Luego la circunferencia del circulo, siendo el radio'iguai‘ con ia

i i 12
unidad, serd mayor que 6 y menor que —; y si circunscribimos é

3 :
inscribimos poligonos de mas lados , tendrémos valores mas inmediz.
tos ; por lo que, para hallar la.circunferencia inscribirémos y circuns-
cribirémos poligonos de un gran niimero de lados ; y como la diferen-
cia de los perimetros de estos va disminuyendo 4 proporcion que va
siendo mayor el ndinero de ladus, con mas razon disminuird la di
ferencia entre el perimetro de uno cualquiera de ellos y la circunfe-
rencia; y asi lo harémos por medio de la térmula (§ 497) BC =

A/4—AB?, que, en nuesiro caso, por ser AB lado del exigono =1,

se convierte en BC=4/4—1=4/3=1,732 &c; y como afiadiendo
2 al valor de esta apotome, y estrayendo la raiz cuadrada , tendré-
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mos el valor de la apétome BC (fig. 159), y afiadiendo 2 y volvien-
do 4 estraer la raiz cuadrada, nos vendri el de B”C, resulta que
si 4 BC,B'C,B”C &c, las llamamos a,4',a" ,¢""’, &¢ , por ser la inicial
de apétome, y 4 los lados del poligono correspondiente b7, , &e,
tendrémos los valores contenidos en la adjuna tabla.

{Esc. El primero que saco aproximadamente la relacion del dii-
metro 4 la circunferencia fué Arquimedes, pues demostrd (Archim.
Op. prop. 2 de cir. Dim.), que siendo el didmetro igual con 1, la
circunferencia era menor que 3 X, y mayor que 3 4% de donde, toman-
do el primer valor aproximadu de la circunterencia , vesulia D:Ciip:
3% 1:2%::7:22. Adriano Mecio da por relacion aproximada la
de 1131355, que es muy fécil de retener en la memoria ; porque no
hay mas que poner repetidos los tres primeros numeros impares, y
tomando los tres primeros guarismos de este conjunto , espresarin el
diametro, y los otros tres la circunferencia. Ludolffo Van-Ceulen la
sacé con 35 guarismos decimales, y Lagni en las Memorias de la
Academia de ciencias de Paris afio de 1719 ,la present6 con 127 gua-
rismos decimales exactos. Hay otra relacion del didmetro 4 la circun-
ferencia que es la 1250:3927, encontrada por los Ingleses en una obra
de los Bracmanes de la India, que es mas exacta y tiene visos de ser
mas antigua que la de Arquimedes. Como esta relacion es el principio
de donde dimauan las principales aplicaciones de las Matemdricas , y
es una cosa hecha por pocos, pudiera suceder que se hubieran equi-
vocado ; y asi he tratado de cerciorarme por mi mismo de la exacti-
tud de dicha relacion, y la he sacado como se ve en la tabla con 17
guarismos exactos. Mas por si en algun caso no bastase esta aproxima-
cion, he calculado por las series con los 34 primeros guarismos decima-~
les exactos, la de '

1: 3,1415926535897932384626433832795028538, como verémos ( ta-
bla de la pag. 223 del 1omo 2-°).

{He visio citada *) una obra intitulada Thesaurus Jogaritmicus de
Vega impresa en Berlin, en la que estd sacada la siguiente relacion
del didmerro 4 la circunferencia, ’ :
1:3,141502653589 793238 462643 383279 502884 197169 399375
105820 974944 592307 816406 286208 998628 034825 342117
067982 148086 513282 3c6647 093844 6ogss0 582261 36 &c,
con 140 guaritmos dedimales exactos. Por esta relacdon de Vega se
hecha de ver que el guarismo que ocupa el lugar 113 debe ser un 8

(*) To he tenido la satisfaccion de adquivir dicha obra; y en e-
fecto este es el mimcro que saca. Mr. Lambery en las memorias de la
Academia de Berlin afio de 1761 , demuestra que la relacion de la cir-
cunferencia al didmeiro es un ndmero ivracional.
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y noun 7 como se Ha impreso en- todos los.libros ., segun -la relacion
publicada por Lagni. 3 - - . e o _
i Cor. - Una svez. que siendo el didmetro 1, la- circunferencia es
3514159265358 &c, y que las circunferencias. son proporcionales con
sus didmetros , si llamamos C 4 la circunferencia que tiene pohdiaﬁi—
metro D, tendréros tomando los diez primeros guarismos :
3,1415926536xD! - . i
415926530 D:C = 2RI sy spnszed.
Sien.vez de D sustituimos su valor zR,~es déé"ir“(lbsy‘vecés el
radio , sera tambien el valor de la circunferencia con-re_iacidn al fa-

1:3,1415926336::D:C =

’

dio g ‘C::g,x4.1;926;36><2R:6,283185307221{. o .

. Si, dada la circunferencia, quisiésemos hallar el didmetro, invertis
tiamos la proporcion de arriba , y seria o L
RS 1xC : SRR

3, 14150926536:1:C:D = = -XC=

, 3,1415926536  3,1415926536 ~

g f

- . ok . )
©,3183098862xC. Y si quisi¢semos hallar el radio, dada la circunfe-
rencia , tomariamos la mitad del didmetro, y seria ' .

D 0,3183008862xC
R=— =223023% = 0,1591549431xC.

.

2 .2

{El método: de que se vale Mr. Schwab para encontrar la relacion
del didmetro 4 la circunferencia es muy sencillo ¢ ingenioso : por lo
que no. podemos dejar de darlo 4 conocer ; para lo cual se necesita re-
solver .como  preliminar el siguiente ( ' ,

{Probl. Conociendo los radios del circulo inscrito y del cireulo cir-
cunscrito & un poligone regular, hallar los radios del circulo inserito ¥
del circulo circunscrito & otro poligono del mismo perimetro Y que tenga
un duplo nimero de lados. , ’

{Res. y Dem. Sea AB (fig. 308 *) el semilado del poligono dado O
su centro ; OA seri el radio del cireulo inscrito y OB el del circulo
circunscrito 5 prolonguese AO hasta que encuentre al circulo circuns-
crito en C y tirese la BC: el tridngulo BOC siendo isdsceles . si se
baja OD perpendicularmente. sobre BC, se tendrd CD =2 BC, y ti-
rando DE paralela 4 AB, se tendri del mismo modo DE = I AB:
pero el 4ngulo inscrito C es la mitad de AOB, luego si se toma DE
por semilado de un segundo poligono regular que tenga C por centro
el dngulo en el centro de este serd la mitad del del primero; Iueg(),”
tendrd duplo miwero de lados; y como en compensacion , ca.:ia' uno
de estos lados serd la mitad de un lado del primero, estos dos poligo-
nos tendrdn un mismo contorno. Se trata de valuar CE y CD. '

{Pero se tiene CE== 7 AC= (A0 + OC ) =1 (AO-+OB); y en
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el tridngulo rectdngulo COD , el lado CD es medio proporeional en-
tre CO y CE 6 entre OB y CE. Luego si se designa pora el radio del
circulo inscrito en el primer poligono, por r el del circulo circunscrito,
por a’y # los radios reiativos al segundo poligono cuyo mimero de lados

. N . L Gt —
es doble, se tienen las dos formulas muy simples. a'= Al :V uw'r,

Probl. Hallar la relacion aproximada de la circunferencia al didmetro.

Res. 3 Dem. Sea el lado del exdgono==1, su perimetro serd 6; y
i AB (fig. 308%)es el semilado, se tendrd OB =1, y OA=#1-

B oma— - Vi « - b
e=4/ %; luego si en las férmulas de la proposicion precedente, se
hace @’=4/ 3 y r= 1, se obtendran los radios relativps 4 un dodeci~
gano ¢ poligono de doce lados, cuyo contorno es tambien = 6; apli-
cando las mismas formulas 4 estos dos nuevos radios, se tendrin los
radios relativos al poligono de viente y cuatro lados del mismo perimetros
y continuando ' de esta manera, los dos radios se aproximaraa y su di-
ferencia acabard por llegar 4 ser insensible en las primeras decima-
les; al mismo tiempo el perimetro del dldmo poligono no diferira
sensiblemente de una circunferencia de circulo; entonces se tendri el
radio del circulo cuya circunferencia == 6 lo que scrvira para hallar
la relacion pedida. - . : :

{He aqui el cuadro de estas operaciones, donde la serie de los ni~
meres 4, r, o’y v/ a” , v, &c , esta calculada tomando alternativamen~
te la semisuma y la media proporcional. : :

Nimero a; ¢ radio r, 6 radio del
de lades. del civculo inscrito. cireulo circunserito.
Guvveriresrennnnirennss 05 8660264 v ivininsisannsinininss I, 0000000
ST 2uineereessenernanesion 0y 9330127 0iverendeneiisiniinn 0, 9650858
24uriseininmnnsinnen 03 9494693 weeiirieniiinicns 0, 9576622
48uiiiiiiiiiniinieinn 0 9535657 i uiirisuiininineenen O, 9556118 .
G6inirrrrerenisnniniensar 0y 9545887cuiiinniiiiveniiennnin, ©; 9531001 -
192ccinsismervenasenseese O3 9548444 0 cuiinissancarneninmcans 03 9546725,
384 i, 0, 9549083 : e ‘

{Ahora que hay mas de la primera mitad de las cifras que es la
misma para o’ y r, se podrd, en lugar de la media proporcional, to-
mar la semisuma de 4’y de r sin que el error sea sensible 4 la 1ldi-
ma decimal, y la operacion se continuard del modo siguiente , no to-
mando mas que la semisuma. '
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Nimero a 6 radio r 6 radio del

de lados. del circulo inserito, cérculo circunscrito.
P vere wrarsaienny 0, 9549403
T68.wvuersisnrsrnnrerser 05 9540243 mnuuutrssnrarervisnins Oy 9540323
1538 cicmmenrennniennnns 05954928 3uniiviinenies visiiinens 0, 9549303
3072ciwirnsenvenssrnnensy O3 954920 Jusveiimresinnsciriens O, 9546268
6144 i 0inimainninncannns 0, 9549296 0umssivcennincinnier O, 0549297

{ Los dos tiltimos radios solo se diferencian en una diezmillonési-
ma, y se puede considerar este radio como el del circulo cuya circun~

.D.
ferencia=6; y la féormula C'= —-—D—-, del cor. 1.° § 504, poniende

por C’ su valor 6y por D/ su valor 2.0,0949296, nos dard

C.2.0 296 C 6
— 954929 ; de donde sale — = —
2.0,9549296

que es la relacion de la circunferencia al didmetro con los seis pri-
meros guarismos decimales exactos. ,

{En el § 349 del tomo 1.° de mi compendio de Matemiticas se
halla por una construccion grifica la circunferencia é semicircunferen-
cia de un circulo, dado que sea su didmetro, con menos de una diez-
milésima de diferencia. :

{506 Probl. Dada la circunferencia , didmetro 6 radio de un cér=

==3,141592&¢.

——

culo , iy el nimero de grados de un arco, rectificar dicho arco , 6 lo que

es lo misme , hallur cuanto coge tendido en plano,

{Res. y Dem. Una vez que (504 cor. 2.°) los arcos son propor-
cionales con las circunferencias 4 que corresponden, si sefialamos con
G el ndmero de grados del arco, y con L la longitud de dicho arco
despues de rectificado, la razon que tenga 360° o 2o, que es el va-
lor de toda la circunferencia, con G, nimeroc de grados del arco, esa
misma tendrd la longitud de toda la circunferencia con la longitud L
del arco que buscamos ; y por lo mismo tendrémos esta proporcion

GxC be

—
—

©360°:G:Cile= xGxC=0,0027777778XxGxC.
360° 360
{Si en vez de C sustituimos su valor con relacion al didmetro

sacado en el cor. antec. , seri con relacion al diimetro
GxC _ Gx3,1415926536XD __ 3,1415926536
360 - 360 360

0,0087266463xDxG.
{Y si en vez de D sustituimos su valor 2R, seri con relacion
al radio, L=0,0087266463x2RXxG==0,0174532025XRXG.

L= xDxG=
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{507 Probl. Dada la circunferencia, didmetro S radio de un circulo,

y ta dongitud L de un arco cualguiera, hallar el mimero de grados
de dicho arco. Sl o D
- {Res. y Dem Si permutamos l3 proporcion del problema ante-

] , - 360°%L o

rior , serd C:L:: 3,6:o°:G=.—_..3. T
. - o o ERRAS . . .
arco con relacion 4 la circunferencia ; pera si en vez de € sustituis.
mes su valor con relacion al didmetro (505 cor.), serd '
__ 360xL 360xL 360 L

== = Rr—"Tueee
C 3,1415926536XD  3,1415926536 D

» que es el nimero de é‘radosﬁde!,

£14,5915590262X% 5 Y sien vez de D sustitnimos su valor 2R,

114,5915500262 X'L e

.
ST et $ 38

, _ L
sera G==114,5015590262X m—e=
. 2R 2

N L g . Lo ‘ ,';
§7,2957795 131X 2 L

¥ St
- {508 Esc. Antes de concluir este.asunto no podemos dejar.de in.
sinuar que la Geometria recibirfa un incremento muy considerable, y
sus limites se estenderian tal vez mucho mas alld de lo que podemos
concebir en la acrualidad , si hubiese un medio. de resolver con la re~
gla. y el compas, 6 con solo la linea recta y la circular’, el signiente.

{Probl. Dadas dos lineas sobre un plano , tivarles desde un punto
dado una vecia, tal que la parte interceptada emtve dichas lineas sea.is
gual 4 una contidad dada. .

{Este problema, aunque sencillo en la apariencia, es demasiado ge-
neral , y en la Geometria elemental solo se. podrd admitir enunciado
en este sentido muy pardcular. : ‘

" {Probl. Dadas dos rectas indefinidas que concurran en un punto so-
bre un plano , tirarles desde un punto en este plano una recta , tal que
la pavte interceptada sea igual con una recta dada de magnitud:

{O de este modo : desde un- punto tomado en la superficie 6 circun=
ferencia de un circulo , tirar una rects & otra indefinida que encuentre ak
circulo , de manera que la parte interceptada entre la circunferencia y la
recta dada de. posicton , seu igusl 4 una linea dada (%), -

(*) Para dar una idea de lo mucho que importaria la resolucion geo-
métrica de este problema , resolverémos aqui , funddndonos en él , dos que
han sido muy famosos , 4 saber , el de hallar dos medias proporcionales
entre dos lineas dadas , que es d Jo que se reduce el de la duplicacion dek

TOMO I PARTE IIL 22
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. {El primer ‘problema esti reducido'd trar desde un punto:A (fig.

165) fuera dekangulo DBC; una recta AD ,.tal que la parte DE in-
terceptada por los lados BD, BC, sea igual con una linea dada K.

La posibilidad del problema es:efectiva , pucs mieritras mas se vaya se-
parando la AD del punto de concurso B, mas sc ird aumentando la

patte interceptada DE : y. como ‘mieniras mas.se. apfoxime., va: dismi-.

nuyendo hasta llegar 4 ser cero, resulta que cualquiera que sea la K,
siempre el problema:sera posible. ™ - L LRI TO S

{El segundoestd reducido 4 tirar. desde C6 D. un.a feéta CA (ﬁg

166) 4 la AB, tal que la parte GA interceptada entre la AB y la
circunferencia , sea igual 4 la linea K; lo que por consideraciones a-
nalogas 4 las anteridres, ‘se concibe ser muy posible. :

{Tal vez no habrd ninguno 4 quien no le parezcan sumamente
faeiles de resolver estos dos problemas ; pero por desgracia.no se;phes
de hacer hasta el dia. Los antiguos inventaron para consegliirlé una
curva que se conoce con el nombre de Conchoide de Nicomedes , y que
darémos 4 conocer (§ 336 del 2.° tom.); pero como. en la Geometria
clemental no se debe admitir ninguna curva que no sea la circunferen-
cia de circulo, se puede decir que estan por resolver dichos proble-
mas , a}unque hay un instrumento muy sencillo pé\raxconst‘ruir dicha
curva. - '

n e

cubo , coma werémos (§ 580, y el de la triseccion del arco 6 del dngulo.
- Para vesolver el primero, supongamos que sean L y X (fig. 157%%)
las dos lineas entre las cuales se quieran hallor las dos medias proporeio-
unles. Haciendo centro en A con un radio igual & la mitad de la muyor
Z, sg describird una circunferencia, en la cual se inscribird lo cuerda
BC igual 4 la menor X, prolongdndola. hicia la derecha hasta D, de
modo que BC==CD , ¢ indefinidamente hdcia la izquierda ; dnase el
punto D con A y tirese por B la BE poralela 4 DA, y desde 4 la
KAIGH, de modo que GH=AIl == 1Z (que es lo que falta saber co-
mo se hace geométricamente), v digo que IK—=2, HB, HI y BC=X,
son centinuo pr.oporcionales geométricas ,;y por consiguiente las HE, HI
bas dos medias que se pedian, . S
En efecto , por ser BG paralela 4 DA, se tendrd HG:HB:GA:BD;
pero HG:IK::BC:BD 5 por ser cada consecuente duplo de su tmtecedente?
luego (267 teor. 3.°) IK:HB::GA:BC; pero siendo GH=— AI, afiadien-
do & wmbas GI, serd Hl==GA; por lo cual IK:HB::HI:BC; luego en
virtud de lo demostrado (nota del § 493 3.2) los cuatro lineas IK=Z
HB, HI, BC =X, serdn continuo proporcionales geométricas, y. por l(;
mismo las HB , HI las dos medias proporcionales que se pedian.
Para yesolver el de la triseccion del arco 6 dngulo , supongamos que
DAE (fig. 166%) seu el dngulo que se deba dividir en tres partes igua-
les, Haciendo centro en su wértice A con un radio cualquicra trdcese una
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De la estension en longitud vy latitud , 6 de las scherﬁcie&.

so9 Hasta aqui solo hemos considerado en las figuras su perime-

.tro ; ahora pasamos 4 manifestar las propiedades del espacio que en~

cierran, 6 de las superficies. A y
Teor. Los paraleiogramos que tienen bases y alturas iguales , 0 que
tienen ung misma base y altura , 6 que tienen ung misma base , y estan
entre unas mismas paralelas , son iguales en superficie , 6 lo.que €5 lo mis-

mo son equivalentes. ' S .
- Dem.” Por suponerse que los paralelogramos tienen una misma ba-~

‘se, los podrémos considerar superpuestos , de manera que se confun-
.dan sus bases, como se hallan los ABCD , ABEF (fig. 167); y pues

que por el supuesto tienén una misma altura, sus bases superiores
estarin situadas sobre una misma recta paralela 4 AB. Pero por la na-
turaleza de los paralelogramos (466 cor. 1.°) AD=BC, y AF = BE;
por la misma razon se tiene DC == AB y FE= A8, luego DU = FE;
y quitando DC y FE de la miswa linea DB, las rectas CE vy D¥ que
quedan , serdn iguales ; luego los tridngulos DAF , CBE son iguales
por tener los tres lados del uno ignales 4 los tres lados del otro Aho-
ra, si estos tridngulos los quitamos de una misma cantidad , tal como
del cuadrildtero ABED, los residuos quedaran iguales; pero si del
cuadrildrero ABED se quita el triangulo ADF , queda el paralelogra~

o ABEF, y si del mismo cuadrilstero ABED se_quita el tridngulo

circunferencia 5 prolonguese DAC indefinidamente , y tirese EF, de modo
que FG sea igual con AC (lo que sobo se puede hacer suponiendo resuel-
to el problcma enunciado); y digo que el dngulo EFC es latercera pars
te del dngulo EAD que es el dado, 6 que eb arco CG es la tercerg par-
te del ED. L s

Porque si se tiro.la GA , tendrémos un tridngulo isésceles FGA con
las circunstancias espresadas (386¢ cor. 4.°); luego el dngulo EAD es
triplo del GAF == GF4, y por consiguiente el _arco GC lp tercera pors
te del arco ED; luego si se coloca la cuerda GC sobre el arco ED tres
weces y se tiran las AL, AH , tendrémos dividido el dngulo el arco en
tres partes iguales , que era L. Q. D. D.

¥sc. Cuundo el dngulo es vecto 6 el arco es un cuadrante siempre
se puede dividir en tres partes iguales, del modo siguiente : sea AN
(fig. 91) dicho cuadrante ; s desde A tomamos una porte AR cuya cuer-
da ses igusl ol radio AC, valdrd 60°% y ¢k RN valdrd 30°; y divi-
diendo AR en dos partes iguoles en S, lo quedard el cuadrante en tres
igusles A4S, SR, RN, que waldrd cada uns 30°%
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CBE, queda ¢l paralelogramo ABCD ; luego los dos paralelogramos
ABCD, ABEF, que tienen iguales bases:y alturas , son iguales en su-
perticie 6 son equivalentes, L. Q. D. D,

Cor. Luego todo-paralelogramo  ABEF (fig. 168) es igual en su-
perficie 6 equivale al rectingulo ABCD, que tiene la misma basc y
-alvara. AL L R PR NPT RN

sto. Teor. Todo tridngulo es la mitad de un ‘paralelogramo de Iy
mismu base y altura. o ’ S .

Dem, Sea ABC (figi 169) el tridngulo dado: si por A se tirala
AD paralela 4 BC, y por Cla CD paralela 4 BA, tendrémos un pa-~
ralelogramo BADC, ‘del cual sera diagonal el lado AC; luego los tridn.
gulos ABC , ACD serin iguales (466), y la superficie de cada uno e-
quivaldrd 4 la mitdd -de la del paralclogramo ABCD. :

Cor. 1.° Luego un #ridngulo ABC es la mitad del recidngulo BCEF
que tiene la misna base BC, 1y la misma altura AO 5 .porque el rectin-
gulo BCEF es igual en superficie al paralelogramo ABCD.

Cor. 2.° Todos los tridngulos que vienen bases y alturas iguales, son
dguales en superficie; por ser mitades de paralelogramos iguales.

str Teor. Las superficies de dos rectdngulos de una ‘misma altura,
son entre si como sus bases. : :

-+ Espl. Sean ABCD, AEFD (fig. 170) , los dos rectangulos, que por
tener una misma altura, los podemos suponer colocados de modo que
sus bases AB , AE se hallen en una wisma recta AB » ¥ tengan comun
la altura FE: voy 4 demostrar que tendrin sus superficies la misma
Tazon que sus bases AB, AE. ‘ oo

Dem. Supongamos primero que las bases AB, AE sean comensu-
rables entre si, y que sean, por ejemplo, como los nimeros 79 4:
si se divide la AB en 7 partes iguales , AE contendri 4 de estas par-
tes, y levantando por cada punto de division una perpendicular 4 la
base, tendrémos siete rectdngulos que-serdn iguales entre si, pues
-que tendrdn la misma base y altura (50g). El rectingulo total ABCD
eontendri 4 los siete rectingulos parciales, y el AEFD no contendri
sino cuatro ; luego el rectdngulo ABCD es al rectingulo AEFD, co-
mo siete rectingulos parciales es 4 cuatro de estos rectangulos , 6 co-
mo 7 es 4 4. )

El mismo razonamiento se puede aplicar 4 cualquiera otra relacion
que la de 7 4 4; luego, cualquiera que sea esta » ccn tal que sea co-
mensurable 6 se pueda espresar por nimeros , se tendrd .
ABCD:AEFD::AB:AE, Supongamos en segundo lugar que las ba-
ses AB, AE (fig. 171) sean incomensurables entre sf : digo que se ten-
dri igualmente ABCD:AEFD::AB:AE ; porque sino se verifica es-
ta proporcion , se tendrs ~ ABCD:AEFD < AB:AE 6 > AB:AE.

Si suponemos que la razon AB:AE sea mayor que la :
ABCD:AEFD, para que estas razones sean iguales, deberd aumentar

: ¢ 'pe @EomMETRIA. T ijgg
el consecuente de"la mayor; y si suponemos que AE deba convertif-
se en AO para que las razones sean iguales,” tendrémos '
ABCD:AEFD::AB:AO. Dividase la AB en partes iguales mas pe-
quefias que EO, lo que se conseguird dividiéndola primero en 2 par-
es , luego en 4 &c (325), y en este caso habrd enire Ey O, 4 lo-me-
Tos; un punto de division tal como T'; por este: puiito levifitese-la” per-
‘pendicular 1K} y como las bases AB, AT serdn comefisurables entre si,
‘tendrémos por -lo acabado de demostrar - ABCD:AIKD:AB:AL
Y como esta proporcica y la anterior tienen unos mismos antecedentes,
con los consecuentes podrémos formar proporcion, y serd -
AIKD:AEFD:ALAO pero esto es un absurdo, porque siendo
AIKD-> AEFD ; la primera razon es de mayor desigiialdad , ¥ siendo
Al < AO, la segunda es de menor, y jamas pueden ser iguales dos
razones de esta espécie ; lucgo tambien es un absurdo el supuesto que
4 él nos ha conducido, esto es, que la razon de AB:AE sea mayor que
la de ABCD:AEFD. Y como demostrarfamos por un razonamiento
‘semejante que rampoco se podia suponer menor dicha relacion, debe-
rd ser igual; y por lo mismo se verificard en todos los casos'la pro-
porcion - ABCD:AEFD::AB:AE, que era L: Q. D. D. ‘

- 312 Teor. -Dos rectingulos cualesquiera ; son entre si -como los pro-
ductos de sus bases por sus alturas, e

 _Espl. Sean ABCD, AEGF (fig. 172), estos-des rectingulos : voy
-4 demostrar que ABCD:AEGF:ABXAD:AExAF. o

Dem. Habiendo dispuesto los rectingulos de manera que los an-
gulos en' A esten opuestos al vértice, prolénguense los lados GE, CD
hasta que se encuentren en H ;los ‘dos rectingiilos ABCD ] AEHD
tienen la misma altura AD, luego son (511) como $us bases AB, AE;
del mismo modo los dos rectingulos AEHD , AEGF tienen la misma
altura AE, luego serdn como sus bases AD, AF ; por lo que tendré-
mos estas dos proporciones o

ABCD:AEHD::AB:AE , AEHD:AEGF:AD:AF.
‘Multiplicando ordenadainente, y observando que el término AEHD
se puede omitir como factor comun de los dos términos de la prime-
ra razon, se tendri ABCD:AEGF::ABxAD:AExAF.

Cor. De aqui se deduce que si las bases fuesen iguales, se podria
omiir el factor comun en la dltima razon, y quedaria > que los rectdn-~
gulos guardarian la razon de sus alturas. ' o

Esc. Luego sc puede tomar por medida de un rectdngulo el pro-
ducto de su base por su altura, con tal que se entienda por este
producto el de dos mimeros que espresen las unidades lineales con-
tenidas en la base, y las unidades lineales contenidas en su altura.

Esta medida no es absoluta, sino relativa; porque ella supone que
se valiia del mismo modo otro rectangulo, midiendo sus lados por la
misma unidad lineal; asi se obtiene un segundo producte , y la rela-
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cion de los dos productos es igual 4 la de los-rectingulos , segunfa
proposicion que acabamos de demostrar. - S e

Por ejemplo : si la base del rectingulo A (g. 173) es de 4 uni-
dades, y su altura de 3; el recidngulo esrard representado por 3x4
=1z, nimero que, asi aislade , mo signitica nadaj; pero si se ticne
‘un segundo rectangulo B, cuya base sea de 5 unidades y la-altura de
4, el segundo recrngulo estard representado por el pimero §x4=
"g0; de donde se concluird que Jos dos rectiugulos A y B son entre
si como 12 4 20; luego si. nos conviniésemos en tomar el rectdngule
A por unidad de medida en las superficies , ¢l rectangulo B tendria
’ ) 20 - « .. , 20 i
—,es decir, que serfa iguald — u=
o 1z . : . 1z
nidades superficiales. , V ~ S

Lo mas comun y ordinario es elegir el cuadrado para que sirva
de unidad de medida, v se elige el cuadrado, cuyo lado es la uni-
dad de longitud ; enténces la medida que hemos tmirado simplemente
como relativa , viene 4 ser absoluta; por ejemplo., el nimero 12, por
medio de! cual hemos medido el rectangulo A, representa 12 unidades
superficiales, 6 12 de aquellos cuadrados cuyo lado era igual con el

‘enténces “por medida absoluta

de 12 unidad a4, como se ve en la figura. :
 Se confunde con bastante frecuencia en el lenguage geométrico el
producto de dos lineas con su rectdngulo y esta espresion se ha trasla=
dado aun 4 la Aritméiica para sefialar el producto de dos nrimeros de-
siguales , asi como se emplea la de cuadrado para espresar el produc-
to de un mismo niinero multiplicado por si misino. ,

Los cuadrados de los nimeros 1, 2, 3, &c, son I, 4, 9, &c; asi
el cuadrade , formado sobre una linea doble, es cuddruplo ; sobre ue

na linea tripla, 9 veces mayor &c, como se ve ¢n la fig. 174.

513 Teor. La superficie de un paraleiogramo cualquiera, es igual ab

producto de su base por su altyra. . . o

Dam. Porque el paralelogramo ABEF (5g. 168) es igual al rectin-
gulo ABCD, que tieng la misina base AB, y la misma altura AD; pe-
ro este tiene por medida ABxAD ; luego ABXAD ¢s igual d la super-
ficie del paralelogramo ABEF. L. Q. D. D. )

Esc. Puesto que ya hemos llegado 4 una espresion absoluta d% un
paralelogramo, resalta que si.le llamamos P, 4 4 su altura, y B 4 su
base, seri P==BxA; llamando p 4 otro paralelogramo cualquiera,
cuya base sea b, y a su altura, se tendrd p=hxa; y como con dos
ecuaciones se puede formar proporcion, tendrémos :
P:p:B<dibx 1, que espresa que las superficies de dos parglelogramos
cualesquiera , son como bos productos de sus base_i por sus alturas, o estun
en razon compuesta de sus bases y aituras. S5i az=3, ’
serd PipiBdibxd:B:b, que quiere decir que los puratelogramos qu
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pienen una misma oltura , son como sus bases. Bi se supone B=b, serd
P:p::Bxd:BxaAza,  -que quiere decir'que Jos parai%logrm‘nos de igua-~
les bases son ‘como’sus ‘alturas. - © .o et fob LT

Si P=p, serdn tambicn iguales sus espresiones’, de manera’ que
BxA=bxa , de donde (§ 264) B:b::a:4, que quiere decir que:cunndo
los pavalelogramos son iguales , las bases estan.en razon inversa de ‘las
alturas , esto es, que el uno tendfd por base lo que ‘el otro por
alwra., e ; AT o AR PRI LS §

wew b ot W e *

Si multiplicamos estremos y medios en la preporcion primitiva, se-

r4 Pxbxa==pxBxd; donde ‘B:b:Pxa:pkd, queé quiere decir que 4 et
siguatdad de todo , las bases estan en razon compuesta , directa de los
paralelogramos, ¢ inversa de lasalturas ; y sacando de la misma ecua-
cion ld ;tazon de'las altuias, serd A:a:PxbipxB; que quiere decir qué
d desigualdad de todo , las alturas estan en razon compuesta , directa

de los paralelogramos ¢ inversa de das basesi (). . T
1§14 Si.suponemos ahora que-los ‘paralélogramos sean semejarites
sus. superficies serdn como los cuagradoes-de sus lados hemélogos ;5 porque
si suponemos que sean los ABCD, -abcd (fig. 175), tendrémos por lo
acabado de demostrar ABCD:abcd::BCxAE:bc:xae; pero por ser las fi-
guras semejantes, el dugilo B==b, y como ademas los-tridngulos ABE,
abe son rectdngulos en E'y en e, sewin semejantes (485 cor. 2. y
darin AB:oe::ABiab; pero por ser semejantes las figuras, se tiene AB:
ab::BCibe 5 luego: (267 teor. 2.°) AE:uei:BCibe. Y ‘sustituyendo en la
razon compuesta de arriba, en vez de la AE:ae, su igual (270 cor.)
BC:be , tendrémos, ABCD:abed: : BCXxBC:bexbe:: BC2:bc?:: AB2:;
Gbrz‘:rﬁAZEﬁ‘:«a@?.'::’l' . . ," ,0;, n . . ‘ B cLe .

$15 Teors. Ea superficie de un-tvidngulo es igual al producto de su
base por lu mitad de su altura 6 & la altura por ba mitad de su base, ¢
6 & la mitad del producto de su base por “su altura. :

2

Dem. Porque el tridngulo ABC (fig. 176) es la mitad {510) del pa; ‘

lelogramo ABCE, que tiene la misma base BC, y la misma aliura AD;
pero la superficie del paralelogramo es igual con BCxAD ; luego la

AD . BC B
2 6——xap, 6 2220

2 . CEe
Esc..Como las mitades tienen entre si la misma razon que los to-
dos, se deduce que los tridngulos son como los productos de sus bases
por sus alturas 5 que 4 igualdad de bases , son como sus alturas 5 que
4 igusldad de alturas , son como sus bases; que si los tridugulos son

del triangulo serd BC x

(*)  Es sumamente interesunte el que los jévenes se acostumbren & de-
ducir estas consecuencias de dos ccuuciones , tales como las de arriba 5y

ast les Geonsejarnos las hagan cinco ¢ seis veces, hasta que por si solos
las ejecuten sin tropezar en nada, : t
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iguales , bas bases estan en raron inverss de las glturas; que & desigual-

dad-de todo, las bases cstan, en rozon compuesta, directa dg las super~
ficies de los vridngulos’, ¢ inversa de la de las alturas; y las alturds,,
4. desigualdad de todo ; estan.en yozon compuesta , directa de las super-
ficies de los tridngulos., ¢ inversa de la de las bases ; y finabmente, que
cuando son semejantes., guardan la misma razon que bos cuadrados de los
lados howdlogos. Todo lo cual lo,podriamos manifestar. espresando por
T la superficie dé ua tridngulo, cuya base sea B y la altura 4; pues
- . . - P S R SN

it ‘ Bx‘q PO Ty o !
tendriamos T'=——; y denotando -con letras minusculas las de otre
. ... B ‘

) o e bxs S :
tridngulo cualquiera, se tepdria t = ———; y formando propercion con

estas dos ecuaciones , como 4ntes Jo hicimos. respecto. de los paralelo.
gramos , resultaria lo dicho. No lo ejecutamnos , porque- queremos que
los principiantes se acostumbren 4 encontrarlo por-si mismos ; lo que
en efecto conseguirdn hacer sin dificultad, los que hayan tomado: el
cousgjo que se les ha dado en la nota anterior. . .. o
. 516 Teor, La superficie de un trapecio ABCD (fig. 177).es igual
4 su oltura EF multiplicada por la semisuma .de las bases -paralelas
‘E)B) CD; L z*l R : EER AP PR ! tl
Dem. Porque si por el punto I, medio de CB, se.tira KL paralela
allado opuesto AD, y se prolonga ‘DC hasta que encueatre 4 esta
en K, los tridngulos IBL , ICK serdn iguales (361); pues los-dngulos
en I son iguales por opuestos al vértice, B y C por alternos inters
nos entre las paralelas. DK y AB,-siendo CB-la secantg, y 'CIl=1IB
por construccion ; luego el trapecio ABCD es igual en superficie al
paralelogramo ADKL, y tiene por medida la de este, que es' EFxAL.
Perov(466 cor. 1.°) AL==DX, y pues que el tridngulo IBL es igual
al KCI, el lado BL=CK ; luego AB4~CD=AL~+DK=2AL, de don<

de AL= M; y asi AL es la semisuma de las bases AB, CD;
2 .

luego cn fin, la supe}:ﬁcié del trapecio ABCD es igual 4 la altura EF
multiplicada por la semisuma de las bases AB, DC; lo que se es«

presa asf, ABCD = EFx M

y era L. Q. D. D.

{Esc, Si por el punto I medio de BC se tira TH .paralela 4 la
base AB, el punto H sera tambien el medio de AD; porque la figura
AHIL es un paralelogramo, asi como DHIK, por ser paralelos los
lados opuestos , luego se tiene AH=IL , y DH=IK; pero 1L=IK,
pues que los tridngulos BIL, CIK son iguales, luego AH=DH. -
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{{{ siendo HI:AL:-;'AB_H,;D , se puede decir quela superﬁqi;e
‘ 2 A

del traPécio estd, espresada por EF multiplicada por HI , esto es, Que es

igual i su altura multiplicada por una linea virada & distancias iguales
de las bases parvalelas. :
. &s517 Teor. Dos tridngulos que tienen un dngulo igual , son entre
54 -como. los rectdngulos de los lados que forman dicho dngulo. y
.. . {BEspl.-Por -suponerse que tienen un angulo igual, podrémos con-
cebir que los.tridngulos ABC, ADE (fig. 178 ) sean tales que tengan
comun -el. angulo-igual A : voy 4 demostrar que tridngulo ABC: trido-
gulo ADE::ABXAC:ADXAE. : .

'{ Dem.-Porque si tiramos:la BE, los dos tridngulos ABE, B}DE,
cuyo vértice comun es E , tienen la misma altura, y son eutre si co-
mo sus bases AB , AD; luego ABE:ADE::AB:AD ; igualmente se tie-

" pe ABC:ABE:AC:AE ; multiplicando ordenadamente, y omitiendo e

la primera razon el factor comun ABE, se tendrad - .
ABC:ADF:ABxXAC:ADXAE, que era L. Q. D. D.}

. 518 Teor. La superficie de un poligono regular es igual al perime-
tro multiplicado. por la mitad de su radio recro. - S
». +Dem.” Porque si suporemos que el poligono (fig. 179} GHIK &c
sea regular, todos los tridngulos GOH, GOM, &c son (471 cor. 2.°)
iguales ; luego, Hamando n al mimero de lados del poligono, como

5 pero nxHG

hay n tridngulos , serd GHIK &c=nxGOH=—nxHGx 2

”eam‘pon@-».el:u pexiimeém P .del poligbno; luego si sefialamos con las i
niciales Rad. r. al radio recto OT, tendrémos . - v
PxRad.r.

superficie de poligono regular =

Cor.- De aqui se deduce que si llamamos p al perfmetro de otre .
poligono regular, y rad. r. 4 su radio recto, su superficie tendra

rad. 1.

por espresion px , v comparando sus superficies , se tendrd

PxRad.r. pxrad. r.
2

Y si suponemos ahora que sean de un mismo nimero de lados,
como en este caso serin semejantes, daran Pip::Rad.r.rad.r.; por lo
que sustituyendo en vez de la razon de los perimetros, la de los ra-
dios rectos, se tendra
Sup.de Pol.: sup.de pol.::Rad.r.xRad.r.;rad. r.xrad.r.:3(Rad.r. )*:(rad.r.)?,

TOMO I. PARTE Il 23

Sup. de Pol. : sup. de pol.:: ::PxRad.r.: pxrad.r,
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que quiere decir que las superficies de los poligonos semejantes guardan
da misma razon que los cuadrados de los radios rectos; y como estos
son cono los radios oblicucs , y en general como las lineas homoélogas,
se deduce que tambien guardardn las superficies la relacion de los cua-
drados de estas lineas. ~ ,

Esc. 1.° Aunque los poligonos no sean regulares, se verifica esta
proposicion , con tal que sean semejantes ; porque en este caso los
podemos dividir en cierto numero de tridngulos A,B,C &c, a,b,c &¢
semejantes, y serd P=s A= B+ C - &C, y pr=ami= b+ ¢ = &e,
y como estos tendran (,15 esc. ) la razon de los cuadrados de los
lados homoélogos , resulia que si llamamos L,/ & estos lados, serd .

: A:zauBibiCacn:&e:&e:: L343 .

de donde (268 teor. 1.°) A <+ B 4 C 4= &c: 4 = b = ¢ - &enl?i%; .

¢ lo que es lo mismo Pipi:L2? (). S

Bsc. 2.° Si consideramos este poligono circunscrito 4 un circulo,
-¢l radio recto serd igual al radio del cireulo inscrito, y cnténces se
dice que la superficie del poligono regular circunscrito & un circulo es

igual 4 su perimeiro multiplicado por la mitad del radio del circulo ins-

“erito 5 y por lo mismo tambien podrémos decir que la superficie de un
poligono regulor , es igual & la de un tridngulo , -cuya base fuese 1gual
4l perimetro , y su aitura igual & su radio recto, 6 al del circulo
anscrito. ‘ :

- {Esc. 3,° Cuando el poligono ne es regular, se divide en tridn.
gulos por medio de diagonales , se halla la superficie de cada tridngulo,
se suman todas y se tiene la del total. En la practica conviene consi-
derar por base un lado que pueda servir 4 un tiempo de base para

5

(*) En la prdctica ccurre con alguna frecuencia el tener que cons-
truir una figurs 6 un plano e, con la circunstancia de que su super-
ficie tenga con otra que se da una razon dada ; y los principiantes co-
meten por lo regular un descuido, acerca del cual conviene que estén
prevenidos para na dejarse sorprender. En efecto , cuando no estdn ad-
wertidos , y les dicen por ejemplo que copien una figura 6 un plano ve-
duciendo su superficie , por ejemplo & lo mitad, por lo regular , sin pg-
rarse & reflexionar , hacen ‘una figura semejunte & la que se les da , y en
}a que cada linea es la mitad de su homdloga en lu figura dada: pero
de este modo resulta que no cumplen con lo que se les ha pedido , pues
bu superficie que han formado no es la mitad de lo que se tes did, siné
la cuarta parte ; 4 causa de que en virtud de lo que se acaba de espo-
ner dichas superficies guardando la razon de los cuadrados de los lados
homélogos serdn (3)*:1%ufi1i1i45 y ep efecto 4 la simple vista se pre-
sentard esto mismo en cualquier figura. Hubiendo dado 4 conocer en lo
que consiste su alucinamiento , pasemos & manifestar como se efeciia ese
fa operacion,
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dos tridngulos; yasi, en vez de considerar que los tres triénguloss’
en que queda dividido el poligono ABCDE (fig. 180), tienen por ba
se ¢l EDC la BC, el ECB la BC, y el AEB la EB consideraréumey
la EC como base comun de los dos tridngulos EDC, ECB ; y en este
caso, para hallar su superficie 4 un tiempo, muliiplicarémos la base
comun EC por la semisuma de las alturas DL » BH, lo que nos ahoga
rari una multiplicacion, '

{Esc. 4.° Cuando el espacio esti cerrado por una- curva irregu-
lar , como sucede en la prictica al medir los terrenos , enténces se va
descomponiendo en tridngulos , 6 lo que es mejor que todo, es ins-
cribir 6 circunseribir 4 dicha figura el mayor rectingulo posiblé y deg-
pues afiadirle 6 quitarle lo que tenga de menos 6 de mas, En efecto,
si suponemos que se nos dé la figura smnpgr (tig. 180%), medirjamo;
el mayor rectingulo posible ABCD , y luego 4 6l le afiadiriamos el
valor de los espacios s, m,p , y le quitariamos el de los g g, r. El
valor de estos espacios curvilineos se halla midiendo las pe;pe,nd.icu-
lares ab, cd, fg, pues enténces podrémos hallar Ia del espacio hab con~
siderindolo como un tridngulo rectilineo ; la del acdb considerdndo-
le como un trapecio rectilineo, y asi de los demas s lo que no causa-
T4 error que merezca atencion, si las perpendiculares se tiran bastanw
te proximas,)

518a. Teor. La superficie del circulo es igual 4 la circunferencim
multiplicada por la mitad del radio; es decir 5 que st lamamos 8 4 g

superficie del- circulo , C & su circunferencia y R ab radio s tendrémos

CxR

zA
Dem. Si concebimos circunserito al circulo un poligono regular,
.4

5=

.

Supongamos que se dé una figura cualquicra Y que se pida construir
otra cuya superficie tenga con la dada la misma razén que las dos lineas
dadas L:K ( fig. 150).

’Coléque{me estas-rectas L, K, una & continuacion de otra. como lo
estdn las BD, DC. Sobre toda la linea BDC como didmetro trdcese ung
semicircunferencia , y tirense Las cuerdas AB, AC; témese en lo BA una
parte Ar igual & una linea cuslquiers de ia figura que se da; por
tirese una linea rt paralela & BC, y la At represeniard Lo mz;gnimd
que ha de tener la lines homdloga en la figura que se pide; vy hacien
do lo mismo con vodas las demas lineas , tendrémos conseguido el obje:
Yo que nos proponiamos. En efecto , como las superficies guardan lu ro-
zon de los cuadrados de las lineas homélogas Ar, At si espresamos
por £ y F las figuras, tendrémos -
f:fi‘:_:/lrz:dtz::ABﬁ:AC%: (488 3.2) BD:DC:L:K que era bo que se' nos
pedia.



180 THATADO ELEMENTAL i "
cuya superficie espresarémos por P’ y por P su perimetro ,. tendrémos.

que, como (§459) P>C, sl llamamos X al esceso que lleve P 4 C,

serd P —=C — X y cowo el radio recto de un poligono circunscrito
4 un cireulo, es (471 cor. 6.9) el radio del mismo circulo, tendrémos

({eor. antéc.} P= ?XR :(C+X)XR, O L
2 . , ,

 Ahora, como la superficie del poligono circunserito es mayer que

Ia del circulo 4 que lo estd, pues esta es parte de aquella, serd P> Sy
y espresando por Z el esceso que P/ lleva 4 5, serd P/ =35 wi-Z;
y sustituyendo este valor ea la ecuacion (b), se convertird en

S+Z:(—§—+—i£)—>f§-. » ‘(c':) o

. En esta ecuacion las cantidades Z y X son variables, que depen-
den de la naturaleza del poligono que se circunscriba, pues sies un
tridngulo, tendrin diferente valor que si es cuadrado, pentdgono, &c;
y las demas cantidades son constantes, pues determinado el radio de
un circalo, queda determinado todo €l (345 cor. 2.°). Luego cualquie-
ra que sea la dependencia que tengan entre si ;. las cantidades S,C,R;
como su valor no depende de que el poligono que se circunscriba al
eirculo sea tridngulo, cuadrado , pentdgono, &c, resulia que el va-
lor que tengan en un valor particular de Z y de X, ese mismo ten«
dran en todos los demas valores de X y Z. Pero -cuando. X -es igual
con cero, Z tambien es igual con cero; pues no habiendo esceso sobre
la circunferencia , tampoco resulta ninguno sobre la superficie ; y co=

. . CxR .
mo en este caso la ecuacion (c), se convierte en $=——, resulta que
2 ‘

este’ valor seri el de §, en todos los casos, que era L. Q.D. D
{Aunque esta demostracion es sencilla, rigorosa y exacta, sin-em-
bargo , como estriva en consideraciones que no son puramente geomé-
tricas, jhzgamos aun mas & propdsito, para llegar 4 este resultado,
el método contenido en las siguientes proposiciones. s
{519 Probl. Dado un circulo DHK (fig. 181 ) y dos magnitudes
desiguales A,B , circunscribir al civculo un poligono ¢ inscribirle otro, de
modo que ek circunscrito tenga con el inscrito una raz0n MENOT (ue la que
tiene bu mayor cantidud A con la menor B (¥).

(¥) Bn mis adiciones & lo Geometriu de don Benito Bails , impresas
en 1866, demostré con exactitud ba teoria del circulo , cilindro, cono y
esfera sin considerar al circulo como poligono de infinitos lados , al cilin-
dro como prisma de infinitos ladoes Wc, como se hobia hecho hastg en-
téuces coa pocu exactisud e todos los tratados de Maremdticas. El mig-
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- {Res. Hllehse dos lineas X,Z tales (479 Probl: 5.°) que X:Z<A:B,
hallese una media proporcional Y (488 cor.) emtre Xy Zj«n el
cireulo dado inscribase un poligono y circunscribasele otro, de modo
que el lado LM de este tenga con el jado DH deaquel, una razon
menor que X:Y (499), y digo que estd hecho lo que se pedia,
{Dem. Porque el poliguno circunserito tiene con el inscrito {518
éor.) la razon -LM*DH?, que es por construccion menor que XY3,
y que su igual (28g) X: Z, la cual siendo menor que la razon de A:B,

todo de que usé entdnces , era casi el mismo que ponc Lacroix en su ira-
tado elemental de Matemdticas , sin mas difevencia que el haber yo ufia-
dido warias proposiciones , entre ellas lu proposicion 1.2 del Jibro décimo
de- Buclides'( que es el esc. 2.°§ 346), con ko cual: demesiré dicha teo
via con claridud , vigor y exactitud sin que se notasen los transitos vio-
lentos § huecos que-deja Lacroix en varias partes de su obra. Comparans
do d:ﬁmes este método con el que seguia Arquimedes entre los antiguos, y
Legendre entre los modernos , para, demostrar dicha teovia , hallé que el
método’ de-lis adiciones -eva mus facil de percibir y retener , pero .que
no era tan geométrico como el otro j por lo cual he preferido en la es-
plicacion de estos elementos” el método de Arquimedes y Legendre: y por
si alguno deseaba compdrar ambos métodos , ¢ hacer uso del de las-adi-
ciones , lo puse por notas en o segunda edicion de estu Geometria 5 pero
como este mismo método se halla mas simplificado , y aun mas exacto,
en mi Compendio de Matemdticas , no juzgo necesario el insertario en
estd 3.4 edicion. Thone Se ' -

Con ¢l fin ‘dé:no dejar nads que'desear Sebre'un asunto de tanta impor-
tancia , pondrémos aqui ba demostracion que da- My. Garnier en sus ele-
mentos de Geometvia , impresos en Paris en ¢l afio de 1813 de la ?ropo—
sicion (518a). Despues de llegar 4 Ja ecuacion (), que ejecutando la ope~
racion indicada en el segundo miembro , es : »

L CxROXxR &
:‘5.‘9 s . . S—'}‘Z::: X -+ X ' . , ey e a
LAFOE N - ‘ I 2 2 - . . . '
pasa -al segundo miembyro la " cantidad Z (él sefisla con letras” griegas la
' CxR  XxR

que nosotros con L y X), y resulta S———— — Z (3)
2

5 dice “pero X y Z siendo cantidades que varian con el niimero de
»lados del poligono circunscrito, el circulo determinado por R ad-

2

— 7 permaneciese en

»mitiria muchas superficies, si la cantidad

»la espresion de S,lo que es absurdo; Iuego la ecuacion (3), debe
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se tendrd que con mayor razon, poligouo circunscrito : poligono ins-
erito < A:B, que era L. Q. L. D.

< Esc. Lo mismo dewostrariamos respecto de un sector.

{520  Teor. 8i s¢ da un circulo y un espacio cualquiera , se le plie-
de inscribir un poiigono regular , tal que la suma de los segmentos sea

menor que el espacio dado, 6 lo que es lo mismo, tal que la diferencia en- :
tre Lo superficie del circule y la deb poligono inscrito , sea menor que ek

espacio dudo por pequefio que sea. . R

c e Cx
nreducirse 4 esta S—=——_.» T pone por nota: “No es posible
2 .

XxR . o
nque —— — Z sea una cantidad constante ; porque si esto- fuese

»asi , se tendrian los mismos resultados para todos los valores de X
»y los correspondientes de Z ; pero siendo X =—o, se tiene al mis-

. " s XXR . .
stiempo Z == o, y la- diferencia ~— Z==o0; luego esta diferencia

2
»es - continuamente nula ; razonamiento que se puede aplicar- en todos
los casos en que se emplea esta consideracion.” 7 en efecto , sigue es-
te mismo orden. al demostrar la teoria de Jos cuerpos redondos.

Mr. Franceur , ol dar esta clase de demostraciones » S vefiere al si-
guiente principio, o : .

“Supongamos que los elementos de una cuestion estan enlazados
por medio de la ecnacion. 4-a==B—4-6, enla que algunos de ellos sean
variables al mismo tiempo, y que por su natucaleza la ecuacion deba

subsistr en todos sus estados posibles de magnitud ; que en fin, otros’

términos 4, B permanezcan constantes mieatras que los otros e, § sean
variables y susceptibles de decrecer al mismo tiempo tanto como se quie-
ra ; esta ecuacion se divide en dos la una 4=B entre los términos cons-
tantes; la otra e=F¢ entre los términos variables la cual tendrs lugar pa-
ra todas las magnitudes que la cuestion permite atribuir 4 un mismo
tiempo 4 o y 6. En efecto, si se se admite que las constantes Ay B no sean
iguoles , y que sea K Lo diferencia, 6 A—B===tK, se tendrd f—a==+K,
pues que A—B=C—a : luego las wariables conservarian entre si una dife-
rencia K, y no podriun ser menores que K, lo que es contrario 4 la hipotesis,”

De este modo , obtenida la ecuacion (¢ ) del testo, se saca ia concly-
sion funddndose en el principio anterior del modo siguiente,

Y como las variables X, Z decrecen indefinidainente, se obtendri

CxR

entre los términos constantes la ecuacion § ==
2
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{Espl. Sea dado el circulo ABCD (tig. 182) y el espacio K; voy:
4 demostrar que en el circulo ABCD se puede inscribir un poligono tal
que la suma de los segmentos a4, b, ¢, d, ¢, f, £, B, sea menor que el
espacio dado K, 6 lo que es lo mismo, que la diferencia entre la super-
ficie del circulo y la del poligono inscrito, que es la suma de dichos
segmentos , se puede hacer menor que dicho espacio K por pequeiio
que sea. : h

{Dem. Para demostrarlo, concibamos inscrito al circulo el cuadra-
do ABCD, y circunscrito el HLMN , y tendrémos que el cuadrado
inscrito serd la mitad del cuadrado circunserito ; porque cada tridngu.-
lo AOB es la mitad del cuadrado correspondiente , 1al como AOBH;
luego los cuatro triangulos AUB, BOC, COD, DOA, de cuya suma se
compone el cuadrado inscriro, serdn iguales 4 la mitad de los cuatro
cuadrades AOBH, BOCL, CODM, DOAN ; y como el circulo es me-
nor que el cuadrado circunscrito, resulta que el cuadrado inscrito es
mayor que la mitad del circulo ; ahora, si concebimos divididos los.
arcos AFB, BPC, &, en dos partes iguales, y tiramos las cuerdas AF,
FB,BP, PC &c, tendrémos inscrito un poligono de & lados : y conci-
biendo por F la iangeute EG, sera paralela (§383) 4 BA, porque
tirando el radio OF serd perpendicular 4 la AB y 4 la tangente GE
(S5 436 y 445);, y concluyendo el paralelogramo ABEG » tendrémos
que el tridngulo’ AFB sera la mitad de-dicho paralelogramo (51c); pe-
ro siendo el paralelogramo ABEG mayor que el segmento AFB, re-
sulta que el tridugulo AFB serd mayor que la mitad del segmento AFB;
y pudiendo demostrar lo mismo respecto de los demas, resulia -que lg*
suma de todos los tridngulos ser3 mayor que la mitad de la suma de
todos los segmentos ;;y como inscribiendo otro poligono de duplo ng-.
mero de lados , demostirariamos que la suma de los tridngulos que se
formasen, seria mayor que la mitad de los segmentos 4, b, ¢, &c, que
tenemos, resulta que como del circulo toral quitamos primero el cug-
drado ABCD que es mayor que su mitad, y luego los tridngulos AFB,
BPC, CQD, DRA que son mayores que la mitad de los segmentos
que nos quedaban del circulo, y ast sucesivamente , llegarémos 3 te-
ner al cabo de cierto tiempo (325), que el residuo que quede del cir-
culo , espresado por segmeutos tales como 4, b, ¢, d, ¢, f, g, k, &e, se-
rd menor que cualquier cantidad dada por pequefia que sea ; luego lle~
gard 4 ser menor que el espacio dado K.

{Esc. .o mismo podriamos demostrar de todo sector ; porque en
primer lugar, si el arco de este fuese de un cuadrante 6 menor , el
tridngulo AOB seria mayor que la mitad dei sector, y se verificarfa Iz
propusi.ion. Ahora, si fuese mayor, tal como el AQOQ, de manera
que 0o nos constase si el tridngulo AQQ era mayor qué la mitad de]
sector, lo dividiriamos en dos partes iguales , tales como AOX,X0Q,
¥ luego en otras dos, si se necesitase, para que una de estas partes;
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tal como' AOX, fuese menor ‘que el cuadrante AOD; en este caso-po-
driamos inscribirle una porcion de poligono 4 cada una con la circuns<
tancia dicha, esto es, de ser su diterencia entre ek y la del sector me-
nor que K; luego volviendo 4 inscribir otro de duplo nﬁmero,.‘la di~
ferencia en cada uno de ellos seria menor que la mitad del anterior , y

con mayor razon menor que ~, luego la diferencia entre los dos, 6 el

g

2K

6 menor qﬁe K Si para que AOX fuese

2

menor que un cuadrante’, se hubiese necesitado hacer dos seeciones del

sector primitivo), volverfamos 4 inscribir otro de duplo mimero en ca~-

da uno , y-tendriamos que su di»fe‘rgncia: entre-él y el sector, seria me~ -

xtdr que E; y como la diferencia entre el sector total y el poligono se-
R o V , ARl

ria menor que 76 que K, resulta que en todos los casos se verifica

Ia proposiciou. S e e
Ls21- Teor. Dado un circulo 6 sector N (fig. 183) y un espacio K,

Ces posible circunscribir al circubo & sector un poligono regular, tul que

la diferencia entre la superficic del poligono circunscrito y et cireulo, sea

menor que el espacio dado K. ‘ , )
Dem. Porque si concebimos circunserito 2l circulo un iwpohgorfcj
regular GHIKLM, 4 que lamarémos P, ¢ inscrito otro ABCDEF , &
que llamarémos p, del mismo nimero de lados; pero talgs (s19) que P:
<N—K:N, tendrémos que siendo N>p, resultard P:N<P:p<N~-K:
N, de donde dividiendo la_desproporcion considerando solo la prime-
ra y tergera razon, serd P—N:NTN, de donde resulta P—N<K,

ue era L. Q. D. D. o
E 522 TS:%L‘. La superficie de todo circulo N (fig. 183) es igual &

~gh sridngulo reeidngulo QRS, en que uno de los catetos es 1gual al ra-
dio NP del circulo, y el otro caseto RS sea igual d la circunferencia de
; irculo. t
dwthcem. Si esto no se verifica, se tendri que el triangulo QRS se-
ra mayor 6 menor que el circulo N. Supongamos. primere el triangulo
QRS menor que el cirenlo N, inscribiéndole un Rohgono .r’egular AB
CDEF, tal (520) quecir. N—polig. ABCDEF < cir, N—tridng. QRS,
se tendra , polig. ABCDEF> tridng. QRS y por cuanto el perime-
tro del poligono es menor que la circunferencia del c1rgu}o , €5t0 €s,
menor que RS, le podrémos suponer igual con RT;y urando"la QT,
como tambien se verifica que RQ==NP > NO, serd (518) polig. ABC
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DEF < tridng. QRT > QRS ; pero esto es un absurdo, pues acaba-
mos de ver, que polig.- ABCDEF > tridng. QRS ; luego el supuesto
que nos ha conducido 4 ¢l tambien lo es; y por lo mismo uo se puede
verificar que tridng. QRS<cir. N. ‘ ’

{Supongamos ahora, que trifngulo QRS> circ. N, y tendrémos
que concibiendo circunscrito un poligono GHIKLM, tal que GHIKLM
— circ. N < tridng. QRS —=circ. N(521), tendrémos' GHIKLM <
triang. QRS; pero el perimetro del poligono es mayor que la- cir-
cunferencia del circulo (459), luego serd mayor que RS, y lo podré-
mos representar por RV ; luego si tiramos la QV, seri (518) polig.’
GHIKLM =tridng. QRV > QRS; pero esto no puede ser, porque
acabamos de ver, que polig. GHIKLM < tridng. QRS, luego tampo-~
co puede ser, que tridng. QRS > circ. N; luego si la superficie del
circulo no puede ser mayor ni‘menor que la de dicho tridngalo; re~
sulta que le serd igual L. Q. D. D.

{Cor. 1.° De aqui resulta, que como la superficie de un trian~
gulo rectingulo-es igual i la mitad del producro de los catetos, pues
si_ el uno se considera como base, el otro serd la altura; si llama-
mos C 4 la circunferencia y R el radio, seri
SHP', de cxrc:-:.-C—xz5 » que nos dice que la superficie del circulo es
igual 4 la circunferencia multiplicada por la mitad del radio ¢ al ra~
dio por la mitad de la circunferencia.}

Y sustituyendo en vez de C su valor 3, 14 &cxD 6 3, 14 8cxzR
en.la ecuacion anterior , seri o :

' 3,1418c2RXR
P -8

& la circunferencia, seria Sup. de circ. =0,0795774715%xC* y con
relacion al didmetro (¥) Sup. de circ. = 0,78$3981634xL% :

Cor. 2.° De aqui se deduce que designando con las letras mi«
misculas la circunferencia y radio de otro circulo menor , tendrémos

Sup. de circ. = = 3,1415926536xR2%  Con relacion |

r - . -
» ¥ formando proporcion con esta ecuicion y

sup de circ. =

con la anterior , tendrémos

(*) Estas espresiones se deducen fdcilmente sustituyendo en la espre~
sion d'primitiva bos walores de las contidades C, R en vaiores de la que
los deseamos hallar 5 pero si aiguno tuviese dificultad , podrd consultar
mis adiciones 4 Bails , donde hatiard indicadas todas las eperaciones que
se deben ejecutar.

TOMO £, PARTE IL. 24
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L, : CxR exr - - .
Sup. de Circ, : sup. de circ, 3 —mi =it CxR s X131
: 2 .2 T

¥y como (§ so4) Cic:iRir, en vez de una de.estas razones, podrémos

sustituir la otra en la compuesta , y serd..... :
Sup. de cire. 1 sup. de circe, :: CxReexrisRXRirxrs R2:r%:: D?:d?::C2:0%:
(Arco)?:(arco)*::(Cuerda)®:(cuerda)?®.. S . .
’ Lo que nos dice que ias superficies. deJos: cireulos guardsn la mis~
ma razou que los cuadrados de los radios , de los didmetros , -de las. cir~
cunferencias , de los arcos semejontes , 6 de las cuerdas semejontes.
.. {Ese. Como lo mismo hubiéramos demostrado de un sector cual-

qpiera , resulta que llamando L 4 la longitud del arco, y R al radio,

N X . . LxR ) . . . . .o
se tendra Sup. de sector = ~—— , que sustituyendo en vez de estas li--
) 2 ) T . T . e

neas sus valores (506), qbtendrérﬁo’s Apor’_‘lﬂtimo T St
Sup. de sector = 0,0087266463xGxR?, con; relacion al didmetro , se-:
rd  Sup. de sector = 0,0021816616XGxD?, y con relacion 4 la cir~

circunferencia, Sup. de sector == 0,0002210483xGxC>2} ;

- De la reduccion y division de las superficies. . | ,
o T T T PR A S P TS SR A

523 Cuando dada una superficie se encuentra otra que le sea iguul,
se dice'que se reduce la primera 4 la segunda ; y cuando-dada una su=:
perficie se hacen dos 6 mas partes de ella, se dice que se divide. La.
gedu_cciqn de las superficies es un punto muy trascendental , y vamos
4 maunifestar que toda superficie se puede reducir 4 un cuadrado:,pors
cuyo motivo se suele decir que medir una superficie y cuadrar una sy-
perficie ¢s una misma cosay en efecto-pciando s¢ mide una superficie oo}
se hace otra cosa que encontrar la relacion que tiene aquella con el
cuadrado que sirve de unidad de medida:; y luego-buscando ui cua~"

rado que tuviese con el propuesto esta relacion, tendriamos un cuas:
drado, cuya superficie serfa ignal con la propuesta. - -

- Principiemos por el. paralelogramo, y propongimonos hallar un:
cuadrado que sea igual en superficie al paralelogramo ABCD (fig. 184).
Para esto, -hallarémos una media proporcional ( 488 cor. ) entre la ba=;
se BC y la altura AE, 4 la cual llamandola X serd el lado del cua-
drado, porque siendo &+ BC:X:AE, tendrémos X*—~BCxAE ; y come-
BCxEA espresa la superitcie del paralelogramo, resulta en general que
para reducir un paralelogramo 4 cuadrado se halla una media propor-’
cional entre la base y lu aitura, y se tendrd el lado del cuadrado. -

Esc. Como un triangule es la mirad de un paralelogramo de igual
base y altura, tendrémos que pars hallar un cuadrado igusl en super-
ficie & un tridngulo , se buscard una medig proporcional enire la base y
laemitad de lo altura.
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Como para hallar Ia superficie de un poligoro regular se mulipli-

ca el perimetro por la mitad del radio recto, para reducirle 4 cyadra-

do se hallard una wmedia proporcional entre el perimetro y la mitad del
radio recto.

Del mismo modo, para reducir un cfrculo 4 cuadrado, 6 buscar

un cuadrado que sea igual en superficie 4 un circulo, se buscard una

media proporcional entre la circunferencia vy la witad del radio , porque
estas dos lincas multiplicadas dan la superficie del cfreulo. . .

De aqui resulta que el problema tan famoso de la cuadratura del
circuto se puede considerar resuelto, porque sabemos como se ejecu-

ta ; pero como no se puede dar exactamente la relacion del radio y de

“1a circunferencia, tenemos que el problema de la cuadratura del cir-

culo depende de su rectificacion.. ..
{524 Cuando el poligono fuese irregular se ballarfa su superficie
numéricamente como hemos espuesto (518 esc. 2.°), se estraeria la raiz
cuadrada de este nimero, y seria el lado de e¢ste cuadrado ; pero tam-
bien se puede ejecutar esta operacion grdficamente, esto es, por una
construccion geométrica, reduciendo la-figura a tridngulo en esta forma,
... {Sea, el pentigono ABCDE (fig. 185): si desde el punto D se tira
al punto B una linea DB, por C se tira la CF paralela 4 DB, hasta
que encuentre A la. base AB prolougada en F, y se une el punto, D
con el F por medio de la DF, se tendrd que el cuadrilitero AFDE
serd igual en superficie al pentigono propuesto; porque 4 este se le
ha quitado el tridngulo BCD, y se le ha afiadido en sy, lugar el DBF,
que es igual con él, por tener la migma-base DB , y estar entre unas
mismas paralelas.

" . .{Haciendo-'la ‘misma construccion ‘respecto del dngulo-en A, se

tendrd que el triingulo DGF, seri igual en superficie con el cuadri-
litero DEAF, y por consiguiente con el pentigono ABCDE ; del mis-
mo modo seguiriamos si hubiera tenido mas lados aun la figura. = .
{Reducida ya la figura 4 tridngulo, que es la figura mas sencilla
de todas, se reduciri i.cuadrado, si se quiere, hallando una media
proporcional entre su base y la mitad de su altura. ,
{525 Ea la practica ocurre con alguna frecuencia el tener que
repartir los terrenos, como cuando muere un padre &c: enténces el
Geobmetra tiene que hacer la reparticion del terreno , ¢ bien en par-
tes iguales si el terreno es de igual calidad, 6 si no lo es, en partes
proporcionales 4 la calidad del terreno. Pero en muchas ocasiones o~
curre el que se tenga que hacer la division desde un punto dado 4
causa de bhaber alli una fuente , camino &c: sobre este punto se pue-
den proponer problemas muy curiosos, de los que aqui pondrémos
solo el siguiente
{Prob. Dado un tridngulo BAC, dividirlo en dos paries igusles
desde un punto dade D (fig. 186). . -
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{Res. Dividase la base AC en dos partes iguales en E, tinase es-
-t punto con el dado D por medio de una linea ED, por B tirese
Br paralela 4 ED, tnase el punto dado con el punto F, donde esta
linea encuentra 4 la base, y con ‘el vértice B si el punto dado no esif
‘en uno de Jos lados , y se tendrd que la parte AFDB serd igual con

la FCBD.
{Dem. Porque si tiramos la BE, s¢ tendri el tridngulo ABC divi-

dido en dos partes equivalentes , y por lo mismo AEB = 4 la mitad »

del ABC; ahora , los tridngulos FBE, BDF son equivalentes por te-
ner una misma base BF, y estar entre unas mismas paralelas; luego
si les afiadimos, la parte comun ABF, serd ABE == AFDB, pere ABE
equivale 4 la mitad de ABC ; luego AFDB seri la mitad del tridngu-
lo ABC, y por consiguiente FCBD 6 FDC en la segunda figura la
otra mitad, L, Q. D. D,

DIGRESION

en que se demuestron por Geometria algunas proposiciones de que hemos
hecho uso por cdlculo s en que se¢ generaliza lo propasicion del cuadra~
do de la hipotenusa 4 cualquier figura semejunte trazada sobre ella y so-
bre los catetos 5 en que se cuadran las Jinulas de Hipéerates de Chio, o-
tros espacios circulares , camo. son otras Minulas diferentes de las de Hi-
Ppdcrates , los arbelos de Proclo , de Arquimedes y de Vieta y el salinon
e Arquimedes ; y en que se determinan las cantidades geométricas que
C en su- especie son, mdximos 6 minimos., -

{526 Teor. Si ung linca AC (fig. 187); estd dividida en dos Paf-.

tes AB, BC, el cuadrado. formado sobre la linea entera’ AC, contendrd
-6l cuadrado formado sobre una parte AB, mas el cuadrado formado
sobre la otra parte BC, mas dos veces ¢l rectdngulo comprendido por las
#os partes AB, BC, lo que se espresard asi. :
: ACP=(AB—+-BCP—AB?--BC*~-2ABxBC., = .

{Dem. Porque -si se construye el cuadrado ACDE, y se toma AF
== AB, se tira la FG paralela 4 AC, y BH paralela 4 AE, el cua-
drado ACDE , quedari dividido en cuatro partes: la primera ABIR
es el cuadrado formado sobre AB, pues que se ha tomado AF=—AB;
la segunda IGDH,, es el cuadrado formado sobre BC, porque como
AC=AE y AB=AF, la diferencia AC = AB es igual 4 la diferen-
cia AE — AF, lo que da BC=EF; pero i causa de las paralelas,
IG=BC y DG=EF; luego HIGD es igual al cuadrado formado
sobre BC.~ )

{Quitadas estas dos partes del cuadrade, total, quedan los dos rec~
tdngulos BCGI, EFIH, que por ser AB .= EH = GC; tienen cada
uno por medida ABXBC, luego e/ cuadrado formado sobre AC we..
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{Esc. Esta proposicion es la que hemos demestrado en Algebra
cuando hemos manifestada que (a—4=b)*=a*~4-20b—+b?, y de la cual he-
mos hecho usa (489). )

{527 Teor. Si la linea AC (fig. 188), es la diferencia de las dos
kineus AB,BC, el cuadrado formada sobre AC, contendrd ol cuadrado
de AB , mas el cuadrado de BC , ménos dos . wveces el rectdngulo forman
do por AB y BC, es decir, que se tendrd

’ - AC*=(AB—BC)*== 4AB*~~BC*—2.4BxBC.

{Dem. Porque si se construye el cuadrado ABIF, y se toma AE
=AC, se tira la CG paralela 4 BI, la KH paralela 4 AB, y se cons-
truye el cuadrado EFLK, los dos rectingulos. CBIG, GLKD , tienen
cada uno por medida AB X BC; y si se quitan de la figura entera
ABILKEA -que tiene por valor AB? 4 BC?, quedari el cuadrado
ACDE : luego &e. - .

{Esc. Hsta proposicion es la misma que la férmula algebriica
(9=—=b j2==0>—2ab-+b* de que hemos hecho uso. 489).

- {528 Teor. El rectangulo formado por la suma y la diferencia de
dos lineas. es igual & lo diferencia de los cuadrados. de estas lineas , asi
se tiene (AB - BCYAB—BC)=4B*—BC*. .

Dem. Porque si construimos (fig. 189), sobre AB y AC los cua~
drados ABIF, ACDE , se prolonga AB, de modo. que la prolengacion
BK=BC, y se concluye el rectingulo AKLE , la base AK de este rec~
tingulo, seri la guma de las dos lineas AB, BC; su altura AE, sera
Ia diferencia de las mismas. lineas ; luego el rectingulo ARLE=(AB-=
BC X AB == BC). Pero. este mismo. rectingula estd compuesto de las.
dos "partes. ABHE,BHLK , y la parte BHLK, es igual al rectingulo.
EDGE; porque BH=DE-y BR=EF , luego AKLE=—=ABHE~+EDGF,
pero. estas, dos. partes, forman el cuadrado ABIF , menos el cuadrado
DHIG., que es el cuadrado formado sobre BC; luego. sacamos que
(AB-~BCYAB—BC)=AB*—B(% : o
: Esc. Esto viene 4 ser lo demostrado (179), cuando deciamos que

{529 Ya hemos démostrado que el cuadrado. de la hipotenusa es
igual con la suma de los cuadrados de los catetos; pero ahora vamos
4 dar otra demostracion en que se presente 4 los sentidos esta verdad.,

{Teor.. Ei cuadrado. BCGF (fig. 190), formado sobre la hipotenusa
BC de un nidngulo recidngulo., es igual’ & la suma de los- cuadrados.
BALH,CAKI formados sobre les catetos B4, CA. - - .. .
' {Dem. Para probarlo , bajemos. desde el 4ngulo. recto: A. sobre la:
hipotenusa la perpendicular AD, que prolongarémos hasta E, y des-
pues tirarémos las diagopales: AF , CH, y tendrémos que el angulo.
ABF, se compondrd del ABC mas el recto CBF ; el dugulo CBH, se.
compone igualmente del dngulo. ABC, mas el recto. ABH, luego el

~ 4ngulo ABF=HBC. Pero AB=BH , por lades de un mismo cuadrade,
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ABHL, y BFZBC po#: la.misma razon en.el BCGF ; luego los tri-
angulos ABF,HBC iienen dos lados iguales; é igual el dugulo com-
prendido, luego sou iguales.

.{Pero el triingulo ABF, es la mitad del rectingulo BDEF (6 pa-~
ra abreviar BE), .que tiene la. misma base BE, y la misma altura BD,,
por hallarse entre unas mismas paralelas ; ek-triangulo HBC, es igual-
mente la mitad del cuadrado AH, porque siendo recto el dngulo BAC,
asi como BAL, las AC y AL (355), no formarin sino una misma li-
nea paralela 4 HB; luego el tridngulo HBC y el cuadrado AH, que
tienen comun la base BH, tienen tambien comun la altura AB ; luego
el tridngulo; es la mitad del cuadrado. , ;

- 4Y pues que-los tridngulos: ABF,HBE son iguales, sus duplos
tambien- lo iseran ; luegp el rectingulo BE , seri igual al cuadrado
AH ; como demostrariamos del misimo modo que el rectingulo CE es
igual al cuadrado AI, y los dos rectangulos BE,CE juntos, equiva-
len al cuadrado BCGF, resulta que el cuadrado BCGF , formado. so<
bre la hipotenusa , es igual 4 la suma de los cuadrades ABHL, ACIK,
formados sobre los otros.des lados. ; L

{ La invencion de este admirable y escelente teorema.se atribuye &
Pitdgoras, el cual hizo sacrificios 4 las Musas , porque le habian ayu-
dado en tan esclarecido invento. » o h

{Algunos son de parecer que sacrificé cien bueyes ; pero si se ha
de dar crédito .4 Proclo, no ofrecié mas de uno. Pitjgoras, como al.
gunos ‘quierén, tomd ocasion de los .nimeros para.la investigacion de,
este teorema, Pues habiendo contemplado cuidadosamente. .estos;%rcs,
ntineros 3, 4, §, y habiendo visto que el cuadrado del nimero mayor,
era igual 4 la suma de los cuadrados de los otros dos, formé un tridn,
gulo escaleno , cuyo lado mayor, estaba dividido en cinco partes,
iguales el menor en tres de la misma magnitud , y el otro en cuatro.
Hecho esto, consideré el dngulo comprendido entre estos dos lados, ¥,
hallo que era recto, y habiendo observado-.esto mismos en otros :mu-
chisimos ntimeros, como 6, 8, 10, 9, 12, 15 &c, juzgd que se debia in~,
vestigar, st én todo tridngulo rectingulo, el cuadrado del lado que
se opone al 4ngulo recto, era igual 4 la suma de los cuadrados de
los otros dos lados ; puesto que todos los tridngulos, cuyos lados te-
nian la magnitud espresada por los nimeros dichos, contenfan un dn-
gulo recto : y asi hallé por ultimo , con grandisimo recreo de su als
ma , este admirable teorema, y lo demostrd rigorosamente. Euclides
lo generaliz6 (libro 6. prop. 31), donde demostré que no solamente

el cuadrado del lado que se opone al ingulo recto era igual 4 los -

cuadrados de los otros dos lados, sino que cualquier figura rectilinea
construida sobre el lado opuesto al dngulo recto, ya fuese triangulo,
ya cuadrilitero &c, era igual 4 1as dos figuras que se describiesen.
sobre los otros lados , con tal que fuesen semecjantes 4 la primera.
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 {Enefecto, si sobre la hipotenusa y los catetos del tridngulo rec-
tangulo BAC (fig. 191), construimos las figuras semejantes BEDC,BF GA,.
CIHA, teudrémos en-virtud-de lo-espuesto (518 cors). ‘ ,
C s C BD:BGiCH:BCHABHAG?, www vw .
pero por lo acabado de probar, ¢ por lo espuesto(48y cuarta), se tie..
ne BC*=BA?~+AC(?, luego (§ 269)BD=BG~+CH.  « = b

' { Esc. Si sobre Ja hipotenusa y los catetos trazamos circulos ¢ se-
micirculos , come guardan la  mistua razon que los eyadrados de! los
didmetros (522 cor. 2.°),-tendrémos igualmente - que “el:circulo 6 se
micirculo trazado sobrela hipttenisa, serd igudl a los circulos 6'sémi-
circulos trazados' sobre los catetos; vy ast, sisobre la hipownusa BC)s
como didmetro (fig. 192 ), trazamos el semicirculo BEAGC ; pasari:
por A por ser recto este dngulo (454 cor.. 3,%), ¥ ‘tendrémos , cons-
truyendo otros semicirculos sobre los didmetros'BA, AC, que pueslos
semicireulos: guardan Ja- misma razon ‘que los cuadrados.de sys didme-!
ttos , sera BEAGC:BDA:AFC::BC#BAAC?; pevo BCA=BA® A2,
luego BEAGU=BDA~AFC,, yquitindo de estosy los segmentos co-
miunes BEA,AGC, quedard el tridagulo. BAC== 4 los espacios curvili-:
neos BDAE4-AFCG ; 4 estos espacios se les ha dado el nombre de-
lanulas’, y-se conocen ‘en el dia con el nombre de su inventor Hipé~
crates de Chio. L A L U A
s+:0{Cor. - De aqui resulta,, que si se‘tienen tres lineas-a, b, ¢, taless
que’a?==b4c2 el circulo ttazado sobre la primera sérd igual ‘4 la
suma de los trazados sobre las otras dos; y si fuese a®=b%—i?, el*
circulo trazado-sobre la primera, seria igual 4 la diferencia entre el traza.
do sobre b, yel trazado sobre ¢; pues que en estos dos supuestos po-:
dréios construir con “dichas lineas (489 cor.)un tridngulo rectdngulo, -
» {330 Ya que hemos hecho mencion de los tres mimeros, de lost
cuales , el cuadrado del mayor es ignal 4 la suma de los cuadrados de+
los otros dos , no seria fuera de proposito esplicar brevemente de que!
modo ‘se hallardn otros que cumplan con la misma circunstancia. Asi;
supuestos los tres dichos ya 3, 4, 5, si se duplicasen serian 6, 8, 105
si'se triplicasen 9, 12, 15, y si se cuadruplicasen se hallarfan estos
tres 12, 16, 20, y asi se obtendrian otros muchos si se multiphean
aquellos tres primeros por un nilnero cualquiera. Sin embargo, Proclo#
da dos reglas, por.las cuales se hallan los nimeros predichos sin ne-
cesitar de aquellos tres. S :

{La primera la atribuye 4 Pitdgoras, y es como sigue: tdmese

or nimero menor cualquier némero impar, tal como 5, por medio del cual

se hallardn los otros del modo siguiente. Del cuadvado del nivmero toman

do, que es aqui a5 , quitese la unidad , lo mitad de lo que quede, &

saber 12, serd uno de los nimeros, al cual si se aRade una unidad resulta-

rd el tercero 13, y el cugdrado .de este es igual ol cuadrado de los
otros dos. -

5
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{La segunda regla que se atribuye 4 Platon es la siguiente : téme-~
se un niimero.par cualquiera , por ejemplo 6, del cuadrado de la mitad
de este, 4 saber de 9, quitese uno y ab mismo g afiadase uno , y se ten~
drdn los otros dos nimeros 8 ¥ 10, siendo ek primero 6; esto es, el ntime-
ro par que se tomd, Sx segun. esta regla se toma el aimero par 1o, se
hallari que los otros dos son 24 y 26.

Para demostrar estas reglas, resolverémos este problema general,

{ Hallar tres nimeros en que se verifique que el tuadrado del uno sea
igual con da suma de los cuadrados de dos-otros dos. ‘
{ Puede ocarrir en este caso el no llevar otra mira que la de hallar
dichos nidmerds ; -pero muchas veces tambien puede ocurrir el que se
quiera que el uno de ellos.sea tal ¢ tal, 6 que la diferencia que haya
enire algunos sea tambien dada. )

¢ Sapongamos que el nimero mediano sea x, si llamamos d la di~
ferencia que el mayor lleva al mediano, por ser conocida siempre , 6
porque fa podemos tomar- 4 arbitrio, tendrémos que el nimero wayor
serd x 4= d, y su cuadrado serd (& 4 d P==x*=-2xd-+d’; lucgo parg
que el caadrado del mayor sea igual 4 la suma de los oiros dos caa-
drados, 4 saber de %7, y del otro nimero que se busca, es preciso que
2x. == * sea un cgadrado. perfecto, es decir, que 2xd-- d? sea el
cuadrado del otro ailmero que se busca; pero tomo 25%d == 4> no siem-
preserd un cuadrado exacto, na. siempre podréinos sacar su raiz.con
exactitud y paes.si, x =iz y d=51, a%d 4 6% = 4 - F==§ que noes
guadrada-exaeto y de aonde se sigue que aanque por ei conocimiento
d: x podamos determinar el ntmero mayor, afiadiéndole la diferencia d,
no pod:nus hallar siempre con exactitud el ndnero meanor. Por el ni-
mero mayor , vendriamos en conocimiento del mediano , quitdndole
la dilerencia-d; pero el otro no lo hallariamos con exactitad muchas
veces,, pdes no siempre la diferencia de los cuadrados de dos niime=
ros, e un cuadrado perfecto; y asi, veamos si por el conocimiento
del menor podemos hallar los otros dos. En efecto, si'suponemos que
el primero g ie se determine sea el menor, le {lamarémos 4, y su cua-
drado seri 4%, y por lo mismo x*-3-¢* deberd ser igaal con el cua.

drado del ntinero mayor , y llamando @ 4 la diferencia que el mayor,

Heve al mediano %, se deberd tener :
%% 02==(x4dY x4 2%d+d%

si quitamos el térmiuo comun x® de ambos miembros , quedari a®=

2 g2
axd+-d*, de donde despejando x, serd ac:‘_‘__;_ 3 como la diferen-
a

ciad es arbitraria, supongimosla igual con 1 y serd

%1
K=

que serd el ndmero mediano, y el mayor valdri el me-

1
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diano x mas la diferencia 1 ; luego el mayor serd .
R Y P N s G Sy SO e
&L= — 1= = 5

mas para que x sea un nimero entero, es indispensable que: a%—x
sea divisible por 2, y para esto se necesita que 42—1 sea numero par,
lo que exige-que a sea {mpar; luego em-este ‘supuesto ,-para; que los
tres nlmeros sean enteros, es indispensable que ¢ sea numero impar,
porque su cuadrado ha de ser impar, y siendo este impar, la ‘raiz
no puede ser par, de donde resulta la regla de Pitdgoras; y asi, si
suponemos 4==y§, serd 4 o

FIEE § PN

25 —1 24 ‘ Tpgi g o
KIS e I I 12,00 e TS T e T T 1O e [ R T35
2 2 Loz : . :

en donde se verifica que- §®~4~12%==13%, pues §%==25,.1 2=144 ;Y

13*==169, que es la suma de 144 com 25: si hubiéramos supueste
o 16—1 1§ 18 17 Co
=4, seria wem —— = —y wpr= - —;—-x::;-r,' en.quesg ve-

ifica tambien que 4%—4= (_;.)2:: (—22)2; pues 42::,,1‘6 , (_15_)2: "

22;‘ . 1?7!‘2
— 5 (=)
2
289 . P 225 28 ,
= ;ﬁy»tamblen ‘ge verifiea que 16 ~— S:—; .~2; pero no son los
S TR TE g i 4o 4 T .
‘nimeros enteros , como se requeria. - -
’ ° . . [ . B D o
. , a®>—d* gty - E%
. {Sea ahora d =2 y se verificard que x = = t=
T v : 2d ... 4 4

S a, ‘ . ' ‘ .
e 1 = (—)* =+~ 13 donde se've, que para-que x sea ndimero entero,-es
2 L e

2 £ . .
v e ¥ e a, - . ) . . . N .
‘indispensable’que -Z —1 lo sea; 6 lo que es 1o mismo , que-el cuz-

‘drado de a se pueda dividir por 4, lo que no se conseguir 4 .imenos

que 4 no sea par; si al valor de %, vqlvzees (—Z»)z-—- 1,le afiadimos Iz
diferencia 2 , que el mayor lleva al mediazﬁ(.), téhdrémosl; el ﬁ;a}‘or ,’ qx);e
vlaidri (—f—-)z—- 1+2x(~g~)2+1 , de dondé )r‘esuha“vla(r regla 'q\.xe se atrk‘i.
buye 4 Platon. Asi, si a==6 se tendrd

1 ‘ ' ° ;

e

TOMO I. PARTE II es
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o= ()t om 12z gPemimmg e 1228, X+ 2= 8 =p= 2 == 10 ; donde
se verifica que 6% -+ 8% == 10%, pues 6*=36,8%=64 y 10®==100, ¥

36 4 64 == 100 ; si 4 no fuese par, tendriamos a== 5, y daria

¢ o ] e : 21 . F 5 -
- (i)’—.—x::-—-s-»-—-x::P,(j.-)’+x=.._s.;“+;1::;2—2.
2 4 4 2 4 4

{En muy pocos libros elementales se ha puesto el modo de cua-
drar las linulas de Hipocrates de Chio ; pero en ninguno, de que yo
tenga noticia , se ha puesto el modo de cuadrar otras Iinulas y otros
espacios circulares , que segun algunos Geometras, fué lo que di6 o-
rigen al invento de Hipocrates: y siendo de la ‘mayor importancia el
que se vulgaricen estos métodos, no solo por la utilidad que resulia
del conocimieuto de. estas verdades, sing porque pueden dar origen al
descabrimiento de otras de la mayor trascendencia , no serd inoportu-
no el poner aqui el modo de cuadrar otras ldnulas, el arbelo de Pro-
clo, de Arquimedes, y de Viewa, y el Salinon de Arquimedes.

- {Supongamos primero que se tenga un cuadrado ADBH inscrito en
un circulo (ng. 193 ), si haciendo centro en H con un radio igual al
lado AH del cuadrado, trazamos un arco AEB, tendrémos una linu.
la AFDGBEA , cuya superficie sera igual 4 la del wriangulo rectilineo
ADB , mitad del cuadrado inscrito. V

{ tn efecto, siendo las superficies de los circulos como los cuadra~
dos de los radios 6 didmetros , serd cire. trazado con AH: al trazado
con AC:AB2AC?:AC? 4 CH?=2AC%AC?:20 ; luego el semicirculo
trazado con AH equivaldra al circulo trazado con AC, y el cuadran~
te AHBE serd igual al semicirculo ADB ; y si quitainos de ambos los
tridngulos .ignales AHB, ALB , quedara el scgmento AEBC igual 3
los dos segmentos AFD -+ LGB ; y afiadiendo 4 ambos el espacio mis-
tilineo ADBEA , resultard el tridngulo reciilineo ADB , igual 4 la I
nula AFDGBEA. ‘ v

{Para cuadrar otras linulas, demostrarémos antes la siguiente
proposicion.

{Si desde un punto cualquiera de la circunferencia de un circulo , se
toman los arcos iguales AB, EC, (D, DE, &c (fig. 1938 ), y se tiran
las rectas AB,AC,AD,AE, &c, y las CF, UG iguaies & las CA, DA &e,
de modo que encuentren & las AD, AE prolorgadas , se verificard que la
linea menor AB tendrd con su inmediata AC, la mismia razon gse cual-
quiera de las otras (escepto la menor) , con la suma de las dos mas prd-
ximas & ella , es decir , que s¢ tendrd

AB:AC::AC:AB —+ AD:AD:AE - AC.

{Dem. Los tridngulos ABC, ACF, ALG, son ‘semejantes por sef’

isbsceles por construccion, y tener un 4ugulo homélogo igual (483

pr gromernfa. (3734
cor. 3., 4 saber, los que se forman en A, que son iguales por te-

ner-cada uno por medida la mitad de los arcos -iguales BC, CD, DE;.

luego tendrémos AB:AC::AC:AE:AD:AG. "

{Ahora , observando que el angulo ADC es esterno en el tridnguls
CDF; serd igual 4 la suma de los dos internos F y DCF; por otra
parte el mismo dngula ADC es igual al duplo del CAD, por tener du-
pla medida ; y como CAD =F por ser isosceles el tridngulo ACE, ten~
drémos tambien que’'el dngulo ¥ serd la mitad del CDA ; y como jua-
to con el FCD han de componer el CDA, resulta que F=DCF ; lue-
go el tridngulo DFC es isésceles , y dard a ' ’

DF=CD=AB, y AF=AD «4-DF = AD —+ AB.

£Del mismo modo, en el tridngulo isésceles ADG, los dngulos G
y GAD son iguales entre si y con el CAD. Pero DEA es igual al G
- GDE por ser esterno; y como por ser el arco: AD = 3DE, serd
DEA == 3DAE == 3G, resulta que . EDG sera ignal & - e
2G = 2DAE = 2CAD, y como CDA tambien es duplo de CAD, resul-
ta que CDA =EDG ; y como por otra parte CD == DE, el tridngule
DEG serd igual con el ACD (361 esc. ), lo que dard _
AC=EG, y AG=AE 4 AC ; luego sustituyendo en vez de AF y
AG estos valores en la serie de razones dearriba , serd -
AB:AC::AC:AD -+ AB:AD:AE + AC ((m), que era L. Q. D. D.

{Fundados en esta proposicion podemos tomar en una circunferencia
dos arcos que tengan una razor maltipla duda , y de modo que los cuadra-
dos de las cuerdas de dichos avcos guarden tambien la misma razon dada.
- {Para esto, tirarémos el radio BO, el dizmetro AH y la cuerda .
BH, y tendrémos que siendo isésceles los tridngulos BOH, ABC, y te~
niendo iguales los dngulos en Hy en C, serdn ( 485 cor. 3.° ) seme-

- - - ABxBH
jaates , y tendrémos BO:BH::AB:AC = X

» ¥ como por lo acaba-

do de demostrar , AB:AC::AC:AF, tendrémos °
AC*  AB’xBH*  ABxBH?- -

.

tando AB, ser

Af=7% = BOxaB . Boz Y ARk
AB 2 2
AF w AB=AF — DF =AD = xBH*—ABxBO ’

. BO*
de donde , BO%:BH?—BO0%:AB:AD.

{Ahora si bajamos la' perpendicular BP, serd igual con Ap y AP
=Bp (*), ptendrémos , que siendo (488 esc. 2.° ) BA*==AHxAP =

(*Y Para convencernos de que AP::QBP 'Prolongarémos la cuerda BP
hasta b y se tendri BP=Pb; y en este caso siendo OP==0p (§ 439); si de
los radios AO y BO quitamos dichas magnitudes las restas AP y Bp serin
iguales. , :
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C .‘f,p' o if’ e mAB, "2 BA 4 '?,,i’ ,2, ‘%2
AHxBgp:, resultara Bp z%-y Bp ..——_.1@; »pero«AP. ::zA ‘ —an{a‘

Lot BA 4 ngzkA’Hz_v__BA‘t‘. R .
ST e YA Chr=ar=n
AAB A —4BA4 . . i et e Do ! :" oy
X o () BBACCACAD 4B .
ACE— ABxAD '—}-:ABQ,' p’orf‘l‘o que, igualando estos dos valofes;de IiC?f,
' 3 l2__«__’. A - - . ’ : L ]
era. 4AB xéféz 4~BA .= ABY +BAxAD , de donde sale AD =
ABXAHP-4BAS |- e

. RS GO T el e E
i lo que da AB:AD:AB2:3AH? +—4BAZ  (n)e. - 1
+ {Entendido esto-pasemos 4 cuadrar una linula formada por dos cir-
culos , cuyas superficies esten en la razon de 1:3, y que el mimero de
grados de los arcos que la forman esten en-la misma razon de 1:3.. -
{Para conseguirlo 4 entre. dos lineas AD,BD (fig. 1930), qu¢ la
una sea tripla de lasotra , hallarémos - una.media proporcional DG, ¥

tirando.las AC,BC, los circulos trazados con-estas lineas como radios

& didmerros , seran como AC*CB?: (§488) AD:DB:1:3. .
{Prolénguese la AC ana magnitud CE igual con AF, esceso de
AB sobre BC ; sobre AE como didmetro, tricese un semicirenlo AGE;
prolénguese BC hasta G,y tfrese la AG. Ly IR
.- {Haciendo centro en un paragescualquiera O., con un radio igyal
4 AC, se trazard una -circuuferencia, y en ella se colocard la cuerda
AG tres.vecesde M 4 N, de N-AP, yde P 4 Q; y.tirando la MQ,
y haciendo centro en sus ‘estremos con un radio MK, -que sea cuarto
proporcional 4 MN , 4 MQ. y al radio \OM:, trazarémos dos ‘arcos
que se corten en K, y haciendo- centro-en este punto trazarémos el
arco ML 7y st tendrd la linula MNPQLM foru“:ada -por dos arcos
MLQ, y MNPQ, cuyos ntineros de gr/ados estardn en la razon de
1:3, y que las superficies de dichos circulos estardn en la misma
razon de 1:3, y digo ademas que la superficie de dicha linula es i-
gual al cuadrilatero rectilineo MNPQ. -

{En efecto, los sectores MEQLM,MONHDM, son’ scmejantes, es
decir, son' una misma- patte de’ sus respeciivos circulos, porque las
cuerdas MQ , MN 4 ‘son como los-.radios MK, MO ; luego el mime-
ro de grados del arco MNPQy triplo del MN, serd triplo del mi-
mero de grados del MLQ, que era L. 1.°Q. D. D.

{Y siendo las superficies de los espresados circulos , y por consi-
‘B¥iente sus sectores, como los cuadrados de cus lineas homdlogas, se-

rié MONHM:MKQLM: MO ME2:MN%MQ(0).
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{Ahora tirando el didmetro MR , tendrémos que por ser ¢l ar-

co MNPQ , wiplo del MN, se verificars la proporcion (n) MN:MQ::

MR*:3MR?%— 4MN? 5.y siendo MN == AG,, y MR m=2AC , sera

MN:MQ::4AC*12AC% — 4AG®:AC*3ACP — AG? , y siendo (483
esc, 2.° ) AG*=AEXAC, resuhara I

o MNiMQ::AC? s ACP—AEXAC:AC3AC—AE. - \

.. Por otra parte AEmAC+CE=AC + AB—CB, y AB=2AC,

por ser (488 escs 2.° ), AC== AMABXAD == 4/ 4ADXAD =4/ 4 AD?=

2AD = ii;;gluvego AE=AC 4+ 2AC —CB=3AC — CB; luego si sus-
tituimos este valor en vez de AE en la proporcion de arriba, -serj
MNMQ:AC3AC—3AC +CB:ACCB , y NNEMQ2:AC%:CB g5 -
¥.como los girculgs trazades conlos radios. MO, MK, guardan la ra-
zon MN?: MQ? de los cuadrades: de los Jados homélogos , estardn en
la razon de 1:3, que era L. 2.°Q. D. D.. :
. {Como esta tliima proporcion, y- la (o) tienen comun la razon
MN2MG?E, serd MONHM:MKQLDM::1:3. - ‘ - o
{Los segmentos MHN , MQL , guardarin tambien la, miema razon
que los cuadrados de sus lados hawolegos ; luego tendrémes Segm,
MEHN: Segm. MLQ:MN2%:LQ%:1:3; luego el segmento MLQ=3 Segm.
MHEN; y como los tres scgmentos H, 1, S sou iguales, resulia que
Segmn. L= Segm. H4- Scgm. 1+ Segm. S; y afiadiendo 4 ambos miem-
bros el espacio mistilinco. MNPQLM ,, ce.tendrd el cuadrilitero rectie
lineo MNPQ== 41a lynula MENIPRQLM. L. 3.2 Q. D. D. . .

. {Para cuadrar la lingla aniloga formada por <ireulos que estu-

viesen en la razon de 1:4, es necesario hacer uso del probléma de ha-
lar dos medias proporcicnales gecmétricas; lo que confirma la necesi-
dad y utilidad de resolver gecmétricamente el problema del (§ 5c8).

{Pasemos 4 cuadrar los arbelos. Proclo lama asbelo al espacio
comprendida por tres semicircunferencias tr3zadas sobre una linea y
sus dos mitades como didmerros, como el BECFADB (fig, 193c), ccm-
prendido por las tres semicircunferencias BEC, CF A, BDA. Eete espas
cio es igual al circalo trazado con la linez BC, 6 CA, como didmertro,
¢ al duplo de cualquiera de los semicireulos BEC, CFA , 6 4 los dos
juntos. En efecto, el semicirculo BDA: al semicirculo BEC::BA%B(C?::
(2BC)*: BC2::4BCABCA:4:15 luego el semicirenlo. BUA= 4 4 cemicit-
culos BEC; luego si quitamos de esta ecnacion los dos -scmicireulos
iguales BEC, CFA, quedard el arbelo BDAFCEB= 4 dos scmicircu-
culos BEC, 6 al circule wrazado schre BC ¢omo didmetro » 6 4 los dos
semicirculos BEC,CFA. ’

{8i cn Clevantamos la perpendicular DC, el circulo trazado so-
bre ella como didmetro, serd igual al trazado sobre BC; vy esto acaso
di6 origen 4 Arquimedcs para llamar arbelo al espacio écmprendido
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por tres semicireulos descritos con didmetros que fuesen:ina'linea da-

da y dos partes cualesquiera en que'se divida, 1al como el AEBDFCBA

(fig.1934); y su superficie es igual 4 la del circulo tfazado sobre BD

como didmerro. En efecto, pues que AC’-::(AD'+DC)2:-:AD°+2A'D>¢
DC+DC? y BD*=ADxDC, seri AC*=AD*~DC?--2BD?; pero sien-
do los semicirculos, como los cuadrades de sus-didmetros, seri AC*: se-
micirc. ABC::AD* semicfre. AED:DC? semicire. DFC:r (BD?; semi~
cire, trazado sebre BD como didmetro ):; 2BD?; circ. trazado sobre BD
como didmetro y en virtud de lo espuesto (268 teor, '3.%), serd AC*
semicir, ABC::AD?*+-DC?4-2BD? semicirc. AED~-. semicirc, DFC-=
circulo trazado sobre BD como didmetro; y pues que AC?*=AD?+
DC?*+2BD?, serd semicire, ABC= semicirc, AED-- semicirc, DFC-i-
circulo trazado sobre BD como didmetro, - =~ . . SRR

<Y quitando de ambos miembros los semieirculos AED4DFC,; que-
dara-el arbelo AEDFCBA=" al circ. trazado sobre BD como didnietro.

{Tanto el arbelo de Proclo , como el de Arquimedes son figuras 4’

que se pueden hallar circulos que les sean iguales } Pero no se pyeden
hallar espacios rectilineos que les equivalgan, Mas Vieta invento otro
arbelo al que se puede hallar un espacio rectilineo que le sea jgual. En
efecto, sea el circulo BCDEFG (fig. 193¢); si el radio se colocaseis
veces sobre la circunferencia , sefialando los puntos B, C, D, E, F, G;
y haciendo centro en B se traza con el mismo radio el arco CA, y ha-
ciendo centro en F con el mismo radio se traza el arco EA, se ten~
drd el espacio CAEDC comprendido por los tres arcos CA, AE, CDE,
que es el arbelo de Vieta: y cuya superficie es igual al rombo CAED;
ues los cuatro segmentos m, n, 1, 5, soniguales, y quitanslo al rom&
bo los r, y s, y afiadiendo en su lugar los m, u, resiltard f:l arbelo
CAED igual 4 dicho rombo, - C : ;
{Arquimedes llamo6 Salinon al espacio AFBMDGCN’A (fig. 1931),
comprendido entre cuatro semicirculos formados como didmetros sobre
una linea dada AB, dos segmentos iguales AC, BD y sobre la. parte

intermedia CD ; y resulta que dicho espacio es igual al circulo tra-

zado sobre GF como didmeiro. En efecto, siendo o o
FG? = DA? = (CD-+-ACP*=CD?+ 2CD xAC+-AC?; si afiadimos 4 am-
bos miembros AC?, serd DA% +AC?*=CD?+2CA*+2DCxAC= CD“~§:
2AC(AC + CD), y siendo AC=DB, resultari AB—CD=2AC lo quedi

ac=2B—D accp=2EFL 1iepo DAPACP=CDP 0%
2 o

AB*—CD* _ AB*+CD* _ AB®

AB—CD AB-{-CD__ o
2 X ‘2 =CD%+ 2 2 2
CD>

2

-+

.

- semicire, AB:
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{ Y como las superficies de los circulos son como'los cuadrados
de sus didmetros , se tendri - . : o :

3 P )
AB 1 semicir, CD:..C_?.... it cire, CA:CA%:; cire. DA:DAZ,

2
lo queda (268) s PR e
semic. AB—-cemic, CD: f_B,_ CD i1 efre. CAcirc. DA:CA%+DA%
2 2 .

y siendo iguales los consecuentes 5 resulta que tambien lo ser4n los an-
tecedentes ; y tendrémos semic, AB-semic.CD=circ.CA~-circ.(DA==
FG), y quitando del primer miembro los dos semicirculos. ANC, LMB,
y del segundo el cire. CA que equivale 4 dichos dos semicircalos, que-
dard el saliion AFBMDGCNA igual al circulo trazado sobte ¥ G co-

-mo didmetro , -que era L. Q D. D,

{531 Entendido esto, pasemos 4 hacer algunas consideraciones
acerca de las cantidades gecmétricas que son mdximas 6 minimas en
su especie. ‘

{Cuando hay muchas cantidades de una misma especie; se da el
nombre de mdximo 4 la que es mayor que todas las otras s ¥ minimo 4
Ja menor. Asi, el didnietro de un circulo es un maximo entre todas
las lineas que unen dos puntos de la circunferencia , y la perpendicu-
lar es un minimo enwre todas las lipeas tiradas desde un punto 4 una li.
nea dada,

{Teor. Entre todos los tridngulos de wna misma base y perimetro el
Briangulo mdximo es aquel en que los dos lados ne determinados son iguales.

{Espl. Sea AC=CB (lig. 194) y AM+BM=AC~+CB; digo que
el triangulo isésceles ACB es mayor que el AMB que tiene la misma
base AB y el mismo perimetro.

{Dem. Porque si haciendo centro en C con un radio CA=CB, se
describe una circunferencia que encuentre 4 la prolongacion ae AC en
D, y se tirala BD, el dngulo DBA seri recto (454 cor. 3.°). Prolén~
guese la perpendicular BD hicia N, higase MN=MB y tirese AN,
.con lo cual tendrémos que bajando desde los puntos My C las MP y
CG perpendiculares 4 DN; pues que CF=CD y MN=NMIB, cera
AC+CB=AD y AM+MB=AM-<MN. Pero AC+CB=AM~+MB;
luego AL=aM-+MN ; pero AM+MN=>AN , luego AD>AN ; pero
si la oblicua AD es mayor que la obiicua AN debe estar mas remota
de la perpendicular AB, luego DB>BN ; luego BG que es mitad de
BD serd mayor que BP mitad de BN (366 esc).

{Ahora ; los tridngulos ABC, ABM que tienen la misma base AB
son entre si como sus alturas BG,BP; luego pues que se tiene BG=> BP,
el tridngulo isdsceles ACB es mayor que el ABM de la misma bage
Y perimetro. L. Q. D. D.

{533 Teor. Entre todos los poligonos isoperimetros y de un mismo
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‘nimero. de ladoiy. ol que es.um miximo tiene stis Fados igiidles. »
{Dem. Porque sea ABCDEF (fig. 195)-el poligono inaximoy si el
lado BC no es igual 4 CD, formese sobre la base BDun tridngulo is6s«
.celes BOD que. sea isoperimetro-con BCD , ¥ tendrémos que el tridngu-
lo BOD serd mayor que BCD,y por consiguiente el poligono ABODER
serd mayor que ABUDEF, luego este:iltimio no seria €l mdximo entre
fodds los'qiuie tienen el mismo perimetro iy el mising -mimero de Jados,
lo que es contra el supuesto ; luegs se debe tener BC==CD. Por la

’t»

‘misma razon se tendrd CD=DE==EF=:&c, luego todos los lados, del

poligono miximo son iguales -entte sf. D -
{533 Teori:De todos los tridngulds formados con dos lados dados jue
formen entre: situn dngulo arbitrario ; el mdximo es aquel en que los dos
kados dados forman dngulo-vecto. t- . . T
{Espl. Sean los dos tridngulos BAC, BAD (fig. 196), que tienen el
Jado AB comun y el AC=AD: si el ‘dngnlo BAC es' recto, digo que
el tridngulo BAC serd mayor que el BAD, en que el dngulo en A
es agudo 11 obtuso. ‘ ~

- " {Dem. Porque siendo la misma la base AB; los dos- tridngulos

BAC, BAD son como sus alturas AC, DE; pero la perpendicular DE
es mas corta que la oblicua AD 6 su igual AC, luego el tridngulo BAD
¢s menor que BAC. L. Q. D.D. =~ ‘

{534 Teor. De todos los poligonvs formados con {ados dados y une
solo 4 avbitrio, el mdximo debe ser tal que todos sus dngulos esten ins-
critos en tna semicircunferencia de que ¢l tado desconocido sea el didmetro.

{Dein. Sea ABCDEF (fig. 197) el mayor de los poligonos fcrma-

dos con los {ados dades AB,; BC, CD, DE, EF- y el iltino AF & ar-

bitrio ; tirense las diagonales AD, DF ; si el angulo ADF 'no fuese

recto, se podria, conservando las partes ABCD; DEF tales como son
aumentar el tridngulo ADF, y por-consiguiente el peligono entero
har4 recto el 4agulo ADF por'la proposicion precedente ; pero-este
poligono no se puede aumentar, pues que se ha supuesto que ha lle
gado 4 su miximo; laego el dngulo ADF es ya un dngulo recto. Lp
mismo sucede con los ABF, ACF, AEF ; luego todos los dngulos A,
B, C, D, E, F del poligono mdximo estan inscritos en una semicircmf-—
ferencia que tiene por didmetro el lado indeterminado AF, que era
L. Q. D. D _ S S

{Esc. Esta proposicion da origen’d una cuesiion, 4 saber, si hay
muchas maneras de’ formar poligonos con lados dados y uno desec-
nocido que sea el didmetro de la semicircunferencia, en que los otros
lados esten inscritos. Antes de decidir esta cuestion, es necesario ob-
servar que si una misma cuerda AB (fig. 19) subtende arcos descri-
tos con diferentes radios AC, AD, el dngulo en el centro apoyado so-
bre esta cuerda serd menor en el eirculo, cuyo radio es mayor ; asl
ACB<ADB,. en virtad de lo demostrado (372)
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- {333 Teors No haymas de un modo. de formar el poligono ABCDEF
(fig. 197 ) con lados dados y uno desconocido que sea el didmetro de la
semicircunferencia en que estan inscritos los otros lados. ‘
{Dem. Porque supongamos que se haya encontrado un circulo que
satistaga 4 la cuestion.: si se-toma un circuo mayor ;. las cuerdas AB,
BC,CD, corresponderin 4 dngules en el centro menores;,. luego la su-
ma de estos dngulos en el centro serd menor que dos angulos rectos,
y asi los estremfos -de lps lados'no llegardn -4 los estremos de un dif-
metro. Le <ontrario se verificard si se toma un circulo menor , luego
el poligono de que se trata no se puede inmscribir sino en unc.solo
circulo. '
. {Esc._Se puede mudar, & arbitrip, el érden de los lados AB, BG,
CD-&c; y el didmetro del circulo circunscrito serd siémpre el mis-
mo, asi como la superficie del poligono ; porque cualquiera que sea
el érden de los arcos AB, BC &c, basta,que su suma-.componga la
semicircunferencia ; y el poligono tendrd siempre la misma superficie,
pues que serd igual al semicirculo menos los segmentos AB, BC &c,
cuya suma es siempre la misma, g N I
. {536-niLeor. De. todos les poligonos. formac'las:qonélqtéos_dados, el
mdximo es el que se.puede inscribir en un cireubo. - .,
. {Espl. Sea ABCDEFG (fig. 199) el poligono inscritjble y abcdefg
el no inscritible formado con lados iguales , de manera que se tenga
AB==4b, BC==bc &c; digo que el poligono ABCDEFG es mayor
que el otro. S .
¢ {Degm. Para probarla, tirense el didmétro EM y Ias. AM,MB ; so-
bre ab = AB férmese. el wiangulo abm=ABM, y tinase el punto ¢
can el m por medio: de.la, em. En virtud de la proposicion (534) el
poligono EFGAM es mayor que el efgam. Por la misma razon el po-
ligono EDCBM es mayor que edchm, luego el poligono entero
EFGAMBCDE es mayor que efgambede. Quitando de una v otra par-
te los tridngulos iguales ABM ,; -abm, quedari. el poligono inscrito
ABCDEFG mayor que el abedefg, que era L. Q. D. D,
- - {Bsc. B¢ demostrari ,come €n-la proposicion precedente, que no
puede haber sin6 un solo circulo, y por consiguiente tampoco mas
de un «poligono mdximo que satisfaga 4 la cuestion ; y este poligono
seria aun de la misma superficie, de cualquier modo que se mudase
el orden de los lados. 1 X
{537 Teor. El poligono regular es un maximo entre todos los poli-
gonos isoperimetros y de un mismo nismero de lados.
{Dem. Porque el poligono regular tiene todos sus lados iguales
y se pucde inscribir en un circulo (471 cor. §.°); luego (532 y 536)
este poligono es un maximo,
{538 Teor. Dos dngulos en el centro medidos en dos circulos dife-
rentes , son entre si como bos arcos comprendidos divididos por los radies.
TOMO I. PARTE IL
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{Espl. Sean C y O (fig: 200) los dos 4ngulos :* vamos 4 dethos-
| o pB - DE

€5 4w,

, AC Do

¢*+ { Dem. Con-unradio OF = AC describase el arco FG, compren.
dido entre las lados OD,0E prolongados; 4 causa, de los radios igua-
les AC,OF, se tendrd (§ 452) C:0:AB:FG, 6 (§357) —é—é— : ——Egg—;;
perovd causa: de los-arcos éemejantes FG,DE , se tiene . L

trar que el dngulo C es al dngulo O como

FG:FO::DE:DO, luego la'relacviol:‘s%ggé es igual 4 la relacion DE

EEF MR i DO ?
y se tigne ‘pol iguiente C:0:: ———13 —— ;-que éra L. Q. D. D
y ielie 'por consiguiente ‘ 5C Do q} g. ra L. Q v

{539 Teor. De dos poligonos regulares -isoperimesros , €l que tiene
‘mas lados tiene mayor superficie. ' : R
¥ f Dem.‘Porque sea DE (fig. 201) el semilado de uno de:lospoligo-
nos , O su centro, OE su apotema ; sea AB el semilado. del otro poli=
gono ,-C su centro, y CB su apotema; suponganse los centros O y
C situados 2 una distancia cualquiera OC, 'y las apotemas OE,CB en
la direccion OCj-con -lo que DOE y ACB serdn los semidngulos en
el centro de los poligonos; y como estos 4ngulos no son iguales, las
lineas €A, -OD prolongadas’ se encontrarian’.en. un; punto.F; bijese
‘desde ‘este punto sobre OG la perpendicular FG , desde los putitos ©
y C, como centros describanse los arcos GI, GH terminados en los las
dos OF, CF, , Lo . L.

{Esto supuesto, se tendrd por el teorema precedente
0:Cii 2 . CH . ero DE es al perimetro del.primer paligono

i G Pero DB el pstmeno dl prier plfone, co
mo el 4ngulo Q es 4 cuatre angulos rectos, y AB es al perimetro del
segundo , cowio-el dngulo C es 4 cuairo-rectos’-luego pues que los
perimeiros de los poligonos son iguales , serd DE:AB:O:C 6 DE:AB:
Gl G '
.0G T CG - . .
tes por CG, se tendrd DExOG:ABxCG:GI:GH ;. pero los tridngulas
semejantes ODE,OFG dan OE:0G::DE:FG ;' de donde resulta
DEXOG = OEXEG ; del mismo nodo se tendra ABxCG = CBxFG;
luego OExFG:CBxFG:GLGH, ¢ OE:CB:GL:GH ; luego si se hace
ver que el arco Gl es mayor que el GH, se seguird de aqui que la
apotema OE es mayor que CE. : ~

B CUE T S & P

; multiplicando los antecedentes por OG ; y dos consecuen-
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¢ Concibase’ para-esto del otro lado de CF la figura CKX totalmen~
te igual 4 la figura CGX , de manera que se tenga CK=CG, el dn-
gulo HCK =HCG, y el arco, KX =XG : la curva KXG abrazard al
circulo KHG, y serd (374) mayor que este arco; luego GX, mitad
de GXK , es mayor que GH, mitad de GHK , luego con mayor razon
Gl > GH. , ; ! :
. - {De aqui resulta que la apotema OE es mayor que CB; pero te~
niendo los dos poligonos un mismo perimetro , son entre si como sus
apotemas ; luego. el poligono que tiene: DE por semilado es mayor que

‘el que tiene por semilado 4 AB; el primero tiene mas lados pues que

su 4ngulo en el centro es mienor , luego de dos poligonos vegulares iso=
perimetros , el que tiene mas lados es mayor. ‘

{540, Teor. .Ei circulo es mayor.que todo poligono isoperimetro.
- {Dem. Ya estd probade que:de todos.los poligonos isoperimetros,
y de un mismo niimero.dé lados ; el paligeno regular.es el mayor ; ast
noise trata mas que de:comparar; &l circula.con un poligono regular
cualquiera isoperimetro con él. Sea Al (fig. 202) el seinilado de este
poligono , C su centro; sea en el circulo isoperimetro el angulo DOE
== ACI ,. y por consigueate el arco DE = al semilado AI. El poligone
P.es al-circute C, como el tridngitlo” ACI es al sector DOE , y asi se-
rd P:C::2AIxCL:EDEXOE:CLOE ; tirese. por el punto E la tangente
EG., que encuedtre 4-OD prolongadaen C, los tridngulos semejantes
ACLGOE daran la proporcion CI:OE::Al'= DE:GE ; luego
P:C::DE:GE , 6 ::DExX0OE:GExZOE: sector DOE: tridng. GOE ; pe-
ro el sector DOE es menor que el tridngulo GEO ; luego P es menor
que C, luego el circulo es mayor que todo -poligono isoperimetro.
+ 1{EBsc. El circulo no solo es mayor que cualquier poligono isope-
rimetio , sino que cualquiera otra figura de igual perimetro, y estan-
do terminada por cualquier curva.} s ' .

De los Plano;v , de su posicion, y de los dngulos. sélidos.

.. 41 Hasta aqui solo hemos considerado las lineas que se hallaban
sobre un mismo plano ; pero ahora vamos & manifestar las- posiciones
que pueden tener las lineas con los planos donde ellas no se-hallan,
v la posicicn que pueden tener entre si los diferentes planos. :

En primer lugar advertirémos que sc dice de una recta que es per-
pendicular & un plano, 6 de un plaio que ¢s perpendicular 4 una recta,
cuando dicha recta es perpendicular & todas las lineas que en dicho
plano pasan por el punto en que esta perpendicular encuentra al pla-
no, cuyo punto se llama el pie de la perpendicular.

Se dice que una recta es paralela 4 un plano , 6 que un plano es
paralelo & una recta, cuando no se pueden encontrar, aunque se, pro-
lunguen todo lo que se desee; y dos planos se dice que son paralelos



204 TRATADO ELEMENTAL

cuando no se pueden encontrar , 4 cualquier. distancia que se pro-
longuen, ‘ ColLe B T A
s42  Teor. Una rects nd puede:essar parte en un'plano y parte fues
ra de él. ‘ T ~ R
. Den. Supongamos, si es posible , que la parte AC de la linea ACB
(fig. 203) este en el plano MN, y la parie CB fuera de él, esa es,
mas arriba 0 mas abajo. Abora, comio una recta que se halla en un
plano se puede prolongar lo que se quiera (341), tendrémos ‘que en &l
plano MN se podrd prolongar la AC, por ejemplo hasta B,y por lo
. mismo habra dos rectas ACB,ACE , que teadrin un segmento comun,
lo que es imposible (354); y por lo mismo tambien lo ser4 el que par~
te de ung recto &e. » v : .
- Ese. Si dos puntos A,B (fig. 204 ) estan en.un plano: MN , Ja recta
AB que los une , estard tambien en el amismo- piand'y pofque si la- recta
estuviese representada por ACB fuera del:plano, tirando en élla rec-
ta AFB, las dos pectas .ACB,AFB encerrarfan-espacio; lo que es im«
posible ( 358). 7 AR : Gt o
543 Teor. Dos rectas que se cortan, estan en -un -mismo plano y

determinan su posicion. : .

Dem. Sean AB,AC (fig. 205) dos rectas que: se ‘cértan en A en’

primer lugar, podemos congebir un; plano ‘en que se encuentre'la AB;3
si despues hacemos girar este: planoal rededor de AB hasta que pa'se
por C, resultari que la linea AC, que tiene dos de sus puntos Ay
C en este plano, se hallara toda entera en él; luego la posicion de
este plano estd determinada por la sola condicion de comprender dos
rectas ABAC. L. Q. D. D. : v

Cor. 1.° Luego un tridngulo ABC, ¢ tres puntos A,B,C que po se
hallan en linea recia , determinan o posicion de un plano ; porque esw
tos se pueden unir por medio de trés lineas, = "

Cor. 2.° Luego dos paralelas AB, CD (fig. 206 ) determinan la
posicion de un piano ; porque si se tiran las secantes EF,HG que se
corten, el plano que pase por estas, serd el plano en que se hallen
dichas paralelas, pues cada una tiene dos puntos H, E yF, Gen
el plano que pasa por las dos secantes. o

544 Teor. Si dos plunos se cortan, su interseccion comun es una
linea recta. . :

Dem. Porque si en los puntos comunes 4 los dos planos se encon-
trasen tres que no estuviesen en ‘linea recta, los dos planos de que
se trata , pasando cada uno por estos tres puntos , no formarian sino
un solo y mismo plano, lo que es contra el supuesto.

545 Teor. Si una recta AP (fig. 207) es perpendicular 4 otras dos
PB, PC, que se cruzan en su pie en el plano MN, serd perpendicular
é toda rects PQ tirada por su pie en el mismo plano , y por Jo misme
serd perpendicular al plano MN. :
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Dem. Porque si por un punto Q, tomado 4 arbitrio en la PQ,
concebimos la recta BC en el dngulo BPC; 1al (§479 esc. 2.°de prqi:’d. 5.%)
que BQ =QC, y las AB, AQ, AC, tendrémos que _5:1 triangulo
BPC, dard (§ 490) PC? = PB? = 2PQ* - QQ(;z‘;, el tridngulo BAC
dardi ACP+-AB*=2AQ° 4202 Restando la primera ecuacion de2 la
segunda , se tendrd AC?—4-AB*—PC?—PB?*=2AQ%+2QC?—2PQ*—
2QC?=2AQ*—2P(?; y observando que los tridngulos APC, APB son
ambos rectangulosen P, tendrémos AC2—P(P—=AP? y AB>*—PB?==AP?;
por lo que la ecuacion de arriba se convertir4 en 2AP?=2AQ%—2PQ?,
y tomando la mitad AP?=AQ*—PQ?, 6 AQ*=AP*+-PQ? luego el
tridngulo APQ es rectangulo en P,y por lo mismo AP perpendicu-
lar 4 PQ. '

{Eg. Aqui se ve, no solamente que es posible que una recta sea
perpendicular 4 todas las que pasar por su pie en un Qlano, sino que
esto sucede siewpre que esta linea es perpendicular 4 dos rectas ti-
radas en el plano, lo que demuestra la legitimidad de la definicion (541). ).
~ Cor. 1.° La perpendicular AP es mas corta que una oblicua cual~
quiera AQ ; porque ella es cateto, y la oblicua hipotenusa de un tri-
angulo rectingulo. ‘

Cor. 2.° Por un punto P dado sobre un plano, no se puede lepan-
tar sino una perpendicular 4 este plano ; porgue si se supone que pue-
dan levaniarse dos perpendiculares por el mismo punto P, concibiendo
pasar por ellos un plano, cuya interseccion con ¢l MN sea PQ, las
dos perpendiculares de que se trata , serian perpendiculares 4 la linea
PQ en el mismo plano, lo que es imposible.

- Tambien es imposible bajar desde un punto fuera de un plano dos
‘perpendiculares & éste plumo 5 porque si suponemos que AP, AQ sean
estas dos perpendiculares , resultaria que el rridngulo APQ tendria dos
dngulos rectos APQ , AQP , lo que es imposible.

Cor. 3.° Luego la werdadera distancia deun punto 6 un plano se
debe mnedir por la perpendicular tivada ol plano desde dicho punto 5 por
ser la tinica que se puede tirar de su especie.

{546 Teor. Las oblicuas AB, AC, AD (fig. 208) , que distan igual-
mente de la perpendicular , son iguales; y de dos oblicuas AE , AD
que distan desigualmente de la perpendicular , la que mas se aleja cs
la mas larga, :

{Dem. Porque siendo rectos los dngulos APB, APC, APD, si se
suponen las distancias PB, PC, PD iguales entre si, los triangulos
APB , APC, APD tendrin dos lados iguales é igual et 4dngulo com-
prendido; luego seran iguales, luego las hipotenusas 6 las oblicuas
AB, AC, AD scran iguales entre si. Iguaimente si la distancia PE
es mayor que PD 6 su igual PB, tendrémos que siendo recto el angu-
lo APB , el ABE seri obtuso. (368); luego serd mayor que el AEB,
y por lo mismo AESAB=AD,
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{Cor. Todas las oblicuas iguales AB, AC, AD &c, terminan es
la circunferencia BCD de un circulo descrito desde el pie de la per-

peadicular P como centro ; luego dado un punto A, fuera de un pla--
no, si se quicre encontrar sobre este planosel punto P en que caerd la

perpendicular bajada desde A, se sefialarian en este plano tres puntos
B, C, D, equidistantes del punto A, se buscari despues el centro del
circulo que pasa por estos puntos, y este centro sefa el punto buscadoP.

{Esc. El angulo ABP es el menor de todos los que forman la AB

con las lineas que pasan por B en el plano MN (%), y por lo mismo
es lo que se llama la inclinacion de la oblieus AB sobre el plano MN;j
esta inclinacion es igual para todas las oblicuas AB, AC, AD &c, por-
que los triangulos ABP, ADP &c son iguales. ’ ,

{347 Teor. Sea AP (fig. 209) una perpendicular ol plano MN, y
BC una linea situada en este plano : .si desde el pie de la perpendicular,
se tira PD perpendicular 4 BC, y se tira la DA ; digo que DA serd
perpendicular 4 BC en el plano que pasa por bas dos lineas AD, CB, -,

{Dem. Porque si se toma DB==DC , y se tiran las PB, PC,AB,AC,
tedrémos por construccion DB =DC, por lo que la oblicna PB
= PC; de donde se deduce que los tridngulos APC, APB serdn igua-
les (360 ), y darin AB=AC; luego la AD dene dos de sus puntos A
y D equidistantes de los estremos B y C; luego AD (377) es pers
pendicular 4 BC, que era L. Q. D. D. ‘ L

{Bsc. 1.° Se ve al mismo tempo que BC es perpeadicular al pla-
no APD; pues que (545) BC es perpendicular 4 ug tiempo 4 las dos
lineas rectas AD, PD. ‘

{Esc. 2.° Las dos lineas AE, BC ofrecen el ejemplo de dos lineas
qite sin ser paralelas no se encuentran, porque uo estau situadas so-

bre un mismo pliano. La mas coria distancia de estas lincas,es la
recta PDqueesd un tiempo perpendicular & AP y 4 BC; porgue si
se juntan otros dos puntos como A y B, se tendrd AB> AD, AD>
PD ; laego con mayor razon AB> PD.

{ Las dos lineas AE, CD, aunque no situadas en un mismo pla-
ne, se reputa que forman un angulo recto; porque AE y la parale-
la be drada por une de sus puntos tal como P 4 la linea BC, forman
un dngulo recto. Del misma modo la AB y la PD que representan dos
rectas cualesquiera , uno situadas en el mismo plano, se repata que
forman ¢l mismo angulo que formaria con AB la paralela 4 PD tira-
da por uno de les patcos de AB, 1l como el ABb, si supouemos que
la Bl sea paralela 4 PD. 3

(%) En efecso, dicho dngulo es menor que cugtquiers otro ABO;
porquz si_ temumos la porte BO == B8P , y concebimos la AO , sevd
AQ > AP, y o5 dos tridugulos 4EO , ABP nos darian { 375 cor. )
el dnguly ABU > que el ABP,
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448 Teor. Si'una linea AP (fig. 210) es perpendicular al plane
MN, todas linea DE paralela 4 AP serd per?endicular al mismo pluno.
Dem. Porque concibiendo un plano que pase por las paralelas
AP, DE, su interseccion con el MN serd PD ; y trando en dicho
plano la BC perpendicular 4 PD, y uniendo el punto A con el D,
tendrémos que BC (547 esc. 1.°) serd perpendicular al plano APDE;
luego el angulo BDE seri recto; pero el EDP es tambien recto, pues
que AP es perpendicular 4 PD, y DE paralela 4 AP ; luego la linea
DE es perpendicular 4 las dos rectas DP, DB ; luego es perpendi-
cular 4 su plano MN. L. Q. D." D.
~ Cor. 1.° Reciprocamente : si las recias AP, DE son perpendiculares
al mismo plano MN, serdn paralelas 5 porque si no lo fuesen , cenci-
biendo por D una paralela a AP, esta paralela serfa perpendicular
al plano MN ; luego se podrian levantar dos perpendiculares por un
mismo punto 4 un mismo plano, lo que es imposible ( 545 cor. 2.%).
Cor. 2.° Dos lincas A y B paralelas & una tercera C, son parale-
las entre. si; porque si se concibe un plano perpendicular 4 la C, las
lineas A y B paralelas 4 esta perpendicular , serdn perpendiculares al
mismo plano ; luego, por el colorario precedente , serdn paralelas en-

tre si; aqui se supone que las tres lineas no estan en el mismo plano,

porque siné , -esta proposicion ya estaba demostrada. (3864 cor. 1.°).
s49 Teor. Si la linea AB (fig. 211) es paralela 6 una recta CD,
tirada en el plano MIN , serd paralela 4 este plano.

Dem. Porque si la linea AB que esta en el plano ACDB encontra-
se al plano MN, esto no podria verificarse sind en algun punto de la CD,
interseccion comun de los dos planos MN,y el que pasa por AB y
CD ; pero AB no puede encontrar 4 CD por serle paralela ; luego‘
tampoco encontrard al plane MN, y por lo mismo serZ paralela 4 es-
ze plano. L. Q. D. D. ,
 §so Teor. Dos planos MN , PQ (fig. 212) perpendiculares & una
misma recta AB, son paralelos entre si. v

Dem:. Porque si se encontrasen en alguna parte, y suponemos que
O sea uno. de sus puntos comunes , tirando las OA, OB, tendriamos
que la linea AB perpendicular al plano MN, seria perpendicular 2
la AO, tirada por su pie en este plano; per la misma razon AB se-
ria perpendicular 4 BO; luego AO y OB serian dos perpendiculares
bajadas desde un miswmo punto O, sobre la misna recta, lo que es im-~
posible ; luego los plancs MN, PQ uo se pueden encontrar ;. luego
son -paralelos. L. Q. D. D.

gg1 Teor. Las intersecciones EF, GH (fig. 213) de dos planos pa-
ralelos MIN, PQ con un tercer plano FG, sou lineas paraleias.

Dem. Porque si las lineas EF, GH, situadas en un mismo plano,
que aqui es el EFHG , 5o son paralelas, prolongadas se encontraring
luego los. planos MN, PQ en que se hallan, tambien se cncontrarin,
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¥ por lo mismo no serfan paralelos, contra el supuesto 5 Iuego &,

552 Teor, La linea AB (fig. 212) perpendicular al plano NIN , eg
perpendicular al plane PQ paralelo ¢ MN ~ ) .

" Dem. Porque si despues de haber tirado 4 arbitrio la linea BC
en el plano PQ ; se concibe un plano que pase por AB y BC, este
cortard al MN en una linea, tal como la AD, que serd paralela 4 BC
(551 )5 pero AB perpendicular al plano MN, es perpendicalar 4 la
recta AD; luego serd tambien perpendicular 4 su paralela BC;.y pues
que la linea AB es perpendicular 4 toda recta BC que pasa por su
pic en un mismo plano PQ, se sigue que es perpendicular al plane

D.

PQ, que era L. Q. D.

553 Teor. Las partes EG, FH (fig. 213) de paralelas comprendi-
das por planos puralelos MIN, PQ son iguales. - ,

Dem. Porque concibiendo un plano EGHF que pase por las pa-
ralelas EG, ¥, encontrard 4 los planos paralelos en las lineas EF
¥ GH ; estas intersecciones son tambien paralelas (551) asf como EG,
PH, luego la figura EGHF es un paralelogramo, y por lo mismo
(466 cor. 1.°) tendrémos EG == FH'y que era L. Q. D. D.

Cor. De aqui se sigue que dos planos paralelos tienen todos sus
puntos equidistantes los unos de los otros 5 porque si EG y FH son per~

. pendiculares 4 los dos planos MN, PQ, serdn paralelas entre si, lue-

go serdn iguales, : :

{554 Teor. Si dos dngulos CAE DBF (fig. 214), no situados en
el mnismo plano, tienen sus lados -paralelos, y dirigidos en un mismo sen-
tido , estos dngulos serdn iguales, y los planos donde se hallan serdn
paralclos. ) -

{Dem. Témese AC=BD, AE=BF, y tirense las CE, DF, AB,
CD, EF ; pues que AC esigual y paralela 42 BD, lafigura ABDC es
un paralelogramo (463 ) ; luego CD es igual y paralela con AB. Por
una razon semejante EF serd igual y paralela con AB; luego tambien
CD es igual y paralela 4 BF; luego la figura CEFD es un paralelo-
gramo ; y ast el lado CE es igual y paralelo 4 DF; luego los tridn-
gulos:CAE, DBF tienen sus tres lados iguales entre si; luego el 4n~
gulo CAE=DBF, que era L. 1.° Q. D. D.

{En-segundo lugar, digo que el plano ACE es paralelol al plano
BD¥ ; porque supongamos que el plano paralelo 4 BDF | tirado por
el punto A, encuentre 2 las lineas CD, EF en otiros puntos que en
Cy E, por ¢jemplo en Gy H; enténces, segun la proposicion (553),
las tres lineas AB, GD, FH serin iguales ; pero las tres AB, EF, DC
lo eran ya; luego se tendrd CD=GD y FH=EF, lo que es absur-
do; luego el plano ACE es paralelo 4 BDF, queera L. 2.° Q. D. D,

{Cur. Si dos planos paralelos ME, PQ son cortados por otros dos
planos CABD, EABF, los dngulos CAE, DBF formados por las in-
tevsecciones de 105 pianos paralclos , serdn iguales ; porque la intersec~
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cion AC es paralela 4 BD (551), AE o es 4 BF 3 luego el 4ngulo

- CAE=DBF.

{555 Teor. Sitres rectas AB, CD, EF (fig. 214) no situadas en
el mismo plano , son iguales y paralelas , los ¢ridngulos ACE, BDF for-
mados de una y otra parte por los estremos de estas rectas » Serdp igua-
bes y sus planos paralelos.

{ Dem. Porque siendo AB igual y paralela 4 CD, la figyra ABDC
es un paralelogramo ; luego el lado AC es igual y paralelo 4 BD ; por
una razon semejante los lados AE, BF son iguales y paralelos ; del
mismo modo los CE, DF ; luego los dos tridngulos CAE , BDF son i~
guales : por otra parte se probard , como en la proposicion preceden-
te, que sus planos son paralelos ; luego &e.

{556 Teor. Dos rectas comprendidas entre planos poaralelos estan
eortadas en partes proporcionales, : ‘

{Espl. Supongamos que la BA (fig. 215 ) encuentre 4 Jos planos
paralelos MN, PQ, RS en A, E, B, y que la CD encuentre 4 los mis-
mos planos en C, F,D: voy 4 demostrar que se tendri S
» AE:EB:CE:FD, ' .

{Dem Tirese AD que encuentre al plano PQ en G, y las AC,
EG, GF, BD; las intersecciones EG, BD de los planos paralelos PQ,
RS con el plano ABD, son paralelas ; luego (474 cor.) ,
AE:EB::AG:GD; igualmente siendo paralelas las intersecciones AC,
GF, se tiene AG:GD:CF:FD ; luego, & causa de la razon comun
AG:GD, se tendri AE:EB::CF:FD, que era L. Q. D. D.}

557 Teor. El dngulo comprendido por dos planos MAN, MAP
(fig. 216), se puede medir por el dngulo NAP que forman entre si las
dos perpendiculares AN , AP, tiradas en cads uno de estos planos & la
interseccion comun AM. : )

Espl. Ante todas cosas advertirémos que se llama dngulo 6 incli
nacion de dos planos , 4 aquella cantidad mas 6 menos grande que el
un plano estd separado del oiro; y para demostrar la legitimidad de
su medida , probarémos en primer lugar que esta medida es constane
te, 6 que es la misma, cualquiera que sea el punto de la comun in-
terseccion por el que se tiren las dos perpendiculares.

Dein. En efeeto, si se toma otro punto M, y se tira la MC en el
plano MN, y la MB en el plano MP, perpendiculares 4 la comun ia-
terseccion AM , teadrémos que , pues MB y AP son perpendiculares
4 una misma linea AM , seran paralelas entre si. Por Ia misma razon,
MC es paralela 4 AN, luego el angulo BMC — PAN (§ 554); luego
es indiferente tirar las perpendiculares al punto M 6 al punto A ; lue-
go el dngulo comprendido serd siempre el mismo.

Ahora es necesario probar, que si el dngulc de los planos aumen-
ta 6 disminuye en una cierta relacion, el angulo PAN aumentari 6
disminuird en la misma razon, Para conseguirlo, describase en el plane

TOMO I. PARTE II. 27
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PAN desde el centro A, y con un radio arbitrario el arco NDP, des-
de el centro M, describase con igual rad‘i‘o el arco CEB, tirese AD 4
arbirrio j siendo los dos planos, PAN,BMU perpendiculares & una mis-
ma recta M4, serdn paralelos {550) 3 luego las intersecciones AD,ME

‘de estos dos planos con el tercero AMD seran paralelas 5 luego el dn- |

gulo BME , serd igual 4 PAD (554)

Al 4ngulo formado por dos planos MP, MN , se le suele llamar -es-
quing 6 borde ; esio sypuesto, si el angulo DAP Xfuese igual al DAN,
la esquina DAMP, serfa igual 4 DAMN ; porque la base PAD, se po-
dria colocar exactamente sobre su igual DAN, la aliura AM perma-
neciendo la misma., las dos esquinas coincidirian la una con la otra.
Tambien se advierte., que si el dngulo DAP estuviese contenido un
cierto nimero exacto de veces en el PAN, la esquina DAMP, estaria
contenida otras tamas veces en el PAMN: si los dngulos PAD y PAN
fuesen incomensurables , demosirariamos por ¢l mérodo espuesto (452),
que la relacion de dichas esquinas po podia ser mayor ni menor que
la de dichos 4ngulos ; luego cualquiera que sea la relacion del dngu-
lo DAP al angulo PAN, la esquina DAMP estari en esta misma rela-
civn con la PAMN ; luego el angulo NAP se puede tomar por la me-
dida de I3 esquina PAMN , ¢ del 4dngulo que forman entre si los dos
planos MAP, MAM (%), : )

Esc. 1.° Cuando sl dngulo que mide la inclinacion es recto, se di-
ce que el un plano es perpendicular al otro. ’

Ffse. 2.° Cuando dos planos se atraviesan muituamente , los dngu-
los opuestos al vériice son iguales, y los dngulos adyacentes valen
juntos dos éngulos rectos ; luego si un plano es perpendicular al otro,
este es perpendicalar al primero, Igualment.c, en el coneurso de los
planos paralelos con un tercer plano, se verifican las mismas igualda-
des de angules , y las.mismas propiedades que en-el concurso de dos
lineas paralelas con otra tercera. : S

558 Teor. Si una linea AP (fig. 217), es perpendicular 4 un plano
MN, todo plano APB que pase por AP, serd perpendicular al plano MN,

Dem. 5ea BC la interseccion de los planos AB,MN ; si en el MN
se tira DE perpendicular 4 BP, siendo la linea AP perpendicu}ar al
plano MN, serd perpendicular 4 cada una de las dps rectas BL;DE’;
pero ¢l dngulo APD, formado por las dos perpendiculares PA,PD 4
la comun interseccion BP, mide al dngulo que forman los planos AB,
MN ; luego pues que este dngulo es recto, los dos planos son per-
pendiculares entre si. L. Q. D. D, )

" Esc. Cuando tres rectas , tales come AP,BP,DP, son perpendicula-

(*) 4 los dngulos que forman entre si dos planos , se les suele lHamar
dngulos diedros , 6 formados por dos caras; tambien le laman algunos
angulos planos , por estar formados por planos.
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res entre sf, cada una de estas es perpendicular al plano de las otras
dos, y los wres planos son perpendic.lares entre st.

559 Teor. Siel plano AB (fig. 217}, es perpendicular al plano
MN , yen el AB se tira.la AP perpendicular & la -interscccion comum
PB, digo que Pd serd perpendicular abplavo MN:

Dem. Porque si en el plano MIN', se tira PD perpendicula¢ 4 PB,
el dngulo APD serd recto, pues que los planes son perpendiculares
entre si; luego la linea AP es perpendicular 4 las dos rectds PB,PD;
luego es perpendicular 4 su plano MN, que era L. Q. D. D.

Cor. 1.° Si el plano AB es perpendicuiar al plano MN, y por un
punto P de la comun interseccion se levanta una pevpendicular ab plane
MN digo que esta perpendicular estard en el plano AB ; porque si no
lo estuviese, se podria tirar en el plano AB una perpendicular AP &
la interseccion comun BP, la cual seria al mismo tiempo perpendicu-
lar al plano MN; luego en el mismo punto P habria dos perpendi-
culares al plano MN, lo que es imposible. :

Cor. 2.° De aqui se deduce, que en el punto P de la AP, que es
perpendicular al plane MN , ng se puede concebir. una linea PR en el
espacio que sea perpendicular & la AP, sino se halla en el plano MN;.
porque si supusiéramos que PR era perpendicular 4 la AP, concibien-
do un plano que pasase por AP y PR, este encontraria al MN en
una linea, tal como la PC, que seria perpendicular 4 la AP, luego
tendriamos que el dngulo APC seria recto: y como por el supuesto
el APR debia serlo, serian iguales; pero esto es un absurdo, por-
que el uno es todo, y el otro parte ; luego la PR no puede estar fue-
ra del plano MN., :

_Cor. 3.° De aqui se deduce, que 4 todo plano MN lo podemos con-
siderar como el concurso de todas las perpendiculares que en el espacio
se pueden concebir por un mismo punto P de una linea , tal como la AP;
cuya consecuencia nos serd de la mayor importancia en lo sucesivo.

{560 Teor. Si dos planos AB,AD son perpendiculares & un tercero
MN, su interseccion comun AP serd perpendicular & este tercer plato.

{Dem.. Porque si por el punto P se levanta una perpendicular
al plano MN, esta perpendicular se debe hallar toda 4 un tiempo en
el plano AB, y en el AD, luego seri su intersecion comun AP.
L.Q.D.D. -

{Esc. Por el mismo método con que (373) demostrimos que la
linea recta era mas corta que cualquiera otra sobre un plano , pode-
mos demostrar que es mas corta en el espacio. En efecto , si supone-
mos que A y M (fig. 218), sean dos puntos del espacio, vamos 4
demostrar que la recta AM, es menor que la curva ABCDM.

{Para esto, concibamos que se tome un punto cualquiera de Iz
curva , tal como el punto C,y uniéndolo con los estremos de la rec-
ta, el tridngulo ACM dard AC 4~ CM > AM; uniendo ahora los:
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puntos A y C con otro punto cualquiera B ; idtermedic del arco ABC,
y los puntos Cy M coun otro cualquiera D del arco CDM, tendrémos,
otros dos tridngulos ABC y CDM, en los que se verificard que AB
~+BC>ACy CD~+ DM > CM; y sumando estas desigualdades se
tendri AB mp BC mpm CD == DM > AC = CM ; si volviéramos 4 con-
cebir lineas tiradas 4 puntos intermedios de cada uno de estos arcos,
tendriarnos un nuevo conjunto de lineas que seria mayor que el an-.
tecedente ; y como al paso que esie copjunto de lineas crece, se acers
ca 4la curva, se deduce que la curva es mayor que cnalquer con-
junto de lineas ; y como cualquiera de estos conjuntvs es mayor que
la recta, con mas razon sera la curva mayor que la recta.

. {8ila recta cortase 4 la curva, entbnces como cada parte de rec-
ta AC,CM (fig. 219), seria menor que la parte correspondiente de
curva ADC,CBM , todas las partes juntas serian menores que la cur-
va correspondiente ; lnego tenemos demostrada la proposicion con to-
da generalidad.

{361 Esc. Cuando desde un punto fuera de un plano se baja una
perpendicular 4 dicho plano, el punto donde esta perpendicular en-
cuentra al plano, se dice que es la proyeccion del punto primitivo ; del
mismo modo se llama proyeccion de una figura cualquiera sobre un
plano, la figura que resulta en dicho plano de bajar perpendiculares.
desde todos los puntos de la figura. La teorfa de las proyecciones for-
ma en el dia el asunto de una ciencia nueva que se llama Geometria
descriptiva , y es muy interesante ; pero nosotros sobre este punto sole

demostrarémos por ahora , que la proyeccion de una recto es otra recia..

Para lo cual observarémos , que si desde todos los puntos de la AB,
que se halla fuera del plano PQ (fig. 220), se bajan perpendiculares
4 dicho plano, estas serin ( 548 cor. 1.°) paralelas entre si; y pa-
sando por una recta, se hallaran todas en un mismo plano, que se-
r4 perpendicular al propuesto; y la interseccion con este plano con-
tendra el pie de dichas  perpendiculares, y'serd por consiguiente la
proyeccion de la recta. : :

¢Cor. De aqui se deduce, que si la recta fuese perpendicular al
plano, su proyeccion serd un punto; porque todas las perpendicula-
res se confundiran con ella ; y si fuese paralela, la proyeccion seria
igual y paralela con la linea primitiva, porque enténces la figura
ABB/A’ seria un paralelogramo. }

562 Se llama dngulo solido al espacio angular , comprendido en-
tre muchos planos que se reunen en un mismo punto ; asi el dngulo

solido S (fig. 221 ), estd formado por la reunion de los planos ASB,

BSC,CSI;,DSA ; de aqui se deduce , que son necesarios lo menos tres
planos para formar un 4ngulo sélido 5 porque dos no formarian sind
una esquing 6 borde. Entendido esto, vamos 4 manifestar , que si un
angulo sélida estd formado por ires dngulos planos , en cuyo caso se Hae.
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ma dngulo triedro , lu suma de dos dngulos cualesquiera , serd mayor que
¢l tercero. i

Espl. Sea S (fig. 222), el dngulo sélido formado por los tres dn-
gulos ‘planaos ASB, BSC, ASC, y supongamos que ASE sea el mayor.
de los tres: digo que se tendra ASB<ASC-+BSC.

Constr. Formese en el plano ASB el dngulo BSD=—BSC tirese 4 ar-:
bitrio la recta ADB, y habiendo tomado SC== 5B, tirense las AC,BC.

Dem. Los dos lados BS, SD son ignales 4 los dos lados BS, SC,
el ingulo BSD=BSC; luego los dos tridngulos BSD , BSC sén igua-.
les ; luego BU==BC. Pero como AB<AC-+BC, quitando por una par-.
te la BD, y por otra su igual BC, quedard AD < AC. Ahora, en los
tridngulos- ASD, ASC, los dos lados AS, SD son iguales 4 los dos-
AS, SC, cl tercero AD"es menor que el tercero AC; luego (375) el
angulo ASD < ASC. Y afadiendo BSD ==BS5G, se tendrd =
ASD-+BSD, o lo que es lo mismo ASB<CASC+-BSC. L. Q. D. D,

563 Teor. La swna de todos los dngulos planos que forman un dn=
gulo sélido , es siempre menor que cuatro dngulos rectos.

Dem. Cortese el angulo solido por un plane cualquiera ABCDE
(fig. 223): desde un punto O tomado en este plano, tirensé 4 todos los
angulos las lineas OA, OB, OC, OD, OFE, y tendrémos que la suma de los
dngulos de los tridnguios ASB, BSC &, formados al rededor del vértice
S, equivale 4 la suma de los dngulos de un igual ntimero de tridngu-
los AOB,BOC &e, formados al rededor del punto O. Pero en el punte
B que se forma un angulo solido compuesto de los tres plancs ABS,
SBC, ABC, se tiene ABC <ABS—+-SBC, & .

ABO + OBC < ABS + SBC; del mismo medo en el punto C se ten-
dri BCO =+ OCD < BCS 4+ SCD, y lo mismo se probard respecto de
todos los angulos del poligono ABCDE. De donde-se sigue, que en
los tridngulos , cuyo vérice estd en O, la suma de los dngulos que
tienen su vértice en el perimetro de la figura es menor que la suma de
los dngulos que tienen su vértice en el mismo perimetre, y que se ha-
llan en los triangulos, cuyo vértice estid en S; luego 