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Resumen

Poniéndonos en contexto, esto es un trabajo de fin de grado del grado en fı́sica, pero
realizado con el departamento de geometrı́a y topologı́a. Es por eso, que se hace especial
atención a la correcta definición de cada concepto a nivel matemático, llegando a ocupar
las secciones 2 y 3 que son las que están dedicadas a las matemáticas, dos tercios de la
extensión del trabajo.

El orden ha sido primero definir todos los conceptos matemáticos, posteriormente
introducir las teorı́as fı́sicas de interés (entre las cuales destacan las teorı́as de gauge),
y por último, interpretarlas según el formalismo de los fibrados diferenciables. Respec-
to a la parte de matemáticas, la sección 2 busca introducir los conceptos principales de
la geometrı́a diferencial, además, se ha visto como conceptos familiares para los fı́sicos
encuentran se entienden mejor como objetos de este campo. La sección 3 habla de los
fibrados principales, que son los de mayor interés fı́sico. Como ejemplo de estos, desta-
can los fibrados de Hopf. En cuanto a la parte fı́sica, se ha desarrollado la teorı́a gauge
electromagnética y la de Yang-Mills. El formalismo de fibrados ha permitido ver estas
teorı́as gauge desde un punto de vista geométrico, simple y nuevo. Además, se han inter-
pretado el efecto Aharonov-Bohm junto a los monopolos magnéticos, y los instantones,
como diferentes fibrados de Hopf. Por otro lado, el hecho de que haya un lı́mite de 40
páginas, ha obligado a escribir todo de manera muy compacta y a suprimir cálculos y
demostraciones de algunos teoremas. Aún ası́, el lector interesado en alguna de las mis-
mas, puede recurrir a ellas mediante las referencias correctamente indicadas.

Abstract

To begin with, we have to put into context this work. This is a bachelor’s physics
degree final project, but it has been done with the geometry and topology department.
For this reason, special attention is given to the correct definition of all mathematical
concepts. The sections 2 and 3, the ones that deal with mathematics, have an extension
of two thirds of the total project.

First, we have talked about mathematical concepts, after that, about the physical theo-
ries that interest us (among them, the gauge theories are the most significant). Finally, we
have interpreted the theories within the framework of fiber bundles. Concerning to the
mathematical part, section 2 seeks to introduce the most important concepts in differen-
tial geometry. Also, we have talked about some mathematical concepts that are familiar
for the physics and, are better understood as objects of this field of mathematics. In
section 2 we have defined principal bundles, that are the most interesting bundles for
physics. As an example of these, they stand out the Hopf Bundles. Regarding the phy-
sics, electromagnetic and Yang-Mills gauge theories has been explained. Th fiber bundles
theory has allowed us to explain these gauge theories from a geometrical, simple and
new point of view. We have also seen Aharonov-Bohm with magnetic monopoles, and
instantons, as different Hopf bundles. On the other hand, the fact that, ther is a maxi-
mum of 40 pages, has forced us to write in a very compact way, and not to write all
calculations and demonstrations of theorems. Even so, the reader that is interested in
any of them, can resort to them through the correctly indicated references.
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1 Introducción

“He llegado a estar profundamente impregnado de un gran respeto a las matemáticas,
cuya parte más sutil yo habı́a despreciado, en mi ignorancia, como puro lujo.”

Einstein en una carta a Sommerfeld.[12]

Toda la teorı́a matemática en que se fundamenta este trabajo pertenece a la geo-
metrı́a diferencial. Es por eso, que, antes que nada, se pretende hacer una introducción
a los principales conceptos de la misma. De esta forma, una vez empecemos a hablar
de fı́sica solo tendremos que ir interpretando cada elemento matemático como un cierto
objeto que dotamos de significado fı́sico. A su vez, estos objetos fı́sicos se relacionarán
entre sı́ mediante las reglas que nos vendrán dadas por el formalismo de la geometrı́a
diferencial.

Por otro lado, puesto que el trabajo está enfocado a la aplicación fı́sica de este forma-
lismo matemático, se intentará ir dando una interpretación geométrica e intuitiva de cada
uno de los objetos matemáticos que vayan apareciendo, además de su correcta definición
matemática. De esta manera, podremos interiorizar más el “mundo de la geometrı́a dife-
rencial”, de forma que obtengamos una cierta intuición de como se comportan cada uno
de los objetos en “este mundo”. Ası́, podremos pasar luego más fácilmente a la interpre-
tación de estos objetos matemáticos a objetos fı́sicos, sabiendo lo que estamos haciendo,
y sin perderse en el formalismo matemático.

2 Fundamentos de Geometrı́a Diferencial

2.1 Variedades Diferenciables

Abordamos la definición de variedad diferenciable desde el punto de vista de los conjuntos.
En primera instancia, partimos de un espacio M sin estructura alguna, ni siquiera la
de espacio topológico. Únicamente consideramos a M como un conjunto de puntos.
A continuación definimos una serie de sistemas de coordenadas o mapas que ponen en
correspondencia biyectiva partes de M con abiertos de Rn. Y viceversa, dado uno de
estos mapas xα, se pone en correspondencia los puntos de un conjunto abierto Uα de Rn

con cierto subconjunto de M de forma inyectiva, lo que nos da una parametrización de
cierta región de M.

Definición 2.1.1. Una variedad diferenciable de dimensión n es un conjunto M y una
familia de aplicaciones biyectivas, xα : Vα ⊂ M −→ Uα ⊂ Rn, sobre conjuntos abiertos
Uα de Rn, que cumplen:

(i)
⋃

α Vα = M

(ii) Para cada par α, β, con Vα ∩ Vβ = W ̸= ∅, los conjuntos xα(W) y xβ(W) son
conjuntos abiertos en Rn y las aplicaciones xβ ◦ x−1

α : xα(W) −→ xβ(W) son difeo-
morfismos (de clase C∞) entre abiertos de Rn.

(iii) La familia (Vα, xα) es máxima relativa a las condiciones i) y ii).
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A un (Vα, xα) se le llama sistema de coordenadas de M y a x−1
α : Uα → M se le llama

parametrización de M. Si p ∈ Vα, entonces Vα es denominado un entorno coordenado
de p. Una familia (Vα, xα) que satisfaga i) y ii), se llama un atlas de M y el atlas máximo
es la llamada estructura diferenciable de M [4, p. 2]. Denotamos dim M = n.

Figura 1: Ilustración de la definición 2.1.1 [2, p. 7]
.

Podemos decir que una variedad diferenciable es un conjunto equipado con una
estructura diferenciable.

La propiedad (i) nos dice que podemos ir haciendo diferentes sistemas de coordena-
das alrededor de diferentes puntos de M, asociando diferentes conjuntos de M a abiertos
de Rn, de forma que, uniendo todos los entornos coordenados, podemos llegar a cubrir
todo M.

La propiedad (ii) nos dice que si tenemos dos sistemas de coordenadas, xα y xβ,
que cubren una misma región de M, la transformación de Rn, xβ ◦ x−1

α , que pasa de
las coordenadas de un punto en un mapa a las coordenadas de ese mismo punto en el
otro mapa es una función continua y diferenciable, existiendo las derivadas parciales de
todos los órdenes. Se les llama funciones de cambio de coordenadas.

Otra cosa importante que nos dice (ii) es que la región máxima cubierta simultánea-
mente por dos sistemas de coordenadas, por intermedio de ambos, se corresponde con
abiertos de Rn y que la función de cambio de coordenadas entre dichos abiertos de Rn

es un homeomorfismo, es decir, una aplicación biyectiva, continua y con inversa continua.

Por último, la propiedad (iii) pone en pie de igualdad todas los mapas posibles siem-
pre que verifiquen (ii).

Topologı́a de la variedad diferenciable

Una estructura diferenciable en un conjunto M induce una topologı́a en M. Para ello
definamos A ⊂ M como un conjunto abierto de M si y solo si xα(A ∩ Vα) es un conjunto
abierto en Rn, para todo α. Es suficiente que se verifique esta propiedad en un atlas de
M para que se verifique en toda la estructura diferenciable.
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No es difı́cil verificar que M y el vacı́o son conjuntos abiertos, que la unión de con-
juntos abiertos es abierto, y que la intersección finita de conjuntos abiertos es también
abierto. En la topologı́a de M, ası́ definida, los conjuntos Vα son abiertos y cada mapa
xα : Vα → Uα es un homeomorfismo entre el abiertos Vα de M y el abierto Uα de Rn.

Ahora podemos hablar de entornos en M: para cada punto p ∈ M, a cualquier abierto
de M que contenga a dicho punto se le llamará entorno de p.

Por último, remarquemos que dada la estructura de variedad diferenciable a M, las
aplicaciones de cambio de coordenadas x−1

β ◦ xα no son sólo homeomorfismos, sino que
son difeomorfismos de clase C∞.

Comentario. En este trabajo designaremos por variedad una variedad diferenciable, C∞, cuya
topologı́a es Hausdorff y admite una base numerable.

Aplicaciones diferenciables entre variedades

Una aplicación f entre dos variedades M y N de dimensiones n y q, respectivamente,
se puede escribir en coordenadas dando dos mapas xα de M e yβ de N. Podemos decir
que la función yβ ◦ f ◦ x−1

α de Rn en Rq, que asigna a las coordenadas de un punto de M
las coordenadas de la imagen por f de dicho punto, es una expresión de f en coordenadas.
Diremos que f : M → N es una aplicación diferenciable si lo es cada una de sus expresiones
en coordenadas. Para que f sea diferenciable basta que, para los mapas xα de un atlas
de M e yβ de otro de N, las aplicaciones yβ ◦ f ◦ x−1

α de Rn en Rq sean diferenciables en
los dominios donde están definidas.

En particular, una aplicación γ de Rs en M se dice que es diferenciable si la compo-
sición xα ◦ γ es diferenciable. para cualquier posible α. Igualmente, una aplicación f de
M en Rs es por definición diferenciable si son diferenciables las composiciones f ◦ x−1

α .

Las funciones diferenciables de M en R son las llamadas funciones escalares (tam-
bién denominadas campos escalares). Una función escalar sobre una variedad M es una
aplicación f : M → R, que asocia a cada punto p ∈ M un número real (también podemos
definir funciones sobre escalares complejos; en este caso se dirı́a que es diferenciable si
lo es como función sobre R2, identificado este con C). Al conjunto de las funciones es-
calares sobre M lo llamaremos F (M). Como es de esperar, estas funciones escalares no
cambian su valor al cambiar de sistema de coordenadas.

Una función diferenciable γ : I → M, con I un intervalo abierto de R, es llamada
una curva (diferenciable) de M. En este caso, deben ser diferenciables las curvas xα ◦ γ

de Rn, con los dominios de los mapas cubriendo la imagen de la curva γ.

Comentario. Si no se advierte lo contrario, todas las aplicaciones (escalares, curvas, secciones,
proyecciones, etc.) entre variedades las entenderemos como aplicaciones diferenciables de clase C∞.

Si f : M → N es una aplicación diferenciable, aunque la matriz jacobiana de la ex-
presión de f en coordenadas es diferente según los mapas que se empleen, el rango que
tiene su matriz jacobiana en cada p ∈ M es independiente de los sistemas de coordena-
das.

Diremos que f es una inmersión o una submersión si el rango de la matriz jacobiana en
p es igual a dim M o a dim N, respectivamente, ∀ p ∈ M. Diremos que f es un difeomorfis-
mo local, si dim M = dim N e igual al rango de la matriz jacobiana en p, ∀ p ∈ M. Si f es
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una inmersión inyectiva diremos que se trata de una subvariedad de N; si f es una submer-
sión sobreyectiva diremos que es una proyección; por último, si f es un difeomorfismo local
biyectivo entonces se trata de un difeomorfismo, es decir, que f es biyectiva, diferenciable
y f−1 es diferenciable.

2.2 Espacio Tangente

Cada variedad diferenciable lleva asociada un espacio vectorial en cada punto llamado
espacio tangente y puede ser definido de varias maneras equivalentes.

Definición 2.2.1. Sea M una variedad y γ : (−ϵ, ϵ) → M una curva en M, con γ(0) = p.
El vector tangente a la curva γ en t = 0 es una función γ′(0) : F (M) → R dada por:

γ′(0)( f ) =
d( f ◦ γ)

dt

∣∣∣∣
t=0

, con f ∈ F (M) (2.1)

Un vector tangente de M en p es un vector tangente a alguna curva γ en t = 0, con
γ(0) = p. El conjunto de todos los vectores tangentes en p forman el espacio tangente de
M en p y se denota como Tp M.

De esta definición se sigue fácilmente que un vector tangente de M en p es un ope-
rador lineal v⃗ : F (M) → R que verifica

v⃗( f g) = v⃗( f )g(p) + f (p)⃗v(g), ∀ f , g ∈ F (M). (2.2)

Como definición alternativa, se puede decir que un vector tangente de M en p es un
operador lineal sobre F (M) que verifica (2.2).

Claramente, dos vectores tangentes en p pueden sumarse para dar un tercero y un
múltiplo real de un vector tangente da otro vector. Por lo tanto, podemos ver que:

Teorema 2.1. El espacio tangente Tp M tiene estructura de espacio vectorial real con dimensión
finita dim Tp M = dim M.

Figura 2: Espacio tangente en el sistema de coordenadas de x. [4, p. 8]

Observación 2.2.1. Hemos visto cómo, una curva que pase por un punto p, induce
un vector en dicho punto. Este vector tendrá su origen en p, su dirección será aquella
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tangente a la curva en p, y su magnitud dependerá de la “velocidad de la curva en
dicho punto”. De esta manera, diferenciando todas las curvas posibles que pasen por
p, podemos obtener todos los posibles vectores tangentes a la variedad en p, es decir,
ası́ obtenemos todo el espacio Tp M (ver figura 2).

Observación 2.2.2. Hay que decir que no podemos hablar todavı́a del “módulo del vec-
tor” que hemos inducido en el punto p, dado que el módulo del vector de Rn(

dx1(γ(t))
dt

∣∣∣∣
t=0

, . . . ,
dxn(γ(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

)
(2.3)

depende del sistema de coordenadas que hayamos usado. Para obtener el concepto de
módulo debemos introducir una métrica en Tp M, como veremos más adelante.

Observación 2.2.3. Una curva induce un vector en un punto, y dicho vector es una apli-
cación sobre las funciones escalares diferenciables en dicho punto, que actúa de manera
similar a una derivada direccional de una función según un vector.

2.2.1 Espacio Tangente como ejemplo de Fibrado

En este trabajo un fibrado será entendido como una submersión suprayectiva (proyec-
ción) π : P → M que es localmente trivializable; esto es: existe una variedad (fibra tı́pica)
F tal que, ∀m ∈ M, existe un entorno U de m y existe un difeomorfismo (trivialización
local de P) Ψ : P|U −→ U × F que hace conmutativo el siguiente diagrama:

P|U U × F

U.

Ψ

π pr1

Definición 2.2.2. Definiremos una sección local de un fibrado como el mapa σ : U −→ P
(U abierto de M) de forma que π ◦ σ = Iu (siendo Iu la identidad en U) [2, p.27].

Definición 2.2.3. Sea Ψ : P|U −→ U × G una trivialización local con U=M, llamaremos
a Ψ una trivialización global, y el fibrado principal se llamará trivial si dicho Ψ existe.
Una sección local σ : U −→ P se llamará sección global si U = M [2, p.27].

Teorema 2.2. Un fibrado principal es trivial si y solo si posee una sección global (ver demostración
en [5, p.230])

Un fibrado P(M, F, π) con fibra tı́pica F, base M, espacio total P, y proyección π,
será denotado por P(M, F) o P → M o, simplemente, por P, según lo que se dé por
sobrentendido.

Como hemos dicho, dada una variedad M y p ∈ M, Tp M es el espacio tangente a M
en p. Podemos ahora crear un espacio más grande uniendo los espacios tangentes a cada
punto de la variedad. Este es el espacio tangente de la variedad:

TM :=
⋃

p∈M

Tp M = {v⃗ ∈ Tp M : p ∈ M}. (2.4)
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Podemos elegir un sistema de coordenadas para TM mediante v⃗ 7→
(

p, (a1, . . . , an)
)
,

siendo v⃗ = ∑i ai ∂
∂xi ∈ Tp M. A partir de estas coordenadas se obtiene un atlas, por lo que

TM es una variedad. Por lo tanto, la fibra tı́pica será Rn. Definimos la proyección π como
la aplicación π : TM → M tal que π(⃗v) = p, ∀v⃗ ∈ Tp M. Es decir, π lleva cada vector al
punto de su origen. Sea U un abierto de M, obtendremos el siguiente diagrama:

TM|U U × Rn

U.

Ψ

π
pr1

En concreto, TM será un fibrado vectorial [5, p.249, ejemplo 2].

Campos de Vectores

El conjunto X(M) de campos de vectores sobre M. Si X ∈ X(M), escribiremos X|p ∈
Tp M.

Definición 2.2.4. Definiremos una sección local de un fibrado como la aplicación σ :
U −→ P (U abierto de M) de forma que π ◦ σ = Iu (siendo Iu la identidad en U). Sea
una sección local con U=M, llamaremos a σ una sección global.

De esta manera, los campos de vectores pueden verse como una sección global del
espacio fibrado TM, dado por la función Y : M → TM, de forma que Yx ∈ Tx M y
la función x → Yx( f ) son C∞. Denotaremos a esta función como Y( f ), y a los campos
vectoriales en M como Sec(TM).

Definición 2.2.5. Sean Y, Z ∈ Sec(TM), entonces [Y, Z] es un campo vectorial dado por
[Y, Z]x( f ) = Yx [Z( f )] − Zx [Y( f )]. Omitimos la prueba de la existencia y unicidad de
[Y, Z] (ver [6] ). Llamaremos a esta operación [ , ] como conmutación. Puede observarse
que ésta es antisimétrica ([Y, Z] = −[Z, Y]), y cumple la propiedad cı́clica [Y, [Z, W]] +

[W, [Y, Z]] + [Z, [W, Y]] = 0 (identidad de Jacobi) [2, p.8].

Definición 2.2.6. Sea Y ∈ Sec(TM) de forma que (para cada x ∈ M) hay una curva
γx : R → M que pase por x, y que cumple γ

′
x(t) = Yγx(t) para todo t ∈ R. Un campo

Y con dichas propiedades se dice que es completo. Para t ∈ R, definimos ϕt : M →
M, mediante ϕt(x) = γx(t). Podemos probar que ϕt es un difeomorfismo, y que ϕs ◦
ϕt = ϕs+t para todo s, t ∈ R. El conjunto {ϕt/t ∈ R} se llama grupos a un parámetro
generados por Y [2, p.9].

2.3 Espacio Cotangente

Para cada espacio vectorial (como puede ser Tp M), hay un espacio dual asociado. Este
viene definido según:
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Definición 2.3.1. Sea V un espacio vectorial:

(i) Su espacio dual asociado V∗, es el conjunto de todas las aplicaciones lineales φ :
V → R, también llamadas formas lineales o covectores. El valor φ(⃗v) se puede denotar
también como ⟨φ, v⃗⟩ o (φ, v⃗), pero nosotros no lo usaremos.

(ii) El espacio V∗ tiene la estructura de espacio vectorial. Si V es de dimensión finita
entonces dim V∗ = dim V. Si V tiene una base B = {e1, . . . , en}, podemos definir la
base dual de B como la base del espacio dual V∗, B∗ = {ϕ1, . . . , ϕn}, con aquellas
formas lineales que cumplen ϕi(ej) = δi

j, para todo i, j = 1, . . . , n.

(iii) Si A : V → W es una aplicación lineal entre los espacios vectoriales V y W, la
aplicación dual o traspuesta de A, At : W∗ → V∗, está definida actuando sobre φ ∈ W∗

por At(φ)(⃗v) := φ(A(⃗v)). Podemos también decir que At(φ) = φ ◦ A. Notamos
que la aplicación At es lineal con respecto a las estructuras de espacio vectorial de
los espacios duales W∗ y V∗.

Comentario. Obsérvese en (iii) que la función A : V → W va del espacio vectorial V al W
mientras que la función At : W∗ → V∗ va de W∗ a V∗ (y no de V∗ a W∗). No es de extrañar que
muchas veces a At(φ) se le llame el “pull-back” de φ respecto a A. Es decir, estamos “trayendo
de vuelta” la aplicación φ de W∗ a V∗. Posteriormente usaremos esto para definir el pull-back de
la diferencial de una aplicación entre variedades (ver la ecuación (2.11)).

El espacio Tp M tangente de M en p es un espacio vectorial y, por tanto, tiene un
espacio dual al que llamamos el espacio cotangente de M en p, y lo denotamos por T∗

p M.
Este es pues al conjunto de todas las formas lineales ϕ : Tp M → R.

Siguiendo con las bases de vectores coordenados
{

∂
∂xi

∣∣
p

}
, podemos ahora definir su

base dual
{dx1∣∣

p, . . . , dxn∣∣
p}, (2.5)

caracterizada por dxi
∣∣

p

(
∂

∂xj

∣∣
p

)
= δi

j. Posteriormente, cuando introduzcamos la diferen-

cial exterior de una función, veremos que dxi es, en efecto, la diferencial exterior de la
función coordenada xi.

En analogı́a con la sección 2.2.1, se puede demostrar que T∗M tiene estructura de
fibrado. E igualmente que para los campos de vectores en 2.2.1, los campos de formas
lineales son secciones de T∗M.

2.4 Tensores

Sea ⊗ el sı́mbolo para el producto tensorial (para la definición formal del producto
tensorial de espacios vectoriales referimos a [5, p.132]). Denotemos por ⊗rV al espacio
vectorial formado al tomar el producto tensorial de V consigo mismo r veces.
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Definición 2.4.1. Un tensor de tipo (r, s) en un punto p es un elemento, µ, del espacio
del producto tensorial:

Tr,s
p M :=

[
⊗rTp M

]
⊗

[
⊗sT∗

p M
]

. (2.6)

Se puede considerar µ como una aplicación multilineal del tipo [5, p.133]:

µ : T∗
p M× r· · · ×T∗

p M × Tp M× s· · · ×Tp M −→ R.

La operación de producto tensorial entre tensores de M se define de la siguiente
manera:

Definición 2.4.2. Sean µ ∈ Tr,s
p M y ν ∈ Tt,l

p M. Se define el producto tensorial de µ y ν,
denotado por µ ⊗ ν ∈ Tr+t, s+l

p M, como la aplicación multilineal

µ ⊗ ν : T∗
p M× r+t· · · ×T∗

p M × Tp M× s+l· · · ×Tp M −→ R

µ ⊗ ν (φ1, . . . , φr+t, u1, . . . , us+l) :=

µ(φ1, . . . , φr, u1, . . . , us) ν(φr+1, . . . , φr+t, us+1, . . . , us+l)

Observación 2.4.1. Sea el espacio T = ⊗rV. Para el caso en que r = 0, identificamos
(por convenio) dicho espacio T con R. De esta manera existe un isomorfismo canónico
W ⊗ R ∼= W para cualquier espacio vectorial real W.

Observación 2.4.2. Los tensores de tipo (r, s) incluyen los siguientes casos particulares:
T0,1

p M=T∗
p M, que es simplemente el espacio dual de Tp M. Nótese que, para cualquier

espacio vectorial de dimensión finita V, hay un isomorfismo χ : V → (V∗)∗ = V∗∗, dado
por χ(v)(ϕ) := ϕ(v); por esto, T1,0

p M=(T∗
p M)∗ ≡ Tp M. Al espacio Tr,0

p M le llamaremos
el espacio de tensores r-contravariantes y al espacio T0,s

p M le llamaremos el espacio de
tensores s-covariantes.

Tanto en Geometrı́a como en Fı́sica se trabaja más comúnmente con “campos de
tensores”, es decir, con “secciones” µ : M → Tr,s M que aplica p en µ(p) ≡ µ

∣∣
p ∈ Tr,s

p M.
Las coordenadas del campo de tensores son ahora funciones escalares; y diremos que
el campo de tensores es diferenciable si sus funciones coordenadas lo son en uno y, por
tanto, en cualquier sistema de coordenadas. Utilizaremos también la palabra tensor para
referirnos a un campo de tensores.

Tensores V-valuados

Análogamente a un tensor de tipo (r, s), podemos definir los tensores V-valuados de
tipo (r, s):
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Definición 2.4.3. Sea V un espacio vectorial sobre R. Definimos Tr,s
p (M, V) como el es-

pacio de aplicaciones multilineales (tensores V-valuados), µ de la forma

µ : T∗
p M× r· · · ×T∗

p M × Tp M× s· · · ×Tp M −→ V. (2.7)

En particular, al espacio de tensores r–covariantes antisimétricos V-valuados lo de-
notaremos por Ar

p(M, V).

Comentario. Resulta, pues, equivalente Tr,s
p (M, R), con Tr,s

p (M)

2.5 Formas diferenciales o r-formas

Si del conjunto de tensores r-covariantes T0,r
p M ≡ ⊗rT∗

p M, nos quedamos con los anti-
simétricos, obtenemos el espacio Ar

p M. Una sección consistente en elegir diferenciable-
mente un tensor de Ar

p M, ∀p ∈ M, es lo que se llama una formas diferencial de grado
r (o r-forma) sobre M. Denotamos por Λr(M) al espacio de r-formas. Dado un elemen-
to µ ∈ Λr(M), denotaremos por µ|p ≡ µ(p) a la aplicación r-lineal antisimétrica µ|p :
Tp M × · · · × Tp M → R. Si v1, . . . , vr ∈ Tp M, escribiremos µ(v1, . . . , vr) ≡ µ|p(v1, . . . , vr).
Entenderemos que Λ0(M) ≡ F (M).

Producto Exterior de r-formas

Dadas una r-forma µ y una s-forma β, definimos su producto exterior como [7, p.8]:

µ ∧ β :=
(r + s)!

r! s!
A(µ ⊗ β), (2.8)

donde A(T) denota el antisimetrizado de un tensor p veces covariante, T, dado por:

A(T)(v1 . . . vr) :=
1
r! ∑

σ∈Sr

±σT(vσ(1), . . . , vσ(r)),

siendo Sr el conjunto de las permutaciones de {1, . . . , r},y donde ±σ es el signo de la
permutación σ.

Una r-forma µ se expresará en el dominio de un sistema de coordenadas como:

µ = ∑
i1<···<ir

µi1...ir dxi1 ∧ · · · ∧ dxir , (2.9)

donde {dxi1 ∧ · · · ∧ dxir : i1 < · · · < ir} forman la base de r-formas correspondiente a un
sistema de coordenadas y las componentes µi1 ...ir son funciones escalares diferenciables.

Diferencial Exterior

La diferencial exterior d es un operador R-lineal sobre las r–formas para dar lugar a
r + 1–formas. Sea f ∈ F (M) ≡ Λ0(M), la diferencial exterior de f es d f ∈ Λ1(M),
definida por d f (Y) = Y( f ), para un vector arbitrario Y ∈ Tp M. Si µ ∈ Λr(M), se define
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dµ como la (r + 1)–forma que, en el dominio V ⊂ M del sistema de coordenadas, viene
dada por:

dµ =
1
r! ∑ d (µi1...ir) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir

=
1
r! ∑

∂

∂xi (µi1 ...ir) dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir
(2.10)

Hemos expresado directamente el producto exterior en función de un sistema de
coordenadas, porque es como más nos convendrá cuando la usemos. Aún ası́, no es
difı́cil demostrar que dµ no depende del sistema de coordenadas elegido.

La diferencial exterior verifica las siguientes propiedades:

(i) d ◦ d = 0; (ii) d(µ ∧ β) = dµ ∧ β + (−1)rµ ∧ dβ, con µ ∈ Λr(M).

Sea N otra variedad y sea f : M → N una aplicación. Denotaremos por f∗ : TM →
TN la aplicación tangente (o derivada) de f y por f∗|p la restricción de f∗ a Tp M. Si
X ∈ Tp M, escribiremos f∗X ≡ f∗(X).

Equivalentemente para las formas diferenciales, sea N otra variedad y sea f : M → N
una aplicación, denotaremos por f ∗ : T∗N → T∗M el pull-back de la aplicación. Sea
x ∈ M y ϕ ∈ T∗

f (p)N se define el pull-back de ϕ por f mediante f ∗(ϕ)|x = ϕ| f (x).

Generalizando, podemos describir el pull-back para un tensor s-covariante ω ∈
T0,s

p M. Sean v1, . . . , vs ∈ Tx M, el pull-back vendrá entonces definido por

( f ∗ω)|x(v1, . . . , vs) = ω| f (x) ( f∗(v1), . . . , f∗(vs)) (2.11)

Para el caso en que s = 0, se puede probar que d f ∗ω = f ∗dω, f ∗(α ∧ β) = f ∗α ∧ f ∗(β),
y ( f ◦ g)∗ω = g∗ f ∗ω.

Claramente, esto aplica igualmente para las s-formas, que no son otra cosa que ten-
sores de este tipo, pero antisimétricos.

El pull-back de una aplicación diferenciable conmuta con la diferencial exterior, esto
es, d ◦ f ∗ = f ∗ ◦ d.

2.6 Métrica sobre una variedad

Una métrica en Tp M es un tensor g ∈ T0,2
p M, de forma que g es simétrico y no de-

generado (es decir, g(u, v) = g(v, u), ∀u, v, y si g(u, v) = 0, ∀v, entonces u = 0).
Una base coordenada ortonormal en p es una base { ∂

∂x1

∣∣
p, . . . , ∂

∂xn

∣∣
p} de forma que

gij := g( ∂
∂xi

∣∣
p, ∂

∂xj

∣∣
p) = ±δij.

Sea una aplicación lineal ϕ ∈ T∗
p (M), y sea una métrica g, podemos establecer una co-

rrespondencia de uno a uno con los vectores, pasando por la métrica. Es decir, establece-
remos un par de isomorfismos, que llamaremos isomorfismos musicales ♯ : T∗

p M → Tp M
y ♭ : Tp M → T∗

p M.

Sea la métrica g ∈ T0,2
p M, podemos decidir que actúe solo sobre un vector x ∈ Tp M,

dejando la actuación sobre el segundo vector pendiente (como si todavı́a no supiése-
mos sobre que segundo vector vamos a actuar), como un hueco, es decir, gx(x, ∗). Esta
operación se define formalmente como producto interior.
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Definición 2.6.1. Sea x ∈ Tp M, el producto interior por un vector x es una aplicación:

i(x) : To,k
p → To,(k−1)

p

α 7→ α(x, ∗, . . . , ∗)
(2.12)

Observación 2.6.1. En el caso de k=1 (para una forma lineal), tenemos que i(x) es la
actuación de la forma sobre el vector x, α 7→ α(x).

Sea la métrica un tensor g : Tp M ⊗ Tp M → R, el producto interior de la métrica por
x mandará solo un vector a R, es decir, gx(x, ∗) : Tp M → R. Y esto, es equivalente a
una forma lineal ϕ ∈ T∗

p (M). De esta manera, podemos asociar el vector x ∈ Tp M con la
forma lineal ϕ ∈ T∗

p (M) que actúa sobre los vectores de igual forma que lo hace gx(x, ∗).
Es decir, x♭ = ϕ.

Usualmente, las coordenadas del vector x en la base
(

∂
∂xi

)
p
, se denotan como xi.

Igualmente, sea la base dual dxi, las coordenadas de x♭ en esta base dual se denotarán
como xi. Por lo tanto, se suele decir, que al actuar con ♭, estamos “bajando ı́ndices”,
mientras, que al actuar con ♯ lo que hacemos es “subir ı́ndices”. Si denotamos por
g(ei, ej) = gij, esto suele denotarse como xi = g(ei, x) = g(ei, ej)xj = gijxj. Equivalente-
mente, sea la métrica inducida en el espacio T∗

p (M), g̃, y sea g̃ij = g̃(dxi, dxj), podemos
ver que xi g̃ij = xj.

Observación 2.6.2. Usando estas dos últimas expresiones en forma matricial, no es difı́cil
ver que

(
g̃ij) = (

gij
)−1.

Observación 2.6.3. Obsérvese que actuar con y♭ sobre x, y♭(x), no es más que hacer
el producto escalar de los vectores x e y, g(x, y). A la vez, por ser el producto escalar
simétrico y♭(x) = x♭(y).

Podemos generalizar esto para tensores, con, Tα1,...,αs
β1,...,βr

gα1,µ = Tα2,...,αs
µ,β1,...,βr

, donde Tα1,...,αs
β1,...,βr

son las coordenadas de un tensor Tr,s
p M, y Tα2,...,αs

µ,β1,...,βr
son las de un tensor T(r+1),(s−1)

p M.
De esta forma, se pueden ir “subiendo y bajando ı́ndices mediante la métrica”.

2.6.1 Elemento de Volumen

Un elemento de volumen de Tp M es una n–forma ω ∈ An
p M y no nula. Dada una

métrica g y la base dual {dx1|p, . . . , dxn|p} de una base coordenada ortonormal en p,
entonces ω = dx1|p ∧ · · · ∧ dxn|p es el llamado elemento de volumen métrico. Notar que
ω
(

∂
∂x1

∣∣
p, . . . ∂

∂xn

∣∣
p

)
= 1. En realidad, ω depende de la orientación de la base ortonormal,

pero solo en un factor ±1. Una elección de los dos posibles elementos de volumen métri-
cos sirve para determinar una orientación de Tp M. Si ω está elegido, diremos que una
base { ∂

∂y1

∣∣
p, . . . , ∂

∂yn

∣∣
p} es orientada positivamente si ω

(
∂

∂y1

∣∣
p, . . . , ∂

∂yn

∣∣
p

)
> 0 [2, p. 3]. La

expresión del elemento de volumen métrico ω en esta base, será:

ω = |det(gij)|
1
2 dy1|p ∧ · · · ∧ dyn|p , (2.13)
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aquı́ es: gij = g( ∂
∂yi

∣∣
p, ∂

∂yj

∣∣
p). Obsérvese que la expresión (2.13) es consistente con el com-

portamiento de un tensor ante los cambios de coordenadas [7].

Métrica inducida en el espacio de las r–formas

Si g es una métrica en Tp M, entonces, hay una métrica inducida g̃ ∈ T0,2(Ar
p M) definida

de la siguiente manera. Sea { ∂
∂y1 , . . . ∂

∂yn } una base de Tp M, y sea gij = g( ∂
∂yi , ∂

∂yj ). Toma-

remos gij como la entrada (i, j) de la matriz inversa a la matriz
(

gij
)
. Para α, β ∈ Ar

p M,
definimos g̃(α, β) en términos de las componentes (relativas a ∂

∂y1 , . . . ∂
∂yn ; ver (2.9)) me-

diante:
g̃(α, β) =

1
k! ∑ gi1 j1 gi2 j2 · · · gik jk αi1...ik β j1 ...jk (2.14)

Se puede demostrar que g̃(α, β) es independiente de la elección de la base.

Sea g una métrica en Tp M, y otra métrica h en un espacio vectorial V. Entonces, hay
una métrica (gh) en Ar

p(M, V) definida de la siguiente manera. Si {v1, . . . , vm} es una
base de V, podemos escribir α ∈ Ar

p(M, V) como α = αivi, con αi ∈ Ar
p M. Entonces,

para α, β ∈ Ar
p(M, V), definimos (gh)(α, β) := ∑ hij g̃(αi, βj), donde hij = h(vi, vj) [2, p.

4]. Igualmente, (gh)(α, β) es independiente de la elección de base.

2.6.2 Estrella de Hodge

Supondremos que la variedad M es orientable (este aspecto se discutirá más adelante en
el apartado sobre Integración). Pasamos a definir el operador ⋆g de Hodge, relativo a la
métrica g y a la forma de volumen métrico ω que define la orientación de M

Sea µ es una r-forma en Λr(M) con componentes µi1 ...ir en un sistema de coordenadas
x = (x1, . . . , xn), es decir:

µ = ∑
i1<···<ir

µi1 ...ir dxi1 ∧ · · · ∧ dxir = µi1 ...ir dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxir ;

en el último término se sobreentiende la suma de 1 a n en todos los ı́ndices ik y que los
µi1...ir son antisimétricos en cada par de ı́ndices. Definimos ⋆g(µ) = ν como la (n − r)-
forma de componentes en un sistema de coordenadas:

⋆g(µ)ir+1...in ≡ νir+1 ...in :=
1
r!

ωi1...in µi1...ir =
1
r!

ωi1...in gi1 j1 . . . gir jr µj1 ...jr .

Como definición equivalente, ⋆g(µ) es la única (n − r)-forma que verifica, para cualquier
r-forma α,

α ∧ ⋆g(µ) = g̃(α, µ)ω, (2.15)

donde g̃(α, µ) denota el producto escalar en cada punto inducido en el espacio de p-
formas sobre ese punto por la métrica g definida con la fórmula (2.14).

Operador Codiferencial

Definimos el operador codiferencial δ : Λr(M) → Λr−1(M) mediante

δα = ϵ(−1)n(r+1) ⋆g d ⋆g α,
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con ϵ = 1 en el caso euclı́deo y ϵ = −1 en el caso lorentziano de dimensión 4. Si
f ∈ F (M) ≡ Λ0(M), decimos que δ f = 0. Por otro lado, se prueba que δ ◦ δ = 0.

2.6.3 Integración

Una forma ν que es distinta de 0 en toda la variedad M (de dimensión n), se llama una
orientación. El par (M, ν) se llama variedad orientable. Sea α una n-forma en (M, ν)

de forma que K ≡ soporte(α) sea compacto. La compacidad de K nos asegura que hay
un número finito de aplicaciones ϕi : Ui → M, i = 1, . . . , N, de forma que K ⊂ U1 ∪
· · · ∪ UN , y ϕi(Ui) ⊂ Rn está acotado, y (ver [6] ) existen funciones ρ ∈ Cı́nf(M) tales
que soporte(ρi) ⊂ Ui, 0 ≤ ρi ≤ 1, y ∑N

1 ρi(x) = 1 para todo x ∈ K. Si β es una n-forma
definida sobre un subconjunto abierto acotado D de Rn de forma que soporte(β) ⊂ D es
un subconjunto cerrado de R, entonces definimos [2, p.12]:∫

D
β =

∫
D

b

Donde b es la función evaluada en los reales definida por β = bdx1 ∧ · · · ∧ dxn. Mediante
un intercambio de las componentes de ϕi (si fuese necesario), podemos asumir que (en
Ui) ϕ∗

i (dx1 ∧ · · · ∧ dxn) es un múltiplo positivo de la orientación ν para todo i = 1, . . . , N.
Entonces, definimos: ∫

M
α =

N

∑
i=1

∫
ϕ(Ui)

ϕ−1∗
i (ρiα)

Omitimos la prueba de que
∫

M α es independiente del sistema de coordenadas [8].

Teorema 2.3 (Teorema de Stokes). Sea M una variedad de dimensión n orientada, y suponien-
do que α ∈ Λn−1(M) tiene soporte compacto. Entonces tenemos que:∫

M
dα = 0

Para la demostración, referimos a [2, p.12].

Pero, la versión usual del Teorema de Stokes, es la siguiente. Sea ∂M la variedad de
dimensión (n − 1), que es frontera de M (de dimensión n):∫

M
dα =

∫
∂M

α (2.16)

Siendo α (n-1)-formas con soporte compacto. Y donde ∂M tiene una orientación inducida
por aquella en M. Para la demostración, referimos a [8].

2.7 Operadores Geométricos Clásicos

Operadores Geométricos Clásicos para R3

Los isomorfismos musicales serán una herramienta poderosa a la hora de poder visua-
lizar de forma intuitiva como actúan el operador derivada exterior, el producto exterior,
el operador codiferencial y la estrella de Hodge. Usando la ecuación (2.10), podemos ver
que para M = R3 con métrica euclı́dea, d actuará según:
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r-formas Actuación de d
f (x, y, z) ∈ Λ0 = F (M)

( ∂ f
∂x dx + ∂ f

∂y dy + ∂ f
∂z dz

)
∈ Λ1[(

∂yωz − ∂zωy
)

dy ∧ dz(
ωx dx + ωy dy + ωz dz

)
∈ Λ1 +

(
∂zωx − ∂xωz

)
dz ∧ dx

+
(
∂xωy − ∂yωx

)
dx ∧ dy

]
∈ Λ2(

ωyz dy ∧ dz + ωzx dz ∧ dx
( ∂ωyz

∂x + ∂ωzx
∂y +

∂ωxy
∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz ∈ Λ3

+ωxy dx ∧ dy
)
∈ Λ2(

ωxyz dx ∧ dy ∧ dz
)
∈ Λ3 0

Tabla 1: Actuación de d en diferentes r-formas

Si nos fijamos en las coordenadas de cada r-forma, podemos ver el claro paralelismo
entre la actuación de d y, respectivamente, la actuación del gradiente, rotacional y diver-
gencia. De esta manera, y añadiendo el producto exterior, podemos elaborar la siguiente
tabla:

Operador clásico para R3 Actuación de d
Gradiente de una función escalar f :

−→∇ f (d f )♯

Rotacional de un campo vectorial ω♯:
∇× (ω♯)

(♯ ◦ ⋆g)(dω)

Divergencia de un campo vectorial ω♯:
−→∇ · ω♯ δ(ω)

Laplaciano de una función escalar f :
∇2 f

δd f

Producto vectorial de ω♯ y η♯: ω♯ × η♯ (♯ ◦ ⋆g)(ω ∧ η)

Tabla 2: Equivalencia entre la actuación de d y los operadores clásicos para R3

Comentario. Obsérvese que esto solo es válido si tenemos métrica Euclı́dea. De esta manera, la
coordenada x1 =

(
∂ f
∂x

)
transforma en x1 =

(
∂ f
∂x

)
, porque g11 = 1. Si se diese, por ejemplo el

caso en que g11 = 2, obtendrı́amos x1 = 2 ·
(

∂ f
∂x

)
.

Vemos que para el rotacional, al hacer dω, obtenemos una 2-forma Hemos convertir
las 2-formas en 1-formas mediante la estrella de Hodge. Pero, esto hará que perdamos
información sobre la orientación del sistema de coordenadas, ya que si cambiamos los
ejes y ↔ z, la 2-forma dy ∧ dz pasará a ser dz ∧ dy = −(dy ∧ dz). En cambio, el cambio de
ejes afectará a ⋆g(dy ∧ dz) = dx dejándolo igual (dx). Como vemos, este cambio de ejes
induce un cambio de signo en la 2-forma mientras que no lo hace en la 1-forma asociada
a su estrella de Hodge. Por lo tanto, con el objetivo de ganar intuición, podemos hacer
actuar el operador estrella de Hodge, pero sin dejar de darnos cuenta, de que una 2-
forma no es una 1-forma, y viceversa. Esto mismo ocurre para el producto exterior.

Observación 2.7.1. El pasaje de la 2-forma a un vector mediante (♯ ◦ ⋆g), es lo que clási-
camente se ha llamado pseudo-vector. Estos cambian de signo bajo rotaciones impropias
como la paridad P : (x, y, z) −→ (−x,−y,−z).
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Ejemplo 2.7.1. Sea una espira por la que circula una corriente I, esta crea un campo
magnético B, por la ley de Biot-Savart. Si reflejamos la situación respecto a un plano, la
posición y la corriente son, a su vez, reflejados. En cambio, B es reflejado, e invertido
(toma un signo “-” respecto a los otros). Esto se debe a que la posición y la corriente I
son vectores reales, mientras que B es un pseudo-vector, por provenir de un rotacional
(de la ley de Biot-Savart).

Figura 3: B⃗ generado por una espira como ejemplo de un pseudo-vector (ejemplo 2.7.1).

Observación 2.7.2. Las coordenadas de una r-forma, al aplicar ⋆g cambian según Xα →
ϵα

βγXα. Se puede comprobar que de esta manera se cumple la ecuación (2.15). A su vez,
la propiedad de los pseudo-vectores, proviene de aquı́. En la bibliografı́a fı́sica a veces se
usa el signo de Levi-civita sin darse cuenta de que, lo que realmente se está haciendo, es
actuar con ⋆g.

Observación 2.7.3. Equivalentemente, obtendremos “pseudo-escalares” y “pseudo-tensores”
al aplicar la estrella de Hodge a diferentes r-formas.

Comentario. Aunque pueda parecer irrelevante, esto es de gran importancia fı́sica. En el modelo
estándar, el pion viene descrito por un pseudo-escalar, ya que tiene paridad −1 (para el
operador paridad P : (t, x, y, z) −→ (t,−x,−y,−z) ).

Observación 2.7.4. Además, la propiedad d2 = 0 de la diferencial exterior se traduce en
rot(grad()) = 0, y en div(rot()) = 0.

Observación 2.7.5. Usando los isomorfismos musicales para las 1-formas (con M =

R3), no es difı́cil llegar a la expresión geométrica clásica (para un campo vectorial F⃗ ∈
Sec(TM), y una superficie S):∫ ∫

S

(
∇× F⃗

)
· dS⃗ =

∮
∂S

F⃗ · d⃗l (2.17)

Operadores en R4 con Métrica de Lorentz

En las aplicaciones a la fı́sica, el espacio base M normalmente será el espacio tiempo. Es
decir, R4 con una métrica de Lorentz. Todo lo visto para R3 se puede generalizar a este
caso, sabiendo que g11 = −1. Destacan:

∂µ =

(
∂

∂t
,

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
, ∂µ = g̃µν∂ν· =

(
− ∂

∂t
,

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
(2.18)

(d f )♯ =
(
−∂ f

∂t
,

∂ f
∂x

,
∂ f
∂y

,
∂ f
∂z

)
= ∂µ f , (δω)♯ =

(
−∂tω0,

−→∇ · ω⃗
)
= ∂µ · ωµ (2.19)

δd f =
(
− (∂t)

2 f ,∇2 f
)
= ∂µ∂µ f = 2 f (2.20)
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3 Fibrados Principales

Un fibrado principal es un fibrado P(M, G) cuya fibra tı́pica es un grupo de Lie, G,
concepto que veremos a continuación. El grupo actúa sobre el fibrado moviendo sus ele-
mentos a largo de las fibras. Podemos imaginar que la fibra de un fibrado principal, sobre
cada punto de la variedad de base, M, la forman cierta clase de sistemas de referencia
que cambian entre sı́ por la acción de un grupo. La idea es que la identidad del grupo
no mueve la referencia, y que si hacemos actuar un elemento del grupo cambiamos la
referencia en otra distinta; con el inverso del elemento del grupo volvemos a la referencia
de partida; y hay tantas referencias distintas ligadas a cada punto como elementos en el
grupo.

Ejemplo 3.0.1. Dada una variedad M con una métrica, en cada punto p ∈ M podemos
considerar las bases ortonormales de Tp M. Los posibles cambios de base los realizamos
con las matrices del grupo ortogonal, O(n). En este ejemplo, el fibrado principal serı́a el
conjunto de todas las bases ortonormales posibles en todos y cada uno de los puntos de
M.

3.1 Grupos de Lie

Un grupo es un conjunto con una operación “multiplicación” con la propiedad asociati-
va, que tiene un elemento identidad y que cada elemento tiene su inverso. Se dice que el
grupo es abeliano si además tiene la propiedad conmutativa.

Definición 3.1.1. Un grupo de Lie es un grupo, G, que tiene una estructura diferenciable
verificándose que la operación del grupo G × G → G, dada por (g1, g2) 7→ g1g2, y la
función G → G, dada por g 7→ g−1, son aplicaciones diferenciables.

La multiplicación de g ∈ G por la izquierda da lugar a la aplicación Lg : G → G,
definida por Lg(g

′
) = gg

′
. Resulta que Lg es un difeomorfismo.

Definición 3.1.2. Sea e el elemento identidad del grupo G y sea A ∈ TeG. Definimos
Ā ∈ G mediante Āg := Lg∗(A). El campo de vectores Ā se denominará como el campo
vectorial invariante por la izquierda determinado por A (ver [2, p. 18]).

Igualmente, para ω ∈ T∗
e G, definimos ω̄ ∈ Λ1G por ω̄g := L∗

g−1(ω) que se denomi-
nará como la 1-forma invariante por la izquierda determinada por ω (ver [5, p. 171]).

El álgebra de Lie del grupo G, denotada por g, no es otra cosa que el espacio tangente
de G en la identidad e (es decir, TeG), dotado con la operación definida por [A, B] :=
[Ā, B̄]e, siendo A, B ∈ g. Recuérdese que la operación conmutación es antisimétrica y
cumple la identidad de Jacobi (ver la definición 2.2.5). Por otro lado, para A ∈ g, se
puede probar que Ā es un campo vectorial completo [2, p.18].
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Teorema 3.1. Si X es un campo vectorial invariante por la izquierda en un grupo de Lie G,
entonces, X es completo. [5, p.163]

Sean G y G′ dos grupos de Lie; una aplicación f : G → G′ que es un homomorfismo
de grupos y es diferenciable se dice que es un homomorfismo de grupos de Lie. Si e y e′

son los elementos identidad de G y G′, respectivamente, entonces f (e) = e′ y podemos
denotar, equivalentemente, f∗|e : TeG → Te′G′ por f∗ : g → g′. Se obtiene el siguiente
resultado (para la demostración, referimos a [2, p.20]):

Teorema 3.2. Sea f : G → G′ un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces f∗ : g → g′ es
una aplicación lineal que cumple f∗ ([A, B]) = [ f∗A, f∗B]; es decir, f∗ es un homomorfismo
de álgebras de Lie.

Un subgrupo de Lie H de un grupo de Lie G es una subvariedad de G que también
es un subgrupo de G. Un subgrupo de Lie es en sı́ mismo un grupo de Lie.

La llamada aplicación exponencial, que definimos a continuación, pone en correspon-
dencia el álgebra de Lie del del grupo con un entorno de la identidad del grupo.

Definición 3.1.3 (Aplicación exponencial). [5, p.165]

i) La única curva integral t 7→ σĀ(t), A = σĀ
∗ (t)

(
d
dt

)
0
, del campo invariante por la

izquierda Ā (con σĀ(0) = e) definido para todo t ∈ R, en virtud del Teorema 3.1, es
t 7→ exp(t · A), donde A ∈ TeG ≡ g.

ii) De esta manera, podemos definir la aplicación exponencial exp : g −→ G entre el
álgebra de Lie, y su respectivo grupo, como exp(A) := exp(t · A)∥t=1.

iii) Un subgrupo a un parámetro de un grupo de Lie G es un homomorfismo Ξ entre
el grupo aditivo de R y el multiplicativo de G. De esta forma, la exponencial es un
homomorfismo pues (t + s) 7→ exp(tA) · exp(sA).

Ya que los isomorfismos γ : R → H (siendo h el álgebra de Lie de H) son también
homomorfismos en G, tenemos que exp : h → H es la exponencial exp : g → G restringi-
da a H. El siguiente teorema implica que [ , ] en h es simplemente [, ] en g restringido a
h [2, p.19].

Definición 3.1.4. Para g ∈ G, definimos el automorfismo interno de G int : G −→ G,
dado por inta : b 7→ a · b · a−1. A su vez, definimos Ada diferenciando int en la identidad,
de forma que Ada = inta∗|e : TeG(= g) −→ TintaeG = TeG = g. Es decir, Ada : g −→ g.

Sea X ∈ g, Ada(X) = d
dt

(
a · exp(tX)a−1)∣∣∣

t=0
.

Conjuntos de aplicaciones lineales: Sea E un álgebra:

End(E) es el álgebra de Lie de endomorfismos del álgebra E (endomorfismos del
espacio vectorial que preservan el producto o corchete).
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Aut(E) es el grupo de Lie de automorfismos del álgebra E (automorfismos del
espacio vectorial que preservan el producto o corchete). Aut(E) es un subgrupo de
Lie cerrado de GL(E) .

Definición 3.1.5. Definimos Ad : G −→ Aut(g) como la representación adjunta del
grupo G en su álgebra de Lie g. A su vez, si diferenciamos ésta, obtendremos otra re-
presentación adjunta, que denotaremos como ad. Ésta última será una representación
ad : g −→ End(g) adjunta del álgebra de Lie en sı́ misma. [11, p.113]

Teorema 3.3. Sean X, Y ∈ g, entonces adXY = [X, Y]. [11, p.115]

Forma de Maurer-Cartan

Las constantes de estructura con respecto a una base {E1, . . . , En} de g son los Cγ
α,β dados

por [Ēα, Ēβ] = ∑n
γ Cγ

α,βĒγ. Siendo
{

ω1, . . . , ωn} una base dual para g puede definirse de
forma que ωα

(
Eβ

)
= δα

β.

Si buscamos una ecuación análoga a la de las constantes de estructura pero para la
base dual, debemos que saber que, mientras el conmutador de dos campos vectoriales
nos da un campo vectorial, la combinación natural de dos 1-formas (mediante el pro-
ducto exterior), nos da una 2-forma. A su vez, la diferencial exterior de una 1-forma nos
dará una 2-forma. Podemos relacionar entonces ambas expresiones, para obtener una
relación similar con las constantes de estructura.

Podemos obtener una ecuación análoga a la de las constantes de estructura pero para
las 1-formas. Esta será la ecuación de Maurer-Cartan para 1-formas invariantes por la
derecha:

dωα +
1
2

n

∑
β,ω=1

Cα
βωωβ ∧ ωγ = 0 (3.1)

Para la demostración, ver [5, p.172].

Definición 3.1.6. La forma de Maurer-Cartan, o forma canónica, Ξ es la 1-forma g-
valudada en G, que asocia a cada v ∈ TgG el campo vectorial invariante por la izquierda
en G cuyo valor en g ∈ G es precisamente el vector v ∈ TgG dado.

Comentario. Ya que g ∼= TeG, es posible ver la forma de Maurer-Cartan como una forma TeG-
valuada. Con esta interpretación Ξ(LA

g ) = A, lo que de hecho, define Ξ de forma precisa.

Observación 3.1.1. Sea h : M −→ G una función diferenciable sobre una variedad de
dimensión m (por ejemplo la función de transición de la Definición 3.2.2 ). Entonces h∗Ξ
es una forma g-valuada en M. Cuando G es un grupo de matrices, h∗Ξ puede escribirse
(para m ∈ M) como:

(h∗Ξ)ij
m =

m

∑
µ=1

n

∑
k=1

(
(h(m))−1

)ik ∂

∂xµ (h(m))kj (dxµ)p

≡ h−1dh

(3.2)
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3.2 Fibrados con grupo de estructura

Definición 3.2.1. Un fibrado principal P con grupo de estructura G es un fibrado
P(M, G, π) con fibra tı́pica un grupo de Lie G, donde hay definida una acción por la
derecha de G sobre P, que se denotará por Raz ≡ za, ∀ z ∈ P, ∀ a ∈ G, y que admite,
para cada m ∈ M, una trivialización local Ψ : P|U −→ U × G, con m ∈ U, verificando la
propiedad

Ψ(za) = Ψ(z) · a (entendiéndose (m, a) · a′ ≡ (m, aa′) ∈ U × G).

Ψ será de la forma Ψ(z) = (π(z), sU(z)), donde s : P −→ G, obviamente, debe cumplir la
propiedad sU(zg) = sU(z)g. Se denominará trivialización local en un fibrado principal
P , o (en lenguaje fı́sico) elección de Gauge, a una Ψ que cumpla esta propiedad.

M se identificará canónicamente con P/G, es decir, la fibra sobre p es la órbita de p
dada por G

(
π−1 (π(p)) = {pg : g ∈ G}

)
.

Comentario. Se suele también suponer que el único elemento g que cumple pg = p es e, por
lo que G actúa libre (y diferenciablemente) en P por la derecha. Por lo tanto, para cada
p ∈ π−1(x) hay una aplicación G → π−1 dada por g 7→ pg. Esta aplicación es un difeomorfismo,
pero depende de p. Por lo tanto, las fibras π−1(x) son difeomorfas a G, pero no hay identificación
canónica entre ambas (pues no hay identificación canónica entre el elemento identidad de G y un
punto dado en π−1(x)), por lo que no hay estructura natural de grupo en

Definición 3.2.2. Sean Ψ : P|U −→ U × G y Φ : P|V −→ V × G dos trivializaciones
locales, la función de transición de Ψ a Φ es la aplicación huv : U ∩ V −→ G definida de
la siguiente manera. Sea x = π(p ∈ U ∩ V), tenemos huv(x) = sU(p)sV(p)−1 [2, p.27].

Observación 3.2.1. Notar que huv(x) es independiente de la elección de p ∈ π−1 porque
sU(pg)sV(pg)−1 = sU(p)gg−1sV(p)−1 = sU(p)sV(p)−1.

Observación 3.2.2. P puede ser considerado como la unión disjunta de (U × G) ∪ (V ×
G) ∪ . . . , identificando los puntos (x, g) ∈ U × G y (x, g

′
) ∈ V × G si h = huv(x)g

′
.

Definición 3.2.3. Definiremos una sección local de un fibrado principal como el mapa
σ : U −→ P (U abierto de M) de forma que π ◦ σ = Iu (siendo Iu la identidad en U) [2,
p.27].

Teorema 3.4. Hay una correspondencia natural entre secciones locales y trivializaciones locales

Demostración: Sea σ : U −→ P una sección local, definimos Ψ : P|U −→ U × G
mediante Ψ(σ(x)g) = (x, g). Alternativamente, sea Ψ : P|U −→ U × G, definimos la
sección local σ : U −→ P mediante σ(x) = Ψ−1(x, e) [2, p.27].
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3.3 Fibrados asociados a un Fibrado Principal

Sea P(M, G, π) un fibrado principal. Sea una variedad F y una acción por la izquierda
de G sobre F:

A : G × F −→ F
(a, ξ) 7−→ Aa(ξ) ≡ aξ.

Se define el fibrado asociado a P y a A, AP ≡ P ×G F, como el fibrado sobre M con:

(i) espacio total el conjunto de clases de equivalencia obtenido definiendo en la variedad
producto P × F la relación de equivalencia:

(p, ξ) ∼ (p′, ξ ′) sii ∃a ∈ G : (p′, ξ ′) = (pa, a−1ξ).

Denotamos por [p, ξ] la clase de equivalencia con representante (p, ξ) (nótese que
[pa, ξ] = [p, aξ]),

(ii) proyección
ρ : AP −→ M

[p, ξ] 7−→ π(p),

(iii) fibra tı́pica F,

(iv) y trivializaciones locales obtenidas del siguiente modo: para cada trivialización
local de P

Ψ : P|U −→ U × G
p 7−→ (π(p), ψ(p)),

se define la trivialización local de AP

ΨAP : AP|U −→ U × F
[p, ξ] 7−→ (π(p), ψ(p)ξ).

Definición 3.3.1. Definimos C(P, F) como el espacio de todas las aplicaciones τ : P −→ F
de forma que τ(pg) = g−1τ(p). C(P, F) es naturalmente isomorfo al espacio de secciones
del fibrado asociado P ×G F −→ M con fibra F. Todo lo que sigue puede formularse
en función de fibrados asociados, pero, dado que los fı́sicos suelen usar este tipo de
aplicaciones, tomaremos el punto de vista de las funciones τ [2, p.43].

Comentario. En el caso en que la acción de G define una representación, G −→ GL(V), los
elementos de C(P, F) se llamarán campos de partı́culas.

Definición 3.3.2. Un automorfismo de un fibrado principal π : P −→ M es un difeomor-
fismo f : P −→ P de forma que f (pg) = f (p)g para todo g ∈ G, p ∈ P. Sea f̄ : M −→ M
, dado por f̄ (π(p)) = π( f (p)). Una transformación de gauge será un automorfismo f
que cumpla f̄ = 1M, donde 1M es la identidad en M. Es decir, manda puntos de una fibra
en puntos de su misma fibra. Denotaremos GA(P) ≡ grupo de las transformaciones de
gauge [2, p.46].

Teorema 3.5. Sea C(P, G), donde G actúa en sı́ mismo mediante la representación adjunta Ad
(Adg(g

′
) = g · g

′ · g). Hay un isomorfismo natural GA(P) ∼= C(P, G). Sea τ ∈ C(P, G),
f (p) = pτ(p), será una transformación de Gauge. Y sea f ∈ GA(P), se define τ : P −→ G,
mediante f (p) = pτ(p), de forma que se cumple que τ ∈ C(P, G). [2, p.46]
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3.4 Conexión

Una vez hemos visto como es la fibra sobre cada punto, ahora nos gustarı́a establecer
una cierta relación entre fibras sobre diversos puntos de la variedad, de forma que esto
no dependa de ninguna trivialización dada. Esto sugiere buscar vectores en el espacio
total P, que “apunten” de una fibra a otra (los cuales llamaremos horizontales). Para ello
necesitamos definir la conexión, lo haremos de 3 formas equivalentes para entender su
significado completo:

Definición 3.4.1. Una conexión asigna a cada punto p ∈ P un subespacio horizontal
Hp ⊂ TpP de forma que Vp ≡

{
X ∈ TpP/π∗(X) = 0

}
. Además, le pedimos a éste, que

cumpla, Rg∗(Hp) = Hpg. Tenemos que TpP = Hp ⊕Vp, donde denominaremos a Vp como
el subespacio vertical de TpP [2, p.29].

Observación 3.4.1. Los vectores de un campo vectorial invariante por la izquierda gene-
rado por A ∈ TeG = g (ver la Definición 3.1.2) son verticales.

Definición 3.4.2. Sea g el álgebra de Lie de G. Una conexión es una 1-forma g-valuada
definida en P, que cumple:

i) Sea A ∈ g y sea A∗ el campo de vectores en P definido mediante:

A∗
p =

d
dt

(p · exp(tA))

∣∣∣∣
t=0

(3.3)

Entonces llamaremos a A∗ campo fundamental, y ω deberá cumplir ω
(

A∗
p

)
= A.

ii) Para g ∈ G, sea Adg : g −→ g dada por (). Se requiere que ωpg
(

Rg∗X
)

=

Adg−1 ωp(X) para todo g ∈ G, p ∈ P, y X ∈ TpP. Es decir, R∗
gω = Adg−1ω.

Llamaremos a ω una 1-forma de conexión [2, p.29].

Definición 3.4.3. Una conexión asigna a cada Ψ : P|U −→ U ×G una 1-forma g-evaluada
ωU en U. Llamaremos a ωU U-representante local de ω. Si Φ : P|V −→ V × G es otra
trivialización local, y huv la función transición de Ψ a Φ, entonces, requerimos que se
cumpla:

ωv(Yx) = L−1
huv(x)∗ (huv∗(Yx)) + Adh−1

uv (x) (ωu(Yx)) (3.4)

para todo Yx ∈ Tx M y x ∈ U ∪ V [2, p.30].

Teorema 3.6. Las definiciones, Definición 3.4.1, Definición 3.4.2 y Definición 3.4.3 son equiva-
lentes [2, p.31] . Es decir, podemos definir una conexión (que al fin y al cabo es decir la asignación
de los subespacios horizontales) con cualquiera de las 3 definiciones anteriores.
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Teorema 3.7. Cualquier fibrado principal admite una conexión [6].

(a) Conexión como asignación de
un subespacio horizontal a cada
punto ( definición (3.4.1))

(b) Conexión como una 1-forma ω (definición (3.4.2))

Figura 4: Definiciones equivalentes para una conexión [14].

Dada una 1-forma de conexión ω, siguiendo con la Definición 3.4.1, podemos escribir
cada X ∈ TpP como X = XV + XH donde XV es vertical (π∗(XV) = 0) y XH horizontal
(ω(XH) = 0).

Definición 3.4.4. Si ϕ ∈ Λk(P, g), entonces definimos ϕH ∈ Λk(P, g) como ϕH (X1, . . . , Xk) =

ϕ
(
XH

1 , . . . , XH
k

)
[2, p.37].

Definición 3.4.5. La diferencial exterior covariante de ϕ ∈ Λk(P, g) es Dωϕ ≡ (dϕ)H ∈
Λk+1(P, g), donde dϕ es la derivada exterior usual de ϕ. Aunque Dω depende de ω,
normalmente lo obviaremos, y diremos simplemente D [2, p.37].

3.5 Curvatura

Definición 3.5.1. La curvatura de una conexión ω ∈ Λ1(P, g) es Ωω = Dωω = dω ◦ hor ∈
Λ2(P, g). Aplicada a X, Y ∈ TpP, será Ωω(X, Y) = dω(XH, YH). En el lenguaje fı́sico, si
ω es un potencial, denominaremos a Ωω como la fuerza de campo o “field strength” de
ω [2, p.37].

Teorema 3.8 (Ecuación de Estructura). Sea Ω = Dω, y sean X, Y ∈ TpP, la curvatura actúa
sobre ellos según:

Ωp(X, Y) = dωp(X, Y) + [ωp(X), ωp(Y)] (3.5)

donde [ωp(X), ωp(Y)] denota el corchete de Lie en g entre los elementos ωp(X), ωp(Y) ∈ g.
Para la demostración, se refiere a [5, p.272]. En general, esto se suele denotar como Dωω =

dω + 1
2 [ω, ω].
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Observación 3.5.1 (Interpretación geométrica de la curvatura). Si tenemos un espacio
plano, podemos transportar mediante L∗

g−1(ω) una 1-forma de manera unı́voca de un
punto a otro sin que dependa del camino. De esta forma podemos definir un campo de
1-formas tal como lo hicimos en la definición 3.1.2. Por definición, un campo de 1-formas
invariante deberá cumplir la ecuación de Maurer-Cartan (3.1). Por lo tanto, si se cumple,
estamos en un espacio plano. Comparando la ecuación (3.5) con la (3.1), vemos que si la
1-forma de curvatura cumple la ecuación de Maurer-Cartan, la curvatura será 0 en dicho
punto. Y si esto se da para todo el espacio, tendremos un subespacio horizontal plano.
Por lo tanto, la curvatura puede verse como cuánto de lejos está la 1-forma de conexión
de cumplir la ecuación de Maurer-Cartan en dicho punto.

Teorema 3.9 (Identidad de Bianchi). Si ω es una 1-forma de conexión en P con curvatura
Ωω, entonces DωΩω = 0. De hecho, dΩω = [Ωω, ω]. Ver demostración en [2, p.39]

Observación 3.5.2. Uniendo el Teorema 3.8 y el Teorema 3.9, vemos que DωDωΩω = 0.
Que es una propiedad similar a la que se da para la diferencial exterior ordinaria, d2 =

0. En cambio, esta expresión para la derivada covariante, solo se cumple (en general)
aplicada a una 1-forma de conexión.

Definición 3.5.2. Siguiendo con la Definición 3.4.3, y aplicando el Teorema 3.4, podemos
ver ωU y ω están relacionados mediante ωU = σ∗

u ω ∈ Λ1(U, g). Igualmente podemos
definir el U-representante local de Ω como Ωu ≡ σ∗

u Ω.

Teorema 3.10. En términos de ωu, ΩU = dωU + 1
2 [ωU , ωU ]. Ver demostración en [2, p.39]

Análogamente a la ecuación (3.4) para la conexión, podemos ver que la 2-forma de
curvatura transformará de forma más sencilla de acuerdo al siguiente teorema:

Teorema 3.11. Sean Φ y Ψ dos trivializaciones locales, con función de transición huv : U ∩
V −→ G. Entonces, en U ∩ V, Ωv = Adg−1

uv
ΩU . En el caso de ser un grupo de matrices:

Ωv = g−1
uv ΩU guv (3.6)

Ver demostración en [2, p.40].

Teorema 3.12. Equivalentemente, la identidad de Bianchi para los representantes locales será dΩu =

[Ωu, ωu].

3.6 Ejemplos: Fibrados De Hopf

Entre los fibrados principales destaca el llamado fibrado de Hopf. Este permite describir
la esfera S3 como una fibración no trivial con espacio base S2, y fibra tı́pica S1. Para
nuestros objetivos, veremos S3 como un fibrado en sı́, de forma que, a partir de este,
surja un segundo fibrado. Es decir, haremos el doble fibrado U(2) −→ U(2)/U(1) =

S3 −→ S3/U(1) = S2. Hay más fibrados de Hopf, como el de S7 → S4 con fibra tı́pica
S3, pero, para nuestros propósitos nos centraremos en el primero.
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Acción de U(2) sobre S3.

Consideremos el espacio vectorial complejo C2 dotado del producto escalar hermı́tico
usual:

⟨(w1, w2), (z1, z2)⟩ = w1z1 + w2z2;

entonces ⟨(z1, z2), (z1, z2)⟩ = |z1|2 + |z2|2 = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2, siendo z1 =

x1 + ix2 y z2 = x3 + ix4. Identificamos la esfera con

S3 = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1|2 + |z2|2 = 1} (3.7)

Las matrices de A ∈ GL(2, C) se identifican con los automorfismos de C2:

A : C2 −→ C2

Z =

(
z1

z2

)
7−→ AZ =

(
w1

1 w1
2

w2
1 w2

2

)(
z1

z2

)
En particular, las matrices unitarias se definen como

U(2) = {A ∈ GL(2, C) : ⟨Z, Z′⟩ = ⟨AZ, AZ′⟩, ∀Z, Z′ ∈ C2}

= {A ∈ GL(2, C) : At A = I2 ≡
(

1 0
0 1

)
};

y es un subgrupo de Lie de GL(2, C). Veamos la estructura de estas matrices. Sea A =( a c
b d

)
∈ U(2):

(
ā b̄
c̄ d̄

)(
a c
b d

)
=

(
āa + b̄b āc + b̄d
c̄a + d̄b c̄c + d̄d

)
=

(
1 0
0 1

)
⇐⇒


āa + b̄b = 1

c̄c + d̄d = 1

āc + b̄d = 0

(3.8)

La última ecuación nos dice:∣∣∣∣ā d
b̄ −c

∣∣∣∣ = 0 =⇒ ∃ λ ∈ C tal que

{
d = λā

c = −λb̄
(3.9)

(ya que por la primera ecuación a y b no pueden ser ambos nulos); sustituyendo c y d
en la matriz A y usando la segunda ecuación de (3.8) se obtiene que det(A) = λ. Puesto
que det(At

)det(A) = det(A)det(A) = 1 ⇒ |det(A)| = 1, por lo tanto, |λ| = 1.

Con lo cual resulta que

U(2) = {A ∈ GL(2, C) : A =

(
a −λb̄
b λā

)
tal que |a|2 + |b|2 = 1, |λ| = 1} (3.10)

Fácilmente se puede ver que es equivalente a decir:

U(2) = {λA = λ

(
a −b̄
b ā

)
: det(A) = 1, |λ| = 1} (3.11)

El grupo multiplicativo U(1) = {eiθ ∈ C : θ ∈ R} se puede considerar un subgrupo
de U(2) mediante el monomorfismo:

U(1) −→ U(2), eiθ 7−→
(

1 0
0 eiθ

)
; (3.12)
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aunque hay otros monomorfismos posibles, por ejemplo.

U(1) −→ U(2), eiθ 7−→ eiθ I2. (3.13)

Un subgrupo de U(2) es el grupo unitario especial:

SU(2) = {A ∈ U(2) : det A = 1} =
{(

w −z
z w

)
: ww + zz = 1

}
. (3.14)

De esta manera resulta que el grupo U(2) se identifica con el producto directo de U(1)
con SU(2), según el monomorfismo elegido, (3.12) o (3.13), para ver U(1) como subgrupo
de U(2) y queda:(

1 0
0 eiθ

)(
w −z
z w

)
=

(
w −eiθz
z eiθw

)
∈ U(1) · SU(2) = U(2) (3.15)

Fibrando S3 sobre S2.

Usando la ecuación (3.7), la ecuación (3.14) y la ecuación (3.15), identificamos U(2)/U(1) =
SU(2) y S3, mediante:

a =

(
w ·
z ·

)
7→ (ω, z) (3.16)

Para fibrar S3 sobre S2 usaremos la aplicación (ω, z) 7→ ω
z , y posteriormente la pro-

yección estereográfica, para pasar de C a S2 (esfera de Riemann).

Sea la forma canónica (ecuación (3.2)) en U(2):

ω̃ = a−1da = a†da =

(
zdz + ωdω ·

· ·

)
(3.17)

Esto define una 1-forma en S3, ω = zdz + ωdω, que expresada en función de los
ángulos de Euler será ω = i

2 (dξ + cos(θ)dϕ) = iA.

A su vez, esto es una conexión en el fibrado de Hopf S3 → S2. Además, esta conexión,
no solo es invariante al moverse por una fibra (Definición 3.4.1), sino también al moverse
entre fibras [6, Teorema 11.1, p.103]. Su respectiva curvatura (Definición 3.5.1) será [10,
p.110]:

Ω =
i
2

sin(θ)dϕ ∧ dθ = iF (3.18)

U(n) como producto directo de U(1) y SU(n).

Para nuestros intereses como fı́sicos, no convendrá generalizar la ecuación (3.15) para
U(n). Podemos ver que si A ∈ U(n), det(A) = eiθ , por lo que, podemos expresar A como
multiplicación de dos matrices A = B · C, siendo B = ei θ

n · In, con In ∈ U(n) la identidad
del grupo U(n). De esta manera, B = AC−1 ∈ U(n). Calculando el determinando a

ambos lados det(B) = det(A) · [det(c)]−1 = eiθ ·
(

ei θ
n

)−1·n
= 1, y como consecuencia,

B ∈ SU(n). Por lo que, se demuestra que U(n) se identifica con el producto directo de
SU(n) y U(1), de la siguiente forma: A = ei θ

n · B ∈ U(1) · SU(n) = U(n).
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4 Teorı́as abelianas: Electromagnetismo

4.1 Electromagnetismo Clásico

Sea un campo electromagnético caracterizado por los campos E⃗(⃗r, t), B⃗(⃗r, t), estos están
gobernados por las ecuaciones de Maxwell (donde J⃗(⃗r, t) es la densidad de corriente, y
ρ(⃗r, t) es la densidad de carga):

−→∇ · E⃗ = ρ (4.1)
−→∇ · B⃗ = 0 (4.2)

−→∇ × E⃗ = −∂B⃗
∂t

(4.3)

−→∇ × B⃗ = J⃗ +
∂E⃗
∂t

(4.4)

Comentario. Tal como en estas ecuaciones, en todo el trabajo se usarán las coordenadas naturales:
c = h̄ = ϵ0 = µ0 = 1.

Por otro lado, la fuerza electromagnética que experimenta una partı́cula de carga q,
en el seno de un campo electromagnético viene dada por la fuerza de Lorentz:

F⃗ = q(E⃗ + v⃗ × B⃗) (4.5)

El observable que es la fuerza, viene expresado en función de E⃗ y B⃗. A su vez, las
ecuaciones de Maxwell nos dicen la dinámica de E⃗ y B⃗. Es por eso, que los campos E⃗ y
B⃗, serán los observables.

Pero a su vez, operando, se pueden expresar los campos E⃗ y B⃗ en función de los
potenciales ϕ y A⃗:

B⃗ =
−→∇ × A⃗ (4.6)

E⃗ = −−→∇ϕ − ∂A⃗
∂t

(4.7)

Hemos pasado de 6 variables Ex, Ey, Ez, Bx, By y Bz a 4 variables Ax, Ay, Az y ϕ.
Aún ası́ estas 4 son redundantes, porque E⃗ y B⃗ son invariantes bajo transformación de
Gauge. Esto quiere decir que dados A⃗ y ϕ, existen otros A⃗’ y ϕ’ que describen a los
mismos campos E⃗ y B⃗ y, por lo tanto, obedecen a las mismas ecuaciones de Maxwell y
Lorentz. Es decir, describirán la misma fı́sica. Estas transformaciones de Gauge vienen
dadas por:

A⃗ → A⃗
′
= A⃗ +

−→∇χ(x⃗, t) (4.8)

ϕ → ϕ
′
= ϕ − ∂χ(x⃗, t)

∂t
(4.9)

Podemos ver que sustituyendo la ecuación (4.8) y la ecuación (4.9), en la ecuación
(4.6) y en la ecuación (4.7) llegamos a los mismos valores de E⃗ y B⃗, y por lo tanto a la
misma fı́sica. Cuando se elige un par de potenciales A⃗ y ϕ, se dice que se está fijando el
Gauge.
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Podemos ahora escribir la ecuación de movimiento de una partı́cula cargada (que no
es otra cosa que la ecuación que la ecuación (4.5)) en función de los potenciales: mẍ =

q
[
−∂iϕ − ∂t Ai + ẋj(∂i Aj − ∂j Ai)

]
. A su vez, esta ecuación de movimiento desciende del

siguiente lagrangiano (mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange):

L =
1
2

m (ẋi)
2 + qAi ẋi − qϕ (4.10)

Si ahora efectuamos las transformaciones de Gauge (dadas por la ecuación (4.8) y la
ecuación (4.9)) en la lagrangiana, vemos que esta no es invariante, si no que nos aparece
un término de más en función de la función χ que elijamos para la transformación de
Gauge: L → L′

= L+ q
(−→∇χ · ẋ + ∂tχ

)
= L+ q

(
dχ(x⃗,t)

dt

)
4.2 Electromagnetismo aplicado a la Ecuación de Schrödinger

Sea ahora una partı́cula cuántica en presencia de un campo electromagnético, esta se
comportará según la ecuación de Schrödinger: i∂tψ = Ĥψ. Donde el hamiltoniano des-
cenderá del lagrangiano de la ecuación (4.10) mediante:

H = p⃗ · ˙⃗x −L =
1

2m

(
p⃗ − qA⃗

)2
+ qϕ (4.11)

Por lo tanto, la ecuación de Schrödinger será:

i (∂t + iqϕ)ψ +
1

2m

(−→∇ − iqA⃗
)

ψ = 0 (4.12)

Introducimos ahora las llamadas derivadas covariantes:

Dt = ∂t + iqϕ

Di = ∂i − iqAi
(4.13)

De esta manera, podemos escribir la ecuación de Schrödinger para el electromagnetismo
como:

iDtψ +
1

2m
DiDiψ = 0 (4.14)

Que no es más que la ecuación de Schrödinger para partı́cula libre, pero cambiando la
derivada ordinaria por la derivada covariante. Como paso inmediato, la pregunta que
uno deberı́a hacerse es:

¿Es esta ecuación invariante bajo transformaciones de Gauge?

Puesto que esta es la ecuación de movimiento para una partı́cula cuántica, un cambio
de Gauge en los potenciales (lo que en electromagnetismo clásico hemos visto que no
cambia la fı́sica), no deberı́a modificar la ecuación. Si esto pasara, obtendrı́amos una
ecuación de movimiento para cada posible Gauge, lo que no tiene sentido.

Pero, efectivamente, la ecuación depende explı́citamente de los potenciales, y bajo trans-
formada de Gauge de los mismos, no se mantiene invariante. En cambio, si acom-
pañamos las transformadas de Gauge de los potenciales con una transformada de la
función de onda de cierta forma, la ecuación se mantendrá invariante. Por lo tanto, a las
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transformadas de Gauge de los potenciales (ecuación (4.8) y ecuación (4.9)), debemos de
agregarle la siguiente:

ψ(x⃗, t) → ψ
′
(x⃗, t) = ψ(x⃗, t) · eiqχ(x⃗,t) (4.15)

Esta transformación no supone un cambio en cuanto a la fı́sica que observaremos, pues,
según la regla de Born, la probabilidad de encontrar la partı́cula en (x⃗, t), viene dada por
|ψ(x⃗, t)|2. En cambio, esta cantidad no se modifica mediante la transformada |ψ(x⃗, t)|2 →
|ψ′

(x⃗, t)|2 = |ψ(x⃗, t)eiqχ(x⃗,t)|2 = |ψ(x⃗, t)|2. De acuerdo con la ecuación (4.15), diremos que
las transformaciones de Gauge para electromagnetismo forman el grupo U(1).

Después de todas estas transformaciones de Gauge, llegamos a pensar que toda la fı́sica
es invariante bajo estas. En cambio, si observamos la ecuación del hamiltoniano (ecuación
(4.11)), podemos comprobar que este no es invariante. Como consecuencia, hemos de
decir que los estados fı́sicos no están en concordancia con un valor del hamiltoniano
sino con las órbitas, donde con órbita nos referimos a un conjunto de valores Gauge
equivalentes.

El lector atento se habrá extrañado de volver a escuchar la palabra ”órbita”, ahora en
un contexto aparentemente lejano al de fibrados principales (ver definición 3.2.1)). Para
explicar al completo esta aparente coincidencia, deberemos pasar todo esto a R4 con
métrica lorentziana, lo que haremos posteriormente en 4.4.

4.2.1 Efecto Aharonov-Bohm

Comentario. Para explicar este efecto nos serviremos del formalismo de integrales de camino de
Feynman. En este formalismo, el operador de evolución temporal vendrá dado por:

K(xb, tb; xa, ta) =
∫

D3x · ei·S

Consideramos el problema de las dos rendijas, para partı́cula cargada en un campo magnético B⃗
(constante en el tiempo) creado por un solenoide de grosor despreciable, y perpendicular al plano
del experimento. La distancia entre el punto donde se aplica B⃗, y las rendijas se considera muy
grande.

Figura 5: Ilustración del montaje experimental para la observación del efecto Aharonov-
Bohm [13]
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Como vimos para electromagnetismo clásico, la presencia del solenoide no deberı́a
afectar a la partı́cula, pues ésta pasa por la zona donde B⃗ es 0.

Elegimos un Gauge en el cual ϕ = 0 y A⃗ = A⃗(x⃗), que depende solo de x⃗, porque B⃗
es independiente del tiempo. Y, siendo L0 el lagrangiano para partı́cula libre, S0, su res-
pectiva acción, y Γ el camino x(t); calculamos la acción total: S =

∫ tb
ta

dt
(
L0 + qA⃗ dx⃗

dt

)
=

s0 + q
∫

Γ A⃗ · dx⃗.

Los caminos que clásicamente minimizan la acción son 2, uno el que pasa por una
rendija, y otro el que pasa por la otra. Y la integral vendrá dominada por los caminos “ve-
cinos” a estos. Por lo tanto, K(xb, tb; xa, ta) = K1(xb, tb; xa, ta) + K2(xb, tb; xa, ta), y la fun-
ción de onda en la pantalla (xb), vendrá dada por: ψ(xb, tb) =

∫
d3xaK(xb, tb; xa, ta)ψ(xa, ta) =

ψ1(xb, tb) + ψ2(xb, tb).

Por lo tanto, tenemos interferencia entre la función de onda del camino que pasa por
la rendija 1 (ψ1(xb, tb)), y el que pasa por la rendija 2 (ψ2(xb, tb)). Puesto que, uniendo
ambos caminos Γ1 y Γ2 obtenemos un camino cerrado Γ (cuya superficie denotaremos
por S), podemos aplicar el teorema de Stokes (2.17) (en la segunda igualdad):∫

Γ1

A⃗ · dx⃗ −
∫

Γ2

A⃗ · dx⃗ =
∮

Γ
A⃗ · dx⃗ =

∫
S

−→∇ × A⃗ · d⃗s = ϕb (4.16)

Donde, por ϕb hemos denotado el flujo de B⃗ por la superficie S.

Observación 4.2.1. Vemos que el resultado varı́a solo si nuestro camino da una vuelta
entorno al punto B, o no. De esta forma el solenoide actúa como una singularidad para
una función analı́tica.

De esta manera, podemos sacar este término
∫

Γ A⃗ · dx⃗ de la integral del opera-

dor evolución, y obtenemos: Kp1(xb, tb; xa, ta) = exp
(

iq
∫

Γ1
A⃗ · dx⃗

)
· K0,p1(xb, tb; xa, ta) y

Kp2(xb, tb; xa, ta) = exp
(

iq
∫

Γ2
A⃗ · dx⃗

)
· K0,p2(xb, tb; xa, ta).

Ası́, sacando facto común exp
(

iq
∫

Γ1
A⃗ · dx⃗

)
y usando la ecuación (4.16) en la segun-

da igualdad, obtendremos la siguiente función de onda para un punto de la pantalla:

ψ(xb, tb) = exp
(

iq
∫

Γ1

A⃗ · dx⃗
)
· ψ1(xb) + exp

(
iq

∫
Γ2

A⃗ · dx⃗
)
· ψ2(xb)

= exp
(

iq
∫

Γ1

A⃗ · dx⃗
)
[ψ1(xb) + exp (iqϕb) · ψ2(xb)]

(4.17)

Vemos que la variación de B⃗ cambia la fase relativa entre los dos términos, y, por
lo tanto, varı́a el término de interferencia. A su vez, esto cambiará nuestras franjas de
interferencia en la pantalla. Visto esto, podrı́amos pensar que los potenciales tienen un
significado fı́sico, pues, pese a no haber un campo B⃗ en el camino, si que hay un A⃗
distinto de 0. En cambio, si nos damos cuenta, el potencial A⃗ debe cumplir la ecuación
(4.16), por lo que, al final, su circulación a lo largo del camino vendrá determinada por
el campo B⃗ que estemos rodeando. Mediante transformación de Gauge podemos hacer
que A⃗ valga 0 en un punto, pero no en todos, ya que su circulación completa debe ser
ϕB.
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A partir de aquı́, vemos que el significado fı́sico, en última instancia, vuelve a ser
desarrollado por los campos. Lo que se manifiesta en este experimento, es la no localidad
de la mecánica cuántica, pues, aunque creemos un camino muy distante de B, si este lo
rodea, sentirá su efecto magnético.

4.3 Electrodinámica Cuántica

Ahora consideramos una teorı́a cuántico relativista (pasamos a 4 dimensiones con métri-
ca de Minkowski) como es la electrodinámica cuántica. Partimos de la ecuación de Dirac
para partı́culas de spin 1

2 (como el electrón) (i/∂ − m)ψ = 0. Donde ψ es el spinor de Di-
rac, y /∂ se define como /∂ = γµ∂µ. Siendo γµ las llamadas matrices gamma o matrices de
Dirac, que son 4 × 4. Puede verse que esta es la ecuación de movimiento que desciende
del siguiente lagrangiano: L = ψ̄(i/∂ − m)ψ.

Vemos que si efectuamos las transformaciones ψ → eiαψ y ψ̄ → ψ̄e−iα, con α ̸= α(xµ),
el lagrangiano se mantiene invariante. Es decir, tenemos una simetrı́a global (pues el
parámetro α no depende del espacio tiempo). Por lo tanto, por el teorema de Noether,
tendremos una corriente y una carga asociada a esta simetrı́a. La corriente asociada es:

jµ
global = ψ̄γµψ (4.18)

Ya que la corriente asociada a dicha transformación se mantiene invariante, ya sea
global o local, la designaremos como jµ. Si, en cambio, ahora efectuamos la misma
transformación, pero de manera local (α = α(xµ)), vemos que la lagrangiana no es
invariante, sino que, ésta transforma como L → L′ = L − e · ∂µα · ψ̄γµψ, es decir,
δL = −e · ∂µα · ψ̄γµψ = −e · ∂µα · jµ. Si queremos mantener esta simetrı́a de forma
local, hemos de introducir un término en la lagrangiana que la mantenga invariante ba-
jo esta transformación. Para ello, introducimos el nuevo término eAµ jµ, resultando la
lagrangiana como: L = ψ̄(i/∂ − m)ψ + eAµψ̄γµψ.

En él, hemos introducido un nuevo campo Aµ, al cual le exigimos que se transforme
a la par que lo hacen los spinores, y de la siguiente forma Aµ → Aµ − ∂µα. De esta

forma, δAµ = −∂µα, y por tanto δ
(

Aµ jµ
global

)
= e · ∂µα · jµ. Y de esta manera, tenemos

δL = −e · ∂µα · jµ + e · ∂µα · jµ = 0. Podemos ahora agrupar los términos de la nueva
lagrangiana para llegar a la siguiente expresión L = ψ̄(i/∂ − e /A − m)ψ, donde hemos
definido /A = Aµγµ. Definiendo ahora la derivada covariante:

Dµ = ∂µ − ie · Aµ (4.19)

Y siendo /D = /∂ − ie · /A llegamos a la siguiente expresión del lagrangiano:

L = iψ̄/∂ψ + eγµψ̄Aµψ − mψ̄ψ

= ψ̄(i /D − m)ψ
(4.20)

Una vez más, tenemos el mismo lagrangiano que en principio, pero hemos sutituido la
derivada ordinaria por la derivada covariante. Si comparamos la nueva derivada cova-
riante (ecuación (4.19)), con las dos de la ecuación de Schrödinger con electromagnetismo
(ecuaciones (4.13)), vemos que la primera es una generalización de las dos segundas si
definimos Aµ como Aµ = (ϕ, A⃗). Vemos entonces que la imposición de la invarianza
gauge U(1) local ha introducido el electromagnetismo en esta teorı́a. A su vez, pode-
mos ver que la corriente de Noether asociada a la simetrı́a (ecuación (4.18)), multiplicada
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por la carga e, es el 4-vector corriente Jµ = ejµ = (ρ, J⃗). Y, el operador carga asociado a
esta simetrı́a no será otra cosa que el operador carga eléctrica.

El nuevo vector Aµ que hemos añadido se traduce en que hemos introducido un nuevo
tipo de partı́cula en nuestra teorı́a (que, no es difı́cil ver que al estar relacionada con el
electromagnetismo, será el fotón). Si queremos ahora, darle cierta dinámica a esta nueva
partı́cula (ecuaciones de Maxwell), hemos de introducir también un término dinámico
para dicho vector. Éste debe ser lineal respecto a las primeras derivadas de los campos,
pero no debe contener órdenes superiores para mantener la causalidad en la teorı́a.
Normalmente, para ello se define el “field strength” como Fµν ≡ i

g [Dµ,Dν] = ∂µ Aν −
∂µ Aν − ig[Aµ, Aν] [9, p. 418, ecuación (69.14)]. Este Fµν no es otra cosa que el tensor de
Faraday o de campo electromagnético.

Por lo tanto, del lagrangiano debemos de poder sacar la ecuación de movimiento
para el campo electromagnético. Estas no serán otra cosa que las ecuaciones de Maxwell.
Podemos ver que las ecuaciones no homogéneas (4.3) y (4.4) descienden del lagrangiano
LEM = − 1

4 FµνFµν + Aµ Jµ. A partir de aquı́, fácilmente obtendremos la ecuación de movi-
miento ∂µFµν = −Jν. Las otras dos ecuaciones de Maxwell (4.1) y (4.2) las impondremos.

Observación 4.3.1. Si hacemos J = 0, obtenemos las ecuaciones de Maxwell para el vacı́o.
El lagrangiano en este caso, será únicamente LEM = − 1

4 FµνFµν. En cambio, al término
asociado a J se le suele llamar término de interacción Lint = Aµ Jµ (el mismo que aparecı́a
en la ecuación (4.20)).

Observación 4.3.2. Para la lagrangiana electromagnética se podrı́a haber pensado en los
términos lorentz invariantes Aµ Aµ, y Aµ AνFµν, pero estos no son invariantes bajo las
transformaciones gauge. En cambio, el término Aµ Jµ, aunque no es invariante gauge,
ya que transforma según Aµ Jµ −→ Aµ Jµ − ∂µ(χ)Jµ, no modificará la acción. Podemos
expresar esta última parte como ∂µ(χ)Jµ = ∂µ (χJµ)− χ∂µ(Jµ). El primer término da una
contribución a la acción dada por S1 =

∫
Σ d4x · ∂µ (χJµ), que va a 0 para Σ → ∞. En

cambio, el segundo término es 0 por la conservación de la carga. Al no variar la acción,
la ecuación de movimiento permanece invariante.

Finalmente, uniendo todos los términos, hemos llegado al lagrangiano de la electro-
dinámica cuántica (QED):

LQED = iψ̄/∂ψ + eγµψ̄Aµψ − mψ̄ψ − 1
4

FµνFµν

= ψ̄(i /D − m)ψ − 1
4

FµνFµν
(4.21)

A partir del lagrangiano de una teorı́a, desciende toda la fı́sica que describe dicha
teorı́a. En particular, para la teorı́a de campos, hay cierta información sobre la misma
que podemos obtener simplemente echando un vistazo a sus términos:

i) El escalar que acompaña a un término cuadrático es m, que es la masa asociada a
dicho campo.

ii) Cuando hay más de 2 campos multiplicándose entre sı́, esto describe un vértice de
interacción entre dichos campos.
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iii) El campo complejo conjugado a otro, describe su antipartı́cula.

Observación 4.3.3. Por lo tanto, según ii) y iii), suponiendo que ψ describe a un electrón,
tenemos una interacción entre fotones, electrones y positrones dada por el término
eγµψ̄Aµψ.

Figura 6: Diagrama de Feynman del vértice entre un fotón, un fermión y un antifermión
.

Observación 4.3.4. Por otro lado, como consecuencia de no poder usar en el lagrangiano
un término proporcional a Aµ Aµ (observación 4.3.2), y usando i), la masa del fotón
será 0, como bien cabrı́a esperar. A su vez, por ii), el fotón no tendrá interacción consigo
mismo.

Interpretación en términos de Geometrı́a Diferencial

Vemos que el campo Aµ transforma bajo cambio de gauge como el representante local
de una 1-forma de conexión (según la ecuación (3.4)), para el caso en que el grupo G sea
abeliano (tal como lo es U(1)). Podemos calcular entonces, cuál serı́a el representante
local de la curvatura aplicando el teorema 3.4. Puesto que U(1) es abeliano, simplemente
tenemos F = dA. Si identificamos cada coordenada de F respecto al elemento dxi ⊗ dxj

como la entrada ij de un tensor Fij (obviamente antisimétrico), vemos que obtenemos el
tensor de Faraday o de campo electromagnético.

Mientras, antes hemos impuesto las ecuaciones de Maxwell (4.1) y (4.2), estas apare-
cerán de manera natural en este formalismo. Aplicamos ahora la identidad de Bianchi
(Teorema 3.9). Sabiendo que el grupo es abeliano, el conmutador entre curvatura y cone-
xión se hace 0, y esto se simplifica en dF = 0. Aplicando la ecuación (2.10) para el cálculo
de la diferencial exterior en coordenadas, llegamos a las 2 ecuaciones de Maxwell ho-
mogéneas (ecuación (4.2) y ecuación (4.3)).

Para las ecuaciones no homogéneas, pasamos el 4-vector J = Jµ ∂
∂µ al lenguaje de

las 1-formas mediante J♭ = −ρdt + J⃗ · d⃗r = Jµdxµ. De esta manera, las dos ecuaciones
restantes no homogéneas se resumen en δF = J. Por tanto, podemos escribir escribir
las ecuaciones de Maxwell de manera extremadamente simplificada en el lenguaje de
las 1-formas únicamente como (donde viene implı́cita la ecuación dF = 0 por ser una
identidad para la 2-forma de curvatura):

δF = J (4.22)

A su vez, si volvemos a aplicar δ llegamos a δ2F = δJ = 0. Esto es igual a 0 por la
condición δ2 = 0 (ver 2.6.2). Esta última ecuación no es otra cosa que la conservación de
la carga ∂ρ

∂t +
−→∇ · J⃗ = 0.
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En última instancia, la invarianza gauge local U(1), nos da el acoplamiento mı́nimo,
que genera la interacción entre fermiones y fotones. A su vez, ésta implica que el fotón
no tenga masa.

4.4 Electromagnetismo aplicado a una partı́cula de spin 0

Tratamos ahora con partı́culas de spin 0. Será más fácil tratar con ellas, pues su función
de onda será una función escalar, en vez de un espinor (como tenı́amos para los electro-
nes en la QED). Para una partı́cula con carga e de spin 0 (como los piones π±), su ecua-
ción de movimiento, será la ecuación de Klein-Gordon

(
□+ m2) ψ = 0 (“versión relati-

vista de la ecuación de Schrödinger”). No es difı́cil ver que esta es la ecuación de movi-
miento asociada al lagrangiano L = 1

2 ∂µψ∂µψ∗ − 1
2 m2ψψ∗. Análogamente a lo visto para

QED, con el fin de hacer el lagrangiano invariante bajo transformaciones de gauge loca-
les, pasamos de la derivada ordinaria a la covariante mediante ∂µ −→ Dµ = ∂µ − ieAµ.
Finalmente, llegamos a:

L =
1
2
DµψDµψ∗ − 1

2
m2ψψ∗ (4.23)

A su vez, la ecuación de Klein-Gordon quedará como
(
DµDµ + m2) ψ = 0.

Interpretación en términos de Geometrı́a Diferencial

Podemos ahora interpretar al completo el elctromagnetismo en función de los fibrados
principales y los fibrados asociados (sección 3.3). Todo esto será para grupo de estructura
U(1). La función de onda, puede verse como una función escalar τ : P → C ∈ C(P, C)

(que también puede ser vista como la sección de un fibrado asociado) bajo alguna repre-
sentación ρ : U(1) → GL(C) . Ya que todas las representaciones irreducibles de U(1) son
del tipo ρ(ei·α) = ei·n·α, podemos ver que n está en clara correspondencia con la carga
de la partı́cula. De esta manera, la carga de ésta será la representación en la que vive la
misma (n=q).

Si ahora efectuamos una transformación de gauge f , pasamos de un punto p a otro
punto q = p · ei·α. De esta manera, τ(peiα) = e−inα · τ(p), que es la transformación de
gauge para la función de onda (ecuación 4.15). A su vez, podemos “bajar” la función de
onda al espacio base mediante una sección ψ = σ∗τ. De esta manera, la transformación
de gauge es equivalente a un cambio de trivialización σ

′
(x) = σ(x)h(x), donde h es la

función de transición de la definición 3.2.2. Por lo tanto, ψ
′
= e−inαψ. El representante

local de la conexión transformará según ω
′
U = h−1ωUh + h−1dh (ecuación 3.4), tal como

el potencial Aµ (pero para caso abeliano esta expresión se simplifica notablemente) y el
representante local de la curvatura según F

′
µν = UFµνU† (teorema 3.11), donde para caso

abeliano Fµν no varı́a.

De esta manera, podemos ver el electromagnetismo de forma totalmente geométrica.
Un cambio de gauge, cambia cada punto dentro de su misma fibra (cambio de sección),
lo que induce una transformación en la función de onda. A su vez, cambia la conexión,
modificando ası́ la distribución de espacios horizontales, pero de forma que no se altere
la curvatura. La verdadera fı́sica, viene dada por Fµν (pues contiene los campos) que se
mantiene invariante, y Dµ, que nos habla de la relación entre la sección y el subespacio



37 4 TEORÍAS ABELIANAS: ELECTROMAGNETISMO

horizontal. Un cambio de gauge, por lo tanto, modifica ambos de manera complemen-
taria, manteniendo DµψDµψ∗ invariante. Esto se traduce en que la fı́sica no cambia bajo
este tipo de transformaciones.

4.4.1 Monopolos Magnéticos de Dirac

Imaginamos ahora el mismo montaje de la figura 4.2.1 para el efecto Aharonov-Bohm,
pero con B⃗ = 2π

e . Para este valor de B⃗, podemos hacer que la interferencia no sea ob-
servada por las partı́culas cargadas que rodean dicho B⃗, si dichas partı́culas tienen una
carga que sea múltiplo de e. Es decir, la consecuencia de que no veamos estos solenoides
infinitamente finos de B⃗ serı́a la cuantización de la carga. Esto da paso a los monopolos
magnéticos. Consideramos el teorema asociado a C.N. Yang [10, p.109]:

Teorema 4.1. Si P → M es un fibrado trivial con fibra tı́pica U(1), Σ una superficie cerrada de
dimensión 2 en M, y F cualquier campos electromagnético en M correspondiente a una conexión
ω en P, entonces el flujo del campo magnético es 0:

∫
Σ F = 0.

Demostración: Ya que P → M es trivial, tenemos una sección f : M → P, y iF = f ∗Ω =

f ∗dω = d( f ∗ω), por lo que, por el teorema de Stokes (teorema 2.3):∫
Σ

iF =
∫

Σ
d( f ∗ω) =

∫
∂Σ

f ∗ω = 0 (4.24)

La última igualdad se da porque Σ es cerrado, es decir, compacto y sin frontera (no
confundir con el concepto de topologı́a, que define un cerrado como el complementario
de un abierto), por lo que ∂Σ = ϕ.

Un teorema clásico en topologı́a dice que si M es contráctil, entonces P → M es
trivial. Por lo tanto, si queremos seguir con nuestro formalismo matemático de fibrados
(el cual hasta ahora ha resultado muy satisfactorio) para describir ahora un monopolo
magnético, hemos de decir que el espacio tiempo no es contractible. Si queremos descri-
bir un monopolo magnético en este formalismo de fibrados, hemos de trabajar sobre un
fibrado no trivial sobre el espacio-tiempo.

Siguiendo con la idea de que el solenoide actúa como una singularidad (4.2.1), consi-
deramos que nuestro espacio base M es el espacio-tiempo pero quitándole el eje temporal
M = R4− eje x0 . El haber quitado este eje eje x0, actúa como una singularidad. Esto es lo
que comúnmente se conoce como cuerda de Dirac. Para describir el electromagnetismo,
deberemos fibrar U(1) sobre este espacio base. Al igual que R3− eje x1 es homeomorfo
a S1 · R2, tenemos que M = R4− eje x0 es homeomorfo a S2 · R2. Puesto que la parte de
R2 es contráctil, nos centramos en la parte de S2. Nos damos ahora cuenta que construir
el fibrado con base S2 y fibra tı́pica U(1) no es otra cosa que el fibrado de Hopf S3 → S2.
A continuación, recuperamos los resultados obtenidos en 3.6 para este fibrado de Hopf,
y, los interpretamos en función de la fı́sica del monopolo magnético:

Interpretación como fibrado de Hopf S3 → S2

Las singularidades de los potenciales electromagnéticos correspondientes al monopolo
magnético se deben al carácter no trivial del fibrado S3 → S2 . Elegimos una sección,
cubriendo todo S2 menos el polo norte (θ = 0), ya que no podemos escoger una sección
global (teorema 2.2): (θ, ϕ) 7→

(
z = eiϕcos

(
θ
2

)
, ω = sin

(
θ
2

))
∈ S3.
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Entonces, calculamos el representante local de la 1-forma de conexión mediante esta
sección f ∗α = 1

2 (1 + cos(θ)dϕ) = A, cuya componente esencial es:

Aϕ =
1 + cos(θ)
2rsin(θ)

(4.25)

Podemos ver, que, claramente es singular para θ = 0. Calculando ahora la divergencia

∫∫∫
Σ
∇ · B⃗ =

∫∫
∂Σ

B⃗ · dS⃗ =
∫∫

∂Σ
∇× A⃗ · dS⃗

=
∫

∂Σ
dA =

∫
∂Σ

F =
∫

∂Σ

1
2

sin(θ)dϕ ∧ dθ

=
1
2

∫ 2π

0

∫ π

0
sin(θ)dϕdθ = 2π

(4.26)

Sea la constante de estructura fina α = e2

4πϵ0 h̄c = e2

4π en unidades naturales. Si igua-
lamos la carga elemental a esta, obtenemos e = 4π, por lo que la carga del monopolo
magnético será g = 1

2 e [10, p.111].

5 Teorı́as no abelianas: Yang-Mills

Sea ahora la misma lagrangiana que antes, pero para n campos fermiónicos: L = ∑n
a=1 ψ̄a(i/∂ −

m)ψa. Podemos expresar los n espinores como un vector con n entradas, de forma que
cada entrada es uno de estos espinores:

L =

ψ̄1

. . .
ψ̄n

 (i/∂ − m)

ψ1

. . .
ψn


= ψ̄(i/∂ − m)ψ

(5.1)

Donde, por ψ ahora nos referiremos al vector dado por los n espinores. Podemos ver
fácilmente, que el orden de cada espinor en este vector no tiene ningún significado.
De esta manera, podemos ir “barajando” el orden de los espinores mediante la multi-
plicación de ψ por una matriz M. Además, siguiendo con la simetrı́a U(1), podremos
multiplicar a cada espinor ψa por una fase, que, además puede ser diferente, de la fase
por la que multiplicaremos a ψb. Por lo tanto, M será una matriz n × n con entradas
complejas, que, además, habrá de ser unitaria (pues estamos “barajando los ı́ndices” y
multiplicando las fases, operaciones que no cambian el módulo total). Según demostra-
mos en 3.6, podemos descomponer M como M = eiαU, con U ∈ SU(n). Todo esto nos
lleva a que, la transformación ψ → eiαUψ y ψ̄ → ψ̄U†e−iα, deberı́a de dejar la lagrangiana
invariante.

Puesto que ya sabemos que la simetrı́a para la fase U(1) es la asociada al electro-
magnetismo, nos centramos solo en la transformación dada por la matriz U ∈ SU(n)(
ψ → Uψ y ψ̄ → ψ̄U†). Si efectuamos esta transformación de forma global, vemos que

la lagrangiana se mantiene invariante. En cambio, si ahora la hacemos de forma global
(U = U(xµ)), perdemos la invarianza.

Igual que antes, definimos la derivada covariante para esta lagrangiana como Dµ =

∂µ − ig · Bµ, donde ahora Bµ será una matriz Bµ ∈ SU(n). De esta manera, podemos
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expresar Bµ en una base de SU(n), como Bµ = BA
µ · EA. Finalmente introduciendo el

nuevo término ψ̄Bµγµψ, y ordenando, llegamos a: L = ψ̄(i /D − m)ψ. Que formalmente
parece la misma que la ecuación (4.20), pero, no olvidar que aquı́ ahora ψ es un vector, y
la derivada covariante es con Bµ ∈ SU(n) en vez de con Aµ.

Si queremos mantener este lagrangiano invariante bajo la transformación local, la deri-
vada covariante deberá transformar de forma que iψ̄U† /D

′
Uψ = iψ̄ /Dψ , es decir:

D → D′
= UDU† (5.2)

Sabiendo que D′
= U

(
∂µ − i · Bµ

)
U† = U∂µU† − iUBµU† + ∂µ, entonces, Bµ deberá trans-

formar de la siguiente manera:

Bµ → B
′
µ = iU∂µU† + UBµU† (5.3)

Para obtener la field strength, realizamos el mismo procedimiento que en electromag-
netismo, calculamos la field strength según Fµν ≡ i

g [Dµ,Dν] = ∂µ Aν − ∂µ Aν − ig[Aµ, Aν]

[9, p. 418, ecuación (69.14)]. Aplicando la regla de transformación dada por la ecua-
ción 5.2, llegamos a que DµDν −DνDµ −→ U

(
DµDν −DνDµ

)
U†. Por lo tanto, la field

strength transformará según:

Fµν −→ UFµνU† (5.4)

Siendo Ea los elementos de la base del álgebra de Lie de SU(n), pediremos la siguiente
relación de normalización Tr(EaEb) = 1

2 δab [9, p. 417, ecuación (69.8)]. Por ejemplo para
SU(2) tenemos Ea = 1

2 σa, con σa las matrices de Pauli.

Podemos expresar Aµ, su derivada covariante, y Fµν en función de los elementos de
la base del álgebra de Lie como Aµ = Aa

µEa, Dµ = I∂µ − igEa Aa
µ, y para Fµν [9, p. 419,

ecuación (69.22)]:

Fc
µν = ∂µ Ac

ν − ∂µ Ac
ν + gCabc Aa

µ Ab
ν (5.5)

Con Cabc las constantes de estructura definidas en 3.1. Buscamos ahora dar una dinámi-
ca, de la misma forma que hicimos con el electromagnetismo. Pero ahora hemos de
darnos cuenta, de que el término FµνFµν no es invariante de gauge, pues transfor-
ma según FµνFµν −→ UFµνFµνU†. Podemos arreglar esto, metiendo este término en
un determinante o en una traza, ya que por las propiedades de estas, obtendremos
det(UFµνFµνU†) = det(FµνFµν) y tr(UFµνFµνU†) = tr(FµνFµν). Pero, dado que el de-
terminante multiplica a las diferentes coordenadas entre sı́, esto multiplicarı́a entre sı́ a
las derivadas y nos darı́a un orden elevado de las mismas, lo que nos hará llegar a
una teorı́a no local ( que en función de la Teorı́a de la Relatividad Especial nos harı́a
perder la causalidad). Por lo tanto, elegimos la traza, y nos quedamos con el término
− 1

2 Tr(FµνFµν).

De esta manera, usando la condición de normalización, podemos escribir su corres-
pondiente término cinético del lagrangiano como [9, p. 419, ecuación (69.23)]:

LYM = −1
4

FcµνFc
µν (5.6)
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Este término es análogo al término cinético del electromagnetismo. A este lagrangiano
también se le denomina a veces como lagrangiano de Yang-Mills.

De esta ecuación, vemos que LYM incluye términos de interacción entre los campos
de gauge, lo cual no pasaba para las teorı́as abelianas (observación 4.3.4). Una teorı́a de
este tipo se llama teorı́a de gauge no abeliano o teorı́a de Yang-Mills [9, p. 419].

Ejemplo 5.0.1. Un ejemplo de esto es la cromodinámica cuántica (QCD), donde el grupo
de estructura es SU(3).

Ejemplo 5.0.2. Otro ejemplo es el propio modelo estándar, que es una teorı́a gauge con
grupo de gauge SU(3)× SU(2)× U(1) [9, p. 543].

Interpretación en términos de geometrı́a diferencial

Si la interpretación de Aµ como las coordenadas de una 1-forma de un representante
local de una conexión pudo parecer algo arbitrario para el caso abeliano, para el caso no
abeliano con Bµ, vemos que la transformación (5.3) es exactamente coincidente con (3.4).

A su vez, el field strength Fµν transforma según la ecuación (5.4), que es como lo hace
el representante local de una curvatura (tal como se vio en el teorema 3.11).

En última instancia, el que SU(n) no sea abeliano es la causa por la que los bosones
interactúan entre ellos.

5.1 Ecuaciones de Yang-Mills e Instantón BPST

Para obtener la autoacción de este campo, hemos de integrar este término para todo el
espacio tiempo, (donde tratamos con acción Euclı́dea) [3, p.354]:

S[B] = +
1
4

∫
M

Fa
µνFa

µνg
1
2 d4x = −1

2

∫
M

TrF ∧ ⋆gF ≥ 0 (5.7)

Buscaremos las soluciones con mı́nima acción. Las ecuaciones de campo de Yang-
Mills encontradas variando la acción son d ⋆g F + A ∧ ⋆gF − ⋆gF ∧ A = 0. En cambio, la
identidad de Bianchi (teorema 3.9) es dF + A ∧ F − F ∧ A = 0. Para encontrar el mı́nimo
de la acción, consideramos la siguiente inegualdad:

∫
M

(
Fa

µν ± Fa
µν

)2
g

1
2 d4x ≥ 0 (5.8)

El mı́nimo será para la condición autodual F = ± ⋆g F. Esta configuración resuelve
las ecuaciones de campo de Yang-Mills, ya que las identidades de Bianchi implican las
ecuaciones de campo. La acción entonces se convierte en:

S = −1
2

∫
M

TrF ∧ ⋆gF = ±1
2

∫
M

TrF ∧ F = 4π|k| (5.9)

Donde C2 = k = − 1
8π

∫
M TrF ∧ F es la integral de la llamada segunda clase de Chern.

’t Hooft llamó a estas configuraciones de campo especiales “instantones”, ya que, en el
caso |k| = 1 su field strength está centrada entorno a un punto e el espacio tiempo y
por lo tanto, alcanza su máximo valor para un “instante de tiempo”. Fı́sicamente, esto
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se puede interpretar como una especie de efecto túnel entre diferentes estados de vacı́o
para las teorı́as de gauge Yang-Mills [9, p.590].

La contribución dominante a la integral de camino Euclı́dea viene de las soluciones
a instantón que cumplen la condición de auto-dualidad F = ± ⋆g F. La solución más
importante en la teorı́a de Yang-Mills es el instantón BPST [1].

El instantón de Belavin, Polyakov, Schwartz y Tyupkin resuelve las ecuaciones de
Yang-Mills con k = ±1. Aunque el espacio tiempo de la solución es aparentemente R4,
las condiciones de contorno al ∞ nos permiten hacer el espacio de manera compacta
transformándolo en S4. Entonces, el instantón BPST es una conexión con curvatura auto-
dual en un SU(2) = S3 fibrado principal sobre S4 con segundo número de Chern C2 =

−1. Ya que la acción del instantón BPST es S = 4π, tiene la mı́nima acción posible para
una topologı́a no trivial, lo que la convierte en la solución más importante para la teorı́a
de Yan-Mills. Notamos que el instantón BPST es una conexión en el fibrado de Hopf
π : S7 → S4 [10, p.111], por esta razón, puede obtenerse a partir de la combinación
autodual de conexiones de Riemann estándar en S4 [3, p.356].

Instantón interpretado como un Fibrado de Hopf

Partimos del fibrado de Hopf descrito en 3.6. Si reemplazamos en las fórmulas (3.7) y
(3.17) los números complejos z y ω por cuaterniones, llegamos al siguiente doble fibrado
Sp(2) → Sp(2)/Sp(1) = S7 → S4 (con Sp(n) denotando el grupo simpléctico compacto
de orden n). La ecuación (3.7) ahora define S7. En vez de los ángulos de Euler, ahora
introducimos un cuaternión unitario u ∈ Sp(1) (ū = u−1), y otro cuaternión definido
como ϵ = ωz−1, entonces: z = ρu, ω = ρϵu, donde ρ2 = 1

1+|ϵ|2 , y la forma de conexión

(3.17) se transforma en ω = u−1du + u−1

2 ρ2 (ϵ̄dϵ − (dϵ̄)ϵ) u. La correspondiente forma de
curvatura Ω = dω + ω ∧ ω viene dada por uΩu−1 = ρ4dϵ̄ ∧ dϵ, que describe el instantón
BPST en S4con elemento de lı́nea dado por ds2 = ρ4dϵ̄dϵ [10, p.111].

Ya que las ecuaciones de Yang-Mills son invariantes conformes para dim(M) = 4,
la solución en S4 puede ser transformada , mediante proyección estereográfica en una
solución en R4 [10, p.112].

6 Conclusiones

Examinando el tı́tulo de este trabajo, podemos claramente ver que, el objetivo del mismo,
ha sido entender las teorı́as de gauge en fı́sica, pero desde el formalismo matemático de
los fibrados.

A primera vista, puede parecer una curiosidad matemática carente de importancia a
nivel fı́sico. Pero, en realidad, un formalismo adecuado para una teorı́a fı́sica puede
impulsar a la misma en gran medida. Solo hay que imaginar la dificultad de hacer
ciertos cálculos en teorı́a de la relatividad, en termodinámica, o en fı́sica cuántica sin usar
los formalismos matemáticos desarrollados a posteriori. Por eso, este nuevo formalismo
dará un nuevo punto de vista, más simple, geométrico y nuevo, desde el cual el futuro
desarrollo de la teorı́a podrı́a resultar más obvio.

Además, los fibrados parecen encajar de forma muy natural, aunque esto se hace
más notable para los fibrados con grupo de estructura no abeliano y los no triviales.
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Destaca la coincidencia entre como transforman los potenciales fı́sicos y como lo hacen
las 1-formas de conexión, pese a no ser esta expresión nada trivial. Recapitulando y para
concluir, podemos pintar el siguiente paisaje matemático, que responde al tı́tulo de este
trabajo:

Matemáticas Fı́sica

Espacio Total P. Espacio de los factores de fase.
Espacio Base M. Espacio-tiempo.

Grupo de estructura G. Grupo de gauge.
Sección local del fibrado principal σ. Gauge local.
U-representante local de la conexión:

ωU = σ∗
Uω

Potencial de gauge A en el gauge σ.

U-representante local de la curvatura:
ΩU = σ∗

UΩ
Field Strength F en el gauge σ.

Sección de fibrado asociado τ ∈ C(P, V)

de tipo ρ, con ρ : G → GL(V).

Función de onda de una partı́cula de
tipo ρ (representación relacionada con la

carga).
Pull-back de τ por σ, ψ = σ∗τ Función de onda en el gauge σ.

Conexión inducida un fibrado asociado. Acoplamiento mı́nimo.

h : U → G, con U ∈ M, define un
cambio de sección de σ a σ

′
:

σ
′
(x) = σ(x)h(x)

Transformaciones de gauge:
ψ

′
= ρh(x)−1 ◦ ψ,

B
′
µ = iU∂µU† + UBµU† y

F
′
µν = UFµνU†

Identidad de Bianchi Ωω (teorema 3.9). Parte de las ecuaciones de campo.

Tabla 3: Interpretación de las teorı́as gauge en términos de fibrados diferenciables [10,
p.103].

Finalmente, se ha visto como, ciertas herramientas que los fı́sicos usan de manera
cotidiana son en realidad conceptos de geometrı́a diferencial. Destacan los operadores
geométricos clásicos, el teorema de Stokes, los pseudovectores, o el tensor de Levi-Civita.
Por tanto, en cierta manera, este trabajo busca también realzar la importancia de la geo-
metrı́a diferencial, y en especial, su uso en fı́sica. A pesar de que en la mayorı́a de grados
en fı́sica, en incluso en matemáticas, no se enseña nada sobre este campo.
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