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Summary

Whatever the channel through which information is transmitted will be a noisy channel, that
is, the information received will not be the same as the one sent. Even in person-to-person
communication there are environmental factors that prevent us from hearing each and every
syllable of a conversation. To solve this problem, error correction codes appear, which are
able to correct as many errors as possible in the transmission from the received word.

Another big problem that arises is that of the security of the transmission of information,
for this there are many secure encryption techniques, until nowadays, although with the
development of quantum computers some of the most commonly used encryption algorithms
are vulnerable, so it is necessary to bet on more secure algorithms, such as those based on
error correction codes.

One of the encryption algorithms based on codes, is the one proposed by McEliece that uses
the Goppa codes, because they are very similar to the random codes and also present an
efficient decoding algorithm, so this work is the link between the error correction codes and
the encryption methods.

The title of this work, encompasses a large part of code theory, so we will make a journey from
linear codes to Goppa codes, passing by cyclic codes, BCH, Reed-Solomon and evaluation
codes among others.

In the first chapter, we will deal with linear codes describing all their properties and giving
preliminary concepts about code theory, that will serve us for all the work. Also, we will give
techniques to find the generating matrix and the parity control matrix of a linear code, which
will allow us to encode and decode words with ease into any linear code. At the end of this
chapter we will introduce the concept of spheres that will help us determine the number of
words that can be corrected by a code and we will also give dimensions for the size of the
code, such as the Singelton height.

In the second chapter, we will develop the theory of cyclic codes that will serve us in the
following chapters. Unlike linear codes, cyclics have an extra structure, they can be seen
by an isomorphism, as ideals of [F? which will allow us to make a more exhaustive study.
Finally we will finish the chapter by giving some techniques to obtain the parity control
matrix, using the polynomial and the generator matrix of a cyclic code.

In the third chapter, we will continue a bit inside the cyclic codes, we will start developing the
BCH codes, which unlike the cyclic ones, has a predefined minimum distance, characteristic
that makes them very important since we have to determine exactly the minimum distance
of a code is a NP problem and, unless P = NP, we cannot determine it in time. polynomial.
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Summary

We will continue with the Reed-Solomon codes that can be seen as a restriction of the BCH
and finally we will move on to the evaluation codes and to the GRS (a generalization of the
Reed-Solomon codes), which include within them most of the linear codes.

Finally, in the last chapter, we will discuss in depth about the Goppa codes. We will start
by defining ourselves and introducing its generating matrix, once we have got an efficient
coding system, we will move on to decoding. Thanks to Euclid’s extended algorithm, we will
develop a decoding algorithm, the Sugiyama algorithm, which will allow us to obtain the
polynomials locator and evaluator, that is, to decode the received word. Finally we will talk
about heights at the minimum distance (asymptotic and non-asymptotic) and we will show
that the Goppa codes reach the Gilbert-Varshamov heights.
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Introduccion

La seguridad de nuestras comunicaciones en la actualidad esta basada en dos pilares funda-
mentales, por un lado la veracidad y fiabilidad de los mensajes que recibimos, dmbito que
abarca desde la posibilidad de corregir errores de transmisién hasta la velocidad y eficiencia
en la transmisién.

En este &mbito entran los cédigos de correccion de errores donde, ajustando la cantidad de
redundancia en la comunicacién, somos capaces de maximizar la eficiencia y la fiabilidad
de los mensajes. Uno de los ejemplos més conocidos es el documento nacional de identidad,
donde la letra representa el resto modulo 23 del numero o por ejemplo el cédigo IBAN de
las cuentas bancarias. Se podrian poner infinitud de ejemplos como estos, todos ellos son
necesarios para corregir o al menos detectar los errores en la transmisién, entiéndase todo
tipo de transmisién de informacién no solo informéatica.En ambos ejemplos antes descritos,
el emisor suele ser una ser humano y el receptor una maquina, quien se encarga de contrastar
la fiabilidad de la informacién recibida.

Por otro lado, estd la integridad, confidencialidad y autenticidad de nuestras comunicaciones,
que se consigue con la encriptacién de nuestros mensajes, &mbito muy estudiado y con
algoritmos eficientes como RSA, usados desde la seguridad de nuestras conversaciones en
las redes sociales, hasta la seguridad en las transacciones bancarias.

Con el desarrollo de los ordenadores, nuestros sistemas de seguridad mas eficientes hasta la
actualidad (RSA entre otros) van a pasar a la historia, algoritmos cuanticos como el algoritmo
de SHOR es capaz de factorizar nimeros en tiempo O(log(N)?).

Aunque todavia queda muchisimo desarrollo tecnolégico por delante para tener ordenadores
cudnticos capaces de “romper” las claves que se usan en la actualidad, deberfamos apostar
por técnicas de encriptacién para las cuales hasta el momento no se conozcan algoritmos
cudnticos capaces de romper las claves en tiempo polinomial, naciendo asf la criptografia
post-cudntica, que engloba teorias como

Criptograffa post-cuantica basada en reticulos.

Criptograffa post-cuantica basada en funciones hash.

Criptografia post-cudntica basada en funciones polinémicas multivariantes.

Criptografia post-cudntica basada en c6digos correctores de errores.

Este trabajo introduciremos desde la base los c6digos correctores de errores, hasta llegar a los
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Introduccion

conocidos como cédigos Goppa introducidos por V.D Goppa en 1970, que son la base de uno
de los criptosistemas post-cudnticos basados en c6digos correctores de errores, introducidos
por McEliece en 1978.

Dada la envergadura del titulo, decidimos hacer una sintesis de la teorfa de cédigos co-
rrectores de errores hasta introducir los Goppa y luego posteriormente hablar sobre sus
propiedades y finalmente hablar sobre el algoritmo de Sugiyama, un algoritmo de descodifi-
cacion eficiente.

Durante todo el trabajo trataremos con cédigos lineales ya que los no lineales, aunque se
usan en la practica en casos muy concretos, su naturaleza tan variada los hace bastante mas
dificiles de estudiar.

Dentro de los c6digos lineales podemos encontrar c6digos ciclicos donde conviven la estruc-
tura de espacio vectorial con la de IF; — algebra , de los que hablaremos largo y tendido en
el Capitulo 2.

Posteriormente, dedicaremos un capitulo (Vease Capitulo 3) a hablar sobre los cédigos BCH
y Red-Solomon, que a parte de tener todas las propiedades de los cédigos ciclicos, ademas
tiene una distancia minima predefinida.

Al final de este capitulo extenderemos las definicion de los c6digos Red-Solomon para
obtener los cédigos GRS o c6digos Red-Solomon Generalizados, que saliendo un poco de
los codigos ciclicos son la antesala de nuestro objetivo primordial, los c6digos Goppa.

Por ultimo en Capitulo 4 llegaremos a nuestro objetivo, los cédigos Goppa, que aparte de
ser los precursores del criptosistema de MCEliece de ellos se conocen algoritmos eficientes
de descodificacién, como el algoritmo de Sugiyama (Vease Seccion 4.2) y son la puerta de
entrada a los c6digos de geometria algebraica, de los que no hablaremos en el trabajo aunque
tienen propiedades muy interesante.

XVIII



1 Codigos lineales

Cuando nuestro objetivo es transmitir informacién por un canal ruidoso, una
de las opciones es usar codigos correctores de errores.

Los codigos correctores de errores no son mas que un conjunto de técnicas
matematicas que permiten transmitir mensajes a travez de un canal ruidoso
sin perder la informaciéon del mismo.

Existen multitud de codigos aunque en este trabajo nos vamos a centrar en
una familia de c6digos que poseen una estructura matematica que nos facilita
su tratamiento, los codigos lineales, dotados de estructura de espacio vectorial.

Imaginamos que queremos transmitir una palabra compuesta por N simbolos a través de un
canal ruidoso. Para ello comenzamos por modelar matemdticamente el concepto de cédigo
corrector de errores, considerando un conjunto de simbolos, que pueden ser elementos de
un cuerpo F,.

Por otro lado consideramos la palabra que queremos transmitir como una N—tupla de FY,
es decir, un elemento del espacio vectorial de dimensién N, sobre ;.

1.1. Introduccion

Consideramos IF; cuerpo finito de g elementos y sobre él construimos el espacio vectorial de
todas las n-tuplas, IFj.

Definicién 1.1. Cédigo Dado ]Fg espacio vectorial sobre ]Fq, un (n, M) codigo C sobre IFq es
un subconjunto de IFj tal que el cardinal de C es M.

Definicién 1.2. Palabras A cada uno de los vectores que componen un (1, M) cédigo C se
les denomina palabras del c6digo.

Si nos fijamos en la definicién dada de c6digo, nos percatamos de que basta con que sea un
subconjunto de un espacio vectorial, lo que lo dota de una mayor generalidad pero hace que
su tratamiento sea también mucho mas complicado.

Por lo que comenzaremos por estudiar los codigos que si poseen una estructura mas definida,
los cédigos lineales.



1 Codigos lineales

1.2. Codigos Lineales

Definicién 1.3. Cédigo lineal Dado [Fjj espacio vectorial sobre IFy, un (n, M) c6digo lineal C
sobre F; es un subespacio de IFj tal que el cardinal de C es M.

La condicién de ser subespacio, en vez de la de subconjunto, nos reduce el nimero de cédigos
construibles pero todos ellos tienen una estructura matematica que nos permite estudiarlos
en profundidad ya que son espacios vectoriales.

En primer lugar, por ser C un espacio vectorial, podemos calcular su dimensién y pasar a
referirnos a él en funcién de ella.

Un [, k] codigo lineal C, es un codigo lineal sobre IFj de dimension k.

A partir de su dimensién podemos obtener el tamafio, por lo que ambas definiciones son
equivalentes.

Lema 1.1. Un [n, k| cédigo lineal C contiene a q* palabras.

Demostracion. Para la demostracién basta recordar el resultado conocido de que cualesquiera
dos espacios vectoriales de dimensién k, son isomorfos. Entonces basta usar la combinatoria
para contar los elementos que contienen el espacio F¥, es decir g elementos distribuidos en

k—tuplas, ¥ elementos en total. O

Definicién 1.4. Matriz Generadora Dado un [n, k| cédigo lineal C, se denomina matriz
generadora del cédigo a una matriz A € My, (IF;), cuyas filas son los vectores de una base
de C.

Esta definicion de matriz generadora es totalmente valida ya que C posee estructura de
espacio vectorial y ademds por ser C de dimensién k la matriz generadora es de rango
maximo.

Definicién 1.5. Redundancia Se denomina redundancia de un [n, k] cédigo lineal sobre IFy
al valorr =n — k.

La redundancia de un cédigo lineal es directamente proporcional a la seguridad del sistema
de trasmisién de informacion e inversamente proporcional a la eficiencia de la comunicacién
vista como la carga que soporta nuestro canal al enviar una palabra.

En algunos cédigos podemos considerar que las primeras k coordenadas de una palabra,
de C, son las que contienen la informacién a transmitir, las ¥ = n — k restantes son de
redundancia.



1.2 Cédigos Lineales

En este caso podemos construir la matriz generadora de C de forma tnica como G = [Zy|A]
con A € M(Fg)kxr y Zi la matriz identidad de orden k x k.

Definicién 1.6. Dado C un [n, k] c6digo lineal, se denomina sistematico si y solo si tiene una
matriz generadora de la forma

G = [Ii| A]
con A € My(F;) y Zi la matriz identidad de orden k x k.

Por dltimo definimos una matriz que nos permitird comprobar si una palabra cualquiera del
espacio Fj pertenece al un c6digo lineal dado.

Definicién 1.7. Matriz de Paridad Dado [n, k] c6digo lineal C se denomina matriz de paridad
de C a una matriz H € M,x,(IF;), que cumpla

C={xeF; | Hx" =0}.

Con esta definicién podemos comprobar facilmente si una palabra pertenece o no a un cédigo
dado, pero ;Cémo obtenemos la matriz de paridad?, en el caso de cédigos sistematicos el
siguiente teorema nos proporciona un algoritmo eficiente.

Teorema 1.1. Si G = [Zi|A] es una matriz generadora de un [n, k| cédigo lineal C sistemdtico,
entonces H = [—AT|Z,_| es una la matriz de paridad de C

Demostracién. Consideramos por un lado G = [Zx|A] € My, (IF;) una matriz generado-
ra de un [n,k] cédigo lineal C y H construida como en el enunciado del teorema H =
(AT | Ty ).

Calculamos HAT:

HAT = ( AT | T, ) ( ) = AT+ AT =0 M, _p)n(Fy).

AT

Por lo que puedo asegurar que el espacio generado por A pertenece al ker(f), donde f
es la aplicacién lineal definida como x — Hx', y ademds la dimensién de el subespacio

generado por las filas de A es un subespacio de dimensién k, coincidiendo con la dimensién
del ker(f). O

Para el caso no sistematico, basta con resolver el sistema lineal generado por MxT = 0, donde
M es la matriz generadora.



1 Codigos lineales

1.2.1. Codigos Duales

Durante toda la seccion hemos tratado a IFj como espacio vectorial pero podemos dotar a
7 del producto escalar usual.

Definicién 1.8. Dado C un [n, k] c6digo lineal, se denomina c6digo dual de C al conjunto

CL:{xe]Fg|x~c:OVc€C}.

La pregunta ahora es cémo construir a partir de un cédigo lineal C su cédigo dual. En
el Capitulo 2 encontraremos técnicas eficientes para generar el cédigo dual de un cédigo
ciclico®.

En el caso lineal basta con resolver las ecuaciones cartesianas generadas por xM = 0, siendo
M la matriz generadora de un cédigo.

Por otro lado demostramos que la matriz generadora del dual de un cédigo lineal coincide
con la matriz de control de paridad del cédigo.

Teorema 1.2. Dado C un [n, k] cédigo lineal y su cédigo dual C*, entonces la matriz de control de
paridad de C es la matriz generadora de C+.

Demostracion. Por definicién (véase Def. 1.7), tenemos que encontrar H tal que

C={xeF; | Hx" =0}.

Tomamos M, matriz generadora del c6digo dual C y ademas sabemos por definicién que
para todo x € ]F’;

xMeCt=x M-c=0VYceC= Mc=0VceC.

M es la matriz de control de paridad de C.

1.3. Distancias y pesos

Una vez dados algunos preliminares sobre c6digos lineales, podemos dotarlos de una estruc-
tura de espacio métrico.

*Como veremos en el Capitulo 2, los cédigos ciclicos son un subconjunto de los lineales, aunque tiene una estructura
especial



1.3 Distancias y pesos

Definicién 1.9. (Distancia de Hamming) Dado C un cédigo lineal sobre IF;, se define como
distancia la aplicacion d : [Fj X IFj — IR, que asigna a cada par de vectores el numero de
componentes distintas.

Esta aplicacion fue introducida por Richard Hamming (véase [5]) y se le conoce como métrica
de Hamming, ya que como veremos a continuacion, es efectivamente una métrica, lo que
dota a los cédigos lineales de estructura de espacio métrico.

Teorema 1.3. Dado C un cédigo lineal sobre Iy, la funcién distancia d : C x C — R definida en
(Def. 1.9) cumple
1. Es no negativa (V¥ x,y € Cd(x,y) < 0) y la igualdad se da solo cuando x =y

2. Simétrica (d(x,y) = d(y, x) Vx,y € C)

3. Cumple la desigualdad triangular (d(x,z) = d(x,y) +d(y,x) Vx,y,z € C)

Demostracion. Dados x,y € C comenzamos por definir el conjunto

Iyy={iel,....n/x;—y; # 0}

Puedo definir la distancia a partir de este conjunto de la siguiente forma
d(x,y) =#Txy, ¥(x,y) € CxC

Definir de esta forma la distancia es totalmente licito ya que el conjunto I'y, C {1,...,n},
por lo que es finito Vx,y € C. Esta nueva definicién nos proporciona la no negatividad de la
funcién distancia, y ademas su minimo se alcanza en 0 cuando I'y, = @

#Hoy=0T,,y=0x=yVie{l,...,n}ox=y
Por otro lado tengo que
Toy=1{icl,...on/xi—y; 0} ={icl,...n/x; £y} ={icl,....n/0#yi—x;} =Tyx

Lo que me afirma la simétria de la funcién distancia, y por tultimo sélo queda probar la
desigualdad triangular. Dados x,y,z € C basta observar que si x; # z; entonces x; # y; 0

yi # zi, por lo que

d(x,2) =T =#({i€l,...,n/x; £y yU{i€l,...,n /[y #z})[<]
#{icel,....n/x#y})+#{iel,...,n/y #zi}) =#ry +#. :‘d(x,y)—i—d(y,z).‘

O



1 Codigos lineales

Una vez demostrado que la aplicacién definida en la Def. 1.9 es una métrica, puedo dotar a
los coédigos lineales de estructura de espacio métrico.

Definicién 1.10. (Peso de Hamming) Dado IFj, entonces la aplicacion w : Fj — N que a
cada vector le asigna el numero de coordenadas distintas de cero, se le denomina peso de
Hamming,

w(x) =d(x,0).

La funcién peso de un c6digo C estd plenamente relacionada con la funcién distancia definida
en Def. 1.9, como manifiesta el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Sea C un cédigo lineal [n, k] y ademds x,y € C entonces d(x,y) = w(x —y).

Demostracion. Consideramos x,y € C entonces

wx—y)=#icl,....n/xi—y; #0}=#{iel,...,.n/ x; #y;} =d(x,y).
O

Una vez demostrada la intima relacién entre la funcién distancia y la funcién peso podemos
definir otra caracteristica de todo cédigo lineal, como es su distancia (peso) minima(o).

Definicién 1.11. Sea C un codigo lineal sobre IF;; , se define la minima distancia del cédigo

como mind(x,y).
min, (x,y)

x#y

Esta definicién es totalmente licita ya que el conjunto C es finito, sobre IFj.

Por otro lado, de mano de la relacién dada en (Teorema 1.4), podemos demostrar que la
distancia minima coincide con el peso minimo de un cédigo.

A partir de ahora podemos caracterizar los cédigos lineales por 3 pardmetros.

Notacién: Dado IF; un cuerpo finito de orden g, un cédigo lineal de longitud 7, dimensién k
y distancia minima de Hamming d, se denota como un [n, k, d| c6digo lineal.

1.4. Tamano del codigo

En la teoria de cédigos, es importante conocer los pardmetros de los cédigos, o al menos
conocer de antemano cotas para él.



1.4 Tamario del cédigo

Consideraremos en esta seccion conceptos generales de codigos lineales y no lineales. En el
caso de codigos no lineales, no tiene sentido referirnos a su dimensién por lo que sustituire-
mos el pardmetro k por M que denota el tamafio del cédigo, es decir el niimero de palabras
que lo componen. Para este menester se introducen distintas cotas superiores o inferiores
para los tamarios, algunas de las cuales desarrollaremos en esta seccion.

Notacién: Dado C un cédigo ( lineal o no lineal ) sobre IF;, con distancia minima d y longitud
n, se denota el tamafio de C a A;(n,d).En el caso de cédigos lineales se denota con By (1, d).

Para comenzar pasamos a dar una de las cotas méas conocidas, la cota Singleton, introducida
por Richard C. Singleton en [10].

Esta cota nos proporcionara la definicién de los cédigos con distancia maxima separable

o MDS (por sus siglas en ingles), que a su vez contienen otra familia muy importante,los
cédigos Reed-Solomon.

Teorema 1.5. Dadosd < n:
Ag(n,d) < g" 01,

En el caso de cédigos [n, k,d] lineales sobre IFy,si existen, cumplen quek <n —d+1.
Antes de la demostracién es necesario dar algunos resultados previos necesarios.
Lema 1.2. By(n,d) < Ay(n,d)y ademds By(n,d) es una potencia no negativa entera de q.

Demostracion. Para la primera parte es simplemente darse cuenta que todos los cédigos
lineales pueden ser vistos como c6digos no lineales, es decir, la clase de c6digos no lineales
contiene a los lineales, por lo que B, (n,d) < Ay(n,d).

El segundo enunciado basta utilizar la dimensién del espacio vectorial, k = log q(M ), donde
M es el nimero de palabras del c6digo considerado, entonces despejando obtenemos que
M = gF y como k € Z*, podemos afirmar que B;(n,d) es una potencia no negativa entera
de g. O

Lema 1.3. Ag(n,n) = By(n,n) = q.

Demostracion. En el caso de los cédigos lineales es bastante simple, basta considerar que si
tienen tamario g es por que el c6digo C es de la siguiente forma:

C={A(1,---,1) | A € F;} CFl

Tiene longitud n, #C = q y distancia minima n, por lo que By(n,n) = q.



1 Codigos lineales

En el caso no lineal, por el lema anterior sabemos que A;(n,1) > B,(n,n), suponemos por
reduccion al absurdo que Ag(n,n) > By(n,n) = q.

Si Ay(n,n) > q entonces existe un c6digo de mas de g palabras y distancia minima 7, por
lo que al menos dos palabras coinciden en alguna coordenada, lo que implica que tienen
distancia minima menor estricta que n. Contradiccién, por lo que

‘Aq(n,n) = By(n,n) =q ‘

Lema 1.4. Aj(n,d) <q-As(n—1,d)yademds By(n,d) < q-Bg(n—1,d).

Demostracion. Partimos de un cédigo C sobre [y, de longitud 7, distancia minima d y de
tamafio M = A, (n,d). Consideramos ahora el subcédigo
Co={xeClx=(-,a)}

Es decir, las palabras que tienen a en la coordenada n, #C, < M/q.

Por otro lado el cédigo C, es un cédigo de orden n — 1 y distancia minima d, por lo que
despejando obtenemos que

M/q<Aj(n—1,d) =M< q-Aj(n—1,d) = | Ag(n,d) <q-Ag(n—1,d)|

El mismo razonamiento podemos seguir para los codigos lineales y obtener que| B;(n,d) < q- B;(n —1,d).

O

Demostracion de Teorema 1.5. Por un lado en el caso que d = #, el segundo de lema nos
asegura que Aq(n,n) =g < g" " =gq.

Supongamos ahora el caso d < 1, por el tercer lema tenemos que A;(n,d) < q- Ay(n —1,d),
por induccién podemos obtener que Ag(n,d) < q"~%A,(d, d), por lo que aplicando el segundo
lema tenemos que

Aq(n,d) < g,

Por tltimo en el caso de cédigos [n,k,d] lineales tenemos que el tamafio es ¥, ademas
7 < B,(n,d) y aplicando la primera parte del teorema tenemos que

F<q il =lk<n—d+1



1.5 Correccion de errores de transmision

También tenemos otros tipos de cotas como son las asintéticas, entre ellas una de las més im-
portantes introducida por Gilbert y arshamov que estudiaremos en la seccién Seccion 4.3.

Dejando un poco atrés las cotas para el tamarfio de los cédigos, también encontramos lo que
se denominan cotas para la distancia minima, donde dado un tamafio del c6digo podemos
dar cotas inferiores para la distancia minima.

1.5. Correccion de errores de transmision

Cuando transmitimos informacién, tenemos que asumir que inevitablemente se producen
errores en la transmisién, para ello se usan los cédigos correctores de errores.

A parte de detectar si una palabra ha sufrido modificaciones o no, es muy importante saber
corregir los errores asumidos y en este punto juega un papel crucial la distancia minima de
un cédigo.

Ejemplo:Supongamos que transmitimos la palabra a a través del un canal ruidoso y recibimos
la palabra b = a + ¢, siendo € el error soportado. Una forma muy fécil de calcular el error
soportado conociendo ambos extremos de la comunicacién es usando la distancia.

En virtud del ejemplo anterior podemos afirmar que, si el canal siempre produce el mismo
error, cosa bastante improbable, basta con enviar una palabra de control para detectar el error
y a partir de ahi ya podemos corregir todos los errores producidos. En esta situacién no serfa
necesario emplear un c6digo corrector de errores, basta con usar la distancia de Hamming
como herramienta. Este supuesto es bastante exético ya que en la realidad de los canales
ruidosos por lo en general no es tan fécil resolver el problema sin usar cédigos correctores.

En esta seccion vamos a tratar de ver que cantidad de errores puede asumir un cédigo, en
funcién de sus 3 parametros.

1.5.1. Esferas

Una de los principales objetivos de los cddigos correctores de errores es llegar a conseguir la
mayor eficiencia posible en la comunicacién.

Es claro que un cédigo con mucha redundancia serd muy seguro y serd casi imposible pasar
por correcto un mensaje que ha sufrido alguna modificacién pero, ;Es asumible el coste
de transmitir 100 bit para solo enviar una palabra de 10 bit?, la respuesta dependera del
proposito en cada caso, pero como norma general queremos llegar a un equilibrio.

Dado un [, k,d] c6digo lineal C, podemos usar la estructura de espacio métrico para deter-
minar su capacidad de corregir errores, para lo que usaremos las esferas.



1 Codigos lineales

Definicién 1.12. Dado r € N y Fj un espacio métrico, con la distancia de Hamming, se

define la aplicacién esfera
Sy — P(Fy)
Sr(u) ={x € ¥y / d(x,u) <r}.

A partir de la definicién anterior, podemos calcular el cardinal de una esfera dada sobre
FY.
q

Teorema 1.6. Dado r € N y IFj un espacio métrico con la distancia de Hamming, entonces

#s ) =Y (1) a1y

i=0

Demostracion. Para demostrarla supongamos que u = 0 € [y, ya que en otro caso por
traslacion podemos conseguirlo. Entonces por definicion de distancia, tenemos que d(x,0) <
t,lo implica que x tenga menos de r + 1 coordenadas distintas de 0, por lo que consideramos

r
#(Sr(u)) = ) _#{x € F} | d(x,0) = i}.
i=0
Por otro lado aplicando combinatoria tenemos que

#{x € F! | d(x,0) =i} = ( ’: >(q—1)i.

Ya que tenemos n posibles lugares, para colocar i coordenadas distintas de 0 y ademas en
cada posicién, podemos poner g — 1 elementos.

1.5.2. Algoritmo de correccion de errores

Una vez dadas las palabras que componen una esfera, podemos pasar a estudiar una forma
de corregir errores.

Uno de los métodos de correccién de errores se fundamenta en encontrar la palabra mas

cercana a la recibida que pertenece al cédigo, por lo que para corregir de forma correcta
necesitamos que las palabras estén lo mas separadas posibles.
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1.5 Correccion de errores de transmision

En la seccién anterior (véase Subseccion 1.5.1) introducimos las esferas que nos serdn de
ayuda, ya que encontrando esferas con un solo elemento, vamos a poder corregir todos los
errores que produzcan palabras dentro de la esfera (aunque no dentro del c6digo).

Teorema 1.7. Si d es la distancia minima de un cédigo lineal C (lineal o no lineal), entonces las
esferas de radio r = L%J tienen un vnico elemento en C, es decir, su centro.

Demostracién. Dados ¢q,¢; € C supongamos que z € Sy(c1) N S¢(c2), entonces aplicando la
desigualdad triangular, tenemos que

d(cy,c2) <d(z,c1) +d(z,c0) <2r<d,

lo que implica que ¢; = ¢, contradiccién.

La idea principal que estudiaremos se basa en poder corregir todas las palabras que caigan
dentro de una esfera con una tnica palabra de C.

Corolario 1.1. Dado C un cédigo, si la palabra enviada es c y la recibida es y, con menos de r errores,
entonces c es la unica palabra de C que pertenece a la esfera S,(y).

En la Figura 1.1 podemos encontrar un boceto de lo que ocurre en la transmision.

o L ]
T [ ]
-T- [ ]
[ ]
[] Palabras del codigo
T ] Palabra recibida
(o] Esfera

Figura 1.1: Correcién de errores de transmision

11



1 Codigos lineales

Estos teoremas ya nos dan un algoritmo, muy bdésico, para la correcciéon de las palabras
recibidas.

El problema de correccion de errores, pasa a ser ahora un problema de encontrar un algo-
ritmo eficiente que sea capaz de corregir hasta r errores, uno de los mds conocidos es el
implementado en Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Algoritmo de Correccion Errores

Input: Cédigo ciclico [n,k,d], Cyy € IF}
Output: c€C

1. 7= L%J

2: Construimos la esfera S, (y)

3: ¢ = Unica palabra de C tal que ¢ € S,(y).

Este algoritmo es la base de todos los algoritmos de decodificacién que vamos a ver en
este trabajo, en secciones posteriores introduciremos lo que se denomina descodificacién por
sindrome, que precisard de algunos calculos, pero una vez realizados podemos decodificar
todas las palabras que provengan de ese cédigo.

12



2 Codigos ciclicos

Dentro de los codigo lineales podemos encontrar una subclase que son codigos
ciclicos, que aunque son menos generales, presentan una estructura matema-
tica mas compleja lo que los dota de propiedades muy interesantes sobre las
que versaremos en este capitulo.

Los cédigos ciclicos o también llamados cédigos de redundancia ciclica, como ya hemos
comentado, son c6digos lineales que ademads se pueden ver como un ideal de un espacio de
polinomios.

A lo largo del capitulo le daremos forma, pero en resumen un cédigo ciclico se puede ver

como un ideal de R" = <fj£ﬂ>.

2.1. Introduccion

Comenzamos por dar una definicién de estos nuevos cédigos que luego reformularemos més
adelante a lo largo del capitulo.

Definicién 2.1. Un cédigo lineal C serd un cédigo ciclico si y solo si para todo vector
c=1cyCy...cy—1 € C, el vector ¢ = c,_1¢q . ..cy_p pertenece a C.

En vistas de la definicién, nos damos cuenta de que podemos permutar la letras de una
palabra de manera ciclica, valga la redundancia, sin salirnos del cédigo.

c=10coC1...Cy-1 € C = €= Cp0)Co(1) - - - Co(n—1) € C con o (i) =i+t (mod n).

Por otro lado podemos representar a un cédigo lineal sobre IF;[x] como polinomios de grado
a lo maximo n — 1.

Para ello usaremos el siguiente teorema conocido.

Teorema 2.1. Existe una biyeccién entre los polinomios de grado n — 1 en Fy[x] y los vectores
c=cpCq...Ch_1 de ]Fg.

13



2 Cédigos ciclicos

En virtud del Teorema 2.1, podemos identificar los c6digos lineales con polinomios de la
siguiente forma

c=cocq...cp1=c(x)=co+ x4+ +cp_1x" L

La Def. 2.1, nos da una propiedad muy importante que los cédigos ciclicos tienen a diferen-
cia de un cédigo lineal general, por lo que nuestra intencién es trasladar esto al anillo de
polinomios IF§[x].

h(co(0)Co(1) " Co(n-1)) = x'h(c) tal que (i) =i+t (modn) t N t < n.
Esta definicién no coincide exactamente con la dada ya que x‘h(c) = cox! + cpa! ™1+ - +
X Lo o+ o™ = (e Cpo1C0 + Cuop1),

donde / es el isomorfismo dado por Teorema 2.1.

Para solucionarlo basta con que x" = 1, para lo que nos debemos restringir elementos al
conjunto de clases residuales de resto R, = Fy[x]/(x" —1).

Después de todo este proceso, finalmente obtenemos una correspondencia biunivoca entre
los c6digos ciclicos y el dlgebra R [x] = Fy[x]/(x" — 1) (conjunto de las clases de resto de
IF;[x] médulo x* —1.)

Por otro lado, usando un resultado conocido

Teorema 2.2. El conjunto Ry, de clases de resto de IF4(x], forma una I, — algebra con dimension
n,sobre el cuerpo Fy.

Teorema 2.3. En el dlgebra R, un subconjunto es la imagen por el isomorfismo dado en Teorema 2.1
de un cédigo C ciclico si y solo si es un ideal de R,.

Demostracion. La base principal de la demostracién se centra en la idea de que multiplicar
por x, en R;, es una permutacion ciclica de los coeficientes.

2

X(ap X" a,_px™2ag) = ay_ (" = 1) Fap_px™ e agx 4 a,_q.

Asi que tomando clases modulo x”* — 1,

Ay 1(x" —1) +ay_ox" 1 agX+a, 1 =a, x" 1 -agX¥ +a,_ 1.

Por un lado tengo que si V es un ideal de R, y v € V, entonces xv € V, por lo que aplicando
lo anterior tengo que V es un subespacio ciclico.

Por otro lado supongamos que V es un subespacio ciclico, entonces por definicién de ideal
para todo v € V Xv € V, por induccién, para todo v € V tenemos que ¥'v = x/v € V Vj € IN.

14



2.2 Estructura

Como V es un subespacio tenemos que cualquier combinacién lineal se queda en V, por lo
que

Cr x4 ey X" o+ v = (¢ X" ey 22 411 40D,

pertenece a V, y entonces el producto de cualquier elemento de V con un elemento cualquiera
de R, pertenece a V, por lo que V es un ideal de R,,. O

2.2. Estructura

Una vez dados todos los preliminares teéricos, podemos pasar a dar teoremas de estructura
para ver claramente las ventajas de trabajar con cédigos ciclicos.

Teorema 2.4. Dado un C C Ry, un cddigo ciclico no nulo sobre IF,. Existe un polinomio g(x) € Ry
que cumple lo siguiente:

1. €= (g(x))

2. g(x) es el tinico polinomio ménico de grado minimo en C,
3. g(x)|(x" = 1).

Demostracion. Tomamos g(x) un polinomio ménico y de grado minimo de C, cuya existencia
esta asegurada por C ser no nulo.

Considero ahora c(x) € C, aplicamos el Algoritmo de Divisién en Fy[x] c(x) = g(x)h(x) +
r(x), donde r(x) = 0 6 deg(r(x)) < deg(g(x)).

Por usando la minimalidad de g(x) podemos afirmar que deg(r(x)) =0 = r(x) = 0.

‘c(x) =g(x)h(x) Ve(x) eC=C= (g(x)w

Ademas la unicidad del algoritmo de divisién nos asegura que

’ g(x) es el anico polinomio moénico de grado minimo en C. ‘

Para 3) podemos usar un argumento similar x” —1 = g(x)h(x) + r(x) donde r(x) = 06
deg(r(x)) < deg(g(x)). Como x" —1=0en R, y ademds r(x) € C podemos afirmar que

x" —1 = g(x)h(x) = g(x)| (" —1).]

*(g(x)) denota el ideal principal generado por g(x) sobre R,
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2 Cédigos ciclicos

2.2.1. Codificacion y matriz generadora

Una vez dada la estructura de un c6digos ciclicos y ademds una forma de generar todas
sus palabras a partir de generar el ideal correspondiente. Paso a dar una forma eficiente de
codificar palabras, como es la matriz generadora del cédigos.

Lema 2.1. Dado C un cédigo ciclico, el conjunto
{g(x),xg(x),- -, g (x)}
forma una base de C.
Demostracion. Consideramos k = n — deg g(x).
Sic(x) € C conc(x) # 0o degc(x) < n entonces c(x) = g(x)f(x). Tenemos dos casos:
1. Sic(x) = 0 entonces f(x) = 0.
2. Sic(x) # 0 entonces degc(x) < n entonces tengo que deg f(x) < k.

Por lo que en ambos casos podemos considerar

C={8(x)f(x) | f(x) =00 deg f(x) <k}

Por lo que fijando k , tenemos que una base de {f € IF;[x] | f es un polinomio de grado menos que k}
es
{1,x,42,- -, 2k 1.

Por lo que podemos encontrar una base de C

{g(x), xg(x), ¥%g(x), -, 2 1g(x)}.
O

Una vez encontrada una base de los c6digos ciclicos, podemos calcular su matriz generadora
para poder codificar palabras.

Teorema 2.5. Dados C = (g(x)) un cddigo ciclico sobre IF;. Entonces

g & & - &k 0 - 0
o | s s e
0 -~ 0 g &1 & - Snk

16



2.2 Estructura

es una matriz generadora del cédigo.

Demostracion. Conocida la base de un cédigo C (Véase Lema 2.1) podemos colocar por filas
los elementos de la base en coordenadas?®.Por lo que

§(x) g &1 & gnk 0 0
M= xg(x) |0 gf) 8.1 g.z Snk 0
*lg(x) 0 - 0 g & & v Sk
es la matriz generadora del cédigo C. O

Como en el caso de c6digos lineales, una vez dada la matriz generadora del c6digo, tengo
un algoritmo eficiente de codificar palabras.

Algoritmo 2 Algoritmo de Codificacién

Input: Cédigo ciclicoCy m € IF’L;

Output: ¢ € Fj
1: Calcular la matriz M de generadora de C.
22 ¢ = Mn

2.2.2. Matriz de control de paridad

Por otro lado podemos ver una forma de comprobar facilmente si un polinomio pertenece o
no a un cédigo ciclico.En el Capitulo 1 hablemos de la matriz de control de paridad de un
cédigo lineal (véase Def. 1.7), pero gracias a la estructura que nos brindan los cédigos ciclicos,
podemos hablar de polinomio de control de un cédigo ciclico C, ademds este polinomio nos
proporcionaré de forma directa la matriz de control de paridad de un cédigo ciclico.

Definicién 2.2. Dado C un cédigo ciclico y g(x) su polinomio generador, se denomina
polinomio de control de C a
x" =1

"=

€ Ru.
Basta destacar que la definicién anterior es totalmente licita ya que g(x) es divisor de x" — 1
por definicién.

Una vez introducido el concepto de polinomio de control de un cédigo ciclico, en el siguiente
teorema resumiremos sus propiedades.

*Importante, todos los polinomios estdn vistos en R, .
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2 Cédigos ciclicos

Teorema 2.6. Dado C un cédigo ciclico y sea h(x) su polinomio de control, entonces se cumple

C={p(x) € Ry | p(x)h(x) = 0}.

Demostracion. Vamos a proceder por doble inclusién para demostrar la igualdad.

1. Tomamos ¢(x) € C, por definiciéon tenemos que existe k(x) tal que c(x) = k(x)g(x).
Entonces ahora calculamos c(x) - h(x)
n_
c(x)-h(x) =k(x)-g(x) - h(x) =k(x)g(x) xg(x)l =k(x)x"—=1=0.

2. Tomamos p(x) € R, tal que p(x)h(x) = 0. Usando el algoritmo de la division
tengo que

p(x) = q(x)g(x) +r(x) & 0 = h(x)p(x) = h(x)q(x)g(x) + h(x)r(x) = | h(x)r(x) = 0.

Por otro lado tenemos que el grado de r(x) es menor que k, por lo que

deg(h(x)r(x)) <k+n—k=nAh(x)r(x) =0=r(x) =0= p(x) €C,

€ = {p(x) € Ru | p(x)a(x) = 0}.]

O

Las propiedades de los polinomios generadores nos recuerdan en gran medida a los cédigos
duales u ortogonales (véase Def. 1.8). En el caso lineal construir un cédigo dual, se funda-
menta en encontrar un subespacio ortogonal a C en el caso de los ciclicos su estructura nos
lo facilita en gran medida.

Por ello vamos a pasar a estudiar los c6digos duales de los cédigos ciclicos, que como vemos
en el siguiente teorema, también son cddigos ciclicos.

Teorema 2.7. Dado C un cédigo ciclico tenemos que su dual , C*, es un cddigo ciclico.

Demostracion. Por un lado tenemos que construir el cédigo dual de C, para poder demostrar
que es ciclico.

CL:{XG]F;’|X~C=0VC€C}.

Y ahora basta ver que si ¢ € C entonces xc € C*, para demostrar que C es ciclico. Tomamos
¢ € C1, entonces
¢ k=0VkeC=x-0-k=0=xt€C.
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2.2 Estructura

Afirmamos que C= es ciclico. O

Una vez vista esta propiedad, basta con encontrar el polinomio generador del cédigo dual.
Aunque esta tarea podria parecer simple teniendo el polinomio de control de C, no es asi.

El concepto de c6digo dual (véase Def. 1.8), esta definido en términos de vectores de Fj
y depende del producto escalar, pero el isomorfismo que construimos entre Fj y Ry, no
conserva el producto escalar usual.

Observacion 2.1. En este capitulo vamos a introducir la matriz de paridad usando el polinomio
generador, y conservando el isomorfismo usual entre Fj y R, (véase Teorema 2.1) y el
producto escalar usual, aunque se podria redefinir el producto escalar para que se conservara
por el isomorfismo.

Para solucionar este aparente problema usamos el concepto de polinomio reciproco

fx) = i + fird T ixt fo & fr(x) = fox* + AT 4+ x4 fie

Definicién 2.3. Dado f(x) €
mathbbF; de grado k, se define como polinomio reciproco al polinomio

fr=x"f(x7).

Una de las propiedades que necesitamos para nuestro propoésito sera la idempotencia de la
aplicacion reciproco, es decir
()R : FFg[x] — Fy[x]

(f)r = fr-

Esta propiedad se resume en la siguiente proposicién

Proposicion 2.1. Dado f(x) € F;[x] de grado k, entonces se cumple que

(fR)R (x) = f(x).

Demostracion.

(fo)r (x) = (¥F(h)  (x0) = xFx 7 f(x) = ().

Después de todos estos preliminares podemos dar una relacién entre el producto escalar de
dos vectores en [Fj y el producto de sus polinomios asociados en R.
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2 Cédigos ciclicos

n

q
ortogonal a b y a todas sus permutaciones ciclicas si y solo si d(x) - br(x) = 0 en Ry.

Teorema 2.8. Dados a y b vectores en ]! y d(x), b(x) sus polinomios asociados, entonces a es

Demostracion. Supongamos b(?) una permutacion ciclica de b de orden i entonces

. n—1
a- b(l) =0& E ajbj+i =0.
j=0

Pero por otro lado tenemos que

a(x)bg(x) = 0 < a(x)(x" 1798 )p(x) = 0.

n—1 )
a(x)(x"~1-degb@)yp(x) = sum!— (Z ajbj+ixn—1—l> .
j=0

Esta tltima implicacion se da si se cumple la primera, es decir, si y solo si a - b¥) = 0 Vi.

Por lo que podemos afirmar que

a-b) =0Vi e a(x)-br(x) =0.

Usando la relacién anterior, pasamos a construir el cédigo dual de un cédigo ciclico.

Teorema 2.9. Dado C un cédigo ciclico y sea h(x) su polinomio de control, entonces
oo [\ ()
h(0) h(0) /-

Demostracién. Comenzamos por la definicion de c6digo dual u ortogonal:

CL:{xGIFZHx-c:OVcGC}.

Aplicando el Teorema 2.8, podemos dar una definicién equivalente

Ct = {a(x) € Ry | a(x)b})(x) =0V b(x) €C A Vie{1,--,n}}.
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2.2 Estructura
Cabe destacar que bg)(x) denota a x'br(x), pero he usado notacién equivalente a la de
espacios vectoriales.

Por otro lado tenemos, por definicién de polinomio de control, que c(x)h(x) = 0 Ve(x) € C,
entonces basta considerar en la definicion anterior b(x)gr = h(x), aplicando las propiedades
del reciproco (véase Proposicién 2.1)

b(x) =h(x)r & bg)(x) =1 (x).

Por lo que considerando hg) (x), tengo k vectores linealmente independientes contenidos en
Ct, y ademas por tener dimensién k, puedo afirmar que {hg(x), xhg(x),---x* " Thg(x)}, es

una base de CT.

Puedo dividir por /h(0) para convertir el polinomio en ménico y asi se mantiene la base de

CT { sy (x) iy ), -+ ¥ s ().

Finalmente tenemos el resultado deseado

Una vez completado esto podemos calcular su matriz de control de paridad, ya que basta
con calcular la matriz generadora del cédigo dual (véase Teorema 1.2).

Pasamos a calcular la matriz generadora de C*

Teorema 2.10. Dado C, entonces la matriz generadora de C L oes

e heq -+ hg 0--- 0 O
0 h heq -+ hy -+ 0

H=| . . . . . s
0 ... 0 he heq - ho

donde h(x) = Zi'(:o hixt.

Demostracion. Sabemos por un lado que el polinomio generador de CT es g(x)T = xkn(x~1)/h(0),
por lo que por ser un cédigo ciclico sabemos como generar su matriz.
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2 Cédigos ciclicos

g(x)" *h(x~")/h(0)
xg(x)T xxkn(x~1) /h(0)

g(x)” . xk=1xkp(x=1) /1 (0)

Por lo que haciendo los célculos en R, obtenemos el resultado deseado.

he heq -+ hy 0--- 0 0
0 h hgq -+ hy - 0
H=| . . . . . .
0 .- 0 he heq - ho

Por lo que aplicando todo lo anterior podemos calcular la matriz de control de paridad de

C.

Teorema 2.11. Dado C un cédigo ciclico y sea h(x) su polinomio de control, entonces

he heq -+ hy 0--- 0 0
0 h heq -+ hy - 0
H=| . . ) . . .
0 ... 0 I heq --- ho

es su matriz de control de paridad.

Demostracion. Para la demostracion basta aplicar los dos teoremas anteriores Teorema 2.10 y
Teorema 1.2, y basta tomar la matriz generadora de C*, como la matriz de paridad de C.

2.3. Decodificacion

Antes de proceder a la descodificacion, debemos introducir el concepto de sindrome de un

C.
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2.3 Decodlificacion

Definicién 2.4. Dado C cédigo lineal sobre IF; y sea H su matriz de control de paridad,
(vease Teorema 4.1) se define como sindrome a la funcién
. n n
syn: F; — F;
syn(x) = HxT.

La funcién sindrome es muy ttil la descodificacién, ya que presenta propiedades muy in-
teresantes y ademads es computable a priori lo que nos permite computarla una vez y usarla
siempre para todas las transmisiones de informacién.

Por la propia definicion de matriz de paridad, tenemos que syn(x) =0 < x € C.

Proposicién 2.2. Dado C un cédigo ciclico sobre IFy y sea syn su funcién sindrome, entonces

syn(xq) = syn(xp) < x1 —xp = 0.

Demostracion. Basta tomar x1,xp € C que cumplan la hipétesis de partida syn(x;) = syn(xz),
entonces

Hxl =Hxl « Hxl —HxI =0 HxI —x]) =04 H(xp, —x)T =0.

Por lo que, intercambiando los papeles tenemos que

O

Después de esta proposicién, puedo construir una relacion de equivalencia que me facilite
encontrar los sindromes de las palabras.

Definicién 2.5. Dado C un c6digo ciclico sobre IF; y sea syn su funcién sindrome, se define
la siguiente relacién de equivalencia

X1 ~syn X2 € syn(xq) = syn(xp).
Una vez dada la relacién de equivalencia, tomamos como representante de cada clase al
vector e, tal que syn(es) = s y ademads el peso de e; dentro de su clase de equivalencia es
minimo.
La idea del algoritmo de decodificacién es computar todos los sindromes y tabular su clase
de equivalencia, posteriormente cuando recibamos una palabra y, computamos su sindrome,

elegimos la clase de equivalencia a la que pertenece ¢ y la decodificamos como y — e;.

El Algoritmo 3 es un tipo de decodificacion por vecinos mas cercano y es uno de los mas
sencillos de implementar aunque no de los més eficientes.
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2 Cédigos ciclicos

Algoritmo 3 Algoritmo de decodificacién por sindrome

Input: ¢ € IF}
1 e < syn(c)
2 X4 C—e
3: return x
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3 Codigos BCH, Reed-Solomon y GRS

En este capitulo, comezaremos hablando de cédigos BCH, una clase de codi-
gos ciclicos que presentan propiedades muy importantes, y ademas facilitan
la construccion de cédigos con una distancia minima predefinida, lo que nos
da el nimero de errores que pueden transmitir de antemano.

En la segunda parte, pasaremos a ver los codigos Reed-Solomon, que se pue-
den considerar como una subclase de los BCH conn = g — 1.

Finalmente, saliendo un poco de los cédigos ciclicos, daremos algunas pince-
ladas sobre los codigos Reed-Solomon Generalizados o codigos GRS.

3.1. Codigos BCH

En esta seccién nos vamos a centrar en los c6digos BCH, un tipo de cédigos ciclicos que
tienen una distancia minima predefinida. Fueron introducidos por el matemadtico Alexis
Hocquenghem en 1959 [6] y simultdineamente por los mateméticos Raj Bose y DK Ray-
Chaudhuri en 1960 [2].

Su nombre, c6digos Bose-Chaudhuri-Hocquenghem y su acrénimo BCH, forma de la cual
nos referiremos a ellos a lo largo del trabajo, proviene de sus apellidos (aunque de forma
errénea en el caso de Ray-Chaudhuri).

3.1.1.  Preliminares: Clases Ciclotomicas y raices de g(X)

En el estudio de los cédigos ciclicos, hay multiples formas de introducirlos, en Capitulo 2
usamos la idea de las permutaciones ciclicas de todas las palabras del c6digo se quedan en
el c6digo y posteriormente encontramos el polinomio generador en cada caso.

Durante todo el capitulo anterior usamos el polinomio generador para dar todas las propie-
dades de los ciclicos pero, en el caso de los BCH, aunque podemos hacer una construccién
similar, es necesario estudiar previamente los polinomios para poder elegir como generador
el mds idéneo en cada caso.
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3 Cédigos BCH, Reed-Solomon y GRS

3.1.1.1. Clases ciclotomicas

Definicién 3.1. Dados F; un cuerpo finito y IF,+ una extension suya, se define como clase
q—ciclotomica de s médulo q' — 1 al conjunto

Cs = {s,5q9,5¢%,---s¢" 1} (mod ¢' — 1),

con r el menor entero positivo tal que sq” = s( méd g° —1).

Teorema 3.1. Las clases q—ciclotémicas médulo q' — 1, tienen las siguientes propiedades.
1. |Cs| < t para cada s.
2. Todas y cada una de ellas son conjuntos disjuntos o iguales.

3. Establecen una particién del conjunto {0,1,2,...,9" —2}.

Demostracién. Para 1) supongamos que existe alguna clase que tiene tamafio mayor o igual
que t, por lo que
Js € N tal que sq' € Cs.

Contradiccién ya que sq’ > ¢' — 1.

Para demostrar 2) supongamos que existen dos clases distintas que tiene un elemento co-
mun,entonces 3i < j € {1,...r — 1} tal que sg’ = §¢/( mo6d ¢* — 1).

Multiplicando por g: ‘ ‘
sgtt =3¢/ (mod gt —1).
Por induccién podemos probar que son iguales, todos los elementos, ya que ambas tienen

tamano menor que f.

Para 3) basta con aplicar la propiedad anterior. O

3..1.2. Raicesde g(x)

Como indiquemos en la introduccién, antes de hablar de los cédigos BCH, necesitamos
estudiar las raices de los polinomios generadores de coédigos ciclicos y ademas fijar que
med(g,n) = 1.

Por un lado sabemos por el Teorema 2.4 sabemos que g(x)|(x" — 1), por lo que todas las
raices de g(x) las tenemos localizadas, siendo raices n—simas de la unidad.

Por otro lado, el conjunto U, de las raices n—ésimas sobre un cuerpo es un grupo ciclico,
por lo que podemos afirmar que todas las raices de g(X), en su cuerpo de descomposicion

IF,, estdn generadas por un tnico elemento.
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3.1 Codigos BCH

De estas dos propiedades podemos deducir que para encontrar la descomposicién de g(x),
basta con tomar la raiz n-ésima primitiva de la unidad y tomar sus potencias. De esta
propiedad radica la definicion del conjunto de definicién, valga la redundancia, de un cédigo
ciclico.

Definicién 3.2. Dado g(X) el polinomio generador de un cé6digo ciclico C, y sean {a't,a’2,...,a’r}

las raices de g(X) en una extension adecuada,se define como el conjunto de definicién de C
al conjunto T = {i € {1,...,n} / g(a') = 0}.

Observacién 3.1. Dado cédigo ciclico C = (g(X)), su conjunto de definicién (vease Def. 3.2) lo
determina univocamente ya que, como vimos antes, todas las raices de g(X) son potencias de
una raiz n—esima de la unidad, entonces podemos construir g(X) = (x —a't)--- (x —a'r).

3.1.2. Cota inferior BCH

Teorema 3.2. Dado C un cédigo ciclico generado por el polinomio g(X), si a1 - - - a®n—k son las raices
de ¢(X), en alguna extension adecuada. Supongamos que T = (eq,- - - ,e,_x) tiene 6 — 1 elementos
consecutivos, entonces la distancia minima,d, cumple que d > 6.

Demostracion. Supongamos que g(a”") =0 Vh € {b,b+1,...,b+ 6 —2}. Tomamos c(x) € C
una palabra no cero

Supongamos que w < J. Entonces c(a") = 0, para todo k € T. Tomamos ahora

ailb ,xizb e aiwb
lxil(b+1) aiZ(b+1) oo aizu(b+l)
M=
a1 (brw=1)  pi(+tw-1) . Lie(b+w-1)

Y u = ¢, - - - ¢;,, entonces tenemos que MuT = 0. Ademéas como u # 0, tenemos que M es

una matriz singular, pero por otro lado la podemos ver como det M = a1+ +iw)b det V7,
donde V es la matriz de Vandermonde, lo que da la contradiccién buscada. Entonces no
existen palabras con peso w < 4, por lo que la distancia minima es d > J.

Este teorema nos proporciona una cota para los cédigos ciclicos, que a diferencia de las
introducidas en Seccién 1.4 son para la distancia minima de un cédigo.
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3 Cédigos BCH, Reed-Solomon y GRS

Definicién 3.3. Dado C un cédigo ciclico generado por el polinomio g(X),se denomina
distancia de Bose, al mayor namero de enteros consecutivos del conjunto T = (e1,- - ,e,_¢)
dado en el Teorema 3.2.

A partir de la definicién anterior, surgen los c6digos BCH que son construidos a partir de
una distancia minima predefinida.

Definicién 3.4. Dada d la distancia minima requerida, se denomina c6digo BCH con distancia
definida d, al cédigo C sobre FF que tiene como conjunto de definicién a

T=CUCh1U--UChiga.

donde C; son las clases g—ciclotémicas médulo n (véase Def. 3.1).

Esta definicién nos da un método de construccién de los c6digos BCH como veremos en
la Subseccién 3.1.3, pero ;Nos asegura, qué el conjunto de definicién tiene d — 1 elementos
consecutivos?.

Para responder a esta pregunta basta con darnos cuenta de que s € Cs Vs, por lo que el
conjunto T contiene d — 1 elementos consecutivos.

La principal ventaja con respecto a otros cédigos ciclicos, radica en que su construccién parte

de una distancia minima predefinida, por lo que sabemos de antemano la cantidad de error
que podemos corregir (Véase Seccion 1.5).

3.1.3. Construccion de los codigos BCH

Para construir un c6digo BCH, necesitamos conocer varios pardmetros como son:

1. n := Longitud.

2. [F; := Cuerpo base (Tamafio del abecedario).

3. d := Distancia minima del cédigo.
Una vez conocidos todos estos pardmetros podemos pasar a construir el c6digo BCH.
Consideramos el conjunto de definicion T = C, UCpq U - - U Cpig_o,

y a partir de aqui pasamos a construir el cédigo que tenga como conjunto de definicién T,
para lo que construimos su polinomio generador como nos indica Observacién 3.1.

En la practica, los cédigos BCH no se construyen como en Algoritmo 4 , sino que, como
generar el polinomio es un trabajo repetitivo y ademds basta hacerlo una sola vez, encontra-
mos tablas como Tabla 3.1, donde estdn tabulados los polinomios generadores de los c6digos
BCH, de pardmetros n (longitud del c6digo), d (distancia minima) y IF, (cuerpo base).

28



3.2 Codigos Reed-Solomon

Algoritmo 4 Construccién de un Cédigo BCH

Input: n Longitud del cédigo.

Input: d distancia minima requerida.

Input: [F; cuerpo finito sobre el que generar el cédigo.
1 Calcular T = C, UCy1 U+ UCpyg2
2 g(x) « Tier(x — a)
3: return g(x)

Polinomios generadores de un c6digo BCH
n d Polinomio Generador
3 2 x> +x+1
2
513 i+ x+1
4
2 3
x+x+1
3
71 4
5 OO+t 3+ +x+1
6

Tabla 3.1: Polinomios generadores de un cédigo BCH sobre [F

3.2. Codigos Reed-Solomon

Otro tipo de c6digos muy importantes son los cédigos Reed-Solomon, que son una subclase
de los codigos BCH Def. 3.4 con n = q — 1.Estos cédigos fueron introducidos por Irving S.
Reed y Gustave Solomon en 1960.

Como hemos dicho en la introduccién podemos considerar a los cédigos Reed-Solomon, de
aqui en adelante c6digos RS, como una subclase de la BCH.

Definicién 3.5. Dado un cuerpo finito IF; y ¢ la distancia minima requerida, se denomina
RS coédigo, al cédigo de orden n = g — 1 y distancia minima J que tiene como junto de
definicién:

T={bb+1,---,b+6—2}.

La condicién de que n = g — 1, implica que todas las clases g—ciclotomicas médulo 7, tengan
un solo elemento. Lo que proporciona caracteristicas muy especiales a los cédigos RS, con
respecto a los BCH. Algunas de ellas se enumeran en el Teorema 3.3.
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3 Cédigos BCH, Reed-Solomon y GRS

Teorema 3.3. Dado un cédigo RS, C sobre Fy, longitud n = q — 1y distancia predefinida . Entonces
C tiene distancia minima d = § y dimension k =n —d — 1.

Demostracion. Para la demostracion de 1) utilizamos la cota Singelton (véase Teorema 1.5),
fijando la dimensién k y la minima distancia d, tenemos que

k<n—-d+1<n—-90+1=k=d=0yk=n—-d+1

3.3. Codigos de evaluacion

Por otro lado vamos a introducir los c6digos de evaluacién, que son los precursores de los
cédigos de geometria algebraica, que se pueden ver como la evaluacion, valga la redundancia,
de un conjunto de puntos bajo un conjunto de funciones.

Definicién 3.6. Dado P conjunto de funciones y L un conjunto de puntos, se define como
coédigo de evaluacién al conjunto

C={f(s)|Vs e LVf € P}.

Podemos ver una definicién alterativa de los cédigos RS, que nos servird de comienzo para
la siguiente seccién y ademas los convierte en cédigos de evaluacion.

Teorema 3.4. Si a es un elemento primitivo de IF, y fijado k tal que 0 < k < n = q — 1 entonces

C={(f), f(@?), -, f@T2) | f € P,
es un cédigo RS [n,k,n — k + 1], donde Py es el conjunto de polinomio de grado menor o igual que K.
Demostracion. Por un lado tenemos que demostrar que C es un cédigo lineal sobre IF;, basta

observar que P es un subespacio lineal sobre IF; de IF;[x]. Entonces la operacién evaluacién
conserva esta condicién de subespacio lineal.

Por otro lado tenemos, nos fijamos en la dimensién k, sabemos por un lado que Py tiene
dimensién k. Pero, para poderlo trasladar a C, debemos demostrar que dados dos polinomios

distintos, obtenemos dos evaluaciones distintas.

Supongamos por reduccion a lo absurdo, dados dos polinomios distintos f, fi que dan las
mismas evaluaciones, (f — f1)(a') =0V i.
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3.3 Codigos de evaluacion

En este caso tenemos que es un polinomio de grado mayor o igual que k — 1 y n raices
distintas, lo cual es imposible. Por lo que podemos afirmar que C es k dimensional.

Y por ultimo comprobamos que es un cédigo RS [n,k, n — k + 1], para ello partimos de D un
codigos RS [n,k,n — k +1] y demuestro que C = D.

Por un lado tenemos que el conjunto de definicién de D es T = {1,2,...,n — k}. Dado
c(x) € C = c(x) = Z}:Ol cjx/ € C, entonces por la definicién de C, existe un polinomio

fx) = Zé‘;&flxl € Py que cumple ¢; = f(oci).

Por lo que para que c(x) € D, necesitamos que c(a’) = 0 Vi € T.

) n—1 o n=1 (k=1 . k=1 n-1 o k-1 plitm)n _q
C(“z) _ Z lexl] _ Z Zfl’le ol = Zfl Z cjoc(’+l)]) — Z fml—i—mi
=0 j=0 \I=0 =0 j=0 mmo a1

Por ser a una raiz n-esima de la unidad a(+mn = 1 y 'ademés altm #Z1V1<i+m<
n—1=g—2,ycomo k <2 podemos asegurar que c(a') = 0 Vi € T y consecuentemente

C C D, con lo que hemos demostramos que .

3.3.1. Codigos GRS

Una vez introducidos los c6digos Reed-Solomon, podemos usar la definicién Teorema 3.4
para generalizarlos a c6digos lineales, pero no necesariamente ciclicos, se denominan cédigos
Reed-Solomon Generalizados, o cédigos GRS que ademads son la antesala de los cédigos
Goppa, que definiremos en el siguiente capitulo (véase Capitulo 4).

Definicién 3.7. Dada una n-tupla de elementos distintos en IF, v = (7o, -, Yu—1) y por otro
lado v = (v, - -+ ,v,—1), otra n-tupla sobre IF;, de elementos no nula pero no necesariamente
distintos y Py como el conjunto de polinomios de grado menor o igual que k. Se define como
c6digo Reed-Solomon generalizados al conjunto:

GRSk (7,0) = {(vof (v0), -+ on-1f (vn-1))If € Pi}-
Teorema 3.5. Con la notacion anterior tenemos que GRSy (v, v) es un cédigo [n, k,n — k + 1].

Demostracion. Por un lado tenemos que ver que es un cédigo k dimensional, para lo que
repitiendo la demostracién de Teorema 3.4, lo obtenemos

’ GRS (7, v) es un c6digo k—dimensional .
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3 Cédigos BCH, Reed-Solomon y GRS

Ya que un polinomio no nulo f € P tiene como mucho k — 1 ceros, entonces la distancia
minima es al menos n —k + 1.

Por otro lado aplicando la cota Singelton tenemos que la distancia minima es como mucho
n—k+1, por lo que

La distancia minima de GRSy (y,v) esn —k+1.

Asf que

‘ GRS (7,v) es un codigo [n,k,n — k + 1]. ‘
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4 Codigos Goppa

Los codigos Goppa clasicos fueron introducidos por V.D. Goppa en 1970, po-
demos encontrar una traduccion en [4].

En la actualidad son una de las familias mas usadas en criptografia post-
cuantica ya que poseen propiedades fundamentales, que aunque no son obje-
tivo del trabajo, los hacen muy parecidos a los codigos lineales aleatorios pero
a diferencia de estos si que se conocen algoritmo de codificacion y descodifi-
cacion eficientes.

Es por estas propiedades, que MCEliece eligio estos codigos para en 1978 de-
sarrollar su criptosistema.

4.1. Introduccion

En este capitulo vamos a trabajar un poco en medio de los cédigos BCH y los codigos GRS,
ya que los cédigos Goppa son una generalizacién de los BCH y a su vez una subclase de los
GRS, para ser mds precisos son cddigos subcuerpo de los GRS.

En este trabajo no vamos a ampliar la teorfa de c6digos subcuerpo, aunque dando unas
pequefias pinceladas podemos ver los coédigos Goppa como la restricciéon de los GRS a un
subcuerpo més pequerio (véase [12]).

Los cédigos Goppa son ademds un tipo de cédigos que se denominan alternantes y estos a
su vez son un cédigo subcuerpo de los GRS.

Definicién 4.1. Dados L = {70, ,7s—1} 1 elementos distintos de [, y un polinomio
G(X) € F[X], se define el c6digos Goppa como el conjunto

n—1 .
F(G,L)—C—{(co,...,cn1)€ng ) Ci {EOm(’)dG(x)}.

i—0 X i

Una vez definidos los c6digos Goppa, podemos comenzar con su estudio calculando, por
ejemplo, con la matriz de control de paridad para comprobar facilmente si una palabra
pertenece al c6digo o no.

Teorema 4.1. Dado C un cédigo Goppa T'(G,L), donde L = (7o, ,Yn—1) y ademds G(x) =
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4 Cédigos Goppa

‘?l: ix/ entonces:
j lg]

G(70) 'gw G(1) 'gw

4 | GO0 (a1 T 8w0) G(1) 7841+ gum)

, i—1 — i—1
G(r) M(Zgvo ) Gln) (S gim )
es la matriz de control de paridad de C.

Lema 4.1. Se cumple la siguiente igualdad:

1 1 G(x)

x—vi  Gm) x—m

Demostracion. Para demostrarlo basta observar que ocurre con —G(7;)(G(x) — ;) mod G(x)

—G(71)(G(x) = 7)) mod G(x) = —G(7;)G(x) — 1 méd G(x) =1 mod G(x).

Por lo tanto

G(vn-1)""(84-1 + §wrn-1)

_ w i—1
G(rn-1) ! (Zj:l gj'YL_1)

- — () méd G(x).

G(’Yn—l)ilgw

L GmG) -1 !

G(x) -

(7:) mod G(x).

X =7 X =7 G(71)

X =7

i

Demostracion. Demostracion de Teorema 4.1 Partimos del Lema 4.1,

1 1 G(x)

x=v  Gly) x—7i

y usamos la definicién de cédigo Goppa (véase Def. 4.1)

ceCs

-=0mod G(x) & ) ¢

i=0 X =i i=0 X =i

Consideramos G(x) = Y., g]-xf , con w = deg(G(x)), y estudiamos elemento a elemento la

suma anterior
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G(vi) ' =0méd G(x).
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4.1 Introduccion

k=0 i w k i—1
G(x) — G(v; _ X0 8% — Yo 8k IPTCA 1o
L= ) )1 = Gy OIS g1 3 g 3 kg1
Vi X =i j=0 k=0
155 4 & i1k
=Gy Y A X YT
0 \j=kt1

Por lo que poniéndolo en forma de matriz, podemos darnos cuenta de ¢ € C si y solo si
HcT =0, donde

G(70) 8w G(11) 8w - G(rn-1) 8w
g | GO0 M gaa H gwr0) GOr) T g+ gwm) e Glhn) T (81 8w vu)
Gr) M E g7 ) GO I gD Glrme) TN i)

Afirmamos que

H es la matriz de paridad de C.

O
Proposicién 4.1. La matriz de paridad de C dada en Teorema 4.1 se puede reducir a:
G(70) ™! Gr)™" o Gy
| GO GO o Gl—) e
Glyo) Mg ' Gly) it - Glyam) ]
Demostracion. Partimos de
G(70) 8w G(11) 8w e G(rn-1)""8w
b G(70) " (8a-1+8wY0) G(71) ' (ga-1+8wm) -+ Glyu—1)""(84-1+ §wYn-1)
_ i—1 _ j—1 - j—1
Glro) Mgy ) Gl NEagm ) Gl) ME g )
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4 Cédigos Goppa

Y podemos descomponerla como

g 0 0 -+ 0 G(yo)~! G(y1)! e G(yp1)!
w1 Sw 0 -+ 0 Gro) v Gn) 'm0 Gye—1) e
H_
g1 £ & 0 &) \Go) i Glnm) Tt o Gl T
T H

finalmente tenemos que ver que H' también es matriz de paridad de C

Hl =0 TH =0 HJI=T"1.05 HI =0.

En todo este proceso he supuesto que T es invertible, para asegurarlo basta observar su
determinante que es g% # 0.

Teorema 4.2. Sea un cédigo Goppa C = T'(L,G) con deg(G(x)) = wy t = ordy(n), entonces C es
un cédigo [n, k,d] donde k > n — wt y ademds d > w + 1.

Demostracién. Para esta demostracion, partimos de la matriz H' del teorema anterior y consi-
deramos cada elemento de ]th, como coordenadas sobre IFg, es decir, como un vector columna
de tamario ¢ x 1. Entonces obtenemos tw x n matriz sobre IF; y ademads sigue siendo una
matriz de control de paridad.

Por lo que ahora estudiando H”, tenemos que sus columnas son linealmente dependientes
ya que el rango como mucho wt.

Entonces la dimension de C es mayor que n — wt.

Supongamos por reduccién a lo absurdo que alguna palabra ¢ de C, tiene peso w o menos,
entonces la primera parte de la ecuacién, que define los cédigos Goppa, tenemos que es una
funcién racional cuyo numerador tiene grado w — 1 o menos, pero este numerador tiene que

ser multiplo de G(x), cosa imposible ya que deg(G(x)) = w.

Por lo que todas las palabras tienen peso mayor que w, asi que
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4.2 Algoritmo de Sugiyama

Por otro lado la cota Singuelton nos asegura que k < n —d + 1, entonces

k<n—d+len—-wt<n—d+lesd-1<wsd>w+1.

Por lo que puedo afirmar que

k>n—wtyademasd > w+ 1.

4.2. Algoritmo de Sugiyama

Una vez introducidos los c6digos Goppa, y sabiendo como codificar palabras, es importante
obtener un algoritmo eficiente para decodificar las palabras recibidas.

Uno de los algoritmos mas eficientes, es el algoritmo de Sugiyama, introducido por Yasao
Sugiyama, Masao Kasahara, Shigeichi Hirasawa y Toshihiko Namekawa en [11] donde re-
suelven las ecuaciones clave para la decodificacion de los cédigos Goppa con la ayuda del
algoritmo extendido de Euclides.

Definicién 4.2. Dado C =T (L, g), un c6digo Goppa, y sea r la palabra recibida entonces se
denomina polinomio sindrome a

S,(x) — Zrig(x) _g(“i>g_l(“i)~

X — K

Definicién 4.3. Dado C = I'(L, g), un c6digo Goppa, y sea e el vector de errores que ha
recibido la palabra recibida r, entonces se denomina polinomio localizador de errores a

o(x) = T(x — ),

i€cE

donde E es el conjunto de indices donde e es distinto de 0.

Definicién 4.4. Dado C = I'(L, g), un codigo Goppa, y sea e el vector de errores que ha
recibido la palabra recibida r, entonces se denomina polinomio evaluador de errores a

17(.’)6) = Zei H(x _ai/)/
i€E  i'cE
i' £i

donde E es el conjunto de indices donde ¢ es distinto de 0.
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4 Cédigos Goppa

Teorema 4.3. Dado C = T(L,g) y sea S(x),0(x),5(x) sus polinomios sindrome, localizador y
evaluador respectivamente, entonces se cumple

o(x)-S(x) = n(x) méd g(x).

Demostracion. Para esta demostracion basta con aplicar la definicién de cada uno de los
polinomios y tomar médulo g(x)

Z x) — gla; " po(a:)o L (w:
S(x) = — Zriwgfl(ai) = S(x) = Z M mod g(x),

i=0 X i X

iz %
Y al otro lado de la igualdad
n(x) YicE i Hiflig(x — ay) 1) YicE€i Hif/i};j(x —ajp)
— #i = = Bl mod ¢(x).
@) " Theetr-w) o) T a) S

Finalmente desarrollando el sumatorio y tomando factor comtin en todas la fracciones de la
expresion de S(x) méd g(x), obtengo el resultado deseado.

S(x) = (%) méd g(x).

4.2.1. Algoritmo extendido de Euclides

El algoritmo extendido de Euclides, es ampliamente conocido, pero en esta seccién recordare-
mos algunos de los resultados més importantes que usaremos en el algoritmo de Sugiyama.

Por un lado recordamos las ecuaciones del algoritmo
r_1="roq1+11,

ro =1142 + 12,

11 =122 + 13,
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4.2 Algoritmo de Sugiyama

Tn—2 = "pn—1qGn + tn.

Dicha relacién se puede formular en notacién matricial

ria(x)\  [qi(x) 1\ [ria(x)

rio1(x) 1 0 ri(x)
También podemos construir los coeficientes de Bezout, comenzando por Up(x) =1, U_1(x) =
0, Vo(x) =0y V_q1(x) =1.

Ui(x) Uia(x)) _ (@m(x) 1) [e(x) 1) fqi(x) 1
Vi(x) Viq(x) 1 0 1 0 1 0)

Juntando ambas igualdades tengo que

roa(x))  (Ui(x) Uima(x) ) [riea(x)

ro(x) Vi(x)  Viea(x) i
También tenemos por otro lado la igualdad U;(x)V;_q(x) — Vi(x)U;_1(x) = (=1)"*! # 0 por
lo que puedo multiplicar por la inversa y obtener

riei(x)) (—1y Vica(x)  —Ui-q1(x) ) [r-a1(x)
i —Vi(x)  Ui(x) ro(x)
Asi que el polinomio resto de la iteracién i-ésima se puede obtener a partir de r_;(x) y rp(x),
de la siguiente forma

ri(x) = (=1)/(=Vi(x)r1(x) + Ui(x)ro(x)),

de donde tomando médulo r_1(x) obtenemos:

ri(x) = (—1)illi(x)r0(x) méd r_q(x).
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4 Cédigos Goppa

4.2.2. Resolucion de las ecuaciones Clave
Comenzamos por darnos cuenta de que los polinomios ¢(x) y #(x) son primos relativos.

Lema 4.2. Dado C = T(L,g) un cédigo Goppa y sea o(x) y n(x) los polinomios evaluador y
localizador del Teorema 4.3, entonces

med(o(x),n(x)) = 1.

Demostracion. Para demostrarlo basta comprobar que no tiene la mismas raices. Comenzamos
por las raices de o(x):
o(x)=0&x=ua;i€E.

Por otro lado sustituimos en #(x)

n(a;) =Y e [[(ai—ay) =e [ (i —aji) #0.
jEE  jeE j'eE
j'#i j'#
Por lo que podemos afirma que
med(o(x),7(x)) = 1.
O

En esta seccién vamos a intentar resolver las ecuaciones del Teorema 4.3, es decir, dado
C =T(L,g), con degg(x) = 2t y un polinomio sindrome S(x) de grado menor que 2t,
encontrar 0g(x) y 7s(x), primos relativos que ademas cumplan

05(x)S(x) = 75(x) mé6d g(x).

Por un lado, los polinomios localizador y evaluador, por Teorema 4.3 cumplen la ecuacién y
ademads son primos relativos (véase Lema 4.2)

1s(x)

os(x)

1(x),
o(x).

Entonces, solo resta encontrar un método eficiente para encontrar soluciones y ademas probar
que es tnica, por lo que coincidiria con los polinomios evaluador y localizador.

Lema 4.3. Dado C =T(L,g) y sean S(x) y o(x) sus polinomios sindrome y localizador respectiva-
mente, entonces
degS(x) >2-t—dego(x) > t.
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4.2 Algoritmo de Sugiyama

Demostracion. Supongamos por reduccion a lo absurdo que deg S(x) < 2t — dego(x). En-
tonces por el lema anterior deg 7 (x) = deg S(x) + dego(x), pero a partir de la definicién de
o(x) y n(x), tengo que degn(x) < dego, lo que es imposible.

Por lo que podemos afirmar que

‘degS(x) >2-t—dego(x) > t.‘

O

Lema 4.4. Sea p(x) el mdximo conuin divisor de g(x) y S(x). Entonces p(x) divide a 17(x) y ademds
degp(x) < degn(x) <t—1.

Demostracion. Partimos de la siguiente igualdad

o (x)S(x) = 5(x) mod g(x),

si p(x) divide a o(x) y S(x), por ser su méximo comun divisor, podemos afirmar que divide

an(x).
Entonces consecuentemente deg p(x) < degn(x) <t—1.

O

Una vez vistos estos lemas tecnicos podemos demostrar el teorema que une la descodificacion
de Coédigos Goppa y el Algoritmo de Euclides, dando lugar al conocido como algoritmo de
Sugiyama.

Algoritmo 5 Algoritmo de Sugiyama

Input: Cédigo Goppa C =T(L,g)y S(x)
i+ 1
ra(x) ()
ro(x) <= S(x)
UO(X) —1
U_1(x) +~0
while degr;_1 >t A degr; <t—1do
Tiy1 < 1iq mod ri
i <+ (ric1 —rig1) /7
Ui < Ui —qil;
i—i+1
: end while
return i A r; A U;

e PN BN

SR
= O

-
N

Antes de demostrar que el algoritmo devuelve la tinica solucién de Teorema 4.3, recordamos
un lema ya conocido sobre el algoritmo extendido de Euclides.
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4 Cédigos Goppa

Lema 4.5. Usando la notacién del algoritmo extendido de Euclides, se cumple

U;(x) Vi1 (x) = Ui (1) Vi(x) = (1)

Teorema 4.4. Sea C = T'(L, g) un cédigo Goppa, y sean r;(x), U;(x) las salidas del Algoritmo de
Sugiyama (Vease Algoritmo 5 ), entonces

n(x) = (=1)'Ari(x),
o(x) = AU;(x),

donde A es una constante, no cero, que hace ménico a o(x).

Demostracion. En primer lugar pasamos a comprobar que el valor i obtenido en el Algorit-
mo 5, se alcanza y ademads el valor de 7 es tnico.

Aplicando Lema 4.3:
deg S(x) >t = degro(x) > t.

Entonces existe una iteracién i—esima que satisface que

degp(x) < degr; <t—1,

Y ademas la sucesion de grados de los restos es monétona decreciente, lo que nos afirma
que el nimero de iteraciones k es tinico, por lo que el algoritmo estd bien definido y ademads
termina en un tiempo finito.

Partimos ahora del algoritmo extendido de Euclides, tenemos que en cada iteracién se cumple

Ui(x)g(x) + Vi(x)S(x) = ri. (4.1)

Por otro lado tenemos la ecuacién clave

o(x)S(x) = n(x)mod g(x).
Desarrollando el médulo tengo que

a(x)g(x) + o (x)S(x) = 5 (x). (4-2)

Multiplicando la ecuacion (4.2) por V; y la ecuacion (4.1) por o(x) obtengo
Ui(x)g(x)e(x) + Vi(x)S(x)o(x) = rio(x).

a(x)g(x)Vi(x) + o(x)S(x) Vi(x) = 1(x)Vi(x).
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4.2 Algoritmo de Sugiyama

Restando y tomando moédulo g(x) obtengo que

ri(x)o(x) = n(x)Vi(x) mod g(x).

Como deg(c(x)) <ty ademads por la eleccion de i deg(r;(x)o;(x)) = deg(r;(x) + dego(x) <
t4t=2t).

Usando Lema 4.3, tengo que el deg(n(x)Vi(x)) = deg(n(x)) + deg(Vi(x)) < 3t —t = 2t.
Tengo que r;(x)o(x) = n(x)V;(x).

Y finalmente, sustituyendo en las ecuaciones anteriores, puedo afirmar que

Ui(x)o(x) = a(x)Vi(x) = |o(x) = AVi(x) |

Sustituyendo esta expresién de nuevo en las ecuaciones anteriores, obtengo que

n(x) = (=1)'Ari(x).

Finalmente para resolver las ecuaciones clave basta ajustar A, para hacer o(x) ménico. [

Por ultimo basta comprobar que la solucién de la ecuacién clave es tinica, entonces coincidirfa
con la obtenida en elAlgoritmo 5.

Teorema 4.5. Sea I'(L, g) un cédigo Goppa, supongamos que deg(g) = 2t, entonces las soluciones
de la ecuacion clave (Vease Teorema 4.3),0(x) y n(x), primas relativas y ademds deg(n(x)) < ty
deg(o(x)) < t son uinicas, salvo constante multiplicativa.

Demostracion. Supongamos que existen dos soluciones #1(x),72(x) y o1(x),02(x) y ambas
satisfacen las ecuaciones clave (véase Teorema 4.3).

Entonces
0;(x)S(x) = n;(x) mod g(x) Viel,2.

Ademds, para cadai = 1,2, 0;(x) y #;(x) son primas relativas, por lo que 0;(x) y g(x) también
lo son.

Entonces existe A;(x) que cumpla
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4 Cédigos Goppa

Por lo que

S(x) = ni(x)Ai(x) mod g(x) Vi = 11 (x)A1(x) = 112(x)A2(x) m6d g(x).

Multiplicando por oy (x)o,(x) obtenemos,

a1(x)172(x) = o2(x)71(x) m6d g(x).

Como deg(c;) <ty deg(y;i(x)) <ty deg(g(x)) = 2tentonces

01(x)12(x) = a2 (%) (%)

Con lo que oy (x)|o2(x), pero como o7 (x) y 71 (x) son primos relativos, tengo que o, (x) |07 (x).

Asi que podemos afirmar que

[01(x) = 2(x) & m(x) = m(x) |

Observacion 4.1. Las igualdades anteriores son ciertas salvo constante multiplicativa.

4.3. Cotade Gilbert—Varshamov

En la seccién Seccién 1.4 estuvimos estudiando cotas para el tamafio de un cédigo, como
es la cota Singelton ( Véase Teorema 1.5). En este capitulo vamos a estudiar algunas cotas
asintoticas, es decir vamos a estudiar la tendencia del tamafio del c6digo cuando el orden y
la distancia tienden a infinito.

Definicién 4.5. Para una familia de c6digos sobre IF;, se define como tamafio asintético con
distancia relativa aproximéndose a J a la funcién

wg(6) = lim supn ! log, Agy(n, on).

n—-+oo

Antes de llegar a las cotas asintéticas comienzo por definir la cota de Gilbert para cédigos
lineales.
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4.3 Cota de Gilbert—Varshamov

Teorema 4.6. Sea C un [n, k,d] cédigo lineal, entonces

By(n,d) > q

Demostracién. Como C es lineal sobre F; con By(n,d) palabras, las esferas de radio d — 1
sobre elementos de C cubren todo F;. Por Teorema 1.6 tenemos que una esfera de radio

n 4
d — 1 contienen 2‘7[:1 — 1)* palabras del c6digo. Entonces B, (n, d) esferas llenan el
i

espacio con lo que tenemos que

-1 { 5

By d) Y. | | (4—1)"=¢q" & | By(n,d) > 1
i=0 1

O

Una vez definido el tamafio asintético y la cota de Gilbert (no asintética), nos centraremos
en la cota que da nombre a esta seccién, la cota de Gilbert—Varshamov.

Comenzamos por definir la funcién entropia de Gilbert.

Definicién 4.6. (Funcién entropia de Gilbert) Dado g se define como funcién entropia de
Gilbert a la siguiente funcién

H, (x) 0, six =0,
X)) =
! xlogq(q—l)—xlogq(x)—(1—x)logq(1—x), si0<x<r.

Definicién 4.7. Dados q y J,se denomina Cota Asintética de Gilbert—Varshamov a

1-— Hq(é).
Definicién 4.8. Dado ]Fq, entonces
a n .
Vy(n,a) = Z . (g—1),
i=0 i

esta definicién coincide con la cantidad de elementos de una esfera de radio a sobre ]Fg.
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4 Cédigos Goppa

La siguiente cota proviene tanto de la cota de Gilbert (no asintética), como de la de Varsamov
por ello presenta el nombre de ambos, aunque nosotros solo la demostraremos desde la cota
de Gilbert ya que ambas demostraciones son equivalentes.

Teorema 4.7. Dado un cédigo C y dados 0 < 5 < 1—q~ ! con q > 2, se cumple

wy(8) > 1— Hy(9).

Demostracién. De la cota de Gilbert no asintética, tenemos que Ag(n,on) > W. En-
q 7
tonces,

aq(0) = limsupn ™! log, Aq(n,0n) > limsupn'1—n"? logq(Vq(n, [on])) =1 — Hy(9).

n—r+400 n—+oo

O

4.3.1. Irreducibles en IF ]

Para generar un cédigo Goppa es necesario encontrar irreducibles en FF;[x], esta tarea no
siempre es facil, por lo que en esta secciéon vamos a intentar contar cudntos irreducibles de
grado m existen en IFy[x].

Definicién 4.9. Dado IF,[x], entonces se define I} al conjunto de todos los polinomios irredu-
cibles ménicos de grado k.

Durante toda la seccién vamos a dar resultados que nos permitan contar cuantos elemen-
tos tiene I, pero para ello nesecitamos algunos preliminares, como definir la férmula de
inversién de Moebius, dada en el siguiente teorema.

Teorema 4.8. Dado FF[x], y
f(n) = Xd:g ().

Entonces se define

8(n) = Lr(d)f (%)
d|n
donde
1 sid=1,
u(d) = (=1)% sides producto de k primos distintos
,0 si d contiene factores primos repetidos
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4.3 Cota de Gilbert—Varshamov

Demostracion. Supongamos que

donde 0 < k; < e;. Entonces la férmula pasa a ser

f(np) Li- zg(m)

—0ki=0 Kk

como la férmula es vélida para todos los valores de 1, podemos usar

En este caso obtenemos que

a j . ei—1 e € j &
f(m Hrﬂi’>=2 Z'“Zg(HP;),
=2 k120k1:0 k1:0 i=1

despejando obtenemos que

Y (-1 klf(“T[P) X - Z]g<lilpff>-

k1:31—1

Continuamos haciendo el mismo proceso, remplazando las sumas de g por las de f.

e1 e 6j

Z Z Z (_1)Zi€i*2ik;‘f (ﬁpfz) =g (ﬁﬁ;) )

k1:€171k2:€271 k]-:ejfl

Sustituyendo m; = ¢; — k; :
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Finalmente podemos reescribirlo como en el enunciado

(1) = £, 2 B o=t ) (110,

my =0 m2:0

donde y es la definida en el enunciado, entonces hemos probado que

30 = Lu@f (3)-

dln

Teorema 4.9. Dado F,[x], entonces

q = Y mly,
m
mlk

Demostracion. Para la demostracién basta usar un resultado conocido, el producto de todos

los polinomios irreducible ménicos de grado menor que k sobre IF,[x] es el polinomio M —x,
por lo que contando los grados tengo que

qk - Z mlyn
m
mlk

Finalmente voy a usar ambos teoremas para encontrar una férmula para el namero de
polinomios irreducibles ménicos de grado k sobre FF,[x].

Teorema 4.10. Dado IF;[x], entonces

vl

I =2 Y u(k)g™*
kl\(n

Demostracion. Para la demostracion partimos de Teorema 4.9

q = Y mly,
m
m|k
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Y aplicamos la férmula de inversién de Moebius (véase Teorema 4.8), considerando f(k) = g~

y g(m) = mly,.

gk) = ;y(k)f (%) &= i;y(k)qn/k

k|n k|n

4.3.2. Codigos Goppay la cota de Gilbert—Varshamov

Desde que se introdujo esta cota inferior para la distancia (Vease Def. 4.7), no habia c6digos
que la superaran, hasta que V.D Goppa introdujo sus c6édigos de geometria algebraica (Vease
Def. 4.1) que la alcanzan.

Lema 4.6. Dado0 <6 <1 — q_l donde q > 2, entonces

lim n~"log, Vy(n, [6n]) = Hy(8)

Demostracién. Consideramos en la definicién de V;(n,d) d = |on]

( ! )<q—1>WJqum,wnps(lwnn( ! ><q—1>WJ.
[6n] [6n]

Tomando logaritmo en esta expresién tengo que

n
A+n! logq(q —1)<n! log, Vy(n, [on]).
[on]
Y por otro lado

nt log, Va(n, [on]) < A+ n=t|on] logq(q —1)+nt logq(l + |[on]),

donde A =n~! log, ( ) , aplicando el desarrollo de la combinatoria tenemos que

[on]

n!

- L(Sng(nQWJ)!'

A
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4 Cédigos Goppa
Entonces tomando limite

lim n! log, Va(n, [on]) = nh_f){}oA + 5logq(q —-1).

n—oo

Y ademas

nn+1/2€7n+7/8 n
< 7
L(SWJ [on]+1/2p—6n]+1 (Vl _ L(an )nf [on]+1/2p—n+[on|+1 — L(5ﬂJ
n nn+l /267714’1
Lfan < L&nJ [6n]4+1/2p—|6n]+7/8 (1’1 _ Uan )nf [on]4+1/2p—n+|on|+7/8"
Entonces
Be—9/8 < n < Be 34
Lon]
donde

nn+1/2
B= [on | On172(yy — g | )n—Lon]+1/72°

Sustituyendo en el limite tengo que

P | kY — Tim 41 — lim L
lim n logq(Be ) = nh_r}rgon (loqu + klog, e) = nh_r}rgon log, B,

n—o0

lim A = lim n~'B = —§log, 5 — (1 6)log, (1 —é).

n—00 n—o0

Entonces finalmente obtengo el resultado deseado

lim n~"log, Vy(n, [6n]) = —5log, 6 — (1 —6)log, (1 - &) + slog, (4 — 1) = Hy(4).

lim n~! log, Vy(n, [on]) = Hy(9).

n—o0
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Lema 4.7. Dado IF [x], y sea I, el mimero de polinomios monicos de grado m sobre F, [x] . Entonces

I, > % (1 . qfte/2+l)

Demostracién. Partimos de la expresion obtenida para I, sobre IF:[x] (Vease Teorema 4.10)

_1 n/k
fm;mm
k|n

Y hacemos algunas simplificaciones para obtener la cota deseada

1 ZV FLES 1 (qtm g2 _gm/3 ) ( r/zzqtz> % ( qte/2+1)

Por lo que ya tengo el resultado deseado

tm

Ly > % (1 _ qt€/2+1>

O

Teorema 4.11. Existe una familia de Cédigos Goppa sobre Fy que alcanzan la cota asintdtica de
Gilbert=Varshamov.

Demostracion. Dados t y d enteros positivos. Consideramos el cédigo Goppa de longitud
n=gq' conL={y, -, 71}y G =Fyu[X] que ademas es irreducible de grado mayor que
1 sobre [F+ para evitar que G(x) tenga raices en L.

Supongamos que ¢ € C, entonces cumple

f Ci =0 mdd G(x i ﬁ

=X =i ()’

donde b(x) es T (x — 7:) y a(x) tiene al menos un factor irreducible que es G(x) y ademas
tiene como méximo (w — 1) /e factores irreducibles.

Por otro lado si tenemos que ¢ ¢ C, tenemos que el polinomio generador del cé6digo podemos
elegirlo entre todos los irreducible de IF¢[X] de grado e salvo (w — 1)/e polinomios.

n
Por cada 1 < w < d existen (9 — 1)” elementos ¢ que no pertenecen a C, por lo que

w
tenemos

L

w=1 w

(-1 < Ty (n,a)
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polinomios que no podemos usar como G.
Nuestro objetivo es construir un cédigo Goppa de distancia minima d, por lo que necesito

un polinomio irreducible G que cumpla las condiciones, por la igualdad anterior lo voy a
poder conseguir siempre que

d qte —te/2+1
EVq(n,d)< ?(1—11 )

Entonces si suponemos § = d/n tomando logaritmos en base 4.

logq(d) — logq(e) + logq(Vq(n, d)) <te— logq(e) + logq(l —gte/24h,

Y ahora simplificando y dividendo por n:

- te _ B
! (logq(5n)+logq(Vq(n,d))) < —+n 'og, (1— g~ '/2H),

La idea seria tomar n — oo:

lim (n*1 (logq(én) +logq(Vq(n,d)))) < lim <te + Tl*llogq(l _ qte/2+l)> ‘

n4>00 n<sco \ 1

Aplicando el lema anterior tenemos que

0 0
I : . te oo =
lim 7 ! 4(on) —i—nl<1_r>r01o (logq(Vq(n,d))) < }}grolog + lim 7 Yo =g /2,

H,(0) < lim te/n.

n—oo

Restando a 1 podemos deducir que

1— Hy(d) > 1—nh_r)ro10te/n,

como t = logq n podemos tomar una sucesion creciente {e,} que mantiene la desigualdad
anterior, lo que nos asegura que tenemos una familia de cédigos Goppa con distancias
crecientes y distancias minimas relativas al menos Jn.

Y ademaés con la misma sucesion podemos afirmar que Hy(6) = lim,, o te/n.

Finalmente por Teorema 4.2 podemos afirmar que los cédigos generados en la secuencia
tiene una ratio al menos de 1 — te/n, por lo que alcanzan la cota de Gilbert-Varshamov. [
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