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Definicion

Sea Q un abierto de C, una funcion u : Q — R se dice que es
armonica si u € C?(Q) y satisface la ecuacion de Laplace:

|

d°u d%u
Bu(x.y) = Ga0eN) + 55 (xy) =0 Wxy) €@
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Definicion
Sea Q un abierto de C, una funcién u : Q — R se dice que es
armonica si u € C?(Q) y satisface la ecuacion de Laplace:

2U 82

0 u
Au(xay):W(Xay)—i_a_yg(Xay):o V(X,y)EQ

Las funciones constantes son funciones arménicas en C, asi
como la funcién que cada z = x + iy € C le asigna su parte real
Re(z) = x = %5~ también es armoénica en C
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Proposicién (Ecuaciones de Cauchy-Riemann)

Sean Q un abiertode C, f=u+iv:Q—Cy zy = Xo + iy € Q.
Son equivalentes :

@ f es derivable en z,.
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Proposicién (Ecuaciones de Cauchy-Riemann)

Sean Q un abiertode C, f=u+iv:Q—Cy zy = Xo + iy € Q.

Son equivalentes :
@ f es derivable en z,.

@ f es diferenciable en (xo Yo) Y se verifica:
52 (X0, Y0) = 57 (X0, ¥0) ¥ 5 (X0, Y0) = — 55 (X0, Yo)-
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Proposicién (Ecuaciones de Cauchy-Riemann)

Sean Q un abiertode C, f=u+iv:Q—Cy zy = Xo + iy € Q.

Son equivalentes :

@ f es derivable en zj.
@ f es diferenciable en (xo Yo) Y se verifica:
52 (X0, Y0) = 57 (X0, ¥0) ¥ 5 (X0, Y0) = — 55 (X0, Yo)-
En cuyo caso,
f'(20) = ax(Xo Yo) + aX(XO;YO) 8X(X07.y0) (Xo,}’o)'
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Teorema

Si f es una funcién holomorfa en un abierto 2 C C, entonces
Ref'y Imf son armédnicas en Q.
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Teorema

Si f es una funcién holomorfa en un abierto 2 C C, entonces
Ref'y Imf son armédnicas en Q.

Teorema

Si u es una funcién armoénica en un abierto 2 C C, entonces
__ ou iou
f(z) = 55(2) — i5,(2) es holomorfa en Q.
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Corolario

Si u es una funcién armoénica en un abierto Q C C, entonces u
es de clase C*(Q).
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Corolario

Si u es una funcién armoénica en un abierto Q C C, entonces u
es de clase C*(Q).

Corolario

Si u es una funcién arménica en un dominio simplemente
conexo D C C, entonces existe F holomorfa en D tal que
ReF = u. Ademas dicha funcién F es Unica salvo adicién de
constantes (puramente imaginarias).
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Corolario

Si u es una funcién armoénica en un abierto 2 C C, entonces u
es de clase C*(Q).

Corolario

Si u es una funcién arménica en un dominio simplemente
conexo D C C, entonces existe F holomorfa en D tal que
ReF = u. Ademas dicha funcién F es Unica salvo adicién de
constantes (puramente imaginarias).

Corolario

Si u es una funcién arménica en un abierto Q CC,y 2y R >0
son tales que D(zy, R) C Q, entonces existe f funcién holomorfa
en D(z,, R) tal que Ref = u en D(zy, R).
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Definicion

Sea .Q un abierto de C yu: Q — R una funcién arménica. Una
funcién v : Q — R se dice que es funcion conjugada armonica
de usi f = u -+ iv es holomorfa en Q.
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Definicién

Sea Q un abierto de Cy u: Q — R una funcién arménica. Una
funcion v : 2 — R se dice que es funciéon conjugada armonica
de usi f = u+ iv es holomorfa en Q.

Observaciones
@ La conjugada arménica de una funcién arménica, si existe,
es armonica.
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Definicién

Sea Q un abierto de Cy u: Q — R una funcién arménica. Una
funcion v : 2 — R se dice que es funciéon conjugada armonica
de usi f = u+ iv es holomorfa en Q.

Observaciones
@ La conjugada arménica de una funcién arménica, si existe,
es armonica.

@ La conjugada armoénica de una funcién arménica en un
dominio, si existe, es Unica salvo adicién de constantes.
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Definicion

Sea Q un abierto de Cy u: Q — R una funcién arménica. Una
funcion v : 2 — R se dice que es funciéon conjugada armonica
de usi f = u+ iv es holomorfa en Q.

Observaciones

@ La conjugada arménica de una funcién arménica, si existe,
es armonica.

@ La conjugada armoénica de una funcién arménica en un
dominio, si existe, es Unica salvo adicion de constantes.

@ Si D es un dominio simplemente conexo de C, entonces toda
funcién arménica en D tiene conjugada arménica y, por
tanto, es la parte real de una funcién holomorfa definida en
D.
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Definicion

Sea Q un abierto de Cy u: Q — R una funcién arménica. Una
funcion v : 2 — R se dice que es funciéon conjugada armonica
de usi f = u+ iv es holomorfa en Q.

Observaciones

@ La conjugada arménica de una funcién arménica, si existe,
es armonica.

@ La conjugada armoénica de una funcién arménica en un
dominio, si existe, es Unica salvo adicién de constantes.

@ Si D es un dominio simplemente conexo de C, entonces toda
funcién arménica en D tiene conjugada arménica y, por
tanto, es la parte real de una funcién holomorfa definida en
D.

© Existen funciones armdnicas que no tienen conjugada
arménica.
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Teorema

Sea D C C un dominio tal que toda funcion armonica en D tiene
conjugada armonica. Entonces D es simplemente conexo.
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Teorema (Propiedad del Valor Medio)

Sea u una funcion armonica en un abierto Q C C. Sean z, € Q y

R > 0 tales que D(z, R) C Q. Entonces, para todo r € [0, R[ se
tiene

e .
u(zy) = E/ u(zo + re')do

—T
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Teorema (Propiedad del Valor Medio)

Sea u una funcion armonica en un abierto Q C C. Sean z, € Q y
R > 0 tales que D(z, R) C Q. Entonces, para todo r € [0, R[ se
tiene

e .
u(zo) = Z/ u(zo + re')do

—T

Teorema (Version local del Principio del Maximo)

Si u es armdnica en un abierto Q2 C C y tiene méximo local en
algun punto z; € 2, entonces existe R > 0 tal que D(z,,R) C Qy
u es constante en D(z,, R).
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Teorema (Propiedad del Valor Medio)

Sea u una funcion armonica en un abierto Q C C. Sean z, € Q y
R > 0 tales que D(z, R) C Q. Entonces, para todo r € [0, R[ se
tiene

e .
u(zo) = Z/ u(zo + re')do

—T

Teorema (Version local del Principio del Maximo)

Si u es armdnica en un abierto Q2 C C y tiene méximo local en
algun punto z; € 2, entonces existe R > 0 tal que D(z,,R) C Qy
u es constante en D(z,, R).

La funcion u(z) = x es armonica en C , se anula en el eje
imaginario y no es idénticamente nula.
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Teorema (Teorema de identidad)

Si u es una funcién armdnica en un dominio D, que es

idénticamente nula en un subconjunto abierto G C D, entonces
es idénticamente nula en D.

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Matematico Avanzado

Granada, 4/3/2021 9/29



Teorema (Teorema de identidad)

Si u es una funcién armdnica en un dominio D, que es
idénticamente nula en un subconjunto abierto G C D, entonces
es idénticamente nula en D.

Corolario (Teorema de identidad)

Si uy v son funciones arménicas en un dominio D, que son
idénticas en un subconjunto abierto G C D, entonces son
idénticas en D.
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Teorema (Teorema de identidad)

Si u es una funcién armdnica en un dominio D, que es
idénticamente nula en un subconjunto abierto G C D, entonces
es idénticamente nula en D.

Corolario (Teorema de identidad)

Si uy v son funciones armonicas en un dominio D, que son
idénticas en un subconjunto abierto G C D, entonces son
idénticas en D.

Teorema (Principio del Maximo. Versién 1)

Si u es armédnica en un dominio D y tiene maximo local en algun
punto z, € D, entonces u es constante en D.
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Teorema (Principio del Maximo. Version 2)
Si u es armédnica en un dominio Dy M € R es tal que

limsupu(z) <M V¢ € 0,D,

Z—E

entonces u(z) < M para todo z € D. Ademas, si se da la
igualdad para algun z, € D entonces u es constante en D.

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Matematico Avanzado Granada, 4/3/2021



Teorema (Principio del Minimo)
Sea u armodnica en un dominio D.

Version 1. Si u tiene un minimo local en algun punto z, € D,
entonces u es constante en D.
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Teorema (Principio del Minimo)
Sea u armodnica en un dominio D.

Version 1. Si u tiene un minimo local en algun punto z, € D,
entonces u es constante en D.

Version 2. Si m € R es tal que
liminfu(z) > m V¢ € 0..D,
zZ—¢€

entonces u(z) > mparatodo z € D. Ademas, si se da la
igualdad para algun z, € D entonces u es constante en D.
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Corolario
Si u es armonica en un dominio Dy continua en D, entonces

max u(z) = max u(z)

zeD 2€00D
minu(z) = min_u(z)
zeD Z€0xD
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Corolario
Si u es armonica en un dominio Dy continua en D, entonces

max u(z) = max u(z)

zeD ZEDso D
minu(z) = min_u(z)
zeD ZE€EDs D

Corolario
Si u es armonica en un dominio D, continuaen D,y u =0 en

O-.D entonces u=0en D.
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Corolario
Si u es armonica en un dominio Dy continua en D, entonces

max u(z) = max u(z)

ZGB zeaooD
minu(z) = min_u(z)
ZGB ZeaooD

Corolario
Si u es armonica en un dominio D, continuaen D,y u =0 en

O-.D entonces u=0en D.

Corolario
Si uy v son armonicas en un dominio D, continuas en D, y

u(¢) = v(¢) para todo ¢ € 0,,D, entonces u= v en D.
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EL PROBLEMA DE DIRICHLET

Dado un dominio D C C, el problema de Dirichlet consiste en
encontrar una funcion armonica u en D tal que u se extienda

continuamente a D y de manera que los valores que tome en la
frontera hayan sido predeterminados de antemano. Cuando el
problema de Dirichlet siempre tenga solucién, en un dominio D,
para cualquier funcion continua en la frontera del dominio, se
dice que dicho dominio es regular para el problema de
Dirichlet .
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Lema

Sea f una funcion continua en D(zy, R) y holomorfa en D(z,, R).
Entonces:

o szO,F{) ( )
O (2) = 25 [omm wtdw  paratodo z € D(2, R).

Z9,R) w—z
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Lema

Sea f una funcion continua en D(zy, R) y holomorfa en D(z,, R).
Entonces:

o szO,F{) ( )
O (2) = 25 [omm wtdw  paratodo z € D(2, R).

Z9,R) w—z

Lema (Integrales de tipo Cauchy)

Sea v un camino en Cy ¢ : v* — C continua. Entonces la
funcion h(z) = [. %*)dw es holomorfa en C \ v*.

w—z
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Formula de Poisson

Sea f: D(0,1) — C una funcion continua y holomorfa en D(0, 1).
Entonces para todo z € D(0, 1) se verifica

1 [ etz p
f(z) - Z/ Re (e,.t_z) f(e")dt.

—T
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Formula de Poisson

Sea f: D(0,1) — C una funcion continua y holomorfa en D(0, 1).
Entonces para todo z € D(0, 1) se verifica

1 [ etz p
f(z) - Z/ Re (e,.t_z) f(e")dt.

En particular si u(z) = Ref(z), para todo z € D(0, 1) se verifica

1 [ e +z ;
u(z) = Z/ Re (eit — z) u(e")at.

—T
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Nucleo de Poisson
La funcion P : D(0, 1) x R — R definida por

e'+z\ 1-|z]?
et — = _‘eit_z|2’

P(z,t) = Re (

recibe el nombre de nucleo de Poisson .
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Nucleo de Poisson
La funcion P : D(0, 1) x R — R definida por

e'+z\ 1-|z]?
et — = _‘eit_z|2’

P(z,t) = Re <

recibe el nombre de nucleo de Poisson . Si z = re’ € D(0,1),
entonces

. | — A 1-r2
_ 0 = =
P(z,t) = P(re",t) = et — rei®2 |1 — reie-DJ2"
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Ndcleo de Poisson

La funcion P : D(0, 1) x R — R definida por
e'+z\ 1-|z]?
et —z) lett — z[2’

P(z,t) = Re <

recibe el nombre de nucleo de Poisson . Si z = re’ € D(0,1),
entonces
: [ 1-r?
— 0 4) — _
P(z,1) = P(re". 1) = lett — reit|2 B 11 — rele-nJ2°
Para cada 0 < r < 1, se considera la funcion P, : R — R,
definida por

1-r?
|1 — ref«|?’
entonces, en vista de lo anterior, es claro que
P(re, t) = P.(6 — t).

P/(a) =
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Teorema (Solucion del problema de Dirichlet para el disco
unidad )

Sea ¢ : C(0,1)* — R una funcion continua. La funcion

¢ : D(0,1) — R definida por

3(z) = 217 / Re <e” ”) s(e)dt  ze D0 1)

o et —z

en D
cumple estas condiciones.

y 3(2) = p(2) si z € C(0,1)*, es continua en D(0, 1) , armonica
0,1), coincide con ¢ en C(0, 1)* y es la unica funcion que

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Matematico Avanzado Granada, 4/3/2021
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Definicion

Un dominio D (simplemente conexo) acotado es un dominio de
Jordan si 9D es una curva de Jordan.
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Definicion

Un dominio D (simplemente conexo) acotado es un dominio de
Jordan si 9D es una curva de Jordan.

Sean 2, Q C C abiertos, u: Qo — R una funcién armoénica y
f: Q — C una funcién holomorfa tal que f(Q2) C Q,. Entonces
uo fesarmoénicaen Q.
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Definicion
Un dominio D (simplemente conexo) acotado es un dominio de
Jordan si 9D es una curva de Jordan.

Sean 2, Q C C abiertos, u: Qo — R una funcién armoénica y
f: Q — C una funcién holomorfa tal que f(Q2) C Q,. Entonces
uo fesarmoénicaen Q.

Corolario

Todo dominio de Jordan en C es regular para el problema de
Dirichlet

Granada, 4/3/2021
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Corolario (Solucién del problema de Dirichlet para un disco )

Sean z, € Cy R > 0. Dada ¢ : C(2y, R)* — R una funcion
continua, la funcién « : D(z,, R) — R definida por

D)= [ Re (Re" e 20)) Y(z+Re)dt 2 € D(z, F)

. Re't — (z — z)

y (z) = ¥(2) si z € C(zy, R)*, es continua en D(z, R) ,
armonica en D(z,, R), coincide con ¢ en C(z, R
funcién que cumple estas condiciones.

*y es la Unica

19/29
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Corolario

El semiplano superior H = {z € C : Im(z) > 0} es regular para el
problema de Dirichlet. Mas precisamente, si f: R — R es
continua y limg_, ;. f(s) = lims_,_, f(8) (f es continua en 0,,(H))
, entonces la solucién del problema de Dirichlet en H viene dada
por

ux)="f(x) si xeR
1 [* ,
u(x + iy) —;/oo +y2f(s)ds si y>0
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Teorema (Principio del Maximo. Versién 3)

Sea D un dominio acotado de Cy sea u: D — R arménica y
mayorada en D . Sea {1, &, -+, &y} un subconjunto finito de
oD. Si existeM € R tal que

limsupu(z) <M VEedD\{&, &, - ,&n}

zZ—E

entonces u(z) < M para todo z € D.
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Teorema (Principio del Maximo. Versién 4)

Sea D un dominio en C con exterior novacioyseau: D — R
armoénica y mayorada en D . Sea {&1, &, - -+, &q} un subconjunto
finito de 0., D. Si existeM € R tal que

limsupu(z) <M V¢ € 0.,.D\{&, &, &),

zZ—E

entonces u(z) < M para todo z € D.
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Teorema (de la singularidad evitable para funciones arménicas)

Supongamos que u : D(zy, R) \ {20} — R es arménica y
acotada. Entonces u admite una extension arménica a D(zy, R).
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Teorema (de la singularidad evitable para funciones arménicas)

Supongamos que u : D(zy, R) \ {20} — R es arménica y
acotada. Entonces u admite una extension arménica a D(zy, R).

Corolario
D(0,1) \ {0} no es regular para el problema de Dirichlet.
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Teorema (Caracterizacion de las funciones armonicas por la

propiedad del valor medio)

Sean D un dominio en Cy u: D — R una funcioén continua tal
que para cada z, € D existe r(zy) > 0 con D(zy,r(z)) C Dy
para todo r € [0, r(z)[ se verifica

u(zo) = —/ u(zo + re’”)do,

—T

entonces u es armodnica en D.
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Teorema (Principio de reflexién de Schwarz)

Sea D un dominio contenido en el semiplano superior
H={ze€ C:Im(z) > 0}, y sea S un subconjunto abierto de R
con la propiedad de que para cada x € S existe r, > 0 tal que
D(x,r, ) N(HUR) C DU S. Definamos D* = {Z: z < D}. Si f es
holomorfa en Dy lim,_,, f(z) = 0 para todo x € S, entonces f
puede extenderse de forma unica a una funcién holomorfa F en

el dominio E = DU SuU D*. Ademas, tal F satisface F(z) = F(2)
para todo z en E.

vy
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Teorema de Harnack

Sea D un dominio en C. Si {u,} es una sucesién de funciones
armonicas en D que converge uniformemente en cada
subconjunto compacto de D, entonces la funcién limite es
armonica en D.
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Teorema de Harnack

Sea D un dominio en C. Si {u,} es una sucesién de funciones
armonicas en D que converge uniformemente en cada
subconjunto compacto de D, entonces la funcién limite es
armonica en D.

Lema (Desigualdades de Harnack)

Sea u una funcién armoénica positiva en D(zp, R). Entonces, para
0<r<R,

R —
R ;u(zo) <u(z) < e ;u(zo) para todo z € D(z,r).
En particular, haciendo r = £, se verifica

—U(2) < u(z) <3u(zy) paratodo z € D(z, E)
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Corolario (Desigualdades de Harnack )

Sea D un dominio de C y K un subconjunto compacto de D.
Entonces existe una constante C = C(D, K) > 1 tal que para
toda funcién h armoénica y positiva en D se tiene

_ h(z)
1
<
~ h(z)
lo que equivale a decir

<C VZ1,ZQEK,

max h(z) < C min h(z).

J.F. Mena (Universidad de Granada) Andlisis Matematico Avanzado Granada, 4/3/2021

27/29



Teorema (de convergencia de Harnack)

Si {up} es una sucesion de funciones arménicas en un dominio
D tal que uy < u, < ..., entonces o bien {u,} — +o0
uniformemente en cada subconjunto compacto de D, o bien Jbu,,}
converge uniformemente en cada subconjunto compacto de D a
una funcién arménica.
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Teorema (de convergencia de Harnack)

Si {up} es una sucesion de funciones arménicas en un dominio
D tal que u; < up, < ..., entonces o bien {u,} — +o0
uniformemente en cada subconjunto compacto de D, o bien {u,}
converge uniformemente en cada subconjunto compacto de D a
una funciéon armonica.

Corolario

Si {un} es una sucesién de funciones arménicas positivas en un
dominio D, entonces X}_, ux converge uniformemente en cada
subconjunto compacto de D, bien a +oo, 0 bien a una funcién
arménica positiva en D, en cuyo caso al limite se le llama suma
de la serie asociada a {u,} y se le denota por 2, uy.
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Teorema

Sea D un dominio en C y sea F una familia de funciones
armonicas positivas en D. Entonces toda sucesion {u,} C F
contiene una sucesion parcial que converge uniformemente en
cada subconjunto compacto de D, bien a +o0, bien a 0, bien a
una funcion arménica positiva en D.
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