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CAPITULO I: INTRODUCCION Y MOTIVACION !

Aqui podras encontrar los apartados siguientes: conocimientos previos necesarios
para seguir adecuadamente este capitulo, resumen del mismo con la bibliografia
recomendada y actividades complementarias. Al final aparece una relacién de
ejercicios.
En la pagina web

http://www.ugr.es/~acanada/
encontrards informacién adicional sobre la asignatura (exdmenes, enlaces a paginas
relacionadas, practicas de ordenador, etc.)

CONOCIMIENTOS PREVIOS

1. Ley de Newton sobre el potencial gravitacional de distribuciones de masas
discretas y continuas.

2. Teorema fundamental del célculo y teorema de derivacién de una integral pa-
ramétrica.

3. Célculo de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de se-
gundo orden con coeficientes constantes.

Estos conocimientos se pueden consultar, por ejemplo, en las referencias siguientes:
1. T.M. Apostol. Analisis Matematico. Reverté, Barcelona, 1960.

2. 1. Peral : Primer curso de ecuaciones en derivadas parciales.Addison-Wesley,
Wilmington, 1995.

3. http://mathworld.wolfram.com/

4. http://scienceworld.wolfram.com/physics/

RESUMEN DEL CAPITULO

El objetivo béasico de este capitulo es que el alumno conozca el origen de las ecua-
ciones en derivadas parciales (EDP), tanto en su relacién con otras disciplinas ma-
tematicas como en el importante papel que juegan en las aplicaciones a diversas
materias, especialmente fisica e ingenieria. Se pretende de manera especial que el
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alumno reconozca adecuadamente los tres tipos basicos de EDP: la ecuacién de on-
das, la ecuacién del calor y la ecuacién del potencial. Asimismo, el alumno debe
prestar una atencion especial a los parrafos en letra negrita que le informan de
problemas que aparecen en fisica, ingenieria, etc., relacionados con EDP.

El problema de la cuerda vibrante y la ecuacion de ondas

El primer problema que presentamos en este capitulo es el problema de
la cuerda vibrante. Puede describirse de la siguiente forma: supongamos
que una cuerda flexible se estira hasta quedar tensa y que sus extremos
se fijan, por conveniencia, en los puntos (0,0) y (7,0) del eje de abscisas.
Entonces se tira de la cuerda hasta que ésta adopte la forma de una cur-
va dada por la ecuacién y = f(z) y se suelta. La cuestién es: ;Cudl es
el movimiento descrito por la cuerda? Si los desplazamientos de ésta se
hallan siempre en un mismo plano y el vector del desplazamiento es per-
pendicular, en cualquier momento, al eje de abscisas, dicho movimiento
vendra dado por una funcién u(z,t), donde u(z,t) representara el despla-
zamiento vertical de la cuerda, en la coordenada = (0 <z < 7 ) y el
tiempo ¢ (t > 0). El problema que se plantea es obtener u(z,t) a partir de

().

El primer matematico que elaboré un modelo apropiado para el anterior problema
fue Jean Le Rond D’Alembert. Bajo diversas hipétesis (referentes fundamentalmente
a que las vibraciones sean “pequenas”), D’Alembert demostré en 1747 (Hist. de
I’Acad. de Berlin, 3, 1747, 214-219) que la funcién u debe satisfacer las condiciones:

0%u(x,t) 0%u(x,t)
o0 =~ 0<z<m >0
u(xz,0) = f(z), 0<z<m
(1)
Ju,0) _ 0<z<n
ot

uw(0,t) = wu(mt)=0, t>0

(1) es un problema de tipo mixto. La primera condicién en (1) es una ecuacién
en derivadas parciales de segundo orden, conocida con el nombre de ecuaciéon de
ondas. La segunda relacion representa la posiciéon inicial de la cuerda, mientras que
la tercera significa que la velocidad inicial de la misma es cero. La tltima relacién
expresa el hecho de que, para cualquier tiempo, la cuerda se mantiene fija en sus ex-
tremos. En definitiva, ademaés de la ecuacién se consideran dos tipos de condiciones:
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condiciones en el tiempo inicial y condiciones en la frontera de la cuerda (de ahi el
nombre de problemas de tipo mixto).

D’Alembert demostré también que la solucién de (1) viene dada por
1 - -
u(@,t) = S[fl@+1) + flz —1)] (2)

donde f es “una extension conveniente de la funcion f.” De manera més precisa,
f se obtiene, a partir de f, realizando una extensién a IR, impar y 27— periddica.
Esto se vera con detalle en el capitulo II.

La férmula (2) fue también demostrada por Euler (Mora Acta Erud., 1749, 512-527),
quien diferia fundamentalmente de D’ Alembert en el tipo de funciones iniciales f que
podian tenerse en cuenta. De hecho, estas diferencias pueden considerarse como una
de las primeras manifestaciones escritas sobre los problemas que ha llevado consigo
la definicién de la nocién de funcién.

Otra manera de obtener la solucién del problema (1) completamente distinta de la
vista anteriormente fue propuesta por Daniel Bernoulli en 1753 (Hist. de I’Acad. de
Berlin, 9, 1753, 147-172; 173-195). La idea clave es obtener la solucién de (1) como
superposicion de ondas sencillas. Estas ondas sencillas pueden obtenerse usando el
método de separacion de variables, obteniéndose las funciones

un(z,t) = sen(nx) cos(nt), Vn € IN, (3)

donde IN es el conjunto de los niimeros naturales. Para cada tiempo t fijo, la anterior
funcién es un multiplo de la funcién sen(nzx), que se anula exactamente en n — 1
puntos del intervalo (0, 7). Asi, si pudiésemos observar la vibracién de la cuerda
correspondiente a las ondas u,, tendriamos n — 1 puntos, llamados nodos, en los
que la cuerda se mantendria constantemente fija en el eje de abscisas (como en los
extremos del intervalo [0, 7]). Entre dichos nodos, la cuerda oscilaria de acuerdo con
(3). Es trivial demostrar que, ¥V n € IN, la funcién definida en (3) satisface tres de las
cuatro condiciones que aparecen en (1) (la primera, tercera y cuarta). Claramente
la segunda condicién de (1) no se verifica necesariamente. Pues bien, D. Bernoulli
afirmé que la solucién de (1) se representa de la forma:

o0

u(z,t) = Z apsen(nx) cos(nt), (4)

n=1

donde los coeficientes a,, han de elegirse adecuadamente para que se satisfagan todas
las relaciones de (1). Si la solucién propuesta por Bernoulli es correcta, ello obligaria
a que

u(z,0) = Z ansen(nz)
n=1



A. Caiiada, Febrero 2010, EDPFISICA 4

y por tanto a que

oo
f(z) = Z apsen(nx), ¥ x € [0, 7], (5)
n=1
para una adecuada eleccion de los coeficientes a,,. Las ideas expuestas por Bernoulli
en el trabajo mencionado, no tuvieron aceptacién en su tiempo. En particular, reci-
bi6é duras contestaciones por parte de D’Alembert y Euler quienes no admitian que
cualquier funcién con una expresién analitica pudiera representarse en la forma (5)
(D’Alembert) ni menos ain cualquier funcién (Euler). Representativo de esto que
decimos puede ser el articulo de D’Alembert titulado “Fondamental” contenido en
el volumen séptimo de la famosa “Encyclopédie”.

Las condiciones sobre el problema de la cuerda vibrante original pueden
ser mas generales. Por ejemplo, la velocidad inicial de la cuerda no tiene
que ser necesariamente cero. También la posicién de los extremos de la
misma puede variar con el tiempo. Esto origina problemas de tipo mixto
mas generales que (1) de la forma

2 t 2
0*u(z,t) _ a“(x7t)+h(:c,t), O<z<m t>0

ot? Ox?
u(z,0) = f(z), 0<z<m
- (6)
u(;t’) = g(=), 0<z<m
u(0,t) = mq(t), u(m,t) = ma(t), t>0

También, problemas de vibraciones en dimensiones superiores a uno (por
ejemplo, el problema de la membrana vibrante) conducen a la ecuacién
de ondas n— dimensional

O?u(w1, ..., Tp, t) 0?u(x1, ..., Tp, t)
ot =2 o2 (7)

n
1=

1

Ecuaciones similares a la de ondas aparecen, ademas, en otras muchas
situaciones de interés para los estudiantes de fisica e ingenieria. Por ejem-
plo:

1. En el estudio de los desplazamientos longitudinales de una viga, de
seccion constante S, en las hipé6tesis de la Resistencia de Materiales,
la funcién u(z,t) que define dichos desplazamientos longitudinales,
verifica la ecuacion

puy = ESug, + h(x,t)
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donde p es la masa por unidad de longitud del medio, F es el médulo
de Young y h(z,t) la fuerza por unidad de longitud actuando en el
punto x y en el instante t¢.

2. La ecuacion anterior aparece también en el estudio de los desplaza-
mientos en profundidad de un terreno y en el estudio de la torsién
de una barra.

3. La ecuacién de Klein-Gordon c?uy; = gy — p*u (onda relativista) y la
ecuacion de seno-Gordon uy — gz, +sinu = 0 que se usa para describir
familias de particulas elementales y también aparece en la teoria de
la unién de Josephson (el efecto Josephson es un efecto fisico que
se manifiesta por la aparicion de una corriente eléctrica por efecto
tunel entre dos superconductores separados).

La ecuacion del calor y el nacimiento de las series de Fourier

Jean Baptiste-Joseph Fourier, matematico y fisico francés, envié en 1807 un articulo
a la Academia de Ciencias de Paris, que trataba sobre el tema de la propagacion del
calor. Mas concretamente, Fourier consideré una varilla delgada de longitud
dada, digamos 7w, cuyos extremos se mantienen a 0° centigrados y cuya
superficie lateral esta aislada. Si la distribucion inicial de temperatura en
la varilla viene dada por una funcién f(z) (se supone que la temperatura
de la varilla en cada seccién transversal de la misma es constante), Fourier
se planted la siguiente cuestion: ;cudl sera la temperatura de cualquier
punto z de la varilla en el tiempo ¢t ?

Suponiendo que la varilla satisface condiciones fisicas apropiadas, de-
mostré que si u(x,t) representa la temperatura en la seccién z y en el
tiempo ¢ , entonces la funciéon u debe satisfacer:

O?u(x,t du(, t
M — M’ 0<Z‘<7T,O<t<T,

2 ot
w(0,) = u(m,t)=0, 0<t<T, (8)
u(z,0) = f(x), 0<z<m.

De nuevo estamos ante un problema de tipo mixto. La primera condicién en (8)
es la ecuacién del calor. La segunda significa que la temperatura en los extremos
de la varilla se mantiene a 0° centigrados en cualquier tiempo, mientras que la ultima
relacion representa la distribucién inicial de temperatura en la varilla considerada.



A. Caiiada, Febrero 2010, EDPFISICA 6

Vamos a comentar a continuacién las principales ideas que permiten obtener la
ecuacién del calor. Para ello, sea u(z,t) la temperatura de una barra unidimensional
en el punto de abscisa x y en el tiempo t (a < x < b, t > 0.) Teniendo en cuenta el
concepto de integral definida, la temperatura total en el tiempo t para x variando
entre a y b, vendra dada por una expresién (salvo constantes positivas) de la forma

b
/ u(z,t) dr. Asumamos, ademés, que hay una difusién del calor en la direccién

pccl)sitiva de la recta real (por x = a entra calor y por x = b sale), y que esta difusién
viene dada por una funcién ¢(x,t), que representa el flujo de calor.

La derivacién de la llamada ecuacién del calor, para el caso que nos ocupa, se
basa en la aplicacién de dos tipos de leyes fundamentales:

- Una ley de conservacion, aplicada al crecimiento de la temperatura total respecto
del tiempo.

- Una ley que relaciona el flujo de calor desde las partes con mas temperatura a las
de menos, con la tasa de variacién de la citada temperatura respecto de la variable
espacial. Aqui usaremos la ley de Fourier, matemaético y fisico francés que puede
considerarse como el fundador de la teoria clasica del calor a principios del siglo
XIX.

La ley de conservacién que puede aplicarse en este caso, es la siguiente: para cualquier
intervalo [a, b], la tasa de crecimiento de la temperatura total, respecto del tiempo ¢,
vendra dado por el flujo de calor en la secciéon a menos el flujo de calor en la seccién
b, o lo que es lo mismo, el flujo total de calor a través de la frontera del intervalo
(a,b). Esto se puede escribir como

b
jt/a w(z,t) de = ¢la,t) — d(b, t) (9)

Si las funciones u y ¢ son suficientemente regulares (no debe preocuparnos este
aspecto en la deduccién de la ecuacién) entonces:

a) jt/abu(x,t) dx :/but(x,t) dz

0) 0(a,t) —0(0.0) = — [ oul1) da

donde los subindices indican las derivadas parciales respecto de la correspondiente
variable.
En suma, tenemos que

b
/ [ue(2, 1) + po(z, 8)] da =0
a
para cualquier intervalo [a, b]. Por tanto, se debe tener

ug(x,t) + ¢p(x,t) =0,V € R, V>0 (10)
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Esto es una ley de conservaciéon expresada por una ecuacion en derivadas parciales
de primer orden.

En la expresion anterior aparecen dos funciones, u y ¢, y una sola ecuacién. La ex-
periencia sugiere que ambas deben estar relacionadas. En nuestro caso, si se observa
empiricamente la difusion del calor, generalmente éste se difunde desde las partes de
temperatura alta a las de temperatura baja de una forma proporcional al gradiente
de la temperatura (respecto de la variable espacial), y con signo opuesto al de éste.
En efecto, si uz(xo,t9) > 0, esto significa que, fijado el tiempo ¢y, la funcién u, como
funcién de la variable x es creciente en un entorno del punto xg. Por tanto, hay mas
temperatura a la derecha de zg que a la izquierda y, logicamente, la difusién del
calor se produce hacia la izquierda de xy. Asi podemos asumir que

d(x,t) = —Duy(z,t) (11)

que es la mencionada Ley de Fourier (D es una constante positiva, llamada constante
de difusién, que depende de la situacién particular que estemos tratando).
Combinando (10) con (11) se obtiene

ug(x,t) — Dugy(x,t) =0, (12)

que es el modelo clasico de difusién unidimensional. A esta ecuacion se le llama
habitualmente en Fisica ecuacion del calor, puesto que modela muchos tipos de
fenémenos relacionados con la distribucién y evolucion de la temperatura en los
cuerpos, y en general fenémenos con difusién. Es ademas el representante tipico de
las ecuaciones de tipo parabdlico.

En la deduccién del modelo anterior no se ha tenido en cuenta la influencia que en
la evolucién de la temperatura pueden tener otros parametros, tales como fuentes de
calor externas. En general, esto se expresa por una funcién f(x,t,u), de tal manera
que una ecuacién més general que (12) es

ut(x,t) — Dugg(z,t) = f(x,t,u) (13)

que se conoce con el nombre de ecuacién del tipo reaccién-difusién, de gran
importancia no sélo en Fisica sino también en Biologia, Quimica y otras Ciencias.
Vamos a intentar ahora trasladar las ideas anteriores al caso n-dimensional. Esto no
es tarea facil, como sabemos muy bien aquellos que nos dedicamos a la ensenanza
del analisis matematico. El analisis de funciones de varias variables reales difiere
sensiblemente, tanto en las ideas, como en los resultados, del andlisis de funciones
de una variable real. Baste citar, por ejemplo, el concepto de derivabilidad de una
funcién en un punto o los resultados relacionados con los teoremas integrales del
andlisis vectorial (Barrow, Green, Stokes, etc.).

En primer lugar, la temperatura es ahora una funcién de n + 1 variables: n variables
para el espacio y una para el tiempo. Asi, en general tenemos u(z,t) para dicha
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temperatura, con x €  y t > 0, donde €2 es ahora una region acotada de IR". En
este caso, la ley de conservacion (9) se expresa como

;t/ﬂu(x,t) dr = 7/89 < ¢(s,t),n(s) > ds, (14)

donde 0f) significa la frontera topoldgica de §2, / u(x,t) dr representa la integral
Q

multiple correspondiente, / < ¢(s,t),n(s) > ds es una integral de superficie, que
o0

expresa el flujo de calor a través de la frontera de 2 y n(s) es el vector normal exterior
a la superficie (o hipersuperficie) 02 en el punto s. En el caso unidimensional, la
frontera topoldgica de 2 = (a,b) estd formada por el conjunto {a,b}. En s = a la
normal exterior es el vector unidimensional —1 y en s = b, la normal exterior es el
vector unidimensional 1.

Como anteriormente, la ecuacién integral (14) puede escribirse, si las funciones que
aparecen en ella son regulares, como una ecuacion en derivadas parciales. Para ello,
lo primero que debemos hacer es escribir la integral de superficie que aparece en la
relacion anterior, como una integral multiple. Esto se puede hacer, cuando el dominio
Q considerado es también bueno, usando el Teorema de la Divergencia, resultado
fundamental del andlisis vectorial, del cual se deduce la expresién

/ < ¢(s,t),n(s) > ds = / divg ¢(z,t) dx
o0 Q

donde si el flujo ¢(x,t) = (¢i(x,t)),1 < i < n, la divergencia de ¢, respecto de la
variable x, se define como

divg ¢(z,t) = i (Mé(;f’t)

i=1
Aplicando este teorema y usando las mismas ideas que para el caso unidimensional,
llegamos a la ecuacién

ut(x,t) + divg ¢p(x,t) =0, Ve e R", V>0, (15)

que es la versién general de (10).

Por tltimo, la ley de Fourier multidimensional, afirmaria ahora que el vector flujo
¢(x,t) es directamente proporcional (en sentido negativo) al gradiente de la tempe-
ratura respecto de la variable espacial; es decir,

o(x,t) = =D Vyu(z,t),

donde V,u(z,t), es el vector gradiente de u, respecto de la variable espacial z.
Asi obtendriamos
ut(z,t) — DAgu(z,t) =0, (16)
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donde A,, el operador Laplaciano respecto de z, viene dado por
" 0%u(z,t)
Agu(z,t) =) ——5—=

A la ecuacion anterior se le conoce con el nombre de ecuacion del calor o ecuacién
de la difusion n-dimensional. Nuevamente, admitiendo otros factores de influencia
en la temperatura, obtendriamos la ecuacién

ur(x,t) — DAyu(z,t) = f(x,t,u) (17)

Volvamos al problema (8). Partiendo de las ideas de Bernoulli para la ecuacién de
ondas (soluciones con variables separadas), Fourier buscé las soluciones més sencillas
que puede presentar la ecuacién del calor: aquellas que son de la forma u(x,t) =
X (z)P(t). Imponiendo la condicién de que tales funciones satisfagan formalmente
dicha ecuacién, obtenemos los dos problemas siguientes de ecuaciones diferenciales
ordinarias:

X"(x) + pX(z) =0, z € (0,7), X(0) = X(7) =0, (18)
P'({t)+uP(t)=0, 0<t<T. (19)

En la expresion anterior, p hace el papel de pardmetro real. Es facil ver que (18)
tiene solucién no trivial si y solamente si p € {n?, n € IN}. Ademds, si p = n?,
para algun n natural, el conjunto de soluciones de (18) es un espacio vectorial real
de dimensién uno generado por la funcién sen(nz). Andlogamente, para pu = n?, el
conjunto de soluciones de (19) es un espacio vectorial real de dimensién uno, cuya
base la constituye la funcién exp(—n?t). Asi, disponemos de un procedimiento que
nos permite calcular infinitas soluciones elementales de la ecuacién del calor, a saber,

las funciones de la forma a,v,, donde a,, € IR y v, se define como
v (z,t) = exp(—n’t)sen(nz). (20)

Es trivial que si la distribucién inicial de temperatura f, es algin miltiplo de sen(nz)
(o una combinacién lineal finita de funciones de este tipo), entonces la solucién bus-
cada de (8) es un multiplo adecuado de vy,

Ahora bien, f no es, en general de la forma justo mencionada, pero, y aqui de-
mostré Fourier, como Bernoulli, una enorme intuicién, jsera posible obtener la solu-
cién u de (8), para cualquier f dada, como superposicién de las anteriores soluciones
sencillas v,,7 Es decir, jserd posible elegir adecuadamente los coeficientes a,, tal que
la dnica solucién de (8) sea de la forma

u(x,t) = Z an exp(—n’t)sen(nz). (21)
n=1
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como en el caso de la ecuaciéon de ondas? Fourier afirmé en su articulo que esto
era asi, obteniéndose de nuevo la relacién (5). Las ideas expuestas por Fourier en
el libro citado plantearon de manera inmediata innumerables interrogantes que han
originado, a lo largo de casi dos siglos, gran cantidad de investigacién y han sido
muchas las partes de la Matematica que se han desarrollado a partir de ellas.

Otras situaciones dan lugar a problemas distintos. Por ejemplo, si se
trata de estudiar la temperatura de una varilla delgada, pero donde se
sustituye el hecho de que los extremos de la misma estén a cero grados
centigrados, por el de que tales extremos se mantengan aislados, tenemos
el problema de tipo mixto

2
ulx,t) _ @t o ro<t<T,

o2 ot
ou(0,t) Mzo, 0<t<T, )
ox ox
u(z,0) = f(z), O<z<m

Problemas relacionados con la propagacién del calor en cuerpos tridimen-
sionales originan la ecuacion del calor en dimension tres. En general, la
ecuacion del calor n— dimensional se expresa de la forma:

ou(xy, .y Ty, t) i O?u(xy, ..., T, t)

ot - Ox? (22)

i=1

Otras situaciones de interés para los estudiantes de ingenieria, donde
aparecen ecuaciones similares a la ecuacién del calor son las siguientes:

1. Difusion de sustancias quimicas en otro medio.

2. En el estudio del flujo de agua en acuiferos en un medio no ho-
mogéneo se obtiene, suponiendo un flujo bidimensional, una ecua-
cién de la forma

ou(xy,x u(xy, o, t
il . Zax Zaw 1,2’) = fl1,32,1)
1

j=1 Ox;

Obsérvese que si a;; = J;; (la delta de Kronecker), entonces tenemos
la ecuacién del calor bidimensional.
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La ecuacion del potencial

La ecuacién del potencial tiene su origen en la teoria de Newton de la gravitacién
universal. Posteriormente, Gauss, Green y Kelvin, en el siglo XIX, realizaron aporta-
ciones importantes dentro del marco del llamado andlisis vectorial, no solo en el tema
del potencial gravitacional sino también en temas relacionados con electrostatica e
hidrodinamica.

El potencial gravitacional V(x) originado en el punto z = (z1, 2, x3) € IR? por una
masa m localizada en un punto & € IR? viene dado por

m

Vi =-C g

donde G es la constante de gravitacional universal y || - || denota la norma euclidea.
La fuerza gravitacional g(z) viene dada por g(z) = —VV(z), donde VV indica el
gradiente de la funcién V. Trivialmente se comprueba que el potencial es una funcién
armoénica en IR3 \ {¢}, esto es, que verifica la ecuacién de Laplace

AV(z) =0, V2 e R\ {¢} (23)
Aqui, AV es el laplaciano de la funcién V, dado por

3 2 z
av) =y TV (24)
=1

(]

El potencial gravitacional V (x) originado por un ndmero finito de masas my, ..., my,
localizadas en los puntos &1, ..., de IR? se define de manera andloga como
=k
Vi) =-GY ——
; lz — &l

Trivialmente V' es arménica en IR3 \ {¢1, ..., &}

Lo anterior se refiere a “distribuciones discretas finitas de masas”. Un salto cuali-
tativo importante se da cuando se trata de definir el potencial gravitacional de una
“distribucién continua de masa” que se encuentra en el espacio euclideo. Aqui la
suma finita se transforma en una “suma continua”, dando lugar a una integral en el
correspondiente subconjunto de IR3. Mas concretamente si tenemos un cuer-
po (subconjunto abierto y acotado) de IR? con una distribucién de masa
dada por la funcién de densidad p : () — IR, el potencial gravitacional se
define como

L p(§)
Vi) = G/Q g (25)
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Trivialmente V € C*(IR?\ Q).Bajo condiciones muy amplias (p medible y acotada)
se demostrara en el capitulo IV que V € C* (IRS). Sin embargo, se mencionaran tam-
bién ejemplos en este capitulo que ponen de manifiesto que aunque p sea continua,
V no tiene que ser necesariamente de clase C? en Q. Trivialmente

AV(z)=0,Vx¢gQ (26)
Demostraremos en el capitulo IV que si p € C1(Q) y ademds es acotada, entonces
AV (x) =4rGp(z), V x € Q (27)

Como curiosidad, puede demostrarse facilmente que

N R VA
[l — &l

con lo que, para obtener las derivadas de segundo orden de V en 2, no puede inter-
cambiarse la derivacién con la integracién en la férmula (25). Esto le suele llamar la
atencion a los alumnos. No porque crean que siempre se pueden intercambiar ambas
operaciones (ya mos encargamos los matemdticos de ponerles suficientes ejemplos
patoldgicos al respecto) sino porque este es un ejemplo muy natural que surge en
fisica e ingenieria y donde se pone de manifiesto que el rigor matemdtico es crucial
st se quieren hacer las cosas bien.

Las disquisiciones anteriores motivan el estudio de la existencia de soluciones radiales
no triviales de la ecuacién de Laplace (23): soluciones de la forma V(x) = v(|jz—£||).
Esto origina la ecuacion diferencial ordinaria

n—1

o' (r) + V' (r) =0, Vr e (0,+00). (28)

r
Integrando esta ecuacién se obtiene lo que se llama solucién fundamental de la
ecuaciéon de Laplace

Infle — €], sin=2,
E(z,&) = (29)
ﬁ”:ﬂ —£|I7n, sin > 2.

que, como su nombre indica, desempenard un papel importante en el estudio de
ecuaciones elipticas en el capitulo IV.

El principio del maximo-minimo para funciones armonicas, que se demostrara en
el capitulo IV, motiva el tipo de problemas que “de una manera légica” se pueden
asociar a la ecuacién del potencial: los problemas de contorno. Este hecho se
ve corroborado en las aplicaciones de la teoria de ecuaciones elipticas a la Ciencia,
donde tales problemas de contorno se presentan con frecuencia. Por ejemplo, en
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electrostatica, los problemas de contorno usuales (problema de Dirichlet) responden
al planteamiento
Au(z) = g(x), v € Q,
u(z) = f(z), v € 00
donde € es un dominio acotado de IR"™, 9f) indica su frontera topoldgica y las

funciones f y ¢ son dadas. En cambio, en hidrodindmica lo usual son problemas de
contorno del tipo

(30)

Au(z) = g(x), = € Q,

81(;(5) f(x), x € 0Q

(31)

u(z) =< Vu(z),n(z) >, Vo € 0.

Estos se conocen con el nombre de problemas de contorno tipo Neumann.

donde n indica el vector normal exterior a 992 y

La ecuacién de laplace n—dimensional se escribe de la forma

0

" 9%V (x)
AV (z) = =
(z) Z: 0x?
=1 7
y se cumple para soluciones estacionarias (soluciones que no dependen
de la variable tiempo t) de las ecuaciones n—dimensionales de ondas (7)
y del calor (22).

Los ejemplos de EDP que se presentan en este capitulo surgieron en los siglos XVIII y
XIX. No obstante, siguen representando un papel fundamental en la teoria moderna
de EDP y en torno a ellos, o a variaciones de ellos, existen numerosos interrogantes
que se comentaran en el curso. La teoria moderna de EDP surgi6 a finales del siglo
XIX y principios del XX con contribuciones importantes de Poincaré y Hilbert,
alcanzando un grado notable de contenido con el desarrollo en la primera mitad del
siglo XX del andlisis funcional. Desde mediados de los anos cincuenta del siglo pasado
el uso de funciones generalizadas (distribuciones, espacios de Sobolev, etc.) y de la
teoria de espacios de Hilbert, ha permitido avances muy importantes. Por tdltimo,
diremos que en la actualidad hay un interés especial (debido a las aplicaciones) por
el estudio de EDP no lineales asi como por los métodos numeéricos de aproximacién
a las soluciones de las mismas.

A las ecuaciones integrales, cuya teoria fue iniciada por Volterra y desarrollada
por Fredholm y Hilbert a comienzos del siglo XX, dedicamos el ultimo capitulo. Este
capitulo es importante por varios motivos: en primer lugar, problemas de indole muy
diversa, que se plantean tanto en e.d.o. como en ecuaciones en derivadas parciales,
se pueden reducir, via una funcién de Green apropiada, a ecuaciones integrales, pro-
porcionando éstas una visién unificada de aquellos. También, la teoria de ecuaciones
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integrales (e.i), presentada desde un punto de vista moderno, proporciona al alumno
la posibilidad de entrar en contacto con el lenguaje y métodos del Analisis funcio-
nal (espacios de Hilbert, desarrollos de funciones, operadores de diversa clase, etc.),
disciplina clave en la investigacién moderna de las ecuaciones diferenciales. Precisa-
mente, la teoria de espacios de Hilbert y operadores, tiene su origen en problemas
planteados en ecuaciones integrales. Por ejemplo, la ecuacion

b
o(@) = F@) = [ K@) () dy

fue estudiada por Fredholm, que establecio el llamado hoy en dia Teorema de la al-
ternativa de Fredholm. Este estudio fue continuado por Hilbert mediante una serie
de articulos publicados entre los anos 1.904 y 1.910, los cuales permitieron no sélo
avanzar en el conocimiento de las ecuaciones integrales, sino establecer también los
fundamentos de la teorfa de espacios de Hilbert. Los méds curioso (aunque no ex-
trano, pues este tipo de cosas suceden en Matematicas), es que, la teoria de espacios
de Hilbert y operadores, ha mostrado su utilidad no sélo en el campo de las ecua-
ciones integrales, sino que a partir de mediados del siglo XX comenzo6 a utilizarse
también en problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales
(ademds, por supuesto, de otras muchas ramas de la Matematica). En el capitulo V
se describen los tipos clasicos de ecuaciones integrales: de Volterra y de Fredholm,
asi como los problemas de contorno del tipo Sturm-Liouville. El tema de las ecua-
ciones integrales de Fredholm lineales y autoadjuntas alcanza su culminacién en el
desarrollo de Hilbert-Schmidt, que puede marcar el comienzo de una teoria general
de desarrollos en serie de Fourier.

El tratamiento de los problemas de contorno, cuyo estudio fue iniciado por Sturm
y Liouville en el siglo XIX, lo hacemos con el punto de vista de Hilbert, que mediante
el método de la funcion de Green, los redujo a ecuaciones integrales. Esto proporciona
una extraordinaria economia de métodos y demostraciones y al mismo tiempo es una
buena ilustracién de la utilidad de las ecuaciones integrales. En particular, se describe
de manera muy facil el conjunto de valores propios y funciones propias, ademés
de algunas propiedades notables, como la complitud de tales funciones en ciertos
espacios de funciones, resultado importante para aplicar el método de separacion de
variables en el estudio de numerosos problemas de contorno o de tipo mixto para
e.d.p.

La bibliografia recomendada para el desarrollo del capitulo es la siguiente:

1. A. Canada, Series de Fourier y Aplicaciones. Ediciones Piramide, Madrid, 2002.

2. M. Kline. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times. Oxford Uni-
versity Press, New York, 1972. Traducido al castellano: Alianza Editorial, Ma-
drid, 1992.
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3. L. Peral, Primer curso de Ecuaciones en derivadas parciales. Addison-Wesley,
Wilmington, 1995.

4. A.N.Tijonov y A.A. Samarsky, Ecuaciones de la Fisica Matematica. Mir, 1980.

ACTIVIDADES COMPLEMENTARIAS

Es muy recomendable que el alumno complete la informacién histérica
que se proporciona en el capitulo con las referencias siguientes:

1. A. Canada. Series de Fourier y Aplicaciones. Piramide, Madrid, 2002. En la
Introduccién de este libro se pueden consultar algunos hechos relevantes de los
métodos de Fourier y su relacién con las EDP.

2. M. Kline. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times. Oxford Uni-
versity Press, New York, 1972. Traducido al castellano: Alianza Editorial, Ma-
drid, 1992. Muy recomendable para la historia de las EDP en los siglos XVIII
y XIX.

3. Péagina web:
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/index.html

EJERCICIOS

El objetivo fundamental de esta primera relaciéon de ejercicios es que el alumno se
familiarice con los tres tipos basicos de EDP (ecuacién de ondas, ecuacién del calor
y ecuacién de Laplace) asi como con algunas soluciones especiales de las mismas. Se
pretende, ademds, que el alumno recuerde algunos hechos basicos sobre cambios de
variables asi como sobre series de funciones que seran importantes en los capitulos
siguientes.

1. Considérese la ecuacién de ondas unidimensional
o (2,8) = (2, 1), (3,1) € R? (32)

a) Demuéstrese que si se realiza el cambio de variables independientes £ =
xr+t, u=x—t, la ecuacién anterior se transforma en

g (6, 0) = 0, (€, 1) € R? (33)

b) Usando esto, calcular el conjunto de soluciones u € C2?(IR?) de (33) y
usando el cambio de variable indicado, calcilese el conjunto de soluciones
de (32).
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2.

5.

¢) Demuéstrese que el conjunto de soluciones de (32) y de (33) es un es-
pacio vectorial real de dimensién infinita (se pueden encontrar infinitas
soluciones linealmente independientes).

d) Compérense los resultados anteriores con los que el alumno conoce para
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales y homogéneas de segundo or-
den, es decir, ecuaciones de la forma x”(t) + a(t)2'(t) + b(t)xz(t) =0, t €
[a,b]. ;Cudl es la diferencia fundamental que observa el alumno?.

e) Extiéndanse los resultados anteriores para una ecuaciéon de ondas de la
forma

Uge (7,1) = aug(x,t), (z,t) € R? (34)

donde a es una constante no nula.
Considérese la e.d.p. lineal de segundo orden
Uy (2,Y) + @ ug(x,y) + buy(z,y) + abu(z,y) = 0, (z,y) € R? (35)
donde a y b son constantes reales y u € C? (IRQ, R).

—ay—bx

a) Mediante el cambio de variable u(x,y) = v(x,y)e , encuéntrese una

férmula que proporcione todas las soluciones de (35).

. Demuéstrese que para cada n € IN, la funcién u,(x,t) = sen(nx) cos(nt) es

solucién de la ecuacién de ondas (32).

Demuéstrese que cualquier combinacién lineal finita de funciones del tipo an-
terior es asimismo solucién de (32).

Dar condiciones suficientes sobre la sucesién de nimeros reales {a,, n € IN}

o

para que la funcién u(z,t) = Z antn(x,t) sea de clase C%(IR?) y verifique la
n=1

ecuacion de ondas.

. Demuéstrese que para cada n € IN, la funcién u,(x,t) = sen(nz) exp(—n’t) es

solucién de la ecuacién del calor. Asimismo, pruébese que cualquier combina-
cion lineal finita de funciones del tipo anterior es solucién de la ecuacion del
calor.

Dar condiciones suficientes sobre la sucesién de nimeros reales {a,, n € IN}

o0

para que la funcién u(z,t) = Z antn(x,t) sea de clase C? y verifique la
n=1

ecuacion del calor para t > 0.

a) El potencial gravitacional V(x) que se origina por un ndmero finito de
masas puntuales my1,...,my localizadas en los puntos &1, ...& de IR? se

define como
i=k

m;
V@ ==G g
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donde G es la constante de gravitacién universal y ||-|| es la norma euclidea
en IR3. Demuéstrese que V es una funcién arménica en IR\ {£1, ..., &}

b) Sea p:Q — IR, una funcién dada (medible y acotada), donde Q C IR? es
abierto y acotado. Demuéstrese que el potencial gravitacional

L p(§)
V(z) = -G /Q e (36)

[l —

estd bien definido para cualquier = € IR3. Pruébese que V € C*(IR*\ Q)
y que AV (z) =0, Vo € IR?\ Q.
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CAPITULO II: LA ECUACION DE ONDAS!

Aqui podras encontrar los apartados siguientes: conocimientos previos necesarios
para seguir adecuadamente este capitulo, resumen del mismo con la bibliografia
recomendada y actividades complementarias. Al final aparece una relacién de
ejercicios.
En la pagina web

http://www.ugr.es/~acanada/
encontrards informacién adicional sobre la asignatura (exdmenes de cursos anterio-
res, enlaces a paginas relacionadas, practicas de ordenador, etc.)

CONOCIMIENTOS PREVIOS NECESARIOS

1. Nocién de problema de Cauchy (o problema de valores iniciales, p.v.i.) para
una ecuacién diferencial ordinaria, e.d.o.

2. Convergencia uniforme de series de funciones

3. Problemas de valores propios para e.d.o. lineales de segundo orden con coefi-
cientes constantes

4. Derivacion de integrales paramétricas
5. Férmula de Green en el plano.
Se pueden consultar las referencias:
1. T.M. Apostol. Analisis Matematico. Reverté, Barcelona, 1.960.

2. A. Canada. Series de Fourier y Aplicaciones. Pirdmide, Madrid, 2002. Capitulo
v

3. http://mathworld.wolfram.com/

'A. Cafiada, Marzo 2010, EDPFISICA
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RESUMEN DEL CAPITULO

En este capitulo se estudian diferentes problemas asociados a la ecuaciéon de ondas,
comenzando por el llamado problema de Cauchy. En dimensién uno este problema
se escribe como
up(x,t) — upg(x,t) =0, x € R, t >0,
u(z,0) = afz), z € R, (1)
ut(x,0) = B(z), v € R.

Observemos que para el tiempo inicial ¢ = 0 se dan dos datos: la solucién u y el
valor de la derivada u;.
Indicaremos por §2 al conjunto

Q= {(z,t) eR? : t>0}.
Una solucién de (1) es una funcién v € C?(Q) N CY(Q), que verifica (1) en todo

punto.

El préximo resultado (férmula de D’Alembert) se refiere a la existencia y unicidad
de soluciones de (1).

Teorema 1. Si a € C*(IR) y 8 € C1(IR), (1) tiene una tinica solucién dada por

u(z, t) = %[a(m—kt) boalz—1)] + ;/:tﬁ(s) ds, ¥ (r,0) €. (2)

En la demostracién se usa en primer lugar el cambio de variables { =z +1t, pu =
x — t, que transforma la ecuacién uy — Uz = 0 en ug, = 0. De aqui se deduce que
la solucién de (1) debe ser de la forma

u(z,t) =H(x+t) + Gz —1t),

donde H € C*(IR,R) y G € C*(IR, R).
Imponiendo las condiciones dadas en el tiempo inicial, obtenemos

o (z) = H'(z) + G'(2),
B(z) = H'(z) — G'(z)

De aqui se deduce
H(z) = 3a(z) + 5 [ B(s) ds + e,

G(z) = 3a(z) — 5[5 B(s) ds+co

Como H(z) + G(z) = a(z), tenemos que ¢; + c2 = 0, con lo que se obtiene (2).

Notas de interés sobre la formula de D’Alembert
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1. La solucién dada por (2) se puede escribir de la forma

u(a:,t):;[ (x+1) +/ B(s ds] + ;[aw—t / B(s ds},

o lo que es lo mismo,
U({L‘,t) = ul(x7t) + U2($,t),

donde ) ot
uy(x,t) = 5 [a(fc+t) + /0 B(s) ds] = H(z +1),

u2(x,t):;{ (x—1t) / B(s ds]: G(x —t).

Asi, u es “suma o superposicién de dos ondas” wuy y us, que se desplazan,
respectivamente, a la izquierda y a la derecha, con velocidad uno. De aqui, que
al método utilizado en la demostracién del teorema 1, se le llame método de
propagacion de las ondas.

2. Notemos en segundo lugar que la ecuacion de ondas no tiene efecto regulari-
zante (para tiempos positivos) sobre los datos iniciales, puesto que de (2) se
deduce que u (para t fijo) tiene la misma regularidad que «.

3. De (2), se obtiene que el valor de u en un punto (g, tp) de 2, depende de los
valores de « en los puntos xg + to y 2o — to asi como de los valores de (3 en el
intervalo [xg — tg, xo + to]; de aqui que al intervalo [z¢ — tg, 2o + o] se le llame
dominio de dependencia del punto (xg, tg).

Al tridngulo determinado por los puntos (zo, to), (xg — to,0) y (2o + to,0) se le
denomina tridngulo caracteristico del punto (z,tp).

4) Los efectos de las perturbaciones no son instantédneos, sino que éstas se
propagan con velocidad finita. Tal afirmacién se puede comprender facilmente
si se considera el caso en que las funciones « y 8 son ambas idénticamente
nulas; entonces la tnica solucién de (1) es la funcién v = 0. Si mantenemos
6 = 0y tomamos una funcién « que sea no nula y positiva solamente “cerca”de
un punto dado zy € IR, entonces si x1 es cualquier otro punto diferente de x,
el valor u(x1,t) serd cero para pequenos valores de ¢, (aunque no para valores
“grandes”de t).
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4. Dado (z9,0), el dominio de influencia de éste punto sera el conjunto de todos
aquellos puntos de 2 tales que su dominio de dependencia incluya al punto xg.

Pasamos a continuacién a considerar el problema de Cauchy para la ecuacién de
ondas no homogénea:

utt(:E?t)_umz(xat) :f(IL‘,t), zelR, t>0,
u(z,0) = a(z), z € R, (3)
u(z,0) = B(z), = € R.

Como en (1), una solucién de (3) es una funcién u € C%(Q) N C*(Q) que cumple (3)
puntualmente.

El estudio del problema anterior se va a realizar usando la férmula de Green

(véase la figura 1, en la ultima pégina).

Lema 2. Sea (z¢,t9) € Q y T su tridngulo caracteristico. Entonces si u es cualquier
funcién real perteneciente a C%(T), se tiene

1
u(.ﬁlﬁo,to) = 3 [u(xo +t0,0) + u(l’o — to,O) ] +
1 zo+to
+5 ut(x,0) de+ (4)
2 xo—to

1
—l-f/(utt — Ugy) (2, 1) dxdt.
2Jr

Para la demostracion se procede como sigue: la formula de Green en el plano,
afirma que

/D Qu(,t) — Py(w,1)] dadt — / [Pz, t)de + Q(z, t)di] (5)

oD

para dominios convenientes D del plano y funciones P, Q que sean C1(D)NC(D).
Aplicando (5) para el caso D =T, P = —u;, Q = —uy, se obtiene

/ (s — o) (2, 1) dzdt = / (—ug(2, 1) do — ug(x, 1)) dt,
T oT

donde OT esté orientada positivamente.
La integral de linea anterior se descompone en tres sumandos, correspondientes,
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respectivamente, a los lados del tridngulo T'. Parametrizando cada uno de estos lados,

se pueden calcular de manera explicita las integrales resultantes, obteniéndose
zo+to

/T(utt —Ugy) (2, t) dedt = 2u(xg,to) — u(xo +to,0) —u(xg —1to,0) — / ug(x,0)dx

xo—to

De aqui se deduce (4).

Por 1ltimo, escribiendo la integral

/ (ugy — Ugy ) (2, t) dxdt
T

to —t+$0+t0
/ / (Ut — Ugy) (2, t) dadt,

t+xo—to

de la forma

se dispone de una férmula que proporciona la posible solucién de (3). Esto se con-
firma en el siguiente teorema:

Teorema 3. Sean o € C*(R), 3 € CYR) y f f C(Q).
Entonces la tinica solucion de (3) es
1 1 [+t
u@wt) =la(e+t) + ale—0] + 5 [ Als)ds+
r—t

r+t— T
/ / 7) dédr,V (x,1) € .
2 T—t+T1

Para llevar a cabo la demostracion, conviene que introduzcamos la funcion
r+t—T
H(z,t,7) = / f(6.7) dedr (7)
r—t+T7
con lo que

o+t 1t _
B(s) ds +§/ H(z,t,7) dr,V (2,t) € Q.
0

(8)

w(z, t) = %[a(x—i—t) b a(z—t)] + % "
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Entonces, tenemos

wleyt) = 3o/ +) = oo = 0]+ 31+ + B — 0]+ 3,0+ [ Hlat,r) dr =

L@+ — o= 0]+ 3B+ 0+ B =0+ 3 [ (et t—m)+ fe—t 7)) dr,

up(,t) = %[a”(wﬂ) + a"(x—t)]+%[ﬂ’(w+t>—ﬁ’<x—t>]+
;[f(:::,t)—k/otfx(x—kt—f,r) dr+f(x,t)—/0tfx(x—t+r,7) dr],
usle,t) = o'+ ) + oo =)+ 30+ 1)~ Bl — 0]+ 5 [ Hula,t7) dr| =

@+ + o= 0]+ 318+~ B =0l + 3 [ (et t—m) = fo—t+)

U (T,1) = %[a”(m +1t) + "z —t)]+ %[ﬁ'(m +t) — Bz — b))+

;/Ot(fx(x—kt—v-,r)—fw(x—t—FT,T)) dr
9)

A partir de las expresiones anteriores, es trivial comprobar que la funcién u definida
en (6) es la tnica solucién de (3).

El capitulo sigue con el estudio de dos problemas de tipo mixto asociados a la
ecuacién de ondas (unidimensional)

Pu(x,t)  Ou(x,t)

ox2 o2
El primero de ellos responde a la formulaciéon
0?u(z,t) 0?u(z,t)
952 = 92 0<xz<mt>0
u(z,0) = f(x), 0<z<m
(10)
8“2’; 0 _ g9(2), 0<z<nw

u(0,t) = wu(mt)=0, t>0,
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y modela las vibraciones pequenas de una cuerda flexible, con extremos fijos en los
puntos (0,0) y (m,0), estando la posicién inicial de la misma dada por la funcién f
y la velocidad inicial por g.

Si Q = (0,7) x (0,+00), una solucién de (10) es cualquier funcién u € C%(Q)
que satisface (10) puntualmente.

Demostramos en primer lugar que (10) puede tener, a lo sumo, una solucién,
usando el de método de la energia. Para ello, si v es la diferencia entre dos solu-
ciones de (10), entonces u satisface un problema como (10), con f = g = 0. Si

7T
consideramos la funcién de energia I(t) = / ((ux(a:, )% + (ug(x, t))2) dx, enton-
0
ces puede probarse que I'(t) = 0, V¢t > 0. Por tanto, la funcién I es constante
n [0,+o00). Como I(0) = 0, se obtiene I(t) = 0, V ¢ > 0. Ello obliga a que
uz(w,t) = u(x,t) = 0,V (x,t) € Q. Asi pues, u debe ser constante en 2. Como
w(x,0) =0, V x € [0, ], se obtiene u = 0, en Q.

Una vez que hemos demostrado que (10) puede tener como mucho una solucién,
habra que ver que, por lo menos, hay una. Para tratar de intuir cudl puede ser la
forma de la soluciéon buscada, pensemos que u es una funcién de dos variables y
que las funciones de dos variables méds sencillas que se pueden presentar son las que
vienen dadas por el producto de dos funciones de una variable. Entonces, podemos
hacernos la siguiente pregunta: ;Tendra (10) soluciones de la forma

u(z, t) = X(x)T(t), (11)

para funciones convenientes X : [0,7] — IR, y T : [0,+00) — IR? Esto origina las
dos ecuaciones diferenciales ordinarias siguientes

X"(z) = XX (z) =0, z € [0,7], (12)

T"(t) = NT'(t) =0, t € [0, +00). (13)

Ademis, puesto que la solucién buscada v debe ser continua en €2, se ha de cumplir
u(0,t) = X(0)T'(t) = u(m, t) = X(m)T(t) =0,V t € [0,400).

Esto nos conduce a la “condicién natural” que ha de satisfacer la funcién X en los
extremos del intervalo : X (0) = X (m) = 0. Todo ello origina el siguiente problema
de contorno para X(x) :

X"(2) = AX(2) =0, € [0,7], X(0) = X(r) = 0. (14)

Obviamente, los tinicos valores interesantes del parametro real A son aquellos para
los que (14) tiene solucién no trivial. Asi, diremos que A es valor propio de (14) si
(14) admite alguna solucién no trivial.

La manera de calcular los valores propios de los problemas anteriores es sencilla,
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puesto que las ecuaciones consideradas son lineales y tienen coeficientes constantes.
Para ello, recordemos que, fijado A, el conjunto de soluciones (reales) de la ecuacién
X"(z) = AX(z) = 0, = € [0,7], es un espacio vectorial real de dimensién dos.
Ademss:

- Si A = 0, una base de tal espacio vectorial estd constituida por las funciones
XYz) =1, X?(x) =z, Vz €0,n]

- Si A > 0, una base estd formada por las funciones X'(z) = exp(v/\z), X?(z) =
exp(—V\z), ¥V x € [0,7].

- Si A < 0, una base estd formada por las funciones X!(x) = cos(v/—Mz), X%(z) =

sen(v/=Az), ¥V x € [0, 7).

Cualquier solucién de (14) es de la forma X (z) = ¢1 X' (z)+ce X?(x), Vo € [0, 7],
donde c1, co son ntimeros reales cualesquiera. Imponiendo las condiciones de contorno
llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:

-SiA=0,
1 = 07
1+ com =0,

cuya tnica solucién es ¢; = cg = 0. Por tanto, A = 0, no es valor propio de (14).
-Si A >0,
c1+c2 =0,
c1 exp(VAT) 4 o exp(—vAr) = 0.

El determinante de los coeficientes de este sistema es exp(—v/Ar) — exp(v/ A7), que
es distinto de cero. Por tanto la tnica solucién del sistema es la solucién trivial
¢1 = ¢ = 0. Consecuentemente, no existe ningtn valor propio positivo de (14).
-Si A <0,
C1 = 0,

c1c0s(v/ =) + casen(y/=Ar) = 0.
Este sistema tiene solucién no trivial si y solamente si sen(v/—A7m) = 0; o lo que es lo
mismo, si y solamente si A\ = —n?, para algiin n € IN. En este caso, es decir A = —n?,
para algun n natural, el conjunto de soluciones de (14) es un espacio vectorial real
de dimensién uno, engendrado por la funcién X, (x) = sen(nz), V = € [0, 7].

En resumen, el conjunto de valores propios de (14) es el conjunto { —n?%, ne IN}.
Si A\ = —n?, para algtin n natural, el conjunto de soluciones de (14) es un espacio
vectorial real de dimensién uno, cuya base estd formada por la funcién X, (x) =
sen(nzx), V x € [0,7].
Por otra parte, la constante A ha de ser la misma en (12) y (13). Para A = —n?,n €
IN, el conjunto de soluciones reales de (13) es un espacio vectorial real de dimensién
dos engendrado por las funciones T} (t) = cos(nt), T2(t) = sen(nt).
Por tanto, cuando A = —n? n € IN, cualquier solucién de (13) es de la forma
Zn(t) = Apcos(nt) + Bpsen(nt), con Ay, B, nimeros reales arbitrarios.
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El procedimiento anterior permite calcular la tnica solucién de (10) en casos
sencillos. En efecto, si las funciones f y g son de la forma

P
flx) = Z a;sen(n;x),
=1

g(x) = bjsen(m;zx),
j=1

siendo a;, 1 <7 <p, b;, 1 <j < g, nimeros reales dados y n;, 1 <7 <p, m;, 1 <
j < g, nimeros naturales distintos, entonces (10) tiene una unica solucién dada por

p q
b.

u(x,t) = E a;cos(nit)sen(n;x) + E —Lsen(m;t)sen(m;x)
=1 ]:1 )

Usando algunos resultados sobre convergencia de Series de Fourier (véanse los ejer-
cicios 5 y 6 del capitulo IV del libro de A. Canada, mencionado en la bibliografia),
extendemos las ideas anteriores a casos més generales, obteniendo el resultado si-
guiente:

Teorema 4. Si f y g satisfacen las condiciones

feC30,a], £(0) = f(x) =0, f"(07) = f"(=—) =0,
g € C?0,7], g(0) = g(m) =0,

entonces (10) tiene una tinica solucién u dada por la férmula

u(z,t) = Z (A, cos(nt) + B,, sen(nt)) sen(nx),

n=1

donde

2 [T 2 (7
A, = 7/ f(x) sen(nz) dv, B, = —/ g(x) sen(nz) dzr, ¥ n € IN.
™ Jo nmJo

El otro problema de tipo mixto que estudiamos responde a la formulacién:

0?u(z,t) Ou(z,t)
= <zx<
92 92 0<xz<mt>0
u(z,0) = f(x), 0<z<m
15
Qu(.0) _ 0<z< .
8t - g ’ ™
Dy = Pmay=0, 10,
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que se corresponde con el caso en que los extremos de la cuerda estan libres. Estu-
diamos la existencia (método de separacién de variables) y unicidad (método de la
energia) de las soluciones de (15) de forma andloga a como hemos hecho para (10),
obteniendo el resultado siguiente.

Teorema 5. si f y g satisfacen las condiciones

9602[0771-]79(0 ) g(ﬂ' )207
entonces (15) tiene una inica solucién u dada por la formula
Ay B
u(x,t) = —0 + —Ot + Z Apcos(nt) + Bpsen(nt)) cos(nx) (17)
donde
2 U
Ap=fn= —/ f(z)cos(nz) dz,¥V n € INU {0},
9 70 g 9 7 (18)
By =go = */ g(z)dz, B, =" = — | g(x)cos(nz) dzx, ¥V n € IN.
™Jo n nm Jo

La bibliografia recomendada para el desarrollo del capitulo es la siguiente:

1. A. Canada. Series de Fourier y Aplicaciones. Madrid, Piramide, 2002. Capitulo
v

2. A.N. Tijonov y A.A. Samarsky. Ecuaciones de la Fisica Matematica. Mir, 1980.
ACTIVIDADES COMPLEMENTARIAS

1. Es de gran interés el estudio del problema de Cauchy para la ecuacién de ondas
en dimensiones superiores a uno. Comentemos detalladamente los casos n = 2
y n = 3, representativos de lo que ocurre, respectivamente, para n par e impar,
generales.

Sea el problema

Ugy + Uyy + Uzz = Ugt, (CC, Y, Z) € Rgv t >0,
u(x7 y’ Z’ 0) = ¢(x7 y’ Z)’ (x7 y7 z) e ]R’37 (19)
ut(x,y,z,O) = ¢($,y,2’), (x,y, Z) € R°.

Si Q= {(z,y,2,t) € R*: t >0}, una solucién de (19) es una funcién
u € C%(Q) N CL(Q) que satisface (19) en todo punto.
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El método que vamos a utilizar para solucionar (19) se denomina método de
las medias esféricas y sus ideas fundamentales son las siguientes:

1) Si u es cualquier solucién de (19) y (z,y,2) € IR? es un punto dado, se
puede definir la funcién

1
= — w(y1, Y2, Y3, t) ds,
4mr? /S«x,y,z); r) (w1,92, 93,

donde S((z,y, z); r) es la esfera centrada en (z,y, z), de radio r, y la integral
anterior es una integral de superficie en las variables (y1, y2, y3).

I(r,t)

Claramente, la funcién anterior, llamada media esférica de u, esta definida
para cualquier 7 > 0 y cualquier ¢ > 0. Ademas, los valores I(r,0), I;(r,0), se
calculan a partir de los datos iniciales de (19); en efecto,
1
I(r,0) = / , Y2, ds = F(r),
0= g S((@y,2); ) Pl 92, 38) )

1
- m /S((z,y7z)~ v w(yl)y27y3) ds = G(T’)

I(r,0)

2) El objetivo es, a partir de las funciones F' y G, calcular I(r,t). Posterior-
mente, observando que la continuidad de u, implica

u('r7 y? Z? t) = Tl_l,}’(r)l+ I(T7 t)’

llegariamos a una expresién para la funcién u, que tendriamos que demostrar
que define una solucién de (19).

La anterior discusion permite enunciar y probar el siguiente teorema sobre
existencia y unicidad de soluciones de (19):

Teorema 6. Si ¢ € C3(IR3) y ¢ € C%(IR?), el problema de Cauchy (19) tiene
una tnica solucion u dada, para t > 0, por

0|1

u(z,y,z,t) = ot [4“ /S((%yjz); ) o(Y) dsy
1

+ 7/ Y) dsy,
Amt Js((zy.2); t)w ) dsy

_l’_

(20)
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Merece la pena realizar algunos comentarios sobre la conclusién del teorema
anterior, y compararlos con los que hicimos sobre la solucién del problema de
Cauchy para la ecuacion de ondas homogénea en dimensién uno. Por ejemplo,
el valor u(X, t) depende de los valores de 1, ¢ y de los de las derivadas parciales
de primer orden de la funcién ¢ en la esfera centrada en X y de radio ¢
(principio de Huygens). Asi, este conjunto puede considerarse ahora como el
dominio de dependencia de un punto (X, t). Reciprocamente, los datos iniciales
¢ y ¥ cerca de un punto Xy del hiperplano t = 0, sélo tienen influencia
en los valores u(X,t) para aquellos puntos (X,t) que estdn “cerca”del cono
| X — Xo| = t. Por tanto, si ¢ y ¢ tienen soporte contenido en algin subconjunto
D de R3, para que u(X,t) no sea cero, el punto X debe pertenecer a alguna
esfera de radio ¢t con centro en algin punto Y € D. La unién de todas estas
esferas contiene al soporte de la funcion u en el tiempo ¢. Esto es tipico de las
soluciones de la ecuacién de ondas en dimensiones impares.

Seguidamente se pueden aprovechar los resultados obtenidos sobre el problema
(19), para estudiar el problema de Cauchy en dimensién dos:

Ugy + uyy = Utt, (JU,Z/) € IRQ, t> 07
u(z,y,0) = ¢(z,y), (x,y) € R?, (21)
ut(x,y,O) = T/’(ﬂfvy), (x’y) € R2'

SiQ= {(x,y,t) €R3: t >0}, una solucién de (21) es cualquier funcién
u € C%(Q) N CH(Q) que satisfaga (21) en todo punto.

A partir de la férmula que proporciona la tinica solucién de (19), aplicaremos
el llamado método del descenso para encontrar la férmula de la solucién de
(21).

Teorema 7. Si ¢ € C3(IR?) y o € C%(IR?), el problema (21) tiene una tinica
solucién dada por

_t Y(x + 61,y + &)
2m Jigl<r (1= €F — §3)1/2

u(a:,y,t) d£1d€2 +

(22)

0 t ¢(x+t§1,y+t§2)
o [2% /5 d§1d&o

+
ot <1 (L—&f - )2

Quizés la novedad m&s importante sea lo que es ahora el dominio de depen-
dencia de un punto (z,y,t) de Q. Claramente se observa, a partir de las dos
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féormulas anteriores, que éste debe ser la bola euclidea cerrada de centro (z,y)
y radio t. Esto marca una profunda diferencia entre los casos n = 3 (donde es
vélido el principio de Huygens) y n = 2 (donde tal principio no se verifica).

2. La solucién del problema (10) puede escribirse de una manera més conveniente,
usando el método de propagacién de las ondas. Con esto puede probarse que se
pueden rebajar las condiciones de regularidad sobre f y g. Mds concretamente,
si f y g satisfacen las condiciones

fec?o,n, £(0) = f(m) =0, f'(07) = f"(x") =0,
g € CY0,7], g(0) = g(m) =0,

entonces la unica solucion u de (10) estd dada por la formula (llamada formula

de d’Alembert)

1 1 [+t
u(x,t) = §[F1(33+t)+F1(x—t)] + = Gi(z) dz,

2 z—t
donde Fy y Gy son, respectivamente, las extensiones impares y 2w —peridodicas
de f y g, a IR. Para este aspecto puede consultarse: A. Canada. Series de
Fourier y Aplicaciones. Pirdmide, 2002 (capitulo IV, ejercicio 9).

3. Puede demostrarse la equivalencia entre la ecuacién de ondas y una cierta ecua-
cién en diferencias, que ayuda a la aproximaciéon numeérica de las soluciones de
dicha ecuacién, asi como al calculo efectivo de la solucién de ciertos problemas
de tipo mixto. En efecto, si u € C?(IR?,IR), entonces son equivalentes:

1) ugt (2, 1) — uge(z,t) =0, V¥ (2,t) € R2

2) u(Py)4u(Py) = u(Py)+u(Ps), para cualquier cuaterna de puntos Py, P, Ps, Py,
de IR?, que sean vértices de paralelogramos caracteristicos (sus lados son rec-
tas caracteristicas) arbitrarios, situados de tal forma que P; y Py sean vértices
opuestos (y por tanto, Py y P3).

No deja de llamar la atencién de los alumnos el hecho de que en 2) no aparezca
ninguna expresién diferencial. Para este aspecto puede consultarse: F. John.
Partial Differential Equations. Springer-Verlag, New York, 1982.

4. Es muy recomendable que el alumno consulte la bibliografia recomendada pa-
ra estudiar los principales hechos de las series de Fourier en varias variables
(especialmente en dos y tres variables), asi como sus aplicaciones al estudio de
problemas de tipo mixto para la ecuacién de ondas en dimensiones superiores a
uno. Hay nociones que son similares (por ejemplo la nocién de base del espacio
de Hilbert L?*(9), donde Q es un dominio acotado de IR™). Otras en cambio,
se van complicando a medida que la dimensién aumenta, como por ejemplo los
criterios de convergencia puntual de la serie de Fourier.
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En general, al aplicar el método de separacién de variables a estos pro-
blemas se llegaria a problema de valores propios del tipo

AX(z) + XX (z) =0, z €9,
X(z) =0, x € 09,

donde € es un dominio acotado de IR™. Se puede consultar para este tema:
A.N. Tijonov y A.A. Samarsky: Ecuaciones de la Fisica Matematica. Mir, 1980.

EJERCICIOS

En esta relacién de ejercicios se plantean al alumno diversos problemas asociados
a la ecuacion de ondas, tanto homogénea como no homogénea. Se pretende que el
alumno adquiera suficiente destreza como para poder resolver diferentes problemas
de valores iniciales y problemas de tipo mixto. La interpretacién fisica de estos
problemas se ha detallado en el resumen tedrico anterior y es muy conveniente que el
alumno conozca de manera adecuada dicha interpretacién para su posible aplicacién
en otras asignaturas.

1. Si f € C*(IR?%, IR), demuéstrese que la funcién

vz, t) = ;/Ot (/ﬂ:::s f(y,s) dy) ds

v (T, 1) — Ve (2, 1) = flz,t) , V(z,t) € IR? (23)

verifica

Teniendo en cuenta el ejercicio previo, encontrar una férmula que proporcione
todas las soluciones de (23).

0 (fg H(z,t,s) ds)
ot

2. Calcular la unica solucién del problema de Cauchy

tOH (x,t
(Sugerencia: recuérdese que = H(z,t,t) + / (;;’S) ds).
0

Upt — gy = 1'2, t>0, xr€IR,
u(z,0) =z, w(z,0) =0, z € IR,

donde ¢ € IR\ {0}. Sugerencia: resuélvase en primer lugar el caso en el que

¢ = 1 y a continuacién hagase un cambio de variable adecuado para resolver
. . ., 242 244

el caso en el que c es arbitrario. La solucién es u(z,t) = z + L& + &L

3. Encuéntrese la tnica solucion del problema de Cauchy

Ut — Uge = Senz, xE€IR, >0
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u(z,0) =22, Vo e R; w(z,0) =22 VzelR

Si u es la funcién solucién del problema anterior, ;cudnto vale th’r+n u(z,t)?
— 100

Nota: la solucién es u(z,t) = 22 + 2 + 2%t + % + senz — senx cost.

4. Calculese la tnica solucién de

2 2
OFu(x,t) _ Ou(z,t) 0<z<mt>0

0z o2’
u(z,0) = f(x), 0<z<m
ou(x,0)
= <z<
at o@),  O<a<n

u(0,t) = w(mt)=0, t>0.
cuando f(z) = sen®(x), g(v) = z(r —z), V 2 € [0,7].

5. Demuéstrese que el problema

O*u(z,t O*u(x,t
u(z,?) = u(i’)—senm, 0<z<m t>0

0z ot?
u(z,0) = 2 senz, 0<z<m
Ju,0) _ 0<z<n
ot
u(0,t) = wu(mt)=0, t>0

tiene una unica solucién u. Definase la energia de la onda u, en el tiempo t.
Demuéstrese que dicha energia no es constante.

6. Calculese la tnica solucién del problema

Pu(z,t)  u(z,t)
ox2  Ot?

,0<x<m t>0

ou(z,0)
ot

u(z,0) = f(x), (24)

=0,0Lz<m

u(0,t) = u(m,t) =0, t >0,
donde
z, 0<z<m/2

fz) =

(m—2x), ©/2<x<m.
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7. Calctlese la tnica solucién de

2 ¢ 2 t
O u(, t) — au(x’)—cosx, 0<z<mt>0

0x? ot?
u(z,0) = senz, 0<z<m
(25)
ou(z,0) _ o, 0<z<nm
ot
u(0,t) = w(mt)=0, t>0.

Sugerencia: busquese la solucién u de (1) de la forma u(z,t) = v(z,t) + s(x).
8. Calcilese la tnica solucién del problema
O*u(z,t)  O%u(z,t)
ox?2  Ot?

ou(x,0)
ot

, 0z <7, t>0

u(z,0) = senz, =sen’z, 0<z <7
u(0,t) = u(m,t) =0, t >0,

9. Calctlese la tinica solucién de

0?u(z,t) 0u(z,t)
= 7 <z<
92 92 0<z<mt>0
u(z,0) = f(x), 0<z<m
ou(x,0)
= <z<
5 g(x), 0<z<m
ou ou
= — = >

cuando tomamos las funciones f(z) = cos® x, g(z) = 2z— sen(2z), ¥V z € [0, 7].

10. Obténgase, de manera razonada, la férmula que proporciona la tinica solucién
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del problema

O?u(x,t) O*u(x,t)
2 = ’ <z<
c 522 92 a<zx<bt>0
u(z,0) = f(x), a<xz<b
ou(x,0)
= <zx<
T g(z), a<xr<b

u(a,t) = wu(b,t)=0, t>0,
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CAPITULO III: LA ECUACION DEL CALOR !

Aqui podras encontrar los apartados siguientes: conocimientos previos necesarios
para seguir adecuadamente este capitulo, resumen del mismo con la bibliografia
recomendada y actividades complementarias. Al final aparece una relacién de
ejercicios.

En la pagina web

http://www.ugr.es/~acanada/

encontraras informacién adicional sobre la asignatura (exdmenes de cursos anterio-
res, enlaces a paginas relacionadas, practicas de ordenador, etc.)

CONOCIMIENTOS PREVIOS NECESARIOS

1. Nocién de problema de Cauchy (o problema de valores iniciales, p.v.i.) para
una e.d.o.

2. Problemas de valores propios para e.d.o. lineales de segundo orden con coefi-
cientes constantes.

3. Teorema de derivacién de integrales paramétricas.

4. Si f : [a,b] — IR es Clla,b] y alcanza el méximo en un punto x¢ € (a,b),
entonces f/(zg) = 0. Si kg = b, entonces f’(xg) > 0.

5.Si f : [a,b] — IR es C?[a,b] y alcanza el méximo en un punto xo € (a,b),
entonces f'(xg) =0y f"(x0) <0.

Se pueden consultar las referencias:
1. T.M. Apostol. Analisis Mateméatico. Reverté, Barcelona, 1.960.

2. A. Canada. Series de Fourier y aplicaciones: un tratado elemental con notas
histéricas y ejercicios resueltos. Piramide, Madrid, 2002.

3. http://mathworld.wolfram.com/

RESUMEN DEL CAPITULO
El capitulo comienza con el estudio del problema de Cauchy, o problema de valores
iniciales, para la ecuacién del calor

u(x,t) = Agu(z,t), x € R", t >0, (1)
u(z,0) = ¢(z), x € R"™

LA. Cafiada, Abril 2010, EDPFISICAS
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Aqui,
n
0u(z,t)
Agu(z,t) = Z o2
i=1 1
Si Q= {(z,t) € R""! : ¢ > 0}, una solucién de (1) es una funcién u € C?(Q) NC(Q)
que verifica (1) puntualmente. En consonancia con esto, suponemos ¢ € C(IR").
Usando el principio del maximo-minimo para la ecuacién del calor puede probarse
que (1) tiene, a lo sumo, una solucién acotada. Una versién de este principio es el
objeto del préximo teorema.

Teorema 1. Sea w un abierto acotado de R™ y T > 0. Notemos Q = {(x,t) €
R" .z cw, 0 <t < T} Entonces siu € C2(Q)NCHQ)NC(Q) verifica

ut(x,t) — Agyu(x,t) =0, V (x,t) € Q, (2)
se tiene que
max u = max u, min v =min u, (3)
Q 019 Q 6:1Q

donde 01X} es la denominada frontera parabdlica de §) que se define como
W) ={(z,t) eR"™ 1z €dw, 0<t<T} U{(z,t) e R"™: zcw, t=0}.

Demostremos, por ejemplo, el principio del maximo. Se recomienda encarecidamente
al alumno que, previamente, pinte las situaciones:

I.n=1, w=(a,b),
2. n =2, w un circulo arbitrario.

con el objeto de familiarizarse con la nocién de frontera parabdlica. Véase también,
la ultima pagina de estas notas, donde se muestran algunos dibujos para clarificar
el concepto de frontera parabdlica.

La demostracion consta de varias etapas:

1. Primero se considera la situacién donde se tiene una desigualdad estricta ne-
gativa en (2) y el dominio es

Q. ={(z,t) e R"™ :zcw,0<t<T —¢}.

Es decir,
ut(x,t) — Agyu(x,t) <0, V (z,t) €

En este caso, sea (x9,tp) € Q. tal que u(wg,tg) = méLXQ—E u. Entonces ne-
cesariamente (zg,tg) € 01§2. En efecto, si no fuese asi, entonces caben dos
posibilidades
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a) (zo,to) € Q. Entonces se tiene
ug(xo,t0) =0, Uy, (0,t0) <0, Vi, 1 <i<n.

Por tanto,
ug(xo,to) — Agu(xo, o) >0

lo que contradice que tengamos una desigualdad estricta negativa en (2).

b) (xo,to) es tal que xp € wy to =T — . Entonces se tiene
ut(zo,t0) > 0, Upz(xo,t0) <0, Vil<i<n.
Por tanto, de nuevo tenemos
ug(xo,to) — Agu(xo,to) >0
lo que contradice que tengamos una desigualdad estricta negativa en (2).

En resumen, en esta primera etapa hemos probado que si tenemos una de-
sigualdad estricta negativa en (2), entonces

max u = max u.
Qe aIQE

2. En una segunda etapa, hacemos tender € a cero por la derecha, obteniendo
que, si tenemos una desigualdad estricta negativa en (2), entonces

max v = lim méx v = lim max v = max u
Q e—0t 0, e—0t+ 010 012

3. Para el caso en el que en (2) se tiene una igualdad, se considera la funcién
auxiliar v¥(x,t) = u(z,t) — kt, con k positivo. Entonces

vf—Amvk:ut—Axu—k::—k<0.

Por lo anterior, tendremos que

méx vF = max o".
Q 012

Si ahora se hace tender k a cero por la derecha, tendremos (3).

Usando el principio del maximo-minimo en dominios de la forma Q = Bprn(0; R) x
(0,T), puede probarse la unicidad de soluciones acotadas de (1). En efecto, tenemos
el resultado siguiente.
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Lema 2. El problema de Cauchy (1) tiene, a lo sumo, una solucién acotada.

Si (1) tuviese dos soluciones acotadas, entonces la diferencia de ambas verifica un
problema como (1) con ¢ = 0. Asi pues, el lema estaria demostrado si probamos
que, en el caso ¢ = 0, la dnica solucién acotada de (1) es la funcién idénticamente
cero.

Estas son las principales ideas para el caso n = 1 (la modificacién para el caso
n general es obvia). Sea u una solucién acotada de (1). Entonces existe alguna
constante positiva M tal que |u(z,t)] < M, V x € R, V ¢ > 0. Consideremos ahora
el dominio A = (—{,1) x (0,7") con [ > 0 y la funcién

2M (a2

Es facil comprobar que v es solucién del calor en el dominio A y que en la frontera
parabdlica de A se tienen las desigualdades —v < u < v, o lo que es lo mismo,
|u| < v. Por el principio del mdximo-minimo tendrfamos que |u| < v en A. Si ahora
hacemos | — +00, tendriamos que u = 0.

La existencia de soluciones acotadas de (1) es cosa aparte. Por cierto, que para
motivar la férmula que define la solucién se usan algunas nociones elementales de
la transformada de Fourier. De hecho, esta es una de las motivaciones mas bonitas
que conozco de la nocién de transformada de Fourier, donde se pone de manifiesto
el paso del caso discreto (series), al caso continuo (transformada integral). Las ideas
fundamentales son las siguientes:

En primer lugar, simplificamos la situaciéon suponiendo que n = 1 y que para
 acotada, buscamos soluciones u acotadas. La busqueda de soluciones de la forma
particular u(z,t) = X (z)7T(t), da lugar a las e.d.o.

X"(x) — XMX(x) =0, z € R,

T'(t) — XT'(t) =0, t > 0.

Es elemental probar que la primera ecuacién tiene soluciones no triviales acotadas
si y solamente si A < 0, de tal manera que, en adelante, sdlo nos interesaran estos
valores del parametro A. Asi pues, las anteriores ecuaciones pueden escribirse de la
forma
X"(z) + NX(z)=0, z € R,
T'(t) + NT(t) =0, t > 0.

Esto permite afirmar que, para A un numero real cualquiera, la funcién

A(}\)e—/\zt-i-i)\z
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con A(\) una constante (que depende de \), es una solucién (compleja) acotada de
la ecuacion del calor.
Si la funcién ¢(z) fuese de la forma p(x) = c ' para algiin A y c reales, el problema
estarfa resuelto; ahora bien, esto no es asi en general, de tal forma que la pregunta
bésica puede ser la siguiente:
i, Sera posible calcular la (dnica) solucién acotada de (1) teniendo en cuenta de
alguna manera todas las soluciones acotadas anteriores?. Una manera intuitiva de
hacer esto es “sumar” todas las soluciones, es decir, considerar la funcién
o0
u(z,t) = " A(/\)e*)‘%ﬂ’\‘” dA,

donde A(A) se debe escoger para que

+oo .
u(z,0) = p(x) = AN d.
—0o0
De la teorfa de Transformada de Fourier se sabe que, cuando ¢ y A cumplen algunas
condiciones adicionales (por ejemplo, p, A € L'(IR)), entonces

A = o / +0090(3/)6‘”‘” dy.

:%700

Sustituyendo la anterior expresién, agrupando convenientemente y teniendo en cuen-
ta que

+00 ) +o0
/ e (=ie)® gy — / e du = (M2, Y a e,

— 0o —0o0
llegamos finalmente a que la tnica solucién acotada de (1) podria ser (esto hay que

confirmarlo rigurosamente) la funcién

+o0
u(w,t) = [ K(x,&)9(€) d€, para t >0,
donde
K(z,&,t) = (4mt) ™2~ @82/4t,

Para n arbitrario, la funcién que se obtiene en el proceso anterior, es
K(z,&,t) = (4mt)"2e ~lle—€lIP/4t,

a la que se llama nicleo (o solucién fundamental) de la ecuacién del calor.
El teorema de existencia de soluciones acotadas de (1) queda como sigue.
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Teorema 3. Si ¢ : R" — IR es continua y acotada, la tnica solucién acotada de
(1) viene dada por la férmula

u(z, t) = { (4mt) /2 /IR" exp(—||z — &|]2/4t)p(€) dE, t > 0, @
QO(.I), t=20

Ademas, u es de clase C* parat > 0.

La demostracién usa las siguientes propiedades (de comprobacién inmediata) del
ntcleo K :
1) K e C*°(R" x R" x (0,00)).

2 (;;—Ax) K(z,6,4) =0, Vt>0.

)
3) K(2,6,1) > 0, Vt>0y/ K(z,6,6) d6=1,Y 2 € R", V £ > 0.
Rn
)

4) Para cualquier § > 0, se tiene

lim K xaéat - 07
t=0% J]jg—a||>o ( )

de manera uniforme para z € IR".

Una vez puestas de manifiesto las propiedades basicas de K, la comprobacion de
que u € C*°(9) es trivial asi como que u satisface el problema (1). La continuidad
de u en 2 puede probarse teniendo en cuenta la igualdad

ule,t) = 9(6) = [ K@y o) - #(©) dy
y a continuacion expresando la integral anterior como suma de dos sumandos, don-
de en el primero de ellos, & estd “cerca’de x; por ultimo, teniendo en cuenta la

continuidad de ¢ se prueba que u € C(£2).

El capitulo continua con el estudio de dos problemas de tipo mixto asociados a la
ecuacion del calor. Més concretamente, dedicamos nuestra atencién a los problemas:
O*u(x,t) Ou(x,t)

= <z< t<T
92 ETE 0<z<m 0<t<T,

u(0,t) = wu(mt)=0, 0<t<T,

u(z,0) = f(z), 0<z<m,
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2
Fut) _ du@b) o 0<t<T,

Ox2 ot

0 _ o) oy (02)
o ox

u(@,0) = (), fswsm

El interés por estos problemas proviene de la Fisica. En términos elementales,
el problema (C1) modela la siguiente situacién: Tenemos una varilla delgada de
longitud 7, cuyos extremos se mantienen a 0° centigrados y cuya superficie lateral
estd aislada. Si la distribucién inicial de temperatura estd dada por la funcién f(x),
entonces la funcién u(z,t) representa la temperatura de la varilla en la seccién
transversal de abscisa = y en el tiempo t.

Por su parte, el problema (C2) modela una situacién parecida, donde se sustituye el
hecho de que la varilla se mantenga en sus extremos a cero grados centigrados, por
el de que tales extremos se mantengan aislados.

La ecuacion en derivadas parciales que aparece en ambos problemas,
Ou(z,t)  Ou(w,t)
0x2 ot
es una de las méas importantes de la Fisica Matematica y se conoce con el nombre

de ecuacién del calor. Aparece con generalidad en fenémenos de difusién y es el
ejemplo mas elemental de ecuacién parabdlica.

(@)

La interpretacién fisica de (C1) y (C2) sugiere que la solucién de ambos pro-
blemas debe existir y ser tinica. Esto lo probamos con detalle en este capitulo. No
obstante, también se puede intuir desde el principio alguna diferencia cualitativa
importante en lo que se refiere al comportamiento asintético (cuando el tiempo
tiende a 400) de las soluciones de ambos problemas: mientras que para (C1) se
tendra limy—, 1o u(z,t) = 0, para (C2) se cumple lim;_,;~ u(x,t) = b, constante
que, en general, no es cero.

Designemos por €2 al conjunto
Q={(z,t) eR*:0<<7m,0<t<T}.
Una solucién de (C1) es cualquier funcién u : Q — IR, tal que
ueCQ)NCAQ)NCHR)

y que satisface (C1) puntualmente. Usando el principio del méximo-minimo para la
ecuacién del calor puede probarse facilmente que (C1) tiene, a lo sumo, una solucién.
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Pasemos a continuacién a comentar el tema de la existencia de soluciones de (C1).
El proceso es similar al que se realiza para la ecuacién de ondas. En una primera
etapa, usaremos el método de separacién de variables para encontrar soluciones de
(C1) de la forma u(x,t) = X (z)T'(t). Asi obtenemos el problema de valores propios

X"(z) — pX(z) =0, x € [0,7], X(0) = X(7) =0, (PVP1)
y la familia uniparamétrica de e.d.o.
T'(t)—uT(t) =0, t e (0,T).

Obviamente, los Unicos valores interesantes del parametro real p son aquellos para
los que (PVP1) tiene solucién no trivial. Asi, diremos que p es valor propio de
(PVP1) si (PVP1) admite alguna solucién no trivial.

La manera de calcular los valores propios de los problemas anteriores es sencilla,
puesto que las ecuaciones consideradas son lineales y tienen coeficientes constantes.
Para ello, recordemos que, fijado p, el conjunto de soluciones (reales) de la ecuacién
X"(z) — uX(x) = 0, € [0,7], es un espacio vectorial real de dimensién dos.
Ademas:

- Si p = 0, una base de tal espacio vectorial estd constituida por las funciones
Xl(z)=1, X%(x) ==, ¥V €0,n].

- Si > 0, una base estd formada por las funciones X!(z) = exp(\/uz), X?(z) =
exp(—y/px), ¥V x € [0,7].

- Si < 0, una base estd formada por las funciones X! (x) = cos(y/—pz), X%(z) =

sen(y/—px), V x € [0, 7).

Cualquier solucién de (PVP1) es de la forma X (z) = 1 X! (2) + coX%(z), Vo €
[0, 7], donde c;, co son nimeros reales cualesquiera. Imponiendo las condiciones de
contorno llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:
-Sip=0,
C1 = 0,
1+ com =0,

cuya dnica solucién es ¢; = ¢o = 0. Por tanto, 1 = 0, no es valor propio de (PVP1).
-Sip >0,
c1+c2 =0,
c1 exp(\/um) + e exp(—,/pm) = 0.

El determinante de los coeficientes de este sistema es exp(—,/pm) — exp(y/47), que
es distinto de cero. Por tanto la tnica solucion del sistema es la solucién trivial
¢1 = cg = 0. Consecuentemente, no existe ningtn valor propio positivo de (PVP1).
-Sip <0,

1 = 07

cicos(y/—pm) + casen(y/—pm) = 0.
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Este sistema tiene solucién no trivial si y solamente si sen(y/—um) = 0; o lo que es lo
mismo, si y solamente si i = —n?, para algin n € IN. En este caso, es decir i = —n?,
para algin n natural, el conjunto de soluciones de (PVP1) es un espacio vectorial

real de dimensién uno, engendrado por la funcién X, (z) = sen(nx), ¥V x € [0, 7].

En resumen, el conjunto de valores propios de (PVP1) es el conjunto {—n?, n €
IN}. Si g = —n?, para algtin n natural, el conjunto de soluciones de (PVP1) es
un espacio vectorial real de dimensiéon uno, cuya base esta formada por la funcién
Xn(z) = sen(nx), V x € [0, 7).

El método de separacién de variables permite calcular la tnica solucién de (C1) en

casos sencillos que son aquellos en los que la funcién f de (C1) es de la forma f(z) =

E a;Xp,(z), siendo m € N, ay,...,a,, numeros reales cualesquiera y ni,.., ny,
i=1
numeros naturales distintos. En estos casos, la tinica solucién de (C1) es la funcién

u(x,t) = Zai sin(n;z) exp(—nit), V (z,t) € Q.
i=1

En una segunda etapa, usando tales casos previos y el desarrollo en serie de Fourier
de la condicion inicial f, respecto de la base

{\/Z sin(n(+)), n € ]I\I}

probamos un teorema general sobre existencia y unicidad de soluciones de (C1):

Teorema 4. Si f € C[0,7] es C! a trozos en [0,7] y f(0) = f(7) = 0, entonces la
tinica solucion de (C1) viene dada por la formula:

o
Z an sin(nz) exp(—n?t), si t >0,
n=1

f(x), si t=0

u(z,t) =

donde o
ap, = —/ f(z)sin(nz) dz, Vn € IN.
™ Jo

A continuacién mostramos algunas propiedades referentes al comportamiento cua-
litativo de la solucién: dependencia continua de la dnica solucién de (C1) respecto
de la temperatura inicial f, regularidad C*° de tal soluciéon para cualquier tiempo
positivo y el hecho de que, sea cual sea la temperatura inicial, la tinica solucién de
(C1) tiende a cero cuando el tiempo diverge a +oo.
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En lo que respecta al problema (C2), una solucién es cualquier funcién u €
C(Q)NC2(Q)NCHR) que satisface (C2) puntualmente. Respecto de la unicidad de
soluciones, el principio del maximo-minimo no parece ahora directamente aplicable,
puesto que las condiciones de contorno, para x = 0 y * = 7, son distintas de las
consideradas en (C1). La idea basica para demostrar la unicidad de soluciones de
(C2) es considerar una cierta integral de energia, definida por

2
/ " (811(37,3)) dw] ds
0 ox
Puede demostrarse que si u es cualquier solucién de (C2), entonces E(t) es constante.
Como consecuencia se obtiene trivialmente que (C2) puede tener, a lo mds, una
solucién.
Nuevamente, aplicando el método de separacion de variables, encontramos la

tnica solucién de (C2) en casos sencillos, y usando éstos y el desarrollo en serie de
Fourier de la condicion inicial f, respecto de la base

{\}%, \/zcos(n(-)), n e ]I\I} ,

mostramos un teorema general sobre existencia y unicidad de soluciones de (C2):

E(t) = ;/Oqu(x,t) dx—l—/ot

Teorema 5. Si f € C[0,7] es C! a trozos en [0, 7], entonces la tinica solucién de
(C2) viene dada por la férmula:

bO S 2 .
u(z,t) = 9 + ngl by, cos(nx) exp(—n-t), si t > 0,
f(x)7 Sj t — O

donde o
by, = —/ f(z) cos(nz) dz, Yn € INU{0}.
™ Jo

Probamos, ademés, algunas propiedades sobre la dependencia continua de la
tnica solucién de (C2), respecto de la temperatura inicial f. Asimismo, se cumple
en este caso la regularidad C*° de las soluciones, para cualquier tiempo positivo.
En cambio, el comportamiento asintético de las soluciones es ahora distinto del
mostrado para el problema (C1). Para (C2) demostramos que, cuando el tiempo
diverge a 400, las soluciones convergen a una constante, en general no nula. Esto se
corresponde con el hecho de que, al estar en (C2) los extremos y la superficie lateral
de la varilla aislada, entonces no puede entrar ni salir calor de la misma, con lo que
éste no se pierde; lo que si tiende es a difundirse el calor, de manera homogénea, por
la varilla.

La bibliografia recomendada para el desarrollo del capitulo es la siguiente:
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1. A. Canada. Series de Fourier y Aplicaciones. Madrid, Piramide, 2002.

2. H.F. Weinberger. Curso de Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales.
Reverté, 1986.

3. A.N. Tijonov y A.A. Samarsky: Ecuaciones de la Fisica Matemética. Mir, 1980.

ACTIVIDADES COMPLEMENTARIAS

1. En este capitulo se han estudiado dos problemas de tipo mixto para la ecuacion

del calor. En ambos se daba como dato inicial una determinada temperatura
f.- Ademsds, en el primero de ellos se suponia conocida la temperatura en los
extremos de [0, 7], mientras que en el segundo se daba como dato el flujo
de calor a través de tales extremos. La clave para poderlos resolver, usando la
teoria de Series de Fourier, se ha encontrado en el hecho de que, en ambos casos,
la temperatura inicial admitia un desarrollo en serie, usando precisamente
como sumandos de tal desarrollo las funciones propias de los problemas de
valores propios correspondientes.
Es claro que, desde el punto de vista fisico, pueden plantearse otros tipos de
problemas. Por ejemplo, en un extremo de la varilla puede darse como dato
la temperatura en cualquier tiempo, y en el otro, el flujo de calor, o incluso
una combinacién de ambos. Ademads, se puede suponer que la superficie lateral
de la varilla no esta aislada, de tal forma que puede entrar o salir calor. La
intuicién fisica sugiere que tales problemas han de tener solucién tinica. Otra
cosa es demostrarlo rigurosamente.

Desde el punto de vista matematico, los problemas citados se pueden plantear
de la forma

0%u(x,t) _ Ou(x,t)

+g(x,t), 0<z<m 0<t<T,

Ox? ot
(0, ) + azug(0,) = a(t), 0 <t < T, (sl1)
Bru(m,t) + Boug(m,t) = b(t), 0 <t <T,
U(JT,O) = f($)7 0<z<m,

donde f representa la temperatura inicial y la presencia de g significa que hay
una fuente externa de calor, mientras que las otras dos condiciones en (sl1)
son condiciones de contorno que combinan la temperatura y el flujo de calor en
los extremos de la varilla (u, indica la funcién derivada parcial de u, respecto
de la variable ).

Bajo ciertas restricciones de regularidad sobre las funciones f, g, a y b, y sobre
el signo de los coeficientes «;, 3;, 1 < ¢ < 2, puede demostrarse, bien usando
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el método de la energia, bien usando principios del maximo adecuados, que
(sl1) tiene, a lo mds, una solucién. Ya sabemos que a continuacién viene la
siguiente pregunta: jtambién a lo menos? Esto es harina de otro costal. No
todos los problemas de la forma (sl1) pueden resolverse por el método de se-
paracién de variables; pero combinando éste con otros métodos (como aquellos
que buscan la solucién como suma de dos més elementales, una de ellas es-
tacionaria), puede resolverse un buen nuimero de problemas similares a (si1).
Se puede consultar para ello la bibliografia recomendada (especialmente H.F.
Weinberger o A.N. Tijonov-A.A. Samarsky).

En general, la aplicacién del método de separacién de variables a aquellos pro-
blemas como (sl1) que sean adecuados conduce a la posibilidad del desarrollo
en serie de una cierta funcién h, definida en [0, 7], usando como sumandos de
tal desarrollo las funciones propias (soluciones no triviales) de problemas de
contorno de la forma:

2"(z) = A\ Z(x) = 0, x € [0, 7],
71Z(0) +72Z'(0) = 0, (s12)
(51Z<7T) + (52Z’(7T) =0,

donde ~;,6;, 1 <1i <n, son constantes dadas.

Los problemas de contorno como (sl2), donde las condiciones de contorno
aparecen por separado, en los dos puntos extremos de [0, 7], se llaman proble-
mas de contorno del tipo Sturm-Liouville. Sorprendentemente, el conjunto de
funciones propias de (sl2), convenientemente ortonormalizado, forma siempre
(con ciertas restricciones sobre los coeficientes 7;,0;, 1 < i < n) una base del
espacio L2[0, 7).

EJERCICIOS
1. El nicleo (o solucién fundamental) de la ecuacién del calor se define como
K(x,&,t) = (4mt) 12 (@0 /4
en dimensiéon uno y como
K(z,&,t) = (4mt) "2 ~le—€l/4t,

para dimensién n arbitraria. Aqui, ||z —&||? representa el cuadrado de la norma
euclidea del vector x —¢, es decir, si x = (z1,...,2,),§ = (&1, ..., &), entonces

n

lz —€l* =D (xi - &)?

=1
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Pruébese que para cada & € IR" fijo, el nucleo K(x,&,t), como funcién de las
variables (x,t) es solucién de la ecuacién del calor para t > 0, es decir que se
verifica

0
(at —Ax> K(z,6,t) =0, Vt>0.

2. Encontrar la tnica soluciéon acotada de los problemas siguientes:

)
b)

c)

d)

Up = Ugy gy, U(w1,0) = cosxy, t > 0. Solucién: u(wy,t) = cosziet.

up = A(g,2)U, u(T1,72,0) = cos(xy + x2), t > 0. Solucién: u(xy,z2,t) =

cos(x1 + x9)e ™2

up = Aggy. .z W(T1, .0, 0) = cos(z1 + ... + x,), t > 0. Solucién:

w(x1, ..., o, t) = cos(xy + ...+ zp)e .

Up = Ugyzy, u(z1,0) = cosxy — 5sin(8zy) + 3cos(v/5x1), t > 0. Solu-

cién: u(zy,t) = coszie™ — 5sin(8z1)e 04 + 3cos(V5x1)e V. Intenta

generalizar este resultado para datos u(z1,0) més generales.

Up = Ugy, u(z, 0)2: exp(—=Az?), x € R, t >0, A > 0. Solucién: u(x,t) =
Az

e 1+4Xt Intenta generalizar este resultado para datos u(x,0)

1
V1+4M

mas generales.

3. (Examen del 21/12/2005)

a)

b)

c)

Escribase de manera precisa la formulacion de problema de Cauchy
para la ecuacién del calor n—dimensional, asi como el concepto de
solucién del mismo.

Entunciese un teorema de existencia y unicidad de soluciones del problema
de Cauchy anterior, proporcionando ademas la férmula que da la tnica
solucién.

Calculese la tnica solucién acotada del problema de Cauchy

ug(,t) = uge(x,t), € R, t >0, (5)
u(z,0) = exp(—322), = € R.

4. Calculese la tnica solucién de

2 t t
Fu@t) _ a“(x’), 0<z<m 0<t<T,

ox? ot
u(0,t) = u(mt)=0, 0<t<T, (6)
u(z,0) = f(x), 0<z<m,

2z

si f(x) =cos(z) — 1+ —
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5. Calculese la tnica solucién de (6) si

<z <,

6. (Propuesto en Matematicas el 28/06/06) Considérese el problema de
tipo mixto (6). Si f = 0, la tnica solucién de (6) es u = 0. Si f(z) = sin(2z),
la tinica solucién de (6) es u(x,t) = sin(2z)e~ 4.
Si, como en el ejercicio previo,

(Es la funcién

sin(2z)e~ 4, si T<a<m

0,si0<z<’
u(x,t) = 2
5 =

solucién de (6)? Si la respuesta es negativa, razénese adecuadamente cudl (o
cudles) de las condiciones en (6) no se cumplen.

7. Considérese el problema

0?u(z,t) ou(x,t)
P S A — ? < r< <T
92 ETE 0<z<m 0<t<T,
_ _ (7)
u(0,t) = ¢, u(m,t) =co, 0<t<T,
u(z,0) = f(x), 0<z<m.

Demuéstrese que si f € C1([0, n1]) satisface f(0) = ¢1, f(7) = ca, entonces (7)
tiene una unica solucién.

8. Calculese la tinica solucién de

2
0“u(z,t) _ ou(x,t) 0<z<m 0<t<T

Ox2 ot
ou(0,t) _ Ou(mt) 0, 0<t<T, a
O Ox
u(@,0) = f(x) fswsm

si f(z) = sin(x).
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9. Encuéntrese la tnica solucién de (8) cuando f(x) = ax + b, Vx € [0, 7], siendo
a y b nimeros reales dados.

10. (Propuesto en el examen del 03/02/06)

a) Entnciese de manera precisa el segundo problema de tipo mixto asociado
a la ecuacion del calor, asi como la férmula que proporciona la Unica
solucién del mismo.

b) Célculese la tinica solucién del problema

Ou(z,t)  Ou(zx,t)
= : <zx< <
922 o 0<z<m 0<t<T
ou(0,t)  Ou(m,t)
or Ox

=0; 0<t<T

u(z,0) =sen®(z); 0<z<m

3
(Sugerencia: demuéstrese previamente que sen®(z) = Zsen(x) - Zsen(?)x), Vz € R).
11. (Examen del 03/02/2005) Calctilese la tinica solucién de
0?u(x,t) ou(z,t)

= 0<z<m 0<t<T
ox? ot =r= -
u(0,t) = wu(mt)=0, 0<t<T,
u(z,0) = sindz, 0<z<m,

12. (Examen del 07/09/2005)

a) Entunciese el principio del maximo-minimo para la ecuacién del calor.

b) Calcular la tnica solucién del problema de tipo mixto

0u(z,t) ou(z,t)

— = — 0<z<m 0<t<T
a2 or sesmUstsd
uw(0,t) = w(mt)=0, 0<t<T,

u(z,0) = f(x), 0<z<m,

donde
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CAPITULO IV: LA ECUACION DEL POTENCIALL.!

Aqui podras encontrar los apartados siguientes: conocimientos previos necesarios
para seguir adecuadamente este capitulo, resumen del mismo con la bibliografia
recomendada y actividades complementarias. Al final aparece una relacién de
ejercicios.
En la pagina web

http://www.ugr.es/~acanada/
encontrards informacién adicional sobre la asignatura (exdmenes de cursos anterio-
res, enlaces a paginas relacionadas, practicas de ordenador, etc.)

CONOCIMIENTOS PREVIOS NECESARIOS
1. Extremos relativos para funciones de varias variables.

2. Teorema de la divergencia.

Se pueden consultar las referencias:
1. T.M. Apostol. Analisis Matematico, Barcelona, Reverté, 1960.

2. L. Peral : Primer curso de Ecuaciones en derivadas parciales. Addison-Wesley,
Wilmington, 1995.

3. http://mathworld.wolfram.com/

RESUMEN DEL CAPITULO

En este capitulo se estudian las propiedades basicas de la ecuacion de Laplace:

" 9%y

AU = —_—
2
i=1 axi

0 (1)

Esta ecuacién surge cuando se estudian las soluciones de equilibrio (aquellas solu-
ciones que no dependen del tiempo) de la ecuacién de ondas y de la ecuacién del
calor. También aparece en otros tipos de problemas en Fisica, como se detall6 en el
capitulo de Introduccion.

Las soluciones de la ecuacién de Laplace (funciones de clase C? que satisfacen (1))
se denominan funciones armoénicas. El primer resultado de interés es el siguiente
principio.

LA. Cafiada, Mayo 2010, EDPFISICAS
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Teorema 1 Principio del maximo-minimo para funciones arménicas
Sea 2 un dominio (conjunto abierto y conexo) acotado de R™ y u € C?(Q) N C(Q)
tal que A(u) =0 en Q. Entonces

Max @ u=1max gq U, MIN g U=MIiN gq U,

Ademas, si u no es contante, ni el mdximo ni el minimo de u en Q) se alcanzan en
Q.

El principio anterior motiva el estudio del problema de contorno (llamado problema
de Dirichlet)
Au(z) =0, x € Q, (2)
u(z) = f(z), v € 00

donde, en lo que sigue y salvo que explicitamente se indique otra cosa, {2 serd un
dominio acotado de IR™. (2) tiene, a lo sumo, una solucién v € C?(Q) N C(Q).

El uso del método de separacién de variables para (2) cuando Q = BR2(0;1), es
decir para el problema

Au(z,y) =0, (r,y) € Q= {(z,y) € R?: 2?2 +y? < 1}, 3)
U($,y) = f(xay)v (JE,y) € 09.

es especialmente interesante si se quiere hacer énfasis en los métodos de Fourier
clésicos (suponemos f continua). Para ello, realizando un cambio a coordenadas
polares (p, ¢), llegamos a un problema del tipo

Ap%s) 1 0%
+—= —=0,0<p<1, ¢,
dp p* 0¢? g ¢ (4)

U(l, ¢) = g(¢)a ¢ €R,

D=

donde g : R — IR es la funcién continua y 27-periédica g(¢) = f(coso, seng).
Buscando soluciones de (4) de la forma wu(p,¢) = R(p)®(¢), llegamos a los dos
problemas siguientes de e.d.o.

pR'(p) + p*R"(p) — AR(p) = 0,

(5)
D" () + A\®(¢p) = 0, ® 27 — periddica

Los valores propios son ahora A\, = n%, n € IN|J{0}. Asf se calculan las llamadas
soluciones elementales de (4) que son de la forma

w(p, @) = p"(Ancosne + Busennd),
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donde {A,, B,} son nimeros reales arbitrarios. En una etapa posterior se concluye
que cuando g € C*(IR,R), (4) tiene una solucién dada por

u(p,¢) =Y p"(Ancosng + Bysenng), (6)
n=0

donde A,,, By, son los coeficientes de Fourier de g, respecto de la base trigonométrica
usual en el intervalo [—m, 7]. Es decir

o= [ g(0) do,

:% .

R /7r 9(B)cosnd dé, ¥ n € N,

T J—m

s
B, = 71r/ g(o)senng do, Vn € IN.
—T

La férmula (6) tiene la ventaja de que la solucién viene dada por una serie, lo que
puede utilizarse para procedimientos de aproximacion. Ademas, dicha férmula puede
usarse para calcular la solucién del problema de Dirichlet para diversas funciones g
concretas (fundamentalmente del tipo sen”¢, cos™ ¢, o productos y combinaciones
lineales finitas de ellas).

La serie (6) se puede sumar, llegdndose al final a la férmula de Poisson en di-
mensién dos:

1 [/ 1 —p2
u(p, ¢) = %/,ﬂ p? — 2pcos(¢ — 1) + 19(1@ dy, p <1,
g(¢)a P = 1.

Usando el concepto de integral de linea puede probarse que la férmula anterior se
transforma en

1 1—|xf?
27r/ (g F8) ds @ €0 = Bre ), -
sl= 7

f(x), x € 0.

u(z) =

que proporciona la tnica solucién del problema de Dirichlet en coordenadas euclideas
en dimensién dos.

El problema de Dirichlet cuando ©Q = By~ (0;1) y n > 3, es mucho més complicado.
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Teorema 2 Sea Q) = Bgrn(0;1) y f una funcion continua en 9. Entonces, la inica
solucion u € C*(Q) N C(Q) de (2) es

2
1/ 1 - 2] f(s) ds, z €9,

w(z) = WnJlsi=1 s —al?
f(z), v € oq.
Nota. La esfera n — 1 dimensional, S”~!, se define como
S = {(x1, w9, .y xn) ER™ 2 2l 4+ .+ 22 =1}

y wp, es el drea de la misma (longitud si n = 2.) Por tanto
Wp = 1ds
Sn—1

Puede probarse que w,, = nv,, donde v,, es el volumen de la bola unidad de IR". La
féormula explicita que proporciona v, es

71_n/2

(n/2)"

2(n+1)/27.r(n—1)/2
1-3-..n

si n es par,

Up =

, si n es impar

Nota. A la funcion
11— |z

K(x,s):;n ‘S_:B|n

se le llama nicleo de Poisson.
Mediante un cambio de variable trivial, se puede resolver (2) en cualquier 2 =

Brn(a;R), a € R", R > 0.

Corolario 3 Si Q@ = Brr(a;R) y f es continua en 09, la tnica solucion u €
C2Q)NC(RQ) de (2) es

1 R? — |z — al?
— f(s) ds, x €9,
Rw, /5_a|R |s — x|? 1(s)

u(x) =
f(x), x € 0.
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El capitulo continta con el estudio de la ecuaciéon de Poisson
Au(z) = g(x), = € Q, 9)

donde, salvo que explicitamente se indique otra cosa, {2 es un dominio acotado de
IR" y g: Q — IR es una funcién medible. Conviene en primer lugar, con el objeto
de conseguir la maxima simplicidad en las expresiones, definir la funcién I" (llamada
solucién fundamental normalizada), como

1
— In |z —y|, n=2,

D(z,y) =4 27 4 1 . (10)

(2 - n)wn |$ - y|n_27

Definicién 4 Sig es acotada en €2, se llama potencial Newtoniano (o potencial
de volumen) de densidad g, a la funcion w : R™ — R definida por

w(z) Z/Qf(w,y)g(y) dy. (11)

Lema 5 Sea w el potencial de volumen definido por (11). Entonces w € C1(IR™) y
para cualquier x € IR™,

D) = [ D(a,9)g(y) dy. i=1,... ..

donde D; = g, i=1,..,n.

Sorprendentemente la continuidad de g no es suficiente para conseguir que el
potencial (11) sea de clase C?(Q). De hecho, si se intenta como en el lema previo
probar que, dada g acotada, el potencial (11) es C%(Q) y que

z%wwzénﬂmwwm@,

82
8:@8%
anteriores; es mas, dichas integrales no tienen que existir necesariamente, exigiendo
sélo que g sea acotada.

Asi pues, para poder demostrar que el potencial Newtoniano es C(12), es nece-
sario exigir “algo mas de regularidad”a la funcién densidad g.

donde D;; = , el primer problema que surge es la existencia de las integrales
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Lema 6 Sea g acotada y C'(Q). Siw es el potencial (11), se tiene que w € C%(Q).
Ademdas,
Aw(z) =g(z), Yz €Q

La bibliografia recomendada para el desarrollo del capitulo es la siguiente:

1. I, Peral: Primer curso de ecuaciones en derivadas parciales. Addison-Wesley,
1995.

2. A.N. Tijonov y A.A. Samarsky: Ecuaciones de la Fisica Matemaética. Mir, 1980.

ACTIVIDADES COMPLEMENTARIAS

1. El método de separacién de variables puede usarse para estudiar una amplia
clase de problemas: el problema de Dirichlet en el exterior de una bola, el
problema de Dirichlet en un rectangulo, el problema de Dirichlet para un
anillo circular, etc. Se puede consultar para ello la referencia: A.N. Tijonov y
A.A. Samarsky: Ecuaciones de la Fisica Matemética. Mir, 1980.

2. Recordemos que cuando se buscan soluciones radiales de la ecuaciéon de Lapla-
ce, se obtiene la ecuacién diferencial ordinaria

n—1

u”(r) + u'(r) =0 (12)

r
donder = [(z1 — &)? + ... + (zn — &) /2 De manera més precisa, si € € R™
es dado y u € C?(IR™\ {¢}) es solucién de (1) de la forma u(z) = v(Jz—¢|), con
v : (0,+00) — IR una funcién de clase C2(0, +00), entonces v verifica la e.d.o.
(12). Reciprocamente, si v verifica (12) entonces u(z) = v(|z — £|) verifica (1)
en IR\ {¢{}. Aqui, |- | indica la norma euclidea en IR".

Es claro que cualquier funcién constante es solucién de (12). Ademas de éstas,
las funciones In r y 727" (o cualquier multiplo de ellas) son, para n = 2 y
n > 3 respectivamente, solucién de (12). Estas ultimas soluciones son las que
definen la solucién fundamental de (1).

Definicién 7 La solucion fundamental de (1) es la funcidn

1
n—,
[z —y

! L >3
n
n—2z—yr2

n =2,

i
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Observemos que la solucién fundamental es una funcién simétrica y que, fijado
y € IR", la funcién ®(z,y) es armédnica en IR — {y}.

A continuacién vamos a enunciar las férmulas de Green para el operador
laplaciano A. En adelante, 2 denotard un dominio acotado y regular (es decir,
con frontera regular) de IR"; denotaremos por n(s) al vector normal exterior
a ) en cada punto s € 0f).

Teorema 8 Siu,v € CH(Q)NC%(Q), se tiene

a) (primera formula de Green)

B ov(s)
/Q[u(a:)Av(w)—i— < Vu(z),Vu(z) > | de = /69 u(s)an(s) ds, (14)
donde du(s)
an(s) =< Vou(s),n(s) >

y <, > indica el producto escalar usual en IR™.

b)(sequnda formula de Green).

ov(s)

T (15)

Para la demostracién de la parte a), considérese el campo vectorial A : Q —
R", A(z) = u(z)Vou(z), V 2 € Q. Por el Teorema de la divergencia se tiene
que

/de'vA(:U) de = /BQ <n(s),A(s) > ds

lo que da (14). Para la parte b), simplemente apliquese a) intercambiando los
papeles de u y v y réstense después ambas expresiones.

Las formulas de Green permiten probar uno de los principales resultados de
este tema: la férmula fundamental integral de Green. En ella se va a
representar cualquier funciéon v € C*(Q)NC?%(Q) y arménica en 2, como suma



A. Canada, Mayo 2010, EDPFISICAS 8

de dos términos en los que aparecen la solucién fundamental (13) y los valores

deuyde%enﬁQ.
on

Teorema 9 Siu € C'(Q) N C%(Q) es una funcién arménica en ), entonces:
0% (z,y)

—i Ouly) z,y) —u(y)————=| ds
uw) = [ |Ge ey —un) G | asw) o

Wn JOQ
para cualquier x € ), donde w,, es el drea de S"~', esfera n — 1 dimensional
de radio 1 en el espacio euclideo IR™.

La férmula (16) permite probar la propiedad del valor medio para fun-
ciones armodnicas. Previamente conviene tener en cuenta las relaciones si-
guientes:

a) El volumen en IR" de cualquier bola de radio R estd dado por R"v,,
donde v,, es el volumen de cualquier bola de radio 1.
b) El drea en IR" de cualquier esfera de radio R estd dado por R" lw,,

donde w,, es el area de cualquier esfera de radio 1.

Recordemos ademas que

Bre(z;R) ={y e R" : |y — 2| < R}
Srr(z;R) ={y € R": |y — 2| = R}

Teorema 10 Sean x € IR", R > 0, y u cualquier funcidon armdnica en
Brr(z; R) y continua en Brr(x; R). Entonces

u®) = Folumen l(BIRn(x;R)) Jogn (@my uW) Ay = Slgw Jiy—ai<ruy) dy

(17)

) = Grea g (i) 5w (eik) U(8) @5 = Gogmmr fiy—aj=p u(s) ds

Demostracién: Sea p € (0, R). Utilizando (16) deducimos

c ou(s)

1
u(x) = — ds + / u(s) ds,
(z) wn Jjz—y|=p ON(s) L P (s)




A. Canada, Mayo 2010, EDPFISICAS 9

donde ¢ es una constante real. Ahora bien, de la segunda férmula de Green se
obtiene facilmente que
0
/ u(s) ds = 0.
\

z—yl=p On(s)

Luego

u(z) = o T /y_x:p u(s) ds.

Ahora tenemos una doble opcién:
a) Tomar limites en la expresién anterior cuando p — R, obteniéndose

=3
u(r) = ——— u(s) ds
@ =g [0
que es la segunda igualdad de (17).
b) Multiplicar por p"~! e integrar, respecto de p, entre 0 y R, llegandose en
este caso a la primera igualdad de (17).

De las férmulas previas se deduce inmediatamente el principio del méaximo-
minimo para funciones arménicas.

3. En problemas variacionales relacionados con EDP, el principio de Dirichlet sue-
le considerarse el punto de partida. Para ello, sea 2 un dominio (subconjunto
abierto y conexo) acotado de IR". Consideremos el problema de contorno

Au(z) =0 z€Q }

() = f(z) =€ a0 (18)

Lo que se trata es del estudio de la existencia de funciones armoénicas en €2 que
tomen valores prefijados, dados por la funcién f, en la frontera de 2.

En el estudio de este problema desde el punto de vista variacional, se considera
el llamado funcional de energfa:

F<u>=/Q|vu<x>|2dx:/Q[(8;;1"“’))2+...+(a;‘£?)2] & (19)

que esta definido sobre el conjunto de funciones:

A={u:0—R / wel@nc(Q),uum = f} (20)
(o un conjunto mas amplio que se precisara en su momento). En electrostatica,
u es el potencial eléctrico y F'(u) la energia.

Los puntos estacionarios de F' son, en algin sentido que se ha de precisar,
soluciones del problema (18) (principio de Dirichlet).
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EJERCICIOS
1. Encontrar la tnica solucién del problema de Dirichlet
Au(a,y) =0, 2 +y* <15 u(a,y) = f(z,y), 2> +y* =1,

para las siguientes condiciones de contorno:

a) f(z,y)=a+by, a,beR
b) f(z,y) =axy, a € R
¢) flz,y) =a?
d) f(z,y) =2y
Las condiciones frontera que siguen se dan en coordenadas polares
e) f(cos,sinp) = ccosp
f) f(cosg,sinp) = a+ bsenp
g) f(cos,sinp) = asen®p + bcos? ¢
h) f(cosp,sinp) = sin® .
i) f(cosp,sing) = cos* .
§) f(cos,sin @) = cos® ¢ + sin® .

2. Escribir la ecuacién de Laplace tridimensional en coordenadas cilindricas.

3. Apliquese el método de separacién de variables para resolver el problema de
contorno

Upr +Uyy =0, 0 <z <, 0 <y <1,

4. Apliquese el método de separacién de variables para resolver el problema de
contorno

Upr +Uyy =0, 0 <z <, O <y <,
U(O,y) =0, U(ﬂ', y) = y(ﬂ- - y)7 u(l'a 0) =0, ’LL(l’,?T) =0
5. Apliquese el método de separacién de variables para resolver el problema de

contorno

Uge +Uyy =0, 0<z <7, 0 <y <1,
uz(0,y) =0, ug(m,y) =0, u(x,0) = cosz, u(x,1) = sin’z.
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6. a) Considérese la ecuacién de Laplace
Au(z) =0 (21)

y sea £ € IR" dado. Demuéstrese que si u € C2(IR™ \ €) es solucién de
(21) de la forma u(z) = v(||z —£]|), con v : (0, +00) — IR una funcién de
clase C?(0,4+00), entonces v verifica la e.d.o.

n—1

v (r) + v'(r) =0, Vr e (0,+c0). (22)

r

Reciprocamente, si v verifica (22) entonces u(x) = v(||z —¢&||) verifica (21)
en IR™ \ €. Encuéntrese el conjunto de todas las soluciones de (22).

b) Usando el apartado anterior, pruébese que la solucién fundamental de la
ecuacién de Laplace

Inlz =€, sin=2,

E(z,§) = (23)
salle =P, sin > 2.

es una funcién arménica en R™ \ {¢}.

7. Calculese la tinica solucién del problema de contorno para la ecuacion de Pois-
son

AU(.’I), Y, Z) = g(%y; Z), (xvyv Z) € Qa U(xa.% Z) = Oa ({Ba Y, Z) S aQa
para los casos siguientes:

a) g(z,y,2) =1, Q= Bps(0;a), a>0.

b) g(x,y,2) = Ar+B, A,B€ R, r = (22 +132+22)/2, Q= Brs3(0;a), a >
0.

¢) g(z,y,2) =1, Q= Bps(0;a) \ Bg3(0;b), a >b>0.

8. (Examen de Caminos, 03/02/2005)
a) Considérese la ecuacién de Laplace n-dimensional
Au(z) =0 (24)

Demuéstrese que si u € C?(IR™ \ {0}) es solucién de (24) de la forma
u(z) = v(||z]|), con v : (0,+00) — IR una funcién de clase C?(0,+00),
entonces v verifica la e.d.o.

n—1

o' (r) + v'(r) =0, Vre(0,+0). (25)

r

Reciprocamente, si v verifica (25) entonces u(z) = v(||z||) verifica (24) en

IR™\ {0}.
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b) Teniendo en cuenta el apartado anterior, calciilese la tinica solucién del
problema

Au(z,y) =1, b* < 2?2 + % < da?,
u(z,y) =0, si 22 +y?> =02 6 2%+ y?=d?
9. (Examen de Caminos, 07/09/2005) Considérese el problema de Dirichlet
0*u  0%u

o2 gy =0 09) €0={(my) R :a? 447 <1},

’LL(SL’,y) = f(wvy)v (l’,y) € o8

Demuéstrese que mediante un cambio a coordenadas polares x = pcos¢, y =
psin ¢, el problema anterior se transforma en

(26)

19058 1 0%
- +5 25=0,0<p<1, ¢,
p Op p? 0¢? P 4 (27)

u(l,¢) =g(¢), ¢ € R,
donde g : R — IR estd definida como g(¢) = f(cos¢, sene).

10. (Examen de Caminos, 07/09/2005) Apliquese el método de separacién de
variables para resolver el problema de contorno

Ugz +Uyy =0, 0 <2 <1, O<y <,
u<07y) =0, u(lay) :f(y)? u(x,()) =0, u(x?ﬂ) =0

11. (Examen de Caminos, 03/02/06)

a) Entnciese de manera precisa el Principio del Méximo-Minimo para fun-
ciones armoénicas (o para la ecuacién de Laplace).

b) Demuéstrese que si Q C IRY es un dominio acotado y las funciones
uy,uz € C%(Q) N C(Q) satisfacen

ui(z) = Aug(x), siz e
()S o(x), si x € 02

entonces se verifica ui(z) < us(z), Vo € Q.

c) Sea Q el tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (1,1). Usando el apartado
anterior, demuéstrese que

af +2+y<2Py+yi+a, Vizy e



