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Capı́tulo1

El cuerpo de los números complejos

El camino más corto entre dos verdades del análisis
real pasa con frecuencia por el análisis complejo.

Jaques Hadamard

Un poco de historia

Los números que hoy llamamos “complejos” fueron durante muchos años motivo de po-
lémicas y controversias entre la comunidad científica. Pocoa poco, por la creciente evidencia
de su utilidad, acabaron por ser comúnmente aceptados, aunque no fueron bien comprendidos
hasta épocas recientes. Nada hay de extraño en ello si pensamos que los números negativos no
fueron plenamente aceptados hasta finales del siglo XVII.

Los números complejos hacen sus primeras tímidas apariciones en los trabajos de Cardano
(1501-1576) y Bombelli (1526-1672) relacionados con el cálculo de las raíces de la cúbica o
ecuación de tercer grado. Fue René Descartes (1596-1650) quien afirmó que“ciertas ecuacio-
nes algebraicas sólo tienen solución en nuestra imaginación” y acuñó el calificativo“imagi-
narias” para referirse a ellas. Desde el siglo XVI hasta finales del siglo XVIII los números
complejos o imaginarios son usados con recelo, con desconfianza. Con frecuencia, cuando la
solución de un problema resulta ser un número complejo se interpreta esto como que el pro-
blema no tiene solución. Para Leibniz“el número imaginario es un recurso sutil y maravilloso
del espíritu divino, casi un anfibio entre el ser y el no ser.”

Las razones de todo esto son claras. Así como los números reales responden al problema
bien cotidiano de la medida de magnitudes, no ocurre nada similar con los números complejos.
Mientras los matemáticos necesitaron interpretar en términos físicos sus objetos de estudio, no
se avanzó mucho en la comprensión de los números complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con números complejos sedebió a que ellos no se

1



Operaciones básicas con números complejos 2

preocuparon de la“naturaleza” de los mismos; no se preguntaron “¿qué es un número com-
plejo?”, sino que se dijeron“a ver, para qué sirven, qué puede hacerse con ellos”. Es Gauss
quien definitivamente concede a los números complejos un lugar privilegiado dentro de las ma-
temáticas al probar en 1799 el resultado conocido comoTeorema Fundamental del álgebraque
afirma que toda ecuación polinómica de gradon con coeficientes complejos tiene, si cada raíz
se cuenta tantas veces como su orden,n raíces quetambién son números complejos. Merece la
pena que entiendas bien lo que afirma este resultado. Fíjate en cada una de las ecuaciones:

x+3= 0, 2x+3= 0, x2−2= 0, x2+2x+2= 0

Cuyas soluciones
x=−3, x=−3/2, x=±

√
2, x=−1± i

tienen sentido cuandox es, respectivamente, un número entero, racional, real o complejo. Po-
dría ocurrir que este proceso de ampliación del campo numérico continuara. ¿Qué ocurrirá si
ahora consideramos ecuaciones polinómicas con coeficientes complejos? Por ejemplo:

x5+(1− i)x4+(1/5− i
√

2)x2−8x+3− i/
√

3= 0

¿Cómo serán sus soluciones? ¿Aparecerán también nuevos tipos de números? El Teorema Fun-
damental del álgebra nos dice que esa ecuación tiene soluciones quetambiénson números
complejos y, por tanto, que no aparecerán ya por este procedimiento nuevos tipos de números.

El término, hoy usado de“números complejos”se debe a Gauss, quien también hizo popu-
lar la letra “i” que Euler (1707-1783) había usado esporádicamente. En 1806 Argand interpreta
los números complejos como vectores en el plano. La fecha de 1825 es considerada como el
nacimiento de la teoría de funciones de variable compleja, pues se publica en dicho año la
Memoria sobre la Integración Compleja que Cauchy había escrito ya en 1814.

Los números complejos son una herramienta básica de cálculo. Son especialmente útiles
para trabajar con funciones sinusoidales, y por eso se hace uso constante de ellos siempre
que representamos una señal por medio de dichas funciones, yno hay que olvidar que ése
es el propósito básico de los“métodos de Fourier”. La Transformada de Fourier Discreta,
una herramienta fundamental en el tratamiento digital de señales, toma valores complejos. Las
transformadas de Fourier y de Laplaceson funciones complejas. Latransformada z, al igual
que otras transformadas de uso frecuente, se define como una serie de números complejos.
La función exponencial compleja desempeña un papel fundamental en el estudio de los siste-
mas LTI (sistemas lineales invariantes en el tiempo) y también en la teoría de las ecuaciones
diferenciales lineales.

1.1. Operaciones básicas con números complejos

Los números de la formax+ iy, dondex e y son números reales, con las operaciones de
adición y producto definidas por:

(x+ iy)+ (u+ iv) = x+u+ i(y+v) (1.1)

(x+ iy)(u+ iv) = xu−yv+ i(xv+yu) (1.2)

se llaman números complejos.
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Representación cartesiana. Complejo conjugado y módulo 3

Se dice quex es laparte reale y la parte imaginariadel número complejox+ iy. Dos
números complejos son iguales cuando tienen igual parte real e igual parte imaginaria. Los
números complejos con parte imaginaria cero,x = x+ i0, son números reales. Los números
complejos con parte real cero,iy = 0+ iy, se llamanimaginarios puros.

Es muy fácil comprobar las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva de las opera-
ciones así definidas. El elemento neutro de la suma es 0 y la unidad del producto es 1. Además,
−x− iy es el opuesto dex+ iy, y todo númerox+ iy 6= 0 tiene inverso:

(x+ iy)

(
x

x2+y2 − i
y

x2+y2

)
= 1.

Estas propiedades se expresan diciendo que el conjunto de los números complejos con las
operaciones adición (1.1) y producto (1.2) es uncuerpo. Dicho cuerpo se representa porC y se
llamacuerpo de los números complejos.

Convenio de notación.En lo que sigue usaremos las letrasz y w para representar números
complejos y las letrasx, y, u, v para representar números reales. Una expresión de la forma
z= x+ iy se interpreta como quez es el número complejo cuya parte real esx y cuya parte
imaginaria esy. Se escribe Re(z) e Im(z) para representar las partes real e imaginaria dez.

No hay un orden enC compatible con la estructura algebraica

Como veremos en este curso, al ampliarR a C ganamos mucho pero también perdemos
algo. Te recuerdo queR tiene dos estructuras: la algebraica y la de orden. Ambas estructuras
están armoniosamente relacionadas. Pues bien, enC no hay nada parecido. Podemos definir
relaciones de orden enC, pero no hay ninguna de ellas que sea compatible con la estructura
algebraica. Es decir, es imposible definir un concepto de número complejo positivo de forma
que la suma y el producto de complejos positivos sea positivo. Por ello no se define enC
ningún orden. Así que ya sabes:¡nunca escribas desigualdades entre números complejos!
Naturalmente, puedes escribir desigualdades entre las partes reales o imaginarias de números
complejos, porque tanto la parte real como la parte imaginaria de un número complejo son
números reales. En lo que sigue, una expresión del tipox > 0 deberá entenderse “x es un
número real mayor o igual que 0”.

1.1.1. Representación cartesiana. Complejo conjugado y módulo

Es usual representar el número complejoz= x+ iy como el vector del plano(x,y) y, en ese
sentido, se habla delplano complejo. El eje horizontal recibe el nombre deeje real, y el eje
vertical recibe el nombre deeje imaginario.

Si z= x+ iy es un número complejo (conx ey reales), entonces elconjugadodezse define
como:

z= x− iy

Geométricamente,zes la reflexión o simétrico dez respecto al eje real.

Es muy fácil comprobar (¡hazlo!) queel conjugado de una suma es la suma de los conju-
gadosy que elconjugado de un producto es el producto de los conjugados:

z+w= z+w, zw= zw. (1.3)
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Representación cartesiana. Complejo conjugado y módulo 4

X

Y

x

y z= x+ iy

z= x− iy

|z|

Figura 1.1. Representación de un número complejo

Además, evidentemente, se verifica quez= z.

El módulo o valor absoluto dez= x+ iy, se define como:

|z|=
√

x2+y2

Observa que
√

x2+y2 está definido sin ambigüedad: es la raíz cuadrada del número real no
negativox2+y2.

Recuerda que lanorma euclídeade un vector(x,y)∈R2 se define por:

‖(x,y)‖=
√

x2+y2

Y la distancia euclídeaentre dos puntos(x,y), (u,v) del plano viene dada por:

‖(x,y)− (u,v)‖=
√

(x−u)2+(y−v)2

En particular,‖(x,y)‖ es la distancia del punto(x,y) al origen(0,0).

Por tanto, el módulo de un complejoz= x+ iy coincide con la norma euclídea del vector
(x,y) y es la distancia euclídea del punto(x,y) a (0,0) (ver figura1.1). La distancia entre dos
números complejosz= x+ iy y w = u+ iv se define como|z−w| y es la distancia euclídea
entre los puntos del plano(x,y) y (u,v):

|z−w|= ‖(x,y)− (u,v)‖

Teniendo en cuenta que(x+ iy)(x− iy) = x2+y2 obtenemos la igualdad:

|z|2 = zz

que permite utilizar el producto complejo para trabajar conmódulos y es de gran utilidad como
veremos enseguida.

Conviene recordar que:

|z|= 1⇐⇒ |z|2 = 1⇐⇒ zz= 1⇐⇒ z=
1
z

Es decir, los números complejos de módulo 1 son aquellos cuyoinverso es igual a su conjugado.
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Representación cartesiana. Complejo conjugado y módulo 5

Para expresar un cociente de números complejos en la forma usual a+ ib se multiplica
numerador y denominador por el conjugado del denominador:

u+ iv
x+ iy

=
(u+ iv)(x− iy)

x2+y2 =
ux+vy
x2+y2 + i

vx−uy
x2+y2 .

La representación gráfica de la suma es la usual para la suma devectores. Dos números
complejosz= x+ iy y w= u+ iv determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figura1.2)
esz+w (la otra diagonal esz−w).

X

Y

w

u

z+w

x x+u

z

Figura 1.2. Suma de números complejos

Son de comprobación inmediata las desigualdades (recuerdaque sia∈R entonces
√

a2 =
|a|):

máx{|Rez|, |Imz|}6 |z|6 |Rez|+ |Imz| (1.4)

Cuyo significado geométrico es evidente. Nótese también que

|z|= Rez ⇐⇒ z∈R+
o .

El siguiente resultado establece las principales propiedades del módulo de un número complejo.
Como verás son muy parecidas a las propiedades del valor absoluto y su demostración es
prácticamente la misma.

1.1 Proposición. Cualesquiera sean los números complejos z,w∈ C se verifica que:

1. El módulo de un producto es igual al producto de los módulosy el módulo de un cociente
es igual al cociente de los módulos.

|zw|= |z||w|,
∣∣∣ z
w

∣∣∣= |z|
|w| (1.5)

2. El módulo de una suma es menor o igual que la suma de los módulos.

|z+w|6 |z|+ |w| (desigualdad triangular) (1.6)

Además, para z,w∈C\{0} se verifica que:

|z+w|= |z|+ |w| ⇐⇒ z= λw conλ > 0 (1.7)

|z+w|< |z|+ |w| ⇐⇒ z
w

6∈ R+ (1.8)

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Representación cartesiana. Complejo conjugado y módulo 6

Es decir, la desigualdad triangular es una igualdad si, y solamente si, alguno de los
números es cero o uno de ellos es un múltiplo positivo del otro; equivalentemente, están
en una misma semirrecta a partir del origen.

Demostración. Recuerda que sia > 0 y b > 0 se verifica quea = b ⇐⇒ a2 = b2 y
a< b⇐⇒ a2 < b2.

b) Como|zw|> 0 y |z||w|> 0, para probar que|zw|= |z||w| basta probar que sus cuadrados
son iguales. En efecto:

|zw|2 = zwzw= zwzw= zzww= |z|2|w|2 = (|z||w|)2

De la igualdad|zw| = |z||w|, que acabamos de probar, se deduce enseguida que el módulo de
un cociente es igual al cociente de los módulos.

c) Probaremos que|z+w|2 6 (|z|+ |w|)2. En efecto:

|z+w|2 = (z+w)(z+w) = (z+w)(z+w) = zz+ww+zw+zw=

= |z|2+ |w|2+2Re(zw)6 |z|2+ |w|2+2|Re(zw)|6
6 |z|2+ |w|2+2|zw|= |z|2+ |w|2+2|z||w|= |z|2+ |w|2+2|z||w|=
= (|z|+ |w|)2

Evidentemente, siz= 0 o siw= 0, se verifica la igualdad. Supongamos quez 6= 0 y w 6= 0. De
lo anterior deducimos que se verifica la igualdad|z+w|= |z|+ |w| si, y sólo si, Rezw= |zw|,
esto es, sizw∈R+, o lo que es lo mismozw= ρ dondeρ∈R+. Esta igualdad, puede escribirse
de forma equivalente, multiplicando porw, comoz|w|2 = ρw; y dividiendo ahora por|w|2,
obtenemosz= λw para algúnλ ∈ R+, lo que quiere decir quez y w están en una misma
semirrecta a partir del origen. 2

Comentarios a la definición de número complejo

A un elemento(x,y) ∈R2 se le llama a veces “par ordenado”, o “punto”, o “vector” o
“número complejo” (cuando se identifica con el complejox+ iy). Esto puede resultar bastante
confuso pero tiene su explicación. No debes olvidar que cadaconcepto matemático tiene senti-
do dentro de una determinada estructura. Con frecuencia, cuando sobre un mismo conjunto hay
definidas varias estructuras, la terminología que se usa indica la estructura a la que nos referi-
mos. Eso pasa enR2 donde conviven varias estructuras cada una con su terminología propia.
Usualmente enR2 se consideran las siguientes estructuras.

• Ninguna. Es decir, solamente consideramos queR2 es un conjunto. En tal caso llamamos
a sus elementospares ordenados de números reales.

• La estructura de espacio vectorial. Esto es, vemosR2 como un espacio vectorial real. En
tal caso a sus elementos los llamamosvectores.

• La estructura de espacio euclídeo que se obtiene añadiendo ala estructura de espacio
vectorial la distancia euclídea definida por el producto escalar usual. Esto es, vemos
R2 como el plano euclídeo de la geometría elemental. En este caso a sus elementos
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Representación cartesiana. Complejo conjugado y módulo 7

los llamamospuntos. La misma terminología se emplea cuando se considera enR2 la
estructura de espacio afín o de espacio topológico.

• La estructura de cuerpo definida por las operaciones (1.1) y (1.2). En tal caso, a los
elementos deR2 se les llamanúmeros complejos.

Ocurre que estos términos se usan a veces en un mismo párrafo lo que puede resultar confuso.
La regla que debes tener siempre presente es que todo concepto matemático tiene sentido propio
dentro de una determinada estructura matemática. Por ello,a un elemento deR2 se le llama
número complejo cuando se va a usar el producto definido en (1.2) que es lo que en realidad
distingue a los números complejos de los vectores deR2.

Comentarios a la definición usuali =
√
−1

Se verifica quei2 =−1 pero eso no nos permite escribir así, sin más ni más, quei =
√
−1.

Fíjate lo que ocurre si ponemosi =
√
−1 y manejamos ese símbolo con las reglas a las que

estamos acostumbrados:

−1= i2 = i i =
√
−1

√
−1=

√
(−1)(−1) =

√
1= 1

Luego 1=−1. Por tanto, las matemáticas son contradictorias y aquí hemos acabado.

Naturalmente, el error procede de que estamos haciendo disparates. Fíjate que en la ex-
presión

√
−1 no puedes interpretar que−1 es el número real−1 (porque, como sabes, los

números reales negativos no tienen raíz cuadrada real),sino que tienes que interpretar−1 co-
mo el número complejo−1 (espero que ya tengas clara la diferencia). Resulta así queestamos
usando raíces de números complejossin haberlas definido y dando por supuesto que dichas
raíces verifican las mismas propiedades que las de los números reales positivos.

Antesde escribir
√
−1 hay que definir qué significa

√
z paraz∈C. Cuando lo hagamos

veremos ¡sorpresa! quela igualdad
√

z
√

w =
√

zw, válida cuandoz,w ∈ R+, no es cierta en
general cuando z,w∈ C.

Todavía más disparatado esdefinir i=
√
−1 sin ni siquiera haber definido antes los números

complejos. Sin embargo, y aunque parezca mentira, en muchostextos se define (porque sí, sin
más explicaciones)i =

√
−1 y a continuación se dice que los números de la formaa+ ib son los

números complejos. No es de extrañar que luego resulte que 1= −1. Todavía pueden hacerse
peor las cosas. Recientemente he encontrado en un texto de una institución de educación a
distancia escrito por varios profesores la siguiente asombrosa definición:i =+

√
−1.
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Ejercicios propuestos

1. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultado enla formax+ iy.

i) (7−2i)(5+3i) ii) (i −1)3 iii) (1+ i)(2+ i)(3+ i) iv)
3+ i

2+ i

v)
(4− i)(1−3i)

−1+2i
vi) (1+ i)−2 vii)

1+2i
2− i

viii) i2(1+ i)3

2. Supuesto quez= x+ iy es un número complejo, calcula la parte real e imaginaria de los
números:

a) w= z2 b) w= z3 c) w=
1
z

d) w=
1

1+z2 e)w=
z+ i
z− i

3. Calcula el módulo de los siguientes números complejos.

a)
4−3i

2− i
√

5
b) (1+ i)20 d)

√
2+ i(

√
2+1) c)

(2+ i
√

5)(1+ i
√

3)3
√

5+ i
√

3

4. Calcula los números complejosz= x+ iy tales que el númerow=
1+ iz
2i −z

es:

a) Un número real; b) Un número imaginario puro; c) Un número de módulo 1.

5. Dado un número complejoa+ ib∈C∗, calcula los números complejosw = u+ iv que
verifican quew2 = a+ ib.

6. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:

|z+w|2+ |z−w|2 = 2(|z|2+ |w|2) (z,w∈ C)

y explica su significado geométrico.

7. Prueba que

∣∣∣∣
z−w

1−wz

∣∣∣∣< 1 si |z|< 1 y |w|< 1 y también si|z|> 1 y |w|> 1.

Sugerencia: Una estrategia básica para probar desigualdades entremódulosde números
complejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad.

8. Prueba que para todoz 6= 0 se verifica que |z−1| 6 ||z|−1|+ |z||arg(z)|. Interpreta
geométricamente esta desigualdad.

9. Justifica que siz1,z2, . . . ,zn son números complejos de módulo 1 y tales que

|z1+z2+ · · ·+zn|= n

entonces se verifica que todos son igualesz1 = z2 = · · ·= zn.

10. Estudia para cada una de las igualdades siguientes si hay algún número complejoz∈C
con |z|= 1 que la verifica:

(a) |z3+z2+1|= 3 (b) |z4−2z− i|= 4 (c) |z6+z3+2|= 4+ |4+4z2|
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Forma polar y argumentos de un número complejo 9

1.1.2. Forma polar y argumentos de un número complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilita mucho los cálculos con productos de
números complejos. Para cualquier número complejoz= x+ iy 6= 0 podemos escribir

z= |z|
(

x
|z| + i

y
|z|

)

Como

(
x
|z| ,

y
|z|

)
es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirse enla forma

(
x
|z| ,

y
|z|

)
= (cosϑ,senϑ)

para algún númeroϑ∈R. Resulta así que

z= |z|(cosϑ+ i senϑ)

Esta forma de expresar un número complejo recibe el nombre deforma polar , cuya interpre-
tación gráfica vemos en la figura (1.3).

X

Y

ϑ

|z|

z

Figura 1.3. Forma polar de un número complejo

Para distinguirla de la forma polar, la representación de número complejo comoz= x+ iy
conx,y∈R se llamaforma binómica o cartesiana.

Dadoz∈C, z 6= 0, hay infinitos númerost∈R que verifican la igualdadz= |z|(cost,sent)
cualquiera de ellos recibe el nombre deargumento dez. El conjunto de todos los argumentos
de un número complejo no nulo se representa por Arg(z).

Arg(z) = {t∈R : z= |z|(cost + i sent)}

Observa que

s, t∈Arg(z)⇐⇒
{

cos(t) = cos(s)

sin(t) = sin(s)

}
⇐⇒ s= t +2kπ para algúnk∈Z

Por tanto, conocido un argumentot0∈Arg(z) cualquier otro es de la format0+2kπ para algún
k∈Z, es decir, Arg(z) = t0+2πZ.

De entre todos los argumentos de un número complejoz 6= 0 hay uno único que se encuentra
en el intervalo]−π,π], se representa por arg(z) y se llamaargumento principal dez.
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Forma polar y argumentos de un número complejo 10

w= a+ ib

z= a+ ic

π
2

−π
2

π

−π
arg(z) = arctg(y/x)

arg(z) = arctg(y/x)+π

arg(z) = arctg(y/x)−π

Figura 1.4. Argumento principal

En el ejercicio11 te propongo que pruebes que el argumento principal dez= x+ iy 6= 0
viene dado por:

arg(z) =





arctg(y/x)−π si y< 0, x< 0

−π/2 siy< 0, x= 0

arctg(y/x) si x> 0

π/2 si y> 0, x= 0

arctg(y/x)+π si y> 0, x< 0

Conviene observar que los números complejos de módulo 1 son los números de la forma:

z= cost + i sent (t∈R)

También es claro que todos los números complejos que están enuna misma semirrecta a partir
del origen tienen los mismos argumentos.

Igualdad de dos números complejos en forma polar

Para que dos números complejos escritos en forma polarz = |z|(cosϑ + i senϑ) y
w= |w|(cosϕ+ i senϕ), sean iguales es condición necesaria y suficiente que los módulos sean
iguales|z|= |w|, y los argumentos sean iguales, Arg(z) = Arg(w), y ésta condición equivale a
queϑ−ϕ sea un múltiplo entero de 2π.

|z|(cosϑ+ i senϑ) = |w|(cosϕ+ i senϕ)⇐⇒
{

|z| = |w|
ϑ−ϕ = 2mπ (m∈Z)

Observaciones a la definición de argumento principal

Puede parecer un poco extraña la forma de elegir el argumentoprincipal de un número
complejo. La elección que hemos hecho supone que medimos ángulos en el semiplano superior
de 0 aπ y en el semiplano inferior de 0 a−π sin llegar a−π.

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Forma polar y argumentos de un número complejo 11

Fíjate (ver figura1.4) que si tomas un número complejo que esté situado en el tercercua-
drantez= a+ ic cona< 0,c< 0 y supones quec es próximo a 0, su argumento principal está
próximo a−π. Si ahora consideramos el númerow= a+ ib conb> 0, que esta situado en el
segundo cuadrante, y supones queb es próximo a 0, su argumento principal está próximo aπ.
Además, la distancia|w−z|= |b−c|= b−c es tan pequeña como quieras. Esto nos dice que
el argumento principal tiene una discontinuidad en el eje real negativo: salta de−π aπ cuando
atravesamos dicho eje desde el tercer al segundo cuadrante.

Peor todavía, dirás. Hasta cierto punto. Primero, la discontinuidad es inevitable. Si quere-
mos elegir argumentos en un intervalo de longitud 2π, digamos[α,α+ 2π[, entonces dichos
argumentos saltan deα a α+ 2π cuando atravesamos la semirrecta(x,y) = ρ(cosα,senα),
(ρ > 0). En particular, si tomamos argumentos en el intervalo[0,2π[ (cosa que, a primera vista,
parece lo razonable) nos encontramos con que entonces se produce una discontinuidad de di-
chos argumentos enel eje real positivo. Bien, sucede quela extensión aC de algunas funciones
definidas enR+ (el logaritmo, las raíces) hace intervenir el argumento principal. Naturalmente,
queremos que dichas extensiones sigan siendo continuas enR+ y ello justifica que tengamos
que tomar argumentos principales de la forma en que lo hemos hecho: porque preferimos in-
troducir una discontinuidad enR− a perder la continuidad enR+.

Fórmula de De Moivre

Veamos cómo la forma polar permite hacer fácilmente productos de números complejos.

1.2 Proposición.Sean z, w complejos no nulos,ϑ ∈ Arg(z) y ϕ ∈ Arg(w). Entonces se verifica
queϑ+ϕ ∈ Arg(zw) y −ϑ ∈ Arg(1/z) = Arg(z).

Demostración. Tenemos que

z= |z|(cosϑ+ i senϑ)
w= |w|(cosϕ+ i senϕ)

Y

zw= |z||w|(cosϑ+ i senϑ)(cosϕ+ i senϕ) =
= |zw|[(cosϑcosϕ−senϑsenϕ)+ i(senϑcosϕ+cosϑsenϕ)] =
= |zw|(cos(ϑ+ϕ)+ i sen(ϑ+ϕ))

Lo que nos dice queϑ+ϕ ∈ Arg(zw).

Como
1
z
=

1
|z|2 z, los números 1/z y z están en una misma semirrecta a partir del origen,

por lo que Arg(1/z) = Arg(z). Además:

z= |z|(cosϑ− i senϑ) = |z|(cos(−ϑ)+ i sen(−ϑ))

Por lo que−ϑ ∈ Arg(z). 2

Hemos probado quepara multiplicar dos números complejos se multiplican sus módulos y
se suman sus argumentos.
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Raíces de un número complejo 12

Así pues, el producto de dos números complejos es geométricamente un giro (pues se
suman los argumentos de los números que estamos multiplicando) seguido de una homotecia
(el producto de los módulos de ambos números).

Observa que, como consecuencia de la proposición (1.2), tenemos que argz+ argw ∈
Arg(zw); es decir, argz+ argw es un argumento dezw, pero lo que no podemos afirmar es
que argz+ argw sea igual al argumento principal dezw. Naturalmente, esto ocurrirá cuando
−π < argz+argw6 π.

argz+argw= arg(zw)⇐⇒−π < argz+argw6 π (1.9)

La siguiente igualdad, muy útil, conocida comofórmula de De Moivre, se demuestra fácil-
mente por inducción a partir de la proposición (1.2).

1.3 Proposición(Fórmula de De Moivre). Si z es un complejo no nulo,ϑ es un argumento de
z y n es un número entero, se verifica que nϑ∈Arg(zn), es decir:

zn =
(
|z|(cosϑ+ i senϑ)

)n
= |z|n(cosnϑ+ i sennϑ), ϑ∈Arg(z), n∈Z (1.10)

1.1.3. Raíces de un número complejo

Se trata ahora de resolver la ecuaciónwn = zdonden es un número natural,n> 2, y z 6= 0
es un número complejo conocido. Escribamosw en forma polar:

w= |w|(cosϕ+ i senϕ)

Ahora, usando la fórmula de De Moivre, podemos escribir la ecuaciónwn = z en la forma
equivalente:

wn = |w|n(cosnϕ+ i sennϕ) = |z|(cosϑ+ i senϑ)

Dondeϑ= argz. Esta igualdad se da cuando|w|n = |z| y nϕ =ϑ+2kπ dondek∈Z. Deducimos
que|w|= n

√
|z| (ojo: se trata de la raízn–ésima de un número positivo, cosa ya conocida). Ahora

bien, para cualquier númeroϕk de la formaϕk = (ϑ+2kπ)/n tenemos un número complejo

wk =
n
√

|z|(cosϕk+ i senϕk)

tal que(wk)
n = z. Como una ecuación polinómica de gradon no puede tener más den solucio-

nes, se sigue que distintos valores dek deben dar lugar al mismo númerowk. Veamos:

wk = wq ⇔ ϕk−ϕq = 2mπ ⇔ k−q= nm

Es decir, sik y q dan el mismo resto al dividirlos porn entonceswk = wq. Deducimos que para
k= 0,1,2, . . . ,n−1 obtenemoswk distintos y cualquier otrowq es igual a uno de ellos. Por
tanto hayn raíces n–ésimas distintas dez.

Hemos obtenido que lasn raíces n–ésimas dezvienen dadas por

zk = |z|1/n
(

cos
argz+2kπ

n
+ i sen

argz+2kπ
n

)
k= 0,1,2, . . . ,n−1 (1.11)
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Raíces de un número complejo 13

Observa que definiendou= cos(2π/n)+ i sen(2π/n), los númerosu0 = 1, u, u2, . . . ,un−1 son
las raíces n–ésimas de la unidad. Podemos escribir las raíces n–ésimas dez en la formazk =
z0 uk. Como multiplicar poru es un giro de amplitud 2π/n, deducimos que lasn raíces dez se
obtienen girando la raíz n–ésima principal,z0, con giros sucesivos de amplitud 2π/n. Es decir,
si representamos todas las raíces n–ésimas dez obtenemosn puntos sobre una circunferencia
de centro(0,0) y radio n

√
|z| que forman un polígono regular den lados.

Figura 1.5. Raíces novenas de la unidad

De entre todas las raíces n–ésimas dez vamos a designar con el símbolon
√

z a la raíz
n-ésima principal, que está definida por

n
√

z= |z|1/n
(

cos
argz

n
+ i sen

argz
n

)
(1.12)

Observa que arg
(

n
√

z
)
=

argz
n

y, en consecuencia:

− π
n
< arg

(
n
√

z
)
6

π
n

(1.13)

Además, la raíz n-ésima principal de z es la única de las raíces n-ésimas de z cuyo argumento
principal está en el intervalo]− π/n,π/n]. Dicho de otra forma, la raíz n-ésima principal de
un número complejo está situada en una región angular, simétrica con respecto al eje real y de
amplitud 2π/n, que incluye a su borde superior pero no incluye a su borde inferior.

Notación de las raíces complejas

Observa que en el caso particular de quez sea un número real positivo, entonces la raíz
principal dez (considerado como número complejo) coincide con la raíz dez (considerado
como número real positivo). Es decir, acabamos deextenderla función raíz n-ésima deR+ a
todoC conservando el significado que esa función tenía enR+. Observa, sin embargo, que si
x ∈ R− y n es impar, la raíz real de ordenn dex no coincide con el valor principal de la raíz
de ordenn dex considerado como número complejo. Este pequeño inconveniente no es tal si
tenemos claro dónde estamos trabajando si enR o enC; esto es, si cuandon es impar estamos
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Raíces de un número complejo 14

considerando funciones raíces n-ésimas definidas enR, o si estamos considerando dichas fun-
ciones definidas enC. Observa que paran par no hay confusión alguna, solamente cuandon es
impar yx es un número real negativo hay que tener cuidado. Por ejemplo, 3

√
−1=−1 cuando

consideramos a la raíz cúbica como una función real, y3
√
−1= cos(π/3)+ i sen(π/3) cuando

consideramos a la raíz cúbica como función compleja. Programas de cálculo simbólico, como
Mathematicao Maxima, siguen precisamente este convenio y usan la notaciónn

√
zpara el valor

principal de la raíz n-ésima del número complejoz.

En muchos textos se representa con el símbolon
√

z el conjunto formado por todas las raíces
n-ésimas del número complejo z. Esto presenta bastantes problemas porque, digo yo, si hemos
de ser coherentes, habrá que entender que27

√
1 ya no vale 1 sino que es un conjunto formado

por 27 números complejos. Y las reglas que conocemos para lasraíces reales ya ni siquiera
pueden formularse. ¿Qué sentido tiene ahora escribir que5

√
2 5
√

1= 5
√

2? ¿Es una igualdad entre
conjuntos? ¿Debemos multiplicar cada elemento del conjunto 5

√
2 por cada elemento del con-

junto 5
√

1 y comprobar que de esa forma obtenemos todos los elementos de 5
√

2? ¿Cómo hay
que sumar ahora3

√
2+ 7

√
3? Porque3

√
2 debe entenderse como un conjunto de 3 elementos y

7
√

3 como un conjunto de 7 elementos. Los autores que hacen esto interpretan la “raíz n-ésima”
compleja como unafunción multivaluada. Ya la propia expresión “función multivaluada” es
muy desafortunada pues propiamente se trata de una correspondencia: la que a cada complejo
z 6= 0 hace corresponder el conjunto formado por sus n raíces n-ésimas complejas. Natural-
mente, en estos libros cuando se usa el símbolon

√
zpara hacer operaciones como, por ejemplo,

ĺım
n→∞

{
n
(

n
√

z−1)
}

o
w

C(0,1)

n
√

zdz debe entenderse que en dichas expresiones se ha seleccionado

uno solo de los valores den
√

z. Con lo cual sigue la confusión pues el mismo símbolo,n
√

z,
puede significar distintas cosas según el contexto en que estemos. Pese a todo, hay razones que
pueden justificar esta forma de proceder pero las mismas no son fáciles de exponer en un curso
básico de variable compleja. Volveremos sobre este asunto más adelante.

En este curso, para nosotros, el símbolo,n
√

z representará siempre el valor principal de la
raíz n-ésima dez antes definido. Más adelante, cuando estudiemos las potencias, introducire-
mos un símbolo que permitirá representar todas las raíces n-ésimas dez. Finalmente, observa
que en la definición (1.12) de n

√
z interviene el argumento principal, arg(z). Por la definición

dada de argumento principal, tenemos que−π < argz6 π y, como ya hemos visto anterior-
mente, se produce una discontinuidad del argumento principal en el eje real negativo y, en
consecuencia, la funciónz 7→ n

√
zes discontinua en el eje real negativo. Te informo que no hay

que preocuparse mucho por esta discontinuidad, de hecho es muy útil y, entre otras cosas, sir-
ve para contar ceros de funciones. Lo que quiero es llamarte la atención sobre lo que ocurre
cuando se elige el argumento principal en en el intervalo[0,2π[. Cuando se hace así, la función
z 7→ n

√
z resulta ser discontinua en el eje real positivo. Mala cosa; con esa elección para el argu-

mento principal, una función que era continua enR+, al extenderla aC ya no es continua en
R+.

La igualdad n
√

z n
√

w= n
√

zw

En general, no es cierto que, dados dos números complejosz y w, el producto de las raíces
n-ésimasprincipalesdez y dew sea igual a la raíz n-ésimaprincipal dezw. Lo que, evidente-
mente, sí es cierto es que el producto de dos raíces n-ésimas cualesquiera dez y de w es una
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Raíces de un número complejo 15

raíz n-ésima dezw. Por tanto, n
√

z n
√

w, esuna raíz n-ésima dezw pero no tiene por qué ser la
principal. Vamos a ver qué condiciones deben cumplirse para quen

√
z n
√

w sea la raíz n-ésima
principal dezw. Para ello, bastará con exigir que el argumento principal den

√
z n
√

w esté en el in-

tervalo]−π/n,π/n]. Como suponemos quen es un número naturaln> 2, tenemos que−π <
argz

n
+

argw
n

6 π y, por (1.9), deducimos que arg
(

n
√

z n
√

w
)
=

argz
n

+
argw

n
=

argz+argw
n

.

Tenemos que:

arg
(

n
√

z n
√

w
)
=

argz+argw
n

∈
]
−π

n
,
π
n

]
⇐⇒−π < argz+argw6 π

Hemos probado que

n
√

z n
√

w= n
√

zw⇐⇒−π < arg(z)+arg(w)6 π

Por ejemplo, si los númeroszy w están en el semiplano de la derecha, es decir, Rez> 0, Rew>
0, entonces−π/2 < arg(z) < π/2 y −π/2 < arg(w) < π/2; por tanto en este caso arg(z) +
arg(w) = arg(zw) por lo que n

√
z n
√

w= n
√

zw. En particular, esto es cierto cuandoz,w∈R+. Por
tanto,no perdemos ninguna de las propiedades de las raíces reales positivas al extender las
raíces aC.

En el caso en quen= 2,z=w=−1, tenemos que arg(−1)+arg(−1) = 2π, y no se cumple
la condición anterior. En este caso

√
−1

√
−1=−1 6= 1=

√
1=

√
(−1)(−1)

es decir
√
−1

√
−1= −1 es una raíz cuadrada de 1= (−1)(−1) pero no es la raíz cuadrada

principal de 1. Ahora ya sabes dónde está el error en lo que sigue:

−1= i2 = i i =
√
−1

√
−1=

√
(−1)(−1) =

√
1= 1

Ejercicios propuestos

11. Comprueba que el argumento principal dez= x+ iy 6= 0 viene dado por

ϑ =





arctg(y/x)−π si y< 0, x< 0

−π/2 siy< 0, x= 0

arctg(y/x) si x> 0

π/2 si y> 0, x= 0

arctg(y/x)+π si y> 0, x< 0

12. Expresa en forma polar los siguientes números complejos.

a) −
√

3− i b) −
√

3+ i c)
3√
3+ i

d)
1+ i

√
3

(1+ i)2
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Raíces de un número complejo 16

13. Expresa los siguientes números en forma binómica:

a) (−1+ i
√

3)11 b)

(
1+ i
1− i

)5

c)

(
1+ i

√
3

1− i

)6

d) (−
√

3+ i)13

14. Calcula arg(zw) y arg
( z

w

)
supuestos conocidos argzy argw.

15. Supuesto que|z|= 1, prueba que

arg

(
z−1
z+1

)
=

{
π/2 si Imz> 0

−π/2 si Imz< 0

16. Seaz= x+ iy. Supuesto que|z|= 1, z 6= 1, z 6=−i, prueba que

arg

(
z−1
z+ i

)
=

{
π/4 si 1−x+y> 0

−3π/4 si 1−x+y< 0

17. Resuelve la ecuación cuadráticaaz2+bz+ c= 0 dondea,b,c, son números complejos
conocidos ya 6= 0.

18. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a)z3 = 1+ i b) z4 = i c) z3 =−1+ i
√

3 d) z8 = 1 e)z2+2iz−
√

3i = 0

19. Prueba que si una ecuación polinómica con coeficientes reales admite una raíz compleja,
z, entonces también admite como raíz az. Da un ejemplo de una ecuación polinómica de
grado mayor que 1 que tenga como raíz compleja 1+ i pero no admita como raíz a 1− i.

20. Calcula las soluciones de las ecuaciones siguientes y exprésalas en forma cartesiana.

a) z2−4iz−4+2i = 0, b) z4+4z2+16= 0, c) z4− i
√

3z2−1= 0

21. Seaw = cost + i sent un número complejo de módulo 1. Utiliza el número complejo
u= cos(t/2)+ i sen(t/2) para expresar los númerosw−1 y w+1 en forma polar.

22. Seax un número real que no es múltiplo entero de 2π. Prueba las igualdades

a) 1+cosx+cos2x+ · · ·+cosnx = cos
(n

2
x
) sen

(
n+1

2
x

)

sen
(x

2

)

b) senx+sen2x+ · · ·+sennx = sen
(n

2
x
) sen

(
n+1

2
x

)

sen
(x

2

)

Sugerencia: Si llamamosA a la primera suma yB a la segunda, calculaA+ iB haciendo
uso de la fórmula de De Moivre y simplifica usando el ejercicioanterior.
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Topología del plano complejo 17

23. Haciendo uso de la fórmula de De Moivre prueba que:

a) sen3ϕ = 3 senϕ−4 sen3ϕ, b) cos4ϕ = 8 cos4ϕ−8 cos2ϕ+1

24. Representa gráficamente los conjuntos de números complejoszque verifican:

|z−3|6 3; 2< |z− i|6 3; |argz|< π/6; |z− i|+ |z+ i|= 4

|z−1|= |z−2i|;
∣∣∣∣

z− i
z+2i

∣∣∣∣= 2; Im(z2)> 6; |z− i|= Imz+1

25. Encuentra los vértices de un polígono regular den lados si su centro se encuentra en el
puntoz= 0 y uno de sus vérticesz1 es conocido.

26. Resuelve la ecuación(z−1)n = (z+1)n, dondez∈ C y n∈N, n> 2.

1.2. Topología del plano complejo

Como conjunto,C, no es otra cosa queR2, por tanto, dar una topología enC es lo mismo
que dar una topología enR2. Pues bien, consideraremos enC la topología usual enR2, es decir,
la asociada a la norma euclídea. Escribiendo la norma en términos deC, ésta viene dada por

|z|=
√

zz

Mientras que la distancia euclídea enC viene dada por(z,w) 7→ |z−w| z,w∈C.

EnC suele usarse la siguiente terminología. Dadosa∈ C y r > 0, el conjunto

D(a, r) = {z∈C : |z−a|< r}

se llamadisco abiertode centroa y radio r. Observa que un disco abierto no puede ser vacío.
Por convenio pondremosD(a,+∞) = C.

Dadosa∈ C y r > 0, el conjunto

D(a, r) = {z∈ C : |z−a|6 r}

se llamadisco cerradode centroa y radio r. Observa queD(a,0) = {a}.

Representaremos porC(a, r)∗ = {z∈C : |z−a|= r} la circunferencia de centroa∈C y
radio r > 0.

Se dice que un conjuntoA⊆ C estáacotadosi está contenido en algún disco centrado en
el origen, es decir, si existeM ∈ R+ tal que|z|6 M para todoz∈ A.

Un conjuntoC ⊂ C se dice que es conexo si la única partición deC por abiertos relativos
es la trivial. Esto quiere decir que siC= A∪B dondeA y B son conjuntos abiertos relativos de
C disjuntos, entonces debe ser{A,B}= {Ø,C}. Las curvas en el plano son conjuntos conexos.
Los únicos conexos en la recta real son los intervalos.
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Topología del plano complejo 18

En este curso vamos a trabajar con frecuencia con ciertos subconjuntos abiertos deC que
se llamandominios. Un dominio es un conjunto abierto y conexo. La idea intuitiva que debes
tener es que un dominio enC es un conjunto abierto enR2 que no se puede expresar como
unión de subconjuntos abiertos disjuntos no vacíos. Por asídecir, un dominio es un abierto de
“un solo trozo”. Observa que siΩ es un conjunto abiertoA y B son subconjuntos abiertos de
Ω tales queΩ = A∪B y A∩B= Ø entoncesA y B son también conjuntos cerrados relativos
deΩ (porque cada uno es el complemento del otro enΩ). El siguiente resultado caracteriza los
dominios enC.

1.4 Proposición. SeaΩ un subconjunto abierto no vacío deC. Equivalen las siguientes pro-
piedades:

1. La única descomposición deΩ en la formaΩ=A∪B, donde A y B son conjuntos abiertos
disjuntos, es la trivial, es decir,{A,B}= {Ø,Ω}.

2. Los únicos subconjuntos deΩ que son abiertos y cerrados relativos aΩ son el Ø yΩ.

3. Dos puntos cualesquiera deΩ pueden unirse por una curva contenida enΩ.

De estas propiedades la tercera es la más intuitiva pero usaremos también con frecuencia la
segunda propiedad. Te recuerdo también que todo conjunto abierto no vacío enC es unión nu-
merable de dominios disjuntos (suscomponentes conexas). En la recta real los únicos dominios
son los intervalos abiertos. Por convenio, en lo que sigue,solamente consideraremos dominios
distintos del vacío.

Con frecuencia trabajaremos con otro tipo especial de conjuntos: los conjuntoscompactos.
Naturalmente, los compactos deC son los subconjuntos compactos deR2. Te recuerdo que
la compacidad es una propiedad topológica, es decir, puede expresarse exclusivamente en tér-
minos de abiertos. Concretamente, un conjuntoK ⊂ C se llama compacto si dada una familia
cualquiera,G , de conjuntos abiertos enC cuya unión contiene aK, K ⊂

⋃

G∈G

G, se verifica que

hay un número finito de conjuntos abiertos de dicha familiaG1,G2, . . . ,Gm cuya unión también
contiene aK. Esta definición es ladefinición topológicade compacidad en la que solamente
intervienen los abiertos de la topología. Es la más general pero no es la más cómoda de usar.
Afortunadamente, los conjuntos compactos deC tienen caracterizaciones muy fáciles que se
recogen en el siguiente resultado que ya debes conocer.

1.5 Teorema.Sea K⊆ C. Equivalen:

(a) K es compacto (definición topológica).

(b) Todo subconjunto infinito de puntos de K tiene algún puntode acumulación en K.

(c) Toda sucesión de puntos de K tiene alguna sucesión parcial que converge a un punto de
K.

(d) K es cerrado y acotado.

El siguiente resultado contiene importantes propiedades de las funciones continuas que ya
debes conocer.
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Sucesiones de números complejos 19

1.6 Teorema. • Toda función continua que toma valores reales definida en un compacto
alcanza en dicho compacto un valor máximo y un valor mínimo absolutos.

• Toda función continua que toma valores reales o complejos definida en un compacto es
uniformemente continua.

• Las funciones continuas transforman conexos en conexos y compactos en compactos.

1.2.1. Sucesiones de números complejos

Una sucesión de números complejos es una aplicación del conjunto de los números natu-
rales enC. Como de costumbre, representaremos por{zn} la sucesión dada porn 7→ zn donde
zn ∈C. La definición de sucesión convergente es exactamente la misma que para sucesiones
reales.

1.7 Definición. Se dice que una sucesión de números complejos{zn} esconvergentesi hay un
número complejozcon la propiedad de que para todoε > 0 existe un número naturaln0 tal que
para todon> n0 se verifica que|zn−z|< ε. En tal caso dicho númeroz es único y escribimos
ĺım{zn}= z o {zn} → zy se dice quezes el límite de la sucesión{zn}.

Observa que{zn} → z si, y sólo si,|zn−z| → 0. Teniendo en cuenta la desigualdad (1.4)
tenemos que

|Rezn−Rez|
|Imzn− Imz|

}
6 |zn−z|6 |Rezn−Rez|+ |Imzn− Imz| (1.14)

Deducimos que|zn−z| → 0 si, y sólo si,|Rezn−Rez| → 0 y |Imzn− Imz| → 0. Hemos pro-
bado así el siguiente resultado.

1.8 Proposición. Una sucesión de números complejos{zn} es convergente si, y sólo si, las
sucesiones de números reales{Rezn} y {Imzn} son convergentes. Además en dicho caso

ĺım{zn}= z⇐⇒ Rez= ĺım{Rezn} y Imz= ĺım{Imzn}

Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de númeroscomplejos se reduce a estudiar
la convergencia de dos sucesiones de números reales.

Supongamos que{zn} es una sucesión tal que para todoK > 0 existe un número natural
n0 ∈ N de forma que sin> n0 entonces|zn|> K. En dicho caso diremos que la sucesión{zn}
es divergente o quedivergey escribiremos{zn} → ∞. Observa que{zn} → ∞ es lo mismo
que{|zn|} →+∞.

Los resultados que conoces para sucesiones de números reales en los que no interviene el
orden son también válidos para sucesiones de números complejos. Destacamos entre ellos los
más importantes.
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1.9 Proposición(Álgebra de límites).

Si {zn} → z y {wn} → w, entonces{zn +wn} → z+w y {znwn} → zw. Además, si
zn 6= 0 para todo n∈N y z 6= 0, entonces{1/zn} → 1/z.

Si{zn} diverge y{wn} está acotada entonces{zn+wn} diverge.

Si {zn} diverge y{wn} está separada de0, esto es, existenρ > 0 y n0∈N de forma que
para n> n0 se cumple|wn|> ρ, entonces{znwn} diverge.

1.10 Definición. Una sucesión de números complejos{zn} se dice que es deCauchysi pa-
ra cada númeroε > 0 existe un número naturaln0 ∈ N de forma que sip,q > n0 entonces
|zp−zq|< ε

Volviendo a utilizar las desigualdades (1.14), deducimos que{zn} es una sucesión de
Cauchy si, y sólo si,{Rezn} y {Imzn} son sucesiones de Cauchy. Por el teorema de complitud
deR, si {Rezn} y {Imzn} son de Cauchy convergen y, por tanto,{zn} es convergente.

1.11 Teorema(Teorema de complitud deC). Toda sucesión de Cauchy de números complejos
es convergente.

Recuerda que unasucesión parcialde una sucesión{zn} es cualquier sucesión de la forma
{zσ(n)} dondeσ : N → N es una aplicación estrictamente creciente. Si{zn} → z, entonces
cualquier sucesión parcial de{zn} también converge az.

Teniendo en cuenta que{zn} es una sucesión acotada si, y sólo si,{Rezn} y {Imzn} son
acotadas y que toda sucesión acotada de números reales tieneuna sucesión parcial convergente,
se deduce fácilmente el siguiente resultado.

1.12 Teorema(Teorema de Bolzano –Weierstrass.). Toda sucesión acotada de números com-
plejos tiene alguna sucesión parcial convergente.

1.2.2. Series de números complejos

Dada una sucesión,{zn}, podemos formar a partir de ella otra sucesión,{Sn}, cuyos térmi-
nos se obtienensumando consecutivamentelos términos de{zn}, es decir:

S1 = z1, S2 = z1+z2, S3 = z1+z2+z3, . . . , Sn = z1+z2+ · · ·+zn , . . .

La sucesión{Sn}=
{

n∑

k=1

zk

}
así obtenida se llamaserie de término general zn y es costumbre

representarla por
∑

n>1

zn o, más sencillamente,
∑

zn
1

Ni que decir tiene que, siendo las series sucesiones,todos los conceptos y resultados es-
tudiados ya para sucesiones conservan su misma significación cuando se aplican a series. En

1El concepto de serie se estudia con mucho más detalle en el capítulo 9 de mi libro
Cálculo diferencial e integral de funciones de una variableque puedes descargar de mi página Web. Allí tam-
bién se demuestran algunos resultados que aquí solamente voy a enunciar.
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particular, es innecesario volver a definir qué se entiende cuando se dice que una serie es “con-

vergente”. Si una serie
∑

n>1

zn es convergente se usa el símbolo
∞∑

n=1

zn para representar el límite

de la serie que suele llamarsesumade la serie. Naturalmente
∞∑

n=1

zn es el número complejo

definido por
∞∑

n=1

zn = ĺım{Sn}= ĺım
n→∞

n∑

k=1

zk

Como caso particular de la proposición1.8, la serie
∑

n>1

zn converge si, y sólo si, las series

Re

(∑

n>1

zn

)
=
∑

n>1

Rezn y Im

(∑

n>1

zn

)
=
∑

n>1

Imzn

son convergentes.

Conviene que recuerdes la condición básicanecesariapara la convergencia de una serie. Si

la serie
∑

zn converge entonces la sucesiónzn =

n∑

j=1

zj −
n−1∑

j=1

zj es diferencia de dos sucesiones

que convergen al mismo límite y por tanto converge a cero.

1.13 Proposición.Condición necesaria para que la serie
∑

zn converja es que{zn}→ 0.

Para las series es posible definir otro tipo de convergencia,la convergencia absoluta.

1.14 Definición.Se dice que una serie de números complejos
∑

n>1 zn converge absolutamente
si la serie de términos positivos

∑
n>1|zn| es convergente.

1.15 Proposición.Si una serie de números complejos
∑

zn es absolutamente convergente en-
tonces dicha serie también es convergente.

Demostración. PongamosSn =
n∑

j=1

zj , An =
n∑

j=1

|zj | y supongamos que la sucesión{An} es

convergente, es decir,
∑

zn es absolutamente convergente. Dadoε > 0, la condición de Cauchy
para{An} nos dice que existen0∈N tal que

q∑

k=p+1

|zk|=
∣∣Aq−Ap

∣∣< ε para cualesquierap,q∈N tales que q> p>n0

Deducimos que para cualesquierap,q∈N tales queq> p>no se verifica que

∣∣Sq−Sp
∣∣=
∣∣zp+1+zp+2+ · · ·+zq|6

q∑

k=p+1

|zk|< ε

Lo que prueba que la sucesión{Sn}, es decir, la serie
∑

zn cumple la condición de Cauchy y,
por tanto, es convergente. 2
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Para estudiar la convergencia absoluta de una serie de números complejos se usan los cri-
terios de convergencia para series de números positivos, criterios que ya debes conocer. Pero,
¿qué hacer cuando una serie no es absolutamente convergente? En tal caso, para estudiar si
la serie es convergente podemos intentar comprobar si verifica la condición de Cauchy, pero
este procedimiento con frecuencia es difícil. Pues bien, los criterios siguientes proporcionan
información sobre la convergencia no absoluta en algunos casos que ocurren con frecuencia.

1.16 Teorema. Sea{an} una sucesión de números reales y{zn} una sucesión de números
complejos.

Criterio de Dirichlet. Si {an} es monótona y converge a cero y la serie
∑

zn tiene sumas
parciales acotadas, entonces

∑
anzn converge.

Criterio de Abel. Si {an} es monótona y acotada y la serie
∑

zn converge, entonces
∑

anzn

es convergente.

Demostración. Son, respectivamente, los corolarios 9.43 y 9.44 de mi libro de Cálculo dife-
rencial antes citado.

Ejercicios propuestos

27. SeanF ⊂ C un cerrado yK ⊂ un compacto no vacíos tales queF ∩K = Ø. Prueba que
hay puntosa∈F, b∈K tales que

|a−b|= ı́nf{|z−w| : z∈F, w∈K} .

28. Sea{zn} una sucesión de complejos no nulos y paran∈N seaϕn∈Arg(zn). Supongamos
que{ϕn} → ϕ y {|zn|} → ρ. Justifica que{zn} → ρ(cosϕ+ i senϕ).

29. Estudia la convergencia de las sucesiones:

i) zn = n
√

n+ inan (a∈R, |a|< 1) ii) zn =
2n

n
+

in
2n

iii) zn = n
√

a+ i sen
1
n

(a> 0) iv) zn = n sen
1
n
+5i cos

1
n

v) zn =

(
1+ i

2

)n

vi) zn =

(
1√
2
+ i

1√
2

)n

30. Calcula el límite de la sucesiónzn =

(
1+

√
2+ i π

3

n

)n

.

Sugerencia: Expresazn = |zn|(cosϕn+ i senϕn) y usa el ejercicio28.

31. Calcula el límite de la sucesiónzn = n
(

n
√

2
(

cos
π
2n

+ i sen
π
2n

)
−1
)

.

Sugerencia: recuerda que el límite de la sucesiónn
(

n
√

2−1
)

es bien conocido.
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32. La serie
∑

n>1

zn tiene la propiedad de que las cuatro partes suyas formadas por los términos

pertenecientes a un mismo cuadrante cerrado del plano convergen. Demuestra que dicha
serie es absolutamente convergente.

33. Dadoz∈C, estudia la convergencia de la serie
∑

n>0

zn (serie geométrica).

34. Estudia la convergencia de las series:

a)
∑

n>2

(
(−1)n

√
n+(−1)n + i

1
n
√

n

)
, b)

∑

n>1

(2+ i)n

(1+2i)n

1
n
.

35. Seaz∈ C, con |z| = 1, z 6= 1. Prueba que la sucesión{zn} no converge (¿qué pasa si
supones que converge?). Deduce que siϕ es un número real que no es un múltiplo entero
deπ, las sucesiones{cos(nϕ)} y {sen(nϕ)} no convergen.

36. Estudia la convergencia de las series:

i)
∑

n>0

1
(1+ i)n ii)

∑

n>1

cosn+ i senn
n

iii)
∑

n>1

cosn+ i senn
n2 iv)

∑

n>1

cosπ
n + i senπ

n

n

v)
∑

n>1

(
cos

π
n2 + i sen

π
n2

)
vi)

∑

n>1

n!
(in)n

vii)
∑

n>0

(3+4i)n

2i(4+3i)n+7
viii)

∑

n>1

1√
n

(
1+ i

√
3

2

)n

37. Seaρ∈R con |ρ|< 1 y ϑ∈R. Calcula los límites
∞∑

n=0

ρn cos(nϑ) y
∞∑

n=0

ρnsen(nϑ).

38. Prueba que si la serie
∑

n>1

zn converge y hay un número 0< α <
π
2

tal que para todon∈N

se verifica que|arg(zn)|< α, entonces dicha serie converge absolutamente.

39. Supón que las series
∑

n>1

zn y
∑

n>1

z2
n son convergentes y que Re(zn) > 0 para todon∈N.

Prueba que
∑

n>1

|zn|2 es convergente.
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Capı́tulo2

Funciones holomorfas. Series de potencias.
Funciones complejas elementales

2.1. Funciones complejas

Las funciones complejas no son más que las funciones definidas en subconjuntos deR2 con
valores enR2, cuando enR2 consideramos su estructura compleja. Dado un conjuntoA⊂C, a
toda función complejaf : A→C se le asocian dos funciones reales: la funciónu= Re f “parte
real de f ” y la función v= Im f “parte imaginaria def ” definidas para todo(x,y) = x+ iy∈A
por:

u(x,y) = Re f (x+ iy), v(x,y) = Im f (x+ iy)

Naturalmente,f (x+ iy) = u(x,y)+ iv(x,y).

La función conjugadade f es la función f dada por f (z) = Re f (z)− i Im f (z). La función
módulode f es la función| f | dada por| f |(z) = | f (z)|.

2.1.1. Continuidad y límite funcional

2.1 Definición. Se dice que la funciónf : A→ C escontinuaen un puntoa∈A si para cada
ε > 0 existe unδ > 0 tal que

z∈ A
|z−a|< δ

}
=⇒ | f (z)− f (a)| < ε.

Usando una vez más las desigualdades

máx{|Rez|, |Imz|}6 |z|6 |Rez|+ |Imz|

24
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se prueba fácilmente que una función complejaf es continua ena si, y sólo si, las funciones
Re f y Im f son continuas ena.

2.2 Definición. Dado un puntoa de acumulación deA, se dice f : A→ C tiene límite ena si
hay un número complejoL∈C con la propiedad de que para cadaε > 0 existe unδ > 0 tal que

z∈ A
0< |z−a|< δ

}
=⇒ | f (z)−L|< ε.

Simbólicamente escribimos ĺım
z→a

f (z) = L.

Usando las desigualdades anteriores y llamandoa= α+ i β, L = λ+ iµ tenemos

ĺım
z→a

f (z) = L ⇐⇒





ĺım
(x,y)→(α,β)

Re f (x,y) = λ

ĺım
(x,y)→(α,β)

Im f (x,y) = µ

Se dice quef : A→ C tiene límite infinito en un puntoa de acumulación deA si para todo
M > 0 existeδ > 0 tal que

z∈ A
0< |z−a|< δ

}
=⇒ | f (z)| > M

Simbólicamente escribimos ĺım
z→a

f (z) =∞.

Si A no está acotado, se dice quef : A → C tiene límite en infinito si hay un número
complejoL∈C con la propiedad de que para cadaε > 0 existe unK > 0 tal que siz∈A y
|z|> K entonces| f (z)−L|< ε. Simbólicamente escribimos ĺım

z→∞
f (z) = L.

Si A no está acotado, se dice quef : A → C tiene límite infinito en infinito si para todo
M > 0 existeK > 0 tal que siz∈A y |z|> K entonces| f (z)|> M. Simbólicamente escribimos
ĺım
z→∞

f (z) =∞.

Observa que hay una completa analogía formal entre las definiciones anteriores y las co-
rrespondientes para funciones reales de una variable real.Por ello, las reglas de cálculo de
límites conocidas para funciones de una variable real son también válidas, con las mismas
demostraciones, para funciones de variable compleja.

El siguiente resultado, aunque elemental, es importante.

2.3 Proposición(Continuidad del argumento principal.). La función argumento principal es
continua enC∗\R− y es discontinua enR−.

Demostración. Probaremos que el argumento principal de un número complejo z= x+ iy 6= 0
viene dado por

ϑ = 2arctg
y

x+ |z| si z 6∈R−

ϑ = π si z∈ R−
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Derivada de una función compleja 26

La comprobación es fácil. Como−π/2< arctgt < π/2, se sigue que−π < ϑ 6 π. Siz∈R− es
evidente quez= |z|(cosπ+ i senπ). Y paraz 6∈ R− se tiene:

cos(ϑ) =
1− tg2(ϑ/2)
1+ tg2(ϑ/2)

=
(|z|+x)2−y2

(|z|+x)2+y2 =
2x(|z|+x)
2|z|(|z|+x)

=
x
|z|

sen(ϑ) =
2tg(ϑ/2)

1+ tg2(ϑ/2)
=

2y(|z|+x)
(|z|+x)2+y2 =

2y(|z|+x)
2|z|(|z|+x)

=
y
|z|

Deducimos quez= |z|(cos(ϑ)+ i sen(ϑ)), lo que prueba queϑ = arg(z).

Como el conjuntoC∗\R− es abierto y la restricción del argumento principal a dicho con-
junto, según acabamos de probar, viene dado por

argz= 2arctg
y

x+ |z|

deducimos, teniendo en cuenta que paraz= x+ iy∈C∗\R− es x+ |z| > 0, que la función
arcotangente es continua y el carácter local de la continuidad, que el argumento principal es
continuo enC∗\R−.

Seaa∈R− y pongamoszn = a+ i
(−1)n

n
. Claramente{zn}→ a. Como

arg(z2n) = arctg
( 1

2n

)
+π −→ π

arg(z2n−1) = arctg
( −1

2n−1

)
−π −→−π

Concluimos que la sucesión{arg(zn)} no converge y por tanto el argumento principal es dis-
continuo ena.

De hecho, tenemos que sia∈R− es

ĺım
t→0
t>0

arg(a+ it ) = ĺım
t→0
t>0

(arctg(y/a)+π = π y ĺım
t→0
t<0

arg(a+ it ) = ĺım
t→0
t<0

arctg(y/a)−π =−π

2.2. Derivada de una función compleja

2.4 Definición. Seaf : A⊆C−→C y a∈A∩A′. Se dice quef es derivable ena cuando existe
el límite

ĺım
z→a

f (z)− f (a)
z−a

∈C

el valor de dicho límite se llamaderivada de f en el punto a, y se representa porf ′(a).

La única novedad de la definición es que se está utilizando el producto complejo y eso,
como veremos, hace que la condición de derivabilidad en sentido complejo sea mucho más
restrictiva que la derivabilidad para funciones reales.
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Casos Particulares

CuandoA⊆R y f (A)⊆R, la definición dada coincide con la conocida para una función
real de variable real

Para funciones complejas de una variable real se tiene el siguiente resultado.

SeaA⊆ R y f : A→ C. Entonces la funciónf es de la forma

f (t) = u(t)+ iv(t)

dondeu y v son funciones reales de variable real. En este caso tenemos:

f (t)− f (a)
t −a

=
u(t)−u(a)

t −a
+ i

v(t)−v(a)
t −a

y deducimos quef es derivable ena si, y sólo si, las funcionesu y v son derivables ena,
en cuyo caso

f ′(a) = u′(a)+ iv ′(a)

Observa que hay una completa analogía formal entre el concepto de función derivable
para funciones de variable compleja y para funciones realesde una variable real. Por ello,
las reglas de derivación conocidas para funciones de una variable real son también válidas, con
las mismas demostraciones, para funciones de variable compleja.

2.5 Teorema(Reglas de derivación.). Sean dos funciones f,g : A→C con A⊆C y a∈ A∩A′.
Supongamos que f y g son derivables en a. Entonces:

f +g es derivable en a y( f +g) ′(a) = f ′(a)+g′(a).

f g es derivable en a y( f g) ′(a) = f ′(a)g(a)+ f (a)g′(a).

Si g(z) 6= 0 para todo z∈ A, entonces f/g es derivable en a
(

f
g

)′
(a) =

f ′(a)g(a)− f (a)g′(a)
g(a)2

Regla de la cadena. Sean f: A→ C y g : B→ C tales que f(A)⊆ B, y consideremos la
función compuesta h= g◦ f : A→ C. Supongamos que f es derivable en a∈A∩A′ y g
es derivable en f(a)∈B∩B′. entonces h es derivable en a y

h′(a) = g′( f (a)
)

f ′(a)

Demostración. Probemos la regla de la cadena. Para ello pongamosb= f (a) y consideremos
la aplicaciónϕ : B→ C dada por

ϕ(w) =
g(w)−g(b)

w−b
w∈ B\{b}

ϕ(b) = g′(b)

Puesto queg es derivable enb, ϕ es continua enb. Ahora bien, nótese que para todoz∈A\{a}
se tiene que

h(z)−h(a)
z−a

=
g
(

f (z)
)
−g
(

f (a)
)

z−a
= ϕ

(
f (z)
) f (z)− f (a)

z−a
de donde se deduce el resultado sin más que tomar límite paraz→ a. 2
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2.2.1. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivabilidad compleja es mucho más
restrictiva de lo que puede parecer a primera vista.

2.6 Teorema(Relación ente la derivabilidad compleja y la diferenciabilidad real.). SeaΩ ⊂
C un conjunto abierto, a un punto deΩ y f : Ω → C una función deΩ en C. Notemos
a=α+ i β, u(x,y) =Re f (x+ iy), v(x,y) = Im f (x+ iy). Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f es derivable (en sentido complejo) en a.

ii) Las funciones u(x,y) = Re f (x+ iy), v(x,y) = Im f (x+ iy) son diferenciables en(α,β) y
además se verifican las condiciones de Cauchy–Riemann:

∂u
∂x

(α,β) =
∂v
∂y

(α,β)

∂u
∂y

(α,β) =−∂v
∂x

(α,β)

En caso de que se cumplan i) y ii) se tiene

f ′(a) =
∂u
∂x

(α,β)+ i
∂v
∂x

(α,β)

Demostración. Por definición,f es derivable si, y sólo si existe un número complejo, la deri-
vada def ena, f ′(a) = λ+ iµ que verifica

ĺım
z→a

| f (z)− f (a)− (λ+ iµ)(z−a)|
|z−a| = 0.

Pongamosz= x+ iy. Si tenemos en cuenta la igualdad

(λ+ iµ)(z−a) = (λ+ iµ)(x+ iy−α− i β) = λ(x−α)−µ(y−β)+ i[µ(x−α)+λ(y−β)]

y el hecho de que el módulo de un complejo coincide con la normaeuclídea (visto como vector
enR2), el límite anterior se escribe como sigue:

ĺım
(x,y)→(α,β)

‖(u(x,y),v(x,y))− (u(α,β),v(α,β))− (λ(x−α)−µ(y−β),µ(x−α)+λ(y−β))‖
‖(x,y)− (α,β)‖ = 0

o bien, como
(
λ(x−α)−µ(y−β),µ(x−α)+λ(y−β)

)
=

[(
λ −µ
µ λ

)(
x−α
y−β

)]t

,

ĺım
(x,y)→(α,β)

∥∥∥∥
(
u(x,y),v(x,y)

)
−
(
u(α,β),v(α,β)

)
−
[(

λ −µ
µ λ

)(
x−α
y−β

)]t∥∥∥∥
‖(x,y)− (α,β)‖ = 0.

La condición anterior quiere decir que la aplicación(x,y) 7→ (u(x,y),v(x,y)) deΩ ⊂R2 enR2

es diferenciable en el punto(α,β) y su diferencial es la aplicación lineal dada por
(

x
y

)
7→
(

λ −µ
µ λ

)(
x
y

)
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Por tanto

(
λ −µ
µ λ

)
es la matriz jacobiana de la aplicación(x,y) 7→ (u(x,y),v(x,y)) en(α,β),

esto es
∂u
∂x

(α,β) = λ,
∂u
∂y

(α,β) =−µ,
∂v
∂x

(α,β) = µ,
∂v
∂y

(α,β) = λ

Finalmente

f ′(a) = f ′(α+ i β) = λ+ iµ =
∂u
∂x

(α,β)+ i
∂v
∂x

(α,β)
2

Observaciones

Este resultado explica por qué si eliges dos funcionesu, v y defines una función compleja
por la igualdadf (x+ iy) = u(x,y)+ iv(x,y), lo más probable es que, a pesar de lo buenas que
puedan ser las funcionesu y v, la función f así definida no sea derivable pues las funcionesu
y v no tienen por qué verificar las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Esto indica (aunque esta es
una idea difícil de precisar) que las funciones complejas derivables son “auténticas funciones
complejas” en el sentido de que si la funciónu(x,y)+ iv(x,y) es derivable entonces la expresión
que se obtiene al sustituir enu(x,y)+ iv(x,y) la variablex por (z+z)/2 ey por (z−z)/2i debe
depender únicamente de la variablez. Para formalizar esta idea pongamos

f (z) = u

(
z+z

2
,
z−z
2i

)
+ iv

(
z+z

2
,
z−z
2i

)

Para que la funciónf (z) definida por esta igualdad dependa solamente dez y no dependa de
z es necesario que se verifique que

∂ f
∂z

=
1
2

∂u
∂x

− 1
2i

∂u
∂y

+ i
1
2

∂v
∂x

− i
1
2i

∂v
∂y

= 0⇐⇒





∂u
∂x

=
∂v
∂y

∂u
∂y

=−∂v
∂x

que son precisamente las ecuaciones de Cauchy – Riemann.

Teniendo en cuenta que

∂ f
∂x

(x+ iy) =
∂u
∂x

(x,y)+ i
∂v
∂x

(x,y),
∂ f
∂y

(x+ iy) =
∂u
∂y

(x,y)+ i
∂v
∂y

(x,y)

Tenemos que:
∂u
∂x

=
∂v
∂y

∂u
∂y

=−∂v
∂x





⇐⇒ ∂ f
∂x

=−i
∂ f
∂y

(2.1)

2.7 Ejemplos.

f (x+ iy) = x no es derivable en ningún punto.

f (x+ iy) = (x+ iy)(x2+y2) sólo es derivable en cero.

f (x+ iy) = 2xy+ i(y2−x2) es derivable en todoC.

f (x+ iy) = ex(cosy+ i seny) es derivable en todoC y f ′(z) = f (z) para todoz∈C.
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2.2.2. Primeras propiedades de las funciones holomorfas

2.8 Definición. SeaΩ un abierto no vacío deC. Una función f : Ω → C se dice que esho-
lomorfaenΩ si f es derivable en todo punto deΩ. En tal caso la función definida paraz∈Ω
por z 7→ f ′(z) se llamafunción derivadade f . Notaremos porH (Ω) el conjunto de todas
las funciones holomorfas enΩ. Las funciones holomorfas en todo el plano complejo se llaman
funciones enteras.

Era costumbre hace años llamar “funciones enteras” a las funciones polinómicas. Preci-
samente, la palabra “holomorfa” significa “de forma entera”, y veremos que, efectivamente,
las funciones holomorfas se comportan en algunos aspectos de forma parecida a las funciones
polinómicas.

2.9 Ejemplos. Lasfunciones polinómicas, es decir, las funciones de la forma

p(z) = c0+c1z+c2z2+ · · ·+cnzn

dondeck∈C para 06 k6 n, son funciones enteras. La función derivada dep viene dada
por

p′(z) = c1+2c2z+3c3z2+ · · ·+ncnzn−1 (z∈C)

Las funciones racionales, es decir, las funciones de la formaR(z) =
p(z)
q(z)

dondep(z)

y q(z) son funciones polinómicas, son holomorfas en su dominio natural de definición
Ω = {z∈C : q(z) 6= 0}. La función derivada deRviene dada por

R′(z) =
p′(z)q(z)− p(z)q′(z)

q(z)2 (z∈Ω)

Como consecuencia de las reglas de derivación tenemos el siguiente resultado.

2.10 Proposición.El conjuntoH (Ω) de las funciones holomorfas en un abiertoΩ con la suma
y el producto usual de funciones es un álgebra.

2.11 Proposición.Una función holomorfa en un dominio cuya derivada es nula en todo punto
es constante.

Demostración. SeaΩ un dominio, f ∈ H (Ω) tal que f ′(z) = 0 para todoz∈ Ω. Fijadoz0 ∈ Ω,
definimos

A= {z∈Ω : f (z) = f (z0)}
A es no vacío y, por serf continua, es un cerrado relativo deΩ. Veamos que también es abierto.
Seaa ∈ A y como Ω es abierto, exister > 0 tal queD(a, r) ⊂ Ω. Tomamosb ∈ D(a, r) y
definimosϕ : [0,1]→C por ϕ(t) = f ((1− t)a+ tb) . Como f es derivable, la regla de la cadena
nos dice queϕ es derivable y

ϕ ′(t) = f ′((1− t)a+ tb)(b−a) = 0
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Por serϕ una función compleja de variable real tenemos

ϕ ′(t) = (Reϕ) ′(t)+ i(Imϕ) ′(t) = 0 (t ∈ [0,1])

Luego(Reϕ)′(t) = 0 y (Imϕ)′(t) = 0 para todot ∈ [0,1]. Puesto que Reϕ y Imϕ son funciones
reales de variable real definidas en[0,1], se sigue que son constantes. Luegoϕ es constante y
por tantoϕ(0) = f (a) = ϕ(1) = f (b) luegob∈ A. Hemos probado queD(a, r)⊂ A, luegoA es
abierto. El hecho de queΩ sea un dominio permite concluir queA= Ω, es decir,f es constante
enΩ. 2

2.12 Corolario. Si dos funciones holomorfas tienen la misma derivada en un dominio y coin-
ciden en un punto son iguales.

La siguiente proposición vuelve a poner de manifiesto que la condición de que una función
sea holomorfa es mucho más restrictiva que la derivabilidadreal.

2.13 Proposición.SeanΩ un dominio y f∈ H (Ω). Equivalen las siguientes afirmaciones:

(a) Re f es constante enΩ.

(b) Im f es constante enΩ.

(c) La función compleja conjugada de f ,f , es holomorfa enΩ.

(d) f es constante enΩ.

(e) | f | es constante enΩ.

Demostración. Pongamosf = u+ iv, conu = Re f , v = Im f . Es claro que la condición(d)
implica todas las demás.

(a)⇒(d) Las ecuaciones de Cauchy–Riemann afirman que

f ′(z) = f ′(x+ iy) =
∂u
∂x

(x,y)− i
∂u
∂y

(x,y) (z= x+ iy ∈ Ω)

Puesto que Ref es constante tenemos
∂u
∂x

(x,y) =
∂u
∂y

(x,y) = 0 lo que implica quef ′(z) = 0

para todoz∈ Ω de donde deducimos(d) gracias a la proposición anterior.

(b)⇒(d) Puesto que Imf = −Re(i f ) la implicación(a)⇒(d) ya probada nos dice que la
función i f es constante y, por lo tanto,f también lo es.

(c)⇒(d) Como f es holomorfa yf lo es por hipótesis tenemos quef + f = 2Ref es holo-
morfa. Puesto que Im(Re f ) = 0 es constante, deducimos, por(b)⇒(d), que Ref es constante
y por (a)⇒(d) concluimos quef es constante.

(e)⇒(d) Si | f | = α entoncesf (z) f (z) = α2. Si α = 0 entoncesf es idénticamente nula
y hemos acabado. Siα 6= 0 entoncesf no se anula en ningún punto por lo que la función

f (z) =
α2

f (z)
es holomorfa enΩ y, por (c)⇒(d), concluimos quef es constante. 2
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Observemos que estas propiedades de las funciones holomorfas están muy lejos de ser cier-
tas para funciones reales diferenciables. Por ejemplo, dada una función deR2 enR2 diferen-
ciable que no se anule nunca, dividiéndola por su norma obtenemos una función diferenciable
cuyo módulo es constante.

Ejercicios propuestos

40. Estudia la derivabilidad de la funciónf (x+ iy) = x3+3xy2+ i(y3+3x2y).

41. Sea f : C→ C la función dada por

f (z) =
x3(1+ i)−y3(1− i)

x2+y2 si z= x+ iy 6= 0, f (0) = 0

Estudia la continuidad y la derivabilidad def .

42. SeaΩ un abierto yf ∈H (Ω). SeanΩ∗ = {z : z∈Ω} y f ∗ : Ω∗ → C la función definida
por f ∗(z) = f (z) para todoz∈Ω∗. Prueba quef ∗ es holomorfa enΩ∗.

43. Calcula una funciónf ∈H (C) tal que Ref (x+ iy) = x4−6x2y2+y4 para cualesquiera
x,y∈R. Si se exige que seaf (0) = 0, entonces dicha función es única.

44. Demuestra que siP(z) = a0+a1z+ · · ·+anzn es una función polinómica de gradon> 1,
se verifica que ĺım

z→∞
P(z) =∞.

45. Escribe las ecuaciones de Cauchy-Riemann para

f (z) =U(ρ,ϑ)+ iV (ρ,ϑ) donde z= ρ(cosϑ+ i senϑ)

Expresa la derivada def por medio de las derivadas parciales deU y V.

46. Consideremos la función dada paraz 6= 0 por f (z) =
z2

z
, y f (0) = 0. ¿En qué puntos

verifica f las ecuaciones de Cauchy-Riemann? ¿Esf derivable enz= 0?.

47. SeaΩ un dominio y f una función holomorfa enΩ. Supongamos que hay números
a,b,c∈R cona2+b2 > 0, tales queaRe f (z)+bIm f (z) = c para todoz∈Ω. Prueba
que f es constante enΩ.

48. Encuentra una condición necesaria y suficiente que deben cumplir los números reales
a,b,c para que exista una funciónf ∈H (C), verificando que

Re f (x+ iy) = ax2+bxy+cy2

para cualesquierax,y∈R. Determina, cuando dicha condición se cumpla, todas las fun-
ciones enterasf cuya parte real es de la forma indicada.
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49. Determinación de una función holomorfa por su parte realo por su parte imagina-
ria. Seaf (x+ iy) = u(x,y)+ iv(x,y) una función holomorfa en un dominioΩ y seaa un
punto deΩ. Prueba que:

f (z) = 2u

(
z+a

2
,
z−a

2i

)
− f (a) = 2iv

(
z+a

2
,
z−a

2i

)
+ f (a)

Usa este resultado para determinar en cada caso una función holomorfa cuya parte real
viene dada por:

u(x,y) = 4xy(y2−x2)

u(x,y) =
x2−y2

(x2+y2)2

Sugerencia. DefineF(z) = 2u

(
z+a

2
,
z−a

2i

)
= ϕ(x,y)+ iψ(x,y). Comprueba queF ve-

rifica las ecuaciones de Cauchy – Riemann y queF ′(z) = f ′(z).

50. Sea f (x+ iy)= u(x,y)+ iv(x,y) una función holomorfa con derivada no nula. Prueba que
las curvas de nivelu(x,y) = c, v(x,y) = k son dos familias de trayectorias ortogonales.

2.3. Sucesiones y series de funciones

Hasta ahora sólo conocemos como ejemplos de funciones holomorfas los polinomios y
las funciones racionales. Si queremos construir más ejemplos ya no encontraremos más por
métodos elementales. Por ejemplo ¿cómo se extiende la exponencial real aC? Claro, podemos
dar una definición de ez paraz∈C, seguramente ya la conoces y te habrás preguntado cómo se
llega a la misma porque no es nadanatural. En lo que sigue vamos a ver una formanatural de
extender ciertas funciones reales al cuerpo complejo de manera que la extensión sea holomorfa.
Para eso necesitamos estudiar un poco de sucesiones de funciones porque vamos a construir
funciones holomorfas como límite uniforme de funciones polinómicas.1

2.3.1. Sucesiones de funciones

Una sucesión de funciones, como su nombre indica, es una sucesión cuyos elementos son
funciones. Formalmente, es una aplicación que a cada númeronatural le asigna una función,
en nuestro caso una función compleja.

Consideremos una sucesión de funciones{ fn} con fn : A→ C dondeA⊆ C.

1Antes de seguir debes leer el capítulo 10 de mi libroCálculo diferencial e integral de funciones de una variable
donde se exponen con todo detalle los conceptos que siguen, se incluyen numerosos ejemplos que ayudan a enten-
derlos y se demuestran algunos resultados que aquí solamente voy a citar pero no a demostrar. Además, aunque
allí considero solamente funciones reales – lo que hace que los ejemplos sean fáciles de visualizar – es un buen
ejercicio que compruebes que las demostraciones de los resultados en que no intervienen derivadas ni integrales
valen exactamente igual, sin cambiar nada, para sucesionesde funciones complejas. También puedes bajar de mi
página Web unacolección de ejercicios resueltos con todo detalle de sucesiones y series de funciones.

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja

http://www.ugr.es/~fjperez/textos/calculo_diferencial_integral_func_una_var.pdf
http://www.ugr.es/~fjperez/textos/Ejer_suc_ser_func.pdf


Sucesiones de funciones 34

Convergencia puntual Decimos que{ fn} converge puntualmenteen un puntoz∈ A si la su-
cesión de números complejos{ fn(z)} converge.

Llamamoscampo de convergencia puntualde la sucesión{ fn} al conjunto

C = {z∈ A : { fn(z)} converge}

y llamamoslímite puntuala la función f : C → C definida por

f (z) = ĺım{ fn(z)} (z∈C)

Convergencia uniforme Se dice que{ fn} converge uniformementea una funciónf en un
conjuntoB⊆ A si

ĺım
n→∞

sup{| fn(z)− f (z)| : z∈B}= 0

es decir, para todoε > 0 existe un númeron0∈N tal que para todon> n0 se verifica que
| fn(z)− f (z)|6 ε para todo z∈B.

2.14 Teorema(Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme.). Una sucesión de funciones
{ fn} converge uniformemente en B si, y sólo si, verifica uniformemente en B la condición de
Cauchy:

∀ε > 0∃n0 ∈ N : p,q> n0 ⇒ sup{| fp(z)− fq(z)| : z∈ B}6 ε

Demostración. Es el teorema 10.10 de mi libro de Cálculo diferencial. 2

2.15 Teorema(Conservación de la continuidad). Supongamos que{ fn} converge uniforme-
mente a f en un conjunto B. Sea a∈B y supongamos que las funciones fn son todas ellas
continuas en a. Se verifica entonces que la función f es continua en a. En particular, si las
funciones fn son todas ellas continuas en B. Se verifica entonces que la función f es continua
en B.

Demostración. Es el teorema 10.15 de mi libro de Cálculo diferencial. 2

2.16 Teorema(Permutación de la integración con el límite uniforme). Supongamos que
{ fn} converge uniformemente en un intervalo[a,b] y que las funciones fn son todas ellas
continuas en[a,b]. Se verifica entonces que:

ĺım
n→∞

bw
a

fn(x)dx =

bw
a

( ĺım
n→∞

fn(x))dx. (2.2)

Demostración. Es el teorema 10.16 de mi libro de Cálculo diferencial. 2
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2.3.2. Series de funciones

Dada una sucesión de funciones,{ fn}, podemos formar a partir de ella otra sucesión,{Fn},
cuyos términos se obtienen sumando consecutivamente los dela primera, esto es:

F1 = f1, F2 = f1+ f2, F3 = f1+ f2+ f3, . . . ,Fn = f1+ f2+ · · ·+ fn , · · ·

Dicha sucesión de funciones,{Fn}, así obtenida se llamaserie de término general fn y la

representamos por
∑

n>1

fn o, más sencillamente,
∑

fn.

Puesto que las series de funciones son sucesiones de funciones, los conceptos de convergen-
cia puntual, campo de convergencia puntual y convergencia uniforme para series de funciones
no precisan de nueva definición. El siguiente resultado es decomprobación inmediata.

2.17 Proposición.Condición necesaria para que la serie
∑

n>1

fn converja puntualmente (resp.

uniformemente) en un conjunto A es que la sucesión{ fn} converja puntualmente (resp. unifor-
memente) a cero en A.

La serie
∑

n>1

fn se dice queconverge absolutamenteen un puntoa∈A cuando la serie de los

módulos,
∑

n>1

| fn(a)|, converge. Se define elcampo de convergencia absolutacomo el conjunto

{
z∈ A :

∑

n>1

| fn(z)| converge

}

Al igual que para series de números complejos la convergencia absoluta de una serie de
funciones implica convergencia pero no al contrario.

El siguiente criterio que proporciona condiciones suficientes para la convergencia uniforme
y absoluta de una serie de funciones será usado con frecuencia en lo que sigue.

2.18 Teorema(Criterio de Weierstrass.). Sea
∑

n>1

fn una serie de funciones definidas en un

conjunto A⊆ C. Supongamos que hay una sucesión{αn} de números reales positivos tal que:

(a) | fn(z)|6 αn para todo z∈ A.

(b) La serie
∑

n>1

αn es convergente.

Entonces la serie
∑

n>1

fn converge absolutamente y uniformemente en A.

Demostración. Por el criterio de comparación para series de términos positivos (a) y (b) im-
plican que la serie

∑

n>1

| fn(z)| converge paraz∈ A.
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Para probar la convergencia uniforme enA veamos que se cumple la condición uniforme
de Cauchy enA.

Como la serie
∑

n>1

αn converge cumple la condición de Cauchy. Luego dadoε > 0 existe

n0 ∈ N tal que parap> q> n0 se verifica

αp+αp−1+ · · ·+αq+1 6 ε

Deducimos que parap> q> n0 y para todoz∈A se verifica

|
p∑

j=1

f j(z)−
q∑

j=1

f j(z)|= | fp(z)+ fp−1(z)+ · · ·+ fq+1(z)|6

6 | fp(z)|+ | fp−1(z)|+ · · ·+ | fq+1(z)|6
6 αp+αp−1+ · · ·+αq+1 6 ε

Como queríamos probar. 2

Observa que los conceptos de convergencia absoluta y de convergencia uniforme son inde-
pendientes: una serie puede ser uniformemente convergenteen un conjuntoA y no ser absolu-
tamente convergente enA. En tales casos se aplican los siguientes criterios de convergencia no
absoluta para series de funciones.

2.19 Proposición.Sea{an} una sucesión numérica y
∑

n>1

fn una serie de funciones definidas

en un conjunto A.

Criterio de Dirichlet. Supongamos que:

a) {an} es una sucesión de números reales monótona y convergente a cero.

b) La serie
∑

n>1

fn tiene sumas parciales uniformemente acotadas en A.

Entonces la serie de funciones
∑

n>1

an fn converge uniformemente en A.

Criterio de Abel. Supongamos que:

a) La serie
∑

n>1

an es convergente.

b) Para cada z∈ A { fn(z)} es una sucesión de números reales monótona y la sucesión de
funciones{ fn} está uniformemente acotada en A.

Entonces la serie de funciones
∑

n>1

an fn converge uniformemente en A.

Demostración. Es la proposición 10.13 de mi libro de Cálculo diferencial. 2
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2.3.3. Series de potencias complejas. Funciones analíticas

Dada una sucesión de números complejos{cn}n∈No y un númeroa ∈ C consideremos la
sucesión de funciones

f0(z) = c0

fn(z) = cn(z−a)n n> 1

La serie definida por esta sucesión de funciones, es decir, lasucesión
{

c0+c1(z−a)+c2(z−a)2+ · · ·+cn(z−a)n}

se representa por
∑

n>0

cn(z−a)n y se llamaserie de potencias centrada en a. La sucesión{cn}

recibe el nombre de sucesión de coeficientes de la serie.

2.20 Teorema(Lema de Abel). Seaρ > 0 un número positivo tal que la sucesión{cnρn} está

acotada. Entonces se verifica que la serie
∑

n>0

cn(z− a)n converge absolutamente en el disco

D(a,ρ) y converge uniformemente en compactos K⊆ D(a,ρ).

Demostración. Tomemos un compactoK ⊂ D(a,ρ). Llamemosr = máx{|z−a| : z∈ K}< ρ.
Puesto que{cnρn} está acotada existe una constanteM > 0 tal que|cnρn|6M para todo número
naturaln. Tenemos que

|cn(z−a)n|=
∣∣∣∣cnρn(z−a)n

ρn

∣∣∣∣= |cnρn| |z−a|n
ρn 6 M

( |z−a|
ρ

)n

6 (z∈ K)6 M

(
r
ρ

)n

Consideramos ahora la sucesión{αn}= {M(r/ρ)n} y aplicamos el criterio de Weierstrass
para dicha sucesión. Ya que la serie

∑

n>0

αn converge por ser una serie geométrica de razón

menor que 1, dicho criterio nos dice que la serie
∑

n>0

cn(z−a)n converge absolutamente y uni-

formemente enK.

Como la serie converge absolutamente en cualquier compactocontenido enD(a,ρ) se sigue
que converge absolutamente en todo el disco. 2

El lema anterior conduce de manera natural a considerar el más grandeρ > 0 tal que la
sucesión{cnρn} está acotada. Introducimos para ello el conjunto

A= {ρ > 0 : {cnρn} está acotada}

y definimosR= sup(A)∈R+
0 ∪{+∞}. Pueden presentarse los casos:

R= 0. EntoncesA= {0}, luego siz 6= a la sucesión{cn(z−a)n} no está acotada y, en

particular, no converge a cero. Por tanto la serie de potencias
∑

n>0

cn(z−a)n no converge.

En este caso se dice quela serie de potencias es trivialpues solamente converge para
z= a.
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0< R<+∞. SeaK ⊆ D(a,R) compacto yr = máx{|z−a| : z∈ K}< R. Por definición
de supremo existeρ ∈ A tal quer < ρ 6 R. Aplicando el lema de Abel para dichoρ
deducimos que la serie

∑

n>0

cn(z− a)n converge uniformemente y absolutamente enK.

ComoK es un compacto arbitrario contenido enD(a,R), concluimos que la serie con-
verge absolutamente enD(a,R) y converge uniformemente en compactos contenidos en
dicho disco.

Si |z−a|> R entonces la sucesión{cn(z−a)n} no está acotada y, por tanto, la serie no
converge.

Nada puede afirmarse en general del comportamiento de la serie en la frontera del disco
D(a,R).

Si R= +∞ el argumento anterior es válido para cualquier compactoK con lo cual la
serie converge absolutamente enC y uniformemente en compactos.

Al númeroR se le llamaradio de convergenciade la serie. Observa queR sólo depende
de la sucesión{cn} de coeficientes de la serie y no del centro de la serie. Dada unaserie de
potencias no trivial,

∑
cn(z−a)n, llamaremosdominio de convergencia de la serieal conjunto

D(a,R) dondeR es el radio de convergencia de la serie (recuerda que siR= +∞ entonces
D(a,+∞) = C).

Los siguientes criterios permiten en muchos casos calcularel radio de convergencia.

2.21 Proposición(Criterio del cociente o de D’Alembert). Dada una sucesión de números
complejos{cn} supuesto que

cn 6= 0 para todo n a partir de un índice en adelante, y que

|cn+1|
|cn|

−→ L ∈ R+
0 ∪{+∞}

entonces R= 1/L con los convenios: R= 0 si L=+∞ y R=+∞ si L= 0.

Demostración. Para obtener este resultado basta aplicar el criterio del cociente a la serie∑

n>0

|cn(z−a)n|. Tenemos

|cn+1(z−a)n+1|
|cn(z−a)n| =

cn+1

cn
|z−a| −→ L |z−a|

Deducimos que:

Si L |z−a|< 1 la serie converge.

Si L |z−a|> 1 la serie no converge.

y concluimos queR= 1/L con los convenios anteriores. 2

De forma análoga se obtiene el siguiente resultado.
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2.22 Proposición(Criterio de la raíz o de Cauchy). Si{ n
√

|cn|} → L ∈ R+
0 ∪{+∞} entonces

R= 1/L con los mismos convenios anteriores.

Los criterios anteriores son en realidad bastante restrictivos. Por ejemplo ninguno de ellos
puede aplicarse para estudiar la convergencia de una serie de potencias cuyos coeficientes vie-
nen dados porc2n−1 = 1/2n, c2n = 1/3n. El siguiente resultado proporciona un método general
para calcular el radio de convergencia.

Recuerda que si{xn} es una sucesión de números positivos mayorada se define ellími-
te superiorde dicha sucesión, ĺımsup{xn}, como el límite de la sucesión{sn} dondesn =
sup{xk : k> n}. Si {xn} no está mayorada se define su límite superior igual a+∞.

2.23 Teorema(Fórmula de Cauchy–Hadamard). El radio de convergencia R de una serie de
potencias

∑

n>0

cn(z−a)n viene dado por

R=
1

ĺımsup n
√

|cn|

con los convenios usuales.

Demostración. LlamemosL = ĺımsup{ n
√

|cn|} ∈ R+
0 ∪{+∞}.

Supongamos queL =+∞ lo que equivale a quen
√

|cn| no está acotada. En tal caso veamos
que{cnρn} no está acotada para ningúnρ > 0. En caso contrario existiríanM > 1 y ρ > 0 tales
que|cn|ρn 6 M para todo naturaln. Luego

n
√

|cn|6
n
√

M
ρ

6
M
ρ

para todon∈N

y { n
√

|cn|} estaría acotada en contra de la hipótesis. Deducimos queR= 0.

Supongamos queL ∈R+
0 . Vamos a probar las implicaciones

ρL < 1⇒ ρ ∈ A⇒ ρL 6 1

Supuesto probadas, siL = 0 cualquierρ > 0 cumple lo anterior luegoR+
0 ⊂ A y R= +∞. Si

0< L <+∞ entonces[0,1/L[⊆ A⊆ [0,1/L] de dondeR= 1/L.

Probemos la primera implicación. Pongamosbn = sup{ k
√

|ck| : k> n}. Por definición de
límite superior esL= ĺım{bn}. Supongamos queρL< 1 entonces existen0 ∈N tal queρbn0 < 1
de dondeρ n

√
|cn|< 1 para todon> n0, elevando an tenemosρn|cn|< 1 para cadan> n0. De

lo anterior concluimos que la sucesión{|cn|ρn} está acotada y, por tanto, queρ ∈ A.

Veamos la segunda implicación. Supongamos queρ ∈ A luego{|cn|ρn} está acotada, esto
es, existe una constante positivaM > 1 de forma que|cn|ρn 6 M para todon∈ N. Extrayendo
raíces de ordenn se tiene

n
√

|cn|6
n
√

M
ρ
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Fijemosq∈ N arbitrario, la desigualdad anterior es cierta para cadan∈ N, en particular lo es
para cadan> q. Con lo cual

bq = sup{ n
√

|cn| : n> q}6
q
√

M
ρ

donde hemos usado que paraM > 1 la sucesión{ n
√

M} es decreciente. Acabamos de probar
queρbq 6

q
√

M para cualquierq. Tomando límite enq deducimos queρL 6 1 2

El siguiente lema nos dice que derivando término a término una serie de potencias obtene-
mos otra serie de potencias con el mismo radio de convergencia que la serie de partida.

2.24 Lema. Las series de potencias

∑

n>0

cn(z−a)n
∑

n>1

ncn(z−a)n−1

tienen igual radio de convergencia.

Demostración. 2 La serie
∑

n>1

ncn(z−a)n−1 y

(z−a)
∑

n>1

ncn(z−a)n−1 =
∑

n>1

ncn(z−a)n

convergen para los mismos valores dez y, por tanto, tienen igual radio de convergencia. La
fórmula de Cauchy–Hadamard nos dice que el radio de convergencia de dicha serie viene dado
por

ĺımsup{ n
√

n|cn|}
Para probar el resultado basta justificar la igualdad

ĺımsup{ n
√

n|cn|}= ĺımsup{ n
√

|cn|}

Llamemos
bn = sup{ k

√
|ck| : k> n} βn = sup{ k

√
k|ck| : k> n}

Teniendo en cuenta que la sucesión{ n
√

n} es decreciente, resulta que

bn 6 βn 6
n
√

nbn

y como ĺım{ n
√

n}= 1, concluimos que ĺımβn = ĺımbn. 2
2Una demostración que no utiliza la fórmula de Cauchy-Hadamard puedes verla en mi libro de Cálculo diferen-

cial - Lema 10.26. También debes leer las observaciones que preceden a ese resultado donde indico algunos trucos
para calcular el radio de convergencia
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2.25 Teorema(Teorema de derivación de una serie de potencias.). Sea a∈C,
∑

n>0

cn(z−a)n

una serie de potencias no trivial yΩ su dominio de convergencia. Sea f: Ω → C la función
suma de la serie, esto es,

f (z) =
∞∑

n=0

cn(z−a)n z∈ Ω

Entonces f es indefinidamente derivable enΩ y, para cada k∈ N su derivada k-ésima se
obtiene derivando k veces la serie término a término, esto es:

f (k)(z) =
∞∑

n=k

n(n−1) · · · (n−k+1)cn(z−a)n−k z∈Ω

En particular f(k)(a) = k! ck o, lo que es lo mismo

ck =
f (k)(a)

k!
para todo k∈N∪{0}

Demostración. En primer lugar, no es restrictivo suponer quea= 0, puesto que en caso con-
trario podemos considerar la función

g(z) =
∑

n>0

cnzn z∈ Ω−a

con lo quef (z) = g(z−a). Luego sig es derivable tambiénf es derivable y las derivadas def
ena son las derivadas deg en 0.

Sea, pues,f (z) =
∞∑

n=0

cnzn paraz∈ Ω. Tomemos un puntob∈ Ω y paraz∈ Ω, z 6= b sea

ϕ(z) =
f (z)− f (b)

z−b
=

∞∑

n=1

cn
zn−bn

z−b
=

∞∑

n=1

pn(z)

dondepn(z) = cn

n∑

j=1

zn− jb j−1. Lo que queremos probar es que dicho cociente tiene límite en

b, esto es, quef es derivable enb.

Puesto queΩ es un abierto podemos tomarD(b,δ)⊆ Ω para algúnδ > 0. Paraz∈ D(b,δ)
se cumple que|z|6 |b|+δ y, evidentemente,|b|6 |b|+δ, con lo cual

|pn(z)|6 |cn|n(|b|+δ)n−1 para todoz∈ D(b,δ) (2.3)

Vamos a aplicar el criterio de la mayorante de Weierstrass a la serie de funciones
∑

n>1

pn.

Para ello veamos que la serie
∑

n>1

n|cn|(|b|+δ)n−1 es convergente.

Pero esto último es claro ya que sabemos, por el lema anterior, que
∑

n>1

ncnwn−1 tiene

el mismo radio de convergencia que
∑

n>0

cnwn, y esta última converge enΩ. Como el disco
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D(b,δ) está contenido enΩ y en dicho disco hay puntos de módulo igual a|b|+δ (por ejemplo

w0 = b+ δ
b
|b| si b 6= 0, y w0 = δ si b= 0) y las series de potencias convergen absolutamente

en su dominio de convergencia, concluimos que la serie

∑

n>1

n|cn|(|b|+δ)n−1

es convergente. Ahora, por la desigualdad2.3, el criterio de Weierstrass nos dice que la serie∑

n>1

pn converge uniformemente en el discoD(b,δ) y, por tanto, la función suma de dicha serie

es continua en dicho disco. En particular tenemos que

ĺım
z→b

f (z)− f (b)
z−b

= ĺım
z→b

ϕ(z) = ĺım
z→b

∞∑

n=1

pn(z) =
∞∑

n=1

pn(b) =
∞∑

n=1

ncnbn−1

es decir, hemos probado quef es derivable enb y

f ′(b) =
∞∑

n=1

ncnbn−1

Puesto queb es un punto arbitrario deΩ obtenemos que

f ′(z) =
∞∑

n=1

ncnzn−1 para todoz∈ Ω

Una sencilla inducción prueba quef tiene derivadas de todos los órdenes enΩ y

f (k)(z) =
∞∑

n=k

n(n−1) · · · (n−k+1)cnzn−k para todoz∈ Ω

En dicha igualdad haciendoz= 0 obtenemos

ck =
f (k)(0)

k!
para todok∈N∪{0}

2

2.26 Definición.Seaf una función indefinidamente derivable en un abiertoΩ ⊆C y seaa∈Ω.
La serie de potencias

∑

n>0

f (n)(a)
n!

(z−a)n

se llamaserie de Taylorde f en el puntoa.

2.27 Corolario. Las series de potencias no triviales son series de Taylor (desu función suma).

El resultado anterior nos lleva a definir el concepto defunción analítica.
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2.28 Definición. SeaΩ ⊆ C un abierto, se dice que una función complejaf : Ω −→ C es
analítica enΩ cuandolocalmentepuede representarse como la función suma de una serie de
potencias. Es decir, para cada puntob ∈ Ω hay un disco abiertoD(b,ρb) ⊆ Ω y una serie de
potencias ∑

n>0

c(b)n (z−b)n

cuyo dominio de convergencia contiene aD(b,ρb) tal que

f (z) =
∞∑

n=0

c(b)n (z−b)n para todoz∈ D(b,ρb)

En virtud del teorema anterior, deducimos que una función analítica f enΩ es indefinida-
mente derivable enΩ y todas sus derivadas son también analíticas. Además se tiene que

c(b)n =
f (n(b)

n!

Equivalentemente, una funciónf es analítica en un abiertoΩ si es indefinidamente derivable
en dicho abierto y para cada puntob∈Ω la serie de Taylor def en b converge y su suma es
igual a f en algún disco abierto centrado enb y contenido enΩ.

Observaciones sobre la terminología que estamos usando

En muchos textos de variable compleja se llaman “analíticas” a las funciones que nosotros
hemos llamado “holomorfas”. Otros, incluso, usan desde el principio dichos términos como
sinónimos. Sucede que el concepto de “función analítica” esmuy antiguo. Durante los siglos
XVII y XVIII se admitía implícitamente que cualquier función podía expresarse como su de-
sarrollo en serie de Taylor y de esta forma se resolvían muchos problemas; por ejemplo, las
ecuaciones diferenciales se resolvían sustituyendo la “función incógnita” por su serie de Tay-
lor e identificando coeficientes. Además, se trata de un concepto que no tiene nada que sea
esencialmente complejo; si en la definición anterior consideras solamente series de potencias
reales, y en lugar de discos consideras sus intervalos de convergencia obtienes el concepto de
función analítica real. Por ello el concepto de “función analítica” es muy anterior al desarrollo
de la teoría de funciones de variable compleja.

En la definición anterior lo que se ha hecho es extender el concepto de función analítica
real a funciones complejas. Esta forma de proceder es coherente con el significado que tie-
ne dicho concepto para funciones reales. Por eso no me pareceen absoluto conveniente llamar
“analíticas” a las funciones que hemos llamado “holomorfas”. Además, la palabra “holomorfa”
que significa “de forma entera” está más de acuerdo con la tradición: antiguamente se llamaba
“funciones enteras” a las funciones polinómicas, y veremosque esa es una característica de las
funciones holomorfas: en algunos aspectos se comportan de forma parecida a las funciones po-
linómicas (aunque esta analogía no puede llevarse demasiado lejos). Otra cosa muy diferente,
y una de las grandes sorpresas de la teoría de funciones holomorfas, es el hecho de que toda
función holomorfa es analítica, algo que demostraremos en el capítulo siguiente y que es un
resultado específico de variable compleja que desde luego nose cumple para funciones deriva-
bles reales. El mero enunciado de este resultado hace que valga la pena distinguir en principio
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entre funciones holomorfas y funciones analíticas complejas, aunque a la postre ambos con-
ceptos sean el mismo, algo que, también en principio, está muy lejos de ser evidente. Mientras
llega ese momento distinguiremos cuidadosamente ambos conceptos.

El siguiente resultado es muy útil para calcular la suma de una serie de potencias en puntos
de la frontera de su disco de convergencia.

2.29 Teorema(Continuidad radial). Sea
∑

cnzn una serie de potencias con radio de conver-
gencia0 < R< +∞. Sea f: D(0,R) → C la función suma de la serie y supongamos que la
serie es convergente en un punto z0 de la frontera del disco D(0,R). Entonces se verifica que

ĺım
r→1

0<r<1

f (rz0) =

∞∑

n=0

cnzn
0

Demostración. Parar∈[0,1] la sucesión{rn} es monótona decreciente y la sucesión de funcio-
nesr 7→ rn está uniformemente acotada en[0,1] y la serie

∑
cnzn

0 es convergente por hipótesis.
Por tanto el criterio de Abel (proposición2.19) nos dice que la serie

∑

n>0

cn(r z0)
n =

∑

n>0

cnrnzn
0

converge uniformemente parar ∈ [0,1] y por tanto su suma es una función continua en dicho
intervalo y, en particular, es continua enr = 1, es decir

ĺım
r→1

0<r<1

∞∑

n=0

cn(r z0)
n =

∞∑

n=0

cnzn
0

como queríamos demostrar. 2

Ejercicios propuestos

51. Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones

∑

n>0

(
z+ i
z− i

)n

(z 6= i)

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

52. Calcula la función límite puntual de la sucesión de funciones { fn} dada por:

fn(z) = n
(

n
√

z−1
)

53. Calcula la función límite puntual de la sucesión de funciones fn(z) =
(

1+
z
n

)n
.

Sugerencia: escribefn(z) = ρn
(

cosϕn+ i senϕn
)
.
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54. Estudia la convergencia puntual y uniforme de la serie de funciones

∑

n>1

1
n2

(
zn+

1
zn

)

55. Justifica que la serie
∑

n>0

zn

1+z2n converge uniformemente y absolutamente en todo com-

pacto contenido enD(0,1) y en todo compacto contenido en{z∈C : |z|> 1}.

56. Justifica que la serie
∑

n>1

zn

(1−zn)(1−zn+1)
converge absoluta y uniformemente en com-

pactos contenidos enD(0,1) y en compactos contenidos enC\D(0,1). Calcula la suma
de dicha serie.

57. Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones

∑

n>1

1
n

(
2z− i
2+ iz

)n

(z 6= 2i)

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

58. Sea{an} una sucesión de números complejos de módulo 1. Prueba que la serie

∑

n>1

1
n2(z−an)

converge uniformemente en compactos contenidos enD(0,1) o enC\D(0,1).

59. Calcula el radio de convergencia de las siguientes series depotencias:

i)
∑

n>1

(
2n+3
5n+6

)n

zn ii)
∑

n>1

n!
nn zn iii)

∑

n>1

z2n

(1+2i)n

iv)
∑

n>1

zn2

n!
v)

∑

n>0

[3+(−1)n]nzn vi)
∑

n>0

an2
zn

vii)
∑

n>0

2nzn! viii )
∑

n>0

(2n)!
(n!)2 zn ix)

∑

n>0

(2n)!n2n

2nn!(3n)!
zn

60. Calcula el radio de convergencia de las siguientes series depotencias:

a)
∑

n>1

(
1+

(−1)n

n

)n2

zn b)
∑

n>0

(n+an)zn c)
∑

n>1

nlognzn

61. Expresa
1
z

como suma de una serie de potencias centrada en un puntoa 6= 0 e indica en

dónde es válida dicha igualdad.

62. Expresa
1

(1−z)3 como suma de una serie de potencias.
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63. Calcula la suma de las series: a)
∑

n>1

nzn, b)
∑

n>1

n2zn.

64. Calcula el dominio de convergencia y la suma de la serie
∑

n>0

(2n+1−n)zn.

65. Prueba que la función

f (z) =
z2−3z+1
z2−5z+6

es analítica enC\{2,3}.

Sugerencia. Usa la descomposición en fracciones simples.

66. Estudia el comportamiento en la frontera del disco de convergencia de las series:

a)
∑

n>1

zn, b)
∑

n>1

zn

n
, c)

∑

n>1

zn

n2 , d)
∑

n>2

(−1)n

logn
z3n−1

67. Justifica que toda función analítica tienelocalmenteprimitivas.

2.4. Funciones complejas elementales

2.4.1. Exponencial compleja

Sabemos que para todox∈R se verifica que ex =
∞∑

n=0

xn

n!
. Esto lleva, de forma natural, a con-

siderar la serie de potencias
∑

n>0

zn

n!
. Aplicando el criterio del cociente obtenemos

|cn+1|
|cn|

→ 0,

luego la serie converge para todoz∈C. Llamamosexponencial complejaa la función definida
para todoz∈C por

exp(z) =
∞∑

n=0

1
n!

zn = ĺım
n→∞

{
1+z+

z2

2!
+

z3

3!
+ · · ·+ zn

n!

}

Propiedades

(1) exp′(z) = exp(z) para todoz∈C.

(2) exp(0) = 1

(3) exp(x) parax∈R coincide con la exponencial real, esto es, la exponencial compleja extien-
de a la exponencial real. Esto justifica el uso de la notación exp(z) = ez.

(4) Las propiedades (1) y (2) caracterizan a la función exponencial, esto es, siϕ ∈ H (C) es tal
queϕ ′(z) = ϕ(z) para cadaz∈ C y ϕ(0) = 1 entoncesϕ(z) = exp(z).
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(5) Teorema de adición: exp(z+w) = exp(z)exp(w)

(6) Fórmula de Euler: Dadot ∈ R se cumple exp(it ) = cost + i sent. En particular tenemos
la igualdad

eiπ+1= 0

(7) Dadoz= Re(z)+ i Im(z) ∈ C entonces

ez = eRe(z)(cos(Imz)+ i sen(Imz)
)

Por tanto |ez|= eRez, Imz∈Arg(ez) .

(8) La exponencial compleja no se anula nunca.

(9) La exponencial compleja es una función periódicade periodo 2πi. Concretamente
ez = ew si, y sólo si,z−w∈2πiZ.

(10) La exponencial compleja es una función analítica.

Demostración.

(1) Puesto que la exponencial está definida en términos de unaserie de potencias convergente
basta derivar término a término la serie para obtener la derivada de la exponencial. Así

exp′(z) =
∞∑

n=1

n
n!

zn−1 =

∞∑

n=1

1
(n−1)!

zn−1 =

∞∑

n=0

1
n!

zn = exp(z)

(2) Evidentemente al hacerz= 0 en la serie que define a la exponencial se anulan todos los
términos menos el primero que es 1.

(3) Parax∈R sabemos que ex =
∞∑

n=0

1
n!

xn.

(4) Tomemosa∈C y llamemosh(z) = ϕ(a−z)exp(z), luego

h′(z) =−ϕ ′(a−z)exp(z)+ϕ(a−z)exp(z) = 0

luegoh es constante, en particular,h(0) = h(a), es decir,ϕ(a) = exp(a). Puesto quea es
un número complejo arbitrario la igualdad es válida para todo a∈ C

(5) Seaa∈C y consideremos la funciónH(z)= exp(a−z)exp(z). Si derivamos resultaH ′(z)=
0 luegoH es constante yH(0) = H(z), esto es, exp(a) = exp(a−z)exp(z) para todoz∈C.
Dadosz,w∈C, sustituyendoa= z+w obtenemos que

exp(z+w) = exp(z)exp(w)
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(6) De la definición de la exponencial compleja se sigue que

exp(it ) =
∞∑

n=0

1
n!
(it )n = ĺım

n→∞

n∑

k=0

1
k!
(it )k = ĺım

n→∞

2n+1∑

k=0

1
k!
(it )k =

= ĺım
n→∞

(
n∑

k=0

(−1)k

(2k)!
t2k+ i

n∑

k=0

(−1)k

(2k+1)!
t2k+1

)
=

= cost + i sent

(7) Seaz= Rez+ i Imzun número complejo cualquiera. Tenemos

expz= exp(Re(z)+ i Im(z)) = eRe(z)exp(i Im(z)) = eRe(z)(cos(Imz)+ i sen(Imz)
)

(8) Consecuencia de que|expz|= eRez > 0.

(9) Seaz∈ C un número complejo cualquiera

exp(z+2πi) = eRe(z+2π i)
(
cosIm(z+2πi)+ i senIm(z+2π i)

)
=

= eRe(z)(cos(Imz+2π)+ i sen(Imz+2π)
)
=

= eRe(z)(cos(Imz)+ i sen(Imz)
)
=

= exp(z)

(10) Tomemosa∈C, por el teorema de adición exp(z) = exp(a)exp(z−a), esto es,

exp(z) = exp(a)
∞∑

n=0

(z−a)n

n!
=

∞∑

n=0

ea

n!
(z−a)n

para todoz∈ C 2
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Figura 2.1. Imagen por la función exponencialw= ez del rectángulo[−1,1]× [−2,2]

El uso de la función exponencial permite escribir un número complejo en la formaz= |z|eit

dondet∈Arg(z) y se dice quezestá escrito enforma exponencial. Observa que la fórmula de
De Moivre se expresa ahora simplemente porzn = |z|n eint .
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2.4.2. Logaritmos complejos

El comportamiento periódico de la exponencial compleja se va a traducir, como vamos a
ver enseguida, en que la ecuación ew = z, dondez es un número complejo no cero, va a tener
infinitas solucionesw∈C. En efecto, como

ew = eRew(cos(Imw)+ i sen(Imw)
)

Para que ew = zes necesario y suficiente que:

1. |ew|= |z|, esto es, eRew = |z|, es decir, Rew= log|z| (logaritmo natural del número real
positivo |z|).

2. Arg(ew)=Arg(z), esto es, Imw∈Argzy esto se cumple si, y sólo si Imw= arg(z)+2kπ,
conk∈Z.

Hemos probado que

{w∈C : ew = z}= {log|z|+ i(arg(z)+2kπ),k∈Z}

Por tanto, existen infinitos números complejosw que satisfacen la ecuación ew = z. Cualquiera
de ellos se llamaun logaritmodez. El conjunto de todos ellos lo representaremos por Logz.

Logz= {log|z|+ i(arg(z)+2kπ),k∈Z}= log|z|+ i Arg(z) (z∈C∗)

De entre todos ellos elegimos uno, llamadologaritmo principal (o rama principal), definido
por

logz= log|z|+ i arg(z) (z∈C∗)

Observa que cualquier otro logaritmo dez es de la forma logz+ i 2kπ para algún enterok.
Además, paraz∈R+ el logaritmo principal, logz, coincide con el logaritmo natural dez.

Teniendo en cuenta la proposición2.3, resulta que el logaritmo principal es continuo en
C∗\R− y es discontinuo enR−.

También es importante que observes que la igualdad

logzw= logz+ logw

que es válida para los logaritmos de los números reales positivos, no es siempre cierta para
números complejos. Por ejemplo:

log(−1+ i
√

3) = log2+ i
2π
3

, log(−
√

3+ i) = log2+ i
5π
6

log((−1+ i
√

3)(−
√

3+ i)) = log(−4i) = log4− i
π
2

log4− i
π
2
6= log2+ i

2π
3

+ log2+ i
5π
6

= log4+ i
3π
2

Lo que está claro es quelogz+ logw∈ Log(zw) , es decir, logz+ logw esun logaritmo

dezwpero no tiene por qué ser el logaritmoprincipal dezw.
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2.30 Definición. Seaf : A→ C∗, conA⊆ C un subconjunto no vacío deC.

Cualquier funcióng : A→C tal queg(z)∈Log f (z) para todoz∈A se llamaun logaritmo
de f en Ao una rama del logaritmo de f en A. Cuando f es la identidad se dice
simplemente queg esun logaritmoenA o una rama del logaritmo enA.

Cualquier funciónϑ : A→ R tal queϑ(z)∈Arg f (z) para todoz∈A se llamaun argu-
mento de f en Ao una rama del argumento def enA. Cuandof es la identidad se dice
simplemente queϑ es un argumento enA o una rama del argumento enA.

En este curso estaremos interesados en el siguiente problema: Dada una función holomorfa
que no se anula en un abiertoΩ, ¿existen logaritmos holomorfos def en Ω? (dicho de otra
forma ¿existen ramas holomorfas del logaritmo def enΩ?) Respuestas cada vez más precisas
a este problema se irán obteniendo a lo largo del curso.

El siguiente resultado nos dice queun logaritmo continuo de una función holomorfa es
automáticamente un logaritmo holomorfo.

2.31 Proposición.Sea f: A → C∗, con A⊆ C y a∈ A∩A′. Sea g: A → C un logaritmo de
f en A. Supongamos además que f es derivable en a y que g es continua en a. Entonces g es
derivable en a y

g′(a) =
f ′(a)
f (a)

En consecuencia, si f∈ H (Ω), 0 6∈ f (Ω) y g : Ω → C es continua enΩ y tal queeg(z) = f (z)

para cada z∈ Ω entonces g∈ H (Ω) con g′(z) =
f ′(z)
f (z)

para todo z∈ Ω.

Demostración. Llamemosb= g(a) y consideremos la aplicación

ϕ(z) =
ez−eb

z−b
z 6= b

ϕ(b) = eb

Claramenteϕ es continua enb. Además

f (z)− f (a)
z−a

=
eg(z)−eg(a)

z−a
= ϕ(g(z))

g(z)−g(a)
z−a

Puesto que por hipótesisg es continua ena, y ϕ es continua eng(a) = b tenemos queϕ(g(z)) es
continua enz = a y ϕ(g(a)) = eb 6= 0. Por continuidad existeδ > 0 de forma que si
z∈ D(a,δ)∩A, z 6= a entoncesϕ(g(z)) 6= 0. Despejando de la expresión anterior tenemos

g(z)−g(a)
z−a

=
1

ϕ(g(z))
f (z)− f (a)

z−a
paraz∈ D(a,δ)∩A, z 6= a

Como ĺım
z→a

ϕ(g(z)) = eb = f (a) deducimos que

ĺım
z→a

g(z)−g(a)
z−a

=
f ′(a)
f (a)

2
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2.32 Corolario. El logaritmo principal es una función holomorfa enC∗\R− y su derivada

viene dada porlog ′(z) =
1
z

para todo z∈C\R−
o .

Demostración. Basta aplicar el resultado anterior para las funcionesf (z) = z, g(z) = logz.
Puesto que el logaritmo principal es continuo enC∗\R− y f ∈ H (C) obtenemos que el loga-
ritmo principal es holomorfo enC∗\R− y su derivada viene dada para todoz∈ C∗\R− por

log ′(z) =
f ′(z)
f (z)

=
1
z

. 2

2.33 Teorema.SeaΩ ⊆ C un conjunto abierto y f: Ω −→ C∗ una función holomorfa. Equi-
valen las siguientes afirmaciones:

(a) f tiene argumentos continuos enΩ, es decir, existe una función continuaϑ : Ω → R tal
queϑ(z) ∈ Arg( f (z)) para z∈ Ω.

(b) f tiene logaritmos continuos enΩ, es decir, existe una función continua g: Ω →C tal que
g(z) ∈ Log f (z) para z∈ Ω.

(c) f tiene logaritmos holomorfos enΩ, es decir, existe una función holomorfa g: Ω → C tal
que g(z) ∈ Log f (z) para z∈ Ω.

(d) La función
f ′(z)
f (z)

tiene primitivas enΩ, es decir, existeϕ ∈ H (Ω) tal queϕ ′(z) =
f ′(z)
f (z)

para todo z∈ Ω.

Demostración.

(a)⇒ (b) Si ϑ es un argumento continuo entonces la aplicacióng(z) = log| f (z)|+ i ϑ(z) es
un logaritmo continuo def .

(b)⇒ (a) Si g es un logaritmo continuo def entonces Img(z) es un argumento continuo def .

(b)⇒ (c) Es consecuencia de la proposición anterior

(c)⇒ (d) Es consecuencia de la proposición anterior

(d)⇒ (b) Consideremosh(z) = exp(−ϕ(z)) f (z). Tenemos que

h′(z) = e−ϕ(z)
[
− f ′(z)

f (z)
f (z)+ f ′(z)

]
= 0

y, en consecuencia,h es constante en cada componente conexa deΩ. Seaλ(z) una fun-
ción constante en cada componente conexa – y por tanto continua enΩ – que verifique
eλ(z) = h(z) para todoz∈Ω. Resulta así que

eϕ(z)+λ(z) = f (z) (z∈Ω)

Por tantoϕ(z)+λ(z) es un logaritmo continuo def (z) enΩ. 2
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2.34 Proposición.En cualquier disco que no contenga al origen hay logaritmos holomorfos.
Concretamente, si a∈ C∗, entonces en el disco D(a, |a|) hay logaritmos holomorfos.

Demostración. El apartado(d) de la proposición anterior (conf (z) = z) nos dice que debemos

buscar una primitiva de
1
z

enD(a, |a|). Para ello vamos a expresar la función
1
z

como suma de

una serie de potencias centrada ena.

1
z
=

1
a+z−a

=
1
a

1

1+
z−a

a

=

(
cuando

|z−a|
|a| < 1

)

=
1
a

∞∑

n=0

(−1)n
(

z−a
a

)n

=
∞∑

n=0

(−1)n

an+1 (z−a)n

La anterior igualdad es válida cuando
|z−a|
|a| < 1, esto es,z∈ D(a, |a|). Definimos la función

ϕ(z) =
∞∑

n=0

(−1)n

(n+1)an+1 (z−a)n+1 z∈ D(a, |a|)

El teorema de derivación afirma que la funciónϕ es derivable y su derivada se obtiene derivando

la serie término a término, esto es,ϕ′(z) =
1
z

. Por la demostración de la proposición anterior

sabemos que, para un valor conveniente deλ, ϕ(z)+λ es un logaritmo holomorfo enD(a, |a|),
es decir,

eϕ(z)+λ = z z∈ D(a, |a|)
Haciendoz= a y teniendo en cuenta queϕ(a) = 0 resulta eλ = a, luegoλ ha de ser un logaritmo
de a. Por comodidad podemos tomar el logaritmo principal,λ = log(a). En conclusión, la
función

Φ(z) = loga+
∞∑

n=0

(−1)n

(n+1)an+1 (z−a)n+1 z∈D(a, |a|)

es un logaritmo holomorfo enD(a, |a|). 2

Inevitablemente surge la pregunta de si la funciónΦ coincide con el logaritmo principal en
D(a, |a|). Sabemos que

Φ′(z) =
1
z
= log′(z) y Φ(a) = log(a)

La igualdadΦ′(z) =
1
z
= log′(z) es cierta siempre que ambas funciones,Φ y log, sean deriva-

bles. Como sabemos, log es holomorfo enC∗\R−, lo que nos lleva a distinguir los casos:

Si Re(a) > 0, esto es,a se encuentra en el semiplano de la derecha, entonces tenemos
queD(a, |a|)∩R−

o = Ø y, por tanto, logzes holomorfo en todo el discoD(a, |a|). Puesto
que ambas funciones tienen la misma derivada y coinciden en un punto son la misma
función (ya que el disco es un dominio).
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Si Rea < 0 y a 6∈ R− entoncesD(a, |a|)∩R−
o 6= Ø luego logz no es continua en todo

el discoD(a, |a|) y, evidentemente, las funcionesΦ y log no pueden coincidir puesto
que una es continua pero la otra no. Aunque en el disco completo es imposible que
coincidan no así en el discoD(a, |Ima|), puesto que dicho disco no corta aR−

o y el
logaritmo principal sí es holomorfo ahí. Es más, las dos funciones coinciden en una
región mayor que dicho disco, a saber, en la componente conexa en que queda dividido
el discoD(a, |a|) por el semiejeR−

o donde se encuentra el puntoa (ver figura2.2).

a |a|
|Im a|

D(a, |Im a|)

D(a, |a|)

Figura 2.2. Analiticidad del logaritmo

Hemos justificado la siguiente igualdad

logz= loga+
∞∑

n=0

(−1)n

(n+1)an+1(z−a)n+1 (2.4)

paraa∈ C∗ \R− y z∈ D(a,ρa) con

ρa =

{
|a| si Rea> 0

|Ima| si Rea< 0

lo que prueba que el el logaritmo principal es una función analítica enC∗\R−.

2.35 Proposición. Sea A un subconjuntoconexodeC∗, y supongamos que en A hay una rama
continua,ϕ, del argumento. Entonces cualquier otro argumento continuo en A es de la forma
ϕ+2kπ para algún entero k.

Demostración. Seaϑ : A → R otro argumento continuo enA. La función z 7→ ϕ(z)−ϑ(z)
2π

es continua enA y toma valores enteros. ComoA es conexo concluimos que dicha función es
constante. 2

2.36 Proposición.Sea A un subconjunto deC∗ que contiene a una circunferencia centrada en
cero entonces en A no hay ninguna rama continua del argumento. En particular, enC∗ no hay
argumentos continuos.

Demostración. Supongamos queϕ es un argumento continuo enA. SeaC(0,ρ)∗ una circunfe-
rencia contenida enA. La restricción deϕ aC(0,ρ)∗ \{−ρ} es un argumento continuo. Como
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el argumento principal también es un argumento continuo en dicho conjunto que es conexo de-
ducimos, por la proposición anterior, que hay un enterok tal que arg(z) = ϕ(z)+2kπ para todo
z∈C(0,ρ)∗ \{−ρ}. Comoϕ es continua enC(0,ρ)∗, la igualdad anterior implica que existe el
límite ĺım

z→−ρ
|z|=ρ

arg(z) lo que, a su vez, implica que

ĺım
t→π

0<t<π
arg(ρeit ) = ĺım

t→π
0<t<π

t = π = ĺım
t→−π
−π<t<0

arg(ρeit ) = ĺım
t→−π
−π<t<0

t =−π

lo que es contradictorio. 2
2.37 Definición. Dados una función compleja,f , definida en un subconjuntoA de C y un
número naturaln>2, cualquier función,h : A→ C , tal que(h(z))n = f (z) para todoz∈A, se
llama una(función) raíz de orden n de f en Ao una rama de la raíz n-ésima def en A. Una
raíz de ordenn de la función identidad enA se llama, simplemente,una raíz de orden n en
A o una rama de la raíz n-ésima enA. Como de costumbre las (funciones) raíces de orden
2 se llaman raíces cuadradas. Las expresiones “raíz de ordenn continua” o “raíz de ordenn
holomorfa” se entienden por sí mismas.

2.38 Proposición. Sea f una función holomorfa y que no se anula en un abiertoΩ. Si f
tiene un logaritmo holomorfo enΩ entonces, para todo n∈N, f también tiene raíces n-ésimas
holomorfas enΩ.

Demostración. Si g∈H (Ω) es tal que exp(g(z)) = f (z) para todoz∈Ω, entonces la función
h(z) = exp(g(z)/n) es holomorfa enΩ y (h(z))n = f (z) para todoz∈Ω. 2

2.4.3. Potencias complejas

Recuerda que dados dos números realesa> 0 y b∈R, la potencia de basea y exponente
b se define comoab = ebloga. Ahora, dadosa,b ∈ C, con a 6= 0, sabemos que hay infinitos
logaritmos dea, todos ellos son de la forma loga+ i 2kπ, conk∈Z. Por ello, cualquier número
complejo de la forma eb(loga+i 2kπ) dondek∈Z, es una potencia de basea y exponenteb.
Representaremos por[ab] el conjunto de todas ellas.

[ab] = exp(bLog(a)) = {exp(bw) : w∈ Log(a)}

De entre las potencias de basea y exponenteb se destaca una:

ab = ebloga

y dicho número se llamavalor principal (o rama principal) de la potencia de basea y exponente
b. Observa que sib= 1/n donden∈N, entonces

[a1/n] =

{
exp

(
1
n

(
log|a|+ i arg(a)+2kπi

))
: k∈ Z

}
=

=

{
exp

(
1
n

log|a|
)

exp

(
i
n

(
arg(a)+2kπ

))
: k∈ Z

}
=

=

{
n
√

|a|
(

cos
arg(a)+2kπ

n
+ i sen

arg(a)+2kπ
n

)
: k∈ Z

}
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Es decir,[a1/n] es el conjunto de las raícesn-ésimas dea. Además

a1/n = exp

(
1
n

loga

)
= exp

(
log|a|

n
+ i

arga
n

)
= |a|1/n

(
cos

arga
n

+ i sen
arga

n

)

es el valor principal de la raíz n-ésima dea que antes hemos notado porn
√

a.

La definición anterior da lugar a las funciones exponenciales complejas de basea, z 7−→ az,
definidas poraz = exp(zloga) que son holomorfas en todo el plano.

Por otro lado la función potencia compleja de exponenteb, es la funciónz 7→ zb, dada por
zb = exp(blogz) es holomorfa enC\R−

o .

Las funciones exponenciales cumplen evidentemente la igualdad az+w = azaw pero las
funciones potencias no cumplen, en general como vimos al estudiar las raíces, la propiedad
(zw)b = zbwb. Esta igualdad se da en el caso de que

exp(blog(zw)) = exp(blogz+blogw)

equivalentemente, puesto que la función exp es periódica deperiodo 2πi, cuando verifique que

blog(zw) = blogz+blogw+2kπi, para algúnk∈ Z

Como caso particular, cuandoz y w pertenecen al primer cuadrante sabemos que la igualdad
log(zw) = logz+ logw es cierta con lo cual lo anterior se cumple parak = 0. Por los mismos
motivos la igualdad(zb)c = zbc no es cierta en general.

2.4.4. Funciones trigonométricas complejas

Seno y coseno complejos

Sustituyendo en la fórmula de Euler eit = cost + i sent, t por−t tenemos

e−it = cos(−t)+ i sen(−t) = cost − i sent

y despejando obtenemos las llamadas “ecuaciones de Euler”:

cost =
eit +e−it

2
, sent =

eit −e−it

2i

Estas igualdades, válidas para todot∈R, también tienen sentido para números complejos. Por
ello, para todoz∈C definimos el coseno y el seno complejos por:

cosz=
eiz+e−iz

2
, senz=

eiz−e−iz

2i

Es inmediato que el seno y coseno complejos extienden a las funciones seno y coseno reales.

Puesto que el coseno y el seno complejos están definidos como combinación de exponen-
ciales, sus propiedades se deducen fácilmente a partir de las propiedades de la exponencial.
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(1) Identidad fundamental cos2 z+sen2 z= 1

(2) La función coseno es par cos(−z) = cos(z), y la función seno es impar sen(−z) =−sen(z).
Ambas son funciones periódicas con período 2π.

(3) Fórmulas de adición

sen(z+w) = senzcosw+coszsenw

cos(z+w) = coszcosw−senzsenw

(4) Las funciones seno y coseno son enteras y analíticas enC y

cos′(z) =−senz, cosz=
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
z2n sen′(z) = cosz, senz=

∞∑

n=0

(−1)n

(2n+1)!
z2n+1

para todoz∈ C.

(5) Relación con las funciones hiperbólicas

cos(ix) = coshx sen(ix) =−i senhx

(6) Para todoz= x+ iy se cumplen las igualdades

senz= senx coshy+ i cosx senhy

cosz= cosx coshy− i senx senhy

(7) Las funciones seno y coseno complejos no están acotadas en C aunque sí lo están en
bandas horizontales de anchura acotada.

(8) Las funciones seno y coseno complejas no tienen más cerosque los reales, esto es, senz= 0
si, y sólo si,z es real de la formakπ (k∈Z), y cosz= 0 si, y sólo si,z es real de la forma
π
2
+kπ (k∈Z).

Demostración. Las propiedades (1) a (4) son inmediatas a partir de la definición.

(5) Recordemos que el seno y coseno hiperbólico están definidos para todox∈R por:

coshx=
ex+e−x

2
senhx=

ex−e−x

2

luego

cos(ix) =
ei(ix)+e−i(ix)

2
=

ex+e−x

2
= coshx

sen(ix) =
ei(ix)−e−i(ix)

2i
= i

ex−e−x

2
= i senhx

(6) Seaz= x+ iy un número complejo cualquiera. Usando la fórmula de adición(3) tenemos

senz= sen(x+ iy) = senx cos(iy)+cosx sen(iy) = (usando las igualdades (5))

= senx coshy+ i cosx senhy

cosz= cos(x+ iy) = cosx cos(iy)+senx sen(iy) = (de nuevo usando (5))

= cosx coshy− i senx senhy
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(7) Usando la propiedad anterior resulta

|senz|2 = sen2 x cosh2 y+cos2 x senh2 y=

= sen2 x(1+senh2y)+cos2x senh2y=

= sen2 x+senh2 y

|cosz|2 = (de forma análoga)= cos2x+senh2 y

y puesto que senh no está acotado se sigue que el coseno y el seno tampoco lo están. Aho-
ra bien si acotamos la variabley entonces senhy está acotado y, por tanto, las funciones
seno y coseno están acotadas en bandas horizontales de anchura acotada.

(8) De las igualdades

|cosz|2 = cos2 x+senh2y |senz|2 = sen2x+senh2y

se deduce que|cosz|= 0 (equivalentemente cosz= 0) si, y sólo si, cosx= 0 y senhy= 0.
Pero senhy= 0 sólo en el caso en quey= 0. Con lo cual el coseno complejo se anula en
los puntosz= x+ iy cony= 0, x= π/2+kπ conk∈ Z. El razonamiento para el seno es
análogo.

Tangente compleja

Por analogía con la tangente real definimos la función tangente compleja como

tgz=
senz
cosz

(
z∈C\{π/2+kπ : k∈Z}

)

Puesto que el seno y el coseno son funciones enteras la tangente compleja es una función
holomorfa en su dominio de definiciónC\{z : cosz= 0}= C\{π/2+kπ : k∈Z}.

Las propiedades de la tangente se deducen con facilidad de las propiedades del seno y el
coseno. Por ejemplo, puedes comprobar que

tg(z+w) =
tgz+ tgw

1− tgz tgw

2.4.5. Funciones trigonométricas inversas

Arcocoseno complejo

Dado un número complejoz∈ C se trata de calcular los complejosw tales que cosw= z.

eiw+e−iw

2
= z ⇐⇒ eiw+e−iw−2z= 0

puesto que exp(w) 6= 0 para cualquierw, podemos multiplicar poreiw la expresión anterior

e2iw−2zeiw+1= 0
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Poniendou= eiw, la ecuación anterior podemos escribirlau2−2zu+1= 0, cuyas raíces son

u= z±
√

z2−1 = z± i
√

1−z2

Observa que dichas raíces son distintas de 0, de hecho una es inversa de la otra pues su producto
es igual a 1. Hemos obtenido que:

exp(iw) = z± i
√

1−z2 ⇐⇒ iw ∈ Log(z± i
√

1−z2)⇐⇒ cosw= z

Naturalmente, hay infinitos valores dew que verifican la igualdad anterior. El conjunto de todos
ellos se representa por Arccosz.

Arccosz=
1
i

Log(z± i
√

1−z2)

De todos ellos elegimos el que corresponde al logaritmo principal y le llamamos valor principal
(o rama principal) de Arccoszque está definido por:

arccosz=
1
i

log(z+ i
√

1−z2)

Veamos que el arccoszextiende al arcocoseno real. En efecto, paraz= x∈[−1,1] tenemos que:

1
i

log(x+ i
√

1−x2) =
1
i

(
log|x+ i

√
1−x2 |+ i arg(x+ i

√
1−x2 )

)
=

=
1
i

(
log1+ i arg(x+ i

√
1−x2 )

)
= arg(x+ i

√
1−x2 )

Observemos que(x,
√

1−x2) es un punto de la mitad superior de la circunferencia unidad y
una medida del ángulo que forma el número complejox+ i

√
1−x2 con el eje real positivo es

precisamente el arco cuyo coseno esx. Además, parax∈ [−1,1] se tiene que 06 arccosx6 π.
Deducimos que arg(x+ i

√
1−x2 ) = arccosx.

Teniendo en cuenta que
√

1−z2 = exp(1
2 log(1− z2)), y que el logaritmo principal es ho-

lomorfo enC∗\R−, deducimos, por la regla de la cadena, que la funciónz 7→
√

1−z2 es holo-
morfa en el conjunto

Ω =
{

z∈ C : 1−z2 6∈ R−
o

}
=C\ (]−∞,−1]∪ [1,+∞[)

Análogamente log(z+ i
√

1−z2) es derivable en el conjunto

Ω1 =
{

z∈ C : z+ i
√

1−z2 6∈R−
o

}

Comoz+ i
√

1−z2 y z− i
√

1−z2 son inversos, tenemos que

z+ i
√

1−z2∈R−
o ⇒ z− i

√
1−z2∈R−

o ⇒
{

z∈R−
√

1−z2∈ iR

}
⇒ z∈]−∞,−1]

deducimos queΩ1 =C\]−∞,−1]⊃ Ω. Luego la rama principal del arcocoseno es holomorfo
enΩ. La regla de la cadena nos permite calcular su derivada

arccos′(z) =
1
i

1+ i
−z√
1−z2

z+ i
√

1−z2
=

1√
1−z2

√
1−z2 − iz

iz−
√

1−z2
=

−1√
1−z2

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Funciones trigonométricas inversas 59

Arcoseno complejo

Dado un número complejoz queremos calcular los complejosw tales que senw = z. El
conjunto de tales números lo representaremos por Arcsenz. Aunque podemos repetir el mismo
proceso anterior, podemos aprovechar lo ya hecho y observarque

senw= cos
(π

2
−w

)

luego senw= z si, y sólo si,
π
2
−w∈ 1

i
Log

(
z± i

√
1−z2

)
. Es decir

Arcsenz=
π
2
+ i Log

(
z± i

√
1−z2

)

El valor principal (o rama principal) del arcoseno, que notaremos por arcsenz, se define
eligiendo el logaritmo principal:

arcsenz=
π
2
+ i log

(
z+ i

√
1−z2

)
z∈ C

y es una función holomorfa enC\ (]−∞,−1]∪ [1,+∞[). Observa que

arcsenz=
π
2
−arccosz

Arcotangente compleja

Dadoz∈C queremos calcular los complejosw tales quez= tgw, esto es,z=
senw
cosw

o, lo

que es lo mismo ,zcosw = senw. El conjunto de todos ellos lo representaremos por Arctgz.
Escribiendo la definición de seno y coseno

eiw−e−iw

2i
= z

eiw+e−iw

2

Si z=±i la ecuación anterior no tiene solución por lo que consideramosz 6=±i. Multiplicando
por eiw = u la expresión anterior resulta

u2−1= iz(u2+1)⇒ u2(1− iz) = 1+ iz

puesto quez 6=−i podemos escribiru2 =
1+ iz
1− iz

, esto es,

e2iw =
1+ iz
1− iz

⇐⇒ w∈ 1
2i

Log

(
1+ iz
1− iz

)
(z 6=±i)

Por tanto

Arctgz=
1
2i

Log

(
1+ iz
1− iz

)
(z 6=±i)

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Funciones trigonométricas inversas 60

Definimos el valor principal (o rama principal) de Arctgzpor:

arctgz=
1
2i

log

(
1+ iz
1− iz

)
(z 6=±i)

Puedes probar ahora que la función arctgzes holomorfa enC\{iρ : ρ ∈ R, |ρ|> 1}

Es fácil probar que la rama principal del arcotangente complejo, al igual que ocurre con
las ramas principales de las demás funciones trigonométricas complejas, extiende a la función
arcotangente real.

Ejercicios propuestos

68. Calcula log(−1− i)− logi y log

(−1− i
i

)
. Comenta el resultado obtenido.

69. Calcula el módulo y el argumento principal de los números

1+ei ϑ, 1−ei ϑ, −aei ϑ

donde|ϑ|6 π y a> 0.

70. Expresa los ocho números±1± i, ±
√

3± i en forma exponencial.

71. Calcula logz y Logzcuandozes uno de los números siguientes

i,−i, e−3, e5i , 4,−5e, 1+ i, ei , e−1+i,−1+ i

72. Calcula log(3i)+ log(−1+ i
√

3) y log
(
3i(−1+ i

√
3)
)
. Comenta el resultado.

73. a) Estudia, paraz∈C∗ y n∈N, las igualdades:

a) log(exp(z)) = z; b) exp(log(z)) = z; c) log

(
1
z

)
=− log(z) ;

d) log( n
√

z) =
log(z)

n
; e) log(zn) = nlog(z).

74. Calcula el valor de las funcionesf (z) =
√

1/zy g(z) = 1/
√

zen el puntoz=−1. ¿Dónde
coinciden dichas funciones?

75. Calcula la imagen por la función exponencial de:

i) Una recta paralela a uno de los ejes coordenados.

ii) Una banda horizontal de anchura menor que 2π.

iii) Un rectángulo de lados paralelos a los ejes coordenados.

iv) El conjunto{z∈C : |z|> r}.
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76. Prueba que el logaritmo principal establece una biyección entre los conjuntosC∗\R− y
Ω = {z∈C∗ : −π < Im(z)< π}.

77. ¿Tiene la función exponencial límite en infinito? Dadow∈C con |w| = 1, estudia la
existencia del límite ĺım

r→+∞
exp(rw).

78. Sea f : C→ C una función verificando

f (z+w) = f (z) f (w), ∀z,w∈ C.

Probar que sif es derivable en un punto entoncesf es entera. Encontrar todas las
funciones enteras que verifiquen la condición anterior. Darun ejemplo de una función
que verifique dicha propiedad y no sea entera.

79. Justifica que en ningún conjuntoA que contenga a una circunferencia centrada en cero
puede haber ramas continuas de la raíz cuadrada.

80. Con una interpretación adecuada de la suma justifica que:

Arg(zw) = Arg(z)+Arg(w) Log(zw) = Log(z)+Log(w)

81. Indica el error en los razonamientos siguientes:(−z)2 = z2; por tanto 2Log(−z) =
2Log(z) y, por consiguiente, Log(−z) = Log(z).

82. Calcula

[(−i)i ], i−3i , [i2/π], [i i ], 12i , (3−i)1/3, ((−i)1/2)i, (1− i)1+i, [(−4)i ], 31−i , ((−i)i)i .

83. Calcula las soluciones dez1+i = 4.

84. Calcula las partes real e imaginaria de los números sen(1+ i), cos(1− i), tg(1+2i).

85. Calcula Arcsen(1+ i), Arctg(1− i), arcseni, arctg2i.

86. Calcula la derivada de la funciónf (z) = z2/3 en el puntoz=−8i.

87. Prueba que la función arctgzes holomorfa enC\{iρ : ρ ∈ R, |ρ|> 1}.

88. Estudia, interpretándolas convenientemente cuando sea necesario, las siguientes igual-
dades:

a) Log[ab] = bLog(a) b) log[ab] = bLog(a) c) log(ab) = bloga

89. Explica con detalle dónde está el error en las igualdades siguientes:

i = (−1)1/2 =
(
(−1)3)1/2

= (−1)3/2 = i3 =−i

90. Indica los conjuntos de puntosz∈C donde las funciones ez, senz, cosz, tgz, arcsenz,
arctgz toman:

a) Valores reales.

b) Valores imaginarios puros.
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91. Da condiciones necesarias y suficientes para que el conjunto[ab] de las potencias de
basea y exponenteb sea finito.

92. Estudia qué relación hay entre los conjuntos[am/n] y [(am)1/n], dondea∈C∗, m,n∈N,n>
2. ¿Qué puede afirmarse, en particular, cuandomy n son primos entre sí?.

93. Seanρ > 0, α < β tales queρα, ρβ, α, β∈ [−π,π]. Prueba quez 7→ zρ es una biyección
de Ω1 = {z∈C∗ : α < argz< β} sobreΩ2 = {z∈C∗ : ρα < argz< ρβ}.

94. Seana ∈ C y {zn} una sucesión de complejos no nulos verificando que{|zn|} →+∞.
Justifica que

{(
1+

a
zn

)zn
}
→ exp(a) ;

{
zn

(
a

1
zn −1

)}
→ log(a) (a 6= 0)

95. Prueba que

log(1+z) =
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
zn ∀z∈ D(0,1)

a) Deduce que para todoθ ∈]−π,π[:
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
cos(nθ) = log

(
2cos

θ
2

)
;

∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sen(nθ) =

θ
2
.

b) Cambiandozpor−z, deduce que para todoθ ∈]0,2π[:
∞∑

n=1

cos(nθ)
n

=− log

(
2 sen

θ
2

)
;

∞∑

n=1

sen(nθ)
n

=
π−θ

2
.

96. Calcula el dominio de convergencia y la suma de las series de potencias

∑

n>0

(
(−1)n

(n+1)2n −
n
3n

)
zn,

∑

n>1

(
n2+

1
n

)
(z−1)n

97. Justifica que la funciónf : C→ C dada por:

f (z) = 2z− (1+z) log(1+z)+ (1−z) log(1−z) (z 6=±1),

y f (1) = 2−2log(2) =− f (−1), es holomorfa enΩ = C\{x∈R : |x|>1} y, para todo

z∈D(0,1), se verifica quef (z)=
∞∑

n=1

z2n+1

n(2n+1)
. Calcula, en particular, la suma de la

serie
∑

n>1

(−1)n

n(2n+1)
.

98. Supongamos que la serie
∑

n>0

cnzn tiene radio de convergenciaR∈ R+. Seaf la función

suma de la serie. Prueba que para cadar ∈]0,R[ se verifica la igualdad

1
2π

2πw
0

| f (r eit )|2dt =
∞∑

n=0

|cn|2r2n
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99. Estudia la convergencia puntual de las series de funciones:

a)
∑

n>0

exp(−nz) b)
∑

n>0

sen(nz)
3n c)

∑

n>0

exp(−nz2) d)
∑

n>0

nzexp(−nz2)

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

100. Consideremos la funciónf definida por f (z) = log

(
1+z
1−z

)
∀z∈C\{1,−1}. Prueba

que f es holomorfa enC\{x∈ R : |x| > 1} y, en particular, enD(0,1). Prueba también

que f (z) = 2
∞∑

n=0

z2n+1

2n+1
, ∀z∈ D(0,1) y aplica este resultado para calcular la suma de

las series ∑

n>0

cos(2n+1)θ
2n+1

∑

n>0

sen(2n+1)θ
2n+1

(0< θ < π)

2.5. Ramas de las funciones multiformes complejas

Recuerda que en matemáticas unacorrespondenciade un conjuntoA en otroB es una
aplicación deA en el conjunto,P (B), de las partes deB. Es decir, siF es una correspondencia
de A en B, entonces para cadaa∈A F (a) es un subconjunto deB. Suele decirse que los
elementos deF (a) son los “valores queF toma ena”. Al estudiar las funciones complejas
elementales han aparecido de forma natural algunas correspondencias:

• La dada porF (z) = Log(z) que a cadaz 6= 0 hace corresponder el conjunto Log(z) de
todos los logaritmos dez.

• La dada porF (z) = [z1/n] que a cada complejoz 6= 0 hace corresponder el conjunto
formado por susn raíces n-ésimas.

• La dada porF (z) = Arg(z) que a cada complejoz 6= 0 hace corresponder el conjunto
formado por todos sus argumentos.

En general, siF es una correspondencia compleja, es decir, una correspondencia de un sub-
conjunto deC enC, cualquier funciónh : A→C que verifiqueh(z)∈F (z) para todoz∈A⊂C
se llama unarama o unadeterminación deF enA. El logaritmo principal, el valor principal
de la raíz n-ésima y el argumento principal son ramas de las respectivas correspondencias.

En el contexto de la variable compleja es frecuente llamar a las correspondencias“funcio-
nes multiformes” y también“funciones multivaluadas” aunque esta última expresión sea un
oxímoron, porque en matemáticas el término “función” es sinónimo de “aplicación” y, por de-
finición, una aplicación toma en cada punto de su dominio un único valor. Te digo esto porque
hay que tener las ideas claras y para que una terminología inapropiada no te despiste.

El problema en el que estamos interesados es el siguiente: dados un conjuntoΩ ⊂ C, una
correspondencia complejaF definida enΩ y un conjuntoA ⊂ Ω queremos saber si puede
asegurarse la existencia enA de ramas continuas o ramas holomorfas deF . Este problema no
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siempre tiene solución como pone de manifiesto la proposición 2.36. Por otra parte, hemos
visto que en todo disco abierto que no contenga al origen hay ramas continuas del argumento
y ramas holomorfas del logaritmo y, por tanto, ramas holomorfas de la raíz n-ésima cualquiera
sean∈N.

2.5.1. Ramas holomorfas del logaritmo y de la raíz n-ésima

A la vista del teorema2.33, es conveniente estudiar la existencia de ramas continuas del
argumento, pues donde hay ramas continuas del argumento también hay ramas holomorfas del
logaritmo y de las raíces n-ésimas. Conviene saber que en un conexo dichas ramas continuas
están determinadas de manera única cuando se especifica su valor en un punto. El siguiente
resultado es consecuencia directa de la proposición2.35. Por comodidad de referencia, vuelvo
a dar aquí la demostración.

2.39 Proposición.Sea A⊂ C∗ un conjunto conexo no vacío.

a) Supongamos queϕ y ψ son ramas continuas del argumento en A. Entonces existe un
número entero k∈Z tal queϕ(z) = ψ(z)+2kπ para todo z∈A.

b) Supongamos que f y g son ramas continuas del logaritmo en A.Entonces existe un
número entero k∈Z tal que f(z) = g(z)+ i2kπ para todo z∈A.

c) Supongamos queα y β son ramas continuas de la raíz n-ésima en A. Entonces hay un
número u que es una raíz n-ésima de 1 tal queα(z) = uβ(z) para todo z∈A.

Demostración. a) Para todoz∈A se tiene queϕ(z)∈Arg(z) y ψ(z)∈Arg(z) y, por tanto, para

todoz∈A hay un enterok(z)∈Z tal queϕ(z)−ψ(z) = 2k(z)π. La funciónh(z) =
ϕ(z)−ψ(z)

2π
es continua enA y , por serA conexo, su imagenh(A)⊂ R es un intervalo. Como la funciónh
toma valores enteros deducimos queh es constante enA.

b) Toda rama continua del logaritmo enA es de la formaz 7→ log|z|+ iϕ(z) dondeϕ es una
rama continua del argumento enA. Por tanto el puntob) es consecuencia dea).

c) La funciónγ(z) =
α(z)
β(z)

es continua enA por lo que su imagen,γ(A), debe ser un conexo.

Como(γ(z))n = 1 se tiene queγ(z)∈ [11/n], es decirγ toma un número finito de valores. En
consecuencia el conexoγ(A) tiene que reducirse a un punto. Es decir, existeu∈ [11/n] tal que
γ(z) = u para todoz∈A. 2

2.40 Corolario. SeaΩ ⊂C∗ un dominio.

1. Si enΩ hay una rama holomorfa del logaritmo entonces hay infinitas ramas holomorfas
del logaritmo, todas ellas se obtienen a partir de una dada sumando una constante de la
forma2kπi donde k∈Z.

2. Si enΩ hay una rama holomorfa de la raíz n-ésima entonces hay exactamente n ramas
holomorfas de la raíz n-ésima, todas ellas se obtienen a partir de una dada multiplicando
por las raíces n-ésimas de la unidad.
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Sabemos que la rama principal del argumento definida por arg(z) = Arg(z)∩]− π,π] es
continua enC∗\R− y discontinua enR−. El conjuntoR− es una semirrecta en el plano. Po-
demos generalizar fácilmente este resultado para cualquier semirrecta. Dado un númeroα∈R
definimos

Sα =
{

ρeiα : ρ > 0
}

Es decir,Sα es la semirrecta con vector de dirección(cosα,senα). Observa queSα = Sα+2π y
queR− = S−π = Sπ. DefinamosCα = C∗\Sα. Observa queCα es un dominio por lo que una
rama continua del argumento o del logaritmo o de la raíz n-ésima enCα está determinada de
forma única cuando se especifica su valor en un punto.

2.41 Definición. Dado un número real,α, llamaremos argα a la rama del argumento definida
para todoz∈Cα por argα(z) = Arg(z)∩]α,α+2π[ . Es decir, argα(z) es el único argumento de
z∈Cα que está en el intervalo]α,α+2π[.

2.42 Proposición.La rama del argumentoargα viene dada para todo z∈Cα por:

argα(z) = arg(−ze−iα)+π+α (2.5)

Dicha rama es continua enCα.

Demostración. Observa que−ze−iα∈R−⇔ z= ρeiα conρ> 0⇔ z∈Sα. Por tanto, paraz∈Cα
se tiene que−π < arg(−ze−iα)< π y deducimos queα < arg(−ze−iα)+α+π< α+2π. Ade-
más, como arg(−ze−iα)∈Arg(−ze−iα), α∈Arg(eiα) y π∈Arg(−1), se sigue que el número
arg(−ze−iα)+α+ π∈Arg(−ze−iα eiα(−1)) = Arg(z). Hemos probado así la igualdad (2.5).
Finalmente, la aplicación argα(z) es continua enCα por ser la composición de las aplicaciones
continuaz 7→ −ze−iα deCα enC∗\R− y z 7→ arg(z)+α+π deC∗\R− enR. 2

Observación.La rama argα(z) puede extenderse a todoC∗ definiéndola en los puntos de la
semirrectaSα. Seaz0 = ρeiα conρ > 0. Definamoszn = (ρ+ i/n)eiα. Tenemos que{zn} → z0

y
argα(zn) = arg(−zn e−iα)+π+α = arg(−ρ− i/n)+π+α →−π+π+α = α

Definamos ahorazn = (ρ− i/n)eiα. Tenemos que{zn} → z0 y

argα(zn) = arg(−zn e−iα)+π+α = arg(−ρ+ i/n)+π+α → π+π+α = α+2π

Esto nos dice que la función argα no tiene límite en los puntos deSα. Por tanto, cualquier
extensión que hagamos de dicha función aC∗ será discontinua enSα. Tenemos dos posibles
elecciones razonables para definir argα enSα: o bien definimos argα(z) = α o bien definimos
argα(z) = α+ 2π para todoz∈Sα. En ambos casos la función así extendida, que seguiremos
notando igual, será discontinua enSα. Pero en el primero será continua cuando nos acerquemos
a puntos deSα por el semiplanoα < argα(z) < α+ π, y en el segundo será continua cuando
nos acerquemos a puntos deSα por el semiplanoα+π < argα(z) < α+2π. En el primer caso
la función argα toma valores en[α,α+2π[ y en el segundo caso en]α,α+2π]. La elección de
una u otra posibilidad dependerá de cada situación concreta.

Observa también que, al serSα = Sα+2kπ conk∈Z, las ramas argα y argα+2kπ son continuas
enCα.
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Convenio.A efectos de este curso, si no se especifica lo contrario, entenderemos que argα(z) =
α + 2π para todoz∈Sα. Con este convenio tenemos que arg−π coincide con el argumento
principal.

2.43 Corolario. Para cadaα∈R representaremos porlogα la rama del logaritmo definida en
C∗ por

logα(z) = log|z|+ i argα(z)

Dicha rama es holomorfa enC∗\Sα y es discontinua en Sα.

Para cadaα∈R representaremos por[z1/n]α la rama de la raíz n-ésima definida enC∗ por

[z1/n]α = elogα(z)/n = n
√

|z|ei argα(z)/n

Dicha rama es holomorfa enC∗\Sα y es discontinua en Sα.

Observación. Con la notación que acabamos de introducir y el convenio anterior, la rama
log−π coincide con la rama principal del logaritmo, por lo que seguiremos usando para ella la
notación usual log−π(z) = log(z). Análoga situación se tiene para la rama[z1/n]−π que coincide
con la rama principal de la raíz n-ésima, por lo que mantendremos para ella la notación usual
[z1/n]−π = n

√
z= z1/n.

Observa también que, por lo antes dicho, la rama logα+2kπ dondek∈Z es holomorfa enCα
y discontinua enSα.

Observación.En muchos textos se dice que la semirrectaSα ∪{0} produce un “corte” en el
plano y llaman aCα el plano “cortado”. Volveremos más adelante sobre esto.

A veces interesa definir ramas holomorfas de la raíz n-ésima de una función holomorfaf
en un cierto conjuntoΩ. Para ello puedes hacer lo siguiente: compruebas que la imagen deΩ
por f , esto es, el conjuntof (Ω), está contenido en algún dominio del tipoCα para algún valor
deα. Entonces la funciónh(z) = exp(logα( f (z))/n) es una rama holomorfa de la raíz n-ésima
de f en Ω. En cualquier caso, definiendoΩα = {z∈Ω : f (z)∈Cα}, se tiene que la función
h(z) = exp(logα( f (z))/n) es una rama holomorfa de la raíz n-ésima def en el abiertoΩα.

Más adelante veremos cómo al extender una función holomorfapor el procedimiento de
“prolongación analítica” podemos obtener una función compleja multiforme. Por ahora es su-
ficiente con lo dicho.

Sobre la notación que estamos usando

Creo que una de las cosas que complica innecesariamente el estudio de las funciones de
variable compleja es la deficiente notación que se emplea condemasiada frecuencia. El hecho
de que no haya una notación unánimemente aceptada permite a cada autor un cierto margen
de discrecionalidad para elegir la que más le gusta. Las cosas son así y no parece que vayan a
cambiar por ahora, pero dentro de ese margen de discrecionalidad que existe creo que cualquier
notación debe respetar dos reglas básicas:

Un mismo símbolo no debe usarse para representar objetos matemáticos distintos, es decir,
un símbolo debe tener siempre el mismo significado.
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Dos símbolos diferentes no deben representar el mismo objeto matemático.

Parecen reglas de sentido común ¿verdad? Pues habrá que convenir en que el sentido común
no es demasiadocomún. Porque en muchísimos textos de variable compleja las notaciones que
se usan no respetan estas normas. Por ejemplo, de acuerdo a estas normas, los símbolos que
representan funciones de variable real deben conservarse iguales cuando extendemos dichas
funciones al campo complejo. Así lo estamos haciendo nosotros. Por ejemplo, las funciones
que representamos con log(z), arcsen(z) o arctg(z), son las extensiones al campo complejo
de las respectivas funciones reales. Su significado se ha definido de forma precisa y siempre
tendrán el mismo significado. Sucede que en muchos textos el uso que estamos haciendo noso-
tros de las mayúsculas y minúsculas se invierte. Te habrás dado cuenta de que siempre usamos
las mayúsculas para representar las funciones multiformescomplejas y las minúsculas para
representar sus “ramas principales”, y éstas se definen de forma que extiendan a las correspon-
dientes funciones reales. Pues bien, en muchos textos se hace justamente al revés. Ello tiene
como consecuencia que se están usando dos símbolos para representar lo mismo, y además lo
que antes era una función ahora deja de serlo: si arcsenz es un conjunto de infinitos números
complejos habrá que aceptar que arcsen(π/2) ya no es igual a 1. Otras veces la cosa es peor.
Ya comentamos que las notaciones que con frecuencia se usan para las raíces n-ésimas son bas-
tante confusas: a veces el símbolon

√
z representa todos los números complejos cuya potencia

n-ésima eszy a veces representa alguno de estos números sin que se sepa exactamente cuál de
ellos.

Ejercicios propuestos

101. ¿Qué condición debe cumplirα para queCα ⊃R+? Supuesto que esto se cumple, ¿cuán-
do se verifica que logα(1) = 0? Supuesto que esto también se cumple, ¿cuál es la restric-
ción de logα aR+?

102. Seanz,w∈Cα indica bajo qué condiciones se verifica la igualdad

logα(zw) = logα(z)+ logα(w).

103. Seat ∈]α,α+2π[∩]β,β+2π[. Compara logα eit y logβ eit . Describe la intersecciónC∗
α∩

C∗
β y compara en ella las ramas logα y logβ.

104. Dadoa∈Z define ramas holomorfas de Log(z−a). Indica abiertos en donde hay ramas
holomorfas de Log(z(z−1)).

105. Dadosa,b∈C cona 6= b define ramas holomorfas de[(z−a)(z−b)]1/2.

106. Define ramas holomorfas de[z(1−z)3]1/4 en dominios apropiados.

107. Seana y b números complejos distintos. Indica dominios enC en los que hay ramas

holomorfas de la función multiforme Log

(
z−a
z−b

)
.
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2.6. Aplicaciones de los números complejos

Como ya hemos dicho anteriormente, la exponencial complejaes la herramienta más útil
para trabajar con funciones sinusoidales, esto es, las funciones seno y coseno. Muchísimos
procesos naturales, entre los que destacan por su importancia y universalidad los movimientos
oscilatorios y ondulatorios, se describen adecuadamente por medio de funciones sinusoidales.
Eso explica la presencia de la exponencial compleja y de los números complejos en teorías que,
a primera vista, nada tienen que ver con ellos. Veamos algunos ejemplos.

2.6.1. Movimiento armónico simple

r(t)

r(0)

ϕ

ωt

A−A

O x(t)

Figura 2.3. Movimiento circular

Un número complejo es un vector del plano
que, escrito en forma polar, tiene asociado un
ángulo y por eso, los números complejos son
muy apropiados para representar giros y movi-
mientos circulares. Consideremos un móvil que
recorre una circunferencia centrada en el origen
y de radioRcon una velocidad angular constan-
te ω. Supongamos que su posición inicial para
t = 0 viene dada por(Acosϕ,Asenϕ). La posi-
ción de dicho móvil en el tiempot es

r(t) =
(
Acos(ωt +ϕ),Asen(ωt +ϕ)

)

Usando números complejos, podemos escribir

r(t) = Acos(ωt +ϕ)+ iAsen(ωt +ϕ)

Que se expresa mejor con la exponencial compleja:

r(t) = Acos(ωt +ϕ)+ iAsen(ωt +ϕ) = Aei(ωt+ϕ) = Aeiϕ eiωt

Recuerda que multiplicar por eiωt es un giro de amplitudωt. La igualdadr(t) = Aeiϕ eiωt nos
dice que la posición del móvil en el tiempot se obtiene girando el vector que representa su
posición inicialr(0) = Aeiϕ un giro de amplitudωt.

La proyección sobre el eje de abscisas del vectorr(t) es la primera componente de dicho
vector:

x(t) = Rer(t) = Acos(ωt +ϕ) (2.6)

Interpretamos|x(t)| como la distancia al origen en el instantet de un móvil que se desplaza
sobre el eje de abscisas y cuya posición en el tiempot viene dada por la igualdad (2.6). Observa
que dicho móvil recorre el segmento[−A,A] con un movimiento que se caracteriza porque se
repite a intervalos regulares de tiempo, pues definiendoT = 2π/ω, se tiene que:

x(t +T) = Acos(ω(t +T)+ϕ) = Acos(ωt +2π+ϕ) = Acos(ωt +ϕ) = x(t)

Dicho movimiento se llamamovimiento armónico simple. Naturalmente, la proyección sobre el
eje de ordenadas del vectorr(t) también describe un movimiento armónico simple de ecuación

y(t) = Im r(t) = Asen(ωt +ϕ) (2.7)
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Las ecuaciones (2.6) y (2.7) representan un mismo tipo de movimiento pues un seno no es más
que un coseno retrasado enπ/2, como se sigue de la igualdad cos(x−π/2) = senx.

En el movimiento armónico simplex(t) = Acos(ωt +ϕ) el númeroA se llamaamplitud,
el númeroωt +ϕ se llamafase, siendoϕ la fase inicial; ω es lafrecuencia angularque se
mide en radianes por segundo. El númeroT = 2π/ω es elperiodo, que es el tiempo, medido
en segundos, que el móvil tarda en completar un ciclo. El número f = 1/T es lafrecuencia,
que es el número de ciclos recorridos en un segundo. La unidadde la frecuencia es el ciclo por
segundo que se llamaherzio.

r1(t)

r2(t)

r(t)

x1(t) x2(t) x(t)O

Figura 2.4. Composición de movimientos armónicos

La representación compleja proporciona una visualizacióngráfica del movimiento que es
muy útil para el estudio de la composición de movimientos armónicos simples. Consideremos
dos movimientos armónicos simples de igual frecuencia dados por

x1(t) = A1cos(ωt +ϕ1), x2(t) = A2cos(ωt +ϕ2)

Queremos estudiar el movimiento dado porx(t) = x1(t)+ x2(t). La representación compleja
de los movimientos permite dar una respuesta sin necesidad de hacer cálculos. Pongamos

x1(t) = Rer1(t) = ReA1ei(ωt+ϕ1); x2(t) = Rer2(t) = ReA2ei(ωt+ϕ2)

Claramente,x(t) = x1(t) + x2(t) = Re(r1(t) + r2(t)). Como los vectoresr1(t) y r2(t) giran
con igual velocidad angular,ω, el vector sumar(t) = r1(t)+ r2(t) también gira con la misma
velocidad angular (el paralelogramo de ladosr1(t) y r2(t) gira todo él con velocidad angu-
lar ω). Deducimos quex(t) = Re(r(t)) es la ecuación de un movimiento armónico simple de
frecuencia angularω, amplitud igual al módulo der(t) (que debe ser constante) y fase igual
al argumento del número complejor(t). El cuadrado del módulo de una suma ya sabemos
calcularlo. En nuestro caso es

|r(t)|2 = |r1(t)|2+ |r2(t)|2+2Re(r1(t)r2(t)) = A2
1+A2

2+2A1A2cos(ϕ1−ϕ2)
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Como la frecuencia angular debe serω, la fase seráωt +ϕ dondeϕ es la fase inicial, que es el
argumento del número complejo

r(0) = r1(0)+ r2(0) = A1eiϕ1 +A2eiϕ2 = (A1cosϕ1+A2cosϕ2)+ i(A1senϕ1+A2senϕ2)

que ya debes saber calcular.

2.6.2. Circuitos eléctricos

En el análisis de circuitos eléctricos los números complejos, con el nombre defasores,
fueron introducidos en 1863 por el matemático e ingenieroCharles Proteus Steinmetz(1865-
1923). Un fasor es un número complejo que representa la amplitud y fase inicial de una si-
nusoide. Los fasores proporcionan una herramienta útil para estudiar circuitos eléctricos cuyo
voltaje es de tipo sinusoidalV(t) =Vmcos(ωt+ϕ). AquíVm> 0 es la amplitud o máximo valor
del voltaje, yϕ la fase inicial.

R

C

L

I(t)

V(t)

Figura 2.5. Circuito RLC

Podemos asociar aV(t) un fasor que re-
presentamosV y es el número complejo
V = Vmeiϕ. De esta forma podemos escribir
V(t) = Re(V eiωt) con lo que separamos la
información de frecuencia y de fase. Observa
que, conocida la frecuencia, la sinusoide
queda determinada de forma única por su
fasor asociado. La derivada de una sinusoide
es otra sinusoide. El fasor que represen-
ta a la derivada se expresa muy fácilmente
mediante el fasor que representa a la sinusoide.

V ′(t) =
dV(t)

dt
=−Vmωsen(ωt +ϕ) =Vmωcos(ωt +ϕ+π/2) = Re(iωV eiωt)

Deducimos que el fasor que representa aV ′(t) esiωV. Observa queiωV = ωVmei(ϕ+π/2), por
lo que el fasor que corresponde a la derivada de una sinusoideva adelantado 90 grados respecto
a la sinusoide.

De la misma forma, el fasor que representa a la primitiva de lasinusoideV(t) es
1
iω

V y va

retrasado 90 grados respecto a la sinusoide.

Supongamos que en el circuito de la figura (2.5) se tiene que la intensidad de la corriente
viene dada por una sinusoide (lo cual se sabe que es así cuandola fuerza electromotriz aplicada
es sinusoidal). PongamosI(t) = Imcos(ωt +ϕ) y seaI su fasor asociado. Expresemos la caída
de potencial en cada uno de los elementos que forman el circuito mediante los fasores de la
corriente y el voltaje. Se trata de un circuito RLC que constade una resistencia deR ohmios,
un condensador de capacitanciaC y un inductor, con inductanciaL.

La diferencia de potencial en los extremos de la resistenciaviene dada por

VR(t) = RI(t) = RImcos(ωt +ϕ)
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La relación entre los fasores respectivos es

VR = RI .

ComoR> 0 se tiene que el voltaje a través de una resistencia está en fase con la corriente.

Es sabido que una corriente variable en un inductor produce un campo magnético que da
lugar a una fuerza electromotriz inducida que se opone a la fuerza electromotriz aplicada, lo
que origina una caída de potencial dada por

VL(t) = L
dI(t)

dt

Deducimos que la relación entre los correspondientes fasores es

VL = iωLI

y por tanto el voltaje a través de un inductor va adelantado 90grados respecto a la corriente.

LlamandoQ(t) a la carga que almacena el condensador en el tiempot, se sabe que la
diferencia de potencial entre los extremos del condensadorviene dada por la igualdad

VC(t) =
Q(t)
C

=
1
C

tw
−∞

I(s)ds

Y deducimos que la relación entre los correspondientes fasores es

VC =
1

iωC
I =− i

ωC
I

y por tanto el voltaje a través de un inductor va retrasado 90 grados respecto a la corriente.

La suma de las diferencias de potencial a través de los distintos elementos del circuito debe
ser igual al voltaje aplicado. En términos de los fasores asociados, esto quiere decir que:

RI + iωLI − i
ωC

I =
(

R+ iωL− i
ωC

)
I = V (2.8)

El número complejo

Z = R+ iωL− i
ωC

se llamaimpedancia. La impedancia depende de la frecuencia de la fuerza electromotriz aplica-
da y de las características del circuito. Cuando se conocen la impedancia y el voltaje, podemos
calcular el fasor de la corriente por la igualdad

I =
V
Z

=
V

R+ iωL− i
ωC

y la corriente en el circuito viene dada porI(t) = I eiωt .

Tenemos que

|I |= |V|√
R2+

(
ωL− 1

ωC

)2
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El númeroωL− 1
ωC

se llamareactancia. El valor de la frecuencia para el que la reactancia

se anula viene dado porωr =
1√
LC

y se llamafrecuencia de resonancia. Es el valor de la

frecuencia para el cual el valor de|I | es máximo.

Procesamiento digital de señales

Como sin duda sabes, los formatos digitales más frecuentes de audio e imagen son, res-
pectivamente, MP3 y JPG. Cuesta trabajo imaginar cómo seríaInternet sin estos formatos. Lo
que quizás no sepas es que la codificación MP3 y la JPG se llevana cabo con algoritmos que
usan números complejos. El hecho, por extraño que pueda parecer, es que las principales herra-
mientas para trabajar con todo tipo de señales (audio, vídeo, voz, imagen,. . . ) son complejas.
La transformada Z, la Transformada de Fourier en Tiempo Discreto, la Transformada Discreta
de Fourier, la Función de Transferencia, los modelos de polos y ceros, la Transformada de
Laplacey otras muchas herramientas básicas para el tratamiento de señales, son todas ellas
transformaciones que usan números complejos. Todavía más,las propias señales se caracte-
rizan por suespectroque ¡es un conjunto de números complejos! Si te sientes atraído por el
apasionante mundo del tratamiento digital de señales, todolo que sepas de números complejos
te será útil en tu trabajo.
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Capı́tulo3

Teorı́a de Cauchy Elemental

Introducción

En este capítulo estaremos interesados en el problema de la existencia de primitivas, pro-
blema que, por el teorema2.33, está estrechamente relacionado con la existencia de logaritmos
holomorfos.

El Teorema Fundamental del Cálculo nos dice que toda funciónreal de variable real conti-
nua en un intervalo tiene primitivas en dicho intervalo. La situación es muy distinta para fun-
ciones complejas de variable compleja. Ni siquiera el hechode que una función sea holomorfa
en un dominio garantiza que tenga primitivas en dicho dominio.

Ejemplo. La función f (z) =
1
z

es holomorfa en el dominioC∗ y no tiene primitivas en dicho

dominio.

En efecto, en virtud del teorema2.33, la existencia de primitivas enC∗ de la función f (z) =
1
z

equivale a la existencia de argumentos continuos enC∗ y, por la proposición2.36, sabemos que
no hay argumentos continuos enC∗.

A pesar de este resultado, en este capítulo probaremos que toda función holomorfa en un
disco tiene primitivas en dicho disco. Es decir, toda función holomorfa en un abierto tienen
localmenteprimitivas en dicho abierto.

Como ya debes saber, la herramienta que se usa para la construcción de primitivas es la
integración. No debe extrañarte por ello que en este capítulo nuestra herramienta básica sea la
integración de funciones complejas. Uno de los resultados más importantes que obtendremos
es la llamada “fórmula de Cauchy para una circunferencia” que permite representar los valores
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que una función holomorfa toma en un disco por medio de una integral en la que solamente in-
tervienen los valores de dicha función en la circunferenciafrontera del disco. De dicha fórmula
se deduce sin dificultad uno de los resultados más importantes y sorprendentes de la teoría de
funciones holomorfas, el teorema de Taylor que afirma que toda función holomorfa es analítica.

También obtendremos en este capítulo el teorema de Liouville estableciendo que toda fun-
ción entera y acotada es constante y, como consecuencia, el Teorema Fundamental del Álgebra
afirmando queC es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Lo más llamativo de todo es que estos resultados los vamos a obtener con facilidad y con
una herramienta muy elemental: la integral de Riemann de funciones continuas.

3.1. Integral de Riemann para funciones de variable real convalo-
res complejos

Diremos que una funciónϕ : [a,b] → C es integrable Riemannen el intervalo[a,b], y
escribiremosϕ ∈ R ([a,b]), si las funciones Re(ϕ) y Im(ϕ) son integrables Riemann en[a,b]
(en el sentido que conocemos, ya que son funciones reales de variable real definidas en un
intervalo) en cuyo caso definimos la integral deϕ en[a,b] como el número complejo

bw
a

ϕ(t)dt =
bw

a

Reϕ(t)dt + i
bw

a

Imϕ(t)dt

Es claro que una condición necesaria para la integrabilidadde ϕ es la acotación. La inte-
grabilidad se puede caracterizar en los siguientes términos:

3.1 Teorema(Criterio de integrabilidad de Lebesgue.). Seaϕ : [a,b]→C una función acotada.
Entoncesϕ ∈ R ([a,b]) si, y sólo si,ϕ es continua casi por doquier en[a,b]. En particular, toda
función acotada y continua salvo en un número finito de puntoses integrable.

En lo sucesivo la expresión “f es integrable” se entenderá como “f es integrable Riemann”.
Indicamos a continuación las propiedades principales de laintegral de Riemann de funciones
de variable real con valores complejos. Todas ellas se deducen con facilidad de las propiedades
correspondientes de la integral de Riemann de funciones reales de variable real que suponemos
conocidas.

Propiedades

1. El conjuntoR ([a,b]) es un espacio vectorial complejo y la aplicaciónϕ 7→
bw

a

ϕ es una

forma lineal. Además, el producto de funciones integrablesRiemann en[a,b] es integra-
ble Riemann en[a,b].

2. Acotación básicaSi ϕ ∈ R ([a,b]) se verifica que|ϕ| ∈ R ([a,b]) y

∣∣∣∣
bw

a

ϕ(t)dt

∣∣∣∣6
bw

a

|ϕ(t)|dt 6 sup{|ϕ(t)| : a6 t 6 b}(b−a) (3.1)
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La segunda desigualdad es conocida. La estrategia para probar la primera parte de es-
ta desigualdad consiste en reducirla a la conocida desigualdad análoga para funciones

reales. Para ello, pongamosα =

bw
a

ϕ(t)dt . Si α = 0 no hay nada que probar. Sea, pues,

α 6= 0 y seaβ = α/|α|. Tenemos que

∣∣∣∣
bw

a

ϕ(t)dt

∣∣∣∣= |α|= βα = β
bw

a

ϕ(t)dt =
bw

a

βϕ(t)dt

Esta igualdad nos dice que la última integral es un número real positivo pues es igual a
|α|, luego

bw
a

βϕ(t)dt =
bw

a

Re
(
βϕ(t)

)
dt 6

bw
a

|Re
(
βϕ(t)

)
|dt 6

bw
a

|βϕ(t)|dt =
bw

a

|ϕ(t)|dt

3. Si{ϕn} es una sucesión de funciones integrables en[a,b] que converge uniformemente

a ϕ en [a,b], entoncesϕ es integrable y ĺım
bw

a

ϕn =

bw
a

ϕ. En particular, si
∑

n>1

fn es una

serie de funciones integrables que converge uniformementeen[a,b], entonces la función

t 7→
∞∑

n=1

fn(t) es integrable en[a,b] y

bw
a

( ∞∑

n=1

fn(t)

)
dt =

∞∑

n=1

bw
a

fn(t)dt

En efecto, que la funciónϕ es integrable es consecuencia de que la convergencia unifor-
me conserva la continuidad y la acotación. Por la desigualdad básica, se tiene que

∣∣∣∣∣

bw
a

ϕn(t)dt −
bw

a

ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

bw
a

(ϕn(t)−ϕ(t))dt

∣∣∣∣∣6 (b−a)sup{|ϕn(t)−ϕ(t)| : a6 t 6 b}

Y, por definición de convergencia uniforme, sup{|ϕn(t)−ϕ(t)| : a6 t 6 b} → 0.

4. Aditividad respecto al intervalo. Si a< c< b y ϕ∈R ([a,b]) entoncesϕ∈R ([a,c]) y
ϕ∈R ([c,b]) y

bw
a

ϕ =

cw
a

ϕ+

bw
c

ϕ

5. Teorema fundamental del cálculo. Si ϕ ∈ R ([a,b]), entonces la función dada por

G(t) =
tw

a

ϕ(s)ds (t ∈ [a,b])

es continua. Si, además,ϕ es continua, entoncesG es una primitiva deϕ en[a,b].
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6. Regla de Barrow. Si F : [a,b]→ C es derivable en[a,b] y F ′ ∈ R ([a,b]), entonces

bw
a

F ′(t)dt = F(b)−F(a).

7. Fórmula del cambio de variableSeaλ : [c,d]→ R una función estrictamente creciente
con derivada continua. Supongamos queϕ es integrable en[λ(c),λ(d)]. Entonces

λ(d)w
λ(c)

ϕ(s)ds =

dw
c

ϕ
(
λ(t)

)
λ′(t)dt

3.2. Curvas en el plano

Una curva enC es una aplicación continuaγ : [a,b]→ C. Hay que distinguir entre la curva
y su imagen (también llamada traza o soporte), que notaremospor γ∗ = γ([a,b]). Es claro que
γ∗ es un conjunto compacto y conexo. Al puntoγ(a) se le llamapunto inicialde la curvaγ y a
γ(b) punto final. Ambos reciben el nombre deextremos de la curva.

Se dice queγ es una curvacerradacuando sus extremos coinciden, esto es,γ(a) = γ(b).

a b

[ ]

γ

γ(a)

γ(b)

Diremos que una curva esregular1 si la aplicación que la define es derivable con derivada
continua, esto es, es de claseC 1.

3.2 Definición (Curvas regulares a trozos o caminos.). Una curvaγ : [a,b] → C esregular a
trozos, y la llamaremos uncamino, si hay una particióna = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b de
[a,b] de manera queγ |[tk−1,tk] es regular para 16 k6 n.

Operaciones con las curvas

Curva opuesta deγ

Llamaremos curva opuesta de una dadaγ : [a,b] → C, y la notaremos por
�
−γ : [a,b]→ C,

a la curva definida por

(
�
−γ)(t) = γ(b+a− t)

1En Geometría porcurva regularse entiende una curva con derivada continuacuyo vector derivada no se anula
en ningún punto.
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Se trata de una curva que tiene la misma traza queγ pero la recorre en sentido contrario, esto

es, el punto inicial de
�
−γ es el punto final deγ y viceversa. Observa que la curva opuesta de un

camino es un camino.

Yuxtaposición de curvas

Dadas dos curvasγ : [a,b]→C y σ : [c,d]→C conγ(b) = σ(c), definimos una nueva curva

que llamaremos yuxtaposición deγ y σ o también suma deγ y σ, y la notaremos porγ
�
+σ,

como

(γ
�
+σ)(t) =

{
γ(t) a6 t 6 b

σ(c−b+ t) b6 t 6 b+d−c

Geométricamente se trata de “pegar” las trazas deγ y σ, de ahí que se exija queγ(b) = σ(c),
esto es, que podamos pegarlas de forma continua. Evidentemente en los puntos de unión entre

una curva y otra puede que no haya derivabilidad. Es fácil probar que(γ
�
+σ)∗ = γ∗∪σ∗.

Observa que la yuxtaposición de dos caminos también es un camino.

Caminos más usuales

Segmento de origenzy extremo w. Es la curvaγ : [0,1]→ C definida por

γ(t) = (1− t)z+ tw

Notaremos a esta curva comoγ = [z,w]. Resaltemos que no se trata de un intervalo enC
ya que enC no hemos definido ningún orden.

Es fácil comprobar que
�
−[z,w] = [w,z]

Circunferencia de centroa y radio r. Es la curvaγ : [−π,π]→ C definida por

γ(t) = a+ r eit

La vamos a representar por el símboloC(a, r). No hay que confundir a la curva con su
imagen, que en este caso es una circunferencia y que notamos comoC(a, r)∗ ⊂ C.

Poligonal de vérticesz0,z1, . . . ,zn. Es la curva

[z0,z1]
�
+[z1,z2]

�
+ · · ·

�
+[zn−1,zn]

y la representaremos por[z0,z1, . . . ,zn]. La poligonal es un camino, es decir, es una curva
regular a trozos.

3.3 Definición (Longitud de un camino.). Si γ : [a,b] → C es un camino, entoncesγ ′ está
definida y es continua en[a,b] excepto en un conjunto finito de puntos de]a,b[ en los cuales
tiene límites laterales distintos, dándole aγ ′ en cada uno de esos puntos el valor del límite por
la izquierda (aunque esto es totalmente irrelevante, podemos darle cualquier valor) es claro que
γ ′ es acotada en[a,b] y tiene un número finito de discontinuidades, luego es integrable en[a,b].
Se define lalongitud deγ por

ℓ(γ) =
bw

a

|γ ′(t)|dt
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3.4 Definición (Curvas equivalentes.). Dos curvasγ : [a,b] → C y σ : [c,d] → C se dice que
sonequivalentescuando existe una aplicaciónϕ : [c,d]→ R cumpliendo

ϕ ∈ C 1([c,d])

ϕ ′(u) > 0 para todou∈ [c,d]

ϕ(c) = a, ϕ(d) = b

y tal queγ◦ϕ = σ. En tal caso se dice también queσ es unareparametrizacióndeγ.

Dos curvas equivalentes tienen la misma traza, mismo punto inicial y mismo punto final.

3.3. Integral curvilínea

Seaγ : [a,b] → C un camino yf : γ∗ → C una aplicación continua. Definimos laintegral
de f a lo largo del caminoγ como el número complejo

w
γ

f (z)dz =

bw
a

f
(
γ(t)
)
γ ′(t)dt

Observemos quet 7→ f (γ(t))γ ′(t) es una función de variable real con valores complejos que
está acotada y solamente puede tener un número finito de discontinuidades, luego la integral de
la derecha es la integral que ya hemos definido antes.

En lo que sigue notaremosC (γ∗) el espacio vectorial complejo de las funciones complejas
continuas enγ∗.

Observaciones.Observa que para que la integral
bw

a

f
(
γ(t)
)
γ ′(t)dt tenga sentido es suficiente

que la funciónt 7→ f ◦ γ(t) = f
(
γ(t)
)

sea continua en[a,b]. Para ello no es imprescindible que
f sea continua enγ∗. Por ejemplo, aunque la funciónf (z) =

√
z no es continua enC(0,1)∗,

la función compuestaf ◦C(0,1) sí es continua puesf ◦C(0,1)(t) = f (eit ) = eit/2 para todo
t ∈ [−π,π]. Por tanto:

w
C(0,1)

√
zdz =

πw
−π

eit/2 i eit dt =
2
3

[
ei3t/2]t=π

t=−π =
2
3
(ei3π/2−e−i3π/2) =−4

3
i

Ideas claras

Hemos hecho antes una distinción entre lo que es una curva, que es una aplicación, y su
imagen, que es un conjunto de puntos del plano. Quiero que te convenzas de que esta distinción
no es un capricho sino que es esencial tenerla clara para entender el significado de la integral
curvilínea. Los siguientes ejemplos son especialmente ilustrativos.
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Seanγ1, γ2 y γ3 los caminos definidos porγ1(t) = eit , γ2(t) = e−it y γ3(t) = e3it parat ∈
[0,2π]. Tenemos que:

w
γ1

1
z

dz =

2πw
0

1
eit i eit dt = 2πi

w
γ2

1
z

dz =

2πw
0

1
e−it (−i)e−it dt =−2πi

w
γ3

1
z

dz =

2πw
0

1
e3it 3i e3it dt = 6πi

Observa que las tres curvas tienen la misma imagen que es la circunferencia de centro 0 y
radio 1. Parece que la integral deuna misma funciónen lamisma circunferencia unidadunas
veces vale una cosa y otras veces vale otra. ¿Cómo es posible?Respuesta: porque no estamos
integrando en la circunferencia unidad sino que estamos calculando la integral de la función
1/za lo largo de los caminosγ1, γ2 y γ3 y estos caminos son distintos. Es cierto que todos ellos
tienen el mismo soporte, la circunferencia unidad, pero cada uno de ellos la recorre de forma
diferente:γ1 la recorre una sola vez en sentido anti horario,γ2 la recorre una sola vez en sentido
horario yγ3 la recorre tres veces en sentido anti horario. ¿Te das cuentade lo que pasa? En lo
que se refiere al concepto de “integral curvilínea”una curva no es un objeto geométrico, no es
un conjunto de puntos del plano, sino un objeto analítico, esuna aplicación.Cuando calculas
una integral curvilínea tienes que saber en qué sentido se recorre la curva y cuántas veces
se recorre yesas cosas no se saben con el sólo conocimiento del soporte sino que necesitas
conocer la representación concreta de la curva, la aplicación que la define.

Supongo que estas cosas ya las sabrás porque has estudiado integrales curvilíneas de cam-
pos, pero las repito porque en este asunto hay una gran confusión favorecida porque con fre-
cuencia hablamos de “la integral a lo largo de una circunferencia” o “la integral a lo largo de
una elipse” sin especificar cómo se recorren esa circunferencia o esa elipse. Aquí hay una es-
pecie de acuerdo no escrito según el cual las curvas familiares se recorren una sola vez en el
sentido anti horario, ese acuerdo no escrito convendría hacerlo explícito y así lo acabamos de
hacer arriba para las situaciones más familiares: circunferencias, segmentos y poligonales.

Llama la atención que en algunos textos se define la integral curvilínea haciendo particiones
de puntossobre el soporte de la curva, como si dicho soporte permitiera por sí solo definir esta
integral. No, para definir la integral curvilínea es imprescindible usar la función concreta que
representa dicho soporte, no podemos olvidarnos de ella. Sila integral curvilínea dependiera
solamente del soporte de la curva las tres integrales anteriores deberían ser iguales ¿verdad?.
Hay que tener las ideas claras.

Propiedades

1. Si γ : [a,b]→ C y σ : [c,d]→ C son caminos equivalentes yf ∈C (γ∗) se verifica que
w
γ

f (z)dz =
w
σ

f (z)dz

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Integral curvilínea 80

En efecto, puesto queγ∗ = σ∗ la integral def a lo largo deσ está definida. Por hipótesis
existe una aplicaciónϕ ∈ C 1([c,d]) con derivada positiva que transforma[c,d] en[a,b] y tal
queγ◦ϕ = σ. Tenemos así que

w
γ

f (z)dz =

bw
a

f
(
γ(t)
)
γ ′(t)dt =

[
t = ϕ(s)

dt = ϕ ′(s)ds

]
=

=

ϕ−1(b)w
ϕ−1(a)

f
(

γ
(
ϕ(s)

))
γ ′
(
ϕ(s)

)
ϕ ′(s)ds =

=

dw
c

f
(
σ(s)

)
σ ′(s)ds =

w
σ

f (z)dz

2. Dados dos caminosγ, σ y una función complejaf continua enγ∗∪σ∗ se cumplew
γ
�

+σ

f (z)dz =
w
γ

f (z)dz+
w
σ

f (z)dz

En efecto, por las definiciones dadas

w
γ
�

+σ

f (z)dz =

b+d−cw
a

f
(
(γ

�
+σ)(t)

)
(γ

�
+σ)′(t)dt =

=

bw
a

f
(
γ(t)
)
γ ′(t)dt +

b+d−cw
b

f
(
σ(t −b+c)

)
σ ′(t −b+c)dt =

=

[
s= t −b+c

ds = dt

]
=

bw
a

f
(
γ(t)
)
γ ′(t)dt +

dw
c

f
(
σ(s)

)
σ ′(s)ds =

=
w
γ

f (z)dz+
w
σ

f (z)dz

3.
w
�

−γ

f (z)dz =−
w
γ

f (z)dz. Es de comprobación inmediata.

4. Acotación básica ∣∣∣∣∣∣

w
γ

f (z)dz

∣∣∣∣∣∣
6 máx{| f (z)| : z∈ γ∗}ℓ(γ)

En efecto
∣∣∣∣∣∣

w
γ

f (z)dz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣

bw
a

f
(
γ(t)
)
γ ′(t)dt

∣∣∣∣∣6
bw

a

∣∣ f
(
γ(t)
)∣∣ |γ ′(t)|dt 6

6 máx{| f (z)| : z∈ γ∗}
bw

a

|γ ′(t)|dt = máx{| f (z)| : z∈ γ∗}ℓ(γ)

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Existencia de primitivas 81

5. Linealidad. Se verifica que la aplicaciónf 7−→
r

γ f del espacio vectorialC (γ∗) enC es una
forma lineal.

6. Permutación del límite uniforme y la integral. Si{ fn} es una sucesión de funciones conti-
nuas enγ∗ que converge uniformemente enγ∗ a una funciónf , se verifica quef es continua
enγ∗ y

ĺım
w
γ

fn(z)dz =
w
γ

f (z)dz

En particular

w
γ

( ∞∑

n=1

fn(z)

)
dz =

∞∑

n=1

w
γ

fn(z)dz

siempre que la serie converja uniformemente enγ∗.
Esto es consecuencia inmediata de la desigualdad

∣∣∣∣
w
γ

fn(z)dz−
w
γ

f (z)dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
w
γ
( fn(z)− f (z))dz

∣∣∣∣ 6 máx{| fn(z)− f (z)| : z∈ γ∗}ℓ(γ)

3.4. Existencia de primitivas

El cálculo de una integral curvilínea es inmediato si se conoce una primitiva de la función
que integramos.

3.5 Teorema(Regla de Barrow para integrales curvilíneas.). SeaΩ ⊆ C un abierto, f una
función continua enΩ y supongamos que hay una función F∈ H (Ω) tal que F′(z) = f (z)
para todo z∈ Ω. Seaγ : [a,b]→ C un camino cualquiera enΩ (esto es,γ∗ ⊂ Ω), entoncesw

γ
f (z)dz = F

(
γ(b)

)
−F

(
γ(a)

)

Demostración. Supongamos en primer lugar queγ es un camino regular, es decir,γ tiene deri-
vada continua en[a,b]. En tal caso la funciónh(t) = (F ◦ γ)(t) es derivable en[a,b] con

h′(t)) = F ′(γ(t)
)
γ ′(t) = f

(
γ(t)
)
γ ′(t) (t∈ [a,b])

Por lo que

w
γ

f (z)dz =

bw
a

f
(
γ(t)
)
γ ′(t)dt = h(b)−h(a) = F

(
γ(b)

)
−F

(
γ(a)

)

Supongamos ahora queγ es regular a trozos. Entonces existe una partición del intervalo [a,b],
a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b de forma queγk = γ |[tk−1,tk] es una aplicación de claseC 1.
Teniendo en cuenta lo antes visto resulta que

w
γ

f (z)dz =

n∑

k=1

w
γk

f (z)dz =

n∑

k=1

(
F
(
γk(tk)

)
−F

(
γk(tk−1)

))
=

=

n∑

k=1

(
F
(
γ(tk)

)
−F

(
γ(tk−1)

))
= F

(
γ(b)

)
−F

(
γ(a)

)
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como pretendíamos demostrar. 2

De la regla de Barrow se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

3.6 Teorema(Condición necesaria para la existencia de primitivas.). Si una función continua
f en un abiertoΩ admite una primitiva enΩ, entonces la integral curvilínea de f es la misma
para todos los caminos enΩ que tienen los mismos puntos inicial y final. En particular, para
todo camino cerradoγ enΩ se verifica que

r
γ f (w) dw= 0.

3.7 Proposición. La función suma de una serie de potencias no trivial tiene primitivas en el
dominio de convergencia de la serie. En consecuencia, una función analítica en un abierto
tiene localmente primitivas.

Demostración. Supongamos que
∑

n>0 cn(z−a)n es una serie de potencias no trivial. SeaΩ su

dominio de convergencia y paraz∈ Ω seaϕ(z) =
∞∑

n=0

cn(z−a)n la función suma. Se deduce

del lema2.24que la serie
∑

n>0

cn

n+1
(z− a)n+1 tiene también como dominio de convergencia

Ω. El teorema de derivación de series de potencias nos dice quela función

F(z) =
∞∑

n=0

cn

n+1
(z−a)n+1

es una primitiva deϕ enΩ. 2

Volviendo al ejemplo del principio del capítulo, seaf (z) =
1
z

paraz∈ C∗. Tenemos que

w
C(0,1)

f (z)dz =

πw
−π

1
eit i eit dt = 2πi 6= 0

luego f no tiene primitiva enC∗ (cosa que ya sabíamos). Pero vimos en el Capítulo I quef
es analítica enC∗ con lo cual f tiene primitivas localmente. Esto pone de manifiesto queel
problema de existencia de primitivas es un problema global,no local.

El anterior corolario nos dio una condición necesaria para la existencia de primitiva de una
función. Esta condición es también suficiente. El siguientelema es de interés.

3.8 Lema. Dos puntos cualesquiera de un dominio se pueden unir mediante una poligonal
contenida en el dominio.

Demostración. SeaΩ un dominio. Fijemos un puntoa∈Ω y seaW el conjunto de los puntos
z∈Ω que pueden unirse cona por medio de una poligonal enΩ. Evidentemente,a∈W. Sib∈W
y D(b, r)⊂ Ω, es claro queD(b, r)⊂W; pues siz∈D(b, r) podemos añadir a una poligonal en
Ω que unea con b el segmento[b,z] (que está contenido en el discoD(b, r) y, por tanto, enΩ)
y obtenemos así una poligonal enΩ que unea con z. Esto prueba queW es abierto. Veamos
que también es cerrado relativo aΩ. Seac∈W∩Ω. Comoc∈Ω tiene que haber unρ > 0 tal que

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Existencia de primitivas 83

D(c,ρ) ⊂ Ω. Comoc∈W tiene que haber un puntoz0∈D(c,ρ/2)∩W. Entonces tenemos que
D(z0,ρ/2) ⊂ D(c,ρ) luegoD(z0,ρ/2) ⊂ Ω y, por lo antes visto, se sigue queD(z0,ρ/2) ⊂W
y, comoc∈D(z0,ρ/2), concluimos quec∈W lo que prueba queW =W∩Ω, es decir,W es
cerrado relativo aΩ. Por conexión concluimos queW = Ω. 2

3.9 Lema(Construcción de primitivas.). Sea f una función continua en un abiertoΩ y supon-
gamos que la integral de f sobre todo camino cerrado enΩ es nula.

Fijemos un punto z0 ∈ Ω, y para cada z∈ Ω seaγz un camino enΩ cuyo punto inicial sea
z0 y cuyo punto final sea z. La función F: Ω → C dada por

F(z) =
w
γz

f (w)dw

es una primitiva de f enΩ.

Demostración. En virtud del lema anterior sabemos que para cadaz∈Ω hay caminosγz enΩ
con punto inicialz0 y punto finalz. Lo primero que hay que ver es que la funciónF está bien
definida, es decir, que el númeroF(z) no depende del caminoγz elegido sino solamente dez.

Seaσz otro camino enΩ con punto inicialz0 y punto finalz. ConsideremosΓ = γz
�
+

(
�
−σz)≡ γz

�
−σz. Γ así definido es un camino cerrado enΩ. La hipótesis afirma que

0=
w
Γ

f (w)dw =
w
γz

f (w)dw +
w
�

−σz

f (w)dw =
w
γz

f (w)dw −
w
σz

f (w)dw

con lo cual
w
γz

f (w)dw =
w
σz

f (w)dw y F está bien definida.

Probaremos queF es holomorfa enΩ y F ′(a) = f (a) para todoa∈Ω.

Seaa∈ Ω. Dadoε > 0, por continuidad def existeδ > 0 de forma queD(a,δ)⊂ Ω y para
w∈ D(a,δ) se cumple que| f (w)− f (a)|< ε.

Paraz∈ D(a,δ) \ {a} tenemos que[a,z]∗ ⊂ D(a,δ) y Γ = γz
�
+ [z,a]

�
− γa es un camino

cerrado enΩ por lo que
w
Γ

f (w)dw = 0, de donde se deduce que

w
γz

f (w)dw −
w
γa

f (w)dw =
w
[a,z]

f (w)dw

Así, paraz∈ D(a,δ)\{a} tenemos que

F(z)−F(a)− f (a)(z−a)
z−a

=

w
γz

f (w)dw −
w
γa

f (w)dw − f (a)(z−a)

z−a
=

=

w
[a,z]

f (w)dw − f (a)(z−a)

z−a
=

w
[a,z]

f (w)dw −
w
[a,z]

f (a)dw

z−a
=

w
[a,z]

(
f (w)− f (a)

)
dw

z−a
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Y como [a,z]∗ ⊂ D(a,δ) deducimos que

∣∣∣∣
F(z)−F(a)

z−a
− f (a)

∣∣∣∣=

∣∣∣∣
w
[a,z]

(
f (w)− f (a)

)
dw

∣∣∣∣

|z−a| 6 máx{| f (w)− f (a)| : w∈ [a,z]∗}6 ε

De lo anterior se sigue queF es derivable ena y F ′(a) = f (a), esto es,F es una primitiva def
enΩ. 2

De este lema y del teorema3.6se deduce el siguiente resultado.

3.10 Teorema(Caracterización de existencia de primitivas.). Sea f una función continua en
un abiertoΩ. Se verifica que f tiene primitivas enΩ si, y sólo si, la integral de f sobre todo
camino cerrado enΩ es nula.

Ejercicios propuestos

108. Prueba que una integral de línea compleja
w
γ

f (z)dz es igual a la suma de dos integrales

de línea de campos vectoriales. Si la funciónf es holomorfa en un abiertoΩ, dichos
campos vectoriales son localmente conservativos enΩ.

109. Calcula
w
γ

zdz siendoγ : [0,2]→ C el camino dado por:

a) γ(t) = t2+ it ; b) γ(t) = 2t + it ; c) γ(t) =
{

2it 06 t 6 1
2i +4(t −1) 16 t 6 2

110. Calcula
w
γ

Re(z) dz siendoγ : [0,1]→ C el camino dado por:

a) γ(t) = t + it ; b) γ(t) = exp(2πit )

111. Calcula
w
γ

z2 dz siendoγ = [i,1+ i,3+3i].

112. Calcula
w
γ
|z|zdz siendoγ el camino formado por la mitad superior de la circunferencia

unidad y el segmento[−1,1].

113. Calcula
w

[0,a+ib]

ez dz y deduce el valor de las integrales
1w

0

eaxcos(bx)dx y
1w

0

eaxsen(bx)dx.

114. Calcula
w

C(5,2)

(4z2 coszsenh(z)−3z)dz.

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Existencia de primitivas 85

115. Seaγ : [a,b]→ C un camino yγ el camino conjugado deγ. Prueba que:

w
γ

f (z) dz =
w
γ

f (z) dz (∀ f ∈C (γ∗))

Deduce que sif es continua en la circunferencia unidad, se verifica que

w
C(0,1)

f (z) dz = −
w

C(0,1)

f (z)
dz
z2

116. SeanΩ ⊂ C abierto, f ∈H (Ω) y γ un camino cerrado enΩ. Prueba que
w
γ

f (z) f ′(z)dz

es un número imaginario puro.

117. Prueba que para 0< r < 1, se tiene que
w

C(0,r)

log(1+z)
z

dz = 0. Deduce que

2πw
0

log(1+ r2+2r cosϑ)dϑ = 0

118. Calcula las integrales

w
C(0,1)

1
n
√

z
dz,

w
C(0,1)

logzdz,
w

C(0,1)

zα logzdz (α∈C)

.

119. SeaΩ ⊂C∗ un dominio y supongamos que la integral de la funciónf (z) = 1/za lo largo
de todo camino cerrado enΩ es nula. Para cadaz∈Ω seaγz cualquier camino enΩ con
punto inicialz0 y punto finalz. Justifica que la funciónh : Ω → C dada por

h(z) = w0+
w
γz

1
w

dw

Dondew0 ∈ Log(z0) es la única rama holomorfa del logaritmo enΩ que verifica que
h(z0) = w0.

120. Calcula
w

C(a,R)

P(z) dz dondeP(z) es una función polinómica no constante.

121. Sea{γn} una sucesión de caminos definidos en un intervalo[a,b] que converge unifor-
memente en dicho intervalo a un caminoγ. Sea f una función continua en un conjunto
compactoK que contiene a los soportes de dichos caminos. Prueba que:

ĺım
n→∞

w
γn

f (z)dz =
w
γ

f (z)dz
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122. Integrando la funciónh : C→ C dada por:

h(z) =
eiz−1

z
∀z∈ C∗, h(0) = i

a lo largo del camino formado por la yuxtaposición del segmento [−r, r] y de la semicir-
cunferenciaγr de centro 0 y radior contenida en el semiplano superior, deduce que para
todor > 0 se verifica que: ∣∣∣∣∣

rw
−r

senx
x

dx− π

∣∣∣∣∣<
π
r

123. Sea f holomorfa en un abiertoΩ ⊂C y verificando que| f (z)−1|< 1 ∀z∈ Ω. Justifica

que
w
γ

f ′(z)
f (z)

dz = 0 para todo camino cerradoγ enΩ.

124. SeanΩ =C\{i,−i} y f (z) =
1

1+z2 , ∀z∈ Ω. Justifica quef no admite una primitiva

enΩ.

3.5. Versión elemental del teorema de Cauchy

La utilidad del teorema anterior para probar la existencia de primitivas es dudosa puesto
que para justificar que una función tiene primitivas en un cierto dominio Ω sería necesario
comprobar que su integral a lo largo detodocamino cerrado enΩ es cero, lo que no parece nada
fácil en la práctica. Afortunadamente, hay teoremas que garantizan que bajo ciertas condiciones
la integral de una función a lo largo de cualquier camino cerrado es nula. Estos teoremas reciben
el nombre de teoremas de Cauchy. En ellos se considera un abierto Ω y un camino cerradoγ en

Ω. Se suponen hipótesis adicionales sobreΩ o sobreγ para concluir que
w
γ

f (w)dw = 0 para

toda funciónf ∈ H (Ω).

3.11 Teorema(Teorema de Cauchy–Goursat (1904).). Sea f una función holomorfa en un
abiertoΩ ⊆ C y sea∆(a,b,c) un triángulo de vértices a,b,c contenido enΩ, esto es,

∆(a,b,c) = {µa+λb+ γc : µ+λ+ γ = 1 : µ,λ,γ > 0} ⊂ Ω

Entonces w
[a,b,c,a]

f (z)dz = 0

Demostración. La demostración que sigue fue dada por Pringsheim en 1934.

Llamemosγ = [a,b,c,a], ∆ = ∆(a,b,c) e I =
w
γ

f (w)dw. El objetivo es probar queI = 0. Para

esto consideremos los puntos medios de los lados

a′ =
b+c

2
b′ =

a+c
2

c′ =
a+b

2
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Podemos escribirI en la forma

I =
w
γ

f (w)dw =
w

[a,c′,b′,a]

f (w)dw +
w

[c′,b,a′,c′ ]

f (w)dw +
w

[a′,c,b′,a′ ]

f (w)dw +
w

[b′,c′,a′,b′ ]

f (w)dw

Esta igualdad es cierta ya que hay caminos (los interiores altriángulo) que están recorridos en
direcciones opuestas luego las respectivas integrales se anulan (ver figura3.1).

a

b

c

a′
b′

c′

Figura 3.1. Esquema del camino de integración

Si llamamosJ1,J2,J3,J4 a estas cuatro integrales,I1 a una de las integrales de mayor módulo
de entre ellas, yγ1 = [a1,b1,c1,a1] al camino deI1, tenemos

|I |6 4|I1|

Repitiendo el mismo argumento para el triángulo∆1 = ∆(a1,b1,c1) obtenemos una sucesiones
de triángulos∆n = ∆(an,bn,cn) y poligonalesγn = [an,bn,cn,an] con la propiedad de que∆n ⊂
∆n−1 y

diámetro(∆n) =
1
2

diámetro(∆n−1) =
1
2ndiámetro(∆)

ℓ(γn) =
1
2
ℓ(γn−1) =

1
2nℓ(γ)

|In−1|6 4|In|

Seaα ∈
⋂∞

n=1∆n (existe puesto que estamos considerando la intersección deuna sucesión
decreciente de cerrados no vacíos con sucesión de diámetrosconvergente a cero en un espacio
métrico completo). Claramente,α∈∆(a,b,c)⊂ Ω. Pongamosp(z) = f (α)+ f ′(α)(z−α) que

es una función polinómica y por tanto tiene primitiva; luego
w
γn

p(z)dz = 0. Podemos escribir

por tanto

In =
w
γn

f (z)dz =
w
γn

(
f (z)− f (α)− f ′(α)(z−α)

)
dz

Dadoε > 0, por la derivabilidad def enα existeδ > 0 de forma queD(α,δ) ⊂ Ω y para
z∈ D(α,δ) se cumple que

| f (z)− f (α)− f ′(α)(z−α)|6 ε|z−α|
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Si diámetro(∆n)< δ entonces∆n ⊂ D(α,δ). Tenemos por tanto

|I |6 4n |In|6 4nℓ(γn) máx{| f (z)− f (α)+ f ′(α)(z−α)| : z∈ γ∗n}6
6 4nℓ(γn)ε máx{|z−α| : z∈ γ∗n}6
6 4n εℓ(γn)diámetro(∆n) =

= 4n ε
1
2n ℓ(γ)

1
2n diámetro(∆) =

= εℓ(γ)diámetro(∆)

de donde se deduce que|I | = 0 sin más que hacer tenderε a cero. Por tantoI = 0 como
queríamos probar. 2

Un abiertoΩ es undominio estrelladorespecto de un puntoz0 ∈ Ω si el segmento que une
z0 con cualquier otro punto deΩ se queda dentro deΩ, esto es,[z0,z]∗ ⊂ Ω para todoz∈ Ω.
Por ejemplo un disco es un dominio estrellado respecto cualquiera de sus puntos.

Por supuesto, cualquier conjunto convexo es un dominio estrellado respecto de cualquiera
de sus puntos, pero hay dominios estrellados que no son convexos (por ejemplo el polígono
que se muestra en la figura3.2).

3.12 Teorema(Teorema de Cauchy para dominios estrellados.). Toda función holomorfa en
un dominio estrellado tiene primitivas en dicho dominio.

Demostración. Sea f ∈ H (Ω) con Ω un dominio estrellado respecto dez0. Buscamos una
primitiva de f y la forma más intuitiva de definirla es

F(z) =
w

[z0,z]

f (w)dw

Vamos a probar queF así definida es ciertamente una primitiva def enΩ. Puesto queΩ es un
dominio estrellado enz0 la funciónF está bien definida. Seaa∈ Ω y ρ > 0 tal queD(a,ρ)⊂ Ω.
Tomemos un puntoz∈ D(a,ρ). Como todos los puntos del segmento[a,z] están contenidos en
Ω el segmento que unez0 con cualquiera de estos puntos también estará contenido enΩ por ser
este estrellado. Por tanto el triángulo∆(z0,a,z) está totalmente contenido enΩ (ver figura3.2).

z0

a
z

Ω

Figura 3.2. Dominio estrellado

Ahora el teorema de Cauchy–Goursat afirma quew
[z0,z,a,z0]

f (w)dw = 0
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Esta integral podemos escribirla como
w

[z0,z]

f (w)dw +
w
[z,a]

f (w)dw +
w

[a,z0]

f (w)dw = 0

esto es
F(z)−F(a) =

w
[z0,z]

f (w)dw −
w

[z0,a]

f (w)dw =
w
[a,z]

f (w)dw

A partir de esta última igualdad, siguiendo el mismo razonamiento que utilizamos en la
demostración del lema3.9, se prueba queF es derivable ena y F ′(a) = f (a) lo que concluye
la demostración. 2

3.13 Corolario. Toda función holomorfa que no se anula en un dominio estrellado tiene lo-
garitmos holomorfos en dicho dominio. En particular, tieneraíces holomorfas de cualquier
orden.

Demostración. SeaΩ un dominio estrellado y seaf ∈H (Ω) tal que 06∈ f (Ω). En tal caso la

función
f ′(z)
f (z)

es holomorfa enΩ y, en virtud del teorema de Cauchy para dominios estrellados,

se sigue que dicha función tiene primitivas enΩ. En virtud del teorema2.33, sabemos que
esto equivale a quef tiene un logaritmo holomorfo enΩ. Es decir, existeg ∈ H (Ω) tal que
exp
(
g(z)

)
= f (z) para todoz∈Ω . Dadom∈N la funciónh(z) = exp

(
g(z)/m

)
es holomorfa

enΩ y verifica que

(
h(z)

)m
= exp

(
g(z)/m

))m
= exp

(
g(z)

))
= f (z) para todoz∈ Ω

es decir,h es una raíz m-ésima holomorfa def enΩ . 2

El teorema de Cauchy–Goursat y el teorema de Cauchy para dominios estrellados perma-
necen válidos si suponemos quef es continua enΩ y es derivable enΩ salvo en algún puntoα
deΩ. Aunque este resultado pueda parecer una generalización deestos dos teoremas en reali-
dad no es así, pues más adelante probaremos que sif es continua enΩ y holomorfa enΩ\{α}
entoncesf también es derivable enα.

3.14 Teorema.SeaΩ un abierto,α∈Ω y f una función continua enΩ y holomorfa enΩ\{α}.

Sea∆(a,b,c) un triángulo contenido enΩ, entonces
w

[a,b,c,a]

f (w)dw = 0.

Demostración. Caso 1. α 6∈ ∆(a,b,c). En tal caso∆(a,b,c) ⊂ Ω \{α} y se aplica el teorema
de Cauchy–Goursat a la funciónf en el abiertoΩ\{α}.

Caso 2. El puntoα es un vértice del triángulo. Por comodidad supondremos queα = a. Toma-
mos los puntoscρ = (1−ρ)a+ρb, bρ = (1−ρ)a+ρc paraρ ∈]0,1[. En este caso

w
[a,b,c,d]

f (w)dw =
w

[a,cρ ,bρ ,a]

f (w)dw +
w

[cρ,b,c,cρ ]

f (w)dw +
w

[c,bρ ,cρ ,c]

f (w)dw =
w

[a,cρ ,bρ,a]

f (w)dw

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Versión elemental del teorema de Cauchy 90

a = α b

c

cρ

bρ

Figura 3.3. Caso 2

a b

c

α

Figura 3.4. Caso 3

a b

c

α

Figura 3.5. Caso 4

ya que las dos últimas integrales son nulas por el caso 1. Tomando módulos y acotando tenemos
∣∣∣∣∣∣

w
[a,b,c,a]

f (w)dw

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

w
[a,cρ ,bρ,a]

f (w)dw

∣∣∣∣∣∣
6 K ρ

(
|a−b|+ |b−c|+ |c−a|

)

dondeK = máx{| f (z)| : z∈ ∆(a,b,c)}. Esta acotación es válida para todoρ luego haciendo
ρ → 0 obtenemos el resultado.

Caso 3. α está en un lado del triángulo. Por comodidad supongamos que se encuentra en el lado
de extremosa y b. Consideramos los triángulos∆(α,b,c) y ∆(α,c,a), ambos se encuentran en
el caso 2 luego la integral sobre su frontera es nula y, por tanto, la integral en la frontera del
triángulo∆(a,b,c) es también nula.

Caso 4. α está en el interior del triángulo. Unimosα con alguno de los vértices y obtenemos
dos triángulos que están en el caso 3. 2

Puesto que el teorema de Cauchy–Goursat es cierto suprimiendo la derivabilidad def en
un puntoα y el teorema de Cauchy para dominios estrellados se deduce deaquél, podemos
enunciar también la siguiente versión del teorema de Cauchypara dominios estrellados.

3.15 Teorema.SeaΩ un dominio estrellado,α un punto deΩ y f una función continua enΩ
y holomorfa enΩ\{α}. Entonces f tiene primitivas enΩ.

3.16 Lema. Se verifica que

(a)
w

C(a,ρ)

1
w−z

dw = 0 si z 6∈ D(a,ρ).

(b)
w

C(a,ρ)

1
w−z

dw = 2πi si z∈ D(a,ρ).

Demostración. Para el apartado(a) consideremos un semiplano abiertoH que contiene a

D(a,ρ) y no contiene al puntoz. La función w 7−→ 1
w−z

es holomorfa enH y ademásH

es un dominio estrellado. El teorema de Cauchy para dominiosestrellados afirma que la apli-
cación tiene primitivas enH; luego su integral a lo largo de un camino cerrado contenido en H,
como es la circunferenciaC(a,ρ), es nula.
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(b) Escribimos

1
w−z

=
1

w−a− (z−a)
=

1
w−a

1

1− z−a
w−a

=

(
si

|z−a|
|w−a| < 1

)
=

=
1

w−a

∞∑

n=0

(
z−a
w−a

)n

=

∞∑

n=0

(z−a)n

(w−a)n+1 (3.2)

Fijamos un puntoz∈ D(a,ρ) y tomamosw∈C(a,ρ)∗ arbitrario. Se cumple por tanto

|z−a|
|w−a| =

|z−a|
ρ

< 1

Puesto que
|z−a|n

|w−a|n+1 =
1
ρ

( |z−a|
ρ

)n

= αn

y
∑

n>0

αn converge por ser una serie geométrica de razón|z−a|/ρ < 1, deducimos, por el cri-

terio de Weierstrass, que la serie3.2 converge uniformemente enC(a,ρ)∗. Podemos permutar
por tanto la integral y la suma de la serie con lo que obtenemos

w
C(a,ρ)

1
w−z

dw =

∞∑

n=0

(z−a)n
w

C(a,ρ)

1
(w−a)n+1 dw

La funciónw 7→ 1
(w−a)k es holomorfa enC \{a} y tiene primitiva

1
−k+1

(w−a)−k+1 para

cualquierk∈ Z conk 6= 1. Luego la integral
w

C(a,ρ)

1
(w−a)k dw = 0 parak> 1. Con lo cual

w
C(a,ρ)

1
w−z

dw =

∞∑

n=0

(z−a)n
w

C(a,ρ)

1
(w−a)n+1 dw =

w
C(a,ρ)

1
w−a

dw =

=

πw
−π

1
a+ρeit −a

ρi eit dt = 2πi

como queríamos probar. 2

3.6. Analiticidad de las funciones holomorfas. Teorema de Taylor

El siguiente resultado es la clave para probar que toda función holomorfa es analítica.

3.17 Teorema(Fórmula de Cauchy para una circunferencia.). Sea f una función holomorfa
en un abiertoΩ y supongamos que el disco cerradoD(a,R) está contenido enΩ. Entonces se
verifica que

f (z) =
1

2πi

w
C(a,R)

f (w)
w−z

dw (z∈D(a,R))
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Antes de ver la demostración observemos que esta es una “fórmula de representación” pues
representa los valores de una función holomorfaf en todo un disco mediante una integral que
depende únicamente de los valores de la función en la frontera de ese disco. Destaquemos
además que el radioR que tomamos es cualquiera que cumpla la condiciónD(a,R) ⊂ Ω, esto
es, la fórmula no depende de la circunferencia que tomemos.

Demostración. ComoD(a,R)⊂ Ω, podemos tomarρ >R tal queD(a,ρ)⊂ Ω. Seaz∈D(a,R)
fijo en lo que sigue. Definimos la funcióng : D(a,ρ)→ C por

g(w) =
f (w)− f (z)

w−z
w 6= z

g(z) = f ′(z)

Claramenteg es continua enD(a,ρ) ya quef es derivable enz. Ademásg es derivable en todo
el discoD(a,ρ) salvo quizá en el puntoz. Podemos, pues, aplicar ag en el dominioD(a,ρ) la
versión generalizada del teorema de Cauchy para dominios estrellados, teorema3.15, con lo

que obtenemos queg tiene primitiva enD(a,ρ) y, en particular,
w

C(a,R)

g(w)dw = 0. Teniendo

en cuenta el lema anterior, deducimos que paraz∈D(a,R) es

0=
w

C(a,R)

f (w)− f (z)
w−z

dw =
w

C(a,R)

f (w)
w−z

dw − f (z)
w

C(a,R)

1
w−z

dw =

=
w

C(a,R)

f (w)
w−z

dw − f (z)2πi

y despejandof (z) en esta igualdad obtenemos la fórmula de Cauchy. 2

Observación

Observa que siz 6∈ D(a,R) entonces podemos tomarρ > R tal queD(a,ρ) ⊂ Ω y además

z 6∈ D(a,ρ). La función w 7→ f (w)
w−z

es holomorfa enD(a,ρ) y el teorema de Cauchy para

dominios estrellados implica que

w
C(a,R)

f (w)
w−z

dw = 0 (z 6∈ D(a,R))

3.18 Teorema(Integrales tipo Cauchy.). Seanγ un camino enC y ϕ : γ∗ → C una función
continua. PongamosΩ = C\ γ∗, y sea h: Ω → C la función dada por

h(z) =
w
γ

ϕ(w)
w−z

dw (z∈Ω)

Para cada a∈Ω seaρa = ı́nf{|z−a| : z∈γ∗}. Entonces se verifica que:

h(z) =
∞∑

n=0



w
γ

ϕ(w)
(w−a)n+1 dw


(z−a)n para todo z∈D(a,ρa)
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Es decir, h es analítica enΩ. Por tanto, h es indefinidamente derivable enΩ y

h(n)(z)
n!

=
w
γ

ϕ(w)
(w−z)n+1 dw para todo z∈Ω (3.3)

Demostración. Seaa∈Ω. Claramenteρa > 0 y D(a,ρa) ⊂ Ω. Seaz∈D(a,ρ), fijo en lo que
sigue. Consideremos la serie de funciones

∑

n>0

ϕ(w)
(w−a)n+1(z−a)n (w∈γ∗) (3.4)

donde la variable esw que toma valores enγ∗ (repito a y z están fijos en este razonamiento).
Comoϕ es continua yγ∗ es compacto, la funciónw 7→ |ϕ(w)| está acotada enγ∗, es decir, existe
M > 0 tal que|ϕ(w)| 6 M para todow∈ γ∗.Para todow∈ γ∗ tenemos que|w−a| > ρa y por
tanto: ∣∣∣∣

ϕ(w)
(w−a)n+1(z−a)n

∣∣∣∣6
M
ρa

( |z−a|
ρa

)n

Como la serie
∑

n>0

( |z−a|
ρa

)n

converge por ser una serie geométrica de razón
|z−a|

ρa
< 1, el

criterio de Weierstrass nos dice que la serie (3.4) converge uniformemente enγ∗. Como para
todow∈γ∗ es

∞∑

n=0

ϕ(w)
(w−a)n+1(z−a)n =

ϕ(w)
w−a

∞∑

n=0

(
z−a
w−a

)n

=
ϕ(w)
w−a

1

1− z−a
w−a

=
ϕ(w)
w−z

y por ser la convergencia uniforme podemos permutar la integral con la suma de la serie, obte-
nemos:

h(z) =
∞∑

n=0



w
γ

ϕ(w)
(w−a)n+1 dw


(z−a)n

Igualdad que es válida para cualquierz∈D(a,ρa). Hemos probado así queh es analítica enΩ.
Por tantoh es indefinidamente derivable enΩ y su serie de Taylor centrada ena es la serie
anterior, de donde se sigue que:

h(n)(a)
n!

=
w
γ

ϕ(w)
(w−a)n+1 dw

Y comoa es cualquier punto deΩ, queda probada la igualdad (3.3) del enunciado. 2

El siguiente es uno de los resultados más sorprendentes de lateoría de funciones holo-
morfas. Para que comprendas bien su alcance conviene que tengas en cuenta los siguientes
ejemplos.

Una función real derivable una vez pero no dos veces derivable.
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Sea f : R→ R la función dada por:

f (x) =

{
−x2/2 six< 0

x2/2 six> 0

La función f es derivable y su derivada viene dada por:

f ′(x) =

{
−x si x< 0

x si x> 0

Es decir,f ′(x) = |x|, que no es derivable enx= 0.

Una función real indefinidamente derivable cuya serie de Taylor en un punto no converge
a la función.

Sea f : R→ R la función dada por:

f (x) =

{
0 six6 0

exp(−1/x2) si x> 0

La función f es indefinidamente derivable y sus derivadas enx = 0 son todas nulas,
f (n)(0) = 0 para todon∈N. Por tanto la serie de Taylor def enx= 0 es la serie nula.
Sin embargof no es nula en ningún intervalo abierto que contenga a 0.

El siguiente resultado nos dice que para funciones complejas derivables estas situaciones
no se pueden dar.

3.19 Teorema(Teorema de Taylor.). SeanΩ un abierto enC y f una función holomorfa enΩ
. Para cada a∈Ω definamos

Ra = ı́nf{|z−a| : z∈C\Ω} (Ra =+∞ si Ω = C)

Entonces para todo z∈ D(a,Ra) se verifica que

f (z) =
∞∑

n=0

cn(z−a)n (3.5)

Y para0< R< Ra los coeficientes de la serie vienen dados por

cn =
1

2πi

w
C(a,R)

f (w)
(w−a)n+1 dw (n∈N∪{0}). (3.6)

En consecuencia, la función f es analítica enΩ y para todo z∈D(a,Ra)

f (n)(z)
n!

=
1

2πi

w
C(a,R)

f (w)
(w−z)n+1 dw (n∈N∪{0}) (3.7)

Y las integrales anteriores no dependen de R.
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Demostración. Seana∈Ω y z∈D(a,Ra) fijos en lo que sigue. Es claro queRa > 0 y D(a,Ra)⊂
Ω. Tomemos 0< R< Ra fijo en lo que sigue, de manera quez∈D(a,R). Puesto queD(a,R)⊂
Ω, en virtud de la fórmula de Cauchy para una circunferencia tenemos que

f (z) =
1

2πi

w
C(a,R)

f (w)
w−z

dw z∈ D(a,R)

Podemos aplicar ahora el teorema anterior conγ =C(a,R), h= f y tomando comoϕ la restric-
ción de f a γ∗. Observa que, al aplicar dicho teorema, tenemos queρa = R, y comoz∈D(a,R)
se verifica que

f (z) =
∞∑

n=0


 1

2πi

w
C(a,R)

f (w)
(w−a)n+1 dw


(z−a)n

Lo que prueba las igualdades (3.5) y (3.6). Y también se verifican las igualdades (3.7) paraz
como caso particular de las (3.3). Puesto quez∈D(a,Ra) es cualquier punto en dicho disco,
deducimos que las igualdades obtenidas son válidas para todo z∈D(a,Ra).

Finalmente, es claro que las integrales en la igualdad (3.7) no dependen deRpues solamente
dependen, salvo una constante, del valor de las derivadas def . 2

Observa que el teorema anterior nos dice que la serie de Taylor de f convergepor lo menos
en el disco más grande centrado ena y contenido enΩ y que su suma endicho discoes f .
Por tanto, el radio de convergencia,R, de la serie de Taylor def ena es mayor o igual queRa

(R=+∞ si Ra =+∞), pero puede ocurrir queR> Ra.

Las igualdades (3.7) se conocen comofórmulas de Cauchy para las derivadas.

3.20 Corolario. Sea f una función entera. Entonces la serie de Taylor de f centrada en cual-
quier punto converge en todoC y su suma es igual a f .

El teorema de Taylor pone de manifiesto la gran diferencia quehay entre la derivabilidad
en el campo real y en el campo complejo. En el campo real podemos tener una función que
sea continua pero no derivable; derivable pero sin derivadacontinua; de claseC 1 pero no dos
veces derivable, y así sucesivamente. Esto es, si representamos porDk(I) las funciones realesk
veces derivables en un intervaloI , porC k(I) las funciones reales con derivadak-ésima continua
en I y por F A(I) las funciones reales analíticas enI , tenemos la siguiente cadena infinita de
inclusiones estrictas:

C (I) % D1(I)% C 1(I)% D2(I)% C 2(I)% · · ·% C ∞(I)% F A(I)

Pues bien, en variable compleja esta cadena infinita de conjuntos se reduce a dos:

C (Ω)% H (Ω) = F A(Ω).

En particular, este resultado nos dice que si una funciónf tiene primitiva entonces dicha
función f es holomorfa puesto que es la derivada de una función holomorfa. Por tanto, para
que una función compleja tenga primitiva debemos exigir quesea holomorfa, no sólo continua
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como ocurría en el caso real, aunque por supuesto esta condición no garantiza que la función
tenga primitiva.

El siguiente resultado es un recíproco del teorema de Cauchy–Goursat para un triángulo.

3.21 Teorema(Teorema de Morera.). SeaΩ un abierto y f una función compleja continua en
Ω. Equivalen:

(a) f es holomorfa enΩ.

(b)
w

[a,b,c,a]

f (w)dw = 0 siempre que el triángulo∆(a,b,c) esté contenido enΩ.

Demostración. La implicación(a)⇒ (b) es el teorema de Cauchy–Goursat. Veamos entonces
que(b)⇒ (a).

Seaz0 ∈ Ω y R> 0 tal queD(z0,R) ⊂ Ω. El disco es un dominio estrellado y además
la integral sobre cualquier triángulo contenido en él es cero. Esto nos permite construir una
primitiva

F(z) =
w

[z0,z]

f (w)dw paraz∈ D(z0,R)

F es una primitiva def en D(z0,R), es decir,F ′(z) = f (z) para todoz∈ D(z0,R) (la prueba
de esto es idéntica a la demostración de la existencia de primitivas en dominios estrellados,
ver teorema3.12). Luego f es en el discoD(z0,R) la derivada de una función holomorfa y,
por tanto, es ella misma holomorfa en dicho disco; en particular, f es derivable enz0. De la
arbitrariedad dez0 obtenemos quef es holomorfa enΩ. 2

Ejercicios propuestos

125. Calcula la integral
w

C(0,r)

z+1
z(z2+4)

dz donder > 0, r 6= 2.

126. Calcula
w

C(2+i,
√

2)

ezcosz
(1+z2)senz

dz.

127. Dadoa∈C, |a| 6= 1, calcula la integral
w

C(0,1)

cosz
(a2+1)z−a(z2+1)

dz.

128. Calcula las integrales:

a)
w

C(0,2a)

ez

a2+z2dz (a> 0)

b)
2πw
0

log|a+ r eit |dt 0< r < |a|
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129. Seaf una función holomorfa en un disco de centro cero y radioR> 1. Calcula

1
2πi

w
C(0,1)

f (w)
w−z

dw (z∈C, |z| 6= 1)

130. Calcula
w
γ

dz
1+z2 , dondeγ(t) = cost + i

2 sent, ∀t ∈ [−π,π].

131. Sea γ = C(a, r) y b,c ∈ C \ γ∗. Calcula todos los posibles valores de
w
γ

dz
(z−b)(z−c)

dependiendo de la posición relativa de los puntosb y c respecto deγ.

132. Calcula la integral
w
γ

cosz
z3+z

dz, paraγ =C(0,2), γ =C(0,1/2), γ =C(i/2,1).

133. Sean f una función entera,a,b∈C cona 6= b y R> máx{|a|, |b|}. Prueba que

w
C(0,R)

f (z)
(z−a)(z−b)

dz = 2πi
f (b)− f (a)

b−a
.

Deduce que toda función entera y acotada es constante.

134. Para todoz∈C, z 6=−i, definamosf (z)= log(i +z) (logaritmo principal).

a) Justifica quef es discontinua en los puntos de la formaρ− i, conρ < 0, y holomorfa
enΩ = C\{ρ− i : ρ 6 0}
b) Halla la serie de Taylor def centrada enz0 = −1+ i. Seaϕ la función suma de
dicha serie definida, naturalmente, en su disco de convergencia. Indica para qué valores
de z∈Ω se verifica quef (z) = ϕ(z).

135. Obtener el desarrollo en serie de potencias centrado en el origen de la funciónf , y cal-
cular el radio de convergencia de la serie resultante en cadauno de los siguientes casos:

a) f (z) =
z2

(z+1)2 .

b) f (z) = cos2(z).

c) f (z) = arctgz.

136. Desarrollo limitado de Taylor.Sea f una función holomorfa en un abierto que contenga
aD(a, r). Prueba que para todoz∈D(a, r) y todon∈N es:

f (z) =
n∑

k=0

f (k)(a)
k!

(z−a)k+
(z−a)n+1

2πi

w
C(a,r)

f (w)
(w−z)(w−a)n+1 dw

137. Serie binomial de Newton.Seaa∈C∗. Justifica que

(1+z)a = 1+
∞∑

n=1

a(a−1) . . . (a−n+1)
n!

zn (|z|< 1)
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138. Obtener el desarrollo en serie de potencias centrado en el origen de la funciónf , y cal-
cular el radio de convergencia de la serie resultante en cadauno de los siguientes casos:

a) f (z) = log(z2−3z+2).

b) f (z) = arcsenz.

c) f (z) = log(1+
√

1+z2).

139. Seana,b∈C, a 6= b. Definamosf (z) = log

(
z−a
z−b

)
para todoz∈ C\{a,b}.

a) Justifica quef es una función holomorfa enΩ = C\[a,b]∗.
b) Justifica que para todo camino cerradoγ enΩ se verifica que

w
γ

1
z−a

dz =
w
γ

1
z−b

dz

c) Sia= i,b= 1, calcula la serie de Taylor def enz= 0. Calcula el radio de convergencia
de dicha serie e indica dónde su suma es igual af .

140. Seaα∈C∗. Justifica que hay una única funciónf holomorfa enD(0,1) tal que

z f ′(z)+α f (z) =
1

1+z
, (z∈D(0,1))

141. Justifica que hay una única funciónf ∈H (D(0,1)) tal que exp(−z f ′(z)) = 1− z para
todoz∈D(0,1), y f (0) = 0. Calcula la serie de Taylor def centrada en 0.

142. Prueba que los coeficientescn de la serie de Taylor de

f (z) =
1

1−z−z2

centrada enz= 0 satisfacen las igualdades:c0 = c1 = 1, cn+2 = cn+1 + cn para todo
n> 0. Calcula dichos coeficientes de forma explícita descomponiendo la fracción dada en
fracciones simples. Calcula el radio de convergencia de la serie

∑
n>0cnzn. La sucesión

{cn} se llama sucesión de Fibonacci.

143. En cada uno de los siguientes casos, determinar si hay una función f ∈H (Ω) tal que para
todon∈N se tenga quef (n)(0) = an. En caso afirmativo, encontrar todas las funciones
f que verifiquen las condiciones pedidas.

a) Ω = C an = n

b) Ω = C an = (n+1)!

c) Ω = D(0,1) an = 2nn!

d) Ω = D(0, 1
2) an = nn

144. Considera las funciones complejas dadas para todoz∈C\{−i, i} por:

f (z) = log

(
z− i
z+ i

)
; g(z) = log(z− i)− log(z+ i)
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a) Estudia dónde son holomorfas las funcionesf y g.

b) ¿Dónde coincidenf y g?

c) Calcula el desarrollo de Taylor deg centrado enz= 1.

d) Justifica que la serie
∞∑

n=1

(−1)n+1(1+ i)n− (1− i)n

n2n converge (absolutamente) y

calcula su suma.

145. Definimos para todoz∈C:
F(z) = ez2

w
[0,z]

e−w2
dw

Prueba queF es una función entera y queF ′(z) = 1+2zF(z) para todoz∈C.

146. Paraz 6=−1 sea f (z) =
1
z

(
e−z− 1

1+z

)
y f (0) = 0.

a) Justifica quef es holomorfa en el abiertoC\{−1}.

b) Integra dicha función a lo largo de la frontera de la parte deldisco D(0,R) que
queda en el primer cuadrante para calcular el valor de la integral

+∞w
0

senx
x

dx

3.7. Desigualdades de Cauchy. Teoremas de Liouville, de extensión
de Riemann y de convergencia de Weierstrass

3.22 Teorema(Desigualdades de Cauchy.). SeaΩ ⊂ C un abierto, f una función holomorfa
enΩ, a un punto cualquiera deΩ y R> 0 tal queD(a,R)⊂ Ω. Entonces para todo k∈N∪{0}
se verifica que

| f (k)(a)|
k!

6
M(R)

Rk

donde M(R) = máx{| f (w)| : w∈C(a,R)∗}

Demostración. Sabemos que

f (k)(a)
k!

=
1

2πi

w
C(a,R)

f (w)
(w−a)k+1 dw

paraa∈ Ω siempre queD(a,R)⊂Ω. Pues bien, tomando módulos y usando la acotación básica
para integrales obtenemos

∣∣ f (k)(a)
∣∣

k!
6

1
2π

máx

{∣∣∣∣
f (w)

(w−a)k+1

∣∣∣∣ : w∈C(a,R)∗
}

2πR=

=
1
Rk

máx{| f (w)| : w∈C(a,R)∗}= M(R)
Rk
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2

Es interesante comparar este resultado con el teorema del valor medio para funciones reales.
El teorema del valor medio nos dice que conociendo una cota,M, de la derivada de una función
h podemos acotar el incremento de la función, esto es,

|h(x)−h(y)|6 M|x−y|

En el caso complejo, las desigualdades de Cauchy nos dicen que conociendo una cota de la
función podemos acotar a sus derivadas. Veremos pronto que estas desigualdades son las prin-
cipales responsables de que la convergencia uniforme de sucesiones de funciones holomorfas
implique que la sucesión de sus derivadas también converja uniformemente.

A partir de las desigualdades de Cauchy es fácil probar el siguiente resultado conocido
como teorema de Liouville, aunque fue Cauchy el primero en establecerlo

3.23 Teorema(Teorema de Liouville.). Toda función entera y acotada es constante.

Demostración. Seaf una función entera acotada. Entonces existe una constante positivaM de
forma que| f (z)| < M para todo número complejoz∈ C. El teorema de Taylor afirma que la
serie de Taylor def converge af en todoC.

f (z) =
∞∑

n=0

f (n)(0)
n!

zn para todoz∈ C

Puesto que para todoR> 0 el discoD(0,R) está contenido enC, las desigualdades de Cauchy
paraa= 0 conR> 0 arbitrario nos dicen que

| f (n)(0)|
n!

6
M(R)

Rn 6
M
Rn

Tomando límite ahora cuandoR→ +∞ obtenemosf (n)(0) = 0 para cualquiern> 1. Con lo
cual la serie de Taylor def centrada en 0 se reduce al términof (0). Luego f (z) = f (0) para
todoz∈C, esto es,f es constante. 2

Este resultado permite demostrar de forma sencilla el que seconoce como Teorema Fun-
damental del Álgebra cuya primera demostración diera Gaussen 1799.

3.24 Teorema(Teorema Fundamental del Álgebra.). C es un cuerpo algebraicamente cerra-
do.

Demostración. Seap(z) un polinomio con coeficientes complejos no constante. Queremos
ver quep(z) tiene alguna raíz enC. Razonamos por reducción al absurdo, supongamos que

p(z) 6= 0 para cualquierz∈ C. Consideremos en dicho caso la funciónf (z) =
1

p(z)
. Dicha

función es evidentemente entera y acotada puesto que ĺımz→∞ f (z) = 0. En estas condiciones
el teorema de Liouville afirma quef es constante, es decir,p es constante. Esta contradicción
nos dice quep(z) tiene que anularse para algúnz∈ C. 2
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3.25 Teorema.La imagen de una función entera no constante es densa en el plano. Simbóli-
camente, si f∈ H (C) es no constante entoncesf (C) =C.

Demostración. Supongamos que existe un puntoα ∈C de forma queα 6∈ f (C). Por definición
existeρ > 0 de manera queD(α,ρ)∩ f (C) = /0, o dicho de otra forma,| f (z)−α| > ρ para

cualquierz∈ C. Construimos la aplicacióng(z) =
1

f (z)−α
paraz∈ C. Es claro queg es una

función entera y además está acotada puesto que

|g(z)|= 1
| f (z)−α| <

1
ρ

para cualquierz∈ C. El teorema de Liouville afirma queg es constante, luego ha de serlo
también f en contradicción con la hipótesis. 2

3.26 Corolario. Si f es una función entera no constante y u, v son sus funcionesparte real e
imaginaria, entonces

u(C) =R y v(C) =R

Demostración. Por el teorema anterior, los conjuntosu(C) y v(C) no pueden estar mayorados
ni minorados. Puesto que ambos son conexos deR, es decir, intervalos, se sigue que deben ser
iguales aR. 2

3.27 Teorema(Teorema de extensión de Riemann.). SeanΩ ⊆ C un abierto,α∈Ω y supon-
gamos que f es holomorfa enΩ\{α}. Equivalen:

(a) f tiene una extensión holomorfa aΩ, es decir, existe una función g∈ H (Ω) tal que g(z) =
f (z) para cualquier punto de z∈ Ω, z 6= α.

(b) f tiene una extensión continua enΩ, esto es, existe h∈ C (Ω) tal que h(z) = f (z) para cada
z∈ Ω\{α}. Equivalentemente existe el límiteĺım

z→α
f (z).

(c) f está acotada en un entorno reducido deα.

(d) ĺım
z→α

(z−α) f (z) = 0.

Demostración. Es claro que(a)⇒ (b)⇒ (c)⇒ (d). Probemos, por tanto, que(d)⇒ (a). Sea
F(z) = (z−α)2 f (z) paraz 6= α, F(α) = 0. La hipótesis nos dice queF ∈ H (Ω\{α}). Como

ĺım
z→α

F(z)−F(α)
z−α

= ĺım
z→α

(z−α) f (z) = 0

deducimos queF es derivable enα con lo cualF ∈ H (Ω) y F ′(α) = 0. SeaD(α,ρ) ⊂ Ω
aplicando el teorema de Taylor y teniendo en cuenta queF(α) = F ′(α) = 0 tenemos

F(z) =
∞∑

n=2

F(n(α)
n!

(z−α)n para todoz∈ D(α,ρ)
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Sacando factor común(z−α)2 en la serie anterior, resulta que

F(z) = (z−α)2
∞∑

n=2

cn(z−α)n−2 = (z−α)2
∞∑

n=0

cn+2(z−α)n

igualdad válida paraz∈ D(α,ρ) ⊂ Ω donde hemos notadocn =
F(n(α)

n!
. De lo anterior se

deduce que paraz∈ D(α,ρ), z 6= α

f (z) =
∞∑

n=0

cn+2(z−α)n

Definimos la funcióng : Ω → C de la forma

g(z) = f (z) paraz∈ Ω\{α}
g(α) = c2

Evidentementeg es derivable enD(α,ρ), puesg es suma de una serie de potencias convergente
en dicho disco, en particular,g es derivable enα y, por tanto, es una extensión derivable def
como pretendíamos probar. 2

Por supuesto, este resultado puede enunciarse para una función derivable enΩ excepto en
un número finito de puntos deΩ.

Observa que este resultado implica que si una función es derivable en un abierto excepto en
un conjunto finito de puntos del mismo, dicha función no puedeser continua en dichos puntos,
ni siquiera puede estar acotada en un entorno de cualquiera de ellos.

3.28 Corolario. Si una función compleja es continua en un abiertoΩ y es derivable enΩ\{α}
entonces dicha función es holomorfa enΩ .

3.29 Teorema(Teorema de convergencia de Weierstrass.). SeaΩ ⊆ C un abierto, y{ fn} una
sucesión de funciones holomorfas enΩ. Supongamos que{ fn} converge uniformemente en
subconjuntos compactos deΩ. Sea f: Ω −→ C la función límite puntual

f (z) = ĺım
n→∞

{ fn(z)} (z∈ Ω)

Entonces

(i) f es holomorfa enΩ .

(ii) Para cada natural k la sucesión de las derivadas k-ésimas { f (k)n } converge uniforme-
mente en subconjuntos compactos deΩ a la derivada k-ésima f(k) de la función límite.

Demostración.

(i) Las hipótesis implican quef es continua enΩ. Sea∆(a,b,c)⊂ Ω, puesto que la integral
respeta la convergencia uniforme y[a,b,c,a]∗ ⊂ Ω es un compactow

[a,b,c,a]

fn(z)dz −→
w

[a,b,c,a]

f (z)dz
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Ahora bien
w

[a,b,c,a]

fn(z)dz = 0 ya que, por hipótesis,fn ∈ H (Ω) para cualquier naturaln. Lue-

go w
[a,b,c,a]

f (z)dz = 0

para cualquier triángulo∆(a,b,c) contenido enΩ. El teorema de Morera nos asegura quef es
holomorfa enΩ.

(ii) SeaK ⊂ Ω un compacto. Elijamos 0< ρ < dist(K,FrΩ) y sea

H = {z∈C : dist(z,K)6 ρ}

Por la forma de definirlo es claro queH es un compacto yK ⊂ H ⊂ Ω. Tomemos un punto
cualquieraa∈ K, entoncesD(a,ρ)⊂ H ⊂ Ω.

Seak∈N. Aplicando las desigualdades de Cauchy a la funciónfn(z)− f (z) en el discoD(a,ρ)
tenemos

| f (k)n (a)− f (k)(a)|6 k!
ρk máx{| fn(w)− f (w)| : w∈C(a,ρ)∗}6

6
k!
ρk máx{| fn(w)− f (w)| : w∈ H}

La convergencia uniforme de{ fn} en H nos dice que dadoε > 0 existe un naturaln0 ∈ N
de forma que paran> n0 se cumple máx{| fn(w)− f (w)| : w∈ H} 6 ε. Deducimos que para
n> n0

| f (k)n (a)− f (k)(a)|6 k!
ρk ε

Desigualdad que es válida para cualquier puntoa∈K con lo cual

máx{| f (k)n (a)− f (k)(a)| : a∈ K}6 k!
ρk ε

De donde se deduce que la sucesión{ f (k)n } converge uniformemente enK a f (k). 2

Ejercicios propuestos

147. Sea f una función entera tal que:

| f (z)| 6 A+B|z|α para todoz∈C con |z|> M

dondeA,B,α,M son constantes no negativas. Prueba quef es una función polinómica
de grado menor o igual queα.

148. Sea f una función entera no constante. Dadow∈ C, justifíquese que se cumple alguna
de las dos siguientes afirmaciones:

a) La ecuación f (z) = w tiene solución.
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b) Existe una sucesión{zn} → ∞ tal que { f (zn)} → w.

149. ¿Puede existir una funciónf ∈H (C∗) tal que| f (z)|> 1√
|z|

para todoz∈C∗?

150. Calcula
w

C(0,1)

sen(2z)
(z−π/4)2(z2+9)

dz.

151. Calcula
w

C(0,r)

dw
(w−a)(w−b)m dondem∈N y |b|< r < |a|.

152. Prueba que la serie
∑

n>1

e−nsen(nz) converge uniformemente en subconjuntos compactos

deΩ = {z∈C : |Imz|< 1} y calcula su suma.

153. Prueba que toda función entera que no tome valores reales es constante.

154. Sea f una función entera verificando:

f (z) = f (z+1) = f (z+ i), ∀z∈ C.

Prueba quef es constante.

155. Seanf y g dos funciones enteras cuya composición es constante. ¿Qué se puede afirmar
sobref y g?.

156. Sea f ∈ H(D(0,1)) tal que | f (z)| 6 1
1−|z| (|z| < 1). Prueba que

| f (n)(0)|6 e(n+1)! para todon∈N

.

157. Sea f una función entera tal quef (z) = f ( f (z)) para todoz∈C. ¿Qué puede afirmarse
de f ?

158. Calcula la integral
w
γ

ez dz
z(1−z)3 paraγ =C(1/4,1/2), γ =C(1,1/2), γ =C(2,3).

159. Calcula la integral
w
γ

coszdz
z2(z−1)

paraγ =C(0,1/3), γ =C(1,1/3), γ =C(0,2).

160. Dadon∈ N, calcula las siguientes integrales:

w
C(0,1)

senz
zn dz ;

w
C(0,1)

ez−e−z

zn dz ;
w

C(1, 1
2)

logz
zn dz

161. Se considera la sucesión de funciones dada porfn(z) =
1
n

sen(nz). Justifica que{ fn}
converge uniformemente enR pero no converge uniformemente en ningún subconjunto
abierto deC.
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162. Probar que la serie
∑

n>1

zn

1−zn converge enD(0,1) y que su suma es una función holo-

morfa.

3.8. Cálculo de integrales de línea de campos vectoriales

Podemos utilizar la integración de funciones complejas para calcular algunas integrales de
línea de campos vectoriales de dos variables. De hecho, calcular una integral de línea compleja
equivale a calcular dos integrales de línea reales.

Pongamosf (z) = f (x+ iy) = u(x,y)+ iv(x,y) y γ(t) = x(t)+ iy(t) dondea6 t 6 b. Tene-
mos que

w
γ

f (z)dz =

bw
a

f
(
γ(t)

)
γ ′(t)dt =

bw
a

(
u
(
x(t),y(t)

)
+ i v

(
x(t),y(t)

))(
x′(t)+ iy ′(t)

)
dt =

=

bw
a

(
u
(
x(t),y(t)

)
x′(t)−v

(
x(t),y(t)

)
y′(t)

)
dt + i

bw
a

(
u
(
x(t),y(t)

)
y′(t)+v

(
x(t),y(t)

)
x′(t)

)
dt =

=
w
γ

u(x,y)dx −v(x,y)dy + i
w
γ

v(x,y)dx +u(x,y)dy =
w
γ

F.dr + i
w
γ

G.dr (3.8)

Donde las dos últimas integrales son las integrales de líneade los campos vectoriales de
dos variablesF(x,y) =

(
u(x,y),−v(x,y)

)
, G(x,y) =

(
v(x,y),u(x,y)

)
a lo largo del camino

γ(t) = (x(t),y(t)).

Hemos obtenido que:

w
γ

F.dr =
w
γ

u(x,y)dx −v(x,y)dy = Re



w
γ

f (z)dz


 (3.9)

w
γ

G.dr =
w
γ

v(x,y)dx +u(x,y)dy = Im



w
γ

f (z)dz


 (3.10)

Recuerda que un campo vectorialH(x,y) =
(
P(x,y),Q(x,y)

)
se dice que eslocalmente con-

servativo en un abiertoΩ, si para todo(x,y)∈Ω se verifica que
∂P
∂y

(x,y) =
∂Q
∂x

(x,y).

Si la función f es holomorfa enΩ, las ecuaciones de Cauchy–Riemann paraf equivalen a
que los dos campos vectorialesF(x,y) =

(
u(x,y),−v(x,y)

)
y G(x,y) =

(
v(x,y),u(x,y)

)
sean

localmente conservativos enΩ.

Se trata ahora de invertir este proceso. Dado un campo vectorial H(x,y) =
(
P(x,y),Q(x,y)

)

de claseC 2 y localmente conservativo en un abiertoΩ, comprobamos que el campoJ(x,y) =(
Q(x,y),−P(x,y)

)
también es localmente conservativo enΩ. En tal caso, la función

f (x+ iy) = Q(x,y) + iP(x,y) es holomorfa enΩ. Haciendo en lo anterioru(x,y) = Q(x,y),
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v(x,y) = P(x,y) resulta, como caso particular de (3.10), que:

w
γ

H.dr =
w
γ

P(x,y)dx +Q(x,y)dy = Im



w
γ

f (z)dz




Para calcular la última integral hay que expresarf (z) = Q(x,y)+ iP(x,y) en función dez=
x+ iy y utilizar técnicas de integración compleja.

Naturalmente, la función−i f (x+ iy) = P(x,y)− iQ(x,y) también es holomorfa y se tiene,
como caso particular de (3.9), que:

w
γ

H.dr =
w
γ

P(x,y)dx +Q(x,y)dy = Re


−

w
γ

i f (z)dz




Ejercicios propuestos

163. a) Justifica que siϕ es una primitiva def (z) = Q(x,y)+ iP(x,y) en un dominioΩ, en-
tonces Im(ϕ) es una función potencial paraH(x,y) =

(
P(x,y),Q(x,y)

)
enΩ.

b) Justifica que siϕ es una primitiva def (z) = P(x,y)− iQ(x,y) en un dominioΩ, en-
tonces Re(ϕ) es una función potencial paraH(x,y) =

(
P(x,y),Q(x,y)

)
enΩ.

164. Sea el campo vectorialF(x,y) =
(

2−y
(x−1)2+(y−2)2 ,

x−1
(x−1)2+(y−2)2

)
definido en

el dominioΩ = R2\{(1,2)}.

a) Calcula
w
γ

F.dr dondeγ = C((1,2), r) es la circunferencia de centro(1,2) y radio

r > 0.

b) Calcula una función potencial deF en el semiplanoA= {(x,y) : y> 2}.

165. Sea el campo vectorialF(x,y) =
( −y
(x−1)2+y2 ,

x2+y2−x
(x−1)2+y2

)
definido en el dominio

Ω = R2\{(1,0)}.

a) Calcula
w
γ

F.dr dondeγ = C((1,0), r) es la circunferencia de centro(1,0) y radio

r > 0. .

b) Calcula una función potencial deF en el semiplanoA= {(x,y) : y> 0}.

166. Calcula una función potencial del campo vectorialF(x,y) =
(

1
2

log(x2+y2),−arctg
y
x

)

en el dominioΩ = {(x,y) : x> 0}.
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Capı́tulo4

Propiedades locales. Prolongación analı́tica.
Funciones armónicas

Introducción

En este capítulo vamos a ver que en algunos aspectos las funciones holomorfas se com-
portan localmente de forma parecida a las funciones polinómicas. Ello se debe, naturalmente,
a que las funciones holomorfas son analíticas y, por tanto, localmente, son límites uniformes
de sucesiones de funciones polinómicas (sus polinomios de Taylor). Los resultados principales
de este capítulo son generalizaciones para funciones holomorfas de resultados conocidos para
funciones polinómicas. Por ejemplo, es sabido que si dos funciones polinómicas de gradon
coinciden en un punto junto con sus derivadas hasta la de orden n inclusive, entonces dichas
funciones son idénticas. La generalización para funcionesholomorfas de este resultado afirma
que si dos funciones holomorfas en un dominio coinciden ellas y todas sus derivadas en un
punto entonces ambas funciones son idénticas (teorema4.1).

El estudio del módulo de una función holomorfa lleva de formanatural a introducir las
funciones subarmónicas. Los resultados hasta aquí obtenidos para las funciones holomorfas se
aplican para probar con comodidad importantes resultados para funciones armónicas.

4.1. Ceros de funciones holomorfas. Principio de identidad

Es sabido que una función polinómicap(z) tiene un cero de ordenk en un puntoa∈C,
si dicha función y todas sus derivadas, hasta la de ordenk−1 inclusive, se anulan ena y la
derivada de ordenk no se anula ena. Además, si una función polinómicap(z) tiene un cero de
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ordenk en un puntoa entonces dicha función factoriza en la formap(z) = (z−a)kq(z) donde
q(z) es una función polinómica que no se anula ena. No es posible extender este concepto de
orden de un ceroa funciones reales no polinómicas.

Por ejemplo, la función real de variable real

f (x) = e−1/x2
si x 6= 0

f (0) = 0

es de claseC ∞ enR. Tanto f como todas sus derivadas se anulan en 0. ¿Debemos decir quef
tiene un cero de“orden infinito” ena= 0?

Los ceros de una función polinómica son, evidentemente, un conjunto de puntos aislados
enC. Consideremos la función

g(x) = x3 sen
1
x

si x 6= 0

g(0) = 0

Tenemos queg es de claseC 1 en R y se anula en 0 y en todos los puntos de la sucesión
xn = 1/nπ. Por tanto, en cualquier entorno de 0 hay infinitos ceros deg, es decir el conjunto de
los ceros deg tiene a 0 como punto de acumulación.

En contraste con esta situación, vamos a ver que los ceros de las funciones holomorfas
pueden caracterizarse de forma parecida a los ceros de las funciones polinómicas. El resultado
principal es el siguiente.

4.1 Teorema.SeanΩ un dominio enC, f una función holomorfa enΩ y

Z( f ) = {z∈ Ω : f (z) = 0}

el conjunto de los ceros de f enΩ. Equivalen:

(a) El conjunto Z( f ) tiene un punto de acumulación enΩ, es decir, Z( f )′∩Ω 6= /0.

(b) Existe un punto a∈ Ω tal que f(k)(a) = 0 para todo k∈ N∪{0}.

(c) f es la función constante cero enΩ.

Demostración.

(a)⇒(b) Por hipótesis hay algún puntoa∈ Z( f )′∩Ω. Seaρ > 0 tal queD(a,ρ)⊂ Ω. Existe
una sucesión de puntosan∈D(a,ρ) conan 6= apara todon∈N y {an}→ a. El teorema de Taylor
afirma que

f (z) = f (a)+
∞∑

n=1

cn(z−a)n para todoz∈ D(a,ρ)

siendocn =
f (n(a)

n!
.

En primer lugar, por la continuidad def , tenemos quef (a) = ĺım{ f (an)}= 0.
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Volvemos a escribir la serie teniendo en cuenta quef (a) = 0 y dividimos porz−a con lo
que

f (z)
z−a

= c1+

∞∑

n=2

cn(z−a)n−1 para todoz∈ D(a,ρ)\{a}

Pongamosg1(z) =
∞∑

n=2

cn(z−a)n−1, función que es holomorfa enD(a,ρ) y g1(a) = 0. Con ello

f (z)
z−a

= c1+g1(z)

Evaluando enan obtenemos 0= c1+g1(an) y, tomando límites deducimos que

0= c1+ ĺımg1(an) = c1+g1(a) = c1

Hemos obtenidoc1 = 0. Razonemos por inducción sobrek. Supuesto probado quec j = 0 para
j = 1, . . . ,k, podemos escribir

f (z)
(z−a)k+1 = ck+1+

∑

j=k+2

c j(z−a) j−k−1 para todoz∈ D(a,ρ)\{a}

De nuevo llamamosgk+1(z) =
∑

j=k+2

c j(z−a) j−k−1, evaluamos la igualdad anterior enz= an y

tomamos límites para obtener

0= ck+1+ ĺım
n→∞

gk+1(an) = ck+1

luegock+1 = 0 y, por inducción, concluimos queck = 0 para todok∈N∪{0} como queríamos
probar.

(b)⇒(c) LlamemosA = {z∈ Ω : f (k)(z) = 0, para todok ∈ N∪{0}}. A no es vacío por
hipótesis y es inmediato queA es cerrado relativo aΩ puesto que es intersección de cerrados
relativos

A=

∞⋂

k=0

{z∈ Ω : f (k)(z) = 0}

Seaa∈ A y tomemosρ > 0 tal queD(a,ρ)⊂ Ω. El teorema de Taylor afirma que

f (z) =
∞∑

n=0

f (k)(a)
n!

(z−a)n para todoz∈ D(a,ρ)

luego f (z) = 0 para todoz∈ D(a,ρ) con lo cual f (k)(z) = 0 para todoz∈ D(a,ρ) y para
cualquierk ∈ N∪{0}. Esto último implica queD(a,ρ) ⊂ A, luegoA es abierto. Por conexión
A= Ω

(c)⇒(a) Es evidente. 2

Con frecuencia el resultado anterior no se interpreta correctamente. Considera los siguien-
tes casos.
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La función senz es entera y tiene infinitos ceroszn = nπ pero el conjunto de ellos no tiene
puntos de acumulación.

La función sen
1
z

es holomorfa en el dominioC∗ y sus ceros
1
nπ

se acumulan en 0 queno

pertenece aC∗.

A continuación enunciamos uno de los resultados más útiles de la teoría de funciones ho-
lomorfas. Este resultado afirma, en particular, que los valores de una función holomorfa en
un dominio están determinados de forma única por los valoresque dicha función toma en los
puntos de una sucesión que converja a un punto del dominio.

4.2 Teorema(Principio de identidad para funciones holomorfas.). Si dos funciones holomorfas
en un dominioΩ coinciden en un subconjunto deΩ que tiene algún punto de acumulación en
Ω entonces dichas funciones coinciden enΩ .

Demostración. Seanf ,g∈ H (Ω) dondeΩ es un dominio. Llamemosh= f −g. La hipótesis
nos dice queZ(h)′∩Ω 6= /0 y, por el resultado anterior,h es idénticamente nula, esto es,f (z) =
g(z) paraz∈ Ω . 2

4.3 Corolario. SeaΩ ⊆ C un dominio, f∈ H (Ω) una función no idénticamente nula enΩ .
Sea

Z( f ) = {z∈ Ω : f (z) = 0}
el conjunto de los ceros de f enΩ. Entonces:

(i) Todo punto de Z( f ) es un punto aislado de Z( f ).

(ii) Z ( f ) es numerable.

Demostración.

(i) Las hipótesis implican por el resultado anterior queZ( f ) no tiene ningún punto de acumu-
lación enΩ,lo que implica la afirmación(i) del enunciado.

(ii) Basta tener en cuenta que todo abierto enC es unión numerable de compactos y que siK
es un compacto contenido enΩ entonces el conjuntoZ( f )∩K es finito. 2

4.4 Definición(Orden de un cero.). Sea f una función holomorfa y no idénticamente nula en
un dominioΩ y supongamos quef tiene un cero en un puntoa∈Ω. Como consecuencia del
teorema4.1, sabemos que alguna derivada def no se anula ena. Seak=mı́n{n∈N : f (n)(a) 6=
0}. Decimos entonces quef tiene ena un cero de ordenk.

El siguiente resultado pone de manifiesto que los ceros de unafunción holomorfa permiten
factorizar dicha función de forma análoga a como factorizanlas funciones polinómicas.

4.5 Teorema(Caracterización del orden de un cero.). Sea f una función holomorfa no idén-
ticamente nula en un dominioΩ. Dado a∈ Ω, se verifica que f tiene en a un cero de orden k
si, y sólo si, existe una función holomorfa enΩ, g, de forma que g(a) 6= 0 y f(z) = (z−a)kg(z)
para todo z∈ Ω.
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Demostración. Supongamos que existeg holomorfa enΩ cong(a) 6= 0 y f (z) = (z−a)kg(z).
Tomamosρ > 0 de tal forma queD(a,ρ) ⊂ Ω. El teorema de Taylor nos permite escribirg
como suma de su serie de Taylor

g(z) =
∞∑

n=0

αn(z−a)n z∈ D(a,ρ)

Se cumple queα0 6= 0 puesto queg(a) 6= 0. Con lo cual

f (z) =
∞∑

n=0

αn(z−a)n+k paraz∈ D(a,ρ)

Ya que el desarrollo de Taylor de una función holomorfa es único tenemos quef (q)(a) = 0 para

todo 06 q6 k−1 y α0 =
f (k)(a)

k!
6= 0, esto es,f (k)(a) 6= 0. Hemos obtenido quef tiene ena

un cero de ordenk.

Recíprocamente, seaa un cero de ordenk de f , es decir,

f (z) =
∞∑

n=k

cn(z−a)n para todoz∈ D(a,ρ)⊂ Ω

conck 6= 0. Consideremos la funcióng : Ω → C definida por

g(a) = ck

g(z) =
f (z)

(z−a)k z∈ Ω\{a}

Claramenteg es holomorfa enΩ\{a} y como

g(z) =
∞∑

n=k

cn(z−a)n−k para todoz∈ D(a,ρ)

deducimos queg es holomorfa enD(a,ρ) y, en particular, es derivable ena. Luegog es holo-
morfa enΩ. Además se cumple quef (z) = (z−a)kg(z) paraz∈ Ω y g(a) 6= 0. 2

4.6 Teorema(Regla de L’Hôpital.). Sean f , g dos funciones holomorfas no idénticamente
nulas en un dominioΩ. Supongamos que f(a) = g(a) = 0 en un punto a∈Ω. Entonces

ĺım
z→a

f (z)
g(z)

= ĺım
z→a

f ′(z)
g′(z)

Demostración. Por el anterior corolario, puesto quef no es idénticamente nula, existem∈N
tal que f (z) = (z−a)mF(z) conF una función holomorfa enΩ cumpliendoF(a) 6= 0. Análoga-
mente parag existen∈ N y una función holomorfa enΩ, G, de forma queg(z) = (z−a)nG(z)
con G(a) 6= 0. Además existe un discoD(a,ρ) ⊂ Ω tal queg(z) 6= 0 y g′(z) 6= 0 paraz∈
D(a,ρ)\{a}. Paraz∈D(a,ρ)\{a} tenemos que

f (z)
g(z)

=
(z−a)mF(z)
(z−a)nG(z)

,
f ′(z)
g′(z)

= (z−a)m−nmF(z)+ (z−a)F ′(z)
nG(z)+ (z−a)G′(z)

Tomando límites paraz→ a obtenemos:
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Si m= n el valor común de ambos límites esF(a)/G(a).

Si m> n ambos límites son nulos.

Si m< n ambos límites son∞.

Ejercicios propuestos

167. Sea f una función entera verificando que ĺım
z→∞

f (z) =∞. Prueba quef es una función

polinómica.

168. Seanf y g dos funciones enteras no constantes verificando que| f (z)| 6 |g(z)| para todo
z∈ C. ¿Qué se puede afirmar sobref y g?.

169. Sea f una función entera no constante verificando que| f (z)| = 1 para todoz∈C con
|z|= 1. Prueba quef es de la formaf (z) = αzn donden es un número natural y|α|= 1.

170. En cada uno de los siguientes casos, decidir si existe una función f holomorfa en un
entorno del origen, verificando quef (1/n) = an para todo número naturaln suficiente-
mente grande:

a) a2n = 0, a2n−1 = 1

b) a2n = a2n−1 =
1
2n

.

c) an =
n

n+1
.

171. Comprueba que la función

f (x+ iy) = e−x(xseny−ycosy)+ i e−x(yseny+xcosy)

es entera y exprésala únicamente por medio de la variable complejaz= x+ iy.

172. Sabido que la función

f (x+ iy) = coshysenx(xexcosy−yex siny)−cosxsenhy(yex cosy+xex seny)+

+ i
(

coshysenx(yex cosy+xex seny)+cosxsenhy(xex cosy−yex seny)
)

es una función entera, exprésala únicamente por medio de la variable complejaz= x+ iy.

173. Seaf una función entera tal quef (R)⊆ R. Prueba quef (z) = f (z) para todoz∈C.

174. SeaΩ un dominio enC. Justifica que el anilloH (Ω) de las funciones holomorfas enΩ
es un dominio de integridad, es decir, no tiene divisores de cero.

175. Sean f y g funciones holomorfas en un dominioΩ. Supongamos que hay una suce-
sión {an} de puntos deΩ que converge a un puntoa∈Ω con an 6= a y f ′(an)g(an) =
g′(an) f (an) para todon∈N. Prueba que las funcionesf y g son linealmente dependien-
tes.
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176. Seaf una función holomorfa en el disco unidad verificando quef (0) = 0. Prueba que la

serie
∑

n>1

f (zn) converge en el disco unidad y que su suma es una función holomorfa en

dicho disco.

177. Da un ejemplo de dos funciones holomorfas en un dominio acotado que coincidan en
infinitos puntos del mismo y no sean idénticas. Considera también el caso de que el
dominio no sea acotado.

4.2. Prolongación analítica

En el capítulo 2 se dijo algo sobre las llamadas “funciones multiformes” complejas (tam-
bién llamadas “funciones multivaluadas”). Las funciones multiformes que conocemos proce-
den de resolver ecuaciones que no tienen solución única. Porejemplo, la función multiforme
raíz n-ésima compleja, dada porz 7→ [z1/n] procede de resolver la ecuaciónwn = z; y la función
multiforme logaritmo complejo, dada porz 7→ Log(z) para todoz 6= 0, procede de resolver la
ecuación ew = z. En general, sif es una función compleja no inyectiva, la aplicación que a
cada valorz en la imagen def hace corresponder el conjunto de puntos dondef toma dicho
valor, z 7→ f−1(z), es una correspondencia, es decir, una función multiforme.Sucede que no
todas las funciones multiformes complejas son de este tipo.En lo que sigue vamos a ver un
procedimiento muy natural de extender analíticamente una función holomorfa dada que nos va
a llevar a considerar funciones multiformes complejas muy generales.

Para empezar, considera la serie de potencias
∑

n>0

zn que tiene radio de convergencia 1 y

define una función analítica enD(0,1) dada por:

f (z) =
∞∑

n=0

zn, (|z|< 1)

La serie que define af no converge para|z|> 1, es decir, la función así definida no tiene sentido
paraz 6∈D(0,1). Sin embargo, hay una función analítica que está definida en un dominio mucho

más grande queD(0,1) y que extiende af . Seguro que la conoces: la funciónh(z) =
1

1−z
que es analítica en el dominioΩ = C \{1}. ClaramenteD(0,1) ⊂ Ω y f (z) = h(z) para todo
z∈D(0,1). Esto es, la funciónh extiende af a un dominio mucho más grande que el disco
D(0,1) en el que vivef .

Consideremos ahora que tenemos una función analítica definida por una serie de potencias
convergente en un cierto disco:

f (z) =
∞∑

n=0

an(z−a)n, (|z−a|< R)

Esta situación no es artificial, con frecuencia la solución de muchos problemas de la física
matemática viene dada por una función analítica definida porsu serie de potencias. Es natural
preguntarse si dicha función puede prolongarse mas allá deldisco donde está inicialmente
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definidasin perder la analiticidad. Si lo piensas un poco, caerás en que hay un procedimiento
natural para tratar de extenderf de forma analítica, pues las funciones analíticas vienen dadas
localmente por series de potencias. Entonces, la idea es considerar un punto cualquierab 6= a
en el discoD(a,R) donde inicialmente está definidaf y desarrollar f en serie de potencias
centrada enb. De esta forma obtenemos una nueva serie de potencias

∑
bn(z−b)n con radio

de convergenciaRb > 0 que define una función:

f1(z) =
∞∑

n=0

bn(z−b)n, (|z−b|< Rb)

tal que f1(z) = f (z) para todoz∈D(a,R)∩D(b,Rb). Puede ocurrir que el discoD(b,Rb) se
salga fuera del discoD(a,R). En tal caso, la funciónF : D(a,R)∪D(b,Rb)→ C dada por:

F(z) =

{
f (z), paraz∈D(a,R);
f1(z), paraz∈D(b,Rb).

es una extensión analítica def al dominioD(a,R)∪D(b,Rb). Lo más interesante es que esta
es laúnicaposible extensión def a dicho dominio como se deduce fácilmente del principio de
identidad. Podemos repetir ahora conf1 este mismo proceso y así podríamos continuar indefi-
nidamente (al menos en teoría). De esta forma lo que obtenemos es una colección de series de
potencias con sus discos de convergencia, la unión de los cuales es un abierto en el que pode-
mos definir una “función” que “prolonga analíticamente” a lafunción inicial. Puede ocurrir que
la “función” así obtenida no sea una verdadera función sino una correspondencia, es decir, una
función multiforme. Resulta así que las funciones multiformes complejas aparecen de manera
completamente natural en el proceso de prolongación analítica. Precisemos conceptos.

4.2.1. Prolongación analítica a lo largo de curvas

Llamaremoselemento de funcióna un par( f ,D) dondeD es un disco abierto yf ∈H (D).
Dos elementos de función( f0,D0), ( f1,D1) se dice que sonprolongación analítica directa
uno de otro siD0∩D1 6= Ø y f0(z) = f1(z) para todoz∈D0∩D1. En tal caso escribiremos

( f0,D0)∼ ( f1,D1) (4.1)

La relación así definida es claramente simétrica pues( f0,D0)∼ ( f1,D1) significa exactamente
lo mismo que( f1,D1)∼ ( f0,D0). Es importante observar que si( f0,D0)∼ ( f1,D1) y ( f0,D0)∼
(g1,D1) entoncesf1 = g1. Pues se tiene que para todoz∈D0∩D1 es f1(z) = f0(z) = g1(z), y,
por el principio de identidad, se sigue quef1(z) = g1(z) para todoz∈D1. En otras palabras, una
prolongación analítica directa de un elemento de función está determinada de manera única por
dicho elemento.

Unacadena de discoses un conjunto finito de discos abiertosC = {D0,D1, . . . ,Dn} tales
queDk−1∩Dk 6= Ø parak = 1,2, . . . ,n. Dado un elemento de función( f0,D0), supongamos
que hay elementos( fk,Dk) tales que( fk−1,Dk−1) ∼ ( fk,Dk) parak = 1,2, . . . ,n. Entonces se
dice que( fn,Dn) es una prolongación analítica de( f0,D0) a lo largo de la cadena de discos
C = {D0,D1, . . . ,Dn}. Puesto que cada funciónfk está determinada de manera única porfk−1,
deducimos quefn está determinado de forma única porf0 y C .
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Es interesante observar que en este proceso de prolongacióncada funciónfk solamente está
obligada a “guardar memoria” de la que le precedefk−1, pero puede ocurrir queD0∩Dn 6= Ø
y las funcionesf0 y fn no coincidan en dicho conjunto. Esto se debe a que la relación(4.1) no
es transitiva. El siguiente ejemplo es ilustrativo de lo quepuede pasar.

4.7 Ejemplo.

Vamos a partir del elemento de función( f0,D0)
dondeD0 = D(1,1) y f0 es la rama holomor-
fa de la raíz cuadrada enD0 que verifica
f0(1) = 1. ComoD0 ⊂ C∗\R−, sabemos que
dicha rama viene dada por el valor principal de
la raíz cuadradaf0(z) =

√
z. Puesto queD1 ⊂

C∗\R− podemos tomar tambiénf1(z) =
√

z,
con lo que es evidente quef0(z) = f1(z) para
todo z∈ D0 ∩ D1. Sin embargo enD2 no po-
demos tomar la rama de la raíz cuadrada que
viene dada por el valor principal pues dicha ra-
ma ni siquiera es continua enD2. Tenemos que
tomar una rama holomorfa de la raíz cuadrada
enD2 que coincida conf1 en la intersección de
D1∩D2.

b

b

b

b

b

b

a

b

1

i

−1

−i

D0

D1

D2

D3

Figura 4.1. Prolongación analítica

ComoD2 ⊂ C∗\R+, una rama holomorfa enD2 viene dada porf2(z) =
√

|z|ei
arg0(z)

2 donde
arg0 es la rama del argumento que toma valores en[0,2π[ (ver proposición2.42). De hecho,
f2 es holomorfa enC∗\R+. En el dominioD1∩D2 tenemos ahora dos ramas holomorfas de
la raíz cuadradaf1 y f2. En dicho dominio ambas ramas o bien coinciden o son opuestas(ver
corolario2.40). Tomandoa= (−1+ i)/2 tenemos quef1(a) = f2(a) = 1√

2
ei3π/8. Concluimos

que f1 y f2 coinciden enD1∩D2 (de hecho, dichas funciones coinciden en todo el semiplano
superior). ComoD3 ⊂C∗\R+ podemos tomarf3(z) = f2(z). Hemos formado así una cadena de
elementos de función( fk,Dk), k = 0,1,2,3 en la que cada elemento es prolongación analítica
directa del que le precede. ComoD3∩D0 6= Ø es natural preguntarse sif0 y f3 coinciden en
dicha intersección. Tomandob= (1− i)/2 tenemos que

f3(b) =
1√
2

ei7π/8 =
1√
2

ei(π−π/8) =− 1√
2

e−iπ/8

y f0(b) = 1√
2

e−iπ/8. Concluimos quef0(z) =− f3(z) enD0∩D3 (de echo,f0(z) =− f3(z) para
todozen el semiplano inferior).

Si ahora queremos obtener una prolongación analítica directa de( f3,D3) a D4 = D0 de-

bemos tomar enD0 la rama f4(z) =
√
|z|ei argπ(z)

2 donde argπ es la rama del argumento que
toma valores en[π,3π[. Observa quef4 coincide conf3 en el semiplano inferior, por lo que
f4(b) =− f0(b). Concluimos quef4(z) =− f0(z) para todoz∈D0.

En resumen, hemos partido de una rama holomorfa de la raíz cuadrada y después de “dar
una vuelta alrededor del origen” por medio de una cadena de prolongaciones analíticas directas,
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hemos llegado a otra rama holomorfa de dicha función distinta de la inicial. Esto se expresa
diciendo que el 0 es un “punto de ramificación” de la raíz cuadrada. Precisaremos este concepto
más adelante.

Podemos seguir este proceso de prolongación tomandoD5 = D1 y f5 = f4. EnD6 = D2 to-

mamosf6(z) =
√

|z|ei
arg2π(z)

2 donde arg2π es la rama del argumento que toma valores en[2π,4π[.
EnD7 = D3 tomamosf7 = f6. Como

f7(b) =
1√
2

ei15π/8 =
1√
2

e−iπ/8 = f0(b)

Concluimos quef7 y f0 coinciden enD0∩D7.

Si ahora queremos obtener una prolongación analítica directa de( f7,D7) a D8 = D0 de-

bemos tomar enD0 la rama f8(z) =
√

|z|ei
arg3π(z)

2 donde arg3π es la rama del argumento que
toma valores en[3π,5π[. Observa quef8 coincide conf7 en el semiplano inferior, por lo que
f8(b) = f0(b). Concluimos quef8(z) = f0(z) para todoz∈D0.

Es decir, después de dar dos vueltas alrededor del origen poruna cadena de elementos
{( fk,Dk)} 06 k6 8, cada uno prolongación analítica directa del que le precede, regresamos a
la rama inicial. �

4.8 Definición. Sea( f0,D0) un elemento de función,γ : [0,1]→C una curva con punto inicial
γ(0) que es el centro del discoD0. Supongamos que hay elementos de función( fk,Dk) 06 k6 n
y una particiónt0 = 1< t1 < t2 < · · ·< tn = 1 tal queγ(1) es el centro deDn y

γ([ti−1, ti ])⊂ Di−1 16 i 6 n

y tal que( fn,Dn) es una prolongación analítica de( f0,D0) a lo largo de la cadena de discos
C = {D0,D1, . . . ,Dn}, se dice entonces que( f0,D0) puede prolongarse analíticamente a lo
largo de γ y que( fn,Dn) es laprolongación analítica de( f0,D0) a través deγ.

b

b
b

b

b

b

b

γ(0)

γ(1)

γ(t1) γ(t2)

γ(tk)
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Aunque en la definición anterior hay muchos datos, lo importante es que la prolonga-
ción analítica a lo largo de una curvaγ está determinada de forma única por el elemento de
función inicial ( f0,D0) y la propia curva, en el sentido de que si( fn,Dn) es una prolonga-
ción analítica de( f0,D0) a través deγ según la cadena de discosC1 = {D0,D1, . . . ,Dn}, y
si (gm,Dm) es una prolongación analítica de( f0,D0) a través deγ según la cadena de discos
C2 = {D0,D1, . . . ,Dm}, entoncesfn = gm enDn∩Dm. De hecho, comoDn y Dm son discos con
el mismo centro y las funcionesfn y gm son analíticas, si coinciden en el disco más pequeño
entonces ambas coinciden en el disco más grande y podemos considerar que ambas funciones
están definidas en dicho disco y coinciden.

En el ejemplo4.7 el elemento( f4,D4) es la prolongación analítica de( f0,D0) a través de
la curvaγ(t) = ei2πt , 0 6 t 6 1. En el mismo ejemplo, el elemento( f8,D8) = ( f0,D0) es la
prolongación analítica de( f0,D0) a través de la curvaγ(t) = ei4πt , 06 t 6 1.

Observación.No siempre es posible prolongar un elemento dado de función.Por ejemplo, el
elemento de función( f ,D(0,1)) donde

f (z) =
∞∑

n=0

zn! (|z|< 1)

no puede prolongarse fuera del disco unidad porque para todonúmero racionalr∈Q se verifica
que ĺım

r→1
r<1

f (ρeir ) = ∞, es decir,f tiene límite radial infinito en todo punto de la circunferencia

unidad de la forma eir conr∈Q y tales puntos forman un conjunto denso enC(0,1)∗.

4.2.2. Funciones multiformes analíticas. Puntos de ramificación

Unafunción analítica en el sentido de Weierstrasses la colección de todos los elementos
de función que pueden obtenerse por prolongación analíticaa partir de un elemento de función
dado. SiF es una función analítica en sentido de Weierstrass, su dominio es el abiertoΩ
formado por la unión de todos los discos de convergencia de sus elementos de función (puede
probarse queΩ es un dominio). Para cada puntoz∈Ω se defineF (z) como el conjunto de
valores que toman enz los elementos de función deF cuyo disco de convergencia contiene az.
Por tanto, una función analítica en el sentido de Weierstrass es una “correspondencia analítica”.
Vamos a darle la vuelta a esta situación y a precisar la expresión “correspondencia analítica”.

4.9 Definición. SeaF una función multiforme (correspondencia) compleja definida en un
dominioΩ ⊂ C. Diremos queF es holomorfa o analítica enΩ si:

a) Para cada puntoz∈Ω hay un un disco,Dz, centrado enz y un elemento de función( f ,Dz)
que es una rama holomorfa deF (diremos que estos elementospertenecena F y quez es el
centrodel elemento( f ,Dz)).

b) Dos elementos cualesquiera deF son prolongación analítica uno de otro a través de alguna
curva enΩ.

c) Todo elemento de función que puede ser obtenido por prolongación analítica de un elemento
deF es también un elemento deF .

d) Todo elemento( f ,Dz) deF puede prolongarse analíticamente a lo largo de cualquier curva
contenida enΩ cuyo punto inicial seaz.
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La condiciónb) se pone para evitar, por ejemplo, funciones multiformes quepudieran aso-
ciar a cadaz∈C∗ sus raíces cuadradas y también sus raíces cúbicas. La condición c) se pone
para evitar, por ejemplo, funciones multiformes que a cadaz∈C∗ asignaran cuatro de sus raíces
octavas.

Con esta definición las correspondenciasF (z) = Log(z) y G(z) = [z1/n] son holomorfas en
C∗.

4.10 Definición. SeaF una correspondencia holomorfa cuyo abierto de definición esΩ.

• Se dice que un puntoa es unpunto singular aisladodeF , si hay un discoD(a, r) tal que
D(a, r)\{a} ⊂ Ω.

• Un punto singular aislado,a, se dice que es unpunto de ramificación de ordenn−1 de
F si la prolongación analítica de cualquier elemento deF a lo largo de una curva del tipo
γ(t) = a+ ρei2πnt dondet ∈ [0,1] termina en el mismo elemento de partida yn es el menor
número natural con dicha propiedad. Si la prolongación analítica a lo largo de curvas del tipo
γ(t) = a+ρei2πnt dondet ∈ [0,1] no conduce nunca al mismo elemento de partida se dice que
a es un punto de ramificación logarítmico o de orden infinito deF .

• Se dice que∞ es un punto de ramificación deF si 0 es un punto de ramificación deG
dondeG(z) = F (1/z)

Con un poco más de detalle:

Un punto singular aislado deF es un puntoa que no es centro de ningún elemento deF ,
es decir, no es posible prolongar analíticamente ningún elemento deF a través de una curva
que pase por dicho punto, pero hay un discoD(a, r) tal que todo puntoz∈D(a, r) conz 6= a es
centro de un elemento deF .

Un punto de ramificación de ordenn−1 deF es un punto singular aisladoa tal que hay
un discoD(a, r) con la propiedad de que todoz∈D(a, r) conz 6= a es centro de un elemento
( f ,Dz) deF , y si prolongamos dicho elemento a lo largo de una circunferencia centrada ena
y que rodean veces a dicho punto volvemos al elemento inicial. Este hechotambién se puede
expresar diciendo que en cada punto del discoD(a, r) distinto dea la función multiformeF
toma exactamenten valores.

En el ejemplo4.7 hemos visto que 0 es un punto de ramificación de orden 1 de la raíz
cuadrada. Es fácil comprobar que 0 e∞ son puntos de ramificación de ordenn−1 deF (z) =
[z1/n] y son puntos de ramificación de orden infinito deF (z) = Log(z).

Seguro que habrás pensado que eso de “obtener todos los posibles elementos de función por
prolongación analítica a partir de uno dado” es algo que se dice muy fácilmente pero no parece
fácil de realizar en la práctica. Estoy de acuerdo contigo. Lo que estamos viendo en esta sección
tiene un interés teórico, sirve para precisar algunos conceptos como el de punto de ramificación.
Además, con mucha frecuencia hay otras formas de realizar laprolongación analítica de una
función holomorfa dada, sin necesidad de recurrir a cadenasde series de potencias. El siguiente
resultado es un ejemplo de esto.

4.11 Proposición(Principio de reflexión de Schwarz). SeaΩ ⊂ un dominio contenido en el
semiplano superior tal que Fr(Ω)∩R= I es un intervalo abierto y definamosΩ∗ = {z : z∈Ω}.
Sea f una función holomorfa enΩ y continua enΩ∪ I que toma valores reales en I. Entonces

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Funciones armónicas y subarmónicas 119

la función F : Ω∪ I ∪Ω∗ → C definida por:

F(z) =

{
f (z), si z∈ Ω∪ I;

f (z), si z∈Ω∗.

es holomorfa.

Demostración. Por el ejercicio42 sabemos queF es holomorfa enΩ∪Ω∗. También es fácil
probar, usando quef es continua enΩ∪ I y toma valores reales enI , la continuidad deF en
Ω∪ I ∪Ω∗. Ahora, usando el teorema de Morera y el ejercicio121, resulta que la integral deF
a lo largo de la poligonal formada por la frontera de cualquier triángulo contenido enΩ∪ I o
enΩ∗∪ I es cero. Basta tener finalmente en cuenta que todo triángulo contenido en el dominio
Ω∪ I ∪Ω∗ se puede descomponer en no más de tres triángulos contenidosenΩ∪ I o enΩ∗∪ I
y aplicar de nuevo el teorema de Morera. Los detalles debes completarlos tú. 2

Ejercicios propuestos

178. Haz un estudio análogo al que hemos hecho en el ejemplo4.7 para las raíces cúbicas.
Concretamente, prueba que la rama holomorfa de la raíz cúbica definida enD(1,1) puede
prolongarse a lo largo de la curvaγ(t) = ei2πt dondet ∈ [0,1]. ¿Cuál es la rama final en
esta prolongación? ¿Y si prolongamos a lo largo de la curvaγ(t) = ei6πt dondet ∈ [0,1]?

179. Prueba que la rama principal del logaritmo definida enD(1,1) puede prolongarse a lo
largo de la curvaγ(t) = ei2πt dondet ∈ [0,1]. ¿Cuál es la rama final en esta prolongación?
¿Y si prolongamos a lo largo de la curvaγ(t) = ei8πt dondet ∈ [0,1]?

4.3. Funciones armónicas y subarmónicas

4.12 Proposición.Sea f una función holomorfa en un abiertoΩ, a un punto deΩ y R> 0 tal
queD(a,R)⊂ Ω. Entonces

f (a) =
1
2π

πw
−π

f (a+Reit )dt (igualdad de la media)

esto es, el valor que toma f en el centro de una circunferenciaes la media de los valores que
toma en la circunferencia. Además

| f (a)|6 1
2π

πw
−π

| f (a+Reit )|dt (desigualdad de la media)
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Demostración. La fórmula de Cauchy para una circunferencia nos dice que

f (a) =
1

2πi

w
C(a,R)

f (z)
z−a

=
1

2πi

πw
−π

f (a+Reit )

Reit iReit dt =
1
2π

πw
−π

f (a+Reit )dt

La desigualdad de la media se deduce directamente de la igualdad anterior. 2

4.3.1. Funciones subarmónicas. Principio del máximo

4.13 Definición. SeaΩ ⊂C un abierto. Una funciónϕ : Ω −→R continua enΩ se dice que es
subarmónicaenΩ si verifica la desigualdad

ϕ(a)6
1
2π

πw
−π

ϕ(a+Reit )dt

siempre queD(a,R)⊂ Ω.

Según acabamos de ver en la proposición4.12, el módulo de una función holomorfa es una
función subarmónica.

4.14 Teorema(Principio del máximo para funciones subarmónicas.). Una función subarmó-
nica en un dominio que alcanza un máximo absoluto es constante.

Demostración. SeaΩ ⊂ C un dominio y seaϕ : Ω → R una función subarmónica enΩ . Su-
pongamos que existea∈ Ω tal queϕ(a)> ϕ(z) para cualquierz∈ Ω. Definimos

A= {z∈ Ω : ϕ(z) = ϕ(a)}

Es claro quea∈A y queA es cerrado relativo aΩ . Seab ∈ A y R> 0 tal queD(b,R) ⊂ Ω.
Podemos escribir

D(b,R) =
⋃

06r<R

C(b, r)∗

Para probar queD(b,R) ⊂ A y, por tanto, queA es abierto veamos que cada circunferencia
C(b, r)∗ se queda dentro deA.

Para cualquiera de las circunferenciasC(b, r)∗ tenemos

ϕ(a) = ϕ(b)6
1
2π

πw
−π

ϕ(b+ r eit )dt

luego
1
2π

πw
−π

(
ϕ(a)−ϕ(b+ r eit )

)
dt 6 0
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Pero la función (real) que estamos integrando verifica queϕ(a)−ϕ(b+ r eit ) > 0 para todo
t ∈ [−π,π] puesto queϕ alcanza ena un máximo absoluto. Como la integral de una función
positiva no puede ser un número negativo, deducimos que

0=

πw
−π

(
ϕ(a)−ϕ(b+ r eit )

)
dt =

πw
−π

∣∣ϕ(a)−ϕ(b+ r eit )
∣∣dt

y como la función que integramos es continua, esta igualdad implica que

ϕ(a)−ϕ(b+ r eit ) = 0 para todot∈ [−π,π]

Obtenemos así queb+ r eit ∈A para todot∈ [−π,π], escrito de otra formaC(b, r)∗ ⊂ A. Con-
cluimos queA es abierto y, por conexión, queA= Ω 2

Teniendo en cuenta que una función real continua en un compacto alcanza un máximo
absoluto, del resultado anterior se deduce fácilmente el siguiente corolario.

4.15 Corolario. SeaΩ un dominio acotado,ϕ : Ω → R continua enΩ y subarmónica enΩ .
Entonces

máx{ϕ(z) : z∈ Ω}= máx{ϕ(z) : z∈FrΩ}
esto es, el máximo deϕ se alcanza en la frontera deΩ .

4.3.2. Principios del módulo máximo y del módulo mínimo

4.16 Teorema(Principio del módulo máximo.). Una función holomorfa en un dominio cuyo
módulo alcanza un máximo relativo es constante.

Demostración. SeaΩ un dominio, f ∈ H (Ω). La hipótesis nos dice que existea∈ Ω, ρ > 0
tal queD(a,ρ)⊂ Ω y | f (a)|> | f (z)| paraz∈ D(a,ρ).

Sabemos que| f (z)| es una función subarmónica enΩ. Aplicando el teorema4.14 a ϕ(z) =
| f (z)| en el dominioD(a,ρ) obtenemos que| f (z)| es constante enD(a,ρ). Por la proposi-
ción 2.13, sabemos que si el módulo de una función holomorfa en un dominio es constante
entonces la función es constante. Deducimos así quef es constante enD(a,ρ). Aplicando el
principio de identidad, teorema4.2, concluimos quef es constante en todoΩ. 2

4.17 Teorema(Principio del módulo mínimo.). Una función holomorfa en un dominio cuyo
módulo alcanza un mínimo relativo distinto de cero es constante.

Demostración. SeaΩ un dominio, f ∈ H (Ω). Por hipótesis existenz0 ∈ Ω y ρ > 0 de forma
queD(z0,ρ) ⊂ Ω y 0< | f (z0)| 6 | f (z)| paraz∈ D(z0,ρ). Definimosg : D(z0,ρ)→ C como

g(z) =
1

f (z)
. Es claro queg∈ H (D(z0,ρ)) puesto quef (z) 6= 0 paraz∈ D(z0,ρ). Además el

módulo deg tiene un máximo absoluto enD(z0,ρ) porque

|g(z0)|=
1

| f (z0)|
>

1
| f (z)| = |g(z)| z∈ D(z0,ρ)
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Por el principio del módulo máximog es constante enD(a,ρ), luego también lo esf . Por el
principio de identidad se sigue quef es constante enΩ . 2

4.18 Corolario. SeanΩ ⊂ C un dominio acotado, f: Ω → C una función holomorfa enΩ y
continua enΩ. Entonces se verifica:

(a) | f | alcanza su máximo en la frontera deΩ, es decir,

máx{| f (z)| : z∈ Ω}= máx{| f (z)| : z∈ FrΩ}

(b) Si f no se anula enΩ entonces el mínimo de| f | también se alcanza en la frontera, es decir,

mı́n{| f (z)| : z∈ Ω}= mı́n{| f (z)| : z∈ FrΩ}

(c) Si f no es constante enΩ y | f | es constante enFrΩ entonces f se anula en algún punto de
Ω .

Demostración. Puesto queΩ es compacto y| f | es continua y toma valores reales,| f | debe
alcanzar un mínimo y un máximo absolutos enΩ.

(a) Si| f | alcanza el máximo en un punto interior, el principio del módulo máximo nos asegura
que f es constante enΩ y, por continuidad,f es constante enΩ, en cuyo caso se verifica
la igualdad del enunciado.

(b) Si | f | no se anula y alcanza el mínimo en un punto interior entonces por el principio del
módulo mínimo f sería constante y volvemos a concluir como en el apartado anterior.

(c) Si f no se anula enΩ entonces, según acabamos de ver,| f | alcanza su mínimo en la
frontera al igual que su máximo. Puesto que, por hipótesis,| f | es constante en la frontera,
deducimos que el mínimo y el máximo de| f | enΩ coinciden y, por tanto,| f | es constante.
Luego f también es constante en contra de la hipótesis. 2

4.3.3. Funciones armónicas

4.19 Definición. SeaΩ ⊆ R2 abierto,ϕ : Ω → R una función de claseC 2 enΩ . Se dice queϕ
es armónica enΩ si para todo(x,y)∈Ω se verifica

∂2ϕ
∂x2 (x,y)+

∂2ϕ
∂y2 (x,y) = 0

Representaremos porA(Ω) al conjunto de todas las funciones armónicas enΩ .

Observa que aunque los nombres “subarmónica” y “armónica” suenan parecidos, los con-
ceptos que definen son totalmente distintos, puesto que ser “subarmónica” se define por una
propiedad global que involucra un promedio integral, mientras que ser “armónica” es una pro-
piedad local pues viene expresada por medio de derivadas parciales.
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Relación entre funciones armónicas y funciones holomorfas

4.20 Proposición.Sea f∈H (Ω) y llamemos u= Re f , v= Im f . Entonces u,v son armónicas
enΩ y además u,v∈ C ∞(Ω).

Demostración. Razonemos por inducción. SeaPn la afirmación siguiente:“las partes real e
imaginaria de toda función holomorfa enΩ son funciones de claseC n enΩ” .

P1 es cierta porquef es holomorfa enΩ y su derivada, gracias a las ecuaciones de Cauchy–
Riemann, viene dada por

f ′ =
∂u
∂x

+ i
∂v
∂x

=
∂v
∂y

− i
∂u
∂y

Pero, en virtud del teorema de Taylor, sabemos quef ′ vuelve a ser holomorfa enΩ, luego su
parte real e imaginaria son continuas.

Supongamos que la propiedad es cierta paran. Aplicamos la hipótesis de inducción af ′ ∈
H (Ω), entonces

∂u
∂x

,
∂u
∂y

,
∂v
∂x

,
∂v
∂y

son funciones de claseC n(Ω), esto es,u,v∈ C n+1(Ω).

De las ecuaciones de Cauchy–Riemann obtenemos

∂u
∂x

=
∂v
∂y

∂u
∂y

=−∂v
∂x





=⇒ ∂2u
∂x2 =

∂
∂x

(
∂v
∂y

)
=

∂
∂y

(
∂v
∂x

)
=−∂2u

∂y2

luegou es armónica. El cálculo es análogo parav. 2

4.21 Proposición.Sea u una función armónica enΩ. Entonces la función

f (x+ iy) =
∂u
∂x

(x,y)− i
∂u
∂y

(x,y) x+ iy ∈ Ω

es holomorfa enΩ. En consecuencia toda función armónica es de claseC ∞.

Demostración. Como u tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, sus derivadas
parciales de primer orden son diferenciables. Además se cumplen las ecuaciones de Cauchy–
Riemann paraf :

∂
∂x

(
∂u
∂x

)
=

∂
∂y

(
−∂u

∂y

)
por seru armónica

∂
∂y

(
∂u
∂x

)
=− ∂

∂x

(
−∂u

∂y

)
por seru de claseC 2

2

Acabamos de probar que la parte real de cualquier función holomorfa es una función ar-
mónica. ¿Es cierto el recíproco? Es decir, si tenemos una función armónicaϕ en un abierto
Ω ¿existe una funciónf holomorfa enΩ tal queϕ sea la parte real def ? En general esto no
va a ser cierto y el que lo sea va a depender de las propiedades topológicas del abiertoΩ. El
siguiente resultado es una primera aproximación a este problema.
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4.22 Proposición.SeaΩ un dominio enC y supongamos que toda función holomorfa enΩ
tiene primitiva enΩ. Entonces toda función armónica enΩ es la parte real de una función
holomorfa enΩ (la cual es única salvo una constante aditiva).

Demostración. Seau una función armónica enΩ. Por la proposición anterior la función

f (x+ iy) =
∂u
∂y

(x,y)− i
∂u
∂y

(x,y)

es holomorfa enΩ . Por hipótesis existeF ∈ H (Ω) tal queF ′(z) = f (z) paraz∈ Ω.

Llamemos ˜u= ReF, ṽ= ImF. Resulta

F ′(z) =
∂ũ
∂x

(x,y)− i
∂ũ
∂y

(x,y) = f (x+ iy) =
∂u
∂x

(x,y)− i
∂u
∂y

(x,y)

deducimos que ˜u−u tiene derivadas parciales nulas en el dominioΩ y por tanto es constante,
es decir,u= ũ+λ para algúnλ ∈ R. Concluimos queu= Re(F +λ). 2

Teniendo en cuenta el teorema de Cauchy para dominios estrellados podemos enunciar.

4.23 Corolario. Toda función armónica en un dominio estrellado es la parte real de una fun-
ción holomorfa en dicho dominio.

4.24 Corolario. Una función u es armónica en un abiertoΩ si, y sólo si, para todo disco
D(a,R) contenido enΩ existe una función holomorfa en dicho disco, fa ∈ H (D(a,R)), tal que
u(x,y) = Re fa(x+ iy) para todo x+ iy∈D(a,R).

Este resultado implica quelocalmentelas funciones armónicas son partes reales de fun-
ciones holomorfas. Esto nos proporciona una herramienta muy útil para obtener propiedades
locales de las funciones armónicas. El siguiente resultadoes un ejemplo de esto.

4.25 Teorema(Igualdad de la media para funciones armónicas.). Las funciones armónicas
verifican la igualdad de la media. Esto es, dados u∈ A(Ω), a∈ Ω y R> 0 tal queD(a,R)⊂ Ω
entonces

u(a) =
1
2π

πw
−π

u(a+Reit )dt

Demostración. Tomemosρ > 0 tal queD(a,R) ⊂ D(a,ρ) ⊂ Ω. La funciónu es armónica en
D(a,ρ) que es un dominio estrellado luego existeg∈ H (D(a,ρ)) de forma queu(z) = Reg(z)
paraz∈ D(a,ρ). Ahora bien las funciones holomorfas verifican la igualdad de la media

g(a) =
1
2π

πw
−π

g(a+Reit )dt

Tomando partes reales en ambos miembros de la igualdad concluimos que

u(a) = Reg(a) =
1
2π

πw
−π

Reg(a+Reit )dt =
1
2π

πw
−π

u(a+Reit )dt �
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4.26 Teorema(Principio de extremo para funciones armónicas.). Sea u una función armóni-
ca en un dominioΩ y supongamos que u alcanza en algún punto deΩ un extremo relativo.
Entonces u es constante enΩ.

Demostración. Puesto que siu es armónica lo es también−u, no es restrictivo suponer que el
extremo deu sea un máximo relativo.

Sea, pues,a ∈ Ω un máximo relativo deu. Seaρ > 0 tal queD(a,ρ) ⊂ Ω y u(z) 6 u(a)
para todoz∈D(a,ρ). Acabamos de ver que las funciones armónicas verifican la igualdad de
la media luego, en particular, toda función armónica es subarmónica. Podemos aplicar, por
tanto, el principio del máximo para funciones subarmónicasa la funciónu en el discoD(a,ρ) y

deducimos queu es constante en dicho disco. Seaf (x+ iy) =
∂u
∂x

(x,y)− i
∂u
∂y

(x,y) para(x,y)∈

Ω. Puesto queu es armónica, sabemos que la funciónf así definida es holomorfa enΩ . Lo
anterior implica quef (z) = 0 para todoz∈D(a,ρ) luego, por el principio de identidad,f (z)= 0

para todoz∈ Ω. Por tanto
∂u
∂x

(x,y) =
∂u
∂y

(x,y) = 0 para todo(x,y)∈Ω, lo que implica queu es

una función constante enΩ como queríamos probar. 2

La funciónu(x,y) = x2− y2 es armónica enR2, no idénticamente nula, y se anula en las
rectasy=±x. Esto nos indica que no podemos esperar un principio de identidad para funciones
armónicas tan bueno como el que conocemos para funciones holomorfas.

4.27 Teorema(Principio de identidad para funciones armónicas.). Sean u y v dos funciones
armónicas definidas sobre un dominioΩ tales que el conjunto donde coinciden tiene interior
no vacío. Entonces ambas funciones coinciden sobre todoΩ .

Demostración. Consideremos la funciónu− v∈ A(Ω). La hipótesis afirma que existe algún
puntoa interior al conjunto

A= {z∈ Ω : u(z) = v(z)}
Tomamosρ > 0 de forma queD(a,ρ) ⊂ A con lo cual se cumple queu(z)− v(z) = 0 para
todo z∈ D(a,ρ), luegou− v es constante (igual a cero) enD(a,ρ), en particular, todo punto
deD(a,ρ) es un extremo relativo deu− v. El resultado anterior afirma entonces queu− v es
constante (igual a cero) enΩ, es decir,u y v coinciden enΩ . 2

4.28 Corolario. SeaΩ un dominio acotado, u una función armónica enΩ y continua enΩ.
Entonces u alcanza el máximo y el mínimo en la frontera deΩ, esto es,

máx{u(z) : z∈ Ω}= máx{u(z) : z∈ FrΩ}
mı́n{u(z) : z∈ Ω}= mı́n{u(z) : z∈ FrΩ}

En consecuencia si v es armónica enΩ, continua enΩ y coincide con u enFrΩ, entonces v
coincide con u en todoΩ.

Demostración. Ya queΩ es acotado,Ω es compacto. Por serucontinua enΩ tiene que alcanzar
enΩ un máximo valor y un mínimo valor.
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Si el máximo (o el mínimo) se alcanza en la frontera hemos acabado. En caso contrario, se
alcanza en un punto interior y, por tanto,u es constante luego también se alcanza en la frontera.

Para la segunda afirmación, tenemosv− u∈ A(Ω)∩C (Ω), por hipótesisv(z)− u(z) = 0
para cualquierz∈ FrΩ. Luego

máx{v(z)−u(z) : z∈ Ω}= 0

mı́n{v(z)−u(z) : z∈ Ω}= 0

con lo cualv−u es idénticamente nula enΩ, es decir,u(z) = v(z) paraz∈ Ω . 2

4.4. Comportamiento local de una función holomorfa: teoremas de
la aplicación abierta y de la función inversa

4.29 Teorema(Teorema de la aplicación abierta.). Una función holomorfa y no constante en
un dominio es una aplicación abierta.

Demostración. Seaf : Ω →C una función holomorfa no constante yΩ un dominio. Tomemos
U abierto enΩ. Probaremos quef (U) es abierto.

Seaw0 ∈ f (U) y seaz0 ∈ U tal que f (z0) = w0. El puntoz0 es un cero de la función no
constantez 7→ f (z)−w0 y debe ser un cero aislado de dicha función. Luego existe un número
ρ > 0 de forma queD(z0,ρ)⊂U y paraz∈ D(z0,ρ)\{z0} se tiene quef (z) 6= w0.

z0
w0

ρ

λ

C(z0, ρ)
∗

f(C(z0, ρ)
∗)

Llamemosλ = mı́n{| f (z)−w0| : z∈C(z0,ρ)∗} y veamos queD(w0,λ/2) ⊆ f (U). Razo-
namos por reducción al absurdo. Supongamos que existew ∈ D(w0,λ/2) tal quew 6∈ f (U).
Sea

g(z) =
1

f (z)−w
, z∈U

La funcióng así definida es holomorfa enU , además

|g(z0)|=
1

|w0−w| >
1

λ/2
=

2
λ
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Paraz∈C(z0,ρ)∗ tenemos que

|g(z)|= 1
| f (z)−w| =

1
| f (z)−w0− (w−w0)|

6

6
1

| f (z)−w0|− |w−w0|
6

1
λ−|w−w0|

<
1

λ−λ/2
=

2
λ

Hemos probado que en el centro del discoD(z0,ρ) ⊂ U el módulo deg toma un valor
|g(z0)| > 2/λ mientras que en la frontera de dicho disco toma valores menores que 2/λ. Esto
contradice el principio del módulo máximo que afirma que|g| debe alcanzar su máximo en
D(z0,ρ) siempre en la frontera. 2

4.30 Lema. Dada una función f∈ H (Ω), se verifica que la función g: Ω×Ω → C dada por

g(z,w) =
f (z)− f (w)

z−w
z 6= w

g(z,z) = f ′(z) z= w

es continua enΩ×Ω .

Demostración. SeaG = {(z,w) ∈ Ω×Ω : z 6= w} que es un conjunto abierto enΩ×Ω. La
restricción deg a dicho conjunto es evidentemente continua, luegog es continua enG. Los
únicos puntos donde debemos probar la continuidad deg son los de la forma(a,a) paraa∈ Ω.
Veamos queg es continua también en dichos puntos.

Dadoε > 0 por la continuidad def ′ existeδ > 0 tal queD(a,δ)⊂ Ω y paraz∈ D(a,δ) se
tiene que| f ′(z)− f ′(a)|< ε. Veamos que dichoδ cumple la condición de continuidad parag,
esto es, si

|z−a|< δ
|w−a|< δ

}
⇒ |g(z,w)−g(a,a)|= |g(z,w)− f ′(a)|< ε

Si z= w la desigualdad anterior se reduce a la continuidad def ′. Supongamos entonces que
z 6= w son puntos enD(a,δ). Escribimos

f (z)− f (w) =
w

[w,z]

f ′(ξ)dξ =

1w
0

f ′
(
(1− t)w+ tz

)
(z−w)dt

con lo cual g(z,w) =
f (z)− f (w)

z−w
=

1w
0

f ′
(
(1− t)w+ tz

)
dt . Ahora bien

g(z,w)− f ′(a) =
1w

0

(
f ′
(
(1− t)w+ tz

)
− f ′(a)

)
dt

tomando módulos

|g(z,w)− f ′(a)|6
1w

0

| f ′
(
(1− t)w+ tz

)
− f ′(a)|dt < ε
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puesto que el segmento[z,w]∗ ⊂ D(a,δ) y por tanto| f ′
(
(1− t)w+ tz

)
− f ′(a)| < ε para todo

t∈ [0,1]. 2

Este lema permite ahora demostrar de forma cómoda el siguiente resultado.

4.31 Teorema(Teorema de inversión local.). Sea f una función holomorfa en un abiertoΩ, a
un punto deΩ en el que f′(a) 6= 0. Entonces existe un abierto U⊂ Ω que contiene al punto a
verificándose que

(I) f es inyectiva en U y la imagen f(U) =V es abierto.

(II ) La funciónϕ = ( f |U)−1 : V →C es holomorfa en V siendoϕ ′( f (z)
)

f ′(z) = 1 para todo
z∈U.

Demostración. Seag la función del lema anterior. Por hipótesisg(a,a) = f ′(a) 6= 0. Seaλ =
| f ′(a)|. Puesto queg es continua también lo es|g|, luego existeδ > 0 tal queD(a,δ) ⊂ Ω, y
paraz,w ∈ D(a,δ) se cumple|g(z,w)| > λ/2 > 0. Esta condición implica que paraz 6= w en
D(a,δ) es

| f (z)− f (w)|> λ
2
|z−w| (4.2)

lo que prueba la inyectividad def enD(a,δ). Ademásg(z,z) = f ′(z) 6= 0 para todoz∈D(a,δ).

SeaU = D(a,δ). Puesto quef es holomorfa y no constante enU , el teorema de la función
abierta nos asegura quef es abierta. En consecuenciaf (U) = V es un conjunto abierto y,
además, la funciónϕ=( f |U )−1 :V →C es continua (lo que también se deduce inmediatamente
de la desigualdad (4.2)).

Falta probar la derivabilidad deϕ. Seaw∈V y tomemos una sucesión de número complejos
{wn} enV conwn 6= w que converja aw. La sucesiónzn = ϕ(wn)∈U converge az= ϕ(w). Por
la inyectividad se tiene quezn 6= z. Ahora bien

ϕ(wn)−ϕ(w)
wn−w

=
zn−z

f (zn)− f (z)
=

1
f (zn)− f (z)

zn−z

→ 1
f ′(z)

lo que prueba queϕ ′(w) =
1

f ′(z)
dondew= f (z). 2

Podemos preguntarnos qué ocurriría en el teorema de inversión local si f ′(a) = 0. Por
ejemplo, podemos considerar la función polinómicaf (z) = zn cuya derivada se anula ena= 0
donde f tiene un cero de ordenn y en cualquier entorno de cero la funciónf toma cada valor
exactamenten veces. Este comportamiento de la funciónf (z) = zn en un entorno de cero da
una pista de lo que sucede en el caso general.

4.32 Teorema(Comportamiento local de una función holomorfa.). SeaΩ un dominio, a un
punto deΩ y f una función holomorfa y no constante enΩ. Sea m el orden del cero que tiene
en el punto a la función z7→ f (z)− f (a). Entonces existenδ > 0 y ε > 0 tales que D(a,δ)⊂ Ω
y para todo w∈ D

(
f (a),ε

)
\ { f (a)} se verifica que hay exactamente m puntos zk ∈ D(a,δ),

16 k6 m, tales que f(zk) = w.
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Demostración. Por la caracterización de los ceros de una función holomorfa sabemos que

f (z)− f (a) = (z−a)mϕ(z)

siendoϕ una función holomorfa enΩ que no se anula en el puntoa, ϕ(a) 6= 0. Tomemosρ > 0
de forma queD(a,ρ)⊂ Ω y ϕ(z) 6= 0 paraz∈ D(a,ρ).

Por el corolario3.13sabemos queϕ tiene una raízm-ésima holomorfa en el discoD(a,ρ),
esto es, existeg∈ H (D(a,ρ)) de forma queg(z)m = ϕ(z) paraz∈ D(a,ρ). Llamemosh(z) =
(z−a)g(z). Evidentementeh∈ H (D(a,ρ)) y verifica f (z)− f (a) = h(z)m.

Puesto queh′(a) = g(a) 6= 0 aplicamos el teorema de inversión local ah y encontramos
δ > 0 de forma queD(a,δ)⊂D(a,ρ) y h es inyectiva enD(a,δ). Además, como 0∈ h

(
D(a,δ)

)

que es un conjunto abierto por serh holomorfa (teorema de la aplicación abierta), existeε > 0
de forma que

D(0, m
√

ε)⊂ h
(
D(a,δ)

)

Tomemos ahoraw∈ D( f (a),ε)\{ f (a)} con lo cual 0< |w− f (a)|< ε. Sean{w1, . . . ,wn}
las raíces de ordenm del número complejow− f (a). Todas ellas se encuentran en el disco
D(0, m

√
ε). Puesto queD(0, m

√
ε)⊂ h

(
D(a,δ)

)
y h es inyectiva en el discoD(a,δ), existen exac-

tamentem puntosz1, . . . ,zk ∈ D(a,δ) tales queh(zk) = wk para 16 k6 m. De todo lo anterior
obtenemos

f (zk)− f (a) =
(
h(zk)

)m
= w− f (a)

con lo cualf (zk) = w parak= 1, . . . ,m. Finalmente, es inmediato comprobar que

{z∈ D(a,δ) : f (z) = w}= {z1, . . . ,zm}

es decir, no hay otros puntos enD(a,δ) cuya imagen porf seaw. 2

Observa que el caso particular de este teorema para el caso deun cero de orden 1 contiene
parte del teorema de inversión local.

4.33 Corolario. Sea f una función holomorfa en un abiertoΩ y a un punto deΩ . Equivalen:

(a) f ′(a) 6= 0

(b) f es inyectiva en un entorno de a.

Demostración.

(a)⇒ (b) Es el teorema de inversión local.

(b)⇒ (a) Si fuesef ′(a) = 0 entonces la aplicaciónz→ f (z)− f (a) tendría un cero ena de
orden al menos 2. El teorema anterior afirma que en estas condiciones f toma cualquier
valor en un entorno dea al menos dos veces, luego no sería inyectiva en contra de lo
supuesto. �
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En variable real una función derivable en un intervaloI con f ′(x) 6= 0 para todox ∈ I es
inyectiva enI . El recíproco no es cierto como lo prueba la funciónx 7→ x3. En variable compleja
acabamos de probar que esto ocurre al contrario, una funciónholomorfa inyectiva enΩ tiene
derivada no nula en todo punto deΩ, mientras que el recíproco no es cierto como le ocurre a la
funciónz 7→ ez.

4.34 Teorema(Teorema de inversión global.). Sea f una función holomorfa enΩ e inyectiva.
Entonces f es una biyección biholomorfa deΩ sobre f(Ω).

Demostración. El corolario anterior nos asegura, gracias a la inyectividad, quef ′(z) 6= 0 para
cualquierz∈ Ω. Puesto quef es inyectiva existe su inversa. El teorema de inversión local nos
garantiza quef es localmente invertible de forma holomorfa, luegof−1 es holomorfa enf (Ω).2

Ejercicios propuestos

180. Sea f : D(0,1)→ C una función holomorfa y no constante. Se define

M(r) = máx{| f (z)| : |z|= r} (0< r < 1).

a) Prueba que la funciónM es estrictamente creciente.

b) Supuesto que hay un número natural,n, tal que para todor ∈]0,1[ esM(r)= rn, deduce
que f (z) = αzn para todoz∈ D(0,1), dondeα ∈ C con |α|= 1.

181. SeanΩ1 y Ω2 dos abiertos del plano,f ∈ H(Ω1) con f (Ω1)⊂ Ω2, y u∈ A(Ω2). Prueba
que la composiciónu◦ f es armónica enΩ1.

182. Seau una función armónica en todo el plano y supongamos que existen números reales
positivos,a,b, tales queu(z) 6 a| log|z||+b para todoz∈C∗. ¿Qué puede afirmarse de
u?

183. Sea f una función continua en el disco unidad cerrado y holomorfa en su interior, tal
que f (z) = 0 para todoz= exp(it ) con 06 t 6 π/2. Prueba quef (z) = 0 para todo
z∈ D(0,1).

184. Sea f una función no constante, continua en el disco unidad cerrado y holomorfa en su
interior, tal que| f (z)| = 1 siempre que|z|= 1. Prueba quef (D(0,1)) = D(0,1) .

Sugerencia: SeaV = f (D(0,1)). Justifica queV = V ∩D(0,1).

185. Seaf una función entera no constante y supongamos que hay un número complejoα 6= 1
tal que f (z) = f (αz) para todoz∈C.

a) Prueba que,f (z) = f (αnz) para todon∈Z y todo z∈C, y deduce que, necesaria-
mente,|α|= 1.

b) Justifica que el conjunto{αn : n∈Z} es finito y, por tanto, existem∈N tal que
αm = 1.
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c) Seamel menor número natural tal queαm= 1. Justifica que hay una función entera
g tal que f (z) = g(zm) para todoz∈C.

186. Sea f una función holomorfa no constante en el discoD(a,R). Para 0< r <Rdefinamos

M(r) = máx{| f (z)| : |z−a|= r} A(r) = máx{Re f (z) : |z−a|= r}

Prueba que las funcionesr 7→M(r) y r 7→A(r) son estrictamente crecientes. Si se supone
que f es una función entera no constante entonces ĺım

r→+∞
M(r)= ĺım

r→+∞
A(r)=+∞.

187. SeaΩ un dominio acotado del plano y{ fn} una sucesión de funciones continuas enΩ
y holomorfas enΩ. Prueba que si{ fn} converge uniformemente en la frontera deΩ
también converge uniformemente enΩ.

188. SeanΩ1 y Ω2 abiertos del plano,g : Ω1 →C continua cong(Ω1)⊆ Ω2 y f ∈ H(Ω2) tal
que f ′(z) 6= 0 ∀z∈ Ω2. Prueba que sif ◦g es holomorfa enΩ1 también lo esg.

189. Seaf una función entera tal quef (z) ∈ R para|z|= 1. Prueba quef es constante.

190. Sean f ,g : D(0,1)→ C funciones holomorfas en el disco abierto unidad y continuasen
el disco cerrado unidad. Se supone que para|z| = 1 se verifica queg(z) = f (z). Prueba
que f y g son constantes.

191. Seaf ∈ H(C∗) tal que ĺım
z→0

f (z) = ĺım
z→∞

f (z) =∞. Prueba quef tiene un cero enC∗.

192. Justifica que no puede existir una funciónf ∈H (D(0,1)) tal que para todow con|w|= 1
se tenga ĺım

z→w
f (z) =∞.

193. Sea f ∈H (D(0,1)) y verificando que| f (z2)| > | f (z)| para todoz∈D(0,1). Prueba que
f es constante.

194. ¿Verdadero o falso?

a) Si f ∈H (C) y Re( f ) está acotada entoncesf es constante.

b) Si f ∈H (D(0,1)) y Re( f ) está acotada entoncesf está acotada.

195. Describir las funcionesf holomorfas enC∗ que verifican ĺım
z→0

f (z) = ∞ y | f (z)| = 1

siempre que|z|= 1.

196. SeaΩ = {z∈ C : |Rez| < 1, | Im z| < 1}, y sea f : Ω → C una función continua enΩ
y holomorfa enΩ verificando quef (z) = 0 siempre quez∈ Ω y Rez= 1. Prueba que
f (z) = 0 para todoz∈ Ω.

Sugerencia: considera la funcióng(z) = f (z) f (iz) f (−z) f (−iz).

197. Sea f una función polinómica de gradon>1. Supongamos que| f (z)|61 siempre que
|z|= 1. Pruébese que| f (z)|6 |z|n siempre que|z|>1.

198. Seaf una función entera acotada en el conjunto de puntos(R+ iZ)∪ (Z+ iR). Justifica
que f es constante.
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199. Sea f una función entera no constante. Dado un númeroρ > 0, definamos:

Eρ = {z∈C : | f (z)| < ρ}, Fρ = {z∈C : | f (z)| 6 ρ}

a) Prueba que la adherencia deEρ es igual aFρ.

b) Justifica que en cada componente conexa acotada deEρ hay por lo menos un cero de
f .

200. SeaΩ = {z∈C : |z|> 1}, y f : Ω →C una función continua enΩ, holomorfa enΩ y que
tiene límite finito en infinito. Justifica que la función| f | alcanza un máximo absoluto en
un punto de la circunferencia unidad y que, sif no es constante, la funciónϕ definida
para todor > 1 por

ϕ(r) = máx{| f (z)| : |z|= r}
es estrictamente decreciente.

201. SeaΩ un abierto del plano,f ∈H (Ω) y z0 ∈ Ω. Prueba que en cualquier entorno dez0

hay puntosa,b tales quef ′(z0) =
f (b)− f (a)

b−a
.

202. Seaf holomorfa en un abiertoΩ, a∈ Ω y f ′(a) 6= 0. Prueba que, parar > 0 suficiente-
mente pequeño, se verifica que:

2πi
f ′(a)

=
w

C(a,r)

1
f (w)− f (a)

dw.
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Capı́tulo5

Forma general del teorema de Cauchy

Introducción

En este capítulo pretendemos dar respuesta a los dos problemas siguientes:

1. Caracterizar loscaminoscerradosγ en un abiertoΩ tales que
w
γ

f (z)dz = 0 para toda

función f holomorfa enΩ.

2. Caracterizar losabiertosΩ tales que
w
γ

f (z)dz = 0 para todo camino cerradoγ en Ω y

toda función holomorfaf enΩ. Equivalentemente, caracterizar los abiertos en los que se
verifica que toda función holomorfa tiene primitivas.

Supongamos queγ es un camino cerrado en un abiertoΩ y se verifica que
w
γ

f (z)dz = 0

para cualquier funciónf holomorfa enΩ. Entonces, como caso particular, sizes un punto que

no está enΩ la funciónw 7→ 1
w−z

es holomorfa enΩ, luego deberá cumplirse que

w
γ

1
w−z

dw = 0

Si ahoraf es una función holomorfa enΩ y z∈ Ω, la aplicación

w 7−→





f (w)− f (z)
w−z

z 6= w

f ′(z) z= w
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es holomorfa enΩ (pues es continua enΩ y holomorfa enΩ\{z} por lo que el teorema de
extensión de Riemann nos asegura que es holomorfa en todoΩ) y deberá ser

w
γ

f (w)− f (z)
w−z

dw = 0

Supuesto quez 6∈ γ∗ tenemos que

0=
w
γ

f (w)− f (z)
w−z

dw =
w
γ

f (w)
w−z

dw− f (z)
w
γ

1
w−z

dw

de donde

f (z)
w
γ

1
w−z

dw =
w
γ

f (w)
w−z

dw

Para el caso de queγ sea la circunferencia frontera de un disco contenido enΩ y z pertenezca

a dicho disco sabemos que
w
γ

1
w−z

dw = 2πi por lo que la igualdad anterior es la conocida

fórmula de Cauchy para una circunferencia. En el caso general, la igualdad anterior nos pro-
porciona una representación integral def conocidos sus valores sobre un cierto camino cerrado
γ.

Queda claro, por estas consideraciones, que para respondera los problemas planteados

debemos empezar estudiando la integral
w
γ

1
w−z

dw dondez 6∈ γ∗.

5.1. Índice de un punto respecto a un camino cerrado

5.1 Proposición. Seaγ : [a,b]→ C un camino cerrado enC, para cada punto z∈C por el que
no pasa el caminoγ, esto es z6∈ γ∗, definimos

F(z) =
1

2πi

w
γ

1
w−z

dw (z∈C\γ∗) (5.1)

Entonces se verifica que F(z) es un número entero.

Demostración. Llamemosσ(t) = γ(t)−zal camino trasladado deγ. Tenemos que

F(z) =
1

2π i

w
γ

1
w−z

dw =
1

2π i

w
σ

1
w

dw =
1

2π i

bw
a

σ ′(t)
σ(t)

dt

Observa queσ(t) 6= 0 para todot ∈ [a,b]. No es restrictivo suponer queγ, y por tanto también
σ, tiene derivada continua en[a,b]. Haciendo el cociente indicado, podremos escribir

σ ′(t)
σ(t)

= α(t)+ iβ(t)
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dondeα y β serán funciones continuas reales en[a,b]. Sabemos que una función real continua
en un intervalo tiene primitivas. SeanA(t), B(t) primitivas deα y β en[a,b]. Definamosh(t) =
A(t)+ iB(t). Tenemos que

h′(t) = A′(t)+ iB ′(t) = α(t)+ iβ(t) =
σ ′(t)
σ(t)

Es decir,h(t) es una primitiva de la función que integramos, por lo que

F(z) =
1

2π i

bw
a

σ ′(t)
σ(t)

dt =
h(b)−h(a)

2π i
(5.2)

Calculemosh(b)−h(a). Tenemos que

d
dt

(
e−h(t) σ(t)

)
= e−h(t)(−h′(t)σ(t)+σ ′(t)

)
= e−h(t)

(
−σ ′(t)

σ(t)
σ(t)+σ ′(t)

)
= 0

Deducimos que e−h(t) σ(t) = e−h(a) σ(a) para todot∈[a,b]. Comoh está determinada salvo una
constante aditiva, podemos suponer que e−h(a) σ(a) = 1. Hemos obtenido que

σ(t) = eh(t) t∈ [a,b]

Esto nos dice queh(t) es un logaritmo deσ(t) y, por tanto, tiene que ser de la forma
h(t) = log(|σ(t)|)+ iϑ(t), dondeϑ(t) es un argumento deσ(t), ϑ(t)∈Arg(σ(t)). Además co-
moh es derivable, las funciones log(|σ(t)|) y ϑ(t) han de ser derivables y, por tanto, continuas.
Resulta así que

h(b)−h(a) = log(|σ(b)|)+ iϑ(b)− log(|σ(a)|)+ iϑ(a) = i(ϑ(b)−ϑ(a))

Donde hemos tenido en cuenta que, al ser la curvaγ cerrada,σ(a) = γ(a)− z= γ(b)− z=
σ(b). Comoϑ(a) y ϑ(b) son dos argumentos de un mismo número complejo (σ(a) = σ(b)),
deben diferenciarse en un múltiplo entero de 2π, luego tiene que haber un enterok∈Z tal que
ϑ(b)−ϑ(a) = 2kπ. Con ello tenemos queh(b)−h(a) = 2kπi. Finalmente, de (5.2), obtenemos
queF(z) = k∈Z. 2

z

0

γ

σ

¿Qué representa el valor del entero dado por (5.1)? Observa que en la demostración anterior
hemos obtenido que

F(z) =
ϑ(b)−ϑ(a)

2π
Geométricamente,ϑ(t) es una medida del ángulo que forma con el eje de abscisas el segmento
que unez conγ(t). Cada vez queγ da una vuelta completa alrededor dez en sentido contrario
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al de las agujas del relojϑ(t) aumenta en 2π y si la vuelta es en el sentido de las agujas del
reloj ϑ(t) disminuye en 2π. Por elloF(z) es el número de veces que la curvaγ rodea al punto
z teniendo en cuenta que vueltas alrededor dez en sentido opuesto se cancelan. Dicho número
se llamaíndice deγ respecto azy se representa por Indγ(z). En resumen, la integral

Indγ(z) =
1

2πi

w
γ

1
w−z

dw (5.3)

es un número entero que es igual al número de veces que el camino γ rodea al puntoz.

Conviene también no olvidar que

Indγ(z) =
ϑ(b)−ϑ(a)

2π

dondeϑ : [a,b]→ R es un argumento continuo deγ−z. Puesto que dos argumentos continuos
deγ−z se diferencian en un múltiplo entero de 2π, para calcular el índice deγ respecto az es
suficiente que conozcamos cualquier argumento continuo deγ−z.

Ya puedes adivinar que, en la práctica, la integral que figuraen (5.3) no hace falta calcularla
porque siempre integramos sobre caminos sencillos y sabemos cuántas veces rodean a cada
punto del plano.

5.2 Teorema(Propiedades del índice.). Dada una curva cerradaγ : [a,b] → C, la función
definida para z∈C\γ∗ por z 7→ Indγ(z) tiene las propiedades:

1. Es continua y por tanto es constante en cada componente conexa deC\γ∗.

2. Vale cero en la componente no acotada deC\γ∗.

Demostración.

1. Observa que el índice viene dado por un integral tipo Cauchy (ver teorema3.18) por lo que
es una función analítica y, por tanto, continua. Como toma valores enteros deducimos que es
constante en cada componente conexa deC\γ∗.

2. SeaR> 0 tal que|γ(t)|< Rpara todot ∈ [a,b] y elijamosz0 de modo que Rez0 <−R. Evi-
dentementez0 6∈ γ∗ y Re(γ(t)−z0)> 0. Hemos trasladado la curva al semiplano de la derecha.
En dicha región tenemos un argumento continuo, el argumentoprincipal. Definimos

ϑ(t) = arg(γ(t)−z0)

que es un argumento continuo deγ−z0 y ademásϑ(a) = ϑ(b), por tanto, Indγ(z0) = 0.

Ahora bien,z0 ∈ {z∈ C : Rez<−R} que es un conjunto conexo no acotado contenido en
C\γ∗ y por tanto está contenido en la componente no acotada deC\γ∗. Como el índice es cons-
tante en componentes conexas deducimos que Indγ(z) = 0 para cualquierz en la componente
conexa no acotada deC\γ∗. 2
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5.1.1. Cadenas

En lo que sigue nos va a interesar integrar en varios caminos al mismo tiempo por lo que
es conveniente introducir la terminología de “cadenas”. Unacadenaes una combinación lineal
formal con coeficientes enteros de caminos, es decir, una expresión de la forma

Γ = m1γ1+m2γ2+ · · ·+mqγq

donde cadaγi es un camino y cadami es un entero. El símbolo “+” que hemos escrito en la
expresión anterior no representa a la suma de funciones ni a la yuxtaposición de caminos, es
una manera de decir que la cadenaΓ está formada por varios caminos. Por ejemplo, podemos
considerar la cadena

Γ =C(0,1)+C(i,2)−2C(1+ i,1/2)

que está formada por tres circunferencias, la última de ellas considerada dos veces y recorrida
en sentido contrario.

Se define además elsoportedeΓ, que notaremosΓ∗, como

Γ∗ = γ∗1∪ γ∗2∪ ·· ·∪ γ∗q

y la longituddeΓ por

ℓ(Γ) =
q∑

j=1

∣∣mj
∣∣ℓ(γ j)

Por definición, para integrar una función sobre una cadena seintegra la función sobre cada
uno de los caminos que forman la cadena y se suman dichas integrales.

w
Γ

f (z)dz =

q∑

j=1

mj

w
γ j

f (z)dz

Dadas dos cadenasΓ y Σ = k1σ1+ · · ·+kpσp entonces su suma es otra cadena compuesta
por todos los caminos que formanΓ y todos los que formanΣ:

Γ+Σ = m1γ1+ · · ·+mqγq+k1σ1+ · · ·+kpσp

Evidentemente se cumple w
Γ+Σ

f (z)dz =
w
Γ

f (z)dz+
w
Σ

f (z)dz

Es cierta también la acotación básica, esto es, siM = máx{| f (z)| : z∈ Γ∗} entonces
∣∣∣∣
w
Γ

f (z)dz

∣∣∣∣ 6 ℓ(Γ)M

Como caso particular de cadenas tenemos losciclos. Un ciclo es una cadena formada por
caminos cerrados. En el ejemplo anteriorΓ era un ciclo pues estaba formado por circunferen-
cias.
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Si Γ es un ciclo se define el índice de un puntoz 6∈ Γ∗ respecto aΓ como la suma de los
índices del puntoz respecto a cada uno de los caminos que forman el ciclo.

IndΓ(z) =
q∑

j=1

mj Indγ j (z)

5.3 Proposición. Dado un cicloΓ, la función z7→ IndΓ(z) es continua, luego constante en
componentes conexas deC\Γ∗ y vale0 en la componente conexa no acotada.

5.4 Definición. Dos cadenasΣ y Γ se llamanequivalentessi para toda funciónf continua en
Σ∗∪Γ∗ se verifica que

w
Σ

f (z)dz =
w
Γ

f (z)dz.

5.5 Definición. Dado un abiertoΩ ⊂ C y un ciclo Γ en Ω, diremos queΓ esnulhomólogo
respecto deΩ si el índice deΓ con respecto a todo punto que no esté enΩ es cero:

IndΓ(z) = 0 para todoz∈ C\Ω

5.2. Forma general del teorema de Cauchy y de la fórmula integral
de Cauchy

Pero volvamos al primero de los problemas planteado al principio. Supongamos queγ es

un camino cerrado en un abiertoΩ y se verifica que
w
γ

f (z)dz = 0 para cualquier funciónf

holomorfa enΩ. Entonces siz es un punto que no está enΩ, como la funciónw 7→ 1
w−z

es

holomorfa enΩ, deberá cumplirse quew
γ

1
w−z

dw = 0

Es decir, Indγ(z) = 0 para todoz 6∈ Ω. En otros términos, el camino cerradoγ no puede rodear
a ningún punto fuera deΩ. Dicho de otra formaγ debe ser nulhomólogo respecto aΩ. Vamos
a ver que esta condición necesaria resulta ser también suficiente.

5.6 Lema. Dados un abiertoΩ, una cadenaΓ y una función continua F: Ω×Γ∗ → C, defi-
namos

h(z) =
w
Γ

F(z,w)dw para z∈ Ω

Entonces h es continua enΩ.

Si además para cada w∈ Γ∗ la función Fw : Ω →C dada por Fw(z) = F(z,w) es holomorfa
enΩ, entonces h∈ H (Ω).

Demostración. Seaz0 ∈ Ω y sea sucesión{zn} una sucesión de puntos deΩ convergente az0.
Tenemos que

|h(zn)−h(z0)|=
∣∣∣∣
w
Γ

F(zn,w)−F(z0,w)dw

∣∣∣∣6 ℓ(Γ) máx{|F(zn,w)−F(z0,w)| : w∈ Γ∗}
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Como el conjuntoK =
{
{zn : n∈N}∪{z0}

}
×Γ∗ es compacto (producto de compactos),F es

uniformemente continua enK. Dadoε > 0, existeδ > 0 tal que si|z−z′| < δ y |w−w′| < δ
entonces|F(z,w)−F(z′,w′)| < ε. Sea ahoran0 tal que paran> n0 es|zn−z0| < δ. Entonces
tenemos que|F(zn,w)−F(z0,w)|< ε para todon> n0 y para todow∈Γ∗, por lo que

|h(zn)−h(z0)|6 ℓ(Γ)ε

para todon> n0. Luego{h(zn)}→ h(z0) lo que prueba la continuidad deh enz0 y por ser este
punto arbitrario obtenemos la continuidad enΩ.

Para la segunda afirmación apliquemos el teorema de Morera. Sea un triángulo∆(a,b,c) ⊂ Ω.
Tenemos

w
[a,b,c,a]

h(z)dz =
w

[a,b,c,a]

[w
Γ

F(z,w)dw

]
dz

(∗)
=
w
Γ




w
[a,b,c,a]

F(z,w)dz


 dw =

w
Γ

0dw = 0

ya queFw(z) =F(z,w) es holomorfa enΩ luego, por el teorema de Cauchy–Goursat, la integral
a lo largo de la frontera de un triángulo contenido enΩ es nula.

Resta justificar la permutación de integrales en(∗). Por la linealidad de la integral basta
probarla para dos caminosγ : [a,b]→ C, σ : [c,d]→ C cualesquiera.

w
σ



w
γ

F(z,w)dw


 dz =

dw
c

[
bw

a

F(σ(s),γ(t))γ ′(t)dt

]
σ ′(s)ds =

=

bw
a

[
dw
c

F(σ(s),γ(t))σ ′(s)ds

]
γ ′(t)dt =

w
γ

[w
σ

F(z,w)dz

]
dw

2

5.7 Teorema(Forma general del Teorema de Cauchy y de la Fórmula Integralde Cauchy.). Sea
Ω un abierto enC, Γ un ciclo enΩ nulhomólogo respecto deΩ. Entonces para toda función
holomorfa f enΩ se verifica:

(I)
w
Γ

f (z)dz = 0

(II ) f (z) IndΓ(z) =
1

2πi

w
Γ

f (w)
w−z

dw, para todo z∈ Ω\Γ∗

Demostración. [Demostración (J. D. Dixon 1971)] DefinimosF : Ω×Ω −→ C como

F(z,w) =





f (w)− f (z)
w−z

z 6= w

f ′(z) z= w

Sabemos queF así definida es continua enΩ×Ω. Fijadow∈Ω, es claro queFw∈H (Ω\{w}).
PeroFw es continua enΩ luego, por el teorema de extensión de Riemann,Fw es holomorfa en
Ω.
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Ahora definimosh : Ω → C por

h(z) =
w
Γ

F(z,w)dw (z∈ Ω)

Por el lema anteriorh∈H (Ω). Consideremos el conjuntoΩ0= {z∈C\Γ∗ : IndΓ(z) =0} que es
abierto por ser unión de componentes conexas deC\Γ∗. La hipótesis de queΓ es nulhomólogo
respecto aΩ nos dice queC\Ω ⊆ Ω0 y por tantoΩ∪Ω0 = C. Sea entonces

F0 : Ω0×Γ∗ −→ C

(z,w) 7−→ F0(z,w) =
f (w)
w−z

F0 está bien definida ya quew−z 6= 0 por serΩ0∩Γ∗ = /0 y además es continua. Fijadow∈ Γ∗,
F0w ∈ H (Ω0) ya que se trata de una función racional.

Sea

h0(z) =
w
Γ

F0(z,w)dw =
w
Γ

f (w)
w−z

dw

Aplicando el lema anterior obtenemos queh0 ∈ H (Ω0). Por último definimos

ϕ(z) =

{
h(z) z∈ Ω
h0(z) z∈ Ω0

Veamos queϕ está bien definida, es decir, siz∈ Ω∩Ω0 entoncesh(z) = h(z0). Pero esto es
cierto ya que siz∈ Ω∩Ω0 entoncesz 6∈ Γ∗ y

h(z) =
w
Γ

f (w)− f (z)
w−z

dw =
w
Γ

f (w)
w−z

dw − f (z)
w
Γ

1
w−z

dw =

=
w
Γ

f (w)
w−z

dw − f (z) IndΓ(z)2πi = h0(z)

ya quez∈ Ω0 y por tanto IndΓ(z) = 0. Concluimos queϕ es entera ya que es holomorfa en
Ω∪Ω0 = C.

SeaR> 0 tal que|w|< Rpara cualquierw∈ Γ∗. Si z∈C es tal que|z|> R, entonceszestá
en la componente conexa no acotada deC\Γ∗ y, por tanto, está enΩ0. Luego

ϕ(z) = h0(z) =
w
Γ

f (w)
w−z

dw

PoniendoM = máx{| f (w)| : w ∈ Γ∗}, y teniendo en cuenta que|w−z| > |z| −R para todo
w∈Γ∗, tenemos que

|ϕ(z)|6 ℓ(Γ)
M

|z|−R

Tomando límite paraz→∞ deducimos que ĺım
z→∞

ϕ(z) = 0, lo cual implica queϕ está acotada. El

teorema de Liouville fuerza a queϕ sea constante pero dicha constante debe ser 0. Obtenemos,
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por tanto, queh(z) = 0 para todoz∈ Ω. Tomemos un puntoz∈ Ω\Γ∗ entonces

0= h(z) =
w
Γ

f (w)− f (z)
w−z

dw =
w
Γ

f (w)
w−z

dw − f (z)
w
Γ

1
w−z

dw =

=
w
Γ

f (w)
w−z

dw− f (z) IndΓ(z)2πi

despejando obtenemos la fórmula general de Cauchy:

f (z) IndΓ(z) =
1

2πi

w
Γ

f (w)
w−z

dw para todoz∈ Ω\Γ∗

Por otra parte si tomamosa∈ Ω\Γ∗ y le aplicamos a la funcióng(z) = (z−a) f (z), que es
holomorfa enΩ, lo que acabamos de probar paraf en el puntoa obtenemos:

0= g(a) IndΓ(a) =
1

2πi

w
Γ

(w−a) f (w)
w−a

dw =
1

2πi

w
Γ

f (w)dw

2

Es cómodo introducir la siguiente terminología.

5.8 Definición. Dos ciclosΓ, Σ en un abiertoΩ se dicenhomológicamente equivalentesres-
pecto deΩ si se verifica que

IndΓ(z) = IndΣ(z) para todoz∈C\Ω

El teorema de Cauchy que acabamos de probar afirma que siΓ, Σ son ciclos en un abier-

to Ω homológicamente equivalentes respecto deΩ, entonces
w
Γ

f (z)dz =
w
Σ

f (z)dz para toda

función f ∈H (Ω). En lo que sigue vamos a ver cómo este teorema permite reducirel cálculo
de integrales de funciones holomorfas sobre caminos cerrados al cálculo de integrales sobre
circunferencias. El siguiente ejemplo es ilustrativo de esto.

5.9 Ejemplo. Sea el abiertoΩ el plano complejoC al que le hemos quitado tres puntosa, b y
c. Pretendemos calcular la integral de una función holomorfaenΩ a lo largo del caminoΓ que
se presenta en la figura5.1

Teniendo en cuenta que el índice de los puntosa, b y c respecto deΓ es el número de veces
queΓ los rodea (teniendo en cuenta que el sentido es positivo si los rodea en sentido contrario
al de las agujas del reloj) a la vista de la figura tenemos:

IndΓ(a) = 1, IndΓ(b) = 2, IndΓ(c) =−1

Consideremos las circunferenciasC(a,ρ), C(b,ρ) y C(c,ρ) que se presentan en la figura y
formemos el ciclo

Σ =C(a,ρ)+2C(b,ρ)−C(c,ρ)
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a

b

c

Γ

Figura 5.1. Un camino complicado

El ciclo Σ es homológicamente equivalente al cicloΓ respecto deΩ. El teorema de Cauchy nos
dice que en estas condiciones para cualquier función holomorfa enΩ, f , se cumple que

w
Γ

f (z)dz =
w
Σ

f (z)dz =
w

C(a,ρ)

f (z)dz+2
w

C(b,ρ)

f (z)dz−
w

C(c,ρ)

f (z)dz

De esta forma hemos reducido el cálculo de la integral de cualquier función holomorfa sobre
el caminoΓ a tres integrales sobre circunferencias. Observa, además,que podemos tomar las
circunferencias de radio tan pequeño como queramos. Esto nos dice que es el comportamiento
de f en un entorno reducido de los puntosa, b y c el que determina el valor de la integral de
f sobre cualquier camino cerrado. Volveremos sobre esta ideaal estudiar las singularidades
aisladas de una función holomorfa. �

5.10 Definición. Un abiertoΩ se llamahomológicamente conexosi todo ciclo enΩ es nulho-
mólogo respecto deΩ.

Aunque en la definición se han considerado ciclos podemos limitarnos a caminos cerrados,
es decir, un abiertoΩ es homológicamente conexo si todo camino cerrado enΩ es nulhomólogo
respecto deΩ. Intuitivamente, un abierto es homológicamente conexo si no tiene “agujeros”.
Por ejemplo, un disco o un semiplano son conjuntos homológicamente conexos.

El nombre de “homológicamente conexo” induce a pensar que este concepto implica cone-
xión. Esto no es cierto; por ejemplo, dos discos abiertos disjuntos forman un abierto homoló-
gicamente conexo pero evidentemente no forman un conjunto conexo.

5.11 Teorema.SeaΩ un abierto enC. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) Ω es homológicamente conexo.

(b) La integral de toda función holomorfa enΩ sobre cualquier ciclo enΩ es nula.

(c) Toda función holomorfa enΩ tiene primitivas enΩ.

(d) Toda función armónica enΩ es la parte real de una función holomorfa enΩ.

(e) Toda función holomorfa que no se anula enΩ tiene logaritmos holomorfos enΩ.
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Demostración.

(a)⇒ (b) Es el teorema de Cauchy (teorema5.7).

(b)⇒(c) Consecuencia de la caracterización de existencia de primitivas (teorema3.10).

(c)⇒(d) Es consecuencia de la proposición4.22.

(d)⇒ (e)Seaf ∈H (Ω) con f (z) 6= 0 paraz∈Ω. Consideremos un discoD(a, r)⊂Ω. Como
consecuencia del lema3.13 existeg∈H (Ω) tal que exp

(
g(z)

)
= f (z) para todoz∈D(a, r).

Por tanto log| f (z)|= Re
(

exp
(
g(z)

))
para todoz∈D(a, r) y, por tanto, log| f (z)| es armónica

en D(a, r). Como esto es cierto para cualquier disco abierto contenidoen Ω concluimos que
log| f (z)| es armónica enΩ. Por hipótesis existe una funciónh∈H (Ω) tal que log| f (z)| =

Reh(z) para todoz∈Ω. Definamosϕ : Ω → C por ϕ(z) =
exp
(
h(z)

)

f (z)
. Tenemos que

|ϕ(z)|=
∣∣exp

(
h(z)

)∣∣
| f (z)| =

exp
(

Reh(z)
)

| f (z)| =
exp
(

log| f (z)|
)

| f (z)| = 1

lo que, en virtud de la proposición2.13, implica queϕ es constante en cada componente conexa

deΩ y por tantoϕ ′(z) = 0 para todoz∈Ω. Calculandoϕ ′(z) obtenemos queh′(z) =
f ′(z)
f (z)

lo

que, en virtud del teorema2.33, implica quef tiene logaritmos holomorfos enΩ.

(e)⇒ (a) Seaz 6∈Ω. La funciónw 7→w−zes holomorfa y no se anula enΩ, por lo que existe

una funcióng∈H (Ω) tal que exp
(
g(w)

)
=w−zpara todow∈Ω. Pero entoncesg′(w)=

1
w−z

por lo que
w
γ

1
w−z

dw = 0 para todo camino cerradoγ enΩ. 2

5.12 Definición. Se dice que un abiertoΩ ⊂ C es simplemente conexo si su complemento
C\Ω no tiene componentes conexas acotadas1

Intuitivamente, un abierto es simplemente conexo si no tiene “agujeros”. A la vista de esto,
el siguiente resultado no debe sorprenderte.

5.13 Teorema.Un abierto es simplemente conexo si y sólo si es homológicamente conexo.

Demostración. SeaΩ un abierto simplemente conexo y seaγ un camino cerrado enΩ. Dado
z 6∈ Ω, seaC la componente conexa deC\Ω que contiene az. TomemosR> 0 tal queγ∗ ⊂
D(0,R). SeaU la componente conexa no acotada deC\γ∗. ClaramenteU contiene aC\D(0,R)
y como, por hipótesis,C no está acotada deducimos queC∩U 6= Ø. ComoC ⊂ C\Ω ⊂ C\γ∗,
se sigue queC⊂U y, por tanto,z∈U lo que, según sabemos, implica que Indγ(z) = 0.

Hemos demostrado una implicación. Para probar que todo abierto homológicamente co-
nexo es simplemente conexo se necesita un resultado técnico, intuitivo pero entretenido de
formalizar. Es el siguiente.

5.14 Teorema(Ciclo que rodea a un compacto.). 2 SeaΩ un abierto y K un subconjunto
compacto deΩ, entonces existe un cicloΓ verificando:

1Esta definición de conexión simple es válida solamente para el plano, no es válida paraRn conn> 3.
2Puedes ver la demostración en mi libroFunciones de variable compleja.
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(a) Γ∗ ⊂ Ω\K.

(b) Γ es nulhomólogo con respecto aΩ.

(c) IndΓ(z)∈{0,1} para todo z∈Ω\Γ∗ .

(d) IndΓ(z) = 1 para todo z∈K.

Ω

K

Figura 5.2. Ciclo que rodea un compacto

Utilizando este resultado, podemos probar la implicación que nos falta. SiΩ es un abierto
cuyo complemento tiene una componente conexa acotadaK entoncesK es un compacto y el
conjuntoΩ1 = Ω∪K es abierto. Aplicando el teorema anterior al abiertoΩ1 y al compactoK
obtenemos un cicloΓ enΩ que satisface la condición(d) y, por tanto,Ω no es homológicamente
conexo. 2

Sobre los cortes en el plano y las ramas holomorfas de las correspondencias analíticas
elementales

Cuando al final del capítulo 2 hablamos de las ramas del logaritmo y de la raíz n-ésima
indicamos que suele llamarse “el plano cortado” al plano complejo al que se ha quitado una
semirrecta, también se dice que quitar una semirrecta es hacer un “corte en el plano complejo”.
A la vista del resultado anterior y del teorema general de Cauchy, está claro que en cualquier
abierto simplemente conexo que no contenga al origen hay primitivas de la función 1/z y, por
tanto, hay ramas holomorfas del logaritmo y, en consecuencia, hay ramas holomorfas de la raíz
n-ésima.

La forma más fácil de obtener un dominio simplemente conexo que no contenga al origen
es suprimir en el plano complejo los puntos de cualquier curva simple (que no se corte a sí
misma) que tenga su punto inicial en 0 y que se aleje arbitrariamente. Una tal curva se dice que
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une 0 con∞. Por ejemplo, cualquier semirrecta que empiece en 0. Pero hay otras; por ejemplo,
una espiral. O varias semirrectas con orígenes distintos y que no se corten (todas ellas se unen
en∞). Los dominios así obtenidos son simplemente conexos. Por ejemplo, si consideramos la
función multiformez 7→ [(z−a)(z−b)(z−c)]1/3 podemos asegurar que en cualquier dominio
simplemente conexo que no contenga los puntosa, b y c hay ramas holomorfas de la misma.

Sin embargo, en algunos casos también hay ramas holomorfas de una función multiforme

en dominios que no son simplemente conexos. Por ejemplo, la función multiforme Log

(
z−a
z−a

)

sabemos que tiene ramas holomorfas en el dominioΩ = C\[a,b]∗ que se obtiene al suprimir
en en el plano el segmento de extremosa y b y está claro queΩ no es simplemente conexo.
Por supuesto, en todo abierto simplemente conexo que no contenga los puntosa y b hay ramas

holomorfas dez 7→ Log

(
z−a
z−a

)
, pero también puede haberlas en abiertos que no sean sim-

plemente conexos. Es decir, el teorema general de Cauchy permite en algunos casos obtener
abiertos simplemente conexos en los que una función multiforme analítica tiene ramas holo-
morfas; pero puede haber abiertos no simplemente conexos enlos que también existan ramas
holomorfas de dicha función multiforme. Esto es algo que depende de la función multiforme
concreta en cada caso.

Ejercicios propuestos

203. Seaρ : [−π,π]→ R+ una función continua tal queρ(π) = ρ(−π), y seaγ : [−π,π]→C
la curva definida, para todot ∈ [−π,π], por γ(t) = ρ(t)eit . Calcula Indγ(z) para cada
z∈C\γ∗.

204. Justifica que el índice de un punto respecto de una curva cerrada es invariante por giros,
homotecias y traslaciones.

205. Consideremos el rectánguloγ=[a+ ib,c+ ib,c+ id,a+ id,a+ ib], dondea,b,c,d son
números reales tales quea< c y b< d . Calcula Indγ(z) para cadaz∈C\γ∗.

206. Dados dos números complejos distintosa y b, seaΩ el dominio obtenido al suprimir
en el plano el segmento de extremosa y b. Justifica queΩ no es simplemente conexo.
Prueba que existe una funciónf ∈H (Ω) tal que[ f (z)]2 = (z−a)(z−b) para todoz∈Ω.

207. Seanz1,z2,z3 números complejos distintos yF un conexo cerrado que los contiene. Es-
tudia si la función

f (z) =
z

(z−z1)(z−z2)(z−z3)

tiene primitiva en el abiertoΩ = C\F.

208. Seaγ un camino cerrado enC∗ tal que Indγ(z)∈{0,1} para todoz∈C\γ∗. Supongamos
que Indγ(0) = 1. Seaf una función entera. Calcula el valor de la integral

1
2πi

w
γ

z f(w)
(z−w)w

dw

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Series de Laurent. Funciones holomorfas en un anillo 146

cuandoz está en la componente conexa no acotada deC\γ∗ y paraz en la componente
conexa deC\γ∗ que contiene a 0.

209. Considera las curvas:

γ1(t) = t, ∀t ∈ [−1,1]; γ2(t) = eit ∀t ∈ [0,π] y γ = γ1∔ γ2.

Calcula Indγ(z) para cadaz∈C\γ∗.

210. Seaw∈C∗ y γ un camino enC∗ cuyo origen es 1 y cuyo extremo esw. Justifica quew
γ

dz
z

∈ Log(w).

211. Prueba que siΩ es un dominio estrellado,C\Ω no tiene componentes conexas acotadas.

212. Seaα : [0,+∞[→ C una función continua tal queα(0) = 0 y ĺım
t→+∞

α(t) = ∞. Justi-

fica que el conjuntoΩ = C\{α(t) : t > 0} es abierto y que existef ∈H (Ω) tal que
exp( f (z)) = zpara todoz∈Ω.

213. SeaΩ un abierto simplemente conexo del plano que no contiene al cero y contiene aR+.
Justifica que existef ∈H (Ω) tal que f (x) = xx para todox∈R+. ¿Puede suprimirse la
hipótesis de queΩ sea simplemente conexo?

214. Seaγ la elipse de centro(0,0) y semiejesa y b. Calcula de dos formas distintas la integralw
γ

dz
z

y deduce el valor de
2πw
0

dt
a2 cos2 t +b2sen2 t

.

5.3. Series de Laurent. Funciones holomorfas en un anillo

Nos proponemos estudiar el comportamiento de una función holomorfa en un entorno re-
ducido de un punto, esto es, en un conjunto de la formaD(a,ρ)\{a}. En el ejemplo que sigue
al teorema de Cauchy vimos que el valor de la integral de una función depende de los valores de
dicha función en conjuntos de la formaD(a,ρ)\{a} conρ arbitrariamente pequeño. Es decir,
depende del comportamiento de la función en el puntoa. Observa que el conjuntoD(a,ρ)\{a}
es un tipo especial de anillo. Elanillo (abierto) de centroa, radio interiorr y radio exteriorR,
donde 06 r < R6+∞, es el conjunto

A(a; r,R) = {z∈C : r < |z−a|< R}

ClaramenteD(a, r)\{a}= A(a;0,ρ). Sabemos que una función holomorfa en un discoD(a, r)
es igual a la suma de su serie de Taylor centrada ena y que dicha serie converge por lo menos
en dicho disco. Queremos ahora obtener una representación de una función holomorfa en un
anillo por medio de una serie convergente en dicho anillo. Laconsideración de algunos casos
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sencillos nos puede dar la pista del tipo de series apropiadas para tal fin.

sen(1/z) =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n+1)!
1

z2n+1 para todoz∈A(0;0,+∞)

ez

(z−a)q =

q−1∑

n=0

1
n!

1
(z−a)q−n +

∞∑

n=q

1
n!
(z−a)n−q para todoz∈A(a;0,+∞)

exp(1/z)+ log(1+z) =
∞∑

n=0

1
n!

1
zn +

∞∑

n=0

(−1)n+1

n+1
zn+1 para todoz∈A(0;0,1)

Las series anteriores son todas ellas de la forma
∑ an

(z−a)n +
∑

bn(z− a)n, es decir, son

suma de dos series (alguna de ellas puede reducirse a una sumafinita o incluso no tener ningún
término); una es una serie de potencias centrada ena y la otra es una serie en potenciasnega-
tivasdez−a. Tales series se llamanseries de Laurent. Vamos a definirlas de manera formal y
a introducir la notación especial que suele usarse para estetipo de series que consiste en que,
por comodidad de notación, los coeficientes de las potenciasnegativas dez− a se notan con
subíndices negativos de la formac−n.

Dada una sucesión de números complejos{cn}n∈Z y un númeroa∈C, consideremos la
sucesión de funciones{ fn} definida por

f0(z) = c0

fn(z) =
c−n

(z−a)n +cn(z−a)n = c−n(z−a)−n+cn(z−a)n z∈ C\{a}

La serie de término generalfn, es decir, la sucesión

∑

n>0

fn(z) =

{
n∑

k=0

fn(z)

}
=

{
c0+

n∑

k=1

(
c−n(z−a)−n+cn(z−a)n)

}
=

{
n∑

k=−n

cn(z−a)n

}

se llamaserie de Laurent centrada en a con coeficientes cn. Es costumbre representar dicha
sucesión como

∑

n∈Z
cn(z−a)n. Cuando dicha serie converge representaremos su límite por

ĺım
n→∞

∑

n>0

fn(z) = ĺım
n→∞

n∑

k=−n

cn(z−a)n =

+∞∑

n=−∞
cn(z−a)n

Como de costumbre, dicho límite se llama la suma de la serie.

Convergencia de una serie de Laurent

A cada serie de Laurent,
∑

n∈Z
cn(z−a)n, podemos asociarle dos series de potencias, a saber,

∑

n>0

cnzn con radio de convergenciaR+

∑

n>1

c−nzn con radio de convergenciaR−
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Supongamos que 1/R− < R+ y consideremos el anilloA(0;α,β) donde 1/R− < α < β < R+.
Como β < R+ la serie

∑ |cn|βn converge; y como 1/α < R− la serie
∑ |c−n|α−n también

converge. Para todoz∈A(0;α,β) tenemos queα < |z−a|< β, y por tanto

|c−n| |z−a|−n < |c−n|α−n |cn| |z−a|n < |cn|βn

Y, por el criterio de Weierstrass, deducimos que las series
∑

c−n(z− a)−n y
∑

cn(z− a)n

convergen absoluta y uniformemente enA(0;,α,β) y lo mismo le pasa a su suma, es decir
a la serie

∑

n∈Z
cn(z−a)n. Hemos probado así que la serie converge absolutamente en elanillo

A(0;1/R−,R+) y converge uniformemente en compactos contenidos en dicho anillo. Este ani-
llo se llamaanillo de convergenciade la serie de Laurent. Es fácil probar que en el exterior de
dicho anillo no hay convergencia porque el término general de la serie no tiende a cero mien-
tras que en su frontera nada puede decirse del comportamiento de la serie. En el caso de que
1/R− > R+ el anillo de convergencia es vacío y se dice que se trata de unaserie de Laurent
trivial.

En virtud del teorema de convergencia de Weierstrass para sucesiones de funciones holo-

morfas, la función sumaf (z) =
+∞∑

n=−∞
an(z−a)n de una serie de Laurent no trivial es holomorfa

en el anillo de convergenciaA(a;1/R−,R+). Observa que la función suma podemos escribirla
como:

f (z) =
∞∑

n=1

a−n

(z−a)n +
∞∑

n=0

an(z−a)n

Hemos probado que las series de Laurent no triviales definen funciones holomorfas en anillos.
El siguiente resultado nos dice que, recíprocamente, cualquier función holomorfa en un anillo
es la función suma de una cierta serie de Laurent (única) y proporciona una expresión para sus
coeficientes.

5.15 Teorema(Desarrollo en serie de Laurent). Sean06 r < R6+∞, a∈C y f una función
holomorfa en el anillo A(a; r,R). Entonces hay una única serie de Laurent centrada en a y
con coeficientes{cn}n∈Z cuyo anillo de convergencia contiene al anillo A(a; r,R) y cuya suma
coincide con f en dicho anillo

f (z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z−a)n z∈ A(a; r,R)

Además los coeficientes de la serie vienen dados por

cn =
1

2πi

w
C(a,ρ)

f (w)
(w−a)n+1 dw (n∈ Z)

siendo r< ρ < R arbitrario.

Demostración. En primer lugar veamos que la expresión de los coeficientescn no depende de
ρ. Tomemosr < r1 < r2 < R, pongamosC1 =C(a, r1), C2 =C(a, r2) y consideremos el ciclo
Γ =C2−C1.
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r

R
C1

C2

a

Paraz 6∈ A(a; r,R) o bien es|z−a|> R, en cuyo caso IndΓ(z) = IndC2(z)− IndC1(z) = 0; o bien
es |z−a| 6 r, en cuyo caso IndΓ(z) = IndC2(z)− IndC1(z) = 1− 1 = 0. Luego el cicloΓ es

nulhomólogo respecto del anillo. Como la funciónw 7→ f (w)
(w−a)n+1 es holomorfa enA(a; r,R),

el teorema general de Cauchy nos dice que

0=
w
Γ

f (w)
(w−a)n+1 dw =

w
C2

f (w)
(w−a)n+1 dw −

w
C1

f (w)
(w−a)n+1 dw

de donde obtenemos la independencia deρ.

Seaz∈A(a; r,R), fijo en lo que sigue. Elijamos 06 r < r1 < |z−a|< r2 <Ry consideremos
el ciclo Γ =C(a, r2)−C(a, r1). Observemos que IndΓ(z) = 1 puesto quezes interior aD(a, r2)
y exterior aD(a, r1). Por la fórmula integral de Cauchy

f (z) = f (z) IndΓ(z) =
1

2πi

w
Γ

f (w)
w−z

=
1

2πi

w
C(a,r2)

f (w)
w−z

dw− 1
2πi

w
C(a,r1)

f (w)
w−z

dw (5.4)

Desarrollamos ahora en serie geométrica la funciónw 7→ 1
w−z

de dos formas distintas

según quew∈C(a, r1)
∗ o w∈C(a, r2)

∗. Seaw∈C(a, r2)
∗. Entonces

|z−a|
|w−a| < 1 y

f (w)
w−z

= f (w)
1

w−a− (z−a)
= f (w)

1
w−a

1

1− z−a
w−a

=

∞∑

n=0

f (w)
(w−a)n+1(z−a)n

serie que converge uniformemente paraw∈C(a, r2)
∗ ya que está mayorada por

|z−a|n
|w−a|n =

( |z−a|
r2

)n

serie numérica convergente por ser una serie geométrica de razón
|z−a|

r2
< 1.

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Series de Laurent. Funciones holomorfas en un anillo 150

Supongamos ahora quew∈C(a, r1)
∗. Entonces

|w−a|
|z−a| < 1 y

f (w)
w−z

= f (w)
1

(w−a)− (z−a)
=

− f (w)
z−a

1

1− w−a
z−a

=−
∞∑

n=0

f (w)(w−a)n

(z−a)n+1

serie que converge uniformemente paraw∈C(a, r1)
∗ ya que está mayorada por

|w−a|n
|z−a|n =

(
r1

|z−a|

)n

serie numérica convergente por ser una serie geométrica de razón
r1

|z−a| < 1.

Sustituyendo los desarrollos anteriores en la igualdad5.4 y permutando la integral con la
suma de las series obtenemos

f (z) =
1

2πi

∞∑

n=0




w
C(a,r2)

f (w)
(w−a)n+1

dw


(z−a)n+

1
2πi

∞∑

n=1




w
C(a,r1)

f (w)(w−a)n−1dw


(z−a)−n

Teniendo en cuenta quez es un punto cualquiera del anillo y que

w
C(a,r1)

f (w)(w−a)n−1dw =
w

C(a,r1)

f (w)
(w−a)−n+1 dw = c−n

hemos probado que la serie de Laurent cuyos coeficientes son los del enunciado converge en el
anillo dado y su suma en dicho anillo es igual a la funciónf .

La unicidad de este desarrollo es fácil. Supongamos que tenemos otra serie de Laurent que
representa af en el anilloA(a; r,R), es decir,

f (z) =
+∞∑

n=−∞
dn(z−a)n z∈ A(a; r,R)

entonces parar < ρ < R los coeficientes de la serie vienen dados por

ck =
1

2πi

w
C(a,ρ)

f (w)
(w−a)k+1 =

1
2πi

w
C(a,ρ)

+∞∑

n=−∞
dn(w−a)n

(w−a)k+1 dw =

=
1

2πi

+∞∑

n=−∞

w
C(a,ρ)

dn

(w−a)k+1−n dw

Ahora bien, las funcionesw 7→ (w−a)n−k−1 tienen primitiva salvo en el cason−k−1=−1,
luego paran− k−1 6= −1, la integral de(w−a)n−k−1 es cero a lo largo de la circunferencia
C(a,ρ) con lo cual obtenemos que

ck =
dk

2πi

w
C(a,ρ)

1
w−a

dw =
dk

2πi
2πi = dk
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luegock = dk para todok∈ Z y la serie de Laurent def es única. 2

Observemos que en el enunciado queda abierta la posibilidadde que el radio interior del
anillo sear = 0, es decir, quef sea holomorfa en un disco “pinchado”, esto es, un disco al que
se le ha quitado su centro. La importancia de este caso particular se verá a continuación.

5.4. Singularidades aisladas de una función holomorfa

5.16 Definición. SeaΩ un abierto,a un punto deΩ y f una función holomorfa enΩ\{a}.

(a) Se dice quef esregular ena o bien quea es unpunto regularde f si es posible definirf
ena de manera que sea derivable ena, lo que, en virtud del teorema de extensión de Riemann,
equivale a que exista ĺım

z→a
f (z)∈C.

(b) Si no es posible definirf en a de manera que sea derivable ena, se dice quea es un
puntosingularaislado def o que f presenta unasingularidad aisladaena.

Observa que el concepto de punto regular o de singularidad aislada es un concepto local y
que el abiertoΩ en la definición puede muy bien ser un “pequeño” disco centrado ena. Recuer-
da que el teorema de extensión de Riemann (teorema3.27) da varias condiciones equivalentes
para quea sea un punto regular def .

Supongamos quef presenta una singularidad (aislada) en el puntoa. Para estudiar el com-
portamiento de la función en dicho punto tomemos un discoD(a, r) ⊂ Ω. Puesto quef es
holomorfa en el anilloD(a, r)\{a} = A(a;0, r) ⊂ Ω\{a}, el teorema5.15nos dice que pode-
mos representarf de manera única como

f (z) =
∞∑

n=1

c−n

(z−a)n +
∞∑

n=0

cn(z−a)n para todoz∈ D(a, r)\{a} (5.5)

Este desarrollo se llama desarrollo de Laurent def ena. La serie
∑

n>1

c−n

(z−a)n se llamaparte

principal del desarrollo de Laurent def ena y la serie
∑

n>0

cn(z−a)n se llamaparte regulardel

desarrollo de Laurent def ena. Claramente, el “mal” comportamiento def ena procede de la
parte principal de su desarrollo de Laurent.

Observa que sif es regular ena entonces, definiendof ena de manera que sea holomorfa
enΩ, se sigue que las integrales

c−n =
1

2πi

w
C(a,ρ)

f (w)
(w−a)−n+1 dw 0< ρ < r

son nulas para todon> 1, pues la funciónw 7→ f (w)
(w−a)−n+1 es holomorfa enΩ para todon> 1

y el caminoC(a,ρ) es nulhomólogo respecto deΩ (porqueD(a,ρ)⊂Ω) luego la parte principal
del desarrollo de Laurent def en a es nula y dicho desarrollo coincide con el desarrollo de
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Taylor de f centrado ena. En este sentido el desarrollo de Laurent es una generalización del
desarrollo de Taylor.

Puesto que la serie de Laurent def ena es convergente en el anilloA(a;1/R−,R+), don-
de R− es el radio de convergencia de la serie

∑
c−nzn, debe ocurrir queA(a;1/R−,R+) k

A(a;0, r). Deducimos queR− = +∞ y, por tanto, la función dada porh(z) =
∞∑

n=1

c−nzn es una

función entera que se anula en 0. Podemos escribir la igualdad 5.5en la forma

f (z) = h

(
1

z−a

)
+

∞∑

n=0

cn(z−a)n para todoz∈D(a, r)\{a} (5.6)

Por su parte la serie
∑

n>0cnzn tiene radio de convergenciaR+ > r y, por tanto, la función dada
por

ĝ(z) =
∞∑

n=0

cn(z−a)n para todoz∈D(a, r)

es una función holomorfa enD(a, r). Si definimos

g(z) = f (z)−h

(
1

z−a

)
para todoz∈Ω\{a}

g(a) = c0

se tiene queg es holomorfa enΩ\{a} y, comog coincide con̂g en el discoD(a, r), concluimos
queg es holomorfa enΩ. Además, la descomposición anterior es única, como consecuencia de
la unicidad del desarrollo de Laurent . Hemos probado el siguiente resultado.

5.17 Teorema(Descomposición canónica de una función en una singularidad aislada.). SeaΩ
un abierto, a un punto deΩ y f una función holomorfa enΩ\{a}. Entonces existen funciones
g,h únicas tales que:

(a) g es holomorfa enΩ y h es una función entera que se anula en cero.

(b) Para todo z∈Ω\{a} se verifica que f(z) = g(z)+h

(
1

z−a

)
.

La igualdad anterior se llama descomposición canónica de f en el punto a.

Conviene destacar una consecuencia importante de este resultado.

5.18 Corolario. SeaΩ un abierto enC, S⊂ Ω un conjunto de puntos aislados enΩ, y f una

función holomorfa enΩ\S. Para cada a∈S sea ha

(
1

z−a

)
la parte principal del desarrollo

de Laurent de f en a. Entonces se verifica que la función f(z)−ha

(
1

z−a

)
es regular en a.

Demostración. En efecto, seaρ > 0 tal queD(a,ρ)∩S= {a} y D(a,ρ) ⊂ Ω. Podemos apli-
car lo antes visto a la funciónf en el abiertoD(a,ρ) para obtener que hay una función
ga∈H (D(a,ρ)) tal que

f (z) = ga(z)+ha

(
1

z−a

)
para todoz∈D(a,ρ)\{a}
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deducimos de esta igualdad que la funciónf (z)−ha

(
1

z−a

)
tiene límite finito ena, es decir,

es regular ena. 2
Dependiendo de que la funciónh sea una función polinómica o sea una función entera no

polinómica se distinguen dos tipos de singularidades.

5.19 Definición. Supongamos quef tiene una singularidad (aislada) en el puntoa y sea

f (z) =
∞∑

n=1

c−n

(z−a)n +
∞∑

n=0

cn(z−a)n

el desarrollo de Laurent def ena. Pongamosh(z) =
∞∑

n=1

c−nzn.

Si la parte principal del desarrollo de Laurent def ena tiene un número finito de coeficien-
tes no nulos, equivalente la funciónh es un polinomio, entonces se dice quea es unpolode f o
que f tiene un polo en a. Se define elordende dicho polo como el grado del polinomioh, esto
es, como máx{k∈ N : c−k 6= 0}.

Si la parte singular def tiene infinitos coeficientes no nulos, equivalentemente,h es una
función entera no polinómica. Entonces se dice quef tiene ena unasingularidad esencial.

5.20 Teorema(Caracterización de los polos.). SeaΩ un abierto, a un punto deΩ y f una
función holomorfa enΩ\{a}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f tiene un polo en a de orden k.

(b) Existe el límiteĺım
z→a

(z−a)k f (z) y es un número complejo no nulo.

(c) Existeϕ ∈ H (Ω) conϕ(a) 6= 0 tal que f(z) =
ϕ(z)

(z−a)k para todo z∈Ω\{a}.

Demostración. Supongamos queD(a, r) ⊂ Ω.

(a)⇒ (b) Si f tiene un polo de ordenk en el puntoa entonces su desarrollo en serie de Laurent
es:

f (z) =
∞∑

n=0

cn(z−a)n+
c−k

(z−a)k + · · ·+ c−1

z−a
z∈ D(a, r)\{a}

luego si multiplicamosf por (z−a)k llegamos a la expresión

(z−a)k f (z) =
∞∑

n=0

cn(z−a)n+k+c−k+c−k+1(z−a)+ · · ·+c−1(z−a)k−1 z∈ D(a, r)\{a}

de donde se sigue que ĺım
z→a

(z−a)k f (z) = c−k 6= 0 lo que prueba(b).

(b)⇒ (c) Definimos

ϕ(z) = (z−a)k f (z) paraz 6= a

ϕ(a) = ĺım
z→a

(z−a)k f (z) 6= 0
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la funciónϕ es continua enΩ y holomorfa enΩ\{a}. Por el teorema de extensión de Riemann
ϕ es holomorfa enΩ y evidentemente cumple las condiciones de(c)

(c)⇒ (a) Consideremos el desarrollo en serie de Laurent def ena

f (z) =
∞∑

n=0

cn(z−a)n+

∞∑

n=1

c−n(z−a)−n z∈ D(a, r)\{a}

Por tanto

(z−a)k f (z) =
∞∑

n=0

cn(z−a)n+k+

∞∑

n=1

c−n(z−a)−n+k z∈ D(a, r)\{a}

Como la hipótesis afirma que la función(z−a)k f (z) es regular ena, deducimos que la parte
principal de este desarrollo debe ser nula, luegoc−n = 0 paran > k. En tal caso tenemos,
además, queϕ(a) = ĺımz→a(z−a)k f (z) = c−k. Esto nos proporciona el siguiente desarrollo de
Laurent paraf :

f (z) =
∞∑

n=0

cn(z−a)n+
c−1

z−a
+ · · ·+ c−k

(z−a)k

conc−k = ϕ(a) 6= 0 lo que prueba quef tiene un polo de ordenk ena. 2

Esta caracterización nos hace ver que existe cierta similitud entre los polos de una función
holomorfa y las singularidades de una función racional (lospuntos donde se anula el denomi-
nador). De hecho, dada una función racionalf (z) = P(z)/Q(z), dondeP y Q son funciones
polinómicas sin factores comunes, es fácil probar, que las únicas singularidades def son los
ceros deQ los cuales son polos def y el orden de cada polo def coincide con el orden de cada
cero deQ. De hecho, esto es consecuencia del siguiente sencillo resultado,

5.21 Proposición.SeanΩ un abierto, a un punto deΩ y f una función holomorfa enΩ tal que
f (z) 6= 0 para todo z∈Ω con z6= a . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f tiene en a un cero de orden k.

(b) 1/ f tiene en a un polo de orden k.

Demostración.
[(a) ⇒ (b)] La hipótesis implica que hay una funcióng∈H (Ω) tal queg(a) 6= 0 y f (z) =
(z−a)kg(z) para todoz∈Ω. De aquí se sigue que

ĺım
z→a

(z−a)k 1
f (z)

= ĺım
z→a

(z−a)k 1
(z−a)kg(z)

= ĺım
z→a

1
g(z)

=
1

g(a)

luego 1/ f tiene ena un polo de ordenk en virtud del punto(b) de la caracterización anterior.

[(b)⇒ (a)] La hipótesis implica, en virtud del punto(c) de la caracterización anterior, que

hay una funciónϕ∈H (Ω) tal queϕ(a) 6= 0 y
1

f (z)
=

ϕ(z)
(z−a)k para todoz∈Ω\{a}. De aquí

se sigue queϕ(z) 6= 0 para todoz∈Ω, por lo que la funcióng(z) =
1

ϕ(z)
es holomorfa enΩ.
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Como, evidentemente, esf (z) = (z−a)kg(z) se sigue, en virtud de la conocida caracterización
del orden de un cero, quef tiene ena un cero de ordenk. 2

La siguiente es una caracterización descriptiva de los polos de una función.

5.22 Proposición.SeaΩ un abierto, a un punto deΩ y f una función holomorfa enΩ\{a}.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f tiene un polo en a.

(b) ĺım
z→a

f (z) =∞.

Demostración.
[(a)⇒ (b)] Es consecuencia inmediata del punto(c) de la caracterización de los polos (5.20).

[(b)⇒ (a)] Por hipótesis existeρ > 0 tal que siz∈ D(a,ρ)\{a} entonces| f (z)|> 1, en parti-
cular, f (z) 6= 0 paraz∈ D(a,ρ). Definimos

h(z) =
1

f (z)
z∈ D(a,ρ)\{a}

h(a) = 0

h está bien definida y además es holomorfa enD(a,ρ) (holomorfa enD(a,ρ)\{a} y continua
ena). Ahora bienh(a) = 0, luego, por la proposición anterior, concluimos quef tiene un polo
ena. 2

De los resultados anteriores se sigue enseguida, por exclusión, el siguiente corolario.

5.23 Corolario. SeaΩ un abierto, a un punto deΩ y f una función holomorfa enΩ\{a}. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f tiene una singularidad esencial en a.

(b) f no tiene límite finito ni infinito en a.

5.24 Teorema(de Casorati–Weierstrass). SeaΩ un abierto, a un punto deΩ y f una función
holomorfa enΩ\{a}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) La función f tiene una singularidad esencial en a.

(b) La imagen por f de todo entorno reducido de a es densa enC.

Demostración.

(a)⇒(b) Razonamos por reducción al absurdo. Supongamos que hay algún entorno dea, D(a, r)⊂
Ω tal que f

(
D(a, r)\{a}

)
no es denso enC. Entonces existenw∈C y ρ > 0 tales queD(w,ρ)∩

f
(
D(a, r)\{a}

)
= Ø. Es decir| f (z)−w| > ρ para todoz∈D(a, r)\{a}. Definimosg(z) =

1
f (z)−w

para todoz∈D(a, r)\{a}. Evidentemente,g es holomorfa enD(a, r)\{a} y está aco-

tada, pues|g(z)| 6 1/ρ, lo que, en virtud del teorema de extensión de Riemann, implica que
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existe ĺım
z→a

g(z) = α. Si fueraα = 0 entonces deducimos que ĺımz→a f (z) = ∞ lo, que según

sabemos, implica quef tienen un polo ena lo que contradice la hipótesis. Por tanto debe ser
α 6= 0. Pero en tal caso deducimos que ĺım

z→a
f (z) = w+1/α, y, en consecuencia,f sería regular

ena lo que también contradice la hipótesis.

(b)⇒(a) Esta implicación es clara pues la hipótesis implica quef no tiene límite finito ni
infinito ena. 2

De los coeficientes del desarrollo de Laurent de una función en un punto el coeficientec−1

tiene una importancia especial.

5.25 Definición. SeaΩ un abierto,a∈Ω y f ∈H (Ω\{a}). El número

c−1 =
1

2πi

w
C(a,ρ)

f (z)dz

se llamaresiduo de f en el punto ay lo notaremos por Res( f (z),a).

5.4.1. Cálculo del residuo de una función en un punto

Puesto que el teorema de Cauchy permite reducir el cálculo dela integral de una función
en un camino cerrado al cálculo de varias integrales en circunferencias, es importante disponer
de algún método que permita calcular el residuo de una función en un puntosin necesidad de
calcular la integral correspondiente.

Al igual que ocurre con los desarrollos en serie de Taylor, que pueden calcularse muchas
veces sin necesidad de calcular las integrales que nos dan los coeficientes del desarrollo, con los
desarrollos de Laurent sucede lo mismo: con frecuencia podemos calcularlos de forma indirecta
sin necesidad de calcular las integrales que nos dan los coeficientes del desarrollo. Siempre que
podamos hacer esto podremos calcular el residuoc−1 y con ello la integral correspondiente.
De hecho, este es el único procedimiento general para calcular el residuo en una singularidad
esencial. Afortunadamente, para los polos hay un método sistemático de calcular no sólo el
residuo sino todos los coeficientes de la parte principal deldesarrollo de Laurent.

Supongamos quef tiene ena un polo de ordenk, esto quiere decir que

f (z) =
c−k

(z−a)k + · · ·+ c−1

z−a
+

∞∑

n=0

cn(z−a)n

parazen un cierto anilloA(a;0, r). Definimos la función

g(z) = (z−a)k f (z) = c−k+c−k+1(z−a)+ · · ·+c−1(z−a)k−1+
∞∑

n=0

cn(z−a)n+k z 6= a

g(a) = c−k

g es holomorfa donde lo seaf y además es continua ena. Observemos que la expresión an-
terior es el desarrollo en serie de Taylor de la funcióng y que para 06 j 6 k−1, c−k+ j es el
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coeficiente de la potencia(z−a) j de dicha serie y por tanto viene dado por:

c−k+ j =
1
j!

d j

dzj g(z)

∣∣∣∣
z=a

Para recordar esta igualdad es más cómodo poner−k+ j = −q con lo que 16 q 6 k y la
igualdad anterior se escribe:

c−q =
1

(k−q)!
dk−q

dzk−q g(z)

∣∣∣∣
z=a

En la práctica suele aparecer una indeterminación al evaluar esta derivada ena por lo que
escribimos

c−q =
1

(k−q)!
ĺım
z→a

dk−q

dzk−q (z−a)k f (z) (5.7)

En particular, paraq= 1 obtenemos:

c−1 =
1

(k−1)!
ĺım
z→a

dk−1

dzk−1 (z−a)k f (z)

Es decir, el residuo en un polo se calcula derivando.

En el caso particular de que exista ĺım
z→a

(z−a) f (z)=α∈C entonces se verifica que Res( f (z);a)=

α. Pues siα = 0 entonces, por el teorema de extensión de Riemann, sabemos que f es regular
ena y su residuo es nulo. Y siα 6= 0, la condición anterior equivale a quef tenga ena un polo
de orden 1 en cuyo caso, como hemos visto en el teorema5.20en la implicación(a)⇒(b), su
residuo viene dado porc−1 = ĺımz→a(z−a) f (z) (también se deduce directamente de lo antes
visto).

Polos de cocientes de funciones holomorfas

En muchas ocasiones la función que integramos viene dada como cociente de dos funciones

holomorfasf (z) =
g(z)
h(z)

donde suponemos queg, h son funciones holomorfas en un abiertoΩ.

En tal caso las únicas posibles singularidades def son los ceros deh. Es de comprobación
inmediata que sih tiene un cero de ordenk en un puntoa y g(a) 6= 0, entoncesf tiene un polo
de ordenk ena. En el caso de que sea un polo simple, es decir, de orden 1, tenemos

Res( f (z),a) = ĺım
z→a

(z−a)
g(z)
h(z)

= g(a) ĺım
z→a

z−a
h(z)

=
g(a)
h′(a)

5.4.2. Comportamiento en infinito de una función holomorfa

Mediante el artificio de invertir la variable, podemos estudiar el comportamiento en∞ de una
función holomorfaf sin más que estudiar el comportamiento en 0 de la funciónz 7→ f (1/z).
La utilidad de este procedimiento nos lleva a establecer la siguiente definición.
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5.26 Definición. Sea f una función holomorfa en un abiertoΩ y supongamos que para algún
R> 0 se tiene queΩ ⊃A(0;R,+∞). Definamos la funciónF : D(0,1/R)\{0}→C porF(z) =
f (1/z). Se dice que

a) f es regular en∞ o que∞ es un punto regular def si F es regular en 0.

b) f tiene un polo de ordenk en∞ si F tiene un polo de ordenk en 0.

c) f tiene una singularidad esencial en∞ si F tiene una singularidad esencial en 0.

SeaF(z) =
∞∑

n=1

c−nz−n+

∞∑

n=0

cnzn el desarrollo de Laurent deF en el anilloA(0;0,1/R).

Entonces, por definición, eldesarrollo de Laurent de f en∞ viene dado por

f (z) = F(1/z) =
∞∑

n=1

c−nzn+

∞∑

n=0

cnz−n z∈A(0;R,+∞)

La serie
∑

n>1c−nzn se llamaparte principaly
∑

n>0cnz−n se llamaparte regulardel desarro-
llo de Laurent def en∞.

Teniendo en cuenta, una vez más, que la serie converge uniformemente en cualquier cir-
cunferencia de centro 0 y radioρ > R, por lo que podemos permutar su suma con la integral,
tenemos que

1
2πi

w
C(0,ρ)

f (z)dz =
1

2πi

w
C(0,ρ)

( ∞∑

n=1

c−nzn+
∞∑

n=0

cnz−n

)
dz =

1
2πi

w
C(0,ρ)

c1

z
dz = c1

Se define elresiduo de f en∞ como

Res( f (z),∞) =−c1 =− 1
2πi

w
C(0,ρ)

f (w)dw dondeρ > R (5.8)

Observa quec1 es el coeficiente dez−1 en el desarrollo de Laurent def en∞. La razón del
signo “–” en la definición se debe a que “desde el infinito” las circunferencias se ven con
orientación opuesta a como se ven desde el origen. Para calcular el residuo en∞ la siguiente
igualdad es útil.

Res( f (z);∞) =−Res

(
1
z2 f (1/z),0

)
(5.9)

Para comprobarlo, sear = 1/ρ. Tenemos

2πi Res

(
1
z2 f (1/z),0

)
=

w
C(0,r)

1
z2 f (1/z)dz =

πw
−π

f (e−it /r)
e−2it

r2 ir eit dt =

=

πw
−π

f (ρe−it )iρe−it =−
−πw
π

f (ρeis)iρeis =

πw
−π

f (ρeis)iρeis =
w

C(0,ρ)

f (z)dz

Como consecuencia inmediata de las definiciones dadas y de las caracterizaciones conocidas
de los polos, así como del teorema de Casorati–Weierstrass,se tiene el siguiente resultado.
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5.27 Proposición.Sea f una función holomorfa en un abiertoΩ y supongamos que para algún
R> 0 se tiene queΩ ⊃ A(0;R,+∞). Sea

f (z) =
∞∑

n=1

c−nzn+

∞∑

n=0

cnz−n z∈A(0;R,+∞)

el desarrollo de Laurent de f en∞.

1. Equivalen las siguientes afirmaciones

1.a) f tiene un polo en∞.

1.b) ĺım
z→∞

f (z) =∞.

1.c) La parte principal del desarrollo de Laurent de f en∞ es una función polinómica.
Es decir el conjunto{n∈N : c−n 6= 0} es finito.

2. Equivalen las siguientes afirmaciones

2.a) f es regular en∞.

2.b) ĺım
z→∞

f (z) = α∈C.

2.c) c−n = 0 para todo n∈N.

3. Equivalen las siguientes afirmaciones

3.a) f tiene una singularidad esencial en∞.

3.b) f no tienen límite finito ni infinito en∞.

3.c) Para todoρ > R el conjunto{ f (z) : |z|> ρ} es denso enC.

5.28 Proposición.Una función entera es una función polinómica no constante si, y sólo si,
tiene un polo en∞. Una función entera es constante si, y sólo si, es regular en∞.

Demostración. Seaf una función entera. Representemosf por medio de su serie de Taylor en
0.

f (z) =
∞∑

n=0

cnzn para todoz∈C

Tenemos que

F(z) = f (1/z) =
∞∑

n=0

cnz−n para todoz∈C∗

La unicidad del desarrollo en serie de Laurent implica que este es el desarrollo de Laurent de
F en 0. Por tanto, la serie de Laurent def en∞ coincide con la serie de Taylor def en 0. En
consecuencia,f tiene un polo en∞ si, y sólo si,f es una función polinómica no constante.

Si f es regular en∞ entonces ĺım
z→∞

f (z) = α∈C, lo que implica quef está acotada enC y,

por el teorema de Liouville,f es constante. 2
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Ejercicios propuestos

215. Seana,b∈C tales que|a|< |b|. Calcula el desarrollo en serie de Laurent de la función

f (z) =
1

(z−a)(z−b)
z∈C\{a,b}

en cada uno de los anillos:A(0;|a|, |b|), A(0;|b|,+∞), A(a;0, |b − a|) y
A(a; |b−a|,+∞).

216. Clasifica las singularidades y calcula los residuos en todoslos polos de la función

f (z) =
sen(πz)

(
eπz−1

)

z3(z2+1)(z2+3z+2)

217. Clasifica las singularidades de las siguientes funciones y calcula los residuos correspon-
dientes (incluyendo el punto∞ cuando tenga sentido).

a)
tgz

z2+z+1
b)

ez

z2(z2+1)
c)

sen(1/z)
(z+1/z)3 d)

1
z−senz

218. SeaΩ abierto enC, a∈ Ω y f una función holomorfa enΩ\{a}. Prueba que si la parte
real de f está mayorada o minorada en un entorno reducido dea entoncesf es regular
ena. Deduce que sif tiene una singularidad ena entonces exp( f ) tiene una singularidad
esencial ena.

219. SeaΩ abierto enC, {an} una sucesión de puntos distintos deΩ que converge a un punto
a∈Ω. Seaf una función holomorfa en el abiertoV = Ω\({an :n∈N}∪{a}) y que tiene
un polo en cada puntoan. Prueba que, para cadaρ > 0, el conjunto f (D(a,ρ)∩V) es
denso enC.

220. SeaR> 0, a∈D(0,R)\{0}, y f una función holomorfa enD(0,R)\{a} que tiene un polo

simple ena. Seacn=
f (n)(0)

n!
. Prueba que ĺım

{
cn

cn+1

}
= a.

221. Seaf una función holomorfa enC excepto en un número finito de puntos que son polos
de f . Supongamos, además, quef o bien es regular o tiene un polo en infinito. Prueba
que f es una función racional.

222. SeaΩ=C\Z. Justifica que las funcionesf y h definidas enΩ por:

f (z) =
π2

sen2πz
, h(z) =

+∞∑

n=−∞

1
(z−n)2 (z∈Ω)

son holomorfas enΩ y tienen la misma parte principal en cada enteron∈Z.

Dedúzcase que la funcióng(z) = f (z)− h(z), (z∈Ω), puede extenderse a una función
entera y acotada y que, por tanto,g es i dénticamente nula.
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223. Seaf una función holomorfa que no se anula en el anilloA(0;1,2). Pruébese que hay un
enteron∈Z, y una funcióng holomorfa en dicho anillo, tal quef (z) = zn exp(g(z)) para
todoz∈A(0;1,2).

224. Calcula el desarrollo en serie de Laurent de la función

f (z) =
1

(z2−1)2 (z∈C\{−1,1})

en cada uno de los anillos siguientes:A(1;0,2) y A(1;2,+∞).

225. Clasifica las singularidades de las siguientes funciones y calcula los residuos correspon-
dientes (incluyendo el punto∞ cuando tenga sentido).

a)
1−cosz

zn b) znsen(1/z) c)
1

z(1−e2πiz)
d)

z
tgπz

e)
e1/z

z−1

226. Prueba que una función entera e inyectiva es una función polinómica de grado uno.

227. Supongamos quef y g son holomorfas en un entorno de un puntoa; que f (a) 6= 0 y que
g tiene un cero de orden 2 ena. Prueba que

Res

(
f (z)
g(z)

;a

)
= 2

f ′(a)
g′′(a)

− 2
3

f (a)g′′′(a)
(
g′′(a)

)2

228. SeaΩ un abierto en el plano,a∈Ω y f una función holomorfa enΩ\{a}. ¿Qué relación
existe entre las posibles singularidades ena de las funcionesf y f ′?

229. Sea f una función holomorfa en un entorno reducido de un puntoa que no se anula en
dicho entorno. ¿Qué relación existe entre las posibles singularidades enade las funciones
f y 1/ f ?

230. Sean f y g funciones holomorfas en un entorno reducido de un puntoa. Estúdiese el
comportamiento ena de las funcionesf +g y f g, supuesto conocido el def y g.

231. La función f es holomorfa en un entorno del puntoa y la funcióng tiene un polo de
ordenm en el puntof (a). ¿Cómo se comporta en el puntoa la función compuestag◦ f ?
¿Qué ocurre sig tiene una singularidad esencial ena?

232. Justifica que la suma de los residuos de una función racional,incluyendo el residuo en
∞, es igual a 0.

233. SeaΩ un abierto,a un punto deΩ y f una función holomorfa enΩ\{a} que tiene un
polo de ordenn ena. Prueba que para|w| suficientemente grande la ecuaciónf (z) = w
tiene exactamenten soluciones.

234. Sea{ fn} una sucesión de funciones holomorfas enD(a,R)\{a} que converge uniforme-
mente en compactos deD(a,R)\{a} a una funciónf . Justifica la veracidad o falsedad
de las siguientes afirmaciones:

a) Si las funcionesfn tienen un polo ena también f tiene un polo ena.

b) Si las funcionesfn tienen una singularidad esencial ena también f tiene una sin-
gularidad esencial ena.

c) Si las funcionesfn son regulares ena tambiénf es regular ena.
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5.5. Teorema de los residuos

5.29 Teorema(Teorema de los residuos.). SeanΩ⊂C un abierto, S⊂Ω un conjunto de puntos
aislados enΩ, es decir, S′∩Ω = /0 y sea f una función holomorfa enΩ\S. SiΓ es un ciclo en
Ω\{S} nulhomólogo respecto deΩ entonces

(a) El conjunto{a∈S: IndΓ(a) 6= 0} es finito.

(b)
w
Γ

f (z)dz = 2πi
∑

a∈S

Res( f (z),a) IndΓ(a)

Demostración. La demostración del teorema consiste en construir otro ciclo Σ formado por
circunferencias centradas en los puntos singulares def de forma queΓ−Σ sea un ciclo nulho-
mólogo respecto deΩ\Sy en esta situación aplicar el teorema general de Cauchy.

En primer lugar veamos que la suma anterior es finita, es decir, IndΓ(a) = 0 salvo para
un número finito de puntosa∈S. Consideremos el abierto (unión de componentes conexas de
C\Γ∗) Ω0 = {z∈ C\Γ∗ : IndΓ(z) = 0}. Por la hipótesis de queΓ es nulhomólogo respecto de
Ω tenemos queΩ0 ⊇ C\Ω. Sea

K = C\Ω0 = Γ∗∪{z∈C\Γ∗ : IndΓ(z) 6= 0}

Tenemos queK ⊂ Ω y K es cerrado (como complemento de un abierto) y acotado (porque
no corta a la componente no acotada deC\Γ∗) luego es compacto. Con lo cualS∩K es un
conjunto finito, ya que en otro caso tendría un punto de acumulación que, por compacidad,
debería quedarse enK lo que implicaría queS′∩Ω 6= /0 en contradicción con la hipótesis.

Lo anterior nos asegura que el conjunto{a∈S: IndΓ(a) 6= 0} = S∩K es finito luego po-
demos enumerarloS∩K = {a1,a2, . . . ,aq} lo que justifica que la suma en el enunciado es una
suma con un número finito de términos distintos de cero.

Centremos en cada uno de los puntosak un disco contenido enΩ y que no contenga a otros
puntos deS. Para ello seaρ > 0 de forma queD(ak,ρ) ⊆ Ω y D(ak,ρ)∩S= {ak} parak =
1, . . . ,q. Para cadak seamk = IndΓ(ak) y γk = mkC(ak,ρ). Consideremos el cicloΣ =

∑k
j=1γ j .

A continuación probaremos que el cicloΓ−Σ es nulhomólogo respecto deΩ\S, esto es, para
z 6∈ Ω\Sse verifica que IndΓ−Σ(z) = 0. Distinguimos varios casos:

Si z 6∈ Ω entonces IndΓ(z) = 0 por hipótesis y ademász 6∈ D(ak,ρ) para 16 k6 q luego
Indγk(z) = 0, 16 k6 q, de donde IndΣ(z) = 0. Concluimos que IndΓ−Σ(z) = 0.

z∈ S tenemos dos posibilidades:

• z 6= ak para 16 k6 q, en cuyo caso IndΓ(z)= 0 y ademász 6∈D(ak,ρ) para 16 k6 q
por construcción, luego también Indγk(z) = 0 para cadak. Concluimos de nuevo que
IndΓ−Σ(z) = 0.

• z= a j para ciertoj. Entonces IndΓ(a j) = mj y, por definición, Indγ j (a j) = mj y
Indγk(a j) = 0 parak 6= j ya quea j 6∈ D(ak,ρ) parak 6= j. Luego tenemos

IndΓ−Σ(z) = IndΓ(z)− IndΣ(z) = mj − Indγ j (a j) = mj −mj = 0
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Hemos justificado así que el cicloΓ−Σ es nulhomólogo respecto del abiertoΩ\S. Aplicamos
ahora el teorema general de Cauchy a dicho abierto para el ciclo Γ− Σ y a la función f ∈
H (Ω\S) y obtenemos que

0=
w

Γ−Σ

f (z)dz =
w
Γ

f (z)dz−
w
Σ

f (z)dz

despejando resulta

w
Γ

f (z)dz=
w
Σ

f (z)dz=
q∑

j=1

w
γ j

f (z)dz =

q∑

j=1

mj

w
C(aj ,ρ)

f (z)dz= 2πi
q∑

j=1

IndΓ(a j)Res( f (z),a j )

como queríamos probar. 2

5.6. Aplicaciones del teorema de los residuos para calcularinte-
grales

Los siguientes resultados se necesitan con frecuencia al aplicar el teorema de los residuos.

5.30 Lema. Sea Ar = {z∈C : 0< |z−a| 6 r, α 6 arg(z−a) 6β} donde (−π 6 α < β 6 π).
Supongamos que f es continua en Ar y que ĺım

z→a
z∈Ar

(z−a) f (z) = L∈C. Paraα 6 t 6 β y 0< ρ 6 r

pongamosγρ(t) = a+ρeit . Entonces se verifica que

ĺım
ρ→0

w
γρ

f (z)dz = i(β−α)L

En particular si f tiene un polo simple en a entonces

ĺım
ρ→0

w
γρ

f (z)dz = i(β−α)Res( f (z),a)

Demostración. Tenemos quew
γρ

f (z)dz− i(β−α)L =
w
γρ

(
f (z)− L

z−a

)
dz

Y deducimos∣∣∣∣∣∣

w
γρ

f (z)dz− i(β−α)L

∣∣∣∣∣∣
6 máx

{
| f (z)(z−a)−L| : z∈ γ∗ρ

}
(β−α) (5.10)

Como ĺım
z→a
z∈Ar

(z−a) f (z) = L∈C, dadoε> 0, existeδ > 0, tal que si 0< |z−a|< δ se verifica que

| f (z)(z−a)−L| < ε/(β−α). Como paraz∈ γ∗ρ es |z−a| = ρ deducimos, de la desigualdad
(5.10) que para 0< ρ < δ se verifica

∣∣∣∣∣∣

w
γρ

f (z)dz− i(β−α)L

∣∣∣∣∣∣
< ε
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que es lo que se quería probar. 2

5.31 Lema. Sea f continua en un conjunto de la formaΩ = {z∈C : Rez> 0, |z|> K} para
algún K> 0 y tal que ĺım

z→∞
Imz>0

f (z) = 0. SeaγR la semicircunferencia de centro0 y radio R con-

tenida contenida enΩ, es decir, R> K y γ
R
(t) = Reit (06 t 6 π), entonces para todoλ > 0 se

verifica que
ĺım

R→+∞

w
γ
R

eiλz f (z)dz = 0

Demostración. Tenemos que
∣∣∣∣∣∣

w
γ
R

eiλz f (z)dz

∣∣∣∣∣∣
6 R

πw
0

e−λRsent | f (Reit )|dt 6 máx
{
| f (Reit )| : 06 t 6 π

}
R

πw
0

e−λRsent dt

Recordando que sent > 2
πt para 06 t 6 π/2, tenemos:

πw
0

e−λRsent dt = 2

π
2w

0

e−λRsent dt 6 2

π
2w

0

e−λR2
π t dt =− π

λR

[
e−λR2

π t
]t= π

2

t=0
<

π
λR

Por tanto ∣∣∣∣∣∣

w
γ
R

eiλz f (z)dz

∣∣∣∣∣∣
< λmáx

{
| f (Reit )| : 06 t 6 π

}

Como ĺım
z→∞

Imz>0

f (z) = 0, dadoε > 0, existeM > 0, y podemos suponer también queM > K, tal

que para todoz∈C con Imz> 0 y |z| > M se verifica que| f (z)| < ε/λ. Por tanto para todo
t ∈ [0,π] y para todoR> M se tiene que| f (Reit )|< ε/λ, lo que implica que

∣∣∣∣∣∣

w
γ
R

eiλz f (z)dz

∣∣∣∣∣∣
< ε

2

5.32 Lema.Sea f una función continua en un conjunto de la formaΩ= {z∈C : Rez> 0, |z| > K}
para algún K> 0, y supongamos que hay unα > 1 tal que ĺım

z→∞
Imz>0

|z|α| f (z)| = L∈R+
o . SeaγR

la semicircunferencia de centro0 y radio R contenida enΩ, es decir, R> K y γ
R
(t) = Reit

(06 t 6 π), entonces se verifica que

ĺım
R→+∞

w
γ
R

f (z)dz = 0
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Demostración. La hipótesis hecha implica que dado un númeroN > L, existeM > 0, y pode-
mos suponer también queM > K, tal que para todoz con Imz> 0 y |z| > M se verifica que
| f (z)|< N|z|−α. Para todoR> M tenemos que:

∣∣∣∣∣∣

w
γ
R

f (z)dz

∣∣∣∣∣∣
6 πRmáx

{
| f (Reit )| : 06 t 6 π

}
< πRNR−α = πNR1−α

Y, como, 1−α < 0 se sigue que ĺım
R→+∞

R1−α = 0. 2

5.6.1. Integrales del tipo
π
w

−π
R(cost,sent)dt

Suponemos queRes una función racional de dos variables continua en la circunferencia unidad.
La idea para calcular esta integral por el método de residuoses convertirla en una integral sobre
C(0,1) de una función compleja que también va a ser racional. Para ello recordemos que

sent =
eit −e−it

2i
=

e2it −1
2i eit cost =

eit +e−it

2
=

e2it +1
2eit

Por tanto, se verifica que

w
C(0,1)

R

(
z2+1

2z
,
z2−1

2iz

)
1
iz

dz =

πw
−π

R(cost,sint)dt .

En consecuencia, si notamosf (z) = R

(
z2+1

2z
,
z2−1

2iz

)
1
iz

. Tenemos quef (z) es una fun-

ción racional por lo que sus únicas posibles singularidadesson polos. Para calcular la inte-
gral sólo nos interesan los polos que están dentro del disco unidad. Supongamos que estos son{

z1,z2, . . . ,zq
}

. El teorema de los residuos nos dice que

πw
−π

R(cost,sint)dt = 2πi
q∑

j=1

Res

(
R

(
z2+1

2z
,
z2−1

2iz

)
1
iz
,zj

)

Ejercicios propuestos

Usando el teorema de los residuos calcula las siguientes integrales.

235.
πw

−π

1
5+4cost

dt

236.
2πw
0

1
a2 sen2x+b2cos2x

dx, dondea> 0 y b> 0.
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237.
2πw
0

1
1+3cos2x

dx

238.
πw

−π

cos2ϕ
5−4cosϕ

dϕ

239.
2πw
0

cos2 3x
5−3cos2x

dx

240.
πw

−π

1
5cos2 t +4

dt

241.
2πw
0

1
15sen2 t +1

dt

242.
2πw
0

1
asenx+bcosx+c

dx (a,b,c∈R, a2+b2 < c2)

243.
πw

−π

3cos2 t +2sen2 t
9cos2 t +4sen2 t

dt

244.
2πw
0

cos2nxdx

Usando el teorema de los residuos prueba las siguientes igualdades.

245.
2πw
0

dx
a+bcosx

=

2πw
0

dx
a+bsenx

=
2π√

a2−b2
(0< b< a)

246.
πw
0

sen2t
a+bcost

dt =
2π
b2

(
a−

√
a2−b2

)
(0< b< a)

247.
2πw
0

dϑ
1−2acosϑ+a2 =

2π
|a2−1| |a| 6= 1

248.
2πw
0

dϑ
(1+acosϑ)2 =

2π
(1−a2)3/2

|a|< 1

249.
1
2π

πw
−π

cos2ϑ
1+a2−2acos(ϑ−ϕ)

dϑ =
1+a2cos2ϕ

2(1−a2)
(a∈R, |a|< 1)

250.
2πw
0

cos(nt)
1+ r2−2r cost

dt =
2πrn

1− r2 |r|< 1
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251.
2πw
0

cos2 3t
1+a2−2acos2t

dt = π
a2−a+1

1−a
(0< a< 1)

252.
2πw
0

cos(nx)
5+3cosx

dx = (−1)n π
23n (n∈N)

253.
2πw
0

(1+2cost)n cosnt
3+2cost

dt =
2π√

5
(3−

√
5)n (n∈N)

254.
2πw
0

cos(nt−sent)exp(cost)dt =
2π
n!

5.6.2. Integrales impropias de Riemann

Recuerda que en la integral de Riemann se consideran funciones acotadas en intervalos
acotados. Cuando alguna de estas condiciones no se cumple sedefinen las llamadas “integrales
impropias de Riemann”. Conviene considerar varios casos.

A. Integral de una función continua no acotada en un intervalo acotado.

A1. Dada una funciónf : [a,b[→ R continua con ĺım
x→b−

| f (x)|=+∞. Se define:

bw
a

f (x)dx = ĺım
t→b−

tw
a

f (x)dx

A2. Dada una funciónf :]a,b]→ R continua con ĺım
x→a+

| f (x)|=+∞. Se define:

bw
a

f (x)dx = ĺım
t→a+

bw
t

f (x)dx

B. Integral de una función continua en un intervalo no acotado.

B1. Dada una funciónf :]−∞,b]→ R continua se define:

bw
−∞

f (x)dx = ĺım
t→−∞

bw
t

f (x)dx

B2. Dada una funciónf : [a,+∞[→ R continua se define:

+∞w
a

f (x)dx = ĺım
t→+∞

tw
a

f (x)dx
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Cuando los límites anteriores existen (y son números reales) se dice que la correspondiente
integral impropiaes convergenteen el intervalo en cuestión.

Los siguientes casos se reducen a los ya considerados:

C. Dada una función continuaf :]a,b[→ R donde−∞ 6 a < b 6 +∞, se dice que la
integral def es convergente en]a,b[ si elegidou∈]a,b[ las integrales def en ]a,u] y en [u,b[
son convergentes según las definiciones dadas enA y B, en cuyo caso se define

bw
a

f (x)dx =

uw
a

f (x)dx +

bw
u

f (x)dx = ĺım
s→a
s>a

uw
s

f (x)dx + ĺım
t→b
t<b

tw
u

f (x)dx (5.11)

Puedes comprobar fácilmente que esta definición para nada depende del puntou.

D. Dada una función continuaf : [a,b]\{c} → R con a < c < b y ĺım
x→c

| f (x)|=+∞ se

dice que la integral def es convergente en[a,b] si las integrales def en [a,c[ y en ]c,b] son
convergentes según las definiciones dadas enA1 y A2, en cuyo caso se define

bw
a

f (x)dx =

cw
a

f (x)dx +

bw
c

f (x)dx

E. Dada una función continuaf :]a,b[\{c} → R donde−∞6 a< c< b6+∞ y ĺım
x→c

| f (x)|=
+∞ se dice que la integral def es convergente en]a,b[ si las integrales def en]a,c[ y en]c,b[
son convergentes segúnC, en cuyo caso se define

bw
a

f (x)dx =

cw
a

f (x)dx +

bw
c

f (x)dx

En general, para estudiar la convergencia de la integral de una función f en un intervalo
hay que expresar dicho intervalo como unión de intervalos enlos que podamos aplicar las
definiciones anteriores y la integral debe ser convergente en cada uno de estos intervalos. Por
ejemplo, considera la integral

+∞w
−∞

1
x(x−2)

dx

Dicha integral es convergente si son convergentes las integrales de dicha función en cada uno
de los intervalos]−∞,−1], [−1,0[, ]0,1],[1,2[,]2,3] y [3,+∞[.

Un resultado importante respecto a las integrales impropias de Riemann es el siguiente. Se
trata de la versión para integrales impropias del resultadopara series que afirma que una serie
absolutamente convergente es convergente.

5.33 Proposición.Supongamos que la integral impropia de Riemann de la funciónvalor ab-
soluto x 7→ | f (x)| es convergente en un cierto intervalo, entonces se verifica que la integral
impropia de Riemann de f también es convergente en dicho intervalo.

Cuando la integral impropia de Riemann de la función valor absolutox 7→ | f (x)| es conver-
gente en un cierto intervalo, se dice que la integral impropia de Riemann def esabsolutamente
convergenteen dicho intervalo. Las integrales de Riemann absolutamente convergentes son,
de hecho, integrales en el sentido de la teoría de la integralde Lebesgue.
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Valor principal de Cauchy

Dada una función continuaf :]−∞,+∞[→R , se define el valor principal de Cauchy de la
integral def en ]−∞,+∞[ como el límite

V.P.
+∞w
−∞

f (x)dx = ĺım
t→+∞

tw
−t

f (x)dx (5.12)

cuando dicho límite existe.

Observa que, como caso particular de la definición (5.11), la integral impropia def en
]−∞,+∞[ es convergente cuando son convergentes las integrales impropias def en ]−∞,0] y

en [0,+∞[ es decir, cuando existen los límites: ĺım ĺım
s→−∞

0w
s

f (x)dx y ĺım
t→+∞

tw
0

f (x)dx , en cuyo

caso
+∞w
−∞

f (x)dx se define como la suma de ambos. Como

ĺım
t→−∞

0w
t

f (x)dx+ ĺım
t→+∞

tw
0

f (x)dx = ĺım
t→+∞

0w
−t

f (x)dx+ ĺım
t→+∞

tw
0

f (x)dx = ĺım
t→+∞

tw
−t

f (x)dx

Se sigue que si la integral impropia def en]−∞,+∞[ es convergente su valor coincide con su
valor principal de Cauchy.

Pero puede ocurrir que exista el valor principal de Cauchy dela integral def en]−∞,+∞[
aunque la integral impropia def en]−∞,+∞[ no sea convergente. Por ejemplo

V.P.
+∞w
−∞

xdx = ĺım
t→+∞

tw
−t

xdx = 0

pero la integral
+∞w
−∞

xdx no es convergente.

Dada una función continuaf : [a,b]\{c} → R dondea< c< b, se define el valor principal
de Cauchy de la integral def en [a,b] como el límite:

V.P.
bw

a

f (x)dx = ĺım
ε→0+

(
c−εw
a

f (x)dx +

bw
c+ε

f (x)dx

)

cuando dicho límite existe.

Al igual que antes, si la integral def es convergente en[a,b] su valor coincide con su valor
principal de Cauchy, pero puede ocurrir que el valor principal exista aunque la integral no sea
convergente. Por ejemplo

V.P.
1w

−1

1
x3 dx = ĺım

ε→0+

(−εw
−1

1
x3 dx +

1w
ε

1
x3 dx

)
= 0
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pero la integral
1w

−1

1
x3 dx no es convergente.

Dada una función continuaf :]a,b[→ R , se define el valor principal de Cauchy de la inte-
gral de f en ]a,b[ como el límite:

V.P.
bw

a

f (x)dx = ĺım
ε→0+

b−εw
a+ε

f (x)dx

cuando dicho límite existe.

Dada una función continuaf :]−∞,+∞[\{c} → R , supongamos que existen las integrales
impropias def en ]−∞,a] y en [b,+∞[ paraa< c< b. Se define el valor principal de Cauchy
de la integral def en]−∞,+∞[ como el límite:

V.P.
+∞w
−∞

f (x)dx = ĺım
ε→0+

(
c−εw
−∞

f (x)dx +

+∞w
c+ε

f (x)dx

)

cuando dicho límite existe.

En general, el valor principal de Cauchy de la integral de unafunción f en un intervalo se
obtiene expresando dicho intervalo como unión de intervalos en los que podamos aplicar las
definiciones anteriores de valor principal de Cauchy. Por ejemplo:

V.P.
+∞w
−∞

1
x(x−1)

dx = ĺım
ε→0+

( −εw
−∞

1
x(x−1)

dx +

1−εw
ε

1
x(x−1)

dx +

+∞w
1+ε

1
x(x−1)

dx

)

Puedes comprobar calculando una primitiva que el límite anterior vale 0 aunque la integral
impropia no es convergente. Observa que no se exige que exista cada límite por separado sino
la suma de todos. Es decir, el valor principal de Cauchy en un intervalo no es la suma de los
valores principales de Cauchy en los subintervalos en que lohemos dividido. En el ejemplo
anterior no existe el valor principal de Cauchy en ninguno delos subintervalos]−∞,0[, ]0,1[,
]1,+∞[ (el límite correspondiente es±∞).

Sea f : I → C una función compleja continua en un intervaloI . Supongamos que las fun-
ciones Re( f ) o Im( f ) y el intervaloI están en algunas de las situaciones antes consideradas.
Se dice que la integral impropia de Riemann def es convergente enI si son convergentes las
integrales impropias de las funciones Re( f ) y Im( f ) enI en cuyo caso la integral impropia def
en I se define como el número complejo cuya parte real es la integral impropia de Riemann de
Re( f ) en I y cuya parte imaginaria es la integral impropia de Riemann deIm( f ) en I . El valor
principal de Cauchy def en I se define como el número complejo cuya parte real es el valor
principal de Cauchy de Re( f ) en I y cuya parte imaginaria es el valor principal de Cauchy de
Im( f ) enI .

5.6.3. Integrales del tipo
+∞
w

−∞

P(x)
Q(x)

dx

Suponemos que
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1. P y Q son funciones polinómicas sin factores comunes.

2. grado(Q)> grado(P)+2.

Se verifica que:

3a. Q(x) 6= 0 para todox∈R.

O bien se verifica que:

3b. Q(x) tiene ceros simples reales.

Entonces:

A) Si se dan las hipótesis1, 2 y 3ase verifica que la integral es absolutamente convergente y si
zk (k= 1,2, . . . ,q) son los ceros deQ que están en el semiplano superior se tiene que

+∞w
−∞

P(x)
Q(x)

dx = 2πi
q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

,zj

)
(5.13)

B) Si se dan las hipótesis1, 2 y 3b se verifica que la integral no es convergente y sizk (k =
1,2, . . . ,q) son los ceros deQ que están en el semiplano superior yx1 < x2 < · · · < xp son los
ceros deQ que están en el eje real, se verifica que

V.P.
+∞w
−∞

P(x)
Q(x)

dx = 2πi
q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

,zj

)
+πi

p∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

,x j

)
(5.14)

El valor principal de Cauchy está definido como el límite

V.P.
+∞w
−∞

P(x)
Q(x)

dx = ĺım
ε→0




x1−εw
−∞

P(x)
Q(x)

dx+
p−1∑

j=1

xj+1−εw
xj+ε

P(x)
Q(x)

dx+
+∞w

xp+ε

P(x)
Q(x)

dx




Demostración. Las afirmaciones hechas sobre la convergencia de las integrales no las vamos
a probar. Probaremos las igualdades (5.13) y (5.14). Es suficiente probar la segunda porque su
demostración puede modificarse fácilmente para probar la primera.

Consideremos, para no complicar innecesariamente la notación, queQ tiene dos ceros sim-
ples realesa y b cona< b. Vamos a aplicar el teorema de los residuos a la función

f (z) =
P(z)
Q(z)

en el abiertoΩ =C. SeaΓ(R,ε) el camino (ver figura5.3)

Γ(R,ε) = [−R,a− ε]
�
− γ(a,ε)

�
+[a+ ε,b− ε]

�
− γ(b,ε)

�
+[b+ ε,R]

�
+ γ(R)

dondeγ(a,ε) y γ(b,ε) son las semicircunferencias centradas ena y b de radioε y γ(R) es la
circunferencia de centro 0 y radioR todas ellas recorridas en sentido anti horario. Se supone
que tomamosR suficientemente grande yε suficientemente pequeño para que todos los ceros
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ba Ra−ε−R a+ε b−ε b+ε

−γ(b,ε)−γ(a,ε)

bb

γ(R)

Figura 5.3. El caminoΓ(R,ε)

del polinomioQ que están en el semiplano superior queden en el interior deΓ(R,ε) de modo
que IndΓ(R,ε)(zj) = 1 para 16 j 6 q.

El teorema de los residuos nos dice que

w
Γ(R,ε)

P(z)
Q(z)

dz = 2πi
q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

,zj

)

Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independiente deRy ε. Tenemos que:

w
Γ(R,ε)

f (z)dz =

a−εw
−R

f (x)dx −
w

γ(a,ε)

f (z)dz+
b−εw

a+ε
f (x)dx −

−
w

γ(b,ε)

f (z)dz+
Rw

b+ε

f (x)dx +
w

γ(R)

f (z)dz

Y, por tanto:

2πi
q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

,zj

)
+

w
γ(a,ε)

f (z)dz+
w

γ(b,ε)

f (z)dz =

=

a−εw
−R

f (x)dx +

b−εw
a+ε

f (x)dx +

Rw
b+ε

f (x)dx +
w

γ(R)

f (z)dz (5.15)

Por la hipótesis sobre los grados de los polinomiosP y Q podemos aplicar el lema5.32con
α = 2 por lo que

ĺım
R→+∞

w
γ(R)

f (z)dz = 0

Y por el lema5.30tenemos que

ĺım
ε→0

w
γ(a,ε)

f (z)dz = iπRes( f (z),a), ĺım
ε→0

w
γ(b,ε)

f (z)dz = iπRes( f (z),b)
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Además, por las hipótesis hechas se verifica que:

ĺım
R→+∞

a−εw
−R

f (x)dx =

a−εw
−∞

f (x)dx, ĺım
R→+∞

Rw
b+ε

f (x)dx =

+∞w
b+ε

f (x)dx

Es decir, dichas integrales convergen. Por tanto, tomando límite en (5.15) paraR→+∞ obte-
nemos:

2πi
q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

,zj

)
+

w
γ(a,ε)

f (z)dz+
w

γ(b,ε)

f (z)dz =

=

a−εw
−∞

f (x)dx +

b−εw
a+ε

f (x)dx +

+∞w
b+ε

f (x)dx

Tomando ahora límite paraε → 0, concluimos que:

2πi
q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

,zj

)
+ iπ

(
Res

(
P(z)
Q(z)

,a

)
+Res

(
P(z)
Q(z)

,b

))
=

= ĺım
ε→0

(
a−εw
−∞

P(x)
Q(x)

dx+
b−εw

a+ε

P(x)
Q(x)

dx +

+∞w
b+ε

P(x)
Q(x)

dx

)

Pero el lado de la derecha de esta igualdad es, por definición,el valor principal de Cauchy.
Hemos probado así que dicho valor principal existe y viene dado por:

V.P.
+∞w
−∞

P(x)
Q(x)

dx = 2πi
q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

,zj

)
+ iπ

(
Res

(
P(z)
Q(z)

,a

)
+Res

(
P(z)
Q(z)

,b

))

Que es lo que queríamos probar. 2

5.34 Ejemplo. Queremos calcular la integral

I =
+∞w
−∞

1
(x2+a2)(x2+b2)

dx

donde suponemos quea> 0 y b> 0 son distintos. La función que integramos tiene dos polos
simples en el semiplano superior en los puntosia, ib. Según acabamos de ver

I = 2πi Res

(
1

(z2+a2)(z2+b2)
, ia

)
+2πi Res

(
1

(z2+a2)(z2+b2)
, ib

)

Tenemos que

Res

(
1

(z2+a2)(z2+b2)
, ia

)
= ĺım

z→ia
(z− ia)

1
(z− ia)(z+ ia)(z2+b2)

= ĺım
z→ia

1
(z+ ia)(z2+b2)

=
1

2ia(b2−a2)
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Análogamente

Res

(
1

(z2+a2)(z2+b2)
, ib

)
=

1
2ib(a2−b2)

Luego

I = 2πi

(
1

2ia(b2−a2)
+

1
2ib(a2−b2)

)
=

π
ab(a+b)

�

Ejercicios propuestos

Calcula por el método de residuos las siguientes integrales.

255.
+∞w
−∞

x2+3
(x2+1)(x2+4)

dx

256.
+∞w
−∞

dx
ax2+bx+c

(a,b,c∈R, b2 < 4ac)

257.
+∞w
−∞

x2+x+1
x4+x2+1

dx

258.
+∞w
−∞

1
(x2−x+1)(x2+x+1)

dx

259.
+∞w
−∞

x2

(x2+1)(x2+2x+2)
dx

260.
+∞w
−∞

x2

(x2+a2)3 dx (a> 0)

261.
+∞w
0

1
x6+1

dx

Calcula el valor principal de Cauchy de las siguientes integrales por el método de resi-
duos.

262. V.P.
+∞w
−∞

x
x3−8

dx

263. V.P.
+∞w
−∞

x2

x4−1
dx
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264. V.P.
+∞w
−∞

1
x3+1

dx

5.6.4. Integrales del tipo
+∞
w

−∞

P(x)
Q(x)

eiλx dx

Suponemos que

1. P y Q son funciones polinómicas sin factores comunes yλ > 0.

2. grado(Q)> grado(P)+1.

Se verifica que:

3a. Q(x) 6= 0 para todox∈R.

O bien se verifica que:

3b. Q(x) tiene ceros simples reales.

Entonces:

A) Si se dan las hipótesis1, 2 y 3a se verifica que la integral es convergente y sizk (k =
1,2, . . . ,q) son los ceros deQ que están en el semiplano superior se se verifica que

+∞w
−∞

P(x)
Q(x)

eiλx dx = 2πi
q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

eiλz,zj

)
(5.16)

En particular, si los polinomiosP y Q tienen coeficientes reales se verifica que:

+∞w
−∞

P(x)
Q(x)

cos(λx)dx = Re


2πi

q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

eiλz,zj

)
 (5.17)

+∞w
−∞

P(x)
Q(x)

sen(λx)dx = Im


2πi

q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

eiλz,zj

)
 (5.18)

B) Si se dan las hipótesis1, 2 y 3b se verifica que la integral no es convergente y sizk (k =
1,2, . . . ,q) son los ceros deQ que están en el semiplano superior yx1 < x2 < · · · < xp son los
ceros deQ que están en el eje real, se verifica que

V.P.
+∞w
−∞

P(x)
Q(x)

eiλxdx= 2πi
q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

eiλz,zj

)
+πi

p∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

eiλz,x j

)
(5.19)
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En particular, si los polinomiosP y Q tienen coeficientes reales se verifica que:

V.P.
+∞w
−∞

P(x)
Q(x)

cos(λx)dx= Re


2πi

q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

eiλz,zj

)
+πi

p∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

eiλz,x j

)
 (5.20)

V.P.
+∞w
−∞

P(x)
Q(x)

sen(λx)dx= Im


2πi

q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

eiλz,zj

)
+πi

p∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

eiλz,x j

)
 (5.21)

En el caso de que los ceros reales deQ coincidan con ceros de cos(λx), la integral en (5.20) es
convergente. En el caso de que los ceros reales deQ coincidan con ceros de sen(λx), la integral
en (5.21) es convergente.

Demostración. Las afirmaciones hechas sobre la convergencia de las integrales no las vamos
a probar. Probaremos las igualdades (5.16) y (5.19). Es suficiente probar la segunda porque su
demostración puede modificarse fácilmente para probar la primera.

Consideremos, para no complicar innecesariamente la notación, queQ tiene dos ceros sim-
ples realesa y b cona< b. Vamos a aplicar el teorema de los residuos a la función

f (z) =
P(z)
Q(z)

eiλz

en el abiertoΩ =C. SeaΓ(R,ε) el camino (ver figura5.4)

Γ(R,ε) = [−R,a− ε]
�
− γ(a,ε)

�
+[a+ ε,b− ε]

�
− γ(b,ε)

�
+[b+ ε,R]

�
+ γ(R)

dondeγ(a,ε) y γ(b,ε) son las semicircunferencias centradas ena y b de radioε y γ(R) es la
circunferencia de centro 0 y radioR todas ellas recorridas en sentido anti horario. Se supone
que tomamosR suficientemente grande yε suficientemente pequeño para que todos los ceros
del polinomioQ que están en el semiplano superior queden en el interior deΓ(R,ε) de modo
que IndΓ(R,ε)(zj) = 1 para 16 j 6 q.

ba Ra−ε−R a+ε b−ε b+ε

−γ(b,ε)−γ(a,ε)

bb

γ(R)

Figura 5.4. El caminoΓ(R,ε)

El teorema de los residuos nos dice que

w
Γ(R,ε)

f (z)dz = 2πi
q∑

j=1

Res( f (z),zj )
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Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independiente deRy ε. Tenemos que:

w
Γ(R,ε)

f (z)dz =

a−εw
−R

f (x)dx −
w

γ(a,ε)

f (z)dz+
b−εw

a+ε
f (x)dx −

−
w

γ(b,ε)

f (z)dz+
Rw

b+ε

f (x)dx +
w

γ(R)

f (z)dz

Y, por tanto:

2πi
q∑

j=1

Res( f (z),zj )+
w

γ(a,ε)

f (z)dz+
w

γ(b,ε)

f (z)dz =

=

a−εw
−R

f (x)dx +

b−εw
a+ε

f (x)dx +

Rw
b+ε

f (x)dx +
w

γ(R)

f (z)dz (5.22)

Por la hipótesis sobre los grados de los polinomiosP y Q, se tiene que ĺım
z→∞

P(z)
Q(z)

= 0, por lo

que podemos aplicar el lema5.31para obtener que

ĺım
R→+∞

w
γ(R)

P(z)
Q(z)

eiλz dz = 0

Y por el lema5.30tenemos que

ĺım
ε→0

w
γ(a,ε)

f (z)dz = iπRes( f (z),a), ĺım
ε→0

w
γ(b,ε)

f (z)dz = iπRes( f (z),b)

Además, por las hipótesis hechas se verifica que:

ĺım
R→+∞

a−εw
−R

f (x)dx =

a−εw
−∞

f (x)dx, ĺım
R→+∞

Rw
b+ε

f (x)dx =

+∞w
b+ε

f (x)dx

Es decir, dichas integrales convergen. Por tanto, tomando límite en (5.22) paraR→+∞ obte-
nemos:

2πi
q∑

j=1

Res( f (z),zj )+
w

γ(a,ε)

f (z)dz+
w

γ(b,ε)

f (z)dz =

=

a−εw
−∞

f (x)dx +

b−εw
a+ε

f (x)dx +

+∞w
b+ε

f (x)dx

Tomando ahora límite paraε → 0, concluimos que:

2πi
q∑

j=1

Res( f (z),zj )+ iπ(Res( f (z),a)+Res( f (z),b)) =

= ĺım
ε→0

(
a−εw
−∞

f (x)dx +

b−εw
a+ε

f (x)dx +

+∞w
b+ε

f (x)dx

)
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Pero el lado de la derecha de esta igualdad es, por definición,el valor principal de Cauchy.
Hemos probado así que dicho valor principal existe y viene dado por:

V.P.
+∞w
−∞

P(x)
Q(x)

eiλx dx = 2πi
q∑

j=1

Res( f (z),zj )+ iπ(Res( f (z),a)+Res( f (z),b))

que es lo que queríamos probar. 2

5.35 Ejemplo. Queremos calcular la integral I=
+∞w
−∞

cos(λx)
a2+x2 dx. Suponemos quea> 0 y λ > 0.

Como

I = Re

(
+∞w
−∞

eiλx

a2+x2 dx

)

Calcularemos J=
+∞w
−∞

eiλx

a2+x2 dx. Según acabamos de ver, teniendo en cuenta que la función

1
a2+z2 solamente tiene un polo simple en el semiplano superior en elpuntoai, se sigue que

1
2πi

J= Res

(
eiλz

a2+z2 ,ai

)
= ĺım

z→ai
(z−ai)

eiλz

a2+z2 = ĺım
z→ai

(z−ai)
eiλz

(z−ai)(z+ai)
=

1
2i

e−λa

a

Luego I= π
e−λa

a
. �

5.36 Ejemplo.

+∞w
−∞

senx
x

dx = Im

(
πi Res

(
eiz

z
,0

))
= Im

(
πi ĺım

z→0
z
eiz

z

)
= π

�

Ejercicios propuestos

Utilizando el método de residuos calcula las integrales.

265.
+∞w
0

xsen3x
x2+9

dx

266.
+∞w
0

cos2x
x2−2x+2

dx

267.
+∞w
0

cos4x
x4+5x2+4

dx
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268.
+∞w
0

xsenx
(x2+4)2 dx

269.
+∞w
0

xsenx
x4+1

dx

270.
+∞w
−∞

cosx
(x2+x+1)2 dx

Utilizando el método de residuos prueba las siguientes igualdades.

271.
+∞w
−∞

costx
(x2+a2)2 dx =

π
2a3 (1+at)e−at (a> 0, t > 0)

272.
+∞w
0

cosx
(x2+a2)(x2+b2)

dx =
π

b2−a2

(
e−a

a
− e−b

b

)
(a 6= b,a> 0,b> 0)

Usando el método de residuos calcula las integrales siguientes.

273.
+∞w
0

sen(λx)
x(x2+a2)

dx (λ > 0,a> 0)

274.
+∞w
−∞

senx
(x−π/2)(x−π)

dx

275.
+∞w
−∞

cosx
(x−π/2)(x2+1)

dx

276.
+∞w
−∞

xsenπx
x2−5x+6

dx

277.
+∞w
−∞

senλx
x

1
ax2+bx+c

dx (a> 0,b2−4ac< 0)

278.
+∞w
−∞

senx
x(x2−π2)

dx

Calcula el valor principal de Cauchy de las siguientes integrales por el método de resi-
duos.

279. V.P.
+∞w
−∞

senx
(x−1)(x2+4)

dx
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280. V.P.
+∞w
−∞

xcosx
x2+3x+2

dx

281. V.P.
+∞w
−∞

cosx
a2−x2 dx (a> 0)

282. V.P.
+∞w
−∞

cosx
x2−x

dx

5.6.5. Integrales del tipo
+∞
w

a

P(x)
Q(x)

dx

Suponemos que

1. P y Q son funciones polinómicas sin factores comunes.

2. grado(Q)> grado(P)+2.

3. Q(x) 6= 0 para todox> a.

En estas condiciones sizk (k= 1,2, . . . ,q) son los ceros deQ se verifica que

+∞w
a

P(x)
Q(x)

dx =−
q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

log0(z−a),zj

)
(5.23)

donde log0 es el logaritmo dezdefinido por

log0(z) = log|z|+ iϑ(z) ϑ(z)∈Arg(z)∩ [0,2π[

Demostración. Vamos a considerar dos ramas del logaritmo dez−a que coincidan en el eje
real a la izquierda del puntoa. Concretamente, consideremos las funciones

F1(z) =
P(z)
Q(z)

log−π
2
(z−a), F2(z) =

P(z)
Q(z)

logπ
2
(z−a)

Recuerda que log−π
2
(z − a) es holomorfa enC∗\L1 donde L1 es la semirrecta

L1 = {a− iρ : ρ > 0}. Análogamente logπ
2
(z− a) es holomorfa enC∗\L2 dondeL2 es la se-

mirrectaL2 = {a+ iρ : ρ > 0}. AdemásF1 y F2 coinciden en el semiplano a la izquierda de
a, H1 = {x+ iy : x< a} y se diferencian en 2πi en el semiplano a la derecha dea, H2 =
{x+ iy : x> a}.

Como las hipótesis hechas no excluyen la posibilidad de queQ(x) se anule en puntos del
eje real a la izquierda dea, para no complicar innecesariamente la notación, supondremos que

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Integrales del tipo
r +∞

a
P(x)
Q(x) dx 181

a+ε Ra−ε−R
b

a
b

b b+εb−ε

γR

γ1,εγ2,ε

Figura 5.5. El caminoΓ1(R,ε)

hay un único puntob∈R, b< a tal queQ(b) = 0. Se trata ahora de aplicar el teorema de los
residuos a las funcionesF1 y F2 en sendos caminos cerradosΓ1(R,ε) y Γ2(R,ε).

Se supone que tomamosR> 0 suficientemente grande yε > 0 suficientemente pequeño
para que todos los ceros deQ que están en el semiplano superior queden dentro deΓ1(R,ε).
Por el teorema de los residuos tenemos que

w
Γ1

F1(z)dz = 2πi
∑

Imz>0

Res(F1(z),z) (5.24)

Se supone que tomamosR> 0 suficientemente grande yε > 0 suficientemente pequeño
para que todos los ceros deQ que están en el semiplano inferior queden dentro deΓ2(R,ε). Por
el teorema de los residuos tenemos que

w
Γ2

F2(z)dz = 2πi
∑

Imz<0

Res(F2(z),z) (5.25)

a+ε Ra−ε−R
b
a

b
b b+εb−ε

σR

σ1,εσ2,ε

Figura 5.6. El caminoΓ2(R,ε)

Teniendo en cuenta queF1 y F2 coinciden enH1, las integrales de ambas funciones en
los segmentos[−R,b− ε], [b+ ε,a− ε] son iguales y como se recorren en sentidos opuestos

en ambos caminos, al sumar las integrales cancelan. Comoγ2,ε
�
+σ2,ε = −C(b,ε), al sumar
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las correspondientes integrales (sin olvidar que ambas funciones coinciden enH1), obtenemos
como resultado−2πi Res(F1(z),b). Resulta así que:

w
Γ1(R,ε)

F1(z)dz+
w

Γ2(R,ε)

F2(z)dz =−2πi Res(F1(z),b)+
w

γ1,ε

F1(z)dz+
w
γR

F1(z)dz+

+
w

σ1,ε

F2(z)dz+
w
σR

F2(z)dz+
Rw

a+ε
(F1(x)−F2(x))dx =

= 2πi
∑

Imz>0

Res(F1(z),z)+2πi
∑

Imz<0

Res(F2(z),z)

Es fácil comprobar que ĺım
z→a

Imz>0

(z−a)F1(z) = ĺım
z→a

Imz<0

(z−a)F2(z) = 0, por lo que en virtud del lema

5.30tenemos que:

ĺım
ε→0

w
γ1,ε

F1(z)dz = ĺım
ε→0

w
σ1,ε

F2(z)dz = 0

Por la hipótesis2 se verifica que para 1< α < 2 es ĺım
z→∞

Imz>0

|z|α|F1(z)|= ĺım
z→∞

Imz<0

|z|α|F2(z)|= 0, por

lo que en virtud del lema5.32tenemos que:

ĺım
R→+∞

w
γR

F1(z)dz = ĺım
R→+∞

w
σR

F2(z)dz = 0

Además, como parax > a es logπ
2
(x− a) = log(x− a)+ 2πi y log−π

2
(x− a) = log(x− a). Se

tiene que parax> a es

F1(x)−F2(x) =
P(x)
Q(x)

log(x−a)− P(x)
Q(x)

(log(x−a)+2πi) =−2πi
P(x)
Q(x)

Por tanto

ĺım
R→+∞

ε→0

Rw
a+ε

(F1(x)−F2(x))dx = ĺım
R→+∞

ε→0

Rw
a+ε

−2πi
P(x)
Q(x)

dx =−2πi
+∞w
0

P(x)
Q(x)

dx

Deducimos:

+∞w
0

P(x)
Q(x)

dx =−Res(F1(z),b)−
∑

Imz>0

Res(F1(z),z)−
∑

Imz<0

Res(F2(z),z) (5.26)

Naturalmente, si hubiera más ceros reales deQ a la izquierda dea habría que tener en cuenta el
residuo deF1 en todos ellos, es decir, en la igualdad anterior habría que sustituir Res(F1(z),b)

por
∑

Imz=0

Res(F1(z),z).

Puesto que log− π
2
(z− a) coincide con log0(z− a) en el semiplano superior y logπ

2
(z− a)

coincide con log0(z− a) en el semiplano inferior. Y los tres coinciden en el semiplano a la
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izquierda dea. Tenemos que

∑

Imz>0

Res(F1(z),z) =
∑

Imz>0

Res

(
P(z)
Q(z)

log0(z−a),z)

)

∑

Imz<0

Res(F2(z),z) =
∑

Imz<0

Res

(
P(z)
Q(z)

log0(z−a),z)

)

∑

Imz=0

Res(F1(z),z) =
∑

Imz=0

Res

(
P(z)
Q(z)

log0(z−a),z)

)

Y la suma de estas tres expresiones es igual a

q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

log0(z−a),zj

)

dondezk (k = 1,2, . . . ,q) son todos los ceros deQ. Por tanto, la igualad (5.26) es la misma
igualdad (5.23). 2

Ejercicios propuestos

Usando el método de residuos calcula las siguientes integrales.

283.
+∞w
0

dx
x3+a3 (a> 0)

284.
+∞w
0

dx
(2x+1)(x+1)

285.
+∞w
0

dx
(8x2+3)(3x2+2)

286.
+∞w
0

1
x+b

dx
x2+a2 (a> 0,b> 0)

287.
+∞w
0

dx
(x2−2xcosλ+1)2 (0< λ < π)

5.6.6. Integrales del tipo
+∞
w

0

xλ P(x)
Q(x)

dx

Suponemos que
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1. P y Q son funciones polinómicas sin factores comunes yλ no es un número entero.

2. λ >−1 y grado(Q)> grado(P)+λ+1.

3. Q(x) 6= 0 para todox> 0.

En estas condiciones si
{

z1,z2, . . . ,zq
}

es el conjunto de los ceros del polinomioQ se verifica
que

+∞w
0

xλ P(x)
Q(x)

dx =
2πi

1−e2iπλ

q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

exp(λ log0 z),zj

)
(5.27)

donde log0 es el logaritmo dezdefinido por

log0(z) = log|z|+ iϑ(z) ϑ(z)∈Arg(z)∩ [0,2π[

Demostración. Vamos a considerar dos ramas del logaritmo dez que coincidan en el eje real
negativo. Concretamente, consideremos las funciones

F1(z) =
P(z)
Q(z)

exp(log−π
2
(z)), F2(z) =

P(z)
Q(z)

exp(logπ
2
(z)

Recuerda que log−π
2
(z) es holomorfa enC∗\iR− y logπ

2
(z) es holomorfa enC∗\iR+. Además

F1 y F2 coinciden en el semiplano de la izquierda,H1 = {x+ iy : x< 0}, y se diferencian en 2πi
en el semiplano de la derechaH2 = {x+ iy : x> 0}.

Se trata ahora de aplicar el teorema de los residuos a las funciones F1 y F2 en sendos
caminos cerradosΓ1(R,ε) y Γ2(R,ε).

ε R−ε−R
b

0
b

γR

γε

Figura 5.7. El caminoΓ1(R,ε)

Se supone que tomamosR> 0 suficientemente grande yε > 0 suficientemente pequeño
para que todos los ceros deQ que están en el semiplano superior queden dentro deΓ1(R,ε).
Por el teorema de los residuos tenemos que

w
Γ1

F1(z)dz = 2πi
∑

Imz>0

Res(F1(z),z) (5.28)

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Integrales del tipo
r +∞

0 xλ P(x)
Q(x) dx 185

Se supone que tomamosR> 0 suficientemente grande yε > 0 suficientemente pequeño
para que todos los ceros deQ que están en el semiplano inferior queden dentro deΓ2(R,ε). Por
el teorema de los residuos tenemos quew

Γ2

F2(z)dz = 2πi
∑

Imz<0

Res(F2(z),z) (5.29)

ε R−ε−R
b
0

σR

σε

Figura 5.8. El caminoΓ2(R,ε)

Teniendo en cuenta queF1 y F2 coinciden enH1, las integrales de ambas funciones en los
segmentos[−R,−ε] son iguales y como se recorren en sentidos opuestos en ambos caminos, al
sumar las integrales cancelan. Resulta así que:w

Γ1(R,ε)

F1(z)dz+
w

Γ2(R,ε)

F2(z)dz =−
w
γε

F1(z)dz+
w
γR

F1(z)dz+

+
w
σε

F2(z)dz+
w
σR

F2(z)dz+
Rw
ε
(F1(x)−F2(x))dx =

= 2πi
∑

Imz>0

Res(F1(z),z)+2πi
∑

Im z<0

Res(F2(z),z)

Es fácil comprobar que ĺım
z→0

Imz>0

zF1(z) = ĺım
z→0

Imz<0

zF2(z) = 0, por lo que en virtud del lema5.30

tenemos que:

ĺım
ε→0

w
γε

F1(z)dz = ĺım
ε→0

w
σε

F2(z)dz = 0

Por la hipótesis2se verifica que para 1<α tal que gradoQ>gradoP+λ+α es ĺım
z→∞

Imz>0

|z|α|F1(z)|=

ĺım
z→∞

Imz<0

|z|α|F2(z)|= 0, por lo que en virtud del lema5.32tenemos que:

ĺım
R→+∞

w
γR

F1(z)dz = ĺım
R→+∞

w
σR

F2(z)dz = 0

Además como parax> 0 es logπ
2
(x) = logx+2πi y log−π

2
(x) = logx. Se tiene que parax> 0

es

F1(x)−F2(x) =
P(x)
Q(x)

exp(λ logx)− P(x)
Q(x)

exp(λ(logx+2πi)) = xλ P(x)
Q(x)

(1−e2iπλ)
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Por tanto

ĺım
R→+∞

ε→0

Rw
ε
(F1(x)−F2(x))dx = ĺım

R→+∞
ε→0

Rw
ε
(1−e2iπλ)xλ P(x)

Q(x)
dx = (1−e2iπλ)

+∞w
0

xλ P(x)
Q(x)

dx

Deducimos:

(1−e2iπλ)

+∞w
0

xλ P(x)
Q(x)

dx = 2πi
∑

Imz>0

Res(F1(z),z)+2πi
∑

Im z<0

Res(F2(z),z) (5.30)

Puesto que log− π
2
(z) coincide con log0(z) en el semiplano superior y logπ

2
(z) coincide con

log0(z) en el semiplano inferior. Tenemos que

∑

Imz>0

Res(F1(z),z) =
∑

Imz>0

Res

(
P(z)
Q(z)

exp(log0(z)),z)

)

∑

Imz<0

Res(F2(z),z) =
∑

Imz<0

Res

(
P(z)
Q(z)

exp(log0(z)),z)

)

Y la suma de estas dos expresiones es igual a

q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

exp(log0(z)),zj

)

dondezk (k= 1,2, . . . ,q) son todos los ceros deQ. Por tanto, la igualad (5.30) es, salvo dividir
por 1−e2iπλ, la misma igualdad (5.27). 2

5.37 Ejemplo. Calculemos la integral
+∞w
0

x−λ

x+1
dx donde 0< λ < 1. Tenemos que

+∞w
0

x−λ

x+1
dx =

2πi

1−e−2iπλ Res

(
exp(−λ log0z)

z+1
,−1

)
=

2πi e−iπλ

1−e−2iπλ =
π

sen(λπ)

�

5.6.7. Integrales del tipo
+∞
w

0

xλ P(x)
Q(x)

(logx)mdx

Se suponen las mismas hipótesis del caso precedente. Estas integrales se obtienen de las
anteriores derivando respecto al parámetroλ.

5.38 Ejemplo.

+∞w
0

x−λ

x+1
logxdx =− d

dλ

(
+∞w
0

x−λ

x+1
dx

)
=− d

dλ

(
π

sen(λπ)

)
=

π2 cos(λπ)
sen2(λπ)

�
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Ejercicios propuestos

Usando el método de residuos calcula las integrales siguientes.

288.
+∞w
0

x−λ

ax+b
dx (0< λ < 1,a> 0,b> 0)

289.
+∞w
0

x−λ logx

ax+b
dx (0< λ < 1,a> 0,b> 0)

290.
+∞w
0

xλ

(x+a)2 dx (−1< λ < 1,a> 0)

291.
+∞w
0

logx√
x(x+a)2 dx (a> 0)

292.
+∞w
0

xλ

x2+2axcosϑ+a2 dx (−1< λ < 1,a> 0)

293.
+∞w
0

xλ

x2+a
dx (−1< λ < 1,a> 0)

294.
+∞w
0

xλ

x2+x+1
dx (−1< λ < 1)

5.6.8. Integrales del tipo
b
w

a

P(x)
Q(x)

dx

Suponemos que

1. P y Q son funciones polinómicas sin factores comunes.

2. grado(Q)> grado(P)+1.

3. Q(x) 6= 0 para todox∈ [a,b].

En estas condiciones si
{

z1,z2, . . . ,zq
}

es el conjunto de los ceros del polinomioQ se
verifica que

bw
a

P(x)
Q(x)

dx =

q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

log
z−b
z−a

,zj

)
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Para ello, teniendo en cuenta que la función log
z−b
z−a

es holomorfa enC\[a,b], vamos a aplicar

el teorema de los residuos a la función

f (z) =
P(z)
Q(z)

log
z−b
z−a

en el abiertoΩ = C\[a,b]. Consideramos un ciclo formado por dos poligonales (rectángulos)
recorridos en sentidos opuestos (ver figura5.9).

Γ(R,ε) =[b+R+ iR,a−R+ iR,a−R− iR,b+R− iR,b+R+ iR]
�
−

�
− [b+ ε+ iε,a− ε+ iε,a− ε− iε,b+ ε− iε,b+ ε+ iε]

dondeR, ε son números positivos que tomamos de forma que todos los ceros del polinomioQ
queden en el interior del rectángulo grande y fuera del pequeño de modo que IndΓ(R,ε)(zj) = 1
para 16 j 6 q.

b+Ra−R

iR

−iR

b+ εa− ε

iε

−iε

ba

Figura 5.9.Γ(R,ε)

Observa que el cicloΓ(R,ε) es nulhomólogo respecto deΩ = C\[a,b]. El teorema de los
residuos nos dice que

w
Γ(R,ε)

P(z)
Q(z)

log
z−b
z−a

dz = 2πi
q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

log
z−b
z−a

,zj

)

Como en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de R y ε, será suficiente para
nuestros propósitos probar que cuandoR→+∞ y ε → 0 se verifica que

w
Γ(R,ε)

P(z)
Q(z)

log
z−b
z−a

dz −→ 2πi
bw

a

P(x)
Q(x)

dx

Por la hipótesis sobre los grados de los polinomiosP y Q se tiene que existen númerosK > 0
y M > 0 tales que

|z|> K ⇒
∣∣∣∣
P(z)
Q(z)

∣∣∣∣6
M
|z| (5.31)

En lo que sigue suponemos queR> K.

Como la funciónQ(z) no se anula en[a,b]∗ podemos fijar un número 0< ρ < 1 tal que en
el rectángulo cerrado

R = {x+ iy∈C : a−ρ 6 x6 b+ρ, −ρ 6 y6 ρ}
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la función Q(z) no se anule. Por continuidad y compacidad, la función
|P(z)|
|Q(z)| alcanzará un

valor máximo enR . Sea

L = máx

{ |P(z)|
|Q(z)| : z∈ R

}
(5.32)

En lo que sigue suponemos queε < ρ/2.

Probaremos en primer lugar que las integrales sobre los lados verticales de los rectángulos
tienden a 0. Consideremos para ello un segmento de la forma

J(λ) = [b+λ− iλ,b+λ+ iλ]∗ (λ > 0)

Usando la acotación básica para integrales, tenemos que
∣∣∣∣∣∣

w
[b+λ−iλ,b+λ+iλ]

f (z)dz

∣∣∣∣∣∣
6 2λmáx

{∣∣∣∣
P(z)
Q(z)

∣∣∣∣
∣∣∣∣log

z−b
z−a

∣∣∣∣ : z∈J(λ)
}

(5.33)

Naturalmente

log
z−b
z−a

= log

∣∣∣∣
z−b
z−a

∣∣∣∣+ i arg

(
z−b
z−a

)

por lo que ∣∣∣∣log
z−b
z−a

∣∣∣∣6
∣∣∣∣log

∣∣∣∣
z−b
z−a

∣∣∣∣
∣∣∣∣+
∣∣∣∣arg

(
z−b
z−a

)∣∣∣∣

Vamos a calcular el máximo de la función

∣∣∣∣log

∣∣∣∣
z−b
z−a

∣∣∣∣
∣∣∣∣ cuandoz∈J(λ). Es evidente que para

z∈J(λ) se tiene que

∣∣∣∣
z−b
z−a

∣∣∣∣< 1, por lo que

∣∣∣∣log

∣∣∣∣
z−b
z−a

∣∣∣∣
∣∣∣∣=− log

∣∣∣∣
z−b
z−a

∣∣∣∣. En consecuencia

máx

{∣∣∣∣log

∣∣∣∣
z−b
z−a

∣∣∣∣
∣∣∣∣ : z∈J(λ)

}
=−mı́n

{
log

∣∣∣∣
z−b
z−a

∣∣∣∣ : z∈J(λ)
}

Teniendo en cuenta que el logaritmo es estrictamente creciente, será suficiente calcular el mí-

nimo de

∣∣∣∣
z−b
z−a

∣∣∣∣ enJ(λ). Los puntos deJ(λ) son de la formab+λ+ it donde|t|6 λ. Tenemos

que
∣∣∣∣
b+λ+ it −b
b+λ+ it −a

∣∣∣∣=
|λ+ it |

|b−a+λ+ it | =
√

λ2+ t2

(b−a+λ)2+ t2

Para calcular el mínimo podemos prescindir de la raíz. Hemosreducido nuestro problema a

calcular el mínimo de
λ2+ t2

(b−a+λ)2+ t2 en [−λ,λ]. Derivando se comprueba enseguida que el

mínimo valor se alcanza parat = 0. Por tanto

máx

{∣∣∣∣log

∣∣∣∣
z−b
z−a

∣∣∣∣
∣∣∣∣ : z∈J(λ)

}
=−1

2
log

λ2

(b−a+λ)2 (5.34)

Acotamos ahora

∣∣∣∣arg

(
z−b
z−a

)∣∣∣∣ enJ(λ). Interesa acotar de forma diferente según que seaλ = ε

o λ = R.
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Como el número complejo

b+λ+ it −b
b+λ+ it −a

=
λ+ it

b+λ+ it −a
=

λ(b−a)+λ2+ t2+ it (b−a)
(b−a+λ)2+ t2

tiene parte real positiva, tenemos que

∣∣∣∣arg

(
λ+ it

b+λ+ it −a

)∣∣∣∣= arctg

(
|t(b−a)|

λ(b−a)+λ2+ t2

)
6






arctg
ε(b−a)
ε(b−a)

=
π
4

(λ = ε)

arctg
R(b−a)

R2
= arctg

(b−a)
R

(λ = R)

Haciendo en la desigualdad5.33λ = ε y teniendo en cuenta5.32y 5.34, obtenemos
∣∣∣∣∣∣

w
[b+ε−iε,b+ε+iε]

f (z)dz

∣∣∣∣∣∣
6 2εL

(
−1

2
log

ε2

(b−a+ ε)2 +
π
4

)

y como ĺım
ε→0

ε log(ε) = 0, se sigue que ĺım
ε→0

w
[b+ε−iε,b+ε+iε]

f (z)dz = 0.

Análogamente, haciendo en la desigualdad5.33λ = R y teniendo en cuenta5.31y 5.34,
obtenemos

∣∣∣∣∣∣

w
[b+R−iR,b+R+iR]

f (z)dz

∣∣∣∣∣∣
6 2R

M
R

(
−1

2
log

R2

(b−a+R)2 +arctg
(b−a)

R

)

Como la última expresión en esta desigualdad tiende a 0 paraR→+∞, hemos probado que

ĺım
R→+∞

w
[b+R−iR,b+R+iR]

f (z)dz = 0.

Análogamente se prueba que las integrales sobre los otros dos segmentos verticales también
tienden a 0.

Consideremos ahora los segmentos horizontales. Es muy fácil probar que las integrales
sobre los segmentos horizontales del rectángulo grande tienden a cero paraR→+∞.

Nos queda considerar las integrales sobre los segmentos horizontales del rectángulo peque-
ño. w

[a−ε+iε,b+ε+iε]

f (z)dz =

b+εw
a−ε

P(t + iε)
Q(t + iε)

log

(
t + iε−b
t + iε−a

)
dt

Tenemos que
t + iε−b
t + iε−a

=
(t −b)(t −a)+ ε2+ iε(b−a)

(t −a)2+ ε2

Paraa+ ε < t < b− ε se tiene que(t −b)(t −a)+ ε2 < 0 por lo que

arg

(
t + iε−b
t + iε−a

)
= arctg

ε(b−a)
(t −b)(t −a)+ ε2 +π (a+ ε < t < b− ε)
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A partir de aquí se prueba con facilidad que

ĺım
ε→0

w
[a−ε+iε,b+ε+iε]

f (z)dz =

bw
a

P(x)
Q(x)

(
log

b−x
x−a

+ iπ
)

dx

Análogamente w
[a−ε−iε,b+ε−iε]

f (z)dz =

b+εw
a−ε

P(t − iε)
Q(t − iε)

log

(
t − iε−b
t − iε−a

)
dt

Tenemos que
t − iε−b
t − iε−a

=
(t −b)(t −a)+ ε2− iε(b−a)

(t −a)2+ ε2

por lo que

arg

(
t + iε−b
t + iε−a

)
= arctg

ε(b−a)
(t −b)(t −a)+ ε2 −π (a+ ε < t < b− ε)

A partir de aquí se prueba con facilidad que

ĺım
ε→0

w
[a−ε−iε,b+ε−iε]

f (z)dz =

bw
a

P(x)
Q(x)

(
log

b−x
x−a

− iπ
)

dx

Teniendo en cuenta la orientación de los segmentos, hemos probado que

lı́m
R→+∞

ε→0

w
Γ(R,ε)

f (z)dz =

bw
a

P(x)
Q(x)

(
log

b−x
x−a

+ iπ
)

dx −
bw

a

P(x)
Q(x)

(
log

b−x
x−a

− iπ
)

dx = 2πi
bw

a

P(x)
Q(x)

dx

La figura siguiente muestra claramente que cuandozse acerca desde el semiplano superior
a un puntox del segmento]a,b[ entonces se tiene queϑ → π y ϕ → 0 por lo que

log
z−b
z−a

→ log
b−x
x−a

+ iπ

a b

z

ϑ

ϕ

|z −
b||z −

a|

Figura 5.10. log
z−b
z−a

= log
|z−b|
|z−a| + i(ϑ−ϕ)

Y cuandoz se acerca desde el semiplano inferior a un puntox del segmento]a,b[ entonces
se tieneϑ →−π y ϕ → 0 por lo que

log
z−b
z−a

→ log
b−x
x−a

− iπ

Observa que es precisamente la discontinuidad del argumento principal lo que permite calcular
la integral.
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5.39 Ejemplo. Calculemos I=
1w

0

dx
x2−2xcosλ+1

donde 0< λ < π.

Tenemos quez2−2zcosλ+1= (z−cosλ)2+sen2λ por lo que la función
1

z2−2zcosλ+1
tiene polos simples en los puntosz1 = eiλ y z2 = e−iλ. Por tanto

I = Res

(
1

(z−z1)(z−z2)
log

z−1
z

,z1

)
+Res

(
1

(z−z1)(z−z2)
log

z−1
z

,z2

)

Calculemos los residuos.

Res

(
1

(z−z1)(z−z2)
log

z−1
z

,z1

)
= lı́m

z→z1

(z−z1)
1

(z−z1)(z−z2)
log

z−1
z

=
1

z1−z2
log

z1−1
z1

Tenemos quez1−z2 = eiλ−e−iλ = 2i senλ. Y

log
z1−1

z1
= log

(
e−iλ(eiλ−1)

)
= log

(
e−iλ/2(eiλ /2−e−iλ/2)

)
= log

(
e−iλ/2 2i sen(λ/2)

)
=

= log
(
ei(π−λ)/2 2sen(λ/2)

)
= log

(
2senλ/2)

)
+ i(π−λ)/2

Donde hemos tenido en cuenta que 0< λ < π por lo que sen(λ/2)> 0. Por tanto

Res

(
1

(z−z1)(z−z2)
log

z−1
z

,z1

)
=

1
2i senλ

(
log
(
2sen(λ/2)

)
+ i(π−λ)/2

)

Análogamente, observando que
z2−1

z2
es el complejo conjugado de

z1−1
z1

, se obtiene

Res
(

1
(z−z1)(z−z2)

log
z−1

z
,z2

)
=

1
z2−z1

log
z2−1

z2
=

−1
2i senλ

(
log

(
2sen(λ/2)

)
− i(π−λ)/2

)

Deducimos que
1w

0

dx
x2−2xcosλ+1

=
π−λ
2senλ

�

5.6.9. Integrales del tipo
b
w

a

(x−a)α(b−x)β P(x)
Q(x)

dx

Suponemos que

1. P y Q son funciones polinómicas sin factores comunes.

2. α,β ∈]−1,1[ y α+β = 1 o α+β =−1.

3. Q(x) 6= 0 para todoa6 x6 b.
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En estas condiciones si
{

z1,z2, . . . ,zq
}

es el conjunto de los ceros del polinomioQ se verifica
que

bw
a

(x−a)α(b−x)β P(x)
Q(x)

dx =
π

sen(βπ)

q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

(
z−b
z−a

)β

(z−a)α+β,zj

)
−

− 1
2i sen(βπ)

lı́m
R→+∞

w
C(0,R)

P(z)
Q(z)

(
z−b
z−a

)β

(z−a)α+β dz (5.35)

Se entiende que si el polinomioQ es constante la suma anterior es igual a cero.

La función potencia que se integra es el valor principal

(
z−b
z−a

)β
= exp

(
β log

z−b
z−a

)

Recuerda que la función log
z−b
z−a

es holomorfa enC\[a,b]. Aplicamos el teorema de los resi-

duos a la función

f (z) =
P(z)
Q(z)

(
z−b
z−a

)β
(z−a)α+β

en el abiertoΩ =C\[a,b] en el cicloΓ(R,ε) que se representa en la figura5.11.

b+ ε+ iεa− ǫ+ iε

a− ǫ− iε b+ ǫ− iε

ba

Figura 5.11.Γ(R,ε)

El teorema de los residuos nos dice que

w
Γ(R,ε)

f (z)dz = 2πi
q∑

j=1

Res

(
P(z)
Q(z)

(
z−b
z−a

)β
(z−a)α+β,zj

)

Como en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de R y ε, es suficiente para
nuestros propósitos probar que

lı́m
R→+∞

ε→0

w
Γ(R,ε)

f (z)dz= 2i sen(βπ)
bw

a

(x−a)α(b−x)β P(x)
Q(x)

dx + lı́m
R→+∞

w
C(0,R)

P(z)
Q(z)

(
z−b
z−a

)β

(z−a)α+βdz (5.36)
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Se comprueba que las integrales sobre los segmentos verticales tienden a cero. Sobre los seg-
mentos horizontales[a− ε± iε,b+ ε± iε] se verifica que

lı́m
ε→0

w
[a−ε+iε,b+ε+iε]

f (z)dz = lı́m
ε→0

b+εw
a−ε

f (x+ iε)dx =

bw
a

P(x)
Q(x)

exp

(
β
(

log
b−x
x−a

+ iπ
))

(x−a)α+β dx =

= eiπβ
bw

a

(x−a)α(b−x)β P(x)
Q(x)

dx

lı́m
ε→0

w
[a−ε−iε,b+ε−iε]

f (z)dz = lı́m
ε→0

b+εw
a−ε

f (x− iε)dx =

bw
a

P(x)
Q(x)

exp

(
β
(

log
b−x
x−a

− iπ
))

(x−a)α+β dx =

= e−iπβ
bw

a

(x−a)α(b−x)β P(x)
Q(x)

dx

Lo que, teniendo en cuenta el sentido de recorrido de estos segmentos justifica la igualdad5.36.

El siguiente resultado es útil para calcular este tipo de integrales.

5.40 Proposición.

(a) Supongamos queĺım
z→∞

zh(z) = 1. Entonces ĺım
R→+∞

w
C(0,R)

h(z)dz = 2πi.

(b) Supongamos queĺım
z→∞

zh(z) = 0. Entonces ĺım
R→+∞

w
C(0,R)

h(z)dz = 0.

(c) Si ĺım
z→∞

z

(
P(z)
Q(z)

zα+β
)
= L∈C entonces

ĺım
R→+∞

w
C(0,R)

P(z)
Q(z)

(
z−b
z−a

)β
(z−a)α+β dz = 2Lπi

Demostración.

(a). Puesto que ĺım
z→∞

zh(z) = 1, podemos escribirzh(z) = 1+g(z) con ĺım
z→∞

g(z) = 0. Tenemos

w
C(0,R)

h(z)dz =
w

C(0,R)

1
z

dz+
w

C(0,R)

g(z)
z

dz = 2πi +
w

C(0,R)

g(z)
z

dz

Y como ∣∣∣∣∣∣

w
C(0,R)

g(z)
z

dz

∣∣∣∣∣∣
6 2πRmáx

{ |g(z)|
|z| : |z|= R

}
= 2πmáx{|g(z)| : |z|= R}

deducimos que ĺım
R→+∞

w
C(0,R)

g(z)
z

dz = 0. Lo que prueba(a).

El punto(b) se prueba de forma análoga y(c) es consecuencia inmediata de(a) y (b). 2
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5.41 Ejemplo.

bw
a

dx√
(x−a)(b−x)

=− 1
2i sen(−π/2)

ĺım
R→+∞

w
C(0,R)

(
z−b
z−a

)−1/2 1
z−a

dz = π

Donde hemos aplicado la proposición anterior para calcularel límite pues poniendoh(z) =(
z−b
z−a

)−1/2 1
z−a

es claro que ĺım
z→∞

zh(z) = 1. �

Observación

Si ĺım
z→∞

z

(
P(z)
Q(z)

zα+β
)
= ∞, el cálculo del límite en la fórmula5.35puede ser complica-

do. Una forma de proceder en estos casos consiste en elegir unenterok > 1 de manera que

ĺım
z→∞

z−k+1
(

P(z)
Q(z)

zα+β
)
= L∈C, y tener en cuenta que

bw
a

(x−a)α(b−x)β P(x)
Q(x)

dx = ĺım
δ→0

bw
a

(x−a)α(b−x)β

(1−δx)k

P(x)
Q(x)

dx

Ejercicios propuestos

Calcula las siguientes integrales usando el método de residuos.

295.
1w

0

dx
3
√

x2(1−x)

296.
1w

1

dx
3
√

(x+1)2(1−x)

297.
aw

−a

x2 dx√
a2−x2

(a> 0)

298.
aw

−a

dx

(x2+b2)
√

a2−x2
(a> 0,b> 0)

299.
bw

a

1
x−c

dx√
(x−a)(b−x)

(a< b< c)

300.
bw

a

dx

(cx+d)
√

(x−a)(b−x)
(ac+d > 0,bc+d > 0)
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301.
bw

a

√
(x−a)(b−x)dx

302.
bw

a

√
(x−a)(b−x)

x−c
(a< b< c)

Otras técnicas para calcular integrales

La técnica de calcular integrales usando el teorema de los residuos es más amplia que los
casos estudiados. En los ejercicios que siguen puedes comprobarlo. En estos ejercicios se indica
por lo general la función que debes integrar y el camino de integración y tú debes realizar las
acotaciones apropiadas para calcular las integrales. No setrata de que apliques una fórmula
sino de que en cada caso justifiques los cálculos necesarios.

Ejercicios propuestos

303.
Integrando una conveniente función
compleja a lo largo del caminoΓ(ε,R)
formado por la frontera del sector circu-
lar (ver figura5.12)
{

z∈C∗ : ε < |z|<R, 0< arg(z)<
2π
n

}

con 0< ε < 1< R, calcula la integral

+∞w
0

xα

1+xn
dx

Rε

Rei
2π

n

2π
n

γRei
π

n

ei
3π

n

Figura 5.12. CaminoΓ(ε,R)

Donden∈N, n> 3, α∈R y n> 1+α > 0. Paran= 1 y n= 2 esta integral ya ha sido
propuesta por otro método en los ejercicios288y 293. Pero como ese método requiere
calcular los residuos en todos los polos de la función no es útil para valores grandes den.
El camino que se propone en este ejercicio tiene la ventaja deque sólo se precisa calcular
el residuo en un polo. La elección del camino se hace además deforma que el denomi-
nador de la función que se integra se repita en los dos segmentos y es precisamente eso
lo que permite calcular la integral.

304. Prueba, integrando una conveniente función compleja a lo largo de la poligonal cerrada
Γ(R) = [−R,R,R+2πi,−R+2πi,−R] (R> 0), que

+∞w
−∞

eαx

1+ex dx =
π

sen(απ)
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dondeα es un parámetro real y 0< α < 1.

Observa que la poligonal se ha elegido de forma que el denominador de la función que
se integra se repita. Comprueba, con un cambio de variable, que esta integral puede
reducirse a la del ejercicio288.

305. Prueba, integrando una conveniente función compleja a lo largo de la poligonal cerrada
Γ(R) = [−R,R,R+2πi,−R+2πi,−R] (R> 0), que

+∞w
−∞

eαx

(
ex+1

)2 dx =
π(1−α)
sen(απ)

dondeα es un parámetro real tal que 0< α < 2 y α 6= 1.

Nota: Para calcular el residuo puedes usar la igualdad

ez+1=−
(
ez−iπ−1

)
= (z− iπ)ϕ(z)

dondeϕ(z) =−
∞∑

n=0

1
(n+1)!

(z− iπ)n.

306. Prueba, integrando una conveniente función compleja a lo largo de la poligonal cerrada
Γ(R) = [−R,R,R+πi,−R+πi,−R] (R> 0), que

+∞w
−∞

eαx

ex+e−x dx =
π

2cos
(π

2α
)

dondeα es un parámetro real y−1< α < 1.

307. Prueba, integrando una conveniente función compleja a lo largo de la poligonal cerrada
Γ(R) = [−R,R,R+πi,−R+πi,−R] (R> 0), que

+∞w
−∞

xeαx

ex+e−x dx =
π2

4

sen
(π

2α
)

cos2
(π

2α
)

dondeα es un parámetro real y−1< α < 1. ¿Puedes deducir este resultado del ejercicio
anterior?.

308. Integrando la funciónz→ 1−e2iz

z2 a lo largo de la frontera de la mitad superior del anillo

A(0;ε,R), Prueba que:
+∞w
0

sen2x
x2 dx =

π
2
.

309. Integrando la funciónf (z) =
e3iz−3eiz+2

z3 a lo largo de la mitad superior del anillo

A(0;ε,R) deducir que
+∞w
0

(senx
x

)3
dx =

3π
8
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310. Integrando la función

f (z) =
z+ i eiz−i

z3

a lo largo de la frontera de la mitad superior del anilloA(0;ε,R), prueba que

+∞w
0

x−senx
x3 dx =

π
4

311. Seaa > 1. Integrando a lo largo de la poligonal[−π,π,π+ in,−π+ in,−π] ( n∈N) la

funciónz→ z
a−e−iz , Prueba que:

πw
−π

xsenx
1+a2−2acosx

dx =
2π
a

log

(
1+a

a

)
.

312. Prueba, integrando una conveniente función compleja a lo largo de la frontera de la mitad
superior del anilloA(0;ε,R) (0< ε < R), que

+∞w
0

xα

1+x2 dx =
π

2cos(απ
2 )

dondeα es un parámetro real y−1< α < 1.

313. Integrando una conveniente función compleja a lo largo de lafrontera de la mitad supe-
rior del anilloA(0,ε,R), Prueba que, para−1< α < 3, α 6= 1, se verifica:

+∞w
0

xα

(1+x2)2 dx =
π
4
(1−α)sec

πα
2
.

314. Integrando una conveniente función compleja a lo largo de lafrontera de la mitad supe-
rior del anilloA(0;ε,R), 0< ε < 1,2< R, calcula la integral:

+∞w
0

log(x)
(x2+1)(x2+4)

dx

315. Prueba que, para 0< α < 2, α 6= 1, se verifica:

+∞w
0

tα−1

1+ t + t2 dt =
+∞w
−∞

eαx

1+ex+e2x
dx =

2π√
3

senπ
3(1−α)

senπα
.

316. Prueba, integrando una conveniente función compleja a lo largo de la poligonal cerrada
Γ(R) = [−R,R,R+πi,−R+πi,−R] (R> 0), que

+∞w
−∞

ex−e−x

e2x+e−2x
sen2x dx = π

1√
2

eπ/2−e−π/2

eπ+e−π
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317. Integrando la función

f (z) =
1−e2iz

z2(z2+a2)

a lo largo de la frontera de la mitad del anilloA(0;ε,R), 0< ε < a<R, que está contenida
en el semiplano superior, calcular la integral:

+∞w
0

sen2x
x2(x2+a2)

dx

318. Integrando la funciónf (z) =
log(i +z)

1+z2 a lo largo de la frontera de la mitad superior del

anillo A(0;ε,R), 0< ε < 1< R, prueba que

+∞w
0

log(1+x2)

1+x2 dx = π log2.

319. Definamos, para cadaz∈C∗, h(z) = log(−iz)+ i
π
2

. Dadoα∈]−1,1[, integra la función

f (z) =
exp(αh(z))h(z)

1+z2

a lo largo de la frontera de la mitad del anilloA(0;ε,R), 0< ε < 1<R, que está contenida
en el semiplano superior para obtener el valor de las integrales

+∞w
0

xα log(x)
1+x2 dx y

+∞w
0

xα

1+x2 dx

320. Sean un número natural mayor o igual que 3. Integrando la funciónz 7→ logz
1+zn a lo

largo de la frontera del conjunto

{z∈C : ε< |z|<R,0<arg(z)<2π/n}, (0<ε <1<R)

calcula las integrales
+∞w
0

logx
1+xn dx

+∞w
0

1
1+xn dx

321. Integrando la funciónz 7→ z2 log(z)
1+z4 a lo largo de la frontera del conjunto

{z∈C : ε< |z|<R,0<arg(z)<π/2}, (0<ε <1<R)

calcula las integrales
+∞w
0

x2 log(x)
1+x4 dx,

+∞w
0

x2

1+x4 dx
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322. Seaα = eiπ/4 y R> 0. Integra la funciónf (z) = cosec(πz)exp(iπz2) a lo largo de la
poligonal cerradaΓ(R) = [−1/2−Rα,1/2−Rα,1/2+Rα,−1/2+Rα,−1/2−Rα] para
calcular el valor de la integral

+∞w
0

e−x2
dx

323. Integrandoz 7→ e−ax2
a lo largo de la poligonalΓ(R) = [−R,R,R+ i 2b

a ,−R+ i 2b
a ,−R]

(R> 0), calcula las integrales

+∞w
−∞

e−ax2
sen(bx)dx,

+∞w
−∞

e−ax2
cos(bx)dx (a> 0,b> 0)

324.
Integrando una conveniente función compleja a lo
largo del caminoΓ(ε,R) que se indica en la figu-
ra 5.13, calcula la integral

+∞w
0

senax
e2πx−1

dx

ε R

R+ i
i

0

Figura 5.13. CaminoΓ(ε,R)

325.
Integrando una conveniente función compleja
a lo largo del caminoΓ(ε,R) que se indica en
la figura5.14, calcula la integral

+∞w
−∞

senh(ax)
senh(πx)

dx (a> 0,a 6= π) −R R

−R+ i R+ ii

−ε ε

Figura 5.14. CaminoΓ(ε,R)

326. Integrando una conveniente función compleja a lo largo de lapoligonal cerradaΓ(n) =
[−n,n,n+2in,−n+2in,−n], calcula la integral

+∞w
−∞

dx
(1+x2)cosh(πx/2)

327. Calcula, haciendo uso del teorema de los residuos, la integral

+∞w
−∞

eax

(ex+1)(ex+2)
dx (0< a< 2)

328. Calcula las integrales

a)
+∞w
0

xλ logx
1−x

dx (−1< λ < 0)
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b)
+∞w
0

(logx)2

x2−1
dx

c)
+∞w
0

cosax−cosbx
x2 dx

d)
+∞w
0

coshax
coshbx

coscxdx,
+∞w
0

senhax
coshbx

sencxdx (0< a< b)

329. Naturalmente, el teorema de los residuos sirve para calcular integrales complejas.

a) Calcula el límite ĺım
R→+∞

w
[1−iR,1+iR]

ez

(z+2)3 dz.

b) Calcula la integral
w

C(0,1)

dz√
6z2−5z+1

.

330. SeaΩ un dominio simplemente conexo,S un conjunto de puntos aislados enΩ y f ∈H (Ω\S).
Justifica quef tiene una primitiva enΩ\S si, y sólo si, Res( f (z),w) = 0 para todow∈S .

331. Sea

cotg(πz) =
∞∑

n=−∞
anzn

el desarrollo de Laurent de cotg(πz) en el anilloA(0;1,2). Calcula los coeficientesan

paran entero negativo.

332. Prueba que la función

f (z) =
n∑

k=0

zk

k!

tienen ceros distintosz1,z2, . . . ,zn que verifican la igualdad
n∑

j=1

1
zq

j
= 0 (26 q6 n)

Sugerencia: considera la integral
w

C(0,R)

zk

f (z)
dz (06 k6 n−2).

333. a) Prueba que hay una única funciónf ∈H (C\D(0,1)) tal que f (z)2 = z2+z+1 para
|z|> 1 y f (x)> 0 parax> 1.

b) Calcula la integral w
C(0,R)

1
f (z)

dz (R> 1)

donde f (z) es la función obtenida en el apartado anterior.

334. Sea f una función holomorfa e inyectiva enC∗ = C\{0} verificando quef (z) 6= 0 para
todoz∈C∗. Pruébese que hay un número complejoα 6= 0 tal que o bienf (z) = αz ∀z∈
C∗, o bien f (z) =

α
z

∀z∈C∗.
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5.7. Aplicación del teorema de los residuos para sumar series

Las aplicaciones del teorema de los residuos para sumar series se basan en la siguiente idea.
Supongamos quef es una función holomorfa enC\P( f ) dondeP( f ) es un conjunto finito de
puntos que son polos def . Admitiremos la posibilidad de que algún polo def sea un número
entero. Seag una función holomorfa enC\Z que en cada número entero tiene un polo simple.
SeaΓn un camino cerrado que rodee a los enteros{−n,−n+1, . . . ,−1,0,1, . . . ,n−1,n} y a
los polos def una sola vez dejando fuera a los demás enteros. Teniendo en cuenta que sik es un
entero que no es un polo def se verifica que Res( f (z)g(z),k) = f (k)Res(g(z),k), el teorema
de los residuos nos dice que

w
Γn

f (z)g(z)dz = 2πi
∑

k∈Z
k6∈P( f )

Res( f (z)g(z),k) IndΓn(k)+2πi
∑

w∈P( f )

Res( f (z)g(z),w) =

= 2πi
n∑

k=−n
k6∈P( f )

f (k)Res(g(z),k)+2πi
∑

w∈P( f )

Res( f (z)g(z),w)

Supongamos que
ĺım
n→∞

w
Γn

f (z)g(z)dz = 0 (5.37)

entonces obtenemos

ĺım
n→∞

n∑

k=−n
k6∈P( f )

f (k)Res(g(z),k) =−
∑

w∈P( f )

Res( f (z)g(z),w) (5.38)

Las elecciones usuales para la funcióng son

g(z) =
π

cosπz
senπz= πcotgπz; g(z) =

π
senπz

= πcosecπz

funciones que tienen polos simples en los enteros siendo

Res(πcotgπz,k) = 1, Res(πcosecπz,k) = (−1)k (k∈Z)

Particularizando para estos casos la igualdad5.38, supuesto que se cumpla la condición5.37,
obtenemos

ĺım
n→∞

n∑

k=−n
k6∈P( f )

f (k) =−
∑

w∈P( f )

Res
(
π f (z)cotgπz,w

)
(5.39)

ĺım
n→∞

n∑

k=−n
k6∈P( f )

(−1)k f (k) =−
∑

w∈P( f )

Res
(
π f (z)cosecπz,w

)
(5.40)

A continuación vamos a imponer a la funciónf condiciones suficientes para que se cumpla la
condición5.37para dichas elecciones de la funcióng.
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Como camino de integraciónΓn vamos a tomar la poligonal (es un cuadrado)

Γn = [(n+
1
2
)(−1− i),(n+

1
2
)(1− i),(n+

1
2
)(1+ i),(n+

1
2
)(−1+ i),(n+

1
2
)(−1− i)].

n n+ 1−n− 1 −n

(n+ 1

2
)(1 + i)(n+ 1

2
)(−1 + i)

(n+ 1

2
)(−1− i) (n+ 1

2
)(1− i)

Γn

Figura 5.15. CaminoΓn

5.42 Proposición.Para todo z∈Γ∗
n se verifica que|cotgπz|< 2 y |cosecπz|< 2.

Demostración. Supongamos quez= n+ 1
2 + iy. Entonces

cotg(πz) = i
e2πiz+1
e2πiz−1

= i
eπi−2πy+1
eπi−2πy−1

cosec(πz) =
2i

eiπz−e−iπz =
2i eiπz

e2iπz−1
=

2i ein(π+1/2)−πy

eiπ−2πy−1

por lo que

|cotg(πz)|= 1−e−2πy

1+e−2πy < 1

|cosec(πz)|= 2e−πy

1+e−πy < 2

Análogamente, siz= x+ i(n+ 1
2) se obtiene que

|cotg(πz)|6 1+e−π(2n+1)

1−e−π(2n+1)
<

1+e−π

1−e−π < 2

|cosec(πz)|6 2e−π(n+1/2)

1−e−π(2n+1)
<

2e−π/2

1−e−π < 1

Teniendo en cuenta que cotgzy coseczson funciones impares, estas cotas también son válidas
para los otros dos lados deΓn. 2
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5.43 Proposición.Se verifica que

w
Γn

cotg(πz)
z

dz =
w
Γn

cosec(πz)
z

dz = 0

Demostración. En efecto, como las funciones
cotg(πz)

z
y

cosec(πz)
z

son pares y tienen un polo

de orden dos en cero, deducimos que su residuo en cero es iguala 0. Los residuos en los demás
polos se anulan dos a dos porque

Res

(
cotg(πz)

z
,k

)
=

1
k
, Res

(
cosec(πz)

z
,k

)
=

(−1)k

k

y en consecuencia sus integrales enΓn son nulas en virtud del teorema de los residuos. 2

5.44 Proposición. Supongamos que hay números M> 0 y R> 0 tales que para|z| > R se
verifica que|z f(z)|6 M. Entonces se verifica que

ĺım
n→∞

w
Γn

f (z)cotg(πz)dz = ĺım
n→∞

w
Γn

f (z)cosec(πz)dz = 0

Demostración. Pongamosh(z) =
f (1/z)

z
. La hipótesis hecha implica queh está acotada en el

discoD(0,1/R) y, por tanto,h es regular en 0. Definiendoh(0) = ĺım
z→0

h(z), se tiene queh es

holomorfa en el discoD(0,1/R) por lo que podemos escribir

h(z) =
∞∑

n=0

cnzn z∈D(0,1/R)

Deducimos que

f (1/z)−c0z= z2
∞∑

n=1

cnzn−1 z∈D(0,1/R)\{0}

Como la función
∞∑

n=1

cnzn−1 es continua enD(0,1/R) deducimos que está acotada en com-

pactos. Por tanto existeK > 0 tal que

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

cnzn−1

∣∣∣∣∣ 6 K para todoz∈D(0,1/2R). Deducimos

que ∣∣∣∣ f (z)−
c0

z

∣∣∣∣6
K

|z|2
|z|> 2R (5.41)

Tenemos, en virtud de la proposición5.43, que

w
Γn

cotg(πz) f (z)d f z=
w
Γn

cotg(πz)

(
f (z)− c0

z

)
dz+c0

w
Γn

cotg(πz)
z

dz=
w
Γn

cotg(πz)

(
f (z)− c0

z

)
dz
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Por la proposición5.42y la desigualdad5.41, deducimos que paran> 2R se verifica que
∣∣∣∣∣∣

w
Γn

cotg(πz) f (z)d f z

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

w
Γn

cotg(πz)

(
f (z)− c0

z

)
dz

∣∣∣∣∣∣
6

2K
(n+1/2)2 8(n+1/2)

La misma acotación es válida cambiando cotg(πz) por cosec(πz). De estas acotaciones se sigue
enseguida la afirmación del enunciado. 2

5.7.1. Series del tipo
+∞∑

−∞

P(n)
Q(n)

Suponemos que

1. P y Q son funciones polinómicas sin factores comunes.

2. grado(Q)> grado(P)+1.

En estas condiciones si
{

z1,z2, . . . ,zq
}

es el conjunto de los ceros del polinomioQ se verifica
que

ĺım
n→∞

n∑

k=−n
Q(k) 6=0

P(k)
Q(k)

=−
q∑

j=1

Res

(
πcotg(πz)

P(z)
Q(z)

,zj

)
(5.42)

Esto es consecuencia directa de los resultados anteriores pues en las hipótesis hechas se

verifica que ĺım
z→∞

z
P(z)
Q(z)

= L∈C y, por tanto, se satisface la hipótesis de la proposición5.44.

Es interesante observar que la existencia del límite en5.42 no implica que la serie sea

convergente. Naturalmente, que la serie
∑

k∈Z
Q(k) 6=0

P(k)
Q(k)

sea convergente quiere decir que existe el

límite

ĺım
q→∞
p→∞

q∑

k=−p
Q(k) 6=0

P(k)
Q(k)

Por otra parte, la condición grado(Q) > grado(P)+2 garantiza la convergencia absoluta de la
serie.

5.45 Ejemplo. Seaα∈R,α 6= 0.

ĺım
n→∞

n∑

k=−n

1
k2+α2 =−Res

(
πcotgπz

1
z2+α2 , iα

)
−Res

(
πcotgπz

1
z2+α2 ,−iα

)
=

=
π
α

eαπ+e−απ

eαπ−e−απ
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Como la serie
∑

n>1

1
k2+α2 es convergente tenemos que

ĺım
n→∞

n∑

k=−n

1
k2+α2 = 2 ĺım

n→∞

n∑

k=1

1
k2+α2 +

1
α2 = 2

∞∑

n=1

1
k2+α2 +

1
α2

de donde se sigue que
∞∑

n=1

1
n2+α2 =

1
2

(
π
α

eαπ+e−απ

eαπ−e−απ − 1
α2

)

En virtud del criterio de Weierstrass, la serie
∑

n>1

1
n2+α2 es uniformemente convergente para

α∈R, por lo que
∞∑

n=1

1
n2 = ĺım

α→0

∞∑

n=1

1
n2+α2 = ĺım

α→0

1
2

(
π
α

eαπ+e−απ

eαπ−e−απ − 1
α2

)
=

π2

6

donde el último límite puede calcularse por la regla de L’Hôpital. �

5.7.2. Series del tipo
+∞∑

−∞
(−1)n P(n)

Q(n)

Suponemos que

1. P y Q son funciones polinómicas sin factores comunes.

2. grado(Q)> grado(P)+1.

En estas condiciones si
{

z1,z2, . . . ,zq
}

es el conjunto de los ceros del polinomioQ se verifica
que

ĺım
n→∞

n∑

k=−n
Q(k) 6=0

(−1)k P(k)
Q(k)

=−
q∑

j=1

Res

(
πcosec(πz)

P(z)
Q(z)

,zj

)
(5.43)

Es interesante observar que en este caso las hipótesis hechas garantizan, por el criterio de
Dirichlet, la convergencia de la serie aunque no necesariamente la convergencia absoluta.

5.46 Ejemplo.

ĺım
n→∞

n∑

k=−n
k6=0

(−1)k

k2 =−Res

(
πcosec(πz)

1
z2 ,0

)
=−1

2
ĺım
z→0

d2

dz2 z3
(

πcosec(πz)
1
z2

)
=−π2

6

De donde se sigue que
∞∑

n=1

(−1)n

n2 =
1
2

ĺım
n→∞

n∑

k=−n
k6=0

(−1)k

k2 =−π2

12

�
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Ejercicios propuestos

335. Justifica que, excepto para ciertos valores dea (que se precisarán en cada caso), se veri-
fican las siguientes igualdades.

a)
∞∑

n=1

1
n2+a2 =

1
2

(
π
a

cothπa− 1
a2

)
;

b)
∞∑

n=1

1
n4−a4 =

1
2a4 −

π
4a3 (cotgπa+cothπa);

c)
∞∑

n=−∞

1
(n−a)2 =

π2

sen2πa
;

d)
∞∑

n=0

(−1)n

n2+a2 =
1

2a2 +
π

2asenhπa
;

e)
∞∑

n=1

(−1)n

n4−a4 =
1

2a4 −
π

4a3

(
1

senπa
+

1
senhπa

)
.

336. Integrando la funciónz→ πsenaz
z3 senπz

a lo largo de la frontera del cuadrado cuyos vértices

son(±1± i)(n+ 1
2), donden∈N, calcula la suma de las series

a)
∑

n>1

(−1)n+1 senan
n3

b)
∑

n>0

(−1)n

(2n+1)3

5.8. Principio del argumento. Teorema de Rouché

En esta sección vamos a obtener dos importantes consecuencias del teorema de los residuos
que proporcionan herramientas útiles para el estudio de losceros de una función holomorfa. En
lo que sigue vamos a considerar funciones cuyas únicas singularidades son polos.

5.47 Definición (Funciones meromorfas.). Diremos que una funciónf esmeromorfaen un
abiertoΩ ⊂ C si las únicas posibles singularidades def en Ω son polos, es decir, existe un
conjuntoP⊂ Ω de puntos aislados enΩ tal que f es holomorfa enΩ\P y f tiene un polo en
cada punto deP. Notaremos porM (Ω) el conjunto de las funciones meromorfas enΩ.

La palabra “meromorfa” significa “de forma racional” porquelas funciones meromorfas se
comportan de forma parecida a las funciones racionales. De hecho, los ejemplos más inmedia-
tos de funciones meromorfas son las funciones racionales las cuales son funciones meromorfas
enC. Naturalmente, toda función holomorfa es también una función meromorfa. Más aún, el
cocientef/g de dos funciones holomorfas en un abiertoΩ, supuesto queg no es idénticamente
nula en ninguna componente conexa deΩ, es una función meromorfa enΩ.

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Principio del argumento. Teorema de Rouché 208

5.48 Teorema(Principio de identidad para funciones meromorfas.). Una función meromorfa
en un dominio cuyos ceros tienen algún punto de acumulación en el dominio es idénticamente
nula.

Demostración. SeaΩ un dominio y f una función meromorfa enΩ. NotemosZ( f ) el conjunto
de las ceros yP( f ) el conjunto de los polos def enΩ. ComoP( f ) es un conjunto de puntos
aislados enΩ, el conjuntoΩ1 = Ω\P( f ) es abierto. Supongamos queZ( f ) tiene algún punto
de acumulación enΩ. Es evidente que un punto de acumulación de ceros también es un cero
de f por lo que, en la hipótesis hecha, deberá serZ( f )′ ∩Ω1 6= Ø. Como f es holomorfa en
Ω1, si probamos que dicho conjunto es un dominio, el principio de identidad para funciones
holomorfas implicará quef (z) = 0 para todoz∈Ω1, pero entonces es claro que tiene que ser
P( f ) = Ø y, por tanto, habremos probado quef es idénticamente nula enΩ.

Supongamos queΩ1 = A∪B siendoA y B conjuntos abiertos tales queA∩B= Ø. La idea
es extender esta partición deΩ1 a una partición por abiertos deΩ. Para ello, definimos los
conjuntos

Â= A∪{z∈P( f ) : ∃r > 0,D(z, r)\{z} ⊂ A}, B̂= B∪{z∈P( f ) : ∃r > 0,D(z, r)\{z} ⊂ B}

es inmediato que ambos conjuntos son abiertos. Además, siz∈P( f ), por serP( f ) un conjunto
de puntos aislados enΩ, hay algúnr > 0 tal queD(z, r)⊂Ω y D(a, r)∩P( f ) = {z}. El conjunto
D(z, r)\{z} está contenido enΩ1 y, como dicho conjunto es conexo, deberá ocurrir que o bien
está contenido enA o bien está contenido enB. En consecuenciâA∪ B̂= Ω y Â∩ B̂= Ø. Como
Ω es un dominio alguno de ellos debe ser vacío y, por tanto, alguno de los conjuntosA o B tiene
que ser vacío. 2

Este resultado permite extender para funciones meromorfaslas propiedades de los ceros de
las funciones holomorfas. En particular,los ceros de una función meromorfa y no idénticamente
nula, f , en un dominio,Ω, son un conjunto de puntos aislados enΩ. En consecuencia, sia es un
cero def existe un discoD(a, r)⊂ Ω tal que f es holomorfa enD(a, r) y, por tanto,el concepto
de orden de un cero para funciones holomorfas (que es un concepto local) se aplica con igual
significado para funciones meromorfas. En particular, se verifica el siguiente resultado.

5.49 Corolario. Sea f una función meromorfa en un abiertoΩ y supongamos que f tiene en
a∈Ω un cero de orden m. Entonces existe una función g meromorfa enΩ cuyos polos son los
mismos de f tal que g(a) 6= 0 y f(z) = (z−a)mg(z) para todo z∈Ω que no sea polo de f .

5.50 Teorema(Principio del argumento generalizado.). SeaΩ un dominio, f una función me-
romorfa no idénticamente nula enΩ y g una función holomorfa enΩ. Sea P( f ) el conjunto de
los polos y Z( f ) el conjunto de los ceros de f enΩ.

Para b∈P( f ) notaremos n(b) el orden del polo de f en b, y para a∈Z( f ) notaremos m(a) el
orden del cero de f en a. SiΓ es un ciclo enΩ\(P( f )∪Z( f )) que es nulhomólogo con respecto
a Ω se verifica que:

El conjunto{w∈Z( f )∪P( f ) : IndΓ(w) 6= 0} es finito.
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1
2πi

w
Γ

f ′(z)
f (z)

g(z)dz =
∑

a∈Z( f )

IndΓ(a)m(a)g(a)−
∑

b∈P( f )

IndΓ(b)n(b)g(b) (5.44)

Demostración. PongamosS= Z( f )∪P( f ) que es un conjunto de puntos aislados enΩ. Apli-
camos el Teorema de los residuos a la función

h(z) =
f ′(z)
f (z)

g(z) (z∈Ω\S)

que es holomorfa enΩ\S. Dicho teorema nos dice que el conjunto{w∈S : IndΓ(w) 6= 0} es
finito y además

1
2πi

w
Γ

h(z)dz =
∑

w∈S

IndΓ(w)Res(h(z),w) =

=
∑

a∈Z( f )

IndΓ(a)Res(h(z),a)+
∑

b∈P( f )

IndΓ(b)Res(h(z),b)

Calculemos los residuos. Sia∈ Z( f ) hay un discoD(a, r) ⊂ Ω tal queD(a, r)∩S= {a}. Por
tanto, existe una funciónϕ∈H (D(a, r)) tal queϕ(a) 6= 0 y f (z) = (z− a)m(a)ϕ(z) para todo
z∈D(a, r). Por tanto

f ′(z) = m(a)(z−a)m(a)−1ϕ(z)+ (z−a)m(a)ϕ ′(z) z∈D(a, r).

y en consecuencia

h(z) =
m(a)
(z−a)

g(z)+
ϕ ′(z)
ϕ(z)

g(z) z∈D(a, r)\{a}

Deducimos que ĺım
z→a

(z−a)h(z) = m(a)g(a) lo que implica que Res(h(z),a) = m(a)g(a).

Si b∈P, entonces existe un discoD(b, r) ⊂ Ω tal queD(b, r)∩S= {b}. Por la caracte-
rización de los polos sabemos que hay una funciónψ holomorfa enD(b, r) con ψ(b) 6= 0 tal

que f (z) =
ψ(z)

(z−b)n(b)
para todoz∈D(b, r)\{b}. Tomandor suficientemente pequeño podemos

suponer queψ(z) 6= 0 para todoz∈ D(b, r). Tenemos que

f ′(z) =−n(b)
ψ(z)

(z−b)n(b)+1
+

ψ ′(z)

(z−b)n(b)

por tanto,

h(z) =
f ′(z)
f (z)

g(z) =
ψ ′(z)
ψ(z)

g(z)+
−n(b)
z−b

g(z)

y deducimos que ĺım
z→b

(z− b)h(z) = −n(b)g(b), lo que implica que Res(h(z),b) =−n(b)g(b).

�
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Si particularizamos la igualdad5.44tomando comog la función constanteg(z) = 1, obte-
nemos

1
2πi

w
Γ

f ′(z)
f (z)

dz =
∑

a∈Z( f )

IndΓ(a)m(a)−
∑

b∈P( f )

IndΓ(b)n(b)

Si ahora suponemos que para todoz∈Ω es IndΓ(z) = 0 o IndΓ = 1 y definimos el conjunto
U = {z∈Ω\Γ∗ : IndΓ(z) = 1}, podemos escribir la igualdad anterior en la forma

1
2πi

w
Γ

f ′(z)
f (z)

dz =
∑

a∈Z( f )∩U

m(a)−
∑

b∈P( f )∩U

n(b) =

= número de ceros def enU - número de polos def enU

donde cada cero y cada polo se cuenta tantas veces como indicasu orden.

Veamos que

1
2πi

w
Γ

f ′(z)
f (z)

dz = Indf◦Γ(0)

Es suficiente probar esta igualdad para un camino cerradoγ : [a,b] → C. Por la definición
de integral a lo largo de un camino tenemos

1
2πi

w
γ

f ′(z)
f (z)

dz =
1

2πi

bw
a

f ′(γ(t))
f (γ(t))

γ ′(t)dt =
1

2πi

w
f◦γ

dz
z

= Indf◦γ(0)

Hemos probado así el siguiente teorema.

5.51 Teorema(Principio del argumento.). SeaΩ un dominio, f una función meromorfa no i
dénticamente nula enΩ y Γ un ciclo enΩ nulhomólogo con respecto aΩ y que no pasa por
ningún polo ni por ningún cero de f . Supongamos, además, que para todo z∈Ω\Γ∗ se verifica
queIndΓ(z)∈{0,1} y definamos U= {z∈ Ω\Γ∗ : IndΓ(z) = 1}. Entonces

Indf◦Γ(0) =
1

2πi

w
Γ

f ′(z)
f (z)

dz = N0−Np (5.45)

donde N0 es el número de ceros de f en U y Np es el número de polos de f en U contando cada
cero y cada polo tantas veces como su orden.

En particular, si f es holomorfa enΩ y Γ es un camino cerrado, se tiene que

Indf◦Γ(0) =
1

2πi

w
Γ

f ′(z)
f (z)

dz = N0 (5.46)

Es decir, el número de ceros (contando cada cero tantas vecescomo su orden) de f en U (el
“interior” de Γ) es igual al número de veces que el camino f◦Γ rodea al origen.
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5.8.1. Ceros de un polinomio en una región angular

5.52 Proposición.Sea P una función polinómica con coeficientes complejos de grado n> 2, y
sea U la región angular

U = {z∈C∗ : α < argz< β}.
donde−π 6 α < β 6 π, y supongamos que el polinomio P no se anula en la frontera de U.
Entonces el número de ceros de P en U, contando cada cero tantas veces como su orden, viene
dado por

N0(U) =
n(β−α)

2π
+

1
2π

(
ĺım

t→+∞
ϑ(t)− ĺım

t→−∞
ϑ(t)

)
(5.47)

dondeϑ : R→ R es un argumento continuo de la funciónϕ : R→ C dada por

ϕ(t) =

{
P
(
−t eiβ) para t 6 0

P
(
t eiα) para t > 0

Demostración. SeaK > 0 tal queP(z) 6= 0 para|z|> K. Consideremos, paraR> K, el camino

cerrado (ver figura5.16) ΓR = γR
�
+σR donde

γR : [α,β]→ C, γR(t) = Reit ,

σR : [−R,R]→ C, σR(t) =

{
−t eiβ para −R6 t 6 0

t eiα para 06 t 6 R

Observa que, por serR> K, los ceros deP enU están todos enUR = U ∩D(0,R). Por el

0

UR

Reiαt

Reiβt

γR

Figura 5.16. CaminoΓR

principio del Argumento tenemos que

N0(U) =
1

2πi

w
ΓR

P′(z)
P(z)

dz =
1

2πi

w
γR

P′(z)
P(z)

dz+
1

2πi

w
σR

P′(z)
P(z)

dz (5.48)

Calcularemos el límite paraR→+∞ de las dos últimas integrales en esta igualdad. Teniendo
en cuenta queP es un polinomio de gradon, podemos escribir

P′(z)
P(z)

=
n
z
+

P0(z)
Q0(z)
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dondeP0 y Q0 son polinomios verificando que gradoQ0 - gradoP0 > 2.

Por tanto, existen númerosM > 0, R0 > 0 tales que
∣∣∣∣
P0(z)
Q0(z)

∣∣∣∣6
M
|z|2 siempre que|z|> R0

Por tanto, paraR> R0 se tiene que
∣∣∣∣∣∣

w
γR

P0(z)
Q0(z)

dz

∣∣∣∣∣∣
6 R(β−α)

M
R2

Además, para todoR> 0

1
2πi

w
γR

n
z

dz =
n

2πi

βw
α

iReit

Reit dt =
n(β−α)

2π

Deducimos que

ĺım
R→+∞

1
2πi

w
γR

P′(z)
P(z)

dz =
n(β−α)

2π

Calcularemos ahora el límite paraR→+∞ de la última integral de la igualdad5.48. Observa
que parat∈ [−R,R] se tiene queϕ(t) = P

(
σR(t)

)
, por lo que la función

L(t) = log|P(σR(t))|+ iϑ(t) t∈ [−R,R]

es un logaritmo continuo (y, por tanto, derivable) deP◦σR. Tenemos que

1
2πi

w
σR

P′(z)
P(z)

dz =
1

2πi

Rw
−R

P′(σR(t))σ′
R(t)

P
(
σR(t)

) dt =
1

2πi

Rw
−R

L ′
R(t)dt =

1
2πi

[L(R)−L(−R)] =

= log

∣∣∣∣∣
P
(
σR(R)

)

P
(
σR(−R)

)
∣∣∣∣∣+ i(ϑR(R)−ϑR(−R)) = log

∣∣∣∣∣
P
(
Reiα)

P
(
Reiβ

)
∣∣∣∣∣+ i(ϑ(R)−ϑ(−R))

EvaluandoP en los puntosReiα,Reiβ se tiene

ĺım
R→+∞

P
(
Reiα)

P(Reiβ
) = ein(α−β) ⇒ ĺım

R→+∞
log

∣∣∣∣∣
P
(
Reiα)

P(Reiβ
)
∣∣∣∣∣= 0

Deducimos que

ĺım
R→+∞

1
2πi

w
σR

P′(z)
P(z)

dz =
1
2π

ĺım
R→+∞

(ϑ(R)−ϑ(−R))

Por tanto, tomando límites en la igualdad5.48, deducimos que el número de ceros deP enU
viene dado por

N0 =
n(β−α)

2π
+

1
2π

ĺım
R→+∞

(ϑ(R)−ϑ(−R))

�
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5.53 Teorema(Teorema de Rouché). SeaΩ un dominio acotado, f y g funciones holomorfas
enΩ y continuas enΩ. Supongamos que

| f (z)−g(z)| < | f (z)|+ |g(z)| (z∈FrΩ) (5.49)

para todo z en la frontera deΩ. Entonces, contando cada cero tantas veces como su orden, se
verifica que f y g tienen el mismo número de ceros enΩ.

Demostración. Observa que la desigualdad5.49implica que ni f ni g pueden anularse en la
frontera deΩ. Dicha desigualdad, y la continuidad def y g enΩ, implican que nif ni g pueden
ser idénticamente nulas enΩ. Por el principio de identidad y por serΩ compacto, deducimos
que el número de ceros def y deg enΩ es finito.

SeaK el conjunto

K = {z∈ Ω : | f (z)−g(z)| = | f (z)|+ |g(z)|}

Observa queK es un conjunto cerrado y acotado y por tanto es compacto. Además, en virtud
de la desigualdad5.49, se tiene queK ⊂ Ω. Es evidente que los ceros def y deg están enK.
SeaΓ el ciclo que nos proporciona el teorema5.14para el compactoK en el abiertoΩ.

SeaU = {z∈ Ω\Γ∗ : IndΓ(z) = 1}. Sabemos queK ⊂U por lo que los ceros def y deg
enΩ están todos enU . Por el principio del argumento deducimos que

N0( f ) =
1

2πi

w
Γ

f ′(z)
f (z)

dz (número de ceros def enΩ contando multiplicidades)

N0(g) =
1

2πi

w
Γ

g′(z)
g(z)

dz (número de ceros deg enΩ contando multiplicidades)

Paraz∈Ω\K se verifica que

| f (z)−g(z)|< | f (z)|+ |g(z)|

lo que, según sabemos, en virtud de la desigualdad1.8, equivale a que
f (z)
g(z)

6∈ R−
o . En conse-

cuencia la funciónϕ : Ω\K → C definida por

ϕ(z) = log

(
f (z)
g(z)

)
z∈ Ω\K.

es holomorfa enΩ\K. Puesto que

ϕ ′(z) =
( f ′(z)g(z)− f (z)g′(z))g(z)

g2(z) f (z)
=

f ′(z)
f (z)

− g′(z)
g(z)

,

resulta queϕ es una primitiva enΩ\K de la función
f ′(z)
f (z)

− g′(z)
g(z)

y, por tanto, la integral de

dicha función en cualquier ciclo enΩ\K es cero. En particular
w
Γ

(
f ′(z)
f (z)

− g′(z)
g(z)

)
dz = 0

es decir,N0( f ) = N0(g). 2
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Observación

Es frecuente en las aplicaciones del teorema de Rouché que severifique la desigualdad
siguiente

| f (z)−g(z)| < |g(z)| para todoz∈ FrΩ (5.50)

Naturalmente si se verifica la desigualdad5.50 también se verifica la desigualdad5.49. Con
frecuencia es fácil comprobar la desigualdad5.50 lo que permite aplicar dicho teorema. No
obstante, puede ocurrir que la desigualdad5.50 no se verifique y sí se verifique la desigual-
dad5.49.

El teorema de Rouché permite dar otra demostración sencilladel Teorema Fundamental del
Álgebra.

5.54 Teorema(Teorema Fundamental del Álgebra.). Todo polinomio, P, de grado n con coefi-
cientes complejos tiene n ceros enC.

Demostración. Podemos suponer que el coeficiente del términozn es 1. Sea

P(z) = zn+cn−1zn−1+ · · ·+c1z+c0

Aplicaremos el Teorema de Rouché conf (z) = P(z) y g(z) = zn. Debemos elegir un dominio
Ω apropiado para comprobar la desigualdad5.50. Observa que paraR> 1 y |z|= R se verifica
que

|P(z)−g(z)|6 MRn−1

dondeM = |cn−1|+ · · ·+ |c1|+ |c0|. SeaΩ = D(0,R) dondeR> M. Entonces

|P(z)−g(z)|6 MRn−1 < Rn = |g(z)| para todoz∈C(0,R)∗

El teorema de Rouché nos dice que, contando cada cero tantas veces como su orden,P tiene en
el discoD(0,R) tantos ceros como la funcióng(z) = zn, esto es,n ceros. 2

5.55 Corolario. SeaΩ un dominio acotado y{ fn} una sucesión de funciones continuas enΩ
que además son holomorfas enΩ. Supongamos que la sucesión converge uniformemente enΩ
a una función f y que

f (z) 6= 0, para todo z∈FrΩ

entonces existe un natural m tal que para n> m se verifica que fn y f tienen el mismo número
finito de ceros enΩ (o enΩ).

Demostración. En virtud de las hipótesis, FrΩ es un compacto yf es una función continua en
Ω y holomorfa enΩ. Sea

ρ = mı́n{| f (z)| : z∈FrΩ}
Como f (z) 6= 0 paraz∈FrΩ, tenemos queρ > 0. Por definición de convergencia uniforme,
existe un númerom∈N tal que para todon > m es | fn(z)− f (z)| < ρ para todoz∈Ω. En
particular, para todoz∈FrΩ y todon> m tenemos

| fn(z)− f (z)|< ρ 6 | f (z)| 6 | f (z)|+ | fn(z)|
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por tanto, en vista del Teorema de Rouché, las funcionesfn y f tienen el mismo número finito
de ceros enΩ. Además la desigualdad anterior implica quefn y f no se anulan en la frontera
deΩ, por tanto, también tienen el mismo número de ceros enΩ. 2

5.56 Teorema(Teorema de Hurwitz.). SeaΩ un dominio y{ fn} una sucesión de funciones
holomorfas enΩ que no se anulan en ningún punto deΩ, es decir, fn(z) 6= 0 para todo n∈N y
todo z∈Ω. Suponemos además que{ fn} converge uniformemente en subconjuntos compactos
deΩ a una función f . Entonces se verifica que o bien f es idénticamente nula enΩ, o bien f
no se anula en ningún punto deΩ.

Demostración. Por el Teorema de convergencia de Weierstrass, sabemos quef es holomorfa
enΩ. Supongamos quef no es idénticamente nula enΩ. Entonces, sif (a) = 0 en algún punto
a∈Ω, como los ceros def son puntos aislados enΩ, existirá un discoD(a,δ) ⊂ Ω tal que
f (z) 6= 0 para todoz∈D(a,δ)\{a}. El corolario anterior aplicado a la sucesión{ fn} en el
dominio formado por el discoD(a,δ) nos dice que paran suficientemente grande,fn y f tienen
el mismo número de ceros enD(a,δ). Deducimos así quefn tiene al menos un cero enΩ, lo
cual contradice las hipótesis hechas. Hemos probado, pues,que si f no es idénticamente nula
enΩ entoncesf no se puede anular en ningún punto deΩ. �

5.57 Corolario. SeaΩ un dominio y{ fn} una sucesión de funciones holomorfas e inyectivas
enΩ que converge uniformemente en compactos deΩ a una función f . Entonces f es inyectiva
o f es constante enΩ.

Demostración. Supongamos quef no es inyectiva y probemos que es constante. Sean, pues,
a,b∈Ω con a 6= b tales quef (a) = f (b). Consideramos el dominioΩ\{a}. Definimos las
funciones

gn(z) = fn(z)− fn(a) para todoz∈Ω\{a}
Como suponemos que cadafn es inyectiva, entoncesgn(z) no se anula enΩ\{a}. Como{ fn}
converge uniformemente en compactos deΩ a f , la sucesión{gn} converge uniformemente
sobre compactos deΩ\{a} a la funcióng dada por

g(z) = f (z)− f (a) para todoz∈Ω\{a}

Sabemos, por el Teorema de Hurwitz, queges idénticamante cero o no se anula en ningún punto
deΩ\{a}. Comog(b) = 0, concluimos queg idénticamente nula y, por tanto,f (z) = f (a) para
todoz∈ Ω\{a}, esto es,f es constante enΩ, como queríamos probar. �

Ejercicios propuestos

337. Calcula el número de ceros en el semiplano de la derecha de cada uno de los siguientes
polinomios:

a)P(z) = z4+2z3−2z+10;

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Ceros de un polinomio en una región angular 216

b) P(z) = z4+2z3−2z−10;

c) P(z) = z6−z3−4z+6;

d) P(z) = z5+5z3+11z2+4z+1;

e)P(z) = z6+z5+6z4+5z3+8z2+4z+1;

f) P(z) = z6−3z5+2z2+5.

338. Seaf una función continua enD(0,1) y holomorfa enD(0,1) tal que| f (z)|< 1 siempre
que|z|= 1. Prueba quef tiene exactamente un punto fijo enD(0,1).

339. Calcula la distribución por cuadrantes de los ceros del polinomio
P(z) = z8+z5−z4+3z3+6z2+2z+5.

340. Dados un número naturaln y dos números reales distintos de ceroa y b, determínese el
número de ceros del polinomioz2n+az2n−1+b2 situados en el semiplano de la derecha.

341. Calcula el número de ceros del polinomioP(z) = z6 + z3+ 4z2 + 2 en cada uno de los
discosD(0, 1

2), D(0,1) y D(0,2).

342. Justifica que paraa∈R, a> e, la ecuaciónez= azn, tienen soluciones distintas enD(0,1).

343. Prueba que la ecuación(z+ 1)e−z = 2z− 2 tiene solución única en el semiplano de la
derecha.

344. Sea 0< |a| < 1 y p∈N. Prueba que la ecuación(z− 1)p = ae−z tiene exactamentep
ceros simples enD(1,1) y si |a|6 1/2p dichos ceros están enD(1,1/2).

345. Prueba que los ceros del polinomioz4+ iz3+1 pertenecen al discoD(0, 3
2) y determina

cuántos de ellos se hallan en el primer cuadrante.

346. Prueba que todos los ceros del polinomioz8+3z3+7z+5 se hallan situados en el anillo
A(0, 1

2,
3
2) y que exactamente dos de ellos están en el primer cuadrante.

347. Prueba que todos los ceros del polinomioP(z) = z6−3z5+2z2+6 pertenecen al anillo
A(0;1, 7

2) y determinar cuántos de ellos se hallan en el semiplano de la derecha.

348. Determina el número de ceros del polinomioP(z) = 2z6−z3+4z+1 en el semiplano de
la derecha.

349. Determina el número de ceros del polinomioz5+5z3+11z2+4z+1 en el semiplano de
la derecha y en el disco unidad.

350. Determina el número de ceros del polinomioz8−4z5+z2−2.

a) En el anilloA(0;1,2).

b) En el semiplano de la derecha.

351. Determina el número de ceros del polinomioP(z) = 2z5+4z−1.

a) en el anilloA(0;1,2);

b) en el semiplano de la derecha.
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352. Determina el número de ceros del polinomioP(z) = z4−z2+2z+4.

a) en el disco unidad;

b) en el primer cuadrante.

353. Prueba que todos los ceros del polinomioP(z) = z6 − z3 − 4z+ 6 pertenecen al anillo
A(0;1,2) y determínese cuántos de ellos se hallan en el semiplano de laderecha.

354. Dado 0< ρ < 1, prueba que, paran∈N suficientemente grande, el polinomio

Pn(z) = 1+2z+3z2+ · · ·+nzn−1

no se anula en el discoD(0,ρ).

355. Dadoρ > 0, prueba que, paran∈N suficientemente grande, todos los ceros de la función

fn(z) = 1+
1
z
+

1
2!z2 + · · ·+ 1

n!zn

se hallan en el discoD(0,ρ).

356. SeaΩ un dominio y f una función holomorfa e inyectiva enΩ. SeaD(a, r)⊂ Ω. Justifica
que para todow∈ f (D(a, r)) se verifica que

1
2πi

w
C(a,r)

f ′(z)
f (z)−w

z dz = f−1(w)

357. Calcula, usando el principio de argumento generalizado, las integrales

w
C(0,1)

zeztg(πz)dz
w

C(0,1)

coshz
tgz

dz
w

C(0,3)

sen(πz/2)(3z2 −4z−1)
z3−2z2−z+2

dz

358. Calcula, usando el principio de argumento generalizado, las integrales

w
C(0,2)

dz
z3+1

w
C(1,1/5)

3(z−1)2−1
z3−3z2+4z−2

dz

359. Demuestra el teorema de la aplicación abierta a partir del principio del argumento.

360. Demuestra el teorema del comportamiento local de una función holomorfa (teorema4.32)
a partir del principio del argumento.

361. SeaΩ un dominio enC y { fn} una sucesión de funciones holomorfas enΩ. Supongamos
que{ fn} converge uniformemente en subconjuntos compactos deΩ a una funciónf que
no es idénticamente nula enΩ. Seaa∈Ω tal que f (a) = 0. Prueba que hay una sucesión
{zn} de puntos deΩ tal que{zn}→ a y unm∈N tal que fn(zn) = 0 para todon> m.

362. Sea f una función meromorfa enC y regular en∞ tal que ĺım
z→∞

f (z) = 1 y las úni-

cas singularidades def son los puntosz= −1 donde f tiene un polo de orden uno y
Res( f (z),−1) = 1, y z= 2 dondef tiene un polo de orden 2 y Res( f (z),2) = −2. Cal-
cula f .

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Curso de Variable Compleja



Ceros de un polinomio en una región angular 218

363. Sea f una función meromorfa enC cuyas únicas singularidades sonz= −1 donde f
tiene un polo de orden uno y Res( f (z),−1) = 1, y z= 2 dondef tiene un polo de orden
2 y Res( f (z),2) = 2. Ademásf (0) = 7/4 y f (1) = 5/2. Calcula f y su desarrollo de
Laurent enA(0;1,2).
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Capı́tulo6

Series de Fourier. Transformadas de Fourier y de
Laplace

Series de Fourier

Esencialmente la teoría de Series de Fourier persigue dos propósitos:

• El análisiso descomposición de una señal como suma o superposición (en general infi-
nita) de sinusoides.

• La síntesiso recomposición de una señal a partir de sus sinusoides.

Habrás notado que estoy empleando la palabra “señal” como sinónimo de “función” y así lo
seguiré haciendo a lo largo de esta lección con las precisiones que considere necesarias. En
análisis armónico las señales más simples son las sinusoides a las que nos hemos referido
antes. Conviene darles un repaso.

Sinusoides

Una sinusoide es una señal de la forma

Asen(2πνt +φ).

El númeroA> 0 es laamplitud, ν > 0 es lafrecuenciamedida en ciclos por segundo o Hercios
(Hz), −π < φ 6 π es lafase(fase inicial),ω = 2πν es la frecuencia medida en radianes por
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segundo (que se llama a veces frecuencia angular). Elperíodoes el tiempo que necesita la
sinusoide para completar un ciclo completo, es decir, el período esT = 1/ν segundos.

Asen(2πν(t +1/ν)+φ) = Asen(2πνt +2π+φ) = Asen(2πνt +φ).

En general, una funciónf : R→ C se dice que esperiódicaconperíodo Tsi f (t +T) = f (t)
para todot ∈R. En tal caso cualquier múltiplo entero deT es también un período def , esto
es, f (t + kT) = f (t) para todot ∈R,k∈Z. Por convenio, una función constante se considera
periódica con cualquier período. Salvo este caso, cuando sedice que una función es periódica
de períodoT se sobreentiende queT es el número positivo más pequeño que verifica la igualdad
f (t +T) = f (t) para todot∈R.

En la representación gráfica de la señalf (t) = Asen(2πνt + φ) se interpretaf (t) como la
amplitud de la señal en el instantet. La amplitudA representa la máxima altura que alcanza
dicha gráfica, esto es, el máximo absoluto de la funciónf (el mínimo absoluto es−A). La
frecuencia es el número de veces (ciclos) que se repite la gráfica en un segundo. El período es
el tiempo necesario para que la gráfica complete un solo ciclo.

6.1. Polinomios trigonométricos y coeficientes de Fourier

Un polinomio trigonométrico de ordenN es una función de la forma

SN(t) =
N∑

n=0

Ansen(2nπt/T +φn) (6.1)

En una suma de este tipo el númeroT es elperiodo fundamentaly ν = 1/T es lafrecuencia
fundamental(en hercios). A cada uno de los sumandos individuales, cuyasfrecuencias son
múltiplos enteros de la frecuencia principal, se les llamaarmónicos. Esta forma de una suma
trigonométrica tiene la ventaja de mostrar explícitamentela amplitud y la fase de cada uno de
ellos pero es muy incómoda para los cálculos. Por ello es más frecuente escribir esta suma en
la forma:

SN(t) =
a0

2
+

N∑

n=1

(an cos(2πnt/T)+bnsen(2πnt/T)) (6.2)

la razón de escribir el término constante en la formaa0/2 es para simplificar las fórmulas de
los coeficientes que veremos en seguida.

Se trabaja con mucha más comodidad con estas sumas si usamos la exponencial compleja.
Usando las ecuaciones de Euler tenemos que:

cos(2πnt/T) =
e2πint/T +e−2πint/T

2
, sen(2πnt/T) =

e2πint/T −e−2πint/T

2i

con ello la suma (6.2) puede ser escrita como:

SN(t) =
N∑

n=−N

cn e2πint/T (6.3)
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La relación entre estas tres formas distintas de escribir una misma función viene dada por las
siguientes igualdades válidas para todon= 1,2,3, . . . :

cn =
an− ibn

2
c−n =

an+ ibn

2
(6.4)

an = Ansenφn bn = Ancosφn (6.5)

Supongamos quef es una señal que podemos representar como un polinomio trigonométrico
con periodoT:

f (t) =
N∑

n=−N

cn e2πint/T

entonces se verifica que los coeficientes en esta expresión están determinados de forma única
por f y vienen dados por:

cn =
1
T

Tw
0

e−2πint/T f (t)dt

Las consideraciones anteriores motivan las siguientes definiciones.

6.1 Definición. Sea f : R → C una señal de periodoT integrable en[0,T]. Se definen los
coeficientes de Fourierde f por:

cn =
1
T

Tw
0

e−2πint/T f (t)dt (n∈Z) (6.6)

El polinomio trigonométrico:

SN(t) =
N∑

n=−N

cn e2πint/T (6.7)

donde los coeficientescn vienen dados por (6.6), se llamapolinomio de Fourier de orden Nde f .
La sucesión de los polinomios de Fourier def se llamaserie de Fourierde f y la representamos
por

∑

n∈Z
cn e2πint/T . Cuando dicha serie converge escribimos:

ĺım
N→∞

SN(t) =
∞∑

n=−∞
cn e2πint/T

Teniendo en cuenta6.4 se deduce que las igualdades6.6 y 6.7 pueden escribirse de forma
equivalente:

SN(t) =
a0

2
+

N∑

n=1

(an cos(2πnt/T)+bnsen(2πnt/T)) (6.8)

donde:

an =
2
T

Tw
0

cos(2πnt/T) f (t)dt n= 0,1,2, . . . (6.9)
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bn =
2
T

Tw
0

sen(2πnt/T) f (t)dt n= 1,2, . . . (6.10)

Los an se llamancoeficientes cosenoy los bn coeficientes senode f .

Observaciones

• También se utilizan las notacionescn( f ) y f̂ (n) para representar los coeficientes de Fou-
rier cn de f .

• Para calcular los coeficientes de Fourier de una señal de periodoT podemos integrar en
cualquier intervalo de longitudT. Suele ser frecuente, por razones de simetría, elegir el
intervalo[−T/2,T/2].

• Observa que nada hemos dicho aún sobre la relación entre una función f y su serie
de Fourier. La pregunta ¿de qué modo la serie de Fourier def representa af ? no tiene
una respuesta fácil porque tiene muchas respuestas. Mas adelante presentaremos algunos
resultados en este sentido.

• Observa que si cambias una función en un número finito de puntos esto no afecta pa-
ra nada a sus coeficientes de Fourier los cuales viene dados por medio de integrales.
Igualmente, tampoco debe preocuparnos que una función no esté definida en un conjun-
to finito de puntos porque eso no afecta para nada a su integrabilidad ni al valor de su
integral.

• A diferencia de la serie de Taylor de una función, la cual solamente está definida si dicha
función es indefinidamente derivable, la única condición para que la serie de Fourier de
una función esté definida es que la función sea integrable en un intervalo. Te recuerdo
que hay funciones integrables con infinitas discontinuidades. Es decir, el concepto de
serie de Fourier es mucho menos restrictivo que el de serie deTaylor y esa es una de
las grandes ventajas de la teoría de series de Fourier: puedeaplicarse a funciones muy
generales.

• En contra de lo que pudiera parecer a primera vista, la hipótesis de periodicidad no es
restrictiva para la aplicación de la teoría de series de Fourier.

En efecto, si queremos representar una funciónf en un intervalo[a,b] por medio de
una serie de Fourier, lo único que se necesita es que dicha función esté definida y sea
integrable en dicho intervalo. En tal caso la serie de Fourier

∑

n∈Z
cn e2πint/(b−a) cuyos

coeficientes son

cn =
1

b−a

bw
a

e−2πint/(b−a) f (t)dt (n∈Z)

representa (cuando se dan las condiciones de convergencia apropiadas) una función pe-
riódica de periodob−a que coincide conf en el intervalo]a,b[.

Podemos considerar esto desde otro punto de vista. Si estamos interesados en representar
por medio de una serie de Fourier una funciónf definida e integrable en un intervalo[a,b]
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podemosextenderdicha función a todoR de manera que la extensión sea una función
periódica de períodoT = b− a. Para ello basta repetir la gráfica def en intervalos de
longitudT = b−a (si f (b) = f (a+T) 6= f (a) será preciso cambiar el valor def en uno
de los extremos del intervalo[a,b]).

Debes tener en cuenta que en los ejercicios suele definirse una función en un intervalo
[a,b] y se dice que dicha funciónse considera extendida por periodicidadfuera de dicho
intervalo.Pero esto último casi nunca se hacepor lo que, para calcular los coeficientes
de Fourier debes integrar la función en el intervalo[a,b] donde dicha función se define y
no en otro.

• La consideración de funciones complejas, si bien desde un punto de vista teórico no
presenta ninguna dificultad e incluso hace que la teoría sea más elegante y fácil de desa-
rrollar, desde un punto de vista práctico no añade nada pues en las aplicaciones siempre
se consideran señales reales.

6.2 Ejemplo (Función impulso rectangular). Se llamanimpulsos rectangulareslas señales
que son nulas salvo en un determinado intervalo de tiempo en el que son constantes. El ejemplo
típico es la funciónΠ : R→ R

Π(x) =

{
1, si |x|< 1/2

0, en otro caso

Con más generalidad, dado un númeroa> 0 podemos considerar la funciónΠa definida por
Πa(x) = Π(x/a), con lo que

Πa(x) =

{
1, si |x|< a/2

0, en otro caso

Dado un númeroT > a podemos considerar la extensión periódica deΠa con periodoT cuya
gráfica es de la forma

-5 -3 -1 1 3 5

1

Figura 6.1. Periodización con periodo 4 deΠ2

Llamemosf a dicha función. Los coeficientes de Fourier def son

cn =
1
T

T/2w
−T/2

f (t)e−2πint/T dt =
1
T

a/2w
−a/2

e−2πint/T dt =
−1
2πin

[
e−2πint/T

]t=a/2

t=−a/2
=

=
−1
πn

(
e−πina/T −eπina/T

2i

)
=

sen(πna/T)

πn
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paran distinto de cero, y

c0 =
1
T

T/2w
−T/2

f (t)dt =
1
T

a/2w
−a/2

1dt =
a
T
.

�

6.1.1. Series de Fourier seno y coseno

Los coeficientes seno de una función par son nulos y los coeficientes coseno de una función
impar son nulos. Esto lleva a definir las series de Fourier seno y coseno de una función como
sigue.

Sea f una función definida e integrable en el intervalo[0,L]. Podemosextender fal inter-
valo [−L,L] de las formas siguientes:

f1(x) =

{
− f (−x), −L 6 x< 0

f (x), 06 x6 L

y

f2(x) =

{
f (−x), −L 6 x< 0

f (x), 06 x6 L

Es claro quef1 es impar yf2 es par y coinciden conf en [0,L]. La función f1 es llamada la
extensión imparde f y f2 es llamada laextensión parde f .

La serie de Fourier de la extensión de período 2L de f1 se llama laserie de Fourier seno
de f y viene dada por:

∑

n>1

bn sen(πnt/L), bn =
2
L

Lw
0

f (t)sen(πnt/L)dt

La serie de Fourier de la extensión de período 2L de f2 se llama laserie de Fourier coseno
de f y viene dada por:

a0

2
+
∑

n>1

an cos(πnt/L), an =
2
L

Lw
0

f (t)cos(πnt/L)dt

6.1.2. Convergencia de las series de Fourier

Uno de los problemas básicos de las series de Fourier es dar condiciones sobre una función
que garanticen que su serie de Fourier converge puntualmente a dicha función. Uno de los
primeros resultados en este sentido se debe a Dirichlet y se refiera a funciones monótonas
a trozos. Una funciónf esmonótona a trozosen un intervalo cuando dicho intervalo puede
expresarse como la unión de un número finito de intervalos en los que la función es monótona.
Recuerda que una función monótona acotada siempre tienes límites laterales en todo punto.
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6.3 Teorema(Dirichlet). Sea f: R→ R una señal periódica con período T que es monótona
a trozos y acotada en[0,T]. Se verifica entonces que

∞∑

n=−∞
cn e2πint/T =

f (t+)+ f (t−)

2

donde f(t+) y f(t−) son, respectivamente, los límites por la derecha y por la izquierda de f
en t. En particular, la serie de Fourier de f converge a f(t) en todo punto de continuidad de f .

Para aplicar este resultado a los puntos extremos del intervalo se entiende quef (T+) =
f (0+) y f (0−) = f (T−).

El resultado anterior se refiere a la convergencia puntual dela serie. Si lo que queremos es
asegurar convergencia uniforme hay que ser más exigentes.

Una función f se dice que escontinua a trozosen un intervalo[a,b] si hay una partición
a= x0 < x1 < x2 < .. . < xn−1 < xn = b del intervalo[a,b] de forma que

f es continua en cada intervalo]xi ,xi+1[, parai = 0,1,2, . . . ,n−1, y

f tiene límites laterales en los puntosxi, i = 0,1, . . . ,n.

Diremos que una funciónf esderivable a trozosen un intervalo[a,b] si hay una partición
a= t0 < t1 < t2 < .. . < tm−1 < tm = b del intervalo[a,b] de forma que

f es derivable en cada intervalo]ti , ti+1[, parai = 0,1,2, . . . ,m−1, y

La función derivadaf ′ tiene límites laterales en los puntosti, i = 0,1, . . . ,m.

Diremos que una función essuave a trozosen un intervalo[a,b] si es derivable a trozos en
dicho intervalo y su derivada es continua a trozos.

6.4 Teorema. Sea f: R → C una señal periódica con período T que es continua y suave a
trozos en[0,T]. Entonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a fen[0,T].

6.1.3. Espectro, dominio del tiempo y dominio de la frecuencia

Una señal analógica dada por medio de una funciónf (t) se dice que está dada enel dominio
del tiempo. Supongamos que dicha señal esT-periódica y monótona a trozos, entonces

f (t) =
∞∑

n=−∞
cn e2πint/T

en todo punto de continuidad def . Las frecuencias de los armónicos complejos que forman
esta serie sonn/T. El espectrode f se define como el conjunto de pares{(n/T,cn) : n∈Z}. El
conocimiento del espectro de la señal determina a dicha señal. Podemos considerar una función
f̂ definida en el conjunto de las frecuencias{n/T : n∈Z} por f̂ (n/T) = cn. Se suele decir que
dicha función representa a la señalf en eldominio de la frecuencia. La “gráfica” de la función
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| f̂ | se llama elespectro de amplitudes, y la “gráfica” de la función arĝf se llama elespectro de
fases.

Recuerda que si la serie de Fourier la escribimos en la forma

∞∑

n=0

Ansen(2nπνt +φn)

dondeAn > 0 es la amplitud del armónicon-ésimo yφn es su fase, entonces, en virtud de las
igualdades6.4y 6.5, se verifica quecn =

−i
2 Aneiφn = 1

2Anei(φn−π/2); y eligiendoφn ∈]−π/2,3π/2]
resulta queφn− π/2 = arg(cn), lo que justifica la terminología empleada. Ten en cuenta que
para una señal real se verifica siempre quecn = c−n lo que explica el aspecto de las siguientes
“gráficas”. El espectro de amplitudes consiste en líneas espectrales regularmente espaciadas en

− 3
T − 2

T − 1
T 0 1

T
2
T

3
T

4
T

|c−3|

|c−2|
|c−1|

|c0|

|c1|
|c2|

|c3| |c4|

Figura 6.2. Espectro de amplitudes

− 3
T

− 2
T

− 1
T

0 1
T

2
T 3

T

φ−3

φ−2

φ−1

φ1

φ2

φ3

Figura 6.3. Espectro de fases

las frecuenciasn/T. Paran= 1 y n=−1 las líneas corresponden a lafrecuencia fundamental.
Las demás líneas son llamadasarmónicosde la señal.

Lo interesante de estas representaciones es que para manipular una señal analógica es más
fácil hacerlo en el dominio de la frecuencia. Por ejemplo, sila señal es un sonido las frecuencias
bajas corresponden a los tonos graves y las altas a los agudos, mientras que las amplitudes
representan la intensidad del sonido del armónico correspondiente.

Cuando ves las barras que suben y bajan en un ecualizador de sonido o la gráfica de un
electrocardiograma... ¡Estás viendo análisis de Fourier!
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Ejercicios propuestos

370. 1. Seaf (t) = sen(t/3)+ sen(t/4). ¿Es f periódica? En caso afirmativo, ¿cuál es su
período?

2. Seaf (t) = sen(λt)+ sen(µt). Prueba que para quef sea periódica es necesario y
suficiente queλ/µ sea un número racional.

3. ¿Es periódica la funciónf (t) = sen(10t)+sen
(
(10+π)t

)
?

371. Considera las distintas formas de escribir la serie de Fourier de una función real periódica
de período 1:

a0

2
+

∞∑

n=1

an cos(2πnt)+bn sen(2πnt)

∞∑

n=−∞
cn e2πint

a0

2
+

∞∑

n=1

Ansen(2πnt+φn)

Indica con detalle cómo se pasa de una a otra, es decir, las relaciones que hay entre los
distintos coeficientes.

372. Seaf una señal derivable a trozos,cn sus coeficientes de Fourier,an s ybn sus coeficientes
coseno y seno respectivamente. Justifica las siguientes afirmaciones:

1. f es real ⇐⇒ c−n = cn (n∈N) ⇐⇒ an∈R, bn∈R (n∈N)
2. f es par c−n = cn (n∈N) ⇐⇒ bn = 0 (n∈N)
3. f es impar ⇐⇒ c−n =−cn (n∈N) ⇐⇒ an = 0 (n∈N)
4. f real y par ⇐⇒ c−n = cn∈R (n∈N)
5. f real e impar ⇐⇒ c−n =−cn∈ iR (n∈N)

373. Prueba que si la serie de Fourier converge uniformemente se verifica la igualdad de
Parseval:

1
T

Tw
0

| f (t)|2dt =
∞∑

n=−∞
|cn|2

Escribe dicha igualdad usando los coeficientes seno y coseno.

374. Prueba que sif : R→ C es una función suave a trozos con periodo 2π se verifica que

f̂ ′(k) = ik f̂ (k) para todok∈Z. En otros términos: la serie de Fourier de la derivada def
se obtiene derivando término a término la serie de Fourier def .

375. Calcula la serie de Fourier de la función 2π-periódica

f (x) =

{
0, si −π < x<−π/2

1, si −π/2< x6 π
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376. Calcula la serie de Fourier de la funciónf : [4,6]→ R definida como

f (x) =

{
1, si 4< x6 5

2, si 5< x6 6

377. La función “triangular” es la funciónΛ : R→ R definida por

Λ(x) =

{
1−|x| si |x|6 1,

0 para|x|> 1.

Con más generalidad, dado un númeroa> 0 podemos considerar la funciónΛa definida
por Λa(x) = Λ(x/a), con lo que

Λa(x) =

{
1−|x

a
|, si |x|6 a

0, para|x|> a.

Dado un númeroT > a podemos considerar la extensión periódica deΛa con periodoT.

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

1

Figura 6.4. Periodización de periodo 3 deΛ1/2

Calcula los coeficientes de Fourier de la extensiónT-periódica de la funciónΛa.

378. Calcula las series de Fourier de las extensiones periódicasde las siguientes funciones:

f (x) =

{
0, −π < x< 0

π, 06 x6 π
f (x) =

{
0, −2< x< 0

x, 06 x6 2

379. Calcula la serie de Fourier coseno de la funciónf (x) = x parax∈ [0,π].

380. Calcula la serie de Fourier seno de la funciónf (x) = 1 parax∈ [0,π].

381. Calcula la serie de Fourier seno de la funciónf (x) = cosx parax∈ [0,π].

382. Seaa∈R, a 6= 0. Si los coeficientes de Fourier de una señalf soncn, ¿cuáles son los
coeficientes de Fourier de la señal trasladadag(t) = f (t −a)? ¿Y los de la señalh(t) =
f (at)?.

383. Calcula las series de Fourier de las funciones|sent| y |cost|.

384. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la función de período 1 dada porf (t) = t
para 06 t < 1 y f (t +1) = f (t) para todot∈R, justifica la igualdad

∞∑

n=1

(−1)n+1

2n+1
=

π
4
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Utiliza la igualdad de Parseval para deducir que

∞∑

n=1

1
n2 =

π2

6

385. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la función de período 2π dada porf (t) = t2

para−π 6 t 6 π y f (t +2π) = f (t) para todot∈R, justifica la igualdad

∞∑

n=1

(−1)n+1

n2 =
π2

12

386. Usando el desarrollo en serie de Fourier de la función de período 2 dada porf (t) = |t|
para−16 t 6 1 y f (t +2) = f (t) para todot∈R, justifica la igualdad

∞∑

n=1

1
(2n−1)2 =

π2

8

387. Dadoa∈R, a∉Z, se define la función de período 2f (t) = eiπat para−16 t < 1 y f (t) =
f (t +2). Calcula la serie de Fourier def y utiliza la igualdad de Parseval para deducir
que

∞∑

n=−∞

1
(a−n)2 =

π2

sen2(πa)

388. Seaf (x) = x(1−x), (06 x6 1) y consideremos la extensión impar def de período 2.

1. Calcula la serie de Fourier seno def .

2. Justifica que
∞∑

n=1

(−1)n+1

(2n−1)3 =
π3

32
.

3. Calcula la serie de Fourier coseno def ′(x) = 1− 2x, (0 6 x 6 1); y la serie de
Fourier def ′′(x) =−2.

4. deduce que:
∞∑

n=1

1
(2n−1)4 =

π4

96
,

∞∑

n=1

1
(2n−1)2 =

π2

8

6.2. Transformada de Fourier

6.5 Definición. La transformada de Fourier de una funciónf : R→ C es la función

f̂ = F f : R→ C

definida por:

f̂ (s) = F f (s) =
+∞w
−∞

e−2πist f (t)dt (s∈R) (6.11)
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Comentarios

Usaremos las notacioneŝf y F f para representar la transformada de Fourier de la señal
f . A veces conviene escribirF f en la formaF ( f ) para indicar claramente queF f es
la transformada de Fourier de la funciónf .

El parámetro “s” en la definición6.11se interpreta como frecuencias. La funciónf̂ se
interpreta como la representación de la señalf en el dominio de la frecuencia.

La transformada de Fourier convierte una señal,f (t), dada en el dominio del tiempo en
otra señal,̂f (s), en el dominio de la frecuencia.

Representaremos porL1(R) el espacio de las funcionesf : R→ C tales que

+∞w
−∞

| f (t)|dt <∞.

Para que la definición6.11tenga sentido es condición suficiente quef ∈L1(R).

Para calcular la transformada de Fourier de una función tenemos libertad para modificar
como queramos dicha función en un conjunto siempre que ello no afecte al valor de
la integral. Por ejemplo, podemos cambiar el valor de la función en cualquier conjunto
finito de puntos. Por eso, para calcular la transformada de Fourier de una función no es
imprescindible que la función esté definida en todoR, es suficiente, por ejemplo, que
esté definida en todoR excepto en un conjunto finito de puntos.

No hay acuerdo unánime sobre la definición de la transformadade Fourier. Algunos
detalles sobre los que los distintos autores no se ponen de acuerdo son: el signo en la
exponencial, multiplicar la integral por 1/2π o por 1/

√
2π, incluir o no incluir 2π en el

exponente de la exponencial.

6.2.1. La transformada inversa de Fourier

La transformada de Fourier permite analizar una señalf por sus componentes de frecuen-

cia. El conjuntoΩ( f ) =
{

s∈R : f̂ (s) 6= 0
}

se llama espectro continuo de la señalf . Cada

frecuencias∈Ω( f ) tiene como amplitud| f̂ (s)| y su fase es arĝf (s). La señalf queda carac-
terizada completamente por̂f en el sentido de que el conocimiento def̂ permite recuperar
f .

6.6 Definición. La transformada inversa de Fourier de una funcióng : R → C es la función
ǧ : R→ C definida por:

ǧ(t) =
+∞w
−∞

e2πist g(s)ds (t∈R) (6.12)

Es usual usar la notación ˇg= F −1g para representar la transformada de Fourier inversa de
g. Se verifica el siguiente importante resultado.
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6.7 Teorema(de inversión de Fourier). Si f es una señal suave a trozos tal que f∈L1(R) y
tambiénf̂ ∈L1(R), se verifica que:

f (t+)+ f (t−)

2
=

+∞w
−∞

e2πist f̂ (s)ds (t∈R) (6.13)

En particular, en todo punto t∈R en el que f sea continua es

f (t) =
+∞w
−∞

e2πist f̂ (s)ds (6.14)

La igualdad (6.11) se llama laecuación de análisisy la igualdad (6.14) se llamaecuación
de síntesis. Observa que la ecuación de síntesis permite reconstruir una señal no periódica a
través de sus componentes de frecuencia y puede verse como una “versión continua” de la
representación de una señal periódica por su serie de Fourier.

Explícitamente, la igualdad (6.14) afirma que:

f (t) =
+∞w
−∞

[
+∞w
−∞

e−2πisu f (u)du

]
e2πist ds (6.15)

Evidentemente, es más cómodo escribir esta igualdad en la forma:

f = F
−1(F f ) (6.16)

Es notable la simetría que hay entre la transformada de Fourier y su inversa: solamente
se diferencian por un cambio de signo en la exponencial. De hecho, se verifica también la
igualdad:

g= F(F −1g) (6.17)

La transformada de Fourier es una operación que regulariza ysuaviza las funciones. Esto
es lo que dice el siguiente resultado.

6.8 Teorema. La transformada de Fourier de una señal integrable, f∈L1(R), es una función
continua, acotada yĺım

s→±∞
F f (s) = 0.

6.2.2. Propiedades de la transformada de Fourier

Algunas de las propiedades que siguen son generales, es decir, se satisfacen solamente con
la hipótesis de que las funciones que en ellas intervienen estén enL1(R) para que sus corres-
pondientes transformadas estén definidas. Otras propiedades requieren hipótesis adicionales en
las que no vamos a entrar. Te aconsejo que aprendas estas propiedades como un formalismo
útil para calcular transformadas de Fourier. Para ello tendrás que memorizar las transformadas
de Fourier de unas pocas funciones básicas y a partir de ellasaplicando las propiedades que
siguen,sin necesidad de calcular integrales, podrás deducir las transformadas de Fourier de
muchísimas funciones más.
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Linealidad. La transformada de Fourier es un operador lineal. Esto quiere decir que siα y β
son números yf , g señales, se verifica la igualdad:

F(α f +βg) = αF f +βFg

Propiedades de simetría

De las definiciones dadas para la transformada de Fourier y suinversa:

F f (s) =
+∞w
−∞

e−2πist f (t)dt =
+∞w
−∞

cos(2πst) f (t)dt − i
+∞w
−∞

sen(2πst) f (t)dt

F
−1f (s) =

+∞w
−∞

e2πist f (t)dt =
+∞w
−∞

cos(2πst) f (t)dt + i
+∞w
−∞

sen(2πst) f (t)dt

y teniendo en cuenta que el coseno es par y el seno impar, se deducen las siguientes propiedades
de simetría.

1. F f (s) = F −1f (−s).

2. Regla de inversión. F (F f )(s) = f (−s).

3. Si la funciónf es par entonces se tiene que:

+∞w
−∞

sen(2πst) f (t)dt = ĺım
a→+∞

aw
−a

sen(2πst) f (t)dt = 0

por lo que

F f (s) = F
−1f (s) =

+∞w
−∞

cos(2πst) f (t)dt = 2
+∞w
0

cos(2πst) f (t)dt

y la transformada de Fourier def coincide con su transformada inversa y es una función
par.

4. Análogamente, sif es impar su transformada de Fourier también es impar y:

F f (s) =−F
−1f (s) = i

+∞w
−∞

sen(2πst) f (t)dt = 2i
+∞w
0

sen(2πst) f (t)

5. Si f es real entoncesF f (−s) = F f (s).

6. Si f es real y par su transformada de Fourier también es real y par.

7. Si f es real e impar su transformada de Fourier es impar y toma valores imaginarios
puros.
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Las siguientes dos propiedades se obtienen fácilmente con un sencillo cambio de variable.

Traslación en el tiempo. Dado un númeroa∈R y una señalf , definimos la señalτa f por:

τa f (t) = f (t −a)

Se verifica que:
τ̂a f (s) = e−2πias f̂ (s)

Es decir, una traslación en el tiempo produce un cambio de fase en la transformada.

Cambio de escala o dilatación. Dado un númeroa∈R∗ y una señalf , definimos la señalσa f
por:

σa f (t) = f (at)

Se verifica que:

σ̂a f (s) =
1
|a| f̂

( s
a

)

Es decir una dilatación (a > 1) o una compresión (a < 1) en el dominio del tiempo se co-
rresponde con una compresión o dilatación en el dominio de lafrecuencia más un cambio de
escala.

Propiedad de modulación. Dadoa∈R, y una señalf , se verifica que la transformada de
Fourier de la funcióng(t) = e2πiat f (t) es la funciónτa f̂ .

Esta propiedad es inmediata pues:

ĝ(s) =
+∞w
−∞

e−2πist f (t)e2πiat dt =
+∞w
−∞

e−2πi(s−a)t f (t)dt = f̂ (s−a)

La aplicación de la transformada de Fourier para resolver ecuaciones diferenciales se basa
en la siguiente propiedad.

Propiedad de derivación

F( f ′)(s) = 2πisF f (s) F(−2iπt f (t))(s) = (F f )′(s)

Igualdad de Parseval
+∞w
−∞

f (t)g(t)dt =
+∞w
−∞

F f (s)Fg(s)ds

En particular
+∞w
−∞

| f (t)|2 dt =
+∞w
−∞

|F f (s)|2 ds
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6.2.3. Ejemplos

6.9 Ejemplo (La función pulso rectangular). Es la función dada por

Π(t) =

{
1 |t|< 1/2

0 |t|> 1/2

Para calcular su transformada de Fourier no es preciso definir dicha función en los puntos±1
2

pero, para recuperar esta función por medio de una transformada de Fourier es necesario definir
su valor en dichos puntos igual a 1/2. Como se trata de una función par su transformada de
Fourier viene dada por:

Π̂(s) = 2
+∞w
0

Π(t)cos(2πst)dt = 2
1/2w
0

cos(2πst)dt = 2

[
sen(2πst)

2πs

]t=1/2

t=0
=

sen(πs)
πs

�

6.10 Ejemplo (La función “cardinal seno” o “función de muestreo”). Es la función dada
para todot∈R por

senc(t) =
sen(πt)

πt
por supuesto, senc(0) = 1.

La transformada de Fourier de esta función se deduce fácilmente de que, según acabamos
de ver,Π̂ = senc y, como la funciónΠ es par, obtenemos

Fsenc= F (F Π) = F (F −1Π) = Π.

�

6.11 Ejemplo(Decaimiento exponencial truncado). Es la función dada por

f (t) =

{
0, t 6 0
e−t , t > 0

Podemos calcular su transformada de Fourier directamente:

f̂ (s) =
+∞w
−∞

e−2πist f (t)dt =
+∞w
0

e(−2πis−1)t dt =

[
−e−t e−2πis

1+2πis

]t→+∞

t=0
=

1
1+2πis

�

6.12 Ejemplo(La función de Laplace). Es la función dada por

g(t) = e−|t|

Para calcular su transformada de Fourier observamos queg(t) = f (t)+ f (−t) donde f es
el decaimiento exponencial truncado. Deducimos que:

ĝ(s) = f̂ (s)+ f̂ (−s) =
1

1+2πis
+

1
1−2πis

=
2

1+4π2s2

�
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6.13 Ejemplo(La función gausiana unidad). Es la función definida por:

f (t) = e−πt2

Esta función tiene la notable propiedad de ser invariante para la transformada de Fourier: su
transformada de Fourier es ella misma. Para calcularla podemos usar el hecho de quef ′(t) =
−2πt f (t) y tomar transformadas de Fourier en ambos lados de esta igualdad con lo que, en
virtud de la propiedad de derivación, resulta:

2πis f̂ (s) =
1
i

f̂ ′(s)

Es decir
f̂ ′(s)+2πsf̂ (s) = 0

Deducimos de aquí que la función̂f (s)eπs2
tiene derivada nula por lo que

f̂ (s) = f̂ (0)e−πs2
= e−πs2

= f (s)

Donde hemos usado el resultado bien conocidof̂ (0) =
+∞w
−∞

e−πt2
dt = 1.

�

Ejercicios propuestos

389. Supongamos que reproduces en un magnetofón una cinta a velocidad doble de la velo-
cidad a que se ha grabado. Interpreta lo que ocurre mediante la propiedad de cambio de
escala o dilatación de la transformada de Fourier.

390. Utilizando las propiedades de la transformada de Fourier, calcula, sin hacer integrales, la
transformada de Fourier de las siguientes funciones:

1. Πa(t) =

{
1, |t|< a/2
0, |t|> a/2

2. f (t) = Π
(
(t −b)/c

)
dondeΠ es la función “pulso rectangular”.

3. f (t) es una función escalonadaf (t) =
m∑

k=1

akΠ
(

x−bn

cn

)
.

4. f (t) =





1, 0< x< 1
2, 1< x< 2
0, x< 0 ox> 2

5. f (t) =

{
cos(πt), |t|< a/2
0, |t|> a/2

6. f (t) =
1√
2πσ

e−(t−µ)2/2σ2
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7. f (t) = cos(2πβt)e−π(x/α)2

8. f (t) =
1

1+2πit

9. f (t) = 2t e−πt2

391. Calcula mediante integración la transformada de Fourier dela “función triángulo” defi-
nida por:

Λ(t) =
{

1−|t|, |t|6 1
0, |t|> 1

392. 1. Supuesto conocida la transformada de Fourier de una señalf , calcula la transfor-
mada de Fourier de la señalg(t) = f (t)cos(2πat).

2. Calcula la señal (en el dominio del tiempo) cuya transformada de Fourier tiene la
gráfica siguiente.

-6 -4 -2 2 4 6

1

6.3. Convolución y transformada de Fourier

Procesar una señal consiste en modificar sus componentes de frecuencia. Si la señal es
analógica y su transformada de Fourier es

f̂ (s) = | f̂ (s)|eiϑ(s)

dondeϑ(s) = arg f̂ (s), podemos estar interesados en modificar las amplitudes,| f̂ (s)|, o las
fases, arĝf (s), correspondientes a cada frecuencias, para obtener una nueva señal que podemos
representar en la forma:

ρ(s)| f̂ (s)|eiϕ(s)eiϑ(s)

donde la funciónρ(s) > 0 da cuenta del cambio producido en la amplitud, y la función eiϕ(s)

da cuenta del cambio producido en la fase. Esto nos lleva a considerar la funciónρ(s)eiϕ(s)

y a concluir quef̂ (s)ρ(s)eiϕ(s) es la transformación más general que podemos hacer sobre
nuestra señal modificando amplitudes y fases. Es natural interpretar la funciónρ(s)eiϕ(s) como
la transformada de Fourier de una señal analógicag(t), por tantog(t) = F −1(ρ(s)eiϕ(s))(t), y
a preguntarnos qué operación debemos hacer con las señalesf (t) y g(t) para obtener una nueva
señal cuya transformada de Fourier sea precisamenteĝ(s) f̂ (s). Está claro que dicha operación
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será el modelo más general del procesamiento de señales. Calculemoŝg(s) f̂ (s).

ĝ(s) f̂ (s) =

+∞
w

−∞

g(t)e−2πist dt
+∞
w

−∞

f (x)e−2πisx dx =

+∞
w

−∞

[
+∞
w

−∞

g(t)e−2πist e−2πisx dt

]

f (x)dx =

=

+∞
w

−∞

[
+∞
w

−∞

g(t)e−2πis(t+x) dt

]
f (x)dx =

+∞
w

−∞

[
+∞
w

−∞

g(u−x) f (x)e−2πisu du

]
dx =

=

+∞
w

−∞

[
+∞
w

−∞

f (x)g(u−x)e−2πisu dx

]

du =

+∞
w

−∞

[
+∞
w

−∞

f (x)g(u−x)dx

]

e−2πisu du

Pero esto que hemos obtenido es justamente la transformada de Fourier de la función

h(u) =
+∞w
−∞

f (x)g(u−x)dx

6.14 Definición. La convolución de dos señalesf y g es la función

h(t) =
+∞w
−∞

g(t −x) f (x)dx t∈R

dicha función se representará porf ∗g y se llama la convolución def y g.

Deducimos de lo anterior el siguiente resultado que expresaque la convolución en el do-
minio del tiempo se corresponde con la multiplicación en el dominio de la frecuencia.

6.15 Teorema(de convolución). F( f ∗g)(s) = F f (s)Fg(s).

Teniendo en cuenta la simetría entre la transformada de Fourier y su inversa, también se
verifica la igualdad:

F
−1( f ∗g) = (F −1f )(F −1g)

y, lo que es más interesante:
F( f g) = F f ∗Fg

es decir, la multiplicación en el dominio del tiempo se corresponde con la convolución en el
dominio de la frecuencia.

Propiedades de la convolución

La operación de convolución se comporta de forma parecida a la multiplicación. Concreta-
mente, se verifican las siguientes propiedades:

Conmutativa. f ∗g= g∗ f .

Asociativa. ( f ∗g)∗h= f ∗ (g∗h).

Distributiva. ( f +g)∗h= f ∗h+g∗h.

La última propiedad es inmediata y las otras dos son consecuencia fácil del teorema de
convolución.
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¿Qué es la convolución?

La convolución de funciones es una herramienta muy versátilque tiene distintos significa-
dos en distintos campos y no admite una interpretación única. Se trata de una operación que no
es fácilmente visualizable y que tiene cierta complicación: para calcular el valor de la convo-
lución de dos funciones en un solo punto hay que usar todos losvalores de ambas funciones
y realizar una integración. En la figura6.5 tienes un intento de visualización del cálculo de la
convolución de la función pulso rectangular,Π, consigo misma en el puntox= 0.75.

-2 -1 0.75 2 -2 -1 0.75 2

-2 -1 0.75 2 -2 -1 0.75 2

Figura 6.5.Gráficas deΠ(x) (azul),Π(0.75−x) (verde),Π(x)Π(0.75−x) (azul),Π∗Π(x) (rojo). El punto azul
es el valorΠ∗Π(0.55)

Observa que aunque la función pulso rectangular es discontinua en los puntos±1/2 su
convolución es la función triángulo que es continua. Esta esuna propiedad importante de la
convolución: la convolución de dos funciones es una función al menos tan buena como la
mejor de ambas.

Podemos ver la convolución como una operación para promediar y suavizar una función
por medio de otra. Consideremos queg es una función positiva, concentrada cerca de 0, con
área total igual a 1:

+∞w
−∞

g(x)dx = 1

Por ejemplo,g podría ser una campana de Gauss alta y estrecha centrada en 0.En tal caso, la
funciónx 7→ g(t −x) está concentrada cerca det y sigue teniendo área total 1. La integral

+∞w
−∞

g(t −x) f (x)dx

puede interpretarse como unpromediode los valores def (x) cerca dex = t ponderadopor
los valores dex 7→ g(t −x). Si nos movemos a otro puntot ′ cercano at y calculamos el valor,
f ∗g(t ′), de la convolución ent ′, repetiremos la operación anterior, es decir, calcularemos una
media ponderada de los valores def cerca det ′ y dicha media incluirá, sit ′ está cerca det,
valores def que ya se usaron en el anterior promedio. Por ello, cabe esperar que los valores de
la convoluciónf ∗g(t) y f ∗g(t ′) estén más próximos quef (t) y f (t ′). Es decir,f ∗g(t) suaviza
f .

Por otra parte, este proceso depromediar y regularizares lo que hacen los instrumentos de
medida. Por ejemplo, cuando usamos un termómetro para medirla temperatura en un punto del
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espacio lo que estamos midiendo realmente es un promedio. Eso se debe a que el termómetro
no mide la temperatura solamente en un punto, sino que la información que proporciona es
realmente un promedio de las temperaturas en una pequeña región del espacio. La manera de
realizar este promedio depende de las características físicas del instrumento y dicho promedio
se realiza de igual forma en cualquier punto donde situemos el termómetro. De esta forma
se entiende que los datos que proporciona el termómetro son el resultado de una convolución
de la función temperatura con otra función, que podemos interpretar como una función de
densidad de probabilidad - una gausiana -, que es característica del instrumento concreto que
usemos. Cuanto más preciso sea el termómetro más alta y estrecha será esta gausiana y más
“concentrada” será la lectura que se realice.

Las razones anteriores explican por qué la convolución aparece en contextos tan diversos.
En algunas aplicaciones como, por ejemplo, en restauraciónde imágenes, lo que se quiere es
invertir el proceso antes descrito, es decir, se dispone de una señalf que está “contaminada” por
su convolución con otra señalg de manera que lo que nosotros recibimos es la señalh= f ∗g.
La señalg se interpreta como un “ruido” y pueden hacerse hipótesis sobre su naturaleza para
intentar separar la señalf del ruidog que la “contamina”. En estos casos lo que se quiere es
invertir un proceso de convolución.

6.4. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una de las herramientas fundamentales de la matemática
aplicada debido principalmente a su gran utilidad para resolver problemas de valores iniciales.

La transformada de Laplace de una funciónf :]0,+∞[→ C se define como la función de
variable compleja

L f (s) =
+∞w
0

f (t)e−st dt = ĺım
u→+∞

uw
0

f (t)e−st dt (6.18)

Observaciones

• Como los valores de f en el intervalo]− ∞,0[ no intervienen para nada en la defini-
ción anterior, en la teoría de la transformada de Laplace es costumbre suponer que las
funciones se anulan para valores negativos de la variable.

• En la definición anteriorses una variable compleja de la formas= x+ iy conx,y∈R.

• Hay una relación fácil de establecer entre la transformada de Fourier y la transformada
de Laplace de una funciónf . Para cada valor fijo dex∈R tenemos que:

L f (x+ iy) =
+∞w
0

f (t)e−(x+iy)t dt =
+∞w
0

e−xt f (t)e−iyt dt =
+∞w
−∞

h(x, t)e−iyt dt = Fhx(y/2π) (6.19)

dondehx es la función

hx(t) =

{
e−xt f (t), t > 0
0, t < 0
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• A diferencia de la transformada de FourierF f (s) de una funciónf (t) que, cuando exis-
te, está definida para todos los valores del parámetro reals, la transformada de Laplace
de una función f solamente está definida para aquellos valores de s para los que el lí-
mite (6.18) existe y es finito. Dichos valores constituyen lo que se llamael dominio de
convergencia de la integralel cual depende en cada caso de la funciónf . Se demuestra
que si la integral (6.18) existe para un valors0 entonces también existe para todoscom-
plejo con Re(s)> Re(s0). Esto implica que el dominio de convergencia es un semiplano
o bien todo el plano.

• Es importante notar que

|e−st|= |e−xt−iyt |= |e−xt e−iyt |= e−xt|e−iyt |= e−xt

• Se dice quef es deorden exponencialsi hay algún númeroa∈R tal que

ĺım
t→+∞

f (t)e−at = 0 (6.20)

Teniendo en cuenta que sic> 0 la integral
+∞w
0

e−ct dt = 1/c<+∞ y la observación ante-

rior, se deduce que sif es una función de orden exponencial que verifica6.20, entonces
la transformada de Laplace def está definida para todoscon Re(s)> a.

Las funciones polinómicas, las funciones seno y coseno y lasexponenciales de la for-
ma ecx dondec es una constante real o compleja, son funciones de orden exponencial.
Es claro que la suma y el producto de funciones de orden exponencial también es una
función de orden exponencial.

• Suele emplearse la notaciónL
(

f (t)
)
(s) para representar la transformada de Laplace de

la función f evaluada en un puntos. Esta notación se presta a veces a confusiones pero
es inevitable usarla y así lo haremos en lo que sigue.

• A efectos teóricos, en lo que sigue, puedes suponer que las funciones que se conside-
ran son continuas a trozos en todo intervalo finito[0,T] y de orden exponencial. Estas
condiciones son suficientes para que se verifiquen los resultados que siguen.

6.4.1. Propiedades de la transformada de Laplace

Linealidad

La transformada de Laplace es un operador lineal.

L (λ f +βg) = λL f +βLg
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Teorema de derivación

La transformada de LaplaceL f (s) es derivable en su dominio de convergencia y su derivada
viene dada por

d
ds

L
(

f (t)
)
(s) =−L

(
t f (t)

)
(s) (6.21)

En particular,L f (s) es una función continua y, además, se verifica que ĺım
Re(s)→+∞

L f (s) = 0.

Teorema de integración

Sea f continua a trozos en[0,+∞[ y de orden exponencial verificando ĺım
t→+∞

f (t)e−at = 0.

Supongamos que ĺım
t→0
t>0

f (t)/t existe y seaF(s) la transformada de Laplace def . Entonces se

verifica que
∞w
s

F(u)du = L

(
f (t)
t

)
(s) (s> a) (6.22)

Transformada de Laplace de una derivada

A) Supongamos quef es continua en]0,+∞[, de orden exponencial y tiene derivadaf ′ que
es continua a trozos en[0,+∞[. Entonces se verifica la igualdad

L
(

f ′(t)
)
(s) = sL

(
f (t)
)
(s)− f (0+) (6.23)

donde f (0+) = ĺım
t→0
t>0

f (t).

B) En las mismas hipótesis anteriores, supongamos quef tiene discontinuidades de salto en
los puntost1 < t2 < · · ·< tq, entonces se verifica que

L
(

f ′(t)
)
(s) = sL

(
f (t)
)
(s)− f (0+)−

q∑

j=1

e−stk
(

f
(
t+k
)
− f
(
t−k
))

(6.24)

C) Supongamos quef (t), f ′(t),. . . , f (n−1)(t) son continuas en]0,+∞[ y de orden exponencial
y que f (n)(t) es continua a trozos en[0,+∞[, entonces se verifica que

L
(

f (n)(t)
)
(s) = sn

L
(

f (t)
)
(s)−sn−1 f

(
0+
)
−sn−2 f ′

(
0+
)
−·· ·− f (n−1)(0+

)
(6.25)

Estas propiedades son las responsables de la extraordinaria utilidad que tiene la transfor-
mada de Laplace para estudiar ecuaciones diferenciales.

Propiedades de traslación y cambio de escala

Si L f (s) está definida para Re(s) > c y a∈C, entonces se verifica que

L
(

f (t)
)
(s−a) = L

(
eat f (t)

)
(s) (Re(s−a)> c) (6.26)

Dado un númerob> 0 se verifica que

L
(
H(t −b) f (t −b)

)
(s) = e−bs

L
(

f (t)
)
(s) (6.27)
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dondeH es la función escalón unidadH(t) = 0 parat < 0 y H(t) = 1 parat > 0.

Dado un número reala 6= 0 se verifica que

L
(

f (at)
)
(s) =

1
|a|L

(
f (t)
)( s

a

)
(6.28)

Teorema de convolución.Seanf y g funciones de orden exponencial y definamos

f ∗g(t) =
tw

0

f (u)g(t −u)du

Entonces se verifica que
L( f ∗g) = L fLg (6.29)

Inversión de la transformada de Laplace

Definimos la transformada de Laplace inversa como el operador L −1 que a una función
F(s) = L f (s) hace corresponder la funciónf .

L
−1F = f ⇐⇒ L f = F

Se usa la notaciónL −1
(
F(s)

)
(t) para indicar la transformada de Laplace inversa deF evaluada

ent.

La definición anterior está muy bien pero sirve de muy poco. Sitenemos que aplicar la defi-
nición dada para calcular transformadas inversas de Laplace, necesitamos tener alguna práctica
para que cuando nos den una función seamos capaces de construir otra función cuya transfor-
mada de Laplace sea dicha función. Sin embargo, a pesar de queeste procedimiento es muy
rudimentario es el que suele seguirse. Más adelante veremosalgunos ejemplos.

6.4.2. Ejemplos y aplicaciones

6.16 Ejemplo. Transformada de Laplace de una exponencial, del seno y del coseno.

Seaf (t) = eat dondea∈C. Tenemos que para Re(s)> Re(a) es

L
(

eat )(s) =
+∞w
0

eat e−st dt = ĺım
u→+∞

uw
0

e−(s−a)t dt = ĺım
u→+∞

[ −1
s−a

e−(s−a)t
]t=u

t=0

= ĺım
u→+∞

(
1

s−a
− e−(s−a)u

s−a

)
=

1
s−a

(6.30)

pues para Re(s)> Re(a)

|e−(s−a)u|= e−uRe(s−a) → 0 (u→+∞)

Deducimos que para Re(s)> 0

L
(

sen(ωt)
)
(s) = L

(
eiωt −e−iωt

2i

)
=

1
2i

(
1

s− iω
− 1

s+ iω

)
=

ω
s2+ω2 (6.31)
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Análogamente

L
(

cos(ωt)
)
(s) =

s
s2+ω2 (6.32)

�

6.17 Ejemplo. Transformada de Laplace de una función polinómica.

Como caso particular del ejemplo anterior paraa = 0, tenemos que la transformada de

Laplace de la función escalón unidadH(t) viene dada porLH(s) =
1
s

. Usando el teorema de

derivación deducimos que

L
(
tn)(s) = n!

sn+1 (n= 1,2,3, . . . ) (6.33)

Este resultado, junto con la linealidad, permite obtener enseguida la transformada de Laplace
de una función polinómica.

Además, teniendo en cuenta la propiedad de traslación6.26, deducimos que

L
(

eat tn)(s) = n!
(s−a)n+1 (n= 1,2,3, . . . , Re(s−a)> 0) (6.34)

�

6.18 Ejemplo. Teniendo en cuenta la igualdad6.31y el teorema de derivación y que

d
ds

ω
s2+ω2 =− 2sω

(s2+ω2)2

obtenemos

L
(
t sen(ωt)

)
(s) =

2sω
(s2+ω2)2 (6.35)

Análogamente

L
(
t cos(ωt)

)
(s) =

s2−ω2

(s2+ω2)2 (6.36)

�

6.4.3. Transformada inversa de Laplace de una función racional

SeaR(s) =
P(s)
Q(s)

una función racional dondeP y Q son funciones polinómicas sin raíces

comunes de grados respectivosn < m y el coeficiente líder deQ es 1. Seanα j , (1 6 j 6 q)
las raíces deQ(s) con multiplicidades respectivask j > 1, (k1+ k2+ · · ·+ kq = m). Es posible
descomponerR(s) en fracciones simples de la forma

R(s) =
q∑

j=1




kj∑

h=1

Cj h

(s−α j)h


 (6.37)

Donde los coeficientesCj h son números complejos que habrá que calcular. Teniendo en cuenta
que la transformada de Laplace inversa es un operador linealy el resultado obtenido en el
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ejemplo anterior, la igualdad (6.37) permite calcular la transformada de Laplace inversa de
R(s).

Cuando todas las raícesα j son simples, el cálculo es muy fácil pues de la igualdad

R(s) =
m∑

j=1

Cj

s−α j
(6.38)

se deduce que

Cj = ĺım
s→α j

(z−α j)R(s) =
P(α j)

Q′(α j)
(6.39)

y, por tanto

L
−1(R(s)

)
(t) =

m∑

j=1

P(α j)

Q′(α j)

)
eα j t (6.40)

6.19 Ejemplo. Vamos a calcular

L
−1
(

s+1
s2(s−1)

)

Descomponiendo en fracciones simples tenemos que

s+1
s2(s−1)

=−2
s
− 1

s2 +
2

s−1

Por tanto

L
−1
(

s+1
s2(s−1)

)
=−L

−1
(

2
s

)
−L

−1
(

1
s2

)
+2L

−1
(

2
s−1

)
=−2− t +2et

�

6.20 Ejemplo. Vamos a calcular

L
−1
(

2s2

(s2+1)(s−1)2

)

La descomposición en fracciones simples es

2s2

(s2+1)(s−1)2 =− s
s2+1

+
1

s−1
+

1
(s−1)2

Por tanto

L
−1
(

2s2

(s2+1)(s−1)2

)
=−cost +et +t et

�

Si los resultados anteriores los combinas con las propiedades de desplazamiento y el teo-
rema de convolución podrás calcular fácilmente transformadas de Laplace de productos de
polinomios por funciones seno y coseno y exponenciales.
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6.21 Ejemplo. CalculemosL
(

sen2(ωt)
)
.

Sea f (t) = sen2(ωt). Tenemos quef ′(t) = 2ωsen(ωt)cos(ωt) = ωsen(2ωt). Teniendo en
cuenta la igualdad6.23, se verifica que

L(ωsen(2ωt)) = sL(sen2(ωt))

de donde

L(sen2(ωt)) =
ω
s

2ω
s2+4ω2 =

2ω2

s(s2+4ω2)

�

6.22 Ejemplo. Se trata de calcular

L
−1
(

1
s3(s2+1)

)

Puede hacerse una descomposición en fracciones simples pero es más rápido si nos damos
cuenta de que

1
s3(s2+1)

=
1
s3

1
s2+1

=
1
2
L(t2)L(sent)

y usamos el teorema de convolución (6.29) para deducir que

1
s3(s2+1)

=
1
2
L(t2 ∗sent) =⇒ L

−1
(

1
s3(s2+1)

)
=

1
2

t2∗sent =
1
2
(t2+2cost −2)

�

6.23 Ejemplo. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales

y′′+y= sent y(0) = 1, y′(0) = 1

Es decir, se trata de calcular una solución,y(t), de la ecuación diferencialy′′+y= sent que ve-
rifique las condiciones inicialesy(0) = 1, y′(0) = 1. NotemosY(s) la transformada de Laplace
de la función (desconociday). Tomando transformadas de Laplace en la ecuación diferencial y
teniendo en cuenta la fórmula6.25para la transformada de Laplace de una derivada, obtenemos

s2Y(s)−sy(0)−y′(0)+Y(s) =
1

1+s2

sustituyendo en esta igualdad las condiciones iniciales resulta

Y(s) =
s+1
s2+1

+
1

(s2+1)2

Por una parte

s+1
s2+1

=
1

s2+1
+

s
s2+1

= L(sent)+L(cost) = L(sent +cost)

Y por otra
1

(s2+1)2 =
1
2

1
s

2s
(s2+1)2 =

1
2
L1L(t sent) =

1
2
L(1∗ t sent)
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Por tanto

y(t) = L
−1(Y(s)

)
= sent +cost +

1
2

1∗ t sent = sent +cost +
1
2

tw
0

usenudu

= sent +cost +
1
2
(−t cost +sent) = cost − 1

2
t cost +

3
2

sent

Puedes comprobar que, efectivamente, esa es la solución correcta. �

6.24 Ejemplo. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales:

y′′+y=

{
sent, 06 t 6 π
0, t > π y(0) = y′(0) = 0

Tomando transformadas de Laplace en ambos lados de la ecuación y poniendoY(s) = Ly(s),
tenemos

s2Y(s)+Y(s) =
πw
0

e−st sent dt =
1+e−πs

s2+1

Por tanto

Y(s) =
1+e−πs

(s2+1)2 =
1

(s2+1)2 +
e−πs

(s2+1)2

En el ejemplo anterior hemos visto que

L
−1
(

1
(s2+1)2

)
=

1
2
(sent − t cost)

teniendo en cuenta también la igualdad6.27, deducimos que

y(t) =
1
2
(sent − t cost)+H(t −π)

(
1
2

(
sen(t −π)− (t−π)cos(t −π)

))

es decir

y(t) =





1
2
(sent − t cost), 06 t 6 π

−1
2

πcost, t > π

�

6.25 Ejemplo. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

y′+z′+y+z = 1
y′+z = et y(0) =−1, z(0) = 2

Tomando transformadas de Laplace y poniendoY(s) = Ly(s), Z(s) = Lz(s), obtenemos

sY(s)+1+sZ(s)−2+Y(s)+Z(s) =
1
s

sY(s)+1+Z(s) =
1

s−1
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De estas ecuaciones deducimos que

Y(s) =
−s2+s+1
s(s−1)2 =

1
s
− 2

s−1
+

1
(s−1)2

y tomando transformadas inversas obtenemos que

y(t) = 1−2et +t et , z(t) = 2et −t et

�

6.26 Ejemplo. Consideremos la ecuación diferencial lineal no homogénea de ordenn con
coeficientes constantes

y(n)+an−1y(n−1)+ · · ·+a1y′+a0y= f (t) (6.41)

y condiciones iniciales
y(0) = y′(0) = · · ·= y(n−1)(0) = 0 (6.42)

La solución de6.41que satisface6.42se llama lasolución de estado estacionario. Tomando
transformadas de Laplace en6.41obtenemos

(sn+an−1sn−1+ · · ·+a1s+a0)L
(
y(t)
)
(s) = L

(
f (t)
)
(s)

esto es

L
(
y(t)
)
(s) =

L
(

f (t)
)
(s)

Q(s)

donde Q(s) = sn+an−1sn−1+ · · ·+a1s+a0.

Supongamos queg(t) es una función tal que

1
Q(s)

= L
(
g(t)

)

Entonces
L
(
y(t)
)
= L

(
f (t)
)
L
(
g(t)

)
= L

(
f ∗g

)
(t)

por lo que

y(t) =
tw

0

f (u)g(t −u)du (6.43)

Un caso particularmente sencillo es cuando el polinomioQ(s) tiene todas sus raíces sim-
ples. Si éstas sonα j (16 j 6 n), entones se deduce de (6.40) que

y(t) =
n∑

j=1

1
Q′(α j)

tw
0

f (u)eα j (t−u) du

�
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6.27 Ejemplo. Las ecuaciones en diferencias finitas lineales pueden resolverse con ayuda de
la transformada de Laplace. Veamos un ejemplo.

Se trata de resolver la ecuación

an+2−3an+1+2an = 0, a0 = 0, a1 = 1

Para ello definamos
y(t) = an n6 t < n+1, n= 0,1,2, . . .

Con lo cual la ecuación se convierte en

y(t +2)−3y(t +1)+2y(t) = 0 y(0) = 0, y(1) = 1 (6.44)

Tomando transformadas de Laplace tenemos

L
(
y(t +2)

)
=

+∞w
0

e−st y(t +2)dt = [u= t +2] =
+∞w
2

e−s(u−2)y(u)du =

= e2s
+∞w
0

e−suy(u)du −e2s
2w

0

e−suy(u)du

= e2s
L
(
y(t)
)
−e2s

1w
0

e−suy(0)du −e2s
2w

1

e−suy(1)du

= e2s
L
(
y(t)
)
− es

s
(1−e−s)

Análogamente
L
(
y(t +1)

)
= es

L
(
y(t)
)

Con lo que la ecuación6.44se convierte en

e2s
L
(
y(t)
)
− es

s
(1−e−s)−3es

L
(
y(t)
)
+2L

(
y(t)
)
= 0

de donde fácilmente se obtiene que

L
(
y(t)
)
=

1−e−s

s(1−2e−s)
− 1

s

Teniendo ahora en cuenta que paraa> 0 y notandoE(t) la funciónparte enterase verifica que

L

(
aE(t)

)
=

1−e−s

s(1−ae−s)
(Re(s)> máx{0, loga})

concluimos que

L
(
y(t)
)
= L

(
2E(t)

)
−L1= L

(
2E(t)−1

)

de donde resulta finalmente

an = 2n−1, n= 0,1,2, . . .

�
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Ejercicios propuestos

393. Calcula, usando los ejemplos anteriores y las propiedades de la transformada de Laplace,
sin necesidad de hacer integrales, las transformadas de Laplace de las funciones siguien-
tes:

1. cosh(ωt), senh(ωt) (seno hiperbólico y coseno hiperbólico).

2. eat sen(ωt +ϕ), eat cos(ωt +ϕ).
3. f (t) = 0 si 06 t 6 1, f (t) = (t −1)2 si t > 1.

4. f (t) = sent si t > 3, f (t) = 0 ai 06 t < 3.

5.
1−e−t

t

6.
sent

t

394. Justifica la igualdad

L

(
aE(t)

)
=

1−e−s

s(1−ae−s)
(Re(s) > máx{0, loga})

395. Calcula las transformadas de Laplace inversas de las siguientes funciones

1.
e−as−e−bs

(b−a)s
donde 06 a< b

2.
e−2s

s2+1

3.
s

s2+4s+1

4. log

(
s+a
s+b

)
dondea> 0, b> 0.

5.
s−a
s+a

396. Justifica la igualdad

L
−1
(

L f (s)
s

)
(t) =

tw
0

f (u)du

Aplicación: Calcula la transformada de Laplace de la función seno integral:

S i(t) =
tw

0

senu
u

du

396. Supongamos quef es una función periódica con períodoT. SeaF(s) la transformadas
de Laplace def y pongamos

F1(s) =
Tw
0

f (t)e−st dt
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Justifica que

F(s) =
F1(s)

1−e−sT

Aplicación: Calcula la transformada de Laplace de la función f (t) = |sen(ωt)|.

397. Calcula la solución de la ecuación diferencial

my′′(t)+ky(t) =

{ 1
ε
, 06 t 6 ε

0, ε < t

dondey(0) = y′(0) = 0 y ε,m,k son constantes positivas.

398. Calcula la solución de la ecuación diferencial

y′′+λ2y= cos(λt)

que verificay(0) = 1, y
( π

2λ

)
= 1.

399. Supongamos que la corriente eléctricaI en un circuito verifica

L
dI
dt

+
1
C

tw
0

I(u)du = E

dondeL,C,E son constantes positivas eI(0) = 0. CalculaI(t).

400. Una bala de masames disparada por un cañón con una velocidadv0 dentro de un medio
viscoso. Se sabe que el desplazamientoy(t) en el tiempot > 0 de la bala satisface la
ecuación diferencial

my′′+ky′ = 0

dondey(0) = 0, y′(0) = v0. Calculay(t).

401. Calcula primero la respuesta impulso y después la solución de estado estacionario del
sistema dado por la ecuación diferencial

y′′+y′−2y= 4e−t

402. Resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales

x′′+y′+3x = 15e−t

y′′−4x′+3y = 15sen(2t)

dondex(0) = 35,x′(0) =−48,y(0) = 27,y′(0) =−55.

403. Resuelve, usando transformadas de Laplace, la ecuación en diferencias finitas

an+2 = an+1+an a0 = 0, a1 = 1
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404. Resuelve, usando transformadas de Laplace, el problema de Cauchy:




x′ = 2x+y+et

y′ = 2y+1
z′ =−z+senht

;
x(0) = y(0) = 0
z(0) = 1

405. a) Halla la transformada de Laplace de la funciónf (t), t > 0, cuya gráfica es:

1 2

1

O

b) Resuelve, usando transformadas de Laplace, el problema de Cauchy:

{
x′′+2x′+x= f (t), t > 0
x(0) = 0, x′(0) = 1
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