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En este documento contiene, sin &nimo alguno de originalidad, la teoria de placas, los métodos
de resolucién clasicos para geometrias rectangulares y circulares, y una brevisima introduccién
a la resolucién de estos problemas con el método de los elementos finitos. Todo ello en el rango
lineal, y para problemas estéticos.

Se trata de un material docente introductorio, unos apuntes pasados a limpio con cierto
esmero, corregidos de «todas» las erratas con la colaboracién de generaciones de estudiantes de
las diferentes asignaturas de diferentes titulaciones impartidas en la Escuela Técnica Superior de
Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de la Universidad de Granada en las que esta materia
se ha incluido desde el curso 1995/1996

Las fuentes de las que nacen estos apuntes son las clases y apuntes de los maestros con los
que aprendimos, y los libros bien trabajados de aquellos que los precedieron, y que se recogen,
sin dnimo de exhaustividad en la breve bibliografia que cierra este «libroy.

Los autores

R. Gallego, A.E. Martinez Castro & E. Puertas Garcia (Universidad de Granada) @@@@ ‘I



Capitulo 1

Modelo de placas y ecuaciones
generales derivadas del mismo
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1.1. Introducciéon

Las placas son elementos resistentes constituidos por dos contornos planos, denominados
caras y una superficie de cierre entre ambos planos y perpendicular a éstos, denominada borde.

La distancia entre caras se denomina espesor. Ademads, se caracterizan por (ver figura (L.1):

1. El espesor, que denotamos con la letra &, es mucho menor que las otras dos dimensiones,

ancho (H) y largo (L). Es decir h < Hy h < L.

2. El plano paralelo a las caras que divide es espesor es dos partes iguales se denomina

plano medio y es inicialmente plano.

3. Las cargas son perpendiculares a la superficie media, pueden ser puntuales, repartidas
o lineales y pueden ser momentos producidos por cargas de ese tipo, es decir, por pares
de fuerzas perpendiculares a la superficie media. En todo caso, las fuerzas a las que estéa

sometida provocan tnicamente esfuerzos de flexion.

El analisis de este tipo de elemento podria hacerse considerando el caso general de cargas.
Haciendo esto se comprueba que las cargas normales y las coplanarias con la superficie media
producen efectos desacoplados, v que por tanto pueden analizarse de forma separada. Asi las
cargas normales produciran dnicamente desplazamientos normales en la superficie media, y las

cargas coplanarias s6lo desplazamientos coplanarios.



Modelo de placas

Figura 1.2: Elemento estructural laja

El elemento plano similar a la placa, pero sometida a cargas coplanarias se denomina laja y
se deduce que las ecuaciones que rigen su comportamiento son las de la elasticidad bajo tension
plana .

Los elementos de pequeno espesor pero superficie media curva, se denominan Idminas y es de
gran interés estructural. Su andlisis es complejo, pero en muchas ocasiones puede descomponerse
en dos fases de analisis, una en la que se obtienen Unicamente esfuerzos tangentes (comporta-
miento tipo membrana) y una segunda en que se incorporan efectos locales de flexion debidos
a las condiciones de contorno. En cualquier caso es importante destacar que las laminas NO se
comportan como placas, por lo que la teoria de placas no puede utilizarse como una aproximacion
para ese tipo de elementos.

La propiedades a flexién de una placa dependen principalmente de la relaciéon existente entre
el espesor y el resto de dimensiones. Asi, las placas pueden clasificarse en tres grupos en funcién

h

de la relacién T

1. Placas gruesas (% > %) En estos elementos no se puede despreciar ninguna compo-

nente de tensién y, por tanto, el andlisis de realiza empleando las ecuaciones generales
de la elasticidad tridimensional.

2. Membranas (% < %) El pequeno espesor que poseen impide que tengan rigidez a
flexion y, por tanto, sélo pueden resistir tensiones de traccién.

3. Placas delgadas (% ~ % - %) Son el elemento estructural tipo placa mas empleado. Se
subdividen en dos grupos en funcién de la rigidez de las mismas, medida con el cociente

entre flecha y espesor (¥):

a) Placas delgadas rigidas (¥ < 0,2). Son aquellas en las que la deformacion en
el plano medio y las fuerzas de membrana se pueden despreciar. En ingenieria,
salvo indicacién contraria, la denominaciéon placa se extiende a este tipo de
elemento.

b) Placas delgadas flexibles (¥ > 0,3). Representan una combinacién entre el
comportamiento de placas delgadas rigidas y el efecto membrana. Su estudio
se encuentra principalmente en la industria aerospacial.

En estas notas se desarrollara principalmente la denominada Teoria Cldsica de placas delgadas

()OO (2 de junio de 2022)




Introduccién

L
=3

Figura 1.3: Elemento estructural ldmina

o Teoria de Kirchchoﬁﬂ correspondiente a placas delgadas rigidas. Existen teorias aplicables a
un rango de espesores mayor (% A % - %), en las que algunas de suposiciones que se hacen en ésta
se relajan, tales como la teoria de ReissneﬂM@'ndlinﬂ que se denominan de manera genérica
teoria(s) de placas gruesas[]

Hay muchas ocasiones en las que un elemento estructural puede analizarse mediante el modelo
de placa, tanto en ingenieria civil como edificacién. Ejemplos de esta situaciones serian: forjados
bidireccionales, losas de cimentaciéon, cubiertas planas, tableros de puentes, muros de contencién,
fondos de depésitos v paredes si son planas, etc.

Por otra parte, aunque en la teoria que se va a desarrollar se supone que son macizas, es posible
aplicarla a casos tales como placas aligeradas, nervadas, etc, utilizando un espesor equivalente
que tendré que estimarse en cada caso. Este caso implica sin embargo que el comportamiento
del material ha de considerarse ortétropo. En estas notas solo se van a desarrollar las ecuaciones
para el caso de materiales isétropos, aunque gran parte del desarrollo es aplicable también a
comportamientos lineales anisétropos, como se senalard en la seccién correspondiente.

IGustav Robert Kirchhoff (12 de marzo de 1824 - 17 de octubre de 1887), fisico aleman autor también de las
conocidas Leyes de Kirchhoff para circuitos eléctricos. Kirchhoff fue el primero en establecer una teoria satisfac-
toria de placas, avanzando sobre los trabajos de Sophie German, Lagrange, Navier, Poisson y otros. También se
denomina Teoria de Kirchhoff-Love

2Maxwell Erich Reissner, matematico e ingeniero aleman nacido en Aquisgran en 1913, recibié su doctorado
en 1935 en Mecanica Aplicada en la universidad de Berlin y se trasladé a EE.UU. en 1937, siendo profesor del
Massachussets Institute of Technology desde 1949 a 1968, y posteriormente de la University of California-San
Diego, hasta su fallecimiento en 1996

3Raymond D. Mindlin, mechanician (especialista en mecanica aplicada) estadounidense (n. 17-9-1906, f. 22-
11-1987), méas conocido en el mundo de las ciencias de la ingenieria por su soluciéon del problema de la carga
aplicada en un semiespacio elastico, de gran aplicacion en Mecdnica de Suelos. Doctorado en la Universidad de
Columbia donde recibi6 clases de Stephen Timoshenko, fue investigador del Laboratorio de Fisica Aplicada de
Maryland, y més adelante volvié a la Universidad de Columbia donde fue profesor de Ciencia Aplicada hasta su
jubilacién en 1975.

1La teoria de placas gruesas mas ampliamente aceptada es la de Reissner-Mindlin, que es similar, en cuanto a
la aproximacion que se hace para las deformaciones cortantes, al modelo de Timoshenko de vigas.

R. Gallego, A.E. Martinez Castro & E. Puertas Garcia (Universidad de Granada) @@@@ EI




Modelo de placas

1.2. Hipobtesis de comportamiento

El primer paso para el anélisis de placas, que se lleva a cabo en esta seccion, es establecer un
modelo fisico-mecanico que refleje de manera suficientemente aproximada el comportamiento real
del elemento que queremos estudiar, pero que permita simplificar las ecuaciones generales que
gobiernan su respuesta. Estas ecuaciones generales son las de la Mecdnica de Medios Continuos
aplicadas a un sélido deformables.

Aunque la resolucion del problema se puede abordar con la teoria de elasticidad tridimen-
sional, si el espesor es pequefio en comparacién con las dimensiones en el plano, el problema se
reduce a un andlisis bidimensional. Asi, las hipotesis para la resolucién de estos elementos se
reducen a eliminar de las ecuaciones a resolver las variables dependientes del espesor.

Supongamos unos ejes cartesianos tales que el origen se encuentra en un punto de la super-
ficie media estando, los ejes x e y sobre la misma, y el eje z perpendicular a ésta. Un punto
cualquiera P de coordenadas (x, y, z) tendra un vector desplazamiento dado por sus componentes
(tx,uy,uz). Asi mismo, el tensor de tensiones en cada punto vendra dado por sus componentes
0. Habitualmente emplearemos como subindices los nombres de los ejes, de modo que en vez
de, por ejemplo, o2 escribiremos oyy.

Veamos entonces las hipotesis adoptadas:

1. Pequenos desplazamientos: Suponemos que los desplazamientos § son mucho menores
que las magnitudes geométricas del elemento. En concreto § < h. La consecuencia de
esta hipotesis es que la configuracion deformada es, a efectos de establecer las ecuaciones
del problema, la misma que la indeformada. Se dice que el problema tiene linealidad
geométrica.

2. Pequenas deformaciones: Esto implica que las derivadas del los desplazamientos u;_;
son pequenas, y por lo tanto existe una relacién lineal entre estas y las deformaciones
&;j que viene dada por la relacion de compatibilidad &;; = % (ui,j + uj,l-).

Notese que en un problema donde los desplazamientos sean pequenios, también lo seran
las deformaciones, pero el reciproco no es necesariamente cierto. Por ejemplo, en el
analisis de mallas de cables puede hacerse la hipotesis de pequenas deformaciones, pero
no la de pequenos desplazamientos.

En este caso se dice que el problema tiene linealidad mecdnica.

3. Comportamiento elastico-lineal: Esta hipo6tesis es una aproximaciéon del compor-
tamiento real de los materiales. En el caso de materiales metalicos es una muy buena
aproximacién, pero no tanto en el caso del hormigén y otros materiales ceramicos. En
este caso se dice que el problema tiene linealidad del material. Cuando el problema tienen
linealidad mecénica la linealidad del material puede ser una buena aproximacién, ya que
si el rango de deformaciones es pequeno la curva tensién deformacion se puede linealizar
si el error es del mismo orden que los de la teoria que estemos aplicando.

FEstas hipotesis implican que el comportamiento del elemento es lineal, y que por lo tanto
podremos aplicar en su andlisis el principio de superposicién, que de forma condensada puede
expresarse asi: “El resultado de la suma de acciones es igual a la suma de los resultados de cada
accion”.

Ademas de estas hipotesis de indole general, vamos a considerar unas aproximaciones sobre
los valores de distintas componentes del tensor de tensiones y deformaciones.

La tensién o,, es muy pequena: Es evidente que esta tension no puede ser nula en
todo el elemento, ya que las estin cargas aplicadas precisamente en esa direccién.
Sin embargo, es facil comprobar que el valor de esta componente del tensor de tensiones
serd mucho menor que las otras componentes de la diagonal. Para ello consideremos un
elemento en voladizo tal y como se ve en la figura.
Para estimar el orden de magnitud de las tensiones, consideremos una carga g distribuida
sobre una area de ancho hﬁ Es evidente que o, ~ ¢, donde ~ significa del orden de magnitud

5Este seria el caso mas desfavorable: si la carga esta distribuida sobre todo el elemento sale una tensién menor.
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Figura 1.4: Cargas segun el eje z y distribucion de o, que producen
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Figura 1.5: Placa en voladizo: estimacién del valor de las tensiones de flexién o, en el empotra-
miento

de.ﬁ] Por otra parte el momento por unidad de longitud en el empotramiento serd M ~
gXxXLXxh~ o;xLXxh. Pero si la tensiéon maxima en el empotramiento es oy, entonces
M ~ oy X h x h. Comparando ambas expresiones para el orden de magnitud del momento,
o, X LXh~ oy XhXh se deduce que, o, ~ %O’x < 0y ya que % < 1.

La deformaciéon ¢, es muy pequena: Despreciaremos la deformacién de la placa en
el sentido transversal producidas tanto por la tensién o, como la provocada por el efecto
Poisson por las tensiones oy y sigma,. Esto es razonable cuando el coeficiente de Poisson
es bajo, pero también puede justificarse teniendo en cuenta que si o, ~ 0 entonces g, =
—v(ox + 0y). En un problema de flexion las tensiones cambiaran de signo al movernos en
la direcciéon z a lo largo del espesor, pasando de positivas a negativas o viceversa, de modo
que lo mismo ocurrird con la deformacién &,, y por tanto, en la parte superior de la placa
esta se adelgazara y en la inferior se elongara (o viceversa), de modo que en valor medio el
cambio de espesor serd nulo.

Hipétesis sobre la normal: Esta hipotesis es similar a la que se considera en la teoria
de vigas sobre las secciones planas. En ese caso se afirmaba: “Las secciones planas antes de
la deformacién y perpendiculares a la linea media, permanecen planas y perpendiculares a
éste después de dicha deformacion”. En el caso de placas, en vez de secciones, hablaremos
del vector normal a la superficie media y establecemos la siguiente aproximacién: “Un
segmento normal a la superficie media antes de la deformacion, permanece recto y normal
a la superficie media después de la deformacién”

Si se observa la figura 1.6} esta hipotesis implica que las componentes del tensor de deforma-
ciones &y, y &y, son nulas. Experimentalmente se comprueba que esto es méas aproximado
cuanto menor sea el espesor de la placa.

Notese que al anular estas componentes del tensor de deformaciones el modelo predice un
comportamiento mas rigido que el que realmente tendra la placa. Ademas, a pesar de que
estas deformaciones las consideremos nulas, no podremos decir que lo sean también las

$Es decir, que si ¢ = 100kN/m? entonces o, variara entre +a x 102 siendo || un namero cercano a 1.
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Figura 1.6: Relacién entre el desplazamiento u, de un punto P(x,y, z) y el vector desplazamiento
del punto Q(x,y,0), bajo la hipotesis de que la normal permanece recta y normal a la superficie
deformada

tensiones correspondientes oy, y oy, pues si asi fuera no se cumplirfan las ecuaciones de
equilibrio en el elemento diferencial, como veremos mas adelante. Por tanto no podemos
aplicar las relaciones oy, = 2Gex; y 0y; = 2Ge&y;. Veremos més adelante que esta con-
tradiccién introduce dificultades en la teoria a la hora de aplicar ciertas condiciones de
contorno.

En las teorias de placas gruesas se relaja esta condicion de indeformabilidad, permitiendo
que la normal gire y por tanto que existan deformaciones tangenciales, aunque éstas se
consideran constantes en el espesor.

1.3. Relaciones cinematicas

De las hipo6tesis anteriores pueden deducirse una serie de relaciones entre las componentes
del desplazamiento en un punto cualquiera P de coordenadas (x,y,z) y las correspondientes del
punto Q que se encuentra bajo este en el superficie media, es decir, de coordenadas (x,y,0).
Para ello observemos la figura [L.6] en la que el segmento QP en la posicién indeformada pasa a
la posicion Q’P’ en la deformada.

A la vista de la figura se deduce que u,(x,y,z) = u(x,y) — sena(x,y)z siendo u(x,y) =
ux(x,y,0) y a(x,y) el giro del segmento alrededor del eje y. De la misma forma se obtendria que
uy(x,y,z) = v(x,y) —senf(x,y)z. Por otra parte, también se obtiene que u,(x,y,z) = w(x,y) —
(1 —cosa)z — (1 — cosB)z. Considerando ahora que los giros son pequenos, entonces sena ~ «,
senfB~pB,1—cosa~0y1l-cosfB ~0. Introduciendo estas aproximaciones se obtiene,

ux(x,y,2) = u(x,y) —ax,y)z
“y(x’y,z) = V(xa)’)—ﬁ(x,)’)z
uZ('x’y’Z) = W(X’Y)

A continuacion, obsérvese que no hemos aplicado aun la condicion de que el segmento Q'P’
. c e . _Ow _ ow
sea normal a la superficie deformada. Esta condicion implica que @ = S- y B = By ya que la
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ecuacién de la superficie media deformada es precisamente w(x, y). Por tanto,

ow
ux(x,y,z) = u(x,y)—az
ow
uy(x,y,z) = V(x,y)—gz

uz(x,y,2) = wix,y)

Estas ecuaciones, deducidas a partir de las hipdtesis de comportamiento establecidas, implican
que el vector desplazamiento en cualquier punto puede calcularse conociendo dicho vector en los
puntos de la superficie media, lo cual reduce el problema de desplazamientos a un plano.

Por altimo, eliminando los desplazamientos coplanarios con la superficie media que se pro-
ducen en el comportamiento tipo laja nos queda:

ow
uy(x,y,2) = “ax

ow
uy(x,y,z) = T (1.1)
uz(x,y,2) = wix,y)

de modo que el campo de desplazamientos por flexién puede determinarse en cualquier punto sin
més que conocer la flecha w(x,y) en la superficie media.

1.4. Esfuerzos unitarios

En la seccién anterior hemos reducido el problema de desplazamientos en la placa al célculo
de la flecha en la superficie media. De la misma forma, las tensiones a lo largo del espesor vamos
a reducirlas a unas magnitudes equivalentes definidas en la superficie media.

Definimos un elemento diferencial, que denominamos prisma diferencial, limitado por dos
pares de planos perpendiculares a los ejes x e y y separados una distancia dx y dy, respectiva-
mente, tal y como se observa en la figura[l.7] El prisma diferencial es finito, de longitud k, en la
direccién z e infinitesimal en las direcciones x e y. La representacién del prisma en la mayoria de
los textos sobre placas puede ser confusa, pues se dibuja el elemento con la dimensién vertical
menor que las otras dos, como si fuera un trozo finito de placa.

Sobre cada cara lateral del prisma acttian unas tensiones distribuidas. El prisma tiene cuatro
caras laterales, la frontal x, dorsal x, frontal y y dorsal y. Las frontales son aquellas cuya normal
va, segun el eje positivo correspondiente, vy la dorsal la opuesta. El nombre x o y se refiere al eje
que es normal a la cara considerada.

Aplicando las técnicas habituales del analisis con elementos diferenciales{?]7 consideramos que
las tensiones son constantes en el ancho de cada cara, pero seran variables con la altura, ya que
esta dimensién es finita. Los esfuerzos unitarios se obtendran a partir de las fuerzas y momentos
resultantes de estas distribuciones de tensiones. Asi, considerando la cara frontal x , vemos
que sobre ella acttan las tensiones oy, 0y, vy 0x;. Calculemos, por ejemplo la fuerza resultante
total que estas tensiones ejercen en direccién z,

[N

dR, = / Oxzdzdy

[N

La fuerza resultante es diferencial, y puede escribirse de la siguiente forma:

2
/h Oxz dz) dy
2

7 Analisis no-estandar en terminologia matematica
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Figura 1.7: El prisma diferencial

El término entre paréntesis es finito v se denomina cortante unitario Qy,

h

2
Q= / Oxz dz

Las dimensiones de este valor son [Qy] = FL™', es decir, fuerza por unidad de longitud, de ahi
el nombre de esfuerzo umtarioﬂ Otra forma de destacar este aspecto es escribiendo la expresion
que relaciona el esfuerzo Q, con la resultante total de fuerzas en la cara,

[N

dR, = Q, dy

de modo que la fuerza total no es el esfuerzo unitario, sino el valor de este esfuerzo multiplicado
por la anchura en planta de la cara sobre la que actiia. Véase en la figura [1.§| una representacion
grafica correcta de este esfuerzo sobre la cara en la que actda. Sin embargo, a fin de no hacer
inmanejables los dibujos del prisma diferencial sometido a distintos esfuerzos unitarios, éstos se
representaran habitualmente con un solo vector, como si fueran una fuerza concentrada, pero es
necesario recordar en todo momento que para obtener el valor de la fuerza total (o momento) es
necesario multiplicar el esfuerzo unitario por la longitud en planta de la cara en la que actﬁa.[ﬂ
Ademas, en muchas ocasiones abreviaremos la expresion y obviaremos, dandolo por supuesto, el
adjetivo unitario.

De la misma manera se calculan el resto de resultantes sobre cada una de las caras, obte-
niéndose la siguiente definicién para los distintos esfuerzos unitarios que actiian sobre las caras

8Esta denominacion no se usa en los textos de placas y sin embargo los autores de estas notas consideran
imprescindible recalcar la diferencia de estos esfuerzos con los equivalentes que se utilizan en teoria de vigas,
afiadiendo para ello el adjetivo unitario.

9Si la cara es finita en planta, habra que integrar el esfuerzo para obtener la resultante total a lo largo de la
linea en la que actie dicho esfuerzo unitario.
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Figura 1.8: Esfuerzo unitario Q, dibujado como fuerza repartida

laterales del prisma diferencial. Asi sobre la cara x acttan,

n
2
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Figura 1.9: Esfuerzos sobre las caras x e y frontales

En la figura se representan los esfuerzos definidos mediante estas ecuaciones, dibujados
con valor positivo para indicar cual es el criterio de signos que se deriva de estas definiciones. Se
representan los esfuerzos unitarios en las caras frontales, siendo los de las caras dorsales de igual
valor y sentido contrario.

Los esfuerzos coplanarios Ny, Ny, Ny, y Nyx solo aparecerdn para el caso de cargas coplana-
rias, y por tanto se obtienen para el comportamiento tipo laja, pero son nulos cuando las cargas
son perpendiculares a la superficie media, por lo que no vamos a considerarlos en el resto de
estas notas.

Por otra parte, por equilibrio en un cubo diferencial oy, = ox de modo que My, = Myﬂ y
por tanto sélo quedan como esfuerzos unitarios los dos cortantes Q. y Qy, los dos flectores M
y My y el torsor My,.

Obsérvese que al igual que los cortantes unitarios Qy y Qy tienen dimensiones FL™!, fuerza por
unidad de longitud, los flectores unitarios My y M, y el torsor unitario My, tienen dimensiones
de momento por unidad de longitud es decir (FL)L™' = F.

1.5. Ecuaciones de Equilibrio

El prisma diferencial sometido a los esfuerzos unitarios en sus caras laterales y a las acciones
exteriores ha de estar en equilibrio. Las cargas exteriores pueden ser de cualquier tipo, de super-
ficie o volumen, pero vamos a reducirlas a la superficie media de la placa de modo que de forma
general sobre la placa solo actuard una carga por unidad de superficie p(x,y) dirigida segun el
eje z positivoE. Para simplificar las gréficas, esta fuerza la representaremos habitualmente sobre
la cara superior de la placa pero ha de recordarse que esta aplicada en la superficie media si esto
fuera relevante en alguna ecuacién.

1OL(’)gicamen‘ce también se cumplird que Nyy = Nyx

1 Como veremos al resolver problemas de placas, este tipo de carga es mas general de lo que parece, ya que
incluye cargas concentradas, momentos concentrados, momentos repartidos por unidad de superficie, lineas de
carga, etc.
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Figura 1.10: Equilibrio en una rebanada para el caso de vigas

Las ecuaciones de equilibrio sobre el prisma diferencial pueden obtenerse de diversas formas.
La mas intuitiva es hacerlo de manera similar a como se hace sobre una rebanada diferencial en
teoria de vigas, dibujando sobre el elemento diferencial las cargas exteriores, los esfuerzos en la
cara dorsal y los mismos en la cara frontal, incrementandolos en un diferencial, tal y como se
muestra en la figura [1.10

El prisma ha de estar en equilibrio de fuerzas y momentos segtun los tres ejes coordenados.
Sin embargo dadas las fuerzas exteriores consideradas, que no tenemos en cuenta los esfuerzos
coplanariospzl, y que ya hemos aplicado la simetria del tensor de tensiones, es facil comprobar
que se cumplen automaticamente las ecuaciones de equilibrio de fuerzas segun los ejes x e y, asi
como la de momentos alrededor del eje z. Por tanto s6lo es necesario imponer el equilibrio segtin
z y de momentos segtin x e y. Veamos cada una de ellas.

Equilibrio de fuerzas en el prisma diferencial segtin el eje z. En la figura se
representan los alzados del prisma diferencial con las fuerzas y esfuerzos que acttian en direccion
z. En cada alzado solo se dibujan parte de las fuerzas que aparecen en el prisma para simplificar
la representacion.

Se utiliza la notacién de coma para las derivadas parciales, tal y como se hace en la notacion

indicial pero utilizando los nombres de los ejes en vez de su ndmero, de modo que f, = %’
fy= ?9_1;7 fe= ?9_{7 fxy = %v ete.
El equilibrio de fuerzas sobre el prisma en direccién z implica:
pdxdy — Qcdy + (Qx +Qx xdx)dy —Qydx + (Qy +Q, ydy)dx =0
eliminando términos que se cancelan,
pdxdy+Qy xdxdy+Q, ydxdy =0
v dividiendo entre dx dy y reordenando,
Qi x+Qyy+p=0
o con la notacién habitual para las derivadas parciales,
a§x+%+p20 (1.2)

Esta ecuacion es equivalente a la de teoria de vigas % + p = 0 que se obtiene del equilibrio
vertical de fuerzas sobre la rebanada.

12No es que estemos despreciandolos sino que sus ecuaciones estan desacopladas de las de los esfuerzos de
flexion, y habria que obtenerlas para analizar el comportamiento tipo laja pero no el de placa.

R. Gallego, A.E. Martinez Castro & E. Puertas Garcia (Universidad de Granada) @@@@ III




Modelo de placas

pdxdy pdxdy
X y
s 2
> 8
5 Z s S Z >
=, Lg@g%J =
X
o) A Q
) 8
S

dy dx
l=——= l=——=

Figura 1.11: Alzados del prisma diferencial para equilibrio vertical de fuerzas

Equilibrio de momentos en el prisma diferencial segin el eje x. En la figura [[.12]
se representan los alzado del prisma diferencial con las fuerzas y esfuerzos que dan momento

alrededor del eje A
Realizando equilibrio de momentos segtn el eje x, tomando como positivo el valor antihorario:

My + M,y dy) dx — My dx + (Myy + Myy xdx) dy — Myydy — Qydxdy =0
Eliminando cancelando términos, dividiendo entre el area dx dy y reordenando se obtiene,

Qy =My y + Myy x

que es equivalente a la ecuacién d—g = M de la teorfa de vigas. Con la notacién estandar de
derivadas parciales serfa:

M, N oMy
T dy 0x

Qy

Equilibrio de momentos en el prisma diferencial segiin el eje y. El proceso es exacta-
mente igual que en caso anterior. En la figura [[.13]se representan el alzado del prisma diferencial
con las fuerzas y esfuerzos que dan momento alrededor del eje y. Realizando los mismos pasos se
llega a:

o de otra forma:
_ aM_x + aMxy

Q= 0x ay

2Q, , . 11 . .
13 Entre estos no figura ahora el esfuerzo a; que si pusimos en el equilibrio anterior. Esto es asi pues este esfuerzo

produce un momento que sera ‘despreciable’ (utilizando el lenguaje del analisis no-estandar) en comparaciéon con
el que producen los esfuerzos representados, tal y como puede comprobarse si se incluye explicitamente.
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Figura 1.12: Alzado del prisma para equilibrio de momentos segin el eje x
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Figura 1.13: Alzado del prisma para equilibrio de momentos segin el eje y
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Equilibrio vertical en términos de momentos. Las ecuaciones de equilibrio de momentos
segun x, y, y fuerzas segiin z son entonces:

Qx — aMx 6M)Cy
ox 0y

Q - oMy, oM,y
ay 0x

0 P +_(9y +p

Sustituyendo los cortantes dados por las dos primeras en la dltima, que es el equilibrio vertical,

se obtiene,

PM, My, M,
+2 +
Ox? 0x0y dy?

+p=0 (1.3)
ecuacién equivalente a Cilx/\{‘ + p = 0 de la teoria de vigas. Usaremos la ecuacién de equilibrio en
términos de momentos més adelante, pero hay que recalcar que esta ecuacién no sustituye a las
otras tres, sino que es una combinacién lineal de ellas que usaremos cuando sea conveniente.

Tenemos 3 ecuaciones de equilibrio y 5 esfuerzos, por lo tanto el problema no es isostatico a
nivel diferencial, al contrario de lo que ocurre en la teoria de la vigas.

1.5.1. Forma alternativa de obtener las ecuaciones de equilibrio

Una forma alternativa, més rigurosa aunque menos intuitiva de obtener las ecuaciones de
equilibrio es partiendo de las correspondientes a nivel de cubo diferencial que en notacién indicial
son:

Oij,j + bi =0

Estas tres ecuaciones establecen el equilibrio de fuerzas en un cubo diferencial segin los tres ejes
coordenados. La resultante segin cada uno de los ejes es nula, pero vamos a denominar a dicha
resultante r;, de modo que

ri =0yt bl‘

Las ecuaciones de equilibrio se reducen entonces a
ri = 0

Para establecer las ecuaciones que buscamos a nivel del prisma diferencial bastard calcular en-
tonces la resultante de fuerzas segin z y de momentos segin x e y mediante integracion en el
prisma, es decir segun el eje z, de las fuerzas r; que produzcan fuerzas o momentos segin esas
direcciones.

Asi, el equilibrio del prisma en direccién del eje z sera:

2
/ r,dz=20

h h h h

2 2 2 2
/h sz,de‘*‘/l O'Zy,ydz+‘/ Uzz,de‘*‘/l b,dz=0

1 1

-3 -3 - -3

n
Teniendo en cuenta que o,; ~ 0 y llamando p(x,y) = th b, dz se obtiene,
-3

/
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Figura 1.14: Prisma con las fuerzas nulas r;

Intercambiando ahora el orden de la integracién respecto a z con las derivadas respecto a x e y,

h
0 2 0 2
a(‘/_h O'ZXdZ)+5(‘/_rh O'Zde)+p=0
2 2

v teniendo en cuenta finalmente la definicién de los esfuerzos,

ox ay

[l

que es la misma ecuacién que obtuvimos antes.
El equilibrio de momentos segtn el eje x sera:

2
/h zrydz =0
-2
n n
P 2 2
/h I0yx,x dz+/h L0yy.y dz+/h 20yz,z dz+/l zb,dz=0
1
-2 -2 -2 -2

En la primera integral podemos hacer lo siguiente,

h h h
[, womnde= [ Govnde=g- [ ez
I0yx,x A2 _% 20yx).x Ox _% yx Ox

_h
2

=

y por tanto,

[N
[N

teniendo en cuenta la definicién del momento unitario M,,.

Igualmente en la segunda,

Ny

! d ‘ dz =2 az = 2
/,21 LOyy,y 4z = (z0yy).y Z‘@/ Oyydz= By

[N

h
2
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En la tercera sin embargo, como la derivada es respecto a z no podemos hacer lo mismo. A
cambio, integraremos por partes,

/

Teniendo en cuenta que en las caras superior no habré tensiones rasantes, entonces oy, (x, v, %) =

[N
[N/

h
_ 2
0y, d7 = zo'yz|_h - /h Oy dz
L ,

N

Oy (x,y, —%) =0, y por tanto la integral anterior queda,

h
2

[, == [ oyeaz=-a,
1

2

[N

Consideremos finalmente que las fuerzas exteriores no tienen resultante de momentod'y es
h
decir [2 zb,dz =0.
-2
Recopilando los valores obtenidos para las integrales y reordenando términos se obtiene fi-
nalmente,
= + —
Y 0y ox
que es igual que la que se obtuvo mediante el procedimiento intuitivo, sin mas que tener en
cuenta que My, = My,
De igual forma se llegaria a la ecuacion de equilibrio segin y partiendo de la expresion,

3 h
i n
/h Zl’xdz=/h ZO'xx,de+/h ZO'xy,de+/h ZO'xz,de+/h zbxydz =0
-3 -3 -3 -3 -3

Este procedimiento es mateméaticamente més complejo pero permite destacar aspectos que
quedan menos claros en el planteamiento intuitivo. Ademads, de manera natural se obtienen los
esfuerzos unitarios, pues son las integrales de las tensiones a lo largo del espesor que aparecen
en el equilibrio global del prisma diferencial.

[V
ol
Ny

[N

1.6. Deformaciones del prisma diferencial

Del mismo modo que la distribucion de tensiones las hemos reducido a la superficie media de-
finiendo unos esfuerzos unitarios equivalentes, es posible definir unas magnitudes en la superficie
media que describan la manera en que se deforma el prisma diferencial. Para ello vamos a calcu-
lar la distribuciéon de deformaciones en toda la longitud del prisma, partiendo de las ecuaciones
que determinan los desplazamientos dadas por y la definicién del tensor de deformaciones

gij = 5(uij+uj).

ou

Sxx(x’ Y, Z) = a_xx =—Wxx <
ou

gyy(x,5,2) = a—yy = Wyy < (1.4)
1 (0u, Ou

8xy(x, Y, Z) = 5 (a_yx + a—;) =—Wxy 2

El resto de las deformaciones son nulas, por la hipo6tesis establecidas.
Sobre el prisma diferencial acttian tres esfuerzos que daran lugar a deformaciones: My, M, y
Mxyr_g] Vamos a denominar a las deformaciones del prisma diferencial correspondientes a estos

14Como se ha comentado mas arriba, esta limitacion puede mas adelante eliminarse usando para p(x,y) una
expresion adecuada, tal y como se veré en los ejercicios

I5Recuérdese que no consideramos los esfuerzos coplanarios, y que la placa es rigida a cortante, por lo que Qy
y Qy no realizan trabajo.
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Deformaciones del prisma
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Figura 1.15: Prisma deformado: curvaturas

esfuerzos Ky, Ky y Kxy, aunque atn no sabemos cual es su valor. Para que la definicion de estas
deformaciones del prisma diferencial sea congruente con los esfuerzos unitarios, el trabajo virtual
que éstos hagan con dichas deformaciones en un prisma diferencial ha de ser igual al calculado
sumando el trabajo de las tensiones con las deformaciones a nivel de punto.@ Por tanto,

NS

SWI = M0y + 2M iy Skxy + M, 0Ky = // (Txx0&xx + 207xy0Exy + Oyy0Eyy) dz

Teniendo en cuenta el valor de g;; dado por las ecuaciones se obtiene,

[N

oW = /I Oxx2dz]| (—0W xx)+
-3
h h

3 3
2/ Oxyzdz (—6w,xy)+/ OyyZ2dz | (=0w yy)

[N

y por tanto,
OW = My (=0w xx) + 2Myxy (=0W xy) + M 6(=0w yy)

de donde se concluye que,
kx(x,y) = —W . xx; Ky(x’y) = —W,yy; Kxy (x,y) = —W.xy

Los valores de kx, Ky ¥ kxy son una medida de como se distorsiona un prisma diferencial,
tal y como se ve en la figura Ast ky es aprorimadamente el valor de la curvatura de la
deformada en un plano paralelo al plano xz, kx lo mismo para un plano paralelo al plano yz, y
Kxy la torsion que sufre el prisma diferencial. De manera genérica denominaremos curvaturas a
k;j para diferenciarlas de las deformaciones a nivel de puntoE]

L6Recuérdese que el Principio de los Trabajos Virtuales establece que el trabajo virtual interno que realizan las
tensiones con las deformaciones virtuales en un volumen Q es de la forma fg oijeij dQ

171,05 valores de ; 7 son una aproximacién de los coeficientes de la denominada segunda forma fundamental de
la superficie deformada y que se denota mediante II(x, y). La expresion de IT en un punto se obtiene desarrollando
en serie la superficie w(x,y) en dicho punto, pero cambiando los ejes de modo que el plano xy sea tangente a
la superficie w, y que el origen esté en el punto considerado. Sea w la expresion de la flecha en los nuevos ejes.
Mediante un desarrollo en serie de Taylor, w(x,y) ~ %xQ +b1axy+ b%yQ. Se define la segunda forma fundamental
como II(x,y) = b11x% + 2b1oxy + baoy?. A partir de bij pueden calcularse las curvaturas principales, curvatura de
Gauss, etc. Cuando las pendientes de w respecto a x e y son pequeiias, puede comprobarse que b11 =W xx ~ W xx,
b12 =wxy ~ W xy, ba2 =wyy ~w yy, de modo que «;; es una aproximacion de los valores de b;; salvo el signo, y
por lo tanto, una medida de las curvaturas de las superficie deformada.
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Modelo de placas

En funcién de estas curvaturas del prisma pueden calcularse las componentes el tensor de
deformaciones en cualquier punto:

Exx(%,y,2) = kx(x,y) 2
syy(X,y, Z) = Ky(x, y) Z (15)
Exy(x,y, Z) = ny('x’y) <

expresiones que utilizaremos més adelante.

1.7. Relaciones Momentos-Curvaturas

En las secciones anteriores hemos ido desarrollando diversas ecuaciones y definiendo diferen-
tes magnitudes con el objetivo de obtener un modelo matematico derivado de las ecuaciones
de la elasticidad, pero simplificado. Asi, hemos reducido las cargas a su resultante p(x,y), los
desplazamientos en cualquier punto a la flecha w(x,y), las tensiones a lo largo del espesor a sus
resultantes, que denominamos esfuerzos unitarios, y por ultimo las deformaciones a las curvatu-
ras k;j(x,y). Entre estas magnitudes existen relaciones derivadas del equilibrio o la cinematica.
Asi, la carga p(x,y) se relaciona con los esfuerzos mediante las ecuaciones de equilibrio, mientras
que la flecha w(x,y) se relaciona con las curvaturas mediante las ecuaciones [I.5] que podemos
denominar ecuaciones de compatibilidad.

Graficamente las magnitudes y sus relaciones pueden representarse mediante un Diagrama
de Tonti de la siguiente forma{ |

Desplazamientos:
Fuerzas: p(x,y) P
w(x,y)
A
equilibrio compatibilidad
Y Y
Esfuerzos: Deformaciones
rmaciones:
M, My, My, Qx,
Kx, Ky, Kxy
Qy

Las magnitudes externas, fuerzas por unidad de superficie p(x,y) y flecha en la superficie
media w(x,y) no pueden relacionarse directamente, ya que dicha relacion es muy compleja y
dependera de la forma de la placa, de su espesor v de las condiciones de contorno. Para las
magnitudes internas, esfuerzos unitarios y curvaturas, variables correspondientes a las anteriores
pero definidas sobre un elemento muy simple, el prisma diferencial, si va a ser facil establecer la
relacion que las liga, partiendo de la ley de comportamiento a nivel de punto. Esta relacién la
denominaremos también ley de comportamiento o relaciones momentos-curvaturas.

8Denominado asi en honor del profesor de Enzo Tonti del Departamento de Ingenieria Civil y Ambiental de
la Universidad de Trieste que lo propuso en un esquema general para la clasificacion de magnitudes en cualquier
teoria fisico-matematica [§]
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1.7 Momentos-curvaturas

Todo lo desarrollado en las secciones anteriores es independiente del comportamiento del ma-
terial. Las magnitudes definidas y las relaciones que las ligan son por tanto totalmente generales,
bajo las hipotesis de placas delgadas, pero independientes de las ecuaciones constitutivas del ma-
terial. Las relaciones momento-curvatura sin embargo, se derivan directamente de las ecuaciones
constitutivas del material a nivel de punto, y por tanto, seran distintas segin sean éstas. En estas
notas sé6lo van a desarrollarse para el caso de un material elastico e isétropo, pero la extensiéon
a casos més complejos es inmediata. En las aplicaciones practicas, por ejemplo, son de mucho
interés el caso de placas ortétropas como elemento equivalente a los emparrillados.

Partimos de la ley de Hooke que relaciona las deformaciones con las tensiones en un punto
cualquiera. La expresion general para un material isdétropo es la siguiente:

1+v v
gij = —p0ij ~ 0ij0kk

siendo E el modulo de elasticidad del material y v el coeficiente de Poisson.
En la placa estamos asumiendo que es nula la componente o, del tensor de tensiones y las
deformaciones €y, v gyZ[T_g} Por tanto, las 6 ecuaciones anteriores se reducen a 3:

1+v %

£y = B a'x—E(crx+0'y)
1+v

gy = z O'y—E(O'x+0'y)
1+v

Exy = Z Oxy

y agrupando términos,
Ox — =0y

Oy — —=0x

Despejando las tensiones se llega a,

A continuacién vamos a sustituir las deformaciones por su expresiéon en funcién de las curva-

turas, dadas por

Ox = L2 Kx + VKy) Z
1-v

oy = 5 (ky +vkx) 2
1-v
E

N P

Por dltimo, a partir de esta expresion de las tensiones, calculamos los momentos My, M,
y My, por integracién de las mismas en el espesor, multiplicadas por el brazo z. Asi para el
momento M, tendremos,

[N
[N
ol

My = oxzdz = / 22 dz

_h
2

E E
[m (kx + vKy) 22] dz=1—3 (kx + vKy) [h
2

I9También estamos asumiendo que &, = 0, pero esto es contradictorio con o, = 0, si insistimos en que ambas
2z ) zzZ )

magnitudes estén relacionadas mediante la ley de Hooke. Esta discrepancia implica que no podemos usar aqui

mas que una de estas dos suposiciones. Vamos a usar aqui la segunda.
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Modelo de placas

ya que Ky ¥ Ky no son funciones de z. La

2
1:/
_h
2

de modo que finalmente,

integral de z? la denominamos I, y su valor es,

h

2
dz =
Z Z 12

My = D (kx + vky)

siendo,

El Eh?

12(1 - v2)

Con el mismo procedimiento se obtienen las relaciones para My y M,,. Las tres ecuaciones

resultantes son:

My
MY
M_xy

D (kx + vky)

D (Ky + VKX)
D(1=v)Kkyy

que son las ecuaciones que relacionan los momentos unitarios y las curvaturas. Podemos escri-
birlas directamente en funcién de las segundas derivadas de los desplazamientos,

My
M)’
M_xy

=D (W xx + VW yy)
=D (W yy + YW xx)
-D(1-v)w xy

Los cortantes pueden obtenerse a partir de los momentos mediante las ecuaciones de equili-
brio. Sustituyendo en dichas ecuaciones los valores de los momentos se obtiene,

Qx
Q

1.8.

(1.9)
(1.10)

-D (w,xxx + w,xyy)

=D (W, yyy + W xxy)

Ecuacion de la deformada

Las ecuaciones obtenidas en la seccién anterior cierran el Diagrama de Tonti del problema

de placas:

Desplazamientos:
Fuerzas: p(x,y) P
w(x,y)
A
equilibrio compatibilidad
Y Y
Esfuerzos: Def. .
. eformaciones:

M)HM)MMX)/;va -

Kx, Ky, Kxy
Qy

comportamiento
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Ecuacion de la deformada

Vamos a resumir las ecuaciones de las que disponemos para resolver el problema:

Equilibrio Las ecuaciones de equilibrio ligan los esfuerzos unitarios con las cargas externas
v son las siguientes:

aMx 6Mxy
A = 0x * ady
oM,  OM,,
& = ay * 0x
0 = P +_(9y +

Comportamiento Son las relaciones momentos-curvaturas desarrolladas en la seccién
anterior:

My = D (kyx+vky)
My = D (ky+Vvky)
Myy = D(1=v)kyy

Compatibilidad Son simplemente las ecuaciones que definen las curvaturas «;;:

Kx(x’y) =W xx; Ky(X,J’) = —W,yy; Kxy (x’ y) =—Wxy

Notese que hemos planteado algunas otras ecuaciones, como las que da los cortantes en
funcién de las terceras derivadas y [1.10) o la de equilibrio en funcién de los momentos ,
pero todas ellas se han obtenido combinando varias de las anteriores, por lo que no son ecuaciones
independientes adicionales.

Comprobemos que el nimero de ecuaciones obtenidas es igual al niimero de incognitas:

Incégnitas Flecha (1) w(x,y), momentos (3) My, My, My, cortantes Q,, Qy (2), curva-
turas (3) Kx, Ky, Kxy, lo cual hace un total de 9 incégnitas.

Ecuaciones Equilibrio (3), Comportamiento (3), Compatibilidad (3), que también son 9
ecuaciones.

Resolver este problema de 9 ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de manera directa
es muy dificil, por lo que vamos a reducirlas a continuaciéon a una sola, sin mas que eliminar
todas las incognitas del sistema salvo una, la flecha w(x, y). En primer lugar, los cortantes pueden
eliminarse sin mas que reducir las ecuaciones de equilibrio a una sola, dada por v que era:

2 2
0’ M, 0°Myy  0°M,

2
ox2 T 0xdy * dy?

+p=0

A continuacién eliminamos los momentos sustituyéndolos por su valor en funcién de las
curvaturas (comportamiento) y se llega facilmente a la expresion

0%k N 262ny N 82Ky
0x2 dxdy  0y?

va que los términos que multiplican a v se cancelan. Por tltimo se sustituyen las curvaturas por
su expresion en funciéon de las segundas derivas de la flecha (compatibilidad):

D aQW,“ +282w,xy N 82w,yy
Ox? 0x0y dy?

)+p=0

o lo que es lo mismo,
tw 9w otw D

+2 + = —
x4 0x20y%2  0y* D
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Modelo de placas

que es la ecuacion diferencial que gobierna la flecha en la placa, y que se denomina ecuacion
biarmdnica. Este operador diferencial puede factorizarse facilmente,

KO I W
ox2  ay2)\ox2  9y?) D

que de forma més compacta se escribe,

v2viw=L 6 aaw=L
D D
o bien
Viw = P 6 Alw= P
D D
siendo V2 = A = 0‘9—; + % el operador laplaciano.

A esta ecuacion habra que afadir las condiciones de contorno adecuadas en los bordes para
que el problema tenga solucién tnica.

La ecuacién diferencial biarménica no es posible resolverla de manera analitica mas que en
contados casos de geometria, cargas y condiciones de contorno muy simples. Estudiaremos casos
particulares con soluciones analiticas o semi-analiticas siguientes:

» Placas rectangulares con los cuatro bordes apoyados (método de Navier [*)).
» Placas rectangulares con dos bordes paralelos apoyados (método de Levy [7)).

Otro caso simple es el de placas circulares con condiciones de contorno axilsimétricas y carga
axilsimétrica o general, aunque no se va a incluir en estas notas.

1.9. Calculo de las tensiones en el espesor

La resolucién de la ecuacién biarmonica permitird calcular la flecha en cualquier punto de
la superficie media de la placa. A partir de esta magnitud se pueden obtener los esfuerzos en
cualquier punto aplicando las relaciones momentos-curvaturas, y las derivadas de ellas para los
cortantes. Se repiten a continuacién esas cinco ecuaciones.

My = =D (W xx+vwyy) (1.11)

My = =D (Wyy+ YW xx) (1.12)

Myy = =D(1=v)w xy (1.13)
para los momentos, y

Qc = =D (Wxx+Wxyy) (1.14)

Qy, = D (W yyy+W.xxy) (1.15)

para los cortantes.

20Claude-Louis Navier (n. 10-2-1785, . 21-8-1836), ingeniero y fisico francés especialista en mecénica aplicada.
Inici6 sus estudios superiores en 1802 en la Ecole polytechnique, donde fué alumno de Jean Baptiste Joseph Fourier,
entre otros, y continué en 1804 en la FEcole Nationale des Pons et Chaussées. Ademas de sus contribuciones en
el campo de la ingenieria y la administracion del Estado, formulé por primera vez la Teoria de la Elasticidad de
manera satisfactoria asi como la Mecdnica de Fluidos, a través de las conocidas ecuaciones de Navier-Stokes

2IMaurice Lévy, (n. 28-2-1838, f. 30-9-1910) ingeniero francés educado en la Ecole polytechnique y en la Ecole
Nationale des Pons et Chaussées, fue profesor de la Ecole Centrale y del College de France. Publicé su solucién en
1899, “Sur lequilibre elastique d’una plaque rectangulaire” Comptes Redus, vol 129. Escribié sobre otros aspectos
aplicados, tales como estatica grafica, mecanica, geometria, geodesia, etc.
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Célculo de las tensiones

1.9.1. Tensiones coplanarias

Las tensiones oy, 0y y 0y, se obtienen facilmente a partir de los momentos. Para ello solo
hay que observar las ecuaciones que obtuvimos para las tensiones en funcién de las curvaturas,
que pueden escribirse de la siguiente forma,

E

Ox = T3 (Woxx +vW yy) 2
E

oy = T3 (Woyy + VW xx) 2 (1.16)
E

Ty = Mt

Si despejamos las curvaturas en funcion de los momentos de las ecuaciones se obtiene,

1—v2

(w,xx+vw,yy) = — g7 M,
1 -2

(w,yy+vw,xx) = ~F7 M,
1+v

oy = g Mo

donde se ha tenido en cuenta que D = 11_511/2, siendo [ = %hg.

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones se obtienen las relaciones:

M

x = 7 <
M,

Oy = _] Z
M

O-Xy = Ixyz

que permiten calcular las tensiones coplanarias de manera inmediata.

1.9.2. Tensiones tangenciales verticales

Veamos a continuacién como obtener los valores de oy, y oy;. El procedimiento no puede
ser el mismo que para las otras tensiones, ya que hemos considerado nula la deformacién corres-
pondiente a las mismas (hipotesis de la normal). La tnica opcién por tanto es obtenerlas de las
ecuaciones de equilibrio, de la misma manera que los cortantes se obtienen por equilibrio a partir
de los momentos.

El equilibrio de tensiones en las direcciones x e y en un punto cualquiera de la placa puesto
que no existen fuerzas volumétricas se reduce a oy; ; =0, i =1, 2.

Si escribimos en concreto la ecuacion de equilibrio segtin el eje x tenemos,

Oxx,x+Oxyy+0xz,=0

de donde se deduce que,

z

Oxz = /1 (O'xx,x +0'xy,y) dz
1
-2

integrando desde la base de la placa, donde las tensiones tangenciales son nulas, hasta una altura
z cualquiera.
Sustituyendo ahora los valores de o x y 0, dados por se obtiene,

z E E
Oxz = / [m (w,xxx +vw,xyy) + mw,xyy} zdz

h
2

R. Gallego, A.E. Martinez Castro & E. Puertas Garcia (Universidad de Granada) @@@@ EI




Modelo de placas

que simplificando se reduce a,

E Z
Twz = 7vg (Worws + Woryy) / zdz

[N

sacando de la integral las magnitudes que no dependen de z. Realizando la integral elemental
que queda se obtiene,

_E AN
Oxz T 1) (Woxex + W xyy) 5] %

Por ultimo, teniendo en cuenta la ecuacién se llega a,

_6Q (R
=0 (\2) T

La expresion es igual a la que se obtendria con el teorema de Colignon aplicado a una viga
de seccion rectangular de canto h y ancho unidad.
Esta tensiéon tangencial alcanza su maximo en z =0 y su valor es,

x Q
T = 0y (x,,0) = 2—x
sh

Del mismo modo se obtiene,
6Qy |(n)\>
=T [(a) w

! Q
O_)I;I;Z’lx — O_yz(x’ v, 0) = 2—;

3

1.9.3. Tensiones normales o,

Aunque hemos supuesto que las tensiones normales o, son muy pequenas respecto a las
otras, y de hecho hemos desarrollado la teoria basdndonos en que sus efectos son despreciables,
podemos evaluarlas a posteriori utilizando la ecuacién de equilibrio de la elasticidad en direcciéon
z, de manera equivalente a como se ha hecho para las tensiones tangenciales.

La ecuacion de equilibrio es,

Opxx +Ozyy + 077, +b(x,y,2) =0

de donde se deduce que,

Z h Z
O-Z(x’y’z) = _/h b(X,y,Z) dZ+0—Z (x’y’_§) - n (o-zx,x +0—zy,y) dZ
-3 -3
Teniendo en cuenta ahora el valor de las tensiones tangenciales obtenidas en el apartado anterior

se obtiene,

z B\ 6(Qux+Qyy) [7]|(h\?
0z (X, y,2) =—/h b(x,y,z)dz+ 0 (x,y,——) BT R - /h [(5) - 72
_n i

. 5 dz
2

integrando y teniendo en cuenta la ecuaciéon de equilibrio vertical del prisma diferencial se
obtiene,

< h
oy(x,v,2) = —/h b(x,y,z)dz + o0, (x,y,—g) +
-2

i IR
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1.10 Validez de la Teoria

de modo que la variacién de o, es cubica en el el espesor. Utilizando la variable adimensional
n= %z la expresion queda més simple,

(77+1)—§(773+1)

z h\ 3
o (x,y,2) = —/h b(x,y,z)dz + 0, (x,y,—§) + Zp(x,y)
-2

Obsérvese que los valores de n igual a 1, 0 y 1 corresponden con la superficie inferior, media y
superior, respectivamente.

Para obtener un valor concreto de o (x,y, z) hay que precisar el valor de de o (x, v, —%), y

cémo estan aplicadas las cargas externas de volumen b(x,y,z) a fin de establecer el valor de su
integral.
Veamos cuatro casos concretos:

Cargas en la superficie inferior: La carga total p(x,y) estd concentrada en la superficie

inferior, de modo que o, (x,y, —%) =-p(x,y)y f_zﬁ b(x,y,z)dz =0y por tanto,
2

1
Tez(x,y,2) = =7p(x,y) [2= 30+ 7%

Es facil comprobar que en este caso las tensiones en la superficie superior son nulas, y que
las tension méxima (en valor absoluto) se alcanza en la superficie inferior y es —p(x, y)

Cargas en la superficie superior: Ahora o, (x,y, —%) =0 y de nuevo la integral de las
cargas volumétricas es nula de modo que,

1
U'xz(X,.VaZ) = ZP(X,)’) [2+377—773]

Ahora el méaximo se alcanza en la superficie superior y vale p(x,y)
Cargas en la superficie media: En este caso o, (x,y,—%) = 0, pero la integral toma

diferentes valores segiin sea z menor o mayor que cero debido a que la carga estd concentrada
en z = 0. Asi, f_zh b(x,y,2)dz=0siz<0e f_zh b(x,y,z)dz = p(x,y) si z> 0. Por tanto,
2 2

1p(x,y) [2+3n-n3] Paraz<0

Oxz(X,9,2) =
x2 (6 :2) {%lp(x,y)[6+3n—n3] Para z > 0

Cargas constantes en el espesor: Denuevo o, (x,y, —%) = 0. La carga constante b(x, v, z) =
h

bo(x,y) ha de ser tal que /211 bo(x,y)dz = p(x,y) por definiciéon de p(x,y) de modo que
-3

h h
[2 bo(x,y)dz = bo(x,y) [ 2 dz = hbo(x,y) = p(x,y) y por tanto, bo(x,y) = +p(x,y). En-
2 2

tonces /; bo(x,y)dz = bo(x,y) (z + %) = %p(x,y) (n+1). En conclusién la distribucién de
2

tensiones o, serd, agrupando términos,

Oxz(x,y.2) = %p(x, y) (n - n3)

En este caso los méximos, positivo y negativo, se dan en n = i\/% y valen ﬁap(x,y) =
0,0962 p(x,y) =10% p(x,y)

1.10. Validez de la Teoria

La teorfa desarrollada en las secciones anteriores se basa en una serie de hipétesis sobre la
distribucién de tensiones y deformaciones en la placa, que son aproximaciones al comportamiento
real de la misma, es decir, simplificaciones respecto al comportamiento predicho por la teoria de
la elasticidad tridimensional. En funcién de esas simplificaciones la teoria predice una respuesta
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Modelo de placas

Figura 1.16: Placa circular deformada como un casquete esférico

de la placa, que se alejar4d més o menos de la “exacta” seglin se cumplan o no las hipétesis en que
se basa. A continuacién vamos a valorar cémo de relevante es una deformacién que segin esta
teoria es despreciable, comparandolo con la deformacion de flexién que se obtiene de la misma.

Segiin este modelo las cargas perpendiculares a la superficie media de la placa producen
deformaciones de flexion que varian linealmente con la coordenada z, siendo nulas en la superficie
media. Sin embargo, para obtener una superficie media deformada que no sea desarrollable{?],
que serd el caso general, es necesario estirar o comprimir la superficie media. Vamos a denominar
&L a esta deformacion.

Para un caso simple vamos a estimar el valor de €7 mediante relaciones geométricas simples,
y por otra parte vamos a calcular la deformada de flexién, £¢, que calculada con la teoria de
placas. Si €, < &y entonces la deformacién que esta teorfa no calcula, er, serd despreciable
respecto a la que se obtiene &5, de modo que los resultados obtenidos mediante la teorfa de
placas seran validos. En caso contrario serd necesario recurrir a teorfas més avanzadas de placas,
o incluso a un célculo elastico completo.

Consideremos una placa circular de didmetro d que se ha deformado por efecto de las cargas
hasta adoptar la forma de un casquete esférico de radio p, de modo que la flecha en el centro de
la misma sea d, tal y como se muestra en la figura En ese caso la flecha seria,

w(x,y) =6 —p+\p*—x*=y?
Un didmetro que inicialmente tiene una longitud d, se alarga en esta deformada hasta una
longitud d’ = 2p6 siendo,

g 4
send = —
2p

y por tanto d = 2psen§.

22Una superficie desarrollable es aquella que puede “aplanarse” sin deformacién, como por ejemplo un cilindro
o un cono. Una esfera sin embargo no es desarrollable. En general para que una superficie sea desarrollable a de
cumplir que en todo punto su curvatura minima, sin signo, sea cero
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1.10 Validez de la Teoria

., . . . . ’_
La deformacién longitudinal que sufre esa linea serd entonces, e = dd—d, v por tanto

200 —d 2p0 —2psenf 6 —senb
SL = = =
d

2psenf "~ send

El angulo 6 sera pequeiio si la flecha lo es, y por tanto en primera aproximacion, para valores
pequenos de la flecha senf ~ 6 de modo que en primera aprozimacion, € ~ 0, que es lo que
predice la teoria de placas delgadas. Sin embargo, tomando el siguiente término no nulo del
desarrollo &7 para valores pequenos de 6 tenemos qu

0— (60— 10°+0(0h) $62+0(6°)

e = = —
FT o e-lesr0(0Y) 1-Lle2+0(®)

1 1

-6+ 0(8°%) ~ =6?

6 ¢%) 6

de modo que la deformacion longitudinal que la teoria de placas desprecia, es de orden 62.
Veamos ahora cuanto vale la deformaciéon de flexion que predice esta teoria para esta defor-

mada. La deformacién méaxima se alcanzard en la cara superior, z = % Vamos a calcular, por

ejemplo, la deformacion segin x, en el centro de la placa:

h
er = kx(0, 0)5

siendo,
1
KX(O’ O) = _W,xx(o’ 0) =
P
y por tanto,
h
Ef = —
f 20

Para comparar &1 y €5, vamos a escribir § en funcién de la flecha. Para ello usamos la
relacion,
0= (1-cosO)p

v teniendo en cuenta que cosx =1 — %x2 +O[x3] podemos escribir,
1 1
6= ((592 + 0[93]) p~ 592p

v despejando,
g2~ 20
p
Utilizando estas relaciones veamos cual es el cociente entre g7, (el valor de la deformacion

que la teoria desprecia) y €5 (el valor de la deformacion predicho por la teoria),

o)
e 9% 3 26 0(5)

BT w35 \n
er P 2p
y por tanto,
)
e =5y x0 (—)
Esta ecuacion indica que la deformacion que estamos despreciando (1) es del orden de la

que calculamos (g), multiplicada por un nimero del orden de %. Por tanto, la aproximacion

de la teoria de placas delgadas serd tanto mas aproximada cuanto més pequefia sea la flecha en
comparacién con el espesor. Por ejemplo, si 6 ~ 1—10h, los errores en las deformaciones, y por tanto
en las tensiones, seran también del 10 %.

Hay que tener en cuenta que este limite de validez de la teoria compara deformaciones de
membrana con las de flexién, por lo que no se refiere a otra limitacién de la misma que es la de
despreciar la deformacién por cortante.

23Recuérdese que senx = x — %xg +0(x%) y que ﬁ =1-x2+x3+0@x%).
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Capitulo 2

Esfuerzos en secciones no cartesianas y
condiciones de contorno
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Condiciones de contorno

Figura 2.1: Prisma triangular para el célculo de esfuerzos en secciones no cartesianas

2.1. Introduccién

Para completar la formulaciéon del problema es necesario establecer las condiciones de con-
torno que ha de cumplir la flecha w(x,y) en los bordes de la placa. En la teoria desarrollada
hemos obtenido que la ecuacién diferencial que gobierna ha de cumplir la flecha es una ecuacion
de cuarto orden. Para que la solucién tenga una tnica solucién es necesario y suficiente que
conozcamos dos condiciones sobre el valor de la flecha o sus derivadas en cada punto del borde
de la placa.

Para poder imponer condiciones en aquellos bordes que no sean paralelos a los ejes cartesianos,
veremos en primer lugar como podemos obtener los esfuerzos en los mismos.

Mis adelante veremos que en muchas ocasiones los apoyos imponen mas condiciones de las
que puede cumplir la solucién, de modo que va a ser necesario eliminar alguna de las condiciones
extra. Para ello juntaremos el cortante y el torsor en un Gnico esfuerzo, el cortante total, que es
estaticamente equivalente.

2.2. Esfuerzos en secciones no cartesianas

Para obtener los esfuerzos en una seccién que no sea paralela a los ejes cartesianos conside-
remos un prisma triangular extraido de la placa como el que se muestra en la figura [2.1]

El prisma tiene tres caras laterales: una cara dorsal x sobre la que acttan el cortante Q, los
momentos M, y My, una cara dorsal y sobre la que actian Q,, M, y M,, y una cara inclinada
sobre la que actian un cortante @, un flector M,, y un torsor que denominamos M,;. FEn la
figura [2.2] se representan estos esfuerzos unitarios con su valor positivo, dibujados como vectores.
Sobre dicho prisma también actian la carga repartida p(x,y), pero puede comprobarse que no
influye en las ecuaciones de equilibrio vamos a realizar en esta seccion.
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2.2 Secciones no cartesianas

9y € M,
My
I

Figura 2.2: Esfuerzos unitarios sobre el prisma triangular (planta)

2.2.1. Esfuerzo cortante Q,

La expresion del cortante en funcién de Q. y @, se obtiene de forma simple realizando el
equilibrio vertical. Asi,

va que ds es la longitud de la hipotenusa del tridngulo, y dx y dy los catetos. Por tanto,

dx

dy
Qn — Qxa +an

de modo que,
Q,=Q cosa+Qysena

2.2.2. Flector M, y torsor M,

Para obtener los valores de M,, y M,,; en funcién de los esfuerzos unitarios conocidos tomamos
momentos respecto al eje n y el ¢£. En este caso, puede también comprobarse facilmente, los
cortantes producen momentos infinitesimales con relaciéon a los producidos por flectores o torsores,
por lo que no los consideramosE]

Proyectando segiin la normal n se obtiene:

Mz ds + My dy cosa — My dysena + M, dx cosa — Myy dxsena =0

El angulo a es el que forma la normal n a la cara con el eje x positivo. Dividiendo entre ds,
despejando y agrupando términos se llega a la expresion,

My = (My = My)cosasena + My, {(sena)2 - (cosa)z}

LConviene que el lector compruebe lo afirmado aqui incorporando todas las fuerzas, y comprobando que
efectivamente son infinitesimales
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Condiciones de contorno

Utilizando ahora las férmulas trigonométricas del dngulo doble sen2a = 2cosasena y cos2a =
(cos @)? — (sen @)? se obtiene finalmente,

_Mx_My

5 sen 2a — My, cos 2«

De igual modo, proyectando sobre el vector tangente ¢,
M, ds — Myy dysena — My dycosa — My dxsena — My, dxcosa =0

y por tanto,
M, = My(cosa)? + M, (sen )+ 2M,y sena cos @

Usando ahora las relaciones (cos @)? = %(1 +cos2a), (sena)? = %(1 — cos 2a), y de nuevo la del
seno del angulo doble, se llega a,

M+ M, _i_/\/(x—/\/(y
B 2

M,

cos 2a + My, sen 2«

Hemos obtenido las dos ecuaciones siguientes:

Mt My M= M,
2 2
My = M,
2

M, cos 2a + My, sen 2a (2.1)

M sen 2a — M, cos 2a (2.2)

Si representamos en unos ejes coordenados estos valores, tomando como eje horizontal los valores
de M,, y como eje vertical los de M,;;, para distintos valores de a, es facil comprobar que se obtiene

un circulo de radio M";My y centro (Mx;My,O), tal y como se muestra en la figura . Las

ecuaciones que ligan M,, y My, con My, My y My, y la representacion gréfica correspondiente,

son exactamente las mismas que relaciona las tensiones normales y tangenciales o y T en un plano

cualquiera, con las tensiones oy, 0y y Oxy, ¥ que se denomina circulo de Mohr. Por tanto, todo

lo estudiado en Mecdnica de Medios Conlinuos sobre este circulo es aplicable a este caso.
Obsérvese que si @ = § entonces,

M, = My; My = Mxy

pero para a =0,
My = My; Mt = _Mxy

El cambio de signo es debido a que el criterio positivo para el torsor My, en una cara x es
contrario al escogido para M,; en una cara que forma un angulo genérico a.

2.3. Derivadas respecto a los vectores normal y tangencial

En la seccién anterior los hemos escrito los esfuerzos unitarios en una seccién cualquiera en
funcién de los esfuerzos unitarios en las secciones cartesianas sobre el mismo punto.

Para aplicar algunas condiciones de contorno sera necesario calcular los giros de la deformada
en las direcciones normal y tangencial, lo que implica derivar la flecha respecto a estas direcciones.
Ademas, como veremos en la proxima seccion, también tendremos que encontrar la expresion de
la derivada del torsor M,; en la direcciéon tangente al borde de la placa.

Recordemos entonces las expresiones para calcular la derivada de una funcion f(x,y) en una
direccién cualquiera dada por un vector v de componentes cartesianas (v, vy).

Por la definicién de derivada,

of .. flx+eve,y+evy) - f(x,y)
— = lim
v &-0 ve
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Derivadas respecto an y t

—M,,
T (Ma, =May)

Figura 2.3: Relacién entre M,, y My, con My, M, y My,: circulo de Mohr

siendo v = |v| el moédulo del vector. Sumando y restando f(x,y + evy) y agrupando términos
tenemo

af ., [flx+evy,y+evy) = flx,y+evy)  flx,y+evy) = f(x,)
— = lim + lim
ov &0 ve &—0 ve

o lo que es lo mismo,

Af vy, flx+evy,y+evy) = flx,y+evy) vy flx,y+evy) = f(x,y)
— =~ lim + — lim

ov Vv &—0 Vx& Vv &—0 Vy&
y por tanto,
of _vx . flx+ey) = flxny) vy fluy+evy) = fx,y)
— = — lim + — lim
ov Vv &—0 & Vy &-0 £

de modo que finalmente,
of _vx0f  VyOf

ov v ox v dy

Otra forma de escribir esta expresion es la siguiente,

8_levf.v
ov v

Para n y t que son vectores unitarios quedaria,

on " ox yay
of  of Of
o~ ax Ty

2El mismo resultado se obtiene si se suma y resta f(x + vy, y). Suponemos que vy # 0, y vy # 0, aunque el
resultado final es independiente de esta asuncion
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Condiciones de contorno

Teniendo en cuenta que n = (cosa,sena) y ¢t = (—sena, cos @) se llega a,

O _ sl ysenadt
on x oy
or _ —senaa—f+cosaa—f
ot 0x ay

En concreto, los giros de la flecha en la direccion n y t seran,

d

0, = % = oS a/a—;v +sena% (2.3)
d

0; = _(;: = —sen 0/—62} + cos a/—av; (2.4)

En algunos casos serd necesario calcular la derivada respecto a la direccion tangente de las
componentes del propio vector tangente, es decir, de las magnitudes cos @ y sen a. Si el contorno
es recto, es evidente que

dcosa dsena

dt ’ dt

puesto que la inclinacién del contorno es constante. Sin embargo en un punto donde el contorno
sea curvo, a partir de las formulas de Frenet para curvas planas se obtiene,

dcosa dcosa
= = — 2.
.7 s k(s)sen a (2.5)
dsen«a dsena
= = 2.
7 s k(s) cos a (2.6)

siendo s la variable longitud de arco y k(s) la curvatura del borde en el punto considerado. La
variable longitud de arco esta definida de modo que al movernos en direccidon positiva de s la
placa queda a la izquierda. Por otra parte es necesario definir la curvatura con el signo adecuado

. £1: _ 1 ro_ 1 . _ d_y
para que estas formulas sean vélidas. En este caso k(s) = 55N} = —song/lx Siendo ny = 5 y
n. = —4dx
Y= ds-

*z 2 2z I : z
Vamos a obtener la expresion de ‘fiT;V que nos serd util mas adelante.

ds? ds

-4 (-senaw y +cosaw y)
ds ds

d>w  d (dw)

Derivando otra vez, teniendo en cuenta las derivadas de sena y cosa,

d*w dw Wy o) ( )
—— = —sena + cosa—— — k(5) (cosaw , +senaw
ds? ds ds ’ Y
L1 dw dwy
Por altimo, puesto que == = —senaw xx+COSaW xy y —= = = SENAW xy+COS aW yy, agrupando

términos se obtiene,

d?*w

. 9 . 2 _ . .
5z = 5o W 2sena cosaw yy + cos” aw yy — k(s) (cosaw x +senaw )

En el caso particular de que el borde sea recto, entonces k = 0, y la expresion se simplifica a,

d?w 9 9
—— = 8en“ aw xy — 2Sen @& cos AW _xy + Cos” aw
2 , »XY Yy

expresion esta ultima que usaremos mas adelante.
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Cortante total

A s

Mme Mnt + %ds

Figura 2.4: Torsor M,; aplicado en un borde cualquiera

2.4. Esfuerzo cortante total en una seccién

Como veremos mas adelante, las condiciones de apoyo habituales imponen mas de dos res-
tricciones en el valor de la flecha o sus derivadas. En algunos casos las condiciones extra se
cumplen automaticamente al imponer alguna de las otras dos, de modo que no existe problema
en que la soluciéon cumpla todas las condiciones. Sin embargo, en algunos tipos de apoyo se im-
ponen condiciones sobre el cortante y el torsor simultdneamente, y no es posible cumplir ambas
condiciones.

Para eliminar este problema vamos a obtener un esfuerzo conjunto, el cortante total V,, que
es estaticamente equivalente a una distribucion de cortantes y torsores. Aplicar el cortante total,
cuya expresién vamos a obtener, serd equivalente a aplicar de manera independiente el cortante
y el torsor, pero solo desde el punto de vista estatico. Por tanto, por el principio de Saint Venant,
lejos del borde la solucién obtenida serd muy similar a la que obtendrfamos aplicando ambos
esfuerzos, pero en el borde la solucién calculada con esta reduccién no cumple estrictamente las
condiciones de contorno impuestas.

Consideremos un borde cualquiera sobre el que actiia un torsor M,;, tal y como se muestra
en la figura [2.4

En cada elemento diferencial de longitud ds actiia un torsor total de valor M,; ds que es
equivalente a un par de fuerzas M, separadas una distancia ds. Tal y como se observa en
la figura [2.5] en elementos diferenciales contiguos se cancela el valor de M,; y queda en cada

extremo del diferencial de borde una fuerza cortante de valor —% ds. Puesto que esto son

fuerzas cortantes, el esfuerzo cortante unitario equivalente sera —6/(,\9’2"’. La cancelaciéon de las

fuerzas M,,;; ocurre en todos los puntos, salvo al principio y final del borde, si este acaba en una
esquina. En estos puntos, el torsor en el borde contiguo, llamémosle M;, no cancela al torsor
M. Por el contrario, en las esquinas se sumaré el torsor de un lado y del otro, dando lugar a
una fuerza concentrada de valor M,,; — M;,. En el caso de esquinas de 90° M,,, = —M,,; de modo
que aparece una fuerza de valor 2M,,;.

Por lo tanto, un torsor repartido en un borde que acaba en dos esquinas, es estdticamente
equivalente a un cortante de valor —% mas dos fuerzas concentradas de valor M,,; — M;,, tal

y como se muestra en la figura [2.6]

En resumen, cuando tengamos que imponer condiciones sobre el cortante @, y el torsor M,
y ello no sea posible, impondremos una tnica condicién sobre el esfuerzo cortante total V, dado
por la expresién,
oM,
(VI’L = Qn - T 5.
Js
siendo s la variable longitud de arco.
Podemos particularizar esta expresion para las caras x e y frontales. Para una cara x frontal

Q. =Qxy s=y, pero My, = =My, de modo que,

R. Gallego, A.E. Martinez Castro & E. Puertas Garcia (Universidad de Granada) @@@@ EEI



Condiciones de contorno

Figura 2.5: Fuerzas cortantes equivalentes al torsor M,,; aplicado en un borde cualquiera

Mnt - Mtn

Figura 2.6: Esfuerzo cortante y fuerzas concentradas equivalentes a un torsor M,; aplicado en
un borde cualquiera
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) Esfuerzos en funciéon de w(x, y)

y para una cara y frontal Q, = Q, y M,; = M,,, pero ahora s = —x, de modo que,

aM_xy
Ox

Vy=Q, +

2.5. Esfuerzos en una seccién cualquiera en funcién de la flecha

Conocidos los esfuerzos en una seccién cualquiera en funcién de los definidos sobre las seccio-
nes cartesianas es facil, aunque laborioso, encontrar las relaciones entre aquéllos y las derivadas
de la flecha. Para ello recordemos en primer lugar las relaciones momento-curvatura y las de los
cortantes que derivan de ellas,

My = =D (Wx+vw,yy) (2.7)
My = =D (w,yy+ VW xx) (2.8)
Myy = =D =v)w xy (2.9)
Qr = =D (W xx+W,xyy) (2.10)
Qy = =D (W yyy +W xxy) (2.11)

A partir de ellas y de la definicion del cortante total se obtiene,

V., = =D (W,xxx +(2- V)W,xyy) (2.12)
Vy = =D (Wyyy + (2= V)W xxy) (2.13)

Puesto que conocemos de las secciones anteriores los valores de los esfuerzos M,,, M,.;, Q. v

V,, en funcién de estos esfuerzos en secciones cartesianas, basta sustituir estas ecuaciones para
encontrar las expresiones buscadas.

2.5.1. Flector M, en funcién de la flecha

Tenemos por una parte que,

UMt My Ma =M,

Mn 2

cos 2a + My, sen 2«

y por otra las ecuaciones y 2.9] Sustituyendo éstas en aquella, y volviendo a poner el
adngulo doble en términos del 4ngulo @, se obtiene,

M, =-D [(C082 a +vsen® @)w_x + (sen? a + v cos? Q)W yy+
2(1-v)senacosaw yy| (2.14)

Para @ =0y @ = § se obtienen las ecuaciones y evidentemente, ya que M, (a = 0) = M,
y Mp(a = n/2) = M,. Obsérvese también, que por los criterios de signos utilizados, M,(a =
1) = My y Ma(a = —1/2) = M,.

Es interesante escribir el momento M,, agrupando los términos de la siguiente forma,

_ 2 2
M, =-D [cos AW xx +5en” aw yy + 2 5en & cos aw xy+

v(sen® @w yx — 2senacosaw yy +cos® aw )| (2.15)

Tal y como se vio en la seccién anterior, el término entre paréntesis que multiplica a v es precisa-
2 .-
mente %YVQ" en el caso de que el borde sea recto. Veremos mas adelante que esto puede utilizarse

para simplificar algunas condiciones de contorno.
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2.5.2. Torsor M,; en funcién de la flecha

El torsor en funcién de los esfuerzos en secciones cartesianas viene dado por,

Mx_My

M, = sen 2a — My, cos 2a

Sustituyendo de nuevo los momentos en las secciones cartesianas en funcién de la flecha dados

por las ecuaciones y se llega a,

[W,xx —W,yy

My = —D(1-v)

sen 2a — w yy(cos2a| =

-D(1-v) [cosasena(w,xx - Wyy) — (cos? o — sen? a)w,xy]

Para obtener el cortante total V), hara falta calcular la derivada de M, con respecto al arco,
o lo que es lo mismo, en la direccién ¢. Teniendo en cuenta que,

a/\/tnl‘ aMm C()/\/(nz 8Mnt
= —— =-—8enuoa

ds  at 0x oy

Si considemos tinicamente el caso de un borde recto, entonces,

aMn[
ds

2

=D(1-v) {cosa/ (cosozsen aw yyy + (cos a — 2sen? a/) w,xyy) +

2@ — 2 cos? a) Woxxy + cosasenaw,xxx)}

sen @ ((sen

Si el borde no es recto es necesario tener en cuenta la variaciéon del dngulo a con el arco s, en

cuyo caso apareceran términos adicionales debidos a la curvatura que tenga el borde en el punto
. . . ) .

considerado. Es laborioso pero sencillo obtener en esa caso el valor de g‘g"’, y se deja como

ejercicio.

2.5.3. Cortante Q, en funciéon de la flecha

Este caso es més simple. Partiendo de las ecuaciones y [2.11} y de la relacion,
Q,=Q cosa+Qysena
se obtiene directamente,

Q,=-D [cos (W xyy + W xxx) +sena(w yyy + w,xxy)]

2.5.4. Cortante total V, en funcién de la flecha

Teniendo en cuenta que el cortante total viene dado por la expresién

_ aMnt
0s

(Vn =Qn

basta agrupar las expresiones obtenidas para cada uno de los términos de la derecha.
Para el caso de un borde recto se llega a la expresion,

YV, =-D {cosa (w,”)C + w,xyy) + sen a (w,yyy + w,xyy) +

2 2
(1-v) [cosaf (cosa/sen aw yyy + (cos a — 2sen a/) w,xyy) +

sen ((sem2 @ — 2 cos? a) W xxy + COS @ sen aw,xxx)] }
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2.6. Condiciones de contorno

Un apoyo o sujecién impone sobre la flecha, giros o esfuerzos ciertas restricciones. Veamos a
continuacién, para un borde de normal cualquiera n, que ecuaciones imponen los apoyos habi-
tuales. Cuando sea necesario, para recalcar que la ecuaciones se imponen en los puntos del borde,
denominamos a las coordenadas de estos puntos x; e yp. El conjunto de puntos que forma parte
de un borde cualquiera en que apliquemos las condiciones de contorno lo denominaremos B.

2.6.1. Esfuerzos genéricos en las secciones cartesianas

Las ecuaciones que imponen los apoyos vamos a deducirlas para puntos del borde con un
normal n cualquiera, aunque luego las particularizaremos para el caso de las secciones cartesianas.
Para aplicar las ecuaciones genéricas en el caso de las secciones cartesianas basta con tomar el
valor adecuado del dngulo @. Sin embargo, las ecuaciones genéricas pueden aplicarse directamente
si se identifican correctamente los esfuerzos M, M,;, Q. v V, genéricos, y los correspondientes
en las secciones cartesianas, teniendo en cuenta que se utilizan criterios de signos distintos en
cada caso. Veamos los cuatro casos posibles: seccion frontal x, dorsal x, frontal y y dorsal y.

Esfuerzos en una seccién frontal x

En este caso el criterio de signos para My, es opuesto al del M,;, pero es igual para los otros
esfuerzos. Ademas, la variable longitud de arco coincide con y. Entonces,

aMxy

M, = My Mnt:_MxyE Qn=Qx; Vi=Vi=Qx+ 3y

Esfuerzos en una seccién dorsal x

De nuevo el criterio de signos para M,y es opuesto al del M,,;, pero también es opuesto para
Q, y Qx, y por tanto para YV, y V. Para esta seccion la variable longitud de arco serd —y.
Entonces,

oM
My =My; My = _MxyE Q=-Qx; Vu=-V,=-Q, - —=
Esfuerzos en una seccién frontal y

Los criterios de signos son iguales para todos los esfuerzos, pero la variable s es —x. Entonces,

aMxy
Mn:My§ Mnt:MxyS Qn:Qy§ YV, =V, :Qy"‘T
Esfuerzos en una secciéon dorsal y

En este caso, el criterio de signos para @, es opuesto al del @y, y por tanto también para V),
y Vy, pero ahora la variable longitud de arco coincide con x. Entonces,

2.6.2. Borde empotrado

En este caso, el apoyo impide el movimiento vertical de la placa, y los giros en cualquier
sentido. Entonces las condiciones serfan,

w(xp,yp) = 0

Ow(xp, yb) 0
ot

ow(xp, Yp) 0
on
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Figura 2.7: Borde empotrado

Se trata de 3 condiciones de contorno. Sin embargo si imponemos la primera VY(xp,yp) € B
entonces se cumple también automaticamente la segunda. Por tanto, para un borde empotrado
sblo es necesario imponer,

W(xb,Yb) - O
owlin ) _
on

En términos de las derivadas respecto a x e y tendriamos,
w =
W xhx +W yny =
En planta, este tipo de apoyo se representa de manera similar a como se hace en vigas, tal y
como se muestra en la figura 2.8
2.6.3. Borde apoyado

En este caso el borde impone de nuevo que la flecha y la pendiente en direccion ¢ son nulas,
y por otra parte que el flector M,, es nulo. La segunda se cumple al imponer la primera de modo
que queda,

w(Xp, Yp)
M (xp, yb)

Para imponer la segunda condicion en un caso general sustituimos M, por su valor en funcion
de las derivadas de la flecha, dado por de modo que las condiciones generales para un borde
apoyado serfan,

w = 0

(cos? a + vsen? @)w_yx + (sen? a + v cos? a)w yy +2(1 —v)senacosaw x, =
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Figura 2.8: Representaciéon en planta de un borde empotrado
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Figura 2.9: Borde apoyado
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Figura 2.10: Representacién en planta de un borde apoyado

Obsérvese que si sobre el borde actiia, un momento flector conocido de valor M las condiciones
a aplicar serian,

(cos® a + vsen® @)w xx + (sen @ + v cos® @)w yy+

M
2(1 -v)senacosaw yy, = )

En planta, este tipo de apoyo se representa mediante una linea discontinua junto al borde,
tal y como se muestra en la figura
Veamos algunos casos particulares de interés.

Borde apoyado recto

Si el borde apoyado B es 2recto entonces %—V;’ =0 (que se cumple al imponer que w(xp, yp) =0
en B) implica también que %TVQV = 0. Pero para este caso, recuérdese que,
*w

— 2 2
Gz = Sem W xx +Cos” aw yy — 2S5en a Cos aw

Teniendo ahora en cuenta que el flector puede escribirse de la siguiente forma,

M, =-D [0052 aw xx + sen’ aw yy +28en @ cos aw yxy+

v(sen® aw .. + cos? aw yy — 2sena cos aw,xy)]

seglin se mostro en la vemos que el paréntesis que multiplica a v se anula al imponer que
w(xp, yp) = 0 de modo que las condiciones de contorno quedarian,

w = 0

M
cos2a/w’xx+sen2a/w,yy+236na/cosa/w,xy = -3

si existiera un momento flector M aplicado en el apoyo.
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Figura 2.11: Borde libre

Borde apoyado recto normal al eje x
En este caso serd un borde recto donde @ = 0 de modo que las condiciones de contorno se

simplifican a,

w = 0

Wxx =

M
D

Borde apoyado recto normal al eje y
Igual que el caso anterior, pero ahora a = 7,

w = 0

M
Wyy = D

2.6.4. Borde libre

En un borde libre son conocidos los esfuerzos flector, cortante y torsor. Si suponemos que las
fuerzas externas aplicadas son M, Q vy T, respectivamente, entonces las condiciones aplicar en un
borde libre serfan,

My, = M
Qn = Q
Mn[ = T

El criterio de signos para M, T y Q es el que se muestra en [2.11] es decir, M positivo dirigido
segln t (como vector), T positivo dirigido segin n (como vector) y Q positivo dirigido segun z.
En planta un borde libre se representa sin afiadir marca alguna al borde, tal y como se
muestra en la figura [2.12
En este caso nos encontramos en la situaciéon de no poder aplicar todas las condiciones de
contorno, ya que ninguna de ellas se reduce a las anteriores. Entonces, unimos las condiciones de
cortante y torsor en una estaticamente equivalente, aplicada sobre el cortante total.

M, = M
oT
(Vn - Q - m

. 5 . .
siendo V, = Q,, — ‘gA—S’” como se dedujo anteriormente.

Para obtener las expresiones generales de la segunda condicién para un borde cualquiera
habria que tener en cuenta la variacién de la inclinacién @ con la coordenada de arco s. Vamos

a recoger aqui inicamente el caso particular en que el borde sea recto, de modo que a = cte.
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Figura 2.12: Representacion en planta de un borde libre

Por una parte tenemos que,
Q, =Q cosa+Qysena

como se dedujo por equilibrio vertical en el prisma triangular. Por otra parte a partir de
puede obtenerse facilmente que,

2

OM;
Jds

=D(1-v) {cos a (cos @senaw yyy + (cos a — 2sen’ 0/) w,xyy) +

2

sen @ ((sen a — 2 cos> a/) Woxxy + cosasenaw,xxx)}

para @ = cte. Uniendo ambas expresiones se obtiene,
Vo= =D {cosa (W xxx + W xyy) +sena (W yyy + W xyy) +
(1 -v) |cosa |cosasenaw + (cos?a —2sen’a|w +
»YYY XYY

2

sen @ ((+ sen® @ — 2 cos® a/) W xxy + COS @ sen aw,xxx)”

Particularicemos estas condiciones para secciones cartesianas.

Borde libre en seccion frontal x

En este caso @ =0y s = y. Las condiciones seran:

“D(Wxx+vwyy) = M
D+ (2= W) = 0=
Borde libre en seccién dorsal x
Fn este caso @ =7 y s = —y. Las condiciones seran:
“D(Wxx+VvW,yy) = M
Do+ (2= Wrry) = 0=

Téngase en cuenta que el criterio de signos para Q y T es siempre el mismo. Para Q positivo
hacia arriba, y para T, positivo antihorario.
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Figura 2.13: Borde sobre apoyo elastico simple

Borde libre en seccion frontal y

En este caso @ = § y s = —x. Las condiciones seran:

“D(Wyy+vw,yx) = M
“D(W yyy + (2=V)W xxy) = O+ fl—i
Borde libre en seccién dorsal y
En este caso @ = =% y s = x. Las condiciones seran:
“D(Wyy+vWix) = M
“D(W yyy +(2=V)W xxy) = -0+ Z_z

2.6.5. Borde sobre apoyo elastico

En muchas ocasiones podemos simular un apoyo elastico mediante una rigidez vertical por
unidad de longitud de valor k& . En ese caso el apoyo reacciona cuando la placa sufre una
flecha w, con una fuerza vertical por unidad de longitud de valor kw, opuesta al movimiento, tal
y como se muestra en la figura [2.14] Por otra parte, si el apoyo no restringe el movimiento en
ningan otro sentido, las condiciones de contorno serfan:

M, =0
YV, = —kw
o lo que es lo mismo,
M, =0
V,+kw =

Apoyo elastico mas general

Podemos considerar un caso mas general de un apoyo el cual sea eldstico tanto a movimientos
como a giros segln la direccién normal y tangencial. Si denominamos a las rigideces de este apoyo
k, k, v k¢, respectivamente, tendremos que la flecha w produce un cortante —kw, el giro w; un
torsor —k;w ; y el giro w_, un flector k,w ,, de modo que las condiciones de contorno serian,

Mn = knw,n
Mu = _ktw,t
Q, = —kw
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Figura 2.14: Esfuerzo cortante debido a un apoyo elastico simple

Notese que el flector M,, es positivo, por el criterio de signos que hemos introducido para éste.
Puesto que hay un exceso de condiciones de contorno, reducimos las dos ultimas a una sola,
quedando de este modo,

My —kyw,, = 0
0
(Vn+kw— _(k[W’t) =0
as
Si la rigidez k; es constante y el borde es recto se reducen a,

Mn - knw,n
(Vn+kw_k[W,t[ =

Apoyo elastico general

Es posible plantear un caso atin més general de apoyo, en el que los movimientos del mismo
v las fuerzas necesarias para provocarlos estén relacionados a través de una matriz, de la forma,

M ki kiz ks gw
T |=| —kai —koo —ko3 o
o —ks1 —ksz2 —ks3 w

siendo, k = k;; la matriz de rigidez del apoyo. Las fuerzas y momentos son en esta expresion los

aplicados sobre la placa que son iguales y contrarios a los aplicados sobre el apoyo. En la primera

fila no hay que cambiar el signo pues, seguin los criterios utilizados en este documento, el signo
ow

positivo para M es opuesto al de 5.

Las condiciones de contorno serian M,, = M, M,; =T y Q, = Q, y a continuacion harfa falta

reducir los valores de Q y T al esfuerzo equivalente V = Q — ‘39—7;.

2.6.6. Borde unido a una viga

Consideremos el apoyo recto que se representa en la figura [2.15 Si el borde de la placa sufre
una flecha w y giros %—”I‘l’ v %—Vt” positivos, apareceran en la unién placa-viga los esfuerzos ¢, m y
r, que se representan, sobre la viga, en la figura Los esfuerzos estédn dibujados en la unién
viga-placa, pero suponemos que los valores ¢, m y r estin reducidos a la superficie media en
la vertical de la linea de centros de gravedad de la viga. Sobre la placa los esfuerzos aplicados

tendran el mismo valor pero signo contrario de modo que las condiciones de contorno seran,

M, = r
Mnt = —-m
Qn = —-q
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y por tanto,

r

M,
om
as

Existiran ademés unos esfuerzos rasantes n y p, tal y como se ve en la misma figura. Su-
pondremos despreciable la deformacién coplanaria que producen dichos esfuerzos sobre la placa,
lo cual es una hipotesis razonable, aunque habra que tenerlos en cuenta en las ecuaciones de
deformacion longitudinal, flexion y torsion de la viga, como veremos a continuacién.

En la viga, llamamos EfA a su rigidez a axil, G¢J a su rigidez torsional, y E¢l, y Efly
a las rigideces a flexién en direccién vertical y horizontal, respectivamente. Consideramos, por
simplicidad, que los ejes vertical y horizontal son ejes principales de inercia de la seccién de
la viga. Denominamos [, u, v y 6 a los desplazamientos longitudinal (segin el vector tangente
t a la placa), horizontal (segin la normal n), vertical (segun el eje z) y giro torsional de la
viga, respectivamente, y pr, qr, ny y my y ry a las cargas longitudinal (direccion t), vertical
(direccion m), horizontal (direccion z), momento flector vertical y torsor que actiian en la linea
de centros de gravedad de la viga. Si la distancia vertical entre la superficie media de la placa y
la linea de centros de gravedad de la viga es L entonces se cumplirdn las relaciones cineméticas
siguientes:

Vi = —g+

o ow
ot ot
3 ow
“ T “on
v o= w
_ow
" on

ya que suponemos la placa indeformable en su plano.
Por otra parte tenemos las siguientes relaciones estéticas,

pr = P
¢ = 4
ng = n
myg = m-—Lp
rg = r—»Ln

trasladando las fuerzas y momentos desde la superficie media de la placa a la linea de centros de
gravedad de la viga.

Veamos ahora las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de la viga. Para un momento
de torsién ry se produce un giro 6 relacionado con este mediante la ecuacion,

0% Ty
ds2 Gyl

de modo que despejando y teniendo en cuenta las relaciones cineméticas y estaticas anteriores,

9% (0w
—Ln= - [=
r—1Ln GfJ6s2 (8n)

En cuanto a la flexién en direccién horizontal, se cumplird que

92 0%u
a2 (Ef’hm) —nr =0

92 9% (ow
YA o A i
" 6s2[ 4 h(’)ﬁ(@n)}
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suponiendo L constante a lo largo de la unioén.
Sustituyendo este valor de n en la ecuaciéon de la torsion se obtiene finalmente,

r=G 162 o) 29 g, 2 (2
! on) " 952 |7/ 952 \om

En cuanto al axil, la ecuacién que gobierna el comportamiento de la viga sera:

821_ Pf _p
aSQ_EfA_EfA

de modo que,
ow

=LEfA—

Por otra parte si sobre la viga acttia una fuerza por unidad de longitud ¢ = ¢ y un momento
repartido my = m — Lp, entonces se cumple que,

dQV + _ 0. dM
ds 47V ds

+Q,+m—-Lp=0

y por otra parte, M, = Ey IV = +, siendo Q, y M, el cortante y el flector en la viga, y v =w
la flecha vertical de la viga. Despejando Q, de la primera, sustituyéndolo en la derivada de la
segunda, y poniendo finalmente en la ecuacién resultante el valor de M, en funcién de la flecha,
se obtiene,

9? Eol 0*w +dm Ldp
as2 "1V gs2 ds ds
y por tanto,

dm dp  9? ( 82w)

g+ —-L—=—-—— -
17 s ds as2 71V 52

Teniendo en cuenta finalmente la ecuaciéon del axil,

dm 02 9w 0 ow
P 9 My iy )Py
% s as2(f as2)+ at(f )

Sustituyendo los valores obtenidos de r y —g + 4% en la condiciones de contorno de la placa

se obtiene,
9w 2(92 9% (Ow
L |EsL— |[=]|| = 0
oton aﬁ[ 4 h8t2(6 )]

2 2
Y, + 0 (Eflc')w) L(?(anw)

|
o

at? ot? ot ot

Si la viga es de seccion constante se simplifica ligeramente,

0%w 0°%w
-Gl - L’E;I,—— = 0
Mo =Gl gy I 5t4on
0w 0%w
El, —LE;A—r =
Vot Byl ~LEr A%

Veamos a continuacion algunos casos mas simples.
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Borde unido a una viga con deslizamiento completo

Supongamos que la viga y la placa estdn unidas de modo que solo se transmiten las cargas
verticales g. En este caso la viga no flecta en horizontal ni se torsiona ni elonga, de modo que
las condiciones de contorno se simplifican a:

M, =0
92 0w
(Vn + m (Ef IV W) = 0
y si la viga es de seccién constante,
M, =0
64
Vo+E; L, 22 = 0

ort
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Capitulo 3

Placas Rectangulares: Métodos
armonicos de soluciéon
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3.1. Introduccion

La solucién del problema general de flexion de placas de Kirchhoff se reduce a resolver la
ecuacion de gobierno de la flecha w(x, y), sometida a unas determinadas condiciones de contorno.
En general, no es posible resolver de forma analitica este problema para cualquier geometria,
siendo los métodos numeéricos la dnica via para encontrar soluciones en los problemas practicos
generales.

Cuando la geometria y condiciones de contorno presentan determinadas particularidades es
posible obtener soluciones en formato de serie armoénica infinita. Este tipo de métodos de solucion
son los denominados cldsicos, por ser los métodos que existian para resolver ciertos casos hasta
la llegada de los métodos numéricos.

En este capitulo se describiran dos métodos de solucién: métodos de Navier y Levy. Existen
otros casos mas resolubles mediante métodos clasicos que como los que se presentan aqui se basan
en la representaciéon en serie de Fourier. En este sentido, los métodos armoénicos constituyen
soluciones analiticas que requieren un estudio de convergencia ya que no estan exentos de ciertos
problemas asociados a la aproximacién de la respuesta como suma de arménicos. Cuando se
emplean estos métodos, el analista debe considerar los siguientes aspectos:

ol



Placas Rectangulares: Métodos arménicos de solucién

» Representacion y falta de convergencia. Asumimos que la respuesta puede expandirse
en serie armonica. jEs esto cierto?. ;Qué condiciones debe cumplir la soluciéon?. ; Qué
errores cometemos en tal representacién?. En las series armonicas se produce el deno-
minado fendnemo de Gibbs, y requiere un tratamiento especifico para evitar errores de
representacion.

= Es necesario analizar el ntimero de términos a considerar. Las magnitudes derivadas
(giros, momentos, cortantes) requieren mayor nimero de términos para converger. ;Con-
verge siempre?.

» ;Es el coste computacional bajo?. Aun programando estas series, en ocasiones el niimero
de operaciones para evaluar un resultado concreto es excesivo. En tales casos, un método
numérico aproximado, como el Método de los Elementos Finitos, garantiza la convergencia
v permite obtener resultados con menor niimero de operaciones.

A pesar de estos inconvenientes, los métodos clasicos han aportado soluciones muy valiosas,
imprescindibles para desarrollar métodos numéricos pues permiten calibrar los resultados apro-
ximados. En estas notas se han enunciado algunos de sus inconvenientes, para que no se idealicen
los resultados obtenidos con métodos armoénicos. Es necesario observar que las soluciones vienen
dadas en forma de serie infinita, y desde ese punto de vista, son soluciones analiticas, pero no son
soluciones analiticas finitas. Toda solucién no evaluable mediante un ntumero de términos finito,
requiere ser tratada de forma especial, pues aun si la convergencia puede estar asegurada, es ne-
cesario truncar la evaluacién en un nimero finito de términos, por lo que es necesario controlar
el error que se produce.

La informacién de este capitulo se desarrolla como sigue: inicialmente se introducira el con-
cepto de serie de Fourier en una y dos dimensiones. A continuacién, se mostrard el método de
Navier, basado en una serie armoénica doble, aplicable a placas con 4 apoyos simples. Dentro del
mismo, se mostrard la representaciéon de cargas puntuales mediante la funciéon Delta de Dirac,
y algunos casos especiales derivados del mismo. Finalmente, se desarrollan los fundamentos del
método de Levy.

3.2. Desarrollo en series de Fourier

Sea I el intervalo [0,T]; sea f(x) una funcién peridédica de periodo T. La funcién f(x) puede
representarse en la base funcional:

Es facil comprobar que esta base es ortonormal respecto al siguiente producto escalar:

T
/ ‘Pi(x)‘l’j (x) dx = 5['_,'
0

siendo ¢;; la Delta de Kronecker.
Una funcion periddica cualquiera f(x) = f(x+7T) puede proyectarse sobre esa base, constitu-
yendo su mejor aprorimacion en la base ¥,,(x) mediante la siguiente serie de Fourier.

1 < 2 2nmx 2 2nmx
f(x)=a0—+Z an\/;cos( T )+bn\/;sen( T )

T n=1
siendo,
™1
w = [ e
0 T
) 2
a, = / —cos( mrx)f(x)dx
o VT T
) 2
b, = / —sen( nx f(x)dx
0o VT T
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3.2 Series de Fourier

AN\~

T 2T

Figura 3.1: Funcién periédica de periodo T

Esta representaciéon permite una expresion més sencilla redefiniendo los coeficientes ag, a, y

f(x) = %+; {ancos(Zn;x) +bnsen(2n;x)}

b,, como sigue:

con

2 T 2nmx
a, = _./0‘ COS( T )f(x)dx

T
2 [’ 2

b, = ?/0 sen( r;irx)f(x) dx

con n € N. Nétese que las integrales anteriores pueden escribirse también de la forma,

2 (% 2nmx

a, = T/_gcos( T )f(x)dx
2 7 (2

nmx
b, = flgsen( T )f(x)dx

puesto que tanto la funcién f(x) como las funciones trigonométricas tienen periodo T o submul-
tiplo de T.

La serie de Fourier converge a la funcién f(x) para todo x donde ésta sea continua. En un
punto x = donde la funcién tenga un valor distinto a izquierda y derecha, sean f(n7) y f(n"),
la serie de Fourier converge a % [f(m)+ f(nh)].

Si la funcién f(x) no es periédica pero estamos interesados tinicamente en sus valores dentro
de un intervalo finito [0, L], es posible utilizar la representacién en serie de Fourier considerando
una extension periddica de f(x), tal y como se muestra en la figura[3.I] La idea es considerar una
funcion periodica f(x) tal que f(x) = f(x) para x € [0, L] y f(x+kL) = f(x) = f(x),Vk € (Z).
Esta extension de f(x) puede desarrollarse en serie de Fourier, de modo que la serie converge a
la funcién original f(x) dentro del intervalo de interés.

Existen otras posibilidades para realizar la extensién de la funcion y considerarla periddica:
extensiones par o impar. En ambos casos, el intervalo [0, L] se amplia con una extensiéon al
[-L, L], y el periodo de la nueva funcién extendida pasa a ser 2L.

» En la extensidn par, se considera una funcion f(x) tal que f(-x) = f(x) = f(x) para
x € [-L,L], y a continuacién se repite con periodo 2L, es decir, f(x+k2L) = f(x) =
f(x),Yk € (Z). Puesto que la funcion periodica f(x) es par, en el desarrollo en serie
desaparecen los términos impares. Es facil comprobar que en efecto los coeficientes b,
son nulos en este caso,

2 L nmx
n=ar J, e () fde=0
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Figura 3.2: Extension periddica par de una funcion definida en el intervalo [0, L]

N\ "\
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Figura 3.3: Extensiéon periddica impar de una funcién definida en el intervalo [0, L]

puesto que el integrando es impar. Por otra parte,

a, =%/0Lcos (%)f(x)dx

teniendo en cuenta que el integrando es par en este caso.

En la eztension impar, se considera una funcion f(x) tal que f(-x) = —f(x) = — f(x) para
x € [-L, L], y a continuacién se extiende esta funcién de forma periddica, con periodo
2L. Puesto que la funcién es ahora impar, es facil comprobar que,

9 L

=57 . cos (?)f(x)dxzo

an
va que el integrando es impar. Con la extension impar de la funcion f(x) el desarrollo en
serie queda como sigue:
nﬂx)

10 = fusen (22
n=1

siendo,
2 [t nmnx
fn = Z‘/O‘ f(x) sen (T) dx

Es importante destacar que esta extension implica f(()‘) =—-f0)y f(—L) = —f(L).
Si f(0) # 0, la extensiéon periodica impar es discontinua en x = 0 y la serie de Fourier
convergerd a la semisuma de los valores de la funcién a ambos lados de la discontinuidad,
que en este caso es %(f(0+)+f(0‘)) = 0. Lo mismo ocurre en el extremo x = L si f(L) # 0.

Este desarrollo armoénico en serie seno serd empleado en los métodos armoénicos para placas
estudiados en el presente capitulo.
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Figura 3.4: Tipo de problemas resolubles mediante el método de Navier

3.2.1. Desarrollo en serie doble con extensiéon impar

Sea f(x,y) una funcién definida en [0, a] X [0, b]. Realizando una extensién impar en x e y,
es decir,

f=x,y) ==f(x,); f(x,=y) = =f(x,9); f(=x,=y) = f(x,y)

podemos desarrollar f(x,y) en serie armoénica doble de senos de la siguiente forma,

n=1 m=1

siendo

Sam = ﬁ‘/oa‘/obf(x,y) Sen<%) sen(@) dx dy

3.3. Meétodo de Navier

El método de Navier es aplicable en las siguientes condiciones:

1. Placa rectangular, de dimensiones a X b.
2. Condicién de apoyos simples en los cuatro bordes.
3. Carga cualquiera p(x,y).

Considérese la referencia R(O;x,y,z), situada en una esquinag de la placa, con x € [0,a] e
y € [0, b]. La ecuaciéon de gobierno de flexion de placas delgadas que ha de cumplir la flecha es:

atw 49 dtw tw _ p(x,y)

Ol 9x20y2 + o' D V(x,y) € [0,a] x [0, b] (3.1)

siendo la constante D = Er®/12¢1-,2), donde E es el mdédulo de elasticidad del material, v el de
Poisson y & el espesor de la placa.
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Las condiciones de contorno que han de cumplirse son:

0, =
Para x =0;Vy w(0.7)
Mi(0,y) =0
Para x = a;Vy wia,y) =0
My(a,y) =
Para Vx;y =0 wx, 0) -
My (x,0) =
,b =0
Para Vx;y=> wix. b)
My(x,b) =0

Puesto que se trata de bordes rectos apoyados las condiciones sobre el momento se simplifican
de modo que queda,

0, =0
Para x = 0;Vy w(0.7)
W,xx(ov y) =0
, =0
Para x = a;Vy w(a, )
W,xx(aa }’) =0
,0 =0
Para Vx;y =0 w(x.0)
wyy(x,0) =0
,b =0
Para Vx;y=» wix.b)
wyy(x,0) =0

El método de Navier se fundamenta en buscar una solucién en desarrollo en serie de armoénicos,
tal que término a término verifican las condiciones de contorno en los cuatro bordes. Para ello
consideramos una solucién de la forma,

w(x,y) = Z Z Wam S€n ( ) sen (mzy) (3.2)

n=1 m=1

donde n,m € N.

Obsérvese que para que la serie anterior cumpla las condiciones de contorno, es necesario que
el origen de coordenadas se encuentre en una esquina de la placa, tal que el eje x varia desde 0
hasta a y el eje y desde 0 hasta b. En este caso es facil comprobar que efectivamente se cumplen
estas condiciones, ya que las funciones seno son nulas para x =0y x =aoy=0ey = b,
respectivamente, y la segunda derivada del seno vuelve a ser el seno, de modo que también se
anulan estas en los bordes.

Para que esta expresion de la flecha sea la solucién buscada es necesario que cumpla también
la ecuacion diferencial que gobierna la flecha. Si sustituimos la expansion en la ecuacion

se obtiene,
2
g | (n\2 ym2 nax
ZZH’ - +(- Wpm sen| — ) sen
a b a
n=1 m=1

ecuacion de la que hemos de obtener los valores de wy,,,. Para ello la carga p(x,y) se desarrolla
igualmente en serie doble de senos,

p(x,y) = i i DPnm sen( )sen(?)

n=1 m=1

[ (22
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Sustituyendo esta expansion de la carga en la ecuacion diferencial e igualando término a término

se obtiene,
2 212
(ﬁ) + (ﬂ) Wy = 22
a b D

Despejando wy,;, se obtiene el término general de la serie,

71_4

Prm
o Pam 3.3
Wnm = ApF, (3.3)

siendo

con lo cual se obtiene la flecha w(x, y),

SBN Pnm nmx mmy
wix,y) = ZZ7r4Dan Sen(T)sen( b )

n=1 m=1

123)| < 1y [sen(™52)| < 1 para todo x, y, n y m, la serie dada es convergente.

Sustltuyendo w(x,y) en las ecuaciones[L.12]y[I.14]se obtienen las expresiones de los momentos
y de los cortantes. Asi como podriamos obtener las expresiones de las tensiones en el espesor
sustituyendo en las ecuaciones [1.16

szézf

Como |sen

n\2 m\2 nmwx My
(2) +v(5) | sen (55 sen(=2)
4 4 Fum b a b
M, = iiip”m (ﬂ)2+v(ﬁ)2 sen(@)sen(—mﬂy)
Yo g2 L £ b a a b
1-v v — DPnm M nmx mny)
= 1 o o it .\
Mxy 7T2 ;n; an ab COb( p )COb( A

En lo que sigue, y para simplificar la notacién, denominaremos
nmx mmy
sp(x) =sen|—1); s, (y) =sen| —=
a b
También, cuando sea necesario, utilizaremos las abreviaturas

cn(x) = cos (”aﬂ) i cm(y) =cos (?)

3.3.1. Funcién de Green del problema de flexién de placas delgadas tetrapo-
yadas

En fisica matematica, es necesario en ocasiones representar cargas concentradas. En el caso
que nos ocupa, p(x,y) representa una presion, es decir, tiene dimensiones de fuerza por unidad de
area; la carga puntual es una resultante de presiones sobre un area muy pequena. La resultante es
finita, pero el valor de la presién es infinito ya que se considera nula el area en que esta aplicada
la fuerza. Para representar cargas puntuales, se emplea una funcién especial, conocida como
la Delta de Dirac. Esta funcién puede emplearse para obtener soluciones para casos de cargas
concentradas. Concretamente, cuando la carga es unitaria, la solucién obtenida se denomina
funcion de Green del problema. También esta solucién es conocida como solucion fundamental y
a partir de la misma es posible construir cualquier solucién para la misma placa con las mismas
condiciones de contorno, pero con una carga cualquiera.
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Figura 3.5: Funcién §.(x) de area unidad

Funcion Delta de Dirac

No se va a aportar en estas notas una definicién rigurosa de la funcién Delta de Dirac, ya que
excede los objetivos de las mismas. La funcién Delta es, hablando con mayor rigor, un funcional,
es decir, una aplicacién entre un espacio de funciones y los ntimeros reales. Veamos unas ideas
heuristicas sobre la misma.

Consideremos la funcion é.(x) definida de la siguiente forma,

5.(x) 0 Parax¢[-¢,¢&]
e\X) =
% Para x € [—¢, &]

que se muestra en la figura [3.5
Esta funcién cumple,

‘/abég(x)dx= 1

para cualquier intervalo (a, b), tal que (—¢,&) C (a, b). Podemos tomar el limite en la expresion
anterior de modo que, evidentemente,

b
i% ; Og(x)dx =1

va que el miembro de la derecha es constante. Conforme & tiende a 0 la funcién 6 - (x) va tomando
valores cada vez mayores, y reduciéndose el intervalo en que su valor es no nulo, pero mantenién-
dose siempre su resultante, es decir, el area bajo la misma, constante e igual a 1. Fisicamente,
en el contexto que nos ocupa, 6.(x) representa una fuerza distribuida de valor 1/(2¢) aplicada
sobre el intervalo [—¢&, €]. La carga lineal cambia con &, hasta hacerse infinita cuando se aplica
sobre una linea de longitud nula, pero la resultante de las fuerzas es siempre la misma, y vale la
unidad. Este es el sentido fisico de una fuerza aplicada en un punto. Representa la resultante de
unas fuerzas distribuidas, sobre una linea en este caso, aplicadas en un area muy pequena.

La “funcién’ limite es lo que se denomina funcidn delta de Dirac y se denota mediante 6(x),

vy cumplira,
b
/ o(x)dx =1
a

para todo intervalo (a, b) tal que 0 € (a, b). Definida como funcion,

5(x) = 0 Parax=#0
oo Parax=0

La funcion delta de Dirac puede aplicarse sobre un punto distinto del origen sin mas que
considerar 6(x — 1) que representa una carga puntual aplicada en la abscisa x = n.
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p(z,y) =pod(x — &y —n)

J Y

Figura 3.6: Placa rectangular tetrapoyada sometida a una carga puntual

La propiedad fundamental de la funcién delta de Dirac es la siguiente. Consideremos la
siguiente integral,

b
/ F)3(x - £) dx

siendo & € (a,b) v f(x) una funcién continua en x = £. Puesto que la funcién delta es nula para
x # &, entonces f(x)6(x — &) = f(£)d(x =€) de modo que,

b b
/ F)S(x - &) dx = £(€) / 5(x - &) d

v puesto que el drea de la delta es unidad,

b
/ F)S(x &) dx = £(€)

Esta representaciéon unidimensional de las fuentes puntuales puede extenderse a dos dimen-
siones, 6(x — &,y —n), o a n dimensiones. Para el caso bidimensional, la integral de una funcién
f(x,y) multiplicada por una Delta aplicada en el punto de coordeandas (£,n) queda:

[ st -goy-mdsay = e
siendo Q una superficie cualquiera tal que (£,7) € Q

Funcion de Green

Se considera una placa rectangular, tal y como se muestra en la figura de dimensiones
a X b simplemente apoyada en sus cuatro bordes. La placa estd sometida a una carga puntual de
valor P aplicada en el punto de coordenadas (&,7).

La delta de Dirac en dos dimensiones permite representar la carga concentrada como distri-
buida.

p(x,y)=Po(x =&,y -1n)

Aplicando el método de Navier, el primer paso consiste en calcular el coeficiente p,,, de la carga.
Por tanto:

ap [ b 4P
pon =5 | [ 6=y =m0 dedy = L5050

El segundo paso consiste en calcular wy,, a partir de p,,, aplicando la relacién obtenién-

dose,
4P

- abrn*DF,,,
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P,

Figura 3.7: Placa tetrapoyada sobre la que acttian dos cargas concentradas

Por tanto, la solucién para w(x,y) queda como sigue:

Z Z Sn(f)sm(ﬂ) 50 (1)5m(5)

A esta solucion, para el caso P = 1, se la denomina Funcidn de Green del problema de flexion
de placas de Kirchhoff tetrapoyadas. Esta funcién la notaremos como K(x,y;&,n), v representa
el desplazamiento en el punto (x,y) cuando hay aplicada una carga unidad en (&,7),

K(x,y;&,m) = Z Z 4Sn(i)DSnI;(77) Sn (%) Sm ()

w(x,y) = bn4 D

n=1 m=1

Esta funcién permite construir la solucién para cualquier caso de carga, simplemente consi-
derando que la solucién se construye sumando las soluciones individuales para cargas puntuales.
Asi, si hay dos cargas, de valor Py en (£1,m71) v P2 en (&2,72), la solucién para el campo de
desplazamientos queda como sigue:

w(x,y) = P1K(x,y;&1,m1) + PoK(x,y;€2,12)

Si la carga es una superficie de carga p(x,y), basta considerar la integracién en lugar de la
suma. Cada fuerza equivalente seréd de la forma dF = p(&,n)dédn, es decir, una fuerza aplicada
en el rectangulo d¢ dn. Por tanto:

a b
W(x,y)=/0 /0 K(x,y;&,n)p(&,n)dédn

Fl interés de esta expresiéon es principalmente tedérico ya que su aplicacién es equivalente a
calcular el valor de p,, mediante integracién, y a partir del mismo, el término general de la
flecha w,,p,.

Momento concentrado

Considérese una placa rectangular de dimensiones a X b sometida a la acciéon de un M,
puntual, aplicado en el punto (£,7), tal y como se muestra en la figura[3.9]

En este caso no hay una forma directa de representar p(x, y)E]. Laidea a aplicar es la siguiente:
un momento como el descrito en la figura es equivalente al momento de un par de fuerzas
puntuales, de valor M, /e, separadas entre si la distancia & en la variable y, tal y como se observa
en la figura El punto de aplicacion de la fuerza M, /e sera (£,n+¢&/2); en el punto (£,n-¢£/2)
se aplica la fuerza concentrada —M,/e.

IPodria hacerse considerando la derivada de la delta de Dirac, pero es un artificio innecesario
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Figura 3.8: Carga cualquier p(x,y) considerada como suma de Deltas de Dirac

Figura 3.9: Placa rectangular tetrapoyada sometida a un momento concentrado

AZ
My
9

V (&,n+¢e/2)
(6777 - 6/2)

. . M :
Figura 3.10: Momento concentrado como limite de dos fuerzas de valor —* separadas una dis-
tancia &

»

R. Gallego, A.E. Martinez Castro & E. Puertas Garcia (Universidad de Granada) @@@@ IEII



Placas Rectangulares: Métodos arménicos de solucién

Figura 3.11: Placa rectangular tetrapoyada sometida a un momento concentrado segin el eje x

Con estas dos fuerzas, puede construirse la funciéon w,(x,y) utilizando la funcion de Green.
Asi:

My My
wel(x,y) = ?K(x,y;f,n +&/2) - ?K(x,y;f,n -&/2)

La respuesta al momento concentrado sera:

K(x,y;é,n+¢e/2) — K(x,y;&,m—€/2)
E

wix,y) = lim w,(x,y) = My lim

Teniendo en cuenta la definicién de derivada parcial, dicho limite vale:

0K (x,y;&,
wixy) = M, SEELE)
v realizando esta operacién
—  4AM Sp(&)em(mm
wey) = ) > =g s sn ()5 (3) (3.4)

n=1 m=1

Igualmente podemos obtener la flecha debida a un momento concentrado M, tal y como se
muestra en la figura obteniéndose,

IK _ N0 N AMcn(€)sm ()
WOoy) = Mo = 3 ) — e s (sm() (3.5)

n=1 m=1

Si tenemos un momento M que forma un dngulo @ con el eje x, tal y como se muestra en
[3.12] entonces la flecha resultante sera

w(x,y) = Mcosa w(x,y) — M sena wM~(x,y)

siendo wM=x(x,y) la flecha dada por para M, = 1, y wMr(x,y) la flecha dada por para
My =1.

Carga distribuida en una linea y =g

Sea una placa tetrapoyada, de dimensiones a X b, sometida a una carga lineal de valor g(x)
por unidad de longitud, definida sobre la recta y = ng, tal y como se muestra en la figura [3.13]
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AZ

Figura 3.12: Componentes de un momento cualquiera en los ejes x e y

Figura 3.13: Placa rectangular tetrapoyada sometida a una carga distribuida sobre una linea
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Representaremos esta carga mediante la funcién delta de Dirac como sigue:

p(x,y) = q(x)6(y —no)

Con la expresion de la carga calculamos su expansion en serie de senos mediante,

4 a b
e /0 /0 G()(y = 10)$n () (y) dx dy

v teniendo en cuenta la propiedad de la delta de Dirac,

2
Pnm = Zsm(UO)CIn

siendo,
2 a
w=> [ g
a Jo

Conocido el término general de la carga se obtiene el de la flecha,

_ 2qnsm(n0)
T baAD F

Es interesante senalar que la definicién de g, permite escribir g(x) de la forma,

q(x) = i dn Sen(naﬂ)
n=1

Es decir, que g, es el término de la expansion en senos de la funcién g(x).

Este caso de carga se puede emplear para introducir una fuerza de reaccién de una linea de
apoyo como incégnita. La reaccién depende de los coeficientes ¢, de la serie.

Para el caso particular de una fuerza constante g(x) = gg, se obtiene,

2 e nmx 2 si n es par
qn=—/ qosen(—) =10 — (- 1))—{
a Jo a

0 sinesimpar

Por tanto,

w(x,y) = 1;] Z niq();g;n) Sn(X)$m (y)

Momento distribuido en una linea y = .

Se considera una placa de dimensiones a X b tetrapoyada, sometida a las cargas que se
muestran en la figura [3.14] En la linea y = 5o estd aplicado un momento variable distribuido
my(x). Consideremos la expansién de dicho momento en serie de senos:

my(x) = Z my sen( nx)

Aplicando la misma idea que la vista anteriormente para el momento puntual, reemplazamos
este momento distribuido por un par de fuerzas distribuidas, de la forma

(0= 3 22 en )

Al sumar ambas y tomar el limite para € — 0 se obtendra que la funcién desplazamiento
w(x, y) es la derivada parcial en la variable ng de la solucién para carga lineal variable obtenida
en el apartado anterior y dada por Se obtiene asi

2mm,,
b2n3DF,,,
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Figura 3.14: Placa rectangular tetrapoyada sometida a un momento distribuido sobre una linea

de modo que,

Wy =) 3 2 )

n=1 m=1

Esta solucion puede aplicarse para obtener el campo de desplazamientos cuando se impone
un momento en un borde de la placa. Es aqui uno de los casos donde se observa la falta de repre-
sentacion de la serie armoénica. Si se calculan las derivadas segundas para obtener el momento, se
observa que es un momento nulo, pero basta cambiar el punto de célculo a uno inmediatamente
interior a la placa en ese borde para que el momento cambie bruscamente de valor. Lo que ocurre
en tales casos es que la serie trigonométrica trata de representar un salto en el valor de una
funcion que vale (por construccion) cero en los bordes.

Si el momento distribuido en la linea y = g, que denominamos ahora m, (x), esta orientado en
la otra direccién, tal y como se muestra en la figura no podemos emplear el procedimiento
anterior. En este caso podemos calcular la solucién considerando la distribucién de momentos
como una suma de momentos diferenciales de valor my (&) dé y obtener la respuesta como suma
(integral) de las respuestas para el momento concentrado, dado por la ecuacion Asi, para un
momento my (&) dé aplicado en el punto (&,19) la flecha sera,

4cn (&) sm(mo)n
d = dé—=2 "7
W = me(£) d a?br3DFpypm,
Integrando ahora para toda la linea y = nq,
_ 2mysm(no)n
" aba3D F o

siendo ahora,

mnzgfoamx@)cos( )d§

que es el término general del desarrollo en serie de cosenos del momento.

3.4. Meétodo de Levy

El método de Levy es aplicable a problemas del siguiente tipo:

1. Placa rectangular de dimensiones a X b.

R. Gallego, A.E. Martinez Castro & E. Puertas Garcia (Universidad de Granada) @@@@ IEEI




Placas Rectangulares: Métodos arménicos de solucién

Figura 3.15: Placa rectangular tetrapoyada sometida a un momento distribuido sobre una linea,
dirigido segin x

Condiciones
cualesquiera

Figura 3.16: Problema general al que es aplicable el método de Levy

2. Condicién de apoyos simples en dos bordes paralelos.
3. Condiciones de contorno cualesquiera en los otros dos bordes.
4. Carga p(x,y) cualquiera.

En la figura[3.16]se representa un problema general de placas resoluble mediante esta técnica.

El método de Levy presenta ventajas sobre el método de Navier, en general, pues las series
resultantes convergen mas rapido, y son computacionalmente menos costosas ya que se trata de
un sumatorio simple.

El método de Levy se fundamenta, igual que en el caso anterior, en construir una solucion
en serie de senos que cumple directamente las condiciones de contorno en los bordes apoyados.
Esto obliga a que el sistema de referencia tenga su origen en uno de los dos bordes apoyados. Si
consideramos que este eje es el y, se introducen soluciones en series de sen(nnry/b). Los coeficientes
de la serie, sin embargo, no son ahora constantes, sino funciones de la variable x, cuya solucion
se obtendrd en forma finita obligando a que la serie cumpla la ecuacién biarmoénica de gobierno,
v las condiciones de contorno en los otros bordes.

Colocando el eje y como se ha descrito, o lo que es lo mismo el eje x en uno de los bordes
apoyados, se considera para la flecha una expresién de la forma:

w(x,y) = D wa(x) sen(d,y) (3.7)
n=1

con A, = 4F.

()OO (2 de junio de 2022)




- Método de Levy

Se observa que:

1. Los coeficientes w, (x) son funciones de x, no constantes, como en el método de Navier.
2. Por construccién, la serie cumple las condiciones de contorno en y =0 e y = b.

Para calcular los coeficientes w, (x) sustituimos la solucién propuesta en la ecuacién de go-
bierno dada en Para ello calculemos las derivadas de w(x,y) dada por que aparecen en
la ecuaciéon biarménica:

o*w —
Fril Z whY (x) sen(d,y)
X n=1
9w < 11 2
— = - P An
9x20y2 ;Wn (x)4;, sen(4,y)
0w -
F = Z Wn (X)Ai sen(4,y)
y n=1

y sustituyendo en la expresién de la ecuacién de gobierno conduce a,

p(x,y)
D

i {wflv (x) — 2/12wa1 (x) + /l4wn(x)} sen(A,y) =

n=1

Para poder establecer condiciones sobre cada uno de los términos del sumatorio del miembro de
la izquierda, desarrollamos en una serie del mismo tipo el miembro de la derecha, de la forma,

P(x,y) = > pa(x)sen(d,y)
m=1

siendo
2 b
pn(x) = 7 /0 p(x,y)sen(d,y) dy

Incorporando esta expansion en la ecuacion diferencial,

2 (DY () = 23081 () + b (0} sen(y) = 2 229 con(Aay)

Como la igualdad ha de cumplirse para fodo y, han de ser iguales los coeficientes de los senos,
término a término, de modo que los coeficientes w,(x) han de cumplir la ecuacion diferencial
ordinaria (E.D.O.) siguiente:

Pn(X)

wat (%) = 245w, (x) + Lywa () = =3

Se trata de una E.D.O. lineal de coeficientes constantes, cuya solucién puede encontrarse
facilmente en la forma,
wa(x) = wi () + wy (x)

siendo w! (x) una solucién particular cualquiera de la ecuacion, y wf’l(x) la solucién general de la
ecuacién homogénea correspondiente.

La solucién de la homogénea la obtenemos probando soluciones de la forma e**. Sustituyendo
en la ecuacién se obtiene,

n

(;14 —222u% + /lfl) et =0
v por tanto el coeficiente u del exponente ha de ser solucién del polinomio caracteristico,
2
pt =245 + A, = (u2 - ﬂi) =0

cuyas raices son,
M= £,
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Placas Rectangulares: Métodos arménicos de solucién

ambas dobles.
En conclusién, la soluciéon general de la homogénea tendra la forma,

wh(x) = (A} + B,Adnx) e " + (C, + D} A, x) e™™

Es conveniente sin embargo expresar la soluciéon en términos de funciones trigonométricas hi-
perbolicas senh 2,x = 1 (etn* — e™1¥) y cosh A,x = 1 (en* + e™%) en vez de las exponenciales,
llegandose a la expresiéon general,

wf‘l(x) = (A, + Byd,x) senh(4,x) + (C, + D, A,x) cosh(A,,x)

Los coeficientes Ay, By, Cy, v D, se calcularan imponiendo las condiciones de contorno en
los bordes x =0, x = a.

3.4.1. Simetrias y antimetrias

Para la aplicacién del método de Levy, uno de los ejes ha de ir desde un borde apoyado hasta
el otro, por ejemplo el eje y. Esto es equivalente a decir que el eje x ha de localizarse en uno de
los bordes apoyados. Sin embargo, el origen de coordenadas no ha de colocarse en una esquina,
como ocurria en el método de Navier. Por el contrario, en el caso de que los apoyos en los bordes
paralelos al eje y sean iguales conviene colocar el eje y en el centro de la placa, a fin de aprovechar
las posibles simetrias de las cargas respecto a este eje, y por tanto de la solucién.

Con los ejes colocados en dicha posicion, si la carga es simétrica se cumplird que p(x,y) =
p(—x,y), es decir, que se trata de una funcién par en x. Si las condiciones de contorno son también
simétricas, entonces la flecha w(x, y) ha de ser también simétrica y por tanto par respecto a x. Si
esto es asi, entonces los coeficientes de la serie w,(x) han de cumplir w, (x) = w,(—x). Eligiendo
una solucién particular que sea par, también ha de serlo la solucién de la homogénea y por tanto
podemos eliminar los términos senh(4,x) y A,x cosh(4,x) puesto que son impares, de modo que
los coeficientes quedaran de la forma,

wn(x) = wh (x) + B,A,x senh(A4,,x) + Cp, cosh(A,,x)

Para determinar B, y C, basta imponer las condiciones de contorno en x = §, ya que, por

simetria, se cumpliran automaéticamente las impuestas en x = —g.

Problema con antimetria

Si la carga es antimetrica respecto al eje central perpendicular a los bordes apoyados, colo-
cando el origen de coordenadas en el centro de uno de ellos, la carga p(x,y) serd impar respecto
a la variable x, es decir p(x,y) = —p(=x, y). De nuevo, si las condiciones de contorno son iguales
en los bordes paralelos al eje y entonces las flecha serd antimétrica y por lo tanto impar en la
variable x. En este caso, tomando una solucién particular impar, desaparecen en la solucién de
la homogénea los términos A,xsenh(A1,x) y cosh(1,x), puesto que son pares, de modo que los
coeficientes de la serie quedardn de la forma,

wn(x) = wh (x) + A, senh(4,,x) + D, A,x cosh(A,,x)

De forma andloga, A, y D, se obtendrdn imponiendo las condiciones de contorno en x = §.

Problema general

Un problema con carga cualquiera, pero en el que los bordes paralelos al eje y sean iguales,
es posible, y conveniente, descomponerlo en suma de un problema simétrico y otro antisimétrico.
Colocando el eje y en el centro de la placa, la carga se descompondra en sus componentes simétrica
y antisimétrica,

p(x.y) =p°(x,y) + p(x,)

siendo,

po(x,y) = %{p(x,y) +p(-x,9)}; prxy) = % {p(x,y) - p(—x,y)}
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Formulario y ejercicios de placas
rectangulares mediante métodos
armonicos

Indice

M.1. Introduccioml . . . . . . . . o o i i i i e e e e e e e e e e e e 69
4.2. Placas delgadas.- Resumen de la formulacionl. . . . . . ... ... .. 70
4.3, Métodode Navier] . . . . . . . oo it ittt ittt ittt 71
4.3.1. Carga uniforme| . . . . . . . . . .. oL e 72

4.3.2. Carga puntuall . . . . ... .. o 73

4.3.3. Carga distribuida en una linea y=mno . . .. .. .. ... .. ... ... 73

4.3.4. Carga distribuida en una llneax =&p.| . . . . . . . . . ... ... L. 74

4.3.5. Carga distribuida en una linea y=f(x)| . . . . . ... .. ... ... .. 74

4.3.6. Momento puntual M,| . . . . ... .. ... L 75

[4.3.7. Momento puntual M,| . ... ... ... .. ... ..o . 75

4.3.8.  Momento puntual en una direccién cualquiera M| . . . . . . .. .. ... 75

[4.3.9.  Momento distribuido m,(x) en una linea y =m0 . . . . . ... ... ... 76

14.3.10. Momento distribuido m,(x) en una linea y=mno| . . . . . . . . ... ... 76

4.3.11. Superficie de carga lineall . . . . .. ... o o000 77

4.3.12. Carga constante en media placal. . . . . . . ... ... ... ... ..., 77

4.4, Métodode Levy| . . . . . o v i i i i i i i i i e e e e e e e e e e e 78
4.4.1. Soluciones particulares para casos simples de cargal . . . . . . ... ... 79

4.4.2. Funcién de carga con coeficientes constantes|. . . . . . .. ... ..., 80

4.4.3. Placa rectangular tetrapoyada sometida a carga unitorme| . . . . . . . . 81

4.4.4. Placa rectangular tetrapoyada sometida a momentos distribuidos M, |

| simeétricos en dos bordes paralelos| . . . . .. ... .00 82
|4.4.5. Placa rectangular tetrapoyada sometida a momentos distribuidos M, (y) |

| antimétricos en dos bordes paralelos| . . . . . . ... 0000 84
4.4.6. Placa rectangular tetrapoyada sometida a una ley de carga lineal| . . . . 85

4.1. Introduccion

En este formulario se muestra el resultado de la flecha para algunos problemas béasicos de
placas resueltos mediante los métodos arménicos expuestos en el desarrollo de la asignatura. Se
afiaden también las formulas principales para el calculo de magnitudes derivadas de la flecha,
tales como los giros y esfuerzos.
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A A
Qu ~J

T

S
<

ng\

Figura 4.1: Esfuerzos sobre las caras x e y frontales

VAR

4.2. Placas delgadas.- Resumen de la formulacién

Ecuacién de gobierno:

p(x,y)
W xxxx T 2 Woxxyy T W yyyy = T
En?
donde D = ———.
12(1 - v2)
A partir del campo de desplazamientos verticales, w(x,y), se obtienen:
s Giros: 5 5
w w
Qx = E =W x; Hy = 8_)) = W,y (41)
= Momentos unitarios:
M, = -D [w,xx + vw’yy] (4.2)
My = =D [wyy+vw ] (4.3)
My, = =2GIwyy=-D(1-v)wy, (4.4)
siendo G = Ef21+v) e [ = k)12,
» Cortantes unitarios:
Ox = =D [Wxx+ Wyl (4.5)
Oy = =D [wyyy+ Wyl (4.6)
» Cortante generalizado en bordes:
Ve = -D [w,xxx+(2—v) w,xyy] (4.7)
Vy, = =D [w,yyy +(2-v) w,yxx] (4.8)
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Método de Navier

4.3. Formulario para el método de Navier

Mediante el método de Navier se obtiene la flecha en forma de serie doble,

w(x,y) = Z Wam sen(mrx) sen(?)
n=1 m=1
siendo,
W = —20m (4.9)
m4DF,,,
donde,

//p(xy)sen ) (b )dxdy

FEl término general de la ﬂecha se obtiene mediante la ecuacion [4.9]a partir del correspondiente
término de la carga pum,- A partir de la flecha, mediante derivacion, pueden obtenerse los giros
y esfuerzos también en forma de serie doble de senos y/o cosenos. Asi,

Ox(x,y) = ZZ@;’Z”COS('?)S@H($)

0,(x,y) = iia;’msen(%)cos(’ﬂz)’)
n=1 m=1

My(x,y) = ZZM;’msen(na—x)sen(g)

M, (x,y) = Z;Mgmsen(%)sen(%m)

it = 5,5 a2 on(2

Q. (x,y) = ii@;’mcos(%)sen(?

n=1 1 )
Q,(x,y) = iiﬂﬁ’"seﬂ(?)m(?)
n=1 m=1
V) = 335 men(2)nf 2)

Il
[
e
3

3

»n

D

=
—_——

S

E
=
~——
—_—
-|§
~
~—

Vy(x,y)

Asi, los giros se obtienen directamente mediante derivacion de acuerdo con de modo que
se obtiene

nmn

" = Wam—
a

gnm = mimn

= Wame

Los momentos se calculan a partir de la flecha con las ecuaciones [4.2] v 4] y por tanto
los términos generales seran,

e = (2] o0 2]
e+ |22
M;y = —D(l—v)wnmm”mr
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es,
= o (1222
o+ own (12 (5]

Finalmente, para los cortantes totales, que se obtienen con las ecuaciones[4.7] y [4.8] el término
general sera,

v = b {2 o (2]

v = o2 o (2

b b

Para las formulas que se exponen a continuacién, recuérdese la siguiente notacién abreviada,

Fon |2 5]
y
sn(x) = sen (?); sm(y) = sen (?)
cn(x) = cos (?) : em(y) = cos (?)

4.3.1. Carga uniforme

Para una placa rectangular tetrapoyada bajo carga constante p(x,y) = pg el término general
de la expansion doble de senos de la flecha es,

16po
Wom = 3 nmaSDF,,
0 Sinomes par

Si ambos n y m son impares

y por tanto
way)= > Y = Wsm()

nmnaSDF,,,
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4.3.2. Carga puntual

Para una carga puntual de valor P aplicada en el punto (£,7), el término general de la flecha
es,

_ 4P, (@)su(n)
o abn*DF,,,

2l plr,y) =pod(r — &y —n)

4.3.3. Carga distribuida en una linea y = 7.

Para una carga distribuida sobre la linea y = 5y de valor ¢g(x) la flecha que se obtiene es,

_ 2qnsm(no)
brn*DF,,,

nm

siendo,
2 a
0=> [ a@swd
a Jo

Recuérdese con esta definicién de g,, q(x) = 2771 gnSn(x).

Para carga distribuida constante g(x) = gg

0 Si n es par
n = 440
nmw

Si n es impar

y por tanto,
0 si n es par

Wnm = —8qosm(no) si n es impar

nmdbDF,,,

de modo que,

[Se]

wieyy = S 00 )

5
n=1,3,5... m=1 nrbD Fym
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4.3.4. Carga distribuida en una linea x = &.

Si la carga g(y) esté distribuida en la linea x = &y entonces,

S 2qmsn(&0)
" anAD F o

siendo ahora,

2 b
an=73 [ sy

y en este caso q(y) = 2n_1 gmSm(Y)-
Para carga distribuida constante g(y) = go la flecha es,

0 Si m es par
Wnm =\ 8405 (£0)

= Si m es impar
mnaDFy,,

y por tanto,

Z 8q0sn(&0)

71_5 DF,. Sn(X)Sm(y)

w(x,y) =
n=1m=1,3,5..

4.3.5. Carga distribuida en una linea y = f(x).

Consideremos ahora un caso més general de una carga lineal distribuida segin la funcion
q(x) en una linea definida en el plano xy segun la funciéon y = f(x).

La definicién de la carga sera,

p(x,y) =q(x)o(y — f(x))

de modo que los coeficientes de la expansién de la carga serén

pon =y [ 405005 (F )2

y por tanto,
Pnm

mtDF,,,
Para el caso particular en que la carga sea constante g(x) = qq, y esté aplicada en la diagonal
de la placa, es decir, f(x) = %x,

an -

290
Pnm = Ténm

donde 6, es la delta de Kronecker y por tanto,

2‘IO(Snrii
brn*DF,,,
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4.3.6. Momento puntual M,

Se considera una placa rectangular, de dimensiones a X b. La placa esta simplemente apoyada
en sus cuatro bordes. El espesor de la misma es h. Los pardmetros del material son E y v. En el
punto de coordenadas (&,n) acttia un momento M.

En este caso,

_AnMc, (€)sm(n)

nm —

m3a2bDF,,,

4.3.7. Momento puntual M,

Se considera una placa rectangular, de dimensiones a X b. La placa estd simplemente apoyada
en sus cuatro bordes. El espesor de la misma es h. Los pardmetros del material son E y v. En el
punto de coordenadas (&,7) actia un momento M,,.

En este caso,

_ 4mMysn (f)cm(n)

an -

m3ab2DF,,,

4.3.8. Momento puntual en una direccién cualquiera M

Se considera una placa rectangular, de dimensiones a X b. La placa estd simplemente apoyada
en sus cuatro bordes. El espesor de la misma es h. Los pardmetros del material son E y v. En
el punto de coordenadas (&,n) actiia un momento M alrededor de una direccién que forma un
angulo a con el eje x.
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\

En este caso,

w(x,y) = M cosa w(x,y) — M sena wM~(x,y)

4.3.9. Momento distribuido m,(x) en una linea y =

Se considera una placa rectangular, de dimensiones a X b. La placa estd simplemente apoyada
en sus cuatro bordes. El espesor de la misma es h. Los pardmetros del material son E y v. En
la linea y = 1o se aplica un momento my (x) distribuido que podra expresarse mediante la serie

my(x) = 2 musy(x), y por tanto, m, = %foa my (x)s,(x) dx.

z
M,(x)
/0
Y
x
a
b
El término general es en este caso:
v = 2 (i20)
" D23 D Fyy,

4.3.10. Momento distribuido m,(x) en una linea y =

Se considera una placa rectangular, de dimensiones a X b. La placa estd simplemente apoyada
en sus cuatro bordes. El espesor de la misma es h. Los parametros del material son £ v v. En la
linea y = ng se aplica un momento my(x) distribuido.

z
My(x)
Mo

<
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El término general es en este caso:
B 2mmpsm(10)
" abr3DFy,

siendo m,, = %/Oa my (&) cm (§) d§

4.3.11. Superficie de carga lineal

Para una carga de la forma p(x,y) = %y, triangular en y, se obtiene,

a
b
0 sin es par
Wnm =9 8po(=1)™ .
——————— i nesimpar
nmnSDF,,,
de modo que,
8po v N\ (=D™
w(x,y) = T 6N Sn(X)sm(y)
De igual forma para una carga triangular en x, p(x,y) = %x,
0 Si m es par
Wnm = 8]70(_1)" . .
—————— Simes impar

nmaSDF,,,

y por tanto,
n

W =22y Y @)

4.3.12. Carga constante en media placa

La carga es constante p(x,y) = pgo, para x € [0,a] e y € [b/2, b].

@loie] 77 |
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Operando se obtiene,

0 Si n par
8po S :
) i ambos n y m son impares
Wnm = ﬂGDannm
8po[1-(-D™*] .
Sin es impar y m par
n8DnmF,,,

4.4. Formulario para el método de Levy

Como ya hemos visto, el método de Levy es aplicable para casos mas generales que el de
Navier, ya que es aplicable a placas rectangulares donde sélo dos de sus bordes, paralelos, estén
apoyados, pudiendo ser las condiciones de apoyo en los otros bordes cualesquiera. A cambio, es
mas complicado encontrar soluciones por lo que, como norma general, aplicaremos el método de
Navier si es factible.

Mediante el método de Levy, suponiendo que el eje x estd sobre uno de los bordes apoyados
la flecha tiene la forma,

W, y) = > wa(x) sen(d,y)
n=1

siendo, 4, = *. El término general de la serie se obtiene con el procedimiento expuesto en la
seccion [3.41

Igual que en el caso del método de Navier, a partir de la expresion de la flecha es posible
obtener la otras magnitudes de interés derivando la formula anterior. Ahora tendremos,

O0x(x,y) = 0% sen(?)
n=1
O nmn
Oy(x,y) = ZO; COS(Ty)
n=1

Mi(x,y) = iM;’sen(mry
-1

My(x,y) = i/\/(; sen(
-1

Myy(x,y) = i/\/(;ly coS(”zr)’)
n=1

b
Qe(x,y) = ;Qﬁsen(?)
Q,(x,y) = Za;cos(?)
Ve(xy) = ;v:sen(?)
V) = 3 cos( ")
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siendo ahora los términos generales de estas magnitudes,

oy = wp(x)
0y = Aawn(x)
ME = -D [w,’,l'(x) - wl?lwn(x)]
M§ = -D [—Aiwn(x) + Vw;l’(x)]
ML, = =D(1 =v)A,wy(x)
Q= =D [w)(x) = 4w, (v)]
Qy = Dy [/lglwn(x) —wy(x)]
VI = =D[w;"(x) = (2= 4w, ()]

VI = DAy [Gwn(x) = (2= v)w; (x)]

Es muy 1util, a fin de aplicar las condiciones de contorno, disponer de estos términos en funcion
de las constantes A,,, B, C,, y D, de las que depende la expresion general de la flecha, dada por,

wn(x) = wh (x) + (A, + B,A,x) senh(A,,x) + (C,, + D, A,x) cosh(A,,x)

Sustituyendo esta expresion en las anteriores, se obtendria una componente derivada de la solu-
cion particular y otra de la general de la homogénea. La primera dependera de la carga concreta
del problema de que se trate, mientras que la segunda puede calcularse para aplicarla a todos
los problemas, obteniéndose,

0" = A, [(Bp+ Cp + Dypdpx) senh(1,x) + (A, + D, + B, A,x) cosh(A,x)]
0;’" = A, (A, + By4,x)senh(A,x) + (C,, + D, A,,x) cosh(A4,,x)]

Mhn = _DA2[((1-v)A, +2D, + (1 = v)B,A,x) senh(1,x)+
2B, +(1-v)C, + (1 =v)D,A,x) cosh(A,x)]
ME" = =D [(=An(1=v) +2D,v — (1 = v) ByA,x) senh(4,x)+
(2B,v-Cn(1=v) = (1 =v)D,A,x) cosh(d,x)]
Mify" = —D(1=v)A2 [(B, +Cp + D,4,x) senh(1,x)+
(A, + Dy + Byd,x) cosh(A,x)]
Q""" = —DA3[2B, senh(1,x) + 2D, cosh(1,x)]
Q" = —Da3 (2D, senh(1,x) + 2B, cosh(d,x)]
yhn = _DAB[(Bu(1+v) = (1 =v)Cy — (1 = v)DyAd,x)) senh(d,x)+
(-A,(1-v)+D,(1+v)—-B,d,x(1 -v)) cosh(1,x)]
VI = =D [(1=v)Ay +2(2 =)Dy + (1 = v)Bpdux) senh(2,x)+

2(2-v)B,+ (1 -v)Cp + (1 = v)D,A,x) cosh(d,x)]

También es titil la expresion de la derivada segunda w” /7 (x) para aplicar directamente algunas
condiciones de contorno, como se vera mas adelante,

wh T (x) = 22 [(A,, + 2D, + By A,x) senh(4,x) + (2B, + Cy + Dy A,x) cosh(A,x)]

4.4.1. Soluciones particulares para casos simples de carga

La solucién particular depende de como sean los términos generales del desarrollo en serie
de la carga, p,(x). Se muestran a continuacién las soluciones particulares para algunos casos
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Formulario de placas rectangulares

simples.
(x) =1 — Wp(x) _ 1
e " pag
1
- PN
pn(x) =X — Wn (x) — D/lélx
1= —+ =L (102
' " DS n
pa) =58 — wP(x) = 1 (m +/12x3)
DAY n
1
_ 4 pon Yo 4
pn(x) =x" — whx) = D/l% (72 + 24/7,”)( +/lnx )
k
pn(x) =sen(kx) — wh(x) = LX)Q
D (k2 +22)
k
pn(x) =cos(kx) — wh(x)= L}c)z
D (k% +22)
k p ekx
pn(x) =" — wi(x)= ———
D (k? - A3)°
h(k
pn(x) =senh(kx) — wh(x)= M
D (k2 — A7)
h(k
pn(X) = COSh(kx) SN Wﬁ(x) _ M
D (k%2 - 22)

Notese que si p(x,y) = f(x)g(y) entonces,

Pn(x) = gnf(x)

2 b nmy
gn = 5/0 g(y) sen(T) dy

4.4.2. Funcidén de carga con coeficientes constantes

siendo,

Un caso particular que vamos a desarrollar en més detalle es aquel en que la carga es constante
en x, es decir, solo depende de la variable y. Entonces el término general de su desarrollo en senos
es constante, es decir, p,(x) = p,, de modo que

p(x,y) =p(y) = D" pusen(dny)
n=1

siendo,
nmw

pn(x) =pn = %/Obp(y) sen( by) dy

DPn
Da:-

Para este caso de carga la solucién particular es la constante wh (x) =
La soluciéon completa de la ecuacién serd,

D4

n

wi(x,y) = Z [ Pn + (A, + B,A,x) senh(4,,x)+

n=1

(Cy + Dy Aux) cosh(A,x) [ sen(A,y)

m ()OO (2 de junio de 2022)




Método de Levy

Los giros y esfuerzos correspondientes a esta solucién particular son:

DA}
pn Pn pn Pn pn _
Mx —V—2, My /1_27 Mxy -

n n

n n p

Q)I: —0; ng ﬂ_n

n

p

V=0 et

n

4.4.3. Placa rectangular tetrapoyada sometida a carga uniforme

Se considera una placa rectangular, de dimensiones a X b, simplemente apoyada en sus cuatro
bordes y sometida a una carga uniforme de valor pg.

El desarrollo de la carga es,

que operando conduce a,
0 Sin es par
Pn(x) =pn = @
b,
Puesto que el término de la carga es nulo para n par, y puesto que no existen cargas en los
apoyos, los términos pares de la flecha también son nulos, de modo que solo es necesario calcular
los términos impares.

Si considera la referencia R(O;x,y, z) mostrada en la figura entonces la flecha es par en x y
por lo tanto su término general serd de la forma,

Si n es impar

4
wu(x) = DZI:/(I)E’ + By Aux senh(A,x) + Cp, cosh(4,,x)

n

Las condiciones de contorno en los bordes x = +§ son las de apoyo simple, es decir,
a a
w(£5.y) =0, M (£5.5) =0
( 9 ) *\F
que puesto que el borde es recto se reducen a,

a a
w(5) =0 wa(£5.) =0

Teniendo en cuenta el desarrollo de la flecha y de su derivada segunda, estas condiciones sobre
la flecha implican las siguientes condiciones sobre su término general,

a 1 a
wa (25) =05 i (£5) =0
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Formulario de placas rectangulares

Sustituyendo aqui el valor de w,(x) se obtiene, tras algunas simplificaciones,
4po

Db}
Bna, senh(ay) + (2B, + C,) cosh(a,) = 0

0

+ B, senh(ay,) + C, cosh(ay,)

siendo @, = 5. Esta condicién solo es necesario aplicarla en uno de los bordes, ya que se

obtienen las mismas ecuaciones en ambos. Restando estas ecuaciones se elimina la incognita G,

4po
DL — 2B, cosh(ay,) =0
de donde se obtiene,
_ 2po
" DbA3 cosh(ay)
A partir de este valor, de la primera ecuacién se obtiene,
2
W= —+ (2 + ay tanh(ay))
DbA; cosh(ay,)

y por tanto el término general de la flecha es, para n impar,

2po

m [2 cosh(ozn) + Apx senh(/lnx)—
n n

wy(x) =
— (2 + a, tanh(ay)) cosh(4,,x)]

— M — nma
¥y wa(x) = 0 para n par, siendo @, = -5

4.4.4. Placa rectangular tetrapoyada sometida a momentos distribuidos M,
simétricos en dos bordes paralelos

La placa esta simplemente apoyada en sus cuatro bordes, pero en dos bordes paralelos actiia
una distribucion de momentos simétrica, My (y).

Se considera la referencia R(O;x,y,z) mostrada en la figura de modo que la solucién sera
par, ya que los momentos son iguales y de sentido contrario, tal y como se muestra en la figura:
M, (y,b/2) = M (y,—b/2). Obsérvese que los momentos son positivos considerando su signo como
momentos flectores M.

Desarrollando el momento en serie como:

Me(y) = > Mysen(d,y)

n=1

siendo A, = %, los coeficientes M,, se obtienen integrando:
9 b
My= 7 [ i) sen(y) dy
0
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Método de Levy

En este problema no hay cargas p(x,y) aplicadas, de modo que p,(x) = 0 y por tanto
wP(x) =0, y teniendo en cuenta, la simetria,

wy(x) = Byd,x senh(A,x) + C,, cosh(4,x)

Para este problema las condiciones de contorno en x = +5 son,

" (ig’y) 0. M, (ig,y) = My (y)

Veamos la tltima de estas ecuaciones. Sustituyendo las expresiones de M, y M,(y) en términos
de series de senos,

iM;‘ (g) sen(?) = iMn sen(%) ; Vy € [0, b]
n=1 n=1

de donde se deduce que ha de cumplirse la igualdad término a término,
a
M (5) = M
y por tanto,
(a4 9 a M,
Wu (5) - v/lnwn (5) = —F

Teniendo en cuenta que la primera ecuacién de contorno se reduce a w,, (%) =0, la ecuacién de
momentos queda,

Solo es necesario aplicar la condiciéon en uno de los bordes, ya que al imponer que la funcion sea
par, la condicién de contorno en el otro borde se cumple automaticamente.

Utilizando las expresiones de la flecha y su segunda derivada se llega a las siguientes ecuaciones
para las constantes B, v Cy,

Il
o

C, cosh(ay,) + a, B, senh(a,,)

(2B, + C,)) cosh(ay,) + a, B, senh(a,) = -

Restando a la segunda la primera se llega a,

M,
2B,, cosh(ay,) = _D/l?,
y por tanto,
" 2DA2 cosh(an)
v sustituyendo en la primera ecuacion,
_ M,a, tanh(a,)
" 2D A2 cosh(ay,)

v en conclusioén,

M,

24, D cosh(a,) [g tanh(a,) cosh(4,x) — x senh(/lnx)]

Wn (-x) =

siendo @, = %F
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Formulario de placas rectangulares

4.4.5. Placarectangular tetrapoyada sometida a momentos distribuidos M,(y)
antimétricos en dos bordes paralelos

En este caso en dos bordes paralelos actia una distribucién de momentos antisimétrica,
M (y)-

Se considera la referencia R(O;x,y,z) mostrada en la figura. Los momentos aplicados en
los bordes son antimétricos, de modo que con la referencia escogida la flecha serd impar en x.

Obsérvese que el momento aplicado en el borde x = § es un flector M positivo, y negativo en
a

el borde x = -5

Desarrollando de nuevo en serie el momento:
My(y) = )" My sen(d,)
n=1

siendo A, = %F, los coeficientes M,, se obtienen integrando:

2 b nmwy
M= /0 M) sen("2) dy

Las condiciones de contorno en el borde x = %, igual que en el caso anterior, se reducen a,

9 -
|

Wn
144
W ( -

N N

M,
D
pero ahora la flecha es,

wy(x) = A, senh(A,,x) + D, A,,x cosh(4,x)

puesto que los términos pares desaparecen. Las ecuaciones que han de cumplir entonces las
constantes A, y D, son,

A, senh(a,) + a,D, cosh(a,) = 0
M
anD, cosh(ay) + (A, +2D,)senh(a,) = - n2
Da;
cuya solucién es,
A anM,, coth(a,)
" 2D A2 senh(a,,)
" 2DA%senh(ay)

v finalmente el coeficiente general de la flecha que se obtiene en este caso es,

M,

Wa(x) = 2D, senh(a,)

[g coth(ay,) senh(A,x) — x cosh(4,x)

con a, =

()OO (2 de junio de 2022)
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Método de Levy

4.4.6. Placa rectangular tetrapoyada sometida a una ley de carga lineal

Se aplica una carga distribuida lineal en la variable x, de valor maximo ¢, tal y como se
muestra en la figura.

q
3 3
20 ,_
7/
/ / /
________ | Dr—= 4
|
I ! a
| |
|
| 1K
________ -4 l
] f
x
Para la carga la expresion es,
2gx
p(x’ )’) =
a

de modo que su término general del desarrollo en serie es,

2 b2qx nmy
P = [ sen( )

que operando da,
8qx

abl,
para n impar, y p,(x) = 0 para n par. De nuevo, puesto que los términos pares de la carga son

nulos, también lo seran los de la flecha.
Para la carga lineal una solucién particular serd también lineal wh (x) =

pn(x) =

8gx
Dabad "

Puesto que
la carga es antisimétrica la solucién buscada serd de la forma,

8qx
Daba)

wy(x) = + A, senh(A4,x) + D, A,,x cosh(4,x)

Las condiciones de contorno en los bordes son,
a a
w (ii’y) =0; M, (ii,y) =0
que se reducen a,
a L a
wa (£5) =00 i (+5) =0
v que en términos de las constantes quedan,

4q
Db}
(A, +2D,)senh(a,) + D,a, cosh(a,,) = 0

+ A, senh(a,) + Dyay, cosh(ay,) = 0

y reordenando y agrupando términos,

senh(a,)A, + a, cosh(a,)D,

senh(ay)A, + (@, cosh(a,) + 2senh(a,))D,
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Formulario de placas rectangulares

cuya soluciéon se obtiene facilmente restando ambas ecuaciones,

2q
A, = ———[2+a,coth
" bDA2 senh(ay,) [2+ax (an)]
2q

bD A senh(ay,)

n
v se obtiene para la flecha,

2q

4
————— | —senh(a@,)x—
bD 2} senh(ay,)

a

wi(x) =

[2 + @, coth(ay,)] senh(A,,x) + A,,x cosh(4,,x)

para n impar, y w,(x) = 0 para n par, de modo que,

C 2q 4
w(x,y) = ——— | —-senh(a,)x — [2 + @, coth(a,)] senh(4,x)+
(x.3) ; PDT somh(al) [a (a)x = [2+ @y coth(ay)] senh(4,x)

Anx cosh(/lnx)} sen(A,y)

nm

siendo A, = -y @ = G-

NN
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Capitulo 5

Placas Circulares
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5.1. Introducciéon

FEn ingenierfa existen muchas situaciones que corresponden al comportamiento tipo placa en
elementos de geometria circular (fondos de depositos, tapaderas, diafragmas de bombas, discos

de turbinas, compuertas de submarinos y aviones, etc.).

Es conveniente realizar el estudio de placas circulares en coordenadas polares. Este estudio se
reduce a transformar el problema de coordenadas cartesianas a polares, cuyas relaciones bésicas

se expresan a continuacion

x =rcosf y=rsenf r?=x? +y? Gztan_lz
X

YA

4

"
Tk L

Figura 5.1: Coordenadas Polares
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Placas Circulares

=

En referencia a las ecuaciones anteriores, se obtienen las expresiones derivadas

or x p 00 y sen 6
— = = =cos — ===

ox r Ox r2 r
or y 00 x cosé
— ===senf — ===

oy r dy r? r

Estas expresiones permiten obtener las derivadas de la flecha.

ow owor 0Owadl Ow 10w
— — = cosf) — ———send

ox T orox @9ox  or r 06
é_w - a_wg+a_wﬁ_a_wsen9+la—wcost9
dy — drdy 009y Or r a6

Dichas derivadas al sustituirlas en la ecuacién homogénea obtenida en coordenadas cartesianas
permiten obtener la ecuacion diferencial en coordenadas polares. A continuaciéon, para una mayor
compresién se van a desarrollar todas las ecuaciones siguiendo la metodologia que se realizd
anteriormente para placas en coordenadas cartesianas.

5.2. Ecuaciones de equilibrio en coordenadas polares

Las placas circulares siguen las hipotesis de Kirchhoff para estudiar su comportamiento (Sec-
cion [1.2). Se definen los esfuerzos a partir de las tensiones:

h
2
M, = /h 707 dz
-3
h
2
My = . 709 dz
-2
h h
2

Las ecuaciones de equilibrio se obtienen estableciendo el equilibrio en un elemento diferencial
de placa en coordenadas polares. En este caso, las ecuaciones de equilibrio de fuerzas en el plano
de la placa estaran desacopladas de las demdas y no serd necesario tenerlas en cuenta ya que
describen el comportamiento tipo laja.

Equilibrio segiin la direcciéon z

0Q, 0
(Qr+6£dr) (r+ dr) d@—erdQ+(Q9+%dQ) dr—Qodr+prdrdf=0
r

simplificando
aQr+1—8Q9+&+ =0
or r 906 r p=
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Ecuaciones de equilibrio en coordenadas polares

Figura 5.2: Elemento prismético diferencial en coordenadas Polares

( ter2ate> ' 2 g
‘M %L“g/f)(rs»dr)da ~ : M e
(i by )(ﬁd«)a?% |

—n
3 2Me =3
. A : 55 AL
(Mmﬁ gg/r)(fd()da ‘ a/ 5 (%/lpda L.

Figura 5.3: Equilibrio del elemento prismético diferencial en coordenadas Polares
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Placas Circulares

Equilibrio de momentos alrededor del eje circunferencial

(Mr+ 8(/9\:(, dr) (r+dr)df— Mgrdf—Q,rdodr
oM, do Mg do
+ (M,g+ 50 do| dr — Mg dr — M, ¢ dr7 - (M9+ 50 d@) dr7 =0

simplificando

oM, 1oM,9 M, - My B
or +r 00 * r Q=0

Equilibrio de momentos alrededor del eje radial

oMy
00

aMrH
odr

(Mg + d@) dr — Mg dr + (Mrg + dr) (r+ dr) do

a/\/(rH
00

de

== -0
2

do
—MrgrdG—Qgrder+(Mrg+ d@) drT + M, g dr

simplificando

or r 00 r

Sustituyendo las ecuaciones de momentos en la cortantes se obtiene una ecuacién dnica de
momentos

-Qg=0

’M, +162Mr9 1My —l(M M )+16M, _1aMg +162Mr9
or? r 0rd8 r2 06 r? " O or r or r 0rdo
1 32/\/(9 2 OM,¢ laM, 1 0M,¢

1
2 e T ae Trar T2 g T Mo Mrp=0

simplificando

PM, 20M, 1My 1My 20°Mrg 2 OMyg
or? r Oor r Or r2 062 r ordd r2 90

5.3. Relacion esfuerzos-movimientos

Las hipétesis erspecto a la norma implican:

Yoz =0
Yxz =0
8149 1ow
—_— = ﬁ
0z r 06
ou, ow
==
0z or
siendo —a = HB"Z’ la pendiente en direccién radial y —f8 = %%LZH la pendiente en direccion circunfe-
rencial.

Los movimientos, de acuerdo con las hipétesis de Kirchhoff de la normal permanezca recta
son

0
ur(r,e,Z) = u?(r,@)—azzug(r,g)_za_‘:}
u@(ryHaZ) = M%(V,Q)—ﬂz:ug(r’g)_z(z_‘;}
”z(r,e’z) = W(r,@)
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Figura 5.4: Desplazamiento deformada

Las deformadas en coordenadas polares son

ou, oud 9w
&r(r.0,2) = ar _ or _Zﬁ

u  1oug _[u) 10ug) z (9w
0, S il A ot i 2 I
eg(r,0,2) . + = (r S :
ow
e, (r,0,2) = a_zzo
10u, Oug ug 1 0u? (914% u%
9, = - +—2_Z_|Z + _ Y
vro(r,0,2) r 00 or r (r 00 or r
oug 10dw
Yor(r0.2) = GG T Wy E
ou, Ow
yrz(ra 97 Z) = az + E = _W,xy z

Las relaciones tension-deformacién son

1
& = E (or —vog)
1
€ = E (oo —voy)
1
Yro = Eo-rﬂ
La relacién inversa es
or = 1_,2 (e, +veg)
_ E
oo = T3 (Eetver)
Org = G%e

ar  rae?

Relacién esfuerzos-movimientos

(5.1)

R. Gallego, A.E. Martinez Castro & E. Puertas Garcia (Universidad de Granada)
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Placas Circulares

=

xZ -
| LZ
{
4 20
Tl
N Mg A0 Mea " Moo LiSro

Figura 5.5: Cortante efectivo

Sustituyendo las expresiones de las deformaciones en éstas se obtiene

_E 6u9+ u9+15u% N E [ 62w_vz 8w+162w
T T2 e T T o0 12| %82 " 7 \or "7 oe2
_E u? . 10u) . ou? E [-z(60%*W . 10%w a*w
70 = 1-v2{\r r 00 v or 1—-v2 | r \Or2 r 062 v or?
ou®  ou’ ul 2
oy = G|[L124r Mo Mo _z (207w 20w
r 060 or r r\ordd r 00

Los esfuerzos pueden obtenerse integrando en el espesor las tensiones
Teniendo en cuenta que

Se obtiene
v 1
M, = -D [w,rr + - (w’r + —w,%)] (5.2)
r r
1 1
My = -D [; (w,r + ;W’gg) + VW’rr] (5.3)
1 1
Mg = =-D(1-v) [—W’rg - —2W,g] (5.4)
r r

siendo D = (£ y 2G1 = 52f85 = D (1 - v)

Los esfuerzos cortantes se calculan a partir de las ecuaciones de equilibrio sustituyendo en
dichas ecuaciones las expresiones obtenidas para los momentos:

9 1 1 9 (s
Q = _DE [w,,r + —3W.00 + ;w,r} = _DE (V w) (5.5)
10 1 1 10
= —U—— rr ¥ 5 Wy | = U7~ V2 -
Qg Drc’)@ [w’ + r2w’90+ W, ] Dr60 ( w) (5.6)
El cortante efectivo
1OM,q 0 (o 1 83w 1 9%w
= Q-2 - plZ|(v 1-v) = —(1-y =22
Vo= QT [a (v3w) +(1-») Zarar 1Y) 5o
OM;g 10 (s 103w 23w 2
- 20~ pl=Z (v 1-v) = - = =
Ve Qo+ ar [r a6 ( W) +1=) (r 9r296  r2ard0 3"l
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Ecuacion de la deformada

ot
N

5.4. FEcuacion de la deformada

Sustituyendo los momentos en funcién de la flecha en la ecuacién de equilibrio y después de
agrupar términos se obtiene

2 2 1

1
-D W rrrr + _ZW,VVH + _4W,0900 + =W rrr — _3W,r00 - _QW,rr + _4W,09 + _3W,r +p= 0
r r r r r r r

que puede expresarse de la forma

02 19 197\ (0°w 1ow 19w\ _p
or2 ror r200)\or2 ror r2002) D

o lo que es lo mismo

vy =L ¢ paw=L
D D
o bien
Viw = 4 6 Alw= 4
D D

92 10 102 i
— + —— + — — el operador laplaciano en coordenadas polares.
or?2 ror r?

iendo V2 = A =
sS1endo 86

5.5. Condiciones de Contorno

Las condiciones de contorno en coordenadas polares son

Borde empotrado en r = cte

Borde apoyado en r = cte

o lo que es lo mismo

v 1
w=20 Wor+— (w,r + —w,gg) =0
r r

Borde libre en r = cte Imponemos que el cortante efectivo debera ser cero ademéas del mo-
mento flector
M, =0 YV, =0

Por tanto, las condiciones sobre el contorno seran

% 1
Wert+—|W,r+-wego|=0
r r

a3 1 02
id (1—v)——W:O

5 (V) + 1= : 3 662

or 2 0rof?
Apoyo elastico en r = cte La condicién de cortante efectivo sera:
V,+kw=0

donde k es la constante del muelle repartido equivalente

0 (o 1 8w 10°w  k
7 (V) + =9 g = (=) g + 5w =0
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Placas Circulares

=

Figura 5.6: Cortante efectivo

Borde empotrado en 6 = cte La formulacién de coordenadas polares es tutil no sélo para
placas circulares completas sino para aquellas placas que tienen forma de corona circular, sector
circular o sector de corona circular. En estos dos dltimos casos existen bordes que tienen coor-
denada 6 constante y en las que varia la coordenada r. Las condiciones de contorno para esos
casos se describen a continuacién.

S
Il
o

W= 0
Borde apoyado en 0 = cte
w=0 Mg =0

o lo que es lo mismo

w=0 W 00 = 0
En las esquinas a 902 de un borde apoyado hay unas cargas concentradas de valor 2M,¢ de
forma semejante al caso de placas rectangulares.
Borde libre en 6 = cte
My =0 V=0

que se representa por

o)
—|(w,+-woe|+vw,=0
r r

10 1 0w 20w 2

——(V2w)+(1—v)(

il =0
roo * W’H)

ror200 r2orof  r3
Apoyo elastico en 6 = cte

Vo +kw =0
5.6. Placas circulares con flexion axisimétrica

FEn placas con geometria, cargas y condiciones de contorno con simetria de revolucién, las
relaciones estudiadas se simplifican notablemente.

()OO (2 de junio de 2022)




(@28
D

Placas circulares con flexion axisimétrica

Figura 5.7: Elemento diferencial con simetria de revolucion

En las expresiones estudiadas todas las derivadas % son nulas y u%, ademaés algunos esfuerzos
son también nulos.

Qo=0 M,9=0

Las ecuaciones més importantes estudiadas hasta ahora quedan

Ecuaciones de equilibrio

AT T
or r p=
oM, M,-M
H_Qr:
or r

Despejando el cortante Q, en la segunda expresion y sustituyendo en la primera se obtiene

M, 20M, 1My
+ - - - +

0
or2 r or r or
Deformaciones y tensiones
o’  9*w
£, = _
" ar  “or
u  zow
gg = ———-——
0 roror
go = 0
E ou’ N u? N E ’w vz ow
g, = y— —_
" 1-v2| or r 1—v2| %2 7 or
E [u N ou’ E [-z8%w 0*w
g9 = — +v — -y
0 1-v2|r or 1-v2 | r 0r? “or?
org = 0
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Placas Circulares

=

Esfuerzos
Mr = =D [W,rr +—-w r]
1
Mo = =D |:—W’r + VW,rr]
r
M,g = 0
0 1
Qr = -D— [W,rr + _W,r:|
or r
Qe = 0
Ecuacion de la deformada
V2v2y = L
D

2
siendoV2=d— 11—1i( d)

—_ = — r—
dr? rdr rdr\ dr
Por lo que podemos escribir la ecuacién

1d d|(l1d | dw p
rdr {rﬁ [?E (rﬁ)]} D
La solucién de la ecuacion deformada es de la forma
w=wp+Wwp,
siendo wy, la solucion de la ecuacién homogénea y w, una solucién particular de la ecuacion

diferencial.
La ecuacién homogénea es facilmente integrable

1d d|(1d{ dwy
——r—|-—[r—=]||{ =0
rdr | dr |rdr dr
d|(1d{ dwy
" [m(f dr )} = Co

d|ld( dwy _Co
dr rdrrdr o

d(d
o (r%) =rColnr+rCy
dwp, 1][r2lnr r2 r Cy
ar —;[ y T |Corat T
C1r2

Wh +T+C21nr+C3

e r2lnr 2 r?
2 2 4 4

Estas expresiones normalmente se expresan por

wh=A+Blnr+Cr’+Er’lnr

5.7. Placas circulares bajo carga no axisimétrica

En este caso se debe resolver la ecuacién biarménica general

vy = £
D
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Placas circulares bajo carga no axisimétrica

Para buscar la solucién general de la ecuacién homogénea V2V2w = 0, dado lo dificil del
problem, tendremos un desarrollo en serie de Fourier en sentido circunferencial
-
Wy = (Rm cosmg + R, senmg)
m=0
donde R,, vy R;, son funaciones de r
Sustituyendo esta expresion en la ecuacion diferencial tenemos

i d? .\ 1d m?\[d?R,, .\ 1 dR,, m2R
— = ||+ - - = cosm
=~ dr? rdr r? dr? r dr P2 0

S (d> 1d m?\(d’R, 1dR, —m>
+E —_— = - + = - —FR/ =0
O(dr2 rdr r2)( dr? r dr r2 m)senmg

Dada la ortogonalidad de las funciones trigonométricas, debe cumplirse:

d> 1d m?\(d*R, 1dR, m?
- =Ty m___ =0 VYm=0,1, ...
(dr2 rdr  r? ) ( dr? r dr r? m) "
> 1d m?\(d?’R, 1dR, m?
- 4= _ + = - —R’ =0 Ym=1,2,...
(dr2 rdr r? ) ( dr? r dr r? m) "
Estas ecuciones diferenciales tienen soluciones generales de la forma
Ry = Ao+Bor’+Colnr+Eorlnr
R = Aur+BirP+Cur ' +Eirinr
Ry = Apr™+ Bur™2 4+ Cpr ™™ + Epyr ™2 Vm > 1

La expresion para R}, es idéntica para m > 1 (no teniendo sentido para m = 0).

Las soluciones de R, y R;, se sustituyen en wj, y w = wj, + w,, obteniéndose las constantes
de las condiciones de contorno.

Como puede verse Ry produce wy, que no depende de 6 y representa la respuesta a la parte
uniforme de la carga sobre la placa. Es ademas evidente que Ry tiene la misma expresion obtenida
para wy, en el caso de carga uniforme.

El uso de una descomposicién en serie de Fourier segiin € permite obtener la soluciéon para
muchos tipos de carga.

El proceso sera: Descomposicién de p es serie de Fourier

p=po(r) +me (F)Cosmg+Zp,'n (r)senmg
i i

A lo que le corresponde una solucién de la forma

[

[ee)

’

w=wp+w, = Z (R cosmg + R}, senmyg) +Z (ancosmg +R}F senmg)
0 0

w= Z (Rm + Rp) cosmg + (R;n + R:f:) senmg
0

Para cada término del desarrollo ya sabemos como son R, v R;,. Las partes correspondientes
a la solucién particular se obtendran de

d2 1d 2 d2Rp ]_dRp 2
L . -e._n m 2@m M pr) — 0 Ym=0,1,...
dr? rdr r? dr? r dr r2

> 1d m®\(d®RE 1dRE m®
a m mo28m M prl 2 0 Vm=1,2,...
dr?  rdr r?

dr? r dr r2- "

Las constantes se calcularan imponiendo las condiciones de contorno sobre cada término de
la serie, por lo que estas condiciones también deberan desarrollarse en serie de senos y cosenos.
El método es valido también para sectores circulares.
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Capitulo 6

El Método de los Elementos Finitos
para placas
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6.1. Introduccién

En los capitulos anteriores se han presentado métodos clasicos de resoluciéon de placas apli-
cables a geometrias simples y bajo ciertos tipos de cargas y condiciones de contorno. Pero no es
siempre posible utilizar estos métodos en la resolucién de problemas de placas més complejos. En
esos casos se recurre al empleo de métodos métodos aproximados para la resolucion del problema.

Los métodos aproximados mas empleados en la resolucién de placas se pueden dividir en dos
grandes grupos:

1. Métodos indirectos: Estos métodos permiten obtener valores de funciones desconoci-
das mediante la discretizacién de las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema
de contorno. Dentro de estos métodos destacan el Método de las Diferencias Finitas, el
Método de los Elementos de Contorno y el Método de Galerkin.

2. Métodos directos: Estos métodos emplean métodos variacionales para determinar los
campos numéricos de funciones desconocidas evitando las ecuaciones diferenciales. Entre
estos métodos destaca el Método de los Elementos Finitos (el més extendido actualmente
y el que vamos a estudiar a continuacion), aunque también encontramos el Método de
Rtz

6.2. El Método de los Elementos Finitos

El Método de los Elementos Finitos (MEF) se basa en discretizar el continuo en elementos
més simples y ensamblarlos. Asi, una placa se discretizard en un nimero finito de elementos que
se conectan en sus nodos y sobre sus bordes. Las variables a calcular en el problema (flechas,
esfuerzos unitarios, tensiones) se asignan a los nodos. Las condiciones de equilibrio y compati-
bilidad se deben satisfacer en cada nodo y sobre los contornos entre los elementos finitos. Para
determinar las variables incégnita del problema se emplean principios variacionales dando como
resultado un sistema de ecuaciones.
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El Método de los Elementos Finitos para placas

Existen miltiples referencias para el cédlculo mediante el MEF entre las que destaca la refe-
rencias de Zienkiewicdl|y Huges]

6.3. Teoria de Placas de Kirchhoff

Toda la teoria estudiada en los capitulos iniciales sobre la teoria de placas de Kirchhoff es
valida. En estas notas se recogen los principales aspectos que permiten describir el MEF.

Campo de desplazamientos

Se denomina wvector de movimientos a aquel que contiene los desplazamientos y giros de un
punto del plano medio de la placa. Estos desplazamientos se basan en la hipdtesis de deformacion
recta de la normal que sélo se cumple para placas de pequeno espesor. Para placas de moderado

y gran espesor (% > 0,10) la distorsién de la seccién aumenta con la deformacion de forma que

se pierde dicha ortogonalidad entre la normal y el plano medio. En esos casos es necesario aplicar
otras teorfas como la de Reissner-Mindlin o incluso hay que aplicar la teoria de elasticidad
tridimensional para los casos més acusados.

() ()

Campo de deformaciones, tensiones y esfuerzos

T
u=

Se define el vector de deformaciones independientes de la placa como

6_[6 e e ]T_ _52W_62W 9 62W T_S?
= x> €y, Exy = Zax2, Zay2, Zax(')y — 7
donde
1 00 i i o
S=-2[0 1 0| =—ch g = %5 0y 28%
0 01

siendo € es el vector de deformaciones generalizadas de flexion y S es la matriz que relaciona
la curva en la superficie media en la deformacién en cualquier punto sobre el espesor.
El vector de deformaciones tiene asociado el vector de tensiones

T
o =[x 0y, 0y ]
La relacion general entre tensiones y deformaciones es
o =De

siendo la matriz constitutiva D para un material isétropo

1 v 0

E
D=1 5 vy 1 0
-V 1—
00 5~

Cabe destacar que la matriz constitutva coincide con la obtenida para un problema de tensiéon
plana debido a que en ambas teorias se tiene la hipotesis de tensién normal nula a través del
espesor.

El vector de esfuerzos se define integrando las tensiones sobre el espesor de la placa

B oy i
2 2
af = [Mx»My, Mxy]T = /—h ST O_y dZ = /_h STO-dZ

2 2

Oxy

1 Zienkiewicz, O., The Finite Element Method, McGraw-Hill, London, 1977.
2Hughes, T.J.R., The Finite Element Method, Prentice-Hill, Englewood Cliffs, New Jersey, 1987.
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Teoria de Placas de Kirchhoff

Figura 6.1: Cargas aplicadas en la placa

Sustituyendo en esta expresion la relacién entre tensiones y deformaciones se tiene

3 3
o =/_h sTDedz=/_h S"DS€; dz = Drey

2 2

—~ 3 h
donde D¢ = fj STDSdz = f,f, 722Ddz es la matriz constitutiva a flexion generalizada.
- -

Principio de los Trabajos Virtuales

El Principio de los Trabajos Virtuales para el caso de una placa que estd sometida a cargas
distribuidas constantes t y fuerzas puntuales p; en superficie se escribe

/f/66T0'dV=//t5quA+ZduiTpi (6.1)
con

T T
su=[ow,6(%2).5(%)| 0w = [owis () .6(%) |
T T
t= [fZ3mX3my] 7pi= [PZ,‘9MX[’My[]
siendo ou el vector de desplazamientos virtuales, t el vector de cargas distribuidas y p; el
vector de fuerzas puntuales.

Las caracteristicas del problema de flexién de placas permiten simplificar la integral de vo-
lumen en otra sobre el plano medio de la placa en funcién de los esfuerzos y las deformaciones

generalizadas.
6U:///66TodV:///[Sé’e}]TO'dV:
\% |
h
=//5?fT /ZSTO'dz dA://a?fT’&fdA
A =0 A

Sustituyendo en la expresion dada para el PTV queda

//@T&fdA://taquA+Zéufpi
A A 7

También podemos escribir el trabajo de deformacion virtual de la placa

wf}

Analizando el integrando de esta expresion vemos que aparecen las segundas derivadas de la

flecha, lo que exige que tanto w como su primera derivada sean funciones continuas (de clase
ch).

R. Gallego, A.E. Martinez Castro & E. Puertas Garcia (Universidad de Granada) @@w
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El Método de los Elementos Finitos para placas

2b| E=-1

1 n=-1 2 b

R fNi:(Haia)(Hnm)maiamm—f—nz)/x
[Npw; + NG+ Ni (G 4 Nima(@=1) &+ &) (14 nm) /8
Iﬁfb(112—1)(T1+m)(1+§1§)/8

<
Il
-

Figura 6.2: Elemento de placa rectangular de cuatro nodos no conforme

6.4. Elementos de placa rectangulares

Se considera un elemento de placa rectangular (figura [6.2]). En cada nodo existiran tres
variables denominadas desplazamientos nodales que estan definidas en su plano medio.Estas

variables son la flecha w; y los giros sobre los ejes x e y, (%—V;)., (%—V;)., respectivamente. Estas
l l

() (T
“\ox ), \ay),

El elemento estd sometido a una carga p (x,y) en su superficie y a fuerzas puntuales y
momentos externos P;, My;, My; en sus nodos.

variables se expresan en forma madtricial

u; =

Al considerar que el elemento es rectangular, estard definido por cuatro nodos y como es ne-
cesario definir tres variables para nodo, habra que establecer un polinomio de 12 términos para
definir la aproximacién de la flecha. Al analizar los polinomios completos, los de tercer grado tie-
nen 10 términos por lo que son insuficientes mientras que los de cuarto grado tienen 15 términos,
siendo necesario omitir algunos de sus términos. MeloshP|y Zienkicwicz y Cheungf’| desarrollaron
el elemento rectangular de cuatro nodos no conforme que tiene la siguiente aproximacion

w (X, y) = @1 + @ox + @3y + QX2 + @5y + @6y + @7x> + agx’y +

+cx9xy2 + a/10y3 + allx3y + aquy3
Los parametros @; se obtienen imponiendo la flecha y giros en los nodos del elemento.
a® ow ow ow ow
= Wi\l — | s|—| s---sWa, | — | ,|—— =
1axlay1 46x48y4
= Alay,as,as,...,a10,a11,¢12]" = Aa

Y por tanto
a=A"tal®

3Melosh, R.J., Structural analysis of solids. J. Structural Engineering, ASCE, 4, 205223, August 1963.
1Zienkiewicz, O.C. and Cheung, Y.K., Finite element procedures in the solution of plate and shell problems.
In Stress Analysis, O.C. Zienkiewicz and G.S. Holister (Eds.), Chapter 8. John Wiley & Somns, Chichester, 1965.
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Elementos de placa rectangulares

2 2 3 2 2 3 3 3
X1 Y1 X3 Xx1yr yy Xy X3yr  X1yy Y1 XY1 X1)y

1 0 2x1 1 0 SX% 2x1y1 y% 0 3x%y1 yif
con A = 01 0 xx 2y 0 X% 2xiy 3)’% x:f 2961)’%

0 0 1 0 xg 2y4 O xi 2x4y4 3y4 xi 2x4y4

Teniendo en cuenta que la flecha la podemos escribir a partir de las funciones de forma

w = Na'®
Combinando ambas ecuaciones de obtiene
w=Pla=P A 'al® = Na®
De donde se obtienen la matriz de funciones de forma que permiten aproximar los desplazamientos
N=P'A™

; 2 2 2 2 T
siendo P = [1,x,y,x%,xy, y%, x3,x2y,xy2, y3, x3y, xy3]
Las funciones de forma escritas de forma explicita son

- aW — 6W (e)
w:Z Niw; + N; = +Nl-E — Na

siendo "
e
4
2
N =[Ny, Ny, N3, NyJ; @ =§ 2+
a3
(e)
ay
y

— = T
N; = [Ni,N[,Ni]; al(e) = [Wi, (‘;—V;)., (%—V;) ] son la matriz de funciones de forma y el vector
1 1
de movimientos de un nodo i del elemento.
La matriz de deformacién generalizada de flexion se obtiene

Pw 9%w
? = s B a B a(e)
S [8X2 dy?’ axay] ; % 4

con _
9°N;  9*N; 03N,
Ox2 Ox2 ox2
_ _| 92N, 9°N; 6*N
By =[Bsi.Bs.ByBa| By = | G5 G G
9°N;  9*N; O°N;

Ixdy 6x6y 0xdy
El calculo de las segundas derivas de las funciones de forma en By se obtienen a partir de

o 1 8 o 1 0

ox  a?ag  dy bon?
El vector de esfuerzos en este caso serd

&f = ]/jfoa(e)

Para obtener el sistema de ecuaciones a resolver aplicamos el método de Galerkin. Discreti-
zamos los desplazamientos virtuales

6w=Nésa'® 66 =Bssal®

El PTV para un elemento puede escribirse

3
T
/ / 56 TG dA = / / t(squA+Z[5a§e’] q!
Ale) Ale) —
i=1
Qoce) 105




El Método de los Elementos Finitos para placas

donde T
T
6356) = [6“’!”5 (aw)i’a (%)l] ’ ql@ = [in,Mx,.,Myi]

ox

siendo qge) el vector de fuerzas nodales.
Sustituyendo las expresiones dadas para los desplazamientos virtuales en la ecuacion del PTV,

se obtiene la ecuacién matricial del elemento

K©@a(© _ £ = ¢(©

La matriz de rigidez es
(e) _ TH
K = / /A(e) BYD;Bjdxdy

v el vector de fuerzas nodales equivalentes

w_|
o-fai - ]
Ale)

my,

L

4

2y
i,y {fz, My, my} dxdy

“

&

Y

=/ =l =

S
=

= 2| =
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