ANALISIS LINEAL DE LAMINAS DE REVOLUCION: teorfa

de la membrana y flexion

Rafael Gallego Sevilla
Esther Puertas Garcia



Indice general

T ] onal Tisis de Taminas 1
[L.1. Introduccidnl. . . . . . . . . o 1
(1.2, La Teoriade Laminasl . . . . . . . . . .. o L 3
[.3. Geometria de ldminas de revoluciénl. . . . . . . . . ... oo Lo 4

[1.3.1. Elemento diferencial de superficie| . . . . . .. . ... ... ... .. .... 6
[1.4. Elemento diferencial: el “prisma” diterenciall . . . . . . ... .. ... ... ... 7
[1.5.  Estuerzos unitarios en el prisma diferencialf. . . . . .. .. ... .00 0. 7
[L5.1. Esfuerzos de membranal . . . . .. ... .. oo 8
[1.5.2. Estuerzos de flexién y torsién| . . . . . . . . . ... ... 9
[1.5.3. Estuerzos unitarios para el caso de laminas de gran radio de curvatura] . . 10

2. Estado de membrana: ecuaciones de equilibrio| 13

2.1. Ecuaciones de equilibrio del estado de membranal . . . . . . . ... ... ... .. 14
[2.1.1. Obtencién de las ecuaciones de equilibrio a partir de diagramas| . . . . . . 15

[2.1.2. *Obtencion de las ecuaciones de equilibrio analiticamente] . . . . . . . . . 16

[2.2. Particularizacion para el caso de carga axilsimétrical] . . . ... ... ... .. .. 18
[2.2.1. Resolucién de las ecuaciones de equilibrio para el estado de membrana en |

| una lamina de revolucidén bajo carga axilsimétrical. . . . . . . . .. .. .. 19
[2.2.2. Método alternativo elemental para el calculo de Ng(8).|. . . . . . ... .. 20

[2.3. Particularizaciéon para laminas esféricas|. . . . . . ... .. .00 23
[2.3.1. Casodecarga general.| . . . . . .. ... ..o 23

[2.3.2. Caso de carga axilsimétrica.| . . . . . . . . ... ... Lo 23

[2.3.3. Estuerzos de membrana para un deposito estérico sometido a una presion |

[ mterna constante pe| . . ... Lo 24
.34, Esfuerzos de membrana para una ctipula esférica de espesor constante bajo |

| PESO PIOPIO| . v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e 24

[2.4. Particularizacion para laminas cilindricas|. . . . . . . . . . ... oo, 25
[2.4.1. Caso de carga general.| . . . . . . . . .. .. Lo 25
[2.4.2. Caso de carga axilsimétrica.| . . . . . . . . .. ... oL 26

[2.5. Particularizacién para laminas céonicas| . . . . . . . ... 26
[2.5.1. Caso de carga general| . . . . . ... ... ... L Lo, 27
[2.5.2. Caso de carga axilsimétrica.| . . . . . . . . . ... oL, 27

3. Desplazamientos y deformaciones en laminas de revolucion| 29
[3.1. Hipdtesis cinematicas|. . . . . . . . . . L e e e 30
13.2. Caso axilsimétrico: deformaciones y desplazamientos en un punto cualquiera del |

| espesor de la laminal . . . . . . . ..o L 30

[3.2.1. Caso axilsimétrico: deformaciones en un punto cualquiera del espesor de la |

[ laminal . . . . . . . 31

[3.2.2. Caso axilsimétrico: desplazamientos en un punto cualquiera del espesor de |

[ la laminal . . . . . .. 33
[3.3. * Caso general: deformaciones y desplazamientos en un punto cualquiera del es- |

| pesor de la laminal . . . . . . . .. 36




Indice general

[3.3.1. Caso general: deformaciones en un punto cualquiera del espesor de la ldminal 36
[3.3.2. Caso general: desplazamientos en un punto cualquiera del espesor de la |

[ laminal . . . . . . L 37
[3.3.3. Simplificacion de las ecuaciones generales de desplazamientos v deforma- |

| ciones para el caso axilsimétricol. . . . . . . . ... 38
4. Resoluciéon completa del estado de membrana para el caso axilsimétrico| 41
4.1, Introduccionl. . . . . . . .. e 41
|.2. Relaciones entre esfuerzos unitarios de membrana y desplazamientos para una |

| lamina de gran radio de curvatura bajo carga axilsimétrica.] . . . . .. ... ... 43
|.3. Calculo de los desplazamientos conocidos los estuerzos . . . . . .. .. ... ... 44
4.4. Particularizaciéon para laminas de generatriz sencilla] . . . . .. ... ... ... 45
[4.4.1. Particularizaciéon para laminas estéricag) . . . . . . ... ... ... .. .. 45

[4.4.2. Particularizacion para laminas cilindricas] . . . . . ... ... ... .. 47

[4.4.3. Particularizacion para laminas conicas| . . . . . . . ..o, 48

[6. Flexién en laminas cilindricas circulares bajo carga axilsimétrical 49
|5.1. Estuerzos en el prisma diterencial| . . . . . . ... ... oo 0oL 50
b.2. Ecuaciones de equilibrio] . . . . . . ..o oo 50
|5.3. Particularizacion del resto de ecuaciones para laminas cilindricas bajo carga axil- |

[ simétrical. . . .. L e 54

[5.4. Ecuaciones de equilibrio en términos de los desplazamientos en la superficie media] 55
[5.5. Calculo de las tensiones en un punto cualquiera del espesor conocidos los esfuerzos| 57

[5.6. Solucion de las ecuaciones por superposicion de estados|. . . . . . . . ... ... o8
[5.6.1. Solucién de la ecuacién diferencial homogénea de la flechal . . . . . . . .. 59
[5.6.2. Tabla resumen de las 4 soluciones de la ecuacion homogéneal . . . . . . . . 62

|5.7. Problemas utiles de flexiéon: cilindros de “gran longitud”| . . . . . .. ... .. .. 63
(p.7.1. Cilindro de gran longitud con desplazamiento w(0) =1y w,(0) =0]. . . . 63

|5.7.2. Cilindro de gran longitud con desplazamiento w(0) =0y giro w,(0) =1] . 64
[5.7.3. Cilindro de gran longitud con momento Q,(0) = 1 y cortante M;(0) =0 . 65
[5.7.4. Cilindro de gran longitud con momento Q;(0) =0 y cortante My(0) =1 . 66

b.8. Tabla resumen de soluciones para un cilindro de gran longitud|. . . . . . . . . .. 67
5.9. Matriz de rigidez y de flexibilidad en el extremo de un cilindro de gran longitud| . 68
H.9.1. Relacién de flexibilidadl . . . . .. . .. ... ... ... . 68

[5.9.2. Relacion derigidez| . . . . . . . . .. L 69

15.10. Depésito cilindrico a presion con extremos planos infinitamente rigidos y libertad |

| de movimientos longitudinales| . . . . . . . . ... oo oo 70

|A. Variacién diferencial de los vectores unitarios segtun las coordenadas curvili- |

[ neas 75

IB. Calculo de los radios de curvatura para una lamina de revoluciéon cualquieral 79
B plo| . . . e e e 80

I[C. FORMULARIO de ANALISIS DE LAMINAS| 83

() DOO (31 de mayo de 2022)




Indice de figuras

[1.1.  Obras historicas singulares que utilizan el elemento lamina clasico|. . . . . . . .. 2
[1.2. Obras modernas singulares que utilizan el elemento [dmina). . . . . . ... .. .. 2
[L.3. Richard Bradshaw, Centro comercial de Kaneohe, Hawaii, EE.UU. (11957)|. . . . 4
[1.4. Diagrama de Tonti para [dminas| . . . . . . .. . ... ... ... 5
[L.5. Superficie de revolucidén| . . . . .o L L 5
1.6. FElemento diferencial de superficiel . . . . . . . . . ..o Lo Lo 6
1.7. Angulo formado por los lados meridianos del elemento diferencial de superficie] . . 6
(1.8, Elemento diferencial en una lamina de revolucionl . . . . . .. ... ... ... .. 7
[1.9. Estuerzos de membrana sobre un prisma diterencial de [amina) . . . . . . . . . .. 8
[L.10. Resultante segtin i, en la cara ¢-frontall . . . . ... ... ... ... ... ... 9
[1.11. Estuerzos de flexién y torsiéon sobre un prisma diferencial de laminaf . . . . . . . . 10
[2.1. Diagrama de Tont1 para laminas: ecuaciones de equilibrio de membranal . . . . . 14
[2.2. Equilibrio de los estuerzos de membrana: vista en el plano tangente ¢ —6|. . . . . 15
[2.3. Equilibrio de los estuerzos de membrana: vistas en los planos ¢ —zy 6 -2 . ... 16
[2.4. Componente vertical py de las cargas sobre la ldmnal . . . . . .. ... .. .. 19
[2.5. Equilibrio global sobre una [amina para el calculo de Ng(8)| . . . . . . .. .. .. 20
[2.6. Calculo de W(6) por integracion de las fuerzas sobre la laminaf. . . . . . . . . .. 21
[2.7. Equilibrio global para diferentes acciones: (a) peso propio, (b) accion de un liquido, |
(c) accion de un gas| . . . . ... ..ol 22

[2.8. Equilibrio en la seccién de interés para un recipiente esférico sometido a presion |
[ interna constantel . . . . ... Lo 24
[2.9. Proyeccion del peso propioen losejes @y gl . . .. . . . ... oL 25
2.10. Lamina cilindrical . . . . . . . . . . oo 26
RIL.Tamina conical. . . . . . . . . . . . ... 26
[3.1. Mowvimientos de un punto cualquier P y el punto O bajo el mismo en la superficie |
media de Ja laminal . . . . . .. . o 31

[3.2. Diagrama de Tonti para laminas: ecuaciones de compatibilidad a nivel de punto.| 32
3.3. Elongacion de un segmento diferencial dlg (plano 8 —z)[ . . . . .. .. ... ... 32
3.4. Elongacion de un segmento diferencial dl, (plano del paralelo)l . . . ... .. .. 33
13.5. Diagrama de Tonti para ldminas: desplazamientos en la lamina, conocidos los de |
la superficie media.| . . . . ... oL Lo 34

[3.6. Giro w, de la superficie media en funcion de los desplazamientos de la misma y |
sus derivadasl . . . . ... L 35

i.1. Diagrama de Tonti para laminas: ecuaciones constitutivas y relaciéon esfuerzos- |
tensiones.) . . . . . L e e e e e e 42

4.2. Detormada de una ctupula semiestérica sometida a peso propio| . . . . . . . . . . . 47
4.3. Detormada corregida de una ctpula semiestérica sometida a peso propio| . . . . . 47
|b.1. Estuerzos unitarios en el prisma diferencial para un lamina cilindrica bajo carga |
axilsimétrical. . . . .. . L L e e e ol



Indice de figuras

[5.2. Ecuacién de equilibrio ) Fy = 0 de fuerzas y esfuerzos de membrana y flexién en |
el prisma diferencial para un lamina cilindrica bajo carga axilsimétrical . . . . . . 51
[5.3. Ecuaciéon de equilibrio ) F, = 0 de fuerzas y esfuerzos de membrana y flexién en |
el prisma diferencial para un lamina cilindrica bajo carga axilsimétrical . . . . . . 52
[p.4. Ecuacion de equilibrio ), M, = 0 de fuerzas y esfuerzos de membrana y flexién en |
el prisma diferencial para un lamina cilindrica bajo carga axilsimétrical . . . . . . 53
5.5, Funciones w! (s) (L=10,0, =10,lp=27) . . . ... ............... 60
[5.6. Deposito cilindrico de gran longitud con fuerzas aplicadas en un extremo| . . . . . 68
[5.7. Deposito cilindrico a presion con extremos planos infinitamente rigidos| . . . . . . 70
5.8. Equilibrio de membrana en el extremo s = 0 en el depésito cilindrico a presion| . . 71
b.9. Deformada de membrana del depodsito cilindrico a presion internaf . . . . . . . . . 72
[5.10. Detormacion completa del deposito cilindrico a presiéon internaf. . . . . . . . . . . 73
b.11. Comparaciéon de diversas variables para la soluciéon de membrana y la completa
(Valores utilizados: p = 1kN/m?, E = 1-10°kN/m?, h = 0,lm, R = 10,0m,
v = 0,25. Para estos valores #=1,295m™ ", y por tanto Ip = 27/s = 4,852m)|. . . . 74
|IA.1. Vectores unitarios en las coordenadas curvilineas en un punto cualquiera de la
laminal . . . . . e 76
IB.1. Generatriz de una l[amina de revolucién en coordenadas paramétricas| . . . . . . . 80

() DOO (31 de mayo de 2022)




Capitulo 1

Introduccion al analisis de laminas
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1.1. Introduccién

La utilizacién en la construccién del elemento estructural que hoy denominamos laminas se
remonta a los tiempos méas antiguos de la humanidad. Las aplicaciones méas antiguas se encuentran
en las ctipulas y bdvedas construidas en las civilizaciones egipcias y mesopotamicas con adobe,
y méas adelante con barro cocido. Las realizaciones mas antiguas descubiertas datan del ano
c.600(ﬂ Entre los ejemplos historicos recientes mas notables cabe destacar los siguientes: el
Panteén romano, construido por Agripa alrededor ¢.9980 y terminado en su forma actual por
Adriano ¢.10120 (ver , que tiene una ctpula de hormigén con un didmetro interior de 43,3
m; la basilica de Santa Sofia de Constantinopla, construida en el 10537 ; la catedral de San
Pedro en Roma cuya construccién se inicié en 11506 y cuya imponente ctipula fue diseriada e
iniciada por Miguel Angel ¢.11550; el Taj Mahal de Agra (India) terminado c.11643. En
Espana cabe destacar por su singularidad, la béveda térica del Palacio de Carlos V de Granada
INE!

Los materiales utilizados en la antigiiedad (adobe, piedra, ladrillo) adolecen de suficiente
resistencia a traccién, salvo la madera, por lo que no fue posible aprovechar todo el potencial
de estas formas estructurales hasta la invencién del hormigén armado a principios del s.XIX. La
combinacion del hormigén, barato y moldeable, junto con el acero, de gran resistencia a traccién,
dio lugar a un renacimiento de este elemento estructural, produciéndose obras que superaban
por primera vez las de la antigiiedad, tanto en envergadura como belleza, tales como las que se
muestran en las figuras y [L.2b] obras de los pioneros Pier Luigi Nervi y Nicolas Esquilan.
A mediados del s.XX las realizaciones con este elemento estructural dieron lugar a estructuras
de gran esbeltez y belleza, destacando las aportaciones de los espanoles Eduardo Torroja y Félix
Candela .

A partir de los afos setenta ha tenido lugar una decadencia en el uso de esta forma estructural,
en parte por las dificultades de anélisis que comporta, y en parte por las dificultades constructivas.

IPara los afios se utiliza el calendario holoceno, propuesto por el gedlogo italiano |Cesare Emiliani


https://es.wikipedia.org/wiki/Pier_Luigi_Nervi
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nicolas_Esquillan
https://es.wikipedia.org/wiki/Calendario_holoceno
https://es.wikipedia.org/wiki/Cesare_Emiliani
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(c) Basilica de San Pedro (c.11550) (d) Taj Mahal (11643) (e) Palacio de Carlos V (c. 11550)

Figura 1.1: Obras histéricas singulares que utilizan el elemento lamina clasico

(b) Nicolas Esquillan, Centre National de I'Industrie et des Tech-
niques (CNIT), Paris-La Défense, Francia (11958)

(¢) Eduardo Torroja, Frontéon de Recoletos, Madrid, Espafia (d) Félix Candela, Restaurante Los Manantiales, Xochimilco,
(11935) México (11957)

Figura 1.2: Obras modernas singulares que utilizan el elemento lamina

() DOO (31 de mayo de 2022)




1.2 La Teoria de Laminas

A pesar de ello, son un elemento de importancia en obras de menor fuste (depositos, tuberias),
por lo que su estudio es imprescindible, més teniendo en cuenta que su comportamiento no
puede intuirse a partir del comportamiento de elementos estructurales mas simples (viga, arco,
placa,...), como veremos en estas notas.

Hay que tener en cuenta que la forma de trabajo de las laminas conduce, cuando se utilizan
materiales de alta resistencia, a disenos con espesores muy bajos, por lo que el estado tultimo
de diseno que més importancia cobra es el de la inestabilidad. Este aspecto, sin embargo, no se
tratard en estas notas, que son meramente introductorias.

1.2. La Teoria de Laminas

La Teoria de Ldminas, por la complejidad que tiene respecto a la de elementos mas simples
(vigas, placas), se desarrollo de forma maés tardia. La teoria cldsica incluyendo efectos de flexion
se la debemos a A.E.H. Love (11888), que la desarrollé como una extensiéon de la teoria de
placas de Kirchhoff para el caso de elementos de superficie media curvaﬂ Love utilizé las mismas
hipotesis de comportamiento que postuld Kirchhoff (ver , anadiendo, para este caso en el
que la superficie media es curva, la hipétesis de gran radio de curvatura, que permite despreciar
frente a la unidad los términos de orden igual o superior al cociente entre el espesor y el radio.

Igual que en el caso de placas, la teoria clasica de laminas se deriva a partir de la elasticidad
tridimensional eliminando la variable independiente normal al espesor, lo que conduce a un
sistema de ecuaciones en derivadas parciales en dos variables independientes, definidas en la
superficie media de la lamina.

En 11912 Hans Reissner descubrié[:f] que la solucién podia calcularse como suma de dos so-
luciones: la debida a los esfuerzos tangentes a la superficie media (solucion de membrana) y la
debida a los esfuerzos de flexion-torsion, cuya influencia estd concentrada en regiones limitadas
de la lamina. Este procedimiento permitié a los ingenieros obtener por primera vez resultados
cuantitativos de la distribucién de tensiones en la lamina, bajo cargas cualesquiera, lo cual a su
vez condujo a la “resurrecciéon” de este tipo estructural, de la mano del recién inventado hormigdn
armado.

Aunque esta teoria clésica lineal tiene limitaciones, tanto conceptuales como précticas es un
modelo que:

1. Debe estudiarse para comprender modelos de mayor complejidad
2. Da resultados muy fttiles para el proyecto de laminas en la practica ingenieril.

Desde el punto de vista practico la mayor limitacién de la teoria lineal procede de la gran
eficiencia de la lamina a la hora de resistir cualquier tipo de carga con la menor tensiéon posible,
lo cual conduce a disenos de enorme esbeltez comparado con otros tipos estructurales. La marca
mundial en el cociente entre el espesor y el vano es de 1+1000 que presenta la cubierta del centro
comercial de Kaneohe (Hawaii, EE.UU.), construido en 11957 con un vano de 78 m cubierto por
una lamina de hormigén de 76 mm de espesor (ver figura . Téngase en cuenta, a efectos de
comparacion, que en la céscara de un huevo este ratio es del orden de 1 + 120. Tal esbeltez
conduce a que el estado dltimo de diserio no sea la resistencia del material, sino la inestabilidad
(pandeo) de la lamina, lo que implica realizar un analisis con no-linealidad geométrica.

La primera teoria no lineal de laminas de forma cualquiera fue desarrollada por Marguerre
en 11938[?], aunque limitada al caso de laminas rebajadas y pequenios desplazamientos. El estudio
de la inestabilidad de laminas esta fuera del alcance de estas notas.

24On the small free vibrations and deformations of thin elastic shells”, Philosophical Transaction of the Royal
Society of London, Series A, 179, 491-546.

3“Spannungen in Kugenschalen (Kuppeln)” Muller-Breslau Festschrift, 11912, 181-193. Hans Reissner fué in-
geniero aeronautico, y su hijo, el ingeniero civil Erich Reissner fué quien desarrollé las teorias de placas y laminas
“gruesas”.

44Zur Theorie der gekriimmten Platte grofer Forminderung”, Proc. 5th Internat. Congress of Applied Mecha-
nics, 11938, S. 93-101;

R. Gallego & E. Puertas-Garcia (Universidad de Granada) @@@@ E




Introduccion al analisis de laminas

Figura 1.3: Richard Bradshaw, Centro comercial de Kaneohe, Hawaii, EE.UU. (11957)

La teorfa lineal de laminas que vamos a estudiar se basa en el diagrama de Tontiﬂ que se
muestra en la figura [I.4]

El subdiagrama interior (cuadros amarillos y flechas rojas) representa las relaciones de la
elasticidad tridimensional que ya conocemos. Las magnitudes en los cuadros azules son las refe-
ridas a la superficie media de la lamina, y dependen de dos coordenadas intrinsecas de la misma.
Las flechas azules permiten relacionar las variables a nivel de punto con las variables a nivel de
superficie media. En estas notas vamos a ir desarrollando y aplicando cada una de las ecuaciones
que relacionan las variables de este diagrama, con el objetivo tltimo de encontrar la relacién entre
las fuerzas por unidad de superficie media (recuadro superior izquierda), con los desplazamientos
en la superficie media (recuadro superior derecha).

En este primer capitulo vamos a definir la geometria del elemento ldmina y vamos a establecer
la definicién de los esfuerzos en la superficie media, definiendo un elemento prisméatico diferencial.

1.3. Geometria de lAminas de revolucion

Una lamina es un elemento resistente continuo que tiene una dimension (espesor h) que es
mucho menor que las otras dimensiones, y cuya superficie media es curva.

En estas notas se van a considerar tinicamente laminas cuya superficie media sea una superficie
de revolucion, es decir, la superficie generada por una curva (generatriz) al rotar alrededor de un
eje recto (directriz), tal y como se observa en la figura

La generatriz al girar ocupa diferentes meridianos, y un punto cualquiera de los mismos,
genera un paralelo circular.

La posicién de un punto en la superficie viene determinada por el angulo ¢ que forma la
perpendicular a la directriz que pasa por dicho punto, con un plano meridional de referencia, y
por el dngulo 6 que forma la normal saliente a la superficie con la directriz.

En cada punto habra unos ejes locales ¢, 6, z, a los que les corresponden unos vectores unitarios
ortogonales iy, 19,1, dirigidos segtn el paralelo, el meridiano y la normal, respectivamente.

En cada punto, la superficie tiene dos radios de curvatura r, y rg. Los centros de curvatura
O, y Oy estaran en la linea normal, coincidiendo O, con la interseccion de la linea normal y la
directriz (por ser una superficie de revolucion), mientras que Og puede estar “hacia adentro’ﬁ en
cuyo caso consideramos rg > 0, 0 “hacia afuera”, en cuyo caso rg < 0.

5Denominado asi en honor del profesor de Enzo Tonti (http://www.dic.univ.trieste.it/perspage/tonti/) del
Departamento de Ingenieria Civil y Ambiental de la Universidad de Trieste que lo propuso en un esquema general
para la clasificacion de magnitudes en cualquier teoria fisico-matemaética

6es decir, en la direccién opuesta a la normal saliente

() DOO (31 de mayo de 2022)




1.3 Geometria de laminas

Fuerzas  por Desplazamien-
unidad de tos en la
superficie superficie
media: media:

Px, Py, pz(¢, 0) , u(e, )

Equilibrio en un

Equilibrio en un

® Fuerzas  por Desplazamien-
unidad tos en
de volumen: cada punto:
b(g, 6,2) (e, 0,2)

Ecuaciones de
compatibilidad

prisma punto en un punto
. Deformaciones
Tensiones en
en
cada punto: - .
o Ecuaciones cons-’ cada punto:
(g, 0,2) titutivas en un  g(g, 0, z)

punto

Esfuerzos uni-
tarios:

No, Ny,

Noy> Nypo
Mo, My,
Moy, Myo
Q. Qp (6, ¢)

Figura 1.4: Diagrama de Tonti para laminas

Directriz

Ej&~z (normal
a ldgsuperficie)

Figura 1.5: Superficie de revolucién

R. Gallego & E. Puertas-Garcia (Universidad de Granada) @@@@ E



Introduccion al analisis de laminas

Paralelo

Figura 1.7: Angulo formado por los lados meridianos del elemento diferencial de superficie

El radio del paralelo circular en un punto lo denominamos a, y se relaciona con r, mediante,

a =rysend (1.1)

1.3.1. Elemento diferencial de superficie

El elemento diferencial de superficie se muestra en la figura [1.6] y esta delimitado por dos
planos meridianos separados un dngulo dy y dos planos paralelos separados un angulo d6.

Los lados del elemento diferencial tiene longitud dl, y dlg respectivamente, y pueden calcu-
larse mediante,

dl, = ady a lo largo del paralelo

dlg =redf a lo largo del meridiano

Los lados que van segtn los paralelos son paralelos entre sf, mientras que los que van segin
los meridianos forman un &ngulo, que denominamos de.
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Elemento diferencial: el “prisma” diferencial

Figura 1.8: Elemento diferencial en una lamina de revolucion

El angulo de puede obtenerse, como se ve en la figura teniendo en cuenta que s, =

rotan@ = ==y que s.de = ady, y por tanto,

de = Sidtp = cosfdy (1.2)
&

1.4. Elemento diferencial: el “prisma” diferencial

Definimos un elemento diferencial de forma “prismatica”; tal y como se observa en la figura
L8

El elemento diferencial estd delimitado por cuatro planos perpendiculares a la superficie
media, y por tanto los opuestos no son paralelos ya que la superficie es curva. Las caras del
prisma diferencial las denominamos:

p-frontal: La perpendicular al eje ¢ cuya normal es i,

p-dorsal: La opuesta, perpendicular al eje ¢ cuya normal es —i,,

0-frontal: La perpendicular al eje § cuya normal es iy

0-dorsal: La opuesta a la anterior, perpendicular al eje 8 cuya normal es —ig

Las caras p-frontal y ¢-dorsal estan incluidas en dos planos meridionales que forman en planta
un angulo dy, pero los ejes z definidos en cada una de ellas, que se unen en el centro de giro O,
forman entre si un angulo dB. Es facil calcular la relacion entre dB y dy teniendo en cuenta que,
por una parte, dl, = ady, y por otra, dl, = r,df y por tanto ady = r,dp, y teniendo en cuenta
la ecuacion [L.1],
dB = senfdyp

Los ejes z de las caras 6-dorsal y frontal forman un dngulo d6.

Para la denominacion de las tensiones en cada cara, y los esfuerzos que derivan de ellas, se
utilizara el criterio habitual en la Mecanica de los Medios Continuos de modo que la tension
oj; se refiere a la componente en la direccién del eje j, en la cara normal al eje i del tensor de
tensiones.

1.5. Esfuerzos unitarios en el prisma diferencial

Sobre las cuatro caras del prisma diferencial actian las tensiones distribuidas a lo largo de
las mismas. Las resultantes de fuerzas y momentos de estas tensiones seran de valor diferencial,
puesto que las caras del prisma tienen anchura diferencial (aunque altura finita k). Se definen
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A

Figura 1.9: Esfuerzos de membrana sobre un prisma diferencial de lamina

los esfuerzos unitarios como esas resultantes diferenciales, por unidad de anchura en la superficie
media, de modo que tendran unidades de fuerzas y momentos por unidad de longitud, aunque en
los diagramas los dibujaremos, como ocurre en el caso de las placas, como fuerzas o momentos.

1.5.1. Esfuerzos de membrana

En la figura se representan en las caras frontales los esfuerzos unitarios positivos que son
tangentes a la superficie media, y que vamos a denominar esfuerzos de membrana, pues son los
linicos que aparecerian en una lona o goma delgada que careciera de resistencia a flexion. Los
esfuerzos en las caras dorsales seran de igual médulo y sentido contrario.

Para ver el valor de estos esfuerzos unitarios en funcién de las tensiones, calculemos, por
ejemplo, la resultante de fuerzas en direccion ¢ en la cara ¢-frontal, tal y como se muestra en la
figura [I.10] Como resultante de tensiones, se concluye que la fuerza buscada es,

h
2

dF, = /l (ro +2)do,pdz
—2

Por otra parte, el esfuerzo N, es la fuerza por unidad de ancho de esa cara, es decir,

_dF, dF,
Cdly  redd

+
N, =/ ”’—Zcrwdzz/
_ re —

En la misma cara, la resultante segun 6 seré,

Ne

y por tanto,
h
2

[N

(1 + i) Typpdz
re

[N
[Ny

h
dFg = /]2 (ro +2)d0o yedz
-3

y por tanto el esfuerzo Ny, sera,

h
dFg dFg /2 rg+z /2 Z
= — = = dz = 1+— dz
Neo dlg redd “bTg Tpodz -b ro Tpoaz
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1.5 Esfuerzos unitarios en el prisma diferencial

Figura 1.10: Resultante segtin i, en la cara ¢-frontal

De igual manera pueden calcularse los otros dos esfuerzos de membrana, obteniéndose para

los cuatro,
h
B Z
/ 1+ —) Tppdz
- r

Moo= |

Ny

O'¢,9dZ

<
hS

(1.3)

~
€

0
1+ Z)
1+i)0'ggdz
1+ Z)

O'g<de

Z
A
1l
\
[N
<
R

1.5.2. Esfuerzos de flexiéon y torsién

En la figura [I.I]] se representan en las caras frontales los esfuerzos unitarios positivos que
producen flexién o torsién del prisma diferencial. Los esfuerzos en las caras dorsales seran de
igual médulo y sentido contrario.

Igual que en el caso anterior, estos esfuerzos unitarios se obtendran de la resultante de fuer-
zas o momentos de las tensiones sobre las caras correspondientes. Veamos, en primer lugar la
resultante segtin z en la cara 6 frontal.

=

3
dF, :/ (ry +2)dBog.dz

[N

y por definicion
dF, dF,

- E - rodp

h
27r,+2 2 Z
17
Qyp =/ O'gde:/ (1+—) 0o.dz
_h r _h r
2 ¢ 2 ¢

Del mismo modo se obtendrian el resto de esfuerzos de flexiéon, cortante y torsiéon en ésta y
la otra cara.
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h\f%
X
\/ 5
b,

Figura 1.11: Esfuerzos de flexién y torsion sobre un prisma diferencial de lamina

Asi para las caras ¢ los esfuerzos serén

v para las caras 6,

1.5.3. Esfuerzos unitarios para el caso de laminas de gran radio de curvatura

En las aplicaciones de la ingenieria civil y arquitectura los radios de curvatura de las laminas
son mucho mayores que los espesores, por lo que la aproximacioén,
z

1+—=~1
ri

apenas introducird error en el analisis.
Con esa consideracion, los esfuerzos se simplifican a expresiones similares a las que se utilizan
en el analisis de placas.
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Los esfuerzos de membrana se simplifican a,

2

N, = /h Oypedz
2

Ng 2/ 0'99dZ

h
2
h
2
Neo =/’ Tpedz
-3
h
2
Noy = /h Toedz
-2

v los de flexién quedan,

Oypzdz

Q)
A
[
i3

M, 20 pd2Z

1
—
NIT o

h
2
n
2

Qg = /h O'ZQdZ
-3
h
2

Mg = /h 2090dz
~3

Mg(p = /h ZO’g‘de
2

Nobtese que bajo esta simplificacién siempre se cumplen las igualdades,

N<p9 :Nﬂgo M909 :MQ‘P

(1.5)

por la simetria del tensor de tensiones, mientras que en el caso general estas igualdades no se

cumplirdn estrictamente.
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Capitulo 2

Estado de membrana: ecuaciones de
equilibrio
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En el prisma diferencial se han definido un total de 10 esfuerzos unitarios, sobre la superficie
media de la l[dmina, 4 de ellos, denominados de membrana, que son esfuerzos tangentes a la
superficie media, 2 flectores, 2 cortantes y 2 torsores. Conocidas las fuerzas externas por unidad
de superficie (py, pg, p;) podran establecerse un total de 6 ecuaciones de equilibrio en el prisma
diferencial, con lo que el célculo de los esfuerzos no puede hacerse directamente empleando

solamente las ecuaciones de equilibrio.
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Estado de membrana: ecuaciones de equilibrio

Fuerzas por Desplazamien-

unidad de tos en la
superficie superficie
media: media:

DPxs Py> Pz (%, 0) u(e, 0)

A

9.
%,
Of

Fuerzas  por Desplazamien-

unidad tos en

de volumen: cada punto:

b(y, 6,2) (e, 0,2)
Equilibri Ecuaciones de

quilibrio en un Equilibrio en un compatibilidad

prisma punto en un punto

. Deformaciones
Tensiones en on

cada punto: -
(0, 0,72) Ecuaciones cons-’  cada punto:
0 \¥o titutivas en un
& 0,z
punto (¢.0.2)

Esfuerzos uni-
tarios:
No, Ny,
Ng¢, N¢g

Figura 2.1: Diagrama de Tonti para laminas: ecuaciones de equilibrio de membrana

Esto es lo habitual en todas las teorias del anélisis de elementos estructurales, por lo que hay
que recurrir a las ecuaciones de compatibilidad y comportamiento para obtener un niimero igual
de incognitas y ecuaciones que permitan cerrar el problema.

Sin embargo, en el caso de las laminas, se da la circunstancia de que con solo una parte de
los esfuerzos, los que denominamos esfuerzos de membrana es posible equilibrar completamente
las fuerzas externas. La solucién que se obtiene de esa manera es lo que se denomina estado de
membrana y tiene una gran importancia en el andlisis de laminas.

Por una parte, el estado de membrana, desde el punto de vista matemético, representa una
solucion particular del sistema de ecuaciones en derivadas parciales completo que permite el
analisis, lo cual significa un gran avance en la buasqueda de la soluciéon de problemas especificos.
Y por otra, de gran importancia practica, resulta que el estado de membrana aproxima al estado
tensional exacto en la mayor parte de la superficie de la ldmina, fuera de una estrecha region
cercana a los bordes o zonas especiales donde la solucién de membrana es incompatible, como
veremos mas adelante en el capitulo

Por ello, en este capitulo vamos a estudiar el estado de membrana y vamos a comprobar que
es posible obtener soluciones de gran interés practico.

2.1. Ecuaciones de equilibrio del estado de membrana

En esta seccién vamos a plantear el equilibrio en un prisma diferencial entre las fuerzas por
unidad de superficie aplicadas en la lamina y los esfuerzos de membrana, que se corresponde con
las ecuaciones marcadas en el diagrama de Tonti de la figura 2.1

El equilibrio en el prisma puede hacerse de diferentes formas. La mas elemental es dibujar los
esfuerzos unitarios y las fuerzas exteriones, y plantear el equilibrio en los distintos ejes. Esto hay
que hacerlo con cuidado para no olvidar componentes relevantes en el equilibrio pues las caras
del prisma no son paralelas. Alternativamente, el equilibrio puede plantearse de forma analitica,
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Ecuaciones de equilibrio del estado de membrana

Figura 2.2: Equilibrio de los esfuerzos de membrana: vista en el plano tangente ¢ — 6

teniendo en cuenta la variacion que se produce entre las caras dorsales y frontales, tanto de los
esfuerzos unitarios como de los ejes, esto ultimo de acuerdo con las ecuaciones desarrolladas en
el apéndice [A]

2.1.1. Obtencién de las ecuaciones de equilibrio a partir de diagramas

Para plantear las ecuaciones de equilibrio, representamos los esfuerzos de membrana actuando
sobre la superficie media del prisma diferencial. En la figura se representan los esfuerzos
proyectando el elemento en el plano tangente ¢ — 6. A partir de ese diagrama pueden calcularse
facilmente las ecuaciones de equilibrio segin ¢ y 6.

Asi, el equilibrio en direccién ¢ implica:

aNH(pad‘P 0N¢,r9d9
0~ Nogadg + Norgdd + ==

— Nyrodf + pyreoadfde + Nygredfde = 0

Nogpadyp +

Teniendo en cuenta el valor de de dado en la y simplificando se llega a,

9(reNy)  0(aNs,)
") a0

+ 719 CcosdN,g = —rgap,

v teniendo en cuenta que rg no depende de ¢ y dividiento entre este radio,

8N¢ + 6(&/\/9(/,)
(") re06

+cosONyg = —ap,

Del mismo modo puede calcularse el equilibrio en direccién 6,

ON,orodd
ONead® 10 Noady + Noporodo + 22 4,
00 ")

— Nyoredd + peregadfdy — Nyredfde =0

Noadyp +

Sustituyendo de nuevo el valor del dngulo de y simplificando se llega a,

0(reNyo) N d(aNy)

P 50 rg cosON, = —rgapg

teniendo en cuenta de nuevo que rg no depende de ¢ y dividiento entre este radio,

ONge . d(aNg)
(") rgd6
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Figura 2.3: Equilibrio de los esfuerzos de membrana: vistas en los planos ¢ —z v 60 — 2

Para la ecuacion de equilibrio en direccién z es necesario dibujar algunos de los esfuerzos en
los planos ¢ — z y 8 — z, para ver con claridad las componentes resultantes en esa direccién, tal y
como se hace en la figura [2.3

En este caso, los incrementos diferenciales de los esfuerzos al pasar de las caras dorsales a las
frontales son despreciables de modo que el equilibrio queda,

~Nyrgsenfdfdy — Noadbdyp +reap,dfde = 0
que simplificando y dividiendo entre rg y a se reduce a

Ne , No

=Dz
7‘¢ re

La ecuaciéon de equilibrio de momentos segin z se reduce a,
Noy = Nyo

mientras que los equilibrios de momentos segiin ¢ y 6 se cumplen autométicamente, pues ni las
cargas externas ni los esfuerzos unitarios de membrana provocan momentos en esos ejes.
En resumen, las ecuaciones de equilibrio resultantes son:

ON, 8(aNpy)

P + 7296 +cosONyg = —ap,
ONge 0(aNg)
- 6 =— 2.1
7o + T cosON,, ape (2.1)
Ny N,
_SO + _9 f— pZ
1”90 ]

teniendo en cuenta a partir de ahora que Ng, = Nyg.
Esto son tres ecuaciones de equilibrio, que nos permitiran calcular de forma univoca los
esfuerzos del estado de membrana. El estado de membrana es por tanto isostdtico.

2.1.2. *Obtencion de las ecuaciones de equilibrio analiticamente

FEl recurso a los diagramas para obtener las ecuaciones de equilibrio puede ser engorroso pues
resulta dificil hacer esquemas precisos de la geometria involucrada en el célculo. Una manera

()OO (31 de mayo de 2022)




Ecuaciones de equilibrio del estado de membrana

alternativa es hacerlo de forma analitica, aprovechando las férmulas que se desarrollan en el
apendice [A]

Para ello, vamos a realizar el siguiente proceso:

1. Escribir las fuerzas que hay en las caras dorsales, segtn los ejes i, ig y i

2. Calcular las fuerzas en las caras frontales, mediante un incremento diferencial de las
anteriores, teniendo en cuenta la variacién de los ejes.

. Proyectar las fuerzas de las caras frontales en los ejes iy, ig y i.

4. Obtener el equilibrio segin cada uno de esos ejes

w

Fuerzas en las caras dorsales

En la cara ¢-dorsal las componentes de la fuerza son:

dFi, =—dlgNy, = —rgN,db segin el eje iy,
dFé =—dlgNgyg = —rgNyedt segun el eje ig
szl =0 segun el eje i,

y por tanto la fuerza ser,
dF' = —rgNydf i, —roN,yedf ig

Por su parte, en la cara 6-dorsal las componentes de la fuerza son:

dFZ =—dl,Ngyp = —aNg,dep segtn el eje iy,
dF? = —dl,Ng = —aNygdy segun el eje ig
dFZ2 =0 segun el eje i,

y por tanto la fuerza ser,
dF? = —~aNg,dy i, —aNgdy ig

Fuerzas en las caras frontales

Las fuerzas en las caras frontales seran las de caras dorsales incrementadas por el diferencial
segtn la coordenada correspondiente, cambiadas de signo.

ddF!
dF?® = —dF" - dy en la cara ¢-frontal
d¢
ddF?
dF* = —dF? - 50 do en la cara 6-frontal

Para hacer el equilibrio solo es necesario calcular los incrementos, ya que la otra parte se cancela
al sumar las fuerzas de las caras dorsales y frontales.
Asi

ddF! AroN, diy, OrgNyg dig
- dcpzdgode[ i, +rgNy,— + —————ig +rgNyg—
¢ Y Yo de i
que teniendo en cuenta las ecuaciones y simplificando,
ddF!
_ do =
0y 4
ArgNy , OrgNye , .
dedf +rgNyg cost|i, + e roNycost|ig —rgNy,senf i,
[
Del mismo modo,
ddF? daNg,, di, daNg dig
~2C% 46 = dpdo i+ AN L & 4 aN, 2k
a0 ¢ [ go et Nowgy + =5 ot aNoy
que aplicando de nuevo las ecuaciones se reduce a,
ddF? daNg, . daNy . .
50 df = dpdo 39 ip+ 29 ig —alNyi,
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Equilibrio en el prisma diferencial

El equilibrio en el prisma implica que la suma de fuerzas exteriores y las de las caras dorsales
v frontales es nula. Las fuerzas exteriores son,

(Ppiy +Ppoiog+piiy)dlydlyg = (pyiy + peig + piiz)aredpdd
de modo que el equilibrio sera

0=dF' +dF?+dF> + dF* + dpdfarg(p i, + peig + p:iz)
que teniendo en cuenta los valores de las fuerzas dF' se reduce a,

ddF! ddF? _ , ,
- PP dy — 50 d6 + dpdBarg(p i, + peie + pziz) =0

Sustituyendo los valores de las derivadas de las fuerzas dorsales calculadas mas arriba se llega a,

O(roN. d(roN.
depd6 [((”g;(p«p) +1r9Nye cos@) i, + ((rf;—(p‘pg) — 19Ny cos@) ig —rgNgsend i, |+
d(aNay) .,  0(aNy), .
+d¢d0[ ag(w i, + (age)lg—aNng +

+dedfarg(p iy + peie + peiz) =0

que simplificando y agrupando términos queda

d(rgN. o(aN,
((”;—‘pw) + 79 cosdNyg + % + argptp) i+
0(rgN. 0
(Uf?—ngw —rgNy cosf + (2}9\/0) + argpg) ig+ (—rgN(p senf — aNy + argpz) i,=0

Teniendo en cuenta que rg es constante con ¢ y simplificando se llega a,

0Ny 9(aNay)

+cosONyg = —ap,

") re06
ONge 0(aNp)
7 + 090 cosON, = —apg
Ny, N,
_‘p + _9 = pz
e reg

que son las mismas que las obtenidas mediante las proyecciones graficas dadas por las ecuaciones

2.1

2.2. Particularizacién para el caso de carga axilsimétrica

La condicién de axilsimetria de la carga implica que:

Ptp(‘ﬁve) =0
Po(p,0) =po(6)
Pz(¢,0) = p-(0)

y por tanto, por una parte, los esfuerzos no variaran segtn el dngulo ¢, de modo que todas las
derivadas respecto a ¢ se anulan,

90) _
do
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2.2 Particularizacién para el caso de carga axilsimétrica

—pz cosf

(es negativo, pues va hacia arriba)

Figura 2.4: Componente vertical py de las cargas sobre la lamina

v por otra cualquier plano meridiano es un plano de simetria, y por tanto,
Nop =Ngy =0

Aplicando estas simplificaciones las ecuaciones de equilibrio remanentes se reducen a,

d(aNy)
ZFH =0 = rodd cosON, = —apy (2.2)
N.
ZFZ: = —‘p+&:pZ (2.3)
I"p reg

2.2.1. Resolucién de las ecuaciones de equilibrio para el estado de membrana
en una lAmina de revolucién bajo carga axilsimétrica

La solucion de las ecuaciones 2.2y [2.3] es simple: despejando N, de 1a2.3] teniendo en cuenta
que se obtiene

r
Nyp=rep; - _ng (2.4)
ro
y sustituyendo esta expresion en se llega a:

d(aNg)

;
o d0 + cosQiNg =rycoslp, —apg (2.5)

Esta ecuacién puede re-escribirse multiplicando por rg sené,

d(aN,
en@—(zg o) +acosNg = (cosfp, —senfpg)arg

donde se ha sustituido r, = a sen6.

Teniendo en cuenta a continuacién que cosf = % los dos primeros sumandos de la ecuacion

anterior pueden escribirse como,

d(aNy) 3 d(aNg) dsené _ d(asenfNpy)
send 10 + a cosONyg = send 10 + 10 (aNyg) = 70

y por tanto la ecuacion de equilibrio queda,

d(asenfNp)

70 = (cosfp, —senflpg)arg

Noétese que,
py =senflpg — cosOp,
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Figura 2.5: Equilibrio global sobre una ldmina para el calculo de Ng(6)

es la componente de las acciones segun el eje global vertical (positiva hacia abajo; ver figura |2.4))
de modo que,

d(asenfNy)
40 =—argpv
Integrando se obtiene,
0
a(0) sendNg(0) = a(8p) senfgNy(6y) — / a(@)rg(0)py (0")do’
6o

siendo 6y un angulo en el que el esfuerzo Ny sea conocido. Por tanto,

1 0
No(0g) — —— / a(@)rg(0)py(0')d6’; donde py =senfpg—coslp,
a(6)senb Jg,
(2.6)
Se ha distinguido el valor de 6 en el que se calcula el esfuerzo, y la variable de integracion 6’

que recorre la lamina, para mayor claridad.

Obtenido Ny (6) se calcularia N, (6) de la ecuacién

a (90) senf

No(6) = a(0) send

N (0) = ryp2(6) - :—:N9<e>

2.2.2. Meétodo alternativo elemental para el calculo de Ny(6).

Puede obtenerse una ecuaciéon equivalente a de manera alternativa, mas elemental, me-
diante equilibrio vertical global de la la lamina, tal y como se muestra en la figura [2.5
Denominando W(6) a la componente vertical (positiva hacia abajo) de la resultante de las
fuerzas repartidas pg v p, sobre la lamina, y finalmente, denominando V() a la componente
vertical (positiva hacia abajo) de la resultante del esfuerzo Ng(6) en el paralelo 6, entonces, por
equilibrio vertical,
W(@)+V() =0

Teniendo en cuenta que,
V(0) = 2na(0)Ngy(6) send

sustituyendo en el equilibrio global y despejando Ng(8), se obtiene,

W (o)

No(6) = = 2ma senf

(2.7)
ecuacion simple que proporciona directamente el esfuerzo Ny(6) a partir de la resultante de las
fuerzas aplicadas en la lamina.

Es facil comprobar que esta ecuacién es equivalente a [2.6] Para ello consideremos una corona
diferencial delimitada por dos planos paralelos, tal y como se observa en la figura[2.6] Observando
que,
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2.2 Particularizacién para el caso de carga axilsimétrica

No(0)

Figura 2.6: Calculo de W(6) por integracion de las fuerzas sobre la lamina

1. 2ma(0’) es la longitud circunferencial de la corona diferencial
2. rg(0’)d0’ es la altura de la corona diferencial en cada paralelo
3. pv(0’) es la fuerza vertical por unidad de superficie que actta en la corona diferencial

de modo que denominando dW(6) a la fuerza vertical (positiva hacia abajo) de las fuerzas su-
perficiales externas aplicadas sobre la corona diferencial, entonces,

dW(0") = py (') (2ra(0"))(re(6)d0")

v la componente vertical de la resultante total se obtendra integrando,

o 0
W(6) = Wo + / AW (') = Wo + / Py (8)(27a(6')) (ro(6")d6")

6o 6o

Por otra parte la resultante del esfuerzo Ny(6) sera (positiva hacia abajo),
V(60) = 2ra(0) senfNy (0)

de modo que el equilibrio vertical global V(6) + W(6) = 0 conduce a

0
2rma(0) senONy(0) = —Wy — / 2ra(0")re(0")py (0)dO’
6o

que despejando Ny (6) y simplificando se convierte

Wo 1 0
- _ _ 2 ’ 7’ ’ ’
No(6) 2ra(0)senf  2ma(6) send /90 7a(6')re(9")pv (07)d0

Finalmente teniendo en cuenta que por equilibrio en 8 = 6y la resultante Wy ha de ser,
W() = —271'61(90)/\/9(90) sen 90

se obtiene
a(fpy) sen 1

No(0p) — ———
a(6) send 6(60) a(0) send
que coincide con la ecuacion [2.6]

Resumiendo, los esfuerzos unitarios de membrana para una ldmina de revolucién bajo carga
axilsimétrica se obtienen mediante las ecuaciones,

6
No(6) = /H a(8')ro (6 py (6')d6"

) W(0)
No(6) = _27rr¢,(6) sen2 4

w(eo
Ny (0) =ryp(6) + m
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Estado de membrana: ecuaciones de equilibrio

i
3 a(9)

(a) Equilibrio global para una lamina so-
metida a su peso propio: yiam. es el pe-
so especifico del material que compone la
lamina; Vigm.(6) es el volumen del mate-
rial de la lamina hasta la seccién de inte-
rés. Si el espesor h es constante Vigm. (0) =

[/ N
M 7
Ny i //*// Ny
_a
f—

(b) Equilibrio global para un depésito que
contiene un liquido: y; es el peso especifi-
co del liquido; V;(6@)es el volumen de agua
desde la superficies libre hasta la secci6on
de interés; s(0) es la profundidad desde la
superficie libre hasta la secci6én de interés.

s AT W!\

(c) Equilibrio global para un recipiente que
contiene un gas: pg es la presion del gas.

hS1am. (0) siendo Sjam.(0) la superficie to-

tal de la lamina hasta la seccién de interés.

Figura 2.7: Equilibrio global para diferentes acciones: (a) peso propio, (b) acciéon de un liquido,
(c) accion de un gas

siendo,
0

W(8) = Wy + 271/ pv(0)a(8)re(6")do’

6o
donde
pv(0) =send’'py(0’) — cosd’p.(6')

Calculo de W(6) para el caso de carga debida al peso propio

El peso propio de la lamina por unidad de superficie es simplemente py = —yiam.(0)h(8)
siendo y1am.(0) el peso especifico del material del que estd hecho la lamina y h(6) el espesor (ver
figura . Si el peso especifico de la lamina es constante, el peso total hasta la seccion de
interés en 6 sera

W(6) = Wy + viam. Viam. (0)

siendo Vigm. €l volumen de todo el material de la lamina y Wy el peso de cualquier otro elemento
que gravite sobre la misma. El volumen Vi, () habra que calcularlo mediante integracion,

0
wmnxe>=zhrj£ 1(0)a(0')ro(6)d6"

0

Si también es constante el espesor h(6) = h = cte. la fuerza W(0) serd simplemente,
W(@) =Wp + ylam.hslém.(e)

siendo S(0) el area de la superficie media de la lamina entre 8y y 6. Para formas geométricas
simples el area de la superficie serd conocida mediante formulas elementales, y en otro caso puede
calcularse por integracién,

0

S9) = 27r/ a(@)rg(0")do’

6o

Si tanto el peso especifico como el espesor son variables con 6 tendremos que calcular W(6)
integrando por anillos de espesor h(8’), altura red@’ y base 2ma(0’) (ver figura , mediante,

6

W@=%+%/ymmmmmmmw'
6o
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Particularizaciéon para laminas esféricas

Calculo de W(8) para el caso de carga debida a la presion de un liquido

Tal y como se muestra en la figura la fuerza W(0) sera la resultante del peso del liquido
menos las presiones que este ejerce en la superficie inferior. Suponiendo que el peso especifico del
liquido es y; y tomando 6y en la superficie libre del liquido tenemos que,

W(0) =y {Vi(0) — ns(0)a*(0)}

siendo s(60) la profundidad y V;(0) el volumen de liquido contenido entre los dngulos 6y (superficie
libre) y 6.

De nuevo, para geometrias simples el volumen V;(8) es facil de calcular con férmulas elemen-
tales. En caso contrario se calcularia integrando por discos diferenciales mediante la expresion,

0 0
Vi(0) = n/ a’(0")ds = 71/ a’(0")rg(0) send’do’
0 0

0 0
pues ds = sen 8'rg(0’)d6’. Notese que en este apartado lo que se calcula es el volumen contenido
por superficie media de la lamina, mientras que en el apartado anterior, lo que se calcula es el
volumen del material que conforma la lamina (hormigon, piedra, ladrillo,. .. ).

Calculo de W(6) para el caso de carga debida a la presién de un gas

En este caso la presion pg es constante en toda la superficie (ver [2.7¢) de modo que,
W(6) = ~pgma®(6)

sea cual sea la forma de la lamina.

2.3. Particularizacién para laminas esféricas

En una lamina esférica las ecuaciones se simplifican, teniendo en cuenta que los radios de
curvatura de la lamina son iguales y constantes rg =r, = R.

2.3.1. Caso de carga general.

Las ecuaciones generales de equilibrio para el estado de membrana dadas por quedan
como sigue:

ON, N 0(senfNyp)

+cosfNy9 = —Rsenf p,

0y 00
ON, 0 0
LA (sen6Ny) — cosN, = —Rsenf pg
(") 00

N‘p +Ng=R Pz
2.3.2. Caso de carga axilsimétrica.

En este caso las ecuaciones son:

d 0
M —cosON, = —Rsenf pg
de
N¢ +Ng =R Pz
v la solucién de las mismas se reduce a,
w(6)
Ny(0) = ——————
0(0) 27 R sen? 0
W(8)
0) =R 0) + —————
N (6) pa( )+27rRsen29
siendo,
0
W(0) = Wy — 27rR2/ senf’ {cosf’ p,(0") —send’pe(0')} do’
6o

donde Wy = —27R sen? 8o Ny (o).
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Estado de membrana: ecuaciones de equilibrio

Figura 2.8: Equilibrio en la seccién de interés para un recipiente esférico sometido a presion
interna constante

2.3.3. Esfuerzos de membrana para un depdsito esférico sometido a una pre-
sion interna constante p,

En este caso las cargas son axilsimétricas y valen pg =0y p, = p, ya que el gas ejerce una
accién normal a la superficie de la lamina, de modo que,

o
w(o) = —27TR2pg/ send’ cos#’dd’ = —nR? sen’ Op,
0
y por tanto,

1
No(6) = §Rl7g
1

_Rpg

1
Nt,o(g):RPg__ 5

5 RPg =

resultando, como es de esperar, que ambos esfuerzos son iguales y positivos (traccion) en toda
la lamina.

Se obtiene el mismo valor de W(8) por equilibrio global, de acuerdo con el esquema de la
figura que se muestra particularizado para la esfera en [2.8]

w(o) = —pg7m2(9) = —nR% sen® Opg
2.3.4. Esfuerzos de membrana para una cipula esférica de espesor constante
bajo peso propio

En este caso las cargas también son axilsimétricas, pero ahora valen pg = py senf y p, = —py cosf,
tal y como se observa en la figura 2.9 siendo py el peso por unidad de superficie, es decir,
Pv = Yilam.h, donde yiam. es el peso especifico del material, y & el espesor de la lamina.

En este caso también tomamos 6y = 0, donde Wy = —2ma(0g) senfgNg(0g) = 0 de modo que

0
W(6) = 27rR2pV / sen(6’) {0052 0’ + sen? 9’} do’
0

0
:27rR2pV/ sen(0")do’
0

= 27R?py (1 — cosb)

y por tanto,
(1 - cosB)
No(0) = —Rpy ————
sen< 6
1 —cosf
N, (0) = =Rpy cosé + Rpy w
sen= 6
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Particularizaciéon para laminas cilindricas

Eje z

p=(0) = —py cos b po(0) = py sin6

Eje 6

Figura 2.9: Proyeccién del peso propio en los ejes 6 y z

Teniendo en cuenta que sen?6 = 1 — cos?6 = (1 — cosf) (1 + cosh), las expresiones anteriores se
reducen a,

Rpv

Nt =1 cost

1
N,(0) = -R cos) - ———
#(9) bv ( 1+ COSQ)
En este caso el esfuerzo Ny es siempre negativo (compresion), mientras que no ocurre asi con
Ny, que es negativo (compresion) en la cuspide de la capula N, (0) = —%va, pero cambia de
signo para el dngulo 6., en el que se cumple la ecuacién,

cosf) — —— =
1 + cosé

cuya solucién es,

6. = arc cos = 0,904 557 rad = 51,83°.

2.4. Particularizacién para laminas cilindricas

En este caso el radio r, = a = R es constante, siendo R el radio del cilindro. Ademés, también
es constante § = 5, de modo que sustituimos esa variable por la longitud meridional s, tal y como

se ve en la figura [2.10] y renombramos Ny = Ny, Ngy = Nso, Npo = Nys. El radio meridional rg

190) _20)

es infinito, de modo que /-, = 0, salvo si aparece junto a 96, pues en ese caso o 00 = o5

2.4.1. Caso de carga general.

Teniendo en cuenta los cambios anteriores, las ecuaciones generales de equilibrio para el
estado de membrana dadas por [2.1] quedan en este caso particular como sigue:

ON, _'_R&Ns‘/J R
(") s Py
ON s ONG
R—— =—-R p;
(") " Js p
Ny, =R p,

Notese que la incognita N, queda despejada en este caso.
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Estado de membrana: ecuaciones de equilibrio

L a=s sina ha

Hzg—a;cte.

Figura 2.11: Lamina cénica

2.4.2. Caso de carga axilsimétrica.

En este caso se elimina la variaciéon en ¢ y las ecuaciones se reducen a,

N
ds s (2.8)
Ny =R p,

cuya solucién es elemental,
S

No(s) = NoGso) = [ p(s"as
S0
Ny (s) =R pz(s)
2.5. Particularizacién para lAminas cénicas

Igual que en el cilindro, el 4ngulo 8 es constante, pero ahora 6 = 7/2—a, siendo « la inclinacion
de la generatriz con respecto a la directriz, como se ve en la figura[2.11] Tomando de nuevo una
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2.5 Particularizaciéon para ldminas cénicas

variable meridional s con origen en el vértice del cono tenemos que Ny = N, Ngyp = Ngp = Ny,

1 9() _ 9() . _ _ _ _
Y 7598 = o5 - Se cumple ademds que cos @ =sena, senf =cosa, r, = stana, y a = ssena.

2.5.1. Caso de carga general

Teniendo en cuenta los cambios anteriores, las ecuaciones generales de equilibrio para el
estado de membrana dadas por quedan en este caso particular como sigue:

Ny D(sNy)

cosec @ p 35 os = =8 Do
N, O(sN.

cosec a— + (sAS) =Ny =-5 ps
® as

N, =stana p,

De nuevo la incégnita N, queda despejada en este caso.

2.5.2. Caso de carga axilsimétrica.

En este caso se elimina la variacién en ¢ y los esfuerzos rasantes, y las ecuaciones se reducen
a?

d(sNy)
ds

— Ny =—=8 Ps
Ny =stana p,

cuya solucién también es elemental,

N

Nols) = 2Ny (50) + / ¢ {tana pa(s) - ps(s)} ds’

S0

Ny (s) = stana p.(s)

o alternativamente,
W(s)
s sen 2a

Ns(s) =

y la misma ecuacién para Ny (s).
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Capitulo 3

Desplazamientos y deformaciones en
lAminas de revolucion
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En el capitulo anterior hemos establecido las relaciones de equilibrio existentes entre las
cargas externas aplicadas en la lamina y los esfuerzos unitarios, limitandonos a los esfuerzos de
membrana. El estado de membrana resultante es isostatico, es decir, permite realizar el calculo de
esfuerzos unitarios utilizando tnicamente las ecuaciones de equilibrio. Para completar el analisis
es necesario obtener las deformaciones que esos esfuerzos producen, y a partir de ellas, mediante
integracién, los desplazamientos en la lamina.

En este capitulo vamos a establecer por una parte las deformaciones en un punto cualquiera
de la lamina (seccion v por otra el valor de los desplazamientos en un punto cualquiera,
en funcion del valor de los mismos en la superficie media (seccion . Combinando ambos
conjuntos de ecuaciones podriamos obtener las relaciones directas entre los desplazamientos en la
superficie media y las deformaciones en cualquier punto. Sin embargo, esto lo haremos tinicamente
para el caso de carga axilsimétrica, ya que en el caso general las ecuaciones son muy complejas, y
no merece la pena ponerlas explicitamente. Antes de hacer el caso general, veremos en la seccion
B-2]el caso de respuesta axilsimétrico, que puede abordarse mediante esquemas y graficos, lo cual
es més intuitivo que el procedimiento analitico que se emplearé en el caso general.

Hay que senialar, que todas estas ecuaciones son independientes de si trabajamos con el estado
de membrana o no. Es decir, para estas relaciones no tenemos que suponer que los flectores,
cortantes y torsores son nulos, ya que no vamos a trabajar para nada con esas variables. En este
capitulo solo vamos a utilizar relaciones geométricas que ligan desplazamientos y deformaciones,
que son validas independientemente de cuales sean los esfuerzos y las cargas.

29



Desplazamientos y deformaciones en laminas de revolucion

3.1. Hipébtesis cinematicas

En las ldminas, al igual que en el caso de las placas, las hip6tesis cineméticas se fundamentan
en las dimensiones geométricas de las mismas, esto es, de que el espesor h es mucho menor que las
longitudes del elemento en otras direcciones. Fn esas condiciones cabe hacer hipdtesis similares
a las que se hacen en vigas o en placas, a saber:

1. La normal a la superficie media antes de la deformacion, permanece recta después de la
deformacion

2. La normal a la superficie media antes de la deformacion se transforma en la normal de
la superficie media deformada[l]

3. La elongacién de la normal es despreciable.

Ademas de estas hipdtesis cinemdticas que utilizaremos en este capitulo, consideraremos que

1. Las tensiones normales en la direccién del espesor, 0, son muy pequenas en compara-
cién con otras componentes del tensor y por tanto se consideran nulas.

2. Los desplazamientos también son muy pequenos respecto a las dimensiones de la ldmina,
incluido el espesor, de modo que a efectos de plantear las ecuaciones de equilibrio, la
deformada es indistinguible de la indeformada.

3. El comportamiento del material es elastico y lineal.

3.2. Caso axilsimétrico: deformaciones y desplazamientos en un
punto cualquiera del espesor de la lAmina

Para introducir este tema, vamos a desarrollar las ecuaciones para el caso particular de
respuesta axilsimétrica, ya que en este caso mas simple es posible plantearlas recurriendo a
diagramas, que es mas intuitivo. En el caso general, que veremos en las secciones y
los diagramas se hacen més complejos, tanto que es dificil seguir los razonamientos sobre ellos,
por lo que en estas notas se ha recurrido a desarrollar las ecuaciones analiticamente en dichas
secciones.

Tal y como se observa en la figura [3.1] el vector desplazamiento en un punto cualquiera P
de coordenadas (¢,0,z) se denomina u(¢,0,z) y tendra las componentes i1, (¢, 0,2), itg(¢, 0, 2)
v (¢, 0,7), en los ejes respectivos, mientras que el desplazamiento en un punto O cualquiera
de la superficie media serd u(p,6) = {u¢(go,6),ug(go, 0), w(ep, 9)}. Con esta denominacién no es
necesario indicar expresamente las variables independientes ¢, 6 y z, acortando las expresiones.
Cuando las cargas son axilsimétricas el resultado también lo serd de modo que serédn nulos i, y
uy,. El resto de variables solo dependera de 6 (y z para &), pero no de ¢.

El tensor de deformaciones en un punto P cualquiera vendra dado por,

Cop Epb Eyz
&(p,0,2) =0y €00 €0
Ezp Ez0 Ezz

Las componentes &€;;, €;9 = €97 ¥ €z = €4z son nulas, por las hipotesis de comportamientoﬂ,
y también lo serdn £¢, = £4¢ en el caso axilsimétrico. En este ultimo caso bastara calcular las
componentes del tensor de deformaciones &,,(6,2) ¥y €66(6,z), que no dependen de ¢.

IEsta hipotesis da lugar a la teoria que se denomina de «laminas delgadas». Eliminandola se obtendria la mas
compleja, pero mas precisa, teoria de «laminas gruesasy, similar a la «viga de Timoshenko» (gruesa), frente a la
de «viga de Navier» (delgada).

2;Por qué? Puede razonarse pero también demostrarse calculando dichos términos con la expresion de los
desplazamientos que se deduce en la secciéon m
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Caso axilsimétrico: deformaciones y desplazamientos en un punto cualquiera del espesor de la lamina

/u(()) = u(p.0)

Figura 3.1: Movimientos de un punto cualquier P y el punto O bajo el mismo en la superficie
media de la lamina

3.2.1. Caso axilsimétrico: deformaciones en un punto cualquiera del espesor
de la lamina

De acuerdo con el diagrama de Tonti general dado por la figura lo que vamos a hacer
en esta seccién es escribir las ecuaciones de compatibilidad que se muestran enmarcadas en el
diagrama |3.2, aunque Gnicamente para el caso axilsimétrico, como se ha indicado. Para el caso
general lo haremos en la seccion [3.3.1)

Esto es en realidad un ejercicio de Mecdnica de Medios Continuos, ya que se trata de encontrar
las ecuaciones que conocemos en cartesianas,

1 ((9u,- ('iuj)
— +

1

pero en nuestras coordenadas curvilineas sobre la superficie media.

En el caso axilsimétrico, solo es necesario calcular las componentes del tensor de deformaciones
E4p Y €99- En ambos casos lo que vamos a hacer es considerar un diferencial de longitud dl entre
dos puntos cercanos cualesquiera Py Q (dlgy o dl, segn corresponda) y calcular el alargamiento
Adl cuando los puntos sufren unos desplazamientos fip y lip respectivamente.

Componente £gg: En la figura[3.3|se muestran un punto Py uno Q separado por una distancia
diferencial dly proyectados en el plano meridional, y sus desplazamientos respectivos.

El punto P se mueve i1, y ity mientras que el punto Q se mueve u, + dii, y g + ditg. Notese
que las componentes del desplazamiento en el punto Q son diferentes que en el punto P, pero
también son diferentes los ejes de las mismas, ya que éstos cambian al movernos de un punto a
otro. Para obtener el alargamiento del segmento diferencial dlgy, proyectamos los desplazamientos
en la direccién del mismo, de modo que,

Adlg = (it + dii,) sen df + (itg + diig) cos dO — i g

Tomando las aproximaciones de primer orden sendf =~ df y cosdf =~ 1, y eliminando términos
de orden superior, se llega a,
Adlg = ditg + ii,d6
y por tanto, B
Adly _ dig +u,do
dle — dlg
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Desplazamientos

Fuerzas  por
unidad de
superficie
media:

DPx> Py> Pz (¢, 0)

Equilibrio en un
prisma,

Esfuerzos uni-

tarios:

No, Ny,
Nog, Npo
Mo, My,
Moy, Myo
Qo, Qp (0, ¢)

Figura 3.2: Diagrama de Tonti para laminas: ecuaciones de
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3.2 Caso axilsimétrico: deformaciones y desplazamientos en un punto cualquiera del espesor de la lamina

a zsin 6 g cos B + 1, sin
A P P’
dy ;
h dl _
; ? di,
~_ ¥
IR Ug cos f + 1, sin 0

Q~—___

Q?

Eje ¢

Figura 3.4: Elongacién de un segmento diferencial dl, (plano del paralelo)
Teniendo en cuenta que, dlg = (rg +2)d0 y diig = %d@ se deduce que

1 dilg +7
oo = —
06 rg+2z 00 iz

Componente g,,: En la figura se muestra de nuevo el desplazamiento del punto P y
en un punto Q separado por una distancia diferencial dl,. El desplazamiento en ambos puntos
serd el mismo, ya que estamos en un caso axilsimétrico. En la figura aparece la componente del
desplazamiento de ambos puntos en el plano del paralelo.

El elemento diferencial de longitud antes de la deformacién es dlp = ade = (a + zsen 6)dp =
(ry +z) sen@dyp, mientras que la elongacién serd la proyeccion del desplazamiento del punto Q
en el eje ¢, es decir,

Acﬁ‘/J = (tg cos @ + i1, sen 6)dy

donde se ha aplicado la simplificacién sen dy¢ = dy. Por tanto,

Adl, _ (g cost +ii;senb)do  (iig cosO + ii senf)

Pl =
e al, dl, (rg +2)sen6

y simplificando,

1
Epp = " (cot @ uig +1ity,)
17

Resumiendo, las ecuaciones de compatibilidad para el caso axilsimétrico vienen dadas por,

£op(0,2) = . (cot @ ug +uy)

+Z
¢ ) (3.1)
1 al/lg _
RO e

3.2.2. Caso axilsimétrico: desplazamientos en un punto cualquiera del espesor
de la lAmina

En la figura se muestran los movimientos de un punto P y el punto O que se encuentra
debajo de P en la superficie media, de acuerdo con las hipétesis de cinematicas. Es decir, si P
tiene coordenadas (¢, 0, z), O es el punto ¢, 8, 0). Como puede observarse, los puntos no se mueven
de manera independiente si no que estan ligados por el hecho de que, primero, el segmento OP
permanece recto, segundo, que permanece perpendicular a la superficie media tras la deformacion,
y tercero, que es inelongable, que son las tres hipotesis cinematicas vistas en la seccion [3.1]
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3.2 Caso axilsimétrico: deformaciones y desplazamientos en un punto cualquiera del espesor de la lamina

Eje 2
h
2
u, + du,
Uy
rrrrr O 'l_dla Q
/
< --___ / ug + dug
T~ !
To do X //
/I
/

Figura 3.6: Giro w, de la superficie media en funcién de los desplazamientos de la misma y sus
derivadas

Si denominamos w, = wy(0) al giro de la tangente a la superficie media en O (positivo
antihorario), que es igual al giro de la normal, entonces es facil deducir que,

ig(P) = l/lg(O) —WeZ

i, (P) = 1,(0) = w (3.2)

El giro a su vez, podemos relacionarlo con los desplazamientos en la superficie media y sus
derivadas, de acuerdo con el diagrama que se muestra en la figura que repite el diagrama
que figura en , pero ahora para dos puntos que estan en la superficie media (z = 0).

Para obtener el giro, basta calcular el desplazamiento relativo de los puntos O v Q en la
direccidon normal al segmento dlg, es decir, el eje z, que ser,

Aw = (w+dw)cosdd —w — (ug + dug) sen df

Aplicando de nuevo las aproximaciones cos d ~ 1, sen df ~ d0, operando y despreciando términos
de orden superior se obtiene,
Aw =dw —ugdo

de modo que el giro sera,
_Aw  dw —ugdf

CeTul, T dl,

v teniendo en cuenta que, dlg =rgdf v que dw = i—gde el giro queda de la forma,

dw Ug
Wy = - —
k8 I’gdg reo

Obtenido el giro, se sustituye en las ecuaciones para obtener,

) _ z dw
iig(6,7) = (1 + Z) 1g(6) BT (3.3)

uz(0,z) =w(6)

Veamos en las siguientes secciones como obtener las relaciones anteriores, pero para el caso
general.
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Desplazamientos y deformaciones en laminas de revolucion

3.3. * Caso general: deformaciones y desplazamientos en un pun-
to cualquiera del espesor de la lAmina

El calculo de deformaciones implica el calculo de las elongaciones y giros de elementos de
longitud diferenciales, a lo largo de las coordenadas que definen cada punto. El caso de coor-
denadas curvilineas se complica frente a las cartesianas porque la direccién de los ejes locales
(iy,ig,i;) cambia al movernos de un punto a otro cercano, y estos cambios hay que tenerlos en
cuenta. A diferencia del caso axilsimétrico, en el caso general es complicado realizar el célculo
con diagramas en los que se reflejen los desplazamientos y deformaciones, por lo que se va a
realizar el calculo analiticamente, sin recurrir a dichos diagramas.

3.3.1. Caso general: deformaciones en un punto cualquiera del espesor de la
lamina

Para el cdlculo de deformaciones, partimos de un elemento diferencial de longitud en un punto
de coordenadas (¢, 6, z) que vendra dado por,

dl=dl, i, +dlgig+dl, i,=
=(ry+z)senfdy iy, + (rg +2)df ig + dz i,

Por otra parte el vector desplazamiento en un punto cualquiera viene dado por,
(g, 0,2) =ty iy +ilg ig+ 1y i,
y por tanto, el diferencial de desplazamientos seré,
dui=diy i, +ipdiy+dig ig+iugdig+diy i, +i,di, (3.4)

teniendo en cuenta, como se ha comentado, que los vectores unitarios segin las coordenadas
curvilineas cambian al cambiar a un punto cercano, tal y como se analiza en el apéndice [A]

Los diferenciales de los vectores unitarios di,, dig y di, pueden proyectarse sobre los ejes
originales i, ig y i, tal y como se demuestra en el apéndice E], de la forma,

di, = —cosfOdy ig —senfdy i,
dig =cosfdp i, —db i,
di, =senfdp i, +db ig

Llevando estas expresiones a la ecuaciéon que define el diferencial de desplazamiento y
agrupando términos se llega a,

du=dU, i, +dUg ig+dU, i,

siendo
dU, = dit, +iig cos 0dy + i, sen Odg (3.5)
dUg = ditg — ity cos 0dg + i1, d6 (3.6)
dU, = dii, —ii,sen0dy — iigd (3.7)

Estas expresiones son las componentes del elemento diferencial de desplazamiento, proyecta-
das en los vectores coordenados de un punto fijo. A partir de ellas podemos calcular facilmente
las componentes del tensor de deformaciones en las que estamos interesados, es decir, 44, €66
Y €64 = E¢p, Ya que el resto, podriamos comprobarlo, seran nulas debido a las hipé6tesis de
comportamiento.

Veamos primero €4,

du, _ dity +1ig cos 0dg + i, senfdg

& - —
l()‘ 0,2 cte

(ry +z) senfde

0,z cte
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* Caso general: deformaciones y desplazamientos en un punto cualquiera del espesor de la lamina

v simplificando,

Oity L
Epp = csc —— +cotf g + i,
Fo+2 )

donde se ha tenido en cuenta que,

iy = Gdes Graos GEE =G
Del mismo modo,
dUy ditg — ity cosOdy + i, do
0= d_lf) @,z cte B (ro +2)do @,z cte
se reduce a,
1 g _
9o = — (%+uz)
Finalmente, las deformaciones de cizalla se calcularan de manera similar mediante,
dU, du,
Yop = 2005 = m 0.z cte ’ dly @,z cte
y sustituyendo,
Yo = ditg — ity cosOdy + i1, do N dity, +itg cos 0dy + i, sen Odg
¢ (ry +z) senfdy 8.2 cte (rg +2)do 0.z cte
que se reduce a, B
Yoo = r(pl-i- - (csc@ %i; —cot iy, + 8;—;)

Resumiendo, las deformaciones en un punto cualquiera P de desplazamientos (i, iig, i) son,

1 dity -
Epplp,0,2) = . csc 90 + cotf ug + it
7

1 ou
g00(p,0,2) = s ((9_90+W) (3.8)

( Ollg
cscl
ro+2 dy

Como se ha comentado méas arriba, podriamos calcular el resto de componentes del tensor de
deformaciones, pero no es necesario pues salen cero, debido a las hipotesis de cinematicas (3.1)).

(¢, 6,72) t0 i Oty
s Vs = - +
You(p, 0,2 cotd) ity + —

3.3.2. Caso general: desplazamientos en un punto cualquiera del espesor de
la lamina

Se trata ahora de establecer las ecuaciones marcadas en gris en el diagrama de Tonti
aplicando las hipotesis cinematicas introducidas en la seccion [3.1]

Estas hipoétesis implican que los desplazamientos en un punto P cualquiera del espesor de la
lamina de coordenadas (¢, 6, z), pueden calcularse a partir de los mismos desplazamientos del
punto O que se encuentra bajo el mismo en la superficie media, es decir, el punto de coordenadas
(¢,6,0).

Asi, los puntos P y O se moveran tal y como se ilustra en la teniendo en cuenta que
las hipoétesis sobre la normal implican que ésta se desplaza y gira como un sélido rigido. Los
desplazamientos del punto P vamos a denominarlos iy, itg y i;, mientras que los de O seran
simplemente uy,, ug y w. Las hipotesis cineméticas implican que,

d=u+zwXn (3.9)
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Desplazamientos y deformaciones en laminas de revolucion

siendo w la rotacion de la superficie media de la lamina en el punto O y n la normal en el mismo
punto. La normal es simplemente n =i, de modo que

we
wXn= —a)¢

0

Las componentes del vector de rotacién de la superficie media serén el cambio en las pendientes
de la misma que vienen dadas por,
du, du,
w = wp = —
¢ dly ‘T al

¢,z cte ¥ 10,z cte

v teniendo en cuenta el valor de dU, dado por y simplificando quedan,

1 ow u(p

wg=—————+
resenf d¢ 1y,

Finalmente, aplicando la relacion

ro+2z z 0w
iy = Uy — —
¢ o ¢ rysenf d¢
. rg+z z 0w
- 77 3.10
o reo to reg 00 ( )
U, =w

3.3.3. Simplificacién de las ecuaciones generales de desplazamientos y defor-
maciones para el caso axilsimétrico

Las ecuaciones para el caso axilsimétrico las hemos obtenido directamente a través de diagra-
mas, pero pueden obtenerse también simplificando las ecuaciones generales, teniendo en cuenta
que en ese caso més simple u, =0, 4,9 = 0 y que cualquier derivada con respecto a ¢ es nula.

Aplicando estas condiciones, los desplazamientos en cualquier punto en funcién de los de la
superficie media se reducen a,

ro ro do (3.11)

v en este caso las deformaciones quedan,

(cot @ ug +1ty)
¢ (3.12)

1 ou
£99(0,2) = . (0_99 + ”z)

€pp(0,2) = "

Ecuaciones que coinciden con y , respectivamente.

En este caso axilsimétrico es posible combinar las ecuaciones anteriores para eliminar los
desplazamientos &, de modo que se obtengan las relaciones directas entre los desplazamientos en
la superficie media u = (ug, w) y las deformaciones (£44,€00). Para el caso general, aunque es
posible, las ecuaciones resultantes son inmanejables, por lo que no merece la pena.

Sustituyendo ahora en las deformaciones los valores de ity v i, en funcion de ug y w se
obtiene,

cotOrg+z 1 cotd z dw
Eop = ro r¢+zue+r¢+zw_ re r¢+z%

1 dug 1 Z drg dw z d?w (3.13)
806:; do rg+zw_r2(rg+z)%(u6_%)_ I’g(l‘g+Z)W
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* Caso general: deformaciones y desplazamientos en un punto cualquiera del espesor de la lamina

Estas complejas expresiones pueden simplificarse para el caso de “laminas de pequefia cur-
vatura” (gran radio de curvatura, relativo al espesor), que se consideran aquellas en las que los
radios de curvatura son mucho mayores que el espesor, y por tanto rg +z ~rg y ry +2 = ry.
Ademés, también se considera que los radios varian despacio de modo que ‘fiLg" ~ (.

Aplicando estas condiciones se obtiene,

1
Epp = — |cotl ug +w — zcot
T n (3.14)
dug LY d?*w '
redf re ngde2

€90 =

Como puede verse, en este caso las deformaciones si varian linealmente en el espesor, tal y
como ocurre en el caso de la teoria de vigas, o de placas.
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Capitulo 4

Resolucion completa del estado de
membrana para el caso axilsimétrico
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4.1. Introduccion

En este capitulo vamos a obtener las relaciones entre los desplazamientos en la superficie
media (uy, ug, uz) y los esfuerzos del estado de membrana Ny, Ny, Nyg. Para ello bastara
aplicar las ecuaciones que aparecen remarcadas en el diagrama de Tonti de la figura .1]y afiadir

las calculadas en las secciones 3.3.1]y B-3.2]

Para las ecuaciones constitutivas supondremos que el material es eldstico y lineal, de modo
que la relacién entre tensiones y deformaciones vendra dada por la ley de Hooke,

Tpp = m(3«,()‘, +VvEgg)
E

Tgg = m(r‘?ae +VEpyp) (4.1)
E

Teo = 1+ V8<p9

La relacién entre los esfuerzos de membrana y las tensiones vienen dadas por las ecuaciones
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Resolucion completa del estado de membrana para el caso axilsimétrico
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Figura 4.1: Diagrama de Tonti para laminas: ecuaciones constitutivas y relacién esfuerzos-
tensiones.

[[.3] que repetimos a continuacion,

Ny = / 1+ —|ogedz
_% reg
h
2 Z
Neo = / 1+—) Tpedz
_k Ty
h
2 e
N() = / 1+—) O'gga'z
_h Fo
2
h
2
Noy, = / 1+ —)0gpdz
_h ro

Sustituyendo en ellas las tensiones dadas por la ley de Hooke se llega a,

Lo
1+ —|(epp +vege)dz
o

E Z
Noo = 1+ — d
®0 1+V[’2’( r¢)8‘pgz

h
E 2
Nog=—— / (1 + i) (800 +veyp)dz
_ e

E z
Noy = 1+ 2 ) eped
¢ 1+v/_g( rg)g""g .

Para completar el desarrollo habria que sustituir el valor las deformaciones (€44, €06, €00 =
£0y), en funcion de los desplazamientos (i, iy, ii;), que se obtuvieron en la seccién dadas
por las ecuaciones y a continuaciéon sustituir los valores de (i, iig, ;) en funcién de los
desplazamientos en la superficie media (uy, ug, u;), que se obtuvieron en las seccién 3.3.2 y
que vienen dados por las ecuaciones Realizando la integral en el espesor en las expresiones
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4.2 Relaciones entre esfuerzos unitarios de membrana y desplazamientos para una lamina de gran radio de curvatura b

resultantes obtendriamos directamente la relacién entre esfuerzos de membrana Ny, No, Nyo ¥
los desplazamientos en la superficie media.

Sin embargo, tales operaciones son laboriosisimas, y conducen a expresiones dificiles de mane-
jar. Por ello vamos a realizarlas en la siguiente seccién pero sélo en el caso particular de ldminas
de gran radio de curvatura bajo carga axilsimétrica. Veremos que en este caso las ecuaciones
resultante pueden integrarse facilmente con lo que se obtiene la solucién en desplazamientos a
partir de los esfuerzos de membrana, y por lo tanto la solucién completa del problema.

4.2. Relaciones entre esfuerzos unitarios de membrana y despla-
zamientos para una lAmina de gran radio de curvatura bajo
carga axilsimétrica.

Repitamos en este caso todas las ecuaciones que tenemos que manejar, simplificadas teniendo
en cuenta que r; > z v las condiciones de axilsimetria.

Relaciones entre desplazamiento en cualquier punto y desplazamientos en la super-
ficie media.

Las dedujimos en la seccién v venian dados por las ecuaciones [3.11], y aplicando la

simplificacién rg + z =~ rg quedan, p
w

rod6 (4.2)

g =Ug — 2
U, =W

Relaciones entre desplazamiento en cualquier punto y deformaciones en cualquier
punto

Las dedujimos en la seccién y venfan dados por las ecuaciones y aplicando ahora
las simplificaciones rg +z ~rg y ry, + 2 = 1y, quedan,

1 _
Epp = — (coth itg +iiz)

Fo
4.3
ditg Uy ( )
oo = —=
06 r()de re

Ecuaciones constitutivas

Son las mismas ecuaciones salvo que g4, = €9, = 0 reduciéndose a,

Tpp = 1_—1,2(5«?4/;‘“/36’9) (4.4)

09 = (€60 +VEpy)

1—v2

Relacion entre esfuerzos unitarios y tensiones

Son las dadas en el seccion por las ecuaciones pero eliminado Ny, = Nyg = 0 por

axilsimiteria,

2
Ny Tpedz

N9 :/h O'ggdz
2

FEn estos 4 conjuntos de ecuaciones lo que vamos a hacer es eliminar las variables a nivel
de punto, tensiones (0yq, 0gg), deformaciones (4,4, €99) y desplazamientos (i, ig, i), para
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Resolucion completa del estado de membrana para el caso axilsimétrico

obtener unas ecuaciones que relacionen directamente los esfuerzos unitarios (Ng, N,) con los
desplazamientos en la superficie media (uy, ug, ;)

En primer lugar, sustituimos la ley de Hooke en la definicion de los esfuerzos unitarios
lo que conduce a,

N, = T2 | (8pp +vEQe)dz

. 2% (4.6)
Ng = T2 ‘[g (€66 +vEpy)dz

Por otra parte, sustituimos las ecuaciones en las y simplificamos se llega a,

cotf 1 cotd dw
Cop = e o+ Ew_z ry rodé

dug 1 7 d’w (4.7)

g0 = +—

rodd " 7o" T 72 d6?

que son las ecuaciones que dedujimos en la seccion [3.3.3]
Ambas componentes de las deformaciones son lineales de la forma g;; = A + Bz por lo que al
integrarlas en el espesor se obtiene,

h h

2 2
/h Eide = /l (A + BZ)dZ =hA

2 2

Por tanto, sustituyendo las deformaciones en los esfuerzos e integrando se llega a,

Eh |[cotd 1 dug 1
N, = 4 —w+ + — 4.8
1= y2 { e o r¢w V(rgdﬂ rgw)} (4.8)
Eh dug 1 cotf 1
_ il 4.9
Ny 1—v2{rgd9+rgw+v(r‘p u9+r¢w)} (4.9)

que son las relaciones buscadas, y cuya integracién, supuestos conocidos los esfuerzos, va a
proporcionar los valores de ug(68) y w(8) de la superficie media de la lamina.

4.3. Calculo de los desplazamientos conocidos los esfuerzos

Las ecuaciones [£.8 y [4.9] pueden escribirse de la siguiente forma:

cotd N 1 N dug N 1 1—V2N
u —w+vV —w] =
Ty 0 e redd rg Eh ¢
dug 1 cotf 1 1—v?
+ —w+ + —w]| = N,
rodf rgw V( 'y “e r(pw) Eh 0

Multiplicando ahora la primera ecuacién por v y restdndosela a la segunda se obtiene,

du() 1 Ng - VN(p
=% 4.1
rgde * l”gw Eh ( 0)

e igualmente, multiplicando la segunda por v y restandosela a la primera se llega a,

9 1 Ny—vN,
W g+ —w= e V8 (4.11)
o 'y Eh

Si ahora se multiplica la ecuaciéon por rg v se le resta la ecuacion multiplicada por
ro se llega a la ecuacion,
dug rory

QU6 ot0 up =
do e T Ty

()OO (31 de mayo de 2022)
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Particularizacién para laminas de generatriz sencilla

siendo
Ng - Vth N<P - VNg

IQP reo

F(0) =

Esta ecuacion diferencial nos permitiré calcular el valor de ug, conocidos los esfuerzos. Para ello
observemos en primer lugar que,
cotd

1
senf __

de send
de modo que si dividimos en la por senf podemos re-escribirla como,

d ( Ug )_F(Q)I"pi’g
do \senf)  Ehsend

e integrando se obtiene,

send
ug(6) =

O F(0')r,r
ug(60)+sen9/ M !

senfy 0, Ehsent’

Conocido ug(0) el desplazamiento radial w(68) puede obtenerse despejandolo en la ecuacion

B.11] .
w(d) = E—‘;(N‘/, —vNy) — cotbug

con lo que queda resuelto el problema.

En ocasiones es tutil calcular el desplazamiento en la direcciéon normal al paralelo (llamemoslo
§), asi como el giro del meridiano, que denominamos w, en la secciéon .

Es facil comprobar que estas magnitudes son,

0 =cosOug +senfw
dw Ug
Wy = - —
¢ rgde re

v operando se obtiene,

Ty send

5=
Eh

d 1 ry cotd
= |= - - F(6
W =5 | En"eWNe = vNo) AR

(N(p - VNQ)

4.4. Particularizacién para laAminas de generatriz sencilla

Vamos a ver en esta seccién como quedan las ecuaciones anteriores para el caso de laminas
de generatriz conocida simple, a saber: laminas esféricas, cilindricas y cénicas.

4.4.1. Particularizaciéon para laminas esféricas

En este caso los radios son constantes y de valor rg =r, = R de modo que,

1+v
R

v la expresion para los desplazamientos se reduce a,

F(6) = (No = Ny)

send O No— N,
0) = 0 R(1 send ——db’
uo(0) senQoue( 0)+ R(1+v)sen ,/90 E hsenf’
R
w(0) = E(N"D —vNy) — cotf ug
El desplazamiento ¢ y giro w, quedan,
R senf
0= h (Ny = vNpy)
o d |1 (1+v)cotd
Wy = 40 [Eh(N‘p VNg)] Eh (Ng th)
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Resolucién completa del estado de membrana para el caso axilsimétrico

Desplazamientos de membrana para una ctpula esférica de espesor constante bajo
peso propio

Para una lamina esférica sometida a peso propio, obtuvimos los esfuerzos en la seccion [2.3.4]

yhR

)= ————
No(9) 1 + cosf

1
Ny (0) = —yhR |cost) — ———
#(0) 4 (COS 1+cosH)

y por tanto,

F(0) = yh(1+v)/(ER) (9 - 1+2—9)

Sustituyendo en la expresion del ug el valor de los esfuerzos se obtiene,

No — Ny, ,_th2(1+v) /90050’+60520’—2 ,
0

0
) =R(1+ 0
g (0) (1+v)sen /0 Ehseng’ Eh sen6’ (1 + cosb’)

Esta integral puede calcularse pasando al dngulo mitad,

0 4 2 s
cos @’ +cos“ 0’ — 2
I 9 = dglzl 2 0 1 t 2 0
© ./0 send’ (1 + cosf’) og[cos(9/2)] — 1/2tan”(?/2)

y por tanto,
YR?(1+v)

1o(6) = send (1og[cos2(9/2)] - 1/2tan2(9/2))

A partir de esta expresion y de los esfuerzos puede calcularse el desplazamiento normal w(8),
v se obtiene,

w(8) = 72—1;2 (2(1 +v) = cost [3+v+2(1+) 1og[cos2(9/2)]])

Aplicando las formulas de 6 y w,, se llega a las expresiones,

R2
6(0) = );—E tan(9/2) ((1 +2v) — 2cosf — cos(20))
! (Z2+v)¥R
+
we(6) = % send
Noétese que el valor de los desplazamientos no depende del espesor.
Calculemos estas expresiones en 6 = 72,
1+v)yR?
wp(7)) = —%(1 +210g2)
o A+ v)yYR?

winp) = 2
(1+v)yR?

0(7f2) = ————

(o) = =
(2+v)yR
wp(rf) = =202
yen 6 =0,
(1-v)yR?
0)=—7F—
w(0) 5E

siendo nulos los demas.

En la figura[£.2]se representa la deformada de la ctpula semiesférica, dada por las expresiones
anteriores.

Como puede observarse no se cumple que los desplazamientos sean nulos en la base de la
cupula. No es posible con la solucién de membrana cumplir esta condicién, pero si es factible que
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Particularizacién para laminas de generatriz sencilla

Figura 4.3: Deformada corregida de una cipula semiesférica sometida a peso propio

al menos la componente vertical lo sea. Para ello basta sumar a esta solucién un desplazamiento
de solido rigido hacia abajo. Para ello calculemos la componente vertical (positiva hacia abajo)
del desplazamiento en 6 = 7/2,

y(1+v)R?(1 +2log2)
uy (*f2) = ug("f2) sen("/2) — w(*/2) cos(7/2) = ug(*/2) = - 5E
Si restamos esta expresion al desplazamiento de la ciipula se obtiene la deformada que se

muestra en la figura que como se observa, cumple la condicién de desplazamiento vertical
nulo en la base, pero no la del desplazamiento radial. El desplazamiento vertical total en la clave

de la ctipula seréd entonces,

1+v)R%(1+2log2)  yR? R®
Cy(1+v) 2(E+ og )_72E (1_V)=_7;_E(2(1+1og2)+2vlog2)

anadiendo el desplazamiento vertical de s6lido rigido.

wr(6=0) =

4.4.2. Particularizacién para laminas cilindricas

En este caso r, = R es constante mientras que rg — oo y 6 = %, de modo que utilizamos la
longitud meridional s como variable en vez de 6. En ese caso sustituiremos rgdé por ds, tanto
en las derivadas como en las integrales. Haciendo estas particularizaciones tenemos que,

Ng —vN,
F(s)= 0"
R
va que rg — oo, Las expresiones para los desplazamientos se reducen a,
S 1 ,
ug(s) = ug(so) +/ E—h(Ns - vNy)ds (4.13)
S0
y
R
W(S) = E(N‘p - VNS) (414)

En este caso 6 =w y el giro w, es simplemente w, = % por lo que,

R
0= E(Nga - vNy)

d| 1
= |77 We = VNs)}
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Resolucién completa del estado de membrana para el caso axilsimétrico

4.4.3. Particularizaciéon para laminas cénicas

En este caso rg — ooy 6 = 7/2—a es constante; de nuevo hacemos la sustitucion de la variable

6 por s, de modo que rgd6f = ds, tanto en las derivadas como en las integrales. Se obtiene entonces
que,
N, —vN,
F(0) = F(s) = ——
Fo
v por tanto el integrando queda,

F(s)roredd’ N5 —vNy
Ehsend’  Ehcosa

’

v las expresiones para los desplazamientos se reducen a,

N

s (5) = iy (50) + /

50

(Nyp = vNj) — tanar ug

1 ’
E—h(Ns - VN(p)dS

s tana
Eh

w(s) =

donde se ha sustituido r, = s tana.
Para ¢ y w, se obtiene,

s tana sena
0= E—h(Nw - VNS)

(1+v) tana

wy = Stana—
¢ Eh

ds (N‘P_NS)

T (N — vNS)} +
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Capitulo 5

Flexi6on en laminas cilindricas circulares
bajo carga axilsimétrica
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15.7.3.  Cilindro de gran longitud con momento Q@;(0) = 1 y cortante M (0) =0 65
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[6-10. Depésito cilindrico a presion con extremos planos infinitamente ri- |
| gidos y libertad de movimientos longitudinales|. . . . . . . ... ... 70

En los capitulos anteriores hemos planteado las ecuaciones para las laminas, pero las hemos
resuelto considerando que inicamente acttian los llamados esfuerzos de membrana. En este capi-
tulo vamos a plantear el problema completo, aunque solamente en el caso particular de laminas
cilindricas circulares bajo carga axilsimétrica, ya que el problema general, aunque es factible
plantearlo, da lugar a ecuaciones de gran complejidad que no es posible resolver analiticamente
para el caso general.

El caso de las flexién laminas cilindricas circulares bajo carga axilsimétrica tiene dos ca-
racteristicas atractivas: por una parte es relativamente facil de plantear y resolver de manera
general, para cualesquiera carga y condiciones de contorno (CCdC en lo sucesivo), y por otra
ilustra cémo es el comportamiento resistente de las laminas a flexién en general, lo que nos va a
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Flexién en laminas cilindricas

permitir profundizar en ese conocimiento general, a través de este caso particular, méas manejable
matematicamente.

Si recordamos el diagrama de Tonti para ldminas que se muestra en la hay que senalar
que en los capitulos anteriores hemos desarrollado de manera totalmente general las siguientes
ecuaciones (de izquierda a derecha y de arriba a abajo en el diagrama):

1. Ecuaciones que ligan los desplazamientos en la superficie media (u (g, 0)) con los despla-
zamientos en cualquier punto (& (¢, 6,z)) (hipotesis cinematicas, [3.10));

2. Ecuaciones que ligan los desplazamientos en cualquier punto (@ (¢, 6,z)) con las defor-
maciones en ese punto (&(g,6,z)) (ecuaciones de compatibilidad, [3.8));

3. Ecuaciones que ligan las deformaciones &(g, 6, z) con las tensiones en cualquier punto de
la lamina (o (¢, 6, 2)) (ecuaciones constitutivas o ley de comportamiento, [i.1));

4. Ecuaciones que ligan las tensiones a lo largo del espesor (o (¢, 0,z)) con los esfuerzos

unitarios y[L.5).

Por tanto para completar las ecuaciones del problema general de laminas de revolucién bajo
todo tipo de carga y esfuerzo, solo faltaria plantear las ecuaciones de equilibrio en el prisma
diferencial teniendo en cuenta fodos los esfuerzos posibles, incluyendo los cortantes, flectores y
torsores.

En este capitulo vamos a hacer ese tltimo paso, aunque limitdndonos al caso de laminas
cilindricas bajo carga axilsimétrica, y a continuacién se van a particularizar el resto de ecuaciones
va planteadas para este el caso mas simple. Combinando todas las ecuaciones, encontraremos la
ecuacion diferencial que gobierna los desplazamientos en la lamina y finalmente la resolveremos
bajo condiciones cualesquiera de contorno y carga.

En todo caso vamos a aplicar también la hipétesis, perfectamente razonable para las aplica-
ciones en la obra civil y edificacion, de gran radio de curvatura relativo.

5.1. Esfuerzos en el prisma diferencial

En el caso que estamos considerando, las condiciones de axilsimetria implican que los esfuerzos
antimeétricos respecto a cualquier plano que contenga a la directriz son nulos:

Ng¢=N¢9=0 M9¢=M¢9=0 Q¢=0
Ademas, la variacion en la coordenada ¢ es nula de modo que en todas las ecuaciones %L; =0
para cualquier funcién.
Finalmente, puesto que la lamina es cilindrica, sustituimos la variable 6 por la distancia
meridional s.

En conclusion, los tinicos esfuerzos que quedan son los de membrana Ny y N, y los de flexién
My, My ¥y Qs, que se representan en las caras frontales del prisma en la figura .

5.2. Ecuaciones de equilibrio

Para hacer el equilibrio tendremos en cuenta los esfuerzos en las caras dorsales, y los mismos
incrementados por un diferencial en las caras frontales. Los esfuerzos sélo se incrementaran al
pasar de la cara dorsal-s a la frontal-s, es decir al incrementarse la variable s, pero no entre las
caras dorsal-¢ y frontal-¢, ya que no hay variacién de ninguna magnitud en ¢, por la axilsimetria.
Ademas, las cargas p, = 0 por la simetria axial de las cargas.

Es facil comprobar que las ecuaciones de equilibrio ) F, =0, 3, My =0y > M, = 0 se cumplen
automdticamente, por lo que solo falta plantear 3 Fs =0, X F, =0y > M, =0.

Ecuacién de equilibrio ) Fy =0

En la figura se representa el esfuerzo Ny que es el Gnico que interviene en el equilibrio
de fuerzas segtun s sobre el prisma diferencial, sobre las caras frontal—s y dorsal—s. Teniendo en
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5.2 Ecuaciones de equilibrio

Figura 5.1: Esfuerzos unitarios en el prisma diferencial para un lamina cilindrica bajo carga
axilsimétrica

d

Nodly + d (Ndl,)

Figura 5.2: Ecuacion de equilibrio >, Fy = 0 de fuerzas y esfuerzos de membrana y flexion en el
q s
prisma diferencial para un ldmina cilindrica bajo carga axilsimétrica
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Flexién en laminas cilindricas

=

N,ds

- dy/2

p.dl,ds

Qudl, + d (Qudl,)

Figura 5.3: Ecuacién de equilibrio )] F, = 0 de fuerzas y esfuerzos de membrana y flexién en el
prisma diferencial para un ldmina cilindrica bajo carga axilsimétrica

cuenta las cargas externas p, y que dl, = Rdy el equilibrio queda,

psRdeds + (Ng + dNs)Rdg — NyRdy =0

siendo R el radio del cilindro y dN; = ‘Z\S/‘ ds. Simplificando y dividiendo entre Rdpds se obtiene,

dNs _
ds Ps

ecuacién muy simple que es exactamente la misma que se obtuvo en la caso del estado de mem-
brana.
Ecuacién de equilibrio ), F, = 0.

En la figura se representan los esfuerzos Qs y Ny, que son los que intervienen en el
equilibrio segtin z sobre el prisma diferencial, sobre las caras frontales y dorsales respectivas.

Proyectando todas las fuerzas en la direccion del eje z, aplicando la aproximacion sen (¢/2) = ¢/2
y eliminando términos de orden superior se llega a,

pRdeds + (Qs + dQs)Rdp — QsRde — Nydsdp = 0
donde dQ; = dd—%ds. Simplificando y dividiendo entre Rdeds se obtiene,

aQ.  Ne _
ds R ~ Pz

Ecuacién de equilibrio ' M, = 0.

En la figura [5.4] se representan los esfuerzos que intervienen en esta ecuaciéon de equilibrio
sobre el prisma diferencial, sobre las caras frontales y dorsales. Los esfuerzos que contribuyen a
esta ecuacion son solamente Mg v Q.

—(M; +dMs)Rdy + MgRdp + QsRdpds = 0

52 ()OO (31 de mayo de 2022)




Ecuaciones de equilibrio

%0/

Qudl, + d (Qudl,)

g

Mdl, + d (M.dl,)

Figura 5.4: Ecuacién de equilibrio )} M, = 0 de fuerzas y esfuerzos de membrana y flexién en el
prisma diferencial para un ldmina cilindrica bajo carga axilsimétrica

que se reduce a,

dMg‘
2S5 Q=0
ds q

En resumen, se obtienen las tres ecuaciones de equilibrio siguientes,

dNS _
K =—Ds (5~1)

dQs N‘P _
o R (5:2)

dM B
—o Q= (5.3)

Hay que senalar lo siguiente:

1. En estas tres ecuaciones aparecen cuatro incognitas, de modo que el problema ya no es
isostatico, a diferencia de lo que ocurre el estado de membrana.

2. Uno de los esfuerzos que hay sobre el prisma, M, no aparece en las ecuaciones, lo cual
no quiere decir que sea nulo o que no intervenga en la solucién, sino que habra que
calcularlo con el uso de las ecuaciones restantes de comportamiento y compatibilidad.

3. La primera ecuaciéon solo contiene a la variable Ny, de modo que este esfuerzo puede
calcularse directa e independientemente del resto mediante integracion de la carga py.
Es decir, que el problema es parcialmente isostatico, ya que una parte de los esfuerzos,
en este caso N, puede calcularse directamente de las ecuaciones de equilibrio.
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5.3. Particularizaciéon del resto de ecuaciones para laminas cilin-
dricas bajo carga axilsimétrica

Como se ha comentado en la introduccion, el resto de las ecuaciones las hemos desarrollado
de manera general en los capitulos anteriores, ya que para plantearlas no se hizo referencia alguna
a que los esfuerzos fueran de membrana o no, puesto que esas ecuaciones son del material (ley de
Hooke) o geométricas (compatibilidad y relaciones cinematicas), y en ellas es irrelevante como
planteemos el equilibrio. Por lo tanto basta particularizarlas para el caso de laminas cilindricas
bajo carga axilsimétrica.

Aunque eso ya se ha hecho también en los capitulos precedentes, vamos a repetirlas a conti-
nuacion.

Para particularizar las ecuaciones para el caso axilsimétrico aplicaremos las siguientes sim-
plificaciones:

90) _

90 0; Uy =0; £o0=0 (5.4)
mientras que la geometria cilindrica implica,

00 _d0. O _,  ,_x
T (55)

También consideraremos que el radio es mucho mayor que el espesor.

Ecuaciones que ligan los desplazamientos en la superficie media con los desplaza-
mientos en cualquier punto del espesor.

Se trata de las relaciones entre u(s) con u(s,z) dada por las ecuaciones Teniendo en
cuenta las simplificaciones dadas por [5.4] y [5.5] se reducen a,

dw(s)
ds

is(s,2) =us(s) -z

iz(s,2) = w(s)
Ecuaciones que ligan desplazamientos en cualquier punto del espesor con las defor-
maciones en ese punto.

Se trata ahora de las relaciones entre los desplazamientos u(s, z) y las deformaciones &(s, z)
dadas por las ecuaciones Las simplificaciones dadas por [5.4] y [5.5] reducen las ecuaciones a,

iy (s,z)
8<p<p(sa 7) = T

dig(s,z)
£s5(8,2) = T

que son muy simples comparadas con las del caso general.

Si en estas ecuaciones sustituimos los desplazamientos ig y i1, dados en el apartado anterior
podemos eliminar estos y obtener directamente las deformaciones en un punto cualquiera &(s, z)
directamente de los desplazamientos en la superficie media u(s). Esto ya lo habiamos hecho para
el caso axilsimétrico general, y se obtuvieron las ecuaciones que simplificando para una
l4mina cilindrica de gran radio de curvatura relativo quedan,

£op(5,2) = WI(:)
dug(s) d*w(s)
SSS(S, Z) = ds -z ds2
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Ecuaciones de equilibrio en términos de los desplazamientos en la superficie media

Ecuaciones que ligan deformaciones en cualquier punto del espesor con las tensiones
en ese punto.

Se trata meramente de la Ley de Hooke dada en las ecuaciones que para este caso se
reduce a,

E
U«ptp(s’z) = _—VQ(Sc/JA/J(S’Z) +veEgs(5,2))

1

T2s(5,2) = T (6 (5, 2) + Ve (5. 2)

1

Ecuaciones que definen los esfuerzos unitarios en funcién de las tensiones.

Se trata de las ecuaciones [I.4] y [L.5] de las cuales escogemos las necesarias, que son ahora

f Tpedz Nj

La ecuacion que define @ en funcién de o, no podemos usarla ya que las hipdtesis cinemati-
cas conducen a que &5, = 0, y por lo tanto o5, = 0 (por la ley de Hooke). Esto es una contradiccion
que comparten todas estas teorias (vigas, placas), pues esto no implica que Qs = 0, sino que el
cortante Qg lo calcularemos a partir de la ecuacién de equilibrio cuando lo necesitemos.

SR
I
—
[N

th Ossdz

ol N/

Mtp Zo—gogodz Ms = / 20gsdz

[N

5.4. Ecuaciones de equilibrio en términos de los desplazamientos
en la superficie media

En el conjunto de ecuaciones anteriores tenemos variables definidas a nivel de punto, que
son los desplazamientos #(s, z) = (ils, ii;), deformaciones £(s,z) = (€55, £py) ¥ tensiones o (s, z) =
(055, 0py), y variables definidas en la superficie media, que son los desplazamientos u(s) = (ug, w)
y los esfuerzos Ny (s), N (s), Qs(s), My (s), Ms(s). En total hay 13 incognitas.

Las ecuaciones son, por su parte:

1. Dos (2) ecuaciones que ligan u(s,z) con u(s)

2. Dos (2) ecuaciones que ligan &(s,z) con u(s, z)

3. Dos (2) ecuaciones que ligan o (s, z) con &(s, z)

4. Cuatro (4) ecuaciones que definen (N, (s), Ny(s), My (s), Ms(s)) en funcion de o (s, z)
5. Tres (3) ecuaciones de equilibrio sobre el prisma diferencial.

en total 13 ecuaciones para 13 incégnitas.

Para simplificar el sistema eliminamos todas las variables a nivel de punto u(s, z), &(s, 2),
y o(s,z) poniéndolas en funcién de u(s), las sustituimos en la definicion de los esfuerzos en
funcién de las tensiones, y finalmente sustituimos las expresién resultante de los esfuerzos en las
ecuaciones de equilibrio.

Realizando este proceso se llega a las siguientes expresiones para las tensiones en funcién de
los desplazamientos en la superficie media:

v + vdus - zde—W)
R ds ds?
W, dus ZdQ_W)
R ds ds?

O'W(s,z)=$( 56
5.6

E
0ss(8,2) = 12 (V

Integrando a continuacién en el espesor para obtener los esfuerzos, teniendo en cuenta que
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=

h n n
[ 1dz=h, /_ZZdZ:OYf_ZZQdZ=}1‘—;, se llega a,
2 2 2

w  dug
=F|v—= - 5.7
N, (VR ds ) (5.7)
w dug
N‘p =F (E v ds ) (58)
d*w
s=-D— 5.9
d*w
M‘p = _VDW = VMS (510)
siendo
D Eh° igid flexion de la 14mi
=— rigi i6n min
517 gidez a flexion de la ldmina
Eh . .
F = T2 rigidez de membrana de la ldmina
-

Finalmente, llevariamos los esfuerzos a las ecuaciones de equilibrio para obtener las ecuaciones
que relacionan directamente las cargas por unidad de superficie externas pg(s), p;(s) con los
desplazamientos en la superficie media us((s), w(s). Sin embargo dado que el esfuerzos N es
isostatico, es decir se puede calcular directamente de la ecuacién de equilibrio vamos a
considerarlo como una accién conocida, y no lo sustituiremos en funcién de p;.

Recapitulando, tenemos las tres ecuaciones de equilibrio 5.1} 5.2y [5.3] y las cuatro ecuaciones
que relacionan esfuerzos con desplazamientos en la superficie media a [5.10), y vamos a
eliminar todos los esfuerzos, menos el N(s) que es isostatico.

Para empezar, restando a la multiplicada por v se obtiene,

N = F(1—2)Y - Eh
Ny —vNs = F(1 V)R—Rw

de modo que,

Ny =vNS+E?flw (5.11)

Por otra parte, si derivamos la ecuacion [5.3]y la sumamos a [5.2) se elimina Q; obteniéndose,

d’M; Ny
- D) t+— =P
ds R
y sustituyendo aqui el valor de N, anterior,
d> Mg , Eh N
_ “w=p, —y=
a2 R2V O PETUR

y finalmente poniendo en esta ecuacion el valor de My dado por [5.9]

d? d?w N Eh N
—_— R —Ww = -y —
ds? ds? R? & R

que suponiendo que el espesor, y por tanto D es constante, la escribiremos de forma compacta

como,

d*w p N
— +4 4 :_Z_ s
st T =T TV RD

4/3(1 - 2)
e
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Calculo de las tensiones en un punto cualquiera del espesor conocidos los esfuerzos

La constante

[ —2—7T—27T4—hQR2
L  ETF Re)

tiene dimensiones de longitud, y vamos a denominarla longitud intrinseca de flexion.
Veamos el orden de magnitud de esta longitud, comparada con el radio R. Ip puede escribirse
de la forma,
Ip h

= Cq|=
R R

siendo C = 2r ,4/3(11—‘/2) que es de orden unidad. Por lo tanto, la longitud /r = 27/ en muchas

aplicaciones serd pequena comparada con el radio, en la misma proporcién que lo sea %.
Veremos mas adelante el sentido fisico de esta longitud intrinseca de la lamina cilindrica.
Resumiendo, las ecuaciones para los desplazamientos serén,
dug w N
—+V—=— 5.12
ds R F ( )
d*w 4 Dz N;
— +4B W == —v— 5.13
ds* B D RD ( )

donde la primera se obtiene despejando de [5.7]

Este sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias es muy facil de resolver, ya que la
segunda est& desacoplada de la primera. Resolviendo la segunda, como se describe en la seccién
.6l se obtendra el desplazamiento w(s) y a partir de él y el esfuerzo Ni(s) se obtiene ug(s) por
integracion directa,

(5.14)

O N

s (NS(S’) _VW(S’)) g5’
5.5. Calculo de las tensiones en un punto cualquiera del espesor

conocidos los esfuerzos

Calculados los desplazamientos podrian calcularse las tensiones con las ecuaciones [5.6] Sin
embargo se obtiene una relaciéon muy simple de las tensiones con los esfuerzos, despejando en las

ecuaciones a que los definen,

E+vduszﬁ
R ds F
w dus_/vs
VE+ ds F
d2w_ Mg
ds> D
Jw My
ds? D

Identificando a continuacién estas expresiones de los desplazamientos en las ecuaciones de las
tensiones y sustituyendo,

E (N Mg
oss(8,2) = 1-,2 (Fb +z Ds)
que simplificando quedan
Ny, M,
Toels2) =5t
NS S

oss(s,2) = o T
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Flexién en laminas cilindricas

h3
12
Estas ecuaciones son iguales a las que se obtienen en teoria de vigas, e iguales a las que se

obtienen en teoria de placas, ya que h es el drea de la secciéon por unidad de longitud, e I es la
inercia de la seccién por unidad de longitud.

siendo I =

5.6. Solucién de las ecuaciones por superposiciéon de estados

La ecuacion hay que complementarla con 4 CCdC para tener cerrado el problema, dos
condiciones en cada extremo del cilindro. La solucién de la ecuacion, junto con las CCdC, puede
hacerse de manera estandar, mediante el célculo de una solucién particular, a la que sumamos
la solucion general de la homogénea. Aunque a la vista de la ecuaciéon no es evidente, puede
demostrarse facilmente que una solucién particular que podemos utilizar directamente es la
solucion del estado de membrana.

Efectivamente, si descomponemos los esfuerzos Ny y N, en la ldmina en la suma de los del
estado de membrana, que denominamos Ny' y NJ', respectivamente, mas un incremento debido

a la flexion, que denominaremos N g y Néj , es decir,
No =N+ N No = Ng' + Ny
las ecuaciones de equilibrio [5.1] a [5.3] quedan,
d (N N )
ds
dQ, .\ Ng' + N;},C B
ds R B

dMs
-Q,=0
ds Q.

y teniendo en cuenta que los esfuerzos de membrana cumplen, por equilibrio (ecuacion [2.8)),
dN"
ds Ps
Nz =R p;

= —PDs

Pz

las ecuaciones de equilibrio con flexién se reducen a,

Ny 0
ds
dQ, N;
+—=0
ds R
dMs
-Q;=0
ds *
que son ecuaciones homogéneas, es decir, ecuaciones de equilibrio[5.1]a[5.3] pero con cargas nulas.
La solucién de la primera de estas ecuaciones serfa una constante, que sin pérdida de generalidad
podemos suponer que nula (st (s) = 0), ya que cualquier constante puede incorporarse en el
estado de membrana.
En conclusién, las ecuaciones para los desplazamientos debidos a la flexién serén,

du{ + ﬂ =0
o ds R (5.15)
dV: +4p4w S =0

S

que son las ecuaciones y con cargas nulas. A estas ecuaciones habra que anadir las
correspondientes CCdC, a saber, 1 CCdC en la variable usf vy 4 (2+2) CCdCs para w/ o sus
derivadas, como veremos mas adelante.
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5.6 Solucion para flecha

En conclusién, la solucién de los desplazamientos podremos calcularlos mediante,

() = u(s) +ul (5)

w(s) = w™(s) +wl (s)

siendo,
uy' (s), w"(s) Desplazamientos calculados en el estado de membrana
uf (s), w' (s) Desplazamientos adicionales debidos a la flexién, que se obtienen resolviendo [5.15

El resto de las variables también se calculard de las misma forma, salvo los esfuerzos de
flexion, que proceden tnicamente de la parte homogénea de la solucion, ya que son nulos en el
estado de membrana.

N (s) = N{"(s)
Ny (s) = NI (s) + N (s)
M;(s) = M{ (s)
Mg (s) = M (s)
Q) = Q! (s)
El esfuerzo st (s) también es nulo, como se ha comentado mas arriba.
La suma de las dos soluciones ha de cumplir las CCdC.
A partir de la solucion w' (s) se podran calcular el resto de variables. Antes de ver la solucion
de w/ (s) resumamos a continuacion las ecuaciones con las que se obtendrian el resto de las

variables del problema.
Para las variables de desplazamiento:

f s oof (o
f_dw Fro_ oo wl (s)
wy = yE ug (s5) = us (sg) v/m = ds
para los esfuerzos:
3w/
NG =angiRwl () @l (9=-D0
s
d*w/ - d*w/
M (s)=-D e ML (s) = -vD —5 =M,

y finalmente para las tensiones:

N, M M
0£¢(S,Z) = Tso +ZT¢ agﬂ(s,z) =z IS
siendo D = Er®[12(1-v2) e [ = h*/12.
Se ha tenido en cuenta la identidad £/r = 4DB*R en la expresion de Ng (s).

5.6.1. Solucién de la ecuacion diferencial homogénea de la flecha

La ecuacion diferencial homogénea es,

d*w’
ds?

+4p'w! =0

cuya solucion, al ser una ecuaciéon diferencial lineal ordinaria de coeficientes constantes serd de
la forma w/ (s) = e. Sustituyendo en la ecuaciéon anterior se llega al polinomio caracteristico
de la ecuacién,

Ateapt=0
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Figura 5.5: Funciones W‘if (s) (L =10,0, B=1,0, Iy = 27)

que tiene cuatro soluciones complejas,

(-1+0)B
(-1-0p
(1+0)B
(1-0)p

lo que implica que la solucién de la homogénea es combinacion lineal de las funciones e A% (cosBs+
isenfs), e P (cospBs — isenfs), eP*(cosBs +isenBs) y ePS(cosBs —isenpBs), que pueden reducirse,
eliminando las componentes imaginarias y anadiendo algunas constantes convenientes a,

w{ (5) = e P* cospBs
wg (s) = eP* senBs
wg (s) = e PES) cosB(L - )
wf; (s) = e PE9) genB(L — s)

donde L es la longitud del cilindro. La solucién completa de la ecuacién homogénea es,
w' (s) = eP5(C1 cosBs + Ca senBs) + e P9 (C3 cosB(L — 5) + CysenB(L — s))

siendo Cq, Ca, C3 v Cy4, constantes que se determinaran mediante las cuatro CCdC, dos en cada
extremo del cilindro.

Las soluciones wg (s) y wf: (s) se han escrito en términos de L — s para facilitar la aplicacion
de las CCdC en s = L, como veremos més adelante.

Es importante observar que estas cuatro soluciones son oscilantes con amplitud variable. En
las dos primeras la amplitud decrece con s creciente, es decir, conforme nos alejamos del extremo
s = 0, mientras que en las dos segundas la amplitud decrece para s decreciente, es decir, mientras
nos alejamos del otro extremo s = L. La forma de estas funciones se muestra en la figura [5.5

En primer lugar hay que senalar que Ir = 27/ es el periodo de las funciones trigonométricas,
v en segundo lugar que la amplitud de éstas decrece mas o menos rapidamente segin sea el valor
de la misma longitud intrinseca [r. En la siguiente tabla se muestra el valor de la exponencial
moduladora de las amplitudes, e S = ¢ **/w_ para valores crecientes de s,

Ry 0 Yslp alp 3fslp Ylp B3fslp 3falp 7Tlslp I
e P (%) 100 4559 2079 9.48 432 197 089 041 0.19

De acuerdo con esta tabla, los valores de w{ y wg seran despreciable para valores de

s 2 3/l mientras que los wg y w{ lo seran para valores s < L —3/4lp. En general, los efectos

1Un error menor de un 1% para los desplazamientos.
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5.6 Solucion para flecha

de la flexién serdn despreciables en cuanto nos alejemos més alld de 3/4lp de los extremos del
cilindro.

Recuérdese que Ir = 27/ es una longitud y que es proporcional a R\/% de modo que para
espesores delgados serd una cantidad pequena comparada con el radio R ya que ¥/r ~ \/%.

A partir de los desplazamientos normales w/ (s) podremos calcular el resto de las variables
del problema de flexiéon mediante las ecuaciones siguientes.

f
Giro meridional a)‘p d:;s :

Esta magnitud es 1til para la aplicaciéon de condiciones de contorno de empotramiento. Cal-
culando la derivada para cada componente se obtiene:

w{ol(s) = —Be P (cosPBs + senfs)
wiQ(s) = Be P (cosPBs — senpBs)
w{og(s) = Be P9 (cosB(L - s) +senB(L — s))

a)£4(s) = —BePL=9) (cosB(L — s) — senB(L — s))
correspondientes a cada una de las soluciones wlf (s).

Desplazamientos u{ (s):

Se calculan mediante la ecuacién teniendo en cuenta que st =0, lo que da lugar a las
cuatro componentes siguientes:

ul () = %—Re BS (cosBs — senfs)

ul,(s) = %—Re BS (cosfBs + senfs)
uly(s ) = 38R e P (= cosB(L - s) +senB(L - s))
ul,(s) = ﬁ e P (—cosp(L - s) = senB(L — 5))

correspondientes a cada una de las soluciones wlf (s).

Estas expresiones corresponden a la integral indefinida —v/r / wds’. Habra que sumar un tér-
mino constante que se determinara con una condicién de contorno relativa a este desplazamiento
o al axil N en uno de los extremos del cilindro.

Esfuerzo N‘f (8):
Se calculan mediante la ecuacion lo que da lugar a cuatro componentes:
le (s) = 4DB*Re P cospPs
Ni;(s) = 4DB*Re™PS senfs

Ni;s(s) = 4DB*Re P L) cosB(L — s)
N2, (s) = ADB'Re P senp(L - )
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Flexién en laminas cilindricas

Esfuerzo flector M{ (s):

Se calculan por derivacion mediante la ecuacion [5.9]lo que da lugar a las cuatro componentes
siguientes:

Msfl(s) = —2B2De P senpBs

Msfz(s) = 2B%De™PS cospBs

MSfS(s) = —282De P19 senB(L - s)
Msf4(s) =282De P L) cosB(L - s)

Esfuerzo flector M£ (s):
Se calculan simplemente mediante M, = vM, por lo que,
M‘J;l(s) = —2vB2De P* senps
MZZQ(S) = 2vB2DeP* cosps
M£3(s) = —2vB2De AL genB(L — s)
M‘£4(s) = 2vB2De P cosB(L - 5)

Esfuerzo cortante Q{ (s):

El esfuerzo cortante puede obtenerse en funcién del flector M (s) a partir de la ecuacién de

equilibrio [5.3]

dM
Q;(s) = I
y teniendo en cuenta la ecuacién que define el flector M; en funcién de w(s), se obtiene,
a>*w/t
Qs(s) =-D ds3

Aplicando esta expresion a las cuatro soluciones de la ecuaciéon homogénea se obtiene,
Q{l (s) = —2DB3e 7P (cosPBs — senps)
Q{Q(s) = —2D B3PS (cosBs + senfs)
Q4 (s) = —2DB2e P L9 (—cosB(L — 5) +senB(L — s))
Q/,(s) = —2DB2e P L) (—cosB(L — 5) — senB(L — 5))

5.6.2. Tabla resumen de las 4 soluciones de la ecuacién homogénea

{ y wg de flexiéon son de la forma,

Las soluciones w
f(s) = Ce™P* (C. cosps + Cs senfs)

siendo C, C. y C distintas constantes, segin sea la variable f(s) de que se trate segiin se muestra
en la siguiente tabla:

Solucién | Constantes ‘ w(s) ‘ M;(s) ‘ Ny (s) ‘ wy(S) ‘ ug(s) ‘ Qs (s) ‘

C 1 | —2DB? | 4DB*R | -B I -2Dp3
1 C. 1 0 1 1 1 1

Cs 0 1 0 1 -1 -1

C 1 2DpB? | 4DB*R B KB -2Dp3
2 C. 0 1 0 1 1 1

Cs 1 0 1 -1 1 1
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Problemas utiles de flexion: cilindros de “gran longitud”

Para wg y wf; la solucién es de la forma,

g(s)=£f(L—s5)=+CePL™) (C.cosB(L - 5) + Cyg senB(L — s))

siendo las constantes las de la tabla anterior. En algunas variables, sin embargo, hay un cambio
de signo, tal y como se refleja en esta tabla:

‘ Solucion ‘ w(s) ‘ M; () ‘ Ny (s) ‘ wy(s) ‘ us(s) ‘ Qs (s) ‘
3 + + + - - -
4 + + +

donde «+» indica que g(s) = f(L—s) y «—» g(s) =—f(L —s).

5.7. Problemas ttiles de flexion: cilindros de “gran longitud”

Puesto que las componentes de flexién complementan a la soluciéon de membrana para que se
cumplan las condiciones de contorno, vamos a resolver algunos problemas homogéneos de interés.
En todos estos casos vamos a considerar tinicamente el caso de cilindro de “gran longitud”.

Un cilindro de “gran longitud” es aquel en el que Iyp = 27/ < 3/4L de modo que las solu-
ciones w{ (s) y wg (s) son practicamente nulas en s = L y reciprocamente, wg (s) y wf; (s) son
practicamente nulas en s = 0. Esto implica que las cuatro constantes C; pueden calcularse por
parejas independientes, por una parte C; y Co aplicando las dos CCdC de s = 0, y de forma
independiente las constantes C3 y Cy4 aplicando las dos CCdC de s = L.

Para simplificar la notacién, eliminamos el superindice f para las soluciones que se compilan
en esta seccion.

5.7.1. Cilindro de gran longitud con desplazamiento w(0) =1y w,(0) =0

Supongamos una ldmina cilindrica de gran longitud L, sin fuerzas aplicadas sobre la superficie
media de la lamina, tal que en s = 0 tenemos,

w(0) =1
dw
0)=—| =0
w‘P( ) ds s=0

Puesto que el cilindro es de gran longitud, podemos considerar que las soluciones ws(s) y
ws(s) son nulas para s = 0, de modo que en s = 0 solo habria que evaluar wi(s) y wa(s). Por
tanto la flecha se reduce a,

w(s) = ePS(Cy cosBs + Ca senpfs)

v su derivada seré,

dw(s) _

I —Be P [C1(cosPBs + senBs) + Ca(— cosPBs + senfs)]

(Ugo(s) =

y evaluando ambas en s = 0 se obtienen las ecuaciones,

Ci=1
B(C2—=C1)=0
cuya solucién es directa,
Ci=1
Cy=1
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de modo que la flecha es,
w(s) = eP5(cosPBs + senpBs)

el giro
we(s) = —2Be7P% senBs

los esfuerzos de flexion,

My (s) = 282De™PS [cosBs — senps]
Qs (s) = —4ﬂ3De_ﬁs cosfs

el esfuerzo circunferencial
Ny(s) = 4DB*Re™P5 [cosPs + senps]
v finalmente el desplazamiento meridional,
ug(s) = R_TBe_BS cosfs

En resumen,
w(s) = ePS(cosPBs + senps)

we(s) = —2Be7P* senBs

ug(s) = Rlﬁe_ﬁs cosfs

My (s) = 2DB%e™PS [cosBs — senps]
Q,(s) = —4DB3e™P* cosPs
Ny (s) = 4DB*Re™PS [cosPs + senBs]

Si el desplazamiento w = 1 estuviera aplicado en s = L la solucién que se obtiene es,

w(s) = ePBL) [cosB(L - s) +senB(L — s)]
we(s) = 28ePL=9) genB(L — s)

ug(s) = —R—Vﬂe_ﬂ(L_s) cosB(L —s)

Ms(s) = 2DB2e PE) [cosB(L — 5) — senB(L — s)]
Q,(s) =4DB%e P9 cosB(L - s)
Ny (s) = 4DB*RePE=9) [cosB(L — 5) +senB(L — s)]

Notese que las expresiones son iguales, cambiando s por L — s, salvo el cambio de signo en

Wy (), us(s) y Qs(s).

5.7.2. Cilindro de gran longitud con desplazamiento w(0) =0 y giro w,(0) =1

Tgual que el caso anterior en s = 0 no es necesario considerar las componente ws(s) ni wy(s)
v solo es necesario calcular C; y Cs, con las condiciones de contorno,

w(0) =0
dw
0)=— =1
“)90( ) ds s=0
que se reducen a,
Ci=0
B(Ca—Cy) =1
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cuya soluciéon es ahora,

wl O

de modo que la solucién es,

w(s) = %e‘ﬂs senfs

we(s) = eP5 [cosBs — senfs]
v

2Rp2¢

M (s) = 2DBe™PS cospBs

Q,(s5) = —2DB%e™P* [cosPBs + senps]

Ny (s) = 4DB3Re™PS senps

B [cosBs + senBs]

us(s) =

De nuevo, si el giro w, = 1 estuviera aplicado en s = L la solucién que se obtiene es,

w(s) = —%e"g(bs) senB(L — s)

wy(s) = e P [cosB(L - s) — senB(L — 5)]
#e‘ﬁ@_” [cosB(L — 5) +senB(L — s)]
M (s) = 2D P17 cosp(L - 5)

Q,(s) = -2DB* P [cosB(L — s) + sen(L - s5)]

Ny(s) = =4DB*Re P L=) senB(L - s)

us(s) =

De nuevo las expresiones son iguales, cambiando s por L — s, salvo que ahora el cambio de
signo se produce en w(s), Ms(s) y Ny (s).

5.7.3. Cilindro de gran longitud con momento Q;(0) =1 y cortante M;(0) =0

En este caso las CCdC son,

Ms(0) =0
Qs(0) =1

. 2 3
que teniendo en cuenta de nuevo que Mg = —-D ‘il;; y Qs = —D‘;Tgv, quedan de la forma,

2DB*Cy =0
—2DB3(C1 + Co) =1

y la solucién es,

L
2D 3
Cy=0
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de modo que los desplazamientos y esfuerzos son,

w(s) = - 2D1/33 e P cosPs
we(s) = 2[)132 e P5 [cospBs + senfs]
us(s) =— e P5 [cosBs — senfs]

ADRp?
M (s) = %e‘ﬁs senfs

Q,(s) = e P*(cosBs — senpBs)
Ny(s) = —2BRe™PS cosPs

Si el cortante Qg = 1 estuviera aplicado en s = L en vez de s = 0, la solucién que se obtiene es,

w(s) = 21)1ﬂ3e_B(L_S) cosB(L — s)
w,(s) = DF e PIL=9) [cosB(L - 5) +senB(L — s)]
s (s) = _41);548_/“_” [cosB(L — 5) — senB(L — s)]

My (s) = —%e_ﬂ(L_S) senB(L — s)
Q,(s) = e AL (cosPBs — senB(L — s))
Ny (s) = 28Re P L) cosB(L - s)

5.7.4. Cilindro de gran longitud con momento Q;(0) =0 y cortante M (0) =1
De nuevo las componentes ws(s) y wq(s) son nulas en s = 0, de modo que la solucion es,
w(s) = e P5(C1 cosBs + Ca senpfs)

En este caso las CCdC son,

Ms(0) =1
Q;(0)=0

que teniendo en cuenta que Mg =—-D ‘ZQSVQV vy Qs = —D%, quedan de la forma,
2DB?Cy =1
—2DB3(C1+C2) =0

cuya solucién es,

1
C=—-——
2D 32
1
Cy = 5
2Dp
de modo que la solucién es,
1
w(s) = DY e P [cosBs — senfs]

1
we(s) = D_ﬁe_ﬁs cosfs

14 _
ug(s) = We Bs senpBs

My (s) = P [cosPBs + senBs]
Q,(s) = —2Be™PS senps
Ny (s) = —2B%2Re™PS [cosPBs — senps]
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Si el flector Mg =1 estuviera aplicado en s = L, la solucién que se obtiene es,

w(s) = _2D/32 e PE=9) [cosB(L - 5) —senB(L — s)]
we(s) = —Diﬁe_ﬁ(L_s) cosB(L — )
us(s) = — Y__B(L-s) senB(L — s)

2DRp3
Ms(s) = e L) [cosB(L — ) +senB(L — s)]
Qs (s) = 2Be AL senB(L — s)
Ny (s) = —2B2Re P9 [cosB(L - 5) — senB(L — 5)]
5.8. Tabla resumen de soluciones para un cilindro de gran longi-
tud

Todas las variables de las soluciones para un cilindro de gran longitud pueden escribirse de
la forma,
f(s) = Ce™P (C. cosBs + Cs senps)
siendo C, C. y Cy distintas constantes, segin sea la variable f(s) de que se trate y de las CCdC
concretas.
FEn la siguiente tabla se muestran los valores de estas constantes para el caso de aplicaciéon
de diferentes CCdC en s =0:

‘ codce ‘Constantes‘ w(s) ‘MS(S) ‘ Ny (s) ‘w(p(s)‘ u(s) ‘ Qs (s) ‘

2 4 _ v _ 3
w(0) =1 C 1 2DfB% | 4DB*R 28 % ADB
0, (0) = 0 C. 1 1 1 0 1 1
¢ Cs 1 -1 1 1 0 0
1 2 1
Q;(0)=0 ¢ " 2Dp? 1 —26°R | pp SDRED —2B
M,(0) = 1 C. 1 1 1 1 0 0
N C, 1 1 -1 0 1 1
w(0) =0 ¢ é 2DB | AD°R 1 2Rvﬁ? -2Dp?
w,(0) =1 Ce 0 1 0 1 1 1
¢ C, 1 0 1 -1 1 1
1 1 1
Q(0) =1 ¢ "~ 2Dp? B —2BR 2DB2 _41)‘1/%54 1
* Cy 0 1 0 1 1 1

Cuando las CCdC se aplican en s = L las variables son iguales que antes, pero cambiando s
por L — s, v en algunos casos un cambio de signo,

g(s) ==f(L-5)
de acuerdo con la siguiente tabla,

ccdc ‘w(s) Ms(s)  No(s) we(s) ug(s) Q(s)

w(L) =1
wo(L)=0| * * * - - -
Q(L)=0 | N N B _ _
Ms(L)=1
w(L)=0
woLy=1| ~ — - + + +
Qs(L) =1
ML) =0]| - - + + +
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Flexién en laminas cilindricas
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(a) Criterio de signos para las fuerzas y momentos aplicados (b) Criterio de signos para los desplazamientos y giros

Figura 5.6: Depésito cilindrico de gran longitud con fuerzas aplicadas en un extremo
debido a que el criterio de signos de alguna de ellas no es igualen s =0y en s=1L

5.9. Matriz de rigidez y de flexibilidad en el extremo de un cilin-
dro de gran longitud

Las soluciones anteriores nos permitiran escribir expresiones de rigidez y flexibilidad que
relacionan la flecha y giro en el extremo de un cilindro, con el momento y fuerza aplicado en ese
extremo. Estas relaciones de rigidez y/o flexibilidad permitiran resolver de manera méas rapida
problemas completos de laminas combinando las soluciones de membrana y flexion, y resolver
problemas més complejos de laminas con discontinuidades en cargas o propiedades.

Para ello supongamos un cilindro de gran longitud en cuyo extremo inicial s = 0 se aplica un
momento M y una fuerza radial Q, tal y como se muestra en la figura [5.6]

5.9.1. Relacién de flexibilidad
El depdsito de la figura bajo las cargas que se indican tiene como CCdC,

Ms(0)=-M;  Qs(0)=-0

por el criterio de signos para los flectores y cortantes.
La solucién de este problema podra obtenerse combinando las soluciones obtenidas en las

secciones y Para ello, si denominamos w™ (s) a la solucion de la seccion [5.7.4, w2(s)

a la solucién de [5.7.3] entonces la solucién buscada sera,
w(s) = —0w2(s) — Mw™ (s)

v expresiones similares para el giro, momentos, etc.

Si llamamos ¢ al desplazamiento que tenga el cilindro en s = 0 en la direccién de Q y « al
giro del cilindro en s = 0 en la direccién de M, tal y como se observa en la figura [5.6b] es evidente
que

A =w(0); @ =-wy(0)

y por tanto,
A =-0w2(0) — MwM (0)

@ = Qw2 (0) + Mwl (0)

que matricialmente puede escribirse como,
A\ _ (-w2(0) -wM(0)\ (0
of w0 w0 M
y evaluando las flechas y giros en el origen de las soluciones w2(s) y wM (s) se obtiene,
A\ (Ypp* fpp*\ (O
a)  \lepgr pp | \M
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5.9 Matriz de rigidez y de flexibilidad en el extremo de un cilindro de gran longitud

N\ M\ N
Q Q Q
B n 1 (1 -8B
2‘)33 ,3 28> 20p% \-p 282
Q Q
1 -B . L (1B
QDBS -B 2p* 2Dp* \B 2p?

Tabla 5.1: Matriz de flexibilidad de un cilindro de “gran longitud”, dependiendo del criterio de
signos

v por tanto la relacién de flexibilidad sera,
A1 (1 pg\(e
a) 2D \B 28%)\M

1 (1 pY_  Ir 2 2nlp
" 2Dp3 (,3 2/32) ~ 1673D (2an A )
la denominada matriz de flexibilidad.

FEsta expresion depende de los criterios de signos escogidos para los grados de libertad en
el extremo. Si se escogen diferentes, cambian los signos de la contradiagonal en la matriz de
flexibilidad, como se muestra en la tabla

Como regla nemotécnica, si el momento y la fuerza van en la “misma” direccién, toda la
matriz de flexibilidad es positiva, en caso contrario, la contradiagonal es negativa.

Los signos positivos de los desplazamientos y giros, son iguales que para las fuerzas y mo-
mentos, respectivamente.

siendo,

5.9.2. Relacién de rigidez

La relacion de rigidez puede obtenerse directamente invirtiendo la relacién de flexibilidad.

0\ 1[0\ _ (A
) =7 e) =x(a)
de modo que,

K=g!— (1/2D/33 1/2D,82) ! —opp (2/32 —/5’) _ 4nD ( 82 —27rlp)

Lapp?  1/pp -8 1 l% —2nlp 11%

La relacion de rigidez sera,

o) _ 26° B\ (A

(M =B\ 5 1) e
De manera alternativa, aunque mas complicada, la relacién de rigidez podria obtenerse uti-
lizando las soluciones de las secciones y poniendo la solucién de este problema de la

forma,
w(s) = w?(s) — aw®(s)

siendo w?(s) la solucion obtenidas en [5.7.1) y w(s) la solucion de [5.7.2L Notese que, de acuerdo
con el criterio de signos elegidos para «, es un giro negativo en el origen.

R. Gallego & E. Puertas-Garcia (Universidad de Granada) @@@@ Izl




Flexién en laminas cilindricas

a a e a
Q 2 s Q ) Q ) 9
| e oy !
A o =

2 2 ) " ) 282 —
‘ ﬂ s (% ) ‘ s (% )

Tabla 5.2: Matriz de rigidez de un cilindro de “gran longitud”, dependiendo del criterio de signos

T
L

Figura 5.7: Deposito cilindrico a presion con extremos planos infinitamente rigidos

Teniendo en cuenta que,

0 = -Q,(0); M = -M;(0)

y por tanto,
Q = 3@ (0) +aQ(0)
M = =5 M2(0) + aM(0)

que escrito matricialmente conduce la misma matriz de rigidez calculada como inversa de la
matriz de flexibilidad.

De nuevo, la expresion de la matriz de rigidez depende de los criterios de signos escogidos
para los grados de libertad en el extremo. En el caso de la matriz de rigidez las expresiones se
muestran en la tabla 5.2l

5.10. Dep6sito cilindrico a presion con extremos planos infinita-
mente rigidos y libertad de movimientos longitudinales

En la figura se muestra un depésito cilindrico bajo presiéon p cuyas tapas extremas consi-
deramos infinitamente rigidas, de modo que no permiten el movimiento radial ni el giro. Consi-
deramos, sin embargo que el depdsito se encuentra sustentado de tal manera que puede dilatarse
longitudinalmente y radialmente sin otra restriccién que la mencionada de las tapas.

Para obtener la solucion, calculamos primero los esfuerzos de membrana y luego los de flexion,
de modo que la suma de ambas soluciones cumpla las CCdC.
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5.10 Depésito cilindrico bajo presion

%

(e]e]e] ;

Figura 5.8: Equilibrio de membrana en el extremo s = 0 en el depoésito cilindrico a presién

Los esfuerzos del estado de membrana vienen dados por las ecuaciones del capitulo
N (s) = N (0)
Ng'(s) = pR

ya que ps(s) =0y p.(s) = p. El valor de N/"(0) se obtiene por equilibrio, como se observa en la
figura de modo que,
27RN™(0) = 7R%p

y por tanto,

1
NI(0) = 5Rp

Utilizando las ecuaciones v se obtienen los desplazamientos,

m, ~ _ PR(1—2v) L
Usg (S)_ 2Eh (S_E)
m(s) — pR2(2_V)

tomando la referencia u%'(L/2) = 0 para mantener la simetria. Puesto que w’(s) es constante se
deduce que,

wy(s) =0

Esta serfa la solucién de membrana, que produce una deformacion del cilindro tal y como se
muestra en la figura que como puede verse, no cumple con las condiciones que imponen las
tapas rigidas en los extremos, pues el desplazamiento radial w y el giro w, han de ser nulos en
s=0ys=0L.

Por lo tanto, a esta solucion habra que anadir la solucién homogénea de flexiéon para que se
cumplan las condiciones de contorno en los extremos.

Las condiciones que imponen las tapas rigidas en los extremos implican que, para la solucién
completa,

w(0) =0 w(L) =0
we(0) =0 we(L) =0

y puesto que w(s) = w/ (s) + w™(s), entonces,

wf (0)+w™(0) =0 wl (L) +w™(L) =0
wl (0)+ w2 (0) =0 wh(L)+w(L) =0
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Flexién en laminas cilindricas

Figura 5.9: Deformada de membrana del depésito cilindrico a presién interna

y por tanto,
¥ _om __pR2(2—v)
wl (0) = —wm(0) = -2
w} (0) = -wM(0) =0
¥ _oom __pR2(2—v)
w! (L) =-w"(L) = —En

wh (L) =-w"(L) =0

Suponiendo, como hemos hecho en la seccién anterior, que el cilindro es “largo”, es decir que

/l} < L, entonces, para imponer las CCdC en s = 0 solo tenemos que considerar las soluciones

w{ (s) y wg (s), mientras que para imponer las CCdC es s = L solo tenemos que considerar
las soluciones wg (s) y w{ (s). En este caso, por simetria, basta con calcular la solucién para el

extremos s = 0.

Para s =0,
f (0) PR2(2 - V)
W Y el Sl
2Eh
Wl (0)=0
cuya solucién obtuvimos en el apartado m para un desplazamiento w/ (0) = 6 cualquiera, y
2
por tanto, sustituyendo por ¢ = —%,
. R?*(2 - v
w’ (s) = —%e‘ﬁ“(cosﬁs + senfs)
R?(2 - ,
Ms(s) = #[ﬁDe*B“ [— cosBs + senfs]
2pR%(2 — ‘
Q,(s) = %ﬁ?’ﬂfﬁs cosfs

Esta es la solucién homogénea cerca de s = 0.
A partir de w/ (s) calculamos el resto de variables. Aplicando la ecuacion

_ pRV(2 - V) e—ﬁs

f _
us (8)=C =3

cosfs

donde la constante C se determina imponiendo que uy(L/2) = 0, es decir

W (L) +ul (Lf2) = 0
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5.10 Depésito cilindrico bajo presion

Figura 5.10: Deformacion completa del deposito cilindrico a presién interna

lo que conduce a la expresién final,

BL

R 2 - L
_PRv2-v) {e—ﬁs cosfs — eP cos _}

Flo
us () = = ms 2

Finalmente, aplicando la [5.11] se obtiene,
1
N‘f,c (s) = —épR(Q — v)e P35 (cosPBs + senfs)

En la figura [5.10] se muestra el depdsito con la deformada total. En la [5.11] se muestra la
soluciéon completa y la de membrana para diversas variables de este problema.

La solucién para el extremo s = L serd similar a la obtenido para s = 0, por simetria,
cambiando simplemente s por L —s.

La conclusiéon més importante que se deriva de este analisis, es que los esfuerzos de flexién se
concentran en el entorno de los extremos, donde la solucién de membrana no cumple las CCdC.
Lejos de los extremos, si el cilindro es “largo”, la soluciéon es la de membrana. Sin embargo,
como puede verse por el valor de las tensiones, el depésito tendra que reforzarse en los extremos,
para optimizar el disefio, es decir, para no utilizar un espesor excesivo en las regiones donde las

solucion es la de membrana.
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w Ny
e —

10 = — 1.0 — —
08 08
06 06

041 04

Completa Completa
02k Membrana 02k Membrana
. . . L . . . .

0 1 2 3 s S [) 1 2 3 s > S
(a) Desplazamiento normal w(s) de la soluciéon de membrana (b) Esfuerzo Ny, (s) de la solucién de membrana y la completa
(w"(s)) y la completa (normalizados con w'(0)) (normalizados con Ng'(0))

Us

- Qs [kN/m]

10k

Completa 0.6
— M, [KNm/m]

0.8 N Membrana

04 — Ms [kNm/m]
0.6
0.2
04 L S—— L L g
1 T 3 4
0.2 _02
»
0 1 2 3 s > S -04
(¢) Desplazamiento us(s) de la solucién de membrana y la com- (d) Cortante Qs(s) y momentos Ms(s) y My(s) de la solucion
pleta (normalizados con uy*(0)) homogénea [kN/m y kNm/m, respectivamente]
Oss Tep
s ——
Tss 10 — S — —
3r 7ss(h/2)
of Ts(=h/2)
T 05 / Ty (h/2)
d - — S~
1 — / 0e(~h/2)
/ - /
P R H S S S E S SR B /
» S /
/ 1 2 3 4 y . . . L g
/ / 1 2 3 4
-1/ y
_2 4
-05+-

(e) Tension oss(s) de la solucion de membrana y la completa (f) Tension ope(s) de la solucion de membrana y la completa
(normalizadas con oy (0)) (normalizadas con (r'&p(o)
Figura 5.11: Comparacién de diversas variables para la solucién de membrana y la completa
(Valores utilizados: p = 1kN/m?, E =1-10°kN/m?, = 0,1m, R = 10,0m, v = 0,25. Para estos
valores 8 =1,295m™!, y por tanto Ir = 27/s = 4,852 m).
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Apéndice A

Variacion diferencial de los vectores
unitarios segun las coordenadas
curvilineas

Cuando se derivan magnitudes vectoriales en coordenadas curvilineas, es necesario tener en
cuenta que no sélo hay que derivar el valor de la componente del vector, sino el mismo vector
unitario que cambia de un punto a otro. Eso es facil reconocerlo mediante el siguiente ejemplo:
supongamos que sobre una esfera tenemos una fuerza radial de médulo constante p = pi, siendo
i, la normal a la esfera. Esta claro que el vector p cambia al pasar de un punto a otro, aunque
su modulo y sus componentes en los ejes curvilineos sean constantes. Es decir, que el diferencial
dp # 0, a pesar que de sean constantes las componentes sobre los ejes locales, precisamente por
que estos ejes cambian de punto a punto.

Por tanto, si tenemos un vector f = fyi, + foig + f;i, entonces el diferencial de vector sera,

df =df,i, +dfeie+df,i, + fodiy + fodig + f.di, (A1)

que incluye los diferenciales de las componentes y también los de los vectores de la base curvilinea
y por tanto no lo tenemos expresado en la base original de la forma,

df =dF,i, +dFgig+dF,i,

Para obtener esa expresiéon tenemos que calcular los diferenciales de los vectores unitarios
(ip,ig,i;). Esto podemos hacerlo proyectandolos sobre unos ejes cartesianos fijos X,Y,Z, tal y
como se indica en la figura[A.T] El eje Z esta en el eje de revolucion de la lamina, el ¥ en el plano
que contiene a este eje y se encuentra en ¢ =0 y el X perpendicular al plano YZ.

Proyectando en los ejes cartesianos se obtiene,

i, =cosgix —seny iy
ig =cosfseng ix +cosfcosy iy —senb iz

i, =senfseny ix +senfcosy iy +cosf iy
v por tanto, tomando diferenciales,

di, = —sengdy ix — cos pdy iy
dig = (—sen @ sen ¢df + cos 6 cos pdy) ix—

(sen 8 cos ¢d6 + cos 0 sen pdy) iy —cos0df iz
di, = (cos 0 sen pdf + sen 6 cos pdy) ix+

(cos 6 cos pdf — sen 6 sen pdy) iy —sen0do iy

puesto que dix = diy = diz = 0 ya que son vectores fijos.
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Variacién vectores unitarios

Figura A.1: Vectores unitarios en las coordenadas curvilineas en un punto cualquiera de la lamina

Los vectores diferenciales anteriores estan proyectados sobre los vectores ix,iy y iz. Los

proyectamos a continuacion sobre los vectores iy, ig y i, invirtiendo para ello la relacion
Esto es facil hacerlo, escribiendo la ecuacién en forma matricial,

iy COs ¢ —sen ¢ 0 ix

ig|=|cosfseny cosOcose —senf ||ix

i, senfseng senfcosg cosf |\ig
e invirtiendo la matriz,

ix cosp cosfseng senfsengp) (i,

ix|=|—seny cosfOcosg senfcosep||iyg

iz 0 —send cos 6 i,

que es simplemente la traspuesta.
Sustituyendo estas relaciones en las ecuaciones se obtiene una relaciéon muy simple,

di,
dig
di, =senfdy i, +db ig

—cosfdy ig —senfdy i,

cosbdp i, —db i,

De estas ecuaciones también puede deducirse,

iy _ 0 i 9 i di, -0

B0 =—cost 19 —senb i, 30

61'9 . ai(i .

% =cosd ly % =~y (AQ)
Otz senf i 9z i

—_ = n —_— =

A ¢ 90 °

Por otra parte, llevando las expresiones a la ecuacion [AT]

df =dfyi, +dfgig+dfi, + fo(—cosOdy ig —senfdy i)
+ fo(cosbdp i, —dbi;) + f;(senfdp i, +db ig)
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y agrupando términos,

df = (df, + focosbdy + f,senfdy) i,
+ (dfg — fpcosOdp + f,df) ig + (df, — fposenfdyp — fodb) i,
de donde se deduce que,
dF, = df, + fo cos0dy + f, senOdyp
dFg = dfg — f, cosOdy + f,d0
dF; = df, — fysen0dy — fodf

De estas expresién también se puede deducir que:

g_(%+f9cose+fzsen9) i¢+(%—f¢cosﬁ) ig+(%—f¢sen0) i,

dp  \ dy e I
of _0fs . (0fo . .\ . (0 .\,
96~ a6 ¢\ TTe) T\ 0 B

of 0fp . Ofs . Of: .
A A P

y para las componentes del vector d f,

OF, 0f, OF, df, OF, df,
Bp T ap IO TE =50 e T o
0Fg 0fo _ 0Fg 0Ofo  0Fg _0f,
do - ap Jecost 90~ a0 TP oz T ez
%:%—fsen9~ %:%_f‘ %:%
dp  og T 00 o0 ‘7 oz oz
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Apéndice B

Calculo de los radios de curvatura para
una lamina de revoluciéon cualquiera

Supongamos una superficie de revolucién cualquiera, cuya generatriz meridional viene dada,
en unos ejes cartesianos (Y, Z) en el plano que contiene a la generatriz y la directriz (ver figura
, por las curva paramétrica r(t) = (Y (1), Z(1)).

. Para simplificar las expresiones subsiguientes, denominemos a(t) = Y (t) = ‘2—’; vy B(t) = Z(1) =
dr

Es facil comprobar que

B()

="+ arctan 2 = % 4 arctan 2V
= — arctan — = — arctan ——
d 2 a(t)

de donde se puede deducir,

do = #(a(r)ﬁ(r) (B0 dr

siendo s(t) = ||r(¢)|| = Va(1)? + B(t)2. Esta expresion nos servird para transformar las integrales
que estédn expresadas en términos de 6 a t.
A partir de la expresion de 6 se deduce,

a(r)
0 —
sen S0
B(1)
0=-——=
cos ()
Conocido 6 es facil calcular r,, ya que el radio del paralelo es a(r) = Y(t),
Y (1)
Fo =
sen 6

Para calcular rg basta calcular la curvatura de la generatriz (Y (z), Z(¢)). Puesto que r(z) =
(Y (1), Z(1)) entonces la curvatura es,

P xir(lx 1
s(1)3 ~s(1)3

k(1) = (@()B(1) - a()B(1)
En el numerador figura la componente segtin X del producto vectorial. Esta curvatura tiene
signo, de modo que si es positiva el centro de curvatura estd hacia la directriz, y lo contrario si
es negativa.

A partir de la curvatura, el radio es simplemente,
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Calculode rg y 1y E

Figura B.1: Generatriz de una lamina de revolucién en coordenadas paramétricas

Notese que,
rodf = —s(t)dt

expresion que podemos utilizar para transformar las integrales realizadas en la variable 6 a
integrales en la variable 7.
A partir de esa relacion se deduce que,

o) . a0)
00~ D%
pues,
90 s(1)
E B re

B.1. Ejemplo
Sea una cupula parabdlica que viene dada por,
Y1) =t; Z(t) =a®-1*

y por tanto,

a(t) =1; B(t)=-21t; s(ty=V1+412

de donde,

1 2t
senf = ——; cosf =

Vi+d 2 Vi+42

Para calcular la curvatura tenemos,

F(t) = (a(n),p(0) = (1,-210);  #(1)=(a@®),p(1) = (0,-2)

de modo que
r(t) Xr(t)|X = (Oa _2’ O) X (1’_2 ta 0) |X = 2

de donde se deduce finalmente que,

2
RN GE Yoy
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y por tanto,

ro() = 5V +4 59

Por otra parte,

re) = 20 < T AR

en 6
y finalmente,

dg=-N1+412dt
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Apéndice C

FORMULARIO de ANALISIS DE
LAMINAS

Ecuaciones de equilibrio de membranas

ON, d(aNgy)

. + 796 +cosONyg = —ap,
ONge 9(aNy)
7 + 7296 — cosON, = —apg
N, N,
_‘;0 + _9 = pz
7"/, re

Solucion 1 de las ecuaciones de equilibrio de membrana (carga axilsimétrica)

a (90) senf

No(6) = a(0) send

1 0
No(0g) — —— / a(@)rg(0)py(0')do’; donde py =senfpg—cosp,
a(6) senb Jg,

N (6) = ryp-(6) - :—:Ne(m

Solucién por equilibrio global de las ecuaciones de equilibrio de membrana
(carga axilsimétrica)

W (8)

)= ——
No(6) 2ma senf

N (8) = rop-(6) - :—:Naw)

Particularizacion para laminas cilindricas

Ny (s) = N (s0) — / ps(s')ds’

Ncp(s) =R p.(s)

Solucién de los desplazamientos de membrana (carga axilsimétrica)

send
ug(6) =

O F(0")r,r
u0(00)+sen0/ M !

senfy 0, Ehsent’
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FORMULARIO de ANALISIS DE LAMINAS

Ng - Vth N<P - VNg

I"<p re

F(0) =

r
w(6) = E—‘;Z(N(,L7 —vNpg) —cotBuy

ry senf
0= Enh (N(p—VNg)
d 1 ry cotl
= —ro(Ny, —vNg) | — F(0
@ rgdH[Ehr‘p( ¢V ")] g [0

Particularizaciéon para laminas cilindricas

1 $ ,
)=o)+ g [N vN s

W(s) = 6(5) = 2 (N = vAG)

R d
wg(5) = 22— (N = V)
Volumenes y superficies
Cuerpo Volumen Superficie Observaciones
Esfera %ﬂR:)’ 4nR? R: Radio

Casquete esférico %HQ(SR - H) 2nRH R: Radio esfera; H: Altura

Cono %RQH nRg R: Radio de la base; H: Al-
tura; g: Longitud generatriz
g=VR?+H?

Cilindro nR’H 2nRH R: Radio; H: Altura; Superfi-

cie lateral, sin contar superfi-
cie circulos superior e inferior

Soluciones de la ecuacién homogénea del desplazamiento para flexiéon

w{ (s) = eP* cospBs
wg (5) = e P* senBs
wg (s) = e PES) cosB(L - )
wf; (s) = e PE9) genB(L — s)

4/3(1 - 2)
e

siendo,
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Calculo de las variables de flexiéon a partir de la flecha w’(s)

Para las variables de desplazamiento:

f S of (o
;o_dw Foavm f e wi(s)
Wy = yE ug (s5) = us (sg) v[o R ds
para los esfuerzos:
3wt
Nf(s)=4DB'RW (5) @l (s)=-D=5
d*w/ d*w/
M{ (s)=-D e Mf; (s) =-vD R v M
y finalmente para las tensiones:
f Ng M‘P f Ms
O—gacp(s’Z)ZT"'ZT O'SS(S,Z)=Z 7

siendo D = Er*f12(1-v2) e I = h*}12,

Soluciones para cilindros de gran longitud con diferentes CCdC

Todas las variables de las soluciones para un cilindro de gran longitud pueden escribirse de
la forma,

f(s) = Ce™P* (C, cosBs + Cy senfs)

siendo C, C. y C, distintas constantes, segin sea la variable f(s) de que se trate y de las CCdC
concretas.

FEn la siguiente tabla se muestran los valores de estas constantes para el caso de aplicaciéon
de diferentes CCdC en s = 0:

‘ ccdc ‘Constantes‘ w(s) ‘Ms(s) ‘ Ny (s) ‘a@,(s)‘ ug(s) ‘ Qs (s) ‘

2 4 _ v _ 3
w(0) =1 C 1 2Df% | 4ADB*R 28 73 4DB
0,(0) =0 C. 1 1 1 0 1 1
¢ Cs 1 -1 1 1 0 0
1 2 1
Q;(0)=0 ¢ " 2Dp? 1 —2B°R | pp SDRED —2B
M,(0) = 1 C. 1 1 1 1 0 0
* C; 1 1 1 0 1 1
1
w(0) = 0 ¢ 5 2DB | 4DBPR| 1 s | 2D
w,(0) =1 Ce 0 1 0 1 1 1
¢ C, 1 0 1 1 1 1
1 1 1
Q;(0)=1 ¢ 2D B —2BR 2D32 _41);,34 1
M (0) = 0 Ce 1 0 1 1 1 1
’ Cs 0 1 0 1 1 1

Cuando las CCdC se aplican en s = L las variables son iguales que antes, pero cambiando s
por L —s, v en algunos casos un cambio de signo,

g(s) ==f(L-s)

de acuerdo con la siguiente tabla,

R. Gallego & E. Puertas-Garcia (Universidad de Granada) @@@@ E




FORMULARIO de ANALISIS DE LAMINAS

ccdc ‘ w(s) Ms(s) Ny(s) we(s) us(s) Qs(s)

w(L) =1 N N N B B B
we(L) =0

Q; (L) =0 + + + _ _ _
Mg(L)=1

w(L) =

wo(L) = 1 - - - + + +
QS(L) =1 _ _ _ + + +
Mg(L)=0

debido a que el criterio de signos de alguna de ellas no esigual en s =0y en s=1L

Relaciéon de rigidez en el extremo de un cilindro de gran longitud

) =% (e

siendo K la matriz de la tabla siguiente, que depende del criterio de signos adoptado.

a o) e al
Q Q Q Q
) 2Dp (25: _f) : 2D (ng f)
o a o a
Q Q Q Q
Ay [T e

El criterio de signo positivo para desplazamiento y giro es el mismo de la fuerza o momento,

respectivamente.

Relaciéon de flexibilidad en el extremo de un cilindro de gran longitud

=560

siendo S la matriz de la tabla siguiente, que depende del criterio de signos adoptado.

)
2Dﬂ3 ,3 2/32

M
/2
L
Q ‘
M
/)
Q
2D,83 ‘

1 B
-B 25

s )
7 \p 2

El criterio de signo positivo para desplazamiento y giro es el mismo de la fuerza o momento,

respectivamente.

@locle]
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