G UNIVERSIDAD @
: = DEGRANADA

Facultad de Ciencias

Grado en Matematicas

Teoria de Hilbert-Schmidt,
bases hilbertianas generalizadas
y aplicaciones

Luis Felipe Del Rio Lopez

Departamento de Analisis Matematico

Tutor: Antonio Canada Villar
Curso académico 2019-2020



Teoria de Hilbert-Schmidt, bases hilbertianas generalizadas y aplicaciones.

Trabajo de fin de Grado. Curso académico 2019-2020.

Autor Luis Felipe Del Rio Lépez Grado en Matematicas
Tutor Antonio Canada Villar Facultad de Ciencias

Departamento Anélisis Matematico Universidad de Granada



Introduccion

El presente Trabajo de Fin de Grado titulado “Teoria de Hilbert-Schmidt, bases hil-

bertianas generalizadas y aplicaciones” consta de los siguiente cuatro capitulos:

Preliminares de andlisis funcional.

Origen histérico de las bases hilbertianas.

Ecuaciones integrales con nticleo en L2

Valores propios y funciones propias del laplaciano.

En el primero de ellos nos centraremos en el concepto de base hilbertiana y en la
teoria espectral de operadores compactos y autoadjuntos en espacios de Hilbert, lo cual
resultara fundamental en los sucesivos capitulos. Parte de estos contenidos fueron vistos
en la asignatura de Analisis Funcional del grado de Matematicas. Para la realizacién de
este capitulo hemos utilizado principalmente [1].

Una vez familiarizados con el primer capitulo estamos en condiciones de poder com-

prender los siguientes.

En el segundo capitulo trataremos el origen histérico de las bases hilbertianas, el cual
estuvo intimamente ligado al método de separacién de variables. Este surgio en el estu-
dio del problema de la cuerda vibrante por parte de D’Alembert, Euler y Bernoulli y,
posteriormente, en el de la ecuacion del calor, de mano de Fourier. De forma similar, mu-
chos otros problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y de ecuaciones en derivadas

parciales pueden ser resueltos mediante los llamados “desarrollos generales de Fourier”,
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en los cuales las bases hilbertianas juegan un papel esencial. Para la elaboracién de este

capitulo, las principales referencias han sido [5] y [4].

En el tercer capitulo usaremos los conocimientos adquiridos en el primero para poder
obtener condiciones suficientes para que un operador integral definidos en L? con nicleo
en L? sea compacto y autoadjunto. Ademds de ésto, obtendremos resultados para estos
tipos de operadores, algunos de ellos de gran importancia como es el caso del siguiente
teorema:

Teorema: Sea K un operador compacto y autoadjunto en un espacio de Hilbert H, y
sea {p;} el conjunto de todas las funciones propias, convenientemente ortonormalizadas,
asociadas a los valores propios no nulos de K, los cuales denotaremos {u;}. Sea f un

elemento cualquiera de H, entonces f puede ser representada de la forma
f= Z(ﬁ @i)pi + fo
i=1

donde fo es un elemento del nicleo de K (es decir, K fo =0).

Los resultados que veremos, en especial este tltimo teorema, nos seran de gran utilidad
en la ultima seccion del capitulo, la cual esta dedicada a aplicaciones a ecuaciones diferen-
ciales. En ella consideraremos problemas de contorno asociados a ecuaciones diferenciales
de segundo orden y veremos que los operadores diferenciales de dichos problemas tienen
como inversa un operador integral, el cual es compacto. Si ademads es autoadjunto podre-
mos utilizar el teorema enunciado anteriormente, lo cual nos permitira expresar cualquier
elemento del espacio de Hilbert que consideremos en funcién de las funciones propias de

o0
dicho operador inverso. También obtendremos el valor de la serie Z e
n=1

Finalmente, en el capitulo 4, nos centraremos en probar uno de los resultados mas
antiguos referentes a los valores y vectores propios de la ecuacion del calor, la férmula
asintética de Hermann-Weyl. Para este fin usaremos nociones basicas de la ecuacién del

calor, como el principio del méaximo-minimo, y propiedades de los valores y vectores pro-

pios del laplaciano. Este capitulo esta basado en el articulo [6].
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En estos tres ultimos capitulos se han tratado los objetivos previstos en la propuesta

de este trabajo. Dichos objetivos son:
= Origen historico de las bases hilbertianas.
= Teoria de Hilbert-Schmidt para ecuaciones integrales y bases hilbertianas generales.

= Valores propios y funciones propias del laplaciano. El método de separacién de

variables en dimensiones superiores.

A pesar de la dificultad tedrica del trabajo, todos estos objetivos han sido alcanzados
satisfactoriamente. Para ello ha sido fundamental el uso de la bibliografia y la ayuda de
mi tutor Antonio Canada, quien ha estado siempre dispuesto a responder las dudas que

me han surgido a lo largo del trabajo.
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Summary

The present end degree work, entitled “Hilbert-Schmidt’s theory, generalized hilbertian
basis and applications” is divided into four chapters. In the first one we will become famil-
iar with the concept of hilbertian basis and the spectral theory for compact and selfadjoint
operators. Once the hilbertian basis concept is known, one of the main objectives of the
chapter is to know when we can guarantee that a Hilbert space admits a hilbertian basis.
We will prove a theorem that will ensure us that every separable Hilbert space admits a
hilbertian basis, in fact we will contruct it explicitly. After that we will define compact
and selfadjoint operators and we will see some important properties of them. Finally, at
the end of the chapter, using all we learned before, we will prove the following theorem:

Theorem: [l] : Let H be a separable Hilbert space and let T be a linear compact
selfadjoint operator. Then there exists a hilbertian basis composed of eigenvectors of T.
This result is, indeed, a great summary of the chapter.

The second chapter is dedicated to the historical origin of hilbertian basis. We
will start talking about the vibrating string problem, that was mainly developed by
D’Alembert, Euler and Bernoulli, although they disagreed in some points. In particu-
lar, D’Alembert and Euler disagreed in the concept of function, which was not as clear as

it is nowadays. Both of them obtained that the solution of the problem

Qu(x,t)  0*u(x,t)

O<z<m t>0

ot? dz?
u(z,0) = f(z), 0<z<m
N0 o g<p<n
ot

w(0,t) =u(m,t) =0, t>0
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11~
u(w,t) = 5 [fla+6)+ flo 1)
for a “convenient extension of the function f 7.

On the other hand, Bernoulli used his musical knowledge to treat with the problem. He

tried to obtain the solution of the problem through the superposition of simple functions
up(z,t) = sin(nx)cos(nt) n € N.

It seems that he used the so-called method of separation of variables. Nevertheless, he

had to assume that every function can be expressed as a serie of sines, i.e.,
o0
f(z) = Zansm(nx), Ve [0,n]
n=1

with “proper coefficients a,,”.

This reasoning was quite criticized by D’Alembert and Euler. Bernoulli never gave an
expression for the coefficientes a,,.

Some years later, J. Fourier was interested in the heat flow problem

0? t 0 t
u(x’): u(x’), O<ax<m 0<t<T
Ox? ot

u(0,t) = u(m,t) =0, 0<t<T

u(z,0) = f(x), 0<z<m

The way he solved the problem was similar to that of Bernoulli on the vibrating string
problem. The great difference was that Fourier gave an explicit expression for coefficients.
However, Fourier was quite criticized due to his lack of rigour obtaining the coefficients,
so that his work was not published by the French Academy.

Nowadays Fourier theory can be explained using functional analysis results, hilbertian

basis and the so-called Sturm-Liouville operators will play a key role in this theory.

In the third chapter we will discuss integral equations with kernel in L?. Firstly, we
will see when a linear integral operator is compact. In order to prove the results the only
knowledge needed will be the definition of compact operator, seen in the first chapter, and
some basic notions of Lebesgue integration. Furthermore, if the operator is selfadjoint we

will be able to prove some really important results like the following one
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Theorem: [9] Let K be a self-adjoint operator on a Hilbert space H. All eigenfunc-
tions corresponding to distinct eigenvalues are orthogonal. A set of eigenfunctions that is
finite o countable corresponding to the same eigenvalue can be orthogonalized.

This theorem will be essential in order to prove our main result in chapter 3.

Theorem: [J]: Let K be a compact, self-adjoint operator on a Hilbert space H and
{@i} the set of all orthonormal eigenfunctions associated with nonzero eigenvalues of K.
Denote the corresponding nonzero eigenvalues by {p;}. let f be any element in H. Then

f can be represented in the form

f Z(fv @i)pi + fo

i=1
where fo 1s a suitable element in the nullspace of K.

Finally, at the end of the chapter, we will see some applications about what we have
learned along this chapter. We will consider boundary values problems associated with
second order differential equations. We will see that every regular differential operator
associated with this problems will have an inverse that is an integral operator, which is
also compact. If it is selfadjoint we will be able to apply the results seen in the previous

o0

sections, specially the previous theorem. We will also calculate the serie Z e
n=1

In the fourth chapter, we will deduce one of the oldest results about eigenvalues and
eigenfunctions, the so-called asymptotic Hermann-Weyl formula. The objetive of the
chapter is to prove this result using basic facts about the heat equation and information
about the eigenvalues and eigenfunctions of the laplacian operator. However, the original
proof did not use the heat equation. This chapter is divided in three sections. The
first one is dedicated to the heat equation. We will see that exists only one solution
for that problem. In order to prove the uniqueness we will use the Maximum-Minimum
Principle. The proof of the existence will relay on the concept of the Green’s function for

our problem. Along the chapter we will contruct it using the fact that

_llz—y|?

k(z,y,t) = (4nt) ™2 =

plays the role of Green’s function for all the space and the so-called principle of not feeling

the boundary.
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In the second section we will discuss about eigenvalues and eigenfunctions of the
laplacian. The objective of this section is to prove the following theorem:

Theorem: [0]: There exists a complete orthonormal basis {¢;}32, of L*(D), where
D C R"™ is an open bounded set with a smooth boundary, consisting of eigenfunctions of

the laplacian in D with homogeneous Dirichlet boundary conditions, i.e.,

Ap; + Nigp; =0
&:|0D = 0.

If \; is the eigenvalue belonging to ¢;, then \; > 0 and lim \; = co. Moreover,

pla,y,t) =) e o) dily),
=1

where the convergence is uniform on D x D x [g,00) for every e > 0.

Finally, in the last section, we will notice the role of the heat equation in the proof of
the Hermann Weyl formula. We will also see some key results, including the Hardy and

Littlewood tauberian theorem, that will finally end the proof of the result:

A2 C(n)

l — N
A% T Ty "€

where C(n) = (47)"?T'(n/2 + 1) and A\; < Ay < ... are the eigenvalues of the laplacian

operator with homogeneous Dirichlet boundary conditions.



Indice general

Introduccién
Summary

1 Preliminares de analisis funcional
1.1 Sumas de Hilbert y bases hilbertianas . . . . . . . .. ... ... ... ...
1.2 Operadores compactos y autoadjuntos . . . . . ... ... ... ... ...
1.3 Teoria de Riesz-Fredholm . . . . . . ... .. ... ... ...
1.4 Espectro de un operador compacto . . . . . . . .. ... ... ...

1.5 Descomposicion Espectral de operadores compactos y autoadjuntos

2 Origen histérico de las bases hilbertianas
2.1 El problema de la cuerda vibrante . . . . . . .. ... ... ...
2.2 Fourier y el problema de la conduccion del calor . . . . . ... ... .. ..
2.3 La teoria de series de Fourier en la actualidad . . . . ... ... ... ...
2.3.1 Concepto de base hilbertiana . . . . . . .. ... ... ... ....

2.3.2  Problemas del tipo Sturm Liouville . . . . . ... .. ... .. ...

3 Ecuaciones integrales con nicleo en L2
3.1 Introduccidn . . . . . . ...
3.2 Operadores compactos . . . . . . . . . ...
3.2.1 Operadores compactos y autoadjuntos . . . . . .. ... ... ...

3.3 Aplicacion a las ecuaciones diferenciales . . . . . .. ... ...,

XI

111

VII

12

15
15
19
21
22
23



4 Valores propios y funciones propias del laplaciano 47

4.1 Ecuacion de calor . . . . . . .. oL A7
4.2 Funciones y valores propios . . . . . . . .. ... o1
4.3 Distribucion de los valores propios . . . . . . .. ..o oL 55
Bibliografia 61

XII



Capitulo

Preliminares de analisis funcional

El objetivo de este capitulo es el repaso de algunos conceptos de analisis funcional,
estudiados durante el grado en Matematicas, para el correcto seguimiento del trabajo. En
¢l veremos qué es una base hilbertiana y en que casos podemos asegurar su existencia.
Ademas, estudiaremos la descomposicién espectral de operadores compactos y autoad-
juntos, lo cual nos sera ttil para construir un tipo especial de bases hilbertianas, las
conformadas por los vectores propios de dicho operador. Estas, como podremos ver a lo
largo del trabajo, son de gran utilidad en Matematicas, Fisica, Biologia, Economia ...

Durante el capitulo tomaremos principalmente como referencia [1], apoydndonos en

[3], [7] ¥ [11]. En todo el capitulo supondremos que H es un espacio de Hilbert.

1.1. Sumas de Hilbert y bases hilbertianas

En primer lugar recordaremos la definicion de espacio de Hilbert.
Definicion 1.1. Sea H un espacio vectorial real. Un producto escalar es una aplicacion
(e,0): Hx H— R
(u,v) — (u,v)
= Bilineal
n Simétrica

s Definida positiva



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES DE ANALISIS FUNCIONAL

A partir del producto escalar puede definirse una norma en H
[ull == v/ (u, w)

Definicion 1.2. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial dotado de un producto

escalar y que, ademds, es completo para la norma derivada del producto escalar.

El primer objetivo que abordaremos en este capitulo sera saber qué es una base hilber-

tiana y qué propiedades la caracterizan. Para ello necesitaremos una serie de definiciones:

Definicion 1.3. Dada una sucesion de subespacios vectoriales cerrados de H , {E,}n>1 ,

diremos que H es la suma de Hilbert de los {Ey,}n>1 st :

a) Los subespacios E, son mutuamente ortogonales, es decir:

(u,v) =0 Yu€eE,, YeE, m#n

b) El espacio vectorial generado por US> | E, es denso en H.

Definicion 1.4. Sea K = {p, :n € N} C H

K es ortogonal < (g, pm) =0 Y n#m
1 n=m

0 n#m

K es ortonormal < (¢, ©m) = Opm =

Definicion 1.5. Diremos que K = {p, : n € N} C H es una base hilbertiana de H si
a) K es ortonormal.

b) El espacio vectorial generado por K es denso en H.

Definicion 1.6. Sea K = {p, : n € N} C H ortonormal. Diremos que K es completo si
y solo si

Kt ={fe H:(f v, =0VnecN}={0}.

Enunciaremos y demostraremos a continuacién una serie de resultados que nos seran

utiles:
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Proposicién 1.1. (Desigualdad de Bessel):

Sea K = {p, :n € N} C H ortonormal, entonces:

Y (fen)? <IfIP VfeH
n=1
Demostracion.
0<|If =D (fron)en P = (f = (fren)en [ =D (], eonm) —
n=1 n=1 n=1
= I/ = D _(f.¢n)* Ym €N
n=1
Por tanto, si S, = Z(f, ©n)?, tendrfamos que S,, < ||f||> Vm € N. Por tanto,
n=1
5o (Fy on)? es convergente y, ademds, 3 (£, 0n)* < |||
n>1

Teorema 1.1. Sea K = {¢, : n € N} C H un conjunto ortonormal y H un espacio de

Hilbert. Entonces equivalen:

1) K es completo.

11) K es una base hilbertiana de H.

m) f=> (fen)pn Vf€H.
n=1

) Z(f, o)’ = |IfII? Vf € H (Identidad de Parseval)

n=1

Demostracion. Véase la demostracion en [1], [7].

Este resultado es muy 1til ya que nos permite determinar cuando un conjunto es una
base de Hilbert, de hecho lo usaremos en el préximo teorema, y también negarlo: basta

ver que existe alguna f € H que no verifique, por ejemplo, la identidad de Parseval.

Ya tenemos varias formas de saber si un conjunto K C H es, o no , base de Hilbert
de H. Lo cual nos conduce a la siguiente pregunta: ;Todo espacio de Hilbert posee una

base hilbertiana? Veremos que, en algunos casos, se puede asegurar su existencia:
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Teorema 1.2. Sea H un espacio de Hilbert separable, entonces H posee una base hilber-

tiana.

Demostracion.

Caso 1: dim H <
El resultado es conocido, dada una base cualquiera basta usar el proceso de ortogo-
nalizacion de Gram-Schmidt y normalizar la base resultante. Para mas detalles se puede

consultar la seccién 15.13 de [11].

Caso 2: dimH = oo [3]
Como H es separable, tenemos que existe C' = {¢, : n € N} C H denso en H. Por ser

C denso en H existen elementos no nulos en C. Sea g; el primero de ellos, y definamos

fr="2
ol

Tiene que existir algun otro elemento ¢, ;) de manera que ¢, () sea linealmente inde-
pendiente con f; (en caso contrario tendriamos que H es de dimensién finita, llegando a
contradiccién). A partir de {f1, ¢,1)}, usando Gramn-Schmidt, obtenemos f> de manera

que {f1, f} genera el mismo espacio que { f1, c,a)} v, ademds, es un conjunto ortonormal.

En general, fijado p y ya habiendo obtenido un conjunto {fi,..., f,} ortonormal,
podemos encontrar un elemento ¢, de manera que éste sea linealmente independiente

con {fi,..., f,}. Para ello, definiremos

Ip+1 = Cn(p) — P<fio f,>Cnip)

donde P.y, . 1> Cn(p) denota la proyeccion ortogonal de c,,) sobre el espacio engendrado

por < fi,...fp>.

Entonces, definiendo f,1; = ”g”i” Vp € N, obtenemos B = { f1, f2, ...} ortonormal tal
P

que cada elemento ¢, € (' es combinacién lineal finita de elementos de B. Este conjunto
B es ortonormal, la ortogonalidad es consecuencia de las propiedades de la proyeccién

ortogonal.
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Veamos que es completo:

Sea f € H : f € B*, entonces f € C* ya que todo elemento de C es combinacién

lineal finita de elemento de B. Finalmente, si f = lim ¢;,), entonces:
n—oo

Por tanto, en virtud de (1.1), B es una base hilbertiana.

1.2. Operadores compactos y autoadjuntos

A partir de ahora supondremos siempre que E y F' son espacios de Banach.

Definicion 1.7. Sean E y F' espacios de Banach y'T : E — F un operador lineal. Dire-

mos que T es compacto si y sélo si T(A) es relativamente compacto ( T(A) es compacto)

VA C E acotado.

Proposicién 1.2. SiT : E — F es un operador lineal y compacto, entonces también es

continuo.

Demostracion. Debemos probar que si un operador es lineal y compacto, entonces
es continuo. Para ello utilizaremos que, si un operador es lineal, decir que es continuo
equivale a decir que estd acotado (7" aplica conjuntos acotados en conjuntos acotados).
Probar que T estd acotado equivale a probar que T(Bg) esta acotada.

A partir de la cadena

T(Bg) C T(Bg) C T(Bg),

teniendo en cuenta que T(FE) es compacta en F' (por ser T compacto), se deduce que

T(Bg) esté acotada y, por tanto, que 7" es continuo.

En consecuencia, no es necesario especificar que un operador 7' es continuo si éste es
lineal y compacto. En este trabajo consideraremos que todos los operadores compactos

son lineales.
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Proposicion 1.3. Sean E, F y G espacios de Banach, T : E — F un operador lineal
y continuo, y S : F' — G un operador compacto (o viceversa). Entonces S oT es un

operador compacto.

Demostracién. Debemos probar que SoT" es un operador compacto, lo cual equivale
a probar que (S o T)(A) es compacto YA C E acotado. (SoT)(A) = S(T(A)) y, como T’

es un operador linear y continuo, sabemos que T(A) C G estd acotado VA C E acotado.

Como por hipétesis tenemos que S es un operador compacto, (S oT)(A) = S(T(A)) es

compacto .

Supongamos ahora que S es el operador lineal y continuo y 7' el operador compacto. T

es un operador compacto, luego T'(A) es un conjunto compacto VA C F acotado . Como

S es continuo, y sabemos que la las funciones continuas llevan compactos en compactos,

tenemos que S(7T'(A)) es compacto y, en consecuencia, es claro que S(T(A)) = S(T'(A)).

Finalmente, como S(T(A)) C S(T'(A)) concluimos que S(T'(A)) es compacto
|

Proposicién 1.4. T : E — F es un operador compacto si y solo si ¥{x,} C E acotada

Hx,, } subsucesion suya tal que {Txy, } es convergente en F.

Demostracion.

Sea {x,} C E acotada. Entonces:

T compacto

A = {xz, :n € N} acotada en F T(A) ={Tx, :n € N} compacto en F.

Como (F, || e ||r) es un espacio métrico, la compacidad implica la compacidad secuencial,

luego:

Si{Tz,} C T(A) = IH{x,, } tal que {T'z,, } es convergente en F hacia un punto de T'(A)

Lo demostraremos por contrarreciproco:

Supongamos que 7' no es compacto, entonces 3A C E acotado tal que T'(A) no es

compacto. Por tanto, tenemos que 3{y,} C T(A) que no posee ninguna subsucesién

convergente en F'.
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Por otro lado, cada y,, puede aproximarse por T'(z,) donde z, € Ay ||y, — Tz, || < 2.
Luego {T'z,,} no puede converger en F' para ninguna subsucesiéon {z,,} y, por tanto,
Iz, } C E acotada que no posee ninguna subsucesién verificando que {T'z,, } sea con-

vergente en F'.

Proposicion 1.5. Sea T : E — F lineal, entonces:

T compacto < T(Bg) es compacto en F

donde Bp = {x € E : ||z| < 1}

Demostracion.

Si T es compacto, entonces VA C E acotado se tiene que T'(A) es relativamente

compacto, por tanto, tomando A = By se tiene que T(EE) es compacta en [

Sea A C E acotado = 3R >0/ A C B(0, R). Por tanto, tenemos que:

T(A) c T(B(0O,R)) =T(R-Bg)=R- Br ( compacto en F )

Todo cerrado contenido en un compacto es compacto, luego T'(A) es compacto en F' = T
es compacto.

Definicion 1.8. Se dice que un operador lineal y continuo T : H — H es un operador

autoadjunto si

(Tu,v) = (u, Tv) Yu,v € H

Definicion 1.9. Sea T': H — H lineal y continuo. Se dice que A € R es valor propio de
T siy solo si Ju e H\ {0} tal que Tu = Mu. A u la llamaremos funcion propia asociada

alya
V ={u € H : Tu= M} = {funciones propias asociadas a \} U {0}

lo llamaremos el subespacio propio asociado al valor propio .
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1.3. Teoria de Riesz-Fredholm

Lema 1.1. (Lema de Riesz) Sea E un espacio vectorial normado y M C E un subes-

pacio vectorial cerrado tal que M # E. Entonces:
Ve>0 FJu€FE tal que|jull =1 y du,M)>1—¢

Demostracion. Tomemos v € E'\ M. Como M es cerrado tenemos que d(v, M) > 0,

lo cual equivale a que
YmeM |jv—m|>d:=dv,M)=mf{||[v—m|:meM}>0
Tomemos ahora my € M tal que

d < o —mol| <

T 1—c¢
Entonces, si definimos
vV — My
U= —
v — mo|
" HuH:'ﬂ’zl
v — mo|
— - — d
cYmeM [u—m| = ’ v—mo H v = (mo + mlJu mo||>H N
[0 —mo v —mo| v —my
l—e =du,M)>1-c¢.
Nétese que (mg + mllv — mgl|) € M.
[ |

Teorema 1.3. (Teorema de Riesz) Si E un espacio vectorial normado con Bg com-

pacta, entonces dimFE < oo.

Demostracion. Supongamos que dim £ = oo, entonces existiria una sucesiéon {E,}
de subespacios de dimensién finita de F tales que E,_y C F,. Estos subespacios son
cerrados luego, aplicando el Lema 1.1 con £ = 1, tenemos que F{u,,} € E tal que [|u,|| =1
y d(un, E,—1) > 3. Por tanto, obtenemos que d(uy, u,) > 1 ¥m > n. Luego {u,} no tiene
ninguna subsucesién convergente !!! Contradiccién con que Bp sea compacta.
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Ejemplo:
I:F—F

Al contrario de lo que pudiese parecer, aplicaciones tan sencillas como no
T

son necesariamente compactas. De hecho, I es compacta si y s6lo si la dimensién de F es
finita .
Este resultado se prueba de manera inmediata usando la proposicion (1.5) y el Teorema

de Riesz.

Teorema 1.4. (Alternativa de Fredhélm) Sea T : E — E un operador compacto,

entonces:
(a) N(I —T) tiene dimension finita.

(b) R(I —T) es cerrado y R(I —T) = N(I —T)*, donde T* es el operador adjunto de
T (vedse la definicion en [1]).

(¢) NI-T)={0} & RI-T)=E

(d) dim N(I —T) = dim N(I —T*)

1.4. Espectro de un operador compacto

Definicion 1.10. Sea T : E — E un operador lineal y continuo. Definimos el conjunto

resolvente, y lo denotaremos p(T'), como:
p(T)={XeR: (T — \) es biyectiva de E a E }

Definicion 1.11. El espectro, al cual denotaremos o(T), es el complemento del conjunto
resolvente, es decir o(T) = R\ p(T). Diremos que un nimero real \ es un valor propio de

T si N(T — M) # {0}. El conjunto de todos los valores propios lo denotaremos V P(T).

Se tiene que VP(T') C o(T). Si dim E < oo, entonces se da la igualdad.
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Proposicion 1.6. Sea T' : E — E un operador lineal y continuo y A un valor propio

suyo, entonces —||T|| < X < ||T].

Demostracion. Sea A valor propio de T'= Ju € H \ {0} / Tu = .

_u_
[l

Tomando v = € H tenemos que ||v]| =1y Tv = Av. Luego:

C-S
[Tol = Twlllloll = [(Tv,v)] = [(Av,v)] = [A(v,0)| = [AlJo]l = |A]
Finalmente, utilizando la definiciéon de norma de un operador, obtenemos:

Al < |[To]| < sup [[Twl]| = [|T|

[[w][=1

lo cual implica que

—[|T[ < A < |7

Proposicién 1.7. Sea T : E — E un operador lineal y continuo, entonces o(T) es

acotado y, ademdas,

o(T) < [ =TI, +IT1]

Demostracion. Sea A € R : |A\| > ||T|. Veamos que la aplicacion T'— Al es biyectiva,
lo cual implicard que o(T) C [—||T||, +||T]|]]. Dada f € E la ecuaciéon Tu — Au = f tiene
una tnica solucién ya que puede escribirse como v = A\~}(Tu — f) y puede usarse el
teorema del punto fijo de Banach [1].

Lema 1.2. Sea T' : E — E un operador compacto y sea {\,}n>1 una sucesion de

numeros reales distintos tales que
An — A Yy A €0(T)\ {0} Vn.

Entonces A = 0.
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Teorema 1.5. Sea T': E — E un operador compacto y dim £ = oo, entonces tenemos

que:
(a) 0 €o(T),

(b) o(T)\ {0} = VP(T)\ {0},

(c) Se tiene uno de los siguientes casos:

= o(T) = {0},
w» o(T)\ {0} es un conjunto finito,

» o(T)\ {0} es una sucesion que converge a 0.
Demostracion.

(a) Supongamos que 0 ¢ o(T). En tal caso T seria biyectiva e I = T o T™! serfa
compacto. Por tanto tenemos que Bpg es compacta y, como consecuencia del Teorema

de Riesz, dim £ < co. Por tanto hemos llegado a contradiccién (dim F = co).

(b) Sea A € o(T)\{0}. Sino fuera un valor propio entonces tendriamos que N(T'—\[) =
{0}. Aplicando el apartado (c) del Teorema 1.4 esto implicaria que R(T — \I) = FE
y, por tanto, A € p(T'); contradiccién con el hecho de que A € o(T') \ {0}. Por tanto
Ae VP(T)\ {0}.

(c) Para cada n > 1, el conjunto
1
o(T)U{AeR: [N > ﬁ}

es o bien vacio o finito ya que que, si tuviera infinitos puntos, podriamos aplicar
el Teorema de Bolzano-Weirstrass (o(7') es compacto) y obtener una subsucesién
que convergeria a un A > 1/n, lo cual contradeciria al Lema (1.2). Por tanto, si
o(T)\ {0} tiene infinitos puntos distintos, podriamos ordenarlos como una sucesién

tendiendo a 0.
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1.5. Descomposicion Espectral de operadores com-
pactos y autoadjuntos

Proposicién 1.8. Sea T': H — H un operador lineal, continuo y autoadjunto. Sean

m = inf (Tu,u) M = sup (Tu,u)

u€H w
Huﬁzl ||uﬁ£1
Entonces o(T) C [m,M], m € o(T) y M € o(T). De hecho, ||T| = méx{|m|, |M|}.

Demostracion. Se puede ver la demostracion con detalle en [1]. En ella se usa esen-

cialmente el Teorema de Lax Milgram, Cauchy- Schwarz y la identidad del paralelogramo.

Corolario 1.1. Sea T : H — H wun operador lineal, continuo y autoadjunto tal que

o(T) = {0}, entonces T = 0.

Demostracion. Como o(T') = {0} tenemos, como consecuencia de la Proposicién

1.8, que ||T'|| =0 y, por tanto, que 7" = 0. [

Lema 1.3. Si T es un operador lineal y compacto, entonces dim N(T —AI) < oo VA valor

propio # 0.

Lema 1.4. Sea H un espacio de Hilbert y'T : H — H un operador lineal y autoadjunto.

SiV C H es un subespacio cerrado de H tal que T(V') C V', entonces:
1. T(VH)y cvt
2. T|y1 es también autoadjunto.
3. Si T es ademds compacto, entonces T|y 1 también es compacto.
Demostracion.

1. Seaw € V+, esdecir, (w,v) =0 VYo € V. Entonces, por ser T' autoadjunto, tenemos
que:

(Tw,v) = (w, Tv) "EV) weVv

Por tanto, Tw € V+ = T(V+) c VL.
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2. Por ser T" autoadjunto tenemos que:
(T|ye(w),v) = (Tw,v) = (w,Tv) = (w,T|y(v)), Yw,veV™*

Por tanto, Ty, es un operador autoadjunto.

3. T compacto < T(Bp) compacto.
Ty (Byy) =T(By.) C T(By)

Tomando adherencias tenemos que:

T|y.(Byy1) =T(By.) C T(By) (compacto)
Por tanto, Ty . (By 1) compacto = T)|y,. compacto.

Teorema 1.6. Sea H un espacio de Hilbert separable y seaT' un operador lineal, compacto

y autoadjunto. Entonces existe una base de Hilbert compuesta por vectores propios de T

Demostracion. Sea {\,},>1 la sucesién de los valores propios (distintos) de 7' no

nulos. Definimos:
Ao =0, Ey = N(T) y E,=N(T—-\,1)
Sabemos, por el lema anterior, que
0 <dimFEy < ¢ y 0 < dim E, < oo
Veamos ahora que H es suma de Hilbert de los E,,’s , n=0,1,... :

1. Los subespacios (E,)n>0 son (dos a dos) ortogonales:

Dados u, € E,, y v € En, n # m tenemos que
Tu = \u y Tv = A\v

y, por tanto,

Am(u,v) = (Tu,v) = (u, Tv) = A\, (u,v)

Como el tnico valor de n para el cual A\, = 0 es n = 0 y todos los demas valores

propios son distintos, esto implica que

(u,v) =0
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2. El espacio vectorial generado por U, (E,, al que llamaremos F', es denso en H:

Claramente, T(F') C F lo cual, en virtud del Lema 1.4, implica que T(F+) C F+.
Ademés si llamamos Ty al operador T restringido a F'* éste también es compacto

también consecuencia del Lema 1.4.
Veamos ahora que o(Tp) = {0} :

Supongamos que no, en tal caso IX # 0 € o(Tp) y, por tanto, Ju perteneciente
a F+\ {0} tal que Tou = Au. En consecuencia, A = ), para algiin n > 1. Por
tanto tenemos que u € E,, C F. Luego v € F*+ N F, lo cual implica que u = 0,

contradiccion.

Ahora bien, como o(7y) = {0} sabemos, por el Corolario 1.1 que Ty = 0, lo cual
equivale a que Tv = 0 Vv € F*. Por tanto, F- C N(T). Por otro lado, tenemos
que N(T) = Ey C F luego:

FXrcN(T)CF

Lo cual implica que F* = {0} y, por tanto, que F es denso en H.

Visto esto, basta tomar de cada subespacio (F,),>o una base de Hilbert. Esto es
posible Vn > 1 por ser subespacios de dimensién finita y valido para FEy (espacio de
Hilbert separable) por el Teorema 1.2. La unién de estas bases es claramente una base de

Hilbert para H compuesta por vectores propios de T



Capitulo

Origen historico de las bases hilbertianas

En este capitulo trataremos de contextualizar histéricamente el origen de las bases
hilbertianas. Dicho origen proviene del método de separacion de variables, el cual surgio
en el estudio del problema de la cuerda vibrante. Mas adelante, como ya veremos, Fourier
hizo uso del mismo para resolver el problema de la ecuacion del calor. Ademéds de estos
problemas, muchos otros similares se pueden resolver de manera similar y, para dicha
resolucion, las bases hilbertianas tendran un papel fundamental. Para la elaboracién de

este capitulo he seguido principalmente las referencias [1] y [5].

2.1. El problema de la cuerda vibrante

Supongamos que tensamos una cuerda y que fijamos sus extremos, los cuales conside-
raremos que son (0,0) y (7,0). A continuacién tiramos de la cuerda de manera que tome
la forma de una curva, dada por la ecuacién y = f(x). {Qué movimiento describird la

cuerda?

f(x)

(07 0) (7'(', 0)
Figura 2.1: Posicion inicial de la cuerda

15
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El problema a resolver es la obtencion de la funcién que describe el movimiento de
la cuerda, u(z,t), a partir de f(z) con 0 < z < 7w y ¢t > 0. El primer matemético que
elaboré un modelo sobre este problema fue J. D’Alembert el cual demostré que u, bajo

determinadas hipétesis simples ([1]), debia satisfacer las siguiente condiciones:

OPu(x,t)  0*u(x,t)

, O<z<m, t>0

ot? 0z?
u(z,0) = f(z), 0<z<mw 21)
2.1
w0 _ o gcp<n
ot

u(0,t) =u(m,t) =0, t>0
La primera de las condiciones es una E.D.P lineal de segundo orden denominada
FEcuacion de Ondas. La segunda nos indica la posicion inicial de la cuerda. La tercera nos
muestra que la cuerda, antes de tirar de ella, se encontraba en reposo y, por ultimo, la

cuarta impone que la cuerda se encuentra fija en los extremos.

D’Alambert también demostré que la solucién de (2.1) viene dada por una expresién

de la forma
ule,t) = 5 [T+ 1)+ Flo —1) (22)

donde f es una “conveniente extensién de la funcién f 7 ([5]).

Este resultado, con notacién actual, se puede enunciar como sigue [10]:

Teorema 2.1. Sea f € C?[0,7] tal que f(0) = f(x) = f"(0") = f"(7~). Entonces (2.1)
tiene una tinica solucion u € C*(Q) N CY(Q), donde Q = (0,7) x (0, +00). De hecho, esta
solucion es la dada en (2.2), donde f es la unica extension a R impar, 2m-periodica de la

funcion f.

No se conoce con exactitud la forma en la que D’Alembert llegd a la expresion (2.2), sin
embargo es probable que lo hiciese mediante el cambio de variablesn =z +ty u=x —t.
La demostracion del Teorema (2.1) y la obtencién de la expresién(2.2) a partir del

cambio de variable pueden consultarse en [1].
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La férmula (2.2) también fue demostrada por Euler en 1749, sin embargo él diferia
de D’Alembert en el tipo de funciones iniciales f que se podian considerar. D’Alembert
consideraba que la curva inicial f tenia que tener una férmula concreta tnica en todo
el intervalo [0, 7] mientras que Euler no lo consideraba necesario, defendia que cualquier

grafica podia considerarse como curva inicial.

Otra forma de obtener la solucién de (2.1) fue propuesta por Daniel Bernouilli en 1753.
Se basaba en obtener dicha solucion mediante la superposicion de ondas mas sencillas, de
la forma:

up(x,t) = sen(nx)cos(nt), ¥neN

(obtenidas, quizds, por el método de separacién de variables) También es probable que,
para concebir esta idea, usara sus conocimientos musicales, mas concretamente la super-

posicién de arménicos del sonido. Por tanto, la solucién de (2.1) vendria dada por:

[e.e]

u(z,t) = Zansen(nx)cos(nt) (2.3)

n=1

de manera que los a, se elijan para que se verifiquen las condiciones de (2.1).

Esta idea, por suerte, se puede formalizar. Para ello observemos que las soluciones mas

sencillas de (2.1) deben ser de la forma
u(z,t) = X(x)T(t)

es decir, funciones con variables separadas. Derivando y sustituyendo en (2.1) se obtienen

dos problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias:

X"(z)+ XX (z) =0, z€(0,7), X(0)=X(m)=0. (2.4)
T"(t)+ \T'(t) =0, t > 0. (2.5)

donde A € R.
Se puede probar facilmente que (2.4) tiene soluciones unicas no triviales si y sélo si

A = n? para algin n € N, en cuyo caso el conjunto de soluciones de (2.4) es un espacio

vectorial de dimensién uno engendrado por la funcién sen(nz). En tal caso también se
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tiene que el conjunto de soluciones de (2.5) es un espacio vectorial de dimensién dos, cuya

base esta formada por las funciones cos(nt) y sen(nt).

Si la solucién propuesta por Bernouilli fuese cierta, se tendria que:

u(z,0) = Z ansen(nz)
n=1
¥y, en consecuencia,
f(z) = Zansen(nx), Ve 0, (2.6)
n=1

con una apropiada eleccion de los coeficientes a,,.

Sin embargo, estas ideas recibieron duras criticas por parte de D’Alembert y Euler,
los cuales no admitian que cualquier funcién f pudiese expresarse de la forma (2.6). La
discusién se prolongéd durante anos sin que se llegase a ningin acuerdo. Sin embargo, el
siguiente resultado posterior demuestra que Bernouilli estaba mas préximo a la verdad

que Euler [1]:

Teorema 2.2. Sea f € C?0, 7] tal que f(0) = f(x) = f"(07) = f"(7~) = 0. Entonces
(2.1) tiene una tnica solucion u de clase C%(Q) N CH(Q), donde Q = (0,7) x (0, +o0).

Ademdas, u viene dada por la formula (2.3), donde

a, = %/W f(n)sen(nn)dn, ¥neN (2.7)
0

Hemos obtenido en esta seccion dos teoremas que dan respuesta al problema de la
cuerda vibrante. La pregunta légica que podriamos hacernos es ; Cuél es mejor, el basado
en las ideas D’Alembert o éste ultimo basado en las de Bernouilli? El primero tiene
como principal ventaja que necesita menos hipotesis, por lo cual es més general que el
de Bernouilli. Sin embargo, el punto fuerte de éste ltimo es que nos proporciona una

expresion mas explicita de la solucion, en contraposicién con el primero.
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2.2. Fourier y el problema de la conduccién del calor

Las ideas de D. Bernoulli fueren recogidas mas tarde por Jean Baptiste-Joseph Fou-
rier, el cual se interesé en la teoria de la conduccion del calor en los cuerpos sélidos. El

problema que estudié era el siguiente:

Supongamos que tenemos una varilla de una longitud dada cuyos extremos se man-
tienen a 0°C y cuya superficie se encuentra aislada. Si la distribucién inicial de la varilla
viene dada por una funcién f(z), ;Cudl serd la temperatura en cualquier punto de la

varilla en el tiempo t?

u(z,0) = f(x)
Temperatura inicial de la varilla
u(0,t) =0 f(@) u(l,t) =0
| |
0 [

Figura 2.2: Distribucién inicial de la temperatura de la varilla

Suponiendo que la varilla satisface ciertas condiciones adicionales ([1]), Fourier de-
mostré que si denotamos por u(x,t) a la temperatura de la varilla en la posicién = y en
el tiempo ¢, entonces se verifica que:

OPu(x,t)  Ou(z,t)
ox? ot
w(0,t) =u(m,t) =0, 0<t<T (2.8)

O<z<m 0<t<T

u(z,0) = f(x), 0<z<m

La primera condicién de (2.8) es una EDP lineal de segundo orden llamada Ecuacidn

del Calor. La segunda indica que la temperatura en los extremos de la barra se mantiene
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a 0 °C. La ultima indica la temperatura inicial de la varilla.

Basandose en las ideas de Bernoulli para la ecuacién de ondas, Fourier busco solucio-

nes de (2.8) de la forma u(x,t) = X (z)W(t).

Imponiendo dicha condicién en (2.8) obtenemos los dos siguientes problemas de ecua-

ciones diferenciales:

X"(x)4+puX(x)=0, xze(0,7), X(0)=X(m)=0 (2.9)
W't)+pW(t)=0, 0<t<T (2.10)

donde p € R.

Al igual que en el problema de la cuerda vibrante, (2.9) tiene solucién no trivial si y
sélo si u = n? para algin n € N, en cuyo caso el conjunto de soluciones de (2.9) es un
espacio vectorial real de dimensién uno engendrado por la funcién sen(nx). En tal caso
también se tiene que el conjunto de soluciones de (2.10) es un espacio vectorial real de

. . . <z _n2
dimensién uno, cuya base la constituye la funcién e ™.

Fourier, de manera andloga a Bernoulli, afirmé que eligiendo unos coeficientes a,,

adecuados se podia obtener la dnica solucién de (2.8), de la forma:

u(z, t) = Z ane " sen(nz) (2.11)

n=1
Una de las principales diferencias entre Bernoulli y Fourier es que Fourier si obtuvo
una expresion para los coeficientes a,,, los desde entonces denominados coeficientes de

Fourier.

Sin embargo, el trabajo de Fourier fue rechazado por la Academia Francesa, principal-
mente por la falta de rigor en la obtencién de sus conclusiones, aunque estaban convencidos
de la importancia del problema de la propagacién del calor. Por este motivo convocaron
un concurso sobre este problema, el cual gan6 Fourier a pesar de que volvieron a criticarle

su falta de rigor y, en consecuencia, su articulo no fue publicado por la Academia. Fourier
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sigui6 trabajando en el tema durante anos y, en 1822, publico su libro Théory Analytique
de la Chaleur, en el cual incorporé, sin apenas modificacién, su articulo escrito en 1812.
A pesar de su falta de rigor, Fourier estaba en lo cierto. Prueba de ello es este teorema,

fundamental en cualquier curso de Ecuaciones en Derivadas parciales:

Teorema 2.3. Sea f € C[0,7] tal que f(0) = f(7) = 0. Entonces (2.8) tiene una unica
solucion u € CHQ) N C%Q) N C(Q), donde Q = (0,7) x (0,T]. Ademds, dicha solucion

viene dada por la formula (2.11), donde los coeficientes a,, estin definidos en (2.7).

2.3. La teoria de series de Fourier en la actualidad.

El papel del Analisis Funcional

En la actualidad la teoria las series de Fourier puede presentarse usando los métodos
del Anélisis Funcional. De hecho, esta muy relacionada con la integral de Lebesgue, los
espacios de Hilbert y los operadores compactos y autoadjuntos.

Juega un papel muy importante en esta teorfa el espacio L?|—m, 7] el cual, como ya

sabemos, estd formado por las funciones medibles f : (—7, 1) — R tales que
™
/ f?dx existe en el sentido de Lebesgue
—T

Este espacio de funciones fue introducido por Riesz en 1907 durante su estudio de las

ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie.

Ademas sabemos que, si definimos el producto escalar
o= [ res@ds  fge
nuestro espacio L?[—m, 7| es completo para la norma
Il = (£, )2, Vf e LPl-mm).

Como ademds L?|—m, 7] es un espacio vectorial real, tenemos que L*[—7, 7] es un

espacio de Hilbert real de dimensién infinita.
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2.3.1. Concepto de base hilbertiana

Definicion 2.1. Sea {f,,n € N} un subconjunto ortonormal de L?[—m,n]. Diremos que
tal subconjunto es una base hilbertiana si cualquier elemento f de L?*|—x,m| se expresa de

la forma
F=Y (i f)f
n=1

Por ejemplo, se puede probar ([1]) que {¢, : n € NUO0} es base (hilbertiana) de
L?|—7, 7], donde

1 cos(nx) sen(nx)

@OZEv Pon— 1( ) \/7_1' ) ﬁ

En consecuencia se tiene, entre otras cosas, que cualquier f € LQ[—TF,W] se puede

Pan(z) =

VneN. (212

representar de la siguiente forma:

=B

\/1_ + il ( } cos(nz) + An% sen(mc))

n

donde

1 1
Bo:(faﬁ)zﬁ/ﬁf@?)dz

B, = (f, % cos(nx)) = \/1_ : f(x) cos(nx) dx VneN
A, = (f, \/1% sen(nz)) = \/_ 3 f(x) sen(nx) dx VneN

Estas relaciones suelen escribirse de la formas

bo
5t ; (bpcos(nz) + apsen(n)) (2.13)

donde

—l/ﬂ f(z)cos(nr)dx  Vn e NU{0}
f - (2.14)
= ;/_ f(x)sen(nz)de  VneN

A la serie (2.13), con coeficientes (2.14), se la llama serie de Fourier de f respecto al

sistema ortonormal {¢, : n € NU{0}}, descrito en (2.12).



CAPITULO 2. ORIGEN HISTORICO DE LAS BASES HILBERTIANAS 23

2.3.2. Problemas del tipo Sturm Liouville

Ademas de los problemas tratados en las secciones anteriores, es posible tratar otros
de forma similar utilizando otros desarrollos de Fourier. Por ejemplo, supongamos que
estamos estudiando las pequenas vibraciones de una cuerda la cual, en esta ocasion, no

tiene los extremos fijos. En tal caso obtendriamos el siguiente problema.

QPu(z,t)  0u(x,t)

ot? dx?
u(z,0) = f(z), 0<z<m (2.15)
2.15
u@0) o gcp<n
ot

Uz (0,t) = ug(m,t) =0, t>0

Aplicando el método de separacion de variables a este problema podemos obtener un

desarrollo en serie de la forma
?(ZE) = —0 + E anOS(TLZL‘) VI & [0 7[]
n=1 7 ’ '

Los sumandos de este desarrollo en serie son las funciones propias del problema de contorno
siguiente:
X"(z) + XX (z) =0, z e (0,m)

(2.16)
X'(0)=X'(m)=0

Se pueden también considerar condiciones de tipo mixto, tales como:
au(0,t) + agu,(0,t) = 0, t>0

Bru(m,t) + Pouy(m,t) =0, t>0

donde aq, s, B1, P2 son numeros reales dados que dependen del modelo fisico que se esté
modelando.

Por tanto, esto conduce a la posibilidad de desarrollos en serie que usan funciones
propias muy generales. La existencia de este tipo de desarrollos nos la da la teoria de

problemas de contorno del tipo Sturm-Liouville.
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Esto ya nos habia parecido anteriormente, concretamente cuando aplicamos el método
de separacién de variables a (2.1) y (2.8). En ambos casos obtuvimos dos problemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias en los que, para el primero de cada uno de ellos, habia
una serie de condiciones de contorno. Normalmente, como pasé en estos dos casos, la solu-
cion del problema dependia de un parametro. El objetivo es obtener para qué parametros
(valores propios) dichas ecuaciones tienen solucién no trivial para, a posteriori, encontrar

la solucién general del problema a partir de la suma de dichas soluciones.

Estas ideas, desarrolladas por Sturm y Liouville en el siglo XIX, pueden resumirse con
los siguientes resultados:

Consideremos el problema de contorno

% [p(t)dflf)} + (A= g(t)a(t) = 0,t € [a,b]

az(a) + apr'(a) =0 (2.17)

Bra(b) + B’ (b) =0

donde suponemos que:
1. pe C ([a,b],R); p(t) >0, Vtela,b]
2. ¢ € C([a,b],R),
3. aq, g, b1, B2 son nimeros reales dados tales que |ay| + || > 0y |B1] + |B2] > 0,

4. X\ es un parametro real.

Las condiciones de contorno que aparecen en (2.17) se las llama condiciones de contorno

separadas. Podemos distinguir tres tipos:
1. Condiciones de tipo Dirichlet: ay, = 5, = 0.
2. Condiciones de tipo Neumann: o = 3; = 0.
3. Condiciones de tipo mixto: Cualquier otro caso.

Diremos que A es un valor propio de (2.17) si para dicho pardmetro el problema tiene

solucién no trivial, la cual llamaremos funcién propia asociada al valor propio A.
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El siguiente teorema nos da las principales propiedades de los valores y funciones

propias:
Teorema 2.4.
a) Cualquier valor propio de (2.17) tiene multiplicidad 1.

b) Cualesquiera funciones propias x ey, asociadas a los valor propios distintos X y pu,

son ortogonales, es decir:
b
/ x(t)y(t)dt =0

¢) El conjunto de valores propios de (2.17) es infinito numerable. De hecho, el sistema

ortonormal de funciones propias asociado, {, : n € N}, es una base hilbertiana de

L*[a,b].

d) Sea g € C?*a,b] cualquier funcidn que satisface las condiciones de contorno dadas

en (2.17), entonces:

o0

9(t) =Y (9(); pa))palt) Vit € [a,0]

n=1

donde la serie converge de manera absoluta y uniforme en |a, b|.

Ademas de condiciones de contorno separadas podemos encontrar las denominadas

condiciones de contorno periédicas, las cuales son de la forma

Si consideramos este tipo de condiciones todos los apartados del Teorema (2.4) siguen

siendo validos, a excepcion del primero.

Para probar el teorema anterior una posible opcién es usar las funciones de Green,
a partir de las cuales podemos transformar (2.17) en una ecuacién integral equivalente.
De este modo obtenemos propiedades que, de manera abstracta, dan lugar a la teoria de

operador compactos y autoadjuntos. Veremos ésto con mas detalle en el capitulo 3.

El Teorema (1.6), con el cual concluimos el primer capitulo, es de suma importancia

en el tipo de problemas citados a lo largo de este capitulo histérico.
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Consideremos, por ejemplo, el siguiente problema de conduccién del calor en un cuerpo

(abierto y acotado) Q C R3:

Ayu(x,t) = %, (x,t) € (0,T) x Q

u(z,t) =0, Y(x,t)€dQx0,T] (2.18)
u(z,0) = f(z), Yz e

Aplicando el método de separacién de variables a (2.18) conseguimos originar el si-

guiente problema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

A X(z)+pX(x)=0, z€Q
(2.19)
X(z) =0, ze€d

Gracias al Teorema (1.6) podemos demostrar que el conjunto de valores propios de
(2.19) es infinito numerable y que, ademds, sus funciones propias correspondientes con-
forman, tras ser ortonormalizazas, una base de L?(Q), {X,(z) : n € N}. Gracias a esto si

podemos afirmar que cualquier condicién inicial f se pueda expresar de la forma:
f(z) = Zaan(:U)
n=1

con convenientes coeficientes a, y, en consecuencia, que la solucién de (2.18) sea de la

forma

u(@,t) =Y a,Po(t) X, (x)

donde las funciones P, satisfacen una ecuaciéon andloga a (2.10).
Notese, finalmente, que esto acaba dandole la razén a Bernoulli cuando afirmaba que
toda condicion inicial f del problema de la cuerda vibrante podia expresarse de la forma

(2.6).



Capitulo

Ecuaciones integrales con niicleo en L

En este capitulo los espacios de Hilbert H que consideraremos son complejos. Para la

elaboracion del mismo se ha seguido principalmente la referencia [9].

3.1. Introduccion

Durante el capitulo nos centramos en ecuaciones integrales del tipo

b
B(z) — A / Kz, )o(y) dy = f(2) (3.1)

en el espacio de Hilbert L?[a, b], donde ¢ € L?[a, b] es la incégnita. Supondremos que f(z)

pertenece a L?[a,b] y que el nticleo, k(z,y), serd de cuadrado integrable, es decir

borb
//]k(a:,y)]dedy<oo.

Si la ecuacién homogénea

blx) — A / ke, y)o(y) dy = 0 (3.2)

tiene soluciones distintas a ¢(x) = 0, diremos que A € C es valor propio de K, y diremos
que las soluciones de (3.2) son las funciones propias asociadas a A. Ademds probaremos
que si k(z,y) es un nicleo en L?[a, b], entonces todo valor propio (3.2) tiene un ntimero
finito de soluciones.

En el caso de que k(z,y) sea un operador autoadjunto veremos que los valores propios

son reales y que las funciones propias asociadas a valores propios distintos son ortogonales.

27
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Es decir, si ¢(x) y 1(x) son dos funciones propias asociadas a valores propios distintos,

b
(6,1) = / ()@ da = 0.

3.2. Operadores compactos

entonces:

Teorema 3.1. Sea K un operador degenerado integral de la forma

m

b
=Y a() / bi(y)f(y) dy.

i=1

con a;(x),bi(x) € L*[a,b], Vi=1,...,m. Entonces K es un operador compacto.

Demostracién. Consideremos una sucesiéon uniformemente acotada, en L?[a, b], de

funciones {f,} tal que ||f,|| < M Vn (las normas que usaré en adelante son en L?).

=§ / () Fuly) dy

Claramente tenemos que
‘/ dy‘ < 1@l < M6 (y)]

y, en consecuencia, { fab bi(y) fu(y) dy} es una sucesion uniformemente acotada de niimeros
complejos. Por tanto, debe tener un punto de acumulacion y una sucesion que converja a
dicho punto.

Sea {f,n} una subsucesién de {f,} tal que { f bi(y) fru ( dy} converja a cierto
ntimero complejo ¢;. Del mismo modo podemos extraer { fn@} subsucesion de {f,n}
de manera que { ff bi(Y) fru (y) dy} converja a cierto complejo ¢y. Por tanto, extrayendo

sucesivas subsucesiones, obtenemos que

b
lim bi(Y) fum (y) dy =c¢;, i=1,2,...,m

n(m) 00 a

La existencia de dicho limite es consecuencia de la cadena de inclusiones

{fu D {fu} D {fu@} D A }
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Finalmente, teniendo en cuenta que {K f, o} es una subsucesién de {K f,.} vy,

m
lim Kf,m = Z c;a;(x)
n(m) oo i—1

tenemos que K es un operador compacto.

Teorema 3.2. Sean K y L dos operadores compactos en un espacio de Hilbert H. FEn-

tonces tanto alK como K + L son operadores compactos, donde o es un escalar.

Demostracion. Sea { f,} una sucesién acotada en H y consideremos { f,} una sub-
sucesion suya tal que {K f,»} sea una sucesiéon de Cauchy. Si « es un escalar claramente
{aK f,»} es también una sucesién de Cauchy y, en consecuencia, aK es compacto.

Tomemos ahora una subsucesién , { f,~}, de {f.- } tal que tanto {K f,,»} como {Lf,~}
sean sucesiones de Cauchy. En tal caso, claramente {(K + L)f,~} es una sucesién de
Cauchy y, por tanto, K 4+ L es compacto.

[

Corolario 3.1. Sea {Ky} una sucesion finita de n operadores compactos en un espacio

de Hilbert H y {ax} un conjunto de escalares. Entonces Y, _, oy K}, es compacto.

Demostracion. Inmediata a partir del Teorema 3.2 .

Teorema 3.3. Sea K un operador compacto en un espacio de Hilbert H, y sea {f,} un
conjunto de funciones propias linealmente independientes asociadas a un valor propio no

nulo p. Entonces {f,} tiene un nimero finito de elementos.

Demostracion. En primer lugar reemplazaremos el conjunto {f,} por un conjunto
{gn}, cuyos elementos seguiran siendo funciones propias y, que serd ademds ortonormal.

Para ello usaremos, en primer lugar, el método de Gramn-Schimdt y definiendo:

ot
LAl

_ f— (f2;91)0
I.f2 = (f2, 91) 91|

g2



30 CAPITULO 3. ECUACIONES INTEGRALES CON NUCLEO EN L2

S i (989
1 f = 3001 (fas 91) 9k

Gn

Claramente {f,} v {gn} generan el mismo subespacio de H. Ademads, se puede probar

inductivamente que si {g1, ga, ..., g;—1} es ortonormal, entonces para i < j se tiene que

SN — (f5,9i) — £;11(fhgk)(gkagi) —0
9529 = 2 TS g

por lo cual el conjunto {g,} es ortonormal (todos los elementos tienen norma unitaria por

construccion).
Claramente el conjunto de funciones propias {g,} esta uniformemente acotado. Si éste
fuese infinito podriamos escoger una subsucesién {g, } tal que {Kg, } fuese una sucesién

de Cauchy. Entonces tendriamos que

1K g — K g | = 109w — 11gmel| = 12l |9 — gor || = || V2

usando que el conjunto {g,} es ortonormal. Ahora bien, como p # 0, lo anterior de
puede ser una sucesién de Cauchy. Por tanto, el nimero de funciones propias linealmente

independientes asociadas a u debe ser finito.

Teorema 3.4. Sea {K,} un sucesion de operadores compactos en un espacio de Hilbert

tal que para algin operador K se tenga que
lim [|[K — K,||=0 (norma de operadores)
n—oo

Entonces K también es compacto.

Demostracion. Sea {f,} una sucesiéon acotada. Podemos escoger una subsucesién
{fom} tal que {K;f,n} sea una sucesién de Cauchy. De {f,1)} extraemos ahora una
subsucesion {f,»} tal que {Kyf,2} sea una sucesién de Cauchy. Procediendo de esta

forma podemos obtener una sucesién de subsucesiones

{fi} 2{fro} 2 {fr@} D> .. {fuw}D...

tales que {Kjf,@} es una sucesiéon de Cauchy para k =1,2,... 1.
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Finalmente seleccionamos una sucesiéon {f,m }, que es una subsucesién de todos los
{fum}, excepto posiblemente en un nimero finito de términos por lo que {Kjf,m } sea
una sucesiéon de Cauchy para todo k. Veamos ahora que {K f,, ) } es también una sucesién

de Cauchy:

N K ooy — K frnom || = 1(K — Ki) foom + K fom — Kifrnom + (K — K) fom ||
<K = K| || faoo || + 1 Kk fror = Kk frnem || 4+ [[ Kk = K| | frem |

Usando que, por estar acotada {f,} , || f.m | < M podemos acotar el primer y tercer
por Me. El segundo término se puede acotar por € si n™ y m{™ son mayores que N (€).

En consecuencia, tenemos que
|K f o — K fom| < (2M + 1)e, k>k(e), n™ m™ > N(e).

Por tanto, { K f,m } es una sucesién de Cauchy y en consecuencia, K es compacto.

Teorema 3.5. Sea k(x,y) continuo para todo 0 < x,y < 1, entonces el operador integral

Kf(z) = / ke, y) ) dy

es un operador compacto en L*[0,1].

Demostracion. Como |K(x,y)| < M, tenemos que ||Kf|| < M||f||. Supongamos,
sin pérdida de generalidad que ||K|| = 1. Tomemos a continuacién una sucesién acotada
{fn(x)} la cual supondremos, de nuevo sin pérdida de generalidad, tal que || f,|| < 1.

Consideremos ahora el conjunto de funciones {g,(z)} donde g, = K f,,. Veamos ahora
que hay una subsucesién {g,/(z)} tal que converge a una funcién L?[0, 1].

Para demostrarlo elegiremos un conjunto de puntos numerable denso en [0, 1], por
ejemplo los nimeros racionales, y los denotaremos {ry}. Consideremos ahora el conjunto

{gn(r1)}. De las propiedades de k(z,y) y {f.(z)} se deduce que
|9n ()| < M| full = M

En particular se tiene que

’gn(T1)| S M



32 CAPITULO 3. ECUACIONES INTEGRALES CON NUCLEO EN L2

luego el conjunto {g,(r1)} tiene un punto de acumulacién en el intervalo [—M, M].

Seleccionemos ahora una subsucesién {g,, (z)} que converja a un punto b;. Conside-
remos a continuacion la sucesiéon de funciones {g,)} (en z = r, ya sabemos que converge
a by). Tomemos ahora la sucesion de funciones {g,a) (r2)} y tomemos una subsucesién ,
{9, (r2)}, que converja a otro punto bs. Repetimos este proceso infinitamente para todos
los racionales. Finalmente, consideremos el conjunto de funciones {g,,m (z)}. Esta sucesién
converge en todos los racionales por construccién.

Para simplificar la notacién volveramos a indexar la sucesién, llamando {g,(z)} a la

sucesion {g,,m (z)}. A continuacién definiremos la funcién g(z) como

Tim gn(re) = g(re)

de manera que g(x) estd solo definida para los racionales. También podemos probar que,

en los racionales, g(x) es continua. Dados dos niimeros racionales x; y x5 se tiene que

/ol[k(xl’y) — k(2,y)] faly) dy‘

|9(21) = g(z2)| = lim [gn(21) = gn(22)| = lim

n—oo

1
2

< Iim [ / k(n,y) — klan )P dyr T { / (e, )] — (o) dy}

n—oo
y, como k(z,y) es continuo, en consecuencia g(x) también lo es.
Ya podemos definir g(x) para todo = € [0,1]. Sea x arbitrario, y consideremos una
sucesion de nimeros racionales x; tal que

lim z, = x
k—o00

entonces

g(x) = lim g(xy).

k—00
Veamos que g(x) esta bien definida. Para ello tomemos otra sucesién de racionales {7},

y su pongamos que limy_,, g(7x) = §(z). Entonces

(@)] < lg(x) = g(@p)| + |g(@r) — g(@x)] + |g(@r) — G(2)]-

Nl

l9(x) —

Para k > k(e) el primer y tercer término son menores que €. Usando la continuidad
de g(x) también podemos acotar el segundo término por € y, en consecuencia, obtenemos

que g(x) = g(x). Por tanto, como ya anticipamos, g(x) estd bien definida como funcién
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continua en [0, 1]. Una funcién continua en un intervalo cerrado y acotado es también
uniformemente continua, por lo cual pertenece a L?[0, 1]. Por tanto, K es compacto.

[

Este resultado claramente es también vélido en [a, b], se realiza en [0, 1] por simplificar

la demostracion.

Teorema 3.6. Sea k(x,y) tal que

1 1
/ / [k (z, y)|* da dy < oo
0 0

Kf= / Kz, ) (y) dy

es un operador compacto en L*[0,1].

Entonces el operador

Demostracién. En primer lugar expresaremos k(z,y) € L?[0,1] como limite de

nucleos continuos, es decir

1 1
lim / / \k(2,y) — kn(z,y)*drdy =0
o Jo

n—o0

1 1 1 1
| [ wepaedy= i [ [ lratepPdedy
o Jo n—=o0 Jo Jo

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que

/ol[k@:,y) eyl dy H

[ ) = ket [ 1560 ay }é

1,1 3
<{ [ [ e = ket do an} 15)
0o Jo
por lo cual se tiene que

1 1 1
IK - K| < { [ [ ) = kel da dy}
0 0

lim | K — K,| =0
n—o0

y definimos

(K = Ka)fl =

<

Como cada K, es un operador compacto, consecuencia del Teorema 3.5, se tiene en virtud

del Teorema 3.4 que K es también un operador compacto.



34 CAPITULO 3. ECUACIONES INTEGRALES CON NUCLEO EN L2

3.2.1. Operadores compactos y autoadjuntos

Teorema 3.7. Sea K un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert H. Entonces

todos los valores propios de K son reales.

Demostracion. Sea f # 0 , y supongamos K f = pf. En tal caso

(Kf, f) = (uf, [) = n(f. f)
(f, Kf)=(f.nf) =alf, f).

Como K es autoadjunto
(Kf. f)=(f.K[f)
y, en consecuencia,

p(f, f) =, f).

Finalmente, usando que (f, f) > 0 y que u = & concluimos que x es real. [

Teorema 3.8. Sea K un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert H. Entonces,
las funciones propias asociadas a valores propios distintos son ortogonales. Un conjunto
de funciones propias, finito o numerable, asociadas al mismo vector propio puede ser

ortogonalizado.

Demostracion. Supongamos p; # po v K f1 = pif1, K fo = pofo. Entonces

(K f1, fa) = pa(f1, f2)-

Usando que K es autoadjunto obtenemos que

pi(fi, f2) = (K fi, f2) = (f1, K f2) = pa(f1, fo)

y, en consecuencia,
11 (f1, fo) = pa(fi, f2)-

Finalmente, puesto que py # ps, se deduce que (f1, f2) = 0, es decir, son ortogonales.
Consideremos ahora un valor propio p de K con funciones propias asociadas {f,}.

Como dicho conjunto es finito o numerable lo podemos ortonormalizar usando Gram-

Schmidt.
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Teorema 3.9. Sea K un operador compacto y autoadjunto en un espacio de Hilbert H.

Entonces al menos uno de £||K|| es valores propio de K.

Demostracion. Sea {f,} una sucesién con || f,|| = 1 tal que || K f,|| converja a || K]|.

En tal caso,
0 < K2 fu = 1K full® fall* = N2 full® = 21K ful (B2 fay fu) + 1K ful|* =
= K2 full® = 1K full* < IKIPIE full® = I K full
Como || K f,|| converge a ||K|| tenemos que
T [, — Kl £l =0 53)

Sabemos que K2, por ser composicién de compactos, es compacto por lo cual podemos ex-
traer una subsucesion, { f,,}, de {f,} tal que { K?f,/} converja a un elemento, llamémoslo

| K|?g. Usando ésto en (3.3) obtenemos que
tim |12~ K12 || =0
y, en consecuencia, { f,/} converge a g y
K*g = | K|g.
Esto ultimo nos dice que || K|* es valor propio de K? vy, por tanto,
(K = [[KID(K +[|K])g = 0.
Por lo cual necesariamente ocurre una de las siguiente situaciones:
1. +||K|| es valor propio de K
2. —||K|| es valor propio de K
3. Tanto +| K || como —||K|| son valores propios de k

Es decir, al menos uno de los dos es valor propio de K, tal y como queriamos demostrar.
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Teorema 3.10. Sea K un operador compacto y autoadjunto en un espacio de Hilbert H, y
sea {p;} el conjunto de todas las funciones propias, convenientemente ortonormalizadas,
asociadas a los valores propios no nulos de K, los cuales denotaremos {u;}. Sea f un

elemento cualquiera de H, entonces f puede ser representada de la forma

f= Z(ﬁ vi)ei + fo
donde fo es un elemento del nicleo de K (es decir, K fo =0).

Teorema 3.11. Sea K un operador integral compacto y autoadjunto con nicleo k(x,y) en

L2 Si {u;} son los valores propios mno nulos de K y {@;} sus vectores propios asociados,

b b
lim / /
n—oo a a

k(x,y) = Z pioi(x)i(y) (convergencia en media)
i=1

entonces

n 2
k(r,y) =Y wei)eily) | dedy =0
=1

es decir,

Demostracion. Como

boopb
//|k;(x,y)|2dxdy<oo

la funcién k(z) = f: |k(z,y)|* dy es, como funcién de z, integrable en el intervalo [a, b],

es decir
b
/ k(x) dr < co.
Por tanto, K (z) es finita para casi todo x € [a,b]. Sea x uno de dicho puntos. Para toda
f € Hg tenemos que

b
/ ke, y) f(y) dy = 0

por lo que k(z,y), como funcién de y, pertenece a Hy, es decir, es ortogonal a f fijado x.

En consecuencia,

k(z,y) = Z ipi(y).

Es evidente que si {p;(z)} es completo y ortonormal en [a, b] también lo es {y;(x)}. De

aqui se deduce que

o; = / k(z,y)ei(y) dy.
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Pero ¢;(y) es una funcién propia de K, por lo que

; = pipi(z)

k(r,y) =Y pipi(x)ei(y)

Usando la identidad de Parseval, obtenemos

b b o0
| [ P dedy =" (3.4
a Ja i=1

Finalmente, usando todo lo probado hasta ahora, tenemos que
[

b b n b b o0
= [ ] e dy =Sl iz = [ [ kP dy -3

@ @ i=1 a Ja i=1

Por tanto, como consecuencia de (3.4),

b b
lim / /
n—oo a a

2

dy dx =

k(x,y) — Zﬂm(w)%(y)

2

dz dy = 0.

k(z,y) — Z Mz%(x)m

Corolario 3.2. Sea K un operador compacto y autoadjunto con nicleo K(x,y) en L*[a,b]

y {ui} el conjunto de valores propios. Entonces

b b o0
/ / |k, y) | do dy = > i
a wa i=1

Demostracion. Inmediata a partir de la demostraciéon del Teorema (3.11) .

Este ultimo resultado motiva la siguiente definicién ([1]):

Definicion 3.1. Sea H un espacio de Hilbert separable. Se dice que un operador continuo

T es de Hilbert-Schmidt si existe una base {e,} de H tal que | T||}g:= > |Te,|* < oo.

Se puede probar que esta definicién es independiente de la base y que || ||gs define

una norma. Ademads, todo operador de Hilbert-Schmidt es compacto.
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Teorema 3.12. Sea H = L*(Q) y k(z,y) € L*[Q x Q]. Entonces el operador

(Ku)(x) = / Kz, y)uly) dy

es un operador de Hilbert-Schmidt.

El reciproco de este resultado también es cierto, todo operador de Hilbert-Schimdt en

L?(Q) se representa de manera tnica mediante una funcién k(z,y) € L*(Q x Q).

3.3. Aplicacién a las ecuaciones diferenciales

Ejemplo 1:
Empezaremos haciendo la siguiente discusion heuristica:

Consideremos el operador

Notemos, en primer lugar, que
(Lu,v) = (u, Lv)

ya que
1
(Lu,v) — (u, Lv) = / (—u"T +ut") dt = —u'v +uv'|§ =0
0

(se han usado las condiciones de contorno al integrar por partes)

A continuacién buscamos un operador integral K tal que

Ku= /0 k(z,y)u(y) dy, u € L*0,1]

L(Ku) = u.

Como u ha de satisfacer las condiciones de contorno, tenemos que imponer que

k(O,y) =k(Ly)=0  Vye[01]
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1
LK) = ~(Ku)' = [ ~hea(o,)ul) dy = u(a)
0
Para construir dicho operador necesitaremos introducir la distribucién ¢ de Dirac,

puede encontrarse mas informacién sobre ella en [12]. Sus principales propiedades son

1
/ 0z —y)dy =1
0
Si u(x) es una funcién continua se tiene, como consecuencia de las propiedades de la

funcién 6 de Dirac, que

[ st =ty ay = | e — yuly) dy, = >0

—E&
Ademas,

/0 5(x — y)u(z) dy = u(z) / 5(x — ) dy = u(x)

Como u(z) es continua

u(z) —uy)l <nle) sile—yl<e,

donde HH(I) n(e) = 0. Usando todo lo anterior tenemos que:
e—

xr+e

[ bt =t ) dy <ate) [ ot dn =t

—€ —&

u(z) — /01 §(x —y)u(y) dy ’ —

Esta expresion es valida para todo € > 0 por lo que, si hacemos tender ¢ a 0, tenemos que

de lo que se deduce

Estamos ya mucho mas cerca de encontrar el operador K que estabamos buscando.
Hemos reducido el problema a encontrar k verificando (3.5).

Para x <y

por lo que

k(z,y) = Ci(y) + Cao(y)x
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usando que K(0,y) = 0, obtenemos que C(y) = 0.

Para y > x razonamos de forma anéloga

k(z,y) = C3(y) + Culy)x

usando que K (1,y) = 0, obtenemos que Cy(y) = —Cj3(y).
Resumiendo,

Csy(y)x, x <y
k(([,y) =
Cs(y)(1 —z), z=>uy.

Ahora bien, debemos imponer que k(z,y) sea continua para todo z en [0, 1], en parti-

cular cerca de x = y. De aqui extraemos la condicién

Co(y)y = Cs(y)(1 —y).

Por tanto,

Cs(y)(1—y)y, v <y
k(z,y) =

Cs(y)(1—z), x>y

(
). Para ello integraremos (3.5), obteniendo

Ya s6lo nos falta por determinar Cs(y

y+e y+e
/ —kye(x,y) do = / dr—y)dr=1 Ve>0.
y

—€ y—€
En consecuencia,
—ko(y+ey) +h(y—ey =1

Finalmente, usando la expresién que habiamos obtenido para k(z,y), obtenemos que

Calu) + Cs(y)?(Jl ~y) _,

lo cual equivale a que Cs(y) = v.

Ya hemos encontrado la expresion para nuestro operador K:

k(z,y) =
y(l—x), =>uy.

Podemos expresarlo de manera mas compacta de la siguiente forma:

k(z,y) =2 (1 —2) (3.6)
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donde
7. = min(z, )
T> = méx(x, y)

Termina aqui la discusiéon heuristica que empezamos al comienzo del ejemplo.

Usando (3.6) tenemos que

v(r) = Ku = /O v (1 —zs)uly) dy = (1 — ) /Ox yu(y) dy + x/ (1 —y)uly) dy

y, por tanto,

(en consecuencia Ku verifica las condiciones de contorno).

Ademas, derivando sucesivamente,

V' (z) = —/Om yu(y) dy+/0 (1 —y)uly) dy
—v"(x) = zu(z) + (1 — 2)u(z) = u(x)
Por tanto,
LKu=u (3.7)

tal y como buscabamos.
Ahora bien, si K tiene una funcién propia ¢,(x), asociada al valor propio no nulo p,,

entonces
Si aplicamos L en ambos lados, obtenemos

(3.7) 1
¢n = L(K¢n) = L(tnpn) = pnL(en) = L(pn) = M_gpn.

1

Usando ahora la definicién de nuestro operador L y definiendo A\, = o Vemos que ¢y

verifica la ecuacion diferencial

y ademads verifica las condiciones de contorno

gpn(O) = Son(l) =0.
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La solucién general de (3.8) es de la forma

on(x) = Ciseny/ N, © + Cycos\/ A x.

Usando que ¢,,(0) = obtenemos que Cy = 0 Por otro lado, usando que ¢, (1) tenemos que

1) = Cyseny/ A, = 0.

Si C fuese cero, entonces @, (x) = 0, lo cual no es posible por definicién de funcién
propia. Por tanto, debemos imponer que el seno se anule, lo cual solamente ocurre si /A,
es un multiplo entero de 7, por ejemplo nr.

Vamos ahora a obtener el valor de C'; necesario para ortonormalizar ¢,,:

1 2
C
lon(z)||? = / Csen®(nma) do = 71 =1 =0, =V2
0
Por tanto, {v/2 sen(nmz)} es un conjunto ortonormal de funciones propias de K, y
{n*n?} sus correspondientes valores propios. Nétese que ji,, = ﬁ = # son los valores

propios de K (usaremos ésto en el Ejemplo 4).
Puesto que K es claramente autoadjunto estamos en condiciones de aplicar el Teorema
3.10. Para ello investigaremos en primer lugar el nicleo de K.

Supongamos K f = 0, entonces

Kf=— / (1 —22)f(y) dy = (1 - o) / i) dy+ @ / (1—y)f(y) dy = 0.

0

Derivando lo anterior obtenemos

~[wrwas [(a-prwa=- [ v s [ s a=o
Para x = 1 tenemos que X
/0 yf(y) dy = 0.
Usando todo la anterior deducimos que

/ fly) dy = vz € [0,1],

por lo cual f es nula. En consecuencia, el niicleo de K es vacio.

Por tanto, el Teorema 3.10 nos dice que

flx) = Z (/0 V2 sen(nmy) f(y) dy) V2 sen(nmz) Y fe L?[0,1]
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y que dicha convergencia es en media, es decir, en la norma de L?[0,1].

Con las hipdtesis que tenemos hasta ahora no podemos obtener mejores convergencias.
Sin embargo, anadiendo ciertas hipdtesis adicionales podemos dar mas informacion sobre

ella.

Teorema 3.13. Sea K (z,y) un nicleo en L*[a,b] tal que ff |K(z,y)|> dy < M?Vx € [a, b
y supongamos que K es autoadjunto. Denotaremos por {p,} al conjunto de funciones
propias asociadas al operador compacto y autoadjunto K. Si existe una funcion g(z) €

L?[a,b] tal que f = Kg, entonces la serie de Fourier

F=Y _(f.¢n)en
n=1
converge absoluta y uniformemente a f(x) en |[a,b].

Ejemplo 2:
Sea f(z) continua en [0, 1] y tal que f”(z) € L?[0,1] y f(0) = f(1) = 0. Entonces la serie
de Fourier

fw) = i (/ V2 sen(nry) 1) ) V2 sen(o)

converge absoluta y uniformemente.

La demostracién, a partir del resultado anterior, es sencilla puesto que f = —K f”,
tomando como K el visto en (3.6). Por tanto, aplicando el Teorema 3.13 obtenemos la
convergencia absoluta y uniforme.

Ejemplo 3:

Consideremos el operador diferencial (de Sturm-Liouville)
Lu = —(p(x)u") + q(x)u (3.9)
con las condiciones de contorno
aou(0) + a;u'(0) =0, |ag| + |ai| # 0.
Supondremos que q(z),p(x), ag, ai, by, by son reales, p(z) positiva en [0,1] y ¢(x) vy p'(x)

son continuas. Usando las condiciones de contorno se puede probar facilmente que

(Lu,v) = (u, Lv)
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para aquellos u y v para los cuales Lu y Lv estan definidos en L?[0, 1].

Al igual que en Ejemplo 1 queremos encontrar un operador integral

1
Kﬂ=i/ k(z,y) u(y) dy
0
definido en L?[0,1] tal que Ku satisfaga la condiciones de contorno y que
LKu = u.

Para ello debemos buscar una funcién de Green K (z,y) tal que

— (p(@)ke(2,y))e + q(2)k(2,y) = 6(z — y) (3.10)

al igual que en (3.5).

Para x < y necesitamos que

—(p(x)kz(2,9))e + q(x)k(z,y) =0
aok(0,y) + a1k.(0,y) =0

Sabemos, por teoria de ecuaciones diferenciales, que dicha solucién existe. Podemos rees-

cribir el problema anterior como una ecuacién integral de Volterra

k(z,y) = k(0,y) + p(0)ks(0, ) / T / ) / T ity de (3.11)

p(t) p(z)

k(0,y) v k.(0,y) pueden ser cualesquiera valores de manera que se satisfaga la condi-
cion inicial en cero. Estos valores no son tinicos, pero pueden depender un parametro que
puede ser asignado arbitrariamente. Por ejemplo, si a; # 0, podemos tomar k(0,y) =1y
k. (0,y) = —a2. De esta forma podemos encontrar una tnica solucién de (3.11) , a la que
denotaremos ki(x).

De manera similar podemos encontrar ks tal que

—(p(x)ky)" + q(x)ky =0
(Iok'g(l) + alké(l) = 0.

En consecuencia,

Clk1($), T < Yy
k(z,y) =
Coka(x), x> y.
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donde C} y C5 son constantes arbitrarias. Sin embargo, debemos imponer que K (x,y) sea

continua en x = y, por lo cual

Ciky (1’7 Z/) = C’ng(y)

Ademds, si integramos (3.10) en el intervalo [y — e,y + €] y hacemos tender ¢ a cero,

obtenemos
—p(y)Caks(y) + p(y)Cik) (y) = 1.

Por tanto, tanto C; como Cy estan complemente determinadas.

Finalmente, si adoptamos la notacion vista en el Ejemplo 1,

B ki(x<)ko(zs)
k(z,y) = (W) k2 (), (y) — ke ()b ()]

El denominador de esta expresion parece depender de y, sin embargo es constante como

veremos ahora.

{pW) k2 (y) k1 (y) — k() ky(W)]}Y = k() p(0) KL (v)" — ki (v) (p(y) k5 (y)) =

= ka(y))p(y)k1(y) — k1 (y) (p(y)k5(y)) = 0

(hemos usado en el ultimo paso que ki1 (y) y ko(y) verifican la misma ecuacién diferencial).

Si denotamos w a dicha constante tenemos dos posibilidades:
1. Caso w =0:
Si w = 0, entonces
ka(y)ky(y) — k1 (y)ks(y) = 0
y, por tanto, ki (y) es multiplo de ks (y).

Esto caso es mas delicado, se puede consultar en [9].

2. Caso w # 0:
ki(x<)ko(x
Kz, y) = 1z )ka(z>)
w
Claramente k(z,y) es continuo en 0 < z,y < 1 y autoadjunto, lo cual implica que
es compacto y autoadjunto. Al igual que en el Ejemplo 1 se puede probar que si

Kf =0, entonces f = 0.
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En consecuencia, si denotamos {p;(z)} a la base ortonormal de funciones propias
v {u:} a los valores propios de K ,y f € L?[0,1], tenemos en virtud del Teorema
3.10, que

i=1

Ademss, si f = Kg para algtin g € L?[0, 1], la convergencia anterior es absoluta y

uniforme en [0, 1].

Ejemplo 4:

El Corolario 3.2 nos dice que

b rb oo
| [ e s dy =3
a Ja i=1

Tomando como k el obtenido en el Ejemplo 1, y teniendo en cuanta que los valores propios

de K son {—}, obtenemos

n2m?

1 1 0 1
1—a2.)f doe dy =
/Ov/ov[x<( .T>)] T ay nz:;n4ﬂ_4

Integrando el término de la izquierda obtenemos finalmente que

oo

1 1
Z nind 90’

n=1

lo cual equivale a



Capitulo

Valores propios y funciones propias del operador
laplaciano. Método de separacion de variables

en dimensiones superiores.

El objetivo de este capitulo es obtener la férmula asintética de Hermann Weyl, uno
de los resultados mas antiguos sobre los valores propios del laplaciano, a partir de cono-
cimiento basicos de la ecuacion del calor, el principio del méximo-minimo y resultados
referentes a valores y vectores propios.

Dividiremos el capitulo en 3 secciones, una referente a la ecuacién del calor, otra sobre

los valores y vectores propios y una tultima sobre la distribucién de dichos valores propios.
Para la elaboracion de este capitulo hemos utilizado principalmente [6], apoyandonos

en [2] y [9].

4.1. FEcuacion de calor

Ya hablamos de ella en el Capitulo 2, aunque ahora la trataremos en dimensién supe-
rior. Consideremos D C R¥ un abierto acotado con frontera regular. Si estudiamos el flujo
de calor en dicho dominio suponiendo que la temperatura en el borde es nula, obtenemos

el siguiente problema de EDPs:

47
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Au(m,t):g—?(x,t) reD;t>0
u(z,t) =0 x€0D,t >0 (4.1)

u(z,0) = ug(x) reD

donde, como ya vimos, u(x,t) denota la temperatura en un punto z € D a tiempo ¢ > 0.
Veamos ahora que (4.1) tiene una tinica solucién. Para la unicidad usaremos el principio

del maximo-minimo, el cual enuncio a continuacién:

Teorema 4.1. Supongamos u(x,t) continua en x € D, t € [0,T], de clase C* en z € D,

Cl ent > 0, y satisfaciendo la ecuacién del calor

Au(z,t) = %(m,t), (xz,t) € D x (0,T).

Entonces
max  u(z,t) = _ méx u(z,t)
(2,t)€Dx[0,T] (z,t)e(Dx {0})U(ODx (0,T1)
min  u(z,t) = min u(z,t)
(x,t)€Dx[0,T) (x,t)€(Dx{0})U(@Dx(0,T])

Demostracion. La demostracién puede verse en [2].
[
Al conjunto (Dx {0})U(0D x (0, T)) se le suele llamar frontera parabdlica de D x (0, T).
Supongamos que u y v son dos soluciones distintas de (4.1). En tal caso, si definimos

w = u — v, esta funcién es solucién del problema

Aw(z,t) :%—Z;(x,t) reD;t>0

w(x,t) =0 r€edD,t>0 (4.2)
w(xz,0) =0 reD

Aplicando ahora el principio del maximo-minimo obtenemos, usando las condiciones de

contorno de (4.2), que

mix  w(z,t) = MAax w(x,t) =0
(x,t)€DX[0,T] (,)e(Dx{0})UODx(0,T])
min  w(z,t) = min w(z,t) =0

(z,t)€Dx[0,T] (z,t)e(Dx{0})U(@Dx (0,T1)
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Por tanto, w = 0, es decir u = v (la solucién, en caso de existir, es unica).

Para probar la existencia de solucién usaremos la denominada funciéon de Green del
problema (4.1). Nuestra discusién, ahora, es heuristica. Supongamos que la temperatura
en nuestro conjunto D es cero inicialmente y que le aplicamos calor a un punto y € D en
el momento ¢t = 0. Sea p(w,y,t) la temperatura en # € D en tiempo ¢ > 0. En tal caso,

esperamos que la funcién p satisfaga las siguientes propiedades:
(@) plz,y.t)=p(y,2,t) 20, pz,y,t)=0 sizedD
0
(b) 5 (x,y,t) = Agp(z,y,t) para (z,y,t) € D x D x (0,00) (4.3)

(c) p(%y,tﬂ)Z/Dp(%z,t)p(z,y, s) dz

Antes de intentar calcularla observemos que la funcién p(z, y, t) puede usarse para calcular
soluciones de (4.1). La temperatura u(z,t) en el punto x € D a tiempo ¢t > 0 es la suma

(integral) de los efectos provenientes de cada uno de los puntos, es decir,

u(a, ) = /D pla, y, tYuo(y) dy (4.4)

La propiedad (c) expresa que la distribucién de la temperatura tras ¢ + s segundos es
igual a la temperaturas tras ¢t segundos, si los valores iniciales son las temperaturas tras

s segundos.

Definicion 4.1. Una funcién p(x,y,t) continua en D x D x (0,00), C% en x € D, C? en

y€ D yCent >0 esllamada la funcién de Green para el problema (4.1) si

(a)%:Axp en D x D x (0,00), p(x,y,t)=0 VaedD.

(b) lim [ p(z,y,t)ue(y) dy = uo(x)
t—0+ D

uniformemente para toda funcion ug continua en D que sea anule en OD.

Si tal funcién existe, derivando bajo el signo integral y usando (b) se obtiene que (4.4)
es solucién de (4.1). Ademads, de la unicidad de solucién de (4.1) se sigue que la funcién
de Green es unica. Ademas, se verifican todas las propiedades vistas anteriormente.

La existencia de la funcién de Green fue probada por primera vez en [3], su construccién

es técnica.
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Se puede comprobar que la funcion

llz—yl?
4t

k(x,y,t) = (4nt) e

juega el papel de funciéon de Green para todo el espacio, es decir, nos da la temperatura
en r € R" a tiempo ¢t > 0 tras haber aplicado calor en un punto y € D en el momento
t = 0. Es conocida como la solucién fundamental de la ecuacion del calor. Mediante ciertos

calculos sencillos se pueden obtener las siguientes propiedades:

(a) k(z,y,t) 20,  k(z,y,t) = k(y,z,1)

(b) Azk(z,y,t) = 2k(z,y,t) para (z,y,t) € R* x R" x (0, 00)
¢) Jpnk(x,y,t)dy =1 paracadat>0, z€R"
d) Jon k(z, 2, )k(2,y,s) dz = k(z,y,t + s)

(e) Mmy o+ [ k(z,y, t)uo(y) = uo()

uniformemente para cada funcién continua y acotada ug en R".

Noétese que
e t) = [ Ky unly) dy
es solucion del problema

Au(z,t) = %(aj,t) (x,t) € R" x (0,00)

u(z,0) = up(x) z e R"”

para cualquier funcién u continua y acotada.

Puesto que conocemos explicitamente la funcién k(z,y) la usaremos como punto de
partida para construir nuestra funcién de Green. Esperamos que a tiempo pequeno el flujo
de calor en D permanezca similar al de R™, al menos cerca de la frontera. Esto nos lleva

a conjeturar que

p(l’,y,t) :k(a:,y,t)—g(x,y,t), (45>
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donde la funcién g(z,y,t) es continua en D x D x (0,00), C? en o , C' en t y satisface

0
Agg(w,y,t) = ag(:v,y,t) (z,y,t) € D x D x (0,00)
glz,y,t) =k(z,y,t) x€dD, yeD, t>0 (4.6)
lim g(z,y,t) =0 €D, yeD.
t—0t

Por tanto, fijado y € D, la funcién v(z,t) = g(x,y, t) es solucién del siguiente problema

de valores iniciales

Av(z,t) = %(m,t) (x,t) € D x (0,00)

v(x,t) = k(x,y,t) redD, t>0 (4.7)
v(z,0) =0 z€D.
Para la construccién de p(z,y, t) resolveremos, en primer lugar, el problema (4.7) para

todo y € D. Juntando estas soluciones (infinitas) obtendremos g(z, y, t) satisfaciendo (4.6)

y definiremos la funcién de Green como en (4.5).

4.2. Funciones y valores propios

Recordemos que una funcién ¢ # 0 es una funcién propia del laplaciano en D con

condicién Dirichlet si ¢ es C? en D, continua en D y verifica

Ad+\p=0
60D = 0

para alguna constante \. Diremos que ¢ es una funcién propia asociada al valor propio A.
El siguiente teorema es muy interesante, ya que explica la relaciéon entre las funciones

y valores propios del laplaciano y la ecuacion del calor.

Teorema 4.2. Eziste una base hilbertiana {¢;}32, de L*(D) formado por las funciones
propias del laplaciano. Si ¢; esta asociada al valor propio \;, entonces \; > 0 ylim; oo \; =

0o. Ademds
o

p(z,y,1) = Z e i) i(y)

=1

donde la convergencia es uniforme en D x D X [e,00) para todo € > 0.
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Para la demostracién de este teorema necesitaremos 3 resultados previos, cuya prueba

se puede consultar en [J]:

Teorema 4.3. Sea K (x,7) continuo en D x D y complejo-valuado con K (z,y) = K(y, ).
Entonces el operador A : L*(D) — L*(D) dado por

Af) = [ Ko i) dy
D
es un operador compacto y autoadjunto.

Teorema 4.4. Sea A : H — H wun operador compacto y autoadjunto en un espacio de

Hilbert H separable. Entonces H puede descomponerse como suma directa de espacios de

Hilbert:
H= H() S @Zle

con m un entero positivo o infinito, de manera que A

o, es igual a la multiplicacion por
;. Recordemos que Hy = N(A) y que H; = N(A — ;1) donde p; son valores propios no

nulos distintos de A. Ademads, se verifican las siguiente propiedades:
1. dim H; < oo, Vi > 0.
2. i F g SLLFE

3. lim p; =0 st m = oo.
1—00

Si K verifica las condiciones del Teorema 4.3, el Teorema 4.4 implica que el espacio
L*(D) tiene una base ortonormal {¢;}3, constituida por las funciones propias del ope-

rador integral A. Sean {u;}32; los correspondientes valores propios asociados. Con esta

notacion tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.5. Sea K(z,y) el nicleo definido anteriormente y supongamos ademds que el
operador A definido por K en L? es positivo (es decir, (Af, f) > 0) para toda f € L*(D).

Entonces p; > 0V y

K(z,y) = Z pipi(x)pi(y)

donde la serie converge absoluta y uniformemente.
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Demostracion. (Teorema 4.2) Para todo t > 0 definimos el operador P(t) : L*(D) —

L*(D) mediante la férmula

mmmwzlg@%wﬂw@

para toda f € L*(D). De las propiedades de la funcién de Green (4.3) y de las vistas en
su definiciéon 4.1 se sigue que estamos en condiciones de aplicar el Teorema 4.3, por lo
cual P(t) es un operador compacto y autoadjunto para cada t > 0. De la propiedad (c)
de (4.3) se deduce que

P(t)o P(s) = P(t+ s). (4.8)

Derivando bajo el signo integral obtenemos que, para toda f € L?(D) la funcién v(z,t) =
Jpp(x,y,t)f(y) dy = P(t)[f(x)] satisface la ecuacién del calor en D x (0,00) y se anula
en 0D.

En consecuencia, por el teorema de Green,

GIPOUIE =5 [ IPOUEE & =2 [ APO PO da

(4.9)
:—2/|VP 2)]|? dz < 0

En consecuencia, la norma de P(t) es una funcién no creciente respecto de ¢ > 0. Si fuera
continua y se anulara en 0D tendriamos que

lim P(t)[f] = f

t—0t

uniformemente como consecuencia de la segunda propiedad de la definiciéon 4.1. En tal

caso,

PO < NI (4.10)

Ahora bien, como las funciones continuas que se anulan en D son densas en L?(D) te-
nemos que la propiedad anterior es cierta para toda funcién f de L?(D). En consecuencia,

se puede ver facilmente que

lim P(t)[f] = f (4.11)

t—0t

para toda f € L*(D).
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Para aplicar el Teorema 4.5 necesitamos que P(t) sea positiva para cada t > 0, lo cual

es cierto consecuencia de la propiedad (4.8):

o= (r(5)er(5).0)=(r(5)1r(5)m) =0

Tomemos ahora {¢;}2°, una base ortonormal de L?*(D) formada por las funciones
propias de P(1) y sea {u,} la correspondiente sucesion de valores propios. Sin pérdida de

generalidad podemos asumir que todos las funciones propias son reales. De la propiedad

l
P (E) o= Nﬁ/kﬁbl

para todo nimero racional [/k. Por continuidad P(t)[¢;] = pi¢;,. Observemos que p; > 0

(4.8) se deduce facilmente que

para todo i ya que

0# ¢; = lim P(t)p; = lim pig;

t—0+ t—0+
como consecuencia de (4.11). Ademas, se sigue que p; = e 2:)\; > 0 consecuencia de
(4.10), y lim; o A; = 00, ya que limy_,, pt; = 0 por la propiedad 3 del Teorema 4.4.

Cumplimos todas la condiciones, por lo tanto vamos a aplicar el Teorema 4.5
pleyt) = 3 e Me(@)oi(y)
i=1

y la serie converge absoluta y uniformemente en z y en y para todo ¢ > 0. Esto implica
que la convergencia es uniforme en x,y € D y t > € para todo € > 0.

Para concluir la prueba debemos ver
Ap;+ A p; =0
¢i|0D = 0.
Ya sabemos que
P(t)gi(x) = e ()
es solucién de la ecuacién y se anula en 0D. En consecuencia, ¢;|0D =0y

ANG() = o (MG 0) = B (M 0)) = A6 o).

Diviendo la anterior entre e~** obtenemos, tal y como buscdbamos, que Ag; + \;j¢; = 0.
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4.3. Distribucién de los valores propios

En la secciéon anterior vimos que, ordenados los los valores propios segtin su indice,
lim; \; = oo. La férmula de Hermann Weyl, la cual anunciamos al principio del capitulo,

nos dice que

NP )
zliglo i vol(D) (4.12)

donde C(n) = (47)"2T'(n/2 + 1).

Veamos ahora el papel de la ecuacion del calor en este resultado.

En primer lugar, observemos que, en virtud del Teorema 4.2,

Z e Nt = / p(z,z,t) dr, (4.13)
i=1 D

va que [, ¢i(x)* de = 1 Vi. Por tanto, las estimaciones de la funcién de Green se
traducen en estimaciones de la funcién f(f) = Y ;o e % la cual arroja informacién
sobre los valor propios. Mas concretamente, la velocidad a la cual f(¢) tiende a infinito
cuando t se aproximo a cero, depende de la velocidad de crecimiento de los valores propios.

Por otro lado, tenemos esta desigualdad
p(z,y,t) < k(z,y,t) paraz,y€ D, t>0, (4.14)

la cual intuitivamente es obvia.

Usando tanto (4.13) como (4.14) obtenemos la siguiente desigualdad

Sert= [y
i=1 D

k(xz,z,t) doe = / (4mt) ™% dx = (47t) " ?vol(D).
D

D

Sea N un entero positivo, en tal caso

N
Ne Wt < Z et < (4rt) T vol(D).

=1

Tomando t = /\L y multiplicando por e transformamos la anterior desigualdad en
N
N < e(47r)_"/2)\§i]/2 vol(D),
la cual equivale a

n/2
)\—n/2 > (47T) / N
" 7 evol(D)
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Esta desigualdad ya nos recuerda a la férmula de Hermann Weyl, no es tan buena
como ella pero pone de manifiesto la relacion entre las ecuacion del calor y dicha formula.

Para valores pequenos de t el conocido principle of not feeling the boundary nos dice

que
k(z,y,t) ~ p(z,y,1), (4.15)
es decir,
e =

Usando ésto en (4.13) obtenemos

Z e it ~ / k(z,z,t) do = (47t)~"? vol(D)
n=1 D

que se puede traducir en (4.12). Sin embargo, para que este resultado sea rigoroso, debemos

probar (4.15), lo cual haremos en el siguiente lema:

Lema 4.1. Sea l(y) la distancia entre y y la frontera 0D , para todo y € D. Entonces

para cada x,y € D tenemos que

(4mt) ™ 2exp <—l(y)2> 0<t<t

0 < k(x,y,t) — p(z,y,t) < )
(47Tt0)_n/2€xp (_ 411150 > t = to,

donde ty = 1(27”22.

Demostracion. La primera desigualdad ya ha sido probada. Aplicamos el principio
del méximo a g(z,y,t) = k(z,y,t) — p(z,y,t) como funcién de z y t. Usando (4.6) y la
expresiéon explicita de k(z,v,t) obtenemos los valores en la frontera parabdlica de D x

(0, T]. En consecuencia

_ul? )
g(z,y,t) < sup (4ms) " exp (_u) < sup (47s) "% exp <_l(y) )

a€0D 4s 0<s<t 4s
<s<t
Y - I(y)? (o I(y)? :
La funcién (47s)~"/2 exp <—%) alcanza su maximo en s = % =: 1y, es decreciente
para s > tg y creciente para s < t. [

Teorema 4.6. Para cada T > 0 existe una constante C' tal que

[e.9]

0 < wol (D)(4xt)™/% — Ze—/\it < Ofv/2HL/2

=1

para t € (0,T7.
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Demostracion. La demostracion es de caracter técnico y usa esencialmente la pri-
mera desigualdad del Lema 4.1. Se puede consultar con detalle en [0].

[

El Teorema 4.6 implica la férmula (4.12) como consecuencia del Teorema Tauberiano

de Hardy y Littlewood (pag. 64 de [13]) , el cual enunciaremos a continuacién. Antes de

ello, introduciremos la funcién N(A), cuyo valor para A > 0 es el nimero de valor propios

tales que A\; < A. Es por ello que podemos escribir

[e.9]

Z e Mt = / e AN (N).
0

n=1
Teorema 4.7. Sea N(X) una funcion no decreciente tal que f(t) = [ e dN(X) con-
verge para todo t > 0. Si f(t) ~ A/t cuando t — 0T para algin nimero positivo -,
entonces
AN

N(\) ~ T+ 1) cuando A — 0.

En nuestro caso, la funcién N () es no decreciente, ya que los valores propios forman

una sucesion no decreciente, y
f(t) ~ vol(D)(4xt)"/?

por el Teorema 4.6. En consecuencia,

vol(D)A"/2

amy Pt "EN

N(A) ~

Sustituyendo A por \; obtenemos finalmente la Férmula de Hermann Weyl.
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