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Tema 1. MODELOS ALEATORIOS

1.1. ESQUEMA DEL PROCESO ESTADISTICO

Los estudios cientificos persiguen conocer alguna caracteristica de los in-
dividuos de una poblacién con objeto de poder tomar decisiones y proceder a
actuaciones futuras. Asi, el primer concepto que surge es el de poblacién, en-
tendiendo como tal un conjunto de elementos (tangibles o no) que presentan
alguna(s) caracteristica(s) observable(s) en comin, donde por observabilidad
se entiende que dicha caracteristica sea medible o susceptible de cuantifi-
cacién. Se sobreentiende que la caracteristica objeto de estudio ha de ser
variable, ya que no tiene sentido considerar algo que permanece constante
en todos los elementos de la poblaciéon. Adem4s, el valor o atributo de dicha
variable se desconoce hasta que no se realiza la medicién correspondiente,
por lo que recibe el nombre de variable aleatoria. Por supuesto, no hay que
confundir este concepto con el de azar, el cual no es mds que un tipo par-
ticular de aleatoriedad, ya que si se considera como variable el peso de los
individuos de una determinada poblacién, éste no se asigna al azar a cada
individuo, sino que se desconoce su valor hasta el momento de observarlo.
Por tanto aleatoriedad es sinénimo de incertidumbre.

De cara a su estudio, las variables aleatorias se suelen clasificar de la
forma siguiente:

Variables cualitativas. Son aquéllas que representan algin tipo de cualidad,
modalidad o atributo que no puede expresarse numéricamente. Se subdividen
en categoricas (como el color de pelo, el lugar de nacimiento, etc.) y ordinales
(orden que ocupa por su calificacién un opositor en el examen F.I.R., posicién
de las universidades segin el ranking de Shangai, etc.).
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Variables cuantitativas. Son aquéllas susceptibles de cuantificacién numérica.
Segin los valores que toman sean nimeros enteros o ntimeros reales en un
intervalo se subdividen en discretas (nimero de hermanos, nimero de per-
sonas que son atendidas diariamente en una consulta, etc.) y continuas (peso
de los habitantes de una localidad, nivel de glucemia basal, etc.).

Aunque en Ciencias de la Salud las poblaciones a las que se dirige un
estudio usualmente son de seres humanos, los individuos que componen la
poblacién podrian ser, asi mismo, animales o microbios, o pertenecientes
al reino vegetal o, incluso, al mineral; pero también podrian ser elementos
inmateriales como sucederfa si se convoca un concurso de ideas para disenar
un logotipo, en cuyo caso son precisamente las ideas (normalmente plasmadas
en un dibujo) quienes conforman la poblacién.

El niimero de elementos que integran la poblacién se denomina tamano
poblacional, y se suele representar con la letra mayuscula N. Al estudiar
alguna caracteristica sobre seres humanos la poblacién objeto de estudio es,
casi siempre, finita, pues suelen existir censos o listados que identifican a
todos los individuos conociéndose con exactitud el tamano. Esto no ocurre
cuando se trata de otro tipo de poblaciones en las que se desconoce el niimero
de elementos que la componen y dado su gran tamano se consideran infinitas.

Precisamente, cuando se estudian poblaciones de tamano infinito o, in-
cluso cuando siendo finito es muy elevado, la caracteristica que se quiere
estudiar no es posible observarla en todos y cada uno de los individuos de
la poblacién sino tan solo en un subconjunto o parte de la misma que se de-
nomina muestra. El procedimiento mediante el que se selecciona la muestra
se denomina muestreo y, como concepto general, ésta debe ser obtenida de
forma aleatoria o no intencional, y ser representativa de la poblacién de la
que se extrae. El azar puede ocasionar que, en un estudio sobre hipertensién
arterial, todos los individuos de la muestra tengan més de 80 anos aunque
el muestreo no haya seguido ninguna intencionalidad; o que el gordo de la
loteria de Navidad recaiga en el nimero 00000.

Dado que, en consecuencia, nunca va a poder observarse la variable en
todos y cada uno de los individuos de la poblacién sino tan solo en aquéllos
que componen la muestra, las conclusiones del andlisis no podran ser exactas
sino afectadas de una incertidumbre que serd necesario evaluar y es ahf donde
entra en juego la Estadistica. De tal forma, el proceso de extrapolacién de
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los resultados muestrales a toda la poblacién, que se denomina inferencia,
estd sujeto a un erro de tipo aleatorio que es preciso modelizar.

En resumen, el esquema del proceso estadistico serfa el siguiente:

Caracteristica observable
Poblacion] — (variable aleatoria)

T
Muestral — [Estudio descriptivol

(Muestreo) (Inferencia)

1.2. DEFINICION Y CLASIFICACION DE VARIABLES
ALEATORIAS CUANTITATIVAS

En el apartado anterior se ha introducido de manera intuitiva el concepto
de variable aleatoria, en el sentido de representar una caracteristica variable
entre los individuos de una poblacién. De manera algo mds formal, si deno-
tamos € al espacio muestral de un experimento aleatorio, es decir el conjunto
de resultados individuales posible, A al dlgebra de Boole asociada de sucesos
y P a la probabilidad definida sobre A, una variable aleatoria es una apli-
cacién X: 0 —S, donde S es un conjunto numérico que, usualmente, es de
los nimeros reales (-00,00) tal que para todo elemento x de S, el subconjunto
{w/X(w) < z} de Q pertenece al dlgebra A, es decir, es un suceso. En
términos més sencillos, esta definiciéon quiere decir que la variable aleatoria
transforma sucesos en nimeros reales.

La funcién F: (-00,00)—[0,1] que transforma un nimero real z de la forma
F(z)=Prob({w/X(w) < z}), que abreviadamente se denota P(X < x), se
denomina funcién de distribucién, y verifica las siguientes propiedades:

1 Toma valores comprendidos entre 0 y 1, es decir: 0< F(x) <1
2 Es mondtona creciente, es decir si x;<x2 entonces F(x) < F'(z2)
3. Es continua por la derecha en todo punto: ~ lim F (x) = F(a)
4 lim F(z) =0 limF(z)=1

r——00
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EJEMPLO

Se lanzan dos monedas al aire y se considera la variable aleatoria X que
representa el nimero de caras obtenidas. Si denotamos cara(c) y cruz(x)
entonces Q = {xz,xc, cx,ccl, por lo que X actia de la forma siguiente:
X(zz) =0 X(zc)=1 X(cx) =1 X(cc) =2. Asi

Prob(X =0)=1% Prob(X =1)=1+1=1 Prob(X =2)=

1 1
4 4

y la funcién de distribucién serfa:

Siz <0 — F(z)=0
Sio<z<1l — F(z)=1
Sil<z<2 — F(z)=2
Sixz>2 — F(z)=1

Evidentemente las definiciones dadas de variable aleatoria y funcién de
distribucién pueden resultar excesivamente tedricas para un alumno de Far-
macia, por lo que debe prevalecer el concepto intuitivo de que el objetivo es
transformar un suceso aleatorio en un nimero real.

Dentro del andlisis de las variables aleatorias nos centraremos fundamen-
talmente en las de tipo cuantitativo, es decir, las que toman valores numeéri-
cos. Para su estudio las dividiremos en dos tipos: discretas y continuas.

1.2.1. Variables discretas

Se dice que una v.a. es discreta si el conjunto de valores que puede tomar
con probabilidad distinta de cero es finito o, a lo sumo, numerable, es decir:

Asociada a una v.a. discreta se define entonces la funcién de probabilidad,
también denominada funciéon de masa, de la forma:

i, L= Ty, Z:1,2,
f<x>={§

en otro caso
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Claramente esta funcién es no negativa y verifica
Y @) =1

La funcién de distribucién asociada a una v.a. discreta se expresa en
términos de la funcién de probabilidad de la forma:

Fe)= Y f (@)

x; <x

EJEMPLOS

a) Sobre el mismo ejemplo anterior, la funcién de probabilidad asociada a la
v.a. nimero de caras obtenidas al lanzar dos monedas es:

1/4 siz=0
1/2 siz=1
F@ =9 14 siz=2
0 en otro caso
k(x—
b) Hallar el valor de la constante k de manera que f (x) = ——— sea la

funcién de probabilidad de una v.a. discreta susceptible de tomar valores 1,
2 n.

geeey

Dado que, para k>0, se trata de una funcién no negativa, para que sea
funcién de probabilidad debe verificar que f (1)+ f (2)+---+ f (n) = 1. Ast:

EO+1+---4+n—-1)=n=

1.2.2. Variables continuas

Se dice que una v.a. es continua si el conjunto de posibles valores que
puede tomar con probabilidad distinta de cero es infinito no numerable, es
decir, dado que nos estamos limitando al estudio de v.a. reales, el conjunto
de valores serd un intervalo real o una unién de intervalos. La funcién de
distribucién asociada a la v.a. continua no tiene, por tanto, discontinuidades.
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Dentro de las v.a. continuas existe un subtipo especialmente interesante
y facil de estudiar, que son las denominadas v.a. absolutamente continuas.
En este caso existe una funcién no negativa f (z), denominada funcién de
densidad, tal que la funcién de distribuciéon puede expresarse en términos de
ella de la forma:

= / f(t)dt, para todo x € R

de manera que si f () es continua en x, entonces, por el teorema fundamental
del Célculo, sera F' () = f (x) Adema,s claramente es:

| te

En las v.a absolutamente continuas se verifica que P{X =z} = 0 para
cualquier valor z, es decir, la probabilidad de que la variable tome cualquier
valor aislado es siempre cero. De hecho la funcién de densidad no repre-
senta una probabilidad, sino que f (x) dz se interpreta como la probabilidad
infinitesimal de que la v.a. tome valores en el intervalo [x,z + dz). Asi se
verifica que P{X <z} = P{X <z}. Por el contrario, la probabilidad de
que una v.a. tome valores en un cierto subintervalo de valores no es nula,
verificindose que:

P{a<X§b}:/bf(x)dx

EJEMPLOS

a) Hallar el valor de la constante k& de manera que f (z) = kz? (1 — z) sea
la funcién de densidad de una v.a. continua definida en [0,1]. Calcular,
asimismo, su moda y la probabilidad P {0,3 < X < 0,5}.

Claramente, para k > 0 se trata de una funcién no negativa en [0, 1]. Asf,
para que sea funcién de densidad, tendrd que cumplir:

1
k/ ?(1—a)de =1
0

por lo que k/12 = 1y asi, k = 12. La moda de X se obtendra calculando el
méximo de la densidad f (x) = 122% (1 — z), para lo cual hay que resolver la
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ecuacién [’ (x) = 0, es decir, 2z — 322 = 0. Ensayando sus soluciones, x = 0
y x=2/3, en f"(x) =2 — 6z resulta que la moda es = = 2/3. Finalmente,
0,5

P{0,3<X§0,5}:12/ 2 (1 —z)dw = 0,228

0,3

b) La funcién de distribucién de la v.a. que representa la duracién en minutos
de una llamada telefénica es:

3 3

2 1
_ 2. -2z/3 _ ~_—x/3 :
F(z) = 1 e e s?aj>0
0 siz <0

Hallar su funcién de densidad, asi como la probabilidad de que una llamada
dure entre 3 y 6 minutos.

La funcién densidad vendra dada por:

4 1
—e72/3 4 “om7/3 gigp >0
fla)=F ()= " 9

0 six <0
Por otra parte,

P{3< X <6}=F(6)—F(3)=0,1555

1.3. Esperanza y varianza

De igual forma que para variables estadisticas la media, como medida
de posicion, y la varianza, como medida de dispersion, son los pardmetros
mds caracteristicos, vamos a estudiar seguidamente su interpretacién desde
el punto de vista de las variables aleatorias.
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6.3.1. Esperanza de una variable aleatoria

Sea X una v.a. discreta con funcién de probabilidad f (z;) = P{X = x;},
1=1,2,...,n. Se define la esperanza matemdtica de X de la forma:

En caso de que el conjunto de posibles valores de la v.a. sea infinito nume-
rable, la serie que define la esperanza ha de ser absolutamente convergente.

En el caso absolutamente continuo, si X tiene por funcién de densidad
f (z), la esperanza viene dada por la siguiente integral, que ha de existir:

E[X] :/ of () do
Si la v.a. representa el resultado de un juego de azar, la esperanza se
interpreta como la ganancia o pérdida esperada del juego.

EJEMPLO

Se venden 5000 billetes para un sorteo a 100 € cada uno. Si el tinico premio
del sorteo es de 300000 €, calcular el resultado que debe esperar una persona
que compra 3 billetes.

La probabilidad de ganancia es de 3/5000, siendo en tal caso la ganancia
de 300000 — 300 = 299700 €; la probabilidad de pérdida es 4997/5000, siendo
en tal caso la pérdida igual a la cantidad jugada, es decir, 300 €. Asi,
podemos considerar el juego como una v.a. con dos posibles valores y la
esperanza es entonces:

3 4997

E[X] = 299700—— — 300—— = —12
[X] = 200700 — 3005 0

es decir, cabe esperar en promedio una pérdida de 120 €.

La esperanza es un operador lineal en el sentido de que para cualesquiera
constantes a y b verifica:

EaX +bY] = aE[X] + bE[Y]
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Ademss, si las v.a. X e Y son independientes, entonces:

E[XY]=E[X]|E[Y]

6.3.2. Varianza de una variable aleatoria

Si X es una v.a., discreta o continua, con esperanza finita E [X], se define
la varianza de X como:

Var [ X]=FE[(X — E[X])?] = E [X?] - E*[X]

probandose facilmente la tltima igualdad. La raiz cuadrada positiva de la
varianza se denomina desviacion tipica.

En general se verifica que Var[aX] = a*Var[X], siendo a una cons-
tante cualquiera. Ademds si X e Y son v.a. independientes, entonces
Var [ X +Y] = Var [X]+ Var[Y], no siendo cierta esta igualdad en el caso
general .

EJEMPLO

a) Una v.a. discreta toma los valores 0, 1, 2, 3 y 4 con funcién de probabilidad
siguiente:
X o 1 2 3 4
f(x)]03 025 025 01 0,1

Calcular su esperanza y varianza.

E[X] = 0x0,34+1x0,254+2x0,25+3x0,1+4x0,1=1,45
E[X?] = 0°%x0,3+1°x0,254+2%x0,254+3°x0,1+4*%x0,1=3,75
Var[X] = 3,75 —1,45% = 1,6475

b) Calcular la esperanza y varianza de la v.a. continua X definida en (0, 1)
con funcién de densidad f (x) = 1222 (1 — ).
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1
E[X] = 12/ 2> (1 —2)dr =0,6
0

1

E[X?] = 12/ t(1—2)=0,4
0

Var[X] = 0,4—0,36=0,04

Finalmente vamos a enunciar un resultado importante que permite calcu-
lar la probabilidad de que la desviaciéon de una v.a. respecto de su esperanza
esté acotada por una cierta cantidad.

Teorema de Tchebychev
Sea X una v.a. con esperanza y varianzas finitas. Entonces, dada una
constante k& > 0 se verifica:

Var|x]

PAX - B[X)| >k} < -

1.4. Estudio de algunos modelos aleatorios discretos

A continuacién vamos a estudiar algunas v.a. discretas de gran impor-
tancia practica. La metodologia que seguiremos para cada una consistird en
presentar qué tipo de fenémeno aleatorio modelizan, dando seguidamente su
funcién de probabilidad y su esperanza y varianza.

1.4.1. Modelo binomial

Consideremos un experimento que puede dar lugar uinicamente a dos re-
sultados: A, denominado éxito, con probabilidad p, y A, denominado fra-
caso, con probabilidad ¢ = 1 — p. Este tipo de experimento se denomina
prueba de Berouilli, y la v.a. que lo representa probabilisticamente, mod-
elo de Bernouilli. Esta variable depende de un tnico pardmetro p, y asigna
al éxito el valor 1 y al fracaso el 0. Su funcién de probabilidad se reduce
entonces a:

f@)=p"(1-p) " =pq" 2=0,1
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Una sucesion de n pruebas de Bernouilli independientes da lugar al de-
nominado modelo binomzal, el cual depende de dos pardmetros n y p, y se
representa B (n,p). Su funcién de probabilidad viene dada por:

f(z)= <n)Px(1—p)n_$, z=0,1,....n

T

ya que los = sucesos pueden presentarse de (Z) formas en el total de n pruebas.
Esta funcién representa la probabilidad de obtener x éxitos en las n pruebas.
Para probar que efectivamente f (z) es una funcién de probabilidad, basta
observar que:

Y f@)=p+g =1
=0
Ademss, operando convenientemente, se obtiene:

E[X]=np, Var[X]=npq

EJEMPLOS

a) Un equipo de fiitbol tiene 2/3 de probabilidad de ganar cuando juega en
casa. Calcular la probabilidad de que gane més de dos partidos de un total
de cuatro que disputa en casa.

La v.a. que representa esta situacién es binomial de pardmetros n =4y
p = 2/3, por lo que su funcién de probabilidad particular vienen dada por:

re-ME Q) -0z

Asi, en nuestro caso concreto, serd:

3 2

2
P{X >2}=f(3)+/(4) =4g + 7 = 0,592

b) Suponiendo que son equiprobables los sucesos tener hijo o hija, determi-
nar el nimero esperado de varones en una familia de 8 hijos, asi como la
probabilidad de que efectivamente resulte el nimero esperado.
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El fenémeno en cuestion puede modelizarse mediante una v.a. binomial
de pardmetros n = 8 y p = 0,5 de modo que su esperanza serd F [X]| = 4
hijos varones. Asf:

P{X =4} = (i) (0,5)*(0,5)** = 0,273

Las probabilidades calculadas con el modelo binomial para valores de n

desde 2 a 10 y determinados valores de p pueden consultarse en la Tabla 1
del Anexo.

6.4.2. Modelo de Poisson

Es un modelo muy apropiado cuando se estudian fenémenos tales como:
nimero de de individuos que entran en una oficina a lo largo de un dia,
nimero de unidades de un cierto medicamento vendidas durante el mes de
marzo, nimero de accidentes de carretera ocurridos durante un fin de semana
en un tramo de carretera, etc.

El modelo de Poisson depende de un tnico pardmetro positivo A, y se
expresa P (A). Su funcién de probabilidad viene dada por:

A
f(x)zae ,x=0,1,...

Para comprobar que f (z) estd bien definida como funcién de probabilidad
n xr

basta observar que Z—' es el desarrollo en serie de McLaurin de la expo-
i=1T:

nencial e*, de manera que:

f(x)=eter=1
ademads, operando convenientemente, se obtiene:
EX]=X Var[X]=A

es decir, el pardmetro A del modelo coincide con su esperanza y con su va-
rianza.
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EJEMPLO

Entre las dos y las cuatro de la madrugada el promedio de personas que
acuden a una cierta farmacia de guardia es 2,6. Hallar la probabilidad de
que en una noche de guardia acuda en esta franja horaria sélo una persona
a la farmacia.

Se trata de una variable de Poisson de pardmetro A = 2,6, de manera

que:

2,6
f)= ?e—“ =0,193

Las probabilidades calculadas con el modelo de Poisson para valores de
A desde 0,1 hasta 10 pueden consultarse en la Tabla 2 del Anexo

Puede demostrarse que el modelo binomial B (n,p) se aproxima al de
Poisson cuando el nimero n de pruebas de Bernouilli es grande y la proba-
bilidad de éxito p pequena. En tal caso, el pardmetro de la variable de Poisson
resultante es A = np.

EJEMPLOS

a) Se ha comprobado que el 2% de los medicamentos de un cierto lote estdn
caducados. Hallar la probablidad de que en una muestra de 100 medicamen-
tos de este lote haya tres caducados.

La variable que representa esta situacion es binomial de pardmetros n =
100 y p = 0,02. Podemos entonces aproximarla mediante una v.a. de Poisson
de pardmetro A = 2, de manera que:

23

= §e—2 =0,181

f3)

b) La probabilidad de reaccién adversa frente a una vacuna es de 0,001.
Hallar la probabilidad de que al menos un individuo sufra reaccién de un
total de 2000 vacunados.
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Este fenémeno se ajusta a un modelo binomial de pardmetros n = 2000 y
p = 0,001 pero al igual que en el ejemplo anterior, lo aproximamos por una
variable de Poisson de pardmetro \ = 2. Asi, la probabilidad pedida serfa:

0

2
P{XZ1}:1—f(0):1—66‘2:1—0,135:0,865

1.4.3. Modelo hipergeométrico

Este modelo representa fenémenos que responden genéricamente al es-
quema siguiente: supongamos que en una urna hay N bolas de las cuales V;
son blancas y N negras (N; + Ny = N). Si se extraen de la urna n bolas
sin reemplazamiento, la variable que representa el niimero de bolas blancas
extraidas en la muestra se denomina v.a. hipergeométrica. Puede, asimismo,
concebirse este esquema suponiendo que en una poblaciéon de N individuos,
éstos pueden clasificarse en dos bloques A y B, de los cuales N; pertenecen
al Ay Ny al B.

La funcién de probabilidad del modelo hipergeométrico es:

()62
(%)

N
Denotando p = Wl y ¢ = 1 — p, su esperanza y varianza vienen dadas por:

f(z)= ,x=0,1,2,...,n

N —n
N -1

E[X]=np, Var[X]=npq

1.4.4. Modelo geométrico o de Pascal

Se dice que una v.a. responde al modelo geométrico si representa el
nimero de pruebas independientes de Bernouilli que hay que realizar hasta
que se presenta el primer éxito. Su funcién de probabilidad es:

f(x)=p¢", ©=0,1,2,...
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donde p es la probabilidad de éxito y ¢ = 1 — p la de fracaso. Su esperanza
y varianza vienen dadas por:

E[X] :%, Var [X] :}%

1.4.5. Modelo binomial negativo

Se dice que una v.a. se ajusta al modelo binomial negativo si representa
el nimero de pruebas independientes de Bernouilli a realizar de forma que
aparezcan x fracasos antes del m-ésimo éxito. Asi, denotando por p a la
probablidad de éxito, la funcién de probabilidad de este modelo es:

n+x—1
T

ro=(

)p”qm, r=0,1,2,...,.n+x—1

Su esperanza y varianza vienen dadas por:

Ex|=X varx]=2

p p

1.5. Estudio de algunos modelos aleatorios continuos

En este apartado describiremos los modelos aleatorios continuos més im-
portantes, siguiendo una metodologia similar a la desarrollada en el caso
discreto, es decir, presentaremos el tipo de fenémeno que puede modelizarse
mediante cada v.a. y formularemos para cada uno su funcién de densidad,
asf como su esperanza y varianza.

1.5.1. Modelo normal o de Gauss

Es el méas importante de todos los modelos aleatorios de tipo continuo
debido al gran nimero de fenémenos bioldgicos, econémicos, sociales, etc. que
se aproximan a él. De hecho, a partir de un resultado fundamental en Célculo
de Probabilidades, denominado Teorema Central del Limite, se demuestra
que otros muchos modelos, discretos o continuos, pueden aproximarse bajo
ciertas condiciones al modelo normal.
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También denominado modelo de Gauss o de Gauss-Laplace, tiene por
funcién de densidad:

1 _(m—w)?
f(z)= e 2, —00 < T < 00
oV 2T

que depende de dos pardmetros py o > 0, y se representa N (u,0). Para
comprobar que se trata de una verdadera densidad, basta realizar un cambio
de variable en la integral de Gauss:

o0

2 m
/ e‘mdx:\/i
oo a

Su esperanza y varianza vienen dadas por:
E[X]=u, Var[X]=o?

Gréficamente, su funcién de densidad tiene forma de campana, como puede
apreciarse en la Figura 1; de ahi su apodo de campana de Gauss. Sus carac-
terfsticas principales son las siguientes:

Es simétrica respecto a x = p.

Alcanza su unico méximo en z = pu.

Es creciente para x < p y decreciente para z >
Sus puntos de inflexibon son r =p—ocyr=pu+o.
El eje de abscisas es asintota horizontal

AR

En la préctica, el célculo directo de probabilidades con el modelo normal
N (p; 0) resulta précticamente imposible debido a que la integral de su fun-
cién de densidad no puede calcularse mediante métodos elementales. Para
ello, lo que se hace es tipificar el modelo, operacién que consiste en reducirlo
a otro modelo normal de media 0 y varianza 1, es decir, N (0;1), para lo
cual es necesario transformar la v.a. restandole la media y dividiendo por la
desviacién tipica, es decir:

—
g

X
X~ N(py0)— Z = ~ N (0;1)
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Es fécil probar que efectivamente Z tiene media 0 y varianza 1, ya que:

E[Z]z%E[X—u]zo, Var[Z]:%E[(X—u)ﬂ =L =1

o2

Este modelo tipificado serd simétrico respecto al eje de ordenadas, alcanza su
tinico maximo en el origen y tiene inflexiones en los puntos -1 y +1. Una vez
tipificado el modelo, las probabilidades o dreas bajo la curva normal N (0;1)
se buscan en la Tabla 8 del Anexo.

EJEMPLOS

a) La temperatura 7" al mediodia en Granada durante el mes de Mayo se
ajusta a un modelo normal de media 22° y desviacién tipica 6°. Hallar el
porcentaje de dias en que la temperatura estd comprendida entre 16° y 25°.

Comenzaremos calculando la probabilidad de que la temperatura al medio-
dia esté comprendida en dicho intervalo un dia elegido al azar del mes de
Mayo. Dado que T' ~» N (u = 22;0 = 6), tipificando y usando la simetria
del modelo resulta:

16 — 22 25 — 22

P{l6 <T <25} =P <7Z< =P{-1<Z<0,5}=
= P{Z<0,5}—P{Z < —1} =0,6916—0, 1587 = 0, 5328

de manera que el 53,28% de los dias la temperatura estéd comprendida entre
16° y 25° al mediodia.

b) El peso medio de los habitantes adultos de una poblacién es 66kg y la
desviacion tipica Hkg. Si se elige un individuo al azar de dicha poblacién, ha-
llar la probabilidad de que pese mas de 72 kg suponiendo que la distribucién
de pesos se ajusta a un modelo normal.

72 — 66

P{X>72}_P{Z> }_P{Z>1,2}_0,1151

Como indicdbamos al comienzo, otros modelos de probabilidad pueden
aproximarse al normal. Asi, el teorema de De Moivre establece que un modelo
binomial B (n,p) con n grande y p tomando valores intermedios (algunos
autores recomiendan que npq > 5), puede aproximarse a un modelo normal
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de pardmetros y = np y 0 = npq. Asimismo, un modelo de Poisson P ())
con \ grande (digamos A > 5), también puede aproximarse a uno normal de
pardmetros = o2 = \.

EJEMPLOS

a) En una cierta carrera universitaria el porcentaje de alumnas es del 42%.
Si se eligen aleatoriamente 80 alumnos que cursen esa carrera, hallar la prob-
abilidad de que la mitad sean mujeres.

La v.a. X que representa el nimero de alumnas es binomial con probabi-
lidad de éxito p = 0,42. Como el nimero de pruebas de Bernouilli es elevado
(n = 80), utilizaremos la aproximacién normal de media 80 x 0,42 = 33,6 y
varianza 80 x 0,42 x 0,58 = 19, 488, de manera que

40 — 33,6

P{X >40} =P Z
{X > 40} {>4,41

} — P{Z >1,45} = 0,0735.

b) En una carretera construida por la empresa Vialis se ha observado que
cada 20 km en promedio aparece un defecto grave. Si la distribucién de estos
defectos se ajusta a un modelo de Poisson, calcular la probabilidad de que
haya 6 defectos graves a lo largo de 200 km de carretera construida por esa
empresa.

Al haber, en término medio, un defecto cada 20 km, a lo largo de 200 km
habra en promedio total 10 defectos. Por tanto, el modelo de Poisson tendré
pardmetro A = 10. Asi:

106
f(6) = Fe—lo = 0,063
Si utilizamos la aproximacién al modelo normal, sus pardmetros serfan: p =
10 y 0 = 10, por lo que escribiremos:

5,0 —10 6,5— 10
A At e

P X =P
{5,5 < X <6,5} {3,16 <7< 3,16

} =0,0571

1.5.2. Modelo exponencial
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Es una especie de distribuciéon de Poisson para el caso continuo, espe-
cialmente 1til en la resolucién de problemas de andlisis de supervivencia,
tales como el estudio de la duracién de vida de un componente electrénico.
Asimismo, este modelo da lugar a otros de gran interés practico tales como el
modelo de Weibull y el modelo de Gompertz. Su funcién de densidad viene

dada por:
ae”*® six >0

f(@:{o siz <0

siendo a > 0 el pardmetro de este modelo. Esta funcién es densidad para
cualquier valor positivo de a, ya que

/_Zf(:c)dx:a/oooe”d:czl

Integrando por partes se obtiene que:

EX]=% Var[X]=—

a a?
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1.5.3. Modelo lognormal

Este modelo representa fenémenos tales como volumen de ventas anuales
en una farmacia, PIB de los paises de la UE, etc. Su denominacién se debe
a que su logaritmo neperiano se ajusta a un modelo normal. Asi, se trata
igualmente de un modelo dependiente de dos pardmetros u y o, siendo su
funcién de densidad:

1 _nep?

Su esperanza y varianza vienen dadas por:

2 2 2
EX]=et7, Var|X]=e2t20" _ e2uto

1.5.4. Modelo de Pareto

Este modelo es muy utilizado en Economia para representar el volumen
de rentas familiares superiores a un cierto nivel xy. Su funcién de densidad
es:

o
axg

la—i—l

six > xg
f(z) =
0 sixz <z

Este modelo depende de dos pardmetros positivos xg y «, donde « se calcula
generalmente a partir de la media muestral y toma valores préximos a 2. Su
esperanza y varianza, son:

E[X]:a_l, Var[X]:(oz—l)Q(oz—Z)

existiendo la varianza sélo para valores de a superiores a 2.
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1.6. Distribuciones asociadas al muestreo

A partir de la distribucién normal se obtienen otras tres de tipo continuo
que son utilizadas a la hora de realizar inferencia a partir de muestras. Se
trata de la distribucién chi-cuadrado de Pearson, la t de Student y la F' de
Fisher-Snedecor.

1.6.1. Distribucién chi-cuadrado de Pearson

Consideremos n variables normales X7, X5, ..., X, tipificadas, es decir
N(0,1), e independientes entre si. Se define la variable chi-cuadrado de
Pearson con n grados de libertad, y se denota x2, como la suma de sus
cuadrados: X7 + X3+ ...+ X?2. Esta distribucién es absolutamente continua
y su funcién de densidad viene dada por:

-n/2 _ _ .
2 omx/24m/2-1 g g s ()

r(3)

Osiz <0

fz) =

donde la funcién gamma estd definida por:
D(z) = [7t" e tdt, ©>0
Si x es un nimero natural, es decir 1,2,3,..., entonces I'(x) = (z — 1)!

La grafica de la funcién de densidad de la variable y? viene dada en la
Figura 2.

020

Figura 2. Distribucién chi cuadrado de Pearson con 3 grados de libertad
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Sus principales propiedades son las siguientes:
1. Su esperanza es E[x2] = n y su varianza Var[x2] = 2n

2. Si X2, y X2 son dos variables independientes con distribuciones chi-
cuadrado con m y n grados de libertad respectivamente, entonces la variable
X2, Se distribuye también segin una chi-cuadrado con m + n grados de
libertad.

3. La distribucién x32, es decir, la chi-cuadrado con 2 grados de libertad,
coincide con la exponencial de pardmetro a = %

4. Para un nimero elevado de grados de libertas, digamos n > 30, la variable
V/2x2 — /2n — 1 se aproxima a una normal tipificada N (0, 1).

1.6.2. Distribuciéon t de Student

Sea X una variable N(0,1) y x2 una chi-cuadrado con n grados de liber-
tad, ambas independientes. Se define la variable ¢ de Student con n grados
de libertad como la que se obtiene mediante el cociente:

ty = —~

VX3 /n

Esta distribucién es absolutamente continua y su funcién de densidad viene
dada por:

F<n+1) n+1

f@)= axmy (1+5) 7 —e<a<oo

La gréfica de la funcién de densidad de la variable ¢,, viene dada en la Figura

3.
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010

Figura 3. Distribucién t de Student con 3 grados de libertad

Sus principales propiedades son las siguientes:

1. Su esperanza es Elt,] = 0 (solo si n > 2) y su varianza Varlt,] = 25
(solo si n > 3)

2. La distribucién limite de ¢, cuando n — oo es N(0, 1), es decir, la ¢, es
una version platicirtica de la N (0, 1).

Como anécdota cabe citar que la distibucién ¢ fue introducida en 1907
por Sir William Sealy Gosset (1876-1937) que, a la sazén, trabajaba en el De-
partamento de control de calidad de las destilerfas Guinness en Dublin. Para
los ensayos diponfa de muestras pequenas y el modelo de Gauss no resultaba
1til debido al poco peso que le asignaba a los valores extremos, es decir, a
las colas de la distribucién, por lo que introdujo esta modificacién aplastada
de la ley normal. La empresa prohibia a sus empleados firmar ningin tipo
de trabajo bajo su nombre propio debido a que otro investigador habia pub-
licado previamente secretos industriales sin autorizacion de la compania, por
lo que Gosset se vio obligado a utilizar el pseudénimo de Student.
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1.6.3. Distribucién F de Fisher-Snedecor

También conocida simplemente como distribucién de Snedecor, para de-
ducirla se consideran dos variables independientes, X con distribucién x?, e
Y con x2. Se define entonces la distribucién F' de Fisher-Snedecor con (m, n)
grados de libertad como el cociente:

X2./m
X2 /n

Flmm) =

Esta distribucion es absolutamente continua y su funcién de densidad viene
dada por:

mm/Qn"/zF(m;") p(m/2-1)

——siz >0
F(E)N(5)  (matn) ™"

fz) =

Osiz <0

La grafica de la funcién de densidad de la variable F{,,,) viene dada en la
Figura 4.

04

02

Figura 4. Distribucién F de Fisher-Snedecor con (5,3) grados de libertad
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Sus principales propiedades son las siguientes:

1. Suesperanza es E[F(;, )] = 5 (solosin > 3) y su varianza Var[Fi,, »)] =

2n2 (m+4n—2) .
m (SO]O S1n 2 5)

2. La distribucién limite de F,, ,) cuando n — oo es x2,, es decir, F{, 00
2
X+

3. Sim — ooy n — oo entonces F,,,) converge en probabilidad a 1, es
decir Floo,00) = 1

4. Sila variable X tiene una distribucién F{, ) entonces % tiene la distribu-
cion Fiy, m), por lo que Prob(Fy, ) < x) = Prob(F,m) > %)

m=2_n_ para m > 3.

5. La variable F{,, ) tiene una moda en el punto x = *—=— 5

1.7. Introduccion a la inferencia estadistica

La inferencia estadistica es una parte fundamental del proceso estadistico
que comprende un conjunto de métodos y técnicas que permiten extender o
extrpolar, a partir de la informacién proporcionada por una muestra, el com-
portamiento de una determinada poblacién. Dado que se inducen conclu-
siones sobre individuos no analizados, el proceso de inferencia lleva asociado
un riesgo de error cuantificable en términos de probabilidad. Cuando la vari-
able que representa la caracteristica observable de la poblacién se distribuye
segin un modelo dependiente de uno o varios pardmetros, el procedimiento
se reduce a extraer conclusiones sobre el valor de dichos pardmetros y la
inferencia se dice que es de tipo paramétrico. En caso contrario, o bien
cuando la variable sea de tipo ordinal, serd necesario recurrir a métodos de
tipo no parameétrico.

Dentro de los métodos paramétricos cabe distinguir dos formas de realizar
inferencia: mediante estimacién, que puede ser puntual o por intervalo, y
mediante contraste o test de hipdtesis. A la inferencia por estimacién se
dedica el tema 2 y a los contrastes de hipétesis el tema 3.

RELACION DE PROBLEMAS
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1°) Hallar la esperanza y varianza de la v.a. que representa la puntuacién
obtenida al lanzar un dado.
Solucién: E[X]=3,5 VI[X]=2,916

2°) Dada una variable aleatoria discreta X con funcién de probabilidad:

X 0 1 2 3 4 5
pi 0,1 0,3 0,4 0,1 0,05 0,05

calcular las probabilidades a) P(X < 4,5),b) P(X > 2),¢) P(2 < X <4,5).
Solucién: a) 0,95 b) 0,2 ¢) 0,15

3°) Una v.a. continua se distribuye en el intevalo [0,00) con funcién de
densidad f(z) = kze . Calcular el valor de la constante k.
Solucién: k=2

4°) Una v.a. continua se distribuye en el intevalo (-0co0,00) con funcién de
densidad f(z) = ke=*". Calcular a) el valor de la constante k; b) su esperanza
y varianza

Solucién: a) k:‘/TE; b) E[X]=0 V[X]:%

5°) Una v.a. continua se distribuye en el intevalo [1,3] con funcién de densidad
f(z) = %. Calcular a) el valor de la constante k; b) P(2 < X < 3); ¢) su
esperanza

Solucién: a) k=1,5; b) 0,25; c) 1,648

6°) Una v.a. continua se distribuye en el intevalo [0,1] con funcién de densidad
f(z) = ky/xz. Calcular a) el valor de la constante k; b) P(X > 0,5); ¢) su
esperanza

Solucién: a) k=1,5; b) 0,65; c) 0,6

7°) Una v.a. continua se distribuye en el intevalo [1,4] con funcién de densidad
flz) = \% Calcular a) el valor de la constante k; b) P(X < 2); ¢) su
esperanza

Solucién: a) k=1,5; b) 0,25; c) 1,648

8%) Una v.a. continua se distribuye en el intevalo [1,3] con funcién de densidad
f(x) = kz®. Calcular a) el valor de la constante k; b) P(X > 2); ¢) su
esperanza y varianza
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Solucién: a) k=0,5; b) v2—1 = 0,4142; c) E[X]=1 V[X]=2
9°) La informacién sobre el tiempo de vida (medido en horas) de un com-
ponente electrénico que funciona de forma ininterrumpida hasta su averfa,
viene dada por una funcién de densidad del tipo f(z) = % en el intervalo
[100, 00). Calcular: a) el valor de la constante k; b) probabilidad de que un
componente funcione mas de 2000 horas; c) vida esperada de un componente.
Solucién: a) k=20000 b) 0,0025 c) E[X] =200 horas

10°) La intensidad sensorial ante un estimulo eléctrico es una v.a. continua
que tiene por funcién de densidad f(z) = kcos z siendo 0 < x < 7. Calcular
a) el valor de la constante k; b) probabilidad de que la intensidad sensorial
sea inferior a %; c) intensidad sensorial esperada.

Solucién: a) k=1; b) 0,5; c) 5-1
11°) La variacién de un aparto de medida es una v.a. con funcién de den-
sidad f(z) = ke %3 para z > 0. Calcular a) el valor de la constante k;
b) probabilidad de que la variaciénl sea inferior a 5 unidades; c) variacién
esperada.

Solucién: a) k=0,3; b) 0,777; ¢) 0,333

12°) El 15% de los alumnos matriculados en un curso logra superar todas
las asignaturas en la primera convocatoria. Si se eligen al azar 7 alumnos de
dicho curso, hallar la probabilidad de que 3 de ellos hayan superado el curso
completo a la primera. Hallar también la probabilidad de que al menos dos
de ellos lo consigan.

Solucién: X~~»B(n=7;p=0,15)— P(X=3)=0,0617, P(X>2) =0,2834

13°) Un examen tipo test consta de 6 preguntas con 4 respuestas posibles
cada una, siendo valida s6lo una de ellas. Si las respuestas incorectas no
restan calificacién y para aprobar es necesario acertar al menos 3 preguntas
Lqué probabilidad de aprobar tiene un alumno completamente pegado que
responde al azar?

Solucién: X~~»B(n=6;p=0,25)— P(X>3)=0,1694

14°) Un libro de 500 péginas tiene un total de 300 erratas distribuidas aleato-
riamente entre sus paginas. Hallar la probabilidad de que una pagina tomada
al azar contenga al menos dos erratas.

Solucién: X~»P(A=0,6)—P(X>2)=0,122
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15°) La demanda de un cierto medicamento en una farmacia se ajusta a un
modelo de Poisson con promedio de demanda de 2,6 unidades diarias. Hallar
la probabilidad de que durante una jornada cualquiera le demanden al menos
dos unidades de dicho medicamento

Solucién: X~~+P(A=2,6)—P(X>2)=0,7326

16°) En el servicio de cardiologia de un hospital fallece un promedio mensual
de 2 pacientes. ;Cuél es la probabilidad de que en un mes determinado se
supere dicho promedio?.

Solucién: X~~Poisson(A=2)—P(X>2)=0,3233

21°) Un dado se lanza al aire 120 veces: a) jcudl es la esperanza de que
aparezca un 47; b) hallar la probabilidad de que aparezca entre 14 y 24 veces
la puntuacién 4.

Solucién: a) 20 b) 0,7657

17°) Para el estudio de la actividad farmacoldgica de una sustancia se le
suministré una dosis de 50mg a un grupo de 30 cobayas, observandose que
en 24 de ellas la respuesta era positiva. Si se le administra dicha sustancia
a otras 100 cobayas: a) jen cudntas se espera una respuesta positiva?; b)
hallar la probabilidad de que entre 70 y 85 cobayas la respuesta sea positiva.

Solucién: a) E[X]=80 b) Aplicando la aproximacién de DeMoivre: P=0,8882

18°) Se han comprado 7 pinos procedentes de un drea donde el 5% estan
afectados por una plaga. a) Calcular la probabilidad de que entre los pinos
comprado al menos 3 estén afectados por la plaga; b) si se hubieran comprado
40 pinos jcudl serfa la probabilidad de que mas del 10% estuvieran afectados
por la plaga?
Solucién: a) X~»B(n=7;p=0,05)— P(X>3)=0,0038;
b) X~Poison(A=2): P(X>4)=0,0527

19°) Un tratamiento anticelulitico es eficaz en el 45% de los casos ensayados.
a) Si se aplica a un grupo de 5 personas calcular la probabilidad de que sea
eficaz en al menos 4 de ellos; b) nimero esperado de personas en las que el
anticelulitico es eficaz, y varianza asociada; c) si se aplica a un grupo de 50
personas calcular la probabilidad de que sea eficaz entre 20 y 30.
Solucién: a) X~>B(n=>5;p=0,45)— P(X>4)=0,1313; b) E[X]|=2,25 V[X]=1,24
¢) Aplicando la aproximaciéon de DeMoivre: P=0,7445
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20°) Un almacén farmacéutico recibié un lote de 1000 botes de suero fi-
siolégico. Sabiendo que, en promedio, 3 de cada 1000 botes se deterioran en
el transporte, hallar la probabilidad de que se rompa al menos un bote y la
de que se rompan menos de dos.
Solucién: X~~Binomial(n=1000;p=0,003)~Poison(A=3)
—P(X>1)=0,9502; P(X<2)=0,1992

21°) Se ha observado que el 2 por 1000 de los individuos presentan reaccién

adversa ante una cierta vacuna. Hallar la probabilidad de que en un colectivo

de 2000 personas vacunadas, al menos 3 de ellas tengan reacciéon adversa.
Solucién: 0,7619

22°) El 15% de los escolares de cierto nivel educativo presentan sobrepeso.
Calcular la probabilidad de que: a) si se eligen 8 escolares al azar al menos
dos de ellos presenten sobrepeso; b) si se eligen 80 escolares al azar haya entre
10 y 15 con sobrepeso.
Solucién: a) X~~B(n=8;p=0,15)—P(X>2)=0,3428;
b) X~~B(n=80;p=0,15)~N(p=12;0=3,194)—P(10<X<15)=0,5621
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23°) Una cierta vacuna produce reaccién en el 10% de los casos. Si se vacunan
1000 personas, hallar el nimero esperado de casos con reaccién, asi como la
probabilidad de obtener 80 6 més casos con reaccién.

Solucién: a) E[X]=100 casos b) p=0,9826

24°) Las calificaciones de un examen se distribuyen segin una ley normal de

media 6 y desviacién tipica 1,44. Hallar la probabilidad de que un alumno

tomado al azar obtenga calificacién: a) mayor que 5; b) entre 5,5 y 7.
Solucién: a) 0,7549 b) 0,392

25°) El contenido de riboflavina de un determinado tipo de alga sigue una dis-

tribucién normal de media 5,2 y desviacién tipica 3,7. Calcular el porcentaje

de algas con contenido de riboflavina comprendido entre 1,5 y 12,6.
Solucién: 81,86%

26°) El nivel de colesterol total en una poblacién adulta es una variable
aleatoria que se distribuye segin un modelo normal con media 192mg/dL y
desviacion tipica 25mg/dL. a) Calcular la probabilidad de que un individuo
tomado al azar de dicha poblacién tenga nivel de colesterol total superior a
250mg/dL; b) hallar el porcentaje de individuos con nivel de colesterol total
comprendido entre 180mg/dL y 200mg/dL.

Solucién: a) 0,0102 b) 30,99%

27°) En un ensayo farmacoldgico sobre un nuevo principio activo se ha ob-
servado que era ineficaz en solo un 10% de los casos estudiados. Calcular la
probabilidad de que: a) si se ensaya sobre 8 individuos sea ineficaz en menos
de 2; b) si se ensaya sobre 60 pacientes sea ineficaz en menos de 5.
Solucién: a) X~+B(n=8;p=0,1)—P(X<2)=0,8131
b) X~N(pu=6;0=2,32)—P(X<5)=0,3336

28°) Se ha comprobado que el 15% de los vacunados de gripe comiin presentan
algin tipo de reaccién cutdnea. a) Si en un centro de salud se vacunan 9
personas, calcular la probabilidad de que 4 de ellas tengan reaccién y de que,
al menos, 7 no tengan reaccién; b) si en otro centro de salud se vacunan
500 personas, calcular la probabilidad de que, al menos, 60 de ellas tengan
reaccion; ¢) si en un tercer centro de salud vacunan a otras 500 personas con
otro tipo de vacuna que da reaccién sélo en el 2% de los casos, calcular la
probabilidad de que, al menos, 2 presenten reaccion.
Solucién: a) X~»B(n=9;p=0,15)—P(X=4)=0,0283 P(X<2)=0,8592



Modelos aleatorios 31

b) X~~B(n=500:p=0,15)~N(u=75:0=7,98)—P(X>60)=0,97
¢) X~»B(n=500;p=0,02)~Poisson(A=10)—P(X>2)=0,9995

29°) En un estudio reciente publicado en Espana se estima que el 80% de las
personas que practican una dieta fracasan. Para estudiar las causas de dicho
fracaso se lleva a cabo un estudio piloto donde se toman al azar 8 personas
que practican dicha dieta. Calcular: a) probabilidad de que 3 individuos
que siguen la dieta no fracasen; b) probabilidad de que no fracasen més de
5; ¢) numero esperado y desviacién tipica de fracasados en la dieta; d) si la
muestra de seguidores de la dieta se ampliara a 100 personas, probabilidad
de que no fracase un nimero comprendido entre 15 y 25.
Solucién: a) X~»B(n=8;p=0,2)—P(X=3)=0,1468; b) P(X>5)=0,0012
¢) E[X]=6,4 D[X]=1,13; d) X~N(u=20;0=4)—P(15<X<25)=0,7888

30°) El 15% de los individuos que acuden a una consulta psiquidtrica padecen
insomnio. Si se eligen 6 pacientes al azar, calcular: a) probabilidad de que
al menos uno padezca insomnio; b) nimero esperado y desviacién tipica de
pacientes con insomnio; ¢) si se amplia la muestra a 60 pacientes, probabilidad
de que lo padezcan entre 5 y 10.
Solucién: a) X~~»B(n=6;p=0,15)—P(X>1)=0,6229; b) E[X]=0,9 D[X]=0,8746
¢) XAN(u=9;0=2,766)—P(5<X<10)=0,5657



Tema 2. ESTIMACION

2.1. CONCEPTO Y PROPIEDADES DE UN ESTIMADOR

En el tema 1 hemos comentado que el objeto de un estudio cientifico
es conocer el comportamiento de una poblaciéon desde el punto de vista de
una magnitud variable la cual, en numerosas ocasiones, se ajusta a un cierto
modelo matemdtico conocido dependiente de uno o varios pardametros, tales
como la media poblacional, su desviacién tipica, ... En tal caso el objetivo
es conocer el valor de dichos pardmetros para cada situacién particular estu-
diada. El problema surge cuando las poblaciones son muy grandes (incluso
infinitas) o el sistema de medida de la variable es complejo y costoso, de
forma que no puede medirse la variable sobre todos y cada uno de los indi-
viduos que componen la poblacion, siendo necesario recurrir a una muestra
de la misma sobre la que realizar las observaciones. Por esta razén, el pos-
terior proceso de inferencia estd afectado de incertidumbre en cuanto que no
podremos conocer el valor exacto de los pardmetros al no disponer de valores
de la variable en todos los individuos de la poblacién.

Asi, consideremos el caso mds simple en el que una variable aleato-
ria cuantitativa X se ajusta a un modelo de probabilidad dependiente de
un parametro #, cuya funcién de probabilidad o de densidad denotaremos
f(z/0). En el caso de depender de varios pardmetros 61,0s,...,0, €l es-
quema serfa similar y la funcién de probabilidad o de densidad se denotaria
f(z/01,04,...,0;). Consideremos una muestra aleatoria genérica de tamano
n de la variable X: x1, x5, ..., z,. Se denomina estimador del pardmetro 6 a
una funcién de la muestra ¢(x1, 23, ..., z,,) tal que para cada conjunto particu-
lar de valores muestrales proporciona un valor aproximado de 6 que se denom-

ina estimacién de 0 y se denota 6,,, es decir, si x1 = a1, x5 = ao, ..., T, = ap,
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siendo ay, as, ..., a, valores numeéricos, entonces p(ay,as,...,a,) = 0, ~ 6.
Observemos que el estimador es también una variable aleatoria pues para
cada conjunto de datos muestrales toma un valor numérico diferente.

EJEMPLO

Consideremos la variable X que representa el nimero de ansioliticos de
un cierto tipo dispensados diariamente en las farmacias de Andalucia, la
cual se distribuye segiin un modelo de Poisson de pardmetro A que, como es
sabido, representa el promedio de ventas diarias de ese tipo de medicamento
en la regién. El valor de \ es desconocido, pues para conocerlo con exactitud
necesitarfamos conocer las ventas en todas las farmacias andaluzas, de forma
que para obtener un valor aproximado consideraremos el estimador media
muestral obtenido a partir de los datos proporcionados por n farmacias de
Andalucia:

o (1,29, .00y ) = @
Supongamos que el Consejo Andaluz de Colegios Farmacéuticos recoge di-
ariamente informacién de 4 farmacias diferentes y que los datos son los sigu-
ientes:

Muestra  Datos  Media

Dial 4 6 1 3 3,50
Dia2 2 7 31 3,25
Dia3d 3 7 5 2 4,25
Cada uno de los valores medios obtenidos, 3,50 3,25 4,25 ..., es una es-

timacion del mimero medio de ansioliticos del tipo estudiado que dispensan
las farmacias andaluzas y todos son igual de véilidos, es decir, tan correcto
es considerar que el promedio de unidades dispensadas diariamente en cada
farmacia es 3,50 como decir 3,25 o 4,25.

Pero también serfa un estimador del pardmetro A la media geométrica:

W(xy, X9, ...y Ty) = YT1.22 - T, que para cada uno de los dias anteriores
tomarfa respectivamente los valores 2,91 2,55 3,81 ... Cabe entonces plantearse

si cualquier funcién de la muestra puede considerarse un estimador aceptable.
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Pues bien, para que un estimador sea estadisticamente éptimo ha de verificar
las siguientes propiedades:

1. Imnsesgado. Un estimador es insesgado si su esperanza coincide con el
verdadero valor (desconocido) del pardmtero, es decir: E [p(z1, xg, ..., T,)] =
0. En caso de ser E[p(x1, 22, ...,x,)] = ¥, la diferencia § — ¢ se denomina
sesgo de estimacion.

2. Eficiente. Dados dos estimadores de un pardmetro 6, el més eficiente
serd el que tenga menor varianza. La minima varianza que puede tener un
estimador insesgado 6 se denomina cota de Frechet-Cramer-Rao y viene dada
por 1/1,,(0) donde:

In(e):n.EK%wﬂ

se denomina cantidad de informacion de Fisher.

3. Consistente. Un estimador es consistente si converge en probabilidad

hacia el pardmetro, es decir: Prob(| ¢(x1,x2,....,2,) — 0 |< €) — 1, lo

que significa que a medida que aumenta el tamano muestral, el estimador
proporciona valores méas préoximos al pardametro.

4. Suficiente. En términos sencillos, un estimador es suficiente si resume
toda la informacién relevante que contiene la muestra. Se caracterizan por
un resultado conocido como teorema de Neyman-Fisher.

EJEMPLO 1

Se quiere estimar el nivel de colesterol LDL en una poblacién cuyo nivel
medio (desconocido para nosotros) es de 95 mg/dL, para lo cual se utilizan
3 técnicas de determinacién que aplicadas a sendas muestras de 5 individuos
cada una proporcionan los siguientes resultados:

Técnica  Determinaciones Valor medio Desviacién
1 86 109 102 87 91 95 9,01
2 85 89 82 87 82 85 2,76
3 92 92 99 95 97 95 2,76
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A la vista de los resultados anteriores observamos que las estimaciones
proporcionadas por las técnicas 2 y 3 son mds eficientes que la de la técnica
1; sin embargo entre la 2 y la 3, la iltima da una estimacién sin sesgo de la
media poblacional, por lo que se concluye que la técnica 3 es la 6ptima.

EJEMPLO 2
Supongamos que una variable aleatoria X se distribuye segiin un modelo
(@=p)®
normal con funcién de densidad: f(x/u,0) = - 1%6* 27 —00 < T < 00.

Para obtener la cota de Frechet-Cramer-Rao del estimador éptimo de la
media p se procede de la forma siguiente:

In f(z/p,0) = —In (ov/27) — (e=p)? _, 9lnf(e/mo) _ ap

202 ou o

Ast:

n f(x/p,0 2 E|(z—p)®
E{(al e )) ] _ Elw’]

o o

Como Var [X] = E[(X — p)Z] = o2 resulta que I, (1) = ng—i = X, por lo

s . . 2
que la minima varianza dada por la cota de Frechet-Cramer-Rao es Z-.

EJEMPLO 3

El estimador media aritmética x,, es insesgado para el pardmetro u del
modelo de Gauss pues:

E[an] —E |:xl+m2,,;”+xnj| _ E[m1]+E[x721],+E[zn] _ lu,+p,<|7;---+y, _ T;L_M =y

Sin embargo la varianza muestral s2 no lo es porque operando se tiene que:

n

_ _ 2
(2 — p)* = (:B@-—anr:Un—u) =

i=

i:l (;Ez - xn)2 +i:§:1 <:En _ H)Q + 2(z, — ,u)zl (xl — :En>

K3 7

n
i=1

Dado que
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y que

resulta:

S =

y tomando esperanzas:

Como
Elri— )l =0y E [(:c_n _ M)Q] = Var [5,] = o*/n,

al ser la cota de Frechet-Cramer-Rao, se concluye que:

1,2 2 a2 21 _ 2 o2 _ n-1_2

ETLO’ —E[Sn]+7—>E[8n]—O’ —?—TO'
por lo que presenta un sesgo de 02?/n. Para corregirlo se considera el esti-
mador cuasivarianza muestral:

Spo1 = 7gsh :%Z( )2

=1
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2.2. ESTIMACION POR MAXIMA VEROSIMILITUD

Existen diversos métodos estadisticos para obtener estimadores con propiedades

relativamente buenas, tales como el método por analogia, el de los momentos,
el de minimos cuadrados, el de de Bayes, etc. En esta seccién describiremos
el denominado método de méxima verosimilitud pues, ademds de ser muy
intuitivo su célculo proporciona estimadores asintéticamente normales, ins-
esgados y eficientes. El procedimiento consiste en lo siguiente: Sea X una
variable aleatoria con funcién de probabilidad o de densidad f(xz/6) y consid-
eremos una muestra aleatoria suya: x1, xs,...2,. Se define la verosimilitud
de la muestra a la funcién:

L(zy,x9,...2,/0) = f(x1/0) - f(22/0) - - f(z,/0)

(se denota con la letra L porque en inglés verosimilitud se dice likelihood). El

método consiste en elegir como estimador 6,,aquel valor de f que maximiza la
funcién L. Como, en general, trabajar con la funcién L puede ser complicado,
el procedimiento consiste en maximizar una funcién mondétona creciente de
L como es su logaritmo neperiano: In L:

n

InL = f(z1/0) + f(x2/0) + -+ f(za/0) = >_ f(2:/0)
i=1
Para ello hay que resolver la denominada ecuaciéon de verosimilitud y com-
probar que verifica la condicién de méaximo:

oL _ g &L

o0 962

EJEMPLO 1

El estimador maximo versosimil del pardmetro media ;+ de una ley normal
se obtiene de la forma siguiente:

In f(z/p.0) = =In (ov/27) = “EE — L = —nln (o 2%)‘%”1'7“)2

20 y 202
=1

Derivando respecto a p e igualando a 0 se obtiene la siguiente ecuaciéon de
verosimilitud:

B :J%Z(iﬁi—/ﬁ):Oﬁzmi—”MZOHMnZ%Z%:fEn
i=1 i=1 =1
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Derivando por segunda vez respecto de p resulta:

02InL

8M2 :_:_2<0

lo que permite concluir que la solucién de méximo es la media aritmética

muestral z,,.

EJEMPLO 2

El estimador méximo versosimil del pardmetro media o de una ley normal
se obtiene de la forma siguiente'

InL=-nln (0’ ) Z (mQUz a};}f =—2+ Z—(xi;sﬂf =

2
e Z (zi — p)
Igualandoa 0y sustltuyendo 1 por su estimador maximo verosimil se obtiene:
2 1 n _\2
SRS Y S
i=1

es decir, resulta la varianza muestral. Sin embargo, como se vio en la seccién
2.1, este estimador no es insesgado, aunque asintéticamente si, por lo que se
sustituye por la cuasivarianza muestral:

A=y ()
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2.3. ESTIMACION SOBRE EL MODELO DE GAUSS

Aplicando el método de maxima verosimilitud y las propiedades de los
estimadores, hemos visto que los estimadores éptimos de los pardmetros de
un modelo de Gauss N(u, o) son respectivamente la media muestral x,y la
cuasivarianza muestral s2_;. Para poder hace posterior inferencia con ellos es
necesario conocer su distribucién de probabilidad como variables aleatorias
que son. El resultado fundamental es el siguiente:

Teorema de Fisher

Sea X una variable normal con pardmetros p y o y x1,%,...1x, una
muestra aleatoria suya. Entonces:
a) La media muestral z,, se distribuye segtin un modelo normal de media
y desviacién tipica \/Lﬁ
b) La cuasivarianza muestral verifica que % se distribuye segin un
modelo chi-cuadrado con n-1 grados de libertad x2_,

c) Los estimadores x,, y s2_, son variables aleatorias independientes.

Demostracion
Para demostrar el apartado a) basta tener en cuenta que la suma de variables

normales independientes es también una variable normal, y que x,, es un estimador
insesgado de 1 como se demostré en el apartado 2.1. Ademads, se verifica que:

T n n2 n

Var [fn] = Var [%le] =13 Var[z,] =%no?==
i=1 i=1

por lo que la desviacién tipica del estimador z,, es \/Lﬁ
En cuanto al apartado b), operando sobre la expresién (2.1) resulta:

n Ti—\ 2 D Ti—Tn 2 Tp— ’
‘:1( cr”) :z_zl< o ) +(0/\/%)

)

Dado que x; ~ N(u,0) y que x,, ~ N(p,0/y/n) se tiene que:

B 2

(2

o o/Jn o/ n

n

1
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i —Tn

n 2
lo que implica que (m > ) se distribuye segin un modelo ngfl y como:
i=1

N2
(n—1)5i71 _Z Li—Tn
o2 o o
i=1
se concluye.
Para la demostracion del apartado ¢) es necesario probar que la funcién de dis-

tribucién conjunta de z,, y 8%_1 puede factorizarse como producto de las funciones
de distribucién de cada uno de los dos estimadores, lo que queda fuera del alcance
de los objetivos de este curso.

La interpretacién del apartado a) es muy intuitiva, pues indica que si una
variable tiene una dispersiéon dada por o, el resultado de calcular medias de
dicha variable con muestras de tamafio n hace reducir la dispersién a o/+/n.
Este es el fundamento de la técnica denominada medias mdviles en la cual se
sustituye la serie original de datos por otra formada por medias de tamano
3,4,5,... la cual es mds suave (con menos picos) que la original.

Corolario

Consideremos una variable con distribucién binomial de pardmetro p
(proporcién) y otra con distribuciéon de Poisson con pardmetro A (prome-
dio de ocurrencias). Si el nimero de muestras de las variables es grande (en
ocasiones se considera que basta con que sea n>30), entonces:

a) El estimador 6ptimo de p es la frecuencia relativa p,, y su distribucién es

aproximadamente N (p; \/ p—(l,f p))

b) El estimador éptimo de ) es la media aritmética de la muestra z,, y su
distribucién es aproximadamente N (\; \/g)

Demostracion
Es consecuencia inmediata de la aplicacién de las aproximaciones de los mod-
elos binomial y Poisson a la ley normal cunado el tamano muestral es grande.
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2.4. ESTIMACION POR INTERVALO

La estimaciéon puntual permite obtener, para una muestra dada, un valor
aproximado del pardmetro de la distribuciéon que se quier estimar, pero no
proporciona informacién alguna sobre la precisién del mismo. Asi, dar como
resultado que una estimacién del nivel de colesterol HDL en una poblacién es
de 47,3 mg/dL no es de gran utilidad si al realizar un estudio experimental
con una muestra de igual tamano de esa poblacién da como resultado 53,2
mg/dL. Con objeto de solventar este inconveniente de la estimacién puntual
se introduce la estimacion por intervalo que consiste en que dada una variable
aleatoria X con funcién de probabilidad o de densidad f(z/6), y una muestra
aleatoria suya de tamano n: x1,xs, ..., T,, se construyen dos estimadores, que
denotaremos ¢, (x1, %2, ..., Tn) ¥ @o(x1, X2, ..., 2,), de forma que para toda
muestra particular de tamano n de la variable: x1 = a{, 29 = a9, ..., x, = a,,
si denotamos

~inf ~sup

en :(Pl(aba??'“aan) ; en :902(a17a27"'7an)7

~inf ~sup
se verifica que 0, < 0, y, ademds, la probabilidad de que el verdadero
valor (desconocido) del pardmetro # se encuentre entre ambas estimaciores
es conocida y prefijada por el investigador, y se denomina nivel de confianza:

~inf sup

Prob(d, <0<6, )=1-a.

El intervalo formado por ambos estimadores para cada muestra particular
~inf ~sup

0 .0

n se denomina intervalo de confianza de nivel (1 — «)100%.

n

En Bioestadistica es usual tomar como nivel de confianza estdndar el 95%,
que corresponde a un o = 0,05, aunque también se consideran niveles del
90% (v = 0,10 ) y del 99% (o = 0,01). Es importante tener en cuenta que
los limites de un intervalo de confianza son estimadores y, por tanto, para
cada muestra proporcionan valores diferentes.

Mientras mayor es el nivel de confianza mayor serd la amplitud del inter-
valo. Por el contrario, mientras mayor sea el tamano de la muestra menor
serd su amplitud.
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Existen diversos métodos de obtencién de estimadores y a continuacién
veremos la forma de deducirlos sobre el modelo normal.

2.4.1. Intervalo para la media ;. de una variable normal con o
conocida

Aunque esta situacién es bastante irreal, dado que en una poblacién cuya
media es desconocida también lo serd su desviacién tipica, el desarrollo de
célculo es sencillo e ilustrativo. Para ello nos basaremos en el teorema de
Fisher que establece en sun apartado a) que si X ~» N(u,0) entonces la

media muestral se distribuye de la forma z,, ~ N(u,o//n), por lo que

st /i s N(0, 1) (2.2)

En consecuencia, si denotamos z,/2 al valor de la variable normal tipificada
que deja a su derecha un drea igual a /2, se verificaré:

Prob(—zajs < Z/ < Zapp) = 1 —

lo que equivale a escribir, tras operar en las desigualdades:

Pr Ob(-%n - Za/2\/L5 < 2 <z, + ZQ/Z\/LE) =1—«

por lo que el intervalo de confianza para u es:

Ia(,u) - |:‘%n + Za/Z\/Lﬁ]

Los valores de z,/, para los niveles de confianza mds usuales son los
siguientes:

Nivel « Za)2
90% 0,10 1,645
95% 0,05 1,960
99% 0,01 5,576
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EJEMPLO

Estimar mediante intervalos de confianza del 90%, 95% y 99% la media
del indice de masa corporal de una poblacién geridtrica suponiendo que el
valor de la desviacién tipica poblkacional es o = 2,83kg/m?, si para una

muestra de 50 individuos de dicha poblacién se ha obtenido un valor medio
de 17,2kg/m?>.

La férmula del intervalo para cualquier nivel de confianza serd en este
caso

Lo () = [17,2 % 20028

que, para cada uno de los niveles del enunciado quedard de la forma:
Nivel: 90%— Io.10 (1) = [17, 241, 6453—;3] — 17,2 + 0,66] = [16,54; 17, 86]

Nivel: 95%— o5 (1) = [17, 241, 9603—%] — 17,2+ 0,78] = [16,42; 17, 98]

Nivel: 99%— Io1 (1) = [17, 2492, 5763/’—2%] — 17,2 +1,03] = [16,17; 18, 23]

2.4.2. Intervalo para la media p de una variable normal con o
desconocida

Nos encontramos ante la situcién mas usual en los estudios précticos, que
consiste en analizar una variable normal N (u, o) cuyos pardmetros p 'y o son
desconocidos. En esta situacion la féormula del intervalo para p se modifica
ligeramente como a continuacion se indica. Por el apartado a) del teorema
de Fisher tenemos en primer lugar la expresién (2.2) antes citada:

Zazl /i~ N(0,1).
Por otra parte, el apartado b) de dicho teorema establece que:

(n—l)s%ﬂ 2
o2 > Xn—l

En consecuencia, por definicién de la distribucién ¢ de Student se verifica
que:
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NG T
— 2
= =5 \/ﬁ ~ tn,b

(nfl)s%71
0'2

n—1

por lo que procediendo de forma andloga al subapartado 2.4.1 se obtiene:

Prob(z, — tp2 "2 < p <z, +1522) =1 —a
siendo #:”*, el valor de la variable t de Student con n — 1 grados de libertad
que deja a su derecha un drea igual a «/2, y asf el intervalo de confianza para
[ es:

Ta(p) = [ & 85772222

EJEMPLO

Para probar la eficacia de un cierto antipirético infantil se seleccioné de
forma aleatoria un grupo de 10 ninos de edad similar que padecian gripe,
y se les midié la temperatura orporal en estado basal y dos horas después
de administrarles el medicamento observandose las siguientes reducciones de
temperatura: 1,2 1,0 1,7 2,0 1,6 1,7 1,0 2,6 1,0 2,0. Suponiendo que
la variable que representa el descenso de temperatura en esas dos horas se
distribuye segiin un modelo normal, vamos a estimar la reduccién media de
temperatura mediante un intervalo de confianza del 99%.

A partir de los datos muestrales se obtiene que: x19 = 1,58 y s9 = 0, 535,
por lo que el intervalo sera:

Inor (n) = 1,58 £ 3, 25%] =[1,58 £0,55] = [1,03;2,13].
Es decir, existe una probabilidad de 0,99 de que la reduccién media de tem-
peratura se encuentre entre esos limites es. De tal forma, si el laboratorioi
que produce el medicamento estableciera en su prospecto que la reduccién
media de temperatura corporal tras dos horas desde que se consume es de
2°C, estarfa realizando una afirmacién correcta con una probabilidad de error

del 1%.
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2.4.3. Intervalo para la desviacién tipica o de una variable
normal

Para deducir la expresién de este intervalo aplicaremos nuevamente el
apartado b) del teorema de Fisher de manera que, si denotamos X2(mf)
Y26 4 los valores de la variable chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad
que dejan respectivamentea su izquierda y derecha sendas colas de drea «/2,
entonces:

Prob(2™) < M <2y 1 g

o' — n—1

y operando en la cadena de desigualdades resulta:
Prob(“ht <02 < ) —1-a
Xn—1 n—1

por lo que el intervalo de confianza para la varianza o? es:

2y _ |(n=D)sh_y (n=D)sh 4
Ia(a ) - |: X2(sup) ) X2(inf)

n—1 n—1

y, consiguientemente, el de la desviacién o tipica es:

(n—1)s2_;  [(n—1)s2_, (n 1)
[a(U) = 2(su§> ) 2(in?) sup) y Sn—1 2(1nf)
Xn—1 Xn—1 Xn—1

EJEMPLO

Sobre el mismo enunciado del ejemplo anterior (subapartado 2.4.2) la
estimacion de la desviacion tipica o de la variable reduccién de temperatura
mediante un intervalo de confianza del 99% sera:

10,535 [0,33; 1, 22]

23 597

IO,Ol( ) [0 935 1735]
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2.4.4. Intervalo para el pardmetro p de una variable binomial y
A de una Poisson con muestras grandes

Aplicando el corolario del teorema de Fisher se obtienen como interva-
los de confianza para ambos pardmetros en el caso de muestras grandes los
siguientes:

1) = [t 2o/ BER] 100 = [Rak a3

siendo z,/ el valor de la variable normal tipificada que deja a su derecha un
drea igual a a/2

EJEMPLO 1

En una farmacia se ha observado que de un total de 220 productos dis-
pensados durante el dltimo mes 77 eran de parafarmacia y se quiere estimar
mediante un intervalo de confianza del 95% la proporcién de productos ded
parafarmacia vendidos.

Pz = 5 = 0,35 = Ioga(p) = |0,35 4 1,96, /22052 | — [0,287;0, 413,

Es decir, con una probabilidad de 0,95 se venden mensualmente entre un
28,7% y un 41,3% de productos de parafarmacia.

EJEMPLO 2

En una farmacia se ha realizado un seguimiento anual de las ventas de
un nuevo analgésico, observindose un promedio de ventas semanales de 37,6
unidades, y el farmacéutico se pregunta si puede admitirse a con un nivel de
confianza del 99% si el promedio de ventas semanales alcanza las 40 unidades.
Para ello, considrando 52 semanas al ano, se construye el intervalo al 99%:

Ioo1(N) = |37,6 £ 2,576 3;—26} = [37,6 +2,2] = [35,4; 39, §]
y se concluye que no puede aceptarse a dicho nivel que el promedio de ven-
tas semanales alcance los 40 ya que este valor estd fuera del intervalo de
confianza.
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2.5. CALCULO DEL TAMANO MUESTRAL

Una de las cuestiones de mayor interés a la hora de realizar un estudio
experimental consiste en determinr cudntas unidades muestrales es necesar-
ion tomar para que las conclusiones sean fiables, concretamente para que la

estimacién 6,del parametro ¢ de la variable en cuestién sea suficientemente
valido. Para ello es necesario fijar de antemano dos valores:

1. El riesgo de error aleatorio « del estudio o, equivalentemente, el nivel de
confianza 1 — a.
2. La precision del estudio o error méximo admisible, que puede expresarse

en términos absolutos £ = |0 — 0,,| o relativos E = 0/0,,.

En este apartado nos limitaremos a deucir las expresiones del tamano
muestral para los pardmetros de un modelo normal. Asi, a partir de las for-
mulas de los intervalos de confianza, en el caso de la media p consideraremos

con lo cual:

E:)u—in

__ 4a/2 Sp—1 _ a/2 Sp—1 2
E =0t —n = (60 %5)
donde n se aproxima por exceso al nimero entero inmediatamente superior.

En el caso de estimar o consideraremos F = ¢%/s2_;, con lo cual:

L n— 2(su
>E2<S“1P)> SE< (2<in1f)) —n =0 E+1

n—1 n—1

A

donde n se aproxima igualmente por exceso al niimero entero inmediatamente
superior.

En la préctica lo recomendable a la hora de calcular el tamano muestral
es tomar una muestra piloto pequena y, a partir de ella, calcular la cuasivar-
ianza y seguir tomando muestras hasta alcanzar el niimero necesario segin
la férmula. Es conveniente, no obstante, sobre todo si dicho mimero es muy
alto, realizar cdlculos intermedios a medida que se vayan tomando nuevas
muestras.
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EJEMPLO

Se quiere calcular el tamano muestral necesario para estimar al 95% el
nivel medio de colesterol total en los individuos de una poblacién con un
error absoluto maximo de 10mg/dL, para lo cual se toma una primera mues-
tra de 10 individuos de la misma resultando una cuasidesviacién tipica de
35,7mg/dL. En la practica es usual considerar como aproximacion al nivel
del 95%: t2/* | ~ 2, y asf:

n = (227)2 = 50,98 ~ 51

es decir, serfa necesario considerar 51 individuos a lo que tomarles una mues-
tra de sangre para medir el colesterol.

RELACION DE PROBLEMAS

1°) Para estudiar la permanencia de enfermos en un gran hospital se elige
aleatoriamente una muestra de 300 enfermos encamados y se anota el niimero
de dias de hospitalizacién, obteniendo una estancia media muestral de 8,25
dfas y una cuasi desviacién tipica muestral de 5,7 dfas. Sabiendo que la
variable aleatoria que representa el nimero de dias de hospitallizacién se
ajusta a un modelo de Gauss, y considerando un nivel de confianza del 95%:
a) Construir un intervalo de confianza para la permanencia media.

b) ;Puede aceptarse que la estancia media de un paciente en el hospital es
de 7 dias?

Solucién: a) Ipos(p)=[7.6; 8,9] b) No puede aceptarse al 95%

2°) Una marca de alimentos infantiles especifica que un cierto producto de
la marca contiene 42¢g de proteinas por cada 100g de producto. Con objeto
de comprobar esta especificaciéon se analizaron 10 muestras al azar de dicho
producto, resultando que el contenido medio de proteinas era de 40g y la
correspondiente cuasi desviacién tipica 3,5g ambos referidos a 100g de pro-
ducto. Si suponemos que la variable objeto de estudio se distribuye segiin
una ley de Gauss:
a) Construir intervalos de confianza del 95% para el peso medio y para la
desviacién tipica.
b) {Puede aceptarse a dicho nivel una desviacién tipica de 697

Solucién: a) Ipos(p)=[37,36; 42,64]  b) Ips(0)=[2,54; 6,74]
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3°) Se ha comprobado que un nuevo farmaco es eficaz en 80 pacientes que
presentan una cierta patologfa de una muestra de 200. Estimar un inter-
valo de confianza del 99% para la proporcién de pacientes de una poblacién
afectada de dicha patologia para los que el farmaco es eficaz.

Solucién: To oy (p)=[0,311; 0,489)]

4°) El nimero medio de pacientes que acuden a la consulta de un especialista
durante los 225 dias de trabajo anual ha sido de 8,24. Sabiendo que la
variable aleatoria que representa el mimero de pacientes que van diariamente
a las consulta se ajusta a un modelo de Poisson de pardmetro A, obtener un
intervalo de confianza del 90% para .

Solucién: Ig10(A)=[7,925; 8,555

5°) Para determinar el contenido de principio activo en un antibiético que se
comercializa en forma de suspensién se elige aleatoriamente una muestra de
25 sobres y se mide dicho contenido, resultando un valor medio de 490mg y
una cuasi-desviacién tipica muestral (raiz cuadrada de la cuasivarianza) de
18mg. Suponiendo que se la variable que representa el contenido en mg de
principio activo en un sobre se distribuye de forma normal:
a) Calcular los intervalos de confianza al 95% para la media y la desviacién
tipica de dicha variable
b) Calcular el tamano muestral necesario para estimar el nivel medio de la
variable con una tolerancia méaxima de 2mg y con una de 1, 5mg.
c) En el etiquetado de dicho medicamento figura un contenido de 500mg de
antibiético por sobre ;puede aceptarse ese valor como promedio al nivel de
confianza establecido? ;Qué se podria hacer para que fuese aceptable?
Solucién: a) Ips(u)=[482,57;497,43] Solucién: Iy g5(0)=[14,06; 25,04]
b) Para E=2mg — n = 324 y para E=1,5mg — n = 576
c¢) No seria aceptable. Seria necesario aumentar el nivel de confianza, por
ejemplo al 99%: I o1 (1)=[479,93;500,07]

6°) La glucemia basal (expresada en mg/dL) de una muestra de 8 pacientes
diabéticos del tipo 2 es la siguiente: 114 130 95 184 100 115 145 122.
Suponiendo que dicha variable aleatoria sigue una distribucién normal, obtener:
a) Intervalos de confianza del 95% para la media y la desviacién tipica de la
variable.
b) Determinar el tamano muestral necesario para estimar la media con un
nivel méximo de tolerancia de bmg/dL.

Solucién: a) Ipgs(p)=[101,85;149,40] Iy 05(0)=[18,80; 57,86] b) n = 181



Tema 3. CONTRASTE DE HIPOTESIS

3.1. PLANTEAMIENTO DE UN CONTRASTE

En lenguaje comin, una hipétesis es sinénimo de suposicién o conjetura;
de tal forma, una hipotesis estadistica serd una suposicién sobre el valor de
un pardametro de una variable aleatoria o, incluso, sobre la propia distribu-
cién de probabilidad de dicha variable. Por supuesto, la hipdtesis que se
plantea puede ser verdadera o falsa; asi, un contraste o test de hipétesis es
un procedimiento para concluir si la hipétesis debe aceptarse o rechazarse.
En consecuencia, puede ocurrir que el contraste lleve a la conclusién de acep-
tar o rechazar una hipétesis que es verdadera, e igualmente si es falsa, por lo
que se pueden presentar una de estas cuatro situaciones:

Decisién Aceptar Re chazar
Hipétesis verdadera Decisién correcta Error tipo 1
Hipoétesis falsa Error tipo 11 Decision correcta

La probabilidad de cometer un erro tipo I se denota « y se denomina nivel
de significacion, y la probabilidad de cometer un error tipo II se denota
y su complementaria 1 — 5 se denomina potencia del contraste; es decir, la
potencia es la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando es falsa, por
lo que un buen contraste debera ser potente.

Observemos que en la vida, cuando uno es joven rechaza muchas cosas,
como tener una pareja estable e hijos, para poder disfrutarla a tope e irse
de guateque; comete de esta forma un error tipo I. Por el contrario, cuando
se es viejo, se acepta por temor cualquier cosa, incluso algunas que deberian
ser inaceptables, cometiendo un error tipo II.
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A la hora de formular correctamente un contraste no basta con enunciar
la hipétesis sobre la que se quiere decidir su aceptaciéon o rechazo, que se
denomina hipdtesis nula y se representa Hy, sino que es necesario enunciar
también una alternativa H;. Asi, si consideramos una variable X con fun-
cién de probabilidad o de densidad f(x/f), sobre su pardmetro ¢ podrian
formularse los siguientes contrastes:

H()IHZQO HQI&SGO HO:QZHO H0:9:90
Hllg%go H129>90 H119<90 Hi:0=20,

El dltimo de los cuatro contrastes anteriores se dice que es de hipdtesis nula
simple frente a alternativa simple, y su resolucién queda fuera del alcance de
este curso. Los tres primeros son de hipétesis nula simple frente a alternativa
compuesta, pues incluso en el caso segundo y tercero, la hipétesis nula incluye
la igualdad, por lo que es equivalente a enunciar Hy : 0§ = . A su vez
el primero es de tipo bilateral, pues la alternativa a la igualdad es que el
pardmetro sea tanto mayor como menor al valor supuesto, mientras que el
segundo y tercero son de tipo unilateral.

Una vez formuladas las hipétesis nula y alternativa, para resolver el con-
traste, el procedimiento consiste en construir una funcién de una muestra
genérica de la variable, que se denominaré estadistico del contraste, y que
es, igual que los estimadores, una variable aleatoria con una cierta distribu-
cién de probabilidad, de manera que para cada muestra particular tomars
un valor numérico M. Entonces, a partir de la distribucién del estadistico
del contraste, se obtienen uno o dos valores que dividen la recta real en dos
partes, una se denomina region de aceptacion, pues si el valor M estd dentro
de ella se aceptard la hipétesis nula, y el dominio complementario se de-
nomina region de rechazo, pues representa el conjunto de valores M para los
cuales se rechaza la hipdtesis nula.

Es importante tener presente que lo que se somete a contraste es la hipéte-
sis nula y, por tanto, la conclusién debe ser si se acepta o rechaza. Por
supuesto el rechazo conlleva la aceptacién implicita de la hipétesis alterna-
tiva y, en ocasiones, se dice por abuso de lenguaje que aceptamos H;. Un
ejemplo de buen entendimiento de la metodologia de contraste de hipotesis
es la que sigue el sistema judicial de los EE.UU., pues cuando un acusado es
sometido a juicio es porque el juez ha considerado que hay indicios de cul-
pabilidad y ésta es precisamente la hip6tesis nula Hy : culpable. A lo largo
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del proceso el jurado debe decidir su veredicto, y si no encuentra suficientes
argumentos para probar su culpabilidad concluye H; : no culpable, 1o que no
significa que el acusado sea inocente, sino tan solo que no puede probar que
no lo sea.

También hay que tener presente que, como su propio nombre indica, la
hipétesis nula, tanto de los contrastes unilaterales como bilaterales, incluye
la igualdad, es decir, su significado es que no hay diferencias entre el valor del
parametro y el que se conjetura. Por tanto, si se intenta probar la existencia
de una diferencia significativa, ésta hay que enunciarla dentro de la hipétesis
alternativa que es la que recoge las diferencias (distinto, mayor o menor).

A los contrastes también se les denomina test de hipétesis o prueba de
hipétesis, incluso en algunos textos cldasicos, normalmente traducciones real-
izadas en Hispanoameérica, se les denominaban docimasia de las verosimili-
tudes.

3.2. CONTRASTES DE NORMALIDAD

El primer paso, por tanto, para proceder al andlisis paramétrico que trata-
mos en este tema consiste en contrastar la hipétesis de normalidad de las
variables implicadas::

Hy: X ~ N(u;0)
Hy: X % N(u;o)

Para ello existen diversos contrastes de tipo no paramétrico, entre las que
cabe citar la prueba de Shapiro-Wlks o la de Anderson-Darling, ademads del
test de Kolmogorov-Smirnov que se desarrollard enn el Tema 6. Uno de los
més féciles de implementar es la prueba de D’Agostino que describiremos
a continuacion .

Consideremos una muestra ordenada: r; < s < - -+ < x,, cuya media es

z y la desviacién tipica s,. El estadistico de D’Agostino se construye de la
forma siguiente:

n
. 1) —
m—%m
i=1

D=~

n2sy
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Si su valor est4 dentro del intervalo de aceptacién de la Tabla *** del apéndice
se aceptard la hipétesis Hy de normalidad de la variable.

EJEMPLO
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3.3. CONTRASTE SOBRE UNA VARIABLE NORMAL

Sea X una variable normal N (u,0) y a partir de una muestra aleatoria

suya denotemos z,, a su media y s,,_; a su cuasi-desviacién tipica. Vamos a
ver ¢c6mo se plantean y resuelven los contrastes sobre i y o respectivamente.

3.3.1. Contrastes sobre
En este caso pueden plantearse los tres siguientes:

Ho:p=py Ho:p<pyg Ho:p>py
Hitp#Fpg Hizp>pg  Hiop<pg

El estadistico del contraste viene dado por:
T, —
texp = Ho \/ﬁ
Sn—1

que se distribuye segin una ley ¢ de Student con n — 1 grados de liber-
tad. Asi, las regiones de aceptaciéon para los tres contrastes fomulados son,
respectivamente:

n—1y “n—1 ) “n—1

6] (mooita] [500)

3.3.2. Contrastes sobre o

En este caso pueden plantearse los tres siguientes:

Hy:0 =0y Hy: o0 <oy Hy: 0> oy
Hy:0# 09 Hi:0>09 Hi:0<o0g

El estadistico del contraste viene dado por:

2 _ (n - 1)5%71
exp 0_(2)

que se distribuye segin una ley x? de Student con n — 1 grados de liber-
tad. Asi, las regiones de aceptaciéon para los tres contrastes fomulados son,
respectivamente:
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n—1 » An—1 n—1 ) OO)

AP I P I e

EJEMPLO

Una tabacalera que fabrica cigarrillos con un contenido de alquitran de 15
mg por cigarrillo, sobrepasando el limite de 10 mg que establece la legislacion.
Para adaptarse a la normativa introduce una modificacién en el proceso pro-
ductivo que reduce dicho contenido de alquitrdn. Asi, para comprobar que
el procedimiento ha sido efectivo, toma al azar una muestra de 20 cigarril-
los fabricados con el método modificado, a los que le mide el contenido de
alquitrdn, resultando en promedio 9,5 mg con una cuasi-desviacién tipica de
1,8 mg. Suponiendo que la variable que representa el contenido de alquitran
por cigarrillo se distribuye segiin una ley normal y considerando el nivel de
significacién estandar («=0,05) vamos a realizar los siguientes andlisis:

a) Contrastar si el procedimiento es efectivo, es decir, si la media de contenido
de alquitréan con el nuevo procedimiento es inferior a 10 mg por cigarrillo
El contraste se formula de la forma siguiente:

Hy:p>10
Hy:p <10

El valor del estadistico de contraste es:

9,5—10 o
texp = 25510/20 = —1,242

Como el valor critico de la distribucién ¢ con 19 grados de libertad es 1,729
la regiéon de aceptacién es [—1,729;00), por lo que se acepta la hipétesis
nula al estar el valor de dentro de dicho intervalo y concluimos que, al nivel
estandar, no podemos considerar efectiva la modificacién introducida en el
método de produccién de cigarrillos.

Es interesante saber interpretar este resultado, pues puede parecer con-
tradictorio que si el valor medio de alquitrdn en la muestra de cigarrillos es de
9,5 mg, no podamos considerar que la media global es inferior a 10 mg. Esto
es debido a una de dos, o bien que la muestra no es lo suficientemente grande
como para poder rechazar con una probabilidad del 95% la hipétesis nula
(no hay suficiente evidencia para ello), o bien que la cuasidesviacién tipica
es demasiado alta como para no incluir la posibilidad de que sea . > 10.
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b) Si se obtuviera la misma media y cuasi-desviacién muestral con una mues-
tra de 50 cigarrillos jqué conclusién se obtendria?
En este caso el valor del estadistico de contraste serfa:

texp = 22-101/50 = —1, 964

1,8
y la regién de aceptacion [—1,673;00), ya que ti%’%) = 1,673 , por lo que
quedaria fuera del intervalo y, en este caso, s se rechazarfa la hipétesis nula
concluyendo que p < 10 y, por tanto, la modificaciéndel proceso productivo
si serfa eficaz.

c¢) Si con una muestra de tamano 20, como la inicial, se obtuviera un valor
medio de 9,5 mg y una cuasi-desviacién de 1 mg ;qué conclusién se obtendria
en este caso?

Ahora el valor del estadistico de contraste serfa:

9,5—10 o
texp = 227104/20 = —2,23

que también quedarfa fuera del intervalo de aceptacién, rechazandose la
hipétesis nula y concluyendo, asimismo, que g < 10.

d) Contrastar si con los datos iniciales la desviacién tipica muestral es inferior
a2 mg
En este caso el contraste a plantear serfa:

Hy:0>2
Hi:0<?2

y el estadistico de contraste:

ngp — (207212)-1,82 — 15,39
Como la regién de aceptacion es [10, 117; 00), ya que el valor critico de la dis-
tribucién chi-cuadrado con 19 grados de libertad es 10,117, concluimos que
hay que aceptar Hy y no podemos considerar una desviacién tipica pobla-
cional inferior a 2 mg.



8 FEstadistica Farmacéutica

3.4. COMPARACION DE DOS VARIABLES NORMALES

A la hora de comparar dos varibles normales, pueden presentarse las dos
situaciones que a continuacién vamos a desarrollar, en funcién de que sean
pareadas o independientes

3.4.1. Caso de dos variables normales pareadas

Al hablar de variables pareadas queremos significar que representan sendas
observaciones sobre los mismo individuos como, por ejemplo, temperatura
corporal en estado basal y transcurridas dos horas desde la administracion
de un antipirético, o nimero de dioptrias del ojo derecho e izquierdo, pues
ambas se miden sobre los mismos pacientes. En este caso, si X; ~» N(puy;071)
y Xo ~» N(uy; 09), entonces la variable diferencia Xp = X;— X, se distribuye
también segin un modelo normal N(up;op) v el contraste de comparacion
entre las medias quedaria reducido a uno de los siguientes:

Ho:pp=0 Ho:pp<0 Ho:pp=>0
H:pup#0 Hy:pp>0 Hy:pp<0

3.4.2. Caso de dos variables normales independientes

Vamos ahora a considerar el caso de dos variables independientes dis-
tribuidas segin el modelo de Gauss: X; ~» N(pq;01) y Xo ~> N(ug;02). El
primer paso consiste en tomar muestras de ambas variables y calcular sus
medias y cuasi-desviaciones, que denotaremos

Muestra de X; de tamano ny : £11 Z12 ... T1p, — 1 S1

Muestra de X, de tamano ng : o1 Toy ... Top, — Tz So
El procedimiento a seguir es el siguiente:
Paso 1°. Contrastar la igualdad de desviaciones:

H010'1:0'2

Hy:01# 0y

Para ello es necesario evaluar el estadistico de contraste:
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o

S
Fexp -

S

[Vl

suponiendo que es s? > s2 | el cual se distribuye segin una ley F' de Fisher-
Snedecor con (n; — 1,ny — 1) grados de libertad. Por tanto, la regién de
aceptacion viene dada por el intervalo:

[ pl=a/2) . pla/2) ]

(n1—1,n2—1)? ~ (n1—1,n2—1)

donde Fil al/ 332 n Yy F((sl/f)l na—1) representan los valores de la distribucién

F que dejan a su izquiera y derecha respectivamente recintos de drea a/2.
Utilizando la propiedad 4 de dicha distribucién se tiene que

1-a/2) 1
3 -1
1 1 (a/2)
(TL1 2 ) F('n2 1,n1—1)

En funcién del resultado del contraste de igualdad de desviaciones, se
procede al contraste sobre las medias.

Paso 2°. Pueden plantearse los tres contrastes siguientes:

Ho : py = pig Ho @ py < g Ho @ py 2 g
Hytpyg #Fpg Hitpy>py Hipg <pg

cuya resolucién depende del resultado del Paso 1°. Asi cabe distinguir:

a) Si las desviaciones son iguales (01 = 02) el estadistico de contraste es:

donde 312) es una media ponderada de las cuasivarianzas:

(n1—1)s2+(ng—1)s3
- ni+ng—2

distribuyéndose el estadistico ey, segtiin una t con n; + ny — 2 grados de
libertad, de forma que las regiones de aceptacién para los tres contrastes
formulados son respectivamente:

—t(a/2) . t(a/2) ( t(a) ] [ t(a)

ni+ngs—2 “ni1+ng—2 7 ni+ng—2 ni+ngs— 2’00)
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b) Si las desviaciones no son iguales (07 # 03) el estadistico de contraste es
ahora:

b _mixp
exp 2 .2

1
Ty

el cual se distribuye segiin una ¢ con f grados de libertad, donde f se conoce
como aproximacion de Welch y es el entero mas préximo a:

2 2\ 2
(4:4)
(/m)” | (3/m2)°

ny—1 n2—1

f~

Las regiones de aceptacion son, entonces respectivamente:

a/2 a/2 [} [}
—t;”;t;”} (—oostf]  [~t500)

Respecto al Paso 1° cabe indicar que pueden formularse de manera similar
contrastes unilaterales sobre las desviaciones.

3.4.3. Contrastes asintéticos sobre los pardmetros de los modelos
binomial y Poisson

Aplicando el corolario del Teorema de Fisher enunciado en la seccién 2.3,
cuando el tamano muestral n es grande, el estimador p,= frecuencia relativa,
del pardmetro p de un modelo binomial, y el estimador \,= media muestral

del pardmetro A de un modelo de Poisson se disribuyen aproximadamente
segin sendos modelos normales:

N(p/22) 5 N(x;\/2)

respectivamente. Por tanto, la inferencia serd en estos casos similar a la
desarrollada en las secciones anteriores utilizando las aproximaciones de nor-
malidad.

3.5. SIGNIFICACION DE UN CONTRASTE: EL VALOR P
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Cuando el procedimiento de resolucién de un contraste concluye la de-
cisiéon de rechazar la hipétesis nula, se dice que el contraste es significativo.
Esto ocurre, por ejemplo, cuando tras extraer una muestra de tamano n = 20

de una variable normal se obtiene una media muestral z50=7,6 y una cuasi-
desviacion s19=1,2 y se formula el contraste:

H02/1,§7
Hy:p>7

El valor del estadistico de contraste es entonces tex, = 2,236 y la regién de
aceptacion (—oo; 1, 729], por lo que se rechaza Hy al nivel estdandar o« = 0, 05.
Sin embargo, si como nivel de significacién hubiéramos adoptado o = 0,01,
la region de aceptacion serfa ahora (—oo; 2, 539] y la conclusion serfa aceptar
Hj. De hecho, hay un nivel intermedio entre 0,01 y 0, 05 para el cual cambia
el sentido del contraste que pasa de ser significativo a no serlo. En este caso
ese nivel es 0,03754, aunque con las tablas estadisticas no puede obtenerse
de forma exacta, y es lo que se denomina valor p.

Podemos, pues, definir p como el minimo valor de significacién para el
cual el contraste es significativo, es decir, rechaza la hipétesis nula. Esto es
equivalente a decir que el valor p es el drea (probabilidad) de la cola, en caso
de contraste unilateral, o colas, en el caso bilateral, que deja el estadistico
de contraste. Asi, en Bioestadistica ésta es la clave para decidir sobre la
aceptacion o rechazo de la hipétesis nula que se somete a contraste:

p > 0,05 — Aceptar Hy (contraste no significativo)
p < 0,05 — Rechazar Hy (contraste significativo)

RELACION DE PROBLEMAS

1°) Se quiere probar la eficacia de un tratamiento reductor de transami-
nasas (GOT) en pacientes que se encuentran en el limite saludable de 40
mU/mL. Asi, se aplica a una muestra de 30 pacientes y, tras seguir el
tratamiento durante un periodo de tiempo, se les midié el nivel de transam-
inasas resultando un promedio de 39 mU/mL con una cuasidesviacién de 3
mU /mL. Suponiendo normal el nivel de transaminasas (GOT) y considerando
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el nivel estdndar «=0,05: a) ;Puede admitirse una desviacién tipica igual a 2
mU/mL7; b) jes eficaz el tratamiento para redicir el nivel de transaminasas?;
c) si con otra muestra de igual tamano el promedio fuese de 39,1 mU/mL y
la cuasidesviacién de 2 mU/mL ;qué conclusion se obtendria?
Solucién: a) ngp:65,25 Region de aceptacion: [16,047;45,722]
Conclusién: Rechazar Hy — se concluye que o #2 (p=0,0003)
b) texp=-1,826 Region de aceptacion: [-1,699;00)
Conclusién: Rechazar Hy — se concluye que <40 (p=0,0391)
¢) texp=-1,643 Region de aceptacion: [-1,699;00)
Conclusién: Aceptar Hy — se concluye que p >40 (p=0,0556)

2°) Para estudiar si los pacientes con hiperplasia benigna de préstata tienen
una PSA superior a 4 ng/mL se eligié aleatoriamente una muestra de 10
pacientes y se realizé en ellos la determinacién obteniendo los siguientes re-
sultados: 1,4 3,6 2,2 3,1 2,2 3,0 3,2 1,3 4,6 3,2. Suponiendo
que la variable que representa el nivel de PSA se distribuye normalmente: a)
. Puede aceptarse al nivel estdndar una desviacién superior a 1 ng/mL7?; b)
Lqué puede concluirse del estudio?
Solucién: a) ngp:9,256 Regién de aceptacion: [0;16,919]
Conclusién: Aceptar Hy — se concluye que 0 <1 (p=0,4140)
b) texp=-3,804 Regién de aceptacién: [-1,833;00)
Conclusién: Rechazar Hy — se concluye que p<4 (p=0,0021)

3°) Los datos obtenidos en el problema 2 se confrontan ahora con los de un
grupo de pacientes con cdncer de préstata, en los cuales la determinacién de
la PSA ha dado los siguientes resultados: 4,1 2,7 6,5 5,0 4,4 2,1 5,2
8,8 5,9 7,0 1,8. ;Puede concluirse al nivel estdandar que esta poblacion de
pacientes tiene una PSA superior a la de hiperplasia benigna?

Solucién: Comparando 01 y 09 resulta Foy,=4,516 y la region de aceptacion
es [0,265;3,946] por lo que se concluye que 01709 (p=0,0331). En cuanto a medias
es texp=-2,785 y la region de aceptacion es [-1,753;00) ya que, por la aproximacion
de Welch f=14,51~15 grados de libertad, por lo que se concluye que p; < fiy
(p=0,0059)

4°) Se estd realizando un estudio experimental sobre hipertensién arterial en
dos grupos nutricionales: uno sigue una dieta hiperproteica y otro vegetar-
iana, para lo cual se tomaron sendas muestras aleatorias obteniéndose los
siguientes resultados:
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Dieta hiperproteica: n;=25— x1=13,9 mm Hg s,=2,4 mm Hg

Dieta vegetariana:  ny=28— 1,=12,5 mm Hg s,=2,1 mm Hg
L Qué conclusién puede deducirse del estudio al nivel estdndar?

Solucién: Comparando 0 y 09 resulta [y, =1,306 y la region de aceptacion
es [0,447;2,195] por lo que se concluye que o1=09 (p=0,4996). En cuanto a medias
es texp=2,265 y la region de aceptacién es (-00;1,676], por lo que se concluye que
> g (p=0,0278)

5°) Para comprobar la eficacia de un nuevo farmaco para reducir el colesterol
se aplicé a una muestra de pacientes con hipercolesterolemia (colesterol total
superior a 250 mg/dL) y se compar6 con otra muestra del grupo control,
obteniéndose los siguientes resultados:

Grupo control: 255 260 251 280 267 261 274 260
Grupo tratamiento 238 215 252 220 205 224 233

LEs eficaz el nuevo farmaco al nivel estdndar?

Solucién: Comparando 0 y 02 resulta [y, =2,618 y la region de aceptacion
es [0,176;5,119] por lo que se concluye que o1=09 (p=0,8831). En cuanto a medias
es texp=0,564 y la regién de aceptacion es (-00;1,771], por lo que se concluye que
si es eficaz el tratamiento (p=0,000045)

6°) Se quiere comprobar la calidad de dos procedimientos de preparacién de
sobres de analgésico con un contenido de 250 mg de principio activo, para lo
cual se toman muestras de sobres preparados por ambos métodos obteniendo
los siguientes resultados:

Procedimiento 1 249 249 252 250 248 251 252 249 250 250
Procedimiento 2 252 244 240 251 257 259 241 262 249 245

. Puede aceptarse al nivel estdndar que ambos procedimientos son igual de
precisos?

Solucién: Se trata de comparar las desviaciones de ambos procedimientos me-
diante un contraste bilateral resultando Fexp=32,627 y la region de aceptacién es
[0,248;4,026] por lo que se concluye que o170y (p=0,000016)



Tema 4. DISENOS EXPERIMENTALES I:
ANALISIS DE LA VARIANZA

4.1. DESCOMPOSICION LINEAL DE LA VARIABILIDAD

Al repetir el mismo experimento en analogas condiciones observamos que,
casi siempre, da resultados diferentes. Una explicacién clara puede ser que
determinados experimentadores o instrumentos son de mayor calidad que en
otros, lo que da lugar a mejores resultados ceteris paribus, es decir en igualdad
de las restantes condiciones que rodean el experimento. Esto puede ocurrir
cuando se realiza un examen comiin en misma asignatura con varios grupos,
en los que los alumnos se distribuyen de forma que todos tienen una com-
posicién similar en cuanto a capacidades; en tal caso, las diferencias entre las
calificaciones medias de los grupos puede ser un indicador del nivel docente
y cientifico de los profesores, pues si un grupo de composicién similar a otro
obtiene una nota media significativamente superior, puede achacarse a la cal-
idad del profesor que ha impartido la materia. Sin embargo, en numerosas
ocasiones subyace alguna causa secundaria que puede afectar el resultado
del experimento, como ocurriria, en el ejemplo en cuestion, si un grupo se
viese sistemdticamente afectado por problemas tales como cortes frecuentes
de luz, convocatoria de asambleas en la hora de clase, imparticién en horario
de viernes a las 9 de la noche, etc. Esto provocaria que un experimentado
y reconocido profesor fracasase ante la presencia de un cimulo de tan inde-
seables circunstancias.

En situaciones como la expuesta, se plantea desarrollar un modelo es-
tadistico en el cual la variabilidad total que afecta a un experimento pueda
descomponerse en funcién de los distintos factores o causa que la provocan.
Asi, en su forma més simple, un modelo de estas caracteristicas seria de tipo
aditivo:
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p
Variabilidad Total =) Variabilidad debida al Factor i+ Variabilidad residual
i=1
La suma de variabilidades debidas a los factores controlables se denomina
variabilidad ezplicada, mientras que la residual, que engloba todas aquellas
causas que el investigador no puede controlar tales como la propia aleato-
riedad del experimento, se denomina variabilidad no ezxplicada.

Un modelo de descomposicién lineal de la variabilidad de estas caracterfs-
ticas se denomina Anadlisis de la Varianza con p factores o, abreviadamente,
ANOVA p (del inglés ANalysis Of Variance). Cuando sélo existe una fuente
de variablidad se dice que el analisis de la varianza es simple y se denota
ANOVA 1. Cuando existe méas de una fuente de variabilidad se dice que el
modelo es de tipo factorial.

Aunque la variable de respuesta del experimento es cuantitativa (por
ejemplo, la calificacién obtenida por los alumnos), los factores que afectan a
la variabilidad son de tipo cualitativo (el grupo de la asignatura, la presencia
o ausencia de un fenémeno inesperado, ...) y cada uno tiene, a su vez, varios
niveles (grupo A, B, C,...). Cuando se consideran todos los posibles niveles
de los factores se dice que el modelo ANOVA es de efectos fijos, mientras
que si en cada factor se consideran solo algunos niveles tomados al azar de
todos los posibles (quizéds porque hay muchos) se dice que el ANOVA es de
efectos aleatorios. Cuando en unos factores se consideran todos sus niveles y
en otros s6lo algunos muestrados al azar, se dice que el ANOVA es de efectos
miztos.

En conclusion, el ANOVA trata de determinar, a través del estudio de la
varianza, si los distintos niveles de los factores pueden conllevar diferencias
en la respuesta en los distintos grupos, contrastando para ello la igualdad
de medias de la variable dependiente en dichos grupos. Para ejecutar un
ANOVA se parte de tres premisas que deben cumplir los niveles de cada
factor:

1. Cada grupo debe distribuirse segiin una ley normal

2. Los grupos han de tener igual varianza (condicién de homocedasticidad)

3. Los grupos han de ser variables independientes entre si.

Cuando el tamano muestral es igual entodos los grupos se dice que el
diseno es balanceado, y en caso contrario no balanceado.
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4.2. DISENOS UNIFACTORIALES: EL MODELO ANOVA I
4.2.1. Planteamiento y resolucién del contraste ANOVA

Consideremos que la variabilidad de un experimento se debe a un tnico
factor que presenta k niveles: Xi, Xs, ..., X}, verificando las tres condiciones
anteriores, de manera que podemos representar cada variable como X; ~~
N(p;;0). El contraste ANOVA T plantea entonces las hipétesis:

Ho:py=pig=---=pyp=p
H; :No todas las j; son iguales

Evidentemente, en caso de aceptar Hy las k variables serdn idénticas. El
ANOVA T puede considerarse una extension del contraste bilateral de igual-
dad de medias con varianzas idénticas, desarrollado en la seccién 3.3 del tema
anterior, con la ventaja de que, en caso de aceptarse la hipétesis nula, ahorra
realizar un total de k(k — 1)/2 contrastes del tipo:

Ho = p = 1
Hy = pi # 1y

que es el resultado de realizar las combinaciones de k elementos tomados de
dos en dos. Asi, en el caso de 3 grupos habria que formular 3 contrastes de
este tipo, pero en el caso de 10 grupos el nimero de contrastes dos a dos
ascenderfa a 45.

Para resolver el contraste se seleccionan muestras aleatorias de cada grupo
o nivel X; de la forma:

Grupos X3 X, ce X
x11 Z21 te Tk1
T12 22 tot Tr2
L1ng Long tee xknk
Medias 11 T e Tk

Denotemos, a su vez, a la media global de todos los datos z. Cada dato
x;; puede expresarse en funcién de la supuesta media comun p, en caso de
aceptar la hipdtesis nula, de la forma:
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Tig = i+ & = p+ (g — ) +€ij = p+ B + &

donde los ¢;; ~ N(0,0) y los 3; = p; — v, que representan el efecto grupo,
verifican:

Sin mds que operar puede obtenerse la siguiente descomposicién:

ii <fﬂij - 9:€>2 = zém(% — )2+ zkji (:vij - :ci)2

i=lj=1 i=1j=1

siendo:

k ng _ 2
VI => > (:Bij - 5) la variabilidad total

i=1j=1

k — =
VE =Y niz; —x)> la variabilidad entre grupos (explicada)
i=1
k n; o 2
VR=> > (:L‘Z'j - :cz) la variabilidad intra grupos (residual)
i=1j=1
Aplicando la esperanza matematica, puede probarse que:

EVE]=(k—1)0*> E[VR]=(n—k)o*+ Zk:lm(,uZ — u)?

de donde se deduce de forma inmediata que estimacién insesgada de o2 es

ME = % .y, si Hy es cierta, otra estimacion insesgada de 0 es M R = %.
Se puede demostrar ademds el siguiente resultado:

Teorema.
: : VE 2 VR 2 :
Si Hy es cierta entonces ~3 ~» Xi_; ¥ -z ~ X;._, siendo ambas indepen-
dientes, por lo que %—g ~ Fle—1n—k)
En consecuencia, para la resoluciéon del ANOVA I se construye una tabla del

tipo siguiente:
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Fuente de R Grados de Cuadrados
variabilidad Variabilidad libertad medios Fexp
VE ME
Entre grupos VE k—1 ME == E
Intra grupos VR n—=k MR = % p
Total VT n—1

El ANOVA de una via se considera una prueba robusta frente a la falta de
normalidad, es decir tolera bien las violaciones a su supuesto de normalidad
siempre que no sea excesivas. En distribuciones sesgadas o leptociirticas
(empinadas) tolera datos que no son normales con sélo un pequeno efecto
sobre la probabilidad de error tipo I (nivel de significacién). Sin embargo,
las distribuciones platictrticas (aplanadas) pueden tener un efecto profundo
cuando los tamanos muestrales de los grupos son pequenos. Ante la falta de
normalidad tenemos dos alternativas:

(1) transformar los datos para que la forma de la distribucién sea normal

(2) elegir una prueba no paramétrica que no supone normalidad.

4.2.2. Contrastes de igualdad de varianzas

Una de las condiciones para poder formular un ANOVA es que todas las
variables tengan igual varianza, le denominada propiedad de homocedastici-
dad. Existen varios métodos estadisticos para resolver el contraste:

Hy:01.=09=---=0,=0
H, :No todas las o; son iguales

tales como el test de Levene, de Brown-Forsythe, de Bartlett, de Cochran,
de Hartley, de Layard, de Fligner-Killeen, etc. Algunos de los més utilizados
se describen a continuacion.

Test de Levene.
Esta prueba se basa en las desviaciones absolutas: d;; = | x;; — x;|. para
t=1,2,..., k. Asi, denotando
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el estadistico de contraste es:

que se distribuye segin un modelo de Fisher-Snedecor con (k — 1,n — k)
grados de libertad.

Una modificacién del test de Levene, especialmente ttil cuando la dis-
tribucién de las variables no es Gaussiana, consiste en considerar las desvia-
ciones absolutas de los datos respecto a la mediana en lugar de respecto a
la media, es decir: dj; = | x;; — Mediana(z;)|, en cuyo caso el estadistico W
también se distribuye segtin una F;_; ,—y). Dicha prueba se denomina test
de Brown- Forsythe y es mds robusta que la de Levene.

Test de Bartlett
Consiste en evaluar el estadistico:

B — i=1
k 1 1
1+3(1c 1) Z§1<nr1>*ﬂ
donde
k
> (ni—1)s7
2 __ i=1
SP - n—k

el cual se distribuye segtin una ley chi-cuadrado con k—1 grados de libertad.
Cuando los datos proceden de distribuciones normales es méds preciso que el
de Levene.

Otros métodos alternativos para tratar la heterocedasticidad consisten
en realizar transformaciones de las variables. No obstante, en estos casos, el
procedimiento méas adecuado consiste en utilizar la correccién de Welch,
que consiste en ajustar el denominador M R del estadistico de contraste Fe,
de forma que tenga la misma esperanza que el numerador M E cuando Hj es
verdadera pese a la falta de igualdad de las varianzas de los grupos.



Andlisis de la varianza 7

EJEMPLO

Supongamos que X7, Xo y X3 son tres variables independientes normal-
mente distribuidas. A partir de las muestras de la tabla siguiente se quiere
estudiar si son idénticas o no lo son al nivel a = 0, 05.

X, Xo Xy

4,4

g’i 4,2 3,3

L1 47 3.8

Sy 41 34

Lo 45 31
42

z; 3,12 4,35 3,40

El primer paso consistira en contrastar la hipétesis de homocedasticidad
(igualdad de varianzas), para lo cual aplicaremos la prueba de Levene. Asi:

dy da ds

0,05

g’gz 0,15 0,10
0oy 035 0,40

01y 0:25 0,00

oog 015 0,30
’ 0,15

d; 0,184 0,183 0,20

La media global de las diferencias absolutas es c:i = 0, 188. Por tanto:

W — 15=3 5(0,184—0,188)2+(0,183—0,188)2+(0,2—0,188)% 0.021
3—1 (0,32—0,184)24(0,38—0,184)% +--+(0,30—0,20)2 ’

y como el valor critico es F (02’70152) = 3, 8853, se acepta la hipétesis de igualdad
de varianzas.
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Podemos proceder entonces a realizar el ANOVA. Dado que la media total
es x = 3,687, las variabilidades serén:

VE =5(3,12 — 3,687)2 + 6(4, 35 — 3,687)2 + 4(3,40 — 3,687)2 = 4,574
VT = (2,8 — 3,687)2+ (3,5 — 3,687)2 + - - - + (3,1 — 3,687)2 = 5,357
VR =5,357 — 4,574 = 0,783

y la tabla del ANOVA

Fuente de A Grados de Cuadrados
variabilidad Variabilidad libertad medios Fexp
Entre grupos 4,574 2 2,287 35,05
Intra grupos 0,783 12 0,065 (p = 0,0000)
Total 5,357 14

rechazandose la hipétesis de igualdad de medias dado que el valor critico en

las tablas es: F(Oigz) = 3, 8853.

4.3. COMPARACIONES MULTIPLES: CONTRASTES "POST HOC"

Cuando la regla de decision del ANOVA I nos lleva a rechazar la hipétesis
nula, lo tdnico que podemos concluir es que no son iguales las medias de los
k grupos considerados, pero ello no significa que sean todas distintas, pues
pueden ser todas iguales menos una, o menos dos,... Asi, habria que formular
un total de k(k — 1)/2 contrastes del tipo:

Ho = py = p;
Hy :py # p;

que es el resultado de realizar las combinaciones de k elementos tomados de
dos en dos. Asi, en el caso de 3 grupos habria que formular 3 contrastes de
este tipo, pero en el caso de 10 grupos el nimero de contrastes dos a dos
ascenderfa a 45.

Una alternativa a los test de comparaciéon de medias basados en la dis-
tribucién ¢ de Student descrito en la seccién 3.4 son los denominados con-
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trastes de comparaciones multiples o post hoc, que utilizan la informacién
proporcionada por las muestras de todas las variables y no solo de las dos
implicadas. Entre ellos cabe citar el de Bonferroni, el de Duncan, el de Sheffé,
el de Tukey, el de Newman-Keuls, el LSD de Fisher, etc., los cuales suelen
estar implemenados por los paquetes estadisticos comerciales més usuales. A
continuacion describiremos, de forma sucinta, los dos primeros.

Contraste de Bonferroni

El contraste de comparacién de medias dos a dos con varianzas iguales
utilizaba el estadistico de contraste:

que se distribuye segiin una ley a t de Student con n; 4+ ny — 2 grados de
libertad, siendo
2 (n1—1)s24(nz—1)s3

Sp = ni+ng—2

una media ponderada de las cuasivarianzas de las dos variables. El contraste
de Bonferroni propone sustituir sf, por MR, con lo que el estadistico de
contraste:

T1—29

MR(3+35)

texp —

se distribuye ahora segin una ¢ de Student con n — k grados de libertad.

El principal inconveniente de este procedimiento radica en que, si se
quieren comparar dos a dos las k variables de un estudio, la probabilidad
total de cometer un error tipo I, es decir, rechazar la hipétesis nula en uno
de los contrastes siendo cierta, es siempre mayor que el nivel de significaciéon
comin « de los contrastes dos a dos, concretamente es, a lo sumo, 1—(1—a)*.
Por ejemplo, si se dispone de 10 variables y se considera el nivel estdndar
a = 0,05 entonces la probabilidad de realizar un rechazo incorrecto es, como
méximo, 1 — (1 —0,05)! = 0,40. De esta forma, si el nimero k de variables
fuese muy elevado, la probabilidad de un falso rechazo serfa excesivamente
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alta. Por ello es aconsejable realizar sélo los contrastes miiltiples que se con-
sidere estrictamente necesario y obviar los evidentes.Es decir, la realizacion
de contrastes miiltiples produce una especie de acumulacién de las probabil-
idades de errores tipo I equivalente a la que ocurrirfa si un médico encarga
un nidmero elevado de pruebas diagnésticas donde van sumando las probabil-
idades de falsos positivos concluyendo erréneamente que el paciente presenta
una cierta patologia que no es real. Se debe realizar sélo el minimo nimero
de pruebas necesarias.

Contraste de Duncan

El contraste de Duncan tiene en cuenta el orden creciente de las medias
muestrales, de forma que al comparar dos medias cualesquiera se sabe el
nimero de medias que estdn entre ambas y asi las medias muestrales que se
encuentren en medio no requieren presentar tanta diferencia entre si como
la de los extremos para concluir que hay diferencias significativas entre las
medias poblacionales. Esto supone un reajuste de los valores criticos.

Merece la pena resaltar que el contraste de Duncan presenta menos su-
perposiciones en la clasificacién de grupos que el de Bonferroni

EJEMPLO

Para ensayar la eficacia de cuatro tratamientos A, B, C, y D contra la
hipertensién se aplicaron de forma aleatoria a un grupo de pacientes de car-
acteristicas similares y se registré el descenso de la presion diastolica desde el
estado basal hasta el estado al cabo de una semana. Los resultados obtenidos
fueron los siguientes (los valores negativos indican aumento de la presién en
lugar de disminucién):

A B C D
10 20 15 10
0 25 10 5
15 33 25 -5
—20 25 30 15
0 30 15 20
15 18 35 20
-5 27 25 0
0 22 10

35 11

20 25
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Suponiendo que las variables implicadas se distribuyen normalmente y
tienen igual varianza, vamos a aplicar un ANOVA I para estudiar si existen
diferencias significativas entre los cuatro tratamientos.

Fuente de 1 Grados de Cuadrados
variabilidad Variabilidad libertad medios Fexp
Entre grupos 2492, 61 3 830, 87 8,53
Intra grupos 3020.93 31 97,45 (p = 0,0003)
Total 5513, 54 34

por lo que si hay diferencias significativas entre las medias de las variables.
A continuacién se muestra el resultado de las agrupaciones obtenidas con los

diferentes contrastes post hoc (los célculos se han realizado con el programa
SPSS):

Grupo Media Bonferroni Duncan
A 2,143 X X
D 9,375 X X X
C 21,3 X X X
B 23,3 X X

4.4. DISENOS FACTORIALES: EL MODELO ANOVA II

Supongamos ahora que la variabilidad de un experimento se debe a dos
factores controlables, y que los valores muestreados de la variable de respuesta
para cada uno de los factores se representan en la tabla siguiente:

Factor 2 (columna)

Factor 1 cC c Medias
(fila) Loz ok filas
Fy 11 T12 L1k T1e
Fy T21 T2 Lok T2e
F, Thl Th2 Thi he
Medias columnas :5.1 9_3.2 i.k x
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Por su disposicién, en la tabla denominaremos a los factores: fila y columna.
También, en ocasiones, se les denomina factor principal y factor secundario,
como ocurre cuando se quiere comparar la eficacia de varios tratamientos
ante la Covid-19, pero se sospecha que existe un segundo factor que puede
influir en el resultado como es el haber padecido o no previamente meningitis.

Partiendo de que se cumplen las tres condiciones previas del ANOVA,
denotando p a la media global, 1, a la media de la variable fila Fj, p,; a la
media de la variable columna C;, y o; = p;, — p al efecto del nivel i-simo del
factor fila y 8, = p,; — p al efecto del nivel j-simo del factor columna, los
contrastes a realizar en el ANOVA II son:

HE': No todos los ; son cero  HE : No todos los f3; son cero

Como extensiéon inmediata a lo que ocurria en el caso unifactorial, cada
dato z;; puede expresarse en funcién de la supuesta media comin j, en caso
de aceptar la hipdtesis nula, de la forma:

Tij = s+ ey =+ (1 — 1) + €5 = p+ o+ B+ &5
donde los €;; ~ N(0,0), los a; y 3; verifican:

k

h
;Ozi:O Zﬂj:O

Jj=1

Sin mds que operar puede obtenerse la siguiente descomposicién:

33 (1, -7)’ =

i=1j=1

kZ(EJzo 7+ hjil@‘j 72+ ii (xl-j — Tie — Tej + x>2

i=1j=1

siendo:

k n; N2
VT =5 > (mij — i) la variabilidad total

i=1j=1

h - =
VEr =k (rie —x)* la variabilidad explicada por el efecto fila
i=1
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VEp =hY (2. —x)? la variabilidad explicada por el efecto columna

hok _ _ N2

VR=> > <9:ij — Tje — Toj + £E> la variabilidad no exlicada (residual)
i=1j=1

Aplicando la esperanza matemadtica, se deduce de forma inmediata que

MEp = VEF y MEc = % son sendas estimaciones 1nsesgadas de 0% vy,

si H y HOC son ciertas, otras estimaciones insesgadas de o2 son M R

%. Se puede demostrar ademads el siguiente resultado:
Teorema.
a) Si HY % ~ X%hq)(kq) siendo ambas

independientes, por lo que ]\]{ﬁ.{f ~ Fp- 1(h 1)- (k 1))

b) Si H§ es cierta entonces VEC ~ X2 Y 2 ~ X(h (k—1) siendo ambas

independientes, por lo que %Elg ~ Fle—1,(h—1)-(k=1))

En consecuencia, para la resolucién del ANOVA II se construye una tabla
del tipo siguiente:

Fuente de Variab Grados de Cuadrados r
variabilidad ' libertad medios xp
Entre filas VEp kE—1 MEp = ‘,/ZE‘f ]\]{ﬁ{ (valor p)
Entre columnas VEe& h—1 MERp = VEC 1\}{/{% (valor p)
Residual VR |(h—1)(k—-1)| MR = %
Total VT hk —1

Dado que los programas estadisticos més usuales tienen implementado el
ANOVA II, no consideramos importante el aspecto de célculo de este andlisis
sino su planteamiento e interpretacion e los resultados.

EJEMPLO

Se han sembrado 5 variedades de maiz (A, B, C, D y E) en 3 tipos de
terreno (solana, umbria y mixto), obteniéndose los siguientes rendimientos
expresados en Qm/Ha:
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A B C D E  Medias
Solana 280 300 310 270 330 298
Umbria 250 240 260 270 240 252
Mizto 310 304 290 280 300 296,8
Medias 280 281,3 286,7 273,3 290 282,27

Tras realizar los cédlculos oportunos, la tabla del ANOVA II serfa la siguiente:

Fuente de R Grados de Cuadrados
variabilidad Variabilidad libertad medios Fexp
Tipo de terreno 6874, 13 2 3437,07 9,08 (p=0,0088)
Variedad de maiz 494,93 4 123,73 0,33 (p=0,8526)
Residual 3019, 87 8 378,73
Total 10398, 9 14

En conclusién, el factor terreno sf es significativo, en cuanto que la produccién
de maiz depende del terreno donde se cultiva, mientras que el factor variedad
de maiz no lo es.

El planteamiento desarrollado en esta seccién ha considerado la presencia
de dos factores controlables que pueden influir en el resultado de un experi-
mento, pero es inmediatamente extensible al caso de tres o més factores de
variabilidad.

4.5. INTERACCION ENTRE FACTORES

Una cuestion de gran importancia préactica en la interpretacién del resul-
tado de un ANOVA factorial es la interaccién entre factores, que se produce
cuando el efecto de uno de los factores sobre la variable de respuesta no es
igual en todos los niveles de los demds factores, es decir, cuando el resultado
de la combinacién de dos o més factores es diferente a la suma de los efectos
principales de esos factores.

EJEMPLO

Se quiere evaluar la eficacia de dos antipiréticos para fiebres altas (su-
periores a 38,5°C) considerando como variable de respuesta la reduccién de
temperatura corporal transcurrida una hora desde su administraciéon. Para
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ello se aplican ambos medicamentos a dos grupos de poblacién: edades in-
feriores a 14 anos y edades a partir de 14 anos, obeniéndose los siguientes

resultados:

Antipirético A B
Menores de 14 anos 0,3 0,7 04 2,3 2,5 2,5
A partir de 14 anos 16 1,2 1,5 0,5 0,6 0,2

El resultado del ANOVA II se recoge en la tabla siguiente:

Fuente de R Grados de Cuadrados
variabilidad Variabilidad libertad medios Fexp
Antipirético 0, 7008 1 0, 7008 0,92 (p=0,3636)
Grupo de edad 0, 8008 1 0, 8008 1,05 (p=0,3330)
Residual 6, 8875 9 0,7653
Total 8,3891 11

De ella se concluye que no hay diferencias significativas de la respuesta entre
los dos antipiréticos ni entre los grupos de edad. Sin embargo, a partir de
los datos se observa que la reduccién de temperatura superior en menores
de 14 anos para el antipirético B, mientras ocurre al contrario con el A.
Gréficamente serfa:
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Pues bien, considerando un diseno bifactorial balanceado con r observa-
ciones en cada casilla, el efecto de la interaccién aparece como un sumando
mds del modelo aditivo de descomposicién de la varianza del tipo:

VI = Tii <57ijo - ;i-o - E.j. + §>2

i=1j=1

donde w;j,representa la media de los r datos de la casilla (i, 7). Asf, la tabla

del ANOVA II con interaccidon seria de la forma:

bitind | Veiabiidad | TR s Foc
Entre filas VEp E—1 MEp = % J\J/\I/[% (valor p)
Entre columnas VEeq h—1 MEp = % ]\]{ﬁg (valor p)
Interaccién Vi (h—1)(k—=1) | MI = m % (valor p)
Residual VR hk(r —1) MR = %
Total VT hkr —1
EJEMPLO

Sobre el mismo ejemplo anterior, la interaccién se expresaria sobre la
tabla del ANOVA de la forma siguiente:

Fuente de R Grados de Cuadrados
variabilidad Variabilidad libertad medios Foxp
Antipirético 0,7008 1 0,7008 19,56 (p=0,0022)
Grupo de edad 0, 8008 1 0, 8008 22,35 (p=0,0015)
Interaccién 6, 6008 1 6, 6008 184,21 (p=0,0000)
Residual 0, 2867 8 0,0358
Total 8, 3891 11

y cambiaria completamente la interpretacién del ANOVA.
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EJEMPLO

Gréafico de Interaccion
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Se quiere estudiar la influencia del sobrepeso y del tabaquismo sobre el

colesterol high-density (HDL) para lo cual se consideraron dos grupos segin
su Indice de Masa Corporal (LM.C.) y sus habitos de fumar. Los resultados
del HDL (en mg/gL) fueron los siguientes:

IMC (kg/m?)
Superior a 25
Hasta 25

Fumador
112 107 110 111 113
111 111 110 111 110

No fumador
120 116 114 117 114
107 108 105 107 106

Al nivel a=0,05 se obtiene la siguiente tabla del ANOVA:

Fuente de 1 Grados de Cuadrados
variabilidad Variabilidad libertad medios Fexp
IMC 115,2 1 115,2 35,18 (p=0,0000)
Tabaquismo 3,2 1 3,2 0,98 (p=0,3376)
Interaccién 115,2 1 115,2 35, 18 (p=0,0000)
Residual 52,4 16 3,275
Total 286 19

De donde se concluye que el tinico factor significativo es el IMC y la interac-
cién entre los dos factores, cuyo gréfico es el siguiente:
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EJEMPLO
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Suponiendo que se cumplen las hipétesis del ANOVA se quiere comparar
el drea bajo la curva (AUC) del precirol a dos dosis diferentes, considerando
como posibles factores de variabilidad la presién y el calor.

Dosis- Presién Con calor Sin calor

30mg-5Tons

30mg-10Tons

60mg-5Tons

60mg-10Tons

Al nivel a=0,05 se obtiene la siguiente tabla del ANOVA:

39,80
39,77
40,31
40,96
42,53
43,88
44,05
44,21
42,97
43,87
44,60
43,52

32,32
36,86
33,06
36,87
32,66
31,49
32,25
31,63
29,91
31,58
32,36
28,09

Fuente de R Grados de Cuadrados
variabilidad Variabilidad libertad medios Fexp
Dosis 0,09 1 0,09 0,03 (p=0,8634)
Calor 613,98 1 613, 98 208, 43 (p=0,0000)
Presién 1,157 1 1,157 0,39 (p=0,5396)
Inter. Dosis-Calor 46,51 1 46,51 15,79 (p=0,0011)
Inter. Dosis-Presion 5,255 1 5,255 1,78 (p=0,2004)
Inter. Calor-Presion 2,202 1 2,202 0,75 (p=0,4000)
Inter. Dosis-Calor-Presion 1,597 1 1,597 0,54 (p=0,4723)
Residual 47,131 16 2,946
Total 717,922 23

Asi, el inico factor significativo en el AUC es el calor y la tnica interaccion
significativa es la existente entre las dosis y el calor.
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4.6. DISENO MEDIANTE CUADRADOS LATINOS

En situaciones en las que las unidades de experimentacién son limitadas,
como ocurre en agronomia donde no se dispone de terreno suficiente como
para poder replicar la experiencia un nimero suficiente de veces, resulta 1til
realizar un diseno en cuadrado latino. Se trata de una disposicién en matriz
cuadrada de letras de forma que cada una aparezca sélo una vez en cada fila
y en cada columna. Asi, cuadrados latinos de orden 2 son:

A B B A
B A A B
Algunos de orden 3:
A B C A C B B A C C A B
B C A C B A A C B B C A
C B A B A C C B A A B C

Esta situacién se presenta en una situacion en la que, por ejemplo, se quiere
comparar la eficacia de 3 fertilizantes en terrenos donde se va a plantar trigo,
considerando como variable de respuesta la produccién medida en Qm/Ha.
Para evitar la variabilidad debida al suelo, pues la parcela experimental se
encuentra en la ladera de una monte, ésta se divide en 3 subparcelas con dos
gradientes o factores de variacién: uno es segin su ubicacién (vega, medio
monte y terreno pedregoso), y el otro es segin las horas de sol que recibe
(solana, umbria y mixto). Asi, se elige una disposicién en cuadrado latino
de orden 3, que garantiza que cada uno de los 3 fertilizantes se aplica en un
terreno en el que concurren cada uno de los niveles de los dos factores de
variacién.

En ocasiones se quiere considerar un tercer factor de variabilidad, como
puede ser si el terreno es de secano, regadio por acequia o tiene riego ar-
tificial. En tal caso es necesario cruzar un cuadrado latino de orden 3 con
otro también de orden 3, el cual se representa mediante letras griegas para
diferenciarlo. Un ejemplo serfa:

Un tal diseno se denomina en cuadrado greco-latino.



Tema 5. MODELOS DE REGRESION

5.1. CONCEPTO DE CORRELACION Y REGRESION

Una de las cuestiones de mayor interés en las Ciencias Experimentales
consiste en obtener un modelo matemaético que relacione dos o mas mag-
nitudes variables a partir de observaciones experimentales. En ocasiones
tales relaciones pueden deducirse a partir de consideraciones tedricas. Sin
embargo, en la mayor parte de los fenémenos objeto de investigaciéon experi-
mental no es posible deducir una relacién exacta entre las variables, en cuanto
que la dependencia perfecta no existe en la Naturaleza. Asi, por ejemplo,
se sabe que entre la altura y peso de una persona existe cierta dependencia,
pero ésta, claramente, no es de tipo funcional, en cuanto que el conocimiento
de la altura de un individuo no nos permite deducir de forma exacta su peso,
ni recfprocamente, sino tan sélo tener una idea aproximada de su valor. Se
presenta, por tanto, una dependencia aproximada entre las variables, que es
preciso medir numéricamente. Este tipo de dependencia se denomina cor-
relacion, siendo sus casos extremos la dependencia funcional o exacta, y la
independencia.

Suponiendo que un variable Y estd correlacionada con un conjunto de
variables x1, T, ..., x) el problema de la regresién consiste en estimar el valor
medio de dicha variable Y, que denominaremos dependiente o de respuesta,
a partir de valores de las variables z; que se denominan independientes o
explicativas, es decir, la esperanza condicionada E [Y/x1, xa, ..., x]. En caso
de haber una tnica variable explicativa x se dice que la regresion es simple, y
en caso de haber dos o mds variables independientes se dice que la regresion
es multiple. En el planteamiento bésico el investigador controla el valor de
las variables independientes y, para cada valor de las x;, puede obtener una
serie de observaciones o medidas de la respuesta Y, de manera que ésta es la
unica variable aleatoria. Asi, en el caso simple, el esquema serfa el siguiente:
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Valores dados a x Valores observados de Y Media de Y

T Y11 Y12--- Y1k, n
T2 Y21 Y22+ Y2k Y2
Ty Ynl Yn2--- Ynk, gn

y la funcién de regresiéné estimada de Y sobre z viene dada por el conjunto
de puntos (x;, 7;) -

La descomposicién de la variabilidad se plantea en términos similares al
ANOVA:

7 j= 7

siendo y la media de todos los valores de la variable de respuesta y:

n —\ 2
V=3 (y . g) la variabilidad total
i=1
n —\ 2
VE =5 (gji — @) k; la variabilidad explicada por la regresién
i=1

n ki
VR =) Z (yi; — 7:)* la variabilidad residual o no explicada
i=1j=1
Asi, el cociente R? = %, que se denomina coeficiente de determinacion,
mide la proporcién en que la regresién representa a los datos. Claramente
es 0 < R? < 1, de forma que valores préximos a 1 indican que el grado de
explicacién de la variable de respuesta a través de las medias condicionadas
es alto. Por el contrario, valores préximo a 0 indican incorrelacién entre
las variables que, en caso de que la respuesta se distribuya normalmente,
equivaldrd a independencia. En ocasiones resulta mds sencillo evaluar el

coeficiente de determinacién de la forma: R?> =1 — %.

EJEMPLO

Consideremos un caso simple en el que se quiere explicar la actividad me-
dia de un farmaco (en mg) en funcién del tiempo transcurrido, para lo cual se
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mide dicha actividad en varios instantes sobre tres unidades experimentales,
obteniéndose una tabla como la siguiente:

Tiempo (meses) Actividad (mg) Actividad media (mg)

0 51 51 53 51,67
3 51 50 52 ol
6 50 52 48 20
9 49 51 51 50,33
12 49 48 47 48
18 47 45 49 47

La funcién de regresion es el conjunto o nube de puntos:
(0;51,7), (3;51), (6;50), (9;50,3), (12;48) , (18;47).
Como la media global de los 18 datos de actividad es: y = 49, 67mg, tenemos:
VT = (51 —49,67)> 4 (51 — 49,67)* + - - - + (49 — 49,67)* = 74
VE = (51,7 —49,67)%-3+(51 — 49, 67)%-3+- - -4 (47 — 49,67)*-3 = 48, 54
Por tanto:

R?* = £ — 65,6%

Podria suceder que para cada valor de x se midiera un tinico valor de la
respuesta Y, es decir, se dispusiera de una tabla de datos de la forma:

r. I1 X9 - Tn
yroy Y2 o Un

En tal caso serfa y; = y; y todas las k; = 1.

Originalmente, el término regresién proviene de regresar, y es que a finales
del siglo XIX, el antropdlogo britdnico Sir Francis Galton, primo de Charles
Darwin y cofundador junto a su discipulo Karl Pearson y a Walter Weldon de
la revista Biometrika, en la linea de estudios genéticos y hereditarios propia
de esa época, realizé un estudio sobre la transmisién de padres a hijos del
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factor estatura. El observé en un estudio que los hijos de padres altos son
también altos pero, en promedio, la diferencia entre la estatura media de
ellos y la de los individuos de su generacién se reduce % con respecto a esa
diferencia en la generacién de sus progenitores. Asi, publicé en 1889 el libro
Natural Inheritance (editorial MacMillan & Co., London) en el que enuncié
la Ley de Regresion, segin la cual la estatura tiende a regresar a la media
de la raza, siendo por tanto la componente racial mas fuerte que la heredi-
taria. Como dato anecddtico, Galton nunca ocupd una catedra universitaria
sino que realizé las investigaciones por cuenta propia. Dos anos antes de su
fallecimiento, acaecido en 1911 a la edad de 88 anos, recibié el titulo de Sir.

En las aplicaciones préacticas el problema consiste en aproximar la fun-
ci6n de regresiéon mediante algiin modelo matemético ¢(x1,xs, ..., x) que
represente de forma 6ptima la tendencia mostrada por la nube de puntos, es
decir:

EY/x] = p(x1,29,...,08) + €

donde ¢ denota el error aleatorio o desviacién de los datos respecto del mod-
elo. En general, dicho modelo dependera de varios pardmetros que serd
necesario estimar a partir de los datos. En el caso més sencillo, se tratard de
un modelo de tipo lineal:

(1,2, ..., k) = By + B1o1 + Boxa + -+ - + By

Cuando, a su vez, la regresion es simple, la eleccién del modelo matematico
y = p(z) con el que aproximar la regresiéon dependerd, en gran medida, de
la tendencia observada por la nube de puntos

El esquema bésico que seguiremos en este tema serd el enunciado anteri-
ormente, es decir, el investigador controla una o varias variables explicativas
y, a partir de valores asignados a ellas, mide la respuesta; una tal regresion se
dice que es de tipo 1. Pero puede también plantearse la situacion en la que
varias variables se midan simultdneamente sin controlar el valor de ninguna
de antemano, como ocurre, por ejemplo, cuando a los pacientes que acuden a
una consulta se les pregunta la edad y se les mide la temperatura y la tension
arterial minima y méxima, con lo cual disponemos de 4 variables aleatorias,
pudiendo realizarse regresion de cualquiera de ellas respecto de las restantes;
en tal caso se dice que la regresion es de tipo 2.
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5.2. REGRESION LINEAL SIMPLE

En esta secciéon vamos a considerar el caso en que la variable de respuesta
Y se explica a partir de una tnica variable independiente x, y la esperanza
condicionada se aproxima mediante una funcién lineal.

5.2.1. El modelo lineal de regresion simple
Para el desarrollo del modelo partimos de las siguientes hipétesis:

1. Cada variable Y condicionada alos distintos valores de x se distribuye
segin una ley normal

2. Dichas variables Y/z han de tener igual varianza o

3. Dichas variables Y/z han de ser variables independientes entre si

4. Los valores esperados de la respuesta condicionado a los diferentes
valores de x se encuentran sobre una una recta: F [Y/x] = B, + (1.

En consecuencia, la respuesta puede expresarse de la forma:
Y =0,+pr+¢

donde ¢ es el error aleatorio que representa las desviaciones del modelo lineal
respecto de los datos y, en base a las hipdtesis anteriores, se distribuye de la
forma: £ ~~ N(0;0). Observemos que las tres primeras hipdtesis son comunes
a las del andlisis de la varianza; la novedad radica en la cuarta, en la cual
se supone que las medias de la respuesta se encuentran situadas sobre una
recta.

La estimacion de los pardmetros 3, y 3, se realiza mediante el método de
méxima verosimilitud, segin el cual (ver Tema 2) es necesario maximizar el
logaritmo de la funcién de verosimilitud a partir de una muestra {(z;,y;) ,7 =
1,2,..,n}:

Ll w2, n B 1) =L P/ B0, 51)= () e3P 2 (0 Bo=Br:)?)
Evidentemente, maximizar la verosimilitud en 3, y /3, equiv_a,le a minimizar
la funcién:

® (B, B1) = Z (yi — Bo — 515’5@')2

=1
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por lo que equivale a la estimacién por minimos cuadrados. Asi, Derivando
parcialmente F' respecto de ambos pardametros e igualando a cero se obtiene:

20— 0= 23 (3~ o Frr) = 0=

=1

= >y — Bon— By =0= Fon+ 5121% =D Ui
=1 =1 1= =1

g_;:():}_QZ(yi_ﬁo_ﬁlxi)xi:0=>
=1

n n n n n n
= iy — Bodowi — By wl = 0= Bod w4 By 3at = Yy
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

El sistema dado por estas ecuaciones proporciona los siguientes estimadores
puntuales de los parametros del modelo:

~ _ a ~ Say

Bo=Yy— 5T 51:_2
SI
. 2 2 . . .

siendo s; y s, las varianzas marginales de x e y respectivamente, y s, la co-

varianza entre x e y, siendo facil probar que esta solucién verifica la condicién

de minimo. Asi, la ecuacién de la recta de regresién estimada de Y sobre x

es:

_ Sy —
Y:y+¥(fﬁ—$)

la cual nos permite predecir los valores de la variable Y a partir de observa-
ciones de z.

La diferencias entre los valores observados y; y los estimados a través del

modelo y; se denominan residuos &; = y; — y;. A partir de ellos se define la
varianza residual como:

)

n— 2

n

A2
€
1

2 __
Sp =

que es un estimador insesgado de la varianza del error aleatorio del modelo:
Var[e] = 0®. Se puede demostrar la relacion: s} = s, (1 — R?) siendo R =
Sy
SuSy
sz < s2. Ademds, despejando R* se obtiene la relacion:

el coeficiente de correlacién lineal muestral, y claramente se verifica que
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que muestra efectivamente cémo a medida que la correlacién entre = e y
tiende a ser lineal, la varianza residual s% se aproxima a cero, por lo que R?
tiende a ser la unidad. Por el contrario, cuando una relacién de tipo lineal no
es representativa de la correlacién existente entre las variables, la varianza
marginal de la variable de respuestas es debida principalmente al residuo,
por lo que la relacién s%/s) es proxima a 1y R? tiende a ser 0. De hecho,
R? se interpreta como el porcentaje de variabilidad de Y debido a .

Bajo las hipétesis del modelo lineal de regresién simple, el Teorema de
Gauss-Markov demuestra que los estimadores de los pardmetros (coeficientes)
del modelo se distribuyen segiin una ley normal de la forma:

n -\ 2 A
Bo~ NBy 541+ (2)) 0 By~ N8 2%5)

por lo que las expresiones de los intervalos de confianza para 3, y 3, son:

Ia(ﬁo) =

B

a o 2 o « S
Byt ol 1+(%)] L) = [

yva que al estimar cada pardmetro se pierde un grado de libertad. Asf mismo,
la respuesta media estimada también se distribuye normalmente con pardme-

tros:
. 2
50+51$WN(50+51$§\% 1+ (Tf) )

que grificamente da lugar a dos bandas que cuya anchura es minima cuando
x = I. Asi, para un valor x = x, la expresién del intervalo de confianza
para el valor esperado 9o = (3, + 3,2 viene dada por:
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ya que para estimar el valor medio de la respuesta es necesario estimar dos
parametros, por lo que se pierden dos grados de libertad.

En cuanto al contraste de significacién del coeficiente de correlacion lineal
p, es decir

Hy:p=0
Hy:p#0

se resuelve a partir del valor muestral del coeficiente R evaluando el estadis-
tico:

t _ R\/n—2
exp = -2

que se distribuye segin una ley ¢ de Student con n — 2 grados de libertad.

EJEMPLO

El nimero Y de colonias de bacterias por unidad de volumen presentes
en un cultivo después de x horas viene representado en la tabla siguiente:

z: 0 1 2 3 4 5
Y: 12 19 23 34 56 62

Operando resulta:

T=25 §=3433 s2=292 s3=349,78 s, =3l

y, a partir de estos cdlculos, se obtienen las estimaciones 5, = 7,78 y 3, =
10,62, por lo que la ecuacién de la recta de regresion estimada de Y sobre x
es:

Y =7,78 4+ 10, 62z

La varianza residual es ahora s% = 19,28 y el coeficiente de determinacién
R? = 0,94, lo que muestra que la recta de regresién anterior representa muy
bien la relacion existente entre las variables.Intervalos de confianza del 95%
para los coeficientes del modelo serian:

Tows(By) = [7, 78 42,571V, 1 4 %] — [7,78 £ 8,17] = [0, 39; 15, 95]
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Toos(8y) = 10,62 £ 2,571 2222 | — [10,62 + 2, 70] = [7,92; 13, 32]

V2926
ya que tf-f”“%) = 2,571, de donde concluimos que la ordenada en el origen 3,

no es significativa.

Si se quisiera realizar una prediccién del nimero esperado de colonias de
bacterias transcurridas 6 horas resultarfa un total de 72 colonias, ya que:

Y =7,78+10,62-6 =71,5

y un intervalo de confianza del 95% para dicha prediccién serfa:

Los(Bo+Byw/2=6) = |T1,5 £ 2, 77675 /1 + (6;29?2} — 71,5+ 11,34) =

= [60, 16; 82, 84]
ya que tflo’025) = 2,776, por lo que concluimos que al cabo de 6 horas cabe
esperar, con una probabilidad de 95%, entre 60 y 83 colonias. Una repre-
sentacién grafica de la banda de confianza al 95% para la repuesta esperada
es la siguiente:

5.2.2. Regresion lineal por el origen

En determinadas situaciones la variable de respuesta es nula si la variable
explicativa también lo es; por ejemplo, en un mévil que parte del reposo el
desplazamiento es cero en el instante inicial, o la respuesta del organismo
es nula si no hay dosis de farmaco. En tales casos, el modelo de regresion
debe pasar por el origen de coordenadas y la ecuacién de la recta no tendrd
ordenada en el origen: y = Sx. La estimacién de la pendiente no tiene ahora
la misma expresion que en el caso general, sino que se obtiene tras aplicar de
nuevo el método de minimos cuadrados, de forma que el problema consiste
en minimizar la funcion:

n

F(B) =3 (y; — Bz:)’

i=1
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Grafico del Modelo Ajustado

8

Numero de colonias
o .B. | .5. | 8‘ | .8. |

0 1 2 3 4 5 6 7
NUmero de horas

que depende de un tnico pardmetro (3. Derivando dicha funcién e igualando
a cero la derivada se obtiene:

= ~ iziyi
F'(B)=0— =23 (i — Br))zi=0— B =5
i=1 $ a2

n
que se trata de un minimo ya que F”(f) = >_ 22 > 0.
i=1

Bajo las hipétesis del modelo lineal de regresion el estimador del coefi-
ciente [ se distribuye segin una ley normal de pardmetros:

A

~ N(f; 22—
B (5; zxf)

=1

y la expresién del intervalo de confianza para [ es:

L(B) =B+ t;“_/fvsTR—]
32
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EJEMPLO

En un estudio sobre disminucién de temperatura corporal (Y) en pa-
cientes con fiebre alta en funcién de la dosis (x) de antipirético administrada
se han obtenido los datos siguientes:

z(mg) : 100 200 300 400 500 600
Y(C): 0,2 0,5 0,7 1,0 1,4 1,6

Para estimar el correspondiente modelo lineal m.c. que pasa por el origen
basta realizar el siguiente cédlculo:

2390
910000
Por lo que la estimacién de Y a partir de x es Y = 0,0026z. Asf mismo, la

varianza residual es s% = 0,00472 y un intervalo de confianza del 95% para
£ vendra dado por:

B = = 0,0026

Toos(8) = |0,0026 2, 571290 | — [0, 0026 % 0, 00019] = [0,00241; 0, 00279]

5.3. REGRESION LINEAL MULTIPLE

5.3.1. El modelo lineal de regresiéon mudiltiple

La extension del caso simple al multiple, aunque sobre una base comuin,
presenta algunas peculiaridades consecuencia de la introduccién de varias
variables. Las hipétesis sobre las que se fundamenta son las siguientes:

1. Cada variable Y condicionada a los distintos valores de las variables
explicativas x; se distribuyesegi n una ley normal
2. Dichas variables Y/(z1, z, ..., ;) han de tener igual varianza o
3. Dichas variables Y/(z1, z, ..., ;) han de ser independientes entre si
4. Los valores esperados de la respuesta condicionado a los diferentes
valores de las z; se encuentran sobre un hiperplano:
EY/w1,09,...,2p] = By + Br21 + Boa + - -+ B2
5. No pueden existir relaciones lineales entre las variables explicativas x;
6. El niimero de datos ha de ser superior al de variables p.

2
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La violacién de la quinta hipétesis provoca un interesante y frecuente
problema que se denomina multicolinealidad. FEn caso de existir una tal
relacion lineal entre dos variables la dimensién del problema se reduciria en
una unidad. En cuanto a la ultima hipdtesis, un tamano muestral inferior a
p + 1 generaria problemas de singularidad en las matrices.

Bajo las hipétesis anteriores, el procedimiento de estimaciéon por méxima
versosimilitud darfa lugar a una expresion del tipo:

B =(X'X)"(XY)

donde X’ representa la matriz traspuesta de X, siendo

I 11 221 - T Y, B4

1 x12 722 -+ T2 Y, 6]

~ 2

X=|. . . . oY=, B8=]"
1 Tin TLop - Tkn Yn 61@

Ademais, el teorema de Gauss-Markov afirma que la distribucién del vector

de estimadores de los pardmetros es normal multivariante con media el vector
. . . -1 o

B y matriz de varianzas-covarianzas o2 (X'X) . M4s atin, se demuestra que:

L (5-8) xXX) (B-8) ~ 2

Cuando, en el caso miiltiple, se quiere estimar el grado de dependencia
de una variable Y respecto de dos independientes z; y x3, se introduce el
denominado coeficiente de correlacion maltiple de la forma:

R _ R%T1+R§/‘T272RY‘T1 RYx2 Rzle
Y~.Z‘1l‘2 -

1_R%wz

siendo Ry,, Rys, ¥ Rs,2, los correspondientes coeficientes de correlacién
lineal simple entre (Y, x1), (Y, z2) v (21, x2) respectivamente. Su cuadrado se
denomina coeficiente de determinacion miltiple y se representa simplemente
R (0 < R?<1).

Es interesante en esta situacion conocer el grado de correlacién existente
entre la variable dependiente Y y cada una de las independientes de forma
aislada, es decir, excluyendo el efecto de la otra. Se introducen asf los coefi-
cientes de correlacion parcial de la forma:
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T2, " TYayTey ey TY22—TYz Taiay

T Ty — r 1
Yy -z \/(171”3/7; )(1 Tzl;vg) Yoz \/(17TYT )(1 TIIZQ)

Igual que en el caso simple, el contraste de significacién sobre R? se re-
suelve mediante el estadistico del contraste:

t — R\/?’l—?
exp = -2

que se distribuye segiin una ley ¢ de Student con n —p— 1 grados de libertad,
siendo p el nimero de variables explicativas del modelo.

Todo este planteamiento multiple puede extenderse sin dificultad al caso
en que se presenten mas de dos variables independientes en el estudio. En
general, a medida que se introducen mds variables en el modelo aumenta el
valor de R? aunque éstas no tengan un aporte significativo al mismo. Asi, se
introduce una modificacién a dicho coeficiente de manera que, si se dispone
de n muestras, se define el coeficiente de determinacién lineal corregido por
grados de libertad de la forma:

R?

— (1 - —2)R?

p
corregido n—p—1

De manera similar, los contrastes de significacién de los coeficientes de
correlacién parcial en regresion miiltiple se resuelven evaluando respectiva-
mente los estadisticos:

TYzl 22 TYZL‘«Z .’L‘l

t
exp \V 1= rYxl ‘x9 o \/ 1- TY$2 ‘T

que siguen una distribucién t de Student con n — 3 grados de libertad.

EJEMPLO

Se ha medido la estatura (Y) de un grupo de ninos a partir del peso ()
y la edad (x2) obteniéndose los datos siguientes:

Edad (meses) 0 3 6 9 12 15 18 24
Peso (kg) 3,4 5,6 7.3 86 9,5 11 11,5 12,4
Estatura (cm) 50,3 59 65 70 74 77 80,5 86
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Las matrices de diseno son las siguientes:

1 0 34 50,3
1 3 56 59
1 6 7.3 65
1 9 86 | 70
X=1112 o5 Y=1 u
115 11 77
1 18 11,5 80,5
1 24 12,4 86
Asi
8 87 69,3 561,8
X'X=| 8 1395 921,6 X'Y=| 6753
69,3 921,6 6676,43 5120, 07
por lo que:
) 8 8 69,3 \ '/ 5618 40, 96
B=| 87 1395 921,6 6753 | = 0,32
69,3 921,6 6676,43 5120, 07 2,08

y la estimacién de la estatura a partir de x; y x5 viene dada por:

Estc;tura =40,96 + 0,32 - Peso + 2,98 - Edad
A su vez, los coeficientes de correlacién lineal entre las variables son:
Ry,, =0,978 Ry., =0,996 R, ., =0,968
por lo que: Ry .;,., = 0,986. Asi, como

_0,986v6
lexp = V=it 14,183

se concluye que el coeficiente de determinacion es significativo ya que el valor
» (0,025)
critico es tg = 2,447.
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5.3.2. Complementos sobre regresién multiple
Coeficientes estandarizados

La significacién de cada coeficiente de regresiéon estimado a partir de
observaciones muestrales indica la influencia de la correspondiente variable
explicativa sobre las respuesta. Asi, aquellas variables z; cuyos coeficientes
B; tengan asociado un p-valor superior al nivel de significacién establecido
(usualmente «=0,05), no tendran aporte significativo sobre la respuesta del
modelo Y. Pero el problema consiste en interpretar el valor del coeficiente, ya
que éste dependerd de las unidades en las que se expresa la correspondiente
variable. Con objeto de reducir a unidades estdndar los coeficientes, y poder
comparar asi sus valores en una misma escala, se recurre a los métodos de
estandarizacion o escalamiento, siendo el més simple el denominado método
normal unitario, seguin el cual, a partir de un modelo estimado:

Y:50+B1$1+B2$2+”‘+kak

si denotamos respectivamente por Z; e ¥ a las medias muestrales de cada
variable regresora z; y de la respuesta y, e, igualmente, por s? y si a sus
cuasivarianzas muestrales, entonces se realizan las tipificaciones siguientes:

— T L s TR g ) =
sz_T }/1_ ISy 71—].,2,"'7% j_]-7277777k

dando lugar a un nuevo modelo de regresiéon muiltiple, sin ordenada en el
origen, de la forma:

}/Z'*:blzi1+b22i2+"'+bkf2ik+€i z:1,2,n
El estimador mfnimo cuadrético del vector de coeficientes b = (bybs...by)" es:
b=(Z2Z)"'ZY"

siendo Z la matriz de los z;; e Y* el vector de los Y}*.

EJEMPLO

Se quiere estimar un modelo lineal de regresién que exprese la estatura
de un nino con edad no superior a 2 anos en funcién de su edad y peso a
partir de los siguientes datos muestrales:
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Y : Estatura (cm) 50,3 59 65 70 74 77 80,5 86
x1 : Edad (meses) 0 3 6 9 12 15 18 24
75 :Peso (kg) 3,4 56 7,3 86 9,5 11 11,5 12,4

El procedimiento de estimacién descrito en el subapartado 5.3.1 proporciona
la siguiente ecuacién, donde el p-valor del estimador de cada coeficiente
aparece entre paréntesis:

~

Y = 40,956 + 0, 3192, + 2,979z,
(0,000) (0,1412) (0,0015)

siendo R?* = 99,51% y RZ,,,chia0 = 99,31%. La interpretacion serfa que la
edad no tiene influencia significativa sobre la estatura, pero, con indepen-
dencia de eso, el peso tiene un aporte sobre las estatura de méas de 9 veces
superior a la edad, pues 2,979/0,319 = 9, 34. Esta interpretacién no es cor-
recta, pues el peso se expresa en kilos y la edad en meses. Asi, procediendo

a estandarizar los coefiientes, se obtendria como modelo estimado:

~

Y* = O, 2171’1 + 0, 786$2

y ahora ya sf serfa correcto afirmar que la influencia del peso sobre la estatura
es, aproximadamente, tres veces y media superior a la de la edad.

Multicolinelidad

La hipétesis 5 del modelo lineal de regresiéon muiltiple establece que no
puede haber relaciones lineales entre las variables explicativas z; ya que, en
caso de existir, la matriz X’'X serfa singular y no podria invertirse; ademas, en
tal caso, la dimensién del problema se reducirfa en una unidad. Supongamos
que en un modelo Y = 3,4+ 3,21+ 512 +¢, la variable x5 depende linealmente
de x; segin: x5 = a + bx; ; entonces:

Y =By + Bix1+ By (a+bxy) +e = (B + Bra) + (By + Byb) w1 + €

Este problema se conoce como multicolineallidad. En la préctica, esta
situaciéon no va a plantearse casi nunca, pero basta con que exista una cor-
relacion significativa entre dos variables para que puede hablarse de multico-
linealidad. De hecho, en el ejemplo anterior, ésta era la situacién entre peso
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y edad, ya que su coeficiente de determinacién es R? = 93, 7%, que es com-
pletamente significativo, y lo que explica que la edad no fuera una variable
significativa, pues su informacién habia sido absorbida por el peso.

La multicolinealidad es un problema serio que hay que evitar en regre-
sién que, ademds, produce un efecto de inflaccion de las varianzas de los
estimadores, ya que en los coeficientes estandarizados se verifa entonces que
Varl|b;

Verlh] 4

o2

Seleccion de variables

Al estimar un modelo de regresién lineal muiiltiple puede ocurrir que al-
gunas variables no tengan aporte significtivo sobre la respuesta, lo que se
pone de manifiesto en que el p-valor asociado a la estimacién del pardmetro
correspondiente estd por encima del nivel de significacién. En el ejemplo
anterior, en el que se pretendia estimar la estatura de los ninos menores de
2 anos a partir de su edad y peso, resulto no significativa la edad debido a
un problema de multicolinealidad con la variable peso, por lo que el modelo
final deberfa prescindir de dicha variable.

Pero este problema se complica a medida que el conjunto de variables
explicativas es mayor, por lo que no es correcto eliminar directamente todas
aquéllas cuyo p-valor exceda el nivel de significacién, ya que puede ocurrir
que al suprimir algunas, otreas que en principio no eran significativas pasen
a serlo.

EJEMPLO

Se quiere estimar mediante un modelo lineal de regresién muiltiple el ben-
eficio anual de una empresa farmacéutica (Y) en funcién del volumen de
activos (z1), sueldo de los empleados (z3) y del importe de las materias pri-
mas (z3), todos expresado en miles de euros . Los datos recogidos de una
muestra de 15 empresas fueron los siguientes:

Y 249 3334 707 477 142 301 109 167 100 84 119 35
ry 454 2612 542 535 137 227 100 124 81 67 100 46
To 3358 15230 7391 6306 2075 3517 874 1267 894 978 1350 1302
rg 166 1209 119 91 34 70 16 37 14 20 15 16
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Tras estimar por minimos cuadrados los pardmetros del modelo resulta:

Y = —41,119 — 0,458z + 0,084z + 2, 70323
(0,4018) (0,6059)  (0,1269) (0,0681)

donde los p-valores figuran entre paréntesis bajo cada coeficiente estimado.
El coeficiente de determinacion corregido es RZ,.. .00 = 98,82%. Asi, la
eliminacion directa de z; y w9, ademds de la constante, proporcionaria un

modelo incompleto, ya que incluiria sélo la variable x3, es decir, seria:

A

Y = 2,788z
(0,0000)

2

orregido = 97, 77%. El modelo 6ptimo en este caso vendrfa

siendo ahora R
dado por:

~

Y = 0,049z, + 2, 11625
(0,0012) (0, 0000)

Existen diversos procedimientos de seleccién de variables en la estimacion
del modelo cuyo estudio detallado queda fuera del alcance de este texto. Los
méas conocidos son los siguientes:

Método forward (hacia adelante). Consiste en ir introduciendo una a una
variables en el modelo, contrastando en cada paso si la variable introducida
es 0 no significativa.

Método backard (hacia atrds). A diferencia del anterior, en este método se
consideran inicialmente todas las variables explicativas y se van eliminando
de una en una, comenzando por la menos significativa (la que tiene un p-
valor mds alto) y analizando la significacién de las que van quedando en el
modelo, ya que, como se ha indicado, puede ocurrir que al eliminar una, otra
que inicialmente no era significativa pase a serlo.

Método stepwise (paso a paso). Puede realizarse tanto hacia adelanta como
hacia atrds y consiste en la inclusién o exclusién de las variables en el modelo
de una manera secuencial, es decir, cada vez que se introduce o elimina una
nueva variable, se contrasta globalmente la significacién del modelo completo.
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5.4. REGRESION POLINOMICA

Una extension de la regresion lineal miultiple es la denominada regresion
parabdlica o polinémica, en la cual el ajuste de polinomios de grado mayor
que uno, es decir, f (z) = By + 12+ fo2® + - - - + 5,27, se realiza de manera
similar, calculando el valor minimo de la funcién:

n

B (s By Bas - By) = 3 (i — Bo — Bawi — Boa? — -+ — Bat)’

=1

Derivando parcialmente ® respecto de cada una de los pardmetros j3;, igua-
lando a cero, y operando convenientemente, se obtiene el siguiente sistema
de Cramer de orden p + 1:

nfy+ B i+ Bad xi + -+ B,k = >y
=1 =1 =1 =1
Bodmi + B> a? + Byd ad + -+ B, 2l = Yoy,
=1 =1 =1 =1 i=1

Bo;x? - ﬁli:ZIx? + ﬁgi;x;‘ +ot &;ﬁ” = ;ﬁy

n n n n n
D p+1 p+2 2p _ D
Bodoai + By a  + Bad wy A+ By omt = 3wy
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
que se denomina ecuaciones normales del ajuste parabdlico. La expresién de

la varianza residual, como estimador insesgado de la varianza del modelo, es
entonces:

n n n n n
' 1%-2 - 502}% -5 lezyl - 522311'?% — ﬁpzleyi

1=

2 _
R T n—p-—1

En ocasiones, los modelos polinémicos se tratan como casos particulares
del modelo lineal, considerando las variables x; = 2¢,i = 1,2,...,p, si bien
éstas no tienen por qué ser independientes entre si. De hecho, al no cumplirse
las hipétesis del modelo lineal de regresion, la inferencia requiere métodos
especiales que quedan fuera del alcance de este manual (Montgomery et al.,
2005)
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EJEMPLO

A presién de 1 atmésfera un volumen de agua disuelve las cantidades de
CO3H, reflejadas en la tabla siguiente:

to | 02 52 10° 15°
V18 145 1,18 1

Ajustar a estos datos una pardbola de segundo grado y hallar la varianza
residual asociada.

ti | Vi | V|t V? t2V; t? t}
0 18 0 0 3,24 0 0 0
5 [ 1,45 | 7,25 | 25 | 2,1025 | 36,25 | 125 625
10 | 1,18 | 11,8 | 100 | 1,3924 | 118 | 1000 | 10000
15| 1 15 | 225 1 225 | 3375 | 50625
30 | 5,43 | 34,05 | 350 | 7,7349 | 379,25 | 4500 | 61250

~

El sistema es entonces:

48, + 308, + 3508, = 5,43 By =1,8005
308, + 3508, + 45008, = 34,05 = B, =—0,0789
3508, + 45003, + 612503, = 379,25 B, =0,0017

Luego la pardbola de ajuste por m.c. es:

Y =1,8005 — 0, 0789z + 0, 00172

La varianza residual viene dada por:
2 7,7349— (1,8005) (5,43) — (0,0789) (34,05) — (0,0017) (379, 25)
R 4-3
= 4,84-107°
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5.5. REGRESION NO LINEAL

En general, cuando se pretende ajustar una funcién no polinémica a unos
datos experimentales por el método de los minimos cuadrados, el sistema
de ecuaciones resultante no es de tipo lineal, y su resoluciéon directa suele
presentar dificultades. Por esta razén, la técnica usual aplicable a estos
casos consiste en transformar la ecuacién tedrica del ajuste en una recta, y,
tras realizar el ajuste lineal de los datos (también transformados), deshacer
los cambios efectuados. Por supuesto, al igual que ocurre con la regresion
polinémica, no se cumplen las hipétesis generales del modelo lineal siendo
necesario enunciar otras alternativas para poder realizar inferencia sobre estos
modelos no lineales.

Las transformaciones més frecuentes que se presentan son las siguientes:

Exponencial: y = ¢botti®
Se realiza tomando logaritmos neperianos, con lo cual es: Iny = by + by x.

Multiplicativo: y = byx®, by > 0, z; > 0.

Se realiza la misma transformaciéon anterior:
Iny=Inby+b1Inzx =Y = By + b1 X

b
Inverso de x: y = by + —1, x; # 0.
x

Basta considerar:
1
y:b0+b1; :>y:b0+le
1

b() + bll‘
Basta considerar:

Inverso de y: y =

1
—:bg—l—blfL'Z>Y:b0+b1X
Y

b
Michaeliana: y = 1)10% 2 40, y; # 0.
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Se realiza el siguiente cambio:

1 b bp1 1
AT Ol Ly Byt BX
y bol’ box bo

1 B
Asi: bo = E, bl = El
0 0

Logistica: y = ,bo>0,b6,<0,0<y; <1.

1+ boeblx
Se realiza el siguiente cambio:
1 bix 1 bix 1
- = 14" = ——1=be* =In{——1| =Inby+ b1z
Y ) )

= Y:Bg—i-bll'

Ejercicios Resueltos

1°) El muestreo de dreas contiguas se utiliza en Ecologia para contar el
nimero de especies distintas de plantas por drea. El recuento se realiza
de manera que cada &drea contigua tiene doble extensién que la anterior,
empezando por un drea de 1m?. El modelo que relaciona el nimero de
especies N con el drea S es N = by + b;InS, donde by es el nimero de
especies por area unidad y b; un indice de diversidad. Calcular by y b; para
los siguientes datos:

S (enm?): 1

2 4 8 16 32 64
N (num. esp.): 2 4 7

11 16 19 21

Analizar si serfan también adecuados los modelos: N = bye?* y N = by S.

Resolucion:
Denotemos z; a los valores de la variable independiente S, e y; a los de
la variable dependiente V. Asi se tiene:

n

Stw; =127 S a? = 5461 >y =80 >_y7 = 1248
=1

i=1 =1 =1
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Y lnx; =14,56 >
i=1 ;

n
=1

(Inz;)®> =43,72 S Iny; = 15,18 . (Iny;)* = 37,56
=1 =1

> yilnz; =232,9 > z;Iny; =363,87 > (Inz;) (Iny;) = 39,2

n
i=1 i=1 i=1

Las ecuaciones normales del modelo son

by + 14, 56b, = 80 B L
14, 56b, + 43, 27b;, = 232.,9 } = bo=1,13; b1 = 4,95
Por lo tanto, la ecuacién de ajuste es: N = 1,13+ 4,95In S, y la varianza
residual es: s% = 0, 009.

Para el modelo exponencial se obtienen los valores siguientes:
bp = 5,26; by = 0,028

es decir, N = 5,2e%9%5 siendo la varianza residual: s% = 0,3091; y para el
modelo potencial es:

bo = 2,69, bl = 0, 57

por lo que: N = 2,695%%7  siendo la varianza residual: s% = 0,0441.

Se observa, por tanto, que, aunque estos dos modelos son bastante acep-
tables, el modelo logarftmico se ajusta en mayor medida a los datos experi-
mentales.

2°) En estudios sobre estabilidad de farmacos se realizan ensayos en condi-
ciones ambiente cada cierto periodo de tiempo. Ademads, el estudio debe
realizarse sobre mas de un lote de productos a fin de evitar irregularidades
debidas al efecto de los aditivos, o a otras causas. Supongamos entonces que
un producto farmacéutico ha sido etiquetado con una fecha de caducidade de
15 meses (desde su envase), y con una cantidad de principio activo de 50 mg.
Supongamos, asimismo, que como margen de seguridad se ha preparado con
un 4 por 100 de exceso de principio activo, teniendo, por tanto, en realidad
52 mg. Para analizar su actividad se realizan ensayos sobre tres lotes a los
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3, 6,9, 12 y 18 meses, obteniéndose los resultados de la tabla siguiente:

Tiempo (meses) Actividad (mg) Actividad media (mg)

0 51 51 53 51,7
3 51 50 52 51
6 50 52 48 20
9 49 51 51 50,3
12 49 48 47 48
18 47 45 49 47

Sabiendo que este tipo de farmacos se consideran eficaces si mantienen al
menos un 95 por 100 de actividad, y que la ecuacién cinética de pérdida
puede considerarse de tipo lineal: C'(t) = Cy — kt, siendo C'(t) y Cy las
cantidades de farmaco en los instantes ¢ e inicial, respectivamente, y k la tasa
de descomposicién, se desea comprobar si la fecha marcada de caducidad es
correcta.

Resolucion:

Matematicamente, el problema se reduce a ajustar una recta a los pun-
tos (0;51,7), (3;51), (6;50), (9;50,3), (12;48) y (18;47). Tras realizar las
correspondientes operaciones resulta:

C(t) = 51,8 — 0,267t

siendo la varianza residual: s% = 0,2025. Asi, para t = 15 resulta C' (15) =
47,795 mg y como el farmaco es eficaz si mantiene una actividad igual a
50-95% = 47 mg, concluimos que la fecha de caducidad senalada es correcta.

Resulta evidente que, si seleccionamos otra muestra distinta, el resultado
final podria llegar a diferir notablemente. Esto constituye el principal defecto
de los modelos deterministas, ya que mediante ellos s6lo podemos obtener
estimaciones puntuales del valor verdadero, pero sin disponer de medida al-
guna sobre la incertidumbre asociada a todo experimento regido por leyes de
la Naturaleza.

3°) En el equilibrio liquido=gas del metanol se verifica la siguiente relacion

termodindmica:

AS AH 1
4,576 4,576 T
donde AS y AH son, respectivamente, las variaciones de la entropia y la en-
talpia durante la reaccién (medidas en kcal/mol o cal/g), k es la constante de

logk =
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equilibrio y T es la temperatura absoluta. Se pide ajustar dicha relacion si las
medidas repetidas en la presién de vapor de alcohol metilico correspondientes
a ocho temperaturas distintas han sido las siguientes:

T°C 17 22° 27°  32° 37° 42° 47° 52°
1 9,6 12 15,1 18,1 25 28,9 36,5 48,6
2 10,1 12,7 158 19 234 282 348 47,5
3 92 11,8 14,7 185 24 29,6 35,7 44,3
4 98 13 15,5 195 24,5 30,3 38,1 464
5 95 124 145 199 257 31 37,3 453
Resolucion:
AS AH

4576° " 4,576
la ecuacion anterior queda reducida a una de tipo lineal: y = by + byx. Por

1
Observemos que denotando: x = Y= log k, by =

tanto, el ajuste consiste en construir la recta que represente log P; frente a T
03
(que para evitar cantidades excesivamente paquenas consideraremos T)

K 100y =TogP 10Ts P
290 3,44649 0,98386 3,3908636
295 3,38811 1,09244 3,7013068
300 3,33167 1,17874 3,9271726
305 3,27708 1,27852 4,1898123
310 3,22425 1,38928 4,4793860
315 3,17309 1,47104 4,6677423
320 3,12354 1,56184 4,8784697
325 3,07550 1,66646 5,1251977
Z 26,03973  10,62218 34,359949

Tras realizar los célculos oportunos del ajuste lineal se obtiene la relacién:

y = 7,25975 — 1,82244 - 10°x

AH
Como by = —1,82244 - 10° = —

lta:
1576 resulta

AH = —4,576b; = —8,34 - 103
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Asi, el calor de evaporacion del metanol, que viene expresado por la variacion
de entalpia en el punto de equilibrio entre los estados liquido y gaseoso, es
igual a 8,34 kcal.

4°) Se ha estudiado la pérdida de actividad de un farmaco a lo largo de 2
meses, obteniendo los datos de la tabla siguiente:

t(dias): 0 10 30 60
C(mg.): 500 396,85 250 125

Se pide ajustar un modelo exponencial del tipo C' = bye "' y estudiar su
precision.

Resolucion:
Aplicando la transformacién logaritmica se obtiene: InC = Inby — bt.
Asi los datos transformados vienen dados en la tabla siguiente:

¢ 0 10 30 60
y=InC: 6,215 5,984 5,522 4,828

Dado que t = 25 s7 = 525 7 = 5,637 s = 0,280 sy, = —12,130, las
estimaciones son:
—12,13
—b = — = —0,023 — b; = 0,023
1 525 9 — 01 )
Inby = 5,637 — (—0,023)-25= 6,215 — by = €52 = 500

por lo que el modelo de desintegracién es: C(t) = 500e~%9%3 v su precisién

viene dada por: 7% = (;2152'61732; =0,999.

5°) En un laboratorio se ha observado la reproduccién de un cierto pardsito
partiendo de un nimero inicial de 30. Los resultados al cabo de 10 meses
han sido los siguientes:

meses(z) : 0o 1 2 3 5 10
num. parasitos(y) : 30 50 82 135 365 4452

Se pide ajustar un modelo exponencial y = e?*%1% y estudiar su precision.

Estimar, asimismo, el nimero esperado de pardsitos al cabo de 4 meses.
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Resolucion:
Aplicando la transformacion logaritmica se obtiene: Iny = by + byx. Asi
los datos transformados vienen dados en la tabla siguiente:

€T 0 1 2 3 5 10
Y=Iny: 3,4 3,9 4,4 4,9 59 8,4

Dado que T = 3,5 s2 = 10,92 Y = 5,15 s? = 2,73 s,y = 5,46, las
estimaciones son:

5,46
by=——-=0,5; bp=5,15—-0,5-3,5=3,4
1 10, 92 ) ) 0 ’ ) ) )
por lo que el modelo de multiplicacién de pardsitos es: y = e34+95% v su
2
precisién viene dada por: 7% = 1555;1_62) — = 0,999.

Al cabo de 4 meses se espera que haya: y(4) = 222 parésitos.

6°) La ley de Boyle-Mariotte establece que, a temperatura constante, la
presién ejercida P y el volumen V' que ocupa un gas verifican la relacién:
P.V = (. Hallar el valor de la constante C' para un sistema en el que se han
obtenido las siguientes medidas:

P(Kg/ecm?*): 0,10 0,15 0,20 0,25
V(litros): 2,24 1,50 1,13 0,92

Resolucion:

Segin la ley de Boyle-Mariotte, el volumen es directamente proporcional
al inverso la la presién: P = C’%. Se trata, pues, de un caso particular de
regresion lineal por el origen a partir de los datos transformados:

r=1/P: 10 6,66 5 4

V. 2,24 1,50 1,13 0,92
4
>owi by
Por tanto: C = i}i: - = 14815’,7434 =0,225

i=1

7°) En Termodindmica se denomina proceso adiabdtico a aquél en el cual el
sistema no intercambia calor con su entorno. En tal caso, la relacién entre
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la presién P y el volumen V' viene dada por: PV® = b. Se pide estimar las
constantes a y b a partir de la siguiente tabla de datos observados, asi como
la presién que se ejerce sobre el gas cuando éste ocupa un volumen de 100
litros.

V(litros): 54,3 61,8 72,4 88,7 118,6 194,0
P(atmésferas): 61,2 49,5 37,6 28,4 19,2 10,1

Resolucion:
Aplicando la transformacién logaritmica se obtiene: log P = logb —
alog V. Asi los datos transformados vienen dados en la tabla siguiente:

X=logV: 1,735 1,791 1,839 1,948 2,074 2, 288
Y =logP: 1,787 1,695 1,575 1,453 1,283 1,004

Dado que X = 1,949 s% =0,035 Y = 1,466 s2 = 0,069 sxy = —0,049,

las estimaciones son:

0,049
_ 2 404
“ 0,035 40

logh = 1,466 — (—1,404)- 1,949 = 4,203 — b = 15961, 278

por lo que la relacién adiabdtica viene dada por: PV 1404 = 15961, 278, y la
presién estimada correspondiente a 100 litros es: P(100) = 1158311,112018 = 24,835
atmésferas.

8%) Se quiere estudiar la relacién existente entre la ingestién de grasas (z) y
el nivel de colesterol en sangre (y), para lo cual se tomaron muestras de 5
pacientes, obteniendo los siguientes resultados:

z: 7,4 85 9 11 13
y: 38 25 3575 57,85 83,5

Obtener el modelo multiplicativo de regresién: y = byz” de la variable y a
partir de la x y estudiar su precision

Resolucion:

Para linealizar el modelo multiplicativo es necesario aplicar la transforma-
cién logaritmica: logy = logby+ by log x. Asi la tabla de datos transformados
es:
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X =logz: 0,869 0,929 0,954 1,041 1,079
Y =logy: 1,580 1,398 1,577 1,762 1,922

Dado que X = 0,9747 s% = 0,0058 Y = 1,6477 s2 = 0,0320 syy = 0,0113

las estimaciones son:
0,0113
by = = =194
! 0,0058 , 943
loghy = 1,6477 —1,9426-0,9747 = —0,246 — by = 0, 568

por lo que el modelo multiplicativo es: y = 0, 5682%%43, y su precisién viene

.2 (0,0113)2
dada por: rv = 0.0058.0,032 0, 682.
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Problemas Propuestos

1°) Un preparado hormonal va perdiendo actividad a lo largo del tiempo
segin muestra la tabla adjunta:

Tiempo(meses): 1 2 3 4 5
Actividad(%) : 90 75 42 30 21

Obtener la recta de regresién por m.c. que permita estimar el porcentaje de
actividad restante del preparado hormonal en funcién del tiempo y calcular
el coeficiente de determinacion lineal. Estimar el porcentaje de actividad al
cabo de 6 meses, suponiendo que se mantenga dicha tendencia.
Solucién: y=106,5-18,3x; 1?>=0,952; x=6—y=-3,3 (al ser negativa, se consi-
dera que no hay actividad)

2°) Segtn la ley de Lambert-Beer, la absorbancia de un complejo se obtiene a
partir de la concentracién mediante técnicas espectrofotométricas, siendo los
resultados de un estudio particular los que se muestran en la tabla siguiente:

Concentracion : 1 2 3 5 10
Absorbancia : 0,10 0,36 0,57 1,09 2,05

Obtener la recta de regresiéon por m.c. que permita estimar la absorbancia

a partir de la concentracion y calcular el coeficiente de determinacién lineal.

Estimar la absorbancia correspondiente a una concentracion igual a 7.
Solucién: y=0,216x-0,073; 1r?=0,996; x=7—y=1,44

3°) Las calificaciones obtenidas por diez alumnos en Mateméticas y Biologia
han sido las siguientes:

Matematicas (xz): 6 4 8 5 3,5 7 5 10 5 4
Biologia (y) : 6,5 45 75 4 8 7 10 6 5

Obtener las dos rectas de regresién por m.c. asociadas a dichas calificaciones
y calcular el coeficiente de determinacién lineal. Estimar la calificacién en
Biologfa de un alumno que ha obtenido un 5 en Matemadticas, y la esperada
en Matemadticas para un alumno que ha obtenido 7,3 en Biologfa.
Solucién: y=0,817x+1,6; x=1,039y-0,795; r2=0,85:
x=5—y=5,7; y=7,3—x=6,8



Correlacion y regresion 31

4°) Obtener las dos rectas de regresién por m.c. asociadas a los puntos:
(—=3;-5),(2,5;6),(—0,5;0),(0;1) y (4;9), y calcular el coeficiente de deter-
minacién lineal.

Solucién: Al ser r?=1 ambas rectas coinciden: y=2x+1

5°) Ajustar por m.c. un recta que pase por el origen a los datos experimen-
tales siguientes:
x:

4
Y 1

1 2 3 )
1 10 3

Solucién: y=0,4x

6°) Ajustar un modelo exponencial del tipo y = by.b] y otro multiplicativo
y = boz" a los datos experimentales dados en la tabla siguiente y estudiar la
precisién de dicho ajuste:

r: 2,2 2,7 3,5 4,1
y: 67 60 53 50

Solucién: y=92,27(0,858)° — 1?=0,978; y=96.27x %47 —12=0,996

7°) Se ha observado el crecimiento de una poblacién de bacterias en una placa
de Petri obteniéndose los datos siguientes por unidad de superficie:

Dias desde el cultivo (x): 1 2 3 4 5 6
Millones de bacterias (y): 1,6 4,5 13,8 40,2 125 300

bo+bi1x

Ajustar una curva exponencial del tipo y = e que representa dicho

crecimiento y estudiar la precisién de dicho ajuste.
Solucién: y=el 06320583, 12_() g9
8%) Los valores obtenidos para la variable y a partir de valores de x son los
siguientes:
rz: —2 -1 0 1 2
y: 6,8 4 3,1 42 7,1

Ajustar a dichos datos: a) un modelo lineal: y = by + by, b) un modelo
cuadratico: y = by + byx?, ¢) estudiar la precisién de ambos modelos
Solucién: a) y=5,04+0,08x; b) y=3,12640,957x%;
c) lineal: 1*=0,005 (s%=2,563), cuadratico: 1=0,995 (s%=0,013)
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9°) Partiendo de la relacién adiabatica: PV* = b, donde a y b son constantes,
estimar a partir de la siguiente tabla de datos experimentales los valores de
a y b, asi como la presiéon que corresponde a un volumen de 2 litros.

P(kg/em?): 0,5 1 1,5 2 25 3
V(iitros): 1,65 1,03 0,74 0,61 0,53 0,45

Solucién: a=1,384 b=1,011. Para V=2 es P=0,387

10°) Para los datos de la tabla siguiente obtener los modelos de regresion:
a) exponencial, b) inverso-y, ¢) inverso-x, d) doble-inverso, e) logaritmo-x, f)
multiplicativo, g) raiz-cuadrada-x, h) raiz cuadrada-y:

x: 72 70 68 8 89 8 70 68 70 70 68 80
y: 76 8 92 67 69 70 75 86 &7 102 98 67

5,4861—0,0148x. b) 1

Solucién: a) y=e ; Y= 500022 —0.0014’
7141,188 . - 1 )
¢) y=-15,8215+=—2—=; d) Y=0,0281—1,1417/z°

)
e) y=476,66-91,9Inz; f) y=11658,9x-1,1566x;
g) y=260,289-20,8037/z; h) y=(13,8812-0,0659x)";

11°) Completar los datos faltantes en la siguiente tabla sabiendo que T = 6,
Yy = 8, sy = 13, y obtener la recta de regresién m.c. de y sobre x:

r: 2 4 a 10
y: b c d e
xy: 8 f 80 ¢

Solucién: a =8, b =4, ¢ =4, d =10, e =14, f =16, g =140
Recta de regresién m.c.: y=1,3x+0,2.

12°) Las rectas de regresién asociadas a una variable bidimensional (z,y)
tienen por ecuaciones: x +y + 1 =0y 2z +y = 0. Calcular su centro de
gravedad y su coeficiente de correlacion lineal.

Solucién: G= (T=1; y=-2) r = _\/Lﬁ

13°) Sabiendo que la longitud de una varilla depende de la temperatura
ambiente mediante una relacién del tipo: [ = ly(1 + kt), siendo [y la longitud



Correlacion y regresion 33

inicial y k£ la constante de dilatacion, hallar los valores de [y y k a partir de
los datos siguientes:

t°C): 20 40 50 60
I(mm) : 1000,22 1000,65 1000,90 1001,05

Solucién: 1p=999,804mm k=212-10""

14°) Obtener un modelo exponencial del tipo y = ab® para relacionar el incre-
mento de biomasa (y) en un cultivo celular en funcién del tiempo transcurrido
(z), y estudiar la precisién del mismo a partir de la tabla siguiente:

z: 0 1 2 3 4
y: 10 32 89 271 808

Solucién: y=10,244-2,98 | r2=0,999



Tema 6. METODOS NO PARAMETRICOS

6.1. FUNDAMENTOS

El estudio desarrollado en los temas anteriores partia de la base de que
las variables objeto de estudio se distribufan segin un modelo de Gauss, de
forma que toda la informacion venfa recogida en la media y en la desviacién
tipica, por lo que todo el proceso de inferencia quedaba reducido a la formu-
lacién de hipétesis sobre estos dos parametros; de ahi su nombre de inferncia
paramétrica. Sin embargo, cuando alguna de las variables implicadas en el
estudio no se distribuye normalmente, o bien cuando se trata de una variable
ordinal, el estudio previo no es vélido, siendo necesario recurrir a métodos
de inferencia no paramétrica, que se fundamentan en la funcién de distribu-
cién de la variable o en pardmetros méds robustos que la media, como es la
mediana.

Esta situacién es similar a la que ocurre cuando la policia cientifica pre-
tende identificar a un delincuente a partir de una huella digital. El proceso
consiste en compararla con un amplio conjunto de huellas disponible en una
base de datos mediante superposicién, e ir analizando las coincidencias. Si en
lugar de una simple huella digital se obtuviese un resto orgéanico, como pelo o
sangre del malechor, podria extraerse su ADN, que es como su pardametro car-
acteristico (equivalente a la media y desviacién tipica), y todo el proceso de
identificacién quedarfa reducido a buscar analogias entre el ADN encontrado
y el que deberfa estar registrado en una base de datos.

Por tanto, si X; y X5 son dos variables aleatorias con funciones de dis-
tribucién Fj(z) y Fp(x) respectivamente, un conraste no paramétrico formu-
laréd hipétesis del tipo:
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El procedimiento bésico para resolver este contraste es el test de Kolmogorov-
Smirnov, que se desarrollard en la secciéon 6.2. No obstante, como se ha
indicado anteriormente, existen diversos contrastes basados en medidas de
orden de las variables, concretamente en la mediana, de la forma:

Hy : Mediana(X;) = Mediana(Xs)
H, : Mediana(X;) # Mediana(Xs)

los cuales tienen especial predicamento en Ciencias de la Salud, pero hay
que interpretarlos correctamente y en su justa medida, ya que si un test de
este tipo lleva a la decisiéon de rechazar la hipétesis nula, al ser diferentes
las medianas, las dos variables no pueden ser idénticas, lo que indica una
diferencia significativa. Pero en caso de aceptar Hy, no se puede concluir que
ambas sean iguales, ya que basta observar, por ejemplo, las variables

Xli
Xli

12 3

1 2 3000

La media de X; es 2 y la de X, es 1001, sin embargo ambas tienen igual
mediana 2.

Los contrastes no parametricos puede aplicarse siempre, incluso aunque
la variable o variables sigan una distribucién normal, pero tienen menos
potencia que los contrastes paramétricos basados en la media y varianza.

6.2. TEST DE KOLMOGOROV-SMIRNOV

Si Fy(x) y Fy(z) denotan las funciones de distribucién empiricas de las
variables X; y X, respectivamente, es decir, las estimadas a partir de los
datos muestrales de tamanos n, y nq, se define el estadistico:

A A

Dpypny = max | Fl(x) - FQ(x) |

—oo<r<oo

Entonces la funcién de distribucién de Kolmogorov-Smirnov (K-S) viene
dada por:

Q(xr) = lim Prob( L2 Ty < x)

ni—00 ni1+n2

ng—00



Meétodos no paramétricos 3

Por tanto, cuando n; y my son grandes, el criterio de decisién consiste en
aceptar Hy si /ﬁDnm2 < x4 siendo Q(z,) =1 — .

Mediante el test K-S puede contrastarse si dos variables aleatorias tienen
la misma distribucién, pero también si una variable se ajusta a un modelo
de probabilidad pre-establecido.

EJEMPLO

Se quiere contrastar si el consumo de un suplemento de calcio retrasa
la osteoporosis en mujeres post-menopausicas, para lo cual se registran las
edades de las pacientes de una consulta de nutricién, diferenciando entre las
que consumen el suplemento de calcio y las que no lo hacen. Los resultados
fueron los siguientes:

Mujeres sin suplemento de calcio Mujeres con suplemento de calcio

Edad  Frec. Frec. relat. F1(x) Frec. Frec. relat. Fa(x)
591-55 4 0,0190 0,0190 2 0,0156 0,0156
56-60 17 0,0805 0,0995 10 0,0781 0,0938
61-65 45 0,2133 0,3128 28 0,2188 0,3125
66-70 67 0,3175 0,6306 45 0,3516 0,6641
71-75 53 0,2512 0,8815 30 0,2343 0,8984
76-80 15 0,0711 0,9526 7 0,0547 0,9531
81-85 10 0,0474 1 6 0,0469 1
TOTAL 211 1 128

Como max | Fl(x) —Fg(ﬂf) | = 0,0338, resulta que w/2211114112288-0, 0338 = 0, 302.
Para un nivel a = 0, 05, el valor critico de K-S es 1,36 por lo que se acepta la
hipétesis de que ambas variables se distribuyen de igual modo y, por tanto,

el suplemento de calcio no produce ningin efecto significativo.

Cuando se quiere contrastar si una variable se ajusta a un modelo de
Gauss puede suceder que se nos especifique cudles son sus pardametros; pero,
en ocasiones es necesario estimarlos a partir de los datos muesrales. En tal
caso, se aplica el test K-S con la denominada correcciéon de Lilliefors.
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EJEMPLO

Vamos a contrastar si la distribuciéon de edades de las mujeres que no
toman suplemento de calcio se ajusta a un modelo normal. Para ello tenemos,
como paso previo, que estimar la media y desviacién tipica de la variable,
resultando: i = To1p = 68,52,6 = s919 = 6,45. Asi tenemos:

Prob(51 < X < 56) =0,0191
Prob(56 < X < 61) = 0,0858
Prob(61 < X < 66) = 0,2117
Prob(66 < X < 71) =0,3025
Prob(71 < X < 76) =0, 2382
Prob(76 < X < 81) =0,1087
Prob(81 < X < 86) =0,0340

(

y, en este caso, denotando F'(x) a la funcién de distribucién de la variable de
Gauss, es max | F(z) -F(z) | = 0,0242, por lo que /2210, 0242 = 0, 249,

2114211
que es superior al valor critico de K-S con correcciéon de Lilliefors 0,061

aceptdandose la normalidad de la variable

6.3. AJUSTE A UN MODELO TEORICO

Sean (x1, 2, ..., xn) ¥ (Y1, Y2, ---, Yn) dos puntos del espacio n-dimensional.
La expresién més conocida para calcular la distancia entre ellos es la euclidea,
que viene dada por:

dp = /(21 —11)? + (22 — 12)> + - + (20 — Yn)?

Pero existen otros métodos para obtener una distancia, muchos de ellos basa-
dos en ponderar la distancia euclidea de formas alternativas:

dy = \/W1($1 — )2+ wa(wy — )2 + - - -+ (T — Yn)?

Asi, la distancia de Mahalanobis pondera la diferencia entre coordenadas
segun la dispersion de las variables implicadas, mientras que en la distancia
chi-cuadrado los factores de ponderacién son: w; = 1/y;. Es precisamente
esta distancia la base de este tema, la cual, ademds, bajo ciertas hipdtesis
seguird una distribucién y? de Perason.
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Una de las principales aplicaciones de la distancia chi-cuadrado es al
contraste de la hipdtesis de si un fenémeno observado se ajusta a una cierta
ley o modelo tedrico:

Hy: X ~ Modelo
H, : X 3 Modelo

Para ello supongamos que los resultados del experimento o fenémeno en
cuestion se pueden agrupar en una serie de categorias C7, Cs, ..., Cy, y que
se presentan con frecuencias nq, ns, ..., n; respectivamente. Denotemos, asi
mismo, eq, es, ..., a las frecuencias tedricas si el fenémeno se ajustara al
modelo. Nos encontrarfamos entonces ante un esquema del tipo:

Categoria cy Cy -+ (4
Frecuencia observada ny ng -+ ny
Frecuencia segiin modelo e; ey --- e

El estadistico del contraste viene dado por la distancia chi-cuadrado entre
las frecuencias observadas y tedricas:

k

2
2 (ni—eq)
Xexp - Z e;
=1

k
siendo n = > n; el nimero total de observaciones. Asi, si Hy es cierta, y el

i=1
tamano muestral n es suficientemente grande, el estadistico ngp se distribuye
seguin una ley chi-cuadrado con k —m — 1 grados de libertad, donde m repre-
senta el niimero de pardmetros de la distribucién del modelo; por ejemplo, si
se trata de un modelo que no depende de ningiin pardametro entonces m = 0;
si se trata de uno de tipo Poisson, m = 1; si se trata de uno Gaussiano,

k

m = 2. Cuando ) e; = n, entonces el estadistico puede calcularse de forma
i=1

abreviada de la forma:

Como norma deben ser las frecuencias e; > 5; en caso contrario deben
agruparse dos o mds categorfas en una sola.
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EJEMPLO

Una ley de crecimiento de colonias de bacterias establece que la multi-
plicacién debe ajustarse a un modelo exponenecial en progresién geométrica
N(t) = 2 siendo t el tiempo (en dfas) transcurrido desde el cultivo de la
primera colonia. Tras realizar el experimento se ha observado el siguiente
proceso de crecimiento:

Dias transcurridos 012 3 4 5 6
Frecuencia observadan, 1 3 6 14 20 33 60
Frecuencia tedricae; =2 1 2 4 8 16 32 64

Para contrastar si puede aceptarse que el fenémeno se ajusta al modelo ex-
ponencial evaluaremos el estadistico:

1-1)2 3-2)2 6—4)2 14—8)2 20—16)2 33—-32)2 60—64)2
ngp:(1)+(2)+(4)+(8)+( 16)+( 32)+( 64):7’281

Como hay 7 clases y el modelo no depende de ningin pardmetro, entonces
m =0y k—1=6, y el valor critico de la distribucién chi-cuadrado con 6
grados de libertad para el nivel @ = 0,05 es 12,592, de manera que el valor
del estadistico queda dentro de la regién de aceptacién y se concluye que el
crecimiento de la poblacién se ajusta al modelo exponencial.

EJEMPLO

Segun las leyes de Mendel, el cruce de guisantes de color verde y amarillo,
y piel lisa y rugosa se ajusta a una proporcionalidad del tipo: AL(9) : VL(3) :
AR(3) : VR(1). Al realizar un experimento se obtuvieron 556 cruces con las
siguientes frecuencias respectivamente: 315,108,101,32. Para contrastar si
el experimento se ha ajustado a la leyes de Mendel tengamos en cuenta que,
la probabilidad de aparacién de cada categoria es 1% : 1% : 13—6 : 1—16. Por tanto,
podemos escribir:

Clase AL VL AR VR
n; 315 108 101 32
e; = 2o 312,75 104,25 104,25 34,75

4

y como Y e; = 556, el estadistico del contraste se calcula de la forma:
i=1
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2 _ 3152 1082 1012 322 _
Xexp = 312,75 T 104,25 + 104,25 + 347 556 = 0,47

En este caso hay 4 clases y el modelo no depende de ningin pardametro,
entonces m =0y k—1 = 3, y el valor critico de la distribucion chi-cuadrado
con 3 grados de libertad para el nivel & = 0,05 es 7,815, de manera que el
valor del estadistico queda dentro de la regién de aceptacion y se concluye
que el cruce de guisantes se ajusta a las leyes de Mendel.

EJEMPLO

Para contrastar si la variable que representa el niimero de unidades de un
cierto tipo de antibiético dispensadas diariamente en una oficina de farmacia
se ha realizado un registro diario a lo largo de 45 dias obteniendo los siguientes
resultados:

Numero de dias 0 1 2 3 4 5
Unidades dispensadas (n;) 2 5 14 15 6 3
Frecuencias tedricas (e;) 3,344 8,699 11,295 9,752 6,363 3,308

donde las e; se han calculado multiplicando e; = 45p; siendo las p; las prob-
abilidades calculadas con el modelo de Poisson de pardmetro:

A=y =L(0-241-542-1443-15+4-6+5-3) =2,6

La evaluacidon del estadistico de contraste se realiza de la forma:

B (2—3,344)2+(5—8,699)2 (14—11,295)2 (15—9,752)2+(6—6,363)2+(3—3,308)2

2 R
Xexp = ~ 3344 8,699 + 11,295 + 9,752 6,363 3,308 =5,628

En este caso hay 6 clases y, dado que el modelo de Poisson depende de un
pardmetro, entonces m = 1y kK —m — 1 = 4. Como el valor critico de la
distribucién chi-cuadrado con 4 grados de libertad para el nivel a = 0,05 es
9,492, el valor del estadistico queda dentro de la regién de aceptacion y se
concluye que, con un nivel de significacién o = 0,05, la dispensacién diaria
de ese tipo de antibiético se ajusta a un modelo de Poisson con pardmetro
2, 6.
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EJEMPLO

Se quiere contrastar si el nivel de glucosa basal en no diabéticos se dis-
tribuye segiin un modelo de Gauss, para lo cual se realizé6 un anélisis de
sangre en 100 personas y los resultados, expresados en mg/dL, se agruparon
en 6 intervalos de clase:

Intervalos 60-69,9 70-79,9 80-89,9 90-99,9 100-109,9 110-119,9
Frecuencias (n;) 2 18 30 25 20 5
e;= 100p, 367 1430 2880 30,73 16,58 473

A partir de los datos observados se obtienen los estimadores:

/UL:'%100:90,8 &2899:12

y asi, utilizando las tablas de la normal tipificada Z ~» N(0; 1), resulta:

p1=Prob(60<X<70)=Prob(*%8 <7< ™=%8)=Prob(-2,57<Z<-1,73)=0,0367

p2=Prob(70<X<80)=Prob(55%8 <7< 8=%08)=Proh(-1,73<Z<-0,90)=0,1430

p3=Prob(80<X<90)=Prob(*3%* <z<2208)=Prob(-0,90<Z<-0,07)=0,2880
ps=Prob(90<X<100)=Prob(¥3%8 <z<0208)=Prob(-0,07<Z<0,77)=0,3073

ps=Prob(100<X<110)=Prob(122%2 <7< H0208)=Proh(0,77<Z<1,60)=0,1658

pe=Prob(110<X<120)=Prob(H28 <7< 20-908)=Prob(1,60<Z<2,43)=0,0473

La evaluaciéon del estadistico de contraste se realiza de la forma:

_ (2-3,67)2 (18—14,3)2+(30—28,8)2+(25—30,73)2 (20—16,58)2 | (5—4,73)2

2 —_—
Xexp = ~ 367 T 143 28,8 3073 T 1658 T 473 =3,556

En este caso hay 6 clases y, dado que el modelo de Gauss depende de 2
pardmetros, entonces m = 2y k—m — 1 = 3. Como el valor critico de la
distribucién chi-cuadrado con 3 grados de libertad para el nivel o = 0,05 es
7,815, el valor del estadistico queda dentro de la regién de aceptacion y se
concluye que, con un nivel de significacién o = 0, 05, la concentracién basal
de glucosa en los no diabéticos se ajusta a un modelo normal.
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6.4. COMPARACION DE VARIABLES PAREADAS:
TEST DE LOS SIGNOS Y TEST DE WILCOXON

Una alternativa no paramétrica a los contrastes de comparacién de vari-
ables pareadas es el test de los signos, que tiene en cuenta uUnicamente el
nimero de cambios de signo o de tendencia de cada muestra de la variable
pareada. Por ejemplo, si se aplica un tratamiento y quiere analizar si ha
habido un cambio de estado tras un periodo de tiempo, se marcan con signo
positivo (4) los casos en los que si se ha producido un cambio y con signo
negativo (-) los que no ha habido cambio. Asi, en caso de no haber difer-
encias, la probabilidad de un cambio seria %, ya que se atribuirfa al azar,
por lo que en una muestra de tamano n, el nimero de cambios, es decir, el
nimero de veces en los que aparece el signo +, se distribuye segtin un modelo
binomial con pardmetro p = % Entonces, si k es el niimero de cambios en la
muestra, se calcula Prob(X > k) segin dicho modelo binomial y si es mayor
que el nivel de significacién (o = 0,05) se concluye que no hay diferencias
significativas.

EJEMPLO

Al ensayar un nuevo tratamiento en 20 pacientes afectados de una pa-
tologia se observé que 15 de ellos tenfan una evolucién mas favorable que con
otro tratamiento estdndar. Para demostrar estadisticamente que el nuevo
tratamiento es més eficaz con un nivel de significaciéon o = 0,05 considere-
mos una variable binomial con n =20y p = % Ast:

20720 k ;1\20—k 20 /20
Prob(x 2 15)= 3 (3 ) ()" = s (3~
k=15 k=15
que es menor que el nivel de significacién, por lo que se rechaza la hipdtesis

nula de no haber diferencias y se concluye que el nuevo tratamiento si es més
eficaz que el estandar.

Como se puede comprobar, el test de los signos es muy simple y sélo
tiene en cuenta los cambios de estado (signo) entre una situacién inicial y
otra final. Una versién maés precisa de este contraste consiste cuantificar
el valor de la diferencia entre estados o, al menos, poder ordenar dichas
diferencias, y no sélo el signo. Asi, el test de los signos con rango para datos
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pareados, o test de Wilcoxon, calcula las diferencias y las ordena de menor
a mayor asignando al orden el signo + o - segin la diferencia sea positiva
o negativa. En los casos de empates se les asigna a las correspondientes
observaciones el promedio de los rangos; y caso de difrencias nulas, estos
caso no se contabilizan. Entonces se suman los rangos positivos por un lado
y los negativos por otro y se considera como estadistico de contraste la menor
suma en valor absoluto, comparandose con el valor critico correspondiente
de forma que si el valor del estadistico es superior se acepta la hipétesis nula,
que en este caso consiste en aceptar la igualdad entre las medianas de ambas
variables.

EJEMPLO

Se realiza una prueba a un grupo de 10 alumnos y, al cabo de un tiempo,
tras haber recibido unas clases complementarias, se les vuelve a realizar otra
prueba sobre la misma materia. fueron los siguientes:

Alumno 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nota inicial 4 6 6,5 6 5 95 10 8 7 5,5
Nota final 3 5,5 6 3 &85 8 9 &5 7 3,5

Y

Para contrastar si las clases recibidas tuvieron una repercusién positiva en el
aprendizaje se calculan las difrencias entre las puntuaciones obtenidas por los
alumnos antes y después de recibir las clases complementarias, obteniéndose
lo siguiente:

Alumno 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Diferencia 1 05 053 —-35 1,5 1 —-050 2
Rango 4,5 2 2 8 9 6 4,5 2 7
Rango con signo 4,5 2 2 8 -9 6 4,5 =2 7

ya que cuando varios rangos coinciden se les asigna la media de todos ellos. A
la diferencia nula no se le asigna rango. Asi, la suma de los rangos positivos
es Y. R = 34 y la de los negativos > R; = —11. El estadistico de contraste
es entonces W = min{34, 11} = 11,y como el valor critico asociadoan =9y
a = 0,05 es 5, que es inferior al valor del estadistico de contraste, se acepta la
hipétesis nula y se concluye que las clases complementarias no han resultado
eficaces de cara a variar la calificacion de los alumnos.
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6.5. COMPARACIONES DE VARIABLES INDEPENDIENTES:
TEST DE MANN-WHITNEY

Ademss del test K-S descrito en la seccién 6.2, existe una extensién del
test de Wilcoxzon para variables independientes que contrasta si las variables
tienen la misma mediana. Se denomina test de Mann- Whitney y para apli-
carlo partimos de muestras de tamanos n; y ny respectivamente de ambas
variables y las reunimos en una sola muestra de tamano n; +ns, pero sabiendo
a qué variable corresponde cada observacion. Entonces se ordenan los valores
de la muestra conjunta de menor a mayor y se les asigna un rango, denotando
RZ(»I) los correspondientes a la variable primera y RZ@) los correspondientes a la
variable segunda. El estadistico de Mann- Whitney se construye de la foma:

U — ZR(Z) _ n2(n2+l)

y se compara con el valor critico, de forma que si éste es menor que el del
estadistico U se acepta la hipotesis nula de igualdad de medianas entre ambas
variables.

Cuando los tamano muestrales son grandes, la distribucién de U se puede
aproximar por una normal de pardmetros:

ninga(ni+na+1)
12

EJEMPLO

Para comparar si dos sistemas de ensenanza de inglés son igual de eficaces
se les asigna la misma prueba de nivel a alumnos que han seguido uno de los
dos sistemas de aprendizaje, 9 el sistema 1 (S1) y 10 el sistema 2 (S2), y se
anota el orden en que van finalizando la prueba, resultando lo siguiente:

S2 52 52 S1 S1 S2 S1 S2 82 S2 52 S1.S2 851 S1 852 S1S1S1

La suma de los rangos de S2 es:

10
SRY =1424346+84+9+10+11+13+16="79
=1
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por lo que

U=19— 11 =24

y como el valor critico correspondiente al nivel a = 0,05 es 20, inferior a 24,
se acepta la igualdad de eficacia de ambos sistemas de aprendizaje de inglés.

EJEMPLO

Se realiza un ensayo clinico para comprobar la respuesta del organismo
ante dos ansioliticos (A y B), la cual se evaliia segiin una escala de Likert,
obteniendo los siguientes resultados

A

9 1
B 4

3 4 6
7 6 1

5 0
10 7 0
Para contrastar si existen diferencias significativas entre ambos al nivel o =
0,05 se ordenan conjuntamente de menor a mayor, anotando el orden entre
paréntesis:

24(1) 34(2) 44(3,5) 45(3,5) 54(6) 54(6) 57 (6) 64(9) 64(9) 65 (9) 75 (12) 78(12) 78 (12)
84(14,5) 84(14,5) 94(17) 98 (17) 98(17) 104(21) 105 (21) 105 (21) 105(21) 105 (21)

La suma de los rangos correspondientes a las puntuaciones del ansiolitico B
es:

13
SR =3 546494124124+ 124+17+17+21421421+21 = 172,5
i=1

por lo que el valor del estadistico de Mann-Whitney es:

U=172,5—- 1 =815

Aunque los tamano muestrales no sean muy grandes en este caso, aproximare-
mos la distribucién del estadistico U mediante una normal de pardmetros:

_10-13 __ _ /10-13-24 __
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Asi, tipificando el valor de U resulta: 811’5—;265 = 1,026 inferior al valor critico

1,96 por lo que se acepta la hipétesis nula de que ambas variables tienen
igual mediana.

6.6. COMPARACION DE VARIAS VARIABLES:
TEST DE KRUSKAL-WALLIS Y TEST DE FRIEDMAN

Una alernativa no paramétrica al ANOVA I, cuando las k£ variables son
independientes, pero no todas son Gaussianas, es el test de Kruskal-Wallis,
que contrasta la hipétesis de igualdad de las medianas entre las variables.
Para su ejecucion, si denotamos ny, ns, ..., ng a los correspondientes tamanos
muestrales y n; + ng + ... + ni = n, se reunen todos los datos en una sola
muestra de tamano n, pero sabiendo a qué variable corresponde cada obser-
vacién. Entonces se ordenan los valores de la muestra conjunta de menor
a mayor y se les asigna un rango, denotando RI(J ) los correspondientes a la

variable X; y, a su vez R; = ZL:R? ). El estadistico de Kruskal-Wallis se
j=1

define de la forma:

12 AR
H= n<n+1>§1n—i —3(n+1)
Si los tamanos muestrales n; son grandes y existe homogeneidad entre las
distribuciones de los k grupos, el estadistico H se distribuye segiin una ley
chi-cuadrado con k—1 grados de libertad. Para tamanos muestrales pequenos

existen tablas con los valores criticos.

EJEMPLO

Se quiere estudiar la reaccién de pacientes hipertensos con diferente grupo
sanguineo al administrarles un nuevo farmaco antihipertensivo. La variable
de respuesta fue la disminucién de la tensién arterial méxima tras un mes de
tratamiento, y los aumentos de tensién se registraron con signo regativo:

A 1 0 1,5 -2 0 1,5 —0,5
B 2 25 33 35 3 18 27 0 3,5 2
O 1,5 1 25 3 1,5 35 25 22 1,1 2,5
AB 1 05 -05 1,5 2 2 0 1
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Suponiendo que las variables no son normales, para contrastar la hipétesis
de homogeneidad de las variables es preciso combinarlas en una sola muestra
y ordenarlas de menor a mayor:

-24(1)

-0,54(2,5)-0,5”(2,5) A(5 5) 04(5,5) 02 (5,5) 07 (5,5) 0,54(8) 14(10,5) 1¢(10,5)
12(10,5)
)
)

0
1P(10,5) 1,19(13) 1, (16) 1,5(16) 1,5%(16) 1,57 (16) 1,57 (16) 1,85 (19)
23(21 5) 2P (21,5) 2P(21,5) 2,29 (24) 2,55 (27) 2,55 (27) 2,59 (27) 2,5 (27)
2,7 5)

25(21,5 (21,
,72(30) 38(31,5) 39(31,5) 3,3%(33) 3,55(34,5) 3,59(34,5)

2,5¢(27

La suma de los rangos para cada grupo sanguineo es: R4 = 57 Rg = 250,5
Re =226,5 Rp = 96, asf el valor del estadistico es:

H = 351?36<5;2 + 25;)(,)52 + 2216[,)52 + 962) —3.36 = 16,01

Como para un nivel a = 0,05 el valor critico de la distribucién chi-cuadrado
con 3 grados de libertad es: x2 = 7,815, que es menor que el valor de H,
se rechaza la hipétesis nula y se concluye que la respuesta del organismo es
significativamente diferente segiin el grupo sanguineo del paciente.

Cuando las variables estan correladas, en el sentido de que para cada
individuo muestral se realizan varias observaciones en niveles diferentes (dis-
tintos instantes o tratamientos), como, por ejemplo, cuando se mide una
variable fisiol6gica en un grupo de pacientes en varios momentos temporales,
el contraste no paramétrico adecuado para comparar la variable en todos los
niveles es el test de Friedman, cuyo estadistico se construye de forma pare-
cida al de Kruskal-Wallis. Asi, consideremos que se mide una variable con k
niveles en una muestra de n pacientes resultando:

Nivel
2 ...k
Muestra
1 11 T12 - Tik
2 To1 T2z - T2k
n Tpl Tp2 - Tnk

El estadistico de Friedman para contrastar si el comportamiento de la variable
es el mismo en los k niveles de la variables viene dado por:
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k-+1) ZR2 3n(k+1)

donde a las observaciones de cada fila se les asignan rangos de menor a mayor
desde 1 hasta k; a continuacién se suman los rangos correspondientes a cada
columna, siendo R; la suma correspondiente a la columna j-ésima. Cuando
n es grande y Hj es cierta, se distribuye segiin una ley chi-cuadrado con k—1
grados de libertad.

EJEMPLO

Tras administrar un antipirético a un grupo de 10 pacientes en observacién
con fiebre alta se ha medido la temperatura al cabo de 1 y 2 horas obteniendo
los siguientes resultados:

Paciente 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temp. basal 38,8 39,0 38,6 39,1 38,5 38,9 39,6 40,0 38,7 39,0
Temp. 1 hora 38,5 39,0 37,9 38,5 38,6 38,1 39,9 38,8 38,2 38,2
Temp. 2 horas 37,5 38,2 37,0 37,2 38,0 37,6 39,7 37,5 38,3 37,5

Se pretende estudiar si es significativa al nivel a = 0,05 la reduccién de
temperatura en el tiempo. Para ello, calculamos los rangos en cada paciente
obteniendo

Paciente 1 2 3456789 10 R;
Temp. basal 1 1,5 1 1 2 1 3 1 1 1 13,5
Temp. 1hora 2 1,5 2 2 1 2 1 2 3 2 17,5
Temp. 2horas 3 3 3 3 3 3 2 3 2 3 28
con lo cual, comon =10y k = 3:
F =133 (1352+1752+282) 3-10-4=17,25

y, dado que para o = 0,05 es x2 = 5,99, se rechaza la hipétesis nula y se con-
cluye que la reduccién de temperatura a lo largo de las 2 horas consideradas
causada por el antipirético si es significativa.
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6.7. CORRELACION POR RANGOS DE SPEARMAN

Una alternativa al coeficiente de correlacién de Pearson para variable
ordinales es el coeficiente de correlacién de Spearman, que parte, no de los
valores de las variables, sino el orden orango que ocupan. Asi, denotando

Rango X RY R® ... R
Rango Y R” RP ... R

se define el coeficiente de correlaciéon de Spearman de la forma:

5~ (RO —RM)?
n:1—6ui——il

cuyo valor oscila entre —1 y +1. El contraste de significacién para ry formu-

lado de la forma { Ho:rs =0

Hy im0 se resuelve evaluando el estadistico:

texp =Ts\/152

que, cuando Hj es cierta, se distribuye segiin una ley ¢ de Student con n — 2
grados de libertad.

EJEMPLO

El orden en que han quedado seleccionados 10 opositores en cada una de
los dos ejercicios de que consta el examen ha sido la siguiente:

Opositor A B C D E F G H I J
Ejerciciol 1 3 4 6 9 8 2 10 7 5
Fjercicio2 1 2 5 10 7 8 3 9 6 4

con lo que:

r. =1-6 (1-1)2+(3-2)2+(4—5)2+(6—10)24—(9—71);;-_(1%—8)2—&-(2—3)2+(10—9)2+(7-6)2+(5—4)2 —0,842

Para realizar el contraste de significaciéon evaluaremos el estadistico
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texp = 0,842, /1027 = 4,415

Como el intervalo de aceptacién para el nivel o = 0,05 es [—2,306; 2, 306]
concluimos que se rechaza la hipétesis nula y el coeficiente es significativo.

EJEMPLO

La puntuacion ordinal otorgada por dos evaluadores independientes a
cinco trabajos que se presentan a un premio de investigacion es la siguiente:

Trabajo Evaluador 1 Evaluador 2

Farmacia creativa 3 4
Psicotropos de iltima generaciéon 1
Politicas de género en Sanidad 4
Actividad farmacolégica del gin-tonic 5)
Antiinflamatorios en el antiguo Egipto 2

— W ot N

El coeficiente de Spearman es:

P 6(3_4)2+(1_2)2+(§§f%2+(5_3)2+(2_1)2 —0,6

y el estadistico para el contraste de significacion:

texp = 0,64/ 255z = 1,299

1-0,62 —

Dado que, para el nivel @ = 0, 05, el intervalo de aceptacién es [—3, 182; 3, 182]
se concluye la aceptacion de Hy y r¢ no es significativo.



Tema 7. TABLAS DE CONTINGENCTA

7.1. INDEPENDENCIA ENTRE VARIABLES CUALITATIVAS

Como se vi6 en el tema 5, el grado de dependencia entre dos variables
cuantitativas se mide mediante el coeficiente de determinacién R?, que toma
valores comprendidos entre 0 y 1. Asi, mientras mds préximo sea su valor a
1 indica un grado de dependencia mas fuerte, mientras que valores préximos
a 0 indican incorrelacién entre las variables. De igual forma, el contraste
de significacién permite concluir si el coeficiente R?, aunque su valor sea
bajo, es o no significativo. En el caso de variables cualitativas, decidir si la
dependencia entre ellas, que ahora se denomina asociacion, es significativa
se realiza de la forma que a continuacién describiremos.

Denotemos por Ay B a dos variables cualitativas (caracteres) que pueden
tomar, respectivamentes, las modalidades Ay, As, ..., Ay y By, Bo, ..., Bg, con
frecuencias conjuntas n;;, es decir el nimero de indiduos que presentan si-
multdneamente las modalidad A; de la variable A y B; de la variable B.
Podemos representar esta situacién en forma matricial mediante lo que se
denomina tabla de contingencia h X k:

\ B Frecuencia
B, By --- Bg )
A\ marginal A
Ay Ny Miz -+ Nig Nie
Ay No1 Mgz -+ Nk Noe
Ay, Np1 Np2 - Npg Nhe
Frecuencia
Te1 Tle2 Nek n

marginal B

donde:
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ZZ”@J Znoy an. =n

i=1j=1

El primer aspecto a tener en cuenta es que si A y B fuesen independientes,
la distribucién de cada uno de las dos variables condicionada a los valores
de la otra serfa igual en todos los casos, por lo que las filas de frecuencias
serfan proporcionales entre si y las columnas también lo son entre si. Eso se
traduce en que cada frecuencia conjunta puede factorizarse en términos de
sus frecuencias marginales de la forma:

L TieTlej
nij = —,

Por ejemplo, dada la siguiente tabla de contingencia 3 x 4:

A\ B By By, By Bj Fr. marg. A

Ay 8§ 2 10 6 26
A, 20 5 25 15 65
As 123 15 9 39
Fr. marg. B 40 10 50 30 130

cualquier frecuencia conjunta admite una tal factorizacion:

6510 __ 3940 _ 3910 _ 2650
0="5  12="5 3= 10="5
En consecuencia, para resolver el contraste
Hy : Ay B son independientes
H, : Existe asociacién entre A y B
se definebn las frecuencias tedricas conjuntas:

. NieNej
€ij = T

y se comparan con las observadas n;; mediante la distancia chi-cuadrado:

o = 22 ().

i=1j=

que se distribuye, para tamanos muestrales grandes, segin una ley chi-
cuadmda con (h—1)x (k—1) grados de libertad si Hy es cierta. Ademds, dado
h k
que Z an > eij = n, el estadistico puede calcularse abreviadamente
i=1j= i=1j5=1
de la forma.
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) h k n2.
Xexp: EZEZ; -n

i=1j=1

La resolucién de este contraste permite decidir si se acepta o no la hipotesis
de independencia, y en caso de rechazarse, algunas medidas del grado de
asociacion entre las variables son las siguientes:

2
Xexp
2
Xexp TN

0<Cc< @/% siendo P = min{h, k}

e Coeficiente de contingencia: C' = que oscila entre

Xp
n-(P—1)

e Coeficiente de Cramer: V = que oscila entre 0 <V <1

La interpretacion de ambos coeficientes es obvia, pues mientras los coefi-
cientes tomen valores mds préximos a su maximo ello indicard que la aso-
ciacién entre las variables cualitativas es méds fuerte.

EJEMPLO

Se quiere comprobar si existe asociacion entre el color del pelo y el de los
ojos en las personas de una poblacion, para lo cual, tras un muestreo se han
obtenido los siguientes resultados:

Color' pelo Rubio Castano Rojo Negro Total color ojos
Color ojos
Azul 22 16 15 12 65
Verde 15 20 9 22 66
Marron 9 97 8 68 182
Total color pelo 46 133 32 102 313

El primer paso es obtener las frecuencias tedricas e;; en caso de independen-
cia, que representamos en la tabla siguiente:

Color 'pelo Rubio Castano Rojo Negro Total color ojos
Color ojos
Azul 9,55 27,62 6,65 21,18 65
Verde 9,70 28,04 6,75 21,51 66
Marrén 26,75 77,34 18,60 59,31 182

Total color pelo 46 133 32 102 313
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El valor del estadistico de contraste se obtendrd entonces comparando las
frecuencias observadas con las tedricas mediante la distancia chi-cuadrado:

2 _ 222 162 82 682 _
Xexp = 955 + area T 155 T 5931 — 313 = 65,65

y como el valor critico de la chi-cuadrado con (3 —1) x (4 — 1) = 6 grados
de libertad correspondiente a un nivel a = 0,05 es 12,592, se rechaza la
hipétesis nula de independencia y se concluye que existe asociacion entre el
color del pelo y el de los ojos. Por otra parte, dado que P = min{3,4} = 3
los coeficientes de contingencia y de Cramer serfan entonces:

C = ,/65%?5% = 0,4164, siendo su valor médximo posible ,/35—1 = 0,8165

V=y4/ 312?;,’6_51) =0, 3238, siendo su valor maximo posible 1

lo que indica que, aunque significativa, la asociacién entre ambos caracteres
es intermedia.

Cuando en una tabla de contingencia alguna frecuencia tedrica e;; es
menor o igual a 5, la expresién del estadistico debe modificarse introduciendo
la denominada correccion de Yates, o también correccién por continuidad, de
la forma:

h k . 2
2 _ (Inij—eij|=0,5)
Xexp - 2 Z eij
i=1j=1

7.2. CONCORDANCIA DIAGNOSTICA

Una cuestion diferente al problema de la independencia frente a asociacion
entre variables cualitativas es la conocer si existe concordancia entre ambas.
Tal situacion es la que ocurre, por ejemplo, cuando dos evaluadores opinan
sobre las distintas modalidades de una misma variable; o bien, cuando se
quiere analizar si dos pruebas realizadas sobre los mismos alumnos tienen
el mismo grado de dificultad, midiendo la calificacién de cada una de ellas
en una escala nominal del tipo: sobresaliente, notable, aprobado y suspenso.
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Asi, supongamos que los resultados de una variable se clasifican en una serie
de categorfas: C,C,...,Ch, y que dos evaluadores independientes asignan
los resultados de una muestra de n observaciones de la variable a una de esas
categorfas. Denotando, como anteriormente, n;; a las frecuencias conjuntas,
obtenemos una tabla de contingencia h x h de la forma:

Evaluador 2 Totales
Evaluador 1 ! 2 h Evaluador 1
4 ni1 N2 ce Nin Nie
Cy n21 T2 s Tap Noe
Ch, np1 Np2 ce Nhh Nhe
Totales Evaluador 2 Nel  Te2  *** Teh n

Para el estudio de la concordancia nos centraremos en las frecuencias de la
diagonal principal n; que representan el nimero de acuerdos entre ambos
evaluadores para cada una de las categorias de la variable, y a construiremos
las frecuencias tedricas correspondientes a dichas concordancias:

La probabilidad de concordancias observadas es entonces:
L&
Po = ;Znii
i=1
y la probabilidad de concordancias tedricas es:
L
Pe = gzeii
i=1

La medida de la concordancia entre ambos evaluadores viene dada por el
coeficiente kappa de Cohen:

Si kK = 1 la concordancia es total, mientras que si k = 0 no hay acuerdo.
Podria incluso ocurrir que x fuese negativo, si p, < p.. Se demuestra que la
varianza de este estadistico es:
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h
52 = —n(l,lpe)z Pe + D7 — n_lzzaeii(ni. + Nai)
1=

De tal forma, para la resolucién del contraste

H, : No existe concordancia entre los evaluadores
H; : Si existe concordancia entre los evaluadores

se construye el estadistico i que, bajo hipétesis nula se distribuye segin una
ley normal tipificada N(0,1).
EJEMPLO

Dos endlogos califican 360 muestras de vinos de una comarca con D.O.

en una de estas 3 categorias: excelente (E), bueno (B) o regular (R). Los
resultados de la evaluacién se recogen en la tabla siguiente:

Endlogo 2 n B b otal Endl. 1
Endlogo 1
E 80 20 20 120
B 30 60 30 120
R 20 40 60 120
Total Endl. 1 130 120 110 360

Las frecuencias tedricas correspondientes a la diagonal principal son:

__ 130-120 __ _ 120-120 __ _ 110-120 __
€11 — 360 43, 33 €99 — 360 40 €33 — 360 36, 67

Ast:

43,33+40+-36,67
Do = 80+36600+60 — 0’ 555 Pe = =2 +360+ L — 0’ 333

_ 0,555-0,333 __
K= =T33 — 0,334
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De ello se deduce que el grado de concordancia entre ambos endlogos es
medio-bajo. No obstante, para ver si es o no significativo, se calcula su
varianza:

Sz — 360(1_10 53377 [0’ 333 + O, 3332 _ 43,33~250+4?())é%§0+36,67~230} — 07 00138

con lo que k/s, = 8,959 que no se encuentra dentro del intervalo de aceptacion
[—1,96; 1,96] de la distribucién N(0;1) correspondiente al nivel o = 0, 05.

7.3. ANALISIS DE TABLAS 2x2

Dentro de las tablas de contingencia tiene un interés especial, tanto en
Bioestadistica como en aplicaciones epidemiolégicas, el estudio de tablas 222,
que se representan de la forma:

B
f}\ By B; Frec. marg. A
Ay nip Ni2 Nie
A2 No1 MNo2g Noe
Frec. marg. B Ne1 Ne2 n

Tal es el caso en el que se quiere decidir si la aplicacién de una cierto
tratamiento supone una mejoria en el estado del paciente; o si la diabetes
tiene mayor incidencia en mujeres que en hombres. En tal caso, el estadistico
del contraste para independencia frente a asociacién se calcula abreviada-
mente de la forma:

2
X2 _ n(nn-n22*n12-n21)
exp NleN2e Tel Te2

el cual se distribuye segin una ley chi-cuadrado con 1 grado de libertad.
Asi, para el nivel estandar o = 0,05 el valor critico es 3,841, por lo que
cuando el estadistico ngp tome valores menores se aceptard la hipétesis de
independencia, y cuando sean mayores se rechazara.

La correccion de Yates sobre tablas 2 x 2, que se aplica cuando alguna
e;; < 9, se traduce en la siguiente expresion del estadistico de contraste:

_ n(jni1-naz—nianar|—%)?

2
Xexp Nle'N2e'Tel MNe2
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En el caso de tablas 2 x 2 existen medidas especificas de asociacién entre
las variables, como son la () y la Y de Yule, que se definen de la forma:

Q — n11-M22—N12-N21 Y = VM11°-M22—+/M12 121
n11-n22+ni2-n21 V/N11m22++/n12-n21

Ambas toman valores comprendidos entre -1 y 1.

EJEMPLO

Para estudiar la eficacia de la vacuna de la gripe estacional se eligieron
dos grupos de personas, unos vacunados en otono y otros no, y se comprobo si
durante el invierno contrafan o no la enfermedad, obteniéndose los siguientes
resultados:

En feryn&:a?arziados St No Frec. marg.
St 3 10 13
No 47 40 87
Frec. marg. 50 50 100

El estadistico chi-cuadrado sera:

2 100(3-40—10-47)2
Xexp = — 13878080~ — 4332

que supera el valor critico 3,841, por lo que se rechaza la hipdtesis nula y
se concluye que hay asociacién entre estar vacunado y contraer gripe. Sin
embargo, aunque en este caso no sea necesario pues e;; = 6,5, si se hubiera
aplicado la correccién de Yates se obtendria:

2 _ 100(]3-40—10-47|—50)2
Xexp = 13-87-50-50 = 3,183

y no podria rechazarse la hipétesis de independencia. Los coeficientes de
Yule son: @ = —0,593 Y = —0,329
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7.4. TEST EXACTO DE FISHER

El test chi-cuadrado para contrastar la hipétesis de independencia, al ser
asintético, puede aplicarse cuando el tamano muestral es grande. Cuando
esto no ocurre en una tabla de contingencia 2 X 2 y todas las casillas, salvo
una a lo sumo, tienen frecuencias tedricas e;; < 5, una alternativa es la
aplicacién del test exacto de Fisher que sobre la tabla

B
f}\ By B; Frec. marg. A
Al N1 M9 Nie
A2 No1 MNog Noe
Frec. marg. B Ne1 Ne2 n

se plantea de la forma siguiente:

. | | | | .
Paso 1°. Se obtiene el valor py = Stef2eele2’.  Gj o5 g > (), 05 entonces se
n!nii!nislngi!ngs! )

acepta la hipétesis nula de independencia. En caso de ser py < 0,05 se actia
seglin el paso siguiente.

Paso 2°. Se forman todas las tablas 2 x 2 que conserven las frecuencias
marginales:

A B Bs Frec. marg. A
Ay nipEtm npFm Tle
Ay nat Fm nogtm M2

Frec. marg. B Nel TNe2 n

Paso 3°. Para cada tabla asi obtenida se calcula el correspondiente valor
o N1e'M2e!Ne1!Te2! i=1.2
Di = nl(ni1E£m)!(ni2Fm)!(no1 Fm)!(nogtm)!l? ° — —7 5 -

Paso 4°. A pg se le suman los valores p; menores o iguales a él.

Paso 5°. Si el resultado de la suma es mayor o igual al nivel de significacién
a = 0,05 se acepta la hipétesis de independencia entre A y B; en caso
contrario, se rechaza y se concluye que la asociacién es significativa.
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EJEMPLO

Se quiere estudiar si una enfermedad rara es o no hereditaria, es decir,
si existe asociacion entre que la padezca, al menos, uno de los progenitores
y alguno de sus hijos. Para ello se realiz6 un estudio con un grupo de 7
personas, de las cuales 4 padecian la enfermedad y los resultados fueron los
siguientes:

Hijos Frec. marg.
) Enfermos Sanos
Progenitores progen.
Enfermos 4 0 4
Sanos 0 3 3
Frec. marg. hijos 4 3 7

El valor de pq es:

a3z
Po = 7m0 —0:0286

Las distintas tablas que pueden obtenerse a partir de la bdsica conservando
las mismas frecuencias marginales, y los p; asociados, son las siguientes:

Hijos Frec. marg.
) Enfermos Sanos
Progenitores progen.
Enfermos 3 1 4 p1 = % =0,3429
Sanos 1 2 3
Frec. marg. hijos 4 3 7
Hijos Frec. marg.
) Enfermos Sanos
Progenitores progen.
Enfermos 2 2 4 Ppo = % =0,5143
Sanos 2 1 3
Frec. marg. hijos 4 3 7
Hijos Frec. marg.
_ Enfermos Sanos
Progenitores progen.
Enfermos 1 3 4 p3 = % =0,1143
Sanos 3 0 3
Frec. marg. hijos 4 3 7

Como todos los p; son mayores que pg resulta:

p = po = 0,0286
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que al ser menor que o = 0, 05 se rechaza la hipétesis nula de independencia
y se concluye, al nivel de significacién estdndar, que hay asociacién entre
ambas variables, es decir, que la enfermedad tiene cardcter hereditario.

EJEMPLO
Se quiere comprobar si la técnica quirirgica utilizada para cierto tipo
de operacién influye en el resultado, de forma que sobre una muestra de 13

pacientes intervenidos en un hospital se otuvieron los siguientes resultados:

Resultado Resultado Frec. marg.

Técnica Positivo Negativo técnica
Incisién 4 1 5}
Laparoscopia 1 6 7
Frec. marg. resultado ) 7 12

El valor de pq es:

s
Po = Tourme —0,0442

Las distintas tablas que pueden obtenerse a partir de la bésica conservando
las mismas frecuencias marginales, y los p; asociados, son las siguientes:

Técnica Positivo Negativo Fre?. Hars.
técnica
Incisién 5 0 5 p1 = oo =0,0013
Laparoscopia 0 7 7
Frec. resultado ) 7 12
Técnica Positivo Negativo Fre?. I.narg.
técnica
Incisién 3 2 5 P2 = o =0,2652
Laparoscopia 2 5 7
Frec. resultado 5 7 12
Técnica Positivo Negativo Fre(/:. Hmate.
técnica
Incisién 2 3 5 ps = romept: =0,4419
Laparoscopia 3 4 7

Frec. resultado 5 7 12
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Técnica Positivo Negativo Fre?. r'narg.
técnica
Incision 1 4 5 pa = poioi =0,2210
Laparoscopia 4 3 7
Frec. resultado 5 7 12
Técnica Positivo Negativo Fre?. Hmate.
técnica
Incisién 0 5 5 ps = Toioi: =0,0265
Laparoscopia 5) 2 7
Frec. resultado 5) 7 12

Por tanto, sumando a pg los valores de p; menores o iguales a €l resulta:
p=0,0442 + 0,0013 + 0,0265 = 0,072

que al ser mayor que a = 0, 05 se acepta la hipdtesis nula de independencia.
Es decir, no podemos concluir al nivel de significacién estdndar que haya
diferencias en los resultados segin el tipo de intervencién realizada.

7.5. TEST DE McNEMAR

Tanto el test chi-cuadrado como el exacto de Fisher parten de que las
categorias de amboas variables son excuyentes entre si, es decir, un paciente
no puede estar sano y enfermo a la vez, o una misma intervencién no puede
realizarse simultdneamente mediante dos técnicas quiriurgicas. Sin embargo,
en ocasiones, es la misma caracteristica la que se registra en dos ocasiones o
situaciones diferentes, como, por ejemplo, si un paciente tiene fiebre en estado
basal y transcurrida una hora desde la administracién de un antipirético. Asi,
el test de McNemar es una alternativa a los anteriores aplicable cuando las
modalidades de cada una de las dos variables consideradas en el estudio son
pareadas. El esquema es el siguiente:

Variable B
Positivo Negativo Frec. marg. A
Variable A & &
Positivo n11 19 N1e
Negativo N9 T2 Noe

Frec. marg. B Nel Ne2 n
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Para contrastar la hipétesis nula de que A y B son independientes se evalia
el estadistico:

_ (n12—m21)?

2
Xexp T niztna

que, bajo hipétesis de independencia se distribuye segtin una ley chi-cuadrado
con 1 grado de libertad. Cuando el tamano muestral es pequeno, digamos
n < 30, el estadistico anterior se corrige por continuidad de la forma:

2 _ (ni2—nx |—1)2
Xexp niz+nai

EJEMPLO

Se ha registrado sobre una muestra de 20 personas que han estado en
contacto con seropositivos de covid-19 el resultado de un test serolégico en
el momento inicial y transcurridos 10 dfas, siendo los resultados pareados los
siguientes:

Instante inicial Si No Si No No No No Si No No
Transcurridos 10 dias No Si Si Si No Si Si Si Si No

Instante inicial No No Si No Si No Si Si No No
Transcurridos 10 dfas Si S{ Si Si Si Si Si No Si Si

Podemos representar estos resultados en una tabla 2 x 2 de la forma:

Instante inicial S No Frec. marg.
Transcurridos 10 dias 10 dias
Si 5 11 16
No 2 2 4
Frec. marg. inicial 7 13 20

Dado que el nimero de muestras es pequenio (n = 20) el estadistico de
contraste se calculard de la forma:

_91_1)2
ngp = (‘11113‘-2 k = 4a923
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y como para el nivel estdndar o = 0, 05 el valor critico de la x? con 1 grado
de libertad es 3,841, se rechaza la hipétesis de independencia y se concluye
que, a dicho nivel, existe asociacion entre el resultado del test en el estado
inicial y transcurridos 10 dias.

7.6. APLICACIONES EN EPIDEMIOLOGIA

Un estudio epidemioldgico se desarrolla en dos fases: la fase de evaluacion
o prueba, que se realiza mediante estudios caso-control, y la de diagnéstico
o prediccién, que se lleva a cabo mediante estudio de cohortes. En esta
seccién vamos a considerar dos situaciones usuales en tales estudios, que se
plantean en términos de tablas de contingencia: los estudios de sensibilidad y
especificidad de una prueba diagnéstica, con la consiguiente curva ROC, y el
célculo del riesgo relativo y la razén de producto cruzado de una enfermedad
frente a un factor de riesgo.

7.6.1. Sensibilidad y especificidad de una prueba: Curva ROC

Se denomina sensibilidad de una prueba a la probabilidad de que detecte
la enfermedad cuando el paciente realmente esté enfermo; y especificidad es
la probabilidad de que clasifique a un paciente como sano cuando no tiene la
enfermedad. Es decir, si denotamos E' al suceso estar enfermo y el resultado
de la prueba puede ser + o —, entonces:

Sensibilidad =Prob(+/F) Especificidad=Prob(—/ E)

Ambos conceptos, que se suelen expresar en términos porcentuales, son igual-
mente importantes a la hora de evaluar un test diagnéstico, y no basta con
que una de ellas sea muy alta (préxima a 1). Asi, por ejemplo, una prueba
que siempre de positiva tendrd una sensibilidad del 100% pues detectard a
la totalidad de enfermos, pero también clasificard erréneamente como tales
a los que estén libres de la enfermedad. Evidentemente toda prueba diag-
néstica estd sujeta a posibles errores, pudiendo dar lugar a falsos positivos y
falsos negativos, cuyas probabilidades se denotan respectivamente mediante
a = Prob(+/S) y f = Prob(—/E), a similitud de los contrastes de hipétesis.
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Asi, el nivel de significacién equivale a la probabilidad de falsos positivos,
mientras que la potencia del contraste es ahora la sensibilidad de la prueba.

Al porcentaje de enfermos dentro de la poblacién que se estudia o, equiv-
alentemente, a la probabilidad de que un individuo de dicha poblacién esté
enfermo Prob(E), se le denomina prevalencia de la enfermedad. A su vez, se
define el valor predictivo positivo como la probabilidad de que un paciente
esté realmente enfermo cuando el test da positivo, es decir Prob(E/+), y el
valor predictivo negativo como la probabilidad de que un paciente esté sano
cuando el test da negativo, es decir Prob(S/—).

Si se dispone de un estudio realizado sobre n individuos, los resultados
pueden expresarse mediante una tabla de doble entrada como la siguiente:

Test  Enfermos Sanos Totales

+ n11 Nn12 ny.
- na1 Nag no.
Totales n.1 .9 n

La sensibilidad y la especificidad se estiman por medio de:

Prob(+/E) =™ Prob(—/S) = 222,
y la prevalencia por @J(E) = L, por lo que @)(S) =1- @)(E) A
su vez, la estimacion de los valores predictivos serd:

Prob(E/+) = Prob(s/-) = 12

1. na.

EJEMPLO

Se ha realizado un test diagnéstico a 100 trabajadores de una gran em-
presa con el fin de detectar una enfermedad contagiosa durante una epidemia
habiendo obtenido los siguientes resultados:

Test  Enfermos Sanos Totales
+ 30 3 33
— 5 62 67
Totales 35 65 100
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La prevalencia estimada de la enfermedad es @)(E ) = 0, 35 y la sensibilidad
y especificidad estimadas:

Prob(+/E) = 2 = 857% Prob(—/S) = & = 95,4%
A su vez, los valores predictivos positivo y negativo estimados son:
Prob(E/+) = 2 =90,9% Prob(S/—) = &2 = 92,5%

Con objeto de evaluar la bondad de una prueba, o bien, comparar dos
pruebas para elegir la 6ptima existe una metodologia que consiste en rep-
resenar en dos ejes coordenados la sensibilidad (ordenada) frente al comple-
mentario de la especificidad (abcisa), es decir, representa la probabilidad de
+ cuando el paciente estd enfermo frente a cuando a estd sano (falso posi-
tivo). La representacién obtenida se denomina curva ROC' (Receiver Oper-
ating Characteristic) y el drea bajo dicha curva es la medida de la fiabilidad
de la prueba.

EJEMPLO

Para diagnosticar el infarto de miocardio se dispone de dos pruebas; una
es simple y consiste en medir el ritmo cardiaco en pulsaciones por minuto,
y la otra es determinar el nivel de colesterol LDL del paciente en mg/dL.
Asi, se seleccionan 20 pacientes, 10 de ellos que han sufrido recientemente
un infarto y 10 que no, obteniéndose los siguientes datos ordenados de forma
creciente :

Nivel de colesterol LDL

Sin infarto 95 101 103 108 115 122 128 136 142 145
Con infarto 111 113 118 124 135 135 140 152 161 172

Ritmo cardiaco

Sin infarto 60 62 62 66 68 70 70 72 76 80
Con infarto 66 66 68 70 72 72 74 78 84 90

Para obtener las dos curvas ROC es necesario ir fijando unos puntos de corte,
que son valores en ambas pruebas a partir de los cuales se considera que hay
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enfermedad. Por ejemplo, si se fija 130mg/dL como punto de corte para
calibrar la prueba de colesterol LDL como indicador de infarto, habria 6
pacientes infartados y 3 no infartados con niveles superiores, por lo que la
sensibilidad de la prueba seria 6/10=0,6 y la especificidad 7/10=0,3. Asi, po-
drfamos construir unas tablas para cada uno de los dos criterios diagnésticos,
considerando en cada caso diferentes puntos de corte:

Punto de corte Punto de corte

Colesterol LDL E1-E S Ritmo cardiaco E-1-E 5
150 1 0 0,3 85 1 0 0,1
140 0,8 0,2 0,4 80 0,9 0,1 0,2
130 0,7 0,3 0,6 75 0,8 0,2 0,3
120 0,5 0,5 0,7 70 0,5 0,5 0,7
110 0,4 0,6 1 65 0,3 0,7 1

) )

La eleccién de los puntos de corte es libre y, si el célculo del drea bajo la
curva ROC se realiza manualmente, mientras mayor sea el nimero de estos
puntos mayor sera la precisién de cédlculo, aunque también mayor el esfuerzo
de cédlculo. En la representacién de S frente a 1 — E obtendriamos la siguientes
areas:
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Curva Roc del colesterol LDL:

Area=0,2221041(0,3-0,2) 2420 1 (0,5-0,3) 2407 4 (0,6-0,5) 2T +(1-0,6)1=0,735
Curva Roc del ritmo cardiaco:

Area=0,1%12221(0,2-0,1) 2222 1(0,5-0,2) 22207 1(0,7-0,5) 2T 4(1-0,7)1=0,660
El nivel de colesterol LDL es, por tanto, mejor indicador del infarto quen
el ritmo cardiaco. En el grifico siguiente pueden apreciarse las curvas ROC
para las dos pruebas diagndsticas.

7.6.2. Riesgo relativo y razén de producto cruzado (odd-ratio)

Dos conceptos de gran utilidad al realizar estudios de cohortes son el
riesgo relativo (RR), que es el ratio entre las probabilidades de enfermedad
condicionada a dar el test resultado positivo y resultado negativo respectiva-
mente, y la razén de producto cruzado u odd-ratio (OR), que es la relacion
entre el ratio de las probabilidades de estar enfermo y sano para resultado
del test positivo y para resultado del test negativo, es decir:

P(E/+)
pp= BEM)  op_ PG
CEM. -

A patir de una tabla como la anterior se estiman mediante:

ML pan ml;nl‘ nyn
a5 . 11762. =~ niz/ni. 117622
RR — M- — . OR = —
)
n21 No1MN1. n21/na. N921M12
n2. na2/na.

La odd-ratio se puede interpretar como el riesgo relativo de una enfermedad
rara, ya que al ser poco frecuente se verificard que nis ™~ e y Nog = No,.
Cuando RR sea mayor que la unidad indicard que el factor considerado es
de riesgo; e igual interpretacién cabe hacer para OR

Estimadores de la varianza del logaritmo neperiano del riego relativo y
de la odd-ratio vienen dados por:

V[lnﬁ?{]:&Jr& ; v[ln@\z]:LJrLJFLJFL

N11Mel Nn12Ne2 ni1 ni2 n21 n22
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Asi, si asumimos que tanto RR como OR siguen una distribucién log-normal,
podremos contrastar la significaciéon de In RR y de In OR evaluando respec-
tivamente los estadisticos:

In RR InOR
\/V[inRE] y \/V[nOR]|
Asi cuando ambos tomen valores inferiores a 1,96 concluiremos que no son
significativos al nivel @« = 0,05 y, por tanto aceptaremos que RR = 1y
OR = 1. En caso contrario concluiremos que el factor considerado es de
riesgo.

EJEMPLO

Se quiere determinar si la exposicién prolongada al sol (mds de 4 horas
diarias) es un factor de riesgo del glaucoma, para lo cual se reunieron datos
de los 1ltimos diez anos del servicio de Dermatologia de un hospital y se
sintetizaron en la tabla siguiente:

Glaucoma Si  No Totales
Exposicién alta 45 520 565
Exposicién baja 102 1545 1647

Totales 147 2065 2212

El riego relativo y la odd-ratio se calculan de la forma:

DD _ _45/565 _ . D _ 451545 _
RR = 102/1647 1,286 ; OR= ;3595 = 1,311

A su vez, In RR = 0,2515 y InOR = 0, 2708 siendo sus varianzas:

V[lnﬁﬁ] _ 50 1885 _ ) (2965 -

T 45-565 + 102-1647

V InRR| = & + ok + g + s = 0,0346
por lo que
WmBER_ _ 02515 _ q 441 y _WOR_ _ 027108 _ q ysq

JV[inRE] V002965 Jv[mor] ~ VoUH

y, al ser valores inferiores a 1,96, concluimos que ni In RR ni InOR son
significativos, o equivalentemente que podemos aceptar al nivel a = 0,05
que RR =1y OR = 1, es decir, la exposicién prolongada al sol no es un
factor significativo en la aparicién del glaucoma.



