Leyves de |os grandes
numeros y Teorema
Central del Limite




Sucesiones de Variables Aleatorias

{Xn }nen €5 una sucesion de variables aleatorias infinita numerable asignando una variable
aleatoria a cada natural segun algun criterio.

Ejemplos:

. : 1
X,: Sale cara en el n-ésimo lanzamiento,n € N X,, ~» B (E)

X,,: La pieza n-ésima es defectuosa,n € N X, ~ B(p)

X,,: Resultado en n-ésimo lanzamiento de undado,n € N X, ~ U(1,...,6)

{Xn}nen = Sucesion



Convergencia de sucesiones de Vv.v.a.a.

Sean {X,, },en Y X variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad, con
funciones de distribucién F,, y F, y funciones generatrices de momentos M,y M,
respectivamente. Se definen los siguientes tipos de convergencia:

1. Convergencia Puntual

X, = X puntualmente & Voe Q) X, (o) = X (o) (sucesion numérica a nimero)

Ejemplo:

Definimos la sucesion: () =[0,1]
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Definimos la sucesion: () =[0,1]
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Tomamos por ejemplo ®=1/4

1
X, (Z) ={1,2,3,4,0,0,0,..} =X,—0 X, >0 VoeQ-{0}




2. Convergencia casi segura

X, SX < P[lim X, = X] =1

n—>00

Es decir:

X, 5X < PloeQ: lim  X,(0) = X(0)] = 1

n—>00

Esto es: El conjunto de puntos en el que se da la convergencia tiene probabilidad 1 (salvo en un conjunto de puntos
con probabilidad nula)

Ejemplo: Q =[0,1]

. lim X,, =0 (Unico punto en que no existe la convergencia es en ®=0)
n 0<o<-= e
Xp(®)= 1 " c.S.
0 ;Soas1 = P[lim X, =0]=1=X,,—0
n—>00




3. Convergencia en probabilidad

P
X,=X ©Ve>0 limP[|X,,—X|<¢]=1

n—>0o

Equivalentemente: lim P[|X,, — X| >¢€] =0

n—>0o

Es decir:

P
X,>X ©Ve>0 lim PloeQ:|X,(0) — X(w)| >&] =0

n—>0o

Esto es: El conjunto de puntos de ) tal que la distancia entre X,, y su limite X excede a € es cada vez mas pequefio
conforme n — oo en probabilidad.




4. Convergencia en ley o en distribucion

L
1. Xp,—>X < lim Fy (x) = Fx(x) Vx € C(F(x)) (sucesion numérica a nimero)
n—00

Donde C(F(x)) es el conjunto de puntos de continuidad de F(x)

L
2. Xp—>X < lim My (t) = Mx(t) Vte€ (—toty) tot; er
n—->oo

Ejemplo:

—Xx sinesimpar n=1,3,5,..

X >N(0,1) Definimos la sucesién v.v.a.a: Xn={ X sinesparn = 2,46

Probar si converge en ley y en probabilidad.




Ejemplo:

—x sinesimpar n=1,3,5, ..
X ->N(0,1) Definimos la sucesion v.v.a.a: Xn—{ P

| x sinesparn = 24,6, ..

Probar si converge en ley y en probabilidad.

L
X ->N(0,1) en cualquier caso = X,,—» X (Si X se distribuye segun una N(0,1), -X también se distribuye segun N(0,1)

Probemos si converge en probabilidad:
[| X, — X| < €] =P[2]|X]| < €]=P[|X]|< 8/2]=% (para € suficientemente pequefio, P[N(0,1) < 0]=1/2)

n impar

Como esa probabilidad es distintade 1 = Xn]zX




Relaciones entre los distintos tipos de
convergencia

c.s P L
XX = Xp—»X =>X,»X

L Ademas:

C.S C.S
X, 2 X=X, +c—X+c
P P
Xpn2> X=X, +c—->X+c VceR

L L
C.S. Xpno X=X, +c—->X+c




Leyes de los Grandes Numeros

Establecen la convergencia a 0 de sucesiones de sumas parciales de variables aleatorias
independientes centradas y normalizadas por ciertas cantidades.

1. Establecen la convergencia en probabilidad (Leyes Débiles)

2. Establecen |la convergencia casi segura (Leyes Fuertes)

Sea {X,, }en Una sucesion de variables aleatorias independientes sobre un mismo espacio de probabilidad
ysean {Ap}nen Y {Bnlnen sucesiones de nimeros realest.q. B, - o VneN. S =" Xi—=

Sn—An

> {X, }nen satisface la ley débil de los grandes numeros respecto a {4, }nen Y {Bnlnen Si

>  {X, }nen satisface la ley fuerte de los grandes numeros respectoa {A,}nen Y {Bnlnen Si:




Ley débil de Bernoulli Ley de Khintchine

Establece que cuando se realizan sucesivas Es un resultado mas general que se refiere a
repeticiones independientes de un sucesiones de variables aleatorias exigiendo
experimento de Bernoulli, la sucesion de solo la existencia de los momentos de primer
frecuencias relativas de cualquier suceso orden.

asociado al experimento converge a la
probabilidad de dicho suceso

L L =N L LANEEN - _— —_ -
o 0 o p (E[Sp]=np) " -0 ” -su (E[Sp]=nn)

Ley de Borel Ley de Kolmogorov
Refuerza la ley débil de Bernoulli Refuerza la ley débil de Khintchine
estableciendo la convergencia casi segura. estableciendo la convergencia casi segura.
S..—EI[S,,] C-S- S, C.S. S. —E[S..] C.S.
n n[n]_)o 7n_)p n n[ n]_>O<:>E[|Xn|]<OO




Problema Central del Limite Clasico

1. Primer Teorema del Limite (Bernoulli): Establece |la convergencia a |la ley degenerada en O.

2. Segundo Teorema del Limite (De Moivre y Laplace): Establece la convergencia de la
Binomial a la Normal.

3. Tercer Teorema del Limite (Poisson): Establece la convergencia de la Poisson a la Normal.

Problema Central del Limite Clasico (Teorema Limite de Léevy):
Si {X,,}nen son variables aleatorias independientes sobre (Q,A,P) y S.= >, Xi,n € N, sucesion de

sumas parciales =

_ L
i) %[Sn]—)O si 3E[X,] VneN
. Sn_E[Sn] L - 2
i) N - N(0,1) si 3 E[Xn ] Vne N




