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Introduceion

Introduccidon

Operadores que alcanzan la norma

FEn su caso particular mas interesante, el teorema, va
clasico. de Bishop-Phelps [5] afirma que, para cualquier
espacio de Banach X. el subconjunto del espacio dual X*,
formado por los funcionales que alcanzan su norma, es
denso en X* para la topologia de la norma. En el trabajo
citado. E. Bishop v R. Phelps plantearon el problema de
la posible validez de su resultado cuando se sustituye el
cuerpo base por otro espacio de Banach Y. Mads concre-

tatnente.

s Para qué espacios de Banach X ¢ Y se verifica
que el conjunto NAX.Y) (“norm attaining”) de
los operadores (sicmpre lincales y continuos) de X
en Y que alcanzan su normna es denso en el espacio

de Banach L(X.Y) de todos los operadores? "

A principios de los anos sesenta, J. Lindenstrauss [37]
inicio el estudio sistematico del problema anterior. Por su
v directo paralelismo con los resultados de esta memo-

ria. merece la pena exponer coll cierto detalle el contenido
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del trabajo de Lindenstranss. A plena eeneralidad la e
I ¢ e S

puesta al problem:
1\!( sta al problema planteado es negative . de hecho [37
| !'ulmhliinli -1]: ‘ :

FEriste un espacio de Banach X tal que N A(X, X)

no ¢s denso en L(X. X)),

pero pueden darse respuestas afirmativas parciales de gran
interés., Asi [37. Theoreig 1):

X, 4 y y o o r !

Para cualesquicra X ¢ Y . el conjunto de los opera-
dores do X en'Y cuyos sequudos adjuntos alcanzan
la norma. es denso. En particular, si X es refle-

rivo. NA(X.Y) es denso en L(X,Y) para todo Y.

Se llega asi de forma natural a considerar las propieda-
des que Lindenstrauss Hama “A” y “B": X tiene la propie-
dad “A” (resp. “B") cuando NA(X,Y) (resp. NAY X))
es denso en E(X.,Y ) (resp. L(Y.X)) para todo Y E
teorema de Bishop-Phelps nos dice que el cuerpo tiene la
propiedad "B v ol resultado de Lindenstrauss ya comen-
tado afirma que todo espacio reflexivo tiene la propiedad
“A". Lindenstrauss considera también al
tivas que son suficientes

gunas condicio-

nes gmmc‘fri('as hastante restric
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para ¢ue un espacio de Banach tenga la propiedad “A” ¢
-

li “B7. Destacamos la siguiente [37. Proposition 1]:

St la bola unidad de X es ol cierre de la envolvente
absolutamente convera de un conjunto E de pun-
tos uniformemente crpuestos. entonces X tiene la

pl‘upir dad “A" .

Si E = {r, :a € AL el que los puntos de E son unifor-
metnente expuestos significa que para cada a € A existe

fo € X" verificando:

i) f«r('rn) = Hiu“ = “-I",,“ =1

> () puede encontrarse un & > 0

ii) Para cada =
tal que:

aE A |
i<l Y-zl <o

Re [e) »1—20

Lindenstrauss. el pro-
adores que

A partir del trabajo plonero de
4 densidad del conjunto de los oper

nlema de
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alcanzan la norma suscitd A : '
a4 Horma suscito un gran mteres v ola literatura

al respecto es iy abundante, Citaremos brevemente los
I'l"&ll.“}lllllh mas significativos de esta importante teoria ;
{lll\'v] completamente general. cabe citar ol trabajo {l('. \
Zizler [34]. publicado en 1971, en el que se 111{'im"n el Te‘n:
rema de Lindenstranss, sobre los segundos a(liluum.s‘. pro-

baundo [54. Proposition 4]:

Para cualesquicra X ¢ Y. ¢l conjunto de operado-
res de X oen Y cuyos primeros adjuntos alcanzan

la norma ¢s denso.

(notese que si nun operador alcanza su norina. también lo

hace su adjunto, pero en general no es cierto el reciproco).

Sin embargo. el hecho que dio definitivamente mayor
relovancia a la teorfa de los operadores que alcanzan su
nortna fue el descubrimiento de su relacion directa con la
propiedad de Radon-Nikodvin. Dicha relacion fue estable-
cida por J. Bourgain en un decisivo trabajo publicado en
1977 [11]. Remontandose a la version general del teorema
de Bishop-Phelps. que ostablece la densidad de los funcio-
Anza su maximo en un subconjunto

nales C11vVO modulo ale
cerrado v acotado de un espacio

absolutamente convexo.
de Banach X (la bola nnidad de X es solo un caso par-

ticnlar). J. Bourgain introduce la “propicdad de Bishop-
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l‘lll']]).\“,

X tiene dicha propiedad cnando. para todo sub-
conjunto absolutamente convexo, cerrado v acotado B
de X. v para todo espacio de Banach Y. los operadores
I'€ LIX.Y) tales que la funcion @ — ||T(x)|| alcanza un
maximo en B forman un conjunto denso en L(X,Y). Co-
mo principal resultado. J. Bourgain probd [11, Theorem 7]
que la propiedad de Bishop-Plielps es equivalente a la de
Radon-Nikodvin. En particular (témese I3 = By, la bola
unidad de X' la propiedad de Radon-Nikodyin implica la
propicdad “A” de Lindenstrauss. Puesto que la propiedad
de Radon-Nikodyin es estable por 1somorfismos tenemos:

Si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym. todo

espacio isomorfo a X tene la propicdad “A”.

Se abre asi el camino hacia una discusion mas completa
sobre las propiedades “A” v "B7. consistente en tratar de

resolver las signientes cuestiones:

i) ;Qué espacios de Banach X verifican que todo
: . - . J . ; “ ) oy
espacio isomorfo a A tiene la propiedad “A--

ii) La misma pregunta 1) para la propiedad “B™:
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i)  Que espacios de Banach X se pueden renor-
mar con la propiedad “A"?

iv) La pregunta i) para la propiedad “B”.

En 1950, R. Huft [30]. analizando y refinando los argumen-
tos de J. Boureain probd que si un espacio de Banach X
no tiene la propiedad de Radon-Nikodymn existen dos nor-
mas || - || v || - ||z en X. equivalentes a la de partida. tales
e los operadores de (XL |- l1) en (X, |+ ll2) que alcanzan
la norma no forman un conjunto denso. En particular,

(X.]| - |l1) no tiene la propiedad “A" v (X.]| - ||l2) no tiene
la “B”. Se tiene asi la respuesta completa a la pregunta 1):

X tiene la propicdad de Radon-Nikodym si. y solo
si. todo espacio isomorfo a X tiene la propicdad

“pr

Pero también tenemos informmacion sobre la pregunta i1):




."Hf!'lﬂ]lic‘t’ffiu

St toda renormarion cquivalente de X tiene la

propredad “B”. entouces X tiene la propicdad de
R uu—.\'fi.'m/.rmf.

No existe, ue sepatnos, una respuesta completa a la pre-
ennta 1), Como maximo exponente del desconocimiento
existente al respecto. baste citar el problema que J. John-
son v .J. Wolfe califican de “irritante™: [ tiene el espacio
enclideo bidimensional la propiedad “B”? [34, Question 0]

Pasando a las preguntas, menos exigentes, iii) y iv) . ala
vista de lo anterior. es claro gne la clave para iii) empieza
por saber si la propiedad "A™ es ¢ no invariante por iso-
morfistnos. v. en tales términos el problema estuvo abierto
alotin tiempo [34. Question 4. La respuesta (negativa) fue
obtenida por W. Schachiermayer en 1983 probando [45]

Todo espacio de Banach débilniente  compacta-
mente generado puede renormarse con la propie-

dad "A

No se sabe si la hipotesis WCG puede suprinirse. Con res-
la situacion es mucho mas diafana.

pecto a la pregunta 1v)
J. Partington [41, Theorem 1] probo:
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lodo cspacio de Banach puede venormarse con la

p."np."v dad 13",

Para completar esta exposicion de los resultados més
relevantes sobre los operadores que alcanzan la norma,
alounos de los cnales gnardan. como se vera, un marcado
paralelisino con los resultados de esta memoria, cabe citar
una serie de trabajos sobre operadores que alcanzan la
norma entre espacios de Banach clasicos. Sin pretender
una enmmeracion exhaunstiva, nos parecen destacables los
trabajos de Johnson v Wolfe [34]. J. Ubl [52], A. Iwanik
[32] v W. Schachermayer [46]. En todos ellos se discute la
densidad del conjunto NA(N.Y) en ¢l caso de que X y/6

Y sea. bien nn espacio de tipo C(4), o bien un Ly-espacio.

Rango numérico de un operador

Sea H un espacio de Hilbert y notemos L(H) al espacio
de Banach de los operadores lineales y continuos de H en
H. Dado T € L(H), consideremos la forma cnadratica

(T(x)|2) (v €H)

la a T. donde (|-) es el producto escalar en H. El
1a forma en la esfera unidad Sy
lel operador T’y suele

asocCla
conjunto de valores de dicl
recibe el nombre de rango numerico«




I!l!:'mi'ii(‘f‘frj!.'

notarse W(T):

WAT) = {{T(e)lz) 1z & 8x).

Este concepto fue introducido en 1918 por O. Toeplitz
[51]. para el caso finito-dimensional. Su motivacion ori-
ginal esta. como se ha apuntado, en la teorfa de formas
cuadraticas. pero adguiere su verdadero signific wdo en el
ambiente de la tecria de operadores en espacios de Hilbert.,
Una excelente exposicion de los resultados fundamentales
sobre rango numérico de operadores en espacios de Hilbert

v sitconexion con la teorfa espectral de dichos operadores

puede encontrarse en la monografia de P. Halmos [27].

Comparativamente, la aparicion del concepto de rango
numnérico para operadores en espacios de Banach genera-
les s mucho mas tardia, a pesar de que la definicién de
W/(T) se extiende de forma natural v sencilla a este am-
hiente mas eeneral. Dicha aparicion se produce. de forma
cusi siimultanea. pero independiente, en sendos trabajos de
G. Lumer [39] y F. Bauer 3] publicados en 1961 v 1962,
respectivamente. Si bien ¢l trabajo de Lumer es sin duda
mis relevante en el desarrollo posterior de la teoria, la
definicion de Bauer. dada inicialmente para el caso finito-
dimensional. pero aplicable literalmente al caso general,
o la mas coherente v la que finalmente resulta universal-
mente aceptada. Para motivar esta definicion baste pensar
que si H oes ospacio de Hilbert v o € o 3 (T(.l')l.f‘) es
ol valor en T(x) del funcional (-].¢). (nico funcional lineal
a1 el valor 1. Dado

continuo con norma 1 en H que toma ¢
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un espacio de Banach arbitrario X. es natural entonces
considerar, para cada « € Sy los funcionales f € X* tales

o Al e i i S A
que {fll = f{x) = 1 v, moviendo z. ¢l subconjunto 1Y)

de X x X' dado por:
X =lle. fleXxX 2= Wil = fle)= 1§

La no vaciedad del coujuuto T(.X) viene asegurada por el
teorema de Hahn-Banach, Para un operador T € L{X) se
define su rango muuerico V(7). por:

VIE) = [filz) (2, )1 & T X)),

voes evidente que. en el caso particular de que X sea un
espacio de Hilbert. se tiene V(T') = W(T) para todo
T e LX)

Hagamos un breve inciso para comentar la definicion de
Luuer. en términos de lo que él llama “productos semi-
interiores” en un espacio de Banach. Para cada r en la
osfora nnidad de X se selecciona arbitraricmente un fun-
cional [, tal que {z, J:] € [1(X). Las aplicaciones de la
forma

(.2} — fuly) (E X, 2 E Sy,

convenientemente extendidas por homogeneidad, son las

que Lumer denomina productos semi-interiores {ver [8:
paginas 35 v 36]). Cada producto semni-interior lleva aso-
ciado nna definicion de rango numérico de un operador

T € L(X). a saber, el conjunto

{fr(](’)} cr €Sy }




f'v!;'rr(!'m'('r'!;“

El Imeoventente esta, naturalmente, en la eleceion no cano-

nca ilvl |)l‘mili(‘ln sen-interior, Yy Lumer lo resuelve pro-

bando yue la envolvente convexo-cerrada del rango mumé-
rico ast obtenido no depende del producto semi-interior
utilizado. De hecho se tiene;

toibiliz)l 2 eSSl =00 ¥ LT,

cualquicra que sea la eleccion + — f, utilizada. donde
¢o denota la envolvente convexo-cerrada. Digamos, de pa-
sada. que el conjunto convexo v compacto ¢o V(T) recibe
el nombre de rango numérico de dalgebra del operador T' y
es caso particular de la nocion abstracta de rango numérico
de un elemento de un dlgebra de Banach unital. Las mo-
nografias de F. Bonsall y J. Duncan [7] v [8] contienen
nna exposicion sisteniitica de la teorfa general de rangc
nmnérico. Una version mas actnalizada se consigue con el
articulo expositorio de los mismos autores [9]. Trabajos
mds recientes sobre este tema se pueden encontrar en [13],
[18]. [19]. [20]. [24]. [26]. [31]. [43] ¥ [33].

Gl mOSE L
Dado que no nos vamos a detener en explicar la r
' 1 Vi) ’| ¢ ) D 3, -’. ,H_
levancia del concepto de 1 go numerico en la teoria «
pectral de operadores en - pa ios de Banach, baste, para
comprender la relacion existente, la siguiente observacion

clemental:

Gi A\ es un antovalor del operador T (‘Ht(). eS. (l'xi.stv_*
r € Sy tal que T(x) = Az, lumanyl'u. ('nulqlm"r f € ,\\
tal que ||f]] = f(r) = 1 tenemos f(T(r)) = f(,\i)_- /-.
lnewo A € V(T). De hecho. puede probarse (J. Williams,
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véase [7. Theorem 10.1]) que todo el espectro de T estd
contenido en el cierre del rango numérico. Aparece aqui
implicitamente la patologia con la que vam - 2 enfrentar-
nos en toda la presente memoria: el rango numérico de
un operador en un espacio de dimension infinita (ain en
¢l caso particular de un espacio de Hilbert) puede no ser
cerrado,

El radio nemdrico o(T) de un operador T € L(.\X) se

define por
o(T) = sup{|A|: A € V(T')},

v es facil ver que v es una seminorma continua en L(.X),
de Liecho

o(T) = |IT||. VT € LX)

Tncluso. como consectenicia de un teorema clasico de Bohnen-
blust v Karlin (ver [7. Theorem 4.1]) puede asegurarse que,
si el espacio de Banach X es complejo. © s una norma en
L(X) equivalente a la usual.

Operadores que alcanzan el radio numeérico

Eu claro paralelismo con la teorfa va esbozada de ope-
radores que alcanzan la norma, esta MICIMOTA pretende
ostudiar sistematicamente los operadores que alcanzan st

radio numerico.

Notaremos R(X) al conjunto de los operadores (s1emr-
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pre lincales v continuos) del espacio de Banach X en si
mismo que aleanzan su radio numdrico, estoes, T € R(X)
significa que existen xy € X, f, € X* tales que

||an = HJ‘UH = fu(-f'u) = ] b |fn(fl‘(-"u))| = wT).

Para comentar los resultados sobre operadores que al-
canzan su radio numérico, anteriores a esta memoria, par-
tamos de un hecho elemental. Si X es un espacio normado
de dimension finita, todo operador lineal en X alcanza
su radio numerico. Ya en el espacio de Hilbert infinito-
dimensional separable deja de ser cierta una afirmacion
tan rotunda: es ficil imaginar un operador lineal conti-
nuo en {5 (incluso diagonal y autoadjunto) que no alcanza
su radio numérico. En su tesis doctoral [44], fechada en
1972. B. Sims probé que todo operador autoadjunto en un
espacio de Hilbert es limite en norma de una sucesion de
operadores autoadjuntos gne alcanzan su radio numérico.
Planted entonces el siguiente problema general que hoy

por hoy sigue abierto:

: Para qué espacios de Banach X se verifica que
el conjunto R(X) de los operadores en X que al-
canzan su radio numérico es denso (en norma) en
el espacio L(X) de tudos los operadores lineales

2 ot
continuos en X'
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Enumeramos algunas de las respuestas parciales, siem-

pre alirmativas, a esta pregunta, conocidas hasta ahora:

En 1984, I. Berg v B. Sims [4] pruchan que R(X) es
denso en LX) cuando X es un espacio de Banach unifor-
memente convexo. Teniendo en cuenta la dualidad entre
convexidad uniforme y Fréchet diferenciabilidad uniforme
de la norma, que ambas propiedades implican reflexividad
[21, Theorem 4.1] v el hecho elemental de que un operador
T en un espacio reflexivo alcanza su radio numérico si, y
s6lo si. lo hace su adjunto, se sigue que R(X) es denso
en L{X) también en el caso de que la norma de X sea
uniformemente Fréchet-diferenciable (X “uniformemente
snave”. en la nomenclatura mas extendida). Esta obser-
vacion se debe a C. Ca-dassi [16]. La misma autora, en
1985 ha probado la densidad del conjunto de operadores
que alcanzan el radio numérico para una gama de espa-
cios de Banach clasicos, concretamente ¢o y (1 [15], Li(pt),
siendo g una medida de Borel positiva y finita en un espa-
cio topologico de Hausdorff. compacto [17] v los espacios
de Banach reales C(K) [14]. Finalmente, M. Acosta y R.
Pay [1]. en paralelo con ol resultado de J. Lindenstrauss

sobre operadores que alcanzan su norma citado al prin(-il.)i()
de esta introduceion, probaron en 1989 qque, para cualquier
espacio de Banach real o complejo X, el conjunto de los -
adjuntos alcanzan el ra-

operadores en X cuyos segundos
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dio numeérico es denso en LX), Como consecuencia. si X
es reflexivo, R(X) es denso en LX) v los resultados de [4]

v [16] antes citados quedan como casos muy particulares,

Mirando en su conjunto los precedentes comentados, v
exceptuando guiza el resultado para espacios reflexivos,
unica condicion suficiente estable por isomorfismos cono-
cida hasta ahora. slo encontramos respuestas afirmativas
para cspacios clasicos concretos, pero no un tratamiento
sistematico que., como se ha apuntado anteriormente, pre-
tendemos iniciar en esta memoria.

Resumen de la memoria

Pasamos a exponer brevemente el contenido de esta

memoria. destacando los resultados que nos parecen mas

relevantes.

La memoria se inicia con un capitulo preliminar que
contiene, aparte de algunos conceptos y resultados basicos
sobre rango nuérico de operadores, esencialmente cono-
cidos v que se incluyen para facilitar la lectura de (’1(‘5;1_1'1'0-
llos posteriores, algunas nuevas aportaciones. A tltul.o‘(,lv
ejemplo, usando el teorema de Blsh()'p—Ph(‘lps en la \(.‘;'h;f)li
mejorada por Bollobas. una herramienta -do gran “llfl idac
on la teorfa de rango nunérico (ver por ejemplo [8, Chap-

ter 5]), obtenemos una determinacion del rango nuInerico




Operadores que alcanzan el radio numérico Xvij

de mn operador T € L(X) que no involuera la totalidad
del conjunto H(.Y). rara vez bien conocido. sino solamente

los puntos de dicho conjunto cuva primera coordenada se
mueve en un entorno de un subconjunto de la esfera uni-
dad, cuya envolvente convexa es densa en la bola unidad.

Entrando en el estudio de lo. operadores que alcanzan el
radio numeérico discutimos la relacion entre los conjuntos
NAX.X) v R(X) aqui presentados. La tnica relacion
clara consiste en que si nu operador T € L(X) tiene radio
numeérico ignal a la norma v alcanza el primero, también
alcanza la segunda. Sin embargo, en el caso muy particular
X = (4. mostramos un cjemplo de un operador T' € L({3)
tal que ¢(T) = ||T||. T alcanza su norma, pero no su radio
nimérico. Si el radio numérico no coincide con la norma,
no cabe csperar ninguna relacién y de hecho no la hay:
para cada o con 0 € a < 1 encontramos un operador
S € L{(y) (caso real) tal que

IS = 1. v(S)=a. SER(L) v §¢NA(f,b).

Como consecuencia de un resultado de G. de Barra, -
J. Giles v B. Sims [2. Theorem 1], se obtiene que todo
operador compacto en un espacio de Hilbert alcanza su
radio numérico. Extendemos este resultado a los espacios
f(A) 11 < P € X, A un conjunto arbitrario), 1}1‘01);111(10
de hecho que el producto [0. 1JV(T) es cerrado 51"T es 1
operador compacto 1 (,(A). Valga esta observacion oo

] o diceidn suficiente para que todos los ope-
ejemplo de una ¢ oudicion suficiente para ¢ 1
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radores de una cierta clase aleancen su radio numnerico, un
problema muy poco estudiado v aparentemente dificil.

[Tas estos preliminares. abordamos el problema de la

densidad de los operadores que alcanzan el radio munérico.

El principal resultado del capitulo 2 afirma:

Seca X un espacio de Banach y T € L(X). Euiste
un operador nuclear A en X, de norma nuclear ar-
bitrariamente pequena, tal que (T + A)* alcanza su
radio numérico. En particular, los operadores cu-
yos primeros adjuntos alcanzan su radio numérico
son densos en L(X).

No es dificil probar que si nn operador alcanza su radio
nunérico. también lo hace su adjunto, no siendo cierto el
reciproco. Por tanto, este teoreina mejora al obtenido en
[1, Theorem 4] para los segundos adjuntos, al igual que,
para la norma, Zizler habia mejorado el resulrado anterior
de Lindenstrauss. No obstante, por la misia razonu, no se
consigue la respuesta general al problema de B. Sims.

E] hecho de que el operador A del teorema anterior
sea muclear permite deducir consecuencias intvrosnnto:s S0-
bre la posiblidad de aproximar un operador en una clerta
clase distiﬁgui(lu A C L(X) (operadores nucleares, apro-

ximables, compactos) por operadores de A cuyos adjun-
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tos alcanzan el radio munérico. Incluso. para operadores

nucleares. podemos utilizar en la aproximacion la norma
nuclear en Ingar de la usual de operadores, obteniendo una

convergencta mas tuerte de la sucesion aproximante,

La misma condicion geométrica de la que J. Linden-
strauss deducia la propiedad A" (la bola unidad es el
cierre de la envolvente convexa de un conjunto de pun-
tos uniformemente expuestos) garantiza también la den-
sidad de los hpvreuiuros que alcanzan el radio numérico,
como demostramos en el teorema principal del capitulo 3.
La demostracion involucra, por una parte, una no trivial
adaptacion al caso del radio numérico de los argumentos
de J. Lindenstrauss para la norma, adaptacion un tanto
dificultada por nuestro tratamiento simultaneo de los ca-
sos teal v complejo (Lindenstrauss solo se detiene en el
caso real); por otra, se hace uso de la determinacion del
rango numeérico a partir de ciertos subconjuntos distingui-
dos de la esfera. deducida del teorema de Bishop-Phelps-
Bollobis v va comentada, siendo precisamente el conjunto
de puntos uniformemente expuestos el que juega el papel

distinguido.

Las téenicas de renormacion desarrolladas por W. Scha-
chermayer para conseguir la propiedad “A” (.v(‘asl(* la res-
puesta parcial de dicho autor a la pregunta ii1} referente av
operadores que alcanzan la norma, antes (-0111011“}(1;1), 1n0S
del teorema principal del capitulo 3 ¥

permiten deducir. g '
dos consecuencias 11por-

concluyendo asi dicho capitulo.
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tantes:

Todo cspacio de Banach X débilmente compac-
tamente: generado admite una norma equivalente

para la cual R(X) es denso en LX),

Todo espacio de Banach X es (isometricamente
isomorfo a) un subespacio 1-complementado de un
cspacio de Banach Y. con el mismo cardcter de

densidad que X . y tal que R(Y') es denso en L(Y').

A la vista de estos dos resultados, caso de que existan
espacios de Banach X que no posean la propiedad
“R(X) = L(X)" deberemos admitir que dicha propiedad
va a ser muy inestable por isomorfismos y solo se podra he-
redar por subespacios mny especiales. Siguiendo, si se nos
permite, en esta linea especulativa, puesto que la nocion
de rango numérico solo es aplicable a operadores de un
espacio en si mismo, no parece facil imaginar propieda-
des analogas a las “A” y "B” para el radio numérico. Si
cabe pensar en una posible relacién entre la propiedad
“R(X) = L(X)" vy alguna de las de J. Lindenstrauss. Al-
guno de los resultados comentados, pero sobre t-(‘)(l(). los
del capitilo 4 que se exponen a continuacion, nos mvitau

a apostar por la l)l'Upi(‘dad WA

En el capitulo 4, en paralelisio con el trabajo de J.
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Bourgain. damos entrada a la propiedad de Radon-Ni-

- 4 Ve ded & 2 R
kodym. Partiendo de la bien conocida caracterizacion

geomctrica de los espacios con la propiedad de Radon-
Nikodym (ver [10] v [11]). C. Stegall consigue en 1978
[49] v perfecciona en 1986 [50] un importante teorema de

optimizacion para funciones reales mayoradas v semicon-

tinuas superiormente, definidas en un conjunto de Radon-
Nikodym. conocido hoy dia con el nombre de “principio
de optimizacion no hineal de Bourgain-Stegall”. que es la
herramienta decisiva en el capitulo 4 de la memoria. Un
arguinento elemental, basado en cierta propiedad de semi-
continuidad superior de la funcion de dualidad de un es-
pacio de Banach, nos permite traducir el problema de que
un operador alcance su radio numérico en un problema
de optimizacién no lincal del tipo anterior. El teorema
de C. Stegall, junto con nn poco de trabajo adicional nos
permiten concluir:

Sea X un espacio de Banach con la propiedad de
Radon-Nikodym, T € L(X) y e > 0. Existe un
operador A € L(X) de rTango wuno, con -
|A|| < ¢ tal que T + A alcanza su md?io numerico.
En particular. R(X) s denso en L(X).

" te del capi -abajainos col espa-
En una segunda parte del apitulo trabajam 1

cios de Asplund, esto es, espacios de Banach cuyos duales
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114‘1.1(‘11 la propiedad de Radon-Nikodym [48]. Para ellos
mejorando el principal resultado del capitulo 2 probamos:

Sca X un espacio de Asplund, S € L(X*) y= > 0.
Existe un operador U € L(X™). de rango uno, w*-
continuwo y con |IU|| < c. tel que S+ U alcanza
el radio numérico. En particular, si T € L(X),
eriste A € L(X). de rango uno y norma arbitra-
riamente pequena tal que (T+ A)* alcanza su radio
numérico.

Si se compara este teorema con el anterior, la nove-
dad consiste en que el operador U es w*-continuo. Para
conseguir esto, usamos un refinamiento del principio de
optimizacion no lineal antes comentado, valido para espa-
cios duales. La prueba de este retoque es una adaptacion
de la de C. Stegall, pero es incluso conceptualmente mas
sencilla. va que en lugar de los resultados de J . Bourgain
sobre la propiedad de Radon-Nikodym, podemos explo-
tar. mas a fondo de lo que ya lo hace C. Stegall, las viejas
ideas de Smulian referentes a la dualidad entre Fréchet-
diferenciabilidad de la norma y puntos fuertemente ex-

puestos.

En el tiltimo capitulo de la memoria estudiamos el pro-
blema general planteado por B. Sims para una amplia clase

de espacios (ue contiene a NUIMErosos espaclos clasicos a
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los que no son aplicables los resultados de los capitulos
'rlllt(“l'l()l'(‘h. Se trata de los CL-espacios, introducidos por
R. Fullerton [25] . Un espacio de Banach real es un CL-
espacio cuando la bola unidad de X es la envolvente ab-
solutamente convexa de cada una de sus caras maximales.
En su trabajo sobre extension de operadores compactos .J
Lindenstrauss [38] utiliza la nocién de CL-espacio. Resul-
tados de dicho trabajo. junto con otros posteriores de A.
Lima [36] muestran que los espacios reales del tipo Li(p),
para cualquicer medida positiva p (Lj-espacios), asi como
sus preduales, entre los que se encuentran los espacios del
tipo C'(I). son CL-espacios. Probamos lo siguiente:

Si X e¢s un CL-espacio, todo operador en X tiene
radio numérico iqual a la norma y alcanza el radzo
numérico si, y solo st, alcanza la norma.

Asf pues, para CL-espacios. el problema de la densidad
de los operadores que alcanzan el radio numeérico equi-
vale al correspondiente para la norma. En particular. el
resultado de C. Cardassi sobre la densidad de R(C(i))
es equivalente al obtenido por Johnson-Wolfe [34] para
la norma. De manera analoga, los resultados de A. Iwa-
nik [32] sobre densidad de operadores que alcanzan la
norma en Li(pt) nos permiten obtener el resultado paralelo

para radio numArico, pero esta vez, mejorando el resultado
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previamente conocido, ya que obtenemos la densidad de
R(L(y1)) para cnalquier medida positiva .

Concluimos la memoria con un resultado que extiende
cl obtenido por C. Cardassi [15] para el espacio ¢.

Sea A un conjunto arhitrario y X un subespacio
cerrado del espacio de Banach (real 6 complejo)
((N). que contiene a cy(A). Entonces R(X) es
denso en L(X).
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Capitulo 1

Resultados basicos sobre
rango numeérico de
operadores

La siguiente notacion se usard, con caracter general en
toda la memoria: .\ denotara un espacio de Banach sobre
el cuerpo K (R o € indistintamente, salvo que se especifi-
que concretamente cuil de los dos casos se considera); By

sera la bola unidad de X

By = {reX: el <1}
v Sy la esfera unida

Sy = {re X: el =1}

Notaremos X* al dual topologico de X v L(X) al espacio
de Banach de los operadores lineales y continuos de .\ en

<f mnistno. con su norma usual dada por:
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tesultados bdsicos sobre rango numérico de operadores

IT|| = sup{l|T(x)|| : x € By} =
= sup{||T'(x)]| : + € Sy} (T € L{X)).
La palabra “operador” significard siempre “operador lineal

Vv continuo’ .

Recordamos el concepto de rango numérico de un ope-
rador:

Definicion 1.1 Si X es un espacio de Banach y @ € Sy,
el conjunto

{feSy:flr)=1}
es 10 vacio (teorema de Hahn-Banach), convexo y w*-com-
pacto (teorema de Banach-Alaoghi). Moviendo x € Sy,
notaremos I(X) al subconjunto no vacio de X x X* dado
1)()1‘

[0(X) = {(. f) € X x X" lall = |l = fla) = 1}.

Dado ahora un operador T € L(X), llamamos rango nu-
mérico de T v notamos V(T) al conjunto de escalares

siguiente:
V(T) = {f(T(x)) : (x, f) € LX)}

Evidentemente el conjunto anterior estd acotado; se lla-
ma entonces radio npumérico de T al numero real v(T)

definido por

o(T) =sup{|A|: A€V (1)}
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En el caso particular de que X sea un espacio de Hilbert
con producto escalar (+]-), notando & al funcional

y — (yl)

para cada & € X, el teorema de Riesz-Fréchet nos da:

H(X) = {(z,2): z € 8x}

Vv por tanto,

V(T) = {(T(z)|x) : = € Sx},

la definicion clasica de rango numérico de un operador en
nn espacio de Hilbert que, para el caso finito-dimensional
se remonta a O. Toeplitz [51].

Desde su aparicién en trabajos de G. Lumer [39] y F.
Bauer [3] (1961-62), los conceptos de rango v radio nu-
mérico de un operador han sido ampliamente estudiados.
Referencias obligadas al respecto son las dos monografias
debidas a F. Bonsall y J. Duncan [7] y [8], en las que se
puede encontrar un amplio desarrollo de la teoria gene-
ral de rango munérico, asi como su relacion con la teoria

espectral.

A continacion daremos una lista de algunas de las
propiedades hasicas del rango v radio numéricos de un
operador. Estas propiedades clementales se usardn cons-
tantemente. a veces sin mencionarlo explicitamente, en la

memoria. Su comprobacion es inmediata.
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Pr TR -1 - .
gl;pObl('l(—)n 1.2 [7] Sea X un espacio de Banach,
5.1 € L(X) y A € K. Se verifican las siquientes afirma-

CLONCS!

A) V(T + M) = V(T)+ A, siendo I el operador identidad.
i) V(AT) = AV(T).

iil) V(T + S) c V(T) + V(8).

iv) o(AT) = |A|u(T).

v) o(T+ ) < o(T) + o(8).

vi) o(T) < ||T].

Notese que iv) v v) muestran que el radio numérico es
una seminorma en LX), que por vi) es continua. En el
caso de que el espacio de Banach X sea complejo, y co-
mo consecuencia del teorema de Bohnenblust-Karlin [7,
Theorem 4.1], el radio numérico es una norma en L(X)
equivalente a la norma usual de operadores.

Con objeto de demostrar algunos resultados sobre ran-
go numncérico hareios 1so del teorema de Bishop-Phelps
on su version mejorada, debida a B. Bollobas que afirma

que un elemento de X x X* proximo a satisfacer las con-
diciones que definen al conjunto II(X) estd cerca de un
olemento de dicho conjunto (en ol sentido de la topologia

~ producto en X X Ah
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Teorema 1.3 (Bishop-Phelps-Bollobas [6], ver 8.
rem 16.1]) Sea X un espacio de Banach y 0 <
Dados v € By y f € Sy- verificando

=3
Re flz)>1-=—

s'_k

eriste (y.g) € IL(.X) tal que

ly-zll<e ¥y llg-fll<e

Si T es un operador en X, T* denotara el operador
adjunto de T, esto es, el operador en X* definido por

iz = ATz} (PEX je X'}

Haciendo uso del teorema anterior, deduciremos que un
operador y su adjunto tienen el mismo radio numérico.
Por la importancia que tendra este hecho en la presente

meinoria, damos una demostracion.

Proposicién 1.4 (ver [6] v [8. Corollary 17.3])

Si T es un operador en un espacio de Banach X se

verifica

ViT)c Vi3t e V),

y en consecuencia v(T) = u(17)
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Demostracién. La inclusion V(T) ¢ V(T™) se deduce
inmediatamente del hecho de que, dado (x, f) € (X)),
st consideramos al vector » como elemento de X**, se
tiene obviamente (f,r) € II{X*). Probaremos ahora la
otra m(lnsmn supmumuln sin perder generalidad, gue

il =

Sea A € V{( v (f,F) e II{X*) tal que A = F(T*(f)).
Dado = > 0 t(mmnms o > 0 tal que:

d < min {

: 1 4 r > L \Txx
En virtud de la densidad de la esfera de X en la de X
para la topologia débil-x (teorema de Goldstine) podemos
encontrar x € Sy tal que:

IFify—fall<6 ¥y U f(T(x))] <é.
Por ser F(f) = 1, se tiene

(¢/3)°

Refiz) >1 o8>~ 1

y aplicando el teorema de Bishop-Phelps-Bollobas, existe
un elemento (y, ¢) € II(X) tal que

le-lzz ¥ W gll <
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Notando ji = g(T(y)) tenemos claramente neV(l)y

A=l =[F(T*(f)) - 9(T(y))| <
S|ET() = ST + [f(T(a) = g(T(y))| <
S O+ [f(T(a) = ST+ | f(T(y) = g(T(y))| <
SO+ SNTH e =l + 0T wll 1f = gll =

2¢
=f"-+||-r—yll+llf—y||<h+§—<e.

luego A € V(T). como se queria.

Una nueva aplicacién del teorema de Bishop-Phelps-
Bollobés nos permitird demostrar un resultado sobre de-
terminacion del rango numérico semejante al que aparece
en [7. Theorem 9.3] donde, esencialmente se afirma que
cualquier subconjunto de II(.X) cuya primera proyeccion
sea un subconjunto denso en Sy, determina el radio nu-
mérico de cualquier operador en X Alternativamente no-
sotros consideramos un subconjunto E de la esfera unidad
que genera la bola por envolvente convexo-cerrada y u-
samos los puntos de II(X') cuya primera coordenada estd
suficientemente proxima a E. Ambas determinaciones del
radio numérico son independientes: la nuestra sera espe-
cialmente 1itil en capitulos posteriores, pero puede tener
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mteres en si misma. de ahi que la incluyamos aqui como
un resultado general sobre rango numérico de operadores.

Notarcmos coE a la envolvente convexo-cerrada de un
subconjunto £ de un espacio de Banach.

Teorema 1.5 Sca X un espacio de Banach y E C Sy,
tal que

By =@FL.
Para cada operador T € L{.X') y = > 0 se tiene

oV (T) = {f(T(x)) : (x, f) € II(X), dist(x, E) < €}.

Demostraciéon. Fijado = > 0, para T € L(.\') pongamos
VoA(T) = {f(T(2)) : (x. f) € TL{X). dist(x, E) < £}
v queremos probar que
(1) coV(T) Cc coV(T)
(la otra inclusion es obvia).
Notewos
M(T)=sup{Re A: A € V(T)}
M.(T)=sup{Re A: A € VAT)}
Bastara probar que

(2) M(T) = MAT), YT € HX)
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En efec ‘ 'S oSt 2). si coV.(T
fecto, supuesto demostrado (2), si Ag & coV.(T), el
teorema de separacion de conjuntos convexos (para cl caso
complejo, en caso real las cosas son ain mds claras) nos
daria un escalar i con |p| = 1 tal que

Re (pAo) > sup{Re (pA) : A € V(T)} = M.(uT)
v aplicando (2) al operador puT se tendra
Re (pAg) > M(uT),
con lo que pAg & coV(uT), esto es, Ay ¢ coV (T)

Nos concentramos por tanto en la prueba de (2), para
la cual podemos evidentemente suponer que |T]] = 1y,
como quiera que T permanecerd fijo durante el resto de
la demostracion. escribiremos simplemente M = M(T) y
M. = M.(T). Fijamos & verificando 0 < 6 < 1y 6 < 1,

9

! Gy il
tomamos 1) =0y a = 2’—0 Por definicion de M, existira

(y.g) € II(X) tal que

Re g(T(y)) > M -1
con lo cual se tendra
(3) g(y) + aRe g(T(2 1) > 14 (M —1).

La hipotesis By = CoE, nos permite encontrar
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-0y € E y ntuneros positivos Ay, - - +, A tales que

}_: A=l vy =X heill < e

1..‘ ;:l

H

Reemplazando y por Y Ae; en (3) obtenemos
i=

14+ oM < Re g(> Ney) + aRe g(T(Y Aie;)) + 3an =
=1

1=1

= i Ai [Re gle;) + aRe g(T(e;))] + 3an,

p=1

Iuego ha de existir un natural i < n tal que
(4) 1+ alM < Re g(e;) +aRe g(T(e;)) + 3an

por tanto. :

Re g(e;) > 1—=a(=M+Re g(T(ei)) +3n) 2

2
- )
>1-a{2+34) 2 1-—0(\:1—;,

donde se ha usado que

2
ndeo = licando
Re g(T(e;)) <1,p <1y la eleccion de a = 50" Aplica

-
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I

el teorema de Bishop-Phelps-Bollobas ( Teorema 1.3) existe
una pareja (o, f) € I(X) tal que .

(5) if=gl<n ¥ Jz-el <y,

en particular, se tiene dist(xr, E') < n, luego
Re f(T(r)) < M,. Por otra parte, de (4), teniendo en
cuenta Re g(e;) <1 se obtiene

M < Re g(T'(e;)) + 3n,
v usando (5) tenemos
Re g(T(¢;)) =Re g(T(e; = x))+Re [g— fl(T(x))+

+Re f(T(x)) £ 2y+Re f(T(z)) < 2n+ M,

Enlazando las dos ltimas desigualdades, hemos probado

M < M, + 5.
Recordando la eleccion de n = de tenemos

M < M;. + 56 € M, + 50¢

donde se ha usado que 6¢ < £ con lo que Vi(T') C VAT)
y por tanto M. < M.. Finalmente, haciendo 6 — 0 llega-
1LOS &

*\I S ‘.\'[f.-'
b (lvsiqnal(lud contraria es evidente y hemos probado (2),

lo que concluye la demostracion.
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El resultado anterior nos p. . nite, en particular, deter-
minar el radio numérico de un operador usando solamente
puntos de la esfera arbitrariamente proximos al conjunto
E. Puesto que solo nos interesa ahora ¢l radio numérico

¢ puede incluso debilitar la hipotesis sobre E. Notaremos
ID a la bola unidad del cuerpo base v T a su esfera uni-
dad. De esta forma., ¢o(TE) = to(IDE) es el cierre de la

envolvente absolutamente convexa de E.

Corolario 1.6 Sca X un espacio de Banach y E un sub-
conjunto de su esfera unidad tal que By = cto(IDE). Para
T e L(X) y=z>0 se tiene:

= sup{|f(T x, f) € M(X). dist(x, E) < e}.

Demostracién. Si (. f) € II(X), A € T, se tiene clara-
mente

|
Xz, 1\.)") CT(X) v IO = 1T,

liego el segundo miembro de la igualdad a demostrar no se
altera al sustituir E por TE. Podemos por tanto suponer
E = TE. con lo que basta aplicar el teorema anterior.
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Con ¢l corolario anterior damos por concluido nuestro
estudio de resultados generales sobre rango numeérico de
operadores y pasamos ya a considerar el tipo de operadores
que vaios a manejar durante toda la memoria. concreta-

mente. los operadores para los que el supremo que define
a su radio nunérico es de hecho un maximo:

Definicion 1.7 Sea X un espacio de Banach y T € L(X);
decimos que T alcanza su radio numérico si existe un
clemento (r, f) € TI(X) tal que |f(T(2))| = v(T). Nota-
remos por R(XX) el conjunto de los operadores en X que
alcanzan su radio numérico. ‘

Vamos a dar algunos ejemplos para discutir la relacion
existente entre los operadores que alcanzan la norma y los
que alcanzan el radio numérico.

Partamos de un herho elemental:

Si un operador T tiene norma igual al radio numérico y T
alcanza el radio nunérico, es decir, existe (.1 E HS‘X)
tal que |f(T(x))]=o(T)=|T], en particular sera .
IT(x)|| = T, por lo que T alcanza la noriua. .‘-\1’](.)1.(1.
bien, si un operador T' tiene norma igual al 1';1(110’ IUErico
v alcanza la norma, en general no tiene p.orqu(_‘ ’nlt'anzar
;’l radio nmmérico, como se muestra a continuacion.
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Ejemplo 1.8 Sea H el espacio de Hilbert separable cuyo
producto escalar notamos por (+]) y T: H — H ¢l ope-
rador que verifica

donde {e, : n € N} es una base ortonormal de H y {o,} es
una sucesion convergente a uno con 0 < «a,, < 1, ¥n € N.

El operador T se representa matricialmente en la forma:

( 00 |
18

v viene definido por:

(r € H).

T(’) = (J'I"l)(’z + Z (l,,(.!"(’,,)(‘,,

n=43
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con lo que se tiene. et todo . = H:

(T()|ey) =0

(‘]‘{.r'}|¢ o — [_.l‘|( g
(Tirile.) = o lzle.) para n >3
s claro que ||[T]] < 1y que T'(e)) = ey, luego |T|| =1y

I alcanza sa norma en ¢y, Por otra parte

{:[}2 “[“n)i“n)':“n (”’\3\

luego (T} > 1 v por ser w(1) = |0 = 1, ¢ heus
' (T} = 1. Ademds. vamos a ver que T no alcanza el

radio numeérico.

En efecto. dado o+ € Sy, se tienc

et

=1

U ‘
l([-( ’),’} e '(T(T(!)I'n)((n“))‘:

= [(aler)(ealr) + 3 anl(len)| €
: =9
= 2
< l(f|‘|)(‘l|')l+ \L‘ ”n|(-l'|(n)|

v cabe ahora distinguir dos casos:
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H. Alel ¢ n" ! A
L pala aigun n 2_'3 es (ley) # 0 tenemos claramente
(T (o)]r)] < L [Celen)[* + [(alea)] [Celen)] < Jlefl* =1

Supong: ' 'S s (2
Supongamos pues que (@le,) =0 para n > 3. Entonces,

1 :
|(rfer)(ea)] < 9 (xlen)]? + |(2]e2)?] =

1 2
= §||-"l| —

En cualquier caso, [(T(x)|e)| < L.

El ejemplo anterior parece indicar que para un opera-
dor es mas dificil alcanzar su radio numérico que alcai-
sar su norma. Sin embargo, cnando el radio numérico no
llega a ser ignal a la norma, un operador puede alcan-
zar el primero sin alcanzar la segunda como mostramos a

continuacion:
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Ejemplo 1.9 Dado un nimero real a con 0 <o<l
existe nn operador S en el espacio de 15Whert real separable
H tal que ©(8) = o, ||S]| = 1. S alcanza su radio numeérico
PETO 110 SU NOTTIA.

Consideramos el operador
S:H-—H
(que verifica
S(f‘;;”,g) = —p€an_|

= (“Zinél) = (1, Cypn_2 Vn = N

S(‘J."m) = QCyy,

donde {e, : n € N} es una base ortonormal de H y {a,}

es una sucesion de niuneros reales verificando 0 < o, < 1
via,} — 1

La expresion matricial del operador es la siguiente:




I.Resultados basicos sobre rango numérico de operadores

V. explicitainente, S viene dado pOr:

X

q(" = \/_‘ “n(-””hl—l)"1511-—2_

-

i

X X
55 L H,,(.l'i( 526501 + \;: “(-I'Lf 3n)C3n (‘l' = H)‘
me= n—"1

con lo que se tiene, para € H v n € N:

u

(h (-r)l"lin—'ﬁ) = “H(‘rlfl-'hf—i)'
{‘S(-r”(‘l{u--*l) == *“rl("'1(¢{?:—2) y
(S(".”('Jiu) o ”('l'|f'2{n)

Si r € H es un elemento distinto de cero, se tiene

= i !n,'),l(-!‘|r;m—l)|z -i-u,“',l(.:'|“:mg2)|z+“2|(" |e3n)] l ;s
==

- i 1(-“I('n)12 = ”[ |2'

n=1

de donde, ||S]| € 1.
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Ademas. como || S(e il =y 4o} — 1. ha de sep
iSl=1,vSmwo nlmnm 1;1 norma.

()}( omprobamos ahora que § alcanza el radio numérico
’h‘\ (> : A '. D i » iy h . -

1‘\| mos en primer lugar que 0(S) < a. En efecto, sea
& € Sy v caleulemos (S(r)|e)

L A ‘ =
( b(f!"} = L|(b{lr}|( r:)("fjl-"_) A “n(-’"(':’m—l)(('lhr—'JI".)_"
1 fpasi l"-l

x
= }: “n(_""".'{n (e ’u—l|l + L ”| |( 3n) |

=1 n=1

X

=% n|(.r'|(;;,,)|2§ (}H.:'H‘“’ =
me=1

por tanto v(5) < a.

Por ser (S(es)|es) = . se tiene v(S) = a'y ademas S

aleanza el radio munérico.
|

Antes de plantear el problema central del que nos ocu-
toda la memoria. daremos una serie

5. bastante restrictivas por cierto.
Excepto.

pareiios a lo largo de

de umrh( iones suficiente
ador alcance su radio numeérico.

para (ue 1 oper
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vesultados basicos sobre rango numérico de operadores

tal vez, el referente a los operadores compactos en espa-

Clos {4, estos resultados son conocidos anngue no aparecen

explicitamente en la literatura. Empezamos con un hecho
completamente elemental;

Proposicion 1.10 El rango numérico de un operador en
un espacto normado fintto-dimensional es un conjunto com-

pacto. En particular, un tal operador alcanza su radio nu-
merico.

Demostracion. Si .\’ e¢s un espacio normado finito-di-
mensional. el conjunto II(X) es compacto en X x X* con
la topologia producto v. para T € L(.X). la funcion bilineal

(z, f) — JiT1z))

es contima.

El ejemplo 1.8 muestra que nun operador en el espacio
de Hilbert separable puede no alcanzar el radio numérico.
De hecho el ejemplo puede simplificarse. obteniendo, como
se vera en el proximo capitulo, un operador diagonal ¥ a-
toadjnnto en dicho espacio (ue sigue sin alcanzar el radio
nmunérico. Tal patologia no se puede dar para operadores

St . proximos resultados:
compactos como muestrail los proxunos I ¢
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Proposicion 1.11 El rango numcrico de un operador de

rango finito en un cspacio de Hilbert es un conjunto com-
puacto.

Demostracion. Notaremos por H al espacio de Hilbert.
St I € L(H) es un operador de rango finito. T admite la
forma

n

Tla)=" (zly. e t2 e ),

k=1
para ciertos elementos ry, -+, Ip, Y10+ Yo € H. Sea M
el subespacio de H generado por
{"'1-'. Lns UH}
Se tiene claramente T(M7) = {0} y T(H) C M.

Dado un elemento & de la esfera unidad de H (onsulo
ramos la descomposicion @ = a + b, con a € M, beM'y
||u||“ - Hb ‘=z “z = 1. Entonces:

(T(2)|e) = (T(a+Db)|a+b)=
(T(a)|a+ b) = (T(a)la).
por tanto.
V(T) = {(T(x)]x) : ¢ € H. o]l = 1} =

= {(T(a)la) 1 a € M. |la]| < 1}.
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s T 8 S s 3
Por ser M finito-dimensional. By, es compacto v por tanto
V() también lo es.

St un operador en un espacio de Hilbert es compacto, el
rango numerico no tiene porqué ser cerrado. Considérese,
por ejemplo. en el espacio de Hilbert separable, el operador
dado por:

x 1
Tia)= 3§ ""(.l'|(},)(',, (r € H)

n=1

para cualquier base ortonormal {e, : n € N} de H. Es
claro que el operador T es compacto y 0 ¢ V(T), va que
para r € H, ||| = 1. se tiene

Si embargo, 0 € V(T'), va que

1
(’1'((,”)\(‘”) = e ()

N
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Como consecnencia de wn resultado de G. de Burra,
Giles v Sims 2, Theorem 1] se obtiene que para un ope-
rador compacto 7" en un espacio de Hilbert. el conjunto

[0AV(T) = {tA:0< t <1, € V(T))

es compacto. Generalizamos este resultado, establecién-
dolo para espacios (,(\) con 1 < p <~ v A un conjunto
arbitrario. Siguiendo la notacion estandar, (,(A) es el es-
pacio de las funciones 1 A — K tales que la familia

3 = A

AEA

~es suable, con norma dada por

eI = X [e(N" (r € £(A))

AcA

Usaremos la identificacion de (,(A)* con (,(A) donde ¢
. s | sl sk
os el exponente conjugado de p: by 1. Mediante dicha

identificacion. un elemento y € (,(A) se corresponde con

ol funcional f € (,(A)* dado por

flo) = X uNe(d) (2 € G(A)
AEA

lad en la desigualdad de Hol-

Discutiendo la posible igual ' |
Aeilmente que st ey son

der [23 pagina 137] se obtiene f
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tados jh‘ihi('f]h' sohre raneo numerico de U,’N‘J".'m'r)!'r“s‘

puntos de la esfera unidad de ((A) ¥ {,(A), respectiva-
mente v fes el funcional determinado por y. entonces
(x.1) € Il{f'”(.\)} st v solo si

gl A) = !.t‘(,\}|;fu{,\) VA €A
donde. para X € AL a(A) es un escalar verificando que:
la( )] = y o lx(All = ef Xzl A}

Usarcmos también el hecho de que la convergencia débil
de elementos de la bola unidad de (,(A)* equivale a la
convergencia puntual de las correspondientes funciones de
la bola unidad de €,(\).

Proposicién 1.12  Sea A un conjunto arbitrario,
1 < p< x yT un operador compacto en (,(A). Entonces,
el conjunto [0.1)V(T') es compacto.

Demostracién. Es suficiente probar que

1—(]3 C [0,1}V(T). Sea p € VI(T) con u # 0 (8 " ’:
0 iln hav nada que demostrar), {(ry. fn)} una sucesion
de elementos de I((,(A)) con {(T(za))} = 0 Y, para
cada n € N sea y, el elemento de (,(A) que 1'(1)1'(_‘5(‘11?&1 al
funcional f,. De acuerdo con los comentarios anteriores

se tendra:

!]“.{/\} = I'rn(/\)l{-':—”n(/\) (/\ E A\. I E N)

donde |an(A)] =1, lea(A)] = an(A)xa(A)
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!.u reflexividad de (,(A) nos permite suponer qie la su-
cesion {a, ) converge en la topologia débil a un elemento
x de la bola wnidad de {,(A), esto es, para cada X € A, se
tiene 4.0,(A) — #(N). Pongamos, para cada X € A

Con |(|()\}| = 1.

y(\) = [e(M)]ia()). VA € A.

Es claro que y pertenece a la bola unidad de (,(A) y no-
tamos f al correspondiente funcional en (,(A). Veamos
que { f, } converge a f en la topologia débil de (,(A)*, esto
es. {yn(A)} — y(AY VA € A. En efecto, si x(A) = 0 se
tiene {r,(A)} — 0 = y(\). mientras que si r(A) # 0 serd
rn(A) # 0 para n suficientemente grande. con lo que:

e |en(A)]
HH(’\) s "’ n(/\)l‘ .!.”(./\]

Por la compacidad de T la sucesion {T'(.,)} converge

en nortna a T(r). La desigualdad evidente

[fa(T(2a)) — f(T(2))] £

X |fu[T(-"H)) = /rr(f[’))l L |I‘H(I(')) = I(I(”H <
<ol ITCn) = T+ 1w = T DI S




9
{ ) ; i 20
<U f,hr ~ufi.m‘n~ il..‘?-fl (N ~4u.’n|* rango mumerico de (,,,,,.I-'-“]l,]-,\_q

iplica cutonces que LT ()} — f(T (). lnego
p= fIte
Por altimo. observemos (que

Hel= 3 giigidi =% n(,\_)|.r'(,\)|5.r(,\) =

AEA CAEA

= Y e = X L) =

AEA A€
1

- (£ ket ) (£ ke ) = 1A e

AEA AEA

Por ser pu = f(T(x)) # 0 se tiene x # 0 y f # 0, luego

T l) TI((,(A)
(n.ru‘nf.t =

=171 el h‘.‘ﬁ (5

CO1110 5¢ (lll(‘l'l}l.
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Corolario 1.13 Todo operador compacto en (,(A)

(1 < p < oo, A un conjunto arbitrario) aleanza su radio

numcrico. kn particular todo operador compacto en un

espacio de Hilbert alcanza su rodio numdrico.

Si salimos de espacios tan perfectos geométricamente como
los del tipo (,(A) es posible que incluso un operador de
raigo uno no alcance su radio nuérico, cotn. se muestra a
continuacion para ¢l espacio (; (un ejernplo similar podria
construirse para ;). '

Ejemplo 1.14 El operador
1 {1 s (1

dado por

(¢} es el elemento de () dado por ey(1) = 1, ey(n) = () para

k ' e ieal al radio mumérico y no alcanza
n > 2) tiene Horua ignal al radio numerico |

la norma (mucho menos el radio numerico).
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peradores

]'\l llll : 3 Ay v it \ 1
: 1. fo <1). dado wn elemento »r € ( distinto de cero, de
I cesignalaad evidente

X

!l-/"(.r\fH =) (1 — ]).rfu):

st n/

T
) le(n)| < |E&|

1

se tiene que |71 < 1. Si para cada natural n, e, cs el

n-ésimo vector de la base canodnica de (. como se tiene

1 .
I T(e, )]l =1 = —. de hecho ||T|| = 1, ¥ T no alcanza la
n
Horma.
Para calenlar el radio numérico del operador T deli-
nimos para cada munero natural n. el funcional f, dado

I)UI'
fule) =2(1) + z(n) (x € b).

\ {_ el elemento (e,. fu) estd en el conjunto () v

' |
fn(-r(f',,)) -] =

n

;IH se deduce

de donde v(T) > 1y por ser siemnpre v(17) €

que (1) = 1.
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Tras las consideraciones anteriores, en peneral elemen-
tales. con las que hemos pretendido dar ana idea de la
dificultad que supone para un operador en un espacio de
diiension tinita el alcanzar su radio runérico PaASHIIOS
a plantear el problema central del que vamos a ocuparnos
durante el resto de la memoria.

Fon 1972 B. Sims. en su tesis doctoral, demostré que,

L3 B (‘:x‘mc'in de Hilbert, ¢l t‘nn_illll!n de los u[)v]';ulul‘(‘ﬁ
antoadinntos que alcanzan su radio numérico es denso eu
ol conjunto de todos los operadores autoadjuntos. A partir
de este resultado conereto formuld la siguiente pregunta

ceneral:
Problema

Para qué espacios de Banach X' se tiene la densidad

de los operadores en X que alcanzan su radio numerico!

La pregnuta anterior gnarda notable similitud con la
referente o operadores que alcanzan su norma planteada
por E. Bishop v R. Plelps (ue se enuneio al principio de
la introdnccion de esta memoria, Como se vera, las res-
piiestas parciales al problema de Sims gue hov ]'mr hoy se
conocen. incluidas las que vamos a obtener aqul, ouardan

taanhién nn marcado paralelismo.




Capitulo 2

Operadores que alcanzan el
radio numérico en espacios
de Banach generales

En este capitulo se considera el problema de la materia-
lizacion del radio numérico para operadores definidos en
espacios de Banach @ los que no se exige ninguna propie-
dad geométrica. El primer resultado al respecto, valido
para Citalquicr espacio de Banach, aparece en [1, Theorem
4], donde se probo que ol conjunto de los operadores cuyos
seenundos adjnntos alcanzan ol radio mumérico es, siempre,
denso. Nuestro primer objetivo es mejorar tal resultado.
ostableciendo la afirmacion analoga para los primeros ad-

juntos.

Recordemos que R denota ¢l conjunto de los ope-
| espacio de Banach X que alcanzan su radio

radores en ¢
al conjunto de los ope-

it o - i ) -
Mnerico. Notaremos ahora I ()

30
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radores cuyos adjuntos alcanzan el radio aumérico. esto es:
R ={Tel(X):T"e RIX")},
Avanzando un paso mas, podemos considerar el conjunto
i) =T e LIX} T e RIX")}

Como cousecuencia del hecho de que un operedor y su
adjunto tienen el mismo radie mundérico (Proposicion 1.4),
es inmediato comprobar gne st un operador alcanza su
radio numeérico. también lo hace su adjunto. Se tiene por
tanto. para cualquier espacio de Banach X, que

RiX)c X} Bl X )

Se vera mas adelante que estas inclusiones pueden ser es-
trictas. Como se ha dicho. se probd en [1] que Ry(X ) =
L(X) para cualquier X v vamos a probar que. de hecho,
R/(X) es va denso en L(X), también sin hipdtesis sobre

A

Las siguientes consideraciones pueden avudar a com-

prender la téenica de demostracion que vamos a utilizar.

Dado un espacio de Banach X v un operador T en
L(X). elegiios una sucesion {(r,. fo)} en (X tal
que {|fu(Tlr,))|} converge al radio munérico de T De-
seariamos. naturalmente, consegiir algin valor adlierente
a la sucesion {(2n; In )b que pudiera materializar el radio
numeérico de 7. El teorema de Alaoglt nos permite consl-

derar sendos valores adherentes F v f alassacesiones 12,1
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v ifut. en las topologias débil-x de X** y X', respectiva-
mente. En el mejor de los casos el par (. F) pertenccerfa
a I(X ") v podria materializar ¢l radio munérico de T,
Tal cosa no tiene por qué ocurrir:

Coustdérese, por ejemplo. el operador T en el espacio
de Hilbert separable H | tal gque

donde {c, :n € N} es nua base ortonormal de H
puede comprobar facihnente que

Fl=1 3y (Flelieni=1-

I

por lo que v(T) = 1. Por otra parte, cs claro que T no
alcanza ol radio munérico. va gue T ()] < ||#]| para todo
clemento x en la esfera unidad de H . La sucesion {e,}
permite aproxinar ol radio munérico de T, pero converge

débilinente a cero.

La clave para que el proceso descrito al principlo pue-

1a llevarse a cabo con éxito, consiste €L (UE la sucesion
{(a,. fu)} sca tal que, no solamente |fo(T(xy))] sea una

l I P Ly :
huena aproximacion del radio numérico de T, sino que
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tarnbicn o sea | f,(1 ()] para los naturales m posterio-

res an. al tiempo que | £, ()] tanbién se aproxima a uno
para m posterior a i .

La formalizacion de estacidea lleva al lema de caracteri-
zacion de los elementos de 171(X). gque enunciamos a conti-
nuacion. Este resultado es similar al de Lindenstrauss [37,
Lemma 1] que caracteriza los operadores cuyos segundos
adjuntos alcanzan la norma.

Lema 2.1 Sea N un espacio de Banach y S € L(X) . Las
siguicntes afirmacioncs son equivalentes:
i) S alcanza su radio numdrico.

Ty i 3 g ) o @ :
ii) Eristen sucesiones {a,} en Xy {fn} en X* tales que:

(a) Lfall = leall = 1

'h) “,EH “A” U.n k{0 j‘ =1

(c) litn ii},\lf Uln-:* il H{.r'“J)! > v(S).

i

Demostracion. i)=>ii) Sea (. P e [(X*) tal que

F(S' ()] = v(S) = e(5).
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Usando la w*-densidad de By en By (teorema de Golds-

tie). podemos elegir, para cada n. un elemento », en la

esfera unidad de X tal gue

1

[f(8Cea)) = FIS' (fo 0 = =

Se obtiene entonces

es decir.
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con lo cual se verifican facilmente las condiciones de 11)

totmando '/'” = [ Yunen.

i)=>1)] En virtad del teorema de Banach-Alaoglit, po-
demos afirmar la existencia de un elemento f de By-, va-
lor adherente a la sucesion {f,} en la topologia débil-x
de X' Analogamente, sea Fun elemento de By.- adhe-

rente a {r, b en la topologia débil-x de X**. Fijado n, las

desigualdades

i]ﬁ.l-f I_!.n+,('("ru)| S lfm(-"n)‘
il,i!f ifn%.('(s(-ru))i g |_}[‘”,(S(J'n))l-

validas para cualquier natural m posterior a n, implican

il}.l-f l.f.n-'r-lv('i.!l” S |)¢(l“)l S 1

inf £ 14(SCra )] < 1F(SCe)]

Puesto que |[F(f)] v |F( S*(f))| son valores adherentes a
las sucesiones {|f(xq)|} ¥ {F(S(xn))]} .1‘(‘.‘41)0(1}\'&11.11(*11“\.
las hipotesis b) v ¢) nos permiten conclur que

IF(f)

IF(S" ()]
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Tomando \ = M‘I.! , tenemos que (fLAF) € TI(XY), mien-

tras que la segunda desienaldad nos da
v(S) < |AF(S*(f))].

esto es. ST alcanza su radio numérico.

El siguiente lema téenico nmestra la forma de perturbar
sucesivamente un operador, de manera que se consiga, tras
un proceso iterativo, otro que verifique la condicion ii) del

lema anterior.

Lema 2.2 Sca X un espacio de Banach y T € L(X). Da-

& y p. y un elemento

dos tres nidmeros reales positivos o
(. ) de TI(X) tal que
[F(T(z))] > vid) = o,
sea T el operador definido por
T(z) = T(z) + Mo f(z)e+ 0 f(:)T(r)  (2E€)

\ es un escalar de modulo uno tal que

(T () = MAT (DI

donde

Si(y.q) € H(X) es tal que
(T ()] > o(D) =
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entonces

L+ 8(T) < fglo)| + Sg(T ()] + £+ (148

Demostracion. Es claro que
) < |g(T(y)| +p <

< |g(T(y)) + lf ()] lglo)] + 1 F )] |o(T
< o(T) + dlgla) |+( I'q (@) l—{— ir

donde se han usado la eleccion del par (y.¢) € II(X), la
definicion de T v la desigualdad evidente |f(y)] < 1.

Por otra parte, rvnivndn en cuenta la forma de elegir
(. f) en II(X) v A en K, tenemos:

7> [Pl =
|f(T(x)) + A6 f(x)* + & f(a) f(T(2))| =
= Il —{—t“"'?)]"(T( r)) + A6 =
= (14+M)f(T(e))]|+62
> (l—%—t“ "(])—vn(l—{—(‘ﬂ ) + o

Enlazando las dos designaldades ante riores se obtiene:

540146 w(T) < 9 Y’)—}-r‘.l_{,r(.f')]—i-r\“]y( ()| 4 ptal (146°)

v basta restar v (I) en ambos miembros y dividirlos por ¢

para llegar a la de sipnaldad buscada.
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Estamos va en condiciones de probar la densidad del
conjunto de operadores cuyos adjuntos alcanzan el radio
munerico. Este resultado es andlogo al obtenido por Zizler
(54, Proposition 4] para operadores que alcanzan la norma,
st bien la idea principal de la demostracion se hallaba va
en el trabajo pionero de Lindenstrauss [37, Theorem 1].
La adaptacion de estas ideas al caso del radio munérico

[’I“‘(i"‘il. ('{)111‘) S0 \‘[‘1‘}’1_ l‘(‘l()(ill(lg\ {\ﬁ(\l](-iill(\h-

Con objeto de resaltar todo el contenido de la demos-
tracion. merece la pena involuerar la nocion de operador
miclear. Recordemos que un operador A en un espacio de
Banach X se dice nuclear cnando puede expresarse en la
- forma

donde {r,,} v {f,} son sucesiones de elementos de X y X7,

respectivamente, verni ando

= Whlllenl <

1 -. . l. ¥ 1 . L ‘(}]!
La norma nuclear del operador A anterior Vien dada 1
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4 = 1ot § 32 15|

donde el infimo se toma sobre todas las posibles represen-
taciones del operador A de la forma deserita en () (véase,
por ejemplo, [22, pag. - 170]).

Teorema 2.3 Sca X un espacio de Banach y T € L(X).
Eriste un operador nuclear A en L(X'), de norma nuclear

arbitrariamente pequena. tal que (T+A)* aicanza su radio
numerico.

Demostracién. Sea T € LX), que podemos suponer de
norma uno v 0 < ¢ < L— Elegimos dos sucesiones decre-
cientes de niimeros reales positivos {6,} v {a,} verificando

S (6. +262) <,

=1




i
2. lispacios de Banach generales

S(‘ )! (\‘ (\ ‘\ I'. .. . ]‘ ) \ = s S——— > . :i
(Se puede elegir. por ejemplo. ¢, = o T O = .1

A partir del operador T, vamos a construir por indue-
cion una suces M de operadores, iterando ol proceso del
Lema 2.2. Tomamos

(4)

v suptesto constriido T;,. elegimos un elemento
(1. fn) € II(X) tal que

(H)’ 1fn(Tn(-"'n)”2 "’(Tn)—”n

v definimos T, por

]‘H4 I(-"': = lar(’J + /\n’«r fn{-r]-ru +(‘);.2,fn(-"')Tn(-rn) (.I' e -\’)-

donde X, es un escalar de module uno tal que

n

l(-’) fr.’ ( i‘”(.l'” H :_’\Hl,fn (TH(J.H)) |

Comprobaios por indnecion que se verifica

il €1+ Y ik L% <2 [(nE N
1=1
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I.n 1'1'«‘(‘“1. se t e

Il < WTl -+ AN el + ST ) <
<l +é+8<2,

que o8 (7)) pare no= 1. Bupuesto

”.[-'f'lu = L Z{(‘?,- + 2(\;.3) <0

=1

te1e10S

I Tysoll € ITnsill + Snir + | Tustllis S

n
= 1+ \;(f\i e 2‘\;_,] + Onil + Z(STZHI =
1=1

v (7) queda probade. Como consecuencia se obtiene

n+k—1 i ri-%(_'_‘—l 5
Lo lb “’]‘n?ﬁ' T ]‘nH S }: HTH-I m [1‘ S L (\(\i ~F ‘2‘\;‘-) 3

1= =n
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2.1 Spaclo de Banacl, generaloes

lo que, en vista de (1), implica que la sucesion ilat es
de Cauchy. luego converge 2 un operador S, Haciendo
k — ~ en (8) obteneimos:

X

1S~ Tull € X (6: 4 267) (n € N).

(
_f'—‘\- i

1 I

Nuestro objetivo ahora es probar que S verifica las con-
diciones del Lema 2.1. Para lograr esto. partimos de la
desigualdad

il
|ju-+—." F [H-r-l('rr.'-i-r(',\'] ‘ 2
> s lTalzea)) | = 1T — Tl 2
2 ('(_’[ﬂ”_r ki = Qi = H]”+,(- ] Tn+]“ 2

> 6(Tp1) = Otk = 2| Tove - Tent]] 2

s Ty o

x

y 9
8 ¥ T 5. D N-
>{'([u!i)_“n—'2 }_, ((a+-(,)-

i=n+1

donde hemos usado (5}, (8), el decrecimiento de {ay} v el

""(T;;J\-}I E HT,,'.HfT,,;;.H. Estamos

hecho de que [o(T, o)
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en condiciones de aplicar el Lema 2.2. tomando T = i

Herkli o lte ’ i ) 7
(¥ = Gins 0 = Op, (&, J) = {&a, [s), con lo cual el operador 7

del lema coincide con T4 v la desigualdad recién probada

nos dice que las hipotesis del lema se cnmplen para

x
8 = ik Inik) YP=a, +2 3 (r‘*,— + Qr\f). El lema
t=n-+1

nos da:

L ké,0iE) € 1 hiilenl B0 fans (a2 bR

)
: ) : - o2
20, + pbs +2 ) (f\‘ + Z‘Ss)

1=n+l

Cambiando T, por S en la desigualdad anterior y te-
wiendo en cuenta la acotacion del error asi cometido. dada
por (9) se obtiene

(10) 14 8,0(8) < |fusrlan)| 4 Oal fsk (Sxa)) [ + €n

donde

-

- 1 {2““_{_“”(\34,'2 > (h;—k%f) +

_'\ 1 T
: 1=n+1




2. Espacios de Banach generales

v, las condiciones (1), (2). v (3) hacen que
— 0. De (10). por ser ||S]| € 2. se deduce

l<~ln¢f.-u|+(n| H{rl(g(' ))|+3—HS
< Un-.- Ty) |+2‘\‘n i
V. por otra parte.
“N

l'(g)g |f”+A\ 'n |+

H

Las desioualdades anteriores, vdlidas para todo n y k

nos permiten obtener

1 u = En S ukit |fn+k("lu)| S 1,

o(8) = 2 < inf | fuss (SCra)) |

f”

“n

Teniendo eu cuenta que {6,} ¥ i—n} CONVergel a cero
‘ (S?J

<o tiene la condicion ii) del Lema 2.1, por lo que S* alcanza

el radio mundérico.
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lomando A = S — T, resta probar que el operador A
es nuclear con ||All,,.. < 2. Nétese que, para ¢ € X v n

natural. se tiene

'I‘inrl("') i V]‘n('r) = ,I‘n(-") El;\“(\”.!'” + ‘\",_:-—rn(i'n)} )

por tanto

A !
=Y fulz) Aabusn + 61000 (REN)

n=1
v. tomando limite en k.

Axr)= (S =T)( Zf,, )Yn

donde

Yn = Au‘\n"'n + (\-;—:T,,(.l',,) ('“ € N)

Finalinente, tenemos

S % 3 a5 « ¢,
S fall Nuall £ L (62 + 2T < Z. (6, + 263)

n=1 R
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lo que concluve la demostracion.

Considerando el caso particular de que el operador T
del teorema anterior sea va un operador nuclear obtene-
1108:

Corolario 2.4 Todo operador nuclear en un espacio de
Banach es limite. en la norma nuclear, de una sucesion
de operadores nuclearcs cuyos adjuntos alcanzan el radio
numerico.

Teniendo en cuenta que evidentemente
fl“ S ||‘4-”nur'

para cualquier operador nuclear A, asi como la densidad
de los operadores de rango finito en el conjunto de los
operadores nucleares, del Teorema 2.3 deducimos

Corolario 2.5 Sca X un espacio de Banach y A un sub-
espacio cerrado de L(X) que contiene a los operadores de




£)isoe il ]y :
peradores que aleanzan el radio numerico 17
7

.! . : “ ¥ “
rango Jomto. El conjunto de los operadores de A CUYos
adjuntos alcanzan ¢l radio numérico es denso en A .

En particular. se puede tomar como A el espacio de los
operadores aproximables. compactos 6 débilimente com-
pactos. pero la eleccion ¢ue nos interesa en lo que sigue es

A LLX

Corolario 2.6 Para cualquicer espacio de Banach X, Ry(X)
es denso en L(X).

Como se coment6 al principio de este capitulo, el coro-
lario anterior mejora el obtenido en [1, Theorem 4] segun
el enal Ry(X) es denso en L(.X). De cualquiera de estos

dos resultados se deduce el signiente hecho:

Corolario 2.7 [1. Corollary 5] Si X es un espacio de Ba-
nach reflexivo. el conjunto de los operadores en X que

alcanzan ¢l radio numérico cs dcnso en LX),




2.@tspacios de Banach generales

El anterior corolario mejora los resultados de [.Berg-
B. Sims [4. Theorem] v de C. S. Cardassi [16, Corollary

2] afirmando la misma tesis para espacios uniformemente

convexos v uniformemente suaves, respectivamente. No
obstante, el resultado se mejorard notablemente en un
capitulo posterior.

A continnacion nos detenemos a considerar una clase
de espacios X | para los cuales las inclusiones
R(X) C R(X) C Ry(X)
son estrictas.
Dado cualquier ¢spacio de Banach E, notaremos cy( E)

al espacio de Banach de las sucesiones convergentes a cero
en E. con norma dada por

||| = max {||x(n)|| : n € N},

donde para r € ¢y(E) y n € N, x(n) es el n-ésimo término
de la sucesion .r.

Proposicién 2.8 Sea E un espacio de Banach y
X = cy(E). Se tiene:

R(X) # Ri(X) # Ro(X).

Demostracién. Probaremos en primer lugar que
R(X) # Ri(X). Para ello definimos un operador T en

L(X) por
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blzik) =0 pamm k=1
Dado un clemento o de la bola unidad de X se verifica

X

: o 5 1 x
1) T = 1T S X sllemll < X 5

n=1 n=1 -

1
7

de donde ||T]| € i. Comprobaremos ahora que v(T') > 1;
para ello elegimos un elemento (a.a*) € II(E) y. fijado un
natural k. definumnos

un)=a si n<k un)=0 s n>k
flz) =a*(z(1)) VexelX.

Es inmediato comprobar que (u, f) es un elemento de

II(.Y). luego

v de la arbitrariedad de k se sigue que \IT|| = »(T) = L.
Por (1). T no alcanza la norma v, fortiori, T no alcanza
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cl radio numérico. Ahora bien. T* si alcanza el radio
mumerico. Para probarlo., usaremos en lo que signe la total
identificacion de X* con el espacio (1(E") de las sucesiones
y: N — E* tales que la serie Y lly(n)]| es convergente

n>l

con norma dada por

lol = 3 lumll ¥y € G(E).

n=1

Esta identificacion, notando < -,- > a las formas bilinea-
les canonicas correspondientes a los pares duales (X, .X*)

v (E. E*). viene dada por

<xz.y>= 3% <zinlyn >

=1

paraxr € X ey € {;(E"). Con ello, para y € (;(E*), T*(y)

viene dado por

T (y)n) = ly(l) (Vn € N).

on
=

£ ey g ) v consideramos
Elegimos un elemento (a”. a ) de II(E™) ;
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los elementos v € X* v F € X** dados por

v{lj=a’, vin)=0 para n#1

X

Fly)= 3 a"(gln}), f(pel(E"))

=1

El par (¢, F) estd en II{X") v facilmente se obtiene que
F(T*(v)) =1 conlo que T* alcanza el radio numérico por
ser (1) = v(T) = 1. En resumen, T pertenece a Rj(X)
v no a R(X).

Demostraremos ahora que la inclusion R (XX') C Ry(X)
es estricta. Sea S el elemento de L{.X) definido por

S{x)(n) = azx(n) e £ ‘\—)-

siendo {a, } una sucesion de mimeros reales verificando
0<a, <1¥neNy{a,} = 1. Claramente se tiene

1S()]] = max lla,r(n)]| < I|¢]] sup oy, = Il

para todo r en X, de donde ||S]| £ 1. Por otra parte, para
cunalquier natural n, o, € 1(S); en efecto, dado

(a.a*) € II(E). definiendo

— g, ulk)=0 para k#n
= ag'lzln)) [(zcX)
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es claro que (u, f)elly) y f(S5(u) =a,. lego
oy € VIS). Ast

l =supa, <o(S) < ||§)| < 1.

de donde ¢(S) = 1.

El operador S* viene dado por
S'(y)n) =auy(n) (y€lH(E)=X")

- * = S - : g
v S* no alcanza su norma. va que, para y en la esfera
unidad de X7*, se tiene

x

15"l = ¥ aullymll < & ()] = 1.

n=1 n=1

Como consecuencia. S* no alcanza el radio numérico,
esto es. S no pertenece a B(X). Sélo resta comprobar que
S € Ry(X). Para ello, notemos que, teniendo en cuenta la
identificacion de X** con el espacio ((E™) de las suce-
siones acotadas de elementos de E** (norma del supremo)

el operador S** viene dado por

S™(z)(n) = ayz(n) (z € [(E™)).

Fijemos a en la esfera unidad de E. v le consideraremos
Definimos un elemento w €

como un elemento de E*

S ye-. por
win) =0, Yn € N.
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I (87" () | = max e (8™ (w))|:p € D,

maxuno que denotaremos por p. Claramente

L G { o YOk ’

i (5™ (w)) € V(S5™). Inego solo resta probar que p = 1
1 & * -~ ] :
Sea a* un elemento de E* tal que (a.a*) € II(E). fijemos
n € N v pongamos |

vin)=a", vik)=0 para k= n.

Es claro que v € ({(E*) v que, considerando a v como
un elemento de X, v € D. Asi

p> (8w} = o,

lnego 1 < p < v(S) = 1, como se queria.

La amplia clase de espacios descrita en la proposicion
anterior nos permite afirmar que el Corolario 2.6 mejora

ostrictamente el principal resultado de [1]; sin embargo.

la mistma proposicion proporciona una gaa de espacios
para los cuales 1o se sabe si B(XX') es denso en LX)




Capitulo 3

Puntos fuertemente

expuestos y operadores que
alcanzan el radio numeérico

En este capitulo probamos la densidad de los operadores
que alcanzan el radio numérico para espacios que veri-
fican una propiedad geométrica bastante restrictiva, que
va fue utilizada por J. Lindenstrauss en [37] en relacion
con operadores que alcanzan la norma. El interés de esta
propiedad radica, en primer lugar, en el hecho de que,
bajo hipotesis muy generales, un espacio de Banach puede
renormarse de forma que la verifique, con lo que tal pro-
piedad resulta muy poco restrictiva desde un punto de
vista algebraico-topoldgico. Por otra parte. todo espacio
de Banach es isométricamente isomorfo a an subespacio
complementado de un espacio con la mencionada propie-
cad. Ambos resultados se deben a W. Schachermayer [45,
Mheorems 4.4 and 4.6]. Obtenemos, por tanto, teoreimas

gencrales de renormacion v de inmersion en espacios para

H4
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lna que se ve Ilh( <l lrl (]t ll\l(](ul 1(' 11)1 opel dt[nl( 'S que al( dil-
zan ¢l radio numérico.

Para introducir la mencionada propiedad de Lm(lf‘us-
trauss precisamos fijar algunos conceptos:

Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto de X
D 4 ) f
Recordemos que ag € A es un punto expuesto de A cnando

existe un funcional f € X*, tal que

Re f(r) < Re f(uay). para r € A\{x};

esto es. la funcion Re f tiene maximo en A y lo alcanza
solamente en el punto ry. Si, ademas, se verifica que toda
sucesion {.,} de puntos de A, tal que

{Re fan)} = Re flx).

converge en norma a xg, se dice que xg es un punto fuer-
temente exrpuesto de A. Resulta natural la siguiente “uni-
formizacion”™ del concepto anterior, que por comodidad
introducimos para el caso particular en que A es la bola

unidad.

Definicién 3.1 [37, pagina 143]. St X es un espacio de
Banach. diremos que una familia

{f” T = A}

de elementos de X* erpone uniformemente @ und familia
{z, 10 € A} de clementos de X cuando se vertfican
A (8]
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3.Puntos fuertemente expuestos

1) [laa]] = Ifall = falwa) = 1, Ya € A.

s 3 : L
1) Para cada = > 0 puede encontrarse & > 0 tal que:

a €A
rE By } > “1 - .1‘,,“ < E,
R{‘ fn '!';' o 1—48

Si no es necesario enfatizar los funcionales { f, } diremos
simplemente que el conjunto {r, : @ € A} es uniforme-
mente c.onuesto.

Como ejemplos ilustrativos de la definicién anterior, ci-
temos los de [37, pigina 143]:

- la esfera unidad de un espacio uniformemente convexo

es una familia uniforinemente expuesta.

- los puntos extremos de la bola unidad de ; forman

mna familia uniformiemente expuesta.

En ambos cisos. la bola unidad del espacio coincide
con el cierre de la envolvente absolutamente convexa de la
citada familia uniformemente expuesta. Se afirma también
en [37] la existencia de espacios de dimension finita cuya

bola unidad no puede obtenerse de esa forma. Por la tras-
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cendencia que mas adelante tendra este hecho, estudiamos

con detalle un ejemplo conereto de esta situacion.

Ejemplo 3.2 Se considera X' = R? dotado de la norma
cuva bola umidad es By = ID+ B . siendo ID v B, las bo-
las unidad para la norma euclidea v la norma del maximo,
respectivamente,

Probaremos que no existe ningin subconjunto unifor-

memente expuesto E de By tal que

By = to(F U -F).

que los puntos de la forma

Notemos. en primer lugar.
A nede

(1.2) con =1 = t < 1 tienen norma uno, oo |

5
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CO y arse faci 3

mprobarse facilmente. Por tanto estos puntos no son

oxtre i ) C 01 r |
XIremos, 1menos aun expuestos, luego no pueden formar

parte de ninguna familia vniformemente expuesta de By

.\,(‘('(‘.'. < y 11aCer ) 2 e 4
sitamos hacer uso de la norma dual en X'*: tras la

identificacion natural de X* con R? dicha norma || . ||* se
: : 8
calcula como sigue:

||(H.[))H* =

= sup {|a(e1 + x2) + by + y2)| : (21,1) € D,
(x9,92) € B} =
= sup {|ax; + by| : (x1,y1) € D} +

+ sup {|axy + bys| : (x2.y2) € B} =

= Vva?+ b+ |a| + |b],

as{ pues la norma en X* es la suma de la norma euclidea

con la norma de la suma.

Supongamos que la bola unidad By es el cierre de la en-
volvente absolutamente convexa de un subconjunto unifor-
memente expuesto E. Como quiera que FU-FE también es
uniformemente expuesto, podemos suponer que E=-=E.
Por ser (0,2) € By deberd existir una sucesion {(n, Yn)}
de puntos de E con {y.} — 2 y, por el comentario hecho
anteriormente, se tiene |&,| > 1 con lo que, pasando a
una sucesion parcial puede tenerse de hecho x, > 1 para
todo n. Cada uno de los términos de la sucesion {xn}, por
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D

el hecho de ser puntos expuestos, debera obtenerse como
suma de puntos extremos de ID v B, luego

(nsyn) = (1,1) + (cos o, senyp,)
con , € [0,7/2] para todo n.
Sea ahora (a,.b,) € X* tal que
H(u,,.b,,)H* = Qnle F Dyt = L.
Entonces,
1 =a, + b, + a,cosp, + b,senyp, <

< |an| + |ba] + |an|cose, + |bu|seng, <
< lag| + |bal + a2 + b = i(as: balll’ = L

donde se ha usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Asi
pues. a,, b, > 0y ademas

1

E 9
y, v bn

(. by) = (cOS pp,senpy).

Por ser {y»} — 2, ha de ocurrir que {sengn} — 1, con lo

1
que {a,} =0y (b} — 5 Entonces,

{((1,;,’),,)(().2)} = 42b,] = 1
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V. sin embargo, |/(0.2) = (). Yn)|| nO converge a cero, va
que {r,} no tiende a cero, luego los puntos {(&n, )} no

pueden ser uniformemente expuestos por los funcionales

{(”H*bn)}-
|

Probaremos en este capitulo que para espacios de Ba-
nach cuya bola unidad es el cierre de la envolvente absolu-
tamente convexa de una familia uniformemente expuesta
se tiene la densidad de los operadores que alcanzan el ra-
dio numérico. En la construccion usada para demostrar
este resultado, precisamos estimar el radio numérico de
un operador usando puntos proximos a los de un conjunto
uniformemente expuesto, para lo que usaremos el Teorema
1.5. Ademads precisamos los dos lemas siguientes:

Lema 3.3 Sca {x, : n € N} una familia numerable de
puntos de X uniformemente expuesta por el conjunto de
elementos de X* {f, : n € N}. Supongamos que

lim inf |fa(2e)] = 1,
R k>n

entonces la sucesion {x,} admite una sucesion parcial con-

vergente en normd.
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Demostracién. Para cada natural n, notamos

por hipotesis la sucesion {4,} converge a uno.

Consideremos, ahora, para cada natural k. la sucesion
o definida por

ar(n) = fulrg) (n € N).

Por ser ||x,|| = ||f.]| = 1 para todo natural n, {a}}
es una sucesion de elementos de la bola unidad de ¢..
Usando ahora que la topologia débil-*+ de la bola uni-
dad de (.. es metrizable [33, Proposition 27.8], se con-
sigie una sucesion parcial {a, )} convergente en la topo-
logia débil-+. Por tanto, para cada natural n, la sucesion
{aomy ()} = {fal®o(y) i converge a un escalar A,. Para
n fijo vy k > n, por ser o(k) > n se tiene

1 Z |fn(-r(r(k))| 2 Tns

de donde. haciendo & — o se obtiene

I = I)\nl 2 In-

La hipétesis del lema implica entonces que Jl—l-%lc- |Aa] = 1.

Extraemos una parcial {Ay(-(n))} de la sucesion { Ao}
convergente a un escalar A, que ha de tener modulo uno.

Tomamos ahora

Yn = Ty(r(n)): On — frr(r(n))- Hn = /\U(T(ﬂ)} (” € N)
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dor v "wape a1y
Por tenerse, para cada n natu,..

liz'll f,,(.l'ﬁ.“.}) = /\”.

en particular se verifica

hiujh(r(n))(-rn(k)) - ’\n(r(n)) = Hn,

V por tanto

li‘{ﬂ frr(r(n))('rrr(r(k))) = fn,

esto es.

li}cn 9alts) = Pn; para cada natural  n,

v evidentemente se tiene ademas li%lllfra. = A

Probaremos al ora que {y,} (sucesién parcial de {z.})
es convergente en norma.

Por ser {r, : n € N} un conjunto uniformemente ex-
puesto por los funcionales {fa : n € N}, es claro que los
conjuntos {y, : n € N} y {gn : n € N} también cumplen
esta condicion. Entonces, fijado € > 0, puede encontrarse

un positivo 6. verificando

t€By,n€N,Regfz) >1-0= = ull <
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. :
Por ser ]lrl,llﬂ,, = A, se tiene

A
g EN:n > nyg=lu, - A < =
2
Fijados ahora dos naturales p y ¢ posteriores a ng, usando
que {g,(yx) b = 1y ¥ {9,(0)} — py tenemos

5 P
lgp(yx) — 1| < 5 lga(ye) = gyl < 5

para k suficientemente grande, y. por tanto,
() = A <8 ¥ lgalye) = Al <&

Teniendo en cuenta que A tiene médulo uno, las expresio-
nes anteriores se pueden escribir de la forma

A ) — 1 <6y g =1 <8,
luego
Re .‘]}f()\-].’]k) >1-6 y Re gq(/\"lyk) 51—

y usando ahora el hecho de que {yn : n € N} esuna familia

uniformemente expuesta se tiene

0w -wl<z v 107w -unl<z




(|
‘) ) ¢
3. Puntos fuertemente expuestos

(lf‘ (1() e s ’ = !
nde ||y, Yoll < . Se ha probado que la sucesion

Wt os de Cauchy, lo gue concluye la demostracion

El segundo lema nos da una caracterizacion de los ope-
radores que alcanzan el radio numérico, valida para cual-
quier espacio de Banach. La dificultad, en general, estriba
en construir operadores cuyo radio numérico se pueda a-
proximar usando una sucesion convergente en norma.

Lema 3.4 Sea X un espacio de Banach, S € L(X) y

{(n, fu)} una sucesion de elementos de 11(X), tal que

{Ifa(S(aa))[} = v(S).

Si la sucesion {x,} converge en norma, entonces S alcan-

za el radio numérico.

Demostraciéon. Gracias al teorema de Banach-Alaogly,
podemos elegir un valor adherente f en la topologia
débil-x de X* a la sucesion {f,}. Si llamamos & al limite

de la sucesion {x,} se tiene
Il = f(')i T Uﬂ(-"n) T f(l)l <
£ !fn(-rn) = fn('r” + lfn(-r) = f(.‘l‘)| <
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SWAull len = ell + [ fule) = )] <
< lew = all + [ fule) = f(2),

de donde se deduce que f(r) = 1. va que la sucesion

{j,,(f.'.' )i tiene a f(r) como valor adherente. Asi, la pareja
(. f) es un elemento de TI( X)), v o
.. X),yaque|zl|=1= flz) v
Il <t -

Razonando de manera andloga con la desigualdad

| FSGN] = [falS{ea))] | < 1£(S(x)) = fa(S(2a))]

< F(S(x)) = fulS(0)| + | faS(2)) = fulS(an))] <
<N = FXSEDH Nall ISI Nl = all <
<|(f = F)S@)+ S]] e = zall

se deduce que |f(S(x))| es un punto adherente a la su-
cesion | f,(S(x,))|. v por tanto coincidira con el limite de
dicha sucesién, es decir, |f(S(x))| = v(S), por lo que S
alcanza el radio numérico.

Teorema 3.5 Sca X un espacio de Banach, tal que By
es el cierre de la envolvente absolutamente convera de
una familia de puntos uniformemente erpuestos. Dado
T € L(X) y = > 0, existe un operador nuclear A, con
norma nuclear menor que € y tal que T + A alcanza el

radio numerico.




ti6) 3. ‘
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5 ) + e 1. % & 1 2 b
Demostracion. Sca F ¢ conjunto uniformemente ex-
puesto cuya envolvente absolutamente convexa es densa
en By, Suponemos que ||T| = 1 v o(T) # 0 v elegimos

una sucesion decreciente {=,} de reales positivos, tal que

X

(2) 2

A partir del operador T construimos por inducciéon una
sucesion de operadores, mutando cada operador de la su-
cesion por otro de rango uno, para obtener el siguiente.

Definimmos T; = T: supuesto construido T),, aplicando
el Corolario 1.6, elegimos &, € E e (yn,gn) € II(X), tales
que

(3) 2o —wall < €3 ¥
N

(4) |‘]n(Tu(UH))| Z"'(TH)_:::‘

y definimos

(j) Tn+l(~r) = Tn(-") + /\nfnfu(-r)yn ("' € -Y)
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siendo f, el funcional de norta uno asociado al punto

fuertemente expuesto r,, v \, un escalar de modulo uno
verificando

{(” l””(.r”(y”)) + ‘\”:‘”f”(y”)l = IUH(TH(UH)H T '-:HIfn(ynH'

Probaremos, en primer lugar, que la sucesion {T,} es
convergente. Se tiene claramente

(1) Lalz) =Tz)+ X alfelzie (2 € X,n EN)
b=l

Por ser

xC

Z ||5n/\nfn|| ”Un“ — Z L:H” = £,

n=1 n=1

poniendo

o

-“1("') T Z i\n/\nfn("")yn (-’-' € 4\’)

n=1

obtenemos un operador nuclear A cuya norma nuclear es
menor que &. Ademas, notando S = T + A es claro que

e

@ a-9lc 3 ittt =t W e N).
k=n+1
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Una acotacion que necesitaremos mas adelante v se de-
duce claramente de (7) v (2) es:

. .
(9) i~ Talls 3 o ¢
; J=n+l

x

. 5 :‘J-<;-",,2<;~‘ (n ok € NJE>n+1).

Jj=n+l

Solo nos resta comprobar que S alcanza el radio numé-
rico. Para ello tenemos en cuenta ia siguiente designaldad

f‘(TrJ+]) 2 ',(]?J(Tn$l(yn))| = (p()r (5))

= |.‘]n(Tn(UH)) - )\nfnfn(yn” = (1)01' (6))
= lgu(To(y))| + el fulyn)l 2 (por (4))

(10) . > "(Tn) e 5;2, - 51:|frt(yn)| s (p()r (3))
2 f'(Tﬁ) = 5?, -+ 511(|fﬂ(51'n)| i 512;) -~
e "'(I;J) = :—;2; - En(l i E?y;.)‘
en particular, por la eleccion de ey se obtiene el crecimiento

de la sucesion v(T},).

Usando la desigualdad anterior, y el hecho de que la
} es decreciente obtenemos, para naturales k

sucesion {z,
posteriores a n,

|.(]A‘(Tn+l(‘yk))| 2 i(ﬂ(Tk(W))l o “T»( i Tn--i—l“ 2 (])Ul‘ (4))
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Por otra parte. se verifica

l.‘“‘(Tn-%l(.’/k))i = l.‘fﬂ'(Tn(yk)) . /\n.Enfn(yk).‘jk(yn)| <

< o(T) + ul fulyi)|s

desigualdad vialida para cualesquiera n y k. Uniendo am-

bas desigualdades y dividiendo por ¢,. se obtiene para n
v k naturales con k > n

1< | fulye)l + 420 (k> n),

v usando (3) para cambiar y; por xjp en la desigualdad
anterior se obtienc

1< |fn(-f'ﬂ-)| + de, + Elﬁ <

S l'fu("'k)| T ;fn (A > ‘N.).
Usando ahora que los puntos {x,} son uniformemente ex-
puestos por los funcionales {f,}, podemos aplicar el Lema
3.3. obteniéndose que la sucesion {x,} admite una parcial
convergente en norma a un elemento x necesariamente de
Sy. En vista de (3), la sucesion {y,} admite también una
parcial, que seguiremos notando igual, convergente a .

Finalmente tenemos

gl S ()] 2> gn(Talya )| = 110 = S| > (por (4))
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2 "(Tn) e j‘;-: Yo ||Tn T SH Z
> v(S) < - 2T, - 8| > (por (8))

> 3( J o qf, -2 Z Els

k=n

por lo que la sucesion {|g,(S(y,))|} converge a v(S) v u-
sando el Lema 3.4. § alcanza el radio numérico.

Si bien el resultado analogo al anterior es conocido para
operadores que alcanzan la norma [37], ambos son inde-

pendientes. como prueban los ejemplos 1.8 y 1.9.

Corolario 3.6 Sea X un espacio de Banach cuya bola u-
nidad es el cierre de la envolvente absolutamente conve-
za de una familia uniformemente expuesta. St A es un
subespacio cerrado de L(X'). que contiene @ los operadores
de rango finito. entonces los operadores de A que alcanzan

el radio numérico son densos en A.

Como caso particular, tomando A = L(X), del resul-
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tado anterior obtenemnmos:

Corolario 3.7 Sca N un cspacio de Banach tal que By
s clcicrre de la envolvente absolutamente convera de una
Jamalia wniformemente expuesta. Entonces los operadores

en X que alcanzan ol radio numdrico son densos en L(X).

Con el objeto de dar los resultados de renormacion e in-
mersion anunciados al principio de este capitulo, definimos
la propiedad a. nsada por W. Schachermayer [45] para es-
tudiar ciertas cuestiones sobre el problema de densidad de

operadores que alcanzan la norma,

Definicién 3.8 [45. Definition 1.2]. Se dice que un espa-
cio de Ranach X tiene la propiedad o st existe una familia
e, 1., 0 E A} de puntos de X x X* y un mimero real
\ con 0 < X < 1 verificando

) folza) = lfull=leall =1 (0 EA)
i) 19, bE Aozl |_f“(.l'.1)| T

iii) La bola unidad de Y es el cierre de la envolvente ab-

solutamente convexa de la familia {x, 1o € A}
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H(.‘.. T A e : Lok = gL ¢

h ul.u rmayer demuestra [45, pdgina 202. Fact] que
los espacios con la propiedad o verifican la hipotesis del
corolario anterior, es decir, su bola unidad es ol cierre de
la envolvente absolutamente convexa de una familia de

puntos nniformemente expuestos, por lo que se verifica

Corolario 3.9 S/ X ¢s un espacio de Banach con la pro-
predad o, el conjunto R(X') es denso en L(X).

Usando ahora el teorema [45, Theorem 4.6] de inmer-
sion de cualquier espacio de Banach en uno que posee la
propiedad o se deduce el siguiente hecho:

Corolario 3.10 Para cualquier espacio de Banach X, exis-
te otro especio de Banach Y con el mismo caracter de
densidad que X . tal que X estd 1-complementado en Y y

R(Y) es denso en L(Y').

Obsérvese que el hecho de que cualquier espacio de Ba-
nach real es un subespacio de otro espacio de Banach para
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el cnal se tiene la densidad de los operadores (ue alcan-

zan el radio munérico es evidente, va que cada espacio de

Banach puede considerarse como subespacio del espacio

de funciones continuas sobre la hola unidad de su dual de
manera obvia, v para los espacios reales del tipo C'(IV) se
tiene la densidad de los operadores que alcanzan el radio
numerico [14, Theorem 6]. .

Como todo espacio de Banach WCG puede renormars»
equivalentemente de forma que tenga la propiedad o [45,
Theorem 4.4] se obtiene

Corolario 3.11 Todo espacio de Banach débilmente com-
pactamente generado admite una renormacion equivalen-
te. para la cual los operadores que alcanzan el radio nu-

meérico son densos.

Un caso particular ¢ interesante del resiltado anterior

0S pl que Sig‘lll‘i

Corolario 3.12 Todo espacio de Ban ach separable se pue-
de renormar equivalentemente pare que el conjunto de ope-
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radores que aleanzan el radio numdcrico sea denso en el
conjunto de todos los operadores,

No sabemos (y probablemente es un problema abierto)
s la hipotesis de que el espacio de Banach sea débilmente
compactamente generado es esencial en el teorema de re-
normacion de Schachermayer que se ha utilizado en los
dos 1ltimos corolarios. Queda planteada, por tanto, la
cuestion de si todo espacio de Banach se puede renormar
para conseguir la densidad de los operadores que alcanzan
el radio numérico.




Capitulo 4

Densidad de operadores que
alcanzan el radio numérico

en espacios con la propiedad
de Radon-Nikodym

Los resultados de este capitulo se refieren a espacios de Ba-
nach con alguna propiedad adicional, tales como los espa-
cios de Asplund o los espacios con la propiedad de Radon-
Nikodyim. El teorema principal del capitulo afirma que,
para espacios con la propiedad de Radon-Nikodym (RNP)
el conjunto de operadores que alcanzan el radio nmunérico
os denso. La RNP tiene su origen en la teorfa de medi-
das vectoriales v, esencialmente, el que un espacio la posea
significa que el teorema de Radon-Nikodym es valido para
medidas vectoriales con valores en X, bajo ciertas con-
diciones naturales. Omitimos una definicion rigurosa en
ostos términos dado que aqui solo usaremos una carac=
terizacion intrinseca. de naturaleza geométrica, resultado
de trabajos de R. Phelps, J. Bourgain v C. Stegall. La
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pleyade de caracterizaciones geométricas v analiticas de

la RNP que |

10V se conocen y, en general, informacion

abundante sobre esta propiedad puede encontrarse en las

monografias de J. Diestel v J. Uhl 22] ¥ R. Bourgin [12].

Adoptamos el punto de vista “local” de la segunda de
estas monografias v hablamos de conjuntos de Radon-Ni-
kodym (RN). bien entendido que un espacio de Banach
tiene la RNP si. v s6lo si. su bola unidad es un conjunto
RN. Para estos conjuntos C. Stegall [50] consigue un “prin-
cipio de optimizacion no lineal” que serd la herramienta
fundamental de este capitulo.

Por otra parte. como segundo resultado importante de
este capitulo, mejoramos, para espacios de Asplund, el ob-
tenido en el Teorema 2.3 sobre la densidad del conjunto
de operadores cuyos adjuntos alcanzan el radio munérico.
Con el fin de probar esto 1iltimo, se ha logrado un teorema
de optimizacion para espacios duales con RNP que, en este
caso particular, mejora al de Stegall recién mencionado.
No obstante. nuestra demostracién es una adaptacion de
la de Stegall.

Para enunciar la aludida caracterizacion geométrica de
los conjuntos RN fijamos con precision la nocion de expo-
sicion fuerte, presente implicitamente en el capitulo ante-

rior.
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Definicién 4.1 [12, Definition 3.2.1] Sea X un espacio
de Banach, C' un subconjunto de X v ¢ : ¢ —, R una
tuncion mayorada. Se dice que @ expone fuertemente

a (" s1existe o € C verificando

®(r) = max{®(c): c € C}

v cualquier sucesion {r,} de puntos de C' verificando
{®(r,)} — P(x) converge (en norma) a .

Notese que en el caso particular de que @ sea un fun-
cional R-lineal continuo, el punto x que aparece en la defi-
nicion anterior es un punto fuertemente expuesto de C en
el sentido del comentario previo a la Definicion 3.1. Nos
interesa ahora solamente la relacion del funcional @ con el
conjunto C; el punto x, donde, por asi decirlo, se realiza la
exposicion., perderd totalmente su protagonismo. De ahi el
cambio de nomenclatura gque no deberia causar confusion.

Teorema 4.2 (Phelps. Bourgain, Stegall; ver [12, Theo-
rems 3.5.4 & 3.5.5]). Sea X un espacio de Banach real y
C' un subconjunto de X . convero. cerrado y acotado. C
es un conjunto de Radon-Nikodym si. y solo si, para cada
subconjunto D C C cerrado acotado y convero, el con-
junto de los elementos de X* que exponen fuertemente @

. . i
D es un conjunto Gs-denso en X7
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. b 01 P R
Nota 4.3 Para una correcta comprension de lo que

l sigue,
puede tomarse muy bien como definicion de conjunto RN
la caracterizacion dada por el teorema anterior. Este plan-

teamiento es natural cuando se manejau solamente aspec-
tos geometricos de los conjuntos RN (véase por ejemplo

[47]).

Enunciamos ahora el principio de optimizacion obte-
nido por C. Stegall que usaremos mas adelante:

Teorema 4.4 [50. Theorem 14] Sea X un espacio de Ba-
nach real. C un subconjunto de Radon-Nikodym de X y
$ : C — R una funcion superiormente semicontinua y
mayorada. Entonces el conjunto

{feX": @+ f expone fuertemente a C}

es un subconjunte Gs denso de X*.

El problema de que un operador alcance su radio nume-
rico se puede reformular en términos de optimizacion de
ana funcion definida en la esfera unidad de X. Considérese
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vara cada - de la esfer; '
[.W, ada r € X de la esfera unidad. el subconjunto de
X dado por .

el = {f = ”f“ =flgl= 1}

.F)lm‘r\'vmus que D(r) es w*-compacto, por tanto, el con-
junto

17(y): | € Do)}
es también compacto para cada elemento y de X. Esta

observacion nos permite definir para cada operador
T € L(X) una funcion

gr:S(X)—R
dada por

or(x) = max {|f(T(z))|: f € D(x)}.

De la definicion de radio numérico se sigue evidentemente
que:

v(T) = sup{¢r(z) : x € Sx}.

Si T alcanza el radio numeérico tenemos
o(T) = |fo(T(xp))] comzp€Sx ¥ fo€ D(xy),

luego v(T) = or(xy) v la funcion oy alcanza su maximo en
ry. Reciprocamente, si or(rg) = v(T') para algiin xy € Sx,
tomando fy € D(.p) tal que | fo(T(x0))| = ¢r(x0) obtene-
mos que T € R(X). Esta observacién nos permitird sacar
partido del principio de optimizacion de Stegall. Para ello
necesitamos conseguir, a partir de la funcion ¢, otra que
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verifique las hipotesis del Teorema 4.4, Empezamos por
extender ¢ a la bola unidad de X,

Definicion 4.5 Sca X un espacio de Banach y T € L(X).
Definimos una funcién @4 en la bola unidad de X por

Qp(r) =max {|f(T(x))| : f€ D(x)} si |zfj=1

Op(r) = ||| @7 m-:— si 0<|z|<1

Comprobamos a continuacion que la funcion &, veri-
fica las hipotesis del Teorema 4.4. Puesto que, obviamente,
®r(r) < v(T) paii. & € By, solo resta comprobar la semi-
continuidad superior.

V. D es sermicontinua Supertor-
Lema 4.6 ParaT € L(X), ®r es semacc 1

mente.
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Demostracién. Podemos suponer que T # 0 y teniendo
en cuenta que @y = |A|Py para cualquier escalar A. toma-
remos ||T]| = 1. Con ello se tiene &4 (x) < x|, V& € By.
Probaremos que para cada r > 0 el conjunto

{-l' € By : Qp(x) > 'r}
es cerrado.

Dado r > 0 y una sucesion {x,} en la bola unidad de
X convergente a xy v verificando

Op(a,) >r, Yn €N,
se tiene |lr,|l > r, v, por tanto, ||xg|| > r. Notamos

In ; 5o X
o e e Yo= r—w
= o]

v elegimos. para n > 1. un elemento fn € D(yn) tal que

\fn(T(_yn))l = (I):'(Un)

Sea f, un valor adherente a la sucesion { f, } en la topologia
débil-* de X*. Entonces.

|1 7 fl)(yU” = ‘fn(yn) i f(](y(])i S

< | fultte) = Fulyo)| + | falyo) = folwo)| <
o ||'!}n G '!]n” + |(fn = fo)(!]u)],
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por lo que 1 = Jolwo). va que {r/,,} converge a y, v folyo)

es un valor adherente a la sucesion {fulyo)}. También se
tiene

ol (Ur:)) = fo(T(yo))| <
S |fn(1(’/u)) e f Ul] I i = |jn UU)) g f(i(T(UU)” S
< HUH T U()Il + I fn —f ) (U(l )|

por lo que fo(T(yy)) es un valor adherente a la sucesién

{ fn Un }

De la desigualdad

1
v

(I)I H)Z"_‘h-

|fn(T(Un))| i (D’f'(y”) | ”

: l, y siendo fy € D(yg)

= Mool

deducimos que |fo(T(yo))|

¢
tenemos ®7(yy) > —. esto es,

ol

Oy (ry) = ||eol|Priyn) 27

como se pretendia.

Todo esta va preparado para el teorema principal de

este capitulo.
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Teorema 4.7 Sca X un espacto de Banach con la propie-

dad de Radon-Nikodym. Dado T € L(X), existe un ope-
rador A € L(X). de rango uno Yy norma arbitrariamente

pequena, tal que T + A alcanza su radio numérico. En

particular, R(X') es denso en L(X).

Demostraciéon. Dado = > 0, aplicando el Teorema 4.4
(st X' es complejo dicho teorema se aplica al espacio real
subyacente a X), existe ¢ € X* con 0 < ||g|| < ¢, tal que
®; + Re (g) expone fuertemente la bola unidad de X. En
particular, existe un punto xy en la bola unidad tal que

(1) @ (rg) + Re glag) 2 Pr(x) + Re g(x)
para todo x en By.

Teniendo en cuenta que ®p(Ar) = ®p(xr) para todo
escalar \ verificando |[A| = 1, de (1) se deduce que

(2) G () + Re g(xg) > ®r(x) + |g(2)],

para todo x en la bola unidad de X. En particular, to-
mando z = x,. Re g(x¢) = |g{z0)], por lo que g(zo) 2 0.
Por ser ¢ # 0., el elemento xry no es cero y tomando

r=—2 on (1), se obtiene que |lzo] = 1. Elegimos

[E|

fy € D(xy) tal que
(3) . Splre) = | fo(T(x0))]




81

Espacios con la propiedad de Radou-Nikodvin

y definimos el operador 4 en X por

Alz) = dglz)ay (2 € X).

donde A es un escalar de maédulo uno tal que

(4). fo(T(xg)) = \ifn(T(-"u)H-

A es un operador de rango uno v
14l = llgllllzoll = llgll < e.

Probaremos ahora que el operador T 4+ A alcanza el

radio numérico. En efecto, si (x, f) € II{X), usando (2) y
(3) tenemos

IF (T + A)@)]| < |f(T(x))i + [Ag(x) f(xo)} <

= |fo(T(x0))] + g(x0),

mientras (ue, por otra parte,
|fo [(T + A)(xo)] | = [ fo(T(x0)) + Ag(xo) fo(@o)| =

= [Alfo(T(x0))] + Ag(o) folzo)| =
= | fo(T(x0))| + g(x0),
va que A verifica (4) . De las dos desigualdades anteriores
se deduce que v(T+A4) < lfo (T + A)(xg)] |, y. por tanto,

T + A alcanza el radio numérico en (xo, fo)- =
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Como quiera que en el resultado anterior se perturba

un operador arbitrario por otro de rango uno. se obtiene
como consecuencia. el resultado siguiente para una serie

lll‘ ('l.'l?wl‘.\' ll!‘ i)lN'I'il(lHI‘i‘.‘ﬁ.

Corolario 4.8 Sca X' un espacio de Banach con la pro-
piedad de Radon-Nikodym. Si A es un subespacio de L(X)
(1o necesariamente ccrrado). que contiene a los operado-
res de ranqgo finito, entonces los operadores en A que al-

canzan ¢l radio numdérico son densos en A.

Dado que los espacios reflexivos verifican la propiedad
“de Radon-Nikodvm [22. pagina 218], como consecuencia
del Teorema 4.7. se deduce el siguiente resultado que me-

jora el del Corolario 2.7.

Corolario 4.9 Sea X un espacio de Banach reflexivo y
T € L(X). Dado z > 0, existe un operador A € L(X), de
rango uno con ||A|| < 2y tal que T 4+ A alcanza el radio

il HN/!'H‘U.
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orolario < e X o '
Corolario 4.10 Sca X' un espacio de Banach dual sepa-

rable. entonees los operadores en X que alecanzan el radio
numerico son densos. Es mds, cualquier operador en X
s¢ puede perturbar por otro. de rango uno y norma arbi-

trartamente pequena, para que aleance el radio numdérico

El resultado anterior es consecuencia del hecho de que
los espacios de Banach separables que son duales satisfacen
la RNP [22, pagina 218§]

Nota 4.11 Observemos que las hipotesis del Teorema 4.6
v del Teorema 3.5 son independientes. En efecto, como
prueba el Ejemplo 3.2, existen espacios de Banach finito-
dimensionales (por tanto RNP) cuya bola unidad no coin-
cide con el cierre de la envolvente absolutamente convexa
de ninguna familia de puntos uniformemente expuesta.
Por otra parte. como conseciencia del resultado de Scha-
chermayer [45] todo espacio de Banach separable puede
renormarse equivalentemente para que posea la propiedad
a. v por tanto, su bola unidad es el cierre de la envolvente
Ahsolutamente convexa de una familia de puntos uniforme-
Gi esta ultima propiedad implicase RNP

miente expuesta.
Banach separable seria RNP. afirmacion

todo espacio de
gque evidentemente no es cierta.
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(o8]

kn el caso de que apliquemos el Teorema 4.7 a un es-
pacio de Banach dual X* con la propiedad de Radoun-
Nikodyin, se obtiene que todo operador T € L(X*) se
perturba por otro operador A en L(X*) de rango uno v
norma arbitrariamente pequena de forma que T+ A ni-
canza su radio numérico. Si el operador T de partida es
w¥-continuo. el operador que se obtiene, en general, no
tiene porqué serlo. Si se analiza la demostracion de este
resultado, para poder obtener operadores w*-continuos es
suficiente que exista un elemento r € X tal que la funcién
$y 4+ alcance su méaximo. Con este fin nos hemos plan-
teado la posibilidad de obtener un principio de optimi-
zacion semejante al de Stegall para espacios duales RNP,
Como es conocida la dualidad entre los espacios de As-
plund v los espacios RNP [49, Theorem 1], es por esto que
en el resto del capitulo impondremos a nuestro espacio de
Banach esa nueva propiedad. A continacion definiremos
este concepto. en el que interviene el de diferenciabilidad

cn el sentido de Fréchet.,

Definicién 4.12 [42. Definition 1.12] Sea X' un espacio
de Banach. U un subconjunto abierto de Xyp:U—R
funcion. Se dice que p es Fréchet diferenciable en
r € U siexiste f € X7 \'ﬂl‘jﬁ(‘an(in la siguiente

una
un punto .

condicion:
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O Vi . -
Para cada & > 0 puede encontrarse 8 > (), verificando

yE Nyl < o= |pta+y) = pla) = f(y)] < <|yll.

Un espacio de Banach X es un espacio de Asplund si
toda funcion continua y convexa p definida en un subcon-
junto abierto v convexo U de X es Fréchet diferenciable
en un stubeonjunto Gg-denso de U,

El siguiente lema extiende a un resultado de Smulian
que aparece en [50]. Este resultado relaciona los conceptos
de exposicion fuerte v Fréchet diferenciabilidad.

Lema 4.13 Sea X un cspacio de Banach real y D un sub-
conjunto cerrado y acotado de X*. Definimos un funcional

ﬂ,’) i ‘\-*‘ st Hq

op(F) = sup{F(f): f € D}.

Las condiciones siquientes equivalen.

i) 75 es Fréchet-diferenciable en v € X.
i) La restriccion de op a X ¢s Fréchet-diferenciable en

e X
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i) .« cepone fuertemente a D.

Demostracion. i) =>ii] Trivial.
i1) =iii)] Por ser la restriccion de o4 a X Fréchet dife-
renciable en o, existe fi € X*, tal que dado £ > 0, 38 > 0

vertficando

ye Xyl o= ople+y)—aplx) = fily) —||Ul|

Tomamos a = f)w‘* Y z € 5%. i f € D verifica

e

f(xr) > opler) — a, tenemos

(f = () = £ = fo)(62) =




20 !‘..H.l)il('j(?h con la ,'H'Uluff'r.{fld de “.’Jd(m-.\'”\'mf.\'m
Por ser = arbitrario en Sy, obtenemos |f=full € =. Hemos

probado gne para todo = > 0 puede encontrarse a > 0 tal
que

f e B.jls = oplr) —a = Hf = fu” < E.

Tomando ahora una sucesion {f,} de puntos de D con
L. 1

{le)} = ap(a), tenemos que {f,} converge en norma a

foz en particular, fy € Dy fy(«) = op(x) y hemos probado

que . expone fuertemente a D (en el punto f).

iii)=>1)] Supongamos que . expone fuertemente a D; sea
fo € D tal que fy(x) = op(x) vy K = sup{||f|| : f € D}.
Dado = > 0. la definicion de exposicion fuerte nos permite
encontrar 1 > 0 tal que

feD,flx)>aplr)—n=>|f - fol <

Ui
Sea 6 = =

. para F € X™* con ||F|| < é probaremos
IR A

que

|f7,f) ’+F — apl. f[]*( HF”
obteniendo la Fréchet (hf('rvu('i;ﬂ)ilid;1(1 de ap en xr con
derivada fo. En efecto, sea feb tal que

(7])(!+F <I +F ”Fll
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(f depende de F| pero esto no causari ningin problema.)
Entonces,

He) = f(a) + F(f) - F(f)

> op(e+ F) = S|[Fl| - F(f) >

> op(a) - op(~F) - S|IFl| - F(f) 2
2 oplr) — ('21\" e é) |E|| > op(x) = 1.
luego [|f = full < - con lo que
0 < opls + F) —aple) = F(fy) €
< fla) + () + SIF] = ) = F(fo) <
< F(f = fo) + SNFI < 1F = ol IFI + SIF1 < 0P

col110 s5¢ (lll(‘l'lil.
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Usando e

I lema enunciado antes demostraremos un re-
sultado de optimizacion valido para funciones superior-

mente semicontinuas v acotadas, definidas en un subcon-
junto del dual de un espacio de Asplund. Seguimos fiel-
mente el esquema de demostracion dada por Stegall del
Teorema 4.7, desglosando sus razonamientos en varios le-
mas v dando la demostracion de los que precisan algin
retoque.

Lema 4.14 Sea X un espacio de Banach real, E un sub-
conjunto de X* cerrado y acotado de X* y & : E — R
una funcion mayorada. Construimos el conjunto D de

X' x R dado por

t :
_ ~1):t€[0,1},f€E
D=t e > Vel

siendo M = sup{®(f) : f € E} y definimos la funcion
o: X —R
dada por

(x) = sup{®(f) + flor) - M- 1: f € E}.

b o

Ll s afir dones son crertas:
Las sigurentes afirmaciones 01
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Sy : ; .
1) Sid es superiormente semicontinua, entonces D es ce-
rrado cn norma.

i) Sca . € X, entonces O+ & expone fuertemente a E si.
y solo si, el par (. p(r)), considerado como funcional
lineal en X x R. crpone fuertemente a D.

La demostracion de estas afirmaciones es, esencialmen-
te la dada por Stegall [50, Theorem 14]. La afirmacién
dada en ii). aunque de comprobacion inmediata, es la idea
clave de la demostracion de Stegall del “principio de opti-
mizacion no lineal”.

Lema 4.15 Sca X un espacio de Banach, W un subcon-
junto denso de X x R tal que RFW C W y ¢ X —R
una funcion continua y conveza con p(0) < 0. Entonces
el conjunto W N Graf p es denso en Graf .

Demostracién. Por la continuidad de ¢, el conjunto

{(y.1) € X xR:o(y) >t}

os abierto. luego, por ser 1 denso en X x R. dado
(r.o(r)) € Graf o, existe una sucesion {(ry.t,)} de pun-
Z, ol

tos de W, convergente a (&, () ¥ tal que:

‘r:{"‘n) >ty Vn €N.
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Para cada n natural, por ser 2(0) < 0 V ¢ continua, po-

demos encontrar un mimero real Pas £0R 0 < p < | §al
que

(1) rﬁ(!’u-"n) = puly Vn € N.

Por hipotesis RTW C W, Iuego los pares p,{r,.t,) estin
en Graf o NI, Bastara por tanto probar que {p,} — 1.
De lo contrario existiria una sucesion parcial de {p,} (que
seguimos notando {p, }) convergente aun pcon 0 < p < 1.
La condicion (1) nos daria

Alpr) = pelr)
lo cual es una contradiccion, va que, por ser p(0) < 0v ¢

convexa se tiene

Alpr) < pole) + (1 = p)p(0) < pe(r).

Lema 4.16 Sca X un espacio de Banach real, E un sub-
conjunto cerrado (en norma ) y acotado de X7 Y
J: X — R una funcién mayorada. Entonces. el con-

Junto

: : \
{re X:®+ & expone fuertemente a  Ej

s un conjunto Gs.
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Demostraciéon. Para r € X vV a > (. notaremos:

M(x) =sup{®(f) + f(x): f € E}

N, aj=={feE:Qf)+f(x)> U (r) —a}l.

Claramente @+ expone fuertemente a E siy solo si el

diametro de S(r.a) tiende a cero cuando o tiende a cero,

Para cada mumnero natural n. definimos

n

1
Vin) = {.r € X : Jda > 0,diam S(z,a) < —}

Puesto que @ + r expone fuertemente a E si, v solo si,
r € () Vi(n). bastard probar que cada V(n) es un con-
neN

junto abierto.

1
Sea r € V(n)va > 0tal que diam S(r. ) < = Toma-

(¥
mos ik > sup{||fll: f € E}. B= = elemento y € X

(1 e el o
gl < =¥ comprobaremos la inclusion
' 3K

verificando |[o —

S(y.3) C S(x.a
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S1 f € S(y./3). se ticne la desigualdad
P(f)+ flz) =8(F) + fin)+ Flzy=1{y) >

> M(y) - 8= K|lr - y|| >
= Mz)-3-2K|z—y| >

> Miz) - ‘3‘ 5 21\'%}—. >
h L3 \

> Miz)~ a.

Una vez comprobada la inclusion anterior se tiene que

diam S(y. 3) < }
n

v por tanto y € V(n). lo que concluye la demostracion.

Teorema 4.17 Sea X un espacio de Asplund. E un suh-
conjunto de X” cerrado (en norma) y acotado y

d : E — R una funcién superiormente semicontinua y
mayorada. Entonces. el conjunto

[re X :®+Rezx expone fuertemente a  E}
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cs Gy-denso en X,

Demostracién. Empezamos considerando el caso en que
X es real. A partir del conjunto E v la funcion @ cons-
truimos un subconjunto D de X* x R como sigue

t

Deit-—ae ({130 < o
‘1+.\1—<[>(f)(f‘ 1):0<t<1. fen}

siendo M = sup{®(f) : f € E}. Como la funciéu @
es superiormente semicontinua, aplicando el Lema 4.14. el
conjunto D. que es acotado. es también cerrdo eu norma.
Por ser .X un espacio de Asplund, también lo es ¥ xR [42,
Theorem 2.34] v la funcion

op: X xR—R

dada por
aple,s) =sup{f(x)+ts: (f.t) € D}

(1e es continua v convexa, es Fréchet diferenciable en un
subconjunto Gg-denso de X xR, y por el Lema 4.13 existe
un conjunto Gs-denso de puntos de X x R que exponen
fuertemente a D. Definiendo ¢ : X — R como signe

() = sup{®(f) + f(x) =M -1: f € E}.

es "icil comprobar que la funcion @ es contiua, COnvexa
- 5(0) = —1. Apucando al Lema 4.15 a esta funcion y al
¥ ¢ .
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conjunto

s s 7 \ .
W= (e, sie X xW: (ros) expone tuertemente a DY

se obtiene un conjunto denso de puntos de la grafica de |

que exponen fuertemente a I, v, usando ahora el apartado
1) del Lema 4.14 el conjunto

c€X:®+r expone fuertemente a E)

es denso en X Finalmente, este conjunto es siempre un
conjunto Gy (Lema 4.16).

En el caso de que el espacio .Y sea complejo, notamos X
al espacio real subvacente a X', X esun espacio de Asplund
real v, previa la identificacion canénica de los elementos de
X con las partes reales de los elementos de X*, aplicamos
lo va demostrado para el caso real al conjunto

= (Re § . ] € Bl X v la funcion d: F — R dada
por

d(Re f)=(f) Vf€E
obtenicndo la tesis deseada. va que es inmediato compro-
bar que, para x € X, ® + o expone fuertemente a E si.

<ol si. @ + Re x expone fuertemente a E.
[

El teorema de optimizacion anterior 1os permite me-
jorar el Teorema 2.5 en ¢l caso particular de nn espac io

Aspland:
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('-()l‘(ilc'll'i() 4.18 Sca N un f,\']m(-,{;) nr "l.ﬂjilrf!f!l'!. 8c 14(‘\'r)

ye>ll Exwste Ac LiX) d rango uno. con Hl“ < ¢ dal
que S+ A" aleanza su radio numdérico. En particular, dado
e L(X), eciste A € LIX) de rango uno con ||A|| < = tal

que (T 4+ )" aleanza el radio numdcrico.

Demostracion. Aplicamos ol teorema anterior tomando
E = Byo v como @ la funcion ®g asociada al operador
S (Detinicion £.5) que. por el Lema 4.6 es semicontinua
supertorniente vonavorada, obteniendo un ¢ € X' con

0 < o]l < = tal que @g+Rew expone fuertemente a By-
voen particular. alcanza su maximo en un punto fy € B -,

lfit';;i]nm Fo€ Sy« tal que (fy.Fy) € IKX") ¥
Dol fy) = U‘].i .H'{_/';,)}i v definimos un operador A € L(X)

])()"

Ui” Ao \fll'."/“ (U = -\-)'

donde A es un escalar de modulo uno tal gque

MEo( S fo) | = FolS{fo))

Fs claro que ||A]] < [[fo]l ||| < & Resta probar que

S+ 4" alcanza su radio nmnérico. El argumento es idéntico

al del Teorema 4.7; al igual que alli se tiene
®g(fy) FRe folo) 2 @s(f) + lf(z)]l, ¥f € Bx
por lo que  fy(r) 20, lfoll =1 ¥ finalmente para
(f,F) € I[I(X"*), tenemos
F(S 4 AN € () +IFfoll L )| <




.".‘ﬁp.‘l(‘l.ur»' ol f.’: [H"U‘{H.I‘IL'HI f!(' H;u.’rm ‘\‘l'j’\'mf\f!l

< @)+ 1 f(0)] < Do) + fula)

mientras ue

[Fo(S + A" fo))| = |FolS(fo)) + Aful(z)| =

= |Fo(SCfo))] + fole) = s(fo) + folx).




Capitulo 5

CL-espacios. Espacios de
Banach clasicos

Entre los espacios de Banacli clasicos, esencialmente solo
los espacios L,(p1) (1 < p < x) quedan cubiertos por los
resultados de los capitulos anteriores. El hecho de que los
operadores en L,(y1) que alcanzan el radio numérico for-
man un conjunto denso se deducia va del resultado de 1.
Bere v B. Sims [4]. puesto que se trata de espacios unifor-
memente convexos. si bien ahora podemos aplicar a estos
espacios resultados mucho mads generales, como el Coro
lario 2.7. Corolario 5.7 ¢ Corolario 4.8, obteniéndose de
hecho varias demostraciones independientes de la densi-

dad de R( ],;,{/I)).

La excepeion a la regla apuntada al principio lo cons-
tituven los espacios (1(A) (A un conjunto arbitrario), a
los (e por tener Ja propiedad de Radon-Nikodym puede
aplicdrseles el Corolario 4.8. Independientemente, la hola
unidad de (1(A) es el cierre de L1 envolvente absolutamente
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ML S-
tos. lo que nos permite también aplicar el Corolario 3.7
para obtener la densidad de R{((A)).

convexa de un conjunto de puntos uniformernent e CX]

Queda pues, una vasta coleccion de espacios clasicos a
los que no son aplicables los resultados de los tres capitulos
anteriores: concretamente, los espacios Li(t), cuando J
no es puramente atomica. y los preduales de Li-espacios,
cntre los que destacan los espacios C{L'). Para estos
ultimos la densidad de los operadores que alcanzan el ra-
dio numneérico ha sido probada por'C. Cardassi [14] quien
también ha conseguido obtener la densidad de R(L,(u)).
siendo i una medida de Borel finita en un espacio to-
pologico Hausdorff compacto (ambos resultados en caso
real).

En este capitulo usamos el concepto de CL-espacio, in-
troducido por R. Fullerton [25]. Resultados de J. Lindens-
trauss [38] v A. Lima [36] muestran que los espacios reales
Li(p1) v sus preduales son CL-espacios. Probaremos que
un operador en un CL-espacio tiene norma igual al ra-

dio munérico v alcanza el segundo si, y solo si, alcanza la

pritera.

Asi. para CL-espacios. el problema de la densidad de los
operadores que alcanzan el radio numérico se traduce en
ol estudio de la densidad del conjunto de operadores que
alcanzan la norma. Conseguimos, pues, simplificar la de-
mostracion para C(IV) v probar la densidad de R(Li{jt)).

+ 54 . 2 e i '. ) 1 T8 1o . . l(]
para cualquier medida positiva g, Convien resaltar qu
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tas consideraciones anteriores solo son aplicables en el caso

real. Que sepamos. la nocion de CL-espacio no se ha estu-
diado en caso complejo. Incluso enal deberfa ser la nocion
apropiada de CL-espacio complejo resulta dudoso v la ex-

tension formal del caso real pudiera no ser adecnada.

C. Cardassi también probo la densidad de R(ey) [15].
Puesto que ¢y es un CL-espacio. nuestro resultado sobre
CL-espacios antes citado, permitiria obicuer tal conclusion
a partir de la densidad de los operadores en ¢y (ne alcan-
zan la norma, la cual es un caso muy particular de un
tcorema de J. Lindenstrauss [37]. Como segundo resul-
tado destacable de este capitulo probamos que si X es un
subespacio cerrado de ((A) que contiene a ¢g(A), R(X)
es denso en LX), En este caso, nuestra técnica se aplica
indistintamentre al caso real o complejo.

Empezamos dando la definicion de CL-espacio, en la
que interviene el concepto de cara maximal.

icid - un espacio vectorial y B un sub-
Definiciéon 5.1 Sca X' un espacto vectorial y

conjunto convezo de X Un subconjunto convero no vacio

I de B es una cara de B si s¢ verifica la siguiente con-

A4
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dicion:

rYyeDmDn
O<i<lismrucl
te+ (1 —-tye L

Undg cara L de B se llama propia, cuande L # B. Una
cara marimal es una cara propia que no esta contenida
estrictamente en ninguna cara propia.

Nos interesa el caso particular en que B es la bola uni-
dad de un espacio normado. En el siguiente enunciado
se recogen algunas propiedades bésicas de las caras de la
hola unidad, propiedades que son elementales y probable-
mente conocidas, pero a falta de una referencia apropiada,

sugeritmos su demostracion.

Lema 5.2 Sca X un espacio normado real y L una cara

propia de By . Se verifican las siguientes afirmaciones:

i) L CSy.

ii) L estd contenida en unae cara mazimal de By.
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) Si L es marimal, cxiste un punto crtremo f en By
tal que ' -
L={x € By f(zx) =1}

: ; .
En particular, las caras maximales de By son cerra-
das.

Demostracion. i) Si L contuviese un punto interior de
I3y la definicion de cara nos daria inmediatamente Sy C L
v, por convexidad By = L.

i1) Es Inmediato que la union de una familia totalmente
ordenada por inclusion de caras de un conjunto convexo
signe siendo una cara. Teniendo en cuenta 1), el cardcter
de cara propia de By se conserva en dicha unién. Asi
pues, el conjunto de las caras propias de By, ordenado por
inclusion. es inductivo v basta aplicar el lema de Zorn.

iii) Teniendo en cuenta i) podemos separar (ver por
cjemplo [29. Theorem 11.E, pagina 63]) el conjunto con-
vexo L de la bola unidad abierta, esto es, existe al menos

un funcional f € Sy- tal que
(%) LcizeBx:Jlz)= 1}.

El conjunto de funcionales f que hacen cierta la mclusion
anterior es una cara w¥-compacta de By, luego por el teo-
rema de Krein-Milman, contienc un punto extremo. que

obligatoriamente sera también punto extremo de By-. Fi-

nalmente. como quiera que el conjunto

{¢ € By : fx) =1}
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¢S tna cara propia de By, la maximalidad de L hace que
la inclusion (%) sea una ignaldad. v L es cerrada en vista
de la continuidad de f.

Definicion 5.3 Se dice que un espacio de Banach real X
es un CL-espacio si para toda cara maximal L de By, se
verifica

By =co(LU-L),

esto es. la bola unidad de X es la envolvente absoluta-
mente convexa de cada una de sus caras maximales.

1 ; i - fn noe : T
Ejemplos 5.4 i) Los espacios (5 y (f (R" con la norma
del maximo v de la suma, respectivamente) son CL-
ospacios. Los CL-espacios de dimension finita son

bien conocidos [‘281.

i) No es dificil comprobar que (, es un CL-espacio.

iii) El espacio C(Iv) de las funciones rcales continuas en
un cspacio topoldgico Hausdorff y compacto I es un

CL-espacio.
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Dado que utilizaremos mas adelonte este hecho conoci-
do. damos una demostracion directa v elemental del mis-
mo. La prueba de Lima [36] involucra propiedades de
interseccion de bolas v es menos intuitiva,

Sea L una cara maximal de la bola unidad de C(K).
Usando el Lema 5.2.ii), existe un punto extremo f de
la bola unidad de C'(K)* tal que

L ={x € Be): flx)=1}.
Usando el teorema de Krein-Miliman, en su version exten-
dida (ver por ejemplo [29, $13.B Theorem. pagina 74])
existe un punto k; de K tal que f 6 —f coincide con el
funcional de evaluacion en ky. Cambiando L por —L po-
demos suponer que

L ={r € DLew:x(ky) = 1}.

Nuestro problema consiste. por tanto, en expresar cada
clemento de la bola unidad de C'(A) como combinacion
convexa de una funcion que vale 1 en by con otra que vale
_1. ambas en la bola unidad. Para ello consideremos las
funciones anxiliares

e, Vg i [=1,1] — R

dadas por

(

1
. (1) = min {1. —(t+1) = 1}
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z',,{H:muX{—l 1-—-(!—l)+1}.

1l —a

donde o es un 1)211‘&1[11141‘1) conll <« v < 1

Es intnediato comprobar que u, ¥ v4 toman valores en
[-1. 1] v verifican

a4 (1= =1 HE-L1]

w, (200 — 1) = 1. v, l20=1) ==L

Sea o una funcion en la bola unidad de C(I) v

o = 'UL“ | 1 Gi o = 1 tenemos x(ky) = 1. luego @ € L:

P}
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Sta = (). sera r € —L; sea pues ) < o < 1 Vv tomemos

y(k) = ua(z(k)), 2(k) = vo(x(k)) (k€ K).
Es inmediato que y e L, : € —L y
r=ay+ (1 -aw)z.

Asl pues, en cualquicr caso, r € co(LU L), como queria-
mos demostrar.

En un espacio de Banach arbitrario, si un operador
tiene radio numérico igua! a la norma, y alcanza el ra-
dio numérico, alcanza también la norma. Segun afirma el
resultado que sigue, para CL-espacios el reciproco también

es clerto.

Teorema 5.5 Sea X un CL-espacio y T € L(X). Enton-
ces, se verifican:

i) |7 = o(T).

ii) 1 alcanza su radio numérico si, y solo si, T aleanza la

norta.

Demostracién. i) Sea 0< e < ||T||; tomemos
¢ € Sy tal que |[T(z)l] 2 |T|| — &, ¥ sea fy € Sy- tal que
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L
Jo (”[f j:*}) = 1. El conjunto Ly = {y € By : fo(y) = 1}
()]

es una cara propia de By, que, por el Lema 5.2 estard con-

i : ; — ()
tenida en una cara maximal L. En particular, l‘;l:m—)n e L.
x

Ademas. el iismo icma nos da la existencia de un f € Sx-
tal ue

L={geBy:fn=1L

Por ser X un CL-espacio tenemos By = co(LU—L), luego
r se expresa en la forma

p=il—Aly+ M~-z)
cony.zc L. D< A< 1 Portanio,
IT|| - < < [T = [A(T(2)] <
< (1= NI+ AMAT ()]

v se debera tener

(T = NITI - ¢

FTE) 2 T - =

En cualquier caso existe u € L tal que

(T )] 2 T =&
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Por ser (u. f) un elemento de (X)), se tendra

(1) > [T — ¢
v basta na r e = (.

1) Notese que si T alcanza la norma, se puede repetir
la demostracion de 1) pero con = = 0 obteniéndose
(e, f) € II(X) tal quc |f{(T(u))| = IT|| con lo que T al-

canza su radio mumérico.

Nota 5.6 Enlazando los resultados de Hansen-Lima [28,
Proposition 2.11] ¥ de McGregor [40, Theorem 3.1] se ob-
tiene que un espacio normado real finito-dimensional X es
un CL-espacio si, v solo si, ||T]| = ©(T) para todo ope-
rador 7 en X. La hipotesis de que X' sea un CL-espacio
en la proposicion anterior es, por fanto, esencial. No obs-
tante. analzando la demostracion, se observa facilmente
que si X es un espacio de Banach real con la propiedad
de que By = to(L U —L) (cierre en norma de la envol-
vente convexa) para toda cara maximal L de By, enton-
ces ||T)| = v(T) para todo T € L(X). En caso finito-
dimmensional L es nn compacto y por tanto también lo es
co(L U L) con lo que recacmos en los CL-espacios, pero
| 1a debilitacion podria tener interés. De hecho

en genera
lizacion de los CL-espacios se maneja tangen-

esta genera
cialmente en el trabajo fundamental de J. Lindenstrauss
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[3%]. Queda por tanto abierto ol problema de si la coin-
cidencia de la norma y el radio numérico en L(X) obliga
a X' a cor un CL-espacio, sin perder de vista la nocion
mtermedia recién sugerida.

J. Jolmson y J. Wolfe pre  con [34. [heorem 1j qne
st NS son espacios topologicos Hausdorff compactos, el
conjunto de los operadores de C'(I) en C'(S) gque alcanzan
la norma es denso. En el caso particular k' = S, mediante
una bastante laboriosa adaptacion de la demostracion; C.
Cardassi [ 4] establecio la deusidad del conjunto de opera-
dores en C(I\) que alcanzan el radio numérico. El hecho
de que C(K) es un CL-espacio, junto con la proposicion
“anterior. permite reducir sin dificultad el problema de ra-
dio numérico al de la norma:

Corolario 5.7 [14. Theorem] Los operadores en el espa-
cio C(K) de las funcioncs reales y continuas sobre un es-
pacio topologico Hausdorff compacto I, que alcanzan cl

radio numdrico, forman un conjunto denso.

Demostracion. Basta usar ¢ 1 ejemplo 5.4.dii), el [eorem

5.5 v el teorema [34, Theoretn 1]
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.}lil('lt‘lltlt! 1 razonaiento paralelo ai del corolarie an-
terior, obtenemos el mismo resultado para el espacio de
Banach / ) de las func
Sanach Li(0) de las funciones reales absolutamente inte-

erables con respecto a una medida positiva i

‘olariao 5 e : : e
Corolario 5.8 Pura cualquicr medida positiva pu, el con-
junto de operadores en (el espacio real) Li(jt) que alcanzan

su radio nwmcrico es denso.

Demostracién. Los espacios Li(jt) son CL-espacios [38,
pagina 42. Corollary 1] v [36, Corollary 3.6]. Aplicando el
Teorema 5.5 basta probar que los operadores en Li(p) que
aleanzan la norma son densos. Este hecho ha sido probado
por A. Iwanik [32].

En el caso particular de que p sea una medida de Bo-
rel positiva finita en un espacio topologico de Haussdorf
compacto. ¢l corolario anterior se debe a C. Cardassi [17].

Aparte de los espacios ('(K). la respuesta (afirmativa)
al problema anterior se conoce para ¢g. Lindenstrauss [37,

Proposition]. demoestrd que ¢ tiene la propiedad que ¢l
io de Banach X.

llamna ~“B7. esto es. para cualquier espaci
Jos operadores de X en ¢ que alcanzan la norma son den-
Na hecho el resultado Je Lindenstranss se aplica a
spacios de Banach. Concluimos

liante una adaptacion de los

S505.
ana clase mas amplia de ¢

osta memoria probando, me
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argimentos «de Lindenstrauss, la densidad de los operado-
res que alcanzan el radio numnérico para un tipo de espa-
clos que guardan cierta similitud con ¢,. concretamente el
contener un sistema biortogonal con un mmy buen com-
portamiento geomdetrico,

Dado un conjunto arbitrario A. denotaremos por {(A)
al espacio de Banach de las funciones acotadas (reales 6
complejas) en A con norma dada por

HrH = sup{||z(A)|| : X € A}

col A) sera el subespacio de ((A) formado por las funcio-
nes (ue se anulan en el infivito, es decir, & € ol A) significa
que para cada = > 0. el conjunto

fAe Az} > g}

es finito.

l 4 l ’ ! (1\)- PJ’?! On( S,

i) o(T) = ||T||. T € L(X)

i) I3 X)) es denso en LX)
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Demostracion. Para cada A € A sea ex € oA} E X
la funcion dada por ey(A) = 1y ex(p) = 0 para j # A

v v € X' el funcional dado por fi(r) = #(\).Vae € X.
Fvidentemente

HJH = Hll]){l_f‘_\(.r}l = _\}. (r e X).

Sea T € L(X) con ||T|| = 1 y 0 < ¢ < 1. Claramente
L = ||T|| = sup{|T(x)(A)| : 2 € By, A€ A} =

=supf|IT*(ill(z)] iz € Br. A A} =
= gapf T )l s A E AL

Elegimos a € A tal que

. - " : 4 b 4
Aplicando el teorema de Bishop-Phelps [5] existe g € X7,
un funcional gue alcanza su norma. verificando

ol = 177Ul v Ng=-T (Ul <€
Definimos S € LX) por
Slz)=T(x}+ [(1+¢£)glz) — gl s )]s

Es ¢laro gque

1S = T|| < llg= T*(fll + € < 22
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Comprobamos ahora que S alcanza la norma. De hecho
existe rg € Sy tal gque

(%) ifu(s(-f'n))\ - HS“

En efecto, si A # o, tenemos claramente

filSie)) = Litliz)), Yr e X,

luego ||S* ()]l € |7l = 1. mientras que

fo(8(z)) = fAT(x)) + (1 + e)glz) — T (fa)(2)] falea) =
=(l+eclglz] ¥z & X,

con lo cual
1S*(f)ll = (1 +)gll 2 1

Juego
151 = sup{IS*(Fll : A € A} =
= ||S*(fu)ll = (1 +&)llgll-

Ademss. el funcional S*(f,) alcanza la norma, pues coin-
cide con (1 +¢)g. Si xy € Sx es tal que

|.f{|(5(-l'i]))‘ = ”S*(fn)” = HSH'
se tiene (%) como (ueriamos.

Pasamos a probar que S alcanza su radio numeérico.
Como lf,,(S(.r[;))l £ (), podemos encontrar : € K con
|2] = 1 tal que
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l)”[. SOT ]/ {J' ) - . v )
: Joldp)j S 1 ¥ sl 0 e + istirg
(o)) €1 V_ll_"l"\ | falrg) = A0, existira

i L .
p 2 0 tal que |f.(xp) + ~| = 1. Tomando y = 2, + Le., g6

tiene | f.(y)| =1 y para A £ o, )| = |falao)] € 1,

Wy —— X jlr
luego ||y]] = 1. Sea ¢ = =——: el clemento (y.g) estd en

foly)

M)y

lg(S(y)] = [fa(Sy))] = | fa(Slxo)) + /—jf}.(S(f’u))l =

L p -y .H *9 £
= ‘ju(b(-rilj)_*_/)l‘ ( (I“))

L ohl ‘ : —
7S Stel =

= |fa(S (o)) + plfalSea))| 2 |fa(S(xa))l = [|S]

Por tanto v(S) = ||S|| v S alcanza el radio munérico.

En resumen, dado T € L(X), € > 0. existe S € L( V)
tal que ||T = S| < 22, S alcanza el radio munérico (lv que
demuestra ii)) y v(S) = ||5 |. Como quicra que la norma
y el radio numérico coinciden en un subconjunto denso de

L(X) se tiene también 1).
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Notese que la demostracion utiliza la existencia de nn

sisterna biortogonal (e, fy) de elementos de Sy x Sy que
verifica ||| = sup{|fi(x)| : X € A}, Vo € X, pero real-
mente este hecho es equivalente a las hipotesis del teorema,
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