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“Psicoprobabilidad: un intento de definición”
Cuando pensamos en los demás, 
nos vemos obligados a dejar de pensar en nosotros mismos 
Gandhi
El esquema que seguiremos en esta entrega será el siguiente:

1.- Presentación del artículo “Psicoprobabilidad: un intento de definición”, en el que analizaremos distintas situaciones donde la interpretación de la probabilidad puede influir en la toma de decisiones.
2.- Planteamiento a los lectores de un reto relacionado con dichas situaciones.
0.- Reproducción y análisis de algunas de las respuestas enviadas sobre el reto de la entrega anterior “Matemáticas de letras”.

1.- Presentación
En La Colmena, Cela nos descubre un personaje con un interesante oficio, el inventor de palabras. No debe ser fácil, pero juguemos a serlo. No pretendemos definir el término psicoprobabilidad, sino que iremos desvelando sus características a lo largo del artículo. Para empezar sólo es una manera de agrupar psicología y probabilidad en una sola palabra.
El estudio del azar y el cálculo de probabilidades es una buena excusa para que los alumnos vean reflejados los contenidos aprendidos en clase en situaciones de su vida cotidiana. Generalmente este acercamiento se realiza a través de juegos, sorteos y análisis de situaciones reales. Pero a veces, conocer la probabilidad de un determinado suceso se convierte en un dato subjetivo desde los diferentes puntos de vista y así, ante una misma situación probabilística, nos comportamos de manera distinta. “Mañana seguro que llueve, pues acabo de lavar el coche”, “A esta hora siempre hay atasco en la autovía, tomaré esta salida alternativa que nadie tomará”. “Aunque haya poca probabilidad de que me toque la lotería, a alguien le tiene que tocar. Podría ser yo”.
Creemos que los alumnos deben prepararse para futuras experiencias de azar e incertidumbre y para ello es conveniente confrontarlos con algunas que les resulten atractivas. Es interesante motivar una reflexión de lo que para cada uno de ellos supone la probabilidad, de sus creencias y expectativas ante una determinada toma de decisión. 
Proponemos un guión para presentar tanto a nuestros alumnos como a los lectores interesados las siguientes situaciones probabilísticas:

1.- Jugaremos sin utilizar demasiado tiempo para el análisis, indagando sobre las ideas intuitivas que susciten. 

2.- Mostraremos, para cada juego, los correspondientes cálculos y reflexiones que presentamos en el apartado correspondiente de “echando cuentas”. 

3.-Volveremos a enfrentarnos a cada situación analizando los comportamientos de los demás jugadores. 

4.-Repetiremos el juego el mayor número de veces posible.  

1.1.- El dilema del prisionero: “Un detallado análisis de la situación, nos puede ayudar a  decidirnos”

Es un juego de suma no nula, bipersonal, biestratégico y simétrico. Fue formalizado y analizado por primera vez por A. W. Tucker en 1950: Tu amigo y tú sois dos delincuentes detenidos y encerrados en celdas de aislamiento de forma que no podéis comunicaros entre vosotros.  El alguacil sospecha que habéis participado en el robo del banco, delito cuya pena es diez años de cárcel, pero no tiene pruebas. Sólo tiene pruebas y puede culparos de un delito menor, tenencia ilícita de armas, cuyo castigo es de dos años de cárcel.  Promete a cada uno de vosotros que reducirá su condena a la mitad si proporciona las pruebas para culpar al otro del robo del banco.
¿Permaneces en silencio y no proporcionas pruebas para acusar a tu compañero o te conviene traicionarlo?
Dividimos la clase en parejas que no pueden comunicarse, le planteamos el dilema y le ayudamos a discutir todas las posibilidades. Tras su decisión, le mostramos la de su compañero. Repetimos el experimento un número elevado de veces ¿obtendremos una conclusión final sobre su comportamiento?
1.2.- Elegir la carta mayor: “Aunque parezca sorprendente, existe una estrategia mejor que jugársela a cara o cruz”

En su artículo sobre la incertidumbre, F. Thomas Bruss también realiza la presentación de este juego con un enfoque inmobiliario que resulta sorprendente y que recomendamos. Aquí utilizaremos la versión con las tarjetas.

En una mesa nos encontramos con dos tarjetas boca abajo. En cada una de ellas hay escrito un número cualquiera (grande, pequeño, negativo, decimal…). Tenemos que decidir cuál de ellas esconde el número mayor. Para ello, escogemos una, leemos el número y decidimos si quedarnos con ella o elegir la otra. 
¿Te quedas con la tarjeta que has descubierto o te la juegas con la otra? ¿Es un juego con 50 % de probabilidad?
Dividimos la clase en parejas. Uno de los alumnos escribe un número en cada una de las dos tarjetas y las coloca boca abajo. El otro alumno descubre una de ellas y decide cuál de las dos esconde el número mayor. Seguidamente los jugadores intercambian sus papeles y repiten el experimento. ¿Existe una estrategia mejor que jugársela a cara o cruz?

1.3.- Penney-ante: “si dejamos al adversario pedir antes, ¿es un acto de cortesía o una estrategia? 
Es un juego propuesto por Walter Penney en 1974 que hemos descubierto en un interesante artículo de Juan M. Parrondo:

Se juega con una moneda sin trucar. Cada jugador elige una secuencia de tres tiradas (por ejemplo, cara-cruz-cruz) y se lanza la moneda repetidas veces. Gana el jugador cuya secuencia aparezca en primer lugar.
Formamos grupos y jugamos en repetidas ocasiones, intercambiando el orden para pedir las secuencias en cada juego. ¿Es mejor pedir el primero o el último?
1.4.- Mucho por poco: ¿Pensarán los demás como yo pienso que ellos piensan?
Este juego ha sido utilizado en varios colegios e institutos para recaudar fondos para campañas solidarias (Ramírez, 2003). Tanto la finalidad como la esencia de este juego vienen perfectamente recogidas en la frase que encabeza este artículo.
Imaginemos un número cualquiera de jugadores. Cada uno de ellos puede elegir un número natural (por ponernos de acuerdo, no vale el 0). Gana aquel que consiga elegir el número más pequeño por el que nadie más haya apostado. Es decir, si varios jugadores eligen el 1, éste está eliminado, y así sucesivamente hasta llegar al número más pequeño que sólo se haya jugado una vez. 

Jugamos en clase y vamos anotando los números ganadores en las sucesivas repeticiones. Progresivamente, aumentamos la cantidad de números que puede apostar cada jugador. ¿Existe una estrategia ganadora? ¿Influyen los resultados en repeticiones posteriores?
Tras presentaros estos juegos, emplazamos el definitivo concepto para nuestra próxima entrega, en la que mostraremos más juegos para la psicoprobabilidad. Mientras, ahí va un primer borrador:

Comportamiento de los jugadores al enfrentarse, en repetidas ocasiones, a una misma situación probabilística de la que cada vez obtienen más información mediante, por ejemplo, análisis previos de probabilidad, estrategias ganadoras, decisiones de los demás jugadores y  resultados de las anteriores repeticiones.
¿Existirá para la psicoprobabilidad un análogo al Teorema de los Grandes Números? ¿Si el número de repeticiones tendiese a infinito, la frecuencia con la que aparece un suceso convergería a su probabilidad?
2.- Nuestro reto: “El triángulo de la psicoprobabilidad”
En cada uno de los vértices de un triángulo equilátero está situado un jugador con los ojos vendados. Cuando el árbitro dé la señal, sin hacer ruido, podrán quedarse quietos o desplazarse hasta otro de los vértices, recorriendo como máximo uno de los lados. Si tras los movimientos un jugador no se ha encontrado con otro, pierde.
Imagina que eres un jugador, ¿cuál es tu estrategia? ¿Permaneces quieto o echas a andar hacia uno de los vértices? ¿Hacia cuál? ¿Por qué?
Como siempre, esperamos vuestras respuestas, bien a la dirección de la revista Epsilon, especificando “para la sección + que una asignatura” o bien a la dirección   masqueunaasignatura.epsilon@thales.cica.es, señalando en el asunto “Psicoprobabilidad: un intento de definición”.

Echando cuentas

1.- Dilema del prisionero

Consideramos la llamada “matriz de pagos” donde analizamos todas las posibles situaciones: 

	 
	 
	Preso Y

	 
	 
	silencio
	traición

	Preso X
	silencio
	2 \ 2
	10 \ 1

	
	traición
	1 \ 10
	5 \ 5


Por ejemplo, si eres el preso X y decides guardar silencio, puede ocurrir que Y guarde silencio (la condena sería 2 años para cada uno) o que Y te traicione (tu condena sería 10 años y la de Y sólo 1).
Si tanto X como Y ordenan sus preferencias (Primera: condena de un año, Segunda: condenada de dos años, Tercera: condena de cinco años y Cuarta: condena de diez años) y vuelven a completar la tablar, obtienen:

	 
	 
	Preso Y

	 
	 
	silencio
	Traición

	Preso X
	silencio
	2 \ 2
	4 \ 1

	
	traición
	1 \ 4
	3 \ 3*


.

Como desconocemos la decisión del compañero, la estrategia más segura es traicionar. Sin embargo, si ambos os traicionáis, el resultado es peor que si guardáis silencio. El resultado marcado con asterisco es el punto de equilibrio de Nash para esta situación (Martínez, 2001).
2.- Elegir la carta mayor
Ésta es la estrategia que ideó Thomas Cover: Piensa un número cualquiera Z. Descubre la primera tarjeta con el número X. Si X es estrictamente mayor que Z, elige X, si no, elige Y.

¿Por qué esta estrategia tiene probabilidad mayor que 0.5?

Tenemos tres posibilidades:

A)- Min(X,Y)
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B).- Min(X,Y) 
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En los casos B) y C), terminas eligiendo al azar entre X e Y, por lo tanto ganas con probabilidad 0.5. Sin embargo, en el caso A) ganas seguro, porque si X es el mayor de los dos números lo aceptas, mientras que si es menor lo rechazas. 

La probabilidad de ganar sería:

P(g)= 1P(A)+ 
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P(C)= 
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(P(A)+P(B)+P(C))= 
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P(A) + 0.5

Para que nuestra estrategia sea efectiva, debemos conseguir que P(A) sea lo mayor posible, es decir, elegir Z de manera que sea muy probable que esté entre X e Y.
3.- Penney-ante
Al principio, no sea fácil convencernos de que el segundo jugador que elige su secuencia tiene mayor probabilidad que el primero. En Parrondo (2005), tras una exhaustiva discusión de los casos, podemos encontrar tanto la estrategia como la probabilidad de éxito:

Estrategia para el segundo jugador: toma los dos primeros elementos de la secuencia del primer jugador, colócalos al final y elige el primer elemento para tu secuencia de modo que el resultado no sea capicúa. Por ejemplo, para la secuencia CCX (cara-cara-cruz), tomamos CC, la colocamos al final y elegimos X como primer elemento, es decir XCC (cruz-cara-cara).

Tabla de probabilidad para probabilidad de que gane el segundo jugador:

	Primer jugador
	Segundo jugador
	Probabilidad de que gane el Segundo jugador

	CCC
	XCC
	7/8

	CCX
	XCC
	3/4

	CXC
	CCX
	2/3

	CXX
	CCX
	2/3

	XCC
	XXC
	2/3

	XCX
	XXC
	2/3

	XXC
	CXX
	3/4

	XXX
	CXX
	7/8


Es interesante resaltar que el juego no cumple la propiedad transitiva, lo que complica las decisiones cuando juegan más de dos jugadores. Por ejemplo CCE, ECC, EEC, CEE y CCE forman una cadena cerrada de elecciones dependientes de la anterior.
 4.- Mucho por poco
A priori desconocemos la probabilidad de que gane un número concreto: ¿cuál sería la probabilidad de que gane el 1? ¿Es mayor que la del 2? (Ramírez, 2005). Imaginemos que existe una estrategia ganadora para n jugadores, ¿qué ocurre si dos de ellos la utilizan? ¿Qué relación existe entre el número ganador con n y n+1 jugadores? ¿Conoce este jugador de más esta relación? ¿Y si se repite el juego conociendo los resultados anteriores?

Desconocemos las respuestas a las preguntas anteriores, pero nos gustaría mostrarnos los resultados obtenidos en tres repeticiones de este mismo juego realizadas en un colegio de Granada.  Cada jugador podía apostar los números que quisiese (no más de 20), contribuyendo con 0.10 € por cada uno de ellos. Los premios del concurso eran “objetos de cartulinoflexia” construidos por los propios alumnos (estrellas, dragones, elefantes, pajaritas…) y el dinero recaudado era para una campaña solidaria. Estos detalles son importantes para fomentar la solidaridad y no la ludopatía.
Los alumnos eran informados de los resultados de los juegos anteriores. En los siguientes gráficos se muestran las frecuencias con las que aparecieron los doscientos primeros números:
[image: image14.wmf]

Figura 1: Frecuencias del Juego 1.
Juego 1: Apuestas: 2468. Número ganador: 85. Por el número 1 apostaron 70 personas y 45 por el número 2.  
[image: image12.wmf]
Figura 2: Frecuencias del Juego 2.
Juego 2: Apuestas: 2427. Número Ganador: 148. Por el número 1 apostaron 45 personas. El más apostado fue el 3 con 55 apuestas. El número 85 apareció en 27 ocasiones.
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Figura 3: Frecuencias del Juego 3.
Juego 3: Apuestas: 2188. Número Ganador: 118. Este juego se realizó en el curso siguiente. El más frecuente fue el 1 con 27 apuestas. El “pico” más destacado fue el número 100 con una frecuencia de 16 apuestas.

0.- Reproducción y análisis de algunas de las respuestas enviadas sobre el reto de la entrega anterior “Matemáticas de letras”.

Nos gustaría compartir con vosotros un ingenioso y original cuento “mágico” para combinar con el que Juan Núñez Valdés, profesor de la Universidad de Sevilla, ha superado nuestro reto propuesto en el número anterior.

Os adelantamos una pequeña parte de la introducción del cuento “¿Ganará alguna vez algún número, por ejemplo el ocho, el premio Pinocho?”. Podéis conseguir los capítulos del cuento y las instrucciones para disfrutarlo en la página web de nuestra revista, en la sección más que una asignatura. Os mostraremos el premio que Juan Núñez recibirá por superar nuestro reto, y, como los artistas necesitan su tiempo, os seguimos animando a compartir vuestras aportaciones literarias y comentarios para acercar las ciencias y letras. Muchas gracias, Juan.

(…)

La historia es entonces la siguiente: nos encontramos en Numerolandia, curiosísimo país de nuestro Universo habitado únicamente por números. Pues bien, en este país se concede un premio muy apetecido,  el Premio PINOCHO al “número más popular del País”. Este Premio, que consiste en un suculento bizcocho relleno de gazpacho, cabracho, pistacho y calimocho, fue instituido hace ya algún tiempo por todos los niños del mundo a los que les crecía la nariz cuando decían alguna mentirijilla, por insignificante que ésta fuese, y se concederá al número del cero al nueve, ambos comprendidos, que hubiese tenido más importancia y trascendencia a lo largo del último medio millar de millones de años. O sea, que ésta iba a ser la primera vez que este premio se iba a dilucidar.

    Sin embargo, el Jurado, presidido por el genial Gepeto, notable constructor de figuras de números de madera, tuvo muchísimas dificultades en sus primeras deliberaciones, ya que oídos todos los méritos presentados por cada uno de los diez aspirantes al premio, la verdad es que no encontraba razones objetivas para poder decantarse por alguno de ellos y proclamar un vencedor, dado que todos ellos reunían suficientes méritos y por otra parte, no podía decirse que ninguno destacase de forma abrumadora sobre los demás.

    Por eso, el ocho, de común acuerdo con los otros nueve dígitos (modernismo que los antes citados matemáticos del Universo, ya sabes, esos señores y señoras que parecen tan serios y aburridos, que enseñan cosas muy raras en sus clases y que los utilizan continuamente a ellos, los números, sin pedirles ni siquiera permiso para hacerlo, estaban tratando de implantar para evitar, según ellos, que apareciese cualquier tipo de confusión al referirse a lo que siempre se habían llamado números, fíjate tú), propuso, y fue aceptado por aclamación, que fueses tú, amable lector, el que tuvieses el privilegio de otorgarle el premio a uno de ellos. Para ello, bastaría con que primero de todo eligieses un orden para leer los capítulos que siguen de este libro, el orden que tú quisieses,  y después considerases ganador de ese premio al número del capítulo que tú hayas elegido para leer en primer lugar, siempre que este número coincida con el resto de la división entera entre diez del día del mes en el que hayas empezado a leer este libro (es decir, con el día del mes módulo diez, según de nuevo esos sesudos matemáticos).

(…visita nuestra página web para disfrutar del cuento completo…)
Bibliografía
- Bruss, F. T. (2003):”Playing a trick on uncertainly”, Newsletter of the EMS, Issue 50, 7-8.

-Grupo LaX. (2005). Taller de psicoprobabilidad. Actas del XII Jornadas para el aprendizaje y la enseñanza de las matemáticas. Albacete

- Martínez Coll, J. C. (2001): "La teoría de juegos" en La Economía de Mercado, virtudes e inconvenientes : http://www.eumed.net/cursecon/juegos/index.htm
- Parrondo, J. M. (2005): “Quien ríe el último… “. Investigación y Ciencia, Noviembre. 88-89. 
- Ramírez, R. (2003). “Matemáticas para la solidaridad”. La Gaceta de la Real Sociedad Matemática Española, 6, 3, 545-549. 
- Ramírez-Uclés, R. y Ramírez-Uclés, I. (2005). Aprender psicoprobabilidad jugando. Libro de actas del IX Congreso de Metodología de las Ciencias del Comportamiento. Granada
Rafael Ramírez Uclés
Colegio El Carmelo. Granada

_1212940697.unknown

_1212940723.unknown

_1212941119.unknown

_1212940676.unknown

