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SOBRE LA VARIEDAD DE LOS PRODUCTOS ESCALARES
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Resumen

En el presente articulo se soluciona un problema relativamente simple (y, hasta donde sabemos,
nuevo) en Geometria Lorentziana: calcular la estructura diferenciable local de los productos
escalares lorentzianos sobre R?. Para ello se sigue una aproximacién pedagégica en la que se
resaltan las diferencias y similitudes con el caso euclideo. Asi, se esbozan primero diferentes
modos de resolver el problema analogo en el caso definido positivo, cuya solucién (]Rs) es
bien conocida. Discutimos entonces cuél de estos métodos puede aplicarse al caso lorentziano.
Finalmente, se comprueba que la estructura global es difeomorfa a S! x R? y se discute el
problema desde un punto de vista fisico.

1 Introduccién

Sea G1(2) el grupo de las matrices reales regulares de orden 2, y sean O(2) y O1(2), los subgrupos
formados por las matrices ortogonales para los productos escalares euclideo y lorentziano usuales de ]RQ,
respectivamente, esto es O (2)={M€GI(2):M*M=Id} y 0,(2)={M€EGI(2): M*-G-M =@}, donde * denota
1 0
0 -1
los cocientes GI(2)/O(2) y G1(2)/0,(2) presentan estructuras de variedad diferenciable de dimensién
dimG1(2)-dimO (2, R)= 3 =dimG1(2)-dimO; (2, R) (ver, por ejemplo, [1]). Un problema sencillo clasico
es mostrar explicitamente que G1(2)/0(2) es difeomorfo a R”. Nuestro objetivo en el presente articulo
es calcular la estructura diferenciable global de GI(2)/0,(2). Este problema, aunque es sencillo, no
resulta trivial, y con él perseguiremos, en primer lugar, ilustrar algunas diferencias y analogias entre
las Geometrias Euclidea y Lorentziana. Asi en la Seccién 2, se esbozan cuatro métodos distintos para
calcular la estructura de G1(2)/0(2). Como se muestra en la Seccién 3, ninguno de los tres primeros puede
aplicarse (de modo razonablemente directo) para hallar la de GI(2)/0;(2). El cuarto método si resulta
traspasable al caso lorentziano, aunque la prueba es mas larga, debido a los distintos caracteres causales
que puedan presentarse. Por este método se prueba que GI(2)/0,(2) es difeomorfo a cierto abierto de
R® y, finalmente, se obtendra que es difeomorfo a S x Rz, (Sl: circunferencia unidad). Finalmente,
en la Seccién 4 discutiremos cémo G1(2)/01(2) se identifica naturalmente con el conjunto de todos los
productos escalares lorentzianos sobre R?, y daremos una interpretacién suya desde el punto de vista de
la Relatividad Especial.

trasposicion y G= ) Por ser GI(2) un grupo de Lie y O(2) y O1(2) dos subgrupos cerrados,

.2 Estructura diferenciable global de Gi(2)/0(2)

En esta seccién, denotaremos por ~ la relacion binaria que define G1(2)/0(2), esto es, dadas M'.MeGI(2).
M' ~ M < 3JReO(2): M' = M - R . Denotaremos por [M] a la clase de equivalencia de ).

Método 1 (Descomposicién Polar)

Sea S3(IR); el conjunto de las matrices simétricas de orden 2 que son definidas positivas, esto es,

SQ(R)+:{( ‘cl : ): a > 0,d> 0, c€E]-Vad,Vad[}. Cualquier matriz regular M€GI(2) se descompone

de forma tinica como un producto M = P-R donde ReO(2,R) y PeSy(R), (descomposicién polar de
M). Esta descomposicién nos permite definir la aplicacién:
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F1:G1(2) —Sa(R)4
M=PR+ P

La diferenciabilidad de F; es consecuencia del procedimiento que se utiliza para hallar la descomposi-
cién polar; por otra parte, no es dificil comprobar que F,; es sobreyectiva con diferencial sobreyectiva en
todo punto (sumersién). Ademés F es inducible en el cociente G1(2)/0(2), ya que dos matrices regulares
M; = P;-R;, i = 1,2, estén relacionadas si y solamente si P} = P,. Se induce asi la aplicacién inyectiva
F1:G1(2)/0(2)—S2(R) ; caracterizada porque hace conmutativo el siguiente diagrama:

G12) 2 s,(R),
g /R
Gl(2)/0(2)

La diferenciabilidad de F, implica que F} sea diferenciable, més atn, al heredar F; y su diferencial el
caracter sobreyectivo, se tiene que F; es un difeomorfismo.

c1(2)/02) = 5,(R), 2 R®
Método II (Bases ordenadas)

Para cada M = ( SRt )601(2), escribamos X = ( it ), Y= ( . ) de modo que B = (X,Y)
z2 Y2 z2 v2

es una base (ordenada) de R>. Puesto que la clase [M] se obtiene a partir de M componiendo con todas

N P . . . a .
las isometrias, siempre existe un representante de esta clase del tipo X = o ) cona> 0 (compéngase

con un giro, si es necesario), ¥ = : , cond > 0, (compéngase con una reflexion respecto del eje
horizontal). No es dificil demostrar que este representante es unico, obteniéndose asi un difeomorfismo:
Fg:Gl(2)/O(2)—~A={(8 ; ):a>0,d>0}

En consecuencia:

c1@2)/0@) =~ a=R?

Método III (Ortonormalizacién de Gram-Schmidt)

Sea M y B = (X,Y) como en el método anterior. Denotaremos por <,> y||.|| el producto escalar

usual de R? y su norma asociada. Aplicando el procedimiento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a
B se obtiene una nueva base ordenada Bg = (E), E3) con

_ X _ Y- (<X,Y>/<X,X>)X
Er=qx7y E2= ]_?_IY— <x,y_§_'_§_r[> <X, X>)XT
Llamando Q@ = ||Y — %X" = (IY|? - iﬁ%{!"p)—z)‘/z, podemos escribir la matriz de cambio de base

entre Bg y B como
1L —<XY>
M(1,Bo, B) = ( szﬂi <X %> ) €A
Q

La aplicacién asi obtenida F3 : G1(2)/0(2) — A, F3(X,Y) = M (Id, Bo, B) se induce bien en el cociente,
y por los argumentos expuestos en el Método I, se puede demostrar que la aplicacién F3 : GI(2)/0(2) — A
es un difeomorfismo. Se obtiene asi, de nuevo:

ci2)/0@2)~ A~R®

24

© Del documento, de los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2017



Método IV (Producto euclideo de elementos de una base)

Consideremos la aplicacién diferenciable Fy : GI(2) — R? dada por:
Fy(X,Y)= (< X, X >, < Y,Y >, < X,Y >)
cuya diferencial
(@F)(x,y)(V1,V2) = 2 < X,V1>,2< Y, V2>, < X, V2 > + < ¥,V »)

es claramente sobreyectiva en cada punto. Fy es inducible en el cociente, siendo la aplicacién inducida
F4:Gl1(2)/0(2) — R® diferenciable (ver Método I). Puesto que Fy esta definida entre variedades de
igual dimensién y tambien tiene diferencial sobreyectiva, es un difeomorfismo local. Comprobemos que
es inyectiva, con lo que GI(2)/O(2) sera difeomorfo a la imagen de Fy, ImF4. En efecto, en cualquier
clase de equivalencia podemos conseguir un representante del tipo (E;, E3) siendo E, = (1,0)||Ey| y
E2 = (a,vV1—=a?)||E2|| con —1 < a < 1 (método II), de donde resulta inmediata la inyectividad. Por
ultimo, obsérvese que ImFy = {(z,y,z2) € Ra/:c > 0,y > 0,|z| < zy}, conjunto que no es dificil demostrar
resulta difeomorfo a R>.

3 Estructura diferenciable global de GI(2)/0,(2)

Denotaremos ahora por ~ y [.] la relacién y clase de equivalencia producidas por 0(2), y por <, >, €l

producto lorentziano usual < ( ‘; ) " ( g ) >p.=aa—bb:a,ab be R Analogamente escribiremos

||(§)||L=\ﬁ<(;),(‘;)>u.

e R%es temporal (respectivamente luminoso, espacial) si < < : ) . (

. a a
Como es usual diremos que b b

O(resp. = 0,> 0). Si intentamos ahora aplicar los métodos anteriores, se presentan los siguientes proble-
mas:

Mét. I Mediante matrices ortogonales lorentzianas no existe una descomposicién analoga a la polar.

Mét. II En el caso lorentziano, habrad que distinguir distintos casos segiin los vectores de cada base
sean espaciales, luminosos o temporales, lo que dificulta visualizar la estructura global de variedad
diferenciable.

Mét. III El procedimiento de Gram-Schmidt no puede aplicarse a un base B = (X, Y') en el caso lorent-
‘ ziano cuando X sea un vector luminoso (no podemos dividir por su norma).

A continuacién, nuestro objetivo sera trasladar el método IV al caso lorentziano. Sea

F:G12) —m RxRxR.
M = (E\,E2) — (< E1,E1>1,< Ey,E2>1,< E},E3 >)

Como en el caso euclideo se obtiene una aplicacién F : GI(2)/01(2) — R® que es un difeomorfismo
local. Seguidamente veremos que F es inyectiva y que ImF (= ImF) = {(z,y,2) € R®::2> ry}. Para
ello distinguiremos entre las restricciones de F y F a los siguientes casos, cuyas imagenes son claramente
disjuntas:

1. E;, E, espaciales (o, anélogamente, E;, E; temporales). Mediante isometrias de Lorentz podemos
suponer E; = (1,0)||E;|; en general, podemos escribir Eo = (t V1 + a2, a)||E2| para algin a # 0, y
usando, si es preciso, reflexiones respecto al eje horizontal, a > 0. En consecuencia. < E;. E3 > =T
V1 + a?||Ey|||E2ll, luego 22 > zy. Es inmediato comprobar que para cada (z.y.:) € R: >
0,y > 0,22 > zy, existe una tnica preimagen por F, [(Ey, E3)] , donde E, = (1.0)y/z. E; = (=

V1+ a2, a)\/y,a > 0, siendo z =t V1 + a2z /y.
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2. E espacial, E3 temporal (o, anadlogamente E; temporal, E; espacial). Se resuelve de forma analoga
al anterior; nétese que, ahora, zy < 0 por lo que no hay restriccién sobre la coordenada .

3. E; espacial, E; luminoso (o, anilogamente, uno luminoso y otro no). Podemos suponer E; =
(1,0)|| E1]] y, mediante reflexiones respecto a los ejes de coordenadas, E; = (* a,a),a > 0, con lo
que < Ej, E3 >1=1 a||E;||. Claramente la imagen cumple 22 > zy, y la restriccién de F a este caso
es inyectiva.

4. E,, E3 luminosos. Podemos suponer, mediante isometrias de Lorentz, que E; = (1,1) y E; =
(a,—a),a # 0, con lo que < Eq, E3 > = 2a. F vuelve a salir inyectiva y la imagen cumple 2* > zy.

En conclusién, G1(2)/01(2) es difeomorfo a U = {(z,y,2) € R®: 22> zy}.

Comprobemos a continuacién gue U es difeomorfo a S' x Rt x R.

(A) Sea D = {(z,y,2) € : 22 < zy} y C el interior del cono de revolucién que resulta de girar los
ejes x e y sobre la bisectriz b = {y = z, z = 0}. Es fécil comprobar que C = {(z,v, z) € R?. 2.2 <azy}y,
por tanto, U es difeomorfo a RS\C'.

(B) Para ver que Ra\C' es difeomorfo a S' x R* x R, consideremos la siguiente aplicacién H :
S'xR* xR — ]RS\C , (ver Figura). Dado (¥, r,1) € S' x R* x R definimos la rama de la rama de la
hipérbola H, = {(z,y,0) € R z> 0,y > 0,zy = r}. Partiendo de P = (y/r,/r,0) € H, avanzamos en
la hipérbola hasta el punto P(l) = (e!\/7,e~!\/r,0). Por definicién, H (e?, r,1) es el punto que se obtiene
girando P(l) un éngulo ¢ alrededor de la bisectriz b. Explicitamente:

H:S'xR" x ]R——»Ra\c.

cosf 1 cos® 1 —senb |
: R . P N
i _ cos® _ 1 cos 1 —sen =
H(e¥,r )= 5 s =40 z e tyr
senf send

. 4 A cosf 0

Se comprueba que H es un difeomorfismo, por lo que:

G1(2)/0:1(2) R¥\c= S' x R%.

4 Discusién

El cociente G1(2)/0,(2) admite la siguiente interpretacién geométrica (analogas consideraciones se pueden
hacer en el caso euclideo). Dar una producto escalar lorentziano sobre R? equivale a dar todas sus bases
ortonormales; fijada una de ellas B, las demés se obtendran por la accién de O;(2). Asi, se puede establecer
una biyeccién natural de G1(2)/01(2) sobre el conjunto de todos los productos escalares lorentzianos sobre
R?: identificando cada matriz M’ € [M] con una base ordenada B’ (como en el Método II), se asigna a
[M] el tinico producto escalar lorentziano para el que B’ es una base ortonormal, lo que es claramente
independiente de la matriz M’ escogida en [M]. Ahora bien, fijada la base usual en IR?, hay una biyeccién
natural entre los productos escalares lorentzianos y las matrices simétricas de orden 2 con determinante
negativo. Asi se consigue una biyeccién entre GI(2)/01(2) y

V:{(Z :):ad<c2}

(para el caso euclideo, se consigue una biyeccién entre G1(2)/0(2) y S2(R), definido en el Método I).
El que esta biyeccién sea un difeomorfismo es una consecuencia de la Seccién 3 (aunque también puede
comprobarse directamente, produciéndose asi un método alternativo més).

Por otra parte, el cociente GI1(2)/0;(2) admite la siguiente interpretaciéon desde el punto de vista de la
Fisica. De acuerdo con la Relatividad Especial, si nos restringimos a una dimensién espacial, el espacio-
tiempo admite una estructura de espacio afin bidimensional con una producto escalar de Lorentz g. Fijado
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un punto de este espacio afin (un “evento: aqui y ahora”) las bases ortonormales para g son, grosso modo,
los “observadores inerciales”. Experimentalmente, g se determina a través de estos “observadores”: se
supone que la experimentacién nos permite distinguirlos y, una vez se ha determinado cualquiera de ellos,
los demaés quedan fijados por la accién de O1(2) (transformaciones de Lorentz bidimensionales). Asi, cada
elemento de G1(2)/0,(2) es un conjunto completo de candidatos a observadores inerciales, y G1(2)/01(2)
es el espacio cuyos elementos son los conjuntos de todos los posibles candidatos a observadores inerciales.
Los autores quedarian muy agradecidos si se les diera alguna razén fisica por lo que este conjunto deba
tener la particular estructura diferenciable obtenida.
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