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Resumen

Dada una superficie de Riemann abierta X , estudiamos los Teoremas de Gunning-
Narasinham y de Kusunoki-Sainouchi. El primero, prueba que existen diferenciales ho-
lomorfas exactas y sin ceros, en otras palabras, la clase del cero en H,(X) admite un
representante holomorfo y sin ceros. El Teorema de Kusunoki-Sainouichi es més preciso
y prueba que podemos encontrar una diferencial abeliana con divisor y periodos pres-
critos. Para llegar a los resultados desarrollamos herramientas de muchos campos de la
Matemaética, como son el Algebra, Andlisis Funcional, Analisis Real y Complejo asi como
los rudimentos de la Geometria Diferencial en Variedades, con el fin de demostrar, entre
otros, el Teorema de Aproximacién de Runge y el de Mergelyan-Bishop, concernientes al
problema de aproximacién de funciones holomorfas en compactos Runge.
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Introduccion

En este texto trabajamos el drea de las Matematicas conocida como Analisis Geométri-
co. Este area, es especialmente fructifera por la amplia cantidad de materias de las que se
nutre. Precisamente, esta cualidad nos permite, definir conceptos, estudiar propiedades y
demostrar resultados desde diferentes puntos de vista. Principalmente, este trabajo utiliza
tres herramientas: el Andlisis Matematico de Variable Real y Compleja, el Analisis Fun-
cional y el Algebra. Como hemos comentado, las demostraciones aqui expuestas, pueden
ser vistas con otros enfoques. Hemos optado por una mezcla de las tres ramas anteriores,
fusionando las técnicas de diferentes autores, como pueden ser T. Napier, O. Forster, R.C.
Gunning, W. Rudin y R. Narasimhan entre otros.

Los objetos bésicos sobre los que vamos a trabajar son las variedades topolégicas y
diferenciables junto con las superficies de Riemann. Una variedad topoldgica no es mas
que un espacio topolégico usualmente conexo y localmente homeomorfo a ciertos abiertos
de R™, donde n es un invariante de la variedad al que se conoce como dimensién. Las
variedades diferenciables, son variedades topoldgicas que ademads, cuando transitamos de
abiertos (cambio de cartas) obtenemos funciones diferenciables entre abiertos de R™. Las
superficies de Riemann son algo maés restrictivo, pues son superficies diferenciables, esto es,
n = 2, de forma que los cambios de cartas son funciones holomorfas entre abiertos del plano
complejo. Los ejemplos mas simples de superficies de Riemann son el plano complejo C y la
Esfera de Riemann. De manera natural, podemos extrapolar las definiciones y resultados
conocidos de variedades diferenciables a superficies de Riemann. Por ejemplo, una funcién
serd holomorfa si al representarla en cartas esta es holomorfa. Como es de esperar, no
todos los resultados se llevan de un objeto a otro de forma tan simple.

Al igual que con las variedades diferenciables reales, construimos de manera anélo-
ga las formas diferenciales complejas. Dado que el ambiente es una superficie tendremos
1-formas y 2-formas diferenciales. En superficies de Riemann hay un tipo particular de 1-
forma que no estd definida en variedades diferenciables reales, nos referimos a las 1-formas
holomorfas, aquellas formas diferenciales que escritas en cartas, vienen representadas por
funciones holomorfas. Igualmente, tenemos 1-formas meromorfas, que con analogia son
aquellas representadas localmente por funciones meromorfas. Cuando estas tltimas estan
definidas en toda la superficie se las conoce como diferenciales abelianas. Las diferenciales
holomorfas y abelianas son el eje principal de la memoria.

El estudio de estas diferenciales atiende principalmente a dos nociones, las singula-
ridades y la integracion. En el plano complejo, dado un dominio D C C' y una funcién
f: D — C tenemos puntos distinguidos, se destacan respecto de los otros sobre como se
comporta respecto de la funcién dada. La teoria clasica nos da tres tipos de puntos

= Ceros de la funcién f. Como su nombre indice, un punto zg € D es cero de
f st f(z0) = 0. Si la funcién f es holomorfa en un entorno de zy tenemos una
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caracterizacién muy potente, similar a la factorizacion de polinomios, y es que existe
un nimero natural k tal que

f(Z):(Z—Zo)kg(Z)7 g:D<207T)CD—>(Ca
con g holomorfa en el disco y g(zp) # 0. Al niimero k se le llama orden del cero z.

= Polos de la funcién f. Un polo de f es un punto z; € D tal que

lim |f(z)| = 4o0.

zZ—2z21
También se tiene una caracterizacion, y es que existe k natural tal que

h(2)
(z — 1)k’

con h holomorfa en el disco y h(z1) # 0. Al nimero k se le llama orden del polo z;.

f(z) = h:D(z,r) C D — C,

» Singularidad esencial de la funcion f. La forma ma&s intuitiva de presentar este
tipo de singularidades es diciendo que z2 € D es una singularidad esencial de la
funcién f si para cualquier r > 0 con D(z2,7) C D se cumple que

f(D(22,7) \ {22})

es denso C.

Si una funciéon f : D — C es holomorfa salvo en un conjunto discreto P, de forma
que todos los puntos de P son polos, diremos que f es meromorfa y son las funciones que
nos atanien. Estos conceptos son extrapolables a superficies de Riemann, mediante cartas,
y definiendo todo lo anterior a la representacién coordenada. A nosotros nos atanen las
funciones meromorfas. La factorizacién de los ceros y de los polos depende de la carta
tomada, pero son conceptos consistentes en la teoria porque los 6rdenes no depende de
la carta. Asi, cuando tengamos una superficie de Riemann X y una funcién meromorfa
f + X — C tendremos estos puntos distinguidos. Es natural estudiarlos de manera global.
Observemos que todos estos puntos tienen un peso su orden, ya sea como cero o como polo.
Consideramos una funcion

(f): X —Z

que a cada z € X le asigne su orden como cero o polo de f y al resto de puntos le asigne el
valor cero. Por definicion el niimero de polos es discreto. Sin embargo, el nimero de ceros
también lo es, gracias al Teorema de Identidad. A esta aplicacién (f) se le llama divisor
principal asociado a f. Asi, toda funcién meromorfa f tiene asociada una aplicacién de
este estilo. Sin embargo, podemos ir més alld. Consideramos una aplicacién

d: X —7Z

que se anula en todo X salvo un conjunto discreto sin puntos de acumulacién. A estas
aplicaciones las conocemos como divisores. La pregunta patolégica es por tanto: dado un
divisor d cualquiera ;podemos encontrar una funcién meromorfa f tal que d = (f)? Si
esto ocurre diremos que f es una solucion del divisor d. Coloquialmente hablando, estamos
diciendo que dados unos puntos de X y unos pesos asociados a tales puntos, jpodemos
encontrar una funcién meromorfa que tenga en esos puntos un cero o un polo cuyo orden
sea el peso prefijado? Esta pregunta no es nada trivial. La duda quedara resuelta cuando
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veamos el Teorema de Weierstrass (Teorema 8.0.1), que nos dice que en una superficie de
Riemann no compacta, todo divisor tiene solucién. En superficies compactas, por ejemplo,
no siempre es posible, hace falta que la suma de los pesos del divisor sea cero.

De igual modo, si w es una diferencial abeliana, localmente en una carta (U, z) se expresa
como

w = fdz,

siendo f meromorfa en U. Definimos el orden del cero o polo de w como el de f, y esta
definiciéon es correcta porque el orden no depende de la carta. Por tanto, nos preguntamos
si dado un divisor d, podemos encontrar una diferencial abeliana w tal que (w) = d.

Los érdenes de ceros y polos de una diferencial abeliana estdn altamente relacionados
con la integracion. La utilidad principal de las 1-formas diferenciales va a ser su integracién
sobre curvas en la superficie. Un ejemplo muy visual es cuando en el Andlisis Complejo
clésico aparecen expresiones del siguiente estilo:

A F(2)dz,

donde v es un camino en C y f es una funcién meromorfa en C. El integrando que
aparece en la expresion anterior f(z)dz es una diferencial abeliana del plano complejo C
visto como superficie de Riemann. Podemos ir méas alla. Sin lugar a duda, junto con las
Formulas de Cauchy el resultado méds importante del Anélisis Complejo es el Teorema
de los Residuos, que a grandes rasgos nos decia: si tomamos una funcién holomorfa f :
D(a,r)\{a} — C y un ciclo 7y en D(a,r) \ {a} entonces

1/f(z)dz = Ind,(a)Res(f, a),

2mi J,

donde Ind,(a) es el indice de v respecto de a, que es precisamente el nimero de vueltas
que da « alrededor del punto a. El valor de esta integral no depende de deformaciones de
la curva «, lo que se conoce como clase de homologia. Asi, si tenemos un ciclo homélogo a
v, el valor de la integral permanecerd invariante. El conjunto de las clases de homologia de
estos ciclos es lo que se conoce como grupo de homologia singular con coeficientes enteros,
que usualmente es denotado como H;(X,Z), donde X es el espacio topoldgico en el que
trabajemos.

Todo esto que hemos contado en el plano complejo es también cierto en superficies
de Riemann con sus respectivas diferenciales holomorfas y abelianas. La perspectiva in-
troducida es que si tenemos una diferencial meromorfa la integracién no depende de la
clase de homologia del ciclo sobre el que se integre. Si fijamos una diferencial meromorfa,
llamémosla w, en una superficie de Riemann X, podemos considerar la siguiente aplicacion

H\(X,Z) — C
] — [ w.

Esta bien definida porque la integracion no depende de la clase de homologia. Ademas
el comportamiento lineal de la integral nos permite concluir que la aplicaciéon anterior
es un morfismo de grupos abelianos al que se conoce como morfismo periodo. Toda
diferencial meromorfa tiene asociado un morfismo periodo, que es precisamente el definido
anteriormente. Sin embargo, la pregunta patoldgica, es de nuevo: jsi tengo un morfismo
¢ : Hi(X,Z) — C, existe una diferencial meromorfa cuyo morfismo periodo sea ¢? Lo

11
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que estamos diciendo es si podemos encontrar una diferencial que valga lo que nosotros
queramos en ciertos ciclos. Si lo anterior es posible, diremos que w tiene periodos prescritos

por ¢.

Formuladas estas preguntas, nos planteamos un ambiente particular, una superficie de
Riemann no compacta. Resulta, que las respuestas son afirmativas en ambos casos y no solo
eso, si no que podemos hacer que se cumplan simultaneamente, esto es, en una superficie
de Riemann no compacta, dados un divisor d y un morfismo ¢ : Hy(X,Z) — C, existe
una diferencial abeliana w que es solucién del divisor d y que ademaés tiene los periodos
prescritos por ¢. Este resultado se conoce como Teorema de Kusunoki-Sainouichi, con un
caso particular muy remarcable, el Teorema de Gunning-Narasinham, que surge cuando
pedimos que w no tenga ceros y todos los periodos de w sean nulos, es decir, que w sea
exacta, que no es mas que pedir que admita primitiva.

Teorema de Gunning-Narasinham

Toda superficie de Riemann no compacta admite una diferencial holomorfa exacta
y sin ceros.

Teorema de Kusunoki-Sainouchi

Sea X una superficie de Riemann abierta, d € Div(X) y ¢ : Hi(X,Z) — C un
morfismo de grupos. Existe una diferencial abeliana w en X, asociada al divisor d
y al homomorfismo ¢, tal que

1. La diferencial w es solucién del divisor d

2. La diferencial w tiene periodos prescritos por el morfismo ¢.

Los grupos de cohomologia sobre haces son una parte esencial del Algebra que envuel-
ve al estudio del anterior problema. Estos grupos permiten entender con una precisién
superior los comportamientos de las formas diferenciales. En particular, establecen rela-
ciones entre la naturaleza topoldgica de la superficie y su naturaleza andlitica a través del
Algebra. Para ello es indispensable definir lo que es un haz, que no es mas que un functor
desde el conjunto parcialmente ordenado Open(X) hasta una categoria, que para nosotros
serd la de grupos, mas unas ciertas propiedades de compatibilidad. Estos grupos ademaés
adquieren una estructura de espacio vectorial. La forma de construirlos es puramente alge-
braica, y en concreto referente al lenguaje categorico, porque estos se definen en términos
de limites y colimites de diagramas. Todo esto culminara con la ecuacién inhomogenea de

Cauchy
of

oz 7
Las soluciones de esta ecuacién nos permiten construir funciones muy deseables en estos
ambientes, pues pedir que su parte antiholomorfa sea cero es pedir que la funcién sea
holomorfa.

Mediante herramientas de Andlisis Funcional estudiaremos las cohomologias de las
superficies sobre diferentes haces. La técnica fundamental serd estudiar los funcionales

12
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lineales continuos que dan una imagen muy detallada de como las formas diferenciales
actian sobre la topologia de la superficie. Los resultados principales a los que queremos
llegar seran referentes a superficies de Riemann no compactas. Para trabajar adecuada-
mente serdn necesarias ciertas exhauciones por compactos de tales superficies. Dado que
buscamos teoremas globales y estamos partiendo la superficie en compactos, serd menester
tener una propiedad muy importante. Queremos abiertos o compactos que recubran a la
superficie pero que cada funciéon definida localmente sea posible aproximarla uniforme-
mente por compactos por funciones definidas en toda la superficie. Asi surge el concepto
de conjunto Runge con los que recubriremos la superficie. Se motivara su construccién
y se verd que es necesario pedir que los complementarios de estos conjuntos no posean
componentes conexas relativamente compactas. Mostraremos también que esta propiedad
no solo es necesaria, sino también suficiente. Esto es lo que se conocera como Teorema de
Aproximacion de Runge y una version ain més fuerte, el Teorema de Aproximacion de
Mergelyan-Bishop. Ambos teoremas tendran demostraciones muy concernientes al Analisis
Funcional.

Un peldainio fundamental en nuestro estudio serd la clasificacién de las superficies com-
pactas con y sin borde. Es prioritario conocer como son estas superficies por dos motivos:

= Haremos exhauciones por compactos.

= La integracion de formas diferenciales esta intimamente relacionada con la homologia
singular.

Dado que vamos a trabajar con superficies de Riemann, que son siempre orientables,
tendremos que las superficies compactas sin borde seran siempre una suma conexa de g-
toros (género de la superficie) o una esfera. En el caso con borde serdn g-toros o una esfera,
con k discos removidos. Ademads, tendremos una descripcién muy precisa de la homologia
singular de estas superficies.

13
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Capitulo 1

Introduccion a las superficies de
Riemann

Definicién 1.0.1. Sea X un espacio topolégico Hausdorff y sea una familia A = {(Ua, po) : Us C X}
con las siguientes propiedades,

1. La familia {U,} es un recubrimiento por abiertos de X.

2. Cada aplicacion ¢, : Uy, C X — ¢o(U,) C C es un homeomorfismo. Al par
(Uq, ¢a) le llamamos carta compleja o coordenadas locales complejas de dimension
uno.

3. Sipe Uy NUg con (Uy, ¢a), (Us, ) € A entonces la aplicaciéon
va o9y 1 0a(UNV) — 0a(UNV)

es biholomorfa. A estas aplicaciones las llamamos funciones de transicion o cambio
de cartas.

A la familia A se le denomina atlas holomorfo de X. Si Ay A’ son atlas de X, diremos
que A y A’ estéan relacionados si su unién es de nuevo un atlas sobre X. Esta relacién es
de equivalencia, y a la clase [A] se la conoce como estructura holomorfa de dimension uno
sobre X. Al par (X, [A]) o simplemente X, le llamamos variedad compleja de dimension
uno. En el caso de X conexo diremos que es una superficie de Riemann.

Sean a € Cy r > 0. La notacién estandar para los discos complejos va a ser la siguiente:

D(a,r):={z€C:|z—a|<r}, D*(a,r):=D(a,r)\ {a}

D:=D(0,1)={z€C:|z| <1}, D*:=D\{0}.
La notacién usual para los anillos complejos sera
Ala;m,R) :=={2€C:r<|z| <R}, Re(0,00].

Observacién 1.0.1. Observemos que si (U, ) es una carta de una superficie de Riemann
X, la aplicacién ¢ toma valores en C. Con este motivo, muchas veces denotaremos por
(U, z) a las cartas y escribiremos z = z + iy.

15



Capitulo 1. Introduccion a las superficies de Riemann

Observacion 1.0.2. En principio, al espacio topolégico X solo se le pide que sea Haus-
dorff. Sin embargo, en muchos textos se le pide como condicién que sea ANII, es decir,
que X admita una base de la topologia numerable. No obstante, cualquiera de las dos
construcciones nos dan las mismas estructuras, pues aunque no se pida ANII, resulta que
con las condiciones pedidas sobre los atlas, X es ANII.

Definicion 1.0.2. Sea X una superficie de Riemann y p € X. Diremos que una carta
(U, @) esta centrada en p si ¢(p) = 0. Diremos que es un conforme a un disco si ¢(U) es
un disco de C.

Definicion 1.0.3. Un superficie de Riemann X diremos que es compacta si el espacio
topolégico X es compacto. Cuando X no es compacta diremos que es abierta.

En este trabajo, las superficies de Riemann abiertas seran el objeto a tratar. Sin em-
bargo, muchos cédlculos que hagamos serdn de caracter local. Esto nos lleva a tener que
adquirir un cierto conocimiento de las superficies de Riemann compactas.

Damos algunos ejemplos de superficies de Riemann.

Ejemplo 1.0.1 (El plano complejo C). Sea X = C con su topologia usual. Una estructura
holomorfa de dimensién uno en C es la dada por el atlas A = {(C, Id)}. Observemos que
X es una superficie de Riemann abierta.

Ejemplo 1.0.2 (Estructura inducida en un abierto). Sea X una superficie de Riemann y
sea D un abierto de X. Témese A un atlas de la estructura holomorfa de X. Consideramos
a D con su topologia de subespacio. Un atlas holomorfo para D es el dado por {(U N
D, ¢lynp) : (U,p) € A}. Notemos que necesitamos que D sea abierto de X para poder
restringir ¢ a la interseccién. Ademas, el atlas anterior definido, dota a D de estructura
holomorfa no de estructura de superficie de Riemann. Cuando D sea conexo, D si sera
una superficie de Riemann.

Ejemplo 1.0.3 (Esfera de Riemann). Consideramos la compactacién de Alexandroff por
un punto de C. Es conocido que C = CU{co} con al topologia

7 ={(C\ K)U{oo} : K compacto de C}

es un espacio topoldgico conexo (por serlo C) y compacto. Si denotamos por C* = C\ {0},
un atlas sobre C es

{(C,1d), (C* U {c0},T)}, T:C*U{oo} — C* U {co}, T(z):%.

Se debe tener en cuenta que T es continua definiendo T'(co) = 0. Para probar que en
efecto es continua, es muy ttil la caracterizacién por sucesiones. Denotemos D(0,r) al
disco abierto de centro 0 € C y radio r > 0. La familia {D(0,7)},>0 es una base de
entornos de cero. Sea {z, }nen una sucesién de C* convergente a infinito. Dado que D(0,7)
es compacto entonces

U =C\D(0,r)={z€C:|z| >r}.

es entorno de infinito. La sucesién {z, }nen converge a infinito. Existe ng = ng(r) € N tal

que z, € U, para todo n > ng. Por tanto |z,| > r para todo n > ng. Finalmente, para

todo n > ng se tiene que |T(z,)| = i < r. Esto prueba que de un lugar en adelante
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T(z,) € D(0,7), lo que demuestra lim,, o, T'(z,,) = 0.

T es holomorfa en C* y su inversa es ella misma (es una involucién), es decir, T" es
biholomorfismo de C* en C*. Las funciones de transicion son bilomorfismos puesto que se
trata de la propia T. Este es un ejemplo de superficie de Riemann compacta.

Observacién 1.0.3. El nombre de esfera de Riemann es porque C es difeomorfo a la
esfera S? C R3 mediante la proyeccién estereografica. De hecho,

C = S? ~CP,

donde CP! es el espacio proyectivo complejo de dimensién uno, al cual se puede dotar de
estructura de superficie de Riemann.

Definicién 1.0.4 (Funciones holomorfas). Sea X una superficie de Riemann. Diremos
que una funcién continua f : X — C es holomorfa en un punto p € X si existe una carta
(U, ) alrededor de p en X tal que la aplicacién

fopl:ipU)cC—C

es holomorfa entre abiertos de C.

X ! C
7
Ve
Ve
/
© s
7 ool
L7 foyp
Ve
Ve
o(U)

Al conjunto de funciones holomorfas en p lo denotamos por O,(X). Diremos que una
funcion f : X — C es holomorfa en un abierto D C X si es holomorfa en cada punto
de D. Si A C X es un conjunto cualquiera de X, diremos que f es holomorfa en A si
existe un entorno abierto U de A tal que f es holomorfa en U. Al conjunto de funciones
holomorfas en A lo denotamos como O(A).

Observacién 1.0.4 (La holomorfia es de cardcter local). Hemos definido el concepto de
holomorfia en un punto como serlo en algin entorno de dicho punto.

Observacion 1.0.5. La condicién de f € O(X) no depende de la carta elegida. Sea (V, )
con U NV # @ otra carta de la estructura holomorfa. Entonces

foyv™ =(fop o(poy™), enlUnNYV,
que es composicion de aplicaciones holomorfas.
Observacion 1.0.6. Sip € X y (U, ) es una carta entorno a p, por definicién ¢ € O(U).

Definicion 1.0.5. Sean X, Y dos superficies de Riemann y sea f : X — Y una aplicacién
continua. Diremos que f es holomorfa si existe un par de cartas (U, ) de X y (V,¢) de
Y (f(U) C V) tales que

Yo foptipU) — p(V)

es una funcién holomorfa entre abiertos de C.
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Capitulo 1. Introduccion a las superficies de Riemann

X ! Y
® Y
pofop~!
p(U) = = =% = =4(V)

Al conjunto de todas estas aplicaciones lo denotamos por O(X,Y). Si la aplicacién f es
biyectiva y cumple f € O(X,Y) y f~! € O(Y, X) diremos que f es biholomorfa; ademas
en el caso X =Y diremos que f es automorfismo.

Otra estructura interesante sobre O(X) es la de dlgebra. El conjunto de funciones ho-
lomorfas sobre una superficie de Riemann X es un C-algebra con el producto de funciones

holomorfas. Podemos extrapolar a superficies de Riemann algunos de los teoremas clésicos
de C.

Teorema 1.0.1. Sean X,Y superficies de Riemann.

» Teorema de identidad. Si f € O(X,Y) y no constante entonces el conjunto {p €
X : f(p) =q} conq €Y fijo, es un conjunto discreto sin puntos de acumulacion en
X. Ademds si f,g € O(X,Y) coinciden en un conjunto con puntos de acumulacion
en X, entonces f = g.

= Extensién de Riemann. Si f : X — Y es continua en todo X y holomorfa en
X \ P con P discreto, entonces f es holomorfa en todo X.

» Principio del médulo maximo. Toda funcién holomorfa f € O(X) tal que | f| al-
canza maximo local en un punto p € X es constante. En particular, si X es compacta
entonces O(X) = {funciones constantes}.

» Teorema de la aplicacién abierta. Si f € O(X,Y) y f no es constante, entonces
f(X) es abierto de Y.

Definicién 1.0.6. Sea X una superficie de Riemann y f : X \ P — C una aplicacién
continua. Diremos que f es meromorfa, si P es discreto, f € O(X \ P) y para todo p € P
se verifica que

Ii = +o00.
lim | (q)| = o0

A los elementos de P les llamamos polos de la funcion f. Al conjunto de funciones mero-
morfas en X lo denotamos por M(X).

Proposiciéon 1.0.1. El conjunto de funciones meromorfas sobre una superficie de Rie-
mann X, al que denotamos por M(X), es un C-dlgebra con el producto de funciones
meromorfas. Ademds, (M(X),+,-) es un cuerpo.

Las funciones meromorfas se pueden identificar con aplicaciones holomorfas de X en

C.

Teorema 1.0.2. Sea X una superficie de Riemann, P C X discreto y f € O(X \ P).
Entonces, f es meromorfa en X con polos P si y sdlo si admite una extension f: X — C
de modo que P = f~1(c0).
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Demostracion. Supongamos que f es meromorfa y sus polos son P. Definimos

f(x) si zeX\P,
oo sl z e P.

f:X —C, f(a:)—{

Dado que lim,_,, | f(z)] = +oo para todo p € P, nos dice que lim,_,, f( ) = o0, es
decir, f es continua en todo X y holomorfa en X \ P. El teorema de extension de Rie-
mann nos dice que f es holomorfa, es decir, f € O(X,C). Por construccién P = (f)~1(00).

El reciproco es elemental. El conjunto P sera discreto por el teorema de identidad.
O

Teorema 1.0.3 (Comportamiento local de las funciones holomorfas). Sean X eY super-
ficies de Riemann y sea f € O(X,Y) no constante. Sea p € X y q = f(p) € Y. Euiste
k € N y un par de cartas (U, ) y (V,v) de p y f(p) respectivamente satisfaciendo

1. f(U) CcV yo(p) =1(q) = 0.
2. La aplicacion o f o o~ 1(2) = 2F para todo z € p(U).
Al nidmero natural k le llamamos multiplicidad de la funciéon f en el punto p.

Demostracion. Es facil encontrar cartas (U', p) y (V,9) de p y g satisfaciendo la primera
propiedad. Llamemos F' = o fop~'. F(0) = ¢(f(p)) = ¥(q) = 0. Por la caracterizacién
de ceros de funciones holomorfas en C, existe k € N tal que

F(z)=2"g(z), g(0)#0, ge€O(pU)).

Sea D(0,7) con D(0,7) C p(U’) y tal que g(z) # 0 para todo 2z € D(0,r). La funcién ¢
es holomorfa en el disco D(0,r) (simplemente conexo) y no se anula, por tanto, g admite
logaritmo en D(0, 7). Definimos

h:D(0,r) — C, h(z)=exp (bg;(}cf}(@)) .

La funcién h es holomorfa en D(0,7) y satisface h* = g(z), es decir, h es una raiz k-ésima
de la funcién g en el disco D(0,r). Entonces

F(z) = (zh(z))k = a(z)k, Vz € D(0,r),

donde a(z) = zh(z). La funcién « : D(0,r) — C biholomorfa en un entorno de cero. En
efecto, como g(0) # 0 entonces h(0) # 0 y por el teorema de la funcién inversa

d
— =h R'(0
G| =)+ 0K =h©) 0
Podemos suponer « es biholomorfa en el propio D(0,7) — a(D(0,7)). Sea U := p~1(D(0, 1))
y
¢:U— a(D(0,r)), ¢:=aop.
Asi pues

Yofop l(z)=(ofop Hoal(z)=2F Vzea(DO,r).
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Definicién 1.0.7. Sea X una superficie de Riemann y f € O(X) tal que f(p) = 0.
Diremos que p es un cero de orden m en p si existe una carta (U, ¢) en X del punto p con

©(p) = 0 tal que
fop lz)=2m Vzep).

Teorema 1.0.4 (Caracterizacién de polos de una funcién meromorfa). Sea f € O(X\{p}).
La funcién f tiene un polo en p si y sdlo si existen un par de cartas (U,p) y (V,4¢) de p
y f(p) respectivamente tales que

1. f(U)CV yep)=¢(f(p) =0.

2. Se tiene que o fop (z) = z}” para cierto m € N y para todo z € o(U).

Diremos que m es el orden del polo p de la funcion f.
Demostracion. La demostracién es analoga a la dada en el caso de los ceros. O

Observacién 1.0.7. Sea X una superficie de Riemann y f € M(X), p un polo de fy
sea (U, ¢ = z) una carta centrada en p conforme al disco unidad y tal que f € O(U \ {p}).
Notemos que

lim f(q) = oo <= lim |f o o™ (2)| = +o0

q—p z—0
La funcién f o=t € O(D*) tiene un polo en 0. Consideramos el desarrollo de Laurent en
D* de fop?

El desarrollo depende de la carta elegida y por tanto, es el desarrollo de Laurent de f en
p respecto de la carta (U, p).

Definicién 1.0.8 (Desarrollo de Laurent). Sea f : X — C meromorfa y sea p un polo de
f. Sea (U, ) una carta centrada en p conforme al disco unidad y de forma que f € O(U).
Definimos el desarrollo de Laurent de f en p como la serie de Laurent de f o o' en D*
centrada en z = 0. Definimos la parte singular de f/parte reqular de f como la parte
singular/parte regular de fo~!. Al niimero complejo c_1 = c_1(f, U, ¢) le denominamos
residuo de f en p y lo denotamos por Res(f)p.

Proposiciéon 1.0.2. Sea f : C — C meromorfa. Entonces f es cociente de polinomios,
es decir, es una funcion racional.

Demostracion. Como f es meromorfa la Teorema 1.0.2 nos dice que existe una extensién
f : € — C holomorfa. Dado que C es compacto, el teorema de identidad nos dice que
solo puede existir un nimero finito! de polos P = {p1,...,p,} C C. Distinguimos varios
casos.

1. Si oo no es un polo de f. Entonces el desarrollo de Laurent de f alrededor de cada polo
lo hacemos con la carta (C, Id), es decir, es el desarrollo usual de C. Consideramos

parai=1,...,r las partes singulares de tales desarrollos
e .
hi(z) = Y ej(z—p)!, VzeD(O,r).
J=—k;

I Todo subconjunto infinito es un espacio compacto tiene puntos de acumulacién.
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Definimos g = f — (3_/_; hi) que es una funcién holomorfa en todo C. Dado que las
Unicas funciones holomorfas en C son constantes, g es constante y por ende

2. Si oo es un polo de f, es decir, F(z) = f (%) tiene un polo en z = 0. El desarrollo
de F' en cero es

F(z) = Z ez, Yz e D*(0,r)
n=—=k

para cierto? r > 0. El desarrollo de Laurent de f en oo es por definicién en la carta
(C*z—1/z)

1 > 1 s 0 1
10D et oo S e vea(odin),
n=—k n=1 n=0
Consideramos la parte singular de f en oo

heo : A(0;1/r,400) — C, heo(z) := Z Zc_nz"

n=1n=1

Sea g = f — hoo, donde ho, es la parte singular de f alrededor de oco. Esta funcién g
no tiene polo en infinito y podemos aplicar el apartado anterior.

O]

Definicién 1.0.9 (Multiplicidad de una funcién meromorfa en un punto). Sea f € M(X).
Definimos la multiplicidad de f en p como

m si f tiene un cero de orden m en p
—m  si f tiene un polo de orden m en p
si f =0 en un entorno de p

en otro caso

mult, f =

=3

1.1. Espacio tangente

Para poder definir el espacio tangente necesitamos conocer qué es el complexificado de
un espacio vectorial real.

Definicién 1.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre C. El espacio vectorial real subyacente
a V', al que notamos por Vg, es el espacio V' con la multiplicacién por escalares restringida
al cuerpo R cuya dimensién es

dimR VR =2 dim(c V.
Ademsds si {e)}rea es una base de V', entonces
{6)\} U {ie/\ (42 = —1},

es una base de Vg.

2Esto no es més que el mayor disco punteado donde estd definida de manera holomorfa.
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Asi, dado un espacio vectorial complejo V', siempre podemos obtener un espacio vecto-
rial real a partir de él. La pregunta patoldgica es saber si a partir de un espacio vectorial
real podemos construir un espacio vectorial complejo. La respuesta es afirmativa y nos la
da el siguiente resultado de Algebra Lineal ([15, pag. 407-409)).

Proposiciéon 1.1.1. Sean V y W espacios vectoriales reales.

1. El conjunto V x V' con la suma dada por coordenadas y el producto por escalares
z-(u,v) = (zu —yv,yu+2v), z=x+iyeC, wu,veV,

es un espacio vectorial complejo al que denotamos por Ve y que satisface dime Ve =
dimg Vk. A los pares (u,v) € Vi los denotamos por u + iv.

2. La aplicacion 7 : Vo — Ve dada como T : u+ v —> u+1tw = u — 1w es un
isomorfismo.

3. Sia,B:V — W son aplicaciones lineales entonces v : Vo — Vo, v = a+ i3
definida como
A+ i) = a(u) — B(v) + i(A(u) + a(v))

es una aplicacion lineal.
4. La aplicacion 5y = a — if8 cumple
Y(u+ i) =75(u—iv).
Ademds Hom(V, W)c = Hom(Vg, We).

5. Sia,B € V*RV™ son dos aplicaciones bilineales y definimos v = a+if3, la extension
bilineal de v : Vg x Vo — C viene dada de manera natural

y(u+iv,r+is) = a(u,r) —alv,s) — B(u,s) — B(v,r)
+i(a(u, s) + a(v,r) + B(u,r) — B(v, 5)).

De esta manera si ¥ = o — i3 se cumple que y(z,w) =7(u,w). Ademds, si «, 3 son
antisimétricas entonces A es antisimétrica y tenemos

(V*@VI)e=VEQVE, (A*V¥)e = AVE.

Una superficie de Riemann X tiene una estructura diferenciable real de dimensién dos

identificando C = R2. De este modo, dado p € X y (U, = z = x + iv) una carta entorno

. 0 0

a p, podemos considerar los vectores { — | , | =—

<3~’L‘>p <8y

Pretendemos hacer lo mismo pero rescatando las propiedades de las funciones holomorfas.

Para ello, nos centramos primero en dada una variedad diferenciable, dotar en cada p € M
al T, M de estructura de espacio complejo.

En el caso de una superficie de Riemann, el espacio tangente complejo tendra dimensién

compleja dos, luego no lo podremos representar tan intuitivamente como aparece en la

figura anterior.

> que conforman una base de T, X.
P

Definiciéon 1.1.2. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y K = R 6 C.
Definimos la siguiente relacién de equivalencia

f ~co g <= f = g en un entorno del punto p, f, g diferenciables en el punto p.

A las clases de equivalencias las llamamos gérmenes de funciones diferenciables en el
sentido real en el punto p. Al conjunto de tales clases lo denotamos como C;° (X, K).
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Figura 1.1: Espacio tangente real a una superficie.

Observacién 1.1.1. A los gérmenes de funciones diferenciables en un punto p se les
denota simplemente como f, sin necesidad de escribir [f],.

Al espacio vectorial CI?O(M ,K) se le puede dotar estructura de K-algebra,

f+a9:=fluvav + dluvav, A-f=X 9= flprv) Gluav)s
para cualesquiera A € K, f, g diferenciables en U y V respectivamente y tal que p € UNV.

Definiciéon 1.1.3. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Diremos que v es
un vector tangente sobre K si es una derivacion en el dlgebra de C;° (M, K), es decir,

v:CF(MK) — K, o(f +9) =o(f) +olg), v(fg) = fulg)+v(f)g.

Para cada p € M, el espacio vectorial real de vectores tangentes en K = R es llamado
espacio tangente real y lo denotamos por 1), M. Para cada punto p € M, el espacio vectorial
complejo de vectores tangentes sobre C a M es llamado espacio vectorial complexificado
tangente a M en p 'y se denota por (T, M)c. Méas precisamente,

T,M := {v (C(M,R) — R, v es derivacién} ,
(TyM)c = {v: C,°(M,C) — C,v es derivacién } .

Observacién 1.1.2. Cuando escribimos (T}, M )¢ es Ginicamente notacién, no nos referimos
a la complexificacion del T,,M. Mas tarde, veremos que esta notacién es consistente, es
decir, (T,M)c, es en efecto, la complexificacién del T, M.

Definicién 1.1.4 (Diferencial de una funcién diferenciable). Sea M una variedad dife-
renciable y sea f € C*°(M,K). Definimos la diferencial de f en p € M como la aplicacién
lineal

(dfp)(v) =v(f), veTM 6 (T,M)c.

Si (U, ) es una carta entorno a p € M, definimos parai=1,...,n
0 of fop™)
. o0 M K K — e —— .
( 6961-);, G MEK) — K, fr— 5-(0) oz, (#P)
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Al igual que en el caso de R, tenemos los siguientes dos resultados, para los cuales,
introducimos una definicién previa.

Definicién 1.1.5. Sea o : (—0,9) — M una curva diferenciable. Definimos la aplicacién
(0) : CX(M,K) — K

d

a(0)(f) = . (foa)t), VfeCr(MK)

Con esta definicién tenemos que o/(0) € To(g)M respectivamente o (0) € (Tp)M)c v se
le conoce como vector tangente o vector velocidad de a en «(0).

Teorema 1.1.1 (Base del espacio tangente). Sea M una variedad diferenciable de dimen-
sion n, sea p € M y (U, ) una carta alrededor de p. Entonces

n

[(2), onn—a]

=1

es una base de TyM cuando K =R y es una base de (I,M)c cuando K = C. Ademds si
veT,M ¢ (T,M)c se tiene que

v= izn;v(a:i) (81),0’ 0= (21,...,2n).

En particular, dimg T,M = dimc(T,M)c = n.

Siempre que tenemos una base en un espacio vectorial, debemos preguntarnos como se
comportan los cambios de base.

Proposicion 1.1.2. Sea M una variedad diferenciable de dimension n, p € M y sea
U,o=(z1,.-,2n)) y (Vi = (y1,...,yn)) dos cartas alrededor de p. Entonces

(), Lo (),

Al igual que haciamos en variedades diferenciales, tenemos que estudiar el espacio
cotangente complejo.

Definiciéon 1.1.6. Sea M una variedad diferenciable y p € M. El espacio cotangente y
espacio cotangente complezificado de M en p son los espacios vectoriales definidos como

TyM = (T,M)*, (T;M). = ((T,M)¢)"
Introducimos también el concepto de aplicacién diferenciable ente variedades.

Definiciéon 1.1.7. Sea f : M — N diferenciable. La aplicacion diferencial en un punto
p se define

(df)p : ToM — Tyy N, (df)p(v)(h) :=v(ho f), VheCH,(N,R)

(df)p = (T,M)e — (TyyN)e,  (df)p(v)(h) :==v(ho f), VheCF,(N,C).

Otra notacién usual es (fi)p.
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El siguiente resultado nos ofrece la representacion en coordenadas locales de la aplica-
cién diferencial, estudiado en variedades diferenciales.

Teorema 1.1.2. Sea f : M — N wuna aplicacion diferenciable entre variedades de di-
mension m y n respectivamente. Entonces para cada carta (U,p) y (V,¢) de M y N
respectivamente tales que f(U) C V', se verifica

P =1 0y,

La aplicacién diferencial, induce aplicaciones pull-back o aplicaciones duales,

(o : Ty N — Ty M, (f)p(@)(v) = a((f+)p(v))

y
(e Ty N)e — (T M), (f7)p(@)(v) = a((f+)p(v))-
Denotaremos por {(dz;),};; a la base dual de {((98%) }n de T,M (resp. (T, M)c)
P)i=
en una carta (U, p = (x1,...,2p)). '

Observacién 1.1.3. Algunas propiedades de las diferenciales son las siguientes,

1. Si v es un vector tangente a M en p y f es constante en un entorno de p entonces

o(f) = 0.

2. Regla de la cadena. Si f : M — N, g : N — P son aplicaciones diferenciales,
entonces

(g0 £)dp = (g sy 0 (fedpr (g0 f))p = ([T)po(97)m)

(Ida)s = Idg,ar,  (Idar)* = Idgsa,

es decir, (-)« y (-)* son funtores entre el K-dlgebra C;°(M,K) y las aplicaciones
lineales, con un comportamiento covariante y contravariante respectivamente.

Como advertimos previamente, existe una relacién entre T,M y (T, M)c vistos como
espacios vectoriales ([15, Proposicién 9.4.2]).

Teorema 1.1.3. Sea M una variedad diferenciable de dimension n yp € M.
= La aplicacion F : T,M — (T,M)c tal que
F(v)(f) == v(Re(f)) +iv(Im(f)), VveT,M, VfeC)(M,C),

es un monomorfismo R-lineal de espacios vectoriales. De este modo, mediante la
anterior identificacion, tenemos

(T,M)¢c = T,M & iT,M

y por tanto podemos identificar (T,M)c con la complezificacion de T,M con las
proyecciones Re,Im : (T, M)c — T, M.
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» La aplicacion G : TyM — (T; M)c tal que
G(a)(v) :== a(Re(v)) + ia(Im(v)),

es un monomorfismo R-lineal de espacios vectoriales. Por tanto, mediante la anterior
identificacion tenemos

(T,M)c =T, M @il,M
y por tanto, podemos identificar (T;M)(c con la complezificacion de Ty M con las
proyecciones Re,Im : (TyM)c — T; M.

Definicién 1.1.8 (Espacio tangente y cotangente holomorfo). Sea X una superficie de
Riemann y p € X.

1. Diremos que un vector v € (1, X)c es de tipo (1, 0) si para todo f € Op,(X) se verifica
que v (f) = 0. El subespacio de (7, X )¢ de vectores de tipo (1,0) le llamamos espacio
tangente holomorfo y lo denotaremos por (TpX)(l’O).

2. Diremos que v € (T, X)c es de tipo (0, 1) si para todo f € O,(X) se verifica v(f) = 0.
El subespacio de (7, X)c de vectores de tipo (0,1) le llamamos espacio tangente
antiholomorfo y lo denotaremos por (TpX)(O’l).

3. Diremos que un covector a € (T, X)c es de tipo (1,0) si (T,X)OV C kera. Al
subespacio de (T; X)c de covectores de tipo (1,0) le llamamos espacio cotangente

holomorfo y lo denotamos por (T;X)(LO).

4. Diremos que un covector o € (T, X)c es de tipo (0,1) si (T,X)9) C kera. El

subespacio de (T; X)c de covectores de tipo (0, 1) le llamamos espacio cotangente

antiholomorfo lo denotamos por (T;X)(OJ).

Dado que X tiene dimensiéon dos como variedad diferenciable real, entonces, 1), X tiene
dimensién dos como espacio vectorial real. Ya sabemos que (7, X)c se puede identificar
con la complexificacién de 7, X y por ende

dimg 7, X = dim¢(7,X)c = 2.

Cada subespacio (T,X)9 y (T,X)®D tiene dimensién uno. Buscamos bases de estos
subespacios complejos. Para ello introducimos los siguientes operadores.

Definicién 1.1.9. Sea X una superficie de Riemann y sea p € X. Témese (U, ¢ = z) una
carta entorno a p. Definimos

(i)p -1 (Efx _ Zai)p (d2)y = (da), + i(dy),,

<§) -1 <§m i jy) (d2), := (dx), — i(dy),.

M4s concretamente, para cada f € C;°(X, C),

o1 R
O gy = 2V ) (i), Ly T2 o,

Observacién 1.1.4. Sea X una superficie de Riemann, p € X y (U, z) carta alrededor de
p. Algunas de las propiedades de estos operadores son las siguientes.
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0
1. f € CYX,C) es una funcién holomorfa si y sélo si of = 0. En efecto,

0z
of 1[0 .0 N
<8:U+Z8y> (u+iv) =0

si y sélo si cumple las condiciones de Cauchy Riemann.

0z 2

2. Se satisface que o B
of of
&(p) = g(]?)
Proposicién 1.1.3 (Cambios de cartas). Sea X una superficie de Riemann y sean (U, =
z) y (V,1 = w) cartas sobre p tal que p e UNV.

(%), -50 (%),
() = 5w (55) =50 (%)
gf(p) = gf(p) =0

Estas relaciones se pueden expresar matricialmente como

1. Se satisface

o\ (ow N (2
0z 0z ow
ol |, w| 2
0z/ p 0z/ p \ow/ p
2. Se satisface
0z _ 0z _
(d2)y = o= (D)), (@) = 5= (p)(dm),.

Demostracion.

Basta usar el cambio de base en el caso real. Para no complicar la notacién no pondremos
el subindice en p. Denotaremos z = x + iy, w = 2’ + i3/’. De este modo, el cambio de base
en variedades diferenciables nos dice

o o0x 0 0y 0

9 020 oy o o ox' 0
Or  Ox 0x'  Ox Oy’

dy Oy o'

% 9
Oy Oy
Sabiendo que

0 _0 0 0 _ (0 0
o' ow  ow 9y  \ow 0w/’

deducimos que

o 170 .0 or & oy 8 od 0 oy 0
52w ) "2 (Geor * Groy i aoe o)
1 /02 0x'\ O 1 /0y Oy O
35 %) a2 (55 ) o
_aro /0 _tor(0 o) la/(0 o)
0z 0xr' 0z 0y 20z \Ow OJw 2i 0z \Ow Ow
_Ow 9 0w 0
" 0:0w 0z 0w
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0
Una vez calculado — podemos obtener

0z 0z’

0 0 _Gwd owd _owo 0w
0z 0z 0z0w 0z0w 0z0w 0z 0w
-1
Finalmente observemos que gw(p) = 8w;@(gp(z)) = 0 puesto que las funciones de
z z

transicion son holomorfas. Del mismo modo,

ow, . w

5, P =) = 0=0.

. 0 0 .
Incorporando esto a las expresiones de g y 7 anteriores, tenemos demostrado el enun-
z Z

ciado.

Dado que (dz)p, (dw), € (T;X)(I*O) y dim@(T;X)(l’O) =1, existe A € C* tal que

(dz)p = A~ (dw)p.

0
Evaluando en <> y usando el cambio de base en el espacio tangente,
P

ow
0 0z 0 0z 0 0z
v () = (55r) = gaoan (5) =50
Andlogamente se razona para dz. O

Observacion 1.1.5. Si tenemos dos sistemas de coordenadas locales (U, = z) y (V¢ =
w) en torno a p, es usual escribir

Yo Hz) =w(z), povTH(w)=z(w).
Teorema 1.1.4. Sea X una superficie de Riemann.

1. En cada punto p € X tenemos las descomposiciones

(L,X)e = (LX) (LX), (TX).= (X)) e (T x)™.

Para cada carta (U, z) alrededor de un punto p € X se verifica

(T,X)"" =C- <§Z) . (T,x)"' =C- <aaz>

(T:X) =C-(d2)y, (T3 X)™ =C-(d2),

y{(dz)p, (dZ)p} es la base dual asociada a 9 , i . Ademds, el C-espacio
0z), \0z/,

vectorial tangente complezificado (T, X)c es candnicamente C-isomorfo al C-espacio
vectorial C%, mediante el isomorfismo

0 0
h(v,p) (&z) =(1,0), hwy) <az) = (0,1),
p p
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que hace el siguiente diagrama conmutativo

(C2
h(u,p)
(TpX)(C (o™ ) o (p)
hv,y)
CQ

2. Tenemos los siguientes isomorfismos canonicos

()"0 = (0,00), (1x)" = (5x0")

3. Se wverifica que (T,X )10 = (T,X)OV. Idem con el espacio cotangente.

Demostracién. 1. Tenemos que dimg(7,X)c = 2. Sea (U, z) carta alrededor de p y
veamos que

(5) = @0\ 10)

es de tipo (1,0). Sea f € Oy(X). La Observacién 1.1.4 nos dice que

() =W =Gz =0=0

0
Por tanto, (6) estd en el espacio tangente holomorfo. De igual modo, se prueba
z

que 9 es de tipo (0,1). Observemos que 9 y i son C- linealmente
9z ), 9z ), 0z ),

independientes. En efecto, supongamos que existen A\, u € C tales que

0 0
V()0 (),

esto es, Vf € C;°(X, C) se tiene que

o=x (L) n+u(2) =22y,
() D+ () =g

Consideramos la funcién ¢ = z : U — C. Por definicién, ¢ € Op(X) y por tanto

o B
g(p) = 0.
Asi pues,
N dop, . Olpop™h)
= A, () T ug(p) = A= —(p) = A,
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es decir, A = 0. Considerando la funcién % € C;°(X, C)

op  Op

P _% _5=0

0z 0z
y por tanto p = 0. esto prueba que ambos vectores son C-linealmente independientes.
Como (T, X )¢ dimensién compleja igual a dos cada subespacio tendra dimensién uno,

esto es

0 0
10) .= o _—c.(=
(T, X) C (8z>p’ (T, X) C (8z>p'

Observemos también que

(dz)p <<‘i>p = ~(dz + idy), <(;1 - i88y>p ~1.
(dz), <§Z>p = %(dz +idy), <8ax + Z’Sy)p -0
(d2), <§Z>p = %(dm — idy), <§x _ iaay)p _o.
(dz)p <§Z>p = —(dz —idy), <88x + ; ) -1

Probamos que (7, X )¢ es canénicamente isomorfo a C2. Damos el isomorfismo explici-
to. Sea (U, ¢ = z) una carta alrededor de p € X. Definimos

h(U,cp): (Tan)C — C?
& » — (170)

(;Z)p —  (0,1),

extendida linealmente. Dado que h(y ) lleva una base a otra, es isomorfismo lineal.

2. Es de comprobacién inmediata que
o - (T;)(r,s) N ((TI,X)(T’S)> , ®(a)= a’(TpX)(mﬂ ,
es isomorfismo.

3. Sea (U, z) carta sobre p. Basta notar que <§) = <8> y al cumplirse la pro-
z

piedad para la base, al ser la conjugacién lineal, se tiene para todo el subespacio.
O

Observacién 1.1.6. Es interesante el notar que T,X = R? y que (7,X)c = C2. Recor-
demos que (7, X )c se identificaba con la complexificacién de T}, X. Por otro lado C?es la
complexificacién de R2. Esto tiene mucho sentido porque la complexificacién es un proceso
funtorial entre espacios vectoriales reales y los complejos. De hecho, la complexificacién
de un espacio vectorial V', no es méas que V ® C. En particular

(T,X)c = (T,X)®C, C*=R?*®C.
p p

30



Capitulo 1. Introduccion a las superficies de Riemann

Esto se puede expresar como
(T,X =R’ 55 ([,X @ C= R*@ C) = (T,X)c = C~

Si vemos (7, X)c con su estructura 7, X ®g C, entonces un elemento v ® z € T, X ® C
actuard sobre f +ig € C;°(X,C) como

(v@2)(f +ig) = z - [v(f) + iv(g)].

Mas atn
Der(C,0(X,C)) 2 TpX @ C = Der(C°(X,R)) ® C.

El conocimiento del espacio tangente y cotangente nos permite expresar la diferencial
en cartas.

Corolario 1.1.1. Sea X una superficie de Riemann y f : X — C una funcion diferen-
ciable. Sea (U,z) carta alrededor de p. Entonces la diferencial de f admite la siguiente
expresion

0 0
(@) = S (p)(d2)y + 2L (2)(02)y.
En particular, f es holomorfa en p siy solo si (df ), = %(p)(dz)p.

Demostracion. Sea p € X y (U, z) un carta alrededor de p. Omitimos el indice p para
simplificar la notacién. Como {dz, dz}, es una base de (1, X*)c, existen A, € C tales que

df = Mdz + pdz.
. 0
Ahora bien, por ser {dz,dz}, la base dual de { —, —— ¢ entonces
0z 0z},
0
O _ 4f(@)92) = A-14 -0 = A
0z
' 0
—f =df(0/0z2) =A-0+p-1=p,
0z
de donde se sigue el enunciado. O

También podemos dar el cambio de cartas.

Corolario 1.1.2. Sea f: X — C una aplicacion diferenciable, p € X y sean (U, p = z)
y (V9 = w) cartas de p. Entonces,

9z Of

= 02% dw

df = ——d —
1= 0" woz
Definicion 1.1.10. Sean X e Y superficies de Riemann, f : X — Y diferenciable, p € X
y (U, =2), (V,9 =w) cartas de p y f(p) respectivamente. Definimos

9z Oz 0z 9z 0z 0z

Of _0Wof) aet Oofop™) Of _9(Wof)der o for™h)
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Queda asi definida la accién de los operadores 9/0z y 9/0%Z a una funcién entre su-
perficies de Riemann f : X — Y. La idea es simplemente componer con la carta de la
imagen para obtener una funcién con imagen en C

Corolario 1.1.3. Sea f : X — Y wuna aplicacion diferenciable entre superficies de
Riemann y p € X. Sean (U,z) y (V,w) cartas de p y f(p) respectivamente tales que
f(U) c V. Entonces

o\ of o
df(az>—am+

o\ of o
df<8z>_8§8w+

of 9 _0F 9  OF 0
0z 0w 0z dw 0z Ow
0] 9 _oro oF o
0zow 0z ow 0z 0w’

donde F =wo foz"'. En particular, si la funcion f es holomorfa en U

df<a)_afa:F,a

0z) 0z ow ow’
o\ o0f 0 0
i <a) “zow ! ow
Demostracion. (df),(0/0z) es un vector tangente a Y en el punto f(p). Podemos hallar
sus coordenadas en la base i, i . Para ello,
ow’ Ow

0 0 0
Para hallar los coeficientes basta saber que {dw, dw} es la base dual de {88, }
w' Ow
_ 9\ _ 9\ _0wof)
A=dw (df <8z>> =d(we f) <Bz> 9z

w=av(af (5)) 5l = G

donde F =)o f oy~ Asi pues,
0 OF 0 oF 0
(df)p <8z>p = g(p) (8w> o + %(p) ((9“}) ‘o .

El mismo proceso se realiza con —.

0z

S

0
Finalmente, si f es holomorfa tenemos que —{ = 0, de donde se sigue el resultado. [

0z
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este ultimo corolario se puede ver de una manera matricial muy intuitiva. Fijado nues-
tro punto p y en las mismas condiciones que antes, tenemos que

dfp : TpX — Tf(p)Y

es una aplicacion C-lineal entre espacios vectoriales complejos de dimension compleja dos.

Tenemos las bases

e o

9 9
ow’ ow

de T, X y Ty, Y respectivamente. La matriz que representa a la aplicacion df, es entonces

of
0z
i
0z

dfy, =

of
0z
oF
0z

Sean X e Y superficies de Riemann, p € X y sean (U, = 2) y (V,1 = w) cartas
alrededor de p. Entonces

g ., .0 0 _ —7= 0
9" ==
dz = 2/ (w)dw, dz = 2'(w)dw.

Sea f : X — Y diferenciable y (W,() carta entorno a f(p) con f(U) C W,
F = (o foz ! Entonces

g2 000 0fo _oFo 9F 0
0z) 020 0z ¢ - 02z0C 0z ¢
g (2)_0r0 070 0FO  OF 9
0z) 0zo¢C 0zaC 0z oC 9z dC

Si f es holomorfa en U

I
!
TP

a\ 9f d
df(a)—aa?

1.2. Fibrados vectoriales

Vamos a introducir una clase particular de fibrados vectoriales complejos. Para ello,
es importante conocer este concepto de manera abstracta sobre K = R 6 C. Una lectura
avanzada sobre estos conceptos puede verse en [10] y [15].

Definicién 1.2.1. Un fibrado vectorial sobre K es una terna (X, F,7) donde X y F son
espacio topoldgicos y m : F — X es una aplicacién sobreyectiva y continua, de forma
que para cada € X, el conjunto 7~ !({z}) tiene estructura de K-espacio vectorial de

33



Capitulo 1. Introduccion a las superficies de Riemann

dimensién finita. Ademds, para cada punto z € X, existe un par (U, ¢), donde U es un
entorno en X del punto x tal que

p:n N U) — U xK"
es un homeomorfismo, con las siguiente propiedades

= Para todo z € U,

p(r ({a}) = {a} x K"
= Para todo x € U, la aplicacion
p:at({z}) — {2} xK" =K"
es K-isomorfismo de espacios vectoriales.

Al espacio X se le conoce como espacio base, al E como espacio total y a 7~ *({z}) fibra
de x. Al par (U, ¢) se le conoce como trivializacion local. Al nimero natural n se le conoce
como rango del fibrado y es constante en cada componente conexa de X.

Sea (X, E,m) un fibrado vectorial sobre K. Sean (U,p) y (V, 12) dos trivializaciones
locales del fibrado. Tenemos que

Yot (UNV)xK* — (UNV) x K"
es un homeomorfismo y ademas
{b\o o Yz, 2) = (z,Az), AeGl(nK).
A estas funciones se las conoce como funciones de transicion.

Definicién 1.2.2. Sean (X1, Fq,m) v (X2, F2,m2) dos fibrados vectoriales sobre K. Un
morfismo de fibrados es un par (f,g) de aplicaciones continuas tales que el siguiente
diagrama es conmutativo

By Es
T ™2
X, X5

y tal que para cada x € X; la restriccién

Flacigay £ T ({2) — 75 ({g(@)})

es K-lineal. La clase de todos los fibrados vectoriales sobre un cuerpo K junto con los
morfismos de fibrados constituyen una categoria, a la que denotamos F'ib(K). Fijado el
espacio base X, podemos también considerar F'iby (K).

Una nocién fundamental que vamos a necesitar en nuestra teoria es el concepto de
seccidn de un fibrado.

Definicién 1.2.3. Sea (X, E, 7) un fibrado vectorial sobre Ky U un abierto de X . Diremos
que o : U — E es una seccion de U si moa = 1y.
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Dados dos fibrados (X, E1,m1) y (X, E9,m2), sobre el mismo espacio base, definimos la
suma directa de ambos fibrados como

E, @ Ey :={(v1,v2) € E1 X Ey : m1(v1) = ma(v2)}.
De este modo, podemos construir una proyeccién w : E1 @ Fo — X tal que
m(v1,v2) = m(v1) = ma(v2) € X.
Definimos también el producto tensorial E1 ® Es dado como

By ® By = Upex (my ' ({z}) @ my ' ({})).

La topologia en este espacio se define como sigue: dada @; : 7; *({z}) — U x R™ una
trivializacién local de F;, ¢ = 1, 2, la aplicacién

prep i ({zh) @y ({2}) — Ux (R™ @ R™)

es un homeomorfismo.

1.3. Fibrados tangentes y cotangentes

Al igual que haciamos con variedades, podemos definir los fibrados tangente y cotan-
gentes de X,

TX = | ,X, (IX)c:= ] (0X)e, T°X:=|] X, (I"X)c:= J T3 X)e,
peEX peEX peX peX

con sus respectivas proyecciones
7:TX — X, mc:(TX)c— X, 7:T"X — X, 7n¢c:T"X)c— X.
Es este caso, también tenemos los espacios tangentes y cotangentes holomorfos/antiholomorfos

(X)) = | J(0x)), (1X)0) = [ J(T,X)", (r,s) € {(1,0),(0,1)},
peX peX

con sus respectivas proyecciones
7 (rx)r) — x, (o)) (T X)) — X

Al fibrado (T*X)(LO) se le llama? fibrado cotangente holomorfo.

Construir el fibrado tangente y cotangente, nos permite definir el concepto de campo
de vectores y de forma diferencial en una superficie de Riemann. En las superficies de
Riemann habré diferentes tipos de campos de vectores, dependiendo del subfibrado en el
que esté contenido.

Definiciéon 1.3.1. Sea X una superficie de Riemann. Un campo de vectores continuos
sobre X es una seccién de (T'X)c, esto es, una aplicacién continua V : X — (T'X)¢ tal
que mc oV = 1x. Una 1-forma sobre X es una seccién de (7% X)c, esto es, una aplicacién
continua o : X — (7% X)c tal que 7o = 1x.

3En algunos textos se puede encontrar el nombre de fibrado lineal candnico.
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Nosotros estamos interesados en campos de vectores que sean suaves respecto de la
variacién del punto p. Dado que tenemos estructura diferenciable en X, una primera idea
serfa pedir que las aplicaciones V' y «a fuesen diferenciables. esto es lo que haciamos con
variedades diferenciables. Sin embargo, ahora no trabajamos con un fibrado tangente real
TX, sino con (TX)c = TX ®r C. La topologia en (T X)c es la asociada al producto
tensor. Falta dotarlo de estructura diferenciable. El método es muy similar a como se hace
en variedades y esto se debe a que una superficie de Riemann X posee una estructura
diferenciable de dimensién dos subyacente. Para ello, témese (U, = z) una carta del
atlas maximal de X. Consideremos 7' (U) C (T'X)c. Entonces 7c(€) = p € X, para todo
¢ € U, y tendra coordenadas ¢(p) = z(p) € C. Por otro lado, £ € (T,X)c, por lo que en
la carta (U, p = z)

e=o0)(57) +00 (52) =200 (5) +o=00 (55)

prmgt(U) — o(U) x C*, (&) = (2(p). dzp(€), dZy(€)).

Como ¢ = z es biyectiva y existe un tnico p € X tal que & € (1, X)c, @ es una biyeccién
que induce una tinica topologia en s ! (U) que hace a @ un homeomorfismo. Esta condicién
genera una unica topologia sobre (7T'X)c, que es precisamente la topologia dada para el
producto tensorial de fibrados vectoriales. Consideramos A dado como

Definimos:

A= {(7[‘61((]), ?) : (U, ¢) carta del atlas maximal de X } .

Comprobemos que A es un atlas diferenciable. Por construccién, solo es necesario com-

probar que las funciones de transicién son difeomorfismos. Sean (7' (U), @) y (7z*(V), V)
tales que ¢ € m ' (U) N7 (V). Entonces

~

b o3 Nz G C2) = V(€12

donde por definicién

o 0
fflz G(TflzX>(C7 é.*lz:C () +C () '
v 1(2) ¢ (2) ¢7H(2) ! 0z o= 1(z) 2 0z p1(2)
Entonces N
Yo H(2,01,0) = (Yo (2), dw(Ep-1(z), dW(Ep-1(2))

Usando el cambio de coordenadas (todo estd en el punto ¢~ 1(2))

0 0 0 0
dw(&p-1(z)) = (%(dz) <Claz + €2az> = C1ai;}

Por otro lado,
_ ow
dw(&p*l(z)) = C2$

De este modo,

b o3 N2, ¢, G) = (¢ o ! (2), ' (), CQW)

que son diferenciables. Analogamente se comprueba que $o1)~! es diferenciable. Podemos
enunciar lo siguiente.
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Proposicién 1.3.1. Sea X una superficie de Riemann. Entonces (T X )¢ tiene estructura
de variedad diferenciable de dimension seis.

Observacién 1.3.1. Las funciones de transicién del (7'X )¢ no son biholomorfismos. Esto
se debe a que

Gop7(2,6,¢) = (Vo (2), Gw'(2), (7))

y su tercera componente es w’(z), que no es necesariamente holomorfa. Este comporta-
miento se debe a que (T'X )¢ contiene al subfibrado (X)), que es antiholomorfo.

Si trabajamos del mismo modo con el subfibrado (T'X )(1’0) y la proyeccién 710 las
funciones de transicién seran

o (2,0 = (Yo '(2),(w'(2))
que si es holomorfo. Esto nos lleva a enunciar el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.3.2. Sea X una superficie de Riemann. Entonces
A= {((W(l’o))fl(U),@> (U, @) carta del atlas mazimal de X} ,

donde
§: (xN)HU) — o(U) X C,  3(€) = (2(p), dzp(€))

es un atlas holomorfo de dimension dos de (TX)10 . En consecuencia, (T X)) es una
variedad compleja de dimension dos.

Un procedimiento andlogo sobre los espacios cotangentes nos llevan a un resultado
general.
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Teorema 1.3.1 (Fibrados tangentes y cotangentes). Sea X una superficie de Riemann.
Entonces

38

. (TX)c es una variedad diferenciable de dimension seis con un atlas diferenciable

dado por
A= {(zc'(U),?) : (U,p) carta del atlas mazimal de X } ,
donde

gimc'(U) € (TX)c — p(U) x C*, 5(€) = (2(p), dzp(€), dzp(€))-

. (TX)(LO) es una variedad compleja de dimension dos con atlas holomorfo dado por

A= {((W(I’O))_I(U),@) (U, ) carta del atlas mazimal de X} ,

donde
§: (@) THU) — o(U) x T, §(8) = (2(p), dzp(9)).-

. (TX)(O’D es una variedad diferenciable de dimension cuatro con atlas diferenciable

dado por
A= {((W(O’l))*l(U),{ﬁ) 2 (U, @) carta del atlas mazimal de X} ,

donde
G (#ONTHU) — o(U) x T, 3(€) = (2(p), dZp(€)).

. (T*X)¢ es una variedad diferenciable de dimension seis con atlas diferenciable dado

por
A={((m&)""(U),®) : (U, ) carta del atlas mazimal de X } ,

donde

5 (2 (W) — o) x T, (o) = <z<p>,a (32) = (;)) .

. (T*X)(LO) es una variedad compleja de dimension dos con atlas holomorfo dado por

A= {(((ﬂ*)(l’o))_l(U), @) : (U, ) carta del atlas mazimal de X},

donde

5 (7)1 U)xC, @la)=1z2(0p),«a 2 )
51 (7)) (1) — @U) x T, o) <<p> (52),

(T X)OD es una variedad diferenciable de dimension cuatro con atlas diferenciable

dado por
A= {(((W*)(O’l))*l(U), @) - (U, ) carta del atlas mazimal de X},

donde

Q: ((W*)(O,l))—l(U) — (U) xC, @(a) = (z(p),a (i) > )
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En resumen, dada una superficie de Riemann X, todos los fibrados tangentes y co-
tangentes tienen estructura de variedad diferenciable y los fibrados lineales candnicos
(TX)10 y (T*X)OD tienen estructura de variedad compleja de dimensién dos. Tales
estructuras nos permiten otorgar regularidad en los campos de vectores y 1-formas.

1.4. Campos de vectores y 1-formas

Dada una superficie de Riemann X, en la secciéon anterior hemos conseguido dotar a
los fibrados vectoriales complejos (TX)c vy (T* X )¢ de estructura de variedad diferenciable
real. Por tanto, una campo de vectores diferenciable no es més que una secciéon V : X —
(TX)c diferenciable. Una 1-forma diferencial sera una seccién o : X — (T X )¢ diferen-
ciable. Como (TX)c y (T*X)c contienen subfibrados que captan el caracter complejo de
la superficie, es natural la siguiente definicién.

Definicién 1.4.1. Sea X una superficie de Riemann y (r, s) € {(1,0), (0, 1)}. Diremos que
un campo de vectores V : X — (T'X)¢ es de tipo (r, s) si para todo p € X, se cumple que
V(p) € (T,X)™%). Diremos que una 1-forma o : X — (T*X)c es de tipo (r,s) si para
todo p € X, se cumple que a(p) = oy € (T;X)(T’S). Si V es un campo de vectores de tipo
(1,0), diremos que es holomorfo si la restriccién de imagen V : X — (TX)10) es una
aplicacién holomorfa de una superficie de Riemann a una variedad compleja de dimensién
dos. Si « es una 1-forma de tipo (1,0), diremos que es holomorfa si la restriccién de
imagen a : X — (T*X )(1’0) es una aplicacién holomorfa de una superficie de Riemann
a una variedad compleja de dimensién dos. Un campo de vectores W de tipo (0,1) serd
antiholomorfo si W es holomorfo. Una 1-forma a de tipo (0, 1) serd antiholomorfa si @ es
holomorfa.

Sea X una superficie de Riemannn y (r,s) € {(1,0), (0,1)}.

X(X) := {campos de vectores diferenciables sobreX},
EY(X) := {1-formas diferenciales sobre X},
x(9)(X) := {campos de vectores diferenciables de tipo (r,s) sobre X},
EM3)(X) := {1-formas diferenciales de tipo (r, s) sobre X},
Q' (X) := {1-formas holomorfas sobre X},
1(X ) := {1-formas antiholomorfas sobre X} .

1.4.1. Caracterizaciones de campos de vectores

Definicién 1.4.2. Sea X una superficie de Riemann y sea V : X — (T'X)¢. Diremos
que V' es un campo de vectores diferenciable via cartas (resp. holomorfo via cartas) si para
cada p € X existe una carta (U, z) alrededor de p tal que

Vop l(z) =V(2) = f(2) 5

0
9 + g(z)£, en todo punto de U,

con f,g € C*(U,C) (resp. f € O(U), g =0).
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Definicién 1.4.3. Sea X una superficie de Riemann y sea V : X — (T'X)c. Diremos
que « es una I-forma diferencial via cartas (resp. holomorfa via cartas) si para cada p € X
existe una carta (U, z) alrededor de p tal que

aop 1(2) = a(z) = f(2)dz + g(2)dZ, en todo punto de U,
con f,g € C*(U,C) (resp. f € O(U),g =0).

Proposiciéon 1.4.1. En una superficie de Riemann, un campo de vectores es diferenciable
sty solo si es diferenciable via cartas.

Demostracion. Veamos que ambas definiciones son equivalentes. Supongamos que V' es
diferenciable via cartas, es decir,

Ve =V =56 (g) | ree(5) o hece)

Tenemos que comprobar que V' es diferenciable visto como aplicacién entre las variedades
X y (TX)c. Sean (U, ) y (U, ) cartas en tales espacios. Entonces

poVoypl(z) = (poy ! (2), f(2)) = (2 (2),9(2)),

que es diferenciable porque f,g € C*(U,C).

Reciprocamente, supongamos que V' es una seccién diferenciable del fibrado tangente

~

complexificado (T'X)c y veamos que es diferenciable via cartas. En las cartas (U, ) y
(U, ) de (TX)10)
PoV o ! esuna funcién diferenciable.

Por otro lado V(z) € (T,,-1(.)X)c para todo z € U, luego existen A, j1, € C tales que

o) 0
“/e7Y2) 2/ o)

9/50 V © 90_1(’2) = (27 )\27 Mz)a

Con esta notacion

que es diferenciable en U. En particular, sus proyecciones son funciones diferenciables, esto
es
AMp:U—C, z— X, 2z pu,

son diferenciables en U. Hemos encontrado cartas tales que

V() = AC) (;)() T u(2) ((f)() |

con A\, p € C*(U,C). esto prueba que V es diferenciable via cartas. O

Proposicién 1.4.2. En una superficie de Riemann, un campo de vectores de tipo (1,0)
es holomorfo si y sélo si es holomorfo via cartas.

Demostracion. Veamos que ambas definiciones son equivalentes. Supongamos que se veri-
fica que V' es holomorfo via cartas, es decir,

Ve = =16 (57) | reom
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Tenemos que comprobar que V' es holomorfo entre la superficie X y la variedad compleja
(TX)10), Sean (U, ) y (U, P) cartas en tales espacios. Entonces

PoVoypl(z) = (poy !(2), f(2)) = (2 f(2)),

que es holomorfa puesto que f(z) es holomorfa en U.

Reciprocamente, supongamos que V' es una seccion del fibrado tangente holomorfo y
veamos que es holomorfo en cartas. Dado que V es seccion del fibrado tangente holomorfo,
en las cartas (U, 3) y (U, ¢) de (TX)10 y de X tales que (donde se pueda componer)

1

poV oy " es una funcién holomorfa.

Por otro lado, V(z) € (wal(Z)X)(l’o) para todo z € U, luego existe un escalar complejo
(que depende de z) al que denotamos por A, tal que

)
V(z) = A: <> :
02/ p-1(2)

(/ﬁo Vo (pil(z) = (Z, )‘2)7

Con esta notacion

es holomorfa en U. En particular, su proyeccién sobre la segunda componente es una
funciéon holomorfa en U, es decir, la funcion A : z — A, es holomorfa en U. Hemos
encontrado una carta tal que

V(z) = A(2) (i)ww C Ac o).

O]

Observacion 1.4.1. Se debe distinguir el concepto de campo de vectores holomorfo y el
de campo de vectores diferenciable de tipo (1,0). Observemos que la primera condicién es
mas restrictiva, pues pide que la f sea una funcién holomorfa en U.

Ejemplo 1.4.1. En una carta (U, ¢ = z), el operador Ew es un campo de vectores holo-
z

morfo sobre U.

1.4.2. Caracterizaciones de 1-formas

Proposicién 1.4.3. Sea X una superficie de Riemann y « : X — (T*X)c una 1-forma.
Entonces, a es diferenciable si y sdlo si es diferenciable via cartas.

~

Demostracion. Sea p € X, (U,p = z) y (U,p) cartas en p y «; respectivamente. La
aplicacién a serd diferenciable si y s6lo si poao ™! lo es. Ahora bien, para cada z € o(U),
tenemos

0 0
~ —1 -1 N
Poaocyp (Z)=<<poso (2),a —l(z)< ) a —l(z)< > )
’ 02) g5 7 02/ p1(2)

(e (), oo (7))
= | %012 | 52 1 Homl(2) | 5% :
TONO gy T TNOZ gy
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Como consecuencia, o « o ! sera diferenciable si y sélo si la segunda y la tercera

componente lo son, es decir, si las aplicaciones

Z—« < 0 > Z— < 0 )
e )\ 5, M)\ 5z
02/ p1(2) 02/ p1(2)
son diferenciables en U. Esto prueba la equivalencia. ]

Corolario 1.4.1. Sea X una superficie de Riemann y o : X — (T*X)c una aplicacion
tal que a(p) = o € (T;X)(C para cada p € X. Entonces, o es diferenciable si y solo para
todo campo de vectores diferenciable V : X — (T'X)c, p— V), la aplicacion

a(V): X —C, pr— ap(V})
es diferenciable.

Demostracion. Un campo V es diferenciable si y sélo si para cada p € X y (U, = 2)
alrededor de p se tiene que

Ve =56 (g;) v () o s

Esto prueba la equivalencia, puesto que

0 0 0 0
a(V)ly =« <f8z +gaz> = fa <8z> + ga ((%)

que es todo diferenciable. O

Proposicion 1.4.4. Sea X una superficie de Riemann y a : X — (T*X)(l’o) una 1-
forma. Entonces, a es holomorfa si y sélo si es holomorfa via cartas.

~

Demostracion. Sea p € X, (U,p = 2z) y (U,p) cartas en p y «; respectivamente. La
aplicacién a : X — (7% X)(19) serd holomorfa si y s6lo si o ao o~ lo es. Ahora bien,
para cada z € p(U), tenemos

poaocy™i(z)

Il
/N
AN
(o)

AN
O
Q

ﬁ\
O
VR
Sl
N————
ASY
L
O
~__—

<z,04(901(z)) <i>¢-l<z>> |

! serd holomorfa en U si y sélo si

Como consecuencia, p oo ¢~

z— alp™'(2)) <§z>¢1(z)

es holomorfa en U. Esto prueba la equivalencia. ]
Con la misma técnicas tenemos el mismo resultado.

Proposicién 1.4.5 (Caracterizaciéon de 1-formas antiholomorfas). Sea X una superficie
de Riemann y o : X — (T*X)(O’l) una 1-forma. Entonces, a es antiholomorfa si y sélo
si es antiholomorfa via cartas.
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Corolario 1.4.2. Sea X una superficie de Riemann y (U, ¢ = z) una carta de X. Entonces

dz: U — (T*0))  dz: U — (T*U)OY
p —> dz, p > dz,

son 1-formas diferenciales holomorfas y antiholomorfas respectivamente.

Dada una 1-forma « en X, podemos hallar su expresiéon en coordenadas locales en
p € X. Sea (U, = z) una carta alrededor de p. Tenemos definidas en U las 1-formas
dz,dz : U — (T*U)¢. Como

(T;X)c=C-(d2)y ®C- (dz)g, Vg€ U,

entonces
a(q) = Mq)dz(q) + plq)dz(q), Aaq), n(q) € C.

Podemos hallar los escalares,

o (5) =@ et (52) =m0

Dado que « es una 1-forma diferenciable las aplicaciones A : p — A(p) y p: p — u(p) son
diferenciables. En coordenadas locales toda 1-forma diferencial se expresa como

0 0 _
aza(az>‘dz+a<az>~dz.
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Podemos resumir todo el desarrollo para forma 1-formas diferenciales en el siguiente
resultado.

Teorema 1.4.1. Sea X una superficie de Riemann y sea o : X — (T*X)¢c una 1-forma.
Son equivalentes las siguientes aserciones:

1. « es una 1-forma diferencial.

2. Para toda carta (U, = z) de X, las aplicaciones

a(i):X—MC, p»—>a(p)<8az>p,

a(@i):X—MC, pHa(p)<z> ;

son diferenciables.
3. Para cada p € X existe (U, = z) alrededor de p tal que
a(p™H(2)) = alz) = f(2)dz + g(2)dz,  f,g€C¥(U,C).
4. Para cada campo V : X — (T'X)c diferenciable la aplicacion
a(V): X —C, pr—alp)(V(p)
es diferenciable.
Andlogamente lo podemos enunciar para 1-formas holomorfas.

Teorema 1.4.2. Sea X una superficie de Riemann y sea o : X — (T*X)10 unq
1-forma. Son equivalentes las siguientes aserciones:

1. « es una 1-forma holomorfa.

2. Para toda carta (U, = z) de X, la aplicacion

a(i) : X —C, pr—alp) ((i)p,

es holomorfa.
3. Para cada p € X existe (U, o = z) alrededor de p tal que
a7 (2) = al2) = f(=)dz,  f € O).
4. Para cada campo V : X — (TX)19) holomorfo la aplicacion
a(V): X —C, p—alp)(V(p)
es holomorfa.

Definicién 1.4.4 (1-forma diferencial meromorfa). Sea X una superficie de Riemann, P
un subconjunto discreto de X y a una 1-forma diferencial de tipo (1,0) sobre un abierto
D de X. Diremos que « es una 1-forma diferencial meromorfa si en cada carta (U, z) con
UNPND#g,

a=fdz, feM{UnND).

Al conjunto P se le conoce como polos de . Al conjunto de todas las 1-formas meromorfas
sobre D las denotamos por M*(D). Si a es una 1-forma meromorfa sobre X, diremos que
« es una diferencial abeliana.

44



Capitulo 1. Introduccion a las superficies de Riemann

1.5. 2-formas

Las formas diferenciales es un concepto estudiado en variedades diferenciales. Para el
caso de superficies de Riemann, tinicamente nos seran necesarios los conceptos de 1-formas
y 2-formas.

Para estudiar las 2-formas diferenciales, podemos realizar un proceso similar al rea-
lizado con el espacio tangente y construir un fibrado vectorial, el conocido como fibrado
exterior. Hay dos maneras de construirlo,

= Usar la estructura de 2-variedad real que posee una superficie de Riemann X y
complexificar AT, X y AQT;X .

» Definirlo de manera intrinseca de un modo completamente andlogo al de las varie-

dades.

Empezamos introduciendo producto exterior.

Definicién 1.5.1. Sea V un K-espacio vectorial. Sean «, 8 € V* definimos el producto
exterior de o y 8y lo denotamos por a A 5 a

a A B(u,v) = alu)f(v) — B(u)a(v).

Proposicion 1.5.1. Sea V' un K-espacio vectorial y sea o, B € V*. Entonces a A es una
aplicacion bilineal antisimétrica y se verifican las siguientes relaciones

) AB=an(¢B)=C(anp)
(a+B)Ay=any+BAY
aNB=—-0Aa.

Ademds, si K=R y «, 8 € V*, entonces vy = a + i (extension bilineal a Vi) satisface

7(“7”) = 7(“75)7 VU,U € V(C
e induce
(V*@Ve 2 VERVE, (A*V*)c 2 A?VE.
En caso de dimension finita, si {a1,...,an} es una base de V*, entonces
{oi N ii < G},
es base de A*V*, en particular dimg (A2V*) = (3).
Nosotros estamos interesados por el caso de superficies de Riemann y (A2X)c.
Teorema 1.5.1. Sea X una superficie de Riemann
(M X)c:= | ATy X)e, 7:A°Xe — X,
peEM

tiene estructura de variedad diferenciable de dimension cuatro con atlas diferenciable

A= {(W_I(U),@ : (U, ) carta del atlas mazimal de X }

donde
:m N U) — o(U) x C

Play) = (wp),ap ((;’) (f))) .

En particular A*>Xc¢ es un fibrado vectorial diferenciable sobre X, conocido como fibrado
exterior complexificado.
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La demostracién es completamente andloga a la vista para 1-formas. Por otro lado,
para cada p € X,
dime (AT X)e = 1,

luego si {eq,e2} es una base de T, X y {e], e3} su base dual, tenemos que
(AQT;X)C =C-e] Nej.

Definiciéon 1.5.2. Sea X una superficie de Riemann. Una 2-forma es una seccién del
fibrado (A?X)c, esto es, una aplicacién o : X — (A2X)c tal que 7 o @ = 1y. Diremos
que « es una forma diferencial si es diferenciable. Al espacio vectorial de todas las 2-formas
diferenciales sobre X lo denotamos por £2 (X).

Al igual que con las 1-formas, tenemos lo siguiente.

Proposicién 1.5.2. Sea X una superficie de Riemann y sea w una 2-forma. Son equiva-
lentes las siguientes aserciones:

1. we & (X).
2. Para cada punto p € X existe una carta (U, p = z) alrededor de p tal que

w(p () = w(z) = f(2) (dz AdZ) gy, € CO(X,C),

P _ 0 0
Mads ain f(z) = w(z) <8z’ 82)
3. Para cada carta (U, z) de X, la aplicacion

o 0

e ((2) (2))

Ejemplo 1.5.1 (Producto exterior de dos 1-formas en coordenadas). Sea X una superficie
de Riemann y sea w y 7 1-formas diferenciales, es decir, w,n € £1(X). En un sistema de
coordenadas locales (U, p = z), se expresan como

es diferenciable.

w= fdz+gdz, n=hdz+udz, f,g,hucC?X,C).
De este modo, el producto exterior w A 1 (que viene dado punto a punto), es
wAn=(fdz+ gdz) A (hdz + udz) = (fu— gh) dz A dz.

En particular si w y n son 1-formas diferenciales, su producto exterior es una 2-forma
diferenciable.

Observaciéon 1.5.1. Las dos formas en superficies de Riemann también son llamadas
(1,1)-formas. esto se debe a que localmente toda 2-forma es fdz A dz, es decir,

2= ATY.
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Esta misma razén es la que no nos permite definir 2-formas holomorfas en superficies de
Riemann. En efecto, supongamos que w fuese una 2-forma holomorfa. Entonces, si (U, 2)
es una carta de X, w = fdzAdz, f € O(U). Si tomamos otra carta (V,w) con UNV # &,
los cambios de coordenadas nos dan que

0z 0z

2
w:fdz/\dz:fawawdw/\dw:f‘g; dw N dw.

2

|0z ) C
La funcién Em toma valores en R, por lo que serd holomorfa si y sélo si es constante.
w

En consecuencia, la holomorfia de w podria depender de la carta.

Otra forma de razonarlo es que (A2X)c no tiene estructura de superficie de Riemann,
los cambios de carta son

~

Yo (ﬁ_l(z) - (za f

y la segunda componente no es necesariamente holomorfa.

Definiciéon 1.5.3. Sea X una superficie de Riemann y sea w una 2-forma diferenciable
real, esto es,

wp: (T,X)e x (T,X)c — R, VpeX.

Diremos que es es positiva, si para cualquier carta (U, z) de X

CAN '

A estas formas diferenciables se les llama (1,1)-formas de Kdihler.

1.5.1. Algebra de formas diferenciales

Definiciéon 1.5.4. Sea X una superficie de Riemann. Definimos el dlgebra de formas
diferenciales y lo denotamos por £(X) como

EX):=C®(X,C)a & (X))@ &% (X).
Ademids, definimos el grado de una forma diferencial como
deg: £(X) — {0,1,2},
tal que si deg(C>*(X,C)) = {0}, deg(€" (X)) = {r}, con r =1, 2.

Observacién 1.5.2. La terna (£(X),+,:,A) es un K-dlgebra graduada.

1.6. Aplicaciones pullback

Hemos visto que el conjunto de formas diferenciales sobre una superficie de Riemann
es un algebra compleja graduada. A continuacidon vamos a construir un tipo de morfismos
muy especiales, que se construyen grado a grado.
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1.6.1. Pullback de funciones diferenciables

Sea f : X — Y una aplicacion diferenciable entre superficies de Riemann. Sea h €
C>(Y,C). Entonces,
ffh:=ho feC™(X,C).

Hemos construido
f*r C®(Y,C) — C*(X,C)
h — f*h.

este es el pullback para aplicaciones diferenciables. Si f € O(X,Y) y h € O(Y) entonces
f*h € O(X). Entonces f* factoriza la restriccién al subdlgebra de funciones holomorfas
cuando f es holomorfa:

f*

(Y, C) c>(X,C)

o)

o(X
Flom, (X)

Notamos ademés que f*(g + h) = f*g+ f*hy f*(A\g) = Af*g, es decir, f* es una C-
aplicacién lineal. M4s atin, es un de morfismo de dlgebras complejas, dado que f*(g-h) =

frg-fh.

1.6.2. Pullback 1-formas diferenciales

Podemos hacer lo mismo para 1-formas. Para cada p € X, tenemos la aplicacion lineal
dada por la diferencial,

(df)p = (fo)p : (TpX)e — (Typ)Y)e.

Podemos considerar la aplicacién dual inducida por (df)p, esto es,

(df)y : (T Y)ec — (LX), B (dfyp)"B(v) := By(p) © (fi)p(v).
Variando p, podemos definir

o EHYy) — &(Xx)
B — B X — (T"X)c
p o Brp) o (fo)p-

Veamos que f* estd bien definida, es decir, f*f es una 1-forma diferencial de X. Sean
(U, =2)y (V,9 = w) cartas de X y de Y respectivamente tales que f(U) C V. En la
carta (V, ) tenemos que

Bly = Prdw + fodw, S, B2 € C(V,C),

donde (31 y (2 vienen dadas explicitamente como

0 0
Bl:ﬂ(&y)’ 52:5(820)'

48



Capitulo 1. Introduccion a las superficies de Riemann

Sea F :=1o fop ! e C®U,V). El Corolario 1.1.3 nos dice que para todo p € U

() 0 =) (W (=) )

Andlogamente,

= BN T o) + Bl >>§F< )

Dado que las aplicaciones f*f|; ( aa > y f*Bly < (;3 ) dependen diferenciablemente de p

en U, el Teorema 1.4.1 nos dice que f*f es una 1-forma diferencial. De hecho, podemos
expresarlas como

X O\ ., OF . OF
fﬁ(&’)_‘fﬂlaz_‘_‘fﬁzaz’ en U
. 0\ ., OF . OF
fﬁ(az>—fﬁlaz+f5262, en U.
Si f es holomorfa
* a _ * F/ * 8 _ px F, U
ro()=rmre. ro(L)=re FE. au

Por los comentarios previos, podemos escribir la expresién en coordenadas locales de (U, z)
de la 1-forma f*f

oF oF
Bly=fBry-+ fBapr ) -dz+ fﬁl +f57
0z 0z
Si suponemos que f es holomorfa, entonces la expresién es més simple en la carta (U, z)

FBly=(fB1-F)-dze+ (f*Ba- F') - dz.

Aunque f sea holomorfa y 5 una 1-forma diferenciable, no podemos asegurar que f*f sea
una 1-forma holomorfa. En cambio, si suponemos que 8 € Q!(Y), en particular 3 = 0,
por lo que en cada carta (U, z)

F*Bly =11 F'-dz € Q1(U),

por lo que f*3 € Q'(X). Este es el mismo comportamiento que con el pullback de funciones
diferenciables, es decir, si f es holomorfa, tenemos la siguiente factorizacion:
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e y) —L el (x)

Qly) —— al(x)
Flatey)

Proposicién 1.6.1 (Expresién en coordenadas del pullback). Sean X,Y superficies de
Riemann, sea f : X — Y wuna aplicacion entre ellas, sea f € E'(Y). Entonces, si
(U, =2) y (V,p =w) son sistemas de coordenadas locales de X y de Y respectivamente
tales que f(U) CV, F =1ofop t yB = prdw+ Bodw con 31, B2 € C®(V,C), se tienen

las siguientes aserciones,

1. Si f es diferenciable, entonces
oF oF OF OF
B=("Bras+fBap | de+ | [T Broz + [ Borz ) -dz, enU.
0z 0z 0z 0z

2. Si f es diferenciable y B € Em9)(Y), entonces f* € EM9)(X).
3. Si f es holomorfa, entonces
FB=(fB-F)-de+ (f*Ba-F)-dz, enU.
4. Si f es holomorfa y B € QYY) entonces f*B € QY(X).
5. Si f es holomorfa y B € MY(Y) entonces f*3 € M1 (X).

Ejemplo 1.6.1. Sobre el plano complejo podemos considerar dz € Q'(C). Sean

a(z) = %, Vz e C*
z

1
y f: C — C*, f(2) = *. Como la aplicacién — es holomorfa en C*, entonces o € Q'(C*).

Hallemos f*«. Para ello, dado que f es holomorfa, la aplicacién factoriza a los espacios de
1-formas holomorfas

froQNC) — QNC), 2 frw(z) = wp ((df)=() -

De este modo,

fra(z) =ape (f'(2) = eiz -efdz =dz, VzeC.

Ejemplo 1.6.2. Sea h: C\ {—i,i} — C definida como

1 . .
—, si z€C\ {41},
h(z) = 1+2
0, si zZ = 0.

Es claro que h € O(C\ {—4,i}). Consideramos

dz

a(z)
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Es claro que a una 1-forma holomorfa en C\ {—,7}, porque h € O(C\ {—i,7}). Notemos
que no puede extenderse a todo C pues el limite en 43 df la funcién h no existe?. Si
consideramos f(z) = tan(z), que estd definida f : C — C\ {—i,i} y es holomorfa, se

tiene
1

p— . 2 p—
= T (1+ tan“(z))dz = dz.

fra(z) = ape (f(2)

1.6.3. Pullback 2-formas diferenciales

Sean X,Y superficies de Riemann y f : X — Y una aplicacién diferenciable. Para
cada p € X, tenemos

df)p: (T X)c — (Tf(p)Y)(C'
Moviendo el punto p, definimos
fPE2(Y) — E2(X), w— fruw,
tal que

(f @) (@) (u,v) = wi) ((f)p(w); (F)p(v) = wi) ([df)p(u), (df)p(v)),  Vu,v € (TpX)c.

Veamos que esta aplicacién estd bien definida, es decir, f*w € £2(X) para cada w €
E2(Y). Sea (U, = z) carta de X y (V,% = w) carta de Y tal que f(U) C V. Sea
F:=1ofoe ! e C>®UV). En estas coordenadas, la Proposicién 1.5.2 nos permite
escribir

oy (07 w) = wly () = Ow)dw A dm, 6w) =w(w) (50

o aw) e C=(V,C). (1.1)

Aplicando el Corolario 1.1.3 y la antisimetria de w,

7w (g 52 ) @) =i (dfp ((aa>> A <<§)>>

~ (5o G0 - G0 0 ) ((i) (i)) -

Dado que w es una 2-forma diferencial de Y, la Proposicién 1.5.2 nos dice que

o ((2) (1) ) e

Por tanto, f*3 aplicada sobre los campos coordenados es una funcién diferenciable. En
consecuencia, f*f es una 2-forma diferencial de X. Con la notacién dada por (1.1), tenemos
en coordenadas locales

frwly = (g-g-g-g) (Bo f)-dzAdz
(2RI o enis
El Corolario 1.1.3 nos permite escribir
ffwly =detdf - f*0dz N dz = det dF - f*0dz N dZ,
donde det df es el determinante en la base local de (U, z). En particular, si f es holomorfa
froly=IF?- f0-dzndz

4De hecho, recordemos que no hay 1-formas holomorfas no constantes en toda la esfera de Riemann.
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Capitulo 1. Introduccion a las superficies de Riemann

Proposicion 1.6.2. Sean X,Y superficies de Riemann, f : X — Y wuna aplicacion entre
ellas y w € EX(Y). Si (U, p = 2) y (V,9p = w) son cartas de X e Y tales que f(U) C V,
F=vofop ™l yw=0dzNdz, 0 € C°(U,C), se tienen las siguientes aserciones,

1. Si f es diferenciable entonces f*w € £2(X) y

. . _(0F OF OF 0F\ ,, -

2. Si f es holomorfa entonces

frwly =|F'|?- f*0-dz ndz

Un resultado conocido en variedades diferenciables y que sigue siendo cierto en super-
ficies de Riemann es el siguiente.

Proposicién 1.6.3. Sean X, Y y Z superficies de Riemann (en general variedades di-
ferenciables) y f : X — Y, g : Y — Z diferenciables. Se wverifican las siguientes
propiedades

1. (gof)r=frog".
2. f*(aAB)= f*a A f*B, para todo par a, B € EL(X).

En particular, f* es un morfismo de grado cero del dlgebra compleja graduada de formas
diferenciales sobre una superficie de Riemann.

1.7. Derivada exterior

La derivada exterior ha sido estudiado en variedades diferenciables (véase [1]). Nosotros
incluimos una breve introduccién en este tema centrandonos en superficies de Riemann,
o en su defecto, en variedades diferenciales de dimensién real dos. La derivada exterior se
puede construir via cartas o de manera intrinseca, viendo que existe un tinico operador con
una serie de propiedades. Por supuesto, ambas nociones son completamente equivalentes
y nosotros, por simpleza, vamos a construirla brevemente a partir de coordenadas.

Sea X una superficie de Riemann y empecemos tomando f € C>°(X,C). Para cada
punto p € X tenemos definida la diferencial (df),. En una carta (U, z),

_of of ,_
dfly = 5-dz + 5= dz. (1.2)

Consideramos la aplicacién

En cada carta (U,z) de X, tenemos la expresién (1.2). El Teorema 1.4.1 nos garantiza

df € &' (X).

Si suponemos f € O(X) entonces

0
df|y = a—]zcdz.
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of
En este caso, == es una funcién holomorfa en U. Dado que esta expresién es valida en

z
cualquier carta, df € Q'(X).

Esta construccion nos da el operador derivada exterior para funciones diferenciables,
d:C®(X,C) — £'(X), dlpy) : OX) — Q'(X),

que hereda las propiedades de la diferencial de una funcién diferenciable punto a punto.

Vamos a extender este operador a formas diferenciales, d : £! (X) — £2(X). Sea
a €& (X) ysea (U, = z) una carta de X. Entonces

a(p!(2)) = alz) = f(2)dz + g(2)dz, f,g € C*(U,C).
Definimos entonces de manera natural,
da:=df Ndz + dg N dz. (1.3)

Es claro que d, definida como (1.3) es C-lineal y d?> = 0. Veamos su unicidad en U.
Suponemos que d’ es otro operador con las mismas propiedades que d y tal que df = d'f,
para toda f € C*(X,C). Entonces,

d(fdz) = df Ndz =d'f Adz = d'(fdz).

Idem con gdz. Por tanto, coinciden en U puesto que coinciden en una base de cada punto.
Veamos que no depende del sistema de coordenadas elegido. Sea a € £ (X). Definimos
da(p) := (da|y)(p). Por la unicidad de d en U, esta bien definido y no depende de la carta
pues es Unico en cada uno de ellas.

Observacién 1.7.1. Notemos que d es una extension C-lineal de la derivada exterior en
variedades diferenciables.

Observacién 1.7.2. La diferencial exterior de f € C*°(X,C) admite la siguiente repre-
sentacién equivalente en una carta (U, ¢ = z), en virtud de la definicién de los operadores

o 9
9z > 9z’

También es facil comprobar el siguiente resultado,

Proposicion 1.7.1. Sea X una superficie de Riemann y f : X — C diferenciable. Si
df = 0 entonces f es constante.

Proposicién 1.7.2. Sea f : X — Y wuna aplicacion diferenciable entre superficies de
Riemann. Entonces el siguiente diagrama es conmutativo

c>(v,C) — - (X, C)
d d
EL(Y) f* £1(X)
d d
£2(Y) i £2 (X)
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Demostracion. Para funciones diferenciables. Sea h € C*°(Y,C). Seap € X y v € (T, X)c.
Por la regla de la cadena

d(h o f)p(v) = (dh) ) ((df )p(v)) = f*(dh)(p)(v)-

Para 1-formas diferenciables. Sea 8 € £ (Y). Sea (V,w) una carta de Y y 8|, = frdw +
Bodw con By, B2 € C*°(V,C). Lo anterior nos asegura que

dly (f*(Prdw)) = dly (f*Br - frdw) = df*Br A f*dw
= f*(dB1) A frdw = f*(dB A dw).

Analogamente d|;; (f*(B2dw)) = f*(df2 A dw). Por la linealidad,
dly (f*B) = [ (dB1 Adw) + f*(dB2 A dw) = f* (dB).
]

Observacién 1.7.3. Gracias a la definiciéon del grado de una forma diferencial, tenemos
la siguiente relacién que engloba todas las consideraciones previas

d(a A B) =da B+ (—1)%%% A dB,

donde a, € £(X). Notemos que en particular, si h € C*(X,C) y « es una 1l-forma,
entonces

dlhha)=dhNa+hANdo=dhANa+h-do.

Definicién 1.7.1. Sea X una superficie de Riemann y sea o € £! (X). Diremos que « es
cerrada si da = 0. Diremos que « es ezacta si existe f € C*°(X,C) tal que df = a.. A esta
funcién f se le llama primitiva de o en X.

Observacién 1.7.4. Como d? = 0, toda forma exacta es cerrada. El reciproco es cierto
a nivel local. De hecho, més adelante veremos que la simple-conexion nos permite afirmar
el reciproco.

Proposicién 1.7.3. Toda 1-forma diferencial cerrada en una superficie de Riemann es
localmente exacta.

Demostracién. Lo haremos en R? para ser més ilustrativos. Esto no supone restriccién
tomando una carta (U, ¢) tal que p(U) = R? = C.

Sea v&1(X) cerrada. Si expresamos vy en coordenadas
v =mdz +dy, 71,72 € C*(R?,C).

De este modo,

[ 0Oy2 Om
dy = <8a: dy dx N\ dy.
Por ser v cerrada @ = % Consideramos la funcién
Ox oy

flz,y) = /Ox Y1 (t,y)dt + /y Y2(0, t)dt.

0

= Por el Primer Teorema Fundamental del Céalculo 8—f =7.

ox
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= Usamos el teorema de derivaciéon bajo el signo integral y la condicién sobre las
derivadas cruzadas,

of 0 [ [T O
ay(x,y)—ay/o Y1 (t,y)dt 4+ ¥2(0,y) = . Ox —Z(t,y)dt + 72(0,y)

= VQ(CCay) - VZ(an) + VZ(an) = 72(1:7y)'

Por tanto, 1 = 9z Y Y2 = E?; De este modo,
_of 8f
——dx + ——dy = df.
T e

O]

Tenemos también el siguiente resultado, que nos dice que la cerradura de una forma
da cierta regularidad a la propia forma.

Proposicién 1.7.4. Sea X una superficie de Riemann y w; € E10) (X). Siw es cerrada
entonces es holomorfa. Ademds, si we € QY(X) entonces es cerrada.

Demostracion. Sea (U, = z) un sistema de coordenadas en X. Existe f € C*°(U,C) tal
que wi|; = fdz. Dado que w; es cerrada, entonces dw; = 0, es decir,

Fani 0F _
92 dz—i—a dz)/\dz—O,

0=dw; =df Ndz <~ <
aof .
lo que nos conduce a que —= = 0, es decir, f es holomorfa en U. Esto prueba que w; es

holomorfa via cartas, es decir, wy es holomorfa en X.

Demostremos la segunda parte. En coordenadas locales (U, z), wa|; = hdz con h €
O(U). Por tanto,

d|ywe =d(hdz) = (Zhdz + ?dz) ANdz=0

h
puesto que al ser h holomorfa en U se tiene que g = 0. O

Las 1-formas holomorfas, en caso de tener primitivas son especialmente regulares

Proposiciéon 1.7.5. Sea X una superficie de Riemann, D un abierto de X y supongamos
que w es una 1-forma holomorfa que admite primitiva en D, es decir, existe f € C*°(D,C)
tal que w|, = df. Entonces f es necesariamente holomorfa en D.

Demostracién. Supongamos que w|p, = df. En un sistema de coordenadas (U C D, ¢ = z),
wly = hdz, h € O(U). Entonces,

fd +—f(f:>—f 0,

hdz = w|; = P 5% 5%

de lo que inferimos que f es holomorfa en U. Al ser la holomorfia de carédcter local, f es
holomorfa en D. O
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Corolario 1.7.1. Sea X wuna superficie de Riemann y w una 1-forma holomorfa sobre
un abierto D C X con parte real o parte imaginaria idénticamente nula. Entonces w es
constante cero.

Demostracion. Sea (U,p = z) una carta. Localmente, w admite primitiva, es decir, existe
f tal que w = df. Dado que w es holomorfa, f también ha de serlo. Las condiciones de
Cauchy Riemann aplicadas a la funcién f o ¢~! (que tiene parte real nula) garantiza que
f es constante en U y por ende, w es nula en U. Por tanto, para cada p € X existe un
entorno U tal que w|; =0, por lo que w = 0. O

1.7.1. Operadores 9y 0

La derivada exterior nos permite construir otro tipos de operadores en superficies de
Riemann, que nos serdn de vital importancia mas adelante.

Definicién 1.7.2. Sean X una superficie de Riemann. Definimos los operadores 0 y 0 en
todo el algebra graduada de formas diferenciables como sigue

d: E(X) — E(X)
fec®X,C) — wL0df)
acf(X) +— d(nOY(a)
we&(X) — 0.
GE E(X) — E(X)
feC®(X,C) — aOD(df)
acf(X) +— d(n19(a))
wee&(X) +— 0.

Proposicién 1.7.6. Sean X una superficie de Riemann y (U, z) una carta de X.

1. Para cada f € C*(X,C) se tiene que

ofly = n) (‘;f af> O 4z e £0O(U),

Offy = (afd +a—f > gfd e £0D().

2. Para cada o € EY (X)), a = fdz + gdz se tiene que

daly; = dr®V (fdz + gdz) = d(gdz) = dg A dz

_ (99 99 . __ g _
= <8zdz+ (9de> Ndz = 8zdz/\dz.

|, a = drMV) (fdz + gdz) = d(fdz) = df A dz

i, of of
<8zd +@ )/\d ——6—dz/\cf

U

En particular, una 1-forma diferencial o es holomorfa si y sélo si Oa = 0.

Observaciéon 1.7.5. Algunas propiedades elementales de estos operadores son las siguien-
tes.
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a) d=0+ 0.
b) Se verfica que d,d y O son de cuadrado nulo,
P == =00+00=0.
Esta propiedad se prueba sin dificultad usando coordendas locales.

c¢) Se verifica

d) Los operadores d y 0 satisfacen
danp)=0anp+(—1)%% A0p
A A B)=0aAB+(—1)%% A dp.

Proposicién 1.7.7 (Expresién en coordenadas locales de f*0y f*0). Sean X eY superfi-
cies de Riemann y f : X — Y wuna aplicacion diferenciable. Entonces, si f es holomorfa,
entonces los operadores 0 y O conmutan con f*, es decir,

of () =f0(), of ()=fa().

Ademds, bajo tales condiciones, si (U, = z) y (V,9 = w) son coordenadas locales de X
y de Y respectivamente tales que f(U) C V', entonces

Fosly = 202D gz - g (2

N =
9, ) dz N\ dz,

ﬁ%bZ—m%oﬁﬁwAw: f(ij’FdAw
z

donde F :=1 o f o=t En particular, si h € O(Y) y € Q1Y) entonces f*h € O(X) y
18 € QL(X).

Demostracion. esta propiedad se prueba de forma aniloga que para la derivada exterior.
No obstante, en este caso vamos a tener que suponer forzosamente que f sea holomorfa,
porque en caso contrario no vamos a poder conseguir que permuten estos operadores con el
pullback. Para ver esto, tomemos h una funcién diferenciable en Y, (U, z) y (V, w) sistemas
de coordenadas en X e Y respectivamente tales que f(U) C V. Entonces en tales cartas

e (o) ()

Sea I =wo f oz ' Por la Proposicién 1.6.1

[*(dw) = 8—Fdz + aljd?, [ (dw) = a—Fdz + 8—de§.

0z 0z
88Fd2>

s (2)

Fd
. (Oh\ OF . (Oh\ OF
=/ (aw)a dz+ 1 (aw)aor

Por lo tanto,

0
0z
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Por otro lado,

of*h = 710 (d(f*h)) = 70 (3(’182 Do a(lg: f)d5>

_Od(hof), Oh,  OF OF
== g, ® f( >8zd

(1.5)

Comparando (1.4) y (1.5), debe satisfacerse que
Oh\ OF

| =— 0.
/ (811)) 0z

oOF
Por tanto, forzamos a que o = 0, es decir, que la aplicacion f sea holomorfa.
Z

Damos el salto a 1-formas diferenciales, suponiendo esta vez que f es holomorfa. Téme-
se B € EL(Y) y escribase en coordenadas locales 3 = B1dw + Badw con B1, B € C¥(V, C).
Notemos que en esta ocasién, al suponer f holomorfa, la Proposicién 1.6.1 nos dice que

f*(dw) = F'dz, f*(dw)= F'dz.

2
070z
= d (0D (fBiFdz + [ BFA) ) = d(f*BoFdz)

Teniendo esto en cuenta y sabiendo que = 0, por ser F' holomorfa,

————
= (8(6;: D Fiy f*52§j§> dz N dz
d(B20 f) 9P

= 2220 Fidy N dE = fF <

) - F' - Fldz A dz.
0z

ow
Por otra parte,
1708 = f* (drO0) (Brdw + Bodw)) = f* (d (Bad))
=d(f*Baf*(dw)) =d (f*ﬁgF’dZ) )

y el término obtenido coincide con *. No obstante, hemos desarrollado la expresion en
coordenadas para luego hacer ciertas observaciones.

La conmutativad del pullback con el operador 0 es consecuencia de la conmutatividad
existente entre d y 0 con el pullback y el hecho

d=d-0.

No obstante, hallamos la expresién en coordenadas de f*3 = f*05.

788 = 1+ (a4 (9 (Brdw + Badm)) ) = * (d (Brdue)

:dwwﬁmmnzdwwwwaz—(<%§” F>MA&
_ (Bl f) * b 7 /
= 57 VR dr NdE = —f <%>F - Fldz Ndz.
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esta proposicién nos dice que el siguiente diagrama es conmutativo

f*

C>=(Y,C) C>(X,C)
2] alo
£l I* 1
(Y) & (X)
oo a0
2 fr 2
€2 (Y) £2(X)
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Capitulo 2

Integracion en superficies de
Riemann

Introducimos este capitulo con el concepto de residuo de una 1-forma meromorfa. En
la Definicién 1.0.8, se vio que el residuo de una funcién meromorfa dependia de la carta
centrada en p tomada. En cambio, cuando definimos tal concepto para 1-formas esto no
ocurre.

2.1. Residuo de una 1-forma meromorfa

Definicién 2.1.1 (Residuo de una 1-forma). Sea X una superficie de Riemann, o €
MY(X) y sea P C X los polos de a. Sea p € X, (U, = z) una carta centrada en p tal
que UNP = {p} y sea a|; = fdz con f € O(U \ {p}) su correspondiente representacién
en coordenadas. Se define el residuo de o en p y se denota por Resy(a), al residuo de la
funcién f o ¢~! en cero.

Proposicion 2.1.1. El residuo de una 1-forma meromorfa no depende de la carta centrada
en p elegida.

Demostracion. Sea (U, = z) una carta centrada en p y «|; = fdz. Como ¢(U) es
un entorno de cero, existe r > 0 tal que D(0,7) C ¢(U). Consideramos el desarrollo de
Laurent en cero de f o ! en D*(0,7)

fo (p_l(z) = i 2", Yz e D*(0,r) C o(U).

n=—oo

La serie de Laurent de fo¢~! presenta convergencia uniforme por compactos de D*(0, 7).
Podemos integrar término a término la serie

foe™(2) - C% = > 2", VzeD(0,r)
n=—00

n#—1
Obtenemos una primitiva explicitamente

o0

Cn  p41 *
g(z) = g 2" z€e DY(0,r)
Wz n—+1
n

—00
-1

61



Capitulo 2. Integracién en superficies de Riemann

De este modo,
()= fop l(z) = =, VzeD'(0r)

es decir

foe l(2)=g(x)+ =, VzeD'(0r).

En particular,
ap-1(z) = a(z) = ¢'(2)dz + %dz,, Vz € D*(0,7).

Observemos que el residuo de ¢’ en cero es cero, puesto que
Reso(¢'(2)) = Reso (f 0 l(z) 7) = 0.

z
Por otra parte, el residuo en p de la forma — es uno, por tanto, Res(a) = c_1. ]
z

Respecto del pullback el residuo mantiene un comportamiento muy deseable.

Proposicion 2.1.2. Sean X,Y superficies de Riemann y f : X — Y wuna aplicacion
holomorfa. Sea q € Y un punto de multiplicidad k de f. Si 8 € Q1Y \ {q}) entonces

Res, (f*B) = kRes, (8), Vpe f({q}).
Z) (V7w =

Demostracion. Por la multiplicidad de p, podemos encontrar cartas (U, ¢ =
) C V, de modo

w) de X e Y respectivamente, tales que ¢(p) = ¥(f(p)) = 0 y con f(
que

F(z):=vofop l(z)=2F Vzep).

Escribimos en la carta (V,1), f = fidw. La Proposicién 1.6.1 nos da la expresién en
coordenadas del pullback en la carta (U, z)

1*8(2) = F B (2)dz = By (Vo f o™ () F'(2)dz = B () ket ~dz,
Existe € > 0 tal que G e O(D*(()’E))? G(Z) = 61 (Zk) kzk_l. El desarrollo de 51 en serie

de Laurent en un entorno perfordado de cero es

o0

D " =pi(z), VzeD0,9),

n=—oo

donde c_; = Reso(f1(z)). Entonces,

kB (2F) 2 Z kepz™F1 0 vz e D*(0,¢).
Ahora bien,

nk+k—1=-1<=kn+1)=0<=n=-1,
es decir,

Reso(G(2)) = ke—1 = kReso (B1(2)) .

62



Capitulo 2. Integracién en superficies de Riemann

2.2. Integraciéon de 1-formas

Sea X una superficie de Riemann. Para introducir la integracién en superficies se siguen
varios pasos y el primero de ellos es definir la integral de una 1-forma sobre una curva
diferenciable a trozos, a lo que conocemos como camino. Recordemos que dada vy : I — X
una curva diferenciable y dada w € £ (X), podemos considerar el pullback

v EN(X) — &N, yw:l— (T*I)c =C,

(Y'w)(t) = wyy (V' () €C, Vel

Definicién 2.2.1. Sea X superficie de Riemann y sea v : [a,b] — X una curva dife-
renciable a trozos. Dada una 1-forma w € £ (X), definimos la integral de linea de w a lo

largo de v como
b b
/ o= / (v*w)(8)dt = / o (/(1)) dt.
¥ a a

Observacién 2.2.1. La integracion estd bien definida porque v*w es diferenciable en
[a, b], que es un intervalo compacto. Esto nos dice que la funcién t — y*w(t) es integrable
cuando el intervalo es compacto. Si no es compacto, puede ocurrir

/ |7 w(t)| dt = 400.
R

Por otro lado, pedir que la curva - sea diferenciable a trozos no supone restriccién alguna
en virtud de que el valor de la integral no se ve afectado por conjuntos de medida nula,
como lo es un subconjunto finito de I.

Expresion en coordenadas de la integral de linea

Sea v : I — X curva diferenciable con I = [a,b]. De este modo, v(I) es compacto y
se puede tomar (U, ¢ = zx) un recubrimiento finito mediante cartas de y(I) tal que Uy
es conexo y relativamente compacto en X. En cada carta,

w:fkdzk+gkd7ka fk’?gkecoo(Uk‘a(c)v Vk=1,...,n.

Sean y(tx) y v(tk+1) los extremos de 7 contenidos en Uy de modo que 7y sea diferenciable
en dicho intervalo [tg,tx+1]. De este modo,

/Vw = /ab v w(t)dt = /ab Wy (1) (v(t)) dt

= Z/ k1 {fk(?’(t)) (zg 0 7)’ (t) + gr(y(t)) (yg © 7)/ (t)} dt
k=1"tk

Es facil ver gracias al teorema de la funcién inversa que la integracién no depende de la
reparametrizacion regular positiva. Decimos que una reparametrizacion s : [a, b] — [c, d|
es positiva si ' > 0 en todo punto de [a,b]. Esto es basicamente que el difeomorfismo
s preserve la orientacién, es decir, si recorremos la curva desde xg hasta x;, cuando re-
parametricemos se siga recorriendo en tal sentido, a pesar de que se pueda recorrer a
diferente velocidad. Si tomamos por ejemplo una reparametrizacion negativa, el cambio

1 , E C ’ c
/’y /()S
Y
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donde s : [a,b] — [¢,d] es un difeomorfismo con s’ < 0. Mds generalmente, podemos

/7 o = signo(s'(0)) - /7 e

Por otra parte, de las propiedades heredadas de la integracién en R, es inmediato compro-

/:El(X — C
gl

es una aplicacién C-lineal y que verifica

/a:—/a,/a:/a—l—/a.
1 gl ehad v '

El siguiente resultado, es la generalizacion a superficies de Riemann de la relacién entre
las derivadas y la integracién.

escribir

bar que,

Teorema 2.2.1. Sea X una superficie de Riemann y f : X — C diferenciable. Dada un
camino 7y : [a,b] — X se cumple que

/ df = F(4(b)) — F(1(a)).
:

En particular, st v es un camino cerrado entonces f7 df =0.

Demostracion. Como ya vimos la expresiéon en coordenadas de df € £ (X) en un atlas
finito (Uk, 2zx)a lo largo de v(I) es

of of

df‘Ukzaizkdzk‘—i_aizikdﬁv \v/k:177n

Equivalentemente, si denotamos z; = x + iy, tenemos

0 0
df|y;, = af day, + ajdyk

De este modo, dado que la funcién ¢t — %F('y(t)) es diferenciable, podemos utilizar el
Teorema Fundamental del Calculo y concluir

/df Z/tk“( da, —i—gJ;dy )( (£))dt
Sy (mk (O (o1 07(0) + S (60

_ Z/t k+1 d ZF (tgs1)) — F(v(tx)) = F(y(b)) — F(y(a)).

Este resultado, induce a la siguiente definicién.

Definicién 2.2.2. Sea X una superficie de Riemann y o € &' (X). Diremos que una
funcién diferenciable F': X — C, es una primitiva de « si dF = a.
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Ejemplo 2.2.1. Sea X = Cy a = —ydr + zdy € EY(X). Sea v : [0,1] — C, v(t) =
exp(2mit). Entonces,

1
/a = / 27 (sin?(27t) + cos®(27t)) dt = 2.
¥ 0

Dado que v es cerrado, la forma « no admite primitiva en C. Més atin « ni siquiera es
cerrada,
doo = 2dx N dy # 0.

Ejemplo 2.2.2. Sea X = C* y consideramos o = % € QY(X). La 1-forma o carece de
primitivas en C puesto que si a = dF' entonces

/ % _ Py(0)) - F(4(0)) = 0,
c(,1) #

pero sin embargo, tomando una parametrizacién «y(t) = >,

dz

— = 2ms.
v Z

Con este ejemplo concluimos que la existencia de primitivas globales no esta asegurada.

En la Proposicién 1.7.3, vimos que toda 1-forma cerrada es localmente exacta, en otras
palabras, admite una primitiva local. Por otro lado, sabemos que cualquier 1-forma ho-
lomorfa es siempre cerrada, luego admitird primitiva de manera local. Por lo tanto, el
problema de primitivas (para formas cerradas) es un problema global. Vamos a buscar
condiciones topoldgicas sobre la superficie para poder encontrar primitivas de formas ce-
rradas de manera global.

A estas alturas podemos dar un Teorema més general para la integracién de 1-formas
que caracteriza las 1-formas exactas.

Teorema 2.2.2. Sea X una superficie de Riemann y « una I-forma diferencial. Las
stquientes aserciones son equivalentes,

1. Siv y~ son caminos en X con los mismos extremos entonces la integral de o a lo
largo de ellos es idéntica, es decir, la integracion de a solo depende de los puntos de
integracion y no del camino elegido.

2. Si~y es un camino cerrado entonces la integral de o a lo largo de v es nula.

8. La 1-forma diferencial o es exacta, es decir, admite primitiva en X que es unica
salvo constantes.

Demostracion. = La equivalencia entre los dos primeros puntos se sigue de

/a = / o = a =0,
¥ v ()

L es un camino cerrado en X.

puesto que vy (7)~

= La implicacién 3. = 2. es consecuencia del Teorema 2.2.1.
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= Veamos 1. = 3. Fijemos py € X. Para cada p € X definimos la funcién

f: X—C, pr— Q,
Yp

donde 7, es un camino que une pg con p. La funcién f esté bien definida por hipdtesis.
Veamos que f es una primitiva de a. Sea p € X y témese (U, = z) una carta
conforme al disco unidad. En esta carta, existen funciones F,G € C*°(U,C) tales
que

aly = Fdz + Gdz.

Para cada ¢ € U tenemos que ¢(q) € ¢(U) = D. Dado que el disco es convexo,
consideramos el segmento que une ¢(p) = 0 con ¢(q) y lo llevamos a la superficie,
es decir, consideramos el camino

Bq : [07 1] — U, tr— 90_1 (tSD(Q)) )

que cumple 5,(0) =py B4(1) = ¢q.

Figura 2.1: Caminos escogidos para la integracién

Para cada g € U la funcién U se expresa como

f(q):/%*ﬁqa:/%a+/qa:K+/ a.

q

Comprobamos que f es diferenciable viendo su lectura en la carta (U, ¢). Para cada
z € p(U) denotamos simplemente por 3 al camino anteriormente construido Bo-1(2)
que es simplemente 3(t) = ¢~ !(tz). Asf pues,

fop(z)= K+/FdZ+GdZ—K—|—/ F(B(t)d(po B(t))dt
+ [ G (popm) a
1
_K+/D (Foy 1(tz))jt(tz)dt+/0 (Gogp‘l(tz))%(tf)dt
1 1
:K—i-/o (Foap_l(tz))zdt—i—/o (G o t(tz))zdt
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por tanto f es diferenciable. Ademas, el Teorema de Derivacién bajo el Signo de la
integral y la regla del producto nos da que

0wl
Wy =227 )
[P O(Fop™h _ 0z
/0 Tzzo(tZ)tO“v_F(gp 1(0))&Z:0dt
Lo(Gop™) _ 0z
+/0 |, (t2) 10+ G(e™'(0)) 5 Z:Odt

1
:/ F(p)dt = F(p).
0
) of )
Andlogamente g(p) = G(p). Asi pues,

_Of O _
df|y = &dz—i—%dz = Fdz+ Gdz = w| .

Dado que f estd definida en todo X y para cada p hemos visto que df, = wy, f es
una primitiva de w en todo X.

O]

Observacion 2.2.2. Este resultado es para caminos no para curvas unicamente conti-
nuas. Mas adelante, cuando definamos la integracién sobre curvas continuas, tendremos
un resultado mas potente.

2.3. Propiedades fundamentales de la integracion de formas

Para nuestros propoésitos, vamos a trabajar con el tipo de homotopia relativa a los
extremos para curvas y tipo de homotopia libre para curvas cerradas.

Definicién 2.3.1 (Homotopia relativa a los extremos). Sea (X, .7) un espacio topolégico
y sean 1,72 : [0,1] — X curvas continuas tales que

a=(0)=12(0), b=(1)=(1).

Diremos que y; y 72 son del mismo tipo de homotopia relativo a los extremos si existe una
aplicacién continua

A :0,1] x [0,1] — X
w H(s,0) =v1(s), H(s,1) =y2(s), Vs € [0,1].
» H(0,t) =a, H(1,t) =b, Vt € [0,1].
Definicién 2.3.2 (Homotopia libre). Sea (X,.7) un espacio topolégico y sean 71,7 :

[0,1] — X curvas continuas cerradas con puntos base x1 y 3 respectivamente. Diremos
que 71 v 2 son del mismo tipo de homotopia libre si existe una aplicacién continua

0,1 % [0,1] — X
w J(s,0) =v1(s), H(s,1) = y2(s), Vs € [0,1].
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S

—'VY

(1,0
Figura 2.2: Homotopia relativa a los extremos entre las curvas v, y 72
w (0,t) = H(1,1), Vt € [0,1] (condicién para que la deformacién sea por curvas
cerradas).

Si hablamos de curvas homdtopas nos referiremos a curvas hométopas relativas a sus

extremos?.

Proposicion 2.3.1. Sea X una superficie de Riemann, Y un espacio topoldgico Hausdorff
y f:Y — X un homeomorfismo local. Entonces,

A= {(f1(U),po f): (Up) carta de X, fl|,; homeomorfismo}

es un atlas holomorfo de Y. En particular, f es localmente biholomorfa y los espacios
recubridores de superficies de Riemann admiten estructura de superficie de Riemann.

El siguiente resultado puede consultarse en [7, Teorema 10.5]

Proposicién 2.3.2. Sea X una superficie de Riemann y sea o € EY (X) cerrada. Ewviste

un espacio recubridor (Y, ) conexo tal que 7« admite primitiva global, es decir, existe
F € C>(X,C) tal que dF = 7*a.

Corolario 2.3.1. Sea X una superficie de Riemann, sea II : X — X su recubridor uni-
versal y a € EY (X)) cerrada. Entonces IT*a tiene primitiva, es decir, existe F € C*(X,C)
tal que dF" = IT*av.

Demostracion. Sea G una primitiva de 7*« dada por la Proposicion 2.3.2. Al ser X el

'Esto se debe a que en un espacio arcoconexo una curva cualquiera es hométopa, sin pedirle relativa a
los extremos, a una curva constante.
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recubridor universal de X existe una aplicacién continua o, que hace conmutar el diagrama

Y

X- X

II

Observemos que o es holomorfa. Sea T € X. Dado que 7 es localmente biholomorfa existe
un entorno U de en Y del punto o(Z) tal que m : U — w(U) es biholomorfa. Dado que o es
continua, existe un entorno abierto V' de Z en X tal que o(W) C U. Por la conmutatividad
del diagrama

mo oly =My = oy =7 o M|y,

Dado que 7w y II son localmente biholomorfas, entonces o es localmente biholomorfa.
Consideramos ahora
F=Goo=0"GeC>(X,C).

Entonces,
Ma=(roo)'a=0c"(r"a) =0 (dG) = d(c*G) = dF.

Cerramos con el teorema més destacable.

Teorema 2.3.1. En una superficie de Riemann simplemente conexa toda I1-forma dife-
rencial admite primitiva.

Demostracion. Sea X simplemente conexa. Entonces Id : X — X es el recubridor univer-
sal de X. Por el Corolario 2.3.1 tenemos que (/d)*« = o admite primitiva para cualquier
a 1-forma diferencial cerrada. O

Los resultados anteriores nos permiten integrar las 1-formas cerradas sobre curvas de
manera muy sencilla, generalizando atin mas el Teorema 2.2.1. Mostramos antes un lema
previo.

Lema 2.3.1. Sean X eY superficies de Riemann, o una 1-forma diferencial de X (no
necesariamente cerrada) y sea f :Y — X wuna aplicacion diferenciable. Entonces, para
toda curva 7y : [a,b] — Y diferenciable a trozos, tenemos que

fro- e

Demostracion. Llamamos o : [a,b] — X a la curva diferenciable a trozos f o~. Tenemos

que
b
a

/7 fra [T rayta - / (f 0" o)

b ef.
_/a (a*a)(t)dtd_f/aa_/fwa.
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Teorema 2.3.2. Sea X una superficie de Riemann y II : X — X recubridor universal
de X. Sea a € EY(X) cerrada y F € C*(X,C) primitiva de II*av. Si vy : [a,b] — X es
una curva diferenciable a trozos y 7 : [a,b] — X un levantamiento de vy, entonces

/a:m%w—F@@»
Y

Demostracion. El Lema 2.3.1 nos dice que

An*a: /Ma: /va. (2.1)

Dado que F' es una primitiva de IT*« entonces fﬁ IT*a = F (7(b)) — F (5(a)). La expresién
(2.1) prueba el resultado. O

Como consecuencia obtenemos que la integracién es invariante mediante el tipo de
homotopia libre caminos cerrados. Esto nos permitira definir la integral de 1-formas di-
ferenciales cerradas (en particular, para las 1-formas holomorfas) para curvas tinicamente
continuas.

Corolario 2.3.2. Sea X una superficie de Riemann, o € E* (X) cerrada y v, 0 : [a,b] —
X caminos en X con el mismo tipo de homotopia. Entonces

[ ]

Ademds, si~y,o son cerradas y tienen el mismo tipo de homotopia libre

[o= ]

Demostracion. Consideramos IT: X — X el recubridor universal de X. Consideremos 7
y o los levantamientos de v y o respectivamente. Como 7 y o son homdtopas entonces sus
respectivos levantamientos cumplen que

Para la segunda parte. Dado que X es arcoconexo, existe una curva 9 : [a,b] — X que
une el punto base xg de v con el punto base 1 de ¢ de forma que

- R T T

Por lo anterior, sabemos que al ser § hométopo a la constante ¢, su integral es nula. Por

ende,
/a:/ a:/a—i—/a—/a:/a.
5 Sxoxd—1 1) o é o
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Recordemos que si M y N son variedades diferenciables con o sin borde y F': M — N
es una aplicacién continua entonces existe F' : M — N diferenciable y hométopa a F.
Ademas, si F' es diferenciable en un cerrado A C M entonces puede tomar F homotopa
relativa a A. Esto se conoce como uno de los Teorema de Aproximacion de Whitney. Para
una demostracién de este resultado puede consultarse [14, Teorema 6.26]. En particular,
toda curva continua 7 : [a,b] — X es homdtopa a una curva diferenciable. Ademds, si 7
es cerrada es libremente hométopa a una diferenciable.

Como el valor de la integraciéon de 1-formas diferenciales cerradas no depende del tipo
de homotopia de caminos tiene sentido la siguiente definicion.

Definicién 2.3.3. Sea X una superficie de Riemann y a € £'(X) cerrada. Sea v :
[a,b] — X una curva continua (resp. curva continua cerrada) y o : [a,b] — X una
curva diferenciable hométopa a 7 (resp. curva diferenciable cerrada libremente hométopa

a 7). Definimos
/a::/a.
~y o

Veamos que la definicién tiene sentido. Sea v : [a,b] — X continua y sean o, 7 :
[a,b] — X dos curvas diferenciables hométopas a la curva «y. Entonces o y 7 son hométo-
pas entre si. Por el Corolario 2.3.2

foo=fo
g T

para cualquier 1-forma diferencial cerrada «. Se procede de igual modo para curvas cerra-
das continuas y tipo de homotopia libre.

El Teorema 2.2.1 es cierto también para curvas continuas.

Teorema 2.3.3. Sea X una superficie de Riemann y f : X — C diferenciable. Dada
una curva continua 7y : [a,b] — X se cumple que

/ df = F(v(b)) — F(1(a)).
:

En particular, si vy es una curva cerrada entonces f,y df =0.
Demostracion. Sea o diferenciable y hométopa a . Aplicando 2.2.1 al camino o
Jar [
¥ o
= f(o(b)) = flo(a)) = f(7(b)) = f(7(a)).
O

Podemos definir el periodo de una 1-forma diferencial cerrada en el grupo fundamental.
Ademids, como la integral es independiente respecto del tipo de homotopia libre, no tenemos
que preocuparnos del punto base para el grupo fundamental.

Definicién 2.3.4 (Periodo de una 1-forma diferencial cerrada). Sea X una superficie de
Riemann y a una 1-forma diferencial cerrada en X. Sea [y] € 71 (X). Definimos el periodo

de a a lo largo de vy como
per(a, ) ::/a.
v
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Definimos la aplicacién
per(a) :m(X) —C, [y]— /a.
v

A esta aplicacion se le llama morfismo periodo asociado a c.

Notemos que 71(X) — C estd bien definida pues la integracién de 1-formas diferen-
ciales cerradas no depende de la clase en el grupo fundamental. Ademds es un morfismo
entre el grupo (7m1(X),-) y (C,+). En efecto,

pﬂ@%ﬂ-bbszQuh*d%=/ o

y*o

:/7a+/aoz:per(a, [v]) + per(a, [o]).

Este morfismo tampoco depende de la clase de cohomologia de deRham de «. En efecto,
sea B = a+df, f € C*(X,C). Por definicién « y 3 tienen la misma clase en H}, (X, C).
Entonces, como la curva v es cerrada

pm%hb=£a+£#=£a+ﬁh@%¢h@»=£w

Por lo tanto, podemos definir més generalmente

per: HL (X,C)xm(X) — C
(b)) — e

Ejemplo 2.3.1. Consideramos la forma a = % € Q1(C*) que es cerrada por ser holo-
morfa. Hallemos sus periodos. Es conocido que C* es retracto de deformacion fuerte de la
circunferencia unidad S' a la que en notacién compleja se la suele denotar por T o como
C(0,1). Por tanto, m1(C*) = Z. Un generador de m1(C*) es y(t) = exp(2wit), t € [0,1] y
los representantes de las clases son

Yn(t) = exp(2mnit), n € Z.

Por tanto, podemos hallar per(a, 7, ) para cada n € N. Usamos el Teorema de los Residuos
clésico, sabiendo que ~, recorre da n vueltas alrededor del cero,

1
/ @ = 2milnd,, (0) - Resg () = 27ni.
z

z

De este modo,
per(a) : m(X) — C
[Yn]  — 27ni.

También podemos ver que este es el morfismo dando la imagen del generador v = ~;.
Notemos también que si « es exacta entonces per(«) es el morfismo trivial y todos los
periodos son cero. Por tanto, debemos estudiar bajo que condiciones es cierto el reciproco,

es decir, si tenemos una 1-forma diferencial cerrada con todos sus periodos nulos, jes
exacta? La respuesta es afirmativa tal y como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 2.3.4. Sea X una superficie de Riemann y o una 1-forma diferencial cerrada.
Son equivalentes las siguientes aserciones,
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1. Todos los periodos de o son nulos.
2. La integral entre dos puntos no depende de la curva escogida.

3. La 1-forma diferencial o admite primitiva.

Demostracion. a) 1. < 2. Sean v y ' curvas en X que unen xy y x1. Entonces,

b)

c)

[t

si y sdlo si f7 ()1 = 0 puesto que 7 * (7/)~! es una curva cerrada.

1. = 3. Si o admite primitiva entonces f7 o= f7 df = f(y(b)) = f(v(a)) = 0, para todo
v representante de 7 (X).

3. = 1. Supongamos que todos los periodos de « son nulos y veamos que « admite
primitiva. Consideremos Il : X — X el recubrimiento universal de X. Por el Corolario
2.3.1 existe F' € C*°(X,C) primitiva de IT*a. Consideramos

f: X —C, f(z)=Foll'(x).

Veamos que f estd bien definida, es decir, si a,b € () entonces F'(a) = F'(b). Dado
que X es arco conexo podemos tomar una curva 75 : [0,1] — X que una a y b. Sea
~v:=1II0%. Dado que 7 tiene por extremos a puntos de la misma fibra, la curva v es
cerrada,

7(0) =T(7(0)) = (a) = = = TI(b) = I(¥(1)) = ~(1).

Por tanto, dado que « tiene todos sus periodos nulos [ « = 0. Dado que 7 es por
definicién un levantamiento de -y, el Teorema 2.3.2 afirma que

0= / o = F(R(1) - FF(0)) = F(b) — F(a).

Por lo tanto, F'(a) = F(b) y en consecuencia f estd bien definida en todo X. Dado
que II es localmente biholomorfa y F' es diferenciable, por ser la diferenciabilidad una
propiedad local, f es diferenciable en todo X. Finalmente, para cada p € X, tomemos
W abierto de X , donde IT es biholomorfismo y tenga sentido escribir II7!. De este
modo en W se tiene

df = d(Foll™Y) = d ((H—l)* F) = (II"V)*dF = (I7Y)*(I*a) = a.

Concluyendo asi que f es una primitiva de a.
O

Observacién 2.3.1. Fijemos py € X. Sea a € £ (X) cerrada con todos sus periodos
nulos. Acabamos de ver que tiene primitiva y que la integracién sobre una curva de X
solo depende de sus extremos (Teorema 2.2.1) y podemos escribir | pI; a. De hecho,

P
f(p) = / o, VpeX,

Po

es primitiva de a.
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Corolario 2.3.3. Si X es una superficie de Riemann compacta y a1, son 1-formas
diferenciales holomorfas tales que

A o1 = / 0, V€ m(X),

es decir, per(ay) = per(ag), entonces o = .

Demostracion. Consideremos « := a3 — ag, que es una 1-forma diferencial holomorfa (y
por tanto cerrada) con todos sus periodos nulos. Existe entonces, f € O(X) tal que df = a.
Dado que X es compacta entonces f = cte. concluyendo que o = 0. ]

2.4. Integracion de 2-formas

En la definicién de superficie de Riemann que nosotros hemos dado, no exigimos que X
sea ANII. Sin embargo, aunque esa condicién no se suponga, el Teorema de Radé (Seccién
3.2) nos dice que toda superficie de Riemann es ANII. Podemos construir particiones
diferenciables de la unidad (véase [18, Teorema 1.3.1]) sabiendo que X es ANII. Esta
herramienta nos ayuda a poder definir la integracién de las 2-formas en superficies de
Riemann al igual que se hacia con variedades diferenciables.

Definicién 2.4.1. Sea M una variedad diferenciable y U = {U,}aea un recubrimiento
por abiertos de M. Una particion de la unidad subordinada al recubrimiento i/ es una
familia numerable {¢; }ieny C C>°(M,R) tales que

= Los soportes de ; son compactos y 0 < ¢ <1, Vi e N.

» La familia de soportes es localmente finita y sop ¢; C U,,, Vi € N.

. Zz‘eN Vi = 1.

Como dijimos al inicio, estas particiones siempre existen en variedades diferenciables

ANII.

Recordemos que una propiedad fundamental para poder definir la integracién en va-
riedades diferenciables era el concepto de orientacion, es decir, que exista un atlas cuyos
cambios de carta tengan determinante jacobiano positivo. Esto era necesario en varieda-
des diferenciables, sin embargo, las superficies de Riemann siempre son orientables como
consecuencia de las condiciones de Cauchy-Riemann.

Definicién 2.4.2 (Orientacién). Sea M una variedad diferenciable. Diremos que M es
orientable si existe una coleccién de cartas que recubren a M, tal que el determinante jaco-
biano de las funciones de transicién es positivo. A dicha coleccién la llamamos orientacion
de M. A las cartas de la orientacién fijada las llamamos cartas positivas. Una superficie
de Riemann serd orientable si vista como 2-variedad diferenciable lo es.

Proposicién 2.4.1. Toda superficie de Riemann es orientable.

Demostracion. Dada una estructura holomorfa en X y dos cartas (U, ¢ = 2),(V,¢ = w)
con UNV de tal estructura, tenemos que 1o ~! es una funcién biholomorfa entre abiertos
de C. Las condiciones de Cauchy Riemann nos dicen que

det (Jac( o ™)) = (@ o™ 1)|* > 0,

por tanto X es orientable. O
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Otro resultado interesante es el siguiente.

Proposicién 2.4.2. Sea M wuna variedad diferenciable. Entonces M es orientable si y
solo si admite una forma de volumen sin ceros definida en todo M.

Empezamos estudiando las 2-formas diferenciales de C con soporte compacto. El pro-
cedimiento es idéntico al dado para R™. Sea w € £2 (C) con soporte compacto contenido
en un abierto U de C. De este modo, para cada z = x + iy € C podemos escribir

w(2) = wle,y) = f(e,y)dz Ady = L [(2)dz A d=

//X“": //U““: //Uf(ﬂ%y)d:cdy.

El teorema de cambio de variables para 2-formas diferenciales se puede extrapolar del
siguiente modo. Supongamos que ¢ : V. — U es un difeomorfismo (en el sentido real).
Entonces, el teorema de cambio de variables nos dice como integrar la funcién f,

De este modo, definimos

/ /U fla,y)dzdy = / /V (f © @) (u,v) |det (Jac(p))| (u, v)dudv. (2.2)

Por otro lado, la Proposicién 1.6.2 nos dice que

o (dz A d) = det(Tac())(C, 2)C A T,
©*(dz A dy) = det(Jac(p)(u,v))du A dv,
¢ =u+iv.

Por tanto, para que la definicién concuerde con (2.2) vamos a necesitar que el jacobiano
sea positivo, en otras palabras, que ¢ preserve orientaciones. Si suponemos que ¢ es biho-
lomorfa (como lo son las cartas) entonces

det (Jac ) = |¢'|* > 0.

Asi tenemos una manera equivalente de expresar el teorema de cambio de variables,

o ffo= e [

Esta observacién va a ser crucial, pues este método serd aplicado a cartas.

Sea X una superficie de Riemann y témese w € £2 (X) de soporte compacto. Suponga-
mos que existe una carta (U, ¢ = z) tal que sop(w) C U. Dado que esta carta esta definida
desde U hasta C, es decir, o : U C X — ¢(U) C C tenemos que

(¢71): £2(U) € £2(X) — €2 (p(U)) € £2(C)

es decir, (¢~1)*w es una 2-forma diferencial de C cuyo soporte, esta contenido en (U) C C.

Definimos por tanto
o= [ ff o
X U e(U)

Esta definicién es consistente, es decir, no depende de la carta elegida, pues si tomamos
(V,1 = w) otra carta con sop(w) contenido en V', entonces, en la interseccién de ambos
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abiertos de X, sabiendo que la funcién de transicion es biholomorfa de U en V' y aplicando
el teorema del cambio de variable

Jhe= 1k ”// pou) (e
e fle

Supongamos ahora que w € £2 (X) de soporte compacto, sin que esté necesariamente en
el dominio de definicién de una carta. Por compacidad del soporte de w, podemos recubrirlo
mediante un nimero finito de cartas (U, pr = z;) conk =1,...,ny Uy := X \sop(w). Sea
{ Ak} una particion de la unidad subordinada al recubrimiento {Uy}}_, de X. Definimos

wpi=Aw, Vke{0,...,n}.

Por consiguiente wy, € £Y(X), sop(wy) C Uy, ¥k € {0,...,n}, es decir, cada wy, estd en las
condiciones anteriores. Por construccién

n n
=Y w2y
w= wE = Wk -
k=0 k=1

En (x) hemos tenido en cuenta que sop(Ag) C Uy = X \ sop(w). Definimos

[l

La definiciéon no depende de la particiéon de la unidad escogida ni de las cartas tomadas.
En efecto, sea {(V}, )}, cartas que recubran al soporte de w, Vj := X \ sop(w) = Uy y
{pr}ir, una particién de la unidad subordinada al recubrimiento por abiertos de X dado
por {Vi.}7% - Dado que >~/ i = 1, se tiene que para cada j € {0,...,n},

donde hemos usado que pg-w = 0, pues ug esta definida en el complementario del soporte
de w. De este modo,

S ff =S [ wo= 3 ] S

Ui k=1

23], wkw—zz//w
S S e

k j= 1
Propiedades elementales

» Para todo a,b € Cy w,© € £2(X) se tiene que

Jfawsta=af[[ wss [[ 3
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= Dado que X es orientable, entonces X admite exactamente dos orientaciones. A la
superficie con orientacién opuesta a la de X la denotamos por —X. De este modo,

se cumple
I = ff =
-X X

Comparemos el Teorema de cambio de variables de variedades diferenciables con el de
superficies de Riemann.

Teorema 2.4.1 (Cambio de variables para variedades reales). Sean M y N variedades
diferenciables orientables y orientadas. Sea f : M — N un difeomorfismo que preserva
orientaciones. Entonces para toda forma de volumen w de soporte compacto,

/Nw N /M fw

En la versién compleja, la hipdtesis de pedir que sean orientable es superflua. Pedir
que f sea biholomorfa nos asegura que f preserva las orientaciones.

Teorema 2.4.2 (Cambio de variables para superficies de Riemann). Sean X e Y super-
ficies de Riemann orientadas y f : X — Y biholomorfa. Entonces para toda w € 2 (Y)

Y X

El siguiente resultado es el caso particular del Teorema de Stokes para superficies de
Riemann (sin borde).

Proposiciéon 2.4.3. Sea X una superficie de Riemann orientada y sea w una I-forma
diferencial de soporte compacto. Entonces ffX dw = 0.

Demostracion. Dado que w tiene soporte compacto entonces dw también (sop(dw) C
sop(w)), por tanto tiene sentido la integracién. Sean (U;, ;) con i = 1,...,r cartas de
la orientacién de X que recubran al soporte de w y sea Uy = X \ sop(w). Sea {\;}]_, una
particién de la unidad diferenciable asociada al recubrimiento de X dado por {U;}!_,. Si
llamamos w; = A\;w, tenemos

w= ZT:W“ dw=d (iwl) = idwi.
i=1 i=1 i=1

Dado que sop(dw;) C sop(w;) C U; para todo ¢ =1,...,r, tenemos que

[ [ 5 L6003 fo(6r2),

Para cada i = 1,...,r tenemos que (¢ !)*w; es una 2-forma de soporte compacto en C.
Llamemos 1y = (¢~ )*wy, k =1,...,7. Por ser n; una 1-forma compleja

e = fedr +igrdy,  fi, g1 € C(@(Us),C).

Asi
dne = df A d + idgp A dy = (1225~ 9N gy,
Oz oy
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//R e = //R ( 99 _ 8f’“> dxdy.

Dado que las funciones a integrar son diferenciables y de soporte compacto, dichas funcio-
nes son integrables y podemos aplicar el Teorema de Fubini,

IRC S DR AVAC S DL
WAACHIDLEAIAC
WAVACHIDERAVAC

Para cada yo € R fijo, la funcién gi(z,yo) es una primitiva de hi(z) = ﬂ(w, Yo)- Por el
x

Integrando,

=
N— —
<9

8
S~

U

<

Primer Teorema Fundamental del Calculo

R
/ hie)de = Jim [ ha)de = Jim (ge(R,p0) — e~ R 0) £ 0 -0 =0,
R o0

R—o0 —R

En (x) hemos usado que gx(x, yo) tiene soporte compacto. Por tanto 99k 4 = 0. Anélo-

0
gamente se hace para ﬁ Esto pone de manifiesto que

dy
dw = /d =0.
[f =X [ o

2.4.1. Variedades topolégicas y diferenciables con borde

Introducimos brevemente el concepto de wvariedad topoldgica/diferenciable con borde.
Denotaremos por H" el conjunto de puntos de R™ tal que su ultima coordenada es no
negativa.

Definicién 2.4.3 (Variedad topoldgica con borde). Una variedad topolégica con borde M
de dimension n, es un espacio topolégico Hausdorff, ANII y tal que para cada p € M existe
un entorno abierto U de p en M y un homeomorfismo ¢ : U — V, con V abierto de H".
Al par (U, ¢) lo llamamos 0-carta y a una familia que recubra a M mediante O-cartas se
le llama 0-atlas.

Dado que los discos abiertos centrados en un punto son abiertos de H", toda varie-
dad topoldgica es una variedad topoldgica con borde. Los ejemplos clasicos de variedades
topoldgicas con bordes son : los discos cerrados o semicerrados, los toros macizos o la
banda de Moebius. Claramente, existen dos tipos de puntos en las variedades topolégicas
con borde. Con esto en mente realizamos la siguiente observaciéon. Sea V' un abierto de
H™ que corte a OH™ = {x € R": x,, = 0}. Consideramos la aplicacién ¢ : V' — R™, que
es inyectiva. También es continua. En efecto, dado O abierto de R", por ser V abierto de
H™, existe V' abierto de R™ tal que V = V' N H™. En consecuencia

STHO)=0nV=0OnV)NnH"
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es abierto de H™, por ser la intersecciéon de ONV' (abierto de R™) y H™. Al ser ¢ continua
e inyectiva, el Teorema de invariancia del dominio de Brower afirma que (V) = V es
abierto de R™. Sin embargo V' no puede ser abierto de R™ dado que los puntos de VNoH"
no son interiores a V' en la topologia de R™. Esto nos dice ademas que si Ay B son abiertos
de H™ entonces todo homeomorfismo f satisface f(ANOH™) = BNOH™.

Aplicando esto a los cambios de 9-cartas de una variedad topoldgica tenemos que si ¢(p) €
OH™ entonces para cualquier otra J-carta alrededor de p, 1, se cumple que ¥ (p) € OH".
Podemos dar la siguiente definicién.

Definiciéon 2.4.4. Sea M una variedad topolégica con borde de dimensién n. Diremos
que p es punto borde de M si existe una J-carta alrededor de p tal que p(p) € OH™. En
caso contrario, diremos que p es un punto interior, es decir, admite un entorno alrededor
suyo que es homeomorfo a un abierto de R™. Al conjunto de los puntos borde se le llama
borde de M y se denota por M. Su complementario, se le llama interior de M y se denota
por Int(M).

La nocién de borde y de interior no coinciden en general con el concepto topoldgico.
Obsérvese que la frontera topoldgica (en R?) del toro es él mismo y sin embargo no tiene
puntos borde; ademés su interior en R? es vacio y sin embargo Int(T?) = T2,

Observemos que Int(M) es un abierto de M y por tanto M un cerrado.

Proposiciéon 2.4.4. Sea M una variedad topoldgica con borde de dimension n. Entonces
Int(M) es una variedad topoldgica de dimension n (sin borde) y OM es una variedad
topoldgica de dimension n — 1 (sin borde).

Demostracion. Dado que Int(M) es abierto de M y solo admite cartas que provean ho-
meomorfismo a R™ es inmediato que Int(M) cumple lo pedido. Para M témese p € OM
y (U, ) una O-carta. Sea 7 : R* — R"~! la proyeccién sobre las n — 1 primeras coorde-
nadas. De este modo, 7o ¢ es un homeomorfismo entre U NIM y 7 (o(U N OM)) (abierto
de R"71). De este modo,

A(?M = {(U N aM, ™o 90|Uﬁ8M)}’
es un atlas de 9M. -

Recordemos que una aplicaciéon diferenciable entre abiertos de H™ es una aplicacion
que admite una extension diferenciable entre abiertos de R™. Introducimos las variedades
diferenciables con borde.

Definicién 2.4.5. Un 0-atlas diferenciable es un O-atlas tal que si (U,¢) vy (V,4) son
O-cartas con U NV # @ y del O-atlas entonces 1 o ¢! es una aplicacién diferenciable.
Diremos que dos 0-atlas estan relacionados si su unién es otro J-atlas diferenciable. A cada
clase de equivalencia mediante esta relacién se le denomina 9-estructura diferenciable en
M. Una variedad diferenciable con borde es una variedad topoldgica con una J-estructura
diferenciable.

Es de elemental comprobacion el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.4.5. Sea M una variedad diferenciable con borde de dimension n. Enton-
ces Int(M) es una variedad diferenciable de dimension n (sin borde) y OM es una variedad
diferenciable de dimension n — 1 (sin borde). Ademds, un atlas diferenciable de OM es el
dado por

Aon = {({UNOM, 7o @|ynon)t s
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donde 7 : R™ — R"~! es la proyeccion sobre las n — 1 primeras coordenadas y (U, p) son
cartas del atlas maximal de M. En particular, dicho atlas estd conformado por cartas de
M adaptadas a OM y dota a OM de estructura de subvariedad regular de M.

Demostracion. Sean (U, = (x1,...,2n)) y (V,¥ = (y1,...,yn)) dos cartas de M del
atlas maximal. Sean OU = U NOM y 0V = V N IM. En cada punto (z1,...,2,-1) €
¢ (OU) N (0V) se verifica

(ro)o(mop)  (x1,...,8n_1) =Toth o ' (x1,...,2n_1,0).

De este modo, lo que ocurre es que se elimina la ltima componente del difeomorfismo
ol

(mow)o(mo go)fl (1, 2p—1) = (W1(x), .. .y yn—1(2)), = (21,...,Tpn-1),

que vuelve a ser difeomorfismo. O

U — (R x{0}) ne()

(R x {0}) N (V)

Figura 2.3: Carta de Ay

Muchos conceptos dados en variedades diferenciables se extrapolan a variedades di-
ferenciable con borde: vector tangente, espacio tangente en un punto, aplicaciones dife-
renciables, fibrado tangente, campo de vectores, formas diferenciales, derivada exterior,
orientacion, integracion de formas de soporte compacto...

Una observacion interesante es la siguiente. Si X es una superficie de Riemann la pode-
mos ver como una variedad diferenciable de dimension dos. Esto nos lleva a concebir el
siguiente concepto.

Definicion 2.4.6. Sea Y una variedad diferenciable con borde de dimensién dos conexa.
Diremos que Y es una superficie de Riemann con borde si 9Y es una variedad diferenciable
de dimensién uno y Int(Y') es una superficie de Riemann.

Las variedades topoldgicas conexas 1-dimensionales estan completamente clasificadas
y son siempre homeomorfas a R o a la circunferencia S'. Las superficies de Riemann con
borde tienen la particularidad de que su borde es una variedad diferenciable de dimensién
uno. Si tomamos una de las componentes conexas, esta serd una curva que serd difeomorfa
aRoasS.

Volviendo al caso de una variedad diferenciable con borde M, debemos introducir una
orientacién en el borde para poder integrar. Para cada p € 0M podemos considerar la
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inclusién ¢ : 9M — M que es un embebimiento por la Proposicién 2.4.5. Témese (U, @)
y (U, o ¢) carta de M y de OM respectivamente. En p € U, tenemos que

(), o=

es base de T,0M en la carta adaptada (OU,mo¢) y

(Gr), o]

es base de T, M en la carta (U, ¢). Dado que OM es una subvariedad regular de M, du, es
un monomorfismo de espacios vectoriales tal que

dy: () — (2
v \oz ), \ow),

para todo i =1,...,n — 1. Esto nos permite identificar 7,,0M con un subespacio vectorial
(n—1)-dimensional de T, M. Por comodidad en la notacién, la base de T,0M sera denotada

0

0
B, = o Por tanto, v € T,M

mediante su representante en 7, M, es decir, haremos

estd en T,0M si y solo si v, = 0, donde

" o
1= () |
1 8;1:k p

Asi pues, el espacio tangente T,0M se puede ver como el subespacio de T, M tal que en
cada carta alrededor a p, la 1ltima componente es nula. Diremos ademas que un vector en
T,M estd dirigido hacia dentro (resp. hacia fuera) si v, > 0 (resp. v, < 0). Esta tdltima
definicién es consistente pues no depende de la carta elegida. Sean (U, ¢ = (x1,...,zy))
y (V,2¢ = (y1,...,yn)) sendas O-cartas alrededor de p € OM. Sea v € T,M. Entonces,
tenemos la siguiente relacion

(Wis - ywg) = d(@ o9 gy (vr,-svn),  @(p),(p) € OH™ = R"™H x {0},

donde v; y w; son las coordenadas del vector v en las cartas (U, ¢) y (V, ) respectivamente.
Llamemos f a la funcién v o p~!, que esté definida entre abiertos de H" que intersecan a
OH™. Tenemos que

dfy(v) = Jac(f), - v € R,

por tanto, la n-ésima componente de dfy(v) viene dada como

Para cada k < n, dado que (x1,...,zx + h,...,0) estd en (U N V)N OH,, al ser f
homeomorfismo, estos puntos van a parar a (UNV)NOH", es decir, la ultima componente
en la imagen es nula y por lo tanto,

Ofn p) = lim fo(z1, ..,z +hy oo zp) — fu(z, ..o, 20—1,0) _ h,mO—O _o
oxy h—0 h h—0 t
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Para k = n, para h > 0 (no tiene sentido tomar h < 0 pues estamos en H™) tenemos que
los puntos (z1,...,zp—1,h) € H" \ O0H", luego al ser f homeomorfismo estos puntos van
a parar fuera de H" y en particular, su ultima componente es estrictamente mayor que
cero, por lo cual

0 ey Tp—1,h
fn — m fn($17 sy Tn—1, ) 20
oxy, h—0+ h
0
Dado que f es difeomorfismo, necesariamente su jacobiana es no singular, es decir, a—fn (p) >
In

0. Finalmente,

signo(wy,) = signo ((dfp(v)),) = signo <§£Z(p)vn> = signo(vy,).

Por tanto, el signo de v, no depende de la carta.

Proposicion 2.4.6. Sea M wuna variedad diferenciable con borde. Existe un campo de
vectores X € X(M) tal que para todo p € OM el vector X,, estd dirigido hacia afuera. En
particular, X|y,, es un campo de vectores sin ceros en OM.

Demostracion. Tomemos un 0-atlas diferenciable {(U;, ¢)} sobre M. Sea {\;}icr una par-
ticién diferenciable asociada al recubrimiento por abiertos de M dado por {U;};cr. Sea
{U;}jes formado por los abiertos de {U; }ier que intersecan al borde de M. Sea {Uy }rek €l

resto de abiertos, que no intersecan al borde de M. En cada carta (U, p; = (z],...,24))
con j € J, tomamos
0
oz,

Por definicién X; esta dirigido hacia afuera en U; N OM, para todo j € J. En las cartas
(Ug, pr) con k € K, definimos X}, = 0. Definimos

X =3 MNXi=> NX; € X(M).
i€l jeJ
Dado que los campos X}, son todos nulos, dado p € OM , existe un entorno V' de p de forma
que \;|y, =0, para todo i € I\ F, siendo F' un subconjunto finito de J. Por consiguiente

X, => XN(p)X;(p).
JEF

Todos los X;(p) tienen su tltima componente estrictamente negativa y \;(p) es mayor
estricto que cero. Se deduce que la tltima componente de X, es estrictamente negativa. [l

2.4.2. Orientacion inducida en el borde

Sea M una variedad diferenciable con borde de dimensién n. Sea w la forma de volumen
sobre M que la orienta. La Proposicién 2.4.6 asegura que existe X € X(M) tal que para
todo p € OM, el vector X, apunta hacia afuera. Consideramos la contraccién ixw que es
una (n — 1)-forma de M, esto no es mas que

; -1
P8 (X, Y

7')'
Restringimos ixw a OM. Para cada p € M, tenemos
. n—1)
ixwp: TpOM x --- xT,0M — R
(V1,...,Vp—1) — wp (Xp, 01,00, 0p—1)
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Esta aplicacién no puede ser idénticamente cero puesto que X, apunta hacia afuera
y por lo tanto X, & T,0M. Sea ¢ : OM < M y sea t* : E""Y(M) — " Y(OM). Por
los comentarios anteriores, la (n — 1)-forma diferencial sobre M dada por (*ixw no tiene
ceros, por tanto, es una forma de volumen sobre OM.

Definicién 2.4.7. Sea M una variedad diferenciable con borde orientable y w € £"(M) la
forma de volumen que determina su orientacién. Sea X un campo de vectores que apunta
hacia afuera sobre M y ¢ : OM — M la inclusiéon candnica. Definimos la orientacion
inducida en OM como la orientacién que induce la (n — 1)-forma diferenciable sin ceros
tMixw, es decir, una base {v1,...,v,—1} de T,0M estd positivamente orientada si

wp (Xp,v1,...,0p—1) > 0.

La orientacién en OM no depende de w ni del campo elegido. En efecto, sea w’

otra forma de volumen sobre M que determine la misma orientacién que w y X’ otro
campo de vectores sobre M que apunte hacia afuera en los puntos de OM. Sea p €
OM y sea {v1,...,v,—1} una base de T,0M. Dado que X, no estd en T,0M entonces
{Xp,v1,...,vn—1} es una base de T,M; en particular, existen escalares (que dependen de
D) Aoy A1, .., Ap—1 tales que

n—1
X = X0Xp+ ) Aoy
k=1
Dado que X, y X]’D apuntan hacia afuera, al expresarlos en una base local de p, su ultima
coordenada es negativa. Dado que X, y le’7 tienen el mismo signo en su tltima coordenada,
el escalar Ao ha de ser necesariamente positivo. Por tanto, de la antisimetria de w, se llega
a
Wp (X;o’ Vly ey vn_l) = Aowp (Xp, V1, .., Un—1) . (2.3)

» Independencia respecto del campo. La expresion (2.3) es cierta para cualquier base
de T,0M y cualquier punto p € 9M, por definicién

Gixrw = Mt ixw.
Como Ay > 0, ambas formas determinan la misma orientacién en el borde.

» Independencia respecto de la forma de volumen orientada. Dado que w y w’ de-
terminan la misma orientaciéon sobre M, existe un escalar positivo 1 = p, tal que
wp = pw,. Entonces

ixw, = L*iX,uw; = ,uL*in]’D.

Como p > 0, ambas formas determinan la misma orientacién en el borde.

Ejemplo 2.4.1 (Orientacién en un anillo). Gracias a esta proposicién vamos a poder
construir una orientacién en el borde de M = A(c;r, R) con la orientacién candénica de R™
que es la dada por la forma de volumen

w:=dx1 A ANdxy,.

De este modo, es claro que si tomamos X un campo de vectores en el borde de M,
la forma t*ixw es simplemente hacer el determinante de los vectores que sean tomados
por parametros. La construccién de dicha orientacién se hace como sigue: Tomese X un
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campo de vectores sobre M tal que para cada p € OM, el vector X, apunta hacia afuera.
Una vez que tenemos dicho vector en cada T,0M, diremos que una base

Yi(p),...,Yn-1(p) € T,0M
estd orientada si lo estd la base

{Xp, Ya(p), - -+, Yo-1(p)}

respecto de w =dx1 A --- Ndz,.

(a) Campos de vectores diri- (b) Base positiva en cada (¢) Recorrido del campo de
gido hacia afuera punto vectores

Figura 2.4: Orientacién en el borde del anillo

Cuando la frontera sean curvas, serd el caso mas importante en lo concerniente a
superficies de Riemann con borde. La orientacién positiva en el borde del anillo viene dada
por el giro antihorario en la circunferencia interior y por el giro horario en la exterior.

Figura 2.5: Orientacién en el borde del anillo

Notemos que si Int(M) es orientable entonces dM lo es. El reciproco no es cierto. Si
tomamos la banda de Moebius con su borde, tenemos que las componentes conexas de su
borde son homeomorfas a una S! y sin embargo, el interior de la banda no lo es.

2.4.3. Teorema de Stokes

Enunciamos el Teorema de Stokes para variedades diferenciables.

Teorema 2.4.3 (Stokes). Sea M™ wuna variedad diferenciable con borde orientable de
dimension, n > 2 y orientable. Supongamos que M estd orientada y que en OM se tiene la
orientacion inducida. Entonces, para cada w € E""1(M) de soporte compacto, se verifica

que
/dw:/ Cw,
M oM

donde v : OM — M es la inclusion candnica.
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Observacion 2.4.1. Para n = 1 el Teorema de Stokes se reduce al Segundo Teorema
Fundamental del Célculo, que en este caso es la Regla de Barrow.

2.4.4. Teorema de los residuos para superficies de Riemann.
Una consecuencia del Teorema de Stokes

El Teorema de Stokes nos brinda la versiéon del Teorema de los residuos en el caso
de una superficie de Riemann compacta. Vamos a usar el conocido Lema de Urysohn.
La demostracién puede verse en [18, Corolario 1.3.2], nosotros tinicamente lo enunciamos,
aunque su demostracién se basa unicamente en la existencia de particiones diferenciables

de la unidad.

Lema 2.4.1 (Urysohn diferenciable). Sea M wuna variedad diferenciable, O un abierto
y K compacto de M tal que K C O. Existe una funcion diferenciable en M tal que su
restriccion a K vale uno y su soporte estd contenido en O.

Recordemos también, que en el plano complejo, dado un disco D(zp,7) C Cy v C
D*(zp,r), para toda funcién f € O(D*(zg,r)) se satisface

ResZO(f):/f(z)dz.
v

Esta propiedad? la vamos a utilizar en la siguiente demostracién.

Teorema de los residuos para 1-formas. Sea X una superficie de Riemann y Q un
abierto de X relativamente compacto con borde diferenciable. Sea w € QY (X \ S) donde
S ={p1,...,pr} C Q. Entonces,

/ w = 2mi Z Res,, (w) .
o k=1

Demostracion. Sea {(Uy, ¢ = z)}_, una familia de cartas centradas en py y conformes
al disco, de forma que {Uy}}_, sean disjuntos dos a dos. Para cada k= 1,...,r

Wl ey = Frdzr,  Fr € O(Ug \ {pi})-

Para cada k = 1,...,7 sea U], = @El(D(O, 1/2)) un entorno del punto py, relativamente
compacto contenido en Uy. Sea f; una funcion diferenciable en X con soporte contenido
en Uy y f|gzr = 1. Definimos la funcién diferenciable

k

T
g: X — R, g:zl—ka
k=1

Asi, g es una funcién diferenciable en todo X y que se anula en cada 7,; Por lo tanto,
las condiciones en el soporte de g hacen que @ = gw € £!'(X). Suponiendo en 90 la
orientacion inducida, el Teorema de Stokes afirma que

[ =] &

2Que no es més que un caso muy particular del Teorema de los Residuos Clésico de C.
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. w es holomorfa en el abierto X \ S. Dado que toda 1-forma holomorfa es cerrada, se

tiene que

dw=0, en X\S.

. Para cada k = 1,...,r se tiene que fyw es cerrada en U, N (X \ S). En efecto, como

fx es constante en U},

d(frw) = dfs Aw + frdw =0Aw+dfxk AO=0, enULN(X\S).

. Dado que fj tiene soporte compacto entonces frw tiene soporte compacto. En par-

ticular, vamos a poder integrarla.

. Dado que g se anula en cada Uj, entonces &|;;; = 0. En consecuencia
k

do=0 encada U, k=1,...,r (2.4)
Por otro lado, en X \ S,

dw = d(gw) =dg ANw+ g A dw

r

=dghw=—-)Y dfiAw==> (dfx Aw+0)

k=1 k=1

:-Z dfy Nw + frdw) = dekw

Dado que d(frw) = 0 en U}, entonces de (2.4) deducimos que

w0 = —Zd(fkw), en todo X.

o = — Z d( frw). (2.5)
Q —/Ja

Esto nos lleva a

. Por construccién ¢(U}) = D(0,1/2), para cada k = 1,...,r. La funcién f vale uno

en @ con soporte compacto y contenido en Uy, para cada k = 1,...,r. La funcién
fkgplzl : D — C la podemos extender diferenciablemente a todo C mediante cero y
la seguimos denotando del mismo modo.

. Como d(frw) =0en U, N(X\S) =U, \ {pr} v d(frw) = 0 en X \ Uy, porque f

tiene soporte compacto en Uy. Asi pues

d(frw) =0, en (X \ Up) U(Ug\ {pk})-

Dado que {py} tiene medida cero es despreciable en la integracién

[ s = | /sz\<Ué\ = [ gy )

Usando el Teorema de Stokes

T8 = [, 109 = f 7



Capitulo 2. Integracién en superficies de Riemann

7. Tenemos que ¢ (Ui \ Uj,) =D\ D(0,1/2), por lo tanto, usando la orientacién dada
en el Ejemplo 2.4.1,

J[awer=[ = | o i) Fulii ! (2))d
Q A(UR\UL) €(0,1/2)uC(0,1)
= [ RO Bl [ e ) Bl (s

|2[=1/2

— [ LR = [ 1R )
|2|=1/2 21=1/2
= —QWiReSO(Fk. (e} SO_]'(Z)) d;f. —27T7:Respk (L«J)

8. Hemos probado que para todo k=1,...,r

J[ ) = [[ dth) = —2mikesy ).

9. Dado que wly, = W]y entonces

/faslw:/ma:/Qd@ <2§>)_;//ﬂd(fkw):m;f{espk(w),

O
Como consecuencia, obtenemos el siguiente resultado.
Corolario 2.4.1. Sean X una superficie de Riemann compacta y p1,...,pr puntos de X.
Sea w una 1-forma holomorfa en X \ {p1,...,pr}. Entonces,
'
ZRespk (w)=0.
k=1
Demostracion. En este caso, Q = X y 02 = @. Por lo tanto,
T
0:/ w= ZRespk (w).
0X 1
O

Observaciéon 2.4.2. El Teorema de los Residuos puede generalizarse para S C ) sin
puntos de acumulacién en €2, sin que S sea necesariamente finito.

Corolario 2.4.2. En una superficie de Riemann compacta, las funciones meromorfas no
constantes tienen el mismo niumero de ceros que de polos contando su multiplicidad.

Demostracion. Sea X una superficie de Riemann compacta y f € M(X). Consideramos
w = — que es una 1-forma holomorfa en X \ Z(f). Entonces si p es un polo (resp. cero)

de f, Resp(w) = —m (resp. Resp(w) = m). El Teorema de los residuos para superficies
compactas establece que

Z Resp(w) =0,
PEP(HUZ(f)

de donde se sigue el resultado. O
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2.5. Homologia singular en variedades. Integracion de 1-
formas en 1-cadenas

La teorfa que vamos a exponer en este capitulo puede verse recogida en las notas [2].
Otras fuentes para encontrar esta teoria es [14], para variedades diferenciables reales con y
sin borde y [15], con un estudio més centrado en superficies de Riemann. En el estudio de
la topologia de un espacio topolégico X, ademds del grupo fundamental estdn los grupos
de homologia singular, que nos ofrecen més informacién sobre las caracteristicas de este
espacio. En un principio, el grupo fundamental se encarga de dibujar lazos en X y sobre
si estos se pueden reducir a un punto mediante homotdpicamente. El grupo fundamental
es un invariante mediante homeomorfismos y mas adin, mediante el tipo de homotopia del
espacio. Sin embargo, no facilita tanta informaciéon como deseamos. Por ejemplo todos
los R™ son simplemente conexos y no son homeomorfos entre si. Lo mismo sucede con
las esferas de dimensién mayor igual que dos. Lo que estd sucediendo es que el grupo
fundamental no detecta las “dimensiones” de las variedades topoldgicas. Lo que se plantea
es estudiar la imagen de aplicaciones que parten desde un espacio mas grande para, por
ejemplo, dibujar tridngulos y tetraedros. Esta idea es la que concibe la nocién de grupo de
homologia singular.

Definicién 2.5.1 (Simplice canénico). Llamaremos n-simplice candnico y lo notamos por
A™ al subespacio de R™ generado por los puntos de R",

eo = Ogn,e1 = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1).

Explicitamente,

n
A" = {(tl,...,tn) ER"D t; < 1,t; > 0,Vi= 1n}

i=1

A" = {0} .A! es el intervalo cerrado [0,1]. A? es el tridngulo de vértices (0,0), (1,0)

y (0,1) con su interior. A3 es el tetraedro macizo de vértices (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0) y
(0,0,1).

Yy
Yy
T
x z
(a) A% (b) A3,

Figura 2.6: Simplices canénicos

Definicidén 2.5.2. Sea X un espacio topolégico. Un n-simplice singular es una aplicacién
continua
o: A" — X.
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Puesto que A es un solo punto, se identifican los 0-simplices singulares con puntos de
X. Como A' es [0,1] los 1-simplices singulares son curvas continuas en X. Dado que A? es
un triangulo, podemos pensar en la imagen de un 2-simplice como un triangulo dibujado
sobre X.

Definicion 2.5.3. Para cada n > 0 definimos el grupo de las n-cadenas singulares sobre
un espacio topolégico X, como el grupo libre y abeliano generado por los n-simplices
singulares, denotando a estos grupos por Cy,(X,Z) o simplemente por C,(X).

Mas generalmente se podria definir sobre como un R-mddulo, pero para nuestros
propésitos serd suficiente tomar R = Z. Con la definicién dada, un elemento no nulo
¢ € C,(X,Z) es combinacién Z-lineal de n-simplices singulares,

r
c:ka(c)-ak, O’kZAn—>X.
k=1

Para n < 0 podemos definir C,,(X) = 0.
Definicion 2.5.4. Sea X un espacio topolégico. Definimos el Z-mddulo graduado
C(X) == @ Cn(X).
nez

Por otra parte, si tenemos un subconjunto U C X, podemos identificar C),(U) con el
conjunto de n-cadenas de X con imagen contenida en U. Esto induce a C,(U) de una
estructura de Z-submoédulo graduado.

Definicién 2.5.5 (Aplicacién inducida). Sea f : X — Y una aplicacién continua entre
espacios topoldgicos. Para cada n € N, definimos

(fi)n : Cp(X) — CL(Y), o ffo=foo

extendida linealmente® y donde o : A” — X es un n-simplice singular. El morfismo f,
se extiende a un tnico morfismos de grado cero

[« : C(X) — C(X), ceCp(X)vr— (fi)nlc).
Se comprueban inmediatamente las propiedades funtoriales covariantes de (-)*.

Definicién 2.5.6 (Borde del n-simplice canénico). Definimos el borde del n-simplice
canénico (que es la identidad) (eq, ..., e,) : A" — A" y lo denotamos por 9y (eq, ..., ey)
ala (n — 1)-cadena dada por

n

Onleo, .- en) = > (=1 (z0,.. ., Ty ..., 7n) € Cn1(An),
1=0

es decir Oy, (eq, ..., en) : A1 —s A" Para n = 0 ser4 la aplicacién nula.

Definicién 2.5.7 (Borde de un n-simplice singular y operador borde). Sea X un espacio
topolégico v ¢ : A" — X un n-simplice singular. Definimos el borde de o como la
(n — 1)-cadena singular,

Ono = 0.0(eg,...,en) =0 00(eq,...,en) € Cpn_i(X),

3Dado que estamos trabajamos con grupos libres abelianos todo morfismo queda determinado por la
imagen de una base. En este caso, las bases son los n-simplices singulares.

89



Capitulo 2. Integracién en superficies de Riemann

donde o* : Cp_1(A") — Cp—1(X). Definimos el operador borde como el morfismo de
grupos Oy, : Cp(X) — Cp_1(X) que extiende a 0,0 para cada o. Esto induce un unico
morfismo entre Z-mdodulos graduados de grado menos uno,

0:C(X) — C(X).
Estos operadores borde tienen una propiedad muy similar a la de la derivada exterior.

Proposiciéon 2.5.1. Sea X un espacio topologico y n € N. Entonces Op—1 09, = 0, es
decir, 0% = 0.

Estas caracteristicas subyacentes a las cadenas singulares, dota al par (C(X),0) de
estructura de complejo de cadenas, los cuales siempre tienen una homologia asociada. En
nuestro caso, serd la homologia singular.

Definicion 2.5.8. Sea X un espacio topoldgico. Definimos el grupo de homologia singular
con coeficientes en Z de orden n como el grupo abeliano H,,(X) dado por

Ho(X) = Zn(X)/Bu(X), Zn(X)=kerd, Bn(X)=0ps1(Crs1(X)).

A los elementos de Z,(X) les llamamos n-ciclos y a los de B, (X) n-bordes. Definimos
también el médulo Z-graduado H(X) = @®nezH,(X). Ademas, dos ciclos con la misma
clase de homologia se diran homdlogos.

En nuestro objetivo, nos interesa estudiar verdaderamente espacios topolégicos X que
sean ademas variedades diferenciables o superficies de Riemann. Todo esto nos lleva a cons-
truir mediante el mismo proceso lo que son los grupos de cadenas singulares diferenciables
que no es mds que el grupo abeliano libre generado por los n-simplices ¢ : A" — X
que sean diferenciables, no solo aplicaciones continuas. Estos grupos son denotados por
C2°(X,Z) o simplemente C2°(X). Del mismo modo, se construye el médulo Z-graduado
C*(X) dado por la suma directa de los C2°(X). Utilizando ademas lo ya conocido, el
operador borde O se restringe de modo natural a cada grupo de m-cadenas singulares
diferenciables, otorgando a C°°(X) una estructura de complejo de cadenas y pudiendo
definir el grupo de homologia diferenciable H>°(X). Estudiando un poco més las propie-
dades intrinsecas de estos grupos se puede llegar a la conclusiéon de que ambas nociones
cuando trabajamos en una variedad diferenciable coinciden, obteniendo como resultado
un isomorfismo entre H>°(X) y H(X). De hecho se tiene lo siguiente (véase [5, Teorema
9.42]).

Proposicién 2.5.2. Para cada n € N, la aplicacion iy : H°(M) — Hy,(M) es un
isomorfismo.

Una aplicacién continua f : X — Y entre espacios topolégicos induce un morfismo
en los grupos de homologia. Méas concretamente, para cada n € Z tenemos que fy :
Cn(X) — C,(Y) es un morfismo de grupos abelianos libres. Mas concretamente, la
propiedad f, 00 = 0o f, hace que f.(Z,(X)) C Z,(Y) v que f«(Bn(X)) C Bp(Y). Esto
hace que podamos definir,

fy Ho(X) — Ho(Y),  [e] — fi([e]) = [f+(c)]-

Esto también induce un morfismo de grado cero, f; : H(X) — H(Y), de Z-mddulos
graduados. Es rutinario comprobar que esta aplicacién estable un funtor entre la categoria
de los espacios topoldgicos y la categoria de grupos abelianos. Como consecuencia, si f es
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un homeomorfismo entre X e Y entonces f; es un isomorfismo entre grupos de homologia
y a su vez

fy+ H(X) — H(Y)

es un isomorfismo de grado cero entre Z-médulos graduados.

Un resultado inmediato (véase [14, Proposicién 18.3]) de las precedentes construccio-
nes es la lectura que tiene el H, uniones disjuntas (como pueden ser componentes arco
conexas).

Proposicion 2.5.3. Sea X un espacio topologico y xog € X. Se tienen las siguientes
propiedades

1. (Azioma de la dimension) Ho({xo}) = Z y Hy({xo}) =0, n # 0.

2. Si X = UgenXqo entonces las inclusiones o @ Xo < X inducen un isomorfismo
entre ®oeAHn(Xo) = Hy(X).

3. Si'Y es un espacio topoldgico del mismo tipo de homotopia* que X entonces

Ho(X) = H,(Y), VneZ.

También se satisface (véase [2, Teorema 1.8])

Teorema 2.5.1. Si f,g: X — Y son aplicaciones homdtopas entonces fy = gy. Como
consecuencia se tiene

1. Sih: X —Y es una equivalencia de homotopia entonces fy es un isomorfismo.
2. Si X eY tienen el mismo tipo de homotopia entonces H(X) = H(Y).
3. Si Z es un espacio contrdctil entonces Ho(Z) =7 y H,(X) = {0} para todo n # 0.

Nuestros intereses de los grupos de homologia inciden en algo mas especial, y es como
se relacionan las cadenas de X con las de A C X. Este estudio se puede hacer mediante un
proceso geométrico o algebraico. Recordemos que C),(A) indicaban las n-cadenas singulares
de X que tenfan su imagen en A y que se identifica con un subgrupo de C,(X). La relacién
entre ambos grupos vendra dada por el operador borde, lo que nos lleva a definir

Zn(X,A) ={ce€ Cp(X):0ce Cr_1(A)},

A los elementos de estos subgrupos de C),(X) son conocidos como n-ciclos y n-bordes
relativos al par (X, A) respectivamente.

Definicién 2.5.9 (Grupo de homologia singular de un par). Sea X un espacio topolégico
y A C X. Definimos el grupo de homologia singular de orden n del par (X, A) como el
grupo abeliano libre

H,(X,A)=Z,(X,A)/C,(X,A).

4Esto es, existen aplicaciones f : X — Y yg:Y — X tales que fog~ 1y y go f ~ 1X. A las
aplicaciones f, g se les llama equivalencias de homotopia.
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Otra forma de construir la homologfa de un par (X, A) es definir Cy, (X, A) = Cy,(X)/Cn(A)
y el operador borde 9 inducido en dicho cociente que es el dado

On:c+ Cp(A) — dc+ Cp—1(A)
Podemos definir entonces H,, (X, A) = ker 9,/ Im ,,,1. Explicitamente,
ker 0, = Z,(X, A)/C,(A),

T i1 = Bp(X, A)/Cp(A).

De este modo, la proyeccién candnica p : Z,(X,A) — Z,(X,A)/C,(A) induce un iso-
morfismo B
py: Ho (X, A) — Hp (X, A).

Cuando X tenga estructura de variedad diferenciable y U sea abierto de X, podremos
construir del mismo modo H°(X,U).

Las propiedades bésicas de la homologia relativa pueden encontrarse en [2, Capitulo
2].
Proposiciéon 2.5.4. Sea X es un espacio topolégico. Se verifican las siguiente propiedades

» H,(X,9)=H,(X), Vn € Z.

» Si X es arco conexo y A+ @&, Hy(X,A) =0.

» Si{Xo}taca es la familia de componentes arco conezxas

Ho(X,A) = @D Ho(Xo, Xoa N A), VneL.
a€EN

También tenemos el siguiente resultado (véase [5, Teorema 9.12]).

Lema 2.5.1. Sea X un espacio topolégico y { Xy} una familia de subconjuntos de X tales
que su union disjunta es todo X . Supongamos que cada X es union de componentes arco
conezxas de X. Sea A C X y llamamos Ay = X N A. Entonces, las inclusiones

up (X, Ag) <= (X, A)
mnducen el isomorfismo
Bk (vr)y - DuHn(Xg, Ap) — Hy(X, A).

Definicién 2.5.10 (Homotopia de aplicaciones entre pares). Diremos que dos aplicaciones
frg: (X,U) — (Y,V) son homdtopas y lo denotamos f =~ g, si existe una aplicacién
continua

H:(IxX,IxU)— (Y,V)

tal que para todo x € X, H(0,z) = f(z) y H(1,z) = g(z). Diremos que los espacios
(X,U) y (Y,V) tienen el mismo tipo de homotopia si existen aplicaciones continuas ¢ :

(X,U) — (Y, V) y ¢ : (Y, V) — (X,U) tales que pop =~ Idyyy y o=~ Idx ).

Andlogamente estos conceptos se extrapolan a variedades diferenciables exigiendo que
U y V sean abiertos y tanto las aplicaciones como la homotopia entre ambas sea una
aplicacién diferenciable. El resultado fundamental respecto de la homologia es el siguiente
(véase [Teorema 9.16][5]).
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Teorema 2.5.2. Sean f,g: (X,U) — (Y, V) aplicaciones continuas entre pares. Enton-
ces fy = g4. En particular, si (X,U) e (Y,V) tienen el mismo tipo de homotopia entonces

H,(X,U) = H,(Y,V). Mds aiin si A C X es un retracto de deformacion fuerte® de X
entonces Hy,(X,A) = 0.

2.5.1. Sucesion exacta larga en homologia

Vamos a conectar diferentes grupos de homologia de diferentes espacios, lo que nos
permite calcular la homologia de unos en funcién de otros ([5, Teorema 9.20]).

Teorema 2.5.3 (Conexién entre H,, y H,_1). Sean V C U C X espacios topoldgicos y
sean
i:(UV)=(X,V), j:(X,V)=(X,0).

Para cada n existe un morfismo D,, tal que la siguiente sucesion es exacta larga

/

H, (U, V) H, 1(X,V)

/

Esta sucesion es conocida como sucesién exacta larga en homologia de la terna (X, U, V).
Para V= @ tenemos la del par (X,U),

/

anU

H, 1(X,U)

n 1

/

5Esto es, existe r : X —> A continua tal que rot =14y tor >~4 1x.
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~

Corolario 2.5.1. Si X es un espacio topoldgico y A C X es contrdctil entonces Hy, (X, A)
H,(X).

Corolario 2.5.2. Si f : (X,U,V) — (X', U, V') es una aplicacién continua entre ternas
entonces los cuadrados del siguiente diagrama conmutan

.]ﬁ Dy,

H,(U, V) H, (X, V) H,(X,U) H, (U, V)
4 Iy Iy fy
Ho (U, V') — B (X V) — 2 B (XU — 2 o Hy (U, V)

Pasamos a uno de los teoremas fundamentales en lo que concierne a la homologia
singular (véase [5, Teorema 9.32]).

Teorema 2.5.4 (Escisién). Sea X un espacio topoldgico y sean U y V tales que

Vcvcucl.

Entonces,
L (X\V,U\V) <= (X,0)

mnduce un isomorfismo natural
v Hy(X\V,U\V) — H,(X,U).

Como consecuencia, tenemos una, caracterizacién de los grupos de homologia singular
de los cocientes por un cerrado.

Proposicion 2.5.5. Sea X espacio topoldgico y A un cerrado de X de modo que A C U
con U abierto y de forma que A sea retracto de deformacion fuerte de U. Entonces la
proyeccion candnica en el cociente m: X — X /A induce los siguientes isomorfismos

H, (X, A) = H,(X/A),[a]) = H,(X/4), a€ A.

En el plano complejo C, cuando integramos funciones holomorfas, el primer paso es
integrar sobre curvas diferenciables a trozos (caminos). Una vez desarrollada la teoria de
integracion en este ambiente, como es el Teorema de Cauchy o el Teorema de los residuos,
se define la integracién sobre cadenas de C, que no son mas que sumas formales de caminos.
Pretendemos adaptar este estudio a la superficies de Riemann y damos las siguientes
definiciones completamente andlogas a lo visto en C. Ademaés de esto introducimos la
idea de divisor, que nos permite estudiar puntos de una superficie de Riemann que sean
“distinguidos”.

Definiciéon 2.5.11. Sea X una superficie de Riemann. Consideramos el grupo libre y
abeliano generado por los puntos de X al que denotaremos por Div(X); explicitamente

(Div(X),+) = (@ z-Z, +> .

zeX
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A los elementos de Div(X) les llamamos divisores de X y son sumas formales de puntos
de X, es decir,

deDiv(X)siysblosid=mniz1+ - +nxp, z € X,n; €Z.

Escribiremos d(z;) = n; y si  # z; para todo i entonces d(z) = 0. Se define el grado del
divisor d como
deg(d) :==n1 + -+ n,.

Simn; > 0 para todo j = 1,...,r diremos que d es un divisor positivo. Cuando esto ocurra
escribimos d > 0.

Esta definicién de divisor nos induce a identificarlos con las 0-cadenas, es decir, Co(X, Z).
Esto se debe a que todo divisor d se puede ver como un morfismo entre X y Z precisamente
por la notacién d(z;) = n,. Por tanto, los divisores y las 0-cadenas son esencialmente lo
mismo y se trataran indistintamente.

Sea X una superficie de Riemann. Podemos dotar al grupo libre y abeliano Div(X) de
un preorden, definiendo R R

d<d<=d—d=>0.

Es facil ver que verifica las propiedades reflexiva y transitiva.

Tal y como anunciamos, los divisores sirven para “quedarnos” con los puntos de X que
nos sean de interés, como son los ceros y polos de una funcién meromorfa. Si tomamos
dos ceros distintos de una funcién meromorfa tienen una propiedad que los distingue,
su orden. Esto otorga a un cero, de un “peso” distinto. Estos comentarios, propician la
siguiente definicion.

Definicién 2.5.12 (Divisor subordinado a una funcién meromorfa). Sea X una superficie
de Riemann y f : X — C una funcién meromorfa. Sean z1,...,z2, Sus ceros y sean
P1,---,Pm sus polos donde ci,...,¢, ¥ k1,...,kn son sus respectivas multiplicidades.
Definimos el divisor asociado a f y lo denotamos por (f) a

n

(f) = Zcizi + > kjp;.

i=1 j=1

Un divisor d € Div(X) es llamado principal si existe una funcién meromorfa f tal que
(f) =d, a tal funcién f le llamaremos una solucion de d.

Es fécil comprobar que dadas f,g € M(X) tenemos que

(f9) = (f) + (9)-

Observacién 2.5.1. Notemos que dado un divisor d € Div(X) solucién de f € M(X),
los polos y los ceros de f vienen prescritos por el d.

Dado que las superficies de Riemann son de dimensién topoldgica dos,
Cn(X,Z) =Cy(X,Z), ¥n>2,

porque no podemos pegar 3-simplices (tetraedro) en una superficie de Riemann sin que
estos colapsen en la imagen de un 2-simplice. C1(X,Z) es el grupo libre y abeliano con-
formado por aplicaciones continuas desde A! = [0,1] en X, es decir, curvas continuas.
C2(X,Z) son sumas formales de aplicaciones continuas desde el A% en X, donde A? es el
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x ) x

(a) AZ. (b) Recorrido del tridngulo mediante ds.

tridngulo de vértices (0,0),(1,0) y (0,1) con su interior, por tanto, Cy(X,Z) son aplica-
ciones que dibujan tridangulos en la superficie.

En dimensiones bajas las diferenciales tienen una representacién clara. Sean P, €
X, sean ; curvas en X (aplicaciones continuas desde Al = [0,1] a X) y D; tridngulos
orientados (aplicaciones continuas desde A% a X). Consideramos las sumas formales

ZniPi, Y= Zni'yi, D = anDz,

donde n; € Z. Denotamos (Pi,P;) a la imagen en X del [0,1] mediante la 1-cadena
singular, que une precisamente P; con Py y sea Dy = (Py, P3, P3) el tridngulo orientado
desde P; hasta P3 (imagen del A?). Definimos

81 ZC1(X,Z) —)C()(X,Z), 81(P1,P2):P2—P1,
Oy CQ(X,Z) — Cl(X,Z), 82(P1,P2,P3) = (Pl,Pg) + (PQ,P;;) + (Pg,Pl).

Dado que los Cy,(X,Z) son grupos abelianos libres, podemos extender linealmente 0
dando imédgenes unicamente de los generadores. Notemos que las diferenciales lo que hacen
es ir recorriendo la respectiva cadena.

Observacién 2.5.2. La condicién de ser 1-ciclo es que su diferencial sea nula, es decir, que
al recorrer la curva lleguemos al punto inicial. Por tanto, los 1-ciclos son sumas formales
de curvas continuas cerradas. Ademaés, nétese la dualidad con las formas diferenciales, la
condicién 92 = 0 nos dice que toda 1-cadena que sea D cumple que 9?°D = 0 (anslogo a
cerrada), sin embargo, puede darse que dy = 0 sin que v = dD para alguna D (anélogo a
exacta).

Pensando en las 1-cadenas como suma de curvas continuas de [0,1] en X podemos
definir la integral de una manera muy intuitiva, integrar en cada curva y otorgarle su
peso, que serd el n; que lo acompane.

Definicién 2.5.13. Sea X una superficie de Riemann y « € £! (X). Dada v € C1(X, Z),

definimos
n n
/aIZ‘Zm/Oé, VZZW%'
v i=1 i i=1

De manera andloga se define la integracién sobre C,,(M,7Z) y M una variedad diferen-
ciable.

De forma canénica tenemos 0 : C1(X,Z) — Cy(X,Z) = Div(X). La diferencial actia
sobre los generadores v : A = [0,1] — X como

0y € Div(X), 0y = Opjy(x), si 7 es curva cerrada,
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dv € Div(X), 0y =~(1) —~(0).
Esta definicién se extiende linealmente.
En relacién a la integracién de 1-formas, debemos conocer el Teorema de Hurewicz

(véase [2, Capitulo 5]), que nos dice que si X es arco conexo (como lo son las superficies
de Riemann) entonces la aplicacién

fi o m(X,20) — H1(X,Z), [Vr(x20) ¥ N (x2) =7 + B1(X,Z),

es un epimorfismo de grupos tal que ker f; es el conmutador de g, lo que induce un
isomorfismo entre el 71 (X, xy) abelianizado y el Hy(X,Z). Por tanto, todo par de 1-ciclos
que sean hométopos también seran homélogos. El reciproco sin embargo no es cierto.

Figura 2.8: Ciclo null-homoélogo que no es null-hométopo.

El ciclo v es homdlogo a cero porque acota a un toro con un disco borrado, es decir, es
el borde de una suma de 2-cadenas. Es suma de dos cadenas porque podemos simplemente
triangular la superficie:

Figura 2.9: Toro T? con un disco removido

A pesar de que el reciproco no sea cierto, resulta que la integracion de 1-formas dife-
renciales cerradas es invariante por el tipo de homologia de las curvas.

Para trabajar adecuadamente con la integracion en ciclos, vamos a necesitar un teorema
mas poderoso, andlogo al del plano complejo, es decir, la integracion en lazos es invariante
por el tipo de homologia. Esto es algo mucho mas general, y radica esencialmente en el
estudio de variedades diferenciales de bordes angulosos o con esquinas. Puede consultarse
la demostracién de la siguiente versién del Teorema de Stokes en [14, Teorema 18.12].

Teorema 2.5.5 (Stokes para n-cadenas singulares). Sea M una variedad diferenciable y
sea o una n-cadena singular diferenciable y denotemos por 0 : Co°(M,Z) — C° (M, Z).
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Para cualquier w € E""Y(M) se tiene que

fo= L

Ahora definimos la integral sobre n-cadenas sabiendo que H,(M,Z) = HX(M,7)
son candnicamente isomorfos a través de la inclusién candnica, es decir,todo elemento
[o] € H,(M,Z) tiene un representante diferenciable.

Definicion 2.5.14. Sea M una variedad diferenciable y sea o una n-cadena singular.
Dada w € £"1(M) definimos
/ W= / w,
o c

donde o es un representante de la tnica clase [0] € H°(M,Z) tal que i4([o]) = [o].

A nosotros tnicamente nos interesan los 1-ciclos, es decir, curvas cerradas continuas
en superficies de Riemann.

Proposicion 2.5.6. Sea X una superficie de Riemann y w una 1-forma diferencial cerra-
da. Siy,o tienen el mismo el tipo de homologia singular con coeficientes enteros entonces

[

Demostracion. Sean v y o ciclos homodlogos. Por definicién v — ¢ = 0D, donde D €
C?(X,7). Por el Teorema de Stokes para n-cadenas singulares y sabiendo que w es cerrada

fonfor Lo Lo fo [

Esta independencia nos permite definir el morfismo periodo de Hy(X,Z).

Definicién 2.5.15. Sea X una superficie de Riemann, w € £1(X) cerrada y 7 un ciclo en

X. Se define
/ w ::/w
[] v

En términos de diagramas, fijada una 1-forma diferencial cerrada w

per(w)

7T1(X) C
7
//

Ty e

Ve

7/
Ve

Hi (X)

Observemos también que la integraciéon no depende el tipo de cohomologia de deRham
(aunque w no sea cerrada) [w] € Hp,(X). En efecto, pongamos w + df con f € C*(X,C),
esto es, un representante en cohomologia. Dado que df es una 1-forma exacta, entonces
las integrales sobre cualquier ciclo es nula. Entonces, si tomamos un ciclo cualquiera v €

Z1(X),
per(w + df)(7) = Lw+/7df - Lw.

También tenemos inmediatamente la siguiente caracterizacién.
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Corolario 2.5.3. Sea X una superficie de Riemann y w una 1-forma diferencial cerrada.
Entonces w es exacta st y solo si su integral sobre cualquier 1-ciclo es nula. Y reciproca-
mente, dos ciclos o y v son homdlogos si y sélo si

fo i

para toda 1-forma diferencial cerrada w.
De igual modo, por el isomorfismo iy : H°(X,Z) — Hy(X,Z) tenemos lo siguiente.

Corolario 2.5.4. Sea X una superficie de Riemann y w una 1-forma diferencial cerrada.
Entonces w es exacta si y sélo si su integral sobre cualquier ciclo es nula. Equivalentemente,
una 1-forma diferencial cerrada es exacta si y solo si su integral sobre cualquier ciclo es
nula.
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Capitulo 3

Funciones armonicas

3.1. Funciones y formas armodnicas

Sea X una superficie de Riemann y D C X un dominio. Una funcién diferenciable
u: D — R es armdnica si 00u = 0. Equivalentemente, en un carta (U, z)

_ ou ou ou
— (0’1) _— —az frg B
00u 6<7r <8zdz+ EZalz)) 8<azd2>

ou 0%u 1 /0%u O%*u
— 0,1) [ &% = _ - _ 1 (Yu  Ou _
d (ﬂ (c‘hdz)) azazdz Nz 4 (aaﬂ + a;ﬂ) dz N dz

Dado que la armonicidad es un invariante mediante biholomorfismos, la anterior definicién
es consistente, esto es, no depende de la carta eligida.

Proposicién 3.1.1. Sea X una superficie de Riemann, D y D' dominios de X. Supon-
gamos que existe F' : D — D' un homeomorfismo tal que F|, es un biholomorfismo.
Entonces, si D es reqular para el problema de Dirichlet, entonces D' también lo es.

Demostracién. Sea f : 0D’ — R continua. Dado que F es un homeomorfismo envia
fronteras a fronteras y por tanto F(9D) = 0D’. Esto nos dice que f o F : 0D — R estd
bien definida y es continua. Dado que D es regular para el problema de Dirichlet, existe
u: D — R continua, arménica en D y tal que ulgp = F o f. Tenemos que u o F~1es
arménica en D’ por ser F~1 holomorfa y u arménica. Ademas es continua en D = F~1(D’)
por composicién. Ademés, para cada p € 9D’,

(wo FH N p) =u(F " (p)) = fF(F(F (D)) = f(p).
0

Con analogfa a lo que acontece en R?, definimos el laplaciano de u en la carta (U, z)

Ccomo
0%u — a 0

Algebraicamente, el conjunto de funciones arménicas estan en el niicleo del operador 9. Es
conocido que las partes real e imaginaria de una funciéon holomorfa son siempre armonicas,
por las condiciones de Cauchy Riemann. En el plano complejo, toda funcién arménica en
un dominio simplemente conexo es la parte real de una funcién holomorfa. Esto también
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sucede en superficies de Riemann. En efecto, sea v : D — R una funcién arménica y sea
a=0u € £ (D). La 1-forma « es cerrada porque en cada carta (U, z) de D,

ou 0%y
da=d <62d2> = aiazdz ANdz =0,

por la armonicidad de u. Asi pues, o es una 1-forma diferencial cerrada en un dominio
simplemente conexo. El Teorema 2.3.1 nos dice que existe f € C*>°(D,C) tal que df = a.
En una carta (U, ¢ = z), se tiene

of of ou

0 0 0
De lo anterior, inferimos que 8—{ = 0, es decir, f es holomorfa y que —f - Si
Z

0z 0z

denotamos f = u + iU, entonces

ou Ou Ou __ Ou

es decir, u = U+ C = Re(f) + C en cada carta (U, z). De la conexién de D, inferimos que
u=1u+ C en todo D.

Proposicion 3.1.2. Sea X una superficie de Riemann y D un dominio simplemente
conexo. Entonces toda funcion armonica v : D — R es la parte real de una funcion
holomorfa en D.

Proposicién 3.1.3. Sea X una superficie de Riemann y D, D’ dominios de X. Sea u :
D — R armdnica y f : D' — C holomorfa tal que f(D') C D. Entoncesuof : D' — R
es armonica.

Demostracién. Tenemos que probar que uo f : D' — R es armdnica. Témese p € D’.
Entonces f(p) € D, luego existe un entorno V' de f(p), simplemente conexo tal que f(p) €
V C D. Por continuidad existe U entorno de p tal que f(U) C V. Dado que u es arménica
en D entonces ul;, es arménica y por la simple conexién de V', existe g € O(V) tal que
ul,, = Re(g). Para todo ¢ € U tenemos que f(q) € V, entonces

(uo f)(q) =u(f(q)) =Re(g(f(q))) =Re(go f)(q), VYqeU.

go f es composicién de funciones holomorfas y v o f es su parte real en U, por tanto uo f
es arménica en U. Por ser la armonicidad de caracter local, u o f es arménica en D'. [

Otra caracteristica importante de las funciones arménicas en C es que vienen caracte-
rizadas por la propiedad del valor medio.

Definicién 3.1.1. Sea D un dominio de C y u : D — R armoénica en D. Diremos que u
satisface la propiedad del valor medio si para cada a € D existe p, € (0,00) tal que para
todo r € (0, py] se satisface,

2m
u(a) = /0 u(a + re?)ds.

Teorema 3.1.1. Sea D un dominio de C yu : D — R una funcién continua. La funcion
u es armonica en D si y solo si satisface la propiedad del valor medio.
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Otros resultados conocidos son los siguientes.

Proposicién 3.1.4. Sea u, : D(0,R) — R una sucesion de funciones armdnicas que
converge uniformemente por compactos a una funcion u : D(0, R) — R. Entonces u es
armonica.

Teorema de Harnack. Sea {uy}nen una sucesion de funciones armonicas en el disco
D(0, R). Supongamos que {u,} es creciente y acotada superiormente acotada de manera
uniforme. Entonces {up}nen presenta convergencia uniforme por compactos de D(0, R)
hacia cierta funcién arménica u : D(0, R) — R.

También podemos definir el concepto de 1-forma armonica. Para ello sin embargo va-
mos a tener que hacer una pequena salvedad. Hemos definido funciones arménicas como
funciones con espacio de llegada R y que tienen laplaciano cero, o, equivalentemente que
estd en el niicleo del operador 99. Sin embargo, en este niicleo podrian existir funciones,
que no tienen espacio de llegada R, como puede ser una funcién constante ¢ € C \ R. Por
ello, a los elementos del nicleo del operador de 90 las llamaremos funciones armdnicas
complejas. esto simplemente lo que nos quiere decir es que su parte real e imaginaria son
funciones armonicas.

Dada a € £ (X), tenemos que
a=o1+a, a;eEMO(X), aye OV (X).

Definimos
*xo =1 (a7 — ag) .

De este modo se obtiene un isomorfismo x : £ (X) — €' (X) de espacios vectoriales com-
plejos R-lineal. Si v € £1:9(X) entonces en una carta (U, z), a; = fdz con f diferenciable
en U, luego

*a = iay = ifdz = ifdz € EOV(U).

Se deduce inmediatamente que « satisface,
*: EM(X) — EET(X),  (r,s) € {(1,0),(0,1)}.

Observacién 3.1.1. Algunas propiedades inmediatas son las siguientes: sean f € C*°(X,C),w €
EV(X), w € ELD(X) y wy € EOD(X).

1. %% w = —w, *xw = .
2. d(* (w1 +ws)) = i0wy — i0ws.
3. d*df =2i00 (f).

Definicién 3.1.2. Sea X una superficie de Riemann y w € £! (X). Diremos que w es una
1-forma diferencial armdnica 6 armdnica compleja si para cada p € X, existe un entorno
de U de p y una funcién arménica compleja en U, f : U — C, tal que w = df. Si la
funcién f tiene imagen contenida en R, diremos que w es armdnica real.

Esta definicién puede darse de manera global sin tener que restringirse a entornos.
Para ello es que introducimos el operador *.

Teorema 3.1.2. Sea X wuna superficie de Riemann y w una 1-forma diferencial. Las
siguientes aserciones son equivalentes,
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1. w es armdnica compleja.

2. 0w = 0w = 0.
3. w=wi+wy conw €NHX) yws € QI(X).
4. Las 1-formas w y xw son cerradas.

Demostracion. Todas las implicaciones se siguen de las propiedades esbozadas en Obser-
vacion 3.1.1, salvo la equivalencia entre 1. y 4.

Supongamos que w es armoénica compleja y probemos que w y *w son cerradas. En
efecto, para cada (U, z) suficiente pequeno tenemos que w = df con f arménica en U. Por
tanto,

dw|y = d* fl,; = 0.

Como U es arbitario entonces w es cerrada. Ahora lo probamos para xw. En la carta (U, z)

0 0

Entonces,
(Of _  —
*w =1 | =dz+ 0fzdz en U.
0z

De la armonicidad de f,

2

B L Of
rw=dxdf =25

dzNdz=0 enU.

Por la arbitrariedad del U (suficientemente pequeno) tenemos probado el resultado.

Reciprocamente, supongamos que w y *w son cerradas. Sea (U, z) una carta conforme
al disco unidad. Como w es cerrada y U es simplemente conexo existe f : U — C
diferenciable tal que w = df. Dado que *w es cerrada,

0% f

zZ0z

0=dxw)=dxdf =2i

dzNdz, enU

de lo que se sigue que f es armonica compleja. O

Definicién 3.1.3. Sea X una superficie de Riemann. Denotamos al conjunto de funciones
arménicas sobre X como Harm!(X) y que satisface en vista del resultado anterior,

Harm!(X) = Q'(X) & Q' (X).

El comportamiento en superficies de Riemann de las formas armoénicas es mucho mas
poderoso. Recordemos que en un dominio simplemente conexo, toda funcién arménica
es la parte real de una funcién holomorfa y la simple-conexién no podria ser suprimida,
amén del tipico ejemplo de log(|z|) en C*. En cambio, para las formas arménicas reales,
la simple-conexién no es necesaria.

Teorema 3.1.3. Toda 1-forma diferencial armdnica real en una superficie de Riemann
es la parte real de una unica 1-forma diferencial holomorfa, es decir,

Harm' (X)r C Re (2'(X)).
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Demostracion. Sea w una l-forma arménica real. Podemos escribir w = wy + Wy con
wi,wz € Q1(X). Dado que w es real se tiene que w = @ y por ende w; = wy. Asf pues,

w=wj +wz =wy +w; = 2Re(w).

Para la unicidad suponemos que existe 1,0 € Harm!(X) tal que w = Re(n) = Re(o).
Entonces « := 1 — o es una 1-forma compleja armoénica y holomorfa con parte real cero
en todo X, por lo tanto ha de ser constantemente cero por el Corolario 1.7.1. O

Observacién 3.1.2. Sea v : D — R, con D dominio simplemente conexo. Dado que u es
armonica entonces du es una 1-forma armoénica real. El Teorema 3.1.3 nos dice que existe
w € QYX) tal que du = Re(w). Como D es simplemente conexo y w es cerrada (por ser
holomorfa), w admite primitiva holomorfa f : D — C, y por tanto

du = Re(w) = Re(df).

Corolario 3.1.1 (Principio del Maximo para funciones arménicas). Sea X una superficie
de Riemann y D un dominio de X. Sea v : D — R una funcion armonica y supongamos
que existe p € D donde u alcanza un mdzimo local. Entonces u es constante.

Demostracion. La Observacion 3.1.2 aplicada sobre un entorno U del punto p € X, nos
dice que existe w € Q'(X) tal que du = Re(w) con f : U — C holomorfa y df = w|;. De
este modo,

duly = Re(w)|y = Re(df).

De esta igualdad se infiere que v = Re(f) + C, C € R. Llamamos g = f + C, que es
holomorfa. Como u alcanza un maximo local en p, existe V' C U tal que u(q) < u(p) para
todo ¢ € V. De este modo, al darse |e?| = e, se tiene que |e9| alcanza maximo local en
p. Por el Principio del Maximo para funciones holomorfas, e9 es constante en V', y por el
principio de identidad, e9 es constante en todo D por conexion. De este se deduce que u
es constante en D. O

Las funciones arménicas nos seran de gran utilidad cuando cumplan ciertas condiciones
sobre bordes de dominios. Por ello conviene definir la siguiente nocién.

Definiciéon 3.1.4. Sea X una superficie de Riemann y sea D un dominio de X. Sea
f : 0D — R una funcién continua. Por Problema de Dirichlet nos referimos a la buisqueda
de una funcién u : D — R que sea arménica en D y tal que uly, = f.

Los problemas de Dirichlet, en nuestro trabajo, serdn usualmente en dominios D re-
lativamente compactos y distintos de todo X, lo que asegura frontera no vacia. Ademads,
planteado un problema de Dirichlet,

Au(p) =0, peD
U(ZL‘) = f(p)v pE 0D

donde f: 0D — R es continua; si u,us : D — R son soluciones entonces u := uy — us
se anula en dD. Por otra parte, D es compacto, luego u alcanza maximo en D por el
Teorema de Weierstrass. Por el Principio de Médulo Maximo para funciones armonicas, u
debe presentar su maximo en la frontera 0D, donde u se anula. El mismo razonamiento
sobre —u, nos da que alcanza su maximo en la frontera de D, es decir, u alcanza su minimo
en la frontera de D. Como consecuencia, 0 < u < 0 y por ende u = 0, es decir, u; = uo.
Podemos enunciar lo siguiente.
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Corolario 3.1.2. Sea X una superficie de Riemann y D un dominio relativamente com-
pacto y distinto de X. Dada una funcion continua f : 0D — R, en caso de existir
solucion para el problema de Dirichlet, esta es unica.

En un disco D(0,R) = {z € C: |z| < R}, es conocido que el problema de Dirichlet,

Au(p) =0, p € D(0,R)
u(z) = f(p), p€C(0,R)

tiene solucién y esta viene dada por la formula integral de Poisson,

127 R |2 y
=~ [ P r(Re) ap R
u(z) 27r/0 e z|2f < e ) para |z| <

siendo u armoénica en D(0,R) y continua en D(0, R) satisfaciendo u[g g ) = f. Por
comodidad, se define el nicleo de Poisson como
2 2
— |z
P(z,¢) := M, para cada z # (.
¢ — 2|
Reciprocamente, si u : D(0, R) — R es arménica y r < R, podemos recuperar los
valores de u conociendo tunicamente los valores que toma en C(0,7), pues gracias a la
unicidad, la funcién v tendré que venir dada como

2 2 (2 ,
u(2) ! / T7|Z’2u (7“610> df, VYze D(0,r).
0

T om |reid — 2|

Lo que se ha dicho es que el disco D(0, R) tiene una propiedad muy interesante, que
ponemos a modo de definicién.

Definicién 3.1.5. Sea X una superficie de Riemann y D un dominio de X. Diremos que
D es reqular para el problema de Dirichlet si para toda funcién continua f : 0D — R,
existe una funcién u : D — R, que es continua en D, arménica en D y tal que u| op =1
Al conjunto de todos los dominios de X que son regulares para el problema de Dirichlet
los vamos a denotar por Reg(X).

Estos resultados sobre la regularidad del disco D(0, R), se llevan a cualquier otro disco
D(a,r), pues la armonicidad se respeta mediante biholomorfismos, como se observé al
inicio del capitulo. De este modo todo abierto D relativamente compacto de una superficie
de Riemann tal que D sea conforme a un disco D(a,r) tiene frontera regular para el
problema de Dirichlet.

3.2. Topologia ANII

Las superficies de Riemann pueden ser definidas como un espacio topolégico Hausdorff
y ANII con una serie de propiedades o suprimiendo la condicién de ANII. Realmente, am-
bos caminos conducen al mismo destino, pues sin necesidad de pedir ANII en la definicién,
se llega a que necesariamente toda superficie de Riemann debe tener una base de topologia
numerable. Este resultado se conoce como Teorema de Rado.

Es claro que si h : (X,7x) — (Y, 7y) es una aplicacién continua y sobreyectiva, en-
tonces si Tx es ANII entonces 7y también lo es. La prueba de esto es altamente elemental,
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si tomamos B una base numerable de (X, 7x) y consideramos B’ dada por las imagenes
por h de los elementos de B, se comprueba sin mayor dificultad que B’ es base de (Y, 7y).

Podemos pensar también al revés, es decir, que condiciones son necesarias para traer
una base numerable al espacio de partida. En el caso inverso, es decir, teniendo ANII en
X, era suficiente tener una aplicacién continua y sobreyectiva. Para este caso necesitamos
pedir algo mas.

Definicién 3.2.1. Sea (X, .7) un espacio topoldgico. Diremos que A C X es un subespacio
discreto si (A, 74) es discreto, equivalentemente, los puntos A son abiertos, esto es, para
cada a € A existe V € 7 tal que {a} =V N A.

Sea (Y,.7") espacio topolégico y h : (X, T) — (Y, Z"). Diremos que h es una aplicacion
discreta si la fibra de cada punto de Y es un subespacio discreto es X, es decir, h=1({y}) C
X es discreto para todo y € Y.

Ejemplo 3.2.1 (Las aplicaciones holomorfas no constantes son discretas). Sean X e Y
superficies de Riemann y f : X — Y holomorfa no constante. Sea y € Y y consideramos
A= f~1({y}). Supongamos que A no fuese discreto, entonces para todo abierto O de X se
tiene que ON A\ {a} # . Esto es lo mismo que decir que A tiene puntos de acumulacién.
Por tanto estamos diciendo que f|, =y en un conjunto A con puntos de acumulacién. El
Teorema de la Identidad nos dice que f es constante.

En [7, Lema 23.2] puede consultarse el siguiente resultado.

Lema 3.2.1 (Poincaré-Volterra). Sea X una variedad topoldgica conexa y sea’Y un espacio
topoldgico Hausdorff y ANII. Supongamos que existe una aplicacion h : X — Y continua
y discreta. Entonces X es ANII.

Teorema de Raddé. Toda superficie de Riemann es ANIL.

Demostracion. Sea X una superficie de Riemann y (U, z) una carta conforme al disco
unidad. Sean Ky y K; conformes a discos compactos de C disjuntos y contenidos en U.
Sea D el complementario en X de KgUK7, que es un abierto de X tal que 9D = 0Ky UOK].

- S~
- ~.

~
~~~~~~

Figura 3.1: Entorno U y compactos Ky y K3

Claramente, dD es regular para el problema de Dirichlet. Consideramos la funcién
h definida en 9D tal que hlgg, = 0y hlgg, = 1. h es continua puesto que 0Ky y
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0K son disjuntos. Sabemos que 0D es regular para el problema de Dirchlet, por tanto,
podemos encontrar una funcién u : D — R continua, arménica en D y tal que u|y, = h.
Consideramos la 1-forma real no trivial sobre D dada como « := du. La forma « no es
trivial. En efecto, por reduccion al absurdo, supongamos oo = 0 en D. Entonces, en U N D,
tenemos
ou
a=—dz,

0z

U . ,
entonces — =0 en U N D, es decir u seria constante en U N D, porque U N D es conexo.

Sin embargo, esto no es cierto puesto que vale uno en 0K y cero en 9Kj.

El Teorema 3.1.2 nos dice que « es una 1-forma arménica, puesto que
d(0u) = *u=0, 00u=0,

donde en la segunda igualdad hemos utilizado la armonicidad de la funcién u. El Teorema
3.1.3, nos dice que existe w € Q!(D) tal que Re(w) = a. Témese m : D — D el recubridor
universal de D tal que 7w admite primitiva holomorfa en D (Proposicién 2.3.2). Existe
f D — C holomorfa tal que w = df. Se cumple lo siguiente:

1. D es conexo y la aplicacion f : D — C es holomorfa no constante, por tanto,
discreta. Por el Lema de Poincaré-Volterra, D es ANII.

2. D es ANII. En efecto, 7 : D — D es sobreyectiva y D es ANIL Por tanto, D es
ANII.

Finalmente, como D es ANII y U también lo es (por ser homeomorfo a un disco) inferimos

que X = DUU es ANII.
O

Observacién 3.2.1. Hay variedad topoldgicas que son localmente euclideas y no ANII.
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Grupos de cohomologia y la
ecuacion inhomogénea de Cauchy

Los haces en espacios topoldgicos codifican informacién local y global del espacio.
En muchas situaciones, propiedades que se definen en abiertos de un espacios topolégico
pueden “pegarse” y obtener resultados globales.

4.1. Una breve introduccion a los haces en espacios topolégi-
COS
Sea X un espacio topolégico. Denotamos por Open(X) a la categoriaset inducida por
los abiertos de X con la inclusion.

Definicién 4.1.1 (Prehaz en un espacio topoldgico). Sea % una categoria y X un espacio
topoldgico. Un prehaz en F en X es un funtor contravariante

F : Open(X) — .

Dados U y V abiertos de X tales que V' C U, al morfismo Fyy : F(U) — F(V) de €
inducido por el morfismo de Open(X), V < U, se le llama restriccion y denotamos

Fuv(o) =oly,, VoeFU).
Ejemplo 4.1.1. Sea X una superficie de Riemann. Tenemos los prehaces sobre X
Ck7g(1,0)’g(0,1)7517527 Ql,

Definicién 4.1.2 (Haz en un espacio topoldgico). Sea X un espacio topoldgico, € una

categoria y sea
F : Open(X) — €

un prehaz en X. Diremos que F es un haz en X si satisface las siguiente condiciones

» Para todo abierto U de X y todo recubrimiento por abiertos U = {U;},.; de U, si
existen elementos 0,7 € F(U) tales que oly; = 7|, Vi € I, se cample que o = 7.

» Para todo abierto U de X y todo recubrimiento por abiertos U = {U;},.; de U, si

existe {o}ier, 0; € F(U;) con

el

O-Z'|U/L'ﬁUj = O-j|UiﬁUj7

entonces existe o € F(U) tal que o|;; = 0y, para todo i € I.
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Ejemplo 4.1.2. Sea X una superficie de Riemann. Los siguientes prehaces son todos
haces sobre X

Ck’g(1,0)7g(071)’€1,€2, 0l

Ejemplo 4.1.3. Sea B el prehaz de funciones R — R acotadas. Tomemos U,, = (n —
1/3,n+4/3), que es un recubrimiento de R. Entonces { f, }nen es una sucesién de funciones
acotadas en cada Uy, que coinciden en la interseccién. La funcién f(z) =z, f : R — R
es la que cumple f|Un = fn, sin embargo, f no estd acotada en R y por tanto, f & B.

Lema 4.1.1. Si F es un haz sobre un espacio topologico X yU = {U;}icr es un recubri-
miento por abiertos de U entonces F(U) = Nier F(U;).

Demostracion. Supongamos que U esta recubierto por dos abiertos U; N U; # & tenemos
el pushforward U del diagrama

U, nU j Ui
Uj
obteniendo
Ui NU. j Ui
U; U

Por ser F contravariante, las flechas cambian de sentidos y obtenemos un pullback en %,
que es F(U)
F(U)

F(Us;)

F(U;)

.F(Ul N Uj)

esto prueba que F(U) = F(U;) N F(U;). Mediante induccién transfininita se generaliza a
cardinales arbitarios. O

4.1.1. La categoria de haces

Sean F y G haces sobre un espacio topolégico X y con valores en una categoria 4. Un
morfismo ¢ entre F y G, es una correspondencia que asigna a cada abierto U de X un
morfismo

v F(U) — G(U)

que es compatible con las restricciones
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FU)——=g(U)

Denotamos por Preshx la categoria de prehaces de grupos abelianos sobre un espacio
topolégico X, cuyos morfismos son precisamente las transformaciones naturales de funto-
res. Sea Shx la subcategoria plena de haces en Preshx, esto es, los morfismos de Shx
son morfismos de haces tal que es morfismo en el prehaz subyacente.

Definicién 4.1.3. Sea ¢ : F — G un morfismos de prehaces.

= Prehaz nucleo.
ker p(U) = ker ¢y .

= Prehaz imagen.

Imp(U) = Imepy.

Se sigue directamente de las definiciones que si ¢ € Mor(Shx) entonces ker ¢ es un
haz sobre X. Sin embargo, la imagen no tiene la misma propiedad. Esta imagen, no es
en general un haz, si no un prehaz. Un contraejemplo es considerar exp : O — O* y
los abiertos U = C* \ Rg y V. =C*\R,. Dado que U y V son simplemente conexos, la
funcién Id(z) = z tiene logaritmo en cada abierto por separado, es decir, f|; y f|, estdn
en la imagen del morfimo exp : O — O*. Sin embargo, en U UV = C*, es conocido que
Id no tiene logaritmo, y por tanto no esta en la imagen.

Ejemplo 4.1.4. Si tenemos que X es una superficie de Riemann, la derivada exterior
d:C®(X,C) — EYX) y d: EYX) — E3(X), son morfismos de haces.

Definicién 4.1.4. Sea F un prehaz en un espacio topoldgico X. Definimos el tallo de
x € X y lo denotamos por F,, como el limite directo

donde el limite directo se toma sobre los entornos U del punto .
Explicitamente, F, es el cociente
U F)/ ~,
U:xzeU

donde o, 7 € F(U) se relacionan si existe un entorno W del punto x tal que oly, = 7|y
La relacién ~, es de equivalencia y al elemento [o], se le llama germen de o en x.

Ejemplo 4.1.5. Sea M una variedad diferenciable real. Sabemos que C* es un haz de
R-espacios vectoriales en M. Dado p € M, el espacio CgO(M ,R) que definimos, es el tallo
en p del haz C*.
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Claramente, si tenemos ¢ € X, todo morfismo de haces induce morfismos de tallos.
El concepto de tallo nos permite definir “seccién a seccién” la nocién de sucesion exacta
corta de haces de grupos. Diremos que

F—G—H
es exacta corta si para cada x, los morfismos de grupos inducidos,

conforman una sucesion exacta de grupos.

4.2. Cohomologia de Cech de orden uno

Vamos a trabajar con superficies de Riemann principalmente aunque el marco tedrico
principal sea un espacio topolégico. El concepto que vamos a introducir es el de cohomologia
de Cech. Introducimos este concepto con un problema clésico estudiado por Mitagg-Leffler.
En una superficie de Riemann X, tomemos E un subconjunto discreto de X y cerrado.
Para cada punto a € E, tomamos (Uy, z,) una carta centrada en a tal que U, N E = {a}.
Consideramos la funciéon

Pa(za) = amz, "+ + a,lza_l, aj; € C.

La funcién p, no es mas que un polinomio de Laurent centrado en a. El problema de
Mittag-Lefler es encontrar una funcién f: X — C meromorfa cuyos polos sean E.

El problema se puede resumir en: extender a toda la superficie funciones meromorfas
locales. Sea U = {U; }ic; un recubrimiento abierto de X y {f; : U; — C};c; una familia
de funciones meromorfas tal que

1. Cada f; es holomorfa en U; o es holomorfa en U; \ {a;}, siendo a; un polo de f;.

2. En U; N Uj las funciones f; y f; tienen la misma parte singular, es decir, fi‘UmUj —

fil u,nu; ©8 holomorfa en U; N U;. En términos del operador 9

j(fi_fj):()v Vi,jel, i#j, UynU; # 3.

3. Para cada i # j se cumple a; & Uj.

El problema Mittag-Leffler es encontrar una funcién f : X — C meromorfa con polos
{ai}ier tal que f[; — fi sea holomorfa, es decir, 8’(] (f = fi) = 0. A la familia {f;}icr
se le conoce como distribucion de Mittag-Leffler. A la funcién f se le llama solucidn del
problema de Mittag-Leffler.

Observemos que si la familia de funciones {f;} coinciden en U; N U, podemos definir
f € M(X) tal que f[;. = f, algo mucho mas potente que una solucién de Mittag-Leffler.
Asi pues, si queremos una solucién estudiamos las diferencias h; = f |Ui — fi, que son
funciones holomorfas en U;, es decir, queremos buscar {h; : U; — C}ier co h; € O(U;) y
de forma que

(fi + hi)ly,ao, = (f5 + hidlu,qo, »
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reescribiendo
fi— fj’UimUj = hi — hj|UmUj :
Definimos
fij = fi|UimUj - fj‘UmUj'
Entonces, si la anterior condicién se satisface f;; € O(U; N U;) y

fik — fi + fij = 0.

Con esto vamos a introducir la cohomologfa de Cech.

4.2.1. Cocadenas, cociclos y cobordes

Definicién 4.2.1 (n-cocadenas). Sea X un espacio topoldgico y sea U = {U, };er recubri-
miento por abiertos de X y F un prehaz de grupos abelianos sobre X. Definimos el grupo
de n-cocadenas sobre el recubrimiento U y el haz F y se denota por C™"(U,F) a

C"(U,F) = I *wi,n--nu,).

(io,..A,in)EI"+1
Los elementos de este grupo se llaman n-cocadenas.

Un elemento f € CY (U, F) = [[;c; F(Us), es decir, es una tupla,
f=(fiier = (fi)-
Para cada i, € I tenemos la 1-cocadena
9ij += fj‘UmUj — filv,u, € FUNT).

Definimos la aplicacién
§: U, F) — CYU,F)
(i) — (945)-

La aplicacién § es morfismo de grupos abelianos y lo llamamos operador coborde 6 codife-
rencial.

De igual modo, definimos

5o CVUF) — CUF)
(fij)  — (ijk)-

donde
(gz]k) = fjk|UiﬂUjﬁﬂUk B fik‘UiﬁUjﬂﬁUk + fij’UiﬂUjﬁﬂUk € f(UZ N UJ N Uk)
al que también llamamos operador coborde 6 codiferencial.

Definicién 4.2.2 (1-Cociclo). Llamaremos 1-cociclo de Cech o simplemente 1-ciclo a los
elementos del subgrupo

ZYU,F) = {feC'U,F):6(f) =0} =ker(s : C'(U,F) — C*(U,F))
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Dada una 1-cocadena (f;j;) sera 1-cociclo si y sélo si
6(fij) = fix — fi + fij =0
de donde se deduce
fik = fir + fij-

Haciendo j = k = ¢ inferimos que f; = 0y que para k = j

fig = = fji-
A estas condiciones se les llama condiciones de 1-cociclos,
{ fi=0, Viel
fij = —fji, Vi,jel

Definicién 4.2.3 (1-Cobordes). Un I-coborde de Cech o simplemente I-coborde es un
elemento del subgrupo

BYU,F) :=1Im(5 : C°(U, F) — C (U, F)).

Observacién 4.2.1. Todo 1-coborde es 1-cociclo y por tanto 2 = 0. Esto nos dice que
oW, F) - cru, F) -2 AU, F)

es una sucesién semiexacta corta. Veamos que en efecto, todo 1-coborde es 1-cociclo. Sea
0((f:)) un 1-coborde. Entonces

S ((f:)) = 0((fi = £7)) = (9 — gir + 9i5)
=—fi—fe—fit fi—fi)=0.
Observacién 4.2.2. Sea (f;;) un 1-cociclo, es decir, 6((fi;)) = 0, que es equivalente a
fik = Fix + fij-
Supongamos también que es un 1-coborde, es decir, existe (g;) € C*(U, F) tal que
(fi5) = (6(90)) = (95 — 91)-

Por tanto si un 1-cociclo es un 1-coborde entonces se descompone como (g; — ¢;). Recipro-
camente, si un 1-cociclo se descompone, entonces

(fij) = (gj — 9:) = 6(gi) € B' (U, F).

Proposiciéon 4.2.1. Un 1-cociclo es 1-coborde si y solo si es descomponible como diferen-
cia de 0-cadenas.

Definicién 4.2.4 (Primer grupo de cohomologia sobre un recubrimiento). Sea X un
espacio topolégico y F un prehaz de grupos abelianos en X. Sea U un recubrimiento
por abiertos de X. Definimos el primer grupo de cohomologia de Cech relativo a U con
coeficientes en F como el grupo cociente

HYU,F):=2ZYU,F)/B U, F),

sus elementos se llaman clases de cohomologia y dos 1-cociclos con la misma clase de
cohomologia se llaman cohomdlogos.
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Buscamos definir el grupo de cohomologia desde el haz y el espacio topoldgico sin que
dependa del recubrimiento. Para ello hacemos el recubrimiento mas y mas fino, esto es,
diremos que B = {Vj}rex es més fino que U = {U;}ier v lo denotamos como B < U si
para cada Vj, existe un U;, tal que

Vi C Uik-

Dicho de otra forma, existe una aplicacién
T: K —1T

tal que
Vi, C Ur(k)-

Dados dos recubrimientos B < U definimos la restriccion de bordes relativa a ambos recu-
brimientos como

. ZYU,F) — ZYB,F)
(fiy)  — (gmt)
donde
get = fror@ly v Ve NV C Ury N Uryy-

Proposiciéon 4.2.2. La aplicacion Tg envia cobordes en cobordes, es decir,

8 (B' (U, F)) C B'(B,F).
FEsto induce una aplicacion en los cocientes, es decir, en H*

o H'UF) — HY(B,F)
[(fi))] = [(gw)]

Esta aplicacién nos permite ver las clases de cohomologia de un recubrimiento I/ en
uno mas fino que él. Podemos definir el grupo de cohomologia con coeficientes en F sin
que dependa del recubrimiento.

Definicién 4.2.5. Sea X un espacio topolégico. Denotamos por Cov(X) a la clase de
todos los recubrimientos por abiertos de X. Con el orden parcial < sobre Cov(X) dado
por los refinamientos, (Cov(X), <) es una categoria poset.

Dado que Cov(X) tiene estructura de categoria, tiene sentido la siguiente definicién.

Definiciéon 4.2.6. Sea X un espacio topolégico y F un prehaz de grupos abelianos en
X. Definimos el primer grupo de homologia de Cech sobre X con coeficientes en F y lo
denotamos por H!(X, F) como

HY(X,F) = lim H' (U, F).

Podemos dar una construccién més explicita. El siguiente resultado puede verse en |7,
Lema 12.3] y [7, Lema 12.4].

Lema 4.2.1. La aplicacion 7’%{ no depende de 7 : K — I y es inyectiva. Ademds posee

un cardcter composicional, es decir,

U U B
Tw = T ° Tyys

para toda terna de recubrimientos W < B < U.
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Consideramos
[ ]

- 1
A= UUGCOV(X)H W, F),

Sean [n] € HY(U, F), [v] € HY(U', F). Diremos que [n] ~ [v] si existe un recubrimiento B
m4és fino que U y U’ tal que

U 4
5 ([n]) = 75 (IV]),
esto es, al ver las clases de homologias de dos recubrimientos en uno comin més fino, sus
clases son iguales

H (U, F) H' (U, F)

U u’
TB TB

H' (B, F)
Es rutinario comprobar que ~ es de equivalencia.

Definicion 4.2.7. Definimos el primer grupo de cohomologia de X con coeficientes en F
al grupo cociente
HYX,F):=A/ ~.

H(X,F) es el conocido limite inductivo visto en la Definicién 4.2.6. La operacién del
grupo que se denota con adiccién por el cardcter abeliano de los grupos, viene definida por
su induccién en clases de equivalencias. Dados [z],[y] € H'(X,F) y sean [n] € H (U, F)
y [v] € HY(U', F) representantes. Definimos

(2] + [yl += [T (o) + 7 ()]

donde B es mds fino que U y U’'. La eleccién de B no afecta a la operacién puesto que
estamos en el cociente.

El Lema 4.2.1 nos decia que Tg‘ era una aplicacién inyectiva. Definimos

M HYU,F) — HYX,F)
b =l

Esta aplicacién de nuevo es inyectiva, puesto que si [[n]] = 0 entonces existe B maés fino
que U con

() =0 € H'(B, F),

y por la inyectividad de Tzé{ , inferimos que [n] = 0. En particular, si el grupo de cohomologia
sobre todo recubrimiento es cero entonces H!(X, F) = 0.

Dada una superficie de Riemann X se puede considerar el haz de funciones diferencia-
bles (en el sentido real) C* con la familia de morfismos dada por la restriccién,

C*®:={C>*(U,C): U C X,U abierto}.

Sea U un recubrimiento de X y témese {1;} una particién diferenciable de la unidad
subordinada. Sea (fi;) € Z1(U,C>) un cociclo. Para cada i, j tenemos que f;; estd defi-
nida en U; N Uj;. Sin embargo, las ¢; me permiten extender f;; diferenciablemente a Uj;
considerando g;; = 1; fi; que vale cero fuera del soporte de v; que estd contenido en U;.
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Por tanto, {g;;}; conforma una familia de funciones diferenciables en U; y con familia de
soportes localmente finita. Puedo definir la funcién diferenciable en U;

gi = Zgij = ijfij-

jel jeI

Observemos que al ser f;; cociclo, tenemos que f;; = —fj; v fij = fir + frj, luego

9i —9; = Zi/)k(fik — fir) = Z#}k(fik + fir)

kel kel
= Wnfij = Ffij - Ytk = fij.
kel kel

Asi, f;; es descomponible y por tanto es un 1-coborde. Hemos probado que todo 1-cociclo
es 1-coborde, es decir, el grupo de cohomologia del recubrimiento U es cero. Esto es cierto
para cualquier recubrimiento, luego

HY(X,C>®) =0.

De igual modo, esto puede hacerse con €19, %1 £1 v £2 obteniendo el mismo resultado.

Proposicion 4.2.3. En una superficie de Riemann, el grupo de cohomologia de orden
uno de la superficie con coeficientes en C, E1:0) £01) 4 £2 ¢5 cero.

Teorema 4.2.1. Supongamos que X es una superficie de Riemann simplemente coneza.
Entonces,

1. HY(X,C) =0.
2. HY(X,Z) = 0.

Demostracion. 1. Sea U € Cov(X). El haz en este caso es la familia de funciones
f:+ X — C que son localmente constantes y se pueden identificar sobre cada U; con
un nimero complejo ¢; € C. Sea (¢;;) un 1-cociclo y veamos que es descomponible.
Tenemos que

ZYU,C) — Z'U,c>*) =0

luego, todo 1-cociclo ¢;; se puede ver como un 1-cociclo en C*°. Como HY(U,C>®) =0,
todo 1-cociclo es descomponible. Como ¢;; es un 1-cociclo sobre el haz C*°, existen
fie C®(U;,C) y f; € C*(U;,C) tales que

Ci]’:fj—fi, en UiﬂUj.

Si probamos que f;, f; son constantes habremos terminado, pues ¢;; seria descom-
ponible en el haz C. Es claro que al tomar derivada exterior

dfidej, en UiﬁUj.
Definimos w € £1(X) dada como
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que estd bien definida porque en U; N U; tenemos df; = df;. En particular, si z € X,
existe U;, i € i tal que x € U;. Entonces,

dw = d*f;(z) = 0.

Por tanto, w es cerrada. Dado que X es simplemente conexa, toda 1-forma cerrada
es exacta y por tanto, existe una f € C*°(X,C) tal que w = df. Definimos para cada
i €1, ¢;= fi — fly,- De este modo

dCZ‘ = dfZ - df|Ul = dfz - dfz =0.
Por tanto ¢; es constante en cada U;, es decir, es una 0-cadena en el haz C. Finalmente
¢ — ¢ = fi — fj = cij.

Hemos probado que H (U, C) = 0,U € Cov(X). Como el recubrimiento es arbitrario,
se cumple que

HY(X,C) =0.

2. Sea U € Cov(X). De nuevo, podemos ver Z'(U,Z) — Z'(U,C) y todo 1-cociclo en
el haz Z se descompone en el haz C, es decir, dado a;; € Z YU, 7Z), existen niimeros
complejos ¢;, ¢; tales que

Qi = C; — Cj, en UiﬁUj.

Como aji; € Z, exp(2mia;r) = 1y por tanto exp(2mic;) = exp(2micy) en cada
U;j NUy. Al ser X conexo se debe dar

exp(2mej) =a € C\ {0}, Vjel
Sea ¢ € Log(2mia), esto es, exp(2mic) = a.. Entonces si definimos
CLJ' = Cj — C,

se cumple que
a; — aj = G — Cj = Q4j.

Finalmente, probamos que a; es entero,
exp(2mia;) = exp(2mic;) exp(—2mic) = o/a = 1.

Por tanto a; € Z.
O

Una forma muy practica de calcular grupos de cohomologia es mediante recubrimientos
de Leray. El siguiente resultado puede consultarse en [7, Teorema 12.8].

Teorema 4.2.2 (Leray). Sea X un espacio topoldgico y F un haz de grupos abelianos en
X. Sea U = {U; }ier recubrimiento por abiertos de X tal que

HY U, F)=0, Viel.

Entonces

HYX,F)= H\U,F).

Al recubrimiento U se le dice recubrimiento de Leray.
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4.3. El grupo de cohomologia de orden cero

Sea F un haz de grupos abelianos en X y sea U un recubrimiento de X. De igual
modo, tenemos

Z2°U,Z) = ker(5 : COU, F) — C* (U, F)),
y definimos B°(U, F) := 0. De este modo, H*(U, F) := Z°(U, F). Sea (f;) una O-cocadena,
entonces
5((fi)):(fj—fi):0<:>fi=fj, en UiﬂUj.
Por la definicién de haces, existe f € F(X), tal que f‘Uk = f; para todo k € I. Por tanto,
tenemos un isomorfismo natural

HU,F)=2°U,F) = F(X).
De este modo, definimos de manera més conveniente (porque no depende del i)

H(U, F) = F(X).

4.4. Morfismos de haces y cohomologia

Respecto de la cohomologia, los morfismos de haces tienen un buen comportamiento,
gracias al caracter funtorial de todo lo dicho. Sea o un morfismo entre haces F y G. Para
el grupo de cohomologia de orden cero, podemos hacer lo siguiente

: HY (X, F) — H°X,G), o =a(X):F(X)— G(X).
Para el grupo de cohomologia de orden uno, debemos construir
ol HY (X, F) — HY(X,G)
recubrimiento a recubrimiento. Sea U € Cov(X). Definimos
C'U,F)— C'U,G), (fij) — (a(fis))-

esta aplicacién estd bien definida pues estamos trabajando con el mismo recubrimiento
en ambos grupos de cocadenas. Ademds, la aplicacién anterior a' asigna 1-cociclos a 1-
cociclos y 1-cobordes a 1-cobordes. Asi se induce (por construccién) una aplicacién

HYU,F) — H'U,G).

Dado que esta aplicacién se puede construir para todo recubrimiento, tomando el limite
del diagrama obtenemos una aplicacion

ol HY (X, F) — HY(X, Q).

El Teorema mds importante respecto a nuestros intereses es el siguiente, cuya demostracion
puede verse en [7, Teorema 15.12] y [7, Teorema 15.13]

Teorema 4.4.1. Toda sucesién exacta corta de haces F —= G L H induce una sucesion
exacta larga en grupos de cohomologia,

HY(X,H) HY(X,G) HY(X,F)

Bo

@

HO(X,H) H°(X,G) H(X,F)
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En particular, si H'(X,G) = 0, entonces
HY (X, F) = H(X)/B(G(X)).
Finalizamos la seccion con un teorema de naturalidad.

Teorema 4.4.2. Los grupos de cohomologia se preservan mediante isomorfismos de haces.

4.5. Cohomologia de deRahm

En toda superficie de Riemann (y en cualquier variedad diferenciable) toda 1-forma
exacta es cerrada. Como ya vimos, el reciproco no es siempre cierto (aunque si es cierto de
manera local), y bajo ciertas condiciones (como la simple-conexién) si es cierto (de manera
global). De forma natural surge el estudio de los siguiente grupos.

Sea X una superficie de Riemann. Recordemos que el primer grupo de cohomologia de
deRham viene dado como

B {wel(X):dw=0}
Hpy(X) = {weEYX):3f €C>®(X,C) conw=df}’

Esto es, 1-formas diferenciables cerradas médulo 1-formas diferenciables exactas.
Si X es simplemente conexa toda 1-forma cerrada tiene primitiva, luego H}%h(X ) es
cero.

Teorema 4.5.1. En toda superficie de Riemann X se satisface
HY(X,C) = Hk, (X).
Demostracion. Consideramos la sucesién exacta corta
0—C-ee iz 0,

donde Z := ker(d : £ — £?). Dado que H'(X,C>) = 0 (Proposicién 4.2.3), el Teorema

4.4.1 nos dice que

HY(X,C) = Z(X)/d(C®(X)) & Hpy(X)

4.6. Resolucién de la ecuaciéon inhomogenea de Cauchy

Esta seccién estd inspirada en [7] y [16]. Dada una superficie de Riemann X y O
el haz de funciones holomorfas en X con valores en C, se verifica que H'(X,0) es el
grupo trivial. Para ello abordamos el problema de resolver la ecuacion inhomogenea de
Cauchy-Riemann, es decir, dada f : X — C holomorfa encontrar las soluciones de

of
= = C®(X).
52 =9 9E€CT(X)
Lema 4.6.1. Dada g : C — C diferenciable de soporte compacto, la ecuacion
of
oz P

admite solucion diferenciable en todo C. Una solucion de esta ecuacion es la dada por
1
F:C—C, flw):= —// I gray,
™ CcrR—Ww
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Demostracion. Consideramos la funcion

f:C—C, f(w :_//cz

Observemos que la funcién f tiene singularidades cuando w = z. Para estudiar la
convergencia de la integral vamos a realizar un cambio de variables z = w-+re, r € (0, 00),

0 € (0,2m),

10
fw) = -+ / / A C 0
T J J(0,00)%(0,27) re

1 ) .
== // g (w + rew) e drde.
T J J(0,00)%(0,27)

Dado que g tiene soporte compacto, existe R > 0 tal que
sop(g) C{w € C: |w| < R} = D(0, R),

por tanto basta integrar sobre tal disco

flw) = —1 // g (w + reie) e O drdp.
™ JJ(0,R)x(0,27)

Por el Teorema de Derivacién Bajo el signo integral y volviendo a coordenadas cartesianas

of 1// dg (w—+re?) 1// dg(w +2) 1
- GINOTTC ) =0 grdp = —= 99T Z) 2 trdy.
6w( ) ™ (0,R) x (0,27) ow s D(0,R) ow z

Escribimos )
D(O, R) = U?’LENA (0, E, R> = UnGNATM

donde A(0;1/n, R) es el anillo de centro cero y radios 1/n y R. Dado que para n € N se
tiene que A,, C A, 41, es decir, la sucesién {A, }ren es expansiva, tenemos que

P ——// w+z) dxdy—hm —/ 8gw+z ddy
OR) 8’[,() n—oo T

En el abierto C*, la simetria de las variables nos dice que

ag(w+z)i:89(w+z)1 0 <g(w—|—z))

ow 0z z 0z 2

y por la férmula de cambio de variables para 2-formas
dz NZ = —2idz A dy,

lo que nos permite poner

gz{)( T o nﬁoo// 7 ( w; Z>> dz N dz. (4.1)

Vamos a usar el Teorema de Stokes. Para cada n € N se tiene que w € £'(4,,), donde

w(z) = LMdz
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Ademss
1 90 [(glw+2)

Por lo tanto, llevando esto a la férmula (4.1) y utilizando el Teorema de Stokes
8f )=— lim // dw = — lim w.
8@ n—o0 n—00 Joa,

El Ejemplo 2.4.1 nos daba que la orientacién en el borde del anillo A,

Figura 4.1: Orientacién en 0A,,.

D Lrom®™ o o
0An C(0,R) C(0,1/n) C(0,1/n)

(*) g tiene soporte compacto contenido en D(0, R), luego gl gy = 0.

Por lo tanto

Haciendo z = w + + ew
1
8“} TL—)OO 0(071/,”) n—oo 0(071/,”) 27TZ z

1 2T 1 .
= lim / g (w + e’9> do.
n—oo 27 0 n

Dado que g tiene soporte compacto ||g|| () < oo. En particular, para todo ¢ € [0,27] y
todo w € C,

L i
g{w+ e ) < gllreec) < oo

Por el Teorema de Convergencia Dominada, para todo w € C, podemos permutar limite
e integral y utilizar la continuidad de la funcién g,

of L1 1 .
aw( w) = nlggo%/o g<w—|—ne a0

1 27 1 .
= lim ¢ <w + e“’> do
n
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Observacién 4.6.1. Las soluciones no son tnicas, basta sumar una funcién holomorfa en

oh
X, dado que si h es holomorfa entonces 9% = 0. Esta idea la vamos a usar en el siguiente
Z

resultado a demostrar.

Podemos suprimir la condicién de soporte compacto en g cuando la superficie X es un
disco D(0, R). La demostracién puede consultarse en [7, Teorema 13.2].

Teorema 4.6.1. Sea X = D(0,R) con R € (0,00] y sea g diferenciable en X, entonces
la ecuacion inhomogénea de Cauchy-Riemann admite solucion diferenciable en X.

Demostracion. Vamos a usar un proceso exhautivo. Consideramos R € (0,00] y X =
D(0, R). Sea { Ry, }nen C (0,00) una sucesién de nimeros positivos que converge a Ry tal
que R, < R para todo n € N. Para cada n € N, consideramos

Xn:={2€C:|z| <Ry} =D(0,Ry,).

Para cada n € N, el Teorema de Urysohn diferenciable nos permite elegir una funcién
Yy, € C°(X,R) tal que

Ynlx, =1, sop(¥n) C Xpi1 compacto.

Definimos
gn:C—C, gn:=g Yn

La podemos definir en todo C precisamente porque la extendemos por cero, en virtud de
la compacidad del soporte de v,,. Como g, es una funcién definida en todo C y de soporte
compacto, el Lema 4.6.1 nos dice que existe una funcién f,, : C — C diferenciable y tal
que

0
7@ =gn, VneN.
0z
En particular, como gn|yx = ¥nlx, - 9lx, = 9lx,, tenemos
Ofn
—-— = X 4.2
97 g, el Ap (4.2)

= Para cada n € N, f,11 — f, es holomorfa en X,,. En efecto, como es diferenciable,

0
basta comprobar que esta en el nimero de ra Por (4.2)
Z

({W:g—gzo, en X,.
z

= Dado que f,11— fn es holomorfa en X, que es un disco, podemos considerar la suce-
sién de polinomios de Taylor {Pk(:n)} LeN, que converge uniformemente por compactos

del disco X, hacia f,,+1 — fn. Asociado a g, = 1/2" y al compacto X,,_1 C X,,, existe
k., € N tal que

[P = (s = 1) ]MH) <3

Denotamos P, al polinomio P,g:) con la propiedad anterior.

Definimos f : X — C, tal que

n—1
f|Xn ::fn+ Z (fm—i—l_fm_Pm)_ Z-Pm
m>n m=1
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Veamos que f estd bien definida. Solo tenemos que comprobar que la serie converge uni-
formemente por compactos de X. En efecto, por el criterio de la mayorante de Weierstrass
sobre cada X,,_1 (que recubren a X)

Ve € X1,

1
[ Fmt = fn = Pl (@) < 1P = (Fmr = Fin)ll o i) < s

y la serie numérica ), -, 2% es convergente. La serie

Z (fm-i-l _fm_Pm)

m>n

estd bien definida y converge a una funcién holomorfa, puesto que cada término de la serie
es una funcién holomorfa en X. Escribamos

h:X —C, hlx =Y (fmi1— fm—Pm), heOX).

m>n

Entonces en cada X,
Of  0fu  Oh T2 0Py

oz 0z 0z 0z

m=1

=g+0+0=g,

puesto que cada polinomio F,, y h son funciones holomorfas en X,,. En consecuencia, f
es la solucién buscada.
O

Definicién 4.6.1. Dado un abierto D del plano complejo y g € C*°(D, C), definimos la
ecuacion de Laplace asociada al dato g como

Af =y,
donde A es el operador laplaciano usual del plano complejo

9% 92 0*

S R e Rl

Corolario 4.6.1. Sea X = D(0,R) con R € (0,00]. Dada una funcion diferenciable
g € C®(X,C), la ecuacion de Laplace

Af=g
admite solucion diferenciable en X.

Demostracion. = Como g es diferenciable sobre X, el Teorema 4.6.1 nos asegura la
existencia de ¢ € C*(X,C) tal que
op  _
£ =3
Z
= La funcién @ es diferenciable en X. Usando a  como funcién dato de la ecuacion in-
homogénea, el Teorema 4.6.1 nos asegura la existencia de una funcién ¢ € C*°(X,C)

tal que
oY

0z
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Consideramos f := iw € C*(X,C). Entonces

ap—1 2L 42 <W> -5 <8w>

020z  92\0z) 02\ 0z
_0p_9p _
9z 0z

O

Teorema 4.6.2. Sea X = D(0, R) con R € (0,00]. Entonces H'(X,0) =0y H*(C,0) =
0.

Demostracion. Sea U = {U;};c; un recubrimiento por abiertos de D(0, R). Sea (fi;) un
1-cociclo asociado al recubrimiento U, (fi;) € Z1 (U, O). Como toda funcién holomorfa es
diferenciable en el sentido real, tenemos que

(fij) € 2'U,0) = Z'U,C>).
La Proposicién 4.2.3 nos dice que H'(X,C>®) = 0, luego H'(U,C>®) = 0, esto implica que
todo 1-cociclo es 1-coborde y en consecuencia (f;;) es descomponible con coeficientes en
C. Existen (g;), (g;) € CO(U,C™) tales que

Para cada 4, j € I tenemos que f;; € O(U; NUj), por lo tanto

OFf.
ajzj =0, Vi,jel.

. 0 . .

Aplicando el operador — en la expresién (4.3), obtenemos que para todo i,j € I,
“uinu;
se satisface ! 5 5
87951 = %, en U; NUj. (4.4)
Definimos
_ 9gi

v z

h estd bien definida por (4.4). Ademads, como 8—% es diferenciable en cada U;, h es dife-

Z
renciable en X. Asociada a la funcién dato h € C*°(X,C), el Teorema 4.6.1 nos asegura
la existencia de una funcién diferenciable g : X — C tal que

99 _

8z_h'

Para cada ¢ € I, definimos
fitUi—C,  fi:=gi— gly, -

La funcién f; es diferenciable en U;. Ademaés,

Ofi _99i 99 _
0z 0z 0z

h—h=0, enlU;.
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Por tanto, para cada i € I, f; es holomorfa en U;. En consecuencia, (f;) € C°(U,O).
Finalmente, observemos que

fii=g9i—g9i=i— =i =fH=Ffi—Ff;, emUinU;

y por tanto, f;; es descomponible dentro de O. Esto prueba que H'(U,X,0) = 0, para
todo recubrimiento por abiertos de X. Por tanto, H!(X,O) = 0.

Pasamos al caso C. Sea U = C\ {0} y V = C\ {co}. Ambos son abiertos de C
biholomorfos al disco, por lo que H'(U,0) = H'(V,0) = 0. Por tanto, U y V son un
recubrimiento de Leray de C. Calculamos H! (U, O), donde U = {U, V'}. El recubrimiento
consta de dos abiertos, luego las 1-cocadenas son

CYU,0)=0(UNV)xOUNV)=0(C*) x O(C*),
es decir, pares (fi2, fo1) tal que fia2, fo1 € O(C*). Consideramos el desarrollo de Laurent

de fij,

fij(2) = Z ez, zeCh

n=—oo

Definimos f; = 0%, ¢,2", que es holomorfa en V =C\ {0} y fj = —>. 1 ¢,2", que
es holomorfa en U = C \ {0}. Finalmente,

fijZfi—fj, enUNV =C*.

Hemos probado que todo 1-cociclo relativo al recubrimiento ¢, es descomponible, y por
tanto H'(U,O) = 0. Por el Teorema de Leray se concluye que H!(C, O) = 0. O

Una versién mas general es el siguiente resultado, que probaremos més adelante en el
Corolario 7.3.1.

Teorema 4.6.3. Una superficie de Riemann abierta X cumple H'(X,O) = 0.
Usando la sucesién exacta de un haz, podemos hallar grupos de cohomologia.
Teorema 4.6.4 (Dolbeault). Sea X una superficie de Riemann X. Entonces,
1. HY(X,0) = 0D (X)/d (C®(X)).
2. HY(X, Q') =2 £3(X)/d (€10 (X)).

Demostracion. La Proposicién 4.2.3 nos dice que H'(X,C®) = HY(X,£19)) = 0. Esta-
mos en las condiciones de aplicar la segunda parte del Teorema 4.4.1.

1. Consideramos B
0 > -2 gl

y el primer apartado queda probado.

2. Consideramos 3
O 00 9, e2(x)
y el segundo apartado queda probado.
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Exhauciones mediante abiertos
Runge

Un gran herramienta en la Teorfa de Superficies de Riemann es la aproximacién de
funciones holomorfas en un dominio a través de funciones que si estan definidas en todo
el espacio. La forma de “aproximar” que buscamos es la de la convergencia uniforme por
compactos, usualmente trabajada en variable compleja.

5.1. Motivacién de los abiertos Runge

Debemos preguntarnos que condiciones tenemos que pedirle a nuestro espacio de par-
tida para que sea posible la aproximaciéon buscada. Cuando trabajamos con una funcién
holomorfa en un disco, es claro que podemos aproximarla uniformemente por compactos
por funciones definidas en todo el espacio, de hecho, podemos tomar la sucesién de po-
linomios de Taylor. esta técnica fue usada, por ejemplo, en la demostracion del Teorema
4.6.1.

Consideramos D* el disco unidad punteado,

Figura 5.1: Disco unidad punteado D*.

Sea la funcién f(z) = % definida en C*. Es claro que f es holomorfa en D*. ;Podemos
aproximar f mediante una sucesién de funciones enteras? Supongamos que existe { fy, }nen
una sucesion de funciones enteras que converge uniformemente por compactos de D* hacia
f- Sabemos que
2mi Jow,172) %
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Figura 5.2: Circunferencia C(0,1/2)

Por otra parte, {f,}nen es una sucesién de funciones enteras, que es simplemente
conexo, por consiguiente, cada f, admite una primitiva F,, en C; lo que equivale a que

1

— fn(z)dz=0, VnéeN.
271 Je(0,1/2) (2)

Dado que C(0,1/2) es un compacto de D*, entonces {f,} — f uniformemente sobre el
compacto C(0,1/2) y podemos permutar limite e integral

1 d
0= lim / fn(z)dz:7 72:17
n—oo 271 C(0,1/2) 2mi €(0,1/2) o

que es una contradiccion. Por tanto, la funcién f no puede aproximarse por funciones
enteras.

La clave ha sido tomar un punto de una componente conexa de C\ D acotada, rodearla
por un lazo dentro de D e integrar. Cuando trabajamos con dominios Runge, la anterior
técnica no la vamos a poder realizar y por tanto, quedara abierta (en un principio) la
pregunta de si podemos realmente aproximarlas por funciones holomorfas.

5.2. Envolvente topoloégica

Vamos a necesitar recubrimientos de una superficie de Riemann un tanto especiales.
Las definiciones que vamos a dar estan fuertemente emparentadas con ciertas nociones de
las Algebras de Banach.

Definicién 5.2.1. Sea X un espacio topolégico Hausdorff y sea A C X. Denotamos por
hx(A) ala unién de A con todas las componentes conexas de X \ A que son relativamente
compactas en X y la llamaremos envolvente topolégica de A en X. Un subconjunto A de X
se dird Runge si hx(A) = A, es decir, X \ A no tiene componentes conexas relativamente
compactas en X.

Ejemplo 5.2.1. Un disco D es Runge, C\ D es conexo no acotado. Observemos en cambio
que D* =D\ {0} no es Runge y
hx(D*) =D.

Lo que hemos hecho simplemente es rellenar los agujeros de D*.

Podemos pensar en hx como una aplicacién

hx : Z(X) — 2(X),
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donde Z(X) es el conjunto partes de X. Enunciamos un Lema puramente topoldgico que
nos sera de gran ayuda.

Lema 5.2.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sean A, B dos subconjuntos de X conexos
tales que AN B # &. Entonces AU B es conexo.

Proposicion 5.2.1. Sea X un espacio topolégico Hausdorff. Se tienen las siguientes aser-
ciones.

1.

2.

AR RS

Para todo A C X se tiene que hx(hx(A)) = hx(A4).

hx es mondtona creciente.

Si A es conexo entonces hx(A) es conezo.

Si X es localmente conexo y A es cerrado entonces hx(A) es cerrado.

Si X es conexo, localmente conexo, localmente compacto y A C X es un compacto
no vacio de X, entonces hx(A) es compacto.

Demostracion. 1. Sean {Cq}aen las componentes conexas de X \ Ay {Cy : v € T'}

aquellas que sean relativamente compactas en X. Por definicién
hX(A) =AU (UaEACa) .

Por lo tanto
X \ hX(A) = UaGA\FCa,

es decir, X \ hx(A) no tiene componentes conexas relativamente compactas en X.
Por definicién

bx(hx(A)) = bx(A4).

. Sean B C A C X. Veamos que hx(B) C hx(A). Sea = € hx(B).

a) Sizx € BC ACbhx(A).

b) Siz € Cg,, con Cg, componente conexa de X \ B relativamente compacta en
X.

1) Si para toda componente conexa C, de X \ A se cumple C, N Cg, = @
entonces ¢ X \ A y por tanto, z € A C hx(A).

2) Si existe Cy, componente conexa de X \ A tal que z € C,,. Por definicién
de componente conexa, al darse X \ A C X \ B y estar z € Cy, N Cg,,
necesariamente Co, C Cpg,, y por tanto, Cy, es relativamente compacta en
X. Esto prueba que x € hx(A).

. Sean {Cy}aeca las componentes conexas de X \ A relativamente compactas en X.

Por definicién,

hx(A) = AU (UsenCa) = | (CalA).

aeA

Por la maximalidad de las componentes conexas y del Lema 5.2.1 inferimos que
C, N Cy es siempre vacio, para cualesquiera o, o’ € A distintos. Esto nos conduce,

220 2T, Nbx(A) = Ca N (AU (Ugerll)) = Cu N A.
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El Lema 5.2.1 afirma que para cada o € A, el conjunto
Yo = CuUA,
es conexo. Finalmente, la familia {¥,},c, es una familia de conexos de X tales que
D+ ACNaerXa.

Por tanto, hx(A) = UseprXq €s conexo.

. Supongamos que A es cerrado de X. Consideramos {C,, : « € A} las componentes

conexas de X \ Ay por {C, : v € I'} aquellas que son relativamente compactas en
X. Como X es localmente conexo las componentes conexas de X \ A son abiertas
en X \ A. Como A es cerrado de X entonces X \ A es abierto de X. Ahora bien,
cada C, es abierta en X \ A y este tltimo abierto en X. En consecuencia {C,} son
abiertas en X. Finalmente,

X\ bx(A) = UaearCa,

que es unién de abiertos de X. Asi, X \ hx(A) es abierto y por tanto hx(A) cerrado.

. Supongamos que A es compacto y de nuevo, denotamos por {C, : a € A} las compo-

nentes conexas de X \ Ay por {C, : v € I'} aquellas que son relativamente compactas
en X. Para cada a € A consideramos U, un entorno relativamente compacto de A,
que siempre existe por ser X localmente compacto. De este modo, {U,}aeca €s un
recubrimiento por abiertos de A. Por la compacidad de A, tomamos un niimero finito
de ellos {Uy, }i_q. Sea U = U]_,U,,. Observemos que U es relativamente compacto,
puesto que al tratarse de una unién finita de conjuntos relativamente compactos.

Las componentes conexas de X \ A intersecan a U. En efecto, si C, N U = & para
cierto a entonces C,, C X \ U. Como A C U, entonces

Co CX\U=Int(X\U)C X\UcCX\A.

Como C, es conexo, C, también lo es y ademds C, C X \ A. En particular es
componente conexa de X \ A. Ahora bien, C,, C C,. Por definicién de componente
conexa C,, = C,, es decir, Cy es cerrada. Dado que X es localmente conexo, C,, es
abierta. Por la conexién de X, llegamos a que C,, es el total y por tanto A = &, que
es una contradiccién.

Esto prueba que todas las componentes conexas de X \ A cortan a U. Sean {C, }{_,
las componentes conexas X \ A relativamente compactas en X y que cortan a U
(que es compacto). Entonces, las {C,, }yer tienen dos opciones, o cortan a OU o estdn
contenidas en U. De este modo, al darse A C U,

bx(A) = AU (UyerCy) CUUC, U---UC,, cUU (UL, Cy,) .

Por tanto, hx(A) estd contenido en un compacto (unién finita de compactos), al
que denotaremos por K, es decir, es hx(A) es relativamente compacto. Como X
es Hausdorff y A es compacto entonces A es cerrado. Por lo visto antes, hx(A) es
cerrado. Ademds hx(A) es un cerrado que estd contenido en un compacto, por lo
tanto es compacto.
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Corolario 5.2.1. Sea X un espacio topoldgico ANII, conexo, localmente conexo, no com-
pacto y localmente compacto. Bajo estas condiciones, existe una sucesion de compactos

{Kn}nen tal que

1. {K,}nen recubre a X.

2. Para cadan € N se tiene que K, C Kp41.
3. Para cada n € N se tiene que hx (K,) = K.

Demostracion. Dado que X es localmente compacto, para cada = € X, existe K, entorno
compacto de z, es decir, K, es compacto de X y existe un abierto U, que contiene a x tal

[¢]
que z € U, C K,. Considero {K,},ex que es un recubrimiento de X por abiertos. Por
ser X un espacio topolégico ANII, puede extraerse un recubrimiento numerable, al que
denotamos {K7,}, -y, {0y recubre a X. Por induccién hacemos la construccion. Definimos

Ky := KJ. Supuesto que tenemos Ky,..., K, en las condiciones del enunciado conside-
ramos un compacto K tal que K, U K,y C K°. Sea K41 := hx(K). Por construccién
cumple las propiedades del enunciado. ]

Los resultados previos eran para espacios topoldgicos con una serie de propiedades pu-
ramente topoldgicas. La estructura de superficie de Riemann la anadimos a continuacién,
para que las fronteras de los compactos anteriores sean regulares.

Lema 5.2.2. Sea X una superficie de Riemann y K1, Ko compactos de X tales que K; C

[¢]
Ky y hx (K2) = Ks. Bajo estas condiciones, eziste un abierto D de X tal que K1 C D C
Ks.

Demostracion. Dado que K7 estd contenido en el interior de K>, dado p € JK7, existe un
entorno coordenado compacto U, conforme al disco tal que U, N K1 = @ y p en el interior
de Up. Por compacidad, tomamos {Uy}}._; que recubren a 0Kj5. Definimos

D =K\ (hU---Ul,).

Por construccién, D es abierto. Dado que los U no cortan a K71, se cumple K1 C D C K.
Veamos que D es Runge. Sea {C,}aca todas las componentes conexas de X \ Ko. Dado
Dj, tenemos que U; N (X \ K3) # @. En efecto, si la interseccién fuera vacia, entonces
U; C K3. En particular, p; € U; serfa interior a K, lo cual es falso, puesto que p; estaba
en la frontera de Ks.

Por otro lado {Cq}aen es una particion de X \ K», luego para cada U;
@ #U;N (X \ K2) =Uq, (CoNTj),
por lo que cada Uj corta al menos a una componente conexa de X \ K. Ahora bien,
X\D=(X\Ky)UUU---uuy,,

y todos los U; son conexos, cortando alguna componente conexa de X \ K, por tanto, las
componentes conexas de X \ D serdn a lo sumo las de X \ Kj, las cuales, son todas no
relativamente compactas en X. Por tanto, todas las componentes conexas de X \ D son
no son relativamente compactas en X, es decir D es Runge. 0
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Teorema 5.2.1. Sea X una superficie de Riemann y D un abierto Runge de X. Entonces
las componentes conexas de D son Runge. En particular, las componentes conexas son
dominios Runge.

Demostracion. Sean {Cs}sea las componentes conexas de D, que son abiertas en X, por
ser D abierto de X. Sean {C,}aca las componentes conexas de X \ D, que son todas
cerradas pero no relativamente compactas pues D es Runge. Dado que para cada ¢ y ¢’
distintos en A se cumple! que C5 N Cy = @, deducimos que para todo § se satisface

CsN(X\D)+# 2. (5.1)
Ademas, para cada Jp € A y cada componente conexa C' de X \ Cs,, se cumple
CN(X\D)#w@.

En efecto, si dicha interseccién fuese vacia entonces C C D = UseaCs. Como C es conexo,
estd en una uinica componente conexa, es decir, C' C Cs, para algun 61 # dg. Cs, es abierto
de X y C también, por tanto C es abierto de Cs,. Ademas, como C' es cerrado de X

entonces 50‘;1 =CNCs =CNCs, =C. Por tanto, C es abierto y cerrado de Cj,, que es
conexo, por tanto C' = Cy,. De este modo, de (5.1) se sigue

#C5, N(X\D)=CnN(X\D)=Cn(X\D),

que es una contradiccién con la hipétesis, por lo que C corta a X \ D. Finalmente, C
necesariamente corta alguna Cy,, pues {Cy}aca es particién de X \ D. Dado que C' es
conexo, entonces Cy, C C para algin «p. Dado que C,, no es relativamente compacta
entonces C' tampoco lo puede ser. Por tanto, hemos probado que todas las componentes
conexas C' de X \ Cj, no son relativamente compactas. Por tanto, Cs, es Runge, para cada
oo € A.

Finalmente, como X es localmente conexo, las componentes conexas son abiertas y
conexas, es decir, dominios. ]

Antes de pasar al resultado principal de esta seccién, damos un lema puramente to-
pologico.

Lema 5.2.3. Sea X un espacio Hausdorff, no compacto, localmente compacto y arco
conexo. Sea K un compacto de X. Existen K1, Ko compactos y conexos de X tales que

K C K1 C Ks.

Demostracion. Construyamos Kp. Dado que X es localmente compacto y arco conexo,
para cada x € K tomamos U, entorno de X relativamente compacto y conexo. De este
modo, {U,},ex recubre a K. Por compacidad de K, témese Uy,...,U, que recubran a
K. Dado que la compacidad se preserva por uniones finitas, A = U;”:lﬁi es compacto.
Si A es conexo 6 r = 1, hemos terminado pues por construccién K C A. Si A no es
conexo realizamos el siguiente proceso. Témese {z;}]_; C X tales que x; € U; para cada
i=1,...,r. Paracadai € {1,...,r — 1}, tdmese una curva continua ~y; tal que

Y [0,1] — X, 5i(0) = 2, (1) = @iga.

1Usando el Lema 5.2.1 llegarfamos a contradiccién con la maximalidad de las componentes conexas
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Us
Ur

/

Figura 5.3: Entornos U;

De este modo, si denotamos @Q; = 7;([0, 1]), tenemos que @; es compacto y por tanto
Ki:=AU(UZ{Qi),
es compacto. Ademds es arco conexo. En efecto, sean p,q € K;.
1. Si p, q estédn en el mismo U; 6 Q; es trivial, puesto que estos son arco conexos.

2. SipeU;yqeUjconi<j Dado que U; es arco conexo tomamos o; que une p y
el punto x;, con traza contenida dentro de U;. Sea o la curva que une x; con q. Sea
la curva

(5::Uj*7i1*"'*7id*0'i7 t—l=< - <ig=75—-1
Entonces d une p con gq.

3. Los demaés casos son completamente analogos.

Construyamos ahora Ks. La idea es similiar, solo que en este caso vamos a necesitar
“expandir” la frontera del Ky previamente construido. Seguimos varios pasos.

1. Denotemos por v : [0,1] — X a la curva

Y= Yr—1 kXL,

que une x; con z,. Denotemos por @ := ([0, 1]), que es compacto. Para cada ¢ € @,
témese un entorno relativamente compacto y arco conexo al que denotamos por V.
De este modo, por compacidad de (), podemos encontrar V;,, ..., V;, que recubren a

Q.

2. Para cada ¢ = 1,...,r tenemos que U; es relativamente compacto, por tanto, no
tiene frontera vacia por la conexion y la no compacidad de X. Paracadat=1,...,7,
tomese {I/Vw}?:1 un recubrimiento finito por abiertos relativamente compactos de
dU;, que es compacto.
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Figura 5.4: Construccién de los entornos

3. Definimos
r ti TI7 T T
Ky = Ui—1 (Ujlzlwij) uv, u---uv,..
El subespacio K5 es compacto por ser unién finita de compactos. Ademéas K5 es arco
conexo, pues mediante una concatenacién de curvas podemos a unir cualesquiera dos
puntos. Ademas, por construccién, dado un punto x € K, = estd en algin W;; o en

algun V;, . Por tanto,

o
reuU_, (uj.;lwij> UVi, U---UV;, C Ko,

lo que prueba K; C K.
O

Es claro que combinando el Lema 5.2.2 y el Corolario 5.2.1 podemos encontrar un
recubrimiento expansivo de X por abiertos Runge con frontera diferenciable. Sin embargo,
podemos decir més y es que dicho recubrimiento se puede tomar por dominios Runge.

Teorema 5.2.2. Sea X una superficie de Riemann abierta. Existe un recubrimiento ex-
pansivo { Xy, }nen por dominios Runge relativamente compactos.

Demostracion. Témese { Ky, }neny una sucesién de compactos dada por el Corolario 5.2.1.
Para construir la sucesion {X,, }nen, aplicamos un proceso inductivo.

CAsO BASE. Fijemos K. El Lema 5.2.3 nos dice que podemos tomar Ry y Ry com-
pactos y conexos tales que

Ki C Ry C}OEQ.

Dado que Ry es compacto, entonces hx(Rz2) es compacto, y satisface hx(hx(Rz2)) =
hx (Rz2). Asociados al par de compactos Ry y hx(Rz2), el Lema 5.2.2 nos garantiza que
podemos encontrar un abierto Runge Dq, con frontera diferenciable.

RiC D C hX(Rz).
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Dado que R, es conexo, este estard contenido en una componente conexa X7 de Dp. Por
ser D abierto Runge y X1 una componente conexa suya, el Teorema 5.2.1 nos dice que X
es un dominio Runge. Ademads, X7 tiene frontera diferenciable, por ser una componente
conexa de D1. Finalmente, X es relativamente compacto, puesto que

X1 Chx(Ra) = hx(Ra),

y X1 es un cerrado dentro de by (Rz), que es compacto. Concluimos que X7 es compacto.

PASO INDUCTIVO. Supongamos construidos X1, ..., X, en las condiciones del enuncia-
do. Construyamos X;,41. Consideremos

K = Kn+1 Uyn,

que es compacto, por ser unién finita de compactos. Al ser K un compacto, el Lema 5.2.3
nos dice que existen (01 y (J2 compactos y conexos tales que

KCQ1Cé2CQ2'

Al ser Q2 un compacto, entonces hx (Q2) también es compacto. Por el Lema 5.2.2, asociado
al par de compactos Q1 y hx(Q2), existe un abierto Runge D,, 11, con frontera diferenciable

Q1 C Dpy1 C hx(Q2).

Dado que Q7 es conexo, entonces ()1 estard contenido en una nica componente conexa
de Dy,4+1. Denotemos por X,,+1 a la componente conexa que contiene a Q1. Este X411
satisface lo siguiente.

1. X41 es un dominio. Esto se debe a que es una componente conexa, por tanto,
abierta y conexa.

2. Xp+1 es Runge, puesto que es una componente conexa de un abierto Runge (Teorema
5.2.1).

3. Xp+1 es relativamente compacto. En efecto, al ser hx (Q2) compacto en un Hausdorff,
este es cerrado y por ende,

Xnt1 Chx(Q2) = bx(Q2).

Asi pues, X, 11 es un cerrado dentro dentro de un compacto, por tanto, compacto.
Esto prueba que X, es relativamente compacto.

4. X, 41 tiene frontera diferenciable puesto que es la componente conexa de un abierto
que tiene frontera diferenciable.

5. X, C Xp41. En efecto, se tiene por definicién,

X, CX,CKp1UX,=KCQ CXq1.

Falta comprobar tnicamente que {X, },en recubre a X. En efecto, como K,, C X,
entonces
X = UnENKn - UnGNXn-
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Capitulo 6

Distribuciones en superficies de
Riemann. Lema de Weyl

este capitulo se centra en desarrollar brevemente aspectos basicos de las distribuciones.
estas nos ayudaran a medir “variaciones” entre funciones diferenciables asi como trabajar
con los espacios vectoriales C*°(X,C), 19 (X), £0:D(X) y Q1(X) mediante operadores.
Es por tanto indispensable un manejo del Anaélisis Funcional. Comenzamos el capitulo
definiendo los conocidos espacios LP.

Definicién 6.0.1. Sea D un subconjunto medible del plano complejo. Para cada 0 < p <
00, definimos el espacio LP(D) como

LP(D) := {f : D —> C medible : //D 1 (2)Pdzdy < oo} /~.

donde f ~ g siy sélosi f =g en casi todo punto de D. Dada f € LP(D), definimos

e = ( [ 15 vy

Si D es abierto, denotamos por LP(D,O) a

LP(D,0) = {f c O(D): //D 1£(2)Pdwdy < oo} .

Notemos que LP(D) es un espacio vectorial cociente. A las clases de equivalencia [f] €
LP(D) se las denota simplemente por f. Atn asi, se debe tener en cuenta la estructura que
tiene. A priori, no podemos decir LP(D, Q) C LP(D), porque precisamente en LP(D) hay
clases de equivalencias y en LP(D, Q) funciones. Sin embargo, debemos notar que dada
f € LP(D,0), su clase de equivalencia en LP(D) es ella misma, es decir

f1=Ar}

esto se debe a que f es holomorfa y el teorema de la identidad nos da que cualquier otra
funcién g € O(D) tal que
f=9g, ctpD

necesariamente f = g en todo D. Por lo tanto, podemos ver a LP(D, O) como un subespacio
vectorial de LP(D), identificando canénicamente a f con su clase de equivalencia, que sélo
posee un elemento.
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Enunciamos el resultado ampliamente conocido para espacios LP.
Teorema 6.0.1. Sea D un medible de C y sea 0 < p < o0.
1. (LP(D),| - |lp) es un espacio de Banach para 1 < p < oco.

2. (LP(D),d,) es un espacio métrico completo, para 0 < p < 1, donde

dy: L7(D) x I(D) — [0,00),  dylf, ) i= If — 9l
3. (L*(D), (,)12(p)) es un espacio de Hilbert complejo, donde

(.92 = / /D £(2)g(2)dady.

4. LP(D,0) es un espacio vectorial cerrado de LP(D). En particular, es espacio de
Banach para 1 < p < o0, espacio métrico completo para 0 < p < 1 y espacio de
Hilbert complejo para p = 2.

De los espacios LP(D), el que més nos interesa es L?(D) junto con L>(D). Introducimos
L*°(D) a continuacién.

Definicién 6.0.2. Sea D C C medible y f : D — C una funciéon medible. Diremos que
M > 0 es una cota esencial de f si

|f(z)| < M, para casitodo z € D.
Al conjunto de cotas esenciales de f lo denotamos por ess(f). Definimos

L>*(D) :={f: D — C medible : infess(f) < oo}/ ~

I fll oo (py = infess(f).
Si D es abierto, definimos
L>(D,0) :={f € O(D) : infess(f) < oo}

Las mismas consideraciones que las dadas para el caso LP nos llevan a poder considerar
a L (D, 0) como un subespacio vectorial de LP(D).

Un hecho remarcable es cuando f : D — C es continua. Al ser f continua, entonces es
medible. En este caso, las cotas y cotas esenciales coinciden por ser f continua. En efecto,
si M es cota esencial de f entonces el conjunto

N:={zeD:|f(2)| > M}

es de medida nula. Sea zp € N. Dado que f es continua y |f(z9)] > M, existe ¢ > 0
tal que D(zg,e) C N. Ahora bien, la medida de Lebesgue de N es cero y sin embargo la
de D(zp,¢) es estrictamente positiva, contradiccién. Hemos probado que necesariamente
N = & y por tanto M es una cota. Asi pues, bajo la continuidad de f, se cumple que

[ fll oo (py = Inf ess(f) = inf {M > 0: M es cota de f} = sup|f(z)|.
z€D
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Si D = K compacto y f es continua en K, entonces
17120y = méx | (=)

En particular, toda funcién holomorfa en D es continua, por lo tanto, si D es abierto

L>(D,0) = {f € O(D) :sup|f(z)] < oo}

zeD

Teorema 6.0.2. Dado D C C abierto, se tiene que (L*(D),|| - |[z(p)) es un espacio
de Banach. Ademds, L>°(D,O) es un espacio vectorial cerrado de L‘X’(D) En particular,
L>°(D,0) es un espacio de Banach.

Como ya advertiamos, (L?(D), (-, -)2(p)) es un espacio de Hilbert complejo. Sea a € C.
Veamos que
en(2) i =(z—a)", en:D(a,R) — C

es un sistema ortogonal de L?(D, ), con D = D(a, R). En efecto,

(ensem)r2(p) = // (2 —a)"z —a"drdy = // 2"ZMdxdy
D(a,R) D(0,R)
_ // pn+m+1ei0(n—m)dpd9
(0,R)x (0,27)

R 27
_ (/ pn+m+1dp> . </ ei@(n—m)d9> )
0 0

2
/ On=m)qg — 275,
0

Notemos que

Basta analizar n = m

R2n+2

R
_ 2n+1 _ o ™ 41
<6n’en>L2(D)_2W/o P = s T

esto prueba que {e,},>0 es un sistema ortogonal de L?(D,0), D = D(a, R) y

™
— 7Rn+1.
HenHL2(D) \/n+ 1

Como D es un disco, dada f € O(D), podemos considerar su desarrollo en serie de Taylor

[e.e] e}

Z z—a)" chenz, Vz € D = D(a, R).

En consecuencia, {e,}n>0 es una base ortogonal de L?(D,0) cuando D = D(a, R). Cal-
culemos | f||z2(p) usando su desarrollo en serie. Entonces, la bilinealidad finita y la conti-
nuidad del producto interno, nos permite usar bilinealidad infinita,

o0

m ’T'L
”f”2L2(D) = ([, 2oy = Z CnCm (€n, €m) L2(D,0) = Z |Cn’2

n,m=0
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o0

o0 = .
Z (=) 1o m) = D lenl*s g B (6.1)
n=0

Una relacion importante entre los dos espacios que més nos interesan nos la da el
siguiente resultado.

Lema 6.0.1. Sea D un abierto de C, r >0 y
D,:={z€ D :D(zr)C D}.

Entonces, para cada f € L*(D,0), se tiene que
1
1l oD,y < meHLQ(D)

Demostracion. Sea a € D, y desarrollamos f(z) =Y " cn(z — a)™. Entonces,

2
2 _ 2 2 |cnl P22 1 2 1 2
7@ = leof> = — 3 leolmr <r7~2§3n+1 2 = B par < =3I 2(0):

1
Tomando raices, |f(a)| < T | flz2(p,0)- esta desigualdad es cierta para todo a € Dy,
r ’

por tanto,
1
o = < — .
£y = sup 1£(@)] < ==l Sy
O

Observacién 6.0.1. Este lema prueba que la convergencia en L?(D, ) implica local-
mente la convergencia uniforme por compactos. En particular, seria una prueba de que
L?(D,0) es un cerrado de L?(D).

Lema 6.0.2. Sean D, D’ abiertos de C, D' relativamente compacto y tal que D’ C D.
Dado € > 0 eriste un subespacio A. cerrado de L?(D, ) de codimension finita tal que

[ fllz2pry < ellfllzzpy, Vf € Ae.

Demostracion. Sea € > 0. Supongamos que D # C, equivalentemente, 0D # &.

Dado que D es abierto y D’ C D entonces dist(D’, dD) > 0. Sean 0 < r < dist(D’, D)
y U, = {D(a,7/2) : a € D'}. Como la familia U, recubre a D’ y este es compacto, existe
una subrecubrimiento finito V, = {D(ay,r/2) : k=1,...,m} de D’. Asf pues,

1. Para todo k =1,...,m, al ser r < dist(D,9D’), se tiene D(ay,r) C D.
2. Por definicién de V,, tenemos que D’ C U™, D(ag,T).

Si D es C, la existencia del anterior recubrimiento es inmediata.
P m .
Toémese ahora n € N, tal que onil < e. Definimos
A= {f € LX(D,0) : f(a) =0,¥j € {1,...,n—1},Vk € {1,...,m}} :
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El conjunto A¢ es no vacio pues
n—1
H(z —a;)" € A..
=1

A es cerrado, puesto que L?(D,O) es Hausdorff y las derivadas sucesivas de f son fun-
ciones continuas.

Por otra parte, dada f € A, y fijado aj, tenemos que su desarrollo en serie de Taylor
alrededor de aj viene dado por

oo
ch z—ay), VzeD, (6.2)
1=0

donde los coeficientes {¢;};>0 dependen de a;. Como f € A. entonces

fllag) == f""D(ay) =0,

es decir,
C():“-:Cn_lzo.

Asi, el desarrollo en serie dado por (6.2) queda reducido a
oo
ch z—akl Vz e D.
l=n

Para cada p <, la férmula de || f| z2(p) en términos del desarrollo en serie de Taylor dada
por la expresién (6.1) nos dice que

2

2 _ |all 20+2

122 (Do) = 21

. T 1 1 N
Fijemos p = 3 Para todo I > n, tenemos que S22 < Jonia Llegamos a la siguiente
estimacion
HfHQ |Cl| ™ 2l+2
L2(D(ag,r ~1+1 o2+2"

‘Cl’ 214+2 1 2
= 22n+2 Z 217 = g 2o
l=n

Tomando raices cuadradas

1
£l z2(D(arry) = gag I lE2(Dagry)- (6.3)

Dado que D(ag,r) C D, para todo k = 1,..., m tenemos

1f1lz2(D(ag,ry) < W fllz2py,  Vf € A (6.4)
De (?7) v (6.4)

1 1
12Dy < Grrr 2@ < gagplfllzm), V€ A
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Como D' C U, D(ay,r/2) entonces

m 1 m
£l r2ry < > 2 (D2 < S > I z2(D(agy)
k=1 k=1
1 & m
< gn il Z | fllz2(py = W”fHLQ(D) <ellfllr2py-
k=1

6.1. Cocadenas L’-integrables

Sea X una superficie de Riemann y {(V;,»; = 2)};_, un coleccién finita de cartas
conformes al disco unidad . Dada una funcién f holomorfa en V; tenemos que f o (pi_l €
O(D). Definimos entonces

£ L2y == I1f 005 2wy, Vf € OVa).

Para cadai=1,...,n, témese U; C V; y sea U := {U;},_,. Nuestra intencién es introducir
una norma L? en los grupos CO(U,0) y CY(U, O).

1. Las 0-cocadenas estan dadas como

cow,0) = [[ow),

i=1
es decir, f € CO(U,O) es

Definimos entonces,

1120000 = D_ 1 fillizw,:
=1

2. Las 1-cocadenas estan definidas como

crU,0) = f[ oU; N ;).

ij=1
Por tanto, si f € C*(U, ), entonces
f=fij)ij=1, [fi €OUNTj).

Definimos entonces,
n

||f||%2(u,0) = Z HfUH%Q(UZﬂU])’

ij=1
donde
Ifijl L2 inu;) = i © o5 Hl2ieuuinu; ) -

Notemos que estas definiciones dependen de la coleccion de cartas tomadas.
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Definicién 6.1.1 (Cocadenas L?-integrables). Sea X una superficie de Riemann y U =

{(Ui, z)};—, una familia de cartas en las condiciones anteriores. Definimos los subespacios
C%,(U,O) como

kU, 0) = {f € C*U,0) : | /22000y < oo} .

Los subespacios vectoriales C¥, (U, O) de C¥, (U, O) son espacios de Hilbert y C1, (U, O)
es un subespacio cerrado de C(U, O).

Definicién 6.1.2. Sea X una superficie de Riemann y U = {(U;, z)};—; una familia
de cartas en las condiciones anteriores. Sea 6§ : C1(U,0) — C?(U,O). Definimos el
subespacio cerrado Z},(U,0) C C¥,(U,O) como

75, (U, 0) = ker (5@2 (Zw)) = ZYU,0) N CL (U, ).

Al ser ZiZ (U, O) un subespacio vectorial cerrado de C’b (U, O), hereda la estructura
de espacio de Hilbert.

Los resultados precedentes permiten estudiar la relacién existente entre las normas L?

de diferentes colecciones de abiertos. Sean U := {(Uj, z;) : i =1,...,n}yB={(Vi,z):i=1,...

tal que V; C U; para todo i = 1,...,n, lo que denotaremos B << U.

Sea € > 0. Aplicando el Lema 6.0.2 a cada componente encontramos subespacios
cerrados A; y Aij, 4,7 = 1,...,n de L*(U;,0) y L*(U; N Uj, O) respectivamente, tal que
vf = (fi)?:la f’L S Ahvn = (772])2]:17772] € AZ]7 Z7j = 1) ..., N, S€ Cumple

[ fillzovyy < ellfillzanys Nmisliceqinvyy < ellmijlleewinoyy,  Yii=1,....n.

Sumandoeni,j=1,...,n

2 2)| £112 2 201,112
Hf||L2(B) <e ||f||L2(Z,{)7 HUHLz(B) <€ HUHLz(u)‘
Cada A;; es cerrado, luego M}';_; A;; es cerrado. En consecuencia
Al:=Z1,(U,0)N (N};-1Aij) C CL2(U, 0),
es cerrado. Ademés para todo 1-cociclo L%-integrable n € Al se satisface
2 201,112
||77”L2(B) <e ||77”L2(u)'
Con el mismo razonamiento, obtenemos el subespacio cerrado
AV =t A C%(U,0)
tal que para cada f € A?
2 2| 12
||f||L2(B) <e ||f”L2(u)-

Observemos el propio Lema 6.0.2 nos da que los subespacios construidos tienen codi-
mensioén finita.

Proposicién 6.1.1. Sea X una superficie de Riemann. Sean U = {(U;, z;) :i=1,...,n}
yB={(Vi,zi):i=1,...,n} tal que B << U. Dado € > 0, existen subespacios cerrados
de codimension finita

A c O (u,0), Alczl,u,0)
tal que para cada f € A2 y cada n € AL, se tiene que

£ 1728y < T2y nll720s) < 20l 7200
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Denotaremos por r a la aplicacién

r:0Yz) — OY1), fr— f|Y1 :

Vamos a usar una de las versiones del Teorema de Hahn-Banach, el Teorema de la
Aplicacion abierta, para espacios de Banach!

Teorema 6.1.1 (Aplicacién abierta). Si f : X — Y es una aplicacidn lineal, continua y
sobreyectiva entre espacios de Banach entonces es abierta. Ademds, existe una constante
C > 0 tal que para todo y € Y existe x € X tal que

f@) =y, lzlx <Cllylly-

Teorema 6.1.2. Sea X una superficie de Riemann y sea U* = {(Vi, ;i = z)}i—, una
familia finita de cartas conformes al disco. Sean

W<<B<<U << U".

Entonces se tienen las siguientes aserciones,

1. Egziste C > 0, tal que para todon € Z1,(B,0) ezisten € Z1,(U,0) yv € CY,(W,0)
satisfaciendo,
77/ =n+ 6W77 en Wa

méax { {17l 2o 17 20wy b < Clinll 2s)-

2. Egiste un subespacio finito-dimensional S C Z[,(U,0), tal que para todo n €
ZY U, O), ezisten o € S y v € COOW,0) tal que

o=n4dyy, enW.
En particular, el morfismo inducido por la restriccion r,
H'(U,0) — H'(W,0)
tiene imagen de dimension finita.
Demostracion. Sea n = (nij)ijl € Z}ﬂ(B, O). La Proposicién 4.2.3 nos dice que
HY(X,0)=0.
En particular, 1 es descomponible, esto es, existe g = (g;)i=1 € C°(B,C>) tal que
Mij = gj‘BmBj — Yilp,nB, -
Dado que n;; € O(B; N By), i,j = 1,...,n, entonces
i =0,

lo que implica
a\BmBj gi = a\BmBj gi, Vi,j=1,...,n. (6.5)

IM4s adelante usaremos una versién para espacios més generales.
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Sea B = U, B;. Por (6.5) podemos definir w € £V (B) tal que
w|p, =0g;, i=1,...,n.

Como W << B entonces
W = U W; CC B.

El Lema de Uryshon diferenciable nos permite encontrar una funcién ¢ € C*°(X,R) tal
que
sop(¢) C B compacto, |y = 1.

En particular, si 4* = U}, V;, tenemos que
Yol € EOV(u).
En cada carta (V;, z;) de U* tenemos que
Yw = Yw;dz;, w\Vi = w;dz;.

Dado que V; es conforme al disco unidad, el Teorema 4.6.1 nos permite encontrar una
funcién h; € C*°(V;,C), i =1,...,n tal que

Oh; .
8;:1,&%, 1=1,...,n,
equivalentemente _
Oh; = yuly, i=1,...,n. (6.6)
Definimos

Ej Vi ﬁ‘/} — C, Fij = hj|%ﬂ\/j — hZ|VzﬂVJ .
La expresién (6.6) nos dice que F; € O(V;NV;). En efecto, Fi; € C*°(V;NV;,C) y ademas

ar; ‘g

0

hj— D

hi=0, VYi,j=1,...,n.

VinV; VinV;

n

Sea n' = (Fij|Unt) - Por definicién ' € C*(U, 0). o € Z[,(U, O). En efecto,
¢ L,j=

» Para cadai,j =1,...,n, Fj; es holomorfa en V; NV;. En particular, como U; NUj es

relativamente compacto en V; NV}, F;; es continua en U; N U; C V;NV}, en particular

Fij|U¢ﬂUj 6L2(UZOU])7 iaj:]-7"‘7n7

es decir,
n € Ci.(U,0).

= Finalmente se cumplen las condiciones de 1-cociclos pues en U; N U; N Uy,
5(Fij):F1jk—Fik+Fij :hk—hj—(hk—hi)—i—hj—hi:().
En consecuencia, 1 € Zig (U,0). Paracadai=1,...,n,

Ay, hi = Ywlyy, -

Definimos
G, W; —C, G;= hz|I/Vl_gZ|Wz
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Se verifica que G; € O(W;), Vi = 1,...,n. En efecto, para cada i = 1,...,n se tiene que
G; € C*(W;,C) y ademéds como |y, = 1, entonces

g‘wi Gi= E}Wi hi — g‘wi 9i
= wwlwi - W‘Wi = W|Wi - W’Wi = 0.

Asf pues, G; € O(W;), i =1,...,n. Por otro lado, W; es compacto y h; — g; es diferenciable
en V; DD W;, luego G; es acotada en W;. En consecuencia, como W; tiene medida finita
y G; es acotada se tiene G; € L%(W;), para cada i = 1,...,n. Hemos probado que

v = (G, € CY,(W,0).

Ahora bien,

F:ij‘WiﬂWh = fl]|WlﬂW] + (h] o g])|WzﬂWJ B (hl - gl)‘WlﬂW] ’

es decir,

n =n+dyy, enW.

Pongamos de manifiesto la estimacién dada en el enunciado. Consideramos
H:=CY%(W,0) x Z;:(B,0) x Z;.(U,O).

H es un espacio de Hilbert con la norma usual inducida en el producto de espacios nor-
mados?

) = 11220y + 13208 + 1711220

Consideramos el subespacio

L:={(v,nn)eH:n =n+éwf}.

Dado que L estd definido en términos de aplicaciones continuas, L es un subespacio cerrado
de H y por tanto espacio de Hilbert. Por lo visto antes, la proyeccién

Tm: L — Ziz(Ba O)? (7777777,) —n

es sobreyectiva. Dado que L y Z}JQ (B, O) son Hilbert (en particular de Banach) y 7 es
continua y sobreyectiva, el Teorema de la Aplicacién abierta nos dice que 7 es abierta y
existe una constante C' > 0 tal que para todo n € Z},(8B,0) existe (v,¢,7) tal que

7T(")/7 C777/) =1, H<77 <777/)||L < CH77HL2(B)7
estoes(=ny
IV 720wy + 1ll725) + 1717200y < Clinll 25

que en particular

méx { 7'l 2eoy> 17l 2200y} < Clinllr2s)-

2E] producto interno se recupera por polarizacién.
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Tomemos C' > 0 en las condiciones del punto anterior. Sea ¢ = % Asociadoae >0y
a las familias B << U, la Proposicién 6.1.1 nos garantiza la existencia de un subespacio
cerrado de codimensién finita A. de Z7,(U, O) tal que

Inllz2s) < ellnllLe@y,  Vn € Ae.

Fijamos n = (n;;) € ZYU,0). Tenemos que W; es compacto Vi = 1,...,n. Dado que
nij € O(U; NUj), entonces ;5| C(W; N Wj), para todo 4,5 = 1,...,n. En particular, al
ser W; N W, compacto se tiene

I i3 lwyow, lL2ovinwy) < o0, Vij=1,...,n.

En consecuencia,
Il 7l HL2(W) < 00,

es decir, 7]y, € ZiQ(W, ). Por el primer punto, existe 3y € Zig U,0)y v € ng(w, 0)
tales que
50 =0 + 5W70a en Wa

y tales que
méx {[|Boll 2wy 10l L20m } < Clinllrzs)-
Sea S; el complemento ortogonal en Z}JZ (U,0) de Ae, que es de dimensién finita, esto es
Z}JQ(U,(’)) =A. & S..
Dado que 5y € Zig (U, O) entonces existe ag € Ay op € S tales que
Bo = oo + 0o. (6.7)

Vamos a construir por induccién 3, € Zi2 U,0), a, € Az, v € 022()/\/, O)yo, €S
tales que

1. By = an—1+ dywyn en W.
2. Bn = ay + op.
3.

Clinllz2 < Clinllz2

18nll 2y < =22 Iallzzowy < — o

El caso n = 0 estd dado por la expresién (6.7). Supongamos que se satisfacen las
hipétesis para 0 < k < n y construyamos el caso n + 1.

Tenemos que

)
HanHm(u) = |16 — UnHL2(u) = HﬁnHLZ(u) - ”0n||L2(Z,{)a
(%) hemos utilizado que 8, = a;, + 05, es una descomposicién ortogonal.
Esto nos dice que

lanllzz@y < 1Bnllzzw)

y por el tercer punto de la hipétesis de induccion

Clinll 2@
ol 2 < 8all 20 < ——
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1
Como ap, € Ac y € = 55

28) ECHUHLQ(u) nllzze

lemllL2s) < ellanll 2@y on T~ onil

es decir Il
miL2u
lanllz2@m) < 72%5 ) (6.9)

Por el primer punto de este teorema, asociado a «, existe 8,41 € Ziz U,0) ¥ Yny1 €
CY, (U, 0) tal que
Bnt1 = an + OWwynt1, en W

y de forma que (la constante C' es vélida para todo Z7.(B,0))

, ”77”L2(u
max{”ﬁn-l-l“L?(uﬁH’Yn-I-IHLZ }<CHan”L2(B) S CW’

en particular

Il z2@
[¥n+1llL2owy < CTE)=

que prueba la segunda desigualdad del tercer punto de nuestra induccién. Solo resta com-
probar el segundo punto. De nuevo, como Zb U,0) = A. & S, existen ap11 € Az y
Ont1 € S tal que fBri1 = Qpy1 + ong-

Tenemos a,—1 + owyn = Bn = ay + 0, entonces

k k k k k
Y it =Y Ba= ant > on
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
equivalentemente
k k
Z(SWPYTL = o+ ZUn
n=1 n=1

Para n = 0 tenemos By = n + dyyyo en W, por tanto

k k
5W27n+77 = Qg +Zgn-
n=0 n=0
Ademsds, de las desigualdades del punto tres, tenemos

. CHWHL
méx { [|anll 2@ lonll 2@y, Il zon } < —,—, ¥neN.

Por lo tanto, el criterio de la mayorante de Weierstrass nos dice que las series
o0 o0
a::ZGS, ’y::Z'ykEng(W,O)
k=0 k=0

son convergentes. Ademads, hemos usado que el limite pertenece al subespacio, esto se debe
a que sendos subespacios son cerrados. También tenemos de la anterior desigualdad

lim ap = 0.
k—o00
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Tomando limite k& — 0o en la expresion

k k
WY Amtn=ar+ Y on
n=0 n=0

llegamos a que
oc=n+4dy, enW.

Finalmente comprobamos que 7 : H'(U,0) — H'(W, O) tiene imagen de dimensién
finita. En efecto, basta observar que la descomposicién anterior

Z'U,0)|,, =5+ swC°’(W,0).

Ahora bien, S es de dimensién finita y &y C°(W, O) es trivial en cohomologia, luego la
dimensién de la restriccién en cohomologia, sera a lo sumo la de S, que es finita. O

El dltimo punto nos va a ayudar a entender el comportamiento del primer grupo
de cohomologia con coeficientes en O de diferentes colecciones de cartas. Por ahora, las
relaciones que hemos ido dando no han sido para recubrimientos de la superficie, si no
para familias finitas de entornos coordenados. esto no nos supondra restriccién alguna,
pues vamos a aplicarlos a abiertos relativamente compactos de la superficie.

Teorema 6.1.3. Sea X una superficie de Riemann. Sean Y1, Yo abiertos de X tales que
Y1 CC Ya, Y7 relativamente compacto. Entonces la restriccion r : O(Ya) — O(Y1) induce
un morfismo r* : H'(Yz, 0) — H'(Y1,0) con imagen de dimension finita.

Demostracion. Sea {(Uf, z)},cy un atlas numerable de X. Por compacidad de Y7, tene-
mos que
Y1 C UL Uf

Podemos tomar ahora entornos de los puntos de Y7, para obtener,
W; ccV; ccU; cC Uy

Podemos suponer que U}, U; C Ya, pues bastaria tomar U; Y2, que siguen siendo abiertos
de X puesto que Y5 es abierto y los W; N Ys siguen recubriendo Y7, dado que Y; CC Ys.
Por el Teorema anterior si denotamos por U, V, W a las respectivas familias de abiertos
tenemos que

HYU,0) — H'(W,0),

tiene imagen de dimension finita. Al ser U; y W; conformes al disco, el Teorema 4.6.2 nos
dice que
HY U, 0)=H(W;,0)=0, Vi=1,...,n.

Esto nos dice que & y W son recubrimientos de Leray de
Y i=Ur, W, Y =U, U,
y en consecuencia
HYY',0)= H'(W,0), H.\Y" 0)=H (U, 0).

Ahora bien, las inclusiones
YicY' cY'CYs,
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inducen

HY(Y,,0) — HY(Y", 0) — HY(Y',0) — H'(Y1,0),

que por los isomorfismos anteriores, podemos poner
H'(Y2,0) — H'(U,0) — H'(W,0) — H'(11,0).

Ahora bien, la aplicacién H'(U,O) — H' (W, O) tenia imagen de dimensién finita, luego
la imagen de
HY(Y,,0) — H'(V1,0)

tiene dimension finita.
O

Si suponemos que X es una superficie de Riemann compacta y tomamos Y7 = Yo = X
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 6.1.1. Toda superficie de Riemann compacta X cumple que H*(X,0) es de
dimension finita.

6.2. Interpolacion mediante funciones meromorfas

A continuacién probamos la existencia de funciones meromorfas y holomorfas no cons-
tantes. De hecho, demostramos que las funciones meromorfas interpolan los puntos de una
superficie de Riemann compacta.

Proposicién 6.2.1. Sea X una superficie de Riemann y sea D abierto relativamente
compacto. Para cada p € D, existe f € M(D) tal que p es polo de f y f € O(D\ {p}).

Demostracion. Sea p € X. Como D es relativamente compacto en X, el Teorema 6.1.3
nos dice que la aplicacion

o HY(X,0) — HY(D,0), k:=dim (Im(rﬁ)) . (6.10)

tiene imagen finito-dimensional. Sea (U, ¢ = z) una carta conforme al disco unidad cen-
trada en py Us = X \ {p}. Sea U el recubrimiento por abiertos conformado por Uy y Us.
Para cada j € N, definimos

0i TiNTe = Ui\ {0} — €, 5(0) =

©(q)
Dado que (Uj, ) es una carta en particular ¢ es biyectiva en U;. Como ¢ se anula en
p € Uy entonces ¢(q) # 0 para todo ¢ € Uy \ {p}. En consecuencia, ¢; € O(U; \ {p}). Por
otra parte, el recubrimiento de X, U, solo consta de dos abiertos, luego las 1-cocadenas
quedan como?®

C'(U,0) =01 NUz) = O\ {p}) 2 ¢j, VjeN.

De este modo, ¢; es una l-cocadena. Témese 1; € Z1(U, O) un representante de (@il 5 w,0)5
esto es

Pj S [nj]Hl(M,O)7 .] = 17 7k+ ]-7

3Podemos pensar en las 1-cocadenas como O(U; N Uz) x O(U; N Us) si admitimos que los indices se
puedan repetir.
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lo que equivale a que para cada j =1,...,k + 1, existe 577} € BY(U, ) tal que

nj = @j + on;. (6.11)

Tenemos 71, ...,Nk+1 que representa a cada funcién @1, ..., pr+1 respectivamente. Si de-
notamos Up al recubrimiento inducido por 4 en D, tenemos que la restriccién

i HYU,0) — H'(Up, O)

actua como
() = [yl p)-
Ahora bien, todos los 7); eran 1-cociclos en U, luego n;|,, son 1-cociclos en Up. Ademads,

r}i{ tiene imagen de dimensién finita por (6.10) menor o igual que k y tenemos k + 1

cociclos. esto nos dice que necesariamente existen escalares Aj,...,Agr1 € C y un 1-

coborde 67 € BY(Up, O) tal que
k+1

> Ay = o1 (6.12)
donde § : C°(Up, O) — C*(Up, O). La condicién (6.11) nos da que
)\j‘P:)\jnj_)\j‘Snja jZl,...,k‘f’l.
Sumando en j = 1,...,k + 1 obtenemos

k+1 k+1 k+1

S Ay = ZAJ% 6Z>\ O S S g
j=1 J=1

Por definicién de operador coborde existen fi, fo € O(Uy NUz N D) = O(U; N D\ {p})

tales que
k+1

Z)\J% —fi, UinD\{p}.

esta condicién nos dice que la aplicacién f dada como

Foe {f1 —|—Zk+l Ajpj en UiND,
f2 en UQﬂD:D\{p}
estd bien definida y es holomorfa en D\ {p}, por ser fo holomorfa. Ademas, en p presenta
un polo, puesto que las ¢; lo presentan. ]
Corolario 6.2.1. Sea X wuna superficie de Riemann compacta y sea pi,...,pn puntos

distintos de X. Sean (1,...,(, € C. Existe f € M(X) tal que f(p;) = (; para todo
1=1,...,n

Demostracion. Para cada ¢ # j, como D = X es compacta encontramos una funcién
fij € M(X) con un polo en p; y es holomorfa en X \ {p;}. Observemos que en particular,
fij es holomorfa en un entorno de p;. Sea A;; € C tal que

fijlag) # fij(aj) — Nij, k=1,...,n
Definimos la funcion
i = fij = fij(a;)
T fig = fig(ag) + N

€ M(X).
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Observemos que por la eleccién de A;;, en un entorno de pi, k = 1,...,n con k # 1,
la funcién es holomorfa. Ademds para k = i tenemos que denominador y numerador
presentan un polo en p; del mismo orden, luego g¢;;(p;) = 1. Trivialmente se tiene que
gij(pj) = 0. Para cada ¢ = 1,...,n definimos

hz‘ = ng

JF

Entonces, h;(aj) = 6;;. Finalmente, consideramos

=G,
i=1
que satisface f € M(X) y
For) = G- hilpr) =D Gk = G-
i=1 i=1

O]

Corolario 6.2.2. Sea X una superficie de Riemann abierta y sea Y abierto relativamente
compacto de X. Existe f € O(Y) que no es constante en ninguna componente conezxa de
Y.

Demostracién. Sea Y’ relativamente compacto distinto de Y y tal que Y C Y’ C X.
este Y/ existe puesto que X es abierta. Sea p € Y’ \ Y. Por la Proposicién 6.2.1 existe
fe o \{p}), f € M(Y’), con un polo en p. Entonces f|, es holomorfa en todo Y y
no es constante por el Teorema de la identidad, ya que f posee un polo en p. ]

Corolario 6.2.3. Sea X una superficie de Riemann y sean Y, Y' abiertos tales que
Y' ccY ccC X, Y'Y relativamente compactos y sea r: O(Y) — O(Y') la restriccion.
Entonces

i HY(Y',0) — HY(Y,0)
satisface r* (H'(Y',0)) = 0.

Demostracidn. Sabemos que la imagen de ¥ es finito-dimensional por el Teorema 6.1.3.
Sean [m1], ..., [n.) € HY(Y',0) tales que

span {[ni|y] :i = 1,...,n} = H (Y, 0).

Sea f € O(Y') que no es constante en ninguna componente conexa de Y’. Para cada
j=1,...,n, tenemos que

[ mily] =D cinlmly]- (6.13)
k=1

Consideramos la funcion F' = det (fd;i — cji) F es holomorfa en Y’ y no es

1<j,k<n’
constante por la suposicién sobre f. Por (6.13)_%enemos que [F ngly] = 0, para todo
k =1,...,n, puesto que obtendriamos una columna en el determinante que seria lineal-
mente dependiente. Sea U = {U;};. un recubrimiento de X tal que cada cero de F' esté
en un tnico U; y cada U; sea conforme a un disco. Entonces H(Y',0) = H'(U, O), pues
serfa un recubrimiento de Leray, ya que H'(U;, ©) = 0. De este modo, si n € H'(Y’, 0),

podemos tomar (f;;) € Z' (U, O) representando a 7. Para i # j tenemos que F’UmUj es
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holomorfa y sin ceros, por la eleccion de los U;, pues en cada U; hay como mucho un solo

cero. La funcion — F es holomorfa en U; N U; y por tanto

(fzy/F) (gm) € Zl(u O)

Sea [1] 1a clase en HY(Y', O) de (9i;). Entonces,

(0] = [(9:3)] = [(fi5/ F)] = [Fn] = [n].

Finalmente, como [Fn;] = 0, para todo k, entonces
] = [Fr'ly] = FZ)‘JUJ:ZFUJ] 0.

O]

Fl siguiente resultado serd fundamental para el Teorema de Aproximacién de Runge.

Corolario 6.2.4. Sea X una superficie de Riemann abierta y sean Y, Y' abiertos de X
tales quEY C Y’ conY relativamente compacto. Dada oo € EOV(Y"), existe f € C(Y,C)
tal que Of = aly .

Demostracion. Sea (U, z) una carta conforme al disco D. El Teorema 4.6.1 afirma que la
ecuacién inhomogenea de Cauchy admite solucién en el disco, es decir, existe f € C*(U, C)
tal que

ez

of,, = ~——"—2 =qoz!
Sea U := {(Ug, 2k) },cny un recubrimiento de X por cartas conformes al disco. Para cada
k € N, denotamos por fi € C>°(Ug,C) a una solucién de la ecuacién anterior, es decir,

D

afy = aly,, VkeN.

Sean k y k' naturales tales que U, N Uy # @. Observemos que la funcién f, — fir €
COO(Uk NU, C) y ademas

0y (fe = fir) = 0fi = 0 = aly, o, = ly,np, =0

Inferimos que fx — fir € O(Ux NUy), para todo k, k" € N con U N Uy # &. De este modo
si definimos g;; = fi — f; € O(U; N Uj), tenemos que

9= (gij)ijen € C' (U, 0).
Observemos que ademés es un 1-cociclo, puesto que en U; NU; N Uy,
69ij = ik — 9ik + Gij = fi — fe — (fi = fi) + fi — f; = 0.

Asi, (gij) € ZY(U,0). Al ser Y’ relativamente compacto, el Corolario 6.2.3 nos da
que la imagen de 7* : HY(Y’',0) — H'(Y,O) es nula, por tanto, g|, = (gij‘UmUjmy)
es un l-cociclo cohomdélogo a cero en H'(Y,0). Al ser g cohomélogo a cero en Y, es
descomponible, es decir, existen h; € O(U; NY) y hj € O(U; NY) tales que

(fi = fj)‘UﬂUﬁY glJ’UmUﬁY h|UﬂUﬂY hj‘UmUJﬂY'
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Dado que para cada 4, j tenemos que f; —h; = fj —h; en Uy NU; NY, y {U;NY }ien
recubre a Y entonces

f:Y —C, f’UimY:fi*hi

y es diferenciable en Y. Finalmente, al ser hj, holomorfa en U}, se tiene Ohy, = 0, para todo
k € N, por lo tanto

|y f=0fx—0hy=0fx = aly,, VkeN.

esto prueba que f = a. O

6.3. Distribuciones
Recordemos la nocién de pseudonorma y seminorma.

Definicion 6.3.1. Una pseudonorma en un K-espacio vectorial X es una aplicaciéon p :
X — R tal que

1. Para cualquier z € X se tiene que lim,_,, p (%) =0.

2. p(z+2') < p(z) + p(a’) para todo (z,2') € X x X.

3. p(azx) < p(z) para todo z € X y todo o € D.

Una seminorma en un K-espacio vectorial X es una aplicacion p : X — R tal que
1. p(x +2') < p(x) + p(2) para todo (z,2') € X x X.

2. p(ax) = |a|p(x), para todo (o, z) € K x X.

Si la condicién p(x) = 0 implica = 0, diremos que x es una norma.

Definicién 6.3.2 (Espacios vectoriales topoldgicos de Fréchet). Sea X un espacio vectorial
topoldgico. Diremos que X es un espacio de Fréchet si

= X es Hausdorff y su topologia procede de una familia numerable de seminormas.

= X es un espacio topolégico completo, es decir, toda sucesién de Cauchy? en X es
convergente.

Es claro que toda seminorma es un pseudonorma. Sea ) un abierto del plano complejo
y n € NU{0}. Vamos a introducir en C™(£2, C) una estructura de espacio de Fréchet. Para
cada K C X compacto y cada multiindice |«| < n, definimos

P CMQC) — R+
f > [[Dfll oo (k)

Las propiedades fundamentales de estas aplicaciones son las siguientes.

= Todas son no negativas.

4En un espacio vectorial topoldgico X, una sucesién de puntos {Zn }nen es de Cauchy, si dado un entorno
de cero, U, existe ng € N tal que para todo n,m > ng se tiene que z,, — ., € U.
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= Son absolutamente homogéneas, esto es, para todo A € C,

pr(Nf) = NPk (f),Vf € C*(Q,C),
para cualquier |a| < n.

» Verifica la desigualdad triangular. Para todo par de funciones f, g € C"(£, C),

Pr(f +9) < px(f) + Pk (9),

para cualquier |a| < n.

Asi pues {p%} es una familia de seminormas. La notacién usual para las seminormas
es || - |la, k- esto nos va a permitir dotar a C"(£2,C) de una estructura de espacio vectorial
topoldgico de Fréchet. Para ello, damos el siguiente resultado mas general y valido para
pseudonormas.

Teorema 6.3.1. Sea {p) : A € A} una familia no vacia de pseudonormas en un espacio
vectorial X. Para cada € € RT y cada F € Py(A) (las partes finitas no vacias de A), sea
Usr = {z € X : o\(z) < e,YA € F}. Eziste una unica topologia vectorial T en X tal que
la familia

B={U.p:ceR" FePrA)}

es una base de entornos de cero. Decimos que T es la topologia canonicamente asociada a
la familia de pseudonormas {oX : X € A}.

Las bases de entornos de cero determinan completamente la topologia en espacios
vectoriales topolégicos, pues mediante traslaciones y dilataciones, podemos conseguir una
base de entornos de cualquier punto. Este tipo de resultados estan intimamente relaciona-
dos con espacios localmente convexos y los Teoremas de Krein-Milman.

El teorema anterior nos proporciona de manera explicita una base de entornos de la
topologfa canénica inducida por la familia de seminormas {p% }

Ug(e):={f €C"(QC): pi(f) <e}, e>0.

A la topologia inducida la vamos a denotar 7¢n». Podemos dar la nocién de convergencia
de sucesiones una vez que conocemos la topologia. Cuando n = 0, es decir, es el espacio
de funciones continuas, las seminormas son

- Ml = 11+ oo )

Si denotamos D(0, R) al disco cerrado, podemos considerar la topologia en C™(2, C)
generada por la seminormas

{p%(o,m)mﬂ Cal <n,m e N}.

Dado que todo compacto de € estd contenido en uno de estos discos cerrados cortados
con ) y el propio disco cerrado cortado con ) es un compacto de {2, tenemos que las dos
topologias obtenidas por estos dos procesos son la misma. Asi pues, la topologia se genera
por una familia numerable de seminormas.

Teorema 6.3.2. El espacio (C™(2,C), 1¢n) es de Fréchet.
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Definicién 6.3.3 (Convergencia en C"(2,C)). Sea Q un abierto del plano complejo y
n € N. Sea {fr}ren C C*(Q,C), f € C*(2,C). Diremos que {fx}ren converge hacia f en
C" (9, C) si para cada compacto K C € y cada multiindice |a] < n

Jim Pr(fr — ) = lm ||[D*fr — D®f[| poo () = 0.
—00 k—oo

Observacién 6.3.1. Una cuestién fundamental es saber que topologia se induce en
O(2) C €>*(Q,C). La topologia inducida es la convergencia uniforme por compactos,
puesto que si tomamos una sucesién de funciones holomorfas que convergen uniformemen-
te por compactos, su limite es holomorfo y todas sus derivadas convergen a las derivadas
del limite.

Un resultado interesante que enlaza diversas topologias es el siguiente, que puede con-
sultarse en [20, Proposicién 13.2].

Proposiciéon 6.3.1. Las siguientes inclusiones naturales son continuas
C5°(Q,C) — C™(Q,C) = " HQ,C) — L(Q)
para n € N.

Proposicion 6.3.2. Sea 2 un abierto del plano complejo, n € N. Para cada multiindice
la] < n tenemos que

D% : C"(,C) — ¢ l(q, C)
es un operador lineal continuo. En particular,
D% :C>*(Q,C) — C>(Q,C)
para cualquier multiindice o.

Demostracion. En efecto, para todo K compacto de 2 y todo par de multiindices a y 8
tales que

la+ B = ol + |8l <k

tenemos que

1D fllg.x = 1 fllavsrc,  Vf € C™(€,C).

esto prueba la continuidad. ]

Definicién 6.3.4. Sea 2 un abierto del plano complejo y n natural. Diremos que {fx} C
C™"(Q2,C) es de Cauchy en 7¢n si para todo compacto K de Q y todo € > 0, existe un kg
natural, tal que para todo p,q > kg se tiene

1fp = follka <e

Respecto a la completitud del espacio tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 6.3.3. Sea §2 un abierto de C. Para cada n € N el espacio (C™(§2,C), ¢n)
es completo, esto es, toda sucesion de Cauchy en (C"(2,C),7¢n) es convergente.

Demostracion. Hacemos el argumento por induccién sobre n.
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» Para n = 0 tenemos el espacio de funciones continuas. Sea { f; }ren. Por ser { fx }ren
de Cauchy, K = {z} C Q tenemos que {fr(z)}ren es de Cauchy en C, que es com-
pleto, por tanto { fx(x)}ren es convergente para cada z € Q. esto pone de manifiesto
que {fx}ren converge puntualmente hacia cierta f : @ — C. Finalmente veamos
que converge uniformemente por compactos. Dado K compacto de Q y ¢ > 0 la
condicién uniforme de Cauchy nos dice que existe kg € N

I\ fo — fallx <€/2, q,p> ko.

Entonces para todo g > kg

[fp(@) = f(@)] = [fp(a) = dim fo()] = lm |fp(x) = fo(o)] < lm |[fp — follx
lim /2 =¢/2 <e.

q—0o0

IN

Como el x es arbitrario y estamos con la norma del maximo
lm |/, — fllx = 0.
p—0o0

Dado que {fx}ren converge uniformemente por compactos hacia f, la funcién f es
continua.

= Supongamos que para todas las derivadas parciales hasta el orden r convergen uni-
formemente por compactos. Entonces, por el caso base, la derivada de orden r del
limite es continua, probando asi que el limite vive en C"(£2, C).

Un resultado muy conocido es el siguiente.

Proposicién 6.3.4. Todo espacio vectorial topolégico X de Fréchet es metrizable. Ademds,
st su topologia viene dada por la familia de pseudonormas {Qn}neNu{o}, entonces

22 n Qn y)

1+an*y)

es una distancia que induce en X la misma topologia que la familia de seminormas. En
particular, todo subespacio cerrado de un Fréchet es Fréchet.

Proposicién 6.3.5. Si {X,,}nen es una familia de espacios Fréchet, entonces [[,cn Xn
es un espacio Fréchet con la topologia producto.

Observacién 6.3.2. Dado que (C"(Q2,C),7¢n) es metrizable tenemos que F' es cerrado
si y s6lo si es secuencialmente cerrado. Ademds, los funcionales lineales continuos son
los mismos que los funcionales lineales secuencialmente continuos. Basta notar que un
funcional lineal f: X — K, donde X es un espacio vectorial topoldgico, es continuo si y
sélo si ker f es cerrado [12, Corolario 3.2.4.].

Con esta observacién tenemos una definicién alternativa de continuidad de un funcional
y podemos definir la topologia en términos de sucesiones.
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Definicién 6.3.5. Sea Q un abierto del plano complejo. Una sucesién { fi }reny C C™(2, C)
es convergente a f € C"(Q2,C) en (C"(Q,C), 7¢n) si para todo compacto K y para todo
multiindice |a| < n, tenemos que

(pfy ) pag,

F c C™"(Q,C) es cerrado si para toda sucesién {f,}nen C F tal que {fnlneny — f en
C"(Q2,C), se tiene que f € F.

El subespacio que més nos interesa es C5°(2, C), es decir, las funciones diferenciables
de soporte compacto. Podemos reformular lo anterior para tal espacio e introducimos la
nocioén de distribucion.

Definicién 6.3.6. Sea X un abierto del plano complejo. Una sucesién { fp, }nen C C5°(X, C)
es convergente a f € C5°(X,C) en Cg°(X,C) si

= Existe K C M compacto tal que
(Unensop(fn)) Usop(f) C K.

» Para todo multiindice «, tenemos que

L=(K)

{D“fn} Def.

En C§°(X,C) construimos la topologia 7¢ee en la que F' C C5°(X,C) es cerrado si para
toda sucesion {fp}neny C F' tal que {fn}neny — f en C5°(X, C), se tiene que f € F.

Una distribucion T en X es un funcional lineal continuo
T: (C(?O(X7 C)aTCSO) — ((C7| ’ |)

Al C-espacio vectorial de todas las distribuciones sobre X lo notamos por D*(X,C) o
simplemente D*(X, C).

De la Observacion 6.3.2 y de las propiedades de los funcionales lineales tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 6.3.3. Sea X un abierto de C y sea T : (C§°(X,C),7ce) — (C,|-|) un
funcional lineal. Las siguientes aserciones son equivalentes:

n T es distribucion.

= T es continuo.

= T es secuencialmente continuo.

= T es continuo en cero.

= T es secuencialmente continuo en cero.

= T transforma entornos acotados de cero en entornos acotados de cero.
= T es acotado.

Observacién 6.3.3. D*(X, C) es por definicién el espacio dual dado por (C5°(X, C), ¢ ).
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Observacién 6.3.4. Por la propia definicién, { fy, }nen — f en C5°(X, C) implica que para
todo multiindice «
D*f,, — D“

en C3°(X,C). Ademads, tenemos que Ci°(X,C) C LP(X) para todo 1 < p < oo, de hecho
es un espacio LP-denso. En relacién a las convergencias, tenemos que si {f,}nen — f en
C5°(X,C) entonces {fy}neny — f en LP(X).

Supongamos que X es un abierto de C. Tenemos asi definido todo el espacio L?(X)
(no es necesario tomar cartas como en el caso de una superficie de Riemann) y C3°(X, C)
es un subespacio vectorial topolégico de (L?(X), | - | r2(x)) y tendrfamos otra topologfa
alternativa en C§°(X, C). De hecho, es ampliamente conomdo que ([17])

2
X0

= 13(X),

es decir, C§°(X, C) es L?-denso en L?(X). Para estudiar las distribuciones, conviene estu-
diar los funcionales de L?(X), aunque las topologias que se inducen mediante la norma
L? y mediante la convergencia en C§°(X,C) sean distintas. Como ya advertimos al inicio
del capitulo, L?(X) es un espacio de Hilbert, sobre cualquier subconjunto medible de C.
Como vamos a trabajar con muchos tipos de funcionales, y en particular, funcionales de
L?, enunciamos un teorema clasico del Analisis Funcional.

Teorema 6.3.4 (Riesz). Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert sobre K = C ¢ R. Entonces
un funcional f: H — C es continuo si y sélo si existe x € H tal que f = (x,-). En caso
de existir dicho elemento, este es unico.

Corolario 6.3.1. Sea (H, (+,+)) un espacio de Hilbert sobre K =C ¢ R y M un subespacio
denso en H. Si f es un funcional continuo tal que f|,; =0, entonces f = 0.

estos resultados son muy versatiles. Un ejemplo de ello es lo siguiente. Sea X un abierto
de C y h una aplicacion continua de X en C. Definimos

K IA(K) — C, TE(f) :—/ f(z,y)h(x,y)dzdy, K C X compacto.
K

Observemos que T; ,{< estd bien definida puesto que h es continua en un compacto y por
tanto h € L?(K). Ademas

T = (- 1) 2 i),

es lineal y continua, por Teorema de Riesz. esta aplicaciéon no tiene por qué extenderse
a todo L?(X) porque no sabemos si h € L?(X). Sin embargo, podemos considerar T}, :
C5°(X,C) — C. En esta ocasion si estd bien definida puesto que las funciones sobre las que
se aplica el operador tienen soporte compacto y son continuas (por su diferenciabilidad).
Ademas T}, es Tcgo—continua. En efecto, veamos que T}, es secuencialmente continua. Sea
f € C°(X,C) y sea {fn}nen C C°(X,C) convergente hacia f en (C5°(X,C),7cee). En
particular, {f,}nen converge uniformemente por compactos hacia la funcién f, por tanto
podemos permutar limite e integral,

- / / h(2)f(z)dzdy = / / 2) lim £, (2)dady

— lim // z)dxdy = Um Ty, (fr).
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Hemos probado que T} es una distribucién en X. Mds atn, si hy y hs son dos funciones
continuas en X, hy,hy € C%(X,C), tales que Ty, = Th, entonces hy = hg, es decir, el
operador lineal,

T:C°X,C) — D*(X,C), h+—Tp,

es inyectivo. En efecto, basta probar que T}, = 0 implica que h = 0. Supongamos que Tj, =

- 72
0. Entonces para todo K C X compacto, Tf = 0. Dado que C§°(K, (C)L (K) _

‘Cg°(K,(C)
L?(K), el corolario del Teorema de Riesz nos dice que

Como K es un compacto cualquiera, h = 0 en todo X. Podemos pensar en C°(X,C)
como un subespacio vectorial de D*(X,C) puesto que T : C%(X) — D*(X,C) es un
monomorfimo de C-espacios vectoriales, y por tanto, C°(X) es isomorfo al subespacio
de D*(X,C) definido por {Th}peco(x)- En definitiva, dada h € C°(X), existe una tnica
distribucion T}, que la representa.

Proposicién 6.3.6. Si T}, y T}, son distribuciones que representan a las funciones con-
tinuas hy y ha, de forma que T}, = T},, entonces h1 = hs.

6.3.1. Diferenciacién de distribuciones

Sea h € C*(C,C) y f € C§°(C,C). Entonces,
// h(z)D® f(2)dxdy = (—1) // f(2)DYh(z)dxdy.
C C
Probemos esta formula mediante un proceso inductivo.

1. Calculemos / / h(az,y)gf(a:,y)dxdy. Dado que f tiene soporte compacto, la fun-
R2 X

cién h - == es integrable en R? y podemos utilizar el Teorema de Fubini,

ox
(o) o eddrdy = | ([ w3 ()i ) dy
R2 81‘ R R 8:1;

d
La integral interior, tiene por integrando a la funcién z — h(z, y)—f(x, y), para cada

ox
y € R fijo. Para cada y € R, llamando u(z) = h(z,y) y v'(z) = ?(x, y) v aplicando
x
integracién por partes,
0 et oo oh
[ b Gy = o) £~ [ G fe e
R ox R ox
oh
- R %(1‘7 y)f(:v,y)dx,

donde
(2, 9) f(z,9)]3= 50 = 0
porque f tiene soporte compacto en R?, y para cada y € R, el conjunto Ay, =

{(:c, y) ER? 1 € ]R} no estd acotado en R2. Uniendo todo y aplicando Fubini de
nuevo,

[ ne sty = [ S0 1w p)dody.
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2. Del mismo modo, se prueba,
of oh
h - dxdy = — — dxdy.
//RQ (%y)ay(az,y) zdy - ay(:v,y)f(xjy) zdy

3. Paso inductivo. Supongamos que la férmula es vélida para todo o = (a1, ) con
a1 < k1 y ag < ky. Probemos el resultado para (k1 + 1, k2 +1). En efecto, utilizamos
la hipétesis de induccién para el multiindice (kq, k2),

[[[ et o yazay = ayte [[ Dy pking, yyazay
R2 R2 axay

Finalmente, aplicando los casos bases a la ultima integral,

2
// B, y) DR f () dady = (—1)Fr ke / O (4, ) DR, ) ddy
R2 R2 8138y

— (_1)k1+k2+2/R2 f(x,y)D(’“H’kQH)h(x,y)d:z:dy.

Si tomamos un abierto X de C, esto se puede extrapolar facilmente para funciones f €
C°(X,C) y h € C*(X,C). En efecto, sea B(0, R) tal que sop(f) C D(0, R). Por el Lema
de Urysohn existe ¢ : C — R diferenciable y tal que 90’D(0,R) =1y sop(p) C D(0,R),

R’ > R. Denotemos por J?a la extension por cero de f,

>~ |f en X
= 0 en C\X.

que satisface f € C*(C,C) y de soporte compacto, f € C§°(C,C). Denotemos por h =
¢ -h € C>®(C,C). Entonces, por lo probado antes,

A{L‘ aAz zdy = (1) Aa: aA:B dy.
/Ch< ) D f(2)dedy = (~1) //Cf( ) DRz, y)dudy

Ahora bien, las condiciones sobre los soportes nos dan que

/ / 2)D*f(2)dzdy = / /Sop(f h(2) DO F(2)dady & / /Sop(f) 2) D f(2)dzdy
/ / 2)Df(z)dzdy

donde en (*) hemos usado que h=hen sop(f) € D(0, R), donde ¢ es uno. De igual modo,

—1)lel //C]?(z)DalAl(z)dxdy— —1)le // f(2)D*h(z)dxdy.

esto prueba que

// 2) D f(2)dady = (—1)* / . f(z,y)Dh(x, y)dzdy. (6.14)

esto motiva la definicién de diferencial de una distribucion. Al igual que en Geometria
Riemanniana se introduce el concepto de diferencial débil de una funcién de L?, forzando

a que se cumpla el teorema de la divergencia, aqui, forzamos a que se cumpla la férmula
6.14.
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Definicién 6.3.7. Sea X un abierto del plano complejo C y sea T € D*(X,C) una
distribucién. Definimos

DT : C*(X,C) — C, (D°T)(f) := (—1)T(Df).
» La aplicaciéon D® estd bien definida porque D*f € C5°(X, C).
= Es lineal por la linealidad de las distribuciones.

= Es continua. En virtud del Teorema 6.3.3, basta probar la continuidad secuencial.
Sean f € C°(X,C) y {fu} — [ en (C5°(X,C),7¢ee). Entonces, como T' es una
distribucién, en particular es 7¢so-continua, luego

lim DOT(f,) = lim T(Df,) = T(lim D*f,),
n—oo n—0o0 n—oo

Como f, converge a f en (C5°(X, C), 7¢e) entonces D f, — D f en (C5°(X, C), 7¢so)
por la Proposicién 6.3.2. Hemos probado que

lim D°T(f,) = T(D*f) = D*T(f).

n—oo

Por tanto D® € D*(X,C). esta definicién es consistente. Si f € C5°(X,C) y conside-
ramos 7', la tnica distribucién asociada a f, para cada g € C3°(X, C), usando la férmula
(6.14) obtenemos que

// Df(2)g(=)dedy = (1) //X F(2)D2g(2)dady = (~1)°Ty (D*g) = (D*Ty) ().

El miembro de la izquierda estd definido en L?(X), porque las funciones que intervienen
son continuas con soporte compacto en X. Asi,

(DTy)(g9) = (D[, 9) 12(x)-

Por tanto, DT se puede ver como un funcional lineal y continuo de L?(X), que viene
determinado univocamente por el Teorema de Riesz como

DTy = (D*f,") r2(x),

en otras palabras, la derivacién de una distribucién del tipo T, viene determinada por la
derivacién clésica de la funcién f.

Podemos definir los operadores clasicos en términos de distribuciones.
Definicién 6.3.8. Sea X un abierto de C y T' € D*(X,C).

= Laplaciano.

AT(f) := DEOT(f) + DOIT(f) =T (62f> +T <62f> =T (Af).

Ox? o2
AT = T(A).
Operad J
L] peradores 87 az
S =5 (Do)~ ipevr(n) =1 ()
gf(f) : % (D(I’O)T(f) + zD(O’l)T(f)> —T (gﬁ)
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Observacion 6.3.5. La Proposicién 6.3.2 nos dice que todos estos operadores son 7¢geo-
continuos, y por tanto, distribuciones.

A continuacién generalizamos los teoremas de derivacion bajo signo integral para dis-
tribuciones.

Teorema 6.3.5. Sea X un abierto de C y K C X compacto. Sea I C R un intervalo
no degenerado, g : X x I — C una funcion diferenciable en el sentido real y de soporte
compacto contenido en K x I. Sea T € D*(X,C). Para cada t € I, denotamos g(-,t) €
Cs°(X,C). Definimos®,

e: I —C, ot):=T(g(-1)).

Entonces, ¢ es derivable y

d

¢'(t) = @T(g(nt)) =T (%:(‘,t)> , Vtel

Demostracion. Veamos que ¢ es derivable. Las derivadas que vamos a calcular, no se
pueden calcular puntualmente, no podemos fijar z € X. Sea t € I,

i LGt +h) =T(g( ) _ o p (g(-,t + h})b - 9(-%)) _

h—0 h h—0

El miembro de la derecha esta bien definido. En efecto, para cada h € R\ {0} consideramos

z,t+h)—g(z,t
¢(t,h)(z)=g( Ii 9 ), z € X.

La funcién v, ) tiene soporte compacto contenido en K porque ¢ y h son fijos y g tiene
soporte compacto contenido en K x I. Asi, 1 5y € C5°(X, C) que nos asegura que T'(¢(; )
esté definido. Por otro lado,

, 9g(z, 1) o

En efecto, para cualquier z € X y todo multiindice «, el Teorema de Schwartz sobre
derivadas cruzadas nos dice

g 0 . D%(z,t+h) — D%(z,1)
D=2 = plel) = =D =1 : ’
5 (1) 9(z,t) = 5. D%(z,1) = lim A

Y a g(zat+h)_g(z7t) I «

= i e (25 = Jim Dy
Hemos probado asi que

{w(t:h)}heR* — ot en (Cgo(Xa C)v Tcgo).
Finalmente, la C§°(X, C)-continuidad de 7" nos da que

a .
() = 1m T($an) =T < ge()£ t)> '

5Est4 bien definida porque fijado ¢ € I la aplicacién g(+,t) es diferenciable y de soporte compacto.
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También podemos dar un Teorema de Derivacién andlogo en varias variables.

Teorema 6.3.6. Sean X e Y abiertos de C y K C X, L C Y compactos. Sea g :
X XY — C diferenciable y con soporte contenido en K X L, que es compacto de X XY
con la topologia producto. Denotemos du(w) = dwidws, w = wy + iwe, a la medida de
Lebesgue de C, y definamos,

A X — (P (X,0), A:z»—>// 9(z, w)dwidws.

Entonces, para toda distribucion T € D*(X,C) tenemos que

([ st = | ot s

Demostracion. Observemos que T (g(-,w)) es una funcién de w € Y. Comprobemos que
es una funcién diferenciable. Sea w € Y fijo y témese un cubo @ = (a,b) +i(c,d) C Y
que contiene a w (Y es abierto de C). Denotamos w = wy + jwa = (w1, w2) € R2. De este
modo, w; € (a,b) y we € (¢,d), que son intervalos no degenerados. Definimos

®1 ¢ (aab) — (C7 4101(1(;) = T(g('7t7w2))a

es decir, hemos fijado la coordenada del eje Y, que viene representada por w y hemos
dejado oscilar la coordenada X, en el intervalo (a,b). El Teorema 6.3.5 nos da que ¢; es
infinitamente derivable. De igual modo,

P2 - (C7 d) — G, SOQ(t) = T(g('>w17t>)v

es infinitamente derivable. Por lo tanto, w +— T (g(-,w)) (en las dos variables) en diferen-
ciable.

Consideremos R = [—Lq, L1] + i[— L2, L2] un cubo que contenga al compacto L. Para
cada z € X fijo, tenemos la seccién de la funcién g extendida por cero a todo el cubo,

zZ,w), si we L
gz:R—>C7 gz<w)_{g(0 ) si ng\L

Dado que el soporte de g estd contenido en K x L, entonces sop(g,) C L, para cada
z € X. Por tanto la extensiéon por cero anterior es diferenciable en el cubo R. Sea n € N.
Dividimos cada lado del cubo en n cubos, dividiendo asf todo R en n? cubos, es decir,

214 2L 2L
le Ll‘f‘li _Ll+(l+1) n:|+2|: L2+m727_L2+(m+1)72

I,me{0,...,n—1}.

Consideramos wy,, € Ry, un punto de cada cuadrado. Definimos G,, : X — C,

n
Gn(z) = Voyll(?R) Z g(z,wpm), vol(R) = 16L3L3.
I,m=1

Por la integrabilidad y continuidad de la funcién g(zo, -), tenemos que G,, — [ [, g(-, w)dwydws
en L>°(K). Ademsds, se da la convergencia de todas las derivadas, aplicando el mismo argu-
mento sobre las derivadas de G,,. Finalmente, como los soportes de GG, estan todos conteni-

do en K, tenemos que la convergencia de {G,} es en distribucién hacia [} g(-, w)dwdws.
Por la continuidad de 7', tenemos que

(// dwldw2> = h%rn G // dwldwg
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Antes de pasar a la demostracién del Lema de Weyl, vamos a dar el siguiente resultado
concerniente a las aproximaciones de la identidad.

Lema 6.3.1. Sea p : C — R diferenciable, con soporte contenido en el disco unidad,
radial y con integral de Lebesque unitaria, es decir, f(c pdxdy = 1. Para cada € > 0,
consideramos la funcion ps(z) = E%p (2) cuyo soporte estd contenido en D(0,¢). Sea U un

abierto de C y z € U tal que D(z,e) C U. Siu: D(z,e) — R es una funcion armdnica
en el disco D(z,¢), entonces

(pe * u)(2) = u(z).

Demostracion. Sea € > 0. Dado que u es arménica en D(z, ), entonces satisface la pro-
piedad del valor medio, es decir, para cada r € (0,¢),

1 27 )
u(z) = 271_/() u(z + re?)do.

Por lo tanto, al ser p. radial,

(pe * u) // pe(w — w)dwidwy = // pe(w)u(z — w)dwidws
R? D(0,¢)
= // pe(re®)u(z — re®)rdrdd = // pe(r)u(z — re)rdrdd
(0,e)x(0,27) (0,e)x(0,27)
3 1 2 .
:/0 27rpe(r) <27r/0 u(z — rew)dﬁ)
(3 1 2 .
_ - ip
/0 2mrpe(r) <27r/ u(z +re )dgp)
€ 2
= (2mu(z ))/ rpe(r / / rpe(r)drdf
2
/ / rpe(re? (z)/ pe(w)dwidwy = u(z).
D(0,e)

Corolario 6.3.2. Sea p : C — R diferenciable, con soporte contenido en el disco uni-
dad, radial y con integral de Lebesgue unitaria, es decir, fC pdxdy = 1. Para cadas > 0,
consideramos la funcion p.(z) = E%p (2) cuyo soporte estd contenido en D(0,e). Sea U
un abierto de C y z € U tal que D(z,e) CU. Sea f: D(z,e) — C una funcion tal que

0% f
020%Z

O

Af=4 =0.

Entonces, si f =u+ v,

(pe ¥ [)(2) = (pe ¥ u)(2) +i(pe ¥ v)(2) = u(z) +iv(2) = f(2).

Demostracion. Basta observar que si Af = 0, entonces su parte real e imaginaria son
funciones u, v : D(z,&) — R arménicas,

0%u 0%
0=Af=4
f =4z T aae
Pu  9%u (0Pu  D%u ,
= (5 ) i (s ) =dur s
por lo que u y v son armonicas. O
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Estamos en las condiciones de demostrar el Lema de Weyl, que en pocas palabras nos
dice que las distribuciones arménicas, son distribuciones que representan a cierta funcién
armonica.

Teorema 6.3.7 (Lema de Weyl). Sea U un abierto del plano complejo C y sea T una
distribucion sobre U, esto es,

T:C°(U,C) — C, lineal continuo.

Entonces, AT = 0 si y solo si existe una funcién diferenciable en h : U — C tal que
Ah =0 (armonica compleja) y T =Ty, es decir, para toda f € C°(U,C), se cumple que

T(f) = / /U h(z)f(:)dxdy = Th(f).

Demostracion. Seae >0y U; = {z €U : D(z,¢e) C U}. Para cada z € U;, la funcién
0z w— pe(w — 2)

tiene soporte compacto en U, puesto que el soporte de p. es compacto contenido en D(0, ¢).
Dado que ¢, tiene soporte compacto en U, podemos definir,

h:Us—C, h(z):=T(p,) =T (w+—— ps(w—2)).

El Teorema (6.3.6) nos dice que h es diferenciable en U.

Si f € C§°(C,C) con soporte compacto contenido en Uy, entonces p. * f tiene soporte
compacto en U, por tenerlo p.. De nuevo, el Teorema (6.3.6) nos dice que

1(7 59 = (ws [[ ot = 21100y
_ //U FT (w — pe(w — 2)) dady
=/émmwmw=nm

Por tanto, se llega a la igualdad,
T(f*p) = Thl(f), Vf €CE(C.C), sop(f) C U compacto. (6.15)

Dado que f es una funcién de soporte compacto en el abierto U,, podemos extenderla por
cero a todo C. Sin pérdida de generalidad, seguiremos denotando a esta extensién por f.
El Corolario 4.6.1 nos dice que existe una funcién g : C — C diferenciable y tal que

0?g B
0202
En particular, si tomamos z € V := C \ sop(f), entonces

Ag(z) = f(z) = 0.

Por lo tanto, glc\sep(s) @ € \ sop(f) — C tiene laplaciano nulo. Del Corolario 6.3.2

Ag=4

f.

deducimos que, para todo z € V; := {w €V :D(w,e) C V} se verifica
9(z) = (g% p:)(=), Vze Vo= {weV:D(we) CV}.
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Definimos
Y:i=g—g*p:,, Y:C— C, sop(v) CU compacto.

Dado que el operador D* conmuta con las convoluciones,

AYp=Ag—A(g*p:) =Ag— (Ag) *pe = f — [ * pe.
Podemos expresar f = Ay + f x p.. De este modo, al darse AT = 0,

T(f) =T(A%+ f*pe) = T(AY) + T(f % pe) = AT () + T(f 5 pe) = T(f * pe)
Asi pues, uniendo esto a (6.15), tenemos
Th(f)=T(f), VfeC(;°(C,C), sop(f)C U. compacto.

Dado que dicha propiedad es cierta para todo £ > 0 y el conjunto

A :={f. € C;°(C,C) : sop(f.) C Us compacto,e > 0},

es denso en (C3°(U,C), Tcgo(ch)) y los funcionales T' y T}, son continuos, entonces T y T},
coinciden en C5°(U, C). O

oT
Corolario 6.3.3. Si T es una distribucion sobre U tal que % - 0, entonces existe
Z
feOW) tal que Ty =T.

oT
Demostracion. Si — = 0 entonces AT = 0, por tanto, existe una funcién f € C*(U,C),
Z

oT 0

Af =0y T =T}. Dado que i 0, entonces 8—{ = 0. En consecuencia, f es holomorfa
Z Z

enUyT="Ty. O

Observacién 6.3.6. El Lema de Weyl nos da “un anédlogo” al Teorema de Representacién
de Riesz para espacios de Hilbert.
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Capitulo 7

Teorema de Aproximacion de
Runge

Sea X una superficie de Riemann y A C X. Denotamos por hx(A) a la unién de A
con las componentes conexas relativamente compactas de X \ A. Diremos que A es Runge

si hx(A) = A.

Diremos que f es holomorfa en A C X, si existe un abierto de U de X y una funcién
f holomorfa en U tal que ]?' = f. En particular, a lo largo de este capitulo vamos a

trabajar con funciones holomorfas en compactos. Esta es una diferencial fundamental con
el Teorema de Mergelyan-Bishop que expondremos en el Capitulo 9.

Las herramientas desarrolladas en los capitulos previos nos van a permitir demostrar
el siguiente resultado central.

Teorema de Aproximacién de Runge. Sea X una superficie de Riemann abierta y
K C X compacto Runge. Entonces, toda funcién holomorfa en K puede aprorimarse
uniformemente en K por funciones holomorfas en X, es decir, para toda f € O(K),
existe una sucesion {fnlnen C O(X) tal que { fnlxtnen — f uniformemente, esto es,

{fulg} — f en LZ(K).

La prueba es un compendio de resultados de Analisis Funcional y de operadores de
formas diferenciales y holomorfas.

7.1. Estructura de espacio vectorial topolégico en el espacio
de funciones diferenciables en una superficie de Rie-
mann

Sea X una superficie de Riemann y sea Y un abierto de X. El espacio C*(Y,C) es
un espacio vectorial complejo de dimensién infinita. Sabemos dotar ciertas estructuras
especiales a los espacios de funciones diferenciables. La forma maés precisa de estudiar este
espacio es mediante el Lema de Weyl, pues tal y como comentamos, es una especie de
Teorema de Representacién de Riesz.

Asi pues, intentamos introducir una estructura compatible con las distribuciones en

C*(Y,C). Para ello, témese { K} jen un recubrimiento mediante compactos de Y. Supon-
gamos ademas que cada K esta contenido en algtin entorno coordenado (Uj, z; = xj+1y;),
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V5 € N. Para un multiindice @ = (a1, ag), definimos
pj: C*(Y,C) — Rt
f — [|D§ fllLe (k)
es decir, al ser K; compacto y estar trabajando en C*(Y, C),
N ) N N gl
1f 5.0 = p5(f) = mix {IDjf(a)l}, Dj= Frarm
Las propiedades fundamentales de estas aplicaciones son las siguientes.

= Todas son no negativas.

= Son absolutamente homogéneas, esto es, para todo A € C,

p§ (Af) = A5 (f),Vf € C*(Y,C),
para cualquier a y j € N.

» Verifica la desigualdad triangular. Para todo par de funciones f,g € C*°(Y,C),

i (f +9) < 05 (f) + 05 (9),

para cualquier oy j € N.

. 2 . .
Asi pues {pja ;?‘gg es una familia numerable de seminormas y es por tanto un espa-

cio de Fréchet. El Teorema 6.3.1 nos dice que existe una unica topologia vectorial sobre
C>(Y,C) donde
Uj'(e) :== {f €C(Y,C): pj(f) < 8}, e >0,

es una base de entornos de cero. esta topologia no depende de los {K} ey tomados ni
de los entornos coordenados. Una cuestion fundamental es saber que topologia se induce
en O(Y) C C*(Y,C). La topologia inducida es la convergencia uniforme por compactos,
puesto que si tomamos una sucesién de funciones holomorfas que convergen uniformemen-
te por compactos, su limite es holomorfo y todas sus derivadas convergen a las derivadas
del limite.

En los espacios de formas diferenciales se pueden obtener resultados analogos. Por
ejemplo, en el espacio de formas £ (0’1)(Y), que serd el espacio mas importante, tenemos
las seminormas

pj(w) = p5(fj), w=fdzZjenU;NY.

A las topologfas de la seminormas las denotaremos como 7¢ee, Teee ¥ Tg(o,1) respectivamente.

7.2. Operadores lineales continuos

Para estudiar méas a fondo los espacios vectoriales topolégicos anteriormente definidos
estudiamos sus funcionales lineales continuos. El primer resultado trata sobre una condi-
cién necesaria para ser funcional lineal continuo en 7¢ee, Tege ¥ Te(o,1) respectivamente.

Lema 7.2.1. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X . Entonces todo funcional
continuo

T: (COO(Y7 C)aTCOO) — ((Cv‘ : |)
tiene soporte compacto, es decir, existe un compacto K CY tal que

T(f) =0, Vfel?Y,C), flg=0.
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Demostracion. Sea {(Ug, zi) tren un atlas de Y y sean {Vj }ren relativamente compactos
dentro de Uy, de forma que {V;},en recubren X. Para cada j € N consideramos K; = V; C
Uj. Asi, {K;}jen un recubrimiento por compactos contenidos en entornos coordenados de
Y. Por la continuidad de T, T~1(D) es abierto de (C°°(Y,C), 1¢=). Observemos que la
funcién idénticamente nula vive en T~!(D) porque T es lineal. esto nos dice que 7~1(DD)
es un entorno de cero. Dado que los conjuntos

U(e) == {f €C®(,C): | fllk;a <&}, €>0,
1

son una base de entornos de cero en la topologia 7¢e, existe un nimero finito de entornos

tales que )
L TTQX a™ -1
U:=Uj (5)ﬂ---ﬂan (e) c T7(D).

Sea K := U!'_ Kj,_, que es compacto por ser una unién finita de compactos. Veamos que
este compacto sirve. Sea f € C*°(Y,C) con f|;, = 0. Asi, f seanulaen K ,Vr € {1,...,n}.
Como f es nula en K, entonces es nula en {Vj, }_;, que son abiertos. Necesariamente todas
sus derivadas son nulas y en consecuencia

HfHK ar =0, V?”E{l,...,n}.

Jro

De este modo, para todo A € C, al ser p?f sublineal

Ml 565, 0 = Ml 5, 0m = 0 <&, Vre{l,...,n}.

Jr>
Por lo tanto, la recta vectorial C - f esta totalmente contenida en el entorno U. Entonces
T(Af) € U C D para todo A € C. Por consiguiente

1
TOAf) <1, YAeC < |T(f)] < By AEc

Tomando || — 0, llegamos a que T'(f) = 0. O
Usando el mismo razonamiento obtenemos un resultado anélogo para €D (Y).

Lema 7.2.2. Sea Y un abierto de una superficie de Riemann X. Entonces todo funcional

continuo
T: (EODY), me01) — (C,]-|)

tiene soporte compacto, es decir, existe un compacto K CY tal que
T(w) =0, Ywe&OV(Y) w=0.

El siguiente resultado caracteriza de forma constructiva funcionales que se anulan en
ciertos subespacios de formas diferenciales, que estaréd relacionadas con las soluciones de
la ecuacién inhomogénea.

Lema 7.2.3. Sea X una superficie de Riemann y sea Y un abierto de X. Sea
S+ (EV(X), me0m) — (T, -])

un funcional lineal continuo tal que para toda g € C3°(X,C) cuyo soporte estd contenido
en Y se satisface

S(dg) = 0.

'Los entornos podrian tener asociados distintos €, sin embargo, al haber una cantidad finita de ellos,
podemos tomar el minimo.
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Eziste una 1-forma holomorfa en'Y, o € QYY) tal que para toda w € OV (X) de
soporte compacto contenido en 'Y, se satisface

S(w)://ya/\w.

Demostracion. Sea (U,z : U — V) una carta de X, tal que U C Y. Para cada f €
C5°(U, C) existe una identificacién natural entre C5°(U,C) y C5°(V, C),

C(U,C) — C°(V,C), frs fozh

En esta carta, dada w € £V (X), existe f € C*(U, C) tal que w|,; = fdZ en U. Recipro-
camente, dada f € C*°(U,C) tenemos que fdz es una 1-forma de tipo (0, 1). Definimos

Sy C(U,C) — C,  fr— S(f-d2),
donde
f‘— f en U
" 10 en X\U
fes diferenciable sobre X porque el soporte de f es compacto contenido en U. La aplicacion

T: (C(c))o(Ua C)a 7-CSO(U,(C)) — (5(071) (X)a 75(0«1))7 f — fd?,

es continua. En efecto, basta ver que es secuenciamente continua por el Teorema 6.3.3. Si
{fatnen = fen (C5°(U, C), eee(v,cy)» entonces para todo multiindice a se cumple que

a L=(K) Ha
{D fn}nEN — ' D fv

para cualquier compacto K. En particular, dado un recubrimiento por compactos { K} en,
contenidos en entornos coordenados se tiene que

_ _ _\ def. L (K;)
| frdz — deHKj,CY = p?(fndz — fdz) = Pj (fa = f)=IDfn — DafHLOO(Kj) —0.

esto prueba { f,dZ}neny — fdz en (EOD(U),7,). Tenemos que:
» S es un funcional 7¢(.1)-| - | continuo.
= T es operador Tese(y7,c)-Tg(o.1) continuo.
= Por los dos puntos previos, la composiciéon
Sy =80T :(C (U, C), megeey) — (G, ]+ ])
es continua.

Hemos probado que Sy es un funcional lineal Tcgo(U7C)—| - | continuo, es decir, Sy es
una distribucién en U. esta aplicacién preserva la relacién entre S y 9. En efecto, sea

oo P ag 9
g € C3°(U,C). En la carta (U, z), tenemos que dg = £d§ Como S o 8}03’(“@) = 0 por

dg\ 99 .\ _ am

hipdtesis, inferimos que
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porque g tiene soporte compacto en U C Y. Para toda g € C3°(U,C) se tiene que

0 aS
Su (8g> = 0 y Sy es una distribucién, por tanto TEU = 0. Por el Corolario 6.3.3

existe una funcién holomorfa hyy € O(U) tal que Sy = T}, es decir, para toda funcién

el U,C),
//hny :Uydwdy—/ hy(z (—2i)dz N dz.

Renombrando hy como —2ihg7, que sigue siendo holomorfa en U, podemos expresar,

// hy(2)f(2)dz A dz = Ty, (f).

Definimos op; := hydz € QI(U ). La 1-forma holomorfa oy resuelve nuestro problema
localmente, esto es, si w|; = fdz, f € C*°(U,C) entonces

S = Sulh) = [ mseazndz= [[ o ne,

para toda w € £OD(X) con soporte compacto contenido en U. Sea (U’, ') una carta tal
que U' CY yUNU' # @. Dada w € 0V (X) de soporte compacto contenido en U N U’

tenemos que
//JU/\w:S(oJ):// oy A w
U /

por tanto Ty, = T, ,. Por la Proposiciéon 6.3.6 hy = hyr en U N U'. En consecuencia,
oy =oypenUNU'.

Témese {(Un,2n)},cy un recubrimiento por cartas de Y, es decir, UpenU, = Y. Si
U, NUy, # 9, entonces oy, = oy,, .

= Siwe £OD(X) y existe U, tal que sop(w) C U,,, podemos definir

o= J[ owro=[[ore

no

» Extendemos esta definicion para formas que no tengan soporte compacto contenido
completamente en algin U,. Seria una situacion en la que el soporte de w corta a
varios entornos y no estd contenido en ninguno de ellos

Sea una particién de la unidad {¢y, }nen subordinada a {(Un, z,,)}. Dado que sop(w)
es compacto contenido en Y, entonces solo corta a un ntmero finito de entornos
Un,y...,Uy,. Consideramos

Wj = n, cw, J=1,.007

De este modo, w; es una 1-forma de tipo (0,1) cuyo soporte esta contenido en U,.
Como el soporte de w solo corta a {Uy,, }7]7:1 y al darse ) ¥n = 1, tenemos que

Y OITA IS SRR SIE o

neN neN

Asi pues,
-

S(W):;S(wj)zg//yawj://ymw.
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Figura 7.1: Soporte de w cortando varios entornos

O]

Pasamos a una proposicién clave en la demostracién del Teorema de Aproximacién de
Runge, pues versa sobre el comportamiento de la imagen de la aplicacién restricciéon. Para
demostrar esta proposicién usaremos una de las versiones del Teorema de Hahn-Banach
para espacios localmente convexos cuya prueba puede encontrarse en [12, Teorema 3.4.11.].

Teorema 7.2.1. Sea X un espacio vectorial topoldgico localmente convexo, M un subes-
pacio de X y g : M — K continua. Existe f € X* tal que f|,; = g.

Corolario 7.2.1. Sea X un espacio vectorial topoldgico localmente conexo y sea My C
Mo C X subespacios. Supongamos que para todo funcional lineal continuo f € X*, se
cumple que, si f\Ml = 0 entonces f]MQ = 0. Bajo estas condiciones, el subespacio My es
denso en M.

También vamos a necesitar el Teorema de la aplicacion abierta de Banach para espacios
de Fréchet.

Teorema 7.2.2 (Aplicacién abierta). Toda aplicacion continua y sobreyectiva entre espa-
cios de Fréchet es abierta.

Por tdltimo, la Observacion 6.3.1 nos decia que la topologia de las seminormas inducia
la topologia de la convergencia uniforme por compactos, sobre las funciones holomorfas, a
la que notaremos por 7.

Damos un lema de caracter topolégico antes de pasar a un resultado de densidad.

Lema 7.2.4. Sea X una superficie de Riemann, Y un abierto de X y K un compacto
contenido en Y. Fxisten U y V abiertos relativamente compactos contenidos en Y tales
que

KcUCVcy.

Demostracidn. Para cada x € K consideramos una carta (U, C Y, ¢,) conforme al disco
D(0,3/2). Para cada = € K definimos

Ug == @;I(D)-
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Dado que ¢, es un homeomorfismo, su inverso también, luego la clausura conmuta con
9 9y

¢! para cada € K. En consecuencia U, es homeomorfo D. En particular, U es relati-

vamente compacto.

Por otra parte, U = {U,}  es un recubrimiento por abiertos de X del compacto K.
Extraemos un subrecubrimiento finito {Uy, }i_;. Como U,, C Y, entonces

U es relativamente compacto por ser unioén finita de conjuntos relativamente compactos
y es abierto por ser unién de abiertos. Asi, hemos encontrado U abierto relativamente
compacto de X tal que

KcUcY.

K no puede ser igual a U por la conexién de X y ser K un cerrado de X (por ser compacto
y X Hausdorff).

Ahora tenemos dos opciones. Si U # Y entonces aplicamos el proceso anterior al
compacto U. De este modo, encontramos V (que podria ser todo Y') tal que

KCcUcCUCcCVCcCY,

por lo que
KCcUcVvcy.

SIU =Y. Dado que K C Y, existe yp € Y \ K. Consideramos
KCU\{p}cY

U\ {yo} sigue siendo abierto. Ademés U \ {yo} = U, luego U \ {yo} es relativamente
compacto. En consecuencia, los abiertos U\{yo} y U estén en las condiciones del enunciado.
O

Proposicién 7.2.1. Sea X una superficie de Riemann abierta. Sean Y,Y' abiertos rela-
tivamente compactos de X tales que

YcCcY' cX,

ysear:(OY'), 7o) — (O(Y),7o0) la correspondiente aplicacion restriccion. Bajo estas
condiciones, si Y es Runge entonces r(O(Y")) es denso en (O(Y), 7). Con mds precision,
dada f € O(Y), existe una sucesion { fn}nen C O(Y') tal que para todo compacto K C Y,

T [[ fr = fllzee i) = 0-
Demostracién. Consideramos r : (C°(Y',C), 1¢c) — (C°(Y,C), 7¢~) la aplicacion res-

triccion entre funciones diferenciables, la cual induce la restriccién r entre funciones holo-
morfas. Para probar que

HOW) = {floy : f € OV}

es denso en (O(Y), 7o) vamos a usar el Corolario 7.2.1. Para ello, hay que eligir adecua-
damente el espacio total. Tenemos la cadena de inclusiones

My = r(OY") € My := O(Y) € C®(Y,C).
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Dado que la topologia de las seminormas induce en el espacio de funciones holomorfas la
topologia de la convergencia uniforme por compactos, entonces la anterior cadena es de
espacios vectoriales topoldgicos. Sea T' € (C*(Y,C), 7¢e)* un funcional lineal continuo tal
que Ty, = Tl o) = 0. Tenemos que probar que Ty, = T|pny = 0. Como X es
abierta e Y’ es relativamente compacto dentro de X, el Corolario 6.2.4 nos dice que dada
w e EOD(X) existe f € C®(Y’,C) tal que df = w|y.. Definimos

S: £0N(X) — C,
w — T (fly)=Tor(f).

= Laaplicacién S estd bien definida. En efecto, si existen dos funciones f,g € C*°(Y’,C)

tales que B
{af = W‘Y/

gg = W‘Y/
entonces J(f —g) = 0. Dado que f — g es diferenciable en Y’ y 9(f —g) = 0, entonces
f—g € O(’). Por hipétesis, T(r(O(Y"))) = 0, por lo que T or(f — g) = 0 es decir
Tor(f)=Tor(g). En consecuencia, S estd bien definida.

= S es un funcional, por ser composiciéon de aplicaciones lineales.

» S es Tgo1) — | - | continua, es decir, S € (5(0’1)(X),Tg(0,1)). Sea
Vi={(w.f) € €OV(X) x CX(V',C) : Bf = wly. |

Dado que (EOV(X),7,) y (C®(Y’,C),7¢=) son espacios de Fréchet entonces su
producto es un espacio de Fréchet con la topologia producto (Proposicién 6.3.5).
Comprobemos que V es cerrado en la topologia producto. Como el producto es
Fréchet, esto equivale a ver que es secuencialmente cerrado. Sea {(wn, fn)},eny €V
tal que

{wn}nEN Tiﬂ) wu

{fn}nEN TC—OO> f

Tenemos que comprobar que (w, f) € V, esto es, 0f = wly,. Como {(wn, fn)}nen C
V', entonces _
8fn:w’Y/, \V/nEN

Si probamos que {Jf, }nen — Of en (EOD (YY), Te(0.1)), habremos terminado. Sea
{K;}jen un recubrimiento por compactos de Y’ tales que K; C Uj, (Uj, 2;) carta de
Y’, Vj € N. Dado que {fn}neny — f en (C*(Y’,C), ¢ ), para todo multiindice « y
todo compacto K, j € N, tenemos que
Jim D5 fr — D5 fll Lo (xc;) = 0.
En particular, dado que en K; C Uj,
Ofn

afn = aT,jdEja af

of

Entonces,

Ofp, 1,0 .0 L/ 10 . (0,1)
= (= i) (f) == (DM g, +iDOV £ ) .
(%j 2 <8$J +18yj> (f) 2( J f T J f) VTLEN
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Para todo multiindice a

ey 0 fn _ 1 (a1+1,a2) . ~(a1,a2+1)

De esta manera, para cada Kj, j € Ny todo multiindice «, tenemos que

|os 28 - 2

lim p7(0fn — 0f) = lim || Dj 2%, 5z

n—o0 n—oo

Leo(K;)

1 & [e3 . ~(a1,a 1 o a (oo
= lim H2 (D§. e g iplen 2“)fn) - ( (D<, 1+1a2) ¢y plen, 2+1)f>>

n—00 2 J J

Leo(K;5)

Agrupando adecuadamente, y llamando 8y 8’ a los anteriores multiindices,

1 1 / /
, Llpse _ B 2 ps e _ B - =
S Lo Y e 1 W ELRIE

LOO(K]'
esto prueba que {0f,}neny — Of en (8(071)(Y’),7’5(0,1)). Dado que {wy}ney — w
en (EOD(X), 701)) tenemos que

Ofn = wnly,Vn € N= 0f = w|y, = (w, f) € V.

Con esto concluimos que V es cerrado en la topologia producto. Al ser V' cerrado de
un espacio de Fréchet, es también Fréchet. Consideramos la proyeccion

m  EOV(X) x (Y, C) — €0V (X),

que es continua pues estamos trabajando en la topologia producto. Consideremos la
restriccién
mly : V — EOD(X),

que sigue siendo continua y ademads es sobreyectiva, porque toda 1-forma w €
PACRY (X) siempre tiene asociada alguna funcién diferenciable en Y’ tal que 9f = wly
por el Corolario 6.2.4. Por el Teorema de la Aplicacién Abierta en su versién para
espacios de Fréchet, 7|, es abierta.

Sea maly, : V. — C®(Y’,C) que es continua por estar trabajando en la topologia
producto. Dado que la restriccién r : (C*(Y'), 7¢) — (C*(Y, C), 7¢) es continua,
entonces la composicién r o ma|y, es también continua.

Hemos construido el siguiente diagrama conmutativo

roma|y,

4 (Y, C)
1y T
(0,1)
£0.0(X) —— C

Podemos probar ficilmente que S es continua con lo visto anteriormente. Dado U
un abierto de C, de la continuidad de T"y de /3 o ma|,,, tenemos que

(B0 maly) " (T7H(U))
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es abierto de V. Dado que 1|, es abierta, entonces,

mly (80 maly) ™ (T7'())

es abierto de (€ 0.1, Te(o.1)). Por la conmutativad del diagrama

$THU) = mly (8o maly) ™ (T7H(V)))
es abierto de (€0, Te(0,1)), probando la continuidad de S.

Dado que T es un funcional lineal continuo (por hipétesis), T € (C*(Y,C), ¢ )", el
Lema 7.2.1 nos dice que existe un compacto K de X tal que

T(f)=0, VfecC>®(Y,C), sop(f)CX\K. (7.1)

Dado que S es un funcional lineal continuo,S € (£ (X), 7¢(0.1))* el Lema 7.2.2 nos
dice que existe un compacto L de X tal que

Sw) =0, VYwe&OD(X), sopw)c X\ L. (7.2)

Comprobemos que S estd en las condiciones del Lema 7.2.3. Para ello, sea g €
C*>®(X,C) y consideramos el abierto de X, Y” := X\ K, con sop(g) C Y” compacto.

Entonces,

—= | def. (7.1)
S(0g) = T(gly) =

El Lema 7.2.3 garantiza la existencia de una 1-forma holomorfa o € Q'(Y”) tal que

0.

S(w):/ ohw, YweEON(X),

para toda w € £01)(X) de soporte compacto en Y.

La 1-forma o € QY (Y”) se anulaen Y”\ L = X \ (K U L) # @, puesto que X no es
compacta. En efecto, sea w € & (0’1)(X ) con soporte compacto contenido en Y\ L.
Entonces, al darse Y\ L C X \ L, por la construccién L, tenemos que

O:S(w)://”J/\w://YH\LU/\w.

Dado que w era arbitaria tenemos que 0|Y//\ =0

Como K es compacto, la Proposicion 5.2.1 nos dice que hx (K) es compacto. Al ser X
abierta, X \ hx (K) es un abierto no vacio. Por definicién de hx (K), tenemos que X \
hx (K') no tiene componentes conexas relativamente compactas en X. Sean {Cy }aen
las componentes conexas de X \ hx(K). Observemos que Co, N (X \ (KU L)) # &,
para todo a € A. En efecto, si existe Cy, tal que C,, N (X \ (K UL)) = &, entonces
Coy C K UL, lo que es una contradiccién, pues K U L es compacto y Cy, no es
relativamente compacta. En consecuencia, todas las componentes conexas {Cq }aen
cortan a X \ (KUL)=Y"\ L.

Definimos {Qa}aer = {Ca N (X \ (K U L))}aer. Qq es abierto de X para todo
a € A. Ahora bien, o se anula en X \ (K U L), luego se anula en cada 2,. Dado que
Q, es abierto de X \ hx(K) y o se anula en cada uno de ellos, que son abiertos y
tienen puntos de acumulacién en X \ hx(K), el Teorema de Identidad nos dice que

| x\bx () = 0-
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= Dado que J\X\bX(K) =0y X \bhx(K)C X\ K, entonces para toda w € £01(X)
con soporte compacto en X \ hx(K) tenemos

S(w):// U/\w:// 0Aw=0.
X\bx (K) X\bx (K)

Hemos probado que

(+%) S(w) =0, Vwe EOV(X) con sop(w) € X \ hx(K) compacto.

» Supongamos que f € O(Y). Tenemos que K C Y. Por la monotonia de la envolvente
topoldgica hx (Proposicién 5.2.1) tenemos que

hx(K) C hx(Y)

y por ser Y Runge
f)X(K) C bx(Y) =Y.

Asi, hx(K) C Y. Consideramos un par de abiertos U C V relativamente compactos
en X y tal que
hbx(K)cUcCV CY.

esto es posible hacerlo por la compacidad de hx (K). Por el Lema de Uryshon, existe
una funcién ¢ : X — R diferenciable tal que ¢|; = 1 y sop(p) C V' compacto.
Definimos ¢ := ¢ - f. Observemos que g € C*(X,C) y g|; = fl|y. De este modo, al
darse K C U, tenemos que g|, = f|,. Por tanto, la funcién f — gl tiene soporte
contenido en Y\ K. Por la eleccién de K (7.1), tenemos que T'(f — g|y) = 0 y por
linealidad, T'(f) = T'(gly ). Por la definicién de S,

S(9g) =T or(g) =T(gly) =T(f). (7.3)

Ahora bien, como el soporte de g es compacto contenido en V entonces dg = 0 en
X\ V. Dado que hx(K) CV, 99 =0 en hx(K), y por ende sop(dw) C X \ hx(K).
Ahora bien, el soporte de g debe ser compacto, puesto que g = ¢ - f y el soporte de
¢ era compacto. En particular sop(dg) C X \ hx(K) compacto. Por (*x), tenemos
que S(dg) = 0. Por (7.3), T(f) = 0.

Hemos probado que para todo f € O(Y) arbitraria, T(f) = 0. En consecuencia
T|o@yy = 0. Por el Corolario 7.2.1, el espacio r(O(Y")) es denso en O(Y) con la topo-
logia de la convergencia uniforme por compactos.

O

7.3. Teorema de Aproximacion de Runge

Estamos en condiciones de enunciar y demostrar del Teorema de Aproximacion de
Runge.

Teorema de Aproximaciéon de Runge. Sea X una superficie de Riemann abierta y sea
Y C X un abierto Runge. Entonces toda funcion holomorfa en'Y puede ser aprorimada
uniformemente por compactos por funciones holomorfas en todo X. Con mds precision,
dada f € O(Y), existe una sucesion { fn}neny C O(X) tal que para todo compacto K C Y,

i [ folge = fllzee ) = 0.
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Demostracion. Sea e > 0. Sea f € O(Y) y K compacto de Y. Consideramos un recubri-
miento de X expansivo {Y}, }nen de dominios Runge relativamente compactos. Llamemos
Yo=YNYiy fo:=Ff ‘Yo' Asi Yj es relativamente compacto. Denotemos . Realizamos un
proceso inductivo.

= Caso base n = 1. Consideramos el par Yy C Y;. Por la Proposicién 7.2.1, existe una
funcién f; € O(Y7) tal que

| ™

I filg — fli HLOO(K) <

» Cason = 2. Consideramos el par Y; C Y3 y el compacto Y = Y. Por la Proposicién
7.2.1, existe una funcién fo € O(Y3) tal que

g
I f2lyry = filyy oo w) < 53

» Hipdtesis de induccion. Supongamos que existe f,. € O(Y,), r € {1,...,n — 1} tales
que

9
H fr’7T72 - fv"—1|?T72 HLOO(?T72) < ?

Aplicando de nuevo la Proposicién 7.2.1, aplicada a Y, 1 CC Y, y al compacto

Y, —2, existe f, € O(Y,) tal que
5
|| fn‘?n72 - fn—l|?n72 ||L°°(?n—2) < 27
Hemos obtenido una sucesién { f,, }nen, fn € O(Y,), tal que

e
H fn’?n_Q - fn—l‘?n_2 ”Loo(?n_Q) < 27

Fijemos r € N y consideramos la sucesion {f,}n>r. Consideramos Y, que es compacto.
Para todo n > r, tenemos que fn‘YT es holomorfa. Ademaés, por la construccién de la

sucesion es de Cauchy en L*°(Y,). Por la completitud del espacio L>®(Y,,), existe una
funcién g, tal que {f,}nsr — g» en L®(Y,). Al ser cada f, holomorfa en Y,, entonces
gr € O(Y,), porque g, es el limite uniforme por compactos de una sucesién de funciones
holomorfas. Definimos

F: X — C

x — g(x), sizeY,.

esta aplicacién estd bien definida puesto que Yy C Yi1, para todo k € NU{0}. Dado que
la holomorfia es de caracter local (en un entorno de cada punto) al ser cada g, holomorfa,
F también lo es, esto es, F' € O(X), ya que {Y}}32, recubre a X. Finalmente,

1E" = fllzoo (1) = méx{gr(z) — f(2)[}720 < 2e.
zeK
En efecto, para m suficiente grande, al converger {f,} — g, en L>(Y,), conseguimos que

gr — meLoo(?m) <e
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Fijado x € K, tenemos la siguiente acotacién,

g0 (x) = f(2)] < |gr(2) = fm(@)| + [fin(2) — f(@)] < |90 (%) — [ ()]
m—1
+ ) k(@) = fal@)| + |fi(2) — f(2)]
k=1

3

< Nlgr  Full ey + 32 Ifir1@) = J1(@) gy + 11 = Fllisogae

X
Il
—_

3

€

oF < 2e

<llgr — meLw(?m) +

e
Il
o

Si queremos encontrar una sucesién en las condiciones del enunciado basta tomar para
cada n € N una funcién F;, tal que

| Fn = flloe () < 1/
O

Observemos que el reciproco es cierto si asumimos Y abierto relativamente compacto.

Teorema 7.3.1 (Reciproco del Teorema de Aproximacién de Runge). Sea X una superfi-
cie de Riemann abierta y K C X compacto. Supongamos que para toda funcion holomorfa
en K, f € O(K), existe una sucesion {fn}lnen de funciones holomorfas en todo X de
forma que

11151010 | falg — f“Loo(K) =0.
Entonces K es Runge.

Demostracion. Supongamos que Y no fuese Runge y sea U una componente conexa re-
lativamente compacta de X \ Y. Dado que X es abierta e Y es relativamente compacto,
existe p € U°. Sea  un abierto relativamente compacto tal que Y UU U €. Dado que £
es relativamente compacto y p € Q°, la Proposicién 6.2.1 nos garantiza la existencia de
una funcién f € O(Q\ {p}) y con un polo en p. Consideremos { f, }nen una sucesién de
funciones holomorfas en X tal que converge uniformemente por compactos de Y hacia la
funcién f.

Observemos que de la compacidad de QU , es posible encontrar un abierto relativamente
compacto de X tal que UUV y de forma que 9V C Y. esto puede hacerse mediante entornos
coordenados de cada punto del borde.

/

l o\ P
\\_7 ®
| av\\"/// /
/

—

Figura 7.2: pc U°, U CV,0V CY.

Observemos que {f,}nen es de Cauchy en V. En efecto, sea e > 0. Por el principio
del méximo para funciones holomorfas, se tiene que || fn — fm|l 137y = [fn = fmll Lo 0v)-
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Dado que {fn}nen converge uniformemente por compactos de Y hacia f, para /2 y el
compacto AV tenemos que existe ng € N tal que para todo n > ng entonces

| ™

[ fr = fllLe(ov) <
Sean n, m > ng, entonces,

B an - meL"O(av)
<|lfn = fllzeo@vy + If = fmll e @avy
< = + Z = €
2 2

[ fn — meLOO(V

esto prueba que {fy}nen es de Cauchy en L>(V). Por completitud existe g € L>(V)

tal que { fn}geN — g en L*>(V). Dado que cada f, es holomorfa en X, la funcién g es
continua en V' y holomorfa en V.

La sucesion { fy, }nen cumple

{fn}neN — g en Loo(v)v {fn}neN — f €n Loo(av)

Por unicidad del limite? f|,,, = g|s,- Dado que f es holomorfa en O\ {p} entonces es
holomorfa en V' \ {p}. La funcién g es holomorfa en V' y por tanto holomorfa en V' \ {p}.
El conjunto 0V tiene puntos de acumulacién de V' \ {p}. El Teorema de la identidad nos
dice que f ‘V\ = g|V\ v} Dado que g es continua en p, el Teorema de Extensiéon de
Riemann nos permite extender de manera holomorfa la funcién f al punto p, algo que
entra en contradiccién con que p sea un polo de la funcién f.

O

El reciproco es cierto en abiertos de X arbitrarios. Sin embargo, para ello necesitamos
tomar una funcién holomorfa en X \ {p} con un polo en p. Més adelante, cuando probemos
que en una superficie abierta todo divisor tiene solucion, podremos dar el reciproco en su
maxima generalidad.

A continuacién damos una descripcién de hx(K), para K compacto basada en el
articulo [9].

Teorema 7.3.2 (Representacién de hx (K)). Sea X una superficie de Riemann abierta y
K C X compacto. Entonces,

() = {p € X+ f)] < mgx |11, v/ € O()}.
Demostracion. Definimos
A= {pe X170 < el vr e 000}

Observemos que al ser K compacto, hx(K) también lo es (Proposicién 6.3.5). Probemos
la doble contencién.

2La unicidad es realmente en casi todo punto, pero estamos trabajando con funciones continuas.
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» Veamos que A C hx(K). Para ello probamos que X \ hx(K) C X \ A. Sea
p € X\ hx(K). El conjunto K’ := hx (K)U{p} es compacto, por ser unién finita de
compactos. K’ es también Runge. En efecto, como hx (K) es Runge, su complementa-
rio, X \ hx (K) no tiene componentes conexas relativamente compactas y denotemos
por {Cq}aca a tales componentes conexas. Dado que p € X \ hx(K) = UaerCa,
existe una tnica C,, que contiene a p. Ahora, las componentes conexas de X \ K’

son
X\ K= (X \ bx(K)) N (X \{p})
= Uaea(Ca N (X \ {p})
= (UaEA\{ao}Ca)U(Cao \ {p})
Esto nos dice que el complementario de K’ tiene las mismas componentes conexas
que el complementario de hx(K) salvo Cy,, a la que se le quita el punto p. Ahora
bien, la adherencia de Cy, \ {p} es la misma que la de Cy,, que no es relativamente

compacta en X, por ser hx (K) Runge. En consecuencia K’ es Runge. Hemos probado
que K’ es compacto y Runge. Definimos

e . 1 si q=2p

Al ser hx(K) compacto y p € hx(K), el punto p es aislado respecto hx(K). De
este modo, podemos encontrar un abierto U que contiene a hx(K), y en donde g
es la funcién constante cero, por tanto holomorfa. Ademads, p es aislado, luego g
es autométicamente holomorfa. Esto prueba que g € O(hx(K)U{p}) = O(K’). El
Teorema de Aproximaciéon de Runge, me permite encontrar una funcién holomorfa
en X, f, tal que

lg = Flleo(rery < 1/2.
En particular, en el punto p,

11— f®)|=lg(p) — fO)| < |lg — fllLeo(xry < 1/2,

lo que implica 1 — [f(p)| < |1 — f(p)| < 1/2y asu vez |f(p)| > 1/2. Por otra parte,
al ser glg () =0,

max < max = méix |f —
i /] < mx 1] = mix |1 =
< méx |f — g = [|f = gllze(xry <1/2 <[f(P)];

esto nos dice que

mix |f| < f(p) = pgA=pec X\A

esto prueba que X \ hx(K) C X \ A, esto es, A C hx(K).

» Veamos ahora que hx(K) C A. Sea g € hx(K). Veamos que ¢ € A. Sea f € O(X).
Tenemos que probar

£(a)| < méx]f]|.

esto es consecuencia del principio de maximo para funciones holomorfas. Para ello
observemos lo siguiente. Por la Definicion 5.2.1

f)X(K) =KU (L.JggBCg) , (7.4)
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donde {Cg}scp son las componentes conexas relativamente compactas de X \ K.
Como K es compacto entonces X \ K es abierto de X. Las componentes Cz son
abiertas de X \ K, abierto de X, luego Cjp es abierta de X, para todo 8 € B. Ahora
bien, hx (K) es compacto, luego |f| alcanza méximo en hx (K). Observemos que al
ser cada Cjg abierta de X, la funcién |f| no puede alcanzar el maximo en ninguna
de ellas, al ser f holomorfa. De la descomposicion (7.4), inferimos que el méximo de
| f| debe alcanzarse en K. Asi pues,

< ma = ma = q € A.
£(@)] < mis |f] = mix|f| = g

esto prueba la doble contencion. O

Otra consecuencia importante y que nos servird para probar que H'(X, 0) = 0, cuando
X es abierta, es el siguiente resultado que surge como generalizacién del Teorema 4.6.1 y
del Corolario 6.2.4

Teorema 7.3.3. 51 X es una superficie de Riemann abierta, dada w € EON(X), existe
f€C>®(X,C) tal que Of = w.

Demostracion. Por elﬁCorolario 6.2.4, para cada Y C X relativamente compacto, existe
g € C®(Y,C) tal que 09 = w. Consideremos entonces una sucesién {Y;,}52, por dominios
Runge, relativamente compactos, como en el Teorema 5.2.2.

Construimos una sucesién { f, }22, tal que

_ 1
Ofn = wly, s Mot = fallie, ) < 5y n2 1. (7.5)
La sucesion la construimos inductivamente.

1. Como Y} es abierto relativamente compacto en X, el Corolario 6.2.4 nos permite
elegir fo € C*°(Yo, C) tal que 0fy = wly, .

2. Supongamos que fo, f1,..., fn estdn construidas y satisfacen (7.5). Construyamos
fnr1. Como Y11 es relativamente _compacto en X, el Corolario 6.2.4 nos permite
tomar gp4+1 € C*°(Yn41,C) tal que dgp4+1 = wlynﬂ. Como Y,, C Y41

glyn Gn+1 = w|Yn = 5fn = 5|Yn (gn+1 — fn) = 0.
Dado que gni1ly, = fn € C°(Yn, C) y 8|y, (gn+1— fa) = 0, entonces gni1ly, — fn €
OY,).

Como Y,,_1 es un abierto Runge y gn11ly, —fn € O(Y,), el Teorema de Aproximacion
de Runge nos dice que, asociado a 1/2", existe h € O(X) tal que

1
27.
Definimos fr4+1 := gni1— h|Yn+1 € C>®(Yy+1,C). Como h es holomorfa en X, entonces
Oh = 0, por tanto

[(gn+1 = fn) = BllLoo(v,_y) < (7.6)

gfn-i-l = 59n+1 - E‘YTH—I h = 59”"‘1 = w|Yn+1 :

Como fr41 = gnt1 — h’Yn+1a por (76)
1
| frn1 = fallLeo(viy) = 1(Gnt1 — fr) = BllLos(v,_1) < o
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Por tanto, tenemos construida una sucesién {f,}22, buscada. Sea = € X. Dado que
{Y,}02, recubre a X, existe ng € N tal que z € Y,,,. Para todo n > ng + 1 se tiene que

1
|fn+1(x) - fn(x)’ < an—&-l - anL‘X’(Ynfl) < on’

Sea € > 0 y sean n,m € N. Tomamos n, m suficientemente grande tal que sean mayores
n—

que ng + 1y tal que “7" < €. Entonces,

|fn(@) = fm (@) = [frs1(@) = fal@)| + [fa(@) = facr(@)] + -+ g1 (2) = fin (@)
1 1 1 n—m
<27+F+"'+27m< om

<e.

esto prueba que la sucesién {f,(z)}neny C C es una sucesién de Cauchy. Como C es
completo, entonces la anterior sucesién tiene limite. Podemos definir, para cada z € X

fx) = lm_ fy(z).
Para cada n € N, definimos F), := ZanH (fx+1 — fx). Observemos que

5(fk—s—l —fx) = W’yn - W‘yn =0,

luego cada término de la serie es una funciéon holomorfa. Ademas, por el Criterio de la
Mayorante de Weirstrass la serie converge absolutamente en Y, y uniformemente por
compactos de Y,,. En efecto, para todo x € Y,,, como k > n + 1 entonces Y,, C Yi_1

1
|[fer1(m) = fe(@)] < kw1 = felloovi) < k1 = frlloeviy) < oF

y la serie numérica ), <, 2% es convergente. esto nos dice que la funcién F),, esta definida
por una serie de funciones holomorfas que converge uniformemente por compactos de Y,;
en consecuencia F,, € O(Y,).

Por la definicién de F),, tenemos f|Yn = fn + Iy, para todo n € N. Dado que f, €
C>®(Yn,C), F, € O(Y,) C C®(Y,,C) y UpenYn = X, tenemos que f € C*(X,C). Como
F, € O(Y,), para todo n € N, entonces

By f = 0fn+0F, = 0fn = wly, -

Dado que {Y;, }nen recubre a X, entonces 0f = w. O

Corolario 7.3.1. En toda superficie de Riemann abierta X tenemos que
HY(X,0)=0.

Demostracién. El Teorema 4.6.4 nos dice que H(X,0) = £01(X)/dC>(X,C). Ahora
bien, el Teorema 7.3.3 nos dice que si w € EOD(X) existe f € C®(X,C) tal que df = w.
esto prueba que £V (X) € 9(C*®(X,C)). Dado que la otra contencién se tiene siempre,
hemos probado que 0 (C®(X,C)) = £0:1(X). En consecuencia, el cociente H'(X,0) =
0. O
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Capitulo 8

Teorema de Weierstrass y
Mittag-Lefller en superficies de
Riemann abiertas

Tal y como introdujimos los grupos de cohomologia de Cech, comentamos el problema
de Mittag-Leffler. Vamos a trabajar, de nuevo, con superficies de Riemann abiertas. Sea
X una superficie de Riemann abierta y sea d € Div(X), d = Y/, njz;, x; € X, n; € Z,
Vi =1,...,r. Nuestro objetivo, es hallar una solucién de este divisor, es decir, encontrar
una funcién meromorfa f € M(X) tal que (f) = d.

Para desarrollar la teoria necesitamos debilitar el concepto de solucién de un divisor
v € Div(X) dado. Definimos

Xy ={reX:y(x)>0}.

El X, son puntos de X que no son polos para una funcién meromorfa que sea solucién.
El caracter discreto de los divisores, hace que X, sea un dominio de X.

Definicién 8.0.1 (Solucién débil de un divisor). Sea X una superficie de Riemann. Di-
remos que f € C*(X,,C) es una solucion débil de un divisor ~, si para cada a € X existe
una carta (U, ¢ = z) centrada en a, una funcién ¢ € C*°(U,C) con ¢ (a) # 0 y tal que f
admita la siguiente representacion en coordenadas locales

fop ' (z)=1(2)2F, Vze X,NU, k=n~(a),

donde zZ =1op L.

Observacién 8.0.1. Por definicién, una solucién débil sera clésica, es decir, (f) = v, si
f es meromorfa en X y holomorfa en X,.

Observaciéon 8.0.2. Sean f; y fo soluciones débiles de 1 y 72 respectivamente. Sea
f=fifoyv=m 472 La funcién f no estd definida en aquellos puntos donde v(a) > 0
pero v1(a) < 0 0 y2(a) < 0. Sea a € X en tales condiciones y supongamos sin pérdida
de generalidad que v1(a) < 0. Llamemos k1 y ko a los ntimeros enteros 7yi(a) y y2(a)
respectivamente. Dado que v; es solucién débil de f;, existe una carta centrada en a,
(Ui, p; = 2;) y una funcién ¢; € C*®(U;, C), ¥;(a) # 0, ¢ =1 o o~ ! tal que

fiopil(z) = Vi(2)2, Yz e Xy, NU;, i =1,2.
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Como X, NU; es un entorno del punto a, entonces
V=M, X, NU;

es un entorno del punto a. Asi,
h(z) == fio i (2) - faopyt(z) = (Jﬂzg) ()M FR vz eV (8.1)

Como ki + ko > 0, el limite lim,_,o h(z) = lim,_,, f1(p) f2(p) existe, de modo que f = fi fo
estd definida en a. Veamos que fi fo representa a y(a). Consideramos la carta (V, ¢ := ¢1).
Por la férmula del cambio de cartas

froprt(2) = fao 3 0 pa 001 (2) = Yalp2 0 1 (2)) - (92097 (2))2 (8.2)

para todo z € (V). Consideramos la funcién ¢ o gol_l, que estd definida en un entorno
de cero. Dicha funcién presenta un cero en z = 0,

pa2(71(0)) = pa(a) = 0.

El cero es simple porque es un cambio de cartas y la funcién es biholomorfa, en particular
tienen derivada no nula en todo punto. Como s o gol_l presenta un cero simple en z = 0,
existe una funcién holomorfa g : D(0,7) — C, g(0) # 0 de forma que

p2007"(2) = 29(2), Vz€D(0,r) Cp(V).
La expresion en coordenadas de f2 (8.2) queda dada por

fao 7N (2) = dalpa 0wy} (2)) - Mg(2)"2, vz e D(0,r).
Definimos B B B
¥(2) = 1 (2)Pa(p2 0 07 1 (2))9(2)",
que no tiene ceros en D(0,7). En la carta (o7 (D(0,7)), ¢ = 1) tenemos que
(frow™)(2) - (f20 07 )(2) = Wh(2)2"FH,
probando asi que f1 fo es solucién débil de ~.

Observaciéon 8.0.3. No hay unicidad en una solucién débil. Dado un divisor v y dos
soluciones débiles de este, f y g, tenemos que f —g = p con ¢ € C°(X,C) y tal que ¢ no
tiene ceros.

Lema 8.0.1. Sea X una superficie de Riemann, d € Div(X) y f una solucion débil de d.
Entonces se tienen las siguientes aserciones:

1. La I-forma
w="
f

estd bien definida y es diferenciable en X \ sop(d).

2. Sia€sop(d) yk=d(a), eriste una carta (U,z) centrada en a y conforme al disco
unidad tal que

donde 1p € C*°(D, C), ¥(z) # 0 para todo z € D.
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Demostracion. 1. Por definicién sop(d) = {p1,...,pn}, donde d = > 1" nip;, n; €
Z\{0}. Asi, al ser f solucién débil de d, f no presenta mas ceros que eventualmente en
algun p;, cuando n; > 0. De este modo, la funcién 1/ f estéd definida y es diferenciable
en X \ sop(d). En consecuencia, w € &' (X \ sop(d)).

2. Sea a € sop(d), esto es, k = d(a) # 0. Como f es solucién débil de d, existe una carta
(U, ¢ = z) conforme al disco unidad, centrada en a y p € C*°(U C) con ¢(a) #0y
tal que

fop Mz) =1(2)2", VzeD.

De este modo, la representacién local de df en la carta (U, z) viene dada por
df|; = 2"dyp + kyzF"1dz.

Como 1(0) # 0, existe r < 1 tal que para todo z € D(0,7), ¥(z) # 0. Sea V :=
¢~ 1(D(0,r)). Consideramos la carta (V, ¢|;,). En esta carta

Flvngag 2 ¥

Realizando una dilatacién del disco D(0, ) obtenemos la carta en el disco D.
O

Lema 8.0.2. Sea X una superficie de Riemann. Sea d = Z;”:l kjpj un divisor de X y f
una solucion débil de d. Entonces

1
21

// Cﬁff Adg = ijg(pj), Vg € C5°(X,C).
X =

Demostracion. Sea g € C3°(X,C). Como f es solucién débil del divisor d, para cada pj,
j €{1,...,n} tomamos una carta (Uj, p; = z;) centrada en p; y conforme al disco unidad,
de forma que

Fowit(z) =1i(2)2", 1; €C=(D,C)

y tal que @Zj no presente ceros, satisfaciendo, como en el Lema 8.0.1

d ki dy;
al <] + %) dz;. (8.3)
Flo,  \z

Sean 0 < r; < ro < 1. Para cada j = 1,...,n, el Lema de Uryshon nos garantiza la

existencia de una funcién ¢; € C*°(X,R) tal que
s0p(¢5) € 95 (D(0,72)) s 5,1 (B0.my) = 1
Sea g; = ¢jg, paraj=1,...,ny
go: X —C, go:=g—(91++gn)

Como g y {g;}}_; tienen soporte compacto, go € C5°(X,C). Por otro lado,

trn=e(¥ ).
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En particular, la 1-forma diferencial % A dgo es de soporte compacto. Por la Proposicién

2.4.3 //Adgo //)(d(cj{‘%)_o'

Ahora bien, como g = go + - - - + gn, entonces

///\d _Z// Y ndg; = Zk// i 5 dg, +Z//U zZJAd

(8.4)
dz]
= Z k; A dg;
Para cada j = 1,...,n, si denotamos g; = g; o gojfl y Ap = A(0;1/n,1)
I, 5= ] ) = [ 1 (02)
Uj i Ui\{ps} D\{0} z
1
= — d(gi—d ):—hm// <g dz)
//LJ’H.ENA’!L < ! z n—oo n ! (8 5)
i .

B / 9i(2) 4, _ h’m/ 9i(2) 1.
n—oo 8An zZ n—oo (071/71) z

= lim Mdz: lim
n—o0 0(071/,"/) z n—oo D

y(2)dz.

Dado que g; tiene soporte compacto contenido en el disco D(0,72), |g;(2)| < M;j, para
todo z € D. Asi pues

9;(2) 1

o Xe01/m)(2)] < Mjm- (8.6)
Dado que

1 1 2 1

/ —dz = / / —rdrdf = 2.
p |2] oJo T
1

Por tanto, | ’ es integrable en el disco D. Por (8.6) y ser — integrable en D, el Teorema

2|

de Convergencia Dominada nos dice que

. g( gz . ,
Jim /D Ji )x(;(o,l/n)(z)dzz / lim Ji )x(;(o,l/n)(Z) = 2mig;(0) = 2mig(p;)-

D n—oo

De esta forma, la expresion (8.5) queda

dz;
// —LA dg; = 27”9(]%)
U; Zj

// Adg = 227”]{:39 (pj)

J=1

y por tanto de (8.4)
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Lema 8.0.3. Sea X una superficie de Riemann, 7 : [0,1] — X una curva continua y U
un entorno relativamente compacto de ([0, 1]). Consideramos é+ el divisor subordinado a
la curva, esto es, 6y = (1) —v(0). Entonces existe una solucion débil f del divisor §v tal
que f|X\U =1 y tal que para toda 1-forma diferenciable y cerrada w € £EY(X), se satisface

Aw-//){i{/\w. (8.7)

Demostracion. Consideramos (U, ¢ = z) un sistema de coordenadas locales de X conforme
al disco unidad. Supongamos que la curva 7y tiene su traza completamente contenida en
el entorno U. Sea 7 = ¢ o la representacién en coordenadas de 7. Sean a := 7(0) y
b := 7(1). Dado que la traza de 7 es un compacto contenido en el disco unidad, existe
e < 1 tal que la traza de 7 estd plenamente contenida en D(0, ). Consideramos la funcién

z—0b

z—a

h:A(0;e,1) — C, h(z):=

La funcién h es meromorfa en C con un polo en a. Ademas

h'(z) a—1b 1 1

h(z) (z—a)(z—b) z—a z2-0b

h/
/ () g o,
o (z)
para todo camino cerrado o con traza contenida en el anillo A(0; ¢, 1). En efecto, sabemos
que

Necesariamente

m1(A(0;1,¢e)) = Z

y un generador del grupo fundamental es la circunferencia de centro cero y radio v’ € (g, 1).
De este modo

!
/ h(z)dz:/ dz —/ 1 = 2wt — 27 = 0.
ooy =) coy Z2—a  Jowomy z—0b

Figura 8.1: Anillo A(0;e,1)

Por tanto, la funcién h admite logaritmo en el anillo A(0;¢e,1). Usando el Lema de
Urysohn podemos tomar una funcién ¢ € C*°(D, R) tal que

SOp(i/)) C D(O’T)a 1“5(077«) =1
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Definimos
—-b
exp (1/}(2:) log & > , osior<z] <1
z—a
Jo:D\{a} —C,  fo(z) :=

z—2>b .
, si |z <

z—a

Observemos que los trozos de la funcién coinciden en C'(0, ), por tanto fy es diferenciable
en D\ {a}. Dado que ¢ se anula para |z| > r/, entonces la funcién fy vale exactamente
uno en |z| > 7', Asi, fy o ¢ admite una extensién diferenciable a todo X \ {p~'(a)}

foop en U\{a}
f:X\{a} —C, f:=
1, en X\U.

Por construccién, f es solucién débil del divisor 6y = ¢~ 1(b) — ¢~ (a).

Sea w € £ (X) cerrada. Como U es conforme al disco unidad, es simplemente conexo.
Por tanto, w tiene primitiva en U, esto es, existe una funciéon g € C*(U,C) tal que
dg = wl|y. Tomemos V' tal que U C V. El Lema de Uryshon nos permite encontrar una
extension G € C*(X,C) tal que G| = g y sop(G) C V. De este modo, G € C°(X,C) y
dG|; = w|y- Por el Lema 8.0.2

2m// 27m// NdG = G(b) — G(a)@LdG:Aw

en (*) hemos utilizado que la traza de v esta contenida en U, donde w|; = dG|;.

Para el caso general, suponemos que U es abierto relativamente compacto que contiene
a la traza de la curva v y tomamos una particién & = {t;},_, del intervalo unidad y una
familia de cartas {(Uj, zj)}?zl tal que

W[tj-1,t)) CU; C U, (Uy) =D.

Dentemos ; a la restriccién 7|[t- L] Para cada j = 1,...,n, podemos utilizar lo probado
J—1"
para el caso de una carta conforme al disco, esto es, existe una solucién débil f; del divisor

075 = () —(tj-1) tal que fly\p, =1y

fe= i f e

para todo j = 1,...,n. Consideramos f = f;--- f,. Es claro que f|X\U = 1. Ademas,
como f; es solucién débil de d+; entonces f es solucién débil de 6y = Z?:l 07;. Resta
comprobar (8.7). Para cada j = 1,...,n en cada entorno conforme al disco Uj, existe
G € C5°(X,C) tal que

w\Uj = de‘Uj’ Vje{l,...,n}.

Para cada U; N U; tenemos que
dGi|UiﬂUj = dG‘7|U1ﬁU]

es decir G; y G se diferencian en una constante en U; NU;. Tomando esta constante como
cero, las funciones G; satisfacen las mismas condiciones y podemos definir

G:X—C, G|, =G,
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y cero fuera de los soportes de cada G;. Asi

dG’U;'Lzl j = w Un 1U (88)

**)
27m// 2m//n UJ /\dG 2m// NG

Entonces

En (x) y en (+*) se ha utilizado que los integrandos son nulos fuera de U7_, U;.
En (x%) hemos usado (8.8). En (x % %) hemos usado el Lema 8.0.2 y en el tltimo paso que
la curva 7 esta contenida en la unién de los U; en donde se cumple (8.8). O]

Lema 8.0.4. En una superficie de Riemann abierta, todo divisor admite solucion débil.

Demostracion. Sea { K, },en una sucesién de compactos dada por el Corolario 5.2.1, esto
es,

s Cada K, es Runge, n € N.

= Kn CKp

» {K,}nen es un recubrimiento de X.
Hacemos la prueba en dos pasos.

1. Supongamos que d es un divisor de X tal que d = 1 - g, para cierto zp € X \ K,
ng € N. Dado que z( estd en el complementario en X del K,,, y este es Runge,
entonces x( pertenece a una componente conexa U de X\ K, que no es relativamente
compacta. Tenemos que U \ Ky,+1 # @. En efecto, si U \ Kp,+1 = & entonces

KnO C Kn0+]_ C U C X\Kn07

una contradicci(’)n Dado que K,, C K, no+1, entonces U \ Kpot1 CU\ K o+1 cU.
Sea z1 € U\ K, .. Dado que x1 estd en U y esta es componente conexa (arcoco-
nexa), existe yp : [0,1] — U una curva continua tal que vo(0) = zo y Y(1) = ;.
Sea V un entorno relativamente compacto de ([0, 1]) contenido en U. Por el Le-
ma 8.0.3, asociado al divisor dv = x1 — xg, existe fy solucién débil de dv y tal que
f|X\V = 1. En particular, V C U C X\ K, luego K,, C X\V y por ende f|Kn0 =1.

Para cada m € N, podemos repetir este proceso, lo que nos da lo siguiente:

» Una sucesién de puntos {z, }oo_ tales que z,, € Kpy4m, para todom € NU{0}.

» Una sucesién de curvas {yn,}2>_, tal que
m ([0,1]) € X\ Kngam,  ¥m(0) = 2m, Ym(1) = Tma1.

» Una sucesién de soluciones débiles { f, }>°_, de los divisores -, tal que

fauligy, o =1
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Por construccién, 6y, = Tmi1 — T Definimos, para cada n € N, g, := anzo Tm.
Por lo dicho en la Observacién 8.0.2, g,, es solucién débil de Y, 0vm = Tpi1 —
xo. Comprobemos que la sucesién {gy, }nen converge uniformemente por compactos
(sucesién de productos parciales). Sea @ un compacto de X. Dado que {K, }nen
es expansiva y recubre a X, la compacidad de @ nos dice que existe K, tal que
Q C Kp,. Tenemos que fn]Kn0+n = 1, por tanto, en el producto [] 7", fm|Q solo
una cantidad finita de f,, no valen uno. En consecuencia, el limite existe en cada
uno de los compactos de X. Definimos

n—oo

o0
g:= lim g, = an
n=0

g es una solucién débil de —d = —x( y por tanto —g es solucién débil de d.

2. Sea d € Div(X). Para cada m € N definimos

dn(z) = dz) st z€ Kpqi\ Kn,
TV 00 s 2 e Kner \ K,

donde Ky := @. Consideramos la sucesién {d,,}>°_, y sus sumas parciales S, =
Y om—o dm- Sea zg € X. Como {Kj, }nen es una exhaucién de una superficie abierta y
Ky = @, existe un K, tal que o € Kpyt+1 \ Km,- esto nos dice que dy,, (o) = d(z)
y dm(x) = 0 para todo m # mg. En consecuencia, las sumas parciales cumplen
Sn(zo) = d(x), para n suficiente grande. esto prueba que, para cada z € X,

nll)nrolo Sp(z) = d(z).
Entonces la serie )7 ;d, estd definida puntualmente y converge hacia d también

punto a punto. Cada divisor d,, estd en las condiciones del paso anterior, por lo que
existe f,, solucién débil de d,, tal que f,| k,, = 1. Definimos

P, = H fm-
m=0

Con el mismo razonamiento de antes, dado un compacto () de X, solo hay una can-
tidad finita de productos que no son uno. Por tanto { P, },cn presenta convergencia
uniforme por compactos hacia una funciéon f que es soluciéon débil del divisor d.

O]

Teorema 8.0.1. [Teorema de Weierstrass] En una superficie de Riemann abierta todo
divisor tiene solucion.

Demostracion. Sea d =Y ;_, njx; € Div(X). Localmente el problema tiene solucién. En
efecto, para cadai = 1,...,7, sea (U;, p; = z;) una carta alrededor de x; conforme al disco,
U; abierto relativamente compacto, de modo que x; ¢ U;, para todo j # i. Sea f; € M(Uj)
en las condiciones de la Proposicién 6.2.1, es decir, x; es polo de f; y f; es holomorfa en
Ui \ {x;}. Denotemos por m; al orden de f;. Denotemos f; = f; o gpi_l la representacion
coordenada de f en la carta (U;,2;). Dado que f; tiene un polo de orden m; en x;, por
definicién, f; tiene un polo de orden m; en el punto cero del disco . Entonces, la funcién

Gi:D—C, wr—s w™tf(w)
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tiene multiplicidad n; en el punto 0 € D. En consecuencia g; = g; o ¢; es una funcién con
multiplicidad n; en el punto x;. esto resuelve el problema en Uj;.

Sea U = {(Us, pi = 2i) };cn, tal que cada carta (U;, ¢;) esta en las condiciones anterio-
res. Sea f; la respectiva solucién en cada U;. Observemos que si U; N U; # &, entonces
fj no tiene ceros en U; N U; (puesto que no esta ni x; ni x;). Ademas, f; tampoco tiene
ceros por el mismo razonamiento. En consecuencia, f;/f; € O(U;NUj) y no presenta ceros.

Sea 1 una solucién débil de d. Entonces 1; = 1/ f; no puede tener ceros ni singulari-
dades en x;, al ser v solucién débil, alrededor del x;, 1 presenta un cero del mismo orden
que f;, lo que evita que v; tenga singularidades. Ademads, tampoco puede tener ceros,
pues 1; solo se anula en U; en el punto z;. Existe ¢; € C>(U;,C) tal que e¥i = 1; en
U;. De este modo, en cada Uj, la funcién ¢ se expresa como 1 = e¥i f;. De este modo, el
cociente f;/f; = e¥'~%i € O*(U; N Uj). Consideramos ¢;; = ¢; — ¢;. Observemos que se
de la propiedad de ser 1-cociclo de X subordinado al recubrimiento I/. En efecto, en cada
intersecciéon U; N U; N Uy, tenemos que

©ij + ik — Pk = (i — ;) + (@5 — vr) — (i — vx) = 0.

De modo que (g;ij)ijen es un l-cociclo de X subordinado al recubrimiento U, (yp;;) €
ZYU,0). Dado que X es abierta entonces H!(X,0) = 0, luego los 1-cociclos anteriores
se descomponen, es decir,

pij=vi—pj=9i—g; enUNUj,
donde g;,9; € O(U;), O(Uj). De este modo
PV = eI = fif fj = eV fj =€ fi
en U; N Uj. Definimos entonces
f: X —C, f(z)=fie?, sixel;.

Dado que en las intersecciones del dominio de definicién f;ed = fjej , [ esta bien definida.
Ademas, dado que en cada U;, tenemos que e no tiene ni ceros ni polos, en cada z;, la
multiplicidad de f;e9 es la misma que la de f;. Entonces f tiene la misma multiplicidad
en cada x; que f;. Como f; era solucion de d y f tiene las mismas multiplicidades que f;,
para todo i, inferimos que (f) = d. O

Corolario 8.0.1. En toda superficie de Riemann abierta existe una 1-forma holomorfa
$iM Ceros.

Demostracion. Consideramos g € M(X) no constante, que es posible tomando el divisor
que queramos. Entonces tenemos que dg es una 1-forma meromorfa sobre X. Consideramos
el divisor subordinado —dg, es decir (—dg). El Teorema anterior nos permite encontrar
una funcién f € M*(X) tal que (f) = (—dg). Definimos entonces w = fdg. Asi, w es
meromorfa en X y en cada singularidad de dg, la funcién f presenta un cero de ese mismo
orden. Si dg presenta un cero, entonces f presenta un polo de este mismo orden. Asi pues,
w no puede tener ni ceros ni polos y el limite existe en cada uno de dichos puntos. El
Teorema de Extension de Riemann nos permite concluir que w es holomorfa en todo X
(se extiende a todo X). O
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Podemos demostrar el reciproco del Teorema de Aproximacion de Runge simplemente
tomando una funcién meromorfa en todo X. La demostracion es idéntica a la dada en el
Teorema 7.3.1 y nos permite enunciar el Teorema de Aproximacién de Runge en ambas
direcciones.

Teorema de Aproximacién de Runge. Sea X una superficie de Riemann abierta y
Y C X un abierto de X. Entonces toda funcion holomorfa en Y puede ser aprorimada
uniformemente por compactos mediante funciones holomorfas en todo X si y sélo si Y es
Runge. Con mds precision, dada f € O(Y), eziste una sucesion {fn}nen C O(X) tal que
para todo compacto K C Y,

i [ folge = fllzee ) = 0,

sty solo si 'Y es Runge.

8.1. Distribuciéon de Mittag-Leftler

Sea X una superficie de Riemann y sea U = {U;},.; un recubrimiento por abiertos
de X. Una familia (f;);es es llamada de distribucion de Mittag-Leffler si f; € M(U;) y
fi— fj|UmUj € O(U;NUj), esto es, f; y f; tienen la misma parte singular en U; NU;. Una
solucidn de (f;)ier es una funcién f € M(X), tal que fly; — fi € O(U;).

De manera natural, si definimos f;; := f; — f; en cada U; N Uj, tenemos que (f;;) €
CY(U, ). Podemos decir més y afirmar que (fi;) € Z' (U, O). En efecto, comprobemos la
condicién de ser cociclo

fik =fi— fo=(fi = f;) + (f5 = fr) = fis + fix € O(U; N U; N Uy).
Podemos caracterizar las soluciones de este tipo de distribuciones.

Proposicién 8.1.1. Sea X una superficie de Riemann y seald = {U;};c; un recubrimiento
por abiertos. Sea (f;)ier una distribucion de Mittag-Leffler tiene solucidn si y sélo si 0(f;)
es 1-cohomologo a cero, es decir [6(f;)] =0 € HY(X,O).

Demostracion. Supongamos que f € M(X) es solucién de (f;);c;. Entonces, para cada
iel, gi=fi—fe€OU). En U;NU; tenemos que

(fij) = (fi = f3) = (9: — 95) = 0((9:)) = (fi5) € B'U, 0),
puesto que (g;)iecr son todas holomorfas en U;. En consecuencia el 1-cociclo §(f;) = (fi— f;)

es un 1-coborde y por ende es cohomologo a cero.

Reciprocamente, si §(f;) = (fi — f;) es cohomdlogo a cero, existe una 0-cocadena (g;)
tal que

fi—fi=gi—9 UnNU;
y tal que g; € O(U;) para todo i € I. esto implica que f; — ¢g; = fj — gj en U; N Uj. esta
propiedad nos permite definir

f: X —C, f’Ui::fi_gi’ Vi e I
Asi f € M(X) y ademas
fly, = fi=fi—gi— fi=—gi € OU),

es decir, f es solucién de (f;)ier- O
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Lo anterior es completamente general para superficies de Riemann. Ahora bien, para
superficies de Riemann abiertas podemos ser mas precisos.

Corolario 8.1.1. En una superficie de Riemann abierta toda distribucion de Mittag-
Leffler tiene solucion.

Demostracion. Sea (f;);c; una distribucién de Mittag-Leffler sobre una superficie de Rie-
mann abierta X y cierto recubrimiento U = {U;},.;. La distribucién tendra solucién si y
s6lo si [5(fi)] =0 en H'(X,0). Ahora bien, como X es abierta el Corolario 7.3.1 nos dice
que HY(X,0) = 0. En particular, [§(f;)] = 0. O

Combinando el Teorema de Weierstrass y las distribuciones de Mittag-Leffler, podemos
demostrar un par de resultados muy potentes.

Proposicién 8.1.2. Sea X una superficie de Riemann no compacta y {xy, }nen una suce-
sion de puntos de X sin puntos de acumulacion. Dada una sucesion {yn}nen de nimeros
complejos, existe una funcion holomorfa f € O(X) tal que f(xy) = yn, para todo n € N.

Demostracion. Para cada n € N consideramos el divisor d = ) 1 z,. Dado que X es
abierta, existe h € M(X) tal que (h) = d. Ahora bien, por la definicién de d, la funcién
h,, es holomorfa en todo X y posee un cero de orden uno en cada punto z, € X.

Para cada n € N, definimos U; := X \ Upem {i}1Zn}- Cada U; es abierto y U := {U, }ien
recubre a todo X. Sea g; := y;/h que es una funcién holomorfa en U; con un polo de orden
uno en z;. Para cada i # j, la interseccion U; N U; = X \ Upen{zn}, por lo que 1/h es
holomorfa en cada U; N Uj, pues hemos quitado todos sus polos. esto prueba que cada g;
es holomorfa en U; N U;.

Observemos que (g;);en es una familia de funciones meromorfas en cada U; y tal que
gi — g; es holomorfa en U; NUj, puesto g; y g; son holomorfas en tal interseccién cada una
por separado. esto no es més que decir que (g;);en es una distribucién de Mittag-Leffler,
que tiene solucién al ser X abierta, tiene solucidn, es decir, existe g € M(X) tal que g —g;
es holomorfa en U;, para todo ¢ € N. Definimos f := gh € M(X). Podemos escribir

f=gh=yi+(g—9gi)h encadaU;.

La funcién g — g; es holomorfa en U; y h € O(X). esto prueba que f es holomorfa en cada
U; y por tanto holomorfa en todo X. Finalmente, como x; € U; y h(x;) = 0, tenemos

f(@i) =i + (9(2;) — gizi))h(z;) = yi, VieN.
]

Definiciéon 8.1.1. Sea M una variedad compleja n-dimensional. Diremos que M es una
variedad de Stein si

= M es holomorficamente separable, es decir, dados p,q € M distintos, existe f €

O(M) tal que f(p) # f(q).

= M es holomérficamente convexo, es decir, para todo K C X compacto la envolvente
holomorfa convexa

K= {p eM:|f(p) < m}z{ix\ﬂ,‘df € O(MQ}
es compacta.
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esta es la definicién cldsico de variedad de Stein. Una definiciéon equivalente puede
verse en [7, Corollary 26.8]. Observemos que toda superficie de Riemann abierta es una
1-variedad de Stein. Ademads, se puede demostrar que una superficie de Riemann es Stein
si y solo si es abierta. esto se debe a que el reciproco del Teorema de Aproximaciéon de
Runge es cierto.
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Capitulo 9

Teorema de Mergelyan-Bishop

Para la siguiente version del Teorema de Runge, necesitamos trabajar més y se conoce
como Teorema de Mergelyan-Bishop. Enunciamos la versién en el plano complejo, cuya
demostracién puede encontrarse [19, Capitulo 20, pag 390].

Teorema de Mergelyan-Bishop (Version C). Sea K C C compacto y Runge. Entonces
toda funcion f que continua en K y holomorfa en K° se puede aproximar uniformemente
en K mediante funciones enteras. Con mds precision, existe una sucesion de funciones
{fn}nen de funciones enteras tal que

n—oo
Nosotros vamos a demostrar la correspondiente versién en superficies de Riemann.

Teorema de Mergelyan-Bishop. Sea X wuna superficie de Riemann abierta y K C
X compacto y Runge. Entonces toda funcion f continua en K y holomorfa en K° se
puede aproximar uniformemente en K mediante funciones holomorfas en todo X. Con
mds precision, existe una sucesion de funciones {fn}nen C O(X) tal que

Jim [ fo = fllzee ) = 0-

En el caso del plano complejo fue demostrado por Mergelyan en 1954 [19]. Mé&s tarde, en
1958, Erret Bishop demostré este teorema para superficies de Riemann [4]. Ambas pruebas
se basan en Teoria de la Medida y Analisis Funcional. Nos inspiramos en la prueba [11,
pégs 86-90]. No obstante, se deben de cambiar unos cuantos pasos. En tal prueba se omite
el Corolario 9.0.1, que es necesario para que las constantes que vayamos obteniendo no
dependan de €.

Para ello vamos a necesitar un teorema local, que para demostrarlo damos un lema
previo y una definicién.

Definicién 9.0.1. Sea X una superficie de Riemann, G un abierto de X, {(U;, v; = 2;) }ien
atlas holomorfo de X y w € £01(@Q). Sea f; € C*(U; N G, C) tal que

wly,ng = fidzi, Vi€N.
Definimos f; = f; o ¢; '. Sea C,, > 0. Diremos que w cumple la C,-propiedad si
I fill oo (psvincy) < Cwy Vi €N.
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Observacién 9.0.1. La C,-propiedad depende del atlas holomorfo tomado.

Lema 9.0.1. Sea X una superficie de Riemann abierta, G abierto relativamente compacto
y Go CC G. Sean (Uj,p; = z;), i =1,...,n cartas de X tal que {U;}", sea un recubri-
miento de G. Fxiste Cy > 0 tal que para toda w € 5(0’1)(G) satisfaciendo la C,-propiedad
existe una funcion v € C*°(Go, C) tal que

Ou = w|G0 sl (qo) < CoCl-

Demostracion. Sea a € Gy. Consideramos el divisor d = 1 - a. Entonces, al ser X abierta,
todo divisor tiene solucién, esto es, existe una funcién f,, holomorfa en todo X tal que f,
presenta un cero de orden uno en el punto a. Dado que a es cero de orden uno entonces
fl(a) # 0. Por el Teorema de la Funcién Inversa, podemos encontrar un entorno V, > a de
forma que f, : V;, — D sea un biholomorfismo. Dado que G \ V, es compacto y f,(p) # 0
en todo p € G\ V,, por el Teorema de Weierstrass

0 <7:=|falpo)l < [falp)l, Vp€G\ Vi
Esto se puede reescribir como
fa (G\ Vo) ND(0,7) = @. (9.1)

Restringiendo V, tenemos que f, : V, — D(0,7) es un biholomorfismo cumpliendo (9.1).
Mediante una dilatacién, podemos suponer que f, : V, — D.

Por la compacidad de Gy podemos construir un nimero finito de entornos {V,,}¥_,
asociados a puntos {a;}¥_; C Go, tales que

v fo,(G\Vy,)ND=o.

» GoC ULV, CG.

w Vo, CUyi=1,... k.

De esta forma (V,,, fo, = w;) es una carta centrada en el punto a;, para todo i =
1,...,k. Tomemos {cpi}f:l una particién diferenciable de la unidad respecto del recubri-
miento {V,,}¥_, de Gp. Definimos

Wi =pw, i=1,...,k.
En las cartas (V,,, fo, = wi), i = 1,..., k expresamos w; en coordenadas
ai|Vai =gdw;, i=1,... k.
Consideramos g; := g; © f;il para todo i = 1,..., k. Por la C,-propiedad
||§i||Loo(<pi(Vai)) <Cu, Vi=1,...,k.

Denotamos, como es usual, du a la medida de Lebesgue de C. Definimos parai =1, ..., k,

hi(z) = _i//«: gi(_cldu(C)-
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Si extendemos de manera diferenciable la funcién g;, usando el Lema de Urysohn, podemos

decir, aplicando el Lema 4.6.1 que 8— =i, i =1,...,k. Denotemos |- || a la norma infinito
z

en C para realizar el siguiente cdlculo

[l _ 1

7 rec //D ||§@-§i(o ‘ T et

lgill 7 .ec

dy(C)

sup// / d:Cdy
T 2eC DK_Z’ D(0,R) \/:c2+y

Por lo tanto,

HhiHLC’o(C) < C(/)H:QVZHLO"(C)v Vie {L"'vk}v (9'2)
donde C{, una constante positiva independiente de w. Por construccién mediante particio-
~ Oh; .
nes de la unidad, tenemos que g; se anula en C\ D y por tanto, a—f =0, es decir h;
Z lc\b

es una funcién holomorfa en C\ D.

Dado que h; esta acotada, la podemos extender a la esfera de Riemann de manera
holomorfa en entornos de infinito. Definimos ﬁl := h; o f,,. La funcién Ez es diferenciable
en X por composicién. Dado que f,,(G\ V) ND = &, h; es holomorfa en C\ Dy f,, es
holomorfa en X, entonces ﬁz es holomorfa en Gg \ V,. En coordenadas locales (V,,, fa,)
tenemos que

3 a}\'lz — ( fal ) —
a}GoﬁVai hi = de - Ow; aw
gh dw; = gz o fa dw;

= gif w; = wi.
Definimos u := Zle h; € C® (X, C). Por la linealidad del operador 9,

k

Ay u=2_ g, hi —sz— o,

=1

De la desigualdad triangular y de la Cy,-propiedad:

(9.2
[l oo o) < Zuh Loy < Zcongzum < kCYC,, = CoCl.

=1

O

Corolario 9.0.1. Sea X wuna superficie de Riemann abierta, K C G C X, donde K
es compacto y G abierto relativamente compacto de X. Sean {(Ui,p; = z;)}1, cartas
que recubren a G. Eziste C > 0 tal que, dado € > 0 y w € 5(071)(G) satisfaciendo la
C,-propiedad podemos encontrar un abierto Goy tal que K C Gy C G y una funcion

u € C*®(Gy,C) de modo que
Ou=wlg , lullrex) < CCL+Ce,

para cierta C' > 0.
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Capitulo 9. Teorema de Mergelyan-Bishop

Demostracion. Sea e > 0y w € 5(0’1)(X) satisfaciendo la C,-propiedad, C, > 0. Sean
fi € C*(U;NG,C) tal que

wlp.ng = fidzi, Vie{l,...,n},
Definimos f; = f; 0 (pi—l’ Vie{l,...,n}.

1 fill oo (siney) < Coor Vi€ {1,...,n}.

Por continuidad, podemos encontrar K C Gy C G abierto tal que

1 fill oo (orwinco)) < 2 fill Lo (ouuiniyy +& i=1,...,n. (9.3)

Sea U un entorno abierto de K relativamente compacto y U C Gy. Por el Lema de
Uryshon, existe ¢ : X — RT diferenciable tal que ¢|; =1y sop(¢) C Gy. Consideramos
la 1-forma 3 := ¢|; - w. Esta 8 € £OY(G) cumple la (2C,, + )-propiedad. En efecto,
como ¢ se anula fuera de Gy, los valores de 5 fuera de Gy no afectan a la norma infinito,
en coordenadas:

16+ Fill noo (ouwinay) = 16+ fill Lo (ouwingoys Vi € {1,...,n}.
Asi

_ _ 93)
19 - fill Lo (iwincy) = 110 - fill Lo (oiwingoy) < 201fill oo oy (inicy) + €-
Aplicando el Lema 9.0.1 con la constante 2C,, + €, podemos encontrar u € C*°(Gy, C)
con Ou = Blag,» 5|Uu = B|y =w y tal que

ull Lo (i) < Co(2C, + €).

Veamos que C no depende del € > 0 tomado. Sean ¢ y €’ y supongamos que € < &’. Sean
Go(e) C Go(€’) los respectivos entornos asociados. Aplicando el Lema 9.0.1 a &’ encontra-
mos una funcién u diferenciable en Go (') tal que Ou = WGy ¥ 1ullLeGoery) < Cole)Cy,
esta funcién u satisface las mismas propiedades al restringirla a Go(e) y [|ullLoo (o)) <

Co(¢')C],. Por tanto, podemos escoger Go(g) = Go(¢’). En consecuencia la constante no
depende de . O

Lema 9.0.2. Sea X una superficie de Riemann abierta, K un compacto de X Runge y
sea f: K — X wuna funcion continua en K. Supongamos que para todo punto a € K,
existe un entorno relativamente compacto U de a en X tal que f|, -~ puede aprozimar-
se uniformemente por funciones holomorfas del compacto K NU. Entonces f se puede
aprozimar uniformemente en K por funciones holomorfas en todo X.

Demostracion. Por la compacidad de K, podemos tomar un nidmero finito de cartas
{(Ui, i = 2)}i—, que recubran a K y conformes al disco D. Sea V; = ;' (D(0,1/2)).
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que {V;}?_; recubren a K y que f puede ser
aproximada uniformemente por funciones holomorfas de K NV;, para todo i = 1,...,n.

Sea ¢ > 0. Por hip6tesis, para cada i = 1,...,n existe f; € O(K NV;) tal que
€
1f = fill oo (kmmy) < 5
Por definicién de f; € O(K NV;), existe un abierto ; tal que f; € O(;) y

KﬁviCQiCCUi, 1=1,...,n.
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Por continuidad, asociado a € > 0, existe W; abierto tal que
If = fil Looqwy <&, KNV, CW; C Q.

Témese ahora un abierto G relativamente compacto y Runge, tal que K C G CC UL, V;.
Consideramos una particién de la unidad {¢;}" ; respecto del recubrimiento {V;}?_;. De-
finimos

Wi = (VVZ'HWJ')U(WJ'\WZ'), Vi,j €{1,...,n}.

hij : Wi — C, hij(z) = {‘bi(z)(fi(z()),— fi(2)), zi%r\wlvjf?

Por construccién hj; € C*°(Wi;, C). Denotemos W := N7_; W;;. Observemos que {W;},

es un recubrimiento de K. En efecto, si z € K NV entonces z € W;. Si z ¢ W; DK ﬂVj
entonces z ¢ V. Por lo tanto, z € W;; y KN'V,; C W).

Sea hj; := " | h;j. El dominio de definicién de h; es la interseccién de los dominios
de hij, luego h; estd definida en Wj y h; € C**(W],C). Sea 2 € Wj N K. Entonces,

Zcm (fi(z) = fi(2)) = |y (= |<Zr¢z ) 1£i(2) = £i(2)]

Dado que || f; — f|| L (Knw;) < €, entonces la desigualdad triangular nos dice que
I fi = fill Lo (xnwinwy) < 2¢
y al ser > | ¢; = 1, tenemos que

15l oo (W) < _Sup ZI% ) fi(z) = f3(2)]

W’ﬁK i—1

< SUP Z [9i(2)| I fi — fj”Loo(KmWiij) < 2e.
A

Dado que hj = >""" | ¢i(fi — f;), aplicando la regla del producto para aa de la carta
Zj

(Uj, p; = zj) y sabiendo que f; — f; es holomorfa, obtenemos

o (hjo ;) §- 0102,

(pj(z)) = (fiop; ' = fiog; ).

%j o1 aZ]
o O 00;) .
De la continuidad de la funcién — 0 en un relativamente compacto, podemos
Zj
acotarla por una constante C1,
-1
0 (hjoe;)
sup 8f(cp](:n)) < Ch2e.
zeKNW! Zj
. d(gjop; ") .

Por continuidad de 7 asociado a (3¢, podemos encontrar un Gy tal que

Zj
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tal que
0 (hj o gpj_l)
sup |——+

> vi(x))] < Ci3e.
2€GoNW/ (%j ( J( ))

Dado que h;—h;j = fj— fi en todo GﬂWi’ﬂW]{ entonces h; —h; es holomorfa en GﬁWi’ﬂW]’-.
En particular

3|Gmw;mw;. (hi — hj) = 0.

es decir a‘GmWi’mWJf h; = a’GmW{mWJf hj. Por esta razén

a‘cmw; = 5‘Gmwi’ hi,

estd bien definida y cumple que o € 5(0’1)(G). Asociado a ¢ > 0, por el Corolario 9.0.1,
existen ciertas constantes postivas Cy, C3 y una funcién u € C*°(K,C) tal que du = «
(en un entorno de K) y [lulpe(x) < C1C23¢ + Cse. Consideramos g; = u + h;, que es
holomorfa en W/ N G puesto que es diferenciable y dg; = 0u + 0h; = a|y — |y = 0.
Ademas, por la acotacién de la funcién h; dada en (9.4) Z 1

193l oo (erwry < NRill oo (remwrry + [lull Lo (i) < 26 + C1C23e + Cse.

Por otra parte,
gi+ fi=gj+ fj en GoNn W/ NWj.

Por tanto, podemos definir F' € O(G) tal que F|,qy = fi+gi. Finalmente, la desigualdad
triangular nos da que '

|f(z) = F(z)| < |f(z) = fi(x) — gi(2)| < [f(z) — filz)| + |gi(2)]
<€+ 2e+ C1C23e + Cse.

Hemos probado que f se puede aproximar uniformemente en K por una funcién holomorfa
en un entorno G de K. En cualquier caso, el teorema de Runge nos permite aproximar
F uniformemente en K por funciones holomorfas de X, y en consecuencia, f se aproxima
uniformemente en K por funciones holomorfas en X. O

Ya podemos demostrar el Teorema principal.

Teorema de Mergelyan-Bishop. Sea X wuna superficie de Riemann abierta y K C
X compacto y Runge. Entonces toda funcion f continua en K y holomorfa en K° se
puede aproximar uniformemente en K mediante funciones holomorfas en todo X. Con
mds precision, existe una sucesion de funciones { fn}nen C O(X) tal que

Jim [ fr = fllLoo (i) = 0.

Demostracion. Vamos a usar el Lema 9.0.2 para probar el enunciado. Sea p € K. Vamos
a demostrar que existe un entorno V relativamente compacto de a tal que f se aproxima
uniformemente en VN K por funciones holomorfas en VN K, es decir, funciones holomorfas
en cierto entorno de V N K.

Sea (U, ¢) una carta centrada en p y conforme al disco unidad D. Sea V' := ¢~ 1(D(0,1/2)).

El conjunto W := U\ (VNK) = (U\V)U(U\ K) es conexo. En efecto, si no fuera conexo,
consideramos la componente conexa C' de U \ K tal que CN (U \ V) = @. En particular,
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C esta contenida en V', en particular C es relativamente compacta. Sin embargo, C es
también una componente conexa de X \ K relativamente compacto, una contradiccién con
que K fuese Runge.

Como W es conexo, entonces (W) = D\ ¢(V N K) es conexo y C\ o(V N K) es
también conexo, es decir, al ser o(V N K) acotado, entonces C \ ¢(V N K) no es acotado.
esto nos dice que ¢(V N K) es Runge en C. Aplicando el Teorema de Mergelyan en el
plano complejo a la funcién f o ¢!, encontramos una funcién holomorfa f en (VN K)
que se aproxima uniformemente en ¢(V N K) a la funcién f o o1, Por tanto, ¢! o f es

la funcién buscada.
O
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Capitulo 10

Clasificacion de superficies
topoldgicas compactas orientables

Necesitamos un teorema de clasificacién que puede encontrarse en [8, Capitulo 6]. En el
articulo [3] y en [6] puede encontrarse una descomposiciéon més precisa. Nuestros intereses
son las superficies de Riemann, que como sabemos son todas orientables por la Proposicién
2.4.1.

Teorema 10.0.1 (Clasificacién de superficies compactas con borde orientables). Sea S
una superficie compacta con borde orientable. Existen g > 0 y k > 1 tales que S es
homeomorfa a una esfera de g-asas con k componentes conexas en el borde. El grupo
fundamental tiene la siguiente representacion

m(X) = (a1,...,aq,b1,...,bg,d1,...,dy : [a1,b1] - [ag,bgldy .. .dj = 1)
y su grupo de homologia singular
H(X,Z) = (a1,...,ag,b1,...,bg,d1,...,dg :di +---+di, =0).
Ademds, su caracteristica de Euler viene dada por x(X) =2 —2g — k.

Teorema 10.0.2. Dos superficies topoldgicas compactas con borde orientables son ho-
meomorfas si y solo si tienen las misma caracteristica de Euler y el mismo nimero de
componentes conexas en el borde o el mismo género.

Observacion 10.0.1. Sea X es una superficie de Riemann compacta (sin borde), su grupo
fundamental tiene la siguiente representacién,

m(X) =(a1,...,aqg,b1,...,bg : [a1,b1] - [ag, by] = 1).

El abelianizado de 71(X) es Hi(X,Z). Por tanto, el grupo de homologfa es isomorfo Z%9.
Los generadores son aq,...,a4,b1,...,b; y son una base de homologia de X, siendo una
suma de g toros.

Observaciéon 10.0.2. Sea X una superficie de Riemann compacta con borde. Entonces
X es homeomorfa a una esfera con g asas y k componentes conexas en el borde, g > 0y
k > 1. En este caso, su grupo fundamental tiene la siguiente representacion

m(X) = (a1,...,a4,b1,...,bg,d1,...,d : [a1,b1]-- - [ag,bgld1 - - - di, = 1).
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Figura 10.1: Base de homologia canénica para g = 2.

Abelianizando dicho grupo, obtenemos que Hi(X,Z) tiene la siguiente representacion,
Hl(X,Z) = {al,...,ag,bl,...,bg,dl,...,dk tdy 4+ dg :O},

es decir, al poner dj, = — Zf:_ll d;, tenemos que Hy(X,Z) tiene 2g+ k — 1 generadores. Los
a; v b; son los generadores canodnicos de las asas. Los di,...,d; rodean cada disco, luego
separan a X en dos partes, y por ser generadores, todo ciclo se escribe como combinacién
lineal de ellos. En consecuencia {a;, b;, d;} es una base de homologia candnica de X.

Figura 10.2: Curvas «y, 5; v §; que representan a a;, b; y d; respectivamente.
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Capitulo 11

Teorema de Gunning-Narasinham

Con los Teoremas de Aproximaciéon de Runge y de Bishop-Mergelyan podemos dar
una demostracién del siguiente resultado, debido a R.C Gunning y a R. Narasinham en
su articulo conjunto de 1967 [9]. Lo enunciamos a continuacion.

Teorema de Gunning-Narasinham. Toda superficie de Riemann abierta admite una
mmersion holomorfa sobre el plano complejo.

Dicho enunciado es el que se prueba en el mencionado articulo [9] y tiene diferentes
formulaciones equivalentes.

Proposiciéon 11.0.1. En una superficie de Riemann abierta X las siguientes aserciones
son equivalentes:

1. Existe una inmersion holomorfa F : X — C.

2. Eriste w € QY (X) ezacta y sin ceros.

3. Existe una funcion holomorfa F: X — C que es un homeomorfismo local.
4. Existe una funcién holomorfa F : X — C sin puntos criticos.

Demostracion. 1. = 2. Definimos w := dF'. Por construccién w es holomorfa y exacta. Al
ser F' una inmersién, para cada punto p € X, (dF), es inyectiva, esto es, (dF), # 0. Por
tanto w(p) # 0.

1. < 2. Si suponemos que w es exacta, existe una funcién diferenciable sobre todo X
tal que w = dF. Ahora bien, w es holomorfa, luego su primitiva es necesariamente una
funcién holomorfa (Proposicién 1.7.5), esto es, F' € O(X). Finalmente, F' es una inmer-
sién. En efecto, dado p € X, w(p) = (dF), y como w(p) # 0, entonces (dF'), # 0.

2. = 3. Si suponemos que w es exacta, existe una funcién diferenciable sobre todo X tal
que w = dF. Ahora bien, w es holomorfa, luego su primitiva es necesariamente una funcién
holomorfa (Proposicién 1.7.5). Por lo visto antes (dF'), # 0. El Teorema de la Funcién
Inversa nos garantiza que F' es un biholomorfismo local y por tanto, homeomorfismo local.

2. <= 3. Dado que F' es un homeomorfismo local, en particular es localmente inyectiva.

Dado que F es localmente inyectiva, necesariamente (dF'), # 0 en todo punto p € X.
Definiendo w = dF' tenemos que w es holomorfa (por serlo F) y sin ceros.
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3. = 4. Dado que F' es un homeomorfismo local, en particular es localmente inyectiva.
Dado que F es localmente inyectiva, necesariamente (dF’), # 0 en todo punto p € X, es
decir, no tiene puntos criticos.

3. <= 4. Si F no tiene puntos criticos entonces (dF'), # 0 para todo p € X. El Teo-
rema de la Funcién Inversa nos garantiza que F' es un biholomorfismo local y por tanto,
homeomorfismo local. O

Con este resultado, podemos demostrar el Teorema de Gunning-Narasinham probando
cualquiera de las aserciones anteriores.

Recordemos que en una superficie de Riemann X un 1-ciclo, o simplemente ciclo es una
suma de curvas continuas 7 : [0,1] — X tales que 7(0) = y(1). Denotamos usualmente
por [y] a la clase de homologia con coeficientes enteros del ciclo 7. Ademas, dada w una
1-forma diferencial cerrada, sabemos que la integracién sobre una curva no depende del
tipo de homologia, por la Proposicién 2.5.6. Introducimos la notacién

/w:/w.
[] v

Insistimos, que esto es cierto para 1-forma diferenciales cerradas. Nuestro objetivo, en
el Teorema de Gunning-Narasinham es trabajar con 1-formas holomorfas, que todas ellas
son cerradas por la Proposicién 1.7.4.

Para demostrar el Teorema de Gunning-Narasinham vamos a necesitar varios lemas
previos.

Lema 11.0.1. Sea X wuna superficie de Riemann abierta X y K C X compacto Runge.
Sea {x1,...,2,} C X\ K. Dado € > 0, existe una funcién holomorfa h. : X — C tal que
he tiene un cero en cada xi, i = 1,...,7 y [|he — 1| o () < €.

Demostracion. Consideramos el divisor d = Y, z;. Como X es abierta, por el Teorema
de Weierstrass (Teorema 8.0.1) existe f € O(X) tal que (f) = d, es decir, f tiene un
cero (simple) en cada x;, i = 1,...,7 y no se anula en ningin otro punto de X. Como K
es compacto, entonces es cerrado, por lo tanto, {z1,...,z,} C X \ K es aislado respec-
to de K, esto es, existe U abierto tal que K C U y de forma que {zj,...,2,} NU = @.
Asi pues, g := 1/ f es holomorfa en U, porque f no se anula en U. Por definicién g € O(K).

Por otra parte, como K es compacto y f es holomorfa en U, f es continua en K y no
tiene ceros, luego 0 < || f{|Loo () < 00.

Por definicién, g es holomorfa en K. Asociado a || f| p~(x) v & la funcién g € O(K),
por ser K compacto Runge y X abierta, el Teorema de Aproximaciéon de Runge nos
garantiza la existencia de una funcién h € O(X) tal que

< ellfllzeex)- (11.1)

1
Ih = gll ooy = Hh— E
Fllzee )

Definimos la funcién h. := fh € O(X). Veamos que esta funcién h, sirve. Es claro que h,
tiene un cero en cada xz;, i = 1,...,r, por la eleccién de f. También satisface la cota del
enunciado. En efecto,

1 1

(11.1)
1he — Ul zoo ey = |7 — 1l poo (i) = 1) Hh f

E.

Lo (K)
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O]

Recordemos también que en un espacio topoldgico (X,.7), un par de subespacios
(A, B) de X es un par escisivo si B C A°, es decir, B CC A.

Lema 11.0.2. Sea X wuna superficie de Riemann abierta y (D', D) un par escisivo de
regiones relativamente compactas Runge. Existe un cierto nimero de curvas 7i,...,%
con traza contenida en D'\ D tal que sus respectivas clases de homologia conforman una
base de Hy(D'\ D,Z). Ademds, el compacto K obtenido mediante K := DU~ U---U~,
es Runge.

Demostracion. Observemos que D \ D es una regién compacta con borde. Por el Teorema
de Clasificacién de Superficies compactas con borde D \ D es homeomorfa a una esfera
con g asas y k componentes conexas del borde, g > 1, £ > 0.

El Teorema de Clasificacion de Superficies nos también una descripcién del grupo de
homologia singular

H\(D'\ D,Z) = (a1,b1,...,ag,bg,d1, ... dy : dy + -+ dg = 0).

El dg, se puede expresar en términos del resto de generadores, luego H; (ﬁ/ \ D,Z) tiene
exactamente 2g + k — 1 generadores. Los a; y b; son los generadores candnicos de las asas.
Consideramos representantes 71,...,7p, p = 29 +k — 1. Estos ciclos 71, ...,7, no llegan a
cortar a OD’. En consecuencia, son ciclos de D’ y los podemos considerar como un sistema
de generadores de Hy(D'\ D,Z). Sea K = DU~ U---U",. Veamos que K es Runge en
X. En efecto, como D’ es Runge en X y K C D', basta probar que K es Runge en D’'.
Supongamos que D'\ K tuviese una componente conexa relativamente compacta U. Sea
~ una componente conexa del borde de OU, que es una curva cerrada simple. Como K es
compacto y K C D', entonces K es cerrado en D’. Asi, U es abierta y cerrada en D'\ K,
que es abierto de D’. En particular U es abierto de D’. esto nos dice que v C 90U C K.
Por tanto, v es un ciclo de K y un borde de U (por tanto un borde de D’).

Dado que D'\ D y D son subespacios disjuntos que recubren D', se verifica que
H\(D',Z) = H(D'\ D,Z)® H,(D,Z). (11.2)

Como {71,...,7p} es un sistema de generadores de H(D'\ D,Z), por la descomposicién
(11.2), existen A1, ..., A, € Zy o ciclo en D tal que v es homdlogo en D’ al ciclo Y F_; X\ivi+
.

Por el axioma de escisién sobre el par escisivo! (D', D) obtenemos que la inclusién de
pares induce un isomorfismo

H(D'\ D,2) = H(D', D),

es decir Hy(D'\ D) = H1(D’, D). Asi pues, a los ciclos anteriores los podemos ver con sus
clases en Hy (D', D). Tomando clases

p

[y —ol=> Xlvl, en Hi(D',D). (11.3)
=1

1'Un par de subespacios (A, B) son escisivo si B C A.
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Por definicién,
H(D',D) = Z,(D',D)/B1(D’, D),

donde Z;(D’, D) son curvas cerradas en D’ con sus extremos en D y By(D',D) es la
suma de una curva de D con un borde de X. En particular v € By(D’) (borde en D') y
o € C1(D) (curva en D), luego [y — o] = 0 en Hy(D', D). Por lo tanto, v y o tienen la
misma clase de homologia en Hy (D', D) = Hy(D’\ D). Asi pues v C D. Como v es una
curva cerrada simple dentro de D, U es una componente conexa acotada de X \ D, que es
una contradicciéon con que D sea Runge. 0

Estos arcos que hemos construidos serviran para construir funciones adecuadas sobre
ellos.

Lema 11.0.3. Sea f : [a,b] — C continua y c € C. Euziste g : [a,b] —> C continua, con
sop(g) C (a,b) y tal que

b b
/ o @+9@) g — . / g(z)ef@+9@) gy £ .

a a

Demostracion. La demostraciéon la hacemos en dos etapas. Primero probemos la tesis para
funciones paso y luego las aproximamos por funciones continuas adecuadamente.

= Si ¢ =0. Tomemos una particién del intervalo (a, b)
ro=a<z1 <xo < T3=>h
Témese €1, 9 constantes positivas tales que
To< T —€1<T1+eE1<xa—e9<T9+e9<23=0
Sea A € C*. Consideramos la funcion

u:la,b) — C, wu(z):= )\X(IQ_SQ,IQJFEQ)(QC).

Entonces,
b xr1+e1 T2+E2
/ el @+ul®) gy :/ e/ @ dzx + e’\/ e/ @ dz,
a r1—E€1 T2—E2
b T2+€2
/ u(z)e @19 dy — )\e’\/ e’ @ dy.
a T2—E2
Denotemos

r1t+e1 xot+e2
Cq ::/ e’ @dz, Oy ::/ e’ .

1—€1 2—E2

Buscamos A que satisfaga

Ci+ 6/\02 =0
AACy # 0.

Al no poseer ceros ef y ser continua, podemos tomar e suficientemente pequefio de
forma que Cs # 0. Para esta eleccién la segunda ecuacién se satisface. De la primera
ecuacién podemos despejar A
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Tomando C7 # 0 (con el mismo razonamiento), tendremos definido nuestro A, pues
tomaremos un logaritmo del niimero complejo no nulo

Cy
Aelog|——]|.
g ( 02)
Asi pues, hemos construido nuestra funcién paso para el caso ¢ = 0.

Si ¢ # 0. Fijamos z¢ € (a,b) y consideramos un entorno [xg — €, zo + €| contenido en
(a,b). Consideramos la funcién

U [CL, b] — C, u(:E) = AX(zo—a,xo—&-a) (m)
Entonces,

b To—€ To+e b
/ el @+ul@) gy :/ e’ @z + e)‘/ el @ dy —|—/ e’ @ dz.

0—€ ote

b xo+€
/ w(z)ef @) gy — )\e’\/ eF @z,

a To—€

Consideramos
To—¢€ ro+e b
4 ::/ ef(x)d:c, Cy ::/ ef(‘r)da:, Cs ::/ ef @) g,
a To—E xo+e
Por continuidad, podemos tomarlas no nulas. Resolvemos el siguiente sistema

Cl—l-e)‘Cg-i-Cg:C
)\6)‘02 ?é 0.

Al ser (3 # 0 la segunda ecuacion se satisface. Despejando en la primera ecuacion
by C — Cl - 03
[ =
Co

Por continuidad de e/ y sabiendo que no tiene ceros, podemos elegir ¢ tal que C; +
Cs3 — ¢ # 0. Por tanto, podemos tomar logaritmo

C—Cl—C3>

)\:Log< C
2

Dado que u es una funcién simple, podemos definir {g, }nen continuas en [a,b] y de

soporte compacto en (a,b) que converge uniformemente hacia u salvo un nimero finito
de puntos (los puntos donde se quiebra la funcién simple) y de modo que {g, }nen esté
uniformemente acotada.

Consideramos

b b
on(s) = / eF@+590(@) g () = / @@ gy s e C.

Es claro que para cada s € C, la sucesién {¢,(s)}nen — @(s). En efecto, consideramos
D(s,r). Como {gn}nen estd uniformemente acotada, existe M > 0 tal que

lgn(2)] < M, Vaz € [a,b], Vn € N.
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Como f es continua en [a, b, la funcién |f| es acotada en [a, b]. Asi

(< (b—a)  mix  |SEH0E] < (b gy,
z€la,b],s€D(s,r)

siendo esta cota independiente de n € N. Por el Teorema de Convergencia Dominada

b
lim ¢, (s) = lim el (@) +sgn (@) 1.
n—o00 n—oo [,

b

n—oo

b
_ / ol @Hsu(®) g — ().

a

Esto prueba que ¢ es el limite puntual de la sucesién de funciones {@y, }nen.

Veamos que la sucesion {¢, }nen es uniformemente acotada por compactos de C. En
efecto, usamos el mismo proceso que antes. Dado un compacto K, se tiene diam(K) < oo,
luego para todo n € N

|90n(5)| < (b - Cl) [Hlbé]iX K |ef($)+59”($)| < (b — a)e”f”LOO([a,b])eMdiam(K),
x€|a,0|,s€

y la constante no depende de n € N. Dado que {¢,}nen es una sucesiéon de funciones
enteras acotada uniformemente sobre cada compacto K C C, por el Teorema de Montel,
existe una subsucesion {¢y, }ren tal que {¢n, }ren converge uniformemente por compactos
de C hacia ¢ (porque es la candidata a limite, por ser limite puntual). Por simplicidad en
la notacién denotaremos a tal subsucesién {¢p }nen.

Por otra parte, por el Teorema de Derivacién bajo el signo integral
b

ol (s) = / gn(x)ef@Fsm@ gy yneN, VseC.
a

Una vez més, el Teorema de Convergencia Dominada nos dice que para todo s € C
b
lim ¢ (s) = lim [ gy(x)e/@Fsom®gy

n—oo n—oo a

b
:/ lim (g, (2)e! @ Fs9n@)) gy

n—oo

b
= / u(x)ef(“’)+8“(‘”)dx.

Por lo tanto {¢] }nen converge puntualmente a ¢'. De nuevo, al ser u acotada (es una
funcién simple) tenemos que {¢] },en estd uniformemente acotada en compactos K C C

o (s)] < (b— a)||ull oo () el 122 oo M diam(K) s e J¢ v e N,

siendo esta cota independiente de n € N. Por el Teorema de Montel {¢/, },en converge
hacia ¢’ uniformemente por compactos (pasando a una subsucesién). Por construccién de
la funcién u

(1) =¢, ¢'(1)#0.
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Dado que los limites s — 1, se preservan por convergencia uniforme, existe ng € N tal
que para todo n > ng se satisface

on(1) = (1) =c, @,(1)=¢'(1) #0.

Definimos g := gp,. Por construccién, g satisface las condiciones del enunciado

b b
/ o @+9n0@ gy — . / G ()T @H900@) gy £
O

Lema 11.0.4. Sea X wuna superficie de Riemann abierta y (D', D) un par escisivo de
abiertos relativamente compactos Runge. Sea w € QY(X) exzacta en D. Entonces para cada
e > 0, emiste una funcion f = f. € O(X) tal que ||f||L~p) < € y de forma que wel es
exacta en D'.

Demostracién. Sea € > 0. Consideramos el par escisivo (D', D), los cuales son abiertos
relativamente compactos y Runge. El Lema 11.0.2 nos dice que existen 71, ...,7, ciclos
que conforman un sistema de generadores de Hy(D', D) = Hy(D'\ D) y tal que K =
DUy U---U vp es compacto Runge.

Aplicando el Lema 11.0.2 a (D, @) encontramos Yp41, . . . , 74 curvas de Jordan que son
base de Hy(D, @) = Hy(D).

Observamos que si para cada € > 0, existe f € O(X) con || f||L(py < € y tal que

/ﬂwfzu i=1,...,q (11.4)
o

habremos terminado. En efecto, supongamos que se tiene lo anterior y sea v un ciclo en
D’. Dado que
H\(D',Z) = Hi(D'\ D,Z) ® H1(D,Z)

tenemos que v serd homélogo a un cierto ciclo Y7 ; A\ivi, Ai € Z. Dado que wel es una 1-
forma diferencial holomorfa entonces es cerrada. Como la integracion de 1-formas cerradas
solo depende del tipo de homologia, por (11.4) tenemos que

q
/wef:Z)\i/ wel =0.
Y i=1 Yi

Por tanto, dnicamente tenemos que probar la tesis para (11.4). Observemos lo siguiente,
1. Y1,...,7 C D'\ D y adem4s sus intersecciones con D es su respectivo punto base.
2. Y1, C D.
3. Tenemos que K = DU~y U---U Yp ¥ L =7ps1U---U~, son compactos Runge.

4. El Lema 11.0.3 nos permite encontrar u; con soporte contenido en ; y tales que

a) sop(u;) Nsop(uj) = @ para i # j.

b) Para cada u; : 7 — C, i = 1,...,q tenemos que se pueden extender conti-
nuamente a todo y; U---U~,, puesto que las curvas ;,7; se intersecan en a lo
sumo un punto (punto base) en donde ambas funciones valen cero. Por tanto,
en la interseccion de los cerrados 7;,~y; tenemos que coinciden, luego podemos
extender u; como cero a la unién de las trazas de todas las curvas.
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¢) Para las curvas «; con i = 1,...,p cuyas trazas estdn en D'\ D, tenemos que
v N D se intersecan en el punto base. En dicho punto, la funcién w; vale cero,
puesto que su soporte esta contenido en (a;, b;) con v; : [ai, bi] — X. De este
modo, en la interseccién de ; y D podemos definirla continuamente como cero.
Asf pues, parai = 1,...,p tenemos que las u; estdn definidas en DU~ U- - -Ury,,
que es precisamente el compacto K; por tanto u; : K — C.

d) Para cada i =1,...,p se cumple que

/ we' =0, / uwet # 0.
i i

e) Parai=p+1,...,q se verifica
/ u;w # 0.
i

Paracadai=1,...,p,p+1,...,q definimos la aplicacién ¢; : C¢ — C dada como
q
vi(s) = / w - exp Zsjuj
Vi j=1
Cada ¢; es entera e inducen ¢ : C? — C? dada por ¢ = (¢1,...,¢q). Fijemos el punto

a = (1cp,0ce-»). Es claro que g;(a) = 0, en efecto
1. Sii=1,...,p entonces p;(a) = f%_ weli — ().

2. Para ¢ = p+1,...,q tenemos que ~; estd contenida en D, por tanto, fv w = 0.
Finalmente,
vi(a) = / w=0.
Yi

Utilizando las reglas de derivacién, tenemos

/uiwe“i#o paral <i<p
Vi

i a) =
82,‘ -
/uiw;é() parap+1<i<gq
Vi
o, Dp; .
y para i # j tenemos o (a) = 0 debido a que u; =0 en ;.
J
Podemos calcular la matriz jacobiana de ¢ en a
dp1 dp1
Bor (a) o= (a)
Jac(p)(a) = : .. :
s s
92 @ o= (a)

la cual es una matriz diagonal cuyo determinante jacobiano es no nulo por ser producto
de nimeros no nulos.
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Para cada i = 1,...,p tenemos que u; vale cero en el interior de K y por tanto es
holomorfa. Dado que K es Runge, u; es continua en K y holomorfa en K°, por el Teorema

de Mergelyan-Bishop existe una sucesiéon {wz(")}neN de funciones O(X) que converge uni-

formemente en el compacto K hacia la funcién u; : K — C. En particular {wgn)}neN —0
uniformemente en el compacto D, porque i = 1,...,py ui|5 = 0.

Para cada i = p+1,...,q, con el mismo razonamiento, las funciones u; : L — C
tienen asociadas alguna sucesiéon {vgn)} — u; en L. Ahora bien, el conjunto L es compacto
Runge y

IDN(MmU---Unp) ={z1,...,2,} C X\ L,

donde {z1,...,x,} son los puntos base de los ciclos, r < p. Como X es abierta, asociado a
e > 0, al compacto Runge L y al conjunto finito {z1,...,2,} el Lema 11.0.1 nos permite
tomar h € O(X) tal que?

€

h(zi) =0, ||h—1|jec(y < min —— 11.5
( ) H HL (L) i=p+1,...,q2||ui||Loo(L) ( )

donde 0 < ||ug| Leo(z) < 00 porque u; es continua en el compacto L no idénticamente cero,
t1=p+1,...,q. Por la convergencia uniforme por compactos, asociado a L, existe n

(n) € ;
v, = Uil peon) < m—— Vie{p+1,...,q}.
[ liws) < g € }

Consideramos @(n) =h- vl(n). Entonces

~(n) (n)

—willpeo(ny = - ™ = hug + huy — wil| oo 1

[0;7 = will ooy = lh - v;
< Blllof™ = willooqwy + luillzoe ol = Loy
< |nl e L - “+o =
LeL)ann - T HUWllLe()yg 57— 51t 5 =¢
Oy T P 2oy 2 2
Por tanto, la sucesién {ﬁgn)} — u; uniformemente en L, para todoi=p+1,...,q, siendo
todas las @(n) holomorfas en todo X y verificando
3 () =0, i=1,....r
Cada ’272-(”) estd definida en todo X y por ello podemos considerar para cadai = p+1,...,q

y cada m natural, la sucesién definida como sigue:

3"(z), si xeD,

wgn) K —C, wgn)(m) =

0, si x€ K\D.

Cada wgn) es continua. En efecto, en cada rama de definicién es continua y en la interseccién
tenemos que
DN(K\D)=0DN(Ypt1U---Uryy) ={z1,..., 2}

y @(n) () = h(xi)vgn) (x;) = 0, por (11.5). De este modo, para i = p+1, ..., ¢ las funciones

wgn) esta definidas continuamente en K = DU~y U- - -U7p, Vn € N. Ademads son holomorfas

2Tomamos h de esta manera, con la condicién del minimo para que no dependa del indice i.
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en el interior de K, puesto que coinciden con las vgn), paracadat=p+1,...,qy Vn € N.

De nuevo, por el Teorema de Mergelyan-Bishop, para cadai=p+1,...,gy cadan € N,
existe una sucesion de funciones holomorfas en todo X que converge uniformemente en

(n)

L hacia las w,; ’ y por tanto a las ;. Para no complicar la notacién, a tal sucesiéon la

seguiremos denotando como {wgn)}neN, que converge uniformemente en K hacia u;, pa-
ra cada i = p+1,...,q. En particular, {w(n)

; } converge uniformemente hacia u; en
ne
y1U---Uy, C K.

Para cada n € N, definimos
1/11(")(5) = / wexp (slwgn) +-+ Sqwgn)> , seCu
Yi

La aplicacion ¢ = (¢1,...,¢,) cumple que ¢(a) = 0 y que det(Jacy), # 0, por tanto,
© es una inmersion regular local de a, es decir, existe U abierto de C? tal que a € U y
verificando

ol : U — p(U), difeomorfismo.

En particular, ¢(U) es un entorno de ¢(a) = 0 en CY¢. Dado que {¢§n)}nEN conver-
ge uniformemente por compactos de C? hacia la funcién ¢;, tenemos que {¥)(™},cny =

{ (¢§n), e ,w[gn))}neN converge uniformemente por compactos hacia la funcién . Por la

convergencia uniforme por compactos, témese V = B(a, ) entorno de a con V C U. En-

tonces por la convergencia uniforme sobre V' se tiene que para £ existe ng € N tal que

2
para todon > ng y s € V se cumple

[ (s) = (s)] < 5

Por tanto, 1im,, oo d(¥™(V), (V) = 0. En efecto,

AWV),0(V) = inf [60(r) = o(s)] < fnf [00)(r) = ()] + if [ () = ()

<E+§—€
2 2 7

Por tanto, ©(") (V) es un entorno abierto de ¢(a) = 0 para ng suficientemente grande,
luego, al ser 1/)(”0)|V difeomorfismo, existe s € V tal que (") (s%) = 0. En particular,

tenemos que |s — a| < & y () (s°) = 0. Como {wgn)}neN — 0 uniformemente en D,

. 3 .
asociado a W7 existen ny,...,ny € N
q1s;

€
||w(m)||Loo D)< 7, Vm>n;.
COEEE gl Z

Consideramos
n ’
f= s?wg )+--'+82wé”), n := max{ng, ni,...,nq}

Esta funcién f es holomorfa y cumple que fv wel = ¢ (a) = 0 para todo i = 1,...,q,
por ser n > ng. Veamos que para el € > 0 tomado al inicio de la prueba, se satisface

| fllzoe(py < €
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Como n > ny,...,ng

o l<p) < oy

Entonces

[}

1f ey < D IsPlllwf™ () < Z|Sz| PR

O]

Estamos en condiciones de demostrar el Teorema de Gunning y Narasinham. Demos-
tramos uno de los enunciados equivalentes.

Teorema de Gunning-Narasinham. FEn toda superficie de Riemann abierta X, existe
una 1-forma holomorfa exacta y sin ceros. En otras palabras, la clase del cero en H}%h(X)
admite un representante holomorfo y sin ceros.

Demostracion. Dado que X es abierta el Corolario 8.0.1 nos dice que existe wy € Q*(X) sin
ceros. Consideremos una recubrimiento expansivo de dominios relativamente compactos
Runge {D;, }nen como en el Teorema 5.2.2. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
Dy conforme al disco®. Como wq es una 1-forma holomorfa, en particular es cerrada. Dado
que D; es simplemente conexo, wy admite primitiva en Dy (Teorema 2.3.1), es decir, existe
Fy € O(Dy) tal que

w()] Dy = dF().

Asi, dado un ciclo v en Dy, por el Teorema 2.2.1 tenemos que (por ser 7 cerrada):
[ 0= FO() = FG0) = FO©) = FG(0) =0,
.
Entonces fvw = 0, para todo ciclo v en D;.

A continuacién aplicamos un proceso inductivo.

1. Caso base n = 1. Consideramos el par escisivo de abiertos relativamente compactos
Runge (Ds, D;). Estamos en las condiciones del Lema 11.0.4. Asociado a ¢ = 1/2
existe una funcién holomorfa f; : X — C con || f1[[z~(p,) < 1/2 y tal que w; :=
woelt € Q1(X) sin ceros en X y exacta en Do. Equivalentemente, al ser w; cerrada

(por ser holomorfa)
/wl = /woefl =0, (11.6)
g v

para todo ciclo v en Ds. Para aclarar la construccion hacemos también el paso n = 2.

2. Caso n = 2. Consideramos el par (D3, D2) y w1 = woelt € QY(X) sin ceros en X
y exacta en Ds, que estd en las condiciones del Lema 11.0.4. Asociado a ¢ = 1/22
existe una funcién holomorfa fo : X — C con || fal|1eo(p,) < 1/2% y tal que wy :=
wief2 = wpe1tf2 € Q1(X) sin ceros en X y exacta en D3. Equivalentemente, al ser
wa cerrada (por ser holomorfa)

/wQ — /w16f2 — /w0€f1+f2 =0,
v vy v

para todo ciclo v en Ds.

3Bastarfa tomar p € D, y considerar una carta (Do, ) confome a D.
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3. Hipotesis de induccién. Supongamos que tenemos construida

wi = woel' T T QI(X),

sin ceros en X y exacta en Dy, para todo k =1,...,n — 1. Equivalentemente
/ Wi = / wOef1+-~~+fk -0
Vi T
para todo ciclo v, en Dyy1, k= 1,...,n— 1. Consideramos el par (D41, D,,) y la 1-

forma holomorfa wy,_1, que estdn en las condiciones del Lema 11.0.4. Asociado a € =
1/2"*1 existe una funcién holomorfa f, 41 : X — C con || fui1 z(p,) < 1/2" y tal
que wy, 1= wy,_1efm+1 € Q1(X), sin ceros en X y exacta en D, ;. Equivalentemente,
al ser w, cerrada (por ser holomorfa)

/wnlefn+l — /w0€f1++fn _ 0’
ol Y

para todo ciclo v en Dy

Consideramos la serie de funciones ) -, f,. Veamos que converge uniformemente
por compactos. En efecto, basta usar el Criterio de la Mayorante de Weierstrass. Sea K
un compacto de X. Como la sucesién {D,}nen €s un recubrimiento expansivo y K es
compacto, existe ng € N tal que K C D,,,. De este modo

Vn > ng.

1
1 fallze () < fnllzoe(Dag) < Iallzoen) < 5

: - 1

Dado que la serie numérica -, 5w es convergente, entonces »_, -, fn converge absolu-
tamente en X y uniformemente por compactos de X. En particular, podemos definir su
funciéon suma

f:X—C, f(z):= an(x)
n=1

Dado que la serie converge uniformemente por compactos y cada {f,}neny € O(X), la
suma de la serie, f, es una funcién holomorfa en X. Definimos

w = wpe! € Q(X).

Como wqg y e no tienen ceros, w no tiene ceros en todo X. Veamos que w es exacta en todo
X. Sea « un ciclo en X. La funcién v : [0,1] — X es una curva continua. En particular,

t € [0,1] > (wo)y(y(7'(£)) e/t O+ ((0)

es continua y por tanto acotada (en médulo) en [0, 1], que es de medida finita, por lo que
las constantes son integrables y el integrando estd acotado (en mddulo) por una funcién
integrable. Podemos permutar limite e integral por el Teorema de Convergencia Dominada

/w = /woef —/ lim wee' Tt = lim [ woelt T+,
5 v ,ynﬁoo n—00 v

Dado que la sucesién { Dy, }nen es un recubrimiento expansivo de X y 7 es compacto,
existe n; € N tal que v C D,, Vn > ny. De esta forma, v es un ciclo en D,,, para todo
n > ni. Por construccién

/wn = /w06f1+"'+f” =0, Vn>n.
¥ v
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En consecuencia,

/w = lim /woef1+"'+f” = lim 0=0.
~ n—oo ~ n—oo

Finalmente, Corolario 2.5.4 nos dice que w es exacta.

Como ya sabiamos, w tampoco tenia ceros, por tanto w resuelve el teorema. ]

Observaciéon 11.0.1. Fijado zg € X, la Observaciéon 2.3.1 nos dice que w = dF' con
F(x) = fafo w es la primitiva, pues la integraciéon no depende del camino elegido. Mas atn,
segun la demostracion de la Proposicion 11.0.1

F: X —C,

es una inmersién de X en el plano complejo.
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Capitulo 12

Teorema de Kusunoki-Sainouchi

El resultado principal de este capitulo es debido a Yukio Kusunoki y Yoshikazu Sai-
nouchi [13] y nos dice que podemos preescribir el divisor y los periodos por una 1-forma
meromorfa cuando la superficie es abierta. este resultado generaliza el Teorema de Behnke-
Stein ([7, Teorema 28.6]), que nos permitia prescribir los periodos por 1-formas holomorfas,
y sobretodo al de Gunning-Narasinham, visto en el capitulo anterior.

El Teorema 8.0.1 tiene un andlogo en para formas diferenciales. Recordemos que en
una superficie de Riemann X una diferencial abeliana w es una diferencial meromorfa
definida sobre todo X.

Proposicion 12.0.1. En una superficie de Riemann abierta X, todo divisor admite una
diferencial abeliana como divisor, esto es, dado d € Div(X) ewiste w € MY (X) tal que
(w) =d.

Demostracion. Como X es abierta, por el Corolario 8.0.1 existe una 1-forma holomorfa
sin ceros wy definida en todo X. Esto implica (wg) = 0. El Teorema 8.0.1 nos dice que
existe f € M(X) tal que (f) = d. Consideramos w = fwp. Entonces,

@) = () + (wo) =d+0=d.
O

Con estos preparativos podemos enunciar y demostrar el Teorema de Kusunoki-Sainouchi.

Teorema de Kusunoki-Sainouchi. Sea X wuna superficie de Riemann abierta, d €
Div(X) y ¢ : Hi(X,Z) — C un morfismo de grupos. Eziste una abeliana w en X,
asociada al divisor d y al morfismo ¢ tal que

1. La diferencial abeliana w es solucion del divisor d.

szwmx

Para demostrarlo, vamos a probar un lema maéas general que Lema 11.0.4, aunque su
demostracién es andloga.

2. Para todo ciclo o € X se tiene

para todo ciclo o en X.
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Lema 12.0.1. Sea X una superficie de Riemann abierta y (D', D) un par escisivo por
abiertos relativamente compactos Runge. Sea w una diferencial abeliana. Dado € > 0 y un
morfismo de grupos ¢ : Hy(D',Z) — C, existe una funcion f € O(X) con ||f||p=py < €

y tal que
/wef =
7 (b(’Y)a st ’YGHI(D/\D7Z)

Demostracion. Sea € > 0. Vamos a realizar una prueba similar a la dada en Lema 11.0.4.
La clave es darse cuenta de que el Lema 11.0.3 nos permite prescribir la integral con
el valor que queramos. Abusando de notacién, denotaremos por «y; indistintamente a un
representante de «; en homologia. Definimos

fvw, si  ve€ Hi(D,Z)

CGi=¢(y)eC, Vie{p+1,...,q}.
1. 71,...,7 C D y ademas sus intersecciones con D es su respectivo punto base.

2. ’)/p+1,...,’)/qCD/\D.

3. Tenemos que K = ﬁU'ypH U---Uvygy L =7U---Uy, son compactos Runge (Lema
11.0.2).

4. El Lema 11.0.3 nos permite encontrar u; con soporte contenido en ~; y tales que

a) sop(u;) Nsop(uj) = @ para i # j.

b) Cada u; : v — C, i = 1,...,q se puede extender continuamente a todo
v1 U --- U7y, puesto que las curvas v;,7y; se intersecan en a lo sumo un punto
(punto base) en donde ambas funciones valen cero, porque el soporte de u; esta
contenido en 7;(0, 1). Por tanto, en la interseccién de los cerrados 7;,y; tenemos
u; y uj; coinciden. Podemos extender continuamente u; como cero a la unién de
las trazas de todas las curvas.

¢) Las curvas ; con i = p+ 1,...,q cuyas trazas estdn en D'\ D, tenemos que
7 N D se intersecan en a lo sumo el punto base. En dicho punto, la funcién wu;
vale cero, puesto que su soporte esta contenido en ~;(0,1) con ~; : [0,1] — X.
De este modo, en la intersecciéon de v; y D podemos definirla continuamente
como cero. Asi pues, para i = p+ 1,...,q tenemos que las funciones u; estan
definidas en DU Yp+1 U -+ - U7y, que es precisamente el compacto K; por tanto
u; : K — C.

d) Parai=1,...,p se verifica
/ u;w # 0.
i
e) Para cadai=p+1,...,q se cumple que
/ we't = (, / uwe"t # 0. (12.1)
Vi Vi
Paracadai=1,...,p,p+1,...,q definimos la aplicacién

q
pi :CT—C, ¢i(s):= / w exp Zsjuj
Vi j=1
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Para cada i = 1,...,q, la funcién ¢; es entera. Asi,

@:CT—C @:=(p1,...,9q),

es entera. Fijamos a := (Oce, lea—»).

» Fijamos i € {1,...,p}. Entonces

q
goi(a):/ w exp Z SjUj
i

J=p+1

Ahora bien, para cada j # i, tenemos que uj|%_ =0, luego

pi(a) = Lw

» Fijamos i € {p+1,...,q}. Entonces, con el mismo razonamiento sobre los soportes

de las funciones u;,
pi(a) = / wet.
Vi

En esta ocasién, la traza de ~; estd contenida en D'\ D y se cumple (12.1)

Hemos llegado a

Gis st p+l<i<g

Vamos a hallar Jac(y),, dada como

dp1 i1
671(@) " . (a)
Jac(p)(a) = : : :
s s
o1 (a) -~ o= (a)

Para completar la matriz, hallamos las derivadas respecto de las correspondientes variables,

8%0Z f% U;W, 1<i< p
9z =
G f%. wwe', p+1<i<gq.
, . Dp; w
que en ambos casos es un nimero no nulo. El resto de parciales 6—(&) = fv' ujwett = 0
2 v

para i # j, puesto que u; vale cero en +;. Con esta notacion,

o) = (/w/w<+c>
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y ¢ tiene matriz jacobiana regular en el punto a, por ser una matriz diagonal conformada
por numeros no nulos. Esto nos va a servir para aplicar el Teorema de la Funcién Inversa.

Consideramos K := D U"p41U- - U~,. Por lo dicho anteriormente, este conjunto es el
asociado al par (D', D) y es por este motivo que es compacto Runge, por el Lema 11.0.2.
Las funciones u; tiene su soporte contenido en v;, p + 1 < ¢ < q. Tenemos las funciones
continuas u; : K — C,i=p+1,...,q, que cumple

ui‘Ko - uZ|D :0.

De esta forma, u; es continua en K y holomorfa en K° (porque es constante cero). Por el
Teorema de Mergelyan-Bishop, para cada i =p+1,...,q, existe {w(n)}neN C O(X) que

i
converge uniformemente en K hacia la funcién u;. En particular D es un compacto de K,

. n . . .z Y
y ui|m =0, es decir, {wl( )} converge uniformemente hacia la funcién nula en D.

Consideramos L := 1 U - - - U, que viene asociado al par (D', @) en el Lema 11.0.2,
por tanto, L es un compacto Runge. Para cada i = 1,...,p, la funcién u; es continua (la
habiamos extendido por cero) en L. Observamos que L° = &, por tanto, u; es automati-
camente holomorfa L°. Asi pues, u; es continua en L, holomorfa en L° y L es compacto
Runge. Por el Teorema de Mergelyan-Bishop, para cada i = 1,...,p existe una sucesion
{vgn)}neN C O(X) que converge uniformemente en L hacia la funcién u;.

Tenemos que
ODN (Ypt1U---Uryg) ={x1,...,2,} C X\ L.

Por el Lema 11.0.1, existe h € O(X) asociada a tal que

2wl oo (r)

€
h(x;) =0, h(z) — 1oy < min ———,
(i) [h(2) (/205 i=p+ 1, 2[03]| poo (1)

donde 0 < ||u]| Leo(1) < 00 porque u; es continua en el compacto L no idénticamente nula,
it=p+1,...,q. Por la convergencia uniforme por compactos, para cadai=p+1,...,q,
existe n; tal que

(n) €
lv; " — will ooy < Vn > n;

CEEE by o
donde 0 < [|h[| (1) < 00 porque es continua en el compacto L no idénticamente nulal.
Tomamos ng := max{np41,...,ny}. Entonces

€
Hv-(n) — Uil poo(r) < =—————, YN > ny
e ] [ P

Consideramos @(n) =h- vl(n). Entonces

(n)

108 — wil| ooy = - 0™ = wil| ooy = 1R - 0™ = hagg + b — wil Loy

7

< IAlllof™ = will ooy + il ooy 1 = 1l 2oz
£

+-o=¢c

DN ™
DN ™

9
<Ml g ey =0 3 =

Tomamos h de esta manera, con la condicién del minimo, para que no dependa del indice 4.
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Por tanto, la sucesiéon {ﬁgn)}neN — u; uniformemente en L, para todot=p+1,...,q,
{@(n)}neN C O(X) y verificando

3"(2) =0, i=1,...,r
Cada @(n) estd definida en todo X y por ello podemos considerar para cada ¢ = p+1,...,q
y cada n natural, la sucesién definida como sigue:

3"(z), si  zeD,
wgn) : K —C, wl(n)(:r) =
0, si ze K\D.

Cada wgn) es continua. En efecto, en cada rama de definicién es continua y en la interseccién
tenemos que

DN(K\D)=0DN(Ypt1U---Ury) ={z1,..., 2}
y 51(”) (z;) = h(ml)vl(n)(xl) = 0. De este modo, parai =p+1,...,q las funciones wgn) estd
definidas continuamente en K = D U741 U --- Uy, Vn € N. Ademés son holomorfas en

el interior de K, puesto que coinciden con las vi(n), paracadat=p+1,...,qy Vn € N.

De nuevo, por el Teorema de Mergelyan-Bishop, paracadat=p+1,...,q y cadan € N,
existe una sucesién de funciones holomorfas en todo X que converge uniformemente en

(n)

7

. n . .
seguiremos denotando como {wl( )}neN, que converge uniformemente en K hacia u;, pa-

L hacia las w; ’ y por tanto a las u;. Para no complicar la notacién, a tal sucesién la

racadat = p+1,...,q. En particular, {wgn)} N converge uniformemente hacia u; en
ne
yU---Uy, C K.

Para cada n natural definimos
1!11(”)(8) = / wexp (slwgn) + 4 sqwfz")) , seC1
Vi

La aplicacién ¢ = (¢1, ..., pq) cumple det(Jac ), # 0, por tanto, ¢ es una inmersién
regular local de a, es decir, existe U abierto de C? tal que a € U y verificando

ol : U — p(U), difeomorfismo.

En particular, ¢(U) es un entorno de ¢(a) en C4. Dado que wl(n) convergen uniformemen-
te por compactos de C? hacia la funcién ¢; tenemos que (") = (win), e ,wén)) converge
uniformemente por compactos hacia la funcién ¢. Por la convergencia uniforme por com-
pactos, témese V = B(a,d) entorno de a con V C U. Entonces por la convergencia
uniforme sobre V', se tiene que para § existe ng € N tal que para todon >ngy s € V se
cumple

[(s) = (s)] <

Por tanto, 1im, oo d(¥(™(V), (V) = 0. En efecto,

AWM (V),o(V)) = inf [0 (r) = o(s)|

r,seV
< 1 (n) _ : (n) _
< fuf [0 () = o(r)] + ff [0 (s) — o (s)|
<E+E—€

2 2
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Por tanto, 1("0) (V) es un entorno abierto de ¢(a) para ng suficientemente grande, luego, al
ser 1/1("0)’ difeomorfismo, existe s° € V tal que ¢("0)(5%) = p(a). En particular, tenemos

que \s —a| <8y ) (s%) = p(a). Como {wgn)}neN — 0 uniformemente en D, asociado

existen ny,...,nqg € N
q\S?I
€
||w(m)||Loo Dy < —a, Vm>n,.
7 ( ) q|$?‘7 (2
Consideramos
f= s?wgn) + o+ s(q)w((ln), n = max{ng, ni,...,ng}.
Esta funcién f es holomorfa y cumple que f% wef = ¢§n°)(50) = p;(a), para todo i =
1,...,q, por ser n > ng. Veamos que para el € > 0 tomado al inicio de la prueba, se
satisface
[ fll oo (D) < €.
Como n > nq,...,ng
o™ o) < ——gr-
Z qls?|
Entonces

S
1f1lLe (D) < leolllw Lo (D) < ZISOI a0 =

|, w, sii i=1,...,p
/ wel = A
Al ser D'\ D y D disjuntos que recubren a D’ tenemos que

H(D',Z) = H,(D'\ D,Z) ® H(D,Z).
Asi pues, como {v;}7_; son bases de ambos grupos, dado v € HY (D' Z) existen \q, ..., Aq €
7 tales que
q
Y= Z AiYi-
i=1

Dado que la integral tiene un comportamiento Z-lineal con respecto al grupo de homologia

q
/wef:Z)\i/ wel
v i=1 Vi

Si~y € Hy(D,Z) entonces A\py1 = --- = Ay = 0. Entonces v = >-¥_, \;7; y en consecuencia
/wefzzx\i/w:/w
8l i=1 Vi v
Siy € Hi(D'\ D,Z) entonces A\; = --- = A, = 0. Entonces, v = >3L_ .| Aiy; y al ser

¢ un morfismo de grupos abelianos, podemos verlo como una aplicacién Z-lineal entre
Z-médulos

/wef = Z Xiop(vi) = ¢ Z Aivi | = o).
”

228



Capitulo 12. Teorema de Kusunoki-Sainouchi

Ya estamos en las condiciones de demostrar el resultado principal.

Teorema de Kusunoki-Sainouchi. Sea X wuna superficie de Riemann abierta, d €
Div(X) y ¢ : Hi(X,Z) — C un morfismo de grupos. Existe una diferencial abeliana w,
asociada al divisor d y al homomorfismo ¢, tal que

1. La diferencial abeliana w es solucion del divisor d.

Lw:mmx

Demostracion. Sea {Dy,}nen una exhaucién por dominios relativamente compactos Runge
como en el Teorema 5.2.2. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que D1 es conforme
a un disco, el cual siempre es Runge. Sea wy € M!(X) tal que (wp) = d cuya existencia est4
garantizada por la Proposicién 12.0.1. Para construir w realizamos un proceso inductivo.

2. Se tiene que

para todo ciclo o en X.

» Caso base n = 1. Consideramos el par escisivo (Da,D1) y € = 1/2. Por el Lema
12.0.1 existe f1 € O(X) con || fize(p,) < 1/2y tal que

/woef1 =
.

Definimos la diferencial abeliana wq := wy = wpe’?.

f’y wo, Si AS Hl(Dl,Z)

(b(’Y)a si 7€H1(D2\D1aZ)

» Caso n = 2. Aplicando el Lema 12.0.1 al par escisivo (D3, Do), ¢ = 1/22, wy €
M!(X), encontramos fo € O(X) con 1 f2ll oo (pg) < 1/22 y tal que

/ wiel? =
.

Definimos la diferencial abeliana wy := wief2 = wpel1172.

fwwl’ si v € Hi(D2,7Z)

é(v), si ye Hi(D3\ Dy, Z).

= Hipdtesis de induccion. Supongamos fi, ..., fn—1 construidas, esto es,

e Paracadak=1,...,n—1

1
fe € O(X),  |fellee(py) < 55

ok
y las diferenciales abelianas
wg = wk,lef’“ = woef1+"'+f’€.
e Paracadak=1,...,n—1
f7 Wp_1, si ~v € Hy(Dy,Z)

/wk = /woeflJr"'f’“ =
v v

é(v), si vy € Hi(Dggr \ Di—1,7Z).
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Aplicando el Lema 12.0.1 al par escisivo (Dy41, Dy), € = 1/2", w,—1 € MY(X),
encontramos una funcién f, € O(X) con || fp| pe(p,) < 1/2" y tal que

/wn_lef” =
v

Definimos wy, := wy,_1efm = woel1++fn,

fv Wn_1, si v € Hi(Dy,Z)

¢(v),  si v € Hi(Dny1 \ Dn, Z).

Consideramos f := > -, fn. La funcién f estd bien definida y es holomorfa en toda la
superficie X. En efecto, veamos que la serie Y n>1 fn Dresenta convergencia uniforme por
compactos de X. Sea K C X compacto. Como {D,,} e recubre a X y es expansiva, existe
no € N tal que K C D,,,. Asi, para todo n > ng, D,, C D,, y por tanto se cumple que

[ fnllLoe(Dng) < N fnllze(Dn) < o0

El Criterio de la Mayorante de Weierstrass nos dice que la serie converge uniformemente
en D, y por tanto en K. Hemos probado que f estd bien definida y la serie que la define
presenta convergencia uniforme por compactos. Como cada f,, n € N, es holomorfa en X,
la funcién suma de la serie, es decir f =) - fn, es holomorfa en X.

Definimos w := wpe! que es una diferencial abeliana. Veamos que w prescribe al divisor
d. En efecto, como ef no tiene ceros ni polos, su divisor es trivial, luego por la eleccién de
wo
(w) = (woe!) = (wo) + (¢/) = (wo) = d.

Veamos que w tiene los periodos prescritos por ¢. Sea ¢ un ciclo en X. Por la com-
pacidad de la traza de o y ser {D,}nen un recubrimiento expansivo, existe n; € N tal
que la traza de o estd completamente contenida en D,,. Asi pues, o es un ciclo en D,,
y podemos considerar [o0] € H'(D,,,Z). Como {D,}nen es expansivo, D,, es la unién
disjunta de

Dk+1\Dk, k:zl,...,nl—l

entonces
ni—1
Hy(Dy,,Z) = €D Hi(Dys1 \ D, Z).
k=1
Por lo tanto
ni—1
0] =Y lox), o] € Hi(Diy1 \ Dy, 2).
k=1

Dado que la integracién es invariante por el tipo de homologia, integramos los represen-

tantes
[o=X [ w
o 1 Yok

k=
Como la traza de los ciclos son compactos, la convergencia uniforme sobre compactos nos
permite permutar limite e integral

ni—1 ny1—1

_ _ . fittfa
/ow = Z /(7 w= Z nl;rr;O/ woe’! . (12.2)
k=1 Y% k=1 Tk
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Ahora bien, oy es un ciclo en D11\ Dy, 1 < k < nj;—1. Por definicién para n > k tenemos

que
def.
/ woef1+ +fn def / wk=¢([0k])~
ok Ok

Intuitivamente, si el ciclo tiene su traza contenida en el nivel anterior, la integral de wy,
vale la integral de w,_1 y asi sucesivamente, hasta que llegamos a la wy. En consecuencia,
la sucesién estaciona, es decir

im wO€f1+...+fn — / w06f1+---+fk — qg([ak]),
k Ok

n—oo o
Llevando esto a (12.2) obtenemos

n1—1 ni—1 ni—1
/w =) nh_{lgo/ woe T = N g([oy]) = ¢ (Z [ak]> = ¢([o]).
7 k=1 Tk k=1

k=1
t

Un corolario es el Teorema de Gunning-Narasimhan, prescribiendo el periodo y divisor
nulo.
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