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x2—2x—3

o para x # 1, —1.

Considera la funcién f definida por f(z) =

(a) Estudia y halla las asintotas de la gréfica de f. (1.25 puntos)

(b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

SoLucion : La funcién f es una funcion racional (cociente de polinomios), por lo que es continua y
derivable en todo su dominio. El dominio de la funcién f es R\ {1, —1} ya que su denominador
se anula en los puntos x = 1 y x = —1. En dicho dominio, factorizamos los polinomios que
determinan su numerador y su denominador, simplificando su expresion general de la siguiente
forma: para cada x € R\ {1, —1} (es decir, z # £1)

2-2xr-3 (z+1)(x—3) x-3

@) == T TG )@= -1

Esto significa que la funcién f también puede ser expresada como:

-3
f(z)= z — Dbara cada z € R\ {1, —1}.

Obsérvese que aunque esta expresion racional puede ser evaluada en x = —1, la funciéon f no

estd definida en z = —1.
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Apartado (a). Los puntos que anulan al denominador de f son los candidatos para conver-
tirse en asintotas verticales (en los restantes puntos, f es continua, por lo que no puede poseer

una asintota vertical en dichos puntos). Calculamos:

2
¢ —2x — 3 T —3 —-1-3
If = lim —— = 1{ = = 2.
A, J@) = i sy = T T S
Como este limite es finito, f no posee una asintota vertical en x = —1. Por otro lado, en x = 1
calculamos los limites laterales:
r—3 r—3
lim z) = lim = 400 lim z) = lim = —00.
rz—1— f( ) z—=1— T — Y z—1t f( ) z—=1+tx —1

Por tanto, la funcién f posee una asintota vertical en z = 1.

Para estudiar la existencia de asintotas horizontales u oblicuas, calculamos los limites:

lim f(z)= lim ——s——— = lim = lim

z—+o0o z—+o00 ¢ —1 z—too xr — 1 r—Foo 1 —

Dado que este limite es finito, la recta y = 1 es asintota horizontal de f a ambos lados. Ademas,
dado que posee asintotas horizontales a ambos lados, la funcién f no posee ninguna asintota

oblicua.

La funcién f posee AVenx =1y AHen y=1.

Apartado (b). Para estudiar la monotonia de f, calculamos su funcién primera derivada,

que viene dada, para cada x € R\ {1, —1}, por:

o (=3 1l-(z-1)—(z-3)-1 2
f (x)—( ) = (x_l)Q (x—l)Z‘

r—1

Claramente [’ (z) > 0 para cada x € R\ {1, —1}, por lo que f es estrictamente creciente en todo

su dominio. Su dominio se divide en tres intervalos.

La funcién f es creciente en (—oo, —1), en (—1,1) y en (1,400) (en todo su dominio).
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La grafica de la funcion f es la siguiente. Obsérvese que no estd definida en z = —1.

Calcula a > 0 sabiendo que el area de la regién determinada por la grafica de la funcién

f(x) = 23 el eje de abscisas y la recta x = a  vale g

SorLucion : La funcién f es continua en R y, ademads, toma valores estrictamente positivos cuando

x > 0. Por consiguiente, el area indicada se calcula mediante la siguiente integral definida, cuyo

valor debe ser 1/9:
@ 1
de = —.
/0 fla)de =g

Calculamos la integral indefinida de la funciéon f integrando por partes:

u==x = du=dx 3 3
e°* e°*
/f(x)dq::/a:e?’mdx: - —g.— — | ——dx
do — o3¢ e 3 3
v=erdr = v=-—
3
red® 1 3 red 1 e 3z e37 — 37 e (3r — 1)
3 3/e S T R o T o T

Aplicando la regla de Barrow,

a e3:c T — r=a e3a a— eO _ e3a a—
/ F (@) do = ( (3 1)] e (3a—1) (0-1) (Ba-1)+1
0

9 —0 9 9 9

1 .
Igualando a —, resolvemos la ecuacién:

3(Ba—-1)+1 1
c (3“9 )+ =5 & @Ba-D+l=1 & M@Ba-1)=0

Un producto de numeros reales se anula inicamente cuando alguno de los factores vale cero.

Dado que €3* > 0, debe ser el otro factor el que se anule. Asi, la ecuacién 3a — 1 = 0 posee,
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1
como unica solucién, al niimero a = 3
1
a=—.
3
| |
1 -1 m+2
Considera la matriz A = 0 1 m+1
m 0 )

(a) Estudia el rango de A segin los valores de m. (1.5 puntos)

(b) Para m = 2, calcula la inversa de 2020A. (1 punto)

SoLucion: Apartado (a). La matriz A posee, al menos, rango dos ya que el siguiente menor no

se anula:
1 -1

=1+#£0.
0 1 7

Para que A posea rango 3, su determinante debe ser no nulo. Lo calculamos desarrollandolo por

la primera columna:

=1 m+2 1 m+1 1 m+2
detA=|0 1 m+1|=1-] " m
0 5 1 m+1
m 0 5

=1-54+4m-(-m—-1-m—2)=5+m-(=2m —3) = —2m? — 3m + 5.
Calculamos cuidndo se anula este determinante:

detA=0 & 2m’+3m—-5=0 & m=
-5
5

—3+0—4-2.(—5)  —347
. _

4

S mp=1, mo =

-5
2 )
3, en cualquier otro caso.

2, si m=1 o0 m=
rg A=

Apartado (b). Para m = 2, la matriz A posee rango 3, por lo que es invertible. Dado que

1
-1 _ -1 4-1_ A1
(2020 4)7 = 202071 A7 = s AT

Andalucia — Curso 2019/20 4 Antonio Roldan



Matematicas |lI Selectividad — Julio de 2020

debemos calcular la matriz inversa de la matriz A. Teniendo en cuenta que m = 2, sabemos que

1 —1 4
A=|10 1 3 y detA:—2m2—3m+5\m:2:_9,
2 0 5

La matriz adjunta de A es:

1 3 0 3 0 1
0 5 2 5 2 0
1 4 1 4 1 -1 o0
adj(A) = — - = 5 -3 -2
0 5 2 5 2 0
-7 -3 1
-1 4 1 4 1 -1
1 3 0 3 0 1
Por tanto, la matriz inversa de A es:
. ) 5 5 =7 ) -5 -5 7
—1 . T
pu— . d A = —— —_ _— p— [—
et d ® j(A) s 6 3 -3 9 6 3 3
-2 =2 1 2 -1
Por consiguiente:
) L1 -5 -5 ) -5 -5 7
20204) = — . At=—— .| — - | _
(2020 4) 2020 2020 9 0 3 18180 63 3
2 -1 2 2 -1
. -5 -5 7
20204) = —— | —
(2020 A) 13180 6 3 3
2 2 -1

Siendo a # 0, considera las rectas

z—1 =38 P=& @l
rEag=lsy=2= y s = = = :
a —a -1 2

(a) Estudia la posicién relativa de ambas rectas segun los valores de a. (1.25 puntos)

(b) Para a = 2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte de r

y sy es perpendicular a ambas. (1.25 puntos)
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SoLucion : Apartado (a). Un punto de la recta r es A, = (1,2,1) y un posible vector director
de r es 4, = (1,1,a). De igual forma, un punto de la recta s es A; = (3,3,—1) y un posible
vector director de s es Uy = (—a,—1,2). Para que las rectas r y s fuesen paralelas (incluyendo
la posibilidad de que fuesen iguales), sus vectores directores deberian ser proporcionales, por lo

que deberian cumplirse las igualdades:

(podemos dividir entre a ya que a # 0). Sin embargo, el sistema anterior no posee ninguna
solucién. Por consiguiente, las rectas r y s no son nunca paralelas (ni iguales). Estudiamos
. L L T . .
ahora el rango del conjunto { @,,us, ArAs } para conocer si se cruzan o se cortan en el espacio.
Este conjunto posee, al menos, rango 2 ya que los vectores i, y s son linealmente independientes
—
(no son paralelos). Dado que A, A; = As — A, = (3,3,—1) — (1,2,1) = (2,1, —2), para conocer

L L . .
el rango de { w,, Us, A As } calculamos el determinate de la matriz que forman sus coordenadas:

1 1 a
—a —1 2 |=(2+4-0a%)—(—2a+2a+2)=4—a’
2 1 -2

Dado que las soluciones de la ecuacién 4 — a®> = 0 son 2 y —2, esta matriz poseera rango 2
cuando @ = 2 0 a = —2 (en este caso, las rectas se cortan en un tnico punto), y poseera rango

3 en cualquier otro caso (se cruzan en el espacio).

e Sia € {2,—2}, las rectas r y s se cortan en un tnico punto.

e Sia € R\ {2,—-2}, las rectas r y s se cruzan en el espacio.

Apartado (b). Sisuponemos que a = 2, los vectores directores de las rectas son @, = (1, 1, 2)

y is = (—2,—1,2). Asi, puntos genéricos de dichas rectas son de la forma:

P.=A 4+t =(1,2,1)+ AM(1,1,2) = ( A+ 1L,A+2,2A+ 1),
Py =Ag+pis = (3,3, —1) + (=2, -1,2) = (3 — 21,3 — 1,2 — 1) .

Dado que sabemos que existe un tinico punto en comtn en r y s, igualamos P, = P;, obteniendo

el sistema
A+1=3-2pu,

A+2=3—pu,
22+1=2p—1,
cuya Unica solucién es A = 0 y u = 1. Por tanto, el punto de interseccién entre las rectas r y s

€s:
P="P|_g=A+1LA+222+1)|,_, = (1,2,1).
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Cualquier recta perpendicular a las rectas rectas r y s debe llevar la direccién de un vector
que sea, a la vez, perpendicular a los vectores directores de r y de s. Calculamos un vector

perpendicular, a la vez, a los vectores directores de r y de s, mediante su producto vectorial:

1 —2 4
U=t XUs=| 1 | x| =1 | =] -6
2 2 1

Por tanto, la recta solicitada es la recta que pasa por el punto P (1,2,1) en la direccién del

vector ¥/ (4, —6,1). Las ecuaciones paramétricas de dicha recta son las siguientes:

x =144\
y=2—0M\,
z=1+A\
|
Sea f :[0,27] — R la funcién definida por  f(z) = _Sene
2 —cosz

(a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcan-

zan). (2 puntos)

(b) Determina la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de f en

el punto de abscisa x = g (0.5 puntos)

SoLucion: Apartado (a). La primera derivada de la funcién f en su dominio es:

_ cosz(2—cosx) —senw(senx) 2cosx — (cos? z + sen® z) _ 2cosz—1

(2 — cosx)? (2 — cosx)? (2 —cosz)?

f' (z)

Esta derivada se anula cuando se anula su numerador en el intervalo [0, 27], lo cual corresponde

a las soluciones:

1
2cosz—1=0 <« cosx:§

o zef{ll
373
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Estudiamos el signo de la primera derivada de f empleando una tabla como la siguiente, donde

incluimos los puntos criticos de f y los extremos de su dominio de definicion:

( 2cos0.5—1

71(0.5) = o g S 059> 0
— cos0.
! min + mix — min + mix 2¢083 — 1
/ — . Fl3)= 22"~ 0333 <0,
f o 3 N Y S 27 (2 —cos3)
2 6—1
F1(6) = 22" ~0.851 > 0.
(2 — cos6)

™ o
De esta forma, la funciéon f es estrictamente creciente en los intervalos [0, §) y (3, 277}, y

. . : T O - (.
estrictamente decreciente en el intervalo 33 ) Por tanto, la funcién f posee un maximo

relativo en z = 7/3 y un minimo relativo en z = 57 /3. Los extremos del intervalo de definicién,
a saber, r = 0 y ¢ = 27, también son extremos relativos de la funciéon f. Por ello, para
determinar sus extremos absolutos, evaluamos dicha funcién tanto en sus puntos criticos como

en los extremos de su dominio de definicién:

£(0) = sen0 0 _0 f(§>_ sen (mw/3) @ V3
S 2-cosO0 2-1 3/ 2—cos(w/3) 2-1 37
_V3
F 57\ sen(57/3) =% V3 F(2m) = sen2r 0 _
3) 2—cos(5m/3) 2-L1 37 Ty cosor 2-1

Por consiguiente,

La funcién f alcanza su maximo absoluto en g, 3) y su minimo absoluto
57 V3
en | —,—— |.
3 3

Apartado (b). En el apartado anterior hemos demostrado que en el punto de abscisa

U ., , . . . .
x = — la funcién f posee un méaximo absoluto y su primera derivada se anula en dicho punto.

Por consiguiente, la ecuacién de la recta tangente en dicho punto es:

IG5 = g e Y

La recta normal a la grafica de f en este punto es la recta perpendicular a la anterior que pasa
por dicho punto. Dado que y = v/3 /3 es una recta paralela al eje de abscisas (su representacion

grafica es horizontal), la recta perpendicular indicada debe ser paralela al eje de ordenadas, es
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. . . . 7T
decir, vertical, por lo que su ecuacion es precisamente r = 3

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = — es

w3

T
Y= 5 y la ecuacion de la recta normal a la grafica de f en dicho punto es x = 3

Aunque no se pide, la gréfica de la funcién f en el intervalo [0, 27] es la siguiente:

3z2+4
(z —2)?

Sea f la funcién dada por f(z)= para x # 2.

(a) Calcula /f(x)dm. (2 puntos)

(b) Calcula la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto (3,5). (0.5 puntos)

SoLucion : Apartado (a). En primer lugar, dividimos los polinomios numerador y denominador,

322 +4 22 —dx +4
—3z% 412z —12 3
12z —8
y obtenemos:
32?44 3a?+4 122 — 8

f($)_(x—2)2_$2_495+4: +($_2)2'
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Expresamos el término de la derecha como suma de fracciones simples:
12r—-8 A B A®—-2)+B Ax+(B-2A)

= + =
(@27 -2 (@-2° (@2 (z—2)°
Asi A=12y B —2A = -8, de donde B = 16. Esto significa que la funcién f puede expresarse

de la forma: 19 < 19 16
x_
r)=3+——"5%=3+ + )
J@ (z —2)° r—=2  (x-2)?

Por consiguiente:

/f(ﬂf)dx:/<3+x122+(xi62)2>dx:/3dx+/x122dx+/(xii)de

16
:3:E+121n|x—2|—72—|—C.
J:‘_

1
/f(x)dx:3x+12ln]x—2]—x_62+C.

Apartado (b). Todas las primitivas de la funcién f son de la forma:
1
F(x):3x+121n|x72]776+0.
T —2
Calculamos el valor de C' para que F' (3) = 5. Debemos resolver la ecuacién:

16
5=F(3)=33+12ln[3 -2 - 5~ +C=9+0-16+C=-T+C.

Por consiguiente, C' = 12.

La primitiva de f cuya gréafica pasa por el punto (3,5) es:

16
F(x):3x+121n]a:—2\—72+12.
T —

|
1 11 a 7
Considera A=| 1 0 1 |, B=] 2a y X =
4 1 4 3a %

(a) Discute el sistema dado por AX = B, segiin los valores de a. (1.25 puntos)

(b) Para a = 0, resuelve el sistema dado por AX = B. Calcula, si es posible, una solucién

enla que y+z=4.(1.25 puntos)

Andalucia — Curso 2019/20 10 Antonio Roldan



Matematicas |lI Selectividad — Julio de 2020

Sorucion : Apartado (a). Aplicamos el método de Gauss-Jordan a la matriz ampliada (A|B):

1 11 a 1 1 1 a 1 11 a
1 01 2a 0 -1 0 a 01 0 —a
4 1 4 3a 0 -3 0 —a 0 0 0 —4a

La matriz A posee rango 2 mientras que la matriz ampliada posee rango 2, si a = 0, y rango 3,
si a # 0. En el primer caso (a = 0), las matrices A y (A|B) poseen el mismo rango (2), por lo
que el sistema es compatible; en el segundo caso (a # 0), la matriz del sistema A posee rango 2
y la matriz ampliada (A|B) posee rango 3, por lo que el sistema es incompatible (poseen rangos
diferentes). En caso de ser compatible (a = 0), dado que el sistema posee tres incégnitas y las

matrices A y (A|B) poseen rango dos, el sistema es compatible indeterminado uniparamétrico.

e Sia =0, el sistema es compatible indeterminado (uniparamétrico).

e Sia # 0, el sistema es incompatible.

Apartado (b). Suponiendo que a = 0, el resultado del proceso de Gauss-Jordan nos indica

que el sistema AX = B es equivalente a:

rz+y+2z=0,
y=0.

Si llamamos A = z, resulta que £ = —y — z = —z = —\. Por consiguiente, las infinitas soluciones

del sistema AX = B vienen dadas por la expresién:

T = -\,
y =0, siendo A € R arbitrario.
z =\,
La soluciéon que cumple y+ z = 4 debe estar formada por y =0, de donde z =4y z = —z = —4.
T =—A,
Las soluciones del sistema AX = B son ¢ y =0, donde A € R.
z =\,

La solucién que cumple y + z =4 es (z,y,2) = (—4,0,4).
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z+y=0
y—32+2=0

Se considera el punto A(1,—2,0) vy larecta r= {

(a) Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y es perpendicular a r. (1.25 puntos)

(b) Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y contiene a r. (1.25 puntos)

SoLucion : Apartado (a). Un vector director de la recta r es

Por consiguiente, el haz de planos perpendiculares a la recta r es:

{32 -3y—z2=Fk}icr-
Determinamos el pardmetro k para que el plano pase por el punto A(1, —2,0), obteniendo:

k=3-1-3-(-2)—0=09.

El plano que pasa por A y es perpendicular a r es: 3z — 3y — 2z =09.

Apartado (b). Obtenemos un punto B, de la recta r tomando y = 1 en sus ecuaciones,
de donde x = -1y z = 1. Asi B, = (—1,1,1). El vector BTZX =A-B, = (1,-2,0) —
(—=1,1,1) = (2,-3,—1) debe ser un vector director del plano solicitado. Por ello, dicho plano
queda determinado por el punto A(1,—2,0) y los vectores directores i, y B7>4 De esta forma,

un vector normal al plano es:

—
n=1u, x A,bAs=| =3 | x| =3 | = 1
-1 -1 -3
El haz de planos perpendiculares a este vector es:
{y—=32=k}r-
Determinamos el pardmetro k para que el plano pase por el punto A(1, —2,0), obteniendo:

k=(-2)—3-0=-2
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Asi:

El plano que pasa por A y contiene a r es: y — 3z = —2.
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