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Capitulo 1
( Anillos e ideales

1.1

Anillos conmutativos

Definicion 1.1. Un anillo es un conjunto R sobre el que hay definidas
dos operaciones + : R X R — Ry -: R x R — R (denominadas suma y
producto) que satisfacen las siguientes propiedades:

Asociativa de la suma. Para cualesquierar,s,t € R,
T+ (s+t)=(r+s)+t.
Conmutativa de la suma. Para cualesquierar,s € R,
T+s=s+T.
Elemento neutro para la suma. Existe un elemento 0 € R tal que
r+0=r

para cualquier T € R.
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Elemento opuesto para la suma. Para cualquier r € R, existe —r € R
tal que
T+ (—1) =0.

Asociativa del producto. Para cualesquiera r,s,t € R,

T(st) = (rs)t.

Elemento neutro para el producto. Existe 1 € R, tal que
rT=lr=r
paratodo T € R.
Distributiva de la suma respecto del producto. Paratodost,s,t € R,

r(s+t)=rs+rt

(r+s)t=rt+st.
Un anillo se dice conmutativo si satisface la propiedad
Conmutativa del producto. Para cualesquierar,s € R,

TS = ST.

Proposicion 1.2. Los elementos neutros para la sumay el producto son
unicos. El opuesto de un elemento es tinico.

F.J. Lobillo
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Demostracion. Si0,0" € R son elementos neutros para la suma
0=0+0"=0"

La unicidad del elemento neutro para el producto es andloga. Si —r, 1’
son opuestos para T,

—Tt=—T40=—"1+(T+1)=(—r+1)+1 ' =0+1"=1".
O

Definicion 1.3. Dado un anillo conmutativo R, un elemento T es una
unidad si tiene inverso para el producto, es decir, si existe 1! € R tal
que

=1,

El conjunto de la unidades se denota U/ (R). Se dice que v € R es un
divisor de cero si existe s € R\ {0} tal que rs = 0.

Proposicion 1.4. Sea R un anillo. Para cualesquierar,s € R,

1. 10 =0,

3. sit € U (R), su inverso es inico,
4. sir,scUR), rscU(R)y(rs) T =sTr 1.
Demostracion. Rara cualquier v € R,

0=—(r0)+10=—(r0)+7r(0+0) =
—(r0) + (r0+710) = (—(r0) +70) + 0 =0 + 10 = 10.

F.J. Lobillo
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Dado que
(—r)s+rs=(—1r+71)s =0s =0,

se tiene que (—r)s = —(rs) por la unicidad del opuesto. La unicidad

del inverso es andloga a la unicidad del opuesto. Finalmente
rs(sThr ) =r(ss M =rr T = =1,

dedonde s "r~ ' = (rs)" ' yrs € U (R). O

Definicion 1.5. Un anillo conmutativo en el que O es el tnico divisor de
cero recibe el nombre de dominio de integridad. Observemos que R es
dominio de integridad si y solo si para cualesquiera r,s € R, sirs =0
entoncest =00s =0.

Un cuerpo es un anillo conmutativo en el que todo elemento no nulo es
una unidad, es decir, U (R) = R\ {0}.

Ejemplo 1.6. Son anillos conmutativos Z, Q, R, C, R[x] donde R es un
anillo conmutativo, Z,, IF 4. De los anteriores, Q, R, C, IF; son cuerpos.

Ejemplo 1.7. Sean A1, A, dos anillos. Es un ejercicio rutinario com-
)

probar que A7 X Aj es un nuevo anillo en el que las operaciones se

realizan componente a componente, es decir,

(ar,az) + (b1, b2) = (a7 + by, a2 +b2)

(ar,az2)(b1,b2) = (arby, azbz).

El cero y el uno de este nuevo anillo son, respectivamente, (01,02) y
(11,12), y el opuesto se calcula

—(a1,az2) = (—ag,—az).

F.J. Lobillo
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1.2

Subanillos e ideales

Definiciéon 1.8. Dado un anillo A, un subconjunto B C A es un subani-
1o si

= 0eByleB;
= dados a,b € B,a—b € B;
= dados a,b € B, ab € B.

Es inmediato comprobar que un subanillo vuelve a ser un anillo con las
operaciones heredadas. Pero no todo subconjunto que sea un anillo con
las operaciones heredadas es un subanillo, como vamos a comprobar
con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.9. En Zg consideramos el subconjunto {0, 2,4}. Es sencillo
verificar que {0, 2,4} es cerrado para la suma, opuesto y producto. Como
4x0=0,4%x2=2,4x4=4,
tenemos que {0, 2,4} es un anillo en el que el elemento neutro para el

producto es 4.
En adelante, y salvo que especificamente se indique lo contrario, todos

los anillos tratados en este curso son anillos conmutativos.

Definiciéon 1.10. Dado un anillo conmutativo A, un subconjunto no va-
cio I C A esunideal si

» dadosa,bel,a+bel

F.J. Lobillo
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m dadosaelybeA,abel
Se denota por I < A.

Observacion 1.11. Si a,b € I, entonces a —b = a+ (—1)b € I, por
lo que I es un subgrupo abeliano de A.

Proposicion 1.12. Sea A un anillo conmutativo y sea 1 C A un subgru-
po abeliano. 1 es un ideal de A siy sélo si A /1 es un anillo conmutativo
con respecto a las operaciones (a + 1)+ (b+1) = (a+b)+1y
(a+D(b+1)=ab+ 1L

Demostracion. Por ser I un subgrupo abeliano sélo tenemos que ocu-
parnos de que el producto esta bien definido. Supongamos que a + I =
a’+1esdecir,a—a’ € I.Silesideal,a+1=a’+I1yb+I1=b'+1I
tenemos que

ab—a’b’'=ab—a’b+a’b—a’b’'=(a—a’)b+a’(b—-1b’) el

luego el producto estd bien definido. Reciprocamente, si el producto
estd bien definido tenemos que (0 4+ I)(b + I) = 0 + I, por tanto, si
acl

ab+I=(a+DL+DH=0+Db+I)=0+1,
es decir, ab € I, lo que implica que I es un ideal. L
Dados ideales I, ] < A, se define

I+]={x+4+ylxel,ye]J}

J=xyr+-+xyIxy €Ly €J,1 <i<y)

F.J. Lobillo
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Proposicion 1.13. 1+ ], IN] e I] son ideales de A. 1 + | es el menor
ideal que contiene tanto a I comoaJ. 1] CINJ.

Demostracion. Ejercicio. O

Dado F C A, definimos
(Fy ={a1f1 +---+asfs |ar,...,as € A f,...,fs € F}.
Proposicion 1.14. (F) es el menor ideal de A que contiene a F.

Demostracion. Es inmediato comprobar que si un ideal contiene a F,
debe contener a (F). Comprobemos que es un ideal. Sean a;fy + - - - +
asfs,b1g1 + -+ + brge € (F). Tenemos que

(arfy+---+asfs) + (brgr + - +bige) =
arfy+ -+ asfs +brgr +--- +bege € (F).
Por otra parte, sia € Ay a;fy + -+ + asfs € (F),
alarfy + -+ asfs) = (aay)fy +--- + (aas)fs € (F),
lo que demuestra que (F) es un ideal. O

Definicién 1.15. (F) recibe el nombre de ideal generado por F. Por
convenio, 0 = (&). Un ideal I se dice finitamente generado si existen
f1y...,fs € Ttales que I = (fy,...,fs).

Proposicion 1.16. Sean 1 = (F) y ] = (G). Entonces 1+ ] = (FU G)
yIJ=(fg|feFgeaq).

Demostracion. Ejercicio. O

F.J. Lobillo
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1.3

Morfismos de anillos

Definicion 1.17. Sean A y B dos anillos. Una aplicacién f : A — B es
un morfismo de anillos si f(0) =0, f(1) =1, f(a + b) = f(a) + f(b)
y f(ab) = f(a)f(b).

Observacion 1.18. Como consecuencia de la definicién, si f : A — B
es un morfismo de anillos tenemos que

0 =f(0) = f(b+ (=b)) = f(b) + f(—b),
luego f(—b) = —f(b) para cualquier b € A. En consecuencia,
fla—b) =f(a+ (—b)) = f(a) + f(—b) = f(a) — f(b),
luego f es morfismo de grupos abelianos.

Proposicion 1.19. Sea f : A — B un morfismo de anillos. Entonces
im(f) es un subanillo de B y ker(f) un ideal de A. Ademds im(f) =
A/ ker(f).

Demostracion. Es sencillo comprobar que im(f) es un subanillo. Como
f es un morfismo de grupos abelianos, es también inmediato que ker(f)
es un subgrupo abeliano de A. Si a € ker(f) yb € A,

f(ab) = f(a)f(b) = 0f(b) =0,

luego ab € ker(f), i.e. ker(f) es un ideal de A. Por iltimo definimos
¢ : A/ ker(f) — im(f) mediante ¢(a—+ker(f)) = f(a). Esta aplicacién

F.J. Lobillo
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estd bien definida porque si a + ker(f) = a’ + ker(f),

d(a+ker(f)) =f(a) =f(a—a’ +a’)
=fla—a’') +f(a') =f(a’) = p(a’ + ker(f)).

Es sencillo comprobar que ¢ es un morfismo de anillos biyectivo. [

Dos ideales I, ] < A se dicen coprimos si A =1+ J.

Lema 1.20. Sean 1, ], K ideales de A. Entonces I+] =Ael+K=A
siysélosil+ (JNK)=A.

Demostracion. Esinmediato que si I+(JNK) = A tenemos que I+] =
Ael+ K = A. Supongamos portantoque [ +] = AeI+ K = A.
Existen a,a’ € IbeJyceKtalesquel =a+byl=a’+c. Por
tanto

1 =a+b = a+b(a’+c) = at+ba’+bc = (a+ba’)+bc € I+(JNK),
luego I + (JNK) = A. O

Teorema 1.21 (Teorema Chino del Resto). Sean Ii,..., i ideales de
A coprimos dos a dos, es decir 1; +1; = A para cualesquiera i # j.
Entonces A/(IL1 n---N1) = (A/1;) x - x (A/Ly).

Demostracion. Sea f : A — (A/I;) x -+ x (A/I{) el morfismo de
anillos definido por f(a) = (a + It,...,a + I¢). Veamos que es so-
breyectivo. Para ello, dados at,...,a; € A tenemos que encontrar un
x € Atalque x+I; = a; + [ paracada T < 1i < t. Aplicando iterada-
mente el Lema 1.20, tenemos que A = I; + ﬂj 2115, por lo que existen

F.J. Lobillo
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bieliyc € ﬂj# [; talesque 1 = bi+ci. Seax = ajcy+- - -+acy.
Dado que

x+hi=aicr+--+ace + L =aici + It
=ai(1—-b))+ i =a;—aibi+1; =a; + L,

tenemos que f es sobreyectiva. Por otra parte, f(a) = 0 si y solo si
a € I; para cualquier 1 < i < t, de donde ker(f) =1 N---N 1. El
teorema se sigue por tanto de la Proposicién 1.19. O

F.J. Lobillo



Ejercicios sobre Anillos

Todos los anillos considerados en esta relacién de ejercicios son con-
mutativos salvo que se especifique lo contrario.

Ejercicio 1.1. Dados anillos A7 y A, comprueba que A; X A, con
las operaciones definidas en el Ejemplo 1.7 es un anillo. Calcula sus
unidades U (A1 x Az).

Ejercicio 1.2. Un elemento e € A se dice idempotente si e? = e.
Demuestra que si e es idempotente, 1 — e también lo es. Demuestra que
A=(e)®(1—e),esdecir, A= (e)+ (1 —e)y{0}=(e)N(1—e).

Ejercicio 1.3. Un elemento x € A se dice nilpotente si x™ = 0 para
algin n € N. Demuestra que si x es nilpotente, 1 —x y 1 + x son
unidades de A.

Ejercicio 1.4. Demuestra que el conjunto de los elementos nilpotentes
de un anillo conmutativo A es un ideal.

Ejercicio 1.5. Seap € Z primoy seaR = {™ € Q| p { n}. Demues-
tra que R es un subanillo.

Ejercicio 1.6. Demuestra la Proposicién 1.13.
Ejercicio 1.7. Demuestra la Proposicién 1.16.

Ejercicio 1.8. Demuestra que I(] + K) = I]J + IK para ideales I, J, K <
A. (Esciertalaidentidad IN (J+K) = (IN]) +(INK)?

Ejercicio 1.9. Demuestraque si [ + ] = A, entonces I] =1NJ.

15
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Ejercicio 1.10. Un ideal P < A en un anillo conmutativo se dice primo
si, para cualesquiera a,b € A, si ab € Pentoncesa € Pob € P.
Demuestra que (p) C Z es un ideal primo si y solo si p es un niimero
primo.

Ejercicio 1.11. Un ideal M < A de un anillo conmutativo se dice
maximal si no existe otro ideal ] < A tal que M C ] C A. Demuestra
que todo ideal maximal es primo.

Ejercicio 1.12. Demuestra que P < A es primo si y solo si A/P es un
dominio de integridad. Demuestra que M < A es maximal si y solo si
A/M es un cuerpo.

F.J. Lobillo



Capitulo 2
( Sistemas de ecuaciones y variedades afines

2.1

Polinomios en varias variables

Sea A un anillo conmutativo y X = {x1,...,Xn} variables distintas.
Recordemos que N™ es un semigrupo conmutativo donde la suma se
realiza componente a componente.

Dada una aplicacién f : N™ — A, se define el soporte de f como

supp(f) = {& € N™ [ f(a) # O}.

Se define el anillo de polinomios A[xj,...,Xs] como el conjunto de
aplicaciones

AX]I = Alx1,...,xn] ={f: N" — A [ #supp(f) < oo}

con suma heredada de la suma en A, es decir, (f+¢)(x) = f(&)+g(o),
y producto definido por

(£9)(@) = ¥ gy F(BIG (V).

Teorema 2.1. A[xq,...,xn] es un anillo conmutativo.

17
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Demostracion. Lo tnico no trivial son las propiedades que involucran
al producto. Es sencillo comprobar que el producto es conmutativo y
que la aplicacién que lleva el 0 = (0,...,0) en el uno de A y cero a
todos los demds es el elemento neutro del producto. Lo tnico algo mds
tedioso es comprobar las propiedades asociativa y distributiva. Sean por
tanto f, g,h € A[xq,...,%,]. Tenemos que

((FgIM) () = 2y 5-alfg)(AIN(S)
=D aro—a 2pay=r(f(B)g(¥)In(3)
=2 piyro—a (BIGYIN()

y andlogamente

(F(g)() = X gy 5o F(B)G(YIR(S),
por lo que el producto es asociativo. Por otra parte,

(flg+ M) =2 g o F(B)(g + N)(v)
=Zﬁ+y:af([3)( (v) +h(y))
=2 piy—a B9V + 2 5o f(BIR(Y)
= (fg)(a) + (fh)(et)
= (fg + fh)(a),

por lo que el producto de polinomios es distributivo respecto de la suma.
O

Vanos a utilizar la siguiente notacion. Para cada « € N™, abreviamos

Xn

x _ X1
X% =" xqm.

F.J. Lobillo
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Dado o € N™, denotamos por aX* la aplicacion definida por

a sio=p,

(aX*)(B) = {O si o # f.

Observemos que X° = 1.

Proposicion 2.2. Todo polinomio no nulo f € Alxq,...,xn] se escribe

de manera tinica como f = 3_ (00 GaX™

Demostracion. Si llamamos a, = f(o) para cada « € N™, es inme-
diato comprobar que

f(B) = (ZaeNn a“X"‘) (B)

para todo 3 € N™. Por otro lado,

(ZoceN" (lo(X‘X) (B) = (ZocEsupP(f) a“XOC) (B),
ya que fuera del soporte los valores que toma el polinomio son cero. [

El elemento aX® = ax{" ---x&" tiene dos significados. Por una parte

es un monomio que representa una aplicacion concreta de N™ en A,y

por otra parte es un producto miiltiple de los polinomios, aX® y x; =

X¢t donde ¢; = (0,...,1,...,0). Como consecuencia del siguiente
1

Lema ambos significados son el mismo.

Lema 2.3. (aX*)XB = aX*+B,

F.J. Lobillo
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Demostracion. Siy € N™,
((aX)XP)(y) = X5 amy (aX¥)(8)XP(A)
{a Sid=oayh=p

~ 10 enotro caso
= (aX**P)(y),
por lo que (aX*)XP = aX*+P, O
Proposicion 2.4. Alx,y] = Alx][yl.
Demostracion. El isomorfismo se define como
fo [ e ()]

para cada f : N> — A. Dejo como ejercicio, natural pero tedioso, com-
probar que esta aplicacién respeta la suma y el producto. O

Corolario 2.5. Alx1,...,xn] = Alxq] - [xnl.

22

Ordenes admisibles

En el conjunto de los nimeros naturales consideramos el orden usual
heredado de la aritmética, es decir,

n<m < m=n-++c.

Por supuesto este orden puede extenderse al orden producto en N™.
El orden producto no es un orden total. Denotemos por <p7 al orden

F.J. Lobillo
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producto en N™, es decir, o <11 [3 siysélosi &; < 31 para todo indice
1 <1 < n, o equivalentemente, x <11 3 siysélosif = a4y para
ciertoy € N™,

Teorema 2.6 (Lema de Dickson). Dado un subconjunto & # A C N™,
existen «(1),...,a(s) € A tales que todo « € A se escribe como
o = «(i) + 7y para cierto indice 1 <1 < sy ciertoy € N™,

Este teorema se puede expresar diciendo que todo subconjunto no vacio
de N™ tiene sélo una cantidad finita de elementos minimales respecto
del orden producto.

Demostracion. Para simplificar la exposicion, diremos que los elemen-
tos «(1),...,x(s) € A que da el teorema son generadores de A.
Demostramos el teorema por induccion en n. Si n = 1, el resultado es
consecuencia de que el orden usual en N es un buen orden luego todo
subconjunto no vacio de naturales tiene un minimo.

Supongamos el resultado cierto para n— 1y demostrémoslo para .. Sea

A={xeN""|(a,m) € A paraalgin m € N}.

Por hipétesis de induccién existen &(1),...,%(s) € A generadores de
A.Paracada 1 <1i < s, definimos

m; =min{n € N| (x(i),n) € A}

m = max{my,..., mg}.

Paracada0 <{<m—1,sea

Ag={axe N1 |(,0) € A}

F.J. Lobillo



22 Algebra Conmutativa y Computacional

ysea{l; < --- <l ={l <m]|A¢# I} De nuevo por hipétesis de
induccidn, para cada ¢ < ¢; < { existen obi(1),...,ab (s i) € Ay,
generadores de Ay, .

Sea (a,p) € Acon o € N*~1 y p € N. Supongamos que p > m.
Como o € A, existe ] <i<syye N tales que x = ®(i) + .
Dado que m > m; tenemos que (&, p) = (®(i), mq) + (v,p — my).
Supongamos por el contrario que p < m. En este segundo caso p = {;
para algin 1 < j < ty a € Ay,. Existen por tanto 1 < i < g5y
Y E N1 tales que & = obi (i )+y, por lo que (o, p) = (&, ) =
(1) +v,4) = («b(1),4) + (v,0). Acabamos de demostrar que

{(a“))ml )) L) (a(s))ms))
((xh (1)>€1)»'-~a (0(21 (51))61))-”»
(o‘et(])agt)»- ERD) (o‘et(st))et)}

generan A, lo que demuestra el teorema. O

Un orden total < sobre N™ se dice admisible si 0 = (0,...,0) es mi-
nimo para <y para &, 3,y € N, si & < 3 entonces x +vy < 3 +,
donde o < f tiene el significado habitual, & < y a # .

Lema 2.7. Todo orden admisible extiende al orden producto, es decir,
si < es un orden admisible y 3 = o« + 'y entonces o < 3.

Demostracion. Inmediato, yaque 0 < yimplicax < a+v=p. O

Veamos algunos ejemplos:

F.J. Lobillo



2. Sistemas de ecuaciones y variedades afines 23

Ejemplo 2.8. Orden lexicogrdfico. Definimos el siguiente orden en N™:

x<ipx B =

=7 0

a; < i donde ies el primer indice en el que ot; # f3.
La admisibilidad de este orden es consecuencia inmediata de la admisi-
bilidad del orden natural en N.

Ejemplo 2.9. Ordenes graduados. Sea w € R™. Para cada o« € N™,
definimos el w-grado de & como

(o, w) = oqwy + -+ + O Wny.

Un orden admisible < se dice w—graduado si « < 3 implica que
(o, w) < (B, w). Si < es un orden admisible sobre N™, hay una forma
natural de definir un orden w-graduado asociado a <y que denotare-
mos <,

(o, w) < (B, w) 0

<LU
#reb = {<cx,w>=<s,w>yocs3.

Hay varios casos particulares de esta construccién. Si w = (1,...,1),
decimos que el orden es graduado y denotamos el grado (total) como
| = (o, (T,...,1)) =01 + -+ + 0.
En este caso usamos la notaciones
<n

1]:§DEG» (SLEX)DEG =<pEGLEX -

yerey
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También empleamos
(SLEX)(U =<w-LEX -
Ejemplo 2.10. Orden lexicogrdfico graduado inverso. Este orden tam-
bién es muy empleado
& <prcreviLex B &
lof < (B 0
lof = IBI y
o > 3; donde i es el dltimo indice en el que o; # f3;.

Proposicion 2.11. Todo orden admisible es un buen orden. En particu-
lar satisface la Condicion de Cadena Descendente.

Demostracién. Sea < un orden admisible en N™ y sea @ # A C N™.
Por el Lema de Dickson (Teorema 2.6) existe {o(1),...,x(s)} C A
que lo generan. Todo conjunto finito totalmente ordenado est4 bien or-

denado, luego {x(1),..., «(s)} tiene minimo, al que llamamos o(ip).
Dado x € A,

x=ai) +v > afi) > «(io),
ya que el orden es admisible, luego «(ip) = min(A). O

23
Propiedades de los polinomios

Sea A[x1,...,%n] un anillo de polinomios con coeficientes en A y fije-
mos un orden admisible < en N™.
Dado f = ) | cyn CaX® € Alx1,...,Xn], definimos su

F.J. Lobillo
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exponente exp(f) = max< (supp(f)),

monomio lider Im(f) = X*P(f)

coeficiente lider Ic(f) = ceyp(f)s

término lider 1t(f) = lc(f) Im(f) = Cexpr) XPT).

Proposicion 2.12. Dados f,g € Alx1,...,xn] no nulos, exp(f + g) <
max{exp(f),exp(g)}, y se tiene la igualdad salvo que exp(f) = exp(g)
yle(f) = —lc(g).

Demostracion. Si oo > max{exp(f),exp(g)}, tenemos que (f+g)(x) =
fla)+g(x) =040 =0, luego exp(f+ g) < max{exp(f),exp(g)}. Por
otra parte, supongamos sin perder generalidad que exp(f) > exp(g),
por lo que max{exp(f), exp(g)} = exp(f). Tenemos que

(f + g)(exp(f)) = Ic(f) + g(exp(f))
_ Ie(f) si exp(f) > exp(g)
Ie(f) +1c(g) siexp(f) = exp(g)

por lo que (f + g)(max{exp(f),exp(g)}) = O si y sélo si exp(f)
exp(g) y Ie(f) +1c(g) = 0.

IAN O

Proposicion 2.13. Dados f,g € Alx1,...,xn] no nulos, exp(fg)
exp(f) + exp(q), y se tiene la igualdad salvo que Ic(f) 1c(g) = 0.

Demostracion. Sea o > exp(f)+exp(g). Si f+y = «, necesariamente
B > exp(f) oy > exp(g), por lo que

(F9)(0) = ¥y F(BYG(Y) = .
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Consequentemente exp(fg) < exp(f) + exp(g).
Si B +v =-exp(f) +exp(g) y B < exp(f), tenemos que y > exp(g),
por lo que

(fg)(exp(f) +exp(9)) = 2_ g1y —exp(r)+exp(g) T(BIG(Y) =1lc(f) Ie(g),
por lo que exp(fg) < exp(f) + exp(g) siy solo silc(f)lc(g) =0. O

Corolario 2.14. Si A es un dominio, A[x1,...,Xn] también lo es.

24

Espacio afin y ecuaciones polinémicas

Sea F un cuerpo. El espacio F™ recibe el nombre de espacio afin de
dimensién n.

Asociado a cada polinomio f = 3 _n caX® € Flxq,...,xn] tene-
mos la aplicacién de evaluacion definida por

eve : FM = F, [eve(ar,...,an) = ) jonn Caay! - adn]

Proposicion 2.15. Supongamos que F es infinito. Entonces evs = 0 si
y sélo si f=0.

Demostracion. Induccién en n. Sin = 1, el resultado es consecuencia
de que todo polinomio en F[x;] de grado m tiene como maximo m
raices. Por tanto si un polinomio se anula en infinitos valores, tiene que
ser necesariamente el polinomio 0.

Supongamos el resultado cierto para polinomios en F[x1,...,Xn_1]
y sea f € Flxq,...,x,] tal que f(aj,...,an) = O para cualquier

F.J. Lobillo
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(ary...,an) € F™ Por la Proposicién 2.4,
(X1 ooy Xn) = D 10 Gi(X1yeeey Xno1)xh.
Sea (ai,...,an_1) € F*'. Llamemos ¢; = gi(ar,...,an_1)y sea

f=) ", cixh. Para cualquier a,, € F tenemos que
ﬂan) = Zln:O Ciain
= ZII;O gi(ah-'-)anf”a; =f(as,...,an) =0,

luego por el caso n = 1 tenemos que c; = O paracada 0 < i < m,es

decir, gi(aj,...,an—1) = 0 para cada 0 < 1 < m. Por hipdtesis de
induccién tenemos que gi(x1,...,Xn—1) = O paracada 0 < i < m,
por lo que f(x1,...,%xn) =0. O

Corolario 2.16. Si F es infinito y f,g € F[x1,...,xn], f = g si y sélo
sieve = evg.

En vista de los resultados anteriores podemos identificar cada polinomio
con su funcién de evaluacion, por lo que usaremos el mismo simbolo,
es decir, f(ay,...,a,) = eve(a,...,an). En el caso infinito esto no
produce ambigiiedad alguna. En el caso finito si puede producirla, pero
el contexto nos aclarard si nos referimos al polinomio o a su funcién de
evaluacion. De hecho tenemos este resultado en el caso finito.

Proposicion 2.17. Sea F un cuerpo finito, y sea @ : F* — F una
aplicacion. Existe un polinomio f € Fx1,...,xn] tal que @ = evs.

Demostracion. Induccién en n. Si n = 1, podemos tomar como f €
F[x;] el polinomio de interpolacién en los puntos {(c, @(c)) | ¢ €

F.J. Lobillo



28 Algebra Conmutativa y Computacional

F}. Supongamos el resultado cierto paran — 1y sea ¢ : F* — F.
Para cada ¢ € T, definimos @, : F*! — F como la aplicacién

oclary...,an1) = @(as,...,an_1,c). Por hipétesis de induccién

existe un polinomio f. € Flxq,...,xn_1]talque @c(as,...,an_1) =

fo(ap,...,an_1) paracada (aj,...,an_1) € F* ' Sea
X1y Xn) = 2 cer fe(X1y ooy Xnoi Hdeﬂ; Xcid).

Por la Proposicién 2.4 f € Fxj,...,Xxn]. Ademds

7d
f(al,...,an):ZCech(ah. ey Qn_1 Hdch (an=d)

=fan(ar,..oyan 1) T ger %
= @aq,(a1,...,an1)
=@(ar,...,an),
lo que demuestra el resultado. O

Aunque los resultados anteriores demuestran que no hay una corres-
pondencia entre polinomios y sus evaluaciones, si tenemos esa corres-
pondencia si los polinomios tienen grado acotado. Concretamente, si
f e Flxq,...,Xxn], llamamos

deg; (f) = max{oy | & € supp(f)}.

Proposicién 2.18. Sea F 4 el cuerpo con q elementos. Sea f € Fqlx1,..
tal que deg; (f) < q. Entonces ev¢ = 0 si 'y sélo si f = 0.

Demostracion. Induccién en n. Sin = 1, el resultado es consecuencia
de que todo polinomio en F[x;] de grado m tiene como maximo m

F.J. Lobillo
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raices. Por tanto si un polinomio tiene grado menor que q y se anula en
q valores, tiene que ser necesariamente el polinomio 0.

Supongamos el resultado cierto para polinomios en Fq[x1,...,Xn_1]
ysea f € Fqlxy,...,xn] tal que deg;(f) < q paratodo1 < i < n,
y tal que f(aq,...,a,) = 0 para cualquier (a;,...,a,) € F™. Por la

Proposicion 2.4,
(X1, ee oy Xn) = D 10 Gi(X1y e e vy Xno1)xh,
con degj(gi) < qpara0 < i <m < qyl <j<n-—1Sea
(a1,...,qn_1) € F™~'. Llamemos ¢; = gi(aj,...,an_1)yseaf =
Z?;o ciXy,. Para cualquier a,, € F tenemos que
flan) = X %o ciay
=Y "ogilar,...,an_1)al, =fla,...,an) =0,

luego por el caso n = 1, dado que m < g, tenemos que ¢; = 0 para
cada 0 < 1i < m,esdecir, gi(aj,...,an_7) =0paracada0 < i< m.
Por hipétesis de induccién tenemos que gi(X1,...,Xxn_1) = O para
cada 0 <i < m,porloque f(x1,...,x5) =0. O

Finalizamos la seccidon con dos propiedades sencillas cuya demostra-
cién es consecuencia directa de la definicion.

Proposicién 2.19. Dados f,g € Flx1,...,xn] y (a1,...,a,) € F™,
se tiene que

(f+9)(a1,*“)an) :f(ah*")an)+g(a1)"',an)

(fg)(ah'--»an) :f(ah---»an)g(ah-'-)an)-

Demostracion. Es consecuencia del Lema 2.3. O
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25

Variedades afines

Definicion 2.20. Sea F C F[xq,...,xn]. Se define la variedad afin
asociada a F como

V(F) ={(a1,...,an) € F" | f(aj,...,an) =0Vf € F}.

Proposicion 2.21. @ y F™ son variedades afines. La interseccion y la
union de dos variedades afines es una variedad afin.

Demostracion. @ = V({1}) y F™ = V({0}). Es fécil comprobar que
V(F) N V(G) = V(FU G). Por otra parte, dados F, G C F[xq,...,xn],
definimos FG ={fg | f € F, g € G}. Veamos que V(F)UV(G) = V(FG).
Si(aiy...,an) € V(F), tenemos que, paracadaf € F, f(ai,...,a,) =
0. Por tanto

(fg)(ah---)an):f(ah---»an)g(ah---)an) =0

para cualquier g por lo que V(F) C V(FG). Andlogamente V(G) C
V(FG), de donde V(F) U V(G) C V(FG). Sea (a1,...,an) € V(FG)
y supongamos que (aj,...,a,) ¢ V(F), debe existir un fo € F tal que
folaty...,an) #0.Sig € G, como (aj,...,an) € V(FG) tenemos
que 0= (fog)(ah---)an) = fO(ah---)an)g(ah'-'aan)’ de don-
de g(aj,...,an) =0y (as,...,an) € V(G). Con esto demostramos
que V(FG) C V(F) U V(G), lo que termina la demostracion. O

Proposicién 2.22. V(F) = V((F)).
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Demostracion. Como F C (F), es inmediato que V((F)) C V(F). Sea
(ary...,an) € V(F) y f € (F). Existen f1,...,fs € Fy g1,...,9s €
Flx1,...,xn] tales que f = g1f; + - - - + gsfs. Por tanto

flar,...,an) =g1(ar,...,;an)f1(ar,...,an)+
+---+gslar,...,an)fs(arn,...,an)
:91((11»---)C1n)0+"'+9s(01»---»an)0

por lo que (ar,...,an) € V((F)). O
Proposicion 2.23. Sean 1, ] ideales en Fx1,...,xn]. EntoncesV(IN

J) =V(IuVv(]).

Demostracién. Como 1] C IN7J, tenemos que V(IN]J) C V(I]) =
V() uVv(]).

Por otra parte, como I N ] C I tenemos que V(I) C V(IN]). Andloga-
mente V(J) C V(INT]), porloque V(I) UV(]) CV(IN]). O

Tenemos la construccion inversa.

Proposicion 2.24. Sea A C F™ y sea

I(A)={feFlx1,...,x]) | f(a1,...,an) =0V(a,...,a,) € A}.
Entonces I(A) es un ideal de Flxq,...,Xn].

Demostracion. Observemos primero que 0 € I(A). Supongamos que
fi1,f2 € I(A).Si ((11,...,Cln) €A,

(f1+f2)(a1a---»an) :f](a1)'-')an)'i'fl(a]»---)an) :O"’_O:O»
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porlo que f14f, € I(A). Porotraparte, si f € I(A), g € Flxq,...,%n]
y(ar,...,an) € A,

(gf)(a1,...,an) =glas,...,an)f(ar,...,an)
:9(01)---»an)020>

por lo que gf € I(A). O

Definicion 2.25. Se define el ideal asociado a A C F™ como I(A).
Proposicion 2.26. Si F C Flx1,...,xn], (F) C I(V(F)), pudiendo ser
la inclusion estricta. Si A C F™, A C V(I(A)) y se tiene la igualdad si

y solo si A es una variedad afin.

Demostracion. Se propone como ejercicio. O

Corolario 2.27. V(I(A)) es la menor variedad que contiene a A.
Demostracion. Sea A C V con V variedad. Tenemos que
ACV=IA)21(V)= V(IA)) C V(IV)).

Dado que V(I(V)) = V por la Proposicién 2.26, tenemos que V(I(A)) C
V, lo que demuestra el corolario. O

Corolario 2.28. Sean VW C F™ variedades afines. Entonces se tiene
que V=W = I(V) =I(W).
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2.6

Representacion paramétrica de variedades

Hemos presentado las variedades a partir de ecuaciones. De esa forma
es facil averiguar si un punto dado del espacio afin pertenece a la varie-
dad o no, pero no es sencillo “fabricar” puntos de la variedad.

Ejemplo 2.29. SeaV = V(x? +y? — 1) C R?. Una forma de obtener
puntos de dicha variedad es la siguiente:

1t
A
2t
Y= 1ie

cont € R.

Sea R = F[tq,...,t:]. En R x R\ {0} definimos la siguiente relacién:
(fyg) ~ (c,d) &= fd= cg.

Lema 2.30. ~ es una relacion de equivalencia.
Demostracion. Las propiedades reflexiva y simétrica son triviales. Para

comprobar la propiedad transitiva, si (f,g) ~ (c,d) y (c,d) ~ (a,b),
tenemos que fd = cg y ¢cb = ad. Por tanto

fbd = cgb = gad,

como d # 0y R es un dominio, tenemos que fb = ag, es decir, (f, g) ~
(a,b). O
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La clase de equivalencia de un par (f, g) se representa por g.

En R x R\ {0} definimos la siguiente aritmética
(a,b) + (c,d) = (ad + be,bd), (a,b)(c,d) = (ac,bd).

Lema 2.31. Si (a,b) ~
(c

a’,b’) y(c,d) ~ (c’,d’), entonces (a,b) +
(c,d) ~ (a’,b") + (c',d)

y (a,b )(C d) ~ (a’,b")(c’,d").

/

Demostracion. De las siguientes identidades, ab’ = a’b, cd’ = ¢’d,
deducimos que

(ad +bc)b’d’ = adb’d’ + beb’d’
=a’bdd’ +bb’c’'d = (a’d’ +b’'c’)bd,

luego (ad + be,bd) ~ (a’d’ +b’c’,b’d’). Ademds
(ac)(b’d’) = (ab’)(cd’) = (a'b)(c’d) = (a’c’)(bd),
luego (ac,bd) ~ (a’c’,b’d’). O

Como consecuencia del lema anterior, las operaciones definidas en R x
R\ {0} pueden extenderse a (R x R\ {0}) / ~.

Proposicion 2.32. ((R x R\{0}) / ~,+, ) es un cuerpo.

Demostracion. Ejercicio. O

Definicion 2.33. (R x R\ {0}) / ~ es el cuerpo de funciones racionales
de Flty,...,t;], y se denota F(ty,...,t;).
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Definicién 2.34. Una representacion paramétrica racional de una va-
riedad afin V = V(F) C F™, consiste en un conjunto de funciones
racionales r1,...,T, € F(tq,...,t,) tales que

x1 =711(t1y. .05 t)
(X1yeeeyXn) EV &
Xn:Tn(th"')t‘r)

Asociado a las variedades afines tenemos dos problemas a los que dare-
mos respuesta en este curso.

= ;Tiene toda variedad afin una representacion paramétrica racio-
nal?

= Dada una representacién paramétrica racional, ;podemos encon-
trar F C F[x1,...,xn] tal que V(F) es la variedad asociada a la
representacion anterior?.

F.J. Lobillo



Ejercicios sobre Sistemas de ecuaciones y variedades afines
Ejercicio 2.1. Demuestra la Proposicién 2.4.

Ejercicio 2.2. Comprueba que < px, <w-_rex ¥ <pecrevLex Son orde-
nes admisibles.

Ejercicio 2.3. Sea A = {(a,b) € N> |a+b > 10,ab < 21,25b <
60a — 3a?}. Encuentra un conjunto de generadores para A aplicando la
demostracién del Lema de Dickson.

Ejercicio 2.4. Demuestra la Proposicion 2.26.
Ejercicio 2.5. Demuestra la Proposicién 2.32.

Ejercicio 2.6. Sea ¢ : F5 — 5 la aplicacién definida por ¢ (a) = 2.
Encuentra un polinomio f € F5[x] tal que ¢ = evy.

Ejercicio 2.7. Sea ¢ : IF% — F3 la aplicacién definida por @(a,b) =
a®. Encuentra un polinomio f € F3[x,y] tal que @ = evy.

Ejercicio 2.8. Sea f(x) = x9 —x € F[x]. Comprueba que evy = 0.
Ejercicio 2.9. “Dibuja” las variedades en R?

1. V(x? +4y% + 2x — 16y + 1),

2. V(x2 —y?),

3. V(2x+y—1,3x —y + 2).
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Ejercicio 2.10. Demuestra que cualquier conjunto finito de puntos es
una variedad afin.

Ejercicio 2.11. “Dibuja” las siguientes variedades en R3:
L. V(x> +y2+22-1),
2. V(X2 +y2 —1),

3. V(xz? —xy),

4. V(x* — zx, x> —yx),
5. V2 +y?+22 -1, +y2+ (z—1)2=1),
6. V((x —2)(x* —y),y(x* —y), (z+ 1) (x* —y)).

Ejercicio 2.12. Consideremos el trébol de cuatro hojas. cuyas coorde-

nadas polares son r = sin(20), es decir,
T = {(sin(20)cos(0),sin(20) sin(0)) | 0 < O < 2m}.

Demuestra que T =V ((x? +y?)? — 4x?y?).
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Ejercicio 2.13. Consideremos un robot con tres brazos que se mueve
en R?. El primer brazo estd anclado en el origen de coordenadas, tiene
longitud 3 y mueve su extremo libremente. El segundo esta anclado
al extremo del primer brazo, tiene longitud 2 y se mueve libremente.
El tercero tiene longitud 1, esta anclado al extremo del segundo brazo
y se mueve también libremente. Un estado del robot consiste en las
coordenadas de los extremos de cada uno de los brazos. Describe el
conjunto de los estados posibles como variedad afin. Si (u,Vv) son las
coordenadas del extremo del tercer brazo, demuestra que u?Z+v? < 36,
y que cualquier punto en el disco de radio 6 puede ser el extremo del
tercer brazo.
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Capitulo 3
( Bases de Grobner y Algoritmos Basicos

3.1
Ideales en N™

Definicion 3.1. Un subconjunto @ # M C N™ se dice ideal si M =
M + N™. Se dice que un ideal M C N™ estd generado por F C M si
M =F+Nm"

Teorema 3.2 (Lema de Dickson). Todo ideal en N™ estd finitamente
generado.

Demostracion. Consecuencia directa del Teorema 2.6. O

En realidad es sencillo comprobar que los Teoremas 2.6 y 3.2 son equi-
valentes.
Dado F C F[xq,...,Xn], definimos

exp(F) = {exp(f) | f € F\ {0}}.

Proposicion 3.3. Si I C F[x1,...,xn] es un ideal no nulo, entonces
exp(I) es un ideal en N™.
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Demostracion. Sea o« € exp(l) y p € N™. Existe f € I tal que
exp(f) = «. Dado que XPf € Ty exp(XPf) = exp(XP)exp(f) = B+,

tenemos que 3 + o € exp(I), lo que demuestra el resultado. O
3.2

Division en F(x1, ..., Xn]

Teorema 3.4. Sea < un orden admisible en N™ y sea F = {f1,...,fs}
un subconjunto en F[xq,...,xn]. Todo elemento f € Flx1,...,%Xn]

puede escribirse como
f=qif1 +- -+ qsfs +,
para ciertos qiy...,(qs, v € Flx1,...,xn], donde
= supp(r) N (exp(F) + N™) = &,
= 1 =00exp(r) <exp(f),
» paracadal <i<s, qifi =00 exp(f) > exp(qifi).

Demostracion. Vamos a demostrar que la salida del Algoritmo 1 satis-
face las propiedades del teorema. Diremos que p, d1,...,(s,T €S Una
etapa correcta de la division si

= p=0o0exp(p) <exp(f),
s f=p+aqifi+--+qsfs +,
= supp(r) N (exp(F) + N") = &,

m 1 =00exp(r) < exp(f),
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3. Bases de Grobner y Algoritmos Bésicos

Algorithm 1 Algoritmo de divisién multivariable

procedure DIVISION(f, f1,...,fs)
pf
T« 20
for1 <i<sdo
qi <0
while p # 0 do
i1
step 0
while i < s and step = 0 do
if exp(p) = exp(fi) + v then
qi < gi + llcc((gj) XY
Pe—pP— 115((]2)] nyi
step « 1
else
ie—i+1
if step = 0 then
T 1T+ 1t(p)

p —p—lt(p)
return gq,...,(qs, T
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» paracadal <i<s, qifi = 0oexp(f) > exp(qifi).

Observemos primeramente que los valores iniciales (p, q1,...,qs,T) =
(f,0,...,0,0) son una etapa correcta de la divisién. Supongamos por
tanto que p,q1,...,(s, T son una etapa correcta de la divisién y sean
p’s4y,---,q., 1’ los valores de dichas variables después de una ejecu-
ci6n del bucle while principal. Vamos a demostrar que se exp(p’) <
exp(p) y p’,49,.-.,9%, 1’ también son una etapa correcta de la divi-
sién.

Supongamos en primer lugar que exp(p) € exp(F) + N™. Sea iy =
min{1 <1 <s| exp(p) € exp(fi) +N"}yseaexp(p) = exp(fi,) +v.
En este caso el bucle termina con los siguientes nuevos valores:

Il
=P~ i X T,
Ic

o)
q{o = (i, + lc(?l):]xy?
qi =q; sij#io,
=

Por una parte,

exp(X¥fi,) = v +exp(fiy) = exp(p)

Ic 1
Ic (lc(?:;)xyfio) = 10‘(:;]:0)) lc(fio) = Ic(p),
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por lo que exp(p’) < exp(p). Por otra parte,
exp(af, fiq) = exp (Gigfio + iy X7y, )

max {exp(qiofio ), exp (lc(f?) XVfi()) }

o)

IN

< méx {exp(f), exp(p)}
= exp(f).
Finalmente,
f:p+q1f1 +o+qsfs+1
=p— nylo +qifi+ -+ qsfs + nylo +7

=p +q1f1+~~+qsfs+r>

por lo que hemos demostrado que p’, q7,...,q%, T’ son una etapa co-
rrecta de la division.

Supongamos por el contrario que exp(p) ¢ exp(F) + N™. En este se-
gundo caso el bucle termina con los siguientes nuevos valores:

p'=p—1ltlp)
G —q pual<i<s,
v =71 +1t(p).

Es inmediato que p’ = 0 o exp(p’) < exp(p) < exp(f). Ademds,
M

supp(r’) C supp(r) U{exp(p)}, por lo que supp(r’) N (exp(F) + N") =
. Finalmente

f=p+aqifi+---+qsfs+7r
=p—1tlp) +qif1 + -+ qsfs + 1+ 1t(p)
=p'+aifi+- -+ qifs+ 7
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por lo que en este segundo caso p’, q7, - . ., q%, T’ son también una etapa
correcta de la divisién.

Consecuentemente, si el algoritmo termina la salida satisface las con-
diciones del teorema. Queda verificar que el algoritmo termina. Sean
Po,P1,-.. los diferentes valores que va tomando p en cada bucle del
algoritmo. Tal y como hemos observado antes, exp(pi) > exp(pi+1),
por lo que la cadena debe terminar, es decir, debe existir iy tal que
Pio = 0. O

El polinomio T que obtenemos como salida del Algoritmo 1 recibe el
nombre de resto de la divisién de f por [fy,...,fs], y se denota r =
rem(f, [f1,...,fs]). Debemos observar que en la divisién el modo en
que estdn ordenados los elementos de F es esencial como el siguiente
ejemplo muestra. Por tanto, el resto se obtiene al dividir un polinomio
entre una lista ordenada, no entre un subconjunto. Si F = {f,...,fs},
denotamos [F] = [fq,..., fs].

Ejemplo 3.5. Sean f = x*y +xy? +y%, f1 =xy—1yf, =y? —
1 polinomios en Q[x,y]. En N? consideramos el orden lexicografico
con (1,0) > (0,1). Vamos a dividir f entre F = {fy,f2} = {f2,f1}
considerando las dos posibles ordenaciones.

Cuando F = F, es un cuerpo finito, el algoritmo de la division nos
q
permite afinar un poco mads la relacién entre variedades e ideales.

Lema 3.6. I (]FE“) =(x] —X1,..., %10 — Xn).

Demostracion. Dado que a9 — a = 0 para cualquier a € F, tenemos
que
(xXF =%ty X8 —xn) CI(Fy).
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Seafel (IE“;) Fijemos el orden LEX en F4[x1, ..., Xn]. Por el Teore-
ma 3.4
f= " hilxd—x)+r
donde
@ = supp(r) N Ui, (exp(x{ —xi) + N")
= U, (supp(r) N (exp(x{ —xi) + N™)).

Dado que supp(r) N (exp(x{! —x;) + N™) implica que deg;(r) < q,
yquer €1 (]Fg‘), por el Teorema 2.18 tenemos que 1 = 0, lo que
completa la demostracion. O

Proposicion 3.7. V(F) = V(FU{x] —x1,...,x1 —xn}).

Demostracion. Por el Lema 3.6, Fg = V ({(x] = X150y X0 —Xn}).

Dado que

VFU{X] —x1,...,x3 —xn}) = V) N V({X] —x1,.. 0, x3 —xn}),

tenemos el resultado. O
33

Bases de Grobner y Teorema de la base de Hilbert

Definicion 3.8. Sea I unideal en F[x,...,x,] y sea < un orden admi-
sible en N™. Un subconjunto G = {g1,...,g¢} C I se dice que es una
base de Grobner para I si exp(I) = exp(G) + N™.

Teorema 3.9. Sea < un orden admisible en N™ y sea 1 un ideal en
Fx1,...,xn] no nulo tiene una base de Grobner. Si G ={g1,...,gt}
una base de Grobner para 1 entonces 1 = (G).
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Demostracion. PorlaProposicion 3.3 y el Teorema 3.2, I tiene una base
de Grobner, es decir existe G ={g1,...,g¢} C [ tal que

exp(I) = exp(G) + N™.

Veamos que I = (G). Para ello sea f € L. Por el Teorema 3.4 existen
q1y---yqe, T € Fxq1,...,x,] tales que

f=dqigr+---+qege +7

supp(r) N ({exp(g1),...,exp(ge)} + N") = .
Comor="f—qi1g1 — - —qtgt € I, si r # 0 tenemos que

exp(r) € supp(r) N ({exp(g1),...,exp(g¢)} + N") = @,

lo que es contradictorio. Por tanto v = 0, es decir, f = 191+ - -+q+ gt.
Con esta identidad demostramos que I = (g1, ..., gt)- O

Corolario 3.10 (Teorema de la base de Hilbert). Todo ideal en el ani-
llo de polinomios F[x1,...,xn] estd finitamente generado, es decir,
Flx1,...,%Xn] es un anillo Noetheriano.

Demostracion. Dado que {0} = (0), podemos suponer que I # {0}. El
resultado es entonces consecuencia del Teorema 3.9. O

Recordemos que un anillo R es Noetheriano si satisface las siguientes
condiciones equivalentes.

1. R satisface la Condiciéon de Cadena Ascendente, es decir, dada
una cadena de ideales Io C I; C --- C I C -- -, existe n tal que
I, =1, paratodo m > n.
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2. Todo ideal de R es finitamente generado.

Lema 3.11. Sea < un orden admisible en N™. Sea 1 < Flxq,...,Xn]
un ideal distinto de cero. Para cualquier polinomio f € Flx1,...,Xn],
existe un tinicov € Fx1,...,xn] tal que

(1) supp(r) Nexp(l) = 2,
2) f—rel

Demostracion. Sea G = {gi,..., g¢} una base de Grobner para I. Por
el Teorema 3.4, v = rem(f, [G]) satisface las propiedades del Lema,
ya que exp(I) = exp(G) + N™. Tenemos, por tanto, que demostrar
la unicidad. Supongamos que T, 1’ satisfacen las condiciones del lema.
Sean g, g’ € Italesque f = g+ 1 = g’ + v'. Entonces

r—1'=r—f+f—-1'=—g+g' €L
Sir#£r/,exp(r—1') €exp(l)y

exp(r — ') € supp(r — ') C supp(r) U supp(r’),

por lo que

@ # (supp(r) U supp(r’)) Nexp(I)
= (supp(r) Nexp(I)) U (supp(r’) Nexp(I))
=ouUg,

una contradiccion. Por tanto 1 = 1’ y tenemos la unicidad. O
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Al elemento 1 que proporciona el Lema 3.11 lo denotamos 1 = rem(f, I).
Sea G ={g1,..., gt} una base de Grobner para I. En la demostracién
hemos visto que rem(f,I) = rem(f,[G]). En particular, el resto obte-
nido al dividir por polinomios que constituyen una base de Grobner es
tnico, y podemos, en este caso, denotarlo por rem(f, G).

Corolario 3.12. Sean < un orden admisible en N™, I < F[x1,...,Xn]
un ideal no nulo, y G una base de Grobner para 1. Entonces f € 1siy
solo si rem(f, G) = 0.

Demostracion. Sirem(f, G) = 0 es inmediato que f € I. Por otra parte,
sif € 1,0yrem(f,G) satisfacen las propiedades del Lema 3.11, por lo
que son iguales por la unicidad. O

34
Algoritmo de Buchberger

Dados «, 3 € N™, definimos
lcm((xa B) = (méx{oq ) 61 }) sy mélX{OCn, Bn})
Proposicion 3.13. («+N™) N ( +N™) =lecm(e, ) + N™

Demostracion. Seay = lem(a, 3). Dado que y; = o + 8 para cual-
quier 1 <1i < s, tenemos que y = x+ 90, por lo que y+N™ C o+ N™,
Andlogamente Yy + N™ C 3 + N™, por lo que

lem(e, ) +N™ C (c+N") N (p+N").

Supongamos que A € (x + N™) N (f + N™). Existen p,n tales que
A= o+ p = 3+ 1. Como consecuencia A; > o4 y Ay > [Bi para
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cualquier 1 < i < s, es decir, A; > max{w, B} paracadal < i <s.
Por tanto A € lem(«, B) + N™, lo que demuestra la segunda inclusién
y el resultado. O

Cuando y € o« 4+ N™, emplearemos la notaciéon y — o para referirnos al
elemento & tal que y = o + 9.

Definicion 3.14. Sea < un orden admisibleen N™"y f, g € F[xq,...,xn]
no nulos. Sean o« = exp(f), p = exp(g) y y = lem(«, 3). Se define el
S-polinomio de f y g como

S(f,g) =lc(g)XY~*f —Ic(f)X¥ Pgq.
Lema 3.15. exp(S(f, g)) < lem(exp(f),exp(g)).

Demostracion. Sean x = exp(f), f = exp(g) y v = lem(«, 3). Por
las Proposicién 2.13, observemos que

exp(le(g)XY~*f) = exp(lc(f)X* " Pg) =y

le (Ic(g)XY~%f) =1lc (Ic(f)XY P g) =1c(f) Ie(g),

luego la Proposicién 2.12 demuestra el resultado. O

Lema 3.16. Sean p1,...,ps € Flx1,...,xn] tales que exp(pi) = &
paratodo1 <1i<s. Siexp (ZL] pi) <0, existen ci; € IF para cada
1 <i<j<stales que

Y P =i cySp,py)-
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Demostracion. Sea d; = lc(pi). Dado que exp (3 ;_;pi) < &, la
Proposicién 2.12 implica que Y ;_; di = 0. Sii < j, como exp(pi) =
exp(pj) = 8, tenemos que
S(pi, pj) = djpi — dip;.
Se sigue que
Y S ps) = & X1 (depi — dips)
-1 —dy——d,
=Y Pt %Ps
= Zf;: Pi+ %zps
=2 i1Pi
lo que demuestra el resultado. O

Teorema 3.17 (Criterio de Buchberger). Sea < un orden admisible en
N™y sea I < Flx1,...,xn] un ideal no nulo. Sea G = {g1,...,gt}
un conjunto de generadores de 1. G es una base de Grobner para 1 si'y
solo si para cualesquiera 1 < i <j <t, rem(S(gi, gj), [G]) = 0.

Demostracion. Si G es una base de Grébner, dado que S(gi,g;) €
(G) = I, tenemos que rem (S(gi, gj), G) = 0 por el Corolario 3.12.
Supongamos por tanto que para cada pareja 1 < i < j < t, tenemos
que rem (S(gi, gj), [G]) = 0. Sea f € I no nulo. Queremos demostrar
que exp(f) € exp(G) + N™. Sea

5 = min {mx {exp(h191),...,exp(higi)} 1 = Ty higi},

que existe por ser < un buen orden. Por la Proposicién 2.12, tenemos
que exp(f) < 4. Siexp(f) = 9, existe T < i < t tal que exp(f) =
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exp(higi) = exp(hi) + exp(gi) € exp(G) + N™, luego nos queda
analizar el caso exp(f) < 0. Fijemos una expresién f = Z§:1 higi
con & minimo. Sea i = {iy,...,is} = {1 <1 < t| exp(higi) = &}.
Tenemos que

f= Z]S 1 hijgi, + 2 i Mgt
Z =1 lt gij + st:] (hij - lt(hl) ))gij + Zigi hi.gi-

Dado que
exp (X1 (i, —1t(hi)))gs, + i higi ) <,

tenemos que 2;21 lt(hii )gij satisface las condiciones del Lema 3.16,
y por tanto

i lt(hi))gi; = X ojores CkSt(hy ) gy, Ithi )gi, ) B.D)

para ciertos cji € IF.

Sean1 <j <k <sysea

Yjx = lem(exp(gi; ), exp(gi, ).

Por la Proposicién 3.13, 6 = y;x + v para un cierto y € N™. Tenemos
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que
S (It(hy, ) gy, 1t(hi ) gs, ) =
= le(It(hi, ) gi, ) 1t(hi;)gi; — 1C(1t(h'z )gi; ) 1t(hi, ) gi,
= le(hy,)le(hi,) (Ie(gi, )X* P19 gy, —le(gy, )X* =08 gy, )
= lc(hy;) Ie(hy, )XY

IC(g )XYJk exp(gi; 9 _lc(gij)Xijfexp(gik)gik)
zlc(h])lc(hlk)xf’ YixS(gi;, 9i,)

le(hi) le(hy, ) X5 Yix Zl 10191

= 21:1 bigy,
(3.2)

donde by = Ic(hy;) le(hi, )X®~Yi%q y q1,...,qt, 0 son la salida del
Algoritmo 1. Dado que q1,...,q¢ son la salida del Algoritmo 1, si
qug1 # 0 tenemos que exp(qig) < exp(S(gi;, gi, ), por lo que si
biqr #0,

exp(brgr) < X> V% exp(S(gi;, gi ) < O
por el Lema 3.15. Juntando las ecuaciones (3.1) y (3.2), tenemos que
Z]S 1 (hl) 91] Z[ 1 f191>

donde exp(f1g1) < 8. De esta forma

f = ZJ{:] flgl + st:] (hi.j - lt(hll ))gi]’ + Zigi higi
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es una expresion de f en la que el exponente de todos los sumandos es
menor que 0, lo que contradice su minimalidad de 4. Por tanto exp(f) =
S yexp(f) € exp(G) + N™. O

Algorithm 2 Algoritmo de Buchberger
procedure GROEBNER(F)
G«F
repeat
G' '« G
for each pair {f, g} C G’ do
T« rem(S(f, g), [G'])
if r # O then
G« GU{r}
until G = G’
return G

Teorema 3.18. El Algoritmo 2 calcula correctamente una base de Grob-
ner para (F).

Demostracion. Si el algoritmo termina la salida es una base de Grobner
para el ideal que genera por el Teorema 3.17. Sean f,g € G’ y r =
rem(S(f, g),[G’]). Como

r=S5(f,9) JrdeG'hgg €(G",

tenemos que (G’) = (G’ U{r}), por lo que (G) = (G’) al final del
blucle repeat-until. Por tanto si el algoritmo termina su salida es una
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base de Grobner para (F). Queda ver que el algoritmo termina. Sea r =
rem(S(f, g),[G’]) conf,g € G’. Como supp(r)N(exp(G’')+N") = &,
tenemos que si v # 0, exp(r) ¢ exp(G’) + N™, luego

exp(G’) + N™ C exp(G) + N™.
Esto nos da una cadena ascendente
exp(Go) + N™ Cexp(Gy) +N* C --- Cexp(Gy) + N C -+

donde Gj son las sucesivas salidas del bucle repeat-until, que por el
Lema de Dickson (Teorema 3.2) debe estabilizar. Por tanto el algoritmo
termina. O

Ejemplo 3.19. Seal = (fq,f,) donde fq,f, son los dados en el Ejem-
plo 3.5. Calculemos una base de Grobner para I.

Sea M un ideal en N™. Decimos que A es un conjunto generador mini-
malde Msi M = A + N" pero M # (A \ {«}) + N™ para cualquier
x e A.

Lema 3.20. Sea A C N"yax € A. Si « € (A\{«}) + N, entonces
A+N" = (A\{«}) +N™

Demostracion. Como A C (A \ {«}) + N™, tenemos que A + N™ C
(A \ {a}) + N™. La inclusién contraria es inmediata. O

Lema 3.21. Todo ideal M C N™ tiene un tinico conjunto generador
minimal.

Demostracion. Supongamos que tenemos dos conjuntos generadores
minimales A = {«(1),...,a(s)} y B = {B(1),..., B(t)}, finitos por
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el Lema de Dickson (Teorema 2.6). Como (1) € M, existen B(i),y
tales que (1) = B(ir) +v. Como B(i1) € M, B(i1) = «(j) + v/,
por lo que (1) = «(j) +v +v’. Como A es minimal, el Lema 3.20
implica que x(j) = «(1), por lo que x(1) = f3;,. Supongamos que
a(l) = By, para1 <1 < k — 1. El mismo argumento anterior implica
que «(k) = 31, para cierto iy. Reiterando la construccién, A C B. Por
simetria, B C A, de donde tenemos la igualdad. O

El Lema 3.21 nos dice que existe un conjunto generador minimal y el
Lema 3.20 nos dice como calcularlo. Una base de Grobner G de I se
dice minimal si exp(G) es un conjunto generador minimal de exp(I).
Si bien los conjuntos generadores minimales son unicos, las bases de
Grobner minimales no lo son.

Ejemplo 3.22. {y?> —1,x —y}y {y? —x +y — 1,x — y} son ambas
bases de Grobner minimales para I = (fy, f2) con respecto al orden
DEGREVLEX, donde f1, f; son los dados en el Ejemplo 3.5

Definicion 3.23. Una base de Grobner reducida para un ideal I es una
base de Grobner G tal que

(1) paratodo g € G, Ic(g) =1,
(2) paratodo g € G, supp(g) N (exp(G \ {g}) + N") = @.

Teorema 3.24. Todo ideal tiene una vinica base de Grobner reducida
para un orden admisible dado.

Demostracién. Dado un ideal I, sea G C Ital que exp(G) es un conjun-
to generador minimal de exp(I). Sea g € G y sear = rem(g, [G \{g}]).
Como exp(g) ¢ exp(G \ {g}) + N™, podemos observar del Algoritmo
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1 que exp(g) = exp(r), y dado que g — v € (G\{g}) C I, tene-
mos que 1 € 1. Como exp(G) = exp((G \ {g}) U {r}), concluimos
que G’ = (G \ {g}) U {r} es una nueva base de Gribner en la que
supp(r) N (exp(G’ \ {r}) + N™) = &. Reiterando el proceso en cada
elemento de G, y dividiendo cada elemento de g por su coeficiente lider,
obtenemos una base de Grobner reducida para 1.

Queda demostrar la unicidad. Sean G, G, dos bases de Grobner re-
ducidas. Como exp(G1) = exp(G;) por el Lema 3.21, dado g1 € G;
existe un dnico g, € G tal que exp(gy) = exp(gz2). Como g1—gz € 1,
rem(g; — g2, G1) = 0 por el Corolario 3.12. Observemos que

supp(g1 — g2) C (supp(g1) Usupp(g2)) \ {exp(g1)}
y que para i € {1,2},
supp(gi) \ {exp(gi)} N (exp(Gi) + N™) = &,

por lo que

supp(g1 — g2) N (exp(G1) +N") = &,
y por el Lema 3.11, rem(g; — g2, G1) = g1 — ¢2. En consecuencia
g1 = g2, de lo que deducimos que G1 = G;. O

Corolario 3.25. Dos ideales en un anillo de polinomios son iguales si
y solo si sus bases de Grobner reducidas son iguales.

3.5

Aplicacion: Sistema de Posicionamiento Global (GPS)

El sistema de posicionamiento global conocido como GPS consta de los
siguientes elementos.
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= 24 satélites (y 6 de refuerzo) en oOrbita estable, conocida y trans-
mitida.

= Todos perfectamente sincronizados con relojes atémicos.

= Cada uno de ellos emite una sefial pseudoaleatoria tinica junto
con informacioén referente a su posicion.

= El receptor GPS mide el momento en que recibe las sefiales de
los satélites.

= Como el receptor sabe en qué instante se ha enviado la sefial, el
retardo en el tiempo que tarda la sefial en llegar multiplicado por
la velocidad de la luz nos da la distancia exacta a la que estan los
satélites.

Si (xi, Y1, zi) es la posicion del satélite, t; el tiempo que tarda en llegar
la sefial y (x,y, z) la posicién del receptor, entonces

(x—x)2+y—yi)? +(z—z)* = (cty)? =0

donde c es la velocidad de la luz. Si tomamos (x,y,z) como variable
tenemos la ecuacién de una esfera centrada en (xi,yi,z;) y de radio
ct;.

Si disponemos de los datos de tres satélites, la posicion viene determi-
nada por los puntos de la variedad

V({(x=x)"+y—yi)* + (z—z)? — (et)* | 1 <1< 3)).

Una base de Grobner del ideal estd compuesta de un polinomio cuadra-
tico en z junto con dos polinomios lineales en X,y € y, z, por lo que es

F.J. Lobillo



58 Algebra Conmutativa y Computacional

sencillo calcular los dos puntos de la variedad. Uno de ellos nos dice la
posicioén.

La sincronizacién de los relojes (atomicos) de los satélites es extrema,
pero el receptor no dispone de un reloj atémico y por tanto su sincroni-
zacion no es perfecta. Eso quiere decir que hay un retraso o adelanto d
del reloj del receptor con respecto de los relojes de los satélites. Si t; es
el tiempo medido por el receptor, la ecuacion se convierte en

(x—x)*+ (y—y)* + (z—z)% = (c(ti + d)?

Con al menos cuatro satélites podemos considerar d como variable, por
tanto tenemos averiguar la variedad asociada al ideal

(x=x)*+ Y-y +(z—z)* = (clti+d)?[1<i<4)

Una base de Grobner consiste en un polinomio cuadratico en d junto
con tres polinomios lineales en x, d, y, d y z, d, por lo que tenemos dos
posiciones posibles, una de ellas correctas. Una vez calculado el valor
correcto de d, podemos sincronizar el reloj del receptor con los satélites.
A partir de ese momento podemos trabajar con ideales de la forma

((x=x)? + (y—y)? + (z2—21)% = (et)? |1 <1 <3)

como en el primer caso.
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Ejercicios sobre Bases de Grobner y Algoritmos Basicos

Ejercicio 3.1. Demuestra que un anillo satisface la condicién de cadena
ascendente si y solo si todo ideal del mismo es finitamente generado.

Ejercicio 3.2. Dados f =x"y? +x3y2 —y+1.f1 =xy? —xyfy =
x —y> en Q[x, y, z], calcula la divisién de f entre [f, 2] con respecto
al orden DEGLEX. Realiza més divisiones cambiando la ordenacién de
los divisores y el orden admisible. Realiza el ejercicio cambiando Q por
Fz, Fg, ]F4 y IF5.

Ejercicio 3.3. Dados f = xy2z? +xy —yz, f1 =x—y?, f, =y —23
y f3 = z> — 1 en Q[x,y, z], calcula la divisién de f entre [fy, f2, f3]
con respecto al orden DEGLEX. Realiza mds divisiones cambiando la
ordenacion de los divisores y el orden admisible.

Ejercicio 3.4. Sean f = x3 —x?y—x%z+x, f1 =x?y—zyf, =xy—1
en Q[x, y, zl, en el que consideramos el orden DEGREVLEX.

(1) Calcula vy = rem(f,[f1,f2]) y 12 = rem(f, [f2, f1]).

(2) Sear =11 —712, (1 € (f1,f2)? Si larespuesta es afirmativa escribe
T=p1f] +p2fa.

(3) Calcula rem(r, [f1,f2]).
Ejercicio 3.5. Dados f1 = x*y* —z, f, = x3y3 — 1y f3 = x*y* —

2x en Q[x,y,z] con el orden DEGLEX, encuentra, si es posible, g €
(f1,f2,f3) tal que rem(g, [f1,f2,f3]) #O.
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Ejercicio 3.6. Demuestra que el calculo del resto en el Algoritmo 1 es
lineal.

Ejercicio 3.7. Si G es una base de Grébner para Iy G C G’ C 1,
demuestra que G’ es también una base de Grobner para I.

Ejercicio 3.8. Calcula una base de Grobner para el ideal
(x"y? —z,x*y® — 1,x*y"* —2z) C Qlx,y, 2]

con respecto al orden DEGLEX. Realiza el ejercicio cambiando QQ por
Fy, F3,F4 y Fs.

Ejercicio 3.9. Sif € Flxq,...,xn]y f & (x1,...,%Xn), demuestra que
(X1yeeeyXny ) =FX1y. 00y X0l

Ejercicio 3.10. Demuestra que las variedades afines satisfacen la con-
dicion de cadena descendente, es decir, si tenemos una cadena

Vio2V, 20D ViD-e
demuestra que existe n € N tal que V;, = V1« paratodo k € N.

Ejercicio 3.11. Sea V = V(x? —y,y + x> —4) C C?. Calcula los
puntos de la variedad.

Ejercicio 3.12. Sea I C F[xy,...,xn] unideal y sea G ={g1,..., gt}
una base de I, es decir, | = (G). Demuestra que G es una base de
Grobner para [ si y solo si para cualquier f € Fxq,...,Xu],

fel & rem(f,[G]) =0.
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Ejercicio 3.13. Calcula S(f, g) es los siguientes casos,

() f=4ax?z—7y?%, g =xyz? + 3xz*

Q) f=x*y—z% g=3xz? —y

(3) f=x"y?z+2ixyz, g = 2x"y?z + 4

Ejercicio 3.14. ;Depende S(f, g) del orden admisible empleado?

Ejercicio 3.15. Sea G una base de Grobner para I. Demuestra que
rem(f, G) =rem(g, G) siy solosi f — g € I. Demuestra ademds que

rem(f + g, G) = rem(f, G) + rem(g, G)

y que
rem(fg, G) = rem(rem(f, G) rem(g, G), G).

Ejercicio 3.16. Calcula una base de Grobner para los siguientes ideales.
(D) I=(x*y—1,xy% —x)
@) I={x*+y,x* +2x*y +y> +3)
B I=(x—-zy—2°)
Calcula también la base de Grobner reducida con respecto al orden LEX.
Ejercicio 3.17. Sea

[=3x—6y—2z,2x—4y +4w,x — 2y —z—w) C Qlx,y, z, 1]

Calcula una base de Grobner reducida para 1.
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Ejercicio 3.18. Sea A = (ayj) € F™ ™ yseafi = 3 ; aijx;. Con-
sideremos en N™ el orden LEX. Sea I = (f1,...,fm) CFlxy,...,Xnl.
Sean g1, ..., g¢ los polinomios asociados a las filas no nulas de la for-

ma escalonada reducida de A.
(1) Comprueba que I =(g1,...,9gt)-

(2) Calcula rem (S(gi, 91),[g1,--.,gt]). Consejo: obsérvese que solo
se emplean g; y g1 en la division.

(3) Concluye que {g1,..., gt} es una base de Grobner reducida para I.
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Capitulo 4
( Eliminacion e implicitacion

4.1

Ordenes de eliminacion

Dado 0 < 1 < n, denotamos por N}* ={oc € N* | o; =0,1 <i <1}
Es inmediato que NJ* = N1,

Lema 4.1. Sea M un ideal en N™ generado por A. Entonces M N N
es un ideal en N™~! generado por A N N

Demostracion. Es inmediato comprobar que M N N{* es un ideal en
N™1 via la identificacién canénica N = N™—1. Por otra parte, sea
YyEMNNyseax € Atalquey = e+ 3. Seal <1 < 1. Como
ai + Bi =vi =0, tenemos que «; = B; =0, por lo que x € AN NP
y B € Ni*. Esto demuestra que M N N{* estd generado por ANN{. [

Definicion 4.2. Sea < un orden admisible en N™. Decimos que < es
un orden de l-eliminacion si para cualesquiera «, 3 € N™, si « € N[' y
B < «, entonces 3 € NJ'.

Ejemplo 4.3. El orden LEX es un orden de l-eliminacién para cualquier
0<1<n.
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Ejemplo 4.4. Supongamos que disponemos de dos ordenes admisibles
<7 en N'y <; en N1, Dado un elemento o« € N™, podemos escri-
birlo como ot = (&g, &1 con &1 € N'y o, 1 € N1, Observemos
que o € N siy solo si oy = 0. Definimos < en N™ mediante

o <1 P 0
o =Pryon1<2 Bnt

<P {
Dejo como ejercicio comprobar que < es un orden de l-eliminacién.

4.2

Eliminacion de variables

Teorema 4.5. Sea | < Fx1,...,xn] un ideal no nulo y sea < un
orden de l-eliminacion. Si G es una base de Grobner para 1, entonces
GNFlxi11y...,%xn] es una base de Grobner para INF [x111,...,Xnl.

Demostracion. Observemos que si f € Fx1,...,xn] y exp(f) € N},
al ser el orden de eliminacién, supp(f) C N}, por lo que conclui-
mos que T € Flxii1,...,%nl, s decir, f € Flx;41,...,%n] si solo
si exp(f) € N*. En consecuencia

exp(F) NN =exp (FNFlxi41y...y%Xnl)

para cualquier subconjunto no vacio F C Fx1,...,xn].
Sea G una base de Grobner para I. Por el Lema 4.1, exp(G) NNJ* genera
exp(I) " N7, y dado que

exp() "N =exp (INFx141,.--,%xnl)
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y

exp(G) NN =exp (GNFxi41,..-y%nl),
exp (G NFlxi+1,y...,%n]) genera exp (INF[x141,...,%n]), es decir
GNFlxi41y...,%Xn]) es una base de Grobner para INTF [x141,...,Xn].

O

Como consecuencia del Teorema 4.5 disponemos de un algoritmo para
calcular el ideal de eliminacién de un ideal I dado mediante un conjunto
de generadores F. El proceso es el siguiente:

(1) Fijamos el orden LEX en N™. Cualquier otro orden de l-eliminacién
jugaria el mismo efecto.

(1r) Calculamos, mediante el algoritmo de Buchberger, una base de
Grobner (reducida) G para I a partir de F.

(1) Calculamos G NF X1 1y...yXnl.
Ejemplo 4.6. Sea
I=(x*y—y’ —x* +xy +y,y —y’ —xy -y’ +y)
C Fslx,yl.
Si calculamos la base de Grobner reducida para I obtenemos
-ty -yt -yt -yt -y -yt gy,

porlo que INF3fyl = (y” —y® +y> +y).
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En adelante presentaremos mas aplicaciones de la eliminacién, pero va-
mos en un primer momento a dar una de las mas sencillas y directas.
Sean I; = (F;) y I, = (F2). Recordemos que

1+, = <F1 UF2>

LI =(fif2|f1 € F1,f2 € F2),
pero no hemos podido dar un método para calcular I; N I;.
Lema 4.7. Sea A un anillo y sea a € A. La aplicacion
b AX] = A
Yiaxt— Y aial
es un morfismo de anillos tal que o (b) = b para todo b € A.
Demostracion. Ejercicio. O

Teorema 4.8. Sean I = (F),] = (G) < Flx1,...,xn] y sea H =
(tF, (1—=1)G) < F[t,x1,...,xn]. Enfonces IN] = HNF[xq,...,%xnl.

Demostracion. Sea F ={f1,...,fs}y G ={g1,...,g}.SifelInN],

f=tf+(1—-t)f =3 fhifi + 3 (1 —t)myg; € H,
por lo que tenemos que f € H N Fx1,...,xu], es decir, tenemos la
primera inclusién IN ] C HNF[xq,...,xn].
Supongamos por el contrario que f € H N Flxy,...,x,]. Necesaria-

mente

f=3pitfi+ 3 q;(1—t)g;
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donde py, q; € F[t,x1,...,Xxn]. Sea
bo Fltyx1y...yxn] = Flxq, ..., xn]
el morfismo de anillos que evalda la t en O descrito en el Lema 4.7

donde A = FI[xq,...,xn]. Por una parte, ¢po(f) = f porque f €
Flx1,...,xn]. Por otra parte,

$o(f) = do (Zipitfi +259;(1 _t)9j> =2; doldj)g;

porque ¢o es morfismo de anillos y g1,...,g¢ € F[x1,...,xn], luego
f € J. Evaluando en t = 1 obtenemos andlogamente que f € I, por lo
quefelInN]JyHNFX,...,xn] CINT. O

El Teorema 4.8 permite disefiar un algoritmo para calcular un con-
junto de generadores de I N J a partir de conjuntos de generadores
F={f1,...,fs}y G ={g1,...,gs} de I y J respectivamente.

(1) En F[t,x1,...,Xxn] consideramos el orden LEX (o cualquier otro
de 1-eliminacién).

(11) Calculamos una base de Grobner G para el ideal
H=(tf1,...,tfs, (1 —=t)g1,..., (1 = t)g¢)-
(1i1) Un conjunto de generadores de INJes Gy N Fx1, ..., Xnl.
Ejemplo 4.9. En F3[x, y] consideramos los ideales

I=(—x* —xy?, —xy? —y® +x%)
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J=@U>—x+y+1,x* +xy+y>+xxy—y* —y)

Una base de Grobner para

—t)(xy —y* —y))
es
{t=1,% —y* =y’ xy* =%y +y° —y°),
por lo que
In] =0 —y” =’y —y°, 07 +y° —y°).
4.3
Implicitacién (cuerpo infinito)
Lema 4.10. Sea I < Flx1,...,xn] un ideal no nulo, y sea I; = 1IN
FlX141y-..yXn). Sea m : F* — F~! la proyeccién canénica en las

ultimas n — 1 posiciones. Entonces

m (V(I)) € V(L).

Demostracién. Sea (aj,...,an) € V(I). Dado un polinomio f € I} =
INFxi41y.-.yXnl, como f € Flxii1y...,%Xnl,
f(ah- . -)an) = f(al+1>- . -)an) 2 f(nl(ah- (R} an))-
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Por otra parte, como f € I,
flar,...,an) =0.
Por tanto 7t (aq,...,an) € V(Iy). O

El problema de la implicitacién consiste en encontrar la variedad alge-
braica asociada a ecuaciones paramétricas. Concretamente, sean

fiyee s Tisqiyeeey gn € Flty, ..., t]

ysea W = V(qj - - - qn ). Las evaluaciones de los polinomios permiten
definir una aplicacién

¢ :F \W — "
f1(a,...,ar) fn(ag,...,ay)
(a1,...,ar) = (qz(a:,---,ar)""’ qn(ax,...,arJ>

El problema que nos vamos a plantear es calcular la menor variedad que
contiene a im(¢).

En primer lugar supondremos que la parametrizacion es polinomial, es
decir, g1 =---=qn =1.

Teorema 4.11 (Implicitacion polinomial). Sea F un cuerpo infinito.
Sean f1,...,fn € Flty,...,t:] y sea

¢ FT > F"
(Cl],...,(lr) — (f1(ah---»ar)a---)fn(ah---)ar))-
Seal=(x1 —f1,...,xn —Tn) CFt1,...,tsyX1,...,Xnl ysea ] =
INTFx1,...,xn] el ideal de r-eliminacion. Entonces V(]) es la menor

variedad que contiene a G (F").
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Demostracion. Vamos a demostrar que I(¢$(F")) = J, lo que en virtud
de la Proposicién 2.26 demuestra el teorema. Sea

V:V(x1—ﬁ,...,xn—fn)glﬁ‘”“.
Es inmediato comprobar que
(a1y...,arbi,... eV & b; =fila,...,a;),1 <i<n,

bn)
por lo que ¢(F") = 7tr(V) Por el Lema 4.10, ¢(F") = 7. (V) C V(]),
lo que implica que I(d(F7)) D I(V(])) D J. Para ver la inclusién con-
)

traria, sea h € I(p(F")) C Flxq,...,xn]. Reordenando las variables
como F[x1,...,%Xn,t1y..., 0] cons1deram0s el orden LEX en N7 y
dividimos h = h(x1,... ,xn) entre la lista [x; — f1,...,xn —fn], para
obtener

h:ql(x1 _f1)+'"+qn(Xn_fn)+p(t1a---)tr)

dado que It(x; — f;) = x; paratodo 1 < 1 < n. Dado (aq,...,a,) €
FT, evaluamos la ecuacién anterioren (bq,...,bn, a7,...a,) conb; =
fi(aj,..., a;), tenemos que

O:h(ﬁ(ah---)ar))---)fn(ah---)ar))
porque h € I(¢(F")) y
h(fi(at,...,ar)y...,fu(as,...,a.)) =pla,...,a,)

yaque b; —fi(aj,...,a;) = 0. Por la Proposicién 2.15, p = 0, por lo
que
h e <X1 *f],...,Xn*fn> =,

Dado que h € F[xq,...,xn], concluimosque h € ] = INF[x1,...,xn],
lo que termina la demostracién. O
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En el caso de parametrizacién polinomial, hemos reducido el proble-
ma de la implicitacién a un problema de eliminacién, lo que podemos
resolver mediante el uso de bases de Grobner.

Ejemplo 4.12. En Q[u,v] consideramos los polinomios

fX:uZ—vz,fIJ = Vi 4vf,=—uv+u+v

que nos definen una parametrizacién polinomial

¢:Q* - Q.

Una base de Grobner del ideal

I=(x—uw+viy—u?—v—vz+uw—u—v)
g Qh’L)v)X)y)Z]
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con respecto al orden LEX es
fw?+ v—Ix— 1y,
uv—u—v-+z,
ux —uy +3u—2vz+2v—x+y — 3z,

1 9
uz—u—zvy +vz—qgv

1,2 _ 1 1.,2_ 7 1,2 2.1 1 1
—gx —ﬁX—ng — g —zl +Z,V +§V+§X—jy,
3 5 1,2 3 1.,2_5 2
VX + 5VY —2vz + gV + 7X° — gx — 7Y° — 3y +z°,
vy? — Zvyz + Byy + 32vz2 — Zyz 4+ 1y — 13+ Sx?y
2.2, 1902 1.2 3. 4.2 19 179, 3.3
EX7Z — 75X° + 5Xy IXY — sXZ° + X2 — 55X — 75Y

+2y?z+ By? + Syz? — Lyz— 12y — 823 4+ 3322
x* +3x3 — 2x2y? + 8x%y + 8x?z? — 28x?z + 14x? — xy?
—16xyz + 22xy + 12xz? — 26xz + 5x + y* — 10y — 8y?z?
+44y?z — 64yz? + 10yz + 16z* + 162° — 52},
por lo que la menor variedad que contiene a im(d) es

V(x* 4 3x3 — 2x?y? + 8x*y + 8x?z% — 28x?z + 14x? — xy?
—16xyz + 22xy + 12xz% — 26xz + 5x +y* — 10y> — 8y?z?
+ 44y?z — 64yz? + 10yz + 162* + 162° — 52°)
Teorema 4.13 (Implicitacion racional). Sea F un cuerpo infinito. Sean
fiyeeeyfnydiye.oygn € Flty, ..., t] ysea
¢ :F'\W— F"

filar,...,ar) fn(a1s”-$ar))

(ar,...,ar) = (ql(al,...,ar)"'” Gul@ryeerar)
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Seal = (qix1 —f1y...yqnXn —Tny 1 —q1 - qny) un ideal en el
anillo de polinomios Fly,t1,...,ts,X1,...,Xnl. Denotemos por | =
INFx1,...,xn] al ideal de 1 + r-eliminacién. Entonces V(]) es la
menor variedad que contiene a (F"\ V(q1 -+ qn)).

Demostracion. Como en el caso polinomial vamos a demostrar que
I(G(F"\ V(q1:--qn))) = J, lo que en virtud de la Proposicion 2.26
demuestra el teorema.

Sea

V=V(qix1 —f1,...,qnxn —fny 1 —q1--- qny) CFIHTH0
Sea (ap,ay,...,0r,b1,...,by) € V. Dado que
aoqi(ary...,ar) - qn(ay...,a;) —1=0,
tenemos que (at,...,a;) € V(q1---qn)y

— fi(as,...,ar) :

bi - qi(a:,...,ar)’ 1 sism,

por lo que ¢(F"\ V(q1 - qn)) = m1+(V). Como consecuencia del
Lema 4.10, 7ty (V) € V(J), lo que implica que

LO(F"\ V(g ---qn))) 2 I(V(])) 2 J.

Para ver la inclusion contraria, sea h € I(G(F™\ V(q7 - qn))). Sea
N el mayor grado de una variableen h = )_ o« CaX%, es decir, oy < N
para todo o € supp(h) ytodo1 <i<n.Seaq=q;:-:(dn. Tenemos
que

th = Zcx ch%(q1x1 )% (ann)“"
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donde qo = [T1; g1 **. Sea
H(ziy . oyzn, try ooy te) = 3 L Caquz]! - 28

Consideremos en F(z1,...,2n, t1,...,t;] el orden LEX y dividamos H
por [z1 — f1,...,zn — fn]. Tenemos por tanto que

H=hi(zi—f1)+ -+ halza —fau) +p

donde p € F[ty,...,t.]. Reemplazando en la ecuacidn anterior z; por
qiXi, tenemos que

qVh=pi(gixi — 1)+ 4+ Pnldnxn — fn) + p.

Sea (aj,...,a;) € F"\ V(q). Como q(aj,...,a,;) # 0, tenemos

que qi(aj,...,a,) # O para cualquier 1 < i < n. Sea por tanto
_ fi(ar,...,ar)
b= qilar,nar) Por una parte

(th)(ah-'warab]w-')bn) = q(a1)"->ar)Nh(bh'-~abn) =0
porque h € I($(F" \ V(q))). Por otra
(Z?:1 pi(qixi_fi) +p) (ah---»a‘r)bh---)bn) = 0(01,--.,C1T),

lo que implica que p(aj,...,a,) = O para cualquier (aj,...,a,) €
F™\ V(q). Esto implica que

(gp)(ar,...ar) =0

para todo (aj,...,a,) € F". Por la Proposicién 2.15, qp = 0, lo que
implica que p = 0 ya que q # 0. Por tanto

aNyNh=piyN(gixr — 1) + - F Py (Gnxn = fn)-
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Como, ademas,
h=qMy™hr (1= (qy)Mh = My (215 (qy)) (1-ay)h,
tenemos que h € (q1x7 —f1,...,qnXn — fn, 1 — qy) = 1. Dado que

inicialmente h € F[xj,...,Xxn], tenemos que h € J. Con esto demos-
tramos que

H$FE"\V(g1---qn))) €,

lo que termina la demostracion. O

Ejemplo 4.14. Vamos a comprobar la parametrizacion racional de la
circunferencia. Para ello sea

¢:Q—Q?
t — (}jr—g, %) .
Sea
I={(1+t2)x—(1—t2), (1+t2)y—2t,1—(1+3)*u) € Qlu, t,x, yl.
Una base de Grobner para I es
fu—Ix+ 3y — I tx+t—yty+x—1,x2 +y2 -1},
por lo que la menor variedad que contiene a im(¢) es

V(INQlx,yl) = V((x2 —I—yz —1)).
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4.4

Implicitacién (cuerpo finito)

Teorema 4.15 (Implicitacién polinomial). Sea IFq un cuerpo con q ele-

mentos. Sean fy,...,fn € Fqlty,...,t;]y sea
b F" — F"
(ah---)ar) — (f1(ah---»ar))---)fn(ah---)ar))-
Seal = (x1—f1,...y%n — fnyt] —ta,...,t8 — t,), un ideal en el
anillo Fqlt1,...,try,x1,...yxXnl, ysea ] = INFqlx1,...,xn] el ideal

de r-eliminacion. Entonces V(]) es la menor variedad que contiene a

(FY).

Demostracion. La demostracion es andloga a la del Teorema 4.11, em-
pleando la Proposicién 3.7 y la Proposicién 2.18 en lugar de 1a2.15. [
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Ejercicios sobre Eliminacion e Implicitacion

Ejercicio 4.1. Dada la variedad afin definida por las ecuaciones
2 +2y2=3
x? +xy+y? =3

calcula INF[x] y I N F[y] donde I es el ideal que define la variedad.
Haz el ejercicio para diferentes cuerpos.

Ejercicio 4.2. Calcula los ideales de eliminacion I; e I, para el ideal
en F[x,y, z| correspondiente a las ecuaciones

X +yt 427 =4
x*+2y* =5
xz =1
Haz el ejercicio utilizando varios cuerpos.

Ejercicio 4.3. Sea < un orden admisible en N™. Definimos paral < n
el orden

x4 Fo < Pr4c-+ P o

x = —
LP {061+"'+0€1=f31+"'+f51y0¢jf5~

Demuestra que < es un orden de l-eliminacion.

Ejercicio 4.4. Sea

I=(t?+x*+y? +25, 2 + F —xy — 25t +y° — 2%)
C Flt,x,y,zl.
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Calcula la base de Grobner reducida G de I N Flx,y,z] con respecto
al orden DEGREVLEX. Comprueba que G U {t +y> — z3} es una base
de Grobner para I con respecto al orden (<ppgreviex )1 definido en el
Ejercicio 4.3.

Ejercicio 4.5. Sea F un cuerpo de caracteristica cero. Calcula la varie-
dad cuyas ecuaciones paramétricas vienen dadas por

x =t,
2
:t)
z =13

Describe el subconjunto de 3 formado por la unién de las rectas tan-
gentes a los puntos de la variedad anterior mediante ecuaciones para-
métricas y calcula la menor variedad que las contiene.

Ejercicio 4.6. Calcula la menor variedad que contiene al subconjunto
de C3 definido por

X =uv,
Yy :uvz)
Zz= U-Z.

Comprueba que hay puntos en la variedad que no estdn en la imagen de
las ecuaciones paramétricas.

Ejercicio 4.7. El paraguas de Whitney es la superficie definida para-
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métricamente por

X =uv,
Yy=v,
Z:uz.

Encuentra la menor variedad que contiene al paraguas de Whitney. Es-
tudia si el paraguas de Whitney coincide con su variedad o esta estric-
tamente contenido. Comprueba que los pardmetros u, v no estian deter-
minados por X, Yy, z, es decir, hay puntos correspondientes a mds de una
pareja de valores de los pardmetros.

Ejercicio 4.8. Sea F un cuerpo infinito. Sea W = V(q1,...,qn) CF,

y
¢:F\W > F"
f1(a) fn(a)
aH(q1(a)*"'*qn(a))

donde f;(t) y qi(t) son primos relativos para cada 1 < i < n. Sea
I={(qix1 —f1,.--, qnxn — fn) C Ft,x1,...,Xn]. Demuestra que
V(I;) es la menor variedad afin que contiene a im(¢).

Ejercicio 4.9. Folium de Descartes. Encuentra la menor variedad aso-
ciada a las ecuaciones paramétricas

3t

e
32

YT

(Existen puntos en la variedad no parametrizables sobre R o C?.
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Capitulo 5
( Variedades Irreducibles y Descomposicion

5.1
Teorema de los ceros de Hilbert

Dado a € F y f € F[X], denotamos por f = f(x1,...,Xn_1,a) €
Flx1,...,%Xn_1]. SiI C F[x1,...,%n] s un ideal, denotamos también

Iy,—a={f|feTI

Lema 5.1. Si T es algebraicamente cerradoy 1 C Flxq,...,xn], existe
acFralquely, —q CFx1y...,xn_1l.

=

Demostracion. La demostracion se divide en dos casos.

Caso 1. INF[x,] # {0}. Sea f € I N Flx,] no nulo. f no puede ser
constante porque 1 ¢ I, y no perdemos generalidad en suponer que es
moénico. Como FF es algebraicamente cerrado,

T

f= H(Xn - bi)mia

i=1

80
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con by,...,b, € F. Supongamos que paratodo 1 < i <1, I _p, =
Flx1,...,xn_1]. Existe entonces, paracada 1 < i < r,un g; € I tal
que gi(X1,...,Xn_1, bi) = 1. Esto implica que

1= gi(xh--')xnfhbi)
= gi(Xh---»an])Xn_ (Xn _bi)) = gi_hi(xn _bi)

para ciertos h; € F[xy,...,xn]. Tenemos, por consiguiente

T

T
1=]](gi —hilxn —b))™ =h] Jxn —b:i)" + g,
i=1 i=1

donde h = [[{_;h™ yg € L Como []{_;(xn —by)™ = f € I,
concluimos que 1 € I, lo que es imposible porque I es un ideal propio.
Debe, por tanto, existir una raiz b; tal que I, —v, # Flx1,...,xn_1],
lo que demuestra el lema en el caso 1.

Caso 2. INF[x,] ={0}. Sea G ={gi,..., gt} una base de Grobner
para I con respecto al orden LEX. Podemos expresar

gi = Ci(Xn)Xo‘(i] + Z Cﬁ,X[5
B<a(i)

donde ¢i(xn) € Flxn] \ {0} y (i), = 0. Como F es algebraicamente
cerrado, es infinito, por lo que existe a € F tal que ci(a) # 0 para cada
1 <1i < r. Es fécil comprobar que

Ixy=a = <971»- . ->QT>
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y que exp(gi) = «fi). Ademds x(i) # O ya que en caso contra-
rio gi = ¢i € INFx, = {0} lo que es imposible. Veamos que
{g7,...,0¢) es una base de Grobner para I, —q. Sean gi,g; € Gy

v = lem(a(i), &(j)). Sea
S = ¢j(xn)XY "M gi — ci(xn )XY *0)g;.

Tenemos que exp(S) < y.Como S € 1,S = 2{21 higi conexp(higi) <
exp(S). Evaluando en x,, = q,

t
cj (a)Xvﬂx(i)§ _ ci(a)XY*“(j]gij _ Z ]'Tlﬁ
1=1

Como exp(g;) = «(i), tenemos que S es un mdltiplo constante del

S-polinomio S$(gq, gj). Ademas,
Y >exp(S) > exp(hugr), 1<1<t,

por lo que
vy >exp(higr), 1<1<t

Por el Teorema 3.4, rem(S(9s, 9j),{d1,-..,9c}) = O, lo que implica
que {g1, ..., g¢s es una base de Grobner para I, —4. Como (i) # 0
paracada 1 <1i<t,tenemos que 1 ¢ I, _,, 1o que demuestra el caso
2 y el lema. O

Teorema 5.2 (Nullstellensatz débil). Sea F un cuerpo algebraicamente
cerrado. Sea 1 C Fx1,...,xn] un ideal tal que V(1) = &. Entonces
I=F[x1,y...,%Xnl.
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Demostracion. Es un sencillo argumento inductivo obtenido a partir del
Lema 5.1. O

Teorema 5.3 (Nullstellensatz). Sea F un cuerpo algebraicamente ce-
rrado. Sea 1 C Flxq,...,Xn] un ideal. Entonces f € 1(V(I)) si y solo
si f™ € 1 para algin m € N.

Demostracion. Es sencillo comprobar que si f™ € I, entonces f &€
I(V(I)). Supongamos por tanto que f € I(V(I)). Sea

I: <I>+<yf_]> QF[XM-")XTUH}

ysea (ar,...,an,ans1) € F*1.Si (a,...,a,) € V(I), tenemos
que f(aj,...,an) =0, por lo que

]_an+1f(a1)'-')an) =1#0,
es decir, (a1y...,0n, ans1) € V(J). Por otra parte, si (a7,...,an) &
V(I), tenemos que (Q1,...,0an,ans1) € V(I) 2 V(J) viendo I C
Flx1,...,%Xn,yl. En cualquier caso (aj,...,an,ans+1) ¢ V(J), porlo

que V(J) = @. Por el Teorem 5.2,
S
1= Zpi(xh...,xn,y)fi +q(x1y. ey xn,y) (1 —yf)
i=1

para ciertos pi,q € Flx1,...,xn,yl yfi € Tcon1 < i < s. Sea

Yy = 1? Tenemos que

S
1 :Zpi (X1, -y Xn, 1) fi.
i
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Multiplicando ambos lados de la igualdad por f™ con m suficientemen-
te grande para que se eliminen todos los denominadores, tenemos que

S
=> hify
i=1

para ciertos hy € F[xq,...,xn] con 1 <1 < s. En conclusién f™ € 1,
como queriamos. O
5.2

Radical de un ideal

Sea I un ideal de un anillo conmutativo R. Se define el radical de I como
el conjunto

VI={f € R| f™ € Ipara algin m € N}

Proposicion 5.4. \/1 es un ideal de R que contiene a 1.

Demostracién. Es inmediato que I C v/I. Sean f, g c V1y sean m,1
tales que f™, g' € 1. Dado que

(f—l—g m+l Zk o (m+l)fkgm+1 k“‘ZEHan] (mkH)fkgmH—k

=g Zk:o (mljl)fkgm k

m ©— m-+1 m+1\ ck—m ,m+1—k
+f k:m+1( k )f g

€1,
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tenemos que f + g € /1. Por otra parte,
(hf)™ =h™f™ e 1
para cualquier h € R. Por tanto v/I es un ideal. O

Decimos que un ideal es radical si I = v/I. Observemos que I es radical
siy solo si
f™ elparaalginme N= fel.

Lema 5.5. Sea A C F™. Entonces I(A) es un ideal radical.

Demostracién. Supongamos que f™ € I(A). Entonces para cualquier
ac€A, fla)™ =0, lo que implica que f(a) = 0 para cualquier a € A.
En consecuencia f € I(A). O

Teorema 5.6 (Nullstellensatz fuerte). Sea F algebraicamente cerrado.
SiICFxq,...,xn] es un ideal,

VI=I(V(D)).

Demostracion. Sif € v/1, tenemos que f™ € I C I(V(I)). Por el Lema
5.5, f e I(V(D)).

Por otra parte, si f € I(V(I)), por el Teorema 5.3 f™ & I para algiin
m € N, es decir, f € V1. O

Teorema 5.7. Sea F un cuerpo.

(A) Las aplicaciones

. |
variedades afines — ideales
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ideales — variedades afines
invierten la inclusion.
(B) Para cada variedad V, V(I(V)) =V, por lo que 1 es inyectiva.
(C) V(I) = V(V1) para cualquier ideal 1.

(D) SiF es algebraicamente cerrado, las aplicaciones

. | .
variedades afines — ideales radicales

. . v .
ideales radicales — variedades afines
son biyecciones inversa una de otra que invierten la inclusion.

Demostracion. Ejercicio. [

Proposicion 5.8. Sea I C Fx1,...,xnl]. Sea f € Fx1,...,xn] y sea
J =@+ (1 —1fy) CFlxq,...xn,Yyl. Tenemos que f € \/1siy solo si
] =FIx1y...%Xn, Yyl

Demostracion. Un argumento andlogo al empleado en la demostracién
del Teorema 5.3 demuestra que si ] = F[x1,...Xn,yl, tenemos que
f™ e I para algin m € N, por lo que f € /1.

Para ver la implicacion contraria, supongamos que f™ € I C J. Como
1 —fy € J, tenemos que

T=y™™+(1—(yHm)
—y™™ + (T+yf+-+ Y™ I —yf) €],
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porlo que ] =F[x1,...Xn,yl. O
Proposicién 5.9. vVIN ] =vINVJ.

Demostracion. Sif € INJ, f™ € INJ C 1, por lo que f € /1.
Andlogamente f € /] y tenemos la inclusién TN ] C vIN V/J. Si
fevin /], existen m, 1 tales que f™ € Iy f' € J. En consecuencia
ftl = fmfl ¢ 1N J, porloque f € VINT. O

5.3
Cocientes de ideales y saturacion

Sea I un ideal en un anillo conmutativo R y sea F C R no vacio. Se
define el cociente como

[:F={feR|fgelVgeF}
Proposicion 5.10. 1 : F es un ideal que contiene a 1.

Demostracion. Es inmediato observar que si f € I, entonces fg € I
paratodo g € F, porloque f € I :]. Sean f1,f, € I : ]. Entonces para
todo g € F, f19,f2g € I, lo que implica que

(fi +f2)g=fig+fagel

para todo g € F. Esto demuestra que f1 4+ f, € I: F. Por otra parte, sea
fel:F,heRygeF Comofg € I, tenemos que hfg € 1. Al ser
g € F un elemento arbitrario, tenemos que hf € I : F, lo que demuestra
que I : F es un ideal. O

Proposicion 5.11. 1: F=1: (F).
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Demostracion. Como F C (F), tenemos que I : F D I : (F). Sea f €
[:Fyseag = 2;1 hif; € (F) para ciertos fq,...,fs € F. Como
ffi € I, paracada 1 <1i < s, tenemos que

N
fg=>) hiffiel,
i=1
lo que implica que f € I: (F) al ser g un elemento arbitrario de (F). [

La saturacion se define de manera similar. Sea I un ideal en un anillo
conmutativo R y sea F C R no vacio. La saturacién de I respecto de F
se define como

[:F*={feR|VgeFKaneN,fg" el}
Proposiciéon 5.12. 1:F® =1: (F)°.

Demostracion. Como F C (F), tenemos que I : F>° D I : (F)*°. Sea
fel:F*yseag =)} ;higi € (F) para ciertos g1,...,9s € F.
Existe n € N tal que fgi* € I paratodo 1 < i < s. Por el Teorema
multinomial

g°" = Zk1+-~+k5:sn (k1 ,S.?,ks) [TiZi (hig)™,

por lo que

ki k'l
fg*" = Zk1+-~+ks:sn (k1 ,s..TT,ks) H§:1 hitfgi €1,

yaque k1 4+ -+ + ks = sn implica que existe un 1 < i < s tal que
ki > m. Dado que g es un elemento arbitrario de (F), tenemos que
fel:(F)>. O
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En vista de las Proposiciones 5.11 y 5.12 no perdemos generalidad si
nos restringimos a calculas cocientes y saturaciones de ideales.

Proposicion 5.13. Sean 1, ] ideales de R. Se verifican las siguientes
afirmaciones:

(A) 1:]°° es un ideal.
(B) ICTI:J™ C1:]J* paratodo m € N.

(C) Si R es Noetheriano, existe N € N tal que 1 : J* =1: ™ para
todom > N.

(D) Si] es finitamente generado, \/T: J® =/1: 7.

Demostracion. El apartado (A) es andlogo a la parte correspondiente
de la Proposicion 5.10, y se deja como ejercicio.
Sifel:J™yg €], tenemos que g™ € J™, por lo que fg™ € I, lo
que implicaque f € I : J*, esdecir I : J™ C I : J°°. Observemos que
J1 € JsimplicaqueI:J; C1:J, porloquel:J™ C1:]J™1 yen
particular I : ] C I : J™ para cualquier m > 1. El apartado (B) es, por
tanto, consecuencia de la Proposicién 5.10.
La cadena descendente

]3]22...31712...

produce una cadena ascendente
[:JCI:J?C...CIL:J"C--..

Si R es Noetheriano, la cadena anterior debe estabilizar, es decir, existe
N € Ntalque I : JN = I: J™ para todo n > N. Para demostrar
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(C) veamos que I : JN =T1:J*®. Seaf € I: JNy g € J. Ya hemos
visto que I : JN C I:J°, por lo que nos queda comprobar la inclusién

contraria. Como | = {(g1,...,(s), por la Proposicién 5.12 I : J* =
I:{g1,...,9sf°. Seaf € I:{gy,...,9s), existe M > N tal que
fgM € I para cualquier 1 <1i < s, porloque f € I: (gM, ..., gM).

Es un ejercicio demostrar que

JMC (g}, g,

por lo que
I:(gM...,gM I M =1 N,

En consecuencia f € 1 : ]N, lo que demuestra (C).

El apartado (D) también lo demostramos por doble inclusién. Suponga-
mos que f € y/1:]J>. Existe m € Ntal que f™ € 1: J*°. Dado g € ],
existe M € N tal que f™gM € 1, lo que implica que (fg)™&*mM} ¢ [,
es decir, fg € \/I. Como g es un elemento arbitrario de J, tenemos

que f € VI : J, lo que demuestra que /I : J° C VI J. Reciproca-
mente, sea f € VI:Jysea] = (gi,...,gs). Existe M € N tal que
fMgM = (fg;)M € I paracada1 < i < s, lo que implica que

Mel:(gM,...,gM") C1: "M
de igual forma a la demostracién del apartado (C). Como por (B)
I: M C 1],

tenemos que f € /I:J%, lo que demuestra la inclusién v/I : ] C
v/ 1:J%° y el resultado. O

F.J. Lobillo



5. Variedades Irreducibles y Descomposicién 91

Proposicion 5.14. Sean 1, ]1,..., ], ideales en un anillo conmutativo

R. Entonces
(S0 00) = Ny (T 0)

L (Zin J0) ™ =My (127

Demostracion. Ejercicio O

Corolario 5.15. Sea I unidealde Ry g1,...,9s € R. Entonces
I:{gh--'»gs}: ﬂf:1 (I:gi)

L:{gr,..., 95 =Ny (1:g5°).
Teorema 5.16. Sea lunideal de Flx1,...,xn]lyseag € Flx1,...,xnl.
(A) Siln{g) = (hy,...,hy), entonces 1 : g = (hy/g,...,hs/g).
(B) Seal= (1) + (1 —yg) C Flx1,...,xn,Yyl. Entonces
I:g®° =INFlx1,...,xnl.

Demostracién. Sif € (h1/g,...,hs/g),tenemosque f =Y :_; ai(hi/g),
por lo que

N
fg:Zaihi eln{g) CI,
i=1
por lo que f € I : g. Reciprocamente, si fg € I, dado que fg € (g),
tenemos que fg = Y |_; ajhy, porlo que f = Y ¢, ai(hi/g), por lo
quel:g C (hi/g,...,hs/g). Con esto tenemos (A).
El apartado (B) se deja como ejercicio. O
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54

Variedades irreducibles

Definicion 5.17. Una variedad afin V C F™ se dice irreducible si V =
V71 UV, con Vi, V, variedades afines implicaque V. =V; 0V = V,.

Definicién 5.18. Unideal I C R en un anillo conmutativo se dice primo
sifg e Iimplicafelogel

Proposicion 5.19. Un ideal 1 C R es primo si y solo si R/1 es un
dominio.

Demostracion. Ejercicio. O

Proposicion 5.20. Una variedad afin V- C F™ es irreducible si y solo
si I(V) es un ideal primo.

Demostracion. Supongamos que V es irreducible y sean f, g tales que
fg € I(V).Sean Vi =VNV(f)yV, =VNV(g). Dado a € V, como
(fg)(a) = 0 tenemos que a € V(f) o a € V(g), por lo que deducimos
que V = V7 U V,. Dado que V es irreducible, tenemos que V = Vj o
V=V,.8iV =V; = VNV(f), tenemos que V C V(f), lo que implica
que f € I(V). Si V = V; concluimos que g € I(V), lo que implica que
I(V) es primo.

Reciprocamente, supongamos que I(V) es primo y supongamos que
V = V; U V;. Supongamos que V # Vj. Como V> C V, tene-
mos que I(V) C I(V;). Sea f € I(V,). Dado que V; C V, tene-
mos que I(V) C I(V;q), por lo que existe g € I(V4) \ I(V). Dado
a€eV =V UVysia € V;tenemos que gla) = 0,ysia € V,
concluimos que f(a) = 0. En ambos casos (fg)(a) = f(a)g(a) =0,
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por lo que fg € I(V). Como I(V) es primo y g ¢ I(V) tenemos que
f € I(V), lo que implica que I(V) = I(V,). En consecuencia V =V, y
V es irreducible. O

Corolario 5.21. Si F es algebraicamente cerrado, I() y V() proporcio-
nan biyecciones entre variedades irreducibles e ideales primos.

Proposicion 5.22. Si F es un cuerpo infinito, toda variedad definida
por parametrizaciones racionales es irreducible.

Demostracion. Sea V la menor variedad conteniendo a la imagen de la
aplicacién
¢o:F'\W - F"

fi(as,...,ar) fn(a1»~--\ar))
)

(a1,...,ar) = (q1 (ar,..yar)? """ qnlas,...,ar)

donde f1,...,fn,q1y---,qn € Flt1,...,t.] y W = V(q1 - qn).
Dado que I(V) = I(im(¢)), tenemos que

I(V)={heF[X]|(hod)(a)=0Va e F \ W}.
Sia e F"\ W, tenemos que
(hod)(a) =0 &= ((q1---qn)(hod))(a) =0.
Sea N el grado total de h. Es un ejercicio comprobar que
(q1---qn)™ (o d) €Fltr, ..., t].
Como F es infinito, concluimos que

hellV) & (q1-qn)N(hod)=0€Flty,..., t:.
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Supongamos que fg € I(V), y sean M y N los grados totales de f y g
respectivamente. Como el grado total de fg es M + N, tenemos que

(g1 gn)M(fod)(qr - qn)N(god) =
(g1 g™ ™N(fod)(god) =0.

Como F[ty,...,t,] esundominioy (q7 - - - qn )™M (fod), (q1 -+ qn)™(go
¢) son polinomios, tenemos que uno de ellos debe ser cero, es decir,
f € I(V) o g € I(V). Con esto demostramos que I(V) es un ideal
primo, lo que implica por la Proposicion 5.20 que V es irreducible. [

Definicion 5.23. Un ideal I C R se dice maximal si [ # R, y para
cualquier otro ideal Jtalque I C J C R, setieneque ] =Io ] =R.

Proposicion 5.24. M C R es maximal si y sélo si R/M es un cuerpo.
Demostracion. Ejercicio. O
Corolario 5.25. Todo ideal maximal es primo.

Demostracion. Consecuencia inmediata del hecho de que todo cuerpo

es un dominio. O
Proposicion 5.26. Dados ay,...,a, € F, el ideal
(X1 — a1,y Xn — an) CFX1y.e., X0
es maximal.
Demostracion. Ejercicio. O
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Teorema 5.27. Si F es algebraicamente cerrado, 1 C F[X] es maximal
siy solo si
[=(x1—a,...;xn —an)

para ciertos aq,...,an € F.

Demostracién. Dado que I # F[X], V(I) # & por el Teorema 5.2, es

decir, existe (aj,...,an) € V(I). Como para cualquier f € I, tenemos
que f(ai,...,an) =0, tenemos que f € I({(at,...,an)}). Por tanto
IC I({(ah'-wan)}) = <X1 _aly-'°)xn_an>>

donde la dltima igualdad es un ejercicio. Por la Proposicion 5.26, tene-
mos que I = (x7 — aj,...,Xn — Qn)- O

Corolario 5.28. SiF es algebraicamente cerrado, existe una biyeccion
entre los puntos de F™ y los ideales maximales de F[x1,...,Xn].

55

Descomposicion de variedades

Proposicion 5.29. Las variedades afines satisfacen la condicion de ca-
dena descendente.

Demostracion. Supongamos que tenemos una cadena de variedades afi-
nesen F™
Vi2V 2DV D Vi1 2000

Esta cadena induce la cadena siguiente de ideales en F[x1,...,%n]

I(Vi) CI(V2) €+ CI(Vin) C1(Vina) C -
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Como F[x1,...,%n] es Noetheriano, existe mo tal que, I(Vy,) =
I(Vy,) para todo m > my, lo que implica que Vi, = Vi, para to-
dom > my. O

Teorema 5.30. Toda variedad V C F™ se descompone como una union
finita V.=V U---U Vy, de variedades irreducibles.

Demostracion. Si V no puede ponerse como unidn finita de varieda-
des irreducibles tenemos V. = V; UV{conV 2 Vi,V C V] yV;
tampoco puede ponerse como unién finita de variedades irreducibles.
Por el mismo argumento Vi = V, UVjcon Vi 2 Vo, Vi D Viy
V; una variedad que no puede ponerse como unién finita de variedades
irreducibles. Reiterando la construccién llegamos a una cadena infinita

VaVvixVe2.-

de variedades afines, lo que no puede existir por la Proposicién 5.29.
O

Definicion 5.31. Sea V C F™ una variedad afin. Una descomposicién
V=ViU---UVn

como unién de variedades irreducibles se dice minimal si V; g Vj cuan-
doi#j.

Teorema 5.32. Toda variedad afin V C F™ tiene una descomposicion
minimal, que es tnica salvo el orden.

Demostracion. El Teorema 5.30 garantiza una descomposicién

V=ViU---UVp
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como unién de variedades irreducibles. Si existen i # j tales que V; C
Vj, tenemos que

V=ViuU---UVi UV 1U---UVy

es también una descomposicion en variedades irreducibles. Reiterando
la operacién llegamos a una descomposicién minimal.

Para ver la unicidad, supongamos que tenemos otra descomposicion mi-
nimal V = V{ U--- U V{. Tenemos que

Vi=VinVvV=(VinV{)U---U((VinV/).

Por la irreducibilidad de V;, existe j tal que Vi = Vi NV/, es decir,
V; C Vj’ . Argumentando de forma andloga, V).’ C Vj para cierto k, por
lo que

Vi €V C Vi

Por la minimalidad de la descomposicién tenemos que i = ky Vi = Vj’ .
Esto implicaque m < ly

Vi, o, Vit S VY, .., VL
Invistiendo los papeles de las descomposiciones tenemos que 1 < my
Vi,o. s V3 C{Vqy.ooy Vi

lo que da la unicidad de la descomposicién minimal. O

5.6

Descomposicion primaria de ideales

Definicion 5.33. Unideal I C R se dice primario si fg € I implica que
f € Ioque g™ € I paracierto m > 0.
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Lema 5.34. Si 1 es primario, \/1 es primo, en cuyo caso \/1 es el menor
ideal primo que contiene a 1.

Demostracion. Ejercicio. O

Si I es primario y P = /1, se dice que I es P-primario.
Digamos que I C R es irreducible si I = Iy N I, implicaque I =1; o
[=1,.

Lema 5.35. Todo ideal irreducible es primario.

Demostracion. Supongamos que I es irreducible y que fg € I. Por la
Proposicion 5.13, existe N tal que I : g® = I : g™. Es un ejercicio
comprobar que I = (I + (gN)) N (I + (f)). Como I es irreducible,
tenemos que I = (14 (gN)) o I = (I + (f)), lo que implica que f € T o
gN el O

Teorema 5.36. Todo ideal de un anillo conmutativo Noetheriano R pue-
de ponerse como interseccion finita de ideales primarios.

Demostracion. Digamos que I C Res irreducible si I = I1 NI, implica
que I = I; oI = I,. De forma andloga al Teorema 5.30 pero empleando
la condicion de cadena ascendente, podemos demostrar que todo ideal
puede escribirse como una interseccidn finita de ideales irreducibles. El
Teorema es por tanto consecuencia del Lema 5.35. O

Definicion 5.37. Una descomposicion primaria de un ideal I es una
expresion [ = ﬂIL Qi donde Q; es primario para todo 1 < i < m.
La descomposicién se dice minimal si v/Qi # +/Qj parai # jy
Qi 2 Ny Q-
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Lema 5.38. Si I, ] son primarios tales que \/1 = \/J, entonces 1N ] es
primario.

Demostracion. Ejercicio. O

Teorema 5.39 (Lasker-Noether). Todo ideal I C R en un anillo conmu-
tativo Noetheriano tiene una descomposicion primaria minimal.

Demostracién. La existencia de la descomposicion primaria I = (%, Q;
es consecuencia del Teorema 5.36. Supongamos que existen i # j tales
que v/Qi = 1/Qj. Porel Lema 5.38, Qi; = Qi N Q; es un ideal prima-
rio, por lo que podemos cambiar Q; y Q; por Qy; en la descomposicion
primaria. Reiterando el procedimiento eventualmente llegamos a una
descomposicion primaria en la que cada radical es distinto. Llamamos
nuevamente I = ();"; Q; a dicha descomposicién. Si existe i tal que
Qi 2 ;4 Qj, tenemos que I = (7); ; Qj, una nueva descomposi-
cién primaria. Reiterando nuevamente la construccion, llegamos a una
descomposicién primaria minimal. O

Teorema 5.40 (Lasker-Noether). Sea I = (", Qi una descomposi-
cion primaria minimal de un ideal propio 1 en un anillo conmutativo
Noetheriano R. Sea Py = /Qi para cada 1 < i < m. Entonces
{Pi |1 < i < m} son los ideales primos propios que aparecen en el

conjunto {\/1:1|f € R}.

Demostracién. Como I = (%, Qi, tenemos que I : f = (%, (Q; :
f). Por tanto

IDE
A

\/ﬁ: Qil Qiif: P

I
.

,_.‘
Il
-
Il
=
I
—

fOH
W
-
Qe
W
-
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(ver ejercicios). Si /1 : f es primo propio, entonces v/1: f = P; para
algun 1 por ser los primos irreducibles (ver ejercicios). Por otra parte, si
fej#1iQ; \ Qi, tenemos que

vVIi:f= ﬂ \/Q]‘Z = QiZfZPi,
j=1
Q;3f

lo que demuestra el teorema. O

F.J. Lobillo



Ejercicios sobre Variedades Irreducibles y Descomposicion
Ejercicio 5.1. Encuentra f € I(V(I))\L, donde I = (x*+y%—1,y—1).

Ejercicio 5.2. Demuestra que V(y —x%,z—x3) = V((y —x?)? + (z—
X3)2) C R3.

Ejercicio 5.3. ;Es posible encontrar dos ideales en R[x, y] que definan
la misma variedad tales que ninguno esté incluido en el otro? Responde
a la misma pregunta para R[x].

Ejercicio 5.4. Sea F un cuerpo.

1. Dado g = apx™ + a1x™ ' +--- + an_1x + a, € F[x] con
ao # 0, se define la homogenizacién de g como

h

g™ = aox™ + a;x™!

y _|_ e _|_ anilxyn71 + anyn

Demuestra que g tiene una raiz en IF si y solo si existe (a,b) €
F2\ {(0,0)} tal que g"(a,b) = 0.

2. Si F no es algebraicamente cerrado, demuestra que existe f €
F[x,y] tal que V(f) = {(0,0)}.

3. SiF no es algebraicamente cerrado, demuestra que para cualquier
1l > Oexiste f € Fxq,...,x] tal que V(f) ={(0,...,0)}.

4. Si F no es algebraicamente cerrado y W = V(g1,...,9gs) de-
muestra que existe h € F[X] tal que W = V(h).
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Ejercicio 5.5. Demuestra que I : J* es un ideal para cualesquiera idea-
les I, ] en un anillo conmutativo R.

Ejercicio 5.6. Dado I ideal en un anillo conmutativo R,
1. Demuestra que /1 es un ideal radical.

2. Demuestra que I es radical si y solo si v/I = 1.

3. Demuestra que /1= V1.

Ejercicio 5.7. Demuestra que un ideal es propio si y solo si su radical
también es propio.

Ejercicio 5.8. Si /1= (f1,f;) con f™ € 1, demuestra que f™ ™21 ¢
I para cualquier f € /1.

Ejercicio 5.9. Si I es un ideal en un anillo Noetheriano R, demuestra
que existe m € N tal que f™ € I para cualquier f € v/I.

Ejercicio 5.10. Determina si los siguientes polinomios pertenecen a los
radicales indicados. En caso de respuesta afirmativa, encuentra la menor
potencia que mete al polinomio en el ideal.

xt+ye \/<x3,y3,xy(><+y)>?,

Xt +3xz e \/<x+z,x2y,x—zz>?

Ejercicio 5.11. Sea R un DFU. Dados f, g € R, se define (f, g) como el
mayor (respecto de la divisibilidad) divisor comtin de f y g. Demuestra
que existe (f, g). Demuestra que h = (f, g) si y solo si (h) es el menor
ideal principal que contiene a (f, g).
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Ejercicio 5.12. Sil = (fy,...,fs), demuestraque I™ C (fT, ..., f5).

Ejercicio 5.13. Sean I, ];,..., ], ideales en un anillo conmutativo R.

Demuestra que
L (S0 00 = Ny (1210

L (X J) ™ =Ny ().
Ejercicio 5.14. Demuestra que (", I;) : F=i", (I : F).

i=1

Ejercicio 5.15. Sea I unideal deFlx1y...,xnlyseag € Flx1,...,xn].
Seal=(I) + (1 —yg) C Flxq,...,%n,yl. Demuestra que

I:g®° =1NFx1,...,xnl.
Ejercicio 5.16. Sean

f=(x+y)*(x —y)(x +2%)

g=(x+2")(x—y)lz+y).

Calcula (f) : (g) considerando los polinomios con coeficientes en Q y
enZs.

Ejercicio 5.17. Sean I, ] ideales de un anillo conmutativo R. Si I es
radical, demuestra que I : Jesradical y I : ] =1: /] =1:]%.

Ejercicio 5.18. Sean V,W C F™ variedades afines. Demuestra que

I(V): I(W) = I(V\ W).
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Ejercicio 5.19. Demuestraque I : J° =1:JNsiysolosiI:JN =1:
IN—H )

Ejercicio 5.20. Demuestra que
1. [JCKsiysolosil CK:]J,
2. (I:]):K=1:(]JK),
para cualesquiera ideales I, J, K C R.
Ejercicio 5.21. Demuestra que todo ideal primo es radical.

Ejercicio 5.22. Sean fy,...,fn,q1,...,qn € Flty,...,t], W =
V(q1"'qn)y
¢ FT\W - F"

fi(as,...,ar) fn(ai,...,ar)
qi(ar,...,ar)’" " gqnlas,..;ar) ) °

(a1y...,ar) — (
Dado h € Flxq,...,Xn], demuestra que
(q1---qu)N(hod) € Fltr,...,t],
donde N es el grado total de h.

Ejercicio 5.23. Demuestra que
(X1 —Q1yeeeyXn —Qn) €Fxq,y.0 0, x0]
es un ideal maximal para cualesquiera aq,...,a, € F.

Ejercicio 5.24. Demuestraque I({(a1,...,an)}) = (x1—ar,...,xn—
Qn)-
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Ejercicio 5.25. Demuestra que si I es primario, v/I es primo, en cuyo
caso VI es el menor ideal primo que contiene a I.

Ejercicio 5.26. Demuestra que en un anillo Noetheriano, todo ideal
puede ser descrito como una interseccion finita de ideales irreducibles.

Ejercicio 5.27. Demuestra que si fg € Iel: g™ = 1: gV, se tiene
que I = (I+(gN)) N (I+(f)).

Ejercicio 5.28. Demuestra que si I, ] son ideales primarios tales que
V1= /7, entonces I N ] es primario.

Ejercicio 5.29. Si P C R es ideal primo, demuestra que f € P <
P:f=Ryf¢P &< P:f=P.

Ejercicio 5.30. Sea I C R un ideal primario con P = /I, y sea f € R.
Demuestra que

1. sif €I, entonces I: f =R,
2. sif & I, entonces I : f es P-primario,
3. sif¢ P,entonces [ : f =1.

Ejercicio 5.31. Si P es un ideal primo tal que P D ﬂ?;] I;, entonces
existe i tal que P D I;. Si P = (i, I;, demuestra que P = 1; para
algun 1.
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Capitulo 6
( Dimension

6.1
Dimension de Krull

Definicion 6.1. Sea V C F™ una variedad afin irreducible. Se define la
dimensién de V como la longitud de la mayor cadena

V=Vo2Vi2 2 Vn

de variedades irreducibles. La dimension de una variedad afin es la ma-
yor dimensién de las variedades irreducibles que aparecen en una des-
composicién como unién de variedades irreducibles. Es sencillo com-
probar que no depende de la descomposicion elegida.

Definicion 6.2. La dimensién de Krull de un anillo conmutativo R se
define como el supremo de las longitudes de cadenas de ideales primos
en R. Si I C R es un ideal, se define la dimension de I como la dimen-
si6n de Krull de R/I. Es inmediato que dicha dimensién coincide con la
mayor longitud de las cadenas de ideales primos que contienen a I.

Ejemplo 6.3. La siguiente cadena

(0) < <X1> - <X1>X2> C--C <X1>X2»'-'»Xn>
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de ideales primos (comprobar) en F[x1,...,x,] demuestra que la di-
mension de Krull del anillo de polinomios sobre un cuerpo es al menos
igual al nimero de variables.

Proposicion 6.4. Si F es algebraicamente cerrado, la dimension de una
variedad coincide con la dimension del ideal asociado.

Demostracion. Consecuencia directa de las biyecciones entre varieda-

des irreducibles e ideales primos. O

6.2

Dimension de un ideal en N™

Dado un subconjunto X C N™, definimos:
TX)={c C{1,...,n}|oNsupp(x) # 2 Ve X}.
Lema 6.5.
(1) T(X) =@ siysolosi(0,...,0) € X.
(2) Sioy € T(X)y o1 C o3 entonces 0 € T(X).
(3) SioeT(X1)yXy C Xy entonces o € T(X3).

Demostracion. Si (0,...,0) ¢ X entonces {1,...,n} € T(X), de lo
que se deduce (1). Las demds son inmediatas. O

Proposicion 6.6. Sea E C N™ un ideal y sea {«',. .., &} un conjunto
de generadores de E. Entonces
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Demostracion. Dado que {oc1 yo.., 0%} C E, por el Lema 6.5 tenemos
lainclusién T(E) € T(«',...,«®). Sea portanto o € T(a',..., &%)y
supongamos que « € T(E). Existeni € {1,...,s}y € N™ tales que
o = ' + B. Es claro que supp (o) C supp(a) y como o Nsupp(oct) #
@ tenemos que o N supp(a) # @. Como « es un elemento cualquiera
tenemos que o € T(E). O

Como consecuencia, si E = {oﬂ,. . .,ocs} + N™,
T(E)={cC{l,...,n}|onsupp(a’) 2 Vie{l,...,s}}.

Definicion 6.7. Sea E C N™ un ideal. Definimos la dimension de E
como

n sitk =g,
dim(E) =<0 siE =N™,
n—min{#0; 0 € T(E)} en otro caso.

Definicion 6.8. Dado un ideal E C N™, se define la funcién de Hilbert
de E como la aplicacién

HFEZN—>N
s—y#{oaue N'\E; | < s}

Vamos a conectar funcion de Hilbert de un ideal E C N™ con su dimen-
sion. Seam € Ny o« € N™. Definimos

top, (x) ={ie{l,...,n} oy >m}
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es decir, los indices donde o supera a m. Definimos también la aplica-
cién

shy, : N* — N™
Bi=m 1ietop,(a),

%+ B con {Bi =i 1¢top, (o).

La aplicacién anterior representa un “afeitado” de « al nivel m. Es claro
que shpy, (shm (o)) = shy (o) y que top,, (shim () = top,,, (o). Defi-
nimos la siguiente relacién de equivalencia sobre N™:

d~m B & shp(x) =shn(B).

Lema 6.9. Seanm € NyF C N™ tales que para todo « € F, shy, () €
F. Sea ademds

R ={B €F|shm(B)=p}={B €F[B:i<m,1<i<n}.

Entonces,

(1) F= L"cheRm ([odm N F), donde ¥ denota la union disjunta y (o] m
es la clase de equivalencia de o respecto a ~,.

(2) Si « € Ry entonces [l NF ={ax+p € F| B = 0O,Vi ¢
top,, (o) ).

Demostracion. La primera parte es consecuencia de que una relacion de
equivalencia proporciona una particién, y la segunda un sencillo calculo
consecuencia de la definicién de shy, y ~. O
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Lema 6.10. Sea E ={«',..., '} + N, llamemos m = max{e) | 1 <
j <t,1 <i<n}yseas>nm. Entonces

dim(E) = max {#top,, () ; o« € N*\ E,|ot| < s}.
Demostracion. Llamemos F = N"\ Ey d = dim(E). Supongamos que
existe un elemento & € F tal que || < sy #top,, () > d. Podemos
descomponer o = 3 + y donde

B — oy siietop,,(x) o siie top,, (o)
o sii¢ top,,(x) Yi= o sii¢ top,, (o)

Dado que o« ¢ E tenemos que 3,y ¢ E. Ademds, tal y como se ha
construido (3 tenemos que supp(f3) = top,,(x). Sea o = {1,...,n}\
top,, (). Si 0 € T(E) entonces tenemos que dim(E) > n — [o] =
|top,,, ()] > dim(E), luego o ¢ T(E). Existe un indice k tal que o N
supp(«®) = @, es decir, supp(a®) C top,, («) = supp(pB). Para todo
ie supp(ock), tenemos que 3; > Mm > oc}f, de donde tenemos que
3 € E, lo que es imposible. Hemos demostrado que

méx{#top,, () ; &« € N*\ E,|a| < s} < dim(E).

Veamos la otra desigualdad. Existe un o € T(E) tal que #0 = n — d.
Consideremos el elemento o € N™ definido por

m siié o,
Xy = ..
0 sii€o.
Es evidente que || < sy que supp(«) = top,,(«) = {1,...,n}\ o.

Como o € T(E), paratodo k € {1,...,t}, o Nsupp(aX) # @, es decir,
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para todo k existe un iy, € supp(¥) tal que iy ¢ supp(c). Esto implica
que « ¢ E. Como #top,, («) = d tenemos que

max {#top,, (x) ; « € NP\ E, ] < s} > dim(E),
lo que completa la demostracion. O

Teorema 6.11. Sea E ={«',..., '} + N", ym = mix{o) | 1 <j <
t,1 < i < n}. Entonces existe un tinico polinomio h(x) € Q[x] ral que
HFe (s) = h(s) para todo s > nm. Ademds deg(h) = dim(E).

Demostracion. El polinomio que deseamos exista debe satisfacer que
h(s) =#{x e N"\ E; |«f <s}

para todo s > nm, luego en caso de existir debe ser unico. Para de-
mostrar su existencia vamos a contar los elementos de los conjuntos
Fs ={x € N*"\ E; || < s}. Sea pues s > nm. El que « € F implica
que sh;, () € Fs. Usando el Lema 6.9, tenemos que

#Fo= Y  #([adm NF). (6.1)

x€ERm

Observemos que para todo & € R, || < nm < s. Nuevamente por el
Lema 6.9 tenemos

[odm N Fs = {0(+ B S Fs | Bi = O)V1 ¢ tOPm(CX)}

six € Ry Sea Ay ={x+B; Bl <s—laf,Bi =0Vi ¢ top,, ()},
donde o € Ry,. Es sencillo comprobar que [&];,, N Fs € A,. Por
otra parte, si o+ B < s, 3 = 0sii ¢ top,,(x) y x+p € E,
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entonces existe un generador «* tal que o; 4+ Bi > o para cualquier
i=1,...,m.Sii¢ top,,(«) entonces o; = &; + i, luego o; > ak;
por otra parte, si i € top,, (o) entonces oy = m > oc]-f, es decir, si
&+ [3 € Eentonces « € E, lo que es imposible. Con esto se demuestra
que Ay, NE =2y A, =[am NFs. Un sencillo cdlculo combinatorio

establece que
AL — s — |ot + #top,,, (o) ,
#top,, («)
por lo que podemos dar una mejor descripcién de (6.1) cuando s > nm,
OLERm topm ( O(‘)

El polinomio buscado es por tanto

h(s) = Z (s—ocl%—#topm(oc)). 62)

Si k € Nentonces () = W, de donde cada sumando de

(6.2) tiene grado #top,,, (o) y coeficiente lider positivo. Vemos con esto
que

deg(h) = max {#top,, (x) ; « € Ry} = max{#top,, () ; & € Fs}.

El lema 6.10 garantiza que deg(h) = dim(E), lo que termina la demos-
tracion del teorema. O
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6.3

Funcion de Hilbert de un ideal

Recordemos que el grado total de un polinomio en R = F(x1,...,%xn]
es el mayor de los grados de sus monomios, donde el grado de un mo-
nomio X% es || = oy + -+ + . Para cualquier natural s € N,
denotamos

Rs =Fx1,...,xn] = (X% |af < 8)pp

el subespacio vectorial formado por todos aquellos polinomios cuyo
grado total es menor o igual que s.
Sea I C F[xq,...,Xn] unideal. Denotamos

I, =R N1,

es decir, los polinomios en I cuyo grado total estd acotado por s. Ob-
servemos que R e I tienen dimension finita, y por tanto el espacio
vectorial cociente Ry /I también.

Definicion 6.12. Se define la funcién de Hilbert de I como
HFR/I :N— N

s — dimp (Rs /1) -

Teorema 6.13. Sea I un ideal no nulo de R = Flxq,...,xn] y fijemos
< un orden graduado. Entonces HFg ;1 = HF (7).

Demostracion. Basta ver que {X* + I ; o ¢ exp(I), | < s} es una
base de Rs/Is como espacio vectorial sobre F. Sea G giye--y 0t}
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una base de Grobner para . Dado f € Rg, por el algoritmo de la division
(Teorema 3.4) tenemos que

f=qig1+ -+ qege+7

donde @ = supp(r) N U _;exp(gi) + N™ y exp(r),exp(qigi) <
exp(f) para 1 < i § t. Por una parte, como el orden es graduado y
f € Rs, tenemos que 1,q1g1,...,qtgt € Rg, de donde deducimos
que 191 + --- + qitgt € Is y por tanto f — r € I;. Por otra parte
Ui_, exp(gi) + N™ = exp(I) por ser G una base de Grébner, por lo
que supp(r) € N™ \ exp(I), lo que junto al hecho de que r € Ry impli-
ca que {X* 4+ Is; a ¢ exp(I), || < s} es un conjunto de generadores
para Rs/I;. Finalmente la independencia lineal es consecuencia directa
del Lema 3.11. O

6.4

Dependencia entera

Definicion 6.14. Sean R C S anillos conmutativos y sea I C R un ideal.
Un elemento \ € S se dice entero sobre I si existe un polinomio

fx) =x"+ax™ T+ 4 ap1x+ an

tal que ai,...,a, € I'y f(1p) = 0. La extensién R C S se dice entera
si todo elemento de S es entero sobre R.

Decimos que S es finitamente generado sobre R si existen {1, ..., €
S tales que, para cualquier P € S, = 1Py + - - - + 15 para ciertos
T1,...,Ts €R.
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Proposicion 6.15. Dado \ € S, las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(a) \ es entero sobre 1.
(b) R[] es finitamente generado sobre R y P € /(I)gy)-

(c) Existe un subanillo S C S tal que R[Y] C S’, S’ es finitamente
generado sobre R, y P € /(I)s.

Demostracion. Supongamos que 1 es entero sobre R y sea f el poli-
nomio dado en la Definicién 6.14. Como su coeficiente lider es 1, todo
elemento g € R[x] puede escribirse como g = ¢f + 1 con deg(r) <
deg(f). Como g(\) = r(1), tenemos que R[] estd generado por el
conjunto {1,,..., """} Por otra parte, p™ € (I)rpyy> por lo que
P € \/(I)ryp)- Esto demuestra que (a) implica (b).

La implicacién de (b) a (c) es trivial tomando S’ = R[{]. Suponga-
mos por tanto que se da (c), sean P1,...,Us los generadores de S’ y
supongamos que P' € (I)s.. Tenemos que paracada1 <1i <'s,

Php; = Z Tk
k=1

para algunos T € 1. En consecuencia

S

D (W' — )i =0

k=1

para ik € L. Denotemos

M = [P'8ix — Tix] 1<i,k<s
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y tenemos

M (P1,y...,5)" =0.

Multiplicando a la izquierda por (M*) T, 1a adjunta traspuesta, tenemos
que

det(M)Li (¥, ..., )" =0,

es decir,
dettM)P =0,1 <k <s.

Como 1 € S’, existen aj,...,as € R tales que Zi:] ardr = 1.
Como consecuencia
det(M) =0

Sea

f(X) =det [x™di — Tik]]gi,kgs .
Es una operacién directa comprobar que f es un polinomio de los re-
queridos en la Definicién 6.14, y que f(1) = 0. O

Las demostraciones de los siguientes corolarios se dejan como ejercicio.

Corolario 6.16. Si S es finitamente generado sobre R, entonces S es
entero sobre R. Ademds, I € S es entero sobre I C R siy solo si

P e \/<I>s.

Corolario 6.17. Si Vq,...,, € S son elementos enteros sobre ],
entonces R[\1,...,n] es finitamente generado sobre Ry, para cada

T<i<n i € /(DRruw,,..opnl

Corolario 6.18. Si S es entero sobre R y T entero sobre S, entonces T
es entero sobre R.
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Corolario 6.19. El conjunto R de todos los elementos de S que son
enteros sobre R es un subanillo de S que recibe el nombre de clausura
entera. Ademds +/(I)g es el conjunto de todos los elementos de S que
son enteros sobre 1.

6.5
Normalizacion de Noether

Sea A = FIlx1,...,xn]/L. Los elementos 1 + I,...,f, +1 € A se
dicen algebraicamente dependientes si existe g € Flyy,...,y,] tal que
g(f1 +1I,...,fr + 1) = 0. En caso contrario se dicen algebraicamente
independientes.

Lema 6.20. Sea f € F[xq,...,xn] un polinomio no constante.

(a) Existe un cambio de variable x; = yi +xjji paral <i<n—1
tal que

f=ax +p1xp 4+ P 1Xn + P
cona € F\{0}, yp1y.-espm EFlY1, .-y Yn_1l.

(b) SiF es infinito, el mismo resultado puede obtenerse con un cambio
de variable de la forma x; = yYi + aixn con a; € F para cada
1<i<n-—1.

Demostracion. Sea f = ) cox7"' ---x%". Realizando el cambio de
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variable tenemos
va
f= E CaX(' X

:an(y.l +X]T~1]) 1 (yn .I+XTn 1)0(11 1X0(n

:E megom—b—m—b—rn,] cxn,1+cxn+§ CoJ\oc
[ o3

donde deg, Ax) <T1X71 4+ +Tn_1&n—1+ xn.Seak—1 el mayor
exponente al que aparece elevada cualquier variable en f. Para cualquier
o« € supp(f), los elementos k™ 'ty + - - + ko1 + o, son distin-
tos, por lo que la asignacién t; = k™! nos da el cambio de variable
requerido.

Supongamos ahora que F es infinito y sea f = fo + 1 + -+ + 1y
la descomposicién en componentes homogéneas respecto al grado total
(deg(f;) = isi fy # 0). Por tanto,

§ C(XX . :]"n 11Xocn

\ocl m
D calyr +axn)® - [Yno1 + @noaxa) X
\oclo;m

=fm(ar,...,an_1, Dxp" + Z Colu

X
o|=m
donde deg, (A«) < m. Por tanto también tenemos

f=fim(ar,...,an 1, Nx™ +£'.
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donde deg, (f') < m. Como F es infinito, existen aj,...,an_1 € F
tales que f(ay,...,an_1,1) # 0, lo que demuestra el lema. O

Lema 6.21. Sea A = Flxq1,...,xn] yseal = (f) C A con f no
constante. Existen yi,...,Yn € A tales que

(a) Yiy...,Yn Son algebraicamente independientes sobre I,
(b) A es finitamente generado sobre Flyi,...,Ynl,

(¢) INFly1,-.-,Ynl = (Yn)-

Demostracion. Seayn, =feyr,...,Yyn—1 los elementos obtenidos en
el Lema 6.20. Tenemos que A = F[y1,...,ynllxnl, y dado que

O=f—yn=axl+p1 x4 4+ pm —Yn,

Xn es entero sobre F[yy,...,yn]. En particular A es finitamente ge-
nerado sobre F[yj,...,yn], y por la Proposicién 6.15, A es entero
sobre Fly1,...,ynl. Los elementos yi,...,Yn son algebraicamente
independientes puesto que en caso contrario F(yi,...,Yn), y con él
F(x1,...,xn) tendria grado de trascendencia menor que n. Veamos
que INF[y1,...,ynl = (yn). Paracelloseag € INFly1,...,ynl. Por
una parte
g =hf =hyn

con h € A. Como A es entero sobre F[y1,...,Ynl, tenemos que
h4+ah® '+ +a,=0,s>0,a; € Flyr,...,uynl,
de donde deducimos que

S+ (111_4711‘5_1 +- - Fagyy =0,
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lo que implica que yn, | f. O
Lema 6.22. Sea A = F[xq,...,xn] y seal C A un ideal. Existe un
niimero natural § < ny elementos yi,...,Yn € A tales que
(a) Yi,...,Yn son algebraicamente independientes sobre F,

(b) A es finitamente generado sobre Flyi,...,Ynl,

(¢c) INFlyr,---,Ynl = (Ys+1y---,Yn)-
Si I # 0 entonces 6 < n.

Demostracion. Si 1 = {0} no hay nada que demostrar, asi que su-
pongamos que I tiene un polinomio no constante f. Si n = 1, tene-
mos el resultado por el Lema 6.21 ya que I es principal. Suponga-
mos por tanto n > 1y sea Flyi,...,yn] construido como en el Le-
ma 6.21. Para aplicar el principio induccién supongamos que el teo-
rema se cumple para el ideal I N F[yy,...,yn—1]. Existen elementos
t1y...ytno1 € Flyg,...,yn_1] algebraicamente independientes ta-
les que Fly1,...,yn—1] es finitamente generado sobre Flty,...,th_1]
e INFlyr,y...,Yyn-1] = (ts41y...,tn_1) para algin § < n. Co-
mo consecuencia F[yi,...,Yn—1,Yn] es finitamente generado sobre
Flti,...,tn_1,Ynl, lo que implica que A es finitamente generado so-
bre Flty,...,tnh_1,Yn]. Portanto ty,...,tn_1,Yyn sonalgebraicamen-
te independientes sobre I utilizando de nuevo el grado de trascendencia
como en la demostracién del Lema 6.21.

Cualquier g € INTF[ty,...,th_1,Yn] puede escribirse como

g=g"+hyn
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con
g* € IﬂF[yh...,ynf]] = <t5+],...,tn7]>

heFty,...,th—1,Ynl.

Por lo tanto

INFlt1y..eytno1yynl = (ts+1y- -y tho1,Yn),
lo que demuestra el Lema. O

Teorema 6.23 (Normalizacién de Noether). Sea A = Fx1,...,xn]/]
yseal C A un ideal. Existen niimeros naturales 8 < d y elementos
Y1,...,Ya € A tales que

(a) Yiy...,Yq son algebraicamente independientes sobre I,

(b) A es finitamente generado sobre Flyy,...,yadl,

(c) INFly1,...,yal = (Ys+1y--+,Ya)-

Demostracién. Por el Lema 6.22, existen y1,...,Yn € Flx1,...,%n]
tales que

JNFY1,-- o, Ynl = (Ya+1,---Yn)-
La imagen de F[y1,...,Yn] en A es isomorfa a Flyj,...,yal y A es

finitamente generada sobre dicha imagen. Aplicamos de nuevo el Lema
622al =1NnFlyi,...,yal Existen ty,...,tq € Fly1,...,yd]

tales que F[y1,...,yql es finitamente generada sobre F[ty,...,tq] y
U'NFty,...,tal = (ts41,...,ta). Como A es finitamente generada
sobre F[tq,...,tql, estos elementos demuestran el teorema. O
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6.6

Dependencia entera y funcién de Hilbert

Teorema 6.24. Sea < un orden graduado en R = Fx1,...,xn] y sea
I C R un ideal. Entonces dim(exp(I)) coincide con el mdximo niimero
de elementos de R/1 algebraicamente independientes.

Demostracion. Sea d = dim(exp(I)) y sea r el mayor nimero de ele-
mentos algebraicamente independientes en R/1. Sea 0 € T(exp(I)) tal

que d = n—#oysea{xi,,...,Xi,} ={xi; i ¢ o}. Vamos a comprobar
que {xi, +I,...,xi, + I} es un conjunto de elementos algebraicamen-
te independiente. Para ello sea f € F[xi,,...,%;,] N 1. Como f € I, si

f = 0 tenemos que exp(f) € exp(I), pero supp(exp(f)) N o = &, una
contradiccion. Necesariamente f = 0. Como ningtn polinomio satisfa-
ce

flxi, +1,...,xi, +1) =0,
tenemos que xi, + I,...,x;, + I son algebraicamente independientes
y como consecuencia d < T.
Para ver la desigualdad contraria, supongamos que f; + I,...,f; +
I € F[X]/1 son algebraicamente independientes. Sea N el mayor de los
grados totales de los elementos f1,...,f;. Si g € Flyi,...,y,] tiene
grado total < s, tenemos que g(fq,...,f;) € Flx1,...,xn] = R tiene
grado total < Ns, esto implica que la aplicacién

fx:]F[U]»---ayr]s — Rns/INs
9(91»---»%) — 9(f1)-~->fr)+INs

estd bien definida y es F-lineal. Supongamos que «(g) = 0. Entonces

Ozg(ﬁ,...,fr)—I-INS:g(f]—I-I,...,f-r—l-l),
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lo que contradice que {f; +1, ..., f; + I} son algebraicamente indepen-
dientes. Por consiguiente

dimF[ys,...,y:]s <HFg,1(Ns).

Como dimF[yy,...,yJs = ("F®) = ("7*). que es un polinomio de

grado r en s, tenemos que para s suficientemente grande, HFg /1 (Ns) es
un polinomio acotado por otro de grado menor o igual que 1. Por tanto
el grado de HFg ,1(Ns), y en consecuencia el de HFg /1(s), es mayor o
igual que 1, lo que implica que dim(exp(I)) =d > . O

6.7

Teoremas de Cohen y Seidenberg

Lema 6.25. Sea R C S una extension entera, | C Sunideale 1 =JNR.
Entonces

1. S/] es una extension entera de R/

2. Si ] contiene un elemento que no es divisor de cero, entonces
I #(0).

Demostracion. Si observamos que R/I estd canénicamente dentro de
S/], la dependencia entera de S/] sobre R/1 se sigue directamente de la
Definicion 6.14.

Sea € ] no divisor de cero y sea

Y™ 4y =0
Si 1, = 0, como 1 no es divisor de cero tenemos que

P AT p™ b =0,
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por lo que no perdemos generalidad si suponemos que T, # 0. En
consecuencia0 # 1, € JNR =1 O

Lema 6.26 (Krull). Sea I C R un ideal y sea C C R un subconjunto
multiplicativamente cerrado tan que 1 N C = &. El conjunto

Z={]CR;Jesidea,1 C],J]NC =g}
tiene un elemento maximal. Dicho elemento maximal es primo.

Demostracion. Sea {Ja}aea C Z una cadena respecto de la inclusion.
Sea ] = Jxca Ja- Es inmediato comprobar que I C Jy que JNC = &,
por lo que ] € Z. Podemos aplicar el Lema de Zorn y concluir que Z
tiene un elemento maximal. Sea P uno de dichos elementos maximales.
Sean aj,a; ¢ Py supongamos que aja; € P. Como a; ¢ P, por la
maximalidad de P tenemos que ({a;) + P) N C # &. Existen 71,12 €
Ry p1,p2 € P tales que r1ay + p1,7m2a2 + p2 € C. Como C es
multiplicativamente cerrado, tenemos que

(riar +p1)(r2az +p2) € C.
Por otra parte
(rrar +p1)(r2a2+p2) =mim2araz +riarp2 +r202p1 +pi1p2 € Py

por lo que PN C = & lo que contradice que P € Z. Por tanto aja, ¢ P
y P es primo. O

Observemos que P C R es primo si y solo si R\ P es multiplicativa-
mente cerrado. También es inmediato comprobar que si R C S es una
extension de anillos y Q C S es un ideal primo, entonces Q MR también
es primo.
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Proposicion 6.27. Sea R C S una extension entera. Entonces:

1. Dado un ideal primo P C R, existe otro ideal primo Q C S tal
queP=0QnNS.

2. 8SiQq1 C Q2 C Ssonideales primos tales que Q1 "R = Q2NR,
entonces Q1 = Q2.

Demostracion. Sea P C R primo y sea C = R\ P. Por el Corolario
6.19, cualquier \p € (P)s satisface una ecuacién del tipo

YUt =0, n>0,1€P.

Sip € (P)sNC, tenemos que en particular p™ € R, porlo que p™ € P.
Al ser P primo tenemos que P € P, lo que contradice que P € C. Por
tanto (P)s N C = &. Por el Lema 6.26 existe un primo Q C S tal que
(P)s € Qy QN C = . Esta dltima identidad implica que Q N R = P.
Supongamos ahora que Q1 "R = Q2 N R = Pcon Q1,Q2 C S
primos. Por el Lema 6.25 S/Q1 es entero sobre R/P. Observemos que

Q2/Q7 esunideal primode S/Q7 yaque S/Q2 = (S/Q1)/(Q2/Q1),
y ademds Q2/Q1 NR/P = (0). De nuevo por el Lema 6.25 concluimos

que Q2/Q7 = (0), es decir, Q2 = Q7. O

Corolario 6.28. Sea R C S una extension entera. Si Qo C Q1 €
-+ C Qn es una cadena de ideales primos en S y Py = Qi N R para
0 <i<n, entoncesPo TPy C--- C Py

Corolario 6.29. Sea R C S una extension entera 'y sea Py C P; C
-+ C Py, una cadena de ideales primos en R. Para cualquier Qo C S
primo tal que Py = Qo N R, existe una cadena Qo C Q1 € -+ C Qn

de ideales primos en S tal que Py = Qi NR 0 <i<n
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Demostracion. Por induccién, si hemos construido Qo € --- € Qg
por la Proposicién 6.27 aplicada al ideal primo P;;/P; en R/P; C

S/Qj;, existe un ideal primo Qi11/Q; en S/Q; tal que Qi4+1/Qi N
R/P; = Piy1/Pi, lo que implica que Qi+1 N R = Pi41. O

Corolario 6.30. Si R C S una extension entera, dim(R) = dim(S).

6.8

Dimension de Krull e independencia algebraica

Definicion 6.31. Dada A = Flx1,...,xn]/], sedice que Fly1,...,yal C
A es una normalizacién de Noether si y1,...,Yq son algebraicamente
independientes sobre F y A es finitamente generado sobre Fly1,...,yal.

Teorema 6.32. SiFly1,...,yal C A esuna normalizacion de Noether
con A =F[x1,...,xnl/], entonces dim(A) = d.

Demostracion. Por la Proposicion 6.15 y el Corolario 6.30 tenemos que
dim(A) = dim(F[yq,...,yal) > d, donde la dltima desigualdad es
consecuencia de uno de los ejercicios. Veamos, por induccién en d, que
toda cadena de ideales primos
PoCP1 G- CPn

enFlyy,...,yq] satisface m < d. Si d = 0 no hay nada que demostrar.
Supongamos que d > 0y que m > 0. Por el Lemma 6.22 existe una
normalizacién de Noether F[tq,...,tq] C Flyj,...,yaql tal que P1 N
Flty,...,tal = (ts41,.-.,ta). Como Py # 0, tenemos que & < d.
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Por tanto F[tq,...,ts] C Flyi,...,yal/P7 es una normalizacién de
Noether. Por hipétesis de induccién, la cadena

0=P1/P1 CP2/P1 C--- CPr/Pq

debe satisfacer que m — 1 < §, porloquem < &6+ 1 < d, lo que
termina la demostracion. O
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Ejercicios sobre Dimension
Ejercicio 6.1. Encuentra dim(E) para

{(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} + N3

{(1,2,0,1),(3,0,1,0),(1,1,1,1),(5,0,6,0)} + N*

{(2,1,1,0,1,1),(0,0,1,3,3,0),
(1,0,0,1,7,1),(1,0,1,3,3,2)} + N°

E
E
E

Ejercicio 6.2. Demuestra que
#laeN"; |of < s} = (“:s).

Como ayuda sugiero calcular previamente #{x € N™ ; |x| = s}.
Ejercicio 6.3. Seat = {«,..., at}+N" yseal = <x“‘ - X“t> c
F[X]. Sea 0 € T(E). ;Qué relacién existe entre V({x; ; i € o)) y V(I)?

Ejercicio 6.4. Sea E = E + N™. Demuestra que dim(E) = 0 si y solo
si paracada 1 <1i < mn,existe un ; € N tal que (0,...,1;,...,0) € E.

Ejercicio 6.5. SeaE = {«',..., a4+ N"yseal = <X"‘1 . ,X"‘t> -
F[X]. Sidim(E) =0, ;cémo es V(I)?

Ejercicio 6.6. Demuestra que si E = {«',...,a'} + N® con t < n,
entonces dim(E) > n —t.

128



6. Dimension 129

Ejercicio 6.7. SeaE = {«',..., a'}4+N"yseal = <X"C1 ey X°‘t> -
F[X]. Calcula /1.
Ejercicio 6.8. Demuestra que el polinomio

X x(x—=1)---(x—d+1)
p(X)z( )z a

toma un valor entero para cada entero.

Ejercicio 6.9. Sea I = (x°

bases para I3 e 14.

—xyz,y* — xyz?,xy — z%). Encuentra

Ejercicio 6.10. Calcula el polinomio de Hilbert de los siguientes idea-
les

(x*y,xy?) C Flx,y]
(x*y? +3x*y? +y* +1) CFlx,y]
(x*yz°,xy*z?) C Flx,y, 2]
(x* —yz*,y* —x*yz) C Flx,y, 2]
Calcula también en cada caso el menor s a partir del cual la funcién de

Hilbert coincide con el polinomio de Hilbert.

Ejercicio 6.11. Demuestra que si S es finitamente generado sobre R,
entonces S es entero sobre R. Demuestra que 0 € S es entero sobre
I CRsiysolosiy € /(I)s.

Ejercicio 6.12. Si {4,...,{, € S son elementos enteros sobre I,
entonces R[\1,...,1Pn] es finitamente generado sobre R y, para cada

] S “L S n, 1")1 S <I>R[1|r’1y---vlbn}'
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Ejercicio 6.13. Si S es entero sobre Ry T entero sobre S, entonces T
es entero sobre R.

Ejercicio 6.14. El conjunto R de todos los elementos de S que son
enteros sobre R es un subanillo de S que recibe el nombre de clausura
entera. Ademds /(I) es el conjunto de todos los elementos de S que
son enteros sobre I.
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