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Opcién A

1
Ejercicio 1 [2'56 puntos] Dada la funcién f : R — R definida por f(z) = 6 — 63:2, calcula
las dimensiones del rectangulo de area maxima, de lados paralelos a los ejes, inscrito en el
recinto comprendido entre la grafica de f y la recta y = 0.

SoLucion : La funcién f es una parabola convexa cuyo vértice posee abscisa en x, = 5—; = 0.

Esta parabola corta al eje de abscisas en los puntos:

1

flz)=0 <« 6—6302:0 s —1P=6 o 22=36 < =416

| =

Con estos datos, podemos representarla:
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Tomemos cualquier z € [0,6] y consideremos el rectdngulo inscrito entre la gréfica de f y la
recta y = 0 (el eje de abscisas) de manera que uno de sus vértices sea el punto (z,0). Su base es
la del segmento [—z, x], de anchura 2z, y su altura es f (z). Por tanto, su drea, dependiendo de
x € [0,6], es:

A(z) = (2z) (6 — égﬂ) =12z — %x?’.

/ oX | X I\>

Claramente A(0) = A(6) = 0. Debemos buscar el méximo absoluto de la funcién A : [0, 6] — R.

Para ello, calculamos sus puntos criticos. Dado que A’(x) = 12 — 2%, deducimos que:
A)=0 & 12-22=0 & 22=12 & z=V12=2V3

(obsérvese que la solucién z = —+/12 de la ecuacién 22 = 12 no est4 en el dominio de la funcién

A). Para comprobar si este punto es un méaximo, completamos la siguiente tabla:

A’ + miax —

0 o A1) =11>0, A(5)=-13<0.

Como A es creciente en [O, 2V/3 [ y decreciente en ] 0,23 ] , deducimos que A posee un maximo
absoluto en z = 2v/3. Como:

f(2\/§>:6—é(\/ﬁ>2:6—%2:6—2:4,

concluimos que el rectdngulo de mayor area en las condiciones propuestas:

posee base 4/3 y altura 4.

Ejercicio 2 [2’5 puntos] Determina la funcién f : (0,+00) — R sabiendo que es derivable,

que su funcién derivada cumple
In (x)
’ _

(In denota la funcién logaritmo neperiano) y que la grafica de f pasa por el punto (1,0).
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SoLucion : Es importante comenzar observando que el dominio de la funcién f es el intervalo
(0, +00) por lo que ahi es donde buscaremos su expresién general. Integramos la funcién f’ por

partes de la siguiente forma:

| ) u=Inz = du:di

T

f(l‘):/ Ii/% dx = 1 21/2
dv:ﬁdx:w_lﬂda: = v:m:%/i

1 1
:2\/51nz—/2\/§dx:2\/§1n$—2/d$:
x \/5

=2yxlnx —2-2yz+C =2yz (-2 +1Inz) + C.

Como la grafica de f pasa por el punto (1,0), despejamos el valor de la constante C' sabiendo
que:
0=f(1)=2V1(-2+Inl)+C=2(-2)+C=—-4+C,

de donde C' = 4. Asi, la funcién f viene dada por la siguiente expresién general:

f(x)=2y/x(-2+1Inz)+4 paracada z € (0,+00).

Ejercicio 3 Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

r+y+2z = 0
(m+2)z+y—2 = m
3x+(m+2)y+z = m

(a) [1'5 puntos] Discute el sistema segun los valores de m.

(b) [1 punto] Resuelve el sistema, si es posible, para m = 0.

Sorucion : Apartado (a). Calculamos el determinante de la matriz A del sistema, obteniendo:

1 1 2
det(A)=|m+2 1 -1 :[1+(—3)+2(m+2)2 — 6+ (m+2)— (m+2)]
3 m+2 1

=[-2+2m*+8m+8] —6=2m>+8m=2m(m+4).

Andalucia — Curso 2018/19 3 Antonio Roldan



Matematicas Il Selectividad — Septiembre de 2019

Este determinante sélo se anula cuando m = 0 o m = —4. Por tanto, si m € R\{—4,0}, la
matriz A posee rango 3 (es inversible) y el sistema es compatible determinado. Estudiamos ahora

los casos m = 0 y m = —4 utilizando el método de reducciéon de Gauss-Jordan.
Si m = 0, la matriz ampliada ( A'| B) es:
11 2 0oy 1 1 2 01120
-1 0] 0 -1 =50 0150
1 00 -1 =5 0y 00 0O

Como los rangos de la matriz del sistema A y de la matriz ampliada ( A®| B) son iguales a 2, y

hay tres incdgnitas, el sistema es compatible indeterminado (uniparamétrico).

Sim = —4,
1 1 2 0 1 1 2 0 11 2 0 11 2 0
-2 1 -1 -4 0 3 3 —4 0 3 3 —4 01 1 —-12
3 -2 1 -4 0 -5 -5 —4 01 1 -12 0 0 0 8

Como la matriz del sistema A posee rango 2 y la matriz ampliada ( A' | B') posee rango 3, el
teorema de Rouché-Frobenius nos garantiza que el sistema es incompatible. Por consiguiente,

hemos llegado a la siguiente clasificacién.

e Sim € R\{—4,0}, el sistema es compatible determinado.
e Sim = —4, el sistema es incompatible.

e Sim =0, el sistema es compatible indeterminado.

Apartado (b). Cuando m = 0 hemos demostrado que el sistema es equivalente al sistema
homogéneo:
r+y+2z = 0,
{ y+5z = 0.

Si llamamos A = z entonces y = —5z = —bA y © = —y — 2z = 5\ — 2A = 3. Por consiguiente,

las infinitas soluciones del sistema viene dadas por:

x =3\, y=—-b\, z=A paracada X € R.
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Ejercicio 4 Se consideran los vectores i = (1,2,3), ¥ = (1,-2,—1) y @ = (2, a, ), donde «

y B son nimeros reales.

(a) [0°75 puntos] Determina los valores de o y 5 para los que W es ortogonal a los vectores

Uy v.

(b) [0'75 puntos] Determina los valores de « y 3 para los que @ y ¥ tienen la misma

direccion.

(c) [1 punto] Para oo = 8, determina el valor de § para el que % es combinacién lineal de

y 7.

Sorucion : Apartado (a). Un vector es perpendicular a otro cuando su producto escalar se

anula. Por consiguiente, establecemos las ecuaciones:

tld & d-d=0 < (1,2,3)-(2,0,8)=0 < 2+4+2a+358=0;
Fld o T-d=0 < (1,-2,-1)-(2,0,8)=0 < 2-2a—8=0.
Resolviendo el sistema:
{2a+35:—2,
20+ =2
llegamos a la solucion a =2y g = —2.

Apartado (b). Para que los vectores W y ¥ tengan la misma direccién, sus coordenadas

deben ser proporcionales. Por tanto:

de donde a = -4y = —2.

Apartado (c). Suponiendo que o = 8, el vector & es combinacién lineal de los vectores @

y U si existen dos numeros a,b € R tales que W = aiu + bv. Por tanto:
a(1,2,3) +0b(1,-2,-1) = (2,8, 9).

Llegamos entonces al sistema:

a+b=2,
2a — 2b = 8,
3a—b=g0.

De las dos primeras ecuaciones
a+b=2,
2a — 2b =8,
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se deduce que a = 3 y b = —1, y entonces de la tercera igualdad deducimos que 8 = 3a — b =
9+41=10.

(@a=2yp=-2 (b)a=-4yp=-2 (c)B=10

Opcién B
Ejercicio 1 [2'5 puntos] Se sabe que la funcién f: R — R, dada por

sen(z) +ax +b si x <0

fla)= In(z+1)

T

si x>0

(In denota la funcién logaritmo neperiano) es derivable. Calcula a y b.

SoLucion : Para que la funcién f sea continua en xz = 0, los limites laterales de f en x = 0 deben

coincidir. Por un lado,

f(07)= lim f(z)= lim [senz+az+0b]=0,

x—0~ x—0~

0
Por el otro lado, la funcién presenta una indeterminacién de tipo 0’ que resolvemos utilizando
la regla de L’Hopital:

1
In(z+1) 0]vm x+1
07) = lim f(z)= lim —— = | Indet. — | = lim = 1.
/ ( ) z—07t / ( ) z—07t T |: 0 :| z—07F 1
Asi f es continua en x = 0 cuando b = 1. En tal caso, la funcién primera derivada de f viene
dada por:
cosx + a, si z <0,
/ J—
F )= (e +1)
i 3 , si x> 0.
x

Como f es derivable en z = 0, esta funcién debe poseer limites laterales en x = 0 y estos deben

ser iguales. Por un lado,
f(07) = lim f'(z)=1+a.

z—0~
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. . .0
Por el otro lado, nuevamente nos encontramos ante una indeterminacién de tipo 0’ que volvemos

a resolver mediante la regla de L’Hopital:

1 (nF ; / , $+1—1H(JL’—|—1) 0
f(07) = 115& f(x) = zg& 2 = [ Indet. o }
(z+1) -z 1 1 1
S TCES ) S L S CE S ML
z—0t 2z z—0T 2x
1—(z+1) -z
2 2 B B
_ @+D” gy DT S
z—0+ 2x z—0+ 2x a—=0t  2(x+1) 2

Ejercicio 2 Sea la funcién f : R — R dada por f(z) = ze 2",

(a) [1’25 puntos] Calcula los puntos de corte de la grafica de f con los ejes coordenados y
los extremos relativos de f (abscisas en los que se obtienen y valores que se alcanzan).

1
(b) [1'25 puntos] Determina a > 0 de manera que sea — el area del recinto determinado
por la grafica de f en el intervalo [0, ] y el eje de abscisas.

SorLucion : Apartado (a). Dado que f(0) = 0, el punto (0,0) es el tinico punto de corte con el
eje de ordenadas. De hecho, también es punto de corte con el eje de abscisas, y es el unico ya
que:

fx)=0 & ze* =0 & z=0.

Por consiguiente,

la funcién f solo corta a los ejes de coordenadas en el punto (0,0).

Para determinar los extremos relativos de f, calculamos su primera derivada:

2

ff(x)=e™ +x(—22) e = (1-22?%) e

Andalucia — Curso 2018/19 7 Antonio Roldan



Matematicas Il Selectividad — Septiembre de 2019

Como la funcién exponencial nunca se anula, los puntos criticos de f son:

1 2
fll@)=0 & (1-2Y)e™ =0 & 1-2?=0 & SIS S £
V2 2
La siguiente tabla nos indica la monotonia de f y sus extremos relativos:
I — min 4+ mix — f(=2)=f"(2)=-Te %<0,
f NVIECRy S RN f(0)=1>0.
Asi, f posee un minimo en z = —/2/2 y un maximo en z = v/2/2. Como:

—V2) o2 —va\\ -2 1y Ve
()l (7))l

Apartado (b). Calculamos una primitiva de f de la siguiente forma:

/f(:c)da;:/a:ex2dx:_21/(—2x)exzd:p:_zlex2+C:_ 5 +C.

Como el drea del recinto indicado es 1/4:

1 a S e e el 1]—e @
4/0 f<*”f>d*’”(‘ 5 ] =3 _<_2>2'

=0

De esta forma:

1 1-—c@ 1 o e 1 ) 1
VR & 5—1—6 & e =3 & —a"=In 3

1
& ad’=-In <2> =—-(Inl1-n2)=In2 < a=+VIn2=~ +0.83255.

Como buscamos una solucién positiva, la tinica solucion es:

a=+VIn2.
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Ejercicio 3 [2’5 puntos] Calcula, en grados, los tres angulos de un triangulo sabiendo que
el menor de ellos es la mitad del angulo mayor y que la suma del angulo menor y el angulo

mayor es el doble del otro angulo.

Sorucion : Llamemos ﬁ, B y C alos angulos menor, mediano y mayor del triangulo. Sabiendo
que la suma de las medidas de los tres angulos de un triangulo es 180°, podemos escribir las

siguientes ecuaciones:

(( A+ B+C = 180°,
i¢
2
| A+C=2B.

De la primera y tercera ecuaciones, deducimos que:
180°=A+B+C=B+2B=3B = B=060"
Ahora la segunda y la tercera ecuaciones nos dicen que:

c = 5:1200:2:800.

~

120°=2B=A+C =

po| Q)

+C =

| W

Por tanto, A = C/2 = 40°.

Los dngulos del triangulo miden 40°, 60° y 80°.

-2 —k
Ejercicio 4 Considera las rectas r = xT = yT = g

(a) [1’5 puntos] Halla k sabiendo que ambas rectas se cortan en un punto.

(b) [1 punto] Para k = 1, halla la ecuacién general del plano que contiene a r y es paralelo

a s.

SoLucion: Apartado (a). Un punto de la recta r es A, = (2,k,0) y un vector director es
U, = (1,2,2). Igualmente, un punto de la recta s es A; = (—1,1,3) y un vector director es
Uy = (—=1,1,1). Si las rectas 7 y s se cortan en un punto, entonces estan contenidas en un
mismo plano, por lo que los vectores W, s y A, As son coplanarios, es decir, estdan contenidos

en el mismo plano, lo que significa que no son linealmente independientes. Asi, el determinante
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formado por sus coordenadas debe ser cero.

(—=3,1 —k,3), llegamos a la ecuacién:

12
~1

-3 1—k
= (2k—5) — (—k — 11) = 3k + 6.

0 = det (ﬁr, 75, m )

Por tanto,

Como A,As = As — A, = (—1,1,3) — (2,k,0) =

W =

—[3-6—(2—2k)] —[—6—6+(1— k)]

k=

-2

Apartado (b). Si k = 1, el plano 7 que contiene a r y es paralelo a s debe contener al punto
A, = (2,k,0) = (2,1,0) y debe llevar la direccién de los vectores Uy = (1,2,2) y Uy = (—=1,1,1).

Asi, un vector normal 77 al plano 7 es:

1
1
0 0
1 -1
- —| = || 1
2 1
3 -1
1 -1
2 1

De esta forma, una ecuacién general del plano debe ser de la forma y — z = C'; donde podemos
calcular la constante C' para que este plano contenga al punto A, = (2,1,0). Asi 1 —0=C, de

donde C' =1, de donde concluimos que una ecuacion general del plano indicado es:

y—z=1
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