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Aproximación de curvas y superficies

a partir de problemas de contorno

mediante métodos variacionales.

Aplicaciones.

TESIS DOCTORAL

Presentada por:

Miguel Luis Rodŕıguez González
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realización de este trabajo. Su sencillez y cercańıa engrandecen aún más su
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Introducción

Esta memoria es una contribución a la Teoŕıa de Aproximación y la cons-
trucción de de curvas y superficies a partir de un problema de contorno,
dado por una ecuación diferencial eĺıptica y condiciones de contorno de tipo
eĺıptico, y un conjunto de puntos de aproximación.

La construcción de curvas y superficies en CAGD y en el diseño industrial fun-
damentalmente se ha venido realizando mediante formas geométricas, cónicas
y cuádricas entre otra, que pueden ser caracterizadas mediante ecuaciones
sencillas en las mayoŕıa de los casos.

Sin embargo, muchos problemas de la ingenieŕıa, arquitectura, geoloǵıa y
otros campos requieren curvas y superficies suaves que no pueden ser descritas
de una manera elemental.

Estos problemas aparecen particularmente en diseños de automoción y en
industria aerospacial, donde algunos objetos son diseñados a partir de datos
de interpolación y de aproximación o también cuando estos objetos verifican
ciertas propiedades hidrodinámicas que pueden ser modelizadas a partir de
ciertas ecuaciones diferenciales.

Por ejemplo, Z. C. Li [58] desarrolla aplicaciones de tipo práctico utilizando
soluciones de problemas de contorno para ecuaciones diferenciales ordinarias.
Concretamente realiza blendings entre la trayectoria de una aeronave desde
un punto determinado (utilizando su velocidad y posición) y el lugar donde
ésta toma tierra, trazando de esta forma la trayectoria del posible aterrizaje.

Este tipo de problemas tiene un enfoque diferente a los problemas de interpo-
lación tradicionales ya que el objetivo principal es encontrar una función que
sea suave y que cumpla unas determinadas condiciones de contorno. Debido a
estas caracteŕısticas se suele considerar a este método más como una técnica
de generación de curvas y superficies que como una técnica de representación.

Otro método que es utilizado usualmente es el método PDE (Ecuaciones en
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derivadas parciales) para el diseño de superficies. Este método genera una
superficie mediante la resolución de una ecuación en derivadas parciales con
ciertas condiciones de frontera. Autores como M.I.G. Bloor y M. Wilson
han publicado numerosos trabajos acerca de este método (véase por ejemplo
[7],[8], [9], [10]).

El método PDE se utiliza principalmente con ecuaciones en derivadas parcia-
les de tipo eĺıptico debido a que producen superficies suaves para problemas
de contorno, pero se pueden emplear otro tipo de ecuaciones.

Nuestros esfuerzos están encaminados a estudiar cómo mezclar condiciones
de interpolación y de aproximación de forma que podamos conseguir curvas y
superficies que aproximen un cierto conjunto de puntos y que, además, estén
modeladas mediante una ecuación diferencial sometidas a ciertas condiciones
de frontera.

En este contexto hemos desarrollado nuestra labor de investigación, que ha
culminado con la presentación de esta memoria y cuyos objetivos fundamen-
tales son:

la construcción de curvas ODE y superficies PDE en espacios adecuados
a partir de un conjunto de puntos de aproximación y un problema de
contorno,

el estudio y establecimiento de resultados de convergencia y estimacio-
nes de error para la aproximación mediante curvas ODE y superficies
PDE,

la discretización de los problemas de aproximación definidos en espacios
finito-dimensionales, cuyas soluciones llamaremos curvas ODE discretas
y superficies PDE discretas, respectivamente,

el desarrollo de aplicaciones de los métodos estudiados en el campo del
modelado en general y, en particular, en la unión suave de curvas y
superficies (blending).

Hemos estructurado la memoria en seis caṕıtulos.

En el caṕıtulo 1, preliminares, se introducen las notaciones necesarias para
el estudio de la teoŕıa de aproximación que se propone, el marco funcional en
el que se desarrolla, diferentes propiedades y resultados clásicos en espacios
normados y espacios de Hilbert y los distintos espacios funcionales que serán
usados. Por último, como base fundamental para el método de discretización
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que se utilizará, se realiza una introducción a los espacios de funciones B-
splines y el método de los elementos finitos, en general, y a los espacios de
elementos finitos, construidos a partir del elemento finito genérico unidimen-
sional de clase Ck y del elemento finito genérico de Bogner–Fox–Schmit de
clase Ck, en particular.

El caṕıtulo 2, aproximación mediante curvas ODE, comienza con la defini-
ción de curva ODE, como solución de un cierto problema variacional, en el
que intervienen dos términos fundamentalmente, uno ligado a un conjunto
ordenado de puntos distintos

Am = {ai, i = 1, . . . , m},

de un intervalo abierto y acotado de R, I = (α, β) , y otro vinculado a una
ecuación diferencial

Lu = f,

donde L es un operador diferencial de orden 2n

L : H2n(I) −→ L2(I),

de la forma:

Lu(t) =
n∑

j=0

(−1)j(pj(t)u
(j)(t))(j), α < t < β,

con pj(t) ∈ Hj(I), 0 ≤ j ≤ n, verificando cierta condición, y f una función
perteneciente al espacio L2(I).

Para añadir las condiciones de contorno a la ecuación diferencial anterior y
los puntos de aproximación se introduce un conjunto de formas lineales∑

= {φi : i = 1, . . . , 2n},

definidas sobre el espacio de Sobolev de orden n de funciones reales definidas
en I, Hn (I) , del tipo

φi(v) =

{
v(i−1)(α) si i = 1, . . . , n,
v(i−n−1)(β) si i = n + 1, . . . , 2n,

y dos vectores

y = (yi)i=1,...,2n ⊂ R
2n, q = (qi)i=1,...,m ⊂ R

m, m ∈ N,
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cuyas funciones son las siguientes: y aportará las condiciones de contorno a
la ecuación diferencial y q es el vector de ordenadas asociado al conjunto de
puntos Am.

Por tanto se considera el problema de contorno{
Lu = f,
τu = y .

En estos términos planteados diremos que σ es una curva ODE asociada a
L, y , Am, q y ε > 0, si σ es una solución del problema{

σ ∈ H,
∀v ∈ H, J(σ) ≤ J(v),

donde J es el funcional definido sobre Hn(I), de la forma:

J(v) = 〈ρv − q〉2m + ε ((v, v)L − 2(f, v)0,I) ,

H = {u ∈ Hn(I) : τu = y}, y ρ y τ son los operadores dados por

ρ : Hn (I) −→ R
m,

v �−→ (v (ai))i=1,...,m ,

τ : Hn (I) −→ R
2n,

v �−→ (φi (v))i=1,...,2n .

A continuación se da una caracterización de dicha solución. Cuando el con-
junto de datos de aproximación procede de una cierta función, se demuestra
la convergencia de la curva ODE a dicha función y por último se dan cotas
sobre el error de aproximación cometido al realizar tal aproximación.

En el caṕıtulo 3, aproximación mediante curvas ODE splines, se realiza una
discretización del método de aproximación estudiado en el caṕıtulo 2, y se
sigue un desarrollo prácticamente idéntico a éste. Después de la definición de
curva ODE discreta, que tomará el nombre de curva ODE spline cuando el
espacio de discretización considerado sea un espacio de funciones splines, se
da una caracterización de dicha curva.

Se estudia la convergencia del problema estudiado en los términos adecuados
y se establecen estimaciones del error. Finalmente se ilustra el caṕıtulo con
una serie de ejemplos con el objeto de poder observar la influencia en la
aproximación de los diferentes parámetros que intervienen en el problema.
Se observa que si los parámetros del método vaŕıan según las hipótesis de
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convergencia, de la curva ODE discreta hacia la curva de la que proceden los
datos, el error relativo disminuye, y se conjetura la existencia de un valor del
parámetro ε óptimo.1

En el caṕıtulo 4, superficies PDE, se inicia un proceso similar al del caṕıtulo
2. En este caṕıtulo, partimos de un dominio Ω, de una ecuación en derivadas
parciales de tipo eĺıptico, un conjunto de puntos de aproximación de R

3 y
unas condiciones de contorno que afectarán a toda la frontera del dominio Ω,
motivo por el cual se exige que la frontera del dominio sea suficientemente
regular. En estas condiciones se define la superficie PDE como solución de un
problema de minimización. Se demuestra la unicidad de esta superficie y se
establece una caracterización de la misma. Asimismo se estudia la convergen-
cia de la superficie PDE hacia una función de un espacio adecuado cuando
los datos de aproximación proceden de ésta y, nuevamente, se dan cotas del
error cometido al efectuar dicha aproximación.

En el caṕıtulo 5, superficies PDE discretas, se introducen estas superficies
como consecuencia de la imposibilidad de explicitar en ocasiones las superfi-
cies PDE construidas en el caṕıtulo anterior. Las superficies PDE discretas
se definen y caracterizan análogamente a como se ha realizado en el caṕıtulo
3 para el caso de curvas, y se estudia la convergencia y estimaciones del error
cometido de una manera similar.

Para finalizar este caṕıtulo se muestran una serie de ejemplos que tienen por
finalidad observar la influencia de los diversos parámetros que intervienen
en la construcción de una superficie PDE discreta. Se observa que si los
parámetros del método vaŕıan según las hipótesis de convergencia, el error
relativo, que se comete al aproximar, mediante la superficie PDE discreta, la
superficie de la que proceden los datos, disminuye, y se conjetura la existencia
de un valor del parámetro ε óptimo.

En el último caṕıtulo, aplicaciones: blendings, se han intentado plasmar las
posibilidades que tiene el método que se ha desarrollado en esta memoria.
Comienza con una pequeña reseña acerca de las curvas y superficies blendings
(superficies de unión suave de dos o más dadas) y seguidamente se analizan
diferentes casos tanto en curvas como en superficies en los que se puede
aplicar el método. Con respecto a curvas se distinguen varios casos en los
que es de utilidad aplicar el método y construir una curva de unión a partir
de otras dos. Con respecto a las superficies, se presentan las superficies PDE

1Los principales resultados de los caṕıtulos 2 y 3 constituyen el contenido del art́ıculo
“Construction of ODE curves, Numerical Algorithms, 34, 367–377 (2003)” [53].
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paramétricas y se dan ejemplos de diferentes uniones de cilindros y planos.

Por último se muestran varios ejemplos de modelado libre volviendo a indicar
como afectan los diferentes parámetros en el método.2

Finaliza esta memoria con el establecimiento de las conclusiones más relevan-
tes de la misma, las ĺıneas de investigación que deja abiertas y la bibliograf́ıa
más relevante que se ha utilizado en su desarrollo.

2Los principales resultados de los caṕıtulos 4, 5 y 6 constituyen el contenido de diferentes
comunicaciones a congresos y de dos art́ıculos enviados para su revisión a sendas revistas
especializadas:

“Construction of surfaces by PDE splines”, MATA 2003, Cancún, Abril 2003.

“Approximation of surfaces by smoothing PDE splines”, IV International Meeting
on Approximation, Úbeda, Junio, 2003.

“Blending surfaces by smoothing PDE splines”, VIII Jornadas Zaragoza-Pau, Jaca,
Septiembre 2003.

“Construction of blending surfaces by parametric PDE splines”, MAIA 2004, Stutt-
gart (Alemania), Octubre, 2004.

“Multivariate approximation by PDE splines”, Numerische Mathematik (enviado).

“Approximation of surfaces by interpolation PDE splines”, Advances in Computa-
tional Mathematics (enviado).
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1.6.6. Nodo y rectángulos adyacentes. . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.6.1. Curva ODE spline obtenida con m = 5 puntos de aproxima-
ción distribuidos uniformemente, p = 4 y ε = 10−1 (negro), y
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gráfica de la curva g(x) = e−xsen2x (rojo). . . . . . . . . . . . 64

3.6.4. Curva ODE spline obtenida con m = 5 puntos de aproxima-
ción distribuidos uniformemente, p = 8 y ε = 10−3 (negro), y
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y gráfica de la curva g(x) = e−xsen2x (rojo). . . . . . . . . . . 65

3.6.7. Curva ODE spline obtenida con m = 15 puntos de aproxi-
mación distribuidos uniformemente, p = 8 y ε = 10−1 (negro),
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gráfica de la curva g(x) = cos2 x sen x (rojo). . . . . . . . . . . 67

3.6.11. Curva ODE spline obtenida con m = 5 puntos de aproxima-
ción distribuidos uniformemente, p = 8 y ε = 10−1 (negro), y
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Introducción

Este caṕıtulo tiene por objetivo introducir tanto las notaciones como los
resultados necesarios para el desarrollo de la teoŕıa estudiada a lo largo de la
memoria.

Éstos abarcan desde las notaciones para normas en los espacios eucĺıdeos
reales, expresiones diferenciales y espacios de polinomios y de matrices, hasta
la introducción del marco funcional en el que se encuadrará la teoŕıa de apro-
ximación e interpolación tratada, y el establecimiento de varios resultados
clásicos sobre el mismo, pasando por diferentes propiedades de convergencia,
compacidad y proyección en espacios de Hilbert. Finalmente haremos una
introducción a las funciones B-splines y a los espacios de elementos finitos
que emplearemos posteriormente como herramienta de discretización.

Aunque no se demuestran los resultados, en cada sección se incluyen las
referencias necesarias tanto para encontrar las demostraciones como para
profundizar en alguno de los campos que brevemente se introducen.

El presente caṕıtulo está estructurado de la forma siguiente. Comienza
con la presentación, en la sección 1.2, de las notaciones precisas para las
diferentes normas en el espacio eucĺıdeo real R

n, las aplicaciones proyección de
R

n en R , y diversos conjuntos topológicamente asociados a un subconjunto de
R

n. También se introducen notaciones para algunos conjuntos y operadores
asociados a funciones vectoriales de variable vectorial. Por último se definen
diferentes espacios de polinomios y de matrices de elementos reales aśı como
una breve reseña sobre curvas y superficies paramétricas.
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La sección 1.3 trata de los diferentes conceptos de convergencia en espa-
cios de Hilbert, aśı como de algunos resultados sobre compacidad e inyección
en estos espacios. La sección finalizará con el enunciado del teorema de Stam-
pacchia, de vital importancia en el estudio de la solución de los problemas
de aproximación que se abordarán a lo largo de la memoria.

La sección 1.4 trata exclusivamente de la introducción de los espacios de
funciones en los que se enmarca la teoŕıa: espacios de funciones continuas de
clase Ck, espacios de funciones λ-hölderianas y espacios de Sobolev, aśı como
de distintas normas, productos escalares, seminormas y semiproductos esca-
lares que pueden definirse en los mismos. Por último se enuncian los clásicos
teoremas de inyección continua y compacta de espacios de Sobolev.

Finaliza el caṕıtulo con la sección 1.5, en la que se efectúa brevemente
una introducción a las funciones B-splines, su construcción y las principales
propiedades que utilizaremos y la sección 1.6 que está dedicada a la teoŕıa
de elementos finitos.

1.2. Notaciones

Como es habitual, los śımbolos R, Z y N representarán, respectivamente,
los conjuntos de números reales, enteros y naturales. En caṕıtulos posteriores
aparecen también los subconjuntos R

∗
+ = {x ∈ R : x > 0} y N

∗ = N \ {0}.

Sea n ∈ N
∗. Se considerará que R

n está dotado del producto escalar eucĺıdeo
〈·, ·〉n y de la norma asociada 〈·〉n, donde

∀x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ R
n, 〈x ,y〉n =

n∑
i=1

xi yi ,

∀x ∈ R
n, 〈x 〉n = 〈x ,x 〉

1
2
n .

Recordemos que el conjunto R
n tiene estructura de espacio de Hilbert con el

producto escalar eucĺıdeo.

Para todo x ∈ R
n y para todo λ > 0, definimos los conjuntos

B(x , λ) = {y ∈ R
n : 〈x − y〉n < λ } ,

B(x , λ) = {y ∈ R
n : 〈x − y〉n ≤ λ } ,

llamados bola abierta y bola cerrada, respectivamente, de centro x y radio λ.
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La base canónica de R
n se indicará mediante {e1, . . . , en}, y

pi : R
n −→ R,

(x1, . . . , xn) �−→ xi , i = 1, . . . , n ,

denotarán las proyecciones canónicas de R
n en R.

Dado E ⊂ R
n, indicaremos por E, ∂E, Int(E ) y cardE, respectivamente, la

clausura, la frontera, el interior y el cardinal de E. Llamaremos diámetro de
E al número real positivo

diam(E) = sup
x ,y∈E

〈x − y〉n .

Sean p ∈ N
∗ y E ⊂ R

p.

Representaremos mediante 〈E〉 al subespacio vectorial de R
p engendrado por

el subconjunto E.

Dada una función u con dominio E y con valores en R
n, con n ∈ N

∗, se
define el soporte de u como

sopu = {x ∈ E : u(x ) 	= 0 } .

Para toda p-tupla α = (α1, . . . , αp) ∈ N
p, se define

|α| =

p∑
i=1

αi y |α|∞ = máx
1≤i≤p

αi ,

y se dirá que |α| es el orden de α.

Si α,n ∈ N
p, la expresión αn tiene el siguiente sentido

αn = (αn1
1 , ..., αnp

p ).

Sin pérdida de significación escribiremos

∀ |α| ≤ k y ∀ |α|∞ ≤ k

en lugar de

∀α ∈ N
p tal que |α| ≤ k y ∀α ∈ N

p tal que |α|∞ ≤ k .

La notación de las derivadas de una función real u de variable real será u′,
u′′ y u(l), si l ∈ N, l > 2.
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Dados dos espacios normados (X, ‖·‖X) e (Y, ‖·‖Y ), se denotará por L(X; Y )
el espacio de aplicaciones lineales y continuas Φ : X → Y y se designará por
X ′ el espacio dual topológico del espacio normado X, es decir, el espacio
L(X; R). Asimismo, dada Φ ∈ L(X; Y ), se indicará por ker Φ, como es habi-
tual, el núcleo de Φ, es decir, el subespacio

ker Φ = {x ∈ X : Φ(x ) = 0}.

Sea Ω un abierto no vaćıo de R
p. Dada una función u : Ω → R

n, con n ∈ N
∗,

se representará por Dju(x ), o bien por Du(x ) si j = 1, la derivada j-ésima
de Fréchet de u en el punto x ∈ Ω, siempre y cuando tal derivada exista
([21], [3]). Igualmente, dada una p-tupla α = (α1, . . . , αp) ∈ N

p, la derivada
parcial α-ésima de u en x está definida como

∂αu(x ) = D|α|u(x ).(

α1 veces︷ ︸︸ ︷
e1, . . . , e1, . . . ,

αp veces︷ ︸︸ ︷
ep, . . . , ep) .

Dados E ⊂ R
p, k ∈ N y n ∈ N

∗, denotaremos por Pk(E; Rn), o Pk(E) si
n = 1, el espacio de restricciones a E de funciones polinómicas con valores
en R

n de grado menor o igual a k con respecto a todas las variables, es decir,
si q ∈ Pk(E; Rn), q es de la forma

q(x ) =
∑
|α|≤k

aα xα, aα ∈ R
n ,

donde xα = xα1
1 · · ·xαp

p si x = (x1, . . . , xp) y α = (α1, . . . , αp).

Para todo m,n ∈ N
∗, se designa por Mm,n el espacio de matrices de números

reales que tienen m filas y n columnas.

Utilizaremos las notaciones A = (aij), aij ∈ R, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,
ó A = (a i),a i ∈ R

m, 1 ≤ i ≤ n, indistintamente, para designar A ∈ Mm,n.

Dotamos a este espacio del producto escalar eucĺıdeo

∀A = (aij), B = (bij) ∈ Mm,n, 〈A,B〉m,n =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijbij ,

y de la correspondiente norma matricial

∀A ∈ Mm,n, 〈A〉m,n = 〈A, A〉1/2
m,n .

Dados un conjunto de ı́ndices I e i, j ∈ I , simbolizaremos por δij la función
delta de Kronecker que toma el valor 1 si i = j y 0 en caso contrario.
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Sean f y g dos funciones reales de variable real. Escribiremos

f(d) = O(g(d)), d → d0,

si existen constantes reales C > 0 y η > 0 tales que

∀ d ∈ R, |d − d0| < η, |f(d)| ≤ C|g(d)|.

De igual forma escribiremos

f(d) = o(g(d)), d → d0 ,

cuando

ĺım
d→d0

f(d)

g(d)
= 0 .

La misma letra C designará cualesquiera constantes positivas.

1.3. Espacios normados. Espacios de Hilbert

En esta sección seguimos introduciendo definiciones y resultados de Análi-
sis Funcional que se utilizarán, algunos con relativa frecuencia, en lo sucesivo.
Se pueden consultar y ampliar en los textos de K. Atkinson [3], W. Cheney
[23], H. Brezis [15] o P. Yosida [80].

Definición 1.3.1. Sea (X, ‖ · ‖X) un espacio normado. Se dice que una
sucesión (xn)n∈N ⊂ X converge fuertemente, o simplemente, que converge a
x ∈ X si

ĺım
n→+∞

‖xn − x‖X = 0.

Si X es, además, un espacio de Hilbert con el producto escalar (·, ·)X , se dice
que la sucesión (xn)n∈N converge débilmente a x en X si

∀ y ∈ X, ĺım
n→+∞

(xn, y)X = (x, y)X .

Se designará la convergencia (fuerte) de (xn)n∈N a x por

xn → x o ĺım
n→+∞

xn = x,

y la convergencia débil por

xn ⇀ x o lim débil
n→+∞

xn = x.



6 1. Preliminares

Lema 1.3.2. Sea X un espacio de Hilbert. Sea (xn)n∈N una sucesión de
elementos de X. Se verifica que:

i) si xn → x, entonces xn ⇀ x;

ii) si xn ⇀ x, entonces (xn)n∈N está acotada en X y ‖x‖ ≤ ĺım inf ‖xn‖;

iii) si (xn)n∈N está acotada en X y todas las subsucesiones débilmente con-
vergentes extráıdas de la sucesión tienen el mismo ĺımite débil x, en-
tonces xn ⇀ x;

iv) si xn ⇀ x, entonces, para todo f ∈ X ′, f(xn) → f(x);

v) si xn ⇀ x y ‖xn‖ → ‖x‖, entonces xn → x.

Lema 1.3.3. De todo subconjunto infinito y acotado de un espacio de Hilbert
X se puede extraer una sucesión débilmente convergente en X.

Definición 1.3.4. Sea X un espacio normado. Se dice que un conjunto E ⊂
X es relativamente compacto en X si la clausura de E es un subconjunto
compacto de X.

Definición 1.3.5. Sean X e Y dos espacios normados y T un operador de X
en Y . Se dice que T es un operador compacto si transforma todo subconjunto
acotado de X en un subconjunto relativamente compacto de Y .

Lema 1.3.6. Sean X un espacio de Hilbert, Y un espacio de Banach y
T ∈ L(X; Y ). Entonces, T es compacto si y sólo si, para cada sucesión
(xn)n∈N de X débilmente convergente a x en X, la sucesión (Txn)n∈N es
fuertemente convergente a Tx en Y .

Definición 1.3.7. Sean X e Y dos espacios normados. Se dice que X se
inyecta continuamente en Y , y se denota por X ↪→ Y , si existe un operador
inyectivo I ∈ L(X; Y ). Si además I es compacto, se dice que X se inyecta

compactamente en Y , y se denota por X
c⊂ Y .

Nota 1.3.8. 1.- Habitualmente, el operador de inyección I es la identidad (si
X ⊂ Y ) o bien una transformación lineal canónica como las existentes entre
los distintos espacios funcionales que se introducirán en la sección siguiente.
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Concluimos esta sección con el enunciado del teorema de Stampacchia, em-
pleado con frecuencia en problemas de minimización en espacios de Hilbert y
que utilizaremos a lo largo del presente trabajo y el teorema de representación
de Riesz-Fréchet.

Definición 1.3.9. Sea a(·, ·) una forma bilineal sobre un espacio de Hilbert
X con norma ‖ · ‖X . Se dice que a es coerciva o X-eĺıptica si existe C > 0
tal que

∀ v ∈ X, a(v, v) ≥ C‖v‖2
X .

Teorema 1.3.10. (Stampacchia) Sea a(u, v) una forma bilineal continua
y coerciva sobre un espacio de Hilbert X. Sea K un convexo, cerrado y no
vaćıo de X. Dada

φ : X ′ −→ R,

existe u ∈ K única tal que

a(u, v − u) ≥ φ(v − u), ∀v ∈ K.

Además, si a es simétrica, entonces u está caracterizada por la propiedad:
u ∈ K,

1

2
a(u, u) − φ(u) = mı́n

v∈K

{
1

2
a(v, v) − φ(v)

}
.

Enunciamos el teorema de representación de Riesz-Fréchet cuya demostración
puede consultarse en [15].

Teorema 1.3.11. Representación de Riesz-Fréchet Sea X un espacio
de Hilbert y ϕ ∈ X ′. Entonces existe f ∈ X única tal que

ϕ(v) = (f, v)X , ∀v ∈ X.

Además se verifica
‖f‖X = ‖ϕ‖X′ .

1.4. Espacios funcionales

En esta sección introducimos los espacios funcionales que se emplean a
lo largo de esta memoria, todos ellos de uso común en el análisis numérico.
Las principales referencias que se han considerado para el desarrollo de esta
sección son [3], [39], [29] y [33].

Sean p,m ∈ N
∗ y Ω un abierto no vaćıo de R

p.
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Definición 1.4.1. Para cada k ∈ N, se denota por Ck(Ω; Rm) (o Ck(Ω) si
m = 1) el espacio de las funciones ϕ definidas en Ω con valores en R

m que
son continuas en Ω, aśı como todas sus derivadas parciales ∂αϕ con órdenes
|α| ≤ k.

Recordemos que, para cada i = 1, . . . , p, pi ◦∂αϕ = ∂α(pi ◦ϕ), es decir, para
derivar ϕ basta con derivar cada una de sus funciones componentes.

Definición 1.4.2. Para cada k ∈ N, se indicará por Ck(Ω; Rm) (o Ck(Ω) si
m = 1) el espacio de funciones ϕ ∈ Ck(Ω; Rm) tales que, para todo |α| ≤ k,
∂αϕ está acotada y es uniformemente continua.

Si ϕ ∈ Ck(Ω; Rm), entonces, para todo |α| ≤ k, existe una única extensión
continua de ∂αϕ a Ω. Si Ω está acotado, el rećıproco es cierto. En lo sucesivo
se identificará ϕ y sus derivadas parciales con sus respectivas extensiones
continuas.

Se verifica que Ck(Ω; Rm) es un espacio de Banach con la norma

‖ϕ‖Ck(Ω;Rm) = máx
|α|≤k

sup
x∈Ω

〈∂αϕ(x )〉m .

Nota 1.4.3. Si k = 0 usaremos la notación ‖ · ‖∞,Ω en vez de ‖ · ‖C0(Ω;Rm) y
se suele hablar de norma de Tchebycheff.

Definición 1.4.4. Sea k ∈ N y λ ∈ (0, 1]. Se denotará por Ck,λ(Ω; Rm)
(o Ck,λ(Ω) si m = 1) el espacio de funciones ϕ ∈ Ck(Ω; Rm) que son λ-
hölderianas, aśı como todas sus derivadas parciales ∂αϕ de órdenes |α| ≤ k,
es decir, tales que

∃C > 0, ∀x,y ∈ Ω, ∀ |α| ≤ k, 〈∂αϕ(x) − ∂αϕ(y)〉m ≤ C〈x− y〉λp .

Además Ck,λ(Ω; Rm) es un espacio de Banach con la norma

‖ϕ‖Ck,λ(Ω;Rm) = ‖ϕ‖Ck(Ω;Rm) + máx
|α|≤k

sup
x ,y∈Ω
x �=y

〈∂αϕ(x ) − ∂αϕ(y)〉n
〈x − y〉λp

.

Algunas de las propiedades de los espacios que se introducen a continuación
requieren un cierto grado de regularidad de la frontera ∂Ω del abierto Ω.
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Definición 1.4.5. Sea Ω abierto y acotado en R
p, y sea V un espacio de

funciones definidas en R
p−1. Diremos que ∂Ω es de clase V si para cada

punto x0 ∈ ∂Ω, existe un r > 0 y una función g ∈ V tal que

Ω ∩ B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r) : xp > g(x1, . . . , xp−1)}

salvo un cambio del sistema de coordenadas mediante una transformación, si
es necesario.

En particular, si V es un espacio de funciones de Lipschitz, diremos que Ω es
un dominio Lipschitz. Cuando V sea un espacio de funciones Ck,α, 0 < α ≤ 1,
diremos que Ω es un dominio Hölder de clase Ck,α.

Definición 1.4.6. Se denota por L2(Ω; Rm) el espacio de (clases de) fun-
ciones medibles (Lebesgue) u definidas en Ω y con valores en R

m tales que∫
Ω

〈u(x)〉2m dx < +∞.

Definición 1.4.7. Para cada n ∈ N, se denota por Hn(Ω; Rm) (o Hn(Ω)
si m = 1) el espacio de Sobolev de orden n de (clases de) funciones u ∈
L2(Ω; Rm) tales que, para todo |α| ≤ n, la derivada parcial α-ésima ∂αu, en
el sentido de las distribuciones, pertenece a L2(Ω; Rm).

Nota 1.4.8. Recordamos que, si u ∈ Hn(Ω; Rm), para cada |α| ≤ n, ∂αu es
la única función de L2(Ω; Rm) tal que

∀ϕ ∈ D(Ω; Rm),

∫
Ω

〈u(x), ∂αϕ(x)〉m dx = (−1)|α|
∫

Ω

〈∂αu(x),ϕ(x)〉m dx,

donde D(Ω; Rm) designa el espacio de funciones con valores en R
m infinita-

mente diferenciables en Ω y con soporte compacto contenido en Ω. Observe-
mos asimismo que H0(Ω; Rm) = L2(Ω; Rm).

Se dota al espacio Hn(Ω; Rm) del producto escalar

((u , v))n,Ω =
∑
|α|≤n

∫
Ω

〈∂αu(x ), ∂αv(x )〉m dx , (1.1)

y se denota por

‖u‖n,Ω = ((u ,u))
1
2
n,Ω
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la norma correspondiente.

También se definen los semiproductos escalares

(u , v)j,Ω,Rm =
∑
|α|=j

∫
Ω

〈∂αu(x ), ∂αu(x )〉m dx , 0 ≤ j ≤ n ,

y las seminormas inducidas

|u |j,Ω,Rm = (u ,u)
1
2
j,Ω,Rm , 0 ≤ j ≤ n .

Nota 1.4.9. Si m = 1, se suprimirá la letra R de los sub́ındices del produc-
to escalar, norma, semiproductos escalares y seminormas anteriores, que se
denotarán, respectivamente, por ((·, ·))n,Ω, ‖ · ‖n,Ω, (·, ·)j,Ω y | · |j,Ω.

Nota 1.4.10. Observemos que u ∈ Hn(Ω; Rm) si y sólo si pi ◦ u ∈ Hn(Ω) ,
para todo i = 1, . . . , m . Además,

‖u‖n,Ω,Rm =

(
m∑

i=1

‖pi ◦ u‖2
n,Ω

) 1
2

,

|u|j,Ω,Rm =

(
m∑

i=1

|pi ◦ u|2j,Ω

) 1
2

, 0 ≤ j ≤ n .

Teorema 1.4.11. Hn(Ω; Rm) es un espacio de Hilbert con el producto escalar
definido en (1.1).

Demostración. Ver Atkinson[3, Teorema 6.2.3] y apĺıquese la nota 1.4.10.

Seguidamente damos dos resultados clásicos de inyección de espacios de So-
bolev que son casos particulares de los teoremas de Sobolev y de Rellich-
Kondrasov. Formulaciones de tipo más general aśı como las correspondien-
tes demostraciones se pueden consultar, entre otras, en R. A. Adams[1], H.
Brézis[15], P. Grisvard[34].

Teorema 1.4.12. (Inyección hölderiana). Sean p, m, n ∈ N
∗, k ∈ N y

λ ∈ (0, 1]. Sea Ω ⊂ R
p un abierto acotado de frontera lipschitziana. Si

i) 0 < λ ≤ n − k − p

2
y k < n − p

2
< k + 1, o bien

ii) 0 < λ < 1 y n − p

2
= k + 1, o bien
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iii) λ = 1 y n − p

2
> k + 1,

entonces
Hn(Ω; Rm) ↪→ Ck,λ(Ω; Rm).

Teorema 1.4.13. Sean p, m, n ∈ N
∗ y k ∈ N. Sea Ω ⊂ R

p un abierto

acotado de frontera lipschitziana. Si n > k +
p

2
, entonces

Hn(Ω; Rm)
c⊂ Ck(Ω; Rm).

Teorema 1.4.14. Sean p, m, n ∈ N
∗. Sea Ω ⊂ R

p un abierto acotado de
frontera lipschitziana. Entonces

Hn(Ω; Rm)
c⊂ Hn−1(Ω; Rm).

Teorema 1.4.15. Sea Ω ⊂ R
p un abierto acotado de frontera lipschitziana.

Sea Ω =
M⋃
i=1

ωi una descomposición de Ω tal que:

(i) para todo i = 1, . . . , M , ωi es un abierto contenido en Ω, conexo y de
frontera lipschitziana;

(ii) ωi ∩ ωj = ∅, si i 	= j.

Sea u ∈ Cn−1(Ω; Rm), con n ∈ N
∗, tal que, para cada i = 1, . . . , M , u|ωi

pertenece a Hn(ωi; R
m). Entonces, u pertenece a Hn(Ω; Rm).

Finalizamos la sección con dos resultados: uno sobre equivalencias de normas,
que es una adaptación de uno más general a nuestro caso y otro sobre el
operador traza y sus propiedades. Ambos se pueden consultar en [3].

Teorema 1.4.16. Sea Ω un abierto acotado de R
p, Ω = ∪λ∈ΛΩλ, donde cada

Ωλ tiene frontera lipschitziana y, además Ωλ ∩ Ωµ 	= ∅ si λ 	= µ. Sea n ≥ 1.
Supongamos que fj : Hn(Ω) → R, 1 ≤ j ≤ J, son seminormas en Hn(Ω)
satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. 0 ≤ fj(v) ≤ c‖v‖n,Ω, ∀v ∈ Hn(Ω), 1 ≤ j ≤ J.

2. Si v es un polinomio de grado menor o igual que n−1 en cada Ωλ, λ ∈
Λ, y fj(v) = 0, 1 ≤ j ≤ J, entonces v = 0.
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Definimos

(N1) ‖v‖ = |v|n,Ω +
J∑

j=1

fj(v),

(N2) ‖v‖ =

(
|v|2n,Ω +

J∑
j=1

(fj(v))2

) 1
2

.

Entonces, (N1) y (N2) son normas en Hn(Ω), equivalentes a la norma ‖v‖n,Ω.

Teorema 1.4.17. Sea n ≥ r + 1
2

Ω ⊂ R
d un abierto acotado con frontera de

clase Hölder Cr,1. Entonces existen, de forma única, las aplicaciones

γi : Hn(Ω) → L2(∂Ω), i = 0, 1, . . . , r,

tales que

γi(v) =
∂iv

∂ni
|∂Ω, i = 0, 1, . . . , r,

cuando v ∈ Hn(Ω) ∩ Cn−1(Ω).

Nota 1.4.18. Si i = 0 entonces a γ0 se le denomina operador traza. Para
cada i = 0, . . . , r, el operador γi, que no es inyectivo ni sobreyectivo, tiene in-
teresantes propiedades. Su imagen γi(H

n(Ω)) se suele denotar por Hr− i
2 (∂Ω)

y es un espacio de Sobolev de orden positivo sobre la frontera de Ω.

1.5. Las funciones B-splines

1.5.1. Introducción

Hay diferentes espacios que se podŕıan emplear en la discretización de
los resultados de la presente memoria. Vamos a decantarnos por espacios de
tipo polinómico. Dentro de ellos, los espacios de elementos finitos, wavelets,
producto tensorial de splines, etc., son herramientas que se suelen emplear
con bastante frecuencia.

Consideraremos en concreto espacios de generados por funciones B-splines
en el caso p = 1.

La teoŕıa de las funciones B-splines en la forma en la que a continuación
será presentada, ha sido desarrollada entre otros por I. J. Schoenberg, C. de
Boor, L.L. Schumaker, W. Boehm, W. Dahmen y C.K. Chui entre otros y
aparece expuesta, por ejemplo, entre otras muchas referencias, en [38], [68],
[12], [24], [72] y [71].



1.5. Las funciones B-splines 13

1.5.2. Definición y propiedades

Los B-splines son un tipo de funciones que se adaptan muy bien a las
diversas teoŕıas numéricas de interpolación, ajuste de datos, CAGD, etc..
El nombre de B-spline responde a que constituyen una base de un espacio
vectorial de funciones splines.

Consideremos un conjunto de nodos infinito dado

. . . < t−2 < t−1 < t0 < t1 < t2 . . . , (1.2)

verificando
ĺım

i→+∞
t−i = −∞, ĺım

i→+∞
ti = +∞.

A partir de esta partición podemos introducir las diferentes familias de B-
splines.

La definición formal del B-spline de grado 0 es

∀i ∈ Z B0
i (x) =

{
1, si ti ≤ x < ti+1,
0, en otro caso.

Figura 1.5.1: Gráfica del B-spline de grado 0.

La gráfica de los B-splines de grado 0 se muestra en la Figura 1.5.1. Entre
las propiedades más importantes de esta familia destacamos:

i) B0
i (x) = 0, ∀x /∈ [ti, ti+1) .

ii) B0
i (x) ≥ 0, ∀x ∈ R, ∀i ∈ Z.
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iii) B0
i (x) es continua por la derecha en toda la recta real.

iv)
+∞∑

i=−∞
B0

i (x) = 1, ∀x ∈ R.

Hay que señalar que en esta serie no hay problemas de convergencia,
ya que realmente no es una suma infinita por el apartado i).

A partir de estas funciones B0
i podemos definir, para cualquier k ∈ N, la

función B-spline de grado k mediante la relación de recurrencia:

Bk
i (x) =

(
x − ti

ti+k − ti

)
Bk−1

i (x) +

(
ti+k+1 − x

ti+k+1 − ti+1

)
Bk−1

i+1 (x), k ≥ 1. (1.3)

A continuación vamos a incluir algunas de las propiedades más interesantes
de las diferentes familias de B-splines de grado k, que no son más que gene-
ralizaciones de las enunciadas para los B-splines de grado 0.

i) Bk
i (x) = 0, ∀x /∈ [ti, ti+k+1) .

ii) Bk
i (x) > 0, ∀x ∈ (ti, ti+k+1) .

iii)
+∞∑

i=−∞
Bk

i (x) = 1, ∀x ∈ R.

iv) Para k ≥ 2,

d

dx
Bk

i =

(
k

ti+k − ti

)
Bk−1

i −
(

k

ti+k+1 − ti+1

)
Bk−1

i+1 .

v) Para k ≥ 1 la familia Bk
i pertenece a Ck−1(R).

vi) Para todo k se verifica∫ x

∞
Bk

i (s)ds =

(
ti+k+1 − ti

k + 1

) ∞∑
j=i

Bk+1
j (x).

vii) El conjunto de B-splines Bk
i , Bk

i+1, . . . , B
k
i+k es linealmente independien-

te en (ti+k, ti+k+1).
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Notas 1.5.1. 1. Si los nodos son equidistantes (B-splines uniformes) al-
gunas de las propiedades anteriores se pueden expresar de una forma
más sencilla denotando por h = ti − ti−1, i = 0, . . . , p, la distancia
entre nodos o paso.

2. Si ti = i, para todo i ∈ Z en (1.2), entonces se suelen denominar B-
splines cardinales, y hay referencias dedicadas exclusivamente a ellos
como [71]. Se suele denotar mediante Mk = Bk−1

0 , k ≥ 0, al B-spline
cardinal de grado k y clase k − 1 cuyo soporte es el intervalo [0, k].

3. Generalmente se suele trabajar con los B-splines de grado 2 y 3 cuyas
gráficas se representan en las figuras 1.5.2 y 1.5.3.

ti ti+1ti+2 ti+3

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Figura 1.5.2: Gráfica del B-spline cuadrático de clase 1

ti ti+1ti+2 ti+3ti+4

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Figura 1.5.3: Gráfica del B-spline cúbico de clase 2

1.5.3. Interpolación y aproximación mediante splines

Este apartado está dedicado a reseñar brevemente como se pueden em-
plear las funciones splines en los esquemas interpolatorios y de aproximación
o ajuste.
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Sean I = (α, β) y ∆p = {α = t0 < t1 < . . . < tp = β} un subconjunto de
puntos distintos de I. Notemos mediante S(k, r; ∆p) al espacio vectorial de
funciones de clase global r y que son polinomios de grado ≤ k en cada uno
de los p intervalos de la partición ∆p, es decir

S(k, r; ∆p) = {s ∈ Cr(I) : s|[ti−1,ti]
∈ Pk[ti−1, ti], i = 1, . . . , p}.

Entonces tenemos el siguiente teorema

Teorema 1.5.2. Una base para el espacio vectorial S(k, k − 1; ∆p) es

{Bk
i |I : −k ≤ i ≤ p − 1}.

Como consecuencia la dimensión de S(k, k − 1; ∆p) es p + k.

Nota 1.5.3. A lo largo del trabajo es posible que se abuse de la notación,
utilizando la misma nomenclatura para Bk

i que para Bk
i

∣∣
I
, es decir: Bk

i

∣∣
I

=

Bk
i .

Supongamos dados una serie de datos {y1, . . . , yp : yi ∈ R}. Entonces el
problema de interpolación lagrangiana se enuncia de la siguiente forma:

Encontrar s ∈ S(k, k − 1; ∆p) tal que s(ti) = yi, 0 ≤ i ≤ p.

Se demuestra que las formas lineales asociadas a este problemas son lineal-
mente independientes. Como la dimensión del espacio S(k, k−1; ∆p) = p+k
y hay p + 1 ligaduras o condiciones, disponemos de k − 1 posibilidades de
elección para asegurar la unisolvencia del problema propuesto.

En el caso en que tengamos que interpolar en el espacio S(1, 0; ∆p), k−1 = 0,
con lo cual no disponemos grados de libertad.

Cuando se trabaja con splines cuadráticos de clase 1, es decir, en el espacio
S(2, 1; ∆p), k − 1 = 1, y para obtener la unisolvencia hay que introducir un
dato adicional. Lo habitual será añadir el valor de la derivada en cualquiera
de los extremos t0 o tp del intervalo o minimizar alguna cantidad relacionada
con el spline como puede ser una estimación de su enerǵıa a flexión.

Una de las situaciones más usuales es que el espacio sea el de los splines
de grado 2k − 1 y clase 2k − 2, es decir, S(2k − 1, 2k − 2; ∆p) para un
cierto k ∈ N. Para garantizar la unisolvencia en este caso hay que imponer
2k − 2 condiciones adicionales. A continuación se exponen los esquemas más
comunes (ver G. Hämmerlin[38]).
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Proposición 1.5.4. Los siguientes esquemas de interpolación son unisol-
ventes

i) Interpolación con condiciones Hermite.

El problema que se plantea es:

Dada f ∈ Ck(I), encontrar s ∈ S(2k − 1, 2k − 2; ∆p) tal que

s(ti) = f(ti) i = 0, . . . , p,

s(µ)(α) = f (µ)(α) y s(µ)(β) = f (µ)(β), µ = 1, . . . , k − 1.

ii) Interpolación con condiciones naturales.

El problema que se plantea es:
Dada f ∈ Cm(I), 2 ≤ k ≤ p− 1 encontrar s ∈ S(2k − 1, 2k − 2; ∆p) tal

que

s(ti) = f(ti), i = 0, . . . , p,

s(µ)(α) = s(µ)(β) = 0, µ = k, . . . , 2k − 2.

iii) Interpolación con condiciones periódicas.

Dada f ∈ Ck(I), con f (κ)(α) = f (κ)(β) para κ = 0, . . . , k − 1 encontrar
s ∈ S(2k − 1, 2k − 2; ∆p) tal que

s(ti) = f(ti) i = 0, . . . , p,

s(µ)(α) = s(µ)(β), µ = 1, . . . , 2k − 2.

Notas 1.5.5. 1. La misma forma de trabajo se puede emplear para otros
espacios de splines como S(3, 1; ∆p) o S(2, 0; ∆p) aunque es obvio que
el número de condiciones adicionales será distinto.

2. En cualquier caso siempre habrá que verificar que el conjunto de todas
las formas lineales asociadas al problema, las de partida y las de las
condiciones que se introducen son linealmente independientes.

Recordamos el teorema de Schoenberg-Whitney (1953), fundamental en
el estudio de interpolación polinómica.

Teorema 1.5.6. Se consideran los nodos t−p, . . . , tp+k. Entonces existe un
único spline s ∈ S(k, k − 1; ∆p) que interpola los valores y1, . . . , yp+k en los
puntos ζ1 < . . . < ζp+k si y solo si

Bk
j−p−1(ζj) 	= 0, 1 ≤ j ≤ p + k.
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Si queremos interpolar los valores de una función conocida, f ∈ C[t0, tp], en
x1, . . . , xn ∈ [t0, tp], se puede definir el operador de interpolación de Lagrange
asociado a la función f como

Lf(x) =

p+k∑
i=1

f(xi)B
k
i (x), ∀x ∈ [t0, tp]. (1.4)

Teorema 1.5.7. Sean I = (α, β) y ∆p = {α = t0 < t1 < . . . < tp = β}.
Consideremos s el spline cúbico con condiciones Hermite que interpola a
f ∈ C2(I) en los nodos de la partición considerada. Entonces se tiene que

∀ ∈ I, |f(x) − s(x)| ≤ h
3
2

(∫
I

(f ′′(t))
2
dt

) 1
2

, donde h = máx
0≤j≤p−1

(tj+1 − tj).

También se tienen los siguientes resultados para las seminormas

Teorema 1.5.8. Sean I = (α, β) y ∆p una partición uniforme de paso h de
I. Consideremos s el spline cúbico con condiciones Hermite que interpola a
f ∈ C4(I) en los nodos de la partición considerada. Entonces se tiene que

|f − s|2
l,I

≤ Klh
4−l, l = 0, 1, 2, 3,

donde Kl, l = 0, 1, 2, 3, depende únicamente de f y h = máx
0≤j≤p−1

(tj+1 − tj).

Teorema 1.5.9. Sean I = (α, β), h =
β − α

p
y consideremos una partición

uniforme de paso h de I. Consideremos asimismo el spline cúbico natural s
que interpola a f ∈ C4(I) en los nodos de la partición considerada. Entonces
se tiene que

‖f − s‖∞,I ≤
5

384
h4‖f (4)‖∞,I .

Por último enunciamos un teorema que nos da información sobre el error
para los tres casos de interpolación presentados en la Proposición 1.5.4, que
aunque nos ofrece información sobre la convergencia de las derivadas del
spline, no es óptimo en cuanto a acotación del error.

Teorema 1.5.10. Sean I = (α, β) y ∆p = {α = t0 < t1 < . . . < tp =
β}. Consideremos s ∈ S(2k − 1, 2k − 2; ∆p) el spline que interpola a f ∈
Ck(I), k ≥ 2 en ∆p. Entonces, para 0 ≤ l ≤ k − 1 se tiene que

‖f (l) − s(l)‖∞,I ≤
k!

l!
√

k
hk−l− 1

2 |f (k)|0,I , h = máx
0≤j≤p−1

(tj+1 − tj).
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1.6. Elementos finitos

La teoŕıa de elementos finitos, en la forma en la que a continuación
será presentada, ha sido desarrollada entre otros por P. G. Ciarlet y pue-
de ser consultada, por ejemplo, en [25] y [26], referencias, junto con la de M.
Pasadas[63], de las que están tomados gran parte de los resultados, definicio-
nes y comentarios de esta sección.

1.6.1. Nociones generales

Sean K un subconjunto de R
p compacto, conexo, de interior no vaćıo

y frontera lipschitziana, C un espacio vectorial de funciones reales definidas
sobre K y P un subconjunto propio de C.

Consideramos también Σ = {Φ1, . . . , ΦM}, M ∈ N
∗ una familia de M formas

lineales definidas sobre C linealmente independientes.

Definición 1.6.1. Se dice que el subconjunto Σ es P -unisolvente si, para
cualesquiera α1, . . . , αM ∈ R , existe una única función q ∈ P tal que

∀ i = 1, . . . , M, Φi(q) = αi.

Nota 1.6.2. Si Σ es P -unisolvente y si, para i = 1, . . . , M , la forma lineal
Φi está asociada a un punto ai ∈ K de forma que

∀ v ∈ C, Φi(v) = v(ai) ,

diremos que el conjunto A = {a1, . . . ,aM} es P -unisolvente.

Consideremos la aplicación lineal

Φ : P −→ R
M ,

q �−→ (Φ1(q), . . . , ΦM(q)).

Evidentemente Σ es P -unisolvente si, y sólo si, Φ es biyectiva. Por tanto, una
vez verificada la condición

dim P = M (= card Σ), (1.5)

basta con analizar bien la inyectividad, bien la suprayectividad de Φ, para
comprobar la P -unisolvencia de Σ. Ahora bien, Φ es inyectiva si, y sólo si,
ker Φ = {0}, es decir, si, y sólo si

q ∈ P y Φi(q) = 0, para cada i = 1, . . . , M ⇒ q = 0. (1.6)
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Por otra parte, Φ es suprayectiva si, y sólo si, existe al menos una antiimagen
de cada elemento de la base canónica de R

M , o sea, si y sólo si

∀ j = 1, . . . , M, ∃ qj ∈ P : ∀ i = 1, . . . , M, Φi(qj) = δij. (1.7)

En consecuencia:

Lema 1.6.3. Σ es P -unisolvente si, y sólo si, se verifica (1.5) y (1.6) o bien
(1.5) y (1.7).

Definición 1.6.4. Se dice que la terna (K,P, Σ) es un elemento finito si Σ
es P -unisolvente. Las formas lineales Φi ∈ Σ, i = 1, . . . , M , se denominan
grados de libertad y las funciones qj ∈ P , i = j, . . . , M , dadas por (1.7) se
llaman funciones de base del elemento finito.

Nota 1.6.5. La P -unisolvencia del conjunto Σ es equivalente al hecho de
que las M formas lineales Φi constituyan una base del espacio dual de P .
Como consecuencia, las bases {Φi}1≤i≤M y {qi}1≤i≤M son duales en el sentido
algebraico.

Nota 1.6.6. Para indicar la dependencia de P y Σ respecto de K, se susti-
tuirá a veces la terna (K,P, Σ) por (K,PK , ΣK) y, tanto los grados de libertad
Φi como las funciones de base qi, por ΦiK y qiK, respectivamente. En algunas
ocasiones, por abuso de lenguaje, se llama elemento finito únicamente a K.

Nota 1.6.7. En la mayoŕıa de los casos, el espacio funcional P contiene un
espacio de polinomios Pk(K), para algún entero k. Este hecho será crucial
en la obtención de propiedades de convergencia.

Nota 1.6.8. Es también usual que los grados de libertad sean de la forma:

Φi : q �→ q(ai), (1.8)

o bien
Φi : q �→ Dlq(bl

i)(ξ
l
1i, . . . , ξ

l
li). (1.9)

donde aj, bl
j son puntos de K, denominados nodos del elemento finito, y

ξl
ij, con 1 ≤ i ≤ l, son vectores que dependen de la geometŕıa de K, o son

vectores fijos de R
p. Si todos los grados de libertad son del tipo (1.8) se dice

que (K, P, Σ) es un elemento finito de Lagrange, mientras que si al menos
uno de ellos es del tipo (1.9), se dice que es un elemento finito de Hermite.
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Nota 1.6.9. Con frecuencia se omite precisar cuál es el espacio C. En el caso
de elementos finitos de Hermite, resulta conveniente considerar C = Cµ(K),
donde µ es el máximo de los órdenes de derivación que intervienen en la
definición de los grados de libertad.

Definición 1.6.10. Dado un elemento finito (K, P, Σ), se llama operador
de P -interpolación sobre Σ al operador Π : C → P dado por

Πv =
M∑
i=1

Φi(v)qi.

Observemos que, dada v ∈ C, su P -interpolante Πv se caracteriza equivalen-
temente por las condiciones{

Πv ∈ P,

∀ i = 1, . . . , M, Φi(Πv) = Φi(v).

Asimismo, Πq = q, para todo q ∈ P .

Definición 1.6.11. Dos elementos finitos, (K,PK , ΣK) y (L, PL, ΣL), son
iguales si K = L, PK = PL y ΠK = ΠL, donde ΠK y ΠL son, respectivamente,
los operadores de PK-interpolación sobre ΣK y de PL-interpolación sobre ΣL.

Definición 1.6.12. Dos elementos finitos (K̂, P̂ , Σ̂) y (K,P, Σ) son af́ın–
equivalentes si existe una aplicación af́ın biyectiva F : K̂ → K tal que

P = {q : K → R | q ◦ F ∈ P̂}

y todos los grados de libertad Φ ∈ Σ son de la forma Φ(v) = Φ̂(v ◦ F ) para
algún Φ̂ ∈ Σ̂.

Nota 1.6.13. Se sigue inmediatamente de la Definición 1.6.12 que:

(i) dim P = dim P̂ ;

(ii) si q̂i, para i = 1, . . . , M , son las funciones de base de (K̂, P̂ , Σ̂), enton-
ces qi = q̂i ◦ F−1, para i = 1, . . . ,M, son las de (K, P, Σ);

(iii) para toda función v ∈ C, Πv ◦ F = Π̂(v ◦ F ), siendo Π̂ y Π, respecti-
vamente, los operadores de P̂ -interpolación sobre Σ̂ y P -interpolación
sobre Σ.
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Teorema 1.6.14. Sea (K̂, P̂ , Σ̂) un elemento finito cuyos grados de libertad
están definidos en Cµ(K̂), con µ ∈ N, y son de la forma (1.8) o (1.9) . Sean
m, k ∈ N tales que m ≤ k + 1, Pk(K̂) ⊂ P̂ ⊂ Hm(K̂) y Hk+1(K̂) ↪→ Cµ(K̂).
Entonces, existe una constante C = C(K̂, P̂ , Σ̂) tal que, para todo elemento
finito (K,P, Σ) af́ın–equivalente y para toda v ∈ Hk+1(K),

|v − ΠKv|
m,K

≤ C
hk+1

K

ρm
K

|v|
k+1,K

,

donde ΠK es el operador de P -interpolación sobre Σ, ρK es el supremo de
los diámetros de las hiperesferas contenidas en K y hK es el diámetro de K.

Demostración. Cf. P.G. Ciarlet[25, Teorema 3.1.5].

1.6.2. Elemento finito unidimensional de clase Ck

Dados b0 ∈ R y h > 0, sea K ⊂ R el intervalo cerrado [b0, b1], con
b1 = b0 + h. Consideremos también k ∈ N

∗.

Lema 1.6.15. El conjunto de formas lineales

Σ = {Φs
l : v �→ v(l)(bs) | s = 0, 1, l = 0, . . . , k}, (1.10)

definidas sobre C = Ck(K), es P2k+1(K)-unisolvente.

Demostración. Notemos, en primer lugar, que

dim P2k+1(K) = 2k + 2 = card Σ. (1.11)

Sea ahora q ∈ P2k+1(K) tal que Φs
l (q) = 0, para s = 0, 1 y l = 0, . . . , k. Como

q es un polinomio de grado 2k + 1, lo podemos expresar como

q(x) =
2k+1∑
j=0

q(j)(b0)

j!
(x − b0)

j.

Asimismo,

q(x) =
2k+1∑
j=0

q(j)(b1)

j!
(x − b1)

j.

Ahora bien, por hipótesis,

∀ s = 0, 1, ∀j = 0, . . . , k, q(j)(bs) = 0.
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Luego

q(x) = (x − b0)
k+1

2k+1∑
j=k+1

q(j)(b0)

j!
(x − b0)

j−k−1

y también

q(x) = (x − b1)
k+1

2k+1∑
j=k+1

q(j)(b1)

j!
(x − b1)

j−k−1.

Por tanto (x− b0)
k+1(x− b1)

k+1 es un polinomio de grado 2k + 2 que divide
a q. En consecuencia, q = 0, de donde se sigue el resultado, considerando
(1.11) y aplicando el Lema 1.6.15.

Del lema precedente se deduce de modo inmediato el siguiente

Corolario 1.6.16. La terna (K, P2k+1(K), Σ), con Σ dado en (1.10), es un
elemento finito, denominado elemento finito unidimensional de clase Ck.

Se puede dar una definición equivalente del elemento finito unidimensional
de clase Ck mediante un conjunto distinto de grados de libertad. En efecto,
sea

Σ′ = {Ψs
l : v �→ (−1)slhlv(l)(bs) | s = 0, 1, l = 0, . . . , k}.

Lema 1.6.17. (K,P2k+1(K), Σ′) y (K, P2k+1(K), Σ) son dos elementos fini-
tos iguales.

Demostración. Puede encontrarse en [82].

Teorema 1.6.18. Todos los elementos finitos unidimensionales de clase Ck

son af́ın-equivalentes.

Demostración. Puede consultarse en [82].

Teorema 1.6.19. Sea (K̂, P2k+1(K̂), Σ̂) el elemento finito unidimensional
de clase Ck definido sobre K̂ = [0, 1] . Entonces existe una constante C =
C(K̂, P2k+1(K̂), Σ̂) tal que, para todo elemento finito unidimensional de clase
Ck, (K,P2k+1(K), Σ) , para todo k′ ∈ N tal que k ≤ k′ ≤ 2k + 1, para toda
función v ∈ Hk′+1(K) y para todo m = 0, . . . , k′ + 1 ,

|v − ΠKv|m,K ≤ Chk′+1−m
K |v|k′+1,K ,

donde ΠK es el operador de P2k+1(K)-interpolación sobre Σ y hK es la lon-
gitud del intervalo K.
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Demostración. Es inmediata aplicando el Teorema 1.6.14, si tenemos en
cuenta el lema y el teorema precedentes.

Nota 1.6.20. El elemento (K̂, P2k+1(K̂), Σ̂), con K̂ = [0, 1], que aparece en
el teorema anterior recibe el nombre de elemento finito unidimensional de
referencia de clase Ck. Para l = 0, . . . , k y s = 0, 1, se indica por N̂k

2l+s la

función de base de este elemento asociada al grado de libertad Φ̂s
l , caracteri-

zada por las siguientes condiciones N̂k
2l+s ∈ P2k+1([0, 1]),

∀ t = 0, 1, ∀m = 0, . . . , k, (N̂k
2l+s)

(m)(t) = δstδlm .

En la tabla 1.6.1 se dan las expresiones expĺıcitas de las funciones N̂k
2l+s para

k = 1, 2.

k l s = 0 s = 1

1 0 (1 + 2x)(x − 1)2 x2(3 − 2x)

1 x(x − 1)2 x2(x − 1)

2 0 (1 + 3x + 6x2)(1 − x)3 x3(10 − 15x + 6x2)

1 x(1 + 3x)(1 − x)3 x3(1 − x)(3x − 4)

2 1
2
x2(1 − x)3 1

2
x3(1 − x)2

Tabla 1.6.1: Funciones N̂k
2l+s.

1.6.3. Elemento finito de Bogner–Fox–Schmit

Los contenidos de esta sección están tomados de J.J. Torrens[74], donde se
pueden encontrar las demostraciones de los resultados que aqúı enunciaremos.

Dados b00 = (b1
00, b

2
00) ∈ R

2 y h1, h2 > 0, sea K ⊂ R
2 un rectángulo de

vértices bβ = b00+β1h1e1+β2h2e2, con β = (β1, β2) ∈ N
2 tal que |β|∞ ≤ 1.

Notemos que los lados de K son paralelos a los ejes de coordenadas (véase
la Figura 1.6.4).
Sea k ∈ N

∗.

Lema 1.6.21. El conjunto de formas lineales

Σ = {φ
β
α : v �→ ∂αv(bβ) | ‖α|∞ ≤ k, |β|∞ ≤ 1 } (1.12)

es Q2k+1(K)-unisolvente.
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K

•b00
•b10

•b11•b01

h2

h1

x1

x2

Figura 1.6.4: Rectángulo K de lados paralelos a los ejes.

Definición 1.6.22. El elemento finito (K, Q2k+1(K), Σ), con Σ dado en
(1.12), recibe el nombre de elemento finito de Bogner–Fox–Schmit de cla-
se Ck (abreviadamente, k-BFS).

Para cada α = (α1, α2) ∈ N
2, con |α|∞ ≤ k , y para cada β = (β1, β2) ∈ N

2,

con |β|∞ ≤ 1, la función de base p
β
αk asociada al grado de libertad Φ

β
α

está dada por

p
β
αk(x) = hα1

1 hα2
2 N̂k

2α1+β1

(x1 − b1
00

h1

)
N̂k

2α2+β2

(x2 − b2
00

h2

)
,

siendo N̂k
2l+s las funciones de base del elemento finito de referencia unidimen-

sional de clase Ck .

Se puede dar una definición equivalente del elemento finito k-BFS mediante
un conjunto distinto de grados de libertad. En efecto, sea Σ′ el conjunto{

ψ
β
α : v �→ D|α|v(bβ)

(
(∆β+)α1 , (∆β−)α2

)
: |α|∞ ≤ k, |β|∞ ≤ 1

}
,

donde ∆β+ = bβ+−bβ y ∆β− = bβ−−bβ, siendo bβ+ y bβ− , respectivamen-
te, los vértices de K posterior y anterior a bβ si se recorre la frontera de K
en el sentido contrario al de las agujas del reloj (aśı por ejemplo, b01+ = b00

y b01− = b11). Recordemos, asimismo, que (∆β+)α1 y (∆β−)α2 indican, res-
pectivamente,

α1 veces︷ ︸︸ ︷
∆β+ , . . . , ∆β+ y

α2 veces︷ ︸︸ ︷
∆β− , . . . , ∆β− .

Lema 1.6.23. (K, Q2k+1(K), Σ′) y (K, Q2k+1(K), Σ) son dos elementos fi-
nitos iguales.
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Teorema 1.6.24. Todos los elementos finitos k-BFS son af́ın–equivalentes.

Teorema 1.6.25. Sea (K̂, Q2k+1(K̂), Σ̂) el elemento finito k-BFS definido
sobre K̂ = [0, 1]2. Entonces, existe una constante C = C(K̂, Q2k+1(K̂), Σ̂)
tal que, para todo elemento finito k-BFS (K, Q2k+1(K), Σ), para toda v ∈
N2k+2(K) y para todo m = 0, . . . , 2k + 2,

|v − ΠKv|
m,K

≤ C
h2k+2

K

ρm
K

|v|
2k+2,K

,

donde ΠK es el operador de Q2k+1(K)-interpolación sobre Σ, y hK y ρK son,
respectivamente, las longitudes de la diagonal y del menor de los lados de K.

1.6.4. Espacios de Elementos Finitos

Resulta complicado describir, en general, la construcción de espacios de
elementos finitos. Las principales dificultades provienen, por un lado, de la
definición de las “caras”de elementos no poligonales y, por otro lado, en el ca-
so de elementos finitos de tipo Hermite, de las condiciones de compatibilidad
de elementos adyacentes a lo largo de las caras comunes.

En los libros de P. G. Ciarlet[25] y P. A. Raviart y J. M. Thomas[69] se puede
encontrar una definición detallada de los espacios asociados a los elementos
finitos de Lagrange. En esta subsección, siguiendo el mismo procedimiento
y basándonos en gran medida en J.J. Torrens[74, sección 2.3] y en la tesis
de M. Pasadas[63, sección 1.5], desarrollamos la construcción de espacios a
partir de los dos elementos definidos en las subsecciones precedentes, es decir,
el elemento finito unidimensional de clase Ck y el elemento finito k-BFS.

Espacio de elementos finitos unidimensionales de clase Ck

Sea Ω = (a, b) un intervalo abierto y acotado. Sean x0, . . . , xM ∈ Ω tales
que

a = x0 < x1 < · · · < xM−1 < xM = b ,

y, para i = 1, . . . , M , pongamos Ki = [xi−1, xi]. Obviamente, la familia de
subintervalos Th = {Ki : i = 1, . . . , M} verifica que

(i)
M⋃
i=1

Ki = Ω;

(ii) si i 	= j, entonces Int(Ki) ∩ Int(Kj) = ∅;
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(iii) cada extremo de cada intervalo Ki, para i = 1, . . . , M , o bien es un
extremo de otro intervalo Kj, o bien es un extremo de Ω.

Aśı pues Th es una triangulación de Ω (cf. P. G. Ciarlet[25]).

Al sub́ındice h se le asigna, por convenio, el siguiente valor:

h = máx
i=1,...,M

hi, (1.13)

donde hi = xi − xi−1, para i = 1, . . . , M.

Definición 1.6.26. Dado k ∈ N
∗, diremos que el conjunto

Xh = { v = (v
Ki

)
i=1...,M

∈
M∏
i=1

P2k+1(Ki) : ∀ l = 0, . . . , k,

∀ i = 1, . . . , M − 1, (v
Ki

)(l)(xi) = (v
Ki+1

)(l)(xi)}

es el espacio de elementos finitos construido sobre Th a partir del elemento
finito genérico unidimensional de clase Ck.

De la definición precedente resulta inmediatamente que, para cada v =
(v

Ki
) ∈ Xh, se puede definir a trozos una función ṽ ∈ Ck(Ω) del modo

siguiente:
∀ i = 1, . . . , M, ṽ|

Ki
= v

Ki
.

Rećıprocamente, si ṽ ∈ Ck(Ω) y, para i = 1, . . . , M , ṽ|
Ki

∈ P2k+1(Ki), enton-

ces (ṽ|
Ki

) ∈ Xh. Por tanto, se puede considerar (de hecho aśı se suele hacer)

que

Xh = {ṽ ∈ Ck(Ω) : ∀ i = 1, . . . , M, ṽ|
Ki

∈ P2k+1(Ki)} . (1.14)

Observando que, para i = 1, . . . , M , P2k+1(Ki) ⊂ Hk+1(Ki), y aplicando el
Teorema 1.4.15, se tiene, en suma, que

Xh ⊂ Hk+1(Ω) ∩ Ck(Ω).

Las nociones de grado de libertad y de función de base se extienden al espacio
Xh de la siguiente forma: para cada l = 0, . . . , k, y para cada i = 0, . . . , M ,
se define el grado de libertad Φi

lh como la forma lineal sobre Ck(Ω) dada por

Φi
lh : v �→ v(l)(xi),
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a la que se le asocia una función de base ωl
i definida como la única función

de Xh que satisface las condiciones

∀l′ = 0, . . . , k, ∀ j = 0, 1, . . . , M, (ωl
i)

(l′)(xj) = δll′δij.

Se deduce fácilmente, para i = 1, . . . , M − 1, que se puede escribir:

ωl
i(x) =


hl

iN̂
k
2l+1

(x − xi−1

hi

)
, si x ∈ Ki,

hl
i+1N̂

k
2l

(x − xi

hi+1

)
, si x ∈ Ki+1,

0, en otro caso,

donde {N̂k
2l+s : s = 0, 1, l = 0, . . . , k} son las funciones de base del elemento

finito unidimensional de referencia de clase Ck. Asimismo,

ωl
0(x) =

 hl
1N̂

k
2l

(x − a

h1

)
, si x ∈ K1,

0, en otro caso,

y finalmente,

ωl
M(x) =

 hl
MN̂k

2l+1

(x − xM−1

hM

)
, si x ∈ KM ,

0, en otro caso.

El conjunto de funciones de base

{ωl
i : i = 0, . . . ,M, l = 0, . . . , k}

es una base de Xh y, por tanto, Xh es de dimensión finita.

Se introduce, por último, el operador Πh de Xh-interpolación como aquél que
a cada v ∈ Ck(Ω) le asocia una función

Πhv =
M∑
i=0

k∑
l=0

v(l)(xi)ω
l
i, (1.15)

denominada Xh-interpolante de v, y que verifica{
Πhv ∈ Xh,

∀ i = 0, . . . , M, ∀ l = 0, . . . , k, (Πhv)(l)(xi) = v(l)(xi).

De las definiciones del operador Πh y de las funciones de base ωl
i se desprende

el siguiente lema.
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Lema 1.6.27. Para todo i = 1, . . . , M y para toda v ∈ Ck(Ω),

Πhv|
Ki

= ΠKi
v,

donde ΠKi
es el operador de P2k+1(Ki)-interpolación correspondiente al ele-

mento finito unidimensional de clase Ck construido sobre Ki.

Concluimos con un resultado de acotación del error de Xh-interpolación.

Teorema 1.6.28. Sea Ω ⊂ R un intervalo abierto. Sea Th = (Ki)i=1,...,M una
triangulación de Ω, con h dado por (1.13). Entonces existe una constante
C > 0 tal que, para todo k′ ∈ N, con k ≤ k′ ≤ 2k + 1, y para toda función
v ∈ Hk′+1(Ω),

|v − Πhv|
m,Ω

≤ Chk′+1−m|v|
k′+1,Ω

, ∀m = 0, . . . , k + 1,

( M∑
i=1

|v − Πhv|2
m,Ki

) 1
2 ≤ Chk′+1−m|v|

k′+1,Ω
, ∀m = k + 2, . . . , k′ + 1,

donde Πh es el operador definido en (1.15).

Demostración. Puede encontrarse en [82].

Espacio de elementos finitos de Bogner-Fox-Schmit de clase Ck

Sea Ω ⊂ R
2 un abierto conexo y acotado con frontera formada por seg-

mentos paralelos a los ejes de coordenadas. Sea Th una triangulación de Ω
mediante rectángulos con lados paralelos a los ejes de coordenadas, es decir,
Th verifica que :

1. Ω =
⋃

K∈Th

K;

2. dados dos rectángulos distintos K1, K2 ∈ Th, Int(K1) ∩ Int(K2) = ∅;

3. los lados de todo rectángulo K1 ∈ Th son, bien uno de los lados de otro
rectángulo K2 ∈ Th, bien parte de la frontera de Ω.

El sub́ındice h tiene ahora el valor dado por

h = máx
K∈Th

hK ,

donde hK es la longitud de la diagonal de cada rectángulo K.



30 1. Preliminares

ΩK ∈ Th

Figura 1.6.5: Una triangulación de Ω.

Sea Bh el conjunto formado por los vértices de todos los rectángulos de Th

y, para cada b ∈ Bh, sea

Λ(b) = {K ∈ Th | b ∈ K } .

Definición 1.6.29. Dado k ∈ N
∗, diremos que el conjunto

Xh = { v = (vK)K∈Th
∈
∏

K∈Th

Q2k+1(K) : ∀b ∈ Bh, ∀K1, K2 ∈ Λ(b),

∀|α|∞ ≤ k, ∂αvK1(b) = ∂αvK2(b) }

es el espacio de elementos finitos construido sobre Th a partir del elemento
finito genérico de Bogner–Fox–Schmit de clase Ck.

Lema 1.6.30. Sean K1 y K2 dos rectángulos cualesquiera de Th con un lado
común K ′. Entonces,

∀v ∈ Xh, ∀|α|∞ ≤ k,
(
∂αv

K1

)
|K′ =

(
∂αv

K2

)
|K′ .

Demostración. Véase J. J. Torrens[74, lema 2.3.1].

El lema anterior permite asegurar que, para cada v = (vK) ∈ Xh, la función
ṽ, dada a trozos por

∀K ∈ Th, ṽ|K = vK ,

está realmente bien definida sobre Ω y pertenece al espacio Ck(Ω). Se deduce,
pues, que se puede considerar que

Xh = {ṽ ∈ Ck(Ω) : ∀K ∈ Th, ṽ|K ∈ Q2k+1(K)} ,

y, aplicando el Teorema 1.4.15, se concluye que

Xh ⊂ Hk+1(Ω) ∩ Ck(Ω).
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Las nociones de grado de libertad y de función de base se extienden también
al espacio Xh. En efecto, para cada α = (α1, α2) ∈ N

2, con |α|∞ ≤ k, y
para cada b ∈ Bh, se introduce el grado de libertad φb

αh, que supondremos
definido sobre C2k(Ω), mediante

φb
αh : v ∈ C2k(Ω) �→ ∂αv(b) .

A tal grado de libertad se le asocia la función de base wα
b , la cual es la única

función de Xh que satisface las condiciones

∀ |α′|∞ ≤ k, ∀b ′ ∈ Bh, ∂α′
wα

b (b ′) = δαα′ δbb ′ .

Resulta fácil comprobar que wα
b |K′ = 0 si K 	∈ Λ(b), y asimismo, que

wα
b |K′ = p

β
αk

si K ∈ Λ(b) y b es el nodo β-ésimo del rectángulo K, con |β|∞ ≤ 1, donde,

recordemos, p
β
αk es una de las funciones de base del elemento BFS de clase

Ck construido sobre K . Aśı, por ejemplo, las funciones de base wα
b aso-

ciadas al nodo b = (b1, b2) ∈ Bh representado en la figura 1.6.6 se escriben
expĺıcitamente en la forma

wα
b (x ) =



hα1
12

h−α2
22

N̂k
2α1

(x1 − b1

h12

)
N̂k

2α2

(x1 − b2

h22

)
, si x ∈ K1,

hα1
11

h−α2
22

N̂k
2α1+1

(x1 − b1 + h11

h11

)
N̂k

2α2

(x1 − b2

h22

)
, si x ∈ K2,

hα1
11

h−α2
21

N̂k
2α1+1

(x1 − b1 + h11

h11

)
N̂k

2α2+1

(x1 − b2 + h21

h21

)
, si x ∈ K3,

hα1
12

h−α2
21

N̂k
2α1

(x1 − b1

h12

)
N̂k

2α2+1

(x1 − b2 + h21

h21

)
, si x ∈ K4,

0, en otro caso,

siendo N̂k
2l+s las funciones de base del elemento finito unidimensional de re-

ferencia de clase Ck y x = (x1, x2) ∈ Ω.

Notemos también que el conjunto

{wα
b : |α|∞ ≤ k, b ∈ Bh }



32 1. Preliminares

K1K2

K3 K4

b
•

h11 h12

h21

h22

Figura 1.6.6: Nodo y rectángulos adyacentes.

es una base del espacio Xh, que, por tanto, tiene dimensión finita.

Se introduce, por último, un operador Πh de Xh-interpolación. A cada v ∈
C2k(Ω), se le asocia la función

Πhv =
∑
b∈Bh

∑
|α|∞≤k

∂αv(b) wα
b ,

denominada Xh-interpolante de v, que se caracteriza equivalentemente por
las condiciones{

Πhv ∈ Xh ,
∀b ∈ Bh, ∀|α|∞ ≤ k, ∂αΠhv(b) = ∂αv(b) .

De las definiciones del operador Πh y de las funciones de base wα
b , se des-

prende que:

Lema 1.6.31. Para todo K ∈ Th y para toda v ∈ C2k(Ω),

(Πhv)|K = ΠKv ,

donde ΠK es el operador de Q2k+1(K)-interpolación correspondiente al ele-
mento finito BFS de clase Ck construido sobre K.

Por último, se tiene el siguiente resultado de acotación del error de Xh-
interpolación.
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Teorema 1.6.32. Supongamos que existe una constante ν > 0 tal que

∀K ∈ Th,
hK

ρK

≤ ν ,

donde hK y ρK son, respectivamente, las longitudes de la diagonal y del menor
de los lados de cada rectángulo K. Entonces, existe una constante C tal que,
para toda función v ∈ H2k+2(Ω),

|v − Πhv|
m,Ω

≤ C h2k+2−m|v|
2k+2,Ω

, si 0 ≤ m ≤ k + 1 ,

(∑
K∈Th

|v−Πhv|2
m,K

)1/2

≤ C h2k+2−m|v|
2k+2,Ω

, si k+2 ≤ m ≤ 2k+2 .

Demostración. Cf. J. J. Torrens[74, Teorema 2.3.5].
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Caṕıtulo 2

Aproximación mediante curvas
ODE

2.1. Introducción

Este caṕıtulo está dedicado a la construcción de curvas a partir de un pro-
blema de contorno dado por una ecuación diferencial ordinaria y condiciones
de contorno de tipo Hermite, y un conjunto de puntos de aproximación. Se
pretende que la curva obtenida interpole las condiciones de contorno y apro-
xime tanto la solución del problema diferencial como los puntos inicialmente
dados. A una curva aśı obtenida la llamaremos curva ODE (Ordinary Diffe-
rential Equation).

En el desarrollo del caṕıtulo consideramos operadores simétricos y defini-
dos positivos que modelizan una gran variedad de problemas de vigas y otros
problemas de ingenieŕıa. Por otro lado, el modelo propuesto resuelve, bajo
las condiciones adecuadas, problemas blending, en los cuales se trata de unir,
de forma suave, mediante una curva ODE, otras dos dadas no conexas. Con
el modelo que desarrollamos además podemos conseguir que esta curva ODE
ajuste un conjunto de puntos dados sobre el intervalo donde esté definida.
Diferentes variantes del problema han sido estudiadas en [7], [58].

Sea I ∈ R un intervalo abierto y acotado. Siguiendo la idea de [7], los
candidatos naturales son los operadores lineales de orden 2n de la forma

Lu(t) =
n∑

j=0

(−1)j(pj(t)u
(j)(t))(j), t ∈ I,
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con pj(t) ∈ Hj(I), 0 ≤ j ≤ n, y pn(t) ≥ ν > 0 para todo t en I, siendo ν
constante.

Este tipo de operador diferencial aparece en diferentes problemas de in-
genieŕıa como por ejemplo los siguientes casos de flexión de vigas en teoŕıa
de estructuras:

La flexión de una viga de longitud l, sometida a una carga normal p(t),
para todo t ∈ [0, l], con módulo de elasticidad E(t) y módulo de inercia
I(t), en cada sección transversal a la ĺınea neutra, está modelizada por
la ecuación diferencial ordinaria,

d2

dt2

(
E(t)I(t)

d2

dt2
u(t)

)
= p(t), t ∈ (0, l),

siendo u(t) la posición del punto t de la ĺınea neutra tras la deformación.

Si la viga está sometida a su vez a un esfuerzo axil N(t), se verifica que

d2

dt2

(
E(t)I(t)

d2

dt2
u(t)

)
− d

dt

(
N(t)

d

dt
u(t)

)
= p(t), t ∈ (0, l).

Si la viga tiene ciertas caracteŕısticas elásticas (viga con fundamento
flexible), entonces

d2

dt2

(
E(t)I(t)

d2

dt2
u(t)

)
− d

dt

(
N(t)

d

dt
u(t)

)
+ k(t)u(t) = p(t),

con t ∈ (0, l) y donde k(t) es una función que depende de las carac-
teŕısticas elásticas del material.

El caṕıtulo está estructurado como sigue: en la siguiente sección, se intro-
ducen las herramientas e hipótesis necesarias para poder plantear de manera
rigurosa el problema que se va a abordar, en el cual intervienen de forma
esencial una ecuación diferencial y un conjunto de puntos de aproximación.
Después de enunciar el concepto de curva ODE se demuestra un teorema que
establece la existencia y la unicidad de una curva ODE cuando se fijan una
serie de condiciones.

En la sección 2.3 se enuncian y demuestran resultados previos que tienen
por objetivo estudiar y establecer teoremas acerca de la convergencia de la
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solución del problema planteado en la sección anterior hacia una función de
la cual procedan los datos de ajuste, siempre que el número de éstos tienda
a infinito.

Finaliza el caṕıtulo calculando con detalle las estimaciones del error de
aproximación cometido al aproximar una función de un espacio determinado,
de la cual extraemos el conjunto de puntos de aproximación, mediante una
curva ODE.

2.2. Planteamiento del problema.

A lo largo del caṕıtulo suponemos dados:

n,m ∈ N, m ≥ 1;

un intervalo abierto y acotado de R, I = (α, β) ;

un operador diferencial de orden 2n

L : H2n(I) −→ L2(I),

de la forma:

Lu(t) =
n∑

j=0

(−1)j(pj(t)u
(j)(t))(j), α < t < β,

con pj(t) ∈ Hj(I), 0 ≤ j ≤ n, y verificando

pn(t) ≥ ν > 0 t ∈ I,

donde ν es una constante.

Consideramos la forma bilineal y simétrica

(u, v)L =
∑
j≤n

∫
I

pj(t)u
(j)(t)v(j)(t)dt, (2.1)

y suponemos que

n−1∑
i=0

pi(t)
(
u(i)(t)

)2 ≥ 0, ∀ t ∈ I, ∀u ∈ Hn(I),

pn(t) ≥ ν > 0,∀ t ∈ I,

(2.2)
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con lo que dicha forma bilineal (·, ·)L define un semiproducto escalar en

Hn(I). Notamos a la seminorma asociada mediante |u|L = (u, u)
1
2
L.

Un operador diferencial aśı definido, verificando (2.2), se conoce con el nom-
bre de operador fuertemente eĺıptico en I. A partir de (2.2) se puede com-
probar que la forma bilineal (·, ·)L es coerciva en Hn

0 (I). Por tanto, existe
C > 0 tal que

(u, u)L ≥ C‖u‖2
n,I , ∀u ∈ Hn

0 (I).

De esta forma, dada f ∈ L2(I), el Problema de Dirichlet Generalizado corres-
pondiente tiene una única solución en Hn

0 (I), es decir, existe una única
u ∈ Hn

0 (I) tal que se verifica la siguiente propiedad variacional

(u, v)L = (f, v)0, ∀ v ∈ Hn
0 (I).

Consideramos el conjunto de formas lineales∑
= {φi : i = 1, . . . , 2n},

definidas sobre Hn (I) por

φi(v) =

{
v(i−1)(α) si i = 1, . . . , n,

v(i−n−1)(β) si i = n + 1, . . . , 2n;
(2.3)

Suponemos también dados

dos vectores

y = (yi)i=1,...,2n ⊂ R
2n, q = (qi)i=1,...,m ⊂ R

m, m ∈ N;

y un conjunto ordenado de puntos distintos de I

Am = {ai, i = 1, . . . , m}.

Definimos los operadores ρ y τ de la forma

ρ : Hn (I) −→ R
m,

v �−→ (v (ai))i=1,...,m ,

τ : Hn (I) −→ R
2n,

v �−→ (φi (v))i=1,...,2n .

Finalmente, consideramos el espacio vectorial

H0 = {u ∈ Hn(I) : τu = 0}
y el espacio af́ın asociado

H = {u ∈ Hn(I) : τu = y}.
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Nota 2.2.1. El espacio H es obviamente convexo y no vaćıo, puesto que cual-
quier interpolante polinomial s ∈ P2n−1 verificando φi(s) = yi, i = 1, . . . , 2n
está en H.

Dada f ∈ L2(I), consideramos el problema de contorno:{
Lu = f,
τu = y .

(2.4)

Definición 2.2.2. Decimos que σ es una curva ODE asociada a L, y , Am,
q y ε > 0, si σ es una solución del problema{

σ ∈ H,
∀v ∈ H, J(σ) ≤ J(v),

(2.5)

donde J es el funcional definido sobre Hn(I), de la forma:

J(v) = 〈ρv − q〉2m + ε ((v, v)L − 2(f, v)0,I) . (2.6)

Nota 2.2.3. El primer término del funcional J mide cuánto se aproxima v a
q en el sentido de mı́nimos cuadrados discretos, con lo que nos referiremos a
él como término de ajuste. El segundo término del funcional, ponderado por
el parámetro ε indica cuánto se aproxima v a la solución del problema (2.4).

Teorema 2.2.4. El problema (2.5) admite una única solución, que es tam-
bién la única solución del problema variacional: encontrar σ ∈ H, tal que

∀v ∈ H0, 〈ρu, ρv〉m + ε(u, v)L = 〈q,ρv〉m + ε(f, v)0,I . (2.7)

Demostración. Consideramos a : Hn(I) × Hn(I) → R, dada por

a : Hn(I) × Hn(I) −→ R,
(u, v) �−→ 2 (〈ρu, ρv〉m + 〈τu, τv〉2n + ε(u, v)L) .

Es claro que esta forma es bilineal y simétrica en Hn(I), ya que tanto el
producto 〈·〉m como el semiproducto escalar (·, ·)L lo son.

Definimos

�u, v� = 〈ρu, ρv〉m + 〈τu, τv〉2n + (u, v)L, ∀u, v ∈ Hn(I).

Aplicando el Teorema 1.4.16, por (2.1)-(2.2) se tiene que �·, ·� es un producto
escalar, y notamos su norma asociada ��u��2 = �u, u�, que es equivalente a
la norma de Sobolev ‖ · ‖n,I .
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Por tanto

a(u, u) ≥ 2 mı́n(1, ε)(〈ρu〉2m + 〈τu〉22n + |u|2L) ≥ C ‖u‖2
n,I ,

con lo que a es Hn(I)-eĺıptica.

La continuidad de a se deduce inmediatamente de

| a(u, v)| = | 2 (〈ρu, ρv〉m + 〈τu, τv〉2n + ε(u, v)L)| ≤ 2 máx(1, ε)|�u, v�|

≤ 2 máx(1, ε) ��u�� ��v�� ≤ C ‖u‖n,I ‖v‖n,I .

También se tiene que H es convexo, cerrado y no vaćıo, y además la aplicación

ϕ(v) = 2〈q ,ρv〉m + 2ε(f, v)0,I ,

es claramente lineal y continua en Hn(I) por lo que estamos en condiciones
de aplicar el Teorema 1.3.10 de Stampacchia, y concluir que existe un único
σ ∈ H tal que

a(σ,w − u) ≥ ϕ (w − u) , ∀w ∈ H,

lo cual es equivalente a que

a(σ, v) ≥ ϕ(v), ∀v ∈ H0.

Como H0 es subespacio vectorial, si v ∈ H0, entonces −v ∈ H0 y, por tanto

a(σ,−v) ≥ ϕ(−v), ∀v ∈ H0,

de donde

a(σ, v) = ϕ(v), ∀v ∈ H0.

Queda aśı demostrado que (2.7) tiene solución única.

Además σ está caracterizado por ser el mı́nimo en H del funcional

Φ(v) =
1

2
a(v, v) − ϕ(v),

que a su vez es equivalente a (2.5), puesto que

Φ(v) = J(v) − (〈q〉2m + 〈y〉22n).
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Teorema 2.2.5. Existe una y sólo una (2n + 1)-upla (σ,λ) ∈ Hn(I) × R
2n

tal que 
σ ∈ H,
∀v ∈ Hn(I), 〈ρσ,ρv〉m + ε(σ, v)L + 〈λ, τv〉2n

= 〈q,ρv〉m + ε(f, v)0,I ,

(2.8)

donde σ es la solución de (2.5).

Demostración. Sea Ψ : R −→ R, la función definida por:

Ψ(t) =

{
exp{1 − 1

1 − t2
} si |t| < 1,

0, en otro caso.

Entre las propiedades interesantes de Ψ destacan:

1. Ψ ∈ C∞(R).

2. Ψ(0) = 1.

3.
dj

dtj
Ψ(t)

∣∣∣∣
t=0

= 0, j ≥ 0.

Para cualquier a ∈ Am, consideramos una nueva familia de funciones

ϕj(t) =


(t − α)j−1

(j − 1)!
Ψ

(
t − α

β − α

)
si j = 1, . . . , n,

(t − β)j−1

(j − n − 1)!
Ψ

(
t − β

β − α

)
si j = n + 1, . . . , 2n.

Consideraremos para cualquier función v ∈ Hn(I), la función

ω = v −
2n∑
i=1

φi(v)ϕi,

donde φi(v) están dadas en (2.3). Es claro que

τω = τv −
2n∑
i=1

φi(v)τ (ϕi)

o lo que es igual

φj(ω) = φj(v)−
2n∑
i=1

φi(v)φj(ϕ
i) = φj(v)−

2n∑
i=1

φi(v)δij = 0, ∀j = 1, . . . , 2n,
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y por tanto ω ∈ H0. Ahora bien, como σ es la solución de (2.5), por el
Teorema 2.2.4 tenemos que σ ∈ H, y que

〈ρσ,ρω〉m + ε(σ, ω)L = 〈q ,ρω〉m + ε(f, ω)0,I ,

Desarrollando esta última expresión obtenemos que para toda v ∈ Hn(I) se
verifica〈

ρσ,ρ(v −
2n∑
i=1

φi(v)ϕi−1)

〉
m

+ ε

(
σ, v −

2n∑
i=1

φi(v)ϕi−1

)
L

=

〈
q ,ρ(v −

2n∑
i=1

φi(v)ϕi−1)

〉
m

+ ε

(
f, v −

2n∑
i=1

φi(v)ϕi−1

)
0,I

.

Utilizando las propiedades de linealidad tenemos

〈ρσ,ρv〉m −
〈

ρσ,ρ

(
2n∑
i=1

φi(v)ϕi−1

)〉
m

+ ε(σ, v)L

− ε

(
σ,

2n∑
i=1

φi(v)ϕi−1

)
L

= 〈q ,ρv〉m −
〈
q ,ρ

(
2n∑
i=1

φi(v)ϕi−1

)〉
m

+ ε(f, v)0,I − ε

(
f,

2n∑
i=1

φi(v)ϕi−1

)
0,I

.

(2.9)

Llamamos

λ =
(〈

q − ρσ,ρϕi−1
〉

m
− ε
(
σ, ϕi−1)L + ε(f, ϕi−1

)
0,I

)
i=1,...,2n

∈ R
2n,

y resulta que

−
〈

ρσ,ρ

(
2n∑
i=1

φi(v)ϕi−1

)〉
m

− ε

(
σ,

2n∑
i=1

φi(v)ϕi−1

)
L

+

〈
q , ρ

2n∑
i=1

φi(v)ϕi−1

〉
m

+ ε

(
f,

2n∑
i=1

φi(v)ϕi−1

)
0,I

=
2n∑
i=1

(
−
〈
ρσ,ρϕi−1

〉
m
− ε
(
σ, ϕi−1

)
L

+
〈
q , ρϕi−1

〉
m

+ ε
(
f, ϕi−1

)
0,I

)
φi(v)

= 〈λ, τv〉2n .

Por tanto, (2.9) se escribe de la forma

〈ρσ,ρv〉m + ε(σ, v)L + 〈λ, τv〉2n = 〈q ,ρv〉m + ε (f, v)0,I , ∀v ∈ Hn(I).
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Sea ahora (σ,λ) una solución de (2.8). Veamos que es única. Es claro que
σ ∈ H. Además, para todo v ∈ H0, τv = 0 y la última expresión queda

〈ρσ,ρv〉m + ε (σ, v)L = 〈q , ρv〉m + ε (f, v)0,I .

Luego σ es la solución del problema (2.7), y por tanto es única. Sea (σ,λ)
otra solución de (2.8). Entonces tenemos que

〈ρσ,ρv〉m + ε (σ, v)L + 〈λ, τv〉2n = 〈q ,ρv〉m − ε (f, v)0,I , ∀v ∈ Hn(I),

〈ρσ,ρv〉m + ε(σ, v)L +
〈
λ, τv

〉
2n

= 〈q ,ρv〉m − ε (f, v)0,I , ∀v ∈ Hn(I),

y restando 〈
λ − λ, τv

〉
2n

= 0, ∀v ∈ Hn(I),

con lo cual λ = λ y por tanto queda demostrada la unicidad de (σ,λ).

Notas 2.2.6. 1. Sobre ε > 0. Este parámetro actúa de la siguiente forma:
si ε >> 1, la curva ODE tenderá a acercarse más a la solución del
problema (2.4) que a ajustar los datos (ai, qi), i = 1, . . . , m. El efecto
contrario tendremos si ε << 1.

2. Si Am = ∅, entonces σ es la solución del problema (2.4). Es inmediato,
pues en tal caso se tiene que

ε(v, v)L = ε(f, v)0,I , ∀v ∈ H0,

en particular para v ∈ C∞
0 (I), es decir,

(Lu − f, v)0,I = 0, ∀v ∈ C∞
0 (I).

y, en consecuencia, por el Lema fundamental del cálculo de variaciones

Lu = f,

y u verifica las condiciones de contorno por ser u ∈ H.

3. Si f = 0, y no hay condiciones de contorno, la solución de (2.5) es un
spline variacional de ajuste relativo a Am, q y ε (ver [47]).
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2.3. Convergencia

En esta sección vamos a enunciar y demostrar un Teorema de convergencia
para la aproximación de una curva dada mediante curvas ODE.

Sea σm
ε la curva ODE asociada a L, τg, Am, ρg y ε, donde g ∈ H es una

función dada.

Vamos a probar que cuando los datos de ajuste proceden de g y además el
número de éstos tiende a infinito, bajo condiciones adecuadas, σm

ε converge
a la mencionada función g.
Suponemos dado para todo m ∈ N, un subconjunto ordenado Am de puntos
distintos de I tal que

sup
t∈I

máx
a∈Am

|t − a| = o

(
1

m

)
, m → ∞, (2.10)

lo cual implica que el número de datos de ajuste tiende a infinito y se distri-
buyen regularmente en I, cuando m → +∞.

Suponemos que
ε = o(m), m → +∞. (2.11)

Para enunciar y demostrar el Teorema de convergencia necesitamos los si-
guientes resultados

Lema 2.3.1. Sea u una solución de Lu = f . Entonces, para todo v ∈ H0, se
verifica

(u, v)L = (f, v)0,I .

Demostración. Claramente

(f, v)0,I = (Lu, v)0,I ∀v ∈ H0.

Basta ahora con integrar n − 1 veces por partes el segundo miembro de la
expresión anterior y observar que en cada paso los términos de contorno son
nulos.

Lema 2.3.2. La aplicación

(((·, ·))) : Hn(I) × Hn(I) → R

definida por

(((u, v))) = 〈τu, τv〉2n + (u, v)L
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es un producto escalar en Hn(I), cuya norma asociada, ��·��, dada por

∀ v ∈ Hn(I), ��v�� = (((v, v)))
1
2 ,

es equivalente a la norma de Sobolev ‖ · ‖n,I .

Demostración. Obviamente (((·, ·))) es un semiproducto escalar en Hn(I).
Además se verifica que kerτ ∩Pn−1 = 0, con lo cual se concluye que (((·, ·)))
es un producto escalar. La equivalencia entre las normas ��·�� y ‖ · ‖n,I se
deduce del Teorema 1.4.16.

Teorema 2.3.3. Si se verifican las hipótesis (2.10) y (2.11) entonces

ĺım
m→+∞

‖σm − g‖n,I = 0. (2.12)

Demostración. Vamos a dividir la demostración en 4 pasos claramente dife-
renciados.
1) Por verificarse que J(σm

ε ) ≤ J(g), se tiene que

〈ρ(σm
ε − g)〉2m + ε

(
| σm

ε |2L −2(f, σm)0,I

)
≤ ε

(
| g |2L −2(f, g)0,I

)
,

se tiene que

ε
(
| σm |2L −2(f, σm)0,I

)
≤ ε

(
| g |2L −2(f, g)0,I

)
,

o equivalentemente

| σm |2L≤| g |2L −2(f, g)0,I + 2(f, σm)0,I . (2.13)

Por otra parte, como σm−g ∈ H0, tenemos que, por el Lema 2.3.1, (f, σm−
g)0,I = (u, σm − g)L, donde u es la solución de (2.4), con lo que, de (2.13), se
obtiene que

| σm |2L ≤ | g |2L +2(u, σm)L − 2(u, g)L. (2.14)

Por la desigualdad triangular

| σm |2L − | u |2L ≤ | σm − u |2L = | σm |2L + | u |2L −2(σm, u)L

≤| g |2L −2(u, g)L+ | u |2L,

donde la segunda desigualdad se ha obtenido utilizando (2.14). Deducimos,
por tanto, que

| σm |2L ≤ | g |2L −2(u, g)L + 2 | u |2L . (2.15)
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Utilizando que g ∈ H, obtenemos

〈ρ(σm − g)〉2m + ε | σm |2L≤ ε
(
| g |2L +2(f, σm − g)0,I

)
.

Por tanto
〈ρ(σm − g)〉2m ≤ ε

(
| g |2L +2(f, σm − g)0,I

)
y, junto con (2.15) y teniendo en cuenta que (f, σm − g)0,I = (u, σm − g)L, se
deduce que

〈ρ(σm − g)〉2m = O(ε), m → +∞. (2.16)

Se verifica que

��σm��2 = 〈τσm〉22n + |σm|2L = 〈τg〉22n + |σm|2L,

donde ��·�� es la norma definida en el Lema 2.3.2.

Por tanto, de (2.15), concluimos que

��σm�� = O(1), m → +∞,

y, por el Lema 2.3.2 nuevamente, resulta que

‖σm‖n,I = O(1), m → +∞,

es decir, la familia (σm)m∈N está acotada en Hn(I). Por lo tanto, el Lema
1.3.3 asegura que existe una sucesión (σml)l∈N, extráıda de esa familia, con
ĺım

l→+∞
ml = +∞ y un elemento g∗ ∈ Hn(I) tales que

g∗ = lim débil
l→+∞

σml en Hn(I) . (2.17)

2) Veamos ahora que g∗ = g por reducción al absurdo. Supongamos que
g∗ 	= g. Como la inyección de Hn(I) en C0(I) es continua, existen (ver
Teorema 1.4.13) γ > 0 y un abierto no vaćıo I0 ⊂ I tales que

∀t ∈ I0 , |g∗(t) − g(t)| > γ .

Como tal inyección, además, es compacta, de (2.17) se sigue que

∃ l0 ∈ N, ∀ l ≥ l0, ∀ t ∈ I0, |σml(t) − g∗(t)| ≤ γ

2
.

Por tanto,

∀ l ≥ l0, ∀t ∈ I0, |σml(t)−g(t)| ≥ |g∗(t)−g(t)|−|σml(t)−g∗(t)| ≥ γ

2
. (2.18)
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3) Por (2.17), dado que g∗ = g y que, por el Teorema 1.4.14, Hn(I) se inyecta
continuamente en Hn−1(I), se tiene que

g = ĺım
l→+∞

σml en Hn−1(I) . (2.19)

Por otra parte, de la definición del semiproducto escalar (·, ·)L y de (2.2) se
sigue que

|σml − g|2n,I ≤
1

ν
|σml − g|2L ≤ 1

ν
(|σml|2L + |g|2L − 2(σml , g)2

L).

Teniendo en cuenta (2.13) deducimos que

|σml − g|2n,I ≤
1

ν
(|g|2L − 2(f, g)0,I + 2(f, σml)0,I + |g|2L − 2(σml , g)2

L),

y, por (2.17), concluimos que

ĺım
l→+∞

|σml − g|n,I = 0,

lo cual, unido a (2.19) implica que

ĺım
l→+∞

‖σml − g‖n,I = 0.

4) Concluimos finalmente, razonando por reducción al absurdo, que se cumple
(2.12). En efecto, si no fuera aśı, existiŕıa un número real µ > 0 y una sucesión
(ml

′ )l
′∈N

con ĺım
l′→+∞

ml
′ = +∞, tal que

∀ l
′ ∈ N, ‖σm

l
′ − g‖n,I ≥ µ . (2.20)

Ahora bien, la sucesión (σm
l
′ )l′∈N

está acotada en Hn(I) con lo que, si argu-
mentamos como en los puntos 1), 2) y 3), se deduciŕıa que de tal sucesión se
puede extraer una subsucesión convergente a g, lo cual es contradictorio con
(2.20). Por tanto

ĺım
m→0

‖σml − g‖n,I = 0 .

2.4. Estimaciones del error de aproximación

En esta sección, razonando como M. Pasadas[63], se van a establecer
estimaciones del error.

Recordemos, en primer lugar, tres resultados auxiliares, los dos primeros
debidos a J. Duchon[30], que se han particularizado para dimensión 1.
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Proposición 2.4.1. Sea I un intervalo abierto. Entonces existen constantes
M > 1, M1 > 1, y λ0 > 0 tales que, para todo λ ∈ (0, λ0], existe Iλ ⊂ I
verificando:

(i) ∀ t ∈ Iλ, [t − λ, t + λ] ⊂ I,

(ii) I ⊂
⋃
t∈Iλ

[t − Mλ, t + Mλ],

(iii)
∑
t∈Iλ

1[t−Mλ,t+Mλ] ≤ M1,

donde 1E es la función caracteŕıstica del conjunto E.

Proposición 2.4.2. Existe R > 0 (dependiente de n) y para todo M ≥ 1
y l entero, 0 ≤ l ≤ n, una constante C > 0 (dependiente de M , n y l)

verificando: para todo m ∈ N y todo t ∈ R, el intervalo [t − R

m
, t +

R

m
]

contiene n intervalos cerrados ∆1, . . . , ∆n de amplitud
1

m
tales que se tiene:

vl,(t−MR
m

,t+MR
m

) ≤ C

(
1

m

)n−l

vn,(t−MR
m

,t+MR
m

),

para toda v ∈ Hn(t − MR
m

, t + MR
m

) que se anule en al menos un punto de
cada uno de los intervalos ∆1, . . . , ∆n.

Proposición 2.4.3. Sea n ∈ N
∗ e I un intervalo acotado abierto no vaćıo de

R. Entonces existe un operador lineal P̃ : Hn(I) → Hn(R) y una constante
C > 0 tales que, para todo v ∈ Hn(I), P̃ v = v en I y

|P̃ v|n,R ≤ C|v|n,I .

Demostración. El operador P̃ está definido en G. Strang[73] de forma ex-
pĺıcita.

Mantenemos las notaciones que hemos utilizado durante el caṕıtulo. Se tiene
el siguiente resultado sobre estimaciones del error de aproximación de la
función g ∈ H mediante curvas ODE.
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Teorema 2.4.4. Si las hipótesis (2.10)-(2.11) se verifican entonces existen

constantes positivas R, λ0 y C tales que, para todo m ∈ N con
1

m
≤ λ0

R
, se

tiene que

∀ l = 0, . . . , n, |g − σm|l,I ≤ C

(
1

m

)n−l

|g − σm|n,I .

Demostración. Por la Proposición 2.4.1, existen constantes M > 1 y λ0 > 0
tales que, para todo λ ∈ (0, λ0], existe Iλ ⊂ I verificando:

∀t ∈ Iλ, [t − λ, t + λ] ⊂ I y I ⊂
⋃
t∈Iλ

[t − Mλ, t + Mλ].

Sea z = g − σm y sea R la constante de la Proposición 2.4.2. Si λ =
R

m
(y

por tanto
1

m
≤ λ0

R
), se tiene que

∀ l = 0, . . . , n, |z|2l,I ≤ |z̃|2
l, ⋃

t∈I R
m

[t−M R
m

,t+M R
m

]
,

donde z̃ = P̃ z, siendo P̃ el operador introducido en la Proposición 2.4.3.

Por tanto,

∀ l = 0, . . . , n, |z|2l,I ≤
∑
t∈I R

m

|z̃|2
l,(t−MR

m
,t+MR

m
)
. (2.21)

Puesto que z̃ ∈ Hn(t−MR
m

, t+ MR
m

) y además z̃ se anula en al menos un punto

en cada una de los intervalos cerrados ∆1, . . . , ∆n, de radio
1

m
, contenidos

en [t − R

m
, t +

R

m
], se sigue de la Proposición 2.4.2 que existe una constante

C > 0, dependiente solamente de M , n y l, tal que

∀ l = 0, . . . , n, |z̃|l,(t−MR
m

,t+MR
m

) ≤ C

(
1

m

)n−l

|z̃|n,(t−MR
m

,t+MR
m

),

y, por (2.21), obtenemos

∀ l = 0, . . . , n, |z|2l,I ≤ C

(
1

m

)2(n−l) ∑
t∈I R

m

|z̃|2
n,(t−MR

m
,t+MR

m
)
. (2.22)



50 2. Aproximación mediante curvas ODE

Utilizando el punto (iii) de la Proposición 2.4.1, se tiene que∑
t∈I R

m

|z̃|2
n,(t−MR

m
,t+MR

m
)
≤ M1|z̃|2n,R,

y, junto con (2.22), resulta que existe C > 0 tal que

∀ l = 0, . . . , n, |z|2l,I ≤ CM1

(
1

m

)2(n−l)

|z̃|2n,R.

Como z̃ = P̃ z , de esta última relación junto con la Proposición 2.4.3 dedu-
cimos que existe una constante C > 0 tal que

∀ l = 0, . . . , n, |z|l,I ≤ C

(
1

m

)n−l

|z|n,I ,

de donde obtenemos el resultado.

Corolario 2.4.5. Para todo l = 0, . . . , n , se verifica que

|g − σm|l,I = o

((
1

m

)n−l
)

, m → +∞ .

Demostración. Se deduce de los teoremas 2.3.3 y 2.4.4.



Caṕıtulo 3

Aproximación mediante curvas
ODE splines

3.1. Introducción

En el caṕıtulo anterior, se han construido con detalle lo que hemos lla-
mado curvas ODE. Recordemos que estas curvas se han obtenido a partir de
un problema de contorno y de un conjunto de puntos de ajuste.

Sin embargo, la solución del problema descrito no se puede explicitar en
numerosas ocasiones, por lo que la forma usual de proceder en estos casos es
discretizar el problema. De este modo, es posible aplicar un método numérico
de forma que se pueda obtener una expresión aproximada de la solución.

Por tanto, será necesario considerar un espacio de dimensión finita, en el
que formular y resolver el problema discreto correspondiente.

Esta discretización se va a efectuar mediante funciones B-splines y, de
esta forma, se formulará y resolverá el problema discreto de aproximación,
que dará lugar a las curvas ODE splines.

Concretamente, el espacio discreto en el que vamos a trabajar es el espacio
de splines de grado k y clase k − 1 asociado a una partición ∆p = {α = t0 <
t1 < . . . < tp = β}, que recordemos se introdujo en el primer caṕıtulo como

S(k, k − 1; ∆p) = {s ∈ Ck−1(I) : s|[ti−1,ti]
∈ Pk[ti−1, ti], i = 1, . . . , p},

donde Pk[ti−1, ti] es la restricción a [ti−1, ti] del espacio vectorial real de los
polinomios de grado menor o igual que k.
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El caṕıtulo 3 se ha dividido en varias secciones. En la sección 3.2 se
introducen los elementos necesarios para poder plantear de manera rigurosa
el problema que se va a abordar, en el cual intervienen de forma esencial un
problema de contorno y un conjunto de puntos de aproximación. Después
de enunciar el concepto curva ODE spline se demuestra un teorema que
establece la existencia y la unicidad de la misma cuando se fijan una serie de
condiciones.

En la sección 3.3 se enuncian y demuestran una serie de resultados previos
como son el establecimiento de diferentes cotas de aproximación en espacios
discretos que tienen por objetivo estudiar y establecer resultados acerca de
la convergencia de la solución del problema planteado en la sección anterior
hacia una función de la cual procedan los datos de ajuste, siempre que el
número de éstos tienda a infinito.

La sección 3.4 tiene por objetivo calcular las estimaciones del error de
aproximación cometido al aproximar una función, que verifica las condicio-
nes que se han dado en el problema de contorno, y de la cual extraemos el
conjunto de puntos de aproximación, mediante una curva ODE spline.

En la sección 3.5 se describe el algoritmo que se utiliza en la obtención de
los aproximantes discretos. Al tratarse de un método de discretización me-
diante funciones splines, este algoritmo se reduce a un sistema de ecuaciones
lineales que se puede implementar de manera sencilla.

La sección 3.6, con la que finaliza el caṕıtulo, está dedicada a ensayar
el método numérico propuesto, con varios ejemplos numéricos y gráficos en
los que se constata la influencia de los diferentes elementos que intervienen
en su formulación, como es la ecuación diferencial que se toma, el tamaño
del conjunto de puntos de aproximación y su distribución y el tamaño de
la partición. Se observa que si los parámetros del método vaŕıan según las
hipótesis de convergencia, de la curva ODE spline hacia la curva de la que
proceden los datos, el error relativo disminuye, y se conjetura la existencia de
un valor del parámetro ε óptimo. Además si la curva de la que proceden los
datos es solución del problema de contorno, el parámetro ε no tiene efectos
en el error, de forma que, aunque ε vaŕıe, el error permanece constante.

3.2. Planteamiento del problema

Durante todo el caṕıtulo mantendremos la hipótesis

k ≥ n,
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con lo que se verifica

S(k, k − 1; ∆p) ⊂ Hk(I) ⊆ Hn(I).

y también

k ≥ 2n − p (3.1)

que es una hipótesis técnica no restrictiva justificada por la necesidad de
que los sistemas de ecuaciones lineales que aparecerán posteriormente sean
determinados.

Definición 3.2.1. Diremos que s es una curva ODE discreta asociada a
L, y, Am, q y ε > 0, si s es una solución del problema{

s ∈ Hp,
∀v ∈ Hp, J(s) ≤ J(v),

(3.2)

donde J es el funcional dado por (2.6), y

Hp = {u ∈ S(k, k − 1; ∆p) : τu = y}.

Nota 3.2.2. 1. En nuestro caso hemos tomado como espacio discreto un
espacio de splines por lo que hablaremos de curva ODE spline en vez de
curva ODE discreta. No obstante, todo lo que se haga a continuación
se puede aplicar a diferentes tipos de espacios discretos como uno de
elementos finitos, de wavelets u otros.

2. Notemos también que Hp es obviamente convexo y cerrado. Además es
no vaćıo puesto que cualquier interpolante v ∈ S(k, k − 1; ∆p) verifi-
cando τv = y está en Hp.

Si llamamos
Hp

0 = {u ∈ S(k, k − 1; ∆p) : τu = 0},
podemos establecer el siguiente resultado

Teorema 3.2.3. El problema (3.2) admite una única solución, que es tam-
bién la única solución del problema variacional: encontrar s ∈ Hp, tal que

∀v ∈ Hp
0 , 〈ρs, ρv〉m + ε(s, v)L = 〈q,ρv〉m + ε (f, v) . (3.3)

Demostración. Se razona como en el Teorema 2.2.4 para Hp y Hp
0 , en lugar

de H, H0.
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Teorema 3.2.4. Existe una, y sólo una, (2n + 1)-upla (s, λ) ∈ S(k, k −
1; ∆p) × R

2n tal que s ∈ Hp , y que para toda v ∈ S(k, k − 1; ∆p),

〈ρs, ρv〉m + ε(s, v)L + 〈λ, τv〉2n = 〈q, ρv〉m + ε (f, v)0,I , (3.4)

donde s es la solución de (3.2).

Demostración. Se razona análogamente al Teorema 2.2.5, tomando la familia
de curvas ODE spline

ϕi ∈ S(k, k − 1; ∆p), i = 1, . . . , 2n,

que verifiquen las condiciones

φj(ϕ
i) = δij, ∀i, j = 1, . . . , 2n.

La existencia de estas funciones está garantizada por la hipótesis (3.1). El
resultado se obtiene razonando de igual forma que en el Teorema 2.2.5.

3.3. Convergencia

En esta sección vamos a enunciar y demostrar un teorema de convergencia en
el caso discreto. Concretamente vamos a demostrar que si g es una función
suficientemente regular y sm es la curva ODE spline relativa a L, τg, Am,ρg
y ε, entonces su diferencia en norma ‖ · ‖n,I tiende a 0 cuando m → +∞.

Suponemos dado, para todo m ∈ N, un subconjunto ordenado Am de puntos
distintos de I tal que

sup
t∈I

máx
a∈Am

|t − a| = o

(
1

m

)
, m → ∞. (3.5)

Sea ∆p = {α = t0 < . . . < tp = β} una partición del intervalo I y llamemos

h = máx
i=0,...,p−1

(ti+1 − ti).

Por último, sea g ∈ Hn(I) ∩ Ck+1(I) con k ∈ N, verificando τg = y .

Suponemos también que

ε = o(m), m → +∞. (3.6)

mh2k+1

ε
= O(1), m → +∞, (3.7)
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Teorema 3.3.1. Si se verifican las hipótesis (3.5), (3.6) y (3.7) entonces

ĺım
m→∞

‖sm − g‖n,I = 0.

donde sm
ε ∈ S(2k+1, 2k; ∆p) es la curva ODE spline asociada a L, τg, Am,ρg

y ε.

Demostración. Notamos por s ∈ S(2k+1, 2k; ∆p) el interpolante de Hermite
de g en los nodos de la partición ∆p es decir

s(tj) = g(tj), 0 ≤ j ≤ p,

s(i)(α) = g(i)(α), 1 ≤ i ≤ k ,

s(i)(β) = g(i)(β), 1 ≤ i ≤ k .

Por ser sm solución de (3.2), J(sm) ≤ J(s), es decir

ε
(
| sm |2L −2(f, sm)0,I

)
≤ 〈ρ(s − g)〉2m + ε

(
| s |2L −2(f, s)0,I

)
,

con lo que

| sm |2L≤
1

ε
〈ρ(s − g)〉2m+ | s |2L −2(f, s)0,I + 2(f, sm)0,I . (3.8)

Es claro que sm − s ∈ Hp
0 , tenemos que por el Lema 2.3.1 (f, sm − s)0,I =

(u, sm − s)L, donde u es la solución de (2.4) con lo que (3.8) queda

| sm |2L≤
1

ε
〈ρ(s − g)〉2m+ | s |2L −2(u, s)L + 2(u, sm)L. (3.9)

A continuación acotamos cada uno de los términos del segundo miembro de
la desigualdad anterior. Por el Teorema 1.5.10 obtenemos

〈ρ(s − g)〉2m =
m∑

i=1

(s(ai) − g(ai))
2 ≤ Cmh2(k+ 1

2
)|g(k+1)|20,I

≤ Cmh2k+1|g|2k+1,I .

(3.10)

Utilizando la desigualdad triangular

| sm |2L − | u |2L ≤ | sm − u |2L
= | sm |2L + | u |2L −2(sm, u)L

≤ 1

ε
〈ρ(s − g)〉2m+ | s |2L −2(u, s)L+ | u |2L,
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y, por y (3.9), tenemos que

| sm |2L ≤ Cmh2k+1

ε
|g|2k+1,I+ | s |2L −2(u, s)L + 2 | u |2L . (3.11)

Por otra parte, de J(sm) ≤ J(s), se deduce

〈ρ(sm − g)〉2m ≤ 〈ρ(s − g)〉2m + ε
(
| s |2L +2(f, s)0,I

)
.

De esta última desigualdad junto con (3.10) y (3.11) obtenemos que existe
C > 0 tal que

〈ρ(sm − g)〉2m ≤ ε(
Cmh2k+1

ε
|g|2k+1,I + C)

y por tanto, de (3.6), concluimos que

〈ρ(sm − g)〉2m = O(ε), m → ∞. (3.12)

Se verifica que

��sm��2 = 〈τsm〉22n + |sm|2L = 〈τg〉22n + |sm|2L,

donde ��·�� es la norma definida en el Lema 2.3.2.

Por tanto, de (3.11), concluimos que

��sm�� = O(1), m → +∞,

y, por el Lema 2.3.2, resulta que

‖σm‖n,I = O(1), m → +∞,

es decir, la familia (sm)m∈N está acotada en Hn(I). Por lo tanto, el Lema
1.3.3 asegura que existe una sucesión (sml)l∈N, extráıda de esa familia, con
ĺım

l→+∞
ml = +∞, y un elemento g∗ ∈ Hn(I) tales que

g∗ = lim débil
l→+∞

sml en Hn(I) . (3.13)

Ahora no hay más que seguir desde el paso 2) la demostración del Teorema
2.3.3 para obtener el resultado.
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3.4. Estimaciones del error.

Teorema 3.4.1. Si la hipótesis (3.5) se verifica entonces existen constantes

positivas R, λ0 y C tales que, para todo m ∈ N con
1

m
≤ λ0

R
, se tiene que

∀ l = 0, . . . , n, |g − sm|l,I ≤ C

(
1

m

)n−l

|g − sm|n,I .

Demostración. Se demuestra de igual forma que el Teorema 2.3.3.

3.5. Computación.

Una vez vistos los resultados en términos discretos a pasamos calcular
la expresión de la solución de (3.4). Recordemos que una base del espacio
S(k, k− 1; ∆p) es B =

{
Bk

i : i = −k, . . . , p − 1
}

, donde Bk
i es el B-spline de

grado k con soporte [ti, ti+k] ∩ I.

Por tanto podemos expresar s como una combinación lineal de elementos
básicos de dicho espacio, esto es,

s =

p−1∑
i=−k

γi+k+1B
k
i (t),

con lo que calculando los coeficientes γi tendremos determinado s.

Sustituyendo en (3.4), tenemos que para toda v ∈ S(k, k − 1; ∆p),

p−1∑
i=−k

γi+k+1

(
〈ρBk

i ,ρv〉m + ε(Bk
i , v)L

)
+ 〈λ, τv〉2n = 〈q ,ρv〉m + ε (f, v)0,I ,

sujeto a las restricciones

φi

(
p−1∑

i=−k

γi+k+1B
k
i

)
= yi, i = 1, . . . , 2n.

Por linealidad, es equivalente a

p−1∑
i=−k

γi+k+1

(
〈ρBk

i ,ρBk
j 〉m + ε(Bk

i , Bk
j )L

)
+

2n∑
i=1

λiφi(B
k
j )

= 〈q , ρBk
j 〉m + ε(f, Bk

j )0,I , −k ≤ j ≤ p − 1,
p−1∑

i=−k

γi+k+1φi(B
k
i ) = yi, 1 ≤ i ≤ 2n,
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que es un sistema lineal de ecuaciones con 2n+ k + p ecuaciones e incógnitas

γ1, . . . , γp+k, λ1, . . . , λ2n.

La forma matricial de dicho sistema es(
C D
Dt 0

)(
γ
λ

)
=

(
f̂
y

)
, (3.14)

donde

C = (cij)1≤i,j≤p+k, con cij = 〈ρBk
i , ρBk

j 〉m + ε
(
Bk

i , Bk
j

)
L

,

D = (dij)
1≤i≤p+k
1≤j≤2n

, con dij = φj(B
k
i ),

γ = (γ1, . . . , γp+k)
t, λ = (λ1, . . . , λ2n)t,

f̂ = (〈q ,ρBk
1 〉m + ε(f, Bk

1 )0,I , . . . , 〈q ,ρBk
p+k〉m + ε(f, Bk

p+k)0,I)
t,

y = (y1, . . . , y2n)t.

Si llamamos A =
(
Bk

j (ai)
)

1≤i≤m
−k≤j≤p−1

, entonces se verifica que

C = AtA + εR,

siendo

R =
(
((Bk

i , Bk
j ))L

)
−k≤i,j≤p−1

,

y también tendremos

f̂ = Atq + εf̃ ,

con

f̃ =
(
(Bk

1 , f)0,I , . . . , (B
k
p+k, f)0,I

)t
.

Con esta notación hemos conseguido expresar el sistema en términos conoci-
dos como la base, los puntos de aproximación con sus respectivas imágenes,
el parámetro ε y la función f.
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Nota 3.5.1. Para calcular f̃ podemos emplear una fórmula de cuadratura
numérica como por ejemplo la de Simpson compuesta, con lo que no per-
deremos aproximación en el caso que el error obtenido sea menor del que
hayamos cometido al discretizar.

A continuación vamos a mostrar como se resuelve un caso concreto, mostran-
do con detalle todos los cálculos.

Consideremos L el operador diferencial de cuarto orden

Lu = µ2
d4u

dt4
+ µ1

d2u

dt2
+ µ0u,

con (−1)iµi > 0, i = 1, 2, 3, y el problema de contorno{
Lu = f(t), u = u(t), t ∈ I,
u(α) = uα, u′(α) = uα, u(β) = uβ, u′(β) = uβ,

(3.15)

y queremos que la solución ajuste en el conjunto de puntos

An = {(ai, qi) , i = 1, . . . , n},

tomando
ε = ε0.

El producto escalar (u, v)L vendŕıa dado por

(u, v)L = µ2(u, v)2,I − µ1(u, v)1,I + µ0(u, v)0,I , ∀u ∈ H2(I).

y el vector τ seŕıa

τu = (u(α), u′(α), u(β), u′(β)), ∀u ∈ H2(I).

El espacio discreto que utilizamos para calcular la solución es el de B-splines
cúbicos de clase dos S(3, 2; ∆p), sobre una partición uniforme

∆p = {ti : ti = α + i
β − α

p
, i = 0, . . . , p, p ∈ N}.

y las matrices
A0 =

(
(B3

i , B
3
j )0

)
1≤i,j≤p+3

∈ Mp+3,p+3,

A1 =
(
(B3

i , B
3
j )1

)
1≤i,j≤p+3

∈ Mp+3,p+3,

A2 =
(
(B3

i , B
3
j )2

)
1≤i,j≤p+3

∈ Mp+3,p+3,
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A =
(
B3

i (aj)
)

1≤j≤m
1≤i≤p+3

∈ Mm,p+3,

quedaŕıan

A0 = h
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,

A1 =
1

h
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A2 =
1

h3
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,

donde h =
β − α

p
.

Por tanto

R = µ2A2 − µ1A1 + µ0A0,

D =



1
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,

q = (q1, . . . , qm)t,

y = (uα, uα, uβ, uβ)t,

λ = (λ1, λ2, λ3, λ4)
t,

junto con el vector

f̂ = Atq + ε0f̃ .
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3.6. Ejemplos gráficos y numéricos

Para finalizar el caṕıtulo presentamos una serie de ejemplos a fin de poder
constatar los resultados teóricos obtenidos.

Hemos utilizado el método descrito en la anterior sección dedicada a la com-
putación para obtener diferentes curvas ODE splines. Además, hemos calcu-
lado un error relativo en la norma L2(I), que viene dado por la expresión

Erel =

900∑
i=1

|s(ci) − g(ci)|

900∑
i=1

|g(ci)|

donde s es la curva ODE spline y ci, i = 1, . . . , 900 son puntos aleatoriamente
distribuidos en el intervalo I.

El espacio discreto que hemos utilizado para calcular las diferentes curvas
ODE splines ha sido el espacio de splines cúbicos de clase 2, S(3, 2, ∆p)
generado a partir de una base de B-spline con una partición uniforme de p
intervalos.

En las figuras que mostramos a continuación se incluyen la gráfica de las
curvas ODE splines resultantes con el número de puntos de aproximación
que hemos tomado de la función g que queremos aproximar, el número de
intervalos de la partición p y el valor del parámetro ε. De igual forma presen-
tamos tablas los errores calculados entre las diferentes curvas ODE splines
construidas con respecto a la función g.

Las tablas 3.6.3–3.6.5 se han obtenido para el problema:

∣∣∣∣ u(iv) + u′′ + u = 0, t ∈ I = (α, β),
u(α) = g(α), u′(α) = g′(α), u(β) = g(β), u′(β) = g′(β).

(3.16)

donde α y β están especificados en la norma del error.

Ejemplo 1.

Consideramos el siguiente problema de valores iniciales∣∣∣∣ u(iv) + u′′ + u = 0, t ∈ I = (0, 2π),
u(0) = 0, u′(0) = 0, u(2π) = 0, u′(2π) = 0.

(3.17)
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La función g que vamos a aproximar viene dada por la expresión

g(t) = e−tsen2t t ∈ [0, 2π].
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Figura 3.6.1: Curva ODE spline obtenida con m = 5 puntos de aproximación
distribuidos uniformemente, p = 4 y ε = 10−1 (negro), y gráfica de la curva
g(x) = e−xsen2x (rojo).
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Figura 3.6.2: Curva ODE spline obtenida con m = 5 puntos de aproximación
distribuidos uniformemente, p = 4 y ε = 10−3 (negro),y gráfica de la curva
g(x) = e−xsen2x (rojo).



64 3. Aproximación mediante curvas ODE splines
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Figura 3.6.3: Curva ODE spline obtenida con m = 5 puntos de aproximación
distribuidos uniformemente, p = 8 y ε = 10−1 (negro), y gráfica de la curva
g(x) = e−xsen2x (rojo).
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Figura 3.6.4: Curva ODE spline obtenida con m = 5 puntos de aproximación
distribuidos uniformemente, p = 8 y ε = 10−3 (negro), y gráfica de la curva
g(x) = e−xsen2x (rojo).

1 2 3 4 5 6
-0.05

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Figura 3.6.5: Curva ODE spline obtenida con m = 5 puntos de aproximación
distribuidos uniformemente, p = 16 y ε = 10−5 (negro), y gráfica de la curva
g(x) = e−xsen2x (rojo).
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Figura 3.6.6: Curva ODE spline obtenida con m = 15 puntos de aproximación
distribuidos uniformemente, p = 4 y ε = 10−5 (negro), y gráfica de la curva
g(x) = e−xsen2x (rojo).
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Figura 3.6.7: Curva ODE spline obtenida con m = 15 puntos de aproximación
distribuidos uniformemente, p = 8 y ε = 10−1 (negro), y gráfica de la curva
g(x) = e−xsen2x (rojo).
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Figura 3.6.8: Curva ODE spline obtenida con m = 15 puntos de aproximación
distribuidos uniformemente, p = 16 y ε = 10−5 (negro), y gráfica de la curva
g(x) = e−xsen2x (rojo).
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Puntos de Intervalos de Valor de Error Error relat. en
aproximación la partición ε relativo norma H2(0, 2π)

10−1 1 1
4 10−3 1 1

10−5 1 1
10−1 1 1

0 8 10−3 1 1
10−5 1 1
10−1 1 1

16 10−3 1 1
10−5 1 1

10−1 5.45 ×10−1 7.22×10−1

4 10−3 4.72×10−1 7.21×10−1

10−5 4.72×10−1 7.20×10−1

10−1 4.05×10−1 4.16×10−1

5 8 10−3 7.92×10−2 7.87×10−2

10−5 7.91×10−2 7.88×10−2

10−1 4.35×10−1 4.29×10−1

16 10−3 9.62×10−2 1.35×10−1

10−5 9.36×10−2 1.34×10−1

10−1 4.94×10−1 7.56×10−1

4 10−3 4.71×10−1 7.49×10−1

10−5 4.71×10−1 7.39×10−1

10−1 2.94×10−1 2.73×10−1

15 8 10−3 1.92×10−2 3.22×10−2

10−5 1.73×10−2 3.29×10−2

10−1 2.92×10−1 5.28×10−3

16 10−3 8.82×10−3 2.54×10−3

10−5 1.13×10−3 1.51×10−3

10−1 4.71×10−1 7.32×10−1

4 10−3 4.71×10−1 7.30×10−1

10−5 4.68×10−1 7.25×10−1

10−1 1.81×10−2 3.21×10−2

30 8 10−3 1.80×10−2 3.23×10−2

10−5 1.73×10−2 3.31×10−2

10−1 8.81×10−4 1.63 ×10−3

16 10−3 8.76×10−4 1.61 ×10−3

10−5 6.61×10−4 1.60 ×10−3

Tabla 3.6.1: Tabla de errores para diferentes curvas ODE spline aproximando
g(x) = e−xsen2x.
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Ejemplo 2.

Consideramos ahora el siguiente problema de valores iniciales

∣∣∣∣ u(iv) + u = 62cos2(x)sen(x) − 20sen3(x), t ∈ I = (0, 2π),
u(0) = 0, u′(0) = 0, u(2π) = 1, u′(2π) = 1.

(3.18)

En este segundo ejemplo aproximamos la solución del problema de partida,
es decir cuando la función g es igual a u, siendo u la solución del problema
(3.18).

En este caso concreto g(x) = u(x) = cos2x sen2x.

1 2 3 4 5 6
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Figura 3.6.9: Curva ODE spline obtenida sin puntos de aproximación, p = 4
y ε = 10−1 (negro), y gráfica de la curva g(x) = cos2 x sen x (rojo).
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Figura 3.6.10: Curva ODE spline obtenida con m = 5 puntos de aproximación
distribuidos uniformemente, p = 4 y ε = 10−3 (negro), y gráfica de la curva
g(x) = cos2 x sen x (rojo).
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Figura 3.6.11: Curva ODE spline obtenida con m = 5 puntos de aproximación
distribuidos uniformemente, p = 8 y ε = 10−1 (negro), y gráfica de la curva
g(x) = cos2 x sen x (rojo).
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Figura 3.6.12: Curva ODE spline obtenida con m = 5 puntos de aproximación
distribuidos uniformemente, p = 16 y ε = 10−1 (negro), y gráfica de la curva
g(x) = cos2 x sen x (rojo).
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Figura 3.6.13: Curva ODE spline obtenida con m = 15 puntos de aproxima-
ción distribuidos uniformemente, p = 16 y ε = 10−3 (negro), y gráfica de la
curva g(x) = cos2 x sen x (rojo).
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Puntos de Intervalos de Valor de Error Error relat. en
aproximación la partición ε relativo norma H2(0, 2π)

10−1 7.9×10−1 13.42
4 10−3 7.9×10−1 13.42

10−5 7.9×10−1 13.42
10−1 9.47×10−2 1.55

0 8 10−3 9.47×10−2 1.55
10−5 9.47×10−2 1.55
10−1 3.23×10−3 5.69×10−2

16 10−3 3.23×10−3 5.69×10−2

10−5 3.23×10−3 5.69×10−2

10−1 6.91×10−1 13.67
4 10−3 6.88×10−1 13.66

10−5 6.88×10−1 13.64
10−1 1.04×10−1 1.55

5 8 10−3 1.13×10−1 1.55
10−5 1.13×10−1 1.55
10−1 3.45×10−3 5.69×10−2

16 10−3 3.24×10−3 5.70×10−2

10−5 3.24×10−3 5.69×10−2

10−1 6.89×10−1 13.62
4 10−3 6.87×10−1 13.55

10−5 6.87×10−1 13.56
10−1 8.84×10−2 1.55

15 8 10−3 7.68×10−2 1.65
10−5 7.67×10−2 1.66
10−1 3.25×10−3 5.69×10−2

16 10−3 3.24×10−3 5.69×10−2

10−5 3.24×10−3 5.69×10−2

10−1 6.87×10−1 13.25
4 10−3 6.88×10−1 13.25

10−5 6.86×10−1 13.21
10−1 7.61×10−2 1.66

30 8 10−3 7.55×10−2 1.66
10−5 7.54×10−2 1.64
10−1 2.23×10−3 5.91×10−2

16 10−3 2.12×10−3 5.88×10−2

10−5 2.04×10−3 5.72×10−2

Tabla 3.6.2: Tabla de errores para diferentes curvas ODE spline aproximando
g(x) = cos2 x sen x.
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Puntos de Intervalos de Valor de Error Error relat. en
aproximación la partición ε relativo norma H2(0, 1)

10−1 4.11×10−3 1.47 ×10−1

4 10−3 4.11×10−3 1.47 ×10−1

10−5 4.11×10−3 1.47 ×10−1

10−1 2.39×10−4 8.91 ×10−3

0 8 10−3 2.39×10−4 8.91 ×10−3

10−5 2.39×10−4 8.91 ×10−3

10−1 1.47×10−5 5.51 ×10−4

16 10−3 1.47×10−5 5.51 ×10−4

10−5 1.47×10−5 5.51 ×10−4

10−1 4.04×10−3 1.47 ×10−2

4 10−3 3.40×10−3 1.48×10−2

10−5 3.57 ×10−3 1.55×10−2

10−1 2.39 ×10−4 8.91 ×10−3

5 8 10−3 2.39 ×10−4 8.91 ×10−3

10−5 2.39 ×10−4 8.91 ×10−3

10−1 1.47×10−5 5.51×10−4

16 10−3 1.47×10−5 5.51×10−4

10−5 1.47×10−5 5.51×10−4

10−1 2.34 ×10−4 8.98×10−3

4 10−3 1.92×10−4 8.98×10−3

10−5 1.94×10−4 8.98×10−3

10−1 2.31×10−4 8.98×10−3

15 8 10−3 1.90×10−4 8.98×10−3

10−5 1.69×10−4 8.98×10−3

10−1 1.47×10−5 5.51×10−4

16 10−3 1.47×10−5 5.51×10−4

10−5 1.47×10−5 5.51×10−4

10−1 3.91×10−3 1.47×10−1

4 10−3 3.71×10−2 1.47×10−1

10−5 3.35×10−2 1.49 ×10−1

10−1 1.89×10−4 9.04×10−3

30 8 10−3 1.74×10−4 8.92×10−3

10−5 1.45×10−4 8.94×10−3

10−1 1.37×10−5 5.51×10−4

16 10−3 1.11×10−5 5.51×10−4

10−5 9.46×10−6 5.51×10−4

Tabla 3.6.3: Tabla de errores para diferentes curvas ODE spline aproximando
g(x) = x6.



3.6. Ejemplos gráficos y numéricos 71

Puntos de Intervalos de Valor de Error Error relat. en
aproximación la partición ε relativo norma H2(1, 2)

10−1 2.50×10−2 3.86×10−2

4 10−3 2.50×10−2 3.86×10−2

10−5 2.50×10−2 3.86×10−2

10−1 1.53×10−5 2.78×10−5

0 8 10−3 1.53×10−5 2.78×10−5

10−5 1.53×10−5 2.78×10−5

10−1 9,09 × 10−7 1,76 × 10−6

16 10−3 9,09 × 10−7 1.76×10−6

10−5 9,09 × 10−7 1,76 × 10−6

10−1 2.47×10−4 3.86×10−4

4 10−3 2.31×10−4 3.98×10−4

10−5 2.36×10−4 4.05×10−4

10−1 1.53×10−5 2.78×10−5

5 8 10−3 1.51×10−5 2.78×10−5

10−5 1.51×10−5 2.78×10−5

10−1 8,57 × 10−7 1,76 × 10−6

16 10−3 8,57 × 10−7 1,76 × 10−6

10−5 8,52 × 10−7 1,76 × 10−6

10−1 2.45×10−4 3.85×10−4

4 10−3 2.30×10−4 3.92×10−4

10−5 2.36×10−4 4.05×10−4

10−1 1.52×10−5 2.78×10−5

15 8 10−3 1.38×10−5 2.79×10−5

10−5 1.33×10−5 2.82×10−5

10−1 9,25 × 10−7 1,76 × 10−6

16 10−3 9,39 × 10−7 1,76 × 10−6

10−5 9,39 × 10−7 1,76 × 10−6

10−1 3.11×10−5 2.81×10−5

4 10−3 3.12×10−5 2.82×10−5

10−5 3.12×10−5 2.83×10−5

10−1 1.61×10−6 1.71×10−6

30 8 10−3 1.58×10−6 1.74×10−6

10−5 1.59×10−6 1.72×10−6

10−1 8.97×10−8 1.01×10−7

16 10−3 9.01×10−8 1.01×10−7

10−5 8.99×10−8 1.02×10−7

Tabla 3.6.4: Tabla de errores para diferentes curvas ODE spline aproximando
g(x) = log x.
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Puntos de Intervalos de Valor de Error Error relat. en
aproximación la partición ε relativo norma H2(0, 1)

10−1 1.87×10−5 1.11×10−4

4 10−3 1.87×10−5 1.11×10−4

10−5 1.87×10−5 1.11×10−4

10−1 1,12 × 10−6 7,01 × 10−6

0 8 10−3 1,12 × 10−6 7,01 × 10−6

10−5 1,12 × 10−6 7,01 × 10−6

10−1 6,89 × 10−8 4,36 × 10−7

16 10−3 6,89 × 10−8 4,36 × 10−7

10−5 6,89 × 10−8 4,36 × 10−7

10−1 1.76×10−5 1.10×10−4

4 10−3 1.76×10−5 1.10×10−4

10−5 1.76×10−5 1.10×10−4

10−1 1,04 × 10−6 7,02 × 10−6

5 8 10−3 9,56 × 10−7 7,02 × 10−6

10−5 9,8 × 10−7 7,02 × 10−6

10−1 6,32 × 10−8 4,3 × 10−7

16 10−3 5,71 × 10−8 4,36 × 10−7

10−5 5,9 × 10−8 4,36 × 10−7

10−1 1.73×10−5 1.11×10−4

4 10−3 1.59×10−5 1.11×10−4

10−5 1.59×10−5 1.11×10−4

10−1 1,02 × 10−6 2,01 × 10−6

15 8 10−3 8,56 × 10−7 2,01 × 10−6

10−5 8,56 × 10−7 2,03 × 10−6

10−1 2,53 × 10−8 6,77 × 10−8

16 10−3 2,53 × 10−8 6,77 × 10−8

10−5 2,53 × 10−8 6,77 × 10−8

10−1 4.94×10−6 1.76×10−5

4 10−3 4.71×10−6 1.78×10−5

10−5 4.59×10−6 1.78×10−5

10−1 2.87×10−7 1.09×10−6

30 8 10−3 2.71×10−7 1.12×10−6

10−5 2.56×10−7 1.09×10−6

10−1 2.15×10−8 6.77×10−8

16 10−3 1.74×10−8 6.78×10−8

10−5 1.51×10−8 6.78×10−8

Tabla 3.6.5: Tabla de errores para diferentes curvas ODE spline aproximando
g(x) = ex.
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A la vista de las tablas de errores que se han mostrado podemos hacer
las siguientes observaciones:

1. Se constatan las hipótesis del Teorema 3.3.1 de convergencia de la curva
ODE discreta hacia la curva de la que proceden los datos, es decir,
conforme aumenta m, y p y ε vaŕıan verificando (3.6) y (3.7), el error
disminuye.

2. Si se fijan p y m el error no es monótono respecto de ε; luego podemos
conjeturar la existencia de un valor de ε óptimo.

3. Podemos apreciar la diferencia en los errores relativos entre las tablas
3.6.1 y 3.6.2, ya que en esta última se aprecia que el parámetro ε no
tiene prácticamente efecto, al proceder los puntos de aproximación de
la propia función u(x) = g(x) que es solución del problema diferencial.
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Caṕıtulo 4

Superficies PDE

4.1. Introducción

Este caṕıtulo está dedicado a la construcción de superficies a partir de
un problema de contorno dado por una ecuación en derivadas parciales con
condiciones de contorno de tipo Hermite, y un conjunto de puntos de apro-
ximación. Se pretende que la superficie obtenida interpole las condiciones de
contorno y aproxime tanto la solución del problema diferencial como los pun-
tos inicialmente dados. A una superficie aśı obtenida la llamaremos superficie
PDE (Partial Differential Equation).

El método PDE de diseño de superficies genera una superficie median-
te la resolución de una ecuación en derivadas parciales con condiciones de
contorno dadas [7, 8, 9, 20, 19]. Aunque para aplicar este método no hay res-
tricciones sobre el tipo de ecuación, principalmente se utilizan las ecuaciones
eĺıpticas ya que producen superficies suaves. Esta elección está justificada
por su aplicación práctica ya que algunos operadores de orden 2n y ciertos
sistemas eĺıpticos juegan un papel importante en mecánica y en f́ısica, co-
mo pueden ser, por ejemplo, el operador biarmónico ∆2 en teoŕıa de placas,
sistemas de elasticidad y el sistema de Stokes en mecánica de fluidos.

Las técnicas PDE unifican los atributos geométricos de ciertos objetos con
sus caracteŕısticas funcionales. Estas técnicas aparecen fundamentalmente en
la industria automoviĺıstica y en la aeroespacial, donde los objetos se diseñan
en ocasiones a partir de ciertos datos de interpolación y de aproximación y
también de ciertas propiedades hidrodinámicas que pueden estar modelizados
por ecuaciones en derivadas parciales. En [31] se pueden encontrar algunas
aplicaciones de estas técnicas. El autor emplea en este trabajo diferencias
finitas para resolver numéricamente las PDEs y, a partir de aqúı, modificar
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interactivamente las propiedades geométricas de los objetos.

En este caṕıtulo presentamos un interesante modelo que conserva la po-
tencia del método PDE y que además permite modificar la superficie que
generamos de una forma bastante sencilla. Concretamente vamos a construir
superficies de forma libre a partir de una ecuación en derivadas parciales de
tipo eĺıptico de orden 2n que puede describir ciertos fenómenos f́ısicos y un
conjunto de datos de aproximación.

Sea Ω un abierto acotado y conexo de R
2 y consideremos el operador dife-

rencial dado por L : H2n(Ω) → L2(Ω)

Lu(x ) =
∑

|i |,|j |≤n

(−1)|j |∂j (pi j (x )∂iu(x )), x ∈ Ω, (4.1)

siendo pi j ∈ C |j |(Ω) y pi j = pj i para todo |i |, |j | ≤ n.

Se define, asociada a este operador L, la siguiente forma bilineal y simétrica
sobre Hn(Ω) × Hn(Ω) :

(u, v)L =
∑

|i |,|j |≤n

(pi j ∂
iu, ∂j v)0,Ω.

Suponemos que ∑
|i |,|j |≤n−1

ξipi j (x )ξj ≥ 0, ∀x ∈ Ω, (4.2)

y que existe una constante ν > 0 tal que∑
|i |,|j |=n

ξipi j (x )ξj ≥ ν〈ξ〉2n
2 , ∀x ∈ Ω, (4.3)

para todo ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R
2, donde ξi = ξi1ξi2 , para cualquier i = (i1, i2) ∈

N
2.

En la literatura actual, a los operadores diferenciales que verifican la hipótesis
(4.2)-(4.3), se les da el nombre de operadores fuertemente eĺıpticos en Ω.

Es fácil demostrar que bajo las hipótesis (4.2)–(4.3) la forma bilineal (·, ·)L

define un semiproducto escalar en Hn(Ω) y por tanto lleva asociada una

seminorma que denotamos mediante |u|L = (u, u)
1
2
L.
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El caṕıtulo 4 está estructurado como sigue: en la sección 4.2 se plantea el pro-
blema de aproximación. Después de enunciar el concepto de superficie PDE
relativa a un conjunto de puntos de aproximación y un operador diferencial,
se enuncia y demuestra un teorema que establece la existencia y la unicidad
de una superficie PDE cuando se fijan una serie de condiciones.

La sección 4.3 tiene por objetivo demostrar la convergencia de la solución del
problema planteado en la sección anterior hacia una función de la cual pro-
cedan los datos de ajuste, estableciendo previamente ciertos resultados para
poder enunciar y demostrar de manera rigurosa un teorema de convergencia.

Finaliza el caṕıtulo calculando con detalle las estimaciones del error cometido
al aproximar una función de un espacio determinado, de la cual extraemos
el conjunto de puntos de aproximación, mediante una superficie PDE.

4.2. Planteamiento del problema

Suponemos dados:

dos enteros, n ≥ 2 y r > 0;

las funciones f ∈ L2(Ω) y hj ∈ C(Ω), para j = 0, . . . , n − 1;

un conjunto Ar = {a1, . . . ,am} de m = m(r) (m ∈ N
∗) puntos distin-

tos de Ω;

un vector β = (β1, . . . , βm) ∈ R
m.

Además, suponemos que

Ω es un dominio de tipo Hölder Cn−1,1. (4.4)

Definimos los operadores

ρ : Hn(Ω) → R
m, ρ v = (v(a i))1≤i≤m,

τj : Hj+1(Ω) → Hj+ 1
2 (∂Ω), τjv =

(
∂jv

∂n j

)
, 0 ≤ j ≤ n − 1,

el conjunto convexo

H = {u ∈ Hn(Ω) ∩ Cn−1(Ω) : τu = y},

donde τu = (τju)0≤j≤n−1, y = (hj)0≤j≤n−1, y el espacio lineal

H0 = {u ∈ Hn(Ω) ∩ Cn−1(Ω) : τu = 0}.
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Consideremos el problema de contorno∣∣∣∣∣∣
Lu(x ) = f(x ), x ∈ Ω,
∂ju

∂n j
(x ) = hj(x ), x ∈ ∂Ω, 0 ≤ j ≤ n − 1,

(4.5)

siendo L el operador diferencial definido en (4.1).

Definición 4.2.1. Dado ε > 0, diremos que σ ∈ H es una superficie PDE
asociada a L, y, Ar, β y ε, si σ es una solución del problema

J(σ) ≤ J(v), ∀ v ∈ H, (4.6)

donde J es el funcional definido sobre Hn(Ω) por

J(v) = 〈ρv − β〉2m + ε(|v|2L − 2(f, v)0,Ω).

Notas 4.2.2.

El primer término del funcional J mide cuánto se aproxima v a β en el
sentido de mı́nimos cuadrados discretos, con lo que nos referiremos a él co-
mo término de ajuste. El segundo término del funcional, ponderado por el
parámetro ε indica cuánto se aproxima v a la solución del problema (4.5).

Observemos que el dominio debe ser bastante regular para poder dar un sen-
tido a las derivadas normales sobre la frontera de Ω. Es aqúı donde se utiliza
la hipótesis (4.4). En este caso la condición de nulidad de las derivadas nor-
males es equivalente a la de la nulidad de la derivada total.

Sea {φi : Hn(Ω) → R, i = 1, . . . , N} un conjunto de aplicaciones linea-

les dadas, para cada i = 1, . . . , N por φi(v) =
∂lv

∂n l
(b), para ciertos l ∈

{0, . . . , n−1} y b ∈ ∂Ω, y τ̃ : Hn(Ω) → R
N definido por τ̃v = (φi(v))i=1,...,N .

Suponemos que
kerτ̃ ∩ Pn−1(Ω) = {0}. (4.7)

Lema 4.2.3. La aplicación

(((·, ·))) : Hn(Ω) × Hn(Ω) → R

definida por

(((u, v))) = 〈ρu, ρv〉m + 〈τ̃u, τ̃v〉N + (u, v)L (4.8)

es un producto escalar en Hn(Ω). Además su norma asociada ��·��, dada por

∀ v ∈ Hn(Ω), ��v�� = (((v, v)))
1
2 ,

es equivalente a la norma de Sobolev ‖ · ‖n,Ω .
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Demostración. El que (((·, ·))) sea un producto escalar en Hn(Ω) se deduce
inmediatamente de la definición de éste y de (4.7). Además la norma ��·��
es equivalente a la norma de Sobolev ‖ · ‖n,Ω , por el Teorema 1.4.16.

Teorema 4.2.4. El problema (4.6) tiene una única solución que está carac-
terizada como la única solución del siguiente problema variacional: encontrar
σ ∈ H tal que

∀ v ∈ H0, 〈ρσ,ρv〉m + ε(σ, v)L = 〈β,ρv〉m + ε(f, v)0,Ω. (4.9)

Demostración. Consideramos

a : Hn(Ω) × Hn(Ω) −→ R,

dada por

a(u, v) = 2 (〈ρu, ρv〉m + 〈τ̃u, τ̃v〉 + ε(u, v)L) .

Es claro que esta forma es bilineal y simétrica en Hn(Ω), ya que tanto el
producto 〈·〉m como el semiproducto escalar (·, ·)L lo son.

Además

a(u, u) ≥ 2 mı́n(1, ε)(〈ρu〉2m + 〈τ̃u〉2 + |u|2L) ≥ C ‖u‖2
n,Ω ,

con lo que a es Hn(Ω)-eĺıptica.

La continuidad de a se deduce de

| a(u, v)| = | 2 (〈ρu, ρv〉m + 〈τ̃u, τ̃v〉 + ε(u, v)L)|

≤ 2 máx(1, ε)|�u, v�| ≤ 2 máx(1, ε) ��u�� ��v�� ≤ C ‖u‖n,Ω ‖v‖n,Ω .

Claramente H es convexo, cerrado y no vaćıo, y además la aplicación

ϕ(v) = 2〈β,ρv〉m + 2ε(f, v)0,Ω,

es claramente lineal y continua en Hn(Ω) por lo que estamos en condiciones
de aplicar el Teorema 1.3.10 de Stampacchia, y concluir que existe un único
σ ∈ H tal que

a(σ,w − u) ≥ ϕ (w − u) , ∀w ∈ H,

lo cual es equivalente a que

a(σ, v) ≥ ϕ(v), ∀v ∈ H0.
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Como H0 es subespacio vectorial, si v ∈ H0, entonces −v ∈ H0 y, por tanto

a(σ,−v) ≥ ϕ(−v), ∀v ∈ H0,

de donde
a(σ, v) = ϕ(v), ∀v ∈ H0.

Queda aśı demostrado que (4.9) tiene solución única.

Además σ está caracterizado por ser el mı́nimo en H del funcional

Φ(v) =
1

2
a(v, v) − ϕ(v),

que a su vez es equivalente a (4.6).

El siguiente teorema es otra caracterización variacional para la solución del
problema (4.6) o simplemente un método de multiplicadores de Lagrange
para resolver dicho problema.

Teorema 4.2.5. Existe un único par (σ, λ) ∈ H × Hn(Ω) tal que

〈ρσ,ρv〉m + ε(σ, v)L + ((λ, v))n = 〈β,ρv〉m + ε(f, v)0,Ω, (4.10)

para toda v ∈ Hn(Ω) ∩ Cn−1(Ω), donde σ es la única solución del problema
(4.6).

Demostración. Sea Ω̃ un abierto conexo de R
2 tal que Ω̃ ⊂ Ω y Ar ⊂ Ω̃.

Entonces existe una función ψ : Ω −→ R, perteneciente a Hn(Ω) ∩ Cn−1(Ω)
tal que

ψ(x ) :=

{
0, si x ∈ Ω̃,
1, si x ∈ ∂Ω.

Para cada v ∈ Hn(Ω) ∩ Cn−1(Ω) consideramos la función

ω = (1 − ψ)nv.

Es claro que ω ∈ Hn(Ω) ∩ Cn−1(Ω).

Además, tenemos que para todo 0 ≤ l ≤ n − 1 y todo x ∈ ∂Ω,

∂lω

∂n l
(x ) = 0.

Por tanto, ω ∈ H0. Ahora bien, como σ es la solución del problema (4.6), por
el teorema 4.2.4 se sigue que σ ∈ H y de (4.9)

〈ρσ,ρω〉m + ε(σ, ω)L = 〈β,ρω〉m + ε(f, ω)0,Ω,
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o equivalentemente,

〈ρσ,ρ((1 − ψ)nv)〉m + ε(σ, (1 − ψ)nv)L = 〈β,ρ((1 − ψ)nv)〉m
+ ε (f, (1 − ψ)nv)0,Ω .

Por la elección de ψ se tiene que ρ((1− ψ)nv) = ρv , con lo que se tiene que

〈ρσ,ρv〉m + ε(σ, (1 − ψ)nv)L = 〈β,ρv〉m + ε(f, (1 − ψ)nv)0,Ω.

De aqúı se sigue que,

〈ρσ,ρv〉m + ε(σ, v)L + ε(σ, (1 − ψ)nv − v)L = 〈β,ρv〉m
+ ε(f, v)0,Ω + ε(f, (1 − ψ)nv − v)0,Ω.

(4.11)

Sea ϕ ∈ (Hn(Ω))′ definida por

ϕ(v) = ε ((σ,ρ((1 − ψ)nv − v))L − (f, (1 − ψ)nv − v)0,Ω) .

Entonces, por el Teorema 1.3.11, existe un único λ ∈ Hn(Ω) tal que

((λ, v))n = ϕ(v), ∀v ∈ Hn(Ω).

En particular

((λ, v))n = ϕ(v), ∀v ∈ Hn(Ω) ∩ Cn−1(Ω).

Por tanto, (4.11) queda

〈ρσ,ρv〉m + ε(σ, v)L + ((λ, v))n = 〈β,ρv〉m + ε(f, v)0,Ω.

La unicidad se razona como en el Teorema 2.2.5.

Notas 4.2.6. 1. El parámetro ε > 0 actúa de la siguiente forma: si ε >>
1, la superficie PDE tenderá a acercarse más a la solución del problema
(2.4) que a ajustar los datos (ai, βi), i = 1, . . . , m. El efecto contrario
tendremos si ε << 1.

2. Si Ar = ∅, entonces σ es la solución del problema (2.4). Es inmediato,
pues en tal caso tiene que

ε(v, v)L = ε(f, v)0,Ω, ∀v ∈ H0,

en particular ∀v ∈ C∞
0 (Ω), es decir,

(Lu − f, v)0,Ω = 0, ∀v ∈ C∞
0 (Ω).

y por el Lema fundamental del cálculo de variaciones

Lu = f.

Además, u verifica las condiciones de contorno por ser u ∈ H.
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3. Si f = 0, y no hay condiciones de contorno, la solución de (2.5) es un
spline variacional de ajuste relativo a Ar,β y ε (ver [47]).

4.3. Convergencia

En esta sección se demuestra que la superficie PDE que hemos obtenido
converge a la función de la cual proceden los datos bajo condiciones adecua-
das.

Enunciamos otros resultados que son necesarios para la demostración de las
propiedades de convergencia, manteniendo todas las hipótesis del caṕıtulo
actual.

Lema 4.3.1. Sea u una solución de Lu = f . Entonces, para todo v ∈ H0, se
verifica

(u, v)L = (f, v)0,Ω.

Demostración. Claramente

(Lu, v)0,Ω = (f, v)0,Ω ∀v ∈ H0.

Basta ahora con aplicar la fórmula de Green n−1 veces en el primer miembro
de la expresión anterior y observar que en cada paso los términos de contorno
son nulos.

Suponemos a partir de ahora que

sup
x∈Ω

mı́n
a∈Ar

〈x − a〉2 = o

(
1

r

)
, r → +∞. (4.12)

Nota 4.3.2. La expresión (4.12) es una propiedad asintótica sobre la distri-
bución de los puntos de Ar en Ω. Además, implica que m(r) > r.

Proposición 4.3.3. Sea Ω ⊂ R
2 un abierto acotado con frontera Lipschitz-

continua. Sea ∆ = dim Pn−1 = n(n+1)
2

y T0 = {t01, . . . , t0∆} un conjunto de

puntos Pn−1-unisolvente Ω, con n ≥ 1. Entonces, existe η > 0 tal que, si Tη

designa el conjunto de ∆-uplas G = {t1, . . . , t∆} de puntos de Ω que verifican
la condición

∀j = 1, . . . , ∆, 〈tj − t0j〉2 ≤ η,

entonces la aplicación [[ · ]]Tn dada por

[[v]]Tn =

(
∆∑

j=1

v(tj)
2 + |v|2L

) 1
2

,
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definida para toda T ∈ Tη es una norma sobre Hn(Ω) uniformemente equiva-
lente sobre Tη a la norma usual ‖·‖n, esto es, existen dos constantes positivas
C1 y C2 tal que

∀T ∈ Tη, ∀v ∈ Hn(Ω), C1[[v]]Tn ≤ ‖v‖n ≤ C2[[v]]Tn .

Demostración. Es análoga a la Proposición 2.1 de [60].

Corolario 4.3.4. Si la hipótesis (4.12) se verifica, entonces existe η > 0 y,
para todo r ∈ N, un subconjunto Ar

0 de Ar y una constante C > 0 tal que,

para todo r ≥ C

η
, la aplicación [[ · ]]0r, dada por

[[v]]0r =

∑
a∈Ar

0

v(a)2 + |v|2L

 1
2

,

es una norma sobre Hn(Ω) uniformemente equivalente, con respecto a r, a
la norma ‖ · ‖n,Ω.

Demostración. Sea T0 = {t01, . . . , t0∆} cualquier subconjunto Pn−1–uni-
solvente de Ω. Por (4.12) existe C > 0 tal que para todo r ∈ N y todo
j = 1, . . . , ∆, existe ar

j ∈ Ar verificando

〈t j − ar
j〉2 ≤

C

r
.

Sea Ar
0 = {ar

1, . . . ,a
r
∆}. Es suficiente entonces aplicar la proposición 4.3.3,

teniendo en cuenta que, para todo r ≥ C

η
, Ar

0 ∈ Tη y escribiendo [[ · ]]0r en

lugar de [[ · ]]A
r
0

n .

Enunciamos a continuación el resultado principal de esta sección. Suponemos
que ε = ε(r). Sea g ∈ H y notemos mediante σr la superficie PDE asociada
a L, τg, Ar, ρg, y ε.

Teorema 4.3.5. Suponemos que se cumplen (4.12) y

ε = o(r2), r → +∞. (4.13)

Entonces

ĺım
r→+∞

‖σr − g‖n,Ω = 0. (4.14)
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Demostración. Sabemos que J(σr) ≤ J(g). Esto implica que

〈ρ(σr − g)〉2m + ε(|σr|2L − 2(f, σr)0,Ω) ≤ ε(|g|2L − 2(f, g)0,Ω). (4.15)

Por tanto, obtenemos

|σr|2L ≤ |g|2L + 2(f, σr − g)0,Ω. (4.16)

Sea ahora J̃ el funcional definido sobre Hn(Ω) por

J̃(v) = |v|2L − 2(f, v)0,Ω.

Razonando como en el Teorema 4.2.4, se deduce que existe un único elemento
σ̃ ∈ H tal que J̃(σ̃) ≤ J̃(v), para todo v ∈ H y que está caracterizado como
la única solución del siguiente problema variacional: encontrar σ̃ ∈ H tal que

(σ̃, v)L = (f, v)0,Ω, ∀v ∈ H0.

Puesto que σr − g ∈ H0, tenemos que

(σ̃, σr − g)L = (f, σr − g)0,Ω. (4.17)

Sumando (σ̃, σ̃)L a ambos términos de (4.16) y usando (4.17), deducimos

|σr|2L + (σ̃, σ̃)L ≤ |g|2L + 2(σ̃, σr − g)L + (σ̃, σ̃)L.

y obtenemos
|σr − σ̃|2L ≤ |g − σ̃|2L.

De aqúı, concluimos
|σr|L ≤ |g − σ̃|L + |σ̃|L. (4.18)

Argumentando de igual forma, a partir de (4.15), obtenemos

〈ρ(σr − g)〉2m − 2ε(f, σr)0,Ω ≤ ε(|g|2L − 2(f, g)0,Ω),

o equivalentemente

〈ρ(σr − g)〉2m ≤ ε(|g|2L + 2(f, σr − g)0,Ω)

y, de nuevo, de (4.17)

〈ρ(σr − g)〉2m ≤ ε(|g|2L + 2(σ̃, σr)L − 2(σ̃, g)L). (4.19)

Como
2(σ̃, σr)L ≤ |σ̃|2L + |σr|2L,
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entonces, de (4.19) deducimos

〈ρ(σr − g)〉2m ≤ ε(|g|2L + |σ̃|2L − 2(σ̃, g)L + |σr|2L)

pero, de (4.18), el último término del segundo miembro de la desigualdad
está acotado y g y σ̃ son funciones fijas. Esto implica que

〈ρ(σr − g)〉2m = O(ε). (4.20)

Ahora, sea T0 = {t01, . . . , t0∆} un conjunto Pn−1-unisolvente de puntos de Ω
y sea η la constante de la Proposición 4.3.3. Obviamente, existe η′ ∈ (0, η]
tal que

∀ j = 1, . . . , ∆ , B(t0j, η
′) ⊂ Ω .

Por (4.12), tenemos que existe C > 0 tal que

∀r ∈ N, r <
C

η′ , ∀ j = 1, . . . , ∆, B(t0j, η
′ − C

r
) ⊂

⋃
a∈Ar∩B(t0j ,η′)

B(a ,
C

r
) .

Si Nj = card(Ar ∩ B(t0j, η
′)), se sigue que

∀r ∈ N, r >
C

η′ , ∀ j = 1, . . . , ∆, ∃C1 > 0, (η′ − C

r
)2 ≤ C1Nj

r2

y en consecuencia, para cualquier r0 >
C

η′ tenemos

∀ r ∈ N, ∀ j = 1, . . . , ∆, ∃C2 > 0, Nj ≥ C2(η
′ − C

r0

)2r2 . (4.21)

Por otra parte, por (4.13) y (4.20) deducimos

∀ j = 1, . . . , ∆,
∑

a∈Ar∩B(t0j ,η′)

|(σr − g)(a)|2 = o(r2), r → +∞ . (4.22)

Si ar
j ∈ Ar ∩ B(t0j, η

′) es tal que

|(σr − g)(ar
j)| = mı́n

a∈Ar∩B(t0j ,η′)
|(σr − g)(ar

j)|, r → +∞

deducimos a partir de (4.21) y (4.22) que

∀ j = 1, . . . , ∆, |(σr − g)(ar
j)| = o(1), r → +∞. (4.23)
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Denotamos ahora por T r al conjunto {ar
1, . . . ,a

r
∆}. Aplicando la Proposición

4.3.3 a T = T r, para r suficientemente grande, se tiene que por (4.18), (4.23)
y el Corolario 4.3.4 que

∃C > 0, ∃ γ > 0, ∀ r ∈ N, r ≥ γ, ‖σr‖n,Ω ≤ C ,

lo que significa que la familia (σr)r∈N está acotada en Hn(Ω). Además, existe
una subsucesión (σrl)l∈N extráıda de esta familia y un elemento g∗ de Hn(Ω)
tal que

g∗ = ĺım
l→+∞

σrl débilmente en Hn(Ω). (4.24)

2) Veamos ahora que g∗ = g por reducción al absurdo. Supongamos que
g∗ 	= g. Como la inyección de Hn(Ω) en C0(Ω) es continua, existen (ver
Teorema 1.4.13) γ > 0 y un abierto no vaćıo Ω0 ⊂ Ω tales que

∀x ∈ Ω0 , |g∗(x ) − g(x )| > γ .

Como tal inyección, además, es compacta, de (4.21) se sigue que

∃ l0 ∈ N, ∀ l ≥ l0, ∀x ∈ Ω0, |σrl(x ) − g∗(x )| ≤ γ

2
.

Por tanto,

|σrl(x ) − g(x )| ≥ |g∗(x ) − g(x )| − |σrl(t) − g∗(t)|

≥ γ

2
, ∀ l ≥ l0, ∀x ∈ Ω0.

(4.25)

Ahora bien, razonando como en el apartado 1) se probaŕıa que, para l ∈ N

suficientemente grande, existe un punto x rl ∈ Arl ∩ Ω0 tal que

|σrl(x rl) − g(x rl)| = o(1), l → +∞ ,

lo cual contradiŕıa (4.25). Por consiguiente, g∗ = g.

3) Por (4.24), dado que g∗ = g y que, por el Teorema 1.4.14, Hn(Ω) se inyecta
continuamente en Hn−1(Ω), se tiene que

g = ĺım
l→+∞

σrl en Hn−1(Ω) . (4.26)

Por otra parte, de la definición del semiproducto escalar (·, ·)L y de (4.3) se
sigue que

|σrl − g|2n,Ω ≤ 1

ν
|σrl − g|2L ≤ 1

ν
(|σrl|2L + |g|2L − 2(σrl , g)2

L).
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Teniendo en cuenta (4.16) deducimos que

|σrl − g|2n,Ω ≤ 1

ν
(|g|2L − 2(f, g)0,Ω + 2(f, σrl)0,Ω + |g|2L − 2(σrl , g)2

L),

y, por (4.21), concluimos que

ĺım
l→+∞

|σrl − g|n,Ω = 0,

lo cual, unido a (4.26) implica que

ĺım
l→+∞

‖σrl − g‖n,Ω = 0.

4) Concluimos finalmente, razonando por reducción al absurdo, que se cumple
(4.14). En efecto, si no fuera aśı, existiŕıa un número real µ > 0 y una sucesión
(rl

′ )l
′∈N

con ĺım
l′→+∞

rl
′ = +∞, tal que

∀ l
′ ∈ N, ‖σr

l
′ − g‖n,Ω ≥ µ . (4.27)

Ahora bien, la sucesión (σr
l
′ )l′∈N

está acotada en Hn(Ω) con lo que, si argu-
mentamos como en los puntos 1), 2) y 3), se deduciŕıa que de tal sucesión se
puede extraer una subsucesión convergente a g, lo cual es contradictorio con
(4.27). Por tanto

ĺım
m→0

‖σrl − g‖n,Ω = 0 .

4.4. Estimaciones del error de aproximación

Para finalizar este caṕıtulo vamos a dar una estimación del error que se
comete al aproximar la función g por σr cuando r tiende a infinito. Comen-
zamos con el siguiente resultado.

Teorema 4.4.1. Supongamos que se verifican (4.12). Entonces, existen cons-

tantes positivas R, λ0 y C tales que, para cada r ∈ N, con
1

r
≤ λ0

R
y cada

n ∈ N se cumple

∀l = 0, . . . , n, |σr − g|l,Ω ≤
(

1

r

)n−l

|σr − g|n,Ω.
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Demostración. Por la Proposición 1 de [30], existe M > 1 y λ0 tal que, para
todo λ ∈ (0, λ0], existe Tλ ⊂ Ω verificando

∀t ∈ Tλ, B(t , λ) ⊂ Ω y Ω ⊂
⋃
t∈Tλ

B(t ,M λ).

Llamamos � = σr − g y R la constante de la Proposición 2 de [30]. Si λ =
R

r

es claro que
λ0

R
≥ 1

r
y obtenemos

∀l = 0, . . . , n, |�|2l,Ω ≤ |�̃|2
l,
⋃
t∈T R

r

B(t , M R
r

)
,

donde �̃ = Ψn� y Ψn es el operador dado expĺıcitamente en la sección 4 de
[73]. De aqúı

∀l = 0, . . . , n, |�|2l ≤
∑
t∈T R

r

|�̃|2
l,B(t , M R

r
)
. (4.28)

Como �̃ ∈ Hn(B(t ,
MR

r
)) y, por (4.12) se anula en al menos un punto de

cada una de las bolas de radio
2

r
, contenidas en B(t , R

r
), se sigue, a partir

de la Proposición 2 de [30] que existe una constante C > 0, dependiendo
únicamente de M, n, y l tal que

∀l = 0, . . . , n, |�|l,B(t , M R
r

) ≤ C

(
1

r

)n−l

|�|n,B(t , M R
r

), (4.29)

y por (4.28) tenemos que

∀l = 0, . . . , n, |�|2l ≤ C

(
1

r

)2(n−l) ∑
t∈T R

r

|�̃|2
n,B(t , M R

r
)
. (4.30)

Si volvemos a utilizar la Proposición 1 de [30] (item 3) podemos deducir que
existe M1 > 1 tal que

∀l = 0, . . . , n, |�|2l ≤ CM1

(
1

r

)2(n−l)

|�̃|2n,R2 , (4.31)

y de (4.30), existe C > 0 tal que∑
t∈T R

r

|�̃|2
n,B(t , M R

r
)
≤ M1|�̃|2n,R2 .
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Pero como �̃ = Ψn�, usando el lema de la sección 4 de [73] y (4.31), llegamos
a que existe C > 0 tal que

∀l = 0, . . . , n, |�|2l ≤ C

(
1

r

)n−l ∑
t∈T R

r

|�|2n.

Nota 4.4.2. Si en la demostración anterior ponemos � = σr − g, tenemos

∀l = 0, . . . , n, |σr − g|2l,Ω ≤ C

(
1

r

)n−l

|σr − g|2n,Ω.

Corolario 4.4.3. Bajo las hipótesis del teorema 4.3.5 tenemos que para todo
l = 0, . . . , n se verifica

|σr − g|2l,Ω = o

(
1

r

)n−l

, r → +∞.

Demostración. Es obvia a partir de los teoremas 4.3.5 y 4.4.1.
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Caṕıtulo 5

Superficies PDE discretas

5.1. Introducción

En el caṕıtulo 4 hemos definido las superficies PDE. Estas superficies,
que, recordemos, son la solución de un cierto problema de minimización,
presentan en ocasiones la dificultad de que no son posibles de explicitar.
Este inconveniente se resuelve discretizando el espacio en el cual se estudia el
problema, para poder aplicar un método numérico, y de esta forma obtener
una aproximación de la solución.

Por tanto, será necesario considerar un espacio de dimensión finita, en el
que se formule y resuelva el problema discreto. Igualmente se estudia la con-
vergencia de la solución de este problema (una superficie PDE discreta) a una
función cuando de ésta se extraigan el conjunto de puntos de aproximación
y las condiciones de contorno.

El presente caṕıtulo está estructurado como sigue. En la sección 5.2 se
introducen las hipótesis necesarias para la formulación adecuada del proble-
ma que pretendemos resolver aśı como la definición de las superficies PDE
discretas, las cuales son soluciones de un problema de minimización. El es-
pacio de funciones que se va a utilizar para la discretización será una familia
de elementos finitos, a partir del elemento finito genérico BFS de clase Ck.
Para finalizar la sección demostraremos una caracterización de este tipo de
superficies que nos servirá posteriormente para poder explicitarlas.

La sección 5.3 está dedicada a estudiar la convergencia de una superficie
PDE discreta hacia otra dada, bajo condiciones adecuadas. Concretamente,
fijada una partición del dominio de trabajo y unos puntos de interpolación
en la frontera de éste, se demuestra la convergencia de la superficie PDE
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discreta a la función de la cual se toman los datos de aproximación.

En la sección 5.4 se estudian las diferentes estimaciones del error cometido
al aproximar una superficie dada por una superficie PDE discreta. En la
sección 5.5 se describe el algoritmo numérico que se sigue para la obtención
del aproximante, el cual se obtiene como combinación lineal de elementos
básicos de la familia discreta que hayamos elegido con unos coeficientes que
proceden de la solución de un sistema de ecuaciones lineales.

Por último, finalizamos el caṕıtulo con la elaboración de una serie de ejem-
plos numéricos y gráficos, obtenidos fundamentalmente a partir de ecuaciones
en derivadas parciales de tipo eĺıptico de orden 4 y 6, aśı como las tablas de
errores correspondientes de forma que se constate la validez, eficacia y po-
sibilidades de dicho método aśı como el comportamiento de los diferentes
parámetros que aparecen en él. Se observa que si los parámetros del método
vaŕıan según las hipótesis de convergencia, el error relativo, que se comete
al aproximar la superficie PDE discreta por la superficie de la que proceden
los datos, disminuye, y se conjetura la existencia de un valor del parámetro
ε óptimo.

5.2. Planteamiento del problema

Sea Ω un abierto poligonal acotado y conexo de R
2. Por tanto, la frontera

de Ω es lipschitziana.

Consideremos el operador diferencial L : H2n(Ω) → L2(Ω) dado por

Lu(x ) =
∑

|i |,|j |≤n

(−1)|j |∂j (pi j (x )∂iu(x )), x ∈ Ω, (5.1)

siendo pi j ∈ C |j |(Ω) y pi j = pj i para todo |i |, |j | ≤ n.

Se define, asociada al operador L, la siguiente forma bilineal y simétrica sobre
Hn(Ω) × Hn(Ω)

(u, v)L =
∑

|i |,|j |≤n

(pi j ∂
iu, ∂j v)0,Ω,

y suponemos que ∑
|i |,|j |≤n−1

ξipi j (x )ξj ≥ 0, ∀x ∈ Ω, (5.2)
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y que existe una constante ν > 0 tal que∑
|i |,|j |=n

ξipi j (x )ξj ≥ ν〈ξ〉2n
2 , ∀x ∈ Ω, (5.3)

para todo ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R
2, donde ξi = ξi1ξi2 , para cualquier i = (i1, i2) ∈

N
2.

Es sencillo probar que bajo las hipótesis (5.2)–(5.3) la forma bilineal (·, ·)L

define un semiproducto escalar en Hn(Ω) y, por tanto, tiene asociada una

seminorma que denotamos mediante |u|L = (u, u)
1
2
L.

Suponemos dados:

los enteros, n ≥ 2, k ≥ 0 y r > 0, tales que

n ≤ k + 1; (5.4)

las funciones f ∈ L2(Ω) y hj ∈ C(Ω), para j = 0, . . . , n − 1;

un conjunto Ar = {a1, . . . ,am} de m = m(r) ≥ 0 (m ∈ N
∗) puntos

distintos de Ω;

un conjunto BN = {b1, . . . , bN} de N ∈ N
∗ puntos distintos de ∂Ω,

ninguno de ellos vértice geométrico de Ω;

un vector β = (β1, . . . , βm) ∈ R
m;

un subconjunto H de números reales positivos que admite a 0 por punto
de acumulación;

para todo h ∈ H una teselación Th de Ω mediante rectángulos o triángu-
los, de diámetro hK ≤ h ;

para todo h ∈ H , un espacio de elementos finitos Xh construido sobre
Th tal que

Xh es un espacio de dimensión finita I = I(h) (5.5)

y que además

Xh ⊂ Hn(Ω) ∩ Ck(Ω). (5.6)
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Para cada l = 1, . . . , N y cada j = 0, 1, . . . , n − 1, llamamos φn(i−1)+j+1 :

Hn(Ω) → R a la aplicación lineal dada por φn(i−1)+j+1 =
∂jv

∂n j
(b l), y sea

τN : Hn(Ω) → R
Nn el operador lineal dado por

τ (v) = (φi(v))i=1,...,Nn.

Suponemos
kerτN ∩ Pn−1(Ω) = {0}, (5.7)

y que, para todo l = 1, . . . , Nn

φi es un grado de libertad de Xh. (5.8)

Nota 5.2.1. Si k′ designa la clase del elemento finito genérico del espacio
Xh, la hipótesis (5.6) implica que k ≤ k′ y que n ≤ k′ + 1, a fin de obtener
las inclusiones Xh ⊂ Ck(Ω) y Xh ⊂ Hn(Ω), respectivamente. En la práctica,
por razones de coste computacional es usual tomar k′ = k, lo que implica
hipótesis (5.4).

Definimos el operador ρ : Hn(Ω) −→ R
m, dado por

ρ(v) = (v(a i))1,...,m,

el espacio vectorial
HNh

0 = {u ∈ Xh : τNu = 0}
y el conjunto convexo

HNh = {u ∈ Xh : τNu = y},
siendo y = (yi)i=1...,Nn con yn(l−1)+j+1 = hj(b l), para l = 1, . . . , N, j =
0, . . . , n − 1.

Consideremos el siguiente problema Lu(x ) = f(x ), x ∈ Ω,
∂ju

∂n j
(x ) = hj(x ), x ∈ ∂Ω, 0 ≤ j ≤ n − 1,

(5.9)

donde L es el operador dado en (5.1).

Definición 5.2.2. Decimos que σh es una superficie PDE discreta asociada
a L,BN ,y, Ar,β y ε > 0, si σh es una solución del problema{

σh ∈ HNh,
∀v ∈ HNh, J(σh) ≤ J(v),

(5.10)

donde J es el funcional definido sobre Hn(Ω), de la forma

J(v) = 〈ρv − β〉2m + ε
(
|v|2L − 2(f, v)0,Ω

)
. (5.11)



5.2. Planteamiento del problema 95

Lema 5.2.3. La aplicación (((·, ·)))N : Hn(Ω) × Hn(Ω) → R definida por

(((u, v)))N = 〈ρu, ρv〉m + 〈τNu, τNv〉Nn + (u, v)L

es un producto escalar en Hn(Ω) cuya norma asociada ��·��N dada por

��u��N = (((u, u)))
1
2
N es equivalente a la norma de Sobolev ‖ · ‖n,Ω.

Demostración. El hecho de que (((·, ·)))N sea un producto escalar se deduce
de que 〈·, ·〉m, 〈·, ·〉Nn y (·, ·)L son semiproductos escalares y de (5.7). La
equivalencia entre las normas ��·��N y ‖ · ‖n,Ω se obtiene sin más que aplicar
el Teorema 1.4.16.

Teorema 5.2.4. El problema (5.10) tiene una única solución que está carac-
terizada como la única solución del siguiente problema variacional: Encontrar
σh ∈ HNh tal que

∀ v ∈ HNh
0 , 〈ρσh,ρv〉m + ε(σh, v)L = 〈β,ρv〉m + ε(f, v)0,Ω. (5.12)

Demostración. Para cada i = 1, . . . Nn, sea ωi la función de base de Xh

asociada al grado de libertad φi y consideremos la función

h(x ) =
Nn∑
i=1

yiωi(x ).

Entonces h ∈ HNh y, por tanto, HNh es convexo, cerrado y no vaćıo.

Sea a : Hn(Ω) × Hn(Ω) −→ R, la aplicación bilineal dada por

|a(u, v)| = 2
(
〈ρu, ρv〉m + 〈τNu, τNv〉Nn + ε(u, v)L

)
.

Es claro que esta forma es bilineal y simétrica en Hn(Ω), ya que tanto el
producto 〈·〉m como el semiproducto escalar (·, ·)L lo son.

Es inmediato que a es simétrica y, por el Lema 5.2.3,

a(u, v) ≤ 2 máx(1, ε)|(((u, v)))N | ≤ C ‖u‖n,Ω ‖v‖n,Ω

y que
a(u, u) ≥ 2 mı́n(1, ε)(((u, u)))N ≥ C ‖u‖2

n,Ω ,

por lo que a es continua y Hn(Ω)-eĺıptica.

Sea ϕ : Hn(Ω) → R la aplicación lineal dada por

ϕ(v) = 2〈β,ρv〉m + 2ε(f, v)0,Ω,
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que obviamente es continua. Por el Teorema 1.3.10 de Stampacchia deduci-
mos que un único σh ∈ HNh tal que

a(σh, w − u) ≥ ϕ (w − u) , ∀w ∈ HNh,

es decir,
a(σh, v) ≥ ϕ(v), ∀v ∈ HNh

0 .

Como HNh
0 es subespacio vectorial, si v ∈ HNh

0 , entonces −v ∈ HNh
0 y, por

tanto,
a(σh,−v) ≥ ϕ(−v), ∀v ∈ HNh

0 ,

de donde concluimos que

a(σh, v) = ϕ(v), ∀v ∈ HNh
0 ,

es decir

〈ρσh,ρv〉m + ε(σh, v)L = 〈β, ρv〉m + ε(f, v)0,Ω, ∀v ∈ HNh
0 ,

con lo que queda probado que el problema (5.10) tiene solución única.

Además σh está caracterizado como el elemento de HNh donde alcanza el
mı́nimo el funcional

Φ(v) =
1

2
a(v, v) − ϕ(v),

que a su vez es equivalente a (5.10) ya que

Φ(v) = J(v) − (〈β〉m + 〈y〉Nn).

El siguiente teorema es otra caracterización variacional para la solución del
problema (5.10) o simplemente un método de multiplicadores de Lagrange
para resolver dicho problema.

Teorema 5.2.5. Existe un único par (σh,λ) ∈ HNh × R
Nn tal que

〈ρσh,ρv〉m + ε(σh, v)L + 〈τNv, λ〉Nn = 〈β,ρv〉m + ε(f, v)0,Ω, (5.13)

para toda v ∈ HNh, siendo σh la única solución del problema (5.10).

Demostración. Sean {ω1, . . . , ωNn} las funciones de base de Xh asociadas a
los grados de libertad {φj}j=1,...,Nn. Para cada v ∈ HNh sea

ω = v −
Nn∑
j=1

φj(v)ωj.
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Entonces ω ∈ Xh y, para cada i = 1, . . . , Nn,

φj(ω) = φj(v) −
Nn∑
j=1

φj(v)φj(ωj) = 0,

por lo que τNω = 0 y, en consecuencia, ω ∈ HNh
0 .

Sea σh la solución de (5.10). Entonces por el Teorema 5.2.4, se tiene que
σh ∈ HNh y

〈ρσh,ρω〉m + ε(σh, ω)L = 〈β, ρω〉m + ε(f, ω)0,Ω,

es decir,

〈ρσh,ρ(v −
Nn∑
j=1

φj(v)ωj)〉m + ε(σh, (v −
Nn∑
j=1

φj(v)ωj))L

= 〈ρβ, ρ(v −
Nn∑
j=1

φj(v)ωj)〉m + ε(f, (v −
Nn∑
j=1

φj(v)ωj))0,Ω,

y por linealidad, obtenemos

〈ρσh, ρv〉m +
Nn∑
j=1

(〈β − ρσh,ρωj〉m − ε(σh, ωj)L + ε(f, ωj)0,Ω) φj(v)

+ ε(σh, v)L = 〈β,ρv〉m + ε(f, v)0,Ω.

Sea λ = (〈β − ρσh, ρωj〉m − ε(σh, ωj)L + ε(f, ωj)0,Ω)j=1,...,Nn ∈ R
Nn; enton-

ces concluimos que

〈ρσh,ρv〉m + ε(σh, v)L + 〈λ, τNv〉Nn = 〈β, ρv〉m + ε(f, v)0,Ω,

es decir, se verifica (5.13).

Supongamos que existen λ,λ ∈ R
Nn tales que (σh,λ) y (σh,λ) verifican

(5.13). Entonces

〈ρσh,ρv〉m + ε(σh, v)L + 〈λ, τNv〉Nn = 〈β, ρv〉m + ε(f, v)0,Ω,

〈ρσh,ρv〉m + ε(σh, v)L + 〈λ, τNv〉Nn = 〈β, ρv〉m + ε(f, v)0,Ω,

y, restando, se obtiene

〈λ − λ, τNv〉Nn = 0,∀v ∈ HNh

de donde se concluye que λ = λ y, en consecuencia, la unicidad del par
(σh,λ).
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5.3. Convergencia

Sea g ∈ Hn′
(Ω) de forma que

n′ > n, (5.14)

y sea n∗ = mı́n{n, n′ − 1}.
Vamos a probar dos resultados de convergencia de la superficie PDE discreta
asociada a L, τNg, Ar, ρg y ε hacia g bajo ciertas condiciones cuando h → 0 y
r → +∞, independientemente de N, en un caso, y cuando h → 0 y N → +∞,
independientemente de r, si g es la solución del problema de contorno (5.9),
en otro caso.

Para ello, suponemos que la familia de espacios de elementos finitos (Xh)h∈H
y n′ son tales que se tiene el resultado siguiente (véase P. Clément [27]):

Para todo h ∈ H, existe un operador lineal Πh : L2(Ω) �→ Xh, y una constante
C ≥ 0, verificando las relaciones:

1) ∀h ∈ H, ∀l = 0, . . . , n∗, ∀v ∈ Hn′
(Ω),

|v − Πhv|l ≤ Chn′−l|v|n′ ;

2) ∀h ∈ H, ∀l = n∗ + 1, . . . , n′ − 1, ∀v ∈ Hn′
(Ω),(∑

K∈Th

|v − Πhv|2l,K

) 1
2

≤ Chn′−l|v|n′ ;

3) ∀h ∈ H, ∀v ∈ Hn′
(Ω),

ĺım
h→0

(∑
K∈Th

|v − Πhv|2n′,K

) 1
2

= 0.

(5.15)

Nota 5.3.1. Este resultado supone que la familia (Th)h∈H es regular (véase
P. G. Ciarlet [25]) y que el elemento finito (K, PK , ΣK) de la familia (Xh)h∈H
satisface la condición Pn′(K) ⊂ PK ⊂ Hn′

(K), y, una propiedad de unifor-
midad de las funciones de base (véase G. Strang [73]) que en particular, ve-
rifican los elementos finitos usuales (elemento finito de Bogner-Fox-Schmit,
Argyris o Bell.)

Supongamos de igual forma que la familia (Th)h∈H satisface la hipótesis in-
versa de Ciarlet [25], esto es, existe una constante ν tal que

∃ ν ≥ 0 ∀h ∈ H, ∀K ∈ Th,
h

hK

≤ ν, (5.16)
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donde hK es el diámetro de K, y que

∃C > 0, ∀h ∈ H, ∀ r ∈ N, ∀K ∈ Th,
card(Ar ∩ K)

meas(K)
≤ Cr2, (5.17)

donde meas(K) es la medida de K.

Nota 5.3.2. La hipótesis anterior traduce una propiedad de regularidad asin-
tótica de la distribución de los puntos de Ar en Ω.

Para obtener el primer resultado de convergencia suponemos

sup
x∈Ω

mı́n
a∈Ar

〈x − a〉2 = o

(
1

r

)
, r → +∞. (5.18)

Lema 5.3.3. Supongamos que se verifican las hipótesis (5.14)–(5.18). En-
tonces, para todo v ∈ Hn′

(Ω) y cada h ∈ H, existe vh ∈ Xh tal que τNvh =
τNv, y existe C > 0 tal que

∀r ∈ N, ∀h ∈ H, ∀l = 0, . . . , n, |v − vh|l,Ω ≤ Chn′−l|v|n′,Ω, (5.19)

y existe C > 0 tal que

∀r ∈ N, ∀h ∈ H, 〈ρ(vh − v)〉2m ≤ Ch2n′
r2|v|2n′,Ω. (5.20)

Demostración. Sean {ω1, . . . , ωNn} las funciones de base de Xh asociadas a
los grados de libertad {φ1, . . . , φNn}. Sea v ∈ H2n′

(Ω) y, para cada h ∈ H
sea

vh = Πhv −
Nn∑
j=1

φj(v − Πhv)ωj,

donde Πj es el operador definido en (5.15). Entonces

∀ i = 1, . . . , Nn, φi(vh) = φi(Πhv) −
Nn∑
j=1

φj(v − Πhv)φi(ωj) = φi(v),

de donde se tiene que τNvh = τNv.

Por (5.15), existe C > 0 tal que

∀ l = 1, . . . , n, |v − Πhv|l,Ω ≤ Chn′−l|v|n′,Ω. (5.21)

Por otra parte, razonando como en el Lema VI-2.1 de [2] a partir del punto
2) para n′ en lugar de m + 1, se deduce que existe C > 0 tal que

∀ l = 1, . . . , n,

Nn∑
j=1

φj(v − Πhv)ωj ≤ Chn′−l|v|n′,Ω,
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de donde, junto con (5.21), que existe C > 0 tal que

|v − vh|l,Ω ≤ Chn′−l|v|n′,Ω.

Asimismo, razonando como en el Lema VI-3.1 de [2] para vh, n′ y
1

r
en lugar

de Π̃hv, q y d se deduce (5.20).

Sean

HN = {u ∈ Hn(Ω) ∩ Cn−1(Ω̃) : τNu = τNg}
y

HN
0 = {u ∈ Hn(Ω) ∩ Cn−1(Ω̃) : τNu = 0}.

Consideremos el siguiente problema: Hallar σ̃ ∈ HN tal que

J̃(σN) ≤ J̃(v), ∀v ∈ HN (5.22)

donde J̃ : Hn(Ω) → R es el operador definido por

J̃(v) = |v|2L − 2(f, v)0,Ω.

Lema 5.3.4. El problema (5.22) tiene solución única caracterizada como la
única solución del siguiente problema variacional: Hallar σ̃N ∈ HN tal que

(σ̃N , v)L = (f, v)0,Ω, ∀v ∈ HN
0 . (5.23)

Demostración. Es análoga a la demostración del Teorema 5.2.4.

Supongamos, por último, para este primer resultado de convergencia, que el
número de puntos que se interpolan en la frontera, N, es fijo y que ε = ε(r).
Para cada r ∈ N y cada h ∈ H, sea σr

h la superficie PDE discreta asociada a
L, BN , τNg, Ar, ρg y ε.

Teorema 5.3.5. Suponemos que se cumplen (5.4)–(5.8) y (5.14)–(5.18), y
que

ε = o(r2), r → +∞, (5.24)

h2n′
r2

ε
= O(1), r → +∞. (5.25)

Entonces

ĺım
r→+∞

‖σr
h − g‖n,Ω = 0. (5.26)
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Demostración. Observemos que las hipótesis (5.24) y (5.25) implican que
h = o(1) cuando r → +∞.

1) Para cada h ∈ H, sea gh la función definida en el Lema 5.3.3 tal que
τNgh = τNg. Entonces gh ∈ HNh y

∀ l = 1, . . . , n, |gh|l,Ω = |g|n′,Ω + O(1), h → 0. (5.27)

Por tanto, por la definición de σr
h que

J(σr
h) ≤ J(gh),

es decir,

〈ρσr
h − β〉2m + ε

(
|σr

h|2L − 2(f, σr
h)0,Ω

)
≤ 〈ρgh − β〉2m + ε

(
|gh|2L − 2(f, gh)0,Ω

) (5.28)

De (5.20) se tiene que

〈ρ(gh − g)〉2m ≤ Ch2n′
r2|g|2n′,Ω,

lo que, junto con (5.25), implica que

〈ρ(gh − g)〉2m = O(ε), r → +∞. (5.29)

De (5.28) se tiene que

〈ρ(σr
h − g)〉2m ≤ 〈ρ(gh − g)〉2m + ε(|gh|2L + 2(f, σr

h − gh)0,Ω).

Puesto que σr
h − gh ∈ HNh

0 ⊂ HN
0 , entonces de (5.24)

(σ̃, σr
h − gh)L = (f, σr

h − gh)0,Ω, r → +∞. (5.30)

De (5.27)–(5.29) se deduce que

|σr
h|2L ≤ |gh|2L + 2(f, σr

h − gh)0,Ω + o(1), r → +∞,

y, aplicando (5.30), se tiene

|σr
h|2L ≤ |gh|2L + 2(σ̃N , σr

h − gh)L + o(1), r → +∞, (5.31)

es decir,

|σr
h|2L − 2(σ̃N , σr

h)L ≤ |gh|2L − 2(σ̃N , gh)L + o(1), r → +∞,
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de donde se deduce que

|σr
h|2L ≤ |gh − σ̃N |2L + |σ̃N |L + o(1), r → +∞,

y, por (5.28), concluimos que

|σr
h|L = O(1), h → 0. (5.32)

Ahora bien, si observamos que, por (5.7) y por ser N fijo, la aplicación ��·��N :

Hn(Ω) → R dada por ��v��N = (〈τNv〉Nn + |v|2L)
1
2 es una norma en Hn(Ω)

equivalente a la norma usual ‖·‖n,Ω, entonces, la familia (σr
h)r∈N está acotada

en Hn(Ω).

Por lo tanto, el Lema 1.3.3 asegura que existe una sucesión (σrl
hl

)l∈N, con
ĺıml→+∞ hl = 0 y ĺıml→+∞ rl = +∞, y un elemento g∗ ∈ Hn(Ω) tales que

g∗ = ĺım
l→+∞

σrl
hl

débilmente en Hn(Ω). (5.33)

2) Veamos ahora que g∗ = g por reducción al absurdo. Supongamos que
g∗ 	= g. Como la inyección de Hn(Ω) en C0(Ω) es continua, por el Teorema
1.4.13, existen γ > 0 y un abierto no vaćıo Ω0 ⊂ Ω tales que

∀x ∈ Ω0 , |g∗(x ) − g(x )| > γ .

Como tal inyección, además, es compacta, de (5.33) se sigue que

∃ l0 ∈ N, ∀ l ≥ l0, ∀x ∈ Ω0, |σrl
hl

(x ) − g∗(x )| ≤ γ

2
.

Por tanto,

∀ l ≥ l0, ∀x ∈ Ω0, |σrl
hl

(x ) − g(x )| ≥ γ

2
. (5.34)

Ahora bien, de (5.18) se sigue que, para l ∈ N suficientemente grande, existe
x l ∈ Arl ∩ Ω0.

De (5.27)–(5.29) y (5.32) se sigue que

〈ρ(σrl
hl
− g)〉2m = O(ε), l → +∞ ,

y, por (5.24), se tiene que

〈ρ(σrl
hl
− g)〉2m = o(1), l → +∞ .

Además
|σrl

hl
(x l) − g(x l)| ≤ 〈ρ(σrl

hl
− g)〉2m, l → +∞ ,
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de donde concluimos que

|σrl
hl

(x l) − g(x l)| = o(1), l → +∞ ,

lo que contradice (5.34). Por consiguiente, g∗ = g.

3) Por (5.33), dado que g∗ = g y que, por el Teorema 1.4.14, Hn(Ω) se inyecta
continuamente en Hn−1(Ω), se tiene que

g = ĺım
l→+∞

σrl
hl

en Hn−1(Ω) . (5.35)

Por otra parte, de la definición del semiproducto escalar (·, ·)L y de (5.2)–(5.3)
se sigue que

|σrl
hl
− g|2n,Ω ≤ 1

ν
|σrl

hl
− g|2L ≤ 1

ν
(|σrl

hl
|2L + |g|2L − 2(σrl

hl
, g)2

L).

Teniendo en cuenta (5.31) deducimos que

|σrl
hl
− g|2n,Ω ≤ 1

ν
(|gh|2L +2(σ̃N , σrl

hl
− g)L + o(1)−|g|2L −2(σrl

hl
, g)L), l → +∞.

Por último, de (5.27) y (5.33), tenemos que

ĺım
l→+∞

|σrl
hl
− g|n,Ω = 0,

lo cual, unido a (5.35) implica que

ĺım
l→+∞

‖σrl
hl
− g‖n,Ω = 0.

4) Concluimos finalmente, razonando por reducción al absurdo, que se cumple
(5.26). En efecto, si no fuera aśı, existiŕıa un número real µ > 0 y dos
sucesiones (rl

′ )l
′∈N

, (hl
′ )l

′∈N
tales que

ĺım
l′→+∞

rl′ = +∞, ĺım
l′→+∞

hl′ = +∞,

con
∀ l

′ ∈ N, ‖σr
l
′

h
l
′ − g‖n,Ω ≥ µ . (5.36)

Ahora bien, la sucesión (σ
r
l
′

h
l
′ )l′∈N

está acotada en Hn(Ω) con lo que, si argu-

mentamos como en los puntos 1), 2) y 3), se deduciŕıa que de tal sucesión se
puede extraer una subsucesión convergente a g, lo cual es contradictorio con
(5.36). Por tanto

ĺım
m→0

‖σrl
hl
− g‖n,Ω = 0 .
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A continuación presentamos un segundo resultado de convergencia . En este
caso suponemos que el número de puntos de aproximación, m es fijo y que
ε = ε(N). Suponemos asimismo que g ∈ H2n(Ω) ∩ Cn−1(Ω) es la solución
del problema de contorno (5.9) y notamos por σN

h la superficie PDE discreta
asociada a L BN , τNg, Ar, ρg y ε.

Teorema 5.3.6. Si se verifican (5.4)–(5.8) y (5.14)–(5.18) y que

h4n

ε
= o (1) , N → +∞, (5.37)

entonces
ĺım

N→+∞
‖σN

h − g‖n,Ω = 0.

Demostración. Observemos que las hipótesis (5.37) implica que h = o(1)
cuando N → +∞.

Para cada h ∈ H, consideramos la función gh, definida en el Lema 5.3.3, tal
que τNgh = τNg. Entonces gh ∈ HNh y

∀ l = 1, . . . , n, |gh − g|l,Ω = o(1), h → 0. (5.38)

Como g es la solución de (5.9) se verifica que

(g, v)L = (f, v)n,Ω, ∀v ∈ H0.

Luego, para todo N ∈ N, como H0 ⊂ HN
0 se verifica que

(g, v)L = (f, v)n,Ω, ∀v ∈ HN
0 . (5.39)

Por la unicidad de σ̃N (ver Lema 5.3.4) se tiene que σ̃N = g para todo N ∈ N.

Por la definición de σN
h , como gh ∈ HNh, se verifica que

〈ρ(σN
h − g)〉2m + ε

(
|σN

h |2L − 2(f, σN
h )0,Ω

)
≤ 〈(ρgh − g)〉2m + ε

(
|gh|2L − 2(f, gh)0,Ω

) (5.40)

y, por tanto

|σN
h |2L ≤ 1

ε
〈ρ(gh − g)〉2m + |gh|2L + 2(f, σN

h − gh)0,Ω. (5.41)

De (5.20) se tiene que

〈ρ(gh − g)〉2m ≤ Ch4nr2|g|22n,Ω,
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y, por (5.39), (f, σN
h − gh)0,Ω = (g, σN

h − gh)L. Luego

|σN
h |2L ≤ C

h4nr2

ε
|g|22n,Ω + 2(g, σN

h )L − 2(g, gh)L,

de donde se obtiene que

|σN
h − g|2L ≤ C

h4nr2

ε
|g|22n,Ω + |g − gh|2L,

y, por tanto, de (5.37) y (5.38), se deduce que

|σN
h − g|2L = o(1), N → +∞. (5.42)

Teniendo en cuenta que la aplicación ��·��N : Hn(Ω) → R dada por ��v��N =

(〈τNv〉Nn + |v|2L)
1
2 es una norma en Hn(Ω) equivalente a la norma ‖ · ‖n,Ω, y

que

��σN
h − g��N = (〈τN(σN

h − g)〉Nn + |σN
h − g|2L)

1
2 = ��σN

h − g��N

y (5.42), concluimos que

ĺım
N→+∞

‖σN
h − g‖n,Ω = 0.

5.4. Estimaciones del error

En esta sección se demuestra un resultado que corrobora los teoremas de
convergencia enunciados y demostrados anteriormente.

Retomamos de nuevo las notaciones e hipótesis de la subsección 5.2. Entonces
tenemos el siguiente resultado para la estimación del error de aproximación
mediante superficies PDE discretas.

Teorema 5.4.1. Supongamos que se verifican (4.12), (5.4), (5.14), (5.17) y
que

hn∗−nr

ε
1
2

→ 0, r → +∞, ε r2 → 0.

Entonces se tiene que

1. ∀l = 0, . . . , n − 1, |σh − g|l ≤ O
( ε

m

)n−l
2n

, r → +∞,

2. |σh − g|n = o(1),

donde g ∈ Hn′
(Ω), y n∗ = mı́n{n′, 2(k + 1)}.

Demostración. Análoga a la del Teorema 3.4.8 de [63].
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5.5. Computación

De igual forma que ocurŕıa en el caṕıtulo 3 vamos a obtener una expresión
expĺıcita de la superficie PDE discreta solución del problema (5.10).

En primer lugar, fijamos h y a partir de él, consideramos una teselación (en
triángulos o rectángulos) de Ω, Th, de forma que los puntos de BN sean
nodos de dicha teselación como pusimos de manifiesto en la introducción.
Numeramos seguidamente las funciones de base del espacio Xh.

Si indicamos mediante ω1, . . . , ωI las funciones de base del espacio de elemen-
tos finitos HNh, entonces podemos expresar σh como la siguiente combinación
lineal

σh(x ) =
I∑

i=1

γiωi(x ),

con lo que calculando los coeficientes γi tendremos determinado σh.

Sustituyendo en (5.13), tenemos que, para toda v ∈ HNh,

I∑
i=1

γi (〈ρωi,ρv〉m + ε(ωi, v)L) + 〈λ, τNv〉Nn = 〈β, ρv〉m + ε (f, v)0,Ω ,

sujeto a las restricciones

τN

(
I∑

i=1

γiωi

)
= y ,

o lo que es igual

I∑
i=1

γi (〈ρωi, ρωj〉m + ε(ωi, ωj)L) + 〈λ, τNωj〉Nn

= 〈β,ρωj〉m + ε(f, ωj)0,Ω, 1 ≤ j ≤ I,

I∑
i=1

γiτ
N
j (ωi) = y j, 0 ≤ j ≤ Nn,

que es un sistema lineal de ecuaciones con I + Nn ecuaciones e incógnitas

γ1, . . . , γI , λ1, . . . , λNn.

La forma matricial de dicho sistema es(
C D
Dt 0

)(
γ
λ

)
=

(
f̂
y

)
,
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donde

C = (cij)1≤i,j≤I , con cij = 〈ρωi,ρωj〉m + ε (ωi, ωj)L ,

D = (dij)
1≤i≤I

1≤j≤Nn

, con dij = φj(ωi),

γ = (γ1, . . . , γI)
t, λ = (λ1, . . . , λNn)t,

f̂ = (〈β,ρω1〉m + ε(f, ω1)0,Ω, . . . , 〈β, ρωI〉m + ε(f, ωI)0,Ω)t,

y = (y1, . . . ,yNn)t.

Si llamamos A = (ωj (a i))1≤i≤m
1≤j≤I

, entonces se verifica que

C = AtA + εR,

siendo

R = ((ωi, ωj)L)1≤i,j≤I ,

y también tendremos

f̂ = Atβ + εf̃ ,

con

f̃ = ((ω1, f)0,Ω, . . . , (ωI , f)0,Ω)t .

De esta forma todos los elementos que aparecen en el sistema en términos
conocidos como son los elementos básicos, los puntos de aproximación y de
ajuste con sus respectivas imágenes, el parámetro ε y la función f.

Nota 5.5.1. Todos los resultados y desarrollos que hemos hecho a lo largo de
este caṕıtulo se pueden extender sin dificultad al caso paramétrico, entendien-
do que las hipótesis planteadas se deben verificar componente a componente.
Por lo demás las demostraciones son idénticas a las que hemos venido reali-
zando en el presente caṕıtulo.

5.6. Ejemplos gráficos y numéricos

Finalizamos el caṕıtulo con una serie de ejemplos numéricos y gráficos
que constatan la validez del método de aproximación y los resultados de
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convergencia establecidos. Para todos estos ejemplos consideraremos Ω =
(0, 1) × (0, 1) y el problema de contorno

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Lu = ∆2u(x ) − ∆u(x ) = 0, ∀x ∈ Ω,

u(x ) = h(x ), ∀x ∈ ∂Ω,

∂u

∂n
(x ) =

∂h

∂n
(x ), ∀x ∈ ∂Ω,

(5.44)

Hemos considerado una partición uniforme de Ω = [0, 1] × [0, 1] en d × d
cuadrados iguales y el espacio de elementos finitos Xh construido sobre esta
partición a partir del elemento finito genérico de Bogner-Fox-Schmit de clase
C1.

Se trata, en cada ejemplo, de aproximar una función dada g : Ω → R sufi-
cientemente regular mediante una superficie PDE discreta σh asociada a L,
τNg, Ar, ρg y ε, con Ar un conjunto de m(r) puntos aleatorios de Ω y ε
dados.

Por tanto, los parámetros del problema son el número de elementos de la
partición, (d × d), el cardinal de Ar, (m), y el valor de ε.

En todos los casos, el conjunto de puntos de interpolación en el contorno,
BN , está constituido por todos los nodos de la partición contenidos en ∂Ω,
excepto los 4 vértices del cuadrado unidad, y, como σh está asociada a τNg,
se considera h = g.

Finalmente, en cada ejemplo, hemos calculado, para distintos valores de los
parámetros, una estimación del error relativo en norma L2(Ω) definido por

Erel =


1600∑
i=1

〈σh(x i) − g(x i)〉23
1600∑
i=1

〈g(x i)〉23


1
2

, (5.45)

siendo g la función que deseamos aproximar, σh es la superficie PDE discreta
que la aproxima y {x i}i=1,...,1600 es un conjunto de 1600 puntos aleatoriamente
distribuidos en Ω. En estas tablas, se muestran además el número de puntos
de interpolación, de aproximación y nodos que se han tomado, aśı como el
valor del parámetro ε.
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Ejemplo 1

Se considera la función de Franke dada por

g(x1, x2) =
3

4
exp

(
−(9x2 − 2)2 + (9x1 − 2)2

4

)
+

3

4
exp

(
−(9x2 + 1)2

49
+

9x1 + 1

10

)
+

1

2
exp

(
−(9x2 − 7)2 + (9x1 − 3)2

4

)
−1

5
exp

(
−((9x2 − 4)2 + (9x1 − 7)2)

)
donde x = (x1, x2).

La Figura 5.6.1 muestra la gráfica de la función de Franke, g. Las figuras
5.6.2–5.6.7 muestran distintos aproximantes de g mediante superficies PDE
discretas asociadas a diferentes valores de los parámetros del método, d,m, ε.

En la Tabla 5.6.1 aparecen estimaciones del error relativo dado por (5.45)
para los diferentes valores de los parámetros del problema.

Figura 5.6.1: Gráfica de la función de Franke.
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Figura 5.6.2: Superficie PDE discreta aproximando la función de Franke con
8 puntos de interpolación, 100 puntos de aproximación y ε = 10−2 y una
partición de 9 rectángulos.

Figura 5.6.3: Superficie PDE discreta aproximando la función de Franke con
8 puntos de interpolación, 225 puntos de aproximación y ε = 10−4 y una
partición de 9 cuadrados.
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Figura 5.6.4: Superficie PDE discreta aproximando la función de Franke con
8 puntos de interpolación, 225 puntos de aproximación y ε = 10−7 y una
partición de 9 rectángulos.

Figura 5.6.5: Superficie PDE discreta aproximando la función de Franke con
12 puntos de interpolación, 100 puntos de aproximación y ε = 10−3 y una
partición de 16 cuadrados.
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Figura 5.6.6: Superficie PDE discreta aproximando la función de Franke con
12 puntos de interpolación, 625 puntos de aproximación y ε = 10−3 y una
partición de 16 cuadrados.

Figura 5.6.7: Superficie PDE discreta aproximando la función de Franke con
16 puntos de interpolación, 625 puntos de aproximación y ε = 10−7 y una
partición de 25 cuadrados.
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No cuadrados , d × d Valor de Puntos de Error
(Puntos de interpolación, N) ε aproximación, m relativo

100 1.31×10−1

10−5 225 3.23×10−2

625 1.81×10−2

100 9.24×10−1

3 × 3 10−8 225 3.25×10−2

(8) 625 1.80×10−2

100 1.56×10−1

10−12 225 1.15×10−2

625 6.95×10−3

100 8.11×10−1

10−5 225 1.59×10−2

625 6.98×10−3

100 4.12×10−1

4 × 4 10−8 225 1.59×10−2

(12) 625 6.98×10−3

100 1.31×10−1

10−12 225 2.11×10−2

625 6.93×10−3

100 1.13×10−1

10−5 225 2.98×10−2

625 4.53×10−3

100 1.12×10−1

5 × 5 10−8 225 2.98×10−2

(16) 625 4.51×10−3

100 9.71×10−2

10−12 225 2.92×10−2

625 4.51×10−3

Tabla 5.6.1: Tabla de errores para diferentes superficies PDE discretas apro-
ximando la función de Franke.
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Ejemplo 2

Se considera la función g(x ) = 1
2
cos(πx1) cos(πx2)

2.

La Figura 5.6.8 muestra la gráfica de la función g. Las figuras 5.6.9–5.6.12
muestran distintos aproximantes de g mediante superficies PDE discretas
asociadas a diferentes valores de los parámetros del método, d,m, ε.

En la Tabla 5.6.2 aparecen estimaciones del error relativo dado por (5.45)
para los diferentes valores de los parámetros del problema.

Figura 5.6.8: Gráfica de la superficie g(x ) = 1
2
cos(πx1) cos(πx2)

2.
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Figura 5.6.9: Superficie PDE discreta de aproximación a la función g(x ) =
1
2
cos(πx1) cos(πx2)

2 con 8 puntos de interpolación, 100 puntos de aproxima-
ción, ε = 10−3 y una partición de 9 cuadrados.

Figura 5.6.10: Superficie PDE discreta de aproximación a la función g(x ) =
1
2
cos(πx1) cos(πx2)

2 con 8 puntos de interpolación, 100 puntos de aproxima-
ción, ε = 10−8 y una partición de 9 cuadrados.



116 5. Superficies PDE discretas

Figura 5.6.11: Superficie PDE discreta de aproximación a la función g(x ) =
1
2
cos(πx1) cos(πx2)

2 con 12 puntos de interpolación, 100 puntos de aproxi-
mación, ε = 10−5 y partición de 16 cuadrados.

Figura 5.6.12: Superficie PDE discreta de aproximación a la función g(x ) =
1
2
cos(πx1) cos(πx2)

2 con 16 puntos de interpolación, 225 puntos de aproxi-
mación, ε = 10−7 y una partición de 25 cuadrados.
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No cuadrados , d × d Valor de Puntos de Error
(Puntos de interpolación, N) ε aproximación, m relativo

100 2.29×10−2

10−5 225 6.35×10−3

625 4.65×10−3

100 4.32×10−1

3 × 3 10−8 225 6.32×10−3

(8) 625 4.65×10−3

100 4.55×10−1

10−12 225 6.32×10−3

625 4.65×10−3

100 1.21×10−1

10−5 225 9.59×10−3

625 2.01×10−3

100 2.45×10−1

4 × 4 10−8 225 9.81×10−3

(12) 625 2.01×10−3

100 1.04×10−1

10−12 225 9.81×10−3

625 1.99×10−3

100 1.91×10−3

10−5 225 1.82×10−2

625 1.91×10−3

100 1.09×10−1

5 × 5 10−8 225 2.01×10−2

(16) 625 1.92×10−3

100 8.85×10−2

10−12 225 2.01×10−2

625 1.87×10−3

Tabla 5.6.2: Tabla de errores para diferentes superficies PDE discretas apro-
ximando la función g(x ) = cos(πx1) cos2(πx2).
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Ejemplo 3

En este ejemplo consideramos g(x ) = 1
5
(1 − cos(πx1))

2 cos2(πx2).

La Figura 5.6.13 muestra la gráfica de g. Las figuras 5.6.14–5.6.17 muestran
distintos aproximantes de g mediante superficies PDE discretas asociadas a
diferentes valores de los parámetros del método, d,m, ε.

En la Tabla 5.6.3 aparecen estimaciones del error relativo dado por (5.45)
para los diferentes valores de los parámetros del problema.

Figura 5.6.13: Gráfica de g(x ) = 1
5
(1 − cos(πx1))

2 cos2(πx2).
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Figura 5.6.14: Superficie PDE discreta de aproximación a la función g(x ) =
1
5
(1−cos(πx1))

2 cos2(πx2) con 8 puntos de interpolación, 100 puntos de apro-
ximación, ε = 10−5 y una partición de 9 cuadrados.

Figura 5.6.15: Superficie PDE discreta de aproximación a la función g(x ) =
1
5
(1 − cos(πx1))

2 cos2(πx2) con 12 puntos de interpolación, 100 puntos de
aproximación, ε = 10−5 y una partición de 16 cuadrados.
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Figura 5.6.16: Superficie PDE discreta de aproximación a la función g(x ) =
1
5
(1 − cos(πx1))

2 cos2(πx2) con 12 puntos de interpolación, 225 puntos de
aproximación, ε = 10−7 y una partición de 16 cuadrados.

Figura 5.6.17: Superficie PDE discreta de aproximación a la función g(x ) =
1
5
(1 − cos(πx1))

2 cos2(πx2) con 16 puntos de interpolación, 625 puntos de
aproximación, ε = 10−7 y una partición de 25 cuadrados.
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No cuadrados , d × d Valor de Puntos de Error
(Puntos de interpolación, N) ε aproximación, m relativo

100 2.85×10−2

10−5 225 8.11×10−3

625 4.75×10−3

100 5.13×10−2

3× 3 10−8 225 8.02×10−3

(8) 625 4.74×10−3

100 5.14×10−2

10−12 225 8.01×10−3

625 4.74×10−3

100 8.31×10−2

10−5 225 1.30×10−2

625 2.02×10−3

100 2.81×10−1

4× 4 10−8 225 1.34×10−2

(12) 625 2.01×10−3

100 9.04×10−1

10−12 225 1.34×10−2

625 1.99×10−3

100 1.52×10−1

10−5 225 2.41×10−2

625 1.12×10−3

100 1.21×10−1

5 × 5 10−8 225 2.34×10−2

(16) 625 1.11×10−3

100 1.16×10−1

10−12 225 2.21×10−2

625 1.09×10−3

Tabla 5.6.3: Tabla de errores para diferentes superficies PDE discretas apro-
ximando la función g(x ) = 1

5
(1 − cos(πx1))

2 cos2(πx2).
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Ejemplo 4

En este ultimo ejemplo consideramos g(x ) = 0,1 sinh(3x1−1,5) sen(3x2)−
0,2 sinh(5x1 − 2,5) cos(5x2), que es solución de la ecuación diferencial del
problema (5.44).

La Figura 5.6.18 muestra la gráfica de g. Las figuras 5.6.19–5.6.22 muestran
distintos aproximantes de g mediante superficies PDE discretas asociadas a
diferentes valores de los parámetros del método, d,m, ε.

En la Tabla 5.6.4 aparecen estimaciones del error relativo dado por (5.45)
para los diferentes valores de los parámetros del problema.

Figura 5.6.18: Gráfica de la función g(x ) = 0,1 senh(3x1 − 1,5) sen(3x2) −
0,2 senh(5x1 − 2,5) cos(5x2).
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Figura 5.6.19: Superficie PDE discreta aproximando g(x ) = 0,1 senh(3x1 −
1,5) sen(3x2) − 0,2 senh(5x1 − 2,5) cos(5x2) con 16 puntos de interpolación,
sin puntos de aproximación, ε = 10−8, y una partición de 25 cuadrados.

Figura 5.6.20: Superficie PDE discreta aproximando g(x ) = 0,1 senh(3x1 −
1,5) sen(3x2)−0,2 senh(5x1−2,5) cos(5x2) con 8 puntos de interpolación, 100
puntos de aproximación, ε = 10−8, y una partición de 9 cuadrados.
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Figura 5.6.21: Superficie PDE discreta aproximando g(x ) = 0,1 senh(3x1 −
1,5) sen(3x2) − 0,2 senh(5x1 − 2,5) cos(5x2) con 12 puntos de interpolación,
225 puntos de aproximación, ε = 10−8, y una partición de 16 cuadrados.

Figura 5.6.22: Superficie PDE discreta aproximando g(x ) = 0,1 senh(3x1 −
1,5) sen(3x2) − 0,2 senh(5x1 − 2,5) cos(5x2) con 16 puntos de interpolación,
625 puntos de aproximación, ε = 10−5, y una partición de 25 cuadrados.
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No cuadrados , d × d Valor de Puntos de Error
(Puntos de interpolación, N) ε aproximación, m relativo

0 4.11×10−1

10−5 100 3.24×10−2

625 8.34×10−3

0 4.11×10−1

3× 3 10−8 100 1.11×10−1

(8) 625 7.09×10−3

0 4.11×10−1

10−12 100 6.09×10−2

625 7.06×10−3

0 1.72×10−1

10−5 100 8.57×10−2

625 3.19×10−2

0 1.72×10−1

5 × 5 10−8 100 1.05×10−1

(16) 625 2.46×10−3

0 1.72×10−1

10−12 100 6.30×10−2

625 1.85×10−3

0 8.90×10−2

10−5 100 7.39×10−2

625 1.92×10−2

0 8.90×10−2

10 × 10 10−8 100 4.39 ×10−2

(36) 625 1.53×10−2

0 8.90×10−2

10−12 100 6.14 ×10−2

625 2.39×10−3

Tabla 5.6.4: Tabla de errores para diferentes superficies PDE discretas apro-
ximando la función g(x ) = 0,1 senh(3x1 − 1,5) sen(3x2) − 0,2 senh(5x1 −
2,5) cos(5x2).
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A la vista de las tablas de errores que se han mostrado podemos hacer
las siguientes observaciones:

1. Se constatan las hipótesis del Teorema 5.3.5 de convergencia de la su-
perficie PDE discreta hacia la superficie de la que proceden los datos,
es decir, conforme aumenta m(r), y h y ε vaŕıan verificando (5.24) y
(5.25), el error disminuye.

2. Si se fijan h y m el error no es monótono respecto de ε; luego podemos
conjeturar la existencia de un valor de ε óptimo.

3. Observemos que si los datos proceden de la función de contorno se
confirma la convergencia aún cuando no se consideran puntos de apro-
ximación en Ω. En este caso el método se reduce al método de Galerkin.



Caṕıtulo 6

Aplicaciones: Blending

6.1. Introducción

En la actualidad con el nombre de “blending” se designa a la curva o
superficie que une otras dos o más curvas o superficies de forma suave. En
el diseño gráfico asistido por ordenador (CAGD) se utiliza esta herramienta
para una gran variedad de aplicaciones. Distintos ejemplos en los que se
manifiestan son el diseño de aeronaves y automóviles, cálculo de cubiertas,
unión de tubeŕıas, eliminación de esquinas no deseadas en superficies, etc.

Las referencias sobre este tema son relativamente recientes; en la década
de los ochenta es cuando se publican art́ıculos sobre la materia con asidui-
dad. Concretamente, a partir de mediados de los ochenta C. Hoffmann y J.
Hopcroft en “Automatic surface generation on computer aided design” [40]
y en “Quadratic Blending Surfaces” [41] realizan dos de las primeras publi-
caciones sobre el concepto de superficie “blending”. Mediante este concepto
designan a la superficie que une otras dos dadas, llamadas superficies prima-
rias, de forma suave. En esta publicación proponen un método para generar
automáticamente superficies “blending” para la unión de superficies prima-
rias cuadráticas bajo ciertas condiciones. Otras referencias de estos autores
con variaciones sobre este concepto son [42] y [43].

J. Warren [79] en su art́ıculo “Blending Algebraic Surfaces” establece dife-
rentes formas de generar uniones de superficies algebraicas (conos, cilindros
y esferas fundamentalmente) obteniendo superficies “blending” de manera
impĺıcita.

D. J. Guan y otros en [36] estudian “blending” de curvas cuya expresión
viene dada en forma paramétrica. Su trabajo se basa en la resolución de una
ecuación diferencial que minimiza la curvatura de la curva “blending” y en
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las condiciones que se conozcan de las dos curvas que se conectan.

Los mismos autores en [37] abordan el problema de blending conectando
mediante curvas latitudinales con condiciones adecuadas (punto y tangencia)
las fronteras de las dos superficies primarias que quieren unir haciendo inter-
venir una ecuación diferencial. Posteriormente generan curvas longitudinales
mediante un proceso similar al empleado para calcular las latitudinales y
rellenan la malla resultante, que tiene por frontera las curvas calculadas an-
teriormente, con superficies polinómicas como splines bicúbicos o elementos
finitos.

A finales de los años 90, Zi Cai Li [55, 56, 57], realiza estudios sobre
blending de superficies modeladas mediante ecuaciones en derivadas par-
ciales. Estos argumentos de trabajo también los emplean Bloor y otros en
[18, 7, 8, 9]. Por otro lado, Kouibia y Pasadas [63, 47, 54, 48] han desarrollado
diferentes resultados sobre convergencia en el diseño de superficies de forma
libre utilizando splines variacionales.

Unos de los principales objetivos a la hora de calcular “blending” po-
linómicas, ya sea de curvas o superficies, es conseguir que el grado de la
forma calculada sea lo más bajo posible, ya que en CAGD es deseable esta
cualidad. Puesto que hay trabajos en los que se ha demostrado que cualquier
superficie “blending” que una de dos superficies polinómicas de grado 2 tiene
al menos grado 4 [79], parece lógico que construyamos curvas o superficies a
trozos de forma que podamos controlar su grado.

Los trabajos mencionados anteriormente se desarrollan empleando las cur-
vas y superficies en forma algebraica o en forma paramétrica por lo que a
continuación hacemos un pequeño recordatorio tanto de los principales mode-
los tratados hasta ahora como del problema que hemos tratado en caṕıtulos
anteriores. En la sección 6.3 enunciamos el caso paramétrico que aunque es
muy similar al tratado en el caṕıtulo anterior se adapta mejor a las apli-
caciones que vamos a exponer en este caṕıtulo final de la memoria. En las
dos secciones siguientes que componen el caṕıtulo aplicamos los resultados
ya obtenidos para el cálculo de diferentes curvas y superficies “blending”
respectivamente.

6.2. Antecedentes

Comenzamos esta sección haciendo una reseña de algunos art́ıculos pu-
blicados sobre curvas y superficies “blending” que consideramos de interés.
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En lo relativo a curvas, se puede destacar los trabajos de Zi-Cai Li y
Hung-Tsai Huang [55, 56, 57] en los que tratan problemas “blending” de
curvas aplicadas a trayectorias de aterrizaje, es decir, la curva que descri-
be una aeronave desde un punto y con una velocidad dada hasta el punto
de aterrizaje. En estos art́ıculos se introducen ecuaciones diferenciales para
minimizar la enerǵıa de la curva.

En cuanto a las superficies, las publicaciones son bastante numerosas.
Es en los años ochenta cuando comienzan a publicarse trabajos. Entre ellos
está el de J. Rossignac y A. Requicha [70] en el que introducen los “canales
de superficies” para unir dos superficies. En él generan la superficie blending
mediante envolventes de esferas de radio fijo, que usan como parámetro, que
se mantienen en contacto con las superficies primarias. Este método presenta
entre sus desventajas el alto grado de la superficie blending ya que, por
ejemplo, para unir dos cilindros con un ángulo de intersección de 180 grados
obtienen grado 16 total. En ese mismo trabajo los autores también trabajan
con porciones de cilindros y toros.

Uno de los primeros autores que se refieren al tema de “blending” en śı son
C. Hoffmann y J. Hopcroft a mediados de los 80 con trabajos como “Qua-
datric Blending Surfaces” [41] y otros como [40], [42] y [43]. Concretamente
en [40] desarrollan un método para la generación de superficies algebraicas
blending llamado método potencial que tiene como ventajas el que puede
unir dos superficies algebraicas arbitrarias que tengan intersección de una
manera estándar, el bajo grado de la superficie de unión y la simplicidad de
generación de la superficie en cuestión.

El método potencial crea una superficie a partir de polinomios cuadráticos
con tres parámetros libres (uno controla la forma de la superficie y los otros
dos controlan la anchura y el centrado de la superficie con respecto a la curva
intersección de las superficies primarias).

Otro trabajo que se referencia con asiduidad es “Blending Algebraic Sur-
faces” de Joe Warren [79] de 1989. En esta publicación, el autor a partir de
dos o más superficies de tipo algebraico genera una superficie de unión, y
muestra que dicha superficie, también algebraica, tiene que verificar ciertas
condiciones, basándose en el resultado algebraico de que cualquier polino-
mio cuyo conjunto de ceros esté incluido en el conjunto de ceros de varios
polinomios se puede expresar siempre como combinación simple de éstos.

En este art́ıculo, el autor también introduce la noción de continuidad
geométrica. La noción de suavidad o continuidad en un punto de una super-
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ficie corresponde a la existencia de un único plano tangente a la superficie
en dicho punto. El concepto de continuidad geométrica para la intersección
de dos superficies es el siguiente: dos superficies que se intersecan a lo largo
de una curva con plano tangente continuo a lo largo de ésta diremos que
tienen continuidad geométrica de orden 1. Las superficies con continuidad de
curvatura tienen continuidad geométrica de orden 2 y aśı sucesivamente.

A partir de resultados con ideales y polinomios irreducibles, el autor con-
sigue generar superficies blending de tipo algebraico y grado relativamente
bajo. Por ejemplo, con el método empleado es posible unir dos cilindros
eĺıpticos mediante una cuártica.

Un trabajo de las mismas fechas es el de D.J. Filip “Blending parametric
surfaces” [32], dedicado a las superficies paramétricas y que está en la ĺınea
de [79].

También de principios de los noventa es el art́ıculo publicado por Bloor y
Wilson [6] al que algunos autores consideran el origen de la técnica de diseño
y modelado en la que se crea una superficie suave a partir de una ecuación
en derivadas parciales de tipo eĺıptico con condiciones de contorno, y que se
denomina método PDE. Las condiciones de contorno que se imponen se
usan para controlar la forma de la superficie.

Aunque la primera aplicación de este método era el blending de superfi-
cies, este método se emplea para otras aplicaciones como el diseño de forma
libre, modelado y diseño interactivo de esculturas.

La principal cualidad de este método es que el objeto generado es contro-
lado por los coeficientes de la ecuación y las condiciones de contorno.

Un ejemplo que manejan en varios de sus trabajos [7, 8, 9], son las solucio-
nes de una ecuación diferencial en derivadas parciales basada en el operador
biarmónico. Concretamente trabajan con la ecuación diferencial

(
∂2

∂u2
+ a2 ∂2

∂v2
)2X = 0. (6.1)

Los autores resuelven esta ecuación en una región finita Ω en el plano (u, v),
sujeta a condiciones de contorno, que suelen ser las variaciones de X y de su

derivada normal
∂X

∂n
a lo largo de la frontera de Ω.

El operador diferencial de la ecuación 6.1 representa un proceso de sua-
vidad en el cual el valor de la función en cada punto de la superficie es, en
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cierta forma, la media de valores cercanos. Además, el parámetro a controla
la ratio de suavidad entre las direcciones de los parámetros u y v por lo que
recibe el nombre de parámetro de suavidad.

Guan y otros en “Wire-frame method for blending surface design” [37]
desarrollan el método wire-frame para la generación de superficies blending en
forma paramétrica. En él construyen curvas que están modeladas como cables
elásticos sometidos a cargas externas. La rigidez del cable y la distribución
de la carga se utilizan para controlar la superficie. Una vez construida esta
malla, se rellena con trozos de superficies que interpolan las curvas.

Concretamente, a partir de dos superficies primarias se determina la su-
perficie blending del siguiente modo: primero se trazan curvas que conectan
las superficies de origen y que los autores denominan latitudinales. Estas
curvas están modeladas como hemos señalado anteriormente a partir de la
flexión de un cable de cierta rigidez sometido a una carga externa. En función
de los parámetros que se elijan se obtienen diferentes curvas. Este modelo
corresponde a una ecuación diferencial ordinaria de cuarto orden, que en la
publicación mencionada los autores resuelven mediante el método de los ele-
mentos finitos. En un segundo paso, se procede de forma análoga con las
curvas que transcurren a lo largo del otro eje coordenado, a las que denomi-
nan curvas longitudinales.

Una vez realizado este proceso, los autores tienen un esqueleto comple-
to o un armazón de la superficie blending que quieren determinar. En este
momento, mediante la regla del producto tensorial, obtienen porciones de su-
perficies bicúbicas que tienen por condiciones de interpolación las fronteras
de dos curvas longitudinales y latitudinales consecutivas.

6.3. Métodos paramétricos

La Teoŕıa de construcción y aproximación de curvas y superficies expĺıci-
tas, mediante curvas ODE y superficies PDE, desarrollada en los caṕıtulos
anteriores puede extenderse de manera natural al caso de curvas paramétri-
cas planas y en el espacio, y superficies paramétricas sin más que situarse en
los espacios de funciones vectoriales correspondientes, es decir, Hn(I; R2) o
Hn(I; R3), en el caso de curvas, y Hn(Ω; R3) en el caso de superficies.

Estos problemas se pueden estudiar componente a componente y, de esta for-
ma, aproximar o construir las funciones componentes de la curva o superficie
deseada.
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Por tanto, la definición, la caracterización y el establecimiento de los resul-
tados de convergencia y estimaciones del error de aproximación, se realizan,
sin dificultad, de forma análoga al caso expĺıcito.

Ejemplo 1

En este primer ejemplo representamos distintas curvas ODE paramétricas
planas. Consideramos el siguiente problema de valores iniciales∣∣∣∣∣ u (iv)(t) + u(t) = f (t) t ∈ I = (−π

2
, π

2
),

u(−π
2

) = g(−pi
2
), u ′(−π

2
) = g ′(−π

2
), u(π

2
) = g(π

2
), u ′(π

2
) = g ′(π

2
),

(6.2)

donde f (t) = (17 sen 2t, 2 cos t)t y la función g que vamos a aproximar viene
dada por la expresión g(t) = (sen 2t, cos t)t, que es la solución del problema
(6.2).

En las figuras 6.3.1 – 6.3.9, se muestran la gráfica de la curva parametrizada
por g(t) (en color rojo) y las diferentes curvas ODE paramétricas construidas
(en color negro).

En las figuras 6.3.2 y 6.3.3 se observa como el aproximante está próximo a la
gráfica de la función g . Hay que notar que en el primer caso no hay puntos de
aproximación y en el segundo los tres puntos de aproximación que se incluyen
pertenecen a su vez a la curva parametrizada por la solución del problema
de contorno, g .

En la Figura 6.3.4 se observa que el valor de ε no es lo suficientemente pequeño
como para mantener la curva ODE cercana a los puntos de aproximación.

Las siguientes figuras, 6.3.5–6.3.9 tienen como objetivo principal mostrar la
influencia del valor del parámetro ε. Al disminuirlo la curva se acerca a los
puntos de aproximación.

Cabe señalar la diferencia entre las figuras 6.3.4 y 6.3.8 aún teniendo los
mismos valores en los parámetros. Dicha diferencia estriba en el número de
nodos de la partición considerada.



6.3. Métodos paramétricos 133

-1 -0.5 0.5 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 6.3.1: Gráfica de la solución del problema (6.2).
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Figura 6.3.2: Curva ODE paramétrica spline obtenida sin puntos de aproxi-
mación, p = 5 y ε = 10−3 (negro), y gráfica de la curva g(t) (rojo).
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Figura 6.3.3: Curva ODE paramétrica spline obtenida con m = 3 puntos de
aproximación, p = 8 y ε = 10−5 (negro), y gráfica de la curva g(t) (rojo).
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Figura 6.3.4: Curva ODE paramétrica spline obtenida con m = 3 puntos de
aproximación, p = 4 y ε = 10−2 (negro), y gráfica de la curva g(t) (rojo).
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Figura 6.3.5: Curva ODE paramétrica spline obtenida con m = 1 puntos de
aproximación, p = 4 y ε = 10−4 (negro), y gráfica de la curva g(t) (rojo).

-1 -0.5 0.5 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 6.3.6: Curva ODE paramétrica spline obtenida con un punto de apro-
ximación, p = 2 y ε = 10 (negro), y gráfica de la curva g(t) (rojo).
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Figura 6.3.7: Curva ODE paramétrica spline obtenida con m = 3 puntos de
aproximación, p = 4 y ε = 10−5 (negro), y gráfica de la curva g(t) (rojo).
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Figura 6.3.8: Curva ODE paramétrica spline obtenida con m = 3 puntos de
aproximación, p = 7 y ε = 10−2 (negro), y gráfica de la curva g(t) (rojo).
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Figura 6.3.9: Curva ODE paramétrica spline obtenida con 1 punto de apro-
ximación, p = 5 y ε = 10−7 (negro), y gráfica de la curva g(t) (rojo).
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Ejemplo 2

Para ilustrar el comportamiento de las curvas ODE en el espacio consi-
deramos el siguiente problema de valores iniciales∣∣∣∣∣ u (iv)(t) + u(t) = f (t) t ∈ I = (0, 2π),

u(0) = g(0), u ′(0) = g ′(0), u(2π) = g(2π), u ′(2π) = g ′(2π),
(6.3)

donde f (t) = (2 cos t, 82 sen 3t, f1(t))
t, siendo

f1(t) =
(14 − 16t + 8t3 + 2t4) sen t + 4(−1,45 + t)(1 + t)(3,45 + t) cos t

(t + 1)5
,

y la función g que vamos a aproximar viene dada por la expresión g(t) =

(cos t, sen 3t,
sen t

t + 1
)t, que es la solución del problema (6.3), cuya gráfica se

muestra en la Figura 6.3.10.

En las figuras 6.3.11–6.3.14 se muestra la gráfica de la curva ODE construida
en cada caso y, a la derecha, se muestran superpuestas la gráfica de la curva
g(t) y la curva ODE paramétrica, para diferentes valores de los parámetros.
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Figura 6.3.10: Gráfica de la función g(t).
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Figura 6.3.11: Curva ODE paramétrica spline obtenida con m = 30 puntos
de aproximación, p = 3 y ε = 10−7 (izquierda), y comparación con la original
g(t) (derecha).
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Figura 6.3.12: Curva ODE paramétrica spline obtenida con m = 10 puntos
de aproximación, p = 4 y ε = 10−7 (izquierda), y comparación con la original
g(t) (derecha).
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Figura 6.3.13: Curva ODE paramétrica spline obtenida sin puntos de apro-
ximación, p = 9 y ε = 10−7 (izquierda), y comparación con la original g(t)
(derecha).
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Figura 6.3.14: Curva ODE paramétrica spline obtenida con 30 puntos de
aproximación, p = 9 y ε = 10−7 (izquierda), y comparación con la original
g(t) (derecha).
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Ejemplo 3

Por último finalizamos esta sección con un ejemplo en el que se muestran
diferentes superficies PDE paramétricas. Consideramos el problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∆2u(x ) + u(x ) = f (x ), x ∈ (0, 1) × (0, 1),

u(0, t) = (sin(t), cos(t), 0)t, t ∈ (0, 2π),

u(1, t) = (sin(t), cos(t), 1)t, t ∈ (0, 2π),

∂u

∂n
(1, t) = (0, 0,−1)t, t ∈ (0, 2π),

∂u

∂n
(1, t) = (0, 0, 1)t, t ∈ (0, 2π),

(6.4)

donde f (x ) = 0.

La figura 6.3.15 se ha obtenido aplicando el método al problema (6.4) con
un conjunto de 50 puntos de aproximación de la función dada por la elipse
e(t) = (5 sen t, 2 cos t, 0,5), t ∈ (0, 2π) y ε = 10−5.

La figura 6.3.16 se ha obtenido a partir del mismo problema, cambiando la
condición u(1, t) = (sen t, cos t, 0)t, por u(1, t) = (4 sen t, 2 cos t, 0)t.

Figura 6.3.15: Superficie PDE paramétrica asociada al problema (6.4) (I).



140 6. Aplicaciones: Blending

Figura 6.3.16: Superficie PDE paramétrica asociada al problema (6.4) va-
riando una de las condiciones de contorno.

6.4. Curvas blending

Aunque la mayor parte de la bibliograf́ıa sobre el estudio de “blending”
está dedicada a superficies, existen referencias que tratan el problema para
curvas exclusivamente como [57, 58] en las cuales los autores abordan un
problema de trayectorias para aterrizajes de aeronaves.

Hemos incluido esta sección ya que consideramos que es el proceso natural co-
mo paso previo al estudio de “blending” en superficies aunque como veremos
posteriormente no hay inconvenientes en establecer el estudio directamente
en superficies.

Como hemos indicado en la introducción una curva “blending” resulta de unir
dos o más curvas denominadas primarias, de forma que la curva resultante
sea suave.

Para empezar podemos analizar un sencillo caso como es el que muestra la
Figura 6.4.17. El problema consistiŕıa en unir mediante una curva “blending”
el segmento y el arco de circunferencia de forma suave.

Una de las posibles formas de realizar esta unión consiste en tomar el punto
final del arco de circunferencia y el primer extremo del segmento con lo cual
tendremos dos condiciones que nos asegurarán que la curva resultante sea
continua.
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Figura 6.4.17: Problema “blending” para curvas.

Si deseamos que la curva resultante sea suave nos harán falta las condicio-
nes de tangencia en dichos extremos. A continuación, y dependiendo de la
suavidad (clase) que hayamos decidido para la curva resultante, elegimos un
criterio con el que modelizar esta curva, que en nuestro caso será una ecuación
diferencial del mismo orden que condiciones tengamos.

Un segundo problema que podemos abordar como variación del anterior es
cuando las curvas tienen parte del dominio en común como muestra la Figura
6.4.18. En este caso, y si es que tenemos interés en que la curva resultante
sea expĺıcita, “eliminaremos” arcos de cada una de las curvas (final de la
primera y principio de la segunda) de forma que estaremos en el caso ante-
rior, con lo que uniremos las nuevas curvas, que no tienen dominio común,
como muestra la Figura 6.4. Además podemos emplear puntos de los arcos
eliminados para variar la forma de la curva resultante como hemos tratado
en los caṕıtulos anteriores, de forma que la información de estos arcos no se
pierde por completo.
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Figura 6.4.18: Problema “blending” para curvas con parte del dominio en
común.
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El proceso que vamos a emplear se puede aplicar también para eliminar
esquinas en curvas (ver Figura 6.4.19) con ciertos criterios, sin que perdamos
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Figura 6.4.19: Problema “blending” para curvas con un punto del dominio
en común.

del todo la posible información que estas esquinas aporten, como ya hemos
señalado antes.

La aportación que proponemos es precisamente la introducción de un con-
junto de puntos de aproximación junto con una ecuación diferencial de forma
que podemos dar más relevancia a uno u otro en la representación final de la
curva por medio del parámetro ε, que ponderará dicho conjunto con el ope-
rador de minimización de enerǵıa o curvatura que elijamos para el problema
de contorno.

6.4.1. Construcción de curvas blending

La situación de partida que vamos a considerar es la siguiente:

Dadas dos curvas continuas γ1(t), γ2(t), t ∈ [0, 1] con γ1(t) estamos interesa-
dos en obtener una curva γ3(t), t ∈ [0, 1] que llamaremos curva blending, de
forma que la traza de las curvas γ1, γ3 y γ2 sea, al menos, continua. Es claro
que la clase (continua o derivable) de las curvas de partida limita la clase de
la curva resultante, formada por la curvas primarias y la curva blending, y no
parece lógico que debamos imponer más clase a estas curvas blending que a
las curvas primarias, aunque si aśı se desea en algún caso concreto tampoco
hay impedimento alguno.

Las figuras 6.4.17, 6.4.19 y 6.4.18 corresponden a las siguientes situaciones
teóricas:

En la Figura 6.4.17, las abscisas correspondientes a los puntos γ1(1) y
γ2(0) cumplen la condición

γ1(1) < γ2(0), (6.5)
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con lo cual los puntos inicial y final de la traza de la curva blending serán
γ3(0) = γ1(1) y γ3(1) = γ2(0). En este caso no hay ningún problema en
construir una curva blending que esté modelada según las necesidades
que se tengan.

En la Figura 6.4.19, las abscisas correspondientes a los puntos γ1(1) y
γ2(0) cumplen la relación

γ1(1) = γ2(0), (6.6)

Para la figura 6.4.18 la relación es

γ1(1) > γ2(0). (6.7)

Vamos a analizar brevemente estos dos últimos casos. En ambos, para poder
obtener una curva blending es necesario que “cortemos” al menos una de las
dos curvas primarias, o las dos si aśı lo estimamos necesario, de forma que
las abscisas de los puntos inicial y final de las curvas modificadas verifiquen
la relación (6.5). El tramo o los tramos de los que hayamos prescindido se
pueden utilizar, tomando de ellos puntos de aproximación para construir
diferentes curvas blending, aunque para el caso (6.7) parece razonable que
no mezclemos los puntos de aproximación de las curvas en el subintervalo
donde ambas tengan dominio común.

Figura 6.4.20: Problema “blending” para curvas con un punto del dominio
en común (II).

Una pequeña variante del caso (6.7) y al que éste se puede reducir consiste
en que las dos curvas tengan un único punto común de soporte, pero que las
ordenadas de ambas para ese punto común sea diferente. Corresponde por
ejemplo a una función con una discontinuidad de salto.
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Figura 6.4.21: Problema “blending” para curvas con parte del dominio en
común (II).

Por tanto, desecharemos el tramo de curva que no vayamos a aproximar y
tendremos una situación como la figura (6.4.22).
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Figura 6.4.22: Problema “blending” para curvas con parte del dominio en
común (II).

Con lo expuesto anteriormente, comenzamos mostrando el proceso que se
puede emplear para resolver el primer caso y a partir de él, estableciendo
las modificaciones que estimemos oportunas abordaremos los otros dos casos
indicados anteriormente.

Consideremos una ecuación diferencial de orden 2n dada por un operador
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de la forma dada en caṕıtulos anteriores. Dicha ecuación estará relacionada
con alguna caracteŕıstica que queramos destacar en la curva blending como
puede ser minimización de enerǵıa, curvatura.

Si los extremos final e inicial de las curvas primarias son γ(t0) y γ(t1) im-
pondremos a la ecuación diferencial los valores γ(t0), γ(t1) , γ′(t0), γ

′(t1), . . . ,
γ(n)(t0), γ

(n)(t1).

Si, además, queremos que la curva aproxime un conjunto de puntos Am =
{(xi, yi), b < xi < c} dado, el problema que estamos abordando es equivalente
según la Definición 2.2.2 al de hallar una curva ODE. En este caso, el operador
L lo determinamos de forma libre, al igual que el conjunto de puntos de
aproximación en función de nuestras necesidades.

En cuanto al vector y , formado por condiciones de interpolación y tangencia
en los puntos final e inicial de las curvas primarias, queda también en cierta
forma a nuestra elección, pues, como hemos indicado anteriormente, la curva
resultante puede, todo lo más, tener la misma clase que la “peor” de las
primarias y, por tanto, quizás no interese que el vector y tenga condiciones
de tangencia.

6.4.2. Ejemplos

Ejemplo 1.

Sabemos que una forma de introducir las funciones splines es buscar solucio-
nes de la ecuación diferencial

x(2r) = 0, (6.8)

con condiciones adecuadas en los extremos de un cierto intervalo de trabajo
[α, β]. Dichas soluciones con las condiciones adecuadas dan lugar a las fun-
ciones splines. Si r es par estamos obteniendo los diferentes splines de grado
2r − 1 y clase 2r − 2.

Podemos tomar este ejemplo como una curva ODE relativa a la ecuación
(6.8), con condiciones homogéneas de dato y de derivada en los extremos del
intervalo y con el conjunto Am vaćıo. Si las curvas que une son trozos de
segmentos horizontales estaŕıamos, en cierta forma, ante un spline natural.

Ejemplo 2.

En este segundo ejemplo ponemos de manifiesto la importancia del conjunto
de puntos a aproximar. Supongamos que tenemos que unir dos segmentos



146 6. Aplicaciones: Blending

horizontales a distintos niveles, 0 y 2, para fijar condiciones. La distancia
entre ambos es de 3 unidades y, que además estamos interesados en que
aproxime al arco de circunferencia con centro (0,2) que une ambas curvas.
La situación es la que muestra la Figura 6.4.23.
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Figura 6.4.23: Situación inicial de los segmentos y arco de circunferencia.

Si tomamos la ecuación diferencial

x(4) = 0,

con las condiciones obvias x(0) = 0, x′(0) = 0, x(3) = 2, y x′(3) = 0, y
tomando diferentes conjuntos de puntos y distintos valores del parámetro ε
se observan los siguientes resultados.
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Figura 6.4.24: Curva blending de aproximación con k = 3 intervalos, 3 puntos
de aproximación y ε = 10−3.

Las conclusiones que podemos establecer a la vista de la tabla y de la
figura nos ponen de manifiesto lo que ya se demostró teóricamente en el
caṕıtulo 3. En las figuras 6.4.27 y 6.4.28 se observa una situación muy similar
aunque el parámetro ε ha variado notablemente. Esto es debido a que el
tamaño de la partición no ha aumentado y por tanto la curva está “sujeta”
y no puede deformarse para acercarse a los puntos de aproximación.
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Figura 6.4.25: Curva blending de aproximación con k = 5 intervalos, 20
puntos de aproximación y ε = 10−3.

-2 2 4 6

0.5
1

1.5
2

2.5
3

Figura 6.4.26: Curva blending de aproximación con k = 3 intervalos, 1 punto
de aproximación ,(2,0), y ε = 10−3.
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Figura 6.4.27: Curva blending de aproximación con k = 3 intervalos, 8 puntos
de aproximación y ε = 10−7.
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Figura 6.4.28: Curva blending de aproximación con k = 3 intervalos, 5 puntos
de aproximación y ε = 10−3.
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Figura 6.4.29: Curva blending de aproximación con k = 8 intervalos, 12
puntos de aproximación y ε = 10−7.
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Ejemplo 3.

En el siguiente ejemplo, partiendo de la ecuación diferencial

x(4) + x(2) + x = 0,

con condiciones x(0) = −1, x′(0) = 0, x(6) = −1, y x′(6) = 0, tratamos de
ver el efecto de unir dos segmentos horizontales al “imponerle” a la solución
que aproxime un conjunto de puntos aleatorios del arco de circunferencia
dado por la función g(x) =

√
1 − (x2 − 3), con 2 ≤ x ≤ 4. Las figuras y la

tabla nos dan una idea bastante clara de la bondad del método que estamos
desarrollando.

En las figuras 6.4.35 y 6.4.36 hemos elegido únicamente como punto de apro-
ximación el (4,0) y podemos apreciar la relevancia del parámetro ε.

En las figuras 6.4.38 y 6.4.39 hemos incluido en el conjunto de puntos de
aproximación los puntos (1, 6) y (5, 6) para comprobar sus efectos.
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Figura 6.4.30: Situación inicial de las curvas.
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Figura 6.4.31: Curva blending de aproximación con k = 5 intervalos, 20
puntos de aproximación y ε = 10−3.

Si observamos las figuras 6.4.38 y 6.4.39 podemos comprobar nuevamente
el efecto de tomar una partición con un número de puntos relativamente
pequeño cuando los puntos de aproximación están alejados unos de otros.
Aunque hemos dado un valor pequeño a ε el escaso número de splines que
tenemos para formar la curva resultante impide el que ésta aproxime a la
totalidad de los puntos de aproximación. En contraste con la Figura 6.4.38
tenemos que en la Figura 6.4.34 la curva śı aproxima el total de los puntos
de aproximación.
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Figura 6.4.32: Curva blending de aproximación con k = 3 intervalos, 1 punto
de aproximación (3,1) y ε = 10−3.
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Figura 6.4.33: Curva blending de aproximación con k = 3 intervalos, 8 puntos
de aproximación y ε = 10−3.
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Figura 6.4.34: Curva blending de aproximación con k = 7 intervalos, 20
puntos de aproximación y ε = 10−7.
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Figura 6.4.35: Curva blending de aproximación con k = 8 intervalos, 1 punto
de aproximación, (4, 0), y ε = 10−4.
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Figura 6.4.36: Curva blending de aproximación con k = 3 intervalos, 1 puntos
de aproximación, (4, 0), y ε = 10−2.
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Figura 6.4.37: Curva blending de aproximación con k = 6 intervalos, 2 puntos
de aproximación, (1, 6) y (5, 6), y ε = 10−7.
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Figura 6.4.38: Curva blending de aproximación con k = 3 intervalos, 20
puntos de aproximación, entre ellos (1, 6) y (5, 6), y ε = 10−7.
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Figura 6.4.39: Curva blending de aproximación con k = 3 intervalos, 20
puntos de aproximación, entre ellos (1, 6) y (5, 6), y ε = 10−7.
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Ejemplo 4.

En este ejemplo mostramos el comportamiento del método cuando las dos
curvas tienen un punto de intersección, o bien se trata de una función con
un punto donde no es derivable y deseamos que lo sea. En el ejemplo que a
continuación detallamos queremos unir las curvas g1(x) = −x + 5, definida
en el intervalo [0, 3] y g2(x) =

√
4 − (x − 3)2, definida en el intervalo [3, 5].

Ambas curvas se intersecan en el punto (3, 2). Para exagerar el ejemplo,
hemos escogido el intervalo [2, 4] como dominio de la curva blending y tomado
como conjunto de aproximación un conjunto de puntos aleatorio de las curvas
g1(x) y g2(x). El problema de contorno que vamos a emplear es{

x(4) = 0,

x(2) = g1(2), x′(2) = g′
1(2), x(4) = g2(4), x′(4) = g2(4)

A continuación presentamos una serie de gráficos de diferentes curvas blen-
ding en los que se puede contrastar como actúan los diferentes parámetros.
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Figura 6.4.40: Gráfica de las funciones g1(x) y g2(x).
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Figura 6.4.41: Curva blending de aproximación con k = 3 intervalos, 5 puntos
de aproximación y ε = 10−7.

Ejemplo 5.

En este ejemplo mostramos una variante del ejemplo anterior. Es el caso en
el las dos funciones (continuas) tienen como soporte común un punto, pero
la ordenada de dicho punto para las dos funciones (si es que ésta existe) no
coincide para alguna de ellas. La situación es la que muestra la Figura 6.4.46.
Esta situación se puede dar cuando tenemos una función definida a trozos y
presenta una discontinuidad de salto. Por tanto la situación es la de obtener
una curva derivable a partir de las funciones g1(x) = 1 +

√
4 − (x − 1)2,

definida en el intervalo [0, 3] y g2(x) = 1 +
√

4 − (x − 3)2, definida en el
intervalo [3, 6]. Ambas curvas se intersecan en el punto (3, 2). Para exagerar el
ejemplo, hemos escogido el intervalo [2, 4] como dominio de la curva blending
y hemos tomado como conjunto de aproximación un conjunto de puntos
aleatorio de las curvas g1(x) y g2(x). El problema de contorno que vamos a
emplear es{

x(4) = 0,

x(2) = g1(2), x′(2) = g′
1(2), x(4) = g2(4), x′(4) = g2(4)

En las diferentes figuras observamos que al elevar el número de puntos la
curva blending aumentan las oscilaciones si aumenta el número de splines
que utilizamos para construirla.
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Figura 6.4.42: Curva blending de aproximación con k = 8 intervalos, 15
puntos de aproximación y ε = 10−7.
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Figura 6.4.43: Curva blending de aproximación con k = 3 intervalos, 15
puntos de aproximación y ε = 1.
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Figura 6.4.44: Curva blending de aproximación con k = 10 intervalos, 50
puntos de aproximación y ε = 10−7.
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Figura 6.4.45: Curva blending de aproximación con k = 3 intervalos, 1 punto
de aproximación, (3, 2), y ε = 10−10.
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Figura 6.4.46: Gráfica de las funciones g1(x) y g2(x).
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Figura 6.4.47: Curva blending de aproximación con k = 3 intervalos, 10
puntos de aproximación y ε = 10−7.
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Figura 6.4.48: Curva blending de aproximación con k = 6 intervalos, 20
puntos de aproximación y ε = 10−3.
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Figura 6.4.49: Curva blending de aproximación con k = 6 intervalos, 20
puntos de aproximación y ε = 10−7.
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Figura 6.4.50: Curva blending de aproximación con 25 intervalos, 30 puntos
de aproximación y ε = 10.
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6.5. Superficies blending

A lo largo de los últimos años, el estudio de las superficies blending ha
ido creciendo y se pueden consultar diferentes métodos para su realización
como vimos en la introducción y la segunda sección del caṕıtulo. El blending
de superficies tiene por objeto la unión de dos o más superficies, llamadas
primarias, mediante otra de forma suave.

6.5.1. Construcción de superficies blending

Análogamente al estudio hecho en la sección anterior se puede proceder
para el caso de superficies. Podemos analizar un sencillo caso como es el
que muestra la Figura 6.5.51 el problema consistiŕıa en unir mediante una
superficie “blending” dos planchas situadas a diferentes alturas de manera
suave.

Figura 6.5.51: Superficie blending para la unión de dos planchas .

Dependiendo de nuestras necesidades podemos hacer la unión de una u otra
forma, utilizando diferentes conjuntos de puntos de aproximación, o variando
el operador diferencial con el que estemos trabajando.

La casúıstica de las superficies blending es mucho más variada que la de
curvas, puesto que las curvas de unión se pueden encontrar de muy diversas
formas. Por ejemplo, una de las curvas a través de la cual se realiza la unión
puede ser abierta y la otra cerrada, o las dos abiertas o cerradas.

En superficies también se pueden dar con cierta frecuencia casos en los que las
superficies primarias están en contacto y hay esquinas que se desean eliminar.
Si se da esta situación no hay más que proceder de manera similar al caso
de curvas, prescindiendo de la parte de superficie que no se desea (tomando
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Figura 6.5.52: Superficie blending de cilindro y plano.

el conjunto de puntos de aproximación de él), y de esta forma tendremos
las superficies primarias no tienen curvas en común, aunque las condiciones
de contorno de partida habrán cambiado al variar alguna, o todas, de las
superficies primarias.

Podemos ver en las figuras 6.5.52 y 6.5.53 como las diferentes superficies
blending que se construyen pueden ser cerradas o abiertas dando lugar a
blendings con condiciones periódicas o no, dependiendo de como sean las
curvas frontera de las superficies primarias que vayamos a unir.

Como hemos realizado en la sección de curvas, nuestra intención es la de
observar las diferentes formas que se producen variando el conjunto de pun-
tos de aproximación y la ecuación diferencial en derivadas parciales de tipo
eĺıptico, de forma que podemos dar más relevancia a uno u otro en la re-
presentación final de la superficie por medio del parámetro ε, aśı como de
que ponderará dicho conjunto con el operador diferencial que elijamos para
el problema de contorno.



160 6. Aplicaciones: Blending

Figura 6.5.53: Superficie blending de circunferencia y segmento.
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6.5.2. Modelado

Para finalizar el caṕıtulo incluimos una serie de gráficos en los que po-
demos observar la incidencia de cada uno de los parámetros. Aśı, en cuanto
al conjunto de puntos de aproximación, éste se puede dejar vaćıo, tomarlo
de una única circunferencia o recta del espacio o bien tomarlo de diferen-
tes funciones. Otro aspecto en el que podemos interactuar es en el valor del
parámetro ε.

Un aspecto más novedoso que śı se aprecia claramente en alguna de las figuras
es la forma que dichas figuras tienen al variar únicamente el parámetro a
de la ecuación en derivadas parciales. Conforme el parámetro disminuye las
gráficos de las superficies obtenidas son más “ceñidos”.

Al variar las condiciones de contorno de forma adecuada se obtienen super-
ficies “blending” cuya unión con las superficies primarias son más o menos
suaves. Por ejemplo en la unión de un plano y un cilindro se observa que
es interesante que las condiciones de contorno estén dadas por vectores que
estén contenido en dicho plano, de forma que la superficie global resultante
tenga mayor clase.
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Conclusiones

Las principales aportaciones de esta memoria a la aproximación de curvas y
superficies son:

1. La inclusión de una ecuación diferencial, o ecuación en derivadas par-
ciales de un tipo determinado, en un problema de aproximación es, en
nuestra opinión, una de las aportaciones más importantes y novedosas
del trabajo presentado. Dicha ecuación, con condiciones de contorno
adecuadas, es un término fundamental en la aplicación de un méto-
do, que tiene también un conjunto de puntos de aproximación como
sustento para construir aproximantes.

2. La definición y caracterización de curva ODE y superficie PDE. A partir
de un problema de contorno y un conjunto de puntos de aproximación
hemos introducido un concepto que se apoya en bases teóricas de dos
campos diferentes como son la teoŕıa de aproximación y la teoŕıa de
interpolación

3. La definición y caracterización de curva ODE spline y superficie PDE
discreta. Debido a la imposibilidad de explicitar las soluciones del pro-
blema estudiado se observa la necesidad de discretizar el problema
de aproximación sobre espacios discretos. Las soluciones del proble-
ma discreto definido se denominan, respectivamente, curva ODE spline
y superficie PDE discreta. De igual forma que en el caso continuo,
se establecen sendas caracterizaciones variacionales para los problemas
correspondientes.

4. El estudio de la convergencia de los métodos de aproximación desa-
rrollados. Se han establecido resultados de convergencia, tanto de las
curvas ODE y de las superficies PDE, como de las respectivas soluciones
discretas, hacia la función de la que proceden los datos, bajo condiciones
adecuadas. De igual forma se ha estudiado la convergencia del problema
discreto asociado tomando como función de la que proceden los datos, la
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única solución del problema de contorno inicial. Asimismo se establecen
estimaciones del error para cada caso.

5. La descripción de los algoritmos numéricos precisos para el cálculo de
los aproximantes discretos. De la definición tanto de curva ODE spline
como de superficie PDE discreta, se deducen sendos algoritmos numéri-
cos. En ambos casos, los algoritmos se reducen a la resolución de un
sistema de ecuaciones lineales cuya matriz de coeficientes es simétrica,
definida positiva y de tipo banda. También se han implementado dichos
algoritmos.

6. Las diferentes aplicaciones que el método tiene en campos como el
modelado de forma libre, en particular, en la construcción de curvas y
superficies blending. También se puede aplicar el método obtenido en
el campo de reconstrucción de objetos, o más particularmente, en el
campo de la aeronaútica, en el modelado de superficies para el diseño
de fuselaje de ciertas aeronaves.

Hemos procurado dejar patente el funcionamiento y la utilidad de los métodos
de aproximación estudiados, en los ejemplos numéricos y gráficos dados en
los caṕıtulos 3, 5 y 6.

Las posibles ĺıneas de investigación que podŕıan seguirse para mejorar, mo-
dificar o extender los métodos propuestos son:

Estudio de los problemas definidos, resultados de convergencia y esti-
maciones del error en norma L1.

Estudio de la discretización de las superficies PDE en espacios diferen-
tes del de los elementos finitos (espacios de box-splines o quasi-splines).

Estudio y validación de la conjetura realizada sobre la existencia de
un valor óptimo del parámetro ε, y elección automática mediante el
método de validación cruzada (GCV). (Ver P. Craven y G. Wahba [28],
C. Gu [35] y G. Wahba [78]

Aplicaciones del método empleado en diferentes campos de la ciencia,
como pueden ser la geoloǵıa, medicina, aeronáutica y automoción.
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[11] C. de Boor, K. Höllig, S. Riemenschneider : Box–splines. Springer–
Verlag, New York (1993).



194 BIBLIOGRAFÍA
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