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I ntroduccion

En esta memoria estudiamos semigrupos numéricos, es decir, subconjuntos de
nimeros naturales que son cerrados para la sumay que contienen a todos los natu-
rales salvo posiblemente a un nUmero finito. Es muy importante la forma como se
describe o se representa un semigrupo numeérico S, principalmente a la hora de dar
respuesta a determinadas cuestiones como son el problema de pertenencia de un ele-
mento a$ el célculo del nimero de Frobenius de S, denotado como g(S), el célculo del
nimero de huecos de S, etc. Las descripciones mas usuales para semigrupos numeri-
cos son los sistemas de generadores (minimales) y las presentaciones en términos de
generadoresy relatores. Siempre con laidea de la representacion en mente, este traba-
jo comenzb cuando nos encontramos con las inecuaciones de laforma ax mod b < x,
siendo a 'y b nUmeros naturales con a < b y x variando en los nUmeros enteros. Ob-
servamos que dichas inecuaciones definen subconjuntos de nlmeros naturales que son
Semigrupos NUMEricos, pues éstos son cerrados para la sumay ademas todo €l emen-
to mayor o igua que b pertenece a dichos subconjuntos. Denominamos pues a tales
semigrupos numéricos simplemente semigrupos modulares y 10s representamos como
S(a,b). Tras deducir algunas propiedades aritméticas basicas para S(a, b), obtenemos
unaférmula para el nUmero de huecos en terminos de ay b. Concretamente,

b+1—(ab)—(a—1,b)

2 7
donde (o, B) denota el méaximo comin divisor de o y 8. Como consecuencia, deduci-
mos que s S(az,b;) = S(ap, by), entonces

#H(S(a,b)) =

by —(a1,b1) — (a1 —1,b1) = by — (ap,b2) — (az —1,by),

lo que nos lleva a definir el peso de S(a,b) como w(S(a,b)) =b—(a,b) — (a—1,b).
Obtenemos que si Ses un semigrupo modular, entoncesw(S) > g(S). Los casos parti-
cularesw(S) = g(S) y w(S) = g(S) + 1 curiosamente corresponden a los semigrupos
modulares simétricos y pseudo-simeétricos, respectivamente.

Seguidamente nos planteamos € problema de decidir cuando un semigrupo
numeérico S dado mediante un sistema de generadores es 0 no modular. Damos un
algoritmo el cual resuelve este problema de decision. Destacamos que no es tan im-
portante el algoritmo en si, €l cual se puede mejorar usando |os resultados del capitulo
séptimo, sino las propiedades previas a mismo. Aplicando este algoritmo obtenemos
los primeros gjemplos de semigrupos que no son modul ares.

1



2 INTRODUCCION

Decimos que un semigrupo humeérico es un sistema modular si éste puede ser ex-
presado como lainterseccion de un numero finito de semigrupos modulares. Un semi-
grupo numeérico se denominairreducible si no se puede representar como interseccion
de dos semigrupos numéricos que lo contengan de forma propia. Como existen semi-
grupos irreducibles que no son modulares, vemos que no todo semigrupo numerico es
un sistema modular.

Por otra parte, de la definicion de peso para un semigrupo modular S= S(a, b), es
inmediato que b > w(S) + 2. Caracterizamos |os semigrupos modulares que verifican
b = w(S)+ 2 en términos de los [lamados UESY-semigrupos, es decir, semigrupos
nuUMEricos que se obtienen afiadiendo un elemento a un semigrupo numeérico simétrico.
Cerramos el primer capitulo haciendo un estudio similar para €l caso b = w(S) + 3,
caracterizando estos semigrupos modulares en términos de los PEPSY-semigrupos los
cuales son semigrupos numéricos que se obtienen afadiendo los pseudo-nimeros de
Frobenius a un semigrupo numérico pseudo-simétrico.

Para un intervalo | incluido en R}, s T es e subsemigrupo de R} generado
por |, definimos S(1) = T NIN. En e capitulo segundo comenzamos estudiando |os
subsemigrupos de R{ generados por un intervalo cerrado de laformal = [, ], con
o < B. Entonces S(I) es un semigrupo numérico y alos semigrupos numéricos que se
obtienen de esta forma los denominamos semigrupos proporcionamente modulares.
Probamos que los extremos del intervalo | pueden ser elegidos de modo que ambos
sean nimeros racionales, y cuando S+ IN existen enteros positivosc < a < b talesque

S=S([2, 2.]). Por otra parte, definimos S(a, b, ¢) = {x € N | ax mod b < cx}. Enton-
ces probamos que S(a, b, c) = S([g, a%c]). Resulta por tanto que todo semigrupo mo-
dular es un semigrupo proporcionalmente modular, pues S(a,b) = S(a,b,1). Ademés
los semigrupos modulares son agquellos semigrupos proporcional mente modul ares que
pueden ser definidos por un intervalo de laforma [2, 22,1,

Dado un semigrupo numérico Sy un nimero entero positivo p, definimos el con-
junto

%:{XEH\H px € S}.

Es féacil comprobar que S/p es de nuevo un semigrupo numérico que contiene a S.
Decimos que % es € cociente de S por € entero p. Esta construccion nos permite
caracterizar alos semigrupos proporciona mente modulares como agquellos que se ob-
tienen como el cociente, por un entero positivo, de un semigrupo aritmético, es decir,
un semigrupo numeérico generado por un conjunto delaforma{n,n+1,...,n+d}.

A continuacion damos un algoritmo paradecidir cuando un semigrupo numérico S
definido mediante un sistema de generadores es 0 no proporciona mente modular.

Decimos que un semigrupo numérico Ses un sistema proporcional mente modular,
S S se puede escribir como una interseccion de semigrupos proporciona mente mo-
dulares. Recurriendo de nuevo alos semigrupos numeéricos irreducibles vemos que no
todo semigrupo numeérico es un sistema proporciona mente modular. Damos un algo-
ritmo para decidir cuando un semigrupo numérico definido mediante un sistema de
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generadores es 0 no un sistema proporcional mente modul ar. Finalizamos este segundo
capitulo estudiando una familia de semigrupos proporcionalmente modulares, la cual
contiene a aguell os semigrupos numeéricos generados por una progresion aritméticay
en particular alos semigrupos numeéricos de dos generadores.

El capitulo tercero esta dedicado a estudio de los semigrupos modulares S(a, b)
en los cuales a divide a b. Este en realidad se puede considerar una continuacion del
capitulo primero. Obtenemos la multiplicidad para estos semigruposy €l conjunto de
Apéry con respecto alamultiplicidad. Ello nos permite deducir formulas parael nime-
ro de Frobenius y para € niumero de huecos. A continuacion obtenemos el sistema
minimal de generadores asi como |os pseudo-nimeros de Frobenius para estos semi-
grupos. También caracterizamos cuando € semigrupo S(a, b), con b miltiplo de a, es
simétrico asi como cuando es pseudo-simétrico. Acabamos este capitulo dando varias
subfamilias de semigrupos del tipo que estamos considerando y para cada una de ellas
mostramos de forma explicita su sistemaminimal de generadoresy sus pseudo-nime-
ros de Frobenius.

Una secuencia de Bézout es una secuencia creciente formada por dos o mas nume-
ros racionales f,‘—i < f}—; << g‘—z tal que ay,...,ap,b,...,bp son nimeros enteros
positivosy biaj11 —bj+18 = 1 paratodoi € {1,..., p—1}. Este concepto haresultado
ser fundamental para el estudio de los semigrupos proporcionalmente modulares. La
mayor parte del capitulo cuarto esta dedicada a estudio de las secuencias de Bézout
y a su relacion con los semigrupos proporciona mente modulares. Comenzamos pro-
bando que dos fracciones positivas dadas siempre se pueden “conectar” mediante una
secuencia de Bézout. A continuacion asociamos a cada secuencia de Bézout un semi-
grupo proporciona mente modular. Exactamente le asociamos el semigrupo S definido
por € intervalo cerrado dado por los extremos de dicha secuencia. Probamos que si
B<p<o-< S—E €s una secuencia de Bézout, entonces

<a1,...,ap>:s([2—i,2—ﬂ),

es decir, los numeradores que aparecen en la secuencia de Bézout constituyen un sis-
tema de generadores para el semigrupo correspondiente. Como consecuencia, este re-
sultado nos proporciona un método para resolver inecuaciones diofanticas del tipo
axmod b < ¢x, con a, by ¢ nUmeros enteros positivos.

A continuacion estudiamos condiciones que a imponerlas a una secuencia de
Bézout garanticen que los numeradores de la misma formen un sistema minimal de
generadores para e semigrupo asociado a dicha secuencia. Decimos que una secuen-
cia de Bézout % < g—g < < s—g es propia, si anbj — ajbjn > 2 paratodo h > 2 tal
quei,i+he {1,...,p}. Dosfracciones 0 < g—i < "g‘—; decimos que son adyacentes, si

a

adp al
— <
by +1

b, b1

a .
< b—l, y si by # 1, entonces
1



4 INTRODUCCION

Con estos elementos demostramos que los numeradores de una secuencia de Bézout
constituyen & sistema minima de generadores para el semigrupo proporcionamen-
te modular asociado si y solo si dicha secuencia de Bézout es propia y tiene como
extremos dos fracciones adyacentes.

Seguidamente caracterizamos |os semigrupos proporcionalmente modulares en
términos de los generadores minimales del semigupo. Concretamente probamos que
un semigrupo numeérico S minimal mente generado por el conjunto {ny,...,Np} espro-
porcionalmente modular s y solo si existe una ordenacion, digamos ny, ..., np, para
sus generadores minimales de modo que

1. (ni,n;+1) =1 paratodoi € {1,...,p—1},
2. Ni_1+ni11=0modn; paratodoi € {2,...,p—1}.

Como aplicacion estudiamos los semigrupos proporcionalmente modulares con
tres generadores, deduciendo expresiones para el nimero de Frobeniusy parael nime-
ro de huecos en términos de dichos generadores.

En el capitul o quinto damos una nueva caracterizacion paralos semigrupos propor-
cionalmente modulares como cocientes por un nimero natural de semigrupos numeéri-
cos de dos generadores. Ello nos permite relacionar 10s semigrupos proporciona mente
modulares con |0s semigrupos afines compl etos contenidos en IN?. Concretamente, pa-
raay,ap y ag enteros positivos, defininos e semigrupo afin completo

A(ag,ap,a3) = {(x1,%2) € N? | ax; + apx2 = 0 mod ag}.

Entonces, s ny,n2 y d son enteros positivos tales que ny y Nz son primos relativos,
probamos que

(n,n2) [ mxa+nexe
d d

Por consiguiente, resulta interesante conocer como son los sistemas de generadores
para los semigrupos afines A(ny,nz,d). En este capitulo obtenemos una descripcion
detallada de | os sistemas minimales de generadores para dichos semigrupos.

En e capitulo sexto vemos que los intervalos | no necesariamente cerrados de
nbmeros reales positivos también definen semigrupos S(1) proporciona mente modu-
lares. Nos centramos en €l estudio de los semigrupos proporciona mente modulares de
la forma S(]g, a%l[) determinando su nimero de Frobenius y su nUmero de huecos.
Esto nos permite estudiar los semigrupos proporciona mente modulares irreducibles,
En concreto vemos que un semigrupo S proporcionalmente modular es simétrico si
y sblos S=N, S= (2,3) 6 S=S(]2, .2;[) para ciertos nimeros enteros a 'y b ve-
rificando que 2 < a < by mcd{a,b} = mcd{a— 1,b} = 1. De manera similar, S es
pseudo-simétrico si y sblo si S= (3,4,5) 6 S= S(]2, ;) para ciertos nimeros ente-
rosay b verificandoque2 <a<by{ mcd {a b},med{a—1,b}} ={1,2}.

Al programar el algoritmo del capitul o primero ya mencionado paradecidir cuando
un semigrupo numeérico es modular, 1o hicimos de forma que en caso de que la res-

puesta fuese afirmativa, se obtuviesen todas las representaciones modulares para €l

‘ (X]_,Xz) c A(nl,nz,d)} .
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semigrupo dado. Cuando aplicabamos dicho agoritmo a un semigrupo distinto de IN,
observabamos que siempre devolvia a lo sumo seis representaciones modulares, al-
canzandose dicho maximo solo para semigrupos numeéricos de dos generadores. Estos
resultados motivaron nuestro estudio de |as representaciones modulares S(a, b) el cual
serecoge en el capitulo séptimo, en el que ademas se pone de manifiesto que existe una
relacion muy estrecha entre |as representaciones modulares para un semigrupo modu-
lar Sy las secuencias de Bézout cuyos numeradores son |os generadores minimales
de S. Probamos que cuando S es un semigrupo numérico de dimension de inmersion
igual a dos, éste puede tener sdlo cinco o0 seis representaciones modulares. Ademas,
damos dichas representaciones modulares de forma explicita. Seguidamente demos-
tramos que un semigrupo modular con dimension deinmersion mayor o igual quetres,
puede tener alo sumo cuatro representaciones modulares. Finalmente damos un nuevo
algoritmo el cual nos permite obtener facilmente todas | as representaciones modul ares
para cual quier semigrupo numérico Sdistinto de IN.

Conocemos por € capitulo segundo que todo semigrupo numérico generado por
una progresion aritmética, digamos S= (mm+c,m+ 2c,...,m+ Kkc), es siempre
proporcionalmente modular. Sin embargo, a aplicar € algoritmo dado en € capitu-
lo primero a varios gjemplos, observamos que no todo semigrupo numérico generado
por una progresion aritmética es modular. En el capitulo octavo probamos que S es
modular si y sblo s (mmod k) € {0,1}, obteniendo ademés las expresiones para las
correspondientes representaciones modul ares.

Terminamos esta memoria con un Ultimo capitulo en el que planteamos algunos
problemas abiertos.






Preliminares

Un semigrupo numeérico es un subconjunto S del conjunto de los nUmeros natu-
ralesIN, que es cerrado parala suma, contiene a ceroy verificaque N \ Sesfinito.

Sea S un semigrupo numérico. Un sistema de generadores para S s un conjunto
finito {no, Ny, ...,np} de nlimeros natural es tales que paratodo x € S, existen naturales
Ao, A1, ..., Ap verificando que X = Agng + Aqny + - - - + Apnp. Claramente, el maximo
coman divisor de ng, Ny, ...,Np hade ser igual a1, por lo que a veces un semigrupo
numérico se define también como un subconjunto Sde IN que es cerrado parala suma,
contiene a ceroy el maximo comdn divisor de todos sus elementos esigual a 1.

Para denotar que A = {np,ny,...,Np} €s un conjunto de generadores para S, se
escribe S= (A), o bien, S= (ng, Ny, ..., np). Con lamisma notacion anterior, decimos
que laigualdad x = Agng + ANy + - - +ApNnp €S UNAeXpresion o unarepresentacion
para x. Ademas x es de expresion Unica si no existe (Ag,...,Ap) € NP+ tal que
x:k6n0+---+}\’pnpy (Ao, .-, Ap) # ( 6,,7\,/[))

Un sistema de generadores {ng,ny,...,Np} para Sse dice minimal si para cual-
quier i tal que 0 <i < p, no existen nUmeros naturales Ao, . .., Ai—1,Ai+1, . . . , Ap Verifi-
cando que nj = AgNp+ - - - +Ai—1Ni—1 + Air1Niy1 + - - - + ApNp, €s decir, cuando ningln
subconjunto propio suyo generaa S.

Es un hecho bien conocido que todo semigrupo numérico admite un Gnico siste-
ma minimal de generadores (véase [36]) cuyo cardinal se denominaladimension de
inmersion de Sy se denota por e(S).

Decimos que un conjunto finito B de nlmeros naturales es independiente cuando
ninguno de sus elementos tiene una representacion en términos de los elementos res-
tantesde B. Esevidente que si B esel sistemaminimal de generadores de un semigrupo
numeérico S, entonces B es un conjunto independiente.

Sea S un semigrupo numérico minimalmente generado por ng < Ny < --- < Np.
Decimos que ng eslamultiplicidad de Sy la denotamos como m(S).

Un semigrupo numérico Sesun M ED-semigrupo si e(S) = m(S), esdecir, cuando
Stiene la maxima dimension de inmersion que puede tener un semigrupo con multi-
plicidad m(S). Un semigrupo aritmético es un semigrupo humérico generado por un
conjunto de nimeros naturalesde laforma{n,n+1,....,n+d}.

El conjunto IN' \ S, que claramente determina a semigrupo S, sera denotado por
H(S) y sus elementos se denominan los huecos de S.
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Tal y como se pone de manifiesto en varios trabgos entre los que citamos [8],
[16], [20], [22], los semigrupos numéricos son de interés en el campo de la Geome-
tria Algebraica. Como consecuencia, gran parte de la terminologia empleada para los
semigrupos numeéricos ha sido heredada de la Geometria Algebraica.

El cardina de H(S) se llama el género o grado de singularidad de S (véase [2,
19]). El nUmero de Frobeniusde Sesel mayor entero no pertenecienteaS, y se denota
por g(S). Observar que g(IN) = —1. Fué demostrado por J. J. Sylvester en 1884 (véase
[48]) que si n; y Ny son dos enteros positivos |os cuales son ademas primos rel ativos,
entonces g((n1,Nnz)) = ninz — Ny — np. En algunas ocasiones nos referiremos a esta
formula como la formula de Sylvester para € numero de Frobenius. Sigue siendo
un problema abierto el encontrar una formula para g(S) para tres 0 més generadores
minimales (véase [23], [24]).

Paraun conjunto finito A, denotamos por #A el nUmero de el ementos en A. Ademas,
S a; < az < ...< a, son numeros enteros, definimos

{a1,82,...,an,—} ={a,@2,...,an} U{XEZ | x> an}.

Diremos que un semigrupo numérico S es una semirecta, s existe me IN tal que
S={0,m,—}.

El conductor de S, denotado por ¢(S) esg(S) + 1, esdecir, c(S) esel menor nimero
natural tal que {c(S),—} C S

Dado un semigrupo numeérico S, definimos

Pg(S) = {xe Z\ S| x+se Sparatodo s S\ {0} }.

Cada elemento de Pg(S) es un pseudo-numero de Frobenius de S (véase [34]). El
cardinal del conjunto Pg(S) se denomina el tipo de Sy se representa por t(S) (véase
[2, 11]).

Paracualquier semigrupo numérico Sy cualquier subconjunto no vacio de nUmeros
enteros A, siempre podemos definir la siguiente relacion de orden sobre A:

a;<say sSysdlos a—a; €S

Claramente los elementos minimales de S\ {0} con respecto de larelacion <s consti-
tuyen el sistema minimal de generadores de S. Ademas, si representamos el conjunto
de los elementos maximales de A con respecto de larelacion de orden <s por Max< A,
entonces Max<H(S) = Pg(S) siempre que S# IN.

Para un semigrupo numérico Sy un elemento n € S\ {0}, e conjunto de Apéry
denen S(véase[1]) es

Ap(Sn)={seS|s—n¢S}.

Obsérvese que Ap(Sn) puede ser descrito como e conjunto {w(0) =
O,w(1),...,w(n— 1)}, siendo w(i) e menor elemento en S que es congruente
con i modulo n. Claramente Ap(S,n) U {n} es un sistema de generadores para Sy
ademés se verificaque x € Z esun elemento de Ssi y solo s x > w(x mod n), donde
x mod n como esusual denotael resto deladivision dex entren. A veces|os elementos
de Ap(S n) también se denominan los restos primarios de S respecto del elemento
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n.Si S# {0}y {no,ny,...,np} es el sistemaminimal de generadores de S, cualquier
elemento x € S puede ser expresado de manera nica como x = Kong + - - - 4 kpnp
con Kiy1Njiy1+---+kpnp € ﬂ'j:oAp(s nj) paratodoi € {0,...,p—1}. Laexpresion
X = kong + - - - + kpnp se denomina la representacion primaria para x con respeco a
la ordenacion ng, Ny, . . ., np de los generadores (véase [36]).

En el siguiente resultado se recogen dos hechos bien conocidos los cuales pueden
ser encontrados en [46].

LEMA 0.1. Sea S un semigrupo numérico, sea m € S\ {0} y Ap(Sm) =
{O,w(1),...,w(m—1)}. Entonces
, 1 m—1
9(S) =max(Ap(Sn))—n y #H(S=_(W(1)+ - +wm-1)) - ——.
Sean n; < ny dos enteros positivos primos relativos y 1lamemos S= (ng, ny). En-
tonces es inmediato probar que Ap(S,n1) = {0,nz,2ny, ..., (N1 —1)n2}. Como conse-
cuencia, se obtiene el siguiente resultado el cual es bien conocido (véase [47]).

LEMA 0.2. Sean nj y ny enteros positivos primos relativos y sea S= (ng,ny).
Entonces

#H(S) = %(nl— 1)(n,—1).

Es un problema abierto el encontrar unaférmula general para#H(S) (véase [24]).
Ademés existe unarelacion entre conjuntos de Apéry y pseudo-nimeros de Frobe-
nius para semigrupos numéricos como indica €l siguiente resultado (vease [34]).

LEMA 0.3. Sea Sun semigrupo numérico con multiplicidad m. S

MaXSS(Ap(Sa m)) = {Wip e 7Wit}’
entonces
Po(S) = {wi, —m,...,wi, —m}.

Un semigrupo numeérico se denominairreducible si no puede escribirse como la
interseccion de dos semigrupos numéricos que lo contienen propiamente. El siguiente
resultado aparece en [35].

LEMA 0.4. Para un semigrupo numerico S las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. Sesirreducible,

2. Sesmaximal en el conjunto de todos los semigrupos numericos con nUmero
de Frobenius g(9),

3. Sesmaximal en el conjunto de todos los semigrupos numericos que no con-
tienena g(S).

Un semigrupo numérico sedice queessimétrico si paracualquier x e Z\ Sse veri-
ficaqueg(S) —x € S Esinmediato que el nUmero de Frobenius de cual quier semigrupo
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numeérico simétrico hade ser un nimero impar. Ademas es un hecho bien conocido que
todo semigrupo numérico generado por dos elementos es simétrico (vease [2]).

Un semigrupo numérico se dice que es pseudo-simétrico si g(S) es par y para
cualquier x € Z\ Sseverificaquex=g(S)/2069(S) —x€ S

En [34] se demuestra que un semigrupo numeérico Sesirreducibles y solosi Ses
simétrico o pseudo-simétrico, seglin la paridad de g(S).

Existen varias caracterizaciones en la literatura para los semigrupos simétricos
asi como para los semigrupos pseudo-simétricos. Nosotros emplarearemos principal -
mente las siguientes (vease [2, 11]).

LEmMA 0.5. Un semigrupo numérico S es simétrico si y sblo si g(S) es impar y
#H(S) = 3(9(9) +1).

LEMA 0.6. Un semigrupo numérico Ses pseudo-simétrico si y sblo si g(S) es par
y#H(S) = 3(9(5) +2).

Ademés, para un semigrupo numérico S, es conocido que S es pseudo-simétrico

sy solo s Pg(S) = {39(5),9(S)}, y que Ses simétrico si y solo si Pg(S) = {g(S)}
(véase [2, 11]).



CAPITULO 1

Semigrupos modulares

En este capitulo introducimos el concepto de semigrupo modular, el cual seragene-
ralizado en el capitulo siguiente. En la Seccion 1 recogemos |as propiedades aritméti-
cas basicas para los semigrupos modulares. Ademas para dichos semigrupos defini-
mos un invariante al que [lamamos peso y estudiamos su relacion con € nimero de
Frobenius. En la Seccion 2, basandonos en los resultados anteriores, obtenemos un
algoritmo para decidir cuando un semigrupo numérico dado es o no modular. En la
seccibn siguiente estudiamos |os semigrupos modul ares cuyo modulo esigual asu pe-
so mas dos. Caracterizamos esta clase de semigrupos modulares en términos de los
UESY-semigrupos asi como en términos de |os semigrupos numeéricos simétricos. En
la Gltima seccion hacemos un estudio similar para los semigrupos modulares cuyo
modulo esigual asu peso mastres, y caracterizamos dicha clase de semigrupos modu-
lares en términos de los PEPSY-semigrupos asi como en términos de los semigrupos
numeéricos pseudo-simétricos. Los resultados de este capitulo pueden ser encontrados
en [41].

1. Propiedadesbasicas

Unainecuacion diofantica modular es una expresion de laformaax mod b < x,
siendo ay b nimeros enteros, con b # 0.

PrROPOSICION 1.1. El conjunto de soluciones enteras de una inecuacion diofanti-
ca modular es un semigrupo numérico.

DEMOSTRACION. Sean a y b dos enteros, con b # 0, y sea S= {x €
IN | axmod b < x}. Claramente O € S, y s X es un entero mayor o igual que b, en-
tonces x € S. Por tanto IN \ S es un conjunto finito. Dados x,y € S, se verifica que
a(x+y)modb < axmodb+aymodb < x4+, lo que significaque x+y € Sy por
tanto Stambién es cerrado paralasuma. |

Denotamos el semigrupo numérico {x € IN | ax mod b < x} por S(a, b) y denomi-
namosaay ab € factor y el médulo, respectivamente. Un semigrupo modular esun
semigrupo numeérico Spara el cua existen dos nimeros enterosay b, conb # 0, tales
que S= S(a,b). Ental caso decimos que S(a, b) es unarepresentacion modular para
S Lainecuacion ax mod b < x tienelas mismas soluciones que (a mod b)x mod b < x.
Ademés, si a € {0,1}, entonces S(a,b) = IN para cualquier modulo b # 0. En conse-
cuencia podemos suponer que2 < a < b.

11
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El siguiente gjemplo pone de manifiesto que un semigrupo modular puede tener
varias representaciones modul ares.

EJxEmMPLO 1.2. {0,2,3,—} = S(2,3) = S(2,4). O

LEMA 1.3. Seanay b dos enterostalesque 0 < a < b. Entoncesaxmod b < x s
ysolos (b+1—a)xmodb < x, esdecir, S(a,b) = S(b+1—a,b).

DEMOSTRACION. Si ax mod b < x, entoncesexistenq,r € N talesqueax = qb+r
con 0 <r < x. Tenemos entoncesque (b+1—a)x= (b+1)x—ax=bx—gb+Xx—ry
como consecuencia (b+1—a)x mod b < x—r < x. Paraprobar |a otraimplicacion es
suficiente observar que (b+1— (b+1—a)) =a. O

LEMA 1.4. Sea S un semigrupo modular con modulo b > 2. Entonces existe un
entero positivo atal quea < %(b+ 1) yS=S(a,b).

DEMOSTRACION. Por hipotesis existen enteros positivos a < b tales que S =
S(a,b). Ademés seglin el Lema 1.3 también tenemos que S= S(b+ 1 —a,b). Para
concluir la demostracion basta observar que a o bien b+ 1 — a es siempre menor o
igual que 3(b+1). O

El siguiente resultado se demuestra facilmente.

LEMA 1.5. Sean a y b dos nimeros enteros talesque 0 < a < by sea x € IN.
Entonces
0 s axmod b =0,
b— (axmodb) s axmodb # 0.

Ademés, si ax mod b > x, entonces a(b—x) mod b < b—x.

a(b—x) modb = {

Como consecuenciainmediata de este resultado, obtenemos |a siguiente propiedad
gue sera utilizada muy a menudo en este capitulo.

COROLARIO 1.6. S Sesun semigrupo modular con mbdulobyx € IN'\ S, entonces
b—xeS

COMENTARIO 1.7. Supongamos que S= S(a, b) para ciertos enteros positivosa y
b. Si S# IN, entonces b — 1 no puede pertenecer aH(S), pues delo contrario aplicando
el Corolario 1.6 tendriamos que b — (b — 1) = 1 perteneceria a S. Aparte, como ya
hemos observado mas arriba, para todo x € IN tal que x > b, se verificaque x € S
Obtenemos pues que si S es un semigrupo modular tal que S# IN, entonces g(S) <
b—2. O

Vamos a caracterizar ahora el caso en €l cual g(S) =b—2.

LEMA 1.8. Sea Sun semigrupo numérico distinto de IN. Entonces S es un semi-
grupo modular con mbduloby g(S) =b—2s ysblos besimpar y S= (2,b).

DEMOSTRACION. Supongamos que S= S(a,b) siendo ay b enteros positivos ta-
lesquel<a<b Sig(S)=b—2 entoncesb—2¢ Sy aplicando e Corolario 1.6
resultaqueb— (b—2) =2 € S Por consiguiente b hade ser impar y S= (2, b).
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Reciprocamente, si b es impar y S= (2,b), entonces claramente g(S) = b — 2.
Ademas, s 2 € S, entonces se verifica que 2amod b < 2 y ésto implica que 2a > b,
es decir, a > b/2. Ademas por e Lema 1.4 podemos elegir a de modo que sea menor
o igua que %(b+ 1). Ambas condiciones implican que a = %(b+ 1). Asi pues, S=
S(%(b'f— 1),b), lo que prueba que S es modular. O

Para un nimero real X, representamos por [x] € minimo del conjunto {z€ Z | z>
X}, y por |x] e maximo del conjunto {z€ Z | z< x}.

EJEMPLO 1.9. Veamos que para cualquier entero positivo b se verifica S(2,b) =
{0, Lb%lJ’_)}

Llamemos S= {0, | 25|, —}. Claramente {b,—} C SN S(a,b). Sea0 < x < b.
Tenemos que 2x < b si y solo s 2xmod b = 2x, lo que significa que x ¢ S. Ademas
b<2xs ysblos 2xmod b =2x—b < x, esdecir, x € S. O

LEMA 1.10. Sean a'y b nUmeros enteros talesque 0 < a < b, S= S(a,b) y sea x
un numero entero verificando que 0 < x < b— 1. Entoncesx € Syb—xe Ssiysblos
axmod b € {0, x}.

DEMOSTRACION.

Condicion necesaria. Sea X € S 'y supongamos que axmod b # 0. Entonces
axmod b < x. Si axmod b < x, entonces por e Lema 1.5, deducimos que a(b —
X) mod b =b— (axmod b) > b—x. Por tantob—x ¢ S, 1o cual contradice la hipotesis.
Concluimos pues que ax mod b = x.

Condicion suficiente. Si ax mod b = 0, entonces esta claro que x € S. Ademas, por
el Lema 1.5, obtenemos que a(b— x) mod b = 0 con lo cual b—x esun elemento de S

Siaxmod b= x#0, denuevox € S, y de nuevo por el Lema 1.5 obtenemos a(b —
X) mod b =b— (axmod b) =b—x, loqueimplicaqueb—x € S O

Si x e y son dos numeros enteros, con a menos uno de ellos distinto de cero,
denotamos por (X,Y), asi como por med{X,y}, €l méximo comin divisor deay deb.
El siguiente lema es facil de demostrar.

LEMA 1.11. Seanay b dosenterospositivosy seax unenterotal que0<x<b-—1.
Entonces
1. ax modb=0s ysolos xesunmiltiplodeb/(a,b),
2. ax modb=xs ysolos xesunmiltiplodeb/(b,a—1).

LEMA 1.12. Sea S= S(a,b) para ciertosenteros0 < a< b. Seand = (b,a),d =
(b,a—1),yxunenterotal que0 <x<b—1. Entoncesxc Syb—xe Ssiysolosi

b _b . . bbb b
’&7257...(d_1>E’a7za7...7<d_1)a}.

Ademas, el cardinal de X esd +d’ — 1.

xeX:{O
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DEMOSTRACION. Por el Lema1.10 yasabemosquex € Sy queb—x € Ssiy solo
s axmod b € {0,x}. Utilizando ahorael Lema 1.11, ésto Ultimo equivaleaque x € X.
Observar que (a—1,a) = 1y por tanto (d,d’) = 1. Si sb/d’ =tb/d para ciertos
nimeross,t € IN, entonces sd = td’ y yaque (d,d’) = 1, deducimos que existe k € IN
tal quesd =td’ = kdd'. Por tanto s= kd’ y t = kd. Como consecuencia, |a cardinalidad
de X esigua ad+d’ — 1. |

Recordemos que si S es un semigrupo numérico, entonces H(S) = N\ Ses
conjunto de los huecos de S,

TEOREMA 1.13. Sea S= S(a,b) para ciertos enterosay b talesque 0 < a < b.

Entonces bt 1 o 1B
#H(S) — + —(a, ;_(a_ ) )

DEMOSTRACION. Seand, d’ y X como en € Lema 1.12. Utilizando € Corolario
16y e Lemal12 s llamamosY = {0,...,b— 1} \ X, deducimos que #(Y N S) =
#(Y\'S), con lo cua #Y = 2-#H(S). Empleando de nuevo el Lema 1.12, obtenemos
que2-#H(S) =b— (d+d' —1) y por tanto laformula propuesta. O

COMENTARIO 1.14. Por la demostracion del teorema anterior podemos afirmar
queparaS= S(a,b), laaplicacion de {x € §b—x ¢ S} en H(S) definidapor x — b—x,
es biyectiva. 0

EJEMPLO 1.15.
Si p esun nimero primo impar, entonces#H(S(a, p)) = 3(p+1-1-1)=3(p—
1) paratodo atal quel < a< p. O

Como una consecuencia inmediata del Teorema 1.13, deducimos €l siguiente re-
sultado.

COROLARIO 1.16. Sean aj,ap,b; y by enteros positivos tales que S(aj,b;) =
S(ag, by). Entonces

by —(a1,b1) — (a1 —1,b1) = by — (ag,b2) — (a2 — 1,by).

EJEMPLO 1.17. El reciproco del Corolario 1.16 es falso. Basta considerar
(4,5,6) = S(3,12) # S(2,10) = (5,6,7,8,9). O

Si S= S(a,b) paraciertos enteros 0 < a < b, definimos el peso de Scomo w(S) =
b— (a,b) — (a—1,b). Segln el Corolario 1.16, w(S) esun invariante de S, pues dicho
valor no depende de la eleccion de a 'y de b. Observar también que w(IN) = —1. S
S# N, entonces podemos elegir a y b de manera que 2 < a < b. Esto implica que
(a,b)+(a—1,b) <b/2+b/3 < b,y por tanto que w(S) > 1. Observamos pues que de
manerasimilar acomo ocurre parael numero de Frobenius de un semigrupo numeérico,
€l peso de un semigrupo modular es siempre mayor o igual que 1, excepto parael caso
S=Nene cua w(S) =9(S) = —1.

Es un hecho bien conocido que para cualquier semigrupo numérico S se verifica
que#H(S) > 3(g(S) + 1) (véase por gjemplo [11]).
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COROLARIO 1.18. S S es un semigrupo modular, entonces w(S) es impar y
w(S) > g(9).

DEMOSTRACION. Por e Teorema 1.13 deducimos que w(S) = 2-#H(S) — 1, por
lo que w(S) esimpar y ademasw(S) > 2(%(g(S) +1))—-1=9(S). O

En vista del Corolario 1.18, aquellos semigrupos modulares Scon w(S) = g(S) y
g(S) impar, o bien w(S) = g(S) + 1y g(S) par, son los semigrupos numéricos mo-
dulares para los cuales € peso toma su valor mas pequefio posible con respecto a su
nimero de Frobenius. El siguiente resultado caracteriza este tipo de semigrupos. Pe-
ro antes, recordemos gque un semigrupo numeérico es irreducible si éste no puede ser
expresado como la interseccion de dos semigrupos numéricos gque lo contienen pro-
piamente. Ademas en [35] se prueba que S esirreducible si y sblo si S es simétrico
0 pseudo-simétrico, segiin la paridad de g(S).

COROLARIO 1.19. Sea Sun semigrupo modular. Entonces

1. Sessimétricos ysolos w(S) =g(S),
2. Sespseudo-simétricosi y sblosi w(S) =g(S) + 1.

DEMOSTRACION.

1. Sessimétricosi y solosi #H(S) = %(g(S) +1). Por el Teorema 1.13 sabemos

que#H(S) = 3(w(S) + 1), por lo cual Sessimétricosi y sblosi g(S) = w(S).

2. Essimilar a caso anterior, usando ahora que S es pseudo-simétrico si y solo
s #H(S) = 3(9(9 +2).

O

EJEMPLO 1.20. Para cuaquier entero positivo impar b, siempre existe un semi-
grupo modular Sparael cual w(S) = b. Es suficiente considerar S= S(2,b+ 2), pues
w(S(2,b+2))=b+2—-(2,b+2)—(1,b+2)=b+2-1-1=h. ]

2. Un algoritmo paradeterminar si un semigrupo numeérico eso no modular

Tal y como indica € titulo, en esta seccion damos un algoritmo para decidir si un
semigrupo humérico S es modular, y en caso afirmativo encontramos una representa-
cion modular para S.

Comenzamos con un primer resultado que es consecuenciadel Teorema 1.13y que
limita superiormente | os posibles modul os que pueden aparecer en una representacion
modular para S. En particular nos dice que e nimero de representaciones modulares
para un semigrupo modular es siempre finito.

LEMA 1.21. Sea S# IN un semigrupo modular con modulo b. Entonces

b<12.-#H(S)—6.

DEMOSTRACION. Sean ay b dos enteros positivostalesque2 < a< by seaS=
S(a,b). Puesto que (a,b) y (a— 1,b) son divisores propiosde b, y ademéas ((a,b), (a—
1,b)) = 1, resulta que (a,b) + (a— 1,b) < b/2+ b/3 = 5b/6. Por el Teorema 1.13,
#H(S) > 3(b+1— 2b) y por tanto b < 12-#H(S) — 6. O
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Recordar que para un semigrupo numérico S, la multiplicidad de S, denotada por
m(S), es el menor entero positivo perteneciente a S.

LEMA 1.22. Sea S= S(a,b) un semigrupo modular. Entonces
b b )
(a,b)” (a—1,b)""

DEMOSTRACION. Esinmediataa partir del Lema1.12. O

b—m(S)eS sysdlos m(S) =min{

El siguiente lema establece una cotainferior paralos posibles modulos b que pue-
den aparecer en cualquier represenstacion modular para un semigrupo modular S.

LEMA 1.23. Sea Sun semigrupo modular con moédulo b. Entonces
b>g(S) +m(S).

DEMOSTRACION. Como {1,2,...,m(S) — 1} NSesigual a conjunto vacio, por €
Corolario 1.6 deducimos que {b—m(S) +1,...,b—1} C S Ademas, {b,m(S)} C Sy
por tanto {b—m(S)+1,—} C S Estoimplicaque g(S) < b—m(S). O

Ahora determinamos cuando se alcanza €l menor valor posible parab.

LEMA 1.24. Sea S= S(a,b) un semigrupo modular. Entonces
b b )
(a,b)’ (a—1,b)""

DEMOSTRACION. EsconsecuenciadeloslLemas1.22y 1.23. O

b=g(S)+m(S) s ysdlos m(S)#min{

Yatenemos todos |os el ementos necesarios para dar €l algoritmo anunciado al co-
mienzo de la seccion.

ALGORITMO 1.25.

ENTRADA: un semigrupo numérico S, con S# IN.

SALIDA: “Sesmodular con modulo by factor 8’ 6 “Sno es modular”.
(1) Calcular #H(S), g(S) y m(S).
(2) Seab=g(S)+ m(S). Obtener todos los elementos del conjunto

2<a<b
A=< aelN

b=2-#H(S) + (a,b)+(a—1,b) — 1,
m(S) < mlln{b/(av b)7 b/(a_ 1a b)}
(3) Paratodoac A, calcular S(a,b).
(4) S S=S(a,b) paraagin a € A, entonces devolver como respuesta “ S es modular
con modulo by factor &’ y finalizar.
(5) Cdcular todos los elementos del conjunto

C={ce{k-m(S |keN}|2-#H(S)+1<c<12-#H(S) —6}.
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(6) Paracadac < C, obtener e conjunto

2<a< St

c=2-#4(S +(a,c)+(a—1,c) — 1,

m(S) = min{c/(a,c),c/(a—1,c)}

(7) Paracadac e Cy cadaa € A, calcular S(a,c).

(8) S S=S(a,c) paraadgln c € Cy algin a € A¢, entonces devolver como respuesta
“*Sesmodular con mbdulo cy factor a” y finalizar.

(9) Devolver como respuesta“Sno es modular”.

Ac{ aelN

Argumentamos a continuacion brevemente que el Algoritmo 1.25 escorrecto. Aun-
gue no se ha indicado explicitamente, podemos suponer que el semigrupo Sviene da-
do en términos de un sistema de generadores a partir de los cuales se obtienen #H(S),
9(S) y m(S) en e paso (1). En los pasos (2), (3) y (4) estamos comprobando si S
€S 0 N0 un semigrupo numérico modular con modulo g(S) + m(S). La justificacion
tedrica de los mismos viene dada por los Lemas 1.4y 1.24, y €l Teorema 1.13. S
S no es modular con modulo g(S) + m(S), entonces por e Lema 1.24, tenemos que
m(S) = min{b/(a,b),b/(a— 1,b)}, lo cual en particular implicaque m(S) divide ab.
Por el Teorema 1.13 sabemos que b = 2-#H(S) + (a,b) + (a— 1,b) — 1, y por tanto
b > 2-#H(S) + 1. Finamente, por e Lema 1.21 sabemos que b ha de ser menor o
igual que 12-#H(S) — 6. Por consiguiente, vemos que los pasos (5)—(8) cubren el ca
so en que b # g(S) + m(S). Para concluir, decir que las comprobaciones de igualdad
S=S(x,y) enlospasos (4) y (8) pueden llevarse a cabo cal culando un sistemaminimal
de generadores para cada semigrupo y viendo si éstos coinciden, o bien comprobando
S SC S(x,y) y #H(S) = #H(S(x,y)).

EJEMPLO 1.26. ParaS= (3,5), calculamos#H(S) =4, g(S) =7y m(S) = 3. Asi,
en € paso (2) obtenemosb =10y A= {2,3,4}. En €l paso (3) resulta
$(2,10) = (5,6,7,8,9), S(3,10) = (4,5,7), S(4,10) = (3,5).

Por tanto el Algoritmo 1.25 deduelve como respuesta” (3,5) es un semigrupo modular
con modulo 10y factor 4”. O

EJEMPLO 1.27. Sea S= (3,8,10). En este caso #H(S) =5, 9(S) =7y m(S) =
3. En e paso (2) obtenemos b =10 y A= @. En e paso (5 resulta C =
{12,15,18,21, 24,27, 30, 33,36, 39,42, 45,48,51,54}. El Unico conjunto A, con ¢ €
C, e cual no esvacio es Aj5 = {5}. Puesto que S# S(5,15) = (3,7,11), €l algoritmo
devuelve como respuesta que “ (3,8, 10) no es un semigrupo modular.”. O

EJEMPLO 1.28. Sea S= (10,11,12). Entonces #H(S) = 25, g(S) =49y m(S) =
10. En el paso (2) obtenemosb =59y A= @. Al calcular C en €l paso (5), obtenemos

C = {60, 70, 80,90, 100, 110, 120, 130, 140, 150, 160, 170, 180,
190, 200, 210, 220, 230, 240, 250, 260, 270, 280, 290}
El tnico conjunto A con c € C el cua esno vacio es Agp = {6}. Por tanto S= S(6, 60).
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COMENTARIO 1.29. Es posible incluir algunas mejoras en € Algoritmo 1.25 s
éste |o aplicamos a ciertos tipos conocidos de semigrupos. Por ejemplo, si sabemos a
priori que un semigrupo numérico Ses simétrico y ocurre que S= S(a, b), entonces b
hadeserigua ag(S)+ (a,b)+ (a— 1,b), pues seglin el Corolario 1.19 en este caso se
verificaquew(S) = g(S). Se pueden realizar optimizaciones similares para semigrupos
numeéricos pseudo-simétricos. O

COMENTARIO 1.30. Ta y como ya hemos comentado, no todo semigrupo numéri-
co esmodular. Si a;, by, ..., an, by, N> 0, SON enteros positivos, entonces

n
S={xeN|axmod b <x, paratodoi € {1,...,n}} =(){xe N | axmod b; < x}
i=1
€S un semigrupo numérico. Decimos gque S es un sistema modular. Claramente todo
semigrupo modular es un sistema modular, aunque €l reciproco es falso. Sea el semi-
grupo S= (3,8, 10). Se puede comprobar facilmente que S= (3,4) N (3,5). Puesto que
(3,4) = S(3,8) = S(3,9) y (3,5) = S(4,10), vemos que S es un sistema modular. Sin
embargo, en vistadel Ejemplo 1.27, tenemos que S no es modular.

Aparte, no todo semigrupo numérico es un sistema modular. Por ggemplo € se-
migrupo S= (7,8, 10, 13) esirreducible por o que no puede ser expresado como una
interseccion de semigrupos numeéricos que lo contengan de forma propia. Por tanto
s Sfuese un sistema modular, entonces tendria que ser modular. Pero a aplicarle e
Algoritmo 1.25 obtenemos que Sno es un semigrupo numérico modular. O

3. Semigrupos modulares cuyo modulo esigual a su peso mas dos

S S= S(a,b), entonces sabemos que b = w(S) + (a,b) + (a— 1,b) > w(S) + 2.
De aqui deducimos que b =w(S)+2 si y sdlo s (a,b) = (a— 1,b) = 1. Claramente
esta condicion implica que b ha de ser impar. Por tanto en esta seccion estudiaremos
aquellos semigrupos modulares cuyo modul o es minimo con respecto a su peso.

PROPOSICION 1.31. Sea S=S(a,b) tal que2<a<by(ab)=(a-1b) =1
Entonces
1. b=9g(S+m(S),
2. #H(S) = 3(g(S +m(9) - 1),
3. bese mayor generador minimal de S.

DEMOSTRACION.

1. Lahipbtesis2 <a<bimplicaquel¢ S Por el Corolario 1.6, obtenemos
queb—1 € S Por tanto m(S) # b. Usando el Lema 1.24 deducimos que b =
a(S) +m(S).

Es una consecuenciainmediata del Teorema 1.13.

3. En primer lugar demostramos que las hipotesis implican que b es un gene-
rador minimal de S. Supongamos por reduccion a absurdo que b = x+y
con x,y € S\ {0}. Entonces axmodb < x y aymodb <y, y como con-
secuencia (ax mod b) + (ay mod b) < x+y = b. Por tanto ha de cumplirse

N



3. SEMIGRUPOS MODULARES CUYO MODULO ES IGUAL A SU PESO MAS DOS 19

que (ax mod b) + (ay mod b) = a(x+y) mod b, y ya que a(x+y) mod b =
ab mod b = 0, deducimos que (ax mod b) + (ay mod b) € {0,b}. Tenemos
dos casos posibles:

m axmodb=xyaymodb=y, 06

= axmodb=0yaymodb=0.
Pero la hipbtesis (a,b) = (a— 1,b) = 1 hace que cada uno de estos casos sea
contradictorio con el Lema 1.11. Por tanto b ha de ser un generador minimal
de S. Para cualquier x € S, con x > b, aplicando el apartado (1) resulta que
X > g(S) +m(S), lo cua en particular implica que x—m(S) > g(S), y ésto
asu vez llevaa que x—m(S) pertenece a S. Yaque x = m(S) + (x—m(S)),
deducimos que x no puede ser un generador minimal de S.

]

Esta proposicion nos permite relacionar el tipo de semigrupos numéricos que esta-
mos estudiando en esta seccion con los llamados UESY-semigrupos. Decimos que un
semigrupo numérico Sesun UESY-semigrupo (o bien un semigrupo UESY), S existe
un semigrupo numérico simétrico S tal que S C Sy #(S\ S) = 1. El termino UESY es
el acronimo de “unitary extension of a symmetric numerical semigroup” (véase [29]).

L os siguientes resultados también aparecen en [29].

LEMA 1.32. Un semigrupo numérico Ses un UESY-semigrupo si y sOlo i existe
un semigrupo numérico simétrico S tal que S=SU{g(S)}.

PROPOSICION 1.33. Sea S# IN un semigrupo numeérico. Las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

1. Sesun UESY-semigrupo,
2. #H(S) = 3(9(S)+m(S) — 1) y g(S) + m(S) esun generador minimal de S

Para un semigrupo numérico S, recordemos que un pseudo-nimero de Frobenius
para Sesun nimero entero x tal quex ¢ Sy X+ se€ Sparatodo s< S\ {0}. Denotamos
por Pg(S) el conjunto de todos los pseudo-nimeros de Frobenius de S, y por t(S) el
cardinal de Pg(S) (véase[2, 11]). En[29] se pruebaademasquesi S+ IN esun UESY-
semigrupo, entoncest(S) = e(S) — 1.

Como consecuencia de las Proposiciones 1.31 y 1.33, obtenemos €l siguiente re-
sultado.

COROLARIO 1.34. Sea S= S(a,b) tal que2<a<by(ab)=(a—1b) =1
Entonces t(S) = e(S) — 1 y existe un semigrupo numérico simétrico S tal que S=
Su{g(S)}.

TEOREMA 1.35. Sea S= S(a,b). Entoncesb=w(S) +2 s ysdlosi Sesun UESY-
semigrupo y b es un generador minimal de S

DEMOSTRACION.
Condicion necesaria. Si b = w(S) 4 2, entoncestal y como observamos a comien-
z0 de esta seccion, se verifica que (a,b) = (a— 1,b) = 1. Por e Corolario 1.34 y €
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Lema 1.32, deducimos que S es un UESY-semigrupo, y por la Proposicion 1.31 que b
es un generador minimal de S,

Condicion suficiente. Recordar de la demostracion de la Proposicion 1.31 que si
X > g(S) + m(S), entonces x no puede ser un generador minimal de S. Por el Lema
1.23 sabemosqueb > g(S) +m(S), y yaque estamos suponiendo que b esun generador
minimal de S, deducimos que b = g(S) + m(S). Por la Proposicion 1.33 sabemos que
#H(S) = 3(9(S) +m(S) — 1) y por el Teorema 1.13 que #H(S) = 3(w(S) + 1), delo
cual deducimos que b = w(S) + 2. O

COROLARIO 1.36. Sea S un semigrupo modular con mbdulo b. Entonces b =
W(S)+2 s y sdlos S\ {b} esun semigrupo numérico simétrico. Ademés, si b es
un nimero primo, entonces S\ {b} esun semigrupo numérico simétrico.

DEMOSTRACION,

Condicion necesaria. Por el Teorema 1.35 sabemos que b es un generador minimal
de S(de hecho es el mayor de todos), lo cual implicaque S = S\ {b} esun semigrupo
numéricoy g(S) = b. Por e Corolario 1.6 deducimos que S es simétrico.

Condicion suficiente. Si S\ {b} es un semigrupo numérico simétrico, entonces es-
tamos diciendo que S es un UESY-semigrupo y gque b es un generador minimal de S.
Por el Teorema 1.35 deducimos que b = w(S) + 2.

Por Gltimo, si b es primo, entonces (a,b) = (a— 1,b) = 1y por tanto w(S) =
b—2. O

COROLARIO 1.37. Sea b un nlmero entero mayor o igual que 3. Entonces b es
primo si y sblo si b es e mayor generador minimal de S(a,b) para todo a tal que
2<a< vh.

DEMOSTRACION.

Condicion necesaria. Es consecuenciade la Proposicion 1.31.

Condicion suficiente. Si b no es primo, entonces b = ac con a,c € IN'\ {0,1}.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que a < +/b). Entonces s S= S(a, b),
tenemos que ac mod b = 0 < cy por tanto ¢ € S. Ya que b = ac, deducimos que b no
puede ser un generador minimal de S. 0

4. Semigrupos modulares cuyo modulo esigual a su peso mastres
S S=S(a,b), entoncesb =w(S)+3s y sdlos (a,b)+ (a—1,b) = 3. Vemos que
existen dos casos posibles:
. (aab) = 1y (a_lab) = 2’
» (a,b)=2y(a—1b)=1
De cualquier manera, b ha de ser par y por el Corolario 1.6 deducimosqueb/2 € S.
PROPOSICION 1.38. Sea S= S(a,b) tal que2<a<by (ab)+(a—1b)=3.
Entonces:
1. lassiguientes afirmaciones son equivalentes:
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a m(S) #b/2,

b) S#{0,b/2,—},

c) b=g(§+m(9),

d) #H(S) =3(9(S) +m(9 -2),

b/2 esun generador minimal de S,

b es un elemento de S de expresion Unica.

DEMOSTRACION.

1.

2.

La demostracion de este apartado se obtiene facilmente del Corolario 1.6, del
Lemal.24y del Teoremal.13.

Supongamos que existen x,y € Stales que x+y = b/2. Como X,y € S, sa&
bemos que axmod b < x y ay mod b <y, de donde ax mod b+ ay mod b <
X+Yy=b/2. Por tanto ab/2 mod b = a(x+Yy) mod b = ax mod b+ ay mod b.
Distinguimos dos casos:

» S (a,b) = 2, entonces ab/2 mod b = 0, lo cual implicaque axmod by
ay mod b son ambos iguales a O; por el Lema 1.11 deducimos que x e y
son ambos multiplosde b/2, dedondex =00y =0;

» S (a—1b) =2, entonces ab/2modb = b/2 lo cual implica que
axmodb = xy aymodb=y. Al igual que en el apartado anterior, en
vistadel Lema 1.11 deducimos que x e y son ambos miltiplosde b/2, y
por consiguientex=00y = 0.

Por Gltimo probamos que si X,y € S\ {0} y x+Yy = b, entoncesx =y =b/2.
Procediendo de manera similar acomo se hizo en la demostracion del aparta-
do (3) de laProposicion 1.31, obtenemos que o bien (ax mod b, ay mod y) =
(x,y) 6 axmod b = ay mod y = 0. De nuevo por e Lema 1.11 deducimos
que x e y son ambos multiplos de b/2, y puesto que x # 0 # y, finalmente
concluimosquex=y="b/2.

O

Esta Ultima proposicion nos va a permitir relacionar 10s semigrupos numericos

gue estamos considerando en esta seccion con los [lamados PEPSY-semigrupos (esta
relacion sera similar ala que establecimos en la seccion anterior mediante el Teorema
1.35 usando los UESY-semigrupos).

Sabemos que si S’ es un semigrupo numeérico pseudo-simétrico, entonces el con-

junto de los pseudo-nimeros de Frobenius de S es Py(S) = {39(S),9(S)} (véase
[2, 11]). Un semigrupo numérico S es un PEPSY-semigrupo (o bien un semigru-
po PEPSY), s existe un semigrupo numérico pseudo-simétrico S tal que S= S U
{39(S).9(S)}, es decir, S se obtiene afiadiéndole a S’ sus pseudo-nimeros de Fro-
benius. El término PEPSY es el acronimo de “pseudo-Frobenius number extension of
a pseudo-symmetric numerical semigroup” (véase [25]). Recuérdese también que un
semigrupo numérico Ses una semirecta cuando esdelaformaS= {0,m,—}.

El siguiente resultado aparece en [25].
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PROPOSICION 1.39. Sea S un semigrupo numérico que no es una semirecta. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Sesun PEPSY-semigrupo,
2. #H(S) = %(g(S) +m(S)—2), %(g(S) +m(S)) es un generador minimal de S
y 9(S) +m(S) es un elemento de S de expresion Gnica.

Como consecuencia inmediata de las Proposiciones 1.38 y 1.39 obtenemos lo si-
guiente.

COROLARIO 1.40. Sea S= S(a,b) tal que2 <a<b, (a,b)+ (a—1,b) =3y Sno
es una semirecta. Entonces S es un PEPSY-semigrupo.

En [25] se demuestra que si S es un PEPSY-semigrupo gue no es una semirecta,
entoncest(S) = e(S) — 1. Esto nos permite enunciar un nuevo resultado.

COROLARIO 1.41. SeaS=S(a,b) tal que2<a<b, (a,b)+(a—1,b)=3ySno
es una semirecta. Entoncest(S) = e(S) — 1.

COMENTARIO 1.42. Los semigrupos que son semirectas también son MED-
semigrupos, es decir, semigrupos numéricos de maxima dimension de inmersion, lo
cual significa que su multiplicidad es igual a su dimension de inmersion. Es un he-
cho bien conocido (véase por gemplo [2]) que si S es un MED-semigrupo, entonces
t(S) =m(S) — 1, y por tanto t(S) = e(S) — 1. Como consecuencia, la hipotesis de que
“Sno esunasemirecta’ puede ser suprimidaen el Corolario 1.41. O

TEOREMA 1.43. Supongamos que S= S(a, b) no es una semirecta. Entonces b =
w(S)+3si ysolos Sesun PEPSY-semigrupo, b/2 es un generador minimal de Sy b
es un elemento de S de expresion Unica.

DEMOSTRACION,

Condicion necesaria. Es una consecuencia inmediata del Corolario 1.40 y de la
Proposicion 1.38.

Condicion suficiente. Por e Corolario 1.6, s m(S) = b/2, entonces S es una semi-
recta, conlo cual m(S) # b/2. Por el Lema 1.23 ademés sabemos que b > g(S) +m(S).
S b > g(S + m(S), entonces b = m(S) + (b —m(S)) con m(S) y b—m(S) am-
bos pertenecientes a S. Puesto que m(S) # b/2, entonces tenemos dos expresiones
diferentes de b, contradiciendo e hecho de que b es un elemento de S de expre-
sion anica. Por consiguiente b = g(S) +m(S). Por la Proposicion 1.39 sabemos que
#H(S) = 2(9(S) + m(S) — 2) y por el Teorema 1.13 que #H(S) = 5(w(S) + 1). Igua-
lando ambas formulas, deducimos que b = g(S) + m(S) = w(S) + 3. O

COROLARIO 1.44. Sea S un semigrupo modular de modulo b. Entonces b =
w(S) +3 s ysolos S\ {b/2,b} esun semigrupo numérico pseudo-simétrico. S p
esun nimero primo, b= 2pya< p, entonces S\ {b/2,b} esun semigrupo numérico
pseudo-simétrico.

DEMOSTRACION.
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Condicion necesaria. Por e Teorema 1.43 sabemos que b/2 es un generador mi-
nimal de Sy b es un elemento de Sde expresion tnica. Esto en particular implica que
S = S\ {b/2,b} es un semigrupo numérico y ademas g(S) = b. Usando el Corolario
1.6 deducimos que S es un semigrupo numeérico pseudo-simétrico.

Condicion suficiente. Si S\ {b/2,b} es un semigrupo numérico pseudo-simétrico,
entonces por definicion S es un PEPSY-semigrupo, b/2 es un generador minimal de S
y b=Db/2+b/2 eslalnicaexpresion deb en S. Por el Teorema 1.43 concluimos que
b=w(S) +3. ]






CAPITULO 2

Semigrupos numéricosy desigualdades diofanticas
propor cionalmente modulares

En este capitulo introducimos el concepto de semigrupo proporciona mente mo-
dular €l cua generaliza a de semigrupo modular que fué introducido en el capitulo
anterior. Seguidamente deducimos varias caracterizaciones para Semigrupos propor-
cionamente modulares. A continuacion damos algoritmos para decidir cuando un se-
Migrupo numérico es o no proporcionalmente modular, y para dedicir si es 0 ho una
interseccion de semigrupos proporcionalmente modulares. En la Ultima seccién in-
troducimos una familia de semigrupos proporciona mente modulares en la cual estan
englobados |os semigrupos numéricos de dos generadores y mas generalmente |os se-
Migrupos numericos generados por progresiones aritméticas.

L os contenidos de este capitul o aparecen en [40].

1. Submonoidesde R] generados por intervalos cerrados

En esta seccion, salvo que se indique lo contrario, o y B seran dos nimeros reales
no negativos tales que o < B, y T denotara el submonoide de le generado por €l
intervalo cerrado [o, f].

LEMA 2.1. Seax€ IR§. Entoncesx e T si y solosi existek € IN tal quex € [kat, kp).

DEMOSTRACION. Si x e T, entoncesexistenty, ..., tx € [o,B] y ay,...,ac € N ta
quex=agty +---+axty, y portanto (ag +-- -+ ax)a < x < (a1 + - - + a)P-.

Seak € IN\ {0} tal que koo < x < k. Esto implica que a < x/k < B, es decir,
x/k € [o,B] CT. YaqueT esun monoide, obtenemos que k(x/k) =x e T. O

COMENTARIO 2.2. Observamos que si oo = 0, entonces T = R/ Por ello, para el
resto de esta seccion suprondremos ademas que 0 < o < . O

LEMA 2.3. El conjunto [o, ] es un sistema minimal de generadorespara T Sy
solo s 20 > B.

DEMOSTRACION. Si [, ] esunsistemaminimal de generadoresparaT, entonces
20.€ T\ [a, B] y en consecuencia 2o, > f.

Supongamos ahora que 2o > By sea X € [a,]. Si X no es un generador minimal
para T, entonces X = u+Vvcon u,v e T\ {0}. Por tanto 2o. < u+v = xy usando la
hipbtesis 20, > P resultax > 3, lo cual esimposible. O

25



26 2. SEMIGRUPOS PROPORCIONALMENTE MODULARES

COMENTARIO 2.4. Envistadel Lema 2.4, podemos suponer que 0 < o < < 2a,
pues si 200 < 3, entonces T = [ot,0) U {0}. Un subsemigrupo T de R} de la forma
T = [0, 0) U {0} diremos que es una semirecta. O

PROPOSICION 2.5. 9 T esel submonoide de R§ generado por [a, 3], con0 < o <
B, entonces T contiene una semirecta. Ademas

[Biioc—‘ a=min{r e RJ | [r,eo) CT}.

DEMOSTRACION. Por & Lema 2.1 sabemos que
T={0}U]a,B]U[20, 28] U--- U [ka,,kB] U - - .

S kB > (k+1)a, entonces (k+h)B > (k+h+ 1) para todo h € IN y por tan-
to [ka,e) C T. Por consiguiente, es suficiente probar que existe k € IN tal que
kB > (k+1)o. Seak = [B%x}. De ladesigualdad (B%OJ > BiLoc resultak(B—o) > oy
ésto implicaque kP > (k+ 1)o.. Como consecuencia obtenemos que [(B%ﬂ o,00) CT.
Obsérvese también que [ %] — 1 < 5% y por tanto ([ %] - 1)B < a+a([5%; ] -

1) = (B%OJ o.. Teniendo en cuenta de nuevo el Lema 2.1 concluimos la prueba. O

Diremos que el nimero real min{r € R§ | [r,es) C T} es el conductor de T y
lo representaremos como ¢(T). Por tanto la Proposicion previa afirma que ¢(T) =
[poq o

Dadosa< Ry b e R*, existen dos Gnicos nimeros q € Z y r € R] verificando
a=qgb+ry0<r < b. Representamos dichosvalorescomoq=a-+-byr =amod b.
Obsérvese que a+-b = | 3] y a— (amod b) = (a=+b)b. Cuando a'y b son ademés
enteros resultaque q y r son el cociente y e resto de la division, respectivamente. El
siguiente lema se demuesta facilmente.

LEMA 2.6. Dadosa€ Ryb,ce R", severifica que c(a mod b) = ca mod cb.

COMENTARIO 2.7. Observar que ax mod b = (a mod b)x mod b, por lo cua a
escribir ax mod b podemos siempre suponer que 0 < a < b. O

TEOREMA 2.8. Sea T un submonoide propio de IR§. Entonces T esta generado
por un intervalo cerrado s y sblo sl existen nUmerosrealesay btalesquel <a<b
yT ={xeR{ | axmodb < x}.

DEMOSTRACION.
Condicion necesaria. Supongamos que T es el submonoide de R§ generado por
el intervalo o, B] siendo o y B nimeros realestales que 0 < a < 3. Demostramos que

xeTsysdlos %xmod&—“a <X Poredl Lema2.l, s xeT, entonces exitek € IN

tal que ko < x < kB. Yaquek < (x+a), tenemosque x < (X o). De ésto deducimos
que x < WB y por tanto B%(X mod a) < x. Usando el Lema 2.6 obtenemos

que B_iax mod [f_—“a < X. Reciprocamente, si B_iax mod lﬁ—o‘a < X, entonces por €l Lema



1. SUBMONOIDES DE ]Rg GENERADOS POR INTERVALOS CERRADOS 27

2.6, tenemos que 5=, B 2 (xmod a) <, lo cua implicaque B(x mod o) < (B — a)x. Por

consiguiente ox < B( — (xmod ) = B(x+ o). Esto llevaaquex < B(x+a), y ya
que a(x=a) < X, concluimos que ou(x+ o) < X < B(x=+oa), o cual por e Lema 2.1
significaquexe T.

Condicion suficiente. Probamos que para cualquier x € R}, se verifica que
axmodb < x si y solo si x pertenece a submonoide de IR generado por €l inter-

vaJo[a,a—l] Si axmod b < x, entonces 0 < ax— (ax—+ b)b<xpor|oque(ax;b)b<

ax < (ax-+b)b+ x. Por tanto (axfb)g1 <x< (ax—+ b) 1- Aplicando de nuevo el

Lema 2.1, ésto significa que x pertenece a submonoide de ]Ro generado por [g, aEﬂ-
Reciprocamente, si x pertenece a submonoide de IRO generado por [a, ab 527, entonces

por e Lema 2.1 obtenemos que k2 < x < kz2; para algiin k € IN. Esto implica que
kb < ax < kb+ xy por tanto ax mod b < x. O

Como consecuencia de la demostracion de este teorema, obtenemos €l siguiente
resultado.

COROLARIO 2.9.

1. Sean ay f dos nimeros reales verificando que 0 < o < 3. Entonces el sub-
monoide de R generado por € intervalo [o:, B] esigual a

p po
B—oa

2. Seanay b dosnumerosrealestalesque 1 < a < b. Entonces

X mod

(xeRg | oo <x}.

{xe R} | axmod b < x}
es el submonoide de R§ generado por e intervalo [2, -2.].

COMENTARIO 2.10. Sean a'y b dos nUmeros reales talesque 1 <a< by sea
= {x € R{ | axmod b < x}. Entonces por el Corolario 2.9 sabemos que T es el

subm0n0|de de R$ generado por el intervalo [a, - 1] Ademés, por el Comentario 2.4
tenemos que T es una semirectas y solo si 22 <& 1, por lo que T es una semirecta
s ysolosia< 2 Enestecaso secumpleque T = [a, o) U {0}. O

COROLARIO 2.11. Seanay b dosnimerosrealestalesquel <a<byseaT =
{x€ R} | axmod b < x}. Entonces

c(T)= (a—l}g.

DEMOSTRACION. Esconsecuenciadel Corolario 2.9y delaProposicion 2.5. O
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2. Semigrupos numéricos propor cionalmente modulares

SeaT un submonoide de IR} generado por unintervalo cerrado | y seaS=TNIN.
Por la Proposicion 2.5 es inmediato que S es un semigrupo numérico el cual repre-
sentaremos como S(1). Un semigrupo numeérico obtenido de estaformalo llamaremos
semigrupo proporcionalmente modular. También diremos que €l intervalo cerrado
| define a semigrupo S.

Si Sesun semigrupo proporcional mente modular, desde un punto de vistaintuitivo
parece razonable que existan varias posibilidades a la hora de elegir el submonoide T
de R} generado por un intervalo cerrado [o, B] de maneraque TNIN = S De forma
mas exacta, 10 gue nos estamos planteando es la posibilidad de cambiar €l intervalo de
generadores [, 3] de modo que €l correspondiente conjunto de enteros no negativos
(aguellos que pertenecen a T) no varie. Por |o pronto, comenzamos demostrando en el
siguiente resultado que o y B pueden siempre ser elegidos de modo que sean nimeros
racionales.

LEMA 2.12. Sea S un semigrupo proporcionalmente modular. Entonces existen
p,ge Qtalesque0< p<qyS=TNINN, siendo T e submonoide de ]Rf{ generado

por [p,q].

DEMOSTRACION. Al ser S proporcionalmente modular, existen o, € R™ tales
que S=MNN, siendo M el submonoide de R} generado por €l intervalo [o, B]. Por
el Lema 2.1y por laProposicion 2.5, deducimos que exitet € IN tal que

S=INN ({0} U[o, B]U[201,2B] U - U [to, tB]U[(t + L)t e0)),
siendo ¢(M) = (t+ 1)o.. Definimos los nimeros

|20 [(t+1)o] }

= max
oo = max{ o) 121, LEEY

Bo= m'm{ 1B]+1, LZBJ2+1W', LtBJt+ 1} .

Tanto o,p como Bp son numeros racionales verificando que 0 < op < o < B < Po. Si
o es racional, hacemos p = o; en caso contrario, elegimos un nimero racional p tal
que 0p < p < a. De forma similar, s B es racional, entonces hacemos q = 3; Si no,
elegimos un nimero racional q verificando que f < g < Bo (ladensidad de Q en R nos
garantizalaexistenciade py q). SeaT el submonoide de R} generado por el intervalo
cerrado [p, q]. Esinmediato constatar que S=MNIN =T NIN. O

TEOREMA 2.13. Sea S# IN un semigrupo numérico. Entonces S es proporcional-
mente modular si y sblo si existen enteros positivos ¢ < a < b tales que

S={xeIN | axmod b < cx}.

DEMOSTRACION. Por el Teorema2.8y e Lema 2.12 deducimos que S es propor-
cionalmente modular s y sblosi S= {x € IN | 2xmod % < x} siendo a,b y c enteros
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positivos tales que ¢ < a < b. Para completar la demostracion, basta aplicar el Lema
2.6. |

COMENTARIO 2.14. Envistadel Lema 2.6, podemos suponer que mcd{a, b, c} =
1,yaqueax mod b < cx s y sblosi adx mod bd < cdx paracualquier enterod #0. O

En e Capitulo 1 estudiamos los semigrupos modulares, es decir, aguellos de la
formaS= {x € IN | axmod b < x}. En vistadel Teorema 2.13 todo semigrupo modular
es proporcionalmente modular. Ademas, aplicando el Corolario 2.9, tenemos que S=
TNN, siendo T el submonoide de R§ generado por el intervalo cerrado [2, 2.

Dados tres nlUmeros enteros positivos a,b y ¢, una inecuacion diofantica pro-
porcionalmente modular es una expresion del tipo “ax mod b < cx” donde x es una
variable en Z. Definimos S(a,b,c) = {x € IN | axmod b < cx}.

Por tanto, un semigrupo numeérico S es proporcionalmente modular si y solo si
existen tres nUmeros enteros positivos a,b y ¢ tales que S= S(a,b,c). En ta caso
decimos que S(a,b,c) es una representacion proporcionalmente modular para el
semigrupo numérico S. Ademas denominamos a a,b y c el factor, e modulo, y la
constante de propor cionalidad para S, respectivamente.

Por el Comentario 2.14, si S(a,b, ¢) es una representacion proporciona mente mo-
dular para un semigrupo numérico S, entonces para cualquier entero d > 0, tenemos
que S(da,db,dc) también es una representacion proporcionalmente modular para S.
Decimos que unarepresentacion proporcionalmente modular S= S(a, b, c) espri-
mitivasi mcd{a,b,c} = 1. Si Sesmodular y S= S(a, b) esunarepresentacion modular
para S, entonces claramente ésta se trata de una representaci 6n proporciona mente mo-
dular primitiva pues S= S(a,b, 1). En el Capitulo 7 estudiaremos con més detalle las
representaciones modulares.

Basandonosen el Corolario 2.9y ene Lema2.12, deducimosel siguiente resultado
gue seramuy utilizado en las seccionesy en los capitul os siguientes.

LEMA 2.15.
1. S a,bycsontresenteros positivos tales que ¢ < a < b, entonces se verifica
b b
que S(aa ba C) = S([Ep ﬁ])
2. S % y % son dos numeros racionales positivos tales que % < %, entonces
1 2 1 2
se verifica que S(["g‘—i, E‘—;]) = S(aghy, a1ap,a2b; — azby).

El Lema 2.1 también puede ser reformulado como sigue.

LEMA 2.16. Sea S= S([g—i, g—g]) con ay, ap, by y by enteros positivos. Entonces un
entero positivo x pertenece a Ssi y solo s existe un entero positivo y tal que g—i < § <
a;
be-

Escribimos el siguiente lema que es consecuencia del anterior y que ademas gene-
ralizaal Lemal.3.

LEMA 2.17. Sean a, by c tres nUmeros enteros no negativos de forma queb > ay
b > c. Entonces S(a,b,c) = S(b+c—a,b,c)
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DEMOSTRACION. Si ¢ > a, entonces S(a,b,c) = N = S(b+c—a, b, c). Suponga-
mos por tanto que ¢ < a < b. Si ¢ =0, entonces ni S(a,b,c) ni S(b+c—a,b,c) son
semigrupos numeéricos, aungue incluso en este caso S(a,b,c) = S(b+c—a,b,c) =
{apt |t € N}. Sic>0,por el Lema2.16, es suficiente observar que § < § < ;2 s

- ;b X b
y S0l0S pro5 < 5k < pa- =

Ahora damos una nueva caracterizacion para |os semigrupos proporciona mente
modulares.

Para un semigrupo numérico Sy un numero entero positivo p, definimos el con-
junto

S
BZ{XE]N\ px € S}.

Claramente S/p es de nuevo un semigrupo numérico que contiene a S. Ademas, si
p € S entonces S/p = IN. Diremos que S/p es e cociente del semigrupo S por €
entero p.

Recordemos que un semigrupo aritmeético es un semigrupo humeérico generado por
un conjunto de nimeros naturalesde laforma{n,n+1,...,n+d}.

TEOREMA 2.18. Para un semigrupo numérico S, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. Sesproporcionalmente modular,
2. existen un semigrupo aritmético Ay un entero positivo p tal que S=A/p.

DEMOSTRACION.

(2) implica (2). Por e Lema 2.12 existen enteros positivos a,b y ¢ de modo que
S=TnNN, siendo T el submonoide de R generado por el intervalo cerrado [a/c, b/c]
Sea T’ el submonoide de R} generado por el intervalo cerrado [a,b] y seaA=T'NIN.
Es evidente que A= (a,a+1,...,b). Demostremos que S= A/c. Si x € S, entonces
x € Ty por consiguiente existe k € IN tal queka/c < x < kb/c, esdecir, ka < cx < kb.
Estoimplicaquecxe T'NIN =A, y asi x € A/c. Reciprocamente, si X € A/c, entonces
cxe A=T'NINy en particular cx € T'. Por tanto existe k € IN tal que ka < cx < kb,
lo cual equivaleaka/c < x < kb/c. Esto Gltimo significaquexe TNIN =S,

(2) implica (1). Supongamos que a y b son dos enteros no negativos y sea
A= (a,a+1,...,a+b). Ental caso, por el Corolario 2 que aparece en [13] sabe-
mos quex € Asi y sblosi xmoda < | 7 |b. De forma equivalente, x € Asi y sblo s

xmod a < Hx—gma)b. Por tanto x € Asi y sblo si (a+ b)x mod a(a+b) < bx. Como
consecuencia

S=A/p={xeIN| (a+b)pxmod a(a+b) < bpx},
lo cual significa que S es proporcional mente modular. O

COROLARIO 2.19. S Sesun semigrupo aritmético, entonces existen enteros posi-
tivosc < a< btalesquea® =b-+acy S= {xc IN | ax mod b < cx}. Reciprocamente,
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si ¢ < a< b son enteros positivostalesquea® = b+acy S= {xc N | ax mod b < cx},
entonces S es un semigrupo aritmético.

DEMOSTRACION. Supongamosque S= (m,m+1,...,m+ p) paraciertos enteros
no negativos my p. Por la demostracion del Teorema 2.18 sabemos que S= {x €
N | (m+ p)x mod m(m+ p) < px}. Ademés se verifica que (m+ p)% = m(m+ p) +
(M+p)p.

Reciprocamente, si a® = b+ ac, entonces S= {x € N | axmod b < cx} = {x €
IN | axmod (a— c)a < cx}. De nuevo, basandonos en la demostracion del Teorema
2.18, obtenemosque S= (a—c,a—c+1,...,(a—c) +cC). O

Recordemos que un elemento h € IN es un hueco fundamenta para un semigrupo
numérico S, s h¢ Sy kh € Sparatodo k € IN \ {1}. Ademés denotamos por FH(S) el
conjunto de todos | os huecos fundamentales de S. Dado X C IN, seaD(X) €l conjunto
formado por todos | os enteros positivos que dividen aalgin el emento de X. Claramente
severificaque S=IN\ D(FH(S)), y por tanto vemos que & conjunto FH(S) determina
completamente a S (véase [38]).

El siguiente resultado describe |os huecos fundamental es de un semigrupo cociente
S/ p en términos de |os huecos fundamentales de S

LEMA 2.20. Sea Sun semigrupo numérico y sea p un entero positivo. Entonces
FH (S) = {% | he FH(S) y h esmlltiplo de p} .

DEMOSTRACION. Sesiguedelasdefinicionesqueh e FH(S/p) siy sdlosi ph¢ S
y k- ph € Sparatodo k > 1. O

COROLARIO 2.21. Sea S un semigrupo numérico. Entonces S es proporcional -
mente modular s y sblo si existe un semigrupo aritmético A y un entero positivo p de
modo que |os huecos fundamentales de A que son mltiplos de p son exactamente |os
huecos fundamentales de S multiplicados por p.

DEMOSTRACION. Simplemente hay que aplicar el Teorema2.18y e Lema 2.20,
asi como el hecho de que dos semigrupos numéricos S y S’ son iguales si y solo si
FH(S) =FH(S'). |

EJEMPLO 2.22. Sea e semigrupo numérico A = (5,6,7) = {0,5,6,7,10, —}.
Vamos a calcular la familia de todos los semigrupos numéricos proporcionamen-
te modulares de la forma A/p con p € IN'\ {0}. Observemos en primer lugar que
H(A)=IN\A=1{1,2,3,4,89} y FH(A) = {8,9}. A partir de estos datos y aplicando
los resultados anteriores obtenemos | as siguientes posibilidades:

» Sipé¢{1,234,389}, entoncespc Ay por tanto A/p=IN.

» S p=1, entoncesA/1=A.

» S p=2, entonces FH(A/2) = {4} y A/2=IN\D(4) =N\ {1,2,4} =
(3,5,7).

» Parap=3resultaFH(A/3) = {3} yA/3=IN\D(3) = (2,5).
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= Parap = 4 seobtiene FH(A/4) = {2} y A/4=N\D(2) = (3,4,5).
» S pe {89}, entonces FH(A/p) = {1}, lo cua implica que A/p =N\
D(1) = (2,3).
O

3. Unalgoritmo paradedicir s un semigrupo numeérico es propor cionalmente
modular

Sea Sun semigrupo numérico distinto de IN. Por e Teorema 2.8 sabemos que Ses
proporcionalmente modular si y sblo s existen nUmerosreales positivos 1 < a< b para
losque S=TNIN siendo T = {x € R} | ax mod b < x}. Por el Corolario 2.9 ademas

sabemos que T coincide con el submonoide de IR] generado por [g, a%l]. Obsérvese

quel < £ < 2. Como consecuencia podemos enunciar e siguiente resultado.

LEMA 2.23. Un semigrupo numérico S# IN es proporcionalmente modular si y
solosi S=TNIN donde T esel submonoide deR} generado por un intervalo cerrado
[o, B] para ciertos nUmerosreales 1 < oo < f.

PROPOSICION 2.24. Sea S+ IN un semigrupo numérico generado por el conjunto
{ny,...,np}. Sean oy B nimeros reales verificando que 1 < oo < B, y sea T €l submo-
noide de R} generado por el intervalo cerrado [o, ]. EntoncesS=T NIN si y solo s
se verifican las siguientes condiciones:

1. paratodoi € {1,...,p}, existek € {1,...,n; —1} tal quen;/k; € [o., ],
2. paratodo x € H(S) y para todo ky € {1,...,x— 1}, se verifica que x/ky ¢
[, B].

DEMOSTRACION. Por el Lema2.1, parax € IN'\ {0} severificaquexe T siy sblo
s ko < x < kP paraagink € IN\ {0}. Portantox € T sl y sblo s existek € IN'\ {0}
tal que oo < ¢ < B. Yaque o > 1, podemos afirmar quex € T si y sblo s x/k € [a, ]
paraalgink € {1,...,x—1}. O

Este resultado puede ser mejorado teniendo en cuenta lo siguiente. Sea S+ IN un
semigrupo numéricoy seax € H(S) = IN'\ S Entonces SU {x} esde nuevo un semigru-
po numérico si y sblosi 2x € Sy x+se Sparatodo s S\ {0}. SeaEH(S) e conjunto
de los huecos de S que verifican esta condicion. Claramente EH(S) esta formado por
aguellos elementos en FH(S) que son ademés pseudo-numeros de Frobenius para S.
Dicho de otraforma, EH(S) consta de aquellos elementos de H(S) que son maximales
al mismo tiempo respecto de larelacion de divisibilidad y de la relacion de orden <g
sobre H(S) inducida por S (para un estudio detallado de los conjuntos EH(S), véase
[39]). Aparte, nbtese también que si S es un semigrupo NUMErico que contiene propia-
mente a S, entonces max(S'\ S) € EH(S). El conjunto EH(S) puede ser bastante mas
pequefio que H(S), y tal y como vemos a continuacion puede reemplazar aH(S) en la
condicion (2) de la Proposicion 2.24.

PROPOSICION 2.25. Sea S# IN un semigrupo numérico generado por € conjunto
{ny,...,np}. Seanary B dosnimerosrealestalesquel < oo < B, ysea T €l submonoide
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de R} generado por el intervalo cerrado [o:,B]. Entonces S=TNIN s y solo si se
verifican las siguientes condiciones:
1. paratodoi € {1,...,p}, existeki € {1,...,m — 1} tal quen;/k € [a,B],
2. paratodo x € EH(S) y paratodo kg € {1,...,x— 1}, se verifica que X/kx ¢
[0, B].

DEMOSTRACION.

Condicion necesaria. Es consecuencia directa de la Proposicion 2.24, pues
EH(S) C H(S).

Condicion suficiente. Por la condicion (1) obtenemos que {ng,...,np} C TNIN'y
por tanto SC TNIN. Si S# TNIN, entonces tal y como hemos observado mas arriba
se verifica que x = max((T NIN) \ S) € EH(S). Pero ésto en particular implica que
x € Ty por tanto existe k € IN tal que a < x/k < . Ya que o > 1, obtenemos que
ke {1,...,x—1}, locual contradice lacondicion (2). O

Este Ultimo resultado nos permite dar un algoritmo (algo mas eficiente) paradecidir
S un semigrupo numérico dado es o no proporcionalmente modular.

ALGORITMO 2.26.
ENTRADA: Un sistema de generadores {ng,...,Nnp} para un semigrupo numérico

S#NN.

SALIDA: “Ses proporcionalmente modular” 6 “Sno es proporcional mente modu-
lar”.

Cacular EH(S).

SeaA= (EH(S \ {1})U{ny,...,np}.

SeaB={(a,ka) |ac A kac{1,...,a—1}}.

Ordenar los elementos de B de forma que (a,ks) < (&,ky) S y solo s

a/ka<d/ky,0a/kg=2a/kyya<ad.SeaB = ((x1,y1),...,(x,y)) lalista

ordenada resultante.

5. Si existe un segmento ((Xq, yq) , (Xg+r,Yg+r)) de elementos consecutivos
deB' tal que -t X“ T yx“;ﬂ yq:i y {Xqs--->Xgqir} = {na,...,Np}, entonces
devolver como respuesta ‘Ses proporcionalmente modular” y finalizar.

6. En caso contrario, devolver como respuesta “ S no es proporcional mente mo-
dular” y finalizar.

~POODNPRE

A continuacion justificamos la correccion del Algoritmo 2.26. Supongamos que

((Xq,Yq)s - - (g1, Yar))

es un segmento de la lista ordenada B’ verificando las condiciones en el paso (5) del
agoritmo. Ental caso tenemos que {Xq, ..., Xq+r } = {N1,...,Np}, l0 cual significaque

se satisfacen las condiciones (1) y (2) de la Proposicion 2.25 con o, = ;Lg yp= %.
En consecuencia, S= T NIN siendo T el submonoide de IR} generado por € intervalo
cerrado [y ;‘“ *]. Supongamos ahora por €l contrario que no se verifican las condicio-
nes en el paso (5) del algoritmo. En tal caso vemos que no existen dos nimeros reales
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oy B cumpliendo las condiciones (1) y (2) en la Proposicion 2.25. Por € Lema 2.23
concluimos que S no es proporcional mente modular.

EJEMPLO 2.27. Le aplicamos e Algoritmo 2.26 a semigrupo numérico S =
(4,9,10,11). En primer lugar calculamos EH(S) = {5,6,7} y a continuacion obte-
nemos la lista ordenada B’

((11,10),(10,9),(9,8),(7,6),(6,5),(11,9),(5,4),(10,8),(9,7), (4,3),
(11,8),(7,5),(10,7),(6,4),(9,6),(11,7),(5,3),(10,6),(7,4),
(9,5),(11,6),(4,2),(6,3),(10,5),(11,5),(9,4),(7,3),(5,2),
(10,4),(11,4),(6,2),(9,3),(10,3),(7,2),(11,3),(4,1),(9,2),
(5,1),(10,2),(11,2),(6,1),(7,1),(9,1),(10,1),(11,1)).

Se puede comprobar por simple inspeccion que no existe ninglin segmento en B’ veri-
ficando las condiciones en €l paso (5) del algoritmo. Por consiguiente deducimos que
S no es proporcionalmente modular. O

Obsérvese que e Algoritmo 2.26 puede ser usado también para determinar todos
los semigrupos proporcionalmente modulares que son minimales entre aquellos que
contienena S

Para el Ejemplo anterior, al analizar lalista ordenada B’ encontramos &l segmento
((10,3),(7,2),(11,3),(4,1),(9,2)), lo cua significaque SU {7} esun semigrupo mi-
nimal entre todos |os semigrupos proporcionalmente modulares que contienenaS. O

EJEMPLO 2.28. Sea S= (3,8,10). Al igua que antes comenzamos calculando
EH(S) = {5, 7} y lacorrespondiente lista ordenada B’ en el Algoritmo 2.26:

((10,9),(8,7),(7,6),(5,4),(10,8),(8,6),(7,5),(10,7),(3,2),(8,5),
(5,3),(10,6),(7,4),(8,4),(10,5),(7,3),(5,2),(10,4),(8,3),
(3,1),(10,3),(7,2),(8,2),(5,1),(10,2),(7,1),(8,1),(10,1)).

En este caso existen dos segmentos en B’ verificando los requisitos del paso (5). Con-
cretamente son ((10,7), (3,2), (8,5)) y ((8,3),(3,1),(10,3)). Por consiguiente S es
proporcionalmente modular y S= T1NIN = ToNIN siendo Tz y T2 los submonoides de
IR$ generados por los intervalos cerrados [10/7,8/5] y [8/3,10/3], respectivamente.
Observar que de acuerdo con € Teorema 2.18 tenemos S= (3,8,10) = (8,9,10) /3.

Ademasel Algoritmo 2.26 puede ser utilizado paraobtener todos | os posiblesinter-
valos cerrados [, ] paralos cuales secumpleque S=INNT, siendo T e submonoide
de R} generado por el intervalo cerrado [o:, B]. De maneramas precisaparael gemplo
gue estamos considerando, ha de cumplirse que el par ordenado (o, ) pertenezca a
conjunto ((7/5,10/7] x [8/5,5/3)) U ((5/2,8/3] x [10/3,7/2)).

Podemos utilizar estainformacion paradecidir s Ses o no un semigrupo modular.
Tal y como indicamos tras el Comentario 2.14, S es modular si y sblo s es posible
elegir oy p demodo quea =b/ay f =b/(a—1), siendo ay b dos enteros positivos
con b > a > 1. Pueden ocurrir dos casos:
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(@ 7/5<b/a<10/7y8/5<Db/(a—1) <5/3, oequivalentemente, 5/7 < a/b <
7/10y 8/5 < b/(a—1) < 5/3. Multiplicando ambas desigualdades término a
término, deducimosque 28/25 < a/(a—1) < 25/21,locual implicaque7 <a < 9.
Se puede comprobar que para cualquier valor de a verificando dicha inecuacion,
esdecir paraa € {7,8}, el sistemaoriginal de desigual dades esincompatible.

(b) 5/2<b/a<8/3y10/3<b/(a—1) < 7/2. Paraeste caso, procediendo de forma
andloga al caso anterior obtenemos que a € {4,5}, y a igua que antes el sistema
de desigualdades es incompatible.

En vista de estos resultados, conluimos que S no es modular (comparar este método
con el dado en el Capitulo 1; véase el Ejemplo 1.27). O

Decimos que un semigrupo numeérico Ses un sistema propor cionalmente modu-
lar, si existen enteros positivos az, b1, ¢y, ..., &, by, ¢ deformaque

apxmod by < ¢1x

S= Xxe N )
arxmod by < ¢ x

es decir, cuando S es lainterseccion de un nimero finito de semigrupos proporcional-
mente modulares. Dentro de poco veremos que existen semigrupos NUMEricos que son
un sistema proporciona mente modular pero no son proporcional mente modul ares.

Ademas existen semigrupos nUMEéricos que No son un sistema proporciona mente
modular. Esta conclusion se deduce del siguiente argumento similar al que usamos en
su momento con los semigrupos sistema modulares. Recordemos que un semigrupo
numeérico se dice irreducible si no puede ser expresado como la interseccion de dos
semigrupos numeéricos que lo contienen propiamente. En [35] se probd que Sesirre-
ducible si y sblo si Ses simétrico 6 pseudo-simétrico. Se puede comprobar facilmente
que el semigrupo S= (4,6, 7) essimétrico y por tanto esirreducible. Por consiguiente
Sno puede ser expresado como lainterseccion de semigrupos numéricos que lo contie-
nen propiamente. Esto en particular implicaque si Ses un sistema proporciona mente
modular, entonces S ha de ser proporcionalmente modular. Pero usando e Algoritmo
2.26 veremos que S no es proporciona mente modular, y por tanto tampoco puede ser
un sistema proporcionalmente modular (véase el Ejemplo 2.31).

A continuacion damos un algoritmo para decidir cuando un semigrupo numérico
dado es 0 no un sistema proporciona mente modular.

ALGORITMO 2.29.

ENTRADA: un sistema de generadores {ny,...,Np} para un semigrupo numérico
S+ IN.

SALIDA: “S es un sistema proporcionalmente modular” 6 “S no es un sistema
proporcionalmente modular”.

1. Cacular EH(S).
2. Hacer A= (EH(§)\ {1})U{ny,...,np}.
3. HacerB={(a,ka) |acAkac{1,...,a—1}}.
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4. Ordenar los elementos de B de modo que (a,ky) < (&,ky) s y solo s
a/ka < d/ky, 0a/ka =a/ky ya<ad.SeaB = ((x1,¥1),---, Xm,Ym)) la
lista ordenada resultante.

5. Paracadasegmento | = ((Xq,Yq); - - -, (Xq+r, Yq+r)) de elementos consecutivos
en B’ tal que - # {7, (i # ;‘;i:i y{n,...,Np} € {Xq, .-, Xqsr}, s€AC =
(X Xqsr )

6. SiNG ={ny,...,np}, entonces devolver “ Ses un sistema proporcionalmente
modular” y finalizar.

7. En caso contrario, devolver “Sno es un sistema proporciona mente modular”
y finalizar.

LEMA 2.30. El Algoritmo 2.29 es correcto.

DEMOSTRACION. Sea S= (ny,...,Np) un semigrupo numérico no trivial. Si | =
((Xq,Yq)s - - - » (Xq4r Yg+r)) €S un segmento de la lista ordenada B’ verificando las con-
diciones impuestas en €l paso (5) del Algoritmo 2.29 y T, es & submonoide de ]Rar
generado por € intervalo cerrado [Xq x‘”’] entonces § = Tj NIN es un semigrupo pro-
porcional mente modular tal que Sg SU C| CS.

Observamos que si S # IN es un semigrupo proporcionalmente modular que con-
tiene a S, entonces por e Lema 2.23 sabemos que S = T NIN siendo T un submo-
noide de IR} generado por un intervalo cerrado [a, ] con 1 < o < B. Ademas, la
inclusion SC S conlleva que la condicion (1) en las Proposiciones 2.24 y 2.25 se
satisfaga para el intervalo cerrado [, B]. Esto implica que ha de existir un segmento
| = ((Xq,Yq),- - -» (Xqir, Ygir)) enlalistaB’ tal que[Xq Xq“] C[o,pBl,yportanto§ C S.

Sean |4,...,I; los segmentos de B’ encontrados tras la gjecucion del paso (5) en
el agoritmo. Entonces se verifica que SC N_1(SUGC,) = SU(NI_1C)) € NI_1 S;-
Como consecuencia del parrafo anterior tenemos que S es un sistema proporcional -
mente modular si y solo s S=({_;S,. Ahora probamos que este hecho es a su
vez equivalente a {_;C;, = {n1,...,nr}. Supongamos que S # {_;S;. Entonces
x=max((NiL1S;) \'S) € EH(S) y en particular x € §, paratodo i € {1,...,r}. Por
tanto para cualquier i, Si lj = ((Xq,Yq)s-- -, (Xg+r>Yq+r)), €ntonces existe ki € IN tal
que x/k; € [Xq Xq“] lo cual implica que x € C;,. Deducimos pues que x € (_1C;, y
por consgwente que Ni_1C;, # {n,...,n }. Para concluir, si suponemos ahora que
S=i_1S,, entonces S= SUN_;C; lo cual conlleva que Ni_1C;, € S Por la defi-
nicion de los conjuntos Cj;, ésto implica que N{_1C, = {m,...,n}. Por tanto hemos
probado la correccion del Algoritmo 2.29. O

EJEMPLO 2.31. Seael semigrupo numérico S= (4,6,7). Veamos en primer lugar
que S no es proporciona mente modular. Comenzamos calculando EH(S) = {9} vy a
continuacion lalista ordenada B':

((9,8),(7,6),(6,5),(9,7),(4,3),(7.5),(6,4),(9,6),(7,4),(9,5),(4,2),(6,3),
(9,4),(7.3),(6,2),(9,3),(7,2),(4,1),(9,2),(6,1),(7,1),(9,1)).
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Vemos que no hay ningn segmento de B’ cumpliendo las condiciones del paso (5) del
Algoritmo 2.26. Hacemos notar que el segmento (4, 3),(7,5), (6,4) quedainvalidado
pues justo a continuacion aparece el elemento (9,6)y & = 2.

Tal y como comentamos méas arriba, a ser Sirreducible y no ser proporciona men-
te modular, ésto implica que S no puede ser un sistema proporcional mente modular.
Obtengamos ahora esta misma conclusion aplicando el Algoritmo 2.29. Observemos
gue todos los conjuntos C; en el paso (5) siempre contienen al entero 9 y por consi-
guiente9 € NC; \ {4,6,7}. Por tanto en este caso €l Algoritmo 2.29 devuelve “Sno es
un sistema proporciona mente modular”. O

EJEMPLO 2.32. Para S= (4,9,10,11) ya hemos calculado en el Ejemplo 2.27 la
correspondiente lista ordenada B'. Consideremos los siguientes segmentos de B':

I1 = ((117 9)7 (574>7 (107 8)5 (9v 7)7 (47 3)) y
l> =((4,3),(11,8),(7,5),(10,7),(6,4),(9,6)).

Resulta que C;, NG, = {4,9,10,11}, lo cual implica que € conjunto NC; en el paso
(6) del Algoritmo 2.29 es precisamente {4, 9,10, 11}, por lo que S es un sistema pro-

porcionalmente modular. Esinmediato comprobar que S, = S([¥, 3]) = {0,4,5,8,—
} = <4757 11> y S|2 = S([%?%D = {07374767_’} = <3,4>, y asi S= Sllmslz- O

4. Unafamilia de semigrupos proporcionalmente modulares

En esta seccion definimos una familia de semigrupos numéricos y probamos que
son proporciona mente modul ares. Dichafamilia contiene alos semigrupos numéricos
de dos generadores y mas generalmente a los semigrupos numeéricos generados por
progresiones aritméticas.

LEMA 2.33. Sean a,b,cy d enteros positivos tales que mcd{a,b} = 1,y sea S=
{Aa+ub | A,pe N and u < §A}. Entonces Ses un semigrupo numérico.

DEMOSTRACION. Claramente 0 € S S x,y € S sabemos que existen
A1,A2, 1, k2 € IN verificando que | < $Ai para cadai € {1,2} de forma que x =
Ma+ b ey = kza+ b, Entonces X+y = (A +Az)a+ (b + )by pu+ e <
S(A1+A2), locual significaquex+y € S. Esto demuestraque Ses un semigrupo. Para
ver gue S es un semigrupo numeérico, es suficiente probar que existen dos elementos
X,y € Slos cuales son primos relativos. Sea € IN verificando que 1 < §A. Ental caso
Aa+be S Puestoquea=1-a+0-be Sy por hipotesis med{a, b} = 1, deducimos
que mcd{a,Aa+ b} = 1, con lo que se concluye la demostracion. O

TEOREMA 2.34. Sean a,b,cy d enteros positivos tales que mcd{a,b} = 1, y sea
S={Ma+pb|A,ue N and p< $A}. Entonces Ses un semigrupo proporcional mente
modular.

DEMOSTRACION. Yasabemos por € Lema2.33 que Ses un semigrupo nUmeérico.
El que med{a,b} = 1, nos asegura que existe k € IN tal que kb = 1 mod a. Demostra-
mos que S= {x € IN | k(ad + cb)x mod (ad + cb)a < cx}, lo cual por el Teorema 2.13
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significa que S es proporcionalmente modular. Sea x € S. Entonces existen A,p € IN
tal que p < SAy x = Aa+ pb. Esto implica que pb = xmod a, lo cual equivale a
K= kx mod a. De aqui deducimos que p= (kx mod a) +tacont € IN, y por tanto que
x = Aa+ ((kx mod a) +ta)b. Despejando, resulta
X— ((kx mod a) +ta)b <Xz (kx mod a)b

a - a ’
siendo la desigualdad de la derecha obvia. Ya que por hipotesis estamos suponien-
do que p < A, utilizando la expresion que hemos deducido més arriba para py la
desigualdad anterior para, sellegaa

A=

Wmodagg-x_(kx;mda)b.

Esto Gltimo implica que ad(kx mod a) < cx— cb(kx mod @) y consecuentemente que
(ad + cb)(kxmod @) < cx. Por el Lema 2.6 ésto equivale a (ad + cb)kx mod (ad +
ch)a < cx. Veamos ahora e reciproco. Sea x € IN verificando que k(ad +
cb)x mod (ad + cb)a < cx. Esta condicion, por el Lema 2.6 equivale a (ad +
cb)(kx mod a) < cx. Por otra parte, observamos que

S (kxmod a)b
a

a+ (kxmod a)b

(de hecho, esta identidad se verifica para cualquier nUmero entero x). Puesto que

(kx mod a)b = x( mod a), deducimos que M’ € Z. Sean ) = =0T ?00' a)b

y L= kx mod a. Resulta pues que x = Aa+ pb. Paraconcluir lademostracion, tenemos
que comprobar que p < gA, es decir,

c ¢ X—(kxmoda)b
U< —-A=—-
kxmoda=pu< dk . 3 ,
lo cual esinmediato en vistade la hipotesis (ad + cb)(kx mod a) < cx. O

COROLARIO 2.35. Sean a,b y ¢ enteros positivos tales que mcd{a,b} = 1. En-
tonces S= (a,a+b,a+2b,...,a+ cb) esun semigrupo numérico proporcional mente
modular.

DEMOSTRACION. Esinmediato comprobar que S= {Aa+ub| A, LE N Y u<cA}.
Aplicando el Teorema 2.34, deducimos que S es proporciona mente modular. O

Como consecuencia del Teorema 2.34 obtenemos la siguiente propiedad.

COROLARIO 2.36. Todo semigrupo numérico generado por dos elementos es un
semigrupo modular.

DEMOSTRACION. Sean a'y b dos niUmeros enteros positivos y primos relativos y
seaS= (a,a+Db). EntoncesS= {Aa+pb| A,pe N and p < A}. Si k esun nimero na-
tural verificando que kb = 1( mod a), entonces a partir de la demostracion del Teorema
2.34, haciendo c =d = 1, deducimosque S= {x € IN | (a+b)kx mod a(a+b) < x} y
por tanto S es un semigrupo modular. O



4. UNA FAMILIA DE SEMIGRUPOS PROPORCIONALMENTE MODULARES 39

COROLARIO 2.37. Sea Sun semigrupo numérico. Entonces S es proporcional men-
temodular si y sblo si existen enteros positivosa,cy p tal que

S= {xeﬂ\l|x:k%+u%, con}»,ue]Nyugc}»}.

DEMOSTRACION.

Condicion necesaria. Por € Teorema 2.18, sabemos que existe un semigrupo
aritmético A= (a,a+1,...,a-+c) y un entero positivo p tal que S= A/p. Por lade-
mostracion del Corolario 2.35 deducimos que A= {Aa+ -1 | A, ue Ny p<cAr}.
Puesto que S= A/p, tenemos que x € Ss y sdlo s px € A Por consiguiente
S={xeN|x=2A8+psconr,uc N y u<ci}.

Condicion suficiente. A partir de laigualdad

S= {xelN]x:)»i:er%, con)»,pelNyugck},

resultaclaroque S= A/p,sendo A= (a,a+1,...,a+c). Por el Teorema 2.18, dedu-
cimos gue S es proporcional mente modular. O






CAPITULO 3

Semigrupos modulares cuyo factor divide al modulo

En este capitul o estudiamos los semigrupos modularesdelaformaS= S(a, ab). Ya
quelN = S(1,b) = S(a,a), siempre consideraremosque a,b > 1. Dado S= S(a, ab), en
la primera seccion proporcionamos una descripcion de Ap(Sm(S)) en funcion deay
b, y como consecuencia obtenemos una formula explicita para el nimero de Frobenius
de S. En la seccion segunda obtenemos los generadores minimales para S en térmi-
nos de ay b. A continuacion, en la seccion tercera estudiamos |os pseudo-nimeros
de Frobenius para Sy caracterizamos cuando S es simétrico y cuando S es pseudo-
simétrico mediante condiciones aritméticas simples. Finalmente en la seccion cuarta
presentamos varias familias de semigrupos del tipo considerado y para cada una de
ellas calculamos de forma explicita su sistema minimal de generadores asi como sus
pseudo-nimeros de Frobenius. Los resultados de este capitul o estan incluidos en [41].

1. El conjunto de Apéry

Veamos en primer lugar que la multiplicidad es facilmente calculable paralos se-
migrupos considerados.

LEMA 3.1.
m(S(a,ab)) =b.

DEMOSTRACION. SeaS= S(a,ab). Si x€ {1,...,b— 1}, entonces ax < ab y por
tanto ax mod ab = ax > x, lo que significaque x ¢ S. Yaque b € S, deducimos que
m(S) = b. ]

Dado un semigrupo numérico Sy un elemento n € S\ {0}, recordemos que €
conjunto de Apéry denen Ses

Ap(Sn)={seS|s—n¢S}.

Emplearemos la notacion Ap(S,n) = {w(0) = O,w(1),...,w(n— 1)}, siendo w(i) e
menor elemento s € Sque es congruente con i modulo n.

El siguiente resultado es una consecuenciade [30, Lema 3.3] y nos da una caracte-
rizacion de los conjuntos de Apéry a partir de la cua describiremos de forma precisa
Ap(S(a,ab)).

LEMA 3.2. Sea m un entero positivo y X = {0 = w(0),w(1),...,w(m—1)} un
subconjunto de IN tal quei < w(i) =i modmparatodoi € {1,...,m—1}. Sea Sel
submonoide de IN generado por X U {m}. Entonces S es un semigrupo numérico con

41
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multiplicidad m. Ademéas, Ap(Sm) = X s y sblo s paratodoi,j € {1,...,m—1}
existenk € {0,...,m—1} yt € IN talesque w(i) +w(j) = w(k) +tm.

TEOREMA 3.3. Sea S= S(a,ab). Entonces
Ap(S,b) = {0,kib+1,keb+2,....ko_1b+b— 1},
dondek; = [(a—1)i/b] paratodoi € {1,...,b—1}.

DEMOSTRACION. Sea S & semigrupo numérico generado por e conjunto
{b,kib+1,...,ky_1b+b—1}. Al ser ki > 1 paratodoi € {1,...,b— 1}, vemos que
m(S) = b. Ademas, por la definicion de los valores k;, claramente se verificaque k; <

-+ <kp—1Y ki +Kj > ki paracuaesquierai, j € {1,...,b—1}con2<i+j<b-1.
Aplicando el Lema 3.2 deducimosque Ap(S,b) = {0,kib+1,... kp_1b+b—1}. Re-
cordemos que un nimero entero x pertenecea S si y solo si x es mayor o igual que e
Unico elemento en Ap(S,b) que es congruente con x modulo b, es decir, si y solo s
X > Ky mod bb + X mod b. Demostremos que S = S. Un entero x pertenecea S si y solo
S |X/b| > Ky mod b, 10 que equivale a que |x/b| > [(a— 1)(x mod b)/b]. Esta Ulti-
ma condicion claramente equivale a |x/b] > (a— 1)(x mod b) /b, es decir, [x/b|b >
(a—1)(xmod b), lo cual se puede escribir como x— (x mod b) > (a—1)(x mod b).
Simplificando, resulta a(x mod b) < x, que es lo mismo que ax mod ab < x, siendo
ésta la condicion que define cuando un elemento x pertenecea S, O

Como consecuencia de este teoremay teniendo en cuenta el Lema 0.1, deducimos
unaférmulaparag(S(a,ab)).

COROLARIO 3.4.

b

Particularizando laformulapara el nimero de huecos dadaen el Teorema1.13 para
S= S(a,ab), obtenemos laférmula:

g(S(a,ab)) = [ww b—1.

ab-1)—(a—1,b)+1
2

#H(S(a,ab)) =

m Il

COMENTARIO 3.5. Puesto que por el Teorema 3.3 sabemos que Ap(S(a, ab), b)
{1 — 1}, aplicando una vez mas e Lema 0.1 resulta #H(S(a,ab))
Y- { ] W y por tanto

gl
(a—1)
el nimero de puntos reticulares (es decir, puntos del plano real con ambas coordenadas
enteras) que se encuentran en el interior del triangulo rectéangulo de vértices (0,0),

{0,k1b + Lkb+2,...,ky_1b+ b — 1}, siendo ki = [(a— 1)i/b] para todo i
ab-1)—(a—1,b)+

Notamos ademas que la expresion Eib:‘ [—b—w y por tanto #H(S(a, ab)), representa

(b,0) y (0,a— 1), contando también aquellos puntos que estén sobrelahipotenusa. O
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2. Generadores minimales

S {ng<ni <---<np}esel sistemaminima de generadores de S, por e Lema
3.1, tenemos que np = b. En esta seccidn vamos a describir el resto de los generadores
minimales para S.

Observar que en general, s Ses un semigrupo numéricoy me S\ {0}, entonces S
estagenerado por X = (Ap(Sm)\ {0}) U{m} = {m,w(1),...,w(m—1)}. Ademas, los
generadores minimales de S son precisamente |os elementos del conjunto X \ (X + X).

LEMA 3.6. Sean x ey dos enteros positivos. Entonces [x/b] + [y/b] = [(x+Y)/b]
siysolosix=0modb6y=0modb 6 (xmod b) + (y mod b) > b.

DEMOSTRACION.

Condicion necesaria. Supongamos que [x/b] + [y/b] = [(x+Y)/b] y ademés
que x# 0modb ey # 0mod b. Entonces [x/b] > x/by [y/b] > y/b, por lo que
[(x+Yy)/b] = [x/b] + [y/b] # (x+Yy)/by en consecuenciax-+Yy % 0 mod b. Asi pues,
[z/b] = |z/b| + 1 paratodo z€ {x,y,x+Yy}. Estoimplicaque | x/b| + 1+ |y/b| +1=
|(x+Y)/b] + 1y por tanto que | x/b|b+b+ |y/b]b+b= | (x+Y)/b|b+b. Esto Glti-
mo se escribe de modo equivalente como X — (x mod b) +y— (ymod b) +b = x+y—
((x+y) mod b), delo cual finalmente deducimos que (x mod b) + (y mod b) > b pues
(x+y) mod b # 0.

Condicion suficiente. Es inmediato comprobar e resultado cuando x = 0mod b
0y = 0mod b, por lo que suponemos que x £ 0mod b, y # Omod b y (x mod b) +
(y mod b) > b. Procediendo como en el parrafo anterior, vemos que es suficiente pro-
bar que [x/b| +1+ |y/b] +1=[(x+Y)/b] + 1. Vemos que esta igualdad se verifica
sy solosi x— (xmod b) +y— (ymod b) + b = x+y— ((x+Yy) mod b), siendo esto
Gltimo equivalente a (x mod b) + (y mod b) > b. i

COMENTARIO 3.7. Por e Teorema 3.3 sabemos que Ap(Sb) = {0,kib +
1,...,kp_1b+b—1} siendo ki = [(a—1)i/b] paratodo i € {1,...,b— 1}. Tenien-
do en cuenta la observacion hecha en el parrafo que precede a Lema 3.6, vemos que
kib+t esun generador minimal paraSsi y solo s paratodoi € {1,...,t —1} severifica
que ke # ki + k. m

Para dos enteros positivos x e y denotamos por [a, b] el minimo comin multiplo de
Xey.

LEMA 3.8. Sean ay b enteros mayores que 1, S= S(a,ab), t € {1,...,.b—1} y
ki = [(a—1)i/b] paratodoi € {1,...,b—1}.
1. St<b/(a—1,b), entonceskb-+t esun generador minimal de Ssiy solo si
(a—1)imodb < (a— 1)t modbparatodoi € {1,...,t —1}.
2. St>Db/(a—1,b), entonces kib+t no esun generador minimal de S.
3. St=Db/(a—1,b), entonceskb+t esun generador minimal de S.

DEMOSTRACION. Basandonos en € Comentario 3.7 y utilizando € Lema 3.6,
deducimos que k;b-+t esun generador minimal de Ssi y solo s paratodoi € {1,...,t—
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1}, se verificaque (a—1)i #0modby (a—1)imodb+ (a—1)(t —i) mod b < b.
Obsérvese ademas que

(a—bl b) ~ [a;_l’lb] =min{i|(a—1)imodb=0}. (%)

1. A partir del parrafo anterior deducimos que si t < b/(a— 1,b), entonces

kib+t es un generador minimal de Ssi y sblo s (a—1)imodb+ (a—
1)(t—i)modb < b paratodoi € {1,...,t —1}. Si (a—1)imodb+ (a—
1)(t —i) mod b = b, entonces (a— 1)t mod b = 0, y ya que estamos supo-
niendo quet < b/(a— 1,b), ésto contradice (x). Por tanto kib+t es un ge-
nerador minimal de Ssi y sblo s paratodoi € {1,...,t — 1} se verificaque
(a—1)imodb+ (a—1)(t—i) mod b < b, siendo esta condicion a su vez
equivalentea (a— 1)i mod b+ (a— 1)(t —i) mod b = (a— 1)t mod b. Al ser
(a—1)(t—1i) mod b # 0, concluimos que k:b+t es un generador minimal de
Ssiysilos (a—1)imodb < (a— 1)t mod b paratodoi € {1,...,t —1}.
Seai=b/(a—1,b). Entonces (a— 1)i=0mod b y en vista del Lema 3.6
obtenemos que ki + k;_j = ki, o cual implica que k:b+ b no es un generador
minimal de S
Sit=Db/(a—1,b), entonces (a— 1)t mod b= 0y paratodoi € {1,...,t — 1}
severificaque (a— 1)i mod b # 0. De ésto resultaque (a— 1)i mod b+ (a—
1)(t—i) mod b= Db paratodoi € {1,...,t — 1}, y por el Lema 3.6 deducimos
que ki # ki + ki paratodo i € {1,...,t —1}. Por consiguiente kib+t es un
generador minimal de S,

O

Como consecuencia del Lema 3.8 obtenemos el siguiente resultado que describe

explicitamente el sistemaminimal de generadores de S.

TEOREMA 3.9. Sean a y b dos nimeros enteros mayores que 1, S= S(a,ab) y

ki=[(a—1)i/b] paratodoi € {1,...,b—1}.

1. S (b,a—1) =1, entonces e sistema minimal de generadores de S es

{b,ky,b+11,....k b+t }, donde {t1,...,t } esigual a

{te{l,...,b—1} | (a—1)imodb < (a— 1)t mod b paratodoi € {1,...,t —1}}.

2. S (bja—1)#1, seaty1 =b/(b,a—1). Entonces el sistema minimal de

generadoresde Ses {b, k, b+t1,... k b+t k, b+t 1}, donde {ty,... .t}
esigual a

{te{l,....,ty;1—1} | (@—1)imodb < (a— 1)t mod b paratodoi € {1,...,t —1}}.

EJEmMPLO 3.10. Sea S= S(5,30). Aplicando el apartado (1) del Teorema 3.9 con

a=5yb=7, resultaque

w {t1,...,t} = {1,3,5} (1 slempre pertenece a {ts,...,t }),
= Sesta minimamente generado por {7,8,17,26}.
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EJEMPLO 3.11. Sea S= S(5,30). Aplicando €l apartado (2) del Teorema 3.9 con
a=>5y b= 6, obtenemos que

. tr-‘rl - 31

v {tg,...,t} = {1},
= Sesta minimamente generado por {6,7,15}.

O
COROLARIO 3.12. Sean ay b nimeros enteros mayores que 1, sea S= S(a,ab) y
ki=[(a—1)i/b] paratodoi € {1,...,b—1}.
1. S(ba—1)=1seat=min{xe N | (a—1)x=b—1(modb)}.
2. S(bja—1)#1 seat=>b/(b,a—1).
Entonces kib+t es el mayor generador minimal de S,

COROLARIO 3.13. Sean ay b enteros positivos, con a > 3. Entonces
e(S(a,ab)) > |b/(a—1)| +1.

DEMOSTRACION. Como yasabemos, el entero b essiempre un generador minimal
de S(a, ab). Observar también que s (a— 1)t < b, entoncespor el Lema 3.8, kib+t es
un generador minimal de S. O

3. Pseudo-nimeros de Frobenius

Dado un semigrupo numeérico S, podemos definir la relacion de orden <g sobre S
como sigue: a<gb s y sblo si b—a e S Para un subconjunto A de S, el conjunto
Max< A denota €l conjunto de los elementos maximales de A con respecto al orden
<s. El siguiente resultado aparece en [34].

LEMA 3.14. Sea Sun semigrupo numérico con multiplicidad m. S
Max<s(Ap(Sm)) = {Wi,..., W},
entonces
Po(S) = {wi, —m,...,wj, —m}.
Obsérvese que s w,w € Ap(S,m) y w—w € S entoncesw —w hade ser también
un elemento de Ap(S,m). Por tanto
Max<,(Ap(Sm)) = {we Ap(Sm) | w+w ¢ Ap(S,m) paratodo 0w € Ap(Sm)}.

Sea S= S(a,ab) paraciertos enterosay b mayores que 1. Nuestro primer objetivo
en esta seccion es determinar de forma més exacta el conjunto Max<(Ap(S,b)) y asi,
en vistadel Lema3.14, el conjunto Pg(S).

COMENTARIO 3.15. Nétese que por € Teorema 3.3, tenemos que kib + i ¢
Max<,(Ap(Sb)) siy solos existe j € {1,...,b—1} tal quei+ j <b—1yki+k; =
Kitj. o
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TEOREMA 3.16. Sean a y b dos enteros mayores o iguales que 1, y sea S=
S(a,ab). Sea ki = [(a— 1)i/b] para todo i € {1,...,b—1}. Entonces kib+i €
Max<(Ap(S b)) si y solo si se verifica alguna de las siguientes condiciones:

1. (a—1)i=0modb ei=b-1,
2. (a—1)iz0Omodbyparatodote {i+1,....b—1}, (a—1)imodb < (a—
1)t mod b 6 (a— 1)t mod b = 0.

DEMOSTRACION.

Condicion necesaria. Supongamos en primer lugar que (a—1)i=0modb ei <
b — 1. Entonces por €l Lema 3.6 deducimos que k; + k; = ki1, y por el Comentario
3.15 concluimos que kib+i ¢ Max<.(Ap(Sb)).

Si (a—1)i £ Omodb, entonces por e Lema 3.6 tenemos que kibj +1i €
Max<(Ap(S b)) siy sdlos paratodot € {i+1,...,b—1} severificaque (a—1)(t —
i)£20modby (a—1)imodb+ (a—1)(t—i)modb <b. Si (a—1)imodb+ (a—
1)(t—i) mod b < b, entonces (a— 1)i mod b+ (a—1)(t —i) mod b= (a— 1)t mod b
conlocua (a—1)i modb< (a—1)t mod b. Si (a—1)i mod b+ (a—1)(t—i) mod b=
b, entonces (a— 1)t mod b = 0.

Condicion suficiente. Supongamos que kib+i ¢ Max<¢(Ap(S,b)). Entonces existe
te{1+i,...,b—1}tal quek +k_j = k. Por e Lema 3.6 deducimos que (a—1)i =
Omodb 6 (a—1)(t—i)=0modb 6 (a—1)imodb+ (a—1)(t—i)modb > b. S
(a—1)i = 0mod b, entonces i deberia de ser igual ab— 1, lo cua esimposible pues
te{i+1,....,b—1}. S (a—1)(t—i) = 0mod b, entonces (a—1)imodb = (a—
1)t mod b, lo cual esimposible a contradecir una de las hipotesis. Finalmente, si (a—
1)i mod b+ (a—1)(t—i) mod b > b, entonces (a— 1)t mod b= (a—1)i mod b+ (a—
1)(t—i) modb—b < (a—1)i mod b, lo cual conduce de nuevo a una contradiccion.

O

EJEmMPLO 3.17. Sea S= S(5,30). Aplicando e Teorema 3.16 deducimos que
Max<.(Ap(S,6)) = {29}, lo que por & Lema 3.14 significa que Pg(S) = {23}. O

Recordemos que un semigrupo numeérico M es simétrico (respectivamente pseudo-
simétrico) si y sblo s Pg(M) = {g(M)} (respectivamente Pg(M) = {g(M),g(M)/2});
véase por giemplo [2, 11]. Por tanto, en relacion con el Ejemplo 3.17, podemos con-
cluir que & semigrupo numérico S(5,30) es simétrico. De hecho para |os semigrupos
modulares S= S(a,ab) que estamos considerando en esta seccion es posible decidir
mediante un simple test si S es simétrico o pseudo-simétrico. Este es € objeto de la
siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.18. Sean a y b dos nimeros enteros mayores que 1y sea S=
S(a,ab).

1. Sessimétricosi ysolos (a—1,b)+ (a—1) modb=h.

2. Sespseudo-simétricos ysolos (a—1,b)+(a—1) modb=b—1.

DEMOSTRACION.
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1. Por €l apartado (1) del Corolario 1.19 sabemos que S es simétrico si y sblo
s g(S) =ab—a—(a—1,b). Aplicando € Corolario 3.4, deducimos que Ses
smétricosi y sblos [(b—1)(a—1)/b]b—1=ab—a— (a—1,b). Teniendo
en cuentalaidentidad [(b—1)(a—1)/b] =a—1—|(a—1)/b], esto UItimo
equivdlea(a—1)b— |[(a—1)/bjb—1=ab—a— (a—1,b), 0 equivaente-
mente,ab—b— (a—1—(a—1) modb)—1=ab—a—(a—1,b). Portanto S
essimétricosi y solosi (a—1) mod b+ (a—1,b) =h.

2. Mediante un argumento similar a anterior, pero estavez utilizando el aparta-
do (2) del Corolario 1.19, se demuestra que Ses pseudo-simétrico si y solo si
(a—1) modb+(a—1,b) =b—1.

]

El siguiente corolario muestra una familia infinita de semigrupos modulares del
tipo que estamos considerado |os cuales son simétricos.

COROLARIO 3.19. Sea k un entero positivo y sea b un miltiplo positivo de k.
Entonces e semigrupo S(b — k+ 1+ bn, (b —k+ 1+ bn)b) es simétrico para todo
ne IN.

4. Algunasfamilias

En esta seccion presentamos al gunas familias de semigrupos numéricosdelaforma
S(a,ab) con ay b enteros mayores que 1y verificando ademas que (a— 1,b) = 1. En
cada caso calculamos explicitamente el sistema minimal de generadoresy |os pseudo-
nimeros de Frobenius.

Particularizando al caso que nos ocupay como consecuencia de |os Teoremas 3.9
y 3.16, tenemos el siguiente resultado.

PrROPOSICION 3.20. Sean a 'y b dos enteros mayores que 1 verificando que (a—
1,b) =1.Sean S=S(a,ab) yki = [(a—1)i/b] paratodoi € {1,...,b—1}. Seaademés
t € {1,...,b—1}. Entonces

1. kb+t es un generador minimal de Ss y sdlos (a—1)imodb < (a—
1)t mod b paratodoi € {1,...,t — 1},

2. kb+teMax<;(Ap(Sh)) s ysolos (a—1)t modb < (a— 1)i mod b para
todoi € {t+1,...,b—1}.

Si x e y son enteros positivos primos relativos, llamamos oyy a la permutacion
perteneciente a Sy tal que oy y(i) = (xi) mody, paratodoi € {1,...,y—1}.
Dada una permutacion ¢ € S, definimos ademas

E(oc)={te{1,...,n} | o(i) < o(t) paratodoi € {1,...,t —1}}

T(o)={te{l,...,n} |o(t) <o(i) paatodoi € {t+1,...,n}}.
Usando esta hueva notacion, la Proposicion 3.20 se puede reescribir como sigue.
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COROLARIO 321. Sean a,b € N\ {0,1} talesque (a—1,b) =1y sea S=
S(a,ab). Entonces

1. e(S(a,ab)) =#E(0a 15) +1,

2. t(S(a,ab)) =#T(0a_1p)-

Ademas
{byu{l(a—1)i/blb+i|iecE(ca1b)}
es el sistema minimal de generadores de S(a,ab) y
Max<s(Ap(S b)) = {[(a—1)i/blb+i|i € T(ca 1p)}-

EJEMPLO 3.22. SeaS= S(6,42). Tenemosquea=6,b=7y (a—1,b) =(5,42) =
1, por lo que aplicamos & Corolario 3.21. Consideramos la permutacion modular

(123456
575316 4 2
apartir delacual obtenemosque E(os7) = {1,4} y T(o57) = {3,6}. Por tanto (S) =
3y t(S) = 2. Ademas, €l conjunto
{7,[(5x1)/7174+1,[(5x4)/7|7+4} = {7,8,25}
es el sistemaminimal de generadoresde Sy
Max<s(Ap(S 7)) ={[(5x3)/7]7+3,[(5x6)/7]7+6} = {24,41}.
O

COROLARIO 3.23. Sean e IN y sea b un entero impar mayor o igual que 5. Sea
S=S((b—1)+bn,((b—1)+ bn)b). Entonces S esta generado minimalmente por el
conjunto

b—1 b+1 b+1
{b,(n+1)b+1,( > th— )b+ > }

y
macapisb) = { (2522 )b Ot (02 +no-pbrb-a)

DEMOSTRACION. Puesto que (b—2-+bn,b) = (b—2,b) = 1, podemos aplicar €
Corolario 3.21. Claramente

Ob-2+bnp = Ob-2b = ( b-2 b4 . 1 b°1 b3 .. 2
E(oh—2p) = {1, (b+1)/2} y T(0h—2p) = {(b—1)/2,b—1}. Por &l Corolario 3.21y
teniendo en cuenta que

_ bl _
P(b—zifbn)ﬂ et {((b 2)b+bn> = w _ b21+nb§1’
((b—2) +bn)(b—1)
v| :

1 2 ... b b%l bi23 b—1)

W = (b—2)+n(b—1),
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concluimos la demostracion. O

COROLARIO 3.24. Sea b un nimero entero mayor o igual que 2 y sea n € IN.
Entonces e semigrupo S= S((n+ 1)b, (n+ 1)b?) est4 minimalmente generado por
{b,(n+1)b+1} y Max<,(Ap(S,b)) = {(n+1)(b—1)b+b—1}.

DEMOSTRACION. Bastar aplicar simplemente el Corolario 3.21 teniendo en cuen-
taque

1 2 - b-1
O(n+1)b—1,b = Ob-1b = ( b—1 b—2 ... 1 ) .
O

COROLARIO 3.25. Sea b un entero mayor o igual que 2y sea n € IN. Entonces €l
semigrupo S= S(2+ nb, (24 nb)b) esté4 minimal mente generado por
X={b,(n+1)b+1,(2n+1)b+2,...,((b—1)n+1)b+b—1}
y Max<s(Ap(S b)) = X\ {b}.
DEMOSTRACION. A partir delas hipotesis resultaque 61.1npp = 01 €slaaplica

cion identidad, por lo que E(c1p) = T(o1p) = {1,...,b—1}. A continuacion, basta
aplicar el Corolario 3.21. O

COROLARIO 3.26. Sea b un entero impar mayor o igual que 3y sean € IN. En-
tonces S= S(3+ nb, (34 nb)b) esté4 minimal mente generado por

{b,(n+1)b+1, (2n+1)b+2,..., <b%ln+1> +b%1}

Max(Ap(S b)) = { (b%lnu) b+ b%l,...,((b—l)n+2)b+b—1}.

DEMOSTRACION. Delas hipotesis resulta
1 2 ... b%l b%l bLZS v b—1
E(o2p) ={1,...,(b—1)/2} y T(o2p) = {(b+1)/2,...,b—1}. La prueba concluye
teniendo en cuenta que
(2+bn)i b (Ni+1b+i si<>
b T (ni+2b+i s>
y usando el Corolario 3.21. O







CAPITULO 4

Semigrupos proporcionalmente modularesy secuencias de Bézout

En la primera seccion introducimos el concepto de secuencia de Bézout, el cual
sera de gran ayuda para el estudio de los semigrupos proporcionalmente modul ares.
El resultado principal en esta seccion es el Teorema 4.4 segln el cual dos fracciones
racionales positivas se pueden conectar siempre mediante una secuencia de Bézout.
En la segunda seccidn asociamos a cada secuencia de Bézout un semigrupo proporcio-
nalmente modular y probamos gque |os numeradores que aparecen en dicha secuencia
son un sistema de generadores para dicho semigrupo. Como consecuencia obtenemos
un método pararesolver inecuaciones diofanticas proporcionalmente modulares. En la
tercera seccion definimos condiciones sobre |as secuencias de Bézout para que sus nu-
meradores constituyan un sistemaminimal de generadores parael semigrupo numérico
asociado. Concretamente, definimos el concepto de secuencia de Bézout propiay se-
cuencia de Bézout de extremos adyacentes. Vemos como tal es condiciones determinan
ciertas propiedades de tipo aritmético para las secuencias de Bézout. El resultado prin-
cipal en esta seccion es el Teorema 4.21 segln el cua € hecho de que una secuencia
de Bézout propiatenga extremos adyacentes equival e a que sus numeradores sean pre-
cisamente €l sistema minimal de generadores para € semigrupo proporcionamente
modular asociado. En la seccién cuarta damos resultados que caracterizan cuando un
semigrupo numeérico es proporcionalmente modular en términos de sus generadores
minimales (véase el Teorema 4.32 y el Corolario 4.35). Cerramos este capitulo estu-
diando los semigrupos proporcional mente modulares cuya dimension de inmersion es
igual atres. Como resultado obtenemos formulas para €l nUmero de Frobeniusy para
€l nimero de huecos de tales semigrupos. Incluso particul arizamos dichas expresiones
en el caso en el que tales semigrupos ademas sean simétricos.

L os resultados en este capitul o estan incluidos en [42].

1. Secuenciasde Bézout

Unasecuencia de Bézout es una secuencia creciente formadapor dos 0 mas nume-
H a a a -
ros racionales b_i < b—i < < b—z tal que ay,...,ap,by,...,bp son nlmeros enteros
positivosy bjaj 1 —bj;18 = 1 paratodoi € {1,...,p—1}.
. . a a
Decimos que p eslalongitud, b_i y b—z son los extremosy byap —bpay es el pro-
ducto cruzado de dicha secuencia.

El siguiente resultado se puede considerar como una versiobn mas detallada del
Lema 2.16.

51
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LEMA 4.1. Sean aj,ap, b1, bp, X e y enteros positivos tales que < "5‘2 Entonces

B<y<psyslosy ﬁﬁliﬁ paraciertosA,p € IN'\ {0}.

DEMOSTRACION.

Condicién necesaria. Si severlflca L <y < 2 entoncesno esdificil ver que el par
ordenado (x,y) pertenece a cono posmvo generado por Ios pares ordenados (ay,bs)
y (ap,bp). Por tanto existen nimeros racionales posmvos Ly gz tales que (x,y) =

£ (ay,br) + £2(ap, bp). Esto implica qipx = pidpas + pquaz Y O102y = P1geby +
P2di1bz Y en consecuencia y = gicfy = Gy +poit; | -~
Condicion suficiente. Se s gue del hecho de que para cual esquiera enteros positivos

ab,cyd,s § <§, entonces § < AL < L. O

Paraa,b € IN'\ {0}, denotamos por (a,b) el maximo comin divisor deay b.

El objetivo de esta seccion es demostrar €l Teorema 4.4, e cual afirma que para
dos nimeros racionales positivos cualesquierar < s, siempre se puede construir una
secuencia de Bézout de extremosr y s. En este sentido, el siguiente resultado establece
€l paso basico parallevar a cabo tales contrucciones.

LEMA 4.2. San ay, ap, by y by enteros positivos tales que &t < &2 2y (aq,b1) = 1.
Entonces existen x,y € IN'\ {0} verificando que gt L <y < 2 2y blx aly 1.

DEMOSTRACION. Puesto que (az,b1) = 1, la ecuacion en congruencia azy =
—1 mod b; tiene infinitas sol uci ones positivas paray. Observar que bix—ajy =13
y s0lo si x = 2, por lo que X = H2Y — & 4 L Por tanto existe un nimero en-
tero positivo y sufici entemente grande que verificala congruencia aly —1 mod by

ademas se cumple ¢t & " bly < "5‘2 Llamando x = 1+ ayy, rasultaque L <y < O

Siguiendo con Ia notacion del lema anterior, entre todas las eIeccmn% posibles
para x ey, nos quedaremos con una gque nos permita aplicar el método de induccion
para demostrar €l Teorema 4.4.

LEMA 4.3. Sean a1, az, by y by enteros positivos tales que b < (al,bl) =
(ag,bp) = 1yapb; —ajbp =d > 1. Entonces existe t € IN, verificando que 1<t<d
y (tag +ap,thy +bp) =

DEMOSTRACION. Por & Lema 4.2, existen x,y € N cumpllendo que bl <3y X<
B2 y bix—ay = 1. Ademés por e Lema 4.1, tenemos que § = %ﬁiiﬁﬁz para ciertos
numeros A e N\ {0}. Como bix— agy = 1, deducimos que (x,y) =1y por tanto

Aag+ Aby b .
que X = gz +p?2,xﬁ2+pb2) ey = & +“;27ﬁ)12+ub2). Substituyendo estos valores en la
igualdad by x— a1y = 1, deducimos que (Aay + pag, Aby + pby) = p(azby —aghy) = pd.
En particular obtenemos que p | Aag +Hax y 1| Aby + pbp, y deaqui p| Aag y 1| Ab;.
Usando la hipotesis (a1,b1) = 1, llegamosaque p | A. Seao = %1 € IN'\ {0}. Por tanto

resultad = (oiag + ag, obg + by).
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Obsérvesequesi d = (a,b), entoncesd | (a—kd,b—kd) paracuaesquierak,k € IN.
Aplicando este hecho, deducimos que si t = oo mod d, entonces d | (tag + ap,thy +
bp). Ademés se verifica by 22 g, Putbe — bide-aibe _ d _ 7 1o que significa que
(*2ut@ thithey — 7 v por tanto (tay + ap,thy +bp) = d.

Finalmente, ya que por definiciobnt = oo mod d, tenemost < d; ademast # 0, pues
(az,bz):].id. O

Ya estamos en condiciones de demostrar €l principal resultado de esta seccion.

TEOREMA 4.4. Sean a1, ap, by y by enteros positivos verificando que ﬁ—i < "5‘—;
(a1,b1) = (ap, bz) = 1y apb; — aybp = d. Entonces existe una secuencia de Bézout de
extremos ‘B‘l Y Y de longitud menor oigual qued + 1.

DEMOSTRACION. Lo demostraremos por induccion sobre d. Cuandod = 1 €l re-
sultado es trivial. Supongamos como hipotesis de induccion que el enunciado del teo-
rema se verifica para todo numero entero k tal que 1 < k < d. En primer lugar, por
el Lema 4.3, sabemos que existe un entero positivo t verificando que 1 <t <dy
(tag + ap,thy +bp) = d. Sean x = 2t®2 ey, = Pl Epronces 4= tntd por

~ th+by
el Lema 4.1 tenemos ﬁ—i < ;1 < a2 . Ademas se cumple que byx; — alyl — byt
thi+by, _ brax—aihy
d = d

thy+b tyg+a arb—agb
: :afly_az)&.—ble_:az ldz—.b 02 = (“d 1.2):
7 =t < d. Aplicando la hipotesis de induccion a las fracciones ;‘,—i < g—g deducimos
que existe una secuencia de Bézout J1 < 2 < --- < 2 < 2 con s< t. Por tanto,
p<p<P<o<E<pesun secuenua de Bezout de longitud menor o igual

Ys
quet+2§d+1. m|

ag

[lustremos el proceso de construccion dado en este teorema mediante un g emplo.

EJEMPLO 4.5. Vamos a construir una secuencia Bézout cuyos extremos sean las
fracciones 13/3 'y 6/1. Como 13/3 < 6/1, €l producto cruzado de dicha secuencia
esd =5y por tanto existet € {1,...,4} tal que (13t +6,3t+1) =5. El valort =3
satisface dicha condicion, por lo que podemos “intercalar” |a fraccion 3212 = 9/2
entre 13/3y 6/1. Ahorarepetimos el mismo proceso con 9/2 < 6/1. Obtenemosd 3
y (1x9+6,1x 2+ 1) = 3. Por consiguiente insertamos lafraccion 58 = 2 entre 9/6
y 6/1. Finalmente para 5/1 < 6/1, tenemos que d = 1 con lo que &l proceso acaba.
Asl pues, una secuencia de Bézout con los extremos dados es

13 9 5 6

— << =<~

3 2 11
Observamos que es posible encontrar infinitas secuencias Bézout para dos extremos
dados. Para ello, basta observar ques & < § es una secuencia de Bézout, entonces
tambiénloes § < &5 < §. O
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2. El semigrupo proporcionalmente modular asociado a una secuencia de
Bézout

Comenzamos observando que si nj y nj son los numeradores de dos fracciones
consecutivas en una secuencia de Bézout dada, entonces nj y nj son primos relativos.
Por tanto a toda secuencia de Bézout |e podemos asociar un semigrupo numeérico, que
es el semigrupo generado por los numeradores que aparecen en sus fracciones. En esta
seccion demostramos el Teorema 4.8 que esencialmente afirma que los numeradores
de las fracciones que forman una secuencia de Bézout generan un semigrupo propor-
cionalmente modular.

En primer lugar comenzamos considerando |as secuencias de Bézout mas simples
gue son aquellas que tienen longitud dos.

De lademostracion del Corolario 2.36 obtenemos el siguiente resultado.

LEMA 4.6. Sean a < b enteros positivos tales que (a,b) = 1y sea u un entero tal
gue ub = 1 mod a. Entonces
(a,b) = S(ub, ab).

A partir de este resultado demostramos este otro.

LEMA 4.7. Seana, b, uy v enteros positivos verificando que bu — av = 1. Entonces
(a,b) = S([5,%]).

u’v

DEMOSTRACION. Observemosen primer lugar que si a= b, entonces yaque bu—
av=1, hadeocurrirquea=1y u=v+1 En este caso, usando el Lema 2.16,
obtenemos facilmente que S([1/(v+1),1/v]) = IN.

S a < b, entonces por el Lema 4.6 sabemos que (a,b) = S(ub, ab). Aplicando €l
Lema 2.15 resulta que (a,b) es el semigrupo proporciona mente modular definido por
el intevalo cerrado [, 2], De las hipotesis deducimos que [&, ;8] = [2 ab]
[2.9], por lo que (a.b) = S((3. 2]).

Finamente, si b < a, entonces aplicando unavez més el Lema 4.6 obtenemos que

(b,a) = {x € IN | kax mod ab < x},
siendo k un entero positivo tal queka=1mod by k < b, y por tanto que ka < ab. Sea
t € N\ {0} tal queka= 1+tb. Por el Lemal.3,
(b,a) ={xeIN | (ab+1—ka)xmodab < x} = {xe N | b(a—t)x mod ab < x}.

Observar que b(a—t) = bu mod ab, pues bu+ bt = 14 av— 1+ ka. Este Gltimo valor
esun miltiplodeay b, y como ademés (a, b) = 1, deducimos que también es miltiplo
de ab. Por tanto

(b,a) = {x € IN | bux mod ab < x}.

Argumentando como en el parrafo anterior, concluimos la demostracion. O

En vista de la demostracion del Lema 4.7, nos damos cuenta a posteriori de que la
hipbtesis“a < b” que aparece en el Lema 4.6 es superflua.
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Ahora ya podemos demostrar €l resultado general para secuencias de Bézout de
longitud arbitraria.

TEOREMA 4.8. Sea gt < 2 <+ < E—S una secuencia de Bézout. Entonces

a]_ ap
ai,...,a S [ }
< 1 p> ( bl bp )

DEMOSTRACION. Sea S = S([b ,E"]). Por e Lema 2.16 deducimos que
{aq,...,ap} €Sy portanto (ay,...,ap) g S. Demostremos que la otra inclusion tam-
bién severifica. Si x € S\ {0} entonces de nuevo por € Lema 2.16 sabemos que existe
un entero positivo y tal que bl <X < " . Asi pues existei € {1,...,p— 1} deforma
que g < X J < a‘“ , con lo cual x pertenece a S([a* a‘“]) (Lema 2.16 otra vez). Por
tanto hemos r'edu0| do lasituacion a caso de Iongltud dos gue ya hemos estudiado en
el Lema4.7. Estoimplicaquex € (aj,a+1) C (az,...,ap). O

Ahora ilustraremos mediante algunos ejemplos como el Teorema 4.8 puede em-
plearse para calcular todas las soluciones de una inecuacion dioféantica proporcional-
mente modular.

EJEMPLO 4.9. Sea Sel conjunto de todas las soluciones enteras de la inecuacion

diofantica
12x mod 32 < 3x.
En primer lugar, por e Lema 2.15 sabemos que S= S([33, 32 3]) De acuerdo con
el Teorema 4.4, es posible construir una secuenua de Bézout con extremos & 3Y 9
Obtenemos la secuencia de Bézout g <7 < < 2 Por (ltimo, aplicando el Teorema
4.8, concluimos que
S(12,32,3) = {x € N | 12xmod 32 < 3x} = (8,3,7,21) = (3,7,8).
O

EJEMPLO 4.10. Obtengamos € conjunto completo de soluciones en IN de
10x mod 85 < 2x.

Llamamosa = 10,b—85,c =2y S=5(|2, 2% |) = (| ¥. %§|).

Por tanto, hemos de encontrar una secuencia de Bézout de extremos 3 y £.

Por el Teorema 4.4 obtenemos la secuencia de Bézout
17 9 10 21 53 85
251125 %

y por el Teorema4.8 resultaque S= (17,9,10,21, 53, 85).

El sistemaminimal de generadores de Ses {9,10,17,21}, por lo cua

$(10,85,2) = {x € IN | 10x mod 85 < 2x} =

{97\1—1— 10A, + 17A3+ 214 | 7»1,)\2,7\.3,7&4 € N}
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El siguiente resultado establece una cota superior parala dimension de inmersion
de un semigrupo proporciona mente modular en terminos de los extremos del intervalo
que lo define.

COROLARIO 4.11. Sean aj,ap,b; y by enteros positivos tales que (ag,by) =
(a2,b2) = 1y sea S= S([g}, §2]). Entonces &(S) < aghy —agby + 1.

DEMOSTRACION. Deacuerdo con el Teorema4.4, existe una secuencia de Bézout
g—i < % << ;i: < g—g con s+ 2 < aohy — agby + 1. Por e Teorema 4.8, también
sabemos que S= (a1,Xy, ..., Xs,82), por lo que e(S) < azhy —agby + 1. O

EJEMPLO 4.12. La secuenua <27 < esde Bézout. El Teorema 4.8 nos

aseguraque S= S([ , ]) esta generado por {5, 7, 9, 12}. Esinmediato comprobar que
e(S) = 3, por lo que Iacota dadaen el Corolario 4.11 parae(S) es alcanzable. O

3. Secuencias de Bézout propias

Como hemos visto en el Teorema 4.8, |os numeradores que aparecen en las frac-
ciones de una secuenciade Bézout generan un semigrupo proporcional mente modular.
Ahora estamos interesados en obtener |os sistemas minimales de generadores para di-
chos semigrupos. Concretamente, definimos condiciones sobre secuencias de Bézout
las cuales nos garantizan que el conjunto de los numeradores que aparecen en dichas
fracciones constituye un conjunto independiente.

LEMA 4.13. Sea 8 < \—t} < & una secuencia de Bézout y sea d = cu— aw. Entonces

_ at
b=2<.
DEMOSTRACION. Por ser una secuencia de Bezout, sabemos que ub —va= 1y
vc—wb = 1. Despejando v en ambas expresiones eigualando, obtenemos “2-1 = W1,

lo cual equivale ab(uc—wa) = a+ c, esdecir, bd = a+c. ‘o

Como consecuencia de este lema, tenemos quesi L < a2 < b3 y son ambas
secuencias de Bézout, entonces ap € (aj,az). Esta observam on motlva Ia siguiente
definicion.

Unasecuencia de Bézout "g‘—i < g—g <o < E—z espropias a.pbj —ajbj.p > 2 para
todoh > 2ta quei,i+he{1,...,p}.

En una secuencia de Bézout $1, S tras suprimir algunas fracciones la secuencia
resultante S> sigue siendo de Bézout, entonces decimos que $1 se harefinado a $», 0
gue S2 esun refinamiento de .

COMENTARIO 4.14. Observar que toda secuencia de Bézout puede ser refinada a
una secuencia de Bézout propia de modo que ambas tengan los mismos extremos. O

EJEMPLO 4.15. Seala secuencia de Bézout
142332941511

118257311 @
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Como las secuencias 13 < 2y 2 < & son de Bézout, resultaque
14 9 4 11

1°7°3°7%"
€S una secuencia de Bézout propia. O

El hecho de que una secuencia de Bézout sea propiano es suficiente para garantizar
gue el conjunto de los numeradores que aparecen en sus fracciones sea un conjunto in-
dependiente. Basta considerar la secuencia de Bézout propia% < % < ‘1‘ Cuyo conjunto
de numeradores {2, 3,4} no esindependiente.

Nuestro proximo objetivo sera el Teorema 4.21. Antes damos algunos resultados
previos necesarios para la demostracion de este teorema, y que exhiben algunas pro-
piedades aritméticas relacionadas con las secuencias de Bézout propias. Comenzamos
demostrando que el maximo de los numeradores siempre se alcanza en uno de los
extremos.

LEMA 4.16. Sea % < g—g << E—z una secuencia de Bézout propia. Entonces
max{ay,ay,...,ap} = max{ag,ap}.

DEMOSTRACION. Razonamos por induccion sobre p. Cuando p = 2, la afirma-
cion es trividmente cierta. Supongamos como hipbtesis de induccion que la pro-
piedad se verifica para toda secuencia de Bézout propia de longitud p— 1. Al ser
ﬁ—g << g—g de nuevo una secuencia de Bézout propia, por la hipotesis de induc-
cion deducimos que max{ap, ...,ap} = max{ag,ap}. A continuacion vamos a probar
que max{ay,...,ap} = méx{as,ap}. Si max{ap,ap} = ap, entonces la propiedad se
verifica trivialmente. Supongamos que max{ap,ap} = ap. Si aplicamos &l Lema 4.13
a la secuencia de Bézout g—i < g—; < g‘—g obtenemos que a, = %, y al ser ésta
una secuencia de Bézout propia, ha de verificarse que agb; — ajbsz > 2. Por consi-
guiente a, < 5% < 2max{2a1,a3}_ Distinguimos dos casos dependiendo del valor de
méax{az,az}.

» S méx{a;,az} = az, entonces deducimos que ap < az. Puesto que
max{ay,...,ap} = ap, éstoimplicaque a; = az. Al ser %i < 2—2 una secuencia
de Bézout y ap = ag, obtenemos que ax(by —bs) = 1, y en particular ap = 1.
Como a; > 1, finalmente concluimos que méx{ay, ...,ap} = ay.

» Simax{a;,az} = a;, entoncesay < aj, y laconclusion se obtiene facilmente.

O

A su vez, como consecuencia de este resultado, tenemos que |os numeradores de
las fracciones de una secuencia de Bézout estan ordenados de una forma especial .

COROLARIO 4.17. Sea "5‘—1 < "5‘—; << %E una secuencia de Bézout propia. En-
tonces ay, ..., ap €S Una secuencia convexa, es decir, existeh € {1,..., p} tal que

Q@@= Za S a1 << ap.
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En [26] se analiza totalmente la estructura de las secuencias de Bézout cuya se-
cuencia de numeradores es decreciente asi como aquellas cuya secuencia de denomi-
nadores es creciente.

Se comienza viendo que dados dos enteros positivos ai y by verificando que
a; > by > 1y med{ay,bi} =1, s gl < < - < b" €S una secuencia de Bézout
tal que a; > a, > --- > ap, entonces los numeradores asi como los denominadores
estan determinados deforma Unicamediante las expresiones g1 = (—a 1) mod g y
bi11 = (—bj_1) mod b; paratodoi € {2 ,p 1}.

Teniendo en cuenta que g—i < az << B es una secuencia de Bézout si y solo

apa_”bp < < g también Io es, ésto permlte obtener un resultado analogo a

anterior:
Sea‘g—g < < ﬁ—i < g—i una secuencia de Bézout tal que a; > ap > --- > ap Y

‘g—z > 1. Entonces paratodoi € {2,..., p} y supuesto que b; # 1, severificaque a1 =
(—ai—1) mod & y bj;1 = (—bj_1) mod by.

Como consecuencia en [26] se obtiene una version més fuerte del Teorema 4.4 la
cual incluimos a continuacion.

TEOREMA 4.18. Sean a,b,c y d enteros positivos tales que mcd{a,b} =
med{c,d} =1y § < §. Entonces existe una Unica secuencia de Bézout propia con
extremos 8 y <.

Resulta pues que toda secuencia de Bézout propia se puede obtener concatenando
una secuencia de Bézout de numeradores decrecientes con una secuencia de Bézout de
numeradores crecientes. Se obtiene asi un método efectivo para encontrar la Gnica se-

cuencia de Bézout propia con dos extremos dados y por tanto un método para resolver
cual quier inecuacion diofantica proporcionalmente modular (vease [26]).

Decimos que dos fracciones al < 2 son adyacenteﬁ S|
a a al
,ysiby#1, entonces 2 <
botrl by Y™t b2 b1 1
EJEMPLO 4.19. Lasecuenciade Bézout = 13 <5 < < es propiay tiene extremos

adyacentes. Sin embargolasecuenmadeBezout 3 < < < < 1,aunqueesprop|a,

no tiene extremos adyacentes. Esto es debido (tal y como veremos en el Teorema4.21)
aquelafraccion con numerador 13 = 6+ 7 es supérflua. Si eliminamos dichafraccion,
obtenemos una secuencia de Bézout propia con extremos adyacentes. O

Hemos llegado pues a concepto clave en esta seccion, es decir, el concepto de
secuencia de Bézout propia de extremos adyacentes. Como veremos dentro de poco,
la adyacencia de |os extremos sera esencial en la demostracion del Teorema 4.21 para
asegurar laindependencia de los numeradores. Antes, damos un lema técnico.

LEmMA 4.20. S "5‘—1 < g—; es una secuencia de Bézout de extremos adyacentes, en-
tonces1 ¢ {a;,ay}.
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DEMOSTRACION. Supongamos que a1 =1 Entonces 1=ayb; —ajhy = asb; —
by. Al ser las dos fracciones adyacentes, -2 Byl +1 < b , dedonde asb; < by +1, lo cua es
contradictorio con agb; = by + 1.

Supongamos ahora que a; = 1. Obsérvese que en este contexto ha de ser by # 1,
pues de lo contrario ﬂ bi y por tanto a;by < 1. De nuevo, por la adyacenciatenemos
bz < b 1y de aqui bl — 1 < azhy. Pero ésto es imposible pues 1 = apb; — ajhy =
b1 — albz O

TEOREMA 4. 21 Sea ""1 a2 << 2" una secuencia de Bézout propia. Entonces

los extremos y son adyacentes siysblos {aj,...,ap} €sun conjunto indepen-
diente.

DEMOSTRACION. Supongamos que |os extremos & By b P son adyacentes. Demos-

tramos por mduccmn sobre p que &l conjunto {ay,...,ap} esindependiente. Si p = 2,
al ser al < secuenua de Bézout, deducimos que (a3,a2) = 1y por € Lema 4.20
tenemos que a1 y ap son ambos nimeros enteros mayores o iguaes que 2. Por tanto
{a1,a2} esindependientey la propiedad se verificapara p = 2.

Supongamos como hipbtesis de induccion que para toda secuencia de Bézout pro-
pia, de longitud p— 1y con extremos adayentes, €l conjunto de sus numeradores es
independiente. Por el Lema 4.16, sabemos que max{ay,...,ap} = max{as,ap}. Dis-
tinguimos dos casos segun €l valor de méx{az,ap}.

= Supongamos que max{ay, ..., ap} = a;. Obviamente S—; << E—z esunase-
cuencia de Bézout propia. Veamos gue los extremos de dicha secuencia son
adyacentes. Resulta claro que Bpr 1 +1 < b2 Notese también que by # 1, pues

de lo contrario la desigualdad 7 ar < b2 implicaria que a, > aj, contradicien-
do que a; = méx{ay,...,ap}. De Ias desigualdades a1b, < agby y ap < ay,
obtenemos que a1b2 —ap < apghy — az Por tanto, si by, # 1, tenemos que
bp < 21 < BT Esto demuestraque 2 2 < z €s una secuencia de Bézout
propiay con extremos adyacentes. Apllcando la hipotesis de induccion de-
ducimos que €l conjunto {ay,...,ap} esindependiente. Como estamos supo-
niendo quea; = max{ay,...,ap}, parademostrar queel conj unto{as,...,ap}
es independiente, es suficiente probar que a; ¢ (ap,...,ap). Por & Teorema
4.8 sabemos que (ay, ..., ap) = S([g2 ap]) Por tanto, s a1 € (ag,...,ap), en

toncespor e Lema 2.16 eX|ste un entero positivo y tal que 32 < "’;1 < ap .Esto

implica que b1—1 & < , lo cua contradice que b y son fraccmnes

y
adyacentes.

» Si max{ay,...,ap} = ap, entonces la demostracion es similar a la del caso
anterior pero ahora usando que g—i <l < a” = . esuna secuencia de Bézout

propia de extremos adyacentes.
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Reciprocamente, supongamos ahora que eI conjunto de los numeradores
{a17 ap} es independiente. Si los extremos 2 b Y zp de la secuencia de Bézout

B < E‘—z no son adyacentes es porque g < g2, s—z s
b1 > 1 Supongamos que by > 1y b 1 < p Entonces eX|ste| € {1 ,p 1} tal
que g < g 1<b|+l S||_1tenemos§1<b B2,y yaque gl < g2 es secuen-
cia de Bézout, ésto implica que (b; — 1)ap — b2a1 =1—ay <0, lo que es absurdo.

Sii> 1, por el Lema4.7 deducimos que a; € S([%,ﬁj—ﬁ]) = (&,ai+1) o que contra-

dice la hipotesis de que {a,...,ap} sea un conjunto independiente. El otro caso es
analogo. O

COMENTARIO 4.22. Observamos que en el teorema anterior, la condicion p <
min{ag,ap,...,ap} no puede reemplazar ala condicion de que los extremos de la se-
cuenmadadasean adyacentes. Bastaconsiderar lasecuenciadeBézout ¥ < £ < 4 < 2,
la cual aungue es propia, tiene un conjunto de numeradores que no es mdependlen-
te. O

4. Teoremade estructura para los semigrupos proporcionalmente modulares

Nuestro objetivo en esta seccion es probar el Teorema 4.32 el cual da una caracte-
rizacion para los semigrupos proporcional mente modulares en términos de sus gene-
radores minimales. Antes damos algunos resultados previos, entre |os que destacamos
el Teorema4.24.

LEMA 4.23. Sea S un semigrupo proporcionalmente modular. Entonces existen

dos generadores minimales ny y np de S asi como enteros positivos by y by de modo
queS= S([”1 np]) siendo ademés las fracciones ¢ Ly bp adyacentes.

DEMOSTRACION. Sean oy 3 dos nlmeros racmnales positivostalesquea < By
S= S([a,B]). Por e Lema 2.16, si n es un generador minimal de S, existe un entero
positivo x tal que oo < § < B. Observar que (n,x) = 1, puesto que si (n,x) =d # 1,
entonces o < “?g < B, lo que significaria que § pertenece a S, contradiciendo que
n es un generador minimal de S. Sea a(n) = max{x € ]N\{O} |a< 8} S
y nj son dos generadores minimales de S distintos, entonces ( 57 (n ny yaque
(ni,a(n)) = (nj,a(n;)) = 1. Por tanto e><|ste una ordenacion ny,...,np de los gene-
radores minimales de Stal que a < a(nl) < % < e < ”" < B Para cualquier
ic{l,...,p—1}, seab(n) = min{x e N\ {0} | ° } Entonces existe una
permutacion ¢ del conjunto {1,...,p— 1} tal que

Mo (1) Ns(2) No(p-1)

x—a(n

o< < < < B
b(Ng(1))  b(Ng(2)) b(Ng(p-1)) a(np)
Notese que o< a(nrf“l))) ("<1 ; puesto que b(ng(y 1) < a( 0(1)) Ademas se verifica
que 3571 ) 7 < o debido alamaximalidad dea(np). Asi pues )+1 < b(rj’“ 5 Por otra
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parte, de la definicion de b(ng(1)) observamos que si b(ns(;)) # 1, entonces a(”TF;) <
No(1)
b(ng(1))-1

Para concluir la demostracion, es suficiente probar que S es igual a semigrupo

L. = Ng Ny =
numérico S = S([b(n;jl))),(nTF;)]). Como [W((ll)ﬂ’ aanp)] C [o,B], tenemos que SC S.

. . n n n
En vista de la secuencia -2 °@ ... olp-1)
BNow) ~ Blhoz) BN (p-1))

deducimos que {ny,...,np} C Sy por tanto que S=S, O

< a(”npp), por el Lema 2.16

TEOREMA 4.24. Sea Sun semigrupo proporcional mente modular con e(S) = p >
2. Entonces existe una ordenacion ny,...,np de los generadores minimales de Sy
existen enteros positivos by, ..., bp de modo que E—i < B—§ << E_E €S una secuencia

de Bézout propia con extremos adyacentes.

DEMOSTRACION. Por el Lema 4.23 existen dos generadores minimales ny y np,
de Sasi como dos enteros positivos by y by, de modo que S= S([g—i, B—z]) y ademés los
extremos g y E—z son adyacentes.

Al igual que sefialamos en la demostracion del Lema 4.23, & ser ny y np genera-
dores minimales de S, ha de ocurrir que (ng,by) = (np,bp) = 1.

Si ahora aplicamos €l Teorema 4.4 a las fracciones B—i < E—z y refinamos la se-
cuencia de Bézout resultante, entonces obtenemos una secuencia de Bézout propia
p<g<o<y< E—E con extremos adyacentes. En vistade los Teoremas 4.8y 4.21,
concluimos que {ny, Xy,...,X,Np} esel sistemaminimal de generadores de S, O

Como consecuenciadel Teorema4.24 y del Corolario 4.17 deducimos el siguiente
resultado.

COROLARIO 4.25. Sea S un semigrupo proporcionalmente modular el cual
esta minimalmente generado por Ny < np < ... < Np, con p > 2. Entonces ny y np
son primos relativos.

COROLARIO 4.26. Sea S un semigrupo proporcionalmente modular con sistema
minimal de generadores {ny,...,np} y p> 3. S n=max{ny,...,Np}, entonces S=
({n1,...,np}\ {n}) esdenuevo un semigrupo proporcional mente modular.

DEMOSTRACION. Aplicando el Teorema 4.24, sabemos que existe una ordena-
cion de los generadores minimales (digamos ny,...,Np) asi como enteros positi-
vos by,...,bp tal que B—i < < E_E es una secuencia de Bézout propia. Ademas
por el Lema 4.16 sabemos que max{ny, Ny, ...,Np} = max{ny,ny}. Supongamos que
np = méx{ny,Np}. Como gt < - < % es también una secuencia de Bézout, por €l

Teorema 4.8, deducimos que S= (ny,...,Ny_1) €S Un Semigrupo proporciona mente
modular. Si méax{ny,np} = Ny, entonces mediante un argumento anélogo obtenemosla
misma conclusion. m]
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COMENTARIO 4.27. Observamos que s S €S un semigrupo proporcionalmente
modular €l cual esta minimalmente generado por ny < ... < np, entonces el semigru-
po numérico ({ny,...,np} U{g(S)}) no tiene por qué ser proporciona mente modular.
Para ilustrar ésto, simplemente considerar el semigrupo definido por la inecuacion
diofantica 15x mod 19 < 2x. Se puede comprobar facilmente que S= (4,7,9,10) y
9(S) = 6. Por & Corolario 4.25 vemos que (4,6,7,9,10) no puede ser proporcional-
mente modular. O

COROLARIO 4.28. Sea S un semigrupo proporcionalmente modular. Entonces
existe una ordenacion ny, ..., np para los generadores minimales de S de forma que

S—= <n1, n2> U (ng, n3> U---u <np,1, I”Ip>.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 4.24 existe una ordenacion ny,...,np de los

generadores minimales de S asi como enteros positivos by, . . ., by tales que B—i < E—; <

e < B—g es una secuencia de Bézout. Ahora aplicando el Teorema 4.8 resulta S=
S([%, E—E]). Recordemosunavez masel Lema2.16 segln el cua si x € S\ {0}, entonces

existey € {1,...,p— 1} verificando que %: < § < E:—E En vista del Lema 4.7 ésto
implica que x € (nj,nj+1). Por consiguiente S C Uip;f(ni,niH). Laotrainclusion es
trivial. O

EJEMPLO 4.29. Sea S = S(3,13). Se puede comprobar facilmente que S =
(5,6,9,13). Veamos como la nocion de convexidad vista en la seccion anterior (Coro-
lario 4.17) es suficiente para construir una secuencia de Bézout para dichos el ementos.
Como1x6—1x5=1,tenemosque5/1 < 6/1 es una secuenciade Bézout. Intente-
mos ahora afiadir una fraccion del tipo 9/x, con x un entero positivo. Ahora tenemos
dos posihilidades, seglin se afiada por laizquierda o por laderecha. Observamos que no
es posible afiadir lafraccion por la derecha puesto que 6/1 < 9/x no forma secuencia
de Bézout paraninglin x > 0. Sin embargo, 9/x < 5/1 es una secuencia de Bézout para
x = 2 (y sblo para dicho valor). Por consiguiente obtenemos la secuencia de Bézout
9/2 < 5/1 < 6/1. Procediendo de manera analoga con el generador 13, resulta que

tanto
13<9<5<600m09<5<6<13
3 2 1 1 2 1 1 2

son secuencias de Bézout. En vista del Corolario 4.28 (y de su demostracion), deduci-
mos que
S=(13,9)U(9,5) U(5,6) = (9,5) U (5,6) U (6,13).

Ya este gjemplo tan simple nos plantea la cuestion de cuantas secuencias de Bézout
propias se pueden construir a partir de los generadores minimales de un semigrupo
proporcionalmente modular. Este problema lo estudiaremos y |o resolveremos en el
Capitulo 7. O

EJEMPLO 4.30. Para S= (10,11,21), se tiene que S= (10,21) U (21,11). Sin
embargo ésto no significa que el conjunto {10,11,21} sea el sistemaminimal de ge-
neradores del semigrupo S, pues (10,11, 21) = (10,11). O
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Recordemos que dados dos enteros a y b primos relativos, denotamos por
almodb € inverso de a modulo b, es decir, el menor entero positivo u tal que
au=1modb.

LEMA 4.31. Sean n; y hp humeros enteros primos relativos, ambos mayores o
iguales que 2. Entonces ny(n,* mod ng) —ny((—ng)~* mod np) = 1.

DEMOSTRACION. De ny(n;modng) = 1modng y ny modng < g, dedu-
n2(n,* mod ng)—1

CImos que L

es un nimero entero menor o igua que ny. Ademas,

(n,* mod ny)—1

—1
-1 ny np(n,* mod ny)—1
nz(n, = modng) —m o Mo~ mod ng)—1

=1, lo cua implica que n1 e

—1
—1 mod ny,. Deducimos de agui que %ﬁdnﬂ_l ha de ser igual a(—nl)‘1 mod ny

y por tanto ny(ny* mod ny) — ny((—ng)~* mod np) = 1. O

Ya estamos en condiciones de dar la caracterizacion anunciada al comienzo de
esta seccion para los semigrupos proporcionalmente modulares en términos de sus
generadores minimales.

TEOREMA 4.32. Un semigrupo numérico S es proporcionalmente modular si y
solo s existe una ordenacion ng, ..., Ny de sus generadores minimales de modo que se
verifiquen las siguientes condiciones:

1. (nj,n;+1) =1 paratodoi € {1,...,p—1},
2. n_1+n;1=0modn; paratodoi € {2,...,p—1}.

DEMOSTRACION.
Condicion necesaria. Por €l Teorema 4.24 existe una ordenacion ng,...,np delos

generadores minimales de S asi como enteros positivos by, . . ., by tales que E_i < Q—; <

e < E—z es una secuencia de Bézout. Esto implica que (ni,ni11) = 1 paratodo i €

{1,...,p—1}. En vista del Lema 4.13, tenemos que n; = m para todo
i€{2,...,p—1}yenconsecuencian;_1+nj_1 =0 mod n; paratodoi € {2,...,p—1}.
Condicion suficiente. Usando el Lema4.31 y la condicion (2), es facil probar que
la secuencia
Ny N Np-1 Np

< << <
n,modn;  nytmodn; nptmodnp_;  (—Np-1)~t modny

es de Bézout. Por € Teorema 4.8 concluimos que Ses un semigrupo proporciona men-
te modular. |

EJEMPLO 4.33. Seael semigrupo numérico S= (5,7,11). Vamos a utilizar el Teo-
rema 4.32 para ver que S no es proporcionalmente modular. Por el Lema 4.17 sblo
hemos de considerar ordenaciones convexas de los generadores minimales. Las posi-
bles ordenaciones convexas de |os generadores minimalesson 5,7,11y 7,5, 11 asi co-
mo |as correspondientes ordenaciones simétricas, aunque estas Ultimas no es necesario
comprobarlas (ver las condiciones del Teorema4.32). Como5+11=160mod 7y
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7+11=18% 0 mod 5, por &l Teorema 4.32 deducimos que Sno es proporciona mente
modular. O

De nuevo se deja entrever en este giemplo laimportanciadel nimero de secuencias
de Bézout paralos generadores minimales del semigrupo.

EJEMPLO 4.34. Sea S= (3,8,10). Procediendo como en el ejemplo anterior, las
Unicas secuencias que hemos de considerar son 3,8,10 y 8,3,10. La primera no nos
sirve para deducir que S es proporcionalmente modular pues 3+ 10 = 13 # 0 mod 3.
Si embargo paralasegundatenemos8+10=18=0mod 3, por loquen; =8, n; =3
y n3 = 10 satisfacen las condiciones del Teorema 4.32. En consecuencia S es propor-
cionalmente modular. Como 3=3"1mod 8, 1= 10"t mod 3y 3 = (—3)~% mod 10,
resulta que

8 3 10

3°1°73
s una secuencia de Bézout propiaasociadaa S. Por tanto S= S([%, %’]) y envistadel
Lema 2.15, obtenemos

S={xeIN | 30xmod 80 < 6x} = {x € IN | 15x mod 40 < 3x}.

O

Vemos que €l Teorema 4.32 puede ser utilizado para obtener un algoritmo, de na
turalezadistintaa gque vimos en el Capitulo 2, paradecidir s un semigrupo numerico
es 0 no proporcionalmente modular. Comparese el ejemplo anterior con los Ejemplos
2.27y 2.28 en el Capitulo 2.

Si analizamos €l Corolario 4.28 y el Teorema 4.32, vemos que en ambos casos he-
mos utilizado una ordenacion de los generadores minimales. Es [6gico preguntarse si
ambas ordenaciones son o no lamisma. Ademas si escribimos la conclusion del Coro-
lario 4.28 para tres generadores minimales consecutivos n;_1, nj, N1 bajo la ordena
cion considerada, obtenemos (n;_1, N, Ni+1) = (Ni—1,N;) U (n;, ni+1). Cabe preguntarse
s esta condicion tiene aguna relacion con la condicion (2) en el Teorema 4.32. Pues
bien, bajo el supuesto de que ny,...,Np es €l sistema minimal de generadores del se-
migrupo y de que (nj,ni+1) = 1 paratodo i, resulta que ambas condiciones son equiva-
lentes. Veamos ésto. Si nj—1 + i1 = 0 mod nj, entonces nj—1 + niy1 = kn; paracierto
k € IN. Esto implica que toda combinacion lineal an;_1 + bn; +cnj 1, cona,b,c € IN,
puede ser expresadabien como a'nj_1+b'n; 6b"nj+c"nj 1 siendod,b/,b”, ¢’ enteros
no negativos. Pero ésto a su vez significa que (ni—1,Nn;,Ni+1) € (Ni—1,ni) U (Ni, Ni11),
y puesto que la otra inclusion siempre se verifica, resulta por tanto que la condicion
(2) del Teorema 4.32 implica que (nj_1,ni,Ni+1) = (Ni—1,N;) U (N, ni1+1). Reciproca
mente, si (Ni_1,N;,Ni+1) = (Ni—1,n;) U (nj,ni11), entonces en particular tenemos que
Ni—1 -+ Nit1 € (Mi—1, M) U {Ni,Nit1). Esto llevaa gue nj_1+nNjy1 = anj_1 + bn; o bien
Ni—1+Ni+1 = cnj+dnj;1. Aplicando laindependenciadel conjunto {ny, ..., np}, dedu-
cimos que a = d = 0. Por tanto en ambos casos se cumple que nj_1 + N1 = 0 mod n;.

Como consecuenciaresulta el siguiente corolario.
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COROLARIO 4.35. Sea S un semigrupo numérico minimalmente generado por
{ny,...,np}. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Sesproporcionalmente modular,

2. existe unaordenacion ny,...,np delos generadores minimales de Stal que
a (nj,niy1) =1paratodoie€{1,...,p—1},y
b) (ni_1,ni,niy1) = (Ni—y,m)U(ni,nip1), paratodoi € {2,...,p—1}.

Ademés en tal caso se verifica que
S=(ng,n2) U(np,ng) U---U(Np_1,Np)

COMENTARIO 4.36. El hecho de que S sea un semigrupo numérico minimalmen-
te generado por {ny,...,np} y de que se verifique que S= (ny,n) U (N2, n3)--- U
(Np—1,Np) con (n,ni;1) = 1 paracadai € {1,...,p— 1}, noimplicaen general que S
tenga que ser proporcionalmente modular.

Por ejemplo & semigrupo S= (7,8,9,10,12) se puede descomponer como S =
(12,7) U (7,8) U (8,9) U (9,10), y sin embargo no es proporcionalmente modular ya
gue no se puede formar ninguna secuencia de Bézout con 7, 8,9, 10, 12. O

Recordemos que una representacion proporcionalmente modular S= S(a,b,c) es
primitiva, s med{a, b,c} = 1. Cerramos esta seccion dando un resultado que también
es consecuenciadel Lema 4.23.

LEMA 4.37. Todo semigrupo proporcionalmente modular distinto de (2,3) tie-
ne infinitas representaciones proporcionalmente modulares y primitivas de la forma
S(a,b,c),conc<a<b.

DEMOSTRACION. La afirmacion es trivialmente cierta para S= IN. Sea Sun se-
migrupo proporcionalmente modular distinto de N y de (2,3), y seag = g(S). Segln
el Lema 4.23 existen dos generadores minimales ny y np de S asi como dos ente-

ros positivos by € {1,...,m —1} ybp € {1,...,np — 1} talesque S= S([%,%S]). S

1< B—i < E—z < g%l, entonces todos |os generadores minimales de S son menores que
g, por lo que S es una semirecta. Definimosen estecasou=1y v = g%l En caso
contrario, sean u=max{; |he H(S),xn € {1,...,h—1}, & < P}yv=min{;} | he
H(S),%n € {1,....h -1}, > g2},

Elijamos dos fracciones irreducibles oo = T € (u, ] y B = T2 € [V,E—Z), con la
condicion adicional de que med{my,mp} = 1. Entonces por e Lema 2.15 tenemos
que S= S(r1mp, MMy, rimp — romy ). Esinmediato dedudir que dicha representacion
proporcionalmente modular es primitiva.

Al haber infinitas posibilidades a la hora de elegir (o, 3) en las condiciones ante-
riores, obtenemos la conclusion del lema. O
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5. Semigrupos proporcionalmente modulares con dimension de inmersion tres

En esta seccidbn S sera un semigrupo proporcionalmente modular minimalmen-
te generado por {ny,nz,n3}. Por € Teorema 4.32, podemos suponer que (ng,Ny) =
(n2,n3) =1y quedny; = n; +ng paraciertod € N\ {0, 1}.

Recordemos que e conjunto Ap(S,ny) contiene para cadai € {0,...,np — 1} €
menor elemento de S congruente con i médulo n,. En nuestro contexto |os elementos
de dicho conjunto seran de la forma any o bien bns para ciertos a,b € IN. Por tanto
requerimos saber cuando an; y bnz son congruentes médulo ny. Esta cuestion viene
resuelta por el siguiente lema el cual aparece en [37].

LEMA 4.38. Sean a,b,m k;sy t dos nUmeros naturales tales que (a,m) =1y
a-+b = km. Entoncesta=sbmod msi y sblosi t +s= 0 mod m.

El siguiente lema, el cua también aparece en [37], describe el conjunto Ap(S,m)
cuando S esta generado por tres elementos.

LEMA 4.39. Sea T un semigrupo numérico generado por {m,a,tm— a} siendo
m,a y t enteros positivos tales que (m,a) = 1 y tm—a > m. Entonces existen dos
naturalesA y ptalesqueA+pu=m-—1y

Ap(T,m)={0,a,2a,...,Aa,tm—a,2(tm—a),...,l(tm—a)}.

Por tanto ya podemos dar de forma explicitael conjunto Ap(S np) parael caso que
estamos considerando en esta seccion.

PROPOSICION 4.40. Bajo las hipotesis de esta seccion,

Ap(Sny) = {O, ny,..., L%J ng, N3, ..., (N2 — {%J —1)n3}.

DEMOSTRACION. Usando el Lema 4.39, tenemos que an; ¢ Ap(Sny) si y solo
S existe un entero positivo b tal que a+ b < ny, any = bnz mod ny y bnz < an;. Por
el Lema 4.38 ésto es equivalente a que exista un entero positivo b tal quea+b < ny,
a+b=0modnyy bnz < an;. Esto equivale a que bnz < an; silendo b = n, —a. Por
tanto hemos probado que an; € Ap(Snz) siy sblo si any < (np — a)nz. Teniendo en
cuenta ademas que ny = r%& finalmente resulta que se verifica dicha desigualdad si
ysblosia< . O

Como consecuencia de la proposicion precedente y del hecho de que g(S) =
max(Ap(S nz)) — ny, obtenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 4.41. Bajo las hipbtesis de esta seccion,
o)~ e  ro—re)

Aplicando e Lema 0.1 a los resultados de la Proposicion 4.40, obtenemos el si-
guiente resultado.
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PROPOSICION 4.42. Bajo las hipotesis de esta seccion,
~ Mm@+ [FDLF) +na(ne— G (2= [F] - 1) —np(n - 1)
N 2no ’

Herzog demuestraen [16] que parael caso de dimension deinmersionigual a3, un
Semigrupo numeérico es simétrico si y solo si es interseccion completa (véase también
[8]). A partir de los resultados de [8] y para dicho caso se puede demostrar ademas
que S es una interseccion completasi y solo si (ng,n3) - N2 € (ng,n3). Por tanto S es
smétricosi y sblo s (ng,ng) - Ny € (Ng,Nz).

Para el caso especial de los semigrupos proporciona mente modulares que estamos
considerando en esta seccion, podemos enunciar el siguiente resultado.

#H(S)

PROPOSICION 4.43. Bajo las hipotesis de esta seccion, Ses simétrico si y solo s
d = (ng,n3).

DEMOSTRACION.

Condicion necesaria. Por el comentario del parrafo precedente, si S es simétrico
podemos suponer que (ng,N3)Np = an; +bnzcona,be Ny a+b > 0. Seaa+ 0. Pues-
to que estamos suponiendo que dny = Ny + N3 y ademas se verifica que (ng, Ny, N3) =
(n2, (n1,n3)) = 1, deducimos que (n1,n3) | d. Si ocurriese que (ng,N3) < d, entonces
n3 = (d — (ng,Nn3))N2 + (&a— 1)ng + bng, lo cua implicariaque b = 0y por tanto que
n3 € (ny,ny), contradiciendo la hipotesis de que {ny,np, N3} es el sistemaminimal de

generadoresde S,
Condicion suficiente. Es consecuencia inmediata de los comentarios en el parrafo
anterior. |

Cuando d|n; y d|ns, por el Corolario 4.41 resulta g(S) = ™42 — n,. Teniendo en
cuenta ademas que un semigrupo numérico Ses simétrico s y solo si #H(S) = g(s—%“
(véase por gjemplo [11]), asi como la Proposicion 4.43, obtenemos el siguiente resul-
tado.

COROLARIO 4.44. Bajo las hipbtesis de esta seccion, s ademas S es simétrico,
entonces

NiN2N3 — N1N2 — N2N3
1 99=

N1 +n3
~ Mngnz —Nihg — NNz + N1 +N3

2. #H(S) = 20+ 1)







CAPITULO 5

Semigrupos afines completosy semigrupos propor cionalmente
modulares

Dado un semigrupo numeérico Sy un numero entero positivo p, tal y como hemos
visto en el Capitulo 2, € conjunto % = {xe IN | px € S} esun semigrupo numérico
(denominado €l cociente de S por p) €l cual contiene a S. Ademas sabemos que todo
semigrupo proporciona mente modular es el cociente de un semigrupo aritmético. En
la primera seccion probamos en e Teorema 5.2 que la clase de los semigrupos pro-
porcionamente modulares esigual ala clase de los semigrupos que se obtienen como
cociente por un entero positivo de un semigrupo numeérico de dos generadores. A con-
tinuacion definimos una familia de semigrupos afines compl etos | os cual es denotamos
como A(ay,ap,a3). Larelacion entre tales semigrupos y |0s semigrupos proporcional -
mente modulares viene dada por la Proposicion 5.3. Por tanto € calcular un sistema
de generadores para un semigrupo proporcionalemente modular se reduce a calcular
un sistema de generadores para un semigrupo de laforma A (ay, az,ag). En la seccion
segunda describimos de forma explicita los sistemas minimales de generadores de los
semigrupos A(ay, a,a3) (véase el Teorema 5.10). Como consecuencia, en la seccion
tercera describimos|os sistemas de generadores paral os semigrupos proporciona men-
te modulares cuando éstos vienen dados como cocientes de semigrupos numeéricos de
dos generadores (Proposicion 5.15). A continuacion ilustramos estaidea calculando de
forma explitica sistemas de generadores paralos semigrupos % cuandod vae?2, 3
y 12. Finalmente, en la seccién cuarta retomamos el concepto de hueco fundamental
para dar algunos resultados los cuales establecen cuando un semigrupo proporcional-
mente modul ar representado como un cociente por un nimero, es simétrico. El estudio
de los semigrupos proporcionalmente modulares que son simétricos y mas general-
mente irreducibles serallevado a cabo en el capitulo siguiente.

L os resultados en este capitulo pueden encontrarse principal mente en [45].

1. Unanueva caracterizacion para los semigrupos propor cionalmente
modulares

Comenzamos dando un lematécnico €l cual nosvaapermitir demostrar el Teorema
5.2.

LEMA 5.1. Sean c < a < b enteros positivos. Entonces existen enteros positivos k
y d talesque S([2, 22.]) = S([2, K2H)).

a’a—c a’

69
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DEMOSTRACION. Llamemos S= S([a,a c)). De acuerdo con e Lema216 s

x € IN'\ S, entonces existe un Unico nimero ny € IN tal que 7 < 3 < = < 2. Como
Ses un semigrupo numérico, sabemos que el conjunto N\S%fmlto y por tanto existe
el minimo, llamémoslo g, del conjunto {nix | xe IN'\ S}. Obsérvese que a%c < g. De
aqui deducimos que existen dos enteros positivosd y k tales que d > b c <kb+1<ddg.

Delainclusion deintervalos [2, 2] C [2, Kbrl) obtenemosqueSC S([b K11y, Para
probar que S([2, ®H]) C S,  SUpoNgamoS que x ¢ S([b K1), Por el Lema2.16, existe
un entero positivoy tal que 2 < X X< Ko+l Puesto que X X <q éstoimplicaquexeS O

Este lema nos garantiza pues que todo semigrupo proporcional mente modular pue-
de definirse mediante un interval o cerrado cuyos numeradores son primos relativos.

TEOREMA 5.2. Sean nq,ny y d enteros positivos tales que ny y Ny son primos rela-

tivos. Entonces <"1é”2> €S uUn semigrupo proporcionalmente modular. Reciprocamente,
todo semigrupo proporcionalmente modular puede ser representado de esta forma.

DEMOSTRACION. Si med{ng,ny} = 1, entonces existen dos enteros positivos u'y
v tal que un, —vny = 1. Por e Lema 4.6 sabemos que

(n1,n2) = {x & IN | unpx mod n1ny < x},
y en consecuencia

(N1, n)
d

lo cual prueba que L= <”1’”2> €S un semigrupo proporciona mente modular.

Reciprocamente, supongamos ahora que S es un semigrupo proporciona mente
modular definido por Ia inecuacion diofantica ax mod b < cx. Por el Lema 2.15 sa-
bemos que S= S([a, - C]) y por el Lema 5.1, que existen enteros positivos a;, by, ay
y by tales que 2 p; < bo» Med{a, a2} =1y S= ([} AL 2]). Basandonos de nuevo en el
Lema2.15, tenemos que S={xe NN | agbsx mod alag < dx}, cond = aghy — ajh,.

Ahorademostramos que S= <a1’a2> . Como estamos suponiendo que mcd{ay,az} =
1, ésto implica que existen dos enteros positivos u y v tal que apu— a;v = 1. Por €
comentario dado a comienzo, tenemos que

(ag,ap)
d

Para finalizar la demostracion, basta ver que las inecuaciones diofanticas
asbi1x mod aja; < dxy uapdx mod aja; < dx son equivalentes, esdecir, tienen e mis-
mo conjunto de soluciones. Para ello, es suficiente probar que uapxd = apxb; mod a;gay.
Puesto que apu = 1 mod a;, resulta que apub; = by mod ag, y por tanto (agh; —
a1bz)u = by mod a1, es decir, du = by mod a;. Finalmente, multiplicando por a, ob-
tenemos dua, = ayb; mod aj ay. O

= {x€ IN | unpdx mod nynp < dx},

= {x € IN | uagdx mod ajap < dx}.
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Un semigrupo afin es un subsemigrupo finitamente generado de IN'. Si H es un
subgrupo de Z', entonces H NIN" es un subsemigrupo de IN'. Estos semigrupos son
afines ya que estan generados por €l conjunto X de los elementos minimales de H N
IN"\ {(0,...,0)} con respecto a orden producto cartesiano, €l cual es siempre finito
(véase [36]). Denominaremos a estos semigrupos afines completos.

Dados tres enteros positivos a1, ap y ag, defininos el semigrupo

A(ay,ap,a3) = {(x1,%) € IN? | a;x; + axXo = 0 mod ag}.

Observemos que A(ag, ap,a3) = {(X1,%2) € Z?|agxq +axx2 = 0 mod ag} NIN?, por lo
cua A(az,ap,ag) esun semigrupo afin completo.

El siguiente resultado relaciona los semigrupos A(ay, az,a3) recién definidos con
los semigrupos proporciona mente modul ares.

PROPOSICION 5.3. Sean ny,ny y d enteros positivos tales que ny y np son primos
relativos. Entonces
(ny,n2) [ Nax+npXo
d d

Ademés, s {(x1,¥1),.--,(X,¥r)} €s un sistema de generadores para € semigrupo
A(ng,np,d), entonces {M .., X402} o5 un sistema de generadores para el

semigrupo <”1’”2>

’ (X]_,Xz) S A(nl,nz,d)} .

DEMOSTRACION. Sise <”1 "2) entonces ds € (g, ny), 10 que significa que existe
(x,y) € N? tal que ds= mx+ nzy Por tanto s = "% con (x,y) € A(ng,nz,d). Se
ve claramente que lainclusion contraria también se verifica.

Sisc <”1 "2) entonces existe (x,y) € A(ny, Ny, d) tal ques= L2y por hipotesis

existenAq,.. kr € N verificandose que (X,y) = A1(X1,Y1) + - -+ Ar (X, Yr ). Por tanto
S—= }Ll_nlxl-gnzw N nlxr‘gnZYr ) O

En [28] se demuestra e siguiente resultado el cual esta relacionado con la propo-
sicion anterior.
TEOREMA 5.4. Sean a < b enteros positivos. Entonces
S(a,b) ={x+y|(xy) € A(a—1ab)}.

En la siguiente seccion describiremos totalmente el sistema minimal de genera-
dores para cada semigrupo de laforma A(ay, ap,az). Por consiguiente, en vista de la
Proposicion 5.3 tendremos un método alternativo alas secuencias de Bézout paraobte-
ner un sistema de generadores para cualquier semigrupo proporciona mente modular.

2. El sistemaminimal de generadoresde A(as,ap,az)

Sean aj,a; y az enteros positivos. Observemos en primer lugar que s b =
mcd{ay,az,as}, entonces A(ar,ap,a3) = A(%,%,E), por lo que podemos su-
poner, sin pérdida de generalidad, que mcd{aj,az,az} = 1. Ademés, s b =
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mcd{ay,ap}, entonces A(a1,az,a3) = A(E,%,as), de modo que también su-

pondremos que gcd{ai,a} = 1. Finalmente, observamos que A(ai,ap,a3) =
A(a; mod a3, a; mod ag,az), con lo cual podemos tomar 1os nUmeros a;,a; y az de
modo que 0 < a;,ay < as.

En esta seccion ng, Ny y d representaran enteros positivos tales que med{ny, nz} =
1, med{ny,d} =d; y med{ny,d} = da.

El siguiente lema es consecuencia inmediata de | as definiciones.

LEMA 5.5. Con la notacion anterior,
1. {(d/d1,0),(0,d/dz)} C A(ng,nz.d),
2. (x1,0) € A(n1,np,d) si ysblosi x; esun miltiplo ded/ds,
3. (0,x2) € A(n1,nz,d) si ysblosi xp esun miltiplo de d/dy,
4, S (Xl,Xz) IS A(nl, nz,d), entonces d2|X1 y d1|X2.

Definimos
H(ny, g, d) = {(X1,X2) € Zgq, X Zq;d, | (X1,%2) € A(ng,Nz,d)}.

Resulta claro que H(ng,n2,d) es un subgrupo de Zq,q, x Zq/d,- Ya que para cada
entero positivo n estamostomando Z, = {0,1,...,n— 1}, ello nos permitira considerar
aH(ng,ny,d) como un subconjunto finito de IN?.

LEMA 5.6. El conjunto H(ng,nz,d) U {(d/dy,0),(0,d/d2)} esun sistema de ge-
neradores para e semigrupo A(ng, n,d).

DEMOSTRACION. Sean o3 = d/d; y oo = d/d,. Para cualquier elemento
(X1,X2) € A(ng,np,d) esinmediato que (x1,X2) = [x1/0a] (01, 0) + [X2/02] (0, 012) +
(xg mod oug,X2 mod o) Y que (X3 mod o, X mod a2) € H(ng, N2, d). O

Vamos a estudiar a continuacion la estructura de los grupos H(nz, nz,d). Paraello
definimos un nuevo tipo de grupos:

H'(ng,np,d) = {(xl,xz) e (Z n

2 MmN d

)| d1x1+d2xz_0mod dldz}'

La relacion existente entre los grupos H(ng,n2,d) y H'(ng,np,d) viene dada por el
siguiente lema.

d
thd;

LEMA 5.7. Bajo las hipbtesis de esta seccion, se verifica que
H(nl,nz,d) = {(del,dJ_Xz) | (X1,X2) S H’(nl, nz,d)}.
DEMOSTRACION. Si (x1,%2) € H'(ng,ny,d), entoncestenemos que x; < ﬁ, Xo <
ﬁ y g1+ % = 0 mod ,dlidz’ de lo cual deducimos que dox; < d%’ dixo < d% y
n1d2xg + nadixe = 0 mod d. Esto significaque (doxi,dix2) € H(ng,np, d).

Reciprocamente, supongamos que (X1,X2) € H(ng,ny,d). Entonces nixj + naXe =
0 mod d. Por el Lema 5.5 también sabemos que dz|x; y d1|x2, delo cud resulta
N1 X1 N2 X2

d
d—ld—z‘l—d—zd—l = 0 mod —dldz.
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Por tanto (g, &) € H'(n1,nz,d). m

COMENTARIO 5.8. Observemosquesi d = d;dy, entoncesH’(ng,nz,d) = {(0,0)},
y en consecuencia H(ng,nz,d) = {(0,0)}. Por € Lema 5.6, en este caso tene-
mos que e semigrupo A(ng,nz,d) estd generado minimalmente por el conjunto
{(d/d1,0),(0,d/d2)}. O

El siguiente |lema describe total mente la estructura de los grupos H'(ng, ny, d).

LEMA 5.9. Bajo las hipbtesis de esta seccion, supongamos ademas que d # dids.
Se verifican las siguientes propiedades.

1. 9 (x1,%2) € H(ng1,ny,d)\ {(0,0)}, entoncesx; # 0y x2 # 0.

2. BExisteunelemento pe {1,..., 5% — 1} tal que (1, p) € H'(ng,nz,d).

3. H'(ny,ny,d) es e subgrupo ciclico de <Zﬁ)2 generado por € elemento

142
(1,p).

DEMOSTRACION.

1. Si(0,x2) € H'(ng,ny,d), entonces 3—§xz =0 mod ﬁ Y Xo < ﬁ. Como esta-
mos suponiendo que med{ny,d} = dy, &sto implicaque x; = 0. Andlogamen-
te, s (x1,0) € H'(ng,np,d), deducimos que x; = 0.

2. La hipbtess mcd{ny,d} = d implica que Ila congruencia
@+ Q—Ep El Orr]nodﬁ t(ijene solo una solucion modulo z5%-. Esta es
p=((g&) "(—g)) mod g-

3. Si(x1,X2) esun elemento del grupo H'(ng,np,d), entonces (x1,%2) — x1(1, p)
es de nuevo un elemento de H'(n1, nz, d). Por e apartado (1), ésto implicaque
(X1,%2) —Xx1(1, p) debe de ser igual a(0,0), y por tanto (x1,X2) = x1(1, p).

O

Representamos por S, € grupo simétrico de grado n, es decir, € conjunto de
todas las aplicaciones biyectivas del conjunto {1,...,n} en si mismo. Decimos que
una permutacion ¢ € S, es modular s existe un entero positivo k tal que o(i) =
(ki) mod (n+1) paratodoi € {1,...,n}. Ademas, Sl X e y son enteros positivos pri-
mos relativos, denotamos por oxy la permutacion modular de Sy—; definida como
Oxy(i) = (xi) mody, paratodoi € {1,...,y—1}. Dadac € Sy, definimos

I(o)={i€{l,....,n} |o(i) <o(j) paratodo j € {1,...,i}}.

TEOREMA 5.10. Seannj, ny y d enteros positivos verificando quemed{ny, nz2} =1,
mecd{ny,d} = d; y mcd{np,d} = dp. S d = d1dy, entonces e semigrupo A(nz,ny,d)
estéd minimalmente generado por {(d/d1,0),(0,d/d2)}. S d # didz y p esla Unica

., . d ia M| Ny d .
solucioén modulo ad, dela congruencia & T&P= 0 mod d,d, Entonces:

1. H(ng,np,d) = {(dok, d10p7al_dda(k)) | ke{l,...,g% - 1}u{(0,0)},
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2. e conjunto de los elementos minimales en H(ng,n2,d) \ {(0,0)} con
respecto al orden usual producto cartesiano sobre IN? es igual a

{(d2k,cho, o (K)) |kel(o, a )},

@ Pad

3. A(ng,n2,d) estd minimalmente generado por {(d/di,0),(0,d/d2)} U
{(dk.cho, o (K) ke l(o, o ).

DEMOSTRACION. El caso d = d;d, hasido tratado en e Comentario 5.8. Supon-
gamos pues que d # didy. Entonces tenemos que el enunciado (1) es consecuencia
de los Lemas 5.7 y 5.9. El enunciado (2) es inmediato a partir de la definicion de
(o, a ). Finamente, el enunciado (3) es consecuencia del apartado (2) y del Lema

p’al_CE
5.6. O

EJEMPLO 5.11. Obtengamos €l sistema minimal de generadores del semigrupo
afin completo A(10,21,48). Asignamosn; = 10,n; =21,d =48,d; =2y dx =3. La
Unica solucion modulo 8 parala congruencia5+ 7p = 0 mod 8 es p = 5. Resulta pues

la permutacion modular
(1234567
8=\ 527 416 3

y el correspondiente conjunto |(c5g) = {1,2,5}. Por el Teorema 5.10 deducimos que
A(10,21,48) esta minimalmente generado por el conjunto

{(24,0),(0,16)} U{(3-1,2-5),(3-2,2-2),(3-5,2-1)} =

{(24,0),(0,16),(3,10),(6,4),(15,2)}.
Finalmente, aplicando la Proposicion 5.3 obtenemos que el semigrupo numeérico pro-

porciona mente modular @TED esta generado por

24.10 16-21 3-10+10-21 6-10+4-21 15-10+2-21
{ 48 ' 48 48 ’ 48 ’ 48 }_{5’7’5’3’4}'

De aqui deducimos que @T@ = (3,4,5). O

3. Sistemasde generadores de semigrupos proporcionalmente modulares

Vemos en primer lugar que larepresentacion para un semigrupo proporciona mente
modular como un cociente por un entero positivo dada en el Teorema 5.2, puede ser
reducidaaunaen lacual los tres nlimeros ny, ny, d que aparecen sean primos relativos
dosados.

LEMA 5.12. Seannj, ny yt enteros positivos tales que med{ny,tny} = 1. Entonces

<n17tn2> <n1,n2) .

td  d
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DEMOSTRACION. Supongamos que X € <”1t”2> . Entonces existen A1,A> € IN de

forma que tdx = A1n; + Aotny. Teniendo en cuenta ademés que mcd{ny,tny} = 1,
deducimos quet|As, y por tanto dx = %nl + Aony. Esto significaque x € <”—1d’£>
Reciprocamente, si x € <“1 "2) entonces existen A1, A2 € N tal que dx = Agng +

Aono. Esto implicaquetdx = (tkl)nl + Az(tny), lo que significaque x € M m]

Como consecuencia de este lemay del Teorema 5.2, obtenemos el siguiente resul-
tado.

PROPOSICION 5.13. Cualquier semigrupo proporcionalmente modular puede ser
representado como un cociente <”1a”2> siendo ng, Ny y d enteros positivos primos rela-

tivos dos a dos.

EJEMPLO 5.14.
(10,21) B (10,3 x 7) B (10,7) B (2x5,7) B (5,7)
48  3x16 16  2x8 8 °

O
Combinando el Teorema 5.10 con la Proposicion 5.3, llegamos a la siguiente pro-
posicion.
PROPOSICION 5.15. Sean ny,n, y d enteros positivos primos relativos dos a dos,

seaS= <”1’“2> y planica solucion modulo d paralacongruenciang + pnz =0 mod d.
Entonces eI conjunto

nik+ nszd(k)

{nl,nz}u{ g ’ | ke I(cpﬁd)}

es un sistema de generadores para S. En particular, e(S) < #(opg) +2<d+ 1.

Este resultado generaliza algunos resultados que aparecen en [28] para el caso de
semigrupos modulares.

La Proposicion 5.15 puede emplearse para obtener varias familias de semigrupos
proporcionalmente modulares a ir variando los parametros ny, n, y d. llustramos esta
ideaparad=2,d=3yd=12.

COROLARIO 5.16. Sean np y N2 nUmeros enteros positivos impares |os cuales son
primos relativos. Entonces

Ny, N ni+n
< 12 2>:< 1,0, 1 2>.
DEMOSTRACION. En vista de la congruencian, +n, = 0 mod 2, basta aplicar la
Proposicion 5.15con p=1y 612 = ( i ) O

COROLARIO 5.17. Sean np y np enteros positivos tales que ng, np y 3 son primos
relativos dos a dos, y sea S= <”17”2> . Se verifica:
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1. sing+ny=0mod 3, entonces S= (ng, np, M%),
2. S +2np=0mod 3, entonces S= (ny, np, W2 2N tiey

COROLARIO 5.18. Sean ny y ny enteros positivos tales que ny, np y 12 son primos
relativos dosa dos, y sea S= <”11—£'2> Se verifica:

1. sing+nz=0mod 12, entonces S= (ny, Ny, 52,

2. s ny+5n =0mod 12, entonces S= (ny, np, "2 SNt Sniing

3. s m+7n;=0mod 12, entonces S= (ny, np, W2 2t Tuimey

4. s np + 11n, = O0mod 12, entonces S estd generado por e conjunto

(A2 ) € £0,1,...,12} ).

Si un semigrupo numérico S viene definido por una inecuacion diofantica pro-
porcionalmente modular, la siguiente propiedad hace posible que la Proposicion 5.15
pueda ser aplicada directamente también en este caso.

PROPOSICION 5.19. Seanc < a < b enteros positivosy sea S= S(a, b, ). Entonces

(b,b+1)  (bb+1)

S= a clb+1)—a
DEMOSTRACION. Por e Lema 2.15 sabemos que S= S([a, = C]) Observemos
que(2, 2] = [g,bgl]u[bgl,a 22]. El Lema 2.16 implica entonces que S([2, .2.]) =
S([2, By us([PEL, b)), Finalmente, por lademostracion del Teorema 5.2 tenemos
bb bb
que (2, 22t]) = O y g([bet b ) — PO 0

EJEMPLO 5.20. Obtengamos un sistema de generadores para €l semigrupo S=

S(3,17,2) utilizando laidea de la Proposicion 5.19.

Aplicando dicha proposicion resulta S= <17é18> U <1;’§8> . Ahorapor el Lema5.12

tenemos que <17 18 — <171’6> = (6,17). De hecho este célculo no es necesario en es-
te caso pues 3\33 y por tanto <17é18> C <17 18> . Para e semigrupo <17 18> tenemos

(1718 _ 817 Notese que A(6,17,11) = (6 6,11) = A(1,1,11). Ahora aplicando

IaPropOSC|on515con p=10,n1=np=1yd=11lresulta ==+ <6 17> =(6,7,8,9,10,11),
por lo que S= (6,7,8,9,10,11). |

4. Huecos fundamentales de semigrupos propor cionalmente modulares

Para un semigrupo numérico S, recordemos que un hueco x € H(S) es un hueco
fundamental de Ssi {2x,3x} C S es decir, kx € Sparatodo k > 2. Ademés represen-
tamos el conjunto de todos |os huecos fundamentales de Scomo FH(S).

Recordemos que el Lema 2.20 relacionaba |os huecos fundamental es de un semi-
grupo numeérico Scon los del semigrupo g. Como consecuencia directa de dicho lema
obtenemos el siguiente resultado.
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COROLARIO 5.21. Sea Sun semigrupo numérico y sea d un entero positivo. En-
toncesd € FH(S) s ysolosi § =N\ {1}.

El siguiente resultado aparece en [27] y describe totalmente |os huecos fundamen-
tales de cualquier semigrupo numeérico generado por dos elementos.

TEOREMA 5.22. Sean n1 y ny dos enteros mayores o iguales que 3 tales que
(nl, n2) =1
1. S nyespar, entonces FH((ny,ny)) =

17) - ,
?+an1+bn2 o]
(0<a<B®-1y M3 <p<il )

2. 9 ny yny son impares, entonces FH((nl, np)) =

(P <a<™l 1yo0<b<™t )
+ang + bny o]
(0<a< !t 1y”13<b<nll 1)

ni+ng
2

Por tanto combinando &l Lema 2.20 con los Teoremas 5.2 y 5.22 obtenemos una
forma alternativa de definir semigrupos proporciona mente modulares. En la primera
aproximacion que hemos dado en los capitul os anteriores siempre hemos especificado
tal es semigrupos mediante tres nimeros enteros positivos a, b y ¢ que son los que apa-
recen en la representacion proporciona mente modular del semigrupo. Ademas siem-
pre hemos trabajado con los generadores minimales del semigrupo. Ahora, con este
nuevo enfoque, para dar un semigrupo proporcionalmente modular volvemos a em-
plear tres nUmeros enteros positivos ny, Nz y d con los que se define e cociente. Sin
embargo ahora se presta atencion a los huecos fundamental es del semigrupo.

EJEMPLO 5.23. Consideremos &l semigrupo S= @

Usando el Teorema 5.22 resulta FH((? 11)) =

{4 7x+ 11y | 83 <x< 2 2 -1, 0<y5i_1lu
{7+ll+7X—|—1l 11-1 3 %. —
y|0<x=5=—1, <y<Ll 1=

U ;92,406,939 .
23,34,45,30,41,52,37,48,59 20312738344541524859

Por tanto obtenemos FH(S) = {20,23,27,30, 31, 34,37,38,41,45,48,52,59} sin
necesidad de calcular previamente H(S).

Ahora aplicando e Lema 2.20 resulta FH({732 ) = {20, 30 45} _ 14 6 9}, conlo
cua S=IN\{1,2,3,4,6,9}, esdecir, S= {0,5, 7 8,10, —}. De agui deducimos que
S=(5,7,8,11).

Observamos que al margen de estos calculos, teniendo en cuenta la demostracion
del Teorema 5.2 se comprueba que S= S(33,77,5), de donde es posible obtener tam-
bién el sistemaminimal de generadores para S. |
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Mostramos ahora algunos resultados que relacionan a los semigrupos proporcio-
nalmente modulares dados en forma de cociente con |os semigrupos simétricosy con
el concepto de hueco fundamental. Claramente g(S) = max FH(S). Recordemos que
un semigrupo numérico Ses simétrico, si x € Z\ Simplicaque g(S) —x € S. Ademas
todo semigrupo numeérico generado por dos elementos es simétrico.

PROPOSICION 5.24. Sean ng,ny y d enteros positivos tales que med{ny, np} = 1.

S d divideaniny — n; — ny, entonces <"1d”2> €S UNn Semigrupo numérico simétrico cuyo
nmero de Frobenius esigual a Mf2—1="2,

DEMOSTRACION. Llamemosg=nin,—n;—npy S= <”1 ) Delas definiciones

es inmediato que g(S) = g. Probemos que & semigrupo S es también simétrico. Si
x € Z\ S, entoncesdx ¢ (ng, ny), y ésto implicaqueg— dx € (n, nz) puesto que (ng, ny)
essimétrico. Asi d(9 —x) € (ng,ny) y por tanto § —x € {2, O
EJEMPLO 5.25. Sea S= (5,17). Se puede comprobar facilmente que g(S) = 63y
D(63) ={1,3,7,9,21,63}. Aplicando la Proposicion 5.24 resulta que cada uno de los
semigrupos siguientes es simétrico: 617 17> = (5,9,13,17), 819 17> = (5,6,7,8), 817 17>
(35), 5 = (25)y g1 = (2,3).

PROPOSICION 5.26. Sean ng,ny y d enteros positivos tales que med{n;, np} = 1,
sea S= (Nny,ny) y supongamos que g < g2 < ... < gr son todos |os huecos fundamen-
tales de S que son miltiplos de d. Entonces el semigrupo g essimétricosi y solo s %
esimpar y#D(%,..., %) = 3(% +1).

O

DEMOSTRACION. Claramenteg(3) = %,y por el Lema2.20 sabemosque H(5) =
D(%,...,%). Paraconcluir lademostracion basta aplicar el Lema0.5. O

EJEMPLO 5.27. SeaS= (5,7) y d = 2. Entonces se puede comprobar facilmente
que FH(S) = {11,13, 16,18, 23}. Los Unicos elementos en FH(S) que son muilti plos
de 2 son 16y 18. Puesto que #D (%, 18) = #D(8,9) = 6 # 5= %L, concluimos que 5
no es simétrico. O

EJxEmMPLO 528. Sea S = (5,11). Se puede comprobar que FH(S) =
{18,19,23,24,28,29,34,39}. Si d = 2, entonces vemos que |os elementos de FH(S)
que son miltiplos de 2 son 18,24,28 y 34. En vista de #D(128,224,228,324) =
#D(9,12,14,17) = 10+ 9= 17 concluimos que el semigrupo 5 = (5,8,11) no es
simétrico.

Supongamos ahora que d = 3. Los elementos de FH(S) que son multipl os de 3 son
18,24y 39. Como#D (¥, 4, 2) =#D(6,8,13) = 7= yademas & = ¥ = 13es
impar, resulta que el semigrupo % = (5,7,9,11) essumetrlco O



CAPITULO 6

Semigruposirreduciblesy semigrupos proporcionalmente
modulares

Recordemos que un semigrupo numeérico se dice irreducible si no puede ser expre-
sado como lainterseccion de dos semigrupos numeéricos que lo contengan propiamente
(véase [35]). Los semigrupos numeéricos irreducibles con nimero de Frobenius impar
(respectivamente par) se denominan simétricos (respectivamente pseudo-simétricos);
véase [2]. En la primera seccion veremos que | 0s semigrupos numéricos generados por
interval os acotados de IR}, no necesariamente cerrados, son también proporcional men-
te modulares. Partiendo de esta idea, en la seccion segunda caracterizamos los semi-
grupos irreduci bleﬁ proporci onalmente modulares en términos de |las representaciones
de laforma (]2 > a_l [). En la seccion sgwente determinamos el sistema minimal de
generadores para el semigrupo S(] % o [) cuando éste es simétrico y unasecuenciade

Bézout propladelaformaa < bl - < b < —1 esconocida. De manerasimilar, en

la seccion cuarta determinamos el sistema ml nimal de generadores para el semigrupo
S(]2, -2 [) cuando éste es pseudo-simétrico y se dispone de una secuencia de Bézout

a’a—1
propiadel tipo Zg B<< % < 22;. Enlaseccion quinta, fijado b estudiamos las

representaciones de Iaforma S(] o o [) paralos semigrupos numéricos. En particular,
determinamos de forma aritmética tanto €l nUmero de semigrupos proporciona mente
modulares simétricos como €l niumero de semigrupos proporcionalmente modulares
pseudo-simétricos con un nimero de Frobenius dado. Finamente, en la seccion sexta
incluimos algunos resultados sobre semigrupos modul ares simétricos y sobre semigru-
pos modul ares pseudo-simétricos que aparecen en otros trabajos de investigacion.

L os resultados de este capitul o pueden ser encontrados en [28], [31], [32] vy [43].

1. El semigrupo numérico asociado a un intervalo acotado

En esta seccion | representara un intervalo acotado de IR/ (ya sea cerrado, abierto
0 semiabierto) con méas de un elemento, (I) el correspondiente submonoide de R}
generado por | 'y S(1) = (I') NIN. Nuestro objetivo es probar que S(1) es un semigrupo
proporcional mente modular.

LEMA 6.1. S Xq,...,X € |, entonces = (X1+ X)) €1

DEMOSTRACION. Es inmediato que k- min{xy,...,x} < Xg + -+ +x < k-
M&X{X1,..., %} Y por tanto min{x,...,x} < £(x¢+ - +x) < max{x,..., %}, de
donde deducimos que%(x1+---+xk) el. O

79
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LEMA 6.2. Seax e R™. Entoncesx € (I) si y sblo si existe un entero positivo k tal
quef el.

DEMOSTRACION. Sixe€ (l), entoncesexisteny, ..., Ak € N asi comoay, ..., a €
| talesquex=2Aja1+ - - - +Akak. Por el Lema6.1 deducimosquem € |. Recipro-
camente, si ¢ €1, entoncesx=k- § € (I). O

Ya estamos en condiciones de probar el siguiente resultado.
PROPOSICION 6.3. S(I) esun semigrupo proporcional mente modular.

DEMOSTRACION. En primer lugar tenemos que S(1) = (I) NN is a submonoide
de R} incluido en N por lo que (1) es un semigrupo. Sean a., 3 € | tales que a < .
Entonces (o, B] C I, lo queimplicaque S([o., B]) € S(1). Al ser S([o, B]) un semigrupo
numérico, sabemos que IN'\ S([a., f]) esfinito y por tanto también lo esIN '\ S(1). Por
consiguiente S(I) es un semigrupo numérico. Sea {ny,...,Np} € sistemaminimal de
generadores de S(1). Por € Lema 6.2, existen enteros positivos A1, ..., Ap tales que

{Q—i,...,”—z} C . Supongamos que 7 < - < ;2. Entonces S(([, ”E]) C S(1), y apli-
cando €l Lema 6.2 de nuevo obtenemos que {nl, ,Np} C S([x_l p ]) Esto implica
queS(l) = (ny,...,np) C ([ np])yportantoS(I) ([t,;';]) que significaque

S(I) es proporcionalmente modul ar. O

EJEMPLO 6.4. Seael intervalo | =32, 23[. Calculemos el semigrupo S= S(1). Sea

t el nimero entero més pequefio verificando que 23t > 23(t + 1). Entonces t = 25,
[£t, 2t]NIN = {30} y por tanto {30, —} C S(1). Se puede comprobar facilmente que

43 23
U] k—k[ NN = {5,10,14, 15,16, 19, 20, 21, 24, 25, 26, 28, 29,30},
135718

delo cual resultaque S= (5,14,16). Como 13,2, 1 e 1 y 15 < 2 < 34, por lademos-

tracion de la Proposicion 6.3, obtenemos que S= S([123, 191). O

COMENTARIO 6.5. En & Ejemplo 2.28 ya se dejaba entrever la posibilidad de
permitir interval os acotados no necesariamente cerrados para definir semigrupos pro-
porcional mente modulares.

Concretamente, dijimos que el semigrupo S alli considerado podia ser definido
por cualquier intervalo cerrado [a,B] cuando e par ordenado (o, ) perteneciera al
conjunto ((7/5,10/7] x [8/5,5/3)) U ((5/2,8/3] x [10/3,7/2)).

Por laProposicion 2.25, también es correcto decir que dicho semigrupo S puede ser
definido por cualquier intervalo delaforma]ao, 8] cuando (o, B) pertenezcaa conjunto
([7/5,10/7) x [8/5,5/3)) U ([5/2,8/3) x [10/3,7/2)). O
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2. Unacaracterizacion para los semigrupos propor cionalmente modulares
irreducibles

En esta seccibn a y b representaran dos nUmeros enteros tales que 2 < a < b.
Llamamos d = mcd{a, b} y d’ = mcd{a— 1, b}.

LEMA 6.6. S x € R*, entonces b+ x € (]2, 2-[). En particular, {b+1,—} C
S(12, 24D

a’a—1

DEMOSTRACION. A partir deladesigualdad b < b+ x, vemos que existe un entero
positivo k tal que (a— 1)(b+x) < bk < a(b-+x), esdecir, 2 < 22X < 2. Por el Lema
62dedu0|mosqueb+xe(]a,a 70)- ]

PROPOSICION 6.7. Seax € IN. Entonces x € S([a,a 1])yx¢S(]a,a 1l) Sy solo
sxe{AS|ae{l...djju{rd |re{L...,d}}.

DEMOSTRACION. Sean S=S([2, ;1)) y S= S(]b ). Porel Lema6.2, s x €

a’a—1
S\ S entonces existe un entero positivo k tal que k = g 0f =2 1. Esto significa que
X esun multlplo de o bien x es un mltiplo de 2 - Usando & Lema 6.6, concluimos
quex € {A2 |ke{1 .,d}}obienxe {(Ad L e {1,....d'}}.

Reciprocamente, supongamos que X = tg cont € N\ {0}. Claramentex € S. Si x €
S, entonces existe un entero positivo k verificandose que 2 < trg < ;2. Estoimplica
que (a— 1)t < dk < at, y puesto que a es un multiplo de d, deducimos que (a— 1)t <
at —d, es decir, d < t. Por tanto hemos probado que si x € {xg | A e{l,....d}},
entoncesx € Sy x¢ S. Demanerasimilar sedemuestaquesi X € {k§ |Ae{l,...,d'}},
entoncesx € Sy x¢ S

Tal y como se ha mencionado ya en esta memoria, la forma como se representa
un semigrupo numérico es muy importante a la hora de dar respuesta a determinadas
cuestiones sobre dicho semigrupo. L os siguientes resultados ponen de manifiesto este
hecho para los semigrupos numeéricos que estamos considerando en este capitulo.

COROLARIO 6.8.

m(s(]2:2]) - So-raren

DEMOSTRACION. Como mcd{d,d/} = 1, ésto implica que A2 # ud para todo
re{l,....d=1}ype {1 — 1}. Aplicando la Proposicion 6.7 deducimos que
#H(S(]a,a1 i) = #H(S([a,a 1]))+d+d/ 1. SeaS=S(a,b,1). Yaque por el Teore-
mal.13 sabemosque#H( S = 2(b+1—d —d’) y ademas por €l Lema2.15 se verifica
queS= S([a,a 1), vemos que el resultado se deduce facilmente. O
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TEOREMA 6.9. Sean a 'y b nimeros enteros talesque 2 < a< b, y seand =
mcd{a,b} y d’ = mcd{a— 1,b}. Entonces S(]g, a%"l[) €S un semigrupo proporcional-
mente modular con nimero de Frobenius igual a b y grado de singularidad igual a

b—1+d+d).
b b

DEMOSTRACION. Llamemos S= S(]2, 2;[). Ya sabemos por |a Proposicion 6.3
gue S es proporcionalmente modular. Del Lema 6.6 y la Proposicion 6.7 deducimos
que g(S) = b. Finamente, por el Corolario 6.8 tenemos que #H(S) = %(b —1+d+
d). O

Teniendo € cuenta el Teorema 6.9y los Lemas 0.5y 0.6, deducimos € siguiente
corolario.

COROLARIO 6.10. El semigrupo S(12,:2;[) es simétrico (respectivamente,
pseudo-simétrico) si y solosi d = d’ = 1 (respectivamente, {d,d'} = {1,2}).
El siguiente resultado es consecuenciainmediata de la Proposicion 6 de [35].

LEMA 6.11. S S es un semigrupo numérico irreducible y m(S) > 4, entonces
e(S) <m(S) -1

A partir de este resultado deducimos el siguiente.
LEMA 6.12. Un semigrupo numérico Ses una semirectairreduciblesi y solo s
Se {N,(2,3),(3,4,5)}.

DEMOSTRACION. Si S= {0,m(S),—}, entonces S esta generado minima mente
por {m(S),m(S) +1,...,2m(S) — 1} con lo cua &(S) = m(S). Por el Lema6.11, s S
esirreducible, entoncesm(S) € {1,2,3}. Estoimplicaque Se {IN, (2,3), (3,4,5) }. El

reciproco se puede probar facilmente usando los Lemas 0.5y 0.6. O
COMENTARIO 6.13. Notese que N = S(1,2,1), (2,3) = S(2,3,1) y (3,4,5) =
S(2,6,1), con lo cual dichos semigrupos son proporciona mente modul ares. O

El siguiente resultado es el Teorema 1 en [35].

LEMA 6.14. Para cualquier semigrupo numérico S, las siguientes condiciones son
equivalentes:
1. Sesirreducible,
2. Sesmaximal en e conjunto de todos los semigrupos numeéricos con nmero
de Frobenius g(9),
3. Sesmaximal en el conjunto de todos los semigrupos numeéricos que no con-
tienena g(S).

LEMA 6.15. Sean o y B dos numeros reales verificando que 1 < a <  y sea €
semigrupo S= S([a, B]). S Sno es una semirecta, entonces

9(S)

W_l<oc<6<g(8).
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DEMOSTRACION. Yaque Sno es una semirecta, tenemos m(S) < g(S). Al veri-
ficarse quem(S) € S por e Lema 6.2 existe un entero positivok € {1,...,m(S) — 1}

tal que o < m(S < PB. Esto en particular implicaque o < ( S < g( ) < g( ) . De nuevo
teniendo en cuentael Lema6.2y queg(S) ¢ S deducimos que B< g(15) : CI aramente se
verificap > m(k) > r(“s()s)l > (()) . Puesto que g(S) ¢ S, por e Lema 6.2 obtenemos

9(S
que 551 < O
PROPOSICION 6.16. Sea S un semigrupo numeérico proporcionalmente modular

e irreducible que no es una semirecta. Entonces existe un entero positivo k tal que
2<k<g(9yS=s1%2,.&9D.

DEMOSTRACION. Llamemos S = S(]Lks),ﬁ[) y probemos que S= S. Por &
Lema 2.23 deducimos que S= S([o.,B]) siendo o y B dos nUmeros reales tales que
l<oa<p.Comog(S ¢S los LemasG 2y 6.15 implican que existe un entero k tal
que2<k<gSy 2 <a<p<3. Portanto [o,f] <]%2, 85, lo cual asu
vez implicaque SC S Por el Teorema 6.9 sabemos ademéas que S es un semigrupo
numeérico con niimero de Frobenius g(S). Aplicando e Lema 6.14 deducimos la otra
inclusion y por tanto laigualdad S=S. i

Combinando la Proposicion 6.16, el Corolario 6.10, el Lema6.12 y el Comentario
6.13 obtenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 6.17. Sea Sun semigrupo proporcionalmente modular.

1. Sessiméricos ysoloss S=IN, S=(2,3) 6 S= S(]a,a 7l) para cier-
tos nimeros enteros a y b verificando que 2 <a < by mecd{a— 1,b} =
mecd{a,b} = 1.

2. S es pseudo-simétrico si y sdlo si S= (3,4,5) 6 S= (]
ciertos nimeros enteros a y b verificando que 2 < a< b
1,b},med{a,b}} = {1,2}.

2.[) para

b
ay {mcd{a -

3. Losgeneradores minimalesen el caso simétrico

En esta seccion a y b representaran dos nUmeros enteros talesque 2 <a< by
mcd{a,b} = mcd{a—1,b} = 1.

Recordemos que un semigrupo numérico Ses simétrico si y solo si para cualquier
nimero entero x, s X € Z\ S entonces g(S) —x € S,

Vamos a aplicar los resultados del Capitulo 4 sobre secuencias de Bezout para
determinar el sistema minimal de generadores del semigrupo S= S(]2 2 1[) cuando
éste es simétrico.

LEMA 6.18. Sea2 < ™ < ... < ™ < _B_ yna secuencia de Bézout propia. Enton-
a by bp a—1
ces:
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1. g < B—i << E—E €es una secuencia de Bézout propia con extremos adyacen-

tes,
2. e semigrupo S([g,a%"l]) esta minimalmente generado por e conjunto
{b,ng,...,np},

3. s p=1,entoncesn; = 2,
4. s p> 2 entonces {2b,b+ny,...,b+np} C (Ng,...,Np).

DEMOSTRACION. LlamemosS= S(]2, -2-[) y S=S([2, .21)).

1. Claramente '9 < % << Bp €s una secuencia de Bézout propia. Yaque por

hipbtesis se ver|f| caque g p < a—l, solo tenemos que comprobar la desigual-

dad b”j’rl <? Apllcando el Corolario 4.17 ala secuencia 2<p<o<

np < a1 obtenemos quenp < b. Deladesiguadad g ”F’ < a—l dedua mos que

anID < bbp+ np. Por tanto resulta que anp < bbp + b, esdea r, bp+1 <b

2. Alser2<prc... < E—z < 225 una secuencia de Bézout, el Teorema 4.8
establece que S= (b,ny,...,np). Aplicando el Teorema 4.21 a la secuencia
de Bézout que aparece en € apartado (1), obtenemos que Sesta minimal mente
generado por eI conjunto {b,ny,...,np}.

3. S§b 3 < bl <4 1 €s unasecuenuade Bézout, entoncesan; —bb; =1y bby —
(a 1)n1 =1, delo cua deducimos quen; = 2.

4. Puesto que en esta seccion estamos suponiendo que med{a,b} = mcd{a—
1,b} = 1, aplicando la Proposicion 6.7 deducimos que S= S\ {b}. Por €
Teorema 6.9 y e Corolario 6.10 también sabemos que S es un semigrupo
numeérico simétrico con nimero de Frobenius b. Obsérvese ademas que €l
Lema6.2 implicaque (ny,...,np) C S

Por €l apartado (2) anterior sabemos que ny y b son dos generadores mini-
males de Sdistintos. De aqui Ilegamosaquen; —b ¢ Sy por tanton; —b ¢ S.
Por la definicion de semigrupo simétrico deducimos que 2b—n; € SC S
Usando de nuevo el apartado (2), podemos escribir 2b —ny = Ab+aing +

.-+ apnp paraciertosA,ay, ..., ap € IN. Perob ¢ Sy (ng,...,np) € S delo
cual deducimos queA =0y por tanto 2b € (ny,...,Np).

Seai € {1,...,p}. Como estamos suponiendo que p > 2, existe j €
{1,..., p} \ {i}. Entonces n; y n;j son dos generadores minimales de S dis-
tintos. Esto implica que nj —n ¢ Sy por tanto nj —n; ¢ S. Al ser Sun semi-
grupo simétrico, deducimos que b+n; —n; € SC S, es decir, b+n —nj =
Ab+aing + --- +apnp para ciertos A, ay, ..., ap € IN. Como {b,ny,...,np}
es el sistemaminimal de generadores de S, obtenemos que A = 0y por tanto
b+ni € (ng,...,np).
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TEOREMA 6.19. Sea?1 < B—i << bp <3z 1 una secuencia de Bézout propia. En
tal caso:
1. sip=1, entonceﬁ {2,b+ 2} esel sistema minimal de generadores del semi-

grupo S(12, z2;0),
2. s p>2, entonces {ny,...,Np} esel sistema minimal de generadores del se-

migrupo S(13, 31().
DEMOSTRACION. Llamemos S= S(]a,a 1)y S= S([a,a 1l)-

1. Por losapartados (2) y (3) en e Lema 6.18 sabemos que S esta minimalmente
generado por {2,b}. Puesto que por |a Proposicion 6.7 tenemos ademas que
S= S\ {b}, deducimos que S= (2,b+2).

2. Por @ apartado (2) en e Lema 6.18, S esta minimalmente generado por
{b,n1,...,np}, y por la Proposicion 6.7, S= S\ {b}. Teniendo en cuenta
ademas el apartado (4) en el Lema 6.18, se deduce facilmente de aqui que
S esta minimalmente generado por el conjunto {ny,...,Np}.

O

COMENTARIO 6.20. Observemosquesi p>2y 2 <l < ... < E—E < ;2 esuna
secuencia de Bézout propia, entonces por €l Teorema 6.19y el Lema 4.8 tenemos que
S(12, B [) = S([&, 2]). Aplicando e Lema 2.15 resulta que

a’a-1 b1’ bp

S ( } 27 aTbl D = {x€ N | binpx mod n1np < (b1np — nibp)x}.

Cerramos esta seccion dando un gjemplo.

EJEMPLO 6.21. Seanb=5y a= 2,y sead semigrupo S= S(]a,a 7l). Delos
Teoremas 6.9 y 6.17 resulta que S es un semigrupo numerico simétrico y proporcio-
nalmente modular con nimero de Frobenius 5.

Notese que 3 < 2 < 4 < 2 es una secuencia de Bézout propia. Aplicando e Teo-
rema 6.19 deducimos que S= (3,4). Finalmente, por el Comentario 6.20 resulta que
S= S([l,1 )=95(4,12,1). O

4. Losgeneradores minimalesen el caso pseudo-simétrico

Si ay b son dos nimeros enteros verificando que 2 < a < b, entonces observamos
que2<b+1—a<b,mcd{a b} =mcd{b—a,a} y mcd{a—1,b} = mcd{b+1—a,b}.

LEMA 6.22. S a y b son nimeros enteros tales que 2 < a < b, entonces
S(12, 240 = S(pa=: 5250

DEMOSTRACION. Por e Lema 6.2, es suficiente observar que 2 < X < Po gy

- : b X b
S0l0S b5 < x°k < b-a- O
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Como consecuencia directa del Lema 6.22 y del Teorema 6.17 se obtiene € si-
guiente resultado que nos permite evitar el caso med{a,b} =1y mcd{a—1,b} = 2.

PROPOSICION 6.23. Sea S un semigrupo numérico. Entonces S es proporci onal-
mente modular y pseudo-simétrico si y sblosi S= (3,4,5) 6 S= S(]a, - 1[) siendo a
y b nimeros enteros verificando que 2 < a < b, med{a,b} =2y med{a—1,b} = 1.

A partir de ahora y hasta el final de la seccion, a'y b seran dos nlmeros enteros
talesque2 <a< b, mcd{a,b} =2y mecd{a—1,b} = 1.

Recordemos que un semigrupo numérico S se dice pseudo-simétrico si y solo si
0(S) espar y paracualquier enterox, si x € Z\ S entoncesg(S) —x € SO x= (S)

LEMA 6.24. § 22 < p<o < o ~ b es una secuencia de Bézout propia,
a/2 bp ~a-1
entonces:

1 Zfﬁ < b1 << % €S una secuencia de Bézout propia con extremos adya-
centes,
S([g, a 1]) esta minimalmente generado por el conjunto {2, Ny,...,Np},

b/2 _3+m _ny Np
a2 < a+—b1 <p < <p, < -2 esuna secuencia de Bézout,

<n17 -, Np, 2 + n1> - S(]av a— ]_D

3%’ = (ap+1)ny+agnp+--- +apnp paraciertosag, ay, ..., ap € N,
2b € (my,...,Np, 3 +ny),

s p=1, entoncesn; = 3,

s p> 2, entoncesb+np € (N, ..., Np, 5 +ny),

si p> 2, entonces (|2, 25 [) = (ny,...,np, 5 +ny).

©ooNe Ok~ W DN

DEMOSTRACION. Llamemos S= S(]2 aa- 1[) yS= S([a, -~ 1]) De acuerdo con
laProposicion 6.7 se verificaque S= S\ {b, 2}. Por el Teorema 6.9y el Corolario 6.10
ademas sabemos que S es un semigrupo pseudo-simétrico con numero de Frobenius
igual ab.

b/2

1. Esevidenteapartir delahipotesisde que 25 a/2 < < < np esunasecuencia

b
de Bézout propia. Deladesgualdad 1 < —51— obtenemos que 2 [ —51— Si-
guiendo un razonamiento analogo al apllcado en lademostracion deI apartado
(1) del Lema6.18, deducimos que Bpt T +1 < = %.

2. Lademostracion es similar ala que di mos para el apartado (2) en el Lema
6.18.

3. Sepuede comprobar facilmente.

4. Teniendo en cuenta € Lema 4.8 y e apartado (3) obtenemos que

5+n

<n17--->np7t§)+n1>:S([ért)iag_z]>gs' -

5 Alsernmy g dos generadores minimales de S distintos, deducimos que n; —
b¢S y por tanto n, — 5 ¢ S De ladefinicion de semigrupo pseudo-simétrico
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obtenemos dos posibilidades: b— (n; —5) e Som—-3=58.sn -85 =

g, entonces n; = b, o que contradice que b ¢ S. Deducimos por tanto que
3% —m € S Por el apartado (2) existen A, ay, ..., ap € N tales que 3— —np =
A +agny + - +apnp, esdecir, (3—2)5 = (a1+ 1)Ng + aznp + -+ - + apnp.
Teniendo en cuenta.que {3, b} NS= @, deducimos que A = 0, de donde 35 =
(ar+1)ny+agnp + - - +apnp.

Sabemos que ny es un generador minimal de S, b € Sy ny # b. Esto implica
que n; —b ¢ S De nuevo por la definicion de semigrupo pseudo-simétrico
tenemos dos posibilidades: b— (n; —b) € S6 N —b= b Observamos que
laigualdad n — b = % no puede darse, pues de ser cierta contradiria que n;
es un generador minimal de S. Por consiguiente 2b—n; € S, lo que llevaa
2b—ng = kg +aing +--- +apnp paraciertos A, ay, ... ,ap € IN. Recordando
que{z,b} NS= @, deducimosque A € {0,1} y asi 2b € (ny,...,np, g +ng).
S gg < bl < —1 es una secuencia de Bézout, entonces se verifican lasigual -
dades 5Ny — bbl =1ybb; —ni(a—1) =1, apartir delas cuales esinmediato
deducir gquen; = 3. 3

Al ser ny y np dos generadores minimales de S diferentes, tenemos que
N1 —np ¢ Sy por tanto ny — np ¢ S. Por la definicion de semigrupo pseudo-
simétrico resultan dos posibilidades: b— (ny —np) € Song —np = g. Laigual-
dad ng —np = g no puede darse ya que n; es un generador minimal de S. Por
consiguiente b+ np —ng € S 1o que significa que existen A, ay,...,ap € N
tales que b+np —ny = kg + a1y + --- + apnp. De aqui deducimos que
A € {0,1}, y en consecuenciab-+np € (ny,...,Np, 3+ ).

Por el apartado (4) ya sabemos que (g, ..., Np, g +n;) C S Ahorademostra-
remos que la otra inclusion también se verifica Seax € S Por € Lema6.2

existe un entero posmvo k tal que 2@ < § < g2. Distinguimos tres casos:

a Sg<g< b—p, entoncestenemosquexe S([Bi, EE]), lo cual por el Teo-
rema48significaquexe(n1, ,np>.

b) Si g < ¥ < 3%, entoncesx € S([g2, 527]). Por el Teorema 4.8 ésto im-
pllcaquex € (np, b). Obsérvese que x # b pues x € S. Como consecuen-
cia, X=Ab+pnp siendo A,pe Ny (A,p) # (1,0). Ahora, teniendo en
cuentalosapartados(S) (6) y (8), deducimosquex € (nl,...,np,§+n1>.

c) S gﬁ << bl, entonces x € S([gﬁ, E—i]). Usando el Teorema 4.8 ob-
tenemos que X € <2, n1). La hipotesis x € Simplica que x ¢ {%,b}, de
donde x = A5 + pn; siendo A, p € IN tales que (A, 1) ¢ {(1,0),(2,0)}.
Usando el apartado (5), deducimos que x € (N, ..., Np, g +ng,b+ng).
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Hasta aqui hemos probado que SC (ny, ..., np, 2 +ng,b+ng). Notese que b+
n € Sdedonde S= (ny,...,Np, 3+ny, b+ ny). Paraconcluir lademostracion,
probamos que b+ n; no es un generador minimal de S. Analogamente a la
demostracion del apartado (8), deducimos que np, —ny ¢ S. Por la definicion
de semigrupo pseudo-simétrico tenemos dos posibilidades: b— (np—ng) € S
6 np —ny = 5. Vemos que laigualdad n, —ny = & contradice el hecho de que
Np sea un generador minimal de S, Por tanto b+ n; —np € Slo que significa

gue b+ n; no puede ser un generador minimal de S.

El siguiente resultado es el Teorema 7 de [35].

O

LEMA 6.25. Las siguientes condiciones son equivalentes para un semigrupo
numérico S

1. Sesirreducibley verificaquem(S) = e(S) = 3,

2. Sesta generado por e conjunto {3,x+ 3,2x+ 3} siendo x un entero positivo

gue no es miltiplo de 3.

COMENTARIO 6.26. Seflalamos que en €l lema anterior estaimplicito el hecho de

S)

b/2

O

n Np
TEOREMA 6.27. Sea a2 <bh <" <ph <a 1 una secuencia de Bézout propia.

1. S p=1, entonces {3,2 5+3,b+3} esel sistema minimal de generadores de

S8, a21D-

a’a-1

2. Sp>2 mtonc%{nl,...,np,§+n1} es el sistema minimal de generadores

de S(] a’ a—lD
DEMOSTRACION. SeaS= S(]2, L),

1. S p=1, por los apartados (7) y (4) en el Lema 6.24 sabemos que n; = 3
y {3, 2 +3} C S Yaque g(S) = b, deducimos que b+ 3 € S con lo cual
(3,9 5+3,b+3) C S Al ser bg < ”1 una secuencia de Bézout, resulta que
mcd{z,B} = 1. Teniendo en cuenta esta observacion y € hecho de que
2(% +3) > b+ 3, esinmediato comprobar que el conjunto {3, g +3,b+3}
es independiente. En particular deducimos que e(S) = 3. Para concluir lade-

mostracion basta tener en cuentael Lema 6.25y € Comentario 6.26.
2. Parahacer lademostracion distinguimos dos casos:

a Sin> g, entonces aplicando &l Lema 4.17 deducimos que g <m<
-+ < np < b. Obsérvese que como consecuencia del apartado (2) en €
Lema 6.24 sabemos que el conjunto {ny,...,Np} esindependiente. Por
consiguiente sblo tenemos que demostrar que g +ny ¢ (Ny,...,Np). Pero

S %4+ € (m,...,np), entonces § +ny = nj paraalgin j € {2,...

, P}

lo cua esimposibleenvistadelasd&igualdadesg <Mm<---<np<b.
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5+n
b) Supongamos ahora que 5 > n; y probemos que ’§+_bi <g << g—z <
aTbl es una secuencia de Bézout propia de extremos adyacentes. Para
demostrar que la secuencia es propia, es suficiente comprobar que (§ +
by)ni — (3+n1)bi > 2 paratodoi > 2,y (8 +by)b— (3 +m)(a—1) > 2.
Por hipbtesis se verificaque %ni - gbi > 2y binj—nib; > 1 paratodoi >
2. Estoimplicaque (2 +by)ni — (8 +ny)bi = & — Bbj +byni —nyby > 2
paratodoi > 2. Ladesigualdad (2 +by)b— (3 +n)(a—1) > 2 sededuce
facilmente teniendo en cuenta que % < a%l esdecir, bby +n; —an; > 1.
Probemos ahora la propiedad sobre los extremos adyacentes. A partir
b
de la hipotesis % < pt deducimos % < ’%‘1_21 < gt Por consiguiente

b _ .
b« ‘2“% Esta desigualdad equivale ab(2 +by) < a(5 +m).

b
Ahora comprobamos que 25 < %% es decir, b(§ +by) —b <

a(t—zJ +ng) — (% + n1). Esta desigualdad es consecuencia inmediata de la
hipotesis g > ny y de ladesigualdad anteriomente deducidab(§ + bz) <
a(d+m).
Por tanto -éi—rb'i < B—i << B—z < a%l €s una secuencia de Bézout propia
con extremos adyacentes. Ahora aplicando el Lema 4.21 deducimos que
el conjunto {g +nNg,Ng,...,Np, b} esindependiente, por lo que también
lo es el conjunto {g +ng,Ng,...,Np}. En vista del apartado (9) del Le-
ma 6.24 deducimos que S esta minimalmente generado por €l conjunto
{n,...,np, 5 +m}.

O

COMENTARIO 6.28. Como consecuenciadel Teorema 6.27, el Lema 4.8y €l apar-
tedo (3) del Lema 6.24, 5 25 < {1 < .- < B2 < 27 €S Una secuencia de Bézout

b
propia, entonces S(|2, 225 [) = (ny,...,np, 5 +1y) = S([%I—Bi, g—z]). Aplicando e Lema

2.15 obtenemos que

s( } g’a%bl D = {xe N | np(g+b1)x mod np(g+n1) < (np<g+b1) - bp(g+nl))x}.

O

COMENTARIO 6.29. Observamos que bajo las hipotesis del Teorema6.27, y usan-

b
- T 2t m M b
do el Corolario 1.6, se puede demostrar también que &g <b <b < <k <1

€s una secuencia de Bézout propia con extremos adyacentes, independientemente de
larelacion existente entre 3 y ny. o
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EJEMPLO 6.30. Sea e semigrupo S= S(], 2[). Por los Teoremas 6.9 y 6.17
sabemos que Ses proporcional mente modular y pseudo simétrico con nimero de Fro-
benius igual a 14. Observar que <7 < < 3 €S una secuencia de Bézout propia.
Aplicando e Teorema6.27 obtenemos que S (4,9,11) y por el Comentario 6.28 que

S=9([%.3]) = S(27,99,5). O

5. Semigruposnuméricosirreducibles con un nimero de Frobenius dado

Fijado b comenzamos estudiando |as representaciones de la forma S(] 2 5T b_[) para
los semigrupos numéricos.

LEMA 6.31. Sean ny < mp < --- < Np enteros positivos, ¢ una permutacion del
conjunto {1,...,p}y n‘g(f) < n"(") una secuencia de Bézout propia tal que 1 <

J0{EL- g e

"<1> . Entonces med{ny,np} =1 y{ e o T med ]

DEMOSTRACION. El Lema 4.17 implica que n; y n, han de ser Ios numerado-
res de dos fracciones consecutivas en la secuencia ng—(l” < < b , yaseade la
forma ... < 1 < <., 0bien .- < 2 < <. Al tratarse "de una secuen-
cia de Bézout con todas las fracciones mayores que 1, los denominadores X1 y X2
estan determinados de forma Gnica en cada caso. Mas exactamente x; = n, L mod ng
6% = ng — (nyt mod ny). O

Si S es un semigrupo numérico minimalmente generado por Ny < Ny < --- < N,
recordemos que m(S) representaan;. Si ademas p > 2, llamamos r(S) an.

TEOREMA 6.32. Sea b un nUmero entero mayor o igual que 3y sean a, @ €
{2....,b—1}. Llamemos S=S(, :5]) y S = (1§, 5%4). S m(S) =m(S) y
r(S)=r(S), entoncesa=a 6a+a =b+1.

DEMOSTRACION. Supongamos que {ny,...,Np} es el sistema minimal de gene-
radores de S. De acuerdo con el Lema 4.23 y el Teorema 4.24 sabemos que existe una
ordenacion de los generadores mini males de S digamos ny,.. np, asi Como enteros
positivos by, ..., by de modo que < < - < b < a—l, S|endo - < E—E una
secuencia de Bézout propia con extremos adyacentes. Aplicando eI Lema 6.31 obte-
nemos dos casos posibles:

m(S)

1. Supongamos que < Tmedms <al Esto implicaque
b(r(S)~* mod m(S)) b(r(S)‘l mod m(S))
me T my T

de donde deducimos que existe a lo sumo un entero positivo a verificando
estas desigualdades.
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. b m(S) b
2. S 3< e mdmg) < a1 Ntonces

b(m(S) — (r(S)~* mod m(S))) b(m(S) — (r(S)~! mod m(S)))
<a<
m(S) m(S)

Vemos de nuevo que existe alo sumo un entero positivo a verificando estas
desigualdades.

Por tanto, s m(S) = m(S), r(S) =r(S) y a # &, podemos suponer sin pérdida de

generalidad que a verificala condicion del caso (1) y & verificala condicion del caso
(2). Tenemos pues que

+1.

b(r(S)~ mod m(S)) b(r(S)~ mod m(S))
m(S) <a< m(S) +1, vy
b(m(S) = (r(§) " modm(s))) __, _ b(m(S) — (r(S)~* mod m(S)))
S <d < S +1.
Estoimplicaqueb < a+a < b+2, dedondea+a =b+1. O

A continuacion, a partir de este teorema deducimos varios corolarios.

COROLARIO 6.33. Sea b un nimero entero mayor o igual que 3y sean a,a’ €
{2,...,b—1}. Entonces S(|2, .L:[) =S( 8, ;B[ s ysblos a=& ba+a =b+1.

2 A1
DEMOSTRACION. El hechodeque“a=a' 6a+a =b+1" seacondicion necesa-

ria, es consecuencia del Teorema 6.32, y que sea condicion suficiente es consecuencia
del Lema6.22. O

COROLARIO 6.34.

1. S besun numero entero impar mayor o igual que 3, entonces el numero de
semigrupos simétricos proporcionalmente modulares con nimero de Frobe-
niusb esigual a

#{ac {2,...,b%1} | med{a,b} = mcd{a—1,b} =1}.

2. S b esun nimero entero par mayor o igual que 4, entonces € numero de
semigrupos pseudo-simétricos proporcional mente modulares con nimero de
Frobenius b esigual a

#{ac{2,...,b—1} | mcd{a,b} =2,mcd{a—1,b} = 1}.

COROLARIO 6.35. Sea b un nimero entero impar mayor o igual que 3. Entonces
b esprimo s y sblo si hay exactamente b%l — 1 semigrupos simétricos proporcional-

mente modulares y con numero de Frobenius b.

EJEMPLO 6.36. Obtengamos todos |os semigrupos simétricos proporciona mente
modulares con nimero de Frobenius 9.
Es inmediato comprobar que e conjunto

{ae{2,3,4,5} | mcd{a,9} = mcd{a—1,9} =1}
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esigual a{2, 5}, de donde reﬁultan los semigrupos S(] [) y S(]2 £ 4[) Como <3 <
1 <% < < 1 y 5 < % < son secuencias de Bézout propias, aplicando el Teorema
6.19 obtenemos que S(]z, 1[) (5,6,7,8) y S(]S, 4[) = (2,11) son los Unicos semi-
grupos simétricos proporciona mente modulares cuyo numero de Frobenius esigual a
0. O

EJEMPLO 6.37. Obtengamos todos |os semigrupos pseudo-simétricos proporcio-
nalmente modulares con numero de Frobenius 10.
Calculamos en primer lugar el conjunto

{a€{2,...,9} | mcd{a, 10} =2, mcd{a— 1,10} =1}

el cual esigual a{2,4,8}. Por tanto dichos semgrupos son S(] 120, %’[) S(] D D)y

SIR, V). Yaque3 <8< f<8 <2 53 W0y>2 27 <10 50nsecuen

cias de Bézout propias, aplicando el Teorema 6.27 resulta S(]7° TO[) — (6,7,8,9,11),
S %0 = (3813 y S, ¥ = (4,7.9).

Para cualquier entero positivo b definimos

{ae{1,...,b} | mcd{a,b} = mcd{a—1,b} =1} S b esimpar,
X(b) =
® { {ae{1,...,b} | mcd{a,b} =2, med{a—1,b} =1} s bespar,

y x(b) = #X(b).
Con esta nueva notacion el Corolario 6.34 se puede enunciar como sigue.

COROLARIO 6.38.

1. S besun ndmero entero impar mayor o igual que 3, entonces el nUmero de
semigrupos simétricos proporcionalmente modulares con numero de Frobe-
niusb esigual a x(21).

2. S b esun numero entero par mayor o igual que 4, entonces el nimero de
semigrupos pseudo-simétricos proporcional mente modulares con nimero de
Frobeniusb esigual a x(b).

A continuacion vamos a estudiar algunas propiedades aritméticas que verifica la
funcion .
LEMA 6.39.
L ox()=x(2)=x(4 =1
2. %(2¢) = 22 para cualquier entero k > 3.
3. S pesunnimero primo impar, entonces x(p*) = p*~1(p—2) para cualquier
entero positivo k.
4. S besun entero positivo impar, entonces y(b) = x(2b) = x(4b).
5. S b es un entero positivo impar, entonces x(2¢b) = 2- (2 'b) para cual-
quier entero k > 3.

DEMOSTRACION.
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1. Son consecuenciainmediata de la definicion.

2. Hemos de contar el nimero de enteros atalesque 1 < a< 2Ky a= 2t con
t impar. Esto equivale a contar el nimero de enteros imparest tales que 1 <
t < 21, Dicho nimero esigual a 22,

3. Seap > 3 unnimero primo y sea k un entero positivo. Tenemos que excluir
del conjunto {1,..., p*} todos los nimeros que son delaformat - p asi como
todoslosdelaformat- p+1conl<t < pk—1. Esinmediato ver que hay pk—1!
nimeros del primer tipoy p*~* del segundo. Por tanto y(pX) = pX—2pk-1 =
P (p-2).

4. Veamosen primer lugar que y(b) =y (2b). Paraello definimos unaaplicacion
f de X(b) en X(2b) como sigue:

_fJa S aespar,
f(a)= { a+b s aesimpar.
Se puede verificar facilmente que f esta bien definida, y ademés que la apli-
cacion g de X(2b) en X(b) dada por
() a sia <hb,
9@)=1 @ —b enotrocaso,
esta bien definiday es lainversade f. Por consiguiente f es biyectivade lo
cual deducimos que y(b) = x(2b).
Para probar ahora que x(2b) = x(4b), de manera similar definimos la
aplicacion f de X(2b) en X(4b) como

f(a) = a s ano esmdltiplo de 4,
- | a+2b enotrocaso.

Al igua que para €l caso anterior, se puede comprobar facilmente que f
esta bien definiday que la aplicacion g de X(4b) en X(2b) dada por

(a) = a s a<2b,
9@ = a—2b en otro caso,

esta bien definiday eslainversade f. Por tanto f esunaaplicacion biyectiva
y x(2b) = x(4b).

5. Veamos primero lainclusion X (2€-1b) € X (2b). Si a € X (2 1b), entonces
1< a< 2¢1p, med{a, 2" 1b} = 2y med{a— 1,2 b} = 1. Como estamos
suponiendo que b esimpar y k > 3, resultaque 1 < a < 2Xb, med{a, 2b} = 2
y med{a— 1,2b} = 1, lo que significaque a € X(2¥b).

Probemos ahora que si a € X(2"1b), entonces a+ 2 1b € X(2*b).
Para ello consideremos un elemento a verificando que 1 < a < 2K-1b,
mecd{a, 2 b} = 2 y med{a— 1,2¢"1b} = 1. Se verifica que mcd{a +
2~1p, 2kb} = med{a+ 2¢~1h, 2 1b} pues a+ 2“1b es de laforma 2t con
t impar. Ademéas mcd{a+ 25~ 1b, 2k~ 1b} = med{a,2¥-1b} = 2. Por tanto
mecd{a + 2k-1b, 2} = 2. De forma andoga, mcd{a+ 25~1b — 1,2b} =
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mecd{a+25"1b—1,2% b} (puesa+ 2% b — 1 esun nimero impar) y ésto es
igual amcd{a— 1,2 b} = 1. Por consiguientemcd{a+2<b— 1, 2b} = 1.
Por tanto hemos demostrado que

X (2% th)u{a+2¢th |ae X(2h)} C X(2Xn).

Para concluir la demostracion, consideremos & € X(2Xb). Si @ < 2~ 1h, en-
tonces se deduce facilmente que & € X(2¢~!b). Si & > 2¢1p, llamemos
a=a — 21b. Analogamente es facil probar que a € X(2¢1h). Por tanto
tenemos laigualdad

X(2*th)u{a+2¢th |ae X(2h)} = X (2Xn).

Al verificarse ademés que X (25"1b) N {a+2¢"1b | ac X (2 'b)} = @, de-
ducimos que #X (2b) = 2- #X (2%~ 1h).
O

Sea f unafuncion delateoria delosnimeros, esdecir, f esuna aplicacion cuyo
dominio es e conjunto de los enteros positivos. Se dice que f es multiplicativa s
verificala propiedad f(m-n) = f(m)- f(n) para cuaesguiera dos enteros positivos m
y n primos relativos.

TEOREMA 6.40. y es una funcién multiplicativa de la teoria de los nUmeros.

DEMOSTRACION. Seaby b dos enteros positivos impares |os cuales son primos
relativos. En este caso, lamultiplicatividad de % se puede demostrar de manera similar
a como se hace para “lafuncion phi de Euler”, es decir, considerando el isomorfismo
X+ (xmod b,x mod b’) del grupo de las unidades de Z,y en el grupo de |as unidades
de Zy, x Zyy. Paralos casos restantes, la multiplicatividad de y se deduce aplicando €l
Lema 6.39. |

EJEMPLO 6.41. El nlUmero de semigrupos numéricos pseudo-simétricos que
son proporcionalmente modulares y cuyo nimero de Frobenius es igual a 1000 es
%(1000) = % (2°5%) = (23)x(5°) = 2'5%(5— 2) = 150.

El nlmero de semigrupos numéricos simétricos que son proporcional mente modu-
laresy cuyo nimero de Frobeniusesigual a1001 esy(12%%+1) =5 (501) = %(3-167) =
x(3)x(167) = x(167) = 165. O

6. Semigrupos modularesirreducibles

Incluimos en esta seccion algunos resultados adicionales sobre semigrupos mo-
dulares irreducibles |os cuales aparecen en trabajos recientes. Concretamente en [32],
[28] y [31].

En esta seccibn a y b seran dos enteros no negativos tales que 0 < a < b,
mcd{a,b} = d y med{a— 1,b} = d’. Como S(0,b) = S(1,b) = N, ¢ cua estrivia-
mente simétrico, podemos suponer ademas que a > 2.

El punto de comienzo es el siguiente resultado que recoge varias propiedades basi -
casy que es consecuenciade los Corolarios 1.6, 1.18y 1.19, y del Lema1.12.
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LEMA 6.42.

1. SxeZ\S(a,Db),entoncesb—x e S(a,b).
2. Seaxun entero positivo. Entoncesx € S(a,b) yb—x € S(a,b) sy sdlosi

xe{kg |0§k§d—1}u{k§|ogkgd/—1}.

3. b—d—d >g(S(ab)).
4. S(a,b) essimétricosi ysolos g(S(a,b)) =b—d—d'.
5. S(a,b) espseudo-simétricosi y sblosi g(S(a,b)) =b—d—d’ — 1.

En [32] se hace un estudio de los semigrupos modulares simétricos en e que se
analizalarelacion existente entre los generadores y la representacion modular del se-
migrupo.

Basandose en € lema anterior se demuestra el siguiente otro.

LEMA 6.43. S(a,b) essimétricosi ysolosib—d—d’ ¢ S(a,b).

Ademés se incluye el siguiente resultado que se puede deducir de [16] (y que no-
sotros también utilizamos ya en la Seccion 5 del Capitulo 4).

LEMA 6.44. S S= (ng,np,nN3) €S un semigrupo numérico y (med{ny,nz})nz €
(N1, np), entonces S es simétrico.

Basandose en los dos Ultimos lemas se demuestra la siguiente proposicion.
PROPOSICION 6.45. S(a,b) essimétricosi y sblosi S(a,b) = (§, &,d+d').

Como consecuencia de este Ultimo resultado, se deduce que si S(a, b) es simétrico,
entonces e(S) < 3.

A continuacion se caracterizan aritméticamente las pargjas (a,b) que dan lugar a
semigrupos numéricos modulares y simétricos.

TEOREMA 6.46. S(a,b) es simétrico s y solo si (a,b) = (ut,ktt’) para ciertos
enteros positivost,t’, u, vy k verificando que ut — vt = 1y kju+v.

Combinando la Proposicion 6.45 y el Teorema 6.46 se obtiene el siguiente corola-
rio.

COROLARIO 6.47. Sea S un semigrupo numérico. Entonces S es simétrico y
modular s y solo si S= (kt,kt’,t +1'), siendo t, t’ y k enteros positivos tales que
med{t,t'} = med{k,t +t'} = 1. Ademéas en tal caso se cumple que g(S) = kit’ —t —t'.

El siguiente resultado determina cuando un semigrupo numérico modular y
simétrico tiene dimension de inmersion igual a 3.

PROPOSICION 6.48. Sean k, t y t' enteros positivos tales que mecd{t,t'} =
mecd{k,t +t'} = 1. Entonces e((kt,kt’,t +t')) =3 s ysolos 1¢ {kt,t'}.
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A continuacion se observaque si g es un entero positivo impar, entonces (2, g+ 2)
€S un semigrupo numeérico modular cuyo nimero de Frobenius esigual ag. Se plantea
€l correspondiente problemainverso parael nUmero de Frobenius cuando ladimension
deinmersion esigual a3. Concretamente, ¢para qué nlmeros enteros positivos g existe
un semigrupo modular S con dimension de inmersion 3 y numero de Frobenius g? Se
incluye € siguiente resultado que da una respuesta parcial de tipo aritmético a este
problema cuando S es ademas modular y simétrico.

COROLARIO 6.49. Sea g un entero positivo. Existe un semigrupo numérico mo-
dular y simétrico con dimension de inmersion 3 y nimero de Frobeniusg si y sblo s
g = ktt’ —t —t’ para ciertos enteros k,t y t’ mayores o iguales que 2 verificando que
med{t,t'} = med{k,t +t'} = 1.

Ademas se ofrece un gjemplo en el que se aplica el corolario anterior para demos-
trar que no existe ningln semigrupo numérico modular, simétrico, con dimension de
inmersion 3y nimero de Frobenius 9.

Concluye dicho trabajo mostrando algunas familias de semigrupos numéricos mo-
dulares, simétricos'y con dimension de inmersion 3.

Incluimos también los siguientes resultados sobre semigrupos numéricos simétri-
cos los cuales aparecen en [28].

LEMA 6.50. Sea S un semigrupo numérico minimalmente generado por el con-
junto {ng < nz < --- < ne} ysupongamosquee> 3. S ne=9(S)+n1y S\ {ne} es
un semigrupo numérico simétrico, entonces S\ {neg} est& minimal mente generado por
{nl, ng,..., ne_l}.

A partir de este lema se demuestra el siguiente teorema el cual nos permite cons-
truir semigrupos modulares simétricos con un nimero de Frobenius dado.

Recordemos que s X e y son enteros positivos primos relativos, denotamos por
Oxy la permutacion perteneciente a Sy_1 tal que oy y(i) = (xi) mody, paratodo i €
{1,...,y—1}. Ademésdadac € S,, definimos

l(o)={ie{l,...,n}|o(i) <o(j) paratodo j € {1,...,i}}.

TEOREMA 6.51. Sean 2 <t < b enteros positivos tales que med{t,d} = mcd{t +
1,b} = 1. Entonces €l semigrupo generado por {k+op(K) | ke {1,...,b—1}} esun
semigrupo numérico simétrico con nlmero de Frobenius b. Ademas &(S) < #l (ot p).

De manerasimilar, en [31] se hace el correspondiente estudio paralos semigrupos
modulares pseudo-simétricos, cuyos resultados mas destacados incluimos a continua-
cion.

Teniendo en cuenta el Lema 6.42, se demuestran los siguientes.

LEMA 6.52. S(a,b) espseudo-simétricosi ysdlosib—d—d' —1¢ S(a,b).

LEMA 6.53. S S(a,b) es pseudo-simétrico, entonces

b b b+d+d+1
Sab) = (3, g.d+d +1 ),
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Basandose en los dos lemas anteriores se obtiene la siguiente caracterizacion para
semigrupos modul ares pseudo-simétricos.

LEMA 6.54. S(a,b) es pseudo-simétrico si y sblosi 0 < a(d+d +1) mod b <
d+d +1.

Combinando este Gltimo resultado con el Lema 1.3, se deduce el siguiente.

LEMA 6.55. S S(a,b) es pseudo-simétrico, entonces 1 € {d,d’}.

Todos estos resultados dan lugar a siguiente teorema.

TEOREMA 6.56. Seanay b enterospositivostalesque2 <a<bymcd{a—1,b} =
1. Sea d = med{a, b}. Entonces S(a,b) es pseudo-simétrico si y sblo si 0 < a(d +
2) mod b < d + 2. Ademés en dicho caso se verifica que S(a,b) = (2,d + 2, 2t4+2) y
9(S(a,b)) =b—d—2.

Puesto que todo semigrupo numérico S verificando que e(S) < 2 es simétrico, a
partir del teorema anterior se obtiene la siguiente consecuencia.

COROLARIO 6.57. S S(a,b) es pseudo-simétrico, entonces e(S(a, b)) = 3.

El siguiente resultado da otra caracterizacion para semigrupos modul ares pseudo-
Simétricos.

TEOREMA 6.58. Sean t < n enteros positivos tales que t divide a n. Entonces

(F,t+2, %”) es un semigrupo modular pseudo-simétrico con nimero de Frobenius
n—t—2sysolos { esimpar y med{t+2,7} = 1.

Como consecuencia se deduce € siguiente corolario que da una respuesta parcial
al problema inverso para el nUmero de Frobenius cuando el semigrupo requerido es
ademas modular y pseudo-simétrico.

COROLARIO 6.59. Sea g un entero positivo. Existe un semigrupo modular pseudo-
simétrico con nimero de Frobeniusg si y solo si existen enteros positivosk, k' tales que
kesimpar, k>3, mcd{k' + 2.k} =1yg=kk — k' — 2.

Por Gltimo indicar que en la Seccion 4 del capitulo siguiente estudiaremos los
semigrupos modulares S(a, b) irreducibles en los cuales a divide ab.






CAPITULO 7

Representaciones modulares

Sabemos que todo semigrupo proporcionalmente modular S distinto de IN y de
(2,3), admite infinitas representaciones proporcionalmente modulares S= S(a, b, c)
verificando que c < a< by mcd{a,b,c} = 1 (véase el Teorema 2.13, el Comentario
214y el Lema4.37). En € caso particular en € que ¢c = 1, simplemente escribimos
S(a,b) en vez de S(a,b,1) y decimos que S(a,b) es una representacion modular pa-
ra S. En este capitulo estudiamos |as representaciones modulares para un semigrupo
numMérico.

En la primera seccion damos algunos resultados previos entre os que destacamos
el Teorema 7.4 segin el cual toda representacion modular S(a,b) con a < b paraun
semigrupo numeérico S, esta relacionada con una secuencia de Bézout cuyos numera-
dores son los generadores minimales de S, siendo alguno de sus extremos igual a g

6 2. Ademés obtenemos el Teorema 7.9 que da la unicidad de la representacion mo-
dular paraun semigrupo numérico bajo ciertas condiciones. Por el Corolario 2.36, todo
semigrupo numeérico generado por dos elementos es modular. En la seccibn segunda
damos de forma explicita todas las representaciones modulares para un semigrupo
numeérico con dimension de inmersion dos. En la seccion tercera probamos en € Teo-
rema7.23 que paratodo semigrupo modular Sexisten alo sumo cuatro secuencias de
Bézout propias cuyos numeradores son los generadores minimales de Sy donde todas
las fracciones que aparecen son mayores que 1. Destacamos también la Proposicion
7.30 segln la cual fijado € modulo b de una representacion modular, existen exac-
tamente dos valores para €l factor a. Por consiguiente es crucial determinar cuantos
modul os distintos pueden aparecer en una representacion modular para un semigrupo
numeérico dado S, 0 a menos conocer una cota superior para el nUmero de tales modu-
los. En la seccion cuarta probamos que para un semigrupo numérico S, con e(S) > 3,
existen alo sumo dos modulos posibles. Este es el contenido del Teorema 7.36 en el
cual damos de forma explicita las expresiones para dichos modulos en funcion de los
generadores minimales de Sy de g(S). Finalmente, en la seccion quinta obtenemos el
Teorema 7.42 en el que caracterizamos de forma aritmética aquell as representaciones
modulares que pueden obtenerse para un semigrupo numeérico S a partir de una se-
cuencia de Bézout propiay con extremos adyacentes. Como consecuencia, damos un
algoritmo para calcular todas las representaciones modulares para Sy lo aplicamos a
varios g emplos.
L os resultados de este capitul o aparecen en [44].
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1. Resultados basicos

Del Teorema 4.8 y del hecho ya conocido de que toda secuencia de Bézout puede
refinarse a una secuencia propia, obtenemos el siguiente resultado.

LEMA 7.1. S {ng,...,np} €s un conjunto independiente y B—i <l < E—z €s una
secuencia de Bézout, entonces dicha secuencia es propia.

El siguiente resultado es una reformulacion del Teorema 4.4 teniendo en cuenta el
Comentario 4.14.

LEMA 7.2. Seanay, ap, by y by enteros positivostales que ﬁ—i < S—; ymcd{ag,b;} =
med{ap, bp} = 1. Entonces existe una secuencia de Bézout propia de longitud menor
oigual que asb; — a;by + 1y con extremos & b y bz

Como consecuencia de la demostracion del Lema 4.23 y del Teorema 4.24 obtene-
mos la siguiente propiedad.

TEOREMA 7.3. Sean oy B dos nUmeros racionales positivostalesque oo < B y sea
X={ny,...,np} e sistema minimal de generadores del semigrupo S([c, B]). Entonces
existe una ordenacion de los elementos de X, digamos ng, ..., Np, y enteros positivos
b1,...,bp taleﬁque{)‘—i < g—; << g—z es una secuencia de Bézout propia con extremos

adyacentesy o < ft < 2 < -o- < E—E <B.
TEOREMA 7.4. Sea S= S(a,b) con 2 < a < b. Entonces existe una secuencia de
Bézout propia ! < f2 < --- < 2 con extremos adyacentes, tal que:
1 2 p

1. {m,.. np} es el sistema minimal de generadoresde S,
2 bom <. <p< P

a - b - p - T].’
b_m g b _10
DEMOSTRACION. Aplicando el Lema 2.15 obtenemos que S= S([a, - 1]) Por

el Teorema 7.3, s {ny,...,np} es el sistema minimal de generadores de S, entonces
existe una secuencia de Bézout propia ﬂ ﬁ << % con extremos adyacentes

tal que 2 < BP<R<< “z < b Ademas el Teorema 4.8 nos garantiza que
S= S([bl, pr Al ser b un elemento de S, del Lema 2.16 deducimos que existe un

entero positivo y verificando que gt < < np . Por tanto obtenemos que 2 <p< 5 <
Np b n - b _np
b < a27, deformaquey=ady=a— 1 ypor consiguiente £ = BOzi=p. O

COM ENTARIO 7.5. En relacion con el teorema anterior, notese que si gt < 2 <
- < b €s una secuencia de Bézout propia de extremos adyacentes para la cual se

verifi can los enunciados de los apartados (1) y (2), entonces también se verifica el
enunciado del apartado (3). O
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Con la notacion del Teorema 7.4, por ser B—i < B—g << E—z una secuencia de

B'ezout ha de verificarse que med{n;,b;j} = 1 para todo i. Observamos ademés que
S 9 = b , entonces b = kn; y a = kby, con k = med{a, b}, resultando por tanto S=
S(kbl, knl).

A continuacion estudiamos la relacion existente entre los semigrupos de la forma
S(ka, kb) cuando k variaen IN.

LEMA 7.6. Sean a, b,k k' enteros positivos tales que a < b y k < k'. Entonces
S(K'a,K'b) C S(ka, kb).

2 kb _ Kb K'b kb TR
DEMOSTRACION. Tenemos 17 = (2 < waci < ka1 |0 que implica que

Kb Kb C (Kb K1y de aqui deducimos que S(Ka,k'b) = S([KB, XKb.]) C

k’alibk’a—k:tlJ ka’ ka—1.’ =
S([12, g1]) = S(ka, kb). 0

Recordemos que para un semigrupo numerico S, el conjunto de los huecos de Ses
el conjunto H(S) =IN'\ S

PROPOSICION 7.7. Sean a, b,k y k' enteros positivos verificando que mcd{a, b} =
1yk <K.S S(ka,kb) = S(kK'a,k'b), entoncesk' =k 6 k' = k+ 1.

DEMOSTRACION. De acuerdo con € Lema 7.6 siempre se verifica que
S(k'a,k'b) C S(ka,kb). Se dara laigualdad si y sblo s ambos semigrupos tienen el
mismo nimero de huecos. Por el Teorema 1.13, vemos que ésto equivale a que se
verifique laigualdad

k'b — med{K'a,kK'b} — mcd{k'a— 1,k'b} = kb — mcd{ka, kb} — mcd{ka— 1, kb}.
Como estamos suponiendo que med{a, b} = 1, dichaigualdad se puede escribir como
K'b—k —mcd{k'a—1,b} = kb — k—mcd{ka— 1,b},

y por tanto

K(b—1)=k(b— 1)+ mecd{ka— 1,b} — mcd{ka— 1,b}.
Observar que en nuestro contexto se verificaque med{k'a— 1,b} — mcd{ka— 1,b} <
b — 1, dandose la igualdad s y sblo si mcd{k'a— 1,b} = by mcd{ka—1,b} = 1.
Deducimos que K'(b— 1) < (k+1)(b—1), y en consecuencia k' < k+ 1. Puesto que
estamos suponiendo ademéas que k < K/, obtenemos quek’ =k 6 k' = k+ 1. O

El siguiente corolario caracteriza cuando se dalaigualdad en la Proposicion 7.7.

COROLARIO 7.8. Seana, by k enteros positivostales que med{a, b} = 1. Entonces
S(ka,kb) = S((k+ 1)a,(k+ 1)b) si y sblo s med{(k+ 1)a— 1,b} = by mcd{ka—
1,b} = 1. Ademés en tal caso S(ka,kb) = S((k+ 1)a, (k+1)b) = (b,k+1).

DEMOSTRACION. La demostracion de la primera parte del enunciado esta con-

tenida en la demostracion de la Proposicion 7.7, por lo que sblo probaremos la se-
gunda parte. De las hipotesis deducimos que b|(k+ 1)a— 1, lo que significa que
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existe un entero positivo u tal que (k+ 1)a—bu = 1. Esto implica que las frac-
ciones 2 < k£ congtituyen una secuencia de Bézout. De las igualdades 2 — (10

~ (k+1)a
k k+1)b k+1)b k+1)b k+1)b b k
y ket = o = (k(+1)§_1 obtenemos que [Ek—i—lga’ (k(+1)52—1] = [3.511 y por tan-
to S((k+ 1)a, (k+ 1)b) = S([2,%E1]). Tal y como hemos observado anteriormente,
g < "%1 es una secuencia de Bézout, por |o que aplicando el Teorema 4.8, finalmente

resultaque S([2, X1]) = (b,k+ 1). O

a’ u

Recordemos que por e Lema 1.3, si ay b son enteros positivos tales que a < b,
entonces S(a,b) = S(b+1—a,b). Diremos que S(a,b) y S(b+1—a,b) son represen-
taciones modulares simétricas. También diremos que ay b+ 1 — a son dos valores
simétricos respecto de b.

El siguiente teorema sera utilizado en secciones siguientes paraestudiar launicidad
de las representaciones modul ares.

TEOREMA 7.9. Supongamos que S= S(a,b) = S(&,b/) cong(S) >3.9 2 = b

/
2 =P entoncesa=4a yb=1.

Oxi=wz1

DEMOSTRACION.

1. S g = % entonces existen enteros positivos ¢, d, k y k' tales que med{c,d} =

1l,a=kc,b=kd,@ =Kcy b =Kd. Por tanto S(kc,kd) = S(K'c,k'd). La
hipotesis e(S) > 3 evita el caso |k— k| = 1 que fué tratado en el Corolario
7.8, con lo cual, aplicando la Proposicion 7.7 obtenemos que k = k' y por
consiguientea=a yb=1>0.

2. S 32 = 2%, entonces bf(gfl) = b_('z_l). Aplicando e Lema 1.3 ala
hipotesis S = S(a,b) = S(&,b’), deducimos que S= S(b— (a— 1),b) =
S(b' — (& — 1),b'). Vemos por tanto que hemos reducido la demostracion al
caso anterior ya demostrado.

O

Sea S(a,b) una representacion modular para un semigrupo modular S minimal-
mente generado por un conjunto {ng,...,Np}. A lavista del Teorema 7.4, sabemos
que existe una secuencia de Bezout g} < --- < g verificando que § = § 6 27 = p?
(pudiendo darse ambas posibilidades simultaneamente). Ademés, si imponemos que
e(S) > 3, entonces por e Teorema 7.9 deducimos que existe Unicamente un par or-
denado (a, b) verificando que g = ”—i Estas observaciones nos indican que existe una
relacion muy estrecha entre las representaciones modulares para Sy las secuencias
de Bézout con numeradores ny, ..., Np. Dicha relacion sera ampliamente estudiada en
la Seccion 4. Previamente describimos las representaciones modulares para €l caso
e(S) =2
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2. Lasrepresentaciones modulares para un semigrupo numeérico Scon
dimension deinmersion dos

Ya conocemos por el Corolario 2.36 que todo semigrupo numérico Scon e(S) = 2
es modular. Nuestro propbsito en esta seccion es demostrar el Teorema 7.11 el cud
afirma que todo semigrupo numérico con dimension de inmersion dos tiene alo sumo
sei's representaciones modul ares.

Dado e semigrupo humérico S= (np, ny), €l siguiente lema muestratres represen-
taciones modulares diferentes para S. Por simetria (es decir, aplicando € Lema 1.3)
resultaran pues alo sumo seis representaciones modulares para S.

LEMA 7.10. Seanng,np € N\ {0,1},ue{1,...,m—1}yve{l,...,np—1} tales
gue uny — vny = 1. Entonces se verifica

(n1,n2) = S(unz,niny) = S(u(nz — 1),n1(nz — 1)) = S(unz — v, n2(ng — 1)).

DEMOSTRACION. Comprobemos la validez de cada representacion modular se-
paradamente.

1. Puesto que M2 M2} — M 2] ysgndo el Lema 2.15 y el Teorema 4.8,

uny > unp—1 u’v
resulta S(unz, i) = S([%, T2]) = (ng,ny).

2. Llamemos S= S(u(nz; —1),n1(n2 — 1)). Paraprobar que Sesigua a (ng,ny),
es suficiente ver que {n1,nz2} C Sy #H(S) = #H((n1,ny)). Trividmente se
verificaqueu(nz, —1)ng mod ny(n2 — 1) =0 < ny, locual implicaquen; € S
Ahoramultiplicando los tres miembros de la congruencial+vni; = 1 mod ng
por np — 1, resulta (np — 1)(1+vny) =nz— 1 mod (np — 1)ng, dedondeu(n; —
Lnpmod ny(nz — 1) = (N —1)(14+vng) mod (N —1)ny =np—1 < nyp, lo
cua significaquen, € S.

Ahora comprobamos la coincidencia de los nimeros de huecos de ambos
semigrupos. Aplicando el Teorema 1.13, obtenemos que #H(S) esigud a

2(m(n2— 1) +1—med{u(n; — 1),m(np — 1)} -
med{u(nz—1) —1,m(nz—1)}).

Observemos que med{u(nz — 1),n1(nz — 1)} = np — 1y med{u(nz — 1) —
1L,ni(np—1)} =1, puesv(ni(nz — 1)) —np(u(nz — 1) — 1) = 1. Por tanto re-
sulta que #H(S) = %(nl —1)(n—1), y envistadel Lema 0.2 concluimos la
prueba.

3. SeaahoraS= S(unz —Vv,nz(ny — 1)). Aplicamos un argumento similar al usa-
do en la demostracion del apartado (2) para probar que S= (ny,ny). El he-
cho de que n; € S se deduce de que (unz — v)ng mod nz(ng — 1) = (ungny —
vng) mod nz(ng — 1) = (uninz + 1 —unp) mod nz(ng — 1) = (unz(ng — 1) +
1) mod nz(n; — 1) = 1 < n;. De forma andloga (uny —v) mod (ng — 1) =
(14vng —v) mod (n; — 1) = 1 implica que (unz — v)nz mod nz(ng — 1) =
Nz, 1o que lleva a que np € S. Notese que med{un; — v,na(n; — 1)} = 1,
pues se tiene la igualdad ny(uny — v) —uny(np — 1) = 1. Ademas se puede
comprobar facilmente que mcd{uny —v—1,ny(ny — 1)} = med{1+vny —
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v—1ny(ng—1)} = n; — 1. Aplicando ahora el Teorema 1.13, resulta que
#H(S) = %(nl —1)(n2—1) y por & Lema 0.2 concluimos |la demostracion.

O

Ya estamos en condiciones de probar que las representaciones modulares para
(n1,ny) dadas en el Lema 7.10 son las Unicas posibles, salvo simetria.

TEOREMA 7.11. Seanng,np e N\ {0,1},ue{1,...,n—1}yve{l,...,nx—1}
tales que un, — vn; = 1. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. (n1,np) = S(a,b), para ciertos enteros positivos a < b,
((U(n2—1),n1(n2—1)), )
(N —u)(nz— 1)+ 1,m(nz — 1)),
uny —v,n2(np — 1)),

Nz —V) (N1 —1),n2(ny — 1)),
ung, N1ny),
nz(n1—u)+1,n1np) J

(u
(
2. (ab)e E
(
L (

DEMOSTRACION.
(2) = (1) EsconsecuenciadelosLemas7.10y 1.3.

H n n n
(1) = (2) Observemos en primer lugar que T+ < 2 y v < mu nl L, son las Unicas

secuencias de Bézout con numeradores ny,ny y cuyas fracciones son todas mayores

que l. Si (n1,np) = S(a,b) paraciertos enteros positivos a < b, entonces por el Teore-

b_Mmg b —gb__Te p_b __M
ma7.4 resulta Z 0:1=V0a=na0z1=n

1. Supongamos que b # niny. Si g = “—ul entonces por la Proposicion 7.7 y
el Corolario 7.8 deducimos que b y a estan determinados de manera Uni-
ca; para ver ésto, observemos que s se verifica que g = % y S(a,b) =
S(@,b') = (ng,ny), siendo b’ = max{b,b’}, entonces el Corolario 7.8 im-
plicab/ = niny, lo que contradice la hipotesis. Como por e Lema 7.10 ya
conocemos que S(u(nz — 1),n1(n2 — 1)) = (ng,n2) y ademas se verifica que
mnp—1) _ ™. deducimos que (a,b) = (u(np — 1),n1(np — 1)). Procediendo

u(np—1)

analogamente para los restantes subcasos se obtienen las siguientes conclu-
siones: s 727 = "2, entonces (a,b) = (unz —v,np(m — 1)); s 2 = 2,
entonces (a,b) = ((n —v)(ny — 1),np(ny — 1)); s a%l = nlniu, entonces

(a,b) = ((n—u)(nz— 1) +1,ny (N2 — 1)).
2. Supongamos ahorab = mne. Si M =™ opien %2 = 2, entoncesa = un;.

u
s g . p ning __ — _
S == Ty 033 = =ny(np—u)+1.

O

EJEMPLO 7.12. Obtengamos todas las representaciones modulares para € semi-
grupo S= (5,7).

De acuerdo con el Teorema7.11, tenemosn; = 7,n; = 5, u= 3y v= 2, dedonde
S=5(12,28) = S(17,28) = S(13,30) = S(18,30) = S(15,35) = S(21, 35). O
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EJEMPLO 7.13. Obtengamos todas las representaciones modulares para e semi-
grupo numérico S= (n,n+ 1), conn > 2.

Deacuerdo con el Teorema7.11, identificamosn; =n,no=n+1,u=1yv=1, ob-
teniendo | as representaciones modulares S= S(n+1,n(n+1)) = S(n,n?) = S(n, (n—
1)(n+1)), alas cuaes hemos de afadir |as correspondientes representaciones simétri-
casS=S(n’,n(n+1)) = S(P* —n+1,n?) = S((n—1)n,(n—1)(n+1)).

Obsérvese que para n = 2 (y solo para este valor) las representaciones
S(n,(n—1)(n+1)) y S((h—1)n,(n—1)(n+ 1)) son la misma, por lo que en
este caso se obtienen exactamente cinco representaciones modulares diferentes:
S(2,3),5(2,4),5(3,4),5(3,6) y S(4,6). O

Recordemos del Lema 1.8 que parab impar se verifica (2,b) = S(3(b+1),b). Esta
situacion se resuel ve totalmente en el gemplo siguiente.

EJEMPLO 7.14. Sea b > 3 un nimero entero impar y sea S= (2,b). Llaman-
don=2nmn=bu=1yv= L%j, s aplicamos € Teorema 7.11 obtenemos
que las Unicas representaciones modulares para S son S(b,2b),S(b—1,2(b—1)) y
S(b— L%J,b), a las cuales hemos de afiadir las correspondientes representaciones
simétricas S(b+ 1,2b),S(b,2(b— 1)) y S(| 8] +1,b).

Como b es impar tenemos b— 5] = [5] + 1, por lo cua S tiene exactamen-
te cinco representaciones modulares diferentes: S(b, 2b), S(b+ 1,2b),S(b—1,2(b—
1)),S(b,2(b—1)) y S(| 3] +1,b). O

COMENTARIO 7.15. Los semigrupos del Ejemplo 7.14 constituyen el Gnico caso
en el cual un semigrupo numérico S= (ny, ny) tiene exactamente cinco representacio-
nes modulares.

1. Existe una Unica representacion modular para S con e médulo niny si y sblo
S ngn2 + 1 — uny = uny, esdecir, np(2u—ng) = 1, lo cua esimposible.

2. Existe unatnicarepresentacion modular paraScon el modulony(ny—1) Sy
solosini(np—1)+1—u(nz—1) =u(nz—1), esdecir, (2u—ny)(n—1) = 1.
Estoimplicaquen; =2u—1y ny = 2.

3. Por Gltimo, existe una Gnica representacion modular para S con el modulo
np(ny —1) sy sdlo s np(ng — 1) +1—u(nz —v) = u(nz — V). Usando que
un; —vni =1, elloequivalean; =2y n, =2v+ 1.

Como vemos, los casos (2) y (3) son incompatibles entre si por 1o que siempre todo
semigrupo numérico S= (ny, np) tendra cinco o seis representaciones modulares. O

Usando las identidades del Ejemplo 7.14 se puede obtener facilmente el siguiente
resultado.

COROLARIO 7.16. Seab > 2 unenteroy sea S= S(L%(b+ 1)],b). Entonces

(2,b) s b esimpar, en cuyo casog(S) =b
S= <2,‘g)+1> s b= 0mod 4, en cuyo caso g(S) =
(2,3) S b= 2mod 4, en cuyo caso g(S) =
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COROLARIO 7.17. Sea b un entero mayor o igual que 3. Entonces b es primo
s ysolos a= [P!] esel Gnico valor perteneciente a {2,..., %} para e cual
e(S(a,b)) = 2.

DEMOSTRACION. Supongamosqueb > 3esprimoy queexisteac {2,..., 2%}
tal que S(a,b) = (n1,nz) y e(S(a,b)) = 2. Por &l Teorema 7.11 solo caben dos posibi-
lidades: b=ny(n; — 1) encuyo caso ny = by np = 2, 0 bien b = (n; — 1)n en cuyo
caso ny = 2y np = b. En ambos casos resulta S(a, b) = (2, b). Teniendo en cuenta el
Ejemplo 7.13, deducimos quea=b— 5] = |8 + 1, coincidiendo estos valores con

b+l
: 2SJupongamos que b no esprimo y probemos que existen otros valores para a, aparte
de | 25|, paralos cudes e(S(a, b)) = 2.
= Si b=n1ny con Ny Yy np enteros positivos mayores que 1y primosrelativos, en
vistadel Teorema 7.11, definimos el semigrupo numérico S= (ny, ny) € cual
admite la representacion modular S = S((n,* mod ny)ny,b). Es inmediato
probar que ni € valor a = (ngl mod ny)nz ni su simétrico b+ 1 — a pueden
serigualesa |23 = hngtd
» Sib=p¥ con punprimomayor oigua que3y k> 2, tomandon, = pk-1y
ny = p+ 1 obtenemos un semigrupo numérico S= (ng,ny) e cua admite la
representacion modular S= S((n,* mod ny)(nz — 1), b). De nuevo se puede
comprobar que ni e valor a= (ny* mod ny)(nz — 1) ni susmétricob+1—a
sonigualesa |251] = mgtl,
O

Tal y como veremos en las proximas secciones, |os semigrupos modulares con
e(S) = 2 pueden ser caracterizados como aquellos semigrupos modulares que admiten
el maximo nimero de representaciones modulares.

3. Lassecuencias de Bézout propias para un semigrupo proporcionalmente
modular

El objetivo principal de esta seccion es probar €l Teorema 7.23 seglin e cual todo
semigrupo proporcionamente modular admite alo sumo cuatro secuencias de Bézout
propias para sus generadores minimales como numeradoresy con todas sus fracciones
mayores que 1. Comenzamos viendo un lema el cua se puede probar facilmente a
partir de las definiciones.

LEmMA 7.18. S % < e < g—z €s una secuencia de Bézout propia con todas las
fracciones mayores que 1, entonces se puede afirmar o mismo de % << A

a;—by*

a4
a;—by

Diremos que las secuencias de Bézout & < ... < 2y % ... < son

simétricas.
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Tal y como vimos en € Capitulo 4, las secuencias de Bézout son una herra-
mienta muy til para estudiar los semigrupos proporcionamente modulares. Aho-
ra las utilizaremos para estudiar representaciones modulares S= S(a,b) para semi-
grupos numéricos modulares. Si ny,...,np son los generadores minimales de S'y

B<p< < % esuna secuenciade Bézout, siempre nos encontraremos en €l caso

gg B < 2 << ”p < ;2. Al estar suponiendo siempre que a < b, ésto implica
gue todas Ias fracci ones que aparecen en la secuencia han de ser mayores que 1. Por
tanto, a partir de ahoray salvo que se afirme lo contrario, a considerar una secuencia
de Bézout supondremos siempre que todas sus fracciones son mayores que 1.

El siguiente resultado es una consecuenciainmediatadel Corolario 4.17 y extiende

a Corolario 4.25.

LEMA 7.19. Seany <m < --- < np €l sistema minimal de generadores de un se-
migrupo numérico S proporcional mente modular. Entonces med{ny, nz} = 1. Ademés,
sue{l,...,m—1},ve{l,...,ny— 1} yverifican un, — vn; = 1, entonces cualquier
secuencia de Bézout propia con numeradores ny, ..., np debe contener como fraccio-

H H n n n n
nes consecutivasbiena 4 < 2 oa 5% < 54

LEMA 7.20. Sea {n,...,Np} un conjunto independiente de nimeros enteros posi-

tivosy sea ”1 << @ una secuencia de Bézout. S existe un entero positivo b}, tal

que g U < g es una secuenaa de Bézout, entonces by, = bp + 1.

DEMOSTRACION. Veamos primero €l caso p= 2. Si ” y b2+x 1 son
secuencias de Bézout, entoncesbin, —bony =1y b2n1+knl — b1n2 = 1. Esto implica
gueAn; =2,y portantony =2y A =1

Supongamosahoraque p>3, yademélsquem <o < EE L bp Y5 +x < g L <

- < b - son secuencias de Bézout. S| A > 1, entonces ¢ 1< Bp1 +1 < bp Ly por tanto
existei € {1,..., p—2}tal que g ”' < Bptl +1 < b'“ PorIosLemas4 7y 2. 16estosgn|f|ca
quenp € (ni,ni11), loque contradwelamdependenuadel conjunto {ng,...,np}. O

Antes de enunciar y demostrar el Teorema 7.23, damos dos gjemplos parailustrar
los dos casos que aparecen en dicho teorema.

EJEMPLO 7.21. Construyamos todas las secuencias de Bézout propias con nume-
radores7,9,11,13.

Por el Lema7.19 sabemos que cual quiera de dichas secuencias ha de contener bien
alasubsecuencia f < £ o alasubsecuencia§ < £. Supongamos que contienea £ < 2;
por el Corolario 4.17 estalltima puede extenderse a unasecuenci adeBézout alo sumo
de dos formas posibles que son £ 1<% < y L1 < 5 para ciertos enteros positivos
X, Y. Se puede comprobar faulmente gue Ia ampllaC| on solo es pos bIe de la primera
forma con x = 6. Por tanto resulta la secuencia de Bezout Z < 2 < Y Repitiendo €

mismo jproceso con esta nueva secuenciavemos que < 4 no es secuen0| ade Bézout
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para cualquier entero positivo y. Sin embargo % < % sl es secuencia de Bézout para

x=7,por locud §< 2<% <2 esuna secuencia de Bézout completa para los
numeradores dados y conteniendo ala subsecuenciainicial £ < 2.

Ahora, comenzando con la subsecuencia% < % y procediendo de forma anéloga,
de nuevo resulta una Gnica secuencia de Bézout que es la ssimétrica de |la obtenida en
el caso anterior. O

EJEMPLO 7.22. Obtengamos todas las secuencias de Bézout propias con numera-
dores5,6,9,13.

Al igua queen el gemplo anterior, aplicando el Lema 7.19 obtenemos dos posibi-
lidadesinicidesqueson 2 < 8y & < 2,

Comenzando con % < 915 y procediendo como en e gemplo anterior obtenemos
% < % < %; pero ahora esta secuencia puede ser ampliadade dos formas aunasecuencia
deBézout. Estasson 3 < 2 < 8 < By B 9 58

Si secomienzacon ¢ < 2, de nuevo resultan dos secuencias de Bézout que son 15 <
<2<y 8 <2 <9< B sendoéstaslas smétricas de las obtenidas previamente.

O

Observemos que en e Ejemplo 7.21, si llamamos S= (7,9, 11, 13), se verificaque
9(S) = 19, siendo dicha cantidad mayor que cua quiera de los generadores minimales
del semigrupo numérico S. Sin embargo en el Ejemplo 7.22, s S= (5, 6,9, 13), enton-
ces g(S) = 8, cantidad que es menor que algunos de los generadores minimales de S.
En e siguiente teorema se recoge esta distincion de casos.

TEOREMA 7.23. Sea S un semigrupo proporcionalmente modular minimal mente
generado por e conjunto {ny,...,Np}, y sea E—i << E—z una secuencia de Bézout
propia.

1 Sg(S)>max{ny,...,np}, entonces £ < --- < {,‘—zyﬁrﬁ’b—p < oo < Mg son
las Gnicas secuencias de Bézout propias para |os numeradores ny, . ..., Np.

2. S 9(S <np=max{ny,...,np} y %ﬁl < B—i €s una secuencia de Bézout,
entonces hay exactamente cuatro secuencias de Bézout propias para los nu-
meradoresngy, ..., Np, sSiendo éstas:

Ny n
b]_ bp
n Ny
P < “en < _—,
n n Np_1
bp+1 by bp,]_
y

I EEr— - < < .
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3. 9g(S <np=max{n,...,np} y 53 < p* NO €s una secuencia de Bézout,
entonces

— bp ng — b]_
son las Unicas secuencias de Bézout propias para los numeradoresny, ..., Np.

DEMOSTRACION. Supongamos que los generadores minimales de S estan orde-
nados de la siguiente forma: ny < n < --- < np. Entonces, de acuerdo con el Lema
7.19, toda secuencia de Bézout para dichos numeradores debe de ser una extension de
la secuencia pt ”2 o bien de 72 < ﬁ, siendo by y by los (inicos enteros positi-
VoS que verifi can Iacond|C| oneﬁ bl < ng,bp < npy biny — bong = 1. Consideremos la
primera de |as dos subsecuencias.

Si existen dos enteros positivos x eytalesque LS bl < < 2 s unasecuencia

de Bézout, entonces aplicando el Teorema 4.8 y eI Lema 2. 15 resulta (N1, N2,N3) =
S([§.%]) = {ne N | ynmod ng < (y—x)n} (de hecho por e Lema 7.20 tenemos
y—x = 1). Esto en particular implica que {nz,n3+1,—} C (ng,n2,n3), de lo cual
deducimos que n3 es el mayor generador minimal de Sy g(S) < ns.

En caso contrario tenemos que la extension de la secuenciainicia solo es posible
por uno de sus extremos. A continuacion repetimos el mismo proceso paralasecuencia
recién obteniday el siguiente generador minimal, y asi hasta agotar todos |os generado-
res minimales. Vemos que las dos posibilidades de ampliacion solo pueden darse para
el Ultimo generador minimal y ademas en el caso en que éste sea mayor que g(S). Por
el Lema7.20s exisleuni € {3,...,p} tal que gy < gt <--- < p €sunasecuencia

de Bézout, entonces (ny,...,Nn;) = S([bH, Bl) = S(b. +1 n). Deaqw deducimos que
{ni,—} € (ny,....m) y g(S) < mj, y por tanto que n; es el mayor generador minimal
de S Esto fuerzai = p. |

COMENTARIO 7.24. En vista del teorema anterior deducimos que para un semi-
grupo numérico Sproporcionalmente modular €l cual esta minimalmente generado por
{ny,...,np},sip=¢(S >3y Q—i < B—g < e < E—S es una secuenciade Bézout, entonces
paratodoi € {2,..., p— 1} severificagque el denominador de n; en cualquier secuencia
de Bézout con numeradores ny, ..., np hade ser b 6 nj — by. m]

En el siguiente emplo se pone de manifiesto que alin cuando alguno delos genera-
dores minimales de Ses mayor que g(S), esta condicidn no es suficiente para garantizar
la existencia de cuatro secuencias de Bézout para dichos generadores minimales.

EJEMPLO 7.25. Obtengamos todas la secuencias de Bézout propias con numera-
dores4.5y 7.

Observamos en primer lugar que g((4,5,7)) = 6. Por el Lema 7.19, cualquier se-
cuencia valida debe contener a una de |as dos secuenciasiniciales: § < 206 3 < 4. Se
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puede comprobar quelalnicaextensionde 7 < 2 es 4 < 7 < 2. Similarmente, laGnica
extension de 3 < § es 2 < 3 < £ (siendo ésta la simétrica de la anterior). Por tanto,
alin cuando g(S) < max{4,5, 7}, sblo hay dos secuencias de Bézout. O

COROLARIO 7.26. Sea Sun semigrupo modular con &(S) > 3y tal que todos sus
generadores minimal es son menores que g(S). Entonces

#{b| S=S(a,b) paraalgina< b} <2.

DEMOSTRACION. Supongamos que Sesta generado minimalmente por ny, ..., Np.
Por el Teorema 7.23 sabemos que hay exactamente dos secuencias de Bézout propias
con numeradores ny, . ..., Np. Sean’estasg—i << B—z y % << M Teniendo

ni—by-
en cuenta el Teorema 7.4y el Comentario 7.5, para cualquier representacion modular
S(a,b) con a < b, vemos que ha de verificarse alguna de |as siguientes igual dades:

b_n]_ o o

Observamos ademas que para cada uno de los casos anteriores, por € Teorema 7.9 los
valores de a 'y b estan determinados de manera Gnica. Finalmente, teniendo en cuenta
que2=ptsiysolos (b+1Ea)—1 = 7%-, vemos que los casos (1) y (4) dan lugar a
representaciones modul ares simétricas, y |o mismo ocurre paraloscasos (2) y (3). O

EJEMPLO 7.27. Obtengamos todas las representaciones modulares para e semi-
grupo numérico S= (5,7,9).

En primer lugar calculamos g(S) = 13 de lo cual observamos que todos |os gene-
radores minimales son menores que g(S). A continuacion, procediendo como en los
gjemplos anteriores, obtenemos dos secuencias de Bézout propias con numeradores
57y9 3<Z<3y3 <7< 2 Teniendoen cuentael Corolario 7.26 (y su demostrar
cién), resulta que S admite, salvo simetria, alo sumo dos representaciones modul ares
S(4k,9Kk) y S(3K',5K') paraciertos enteros positivosk y K'. Parak = 2y k' = 4 se puede
comprobar facilmente que S(8,18) = (5,7,9) = S(12,20). Por consiguiente todas las
representaciones modulares para Sson S(8,18),S(11,18), S(12,20) y S(9, 20). O

En e siguiente ggemplo mostramos un semigrupo modular €l cual, salvo simetria,
tiene sblo una representacion modular.

EJEMPLO 7.28. Para e semigrupo S= (4,7,10) se verifica que g(S) = 13y por
tanto de nuevo todo generador minimal es menor que el nimero de Frobenius. Las
(ini cas secuencias de Bézout con 4, 7y 10 como numeradoresson ¥ < < 4y 4 < 1 <
%). Por tanto, las Unicas representaciones modulares para S, salvo simetria, han de ser
del tipo S(3k, 10k) y S(3K',4k’). Parak = 2 obtenemos S= S(6,20) y parak’ = 5resulta
S= (15, 20). Notese que ambas representaciones modul ares son simétricas. m|

COMENTARIO 7.29. Sepuede enunciar un resultado similar a Corolario 7.26, pero
ahorabajo la hipotesis de que el méaximo generador minimal de S seamayor que g(S).
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En este caso obtendriamos como conclusion que
#{b| S=S(a,b) paraagina< b} <4.

La demostracion se haria de manera similar ala del Corolario 7.26 aunque ahora te-
niendo en cuenta que pueden existir a lo sumo cuatro secuencias de Bézout propias.
No hemos incluido dicho resultado porgue tal y como veremos en la proxima seccion,
éste es mejorable. O

PROPOSICION 7.30. S Sesun semigrupo modular tal que S= S(a,b) = S(&, b)
cona<bya <b,entoncesa=a 6a+a =b+ 1

DEMOSTRACION. Si &(S) = 2, entonces el resultado es consecuenciadel Teorema
7.11, pues en tal caso existen tres modulos b diferentes que son ng (N — 1), np(ng — 1)
y n1ny, y para cada uno de ellos existen dos factores a simétricos entre si.

Supongamos que S esta minimalmente generado por ny,...,Np Yy e( S > 3 Si S=
S(a,b), entonces sabemos que existe una secuencia de Bezout propia ik B < b <<

E” venflcando que PP @< < bp < ;2. Lahipotesis p= e(S) > 3implica
que 2 < 2 < 2By, %decw 82 <a< bb2 +1 De acuerdo con & Comentario 7.24,

dedu0| mos queel valor paraa estadeterml nado de manerainica, salvo simetria, yaque
el denominador b, puede tomar uno de entre dos valores posibles (“simétricos’). O

4. Losposiblesmbdulos paraun semigrupo modular

El proposito de esta seccion es demostrar el Teorema 7.36 segln el cual todo semi-
grupo modular S, con e(S) > 3, admite salvo simetria alo sumo dos representaciones
modulares.

Recordemos que una semirecta es un semigrupo numérico de laforma {0,m, —}.
En el Ejemplo 1.9 vimos que para cualquier entero positivo b, se verificaque S(2,b) =
{0, Lb%lj ,— 1} Esto nos dice que toda semirecta es un semigrupo modular. Lasiguiente
proposicion describe todas |as representaciones modul ares para una semirecta.

PROPOSICION 7.31. Seam> 3 un entero positivo y sea la semirecta S= {0,m, —
}. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. S=S(a,b) para ciertos enteros positivos a < b,
2. (ab)e{(2,2m),(2m—-1,2m),(2,2m—1),(2m—2,2m—1)}.

DEMOSTRACION.

(2) = (1) Por e Ejemplo 1.9 tenemos S= S(2,2m) = S(2,2m— 1). Aplicando
ahora el Lema 1.3 a dichas representaciones, resulta S= S(2m— 1,2m) = S(2m—
2,2m—1).

(1) = (2) Observamos en primer lugar que g(S) = m— 1y que Sestaminimalmen-
te generado por € conjunto mm+1,...,2m— 1. Aplicando & Teorema 7.23 deduci-
mos que, salvo simetria, |as Unicas secuencias de Bézout propias para los numeradores
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mm+1,...,2m—1son:
m m+1 2m—1 2m—1 m m+1 2m—2

151 S sT1 Y T s1sTr St
Si S(a,b) es una representacion modular para S, entonces por € Teorema 7.4 ha de
verificarse aguna de las siguientes igual dades:

b m b 2m-1 3 b 2m-1 b 2m-2

Va1 @a=772 Ozgm=1 Wai=1

Observamos que si considerasemos las dos secuencias de Bézout restantes, es decir,
las simétricas de las anteriores, resultarian otros cuatro casos | 0s cuales no es necesario
analizar, pues dan lugar a representaciones modulares simétricas de las que vamos a
obtener nosotros.

1. Si =1 entonces (ab) = (2,2m).
2. Sib= 2m1 , entonces (a,b) = (2,2m—1).
3 b 2'“‘ , entonces (a,b) = (2,2m—1).

aLéls concl usiones para estos tres primeros casos se han obtenido aplicando
el Teorema 7.9y teniendo en cuentalaimplicacion (2) = (1) yademostrada.

4. Parafinalizar la demostracion, probamos que el caso abl = 2mT‘ nunca se
da. En primer lugar, S suponemos que a = 2, resultab = 2m— 2y por tanto
S=S5(2,2m—2), lo cual esimposible puesm—1¢€ S(2,2m—-2)y m—1¢
S. Supongamos por tanto que a > 3. La hipotesis abl = Zm‘ implica que

b= (a—1)(2m—2). Como m € S(a,b), se verifica que am mod b<myen

particular am> b = (a— 1)(2m— 2). De aqui obtenemos que 3 < a < 22,

dedondem< 4.

a) S m= 3, entonces ;2; = 4, es decir, b = 4a— 4. Ademés, como 3 =
m € S(a,b), deducimos que 3a > 4a— 4, es decir, a< 4. Paraa =3
resultab = 8y por consiguiente el semigrupo S(3,8), el cual es distinto
de Spues5 ¢ S(3,8). Andlogamente, paraa = 4 obtenemosb =12y €
semigrupo S(4,12), que también es distinto de Syaque5 ¢ S(4,12).

b) S m=4, entonc&sa%"1 =6, esdecir, b=6a—6. Enestecaso 4 =me
S(a,b), lo que implica que 4a > 6a— 6, y por tanto a = 3. Sustituyendo
dicho valor en laigualdad anterior, obtenemos que b = 12 y por tanto €l
semigrupo modular S(3,12), que también difiere de S pues 7 € S pero

7¢S(3,12).

O
Antes de probar el Teorema 7.36, necesitamos algunos lemas técnicos.

LEMA 7.32. Sea Sun semigrupo modular tal que (S) > 3y S# {0,m(S),—},
es decir, Sno es una semirecta. Entonces existe a 1o sumo un par ordenado (a,b) de
enteros positivos, con a < b, verificando que S= S(a,b) y m(S) = m.



4.L0S POSIBLES MODULOS PARA UN SEMIGRUPO MODULAR 113

DEMOSTRACION. Sea {ny,...,np} € sistema minima de generadores de S. De
acuerdo con el Teorema 7. 4 existe una secuencia de Bézout propia g—i << E—z tal
quel<p<..< Ep < ;P Seam(S) = nj paraagin i > 1, y demostremos que
i=1 Supongamos por reduc0| on a absurdo quei > 2. Llamamosd = mcd{a, b}. Por
hipotesis tenemos nj = 2, con lo cual 2 = g?g <p<..<pg= b/d . Deducimos de

aqui S([g?g, b/d]) - S([a, - 1]) = Sy por tanto que todo entero mayor o igual que

g = m(S) pertenece a S. Pero esto Gltimo contradice la hipbtesis S# {0, m(S), —}.
Por consiguiente g = % con ny = m(S). Asi pues, por e Corolario 4.17 y en con-
cordancia con el Teorema 7.23, hemos probado que, salvo simetria, % < < % es

. . , . p
la Unica secuencia de Bézout con numeradores ny, . .., np. Finalmente, el Teorema 7.9
nos garantiza que el par ordenado (a, b) es Unico. O

COMENTARIO 7.33. La Unica representacion modular, salvo simetria, ala que se
refiere el Lema7.32 se puede calcular facilmente a partir de las hipbtesis. Siguiendo la
notacion en dicho lema, laigualdad g = ”—i implica que existe un (nico entero positivo
ktal queb=kn;ya=kbs, conlo cud

knp n1< ‘ <I’1pS kny

kbi — by bp ~ kb —1’
Observamos que la Ultima de las desigual dades es equivalente ak < m Puesto
ques«empreseverlflcaquet ;,1" tz;ix 1 Sy solositp <ty, launicidad dek implica

n

El siguiente lema es una consecuenciainmediatadelos Lemas 7.32 y 1.3.

LEMA 7.34. Sea Sun semigrupo modular tal quee(S) >3y S# {0,m(S),—}, es
decir, no es una semirecta. Entonces existe alo sumo un par ordenado (a, b) de enteros

positivos, con a < b, verificando que S= S(a,b) y m(S) = m.

DEMOSTRACION. Por hipotesis tenemos m(S) = valor que coincide

b
mcd{a—1,b}’
con m Yaque segin el Lema 1.3 se verificaque S(a,b) = S(b+1—a,b),
aplicando el Lema 7.32, deducimos que el par ordenado (b+ 1— a, b) esta determinado
de manera Unicay por tanto lo mismo ocurre con €l par ordenado (a,b). O

Recordemos que las secuencias de Bézout que estamos considerando tienen to-
das sus fracciones mayores que 1. Como consecuencia del Lema 4.31 recogemos €l
siguiente resultado.

LEMA 7.35. Sea ”1 < "2 <. < E—E una secuencia de Bézout. Entonces b; =
n, 1 mod ny, bg_ns mod nz, bp 1="np I mod Np—1Ybp = (—Np— 1) mod Nnp.

Ya estamos en condiciones de probar €l resultado principal de esta seccion.
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TEOREMA 7.36. Sea S un semigrupo modular minimalmente generado por n; <
Ny <--- < np,conp>3.S S(a,b) esuna representacion modular para S, entonces
severificaqueb=m(S)+9(S) 6
Np
(nyt mod ng)np — ((—np-1)~1 mod np)ny

DEMOSTRACION. Si S={0,m,—}, entoncesn; =m(S)=m,np=m+1,np_1 =
2m—2,np=2m—1y g(S) = m— 1. En este caso esinmediato comprobar que las dos
formulas dadas para b se reducen ab =2m— 1y b = 2m, respectivamente, siendo €l
resultado consecuencia de la Proposicion 7.31. Supongamos ahora S# {0,m,—}. Si
b # m(S) + g(S), entonces por e Lema 1.24 obtemos sblo dos valores posibles para
m(S). Estos nuevos casos se resuelven utilizando los Lemas 7.32 'y 7.34, asi como €l
Comentario 7.33y €l Lema 7.35. O

En vista del Teorema 7.36 asi como del Teorema 7.11, podemos enunciar la si-
guiente propiedad.

COROLARIO 7.37. Para un semigrupo modular S, se verifica que:

= S e(S) = 1, entonces Stiene infinitas representaciones modul ares;

= S g(S) = 2, entonces S tiene exactamente seis representaciones modulares,
excepto para el caso S= (2,b) con b impar, € cual tiene cinco representa-
ciones modulares,

= S e(S) > 3, entonces Stiene a lo sumo cuatro representaciones modul ares.

Si tenemos una representacion modular S= S(a, b), siendo b =m(S) +g(9), dire-
mos que el modulo b es de tipo 1. Por contra, si b toma el otro valor posible (el cua
es siempre mayor que m(S) +g(S), por el Lema 1.23), diremos que e modulo b esde
tipo 2.

Recordemos que el Algoritmo 1.25 nos permitiadecidir si un semigrupo numérico
dado era 0 no modular. Basandonos en el Teorema 7.36, podriamos dar una version
ampliada paradicho algoritmo lacual devolviese todas | as representaciones modulares
posibles para S, teniendo en cuenta que parae(S) > 3, a obtener dos representaciones
modulares para S con modulos diferentes se acabaria la gjecucion del mismo. Como
veremos en la seccion siguiente, este método es mejorable.

Concluimos esta seccion dando algunos gjemplos los cuales ponen de manifiesto
que los dos casos que se presentan en el Teorema 7.36 son independentes.

EJEMPLO 7.38. Sea S= (5,7,9). Del Ejemplo 7.27 ya sabemos que m(S) = 5,
9(S) = 13y que Sesmodular, siendo S(8,18), S(11,18), S(12,20) y S(9, 20) todas las
representaciones modulares paraS. Observemosque 18 =m(S) +g(S) y que 3 < £ < &
€S una secuencia de Bézout a partir de la cual se obtiene 20 = L%J 5. Vemos pues que
en este ggempl o se obtienen |os dos tipos de modulos. O

EJEMPLO 7.39. SeaS= (4,7,10). De acuerdo con €l Ejemplo 7.28, tenemos ahora
m(S) =4, 9(S) = 13y (6, 20), S(15,20) como |as Unicas representaciones modul ares
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paraS. Vemos que en este caso & modulo 17 =m(S) +g(S) no ocurre El Uni comodulo
vélido b = 20 es detipo 2 y procede de la secuencia de Bézout 2 3<5g < O

EJEMPLO 7.40. SeaS= (10,13,27). Se puede comprobar facilmente que m(S) =
10y g(S) = 71. Ademas |as Unicas representaciones modulares para Sson S(25 81) y
S(57,81) que corresponden a las secuencias de Bézout L2 < ¥ < 2y 20 < 10 13
Obsérvese que 81 = m(S) +9(S). El segundo ti po de mbdulo no ocurre pues no eX|ste
ning(n entero positivo x parael cua 2 7 < 9 < 2l seaunasecuenciade Bézout. O

5. Lasrepresentaciones modulares para un semigrupo modular

El objetivo de esta seccion es enunciar y demostrar el Teorema 7.42, el cual a
groso modo caracteriza aritméticamente las representaciones modulares que pueden
obtenerse a partir de un secuencia de Bézout dada.

LEMA 7.41. Sea gt < 2 <--- < B—z una secuencia de Bézout propia con extremos
adyacentes y sea S(a,b) una repreﬁentaci()n rnodular para € semigrupo numérico
S= (ny,...,np) verificando que 2= bl y bp < 321- S d = med{a— 1,b}, entonces

np _ _b/d
b, < (a_1)7d &S Una secuencia de Bezouty & € S

DEMOSTRACI@N En vista de laigualdad (ab/S/d = 1, por el Lema 2.16 dedu-

cimos que e (L A l]) S(a,b) = S. Supongamos por reduccion a absurdo que

Eg <& b/ ‘; 7)7g N0 €suna secuencia de Bézout. Entonces aplicando el Lema 7.2 adichas

fracciones se puede obtener una secuencia de Bézout propia b—g < ;, < < %.

Por el Corolario 4.17 deducimos que x < méx{np, }. Ademés segﬂn el Lemal23se
verificaque b > m(S) + g(S). Yaque por hipotesis bl < B2 2 << E—z €S una secuen-
cia de Bézout propia con extremos adyacentes, por los Teoremas 4.8 y 4.21 tenemos
que e conjunto {ng,...,Nnp} es el sistema minimal de generadores de Sy por tanto
np < m(S) +g(S). Deducimos pues que x < b. Obsérvese también que x € S(a, b),
puesto que 2 < X < ;2.

Probemos queg—i << E—z <X esunasecuenciade Bézout propia. En caso contra-
rio, existiriaun subindicei € {1,...,p— 1} ta que L < 2 esunasecuenmade Bézout.
Por el Lema2.16y € Teorema 4.8 ésto |mpI|car|aque nIO € (ni,Xx). Al ser np un gene-
rador minimal para$S, resultarianp = X. Pero ésto es contradictorio con el hecho de que
Ep < § €sunasecuencia de Bézout, pues xbp —Npy = Npbp —Npy =np(bp—y) # 1.

Ahoraveamosquelasfracaon% L <y son adyacent&s Delasecuenciade Bézout
construida anteriormente deducimos que < 1, es decir, xa < yb+ x. Comb| nando
esta desigualdad con x < b, resulta que xa < yb+b y por tanto y+1 < 2= Ei Su-

pongamos que by # 1. La hipotesis 2 3= % implica que existe un entero postivo k tal
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que b =kn; y a=kbs. En consecuencia§ < a%l = kt')‘l_ < g1, lo que prueba la
condicién de adyacencia.

Parafinalizar |a demostracion observamos que si B—i <. < E‘S < ;-‘, €s una secuen-

cia de Bézout propia con extremos adyacentes, entonces aplicando |os Teoremas 4.21
y 4.21, deducimos que &l conjunto {ny, ..., Np, X} esel sistemaminimal de generadores
de S lo que contradice las hipotesis. O

TEOREMA 7.42. Sea E—i < B—z << E—z una secuencia de Bézout propia con ex-
tremos adyacentesy p > 3. Sea S €l semigrupo numérico generado por {ng,...,Np}
y sean a 'y b enteros positivos verificando que g = “—i Llamemos d = med{a— 1, b}.
Entonces S(a,b) es una representacion modular para Ss y solo si se verifican las
siguientes condiciones:

1. bes
- np _ b/d _b/d
2. se da la igualdad By — (a—1)/d’ © blen < @14 € una secuencia de
Béezout.
En tal caso, ademés se verifica que med{a,b} = Lﬁ’WJ.

DEMOSTRACION. Veamos primero que |as condiciones dadas en €l enunciado son
necesarias. Por |os Teoremas 4.8 y 4.21 sabemos que {ny,...,Np} €s €l sistema mini-
mal de generadores de S con lo cud e(S) > 3. Aplicando e Teorema 7.9 deducimos
que el par ordenado (a,b) esta determinado de manera Unica. A partir de la hipotesis
g = {)‘—i y del hecho de que med{n;,b;} = 1, podemos escribir b = kn; y a= kb, sien-
do k= mcd{a,b}. Por el Comentario 7.33 también sabemos que k = LprpnlJ . Para
concluir esta parte de la demostracion, basta tener en cuentael Lema 7.41.

Probemos ahora que | as condiciones del enunciado son suficientes. Por las hipote-

sis y el Teorema 4.8 tenemos S= S([g, EE]) Si @ = -2, entonces obtenemos la
b _

secuencia g = gt < g2 < -+ < Bp = (ab/l(;/d = b Apllcandoel Lema 2.15 deduci-

mos que S(a b) = ([g,a_ ) = ([Ei,gp] = S. Supongamos ahora que se verificala
bjd

desigualdad g np < 57 de maneraque > < @1/d €es una secuencia de Bézout. Enton-
ces b_l < bz << b < (ab/lc)’ 7d &stamblen una secuencia de Bézout. De nuevo por

b/d
el Lema2.15y el Teorema 4.8, obtenemos S(a,b) = S([2, :27]) = S([, m]) =
(ng,...,Nnp,b/d). Como estamos suponiendo que b/d € S entoncesresultaS(a,b) =S

con lo que termina la demostracion.

O

Observamos que bajo las hipotesis del teorema previo, cuando d = 1 la condicién
b e sseverificatrividmente.

El Teorema 7.42 proporciona un método efectivo para decidir cuando un semi-
grupo numérico es 0 no modular. En la descripcion que hemos dado mas abajo se
devuelven todas | as representaciones modul ares existentes para el semigrupo dado.



5. LAS REPRESENTACIONES MODULARES PARA UN SEMIGRUPO MODULAR 117

ALGORITMO 7.43.

ENTRADA: un semigrupo numerico S# IN, minimamente generado por ny, ..., Np.

SALIDA: €l conjunto R de todas las parejas ordenadas (a,b), con a < b enteros
positivos tales que S= S(a,b).

1. Asignar R=2.
2. Para cada secuencia de Bézout propla < E_S para los generadores
Ny,...,Np, hacer:
a) Asignark= Lmj a=kby,b=kn;y S =S(ab).
b) Asignar d = mcd{a—1,b}.
¢) Sib/dc Sy ademés "p = P2 6 bpb— (a—1)np = d, entonces afadir
los pares ordenados (a, b)y (b+1—a,b) a conjunto R.
3. Devolver e conjunto R.

Vemos que este algoritmo es mas simpley eficiente que el Algoritmo 1.25 estudia-
do en e Capitulo 1, el cual estaba basado en una blsqueda acotada de valores.

Observamos ademas que todas | as secuencias de Bézout propias (alo sumo cuatro)
para |los generadores minimales del semigrupo pueden ser obtenidas facilmente tal y
como vimos en la demostracion del Teorema 7.23. Ademas el Algoritmo 7.43 cubre el
caso p=2.

A continuacion ilustramos e funcionamiento del Algoritmo 7.43 con agunos
gjemplos.

EJEMPLO 7.44. Calcular todas las representaciones modulares para el semigrupo
numeérico S= (5,7,9).
Asignamos R= @. Sabemos del Ejemplo 7.27 que las Unicas secuencias de Bézout
propias para b, 7,9 son
9 7 5 5 7 9
4532 Y 31°5%
Por consiguiente las representaciones modulares no simétricas candidatas para S son
S(4k,9k) y S(3K’,5K'). Paralaprimeradeellas de acuerdo con el Teorema7.42, resulta
k=2, b/med{a—1,b} =18 € Sy 3 < ¥ es una secuencia de Bézout. Por tanto
S(8,18) es una representacion modular valida para S. Afiadimos los pares ordenados
(8,18) y (11,18) a R. Procedemos de manera similar para la segunda secuencia de
Bézout. Ahorase obtienek’ = 4, b/mecd{a—1,b} =20 € Sy Iasecuenua < D esde
Bézout, por lo que aplicando de nuevo el Teorema 7.42 concluimos que S( 12 20)
una representacion modular para S. Afladimos |os pares ordenados (12,20) y (9,20) a
R.
Asi pues €l algoritmo devuelve R= {(8,18),(11,18),(12,20),(9,20)}. ]

EJEMPLO 7.45. Obtener todas las representaciones modulares para el semigrupo
numérico S= (7,15,20,53).



118 7. REPRESENTACIONES MODULARES

Comenzamos asignando R = @. Ahora hay cuatro secuencias de Bézout propias
paralos generadores minimales 7, 15, 20, 53:

15 7 20 53 53 15 7 20

1B6°1725 613 6 17
0 _7_15_53 53_20_7_15
3127 Y g3 <17

Estudiamos cada una de ellas de forma separada.

Paralaprimeraobtenemos unarepresentacion modular S(a, b) tal que 2= 13 2. Apli-
cando el Teorema7.42, resultak =3, a=39y b=45. Ademasd = mcd{a 1,b}=1,
por lo que Ia condicion (1) en dicho teorema se verifica trivialmente. Sin embargo

E=m<®= (aE/S 73 1o €s una secuencia de Bézout, por lo que descartamos esta
representacion modular.

Para la segunda secuencia de Bézout obtenemos k =1, a= 46y b = 53. Las
condiciones (1) y (2) del Teorema 7.42 se verifican puesd = mcd{a—1,b} =1y

ES =R <®== b/ ‘; T7a €S una secuencia de Bézout. Por consiguiente S(46,53) es

una representam on modular para S. Afladimos los pares ordenados (46,53) y (8,53)
al conjunto R.

Para |a tercera secuencia de Bézout resultak =2, a=6y b =40. Ahorad =
mecd{a—1,b} =5y b/d =8¢ S porlo cua S(6,40) no es unarepresentacion modular
para S

Finalmente, parala cuarta secuencia de Bézout calculamosk=1,a=8y b=53.
Enestecasod =med{a—1b} =1y 2 = $ < P = b/‘;/d es una secuencia de
Bézout, de donde S(8,53) es una representacion modular para S. Observamos que |os
pares ordenados (8,53), (46,53) ya pertenecen a R, por lo que & algoritmo devuelve
R={(8,53),(46,53)}. O

EJEMPLO 7.46. Sea el semigrupo numérico S= (10,13,27). Asignamos R= @.
Se puede comprobar facilmente que las Unicas secuencias de Bézout propias para
10,13,27 son
27 10 13 13 10 27
979 Y 2°3°%
Por e Teorema 7.42, las repr&eentaci ones modulares no simétricas candidatas para
Sson S(57 81) y S(24,78). La primera es una representacion modular para S pues
8le Sy F< 5—6 es una secuencia de Bézout. Consecuentemente anadimos los pares
ordenados (57,81) y (25,81) d conjunto R. Sin embargo para la segunda secuencia
de Bézout deduci mos que S(24,78) no es una representacion modular para S, pues la
secuenua ! < 22 no esde Bézout. El algoritmo devuelveR= {(57,81),(25,81)}. O

Para fi nallzar esta seccion consideramos el siguiente jemplo mas teorico.

EJEMPLO 7.47. Veamos que todos los semigupos numéricos de la forma S =
(m,2m—1,2m+ 1), con m un entero positivo, son modulares y obtengamos todas
Sus representaciones modul ares.
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Claramente ss m = 1, entonces S= IN e cua es modular. Para m = 2 re-
sulta S = (2,3) que de acuerdo con e Corolario 2.36 también es modular.
Ademés por el Teorema 7.11 todas las representaciones modulares para S son
S(2,3),5(2,4),5(3,4),5(3,6) y S(4,6).

Por tanto suponemos que m > 3. Teniendo en cuenta que m divide a (2m—1) +
(2m+ 1), esfacil ver que el conjunto de Apéry para el elemento men Ses

{ou{(@2m-1)-k (2m+1)-k| k=1,2,...,7 s mesimpar,
{oyu{(2m—1)-k,(2m+1)-k| k=1,2,. ,m 2}u{(2m—1)-T} s mespar.

De aqui deducimos que

m—
oS = (2m+1)- T m s mesimpar,
(2m—-1)- S mes par,
expresiones que se pueden unificar en una solaformula
m
9(S) = (2m+ (-1 [ 5]
Ademés aplicando e Lema 0.1 obtenemos la expresion siguiente para € nimero de
huecosde S

NIB

—m.

m(m—1)

#H(S) = ——

Ahora obtenemos todas las secuencias de Bézout que se pueden formar con los
numeradores m,2m—1,2m+ 1.

Por la condicion de convexidad para los numeradores (Corolario 4.17), tenemos
salvo simetria dos ordenaciones posibles: 2m—1,m,2m+1y 2m+1.2m—1m.

1. Para la ordenacion 2m— 1, m,2m+ 1 resultan dos secuencias de Bézout
(simétricas):

2Zm—1 m 2m+1 2m+1 m 2m—1

2 "1 2 Y am 1 m- 1 2m-3
= Supongamos que S(a,b) es una representacion modular para S tal
que = 21 Entonces b = (2m—1)| 20| = (2m—1)| D] y a=
2|25 = 2| . Teniendo en cuenta la hipotesis m > 3 es inmedia-
to comprobar que cada generador de S pertenece a S(a,b) y por tanto

SC S(a,b).

S mes par, es decir m = 2k, entonces d = mcd{a— 1,b} = mecd{2k —
1,4k —1} = 1, por lo que g =b=(2m—-1)[ 7] € S Siguiendo la
notaci(’)n del Teorema 7.42 se comprueba facilmente que la secuen-

b/d 4|(+1 (4k—1)k
cia b— < @-nya © de Bézout, es decir la secuencia < 5t

tiene producto cruzado igual a 1. Por tanto segin el Teorema 7.42,
cuando m es par se verifica que S es modular y S= S(a,b), es decir,
S=8(2|3].(2m-1)[F]).




120

7. REPRESENTACIONES MODULARES

Cuando m es impar, digamos m = 2k + 1 tenemos d = med{a— 1,b} =
med{2k — 1, 3}. Se verificaque

d— 3 sk=2mod3,
] 1 enotrocaso.

Cuando d = 1 se puede verificar facilmente que no se cumple ninguna
de las dos condiciones del apartado (2) del Teorema 7.42, por lo cua en
este caso S(a, b) no es una representacion modular para S.

Cuando d = 3, resulta que E—z < % es una secuencia de Bézout, por
lo cual hemos de estudiar s el elemento b/d pertenece o no a S. Este
problema, que es resoluble ya que disponemos del conjunto de Apery
param, resulta a primera vista engorroso.

Estos dos Ultimos casos se resuelven de manera mas facil aplicando €l
siguiente argumento. Ya sabemos que SC S(a,b). De darse la igualdad
ello implicarialacoincidencia de | os respectivos nUmeros de huecos. Sa-
bemosquemcd{a—1,b} € {1,3} y ademas es obvio que mcd{a, b} = k.
Aplicando laformula 7.47 asi como el Teorema 1.13 se puede compro-
bar de manera inmediata que param impar, yasead =16d = 3, los
semigrupos tienen distinto nimero de huecos. Por consiguiente, cuando
mesimpar, S(a, b) no es una representacion modular para S,
Supongamos ahora que S(a, b) es una representacion modular para Stal
que 2 = 21 Entonces b = (2m+1)[ 291 ] y a= (2m— 1)| 201,
Obsérvese que

2m-1 [ |7] S mesimpar,
i 4 I= |5] -1 simespar.

De nuevo se puede verificar que cada generador de S pertenece a S(a, b)

y por tanto SC S(a, b).

Supongamos que m es impar, digamos m = 2k + 1. Aplicando el algo-

ritmo de Euclides resulta mcd{a— 1,b} = 1. Siguiendo la notacion del

Teorema 7.42 se comprueba de nuevo que la secuencia E—z <

(a—1)/d
. . 2 -
es de Bézout, es decir la secuencia jtj < (jll:z—tlfl—()lk tiene producto

cruzado igua a 1. Aplicando e Teorema 7.42 deducimos que cuan-
do m es impar se verifica que S es modular y S= S(a,b), es decir
S=S((2m—1)[ 2%, (2m+1)| 201 ).

Si mes par, digamos m = 2k se puede verificar que med{a,b} =k—1y
mecd{a— 1,b} € {1,3}. Usando de nuevo laformula 7.47 y e Teorema
1.13 vemos que en cualquiera de los dos casos no hay coincidencia de
los nimeros de huecos. Como SC S(a, b), deducimos que S esta estric-
tamenteincluido en S(a, b).

2. Cualquier secuencia de Bézout para la ordenacion 2m+ 1,2m— 1, m ha de

2m-—1

contener ala subsecuencia <%= < 7. Hemos de encontrar un entero positivo
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u tal que ZmH < 2M-1 M 5eq una secuencia de Bézout, es decir, u(2m—
1) —2(2m+1) = 1. Esto equivale a (u— 2)(2m— 1) = 5, de donde resulta
quem=1yu=7,6m=3yu= 3. Cuando m= 3 tenemos el semigrupo
S= (3,5,7) cuyas representaciones modulares son S(3,7),5(5,7),5(4,9) y
S(6,9).

Resumiendo, S es modular para cualquier entero positivo m.

S m=1, entonces S= I\.

Si m= 2, entonces S(2,3),5(2,4),5(3,4),S(3,6) y S(4,6) son todas las re-
presentaciones modulares para S,

Si m= 3, entonces S(3,7),S(5,7),5(4,9) y S(6,9) son todas |as representa-
ciones modulares para S.

Si m> 4 es par, entonces salvo simetria,

m m
S=8(2|5],(2m-1)| 7))
es la Unica representacion modular para S,

Si m> 4 esimpar, entonces salvo simetria,

2m—1J7(2m+1)L2m—1

es la Unica representacion modular para S.

S=s((2m-1)|

1)

Finalmente comentamos que en todos |os casos S= S(m(S), m(S) +g(S)) essiem-
pre unarepresentacion modular correctapara S. Esto puede verse facilmente bien com-
probando lainclusion SC S(m(S),m(S) +g(S)) y a continuacion la coincidencia de
los nmeros de huecos, o bien teniendo en cuentael Lema 1.24. O






CAPITULO 8

Semigrupos modular es generados por una progresion aritmética

Vimos en el Corolario 2.35 que todo semigrupo humérico generado por |os prime-
ros términos de una progresi on aritmética es proporcionalmente modular. Sin embargo
no todo semigrupo numérico generado por los primeros términos de una progresion
aritmética es modular. En este capitul o estudiamos aquellos semigrupos numéricos ge-
nerados por |os primeros términos de una progresion aritméticay que son modulares.
Por tanto vamos a considerar semigrupos Sde laforma

S= (mm+c,m+2c,...,m+kc)

talesque med{m,c} =1y 1 <k <m-1. Yaque cuando m= 1resultaS= N, € cual
ya sabemos que es modular, supondremos siempre que m > 2.

Recordemos que seglin € Teorema 7.36, todo semigrupo modular con dimension
de inmersion mayor que dos admite a lo sumo dos modulos distintos para sus repre-
sentaciones modulares. Por los Lemas 1.23y 1.24 del Capitulo 1 sabemos ademas que
b>m(S)+9(S),yend casodequeb>m(S)+g(S), entonces m(S)|b. Ademas, dada
unarepresentacion modular S(a, b) para un semigrupo modular, decimos que el modu-
lobesdetipol,sib=m(S)+9g(S),ydecimosquebesdetipo2,sib>m(S) +g(9).

El siguiente lema recoge resultados bien conocidos sobre semigrupos generados
por progresiones aritméticas y que pueden ser encontrados en [24] y en [46].

LEMA 8.1. SeaS= (m;m+c,m+2c,...,m+kc) tal quemecd{m,c} =1y1<k<
m— 1. Entonces
m—2

8= | T2 | mim-e y #4(S) = 5(m-D(a+0) (g 1)

siendo qyr el cocientey el resto, respectivamente, dela division de m— 1 entre k.

A continuacion describimos como son las secuencias de Bézout para estos semi-
grupos.
LEMA 8.2. SeaS= (m,m+c,m+2c,...,m+kc) tal quemecd{m,c} =1y1<k<
m-1,yseanu=c 1 mod mye= %=1
1. S k< m-—1, entonces hay exactamente dos secuencias de Bézout con sus
fracciones mayores que 1 para los generadores minimales de S.
m m+cC m+kc m+kc m
u u+e u+ke m—u+k(c—e) m—u

123
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2. Para k =m-—1 hay exactamente cuatro secuencias de Bézout con sus frac-
ciones mayores que 1 para los generadores minimales de S

m< m+c m+ (m—1)c
u u+e u+(m-1e’
m+ (m—1)c m+c m

m—utrm-(c—e = “m-ut(c_e m-u

m+(m—1)c <T<m_+c m<m+(m—2)c
u+(m—-21e+1 u u+e u+(m-2)e
y
m+ (m—2)c o m+c LM o m+ (m—1)c '
m—u+(m—2)(c—e) m—u+(c—e) m—-u m-u+(m-1)(c—e)—1

Ademas todas estas secuencias son propias con extremos adyacentes.

DEMOSTRACION. Es inmediato comprobar que la secuencia J < ¢ < --- <
ﬁ‘j—,’fg y su simétrica % < -+ < M son secuencias de Bézout para cual quier
kta quel<k<m-1 S k< m-1, entonces m+ kc < g(S), con lo cual todos
los generadores minimales son menores que €l nUmero de Frobenius. En este caso €l
Teorema 7.23 nos garantiza que dichas secuencias de Bézout son las Gnicas existentes.

S k=m-—1, entonces m+kc > g(S). En este caso, segln el Teorema 7.23 aparte de
las dos secuencias ya mencionadas, pueden existir dos mas. Es inmediato comprobar
que las secuencias

m+ (m—1)c m m+c m+ (m—2)c
<—< <o <
u+(m-1e+1 u u+e u+(m-2)e
y
m+ (m—2)c m+c m m+ (m—1)c
< e < < ,
m—u+ (m—2)(c—e) m—u+(c—€e) m—-u m-u+(m-1)(c—e)—1

también son de Bézout, por |o que yalas tenemos todas.
Ademas todas las secuencias mencionadas son propias por € Lema 7.1y con ex-
tremos adyacentes por el Teorema4.21. O

COMENTARIO 8.3. Dada una secuenciade Bézout B—i < g—; < e < E—z, recordemos

que €l producto cruzado para dicha secuencia es el valor bynp — bpny. Es inmedia-
to comprobar que una secuencia de Bézout y su simétrica tienen e mismo producto
cruzado. O

L os siguientes lemas técnicos son utilizados en la demostracion del Lema 8.7. El
primero de ellos tiene una demostracion inmediata.
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LEMA 8.4. Para cualesquiera dos numeros my k talesque 2 <k <m-1, se
verifica

{m—z { "] -1 s m=0modk 6 m=1modK,
TJ_

| %] en otro caso.

LEMA 85. Sea S= (mm+c,m+2c,...,m+kc) tal que med{m,c} =1y 1<
k< m-—1,yseanademasu=c ! mod mye:%.Definimosalzuq%‘jntc),blz
m(|F]+c), a2 = (m—u+k(c—e))| 7] yb2= (m+kc)| . Entonces SC S(ay,bs)
y SC S(ap, by).

DEMOSTRACION. Comprobamos que m+ic € S(ap,b;) paratodo i tal que 0 <

i <k, esdecir, a;(m+ic) mod by < m+ic. Substituyendo a; y by por sus definiciones
y simplificando, resulta

u(L%J +c)(m+ic) mod m(LrEJ +c) = uic(L%J +c¢) mod m(L%J +c)

=i 3] +0) modm(| ] +€) =i(| ] +0) < m+ic

paratodoi tal que0 <i <k.

A continuacion comprobamos que m+ic € S(ap,bp) paratodoi tal que 0 <i <Kk,
es decir, ap(m+ic) mod by, < m+ic. Severifica

az(m+ic) mod b, = (m—u+k(c—e)) L%]J (m+ic) mod (m-+kc) Lnfj
— (—(u+ ke)L%J(eric)) mod (m-+ kc)LrEJ.
Calculamos
(—(u+ke)(m+ic)) mod (m+ kc) = ((—1)(um+ uic+ kem+ keic)) mod (m+ kc)
= ((—1)(um+i+emi+kem+keic)) mod (m+kc) = ((—1)(um+i+kem)) mod (m+kc)
= ((—1)(um+i+kcu—Kk)) mod (m+kec) =k—i,

por lo queag(m-+ic) mod by = (k—i)| ] y claramente esta cantidad es siempre menor
oigual que m+ic. O

LEMA 8.6. Sean m, ¢,k nimeros enteros positivos tales que med{m,c} =1y 1 <
k<m-1,yseanademasu=c 1 mod mye= "L Definimosay = u(| f| +c),bs =
m([ %] +c), a2 = (m—u+k(c—e))|F] ybz = (m+kc)|¥]. Entonces:

1. med{ag,bi} = [} +c,

2. mcd{ap,by} = L%J’

3. sim=0modk, entoncesmecd{a; —1,b1} = | ¥] ymed{a, — 1,bp} = [ ] +
C,

4. s m=1modKk, entoncesmecd{a; —1,b1} =1ymcd{az —1,bp} = 1.

DEMOSTRACION. Observamos en primer lugar que med{u+ ek, m+ck} = 1, ya
quec(u+ek) —e(m+ck) =cu—em=1.
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Como mcd{u,m} = 1, ésto implicaque mcd{ag,b;} =[] +c.
Usando laigualdad med{u+ ek, m+ck} = 1, resultaque med{ap, b2} = [ 7.
Supongamos que m= 0 mod k.
» Usando la hipbtesis cu — em = 1, se obtiene mcd{a; — 1,b;} =
med{u(| ] +¢) - L,m(| ] +¢)} = med{u(| | +emm(|}] +c)}.

wph e

| %] Por tanto, se reduce acomprobar que mcd{u+ ek, m+ck} = 1. Pero
ésto esinmediato, yaque c(u+ ek) —e(m+ck) = cu—em=1.

» Severificaque med{ay — 1,b} = med{(u+ke)[ | +1,(m+ke)| T}
Si kjm, entonces med{az — 1,bz} = med{u| ¥ J+em+1 m 2| +mc} =
med{u| B ] +cu,m[ |+ mc} = | 7] +c.

4. Supongamos ahora gue m= 1 mod k.

= med{a; — 1,bs} = med{u(| ] +c)—1,m(|¥] +c)}. Veamos que este
Gltimo término es igual a 1. Ya que med{u(| %] +c¢) —1,| %] +c¢c} =
1, entonces queda med{a; — 1,b;} = med{u(| '] 4+ c) — 1,m}. Pero
u([f]+c)—1=u|F]+em, porloquemcd{a; —1,b1 } = med{u| ] +
em, m}. Recordando que mecd{u,m} = 1, resultaque mcd{a; —1,b1} =
med{ | ], m}, lo cual vale 1 por la hipbtesis m = 1 mod k, ya que ésta
implicam— [ k= 1.

» med{az — 1,bp} = med{(m—u+k(c—e)[ %] —1,(m+kc)[ P} =
med{(u + ke) [ %] + 1,(m+ ke)[ ]}, usando que m—1=[Plky
cu—em=1, reﬁultamcd{uL j+e(m 1)+1,mP|+cm-1)} =
med{u| ] +cu— em[mj+cm c} = 1pue£S|IIamamosoc ul g+
cu— eyB mLmJ+cm ¢, entonces mo, — uf = 1.

O

LEMA 87. Sea S= (mm+c,m+2c,...,m+kc) tal que med{m,c} =1y 1<
k<m-1,yseanademasu=ctmodmye= %1 Definimos a; = u(| ] +c),
by =m(|¥] +c¢), a2 = (m—u+k(c—e))[ ] yb2= (m+kec)|¥]. Se verifican las
siguientes propiedades:

1. s m=0mod Kk, entonces S= S(az,b1) = S(az, by),
2. ssm=1modKk, entonces S= S(az,b1) = S(az, b2).

DEMOSTRACION. En cadacaso Yy para cada una de las representaciones propues-
tas S(a;, bj), demostramos que SC S(a;,by) y #H(S) = #H(S(a;, bi)). Por el Lema 8.5
sabemos que SC S(ag,b1) y SC S(ap, by), por lo que Gnicamente hay que comprobar
las coincidencias de |os nUmeros de huecos.

1. Supongamos que m= 0 mod k. Por el Lema 8.6 sabemos que mcd{as,b;} =
| %] +cymed{a; —1,b1} = | ¥]. Aplicando el Teorema 1.13, resulta

#H(S(@n, b)) = (| ) +0) +1— (1T +0)~ ()

1 m m
= 5((M=1)(|3 )+ +1- |1 ).
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Por otra parte, particularizando laformula para el nUmero de huecos que apa-
receen el Lema8.1, resulta

() = (=T 40+ (T + 1y m-1- [T k)

La hipotesis m= 0 mod k implica que LmT‘lj = | ] — 1,y por tanto

1

#1(9) = (M- D(17] 1+ + | (m=1—([7'] - 1)K)

1 m m
= S(m=1)(| 7] +0)+1- [ ],
formula que coincide con la anteriormente calculada para#H(S(az, bs)).
Notamos que la hipbtesis m= 0 mod k implicaqueb; = b, =by a; +
ap = b+ 1, por lo que por e Lema 1.3 deducimos que S(az, b1) = S(az, by).
2. Supongamos ahora m = 1 mod k. Calculamos previamente #H(S) aplicando
laférmuladel Lema8.1:

(S = (M- (1™ o)+ (T w1y m-1- (T k).

Ahoralahipotesism= 1 mod kimplicaque | 2| = | | ym—1= | %1k,
por lo cud

#H(S) = S (m-1)(| ™) +0)).

a) Consideramos en primer lugar S(az,bs).
Usando los resultados del Lema 8.6, asi como el Teorema 1.13, resulta

#H(S(@1, b)) = (M| ) +0)+1— (7] +0)~ 1) = (- 1)(| T +0),

valor que coincide con e que hemos calculado para#H(S).
b) Ahoratratamos S(ay, by).

De nuevo por el Lema 8.6 y el Teorema 1.13, obtenemos
#H(S(az,bp)) = %((m+ k) Lnfj +1— Lnfj —1)
Jmeke—1) = (LT +e(m—1)) = S((m-1)(| "]+ 0)),

que coincide con el valor de #H(S).

NI =

]

m
k

O

TEOREMA 8.8. Sea S= (m,m—+c,m+2c,...,m+kc) tal que med{m,c} = 1. En-
tonces Ses un semigrupo modular sy sblosi (mmod k) € {0,1}.
Pra3<my2<k<m-1seanu=cimodm e= 1 a =u(|P|+0),

by =m(| ] +c),ax=(m—u+k(c—e))|F| ybo= (m+kc)|¥]. Endicho casolasdos
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Unicas representaciones modulares para S, salvo simetria, son S(ag, b1) y S(ap, by), es
decir, S= S(a,b) para ciertos enteros positivosa < b, si y solo si

u(Lg] +c),m([ %] +c)),

<m—U)( % +C)+1am<LL|:]J+C))7
Em +k(c—e) %], (m+ke)[]),
u

(
(ab) € E U
(u+ke) [ ] +1,(m+ke)[F])

DEMOSTRACION. Ya que segin €l Corolario 2.36 todo semigrupo numérico ge-

nerado por dos elementos es modular y la condicion (mmod k) € {0,1} se verifica
trivialmente en este caso, podemos suponer que m > 3.

Veamos que |a condicion es necesaria. Supongamos que Ses modular y que S(a, b)

es una representacion modular para S. Hemos de considerar todas las secuencias de
Bézout propiasy con extremos adyacentes para S. Seglin el Lema 8.2 hay dos secuen-
cias de ese tipo cuando k < m— 1y cuatro cuando k = m— 1. Tal y como veremos a
posteriori, es suficiente considerar en cada caso las dos primeras secuencias que apa-
recen en dicho lema.

; iaM m4-c m+ke
1. Consderemoslasecuenuaﬁ <ire < < Tke Por el Teorema 7.42 tene-

u+e

mos2 =T sendob=tm a=tuyt= | M| = |mke| - M 4 c por
tanto a = u(| %] +c¢) y b=m([ ]+ c). El modulo b obtenido es mltiplo
de m, que es la multiplicidad de S, luego es un modulo de tipo 2. Ademas,
por el Lema 8.1 sabemos que g(S) = —c mod m(S), de donde por los Lemas
1.23y 1.24, b hade ser delaformab = m(S) +9(S) + c+rm(S), paracierto
r > 0. Estaigualdad implica (usando la formula para g(S) dada en € Lema
8.1) quem(| ] +¢) = m+ | ™2 | m+ (m— 1)c+c+rm. Simplificando resul -
ta|¥] =1+ ™2 +r. Aplicando el Lema8.4, deducimos que m= 0 mod k
om=1modk, y ademasquer =0, por lo queb=m(S) +g(S) +c.

Ahora hacemos un razonamiento similar para la secuencia simétrica de la

considerada en el apartado anterior: ﬁkk(g—e) <+ < 0. Denuevo por el

Teorema 7.42 tenemos § = €, siendo queb=tm, a=tuyt = [¥]
(recuérdese que una secuencia de Bézout y su simétricatienen el mismo pro-
ducto cruzado). Por tanto, a= (m—u+k(c—e))[ 7] y b= (m+kec)|[ .
Si kjm, e modulo b coincide con €l del caso anterior para el cua ya hemos
comprobado que la conclusion del teorema es cierta. Asi pues, podemos su-
poner que k1 m, lo cual nos lleva a que m+4 b. Por los Lemas 1.23 y 1.24,
b ha de ser un modulo de tipo 1, es decir b = m(S) + g(S). Esta igualdad
implica (usando la formula para g(S) en el Lema 8.1) que (m+kc)[ ] =
[mT*ZJ m+ (m—1)c. Si m no fuese congruente con O ni con 1 modulo k, apli-
cando el Lema8.4 obtendriamos que (m+kc) | ] = | F| m+ (m—1)c, esde-
cir, ke ] = m+ (m—1)c. Deaqui resultaria (m— (m mod k) )c = m+mc—c,
y por tanto ¢(1 — (mmod k)) = m, lo cua es absurdo. Por tanto |legamos
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en este caso aque m=0modk 6 m= 1 modk, y ademés k + m, es decir,
m= 1 mod k.
La condicion suficiente es consecuencia del Lema 8.7.

Para el caso particular k = m— 1, en principio tendriamos que considerar otras dos
secuencias de Bézout mas (Lema 8.2). Sin embargo, €llo no es necesario, puesto que
en este caso los dos valores ya obtenidos para b son distintos, es decir,

b1 — m(LnE]J +¢)=m(c+1) #m+ (m—1)c= (m+ke) L”EU — by,
Como por & Teorema 7.36 todo semigrupo modular con dimension de inmersion ma-
yor gue dos admite alo sumo dos modul os distintos, deducimos que las dos secuencias
de Bézout restantes no dan informacion nueva. Por consiguiente, Stiene exactamente
cuatro representaciones modul ares. |

COROLARIO 8.9. Para cualesquiera dos enteros positivos my ¢ primos relativos,
el semigrupo (m,m-+ ¢, m+ 2c) es modular.

COROLARIO 8.10. Sean m y c enteros positivos primos relativos, con m > 4.
Entonces para cualquier k tal que ] +1 <k < m—2, e semigrupo numérico
{(m,m+c,m+ 2c,...,m+Kkc) no esmodular.

El Lema 8.8 también generaliza a la Proposicion 7.31. El siguiente resultado
estaimplicito en la demostracion del Lema8.8.

COROLARIO 8.11. Sea Sun semigrupo numérico generado por los primerostérmi-
nos de una progresion aritmética de diferencia c. S S es modular y S(a,b) es una
representacion modular para S entoncesb =m(S)+g(S) 6b=m(S) +g(S) +c.

COMENTARIO 8.12. Si un semigrupo modular Sposee unarepresentacion modular
con un modulo b de tipo 2, entonces el valor para dicho médulo ha de ser de laforma
b=m(S)+9(S)+ (M(S) — (9(S) mod m(S))) +r-m(S), conr > 0 (Lema 1.24). En
los semigrupos generados por progresiones aritméticas, cuando se da este caso, hemos
visto quer = 0. Sin embargo hay ejemplos de semigrupos modulares en los cualesr >
0, como por gemplo S= (5,11,17). Este semigrupo es modular, pues S= S(7,34) =
S(8,40), y ademas m(S) = 5,9(S) = 29. El médulo b =40 esdetipo 2y ahorar =
1 m|

Observar que la condicion “mmod k € {0,1}"dada en el Teorema 8.8 se puede
escribir también como “mmod k < 1”. De esta observacion tan simple obtenemos €l
siguiente resultado bastante curioso.

TEOREMA 8.13. Sea S un semigrupo numérico generado por 10s primeros térmi-
nos de una progresion aritmética. Las siguientes afirmaciones son equival entes:
1. Sesunsemigrupo modular,
2. m(S)mod (e(S)—1) <1,
3. S(M(S),e(S)—1) =NN.






CAPITULO 9

Problemas abiertos

En este Gltimo capitulo de la memoria recogemos una lista de problemas en re-
lacion con los semigrupos modulares y |os semigrupos proporcionalmente modul ares
paralos cuales a dia de hoy no conocemos una solucion general.

PROBLEMA 1: Dados a 'y b enteros positivos tales que a < b, encontrar una
formulaen términos de a'y de b para el nimero de Frobeniusy parala multi-
plicidad de S(a, b).

Tal y como hemos ido viendo en la memoria, existen varios resultados parciales
para este problema. En primer lugar, de acuerdo con los Lemas 1.3 y 1.4, dado un
modulo b es suficiente considerar los valores para a tales que a < b%l.

Cuando € factor divide a modulo, vimos en € Corolario 3.4 que

b—1)(a—1
a(sta.ab) = | P51
yenel Lema3.1 que
m(S(a,ab)) =b.

M encionamos también |os siguientes resultados que aparecen en [28]. Si 6 es una
permutacion perteneciente a S, se define 6(0) = 0.

TEOREMA 9.1. Para dos enteros positivos a < b, definimosd = mcd{a,b} yd' =
mcd{a—1,b}. S dd’ # b, sea p= ((3) (- 2;%)) mod g . Entonces

b\ , b b b b

Ap (S(a,b),a> = {dk+d cp7d%(k) | ke {O,...,H - 1}}+{O,a,za,...,(d—1)a}.

Teniendo en cuenta las formulas que aparecen en la Proposicion 0.1, se obtiene €l
siguiente resultado.

COROLARIO 9.2. Bajo las mismas hip6tesis del Teorema 9.1,
b b b
5 (K) | ke{O,-..,w—l}}Hd—l i

También son interesantes |os siguientes resultados que aparecen en [41] y que en
algunos casos particul ares aportan férmulas concretas.

)

9(S(a, b)) = max {dk+ d'o,

131
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LEMA 9.3. Sean a 'y b dos enteros positivos tales que a < b y (bmod a) # 0.
Entonces

a(siab) <b-| 2.
PROPOSICION 9.4. Sean a 'y b enteros positivos talesque a < by (b mod a) # 0.
Entoncesg(S(a,b)) =b—[b/a] siysblos (a—1)-(a—(bmoda)) < b.

COROLARIO 9.5. Sean ay b enteros positivos talesquea < b, (bmoda) #0y
(a—1)-(a—(bmoda)) < b. Entoncesm(S(a,b)) = [b/a].

El siguiente argumento intuitivo llega a un resultado similar a de la Proposicion

9.4. Dado S= S(a,b), por & Lema 2.15 sabemos que S= S([a,a 1), €s decir,
kb kb
U[a a— 1 N)-
0<k

Geométricamente, entre 0y b, 10s elementos que pertenecen a S(a, b) son aquellos
X queseencuentran enlabase dealgun triangulo rectangulo devértices (%2, 0), (X2, 0)
y (2%, %), paraagink tal que0 <k <a-—1.

Véase |afigura siguiente donde se dibuja la situacion para S(5,8) = {0,2,4,—}.

Observamos que en €l triangulo rectangulo mas ala derecha no hay huecos, con lo

cual {| @12 .} C S Por consiguiente

B ko Kb (a—1)b
s=( U 13- "NuE)-)
’ Ko (k+1)b
+
H(S) = Bl NIN.
S=( U Gopog )

Consideremos el interval o que aparece mas ala derecha, es decir, (("";Tzl)b, @)). Su

amplitud es (ab 5 S aa *11) > 1, entonces g(S) es el mayor entero que pertenece al
intervalo (220 ,(a_al)b) Obtenemos e siguiente resultado.

PROPOSICION 9.6. Sean a 'y b enteros positivostalesquea < b. S b > a(a—1),

entonces
(a—1)b

g<s<a,b>>={ =

a

€n caso contrario.

COMENTARIO 9.7. Ladesigualdad en la condicion “b > a(a— 1)"de la proposi-
cion anterior hade ser estricta. Si sedalaigualdad, 1a conlusion no tiene por qué darse
como se puede comprobar facilmente con el ejemplo S= S(3,6).

Observamos ademéas que s a < /b, entonces se verificaa(a— 1) < b, obteniendo
la conclusion de la proposicion anterior. O
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4 5 6 7 8

FIGURA 1. S(5,8)

El Teorema 1.13 da una formula general para el nimero de huecos de S(a, b) en
terminosde ay b. Esto nos llevaa plantear € siguiente problema.

PROBLEMA 2: Dadosa, by c enteros positivostales que ¢ < a < b, encontrar
un formulaen términos de a,b y ¢ para el nimero de huecos de S(a, b, c).

Aparte delos semigrupos modul ares, existen familias de semigrupos proporcional -
mente modul ares paralos cuales se dispone de unarespuestaparael problemaanterior.
Este es €l caso de los semigrupos numeéricos generados por una progresion aritmética
los cuales fueron estudiados en el capitulo anterior.

PROBLEMA 3: Dado un semigrupo proporcionamente modular Sdescrito de

laformaS= % estudiar si existen formulasen términosdeny, ny y d para
9(S), m(S) y #H(9).

Desde este punto de vista, g(S) es el mayor maltiplo del entero d que no pertenece
a(ng,ny).
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Recordemos que seglin la Proposicion 5.13, podemos asumir que los enteros
Ny, N2, d son primos relativos dos a dos.

El siguiente resultado fué obtenido por PA. Garcia-Sanchez.

LEMA 9.8. Sean ng, np y d enteros positivostales que (ng,np) = (ng,d) = (n2,d) =
1y n1 < ny. Entonces existe un entero positivo k tal que 0 < k< d vy % €
Ap({"th2) ). Ademés

Ap<<n1(’jn2>,n1> _ {((ik) moddd)n1+in2 e {O,...,nl—l}}.

Aplicando las formulas que aparecen en la Proposicion 0.1 a resultado dado en el
lema anterior, resulta

g <_<n16n2>) = méx{ ((ik) moddd)n1+in2 lie {O,...,nl—l}} -m

(n1,Ny) 1/(n -l (n1—1)mny n—1
#H(T>_n_1(aizl((lk)m0dd)+ > )— >
siendo k = ((—nz)ny ) mod d.

Sin embargo no hemos encontrado criterios que caractericen cuando la expresion
“((ik) mod d)ng +inz.8canzael maximo al variar i enel conjunto {0, ...,n; —1}. Tam-
poco hemos podido encontrar una férmula compacta para 2{‘;{1(0 k) mod d). De he-
cho, usando laidentidad (ik) mod d = ik — L%‘J -d, e célculo de la sumatoria anterior
se reduce al calculo de ¥ * | |. Estamos contando el nimero de puntos reticulares
que hay en el interior del triangulo rectangulo de vértices (0,0), (n1,0) y (0, %) inclu-

) d
yendo aquellos que se encuentran sobre la diagonal principal (n6tese que uno de los

catetos del triangulo tiene longitud no entera).

PROBLEMA 4: Sean a,b y c enteros positivos talesquec < a< b. S S=
S(a, b, c), encontrar un formulaen términosdea, by ¢ param(S), e(S) y t(S).

Para un semigrupo numérico S se define n(S) = #(SN{0,1,...,9(S)}), es decir,
n(S) = g(S) +1—#H(S). La conjetura de Wilf afirma que #H(S) < (e(S) —1) - n(S)
(véase [53]). Existen varios tipos de semigrupos numéricos para los cuales se ha de-
mostrado que laconjetura de Wilf es cierta, entrelos que mencionamos |os semigrupos
irreducibles, 1os semigrupos con maxima dimension de inmersion y los semigrupos S
con g(S) < 3 (véase[10Q)).

PROBLEMA 5: Estudiar si la clase de los semigrupos modulares asi como la
clase de los semigrupos proporciona mente modul ares verificala conjeturade
Wilf.




9. PROBLEMAS ABIERTOS 135

PROBLEMA 6: Dados a,b y ¢ enteros positivos talesquec < a< b, s S=
S(a,b,c), determinar en términos de a,b y ¢ cuando S es de alguno de los
siguientes tipos especiales. simétrico, pseudo-simétrico, MED-semigrupo.

PROBLEMA 7: Dado un semigrupo numeérico S, encontrar un algoritmo que

nos permita decidir si existen enteros positivos ni,np,n3 y d tales que S=
<nl’r:j27n3>

En € resto de este capitulo a, b y ¢ seran nimeros enteros mayores que 1 y primos
relativos dos ados. Ademas n representara un entero mayor o igual que 3. Esinmediato
demostrar por induccion sobre n quec” — (c— 1)" > 3c. Teniendo en cuenta este hecho
se obtiene €l siguiente lema.

LEMA 9.9. S a"+b" =", entoncesa" > 3c.

LEMA 9.10. S a”+b" =¢c", entonces S= (a",c"%,b") esun semigrupo numérico
proporcionalmente modular con dimension de inmersion igual a 3.

DEMOSTRACION. Veamos en primer lugar que los generadores de S son indepen-
dientes. Si Aa"+ pc" 1 = b" con A y p distintos de cero, entonces Aca” + pc” = cb”, lo
cual implicaque (Ac+ p)a" = (c— p)b". En particular vemos que a” dividea (c— p)b".
Teniendo en cuenta que mecd{a, b} = 1, deducimosquec—p > a", y por tanto ¢ > a",
lo cual es absurdo por & Lema9.9. Si Aa" = ¢c"~1, &sto implicaria que med{a, b} # 1.

Finalmente, ya que a” + b" = 0 mod c"1, aplicando & Teorema 4.32 deducimos

gue S es proporciona mente modular. O

PROPOSICION 9.11.

a'+b"=c" —= (&, b")

— <an7cn—1’bn>

DEMOSTRACION.
Sean u'y v enteros positivos verificando que b"u—av = 1.

.. . . . . -1
Condicion necesaria. Es inmediato constatar que la secuencia &; < & < & es

de Bézout. Entonces por e Teorema 4.8 se tiene (@”,c¢™%,b") = S([&, 2]y 'y por la

demostracion del Teorema 5.2 resulta S([2, £]) = &) " ¢con Io cual se obtiene la
conclusion del enunciado.

C 1
Condicion suficiente. De nuevo, por la demostracion del Teorema 5.2 tenemos

S([ﬁ—z,e—Z]) = <anébn>. Denotemos este semigrupo por S. Supongamos ademas que

<anébn> = (a",c"1,b"). Por & Teorema 4.4 existe una secuencia de Bézout con extre-

n n - .
mos & y S—C. Ya gue por el Teorema 4.8 los numeradores de dicha secuencia generan
a S y toda secuencia de Bézout se puede refinar a otra secuencia de Bézout propia
con los mismos extremos, concluimos que existe una secuencia de Bézout de laforma
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a" Cn71 pn 0 . al p" .
&< <iw Opservese que ademr?s ue Y 1c Son extremos adyacentes. Aplicando el
Lema4.13 concluimos que ¢c"* = &2 y por tanto ¢ = a" -+ b". O

El denominado Ultimo Teorema de Fermat afirma que para cualquier nimero
natural n > 3, la ecuacion diofantica x" + y" = 2" no admite ninguna solucion verifi-
cando x-y-z# 0. Como es bien conocido, este teorema tras mas de trescientos afios de
intentos infructuosos, finalmente fué demostrado por Andrew Wiles con la ayuda de
Richard Taylor en 1995 (véase [51], [52]).

Obsérvese que para n > 3, la ecuacion diofantica X" + y" = Z" no tiene ninguna
solucion verificando x-y- z # 0 en la que alguna de las incognitas sea igual a 1. Por
tanto, de caraaresolver dicha ecuacion, se puede ademas suponer quex, y, Zson enteros

mayores o iguales que 2 y primos relativos dos ados. Con todo ésto podemos enunciar
el siguiente resultado.

TEOREMA 9.12. Son equivalentes:

1. eIL'JltimoTeoremadeFermath i
2. € semigrupo numérico <""—Cb> no esta generado minimalmente por

{a",c"1 b"}.

PROBLEMA 8: Sean a, by ¢ nimeros enteros mayoresque 1y primosrelativos
dos a dos y sea n un entero mayor o igual que 3. Probar que el semigrupo

. n pn , .o
numerico <a—cb> no esta generado minimalmente por {a",c"~1, b"}.
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TABLAS

En este apéndice incluimos algunas tablas que hemos generado utilizando unas
rutinas que hemos escrito en el lenguaje funcional Haskell (vease [15]).

En las primeras tablas mostramos | os invariantes que hemos estudiado en esta me-
moria para los primeros semigrupos modulares. St S= S(a,b), denotamos por m la
multiplicidad, e la dimension de inmersion, g el nimero de Frobeniusy h el nlmero
de huecos de S.

La Gltima tabla muestra para los primeros valores de g, todos los semigrupos mo-
dulares cuyo numero de Frobenius es g.
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‘ g ‘ S(a]_,b]_),...

S(2,6),5(2,5)

$(5,10),5(4,8),5(2,8),5(2,7),5(3,5)

$(2,10),5(4,9),5(2,9),5(3,7)

(7,14),5(6,12),5(4,12),5(2,12),5(2,11),5(3,9),5(3,8),5(4,7)

N OO~ WN

S(2,14),5(2,13),5(5,11),5(3,10)

$(9,18),5(8,16),5(2,16),5(6,15),5(2,15),
S(5,12),5(3,12),5(3,11),5(4,10),5(5,9)

(o)

S(2,18),5(2,17),5(7,15),5(5,15),5(6,13),5(3,13),5(4,11)

$(11,22),5(10,20),5(2,20),5(2,19),5(5,16),
$(3,15),5(6,14),5(3,14),5(4,13),5(6,11)

10

S(2,22),5(2,21),5(7,18),5(8,17),5(3,16),5(4,14),5(5,13)

11

S(13,26),5(12,24),5(2,24),5(2,23),5(7,21),5(5,20),5(6, 18),
S(3,18),5(3,17),5(7,16),5(4,16),5(4,15),5(5,14),5(7,13)

12

S(2,26),5(2,25),5(10,21),5(8,20),5(9,19),5(6,19),5(3,19),5(7,17),5(4,17)

13

§(15,30),5(14,28),5(2,28),5(2,27),5(9,24),5(8,21),5(3,21),5(9,20),
S(6,20),(3,20),5(8,18),5(4,18),5(5,17),5(6,16),5(8,15)

14

$(2,30),5(2,29),5(8,24),5(11,23),5(3,22),
S(4,20),5(8,19),5(4,19),5(5,18),5(6,17)

15

S(17,34),5(16,32),5(2,32),5(2,31),5(6,24),5(3,24),5(9,23),
S(3,23),5(10,22),(7,22),5(4,21),5(5,19),5(9,17)

16

S(2,34),5(2,33),5(13,27),5(10,27),5(12,25),5(6,25),
S(3,25),5(7,23),5(4,22),5(9,21),5(5,21),3(7,19)

17

§(19,38),5(18,36),5(2,36),5(2,35),5(10,30),5(8,28),5(9,27),5(3,27),
S(3,26),5(10,25),S(11,24),3(7,24),5(4,24),5(4,23),5(9,22),5(5,22),
5(6,21),5(7,20),5(10,19)

18

S(2,38),5(2,37),5(14,29),5(9,28),5(3,28),5(10,26),
S(11,25),5(8,25),5(4,25),5(10,23),5(5,23),5(6,22)

19

S(21,42),5(20,40),5(2,40),5(2,39),5(12,33),5(11,30),5(6,30),5(3,30),
S(3,29),5(13,28),5(7,28),5(12,26),5(8,26),5(4,26),5(5,25),5(10,24),
S(5,24),5(6,23),(8,22),5(11,21)

20

S(2,42),5(2,41),5(16,33),5(11,33),(15,31),5(3,31),5(7,29),
S(11,28),5(4,28),5(12,27),5(8,27),5(4,27),5(5,26),5(8,23)

21

S(23,46),5(22,44),5(2,44),5(2,43),5(3,33),5(12,32),5(9,32),5(3,32),
S(10,31),5(14,30),5(7,30),5(11,29),5(4,29),5(5,27),5(11,26),5(6,26),
S(7,25),5(12,23)

22

S(2,46),5(2,45),5(13,36),5(17,35),5(3,34),5(12,30),5(4,30),
S(13,29),5(9,29),5(5,28),5(11,27),5(6,27),5(7,26),5(9,25)

23

S(25,50),5(24,48),5(2,48),5(2,47),5(13,39),5(12,36),5(9,36),3(3,36),
S(15,35),5(3,35),3(15,32),5(8,32),5(4,32),3(12,31),5(4,31),3(13,30),
(9,30),5(5,30),5(5,29),5(12,28),5(6,28),3(7,27),5(9,26),3(13,25)

24

S(2,50),5(2,49),5(19,39),5(18,37),5(3,37),5(13,35),5(10,35),5(7,35),
S(11,34),5(8,33),5(4,33),5(14,31),5(9,31),5(5,31),5(12,29),5(6,29)

25

S(27,54),5(26,52),5(2,52),5(2,51),5(15,42),5(14,39),5(3,39),5(3,39),
S(17,36),5(10,36),5(7,36),5(11,35),5(16,34),5(8,34),5(4,34),5(13,33),
S(14,32),5(10,32),5(5,32),5(6,31),5(8,29),5(10,28),5(14,27)
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expresion
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inecuacion diofantica
modular, 11
proporcionalmente modular, 29

modulo
detipol, 114
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formula de Sylvester parael, 8

permutacion modular, 73
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simétrica, 102
factor deuna, 11
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propia, 56
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refinamiento de una, 56
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semigrupo
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afin, 71
numeérico, 7

semigrupo afin

completo, 71

semigrupo modular, 11

peso de un, 14
representacion modular de un, 11

semigrupo humérico

aritmético, 7

cociente por un entero paraun, 30

conductor de un, 8

conjunto de Apéry enun, 8

dimension de inmersion de un, 7

género deun, 8

grado de singularidad de un, 8

hueco deun, 7

irreducible, 9

MED, 7

multiplicidad de un, 7

nimero de Frobenius de un, 8

PEPSY, 21

pseudo-nimero de Frobenius paraun, 8

pseudo-simétrico, 10

representacion de un elemento, 7

representacion primaria de un elemento, 9

representacion proporcionalmente modular
paraun, 29

representacion proporcionalmente modular
primitiva para un, 29

resto primario en un, 8

semirecta, 8

simétrico, 9

sistemaminimal de generadores de un, 7

sistema de generadores de un, 7

sistema modular, 18

sistema proportionalmente modular, 35

tipodeun, 8
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