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Summary

This work attempts to reformulate the relationship between space-time dynamics and Quan-
tum Theory in terms of the revision of two basic physical notions: symmetry and anomalies.
Even though a categorical reason for the absence of a harmonous synthesis between General
Relativity and Quantum Theory cannot be easily stated, the difficulty to recontiliate their
respective conceptual foundations, along with the lack of an unambiguous common mathe-
matical description, lay at the core of this fundamental problem. We propose symmetry as
the key notion providing, firstly, the conceptual link between both theories and, secondly,
the necessary common mathematical framework to describe them. The rationale for such
a claim is two-fold since, on the one hand, the depth of the connection between symmetry
and Quantum Theory is firmly established and, on the other hand, symmetry itself can be
used to construct the dynamics of certain elementary systems. Despite standard Gravity
seems not to admit such a description, this work explores the possibility that fundamental
degrees of freedom describing Gravity at the Quantum level arise from symmetry grounds.

The methodology used to explore this general goal is provided by the formalism of
the Group Approach to Quantization (GAQ), which makes explicit the previous role of
symmetry as the source of both the physical dynamics and the quantum description.

A definite proposal involves the choice of the adequate starting Lie group. Metrics, or
similar notions at the same structural level, do not offer intuition on such a convenient
choice. This fact suggests to search at a more basic underlying level, where the emergence
of symmetry could be more apparent. Differential structure stands as a good candidate for
such a role and in fact diffeomorphisms, i.e. transformations leaving this differential struc-
ture invariant, constitute a symmetry rich enough so as to generate a class of non-trivial
dynamics. Therefore, we shall select diffeomorphism group, or more accurately diffeomorp-
hism algebra, as our starting symmetry. This choice has the strong appeal of representing
the fundamental symmetry of General Relativity but also poses the apparent contradiction
of trying to derive dynamics from a classically gauge group, presumedly devoid of dynamical
content.

The necessary revision in GAQ of the concept of anomaly, i.e. the quantum breakdown
of a classical symmetry, offers a way out of this situation. In general terms, the analysis of
anomalies in GAQ suggests the replacement of the initial Lie group with an (ideally maxi-
mal) central extension of it, to be considered as the true starting point for the description of
the dynamics. These central extensions are responsibles for the existence of the dynamics
in GAQ. In this manner, a group initially devoid of dynamics is substituted by a suitable
centrally extended version which provides a set of quantum physical degrees of freedom.

Our specific objectives can be classified in three related though independent levels: i)
structural or technical, aiming at constructing new dynamical models out of the extended
diffeomorphism algebra and its action on other infinite-dimensional Lie structures, i) con-
ceptual, which refers to the development of physical interpretations linking the previous
mathematical models with gravitational scenarios (we shall explicitly distinguish between
fundamental and phenomenological theories) and #ii) the formulation of a model for the
space-time structure at the quantum level.
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The work is structurated in two well differentiated parts. The first one is devoted to the
exposition of the fundamentals of GAQ, meanwhile the second deals with the discussion of
physical systems derived from the diffeomorphism algebra.

GAQ constitutes a development of two different sets of ideas and techniques: Geome-
trical Quantization and the symplectic mechanics on Coadjoint Orbits. Simultaneously, it
entails the generalization of time-dependent mechanics.

The purpose of Geometrical Quantization is that of eliminating the ambiguities in the
algorithm of Canonical Quantization, by endowing it with a sound mathematical basis
laying on intrinsic geometrical tools. Two steps can be distinguished in this process. The
first one, prequantization, constructs a faithful unitary representation of the Lie algebra
of classical observables and introduces the concept of Quantum Manifold, consequence of
the need to extend the phase space with a new parameter directly related with quantum
mechanical U (1) invariance. The second step, quantization, accomplishes the irreducibility
by using the notion of polarization.

The coadjont action of a group on its coalgebra allows the natural construction of
symplectic manifolds on which hamiltonian dynamics can be described. Therefore, physical
degrees of freedom in these systems are completely characterized by a symmetry structure.
A crucial point for the contact with the quantization program is the identification of certain
cohomological notions as simultaneous classification tools of these symplectic spaces and
central extensions of Lie groups.

Group Approach to Quantization synthetizes and extends both developments above,
thus making concrete the role of symmetry as a link between dynamics and its quantum
description. Constructed on a U(1)-centrally extended Lie group, supplemented with the
so-called quantization form ©, GAQ does not necessarily represent the gquantization of a
previously devised classical theory, but constitutes the direct formulation of the quantum
dynamics of a system characterized by a fundamental symmetry. A quantum theory in
this context means a unitary and irreducible representation of the Lie algebra (a Lie group
indeed) of physical observables building the fundamental symmetry. Group cohomology
plays the basic role of determining the physical degrees of freedom as well as the generators of
dynamical evolution. A detailed analysis shows that some trivial cocycles contain dynamical
information. These coboundaries are called pseudo-cocycles and introduce the relevant
notion of pseudo-cohomology as a refinement of standard group cohomology. Therefore,
degrees of freedom are not fixed ab initio, but are dynamically determined by the symmetry.
This non-standard procedure entails non-trivial consequences on traditional concepts such
as anomalies and gauge symmetries, whose characterization is revisited in this language.

A group is called anomalous if it does not admit a complete first-order polarization.
In that case, some of the classically non-symplectic generators behave as true degrees of
freedom at a quantum level, enlarging the solution space of the theory. A reduction can be
accomplished by resorting to higher-order polarizations which are associated with certain
critical values of the central extensions, thus making contact with the standard approach
to anomalies. This is our rationale for the search of new degrees of freedom out of those
symmetries presumedly devoid of dynamical content.

With regards to a gauge symmetry associated with a local group, the necessity in GAQ
of including the latter into a total extended group containing all physical information, leads
to the subtle intertwining between physical and gauge modes. As a consequence, a transfer
of dynamical content occurs between them, spoiling the clean distinction of gauge modes
in the initial explicit parameters of the group.
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The analysis of the physical dynamics derived form diffeomorphism algebra is developed
in three stages.

We firstly study the problem in a simplified scenario modelled on low-dimensional space-
time structures where the mathematical tools, mainly the Virasoro and Kac-Moody alge-
bras, have been intensively studied. Therefore we can address the essentially physical issues
in a more straightforward manner, allowing to make a first evaluation of our goals. In par-
ticular, we intent to formulate a dynamics from the Virasoro algebra in such a way that the
space-time notion itself is not introduced from the very beginning, but is derived from the
quantum theory. The motivation for using the Virasoro algebra as the fundamental sym-
metry leans upon simplicity reasons together with the existence of the Polyakov’s action of
induced two-dimensional quantum gravity, which offers a definite point of contact between
the mathematical formalism and a gravitational interpretation. The directly quantum mo-
del is built on a unitary and irreducible representation of the Virasoro algebra in such a
way that a space-time structure is only recovered for certain critical combinations of the
central extension parameters. For these critical values, the Virasoro representation space
is reduced under a certain SL(2,R) subgroup and an individual space-time is associated
with each one of these subrepresentations. The model presents an ensemble of space-times
which are mixed by the action of dynamical (non-gauge) diffeomorphisms, the way in which
Gravity shows up. The contact with more standard gravity interpretations is accomplished
by the developement of a semi-classical formalism which permits the recovery of a corrected

Polyakov’s action in the classical limit.

In a second step, new degrees of freedom, which we refer as matter ones, are included in
the model by the incorporation of a SU(1,1) Kac-Moody algebra which supports a natural
action of the Virasoro algebra. The implementation of the space-time structure entails
an anomalous realization of the symmetry which is handled by means of a higher-order
polarization developed in terms of the Sugawara construction of the Virasoro modes. In
particular, Virasoro generators display an intrinsic component (true degrees of freedom)
and an orbital one (in terms of the Kac-Moody modes), in complete analogy with the
intrinsic spin and orbital components in the total angular momentum of a particle. As a
consequence of dealing with a non-compact Kac-Moody algebra, negative-normed states
spoil the unitarity of the representation. The elimination of these states results from the
combined analysis of globality conditions and the imposition of the orbital part of the
Virasoro generators as constraints. This suggests an interesting mechanism in which part
of the diffeomorphism generator is gauge and another part represents a genuine physical
degree of freedom.

This low-dimensional model accomplishes satisfactorily the structural objetive. Even
though the conceptual one is also achieved, due to the contact with induced two-dimensional
gravity, some actual predictions would be desirable in order to compensate the speculative
character of the quantum description. Simultaneously, the principle of deriving all physics
from strict symmetry principles is not strong enough in these particular models, so as to
decide among the different raised possibilities. Some ad hoc information must be included,
something specially critical in the formalization of the relationship between an irreducible
representation of SL(2,R) and a space-time support. A variety of possibilities, ranging
from certain homogeneous spaces of SL(2,R) to non-commutative algebras associated with
the representation, are explored. A consistent choice is adopted implying a renounce to the
literal reconstruction of the space-time structure, our last and most ambitious objective.
The most important feature of these models is the emergence of quantum physical degrees
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of freedom, absent at the classical level.

In a second stage, we undertake the study of diffeomorphism algebra in realistic space-
time dimensions. The problem is simplified by truncating the infinite degrees of freedom of
the diffeomorphism algebra by restricting ourselves to the analysis of a finite subalgebra.
In fact, the study is developed in an indirect way where the role of diffeomorphism is not
obvious in the initial presentation. We attempt to develope a common scenary for dynamics
associated with internal and space-time local groups, where diffeomorphisms only emerge
at a final stage of the analysis. Besides, the discussion is restricted to the semi-classical
motion of a particle inside background fields.

Two strategies are simultaneously used. The first one works with the realization of the
relevant symmetry on the movement space of Cartan dynamics, meanwhile the second one
dwells on the semi-classical formalism of GAQ. The need for simultaneously extending the
supporting representation space and the symmetry in order to convert the semi-tnvariance
of the free particle under the Galilei group into strict invariance, illustrates the general
mechanism: the introduction of new parameters in the theory (background fields, central
extensions...) as a consequence of the imposition of definite conditions formulated on sym-
metry grounds.

The aplication of these strategies to a local U (1) symmetry, with origin in quantum phase
invariance of the free particle, provides a satistactory description of the motion of a particle
inside an electromagnetic field, which is compatible with the minimal coupling principle.
The point of contact with the diffeomorphism algebra occurs in the more complicated case
of local translations, point of depart of certain treatments of Gravity as a gauge theory
modelled on a local gauge group. This demands the use of the most algorithmic of the
strategies at our disposal, i.e. GAQ. The application of it to a certain simplified perturbative
context leads in fact to the recovery of geodesic motion of the particle in a linearized metric
field. Considering the central extension as primitive and previous to any local symmetry,
the mere introduction of a gravitational field entails the presence of an electromagnetic
field and the appearance of mixing terms between both background interactions. This last
phenomenon implies interesting physical consequences, mainly the semi-classical violation
of the equivalence principle and a potential violation of CPT symmetry.

The final stage of our work studies the dynamics derived from the diffcomorphism algebra
in realistic space-time dimensions, with all infinite-dimensional degrees of freedom taken
into account, representing an attempt towards the generalization and convergence of the
two lines of research previously posed.

Regarding the purely structural generalization of the model based on the Virasoro alge-
bra, we look for the construction of a representation of an extended diffeomorphism algebra
in realistic dimensions. In this case, non-trivial central extensions do not exist and therefore
pseudo-cohomology proves to be essential. Simultaneously we must resort to non-central
extensions (we shall restrict ourselves to tensorial ones) in order to enrich the dynamics.
At an interpretative level, we lose the bridge with the gravitational physics provided by
Polyakov’s action, and this will demand the inclusion of new inputs in order to construct a
truely physical theory. The difficulties in extending the analysis of the space-time developed
in the simplified low-dimensional case, make us to postpone the actual reconstruction of
this structure in realistic dimensions.

Concerning the mixing of interactions, we address the study of the iulrinsic dynamics
of the field degrees of freedom. The difficulties in a first tentative attempt to generalize the
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work developed in the case of particle dynamics, force us to review the treatment of local
gauge symmetry in the context of GAQ. This leads to an understanding of the analysis of
diffeomorphism dynamics in this context, as part of a bigger yet-to-be-completed theory.

In concrete terms, both lines converge on the construction of a maximum weight repre-
sentation of diffeomorphism algebra, non-centrally extended by a new vector-like field and
acting on a current algebra associated to a rigid U(1). This construction has an intrinsic
mathematical interest and, most importantly, fully accomplishes the structural goal. The
physical idea underlining our mathematical model is the description of a set of degrees of
freedom obtained as an anomalous quantum realization of a symmetry with classical gauge
character. However, and in spite of our original motivations, it does not seem rich enough
so as to construct a complete gravitational theory, since there is no obvious way to recover
the fundamental gravitational degrees of freedom and their associated dynamics. It seems
more appropriate to study some partial but relevant aspects of quantum gravitational phy-
sics, either as fundamental or phenomenological theories where some structure must be
added in an ad hoc, and therefore not unique, manner. Some non-trivial physical models
are provided, where the issues of the breakdown of quantum diffeomorphism invariance as
well as the mixing with internal symmetries, are raised. Some potential experimental conse-
quences, such as the presence of extra fields corresponding to non-central extensions or the
existence of corrections (in particular, particle masses) to non-gravitational propagators,
are suggested.

In general terms, we can say that the structural goal has been accomplished with the
different mathematical constructions we have developed, both in the two-dimensional case
and, particularly, in realistic space-time dimensions. The evaluation of the conceptual goal
is more subtle since, on the one hand, we have endowed the devised supporting formalisms
with a genuine gravitational interpretation but, on the other hand, those interpretations
are constrained to particular scenarios and specific aspects of the gravitational problem,
without developing a complete theory of the fundamental gravitational degrees of freedom.
We must consider the accomplishment of this objective as a partial success. Regarding the
third and last goal, the recovery of a space-time structure is delayed until the fundamental
gravitational degrees of freedom have been properly described. Even though this last ob-
jective has not been achieved in strict sense, it has proven to be a continuous motivation

throughout.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Planteamiento del problema e hipdétesis fundamentales

El estudio de la relacién entre dinamica espacio-temporal y Teoria Cuantica constituye el
marco en el que se encuadra la presente memoria.

La visién del espacio-tiempo como una estructura sujeta a evolucién dinamica tiene su
origen en la descripcién de la Gravedad ofrecida por la Relatividad General. La ausencia
de un tratamiento satisfactorio de la misma consistente con las nociones cuanticas, tras
siete décadas de intensos esfuerzos, sitiia esta cuestion como uno de los problemas abiertos
basicos de la Fisica Fundamental. Por tanto, resulta dificil desestimar cualquier esfuerzo
orientado hacia su resolucién o que, en un sentido opuesto pero igualmente valido, ayude a
clarificar si se trata de un problema mal planteado en sus actuales términos.

Podemos ir méas lejos para sugerir que, en el punto en que se encuentra hoy la discusion,
cierta heterodoxia que conlleve un replanteamiento de principios fisicos basicos, o de la des-
cripcién técnica soporte, probablemente constituye una actitud necesaria. En este sentido,
este trabajo debe ser entendido como una reflexién a nivel de fundamentos en torno a la
relaciéon entre espacio-tiempo y Teoria Cudntica, relacién que se reformula en términos de
la revisiéon de dos conceptos basicos en Fisica: la nocién de simetria, en primer lugar, la
nociéon de anomalia, en segundo.

1.1.1 La simetria, nexo conceptual

Aunque no resulta facil determinar una razén categérica para la carencia de una sintesis
armonica entre Relatividad General y Mecanica Cuantica, buena parte de la dificultad radica
en la construccién de ambas teorias de forma independiente tratando de resolver problemas
de muy distinta naturaleza. Como consecuencia, los principios conceptuales que las soportan
no resultan facilmente reconciliables y los formalismos matematicos que las describen son
muy diferentes. Es mas, cada una de ellas por separado admite formulaciones diversas, de
manera que uno mas bien encuentra dos familias de teorias. Este punto puede no ser un
problema para cada una de ellas en su dominio de aplicacién, pero ciertamente dificulta su
comparacion. En definitiva, necesitamos un elemento que nos sirva de puente entre ambas,
tanto a nivel conceptual como técnico. Tal papel lo va a jugar en nuestro tratamiento la
nocién de simetria, esto es, el conjunto de transformaciones que dejan invariantes los objetos
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que caracterizan a un sistema dado !.

El doble papel de la simetria como 1util herramienta en la resolucién de problemas
técnicos, por un lado, y como guia en la construccion de la dindmica de un sistema fisico,
por otro, es un rasgo que impregna todas las ramas de la Fisica. En ambas facetas la
simetria tiene un caracter auxiliar actuando sobre estructuras previamente definidas. El
espiritu de la presente revision consiste en elevar el concepto de simetria a principio dinamico
fundamental. Esto es, desde un punto de vista conceptual entenderemos que la simetria
codifica el contenido fisico de un sistema, mientras que desde la perspectiva estructural la
descripcion técnica del sistema debe derivarse de la propia simetria.

Obviamente tal visién de la simetria supone una concepcion fuertemente reduccionista
de la Fisica. Si bien esto facilita la funciéon sintética que aqui precisamos, el precio a pagar
es una aplicabilidad restringida de nuestras técnicas a sistemas de naturaleza elemental.
Por supuesto, no tenemos ninguna garantia de que un tratamiento cuantico de la Grave-
dad pueda acomodarse a tal reduccién en términos de simetrias. Descubrirlo constituye
exactamente la motivacién para este trabajo.

Aunque no constituye su caracterizacion mas general, en esta memoria nos limitaremos a
estudiar aquellas simetrias definidas en términos de algebras y grupos de Lie. Comentamos
algo mas el mencionado papel de nexo conceptual de estas estructuras:

1) Teoria Cuantica y simetria

La relacion entre formalismo cuantico y simetria constituye un capitulo fascinante de
la Fisica moderna. Si bien el manejo de conceptos y técnicas de teoria de grupos y
de sus representaciones lineales es constante en todo el formalismo cuantico, es en el
proceso de cuantizacion canonica de un sistema clasico, donde la profundidad de la
relacion se manifiesta con toda nitidez. Efectivamente, tal descripcién cuantica pasa
por la construccién de una representaciéon unitaria e irreducible de una subdlgebra
del algebra de Poisson de los observables clasicos. Este es esencialmente el punto que
explotaremos en este trabajo.

1) Dindmica y simetria
Existe una clase de sistemas cuya estructura dinamica esta caracterizada por las
orbitas de un grupo sobre su codlgebra. Una revision radical de la dinamica con-
siste en afirmar que los sistemas elementales vienen descritos por tales formulaciones.
En este sentido, si bien la Gravedad (clasica) no admite aparentemente tal tipo de
tratamiento (salvo para casos muy especiales que comentaremos en el Capitulo 4),

cabe preguntarse si los grados de libertad responsables de la misma en el régimen
cuantico son susceptibles de aceptar tal descripcion.

Este papel de la simetria como nexo entre la formulaciéon cuantica y la descripcion de la
dindmica de sistemas fundamentales se sintetiza y concreta en nuestro principal elemento de
analisis, el formalismo de la Cuantizacién Sobre Grupos (CSG) ([AA82, ARN89] y Capitulo
3). Si bien éste puede entenderse como una potente y elegante técnica para enhebrar
cuantizacion y dindmica, su papel transciende el de una mera herramienta, revelandosc
como guia conceptual y obligando a una revisiéon de nociones fisicas basicas.

'Es muy importante clarificar desde el principio que esta concepcién es més general que la visién de la
simetria como el conjunto de transformaciones que dejan invariante un determinado hamiltoniano, termino-
logia habitual en otros contextos.
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En el caso de que el caracter reduccionista aqui sugerido resulte excesivo, uno puede aceptar
la estrategia basada en el uso de la simetria, entendiéndola como un principio metodologico
bien definido que permite explorar un terreno donde los puntos de apoyo no son en absoluto
obvios.

1.1.2 Anomalias y eleccion de la simetria de partida

Tras adoptar la simetria como pilar fundamental, debemos elegir el grupo de partida para la
construcciéon de la dinamica. En este punto necesitamos recurrir a las descripciones estandar
de la Gravedad para intuir la simetria adecuada. Sin embargo, como hemos senalado antes,
tales descripciones no admiten una formulacién clara en términos de una simetria.

Una posibilidad consiste en partir el algebra de Poisson definida sobre el espacio de
soluciones de la Relatividad General, para después anadir el resto de la simetrias relevantes,
como la invariancia bajo difeomorfismos, tratando de cerrar un estructura de Lie. A pesar
del interés de esta solucion, podemos senalar los siguientes problemas:

a) Dificultad técnica para la descripcion del espacio de las soluciones de la Relatividad
General o de sus variantes.

b) La solucion se asemeja demasiado a los tratamientos tradicionales, de escaso éxito.
Funciona para los casos de teorias de Yang-Mills [ACN97, CA99], pero en éstos el
analisis estandar ya es extraordinariamente fructitero.

c) Posibilidad de que las métricas, o estructuras del mismo nivel, no representen los gra-
dos de libertad fundamentales del sistema (como por ejemplo en teorias tipo cuerdas
o enfoques como el de [Ja95], donde las ecuaciones de Einstein aparecen como una
ecuacion de estado) .

Una segunda opcién consiste en explorar esta ultima idea, c¢), buscando los grados de
libertad fundamentales en una estructura mas basica que la métrica, donde la nociéon de
simetria emerja con mayor claridad. Tal papel lo puede jugar la estructura diferencial,
donde la invariancia bajo difeomorfismos constituye una simetria suficientemente rica para
ofrecer resultados no triviales. El grupo de difeomorfismos, o mas propiamente el algebra
de difeomorfismos, va a constituir la simetria de partida para nuestros modelos.

Tal eleccién conlleva a su vez ciertos problemas conceptuales:

1. Si utilizamos los difeomorfismos como el punto de partida de la CSG debemos ser
capaces de extraer la dindmica a partir de los mismos. Sin embargo, en las teorias
convencionales los difeomorfismos constituyen una simetria gauge 2, esto es, codifican
precisamente aquellos grados de libertad no dinamicos. Esto constituye una aparente
contradiccion explicita que ha de ser entendida antes de proseguir.

2. La propia eleccién de los difeomorfismos como punto de partida implica en si misma
la aceptacion de una considerable cantidad de estructura previa, cuya justificacion
por primeros principios no es obvia. Podria ocurrir que nociones como punto espacio-
temporal, topologia o estructura diferenciable no tuvieran un status fundamental,
como se mantiene en [Is95, Is02], necesitindose entonces una estructura mas bésica.

’Si bien aceptamos de manera general esta afirmacién estdndar, debemos aclarar que se trata de un
enunciado vago cuyo contenido preciso se concreta de forma diversa en cada uno de los programas que
estudian la Gravedad, encontrando a veces planteamientos sorprendentemente dispares.
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3. La teoria que construyamos va a tener caracter topologico. Como tal, no resulta obvio
como dotarla de significado gravitatorio sin anadir cierta estructura adicional.

Con el fin de abordar estas dificultades, introducimos en este punto el segundo concepto
clave en nuestro tratamiento, la nocion de anomalia.

Tal concepto esta subordinado al de simetria, pues precisa del mismo para su propia

definiciéon. En efecto, se entiende por anomalia la violacion a nivel cuantico de una simetria
existente a nivel clasico. En el caso de teorias con un grupo de gauge local, generalmente se
considera que las denominadas anomalias locales, en las que la simetria gauge en cuestion
se encuentra en la componente conexa con la identidad, se corresponden con teorias no
consistentes. La razén fundamental reside en la pérdida de renormalizabilidad y unitariedad
de la teoria ([We95], por ejemplo). La cancelacién de la anomalia para cierto valor critico
del parametro que la caracteriza se convierte en este contexto en un criterio positivo de gran
valor en la seleccién de la teoria fisicamente correcta. Sirvan como ejemplo la restricciéon del
contenido fermidnico de las representaciones del modelo estandar de particulas elementales,
o la determinacion de la dimension espacio-temporal y el grupo de simetrias interno en
teoria de cuerdas [CL84, GSW87, Pol98|.
No obstante, el concepto queda profundamente revisado en CSG. En efecto, al partir di-
rectamente de una simetria (cuantica), no existe necesariamente una contrapartida clasica
susceptible de ser violada a nivel cuantico. En la necesaria reformulacion del concepto de
anomalia, ésta pasa a desempenar un papel clave en la construccion de una representacion
unitaria e irreducible de la simetria basica. Lejos de representar un obstaculo en el proceso
de cuantizacién, la anomalia resulta fundamental para la consistencia cuantica del mode-
lo. Sin entrar en detalles, que seran discutidos al presentar la formulaciéon técnica en el
Capitulo 3, podemos decir que la principal consecuencia de este tratamiento de la anomalia
es la introduccién natural de nuevos grados de libertad fisicos en la teoria, no intuidos a
nivel clasico. Abusando del lenguaje, el espacio de las fases cuantico es mas grande que el
esperado clasicamente. En ciertas condiciones criticas, este espacio de las fases ampliado
se reduce andémalamente, desapareciendo los nuevos grados de libertad (ver Figura 1.1).
Este caso corresponde a la cancelacion critica a la que antes aludiamos en el tratamiento
estandar y supone el nexo entre ambas visiones.

En definitiva, la importancia del concepto de anomalia en nuestro caso radica precisa-
mente en esa capacidad de generar nuevos grados de libertad a nivel cuantico, sin contra-
partida clasica. Esto confiere sentido a la bisqueda de dinamica a partir de grupos que,
como el de los difeomorfismos, carecen en principio de contenido dinamico.

Como elementos de interés para tomar a los difeomorfimos como punto de partida,

podemos senalar:

1. Constituye un punto de partida técnicamente manejable, que trata una simetria sin
duda relevante en el contexto gravitatorio. Si bien la auténtica simetria de partida
podria resultar mas amplia, muy probablemente incluird a los difeomorfismos o una
deformacién suya, bien de forma inyectiva (como subgrupo) o proyectiva (como co-
ciente). Por tanto, la importancia de estudiar su realizacién cuantica no debe ser
desestimada. En particular, si los grados de libertad fundamentales no se pueden de-
rivar de esta simetria, el estudio de las representaciones del grupo de difeomorfismos
ayudaria a entender la imposicion a nivel cuantico de las ligaduras asociados a unos

difeomorfismos gauge.

2. El estudio de los difeomorfismos deformados (extendidos) podria interpretarse como
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Espacio fases cuantico
ANOMALAMENTE reducido

espacio fases cuantico

Espacio de fases clasico

L,

l Cuantizacion Valores criticos

Limite clasico (si los hay)
Valores ANOMALIA fuem de (reduccion
criticos valores clasica)
criticos Reduccion

cuantica
> anomala

@CELA@ @NSISTENCIA

Limite clasico

Espacio de fases clasico

espacio fases cuantico

Figura 1.1: En el enfoque estdndar, izquierda, el tamano del espacio de las fases clasico y
cuantico (en el caso anémalo) es el mismo, mientras que en CSG, derecha, el cuantico es en
general mayor y sélo coincide con el cldsico en la reducciéon anémala. Noétese la diferencia
de enfasis en el caracter clasico o cuantico del punto de partida en ambos enfoques.

la contrapartida algebraica de una imagen fisica donde la propia estructura soporte
espacio-temporal pierde su caracter de variedad diferenciable en el régimen cuantico,
dejando los difeomorfismos de tener sentido estricto como tales para ser sustituidos, de
forma efectiva o fundamental, por los nuevos generadores extendidos. En particular,
su imagen como transformaciones gauge pierde nitidez, permitiendo considerar la
emergencia de grados de libertad fisicos.

3. Ahondando en este ultimo punto y en términos muy vagos, la pérdida de caracter
gauge de los difeomorfismos en el régimen cuantico implicaria la existencia de varie-
dades diferenciales consideradas como equivalentes bajo la relacién ser difeomorfo a,
pero cuyas versiones cuanticas deberian ser consideradas como estructuras distingui-
bles. Esto exigiria la existencia una relacion de equivalencia mas fina para clasificar
lo que podriamos llamar variedades cudnticas y la consiguiente aparicién de nuevos
numeros cudnticos para distinguirlas. En particular, esto connleva la existencia de
mas variedades cuanticas que clasicas. Toda Esta especulacion recibe cierto sustento
de una aproximacion a la geometria que parte del estudio del algebra C* de funcio-
nes definidas sobre una variedad. Cuando tal algebra es conmutativa, la geometria
soporte es una variedad clasica (en rigor, topoldgica). Si el dlgebra es no conmutativa
estamos ante una geometria no conmutativa [Co94]. Si partimos del dlgebra conmu-
tativa asociada a una variedad clasica y la deformamos anadiendo nuevos términos no
conmutativos, O(h),

(f * 9)(z) = f(z)g(z) + O(h)
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cabe pensar que matematicamente esta deformacién no es 1unica, con lo que a una
geometria clasica corresponderian varias cuanticas. Esto puede apoyar la intuicion en
unos difeomorfismos no gauges cuanticamente.

4. Conceptualmente, la adopciéon de los difeomorfismos como punto de partida, supone
una revision profunda de los conceptos involucrados. Como hemos indicado, el apor-
te de una vision alternativa puede ofrecer luz donde los enfoques tradicionales han

fallado.

5. En un contexto menos especulativo, la introduccién de condiciones de contorno en
Gravedad (como por ejemplo por la presencia de fronteras en la variedad soporte)
induce la pérdida del caracter gauge de algunos difeomorfismos que no preservan
tales condiciones [RT74|. Como consecuencia, se convierten en simetrias dinamicas
de la teoria asociadas a auténticos grados de libertad fisicos (ver en este sentido
[Ban99, BH86, Ca97, Ca98]). Por tanto, el andlisis abstracto de modelos basados en
(subalgebras de) difeomorfismos dinamicos, tiene un interés intrinseco para el estudio
de este tipo de situaciones en teorias estandar de la Gravedad.

En defintiva, sera la estructura grupo-tedrica de la simetria total la que se encargue de
determinar qué es gauge y qué no lo es, asi como la existencia o no de anomalias.

1.2 Objetivos

El tono de la anterior seccién resulta necesariamente general, no sélo por su funcion como
planteamiento del problema, sino por su estructuraciéon en torno a una revision de con-
ceptos fundamentales de la Fisica, tan sélo someramente apuntados y cuyo esclarecimiento
precisa de la descripciéon técnica de los siguientes capitulos. Esta seccion trata de ser un
contrapunto, ofreciendo un enunciado especifico de los objetivos perseguidos en este trabajo.

Una teoria fisica la podemos entender como un formalismo matematico mas una inter-
pretacion del mismo. Nos referiremos al primero como nivel estructural, mientras que a la
interpretacion la consideraremos el nivel conceptual. A su vez, y nuevamente simplificando
mucho, la teoria en si la podemos contemplar desde una perspectiva instrumentalista, esto
es, un algoritmo que prescribe como relacionar datos y predicciones, o desde una perspectiva
realista, que conlleva cierta aspiracion a describir en qué consiste la naturaleza del fenémeno
fisico.

Conscientes de la ingenuidad de tal clasificacion, que ignora la flexibilidad de las teorias,
utilizaremos las anteriores categorias para clasificar nuestros objetivos en distintos niveles.
Asi, distinguiremos en primer lugar un objetivo estructural y otro conceptual. Asumidos
éstos, v en el convencimiento de que en el actual estado de la Fisica una aproximacion
instrumentalista al espacio-tiempo no tiene mucho sentido, abordaremos la descripcion de
la estructura espacio-temporal en si. Nuestros objetivos especificos son:

1. Estructural. Estudio de grupos y algebras de Lie infinito-dimensionales con un interés
potencial en fenémenos gravitatorios. En particular se estudiara, mediante la técnica
de CSG, la construcciéon de modelos matematicos correspondientes a una dinamica
cuantica utilizando como punto de partida el dlgebra de difeomorfismos ampliada me-
diante extensiones centrales y no centrales, asi como mediante su accién (semidirecta)
sobre otras algebras. Este primer objetivo tiene por tanto un caracter eminentemente

técnico.
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2. Conceptual. Elaboracion de interpretaciones que de hecho relacionen los anteriores
modelos con escenarios gravitatorios. Analisis de la idoneidad de la nocion de simetria,
y en particular de los difeomorfismos, como pilar fundamental de la construccion.

Distinguiremos entre dos tipos de interpretaciones: fundamentales y efectivas. Enten-
deremos que las primeras aspiran a interpretar los objetos dentro de su propio marco
conceptual sin necesidad de recurrir a estructuras mas basicas. Mientras mantengan
este espiritu las consideraremos como tales, aun cuando se puedan ver como una caso
especial o limite de una teoria méas general 3. Por contra, las interpretaciones efectivas
asumiran ezplicitamente en su formulacion la necesidad de una teoria de un nivel mas
basico para dotar de sentido a alguno de sus objetos 4. Por supuesto, la mayoria de
las teorias fisicas manifiestan rasgos de ambas interpretaciones, de forma que estas
ultimas sélo representan los extremos opuestos de un espectro completo.

3. FEstructura del espacio-tiempo. Formulacion de un modelo para la estructura del
espacio-tiempo a nivel cuantico.

Este constituye sin duda nuestro objetivo 1ltimo y mas ambicioso. Lo distinguimos
como un objetivo en si, ya que tal y como hemos formulado los objetivos 1 y 2,
la consecucion de los mismos no resulta indefectiblemente en una teoria completa,
pudiendo limitarse a una descripcién cuantica pero parcial de ciertos fendmenos gra-
vitatorios. Por tanto, 1 y 2 constituyen condiciones necesarias pero no suficientes para
la descripcién de la estructura espacio-temporal.

1.3 Estructura del trabajo

La presente memoria se articula en dos partes bien diferenciadas °. La primera, que com-
prende los Capitulos 2 y 3, tiene como objetivo la presentacién y motivacion del formalismo
de la CSG. Una vez dotados de esta técnica, la segunda parte aborda los objetivos planteados
en la Seccion 1.2, lo cual se desarrolla en los capitulos 4, 5, 6 y 7.

La CSG sintetiza las ideas y técnicas presentes en dos desarrollos previos: la Cuantizacion
Geométrica, por un lado, y la mecanica simpléctica sobre 6rbitas coadjuntas, por otro. Si-
multidneamente, supone una generalizaciéon de la mecanica dependiente del tiempo en su
tratamiento mediante estructuras de contacto a la Cartan. El objetivo del Capitulo 2 es
realizar una presentacion de estos antecedentes para ganar intuicion sobre los planteamien-
tos de la CSG. El Capitulo consta de tres Secciones, comenzando con la descripcion de la
Cuantizacién Geométrica. Tras motivarla como un intento de eliminar los problemas de la
cuantizacion candnica mediante la matematizacion del algoritmo que la define, se presentan

*Un ejemplo de esta situacién lo constituye la Teoria de la Gravitacién de Newton, que por su espiritu
seria una teoria fundamental aunque se pueda ver como un limite de la Relatividad General.

“Ejemplo de tal teoria son los pares de Cooper en superconductividad.

°Sin duda, la opcién de introducir una parte cero adicional, que planteara los distintos enfoques (tra-
dicionales) en el estudio de la interrelacién entre espacio-tiempo, gravedad y teoria cuantica, presenta un
indudable atractivo que ademads proporcionaria una adecuada perspectiva para evaluar los logros de nues-
tro estudio. Sin embargo, cualquier intento serio en este sentido, conlleva una tarea de tal envergadura y
complejidad que no hacen de una memoria como la presente el lugar adecuado para su exposicion. Por
tanto, debemos limitarnos a referir al lector a alguno de los estudios sobre el tema presentes en la literatura

[A189, R098, R099, Ro00, Is95].
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las dos fases de su tratamiento técnico. En la primera, precuantizacion, se introduce un con-
junto de objetos geométricos (intrinsecos) que permiten caracterizar formalmente la nocién
de cuantizaciéon, culminando en una representaciéon unitaria y fiel del adlgebra de Poisson
de los observables clasicos, que se conoce como cuantizacion de Bohr. Sin embargo, tal re-
presentacion resulta reducible, no cumpliendo el programa de la cuantizacion candnica. La
segunda fase, denominada propiamente cuantizacion, introduce el concepto de polarizacion
como herramienta destinada a reducir la representacion. La seccion termina enumerando
los problemas no resueltos por la Cuantizacion Gedmetrica.

La siguiente Seccion introduce la nocion de accion coadjunta de un grupo sobre su
codlgebra como medio para definir una dindmica a partir de un grupo de Lie. Las corres-
pondientes Orbitas admiten una estructura simpléctica natural que permite el desarrollo
de una mecanica hamiltoniana. El uso de técnicas cohomologicas permite relacionar la
clasificacién de determinadas deformaciones de la accion coadjunta con el problema de las
extensiones centrales del grupo que genera la dinamica. Este constituye un punto funda-
mental para el ulterior desarrollo de la CSG.

Por ultimo, se realiza una breve presentacion de la descripcion de Cartan de la dinamica
dependiente del tiempo mediante el empleo de estructuras de contacto. La forma de Poin-
caré-Cartan y el tratamiento de los invariantes Noether constituyen los elementos funda-
mentales que se generalizaran al tratamiento de CSG.

En el Capitulo 3 se discute el formalismo de la CSG, presentando los principales elemen-
tos estructurales de la construccion. En primer lugar se repasan nociones basicas relativas
al calculo diferencial sobre grupos de Lie, adaptandolas al caso de grupos centralmente
extendidos. La seleccién de una 1—forma de conexién en dicho grupo resulta clave en la
introduccién de la dinamica, permitiendo la conexién explicita con los distintos desarrollos
de la seccién anterior. La falta de canonicidad de tal conexiéon conduce a la introduccion
del concepto de pseudo-extension, fundamental en todos nuestros modelos posteriores.

La siguiente Seccién presenta la derivacién explicita de la dindmica, tanto a nivel (se-
mi)cldsico como cudntico. El tratamiento (semi)clédsico se realiza tanto desde la perspectiva
hamiltoniana como de Cartan, presentando especial interés la discusion de los invariantes
Noether en este segundo caso. La versién cuantica sigue el modelo de la Cuantizacion
Geométrica, con sus dos fases de precuantizaciéon y de reduccién. Por su especial relevancia
conceptual, se presta especial atenciéon a la caracterizacién de la nocién de anomalia, asi
como a la invariancia gauge y las ligaduras.

La mayor parte de las algebras y grupos de Lie que trataremos seran de dimension
infinita, por lo que dedicamos una Seccién al problema puramente técnico, pero importante,
de la exponenciacién de tales algebras de Lie a una ley de grupo finita. Las ultimas dos
secciones presentan una serie de ejemplos que ilustran las ideas basicas, para después discutir
los pros y los contras de este formalismo.

En el Capitulo 4 se realiza el primer acercamiento a la dindmica de los difeomorfismos,
limitdndonos a dimensiones espacio-temporales bajas (1 + 1) donde las simetrias relevantes
estan bien estudiadas. Tras recordar la relacion ya establecida entre la gravedad bidimen-
sional de Polyakov y el grupo de Virasoro, utilizamos éste iltimo para construir un modelo
que trata de derivar la propia estructura espacio-temporal a partir de la teoria cudantica.
En un primer paso, se repasa la estructura del grupo de Virasoro dentro del formalismo de
CSG. Previamente a la descripciéon del modelo en si, se prepara el limite clasico mediante
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la exposiciéon del formalismo semiclasico. La construccion del modelo fisico pasa por la
seleccién de una representacion unitaria e irreducible del grupo de Virasoro. El punto mas
relevante en la interpretacion fisica lo constituye la relacion establecida entre la nocién de
espacio-tiempo y cada una de las subrepresentaciones de SO(1, 2) que aparecen en el espacio
de Hilbert total. El limite clasico hace uso del formalismo semiclasico proporcionando una
accion que recupera la de Polyakov con un término correctivo. Con el objetivo de aclarar la
relacién entre espacio-tiempo y las representaciones de SO(1, 2), se exploran en una Seccién
distintos escenarios posibles que van desde ciertos espacios homogéneos soporte de dichas
representaciones a construcciones basadas en algebras C*.

A continuacién se introducen en el modelo nuevos grados de libertad, susceptibles de
ser interpretados como algiin tipo de materia. Motivados fundamentalmente por razones
de sencillez técnica, elegimos un algebra de Kac-Moody sobre la que actia el algebra de
Virasoro, para repetir después exactamente los mismos pasos seguidos para Virasoro puro.
Como novedad respecto a éste, la contraccion de Inonu-Wigner aparece como un mecanismo
que proporciona la posibilidad de desacoplar los nuevos modos en ciertos regimenes. Por
ultimo se analizan los logros y problemas del modelo.

El material de este Capitulo se desarrolla en las referencias [AJ00a, AJOOb, AJOOb, JA99].

El Capitulo 5 se separa de la linea general al abandonar, en principio, el grupo de
difeomorfismos como punto de partida para la dinamica. La discusion parte de la descripcion
de la particula libre para después incorporar nueva estructura e interacciones mediante la
imposicién de distintas condiciones sobre la simetria del sistema. Hay que esperar hasta el
final del desarrollo para vislumbrar la convergencia con el enfoque de los difeomorfismos.
Todo el desarrollo se realiza en el régimen (semi)clasico, simultaneando el tratamiento de la
simetria en el contexto de la dinamica de Cartan con los elemenos semiclasicos de la CSG.

La necesidad, en el caso de la particula libre galileana, de ampliar su espacio de movi-
mientos con objeto de convertir su semi-invariancia bajo la accién de Galileo en invariancia
estricta, ilustra el mecanismo general: la introduccién de nuevos parametros en la teoria
como resultado de la imposicién de condiciones derivadas de la simetria.

Esta idea se aplica al estudio del movimiento de una particula en el seno de un campo
electromagnético. Tras recordar el mecanismo estandar de acoplamiento minimo que intro-
duce el potencial vector en la dindmica, reformulamos dicho principio de forma acorde con
nuestro enfoque. Tras presentar la manera de hacer local un grupo rigido, el mecanismo
se particulariza al término central de Galileo (o Poincaré) extendido, obteniéndose asi un
U(1)(z). El acoplamiento minimo se consigue ahora imponiendo que este grupo local deje
invariante la dindmica, lo cual requiere la simultanea ampliaciéon del espacio de realizacion
y la modificacion de la forma de Poincaré-Cartan. La consistencia del procedimiento se
comprueba al recuperar las ecuaciones de Lorentz. Este tratamiento se repite para el caso
de un campo potencial.

La discusion de la dinamica de la particula en un campo electromagnético se retoma
desde la perspectiva de la CSG. Partiendo del grupo local previamente construido, se aplica
su tratamiento semiclasico, que generaliza al de Cartan pero que resulta mas algoritmico,
recuperandose de nuevo las ecuaciones de Lorentz.

Las anteriores discusiones culminan en el estudio del movimiento de una particula en el
seno de un campo gravitatorio, para lo cual hacemos local el subgrupo de las translaciones,
punto en el que surge entonces la conexion con el grupo de los difeomorfismos. El aumento
significativo de la complejidad técnica nos lleva a elegir el procedimiento mas sistematico,
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esto es, la CSG. El U(1) de la extensiéon central se hace automaticamente local al hacer
locales las translaciones, con lo que la introduccion de un campo gravitatorio en este trata-
miento conlleva la aparicién de un campo electromagnético, junto con la mezcla potencial
entre ambos. Este tltimo punto sugiere una via para estudiar el problema de la mezcla de

interacciones. |
El material de este Capitulo se desarrolla en [AJGa, AJGDb].

El Capitulo 6 recoge las ideas de los capitulos anteriores y las desarrolla en un contexto
mas amplio haciendo uso del algebra completa de difeomorfismos en dimension espacio-
temporal realista. Se dedica una secciéon a la descripcion técnica de las extensiones ten-
soriales no centrales del algebra, las cuales enriquecen la dindmica. A continuacion se
introducen nuevos generadores mediante la incorporacion de las algebra de corrientes, sobre
las que los difeomorfismos actiian de manera natural.

Con estos elementos técnicos, se vuelve al problema de la mezcla de interacciones plan-
teado al final del Capitulo anterior, comenzando con un ejemplo que representa una genera-
lizacion tentativa del algebra subyacente en esa mezcla. Este punto ilustra la necesidad de
complementar los argumentos puramente formales con otro tipo de motivaciones a la hora
de elegir las estructuras basicas de partida. Ante esta situacién, se realiza un repaso del
tratamiento en CSG de las teorias de campos con una simetria gauge local, con el fin de
encuadrar el papel del dlgebra de los difeomorfismos en este problema. |

En la siguiente Seccion se presenta la descripcion técnica, tanto clasica como cuantica, de
un modelo construido a partir de un algebra de difeomorfismos extendida no centralmente
y que actia sobre un algebra de corrientes de U(1), constituyendo el principal resultado
del Capitulo. A continuacion se discute la conexién del formalismo previo con la fisica
gravitacional, considerando distintas interpretaciones correspondientes a enfoques fisicos
de muy distinta naturaleza, que abarcan desde concepciones de naturaleza fundamental
hasta tratamientos fenomenolégicos. Finalmente acabamos con una discusion esencialmente
técnica de los modelos fisicos presentes en el Capitulo.

El material de este Capitulo se desarrolla en [AJ02, JAO2].

El Capitulo 7 completa las discusiones parciales presentes al final de cada Capitulo con
un analisis mas global, evaluando por separado la consecucion de cada uno de los objetivos
planteados en la Seccién 1.2, tra lo cual se perfilan las posibles lineas de investigacion
futuras. Por ultimo, en el Capitulo 8 se presentan las conclusiones finales.

Conscientes de la dificultad que entrana el caracter no estandar de formalismo empleado,
en el que a menudo el significado de los términos no coincide de forma exacta con el utilizado
en buena parte de la literatura o donde familiares conceptos fisicos aparecen profundamente
revisados, en términos generales hemos optado por una presentacién que no evita volver a
conceptos ya introducidos, aun a riesgo de resultar repetitiva.
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Capitulo 2

Antecedentes a la Cuantizacion
Sobre (Grupos

En este Capitulo se introducen las ideas precursoras de la Cuantizacion Sobre Grupos
(CSG). En primer lugar se formula la Cuantizacion Geométrica (CG), discutiendo su mo-
tivacion, desarrollo técnico y problemas basicos. Su mayor interés para nosotros reside en
la introduccién de técnicas geométricas en el contexto de la cuantizacion. Especialmente
relevantes resultan la nocién de variedad cudntica, construida como un fibrado principal
con el espacio de las fases clasico como base y el U(1) de la Mecanica Cuédntica como grupo
estructural, el tratamiento de las funciones de onda del espacio de Hilbert como funciones
U (1)-equivariantes sobre la variedad cudntica y el concepto de polarizacién como herra-
mienta para obtener la irreducibilidad de dicho espacio de representaciéon. En segundo
lugar se presenta la estructura simpléctica de las érbitas coadjuntas de un grupo sobre su
coalgebra. El punto mas importante lo constituye la identificacion de determinadas nocio-
nes cohomolégicas como elemento clasificador de las estructuras simplécticas en cuestion,
apareciendo asimismo como nexo clave con las extensiones centrales de grupos. En tercer y
ultimo lugar se senalan los elementos de la dindmica dependediente del tiempo, a la Cartan,
cuya generalizacién jugara un papel relevante en el tratamiento de la CSG.

2.1 Cuantizacion Geomeétrica

En esta seccién desarrollamos una descripcion general basica de la CG, centrandonos en sus
aspectos estructurales, puesto que muchas de las nociones que encontraremos en la CSG
estan ya definidas en este contexto. En cuanto a los aspectos puramente técnicos, presen-
tamos los enunciados de los resultados mas relevantes, omitiendo sus demostraciones para
las cuales remitimos al lector a la bibliografia [Wo91, AM78, Sn80, GS84, So70]. Aclara-
mos que el seguimiento exhaustivo de estos detalles técnicos no resulta fundamental para la
comprension del conjunto de esta memoria, aunque desde luego facilitan la intuicion sobre
las estrategias con que abordaremos los problemas en la segunda parte de la Tesis.

2.1.1 Motivacion. Cuantizacion Canonica

A diferencia de la CSG, que como veremos plantea un cambio conceptual en los fundamentos
fisicos de partida, la CG debe ser entendida literalmente como un método de cuantizacion,
tal y como su nombre sugiere. Por tanto, la existencia de un sistema clasico cuya dinamica

13
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se quiere describir en el régimen cuantico es un requisito previo en este tratamiento. Se
puede decir que en este sentido sigue fielmente el espiritu de la denominada interpretacion
de Copenhage de la Mecanica Cuantica, segun la cual las predicciones fisicas de la teoria
cuantica deben estar formuladas en términos de conceptos clasicos.

Podemos ser mas precisos en la caracterizacion del sistema clasico de partida. En efecto,

la CG surge con la intencién de resolver ciertos problemas asociados a la denominada
cuantizacion canodnica, donde el sistema clasico correspondiente admite una descripcion
hamiltoniana [Go69, AM78, Gol92].
Con el fin de motivar estos problemas, presentamos un repaso elemental de las ideas de
la cuantizaciéon candénica [GP89]. En una descripcién clasica hamiltoniana, los estados del
sistema fisico estan representados por puntos en el espacio de las fases o de soluciones. Este
espacio tiene una estructura geométrica dada por el par (P,w), donde P es una variedad
diferenciable de dimensién par (para sistemas con un nimero finito de grados de libertad) y
w es la denominada forma simpléctica, una 2-forma cerrada sobre P. Los observables clasicos
estan representados por funciones reales f : P — R y estan dotados de una estructura de
algebra de Lie a través del corchete de Poisson, definido en términos de la forma simpléctica.
Para ello a cada observable f se le asocia un campo vectorial Xy, denominado campo
hamiltoniano, que viene determinado por la expresion ix,w = —df. El corchete de Poisson
se define como

{f 9} =w(Xy, Xy) (2.1)

e indica el ritmo de cambio de g a lo largo de las trayectorias generadas por X (ecuaciones
de Hamilton). Seleccionando la denominada funciéon hamiltoniana H entre el conjunto de
los observables clasicos, la dindmica del sistema queda caracterizada por la terna (P, w, H).

En términos muy generales, la cuantizacion del sistema se obtiene sustituyendo (P, w)
por un espacio de Hilbert H, cuyos vectores representan los estados del sistema. Mas
exactamente, un estado esta caracterizado por una clase de equivalencia de vectores norma-
lizados que se diferencian a lo sumo por una fase, origen de la invariancia de fase U(1) de la
Mecanica Cuantica. los observables cuanticos se introducen considerando cierta subalgebra
del algebra total de Poisson clasica y asociando a cada funcion en la misma un operador
hermitico en H. El conmutador derivado del producto asociativo entre operadores dota a
este conjunto de una estructura de Lie natural de manera que, de acuerdo con la condiciones
cuanticas de Dirac [Di25], la aplicacién f — f debe ser un isomorfismo de dlgebras de Lie.
Otro requisito basico es que los operadores actien de forma irreducible sobre el espacio de
representacion de la cuantizacion.

En su versiéon mas elemental (ver por ejemplo [Is84, AT94| para otras mas elaboradas)
la cuantizacion canonica lleva a cabo este programa aprovechando el teorema de Darboux
en variedades simplécticas, que garantiza la existencia (local) de un sistema de coordenadas
(¢*, p;) donde la forma simpléctica se escribe w = dqg* A dp; y en particular el corchete de
Poisson adquiere la forma candnica {qi,pj} = 53 De hecho, esta técnica de cuantizacion
normalmente es efectiva en aquellas variedades simplécticas dadas por un espacio cotangente
T*C, donde C es el espacio de configuracién del sistema. Tal espacio,7*C, admite una
estructura simpléctica candnica, donde las cartas locales (¢*) sobre C' inducen coordenadas
canénicas (¢*,p;) en T*C de forma directa. La prescripcién de la cuantizacién candnica
consiste en construir el espacio de Hilbert como H = L*(C, 1), esto es, el espacio de funciones
complejas ¥(qg) de cuadrado integrable sobre C, con un producto escalar dado por una

medida de integracién du(q) fisicamente apropiada [Wo91]: (¥|®) = [, ¥*(q)®(q)du(q).
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El operador asociado al observable clasico f(q',p;) viene dado por la sustitucién formal
f = f(¢",pi) donde:

i) = ¥ 2.2)
piW(@) = i 5 V(o)

Este procedimiento, usado conjuntamente con la intuicion fisica, ha dado muy buenos re-
sultados en el estudio de distintos sistemas relativamente simples. Sin embargo, presenta
carencias que se hacen evidentes e inevitables al tratar casos mas complejos. Entre estos
defectos podemos senalar:

a) El resultado de la cuantizacién depende criticamente de las coordenadas elegidas.

b) Ambigiiedad en la construccién de los observables cuanticos, como consecuencia de
problemas de ordenacién asociados a la no conmutatividad de los operadores §* y p;
(origen de los denominados teoremas no-go de cuantizacion de Groenwald y Van Hove;
ver por ejemplo [GS84]).

¢) La prescripcién formal para la construccion de operadores cuanticos deja indetermi-
nado el dominio de los mismos.

d) El procedimiento no funciona en general al tratar variedades simplécticas con topologia
no trivial y en particular sistemas con ligaduras o con grados de libertad internos.

e) Un sistema fisico admite en general distintas representaciones en su cuantizacion (de
Schrodinger, de Bargmann-Fock...) sin que el el algoritmo presente un tratamiento
unificado de las mismas.

La CG trata de eliminar las dificultades y ambigiiedades inherentes a las reglas de la cuan-
tizacion canodnica, reformulando el algoritmo de cuantizacién para dotarlo de solidez ma-
tematica. El objetivo no es introducir ideas fisicas nuevas, sino elaborar un analisis de las
estructuras de las teorias clasicas y cuanticas, de forma que sus analogias y corresponden-
cias queden definidas de forma precisa, sistematizada y unificada. La profundizacién en el
conocimiento de la estructura de la Mecénica Cldsica como consecuencia de la aplicacion
de las técnicas de Geometria Diferencial moderna [AM78, Ar78, MR94, Go69], sin duda
supone un estimulo en el uso de ideas eminentemente geométricas (por contraposicion a
otros enfoques mas algebraicos) para la matematizacién del algoritmo de cuantizaciéon. El
uso de métodos geométricos intrinsecos ofrece, por un lado, una cuantizacion independiente
de coordenadas especificas y por otro, un tratamiento unificado de las distintas represen-
taciones que aparecian previamente. Aunque puede resultar técnicamente complicado, la
aplicacién de las técnicas geométricas permite un tratamiento bien definido de los sistemas
con espacio de las fases topologicamente no triviales. Por otra parte, proporciona un vinculo
no trivial con la teoria matematica de representaciones de grupos de Lie [Kir76|.

2.1.2 Descripcion técnica

La CG opera en dos etapas. La primera, denominada precuantizacion culmina satisfacto-
riamente con la representacién de los observables clasicos como operadores hermiticos en
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un espacio de Hilbert. Sin embargo tal construcciéon, equivalente a la cuantizacién de Bohr-
Sommerfeld [Wo91], falla en el requerimiento de irreducibilidad, siendo necesario un proceso
de reduccion. Este es el objeto de la segunda fase, denominada propiamente cuantizacion.

2.1.2.a Precuantizacion

Antes de ofrecer la descripcién formal, perfilamos la idea basica. El espacio de Hilbert se
intenta construir a partir de las funciones (complejas) definidas sobre el espacio de las fases
cldsico. Aprovechando las identidades, X,y = aX5, Xr1y = X5 + X, [ X5, Xg] = X{5 01
que definen un homomorfismo entre los observables clasicos y los campos de vectores hamil-
tonianos, se trata de representar los operadores cuanticos mediante estos campos vectoriales:
f=x f. Sin embargo, este homomorfismo de algebras tiene nucleo no trivial, de manera

que el operador asociado a las funciones constantes se anula: 1 x,w = —da =0 = X, = 0,
siendo a constante and w no degenerada. En coordenadas,
(Xa)'wi; =0 , w;i; no degenerada = (X,)' =0 Vi . (2.3)

Esto es critico para la realizacién de las reglas de conmutacion de los observables basicos q
y p, que no se trasladan al caso cuantico. El esfuerzo por construir adecuados operadores
centrales asociados a los observables clasicos constantes, conduce a la sustitucion de la
geometria simpléctica del espacio de las fases por otra estructura mas general como punto
de partida. En términos poco precisos, la variedad simpléctica se extiende mediante la
introduccién una nueva variable intimamente relacionada con la invariancia de fase de la
Mecanica Cuantica y cuyo fin es dar cuenta de los términos centrales.

Procedemos ahora propiamente a la descripcién técnica, simplemente enunciando las
definiciones y teoremas basicos.

Definicién 2.1.1 (variedad cudntica). Se denomina variedad cudntica QQ a una variedad
de dimension 2n + 1 tal que:

1. Eziste una 1-forma O tal que el par (QQ,©) define una estructura de contacto ezxacta.
Caracterizaciones equivalentes de este concepto son:

i) © A (dO)" define un volumen sobre Q).
i1) dim(ker® N kerd®) = 0.
111) 3! campo vectorial Xeg, tal que, ix,© =1, ix,d® = 0.

2. Existe una accion (g del grupo U(1) sobre Q, libre de puntos fijos, cuyo generador
infinitestmal = coincide con Xg.

A partir de esta definicién, se puede derivar la siguiente formulaciéon equivalente:

Proposicién 2.1.1 Una variedad cudntica es un fibrado principal Q(P,U(1)), con base la
variedad P vy grupo estructural U(1l), dotado de una 1-forma de conexion O, tal que su
2-forma de curvatura ) = dO define sobre la base P ~ QQ/U(1) una estructura simpléctica.

Esta caracterizacién nos permite aprovechar la potencia del lenguaje de fibrados (Apéndice
A) al tiempo que se generalizard de forma mads directa en el caso de CSG. Usando coor-
denadas locales canénicas (g, pj) en P, podemos inducir en @ las coordenadas locales
(¢*,pj,¢ = €'?), en las que escribimos,

. dz . 9, ., O 9,
© =p;dq" + — .:.=z(§ac CBC*)Z% . (2.4)

12




2.1. CUANTIZACION GEOMETRICA 17

Concretamos ahora lo que entendemos por cuantizacion en este contexto.

Definicién 2.1.2 (cuantizacion). Diremos que una variedad simpléctica (P,w) es cuanti-
zable sii existe una variedad cudntica Q(P,U(1)) con 1-forma de conezion © tal que m*w =
d®, donde m es la proyeccion natural del fibrado principal. Decimos que Q(P,U(1);0) es
una cuantizacion de (P,w).

Notamos que la condicion sobre w no la hace una 2-forma exacta. Tan sdlo es ezacta su
pull-back a la variedad cudntica !. Debemos mencionar que también es posible caracterizar
la cuantizacién de una variedad simpléctica en términos de un fibrado vectorial con fibra la
recta compleja C [Wo91, EMRV99]. Sin embargo, el tratamiento en términos de un fibrado
principal constituye un mejor punto de partida para su generalizacion en la CSG.

Una vez formalizada la nociéon de cuantizacion de una variedad simpléctica, enunciamos
un teorema que caracteriza su existencia ?:

Teorema 2.1.1 (de exzistencia). Sea (P,w) una variedad simpléctica. La condicion nece-
saria y suficiente para que exista una cuantizacion Q(P,U(1);©) es que w sea de clase de
cohomologia de De Rham entera, es decir, [w] € H*(P,Z).

El lenguaje de fibrados nos permite dar una caracterizacién simple de la nocién de cuanti-
zaciones equivalentes de una variedad simpléctica.

Definiciéon 2.1.3 (cuantomorfismo). Dadas dos variedades cuanticas Q(P,U(1);0©) y
Q' (P',U(1);©"), se define un cuantomorfismo entre ambas como un isomorfismo de fibrados
principales F : Q — Q' que respeta la forma de conexion. Esto es:

i) F(Cogm) = (o F(m), V¢ € U(1), Vm € Q (condicién de U(1)—funcion).

i) F*O' = O.

La condicién 7) nos dice que F' lleva puntos de una misma fibra de @ en puntos de la
misma fibra en Q’, con lo que define una aplicacién proyectada entre las bases, f : P — P’,
cumpliéndose el diagrama conmutativo: |

Q - Q
Tl o
p 4 P

Dos cuantizaciones de (P, w) se dice que son equivalentes cuando existe un cuantomorfismo

F' entre ellas con f = Idp.
Por completitud, enunciamos un teorema de clasificacion de las posibles cuantizaciones

de una variedad simpléctica.

Teorema 2.1.2 (de clasificacion). Las distintas cuantizaciones de una variedad simpléctica
(P,w) estdn parametrizadas por los elementos de H'(P,U(1)).

'Esta idea de hacer ezacto un objeto mediante la ampliacién del espacio soporte volvera a aparecer a lo
largo del trabajo, especialmente en el Capitulo 4 a propdsito de la semi-invariancia y la invariancia estricta.

En el Apartado 3.1.3 veremos una aplicacién de este teorema al estudiar la convergencia de dos aproxi-
maciones al concepto de pseudo-eztension.
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Una vez que hemos introducido la estructura de variedad cuantica, estamos en condiciones
de construir el espacio de Hilbert de las funciones onda.

Definicién 2.1.4 (espacio de funciones de onda). Dada la variedad cudantica Q(P,U(1); 9),
definimos el espacio de funciones de onda H(Q) del sistema fisico asociado, como el espacio
vectorial de las U(1)—funciones con soporte en Q y valores en C.

Esto es,

v o Q-C (2.5)
U(Coq) = ¢(c¥(g), VgeQ, YV eU()

donde (, denota la accion de U(1) sobre Q y (. es una representacion de U(1l) sobre
los complejos. Esta condiciéon de U(1)—funcién, que indica un comportamiento de funcién
homogénea de primer grado sobre la variable ( para las funciones de onda, puede expresarse
infinitesimalmente como:

CAES (2.6)

donde = es el generador infinitesimal de la accién de U (1) (ver Definicion 2.1.1).
La condiciéon de U(1)—funcién sobre ¥ es fundamental para introducir el producto esca-
lar entre funciones, pues a partir de dos funciones ¥(q) y ®(g) podemos construir el producto

(U*®)(q) que es una funcién constante a lo largo de la fibra (¥ ((oq)*®(Coq) = Calc¥(q)* P (q)

= U(q)*®(q), con lo que estd bien definido sobre la variedad simpléctica cociente P =

Q/U(1).

Definicién 2.1.5 (producto escalar). Dadas dos funciones de onda ¥ y ®, definimos su
producto escalar como:

(V|3) = /P W (g)*2(q) (2.7)

donde w™ es la medida candnica de Liouville sobre la variedad simpléctica (en coordenadas
locales w™ = dg' ANdpy A ... ANdq" A dpy).

Disponiendo de un espacio de representacion, procedemos a construir los operadores
asociados a los observables clasicos, esto es, a las funciones sobre el espacio P. En nuestro
primer intento para construir tales operadores, haciamos uso de los campos hamiltonia-
nos, que constituyen de hecho simetrias infinitesimales de la estructura simpléctica que
caracterizaba la geometria del sistema (simplectomorfismos infinitesimales). Ahora hemos
sustituido esta estructura por una mas general, y en el espiritu del anterior intento, va-
mos a usar los generadores infinitesimales asociados a los cuantomorfismos. De hecho, el
proceso de precuantizacion esta disenado de manera que suponga una modificacién minima,
de la estructura geométrica capaz de dotar a los campos hamiltonianos iniciales con una
componente adicional en la nueva variable, con el objeto de solucionar el problema de la
realizacion de las funciones constantes.

Dada la variedad cuantica Q(P,U(1);©), la expresién infinitesimal de la invariancia de
su estructura bajo un cuantomorfismo F' (versién infinitesimal de #2) en Definicion 2.1.3),
viene dada por

Li©®=0 (2.8)
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—

donde X ° es el campo vectorial (completo) que genera infinitesimalmente a F'. Llamamos
a X un cuantomorfismo infinitesimal. Una caracterizaciéon de estos campos, fundamental
para su conexion con los observables clasicos es la siguiente:

Proposicion 2.1.2 Una condicion necesaria y suficiente para que X sea un cuantomor-
fismo infinitesimal es que exislta una funcion real f definida sobre el cociente P = Q/U(1)
que cumpla:

ic®@=f , i3d®=—df . (2.9)

En efecto, f = i3 © estd bien definida sobre el cociente ya que L=z f = L=(i3©) = 0, por lo
tanto cae a la variedad simpléctica (P,w = 7*d©).

Con esta caracterizacién, podemos asociar a cada funcién f de F(F) un cuantomorfismo
infinitesimal X . De hecho la solucién (7m-proyectable) es unica y tiene la forma

Xp=Xs+(f-ix,0)E , (2.10)

siendo Xy el campo hamiltoniano sobre P definido univocamente for f (ix,d© = ix,w =
—df , ver Apartado 2.1.1). En las coordenadas locales introducidas antes,

Af
e e
_ 3f 0 of 0 Bf
Xy = Op; 0¢¢  Oq' Op; T (f paapi) = . (2.11)

Comprobamos que el cuantomorfismo que hemos construido modifica al campo hamiltoniano
simplemente anadiendo una componente en la nueva variable. Este término extra es clave
puesto que para funciones constantes, f = cte, tenemos X = f=.

Podemos finalmente definir los operadores asociados a los observables clasicos con accion
sobre el espacio H(Q).

Definicién 2.1.6 (operador cudntico). Dado un observable clasico f definimos el operador
lineal precuantizado f : H(Q) — C como,

fU=—iX;¥=(-iXs+(f—ix,0)) ¥ (2.12)
La primera fase de precuantizacion culmina en el siguiente teorema:

Teorema 2.1.3 La aplicacion”: f — _f cumple:
i) f es un operador hermitico con el producto escalar introducido previamente.
i1) " es un homomorfismo de dlgebras de Lie:

(af + Bg)"= af + Bd
f.9] = {f9h) (2.13)

i1i)l = Id

*Los objetos correspondientes a espacios extendidos por la variable central, se denotaran con una tilde.
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2.1.2.b Cuantizacion

A pesar de la limpieza geométrica desarrollada en la precuantizacion, ésta no culmina con
el objetivo de matematizar el algoritmo de la cuantizacidon candnica. La razén es que el
espacio de representacion resulta demasiado grande. En términos simples, las funciones de
onda dependen tanto de las ¢’s como de las p’s del espacio de las fases, cuando deberian
depender sélo de la mitad de ellas, ¢’s, p’s o una combinacién adecuada 4. En cualquier
caso, la razon fisica para eliminar la mitad de las variables no esta basada en argumentos
matematicos generales sino en el analisis de la aplicacion de la técnica a ejemplos concretos
(Wo91].

En definitiva, necesitamos elaborar una etapa mas en la construccion del sistema cuantico,
a la que llamaremos propiamente cuantizacion, en la que debemos construir un espacio de
representacion a partir de H((Q), cuyas funciones sélo dependan de la mitad de las variables
del espacio de las fases. Para fijar ideas, pensemos de nuevo en el ejemplo simple de una
variedad simpléctica con estructura de espacio cotangente, 7*C'. Supongamos que C admite
un sistema de coordenadas global (¢*) tal que (g, p;) son las coordenadas sobre T*C'. Para
construir en este caso un espacio de funciones de onda ¥ que sélo dependan, por ejemplo,
de ¢* podemos imponer un conjunto de condiciones diferenciales sobre dichas funciones que
eliminen su dependencia en las variables p;, esto es, 5%‘?((]", p;) = 0. A este conjunto de

operadores diferenciales que se imponen como condiciones sobre las funciones de onda para
reducir el espacio de representacién, lo denominaremos polarizacién °.

Por supuesto, el ejemplo presentado resulta muy especial y siguiendo el espiritu de la
CG habra que extraer las lineas basicas del procedimiento y formularlas en un lenguaje
geométrico independiente de coordenadas. Los pasos fundamentales en el ejemplo anterior
son dos: en primer lugar, la identificacién de una subvariedad en el espacio de las fases
que se comporte como un espacio de configuracion y, en segundo lugar, la eliminacion de
la dependencia de las funciones de onda en las coordenadas de esa subvariedad mediante la
imposicién de un conjunto de condiciones diferenciales (polarizacion).

La nociéon geomeétrica correspondiente a la subvariedad C' es lo que se conoce como

subvariedad lagrangiana.

Definicién 2.1.7 (subvariedad lagrangiana). Dada una variedad simpléctica (P,w), una
subvariedad cerrada L de P es lagrangiana st se cumple:

i) w(X,Y)=0,VX,Y € TL (condicion de isotropia).

i) L es mazximal, esto es, dim(L) = %dim(P).

La condicién i) nos dice que L no incluye simultdneamente ¢’s y p’s y la segunda, i:), que
incluye todas las p’s (por ejemplo). |

El siguiente paso consiste en eliminar la dependencia de las funciones de onda sobre las
coordenadas de las subvariedades lagrangianas recién introducidas. Para ello, formalizamos
la nocion de polarizacion mencionada antes. Aqui solo consideraremos el caso de polariza-
ciones reales por las que entendemos foliaciones de la variedad simpléctica P donde las hojas

4Las realizaciones de los operadores ' y p; en el caso T*R”Y con © = p;dq* dejan invariantes el subespacio
de funciones que s6lo dependen de g. Es decir, ¢° y p; no actian de manera irreducible, con lo que o bien
toda la representacion es reducible, o existiran observables cuanticos que no podran escribirse en funcion de
¢' v pi, indicando la aparicién de nuevos grados de libertad.

°En general, una polarizacién serd un conjunto de n condiciones independientes que eliminen la depen-
dencia en n variables del espacio de las fases que no estén relacionadas canonicamenre entre si, de forma que
parametricen una subvariedad que podamos identificar con un espacio de configuracion.




2.1. CUANTIZACION GEOMETRICA 21

\P (L”’)= llj(x,’,)

¥Y(L’)=Y¥Y(x’)
(v (L’ 9)= Wy (X’ s)
i // /

cl_ X" \ \x

/ N X il |
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Figura 2.1: Las subvariedades lagrangianas L', L" , L"" ... representan una foliacién de la
variedad simpléctica P, definiendo una polarizacién. La reduccién se consigue imponiendo
que las funciones de onda ¥ sean constantes sobre cada una de estas subvariedades, de
manera que sus unicos argumentos sean los puntos z del espacio de configuracion C.

son subvariedades lagrangianas. La eliminacién de la dependencia en las variables de las
variedades lagrangianas se obtendra imponiendo que las funciones de onda sean constantes
sobre cada una de las hojas lagrangianas (ver Figura 2.1).

Usando el teorema de Frobenius, podemos dar una caracterizacion mas eficaz en términos
de campos vectoriales, de la siguiente forma:

Definicién 2.1.8 (polarizacion). Dada una variedad simpléctica (P,w), se define una po-
larizacion real P como un conjunto de 3dim(P) campos de vectores sobre P independientes
y en involucion ([X,Y] C P,VX,Y € P), cuyas subvariedades integrales son lagrangianas
(w(X,Y)=0,VX,Y € P).

Nuestra intencién es utilizar estos campos de vectores como condiciones diferenciales sobre
las funciones de onda. Para ello queda un iltimo detalle. Aunque la informacién de las
funciones de onda en H(Q) estd contenida en su dependencia sobre las coordenadas del
cociente Q/U(1), estrictamente son funciones definidas sobre todo . Debemos, por tanto
levantar los campos en P definidos sobre P, a campos sobre (). Para ello usamos la conexion
® de @ que nos da una nocién de horizontalidad en el fibrado. Asi, dado un campo X en
P definimos su levantado por ©, X € TQ como el tinico campo vectorial que cumple,

o X

o X omr (m — proyectable a X) }=>X*"X—iX6)E (2.14)
X

0 condicién de horizontalidad -

Las variedades integrales asociadas a X (VX € P) se denominan variedades de Planck y de
hecho se podrian haber caracterizado directamente como subvariedades cerradas de @, de

dimensién 3(dim(Q) — 1), sobre las que se anula ©.
Ya estamos en condiciones de definir el espacio de Hilbert de la teoria cuantica.
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Definicién 2.1.9 (condiciones de polarizacion). Se define el espacio de Hilbert polarizado,
H, como el subespacio vectorial de H(Q) constituido por las funciones ¥ que satisfacen:

XU =0, VXeP . (2.15)

Los operadores cuanticos se definen como la restriccion de los operadores precuanticos a .

En el caso de que podamos encontrar campos hamiltonianos X ¢; que generen P, tendremos
la relacion (ver (2.12) y (2.14))

X0 = (X —ifE)T (2.16)

que en particular implica que los operadores fj conmutan sobre el espacio polarizado H,
como consecuencia del cardcter involutivo de los campos de vectores X fi Yy sus condicio-
nes de polarizacién, definiendo lo que se denomina un Conjunto Completo de Observables
Compatibles [GP89]. La condicién de polarizacion se convierte en

X0 =0= fiv=fIT | (2.17)
que es la ecuacion de autovalores de los operadores.

2.1.2.c Problemas de la Cuantizacion Geomeétrica

Los problemas de la CG estan asociados a la segunda fase de su programa, a la cuantizacién
propiamente. Podemos senalar:

1) La busqueda de una polarizacién no es un proceso algoritmico y puede conllevar gran
complejidad técnica.

1) Los operadores fisicos relevantes que se desean cuantizar, y en particular el hamil-
toniano que fija la evolucién dinamica, no siempre respetan la polarizacién. Esto
significa que no estan bien definidas en el espacio reducido.

i11) Problemas con la unitariedad en la representacién reducida (en este contexto aparecen
las semi-formas como intento de solucién).

2.2 Geometria simpléctica desde la simetria

2.2.1 Orbitas coadjuntas

2.2.1.a Accién coadjunta

En este apartado construimos un conjunto de estructuras simplécticas completamente

definidas en términos de un grupo de Lie, el cual actiia de forma natural como grupo de
simetrias de las mismas. La construcciéon se desarrolla a partir de la accién coadjunta del
grupo sobre su codlgebra [MR94].

Como paso previo a la definiciéon de la accién coadjunta, introducimos la acciéon del grupo
(G sobre si mismo mediante los denominados automorfismos internos (conjugacion)

GxG — G (2.18)
(g,a) — gag~' = Conjy(a) g,a € G
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que definen una representacién (no lineal) de G sobre si mismo, que denotaremos por C'onj:

Conj:G — Aut(G) (2.19)
g — Conj,:G—>G .

A partir de esta representacién, y usando el isomorfismo entre el espacio tangente del grupo
en el elemento neutro (7.G) y su algebra de Lie (G), podemos definir la representacion lineal
adjunta de G sobre G tomando, para cada g, la diferencial de Conj, en el elemento neutro:

Ad: G — Aut(G) (2.20)
g — Adg=[Conj,|"(e)

Usando las translaciones por la izquierda y la derecha en el grupo (ver Capitulo 3) podemos
expresar:

Adg(X) = (R,.1L,)(e)- X, XE€G . (2.21)

Cuando el grupo G es un grupo lineal, las translaciones izquierdas y derechas son aplica-
ciones lineales y por tanto coinciden con su diferencial. En este este caso podemos escribir:

Ad g(X) =¢9Xg ', Xeg . (2.22)

Si linealizamos sobre la variable g, obtenemos la versién infinitesimal de la representacion
adjunta, que define la accién del dlgebra G sobre G. Esto es, evaluando en el elemento neutro
la diferencial respecto a g de cada aplicacién lineal Ad g, obtenemos la correspondiente
representacién lineal Ad? (e) = ad : G — End(G), cuya forma explicitaesad X(Y) = [X,Y].

Una vez que disponemos de estas acciones lineales sobre G, nuestro interés se centra en
las correspondientes aplicaciones transpuestas definidas sobre el espacio vectorial dual, la

codlgebra G*

, (Adg)t .
g e g (2.23)
G =3 g

Definimos asi la denominada accién o representacioén coadjunta del grupo G en su codlgebra,
que denotaremos

Coad g = (Ad g~ ')t (2.24)

y cuya accién explicita viene dada por: Coad g(u)(X) = u(Adg~'(X)),n € G*, X € G.
Anilogamente, se define la representacién coadjunta del dlgebra G sobre la codlgebra G*:
coad X (p)(Y) = p(adX(Y)) = pu([X,Y]).

2.2.1.b Orbitas coadjuntas

Las oOrbitas a través de los elementos 1 € G* bajo la accién coadjunta de G, proporcionan
los espacios soporte de las estructuras simplécticas que nos interesan aqui,

Orb(p) = {v € G*, tales que v = Coad g(p) para algin g € G} . (2.25)

Aunque Orb(u) tiene estructura de variedad diferenciable, no es necesariamente una sub-
variedad de G* [MR94]. En cualquier caso, al ser una variedad sobre la que G actua de
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forma transitiva por construccion, tenemos que Orb(u) ~ G/G),, donde G, es el subgrupo
de isotropia de u: G, = {g € G, tales que Coad g(p) = p}.

El primer paso para estudiar una estructura diferenciable sobre estas variedades Orb(u)
es determinar la forma de sus vectores tangentes en términos de elementos de G y G*. Para
ello disponemos de la caracterizacion:

Lema 2.2.1 Un vector X € T,,G* es tangente a Orb(p) en v si y solo si existe un elemento
X € G que cumple ©,

X = coad Xg(v) . (2.26)

Usando esta caracterizacion, presentamos el siguiente teorema que es el resultado funda-
mental de esta construccién y que permite definir, punto a punto, una forma simpléctica

sobre Orb(u).

Teorema 2.2.4 La orbita coadjunta Orb(u) C G* posee una forma simpléctica w (una
2-forma cerrada) que viene dada punto a punto por la expresion:

wy(X,Y) =v([Xg,Yg]), ve€Orbu), X,Y € T,0rb(u) . - (2.27)

2.2.2 Cohomologia

En este apartado se amplia el estudio realizado en el Apartado anterior, entrando en juego
nociones cohomolégicas (ver Apéndice A) que permiten enlazar con el problema de las
extensiones centrales de grupos. Nuevamente los detalles técnicos no son fundamentales
para la comprension general de esta memoria.

2.2.2.a Cohomologia simpléctica

Exploramos la posibilidad de obtener nuevas estructuras simplécticas a partir de un
grupo deformando la accién coadjunta sobre la codlgebra. En particular, anadimos un
término v : G — G* a la accién coadjunta (la motivacién para esto puede estudiarse en el
contexto de la aplicacion momento asociada a acciones canodnicas de un grupo sobre una
variedad simpléctica [So70]), definiendo una nueva accién de G sobre G*

Coadyg(p) = Coadg(u) +v(g) - (2.28)

Imponiendo que Coad.g defina realmente una accién (izquierda), esto es Coad.g'g(u) =
Coad~g'(Coad~g(1)), obtenemos la condicién sobre y(g):

v(9'g) = Coadg'(v(g9)) +(g") , (2.29)

que caracteriza a vy como un 1—cociclo (ver Apéndice A) de la cohomologia de G sobre G*
asociada a la accion coadjunta. Por una razon técnica asociada a la posibilidad de definir
una forma simpléctica sobre las 6rbitas de la accion deformada Coad,, impondremos sobre
v una condiciéon extra exigiéndole a su diferencial en el elemento neutro una condicion de
antisimetria:

VT (e)(X,Y) = +7(e)- X(Y) (2.30)
VT(e)(X,Y) = —/T(e)(¥,X) VX,Y€EG .

°Se estd identificando G* v T, G*, por tratarse de un espacio lineal
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Introduciamos estas deformaciones de la accién coadjunta con el fin de obtener nuevas
variedades simplécticas correspondientes a las 6rbitas deformadas. Sin embargo, aunque los
distintos cociclos v proporcionan tales deformaciones, no todas ellas generan orbitas de un
nuevo tipo. Concretamente, existen distintas funciones 7y cuyas respectivas acciones Coad-
tienen asociadas, esencialmente, el mismo conjunto de orbitas en G*. En este sentido, tales

funciones v son equivalentes.
En particular, cada punto pg de la codlgebra permite definir una funciéon A, : G — G~

Ay, = Coad g(po) —po , 9€G,po €G™ (2.31)

que cumple la condicién de cociclo, con lo que deforma consistentemente a la accion coad-
junta. Sin embargo, observando la actuacion de esta nueva accion Coada ,,

Coada,, g(p) = Coad g(u) + Coad g(po) — po = Coad g(p + po) — po (2.32)

vemos que el conjunto de 6rbitas que define (al barrer todos los p € G*) es el mismo que el
obtenido a partir de la coadjunta, salvo que estdn trasladadas en la codlgebra. En general,
dos cociclos 7' y v que se diferencien por una funcién A ,, definen las mismas Orbitas.
La funcién A, tiene en este sentido un contenido trivial y de hecho es un coborde (ver
Apéndice A) en el contexto cohomoldgico que menciondbamos arriba. En definitiva, las
distintas familias de érbitas que se pueden obtener a partir de las acciones deformadas
(2.28) vienen clasificadas por el conjunto de cociclos (2.29) mddulo los cobordes (2.31),

cociente que define la denominada cohomologia simpléctica Hg(G,G*).

Antes de construir propiamente las estructuras simplécticas, introducimos las versiones
infinitesimales de las anteriores acciones deformadas. Tomando la diferencial de Coad-g en
el elemento neutro, definimos la accién coadr de G sobre G*: coadr X (u) = coad X(u) +
['(X), donde T' : G — G* viene dada por I'(X) = 7y (e) - X, X € G. Las condiciones de
cociclo de v conllevan las siguientes condiciones sobre su diferencial

(2.29) = TI([X,Y]) =coad X (I'(Y)) —coad Y (I'(X)) (2.33)
NX,Y) = I'(X)(Y) cumple I'( X, Y) = -I'(Y, X) .

De la primera condicion se puede derivar la ligadura

clave en lo que sigue. Andlogamente, la contrapartida infinitesimal de la condicion de
coborde se obtiene tomando las diferenciales en (2.31). IV y I son equivalentes si:

M(X,Y) =T[(X,Y) + ulX,Y] . (2.35)

Las condiciones infinitesimales recién introducidas caracterizan de hecho los cociclos y co-
bordes asociados al algebra de Lie G (Apéndice A), definiendo el grupo de cohomologia
Hs(G,G*), satisfaciéndose el isomorfismo: Hg(G,G*) =~ Hg(G,G™).

Para definir la estructura simpléctica sobre las o6rbitas
Orb.(u) = {v € G* tales que v = Coadg(p) para algin g € G} , (2.36)

seguimos los mismos pasos que en el caso de las orbitas coadjuntas.
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Lema 2.2.2 Un vector X € T,G" es tangente a Orb(p) en v si y solo si existe un elemento
Xg € G que cumple,

X =coad, Xg(v)+T'(X) . (2.37)
El siguiente teorma constuye la forma simpléctica sobre Orb. (u).

Teorema 2.2.5 La orbita Orby(pn) C G* posee una forma simpléctica w que viene dada
punto a punto por la expresion:

wy(X,Y) =v(Xg,Yg]) +T(X,Y), ve€Orb,(u),X,Y € T,0rby(u) . (2.38)

Por ultimo, debemos recordar que nuestro objetivo original en esta Seccién era la construc-
cion de variedades simplécticas directamente asociadas a una estructura de grupo, sobre
las que poder definir una dinamica. Una observacion elemental pero fundamental en tal
discusién, es recalcar el hecho de que la eleccién de un elemento [y] de Hg(G, G*) no fija una
variedad simpléctica, sino una familia de ellas (deformaciones de 6rbitas coadjuntas). Esto
es, fijado un representante ~y, para cada elemento g € G* que genere una orbita distinta
tendremos una variedad simpléctica diferente. De forma equivalente, podemos mantener
fijo ese pug € G* y variar el representante de la clase [y] anadiendo a -~y distintos cobor-
des (generados por clementos u € G*) de forma que se recuperen las distintas variedades
simplécticas. Por tanto, Hg(G,G*) no es la construccion que clasifica los objetos que nos
interesan, las variedades simplécticas, por lo que necesitamos una versioén refinada de esta
cohomologia. El estudio de este punto sera el objeto del Apartado 3.1.3.

2.2.2.b Extensiones centrales de algebras y grupos.

Una vez que hemos visto introducido a partir de un grupo G un conjunto de variedades
simplécticas sobre las que desarrollar dinamicas clasicas, las correspondientes dinamicas
cuanticas las podriamos construir aplicando la técnicas de Cuantizaciéon Geométrica. Par-
tiendo de las variedades simplécticas G /G, construiriamos variedades cudnticas anadiendo
una nueva variable y una accion del grupo U(1). Esta es esencialmente la técnica desarro-
llada por Kirillov para construir las representaciones de un grupo G [Kir76]. Sin embargo,
podemos estudiar la posibilidad de invertir el orden, anadiendo primero el U(1) directa-
mente al grupo G para tomar posteriormente el cociente que recupera la variedad cuantica.
Este enfoque, si bien en este punto puede parecer arbitrario, no sélo sistematiza el algoritmo
sino que es eficaz en situaciones en que la aproximacion de Kirillov-Kostant falla (orbitas
anomalas [ABLN92]).

La manera de anadir una nueva variable de forma que se mantenga una estructura de grupo
se formaliza mediante la nocidén de extension de un grupo G por otro grupo H.

o~

Definicion 2.2.10 Decimos que un grupo G es una extension de G por H, si H es un
subgrupo normal (invariante) de G y tenemos que G = G/H.

Notamos que G no tiene que ser un subgrupo de G, s6lo H lo es en general.

En nuestro caso, queremos extender un grupo G por el grupo U(1) de invariancia de fase de
la Mecanica Cuantica, en el mismo espiritu en el que construiamos la precuantizacién de una
variedad simpléctica. Es mas, puesto que el generador infinitesimal del U (1), que también
denotaremos por =, va a jugar el papel de término central en el algebra de operadores



2.9. GEOMETRIA SIMPLECTICA DESDE LA SIMETRIA o7

cuanticos, la extensién de G por U(1) que buscamos es central. Esto es, los elementos de
U(l) C G conmutan con cualquier elemento en G-

La relacién entre las extensiones centrales de grupos (y algebras) y la Mecanica Cuantica
es bien conocida [Mich64, Ha89]. Baste decir que el problema de la clasificacion de las
posibles representaciones proyectivas de un grupo, que son las significativas en Mecanica
Cuéantica, es equivalente al de clasificar sus extensiones centrales por U(1l). En nuestro
tratamiento, la conexién es si cabe mas intima puesto que los conjuntos de variedades
simplécticas estudiados en el apartado anterior, estdn en relacion uno a uno con las posibles
extensiones centrales no equivalentes de ese grupo.

Si bien el tratamiento mas sistematico de extensiones de grupos (y algebras) se formu-
la en términos de secuencias espectrales exactas y por tanto en el contexto de algebra
homoldgica [HS70], en nuestra discusién el lenguaje de fibrados principales resulta mas
adecuado, puesto que permite una conexion directa con el formalismo de Cuantizacion
Geométrica. En estos términos, el grupo extendido G es simplemente un grupo con es-
tructura de fibrado principal con base G y grupo estructural U(1): G(G,U(1)). La tinica
sutileza es que la acciéon de U (1) sobre G la tomaremos como una accién izquierda.

Para estudiar las posibles extensiones centrales, empezamos considerando una triviali-
zacién local (ver apéndice A) @ : (=1 (V) C V) - V x U(1) tal que U C G contenga a
la identidad e de G. Consideramos asimismo una seccién o = V — G, (w(o(g)) = g), de
manera que para cualquier elemento en la fibra de g (7~ (g)), que tendra la forma (o(g), se
pueda escribir ®({o(g)) = (¢, g). De hecho, le exigimos a la seccién que o(e) = €, identidad
en G (seccion normalizada). |

El hecho de que U(1) sea un subgrupo invariante de G (de hecho es central) garantiza
que G = G/U(1) tenga estructura de grupo y en particular que se cumpla 7(o(g')o(g)) =
m(o(g'g)) (el producto no depende del representante elegido en la fibra). Por tanto, existe
un elemento w(g’,g) € U(1), que depende tanto de la estructura de grupo del fibrado G
como de la seccién o que estamos considerando, que cumple

o(g')o(g) = w(g',9)o(d'g) , (2.39)

v en particular se satisface, w(g’,e) = w(e,g) = e € U(1). A estas funciones se les denomina
factores locales (ver Figura 2.2). e SSEIE——

Considerando los elementos § = (o(g), § = ¢'o(¢") y . §"
g" = ¢ * g se escribe:

("o(g") =C¢'o(g')Co(g) = ¢'Colg’)a(g) = ¢'Cw(g’,g)o(d'g) iz | (2-4Q)

y tomando la carta @,

= "o (g!), laley" de ‘grupo

(", g") = (('Cw(g, ), g'g) (24

Si parametrizamos usando los denominados ezponentes locales [Bab4], { = €', w(g’,g) =
e'€(9":9) 1a ley de grupo se escribe:

(©",d") = (' +¢+£&(d,9),9'9) . (2.42)

Por supuesto, tanto los factores como los exponentes locales, deben ser consistentes con la
ley de grupo. La asociatividad les impone, respectivamente, las condiciones

w(g", g w(g"g',9) = w(g",d'9)w(d’,g) (2.43)
£(g",d")+&(9"9, 9) £g",9'g) + €9, 9)
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G
o(g)o(g)
(g &)
o g)
of ﬁ\ \ A seccion ©
\ \dgf)

Figura 2.2: Secciones y factores locales.

que constituyen las condiciones de 2-cociclo en la cohomologia H*(G,U (1)) (Apéndice A).
Por supuesto, la estructura de grupo no debe depender de la seccidon que hemos escogido.
Por tanto, si tomamos otra seccién o’ : G — G normalizada, o’(e) = é, para cada g tenemos
un x(g) € U(1) tal que

o'(9) = x(g)o(g) - (2.44)

Esto implica una relacién entre los respectivos factores locales

w'(9',9) =x""(d9)x(d)x(9)w(d',g) . (2.45)

e introduciendo 7 : G = R, x(g) = €9 entre los exponentes locales

§'(g'9) =€’ 9) +n(g') +n(g) —nlg'g) . (2.46)

De esta forma, dos cociclos cuya diferencia venga dada por una funcién,

Ecob(9'y9) =n(g") +n(g9) —n(g'g) (2.47)

A

definen la misma ley de grupo en GG y diremos que son equivalentes. A &.05(9’,9), que
de hecho satisface la condiciéon de 2—cociclo, lo denominaremos coborde o cociclo trivial.
El conjunto de los 2—cociclos médulo esta relacion de equivalencia define la cohomologia.
H?(G,U(1)) que clasifica las posibles extensiones centrales de un grupo G por el grupo
U(1). Esto resuelve la cuestién que plantedAbamos a comienzos del apartado.

Para establecer el nexo con el Apartado anterior, resulta comodo considerar el problema
a nivel infinitesimal. Partiendo del algebra G asociada al grupo G y caracterizada por los
conmutadores en una determinada base

[Xi, X;] = CE Xy, (2.48)
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estudiamos las posibles formas de anadir un nuevo generador X cntrqi, definiendo una nueva
algebra G caracterizada por,

[Xi?Xj: e Cka+athcentral (2-49)
[XcentralaXi: = 0: VX;EQ

Dos extensiones G y G' seran equivalentes si existe un isomorfismo de algebras de Lie entre
ellas. Si bien podemos estudiar la extensién de dlgebras de Lie mediante el uso de técnicas
cohomolégicas, resolviendo el problema de su clasificacién en términos del grupo de cohomo-
logia H?(G,U (1)) (Apéndice A), tomamos una via mas directa que aprovecha los resultados

presentados del grupo y hace uso del siguiente teorema.

Teorema 2.2.6 Sea G un grupo de Lie conexo y simplemente conezxo. El problema de su
extension central por U(1) es equivalente al de la extension central de su dlgebra de Lie
por R, ezistiendo una relacion uno a uno entre las respectivas clases de equivalencia de

extensiones. Esto es, H*(G,U(1)) ~ H*(G,R).

Usando los generadores infinitesimales de la accion derecha del grupo extendido definida por
la ley (2.42), X L definimos una base del dlgebra G que nos permite identificar directamente
la naturaleza y relac1ones de equivalencia de los «;;. La forma de estos generadores es (ver

Apartado 3.1.1)

7 86(9’19) 8
X+ = XEg4 . e 2.50
(] . 1 893 g;zg d(p ( )
g=e
Xcent'ral — XL aa (2'51)
",

Los términos «;; se corresponden con C ;¥ su expresion en funcién de £(g', g) es

9*¢(g',9) 0%(d',9) )

ij = Z 22 AR 52
aij = Cf; = ( 9907~ 0gidg (2.52)

Estos valores ov... permiten definir. por linealidad. una aplicacién bilineal antisimétrica a:
ij P . 3

a:GxG§g— R O.'(Xz*,Xj) = Q45 = 05 (2.53)

Una de las relaciones de Jacobi en G :
Ci;Ch + CixCf + CiiCf; = 0 (2.54)
impone condiciones sobre la aplicacion «,
o[X,Y), Z) + o([Y, Z], X) + a([Z,X],Y) = 0 (2.55)

que define un 2—cociclo de la cohomologia H?(G,R). De hecho la relacién de Jacobi, y por
tanto la condicién de 2—cociclo, no es mas que la expresion infinitesimal de la asociatividad
de la ley de grupo, que era a su vez la condicién de 2-cociclo en la cohomologia del grupo G
(2.43). La equivalencia de extensiones del dlgebra la estudiamos como la version infinitesimal
de la equivalencia de extensiones en el grupo. Si consideramos un cociclo &'(¢’, g) equivalente
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a £(g',g), de manera que el coborde definido por su diferencia esta generado por la funcién
1(g)

cob(9'59) =n(g") +n(g9) —nld'g) , (2.56)

podemos ver que las nuevas constantes agj se relacionan con las anteriores, «;;, segin

on(9)
a’;j = C;;o — O:j agl ij — sz'j — uolej , (2.57)

g=e

donde pg; = %‘?—)\gzm que define un pg € G* mediante po(X;) = po;, (X; € G). A partir de

1o definimos aeop : G X G — R como
Qeob(Xi Xj) = po ([ X, Xg]) : (2.58)

Gracias a la identidad de Jacobi en G, a.. es de hecho un cociclo (cumple (2.55)) y por
tanto un coborde en la cohomologia H?(G,R), con lo que dos extensiones centrales de G
dadas por o' y « son equivalentes si y sélo si existe un pg € G* tal que

o' (Xi, X;j) = a(Xi, X;j) — po([Xi, Xj]) - (2.59)

Llegados a este punto, vemos que las condiciones (2.55) y (2.59) que definen H*(G, R)
(y por tanto H*(G,U (1)) bajo las condiciones adecuadas) son las mismas (2.34) y (2.35)
que caracterizan la cohomologia simpléctica Hg(G,G*), por lo que estos dos objetos son
isomorfos H*(G,R) ~ Hgs(G,G*). Concluimos que el problema de la clasificacién de las
posibles extensiones centrales es equivalente al de la construcciéon de familias de variedades
simplécticas como deformaciones (afines) de érbitas coadjuntas asociadas a G.

Esto supone una convergencia no trivial entre dos problemas conceptualmente diferentes:
la construccion de dinamicas clasicas hamiltonianas a partir de un grupo, por un lado, y la
descripcion de sistemas cuanticos en el espiritu de las técnicas de Cuantizacion Geométrica
pero explotando la estructura de grupo, por otro.

2.3 Dinamica a la Cartan

En la caracterizacién de la dinamica clasica de un sistema fisico como primer paso en el
proceso de cuantizacion, hemos partido del denominado espacio de las fases modelado sobre
una variedad simpléctica cuyos puntos representan estados del sistema. Sin embargo, a
menudo resulta conveniente trabajar a un nivel intermedio, donde la evolucién temporal no
haya sido eliminada y la variedad de soluciones no sea explicita. Es mas, por lo general
los mecanismos mediante los cuales se introduce una dinamica (por ¢jemplo, en un enfoque
lagrangiano), no proporcionan directamente la variedad de soluciones clasica. La deter-
minacion de la misma resulta a menudo un problema de dificil resolucién. Todo esto nos
sugiere la necesidad de introducir un marco mas flexible que la mecanica simpléctica, que
permita el tratamiento de la dinamica clasica de un sistema con una dependencia explicita
del tiempo.

Las denominadas estructuras de contacto, que ya han aparecido en la definicién de las
variedades cuanticas, cumplen tal funcién. De hecho, éstas son las estructuras naturales al
tratar con sistemas dependientes del tiempo [AM78]. Restringiéndonos al caso de dimensién
finita, tenemos la siguiente definicién que generaliza en parte la Definicién 2.1.1:
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Definicién 2.3.11 Dada una variedad C de dimension 2n + 1, se entiende por forma de
contacto una 2—forma w cerrada , i.e. dw = 0 de rango madzimo (2n). Al par (C,w)
se le denomina variedad de contacto. Si existe una 1—forma © (©(m) # 0,Ym € C) tal
que w = dO, decimos que (C,O) es una variedad de contacto exacta (ésta es la estructura

involucrada en las variedades cudnticas).

Disponemos también de una nocién de coordenadas candnicas dadas por el teorema de
Darboux:

Teorema 2.3.7 Sea (C,w) una variedad de contacto. Entonces en el entorno U de cual-
quier punto m € C existe un sistema de coordenadas donde w se escribe:

w|y = dp; A dg' (2.60)

Para el caso de una variedad de contacto exacta, (C,©), existe un sistema de coordena-
das donde ©|y = p;dq¢* — dt. Un caso particular de especial interés para nosotros es la
construcciéon de una estructura de contacto a partir de una estructura simpléctica (P,w).

Proposiciéon 2.3.3 Sea una variedad simpléctica (P,w) y una funcion H : R x P — R.
Entonces la 2— forma

wg =7 w—dhAdt (2.61)

donde ™ : Rx P — P es la proyeccion natural, define una estructura de contacto (Rx P,wpy ).
Si w es exacta, w = dA, entonces Opc = w*A — Hdt define una estructura de contacto

exacta.

La forma ©Opc se denomina 1—forma de Poincaré-Cartan, y va a jugar un papel muy
relevante en los posteriores desarrollos. A R x P se le denomina espacio de movimientos.

Resulta interesante relacionar la forma © pc con la funcién lagrangiana L del sistema.
Dado un espacio de configuracién C, tal funcién esté definida sobre Rx T'C' 7, parametrizado
localmente por (¢,q*,¢’). Para pasar de la formulacién hamiltoniana sobre R x T*C a la
lagrangiana, hacemos uso de la transformaciéon de Legendre, cuya inversa viene definida en
coordenadas locales por p; = gal—;r, de forma que L = p;¢* — H. El pull-back de ® pc bajo
esta transformacion se escribe

oL

—(d¢* — ¢'dt) + L dt , (2.62)
oq*

Opc =

donde €' = dq* — ¢*dt se denominan formas de estructura. Estas se anulan al ser evaluadas

. L L - L] y z
sobre las denominadas eztensiones jet de las curvas sobre C, caracterizadas por ¢' = %qt—.
Por tanto, sobre las soluciones s del sistema, © p¢c coincide con Ldt y la accion se escribe

S=/Ldt=/epc|3 . (2.63)

Volviendo al tratamiento en términos de © p, las ecuaciones dinamicas vienen caracte-
rizadas por la siguiente proposicion. |

"Este espacio también se denota como J'(E), con E = R x C, denominado primer fibrado jet. EIl
tratamiento en términos de fibrados jet es especialmente apropiado en la formulacién variacional de la

mecanica.
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Proposicion 2.3.4 (de Cartan). Sea (P,w) y H : R x P — R. FEziste un unico campo de
vectores X tal que:

En el caso exacto, wy = dOpc,

a) iz,dOg =0
b) dt(Xy) =1

La condicién b) fija la normalizacién del campo vectorial en el nicleo de wgy. De hecho, si
H sélo es funcién sobre P, X g tiene la forma

XH = XH - ; (2.64)

donde Xy es el campo hamiltoniano asociado a H.
Las ecuaciones del movimiento vienen dadas por el sistema dinamico definido por el campo

vectorial Xy. En las coordenadas de Darboux, este campo se escribe: Xy = X% 3‘2; |
v 0 o
XH@: 3}91‘ } LR con 10 que
dg'  _ i
A )_(H
44 = Xp;

£
[
—

La condicién i g, wy = 0 en estas coordenadas fija la forma de X g, proporcionando final-
mente las ecuaciones del movimiento:

d¢* _ OH

dx —  Op;

dpi _ __9OH
dx oq*
a4 = 1

.

El analisis de la simetria en la dinamica de los sistemas fisicos, constituye un punto
fundamental para nosotros. En el caso de estructuras de contacto exactas, observamos
en la proposicién de Cartan que si anadimos una diferencial exacta df a la 1—forma de
Poincaré-Cartan, las ecuaciones de movimiento no se alteran.

Por tanto, una transformacién deja invariante la dindmica de un sistema, esto es cons-
tituye una simetria, si induce una variacién de la forma de Poincaré-Cartan nula salvo una
diferencial total. Infinitesimalmente

Lx® =dfx |, (2.65)

donde X es el generador infinitesimal de la transformacion.

En el caso de que fx # 0 se dice que la forma de Poincaré-Cartan es semi-invariante, lo cual

es suficiente para obtener la invariancia de la dinamica, entendiendo por ésta las ecuaciones

del movimiento (ver Apartado 5.1.1 para una discusion del concepto de semi-invariancia).
Para presentar el teorema de Noether en este lenguaje, nos situamos en el contexto

de una variedad de contacto definida por (R x T*(C),Opc), con H : Rx T*(C) - R, y
enunciamos el siguiente lema previo:
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Lema 2.3.3 Sea Y un campo vectorial sobre R x T*(C) y s : I C R —- R x T*(C) una
curva sobre R x T*(C'). Entonces,

iydOpcls = 0 para todo campo vectorial Y <= s es solucién de Xy

Este lema, ademés de constituir un nexo con la formulacién variacional de la mecanica,
permite formular los invariantes Noether de forma directa:

Teorema 2.3.8 (de Noether). Sea el campo vectorial Y sobre R x T*(C') una simetria del
sistema dindmico (R x T*(C),Opc), esto es,

Ly®pc =dfy . (2.66)
Entonces,
d(iy©®pc — fy)|s =0, Vs solucién de Xpg . (2.67)

La funcién 1y © pc — fy se denomina invariante Noether, puesto que es constante a lo largo
de las trayectorias del sistema fisico.
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Capitulo 3

Cuantizacion Sobre Grupos

En este Capitulo se presenta la Cuantizacién Sobre Grupos (CSG), formalismo en el que
la simetria aparece como nexo explicito entre la dindmica de un sistema y su descripcion
cuantica. Entendiendo esta ultima como una representacion unitaria e irreducible de un
conjunto de operadores que cierran un algebra de Lie, la CSG se construye a partir de
un grupo de Lie con estructura de extensiéon central, complementado con una 1—forma de
conexion construida a partir del propio grupo. La cohomologia de grupos juega el papel de
guia tanto en la identificacién de los grados de libertad fisicos como en la determinacion
de los generadores de la evolucién dinamica, lo cual permite reproducir cada una de las
estructuras del capitulo anterior, tanto (semi)clasicas como de cuantizacion. Sin embargo
la CSG va mas alld, permitiendo una formulacién directamente cuantica de la dinamica,
donde el espacio de Hilbert se construye sobre las funciones complejas definidas sobre el
grupo, de manera que la acciéon de los operadores se obtiene a partir de la representacion
regular. La estructura de grupo resulta fundamental en el proceso de reduccion de la
representacién suponiendo un avance fundamental en el tratamiento del problema de las
polarizaciones. La necesidad de revisar nociones fundamentales como son las anomalias o la
invariancia gauge, representa una indudable aportacion conceptual de la CSG que creemos
que transciende el marco de la misma.

"

3.1 Estructura del grupo G

Nuestro punto de partida lo constituye la idea introducida a comienzos del Subapartado
2.2.2.b. Alli se planteaba la posibilidad de abordar el tratamiento cuantico de una dinamica
modelada a partir de una simetria, utilizando un grupo de Lie centralmente extendido como
soporte fundamental.

Para llevar a cabo tal formulacién de la dindmica resulta necesario completar la es-
tructura matemadtica con un elemento méas. Al disponer de una estructura de fibrado (ver
Subapartado 2.2.2.b), un grupo de Lie centralmente extendido por U (1) posee una nocion
natural de verticalidad. Sin embargo, carece de una nocién de horizontalidad lo cual es 1m-
prescindible para levantar los objetos de G a G. Con este fin se introduce una conexién en el
fibrado principal G(G,U (1)), es decir, una 1-forma sobre G con valores en el 4dlgebra de Lie
de U(1). Esta conexion, que denotamos por © y denominamos 1—forma de cuantizacion,
es el objeto que generaliza la conexion de las variedades cuanticas en CG o la 1—forma
de Poincaré-Cartan en la dindmica dependiente del tiempo. Ademaés, como veremos en el
Apartado 3.1.3, es asimismo fundamental para el tratamiento de las orbitas coadjuntas en

39
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este lenguaje.

Antes de introducir de forma explicita esta ©, necesitamos presentar rapidamente ciertos
elementos basicos del calculo sobre grupos de Lie que vamos a usar extensivamente en todo
el trabajo.

3.1.1 Elementos de analisis sobre un grupo

3.1.1.a Acciones izquierda y derecha

A partir de la ley de producto de un grupo G, formalmente expresada por ¢ = ¢’ * g !,
podemos definir directamente dos acciones del grupo sobre si mismo. Para ello fijamos uno
de los dos elementos que entran en el producto, dejando el otro variable. Explicitamente:

L:G — Diff(G)
g — L;, , Ly(a) =ga Vg,a€eqG (3.1)
R:G — Diff(G)
g — R, , Ry(a)=ag Vg,a€ed
Denominamos a L translaciéon izquierda y R translacion derecha. Efectivamente, ambas
aplicaciones definen acciones sobre el grupo: L una accién izquierda (Lgy = Lgo Ly) y R

una acciéon derecha (Rgyqy = Ly o Ly). Estas acciones trivialmente conmutan, RoL = Lo R,
lo que resultara fundamental al discutir las polarizaciones.

3.1.1.b Campos invariantes izquierdos y derechos

Tomando como coordenadas locales un conjunto de funciones {g'} (siendo 7 un indice apro- .

piado en el grupo), los campos vectoriales que constituyen los generadores infinitesimales

de las translaciones izquierdas y derechas son *:
d9" (9, 9) 0
X = ’ o d la accién izqui .
k (9) g’k J=e Og generadores de la accidon 1zquierda (3.2)
9=g
O " I’ O
X(g) = 7 (QL 9) —— generadores de la accién derecha
dg g'=9 0g
g=e

Tanto los campos izquierdos como los derechos realizan una representacion fiel del algebra
de Lie,

XEXF] = it

'En adelante omitiremos el simbolo * y escribiremos simplemente ¢’ = ¢'g.

’La justificacién de la aparente contradiccién en la notacién (L, R) es que los generadores de la accién
izquierda son de hecho campos invariantes por la derecha, (R.).Xi = X, y a ello se refiere el el superindice
R. Andlogamente los generadores de la accién derecha son invariantes por la izquierda, (L.).Xi¢ = Xi.
Estos comportamientos se derivan directamente reexpresando los campos de vectores en términos de las
aplicaciones tangentes de las translaciones

xMo) = (R1@). 37
xt@) = (5@) 5

y aplicando el hecho de que las translaciones son acciones del grupo.
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(xE, XF] = -CEXE (3.3)
(X, X = 0,

representando la iltima linea la expresién infinitesimal de la conmutacion trivial entre ambas

translaciones. Por ultimo recordamos que, por constituir los vectores %(z Xf\e —IP & f‘\e)

una base en T.(G), las expresiones (3.2) definen un isomorfismo entre el espacio vectorial
de los vectores invariantes y T.((G), que induce en este ultimo un producto de Lie, que lo
hace isomorfo a G °.

3.1.1.c Formas invariantes. 1-forma canodnica

Ademsés de una base del dlgebra de Lie, los campos de vectores X (X) constituyen
una base de T'G como moddulo sobre el anillo de las funciones definidas sobre el grupo. Las

relaciones de dualidad

() i
or (X)) = & (3.4)
RO, vR\ i
v (Xj) = 5j :

definen en T*(G las correspondientes bases de 1—formas, 91,(?) y QR(Z), que también resultan
ser invariantes izquierdas y derechas, respectivamente. La expresion explicita de las mismas

€8S:

| k O 1k r’ i
ot® g = & a;i‘ 9) o, g (3.5)
g=g~*
K a nk f’ ;
g Y
g -9

Al igual que los campos de vectores invariantes, las 1—formas duales también codifican la
informaciéon del algebra de Lie, lo que se hace explicito en las denominadas ecuaciones de

Maurer-Cartan

y con el signo opuesto para las derechas, siendo expresiones equivalentes a (3.3).

A partir de las formas invariantes podemos definir de manera candnica (salvo un factor
constante) un volumen invariante izquierdo (derecho) en el grupo. A esta forma se le llama,
medida de Haar izquierda (derecha) sobre GG, y viene dada por:

ul® (g) = gD () A A GEB ™ (g)  (n = dim(G)) . (3.7)

Para ciertos grupos (denominados unimodulares) ambas medidas, izquierda y derecha, coin-
ciden. La siguiente definicién introduce la denominada forma canonica de un grupo.

Definicién 3.1.12 Se denomina forma candnica de un grupo de Lie a la 1—forma 6 sobre
G con valores en G, definida por

0(g)(X(g) =X(e)eg , XeTG . (3.8)

En otras aproximaciones se sigue el camino inverso, se construye G sobre T.(G) y después se usan las
translaciones para inducir su estructura sobre el espacio vectorial de los vectores invariantes.
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Resulta ser,
0=0t"ge; | (3.9)
donde {e;} es una base del dlgebra de Lie.

3.1.1.d Campos de vectores y 1-formas en el grupo

Por su utilidad, escribimos los campos vectoriales izquierdos y derechos asi como las 1 —formas
duales de un grupo G, que extiende centralmente por U(1) a un grupo G, con ley de mul-
tiplicacion

I

99 g€G (3.10)
"= C’geif(g’,g)

La expresion de estos objetos viene dada por

X = xP+ 0O o

o= xPe ELD,

Xe = X' = % = 2Re (iga%) = = (3.11)
L) — QL(%') gR() — QR(%')

oL Q) = —-‘;_—ig- + ‘9’5;9;;9) o/=g-1,9=99'
o) = -C;ZC— + 3&(%5;"’;9) ‘g=g“1,9’=g’d9i

3.1.2 1-forma de cuantizacion ©

Una vez presentados los elementos generales basicos del analisis sobre un grupo de Lie,
estamos en condiciones de introducir el elemento que falta para la completa formulaciéon de
la CSG, la 1—forma de conexiéon denominada de cuantizacion.

Definicién 3.1.13 (1-forma de cuantizacion). Denominamos 1—forma de cuantizacion, y
denotamos por ©, a la 1—forma de conezion en el fibrado principal G(G,U(1)) definida por
9L (). Por supuesto, esta © satisface O(XF) = 0,0(Z) = 1, siendo por tanto dual a =.

©® contiene toda la informacién necesaria para construir la dindmica a partir de la ley de
grupo. Para motivarlo, observamos que las ecuaciones de Maurer-Cartan implican

de = d§™) = cEoM A oY (3.12)

con lo que en la forma pre-simpléctica generalizada d© (su nicleo tiene dimensién mayor
que uno en general), el cociclo de la extension del dlgebra de Lie definido por Ci(’;, establece
los pares conjugados que a la postre determinaran el espacio de las fases. Para formalizar
esta idea adecuadamente es necesario introducir la nociéon de mdédulo caracteristico de ©.
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P

Grupo cuantico: G
A \/G@

Variedad
Cuantica

Dinamica de Cartan
Generalizada

/G.&\ Espacio de las fases: //U (1)

orbitas coadjuntas

Figura 3.1: A partir del grupo extendido G, y tomando sucesivos coclentes, recuperamos
cada una de las estructuras basicas discutidas en el Capitulo 2.

Definicién 3.1.14 (mddulo caracteristico). Denominamos mddulo caracteristico, y lo de-
notamos como Gg, al mddulo generado por los campos de vectores izquierdos incluidos en

Ker ©N Ker dO.

La condicién de inclusiéon de Gg en Ker © permite excluir de Ggo al generador vertical central
de la accién de U (1), mientras que la de Ker d© elimina a aquellos generadores que no
tienen variables conjugadas. Por tanto Gg esta constituido por los generadores horizontales
que no generan el espacio de las fases.

L.a relacién de la CSG con las distintas estructuras presentadas en el Capitulo anterior se
establece considerando distintos cocientes del grupo G, que permiten analizar los respectivos
sentidos en los que constituye una generalizacion.

i) Si tomamos cociente por el grupo central U(1), (localmente) la forma O pc = © — %CQ

sobre G = G/U(1) constituye una generalizacién de la forma de Poincaré-Cartan de la
dindmica dependiente del tiempo formulada en la Seccién 2.3. En este caso el nucleo de
dO pc esta formado por los generadores en Go, que por tanto deben entenderse como
ecuaciones generalizadas del movimiento. Esta serd la estrategia para establecer la
dinamica a nivel semi-clasico en el Capitulo 5.

#4) Si por contra tomamos cociente por Gg, la estructura que nos queda es la de una
variedad cudntica [AA82], esto es, el objeto basico de la Cuantizacion Geométrica de

la Seccion 2.1.

i4i) Si, por tultimo, sobre la anterior variedad cuantica tomamos cociente por U(1), re-
cuperamos una estructura simpléctica, que de hecho es simplectomorfa a las drbitas
coadjuntas del grupo extendido (y que coinciden con las érbitas coadjuntas deforma-
das del grupo sin extender, Seccién 2.2).

Un punto fundamental referente a la 1 —forma de cuantizacion es que si bien su definiciéon
como la componente ( de la 1—forma canénica sobre el grupo resulta natural, esto no
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significa que sea canodnica. Es decir, la estructura de grupo no fija una unica forma de
cuantizacién. La razén basica es que en un espacio vectorial (sin estructura adicional) no
existe una nocioén canodnica del dual de un vector, teniendo sélo sentido la nocion de base
dual canénica. Por tanto, la forma dual de un vector dado, depende de los vectores que se
usen para completar una base a partir del mismo. Esta falta de canonicidad la podemos
ver explicitamente de dos formas:

a) Si en la ley de grupo redefinimos el parametro de la extension central, ¢ — eM9)¢ y
volvemos a calcular la © = #£(¢) en la nuevas coordenadas, encontramos (comparar
con la expresion de (3.11))

o % 9%(g,9)

1C dg* §g'=g"

dg' + X001 — dx | (3.13)

gon A = %Q—IQZE. La funcion A(g) es el generador de un coborde del grupo sin

extender (ver Subapartado 2.2.2.b). Podemos decir que la eleccion de un representante
del cociclo empleado para construir la extension G del grupo GG, necesariamente lleva,

implicita la eleccion de un coborde. Si bien la ley de grupo no es sensible a esto, las

©’s y por tanto las dindmicas asociadas, son distintas. No obstante, observamos que
un cambio de variables que sélo involucre a las variables del grupo sin extender GG, no
altera la ©.

b) Si nuestro punto de partida es un algebra de Lie centralmente extendida expresada
en cierta base {X;}, sabemos (ver nuevamente Subapartado 2.2.2.b) que un cambio
lineal en la base que involucre al generador central conlleva un cambio en el cociclo
de extension que se corresponde con un coborde. Al exponenciar a una ley de grupo
finita, la estructura grupo-tedrica es independiente de la base empleada para el algebra
de Lie, pero el representante del cociclo si se ve alterado y por tanto, como acabamos
de ver, la © depende de la base del algebra de Lie que usemos como punto de partida.
Mencionamos este enfoque, porque ésta va a ser la situacidon mas comun encontrada
en esta memoria y por tanto debemos tener presente que un cambio de base en el
algebra (extendida) de partida no es completamente inocuo.

Debemos terminar esta seccién senalando que esta falta de canonicidad no se traduce en
ambiguedad, sino que por el contrario introduce una riqueza en el formalismo como se
muestra en la siguiente seccion.

3.1.3 Pseudo-extensiones

Este punto constituye uno de los mas importantes del formalismo de CSG en lo que se
refiere a este trabajo, pues proporciona la clave para introducir o enriquecer la dindmica en
todos los sistemas que estudiaremos.

En primer lugar debemos recordar la convergencia que encontridbamos en el capitulo
anterior al estudiar dos problemas conceptualmente distintos:

1. La clasificacién por Hg(G,G*) de las familias de variedades simplécticas asociadas a
una estructura de Lie y construidas a partir de la acciéon coadjunta.

2. La clasificacién de las extensiones centrales no equivalentes de un grupo en términos

de H*(G,U(1)).
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La convergencia se concretaba en el isomorfismo Hg(G,G*) ~ H*(G,U(1)), realizado bajo
las condiciones adecuadas. Sin embargo, estas clasificaciones no son lo suficientemente
finas para discernir entre los distintos casos que necesitamos considerar. Asi, en lo que
se refiere al primer punto, lo que realmente nos interesa es la clasificacion de las drbitas
simplécticas en si, no las familias. Respecto al segundo punto, como hemos visto en el
Apartado anterior la descripciéon de la dindmica precisa que la ley del grupo extendido sea
completada con la introduccién de una forma de conexién en el fibrado. Aunque la dinamica
se formula en términos de objetos grupo-tedricos, no queda completamente caracterizada
por la identificacién de las extensiones no equivalentes. Necesitamos, por tanto, introducir
una nocion que refine los objetos cohomolégicos introducidos. Nuevamente encontramos

convergencia entre ambos enfoques.

3.1.3.a H?*(G,U(1))

Comenzamos por el segundo punto, la clasificacion de las 1—formas de cuantizacion no
equivalentes. En la Seccién anterior vimos cémo a partir de un cociclo £(g’, g) dado éramos
capaces de introducir una 1—forma de cuantizacién ©. También vimos que si al cociclo le
anadimos el coborde £,(q’,g9) = A(¢'g) — A(¢') — A(g) generado por la funcién sobre el grupo
A(g), la 1—forma se ve modificada y la nueva ©' se escribe,

O =06+ 0, (3.14)
CcOo1n
0, = 2002 _ax (3.15)

donde A\ es el gradiente de A(g) en la identidad del grupo, esto es, pertenece a (T.G)* = G*.
Olvidamos momentdneamente la forma en la que A\ ha aparecido y nos centramos en el
analisis de las estructuras definidas por (3.14) y (3.15). Es mads, para mayor claridad nos
limitamos a la clase trivial de cohomologia de H?(G,U(1)), por lo que podemos hacer © = 0.
En este caso, aplicando a (3.15) las ecuaciones de Maurer-Cartan obtenemos

1 - i
A0 = SNC30% A oY (3.16)

que define una forma pre-simpléctica. La variedad simpléctica propiamente dicha se obtiene
tomando cociente por los campos de vectores en el moédulo caracteristico, g@), cuyas com-
ponentes X' en una base de vectores invariantes satisfacen, X J A?C’; . = 0. Estas también
son las condiciones que satisfacen los campos de vectores que generan el grupo de isotropia
de A\’ € G* bajo la accién coadjunta, Gyo, con lo que la variedad cociente tiene la for-
ma, G/(Ge, ® U(1)) ~ G/Gyo. Para clasificar los distintos cocientes debemos identificar
los A\’ en G* que dan lugar a la misma estructura simpléctica. Para ello observamos que
dO cpad g(10) = (Coad g)*d© yo, con lo que dos vectores en la coalgebra relacionados median-
te la accién coadjunta dan lugar a estructuras simplectomorfas, Gyo y Goad g(10), donde el
simplectomorfismo viene dado por la propia accién coadjunta. Esto es, aquellos A(g) cuyos
A\Y asociados estén en la misma drbita de la acciéon coadjunta dan lugar a ©)’s equivalentes.

Sin embargo, no todo A\’ se puede obtener como gradiente de la funcién generatriz A de
un coborde. En efecto, debemos imponer que A\’ sea exponenciable a una funcién sobre el
egrupo (condicién de globalidad), lo cual implica que la forma simpléctica sobre la variedad
cociente ha de ser de clase entera [AGO1].
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En definitiva, para clasificar la dinamica en CSG es necesario considerar subclases de
las clases de equivalencia que definen los cociclos de H*(G, U (1)), de manera que dos cobor-
des son equivalentes si sus gradientes en el elemento neutro pertenecen a la misma orbita
coadjunta.

3.1.3.b Hs(G,G*)

Desde esta perspectiva, la conexion de los vectores de la coalgebra con la subclasificacién
de las estructuras que nos interesan es mucho méas directa. Hg(G,G*) clasifica las familias
de orbitas ligadas a deformaciones de la accién coadjunta.

Para obtener las 6rbitas en si, fijamos un representante de la clase, v, y un vector de
G* sobre el que calcular las orbitas, por ejemplo el 0. Anadiendo a <y los cobordes A,
generados por los distintos u € G*, obtenemos todas las posibles 6rbitas. La cuestién se
reduce a clasificar qué A,’s generan las mismas Orbitas. Para la clase trivial, A, y A
generan la misma 6rbita si u’ = Coad h(p) para algin A € GG. Por tanto, los cobordes que
dan la misma dindmica estan clasificados por vectores p € G* en la misma d6rbita coadjunta,
recuperandose el resultado del punto anterior. La diferencia con éste es la ausencia de una
condicion de integralidad sobre la drbita coadjunta. La razén es que éste es un tratamiento
clasico. Si queremos usar estas variedades como punto de partida para la cuantizacion,
usando Cuantizacién Geométrica, entonces debemos imponer la condicién de integralidad
(Teorema 2.1.1), alcanzando pleno acuerdo con el otro tratamiento.

Denominamos pseudo-cohomologia al conjunto de elementos, que denominaremos pseudo-
cociclos, responsables de las anteriores clasificaciones refinadas. La terminologia surge de
forma natural al estar caracterizados por clases de equivalencia de cobordes en la cohomo-
logia H*(G,U(1)) =~ Hs(G,G*). Estos elementos deben considerarse en pie de igualdad
con los auténticos cociclos en lo que a generacidon de dindmica se refiere y de hecho esta
pseudo-cohomologia resulta fundamental para dotar de dinamica a grupos con cohomologia
trivial, como es el caso de los grupos semisimples o del grupo de Poincaré. También resulta
un elemento clave para la correcta formulacion dinamica en algebras de dimension infinita
[Mick86].

Por ltimo, mencionamos que la idea de introducir subclases en H?(G, U (1)) aparece por
primera vez en [Sa61] al observar que en un proceso de contraccion de Inoni-Wigner, ciertos
cobordes &) del grupo sin contraer pasan a ser cociclos no triviales del grupo contraido,
constituyendo la contraccion del grupo de Poincaré al grupo de Galileo un buen ejemplo. Por
otra parte, en el caso de grupos semisimples, la pseudo-cohomologia también se relaciona
con la cohomologia de Cech de las fibraciones generalizadas de Hopf por el subgrupo de

Cartan H, G — G/H [ANS8T].

3.2 Dinamica

La aspiracion fundamental de la CSG es la extracciéon de toda la fisica a partir de la estruc-
tura del grupo de partida, de manera que la dindmica se pueda desarrollar en un contexto
directamente cuantico. No obstante, el formalismo es lo suficientemente rico como para
proporcionar simultadneamente una descripcién semiclasica. Algunos parametros del grupo
se dispondran en pares para constituir el espacio de las fases, representando los grados de
libertad fisicos del sistema, mientras que otros parametros del grupo seran responsables de
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generar y caracterizar la evoluciéon dinamica. A los primeros los llamaremos variables bdsicas
o simplécticas mientras que a los segundos los denominaremos simplemente de evolucion.

La guia para distinguir entre ambos tipos de variables serda la (pseudo-)cohomologia
del grupo, jugando el médulo caracteristico un papel fundamental en este contexto. En
particular, al tratar de identificar los parametros correspondientes al espacio-tiempo a partir
de la estructura del grupo, éstos apareceran asociados a generadores que se encuentren
dentro del mdédulo caracteristico. Al considerar la mecanica de una particula, este espacio-
tiempo se reduce simplemente al tiempo, mientras que en un tratamiento de campos se
corresponde propiamente con el espacio-tiempo completo.

La actuacion del grupo G como simetria del sistema dindmico, tanto en la descripcién
cuantica como en la semiclasica, se realizard por convencion mediante su accion izquierda,
lo que a nivel infinitesimal se traduce en la acciéon de los generadores invariantes derechos
X z‘-R. Esta es la razén por la que hemos elegido la 1—forma de cuantizacion, que contiene la
informacién dindmica del sistema, como una forma invariante por la izquierda (Definicién
3.1.13).

3.2.1 Teoria semiclasica

3.2.1.a Dinamica a la Cartan

1. Ecuaciones del movimiento

Como hemos visto en el Apartado 3.1.2, G generaliza la estructura de contacto de la
dinamica de Cartan. Esta generalizacion tiene dos niveles.

El primero de ellos esta caracterizado por el cociente G /U(1), que volvemos a llamar
espacio de los movimientos, y por la forma © sobre este cociente (localmente Opc =
O - f.—g), que generaliza directamente la forma de Poincaré-Cartan de la dinamica. El
nucleo de d© esta ahora formado por todos los campos en el médulo caracteristico
Go, cuyos campos de vectores deben entenderse como generadores de ecuaciones del
movimiento generalizadas (como deciamos en el Apartado 3.1.2). El espacio de las
fases soporte es por tanto, G/(Ge ® U(1)). De hecho, las condiciones que caracterizan
a un vector X en el moédulo caracteristico

ix©® =0, 1xdO =0 , (3.17)

constituyen, salvo normalizacién, una generalizacién directa de las las ecuaciones del
movimiento en la Proposicién 2.3.4 (la primera condicién es simplemente una condi-
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