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Introduccién 1

Introduccion.

Los tltimos veinticinco anos han asistido a un desarrollo muy rapido del
concepto de subvariedad lagrangiana. Para ello ha sido determinante el papel
jugado por las subvariedades lagrangianas en diversas ramas de la Fisica. De
hecho, el comportamiento de un sistema fisico puede ser descrito en términos
de las subvariedades lagrangianas de la variedad simpléctica asociada a dicho
sistema.

Desde una optica matemaética, también han sido diversos los puntos de
vista desde los que se han estudiado las subvariedades lagrangianas de una
variedad simpléctica, o mas particularmente, del espacio euclideo complejo
C™. Asi, la importancia topoldgica de las mismas se pone de manifiesto en
el siguiente resultado de Gromov ([G1], [G2]):

“En cada clase de homotopia reqular de una inmersion ¢ : M"™ — C"
que no posea puntos complejos, existe una inmersion lagrangiana”.

Desde este punto de vista, problemas de clasificacién de inmersiones la-
grangianas y de existencia de embebimientos lagrangianos en C™ han sido
extensamente estudiados (véase [A], [F1], [Gi], [L], [R]). Una muestra de la
complejidad de este tipo de problemas puede ser que aun es una cuestion
abierta el saber si existe un embebimiento lagrangiano de una botella de
Klein en C? (véase [F2]).

Desde un punto de vista mas geométrico, las subvariedades lagrangianas
han sido descritas localmente, cuando la variedad ambiente es C™, por Harvey
y Lawson (cf. [HL]) de la siguiente manera. Si ¢ : M"™ — C" es una
inmersion lagrangiana, entonces localmente es un grafo de la forma y =
(VF)(z), para alguna funcién potencial F' : Q € R* — R. Condiciones
geométricas impuestas a ¢ se traducen en que F' satisface cierta ecuacion
diferencial. A titulo ilustrativo, si por ejemplo ¢ es minimal entonces F'
verifica una ecuacién eliptica no lineal, que en el caso particular n = 3 es la
conocida ecuacién de Monge-Ampere

AF = det(V*F),

donde AF y V2F representan el Laplaciano y el Hessiano de F' respectiva-
mente.

Cuando consideramos como variedad ambiente el espacio proyectivo com-
plejo C'P", el hecho que —entre otros aspectos— importantes espacios simétricos
compactos como SU(n)/SO(n), SU(2n)/Sp(n), SU(n), Es/F, tengan su
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habitat natural en C'P" como subvariedades lagrangia- nas minimales, con-
tribuyd en las dos ultimas décadas a aumentar el interés en el estudio de
subvariedades lagrangianas en C'P". Aunque no vamos a realizar una de-
scripcién exhaustiva de lo hecho, si destacaremos por un lado la clasificacién
llevada a cabo por Naitoh y Takeuchi ([NT]) de las subvariedades lagran-
gianas de C'P™ con segunda forma fundamental paralela, y por otro lado,
los teoremas de rigidez para las distintas curvaturas (seccional, de Ricci y
escalar) de subvariedades compactas minimales lagrangianas de CP" (véase
[Y], [U1], [U2], [MRU] y [CO], entre otros).

No obstante, el caso particular de superficies no habia sido tratado de
manera especial (esto es, usando técnicas propias de la dimensién dos) salvo
en algunos casos aislados (por ejemplo, en [Y] y [CM1]). Esto nos animé
a estudiar de “alguna”’ manera sistemdtica superficies lagrangianas de C? y
CP? (y ocasionalmente del plano hiperbélico complejo CH?) desde el punto
de vista riemanniano.

De entre las propiedades mas relevantes para este tipo de superficies, cabe
destacar una de naturaleza topoldgica, que puede resumirse del siguiente
modo:

“Si ¢ : X — C? es una inmersion lagrangiana de una superficie com-
pacta Y3, entonces

2d(¢) = x(¥)

(mod. 2 si 3 es no orientable), donde x(X) es la caracteristica de Euler de
Y y d(¢) es el numero “algebraico” de puntos dobles (véase [Wh])”.

De aqui se sigue que si ¢ es un embebimiento, esto es d(¢) = 0, entonces
Y es un toro en el caso orientable y Massey [Ma] prob6 para el caso no
orientable que x(X) = 0 (mod 4). Ejemplos de embebimientos lagrangianos
en C? fueron dados por Givental [Gi] en todos los casos posibles excepto para
el de la botella de Klein.

Si ¥ es una esfera, un solo ejemplo de inmersién lagrangiana en C? es
conocido, el cual fue construido por Whitney y puede encontrarse por ejemplo
en [Wnl.

En el caso en el que el espacio ambiente sea CP? o CH? es también
conocido que de entre las superficies orientables solo las de género uno pueden
ser embebidas como superficies lagrangianas.

Desde un punto de vista mas geométrico, mas centrado en la teoria clasica
de superficies, nos gustaria destacar dos resultados que, en cierto sentido,
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justifican en alguna medida el contenido de esta memoria.

Por un lado, un teorema de Chen y Morvan ([CM1]) en el que se demues-
tra que “una inmersién lagrangiana ¢ : X — C? es minimal si y sdlo si,
cambiando apropiadamente la estructura compleja de C?, ¢ es una inmersion
compleja.” Asi pues, el estudio de las superficies minimales lagrangianas de
C? se encuadra dentro del andlisis complejo.

De otro lado, un resultado de rigidez de Yau ([Y]) en el que caracte-
riza los dos tnicos ejemplos conocidos de superficies lagrangianas minimales
compactas en C'P?: la inmersién totalmente geodésica (la tnica de género
cero) y el también conocido como toro de Clifford, que es un toro llano
isométricamente embebido en C'P? como una superficie lagrangiana con se-
gunda forma fundamental paralela.

Si se considera una inmersion (no necesariamente lagrangiana), ¢ : ¥ —
C? (o mas generalmente en C'P? o C' H?) de una superficie orientable, aparece
definida de manera natural una diferencial cibica © en X dada por

@(Z) - <U(aZ7 az)v Jaz)(dz)ga

donde o es la segunda forma fundamental de ¢, ((,),J) es la estructura
Kachleriana de C? y 2z = x + iy un sistema de coordenadas isotermo.

Eells y Salamon ([ES]) probaron que si la inmersién es minimal a C'P?,
entonces © es holomorfa y bautizaron con el nombre de superminimales a
aquellas inmersiones minimales en C'P? con © idénticamente nula.

Este puede considerarse como nuestro punto de partida, pues nos propusi-
mos estudiar aquellas superficies lagrangianas de C? (o méas generalmente de
C'P? o CH?) cuya diferencial ctibica asociada © es holomorfa. Comentar, de
entrada, que todas las superficies lagrangianas con curvatura media paralela
(en particular, las minimales) se engloban en esta familia.

Como primer resultado (Proposicién 4) senalar que la regularidad im-
puesta a © (su holomorfia) puede caracterizarse en términos de la curvatura
media H de la inmersién de la siguiente manera. Para una inmersién la-
grangiana ¢, la estructura compleja J del espacio ambiente es un isomorfismo
de fibrados entre el fibrado tangente a la superficie y el fibrado normal de
la inmersiéon. Luego JH es un campo tangente a la superficie y fue probado
por Morvan (cf. [M]) que, salvo constantes, su forma dual JH® es cerrada
y genera la conocida clase de Maslov de la inmersién lagrangiana. FEn la
mencionada Proposicién 4, se prueba:

“© es holomorfa si y solo si JH es un campo conforme.”
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En consecuencia, referiremos la familia a estudiar como la familia de
superficies lagrangianas con forma de Maslov conforme.

En el Teorema 1 se ofrece una caracterizacién de la citada familia en
términos de la aplicacion de Gauss de la inmersion, cuando la variedad am-
biente es C?. En tal caso, para una inmersién lagrangiana ¢ : ¥ — C?,
la aplicaién de Gauss v de ¢ es una aplicacién v : ¥ — S% x 2, pero el
carcter lagrangiano de ¢ hace que la imagen de v caiga en S' x S2%, donde
S es un ecuador de S2. Si representamos por v_ : ¥ — S? la segunda
componente de v, en dicho Teorema 1 se prueba:

“La forma de Maslov w es conforme si solo si v_ es una aplicacion
armonica”.

En este caso, la nulidad de la diferencial cibica © equivale a que v_
sea una aplicacién holomorfa, y como ocurre para las superficies de R?, la
minimalidad de ¢ se caracteriza por la antiholomorfia de v_.

Para dar una interpretacién en esta direccién en los casos de CP? y CH?,
necesitamos la idea de espacio “twistor” introducida por Penrose. Aunque
aqui no vamos a entrar en detalle (véase el Capitulo 2 para ello), destacaremos
que también ahora la aplicacién de Gauss v factoriza en un par de aplica-
ciones, v, y v_, que estan valuadas en los llamados fibrados “twistor” sobre
CP? o CH?. Elfibrado “twistor” correspondiente a v_, que representaremos
por Z, es una variedad compleja de dimension tres que posee una métrica
Einstein-Kaehler (indefinida en el caso de C H?). Al igual que en el caso de
C?, en los Teoremas 2 y 3 caracterizamos las superficies lagrangianas con
forma de Maslov conforme en CP? y en C'H? como aquéllas para las que v_
es armonica, y las que tienen diferencial cibica © idénticamente nula como
aquéllas para las que v_ es holomorfa.

En resumen, en cualquier espacio complejo modelo, se dispone, asociada
a nuestra inmersion lagrangiana con forma de Maslov conforme, de la co-
rrespondiente diferencial cuadratica de Hopf de la aplicacién arménica v_.
Lo interesante en nuestra situacion es que esta dos-diferencial es el producto
tensorial de la diferencial ciibica © y del campo holomorfo naturalmente aso-
ciado al campo conforme JH; es decir, se tienen dos objetos holomorfos por
el precio de uno. Ello nos permite probar que en el caso que la superficie
sea compacta y orientable, o bien es minimal o el género de la superficie es
menor que dos (Proposicién 5).

La posibilidad de jugar con dos objetos holomorfos nos permite encontrar
fuera de los ceros de H (que constituyen un conjunto aislado) sistemas de
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coordenadas z = = + iy en donde la métrica inducida en la superficie viene
dada por g = ¢?®|dz|?, con u(z) una solucién de la e.d.o.

du(z) _ 2,20z ,—4u(z)
(1) () + e 4+ = ——=0

donde ¢ es la curvatura seccional holomorfa del espacio ambiente y n,  son
clertas constantes con p > 0.

Si consideramos las ecuaciones de Frenet de nuestra inmersién en el caso
de C? o las ecuaciones de Frenet del levantamiento local horizontal al espa-
cio total de la fibracién de Hopf de nuestra inmersién en el caso de CP? o
CH?, tenemos que las condiciones de integrabilidad para dichas ecuaciones
equivalen a que u(x) sea una solucién de (0.1). Asi (véase Teorema 4), con-
trolando las soluciones de (0.1) e integrando las correspondientes ecuaciones
de Frenet, disponemos de un camino para clasificar completamente nuestra
familia de superficies en el caso no minimal.

Cuando n # 0, no conocemos las soluciones de (0.1); pero, afortunada-
mente, los posibles ejemplos compactos (que como comentamos anterior-
mente serfan de género cero o uno) se corresponden con soluciones de (0.1)
con n = 0.

Por tanto, desde esta Optica podemos limitarnos a considerar sélo solu-
ciones u(z) de la e.d.o. tipo Toda afin (cf. [BPW]) siguiente:

du(z) 2 ,—4u(x)

(2) u"(x) + Serim) T HE

=0.
4 2

En el Apéndice (Proposicién 15) se consigue integrar la ecuacién (0.2) ex-
presandose las soluciones de la misma en términos de ciertas funciones elipticas,
lo que nos permite un control razonable de las mismas.

En los Capitulos 3, 4 y 5 se aborda de una manera ordenada la clasi-
ficacion de la familia de superficies lagrangianas con forma de Maslov con-
forme integrando las correspondientes ecuaciones de Frenet. Gran parte de
los resultados més significativos de los mismos pueden encontrarse en [CU1],

[CU2], [CU3] y [CUA4.

En el Capitulo 3 se estudia la situacion en que la diferencial cibica O se
anula idénticamente, esto es, el caso en que v_ es holomorfa. Esta propiedad
significa que g = 0 y de este modo la ecuacién (0.1) es independiente de
1, lo que nos permite determinar no sélo el caso compacto, sino dar una
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clasificacién completa (Teorema 5), apareciendo la ya citada esfera de Whit-
ney como tnico ejemplo en C2, familias uniparamétricas de esferas en C P2
y CH?, asf como otros ejemplos no compactos en CH? (véase Definicién
6). Un estudio detallado de las principales propiedades geométricas de los
ejemplos obtenidos se ofrece en la Proposicién 10. Finalizamos el capitulo
3 obteniendo ciertas desigualdades integrales y caracterizando los ejemplos
compactos obtenidos como los tnicos que alcanzan la igualdad (Corolario 1).
Para hacerse una idea de los tipos de desigualdades que aparecen, sirva como
botén de muestra la obtenida en el caso de C? (Corolario 1):

“Sea ¢ : X — C? una inmersién lagrangiana de una esfera X3. Entonces:

/ |H[2dA > 8,
by

y se da la igualdad si y sélo si ¢ es la esfera de Whitney (mencionada ante-
riormente).”

Comentar que el hecho que una diferencial ctibica holomorfa sobre una
superficie compacta de género cero sea necesariamente idénticamente nula,
permite en el Corolario 2 clasificar todas las esferas lagrangianas con forma
de Maslov conforme en los tres espacios complejos modelo.

En el Capitulo 4, se aborda la clasificacién de las superficies compactas
con forma de Maslov conforme y con diferencial ctibica © no idénticamente
nula, cuando la variedad ambiente es C?. En este contexto, la superficie ha
de ser un toro y la ecuacion (0.2) se reduce entonces a la conocida ecuacién
senh-Gordon

u”(z) + senh 4u(z) = 0.
Obtenemos entonces (véanse Corolarios 3 y 4) una familia 2-paramétrica de
toros lagrangianos con forma de Maslov conforme embebidos en C2. De entre
ellos, los tnicos conocidos son los correspondientes a la solucién constante
u(z) = 0, que se caracterizan por ser las unicas superficies lagrangianas
compactas y orientables con curvatura media paralela (Corolario 5). En
la Proposicion 12, calculamos el area de los mismos y comprobamos que,
“desafortunadamente”, no testifican que la conjetura de Willmore sea falsa,
yva que para ellos [ |H|?dA > 27? y sélo el toro de Clifford alcanza la igualdad.

Conviene observar que la familia de métricas inducidas por estos toros en
su recubridor universal coincide con la correspondiente familia de métricas
obtenida con las superficies de Delaunay [De].

En el Teorema 7 se clasifican también todas las superficies lagrangianas
llanas con forma de Maslov conforme en C?.
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En el Capitulo 5, se trata un problema similar al abordado en el Capitulo
4, ahora con el espacio ambiente el plano proyectivo complejo C' P2, En este
caso, tanto la ecuacién (0.2) como las ecuaciones de Frenet de las inmersiones
se complican extraordinariamente. No obstante, obtenemos una familia 3-
parameétrica, {gbé‘a}, de inmersiones lagrangianas con forma de Maslov con-
forme de R? en C'P? (Teoremas 9 y 11) que incluyen los recubridores univer-
sales de los toros con curvatura media paralela en C' P2, que aparecen cuando
el pardmetro a (que hace alusién a la solucién de la ecuacién (0.2)) se co-
rresponde con el de la solucién constante de (0.2); caracterizamos después
en términos de ciertas condiciones de racionalidad aquellas inmersiones que
son doblemente periédicas (Teorema 14), clasificando asi todos los toros la-
grangianos (no minimales) con forma de Maslov conforme en C'P? (Corolarios
7y9).

Aunque las superficies minimales de C'P? se han estudiado desde diversos
puntos de vista ([ChW], [EGT], [ES]), no se dispone de resultados especificos
sobre las superficies lagrangianas minimales de C'P?, aparte de los ya men-
cionados.

De los tres parametros de los que depende la anterior familia, el primero
de ellos, A (que es positivo), “mide” la no minimalidad de la inmersion.
Haciendo tender \ a cero, obtenemos una familia 2-paramétrica

{Bua(z) = lim &) ()}

de inmersiones minimales lagrangianas de R* en C'P? (Teorema 10). El
espacio paramétrico para esta familia de inmersiones viene dado por:

I' = {(1,0) }U]1, +00[x [0, 7/2].

En el Corolario 6 caracterizamos la familia {¢, / (a,@) € I'} del siguiente
modo:

“Sea ¢ : (B,9) — CP? una inmersion lagrangiana minimal de una
superficie completa y orientable. Entonces, ¢ es invariante por un grupo
uniparamétrico de isometrias holomorfas de CP? si y solo si ¢ es totalmente
geodésica o su recubridor universal es congruente a ¢q o con (a,a) € I'.”

Finalmente, en el Teorema 13 caracterizamos de nuevo en términos de
ciertas condiciones de racionalidad aquellas inmersiones ¢, , que son doble-
mente periddicas, lo que nos permite clasificar las superficies lagrangianas
compactas y orientables minimales de C'P? invariantes por un grupo uni-
paramétrico de isometrias holomorfas de C'P? (Corolario 8). Aparte de los
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ya mencionados (la inmersién totalmente geodésica y el toro de Clifford),
éstos son los primeros ejemplos de superficies compactas lagrangianas mini-

males de C'P2.



Chapter 1

Superficies lagrangianas con
forma de Maslov conforme.

En este primer capitulo introducimos la familia de supeficies lagrangianas
en superficies de Kaehler con curvatura seccional holomorfa constante que
vamos a estudiar en esta memoria, caracterizandola por un lado en términos
de la llamada forma de Maslov y por otro mediante la holomorfia de una
diferencial cibica naturalmente asociada a la superficie.

1.1 La forma de Maslov.

Sea (N, g, J) una superficie de Kaehler, esto es, una 4-variedad riemanniana
(N, g) junto con una estructura casicompleja J compatible con g y paralela
respecto a la conexién de Levi-Civita de ¢g. Si Q(X,Y) = ¢g(X,JY), con
X e Y campos tangentes a N, es la 2-forma de Kaehler de N, entonces la
orientacion estandar en N viene dada por 4-forma €2 A €.

Una superficie de Kaehler (N, g, J) tiene curvatura seccional holomorfa
constante ¢ si su tensor de curvatura riemanniano R verifica

R(X,Y)Z = £ (g(Y. 2)X — (X, Z)Y +
+9(JY, Z2)JX — g(JX, Z)JY +29(X,JY)JZ),

para cualesquiera campos X, Y, Z tangentes a N.
Los ejemplos més representativos de superficies de Kaehler con curvatura
seccional holomorfa constante (respectivamente nula, positiva y negativa)

1
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son el plano euclideo complejo C?, el plano proyectivo complejo C'P? con la
métrica de Fubini-Study y el plano hiperbdlico complejo C'H? con la métrica
de Bergman. Es bien conocido que cualquier superficie de Kaehler completa
simplemente conexa con curvatura seccional holomorfa constante puede iden-
tificarse con alguno de los tres ejemplos anteriores, segtn el signo de la cur-
vatura (véase [KN], por ejemplo). Ademads, por un teorema de Synge [Sy],
toda superficie de Kaehler completa con curvatura seccional holomorfa cons-
tante positiva es necesariamente simplemente conexa, y en consecuencia el
plano proyectivo complejo.

A partir de ahora, representaremos por N(c) a C?, CP* 6 CH?
con sus métricas canoénicas de curvatura seccional holomorfa cons-
tante c.

Si consideramos CP? dotado de la métrica de Fubini-Study g de curvatura
seccional holomorfa constante ¢ = 4, notando por II : S?(1) — CP? la
fibracién de Hopf, C'P? se identifica con S°(1)/S! via II. Representaremos
por (, ) lamétrica euclidea en C? asf como la inducida en S3(1), que convierte
a II en una submersién riemanniana. La estructura compleja de C?3, que
induce la estructura compleja J de CP? via II, serd igualmente notada con
J.

Andlogamente, el plano hiperbdlico complejo C'H? con la métrica de
Bergmann ¢ de curvatura seccional holomorfa constante ¢ = —4, puede iden-
tificarse con Hy(—1)/S" viala fibracién de Hopf IT : Hy(—1) — C' H?, donde
H?(—1) ={z € C% (2,2) = —1} es el espacio anti-De Sitter, siendo ( , ) la
forma hermitica

(2,w) = 21W1 + 20W3 — 23Ws3,

para cualesquiera z,w € C®. Asi, (z,w) = R(z,w) (donde R denota parte
real) induce una métrica de Lorentz sobre H{(—1) de curvatura constante
-1. Del mismo modo, tanto la estructura compleja de C'H? como la de C3,
que induce ésta sobre C'H? via II, serdn también notadas por J.

Sea U(3) (resp. U'(3)) el grupo unitario de orden 3, esto es, el subgrupo
de Lie del grupo lineal GI(3, C') compuesto por los isomorfismos complejos de
C3 que preservan el producto escalar (, ) de C? (resp. el subgrupo de Lie del
grupo lineal G1(3,C) compuesto por los isomorfismos complejos de C? que
conservan la forma hermitica (, ) de C}. Entonces U(3) (resp. U'(3)) actua
transitivamente sobre S®(1) (resp. sobre H}(—1)) mediante isometrias que
conservan la descomposicién del espacio tangente a S®(1) (resp. a Hy(—1)) en
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los correspondientes subespacios horizontal y vertical (véase §1.2). El grupo
cociente PU(3) = U(3)/S* (resp. PU(3) = U'(3)/S') —identificando S*
con el subgrupo de U(3) formado por los isomorfismos de la forma eI,
con € R e I la identidad de C3— actiia transitivamente por isometrias
holomorfas sobre C'P? (resp. sobre C'H?), constituyendo de hecho el grupo
de Lie de todas las isometrias holomorfas (cf. [Wf]) de C'P? (resp. de CH?).

Asi pues, de ahora en adelante, para referirnos a la isometria holomorfa
[A] € PU(3) (resp. [A] € PU'(3)), donde A € U(3) (resp. A € U*(3)),
diremos simplemente la “isometria holomorfa inducida por A via la fibracién
de Hopf I1”.

Definicién 1 Sea ¢ : ¥ — N wuna inmersion de una superficie ¥ en una
superficie de Kaehler (N,g,J). Se dice que ¢ es una inmersién lagrangiana
(o que X es una superficie lagrangiana de N) si ¢*Q = 0, donde Q) es la 2-
forma de Kaehler de N, esto es, g(¢.V, Jo.W) = 0 para cualesquiera campos
V y W tangentes a 3.

La terminologia para este tipo de inmersiones es muy variada y la consulta
de diferentes fuentes bibliograficas puede dar lugar a confusiéon. El término
“totalmente real” es frecuentemente utilizado.

En esta memoria, estamos interesados esencialmente en el estudio de cier-
tas familias de superficies (compactas) lagrangianas en el plano euclideo com-
plejo C?, el plano proyectivo complejo C'P? y el plano hiperbélico complejo
CH?.

Comenzaremos esta seccion resaltando las propiedades mas inmediatas
de las superficies lagrangianas.

Si ¢*TN = TX®T*Y es la descomposicién canénica del fibrado inducido
¢*TN siendo TY y T+ los fibrados tangente a ¥ y normal a ¢ respectiva-
mente, entonces la condicion ¢*§2 = 0 significa que J define un isomorfismo de
fibrados entre T y T+X. Esta propiedad posee consecuencias geométricas
interesantes que recogemos en el siguiente resultado.

Proposiciéon 1 Para una inmersion lagrangiana ¢ : X — N de una super-
ficie 3 en una superficie de Kaehler (N, g, J), se verifica:

(i) Si V es la conexion en ¢*T'N = TS & T+Y inducida de la conexidn de
Levi-Civita de N y V = V + V- la correspondiente descomposicion,
entonces

JoV =V+tol
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(ii) Sio esla sequnda forma fundamental de ¢ y A¢ denota el endomorfismo
de Weingarten asociado a un campo normal &, entonces

O'(X,Y) = JAJXY = JAJyX,

para cualesquiera campos tangentes X e Y a X. Como consecuencia,
si C' es la forma trilinear definida sobre ¥ mediante

(L1) C(X.Y, Z) = g(o(X.Y), JZ),

donde X, Y, Z son campos tangentes a Y3, entonces C' es simétrica en
sus tres argumentos.

Demostracion: Por ser N una superficie de Kaehler, VJ = 0. Asi, para
cualesquiera campos X e Y tangentes a ¥ se cumple VxJY = JVxY. Emple-
ando en esta igualdad las férmulas de Gauss y de Weingarten de la inmersion
¢, se tiene:

ViJY — A X = JVxY + Jo(X,Y).

Separando las componentes tangencial y normal se prueba (i) y teniendo en
cuenta la simetria de o y que J* = —1I la primera parte de (ii). Aplicando
ésta en la igualdad g(A,y X, Z) = g(X, Ayy Z) se concluye (ii).

En este epigrafe pretendemos introducir una familia destacada de super-
ficies lagrangianas de una superficie de Kaehler definida en términos de la
llamada forma de Maslov. Si H denota el vector curvatura media de la in-
mersion lagrangiana ¢, entonces JH es un campo tangente a > y procede la
siguiente definicién.

Definicién 2 Si¢ : ¥ — N es una inmersion lagrangiana de una superficie
Y en una superficie de Kaehler N, se define la forma de Maslov de ¢ como
la 1-forma w sobre ¥ dada por w(X) = Q(X, H), para X tangente a X.

Maslov introdujo la llamada clase de Maslov para superficies lagrangianas de
C? (0 més generalmente para subvariedades lagrangianas de C™), como una
clase de cohomologia 1-dimensional, probando que dicha clase de cohomologia
es entera. Posteriormente, Morvan [M] dio una interpretacién bajo el punto
de vista riemanniano de la clase de Maslov comprobando que (1/7)[w] era
exactamente la clase de Maslov. Esto permite la licencia de llamar a w la
forma de Maslov.

En general, esta 1-forma no es cerrada y por tanto no define una clase
de cohomologia. En el siguiente resultado se buscan condiciones suficientes
bajo las cuales w es cerrada.
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Proposicion 2 Sea ¢ : X — N una inmersion lagrangiana de una super-
ficie ¥ en una superficie de Kaehler N. Si N es Einstein, entonces w es
cerrada y en consecuencia define una clase de cohomologia [w] € Hiz(2),
llamada la clase de Maslov de ¢.

Demostracion: Si X e Y son campos tangentes a X, la diferencial de w viene
dada por

dwo(X,)Y)=Xw(Y) - Yw(X) - w([X,Y]) = Xg(Y,JH) —
~Yg(X,JH) - g([X,Y],JH) = g(V+H,JX) — g(VxH,JY).

Pero H = (1/2) %, 0(E;, E;), donde {E}, E»} es una referencia ortonormal
local en ¥, Asi, usando la ecuacién de Codazzi y la proposicién 1(ii), notando
por S el tensor de Ricci de N y por p su curvatura escalar, se tiene:

1.2
dw(X,Y) = §ZR(Y,X, E;,, JE;) =
i=1

= (1/2)S(JX,Y) = —(1/2)p(6"Q)(X.Y) =0,

la pentltima igualdad por ser N Einstein y la tltima por ser ¢ lagrangiana.

Consecuentemente, cuando N tiene curvatura seccional holomorfa cons-
tante, w es cerrada.

Con esta terminologia, el que una superficie lagrangiana sea minimal
equivale a que la forma de Maslov w sea idénticamente nula. En la siguiente
definicién, vamos a introducir la familia de superficies lagrangianas que serd
objeto de estudio en esta memoria. Posteriores caracterizaciones justifican
la siguiente definicién.

Definicién 3 Se dice que la forma de Maslov w de una inmersion lagrangiana
¢ : 3 —> N esconforme si el campo JH tangente a X es un campo conforme,
esto es, las transformaciones infinitesimales del campo JH son transforma-
ciones conformes.

En particular, las superficies lagrangianas con vector curvatura media par-
alelo tienen forma de Maslov conforme.

Proposicién 3 Sea ¢ : ¥ — N(c) una inmersion lagrangiana de una su-
perficie 3. Entonces la forma de Maslov w de ¢ es conforme si y solo si

Vi H = —(divJH/2)J X,



6 Capitulo 1. Superficies lagrangianas

para cualquier campo X tangente a 32, siendo divJ H la divergencia del campo
JH.

Demostracion: Si L denota la derivada de Lie en ¥, para cualesquiera campos
X e Y tangentes a X, usando la proposicién 1(i) se tiene:

('CJHQ)<X’Y) = JHg(Xv Y) - g([‘]HvX]’Y> - g(Xv [‘]H7Y]) =
= —g(VxH,JY) - g(VyH,JX) = —29(VyH,JY),

debiéndose la 1ltima igualdad al hecho de ser w cerrada.
Ahora bien, que JH sea un campo conforme significa que L ;g g es pro-
porcional a g, concretamente,

(Lsm 9)(X,Y) = (div/H) g(X,Y),
de donde se sigue facilmente el resultado.

Supongamos ahora que ¢ : > — N es una inmersién lagrangiana de
una superficie orientable . Vamos a definir una diferencial cubica sobre
Y. que notaremos por © y que estd naturalmente asociada a ¢, la cual nos
permitira caracterizar analiticamente las inmersiones lagrangianas con forma
de Maslov conforme.

Sea z = x + 1y una coordenada local isoterma sobre un abierto U C ¥
de modo que la métrica inducida sobre ¥ se exprese como g = €2“|dz|? con u
una funcién diferenciable definida sobre U y |dz|? representando la métrica
euclidea. Representemos por 0, = (1/2)(0, — i0,) y 0z = (1/2)(0, +i0,) los
operadores de Cauchy-Riemann en U. Se verifica entonces que

(1.2) 9(0.,0.) =0, ¢(8,05) = /2,
Vazaz = QUZaZ y Vaﬁ; = O,

donde g y V se han extendido C-linealmente al complexificado del fibrado
tangente a ». La estructura compleja de Y asociada a la métrica inducida g
se denotara por I y es dada por

10, =10..

Definicién 4 Asociada a una inmersion lagrangiana ¢ : ¥ — N de una
superficie orientable ¥ en una superficie de Kaehler N, se define una dife-
rencial cibica © sobre % por

O(z) = f(2)dz*, con f(z) =4C(0.,0.,0.),



1.1 La forma de Maslov 7

siendo C' la extension de la forma trilineal dada en (1.1) a los correspondien-
tes fibrados complezificados.

En [ChW]|, Chern y Wolfson estudiaron esta diferencial ctibica para inmer-
siones minimales (no necesariamente lagrangianas) en C'P?, comprobando
que dicha diferencial © es entonces siempre holomorfa. Una tal inmersion
minimal (no compleja) es llamada superminimal si se anula concretamente
esta diferencial cubica ©. El término superminimal fue introducido por
Bryant (cf. [Br]) para inmersiones minimales de la 4-esfera S*. Usando
la idea de espacio twistor, en [Br] y [ChW] fue probado que cualquier es-
tructura conforme sobre una superficie admite una inmersién superminimal
conforme en S* o CP2.

En el siguiente resultado caracterizamos la familia de inmersiones lagran-
gianas con forma ciibica © holomorfa como precisamente aquéllas cuya forma
de Maslov es conforme.

Proposicién 4 Sea ¢ : ¥ — N(c) una inmersion lagrangiana de una su-
perficie orientable 3. Entonces la diferencial cibica © asociada a ¢ es holo-
morfa si y solo si la forma de Maslov w de ¢ es conforme.

Demostracion: Sea L la derivada de Lie en X que extendemos C-linealmente
al complexificado. Entonces:

(Lym 9)(0:,0.) = (1/4) (Lym 9)(Ox, Or)—
—(Lym 9)(0y,0y)) — (1/2)(Lym ) (O, D),

y asi es claro que JH es un campo conforme si y sélo si
(Lsw 9)(0:,0:) = 0.
Por otro lado, usando (1.2), se tiene:
(L1 9)(9:,0:) = =29([JH,0:),0:) = —29(V5. H, JO.).
Pero 0(0,,0s) = (e**/2)H, de donde usando la ecuacién de Codazzi de ¢,

resulta:

Vi H = 2¢"*(Vo)(0s,0.,0,),

siendo Vo la derivada covariante de o. Luego, si V' es la derivada covariante
de C, concluimos:

(‘CJH g) (8Z7 az) = _4672u<vc) <&Z7 aza 827 az) = 672uf2-
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Por tanto, © es holomorfa si y sélo si JH es conforme.

En el caso en que la superficie lagrangiana con forma de Maslov conforme
en N(c) sea compacta, el Teorema de Riemann-Roch impone importantes
restricciones.

En general, si X es un campo en una superficie riemanniana orientable
(3, 9), asociado a X se define un campo complejo de tipo (1,0) dado por

Xy = —2672“g(X, 05)0.,

donde z = z+ iy es un sistema de coordenadas complejo en el cual la métrica
g se escribe como g = e*“|dz|%.
Entonces, usando (1.2), es facil ver que

(e79(X, 02))_ = " (Lx 9)(05, 05),
de donde se sigue que Xx es un campo holomorfo en > si y solo si X es un
campo conforme. Es importante poner de manifiesto que los ceros de X y
de Xx coinciden.

Supongamos entonces que ¢ : ¥ — N (c¢) es una inmersién lagrangiana
de una superficie ¥ compacta y orientable. Si representamos a X;g sencil-
lamente por X', tenemos que X es un campo complejo de tipo (1,0) en la
superficie ¥ y que la familia de superficies lagrangianas con forma de Maslov
conforme esta también caracterizada por la holomorfia de X.

El Teorema de Riemann-Roch (cf.[FK]) dice entonces que si el género
de la superficie ¥ es mayor que uno, dicho campo es idénticamente nulo.
También la diferencial © es holomorfa si w es conforme (proposicién 4) y
el mismo teorema asegura que si la superficie X es una esfera, © se anula
idénticamente. Puesto que ademés en C? y CH? no existen superficies
minimales compactas, podemos resumir este razonamiento en el siguiente
resultado.

Proposicién 5 Sea ¢ : X — N(c) una inmersién lagrangiana con forma
de Maslov w conforme de una superficie compacta y orientable ¥ de género

y.

(a) Sic<0, entoncesy <1 ysivy=0, la diferencial cibica © asociada a ¢
se anula idénticamente.
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(b) Sic >0y~ > 2 entonces ¢ es una inmersion minimal. Si v = 0,
la diferencial ciubica © se anula idénticamente y la unica inmersion
minimal en este caso es la totalmente geodésica.

La ultima afirmacién de (b) se deduce facilmente una vez calculado el médulo
de la funcién f que define la diferencial © (definicién 4) tal y como se hace
en (1.4) posteriormente.

En este caso, esto es, cuando Y es compacta, es posible caracterizar la
familia de inmersiones anteriormente definida mediante desigualdades inte-
grales.

Proposicién 6 Sea ¢ : ¥ — N(c) una inmersion lagrangiana de una su-
perficie X2 compacta y orientable de género v y curvatura de Gauss K. En-
tonces:

(a)
/ VL H|?dA > / K|H[2dA,
b)) P
y la igualdad se da si y solo si la forma de Maslov w de ¢ es conforme.
(b)
JOHE + ¢/2)a4 2 87(1 - ),
=

ddndose la igualdad si y solo si la diferencial cibica © asociada a ¢ se
anula idénticamente.

Demostracion: Sea {ey, ea} una referencia local ortonormal de ¥. Entonces:

2
STIVoH + (divJH/2)Je;|* = [V H|? — (divJH)?/2.

i=1
Asi, de la proposicion 3 se sigue que
(1.3) 2|VEH|? > (divJH)?,

dandose la igualdad si y sélo si la forma de Maslov de ¢ es conforme.
Por otro lado, la férmula de Bochner [Bo] para el campo JH, junto con
la proposicién 1, conduce a

A|H|? = 2K|H|? + 2¢(V(divJH), JH) + 2|V H|.
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Pero
div((divJH)JH) = (diVJH)2 +g(V(divJH), JH).

De este modo, integrando las dos ultimas ecuaciones y haciendo uso del
Teorema de la divergencia, se tiene que

O:/K\H|2dA+/ |VLH\2dA—/(divJH)2dA.
b by b

Usando (1.3) en la anterior igualdad integral se obtiene (a).
De la definicién 4, por un calculo directo, no es dificil comprobar que

(1.4) |[fI* = €™ (lo]* = 3|H]).

Por tanto, |o|*> > 3|H|? y la igualdad se da si y sélo si © = 0. Usando ahora
la ecuacion de Gauss de ¢,

(1.5) K =S yoHP- 120

y el Teorema de Gauss-Bonnet, se concluye (b).

1.2 Descripcion local.

Una herramienta fundamental en el estudio que pretendemos realizar en esta
memoria es la descripcién local que disponemos de una inmersion lagrangiana
¢ : ¥ — N(c) de una superficie orientable ¥ y que seguidamente detallamos.

Para ello, en primer lugar vamos a poner de manifiesto que si ¢ # 0
tales inmersiones son, al menos localmente, proyecciéon —via la fibracion de
Hopf II— de inmersiones horizontales que pueden verse en el espacio euclideo
complejo 3-dimensional.

Tanto en el caso del plano proyectivo complejo C'P? como del plano
hiperbdlico complejo C'H? (seguimos idéntica notacién que en la seccién
§1.1), el subespacio vertical de la fibracién de Hopf IT : S°(1) — C'P? (resp.
II: H}(—1) — CH?) en un punto p € S°(1) (resp. p € H(—1)), V}, viene
dado por V,, = gen(Jp), y el subespacio horizontal de IT en p € S°(1) (resp.
p € H{(—1)), H,, es el complemento ortogonal de V, en 7,,S*(1) (resp. en
T, (—1).
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De este modo, una inmersién ¢ : ¥ — S°(1) (resp. ¢ : ¥ — H{(—1))
se dice horizontal si dip,(v) € Hyp), Yv € T3, Vp € 3.

En el siguiente resultado, constatamos que las superficies lagrangia-nas
de C'P? (resp. de CH?) son —localmente— proyecciones por la fibracién de
Hopf de inmersiones horizontales en S°(1) (resp. en Hy(—1)).

Proposicién 7 Si ¢ : ¥ — S3(1) (resp. ¢ : ¥ — H}(—1)) es una in-
mersion horizontal de una superficie ¥ en S*(1) (resp. en H}(—1)), entonces
¢ =Tlorp: ¥ — CP? (resp. ¢ =1loyp: ¥ — CH?), donde 11 es la
fibracion de Hopf de CP? (resp. de CH?), es una inmersién lagrangiana.

Reciprocamente, si ¢ : ¥ — CP? (resp. ¢ : ¥ — CH?) es una
inmersion lagrangiana de una superficie X en CP? (resp. en CH?), existe
un levantamiento local horizontal de ¢, v : U C 3 — S°(1) (resp. ¢ : U C
Y — HY(—1)), con U un abierto simplemente conero de X, tinico salvo
rotaciones de S°(1) (resp. de H(—1)).

Demostracion: En primer lugar, es claro que al ser 1) una inmersién horizon-

tal entonces ¢ es una inmersién. En segundo lugar, si w es la 1-forma sobre
> definida por

w(v) = (Pu(v), J)

con v tangente a X, es facil calcular

(1.6) dw (v, w) = 2(u(w), Jih(v)) = 29(Pu(w), JPu(v)),

con v y w vectores tangentes a >. Si suponemos v horizontal, como el espacio
vertical de IT en p € S°(1) (resp. p € H{(—1)) es V,, =gen{Jp}, entonces
w=0y por tanto ¢ =Ilot): ¥ — CP? (resp. p =1lop: ¥ — CH?) es
lagrangiana utilizando (1.6).

Para el reciproco, asumamos ahora que ¢ : ¥ — CP? (resp. ¢ : ¥ —
CH?) es lagrangiana. Sea v : U C ¥ — S°(1) (resp. ¢ : U C ¥ —»
H?(—1)) un levantamiento local a S®(1) (resp. a H7(—1)) definido sobre
un abierto simplemente conexo U de Y. Por ser ¢ lagrangiana, de (1.6) se
sigue que dw = 0 y por consiguiente existe n € C*°(U) tal que dn = w. Asf,
Y = e ") = cosni)p — senn Ji es otro levantamiento de ¢ a S°(1) (resp. a
H?(—1)) y no es dificil obtener que

(Y. (v), JY) = —dn(v) + w(v) = 0,

para cualquier vector tangente v sobre Y. Luego @Z es un levantamiento local
horizontal de ¢ a S®(1) (resp. a H?(—1)), que renombramos de nuevo por .
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Ademés, si ¢ es otro levantamiento local horizontal de ¢ a S5(1) (resp.
a H?(—1)), entonces existe § € C*°(U) tal que ¢ = ¢¢). Imponiendo que
1Z es horizontal se concluye que 6 es constante, por lo que v es tnico salvo
rotaciones.

Observemos que el hecho de ser ¥ un levantamiento horizontal de ¢ y II
una submersién riemanniana nos dice las métricas inducidas en ¥ por ¢ y ¢
coinciden, esto es, *(, ) = ¢*g.

Para finalizar este primer capitulo, vamos a obtener las ecuaciones de
Frenet en C? del levantamiento horizontal local de una inmersién lagrangiana
bien en el plano proyectivo complejo o en el plano hiperbdlico complejo.

Si¢: ¥ — N(c) es una inmersién lagrangiana de una superficie orienta-
ble 3, consideremos z = x+iy una coordenada local isoterma sobre un abierto
U C ¥ de modo que la métrica inducida se escribe en U como g = e*“|dz|?.

Designaremos por ¢ el correspondiente levantamiento local horizontal de
¢ que podemos considerar definido sobre el propio abierto U si ¢ = 44
(véase proposicién 7), y al mismo tiempo —por unificar notacién— la propia
inmersion ¢ si ¢ = 0; es decir:

VU — S°(1)cC® | sic=4,
V.U — H(-1)CC} |, sic=—4,
v=¢:U—C? , sic=0.

Notando igualmente por (, ) la correspondiente métrica de C®, C% y C?
respectivamente, si ¢ £ 4 se tiene que para cualesquiera campos tangentes V'
y W, se cumple —por ser ¢ horizontal— que (.V, . W) = g(¢.V, p. W),
por lo que v es conforme si y sélo lo es ¢.

En este caso, puesto que ¢ es una inmersion conforme sobre el abierto
isotermo U, el caracter conforme de ¢ queda recogido en

62u

(17) <wzv'¢z> = O’ <¢27¢E> = 77

mientras que el cardcter lagrangiano de ¢ se traduce en

(L8) (6o, J2) = 0.

Asimismo, el caracter horizontal de 1 si ¢ = £4 puede resumirse en

(L9) (o) = £1, (,J4.) = 0.
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Aqui, ¢, = (1/2) (e —itdy) y ¥z = (1/2)(¢z+ity,), y por supuesto (, ) y J se
extienden a los correspondientes fibrados complexificados por C-linealidad.

Teniendo en cuenta que para ¢ = 44 la proyeccién de Hopf es una sub-
mersion riemanniana, que @ es un levantamiento horizontal de ¢ y utilizando
entonces (1.7), (1.8) y (1.9), se obtienen por los argumentos usuales las ecua-
ciones de Frenet para 1 que vienen dadas por:

E —2u
TRSE VRTANELY N
h h C oy
(1.10) Yoz = §<]77Z}z + §J¢z — 3¢ v,
—2u f h
Vzz = 2uzyz + 62fc]7/)z + §J¢Ea

donde f es la funcién que define la forma cibica © (véase definicién 4) y h
es la funcién dada por

(1.11) h(z) = de (.2, Jibs).

Es interesante observar que el campo vectorial complejo X de tipo (1,0)
asociado al campo JH que definimos en §1.1 puede expresarse en términos
de esta funcién h mediante

(1.12) X(z) =e *no,,

sin mas que tener en cuenta que II es una submersién riemanniana y que
es un levantamiento (local) horizontal de ¢.
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Chapter 2

El levantamiento twistor de una
superficie lagrangiana.

Las superficies lagrangianas con forma de Maslov conforme en A(c) son car-
acterizadas en este capitulo mediante la armonicidad de una de las compo-
nentes de la aplicacion de Gauss de cada superficie si ¢ = 0y si ¢ = £4 a
través de lo que puede considerarse la generalizacién mas natural, como es
la armonicidad de sus levantamientos “twistor” (de Gauss).

Finalizamos el capitulo realizando un estudio local de este tipo de superfi-
cies lagrangianas que concluye con un método de construccion de las mismas
a partir de soluciones de una determinada ecuacién diferencial ordinaria.

2.1 La aplicacion de Gauss de una superfi-
cie lagrangiana en el plano euclideo com-
plejo.

En la teoria clasica de superficies, las propiedades geométricas de la inmersién
(minimalidad, curvatura media constante, etc.) se traducen en compor-
tamientos regulares de su aplicacion de Gauss. Vamos a estudiar qué significa
para una superficie lagrangiana el hecho de que la forma de Maslov a ella
asociada sea conforme en términos de su aplicacién de Gauss. Comencemos
por el caso mas clasico, esto es, cuando la variedad ambiente es el plano
euclideo complejo.

La aplicacién de Gauss v de una superficie orientable ¥ en C?%, ¢ : ¥ —

15
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(C?, asigna a cada punto de la superficie el plano tangente orientado a la
misma en dicho punto, esto es, v(p) = ¢.(1,X), p € . Procedemos entonces,
en primer lugar, a identificar la grassmanniana de dos-planos orientados en
C? = R*, G5(4), con el conjunto de dos-vectores unitarios descomponibles
de A’ R*. Los detalles de esta identificacién pueden encontrarse en [CM1].

Consideremos A* R* = {v Aw /v,w € R*} dotado de la métrica ({(,))
definida mediante

<<U Nw,x /\y>> = <U7$><w7y> - (U,y}(zu,x},
para cualesquiera v A w,z Ay € N> R*, siendo (, ) la métrica euclidea de
C? = R
Si {e1, €9, €3,64} es una base ortonormal orientada de R*, consideramos
los supespacios A2 R* de A\? R* generados respectivamente por los vectores

Ei:;(el/\egieg/\&l),
B3 :;(61/\63164/\62),
B :;<61/\64:|:€2/\63).
Si S2 son respectivamente las esferas dos-dimensionales de A% R* de radios

1/4/2 (respecto la métrica ((,))), entonces Go(4) puede identificarse con
5% x S2 mediante la aplicacién

1 1
P e G2(4) — <2(Ul N Vg 4+ v3 A ’04), 5(1)1 N Vg — U3 A ’U4)> R

donde {v1,v9} es una base ortonormal orientada del plano P de modo que
{v1, v2,v3,v4} es una base ortonormal de R* que define la misma orientacién

que {ej, ez, e3,64}. Por supuesto, en C? = R' estamos considerando la
orientacién estandar de (C?, (, ),J) como variedad de Kaehler (definida en
§1.1).

De este modo, si ¢ : ¥ — C? = R* es una inmersién lagrangiana de una
superficie orientable ¥ y v : ¥ — G5(4) es su correspondiente aplicacién de
Gauss, al tomar en R?* la base {ej,es = Jey, e3,e4 = Jes}, si {v,w} es una
base ortonormal orientada de 7,%, p € X, resulta que {v,w, Jw, Jv} define
la misma orientaciéon que {ej,es, e3,e4}. Asi, la aplicacién de Gauss de ¢,
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v:¥ — 53 x S%, es dada por

v(p) = (;(v/\w—Jv/\Jw),;(v/\w—l—Jv/\Jw)),
donde {v,w} es una base ortonormal orientada de T,%, p € X.

Pero ademés, (1/2)(v Aw — Ju A Jw) es ortogonal a E7, esto es, ((v A
w— Jv A Jw, E}Q ) = 0. Se tiene entonces que v cae en el producto de una
circunferencia méxima S7 de S% y S2. Resumiendo, la aplicacién de Gauss
de ¢ dada anteriormente puede verse como

V:E—)S}rXSE.

Una aplicacion ¢ : M — N entre variedades riemannianas se dice
armonica si es punto critico del funcional energia. Ello equivale, a través
de la ecuacién de Euler-Lagrange asociada al anterior problema variacional,
a que el campo tension de la aplicacion, 7(p), sea idénticamente nulo.

Caso que el dominio de la aplicaciéon sea una superficie 3, dicho campo
tensién adopta una forma especialmente sencilla. De hecho, si z = x 4 iy es
una coordenada local compleja sobre ¥ entonces 7(p) viene dado, salvo un
factor conforme, mediante

() = (¢ 'V)a. 0.(0.),

donde V¥ es la conexién riemanniana de N y 9., & los operadores de Cachy-
Riemann.

Ruh y Vilms probaron en [RV] que “Una inmersién ¢ : ¥ — R* tiene
curvatura media paralela st y solo si su aplicacion de Gauss v es una apli-
cacion armonica”. Si ¢ es lagrangiana y tiene curvatura media paralela,
usando la proposicién 1(i) de §1.1 se tiene que JH es un campo paralelo
sobre . Por tanto, o bien JH = 0y ¢ es una inmersiéon minimal, o JH es
un campo paralelo (no nulo). En este tltimo caso, ¥ es llana y no es dificil
ver que la segunda forma fundamental de ¢ es paralela. Estas superficies son
entonces necesariamente cilindros y toros clasificados por Hoffman [Ho].

Podemos pensar en generalizar la anterior propiedad estudiando por se-
parado la armonicidad de la segunda componente de la aplicacién de Gauss,
tal y como hacemos en el siguiente resultado.

Teorema 1 Sea ¢ : X — C? una inmersion lagrangiana de una superficie
oritentable 3, w la forma de Maslov de ¢, © la diferencial cibica asociada a
pyv=wrv): 38— St xS2 suaplicacion de Gauss. Entonces:
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(a) v~ es una aplicacion antiholomorfa si y solo si ¢ es minimal.
(b) v~ es una aplicacion holomorfa si y sdlo © es idénticamente nula.

(¢) v~ es una aplicacion armdnica si y sélo si w es conforme (esto es, O es
holomorfa).

Nota 1 Podria igualmente estudiarse la armonicidad de la primera compo-
nente de la aplicacién de Gauss, v+ : ¥ — S}r, resultando ser equivalente al
hecho que la forma de Maslov sea arménica ([CU1]). Este tipo de superficies
suele recibir el nombre de “H-minimales” ya que pueden ser caracterizadas
como puntos criticos del funcional area para deformaciones hamiltonianas de
la superficie. Diversos problemas de estabilidad para estas superficies han
sido estudiados en [CM2], [Oh] y [U3].

Demostracion: Comenzamos expresando v~ en coordenadas complejas. Si
z = x + 1y es una coordenada local isoterma sobre Y, donde la métrica
inducid )y ib 2u|dz|? dz|? la métri lid

inducida en X se escribe como e**|dz|?, con |dz|* la métrica euclidea, entonces
{e “¢,,e "¢, } es una referencia local ortonormal orientada. Asi, podemos
escribir:

v = —i€_2u (¢Z/\¢g+ JQSZ/\J@)?

habiendo extendido A C-linealmente al fibrado tangente complexificado.
Es facil comprobar que los dos-vectores

V=22 (g, NJp. + s N Js), W =2 (¢, AN Jp., — ¢z N =),

constituyen una base ortonormal del plano tangente a S? en v~ (z). Ademés,
la estructura compleja canénica J sobre S? es justamente la que verifica que
JV =W.

La estructura compleja sobre ¥, I, viene dada por 10, = i0,. Asi pues,
v~ es una aplicacién holomorfa (resp. antiholomorfa) si y sélo si se verifica

que Jv; = iv; (resp. Jv, = —iv; ) Pero puesto que v es tangente a S2,
teniendo en cuenta la definicién de J, podemos concluir:
v~ es holomorfa (resp. antiholomorfa) < (v, W) = —i(v;,V) (resp.

(o, W) =i, V).

z )

De la expresién de v~ y (1.10), se sigue (recuérdese que ¢ = 1 si ¢ = 0):

(2.1) v, =ie ™ (ho. AJo.+ fe bz A Jos),
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de donde

(v7, V) =ie ®(f — e*h)/2,
(v, W) = —e 2(f +e*"h)/2.

Por tanto, v~ es holomorfa (resp. antiholomorfa) si y sélo si f = 0 (resp.
h =0). De (1.11), por un célculo directo, es facil comprobar

(2.2) |h|* = e H,

con lo que se prueban (a) y (b).

Para probar (c), si 7(v~) denota el campo tensién de v, entonces en este
caso 7(v~) es la componente tangencial de v ;. A partir de (2.1), utilizando
(1.10) y tras un largo calculo, se obtiene:

T(vT) =i (‘ff%fzﬁﬁz A Jgz — e **(hz — 2uzh) ¢, A J@) .
Pero de (1.11), usando de nuevo (1.10), se llega a que
(2.3) hz — 2uzh = e > f,

con lo que 7(v™) = =2 S (fz ¢z A J¢5), donde I denota parte imaginaria.
Asi, 7(v™) =0 < fz =0, lo que prueba (c).

2.2 El levantamiento twistor de una inmersién
lagrangiana en los planos pro- yectivo e
hiperbdlico complejos.

Si pretendemos hacer un estudio similar al de la seccién anterior en el caso
en que la variedad ambiente sea C'P? o C'H?, el planteamiento es un poco
mas complicado.

Si¢g: Y — N(c), c = +4, es una inmersion lagrangiana de una superficie
orientable ¥, entonces su aplicacién de Gauss (generalizada) v es la aplicacién
de la superficie ¥ en el fibrado grassmanniano de 2-planos orientados sobre
Ne),

v:YX — Go(TN(c)),



20 Capitulo 2. Levantamiento twistor

que aplica cada punto p € ¥ en el 2-plano orientado de,(7,%) (cf. [HOJ).
En el caso de C? este fibrado es trivial. En [JR2] se estudia una versién del
resultado de Ruh y Vilms [RV] comentado en §2.1 para superficies lagran-
gianas de superficies Kaehler-Einstein. La fibra en un punto x € N (c) es la
grassmanniana de 2-planos orientados en T, N (¢), Go(T,N(c)). Al igual que
en el caso de N'(c), ¢ = 0, podemos identificar Go(T, N (c)) con el conjunto de
2-vectores unitarios descomponibles de T,N(c), A*(T,N(c)). Asi, de manera
analoga al caso de C?, podemos descomponer las fibras del anterior fibrado
en el producto S%(z) x S%(x) de las esferas de radio 1/v/2 de AL(T,N(c)),
aunque en general dicha descomposicién no es global. Esta descomposicién
a nivel de fibras proporciona dos fibrados sobre N(c), Uyepne) S2(2), de fi-
bra tipo S?, que son conocidos como los fibrados “twistor” de Penrose y que
representaremos por Pi. A partir de las proyecciones naturales

Go(TN(¢)) — Py
la aplicacién de Gauss v factoriza en dos aplicaciones
vE Y — Py

que son llamadas los levantamientos “twistor” (de Gauss) de ¢. (Consulte-
se por ejemplo [ES], [Fr] o [JR1] entre otros)

En el caso de C?, estos fibrados vuelven a ser triviales.

Al igual que en el caso del plano euclideo complejo, el hecho de ser ¢
lagrangiana supone que v* toma valores en un subfibrado de P, de fibra
tipo S'. En consecuencia, y por similitud con el caso de C?, estudiamos el
levantamiento “twistor” v~ : ¥ — P_.

El fibrado P_ es perfectamente conocido para el plano proyectivo com-
plejo (cf. [ES] y [Ga], por ejemplo) y ha sido menos estudiado para el plano
hiperbdlico complejo (cf. [V]). Aunque existen diversas formas de identificar
dichos fibrados, escogeremos la méas adecuada a nuestros propoésitos. En esta
memoria no vamos a explicitar la citada identificacion; puede consultarse
[ES] al respecto. Aunque aparentemente no hay grandes diferencias entre
ambos fibrados twistor, conviene poner de manifiesto que P_ es més rico en
propiedades (véase [AHS]). Por ejemplo, P, no tiene estructura de variedad
compleja.

Comencemos describiendo P_ en el caso del plano proyectivo complejo
CP2.
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Sea M = {(x,y) € S*(1) x S?(1) / (z,y) = (x, Jy) = 0}, donde (,) es la
métrica euclidea en C? y J su estructura compleja. Entonces M es una varie-
dad de dimensién 8. La accién natural de S* x S* sobre S5(1) x S5(1) puede
ser restringida a M y el cociente obtenido, M/S' x S', lo representaremos
por Z. Asi, disponemos de una aplicacién proyeccion

MxI:M— 2,

donde II : S5(1) — C'P? es la fibracién de Hopf (véase §1.2). En conse-
cuencia,

Z ={([2], [w]) € CP* x CP?* | zyw1 + zw; + z3w3 = 0}.
Podemos resumir la situacién planteada en el siguiente diagrama:

M < S°(1) x S°(1)
\J 3
Z «— (CP?x(CP?

En CP? x CP? consideramos la estructura compleja J dada por
J=(J,=J),

siendo J la estructura compleja candénica en C'P2. Ello supone que en real-
idad estamos considerando la variedad compleja CP? x (C'P?)*. Entonces
resulta que Z es una hipersuperficie compleja de (CP? x CP? .J), y en con-
secuencia, (Z,J) es una variedad compleja de dimensién compleja tres. Si
g es la métrica en Z inducida de la métrica producto g x g de CP? x C'P?
(9 denota la métrica de Fubini-Study), entonces (Z,g,.J) es una variedad
Einstein-Kaehler ([V]).

Observemos que existen dos proyecciones canénicas p; : £ — CP?,
1 =1, 2, dadas por

yquep; : (£,J) — (CP? J),i = 1,2, son —respectivamente— holomorfa y
antiholomorfa. No obstante, podemos definir una tercera proyecciéon natural

p: Z — CP?,
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dada por
p(l], [y]) = [2],

donde (z,x) = (z,Jx) = 0y (2,9) = (2, Jy) = 0. Esta tltima proyeccién
no es, por supuesto, ni holomorfa ni antiholomorfa. La proyeccién p define
un fibrado de fibra tipo C'P?! el cual se conoce como el fibrado “twistor” de
CP% A (Z,9,J) se le llama entonces el espacio “twistor” de CP?, el cual
puede identificarse con P_ (cf. [ES],[V]).

La proyeccion twistor p puede interpretarse que transforma la pareja de
rectas complejas de C® generadas por x,y € C? en una tercera recta com-
pleja, la generada por z € C3, que es ortogonal a las dos anteriores, inter-
pretacion ésta en sintonia con la identificacién que se hace en [Ga] del espacio
twistor del plano proyectivo complejo con una cierta variedad de banderas.

Sea ahora ¢ : ¥ — CP? una inmersién lagrangiana de una superficie
Y orientable. Sea 1) : U — S®°(1) un levantamiento local horizontal de ¢ a
S5(1), donde (U, z = x +1iy) es un sistema de coordenadas isotermo de modo
que en U la métrica inducida (por ¢ o por v) viene dada por g = €?*|dz|?
(véase proposicion 7 en §1.2).

Sean

¥l = \f (e Ty

VP = (Yo — JUy).
El hecho que ¢ : U — C? sea totalmente real por (1.8), nos asegura que
WP =1i=12 (@' ¢*) = @', JP*) =0
Asi, ) = (1!, 1)?) define una aplicacién de U en M,
V=" U — M

Si se considerase otro levantamiento n : U — S5(1) de ¢, a partir de la
proposicién 7 de §1.2 se sigue que existe ¢ € R tal que n = 6261/} Por tanto,

N = elozp’ , = 1,2, y en consecuencia 7] = € - 1, donde € - (z,w) =
(ewz e®w), para (z w) € C® x C®. Por consiguiente, II x ITo =TI x ITo ¥
como aplicaciones de U en Z. Por tanto, existe una aplicacion ¢ bien definida

é:U—)Z,
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independiente del levantamiento local horizontal de ¢ que es dada localmente

por II x IT o ¢, donde v es un levantamiento local horizontal de ¢ a S5(1).
Siguiendo un razonamiento estandar de conexién, es trivial verificar que

¢ esté globalmente definida en . Luego hemos construido una aplicacién

$:T — Z.

Puesto que localmente (;3 = IIx Hozﬁ, donde 12 = (¢!, 9?) y ademds es facil ver
que (¥, 9"y = (¢, J) = 0 por (1.9), se tiene que pog = ¢, y en consecuencia
¢ es un levantamiento (canénico) de ¢ a Z llamado el levantamiento “twistor”
de ¢.

En la identificacién anteriormente mencionada, q~5 se corresponde con v_
(cf.[ES]).

Estamos ya en condiciones de enunciar y demostrar lo que es la version
del teorema 1 para el plano proyectivo complejo, resultado éste que va a
caracterizar geométricamente la familia de superficies lagrangianas de C P>
que pretendemos estudiar en esta memoria.

Teorema 2 Sea ¢ : ¥ — CP? una inmersion lagrangiana de una superficie
ortentable ¥ y ¢ : X — Z su levantamiento “twistor” al espacio “twistor”
(Z,9,J) de CP?. Entonces:

(a) ¢ : (X,I) — (Z,J) es holomorfa si y sdlo si la diferencial cibica ©
asociada a ¢ es idénticamente nula.

(b) ¢:(2,9) — (Z,9) es armdnica si y solo si la forma de Maslov w de ¢
es conforme (esto es, © es holomorfa).

Demostracion: En primer lugar, es un ejercicio sencillo comprobar que el
subespacio vertical de II x II : M — Z en un punto (x,y) € M es dado por

‘/(w,y) = gen{(Jx, 0)7 (07 Jy)}

Ademds, el subespacio normal de M en S°(1) x S°(1) en un punto (z,y) € M
viene dado por
gen{(y,z), J (y, 2)}.

Por tanto, siguiendo la notacién precedente, si ¢ = (1?1 U — M es
un levantamiento local de ¢ a M, no es dificil comprobar que el subespacio
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horizontal de IT x IT : M — Z (respecto a la métrica de S°(1) x S°(1)) en
un punto ¢(z) estd generado por {E;, JE;; i = 1,2,3} donde

El = (%0)’ E2 - (Oad))v ES = (¢2a _¢1)'

Comencemos probando (a). La aplicacién ¢ : (X,1) — (2, J) es holo-
morfa si y solo si J (QE*(@)) — ¢,(i0,). Para manipular esta igualdad, con-
sideremos levantamientos horizontales al fibrado II x II : M — Z. Repre-
sentaremos, en general, mediante v* el levantamiento horizontal a M de un
vector v tan*gente a Z. Por tanto, es claro que <;~5 es holomorfa si y sélo si
7 (6:0)] = [:G0.)]"-

Pero como II x [To ¢ = ¢, se tiene que [¢,(8.)]* = ¥, donde w
representa, en general, la componente horizontal de un vector w tangente a
M. En consecuencia, ¢ serd una aplicacién holomorfa si y sélo si (Jz/)z) =

(zwz) )

Ahora bien, ya que ¢! y 1? pueden reescribirse como
2.4 U (T — Ji)],
(2.4) (G NG [W2 + bz + (. — Jyz)]
2 _ " :
= —F= ¥, + Yz — J z J z)]
(G \/5[?/) vz —i(JY Vz)]
es un simple ejercicio comprobar que
~ ~ i
J 27Ei = (1 zuEi = T T /= .:1727
(0., B) = (i B = =3 =

(JUz, JE;) = (it),, JE;) = i=1,2,

2V2

Yy en consecuencia

(J’L;z - ZT;Z)H = OéEg + BJE37

para ciertas funciones complejas o y (.

Usando (1.10), es inmediato comprobar que a = —e 2“f y f = —ie 2" f,
lo que demuestra (a). N

Para probar (b), notemos en primer lugar que si V representa la conexién
inducida en (;B*TZ de la conexién de Levi-Civita de Z, entonces la tensién
de ¢ viene dada por (véase §2.1):

T(é) = /v\t%&* (az)
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Al igual que en la demostracién de (a), procedemos a calcular el levan-
tamiento de 7(¢) al fibrado ¢*T M.

Teniendo en cuenta las ecuaciones fundamentales de una submersién (cf.
[O]) asi como las propiedades de la fibracién de Hopf II, no es dificil verificar
que el levantamiento horizontal del campo tension de qg viene dado por

(2.5) (@) = L — 2R VoV )" |

donde V es la conexién inducida en &*TM de la conexion de Levi-Civita
de M, R representa parte real y ., V' componentes horizontal y vertical
respectivamente.

Ahora, usando (2.4) junto con (1.10), es sencillo ver que

0L = (h/2 + iu) (T, 0) + (B2 = ius)(0, J9*),

de donde se sigue que

(Voud? )" = (/2 + i) (62, 0) + (R/2 — ius) (0, (J42)).
Luego de (2.5) se obtiene que

(2.6) 7(0)" = (WYL = 2R(R/2 + i) J (W)Y
(W)L = 2R(R/2 — i) (J*)T ).

Haciendo entonces uso de (1.10), (2.4) y (2.6), tras un largo y tedioso calculo,
se concluye:

(r(9)", Ei) = (r()", JE;) = 0, i = 1,2,

<T<Q3)*7 Es3) = eé “%( z) — ;%(hz — 2uzh),
(r(¢)*, JE3) = ezué}%( fz) + ;?R(hz 2uzh),

donde & representa parte imaginaria.
Pero de (2.3) se deduce que R(hz — 2uzh) = e 2*R(fz) e S(hz — 2uzh) =
—e 2G( fz), por lo que utilizando (2.6) se tiene que

T(0) = e (S(f) (W% —v") + R(f2)T (%, —01)).
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Por consiguiente, 7(¢) = 0 si y sélo si fz =0, lo que prueba (b).

Tratamos finalmente el caso del plano hiperbdlico complejo.

Aunque el espacio “twistor” de C'H? ha sido menos estudiado, pode-
mos realizar un planteamiento semejante al caso de C'P? que describimos a
continuacion sin ahondar en los detalles.

Sea By = {(z1, 22, 23) € C? / |21*+|22)? — |23/ = 1} y (,) la métrica usual
de C?, estoes, (,) = R(,), donde (,) es la forma hermitica

(Zv U)) = 21W1 + 22W3y — z3w73,

para cualesquiera z,w € C®.

Sea M = {(x,y) € By X By / (x,y) = (x, Jy) = 0}, donde J es la estruc-
tura compleja de C®. Consideremos la proyecciéon m : Cf — {0} — CH? y
definamos Ay = m(By).

El espacio “twistor” del plano hiperbdlico complejo, que notaremos igual-
mente por (Z,g,J), es definido por

Z = {([2], [w]) € Az X A2/21W1+ 2oy — 23W3 = 0},
J = (Ja _J)7

con J la estructura compleja canénica en CH?, y § es la métrica producto
de las métricas inducidas en Ay por « de la métrica —(,) en By. (Z,4,J) es
una variedad indefinida Einstein-Kaehler con signatura (compleja) uno (cf.
V).

Anélogamente, podemos definir una proyeccion natural

p: Z — CH?,

dada por

donde (z,z) = (z,Jz) =0y (z,y) = (2, Jy) = 0, la cual se conoce como el
fibrado “twistor” de CH?.

El siguiente resultado, del que omitimos su demostracion debido a que es
—en esencia— bastante similar a la realizada para el caso del plano proyectivo
complejo, es la versién del teorema 2 en este caso.

Teorema 3 Sea ¢ : ¥ — CH? una inmersion lagrangiana de una superficie
orientable ¥ y ¢ : ¥ —> Z su levantamiento “twistor” al espacio “twistor”
(£,9,J) de CH?. Entonces:
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(a) ¢ : (X,I) — (Z,J) es holomorfa si y sdlo si la diferencial cibica ©
asociada a ¢ es idénticamente nula.

(b) ¢:(2,9) — (Z,9) es armdnica si y solo si la forma de Maslov w de ¢
es conforme (esto es, © es holomorfa).

Friedrich [Fr] introdujo el concepto de inmersién “twistor” holomorfa para
aquéllas inmersiones de una superficie orientada en una 4-variedad rieman-
niana orientada cuyo levantamiento “twistor” es una aplicaciéon holomorfa
(véase también [Fi]). Siguiendo esta nomenclatura y a la vista de los resulta-
dos de los teoremas 1, 2 y 3, adoptamos de ahora en adelante la terminologia
que introducimos en la siguiente definicién.

Definicién 5 Sea ¢ : ¥ — N(c) una inmersidn lagrangiana de una su-
perficie orientable ¥ y sea © la diferencial cibica naturalmente asociada
a ¢ (definicion 4 en §1.1). Diremos que ¢ es twistor holomorfa si © es
idénticamente nula y diremos que ¢ es twistor arménica st © es holomorfa,
esto es, la forma de Maslov asociada a ¢ es conforme.

Nota 2 Cuando la variedad ambiente es el plano proyectivo complejo o el
plano hiperbdlico complejo, una inmersién lagrangiana twistor holomorfa
(resp. twistor armonica) esté caracterizada precisamente por la holomorfia
(resp. la armonicidad) de su levantamiento twistor (teoremas 2 y 3).

Para el caso del plano Euclideo complejo, el fibrado twistor es trivial,
Z = R* x §%, y el levantamiento twistor en este caso viene dado por % =
(¢, v7); por tanto, la “twistor-holomorfia” (resp. “twistor-armonicidad”) de
una inmersién lagrangiana en C? (véase definicién 5) s6lo supone, segin
el teorema 1, la holomorfia (resp. la armonicidad) de la parte vertical de
su correspondiente levantamiento twistor. A tal respecto, comentar que por
ejemplo en [Wo] se estudian ciertas propiedades relacionadas sélo con la parte
vertical de determinadas aplicaciones ligadas a la aplicacion de Gauss gene-
ralizada.

No obstante, mientras que el calificativo “twistor holomorfa” esta ple-
namente extendido, preferiblemente utilizaremos el apelativo de inmersiones
con forma de Maslov conforme en lugar de inmersiones “twistor armoénicas”.

El objetivo de la presente memoria se centra entonces en el estudio por un
lado de las inmersiones lagrangianas twistor holomorfas en A(c) (que se
realizard en el capitulo 3) y de las inmersiones lagrangianas con forma de
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Maslov conforme —con especial hincapié en las compactas— en los planos
euclideo y proyectivo complejo (que abordaremos en los capitulos 4 y 5 res-
pectivamente).

2.3 Estudio local.

En el §1.2 ofrecimos una descripcion local de una inmersion lagrangiana ¢ :
Y — N(c) de una superficie orientable X, que conclufa con las ecuaciones
de Frenet de ¢ si ¢ = 0 o del correspondiente levantamiento local horizontal
Y si ¢ = 4 (véase proposicién 7 en §1.2).

En el siguiente resultado, completamos la citada descripcion local de aque-
llas inmersiones lagrangianas objeto de nuestro estudio, que son las inmer-
siones lagrangianas con forma de Maslov conforme.

Proposicién 8 Sea ¢ : X — N(c) una inmersién lagrangiana con forma
de Maslov w conforme de una superficie orientable . FEntonces, alrededor
de cada punto donde el vector curvatura media H no se anula, existe una
parametrizacion conforme de ¥, (U, z = x + iy), y nimeros reales n, i con
p >0, tales que la métrica inducida g sobre U viene dada por g = e**®)|dz|?,
siendo |dz|? la métrica euclidea sobre U y donde u = u(x) es solucién de la
ecuacion diferencial ordinaria

du(z) _ ,,2,.2nz ,—4u(z)
(27) u"(m) + ZGQu(x) + € ,u2€ e _ O,

escribiéndose en tal coordenada la diferencial cibica asociada a ¢ como O(z) =
pee*(dz)3, con a € R.

Demostracion: Trabajamos en un abierto isotermo U con coordenada local
compleja z = x + 1y, siguiendo la notacion usada en §1.1 y §1.2.

Ya que la forma de Maslov de ¢ es conforme, de la proposicion 4 de §1.1
obtenemos que O (i.e. f) es holomorfa, y por tanto también lo es la funcién
k = e ?“h teniendo en cuenta (2.3). Obsérvese que de (1.12) se sigue que
X(z) = k(2)0. es el campo de tipo (1,0) asociado al campo conforme JH, el
cual es holomorfo al serlo la funcién k(z).

Supongamos de ahora en adelante que H no tiene ceros sobre U. Ello
supone, segun (2.2), que k no se anula en U y por tanto podemos normalizar



2.3 Estudio local 29

haciendo k£ = 1. De hecho, 1/k(z) es una funcién holomorfa bien definida y
sin ceros sobre U y si w(z) es solucién de dw/dz = 1/k(z), puede tomarse w
como buena coordenada sobre U. En este caso, h(w) = () y renombrando
w como z consideremos pues que h(z) = 242,
Por otro lado, de (1.11) y (1.12), utilizando la definicién de X dada en
§1.1, se deduce que
h. = QQ(ViH? $+05),

donde € representa la dos-forma de Kaehler de N'(c). Puesto que la forma
de Maslov w es cerrada (proposicién 2 en §1.1), de la anterior igualdad se
concluye facilmente:

(2.8) X(h,) = 0.

Pero ya que ahora h(z) = ¢??), (2.8) obliga entonces a que (u.) = 0, lo
cual conduce a que la funciéon u que determina la métrica inducida sobre u
depende solamente de la variable z, esto es, u = u(x).

A continuacion, usando (1.4) y (2.2) junto con la ecuacién de Gauss (1.5)
en la igualdad Agu = —e* K, siendo K la curvatura de Gauss de ¥ y A\ el
laplaciano de la métrica euclidea |dz|?, se deduce que u satisface en general
la ecuacién diferencial

(2.9) Nou + (c/4)e* + (|h]? — |fPe ™) /2 = 0.

Pero puesto que u depende sélo de la variable z, resulta entonces que u
satisface la ecuacion diferencial ordinaria

qu 2 ,—4u
(2.10) AR U A /T =

0.
4 2

Ahora bien, si Uy denota el conjunto de los ceros de f en U, teniendo en
cuenta que el logaritmo del médulo de una funciéon holomorfa es una funcién
armoénica, obtenemos que log |f| es una funcién arménica en U — Uy. De
(2.10) se sigue que |f], = 0 lo que combinado con el hecho que (log|f|)z. +
(log |f|)yy = O conlleva entonces que |f| = pe™ en U — Uy, conn € Ry
i > 0. Puesto que f es continua en U, necesariamente Uy = U o Uy = (),
por lo que podemos concluir que |f|* = u?e*”™ con n, p € R, u > 0. Pero es
facil comprobar que la holomorfia de f obliga entonces a que f(z) = pe®e’?,
a € R, lo que concluye la demostracion.

Seguidamente procedemos a estudiar las condiciones de integrabilidad de
las ecuaciones de Frenet dadas en (1.10). Estas se reescriben matricialmente
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como )
(2.11) X.=AX+ BJX, X;=AX + B JX,
donde
WV, 2u, 0 0
X=|vs], A= 0 0 —ce*/8 |,
Y 1 0 0
) 0O 0 O 1 h fe 2 0
A= 0 QUg 0 s B = 5 h E 0 y
0O 1 0 0 0 0

siendo B* la transpuesta conjugada de B.

De esta forma, no es complicado deducir que las condiciones de integra-
bilidad para (2.11), X,z = X5, vienen dadas por las siguientes ecuaciones
diferenciales matriciales

As—A.+[B",B] =0, B:— Bl +[A, B + [B, 4] =0,
las cuales es sencillo ver que equivalen a las ecuaciones diferenciales

c |h|? — e ™[ f]?
4 zZZ —e? = 07
U +4e + 5

(2.12) S(h) = 0,
6_2ug+2U§h—h§ = 0.

Si suponemos ahora que ¢ tiene forma de Maslov conforme y que H nunca
se anula, entonces razonando como en la demostraciéon de la proposicién 8
las matrices que determinan las ecuaciones de Frenet (2.11) se reducen a

u 0 0 00 0
A= 0 0 —ce2/8 |, A=|0 v 0 [,
10 0 010
o2 1 M€f4u6ia e ()
B=—11 1 0 |;
2\ o 0 0

asi pues, resulta que en este contexto las ecuaciones de Frenet (2.11) se
escriben finalmente como

2u Iuewz e’qze—Qu

¢zz - ul¢z + %J¢z + fJ/l/)Qa
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2u 2u
e e C
J Iz — *€2u'¢

(2.13) TR Ry T

—ta Nz ,—2u 62u
J 1 7<] F2)
2 Vet 2 v

Yz = Uz + e
y ademads es claro que en esta situacién las ecuaciones (2.12) equivalen a la
e.d.o. (2.7), porque las dos tltimas condiciones de integrabilidad se verifican
por (2.8) y (2.3) respectivamente y la primera se corresponde con (2.9) la
cual, como probamos en la demostracién de la proposicién 8, se reduce a (2.7)
cuando ¢ tiene forma de Maslov conforme y H no tiene ceros; conseguimos de
este modo una especie de reciproco de la proposicion 8. Teniendo en cuenta
que las soluciones de (2.7) estan definidas en todo R por teoria cualitativa
de ecuaciones diferenciales, podemos resumir todo lo anterior en el siguiente
teorema.

Teorema 4 Sean «, n y p numeros reales con p > 0. Siu: R — R
es una solucion de (2.7), fijadas condiciones iniciales v (29) , ¥, (20) , ¥z (20)
compatibles con las condiciones 1 = 1), s = 1., entonces integrando las
ecuaciones (2.13) (y proyectando via la fibracion de Hopf 11 si ¢ = +4) se
obtiene una unica inmersion lagrangiana conforme con forma de Maslov w
conforme,

Gua (R2762u(z)|dz|2) — N(c),

(Pue =Tl ot), sic=F4; ¢pyo = P, si c =0), donde |dz|* es la métrica
euclidea, tal que la diferencial cibica holomorfa asociada a ¢, se escribe
como O(z) = pe'e"*(dz)3.

Nota 3 Observamos que cuando p > 0 si variamos «, para cada solucion
de (2.7), podemos conseguir una familia uniparamétrica en o« € [0,27] de
inmersiones lagrangianas. En este caso, S(x,y) = (z, —y) es una isometria
de (R?,e@)|dz|?) y las inmersiones 1,2, o © S ¥ ¥y sOn congruentes ya
que verifican exactamente las mismas ecuaciones de Frenet (2.13). Luego es
suficiente considerar a € [0, 7].

Nota 4 En el sistema de coordenadas donde © se escribe como en el enun-
ciado del teorema 4, el campo holomorfo X asociado al campo conforme JH,
usando (1.12) se escribe como X (z) = 0, por lo que a partir de la definicién
de X (véase §1.1) resulta que JH puede escribirse como JH = —0d,. Usando
entonces la proposicién 3 de §1.1 y (1.2), se sigue que Vi:H = —u/JV para
cualquier vector tangente V en (x,y) € R%. Luego:



32 Capitulo 2. Levantamiento twistor

La inmersién ¢, del teorema 4 tiene vector curvatura media
paralelo (no nulo) si y sélo si u es constante.

En tal caso, de la ecuacién (2.7), necesariamente 7 = 0. Si ademds ¢ > 0,
también p > 0.



Chapter 3

Superficies lagrangianas
“twistor” holomorfas.

Siguiendo las directrices del teorema 4 de §2.3, estudiamos en este capitulo
las inmersiones lagrangianas twistor holomorfas en N(c), esto es aquellas
cuya diferencial cubica © es idénticamente nula, consiguiendo su completa
clasificacién y obteniendo explicitamente todos los ejemplos.

3.1 Integracién de las ecuaciones.

Puesto que del teorema 4 de §2.3 la condicion © = 0 equivale a que p = 0,
en este caso la ecuacion (2.7) adopta la forma

4u

u’ + %2“ v % —0, ce {4,0,—4}.

Por teoria cualitativa sobre ecuaciones diferenciales ordinarias se tiene asegu-
rado que la ecuacién anterior posee un punto critico; asi podemos considerar
—sin pérdida de generalidad— sélo aquellas soluciones de dicha ecuacion que
verifiquen «’(0) = 0. Es un simple ejercicio comprobar que la solucién del

33
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problema de valores iniciales:

W Gt =0, ¢ € {4,0,-4},

(3.1) 20 = ¢ & u(0) = log v/a,

viene dada por

a(a+c)
¢/2+(a+c/2) cosh(\/a(a+c)m) ’

sic=46c=06c=—-4ya>4,

(@) _ a(4—a) L

(3&3” 2—(a—2) cos(\/a(4—a)x)’ SLe 4 yas 4’
4 ic=—-4dya=4
et sic= y a=4.

Nota 5 Observemos que cuando ¢ = 0 es claro que la soluciéon general de
(3.1) puede escribirse como e*(*) = a/cosh(az) = (a/2)e*0(@/2)  donde
e?u0(@) = 2/cosh(2x) serfa la solucién con a = 2. Cabe esperar pues que
en este caso las inmersiones asociadas a cada solucién de (3.1) estén es-
trechamente relacionadas. De hecho, puede probarse directamente que la
inmersién asociada a la solucién u(z) es la misma que la asociada a ug(x)
—salvo una homotecia en R*— verificando que ambas cumplen las mismas
ecuaciones de Frenet, por lo que el teorema 4 de §2.3 sélo aporta una in-
mersion en el caso ¢ = 0, hecho que posteriormente pondremos explicitamente
de manifiesto al integrar las ecuaciones de Frenet de la inmersion.

Notese también que si ¢ < 0, aparecen distintos tipos de soluciones de
(3.1) dependiendo de las condiciones iniciales fijadas. Si representamos por
u(z,a) la solucién de (3.1), es sencillo verificar que cuando ¢ = —4 y a < 4
se cumple que u(x,4 — a) = u(x + 7/y/a(4 — a),a), por lo que es suficiente
considerar —salvo reparametrizaciones— a €]0, 2] en lugar de a €]0, 4] en este
caso. Justamente cuando a = 2 aparece la solucién constante u(x) = log v/2.

Para proceder a la integraciéon de las ecuaciones de Frenet (2.13), uti-
lizaremos coordenadas cartesianas de modo que éstas se reescriben, teniendo
en cuenta que en este caso p = 0, como:

2u

3e c
¢a:x = Ul?/)x + TJ@Z)CE B ZGQUT/),
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2u

e
(33> ¢xy = u/wy+7j¢217
62u c .
Yy = —u'th, + 7J1/1x - 162 Y.

Recuérdese que en este caso (véase nota 3 en §2.3) no hay familia paramétrica
para cada solucién de (3.1).

Proposicién 9 En adecuados sistemas de referencia de C? 6 C3, la in-
mersion ¥ : R? — S°(1) (sic=4), ¢ : R> — C? (sic=0), ¢ : R* —
H}(—1) (si c = —4), dada en el teorema 4 de §2.3 y asociada a una solucion
u(z,a) de (3.1) viene dada por:
e Sic=40c=—-4ya>4,
4
vV h(B B
¢+ (2a + ¢) cosh(2Bx) ( a+ ccosh(Br) cos(By),
Vasenh(Bz) cos(By), va + ccosh(Bz) sen(By),
vasenh(Bz)sen(By), B cosh(2Bx), — senh(23x)> ;

Y(x,y) =

e sic=0ya=2 (véase nota 5),

Y(z,y)

— 5 (cosh x cosy, senh x cos y,
cosh 2x

cosh z seny, senh x seny) ;

o sic=—4ya<2 (véase nota 5),
4

4 — (2a — 4) cos(2Bx)

V4 — a cos(Bx) cosh(By), v/asen(Bx) cosh(By),

V4 — a cos(Bz) senh(By), v/asen(Bzx) senh(By)) :

Y(z,y)=

(B cos(2Bz), —sen(2Bx),

siendo B = /|A| con A= a(a+ c)/4.

o Ysic=—-4ya=4,

1 3 2
¢(907y) — m <2y,4xy,2m —4x° — 4:Ey s

62% + 2%, 1 + 62° + 2%, 42° + 4xy2) )
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Demostracion: De (3.1) y (3.3) es facil ver que ¢(—,y) satisface la siguiente
ecuacion diferencial lineal

Py O
3.4 —+A— =0,
(3.4) o 9,
con

4 ala +c) |
4

Notese que si ¢ = 4 6 ¢ = 0, entonces necesariamente A > 0, mientras que
si ¢ = —4, A puede ser positivo (si @ > 4), cero (si a = 4) o negativo (si

a < 4). Obsérvemos también que de (3.1) se tiene que la integral primera
u? + (c/4)e*™ + e /4 es constante, y esa constante es precisamente A segin
las condiciones iniciales que hemos impuesto. De (3.4) se sigue:

cos(VAy)Ci(z) + sen(VAy)Co(x) + Cs(z),
(3.5)  (x,y) =4 cosh(v/—Ay)Ci(z) + senh(v/—Ay)Cy(z) + Cs(x),

y*Ci(x) + yCa(z) + Cs(x),

segin que A > 0, A < 0y A = 0, respectivamente. para ciertas curvas C;(z),
j=1,2,3,en C? (resp. en C?) sic # 0 (resp. si c=0).
Es claro que si A # 0:
Ci(z) = —thyy(,0)/A,

(3.6) Ca(x) = thy(x,0)/y/]Al,

03(x) - ¢(9€; O) + 1/}yy(xa 0)/A
Usando (3.5) y (3.6) en las ecuaciones de Frenet (3.3) no es dificil comprobar
que las curvas Cj(x), j = 1,2, 3, verifican las siguientes e.d.os.

2u

(3.7) Ol =u/'C + %JC’i, i=1,2,
, c 4 €2u , e2u
03 = (C/(4)/62)u_14(u 03 + 7;]03)

Usando ahora que 9 es una inmersién conforme y, si ¢ = +4, ademads hori-
zontal, se tiene:

(Ci(x), Ci(2)) = /A,
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(3.8) o) = 9| A],

<03(:L‘), Cg([t)) = 4/C - €QU($)/A7

(C,Cr) =(C;,JCk) =0, j #k,
con j, k € {1,2,3} (resp. j,k € {1,2}) si ¢ = +4 (resp. si ¢ = 0). De (3.8),
se deduce que en el caso ¢ = —4 si A es positivo (resp. negativo), Cs (resp.

(1) es temporal y C; y Cy (resp. Coy y C3) son espaciales. La integracion de
(3.7), usando (3.8), conduce a

(3.9) Ci(x) =

en el plano complejo IT; = gen{e; = C;(0)/|C;(0), Je;}t, ¢ = 1,2, siendo
G(x) = [§ e®)ds, y

A — (c/4)e2ul@)
(3.10) Cs(x) = \/ ( f{ ) eG@FmM/2 gi ¢ = 44,

en el plano complejo Is = gen{es = —JC5(0)/|C5(0)|, Jes}, siendo G(z) =
[ (™) /((c/4)e*™ ) — A))ds; y por supuesto:

(311) Cg((l,’) = 03(0), sic=0.

Entonces, tras un largo cdlculo, que pasa por calcular G(z) y é(x) de los
que se conoce explicitamente el integrando a partir de (3.2), utilizando (3.2),
(3.9), (3.10) y (3.11), se prueba:

e 5i A >0, en los respectivos planos II;, j = 1,2, 3:

4 (Ja——i-ccosh(Bx) +iva senh(Ba:))
¢+ (2a + ¢) cosh(2Bx)

C@<$> = s 1= 1,2,

4 (B cosh(2Bzx) — isenh(2Bx))
¢+ (2a + ¢) cosh(2Bx)

y salvo una traslacién en R*, podemos tomar

Cg(l‘) =

, Sic= %4,

C3(x) =0, sic=0.

Decir que V = a+ib en el plano complejo II = gen{v, Jv} equivale a que V se expresa
como V = av + bJv.
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e Si A <0, en los respectivos planos II;, j = 1,2, 3:

4 (\/m cos(Bx) + iv/a sen(B:c))
4 — (2a — 4) cos(2Bx)

Ci(r) = Li=1,2,

4 (Bcos(2Bx) — isen(2Bx))

Cs(x) = 4 — (2a — 4) cos(2Bx)

En las anteriores expresiones, B = \/@ .

Llevando estas expresiones a (3.5) resultan las dadas para ¢ (z,y) en el
enunciado de la proposicién si A # 0. Hacemos notar que si ¢ = 0 entonces
A = a/2y asi pues, todas las inmersiones son homotéticas —salvo un cambio
de coordenadas— como anunciamos en la nota 5. Eligiendo en este caso por
comodidad la condiciéon inicial @ = 2 aparece la inmersion esperada.

Finalmente analicemos el caso A = 0. Ocurre entonces que Cp, Cy, C3 (
VYyy(2,0)/2, 1y (2,0), ¥(x,0) respectivamente) no son ortogonales y ademas
(' es isotropo. Para la integracion en este caso definimos el siguiente vector
auxiliar

62u(ac)

2

En primer lugar, de (3.3) se sigue que v’ = e?“.Jv por lo que v(z) = ¢’“®) en
el plano gen{v(0), Jv(0)}. Ahora bien, resulta que C) puede expresarse en
funcién de v y Jv mediante:

v(z) = e (2,0) — o' (2)Y(x,0) — Ji(x,0).

Cy = (1/2)(—u'v + (e*/2)Jv)

y, por otro lado, precisamente v aparece como término independiente en la
ecuacién diferencial que verifica C, es decir:

Cy = u'Cs + (e?/2)JC3 + v.

Si g = 9,(0,0)/va, us = 1,(0,0)/v/a, us = ¢(0,0), después de un largo
célculo, utilizando (3.2), (3.5) y tras resolver la ecuacién no homogénea para
(5, se concluye que en los planos complejos gen{u;, Ju;}, j = 1,2,3, la
inmersion 1 en este caso se escribe como aparece en el enunciado de la
proposicion.
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3.2 Ejemplos y clasificacion.

A la vista de las expresiones explicitas de las inmersiones 1) que brinda la
proposicién 9, analizamos a continuacion propiedades de simetria y periodici-
dad de las mismas que permitan conocer qué tipo de superficies lagrangianas
se obtienen aplicando el teorema 4 de §2.3 en los tres ambientes modelos que
estudiamos en esta memoria.

En primer lugar, las inmersiones 1) dadas en la proposicion 9 claramente
verifican:

Y(z,y+21/B), sic>06c<0ya>4,

(3.12)  ¥(z,y) =4 ¥(z,y+27), sic=0,
Y(zr+2r/B,y), sic<0ya<2,

donde B = /|A| con A = a(a + ¢)/4. Luego, via las aplicaciones exponen-
cialesw =ef* . C — C*,w=¢:0 — C*, w=¢eP . C — C,
z = x + iy, respectivamente, las anteriores inducen inmersiones (también
conformes) de C* en S°(1), C* o HY(—1) segin ¢ = 4, ¢ = 06 ¢ = —4
respectivamente, que continuamos nombrando por ¢ y que vienen dadas por
las siguientes expresiones (donde consideramos, por notacién, w = u + v):
e Sic=46sic=—-4ya>4,
4 2
w) = va+c(|w|”+1)u,
plw) c(|w]? + 1)%2 + 2a(jw|* + 1) ( (el )

Va(lw]* = u, vVa+c(fw]’ + v, Va(|lwl* = 1)v,
B(|jwl" +1),1— [w]*) .

e Sic=0ya=2 (véase nota 5),

e Sic=—4ya<2(véase nota b),

1
) - 20 )2

(Jw* = 1) (V4 — au + iv/av) /2, (|w]* + 1) (V4 — au + 2\/511)/2) .

(B(u2 —v%) + 2uwi,
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En los dos primeros casos (¢ =4; ¢ = —4 y a > 4; ¢ = 0) es facil comprobar
que las inmersiones ¢ pueden ser definidas para z = 0 y oo, y en conse-
cuencia, a través de la proyeccién estereografica w = u + v — (z,y,2) =
(1+2|Z;|2’ 1+2|Z}|2, ﬁ';;), definen inmersiones de la esfera S? = {(x,y,2) €
R3/2? +y*> + 2% = 1} en S°(1), HY(—1) y C? que notaremos también por
Y. En el dltimo caso (¢ = —4, a < 2) esta extension no es posible. Asi:

e Sic=4,1:5 — 1) ésic=—-4ya>419:5 — H)(-1)
viene dada por

2
V(z,y,2) = m (\/a +cx,\axz,

va+cy,vayz, 2z, (c/|c|)\/ala+ ¢) (1 + 22)) :

e Sic=0(ya=2),v:5% — C? viene dada por

V2
1+ 22

w<x7 y? z) = (a’:7 xz)y’ yz) °

e Sic=-4ya<2 1¢:C*— H{(—1) viene dada por

N 1
Uz =z +iy) = 122 = (a — 2)(22 — 2) /2

(121 = V(VA—az + ivay) /2, (|2 + D(VI—az + iVaay)/2),

(B2 = *) + 2ayi,

Nota 6 Observemos que en el caso ¢ = 4, 1 puede ser definida para a = 0
obteniéndose

w(x7 y’ Z) = (‘/L” O’ y? 07 27 O)
que es el embebimiento totalmente geodésico horizontal de S? en S®(1) que
es totalmente real en C3.

Salvo en el caso ¢ = 0, lo que obtenemos son familias uniparamétricas (de-
pendiendo de la condicién inicial a = ¢*(?) de esferas y cilindros que para
su mejor estudio parametrizamos del siguiente modo:

Si ¢ = 4, definimos
t =senh™'(v/a/2).
Asi v/a+ 4 = 2cosht.
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Sic=—4ya>4, definimos

t = cosh™(v/a/2).

Asi v/a—4 = 2senht. Es obvio que en ambos casos t varia en ]0, co[ pues
a > 0.
Y sic=—4y a <2, definimos

s=m/4—sen*(va/2).

Asi /4 — a = 2cos(m/4 —s). De este modo, puesto que en este caso a €]0, 2]
(véase nota 5) s varfa en [0, 7/4].

Destacamos en la siguiente definicion las superficies encontradas por todo
el anterior razonamiento y procedemos a nombrarlas de manera que podamos
distinguirlas unas de otras en posteriores alusiones.

Definicién 6 Para cada t € [0, 00], se define 1, : S* — S°(1) por

1
Vi, y,2) = W (Ctl’, S1T2, CrYf, S1Y%, 2, 8pce(1 + 22))

con ¢, = cosht y s, = senht.
Se define x : S? — C? por

V2
5 (v,22,9,92) .

X(%?J?Z) = m

Para cada t €]0, 00, se define ¥, : S* —s H?(—1) por

o~

¢t(l’, Y, Z) =

2
B 2.2 (Stxv Gz, StY, CtY=z, =, _Stct(1 +z )) )
S +ciz

con s; = senht y ¢; = cosht.

Para cada s € [0,7/4], se define ¥, : C* — H}(—1) por

2.2 |Z|2_1 |Z‘2+1

W(e) = (—n ) w(z)),

w(z)?

donde w(z) = cossz + sensz.
Se define n: C — HY(—1) por

n(r,y) =

e 2y, day, 22 — 4a® — dwy?, 627 + 2y, 1 4 62° + 2y°, 42° + day?) .
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Nota 7 La inmersion x es bien conocida y salvo deformaciones lagrangianas
es la inmersién de Whitney (cf. [Wn]). La inmersién y serd también llamada
la inmersién de Whitney e igualmente nos referiremos a x(S?) como la esfera

de Whitney.

Utilizando de nuevo el teorema 4 de §2.3, al proyectar las inmersiones v, LZ,:,
U, y n via la fibracién de Hopf correspondiente, éstas proporcionan ejemplos
de superficies lagrangianas en los planos proyectivo e hiperbdlico complejo.
En el siguiente resultado se recogen las propiedades geométricas mas intere-
santes de las mismas.

Proposicién 10 (a) Parat € [0,00[, ¢; = [Toey, : S? — C'P? satisface las
siguientes propiedades:

(al) ¢ es una inmersion lagrangiana twistor holomorfa.

(a2) Sit+#0, entonces ¢; : S*> —{N,S} — CP? es un embebimiento.
¢o es la inmersion totalmente geodésica de S* en CP2.

(a3) El drea de (5%, ¢}g) es 8marctan(tanht)/ senh 2t.

(ad) La curvatura de Gauss K; de (S?, ¢rg) verifica 1 < K; < 1+
2senh’t. Ademds, Ky(z,y,2) = 1 (K)(z,y,2) = 1 + 2senh®t
resp.) si y solo si z==+1 (z =0 resp.).

(ab) ¢ es invariante por el grupo uniparamétrico de isometrias holo-

morfas de CP? inducido, via I, por:

cosf —senf 0
senf3 cosfB 0 |; BE€R
0 0 1

(b) La inmersion de Whitney x : S* — C? satisface las siquientes propiedades:

(b1)
(b2)
(b3) El drea de (S?,x*(,)) es 2m>.
(b4)

bd) La curvatura de Gauss K de (S* x*(,)) verifica 0 < K < 1.
Ademds, K(x,y,z) =0 (respectivamente K(x,y,z) =1) si y sdlo
si z = £1 (respectivamente z = 0).

X es una inmersion lagrangiana twistor holomorfa.

X :S? —{N,S} — C? es un embebimiento.
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(b5) x es invariante por el grupo uniparamétrico de isometrias holo-

morfas de C? dado por:

cosf —senf \
{(senﬁ cos 8 >’B€R}'

(¢) Para t €)0,00[, ¢y = Moty : S2 —s CH? satisface las siguientes
propiedades:

(c1)
(c2)
(c3)

(c4)

(Et es una inmersion lagrangiana twistor holomorfa.
El drea de (S%,¢tg) es 8marctan(coth t)/ senh 2¢.
La curvatura de Gauss K, de (S2,tg) verifica —1 < K; < —1+

2cosh®t. Ademds, Ky(x,y, 2) = —1 (respectivemente Ky(x,y, z) =
—1+2cosh®t) siy solo si z = %1 (respectivamente z = 0).

¢ es invariante por el grupo uniparamétrico de isometrias holo-
morfas de CH? inducido, via II, por:

cosf —senf 0
senf3 cosfB O |; BER
0 0 1

QAﬁo puede ser definida para z > 0, y asi identificando el plano
hiperbdlico real RH? con {(x,y,2) € §*/z > 0}, se tiene que
¢o define el embebimiento lagrangiano totalmente geodésico de

RH?*(—1) en CH?.

(d) Para s € [0,7/4], &, = Mo U, : C* — CH? satisface las siguientes
propiedades:

(d1) @, es un embebimiento conforme lagrangiano twistor holomorfo.

(d2) ®ig es una métrica completa.

(d3) La curvatura de Gauss Ky de (C*, ®%g) verifica —sen2s < K, <

sen2s. Ademds, Ky (z) = —sen2s (respectivamente Ky (z) =
sen2s) si y solo si 3(z) =0, R(z) < 0 (respectivamente J(z) = 0,

R(z) > 0).

(d4) [ . K, dA, =0.
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(d5) @4 puede ser definida para R(z) > 0, y asi identificando el plano
hiperbdlico real RH? con el semiespacio R(z) > 0, se tiene que
Oy define el embebimiento lagrangiano totalmente geodésico de

RH?*(—1) en CH*.
(e) T=1Ilon:C — CH? satisface las siguientes propiedades:
el
e2) T*g es una métrica completa.

)
)
e3) La curvatura de Gauss de (C, Y*g) verifica —1 < K < 1.
ed) [ KdA=0.

T es un embebimiento conforme lagrangiano twistor holomorfo.

(
(
(
(

Nota 8 {¢;, t > 0} es una deformacién por esferas lagrangianas de la in-
mersién totalmente geodésica de S? en C' P? que degenera en un punto cuando
t — 00. ¢g es la unica superficie lagrangiana superminimal (esto es, minimal
con © =0) de CP2

La proposicién 5 de §1.1 no descarta en principio la existencia de superfi-
cies lagrangianas compactas con género uno y forma cibica © idénticamente
nula en el plano hiperbdlico complejo. Como consecuencia del apartado (d1)

de la proposicién 10, podemos afirmar que no existen toros lagrangianos con
©=0en CH%

Demostracion: En primer lugar, es claro que todos los ejemplos corresponden
a inmersiones lagrangianas twistor holomorfas a partir del teorema 4 de §2.3
(recuérdese que tomabamos p = 0 al principio del capitulo).

Que ¥, v T son embebimientos, al igual que x y ¢; cuando se restringen
a la esfera menos los polos norte y sur, se sigue facilmente de las expresiones
explicitas de estas inmersiones dadas en la definicién 6.

Para calcular el drea de las esferas ¢,(52), x(S2), ¢;(S2), si aplicamos el
teorema del cambio de variable teniendo en cuenta que todas las inmersiones
de las que proceden estas esferas son periddicas en la variable y (véase (3.12)),
denotando por dA el elemento de area en cualquiera de éstas, se llega a
[dA = (27/B) [T e*®dx, con B = \/m Las expresiones dadas en (a3),
(b3) y (c2) se siguen del cédlculo de las integrales impropias que aparecen
en cada caso, de las que conocemos explicitamente el integrando a partir de
(3.2) y teniendo presente la parametrizacion escogida en cada situacién para
la condicién inicial de (3.1).
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Para todos estos ejemplos, disponemos también de una expresion explicita
en términos de funciones elementales de la funcién curvatura K (z), dada por
K(z) = —e 2@ (2) = ¢/4+e2"® /2, donde e**(*) viene dada en (3.2). Los
puntos criticos de K (z) coinciden pues con los puntos criticos de u(z), lo que
permite obtener las acotaciones dadas en (a4), (b4), (¢3), (d3) y (e3). En el
mismo sentido, es un ejercicio verificar que ®,(C*) y YT(C) tienen curvatura
total cero.

La invariabilidad que aluden los apartados (a5) y (c4), que por supuesto
han de interpretarse como que Fgo, = 1,0 fgy Fgo 1@ = zZt o fz donde
Fjs (resp. fs) es la rotacién de dngulo 8 € R en C? restringida a S°(1) o a
H?(—1) (resp. en R? restringida a S?), es clara a partir de las expresiones
dadas para v; y @t en la definicién 6. De modo analogo ocurre para el
apartado (b5) considerando ahora Fj la rotaciéon de éngulo 8 € R en C2.

El apartado (d2) se sigue a partir de que ®*g = ¥U* < > por lo que la
completitud de la métrica ®%g se deduce facilmente del hecho que la apli-
cacién exponencial es conforme, de (3.12) y de la acotacién a < e?*) < 4—q
(véase (3.2)).

Para probar la completitud de la métrica T*g es necesario y suficiente
comprobar que la longitud L(vy) de cualquier curva divergente, i.e. que se
sale de todo compacto, 7 : [0, +00[— C, ¥(0) = (0,0), es infinita. Para ello
consideramos la sucesién exhaustiva de compactos A, = {z € C'/|z| < n},
n € N. Seat, € [0, +oo[ el nimero real no negativo que verifica v(t,,) € 0A,
yt <t,=(t) € A,; esto es, t, proporciona el primer instante que la curva -y
atraviesa la frontera del compacto A,,, que esta bien definido justamente por
tratarse v de una curva divergente. Entonces, denotando por ||, || (resp. por
|, |) la norma respecto la métrica T*g (resp. respecto la métrica euclidea),
se tiene:

S A EICIES AR EICIESS Wi #

n=1 n 1
habiendo utilizado (3.2) en la tltima igualdad. Perosit € [t,_1,t,], entonces

11 (t)? < |y(#)]? < n? pues y(t) € A,,. Por tanto:

)|dt >
Z\/1+4n2/tn1 gl Z\/1+4 2’

debiéndose la tltima acotacién a que [/ |/(¢)|dt es la longitud de  entre
Y(tn-1) v ¥(tn), que es por supuesto mayor que la distancia euclidea entre
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ambos puntos de la curva. De este modo, hemos acotado inferiormente la
longitud de la curva v por la suma de una serie que es divergente. Luego v
tiene longitud infinita como queriamos probar.

Comentar finalmente que cuando el plano hiperbdlico real se identifica
con el hemisferio norte (abierto) de la esfera unidad, es bien conocido que
la inmersién IT (%(0,$, 0,y,1, O)) = QASO(x, Yy, z) representa un embebimiento
lagrangiano totalmente geodésico de RH? en CH?.

Lo mismo sucede con la inmersién @4 que lleva z = x+iy en I1 (%(O, y, (|2 —1)/2,0,(
la cual también representa un embebimiento lagrangiano totalmente geodésico
del plano hiperbdlico real en el plano hiperbdlico complejo, pero esta vez
cuando se identifica RH? con el semiplano abierto z > 0 en el plano R2.

A

Para finalizar este capitulo, y como recopilacién de todo el estudio prece-
dente que hemos realizado, clasificamos completamente las superficies la-
grangianas twistor holomorfas, esto es, aquéllas con diferencial ctibica ©
idénticamente nula (definicién 5 en§2.2).

Teorema 5 Sea ¢ : ¥ — N(c¢) una inmersion lagrangiana twistor holo-
morfa de una superficie orientable 3 en N (c) Entonces ¢ es totalmente
geodésica o ¢(X) es un abierto de ¢(S?*) para algin t €]0,00|, si ¢ = 4;
de x(S?), si ¢ = 0; de ¢,(S?) para algin t €]0,00[, de ®,(C*) para algin
s € [0,m/4] o de Y(C), si c = —4.

Nota 9 Caso que ¢ sea totalmente geodésica, si ¢ = 4, ¢(X) serd un abierto
de ¢o(S?); si ¢ = 0, serd un abierto de un plano lagrangiano de C?. Y si
c = —4, sera un abierto del plano hiperbdlico real.

Demostracion: Puesto que © = 0 es holomorfa, el campo complejo X aso-
ciado al campo JH, también es holomorfo (cf. §1.1) sobre . Si X =0, de
(1.4), (1.12) y (2.2) se sigue que ¢ es totalmente geodésica.

En caso contrario, X tiene solo ceros aislados. Entonces consideramos
Y ={peX:X(p) #0}, que es también conexo. Para cualquier p € 3, sea
(U, z = x+iy) una coordenada local isoterma centrada en p, con U un abierto
simplemente conexo de Y. Por la proposicion 8 de §2.3 y el teorema 4 de
§2.3 y la correspondiente integracién de las ecuaciones (3.1) y (3.3) realizada
en §3.1, si ¥ es el levantamiento local horizontal de ¢ (véase proposicién 7
en §1.2) que podemos considerar definido sobre U si ¢ = 4+4 y al mismo
tiempo la propia inmersién ¢ si ¢ = 0, se concluye que (U) es un abierto
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en ¢, (52 — {N,S}) sic=4, en x(S2—{N,S}) si ¢ =0, en ¢,(52 — {N, S}),
U, (C*) o n(C) si ¢ = —4 (véase definicién 6) donde N y S representan los
polos norte y sur de S? respectivamente.

Puesto que ¥ es conexo, obtenemos que ¢(¥') es un abierto de ¢;(S* —
{N,5}) sic=4, de x(S*—{N,S}) sic=0,en ¢(S*—{N,S}), ®,(C*) o
Y (C) si ¢ = —4, de donde se sigue el resultado..

Conjugando la proposicién 6(b), la nota 7 y el teorema 5, se concluye el
siguiente corolario.

Corolario 1 (i) Si ¢ : ¥ — CP? es una inmersion lagrangiana de una
esfera X, entonces:

/(|H|2 +2)dA > 8w
by

y se da la tgualdad si y solo si ¢ es congruente con ¢, para algin
t €10,00][.

(ii) Si¢: ¥ — C? es una inmersion lagrangiana de una esfera 3, entonces:
/ \H|2dA > 87
)
y se da la igualdad si y solo si ¢ es la inmersion de Whitney.

(iii) Si¢: X — CH? es una inmersién lagrangiana de una superficie com-
pacta y orientable Y de género vy, entonces:

/E(\H\Q ~2)dA > 8r(1 — )

y se da la igualdad si y sélo si ¢ es congruente con ¢y para algin
t €]0, ool.

La desigualdad dada en (ii) es conocida y es la particularizacién en nuestro
caso de la clasica desigualdad de Wintgen (cf. [Wi]). Puede consultarse [We],
donde la esfera de Whitney es uno de los ejemplos alli descritos, para una
extension de la citada desigualdad.

Si hacemos uso de una consecuencia del Teorema de Riemann Roch que
dice que una diferencial ctibica holomorfa sobre una esfera es necesariamente
idénticamente nula (véase proposicién 5 en §1.1), obtenemos el siguiente re-
sultado.

Corolario 2 Si ¢ : ¥ — N(c) es una inmersion lagrangiana con forma de
Maslovw conforme de una esfera X3, entonces ¢ es congruente a ¢y, t € [0, 00|
sic=4;ax sic=0;0ad¢,t€0,00] sic=—4.
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Chapter 4

Superficies lagrangianas con
forma de Maslov conforme en
el plano euclideo complejo.

Al estudiar las superficies lagrangianas compactas y orientables con forma de
Maslov conforme en el plano euclideo complejo C?, la proposi- cién 5 reduce
las mismas a los casos de esferas y toros. En §3.2, el corolario 2 caracteriza la
esfera de Whitney como la tinica superficie lagrangiana con forma de Maslov
conforme en C? con género cero.

En el presente capitulo, procedemos a clasificar todos los toros lagrangianos
con forma de Maslov conforme en el plano euclideo complejo (en la linea de
los trabajos de Bobenko [B] y Pinkall y Sterling [PS]) siguiendo de nuevo las
directrices del teorema 4 de §2.3. En este caso, la ecuacién diferencial (2.7)
es la conocida ecuacién senh-Gordon.

También clasificamos las superficies lagrangianas llanas con forma de
Maslov conforme en CZ.

49
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4.1 Clasificacion de los toros lagrangianos con
forma de Maslov conforme en el plano
euclideo complejo.

Para determinar todos los toros lagrangianos con forma de Maslov conforme
en el plano euclideo complejo, el siguiente resultado establece el camino a
seguir para conseguir tal clasificacién.

Proposicion 11 Para clasificar —salvo homotecias— todas las inmersiones
lagrangianas con forma de Maslov conforme de un toro en C?, es suficiente
determinar qué inmersiones 1 : R> — C? dadas en el teorema 4 de §2.3 y
asociadas a soluciones u = u(x) del problema de valores iniciales

(4.1) u” 4 senhdu = 0, a = 2O /(0) =0,

formado por la ecuacion senh-Gordon y las condiciones iniciales dadas, son
doblemente periodicas.

Demostracion: Sea ¢ : ¥ — C? una inmersién lagrangiana con forma de
Maslov conforme de un toro ¥ en C?. Sea 1) : C' — C? el correspondiente
levantamiento de ¢ al recubridor universal de . Entonces es claro que v
conserva el cardcter lagrangiano y si @ denota la forma de Maslov de 1,
entonces w es también conforme. Es decir, 1) es también una inmersion
lagrangiana con forma de Maslov conforme. Sean pues © y & la diferencial
cibica holomorfa y el campo holomorfo asociados a 9 (véase §1.1). Si z =
x + 1y es la coordenada usual de C, al expresar © y X en este sistema de
coordenadas, resulta que las funciones que los definen son funciones enteras,
i.e. holomorfas sobre C, que estan acotadas por proyectarse en una superficie
compacta. Consecuentemente han de ser constantes. Resumiendo, podemos
escribir ©(2) = pe?(dz)? y X (z) = 0e0., p, 0 >0, 8,V € R.

Analicemos la posible nulidad de © y X. Si o = 0, 9 es una inmersion
minimal a partir de (1.12) y (2.2) y por tanto también ¢ lo serd. Y si p = 0,
denotando por K y H la curvatura de Gauss y la curvatura media de 1,
usando (1.4) junto con la ecuacién de Gauss de ¢ resulta que K = |H|?/2.
Por tanto, K = |H|?/2, donde K y H representan la curvatura de Gauss y la
curvatura media de ¢. Aplicando entonces el Teorema de Gauss-Bonnet se
concluye también en este caso que ¢ es una inmersién minimal de ¥ en C?,
lo cual es imposible por la compacidad del toro Y. Por consiguiente podemos
asegurar que p, o > 0.
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Si cambiamos ahora la coordenada empleada en C' de manera apropiada,
podemos normalizar reescribiendo © y X como

O(z) = pe(dz)®, p >0, y X(z)=0..

De esta forma, para clasificar todas las inmersiones lagrangianas con forma
de Maslov conforme de un toro en C?, necesitamos conocer qué inmersiones
de las dadas en el teorema 4 de §2.3 para n = 0 son doblemente peridédicas.

Pero es mas, empleando los argumentos usuales observamos que, salvo
homotecias en C? = R* y cambios de coordenadas en C, en este caso (n = 0)
es suficiente estudiar las inmersiones asociadas a la llamada ecuacion senh-

Gordon. En concreto, se verifica que si ¥ es la inmersion asociada a una
solucion de la ecuacion

4u 2 —4u
ett — 1%
u// + - /- _ 07
2
entonces es facil comprobar que ¢)(z) es congruente con i~ /4(p1/22), siendo

¢ la inmersién asociada a la funcién u(p=/%z) — log pu'/* solucién de
u” + senh 4u = 0.

Finalmente, es bien conocido que las soluciones de la ecuacion diferencial
de (4.1) son siempre periddicas, por lo que podemos, sin pérdida de gen-
eralidad, restringirnos a considerar sélo aquellas soluciones de la ecuacion
diferencial de (4.1) que satisfagan la condicién inicial u/(0) = 0.

En el Apéndice de esta memoria se procede a la integracion explicita de
(4.1) en términos de las llamadas funciones elipticas de Jacobi. Sin per-
juicio de ello, recogemos en el siguiente resultado aquellas propiedades de las
mismas tutiles para nuestro propdsito.

Lema 1 Sea u = u(x,a) la solucidn del problema de valores iniciales (4.1).
Entonces:

(a) u es una funcion par, i.e. u(—zx) = u(x), Vz € R.
(b) Existe T > 0, dependiendo de la condicion inicial a, verificando ¥ x € R:

(4.2) u(z +27) = u(x), w(T —z) = w(T + ) = —u(z).
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(¢) Siz € R, se tiene:
(4.3) W(r)=0ex=kT, ke Z.

(d) La tunica solucion constante de (4.1) es la idénticamente nula, v = 0,
que se corresponde con la condicion inicial a = 1.

(e) Si F' y G son las funciones dadas por

F(z) = / ?Ods y G(z) = / e 2u) s,
0 0
entonces Vx € R se cumple:

(4.4) F(x+2T) = F(x)+7, Gz +2T) = G(z) + 7.

Demostracion: En la proposicion 15(a) del Apéndice, se resuelve explici-
tamente el p.v.i. (4.1). Entonces, (b) se sigue de (A.4), (c) a partir de (A.9)
y (A.7) junto con (b) y para (e) es necesario utilizar (A.10) y (A.7).

Nota 10 De (4.2) se sigue que u(x,1/a) = u(x+T,a). Por tanto, si ¢, es
la inmersion asociada a u(z, a), salvo reparametrizaciones de las inmersiones,
concretamente 1,4 (,y) = V1/q,a(x + T,y), es suficiente considerar a > 1, o
equivalentemente u(0) > 0.

Una vez controladas las soluciones de (4.1) el paso siguiente es analizar las
ecuaciones de Frenet de las inmersiones v : R? — C? que aludfamos en la
proposicién 11. En este caso, a partir de (2.13), éstas se escriben empleando
coordenadas cartesianas como sigue:

3e2% + cos e sen v e 2
Vpw = ulwm + 2 Jtby — 2 JQ/J?J )
sen v e~ e? — cos ae 2
(4.5) Yoy = u'wy — #wa + 5 J1y,
e? — cosa e 2 sen o e 2
zbyy = —UI% + 9 wa 9 Jwy

En el siguiente teorema respondemos la cuestion planteada en la propo-
sicion 11, asi como describimos las inmersiones asociadas a las soluciones
de (4.1), mediante las curvas coordenadas y — ¥(z,y).
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Teorema 6 Sea ¥, : (R?, e>@9|dz|?) — C? la inmersion lagrangia-
na con forma de Maslov w conforme asociada a una solucion u = u(x,a) de
(4.1) (véase proposicion 11) con a > 1 (véase nota 10) y o € [0, 7] (véase
nota 3 en §2.5).

Sia =1, esto es, u es la solucion constante u = 0, entonces en apropiados
sistemas de referencia de C?, las inmersiones ¥y o : (R%,|dz]*) — C? vienen
dadas por:

%,o(ﬂf, y) = (e2ix/27 y)

)

2rzjl,a (I, y) -

=1 (sec(a/ 4) i cos*(a/4)z—sen(a/2)y) | cge( oy /4)el(2sen® (/4 +sen(a/ 2);,)) ;
con a # 0.

Sia > 1, en apropiados sistemas de referencia de C?, se tiene:

2ae%) L w2 o W2
1/}a,0($; y) _ \/a_zai - (ez(fo senh 2u(s)ds— 2a1y)7 62(»/‘0 senh 2u(s)ds+ 2a1y)> 7

Var(,y) = el (e"fo” cosh 2u(s)ds—“521y) (il cosh2u<s>ds+aizly>>
B a’ + 1 ) :

En cualquier caso, las inmersiones g, con (a,a) # (1,0), satisfacen las
siguientes propiedades:

(a) Para cualesquiera z,y € R,

Va,oT,y +21/1) = Vg alr,y)

donde | es la constante positiva (dependiendo de a y «) dada por | =
(1/2)(a® — 2cosa + 1/a?)'/2.

(b) Las curvas {c;:y+> Yoolx,y), © € R} son circunferencias en C? de
radio e /1 centradas en un mismo punto P,.

(c) Eziste un numero real 7 (dependiendo de a y o), 0 < 7 < 27/l, tal que

Voo + 2T,y + 7) = Yaulx,y),

donde 2T es el periodo de u (véase lema 1).
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(d) Las circunferencias ¢, y ¢y, con z,z’ € (0,2T), x # a', no se cortan
entre si.

Nota 11 Nétese en primer lugar que [ = 0 si y sélo si (a,a) = (1,0), esto
es, u =0y a=0.

Por otro lado, si a = 1 entonces [ = sen(a/2); mientras que si a > 1,
cuando o = 0 entonces | = (a? — 1)/2a y cuando a = 7 entonces | =
(a* +1)/2a.

En segundo lugar es claro que, si o # 0, entonces:

V1o(x + 0y +7/tan(a/4)) = ¥y (2, 7), V(z,9) € R?,

lo que viene a identificar en el caso constante el vector (27, 7) con (7, 7/ tan(a/4).
En el Apéndice queda recogido precisamente que el semiperiodo T' = T'(a)
de la solucién u(x,a) converge a /2 cuando se hace tender a a 1.

Por otra parte, utilizando que [; senh2u(s)ds = (F(z) — G(x))/2 y
Jo cosh2u(s)ds = (F(z) + G(z))/2 (véase lema 1) de (4.4) se pone de mani-
fiesto que

Vao(z + 2T, y) = Yao(®,y), Yor(z + 2T,y + 2an/(a® + 1) = Yo (2, y),

V(z,y) € R?, En otras palabras, 7(a,0) =0y 7(a,7) = 2aw/(a® + 1).
Finalmente, comentar que la inmersion

1 i(z— i(x
1#1,”(33,3/) = ﬁ (e ( y)7€ ( +y)> :

corresponde al toro de Clifford.

Demostracion: El caso singular (a,a) = (1,0) es claro, puesto que en este
caso las ecuaciones de Frenet (4.5) de la inmersiéon ¢ = 1 se reducen
sencillamente a

%x = 21]7/]:07 ¢xy = wyy = 0;

asi, de las dos ultimas ecuaciones se deduce que ¥ (x,y) = y1,(0,0) 4+ (x,0),
y la integracién de la primera conduce a que ¥ (x,0) es una circunferencia en
el plano generado por 1,.(0,0) y J,(0,0), concretamente:

P(x,0) = ; (sen 2z1,(0,0) — cos 2xJ1,(0,0)) .
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Expresando ¢ en la referencia ortogonal de C* = R* dada por ¢; = —J,(0,0), Jey, e3 =
1,(0,0), Jey se obtiene la expresién explicita dada para 1 en el enunciado
del teorema.

En los demés casos, es decir, si (a, a) # (1,0), para simplificar la notacion,
introducimos las siguientes funciones:

et — cos e 2 3e?t 4+ cos e sena e~

4. = = =
(4.6) b 5 , C 5 ,d 5

2u

Asi, las ecuaciones (4.5) para ¢ = 1, , se reescriben como

wzx = U’% + CJ% - CU%,
(47> ¢xy = uldjy - dt]qu)ac + bJ’@Z)y)
Yy = —u'thy +bJ, + dJi,.

Usando (4.1) y (4.6) es facil comprobar que la derivada de u? + b* + d? es
cero, y por tanto:

(4.8) u? +0* + d* = (b* + d*)(0) = I°.

Haciendo uso de (4.1), (4.6), (4.7) y (4.8) se prueba que v, 4?1 no depende
ni de la variable z ni de la variable y. Asi pues, 1,,(z,y) + ¢ (z,y) = P,
V(z,y) € R?. Salvo una traslacién en R*, podemos tomar Py = 0 y de este
modo

Yyy + 1P = 0.
Integrando esta ecuacion llegamos a

(4.9) Y(z,y) = cos(ly)Cy(z) + sen(ly)Ca(x),

para ciertas curvas C;(x), i = 1,2, en C?, lo que prueba (a).
Obsérvese que

(4.10) Ci(x) = ¥(z,0) = —thy, (2,0)/1?,  Ca(x) = b,(x,0)/1.
De (4.7), (4.8) y (4.10) se sigue que
(4.11) 1Ci(z)|> = 2@ /12 i = 1,2, (Cy(x),Cox)) = 0,

lo que demuestra (b).
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Para probar (c), estudiamos la variacién de los planos que contienen las
circunferencias {c,, * € R}. Para ello consideramos la curva

Y= (71,7%) : R — Go(4) = 5% x S

de modo que v(x) es el plano II(z) que contiene la circunferencia c,. Para
estudiar esta curva, seguimos la descripcion realizada en §2.1 acerca de Go(4).

Tomamos B(z) = {uy(z), us(z), uz(z), us(z)}, x € R, la base ortonormal
de C? dada por

_u(,0)

) ,ug(x) = Jug (), ug(x) = Yy(z,0)

eu(z eu()
Notamos u; = u;(0), 1 <i < 4. De (4.9) se sigue que

s ug(z) = Juz(x)

uy ()

_ G wuy(z) — bug(x) — duy(x
= 02(‘%) = Us\x
1)2(33')— |02(x>‘ - 3( )7

es una base ortonormal del plano I1(x). Definiendo

2 4 2 —-1/2
v3(z) = (u+l) (u’dul(:z:) — bduy(x) + (u* + b2)u4(x)) :
v(a) = W2+ 072 (bua(2) + v'us (),
(de (4.3) y (4.8) puede comprobarse la buena definiciéon de ambos) resulta
que para cualquier z € R, {vi(x),ve(x),vs3(x),v4(z)} es también una base
ortonormal de C? que define la misma orientacién que B(0). Con ello, esta-
mos en condiciones de expresar la curva 7 como sigue:

(4.12) i (z) = ; (00 A s+ v A vg) (),

Y2(x) = ; (v1 ANy —v3 Ay) ().

Para estudiar ambas componentes de 7, y teniendo en mente la descripcion
de G5(4), representaremos por Ef (z), Fy(x), Ef(x) las bases ortonormales
de los subespacios A% (z) (resp. A%(z)) de A R* dadas por

1

Ei(r) = §(u1 A ug £ usz A ug)(x),
1

Ef(x) = §(u1 Aus £ ug A ug)(x),

1
Ef(r) = §(u1 Ay £ us A ug)(x).
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De este modo, v; y 72 se reescriben como
1
(4.13) 1(z) = Z(dE+ +u' Ey —bES)(2),
1
Yo(x) = 7( dET +u'Ey + bEy ) ().

De (4.7) se deduce que By, Ey E (resp. Ey, E;, E5 ) verifican los siguientes
sistemas de e.d.o.s:

d d d
(resp.
d __ _ d __ _ _ d _
B[ =2E,, —Ey, =-2E; +(b-E;, —E; =(c—bE).

Utilizando entonces (4.1), (4.6), (4.13) y las anteriores ecuaciones, sin mas
que derivar se comprueba que 75 = 0 y se determinan E;, £y E5, de modo
que

(4.14) 72() = 72(0) = (1/1) (—d(0) Ey (0) + b(0)E; (0))
y
(4.15) m(x) = (1/1) [(u’ cosk + bsen k)(z)Ey (0)+

+d(z) E{ (0) + (usen k — beos k) (x) E5 (0)]

donde k(x) = [5(b(s) + c(s))ds.

Segin (4.6) y el lema 1 se tiene que k(x) = 2F(z) y aplicando (4.4),
k(x + 2T) = k(x) + 2r. Ademads v/, b y d son periddicas de periodo 2T a
partir de (4.6) y (4.2). De todo ello, se concluye que v (x + 2T") = 7 (x),
Vr € R. Puesto que de (4.14) 75 es constante, hemos demostrado que para
cualquier z € R, II(z) y II(z + 2T") son planos coincidentes. Hacemos notar
que en el presente razonamiento, 27" es el minimo perfodo para II(z).

Recopilando, se tiene que ¢, y ¢, or son dos circunferencias coplanarias
con el mismo centro y mismo radio (apartado (b)) ya que 2T es el periodo
de u. Entonces necesariamente son reparametrizacion una de la otra, esto
es, existe 7(x), 0 < 7(z) < 27/l, tal que c,(y) = ceror(y + 7(2)), lo que se
traduce en (x + 27,y + 7(x)) = ¢(x,y). Derivando respecto a = en esta
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igualdad y calculando el médulo del resultado, se tiene que 7/(z) = 0 por lo
que 7(z) es constante, lo que finaliza la demostracién de (c) por este camino.

Para probar (d), supongamos que las circunferencias ¢, y ¢y, z, 2 €
(0,2T) se cortan entre si. Entonces han de tener el mismo radio puesto que
estdn centradas en el mismo punto, segun (b). Por tanto, también a partir de
(b), se deduce que u(x) = u(z’). De (4.2), la tinica posibilidad es entonces que
¥ =2T —xz con z € (0,T). Pero ademés los planos I1(z) y I1(27 — x) tienen
una intersecciéon no trivial por cortarse las circunferencias ¢, y cor_,. en ellos
contenidas. Puesto que {v1(x),v2(x)} es una base ortonormal de II(x) (véase
anteriormente), se tiene que ¢(x) = vi(x) Ave(z) Avy (2T —x) Avo (2T —2) = 0.
De (4.12) y (4.14), para cualquier « € R, se obtiene que

(4.16)  1l(z) = (n(2),72(2)) = (0i(2) A va(2) =72(0),72(0))-
Por (4.14), (4.15) y (4.16) llegamos a

vi(x) Ava() = (1/1) [d(@) B (0) + (u' cosk + bsen k) () EF (0)
(4.17)  +(u'senk — beos k)(z) E5 (0) — d(0)Ey (0) + b(0) E; (0)]

Utilizando (4.2), (4.4) y (4.6) concluimos que v’ (2T — z) = —u/(z), b(2T —
x) =b(x), d2T —z) =d(z) y k(2T — x) = 2w — k(z). Asi, podemos escribir
q(z) explicitamente a partir de (4.8) y (4.17):

q(z) = (1/1?)(v cos k + bsen k)*(x) uy A uy A uz A uy.

El hecho que ¢(z) = 0 se traduce entonces, segin (4.17), en que vy(x) A
vo(z) = v1 (2T — x) A vo(2T — x) y por consiguiente II(z) = I1(27 — x), por
(4.16). Pero esto tltimo es imposible pues x € (0, B) y ya hicimos observar
que 27T es el minimo periodo posible para II(x). Este razonamiento finaliza
esta demostracién de (d).

La demostracién de los apartados (c¢) y (d) del teorema 6 se ha realizado
estudiando la curva de planos que contienen las circunferencias {c,; * € R}
descritas en el apartado (b) del teorema. No obstante, somos capaces de
obtener explicitamente las inmersiones 1, , mediante integracion de ciertos
sistemas de ecuaciones diferenciales para las curvas C;, i = 1,2, obtenidos
manipulando las ecuaciones de Frenet (4.7). Sin embargo, aunque resulte
extrano, es bastante complicado comprobar por este proceso (¢) y (d) pues
las mencionadas expresiones explicitas para 1, , envuelven complicadas in-
tegrales elipticas de las que es dificil obtener la informacién que precisamos.
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A titulo ilustrativo, ofrecemos a continuacion la obtencién de las expresiones
aludidas para 1,0 y ¥, en diferentes sistemas de referencia de C* = R*.

Retomando la demostracién del teorema una vez obtenido (4.11), uti-
lizando (4.10) y (4.7), se obtiene:

(4.18) (Cy(z), JCy(z)) = —d(x)e*"@ /I3

Por otro lado, también de (4.7) se deducen las e.d.os que verifican las curvas
Ci,i=1,2:
(4.19) C{ = u’Cl + bJCl + (d/l)JCé,
Cy =u'Cy+bJCy — (dJ1)JCY.
Consideremos ahora que aw = 0 6 a = ; entonces d = 0 segun (4.6). En

este caso, O y Cy verifican la misma ecuacién diferencial (véase (4.19)) que
una vez integrada conduce a

(4.20) Ci(z) = e"@~u0eiBox) (1),
donde By .(x) = [y b(s)ds = (F(z) F G(x))/2 (véase (4.6) y lema 1) segin
que @« = 0 6 @ = 7 respectivamente. Pero es mds, en estos dos casos,

{61 = C1(0)/|C1(0)|, €y = J€1, €3 = 02(0)/|CQ(0)|, €4 = J€3} Constituye,
utilizando (4.18), una referencia ortonormal de R*. En la misma, teniendo
en cuenta (4.9), (4.11) y (4.20), resulta que las inmersiones 9,0 : R? — R*
vienen dadas por

eu(x)
(421) wa;ﬂ,ﬂ($7y) =

(cosly cos By (), cos ly sen By (),
sen ly cos By r(x),senly sen By . (x)) .

Nétese que si reexpresamos g0 : R?> — (C? en la referencia &7 = (e1 +
es)/V2, & = Jei, &3 = (ey — e4)/V/2, € = Jes, es posible reescribir (4.21)
tal y como aparece en el enunciado del teorema, lo que permite probar sen-
cillamente (d) si a = 0, 7.

En el caso en que u es la solucion constante, u = 0, no es excesivamente
complicado obtener explicitamente las inmersiones ¢4 o, o # 0, correspon-
dientes a la solucién constante. Si retomamos la demostracion del teorema
en (4.19), utilizando que ahora e** = a = 1 en (4.6), llegarfamos a

C = sen®(a/2)JCy + cos(a/2)JCh,
C} = sen®*(a/2)JCy — cos(a/2)JCY,
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de donde se sigue:

C] = JCy — cos(a/2)Cs,
Cy = JCs + cos(a/2)CY,

cuya integracién, una vez llevada a (4.9), conduce a la expresién dada en el
enunciado del teorema para 1y 4, si a # 0.

Los apartados (a) y (c) del anterior teorema ponen de manifiesto que todas
las inmersiones 1), , son doblemente periddicas, salvo para el caso (a, ) =
(1,0), en el que la inmersién 1y ¢ define un cilindro circular recto en un cierto
hiperplano de C?. Luego proporcionan ejemplos de toros lagrangianos con
forma de Maslov conforme, todos ellos embebidos en C? segtin el apartado (d)
del citado teorema. Para ellos, teniendo en cuenta la nota 11, adoptaremos
la nomenclatura que se recoge en el resultado siguiente.

Corolario 3 Sea u = u(z,a) una solucion del problema de valores iniciales
(4.1) cona > 1y sea o € [0, 7] tal que (a,a) # (1,0). Sea A, el reticulo
en C dado por:

Aoo = gen{(0,27/1), (2T, 1)},

sta>1,y
A1 = gen{(0,27/sen(a/2)), (7, 7/ tan(a/4))},

Too €l toro C/Noo Y Gan @ Too — C? la inmersion inducida por g .
Entonces ¢q.o €s un embebimiento lagrangiano con forma de Maslov conforme
de T, o en C2.

De la nota 11, se sigue que el reticulo de los toros T, ¢ es rectangular, conc-
retamente A, o = gen{(0,4ar/(a*— 1)), (2T,0)}, mientras que para los toros
T, » viene dado por A, . = gen{(0, 4ar/(a® + 1)), (2T, 2ar/(a* + 1))}.

De este modo, por la proposicién 11 y el teorema 6, hemos clasificado
todas las superficies lagrangianas con forma de Maslov conforme de una su-
perficie compacta de género uno en C?.

Corolario 4 Sea ¢ : ¥ — C? una inmersion lagrangiana con forma de
Maslov conforme de un toro X en el plano euclideo complejo. Entonces ¢
es congruente con ¢q. para algin a > 1 y algun o € [0, 7|, excepto para
(a,a) = (1,0).
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En §2.1 hicimos notar que una inmersion lagrangiana con vector curvatura
media H paralelo en C? o bien es minimal o JH es un campo paralelo sin
ceros en la superficie. Apoyandonos en este resultado, podemos concluir la
siguiente clasificacion.

Corolario 5 Sea ¢ : ¥ — C? una inmersion lagrangiana con vector cur-
vatura media paralelo de una superficie compacta y orientable ¥ en el plano
euclideo complejo. Entonces ¢ es congruente con ¢y o para algin o €]0, 7).

Finalizamos este epigrafe recogiendo en la siguiente proposicién las propiedades
mas destacadas de los toros Ty , descritos en el corolario 3

Proposicién 12 (i) El drea A(a,a) de (Taa,®),(,)) es 20°/1, con | =
(1/2)(a® — 2cosa + 1/a?)Y/? (véase teorema 6).

(ii) Se verifica que [y, |H[?dAqq > 27* y la igualdad se da siy slo si T, q
es el toro de Clifford.

(i) @aa es invariante por el grupo uniparamétrico de isometrias holomorfas

de C? dado por:
cosf3 —senf \
{(senﬁ cos 3 )’/BER}'

(iv) Los embebimientos ¢1., o # 0, definen una familia de toros llanos
embebidos en una hiperesfera de C* de radio v(a) = 1/sen(a/2), con
curvatura media constante H(a) = cos(a/2).

{14, 0 < a < 7} constituye una deformacion del cilindro circular
recto al toro de Clifford (nota 11) mediante superficies lagrangianas
con curvatura media paralela.

Demostracion: Para probar (i), si dA denota el elemento de drea del toro
(T P5.0(,)), aplicando el teorema del cambio de variable, teniendo en
cuenta el reticulo A, , de T, , (corolario 3), resulta del lema 1:

Jaa= x| " ) 4y — (27 /1) P(2T),

y entonces (i) es una consecuencia directa de (4.4).
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De (1.12) y (2.2), puesto que el campo holomorfo asociado a la inmersién
Pa.o € escribe como X (z) = 0, (nota 4 en §2.3), se sigue que |H|* = €**, por
lo que razonando como en el célculo del area de los toros, se tiene:

2 2T
2T pul@)

(4.22) / |H[2dA, , = dz.
Ta,a

Sea entonces E = F(p?) la integral eliptica completa de segunda clase (véase
Apéndice §A.1), con p? = 1 — a~*. Haciendo uso de la proposicién 15(a),
(A.11) y (A.13), podemos calcular [ e*dx = 2aE. Luego, llevado a (4.22)
resulta que [, |H[?dA,q = (47a/l)E. Asi podemos estimar que

STE
1++1—p*

Pero resulta que 7/4 < E/(1 + /1 —p?) y la igualdad se da si y sélo si
p? =0, esto es, u = 0 (véase (A.1) en el Apéndice). Usando esta desigualdad
en (4.23) se prueba (ii).

El apartado (iii) ha de interpretarse como que Fz0 ¢y o = ¢gq © fg donde
Fjs (resp. fs) es la rotacion de dngulo 8 € R en C? (resp. la rotacion de
dngulo 3 € R en R?).

El apartado (iv) es un ejercicio a partir de la expresiéon explicita de 9y o
que aporta el teorema 6.

(4.23) / |H[?d Ay > / \H[2dA, » =
Tua Tar

4.2 Superficies lagrangianas llanas.

Para completar el estudio de las superficies lagrangianas con forma de Maslov
conforme de C?, abordamos el caso restante, esto es, las inmersiones ¢,
(C,e*@)|dz|?) — C? dadas en el teorema 4 de §2.3 asociadas a soluciones
de la ecuacion

(4 24) u” N e4u _ ’u26277xe—4u

2

=0,

con u>0yn#0.
El siguiente resultado pone de manifiesto que en este caso no hay familia

uniparamétrica de inmersiones lagrangianas asociadas a cada solucion de
(4.24) y que ésta puede simplificarse en cierta medida.
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Lema 2 FEuxiste una unica inmersion lagrangiana con forma de Maslov con-
forme asociada a cada solucion de (4.24) y —salvo homotecias— es suficiente
considerar las inmersiones ¢, : (C, e?"@|dz|?) — C? asociadas a soluciones
u=u(x) de la ecuacion

du _ L 8ex ,—4u
(4.25) u"—}—% =0, e =sgnn = =+1.

Demostracion: En primer lugar se tiene que la inmersién ¢, ,(z) verifica a
partir de (2.13) las siguientes ecuaciones de Frenet:

€2u eiaenze—2u
bue = Wi+ S J0+ T
€2u €2u
2z —J z —J Z)
b = I+ T

que son las mismas que satisface la inmersién ¢, o cuando se escriben éstas
utilizando z + (a/n)i como coordenada en C.

Ademss, si ¢(z) es la inmersién asociada a una solucién @ de (4.24),
entonces no es dificil comprobar que es congruente con la inmersién

2 (\U\Z+elog(16u/n2)>
: - ,
1]

siendo ¢ la inmersion asociada a la funcién

u(z) = a(4x/|n| — (1/n)log(16p/n°))

solucién de (4.25), sin més que asegurandonos que las ecuaciones de Frenet
que ambas inmersiones satisfacen coinciden. Por tanto, salvo homotecias y
cambios de coordenadas en C', podemos restringirnos a estudiar las inmer-
siones asociadas a soluciones de (4.25).

Nota 12 Cabe preguntarse qué relaciéon guardan las inmersiones asociadas
a soluciones de (4.25) segin que € = 1 6 € = —1, es decir, segin que n >0 6
n < 0.

Para dar respuesta a ello, observemos en primer lugar que u es solucion
de (4.25) para € = 1 si y sé6lo si v(x) = u(—=x) es solucion de (4.25) para
e=—1.
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Ademas, si consideramos la inmersién ¢,(z) y comparamos las ecuaciones
de Frenet queésta verifica con las que satisface la inmersion ¢, escrita en la
coordenada —z, nos encontramos que dichas ecuaciones serian exactamente
las mismas sin més que cambiar la estructura compleja inicial J en C? por
su opuesta —.J.

En este sentido, podemos pues —sin pérdida de generalidad— asumir de
ahora en adelante que € = 1.

No podemos aspirar a resolver (4.25) —ya con ¢ = 1— completamente
(de [Sm] puede extraerse algin resultado parcial sobre el comportamiento
asintético de las soluciones de (4.25)); pero si hacemos notar que u(x) = x
es la unica solucién de (4.25) para € = 1 que proporciona una inmersién ¢
de C con una métrica inducida llana, €**|dz|*, en C?.

Considerando o = 0 (véase lema 2) y teniendo en cuenta que la diferencial
clibica asociada a ¢ es ahora O(z) = e%*(dz)3, concluimos que las ecuaciones
de Frenet para ¢ escritas en coordenadas cartesianas vienen dadas por

2x 2x

Ope = G+ B7(3 + cosdy)J o, — % sen4yJ¢,,
62m eZm
(4.26) Goy = Oy — 5 sen dyJ o, + 7(1 — cosdy)J ¢y,
62$ 6237
Gy = —¢z+ 7(1 —cos4y)J¢x+7sen4yJ¢y.

Si realizamos el cambio de variable w = e* = €**% = 4 +4v, nos encontramos
con que (4.26) se reescriben sencillamente como

¢uu = 2u J¢u7
¢uv = 07
(ZSU’U = 20/ (bv )

cuya integraciéon, una vez deshecho el anterior cambio de variable, conduce a
o(z,y) = (C(e” cosy), S(e® cosy), C(e*seny), S(e®seny)),

donde C'y S son las integrales de Fresnel definidas por C'(a) = [¢ cost?dt y
S(a) = [y sent?dt (cf. [AS]).

Por ser ¢ simplemente periédica de periodo 27, i.e. ¢(z,y+27) = ¢(x,y),
V(z,y) € R? sucede que ¢ induce una inmersién de C* en C? via la apli-
cacion exponencial e : C' — C* que puede extenderse sin problema reg-
ularmente a 0. Puesto que es claro que la métrica inducida es la euclidea
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(recuérdese que €**|dz|* es la métrica inducida por ¢ sobre C') hemos obtenido
una inmersion lagrangiana con forma de Maslov conforme

O (C,|dz2]) — C?

dada por
O(z,y) = (C(x), S(x), Cly), S(y)) -

® viene descrita como producto de un par de curvas del tipo 8(s) = (C(s), S(s)),
cuya curvatura es facil comprobar que verifica k(s) = 2s; una curva con tal
propiedad se denomina clotoide o espiral de Cornu (cf. [St]), la cual aparece
en la teoria de la difraccion.

Asi pues, podemos describir & como el producto de dos “espirales de
Cornu” y es sencillo también verificar que es un embebimiento.

Este ultimo estudio nos permite clasificar las inmersiones lagrangianas
con forma de Maslov conforme de superficies llanas en C?. Usando la
proposicion 8 de §2.3, el teorema 4 de §2.3, el corolario 3 y la proposicién 12(iv),
concluimos el siguiente resultado.

Teorema 7 Una inmersion lagrangiana con forma de Maslov conforme de
una superficie orientable llana en C? es localmente congruente a ¢y, para
algin o € [0, 7], 0 a la “inmersion de Cornu” ®, o a un plano.



66

Capitulo 4. Superficies lagrangianas en C?



Chapter 5

Superficies lagrangianas con
forma de Maslov conforme en
el plano proyectivo complejo.

De la proposicion 5 de §1.1 se sigue que una superficie lagrangiana compacta
con forma de Maslov conforme en C'P? es de género menor o igual que uno
o minimal. Clasificadas en §3.2 las esferas con forma de Maslov conforme en
CP? (corolario 2), procedemos en este capitulo a clasificar todos los toros
(no minimales) con forma de Maslov conforme en el plano proyectivo com-
plejo, y en cuanto al caso minimal, aportamos una nueva familia de toros
minimales lagrangianos caracterizados por su invariabilidad por un grupo
uniparamétrico de isometrias holomorfas de C'P2.

5.1 Superficies lagrangianas minimales en el
plano proyectivo complejo.
El siguiente resultado, debido a Yau [Y] y Naitoh-Takeuchi [NT], es el més

importante conocido acerca de superficies lagrangianas minimales compactas
en C'P?, pues caracteriza los dos tinicos ejemplos hasta ahora conocidos.

Sea ¢ : ¥ — CP? una inmersién lagrangiana minimal de una
superficie compacta orientable.

67
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a) Si X tiene género cero, entonces X es totalmente geodésica y
es la inmersién estdndar de S*(1) en CP2.

b) Si el género de ¥ es no nulo y la curvatura de Gauss de X
es no negativa o no positiva, entonces necesariamente > es
llana y ¢ es el toro de Clifford generalizado.

Nota 13 El toro de Clifford generalizado es el cociente por la fibraciéon de
Hopf del siguiente embebimiento isométrico:

SH1/V3) x SY(1/v/3) x SY(1/v/3) < S°(1) c C°.

En esta memoria vamos a construir una nueva familia de toros minimales
lagrangianos cuya caracterizacion requiere la siguiente definicion.

Definicién 7 Sea ¢ : ¥ — CP? una inmersion de una superficie X en
CP? y G = {F;/t € R} un grupo uniparamétrico de isometrias holomorfas
de CP?. Se dice que ¢ es invariante por G, o abreviadamente G-invariante, si
para cada punto p € ¥ existe un nimero real positivo € > 0 tal que Fy(¢(p)) C
¢(X) para t € (—e,€).

Para una inmersién minimal lagrangiana ¢ : ¥ — CP? se tiene, por
supuesto, que la diferencial cibica ©(z) = f(z)dz® asociada a ¢ (véase
definicién 4 en §1.1) es holomorfa; en una coordenada local isoterma z = z+iy
donde la métrica inducida g se escriba como g = e**|dz|?, a partir de (1.4) y
utilizando la ecuacién de Gauss de ¢ (1.5), se tiene:

[f? = e™o|* = 2¢™(1 - K),

donde o es la segunda forma fundamental de la superficie y K su curvatura
de Gauss. Por tanto, © se anula en este caso justamente en los ceros de o.
Tales puntos los llamaremos puntos geodésicos de ahora en adelante. Para
una inmersién lagrangiana minimal sucede que el campo X asociado (véase
(1.12) y (2.2)) es idénticamente nulo.

Comenzamos probando que las superficies lagrangianas minimales (no
totalmente geodésicas) G-invariantes poseen un comportamiento local com-
pletamente similar a las superficies lagrangianas (no minimales) con forma
de Maslov conforme en el sentido que recogia la proposicién 8 de §2.3.
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Proposicién 13 Sea ¢ : ¥ — CP? una inmersion lagrangiana minimal
(no totalmente geodésica) de una superficie orientable ¥ invariante por un
grupo uniparamétrico de isometrias holomorfas de CP%. Entonces, alrededor
de cada punto, erxiste una parametrizacion conforme de X, (U, z = x + iy),
y un numero real o € [0,27[ tales que la métrica inducida g sobre 2 y la
diferencial ciibica holomorfa © asociada a ¢ vienen dadas por g = e**®)|dz|?
y O(2) = V2edz® respectivamente, donde u = u(z) es una solucién de la
ecuacion diferencial ordinaria

(5.1) u’ 4 e — et =0,
En particular, ¢ no tiene puntos geodésicos.

Demostracion: Sea Y el campo de Killing sobre C'P? asociado al grupo
uniparamétrico de isometrias holomorfas {F;} por el que ¢ es invariante.
Entonces, para cualquier punto p € X, si 7,2 denota el plano tangente de
Sen p, Vo) = LoF(d(p) € ¢.(T,X), ya que Fy(¢(p)) es una curva en
¢(X). Por tanto, Y induce un campo X sobre ¥, que sigue siendo de Killing
respecto a la métrica inducida, y que esta ¢-relacionado con Y, esto es,
¢.(Xp) = Yy). Si {@i} es el grupo uniparamétrico local de isometrias de
(3, g) asociado al campo X, se verifica que

(5.2) 0 C=C,

donde C' es la forma trilineal definida en (1.1).

Por otro lado, ¢g* = |o|*/3g es una métrica sobre ¥ cuyos puntos de rami-
ficacién son los puntos geodésicos de ¢. Por tanto, ¢* es una métrica regular
sobre ¥’ = {p € ¥ /0, # 0}. En [Y] se prueba que

(5.3) Aloglo|'? = K,

donde A es el laplaciano de la métrica g. Por tanto, (X', g*) es una superficie
llana.

Hacemos notar que si @ es la funcién sobre ¥ definida por @& = — log |o|'/3,
usando (5.3) y la ecuacién de Gauss de ¢, K = 1 — |o|*/2, resulta que @
satisface la ecuacién de Toda afin ([BPW])

_ €f4u

(5.4) NG+ e — 5 = 0,

donde A* es el laplaciano de la métrica g*.
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Una consecuencia de (5.2) es que |o|? es constante a lo largo de las curvas
integrales del campo X y por consiguiente X (|o|?) = 0. Esto implica que X
es también un campo de Killing sobre (X', g*) puesto que ¢g* = |o|*3g en ¥'.

A continuacién vamos a comprobar que {p € ¥/ X, # 0} = ¥'. En
primer lugar, si p es un punto geodésico de ¢, de (5.2) se sigue ¢;(p), |t| < €,
son también puntos geodésicos y puesto que éstos son aislados obtenemos
que ¢¢(p) = p, lo que implica que X, = 0. Reciprocamente, si X, =0y p
no es un punto geodésico entonces ¢;(p) = p, para t en un cierto intervalo.
Usando esto en (5.2) no es dificil probar que (dy;), = Id. Luego ¢, = Id y
entonces F; o ¢ = ¢ en un entorno W de p. Esto supone que ¢ es totalmente
geodésica sobre W, lo que contradice las hipdtesis de la proposicion.

Ya que se ha probado que X no tiene ceros en X', por los argumentos
usuales puede probarse que para cada punto p € ¥’ existe una coordenada
local compleja (U, z = z+1iy), U C ¥, alrededor de p tal que X = 0/0y. Asi,
de (5.2) obtenemos que la funcién holomorfa f(z) que define la diferencial
cubica O asociada a ¢ es constante sobre las curvas x =constante y entonces
es constante sobre U. Luego existen ntumeros reales pu, «, pu > 0, tal que
O(z) = pe™dz®. Pero ahora, de la expresién de |f|?, se sigue que p?/3 =
e*|o|*3 y puesto que X = /0y y X(|o|?) = 0, tenemos que u(z) = u(z).
También obtenemos que g* = p?/3|dz|?, lo que implica que g*(X, X) = u?3 y
por tanto concluimos que ¢g*(X, X) es una funcién constante sobre ¥’ puesto
que ¥’ es una superficie conexa. Al normalizar tomamos ¢*(X, X) = v/2.
Entonces ¢* = v/2|dz|?, u = @+(1/6)log 2 y de (5.4) concluimos que u = u(x)
verifica la e.d.o. (5.1). Observamos también que la diferencial ctibica © se
escribe ahora como ©(z) = v/2¢'*dz%, con o € [0, 27, y hacemos notar que
X es un campo paralelo sobre (3, g*) puesto que se trata de un campo de
Killing de norma constante sobre una superficie llana.

Para finalizar la demostracién, tinicamente resta verificar que X' = X.
Para ello, si p es un punto geodésico entonces X, = 0. Sea entonces 7 :
[0,e[— X una curva tal que 7(0) = p y tal que 7)o, es una geodésica
de (X', g*) con g*(v,7) = v/2. Si h : (0,e) — R es la funcién dada
por h(t) = a(y(t)) + (1/6)log 2, entonces lim;_,o h(t) = co. Puesto que X es
paralelo en (X', g*) v X0y = 0, se tiene que ¢* (X, ), ¥'(t)) = 0. Asi podemos
comprobar ficilmente que h”(t) = v/2(A*@)(y(t)). De (5.4) se sigue ahora
que h(t) cumple la e.d.o. (5.1). Pero las soluciones de esta ecuacién estan
acotadas puesto que son periédicas (véase lema 3), lo que contradice el hecho
que limy_, h(t) = oco. Por consiguiente, no hay puntos geodésicos en ¥, lo
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cual concluye la demostracién.

A la vista del resultado de la proposicién 13, el paso siguiente en el es-
tudio de una inmersién lagrangiana ¢ minimal (no totalmente geodésica)
G-invariante en C'P? consiste en analizar las ecuaciones de Frenet del lev-
antamiento local ¥ de ¢ via la fibracién de Hopf II (véase proposicién 7 en
§1.2). Dado que ¢ es minimal, también lo es v, por lo que las ecuaciones de
Frenet de ¢ se obtienen de (1.10) considerando ahora h = 0y f = /2
(proposicién 13), es decir:

2€ia€—2u
¢zz = ull/)z + \/—QJ%DZ’

62u
(55> 77sz = _7¢7
2 —ia ,—2u
Yoz = Ws + *fegerz,

Sucede entonces que las condiciones de integrabilidad de de (5.5) son también
equivalentes a que la funcién u = u(x) que determina la métrica inducida
satisfaga la ecuacién (5.1). Resumimos en el siguiente resultado este ultimo
razonamiento, que es la versién del teorema 4 de §2.3 en este contexto.

Teorema 8 Sea u : R — R wuna solucion de (5.1) y o € R. Dadas
condiciones iniciales ¥ (20) , V. (20) , ¥z (20), compatibles con las condiciones
Y =1, Yz = 1., al integrar las ecuaciones de Frenet (5.5) y proyectar sobre
CP? via la fibracion de Hopf 11, se obtiene una familia uniparamétrica de in-
mersiones lagrangianas minimales invariantes por un grupo uniparameétrico
de isometrias holomorfas de C'P?,

Gua =10ty q 1 (R, e|dz?) — CP?,
tal que ©(z) = /2e'*dz® es la diferencial cibica holomorfa asociada a ¢, ..

Demostracion: Solamente necesitamos demostrar que ¢, , es invariante por
un grupo uniparamétrico de isometrias holomorfas de C'P2. De hecho, es
claro que ¢;(z,y) = (x,y + t) son isometrias de (R?,e*|dz|?). Por tanto, si
Yuo: U C R? — S5(1) es el levantamiento horizontal local de ¢, a S*(1),
usando (5.5) se sigue que ¢, 4 © ¢; ¥ ¥y, verifican las mismas ecuaciones de
Frenet y por tanto existe una isometria Fy de S°(1) tal que FyoJ = Jo F}
V Fi o ya = Yy o . De este modo, via II, {F, /t € R} se proyecta en
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un grupo uniparamétrico de isometrias holomorfas de C'P?, y de la propia
construccion de Fy se desprende que ¢, o es invariante por él.

5.2 Integracién de las ecuaciones.

El estudio realizado en la seccién anterior pone de manifiesto que pueden
estudiarse simultdaneamente —en lo referente a comportamiento local— las
superficies lagrangianas no minimales con forma de Maslov conforme y las
superficies lagrangianas minimales (no totalmente geodésicas) G-invariantes
del plano proyectivo complejo.

Para determinar todos los toros lagrangianos de las anteriores familias,
el siguiente resultado establece el camino a seguir para conseguir tal clasifi-
cacion.

Proposicion 14 Para clasificar todas las inmersiones lagrangianas de un
toro no minimal con forma de Maslov conforme o de un toro minimal (no
totalmente geodésico) invariante por un grupo uniparamétrico de isometrias
holomorfas en CP?, es suficiente determinar qué inmersiones wia : R2 —
S5(1) € C3, A >0, dadas en el teorema 4 de §2.3 si X\ > 0 y en el teorema 8
si A =0, asociadas a soluciones u = u(x) del problema de valores iniciales

)\2€4u _ 26—4u

5 =0,A>0, a=e9 4/(0)=0,

(5.6)  u’+e*+

hacen que gbﬁa =Tmo 1&1’)& : R* — C'P?, A\ > 0, sea doblemente periddica.

Demostracion: Sea ¢ : M — C'P? una inmersién lagrangiana con forma de
Maslov conforme de un toro M en C'P?.

Notemos por (E : C — CP? el correspondiente levantamiento de ¢ al
recubridor universal de M. Entonces es claro que gg es de nuevo una inmersion
lagrangiana y con forma de Maslov conforme, que sera doblemente periédica
respecto algin reticulo de C' = R?.

Sean © y X la diferencial cubica holomorfa y el campo vectorial holo-
morfo asociados a gg (véase §1.1). Si z = = + iy es la coordenada usual de
C, al expresar © y X en este sistema de coordenadas, resulta que las fun-
ciones que los definen son funciones enteras, i.e. holomorfas sobre C' (véase
proposicién 4 en §1.1), que estan acotadas por proyectarse en una superficie
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compacta. Consecuentemente han de ser constantes. Resumiendo, podemos
escribir ©(2) = pe®(dz)3 y x(2) = 0e70., p, 0 >0, B3, 9 € R.

Analicemos la posible nulidad de © y X. Si o = 0, ¢ es una inmersion
minimal a partir de (2.2) y por tanto también ¢ lo sera. Y si p = 0, denotando
por K y H la curvatura de Gauss y la curvatura media de QNS, usando (1.4)
junto con la ecuacién de Gauss de ¢ resulta que K = 1+ |H|?*/2. Por
tanto, K = 1+ |H|?/2, donde K y H representan la curvatura de Gauss y
la curvatura media de ¢. Aplicando entonces el Teorema de Gauss-Bonnet
se llega a una contradicciéon. Por consiguiente podemos asegurar que p > 0
y que g > 0, siendo ¢ = 0 cuando ¢ es minimal.

Si cambiamos ahora la coordenada empleada en C escogiendo w = w(z) =
271/6p1/3¢=1 2 normalizamos © y X' (renombrando w como z) reescribiendo

O(z) = V2e(dz)® v x(2) =\, A > 0.

De esta forma, para clasificar todas las inmersiones lagrangianas de un
toro no minimal con forma de Maslov conforme @ en CP?, necesitamos
conocer qué inmersiones de las dadas en el teorema 4 de §2.3 para n = 0 aso-
ciadas a soluciones de la ecuacién diferencial de (5.6) con A > 0 (con la tinica
salvedad que con la normalizacién escogida, ahora se tiene que |h|? = A\ > 0
en lugar de |h|> = 1) son doblemente periddicas, mientras que para clasi-
ficar las inmersiones lagrangianas minimales G-invariantes hemos de hacer lo
propio con las dadas en el teorema 8 asociadas a soluciones de la ecuacion
diferencial de (5.6) con A = 0.

Finalmente, puesto que las soluciones de la ecuacién (5.6) son siem-
pre periddicas (véase el lema que sigue a esta proposicién) podemos, sin
pérdida de generalidad, restringirnos a considerar sélo aquellas soluciones de
la ecuacién diferencial de (5.6) que satisfagan la condicién inicial «/(0) = 0.

El primer paso a realizar consiste en estudiar las soluciones del problema
de valores iniciales (5.6). En el Apéndice de esta memoria se procede a la
integracion explicita de éste en términos de las llamadas funciones elipticas
de Jacobi. Sin perjuicio de ello, recogemos en el siguiente resultado aquellas
propiedades de las mismas ttiles para nuestro proposito.

Lema 3 Sea u = u(z,a) = uy(z,a), X\ > 0, la solucion del problema de
valores iniciales (5.6). Entonces:

(i) Siag = ag(N) es la tinica solucién positiva de la ecuacion N*a*+2a> —2 =
0, entonces u(x,ag) = 1/2log ag es la inica solucion constante de (5.6).
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(ii) Eziste T > 0, dependiendo de \ y de la condicion inicial a, verificando :

u(z +27) = u(z), (T —z) =u(T + z), Vo € R.

(iii) w es una funcion par, i.e., u(—z) = u(x), Y € R.
(iv) W(z) =0 zx=nT,neZ
(v) Sia=e*T) entonces u(z,a) = u(x + T, a).
(vi) Sia > ag, se cumple:
a<e®® < g VreR,

ddndose la primera igualdad (resp. la sequnda) si y sdlo si x = (2k +
VT, ke Z (resp. x =2kT, k€ Z).

(vii) Se verifica la siguiente convergencia puntual:

ux(z,a) = up(z,a), si A =0,V € R.

Demostracion: Constltese en el Apéndice la proposicién 15, apartados (b) y
(c) y el corolario 10, junto con (A.7) y (A.9) para (iii).

Nota 14 En el Apéndice (nota 20) se prueba igualmente que e?“©) > qq <
e?T) < gy. Teniendo en cuenta el apartado (v) del anterior lema, podemos
limitarnos a considerar aquellas soluciones de (5.6) con condicién inicial a =
e2400) > g,

Esta situacion es completamente similar a lo que ocurria para las solu-
ciones de la ecuacién (3.1) en el caso ¢ = —4 y a < 4 (véase nota 5 en §3.1) y
para las soluciones de la ecuacién senh-Gordon (4.1) (véase nota 10 en §4.1).

El conjunto de soluciones de (5.6) a considerar puede pues, para cada
A > 0, parametrizarse en el intervalo [ag()), +00], correspondiendo ag(A) con
la tnica solucién constante de (5.6).

El siguiente paso consiste en proceder a la integracién de las ecuaciones de
Frenet de los levantamientos ¢, , a S°(1) de las inmersiones ¢, ,, A > 0, las

U,

cuales —tras el lema 3— renombraremos como ., y ¢, respectivamente.
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A partir de (2.13) y (5.5), utilizando coordenadas cartesianas y denotando
simplemente por ¢ a wéa por comodidad en la notacion, éstas vienen dadas
por

2 -2
wmc — u/wm 4 3)e “Jr\/izcosae “wa_

\/Qsenae J’@Z}y — 2 ¢

(57) ¢xy — u’wy o \/isenae wa ,\62u,\/§2605a672u wa

e2v— cosae”
Vyy = —u'hy + A ﬂ M)x

_|_\@senae’2“ Jwy _ €2u¢.

A la hora de determinar el espacio paramétrico de las inmersiones wa s A >0,
para éstas sigue siendo vélida la observacion realizada en la nota 3 en §2.3
acerca de la suficiencia de considerar « € [0, 7] puesto que ¢a or—alTyY) Y

2 (z, —y) verifican las mismas ecuaciones de Frenet. Por tanto, existe una
1sometr1aF de S5(1) tal que FoJ = JoF'y (Fowa o o) (@ y) = V) (2, —y).

a,a
De este modo, F' se proyecta en una isometria F de CP? via la fibracién de
Hopf y resulta que gzﬁé’%w y gzﬁgl\’a son inmersiones congruentes mediante F'.

Asi pues, de lo anterior junto con la nota 14, se sigue que el conjunto de
inmersiones lagrangianas gb,’)’ = Il o) o A 2 0, puede parametrizarse en el
siguiente subconjunto de R?: [ag(\), +00[x[0, 7], con A > 0.

Pero en el caso minimal (A = 0), este subconjunto puede reducirse osten-
siblemente. En concreto, por un lado ¢3 . (z,y) y ¥ ,(—z,¥), a € [0,7],
satisfacen las mismas ecuaciones de Frenet, por lo que siguiendo un ra-
zonamiento semejante al de més arriba, es suﬁciente —si A = 0— tomar
a € [0,7/2]. Por otro lado, para la solucién constante a(0) = 1, de forma
andloga se concluye que las inmersiones ¢(1),a y ¢?700Ra /3 (Ra/3 s una rotacién
en R? de 4angulo a/3 que por supuesto es una isometria de (R?,|dz|?)) son
inmersiones congruentes, que corresponden al toro de Clifford generalizado
(nota 13) y que posteriormente obtendremos explicitamente. De lo anterior
se concluye que podemos pues considerar:

'™ = [ag(N), +oo[x[0, 7], A > 0,

I = {(1,0)} U (J1, +oo[x[0,7/2]) .
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Como consecuencia de la proposicién 13 y el teorema 8, junto con el
anterior razonamiento, podemos concluir el siguiente resultado.

Corolario 6 Sea ¢ : (X,9) — CP? una inmersién lagrangiana minimal
de una superficie completa y orientable. Si ¢ es invariante por un grupo
uniparamétrico de isometrias holomorfas de C P2, entonces o ¢ es totalmente
geodésica o el recubridor universal de ¢ es congruente a ¢° ,, con (a,a) € T°.

a,o?

Procedemos a continuacion a obtener explicitamente las inmersiones w(i,a
con (a,a) € T*, A > 0, mediante la completa integracién de las ecuaciones
de Frenet (5.7), proceso éste clave en el desarrollo de este capitulo pues es la
llave para posteriormente estudiar la doble periodicidad de estas inmersiones
para obtener de ese modo todos los toros lagrangianos con forma de Maslov
conforme en el plano proyectivo complejo.

Estamos representando simplemente por ¢ a wj,a cuando no haya lugar
a confusién y escribimos u en lugar de u) en las mismas circunstancias para
simplificar la notacion.

Multiplicando (5.6) por 2u’ e integrando, se obtiene la llamada ecuacién
de energia de u, que viene dada por

)\2€4u —4u

e
=A
4+2 ’

(5.8) u'? 4 e 4

donde A es una constante que se determina a partir de las condiciones ini-
ciales. En este caso, se tiene:

Na? 1
De (5.7) y (5.8), se obtiene:
sen o
(5.10) (Yyy + L)y = — 7Y
donde \
(5.11) L=4- 251

V2

L es una constante que depende de A\, a y «; estudiando L como funcién de
A > 0 a partir de (5.11) y (5.9) es fécil deducir que siempre L es positivo
para (a,a) € TA, X\ > 0.
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Derivando respecto a y en (5.10), se llega a que ¥ (—,y) satisface la si-
guiente ecuacién diferencial lineal

0% oMY , 0% sen’«
e

12

¥ =0.

Procede entonces obtener informacion sobre las raices de la ecuacién carac-
terfstica de (5.12), i.e. m® + 2Lm* + L*m? + (sen’)/2 = 0; teniendo en
mente el cambio m? = r, recogemos ésta en el lema siguiente.

Lema 4 El polinomio cibico P(r) = r*+2Lr?+ L*r+(sen? o) /2, con (a, ) €
[ X\ >0, posee tres raices reales no positivas —r; = —rj(\,a, ), j = 1,2, 3,
verificando:

(a) L <ry <4L/3, ddndose la primera igualdad (resp. la sequnda) si y sdlo
sia=0,7 (resp. a =ag ya = ag :=cos (Aa2/v/2) = cos™t /1 —a}).

(b) L —a <ry <L, siendo a el unico nimero real positivo tal que A(a) =
A(a), a < a (véase (5.9)), dandose la primera igualdad (resp. la se-
gunda) si y sélo si cosa = \a?//2 (resp. a =0,7).

(¢) 0 <r3<L—a, dindose la primera igualdad (resp. la sequnda) si y sélo
sia=0,7 (resp. M\a®> < V2 ycosa = Aa?/V/2).

(d) r3 < L/3 < 1y, ddndose cualquiera de las dos igualdades si y solo si

a=ayya=a:=cos (AaZ/Vv2) =cos™!/1—aj.
(€) VI = ra+ /s

Demostracion del lema: Los cuatro primeros apartados se deducen a partir
de las siguientes desigualdades:

2
P(0) = P(-L) = SeI;O‘_o,
~9 2
Pla—L) = —<CT/S’§O‘—A§> <0,
cosa  Aa?)>
R R
)

4L3 2
P(=L[3) = P(-4Lf3) = ——+== <0,
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obteniéndose la tltima desigualdad estudiando —4L?/27+sen? a/2 en primer
lugar como funcién de a > aq y posteriormente, con a = ag, como funciéon de
a € [0, 7|, concluyéndose ademds que se da la igualdad si y sélo si a = ag y
cosa = \a2/v2 = /1 —a}.

El ultimo apartado se obtiene a partir de la relacion de las tres raices rq,
r9 y 13 con los coeficientes del polinomio, esto es:

riTers = sen® /2,

2

179 + 1173 + rory = L s
T1+T2+T3 ZQL,

de donde resulta facilmente ry — L = \/ro\/r3, L — 19 = \/r1\/T3y L —13 =
V/T1y/T2, y de ahi se concluye (e).

Resolviendo entonces (5.12) en primer lugar cuando las tres raices carac-
teristicas son distintas, esto es, @ # 0, & # 7wy (a,a) # (ag, ap) (lema 4),
resulta:

(5.13) U(z,y) = ;{COS(\/T_yy)Cj () +sen(y/759) D; ()},

para ciertas curvas Cj(z), D;(x), j =1,2,3 en C°.

Puesto que ahora —r; < —L < —ry (lema 4), usando (5.10) en (5.13) no
es complicado obtener que D; = JC vy D; = —JC;, i = 2, 3. Asi conseguimos
la siguiente expresion para la inmersion v en esta situacién:

(5.14)  Pla,y) = cos(y/ry)Ci(x) + sen(y/riy) JCi (w)
+ Z;{COS(\/E?J)@(@ —sen(y/ry)JCi(x)}.

Perosi a =00 a=m, (5.10) se reduce a v, + L), = 0, de donde

mox(2,y) = cos(VLy)Bi(x) + sen(VLy)Ba(x) + Ba(),

para ciertas curvas f3;(z) en C?, j = 1,2,3. Por tanto, la expresién de ¢
en (5.14) también es valida para los casos @« = 0 y @ = 7 considerando
Bi(z) = Ci(x) + Ca(x), Ba(x) = JC\(x) — JCo() ¥y Bs(x) = C3(x), ya que

del lema 4 en estos casos 11 =19 =L y r3 = 0.

Distinguimos a partir de aqui tres situaciones bien diferenciadas por las
técnicas que van a seguirse para completar la obtencién explicita de la in-
mersién ¢ = ) v que vienen motivados por la distribucién de las raices
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caracteristicas estudiadas en el lema 4. Asi, dividiremos nuestro estudio en
los tres siguientes casos:

(i) caso constante: A > 0y a = ag(N),
(ii) caso minimal: A=0y a > a(0) =1,

(iii) caso no minimal: A > 0y a > ag(A).

Caso constante: A > 0y a = ag(A). Por el lema 3(i) se tiene que fijado
A > 0, la condicién inicial correspondiente a la solucién constante de (5.6),
ap = ap(A) es la unica solucién positiva de la ecuacién

a2 = V2,/1 —d},

por lo que es claro que también A queda determinado conociendo ag. En
otras palabras, la familia de inmersiones asociada a la solucién constante de
(5.6) es dos-paramétrica y por tanto la representaremos sencillamente por
Vao.a-

Es sencillo verificar que ag(0) = 1y ag(+00) = 0. Luego podemos consi-
derar ay €]0, 1] mientras que a € [0,7]. Recuérdese que en el caso minimal
A =0, que se corresponde ahora con ayg = 1, habiamos concluido anterior-
mente la no existencia de familia paramétrica en «, hecho que posteriormente
pondremos claramente de manifiesto.

En este caso, utilizando (5.11), se tiene:

ad+2—2y/1—adcosa
(5.15) L = L(ap,0) = — 0 :

2
2a4

En particular, obsérvese que L(1,«) = 3/2, Va € [0, 7).

En cuanto a las raices caracteristiacas (lema 4), ademds de los casos
ya comentados de multiplicidad (« = 0 = r; = ry = L(ag,0), r3 = 0;
a=m =1r; =ry= L(ay,m), r3 = 0) aparece ahora, para cada ay €]0, 1], un
tercero que sucede justamente cuando o = = cos ' /1 — af, (g = 7/2
si ap = 1) en el que las raices toman los valores r; = 2ag, ro = r3 = ag/2,
puesto que de (5.15) se sigue que L(ag, ) = 3ap/2. Fuera de este caso
singular, la distibucion de las raices caracteristicas es la siguiente:

4L L
(516) ?>T12LZT2>L—6L0>T320,T2>§>T3,
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correspondiendo los casos de igualdad a los casos a =0y a = 7.

Fijado entonces ay €]0, 1], supongamos en primer lugar que a # «p. En
tal caso, utilizando en (5.14) que ¥ es una inmersién horizontal y conforme,
no es complicado concluir que

a0+Tj—L

G IG@P =g

<Ck7Cl> = <Ck'7 JCl> = 07
gk, 1 =1,2,3, k # 1. Obsérvese que puesto que a # «y, ni los numeradores ni
los denominadores que aparecen en (5.17) se anulan por (5.16). Sin embargo,
cuando o = «p, aparecen indeterminaciones del tipo 0/0 para |C;(x)|?,
2,3

Pero ademés, llevando (5.14) a las ecuaciones de Frenet (5.7) para este
caso, y teniendo en cuenta (5.17), no es dificil comprobar que las curvas
Cj(x), j = 1,2, 3, verifican las siguientes e.d.os.

7 =

\/1—ag —cosa
5.18 Cl(z) = 0 JC, i =1,2,3
( ) ](I) \/§(a0+7“j —L) ](‘T)J J [t ]

cuya integracion conduce a

\llfasfcosa
CL(]‘i"f’j — L 0

5.19 Cj(x) = VoD 7§ =1,2,3
( ) ]('I) 37/.] o L € y J ) Sy
en el plano complejo II; = gen{e; = C;(0)/|C;(0)], Je;}, j = 1,2,3. Lle-
vando (5.19) a (5.14) completamos la obtencién explicita de las inmersiones

Vg0 CON O F Q.
Si llamamos

fi = fi(ao, @) wtr— L G; = Gj(ag, @) vl—a%—cosoz
i = Jilag, = i = j ) = )
7= 1o 3r;—L O 0 T V2(ag+7; — L)

j = 1,2,3, nétese que f; — 1/v/3 y G; — 0 si @ — g, mientras que
para f;, G, i = 2,3, aparecen indeterminaciones del tipo 0/0 dificiles de
solventar debido a que esta indeterminacién se mantiene incluso aplicando
reiteradamente la regla de L’Hopital. Por todo ello, procedemos a la inte-
gracion por separado del caso singular a = g, aunque no cabe duda que
la inmersion g, o, que vamos a obtener es limite de las ya integradas 14, o
cuando a — ayp.
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Caso que a = ayp, dos de las raices de la ecuacién caracteristica de (5.12)
se repiten. Como comentamos anteriormente, en este caso:

mr = 4L((10, CV())/?) = 2@0, g = T3 = L((lo, Oé[))/?) = L(CL(), Oz()) — Qg = a0/2.

O sea, el polinomio P(r) se escribe ahora como (r + 2ag)(r + ag/2)?. Luego,
Y = 1Py, 0, tendria la siguiente forma:

U(z,y) = cos(v2aoy)n(z) + sen(v2aoy)Jvi(z) +
(5.20) + cos(v2ay/2)v2(z) — sen(v/2agy/2)J vz ()
+ y(cos(v/2a0y/2)73(x) — sen(v2any/2) Jy(x))
para ciertas curvas v;(z), j = 1,2,3, en C®.

Pero en este caso, sen g = agy/ag y Ae* — v/2 cos ape 2" = 0, por lo que
las ecuaciones de Frenet (5.7) de ¢ = 14, 4, Se reducen a:

2v/2,/1 — a} V2ag
a—oj¢x_ 9 J%—ao@b,

rxr

(5.21) Vg = —\/?J%,
¢yy = \/ZTOJ@Z)y_GOT/)-

De (5.20) se sigue que:
U(@,0) = () + (),
U@0) = V() - Yo Jru(a) + (e).
Uyy(2,0) = —v2a0Im(z) — (2) — V2a073(2).

Qg

2

Manipulando las anteriores ecuaciones y utilizando (5.21), es facil obtener:

1 1 /2
W@ = w0 - 5 o),

(5:2) W) = 00+ 5y 2 e0)
(z) = 0,
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por lo que (5.20) se reduce a:

(5.23) b(x,y) = cos(v2ay)mi(x) + sen(v2a0y) Ty (z) +

Vi V20 ) ),

+ cos(YE"0) () — sen(

expresion también acorde (al igual que lo sucedido en los otros dos casos de
multiplicidad de raices, « = 0 y a = ), con (5.14) considerando v (z) =

Ci(x) y 12(x) = Cofx) + Cs(x).

De (5.22), utilizando que # es horizontal y conforme, se concluye:

, (M1,72) = (M1, Jy2) = 0.

W\N>

621) @ =3 @ =

Igualmente, a partir de (5.22) y (5.21), se llega a:

(5.25) V=0, A — 2f”1_a° gl
. 11— 2

772_0

La primera de las anteriores ecuaciones nos dice que v;(z) = v (0), Vx € R;
de la segunda, deducimos que

iv 8 — 5@ 9@
(5.26) 1) 4 T 0, = 0,
ag 2

Resolviendo esta ecuacién lineal y teniendo en cuenta que la solucion de ésta
también ha de verificar la segunda ecuacion de (5.25), es facil conseguir que

(5.27) Y2(z) = cos(éx)v — sen(&x)Jv + cos(nz)w + sen(nz)Jw,

donde &i, —&i, mi, —ni (0 < & < np, & =n = \/ﬁ < ap = 1) son las
raices de la ecuacion caracteritica de (5.26), v = (772(0) + J75(0))/(n+ &) v
w = 72(0) —v. Es fécil comprobar que (v, w) = (v, Jw) = 0 a partir de (5.24)
y (5.22). Finalmente, llevando (5.27) a (5.23), teniendo en cuenta (5.24), se
obtiene la expresion explicita de 14, q,, que viene dada, en el sistema de
referencia {71(0)/]71(0)|,v/|v|, w/|w|}, mediante:

Vag,a0 (T, Y) =
_ 1 [ ivEasy VP30 ieay V) /224300 i(na— Y20
V3 Tt RS )



5.2. Integracioén de las ecuaciones 83

donde n > ¢ > 0 son las soluciones de né = 3ag/2, n* + &2 = (8 — 5a3) /al.
Dicho de otro modo, con este procedimiento hemos encontrado los ver-
daderos valores de las indeterminaciones que nos aparecian al calcular el
limite de f; v G;, i = 2,3, cuando o — «ay.
En el caso minimal, A = 0 < a9 = 1, las féormulas de Cardano permiten
conocer explicitamente de una manera sencilla las raices caracteristicas; conc-
retamente:

o+ T o O+ 27

r;y = 2sen

«
2
, T3 = 2sen” —.

, Ty = 2sen 3

Ademss, fi(l,a) = 1/V/3, j = 1,2
Go(1,a) = v/2cos((a + 27)/3), Gs(1,

lo que resulta:

,a) = —2cos((a + 7)/3),

.3, Gi(1
a) = V2cos(a/3), Va € [0,7/2], por

%,a(l’, Z/) =

e \/257 [(v3sen & g—cos g 2)z+(v/3 cos S +sen %)y]’

a\H
S

e 2 S (V3sen $-+cos &)x+(—V/3cos & +sen %)y]7
e\/ﬁz[(cos )z —(sen 5)9}) ,

expresion que pone de manifiesto, tal y como habiamos anunciado anteri-
ormente, la no existencia de familia paramétrica propiamente dicha en este
caso, debido a que es facil comprobar que las inmersiones 11 o, ¥ Y10 © Ra/3
(con R,/3 la rotacién en R? de dngulo a/3) coinciden.

Resumimos el resultado de la integraciéon en este caso en el siguiente
teorema.

Teorema 9 En apropiados sistemas de referencia de C3, las inmersiones
Vo = Yaga (B2 a0ld2?) — S°(1), a €]0,1], a € [0,7], asociadas
a la solucion constante de (5.6) (véase proposicion 14), vienen dadas, si

1

a # aq = cos /1 — a3, mediante:

wao a(.x’ y) e (f]. eZ(Glx—‘,-\/Ey)? f2€Z(G2I—\/7‘72y), f3el(G5w_\/7§y)) ’

ag—i—r] \/1—a0—cosa
—L V2(ag+r1; — L)’

con
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1 =1,2,3, siendo
ag+2—2y/1—ajcosa
- 2a3
y—r1 < —ry < =13 <0, r; =rj(ag, o), j = 1,2,3, las raices del polinomio

de tercer grado 3 + 2Lr? + L*r + (sen? ) /2.
1

Y si = qp:=cos !\/1— a3, entonces:

Vag,a0 (T, Y) =

_ 1 [ iv2agy V217300 _i(epq Y200,
= e e p)
V3 ot !

)

\/ 2§2+3a0 ei(nx— \/22a0 y)
N+ !

donde n > £ > 0 son las soluciones de né = 3ap/2, n* +&* = (8 — 5ad) /al.
En particular:

Vro(,y) =
(e\/fi(ﬂﬁx/gy), e T @HVBy) oVaia ) '

4

Caso minimal: A =0y a > 1. En este caso, L no depende de «, que
ahora varfa en [0,7/2], y se reduce a (véase (5.11) y lema 4(b)):

1 1
( ) “T o2 T T o2
En cuanto a la distribucion de raices caracteristicas, a partir del lema 4,
tenemos para «a € [0, 7/2]:

debiendo sefialar el caso particular o = 7/2, para el que r3 = 1/2a% 1y =
1/2&2 yr :G,‘i‘&

Asi, puesto que ¥ es una inmersion horizontal y conforme, es sencillo
concluir a partir de (5.14) que

eQu(m) + r. — A
(5.29) Ci@) = —=—— (G Ci) = (G, JC) = 0,
J
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Gkl =1,23 k1.

Por otro lado, llevando (5.14) a las ecuaciones de Frenet (5.7) y teniendo
en cuenta (5.29), es sencillo comprobar que las curvas Cj(z), j = 1,2,3,
verifican las siguientes e.d.os.

(5.30) (2@ 4 r; — A)Ci(x) = u' (2)e @ Cy(x) —

Surge la necesidad entonces, a partir de (5.30) y (5.29), de controlar los ceros
de las curvas C;, = 1,2, 3, problema que resolvemos en el siguiente lema.

Lema 5 Un ndmero real x es un cero de la funcidn e** +r; — A, j = 1,2,3,
(a,) €TV, siy sélo siobienj=2, a=mr/2, x=2k+1)T, k€ Z, o bien
j=3,a=n/2, v =2kT, k€ Z.

Ademdas, cuando o = /2 (consultese el Apéndice, §A.2, para la definicion
de las funciones elipticas de Jacobi sn, cn y dn),

@ p o — A = (a+a+1/2a)dn®(Kz/T),
2@ Ly — A = (a—a)en®(Kz/T),
2@ Ly — A = (a—a)sn*(Kz/T).

Demostracion del lema: Consecuencia del lema 4 es que e*®) + 1 — A es
una funcién positiva. Del lema 3(vi), se deduce que

a+r— A< pr—A<a+r,—Ai=23,

dédndose la primera igualdad (resp. la segunda igualdad) si y sélo si z =
2k + )T, k € Z (resp. * = 2kT, k € Z). Combinando con el lema 4 la
anterior desigualdad se prueba la primera parte del lema.

Para las expresiones dadas en el caso « = 7/2 es necesario acudir al
Apéndice, proposicién 15(b) y utilizar (A.2).

Ahora, del lema 5 se deduce que si o # 7/2, entonces C;(x) no tiene ceros
e integrando (5.30) se llega a

(5.31) Cj(x) = fi(a)e' ™™, j=1,2,3,

en el plano Complejo II; = gen{e; = C;(0)/|C;(0)], Je;}, siendo f;(z) =
Cj(x)| = () +r; — A)/(?ﬂ“j — A))2y Gj(z) = (cosa/V2) 5 ds/(A -
rj—e?s)) j =1,2,3. Sise consulta el Apéndice, proposicién 15(b) y (A.12),
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se aprecia que las funciones G(x), j = 1,2, 3, son diversas integrales elipticas
de tercera especie.

Llevando (5.31) a (5.14) se concluye la integracién para o # /2. Piénsese
que si @ = /2, entonces G;(z) = 0 (las integrales impropias que aparecen
sij=22€ (2Z4+1)Tyj=3,z € 2ZT, son convergentes) y podriamos
obtener expresiones explicitas para f;(z), j = 1,2, 3, utilizando el lema 5.

Si o = /2, utilizando la proposicién 15(b) del Apéndice junto con (A.2)
y (A.9), las ecuaciones (5.30) se reducen ahora a:

n(Ke/T)C}(r) = - (an(K/T))Cr(a),

(5.32) en(Kz/T)Co(z) = CZB(cn(K:z;/T))Cg(x),
sn(Kx/T)C4(x) = dcfv(sn(K:v/T))C’g(:v).

La integracion de (5.32) conduce a:

)
Ci(x) f1(0)dn(Kx/T),
Co(x) = fo(O)en(Kz/T),
Cy(z) = [3(T)sn(Kz/T),

en los planos complejos Iy = gen{e, = Cy(0)/|Ck(0)|, Jex}, &k = 1,2 y
I3 = gen{es = C3(T")/|C5(T)|, Jes}. Poniendo las anteriores expresiones en
(5.14) concluimos la integracién para el caso a = 7/2, que confirma que éste
puede verse como limite del caso general cuando av — 7 /2.

A titulo de resumen, concluimos este segundo caso con el siguiente teo-
rema.

Teorema 10 En apropiados sistemas de referencia de C3, las inmersiones

00 = taa (R, e™@]dz|?) — 55(1), (a, ) €]1,400[x[0,7/2], asociadas
a la solucion u(x,a) de (5.6) con X =0 (véase proposicion 14), vienen dadas
por:

Va,olT,y) = (fl (l‘)ei(Gl(xH‘/ﬁy) , Ja (x)ei(%(w)_\/@y) ) f3($)€i(G3(x)_\/Ey))

con

N|=

cosq (% ds
y GJ(:C) = \/§ 0 A_ r— o2u(s)’

62u($) + T’j — A
f](x) n ( ?)Tj — A >
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1 =1,2,3, siendo

1
A=a+ 53
y donde —ry < —1ry < —r3 <0, 7, = rj(a,a), j =1,2,3, son las raices del
polinomio de tercer grado r® + 2Ar* + A%r + (sen? a) /2.
En particular,

2a3 + 2a%a — 1 ) _
Va2, ) = W OO n(Va T ax)eVer,

4a3 + 6a%a — 1

~ A~

a2 en(Va + ax)e V% g a;alsn(\/a + dx)e_iﬂy/%)
a

a3 —

donde dn, cn y sn son las funciones elipticas de Jacobi elementales (véase
Apéndice, §A.2), y a y a son las raices de la ecuacion 2a*r® —x —a = 0.

Nota 15 Del lema 4 se sigue que si @« = 0 entonces ry = rp = Ay ry3 =
0, por lo que las inmersiones 1,0, @ > 1, son periédicas en la variable y;
concretamente:

wa,O <$’y + 3%) = w%o('xay)a V(az,y) € RQ'

En el otro extremo, las inmersiones 9, r /2, @ > 1, son periddicas en la variable
T; concretamente:

wa,ﬂ'/2($ + 4T7 y) = Qﬁa,7‘r/2(xa y)7 V(m,y) € RQa

siendo 7' el semiperfodo de la fucion ug(x) que es exactamente igual a K (p*)/va + a
con K(p?) la integral eliptica completa de primera especie de pardmetro
p? = (a —a)/(a+ a) (véase Apéndice, proposicién 15(b) y §A.1).
En cualquier caso, la inmersion ¢, ., (a, @) €)1, +00[x[0,7/2], es invari-
ante por el grupo uniparamétrico de isometrias holomorfas de C'P? inducido,

via II, por
{diag(eVTt em V2t =Wty [t € R},

Nota 16 Las inmersiones {¢q /2 /a > 1} van a constituir (véase §5.3.2.)
una deformacion mediante toros lagrangianos minimales no llanos del toro
de Clifford generalizado ¢ /2 (nota 13), que en este sistema de referencia
vendria dado como

V1 7po(,y) = \}3 <ei‘/§y,\/§cos(\/%x)e_?y,\/isen(\/%x)@— @y>
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Caso no minimal: A > 0y a > ag(\). En este caso, fijado A > 0
y elegido a > ag(A), utilizando la nota 14 y el lema 3(i) se verifica que
0 < Xa?/v2 < Aa2/V2 = /1 —ad < 1, por lo que siempre existe a €]0, 7/2]
tal que cosa = \a?/v/2, con lo que entonces ry = L — a = sen® a/2a%; de
modo similar, para cuando Aa? < v/2, puede encontrarse o € [0, 7/2][ tal que
cos o = Aa®//2, con lo que entonces 73 = L —a = sen” a/2a? (véase lema 4).
Fuera de estos dos casos peculiares, la distribucion de las raices caracteristicas
es semejante a la del caso minimal, pero ahora L (véase (5.11)) si depende
de a (véase lema 4).

Si aprovechamos ahora en (5.14) el hecho que 9 es una inmersién hori-
zontal y conforme, es facil concluir que

e?u(:c) + ri— L
3T'j — L

(533) |C](3§)|2 = ) <Ck?a Cl> = <Ck7 JCZ> =0,
g,k 1=1,2,3k#1.

También, llevando (5.14) a las ecuaciones de Frenet (5.7) y teniendo en
cuenta (5.33), no es dificil comprobar que las curvas Cj(z), j = 1,2, 3, verif-
ican las siguientes e.d.os.

(5.34) (e 4 — L)Cj(x) =
Aedu@) — /2 cos
2

= o' ()@ Cy(x) + JCj(x).
De nuevo, a la vista de (5.34) y (5.33), hemos de controlar los ceros de las
curvas C;, = 1,2,3, tal y como hacemos en el siguiente lema.

Lema 6 Un ndmero real x es un cero de la funcidn e* +r; — L, j =1,2,3,

(a,a) €T, XA >0, si y sdlo si o bien j =2, cosa = Ma*/V2 yx = (2k+1)T,

keZ, obienj=3, \a*> <2, cosa=Na?/V2yax=2kT, ke Z.
Ademds, cuando cosa = \a?//2:

(a —a)en?(ryz)

2u(z) L =
‘ e 1+ s3sn?(ryx)’

y cuando cos a = \a?//2:

(a+ a3z)(a — a)sn®(r\z)

2u(x) I =
cTT (@ + ag)(1 + s2s12(ry7))’
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donde

, a—a

n =2 (at )@t a), £ =

a—+ (137
stendo
—a3 < —as <0< a, ap = ak()\), k=23,
las raices de la ecuacion cibica N*y® + (Na+4)y* — (2/a*)y — 2/a = 0.

Demostracion del lema: El lema 4(a) tiene como consecuencia que e2*(®) 4
— L es una funcién positiva. Del lema 3(vi), se deduce que

a+ri—L<e®™ ypr —L<a+r,—L,i=23,

dandose la primera igualdad (resp. la segunda igualdad) si y sélo si x =
(2k+ )T, k € Z (resp. © = 2kT, k € Z). Combinando con el lema 4(b) y
(c) la anterior desigualdad se prueba la primera parte del lema.

Para las expresiones dadas en los casos cos a = \a? / V2 y cos a = \a? / V2
hay que utilizar la proposicién 15(c) del Apéndice y (A.2).

Podemos entonces del lema 6 deducir que salvo los dos casos peculiares,
cosa € {\a?/v/2,2a%/v/2}, C;(x) no tiene ceros e integrando (5.34) se llega
a
(5.35) Cjlx) = [} ()’ D, j=1.2.3,
en el plano Complejo I; = gen{e; = C;(0)/|C;(0)|, Je;}, siendo f}Mz) =
Ci(@)| = (e +r; — L)/(Br; — L)) y G}z) = (1/2) [f(Ae™®
V2cosa)ds/(e*) +r; — L), j=1,2,3.

Llevando (5.35) a (5.14) se concluye la integracion en el caso general. En
los dos casos restantes, siguiendo un razonamiento similar al del caso minimal
con o = /2 se llega a que si cosa = A\a?/+/2, entonces:

Mz zGA | a—a cn(ryz) o3 Jo () rayds
)
2L — 3a \/1—1—3 sn?(r\x)

y si cosa = \a?//2, entonces:

)@ = A(a + a3)(a — d)A (1) x o s
(@ +a3)(2L — 3a) \/1 + s3sn?(ry\z)

Tal y como ocurria en el caso minimal, estas expresiones que acabamos de
. . . A
obtener son a posteriori acordes con las expresiones generales para f(x)e%: (@),
1 =2,3.
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Teorema 11 En apropiados sistemas de referencia de C3, las inmersiones
: (R?,e2@)|dz)?) — S5(1), (a,a) € T, A >0, (a > ao())), asociadas
a la solucion u(ac a) de (5.6) con X > 0, vienen dadas por

AZ‘ (G2 /\.Z’
ol y)= (f UG @HVTIY) | A ()G @ =VT2Y) | A (1) G5 ()= fy))
con
1
e2un(@) 4y T\ 2 Aetr () — /2 cos o
A(z) = J Gx /
fj(x) < 3r; — L ) y 2 621”5)4-7“—[/ ’

7 =1,2,3, siendo
A2a? N 1 Acosa
4 2a? V2
y donde —ry < —ry < —13 <0, 15 =71;(\ a,0), j =1,2,3, son las raices del
polinomio de tercer grado v + 2Lr* + L*r + (sen? o) /2.

L=a+

Nota 17 Del lema 4 se sigue que si @« = 0 6 o« = 7 la correspondiente
inmersion es periddica en la variable y; esto es:

2m
¢2;O,Tr(x7y + ﬁ) = @D(;\;o,n(ﬂfay), V(l’,y) € sz

donde en este caso L = a+ 22 + ﬁ F %, respectivamente segin que oo = 0
6a=m.
En cualquier caso, 2706, (a,a) € TA, X > 0, también (véase nota 15)

es invariante por el grupo uniparamétrico de isometrias holomorfas de CP?
inducido, via II, por

{diag(e?V™ e~V o=iVTst) [t € RY.

Nota 18 A partir del lema 3(vii) se tiene que ug(z,a) es limite de uy(z,a)
cuando A\ tiende a 0. También ocurre que L — A y por tanto, para cada
J =123, Tj<)‘7a7a) — Tj(O,CL,Oé) = Tj(CL,Oé), fj\(x) - f]o(x> = fj('r) y
GHz) = GY(z) = Gj(x), si A = 0.

Todo ello, e incluso el proceso de integracion seguido en estos dos ultimos
casos, pone de manifiesto que, fijados los pardmetros a y «, las inmersiones
Yq,o dadas en el teorema 10 son limite de las inmersiones wfm cuando A — 0.



5.3. CLASIFICACION DE TODOS LOS TOROS. 91

5.3 Clasificacion de todos los toros.

Abordamos en esta seccion, caso por caso, bajo qué condiciones las inmer-
siones ¢, = mo 1, (a,a) € T*, X\ > 0, obtenidas explicitamente en §5.2
son doblemente periddicas, para poder asi conseguir la clasificacion de los

toros con forma de Maslov conforme en el plano proyectivo complejo.

5.3.1 Toros lagrangianos con vector curvatura media
paralelo en el plano proyectivo complejo.

Comenzamos estableciendo en el siguiente teorema que todas las inmersiones
que estudiabamos en el epigrafe anterior bajo el llamado “caso constante”
inducen inmersiones doblemente periddicas del plano R? (con una métrica
homotética a la euclidea) en C'P2.

Teorema 12 Fijado A > 0, para todo ag = ag(A\) €]0,1] y para todo o €
[0, 7], la inmersion a0 = 10 thay o @ (R2, apldz|>) — CP? es doblemente
periodica.

Demostracion: Caracterizamos en primer lugar la periodicidad de ¢gy 0 =
IT 0 14, respecto a un vector (u,v) no nulo. A la vista de las expresiones
explicitas dadas en el teorema 9 en §5.2, se tiene que @uyo(T + p,y +v) =
Baga(T,y), V(z,y) € R?, siy solo si existe una funcién diferenciable 6 :
R? — R tal que @9, (24 1,y + 1) = Yoy olT,y), ¥V (2,y) € R2. Deri-
vando en esta expresion y utilizando que v, o €s conforme, se concluye que
la funcién 0 es constante, 8 € R, por lo que €1y, o (241, y+v) = Vay.a(, ),
V (z,y) € R?, lo cual se traduce en el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

0+ Gip+riv = 2mmy,
(5.36) 0+ Gopp — \frav = 27Tmy,
0+ Gspu—/rsv = 2mwms,

para ciertos m; € Z, j =1,2,3,si a # apg = cos™ ' /1 —ad, y

0+ V2apv = 2mmy,

vV 2(10

(5.37) 0—&n— 5 v = 2mms,
V2
0+ nu — QCLOV = 27mms,
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para ciertos m; € Z, j = 1,2,3, si a = .

Por tratarse en ambos casos de sistemas con el mismo nimero de ecua-
ciones que de incégnitas (0, i, v), en general no homogéneo (salvo que tomase-
mos my; = me = mz = 0), (u,r) serd un periodo de ¢g o si (5.36) y (5.37)
son sistemas de Cramer, esto es, con solucién unica (para cada terna fijada
de enteros m;, j = 1,2, 3). Para ello, basta probar que el determinante de la
matriz de coeficientes, A, en ambos casos es no nulo.

Es conveniente entonces tener en cuenta que, utilizando el lema 4, si
a > qp entonces Gy > G7 > 0 > (3, mientras que si a < «q, entonces
Gs > 0> Gy > Gq9. Asi pues, si @ > ag es facil concluir de lo anterior que
A < (y/fra+2/13)(Gs — G2) <0y si o < o de modo andlogo se llega a que
A > (\/r2—+/T3)(G3—G1). St = a, directamente A = 3y/2a(n+&)/2 > 0.

Consiguientemente, para cualquier terna de ntmeros enteros, m;, j =
1,2, 3, se encuentra una pareja (i, v) que es periodo de ¢, . La demostracién
del teorema se concluye asegurandonos de que podemos encontrar un par de
vectores (g, k), k = 1,2, linealmente independientes, entre esos periodos.
Ello se consigue, por ejemplo, escogiendo m; = 1, my = 0, mg = 0 para
obtener (u1,11) y my = 0, my = 1, mg = 0 para obtener (uz,v5), como es
facil comprobar.

De lanota 4 en §2.3, se sigue que las inmersiones 1, , estan caracterizadas
por tener vector curvatura media paralelo, por lo que también las inmersiones
$ap.a gozan de esa propiedad. Utilizando la proposicién 1 (i), si ¢ es una
inmersion lagrangiana con vector curvatura media H paralelo, se sigue que
J H es un campo paralelo sobre la superficie, por lo que se anula idénticamente
0 no tiene ceros. En este ultimo caso la superficie es llana, y si ademas fuese
compacta y orientable necesariamente habria de ser un toro. Por tanto, a
modo de resumen y como consecuencia del anterior teorema y del estudio
realizado en la seccién precedente, se tiene:

Corolario 7 Sea ¢ : ¥ — CP? una inmersion lagrangiana con vector
curvatura media paralelo de una superficie compacta y orientable ¥ en el
plano proyectivo complejo. Entonces o ¢ es minimal o el recubridor universal
de ¢ es congruente con ¢uy o para algin (ag, o) €]0,1] x [0, 7.

Pero es bien conocido que haciendo cociente por la fibracion de Hopf, II :
S5(1) — C'P?, de las inmersiones

‘Ile,Rg,Rg : Sl(R1> X Sl(Rg) X Sl(Rg) — 55(1),
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dadas por
\I/(Zl, 29, 23) = (21; 22, Zg),

con |zj| = R; > 0,7 =1,2,3, R4+ R3+ R = 1, restringiendo la accién de S*
sobre S°(1) a SY(R;) x SY(Ry) x S*(R3) (que actiia libre y discontinuamente)
se obtienen todas las inmersiones lagrangianas de toros con curvatura media
paralela

(1331732,33 :T1221,R2,R3 = Sl(Rl) X Sl(RQ) X Sl(R3)/S1 — CPQ,

en el plano proyectivo complejo (cf. [NT]). Por ejemplo, ®,, 5,,/3,/y3 €8
la correspondiente al toro de Clifford generalizado (nota 13), que es la tnica
inmersion minimal de la familia.

Esta familia es por supuesto dos-paramétrica y esencialmente puede parametrizarse
en el tridngulo esférico {(z,y,z) € S*(1) /1 >z >y >z > 0}.

Vamos seguidamente a establecer una correspondencia entre ambas rep-
resentaciones,

{¢ag.a / (a0, @) €]0,1] x [0, 7]}

{®r, romy /BRI + R34+ R5=1,1>R; > Ry > R3 > 0},

de la misma familia. A partir de las expresiones explicitas de ¢q, o = 01y, o
dadas en el teorema 9, observamos que ,,, cae en el producto de tres
circunferencias de radios f; = f;(ao, @), j = 1,2, 3, cumpliéndose a partir de
(5.15) y (5.16):

(5.38) a>ag= Ry = f3, Ry = fi, B3 = fo,
a<ayg= R =fy, Ro=f1, R3 = fs,

mientras que si & = ag entonces Ry = 1/ v/3 y los valores correspondientes a
R y a Rz son los limites que resuelven las indeterminaciones 0/0 que aparecen
para fo y f3 cuando « tiende a o (véase (5.16)) y que se desprenden de la
expresion explicita de 14, ., dada en §5.2.

Tenemos asi definida mediante (5.38) una aplicacién

©:]0,1] x [0, 7] — {(R1, Ry, R3) € S*(1) /1 > R, > Ry > Rs > 0},

que relaciona los espacios paramétricos de las dos familias, la cual no es dificil
comprobar que verifica, haciendo uso de (5.15), (5.16) y (5.38), las siguientes
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propiedades:

o(l,a) = (1/\/5,1/\/3,1/\/5),Vae[0,7r];

Pla0) = <\/ 2L<ZZ,0)’¢2L<ZZ,0>M1_L(cﬁ(}))’
plao, ™) = (\/1_ L(SOO,W)’\/2L(ZZ,7T)’\/2L(ZZ,7T));

lim (ag,0) = (1/v2,1/v/2,0),

ag—0+

lim QO((I(),’/T) = (17070)

ag—0+

Estas propiedades ponen de manifiesto que ¢ transforma la frontera de |0, 1] x
[0, 7] en la frontera de {(Ry, Ry, R3) € R® / R2+ R3+R:=1,1> Ry > Ry >
R3 > 0}. El establecer entonces explicitamente que ¢ aplica biyectivamente
los interiores de ambos espacios paramétricos es un problema complicado
pues incluso en casos relativamente sencillos como por ejemplo cuando o = 0
6 o = 7, para expresar ag en funcion de los radios R;, j = 1,2, 3, se requiere
resolver ecuaciones de grado 12.

No obstante, no es excesivamente complicado, aunque si laborioso, poner
de manifiesto que, partiendo de que Rs — 0 si ag — 0+, para cada ag €]0, 1],
¢(ag, ) variando « € [0, 7] es el arco de circunferencia méxima en la esfera
unidad que une (1v/3,1/v/3,1/v/3) con (R;(0+), Ro(0+),0), por lo que ¢
es una buena manera de relacionar ambas representaciones de la familia de
toros lagrangianos con vector curvatura media paralelo, pero queremos hacer
hincapié que la representacién obtenida en esta memoria aporta inmersiones
conformes de cada uno de los toros de la citada familia.

5.3.2 Toros lagrangianos minimales en el plano proyec-
tivo complejo.
A la hora de establecer qué inmersiones ¢ ,, (a,a) € T', son doblemente
periédicas con respecto algin reticulo de R?, consideramos el siguiente sub-
conjunto I'Y de T
I = {(a,a) €]1,+00[x[0,7/2] / (r3/m2)"* € Q y F(a,a) € Q}
donde
_ 1 12 _
F(a,0) = o |(ra/ra)/*Ga(2T) — Ga(2T)]



5.3.2. Toros lagrangianos minimales en C P> 95

2T es el periodo de ug and r;, G;, © = 2,3 fueron definidos en el enunciado
del teorema 11.

El apropiado manejo de este subconjunto I'Y en el estudio de la doble
periodicidad de las inmersiones ¢,,, (a,«) € '’ requiere previamente el
siguiente lema.

Lema 7 Las funciones G; definidas en el teorema 11 verifican las siguientes
propiedades:

(a) Gj(z+2mT) = G(z)+mG,;2T), me Z j=1,2,3.

(b) 33, G;(2T) = 0.

J=1

(¢) Cuando oo =0, se cumple:

Gs(2T) /21 = (1/V/2n) /0 Tl gy - Ao(€,p),

donde Ay es la funcién Heumann-Lambda (véase por ejemplo [BF]) y
¢ y p son constantes dependiendo de la condicion inicial a. Cuando a
crece de 1 a +00, entonces G3(21") /2w decrece monotdni- camente de

1/v/3 a 1/2.

Demostracion: El apartado (a) es claro a partir de la periodicidad de la
funcién u, mientras que el (b) se deduce a partir de que

o (z)e?u(®)
Gi(z) + Ga2(z) + G3(z) = — arctan <\/§()>

cos a
para o # /2.

Para el apartado (c), constltese en el Apéndice la proposicion 15(b) y
(A.14).

Ahora podemos hacer notar que a partir del lemas 4(e) y el lema 7(b),
el subconjunto I'Y puede definirse de manera equivalente en términos de las
otras rafces r; y G;(2T), j € {1,2,3}. Es decir, por ejemplo, IV puede
definirse cambiando 7o por 1 y G2(27T") por G1(27).

En cuanto al tamafio de I'?, comentar en primer lugar que el conjunto

{a €]1,+o0[/ (a,0) € T?}
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es denso en |1, 00|, utilizando que al ser & = 0 entonces 3 = 0 (lema 4),
y asi F(a,0) = —G3(2T)/2w. Haciendo uso del lema 7(c) se concluye la
densidad anunciada.

En segundo lugar, también el conjunto

{a €]1,+00[/ (a,7/2) € T}

es denso en |1, +oo[, pues si & = 7/2 entonces ahora F'(a,7/2) = 0 y uti-
lizando el lema 4 y la proposicién 15(b) del Apéndice se sigue que (r3/r2)"/? =
a/a = (14 +/1+ 8a?®)/4a®, que es una funcién estrictamente decreciente que
aplica |1, +o00] en |0, 1.

Si a €]0,7/2[, es complicado obtener una presumible densidad en estos
casos también.

El siguiente teorema responde a la cuestion planteada en §5.2 acerca de
la decisién sobre qué inmersiones ¢° , son doblemente periédicas.

Teorema 13 La inmersion ¢, - R*> — CP?, (a,a) € I', es doblemente
periddica con respecto a algin reticulo de R?* si y sdlo si (a,a) € TY.

c . . . . . 0
Demostracién: En primer lugar probaremos que las periodicidades de ¢, , y
0 .
o SON equivalentes.

Ya que qﬁgﬂ =1Ilo wg}a, siendo II la fibracion de Hopf, la periodicidad de
4o implica trivialmente la de ¢ .
Reciprocamente, supongamos que qbg’a es periddica. Ello significa que

existe un vector no nulo (£,7n) € R? tal que

(5.39) bt +Ey+n) =00, (2,y),

V(x,y) € R% Utilizando por ejemplo que gzﬁgﬂ es conforme, se llega a que
up(z + &) = up(x), Vo € R. Por tanto, del lema 3(ii) se sigue que existe un
nimero entero m € Z tal que & = 2mT'.

Por otro lado, puesto que ¢ , = I o4y ,, entonces (5.39) obliga la exis-
tencia de una funcién diferenciable 6 : R? — R tal que
(5.40) Salz+2mT,y+n) =000 (,y),
V(z,y) € R?. Derivando en (5.40) y usando que también 1/12,& es conforme
concluimos que 6 es una funcién constante.
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Utilizando ahora el teorema 11 y el lema 7(a), se obtiene que (5.40)
equivale a

. 0 . .
eszl(2T) ez\/ﬁn _ 619
0 = _—
eszi (2T)6 irin 610’ i=2,3,
sia#£ w2,y
ez}/rln — 61’0

(=1)meVrin = ¢ =23,

si @« = /2. Usando los lemas 4(e) y 7(b), se concluye en cualquier caso que
e’ =1y asi (5.40) implica que ¥Q ,(z+6mT,y+3n) = ¥ (z,y), ¥ (z,y) €
R?. Luego wgya es también periddica con respecto al vector (6mT, 3n).

De este modo, para probar el teorema, hemos de comprobar que wga
es doblemente periédica con respecto a algin reticulo de R? si y sélo si
(a,a) € TY.

Supongamos primeramente que wg,a es doblemente periddica respecto al
reticulo generado por {(2m,T,m1), (2meT,n2)} con my, € Z, k = 1,2. En-
tonces es facil ver que & = myn, — meon; es un numero real no nulo tal que

valzy+&) =) (x,y), ¥Y(z,y) € R*. Entonces, del teorema 11, se al-
canza que eVi¢ = 1, Vj = 1,2,3. En particular, (r3/ry)"/? es un ntimero
racional. Si a = 7/2, esto ya significa que (a,7/2) € TY. Si a # 7/2, no es
restrictivo suponer que m; # 0. De nuevo del teorema 11, la periodicidad de

2@ con respecto a (2m;T,n;) implica que e & CNe=vrm = 1§ =23 1o
que conlleva que

(5.41) miGY(2T) — \/rom € 217, i = 2,3.

Ya que m; € Z*y (r3/ry)"/? es un ntimero racional, (5.41) supone que
F(a,a) es también un numero racional. Por consiguiente hemos probado
que (a,a) € TY.

Para el reciproco, si partimos de que (a,a) € T, sean m;,n; € Z con
(mg,n;) = 1, i = 1,2 tales que (r3/r2)"? = my/n1 v F(a,a) = ma/ns.
Entonces es un ejercicio comprobar que zbao,a es doblemente periddica re-
specto al reticulo generado por {(2n,T,n2G2(2T)/\/T2), (0,2n17/\/r2)}
(resp. {(47,0), (0,2ny7//T2)}) cuando a # /2 (resp. cuando o = 7/2), lo
que finaliza la demostracion.
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Nota 19 Observamos que las inmersiones ¢g , : R> — 5°(1), (a, ) € 'Y,
son también doblemente periddicas. Por tanto, definen una familia de toros
en S°(1) que son recubridores finitos de los correspondientes toros definidos
por las inmersiones ¢, , : B> — CP?, (a,a) € T,

Terminamos este epigrafe con el resultado esperado de clasificacién, con-
secuencia del corolario 6 y del teorema 8 y de todo el anterior razonamiento
(téngase en cuenta que una superficie lagrangiana minimal compacta y orien-
table que sea invariante por un grupo uniparamétrico de isometrias holomor-
fas de C'P?, o es totalmente geodésica o no tiene puntos geodésicos).

Corolario 8 Sea ¢ : ¥ — CP? una inmersién lagrangiana minimal de
una superficie compacta y orientable en el plano proyectivo complejo. Si
¢ es invariante por un grupo uniparamétrico de isometrias holomorfas de
CP?, entonces ¢ es totalmente geodésica o el recubridor universal de ¢ es
congruente a gbg’a con (a,a) € T'?,

5.3.3 Toros lagrangianos no minimales con forma de
Maslov conforme en el plano proyectivo com-
plejo.

Para delimitar qué inmersiones ¢}, (a,a) € T'*, A > 0, son doblemente
periédicas con respecto algin reticulo de R?, la situacién se complica ahora
un poco mas que en el caso minimal. Consideramos ahora el siguiente sub-

conjunto I'} de T'*:

I ={(a,0) €T/ (r3/r2)"* € Q y F}a, ) € Q},

donde

F*a,a) [(rs/2) (G} (2T) — 2G5 (2T) + G3(2T))—

(e

(GY(2T) + G3(2T) — 2G4 (21))] ,

2T es el periodo de uy and r;, 1 = 2,3y G?, 7 =1,2,3 fueron definidos en el
enunciado del teorema 11.
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Es claro que a partir de la periodicidad de la funcion u, las funciones
G (x) verifican:

A A A - :
(5.42) Gi(x +2mT) = G} (x) + mG;(2T), m € Z, j = 1,2,3;

sin embargo, no existe a priori una relacién tan “buena” entre los G}(2T)
como en el caso minimal (véase lema 7); aun cuando considerasemos la
solucion constante no conseguimos ninguna propiedad semejante a la recogida
en el lema 7(b) para el caso minimal.

Sia =006a = m, entonces r3 = 0 (lema 4) y las condiciones que
definen I} se vuelven un poco mas sencillas. Concretamente, utilizando
que r; = ro = L (lema 4), (a,0) € T (resp. (a,7) € I'}) si y sélo
si (—L(A,a,0)/m) J¢" (A — V/2) /(20 (20 — L(), a,0)))ds € Q
(=L, a,7)/7) 2T (At 59 —\/2) [ (e2450) (2459 —[(\ a,7)))ds € Q, resp.)
por lo que practicamente podemos concluir en ambos casos la densidad de los
conjuntos {a / (a,0) € I} y {a /(a,n) € T2} en el intervalo [ag(\), +oc], tal
y como ocurria en el caso minimal cuando o =0 6 a = 7/2 (véase §5.3.2).

El siguiente teorema seria el analogo al teorema 13 en este caso no mini-
mal.

Teorema 14 La inmersion ¢, : R*> — CP?, (a,a) € T*, A > 0 es
doblemente periddica con respecto a algin reticulo de R? siy sélo si (a,q) €
I,
Demostracion: Es obvio, puesto que ¢2’a =1Ilo wg}a, siendo II la fibracién
de Hopf, que la periodicidad de 1%\7& implica trivialmente la de ¢é7a. Pero en
esta situacion general no podemos asegurar el reciproco, precisamente por
carecer de una relacién que ligue los G;‘(2T), j=1,223.

Para caracterizar la doble periodicidad de gbéw comencemos suponien-
do que gb;\’a es periddica. Ello claramente significa, al igual que en el caso

minimal, que existe m € Z y n € R, no nulos a la vez, tales que:
(5.43) Gnal® +2mT,y+n) = @) . (x,y),

V(z,y) € R%
Por otro lado, puesto que ¢} , = ITo )
tencia de una constante 6 € R tal que

A

a,a)

entonces (5.43) obliga la exis-

(5.44) e (@ +2mT,y +n) = ¥) . (z,y),
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V(z,y) € R%
Utilizando ahora el teorema 11 y (5.42), teniendo en cuenta (5.44), se
obtiene:

eif eimGi\(QT) AV T R 1,
. . A s - .
ezeelmGi (2T)€ (VAR - 17 i = 2’ 3.

’ . )\ ., . . ’ . .
De aqui podemos concluir que ¢; , es periddica si y solo si existen m € Z
y 1 € R, no nulos simultaneamente y existe # € R solucién del sistema de
ecuaciones lineales

0+ GY2T)m + /rin = 2mhy,
(5.45) 0+ Gy(2T)m — \/ran = 2mhs,
0+ Gy(2T)m — \/rsn = 2mhs,

para ciertos hy, ho, hy € Z, fijos pero arbitrarios.

Comentar en primer lugar que (5.45) es un sistema de Cramer pues uti-
lizando el lema 4 no es complicado concluir que el determinante de la matriz
de coeficientes de (5.45), que viene dado por

(5.46) A= GYT)(VFs - V7o) -
~GRET)(VF + 2v/73) + GHRT) 2y + V),

es no nulo. Por tanto, tiene solucién unica para cada terna de ntmeros
enteros hj, j = 1,2,3. En particular, el valor de la incégnita m vendria dado
por

o4y T = ) = GRET) (7 207+ GR R + 7]
5.47

Estamos ya en condiciones de probar el teorema. Si comenzamos suponiendo
que gzﬁa\’a es doblemente periédica respecto al reticulo generado por {(2my 7T, ),
(2moT,m2)} con my, € Z, k = 1,2, entonces es facil ver que & = myny — mam
es un nimero real no nulo tal que ¢} ,(z,y + &) = ¢, ,(z,y), V(x,y) € R*.
Entonces, del teorema 11 no es dificil concluir que (r3/r3)"/? es un nimero
racional, digamos (r3/73)"/? = ¢ € Q.

Esto tltimo junto con el hecho de que ahora disponemos de dos soluciones
enteras para m en (5.47), my y ma, alguna de las cuales ha de ser obviamente
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no nula, conduce rdpidamente a que F*(a,a) € Q. Por consiguiente hemos
probado que (a,a) € T

Reciprocamente, si partimos de que (a,a) € T'}, sean m;,n; € Z con
(mg,n;) = 1, i = 1,2 tales que (r3/r2)Y? = ¢ = my/ny y FMNa,a) = § =
ma/ny. Entonces es un ejercicio comprobar que ¢ (x,y + 2017/ \/T3) =

na(Ty), ¥ (z,y) € R?.

Veamos finalmente que la solucién m dada en (5.47) es un nimero entero
para algunos hj;, j = 1,2, 3, nimeros enteros concretos. Para ello, es sencillo
verificar que si (¢ — 3¢)/(2 + ¢) = r/s, con (r,s) = 1, entonces tomando
hy = s, ho = —s y hg = r resulta que m = s € Z*, lo que proporciona un
periodo para gzﬁé «» bor supuesto linealmente independiente con (0, 2n,m//72),
finalizando asi la demostracion.

Terminamos el capitulo con el resultado esperado de clasificacion.

Corolario 9 Sea ¢ : ¥ — CP? una inmersion lagrangiana con forma de
Maslov conforme de un toro en el plano proyectivo complejo. Entonces ¢ es
minimal o el recubridor universal de ¢ es congruente a ¢, con (a,a) € T,

A > 0.

Este resultado, junto con el de clasificacién de las esferas lagrangianas con
forma de Maslov conforme en C'P? que brinda el corolario 2 de §3.2, com-
pleta la clasificacion de las superficies lagrangianas compactas y orienta-
bles con forma de Maslov conforme en el plano proyectivo complejo (véase
proposicién 5 en §1.1).
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Appendix A

Integracion de ecuaciones
diferenciales.

En este apéndice, recogemos —a modo de listado— cuantas propieda- des
se necesitan acerca de las integrales elipticas y de las funciones elipticas de
Jacobi para proceder a integrar las ecuaciones diferenciales ordinarias que
aparecen en diferentes capitulos de esta memoria.

A.1 Integrales elipticas.

Un estudio detallado de las integrales elipticas puede encontrarse en [AS] y
en [BF]. En esta seccién nos limitamos a definir los conceptos fundamentales
y a listar solamente aquellas propiedades de las mismas que se utilizan en
esta memoria.

Formas canédnicas de las integrales elipticas.
Empleando la notacién de Legendre, se define la integral eliptica normal
de primera especie por

<1

¢ do
Flo)=Flon) = || oy 0<p <1,

la integral eliptica normal de sequnda especie por

E(p) = E(p,p) = /0@ J1—p?sen26dd, 0<p<1,

103
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v la wntegral eliptica normal de tercera especie por

¥ d
Nip.ap) = |
(24" p) 0 (1—¢?*sen?6)y/1— p?sen®d

En cuanto a la nomenclatura empleada, p recibe el nombre de mdédulo y toma
valores entre 0 y 1, p’ = /1 — p? se denomina mddulo complementario y la
variable ¢ se suele llamar el argumento y usualmente se entiende que varia
entre 0y 7/2.

,0<p<1,{#€R

Integrales elipticas completas. Cuando el argumento ¢ toma el valor
7/2 las anteriores integrales elipticas reciben el calificativo de completas y se
emplea la notacién

K=K(p) = F(r/2,p),
E=E(p) E(7/2,p),
(¢*,p) = I(n/2,¢% p),

=

con ¢? # 1.
Destacamos a continuacion las propiedades mas relevantes para nuestros
propositos de las funciones anteriormente definidas.

(A1) E(p) = S(1+ /1 p?),

dandose la igualdad si y sélo si p? = 0.
Nuevas propiedades de las integrales elipticas requieren la introduccion
de las funciones elipticas de Jacobi.

A.2 Funciones elipticas de Jacobi.

En [AS], [BF] y [D] se realiza un estudio pormenorizado de las funciones
elipticas de Jacobi. Aqui meramente nos centramos en describir las nociones
fundamentales y a listar solamente aquellas propiedades de las mismas que
se utilizan en esta memoria.

Definiciones.

En lugar de considerar la integral eliptica de primera especie como primer
objeto de estudio, Abel y Jacobi le dieron la vuelta al problema e investi-
garon la inversién de esta integral. Asi, denotando la inversa de F(y) por
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am(x,p) = ¢ (funcién amplitud), las funciones elipticas de Jacobi “elemen-
tales” se definen por

snx =sn(x,p) = senp,

cnx = cn(z,p) = cosp,

dnz =dn(z,p) = /1 —p?sen?p,

denominéndose seno amplitud, coseno amplitud y delta amplitud respectiva-
mente.

Propiedades.
Las propiedades basicas de estas funciones se describen a continuacion
agrupadas en diferentes bloques.

e Relaciones fundamentales:
(A.2) sn?(z,p) + en?(z,p) = 1 = p’sn®(z,p) + dn’(z, p).
(A.3) —1<snz <1, -1<cnzx <1, p<dnx <1

e Relaciones de periodicidad:

sn(z +2K) = —snz, sn(K — x) = sn(K + z),
(A4) en(z +2K) = —cnx,
dn(z 4+ 2K) =dnz, dn(K + z) =dn(K —z) = 1/dnz,

donde K = F(m/2) es la integral eliptica completa de primera especie.

e Valores especiales del médulo:

(A.5) sn(z,0) =senx, cn(z,0) = cosz, dn(z,0) =1,
y
(A.6) sn(z,1) = tanhuz,

en(xz,1) =1/coshz |, dn(z,1)=1/coshz.

e Valores destacados:

(A7) sn(0) =0 , cn(0) =1=dn(0) =1,
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e Transformacién de Gauss:

1 —PlsHQ(ﬂbeh)
1+ pisn?(x1,p1)’

(A.8) dn(z,p) =

donde z; =z /(1+p1) ypr = (1 =p)/(1L+ ).

e Derivadas:

—snxr = cnxdnx,
dx
(A.9) dcicnx = —snzdnz,
d 2
—dnz = —p°snzcnx.
dx
e Integrales:
(A.10) /dn(w)dw = sen '(snw),
1 _,cnw
/dU)/dn(U)) = ]? COS m

Haciendo el cambio de variable u = F(p, p), pueden relacionarse las integrales
elipticas y las funciones elipticas de Jacobi obteniéndose que las integrales
elipticas de segunda y tercera especie pueden expresarse como:

(A.11) E(p,p) = E(u,p) :/0 dn®*(w, p)dw,
y d

2 _ 2 [ w
(A12) H(g&,q 7p) - H<u7q 7p) - /0 1 . q28n2(w,p)’

donde sn y dn son funciones elipticas de Jacibi definidas en §A.1. En este
contexto, destacamos la siguiente propiedad:

(A.13) E(u+ K) = E(u) + K,Yu € R.

Las integrales elipticas completas de tercera especie pueden evaluarse en
términos de funciones elementales y de las funciones Heumann-Lambda, A,
y KZ de Jacobi (cf. [BF]). A tal respecto, nos interesa destacar el llamado
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“caso circular”, esto es, cuando se verifica que p? < ¢*> < 1, para el que se
verifica la siguiente igualdad:

dw _ quo(f,p)
—asntw 9 /(2 - p2)(1 - ¢?)

(A1) )= [

con & = sen![(¢* — p?)/(¢*p™)]V/2.

A.3 El problema de valores iniciales (c, A\, u).

Es nuestro objetivo en esta seccion la integracion de los problemas de valores
iniciales (4.1) y (5.6) que aparecen en los capitulos 4 y 5 respectivamente
de esta memoria, las cuales podemos escribir simultdneamente mediante el
problema de valores iniciales:

)\264u _ Iu2€—4u

(A.15) u” + 262“ + 5 =0, a=e>9 4(0) =0,

que bautizaremos como p.v.i.-(¢, A, 1), donde ¢ € {0,4} es el que llamaremos
pardmetro de curvatura, X > 0 es el parametro de minimalidad y p € {1, \/5}
es el pardmetro normalizador.

Tres son los casos que nos interesan de (A.15) para cubrir (4.1) y (5.6), a
saber:

e (c,\,u) =(0,1,1), cuyo correspondiente p.v.i. es precisamente (4.1):

(A.16) u" 4 sinhdu = 0, a = >0, u'(0) = 0;

o (¢, )\ ) = (4,0,4/2), cuyo correspondiente p.v.i es justamente (5.6) si
A=0:
(A.17) W e — e =0, a=e0 4/ (0) =0

e (c,\, 1) = (4,A > 0,v/2), cuyo correspondiente p.v.i. es (5.6) cuando
A>0:

)\2€4u _ 26—4u

(A18) '+ + 5

=0, a =29 4/(0)=0.
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Es bien sabido que se conocen las soluciones de la ecuacién senh-Gordon. Co-
mentar que en [LS] se resuelven ecuaciones diferenciales mediante técnicas
aplicables para la resolucién de (A.17). Pero para la més sofisticada de las
ecuaciones que necesitamos resolver, esto es (A.18), se requiere el método
(también util para los dos anteriores problemas) que aportamos en la de-
mostracion de la siguiente proposicion.

Proposicién 15 (a) La solucién del problema de valores iniciales (A.16)

viene dada por

2u(x)

e = adn(azx, p),

conp? =1—(1/a%).
(b) La solucion del problema de valores iniciales (A.17) viene dada por

™) = (1 - ¢*sn’(ra, p)),

con
a—a a—a
p2: 17q2: lar:\/a—{_a%
a—+ asg a
donde
vV1+8a3—1 1++1+ 8a?
—&2:—4—a2<0<a1:4—a2(§a)

son las raices de la ecuacion cuadrdtica 2a*y? —y —a = 0.

(¢) La solucion del problema de valores iniciales (A.18) viene dada por

Q2ulx) _ 1 — g3sn®(raw, py)
1+ s3sn?(ryz, py)’
con
p2 _ (CL B al)(a3 _ a’2) q2 _ as(a—a1)
A (CL + ag)(al + Clg) ’ A a(a1+az)’
mo= (V20 (@t ar)(an +a3), 83 = 2
donde

—a3 < —ag <0< a1(§ CL), ap = ak()\), k= 1,2,3,

son las raices de la ecuacion cibica N*y*+ (N a+4)y*—(2/a*)y—2/a =
0.
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Nota 20 En las expresiones explicitas dadas para las soluciones v = u(x)
en los apartados (a), (b) y (c) se estd suponiendo que la condicién inicial a
es mayor o igual que la correspondiente condicién inicial de la tinica solucién
constante de cada ecuacién, esto es, a > 1, a > 1 y a > ap respectivamente,
con ag la tnica solucién positiva de la ecuacién A\ag + 2a3 — 2 = 0. Como
puede comprobarse en el transcurso de la demostracion de la proposicion 15,
estas condiciones sobre a no son en absoluto restrictivas.

Demostracion: La multiplicacion por 2u’ y posterior integracion en la ecuacion
de (A.15) conduce a

2 € o )\724u Pj—4u_ _
(A.19) u +4e + 1¢ + 1¢ = constante = A.

Haciendo el cambio de variable y = €2, de (A.19) obtenemos
(A.20) y? + P(y) =0, con P(y) = Ny* +cy® — 4Ay* + 12

El grado del polinomio P puede ser 3 6 4 segiin los valores de A\ y ¢ permitidos
para los casos que estamos estudiando.

La ecuacién (A.20) puede entonces integrarse mediante el uso de fun-
ciones elipticas de Jacobi (véase [D],Cap. 7). En concreto, buscamos una
transformacioén z = z(y) de la forma

Ay — B
A21 2=
( ) : Cy—D’

con A, B, C, D adecuados para que (A.21) esté bien definido y de forma que
(A.20) se traduzca en términos de z como

(A.22) (j;)Q _2(1— 22)(1— p2ed),

para algin p* € [0,1] y algiin r > 0. De este modo, usando (A.2) y (A.9)
se tiene que z(z) = sn(rz,p), pudiéndose entonces expresar la solucién de

(A.20) en términos de funciones elipticas de Jacobi invirtiendo la ecuacién
(A.21), esto es:

B - D2
(A.23) -

y:A—sz'
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Empleando (A.21), la regla de la cadena para derivar z respecto x, (A.22) y
(A.20), se consigue el propdsito anteriormente expuesto resolviendo

4r*(Ay — B)(Cy — D) ((C — A)y+
(A.24) +(B ~ D)) ((C = p’A)y+ (B - D)) =
= —(BC — AD)*P(y)

en las incégnitas A, B, C, D, r y p* con la restriccién de que la solucién
y dada en (A.23) sea estrictamente positiva y cumpliendo que B/A = a a
partir de las condiciones iniciales de (A.15).

Por ello, es conveniente analizar detalladamente el polinomio P(y) que
aparece en (A.20). Comencemos observando que a partir de las condiciones
iniciales de (A.15) la constante .4 dada en (A.19) viene dada por

c )\2 2
(A.25) A= 18 + ZaQ + 4%&'
Estudiando A como funcién de la condicién inicial a, A = A(a), a > 0,
resulta que A tiene un tnico punto critico (que es ademds minimo absoluto)
en ag, que es la condicién inicial correspondiente a la tinica solucion constante
de (A.15) y que resuelve la ecuacién A%ag + (¢/2)a3 — p* = 0 (véase nota 20).
También se tiene que existe un tnico nimero real positivo, a = a(\), tal que
A(a) = A(a) con a > ag > a (o bien a < ag < a) y que viene dado en la
ecuacion
(A.26) (a—a) (ca2d2 + Na*a*(a+a) — p*(a+ d)) =0.

Utilizando ahora (A.25) y (A.26) es inmediato comprobar que siempre P(a) =
P(a) = 0, lo que permite factorizar el polinomio P(y) en los tres casos que

estamos estudiando.
Concretamente, si (¢, \, 1) = (4,0,v2):

(A27) Ply) = 4y — a)ly — ) (y 4 aa ) ;
si (e, A\, p) =(0,1,1):

(A.28) P(y) = (y —a)(y — 1/a)(y +a)(y + 1/a);
ysi (e, A\ ) = (4,2 > 0,/2):

(A.29) P(y) = X(y —a)(y — a)(y + a2)(y + as),
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con —az < —ay < 0, a; = a;(N), i = 2,3, las raices de la ecuacién A\?y? +
(A2(a+a)y+4)+2/(aa) = 0.

Entonces, considerando por ejemplo a > a¢ > a (igualmente podria- mos
sin restriccion haber escogido a < ag < a) y renombrando a como a;, de
(A.27) se consigue (A.24) para demostrar (b) eligiendo A =1, B=a,C =0,
D =a—ayp*yr como en el enunciado de la proposicién. De (A.29)
se consigue (A.24) para demostrar (c) eligiendo A = 1, B = a, C = —s3,
D =aq? y p3 y 7\ como en el enunciado de la proposicién.

Para probar (a), de (A.28) se consigue (A.24) eligiendo A = 1, B = a,
C=01-a*)/(1+d*),D=a(a®*—1)/(a®>+1), p* =C?yr=(1+a*)/2a.
Entonces estamos en condiciones de poder aplicar (A.8), lo que concluye la
demostracién de (a).

Corolario 10 Las funciones u = u(x,a), soluciones respectivas de los prob-
lemas de valores iniciales (A.16), (A.17) y (A.18), dadas en la proposicion 15,
verifican:

(a) Son periddicas con periodo 2T, siendo T = K(p)/a, T = K(p)/r y
T = K(py)/r», respectivamente.

(b) En los tres casos se cumple Vr € R,
w(z+T,a) =u(z,a),
donde a = e* ™) (= 1/a, a1, a;(\) respectivamente).

(¢) Si denotamos por uy(x,a), A\ > 0, las soluciones dadas en la proposi-
cion 15,(b) y (c), se cumple:

ux(x,a) = up(z,a), si A = 0.

Demostracion: La periodicidad de las soluciones u = u(x,a) se sigue de
(A.4).

Siu(z) =u(x +T,a) es claro que @ es solucion de la ecuacién de (A.15);
cumple la condicién inicial @'(0) = 0 teniendo en cuenta (A.9) y (A.7); fi-
nalmente, el valor de e*9) = ¢24T:9) ge obtiene de las expresiones explicitas
dadas en la proposicién 15.

Por tultimo, para demostrar la convergencia de u) a ug, basta tener en
cuenta a la hora de calcular el correspondiente limite que (véase la de-
mostraciéon de la proposicién 15) limy_ga1(N) = ay, limypa2(A) = az y
limy 0 az(\) = +00, con lo que limy_,0 ¢3 = ¢?, limy 0 53 = 0, limy_o p3 = p?
y limy ,ory = 7.
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