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1. INTRODUCCION

Se sabe que aproximadamente la mitad de las estrellas son realmente sis-
temas binarios. Esto, afiadido al hecho de que las estrellas dobles son uno
de los medios mas fiables de obtener parametros estelares absolutos justifica
plenamente un estudio detallado en sus diversas ramas.

Dependiendo de la forma en que se observa (o de como se descubre su natu-
raleza binaria) estas estrellas podemos dividirlas en visuales, espectroscdpicas
y fotométricas o eclipsantes. Las primeras se estudian mediante técnicas
de mecanica celeste, mientras que en las otras dos se utilizan métodos as-
trofisicos. Las binarias eclipsantes se caracterizan por la variacién periédica
del brillo observado. Aunque también existen estrellas variables intrinsecas,
en el caso de las binarias eclipsantes la variacién de la luz se debe a que las
dos componentes se eclipsan mutuamente mientras recorren su érbita.

Las dos componentes de un sistema eclipsante suelen estar mucho mds
proximas entre si que en el caso de las dobles visuales y/o espectroscépicas.
Esta proximidad genera alteraciones en la fisica del problema aumentando
enormemente el grado de complejidad de la teoria involucrada. La inclinacién
de la orbita respecto al plano del cielo es de aproximadamente 90 grados. De
los efectos que pueden aparecer debido a la proximidad de las componentes
podemos destacar: distorsién por rotacién, efecto de mareas y efecto de
irradiacion mutua.

Otros fenémenos pueden ser estudiados con algun detalle solamente en los
sistemas binarios eclipsantes. Este es el caso del oscurecimiento del limbo
que se observa bastante bien en el Sol. Esta variable del problema actia
en el sentido de que los cambios de luminosidad observados en la curva de
luz son mas lentos y ademas suavizan los minimos. Utilizando modelos de
atmosferas estelares es posible obtener los valores teéricos de los coeficientes
de oscurecimiento del limbo y consecuentemente, compararlos con las obser-
vaciones.

También se obtienen valores muy precisos de los radios relativos a través
del analisis de las curvas de luz. Si el sistema en cuestién es ademds un
sistema espectroscépico, podremos obtener por medio de la observacién de
las velocidades radiales las masas individuales del sistema.

Sin embargo, las curvas de luz y de velocidades radiales estan sujetas a



algunas reglas practicas para que las informaciones obtenidas sean fiables.
Comencemos por comentar cuales son los requisitos para la fotometria. Ob-
viamente, las informaciones contenidas en las curvas de luz dependen del
modelo teérico adoptado. Asi, no es posible tratar bien un sistema excéntrico
con un modelo disenado para érbitas circulares. Un estudio preliminar de la
curva de luz permite evaluar si los efectos de proximidad son importantes y
si lo son, en qué medida.

Respecto ala calidad de las medidas, es obvio decir que éstas deben obten-
erse con la maxima posible. Se debe extremar el cuidado con respecto al
tiempo (como variable) y a la calidad de las medidas en si mismas a través
del procedimento de reduccién. Las curvas de luz se deben cubrir por lo
menos dos veces en varios filtros, evitandose, en la medida de lo posible, el
empleo de sistemas con bandas anchas.

Otro factor de mucha importancia en la obtencién de curvas de luz fiables
es el de las estrellas de comparacién: obviamente, se deben evitar variables
para tal tarea y éstas se deben someter a un constante chequeo respecto a su
constancia. El error medio en las medidas debe ser del orden de 0.™005.

La espectroscopia es también de suma importancia en el estudio de las
estrellas binarias. De hecho, si las observaciones fotométricas se acompanan
de las respectivas medidas espectroscépicas, es posible sacar las principales
informaciones tales como radios, masas, temperaturas efectivas, etc. Para
sacar el maximo partido de esta clase de observacién, es necesario elegir bien
las lineas espectrales (no sujetas a solapamientos) y detectar los espectros
de las dos estrellas. Dependiendo de la relacién de luminosidades, es posible
registrar los dos espectros pero en algunos casos solamente se puede estudiar
uno de ellos. Finalizando, debemos senalar también la importancia del pro-
ceso de reduccion de los datos. Unos datos observacionales de buena calidad
pueden no significar mucho si no se toma el debido cuidado en el proceso de
reduccion.

Como un complemento, damos a continuacién en la Tabla 1 cual es (son)
la(s) clase(s)de observacion(es) necesarias para la obtencién fidedigna de un
parametro concreto.



Tabla 1
Parametro Clase de Observacién
P periodo curva luz, Ty;n, curva Vel. Rad.
i inclinacion orbita curva luz
e excentricidad curva luz, T,in, curva Vel. Rad.
w longitud periastro curva luz, T,nin, curva Vel. Rad.
W,, wy const. mov. apsidal curva luz, T,,;,, curva Vel . Rad.
Teonj tiempo de cunjuncién curva luz, T,,;,, curva Vel. Rad.
a semieje mayor curva luz + curva Vel. Rad.
a, radio de la estrella A curva luz
k relacion de radios curva luz + espectrofot.
my, mp masas estelares curva luz + curva Vel. Rad.
q relacion de masas curva luz, curva Vel. Rad.
w4,p velocid. angular espectrofot.
ug,p coef. "limb-darkening” curva luz, tipo espect.
Ba,B coef. oscur. grav. curva luz, tipo espect.
Wy, g albedos bol. curva luz, curva Vel. Rad., tipo espect.
T4, temp. efect. ind. color + curva luz + tipo espect.
g4,B gravedad ind. color, curva luz + curva Vel. Rad.,
tipo espectr., espectrofot.
L4/Lp razén de luminosidades curva luz, espectrofot.
ja/iB razén de flujos curva luz
L3 tercera luz curva luz, T,,;,, curva Vel. Rad., espectrofot.
T edad ind. color, curva luz + curva Vel. Rad.
X, Y, Z comp. quimica curva luz + curva Vel. Rad, espectrofot.
d modulo distancia curva luz + curva Vel. Rad.
k2 param. concentracidn interna | curva luz + T,in + curva Vel. Rad. + espectrofot.

Como hemos visto, el estudio de las estrellas dobles es muy importante en
la Astrofisica debido a que las perturbaciones debidas a la proximidad de las
dos componentes actuan como sondas y posibilitan investigar con cierto de-
talle la evolucion y en algunos casos el interior estelar. En este sentido, tales
perturbaciones tienen un papel muy similar a las técnicas usuales de labo-
ratorios de fisica que consisten en perturbar el objeto en estudio (aplicando
por ejemplo un campo magnético o eléctrico) estudiando su comportamiento
bajo la accion de las perturbaciones aplicadas.



1.1 Las constantes de la estructura interna estelar

En el caso de las estrellas dobles, la presencia de la compaiera altera el
campo gravitatorio de ambas, pudiendo actuar en la forma de ellas (efecto
de marea). Esta alteracion es responsable naturalmente de la pérdida de
la simetria esférica del sistema y depende de la estructura interna de las
componentes. Las dos estrellas se pueden distorsionar también por efecto de
la rotacién que tiende a achatarlas en el polo.

Desde el punto de vista tedrico es posible en principio describir tales dis-
torsiones en funcién de la estructura interna de las estrellas. La érbita de
este par de estrellas no serd kepleriana puesto que los elementos orbitales
seran funcién del tiempo. En este trabajo se pretende estudiar justamente la
influencia de la no esfericidad de las componentes en los elementos orbitales
principalmente en la longitud del periastro.

Hay tres fenémenos fisicos que pueden dar lugar a que la linea de los
apsides no sea constante en el tiempo: la existencia de un tercer cuerpo, la
pérdida de la simetria esférica por deformaciones y un efecto relativista cuyo
ejemplo mas conocido es el avance del perihelio del planeta Mercurio.

Por supuesto que debemos buscar como candidatos para esta investigacién
estrellas binarias que tengan 6rbitas excéntricas. Los tres fenémenos citados
anteriormente puden estar presentes en un sistema simultanemente o no.
La contribucién de cada un de ellos a la rotacion de la linea de los apsides
dependera de las condiciones fisicas de cada sistema.

Russell (1928) encontré un expresién bien sencilla para el periodo de rev-
olucién apsidal que dependia de la razén de masas, del radio relativo (a la
quinta potencia) y de las constantes de estructura interna. Por otro lado,
Chandrasekhar (1933) calculd los valores de estas constantes para modelos
politrépicos. Cowling (1938) corrigié la expresién de Russel aunque utilizé
hipétesis bastante simplificadoras para el problema.

Sin embargo, aunque la comparacién de los valores observacionales de las
constantes de estructura interna (k;) con los valores tedricos derivados del
modelo de Eddington era buena, los errores cometidos en la determinacién
de los radios relativos eran ain muy grandes y por lo tanto dichas constantes
estaban afectadas de gran incertidumbre. Sterne (1939) mejoré atn mas las
expresiones anteriores para el periodo de revolucién apsidal y logré incluso



separar las contribuciones de marea y de rotacién (ver capitulo 2). Los
avances teoricos en lo que concierne el cdlculo de k; no acompaiiaron tales
éxitos y se seguian utizando modelos politrépicos.

Kopal (1953) demostré que, bajo determinadas circunstancias, las con-

stantes de estructura interna se podrian calcular como una integral (cuadratura)

mucho mas sencilla que la integracién formal de la ecuacién de Radau. Este
procedimiento, sin embargo, no es del todo correcto como se demuestra en el
presente trabajo.

Los primeros calculos de las constantes de estructura interna utilizando
modelos estelares fueron realizados por Schwarzschild (1958) y por Kopal
(1965). Estos investigadores encontraron que los valores de k, derivados
empiricamente eran siempre sistemdticamente menores que los calculados
teéricamente. Se penso inicialmente que tales discrepancias se debian a que
los modelos usados eran homogeneos y que podrian desaparecer si se usaban
modelos evolucionados para la comparacién (Petty, 1973). Se llevaron otros
trabajos a cabo en esta época pero las discrepancias no pudieron ser elim-
inados (Mathis, 1967; Semeniuk y Paczynsky, 1968; Cisneros-Parra, 1970;
Koch, 1972).

Otra posibilidad que fue bastante explorada como posible causa de las dis-
crepancias fue que las opacidades usadas no eran muy fiables (Stothers, 1974).
De hecho, las discrepancias disminuyen al utilizarse modelos con opacidades
mas modernas (Monet, 1980). M4ds recientemente, Jeffery (1984) utilizando
tablas de opacidades debidas a Carson publicé una serie de modelos que al ser
comparados con las observaciones llevaban a un acuerdo bastante razonable
respecto a k,. Sin embargo, la validez de estas opacidades fue cuestionada

por Carson et al (1984) y Magee et al. (1984).

Finalmente, Hejlesen (1987) en base a sus modelos previamente publicados
(Hejlesen, 1980a, 1980b) presenté una red de modelos con los valores de k,,
ks y k4. Tales modelos, como veremos en el capitulo 2, estdn también basados
en opacidades no realistas.

Desde del punto de vista tedrico-observacional, el trabajo més importante
es debido a Giménez (1981a, 1981b) y Giménez y Garcia-Pelayo (1983) que
reformulé el problema de forma que obtuvo los valores de las discrepancias
entre teoria y observacion en funcion de parametros observados con buen
grado de fiabilidad e indicativos de la evolucion de los sistemas en estudio.
Ademas, desarroll6 un método de analisis del movimiento apsidal que serd
comentado mads tarde en el presente trabajo.



Establecidos los problemas existentes entre teoria y observacién nuestra
propuesta de trabajo es compilar todos los datos observacionales disponibles
que tengan un alto grado de fiabilidad, construir modelos evolutivos teniendo
en cuenta los ultimos avances de la fisica relativas a la evolucién estelar y
hacer un comparacién entre teoria y observacién de la forma mas elaborada
posible. Con el modelo evolutivo se pretenden estudiar las probables influen-
cias de determinadas simplificaciones, asumidas a priori en la gran mayoria de
ellos, para la obtencién de las constantes de estructura interna. Se pretende
ademads a través de estos modelos, estudiar otros parametros involucrados en
la estructura de las estrellas tales como el radio de giro y su dependencia
temporal puesto que hasta la fecha estos datos solamente eran disponibles
para el caso de politropos y modelos bastante sencillos (Motz, 1952).

Para intentar evitar posibles problemas observacionales en la determi-
nacién de ki, utilizaremos solamente aquellos sistemas en que la determi-
nacién de las dimensiones absolutas estén dentro de un minimo de precisidn.
Ello significa que el sistema tiene que cumplir con ciertos requisitos que se
describiran detalladamente mas adelante.

Los principales objetivos del presente trabajo respecto a las constantes de
estructura interna estelar se pueden resumir en:

1- Seleccién de datos observacionales (dimensiones absolutas y tasas de movimiento

apsidal) para estrellas binarias eclipsantes que presentan tal movimiento y
que tengan ademds buenas determinaciones de estos pardmetros para poste-
rior comparacion con los valores teéricos.

2- Contruccién de modelos tedricos de evolucién estelar para ser contrastados
con las observaciones. Para ello, debemos tener en cuenta:

2a- La introduccién de nuevas tasas de produccién de energia por procesos
nucleares

2b- Introduccién de nuevas tablas de opacidad

2¢- Célculo de las constantes de estructura interna estelar a través de la
resolucion de la ecuaciéon de Radau

2d- Célculo del momento de inercia y de la energia potencial de las configura-
ciones. Kl primero para ser utilizado en calculos de tiempos de sincronizacién
y de circularizacion. Comprobaremos la constancia del producto de los fac-
tores de forma de la energia potencial y del momento de inercia con vistas a
la resolucion de la ecuacién de Jacobi (Ferronsky et al., 1987).



2e- Comparacion del modelo de evolucion estandard (interna y externamente)
con otros modelos préviamente publicados para asegurarnos de su buen com-
portamiento

3- Comparacion del modelo de evolucion convencional con las observaciones.

3a- Las edades derivadas para las dos componentes de cada sistema deben
ser compatibles

3b- Comparacion de las temperaturas efectivas tedricas y observadas

3c- Estudio de las velocidades rotacionales dada su importancia para el
calculo del ritmo de avance del periastro

3d- Comparacion entre las constantes de estructura interna estelar observadas
y tedricas.

4- Posibles causas para explicar el desacuerdo entre teoria y observacion
4a- Influencia de un tercer cuerpo

4b- Influencia de la permeabilidad del medio circumestelar

4c- Viscosidad del interior estelar

4d- Posibilidad de que los ejes de rotacion estelar no sean perpendiculares al
plano orbital

4e- Errores en las opacidades, en las tasas de produccién de energia o en el
pardametro I/H de mixing length

4f- Errores observacionales

4h- Cambios en la fisica de los modelos convencionales que pueden dividirse
en:

a- Introduccion de "overshooting” en el nicleo convectivo
b- Introduccion de pérdida de masa por vientos estelares
c- Introduccion de rotacion estelar

5- Estudio de la sincronizacion y circularizacion

En el caso de introduccion de mecanismos no convencionales los puntos
3a y 3b deveran ser igualmente comprovados antes de la comparacion entre
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las constantes de estructura interna observadas y tedricas.

1.2 Efecto de la irradiacién en sistemas Algol cldsicos

Por otro lado, siguiendo el objetivo principal de este trabajo que es es-
tudiar los efectos de proximidad en sistemas binarios eclipsantes, investi-
garemos los efectos de la irradiacién mutua en las componentes de dichos
sistemas. Tal efecto ocurre en mayor o menor grado dependiendo de la dis-
tancia relativa entre las dos estrellas y de sus temperaturas efectivas. El
espectro de una estrella irradiada es distinto al de la misma estrella si esta
estuviera aislada, efecto este ya apuntado desde las primeras investigaciones
(Eddington, 1926). Muchos trabajos siguieron a esta investigacién pionera
(ver descripcién detallada en el capitulo 3).

Un efecto esperable debido a la irradiacidn estd relacionado con el os-
curecimento hacia el borde. De hecho, una atmésfera irradiada tiene una
distribucién de brillo mas uniforme que una estrella de la misma temperatura
efectiva, gravedad superficial y metalicidad pero sin irradiar. Sin embargo,
la sistematizacién del problema de la irradiacién es bastante dificil dadas
las simplificaciones que se hacen cuando se elabora un modelo de atmésfera
estelar. Por ejemplo, la geometria adecuada al tipo de estrellas en que esta-
mos particularmente interesados (Algoles) es muy dificil de implementar en
un programa de atmésferas. Otra limitacion es que dado que el programa
usado (UMA - Upsalla Model Atmosphere) utiliza el método de Feautrier
que discretiza las direcciones, solamente es posible estudiar un modelo irra-
diado en una direccién cada vez. Sin embargo, es posible sacar conclusiones
al menos cualitativas del efecto del la irradiacién en la determinacién de los
coeficientes de oscurecimento hacia.

Se han calculado también los coeficientes de oscurecimento hacia el borde
para modelos no irradiados en estrellas frias dado que estos datos son muy
importantes para el tratamiento de curvas de luz de sistemas binarios eclip-
santes que contengan una componente de estos tipos.

Como vimos, la irradiacion puede cambiar el espectro de una estrella. Este
cambio ademds de afectar el oscurecimento hacia al borde de dicha estrella,
puede también alterar algunas de sus caracteristicas basicas. Estudiaremos
la influencia de la irradiacion, en funcién de los pardmetros que la caracteri-
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zan, en la determinacion de la temperatura efectiva real de la estrella, de su
contenido en metales, etc. De hecho, el cambio debido a la irradiacién ocur-
rido en el espectro puede simular, por ejemplo, estrellas con menor contenido
en metales. Si no se toma el debido cuidado en el analisis pueden ocurrir
graves problemas de interpretacién.

Otro aspecto que puede ser importante es que la estrella irradiada aumenta
su temperatura efectiva. Este aumento es funcién de las condiciones fisicas de
los sistemas tales como distancias relativas y temperaturas efectivas. Por otro
lado, los trabajos de Rucinski (1969b) revelaron que, si la estrella en cuestién
presenta conveccion en su atmosfera, la situacion cambia en el sentido que
el albedo bolométrico ya no sera igual a 1.0 como en el caso de equilibrio
radiativo. Por el hecho de que el régimen es adiabatico, la cantidad de
energia devuelta tras la irradiacion es del orden del 50 por cien, en acuerdo
con a las observaciones hechas para estrellas de tipo espectral mads tardio.

Este fenémeno nos llevo a plantear la excitante posibilidad de que el ca-
lentamiento de las secundarias de sistemas Algoles clasicos (constituidos de
una estrella caliente de la secuencia principal y de una secundaria subgigante
fria) pudiera explicar, por lo menos en parte, la extrafia posicién de estas
estrellas en el diagrama HR puesto que tienen temperaturas efectivas muy
altas para sus masas observadas.

Dentro del marco del estudio de la influencia de la irradiaciéon mutua en
sistemas de tipo Algol clasicos, podemos destacar como objetivos principales:

1- Introduccion del flujo externo en un modelo de atmodsferas estelares ade-
cuado al problema planteado (estrellas frias y evolucionadas)

2- Calculo de modelos de atmosferas irradiadas bajo condiciones de irra-
diacién préoximas a las situaciones observadas

3- Comparacion entre los espectros de modelos irradiados y no irradiados con
misma temperatura efectiva y estado evolutivo (log g)

4- Estudiar el efecto de la irradiacion en el posicionamento de las secundarias
de sistemas de tipo Algol clasicos en el diagrama HR. Estudio de la influencia
del flujo externo en las temperaturas efectivas y metalicidades

5- Construciéon de una red de modelos de atmésferas estelares de bajas tem-
peraturas efectivas para obtencién de los coeficientes de oscurecimento hacia

el borde
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6- Estudio de la influencia de la irradiacién en los coeficientes de oscureci-
mento hacia el borde

Finalmente, presentamos en dos apendices (B, C) los modelos estelares
convencionales y una red de modelos con ”overshooting” y pérdida de masa
para la mezcla de Ross-Aller. En otro apendice méds (A), presentamos la
bibliografia referente a las estrellas utilizadas a lo largo de esta memoria.
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CAPITULO 2

MODELOS DE EVOLUCION ESTELAR
Y MOVIMIENTO APSIDAL
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2.1 LOS MODELOS EVOLUTIVOS TEORICOS

2.1.1 Introduccién

Una comparacion detallada entre modelos teéricos de interiores con di-
mensiones absolutas bien observadas como, por ejemplo, las obtenidas para
binarias eclipsantes bien separadas, es y seguira siendo objeto de estudio
por bastante tiempo. Ademas, con la precisién actual (Andersen, 1988) es
posible investigar el interior de las estrellas en la Sequencia Principal con un
buen grado de fiabilidad si estas presentan movimiento apsidal.

Hasta hace poco tiempo el modelo de interiores mas utilizado era el de
Hejlesen (1980a, b) que llevé a Andersen et al. (1984) a detectar un efecto
sistematico en la composiciéon quimica con la temperatura efectiva mas tarde
descartado como debido al propio modelo (Andersen et al., 1988). Hejlesen
adoptaba opacidades muy antiguas (Cox y Stewart, 1969) y la utilizacién de
los modelos para estrellas frias de VandenBerg utilizando opacidades recientes
(1983, 1985) indicé una clara mejoria (Andersen et al., 1988).

Se han publicado otros modelos teéricos desde entonces para un rango de
masas mayor (Maeder, 1987; Maeder y Meynet, 1989b). Sin embargo, una
red de modelos convencionales, con fisica actual pero sin pérdida de masa u
""overshooting”” en el nucleo convectivo es deseable para una comparacién
entre la teoria de evoluvién estelar convencional y observacién. Tal com-
paracion servira para aislar casos especiales. Solamente después de que la
teoria sea extensivamente comparada con las observaciones y el efecto en
k, siga persistiendo, sera necesario introducir efectos no convencionales para
intentar explicar el posible desacuerdo.

El propésito del presente capitulo es justamente presentar nuestros resul-
tados para tal modelo convencional comentado antes en sus diversas carac-
teristicas (log g, log T.ys, log k;, radio de giro, ctc) y postcriormente com-
pararlo con los mas recientes. En el apartado dedicado a la comparacién de
nuestro modelo con las observaciones, se introducira la fisica no convencional
y se analizaran sus efectos.
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Para llevar a cabo tal tarea, es necesario introducir antes algunas defini-
ciones, ecuaciones y otros parametros que caracterizan el problema de la
evolucién y estructura estelar globalmente.

2.1.2 Planteamento del problema de la estructura
y evolucion estelar

En términos matematicos, el problema de la estructura y evolucién estelar
puede ser descrito por un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lin-
eales. Hay diversos métodos de solucién para dichos sistemas, pero dada la
particularidad del problema de la evolucién estelar, estos métodos fallaban
al intentar resolverlo integralmente, hasta que un nuevo método debido a
Henyey et al. (1959) lo resolvié de una forma bastante satisfactoria. Eviden-
temente, no vamos a describir todo el proceso aqui, pero haremos algunas
notas para aclarar mas el tema central de este capitulo y hacer mas facil su
comprension.

Las suposiciones que se hacen para poder resolver estas ecuaciones son
muy conocidas y se pueden resumir en pocas lineas: el modelo presenta
simetria esférica, la presion y la densidad solamente dependen de la distancia
al centro, la composiciéon quimica también tiene simetria esférica, no hay
rotaciéon ni campos magnéticos, no se incluyen fuerzas de marea, etc. Con
estas simplificaciones, el problema de la evolucion estelar queda reducido a
un problema con dependencia en r y en el tiempo.

Entonces, con el problema establecido, hace falta utilizar una variable
independiente mas adecuada (lagrangiana). Esta variable es la masa (M, )
contenida en una esfera de radio r. Asi, nos queda calcular los valores de las
variables mientras resolvemos las ecuaciones diferenciales: P(M,, t), T(M,,t),
r(M,, t), L,(M,, t), X,(M,, t) donde P es la presién, T la temperatura, r el
radio, L, la luminosidad contenida en una esfera de radio r y X,, la fraccién
en peso de los diversos elementos quimicos.

El sistema de ecuaciones diferenciales utilizado ha sido ampliamente tratado
(Clayton, 1968; Kippenhahn et al., 1967) y es bien conocido, pero vamos a
reproducirlo aqui para una mejor comprension. La ecuacion de continuidad
de la masa se puede poner en la siguiente forma (después de hecha la debida
transformacion):
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OM,  4mwpr? (53:4)
La condicién de equilibrio hidrostdtico viena dada por:
oP - GM, o 15
OM,  4nrt (2:3:2)
y la condicién del balance enegértico por:
oL as
— =e—T— % ¢
I € 5 (2.1.3)
La ecuacién de transporte tiene la forma general:
or . GM.T At a
oM, 4:7r'r"‘Pv (244
Dependiendo de la condicion abajo, 57 asumird una u otra forma
VZ{VR, SiVR<VCr
v«:ontu Si VR = VCr
donde
i 3xL,.P g3
vaz 16mracGM,.T* (2454
olnT Olnpu\ 4nr*P
e Tua\Fiad . 2.1.6
i Mt (alny)Pp(aM,> GM, ( )

El valor de 7,4 depende de la teoria de conveccién que se adopte. La
teoria utilizada es la de longitud de mezcla (mixing-length) que puede ser
caracterizada por el pardmetro [/H. En este trabajo, se ha utilizado el valor
2.0 para la longitud de mezcla en todos los modelos. En las ecuaciones
descritas anteriormente, ademas de los simbolos usuales tenemos que pu es el
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peso molecular, S es la entropia, € es la tasa de produccién de energia, & es

la opacidad y a es la constante de densidad de radiacién.

Las llamadas relaciones constitutivas se caracterizan por su dependencia

funcional:

P = p(P9T’Xn)

e=¢P,T,X,)

& =wlP,T,X)

S =S(P,T,X,)

Vad = vad(P, T7 Xn)

(2.1.7)

(2.1.8)

(2.1.9)

(2.1.10)

(2.1.11)

Las condiciones de contorno del problema de estructura y evolucién estelar
se establecen facilmente para las variables M, y L, pues ambas deben anularse
para r = 0. Desarrollando r en potencias de M, y utilizando las ecuaciones

(2.1.1 - 2.1.4):

o (3/47rp)c1/3M,1/3

|
P=p = §(4W/3)1/3Gpc4/3Mr2/3

as
=le-T— )| M,
L, (e e 5 )c W

1
T=T, - 5(4w/3)‘/3a (pe*?/ P.) wn T.M?

donde los subindices se refieren al centro de la configuracién.
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Las condiciones de contorno en la atmésfera se establecen suponiendo que
en esta region M, = M, L, = Ly r = R. Adoptando un modelo de atmésfera,
se integra la ecuacién que resulta de la combinacién de las referidas relaciones.
Tal proceso no se discutira aqui, pero adelantamos que el modelo de atmésfera
mas utilizado es el de Eddington. Sin embargo, hemos cambiado la subrutina
correspondiente para utilizar como opcién la solucién exacta del problema
de atmosfera gris y modelos de atmésferas con lineas. El modelo original se
debe a Kippenhahn et al. (1967) e introduciremos varios cambios que iremos
comentando oportunamente.

Las ecuaciones que rigen la generacién de energia por reacciones nucleares
se basan fundamentalmente en los trabajos de Fowler et al. (1975). Estas
tasas dependen de la temperatura, de la densidad y del contenido por peso
de los elementos quimicos involucrados. Se han introducido nuevas tasas
de acuerdo con la revisién de Harris et al. (1983). Obviamente, con estos
cambios tuvimos que modificar también las derivadas logaritmicas de estas
nuevas tasas. En el programa, si la energia se genera simultdneamente por
mas de una reaccidn, la tasa resultante viene dada por

€= Zek (2.1.16)
k

donde €, es la contribucién individual de cada reacién.

Para la generacién de energia utilizamos fundamentalmente 3 procesos:
la combustion del Hidrégeno, del Helio y del Carbono. El primero de estos
procesos se puede dividir en 3 canales como describimos a continuacién:

PPI H'(p,e*v)D*(p,v)He*(He?, 2p)He*
PPII H'(p,etv)D*(p,v)He*(a, v)Be' (e, vy)Li'(p,a)He*
PPIII  H'(p,etv)D*(p,v)He(a, v)B%(etv)Be®(2a)

Si el He® esta en equilibrio, la contribucién del canal PPI puede ser puesta
en la siguiente forma (Meyer-Hofmeister, 1982):

g X7 i
€ppr = [qpp + q2p + -; Npp7HpMU * {2(1.17)

19



donde q,, = 1.192 Mev, q,, = 5.494 Mev, q33 = 12.860 Mev, My = 1.66x10~2*
g y N, es la tasa de reaccién termonuclear en cm®s 'mol~? (ver, por ejemplo,

Fowler et al., 1975; Harris et al., 1983).

Las contribuciones de las tres cadenas se pueden poner en funcién de la
cadena PPI:

€= epp[@(:l:) (Fppl + 0.979Fpprr + 0.735Fpp1n) (2.1.18)

donde ®(z) y Fpps dependen del equilibrio de He*; Fpprr y Fpprrr dependen
de las dos primeras y de la relacion entre el niimero de reaciones PPII/(PPII

+ PPIII).

La combustion del Hidrégeno por estos procesos altera la composicién
quimica segun:

dXg _  4myeppr¥(z) (2.1.19)
dt qpPPI ik

que es, por supuesto, la cantidad de Helio creado.

El triple ciclo CNO depende de que existan los nicleos del Carbono y
del Nitrégeno. Es una fuente importante de energia para estrellas masivas y
depende fuertemente de la temperatura. Su principal canal es:

C™(p, V)N (e v)CP(p, )N (p,7) 0" (e* )N (p, a)C?

La tasa de generacion de energia se escribe como:

Xen
14

ecno = gcnoN14a X pMy~? (2.1.20)

donde qcno = 24.970 Mev, Xcn es la fraccion en masa de Carbono y
Nitrégeno y N4, es la tasa de reaccion termonuclear. La tasa de producién

de Helio es:

dXH . 4mp€CNO

—_ 2.1.21
dt gcno ( )
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Si la estrella ha agotado su reserva de combustible (Hidrégeno), la tem-
peratura resultante no es suficientemente alta como para empezar a quemar
el préoximo combustible disponible. Entonces, la estrella se contrae y de
esta contraccion se puede finalmente alcanzar las temperaturas ideales para
comenzar a quemar el Helio. Este proceso se llama triple a y las ecuaciones
correspondientes son las seguientes:

2He* <= Be®(a,v)C"?

CIZ(Q, 7)016

Ols(a,7)N62°

La tasa de generaciéon de energia es:

Xu.\’p? =
€3a = Q3a (TH> %MU 1]V3cx (2.1.22)
Xge X !
€0 =g, T3 PMy Niays | (2.1.23)
Xo Xg. I
€0 = ‘IOTg f pMy ' Nig 4 (2.1.24)

donde las ¢ son las respectivas energias implicadas en cada proceso y los N Y
son las respectivas tasas de reacciones termonucleares. Las abundancias en
peso vienen dadas por los X,,. Las ecuaciones de destruccién y de creacién
de los elementos se escriben como:

DX . ( 3 € . €o )
= —4m, | —e€3, + + 2125
ot 4 q3x E q12,4 Q16,4 ( )
0Xc €34 €c )
=12m, | — — 2:1.26
ot 2 ((I3a q12,4 ( )
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BXO €c €0 )
= 16m — 2.1.27
ot & (912,4 q16,4 ( )

Del mismo modo que el Hidrégeno se ha agotado, también el Helio se ter-
mina y es necesario un nuevo reajuste estructural para que las temperaturas

aumenten hasta que el Carbono empiece a reaccionar consigo mismo. Las
principales reacciones son:

CI2+CI2 — Na23+p

C2? 4+ C2  NeX + o
La energia producida es:

2

X o
€Ecc = qCCﬁpMU INCC (2128)

donde, como antes, ¢ es la energia implicada, X¢ la abundancia en peso de
Carbono y N¢¢ la tasa de reaccién termonuclear.

Especificamente en la combustion del Carbono ocurren importantes pérdidas

por emision de neutrinos. Computacionalmente estas pérdidas se suelen cal-
cular con la ayuda de tablas para las diversas variables involucradas en la
férmula analitica (Meyer-Hofmeister, 1982).

Muchas reacciones termonucleares no se han incluido por no tener im-
portancia en la produccién de energia (baja probabilidad o pequeinia con-
tribucién), aunque tienen mucha importancia desde el punto de vista de la
nucleosintesis.

Todas las expresiones dadas anteriormente para el calculo de la tasa de
generacion de energia vienen afectadas por un factor que, dadas las carac-
teristicas de los procesos, disminuye la barrera de Coulomb entre los niicleos.
Asi, hay un aumento de las secciones eficaces y las reaciones tienen lugar
mas facilmente. Las tasas se pueden poner como un producto de las antiguas
(sin la disminucién de la barrera coulombiana) por un factor (screening) que
depende de la temperatura, la densidad, las cargas de los niicleos implicados
y de la abundancia de los elementos que estan presentes.
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Se debe anadir una nota importante en cuanto al proceso de transporte en
el nicleo: si el proceso ocurre en una zona en equilibrio convectivo, la tasa
de variacién de un elemento dado se debe alterar para:

80X,  eono (_ 2y q_cki_, + T qC :.,) aM,
= e (2.1.29)

donde una prima denota las reacciones que destruyen los elementos n y dos
primas denotan las reacciones que crean dichos elementos. Como antes, €
y ¢ son respectivamente las tasas de produccién de energia y las energias
liberadas por gramo de material transmutado.

Las férmulas analiticas para las opacidades (Leyes de Kramers) quedaron
algo obsoletas y se han sustituido por tablas generadas por ordenador que
tienen en cuenta detalles de la fisica atémica imposibles de incluir en las
referidas ecuaciones.

Actualmente, las opacidades se presentan en tablas (para una composicién
quimica dada) en funcién de la temperatura y la densidad. Dado que un
modelo al evolucionar cambia su composicién quimica, es necesario entonces,
disponer de mas de una tabla. Teniendo en cuenta que las estrellas mas
masivas consumen el combustible nuclear méas rdpidamente que una estrella
de masa mas pequeiia, una red de modelos necesitaria de un gran nimero
de tablas. Utilizando el proceso de interpolacién, tal nimero se puede re-
ducir. Normalmente, se utilizan tres tablas: una con una mezcla rica en
Hidrdgeno, otra rica en Helio y la tercera rica en Carbono y Oxigeno. Asi,
dados T y p (que también normalmente se deben interpolar) se interpola
convenientemente en las tres tablas y podemos obtener las opacidades.

Debido a que intentamos, dentro de lo posible, eliminar incertidumbres en
los modelos, hemos cambiado las subrutinas correspondientes para el cdlculo
de la opacidad con el fin de mejorar el proceso de interpolacién. Se han
introducido dos nuevas tablas sumando un total de 5. Estas cinco tablas
se han dividido en cuatro subconjuntos dependiendo de sus contenidos en
Hidrégeno, Helio y metales. Por ejemplo, para la mezcla de Ross-Aller
tenemos cinco tablas cuyos contenidos son (X,Y): (0.70,0.28), (0.58,0.40),
(0.50,0.48), (0.0,0.98), (0.0,0.0) siendo esta tiltima rica en Carbono y Nitrégeno.
Es facil ver que podemos separar dichas tablas segin el contenido en Hidrégeno
y Helio para las distintas capas del modelo. El programa calcula la opacidad
correspondiente de la misma forma que antes, pero ahora dependiendo del es-
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tado evolutivo de cada capa, la subrutina calcula la contribucién de cada una
de las tablas en sus respectivos subconjuntos. Para situaciones mas criticas
se pueden usar algunas féormulas analiticas como en el caso de la conduccién
por electrones.

Hemos calculado modelos para 5 composiciones quimicas distintas cen-
tradas en la mezcla de Ross-Aller (X = 0.70 y Z = 0.02) y varidndola tanto
en el contenido en metales como en el contenido en Helio (Claret y Giménez,
1989a). La eleccién de la mezcla de Aller se basa fundamentalmente en el he-
cho en que gran parte de las estrellas observadas se representan mediante por
modelos que tienen en cuenta esta composiciéon. Las composiciones quimicas
elegidas fueron:(X, Z) = (0.70, 0.02), (0.66, 0.02), (0.74, 0.01), (0.71, 0.01),
(0.69, 0.03).

Las tablas de opacidad utilizadas en este trabajo son las mds recientes
calculadas por el grupo de Los Alamos (Huebner et al., 1977). Sin embargo,
para temperaturas inferiores a 1 Kev solo poseiamos la respectivas opacidades
para la composicién (0.70, 0.02). Esto explica el hecho de que la red de
modelos no tiene estrellas poco masivas (bajas temperaturas superficiales) y
tampoco tiene modelos de estrellas mds masivas pero con bajas temperaturas
(muy evolucionadas) para las otras cuatro mezclas. La red estd compuesta
por modelos con masas entre 0.6 y 25 masas solares mientras que para la
cuatro composiciones anteriormente citadas el rango es de 5 hasta 25. Por
otra parte, se pueden calcular modelos mas masivos que 25 masas solares sin
mayores problemas (Claret y Giménez, 1991f).

Una nueva tabla de opacidad para la composicion quimica solar y bajas
temperaturas nos ha sido gentilmente proporcionada por Alexander (1990).
Tal tabla presenta muchas mejorias respecto a las publicadas por dicho autor
previamente (1989a, 1989b).

La presion total se calcula como la suma de la presién de los gases (iones y
electrones) y de la presion de radiacion. La presion idnica se calcula a través
de la conocida formula de los gases ideales y la presion de radiacién se puede
poner en funcién de la temperatura a la cuarta potencia. Sin embargo, la
presion electréonica depende del grado de ionizacién y del grado de degen-
eracion. Para altas densidades y bajas temperaturas, hay que calcular las
funciones de Fermi-Dirac. Entonces, dependiendo del grado de degeneracién
y de la energia cinética, se calcula P,. Por supuesto, p también se calcula
despues de que las integrales de Fermi-Dirac hayan sido evaluadas.

El modelo de atmoésfera utilizado en el programa original estd basado en
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la aproximacion de Eddington. Este modelo se integra hasta un punto del
interior y entonces las diferencias entre las dos integraciones se compara y
una vez alcanzada una determinada tolerancia, se consideran adecuadas. La
ecuacion que rige este tipo de aproximacion se puede poner en con la forma:

T4(r) = Z x (T & g) (2.1.30)

donde T(7) es la temperatura a una profundidad éptica 7, y T.s es la tem-
peratura efectiva. En dicha aproximacion, la integracion se hace hasta el
punto donde T(7) = T.y4, o sea, en 7 = 2/3.

Obviamente, es deseable el uso de modelos mas elaborados de atmésferas,
pero el costo computacional es muy elevado y a veces, no mejoran significati-
vamente los acuerdos logrados por la aproximacion de Eddington en las inte-
graciones exteriores e interiores. Sin embargo, se pueden introducir algunas
aproximaciones mejores que la debida a Eddington sin mayores problemas
computacionales o de costo. Hemos introducido, como opcién, la solucién
exacta del problema de atmoésfera gris. La ecuacion que relaciona T(7) con
la temperatura efectiva queda en este caso con la forma:

)= 2 vt (7 + q(7)) (2.1.31)

donde los simbolos tienen el mismo significado anterior y q(7) es una funcién
a determinar.

Hay muchos métodos para encontrar la funcién q(7) (ver por ejemplo,
Mihalas, 1978). Evidentemente no la hemos resuelto para cada modelo que
deseamos calcular; se ha introducido una tabla de q(7) en funcién de = (Mi-
halas, 1978). El programa, en lo que concierne a la atmdsfera, funciona
normalmente. Pero, cuando se calcula la temperatura de la capa para un 7
dado, se interpola el valor de q(7) correspondiente en la tabla. Podemos asi,
calcular la temperatura correcta.

Hemos cambiado las condiciones de contorno para 7 = 0, o sea, el valor de
q(7) no es ahora 2/3, sino 0.577. El valor de 7 para el cual la temperatura de
capa es igual a la temperatura efectiva también se ha cambiado por 0.6457.

Como era predecible, los cambios debidos a esta modificacién en el modelo
de atmosfera no han sido muy grandes. El valor, por ejemplo, de log ki,
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solamente ha quedado afectado en la tercera cifra decimal; los cambios en las
temperaturas de las capas superiores han llevado a variaciones en el radio y
éstas por su parte, han sido responsables de la pequena variacién en log k,.
Los efectos que se producen cuando se utiliza la solucién exacta gris en lugar
de la aproximacién de Eddington son ya bien conocidos en lo que respecta
a temperaturas. Los cambios ocasionados, entonces, en la temperaturas de
capas no son suficientes como para modificar de una manera apreciable las
caracteristicas internas del modelo.

Hemos hecho modificaciones que posibilitan también el uso de modelos
de atmosferas mas elaborados. Con este fin, se ha introducido una tabla
derivada de modelos de atmoésferas (UMA para bajas temperaturas efecti-
vas y ATLAS para temperaturas mas altas) de la presién en funcién de la
temperatura efectiva y del logaritmo de la gravedad. Asi para cada capa
de la atmosfera, dadas la temperatura y log g, se interpola la presién. Este
procedimiento sustituye el uso de las relaciones T - 7 y la profundidad 6ptica
maxima es aproximadamente 10. A cada composicién quimica, corresponde,
obviamente una tabla.

El método de solucion del sistema de ecuaciones diferenciales se basa en
el método de relajacion que se encuentra ampliamente comentado en Kip-
penhahn et al. (1967), Clayton (1968), Henyey et al. (1959), etc. El método
funciona de la siguiente manera: inicialmente, suponemos una estructura
para el modelo. Si las ecuaciones diferenciales no son satisfechas (en el
primer intento normalmente no lo son), se acciona un proceso de correcciones
para cada punto hasta que las correcciones aplicadas son lo suficientemente
pequenas.

Como la resolucion de las ecuaciones de estructura tratan con variables
que a lo largo del proceso de integracién cambian de valores muy pequenos
a muy grandes, se introducen variables auxiliares, como por ejemplo, In P y
In p en lugar de P y p respectivamente para evitar problemas numéricos que
suelen ocurrir en tales circunstancias.
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2.1.3 La contraccién gravitatoria

El programa original solamente tiene en cuenta la contraccién gravitatoria
como forma de energia durante las fases evolutivas rapidas cuando se agota
algiin tipo de combustible, o sea, los modelos ZAMS generados son aquellos
en que la temperatura es suficiente para empezar a quemar el Hidrégeno.
Aunque las incertidumbres involucradas en los modelos Pre-Secuencia Prin-
cipal sean grandes, hemos decidido introducir también el calculo de modelos
contrayéndose hacia la Sequencia Principal por dos motivos fundamentales:

1) Hay indicios de que algunas estrellas de las presentan movimiento ap-
sidal estdn en esta fase evolutiva (por ejemplo, EK Cep)

2) Comprobar si la no inclusién de esta fase puede influir la evolucién
posterior a la ZAMS ( Zero Age Main Sequence).

Para ello, hemos introducido las ecuaciones usuales de la contraccién grav-

itatoria:

—T3S _ Cp(T-T*) p (P —P*)dlnp

ot At At olnT (2.1.32)

donde t es el tiempo, C, es el calor especifico a presiéon constante , T la
temperatura, S es la entropia, P la presién y p la densidad. Los asteriscos
denotan las funciones en un tiempo determinado t,.

Con estos cambios introducidos y con un modelo inicial mas adecuado, se
han hecho algunas pruebas. La Figura 2.1.1 muestra un modelo de 1 Mg
calculado desde la contraccién gravitatoria y otro partiendo del modelo ya
en la ZAMS. Respecto a la temperatura efectiva y el radio, las diferencias
entre los dos modelos en la ZAMS son despreciables. De hecho, a partir
de este punto, los modelos ya empezan a confundirse el uno con el otro.
Internamente, los modelos también tienen comportamientos muy similares a

partir de la ZAMS.

Podemos pues concluir que, en una primera aproximacion, la fase de Pre
Sequencia Principal es prescindible. Sin embargo, dada la primera razoén
expuesta anteriormente, en algunas circunstancias especiales, se debe incluir.

27




;. T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 masa solar / 1
4
X=0.70, Z=0.2 o ¢
L 7 J
-a o2 Contr. Grav, . /
/
N : -
Com. Hid. 5
- 7 4 .
/
- / —
/
| /
h -
o /
(@] i / 4
o !
S R / =y
I
b , -
|
o i ; 1
o \
L \ o
\
= \ —
N
<t \\ bt
| !
// 7
§ 1 1 1 1 l L 1 1 1 ]

Figura 2.1.1 Diagrama HR para un modelo de 1 Mg en la etapa de Pre Secuencia Principal (discontinua) y en la ZAMS (continua)




2.1.4 CélCUIO de kz, k3 Yy k4

Para calcular los valores tedricos de las constante
es necesario integrar la llamada ec

es (Kopal, 1978):

% ¥ (;%)(’7:‘ + 1)+ mi(n - 1) = 5(j +1) (2.1.33)

donde r es la distancia del centro
logaritmica de las amplitudes de la
mas interesantes desde el punto de

que, una vez integrada la ecuacién
forma:

hasta el punto en cuestién ¥y n; la derivada
s distorsiones superficiales. Los parametros
vista observacional vienen dados por los k;
anterior, se pueden calcular de la siguiente

_d+1-nl(R)
Ry Sl G+m(B) (2.1.34)

Se ha introducido una nueva subrutina (LOGK234) en el programa para
integrar la ecuacién de Radau para los casos j= 2, 3 y 4. El método de

integracién usado fue el de Runge-Kutta de cuarto orden. En el desarrollo

de dicho método se introducen las siguientes definiciones después de algunos
cambios de variables:

C,=hf (s Yns D(r,)) (2.1.35)

C: = hf (rn+ g,y"+cl D(T"Jrh))

b (2.1.36)
e h y,+ C, D(r, + h)
€= hf (rn S L e e (2.1.37)
: c,
&, =kt (rn by + 2, D(r, + h)) (2.1.38)
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donde k es el paso de la integracion, r,, la distancia del punto hacia el cen-
tro, D la relacion entre la densidad local y la densidad media, y la variable
dependiente en la ecuacién de Radau () y finalmente f es la derivada de
dicha funcion respecto a r.

Esta derivada se evalia en los puntos inicial y final de cada paso de inte-
gracion y también en el punto medio (dos veces). Su forma analitica es:

dy; _ [i(G+1) — yi(y; — 1) — 6D(y; +1)] (2.1.39)

dr T

A cada paso de integracion el valor de la variable dependiente, y, viene
dado por la siguiente relacion:

Gl o B
Ynt1,j = Yn,j + ?1 + —33 + ?" + ?“ + O(R®) (2.1.40)

Las condiciones de contorno usuales son:

yi(0) =7 —2 (2.1.41)

y para el centro, la derivada se puede poner en la siguiente forma, segin

Poincaré (1902):

: 3( —1)dD
y,;(0) = oy > (2.1.42)
Se deben anadir dos condiciones de contorno adicionales al problema: el
valor de la funciéon D en el centro y el valor de la variable r que no puede ser
cero en dicho punto. Para D en el centro hemos adoptado el valor 1.0 y para
r. un valor muy pequeno si comparamos con los valores tipicos. Obviamente,
los valores de y (j = 2, 3 ,4) que nos interesan estan en el punto r = R que
caracteriza la superficie del modelo. Con dichos valores podremos obtener
las distintas constantes de estructura interna.

Normalmente, después de la convergencia de cada modelo, los programas
de evolucién generan una matriz en la cual suelen figurar las densidades lo-
cales, las presiones, temperaturas, etc en funciéon de la masa o de r. Como
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hemos visto, el método de Runge-Kutta necesita el conocimiento de la densi-
dad en los puntos medios. Para evaluar la funcién D en estos puntos, creamos
dos nuevas subrutinas: una genera el ”spline” de tercer orden de D en funcién
de r y otra interpola en este ”spline” para los valores de los puntos medios.
Este método de céalculo de la cantidad D se mostré muy eficaz. Cambiando
el valor del paso, las integraciones llevaban practicamente a los mismos re-
sultados. Por otra parte, este método es muy caro desde el punto de vista
computacional y frecuentemente causa problemas: como el acuerdo entre las
integraciones de atmosfera hacia el centro y del centro hasta la atmdsfera
numéricamente estan dentro de una tolerancia, esto hace que la relacién de
r con D no sea univoca en estas regiones. Asi, la subrutina que calcula los
coeficientes del correspondiente ”spline” encuentra dificultades para hacerlo,
ocasionando errores. Se decidié adoptar por tanto otro método que consiste
basicamente en calcular la funcién D segin criterios sugeridos por ejemplo,
por Kippenhahn et al. (1967) o Clayton (1968). En el célculo de p, uti-
lizamos la media entre los puntos, o sea:

o Pn+1 + pn—-l

Pn 5

(2.1.43)

Tal método se mostré muy eficiente, rdapido y ademads sin los problemas
de univocidad descritos anteriormente. Hicimos pruebas con los valores
calculados de esta forma y con la técnica del ”spline”: los valores fueron
practicamente los mismos. Probamos también la subrutina para calcular los
k; para distribuciones de masa ya conocidas, como esfera rigida y politropos
de varios indices y los resultados estaban en muy buen acuerdo con los cal-
culados previamente. Los resultados tampoco dependian fuertemente del
paso elegido o del niimero de puntos de integracién siempre que éste fuera
razonable.

La derivacién de las constantes de estructura interna es muy importante
por ser uno de los tinicos medios seguros para introducirnos en el interior
estelar, ademas de posibilitar una prueba la Teoria de la Relatividad Gen-
eral como veremos en el apartado dedicado a la confrontacién entre teoria y
observacion.
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2.1.5 La integral de Kopal

Kopal (1978) ha desmostrado que las constantes de estructura interna se
pueden poner de otra forma si se considera la configuracién en cuestién como
muy concentrada (una hipotesis muy arbitraria, como veremos mas adelante).
Después de algun dlgebra, tendremos:

. 3 [Rldp ,
R}, — _W/O [:]d_fﬁmdr (2.1.44)

Integrando por partes

R1dp sjig, — g (" Diprige — o(i B o2
=—7Tdr =3 | D*%dr — 2(j + 2) Dr*dr (2.1.45)
o pdr 0 0

Para las configuraciones muy concentradas (D mucho menor que 1) po-
dremos despreciar la integral que contiene el termino D?. De esta forma
podremos escribir:

G+2) (R
or: 1)R2j+1/0 Dr¥dr (2.1.46)

Dicha integral se puede evaluar por simple cuadratura segin sugiere el
propio Kopal (1978). Para hacer esta integracion, utilizamos el método de
Gauss donde la integral se puede substituir por la suma:

m

/ Hahie = S ikl (2.1.47)

n=1

donde a, es el peso y f(x,) es la funcién evaluada en el punto x,. Hemos
hecho los calculos con 10 puntos; dado entonces el nimero n, la subrutina
elige los pesos y las coordenadas (a;, as, as, ...a,; X1, X2, X3, ...X,). Asi, los
valores del integrando se interpolan para las coordenadas elegidas y se efectia
la suma. Hemos comprobado que no hay cambios apreciables si modificamos
el niimero de puntos usados en la integracion.
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Dado el problema ya apuntado en el caso de la integracion de la ecuacion de
Radau (no unicidad), tuvimos que cambiar el método utilizado para calcular
las integrales de Kopal. Decidimos usar tambien el método de Runge-Kutta.
Hicimos pruebas con él para verificar el comportamiento numérico de las
integrales y llegamos a la conclusion de que obteniamos los mismos resultados
que antes.

Sin embargo, como ha sido demostrado por Claret y Giménez (1989a)
esta integral no representa bien las condiciones en el interior de los modelos
fundamentalmente debido a la hipdtesis en que esta basado su calculo. La
Figura 2.1.2 muestra que las diferencias entre los k; calculados por medio
de la integral anterior y los obtenidos tras la integracién de la ecuacién de
Radau son inaceptablemente grandes y pueden llegar a 0.12 en log k, para
modelos mas masivos o para modelos menos masivos que 1 M. Ciertamente
debido a la hipdtesis hecha, las diferencias disminuiran para modelos mas
evolucionados. Podemos pues descartar esta modalidad de calculo a efectos
de obtencién de los coeficientes tedricos de la estructura interna.

2.1.6 Calculo del momento de inercia

En el estudio de las estrellas binarias, uno de los temas mas excitantes se
relaciona con los llamados efectos de marea. Una estrella que forma parte
de un sistema binario es perturbada por la presencia de la otra componente.
Por supuesto, las consecuencias de tal interaccion son desviaciones respecto
a la forma que tendrian las estrellas en ausencia de la companera. Las es-
trellas, ademas de tener sus formas cambiadas, pueden sufrir modificaciones
substanciales en su propia evolucién. Se sabe que las deformaciones causan
una lenta rotacién de la linea de los apsides (si el sistema es excéntrico). En-
tre tanto, el hecho de que tal sistema sea excéntrico, significa algo mas. Una
teoria de mareas puede, en este caso predecir tal caracteristica: el tiempo de
circularizacién previsto por esta teoria debe ser compatible con la edad del
sistema deducida de los modelos evolutivos. Si observamos un sistema cuya
6rbita es excéntrica, por ejemplo, la edad prevista no puede ser mayor que
cl tiempo de circularizacion ().

Otro concepto también muy importante en este tema es el del tiempo de
sincronizaciéon. Como el propio nombre indica, es el tiempo necesario para
que las dos estrellas estén sincronizadas con la velocidad kepleriana.
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Cuando tratamos del tiempo de circularizacién, podemos estar seguros de
que una orbita es circular o no, sin embargo, en el caso de la sincronizacién
surgen algunos problemas. Algunos de ellos son de orden observacional: no
es facil hacer observaciones de la velocidad rotacional. Por otro lado, en
el caso de que dispongamos de dichas velocidades los valores observados se
refieren a la atmoésferas de las estrellas. Surge entonces, una pregunta: ;
corresponden estas velocidades tambien al interior de las referidas estrellas?

En los 1dltimos afios uha aparecido un concepto auxiliar que se denomina
pseudo sincronizacién , es decir que las estrellas rotan con las mismas ve-
locidades que tienen en el periastro. Como veremos mas adelante, cuando
comparamos los valores tedricos de k, con los observacionales, hay un buen
acuerdo entre las velocidades rotacionales medidas y las orbitales en el pe-
riastro. Ademds de las caracteristicas anteriormente comentadas, hay otros
problemas no despreciables. Las teorias de marea han sufrido en los ltimos
anos un gran impulso y despiertan un gran interés. Sin embargo, un niimero
nada despreciable de sistemas binarios sigue sin adaptarse a estas teorias.
Hay muchos sistemas no excéntricos cuyas edades previstas por los modelos
evolutivos son mayores que los correspondientes tiempos de circularizacién.
Una posible explicacion para este problema podria estar en la forma con que
se calcula el tiempo de circularizacién (Giménez y Claret, 1990b). Las teorias
de evolucién por marea (Press et al., 1975; Hut, 1981; Tassoul, 1988; Zhan,
1989; Zhan y Bouchet, 1989) predicen que este tiempo depende de la relacién
de masas, del momento de inercia, de los radios relativos, etc. Normalmente,
los tiempos de circularizacién se calculan utilizandose los valores observados
(instantdneos) de estos parametros. Pero ; qué valores de estas variables
deberiamos usar para predecir el tiempo de circularizacién para una poste-
rior comparacion con las edades deducidas de los modelos evolutivos? Esta
importante cuestion serd tratada mas adelante (apartado 2.3.5).

El problema de la sincronizacién tampoco se puede decir que esté en
mejores condiciones. En el caso de sistemas excéntricos que poseen rotacién
de los apsides, es comun adoptar una (u otra) hipétesis de trabajo debida a
Kopal (1978) y Hut (1981) respecto a las velocidades rotacionales.

No obstante las dificultades de orden observacional y tedricas expuestas
antes, el momento de inércia es una variable fisica utilizada a menudo, sea
para el calculo del tiempo de circularizacidn, sea para el tiempo de sin-
cronizacién. Los calculos de los momentos de inercia para nuestra red dan,
por primera vez, una visiéon mas realista de los radios de giro. Hasta ahora,
para el célculo de 7. y 7, se utilizaba solamente un valor tipico (Motz, 1952)
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que ademas de no representar muy bien una estrella real (dado que utilizaba
politropos y modelos estelares muy antiguos) no presentaban dependencia
temporal.

Para toda la red de nuestros modelos evolutivos se han hecho los respec-
tivos calculos para el momento de inercia definido como I = 2MR2. Inicial-
mente, los calculos se hicieron utilizando el método de integracién de Gauss
con 10 puntos. Por los problemas ya descritos de unicidad, hemos cambi-
ado el método por el de Runge-Kutta que ha funcionado muy bien ademds
de ser mucho mas rapido. También hemos probado con nuestra subrutina
configuraciones bien conocidas: politropos, esfera rigida, etc.

El momento de inercia se puede describir facilmente a partir del radio de
giro 5. Para la ZAMS, en el plano log m - log # hay un punto de inflexién
para log m = 0.17 (Figura 2.1.3) debido al cambio de la principal fuente de
combustién nuclear, igual que para el conocido caso de log m - log k, (Claret
y Giménez, 1988, Heylesen, 1987).

Paralos modelos de edad cero (homogéneos), se ha encontrado una relacién
lineal entre el radio de giro y k; (Claret y Giménez, 1989b, 1990b) en buen
acuerdo con Motz (1952) y Ureche (1976). Como comparacién, la Figura
2.1.4 muestra nuestros resultados y los de Motz. Los dos coeficientes de
la relacién lineal (log B y log k;) son muy similares, pero este hecho no
es concluyente. Cuando la estrella evoluciona, el comportamiento de S se
hace mas complejo (Figura 2.1.5) pero la relacion lineal es aproximadamente
valida hasta el TAMS para cada masa de forma separada. El aparente buen
acuerdo se debe entonces al hecho de que al utilizar Motz politropos en
gran parte del diagrama, siempre es posible "encontrar” indices politrépicos
equivalentes para modelos mas elaborados.

Otro problema respecto al trabajo de Motz y Ureche es que los modelos se
presentan de una forma poco adecuada al no hacerlo en funcién de parametros
directamente observables mientras los nuestros se presentan en funcién de log
g y del tiempo.

Para modelos no homogéneos, una forma muy practica, desde el punto de
vista observacional, de estudiar el comportamento de # con un parametro
obtenido directamente de las observaciones es dibujar log g en funcién de log
B (Claret y Giménez, 1989b). Naturalmente, este diagrama puede ser muy
util para el calculo de los tiempos de circularizacion y sincronizaciéon. Se ha
llevado a cabo un ajuste numérico entre log # y log g (Claret y Giménez,
1990b) y los resultados vienen resumidos en la Tabla 2.1.1.
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La relacion log 8 = a + blog g es valida hasta que el contenido en masa de
Hidrégeno en el centro sea del orden de 0.1.

Tabla 2.1.1
Coeficientes del ajuste
entre log B y log g
Log m a b
-0.22 | -2.640 | 0.472
-0.10 | -2.439 | 0.424
0.00 | -2.268 | 0.381
0.05 | -1.877 | 0.287
0.10 | -1.378 | 0.166
0.15 | -1.157 | 0.108
0.20 | -1.320 | 0.147
0.30 | -1.380 | 0.165
0.40 | -1.362 | 0.165
0.50 | -1.356 | 0.167
0.60 | -1.358 | 0.172
0.70 | -1.368 | 0.178
0.80 | -1.378 | 0.184
0.90 | -1.391 | 0.190
1.00 | -1.420 | 0.200
1.10 | -1.451 | 0.210
1.20 | -1.496 | 0.224
1.30 | -1.553 | 0.239
1.40 | -1.618 | 0.256

El uso de dicha Tabla evita el procedimiento erroneo de tomar siempre el
radio de giro como una constante en los cdlculos de 7. y 7, (Press et al., 1975;

Tassoul, 1988).

Una peculiaridad muy importante que hemos encontrado a lo largo de esta
investigacion es que en la relacion lineal entre log 8 y log k; los coeficientes
de las rectas no dependen fuertemente de la composicién quimica y, dentro
de ésta, de las masas.

Recientemente, Rucinski (1988) realiz6 calculos usando modelos politrépicos
compuestos y el tamano del nucleo radiativo de los modelos de Vanden Berg
para estimar los radios de giro de estrellas poco masivas en la ZAMS. Com-
parando sus calculos y los nuestros , que fueron obtenidos por integracion
directa, se encuentra que los [ estimados por €l son siempre mayores. Su
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método no es pues muy eficaz. Sin embargo, la estimacién hecha por él del
tamafio del niicleo radiativo en base al modelo de VandenBerg estd en muy
buen acuerdo con nuestros resultados (0.982 para el modelo de 1 masa solar).

2.1.7 Calculo de la energia potencial

Hace algunos anos el interés por el estudio de propiedades de los cuerpos
autogravitantes se renovd a partir de trabajos que exploraban este tema de
una forma muy similar a la utilizada por Chandrasekhar (1967). Buscando
relaciones entre las integrales del interior de cuerpos autogravitantes Fer-
ronsky et al. (1987) lograron demostrar que la ecuacién del Virial de Jacobi
se puede explorar desde otro punto de vista. Basiandose en la constancia
del producto de factores de forma de la energia gravitacional y del momento
de inercia, quedo senalada una relacién entre estas dos variables, lo que de
cierta forma facilitaba el tratamiento de dicha ecuacién. Esta ecuacién viene
dada por:

¢ =Q+2T (2.1.48)

donde en caso de simetria esférica ¢ = 3/4 I, I es el momento de inercia del
cuerpo, T es la energia cinética, {2 es la energia potencial y las primas deno-
tan derivadas temporales. El primer término de la izquierda de la ecuacién
anterior es cero si se hace una media temporal a lo largo de un periodo de
tiempo mucho mayor que el periodo de oscilacién del sistema. Asi,

Q=-2T (2.1.49)

Si la energia potencial se escribe como Q2= -aGM?/R y el momento de
inercia es escrito como en el apartado anterior, se establece una relacién
implicita entre los dos términos de la ecuacién anterior.

Ferronsky y sus colaboradores (1987) hicieron una investigacién muy de-
tallada respecto a los calculos de a y 3 y encontraron que estos dos factores
de forma estan relacionados de tal manera que su producto es siempre con-
stante, independientemente de la distribucion de densidades que se considere.

41



4

Claret (1985) calculé por primera vez estos coeficientes para modelos de
interiores mas complejos que los utilizados por Ferronsky et al.. Sin embargo,
se necesitaban calculos mas rigurosos para una mejor interpretacién teérica.

Hicimos tales cédlculos para verificar la constancia del producto af3 para
nuestra red de modelos estelares. El calculo de la energia potencial se re-
alizé también con el método de Runge-Kutta. Como en casos anteriores
hemos comprobado la precision del procedimiento utilizando distribuciones
ya conocidas.

El comportamiento de log a con respecto a log k; se mostré un poco mas
complejo que el debido alog 3. Si tomamos una masa y composicién quimicas
dadas, para pequenos valores de log a el comportamiento es casi lineal, pero
a medida que el modelo evoluciona la relacion lineal no lo describe bien como
se puede ver en la Figura 2.1.6. Una relacion de tercer grado se ajusta mejor
a los puntos.

Dentro de una composicién quimica dada, hemos verificado que la relacién
log a - log k; no depende mucho de la masa y ademads, entre composiciones
distintas las diferencias tampoco son significativas.

A pesar de tener a un comportamiento parecido al de 3, el hecho de
que tenga una dependencia funcional mds pronunciada en relacién a log k,
muestra que la constancia del producto aff solamente ocurre en las regiones
del diagrama HR ma4ds cercanas a la ZAMS.

Conviene también sefialar que aunque la configuracién en cuestién no sea
esférica (por ejemplo, elipsoidal) a y B se pueden escribir en funcién de los
valores obtenidos para el caso esférico y de los factores de correccién debidos
a la nueva geometria perturbada. Esto abre posibilidades para interesantes
investigaciones sobre modelos no esféricos y la influencia de la no esfericidad
en su estructura interna.
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2.1.8 Modelos interpolados

Al hacer la comparacion entre modelos y datos observacionales de bina-
rias eclipsantes se necesita el calculo de trazas evolutivas especificas para
la masas observadas. Obviamente, esto demanda gran cantidad de tiempo
de ordenador. Pero se puede evitar si se utiliza un buen proceso de inter-
polacién y la red posee un numero suficiente de modelos, obteniendo un
resultado bastante satisfactorio. Para la presente red se han calculado cerca
de 160 modelos para cada masa, teniendo asi un numero bastante elevado
que posibilita dicha interpolacion.

Para modelos mas masivos, la interpolacion lineal entre modelos con un
intervalo en log m = 0.1 se mostré bastante precisa. En la Figura 2.1.7 se
puede ver un modelo de 11 Mg, calculado directamente (*) y otro obtenido
por interpolacién (+). Las diferencias son bastante pequefas, principalmente
en la Sequencia Principal, region de nuestro maximo interés.

Por otro lado, para estrellas mas tardias la situaciéon es mas compleja. La
region en el diagrama HR donde la principal fuente de energia nuclear cambia
de protén-proton al ciclo CNO es muy critica. En consecuencia, se necesitan
mas modelos en este intervalo para garantizar una buena interpolacién. Para
los modelos poco masivos, se ha adoptado un intervalo de 0.05 en logaritmo
de la masa para el paso en este rango.
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2.1.9 Calculo de las isocronas

En el estudio de las estrellas binarias normalmente se asume que las dos
componentes nacieron juntas de una misma nube de gas y polvo. Esto tiene
un significado especial respecto a los modelos de interiores para esta clase de
objetos. Ademds de los parametros observacionales usuales (log g, log T.y)
que se deben contrastar con los valores tedricos, las edades deducidas para
cada una de las componentes deben tener el mismo valor. El concepto de
isocronas se hace bastante 1til y su célculo tiene una importancia obvia.

Hemos desarrollado dos métodos para el calculo de las isocronas y ambos
se mostraran igualmente eficaces pero, como se explicara mas adelante, uno
de ellos es mucho mas econémico desde el punto de vista de tiempo de calculo.

Una forma directa de calcular el lugar geométrico en el diagrama HR
de los puntos que tienen la misma edad es simplemente tomar los modelos
disponibles y encontrar por interpolacién para cada modelo (dada una edad)
los valores de log g (o log L) y log T.s. Este sencillo procedimiento, sin
embargo, lleva a isocronas con poca resolucion y lo que es mas grave, no tiene
definicién suficiente para detectar las fases rapidas de la evolucién a menos
que se tome un nimero prohibitivamente grande de modelos. Para isocronas
de pequeiio valor, este proceso es aceptable pero seria deseable, sin embargo,
tener un método fiable y barato que contemple todas las fases evolutivas.
Por otro lado, el diagrama HR puede ser bastante 1util en el calculo de las
isocronas si se tienen en cuenta ciertas propiedades del mismo. Observamos
que al calcular las isocronas con el método simple descrito anteriormente, hay
siempre un ultimo modelo para cada isocrona (que viene caracterizado por
una masa critica m,.,) que se puede calcular antes de que empiece para ésta
su "fase rapida” (ver Figura 2.1.8). Si continuamos el calculo, notaremos que
hay un discontinuidad en esta regién que se evitaria si tomasemos muchisimos
modelos entre el modelo critico y el mas préximo en la red.
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Nuestro método se basa justamente en el valor limite de esta masa (que
esta conectada con la edad de la isocrona). Este punto en el diagrama HR
corresponde a un log g y una temperatura efectiva. Para obtener la resolucion

adecuada, se necesitan mas modelos solamente en esta region.

El punto critico viene caracterizado entonces por m,,, t.., log g.,, log L.,
etc. Se pueden encontrar por inspeccion estos valores umbrales y tabularlos
para una red de modelos dada. El algoritmo funciona entonces de la siguiente
forma: dada la isocrona que se desea, se encuentra la correspondiente masa
umbral. Se calculan con el método normal los puntos de laisocrona hasta este
punto critico. A partir de entonces, se interpola con un paso menor cubriendo
asi las fases rapidas y logrando en consecuencia, la resolucién adecuada. La
Tabla 2.1.2 muestra las valores criticos obtenidos para la red (X, Y)= (0.70,

0.28).

Tabla 2.1.2
Valores criticos
para el calculo de isocronas
Log m., | Log g., | Log T.s., | log (L /Lg)., | log kz., | Edad., (anos)
0.0000 | 4.1425 3.7583 0.2751 -1.9777 | 9.067331D+09
0.0492 | 4.1951 3.7838 0.3736 -2.1539 | 4.604505D+-09
0.0969 | 4.1007 3.7952 0.5616 -2.2820 | 3.335714D+09
0.1492 | 3.9859 3.8050 0.7678 -2.3966 | 2.464249D+09
0.1987 | 3.8969 3.8161 0.9505 -2.4774 | 1.777895D+09
0.2989 | 3.8289 3.8747 1.3531 -2.5258 | 9.209464D+-08
0.3997 | 3.8236 3.9497 1.7595 -2.4734 | 4.761467D+08
0.4997 | 3.8266 4.0275 2.1675 -2.4234 | 2.544442D+08
0.5999 | 3.8214 4.1005 2.5651 -2.3744 | 1.372180D+08
0.6998 | 3.8109 4.1711 2.9579 -2.3355 | 7.801635D+07
0.7993 | 3.7915 4.2348 3.3315 -2.3021 | 4.633203D+07
0.8998 | 3.7628 4.2940 3.6976 -2.2819 | 2.881545D+07
1.0000 | 3.7261 4.3463 4.0436 -2.2740 | 1.893974D+07
1.0997 | 3.6878 4.3916 4.3628 -2.2726 | 1.320651D+07
1.1998 | 3.6461 4.4309 4.6617 -2.2884 | 9.593773D+06
1.2999 | 3.5917 4.4630 4.9446 -2.3326 | 7.435806D+06
1.3998 | 3.5251 4.4854 5.2008 -2.3952 | 5.996840D+-06
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Las Figuras 2.1.9 y 2.1.10 muestran el resultado de estos calculos y ademas
sennalan el hecho de que las binarias deben estar sobre una misma isocrona.

El método descrito, a pesar de funcionar muy bien, tiene un inconveniente
respecto a la gran cantidad de informacién que se debe almacenar para su
ejecucién. Aunque se utilicen ficheros en lenguage binario, la memoria uti-
lizada es significativa. Por otro lado, las interpolaciones detalladas necesarias
después del punto critico consumen bastante tiempo de CPU. Para subsanar
este problema hemos ideado otro método muy parecido a éste pero mucho
mas econdémico e igualmente fiable. Los cédlculos se hacen hasta el punto
critico de la misma forma que antes pero para el calculo de la fase rapida
haremos la hipétesis de que esta fase es muy rapida comparada con la edad de
la isocrona en cuestién. Como hemos dicho antes, este punto critico tiene su
correspondiente m,,. Argumentando que el tiempo empleado por el modelo
de masa m,, en recorrer el HR en su fase rapida es pequeio si se compara con
la edad de la isocrona, su posterior trayectoria se confundira con la propia
isocrona. Dicho en otras palabras, la isocrona esta compuesta de dos partes:
una calculada hasta el punto critico (método normal) y la otra es la trayecto-
ria evolutiva del modelo de masa m,, a partir de este punto. La idea general
del método se puede entender mejor con la ayuda de la Figura 2.1.11.

En la Figura 2.1.12 se puede ver que las diferencias entre las isocronas
calculadas de una u otra forma estdn en muy buen acuerdo. Realizamos
pruebas para varias isocronas utilizando el 1ltimo método descrito que posee
como principales caracteristicas el pequeno tiempo de calculo, la economia
en almacenaje de datos y la fiabilidad.
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2.1.10 Comparacion con otros modelos evolutivos

Los resultados del cédlculo de los modelos se incluyen en los Apéndices B
y C ("overshooting”) en forma de tablas (X = 0.70, Z = 0.02). Las Figuras
2.1.13, 2.1.14 y 2.1.15 representan log M, - log T.s, log g - log T.;, log g -
log k; para la composicién X = 0.70, Z=0.02 (el diagrama log g - log 3 est4
en la Figura 2.1.5)

Antes de comparar nuestros modelos directamente con las observaciones,
es necesario sometirlo a una comparacién con otros modelos disponibles. No
es facil comparar nuestro modelo directamente con los mas recientes de Van-
denBerg (1983, 1985) y Maeder y Meynet (1989a, 1989b) debido a las distin-
tas suposiciones adoptadas. Sin embargo, se pueden extraer informaciones
de estas comparaciones para comprobar los efectos de estas diferencias.

El modelo de Vanden Berg esta relacionado con estrellas mas tardias y
adopta una composicién quimica un poco distinta (X, Y) = (0.7331, 0.25) a
la de nuestros modelos. El valor de la longitud de mezcla también es distinto
del nuestro y vale 1.6. Otra diferencia radica en la forma de calcular los
modelos ZAMS (tiene en cuenta los modelos Pre-Secuencia Principal) que
como se demostré anteriormente, no lleva a grandes cambios en las fases
evolutivas posteriores.

Por otro lado, los modelos de Maeder y Meynet cubren un rango de masa
mucho mayor pero incluyen fisica no convencional - pérdida de masa y over-
shooting en el nicleo convectivo. Asi, nuestros modelos solo son directamente
comparables con los de Hejlesen (1980b, 1987) dado que en ambos se utililizan
las mismas suposiciones y composicién quimica.
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Para el rango de masas menores, la Figura 2.1.16 muestra las trazas evolu-
tivas, en el plano log g - log T, ; correspondientes al modelo de 1 masa solar.
Nuestro modelo esta representado por una linea continua, los de VandenBerg
por la linea discontinua y el de Maeder y Meynet por rayas-puntos. Las prin-
cipales diferencias estan ciertamente conectadas con la fisica y composiciones
quimicas adoptadas, pero el acuerdo general puede ser considerado bastante
satisfactorio.

Las Figuras 2.1.17 y 2.1.18 muestran una comparacién mas detallada de
nuestros modelos con los de Maeder y Meynet para un rango mas masivo.
Los efectos de overshooting son claramente visibles como un aumento del
tiempo de vida en la Sequencia Principal. Se espera que los modelos con
overshooting sean mas condensados centralmente. Estudiaremos estos efectos
cuando introduzcamos el overshooting en el nicleo convectivo y la pérdida de
masa en nuestros modelos y volveremos a comparararlos con los de Maeder
y Meynet.

Recientemente, Jeffery (1984) calculé una red de modelos para varias com-
posiciones quimicas pero desafortunadamente, las opacidades que utilizé no

son fisicamente realistas como han discutido Carson et al. (1984) y Magee
et al. (1984).

Como hemos dicho antes, el inico modelo reciente que se puede comparar
directamente con nuestros modelos convencionales es el de Hejlesen porque
las suposiciones y la composicién quimica son las mismas. La tnica (e im-
portantisima) diferencia estd en las tablas de opacidad usadas. Mientras
nosotros usamos las mas recientes de Los Alamos (Huebner et al., 1977),
Hejlesen utiliza las antiguas de Cox y Stewart (1969). Las tasas de pro-
duccién de energia que usamos (Fowler et al., (1975); Harris et al., 1983)
también son ligeramente distintas de las utilizadas por Hejlesen. La Figura
2.1.19 muestra una comparacion detallada entre los dos modelos en cuestién.
Se pueden ver claramente los efectos en temperatura efectiva detectados ob-
servacionalmente por Andersen et al. (1984) e interpretados como un efecto
de contenido en Helio.
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De hecho, los modelos de Hejlesen son sistematicamente mas calientes,
principalmente para modelos poco masivos. Para modelos con mayores masas
(log m > 1.0) las diferencias son bastante menores. Se puede notar también
un pequefio efecto en log g. Respecto a las constantes de estructura in-
terna, nuevamente, sélo el modelo de Hejlesen puede ser utilizado para la
comparacién. En este caso, la Figura 2.1.20 muestra que nuestros modelos
son sistematicamente mas concentrados hacia el centro excepto en el caso de
las estrellas menos masivas que son practicamente iguales. Se detecté una
diferencia media de 0.05 en log k,; durante la Secuencia Principal. Esto, cier-
tamente mejora las comparaciones con los valores observacionales (Claret y
Giménez, 1988; Giménez y Claret, 1988, Giménez y Claret, 1990). Todas es-
tas diferencias estan seguramente ligadas a las tablas de opacidad y también
a las tasas de generacién de energia utilizadas en ambos modelos.

Podemos concluir que el presente modelo convencional, después de las
comparaciones hechas con otros modelos, es mds apropiado que el de Hejlesen
para la comparacién con las observaciones. El hecho de que hemos detectado
teoricamente las anomalias en log T.s y en log g observadas por Andersen et
al., (1984) nos da plena confianza en utilizar nuestra red de modelos estelares
en el estudio del movimiento apsidal.
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2.2 ECUACIONES DINAMICAS DEL MOVIMIENTO
APSIDAL

2.2.1 Introduccién

En el apartado (2.1.4) hemos analisado, desde el punto de vista de los
modelos de interiores estelares, cuales son las condiciones y ecuaciones para
obtener los coeficientes tedricos de la estructura interna, traducidos en suma
por la resolucion de la ecuacién de Radau. Ahora, hace falta pues, obten-
erlos para dos estrellas reales (deformadas) rotando sobre sus propios ejes y
orbitando alrededor de un centro de masa comin para una posterior com-
paracion.

Debemos desarrollar las ecuaciones de movimiento para dos cuerpos, pero
antes hay que hacer ciertas hipétesis de trabajo sin las cudles el problema se
haria demasiado complejo. Las principales suposiciones son:

1- La masa del sistema no varia con el tiempo;
2- No hay transferencia de masa de una estrella hacia la otra;
3- No hay pérdida de masa por vientos estelares;

4- Los sistemas estudiados cumplen el criterio de Roche para estrellas
bien separadas, o sea, ninguna de las dos componentes llena sus respectivos
lébulos;

5- El sistema en estudio se encuentra dindmicamente aislado.

Dadas estas hipotesis, el centro de masas del sistema se desplazard con
velocidad constante y podemos fijarnos en la 6rbita relativa de, por ejemplo,
la estrella 2. Las ecuaciones del problema seran:

d*z i G(my +my)z  ORy,

772 3 iy (2.2.1)

d*y G(mi + m,y)y OR;,

222 5 3 = b5 (2.2.2)
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dZ_Z G(m1 -+ mz)Z iy ang
dt? r? O

(2.2.3)

donde r es el radio vector y R;; es la funcién perturbadora debido a la no
esfericidad de las componentes causada por la rotacién y por mareas. Es facil
ver que el sistema de ecuaciones diferenciales descrito se reduce al problema
de Kepler si las perturbaciones son nulas.

Al resolver tal sistema apareceran seis constantes de integracién a saber:
2 - la longitud del nodo ascendente

¢ - la inclinacion de la o6rbita

A - el semi-eje mayor de la orbita relativa

e - la excentricidad

w - longitud del periastro

€ - diferencia entre la anomalia verdadera y media en el paso por el peri-
astro.

La Figura 2.2.1 muestra los elementos orbitales. Por supuesto, el periodo
ya esta incluido en la tercera ley de Kepler.

El movimiento de una de las estrellas en torno a la otra es tal que se
cumple la ecuacion de la elipse, que en coordenadas polares es:

B A(l —€?)

" 1+ ecosv

= A(1 — ecosE) (2.2.4)

donde v es la anomalia verdadera (angulo de posicién medido desde el peri-
astro) y FE es la anomalia excéntrica que esta ligada a la ecuacién de Kepler

E — esenE =n(t — T,) (2.2.5)
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donde n = 27 /P. Las dos anomalias estdn conectadas a través de

tagg = tagg,’ 8 i_ 3 (2.2.6)

Utilizando ahora las definiciones

w=w+0N (2.2.7)
U=w+v (2.2.8)
e=w—nT, (2.2.9)

y si las 6 constantes de integracion anteriormente vistas varian en el tiempo,
segun la solucion del movimiento planetario perturbado de Lagrange, ten-

dremos:
1 d§2 1 1 OR;,
An dt /1 — e?seni 04 (sl
_1‘d_'l E - 1 6R12 = tag% 6R12 + 3R12 (2 9 11)
Andt V1 — e?seni 0N V1 — e? Ow Oe G
1 dA ot OR,,
= 2A e (2.2.12)
1 de 1-— vV 1—¢e2 6R12 1 3R12
—— = —4/1 —¢2 — i
An dt € ( e Oe i e Ow (2:2.13)
1 dw tag: OR V1 —e?
... ... E e 28y (2.2.14)
An dt Jv1—e2 Ot e Oe
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OR;,
— 24
Oe oA

Ea V1—e2 O

(2.2.15)

1 de tag% 6R12 . ml — /1 — e? aRlz
[ 4

Siendo R la componente de R;; en la direccién del radio vector, § la per-
pendicular al radio vector y W la normal al plano de la 6rbita, las ecuaciones
anteriores se pueden escribir como (Kopal, 1978, pag. 205):

aQ Wrsenu (2.2.16
dt  nA?\/1— e?seni Ay
di  Wrcosu
VN e
dA 2 Rersenv + SA(1 — €?)
i Ao ( : i
d V1 — €? : ot
sl ——e(Rsenv + (cosv + cosk)S) (2.2.19)

dw V1 — e? r W senu 7
— = —+— 1R 1+ ———| S ———tag—
gt 7P ( cosv + [ + A(l = 62)] senv) = Tl = A ag2
(2.2.20)
de 17 2% ] = g% 1-—¢? T
o ARRHRE A (i 5 § i s 2.
jr — ( 1 2 cosv)R ki < + A = 62)> Ssenv (2.2.21)

Se puede demostrar que, si consideraramos la estrella perturbadora como
una masa puntual, la funcion R;, se puede descomponer en dos términos, a
saber

Ri; =R, + R, {2.2.22)
donde las contribuciones individuales para rotacién y marea son
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T _2/‘Lw3R;5k2t '
W= somes A (2.2.23)
’ 4 25+1
m Hmg_; k R s "
B = m; B ritly :+1Pi()‘i) (2.2.24)
1 J_2

donde g = G(m; + m;), w; la velocidad angular de la componente i, R; es el
radio medio y los kj; son las constantes de estructura interna, mientras v; es
el coseno del angulo formado por el radio vector y el eje de rotacién y A; es el
coseno del angulo formado entre la direcciéon principal de la deformacién de
la marea y el radio vector. En el caso de haber retraso debido a la viscosidad

A(l — €?)
1+ ecos(v — ¢€)

(2.2.25)

€« —

y 7t se sustituye por r?t1rt1,

Las contribuciones de la perturbaciéon por marea y rotaciéon de las dos
componentes vienen dadas por las expresiones (2.2.23) y (2.2.24). Nuestro
interés es justamente obtener a través de ellas las perturbaciones en el periodo
sidéreo (intervalo de tiempo transcurrido entre dos minimos iguales consec-
utivos).

Para la distorsion rotacional se puede mostrar que tras las diferenciaciones
adecuadas sus 3 componentes anteriormente definidas resultan ser

2 k ,sz
= Z e b U (2.2.26)
2 k 1 2R " n
S = E’“ #ul v, (2.2.27)

k 2 ll II
Z o R (2.2.28)

n - - ’ -
donde los v son las derivadas parciales respecto a los angulos descritos antes.
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Para la distorsion por mareas, si no hay desfase, las componentes Sy W
son nulas (Giménez, 1981a) quedando solamente la componente R

Rcosv = 2;1,2 = Z (7 + l)kJ,X (27+3).1

=1 i =

G (2.2.29)

donde los coeficientes de Hansen de orden cero son las medias sobre una
revolucion completa y se calculan por medio de la siguiente ecuaciéon

€

P/ (7 )" cos(mvt)dt = gt (g)mu — e?)nth

m4+n+2 m+n+3
e

,m+1, ez> (2.2.30)

Debido a las propiedades de estos coeficientes es facil demostrar que en
ausencia de fuerzas disipativas y también para el caso de rotacion no coplanar
el semi-eje mayor de la o6rbita y su excentricidad permanecen constantes en
el tiempo, o sea

dA de

— =5 =0 (2.2.31)

Para la longitud del periastro tendremos que la contribuicién rotacional
es

iw__ 24 3n zzzw ko; o
dt 2(1-—e€*) 2p; "

1

1
(1 - gsen (6; + 1) — —sen2(0 + i)tag - > (2.2.32)

donde los a; vienen dados por R;/A.

Debemos anadir una nota interesante respecto a los argumentos angulares
6; y 1 que aparecen en la ecuacién (2.2.32). Si el plano ecuatorial de las dos
componentes coincide con el plano orbital, los dos angulos seran nulos y por
lo tanto, la expresién (2.2.32) se reducird a la formula conocida. Debido al
signo negativo que llevan, su contribucién hara que la linea de los apsides
retroceda si estos angulos son distintos de cero. Volveremos a este curioso
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tema cuando tratemos de las comparaciones entre los valores observados y
los tedricos de k.

Respecto a la contribucién proveniente de las mareas, si no tenemos en
cuenta los efectos de la viscosidad, tendremos que las ecuaciones de Lagrange
conduciran a la siguiente expresion

dw 1 Eima; & ) ;
p—— R 2 1 —e2 > ] 1 ] _(2'1+3)'1 ?J+1 i
= VTP s S TS G P (22.33)

La tasa total de avance de la linea de los apsides sera la suma de las con-
tribuciones rotacional y por mareas. Un concepto operativo bastante 1util es
la tasa de avance apsidal por ciclo del periodo orbital P

= (2.2.34)

Aw P 1 (dw) +(d<3)
o de g™

donde las derivadas de @ respecto al tiempo vienen dadas por las ecuaciones

(2.2.32) y (2.2.33) y U es el periodo de revolucién de la linea de los apsides.

Hemos obtenido pues las expresiones que relacionan los cambios con el
tiempo de los elementos orbitales (en este caso, de la longitud del perias-
tro) en funcién de las masas, radios relativos, velocidades angulares y de los
parametros de concentracién interna (kj;). Con excepcién de estos ultimos,
todas las demads variables del problema se pueden medir. La tasa de variacion
de la longitud del periastro @ (o en su caso, de la posicién del periastro w, si
d2/dt es cero) también se puede medir. A través de una media apropiada, se
podrén obtener informaciones valiosas sobre los interiores del par de estrellas
como veremos mas adelante.

2.2.2 Efectos relativistas

La curvatura del espacio en las cercanias de un cuerpo muy masivo actia
también sobre los elementos orbitales provocando un avance de la linea de
los dpsides. Una confirmacion bastante conocida de este efecto es el avance
del perihelio del planeta Mercurio en sus revoluciones alrededor del Sol.
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Tal correccién no depende de las distorsiones por rotacién y/o marea.
Cuando comparemos las observaciones con los valores teéricos de k, serd
preciso corregir (d@/dt)o, de la contribucién relativista de forma que esta
quede restada.

Si U’ denota el periodo de revolucién de la linea de los apsides, entonces
la correccién vendra dada por (Levi-Civita, 1937; Kopal, 1978)

6m1+m2

P
. =6.35x 10"
g7 = 635 x 10—

(2.2.35)

si el semi-eje mayor de la érbita y las m,, se dan en unidades solares.

Tales correcciones resultan ser normalmente pequeiias pero para algunos
casos especiales donde los efectos de marea y de rotacién son pequeiios (VV
Pyx, V1143 Cyg, DI Her, etc) estas son bastante significativas.

Los efectos de segundo orden (términos con ¢ *) para el efecto relativista
no son importantes en el nivel de precision actual y se pueden despreciar

(Giménez y Costa, 1980).

2.2.3 Efectos de un tercer cuerpo y permeabilidad del medio
circumestelar

Es un hecho bien conocido que una parte importante de sistemas binarios
pertenece a sistemas triples o de mdas componentes. La presencia de una
tercera estrella cerca de un sistema binario puede perturbar mucho su érbita
y uno de los elementos orbitales mas sensibles es la longitud del periastro.

Obviamente, éste es un problema bastante complejo (ver Martynov, 1948;
Kopal, 1959, 1967). La técnica comtimente utilizada se basa en la teoria
lunar porque los dos problemas son muy semejantes. Una caracteristica del
problema estelar es que al contrario que el problema lunar, los tres cuerpos
involucrados tienen masas comparables.

Slavenas (1927) al estudiar dicho problema hizo dos hipétesis simplificado-
ras, a saber: las érbitas estan en un mismo plano y la érbita del tercer cuerpo
es circular. Llamando U" al periodo de revolucién de la linea de los apsides, P
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al periodo del sistema cuyas componentes estan mas cercanas y P’ al periodo
del sistema separado, Slavenas obtuvo:

'

F 0.75m, (P )2

= (2.2.36)

U"  my+mg+ ms

Siendo P/P’ del orden de 102 - 10~ y evaluando las masas de las estrellas
como iguales, resulta que P/U" sera del orden de 107* - 10~%. Tal valor
implica que la tasa de avance de la linea de los apsides es del mismo orden
que la proveniente de otras causas.

Lyttleton (1934) y Brown (1936, 1937) estudiaron el problema suponiendo
una cierta inclinacién entre las dos orbitas. Este ultimo, incluso introdujo
la posibilidad de que la o6rbita de la tercera estrella fuera eliptica. El efecto
neto de estas mejoras es que la contribucién, dada por la ecuacién (2.2.36) es
algo menor. La linea de los nodos {2 también retrocede debido a la presencia
de un tercer cuerpo con una velocidad del orden de la dada por la ecuacién
(2.2.36). De la definicién de la longitud del periastro (@) se ve que ésta
tendra una velocidad dos veces mayor que la dada por la ecuacién (2.2.36).

Martynov (1948) obtuvo una expresiéon parecida a la (2.2.36) pero con
términos de orden superior

X Py* 225 : Px?
f‘,‘ _ 0.75m3 (_') i m3 : (_,) (2.2.37)
U my + mg +m3 \ P 32 (m1+m2—|—m3) P

Considerando las dos 6rbitas excéntricas (e y e€’) y que forman entre si un
angulo 1, encontr6 que

P ahmaiy
o 2a(1 - % + 54 2 - 2tag’i) + 50a” (2.2.38)
donde
g . (P>2(1 e?)7 (2.2.39)
a = — = A aies v
8mqy + mqy + mg \ P’

El periodo de revolucion de la linea de los nodos resulté ser
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F L4 3 . 1
7= 2a (1 + 2€® + 3¢ e Etagzi) — 2a? (2.2.40)

Finalmente, Kopal (1959, 1967) utilizando otro formalismo demostré que

la posicion del periastro oscila con un periodo del mismo orden que el movimiento

apsidal para el caso de 6rbitas coplanares. Dicho de otra forma, el valor ob-
servado de U puede disminuir o aumentar implicando que el k,,;,, pueder ser
mayor o menor. Si la mayor parte de los sistemas triples fueran coplanares,
los valores de kj,, serian sistematicamente sobrestimados. Sin embargo, no
hay evidencia observacional de que las 6rbitas sean coplanares. Respecto
a posibles grandes inclinaciones relativas, esto implicaria movimientos apsi-
dales retrogrados, hecho jamads observado.

Otro efecto que puede influenciar la tasa de avance de la linea de los
apsides es que el sistema esté inmerso en un medio material caracterizado
por una densidad o. De hecho la resistencia en si no aporta variacién alguna
a weps (Smart, 1953), pero la presencia de materia entre las dos componentes
modifica la atraccién gravitatoria mitua. Si ademds, la érbita es eliptica,
esta atraccion variara dependiendo de la posiciones relativas de las estrellas.
La ecuacién que rige el cambio (recesién) de la linea de los dpsides tine la
forma (Hadjidemetriou, 1967)

4G ,

Aw = "l sen’vdv (2.2.41)
c

donde todos los simbolos anteriores ya fueron definidos en otros apartados.
Sila densidad es constante y la excentricidad es pequena la ecuacién (2.2.41)
se puede escribir como

Aw = —GP%s (2.2.42)
o

P GPio

T S s (2.2.43)

si U" es el periodo del movimiento apsidal debido a este efecto.

Sustituyendo valores tipicos en la ecuacién (2.2.43) se obtiene que
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o~10"*P/U" g/cm® (2.2.44)

Para valores tipicos de los periodos involucrados, se encuentra que para
obtener un 1 por cien en la tasa de regresion, se necesitarian densidades del
orden de 1078 que estd muy por encima de las densidades tipicas del medio
circumestelar (Batten, 1973).

Estudiaremos cuando analicemos la comparaciéon entre teoria y obser-
vacién otros efectos que pueden afectar a los valores de la tasa de avance
del periastro.

2.2.4 Tiempos de minimo, curvas de luz,
espectroscopia y dimensiones absolutas

No reproduciremos detalladamente aqui todos los requisitos necesarios
para que se pueda estudiar un sistema binario eclipsante que tenga movimiento
apsidal. Una buena discusién sobre este tema se puede encontrar en Giménez
(1981b). Esquematicamente, tendremos que los criterios basicos de restriccion
son los siguientes (Giménez, 1981a):

1- Los eclipses deben ser claros y profundos dada la precisién necesaria
para la determinacion de los tiempos de minimos.

2- Las dos componentes del sistema deben estar dentro de sus respectivas
superficies de Roche. Por ejemplo, no se consideraran estrellas tipo Algol.
Los sistemas que sufran cualquier tipo de pérdida de masa o que tengan
anillos o cualquier otro fenémeno que pueda influenciar dinamicamente el
sistema tampoco se consideraran.

3- Se deberan rechazar toda clase de perturbaciones que no sean las es-
pecificas del problema. Sistemas en la Pre-Secuencia, con componentes pul-
santes, con tercer cuerpo o que sufran variaciones muy violentas en el periodo
tampoco seran considerados.

4- Los tiempos de minimo correspondientes a los eclipses primario y se-
cundario, han de seguir variaciones periodicas con un desfase de 180 grados.
La excentricidad debe ser mayor o del orden de 0.017/P.

5- Eliminacion de los sistemas cuyas contribuciones relativistas sean sig-
nificativas comparadas con la de marea y de rotacion.
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La obtencién de la tasa de variaciéon de la linea de los dpsides con el
tiempo no es una tarea sencilla desde el punto de vista observacional. Desde
luego, los sistemas analizados deben ser tales que sus pardmetros (masa, log
g, log T.s,e, etc) estén dentro de un margen de error bastante pequeno. Esto
implica tener en cuenta solo curvas de luz con alto grado de fiabilidad, siendo
lo mismo valido para las observaciones espectroscépicas (incluyendo curvas
de velocidades radiales). Solamente con estas dos clases de observaciones
es posible obtener dimensiones absolutas suficientemente exactas como para
proceder a una comparacion detallada con modelos tedricos de evolucién.

Deseando, como es nuestro caso, obtener ademas el valor de la constante
de estructura interna, son necesarias medidas en los tiempos de minimos
con un precision mejor que 0.0001 dias. Giménez y Garcia-Pelayo (1983)
desarrollaron un método para el analisis de tiempos de minimos que tiene
en cuenta términos hasta el quinto orden en la excentricidad combinando
dominios en el espacio del tiempo y de las frecuencias. Dicho método se
ha utilizado en todos los sistemas de nuestra muestra observacional para
garantizar una homogeneidad en el anadlisis.

Como hemos visto, tanto la contribucién debida a la rotacién como la
debida a las marea (ecuaciones (2.2.32) y (2.2.33)) dependen fuertemente de
los radios relativos de las estrellas (quinta potencia). Esto refuerza aiin mds
el hecho de que la calidad de las curvas de luz debe ser alta. Especificamente
en el caso de la contribucién rotacional, se precisa conocer las velocidades de
rotacién con una buena precision. Estos tipos de observaciones son bastante
dificiles de hacer y atun en el caso de que estén disponibles, se refieren siempre
a la atmosfera pudiendo haber desacoplamiento entre la atmodsfera y el niicleo.

Todas estas restricciones naturalmente, limitan mucho el nimero de sis-
temas que se pueden analizar sin riesgo de introducir errores sistematicos.
En este trabajo, solamente los sistemas que cumplen totalmente los requisi-
tos seran objeto de investigacion aunque se introducirdn también unos pocos
que los cumplen parcialmente.

Otra gran dificultad en obtener wg, estriba en que los periodos de rotacién
de la linea de los apsides son generalmente altos, observandose normalmente
un sistema dado solamente durante una fracciéon pequena de dichos periodos.

Tl



2.2.5 Calculo de los errores

En este apartado se llevan a cabo las definiciones de las variables involu-
cradas en la comparacion entre teoria y observacion, asi como el cédlculo de
los errores observacionales y tedricos en su caso. Los radios y masas estan en
unidades solares, el periodo en dias, las velocidades em Km/s y la gravedad
superficial en unidades cgs.

Para el semi-eje mayor de la 6rbita A, para los radios R;, para la razén de
radios k y para la razon de masas ¢ tendremos, respectivamente,

A = 4.2067[(my + mp)P?]’ (2.2.45)
A [(Am? + Am?): 2AP
AA == 1 2 2.2.46
3 my + mo + P ( )
R; = Ar; (2.2.47)
Ar; AA
AR = R(=2+ =5) 2.
R; R( = +omp (2.2.48)
donde los r; son los radios relativos.
(2.2.49)
T1
A A
Ak = k( i J) (2.2.50)
T1 T2
L4
o (2.2.51)
A A
Aq = q( 1 m’) (2.2.52).
mi me
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Los logaritmos de la gravedad superficial vendran dados por

logg; = 4.43755 + logm; — 2logR; (2.2.53)
Am,- - A.R,‘ :
Alogg; = 0.4343 ( ; ) +4 (T) (2.2.54)

Hemos mencionado anteriormente la posibilidad de promediar los valores
de las constantes de estructura interna k,; y relacionar tal valor medio con el
valor observacional de w. De hecho, no es posible separar los efectos de una
y otra estrella en el valor de kq,. Asi, tendremos

V o
z/: = C21k21 + C22k22 (2.2.55)

Si tenemos en cuenta la ecuacién (2.2.34) se verificard que los c,; vendran
dados por

ol [< ) (1 2 s+ ey (§ 1265 e‘)f(e)”] 2y

(2.2.56)

fle)=(1-é)? (2.2.57)

de donde se ve claramente que el primer término en la ecuacién (2.2.56) es
debido a la rotaciéon mientras que el segundo proviene de las mareas. Los
respectivos errores seran

A’I’i

i

ACgi —= 502,1

(2.2.58)

Hay también contribuciones de orden superior (7 y 9) en los radios relativos
que se pueden despreciar dados sus pequenos valores.
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Los valores promedios de la constante de estructura interna (que serdn
posteriormente comparados con los tedricos) se evalian utilizando la siguiente
féormula

= 1 P
koopy = ———— — 2.2.59
e co1 + c22 U ( )

y si we, viene dado en grados por ciclo

1 '
360 (co1 + sz)wom

Esita = (2.2.60)

Para la correccion relativista vista anteriormente, el correspondiente error
viene dado por

AA 3 (Am? + Am2)? i 2 (Ae)?

A my + Mo 1—¢e2

(2.2.61)

AWre] = Wrel

Los valores medios de algunas variables tales como log g, m, R, etc se
calculan por ecuaciones similares a la ecuacién (2.2.59). Sea X esta variable.
Entonces

c1 X1 + c22 X

C21 + €22

X =

(2.2.62)

y sus respectivos errores se calculan segiun su definiciones. La ecuacién
(2.2.62) resulta muy 1til como veremos mas tarde para sistematizar la de-
pendencia de discrepancias entre modelos y observaciones con las distintas
variables observadas.

Para los errores tedricos cometidos durante el proceso de interpolacién,
hemos tenido en cuenta las contribuciones de los errores en log g y también
en la masa. Por ejemplo: supongamos que calculamos por interpolaciéon un
modelo evolutivo especifico a partir de su masa. La masa observada estara
afectada de errores. Siendo asi, calculamos dos modelos con masas m +
Am. Las diferencias encontradas entre estos dos modelos y el original en las
diversas variables seran entonces los errores tedricos debidos al error en la
masa. Lo mismo valdra en el caso del logaritmo de la gravedad superficial.
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2.3 Comparacion con las observaciones

2.3.1 La Muestra Observacional

Nuestra red de modelos evolutivos ha sufrido a lo largo del tiempo bastante
cambios (Claret y Giménez, 1988; Giménez y Claret, 1988; Claret y Giménez,
1989a, 1989b, 1991a, 1991b, 1991f) por la introduccién de crescientes grados
de complejidad con el fin de mejorar significativamente el acuerdo con las ob-
servaciones de alta calidad de binarias eclipsantes. Hicimos comparaciones
también con otra clase de estrellas, las § Sct de alta amplitud, cuyos resul-
tados pueden ser considerados muy buenos pues las masas deducidas de la
red estaban bastante cerca de las masas predichas por la teoria de pulsacién
(Claret et al., 1991a; Walraven, 1990 ). Esta muestra se amplié con cuatro
estrellas mas (Claret et al., 1991b) presentando también muy buenos resul-
tados. Por otro lado, Andersen y Clausen (1989) utilizaron también nuestros
modelos para compararlos con los datos observacionales del sistema EM Car
y los resultados fueron considerados bastante satisfatorios.

Para la comparacién directa con estrellas binarias eclipsantes que presen-
tan movimiento apsidal hemos elegido sistemas que, dentro de lo disponible
actualmente, presentan las determinaciones mas fiables de los parametros
estelares. Nuestra muestra final se compone de 23 sistemas cuyas principales
caracteristicas estan en la Tabla 2.3.1. De acuerdo con lo expuesto en el
apartado anterior, las hemos dividido en tres categorias:

Grupo I - Elementos fotométricos y espectroscépicos de alta calidad.

Grupo II - Elementos fotométricos y espectrogroscépicos de mediana calidad.
Errores evaluados para las masas y/o temperaturas efectivas.

Grupo III - Masas obtenidas por ajustes a modelos teéricos de parametros
superficiales.

En la bibliografia correspondiente (Apendice A) se puede encontrar mas
detalles respecto a estos sistemas.
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2.3.2 Comparacion entre los coeficientes de estructura
interna observados y tedricos

Hemos el seguiente esquema para considerar que un sistema binario es
apto para la comparacion planteada en este estudio:

1- Las dos estrellas del sistema deben estar en la misma isocrona

2- Las temperaturas efectivas observadas de las dos componentes deben estar
en buen acuerdo con las teéricas

Em (1) hemos supuesto que ambas estrellas de un sistema binario tienen la
misma edad, como parece l6gico, e imponemos que modelos reproduzcan bien
el grado evolutivo de las mismas. En la condicién (2) estamos comprobando
que se reproducen bien los parametros radiativos con los modelos utilizados
y que, por lo tanto es vélida la composicién quimica adoptada.

Si las estrellas analizadas cumplen los dos requisitos anteriores podemos
proceder a la comparacion en si misma con el seguiente esquema de trabajo:

1- Las velocidades rotacionales observadas se utilizardn para el calculo de
koops siempre que estén disponibles. Para aquellos sistemas para los cuales
estas velocidades no han sido observadas, se utilizard la aproximacién de

Kopal (1978) para w;/wg.
2- Se comparan de log kjus con los de log ki, para cada sistema

3- Analizamos posibles correlaciones entre las desviaciones obtenidas en el
paso 2con las variables observadas (log g, log R, etc) para buscar las causas
del desacuerdo si existiera.
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Tabla 2.3.1
Sistemas con Rotacién de Apsides
Nombre m; m; 31 I e w P Tegt | Tepz | Vor | Ve
GG Lup | 4.246 | 2.552 | 0.2020 | 0.1470 | 0.1480 | 0.0204 1.84950 | 4.146 | 4.061
I 0.102 | 0.068 | 0.0020 | 0.0020 | 0.0020 | 0.0070 0.016 | 0.019
OX Cas 7.20 | 6.30 | 0.256 | 0.2304 | 0.043 0.0672 | 2.48931 | 4.380 | 4.373
I 0.50 | 0.50 | 0.016 | 0.017 | 0.002 | 0.0007 0.054 | 0.055
CW Cep | 11.86 | 11.14 | 0.2371 | 0.2063 | 0.0293 | 0.05902 | 2.72959 | 4.447 | 4.431 | 132. | 138.
I 0.10 | 0.10 | 0.0010 | 0.0010 | 0.0006 | 0.00080 0.025 | 0.025
AG Per 4.52 | 4.12 | 0.2016 | 0.1814 | 0.0707 | 0.02626 | 2.02873 | 4.204 | 4.182 | 95. 75
I 0.07 | 0.07 | 0.0100 | 0.0100 | 0.0020 | 0.0002 0.025 | 0.025
QX Car 9.27 | 8.48 | 0.1440 | 0.1360 | 0.2780 | 0.0122 | 4.47813 | 4.377 | 4.354 | 120. | 110.
I 0.12 | 0.12 | 0.0030 | 0.0030 | 0.0030 | 0.0002 0.009 | 0.010
V1647 Sgr | 2.19 | 1.97 | 0.1226 | 0.1116 | 0.4130 | 0.0055 | 3.28285 | 3.982 | 3.959 | 80. | 70.
I 0.04 | 0.03 | 0.0010 | 0.0010 | 0.0005 | 0.0001 0.014 | 0.014
V760 Sco 4.98 | 4.62 | 0.2340 | 0.2050 | 0.0265 | 0.0430 1.73114 | 4.228 | 4.212 | 96. 86.
I 0.09 | 0.07 | 0.0050 [ 0.0060 | 0.0010 | 0.0017 0.013 | 0.013
V451 Oph | 2.78 | 2.36 | 0.2155 | 0.1655 | 0.0125 | 0.0120 | 2.19667 | 4.033 | 3.991 | 41. 30.
I 0.06 | 0.05 | 0.0020 | 0.0020 | 0.0015 | 0.0007 0.032 | 0.022
EM Car 22.89 | 21.42 | 0.2771 | 0.2474 | 0.0120 | 0.0810 | 3.41505 | 4.531 | 4.531 | 150. | 130.
I 0.32 | 0.33 | 0.0050 | 0.0045 | 0.0005 | 0.0100 0.026 | 0.026
CO Lac 3.13 | 2.75 | 0.230 | 0.210 | 0.0270 | 0.03590 | 1.54221 | 4.055 | 4.04
I 0.30 | 0.30 | 0.001 | 0.002 | 0.0020 | 0.0040 0.05 | 0.05
PV Cas 2.1 2.76 | 0.2040 | 0.2140 | 0.0322 | 0.0189 1.75056 | 4.00 | 4.00 | 65. | 65.
I 0.05 | 0.05 | 0.0060 | 0.0050 | 0.0005 | 0.0015 0.010 | 0.010
Y Cyg 16.70 | 16.70 | 0.2100 | 0.2100 | 0.1456 | 0.0621 2.99685 | 4.485 | 4.485 | 137. | 121.
I 0.40 | 0.40 | 0.0100 | 0.0100 | 0.0010 | 0.0002 0.025 | 0.025
V453 Cyg | 14.50 | 11.30 | 0.2910 | 0.1790 | 0.0200 | 0.0539 | 3.89041 | 4.470 | 4.445 | 107. | 97.
I 1.20 1.00 | 0.0050 | 0.0050 | 0.0050 [ 0.0022 0.015 | 0.015
V477 Cyg | 1.78 1.34 | 0.1438 | 0.1191 | 0.3070 | 0.0066 | 2.34698 | 3.936 | 3.837
I 0.12 | 0.07 | 0.0020 | 0.0010 | 0.0030 | 0.0002 0.025 | 0.025 | 64. | 50.
U Oph 5.16 | 4.60 | 0.2690 | 0.2370 | 0.0031 | 0.0779 1.67772 | 4.204 | 4.179 | 107. | 87.
I 0.10 | 0.06 | 0.0030 | 0.0070 | 0.0003 | 0.0012 0.002 | 0.002
RU Mon 3.60 | 3.33 | 0.1360 | 0.1290 | 0.3850 | 0.01014 | 3.58465 | 4.11 4.10
I 0.40 | 0.30 | 0.0040 | 0.0040 | 0.0300 | 0.0004
V380 Cyg | 14.30 | 8.00 | 0.2660 | 0.0690 | 0.2200 | 0.0082 | 12.42589 | 4.362 | 4.373 | 102. | 41.
I1 0.60 [ 0.30 | 0.0030 | 0.0020 | 0.0100 | 0.0009 0.020 | 0.020
HR 7551 | 23.50 | 11.70 | 0.2570 | 0.0830 | 0.3150 | 0.00682 | 13.37389 | 4.498 | 4.332 | 135. | 30.
II 1.00 | 0.50 | 0.0200 | 0.0080 | 0.0150 | 0.00050
a Vir 10.80 | 6.80 | 0.2940 | 0.1510 | 0.1300 | 0.02826 | 4.01452 | 4.39 | 4.235
II 1.30 | 0.90 | 0.0180 | 0.0260 | 0.0100 | 0.00148 0.040 | 0.060
V346 Cen | 11.80 | 8.40 | 0.2110 | 0.1070 | 0.2880 | 0.0194 | 6.32237 | 4.423 | 4.38 | 166. | 141.
I11 1.40 | 0.80 | 0.0040 | 0.0020 | 0.0030 | 0.0010 0.016 | 0.018
ZETA Phe | 3.93 2.55 | 0.2585 | 0.1680 | 0.0113 | 0.0373 1.66994 | 4.158 | 4.079 | 85. | 75.
III 0.045 | 0.026 | 0.0010 | 0.0020 | 0.0020 | 0.0055 0.024 | 0.022
GL Car 13.50 | 13.00 | 0.2204 | 0.2094 | 0.1457 | 0.0947 | 2.42287 | 4.476 | 4.468 | 141. | 134.
111 1.00 1.00 | 0.0060 | 0.0060 | 0.0010 | 0.0001 0.007 | 0.007
NO Pup 2.88 1.50 | 0.2530 | 0.1770 | 0.1255 | 0.0333 1.25699 | 4.08 3.90
II1 0.10 | 0.05 | 0.0100 | 04400 | 0.0010 | 0.0002




Con el fin de homogeneizar nuestra muestra observacional para las primeras

comprobaciones del esquema establecido anteriormente hemos incluido también

sistemas relativistas pra homogeinezar nuestra muestra (ver Apendice a). La
Figura 2.3.1 muestra las edades deducidas para las dos componentes de cada
sistema. En ella se puede ver que el acuerdo para las estrellas del gupo I
es bastante bueno. Sin embargo, las estrellas del grupo II (V380 Cyg, HR
7551, a Vir y OX Cas) estan bastante fuera de lo esperado para que un sis-
tema pueda ser encuadrado en nuestro esquema. Las otras estrellas tienen
un comportamiento que se puede considerar bastante satlisfaclorio dado que
el rango de edades y de masas involucradas es bastante extenso.

Un diagrama de bastante importancia se presenta en la Figura 2.3.2 (no
hemos incluido ya los sistemas del grupo II por no cumplir la condicién an-
terior) que representa las temperaturas efectivas observadas y las predichas
teéricamente. Se puede ver claramente que hay un acuerdo bastante bueno
y que no se ha detectado ningin comportamiento sistemdtico. Este hecho
es bastante importante dado que el rango de masas involucrado es muy ex-
tenso y demuestra que nuestro modelo se comporta bien indepedentemente
de las masas en cuestion. Ademds confirma lo adecuado de nuestra eleccién
de la composicién quimica inicial (X, Z) = (0.70, 0.02) y la validez de las
opacidades adoptadas. Las estrellas del grupo II podrian recuperarse quizas
modificando estas hipotesis de los modelos.

Como no todas las estrellas de nuestra muestra tienen determinaciones
de velocidades rotacionales, se decidié, antes de adoptar una u otra aproxi-
macioén posible para la relacién w;/wg usada en el cdlculo de la contribucién
de la rotacién en k;, comparar los valores observacionales con los predichos
si las estrellas estuvieran sincronizadas en el periastro. Esta relacién , segiin
Kopal (1978) se puede escribir como:

l1+e
b —((1 E e))sw;( (2:3.1)
donde hemos adoptado w; = wp;, siendo wp; la velocidad angular en el tiempo
de paso por el periastro y wk la velocidad angular kepleriana. Los resultados
estan en la Figura 2.3.3. Si tomamos aquellos sistemas con buena determi-
nacion de elementos absolutos, dentro de los errores observacionales, se puede
considerar que gran parte de nuestra muestra se comporta com si las estrel-
las estuvieran pseudo-sincronizadas. Esto significa que podemos adoptar,
cuando la correspondiente velocidad no esté disponible, los valores teéricos
segun la ecuacién (2.3.1). Un sistema que se desvia notablemente de la pseu-

84



dosincronizacion es V346 Cen. Los errores en las velocidades rotacionales
para este sistema son bastante significativos (Giménez et al., 1986).
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El seguiente paso en nuestra investigacién sera la comparacién entre los
log kaops ¥ 10g kyse,. Para llevarla a cabo ha sido necesario antes, como hemos
visto anteriormente (apartado 2.2.2), corregir de la contribucién relativista.
La Figura 2.3.4 muestra la comparacién. Los efectos sistemdticos siguen
existiendo aunque en menor grado que anteriormente (Giménez y Garcia-
Pelayo, 1982) debido a las mejoras introducidas en el modelo de evolucién y
también en la calidad de las observaciones.

En efecto, las configuraciones reales parecen estar mas condensadas en
el centro que lo predicho tedéricamente. Para algunos sistemas del grupo
I en concreto se puede decir que el acuerdo es bueno si consideramos las
magnitudes de los errores observacionales en log k;. La Tabla 2.3.2 muestra
una sintesis de los resultados.

Una de la posibles alternativas al problema se ha relacionado con una
teoria no simétrica de la gravitacién (Moffat, 1984). Segiin dicha teoria, las
correcciones a w son distintas de las basada en la Teoria de la Relatividad
General de Einstein. Tales correcciones tienen la tendencia a hacer las es-
trellas menos concentradas y puede, a primera vista, mejorar el acuerdo con
la teoria. Hemos realizado cédlculos teniendo en cuenta estas correcciones y
los resultados se pueden ver en la Figura 2.3.5. De esta Figura se puede ver
que el acuerdo no es mejor que el obtenido con la Teoria de la Relatividad.
Todo lleva a creer que la Teoria de la Relatividad sigue siendo valida (hay
muchos mds indicios en la fisica de que esto ocurre).

El comportamiento de las desviaciones de los log ko, respecto a los valores
predichos teéricamente se puede estudiar como una funcién de los diversos
parametros estelares para buscar alguna correlacién que nos pueda dar una
indicaciéon del porqué de las mismas. El pardmetro mads utilizado es log g
promediado segin la ecuacién (2.2.62).

En la Figura 2.3.6 se ve la clara tendencia de las discrepancias entre
teoria y observacion (é6logk, = logkqo, — logkjie,) con A log g = loggzamz —
loggobs- Un comportamiento parecido habia sido ya encontrado por Giménez
y Garcia-Pelayo (1982) utilizando modelos en la ZAMS. Los efectos evolu-
tivos en log k; se pueden notar facilmente en la Figura 2.3.7 por que, en el
caso de modelos homogéneos la pendiente de la recta obtenida por minimos
cuadrados es mayor que en el caso de tener en cuenta la evolucién de k, (ver
Figura 2.3.6). Las diferencias entre logk,., y logk,z aps definen Alogk,.
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Figuras similares a la 2.3.6 se pueden obtener si utilizamos la masa (7) o
el radio (R) pero la relacién A log g, que es un indicativo seguro de evolucidn,
demuestra que sigue habendo una dependencia sistematica de las discrepan-
cias en logk; con la evolucién de los sistemas aunque no tomemos los mod-
elos tedricos en la ZAMS. Tal hecho puede estar conectado con problemas
en los modelos tedricos cuando se hacen mas evolucionados. Durante las
fases iniciales de combustién del Hidrégeno, casi todos sistemas estudiados
se comportan bastante bien.
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Tabla 2.3.2
Comparacién entre Teoria y Observacién
Nombre m R log g | log k20bs | 108 k3teo | log Gzans | log kazams | log kans

GG Lup 3.66 2.20 4.32 -2.08 -2.13 4.34 -2.11 -1.92
0.07 | 0.02 | 0.011 0.176 0.176

OX Cas 6.81 | 4.51 3.96 -2.20 -2.20 4.31 -1.95 -2.10
0.36 | 0.02 | 0.023 0.015 0.04

CW Cep 11591527 4.06 -2.09 -2.03 4.28 -1.83 -1.88
0.07 | 0.02 | 0.004 0.013 0.018

AG Per 4.36 | 2.68 | 4.22 -2.13 -2.14 4.33 -2.06 -2.00
0.05 [ 0.10 | 0.033 0.084 0.019

QX Car 8.91 4.18 4.14 -2.09 -2.02 4.30 -1.89 -1.80
0.09 0.06 | 0.014 0.042 0.079

V346 Cen | 11.53 | 7.94 3.70 -2.38 -2.31 4.28 -1.83 -2.25
1.28 | 0.14 | 0.051 0.062 0.109

V1647 Sgr | 2.10 | 1.76 | 4.27 -2.33 -2.33 4.35 -2.27 -2.18
0.03 | 0.01 | 0.008 0.019 0.032

V760 Sco 4.85 2.88 4.21 -2.18 -2.12 4.33 -2.03 -2.03
0.06 | 0.05 | 0.016 0.055 0.091

V451 Oph 2.67 2.48 4.08 -2.44 -2.36 4.35 -2.20 -2.32
0.05 | 0.02 | 0.010 0.044 0.041

EM Car 22.32 | 8.96 3.88 -2.28 -2.11 4.25 -1.72 -1.97
0.23 0.12 | 0.012 0.084 0.069

CO Lac 2.96 2.24 4.21 -2.25 -2.26 4.35 -2.17 -2.15
0.22 0.01 | 0.032 0.014 0.051

PV Cas 2.74 2.26 4.17 -2.43 -2.31 4.35 -2.19 -2.30
0.04 | 0.04 | 0.017 0.077 0.091

Y Cyg 16.70 | 5.91 4.12 -1.99 -1.92 4.26 -1.77 -1.66
0.28 | 0.20 | 0.030 0.075 0.179

ZETA Phe | 3.63 2.63 4.16 -2.20 -2.24 4.34 -2.12 -2.11
0.04 | 0.01 | 0.005 0.075 0.024

GL Car 13207 487 4.18 -1.85 -1.90 4.27 -1.81 -1.62
0.71 |'°0.10 }0.029 0.044 0.119

NO Pup 2.38 1.81 4.30 -2.28 -2.27 4.34 -2.24 -2.18
0.07 | 0.06 | 0.031 0.073 0.179

V453 Cyg | 14.08 | 8.49 | 3.73 -2.33 -2.23 4.27 -1.80 -2.17
1.06 | 0.14 | 0.035 0.052 0.098

V380 Cyg | 14.28 | 16.85 | 3.14 | -2.96 -2.51 4.27 -1.79 -2.86
0.60 0.19 | 0.021 0.078 0.071

HR 7551 23.36 | 19.80 | 3.21 -3.12 -2.62 4.25 -1.72 -2.86
0.99 | 1.54 | 0.070 0.206 0.395

U Oph 4.94 3.25 4.11 -2.21 -2.18 4.33 -2.03 -2.12
0.06 | 0.04 | 0.013 0.036 0.071

RU Mon 3.47 2.49 4.18 A -2.23 4.34 -2.12 -2.12
0.26 | 0.05 | 0.037 0.067 0.123

a Vir 10.49 | 7.82 | 3.67 -2.60 -2.33 4.29 -1.85 -2.46
1.20 | 0.46 | 0.072 0.150 0.348

V477 Cyg | 1.61 1.46 | 4.32 -2.21 -2.32 4.33 -2.30 -2.09
0.08 | 0.02 | 0.023 04838 0.038




2.3.3 Posibles soluciones - efectos secundarios dinamicos

Las posibles causas del desacuerdo encontrado anteriormente respecto al
grado de concentracion interna estelar se pueden dividir en dos:

1- Efectos secundarios dinamicos
2- Fisica de los modelos teodricos

En el primer caso podemos destacar el posicionamiento de las componentes
respecto a su plano orbital. La ecuacién (2.2.32) indica que si las estrellas no
tienen sus ejes de rotacién perpendiculares al plano orbital, habrd un retro-
ceso de la linea de los apsides dado por la contribucién proveniente de los
términos trigonométricos. Sin embargo, segin las teorias de mareas, cuanto
mas evolucionadas estén las estrellas menor sera la probabilidad de que ten-
gan los ejes de rotacion no perpendiculares a su plano orbital. Teniendo en
cuenta este hecho se puede descartar esta solucidn, en principio.

Igualmente poco probable es la solucién basada en la permeabilidad del
medio circumestelar, como vimos antes en el apartado 2.2.3, dados los valores
de las densidades tipicas encontradas.

Recientemiente, Hosokawa (1985) haciendo la hipétesis de que las estrel-
las no son fluidos perfectos llegd a una expresiéon para w que tiene en cuenta
este efecto. Sabemos que un fluido perfecto tiene viscosidad cero mientras
el material en el interior estelar debe tener una viscosidad distinta aunque
presumiblemente pequena. Tomando dos limites conocidos (fluido perfecto
y cuerpo rigido) obtuvo una férmula para el movimiento de los dpsides que
contiene un contribucién para la recesion. Esto, naturalmente, disminuye
(en valor absoluto) el valor obtenido de logk, haciendo que las estrellas sean
menos condensadas centralmente y dismuyendo asi las discrepancias encon-
tradas. Hemos realizado calculos para evaluar los valores de las viscosidades
necesarias para ajustar observaciones y teoria. Los valores necesarios de la
viscosidad para tal ajuste llegaron hasta 0.89 (V380 Cyg). Los valores prome-
dio de la viscosidad necesaria son bastante altos (considerando el valor para
el cuerpo rigido que es igual a 1.4) y ademas la teoria involucrada no tiene,
a nuestro modo de ver, la fiabilidad suficiente.
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La ecuacién (2.2.58) que sirve para calcular los errores en ¢; y ¢; no estd
afectada por el error en las velocidades. Ello significa que los errores ob-
servacionales en log k; en la Tabla 2.3.2 son, en realidad, un poco mayores.
Ademas, no sabemos con seguridad cuales son los valores de w; que debemos
usar: los de la atmoésfera (que podemos tomarlos como si las estrellas estu-
vieran pseudosincronizadas) o los del niicleo. En el segundo caso, nos queda
todavia la incertidumbre de saber sus valores.

Teniendo en cuenta la Figura 2.3.3 y la ecuacién (2.2.56) para el cdlculo de
1 y 2, se decidié verificar cual era el comportamiento de alguna variable rela-
cionada con la rotacién y las discrepancias en log k,. El parametro elegido fue
A = 2v?R/3Gm y los resultados estdn en la Figura 2.3.8 (esta figura se obtuvo
con modelos no convencionales, pero no hay razones para creer que su forma
general se cambiard mucho si utilizamos modelos normales). Se puede ver
claramente que hay una dependencia de las discrepancias entre observacién
y teoria para log k, y A de una forma bastante similar a la de la Figura
2.3.6. Pero, si escribimos A = 2v?/3gR, las razones del comportamiento de
§log k, con X quedan més claras aunque el factor v? también juegue un papel
importante pero no completamente desvinculado de la evolucién (log g). Es
importante resaltar nuevamente el valor incerto de las velocidades observadas
para el sistema V346 Cen. Tales incertidumbres se reflejan en el mds alto
valor para A en la Figura 2.3.8.

Otra fuente de incertidumbre se relaciona justo con el parametro r; que
determina los valores de ¢; y ¢ (y por lo tanto, k—zo:) Algunos sistemas,
por ejemplo, V380 Cyg (Hill y Batten, 1984) presenta muchos problemas en
la curva de luz aunque los errores en sus parametros sean del mismo orden
que los obtenidos para estrellas mejor observadas. Asi, otra posible causa
para las discrepancias comentadas podria estar en los errores reales en la
determinacion de las dimensiones absolutas. Sin embargo, esta posibilidad
es muy dificil de controlar y en principio, debemos confiar en la homogeneidad
de los datos disponibles.
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2.3.4 Posibles soluciones - hipétesis fisicas de los modelos tedricos

Segun comentado en el apartado anterior, buscaremos también en los mod-
elos tedricos las posibles causas para el desacuerdo en log k,. Podriamos enu-
merar varios factores ligados a los modelos teéricos de interiores que podrian
hacerlos centralmente mas concentrados. Pero, hay que tener en cuenta siem-
pre las restriciones impuestas por las observaciones. Por ejemplo, modelos de
interiores con granulacion en su parte central o que llegan a la ZAMS con un
gradiente razonable de composicién quimica permiten, a priori, obtener gra-
dos de concentracion central mas altos que para los modelos convencionales.
Sin embargo, ninguna de estas dos posibilidades estan respaldadas por la
observaciéon y no se analizardn.

Entre las restantes posibilidades no convencionales que tienen cierto so-
porte observacional podemos destacar: incertidumbre en las opacidades y en
la longitud de mezcla, rotacién, pérdida de masa y overshooting en el niicleo
convectivo.

El analisis, cualquiera que sea el efeclo fisico estudiado, es bastante dificil
de llevar a cabo por una razén de orden observacional: el modelo modificado
también debe ajustarse a los valores observacionales por lo menos tan bien
como lo hace el modelo convencional en todas las fases de la comparacion.

2.3.4.1 Incertidumbres en las opacidades y en I/H

Anteriormente hemos comentado que el presente modelo estandar fue mod-
ificado para tener en cuenta 5 tablas de opacidad para interpolacién y pos-
terior obtenciéon de la opacidad. Las opacidades, sin embargo, contienen un
error intrinseco que depende, por ejemplo, del tipo de aproximacién usada
para calcularlas o incluso del desconocimiento del comportamiento de la ma-
teria en condiciones fisicas limite.

Podemos, en cierta forma, considerar como un error en las opacidades
los errores observacionales en la composicién quimica. De hecho, pequenas
desviaciones en log k,, como las encontradas para los sistemas en la Secuencia
Principal se pueden explicar perfectamente mediante pequefios cambios en la

99



b o

composicién quimica adoptada. La determinacion de la composicién quimica
para los sistemas binarios seria de gran ayuda en la comparacién de las
observaciones con los modelos tedricos, dado que su conocimiento serviria
como una condicién de contorno adicional en el problema. Algunos estudios
recientes (Andersen et al., 1988) ya empiezan a hacerlo facilitando mucho la
eleccion de la composicién quimica del modelo a utilizar para la comparacion.

Estimando el error en las opacidades del orden de 20 por ciento y uti-
lizando modelos de 2.5, 5, 10 y 16 Mg encontramos que los valores de log
k, tendrian una incertidumbre de + 0.1 hasta + 0.04 respectivamente para
modelos homogéneos (para masas mayores que 5 mg la incertidumbre es
practicamente constante e igual a + 0.04). Para modelos mas evolucionados,
ciertamente, estas incertidumbres crecen. Como una prueba de ello, calcu-
lamos un modelo de 23 mg y log g = 3.8 y encontramos que la incertidumbre
en log k, puede llegar a + 0.1.

Sin embargo, puede ocurrir que las estimaciones hechas para la incer-
tidumbre en las opacidades no sean constantes y probablemente dependan,
por ejemplo, de la temperatura, densidad o de la composicién quimica.

Con respecto al pardmetro de longitud de mezcla, I/H, la situacién tam-
poco es muy distinta pues esta variable juega un papel mas importante para
estrellas menos masivas donde la conveccién tiene una importancia funda-
mental y como vimos, el rango de masas donde el movimiento apsidal es mds
frecuente casi no contiene estrellas poco masivas. Sin embargo, estimamos la
incertidumbre en log k, relacionada con I/H como del mismo orden que las
encontradas con relacién a las opacidades.

Las incertidumbres en las tasas de produccion de energia también influyen
la estructura y evoluciéon de los modelos estelares. Por ejemplo, la tasa
" N(p,v)**0, la reaccién mads lenta de ciclo CNO fue estudiada por Schroder
et al. (1986) que encontraron para ella una reduccién de un factor cercano a
1.75. Por otro lado, existe una controversia antigua respecto de la reaccién
2C(a,7)'®0 (ver Maeder, 1990 para una discusién sobre la situacién actual
de esta reaccion).
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2.3.4.2 ”Overshooting” en el niicleo convectivo
y pérdida de masa

El overshooting en el nicleo convectivo de las estrellas se refiere a que
en la extensién de este nicleo no se cumple el criterio de Schwarszchild.
Este criterio establece que las aceleraciones de los elementos convectivos son
nulas pero no necesariamente sus velocidades. Asi, habrd una penetracién en
las zonas estables (overshooting) aumentando entonces el tamaiio del niicleo
clasico y dicho criterio sirve tinicamente como un limite inferior.

Las primeras investigaciones tedricas fueron realizadas por Saslaw y Schwarszchild

(1965), Shaviv y Salpeter (1973), Maeder (1975), Roxburgh (1978), etc. El
criterio propuesto por Roxburgh fue criticado (ver Baker y Kuhfus, 1987) y
no lo adoptaremos en este estudio. Los conceptos provenientes de la teoria
de longitud de mezcla se usardn para deducir la distancia de penetracién y
de ello, la extensiéon del nuevo nicleo. Por supuesto hoy dia se dispone de
algunas teorias mas sofisticadas pero creemos que la basada en la teoria de
longitud de mezcla serd suficiente or el momento.

Segin Hejlesen (1987), Claret y Giménez (1989a) y Giménez (1990) algu-
nas teorias no convencionales podrian explicar, por lo menos parcialmente,
las discrepancias entre teoria y observaciones para log k;. Se sabe que el
overshooting en el nicleo convectivo hace posible que haya mas combustible
disponible aumentando con ello la vida de las estrellas en la Secuencia Prin-
cipal (Maeder y Meynet, 1989a, Chiosi y Maeder, 1986). El aumento del
tamano del nicleo convectivo altera también el grado de concentracién cen-
tral.

El overshooting parece ser necesario para explicar observaciones astrofisicas
recientes (Maeder y Meynet, 1989a; Chiosi y Maeder, 1986). En el campo de
las binarias eclipsantes, algunos sistemas presentan componentes en regiones
del diagrama HR bastante improbables estadisticamente y/o que no estan
sobre una misma isocrona. Cuando comparamos modelos con overshooting
con los mismos sistemas mejora tal situaciéon (Clausen, 1991; Andersen et
al., 1991) Una caracteristica muy importante es que practicamente todos los
sistemas que presentan movimiento apsidal estdn en el rango donde se espera
que el overshooting sea apreciable. Este hecho refuerza mds atn la necesidad
de introducir el overshooting en los modelos
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Hemos introducido el overshooting en el niicleo convectivo de nuestros
modelos para estudiar su influencia en los parametros de concentracién in-
terna (Claret y Giménez, 1990d, 1991a, 1991b, 1991f; Giménez y Claret,
1990b). Hemos ampliado también el rango en masa (hasta 40 My) para to-
das las redes (incluso la convencional). Hemos calculado también modelos no
convencionales para las otras 4 composiciones quimicas (Claret y Giménez,
1991f). Para tal tarea, adoptamos el mismo formalismo descrito por Maeder
y Meynet (1989a): la distancia recorrida por una célula convectiva mas alla
del criterio de Schwarszchild viene dada por dg., = aH, donde H, es la es-
cala de presién y « es un parametro libre. En este trabajo adoptamos para
a el valor 0.25 como representativo de overshooting moderado. No hemos
tenido en cuenta un posible undershooting aunque recentiemente Vanden-
Berg y Poll (1989) usaron este mecanismo para explicar la cantidad de Li
entre las estrellas de la Secuencia Principal en las Hyades. Se presentaron al-
gunos problemas de orden numérico dado que también puede haber regiones
convectivas en otras zonas del modelos (por ejemplo, en la atmdsfera o en
las regiones donde el Hidrégeno se quema en capas). Esto se evité por medio
de un algoritmo ideado por nosotros que verificaba las condiciones en que la
conveccion ocurria y eliminaba (para el célculo del overshooting en el nticleo)
las regiones no deseables. Otro aspecto numérico que tuvimos que analizar
con mucho cuidado era al numero de capas usado en cada modelo. Como
la masa de las estrellas suele estar bastante concentrada en el centro, hubo
que anadir mas capas para evitar errores en la determinacion del tamano del
nuevo nucleo.

Hemos seleccionado 3 modelos con 2.5, 10 y 25 masas solares para cubrir el
rango de masas donde el overshooting es importante (y donde el movimiento
apsidal también lo es). La composicién quimica adoptada fue X = 0.70, Z =
0.02 y la longitud de mezcla fue fijada en 2.0. La integracién de la ecuacién
de Radau se llevé a cabo con la misma subrutina usada para los modelos
convecnionales. A efectos de comparacion, utilizamos el modelo de Maeder

y Meynet (1989a, 1989b).

El efecto del overshooting en la anchura de la Secuencia Principal se puede
ver en las Figuras 2.3.4.1, 2.3.4.3 y 2.3.4.5. Ademads se puede notar que los
modelos no convencionales son mas calientes y las diferencias en las tem-
peraturas efectivas aumentan cuando los modelos evolucionan. En el plano
log k, - log g (Figuras 2.3.4.2, 2.3.4.4, 2.3.4.6) las diferencias entre modelos
normales y con overshooting durante la secuencia principal es tipicamente
de 0.03 (en log k;) pero para estados mads evolucionados la diferencia puede
llegar hasta valores mayores que 0.15 existiendo pues una dependencia con
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Figura 2.3.4.1 Diagrama HR comparativo entre el presente modelo estandar (continua) y el con
overshooting (discontinua) para 2.5 Mg
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Figura 2.3.4.3 Diagrama HR comparativo entre el presente modelo estindar (continua) y el con
overshooting (discontinua) para 10 Mg

106



5,

3

P'I"l'lll!ll’l"']'l"I‘ﬁ"l‘
M ' ~
i / {
/
! h i
o~ | /
0] / 7]
i ; i
i / i
i / -
< | . i
M /
- l —
- ‘ -
- , -4
E L %
©
o | =
o - ]
o I 4
o
o [
o ]
L J
Lo AlE st
o | g
o =
N et N e e e Tl e T g o S S s
-+
-1.8 -2 -2.2 -2.4 —-2.6 —2.8

Log k,

Figura 2.3.4.4 Diagrama log k; - log g comparativo entre el presente modelo estandar (continua)
y el con overshooting (discontinua) para 10 Mg

107



<
4
bl
g
4
p
-
4
-
-
4
p
-
.
4
4
g
4
4

2.8

Log g

3.6

AAI"AAAA]AIKAJ[Illlllljljlllll‘ljl

4.65 4.6 4.55 4.5 4.45 4.4 4.35 4.3

Log Teff

Figura 2.3.4.5 Diagrama HR g comparativo entre el presente modelo estandar (continua) y el con
overshooting (discontinua) para 25 Mg

108



HEN BEN BB BND BB NN BN DO BN BB MED BN M AN MBI BB I EN B ma e

3.4 ik

3.6

Log g

3.8

4.2

Allllllllljlxlllljllnllllllll“lj

==hes = — ey =2.4 26 =25 =5

4.4

Log k,

Figura 2.3.4.6 Diagrama log k; - log g comparativo entre el presente modelo estandar (continua)
y el con overshooting (discontinua) para 25 Mg
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Hemos encontrado una interesante relacién lineal entre el tamano del
nucleo convectivo Q y la constante log k, (Figura 2.3.4.7). La pendiente
es practicamente independiente de la masa del modelo, especialmente para
aquellos mas masivos.

La dependencia de las diferencias en log k, para modelos convencionales y
los que incluyen overshooting con el estado evolutivo esta en cierta forma re-
forzada por las observaciones, como hemos visto anteriormente. Para obtener
una estimacion cuantitativa de la influencia del overshooting en la determi-
nacion del log k, tedrico seleccionamos 5 sistemas con buena determinacién de
elementos absolutos y de movimiento apsidal con distintos estados evolutivos:
Y Cyg y QX Car (cerca de la ZAMS), EM Car y V451 Oph (moderadamente
evolucionados) y V453 Cyg (bastante evolucionado).

Tres sistemas se presentaban como buenos candidatos para este analisis
(V380 Cyg, a Vir, HR 7551) por estar bastante evolucionados, pero presenta-
ban también algunos problemas que comentaremos a continuacién. V380
Cyg es un sistema en el que la primaria esta muy cerca de su limite de Roche
(Hill y Batten, 1984) y ademds las edades derivadas para las componentes
no son compatibles aunque se usen modelos con overshooting. Respecto
a a Vir y HR 7551, estos dos sistemas no tienen determinaciones fiables
de los parametros absolutos y también presentan problemas con las edades
derivadas de los modelos tedricos.

Hechas estas restricciones con respecto a los 3 sistemas, calculamos los re-
spectivos modelos para las dos componentes de los 5 mencionados en primero
lugar hasta el estado evolutivo actual. En algunos casos calculamos también
modelos con a =0.60. Los resultados estan en la Tabla 2.3.4.1. La com-
probacion de las edades y de las temperaturas efectivas estd en las Figuras
2.3.4.8 y 2.3.4.9. Ambas muestran que el acuerdo entre teoria y observacién
sigue siendo muy bueno.
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Tabla 2.3.4.1

Comparacion con las Observaciones
Modelos con Overshooting

Nombre @ Logg | Log Tes1 | Log Teyz | Log Tefiteo | Log Tef2teo | Log kaop, | Log kateo | Log 7
Y Cyg 0.00 | 4.12 4.485 4.485 4.508 4.508 -1.99 -1.92 6.60
0.25 | 4.12 4.485 4.485 4.511 4.511 -1.99 -1.94 6.66

0.60 | 4.12 4.485 4.485 4.520 4.520 -1.99 -1.95 6.71

EM Car 0.00 | 3.88 4.531 4.531 4.528 4.528 -2.28 -2.11 6.70
0.25 | 3.88 4.531 4.531 4.531 4.532 -2.28 -2.16 7.73

0.60 | 3.88 4.531 4.531 4.543 4.543 -2.28 -2.19 7.78

V453 Cyg | 0.00 | 3.73 4.470 4.445 4.420 4.415 -2.33 -2.23 7.03
0.25 | 3.73 4.470 4.445 4.431 4.422 -2.33 -2.28 7.07

0.60 | 3.73 4.470 4.445 4.446 4.430 -2.33 -2.33 7.14

QX Car 0.00 | 4.14 4.377 4.354 4.384 4.367 -2.09 -2.02 7.05
0.25 | 4.14 4.377 4.354 4.389 4.368 -2.09 -2.03 7.10

V451 Oph | 0.00 | 4.08 4.033 3.991 4.025 4.001 -2.44 -2.36 8.44
0.25 | 4.08 4.033 3.991 4.035 4.005 -2.44 -2.38 8.49

114



Gréficamente, las correcciones introducidas debido al overshooting pueden
verse en la Figura 2.3.4.10 para los casos de @ = 0.25 y 0.60. Puede observarse
que, como esperabamos, el overshooting proporciona modelos mas concen-
trados y la correcion es una funcién del estado evolutivo de las estrellas y
del valor de a. Los sistemas mas masivos de nuestra muestra se deberian
corregir ademas de un término dependiente de la masa dado que para estas
estrellas la pérdida de masa es bastante importante. El aspecto general de la
Figura 2.3.4.10 ha mejorado el acuerdo con las observaciones para los valores
de log k; (como comparacién, ver Figura 2.3.4)

La correccién introducida por el overshooting en el nicleo convectivo (para
el caso a = 0.25) viene dada por

logkso, =~ logksss — 0.1Alogg (2.3.4.1)

donde todos los simbolos han sido definidos anteriormente. Para el caso
de a@ = 0.60 la pendiente de (2.3.4.1) es un poco mayor. Un valor mayor
de o podria explicar las discrepancias el log k, pero no hay indicaciones
observacionales que confirmen esta hipotesis. Como una correccion media
(para overshooting moderado) encontramos un valor de cerca de -0.04 para
estrellas en la secuencia principal. Obviamente, esto mejora la confrontacion
entre teoria y observaciéon de una forma similar a la que obtuvimos cuando
introducimos nuevas tablas de opacidad y tasas de producciéon de energia.
Asi, obtenemos una mejora neta de 0.10 en log k; en relaciéon con los modelos
mas antiguos.

La pérdida de masa también convierte los modelos en mas concentrados,
pero actia en la secuencia principal sélo para los modelos mas masivos.
Hemos realizado calculos con un modelo de 25 M. Para la parametrizacion
de la pérdida de masa utilizamos la formulacién de De Jagger et al. (1986)
y para la fase de gigantes rojas, la de Reimers (1975). La Figura 2.3.4.11
muestra la comparacion entre nuestro modelo y el correspondiente de Maeder
y Meynet (1989b): Las diferencias son bastante pequenas y los puntos de cada
traza que tienen la temperatura efectiva mds baja tienen edades de 7.3x10°% y
7.1x10° anos respectivamente. El tamano del nicleo convectivo en la ZAMS
es 0.57 y 0.59 (en funcién de la masa normalizada). Por lo tanto, nuestros
modelos y los de Maeder y Meynet estan en muy buen acuerdo tanto interna
como externamente.

Las Figuras 2.3.4.12a y 2.3.4.12b muestran la comparacion entre nuestros
modelos convencionales y los que incluyen pérdida de masa (y overshooting).
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En el plano log k, - log g las diferencias son mas evidentes en la secuencia
principal en el sentido que el modelo no convencional es mas concentrado
centralmente que el normal. Por otro lado, con respecto al diagrama HR, las
diferencias son menores que en el caso de masa constante (y overshooting)
porque la pérdida de masa lleva a modelos mas frios. La Figura 2.3.4.13
muestra las isocronas para la red de modelos convencionales y con pérdida
de masa mas overshooting. Para grandes valores de log g practicamente se
confunden, mientras que las diferencias se acentuan para log g més pequenos.
Para un sistema binario dado es posible predecir, en base a este diagrama, que
las edades obtenidas con el modelo no convencional seran un poco mayores
que las derivadas del modelo convencional (La tabla 2.3.4.1 confirma esta
observacion).
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de masa) y el de Maeder y Meynet (1989b) para 25 Mg
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Resumiendo, la introducciéon del overshooting en el niicleo y de la pérdida
de masa en nuestro modelo evolutivo mejoran substancialmente la com-
paracion con las observaciones respecto a las constantes de estructura interna
sin perder el buen acuerdo entre teoria y observacién en lo que concierne a
las dimensiones absolutas. Aunque la mejoria es significativa, quedan to-
davia pequenas desviaciones que pueden explicarse por incertidumbres en
las opacidades (composicion quimica), mixing length, etc. Sin embargo, hay
indicios de que la rotaciéon estelar puede jugar un papel importante en el
calculo de los valores tedricos de k;. Nuestro préoximo paso sera estudiar el
comportamiento de modelos con rotaciéon y compararlos con los estudiados
hasta aqui.

2.3.4.3 Efectos de la rotacién Estelar

Aunque parte de las discrepancias respecto a log k, puedan estar rela-
cionadas con problemas dinamicos y con la baja fiabilidad de las dimensiones
absolutas de algunos sistemas, otra parte puede atribuirse a la rotacion es-
telar que hace a los modelos mas concentrados en masa. Asi, se introdujo la
rotacion en el codigo de evolucion estelar para una comparacion mas detallada
con las observaciones ademas de con el propdsito de estudiar su influencia en
el calculo de la estructura interna estelar.

El estudio de la rotacion estelar se viene haciendo desde hace bastante

tiempo. Observacionalmente, Fabricius y Galileo Galilei observaron el movimiento

de las manchas solares ya en el siglo XVII y, al contrario de Scheiner, estos
dos observadores ponian las manchas en el propio sol. Desde entonces se ha
hecho mucho observacional y teéricamente en el campo de la rotacion estelar.

Tassoul (1978) en su monografia ”Theory of Rotating Stars” denomina el
inicio de nuestro siglo como la edad de oro de la rotacion estelar. Investi-
gadores como Jeans, Maclaurin, Struve, Milne, Chandrasekhar, von Zeipel,
Vogt, Eddington, Bjerknes contribuyeron muchisimo al desarollo de la teoria
de la rotacién estelar. En esta época, por supuesto, no existian modelos
estelares elaborados como los actuales pero se obtuvieron importantes resul-
tados.

Stoeckely (1965) investigé los politropos con rotacién diferencial asum-
iendo una distribuciéon gausiana para la velocidad angular w. Bodenheimer
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y Ostriker (1973) usando el llamado método autoconsistente utilizaron una
distribucién de momento angular en lugar de la velocidad. En este caso los
modelos son muy similares a los esferoides de Maclaurin, con excepcién de
que aquellos no tienen rotacién uniforme. Mas recientemente, Aikawa ( 1971)
estudié el problema de politropos con rotacién constante para varios valores
del indice n. Muchos son los trabajos basados en modelos politrépicos que se
han publicado desde entonces y atn hoy, siguen apareciendo nuevas técnicas
de tratar el problema.

En relacién a los modelos de evolucién mas elaborados también se han
publicado bastantes articulos (ver por ejemplo, Stellar Rotation, ed. Slete-
back (1970)). Para estrellas homogéneas, Faulkner et al. (1968) utilizando la
técnica de Makeda construyeron modelos de 1 mg, 2 mg y 5 mg que tenian
en cuenta opacidades y generacion de energia por procesos nucleares de una
forma realista.

Kippenhahn et al. (1970) estudiaron el problema de modelos con rotacién
diferencial bajo dos hipétesis: 1) que el momento angular por unidad de masa
se conserva localmente en regiones en equilibrio radiativo y tiene rotacién de
cuerpo rigido cuando la conveccién domina o 2) el momento angular por
unidad de masa se conserva en regiones donde el peso molecular varia. Para
regiones quimicamente homogéneas se adopta la rotacién de cuerpo rigido.
Los principales resultados de esta investigacién se pueden resumir en que la
luminosidad y temperatura efectiva disminuyen mientras el radio aumenta
con la rotacion. Cualquiera que sea la ley de conservacién del momento
angular adoptada, el resultado final es un nicleo que rota muy rapidamente
y una atmoésfera cuya velocidad angular es bastante pequefia en relacién al
nucleo.

Por las caracteristicas del potencial centrifugo, es de se esperar que un
modelo que contenga rotacién (aunque que sea uniforme) se haga mas con-
centrado centralmente. De hecho, Stothers (1974) en un articulo sobre com-
paracion entre teoria y observacién para las constantes de estructura interna,
utilizando la formulacién de Faulkner et al. (1968) encontré una correccién
para la constante log k, en funcién del pardmetro )\ definido anteriormente
que se puede escribir como:

longrot 3t logk2stan =2 —U"{A (2.3.4.3.1)

Lamentablemente, Stothers no describe el método empleado para obtener
tal informacion.
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Hemos utilizado la aproximacion cuasi esferica (Claret y Giménez, 1991c;
Giménez y Claret, 1990b) debido a Kippenhahn y Thomas, (1970) que trata
configuraciones distorcionadas como esferas equivalentes y cuyas funciones
promedio son definidas como

F=8 FdS (2.3.4.3.2).

Y=const

donde dS es el elemento de superficice (¥» = constante).

La gravedad viene dada por

. .

= (2.3.4.3.3),

g

donde dn es la distancia entre dos superficies vecinas. El volumen equivalente
viene dado por

Vy = —13 (2.3.4.3.4).

Las principales diferencias de un modelo con rotaciéon respecto a un modelo
no rotante son:

a) Reduccién de la gravedad efectiva (cambio en la ecuacion de equilibrio
hidrostatico)

b) La fuerza centrifuga no es paralela a la fuerza gravitatoria. Las superficies
equipotenciales no son esferas (todas las ecuaciones de la estructura estelar
quedan afectadas ezcepto la de equilibrio convectivo)

c) El flujo radiativo no es constante sobre una superficie equipotencial (cam-
bio en la ecuacion de equilibrio radiativo. El criterio de estabilidad contra
la conveccion puede también modificarse debido a cambios en el gradiente de
temperatura radiativo)
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d) Algunos modos de movimiento convectivo se pueden inhibir con cambios
en el criterio de estabilidad frente a la conveccidn.

Las ecuaciones de estructura estelar modificadas vienen dadas por
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