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Notaciones

Notaciones generales

Dado x ∈ RN , |x| =
√∑N

i=1 x
2
i .

BR =
{
x ∈ RN : |x| < R

}
.

Ω ⊂ RN dominio (abierto y conexo).

∇u =
(
∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, . . . , ∂u

∂xN

)
, gradiente de u : Ω→ R.

∆u = ∂2u
∂x21

+ ∂2u
∂x22

+ · · ·+ ∂2u
∂x2N

, laplaciano de u : Ω→ R.

div(ξ) = ∂ξ1
∂x1

+ ∂ξ2
∂x2

+ · · ·+ ∂ξN
∂xN

, divergencia de ξ : A ⊂ RN → RN .

∆pu = div(|∇u|p−2∇u), p-laplaciano de u : Ω→ R.

∆2u = ∆(∆u), bilaplaciano de u : Ω→ R.

Lp(Ω) =
{
u medible en Ω y

∫
Ω
|u|p <∞

}
, con 1 ≤ p <∞.

L∞(Ω) = {u : Ω −→ R; u es medible y ∃C ∈ R : |u(x)| ≤ C c.t.p. en Ω}.

Lploc(Ω) = {u : Ω −→ R : uχK ∈ Lp(Ω)∀ compacto K ⊂ Ω}, con 1 ≤ p ≤ ∞.

Cc(Ω) = {u ∈ C(Ω) : u(x) = 0∀x ∈ Ω \K donde K ⊂ Ω es un compacto}.

Ck(Ω) son las funciones k veces continuamente diferenciales en Ω (k ≥ 0).

C∞(Ω) =
⋂
k≥0

Ck(Ω).

Ck
c (Ω) = Ck(Ω) ∩ Cc(Ω), k ≥ 0.

C0,β(Ω) =

u ∈ C0(Ω) : sup
x,y∈Ω
x6=y

|u(x)−u(y)|
|x−y|β <∞

 .
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C1,β(Ω) =
{
u ∈ C1(Ω) : ∂u

∂xi
∈ C0,β(Ω), ∀i = 1, 2, . . . , N

}
.

W 1,p (Ω) , W 1,p
0 (Ω) , Wm,p (Ω) , H1 (Ω) , H1

0 (Ω) , Hm (Ω) espacios de Sobolev.

H3
0,rad(BR) = {u : BR → R radial tal que u ∈ H3

0 (BR)}.



Capítulo 1

Introducción y resumen de resultados

En muchas disciplinas que abarcan el conocimiento humano encontramos nume-

rosas circunstancias que pueden modelarse por ecuaciones diferenciales. La magni-

tud de problemas posibles que podemos plantear es tan amplia que es inabarcable

analizar cualquier ecuación de una manera genérica.

En esta tesis estudiamos propiedades de soluciones estables de ecuaciones elíp-

ticas semilineales con no linealidades generales. Esta clase de soluciones incluye

minimizadores locales del funcional de energía asociado, soluciones mínimas, solu-

ciones extremales, y también algunas soluciones que se encuentran entre una sub

y súper solución. Particularmente trabajamos cuatro problemas: dos en el espacio

euclídeo RN y dos en la bola unitaria donde obtenemos resultados relevantes para

la solución extremal.

Nuestra motivación para trabajar este tipo de soluciones se debe, en primer lugar

al estudio de resultados obtenidos por Cabré, Capella, Dupaigne, Farina, Sanchón,

Villegas y Warnault, entre otros, sobre la existencia, monotonía, estimaciones de

derivadas radiales y regularidad de una solución estable. Además utilizamos ideas

de los autores para completar parte de los trabajos, obtener nuevos resultados y

1



2 Capítulo 1. Introducción y resumen de resultados

responder a preguntas abiertas propuestas por los mismos. Otra motivación del

presente trabajo es dar respuesta a diferentes cuestiones planteadas en el proyecto

de investigación MTM2009-10878.

Estamos particularmente interesados en las relaciones entre su estabilidad, sime-

tría y regularidad. Por resultados obtenidos por Warnault en [36], Cabré, Capella y

Sanchón en [6] respecto de la simetría radial en el caso de la bola unitaria, consi-

deramos para nuestro trabajo mayoritariamente soluciones radialmente simétricas.

Sin embargo, en el segundo capítulo obtenemos un resultado para una solución no

necesariamente radial.

A continuación describimos brevemente los resultados principales obtenidos en

cada capítulo de esta Tesis.

El segundo capítulo de la tesis está dedicada al problema −∆u = f(u) en RN

con N ≥ 1, f ≥ 0, f ∈ C2, f 6≡ 0. Damos respuesta a la pregunta de si son o no

necesarias las condiciones (9)− (10) del Teorema 1.1 de [13]. Para ello demostramos

que toda solución estable (no necesariamente radial) es constante para N = 1, 2 si

f se anula en algún punto de un intervalo [a, b] ⊂ R y f ′ ≥ 0, y para 3 ≤ N ≤ 9

construimos un ejemplo para mostrar que las condiciones impuestas en [13] son

necesarias.

El tercer capítulo está dedicada al problema −∆pu = f(u) en RN , donde N ≥ 2,

p > 1, y f ∈ C1(R). Extendemos algunos de los resultados obtenidos por Villegas en

[33], adaptándolos a nuestro problema. Obtenemos estimaciones puntuales óptimas

para una solución semi-estable radial para p ≥ 2 ó 2 > p > 1 y 2p(
√

2−p+1)
(p−1)(2−p) ≥ N ,

donde el valor mínimo de 2p(
√

2−p+1)
(p−1)(2−p) es 10 + 6

√
3 ≈ 20.39 y se alcanza cuando

p = 2
√

3 − 2 ≈ 1.46. Por ello, en términos generales, podemos observar que si

N ≤ 20 ó p ≥ 2 el resultado principal es óptimo.

El cuarto capítulo está dedicada a establecer estimaciones para soluciones semi-
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estables del problema −∆pu = g(u) en B1 \ {0}, donde p > 1, B1 es la bola unitaria

de RN , y g : R −→ R es una función localmente Lipschitz. Logramos mejorar los

resultados obtenidos por Cabré, Capella y Sanchón en [6], y responder afirmativa-

mente a la pregunta sobre la posibilidad de eliminar el factor logarítmico |log r|
1
p

en la estimación del ítem c) y d3) del Teorema 1.2, además de obtener estimacio-

nes puntuales para las derivadas radiales hasta orden 3 para N ≥ p + 4p/(p − 1)

cuando g ≥ 0, g ≥ 0 y es no decreciente, y g ≥ 0, es no decreciente y convexa, res-

pectivamente. Finalmente como aplicación de los resultados principales, obtenemos

estimaciones óptimas para la solución extremal.

El último capítulo está dedicado al problema ∆2u = λf(u) en B1, u = ∂u
∂n

= 0

en ∂B1, donde n es el vector unitario normal exterior, λ ≥ 0 es un parámetro, y

f ∈ C1(R). Warnault en [36] demostró que la solución extremal u∗ está acotada

para dimensiones N ≤ 9. Por otro lado, en un trabajo anterior Dávila, Dupaigne,

Guerra y Montenegro en [11] demuestran que para f(u) = eu la solución extremal

u∗ está acotada para dimensiones N ≤ 12 y es singular para N ≥ 13, lo que deja

abierto si la solución extremal u∗ está acotada para dimensiones 10 ≤ N ≤ 12 y para

una no linealidad general. Nosotros logramos demostrar que la solución extremal u∗

está acotada para la dimensión N = 10. Además obtenemos estimaciones cerca del

origen para N ≥ 11.

En el resto de este capítulo se presentan las definiciones y los resultados preli-

minares que se utilizarán a lo largo de la tesis, y describimos nuestros principales

resultados.
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1.1. Teoremas de Liouville para soluciones estables

de ecuaciones elípticas semilineales

En este apartado estudiamos el siguiente problema

−∆u = f(u) en RN , (1.1.1)

donde f ∈ C1(R). Consideramos soluciones clásicas u ∈ C2(RN) no necesariamente

radiales.

Una solución u de (1.1.1) se dice estable si

∫
RN
|∇ξ|2 − f ′(u)ξ2 ≥ 0,

para todo ξ ∈ C∞c (RN).

Dupaigne y Farina establecen condiciones para que una solución estable de (1.1.1)

sea constante, obteniendo el siguiente teorema

Teorema 1.1.1 (Dupaigne y Farina [13]). Sea I = (a, b) ⊂ R un intervalo abier-

to maximal, posiblemente no acotado, tal que 0 6≡ f ∈ C2(I;R) ∩ C0(I;R) es no

negativa, no decreciente, convexa en I y se anula en algún punto de I. Se define

q(u) :=
f ′2

ff ′′
(u); q0 = lim sup

u→z+
q(u); q0 = lim inf

u→z+
q(u); q∞ = lim sup

u→b−
q(u),

donde z = sup
{
u ∈ I = [a, b] ⊂ R : f(u) = 0

}
y b = sup I. Supongamos que u ∈

C2(RN) es una solución estable de (1.1.1). Entonces, u es constante si N ≤ 2 y

0 < q0 ≤ q0 < +∞ y 0 < q∞ < +∞ (1.1.2)

o si N ≥ 3 y se cumplen las siguientes condiciones
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q0 < +∞ y
4

N − 2

(
1 + 1/

√
q0

)
> 1/q0. (1.1.3)

q∞ < +∞ y
4

N − 2

(
1 + 1/

√
q∞

)
> 1/q∞. (1.1.4)

Los autores plantean si las condiciones (1.1.2)-(1.1.4) son necesarias para el teo-

rema anterior. Damos respuesta a dicha pregunta a través de los casos: primero para

dimensiones N = 1, 2 obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.1.2 (Navarro y Villegas [27]). Sea N ≤ 2, y 0 6≡ f ∈ C1(R) una función

no decreciente que se anula en algún punto de I. Supongamos que u ∈ C2(RN) es

una solución estable de (1.1.1). Entonces u es constante.

Por otra parte para las dimensiones 3 ≤ N ≤ 9, obtenemos la siguiente proposi-

ción:

Proposición 1.1.3 (Navarro y Villegas [27]). Sea 3 ≤ N ≤ 9 y q > 0 satisfaciendo

4

N − 2

(
1 +

1
√
q

)
≤ 1

q
.

Entonces existe uq ∈ C∞(RN) con uq(RN) = (−∞,−1] y fq ∈ C∞(R) tal que uq

es una solución estable de (1.1.1) con f = fq, y fq satisfaciendo fq, f ′q, f ′′q > 0 en R,

limu→−∞ fq(u) = 0 y q0 = q0 = limu→−∞
f ′2q
fqf ′′q

(u) = q.

En resumen, podemos afirmar que la condición (1.1.2) no es necesaria si N ≤ 2,

y que las condiciones (1.1.3) y (1.1.4) resultan ineludibles.

1.2. Estabilidad en el caso del p-laplaciano en RN

En la siguiente unidad estudiamos el problema
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−∆pu = f(u) en RN (1.2.1)

donde N ≥ 2, p > 1, ∆pu := div(|∇u|p−2∇u) es el p-laplaciano de u, y f ∈ C1(R).

Diremos que una solución u de (1.2.1) es semi-estable si

Qu(ξ) :=

∫
{∇u6=0}

|∇u|p−2

{
(p− 2)

(
∇u
|∇u|

· ∇ξ
)2

+ |∇ξ|2
}
−
∫
RN
f ′(u)ξ2 ≥ 0,

para toda ξ ∈ C∞c (RN).

Para este problema no encontramos resultados conocidos en la literatura. Noso-

tros logramos extender los resultados de Villegas en [33], y obtenemos los siguientes

teoremas:

Teorema 1.2.1 (Navarro y Villegas [30]). Sea N ≥ 2 y u una solución radial semi-

estable verificando ur(r) 6= 0 para todo r > 0 (no necesariamente acotada) de (1.2.1).

Entonces existen M, r0 > 0 tal que para todo r ≥ r0,

|u(r)| ≥M

r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
si N 6= p+ 4p/(p− 1),

log(r) si N = p+ 4p/(p− 1).

(1.2.2)

Teorema 1.2.2 (Navarro y Villegas [30]). Sea N ≥ 2 y u una solución radial semi-

estable verificando ur(r) 6= 0 para todo r > 0, acotada de (1.2.1). Entonces,

i) N > p+ 4p/(p− 1).

ii) Existe M > 0 tal que para todo r ≥ 1, se tiene

|u(r)− u∞| ≥Mr
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
,

donde u∞ = limr→∞ u(r).

Finalmente mostramos que el Teorema 1.2.1 es óptimo para p ≥ 2 ó 2 > p > 1

y 2p(
√

2−p+1)
(p−1)(2−p) ≥ N ≥ 2.



1.3 Soluciones extremales 7

1.3. Soluciones extremales

1.3.1. Soluciones extremales: Caso p-laplaciano

En esta sección trabajamos sobre el problema

−∆pu = g(u) en B1 \ {0}, (1.3.1)

donde p > 1, B1 es la bola unitaria de RN , y g : R −→ R es una función localmente

Lipschitz.

Por abuso de notación, escribimos u(r) en lugar de u(x), donde r = |x| y x ∈ RN .

Se denota por ur la derivada radial de u.

Una solución radial u ∈ W 1,p (B1) de (1.3.1) tal que ur(r) < 0 para todo r ∈ (0, 1)

se dice semi-estable si

∫
B1

(p− 1) |ur|p−2 |ξr|2 − g′(u)ξ2 ≥ 0,

para toda función radial ξ ∈ C1
c (B1 \ {0}). En este caso ampliamos el principal

resultado obtenido por Cabré, Capella y Sanchón en [6].

Teorema 1.3.1 (Cabré, Capella y Sanchón [6]). Sea g una función localmente Lips-

chitz y u ∈ W 1,p (B1) una solución radial semi-estable en B1 \ {0} de (1.3.1) satis-

faciendo ur(r) < 0 para todo r ∈ (0, 1). Entonces:

a) Si N < p+ 4p/(p− 1) entonces u ∈ L∞(B1). Además,

‖u‖L∞(B1) ≤ CN,p ‖u‖W 1,p(B1) ,

donde CN,p es una constante que depende de N y p.

b) Si N = p+ 4p/(p− 1) entonces u ∈ Lq(B1) para todo q < +∞. Además,

|u(r)| ≤ Cp ‖u‖W 1,p(B1) (|log r|+ 1) en B1,
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donde Cp es una constante que depende solo de p.

c) Si N > p+ 4p/(p− 1) y q < q0, entonces u ∈ Lq(B1) y

‖u‖Lq(B1) ≤ CN,p,q ‖u‖W 1,p(B1) ,

donde CN,p,q es una constante que depende de N , p, y q. Además,

|u(r)| ≤ CN,pr
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

) (
|log r|

1
p + 1

)
en B1,

donde CN,p es una constante que depende de N y p.

d) Asumiendo que g es no negativa. Entonces:

d1) Se tiene

‖∇u‖Lp(B1) ≤ CN,p

{∥∥(u− u(1))p−1
∥∥ 1
p−1

L1(B1) + ‖g(u)‖
1
p−1

L1(B1)

}
,

donde CN,p es una constante que depende de N y p.

d2) u ∈ W 1,q(B1) para todo q < q1, y

‖u‖W 1,q(B1) ≤ C si q < q1,

donde C es una constante que depende de N , p, q, y cotas superiores de

‖u‖L1(B1) y g.

d3) Si N ≥ p+ 4p/(p− 1) entonces

|ur(r)| ≤ CN,p ‖u‖W 1,p(B1) r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−2
)
|log r|

1
p en B1/4,

donde CN,p es una constante que depende de N y p.
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La definición de qk para k = 0, 1, esta dada por
1
qk

:= 1
p
− 2

Np

√
N−1
p−1

+ k−1
N
− 2

Np
si N ≥ p+ 4p/(p− 1),

qk := +∞ si N < p+ 4p/(p− 1).

Hemos respondido afirmativamente a la posibilidad de eliminar el factor loga-

rítmico del teorema anterior en el ítem c) y d3), obteniendo además estimaciones

puntuales óptimas de la derivada radial de u hasta orden 3, mostradas en los si-

guientes teoremas:

Teorema 1.3.2 (Navarro y Villegas [28]). Sea p > 1, g : R −→ R una función

localmente Lipschitz, y u ∈ W 1,p (B1) una solución radial semi-estable de (1.3.1)

satisfaciendo ur(r) < 0 para todo r ∈ (0, 1). Entonces existe una constante CN,p

dependiendo solo de N y p tal que:

i) Si N < p+ 4p/(p− 1), entonces

|u(r)| ≤ CN,p ‖u‖W 1,p(B1\B1/2) , ∀r ∈ (0, 1].

ii) Si N = p+ 4p/(p− 1), entonces

|u(r)| ≤ Cp ‖u‖W 1,p(B1\B1/2) (|log r|+ 1) , ∀r ∈ (0, 1].

iii) Si N > p+ 4p/(p− 1), entonces

|u(r)| ≤ CN,p ‖u‖W 1,p(B1\B1/2) r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
, ∀r ∈ (0, 1].

Teorema 1.3.3 (Navarro y Villegas [28]). Sea N ≥ p+ 4p/(p−1), g : R −→ R una

función localmente Lipschitz, y u ∈ W 1,p (B1) una solución radial semi-estable de

(1.3.1) satisfaciendo ur(r) < 0 para todo r ∈ (0, 1). Entonces existe una constante

C ′N,p dependiendo solo de N y p tal que:
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i) Si g ≥ 0, entonces

|ur(r)| ≤ C ′N,p ‖∇u‖Lp(B1\B1/2) r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−2
)
, ∀r ∈ (0, 1/2].

ii) Si g ≥ 0 es no decreciente, entonces

|urr(r)| ≤ C ′N,p ‖∇u‖Lp(B1\B1/2) r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1

+p−2
)
, ∀r ∈ (0, 1/2].

iii) Si g ≥ 0 es no decreciente y convexa, entonces

|urrr(r)| ≤ C ′N,p ‖∇u‖Lp(B1\B1/2) r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1

+2p−2
)
, ∀r ∈ (0, 1/2].

Como aplicación de los teoremas anteriores, estudiamos la regularidad y estima-

ciones para soluciones del siguiente problema:


−∆pu = λf(u) en B1,

u > 0 en B1,

u = 0 en ∂B1,

(1.3.2λ,p)

donde λ ≥ 0 es un parámetro y f es una función C1 creciente con f(0) > 0 y

lim
t→+∞

f(t)

tp−1
= +∞. (1.3.3)

Para este problema Cabré y Sanchón en [7] demuestran que existe un parámetro

positivo λ∗ tal que si λ ∈ (0, λ∗), la ecuación (1.3.2λ,p) admite una solución regular

minimal (la más pequeña) decreciente en r uλ ∈ C1(B1) y si λ ∈ (λ∗,+∞) en-

tonces (1.3.2λ,p) no admite solución regular. Además, para λ ∈ (0, λ∗) la solución

minimal uλ es semi-estable. Por otro lado, podemos considerar el límite creciente

u∗ := limλ↗λ∗ uλ que se llama solución extremal de (1.3.2λ,p), y es una solución débil

de (1.3.2λ,p) para λ = λ∗.

Finalmente obtenemos para la solución extremal el siguiente teorema que amplia

los resultados obtenidos por Cabré et al. en [6].
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Teorema 1.3.4 ([28]). Sea p > 1. Supongamos que f satisface (1.3.3). Sea u∗ la

solución extremal de (1.3.2λ,p). Se tiene que

i) Si N < p+ 4p/(p− 1), entonces u∗(r) ≤ C(1− r), ∀r ∈ (0, 1].

ii) Si N = p+ 4p/(p− 1), entonces u∗(r) ≤ C |log r| , ∀r ∈ (0, 1].

iii) Si N > p+ 4p/(p− 1), entonces

u∗(r) ≤ C

(
r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
− 1

)
, ∀r ∈ (0, 1].

iv) Si N ≥ p+ 4p/(p− 1), entonces

∣∣∂(k)
r u∗(r)

∣∣ ≤ Cr
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1

+(k−1)p−2
)
, ∀r ∈ (0, 1], ∀k ∈ {1, 2}.

v) Si N ≥ p+ 4p/(p− 1), y f es convexa, entonces

|u∗rrr(r)| ≤ Cr
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1

+2p−2
)
, ∀r ∈ (0, 1].

Donde C = CN,p min
t∈[1/2,1]

|u∗r(t)|, y CN,p es una constante que depende de N y p .

Del teorema anterior, por resultados de García-Azorero, Peral y Puel en [23], y

Cabré, Capella y Sanchón en [6] se tiene que los ítems ii) − v) son estimaciones

óptimas.

1.3.2. Soluciones extremales: Caso Bilaplaciano

En este apartado estudiamos el problema
∆2u = λf(u) en B1,

u =
∂u

∂n
= 0 en ∂B1,

(1.3.4λ)
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donde n es el vector unitario normal exterior, λ ≥ 0 es un parámetro , f ∈ C1(R) y

satisface lo siguiente:

f es no decreciente, f(0) > 0 y lim
t→+∞

f(t)

t
= +∞. (1.3.5)

Trabajamos en base a los siguientes resultados obtenidos por Warnault en [36].

Teorema 1.3.5 (Warnault [36]). Existe λ∗ <∞ tal que:

i) Si λ ∈ [0, λ∗), (5.1.1λ) admite una solución mínima clásica uλ .

ii) Si λ > λ∗, no existe una solución clásica.

iii) Si λ = λ∗, existe una solución débil lim
λ↗λ∗

uλ = u∗ ∈ L1(B1) de (1.1λ∗), llamada

solución extremal.

Respecto de la regularidad de la solución extremal Warnault obtiene que u∗ está

acotada para dimensiones N ≤ 9, lo que se describe en el siguiente teorema:

Teorema 1.3.6 (Warnault [36]). Supongamos que f satisface (1.3.5). Sea u∗ la

solución extremal de (1.3.4λ). Si N ≤ 9, entonces u∗ está acotada.

Anteriormente Dávila et al. en [11] demuestran que para f(u) = eu la solución

extremal u∗ está acotada para N ≤ 12 y es singular para N ≥ 13.

Moradifam [26] estudia el comportamiento asintótico de la singularidad de la

solución extremal para N ≥ 13.

Nosotros logramos avanzar hastaN = 10 respecto de la regularidad de la solución

extremal (básicamente logramos una demostración sencilla para dimensiones 5 ≤

N ≤ 10), y dar una estimación cerca del origen para N ≥ 11, lo cual se concluye en

el siguiente teorema:

Teorema 1.3.7 (Navarro y Villegas [29]). Supongamos que f satisface (1.3.5). Sea

u∗ la solución extremal de (1.3.4λ). Se tiene que
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i) Si N = 10, entonces u∗ está acotada.

ii) Si 11 ≤ N ≤ 19, entonces

lim
r→0

r
N−8

2 u∗r(r) = lim
r→0

r
N−10

2 u∗(r) = 0.

iii) Si N ≥ 20, entonces

lim
r→0

r
N−9

2 u∗r(r) = lim
r→0

r
N−11

2 u∗(r) = 0.

Con este resultado, sigue abierta la pregunta respecto de la regularidad de la

solución extremal u∗ para f satisfaciendo 1.3.5 para dimensiones N = 11, 12.

Para finalizar, incluimos un apartado de conclusiones, preguntas abiertas y futu-

ras lineas de investigación, donde mostramos ciertos problemas directamente rela-

cionados con los que desarrollamos en esta tesis, susceptibles de ser estudiados con

más profundidad.

Cabe destacar que algunos de los resultados de esta tesis han sido aceptados para

publicación en diferentes revistas, y otros se encuentran en la actualidad en proceso

de referee. (véase [27, 28, 29, 30]).





Capítulo 2

Optimalidad de algunos resultados

de soluciones estables de −∆u = f (u)

en RN

En este capítulo cuyos resultados pueden verse en [27], estudiamos soluciones

estables del siguiente problema:

−∆u = f(u) en RN , (2.0.1)

donde f ∈ C1(R). Consideramos soluciones clásicas u ∈ C2(RN).

Una solución u de (2.0.1) se dice estable si∫
RN
|∇ξ|2 − f ′(u)ξ2 ≥ 0, ∀ξ ∈ C∞c (RN).

Nótese que la expresión anterior es la segunda variación del funcional de ener-

gía asociado a (2.0.1) en un dominio acotado Ω: EΩ(u) =
∫

Ω

(
|∇u|2 /2− F (u)

)
dx,

donde F ′ = f . Así, si u ∈ C1(RN) es un minimizante local de EΩ para todo domi-

nio suave acotado Ω ⊂ RN (es decir, un minimizante bajo pequeñas perturbaciones

15
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C1(Ω) que se anulen en ∂Ω), entonces u es una solución estable de (2.0.1). Las solu-

ciones estables de (2.0.1) están bien estudiadas: por Cabré y Capella [4] y Villegas

[33], toda solución radial acotada de (2.0.1) es constante si N ≤ 10. Además en este

último trabajo se encuentra el crecimiento óptimo de tales soluciones, tanto en el

caso acotado como en el caso general. En dimensiones N ≤ 4, Dupaigne y Farina

[14] obtuvieron que cada solución estable acotada de (2.0.1) es constante, si f ≥ 0.

En el caso N = 2, Farina, Sciunzi y Valdinoci [20] demostraron que toda solución

estable de (2.0.1) con gradiente acotado es unidimensional (es decir al hacer una

rotación del espacio, u depende solo de una variable). Para cada dimensión N del

espacio, en el caso de las no linealidades f(u) = |u|p−1 u, p > 1 y f(u) = eu, resul-

tados de clasificación son obtenidos por Farina [17, 18, 19]. Por otro lado Dupaigne

y Farina [13] consideran en cualquier dimensión N ≥ 1, una no linealidad general,

no negativa, no decreciente y convexa. En la siguiente sección mostramos con más

detalle estos resultados.

2.1. Resultados previos

Teorema 2.1.1 (Dupaigne y Farina [13]). Sea I = (a, b) ⊂ R un intervalo abier-

to maximal, posiblemente no acotado, tal que 0 6≡ f ∈ C2(I;R) ∩ C0(I;R) es no

negativa, no decreciente, convexa en I y se anula en algún punto de I. Se define

q(u) :=
f ′2

ff ′′
(u); q0 = lim sup

u→z+
q(u); q0 = lim inf

u→z+
q(u); q∞ = lim sup

u→b−
q(u),

donde z = sup
{
u ∈ I = [a, b] ⊂ R : f(u) = 0

}
y b = sup I. Supongamos que u ∈

C2(RN) es una solución estable de (2.0.1). Entonces, u es constante si N ≤ 2 y

0 < q0 ≤ q0 < +∞ y 0 < q∞ < +∞ (2.1.1)
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o si N ≥ 3 y se cumplen las siguientes condiciones

q0 < +∞ y
4

N − 2

(
1 + 1/

√
q0

)
> 1/q0. (2.1.2)

q∞ < +∞ y
4

N − 2

(
1 + 1/

√
q∞

)
> 1/q∞. (2.1.3)

En [13, Rem. 1.3] se muestra que las condiciones (2.1.2) y (2.1.3) son necesarias si

N ≥ 10: un contraejemplo esta dado por f(u) = eu si N = 10 y por f(u) = |u|p−1 u

(para p > 1) si N ≥ 11. También se plantea si las condiciones (2.1.1), (2.1.2) y

(2.1.3) son necesarias en dimensiones 1 ≤ N ≤ 9.

En este capítulo respondemos a dicha pregunta. Mostramos que, en el Teorema

2.1.1, la condición (2.1.1) no es necesaria si N = 1, 2, mientras que las condiciones

(2.1.2) y (2.1.3) son óptimas si 3 ≤ N ≤ 9. Más precisamente se obtienen los

siguientes resultados:

2.2. Caso N = 1, 2

Teorema 2.2.1 (Navarro y Villegas [27]). Sea N ≤ 2, f ∈ C1(R) una función

no decreciente y u una solución estable de (2.0.1). Entonces f es constante en el

intervalo J := u(RN).

Como corolario de este teorema obtenemos el siguiente resultado, que demuestra

que la condición (2.1.1) del Teorema 2.1.1 no es necesaria para dimensiones N = 1, 2.

Corolario 2.2.2 (Navarro y Villegas [27]). Sea N ≤ 2, y 0 6≡ f ∈ C1(R) una función

no decreciente que se anula en algún punto de I. Supongamos que u ∈ C2(RN) es

una solución estable de (2.0.1). Entonces u es constante.
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Para demostrar el Teorema 2.2.1 necesitamos del lema que sigue. Un resultado

similar, utilizando las mismas ideas de este lema (una función de prueba de ca-

pacidad) se ha escrito en el caso del operador biarmónico o bilaplaciano (ver [37,

Teorema 6].

Lema 2.2.3. Sea N ≤ 2 y h ∈ L1
loc

(
RN
)
con h ≥ 0. Si∫

RN
|∇w|2 dx ≥

∫
RN
hw2 dx, ∀w ∈ C∞c

(
RN
)
, (2.2.1)

entonces h ≡ 0.

Nota 1. El Lema 2.2.3 no es cierto en dimensiones N ≥ 3 debido a la desigualdad

de Hardy: ∫
RN
|∇w|2 dx ≥ (N − 2)2

4

∫
RN

w2

|x|2
dx, ∀w ∈ C∞c

(
RN
)
.

Demostración del Lema 2.2.3. Primero notamos que (2.2.1) sigue siendo verdadera

si consideramos funciones w ∈ W 1,p
0 (BR) donde 2 < p <∞, y R > 0.

Efectivamente, si p > 2, entonces p > N y tenemos queW 1,p
0 (BR) ⊂

(
W 1,2

0 ∩ L∞
)

(BR).

Por lo tanto el funcional w 7→
∫
BR

(
|∇w|2 − hw2

)
es continuo en W 1,p

0 (BR). La

densidad de C∞c (BR) en W 1,p
0 (BR), asegura que (2.2.1) se cumple para cualquier

w ∈ W 1,p
0 (BR).

Consideramos la siguiente secuencia de funciones

wn(x) =


1 si |x| ≤ n,

2− ln |x|
lnn

si n < |x| < n2,

0 si |x| ≥ n2,

que gráficamente son representadas por:
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−n2 −n 0 n n2

0

0.5

1

Figura 2.1: wn(x) para N = 1.

−n2 −n 0 n
n2 −n2

−n
0
n n

20

0.5

1

Figura 2.2: wn(x) para N = 2.

Se sigue fácilmente que ∫
RN
|∇wn|2 dx −→ 0.

Por lo tanto, por (2.2.3), se deduce que∫
RN
hw2

n dx −→ 0.

Finalmente, dado que
∫
RN
hw2

n ≥
∫
Bn

h y h ≥ 0 en RN , se concluye que h ≡ 0

en RN .

Demostración del Teorema 2.2.1. Aplicando el lemma anterior con h(x) = f ′(u(x))

se deduce que f ′(u(x)) = 0 para todo x ∈ RN . De donde f ′(s) = 0 para todo s ∈ J ,

con lo cual se concluye la demostración.

Demostración del Corolario 2.2.2. Aplicando el Teorema 2.2.1 se tiene que −∆u =

C en RN para alguna constante C ∈ R. Considerando la siguiente función

w(x) = u(x) +
C

2
x2

1,

se obtiene que w es armónica.

La demostración se sigue en tres casos
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- Caso C > 0,

• Si w no es constante, entonces w ≥ u, por tanto u no está acotada

inferiormente.

• Si w es constante, entonces u no está acotada inferiormente.

de donde se tiene que el intervalo J ⊂ I no está acotado inferiormente y

f(s) > 0 en J , esto contradice las hipótesis sobre f .

- Caso C < 0. Al igual que en el caso anterior se deduce que u no está acotada

superiormente. Por lo tanto el intervalo de J ⊂ I no está acotado superior-

mente y f(s) < 0 en J , esto contradice nuevamente las hipótesis sobre f .

- Caso C = 0. En este caso u es una función armónica en RN . Si u no es

constante entonces u no está acotada. De donde J = R y f ≡ 0, lo que es una

contradicción.

De todo lo anterior, podemos concluir que u es constante, lo que demuestra el

corolario.

2.3. Caso 3 ≤ N ≤ 9

En dimensiones 3 ≤ N ≤ 9, el siguiente resultado muestra que las condiciones

(2.1.2) y (2.1.3) del Teorema 2.1.1 son óptimas, al menos para el caso z = −∞.

Sería interesante encontrar contraejemplos para el caso z ∈ R.

Proposición 2.3.1 (Navarro y Villegas [27]). Sea 3 ≤ N ≤ 9 y q > 0 satisfaciendo

4

N − 2

(
1 +

1
√
q

)
≤ 1

q
. (2.3.1)
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Entonces existe uq ∈ C∞(RN) con uq(RN) = (−∞,−1] y fq ∈ C∞(R) tal que uq

es una solución estable de (2.0.1) con f = fq, y fq satisfaciendo fq, f ′q, f ′′q > 0 en R,

limu→−∞ fq(u) = 0 y q0 = q0 = limu→−∞
f ′2q
fqf ′′q

(u) = q.

Nota 2. Podemos observar que q∞ = limu→+∞ q(u) no es relevante, ya que uq(RN) =

(−∞,−1]. De hecho, es fácil obtener cualquier valor de q∞ ∈ [1,+∞] modificando

adecuadamente la función fq en (1,+∞).

Demostración de la Proposición 2.3.1. En primer lugar, se verifica fácilmente que

para 3 ≤ N ≤ 9, q > 0 y (2.3.1), se tiene que

0 < q ≤ N

4
−
√
N − 1

2
< 1. (2.3.2)

Definimos la función radial

uq(x) = −
(
1 + |x|2

)1−q
,

y

fq(s) =

4q(1− q)(−s)
q+1
q−1 + 2(1− q)(N − 2q)(−s)

q
q−1 si s ≤ −1,

C∞ − extensión si s > −1,

tal que fq ∈ C∞(R) y fq, f ′q, f ′′q > 0 en R.

Dado que q ∈ (0, 1), es fácil comprobar que

lim
u→−∞

fq(u) = 0 y q0 = q0 = lim
u→−∞

f ′2q
fqf ′′q

(u) = q.

Queda por demostrar que uq es estable. Luego por (2.3.2), tenemos que

f ′q (uq(x)) =
2q
(
(N − 2q) |x|2 + (N + 2)

)(
1 + |x|2

)2 <
2q(N − 2q)

|x|2
≤ (N − 2)2

4 |x|2
,

para todo x ∈ RN . Por la desigualdad de Hardy se concluye que uq es estable.





Capítulo 3

Soluciones radiales semi-estables de

ecuaciones del p-laplaciano en RN

En este capítulo estudiamos soluciones semi-estables del siguiente problema:

−∆pu = f(u) en RN (3.0.1)

donde N ≥ 2, p > 1, ∆pu := div(|∇u|p−2∇u) es el p-laplaciano de u y f ∈ C1(R).

Consideraremos soluciones u ∈ C1(RN).

Diremos que una solución u de (3.0.1) es semi-estable si

Qu(ξ) :=

∫
{∇u6=0}

|∇u|p−2

{
(p− 2)

(
∇u
|∇u|

· ∇ξ
)2

+ |∇ξ|2
}
−
∫
RN
f ′(u)ξ2 ≥ 0,

para toda ξ ∈ C∞c (RN). Nótese que en el caso p ≥ 2 obtenemos que la función

|∇u|p−2 es localmente acotada y por tanto tiene perfecto sentido la definición de

Qu. En el caso 1 < p < 2 se tiene fácilmente que, en la primera integral de Qu,

el integrando está acotado inferiormente por (p − 1) |∇u|p−2 |∇ξ|2 y superiormente

por |∇u|p−2 |∇ξ|2. Por tanto, en este caso, también tiene sentido la definición de

23
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estabilidad, entendiendo que Qu(ξ) = +∞ si |∇u|p−2 |∇ξ|2 no fuera integrable.

Por otra parte podemos observar que la expresión por la que definimos Qu es

formalmente la segunda variación del funcional de energía asociado a (3.0.1) en un

dominio acotado Ω: EΩ(u) =
∫

Ω
(|∇u|p /p− F (u)) dx, donde F ′ = f . Por tanto, si

u ∈ C1(RN) es un minimizante local de EΩ en cualquier dominio acotado suficien-

temente regular Ω ⊂ RN (i.e., un mínimo bajo pequeñas perturbaciones C1(Ω) que

se anulen en ∂Ω), entonces u es una solución semi-estable de (3.0.1).

Hasta nuestro conocimiento, no existen hasta la fecha trabajos del operador p-

laplaciano en todo el espacio RN que traten sobre soluciones semi-estables. Sí que

existen diferentes artículos sobre este tipo de cuestiones en la bola unidad (véase

[6] y [28]). También existen numerosos trabajos en la literatura reciente en el caso

p = 2 en todo el espacio euclídeo RN . (Véase [4], [17], [19] y [33]).

Estaremos especialmente interesados en soluciones radiales u de (3.0.1) tales que

ur 6= 0 para todo r > 0. Abusando de la notación, escribiremos u(r) en vez de u(x),

donde r = |x| y ur(r) para la derivada radial de u.

3.1. Estimaciones sobre crecimiento asintótico de

una solución semi-estable

En esta sección obtendremos diferentes cotas sobre el crecimiento asintótico de

este tipo de soluciones. Nuestros principales resultados son los siguientes:

Teorema 3.1.1 (Navarro y Villegas [30]). Sea N ≥ 2 y u una solución radial semi-

estable verificando ur(r) 6= 0 para todo r > 0 (no necesariamente acotada) de (3.0.1).
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Entonces existen M, r0 > 0 tal que para todo r ≥ r0,

|u(r)| ≥M

r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
si N 6= p+ 4p/(p− 1),

log(r) si N = p+ 4p/(p− 1).

(3.1.1)

Teorema 3.1.2 (Navarro y Villegas [30]). Sea N ≥ 2 y u una solución radial semi-

estable verificando ur(r) 6= 0 para todo r > 0, acotada de (3.0.1). Entonces,

i) N > p+ 4p/(p− 1).

ii) Existe M > 0 tal que para todo r ≥ 1, se tiene

|u(r)− u∞| ≥Mr
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
, (3.1.2)

donde u∞ = limr→∞ u(r).

Lema 3.1.3. Sea N ≥ 2 y u una solución radial semi-estable verificando ur(r) 6= 0

para todo r > 0 de (3.0.1). Entonces, existe K > 0 tal que

∫ ∞
r

ds

sN−1 |ur(s)|p
≤ Kr

−2
√
N−1
p−1 ∀r ≥ 1. (3.1.3)

Demostración. Usamos [6, Lem. 2.2] (ver también la demostración de [6, Lem. 2.3])

para obtener que

Qu(urη) =

∫
RN
|ur(|x|)|p

(
(p− 1) |∇η(x)|2 − (N − 1)

η(x)2

|x|2

)
dx ≥ 0, (3.1.4)

para todo η ∈ (H1 ∩ L∞)(RN) con soporte compacto en RN . Aplicando esta de-

sigualdad a una función radial η(|x|) se tiene(
N − 1

p− 1

)∫ ∞
0

|ur(t)|p η(t)2tN−3 dt ≤
∫ ∞

0

|ur(t)|p η′(t)2tN−1 dt. (3.1.5)

Fijamos R > r ≥ 1 y consideramos la siguiente función:
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η(t) =



1 si 0 ≤ t ≤ 1,

t
−
√
N−1
p−1 si 1 < t ≤ r,

r
−
√
N−1
p−1∫ R

r
ds

sN−1|ur(s)|p

∫ R

t

ds

sN−1 |ur(s)|p
si r < t ≤ R,

0 si R < t <∞.

Por (3.1.5), se sigue que

(
N − 1

p− 1

)(∫ 1

0

|ur(t)|p tN−3 dt+

∫ r

1

|ur(t)|p t
N−2

√
N−1
p−1
−3
dt

)

≤
(
N − 1

p− 1

)∫ r

1

|ur(t)|p t
N−2

√
N−1
p−1
−3
dt+

r
−2
√
N−1
p−1∫ R

r
ds

sN−1|ur(s)|p
,

de donde ∫ R

r

ds

sN−1 |ur(s)|p
≤ r

−2
√
N−1
p−1(

N−1
p−1

) ∫ 1

0
|ur(t)|p tN−3 dt

.

Finalmente tendiendo R→ +∞, se tiene (3.1.3) con

K =

[(
N − 1

p− 1

)∫ 1

0

|ur(t)|p tN−3 dt

]−1

,

de donde se concluye la demostración.

Proposición 3.1.4. Sea N ≥ 2, y u una solución radial semi-estable verificando

ur(r) 6= 0 para todo r > 0 de (3.0.1). Entonces, existe M ′ > 0 tal que

|u(2r)− u(r)| ≥M ′r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
, ∀r ≥ 1. (3.1.6)

Demostración. Fijamos r ≥ 1. Aplicando la desigualdad de Hölder, se tiene
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(∫ 2

1

t−
N−1
p+1 dt

)
r−

N−p−2
p+1 =

∫ 2r

r

t−
N−1
p+1 dt =

∫ 2r

r

|ur(t)|
p
p+1

(tN−1 |ur(t)|p)
1
p+1

dt

≤
(∫ 2r

r

dt

tN−1 |ur(t)|p
) 1

p+1
(∫ 2r

r

|ur(t)| dt
) p

p+1

≤ K
1
p+1 r

− 2
p+1

√
N−1
p−1 |u(2r)− u(r)|

p
p+1 ,

de donde se tiene (3.1.6).

Demostración del Teorema 3.1.1. Sea δN,p = −1
p

(
N − 2

√
N−1
p−1
− p− 2

)
. La demos-

tración se realiza en dos casos:

Caso N > p+ 4p/(p− 1), entonces δN,p < 0, y

• Si limr→∞ |u(r)| > 0, entonces limr→∞ r
δN,p = 0, y (3.1.1) se sigue inme-

diatamente.

• Si limr→∞ |u(r)| = 0 de donde por la monotonía de u y la Proposición

3.1.4, existe M ′ > 0 tal que para todo r ≥ 1:

|u(r)| =
∞∑
k=0

∣∣u(2k+1r)− u(2kr)
∣∣

≥M ′
∞∑
k=0

(2kr)δN,p =

(
M ′

∞∑
k=0

(
2δN,p

)k)
rδN,p ,

la serie anterior es convergente y (3.1.1) es demostrado con r0 = 1.

Caso N ≤ p + 4p/(p − 1), entonces δN,p ≥ 0. Sea r ≥ 1, existen m ∈ N y

1 ≤ r1 < 2 tal que r = 2m−1r1. Por la monotonía de u y la Proposición 3.1.4,
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se sigue que

|u(r)|+ |u(r1)| ≥ |u(r)− u(r1)|

=
m−1∑
k=1

∣∣u(2kr1)− u(2k−1r1)
∣∣ ≥M ′

m−1∑
k=1

(2k−1r1)δN,p

= M ′


(∑m−1

k=1

(
2−δN,p

)k)
rδN,p si δN,p > 0,

log r−log r1
log 2

si δN,p = 0.

(3.1.7)

Por (3.1.7), se tiene

|u(r)| ≥

M1r
δN,p −M2 si δN,p > 0,

M3 log r −M4 si δN,p = 0,

para ciertas constantes Mj > 0, j = 1, 2, 3, 4.

Luego se sigue fácilmente (3.1.1).

Demostración del Teorema 3.1.2. Fijamos R/2 > r ≥ 1. Se tiene

|u(R)− u(r)| =
∫ R

r

|ur(t)| dt ≥
∫ 2r

r

|ur(t)| dt = |u(2r)− u(r)| ,

haciendo R → ∞ y por el Lema 3.1.3, obtenemos ii). Finalmente por la desigual-

dad (3.1.2), podemos concluir que el exponente −1
p

(
N − 2

√
N−1
p−1
− p− 2

)
debe ser

negativo, que es equivalente con N > p+ 4p/(p− 1), desde donde se sigue i).

3.2. Optimalidad de las estimaciones sobre creci-

miento asintótico

Lema 3.2.1. Sea V (x) ∈ C1(RN) una función no negativa y λ ≤ N − 2, tal que

x · ∇V (x) + λV (x) ≥ 0, ∀x ∈ RN . (3.2.1)
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Entonces∫
RN
V (x) |∇η|2 dx ≥

(
N − λ− 2

2

)2 ∫
RN

V (x)η2

|x|2
dx, ∀η ∈ C∞c (RN \ {0}). (3.2.2)

Demostración. Sea η ∈ C∞c (RN \ {0}). Por lo tanto∫
RN
V (x)

(
xη

|x|2
− t∇η

)2

dx ≥ 0,

para todo t ∈ R. Desarrollando la expresión anterior, tenemos la siguiente desigual-

dad cuadrática para t:∫
RN

V (x)η2

|x|2
dx− t

∫
RN

V (x) (x · ∇η2)

|x|2
dx+ t2

∫
RN
V (x) |∇η|2 dx ≥ 0

Por el Teorema de la divergencia, integrando el segundo termino, tenemos∫
RN

V (x)η2

|x|2
dx+ t

∫
RN

(x · ∇V (x) + (N − 2)V (x))
η2

|x|2
dx+ t2

∫
RN
V (x) |∇η|2 dx ≥ 0,

Por lo tanto, la desigualdad cuadrática anterior es equivalente a[∫
RN

(x · ∇V (x) + (N − 2)V (x))
η2

|x|2
dx

]2

≤ 4

(∫
RN

V (x)η2

|x|2
dx

)(∫
RN
V (x) |∇η|2 dx

)
,

por (3.2.1), se sigue que

(N − λ− 2)2

(∫
RN

V (x)η2

|x|2
dx

)2

≤ 4

(∫
RN

V (x)η2

|x|2
dx

)(∫
RN
V (x) |∇η|2 dx

)
,

de donde se sigue (3.2.2).

Ejemplo 3.2.2. Sea N ≥ 2 y uα,p una función radial definida por

uα,p(r) :=


(

1 + r
p
p−1

) (p−1)α
p si α 6= 0,∀r ≥ 0.(

p−1
p

)
log
(

1 + r
p
p−1

)
si α = 0,∀r ≥ 0.

Es fácil comprobar que uα,p es una solución de (3.0.1) con fα,p ∈ C1(R) definida

por:
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Si α > 0

fα,p(s) :=

−α
p−1sp−1− p

α

[
(p− (p− 1)α)

(
s−

p
(p−1)α − 1

)
+N

]
si s > 1,

C1 − extensión si s ≤ 1,

Si α < 0 y (2− p)α + p ≥ 0

fα,p(s) :=

|−α|
p−1 sp−1− p

α

[
(p− (p− 1)α)

(
s−

p
(p−1)α − 1

)
+N

]
si s > 0,

C1 − extensión si s ≤ 0,

Si α = 0

f0,p(s) := −pe−
p2s
p−1 − (N − p)e−ps, s ∈ R.

Entonces:

Si p ≥ 2 ó 2 > p > 1 y 2p(
√

2−p+1)
(p−1)(2−p) ≥ N

uα,p es semi-estable ⇐⇒ α ≥ −1

p

(
N − 2

√
N − 1

p− 1
− p− 2

)
.

Nota 3. El valor mínimo de 2p(
√

2−p+1)
(p−1)(2−p) es 10 + 6

√
3 ≈ 20.39 y se alcanza cuando

p = 2
√

3− 2 ≈ 1.46. Luego si N ≤ 20 ó p ≥ 2 el Teorema 3.1.1 y 3.1.2 son óptimos.

Demostración. En primer lugar planteamos que la condición necesaria de valores de

α para soluciones semi-estables, es una consecuencia inmediata del Teorema 3.1.1.

Luego procedemos a demostrar la condición suficiente.

(uα,p)r(r) = λαr
1
p−1

(
1 + r

p
p−1

) (p−1)α
p
−1

, donde λα =

α si α 6= 0,

1 si α = 0.

Consideramos el potencial radial V (x) = V (r) = |(uα,p)r(r)|p, para r > 0 se tiene

x · ∇V (x) = rVr(r) =

[
p

p− 1
+ p

(
α− p

p− 1

)(
r

p
p−1

1 + r
p
p−1

)]
V (r). (3.2.3)
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Para α ≥ −1
p

(
N − 2

√
N−1
p−1
− p− 2

)
, se sigue que

p

(
α− p

p− 1

)(
r

p
p−1

1 + r
p
p−1

)
≥ −

(√
N − 1−

√
1

p− 1

)2
(

r
p
p−1

1 + r
p
p−1

)
,

usando (3.2.3), se tiene

rVr(r) +

(
N − 2

√
N − 1

p− 1
− 2

)
V (r) ≥

(√
N − 1−

√
1

p− 1

)2(
V (r)

1 + r
p
p−1

)
.

Finalmente, por el Lema 3.2.1 con λ = N − 2
√

N−1
p−1
− 2, se tiene (3.1.4), que es

equivalente a la semi-estabilidad de u.





Capítulo 4

Estimaciones optimas de

minimizadores radiales de ecuaciones

del p-laplaciano

4.1. Introducción y resultados previos

En este capítulo estudiamos soluciones radiales semi-estables decrecientes u ∈

W 1,p (B1) del siguiente problema:

−∆pu = g(u) en B1 \ {0}, (4.1.1)

donde p > 1, ∆pu := div(|∇u|p−2∇u) es el p-laplaciano de u, B1 es la bola unitaria

de RN , y g : R −→ R es una función localmente Lipschitz.

Se dice que u ∈ W 1,p(B1) es una solución débil de (4.1.1), si u es una función tal

que g(u) ∈ L1(B1, δ(x)2) y∫
B1

|∇u|p−2∇u∇ϕ =

∫
B1

g(u)ϕ, ∀ϕ ∈ C∞c (B1), (4.1.2)

33
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donde δ(x) = dist(x, ∂B1) denota la distancia hasta la frontera de B1. Por otro lado,

se dice que una función no negativa u ∈ W 1,p(B1) es una solución regular de (4.1.1)

si u ∈ L∞(B1) y satisface (4.1.2).

Como u ∈ W 1,p (B1) es radial, por la inclusión del espacio de Sobolev en una

dimensión, se obtiene u ∈ L∞loc
(
B1 \ {0}

)
. Por lo tanto, por los resultados estándar

de regularidad, se deduce que u ∈ C1,β

loc
(
B1 \ {0}

)
para algún β ∈ (0, 1).

Por abuso de notación, escribimos u(r) en lugar de u(x), donde r = |x| y x ∈ RN .

Se denota por ur la derivada radial de u.

Una solución radial u ∈ W 1,p (B1) de (4.1.1) tal que ur(r) < 0 para todo r ∈ (0, 1)

se dice semi-estable si

∫
B1

(p− 1) |ur|p−2 |ξr|2 − g′(u)ξ2 ≥ 0,

para toda función radial ξ ∈ C1
c (B1 \ {0}).

Nótese que la expresión anterior es la segunda variación del funcional de energía

asociado a (4.1.1):

EΩ(u) :=
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫

Ω

G(u) dx, (4.1.3)

dondeG′ = g y Ω ⊂ B1. Así, si u es un minimizante local radial de (4.1.3) con Ω = B1

(es decir, para cada δ ∈ (0, 1) existe εδ > 0 tal que EB1\Bδ(u) ≤ EB1\Bδ(u+ ξ), para

toda función radial ξ ∈ C1
c

(
B1 \Bδ

)
satisfaciendo ‖ξ‖C1 ≤ εδ), entonces u es una

solución semi-estable de (4.1.1).

Otras situaciones generales incluyen soluciones semi-estables: por ejemplo, solu-

ciones minimales, soluciones extremales, y también algunas soluciones entre una sub

y súper solución (Ver [6, Nota 1.7] para más detalles).

Todos los resultados obtenidos en esta sección fueron obtenidos por Villegas en

[34] para el operador Laplaciano (p = 2).
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Teorema 4.1.1 (Cabré, Capella y Sanchón [6]). Sea g una función localmente Lips-

chitz y u ∈ W 1,p (B1) una solución radial semi-estable en B1 \ {0} de (4.1.1) satis-

faciendo ur(r) < 0 para todo r ∈ (0, 1). Entonces:

a) Si N < p+ 4p/(p− 1) entonces u ∈ L∞(B1). Además,

‖u‖L∞(B1) ≤ CN,p ‖u‖W 1,p(B1) ,

donde CN,p es una constante que depende de N y p.

b) Si N = p+ 4p/(p− 1) entonces u ∈ Lq(B1) para todo q < +∞. Además,

|u(r)| ≤ Cp ‖u‖W 1,p(B1) (|log r|+ 1) en B1,

donde Cp es una constante que depende solo de p.

c) Si N > p+ 4p/(p− 1) y q < q0, entonces u ∈ Lq(B1) y

‖u‖Lq(B1) ≤ CN,p,q ‖u‖W 1,p(B1) ,

donde CN,p,q es una constante que depende de N , p, y q. Además,

|u(r)| ≤ CN,pr
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

) (
|log r|

1
p + 1

)
en B1,

donde CN,p es una constante que depende de N y p.

d) Asumiendo que g es no negativa. Entonces:

d1) Se tiene

‖∇u‖Lp(B1) ≤ CN,p

{∥∥(u− u(1))p−1
∥∥ 1
p−1

L1(B1) + ‖g(u)‖
1
p−1

L1(B1)

}
,

donde CN,p es una constante que depende de N y p.
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d2) u ∈ W 1,q(B1) para todo q < q1, y

‖u‖W 1,q(B1) ≤ C si q < q1,

donde C es una constante que depende de N , p, q, y cotas superiores de

‖u‖L1(B1) y g.

d3) Si N ≥ p+ 4p/(p− 1) entonces

|ur(r)| ≤ CN,p ‖u‖W 1,p(B1) r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−2
)
|log r|

1
p en B1/4,

donde CN,p es una constante que depende de N y p.

La definición de qk para k = 0, 1, esta dada por
1
qk

:= 1
p
− 2

Np

√
N−1
p−1

+ k−1
N
− 2

Np
si N ≥ p+ 4p/(p− 1),

qk := +∞ si N < p+ 4p/(p− 1).

4.2. Lema para una solución radial semi-estable

El siguiente lema es el punto de partida de las demostraciones de nuestros resul-

tados.

Lema 4.2.1. Sea N ≥ p > 1, g : R −→ R una función localmente Lipschitz, y

u ∈ W 1,p (B1) una solución radial semi-estable de (4.1.1) satisfaciendo ur(r) < 0

para todo r ∈ (0, 1). Entonces existe una constante KN,p dependiendo de N y p tal

que: ∫ r

0

|ur(t)|p tN−1 dt ≤ KN,p ‖∇u‖pLp(B1\B1/2)
r

2
√
N−1
p−1

+2
, ∀r ∈ [0, 1].
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Demostración. Usamos [6, Lem. 2.2] (ver también la demostración de [6, Lem. 2.3])

para obtener que

(N − 1)

∫
B1

|ur|p η2 dx ≤ (p− 1)

∫
B1

|ur|p |∇(|x| η)|2 dx, (4.2.1)

para toda función Lipschitz radial η que se anule en ∂B1.

Fijamos r ∈ (0, 1/2) y consideramos la función test

ηε(t) =



r
−
√

N−1
p−1

ε
si 0 ≤ t ≤ ε,

r
−
√

N−1
p−1

t
si ε < t ≤ r,

t
−
√
N−1
p−1
−1 si r < t ≤ 1/2,

2

√
N−1
p−1

+2
(1− t) si 1/2 < t ≤ 1.

Por la desigualdad (4.2.1), se sigue que

(N − p)

r−√N−1
p−1

ε

2 ∫ ε

0

|ur(t)|p tN−1 dt+

+(N − 1)r
−2
√
N−1
p−1
−2
∫ r

ε

(r/t)2 |ur(t)|p tN−1 dt+

+2
2
√
N−1
p−1

+4
∫ 1

1/2

(
(N − 1)(1− t)2 − (p− 1)(1− 2t)2

)
|ur(t)|p tN−1 dt ≤ 0.

Como N ≥ p, y r/t ≥ 1 para 0 < t ≤ r, tendiendo ε→ 0, obtenemos que

∫ r

0

|ur(t)|p tN−1 dt ≤

(p− 1)2
2
√
N−1
p−1

+4

N − 1

 r
2
√
N−1
p−1

+2
∫ 1

1/2

|ur(t)|p tN−1 dt,

de donde el lema es demostrado para 0 < r ≤ 1/2.

Luego si r ∈ (1/2, 1] entonces, aplicando la desigualdad anterior para r = 1/2,
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se tiene que∫ r

0

|ur(t)|p tN−1 dt ≤
∫ 1/2

0

|ur(t)|p tN−1 dt+

∫ 1

1/2

|ur(t)|p tN−1 dt

≤

(p− 1)2
2
√
N−1
p−1

+4

N − 1

(1

2

)2
√
N−1
p−1

+2

+ 1

∫ 1

1/2

|ur(t)|p tN−1 dt

≤ (2r)
2
√
N−1
p−1

+2

(
4(p− 1)

N − 1
+ 1

)∫ 1

1/2

|ur(t)|p tN−1 dt,

lo que completa la demostración para 1/2 < r ≤ 1.

Para finalizar la presente sección, presentamos la siguiente proposición que nos

permite estimar la diferencia puntual
∣∣u(r)− u

(
r
2

)∣∣ para todo r ∈ (0, 1] de una

solución radial semi-estable.

Proposición 4.2.2. Sea N ≥ p > 1, g : R −→ R una función localmente Lipschitz,

y u ∈ W 1,p (B1) una solución radial semi-estable de (4.1.1) satisfaciendo ur(r) < 0

para todo r ∈ (0, 1). Entonces existe una constante K ′N,p dependiendo de N y p tal

que:∣∣∣u(r)− u
(r

2

)∣∣∣ ≤ K ′N,p ‖∇u‖Lp(B1\B1/2) r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
, ∀r ∈ (0, 1]. (4.2.2)

Demostración. Fijamos r ∈ (0, 1]. Aplicando la desigualdad de Hölder y el Lema

4.2.1, se deduce que∣∣∣u(r)− u
(r

2

)∣∣∣ =

∫ r

r/2

|ur(t)| t
N−1
p t

−(N−1)
p dt

≤
(∫ r

r/2

|ur(t)|p tN−1 dt

) 1
p
(∫ r

r/2

t−
(N−1)
p−1 dt

) p−1
p

≤ K
1
p

N,p ‖∇u‖Lp(B1\B1/2) r
2
p

√
N−1
p−1

+ 2
p

(
r−

(N−1)
p−1

+1

∫ 1

1/2

t−
(N−1)
p−1 dt

) p−1
p

,

de donde (4.2.2) es demostrada con K ′N,p = K
1
p

N,p

(∫ 1

1/2
t−

(N−1)
p−1 dt

) p−1
p

.
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4.3. Estimaciones puntuales para g y g′

En el presente lema mostramos estimaciones puntuales para g y g′, esto nos

permite obtener estimaciones para urr y urrr.

Lema 4.3.1. Sea p > 1, g : R −→ R una función localmente Lipschitz, y u ∈

W 1,p (B1) una solución radial semi-estable de (4.1.1) satisfaciendo ur(r) < 0 para

todo r ∈ (0, 1). Entonces

g(u(r)) ≤ N
|ur(r)|p−1

r
, ∀r ∈ (0, 1]. (4.3.1)

Además, si g es convexa, entonces

g′(u(r)) ≤MN,p
|ur(r)|p−2

r2
, ∀r ∈ (0, 1], (4.3.2)

donde MN,p es una constante que depende de N y p.

Demostración. Consideramos la función

Ψ(r) := Nr1−1/N
∣∣ur (r1/N

)∣∣p−1
, r ∈ (0, 1].

Es fácil comprobar que Ψ′(r) = g
(
u
(
r1/N

))
, r ∈ (0, 1]. Como g es no negativa y

no decreciente, se tiene que Ψ es una función no negativa, no decreciente y cóncava.

De donde se sigue fácilmente que

0 ≤ Ψ′(r) ≤ Ψ(r)/r, r ∈ (0, 1],

y se obtiene (4.3.1).

Para obtener (4.3.2), primero observamos que por (4.1.1) se sigue que

urr = − 1

p− 1

(
g(u)

|ur|p−2 +
N − 1

r
ur

)
, ∀r ∈ (0, 1].

Por lo tanto, usando la no negatividad de g y la desigualdad (4.3.1) se deduce

que
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|urr| ≤
1

p− 1

(
g(u)

|ur|p−2 +
N − 1

r
|ur|
)
≤
(

2N − 1

p− 1

)
|ur|
r
, ∀r ∈ (0, 1]. (4.3.3)

Luego para α ∈ R un cálculo fácil muestra que

∂r
(
rα |ur|p−2) = αrα−1 |ur|p−2 − (p− 2)rαurr |ur|p−3

≥ rα−1 |ur|p−2

(
α− |p− 2| (2N − 1)

p− 1

)
, ∀r ∈ (0, 1].

Así rα |ur|p−2 es no decreciente para α = |p−2|(2N−1)
p−1

. Usando esto, la monotonía

de g′(u(r)) y la semi-estabilidad de u, se deduce que

g′(u(r))

∫ r

0

sN−1ξ(s)2ds ≤
∫ r

0

sN−1g′(u(s))ξ(s)2ds

≤ (p− 1)

∫ r

0

|ur(s)|p−2 sαsN−1−αξ′(s)2ds

≤ (p− 1) |ur(r)|p−2 rα
∫ r

0

sN−1−αξ′(s)2ds,

para todo r ∈ (0, 1) y todo ξ ∈ C1
c (0, r).

Tomando ξ(s) = ζ( s
r
) para s ∈ [0, r], donde ζ ∈ C1

c (0, 1), se obtiene la desigual-

dad (4.3.2).

4.4. Regularidad y estimaciones para una solución

semi-estable

En esta sección establecemos estimaciones puntuales para soluciones radiales

semi-estable y decrecientes u ∈ W 1,p (B1) de (4.1.1) y sus derivadas hasta el orden

de tres. Mejoramos el Teorema 4.1.1, y respondimos afirmativamente a la pregunta

planteada en [6], acerca de la eliminación del factor logarítmico |log r|
1
p de los ítems

c) y d3).
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En los siguientes teoremas obtenemos una estimación puntual para una solución

radial semi-estable de (4.1.1), y para sus derivadas radiales hasta orden 3.

Teorema 4.4.1 (Navarro y Villegas [28]). Sea p > 1, g : R −→ R una función

localmente Lipschitz, y u ∈ W 1,p (B1) una solución radial semi-estable de (4.1.1)

satisfaciendo ur(r) < 0 para todo r ∈ (0, 1). Entonces existe una constante CN,p

dependiendo solo de N y p tal que:

i) Si N < p+ 4p/(p− 1), entonces

|u(r)| ≤ CN,p ‖u‖W 1,p(B1\B1/2) , ∀r ∈ (0, 1].

ii) Si N = p+ 4p/(p− 1), entonces

|u(r)| ≤ Cp ‖u‖W 1,p(B1\B1/2) (|log r|+ 1) , ∀r ∈ (0, 1].

iii) Si N > p+ 4p/(p− 1), entonces

|u(r)| ≤ CN,p ‖u‖W 1,p(B1\B1/2) r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
, ∀r ∈ (0, 1].

Teorema 4.4.2 (Navarro y Villegas [28]). Sea N ≥ p+ 4p/(p−1), g : R −→ R una

función localmente Lipschitz, y u ∈ W 1,p (B1) una solución radial semi-estable de

(4.1.1) satisfaciendo ur(r) < 0 para todo r ∈ (0, 1). Entonces existe una constante

C ′N,p dependiendo solo de N y p tal que:

i) Si g ≥ 0, entonces

|ur(r)| ≤ C ′N,p ‖∇u‖Lp(B1\B1/2) r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−2
)
, ∀r ∈ (0, 1/2].

ii) Si g ≥ 0 es no decreciente, entonces

|urr(r)| ≤ C ′N,p ‖∇u‖Lp(B1\B1/2) r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1

+p−2
)
, ∀r ∈ (0, 1/2].
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iii) Si g ≥ 0 es no decreciente y convexa, entonces

|urrr(r)| ≤ C ′N,p ‖∇u‖Lp(B1\B1/2) r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1

+2p−2
)
, ∀r ∈ (0, 1/2].

Nota 4. Observe que las estimaciones obtenidas en los teoremas 4.4.1 y 4.4.2 están

expresados en términos de la norma W 1,p en el anillo B1 \ B1/2, mientras que u

debe pertenecer a W 1,p (B1). Este requisito es esencial para obtener los resultados,

ya que podemos encontrar fácilmente soluciones radiales semi-estables decrecientes

de (4.1.1) (por ejemplo u(r) = rs, con s << 0), que no pertenezcan a W 1,p (B1), y

para las cuales los ítems de los teoremas 4.4.1 y 4.4.2 no se satisfacen.

Nota 5. Según nuestros conocimientos no existen estimaciones de |urr| o |urrr| en

la literatura para este tipo de soluciones.

A continuación veremos las demostraciones de los teoremas anteriores.

Demostración del Teorema 4.4.1. Analizamos en primer lugar el caso N < p. De

(4.1.1) se deduce ∂r
(
rN−1 |ur|p−1) = rN−1g(u). Por lo tanto rN−1 |ur|p−1 es una

función positiva no decreciente y también lo es
(
rN−1 |ur|p−1) p

p−1 , de donde∫ 1

1/2

tN−1 |ur(t)|p dt =

∫ 1

1/2

(
tN−1 |ur|p−1) p

p−1 t−
N−1
p−1 dt

≥ (1/2)
p(N−1)
p−1

∫ 1

1/2

t−
N−1
p−1 dt |ur(1/2)|p ,

(4.4.1)

Como u ∈ W 1,p
(
B1/2

)
, la inclusión de Sobolev conduce a u ∈ L∞

(
B1/2

)
y por tanto

deducimos que existe una constante C que solo depende de N y p tal que

u(0) ≤ C

(∫ 1/2

0

tN−1 |ur|p
) 1

p

= C

(∫ 1/2

0

(
tN−1 |ur|p−1) p

p−1 t−
N−1
p−1 dt

) 1
p

≤

(∫ 1/2

0

t−
N−1
p−1 dt

) 1
p

(1/2)
N−1
p−1 |ur(1/2)| .

(4.4.2)
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Puesto que N < p, la integral
∫ 1/2

0
t−

N−1
p−1 dt existe, y por tanto de (4.4.1) y (4.4.2)

deducimos

u(0) ≤ CN,p ‖u‖W 1,p(B1\B1/2) ,

donde CN,p es una constante que solo depende de N y p. Finalmente puesto que u

es decreciente, se sigue i) para N < p. Nótese que en este caso N < p no hemos

utilizado la estabilidad de u

Por lo tanto en lo que sigue supondremos N ≥ p.

Sea 0 < r ≤ 1. Entonces, existen m ∈ N y 1/2 < r1 ≤ 1 tal que r = r1/2
m−1.

Como u es radial tenemos |u(r1)| ≤ ‖u‖L∞(B1\B1/2) ≤ γN,p ‖u‖W 1,p(B1\B1/2), donde

γN,p depende de N y p. Entonces por la Proposición 4.2.2, se sigue que

|u(r)| ≤ |u(r)− u(r1)|+ |u(r1)| =
m−1∑
i=1

∣∣∣u( r1

2i−1

)
− u

(r1

2i

)∣∣∣+ |u(r1)|

≤

(
K ′N,p

m−1∑
i=1

( r1

2i−1

)− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
+ γN,p

)
‖u‖W 1,p(B1\B1/2) .

(4.4.3)

Luego definimos δN,p := −1
p

(
N − 2

√
N−1
p−1
− p− 2

)
, de donde la sumatoria de la

desigualdad anterior puede estimarse como

m−1∑
i=1

( r1

2i−1

)δN,p
≤ αN,p


rδN,p si δN,p < 0,

1 si δN,p > 0,

|log r| si δN,p = 0,

(4.4.4)

donde αN,p es una constante que depende de N y p.

Finalmente la demostración se siguen en tres casos según el signo de δN,p.

Si p ≤ N < p+ 4p/(p− 1), entonces δN,p > 0. Por (4.4.3) y (4.4.4) tenemos

|u(r)| ≤
(
K ′N,pαN,p + γN,p

)
‖u‖W 1,p(B1\B1/2) .
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Si N = p+ 4p/(p− 1), entonces δN,p = 0. Por (4.4.3) y (4.4.4) tenemos

|u(r)| ≤
(
K ′N,pαN,p |log r|+ γN,p

)
‖u‖W 1,p(B1\B1/2)

≤
(
K ′N,pαN,p + γN,p

)
‖u‖W 1,p(B1\B1/2) (|log r|+ 1).

Si N > p + 4p/(p − 1), entonces δN,p < 0 y rδN,p ≥ 1. Por (4.4.3) y (4.4.4)

tenemos

|u(r)| ≤
(
K ′N,pαN,p + γN,p

)
rδN,p ‖u‖W 1,p(B1\B1/2) ,

de donde se completa la demostración.

Demostración del Teorema 4.4.2.

i) Primero observamos que ∂r
(
rN−1 |ur|p−1) = rN−1g(u). Por lo tanto rN−1 |ur|p−1

es una función positiva no decreciente y también lo es
(
rN−1 |ur|p−1) p

p−1 . Luego,

para 0 < r ≤ 1/2, tenemos∫ 2r

0

|ur(t)|p tN−1 dt ≥
∫ 2r

r

|ur(t)|p tN−1 dt

=

∫ 2r

r

(
tN−1 |ur|p−1) p

p−1 t−
N−1
p−1 dt

≥ r
p(N−1)
p−1 |ur(r)|p

∫ 2r

r

t−
N−1
p−1 dt

= rN |ur(r)|p
∫ 2

1

t−
N−1
p−1 dt,

por esto y el Lema 4.2.1 obtenemos i).

ii) Por (4.3.3) y i) se sigue ii).

iii) Por (4.1.1) tenemos

urrr = − 1

p− 1

(
g′(u)ur

|ur|p−2 − (p− 2)
ururrg(u)

|ur|p
− N − 1

r2
ur +

N − 1

r
urr

)
,

para todo r ∈ (0, 1]. Por lo tanto por (4.3.1), (4.3.2) y (4.3.3), se tiene
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|urrr| ≤
1

p− 1

(
g′(u) |ur|
|ur|p−2 + |p− 2| |ur| |urr| g(u)

|ur|p
+

+
N − 1

r2
|ur|+

N − 1

r
|urr|

)
≤ 1

p− 1

(
MN,p +

|p− 2|N(2N − 1)

p− 1
+

+(N − 1) +
(N − 1)(2N − 1)

p− 1

)
|ur|
r2

, ∀r ∈ (0, 1].

(4.4.5)

entonces iii) se sigue por i).

Lo que concluye la demostración del teorema.

4.5. Regularidad y estimaciones para la solución ex-

tremal

Como parte final del capítulo, aplicamos los resultados anteriores, al siguiente

problema


−∆pu = λf(u) en B1,

u > 0 en B1,

u = 0 en ∂B1,

(4.5.1λ,p)

donde λ > 0 y f es una función C1 creciente con f(0) > 0 y

lim
t→+∞

f(t)

tp−1
= +∞. (4.5.2)

Este problema es estudiado por Cabré y Sanchón en [7] para dominios generales

suaves y acotados Ω de RN . Se demuestra que existe un parámetro positivo λ∗ tal

que si λ ∈ (0, λ∗) entonces (4.5.1λ,p) admite una solución minimal (la más pequeña)

uλ ∈ C1(Ω), y si λ ∈ (λ∗,+∞) entonces (4.5.1λ,p) no admite solución regular.
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Además, para λ ∈ (0, λ∗) la solución minimal uλ es semi-estable. Por otro lado,

podemos considerar el límite creciente

u∗ := lim
λ↗λ∗

uλ.

En el caso p = 2 es bien sabido que u∗ es una solución débil de (4.5.1λ,p), para

λ = λ∗. Es llamada solución extremal. Para generales p, Ω y f , no se sabe si u∗ es

una solución débil de (4.5.1λ,p), para λ = λ∗. En el caso Ω = B1, Cabré, Capella y

Sanchón en [6] demuestran que u∗ es una solución radial semi-estable decreciente (es

decir u∗ ∈ W 1,p
0 ) de (4.5.1λ,p). Por lo tanto podemos aplicar a la solución extremal

los resultados obtenidos en esta sección para este tipo de soluciones.

Hacemos referencias a [3, 9] para estudios sobre soluciones mínimas y extremales

y a [2, 10, 11, 12, 15, 16, 24, 25, 31, 32, 35] para otros resultados interesantes en el

tema de las soluciones extremales.

Teorema 4.5.1 (Navarro y Villegas [28]). Sea p > 1. Supongamos que f satisface

(4.5.2). Sea u∗ la solución extremal de (4.5.1λ,p). Se tiene que

i) Si N < p+ 4p/(p− 1), entonces u∗(r) ≤ C(1− r), ∀r ∈ (0, 1].

ii) Si N = p+ 4p/(p− 1), entonces u∗(r) ≤ C |log r| , ∀r ∈ (0, 1].

iii) Si N > p+ 4p/(p− 1), entonces

u∗(r) ≤ C

(
r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
− 1

)
, ∀r ∈ (0, 1].

iv) Si N ≥ p+ 4p/(p− 1), entonces∣∣∂(k)
r u∗(r)

∣∣ ≤ Cr
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1

+(k−1)p−2
)
, ∀r ∈ (0, 1], ∀k ∈ {1, 2}.

v) Si N ≥ p+ 4p/(p− 1), y f es convexa, entonces

|u∗rrr(r)| ≤ Cr
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1

+2p−2
)
, ∀r ∈ (0, 1].
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Donde C = CN,p min
t∈[1/2,1]

|u∗r(t)|, y CN,p es una constante que depende de N y p .

Nota 6. En [23] García-Azorero, Peral y Puel demuestran que si f(u) = eu y

N = p+ 4p/(p− 1) entonces

u∗(r) = −p log r y λ∗ = 4pp/(p− 1).

Esto demuestra que las estimaciones puntuales de Teorema 4.5.1 son óptimas

para N = p+ 4p/(p− 1).

Por otro lado, en [6] Cabré y Sanchón demuestran que si N > p + 4p/(p− 1) y

f(u) = (1 + u)m, donde

m :=
(p− 1)N − 2

√
(p− 1)(N − 1)− p+ 2

N − 2
√

N−1
p−1
− p− 2

,

entonces

u∗(r) = r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
− 1,

y

λ∗ =

(
p

m− (p− 1)

)p−1(
N − mp

m− (p− 1)

)
.

Esto demuestra que las estimaciones puntuales de Teorema 4.5.1 son óptimas

para el caso N ≥ p+ 4p/(p− 1).

Luego para demostrar el Teorema 4.5.1, necesitamos del siguiente lema

Lema 4.5.2. Sea p > 1, g : R −→ R una función localmente Lipschitz, y u ∈

W 1,p (B1) una solución radial semi-estable de (4.1.1) satisfaciendo ur(r) < 0 para

todo r ∈ (0, 1). Entonces

i) rN−1 |ur|p−1 es no decreciente para r ∈ (0, 1].
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ii) r−1 |ur|p−1 es no creciente para r ∈ (0, 1].

iii) maxt∈[1/2,1] |ur(t)| ≤ 2
N
p−1 mint∈[1/2,1] |ur(t)|.

iv) ‖∇u‖Lp(B1\B1/2) ≤ qN,p mint∈[1/2,1] |ur(t)| para una constante qN,p que depende

de N y p.

Demostración.

i) Como ur < 0 se tiene que ∂r
(
rN−1 |ur|p−1) = rN−1g(u) ≥ 0.

ii) Por (4.3.1) del Lema 4.3.1, tenemos que

NrN−2 |ur|p−1 ≥ ∂r
(
rN−1 |ur|p−1) = NrN−2 |ur|p−1 + rN∂r

(
r−1 |ur|p−1) ,

y ii) se sigue inmediatamente.

iii) Tomando r1, r2 ∈ [1/2, 1] tal que

|ur(r1)| = min
t∈[1/2,1]

|ur(t)| y |ur(r2)| = max
t∈[1/2,1]

|ur(t)|.

• Si r2 ≤ r1, se deduce por i) que

|ur(r2)|p−1 ≤ (r1/r2)N−1 |ur(r1)|p−1 ≤ 2N |ur(r1)|p−1 .

• Si r2 > r1, se deduce por ii) que

|ur(r2)|p−1 ≤ (r2/r1) |ur(r1)|p−1 ≤ 2 |ur(r1)|p−1 ≤ 2N |ur(r1)|p−1 .

iv) Podemos ver fácilmente que

‖∇u‖Lp(B1\B1/2) ≤
∣∣B1 \B1/2

∣∣1/p max
t∈[1/2,1]

|ur(t)|,

y iv) se sigue por iii).

Lo que concluye la demostración del lema.
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Demostración del Teorema 4.5.1. Como ya hemos mencionado, sabemos que u∗ es

una solución radial semi-estable y decreciente W 1,p (B1) de (4.1.1) para g(s) =

λ∗f(s). Por tanto podemos aplicar a u∗ los resultados obtenidos en Lema 4.2.1

y Lema 4.5.2.

Primero observamos que en el caso N < p podemos proceder de forma similar a

la demostración del Teorema 4.4.1. Por lo tanto en lo que sigue supondremos N ≥ p.

Sea 0 < s ≤ 1. Por el ítem ii) del Lema 4.5.2 y aplicando la desigualdad de

Hölder, se deduce que

|u∗r(s)|
p−1 ≤ 2

∫ s

s/2

t−1 |u∗r(t)|
p−1 dt = 2

∫ s

s/2

t
(p−1)(N−1)

p |u∗r(t)|
p−1 t

N−pN−1
p dt

≤ 2

(∫ s

s/2

tN−1 |u∗r(t)|
p dt

) p−1
p
(∫ s

s/2

tN−pN−1 dt

) 1
p

.

Por esto, el Lema 4.2.1 y ítem iv) del Lema 4.5.2, se tiene

|u∗r(s)| ≤ CN,p min
t∈[1/2,1]

|u∗r(t)| s
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−2
)
, ∀s ∈ (0, 1], (4.5.3)

donde CN,p depende de N y p.

Entonces como u∗(1) = 0, usando (4.5.3) se obtiene que

|u∗(r)| =
∫ 1

r

|u∗r(s)| ds ≤ CN,p min
t∈[1/2,1]

|u∗r(t)|
∫ 1

r

s
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−2
)
ds, (4.5.4)

para todo 0 < r ≤ 1. Ahora calculamos la integral
∫ 1

r
s
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−2
)
ds, que se

separa en los siguientes tres casos.

- Si N < p+ 4p/(p− 1), se tiene que −1
p

(
N − 2

√
N−1
p−1
− 2
)
> −1, entonces

∫ 1

r

s
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−2
)
ds =

1− r−
1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
−1
p

(
N − 2

√
N−1
p−1
− p− 2

)
≤

1 +
1

−1
p

(
N − 2

√
N−1
p−1
− p− 2

)
 (1− r).
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- Si N = p+ 4p/(p− 1), se tiene que −1
p

(
N − 2

√
N−1
p−1
− 2
)

= −1, entonces

∫ 1

r

s
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−2
)
ds = − log r.

- Si N > p+ 4p/(p− 1), se tiene que −1
p

(
N − 2

√
N−1
p−1
− 2
)
< −1, entonces

∫ 1

r

s
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−2
)
ds =

r
− 1
p

(
N−2

√
N−1
p−1
−p−2

)
− 1

1
p

(
N − 2

√
N−1
p−1
− p− 2

) .
Por lo anterior y (4.5.4), concluimos i), ii), y iii).

Finalmente, la demostración de iv) y v) se sigue por (4.3.3), (4.4.5) y (4.5.3). Lo

que concluye la demostración del teorema.



Capítulo 5

Propiedades de la solución extremal

para ecuaciones del bilaplaciano

5.1. Introducción y resultados previos

En este capítulo estudiamos del siguiente problema:
∆2u = λf(u) en B1,

u =
∂u

∂n
= 0 en ∂B1,

(5.1.1λ)

donde B1 es la bola unitaria de RN , n es el vector unitario normal exterior, λ ≥ 0

es un parámetro , y f ∈ C1(R) satisface

f es no decreciente, f(0) > 0 y lim
t→+∞

f(t)

t
= +∞. (5.1.2)

Definición 5.1.1. Decimos que u ∈ L1(B1) es una solución débil de (5.1.1λ) si

f(u) ∈ L1(B1, δ(x)2) y∫
B1

u∆2ϕ = λ

∫
B1

f(u)ϕ, ∀ϕ ∈ C4(B1), ϕ =
∂ϕ

∂n
= 0 en ∂B1, (5.1.3)

donde δ(x) = dist(x, ∂B1) denota la distancia hasta la frontera de B1.

51
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Nota 7. Resulta obvio que toda solución clásica de (5.1.1λ) es una solución débil.

Definición 5.1.2. Sea u una solución de (5.1.1λ), se dice que u es estable si

Qu(ξ) :=

∫
B1

{
|∆ξ|2 − λf ′(u)ξ2

}
≥ 0, ∀ξ ∈ C∞c (B1) . (5.1.4)

Teorema 5.1.3 (Warnault [36]). Existe λ∗ <∞ tal que:

i) Si λ ∈ [0, λ∗), (5.1.1λ) admite una solución mínimal clásica uλ .

ii) Si λ > λ∗, no existe una solución clásica.

iii) Si λ = λ∗, existe una solución débil lim
λ↗λ∗

uλ = u∗ ∈ L1(B1) de (1.1λ∗), llamada

solución extremal.

Otro resultado que nos permite trabajar con soluciones radiales de (5.1.1λ) co-

rresponde a:

Proposición 5.1.4 (Warnault [36]). Puesto que la solución uλ dada en el Teorema

5.1.3 es minimal, es automáticamente radial y estable.

Deducimos fácilmente que u∗ es también radial y estable. Dada la simetría radial

escribiremos u(r) en lugar de u(x), donde r = |x| y x ∈ RN .

En este capítulo estudiaremos la regularidad de la solución extremal u∗. Como

punto de partida tenemos el resultado de Dávila et al. [11] para f(u) = eu. En este

trabajo se demuestra que u∗ esta acotada para dimensiones N ≤ 12, y no acotada

para N ≥ 13.

Esto nos permite plantearnos la pregunta de si u∗ está acotada para dimensiones

N ≤ 12 y para una no linealidad general f que satisface (5.1.2). En esta dirección

Warnault obtiene el siguiente teorema:

Teorema 5.1.5 (Warnault [36]). Supongamos que f satisface (5.1.2). Sea u∗ la

solución extremal de (5.1.1λ). Si N ≤ 9, entonces u∗ está acotada.
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Este tipo de operadores de cuarto orden es de interés para muchos investigadores,

especialmente cuando f es una exponencial o una no linealidad del tipo (1 +u)p con

p > 1.

Para f(u) = eu Dávila et al. [11] y Moradifam [26] prueban la singularidad de la

solución extremal para dimensiones N ≥ 13. Para f(u) = (1 +u)p Ferrero et al. [22]

prueban para N ≥ 5 y p > (N + 4)/(N − 4) que u∗ está acotada si N ≤ 12.

Para dominios generales con condiciones de frontera u = ∆u = 0 en ∂Ω, Cowan

y Ghoussoub [8] demuestran que u∗ está acotada para

N < 2 + 4
√

2 + 4

√
2−
√

2 ≈ 10.718,

con f(u) = eu y

N <
4p

p− 1
+

4(p+ 1)

p− 1

√ 2p

p+ 1
+

√
2p

p+ 1
−
√

2p

p+ 1
− 1

2

 ,

con f(u) = (1 + u)p y p > 1.

En lo que sigue, suponemos N ≥ 5 y λ ∈ (0, λ∗), de modo que u = uλ es

una solución clásica de (5.1.1λ). Como hemos mencionado antes, se sabe que u∗ está

acotada para dimensiones N ≤ 9. No obstante, nosotros proporcionamos una prueba

sencilla para dimensiones 5 ≤ N ≤ 9.

5.2. Lema en la segunda variación de la energía para

soluciones estables radiales

El siguiente lema es una de las principales herramientas que vamos a utilizar en

el presente capítulo. Nos permite eliminar el término de reacción semilineal f ′(u) de

la segunda variación de energía (5.1.4), obteniendo así una expresión en términos de
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u y derivadas radiales hasta orden 3. Este resultado está inspirado por [36, Lema 5]

y [5, Lema 2.1].

Lema 5.2.1. Sea u una solución radial de (5.1.1λ). Entonces

Qu(urη) = Ju(η) + 2

∫
B1

[(
N − 1

r2
η2 − |∇η|2

)
(∆u)rur

]
, (5.2.1)

para todo η ∈ C∞c (B1 \ {0}), donde Qu es definido por (5.1.4) y

Ju(η) :=

∫
B1

[
2∇η∇ur +

(
N − 1

r2
η + ∆η

)
ur

]2

.

Demostración. Sea v = ∆u, y η ∈ C∞c (B1 \ {0}). Como u es una solución radial de

(5.1.1λ), entonces

∆ur =
N − 1

r2
ur + vr. (5.2.2)

Usando (5.2.2) tenemos∫
B1

|∆(urη)|2 =

∫
B1

(2∇η∇ur + ur∆η + η∆ur)
2

=

∫
B1

[
2∇η∇ur +

(
N − 1

r2
η + ∆η

)
ur + vrη

]2

= Ju(η) + 2

∫
B1

[
2∇η∇ur +

(
N − 1

r2
η + ∆η

)
ur

]
vrη+

+

∫
B1

(vrη)2.

(5.2.3)

Entonces como ∆v = λf(u), derivando respecto de r, tenemos

∆vr −
N − 1

r2
vr = λf ′(u)ur.

Multiplicando por urη2 e integrando por partes, se tiene que

λ

∫
B1

f ′(u)(urη)2 =

∫
B1

(urη
2)∆vr −

∫
B1

N − 1

r2
vrurη

2

=

∫
B1

vr∆(urη
2)−

∫
B1

N − 1

r2
vrurη

2.
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Ahora usando (5.2.2), calculamos la integral
∫
vr∆(urη

2):∫
B1

vr∆(urη
2) =

∫
B1

vr(η
2∆ur + 4η∇ur∇η + 2urη∆η + 2ur |∇η|2)

=

∫
B1

vr

(
η2vr +

N − 1

r2
η2ur + 4η∇ur∇η + 2urη∆η + 2ur |∇η|2

)
= 2

∫
B1

[
2∇η∇ur +

(
N − 1

r2
η + ∆η

)
ur

]
vrη+

+

∫
B1

(vrη)2 −
∫
B1

[(
N − 1

r2
η2 − 2 |∇η|2

)
vrur

]
,

de donde se tiene

λ

∫
B1

f ′(u)(urη)2 = 2

∫
B1

[
2∇η∇ur +

(
N − 1

r2
η + ∆η

)
ur

]
vrη+

+

∫
B1

(vrη)2 − 2

∫
B1

[(
N − 1

r2
η2 − |∇η|2

)
vrur

]
.

(5.2.4)

Finalmente, restando (5.2.3) y (5.2.4), se completa la demostración del lema.

5.3. Estimación para una no linealidad general

En esta sección del capítulo, obtenemos una cota superior en términos de (∆u)r

para la no linealidad g, la cual nos permite junto al Lema 5.2.1 concluir nuestro

resultado principal. Esta desigualdad está inspirada por el ítem ii) del Teorema 1.7

de [34].

Lema 5.3.1. Sea g ∈ C1(R) una función no negativa y no decreciente, y u ∈ C4(B1)

una clásica solución radial de {∆2u = g(u) en B1, u = ∂u
∂n

= 0 en ∂B1}. Entonces

g(u(r)) ≤ N
(∆u)r(r)

r
, ∀r ∈ (0, 1]. (5.3.1)

Nota 8. Sea u(r) = (1 − r2)2, entonces u es una solución de {∆2u = g(u) en B1,

u = ∂u
∂n

= 0 en ∂B1} con g(u) = 8N(N + 2), y ur = −4r(1− r2) ≤ 0 en [0, 1]. Luego

∆u = 4(N + 2)r2− 4N y g(u) = N (∆u)r
r

. Por tanto podemos observar que N es una

constante óptima para el lema anterior.
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Demostración. Esta demostración sigue la misma idea de [34, Teo.1.7 ii)]. Conside-

remos la función

Ψ(r) := Nr1−1/N(∆u)r
(
r1/N

)
, r ∈ (0, 1].

Es fácil comprobar que Ψ(0) = 0 y Ψ′(r) = g
(
u
(
r1/N

))
, r ∈ (0, 1]. Como g es no

negativa y no decreciente tenemos que Ψ es una función no negativa, no decreciente,

y cóncava. Se sigue fácilmente que

0 ≤ Ψ′(r) ≤ Ψ(r)

r
, r ∈ (0, 1],

de donde se deduce (5.3.1) y se concluye la demostración del lema.

5.4. Nueva estimación para una solución radial es-

table

El siguiente lema es el resultado que nos permite demostrar la regularidad de la

solución extremal hasta dimensión N = 10, consiste en relacionar los Lemas 5.2.1 y

5.4.1 para conseguir una desigualdad no negativa en términos de ur y urr.

Lema 5.4.1. Sea u una solución radial estable de (5.1.1λ). Entonces∫
B1

I(η, r)u2
r − 2

∫
B1

K(η, r)u2
rr ≥ 0,∀η ∈ C∞c (B1 \ {0}) , (5.4.1)

donde

I(η, r) =
2(N2 + 2) |∇η|2 + 2(N + 2)(x∇ |∇η|2)

r2
+

+∆K(η, r)− 2(N − 1)K(η, r)

r2
+ 2∆ |∇η|2 +

(
N − 1

r2
η + ∆η

)2

+

−2

(
∇
(
N − 1

r2
η + ∆η

)
∇η +

(
N − 1

r2
η + ∆η

)
∆η

)
,

y

K(η, r) =
N − 1

r2
η2 − |∇η|2 .
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Demostración. Sea v = ∆u, por (5.2.2) y ∆u2
r = 2ur∆ur + 2u2

rr, tenemos

2urvr = ∆u2
r − 2u2

rr −
2(N − 1)

r2
u2
r.

Integrando por partes el segundo término de (5.2.1), se tiene

2

∫
B1

K(η, r)urvr =

∫
B1

K(η, r)

(
∆u2

r − 2u2
rr −

2(N − 1)

r2
u2
r

)
=

∫
B1

(
∆K(η, r)− 2(N − 1)K(η, r)

r2

)
u2
r − 2

∫
B1

K(η, r)u2
rr.

(5.4.2)

Extendiendo e integrando por partes Ju(η), deducimos

Ju(η) =

∫
B1

[
2∇η∇ur +

(
N − 1

r2
η + ∆η

)
ur

]2

= 4

∫
B1

|∇η|2 u2
rr +

∫
B1

(
N − 1

r2
η + ∆η

)2

u2
r+

− 2

∫
B1

(
∇
(
N − 1

r2
η + ∆η

)
∇η +

(
N − 1

r2
η + ∆η

)
∆η

)
u2
r.

(5.4.3)

Como u2
rr = ∆u2

r/2− ur∆ur, integrando por partes a
∫
B1
|∇η|2 u2

rr, se tiene∫
B1

|∇η|2 u2
rr =

∫
B1

|∇η|2
(

∆u2
r

2
− ur∆ur

)
=

∫
B1

(
∆ |∇η|2 u2

r

2
− |∇η|2 ur∆ur

)
.

(5.4.4)

Luego, por (5.2.1), (5.4.2), (5.4.3) y (5.4.4), se deduce∫
B1

(
∆K(η, r)− 2(N − 1)K(η, r)

r2
+ 2∆ |∇η|2 +

(
N − 1

r2
η + ∆η

)2
)
u2
r+

−2

∫
B1

(
∇
(
N − 1

r2
η + ∆η

)
∇η +

(
N − 1

r2
η + ∆η

)
∆η

)
u2
r+

−4

∫
B1

|∇η|2 ur∆ur − 2

∫
B1

K(η, r)u2
rr ≥ 0.

(5.4.5)

Por el Lema 5.3.1 obtenemos

0 ≤ s2(sN−1vs)s ≤ NsNvs, ∀s ∈ (0, 1],
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Integrando desde 0 a r, se tiene∫ r

0

s2(sN−1vs)s ds = rN+1vr − 2

∫ r

0

sNvs ds,

y ∫ r

0

sNvs ds = rNv −N
∫ r

0

sN−1v ds

= rNv −NrN−1ur

= rNurr − rN−1ur

= rN+1
(urr
r
− ur
r2

)
,

de donde se sigue

2
(urr
r
− ur
r2

)
≤ vr ≤ (N + 2)

(urr
r
− ur
r2

)
. (5.4.6)

Por (5.2.2) y (5.4.6), se obtiene

−ur∆ur ≤
−(N + 2)ururr

r
+

3u2
r

r2
,

de lo cual se deduce∫
B1

(
− |∇η|2 ur∆ur

)
≤
∫
B1

(
−(N + 2) |∇η|2 ururr

r
+

3 |∇η|2 u2
r

r2

)
.

Así, integrando por partes, se obtiene∫
B1

(
− |∇η|2 ur∆ur

)
≤
∫
B1

(
N + 2

2

(
(N − 2) |∇η|2 + x∇ |∇η|2

r2

)
+

3 |∇η|2

r2

)
u2
r

=

∫
B1

(
(N2 + 2) |∇η|2 + (N + 2)(x∇ |∇η|2)

2r2

)
u2
r.

(5.4.7)

Finalmente, por (5.4.5) y (5.4.7) se sigue (5.4.1).
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5.5. Regularidad y estimaciones para la solución ex-

tremal

En este capítulo demostramos la regularidad de la solución extremal u∗ para

dimensión N = 10, aumentando así el rango de dimensiones establecidas en el

Teorema 5.1.5 hasta N = 10. Además conseguimos estimaciones cercanas del origen

para N ≥ 11. Por otro lado se sigue manteniendo el problema abierto si la solución

extremal está acotada para N = 11, 12 para una no linealidad general f que satisface

(5.1.2).

Teorema 5.5.1 (Navarro y Villegas [29]). Supongamos que f satisface (5.1.2). Sea

u∗ la solución extremal de (5.1.1λ). Se tiene que

i) Si N = 10, entonces u∗ está acotada.

ii) Si 11 ≤ N ≤ 19, entonces

lim
r→0

r
N−8

2 u∗r(r) = lim
r→0

r
N−10

2 u∗(r) = 0.

iii) Si N ≥ 20, entonces

lim
r→0

r
N−9

2 u∗r(r) = lim
r→0

r
N−11

2 u∗(r) = 0.

Los ítems i) y ii) del Teorema anterior son motivados por los siguientes resulta-

dos:

En [11] los autores dicen que una solución débil radial u de (5.1.1λ) con f(u) = eu

es débilmente singular si

lim
r→0

rur(r) existe,

y demuestran que la solución extremal u∗ de (5.1.1λ) con condición de frontera
∂u∗

∂n
≥ −4 en ∂B1 es siempre débilmente singular.
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En [21] los autores dicen que una solución débil radial u de (5.1.1λ) con f(u) =

(1 + u)p para p > (N + 4)/(N − 4) es débilmente singular si

lim
r→0

r
4
p−1u(r) existe,

y demuestran que la solución radial singular de (5.1.1λ) es débilmente singular, por

el Teorema 5.5.1, deducimos que

lim
r→0

r
4
p−1u∗(r) = 0,

para p ≤ (N − 2)/(N − 10) en el caso 11 ≤ N ≤ 19 y p ≤ (N − 3)/(N − 11) en el

caso N ≥ 20.

Demostración del Teorema 5.5.1. La desigualdad (5.4.1) puede extenderse al espa-

cio H3
0 (B1) por densidad y por consiguiente a H3

0,rad(B1), por lo tanto para cada

α ∈ R y ε ∈ (0, 1/2), consideramos la siguiente función test

ηα,ε(t) =


ε−α

(
2∑

n=0

αn (t/ε)n
)

si t ∈ [0, ε],

t−α si t ∈ (ε, 1/2],

C3 − extensión si t ∈ (1/2, 1],

donde ηα,ε(1) = η′α,ε(1) = η′′α,ε(1) = η′′′α,ε(1) = 0, y

α0 =
(α + 1) (α + 2)

2
, α1 = −α (α + 2) , α2 =

α (α + 1)

2
.

Luego con un simple calculo tenemos

K(ηα,ε, t) =


(ε−2α/4)

(
4∑

n=0

βn (t/ε)n
)
t−2 si t ∈ (0, ε],

(N − 1− α2)t−2α−2 si t ∈ (ε, 1/2],

función acotada (que no depende de ε) si t ∈ (1/2, 1],
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donde

β0 = (α + 1)2(α + 2)2(N − 1), β1 = −4α(α + 1)(α + 2)2(N − 1),

β2 = 2α(α + 2)((3N − 5)α2 + (6N − 10)α +N − 1),

β3 = −4α2(α + 1)(α + 2)(N − 3), β4 = (N − 5)α2(α + 1)2,

y

I(ηα,ε, t) =


(ε−2α/4)

(
4∑

n=0

λn (t/ε)n
)
t−4 si t ∈ (0, ε],

PN(α)t−2α−4 si t ∈ (ε, 1/2],

función acotada (que no depende de ε) si t ∈ (1/2, 1],

donde

λ0 = −3(α + 1)2(α + 2)2(N − 3)(N − 1), λ1 = 8α(α + 1)(α + 2)2(N − 3)(N − 1),

λ2 = −2α(α + 2)((N2 − 26N + 13)α2 + 2(N2 − 26N + 13)α +N2 − 6N + 5),

λ3 = −8α2(α + 1)(α + 2)(N2 + 8N + 3), λ4 = α2(α + 1)2(5N2 + 32N + 39),

y

PN(α) = α4−2(N+4)α3 +(N2 +6N−12)α2−2(N−1)(N−4)α−3(N−1)(N−3).

Por tanto,∣∣∣∣∫
Bε

I(ηα,ε, r)u
2
r

∣∣∣∣ ≤ ωN

(
4∑

n=0

(|λn| /4)

)
ε−2α−4

∫ ε

0

tN−1u2
r,

donde ωN es la medida del área de la esfera unitaria N − 1 dimensional.

Así, para α ≤ N/2− 2, tenemos que
∫
Bε
I(ηα,ε, r)u

2
r converge 0 cuando ε→ 0.

Por lo tanto, se tiene que

lim
ε→0

∫
B1/2

I(ηα,ε, r)u
2
r = lim

ε→0

∫
Bε

I(ηα,ε, r)u
2
r + PN(α) lim

ε→0

∫
B1/2\Bε

t−2α−4u2
r

= ωNPN(α)

∫ 1/2

0

tN−2α−5u2
r dt.

(5.5.1)
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Sea

αN =


N−5.9

2
si 5 ≤ N ≤ 10,

2.1 si 11 ≤ N ≤ 19,

2.51 si N ≥ 20.

(5.5.2)

Comprobemos que PN(αN) < 0, y K(ηαN ,ε, t) ≥ 0 para N ≥ 5, t ∈ (0, 1/2], y

ε ∈ (0, 1/2). Primero analizamos PN(αN) y luego K(ηαN ,ε, t).

Si N ≥ 11, se tiene que αN es constante y que PN(αN) es decreciente en N , de

donde se sigue que PN(αN) ≤ P11(2.1) < −20.63 para 11 ≤ N ≤ 19, y PN(αN) ≤

P20(2.51) < −13.97 para N ≥ 20. Luego, si 5 ≤ N ≤ 10 podemos verificar (ver

Figura 5.1) que PN(αN) < −10.

5 6 7 8 9 10
−80

−45

−10

N

Figura 5.1: PN(N−5.9
2

, N) para 5 ≤ N ≤ 10.

Por otra parte, si t ∈ (ε, 1/2], entonces se sigue fácilmente que K(ηαN ,ε, t) =

(N − 1− α2
N) ≥ 0.

Luego, si t ∈ (0, ε], para comprobar la no negatividad de K(ηαN ,ε, t), analizamos

el polinomio
∑4

n=0 βn (t/ε)n debido a que tienen el mismo signo.

Por la definición de αN podemos diferenciar dos casos:

Si 5 ≤ N ≤ 10, se tiene que αN es variable en N . Entonces podemos verificar
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(ver Figura 5.2) que K(ηαN ,ε, t) ≥ 0.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
6

8

10
0

1000

t
ε

N

Figura 5.2:
∑4

n=0 βn
(
t
ε

)n con αN = N−5.9
2

y 5 ≤ N ≤ 10.

Si N ≥ 11, para estas dimensiones se tiene que αN es constante y por ende

K(ηαN ,ε, t) es creciente en N , de donde se deduce que
∑4

n=0 βn (t/ε)n es crecien-

te en N . Entonces podemos verificar (ver figuras 5.3 y 5.4) que K(ηαN ,ε, t) ≥ 0.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

500

1000

1500

t
ε

∑4
n=0 βn

(
t
ε

)n

Figura 5.3: αN = 2.1 y N = 11.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

1000
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t
ε

∑4
n=0 βn

(
t
ε

)n

Figura 5.4: αN = 2.51 y N = 20.
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Luego, aplicando el Lema 5.4.1, (5.5.1), y teniendo en cuenta que u = uλ → u∗

en H2(B1) cuando λ→ λ∗ (ver [1]), se tiene

K + PN(αN)

∫ 1/2

0

tN−2αN−5u2
r dt ≥ 0, (5.5.3)

donde la constante K ≥ 0 no depende de λ.

Fijamos r ≤ 1/2, por (5.4.6) podemos deducir que (ur/t)
2 es no creciente. En-

tonces, por (5.5.3) se sigue la siguiente desigualdad

rN−2αN−4ur(r)
2

∫ 1

1/2

tN−2αN−3 dt =

(
ur(r)

r

)2 ∫ r

r/2

tN−2αN−3 dt

≤
∫ r

r/2

tN−2αN−5u2
r dt ≤

−K
PN(αN)

.

Esto, junto con (5.5.2), permite obtener la siguiente estimación

−ur(r) ≤ K ′


r−0.95 si 5 ≤ N ≤ 10,

r
−N+8.2

2 si 11 ≤ N ≤ 19,

r
−N+9.02

2 si N ≥ 20,

para todo r ∈ (0, 1/2], donde K ′ = K1/2
(
−PN(αN)

∫ 1

1/2
tN−2αN−3 dt

)−1/2

.

Finalmente tendiendo λ→ λ∗, se tiene

−u∗r(r) ≤ K ′


r−0.95 si 5 ≤ N ≤ 10,

r
−N+8.2

2 si 11 ≤ N ≤ 19,

r
−N+9.02

2 si N ≥ 20,

para todo r ∈ (0, 1/2], desde donde se sigue la demostración del teorema.



Conclusiones

En esta última sección exponemos algunas cuestiones que surgen de manera

natural al hacer un análisis de los resultados obtenidos en los capítulos anteriores.

Algunos de nuestros resultados completan los trabajos de otros autores, y en otros

casos tenemos estimaciones puntuales óptimas, por ello las posibles lineas futuras

de investigación o preguntas abiertas corresponden a:

Profundizar en la optimalidad del Teorema 3.1.1 para 1 < p < 2 y N >

2p(
√

2−p+1)
(p−1)(2−p) .

Seguir avanzando en la regularidad de la solución extremal del problema del

bilaplaciano para dimensiones N = 11, 12.

Estudiar a detalle la Proposición 1.8 de [11] y el Teorema 3 de [21] respecto de

si la solución extremal es siempre débil singular para una no linealidad general.

Buscar estimaciones puntuales para una solución estable y sus derivadas ra-

diales para el problema del bilaplaciano.
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