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Capitulo 1

Conjuntos, relaciones y aplicaciones

1. Conjuntos

La idea de conjunto es una de las mas significativas en Matematicas. La mayor parte de los
conceptos mateméticos estan construidos a partir de conjuntos. (Existe una aproximacién funcional
basada en el A-calculo y la Logica Combinatoria, que hoy en dia han tenido una papel fundamental
en la programacién funcional.)

Podriamos decir que un conjunto es simplemente una coleccién de objetos a los que llamaremos
elementos del conjunto. Esta definicién nos bastara para los contenidos de este curso, pero desde
el punto de vista matematico es imprecisa y da lugar rapidamente a paradojas. Desde comienzos
del siglo XX esta definiciéon dejoé de utilizarse por los problemas que acarrea. Por desgracia, dar
una definicién precisa esta bastante lejos de los objetivos de este guion.

= Cuando x sea un elemento de un conjunto A, escribiremos x € A, que se lee “x pertenece
aA”.

= Diremos que un conjunto A es subconjunto del conjunto B, y lo denotaremos por A C B,
si todo elemento de A pertenece a B.

= Un conjunto A es igual que otro conjunto B si tienen los mismos elementos, a saber, si
A C By B C A. Cuando esto ocurre, escribiremos A = B.

» Admitiremos la existencia de un conjunto sin elementos, al que denotemos por () y llama-
remos conjunto vacio. El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto.

2. Operaciones con conjuntos

Sean A y B conjuntos.

1) La intersecciéon de A y B es el conjunto formado por los elementos comunes de A y de B, y lo
denotamos asi
A NB ={x tales que x € A y x € B}.

2) La unién de A y B es el conjunto formado al tomar todos los elementos de A y los de B.
A UB = {x tales que x € A o x € B}.

3) La diferencia de A y B es el conjunto que tiene por elementos los elementos de A que no estan
en B.

A\ B ={x € A tales que x ¢ B}

(siempre que tachemos un simbolo, estamos indicando que no se cumple la condicién sin tachar;
asi x ¢ B significa que x no pertenece a B, A # B significa que A es distinto de B, etcétera).
4) P(A) = {X tales que X C A} es el conjunto de partes de A o conjunto potencia de A.
5) El producto cartesiano de A y B es el conjunto de parejas cuya primera componente estd en A
y la segunda en B. Esto se escribe de la siguiente forma.

A x B ={(a,b) talesque a € Ay b € B}.
Si en vez de dos conjuntos tenemos A, ..., A,
A x - x Ay ={(ajy,...,a,) tales que a1 € Ay,...,a, € A},
5
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y a los elementos de A; x --- x A, les llamaremos n-uplas.
Al conjunto A x % XA lo denotaremos por A™, para m un entero positivo.

El cardinal de un conjunto es el niimero de elementos que contiene. Usaremos §A para denotar
el cardinal del conjunto A.

. HP(A) = 28,
= #(A x B) = A - £B.

Maxima 1: Los conjuntos en maxima se pueden definir usando llaves o bien la funcién set.
(%i1) {a,a,b,c};
(%01) {a,b,c}

Definamos un par de conjuntos y veamos cémo se pueden hacer las operaciones hasta ahora
descritas con ellos.

(hi2) A:{1,2,3,4};

(%02) 1,2,3,4)
(%i3) B:set(3,4,5);

( %03) {3,4,5}
(%14) elementp(5,A);

(%o04) false
(%15) elementp(l,A);

(%o05) true
(%16) is (A=B);

( %o06) false
(%i7) is (A=A);

(%07) true
(%18) setequalp(A,B);

(%08) false
(%19) subsetp(A,B);

(%09) false
(%110) subsetp(A,union(A,B));

(%010) true
(%111) intersection(A,B);

(%o11) {3,4}
(%112) union(A,B);

(%012) {1,2,3,4,5}
(%113) setdifference(A,B);

(%013) {1,2}

(%114) powerset(B);
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(%0014) {1{3},13,4},{3,4,5},{3, 5}, {4}, {4, 5}, {51}

Nétese que el conjunto vacio se denota por {}.
(%115) is(cardinality(powerset(A))=2"(cardinality(A)));

(%o15) true
(%i16) cartesian_product(A,B);
(%016) (01,3, 11,4, 0,5), 2,3, 2,41, 12,5), 3, 3], 3, 4], 3, 5], 4, 3], 4,41, 14, 5))

Podemos ademaés elegir los elementos de A que son impares.
(%117) subset(A,oddp);
O bien las sumas de los pares del producto cartesiano con A y B.

(%118) makeset(at+b, [a,b], cartesian_product(A,B));
(%018) {4,5,6,7,8,9}

Maxima 2: Pongamos un ejemplo de una funcién cuyos argumentos sean conjuntos. Podemos
definir la diferencia simétrica de dos conjuntos A y B como (A\ B)U (B\ A).

(hi1) A:{1,2,3,4};

(%01) {1>2>3>4}
(%12) B:set(3,4,5);
(%02) {3,4,5}

(%13) dif_sim(X,Y):=union(setdifference(X,Y),setdifference(Y,X))$
Para definir funciones usamos := en vez de : . El “$” al final de una linea inhibe la salida.
(%i4) dif_sim(A,B);

(%004) {1,2,5}

Maxima 3: Podemos definir conjuntos utilizando listas y viceversa, lo cual hace que podamos usar
las funciones especificas para listas en conjuntos. Ademas se pueden definir subconjuntos utilizando
funciones booleanas, tal y como vemos a continuacion.

(%i1) 1l:makelist(i,i,1,100)$ A:setify(1)$
Crea un conjunto con los los enteros del uno al cien.
(%13) B:subset(A,primep);

(%03) {2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83, 89,97}
Escojo aquellos que son primos.

(%i4) C:subset(B,lambda([x],is(x>80)));

(%04) (83, 89,97}

De entre ellos me quedo con los mayores de 80, que equivale a hacer lo siguiente (ahorrdndome la
definicién de £, usando para ello lambda, que define de forma anénima una funcién).

(%1i5) £(x):=is(x>80)$

(%16) D:subset(B,f);
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(%06) (83,89,97}

3. Relaciones de equivalencia

Sea A un conjunto. Una relacién binaria en A es un subconjunto R de A x A. Cuando (x,y) € R
escribimos x Ry y decimos que x estd relacionado (mediante R) con y.

Una relaciéon binaria R sobre un conjunto A es una relacién de equivalencia si verifica las
siguientes propiedades.
1) Para todo a € A, a R a (R es reflexiva).
2) Dados a,b € A, si a R b, entonces b R a (R es simétrica).
3) Para cualesquiera a,b,c € A, sia Rby b R c, entonces a R ¢ (R es transitiva).

Si R es una relacién de equivalencia sobre un conjunto A, y a es un elemento de A, entonces
la clase de a es el conjunto de todos los elementos de A que estan relacionados con a,

[a] ={x € A tales que x R a}.

Se define el conjunto cociente de A por R como el conjunto de todas las clases de equivalencia de
elementos de A, y se denota por A/R. Asi

A

= {[a] tales que a € A}.
Para una relacion de equivalencia R en un conjunto A se tiene que

1) a R bsiy sélosi[a] = [b],

2) a Rbsiysdlosilal N[b] =0.

Ejercicio 1: En el conjunto Z ={0,1,—1,2,—2,...} de los nimeros enteros, definimos la siguiente
relacion de equivalencia.
x Ry si x —y es miultiplo de 5.
a) Demuestra que R es una relacion de equivalencia.
b) Calcula [2
c¢) Describe el conjunto cociente Z 2
d) ;Qué cardinal tiene Z?

Ejercicio 2: En el conjunto P ({1, 2, 3}), definimos la siguiente relacién binaria.
A ~ B si #A = #B.

) Demuestra que ~ es una relacién de equivalencia.

) Calcula [{1,2}].

) Describe el conjunto cociente

) {Cuantos elementos tiene dicho conJunto cociente?

a
b
. P((123)
d

Dado un conjunto X, una particiéon de X es una familia de subconjuntos de X, {Ai}ic1 (=
{A; tales que 1 € I}), de forma que
1) A; # 0 para todo i € 1,
2) AiNA; =0 para cualesquiera i,j € I con 1 # j,
3) X =Uic; At (la unién de todos los elementos de la familia {A;}icr).

= Se puede comprobar facilmente que el hecho de ser R una relacion de equivalencia sobre A
hace que A/R sea una particién de A.
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» Es maés, si {Ay,...,A.} es una particién de A, entonces
R=(A; xA))U---U(A, X A,)

es una relacién de equivalencia sobre A (nétese que para a,b € A, a R b si y sélo si existe
ie{l,...,n}tal que a,b € Ay) y

A
ﬁ :{A],...,An}.
Maxima 4: Veamos cémo se pueden calcular las clases de equivalencia del conjunto A ={1,...,10}
sobre la relacién de equivalencia x R y si x —y es un multiplo de 3.
Primero definimos el conjunto {1,...,10}. Para ello hacemos una lista con los elementos del

uno al diez, y luego la convertimos en conjunto.
(%1i1) 1l:makelist(i,i,1,10);

(%o01) 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]

(%12) s:setify(1);

(%02) {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

(%13) equiv_classes(s,lambda([x,y],is(remainder(x-y,3)=0)));
(%03) {1,4,7,10}{2,5, 8}, {3, 6, 2}}

También podriamos haber definido R, y luego calculado A/R.

(%14) R(x,y):=is(remainder(x-y,3)=0);

(%o04) R (x,y) :=is (remainder (x —y,3) =0)
(%15) equiv_classes(A,R);

(%005) {1,4,7,10},{2,5,8},1{3, 6, 9}}

Se ve que es una particién de A, pues todos sus elementos son no vacios, disjuntos dos a dos,
y la unién de ellos da A.

4. Relaciones de orden
Una relacién binaria < sobre un conjunto A es una relaciéon de orden si verifica las siguientes
propiedades.

1) Para todo a € A, a < a (reflexiva).
2) Dados a,b € A, sia<byb < a, entonces a =b (antisimétrica).
3) Para cualesquiera a,b,c € A, sia <by b <c, entonces a < ¢ (transitiva).
Ejemplos de orden son < en N, Z, Q y R.
Si un conjunto A tiene una relacién de orden <, al par (A, <) lo llamaremos conjunto ordenado.

Ejercicio 3: En el conjunto de los nimeros naturales N = {0, 1,2, ...} definimos la relacién a | b si
b es multiplo de a. Demuestra que | es una relacién de orden.
Ejercicio 4: Sea X un conjunto. Demuestra que C es una relacién de orden en P(X).

Un conjunto ordenado (A, <) es totalmente ordenado si para cada a,b € A, se tiene que a < b
ob <A.

Ejercicio 5: En N™ definimos la siguiente relacién binaria

(ala--->an) Sp (bh--'»bn) si aq §b1>-'-)an§bn-
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Demuestra que <, es una relacién de orden (orden producto cartesiano), pero no es un orden total
para n > 2.

Ejercicio 6: En N" definimos la siguiente relaciéon binaria (aj,...,an) <iex (b1y...,b4) si la
primera coordenada no nula de (a; — by,...,a, —b,) € Z™ es positiva (caso de que exista, es
decir, puede ser que todas sean nulas). Demuestra que <ex es un orden total.

4.1. Elementos notables de un conjunto ordenado. Sea (A, <) un conjunto ordenado
y sea B un subconjunto de A.

1) Decimos que m es un elemento maximal de B si m € B y para cualquier b € B tal que m <b
se tiene que m = b.

2) Decimos que m es un elemento minimal de B si m € B y para cualquier b € B tal que b < m
se tiene que m = b.

3) Un elemento m € B es el méximo de B si b < m para todo b € B.

4) Un elemento m € B es el minimo de B si m < b para todo b € B.

5) Decimos que ¢ € A es una cota inferior de B si ¢ < b para todo b € B.

6) Decimos que ¢ € A es una cota superior de B si b < ¢ para todo b € B.

7) Un elemento s € A es el supremo de B si es el minimo de todas las cotas superiores de B.

8) Un elemento 1 € A es el infimo de B si es el méximo de todas las cotas inferiores de B.

Ejercicio 7: En (N,|), calcula los elementos notables de {1, 2, 3,4, 5}.

Maxima 5:

(%11) menores(x,rel,conj):=subset(conj,lambda([y],rel(y,x) ))$
(%12) mayores(x,rel,conj):=subset(conj,lambda([y],rel(x,y) ))$
(%13) D:setdifference(divisors(30),{1,2,30});

(%03) {3,5,6,10,15}

(%14) menores(15,lambda([x,y],is(mod(y,x)=0)), {1,2,3,4,5,6,7});
(%o04) {1,3,5}

(%15) minimal(x,rel,con):=is(menores(x,rel,con)={x}) and elementp(x,con)$
(%16) maximal(x,rel,con):=is(mayores(x,rel,con)={x}) and elementp(x,con)$
(%17) minimal(3,lambda([x,y],is(mod(y,x)=0)), D);

(%o07) true

(%18) minimales(rel,con) :=subset(con,lambda([x],minimal(x,rel,con)))$
(%19) maximales(rel,con) :=subset(con,lambda([x],maximal(x,rel,con)))$
(%110) div(x,y):=is(mod(y,x)=0)$

(%1i11) minimales(div,D);

(%o11) {3,5}

(%112) maximales(div,D);
(%o012) {6,10,15}

(%113) minimo(rel,con):=block(local(m),
m:listify(minimales(rel,con)),
if (is(length(m)=1)) then m[1] else
error ("Error no hay minimo"))$



5. APLICACIONES ENTRE CONJUNTOS 11

(%114) maximo(rel,con):=block(local(m),
m:listify(maximales(rel,con)),
if (is(length(m)=1)) then m[1] else
error ("Error no hay maximo"))$
(%115) maximo(div,D);
Error no hay maximo
#0: maximo(rel=div,con=3,5,6,10,15) — an error. To debug this try: debugmode(true);

(%116) minimo(div,D);
Error no hay minimo
#0: minimo(rel=div,con=3,5,6,10,15) — an error. To debug this try: debugmode(true);

(%117) cotasuperior(x,rel,con):=is(con=menores(x,rel,con))$
(%118) cotainferior(x,rel,con):=is(con=mayores(x,rel,con))$
(%119) cotainferior(1l,div,D);

(%019) true

(%120) cotassuperiores(rel,con,amb) :=subset(amb,lambda([x],cotasuperior(x,rel,con)))$
(%121) cotasinferiores(rel,con,amb) :=subset(amb,lambda([x],cotainferior(x,rel,con)))$
(%i22) cotasinferiores(div,D,divisors(30));

(%022) {1}

(%123) cotasinferiores(div,D,D);

(%023) {}

(%124) supremo(rel,con,amb) :=minimo(rel,cotassuperiores(rel,con,amb))$

(%125) infimo(rel,con,amb) :=maximo(rel,cotasinferiores(rel,con,amb))$

(%126) supremo(div,D,D);

Error no hay minimo

#0: maximo(rel=div,con=)

#1: supremo(rel=div,con=3,5,6,10,15,amb=3,5,6,10,15) — an error. To debug this try: debugmo-
de(true);

(%127) infimo(div,D,divisors(30));

(%027) 1
(%i28) supremo(div,D,divisors(30));
(%028) 30

5. Aplicaciones entre conjuntos

Sean A y B dos conjuntos. Una aplicacion f de A en B, que denotaremos como f: A — B, es
una correspondencia que a cada elemento de A le asocia un tnico elemento de B (de nuevo esta
definicién es algo imprecisa, pero suficiente para nuestro curso). Si a € A, al elemento que le asocia
f en B lo denotamos por f(a), y se llama la imagen de a por f. Los conjuntos A y B son el dominio
y codominio de f, respectivamente. Llamaremos conjunto imagen de f a

Im(f) = {f(a) tales que a € A}.

Ejercicio 8: Sea Q el conjunto de los niimeros racionales y R el de los reales. ; Tiene sentido decir
que f: Q - R, x — % es una aplicacién?
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Ejercicio 9: Dada la aplicacién f: N — Z, f(n) = 2n + 1. Calcula Im(f).

5.1. Tipos especiales de aplicaciones. Si f: A — B es una aplicacion, diremos que f es
1) inyectiva si f(a) = f(a’) para a,a’ € A, implica a = a’;
2) sobreyectiva si Im(f) = B (para todo b € B, existe a € A tal que f(a) = b);
3) biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

(2x + 1) es inyectiva

Ejercicio 10: Demuestra que la aplicacién f : Q — R definida por f(x) = 1

pero no sobreyectiva.

Ejercicio 11: Demuestra que la aplicaciéon f : Z — N, f(x) = |x| (valor absoluto) es sobreyectiva
pero no inyectiva.

Ejercicio 12: Demuestra que la aplicacion f: Q — Q, f(x) = % es biyectiva.

5.2. Composicién de aplicaciones. Sean f : A — B y g : B — C dos aplicaciones. La
aplicacién composicién de f y g (también conocida como f compuesta con g) es la aplicacién
gof:A — C, definida como (go f)(a) = g(f(a)). Para calcular la imagen de un elemento por la
composicion primero aplicamos f y luego g.

Ejercicio 13: Sean f:Z — Z, x —x*, y g: Z — Q, y — 3(y + 1). Calcula g o f.
» La composicién de aplicaciones es asociativa (fo(goh) = (fog)oh) pero no es conmutativa
(f o g no tiene por qué ser igual a g o f).
Maxima 6: Veamos como las funciones cuadrado y sumar uno no conmutan al componerlas.
(hi1) £(x):=x"2$ g(x):=x+1$
(hi2) £(g(1)); g(£(1));

(%02) 4

(%03) 2

(%i4) f(gx))=g(f(x));

(%o04) (x+1)2=x>+1
(%i5) expand (%) ;

(%o05) X2+ 2x+1=x*+1

Sea A un conjunto. La aplicacién identidad en A es la aplicacion 14 : A — A definida como
1a(a) = a para todo a € A.

= Una aplicacién f: A — B es biyectiva si y so6lo si existe una unica aplicacién g : B — A tal
que gof =14 y fog = 1. Dicha aplicacién diremos que es la inversa de f y la denotaremos
—1
por f.

Ejercicio 14: Demuestra que la aplicacién f: Q — Q, f(x) = %(Zx + 1) es biyectiva. Calcula .

Maxima 7: Veamos que la inversa de la funcién f(x) = x+1 (suponemos que el dominio y codominio
son los nimeros enteros) es g(x) =x—1.

(hi1) £(x):=x+1$ g(x):=x-1$
(%i3) f(g(x)); g(f(x));
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(%03) X
(%o04) X
Maxima 8: Consideremos ahora la aplicacion f:{0,1,...,7} —{0,1,...,7}, que dado un elemento

x de {0,1,...,7}, devuelve el resto de dividir por 8 la cantidad x* + 1.

(%11) s:setify(makelist(i,i,0,7));
(%01) {O>1>2>3>4>5>6>7}

(%i2) f(x):=remainder(x~2+1,8)$
Calculemos el conjunto imagen de f.

(%13) makelist(f(x),x,0,7);
(%03) [1,2,5,2,1,2,5,2]

(hid) setify(%);
(%04) {1,2,5}
Por lo que esta aplicacién no es sobreyectiva (por ejemplo, el 0 no esta en la imagen).
Veamos ahora quién es la preimagen del 1. Para ello calculamos todos los elementos que se
aplican en él por f.

(%15) subset(s,lambda([x],is(f(x)=1)));
(%05) {0,4}
Esto nos dice que f(0) = f(4) =1, por lo que f tampoco es inyectiva.
Por tultimo, para cualquier aplicacién f : X — Y podemos definir R¢, que es una relacion de
equivalencia en X, de la siguiente forma
x Ry y si f(x) = f(y).

Veamos el conjunto de clases de equivalencia en nuestro ejemplo bajo esta relacién.

(%16) equiv_classes(s,lambda([x,y],is(f(x)=£(y))));
(%06) {{0,4}1{1,3,5,7}{2,6}}



6. EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

6. Ejercicios complementarios

1.- Dados los conjuntos:

= {a) b,c,d,e,f, 9}
{e) f) 9’ h’ i’, j}

{a? e? 1‘" 0) u}

A
B
C

Determinar los siguientes conjuntos:
AUBUC,ANBNC,A\B,A\(BUC),(ANnB)UC,CnN(A\B)

2.- Dado el conjunto X ={a, b, ¢, d}, determinar el conjunto P(X).
3.- Dar un ejemplo de conjuntos Xj, X3, Y7, Y; verificando

(X1 X Y1) U (X2 xY2) # (X3 UX3) x (YTUY).

4.- Determinar cudles de las siguientes aplicaciones son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas.

a) f:N—= N, f(n) =n?

b) f:Q — R, f(x) =2x.

c) f:Z—7Z, fn)=n+1.

d) f:Q—Q, f(x) =%

e) f:RT =5 R, f(x) =+vx.
5.- Dadas dos aplicaciones @ : X - Y y VP : Y — Z. Demostrar

a) Si @ y 1 son inyectivas entonces 1\ - @ es inyectiva.

b) Si - @ es inyectiva, entonces @ es inyectiva.

c) Si - @ es inyectiva y @ sobre, entonces 1 es inyectiva.

d) Si @ y 1 son sobreyectivas, entonces 1\ - @ es sobreyectiva.

e) Si - @ es sobreyectiva entonces P es sobreyectiva.

f) Si - @ es sobreyectiva y 1 es inyectiva entonces @ es sobreyectiva.
6.- Sea R el conjunto de los nimeros reales. Definimos sobre R la siguiente relacion:

xRy si x —y € Z.
a) Probar que R es una relacién de equivalencia.
b) Describir el conjunto cociente R/R.
7.- En el conjunto Q de los niimeros racionales se define la siguiente relacion
3y+h

xRy si existe h € Z tal que x = 3

a) Probar que R es una relacién de equivalencia.
b) ; Estén % y ;—‘ en la misma clase?
c¢) Describir el conjunto cociente Q/R.
8.- Sea el conjunto X ={1,2,3}. En el conjunto P(X) definimos la siguiente relacion:
ARB sii la suma de los elementos de A es igual a la suma de los elementos de B.
a) Probar que R es una relacién de equivalencia.
b) Describir el conjunto cociente P(X)/R.
9.- Dado el conjunto ordenado (N?, <,), calcula los elementos notables de

{(1,0),(0, 1), (2,1), (3, 1)

10.- Ordena de menor a mayor con el orden lexicogréafico los elementos del siguiente conjunto
{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,2),(2,3,1),(1,0,4)}.

14



Capitulo 2

Aritmética entera y modular

1. Los nuimeros enteros

Dado un entero z, —z es su opuesto, y denotamos por |z| = max{z, —z} al valor absoluto de z.

Propiedades de la suma. La suma de enteros es

= asociativa,

» tiene elemento neutro (el cero sumado a cualquier elemento da de nuevo ese elemento),

» todo elemento tiene inverso (si sumamos un entero con su opuesto obtenemos el cero),

= conmutativa,

» cancelativa (a +b = a + ¢ implica b = c; esto es consecuencia inmediata de la existencia
de elemento inverso).

El conjunto de los niimeros enteros con la suma es por tanto un grupo abeliano.

Propiedades del producto. El producto de niimeros enteros es

= conmmutativo,

asociativo,

tiene elemento neutro (el uno),

es cancelativo para elementos no nulos,

distributivo (a(b + ¢) = ab + ac, que nos permite ademds sacar factor comun).

Asfi el conjunto de los niimeros enteros es un anillo conmutativo.

Propiedad de la divisiéon. Dados a,b € Z, con b # 0, existen ¢, T € Z tnicos de forma que
a=qgb+ry0<r<]|bl

A q y r los llamaremos cociente y resto de dividir a entre b, y los denotaremos por a div b y
a mod b, respectivamente.

Dados a y b enteros, decimos que a divide a b, o que b es un multiplo de a, si existe ¢ € Z tal
que b = ac. Usaremos a | b para denotar que a divide a b.

Ejercicio 15: Sean a,b,c € Z. Demuestra que si ¢ | a y ¢ | b, entonces para todo x,y € Z,
c|xa+yb.

Sea p € Z\ {—1,1}. Diremos que p es primo si los tnicos enteros que dividen a p son 1, —1, p
y —p.

Decimos que dos enteros son primos relativos si los tinicos enteros que dividen a ambos son 1
y —1. (Nétese que 1y —1 dividen a cualquier nimero entero.)

Teorema de Bézout. Sean a,b € Z. Entonces a y b son primos relativos si y sélo si existen
u,v € Z tales que au+ bv = 1.

Teorema fundamental de la aritmética. Todo ntimero entero mayor que uno se puede
expresar de forma tnica (salvo reordenaciones) como producto de nimeros primos positivos.

15
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1.1. Consequencia. Sin = p;" - p¥ es la descomposicién en primos del entero positivo
n, entonces el nimero de divisores positivos de nes (o + 1) -+ (o, + 1).

Ejercicio 16: Calcula el nimero de divisores enteros positivos de 120.

Sean a,b € Z, con a # 0 0 b # 0. Un entero d es un méximo comun divisor de a y b si
1)d|layd]|b,
2) sic|layc|b, con c un entero, entonces c | d.
Anéalogamente, un entero m es un minimo comun multiplo de a y b si
1) almyb|m,
2)sialcyb|c,con c un entero, entonces m| c.

De forma similar se puede definir el maximo comin divisor y el minimo comin multiplo de un
conjunto de enteros {aj, ..., a,} con n un entero positivo.

= Si d es un maximo comun divisor de a y b, también lo es —d, y éstos son los inicos maximos
divisores comunes de a y b. Lo mismo ocurre con el minimo comun multiplo. Esto se debe
a que si a | b, entonces —a | b. Cuando escribamos ged{a, b} nos referiremos al maximo
comun divisor positivo de a y b. Para el minimo comun miltiplo utilizaremos lem(a, b).

= Sean a = upy ---pX y b =vp" ... pbr con u,v € {1,-1}, p1,...,p, primos distintos y
Ky .eny Ory PB1y. .., By enteros no negativos (algunos pueden ser cero, pues los primos que
aparecen en a no tienen por qué aparecer en b). Entonces

ged{a, b} = py i prinlenb),

lcm{a) b} — p?‘lé}({oﬂ »B]} .. p;né‘X{(Xr)ﬁT}.

s gcd{a, bllem{a, b} = |ab.
Algoritmo de Euclides.
Entrada: a, b enteros positivos.
Salida: gcd{a, b}.

(Clo, a1) = (Cl,b).
Mientras a; # 0

(ao, a1) = (ar, ap méd ay).
Devuelve ay.

Ejercicio 17: Calcula el maximo comun divisor de 237 y 99.

Maxima 9: Veamos algunos ejemplos de cdlculo con maxima.
(%i1) primep(38129);

(%o1) false
(%12) next_prime(38129);
(%02) 38149
(%13) prev_prime(38129);
(%03) 38119

(%i4) factor(38129);
(%o4) 7 13 419
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(%15) T7*13%419;

( %o05) 38129
(%i6) gcd(15,18);

(%06) 3
(%1i7) quotient(101,34);

(%o07) 2
(%18) remainder(101,34);

(%o08) 33
(%619) 2%34+33;

( %09) 101

Hay que tener cuidado con estas funciones, pues el resto no se define como nosotros lo hemos
hecho.

(%110) quotient(-150,17) ;remainder(-150,17);
(%010) -8

(%o011) —14

Si queremos un resto y cociente acordes a nuestra definicién de divisién podemos hacer lo
siguiente.

(%112) cociente(a,b):=(a-mod(a,b))/b;

_ a—mod(a,b)

(%012) cociente (a,b) := 5
(%113) cociente(-150,17) ;mod(-150,17);

(%013) _9

(%o014) 3

(%115) is(-8*17+-14=-9%17+3);

(%o015) true

Maxima 10: Una alternativa a factor es el comando ifactor, que devuelve una lista con pares
de la forma (primo,exponente) para cada uno de los primos que aparecen en la factorizacién de un
entero.

(%i1) ifactors(12);
(%ol) [12,2],3,1]]

Un entero es libre de cuadrados si no es divisible por un cuadrado (distinto de 1), o lo que es
lo mismo, en su factorizacién los exponentes de todos los primos que aparecen son uno.

(%i2) 1libre_cuadradosp(x):=every(lambda([x],is(x[2]=1)),ifactors(x))$
(%i3) libre_cuadradosp(12);
(%03) false
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(%i4) libre_cuadradosp(2%3*5%7) ;
(%o04) true

(%15) sublist(makelist(i,i,1,100),libre_cuadradosp);

(%o5) [1,2,3,5,6,7,10,11,13,14,15,17,19,21,22, 23, 26,29, 30, 31,33, 34, 35,37, 38,39,41,
42,43,46,47,51,53,55,57,58,59, 61,62, 65, 66,67,69,70,71,73,74,77,78,79, 82, 83, 85, 86,
87,89,91,93,94,95,97]

Maxima 11: Un entero positivo es perfecto si es suma de sus divisores propios.

(%i1) divisors(10);
(%o01) {1,2,5,10}

(%12) perfectop(x) :=is(2xx=apply("+",listify(divisors(x))))$
(%13) perfectop(28);
(%03) true

(%14) sublist(makelist(i,i,1,500),perfectop);
(%o04) [6,28,496]

2. Ecuaciones diofanticas lineales

Una ecuaciéon diofantica lineal es una expresion de la forma ajx; + --- + anx, = b, con
aiy...,0n, b € Z. Una solucién a dicha ecuacién es una n-upla (cq,...,c,) de elementos ente-
ros de forma que a;cy 4 -+ + a,c, = b.

Teorema de Bézout generalizado. Sea {aj,...,a,} un conjunto de enteros, y d su maximo
comun divisor. Entonces existen uy,...,u, € Z tales que aju; + - - - + a,u, = d.

Asfi la ecuacién diofantica ayxq + - - - + anx, = b tiene solucién si y sélo si d | b. Las soluciones
de a;xq + -+ - 4 anX, = b son las mismas que las de las ecuacién Fxy + -+ + %x, = g.

Para n = 2, tenemos ecuaciones en dos variables. Usamos las incognitas x e y por comodidad.
Si Xo, Yo es una solucién particular de ax+by = ¢, con ged{a, b} = 1, entonces todas las soluciones
de esa ecuaciéon son de la forma

X = Xo + bk,
Yy =yo — ak,

con k € Z.

Algoritmo extendido de Euclides.
Entrada: a, b enteros positivos.
Salida: s, t,d € Z tales que d = ged{a, b}y as + bt = d.
(O—O) ap) = ((l,b).
(SO) $1) i= (]»O)
(th ty) = (O> 1).
Mientras a; # 0
d = ap div a;.
(ap, a1) == (a1, a0 — a;1q).
(s0,81) := (s1,80 — s1q).
(toy t1) == (t1, to — t1q).
d:=aqp, s:=sp, t:=1,.
Devuelve s, t, d.
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Maxima 12: Resolvamos la ecuacion 40x + 15y = 30. Usando gcdex obtenemos lo siguiente.
(%11) gcdex(40,15);

((%)01) [_1)3)5]

Lo que significa que 40 x (—1) + 15 x 3 = 5. Como 5 divide a 30, la ecuacién tiene solucion.
Multiplicamos por 6 (6 x 5 = 30) y obtenemos lo siguiente.

(%hi2) %*6;

(%02) [—6, 18, 30]

Que equivale a multiplicar la igualdad 40 x (—1) + 15 x 3 =5 por 6. Por tanto, una solucién de
nuestra ecuacion 30 x (—6) + 15 x 18 = 30.

Noétese que la ecuacién 40x + 15y = 30 es equivalente a 8x + 3y = 6 (hemos dividido por el
méximo comun divisor de 40 y 15). Si x¢,Yo es una solucién de dicha ecuacién, x = xo + 3k e
Yy = Yo — 8k es una solucién de 8x + 3y = 6 para todo k € Z.

(%13) gcdex(8,3);

(%03) [—1,3,1]
(%id) %*6;
(%o04) [—6, 18, 6]
Asfi todas las soluciones de 40x + 15y = 30 son
{x = —6 + 3Kk,
y =18 —8k.

Maxima 13: Resolvamos ahora la ecuacion 121x — 77y = 88.

(%i1) ged(121,-77);
(%o1) 11
Al dividir por 11, la ecuacion queda reducida a 11x — 7y = 8.

(%i2) 1l:gcdex(11,-7);

( %02) 2,3,1]
(%13)  8%1;
( %03) (16,24, 8]

Por lo que tenemos que una solucién particular es xg = 16 e yo = 24. Siendo ademads todas las
soluciones de la forma x = xy — 7k, y =yo — 11k con k un entero cualquiera.

3. Ecuaciones en congruencias de grado uno

Sean a,b, m € Z. Escribimos a =b (mdd m), que se lee “a es congruente con b médulo m”,
para indicar que m | a — b.

Una ecuacién en congruencias de grado uno (o lineal) es una expresién de la forma ax = b
(m6d m). Una solucién para dicha ecuacion es un entero ¢ de forma que ac = b (mdéd m). Notese
que las soluciones de ax = b (méd m) son las posibles x de la ecuacion diofantica ax + my = b.

» La ecuacion ax = b (mdéd m) tiene solucién si y sélo si ged{a, m} | b.
. _ . _ , _ b , m
. S.1 d = gcd{q, mlyd |.b, entonces las ecuaciones ax = b (méd m) y §x = § (mdd )
tienen las mismas soluciones.
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Si ged{a, m} =1, y xo es una solucién de ax = b (mdéd m), entonces el conjunto de todas
las soluciones de la ecuacion es {xo + km tales que k € Z}.

» La ecuacién ax +c¢ =b (méd m) tiene las mismas soluciones que la ecuaciéon ax =b — ¢
(méd m).

La ecuacién ax = b (mdéd m) tiene las mismas soluciones que la ecuaciéon (a méd m)x =
(b méd m) (moéd m).

Si au+4+mv =1, con u,v € Z, entonces bu es una soluciéon de ax =b (méd m).

Maxima 14: Veamos si tiene solucién la ecuacion 54x = 6 (mdd 34), y en caso de tener, vamos a
describir su conjunto de soluciones.

(%i1) remainder(54,34);

(%o01) 20

Al ser 54 méd 34 igual a 20, la ecuacién anterior es equivalente a 20x = 6 (méd 34).
(%i2) gecd(20,34);

(%02) 2

Como 2|6, la ecuacion tiene solucion, y es equivalente a 10x = 3 (mdd 17). Usando gcdex
obtenemos los coeficientes de Bézout para 10 y 17.
(%12) gcdex(10,17);

(%02) [_5)3)]]

Lo que viene a decir que (—5) x 10+ 3 x 17 = 1. Asi una solucién de 10x = 3 (mdd 17) es
(—5)3, que vale —15. Asi todas las soluciones de nuestra ecuacién son de la forma —15 + 17k con
k € Z.

Ejercicio 18: Encuentra todas las soluciones enteras de

121x =2 (méd 196).

Maxima 15: Vamos a resolver el sistema

x = 5495 (mdd 7643)
x=7569 (méd 8765)

Por la primera ecuacién, sabemos que x es de la forma x = 5495 4 7643k con k un entero

cualquiera. Substituimos en la segunda y k se convierte en la nueva incégnita: 5495+7643k = 7569
(méd 8765). Como

(%i1) 7569-5495;
(%o1) 2074
tenemos que resolver 7643k = 2074 (méd 8765). El inverso de 7643 mddulo 8765 lo calculamos

(de existir) con el algoritmo extendido de Euclides.

(hi2) gcdex(7643,8765) ;
( %02) [2617,—2282,1]
Despejamos

(%i3)  mod(2617%2074,8765) ;
(%03) 2123
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y obtenemos que k = 2123 4 8765t para cualquier entero t. Substituyendo k en la expresién de x,
llegamos a x = 5495 4 7643(2123 + 8765t).

(h14)  expand(5495+7643*(2123+8765%t)) ;
(%o04) 66990895t + 16231584

Por lo que x = 66990895t 4+ 16231584 para todo t € Z es una solucion del sistema de congruen-
cias. Lo podemos comprobar como sigue.

(%i6) mod (16231584, [7643,8765]) ;
(%06) 5495, 7569]

Ejercicio 19: Resuelve los siguientes sistemas de congruencias.

) 2x =2 (méd 4
2x =3 (mdd 5)} 62 =3 Eﬁgd 9%
3x=1 (méd 4) 2x=3 (méd 5)

2x =2 (méd4)} x=1(méd 2)

3x=6 (m6d 12) gz - f Eﬁgg %

4. El anillo de los enteros médulo un entero positivo

Dado un entero positivo m, denotamos por Z,, ={0,1,..., m—1} (que es el conjunto de restos

posibles de la divisiéon por m), y por eso este conjunto se conoce a veces como el conjunto de los
enteros modulo m.

En Z., definimos una suma y un producto de la siguiente forma. Dados a,b € Z,,,
» a®b=(a+b)mdéd m,
» a®b = (ab) méd m.

Propiedades de la suma. Conmutativa, asociativa, elemento neutro y elemento inverso.

Propiedades del producto. Conmutativa, asociativa, elemento neutro y distributiva.

= Un elemento a € Z,, tiene inverso para el producto si y sélo si gcd{a, m} = 1. Si au+mv =
1, entonces u mdéd m es el inverso de a en Z,.

Ejercicio 20: Calcula el inverso para el producto de 121 en Zqos.

Si aj,...,qx y m son nimeros enteros, entonces

s (a1 +---+a) médm=(a; méd m+---+ a méd m) méd m,
s (a X - xag) médm=(a; méd m x --- x ax méd m) méod m,

Ejercicio 21: Calcula el resto de dividir 4225'°° entre 7.

Ejercicio 22: Prueba que dado un niimero entero m o bien se verifica que m? = 0 (méd 8), o
m?=1 (méd 8), o m? =4 (mad 8).

Maxima 16: Escribamos una funcién para calcular Z,,, para m un entero positivo.
(%11) Z(m) :=setify(makelist(i,i,0,m-1));

(%o01) Z (m) := setify (makelist (i,1,0,m — 1))



5. SISTEMAS DE NUMERACION 22
(%12) Z(10);
(%02) {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
(%13) tieneinverso(x,m):=is(gcd(x,m)=1);
( %03) tieneinverso (x,m) :=1is(ged (x,m) = 1)

El inverso lo podemos calcular con la funcién inv_mod.
(%i4) inv_mod(3,10);

(%o04) 7
(%i5) inv_mod(2,10);
(%o05) false

Veamos los elementos que tienen inverso en Zj;.
(%16) subset(Z(12),lambda([x],tieneinverso(x,12)));

(%06) 1,5,7,11
Como 11 es primo, todo elemento no nulo de Z;; tiene inverso:
(%17) every(lambda([x],tieneinverso(x,11)),disjoin(0,Z(11)));

( %o0T) true

Por tltimo, resolvamos la ecuacién 137x = 26 (mdd 155), que es equivalente a resolver la
ecuacién 137x = 26 en Zqss.

(%19)  inv_mod(137,155);

(%09) 43
(%110) mod(43%26,155);
( %010) 33

5. Sistemas de numeracién

Sean a,b € N con a # 0y b > 2. Entonces existen inicos m € Ny ag, aj,...,a, € N tales
que:
= a, #0.
m
sa=) qb*=a,b™+ -+ ab+a
k=0
= q; <b.
Diremos entonces que a;,am_1 ... a;ap es una representacion del niimero a en base b, y escribiremos
a=(amam_1...0700)p.

Para expresar un niimero en base b, lo dividimos entre b y tomamos el resto. El cociente de la
divisién lo dividimos entre b y volvemos a tomar el resto, y asi, hasta que el cociente sea menor
que b. En la expresiéon anterior, a = a,b™ + --- 4+ a;b + ap, notese que ap = amdéd b y que
adivb=(a—ay)/b=anb™ "+ -+ ab'+a.

Maxima 17: Para pasar de base 10 a base b, podemos utilizar esta funcion.

(%1i1) abase(x,b):=if is(x < b) then [x]
else append(abase((x-mod(x,b))/b,b), [mod(x,b)]) $
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(%i2) abase(9,2);
(%02) [1,0,0,1]

(%13) abase(9,4);
(%03) [2,1]

Para pasar de base b a base 10, simplemente tenemos que utilizar la expresion en base b del
nimero dado, y hacer las operaciones (en base 10).

(%1i4) debase(ls,b):=sum(ls[i]*b~ (length(ls)-i), i,1,length(1ls))$
(%15) debase([1,0,0],2);
(%05) 4

(%16) debase(abase(10,2),2);
(%o06) 10
Si queremos pasar de base b a base b’ podemos pasar de b a 10 y luego de 10 a b’.

(%17) debaseblabaseb2(ls,bl,b2) :=abase(debase(ls,bl),b2)$
(%18) debaseblabaseb2([1,0,0,1],2,4);
(%08) [2,1]

(%19) debase([1,0,0,1]1,2);
(%09) 9

(%110) abase(9,4);
(%010) [2,1]

Para pasar de base b a base b", primero agrupamos las cifras en base b en grupos de r (contando
de derecha a izquierda), y cada uno de los grupos de r cifras los pasamos a base b'.

Maxima 18: Veamos un ejemplocon b=2y r = 2.

(%111) debaseblabaseb2([1,0,1,0,1,1,1]1,2,8);
(%o011) [1,2,7]
Nétese que (111); = (7)s, (010)2 = (2)s y (1)2 = (1)s.

Reciprocamente, para pasar un nimero de base b™ a base b es suficiente expresar cada cifra
del nimero en base b (completando con ceros a la izquierda para que nos de r cifras).

Maxima 19:

(%112) debaseblabaseb2([1,2,7]1,8,2);
(%012) [1,0,1,0,1,1,1]

Los algoritmos que conocemos para sumar, restar, multiplicar o dividir nimeros escritos en
base 10 son vélidos para realizar estas operaciones para nimeros escritos en una base b cualquiera.

Asi, por ejemplo, para la suma, sim,n € Nym = (mmy_q... mymyl, y N = (MgNye_1...NMNo)p
(hemos supuesto que los dos nimeros tienen igual niimero de cifras. De no ser asi, anadimos “cero”
al que tenga menos), entonces m +n = (cx;1Ck - - . €1¢o)p donde:

-¢co=(my+mny) méd b

- Ciy1 = (M +ny1+ai) méd b, donde a; = (mij+n;+a;_7) div b (hemos tomado a_ = 0).

Es facil comprobar que el nimero (¢, 1Ck...C1Co)p aqui descrito corresponde con la suma de
my m.

Ejercicio 23: Encuentra la base b (si existe) en que (41)y x (14), = (1224),.
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Ejercicio 24: Demuestra que un nimero en base 10 es multiplo de 5 si y sélo si termina en 0 6 5.

Ejercicio 25: Demuestra que un ntimero en base 10 es multiplo de 3 si la suma de sus digitos es
un multiplo de 3.

Ejercicio 26: Prueba que un numero en base 8 es multiplo de 7 si la suma de sus digitos es un
multiplo de 7.

Ejercicio 27: Demuestra que un nimero expresado en base 10 es multiplo de 11 si la suma de las
cifras que ocupan una posicién par menos la suma de las que ocupan un lugar impar es un multiplo
de 11.
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6. Ejercicios complementarios

1.- Encuentra los sistemas de numeracion, si existe alguno, para los que se verifica cada una de las

siguientes igualdades:

a) 3 x4=22

b) 41 x 14 = 1224,

c) 52 x 25 =1693,

d) 25 x 13 =51,

e) 13% = 14641
2.- Da la expresion en base 8 de los naturales que en base 2 se escriben:

a) 101101100010011010111,

b) 10001000000100110,

c) 1011101111011111.
3.- Prueba que dado un ntimero entero cualquiera m se verifica una de las siguientes posibilidades:

a) m*=0 (méd 8),

b) m* =1 (mdd 8),

¢) m?* =4 (mdd 8)
4.- Resuelve las siguientes congruencias:

a) 3x =2 (mdéd 5),

b) 7x =4 (mdéd 10),

c) 6x =3 (méd 4).
5.- Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones en congruencias:

a)

x=1 (mdd 2)
6x =3 (méd 9)
3x =3 (méd 5)

=3 (mdd 6)
X = (mod 4)
2x =1 (mdd 5)

6.- Tres granjeros dividen en partes iguales el arroz que han cultivado en comun. Fueron a mercados
diferentes en los que se usaban medidas de peso diferentes: en un lugar era de 7 kilos, en otro
de 15 kilos y en el ultimo de 19 kilos. Cada uno vendié todo lo que pudo en medidas enteras
en sus respectivos mercados y a la vuelta al primer granjero le sobraban 6 kilos, al segundo 11
y al tercero 14. ;Cuédnto arroz habfan cultivado?

7.- Calcula las soluciones en Z de la ecuacion

2x+3y =7.
8.- Calcula las soluciones en Z de la ecuacién
ox + 10y = 16.
9.- ;Cuantas soluciones enteras tiene la ecuacion
210x — 91y =77
verificando que x,y € [—500,500]7



10.-

11.-

12.-
13.-

14.-

15.-

16.-
17.-

18.-

19.-

20.-

21.-

22.-

23.-
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Encuentra un niimero entero cuyo resto al dividirlo entre 5 sea 3 y que al multiplicarlo por 3
y dividirlo entre 4 dé resto 1.
. Cuantos nimeros naturales hay menores que 1000, que acaben en 7, y que al dividirlos por
55 den resto 127
Calcula, si es posible, 13927 en Zsgs.
En Zjp realiza, si es posible los siguientes cédlculos.

a) 25- 60
b) 127 - (—100).
) 237- ‘
) 13— 50 100",
) Encuentra x # O tal que 111x = 0.
) Encuentra x tal que 13x + 25 = 32x — 50.
g) Resuelve T1x — 100 = 45x + 12.
Enumera los divisores positivos de 120 y calcula el nimero de divisores positivos que tiene
118800.
Un cocinero de un barco pirata relaté como habia conseguido las dieciocho monedas de oro
que llevaba: Quince piratas atacaron un barco francés. Consiguieron un cofre lleno de monedas
de oro. Las repartieron en partes iguales y me dieron las cinco que sobraban. Sin embargo,
tras una tormenta murieron dos de ellos, por lo que los piratas juntaron todas sus monedas y
las volvieron a repartir. A mi me dieron las diez que sobraban. Por ultimo, tras una epidemia
de peste murieron cinco de los piratas que aun quedaban en pie, por lo que los supervivientes
repitieron la misma operacion. Sabiendo que en el cofre no caben mas de dos mil quinientas
monedas, jcuantas monedas contenia el cofre?
Demuestra que un nimero escrito en base 10 es par si y s6lo si su tltima cifra es par.
Demuestra que un numero escrito en base 10 es un multiplo de 3 si y sélo si la suma de sus
cifras es un multiplo de 3.
Demuestra que un numero escrito en base 10 es un multiplo de 9 si y sélo si la suma de sus
cifras es un multiplo de 9.
Demuestra que un nimero escrito en base 10 es un multiplo de 5 si acaba en 0 o en 5.
Demuestra que un nimero escrito en base 10 es multiplo de 11 si y sélo si la suma de las cifras
que ocupan un lugar par menos la suma de las cifras que ocupan posiciones impares es un
multiplo de 11
Demuestra que un ntumero escrito en base 8 es un multiplo de 7 si y s6lo si la suma de sus
cifras es un multiplo de 7.
Descompén en producto de primos los numeros 10! y 15!. jCuantos divisores positivos tiene
cada uno de ellos?
Encuentra el maximo entero positivo n tal que 2™ divide a 25!.

c
d
€
f



Capitulo 3

El anillo de los polinomios sobre un cuerpo

1. Divisibilidad
Un anillo es una terna (R, +, -), donde R es un conjunto, y + y - son dos operaciones verificando:

1) la operacién + es asociativa, conmutativa, tiene elemento neutro, y todo elemento tiene inverso
(lo que hace de (R,+) un grupo abeliano),
2) la operacién - es asociativa, tiene elemento neutro, y verifica la propiedad distributiva.

Diremos que el anillo R es conmutativo si ademas - cumple la propiedad conmutativa.
Un cuerpo es un anillo conmutativo en el que todo elemento distinto de cero (el elemento neutro
de +) tiene inverso para -.

Ejercicio 28: Da algunos ejemplos de cuerpos.
» (Zm,—+,-) es un cuerpo si y sélo si m es primo.
Sea K un cuerpo. El conjunto de polinomios con coeficientes en K en la indeterminada x es

Klx] ={ap+ arx + - - - + ax" tales que n € N, ao,...,a, € K}

» K[x] es un anillo conmutativo con las operaciones usuales de suma y producto de polinomios.

Dado a(x) = ap + a;x + - - - + a,x™ € K[x], con a,, # 0, decimos que n es el grado de a(x),
y lo notaremos por gr(a(x)) (gr(0) = —o0). A a, se le llama coeficiente lider de a(x), y a a,x"
término lider de a(x).

» El grado del producto de dos polinomios es la suma de los grados.

Un elemento a de un anillo conmutativo R es una unidad si existe b € R de forma que a-b =1
(donde 1 es el elemento neutro de -).

= El conjunto de las unidades de K[x] es K\ {0}.

Sean a(x),b(x) € K[x]. Decimos que a(x) divide a b(x), y lo denotamos por a(x) | b(x), si
existe ¢(x) € K[x] tal que b(x) = a(x)c(x).
Un elemento a(x) € K[x] es irreducible si

1) a(x) #0,
2) a(x) no es una unidad de K[x] (no es un polinomio constante),
3) si a(x) = b(x)c(x), con b(x),c(x) € K[x], entonces b(x) o ¢(x) es una unidad de K[x].

Ejercicio 29: Estudia la irreducibilidad de x*> +x € Z3[x] y de x> +x + 1 € Z,[x].

Ejercicio 30: Demuestra que en K[x] todo polinomio de grado uno es irreducible.

Un polinomio a(x) € K[x] es ménico si el coeficiente del término de mayor grado vale 1.

27
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Teorema de factorizacién tinica de polinomios. Todo polinomio a(x) € K[x]\ K se puede
expresar de forma unica (salvo reordenacién de los factores) como a(x) = up;(x)* ---py(x)*,
donde u € K\ {0}, a1,...,0 € N\ {0} y p1(x),...,pr(x) son polinomios ménicos e irreducibles de
K(x].

A esa expresion la llamaremos la descomposicién en irreducibles de a(x).

Sean a(x),b(x) € K[x], con a(x) # 0 o b(x) # 0. Un polinomio d(x) es un mximo comun
divisor de a(x) y b(x) si
1) d(x) | a(x) y d(x) | b(x),

2) sic(x) | a(x)yc(x)|b(x), con ¢(x) otro polinomio, entonces c(x) | d(x).

Anéalogamente, un polinomio m(x) es un minimo comun miltiplo de a(x) y b(x) si
1) a(x) | m(x) y b(x) | m(x),

2) si a(x) |c(x)y b(x)|c(x), con ¢(x) otro polinomio, entonces m(x) | c(x).

De forma similar se puede definir el méaximo comun divisor y el minimo comin multiplo de un
conjunto de polinomios {a;(x),...,a,(x)} con n un entero positivo.

s Si d(x) es un maximo comun divisor de a(x) y b(x), también lo es kd(x) para todo k €
K\ {0}, y éstos son los tinicos méaximos divisores comunes de a(x) y b(x). Lo mismo ocurre
con el minimo comun multiplo. Esto se debe a que si a(x) | b(x), entonces ka(x) | b(x)
para cualquier k € K\ {0}. Cuando escribamos ged{a(x), b(x)} nos referiremos al maximo
comun divisor de a(x) y b(x) que sea ménico. Para el minimo comtun multiplo utilizaremos

lem{a(x), b(x)}.
» Sean a(x) = Uup1 (x)or - 'pr(x)(xr y b(X) = Vp1 (X)B] o 'pr(x)ﬁra conu,v e K\{O}, P1 (X)) cee >pr(x)
polinomios moénicos e irreducibles, y o, ..., &, B1, ..., B enteros no negativos (algunos

pueden ser cero, pues los factores que aparecen en a(x) no tienen por qué aparecer en
b(x)). Entonces

scd{a(x), b(x)} = py (x)™PEIBI L (x)minianBe]

lem{a(x), b(x)} = py (x) Bt (x)mixlen
= ged{a, bllem{a, b} = uab, con u € K[x] \ {0}.

Ejercicio 31: Calcula el médximo comun divisor y el minimo comin multiplo en Zs[x] de (x +
D2x+3)y (x+2)(4x+1).

Propiedad de la divisién. Dados a(x),b(x) € K[x], con b(x) # 0, existen q(x),r(x) € K[x]
unicos de forma que a(x) = q(x)b(x) + r(x) y gr(r(x)) < gr(b(x)).

A q(x) y r(x) los llamaremos respectivamente cociente y resto de dividir a(x) entre b(x), y los
denotaremos por a(x) div b(x) y a(x) méd b(x).

Ejercicio 32: Calcula el cociente y el resto de dividir 3x3 +4x? + 2x + 3 entre 2x* +x +2 en Zs[x].

Algoritmo de Euclides para polinomios.
Entrada: a(x),b(x) € K[x] \ {0}.
Salida: ged{a(x), b(x)}.
(ao(x), ar(x)) := (a(x), b(x)).
Mientras a;(x) # 0
(ao(x), ar(x)) := (ai(x), ao(x) méd as(x)).
Devuelve ag(x) multiplicado por el inverso de su coeficiente lider.
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Ejercicio 33: Calcula el maximo comtn divisor de los polinomios x*+x 41y x> 4+2x +3 en Zs[x].

Sea a(x) = ap + a;x + -+ + axx™ € K[x]. Un elemento o« € K[x] es una raiz de a(x) si
ald) =ap+ax+ -+ a,x™ =0.
Teorema del factor. Sea a(x) € K[x] y « € K. Entonces « es una raiz de a(x) si y sélo si
x— o] a(x).
» Un polinomio a(x) es un miltiplo de un polinomio de grado uno si y sélo si a(x) tiene una
raiz en K.

Ejercicio 34: Calcula todos los polinomios irreducibles de grado 2 de Z3[x].

Ejercicio 35: Determina la reducibilidad o irreducibilidad de los siguientes polinomios en Z3[x]:
X x+2, 3+ x+1, 2+ 1, x4+ x2 42

Teorema del resto. Sea a(x) € K[x] y « € K. Entonces a(x) méd (x — «) = a(«).

Ejercicio 36: Calcula en Zs[x] el resto de dividir x'°%° + 1 entre x + 3.

Si o es una raiz de a(x) € K[x], entonces aplicando reiteradamente el teorema del factor,
tenemos que a(x) = (x — a)™b(x), con m € N\ {0} y b(x) # 0. El nimero natural m es la
multiplicidad de la raiz & en a(x). Si m = 1, decimos que « es una raiz simple. Si m > 2, entonces
es una raiz multiple.

Ejercicio 37: Calcula las raices (y sus multiplicidades) del polinomio x* + 2x + 3 € Zs[x].

= Sia(x) € K[x] \ {0}, entonces la suma de las multiplicidades de las raices de a(x) es menor
o igual que gr(a(x)).

Caracterizacion de las raices multiples. Si « es una raiz de a(x) € K[x]. Entonces « es
una raiz multiple si y sélo si « es también raiz de a’(x), la derivada de a(x).

Ejercicio 38: Demuestra que el polinomio x’° — 1 € R[x] no tiene raices multiples.

Maxima 20: maxima no factoriza en polinomios monicos. El comando factor muestra una des-
composicion en irreducibles.

(%i1) factor(3*x~3-2*x+1);

(%o01) (x+1) 3x*=3x+1)
(hi2) gcd(3*x~3+3,x72-1);

(%02) X+ 1

(%13) (x-1)"2%(x+1);

(%03) (x—1)% (x+1)
(hi4) expand (%) ;

(%04) x> —x*—x+1
(%i5) gecd(%,diff (%,x));

(%05) x—1

(%16) quotient(x~3+1,x-3);
(%06) x24+3x+9
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(%1i7) remainder (x~3+1,x-3);

(%o7) 28

(%18) expand ((x"2+3*x+9)*(x-3)+28) ;

(%o08) x>+ 1

Maxima 21: Calculemos las raices y sus multiplicidades del polinomio x° + 3x> 4 6x> + 2x* +6x + 3
con coeficientes en Z;.

(%i1) modulus:7$

(%12)  p:x"6+3*x"5+6%x"3+2*x"2+6%x+3$

(%i3) gcd(p,diff(p,x));

(%03) X34+ 2x+x+3

(%id4) factor(%);
(%04) (x—2)* (x—1)

(%i5) factor(p);
( %05) (x—3) (x—=2)? (x— 1)z
Consequencia Si a(x) € K[x] \ {0}, entonces las raices multiples de a(x) son las raices de

ged{a(x), a’(x)}.

Ejercicio 39: Calcula las raices multiples del polinomio x> — 3x + 2 € R[x].

2. Cuerpos finitos
Sea m(x) € K[x] \ {0}. Denotamos por
Kxlmp = {a(x) € K[x] tales que gr(a(x)) < gr(m(x))},

que es el conjunto de los restos posibles de dividir por m(x). Este conjunto es un anillo con las
siguientes operaciones.

a(x) & b(x) := (a(x) + b(x)) méd m(x),
a(x) @ b(x) := (a(x)b(x)) mdéd m(x).

= a(x) es una unidad de K[x]y(x) si y sélo si ged{a(x), m(x)} = 1. Por tanto K[x]n) es un
cuerpo si y sélo si m(x) es irreducible.
= Zp X, con p un entero primo, tiene cardinal pgrm®*)).

Ejercicio 40: Encuentra un cuerpo con 8 elementos.

s Sia(x)s(x)+m(x)t(x) =1, entonces s(x) méd m(x) es el inverso para el producto de a(x)
en K[X]m(x).
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Algoritmo extendido de Euclides.
Entrada: a(x),b(x) € K[x] \ {0}.

Salida: s(x), t(x),d(x) € K[x] tales que d(x) = ged{a(x), b(x)} y a(x)s(x) + b(x)t(x) = d(x).
(ao(x), ai(x)) := (a(x), b(x))
(so(x),s1(x)) := (1,0).
(to(x), ta(x)) :== (0, 1).
Mientras aj(x) # 0
q(x) = ap(x) div a;(x).
(ao(x), ar(x)) := (ai(x), ao(x) — ar(x)q(x))
(s0(x), s1(x)) := (s1(%), s0(x) — s1(x)q(x))
(to(x)y t1(x)) = (

Maxima 22: Veamos si tiene soluciéon la ecuacién
(6% +6)X + (4x* —4)Y =x> + 2x + 1

en el anillo de polinomios con coeficientes racionales y con incégnita x.
(%11) gcdex(6%x7~3+6,4*%x"2-4);
(%o01) [1,——,6x + 6]

Como no nos ha devuelto un maximo comin divisor moénico, dividimos por su coeficiente lider.

(%i2) %/6;

1T x

(%02) [g>—Z,X+1]
(%13) Yk (x+1);
2
(%03) ["Z],—X :X,x2+2x+1]
(%i4) %[1]1*(6%x"~3+6)+%[2] % (4%x~2-4) ;
(%o04) x4+ 2x+1

Asi X = +] Y——

2% es una solucién a nuestra ecuacion.
Ejercicio 41: Calcula el inverso para el producto de x 4+ 1 en Zs[x] 244 1-

Maxima 23: En Z;[x], el conjunto de posibles restos médulo un polinomio de grado dos viene dado
por la siguiente lista.

(%i1) f4:[0,1,x,x+1];

(%o01) [0,1,%,x + 1]

Hagamos la tabla de multiplicar de Z;[xly2.q. Al ser x> + 1 = (x + 1)(x + 1) en Z;[x], lo que
obtenemos no es un cuerpo.

(%i2) genmatrix(lambda([i,j],polymod(remainder (f4[i]*f4[j],x"2+1),2)),4,4);
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0 0 0 0
0 1 x  x+1
0 x 1 x+1
0 x+1 x+1 0

(%02)

Si hacemos las cuentas médulo x* +x + 1, que es irreducible, obtenemos un cuerpo con cuatro
elementos.

(%13) genmatrix(lambda([i,j],polymod(remainder (f4[i]*f4[j],x"2+x+1),2)),4,4);
0 0 0 0

0 1 X x4+ 1
0;
(%03) 0 x x+1 1
0 x+1 1 X

Como se puede ver en la tabla, el inverso de x es x + 1.

Maxima 24: Resolvamos la congruencia
(x+3)X=x* (méd x>+ 1)

en Zs[x].

Primero fijamos el médulo a 5 (maxima representa Zs como {—2,—1,0,1,2}).
(%i1) modulus:5;
(%o1) 5

Luego comprobamos si el maximo comun divisor de x 4+ 3 v x* + 1 divide a x?.
(%i2) gcdex(x+3,x73+1);
(%02) X2 +2x—1,—1,1]

De esta forma sabemos ademés que el inverso de x+3 médulo x* +1 es x? 4+ 2x — 1. Despejamos
y tenemos que X = (x* + 2x — 1)x? (méd x> + 1), que podemos calcular de la siguiente forma.

(%13) remainder (%[1]*x"2,x"3+1);
( %03) —x?—x—2

Finalmente podemos comprobar el resultado obtenido.
(%i4) remainder (%*(x+3),x"3+1);

(%o04) x?
Asf las soluciones son de la forma X = —x? —x — 2+ (x* 4 1)t(x), para cualquier t(x) € Zs[x].
Maxima 25:

Encontremos ahora el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones

(x+3)X=x* (mdd x>+ 1),
(2x+1)X =x (méd x?).

Por el ejercicio anterior, sabemos que de la primera ecuacién obtenemos que X = —x?—x—24 (x3+
1)t(x) = 4x? +4x + 3+ t(x)(x3 + 1). Asi que substituyendo este valor en la segunda y despejando
t(x), obtenemos lo siguiente.

(%1i1) modulus:5%
(%12) remainder (x-(2xx+1)*(4*x"2+4%x+3) ,x"2);
(%02) X+ 2
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(%13) remainder ((2*x+1)*(x"3+1),x"2);
(%03) 2x+1

Por tanto (2x + 1)t(x) = x+2 (mdéd x?). Calculamos ahora el inverso de 2x + 1 médulo x? en
Zs5(x] con el algoritmo extendido de Euclides.

(%14) gcdex(2*x+1,x72);

(%04)/R/ [—2x+1,-1,1]
(%i4) gcdex(2*x+1,x72);
(%o04)/R/ [—2x+1,—1,1]

De esta forma, t(x) = 2x+2+4s(x)x? y en consecuencia X = 4x?+4x+3+(2x+2+s(x)x?) (x3+1).
Como

(%16)  expand (4*x"2+4xx+3+(2%x+2) *(x"3+1)) ;

( %06) 2xP 42X +4x2+6%x+5
(%i7)  rat(h);
(%07)/R/ 2xX 2% —x2 4 x

Llegamos a que X = 2x* 4+ 2x3 4+ 4x? + x + s(x)(x° + x?), para cualquier s(x) € Zs[x].



3. EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

3. Ejercicios complementarios

1.- Calcula (2x3 4 3x2 4+ 1)(x? + 2x + 3) en Zs[x].
2.- Calcula el cociente y el resto de dividir 2x* + 3x® + x2 + 6x + 1 entre 3x* + 1 en Z;[x].
3.- Calcula todos los polinomios irreducibles de grado dos en Z;[x]
4.- Demuestra que el polinomio x* + x + 1 es irreducible en Z,[x].
5.- Calcula un maximo comun divisor de a(x) y b(x) en los siguientes casos:
(a) a(x) =x*+2x* +1,b(x) =x* — 1 en Q[x].
(b) a(x) =x*+2x* + 1,b(x) = x* + 2 en Z3[x].
6.- Calcula las raices en Zs del polinomio x* + x + 4.
7.- Calcula las raices en Z del polinomio x* —x* + x> —x — 10.
8.- Calcula en Q[x] el resto de dividir
(a) x” +x*+ 1 entre x — 1,
(b) x™+ 1 entre x — 1.
9.- Calcula en Zs[x] el resto de dividir x™ + 2 entre x + 4.
10.- Calcula en Zs[x] el resto de dividir x''® + x? 4+ 1 entre x + 3.
11.- Demuestra que el polinomio x™ 4+ 1 no tiene raices multiples en R.
12.- Determina cudles de los siguientes polinomios tienen raices multiples en Q.
(a) x* —3x* +3x — 1,
(b) ¥* +x*+1,
(c) X"+ x> +x*+x+1.
13.- Factoriza en Z;[x] el polinomio 14 x + x°.
» ;Cudntos elementos tiene Z;[x]q 1y x5 7
» En caso de existir, calcula un divisor no nulo de cero de Z;[X]q x5
» (ES Z)[x]11x1ys un cuerpo?
14.- Factoriza en Z;[x] el polinomio 1 4 x* + x°.
» ;Cudntos elementos tiene Z;[x]1 4 xs?
» En caso de existir, calcula un divisor de cero de Z;[x]; 4 xs-
n (Es Z;[x]1 14446 un cuerpo?
» Determina si existe el inverso de x* en Z;[x]; .46, ¥ en caso de existir, calcilalo.



Capitulo 4

Matrices con coeficientes en un cuerpo

1. Matrices

Sean I = {1,2,...,m} y ] ={1,2,...,n}. Una matriz de orden m x n sobre un cuerpo K es

una aplicacién
A:Ix] =K (i,j)— ay.

Normalmente a la matriz A la representaremos de la siguiente forma

an a2z ... Qin

aj ay ...
A= . . . . )

Am1 Gm2 ... Qmn

y a veces simplemente escribiremos A = (ay), si queda claro dénde varfan iy j. Diremos que A es

una matriz con m filas y n columnas.
Denotaremos por M« (K) al conjunto de las matrices de orden m x n sobre K.

s M xn(K) con la suma coordenada a coordenada tiene estructura de grupo abeliano, esto
es, la suma es asociativa, tiene elemento neutro, toda matriz tiene inversa y es conmutativa.

an a2 ... Qn by by ... bin ap + by ap2+bi ... aqn+bin
a; ap ... N by by ... by, az; + by a»p+by ... amu+by
am1 AGm2 ... Qmn bmi bm2 ... bmn Am1 +bm1 am2+bma ... Amn+bmn

. 123 2 33
Ejercicio 42: Calcula suma de <3 4 2) y (3 0 2) en Myy3(Zs).

Sea A = (ay) € Muxn(K) y B = (bji) € Myxp(K). Entonces podemos definir el producto de
Ay B como AB = C = (cix) € Mmxp(K) con

Cik = Qitbyx + appbox + - - - + Ainbnk.

12 3 121 2
Ejercicio 43: Sean A = eEMuyszyB=[2 0 1 0] € Msy4. Calcula AB.
342 3101

Una matriz de orden n x n diremos que es una matriz cuadrada de orden n.

n (Myxn(K),+,-) es un anillo.

Ejercicio 44: Sean A = (;) i) and B = (; é) Comprueba que AB # BA.

35
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2. Determinantes
Dada A = (ay) € Munxn(K), definimos |A], el determinante de A, recursivamente de la siguiente
forma.
1) Paran =1, |(a1)| = an (el determinante de una matriz de orden 1 x 1 es su tinico coeficiente).
2) Supuesto que sabemos calcular el determinante de matrices de orden n—1, dado i € {1,...,n},
Al = apour + ... + Qin i,

donde o; = (—1)"7|A;] se conoce como el adjunto de la entrada aij, con Ay € Mn_1)xmn-_1)(K)
la matriz que se obtiene al eliminar la fila i-ésima y la columna j-ésima de A. Esta férmula
se conoce como Desarrollo de Laplace por la fila 1 del determinante de A, y el resultado no
depende de i. Es mas, también se puede desarrollar por cualquier columna. Dado j el Desarrollo
de Laplace por la columna j es

Al = ajou; + ... + Qnjotn;.

Se puede comprobar facilmente que

= a2 = andz; —andax.
az dan
app a2z a3

= (dyp G QAp3| = Q11022033 + @12023037 + A21032013 — Q130220371 — A230A32077 — A12021033.
asy asz ass

12 3
Ejercicio 45: Calcula el determinante de [ 3 2 1| € M3,3(Z7).
2 22
Ejercicio 46: Calcula el determinante de
12 31
2011
31 0 1 € M4><4(Z5)'
2 013

Si A = (ay) € Mpxn(K), la matriz traspuesta de A es

an azn ... Qam
Q2 A2 ... Qn2
t
Al = . . . . € Mnxm(K)>
Qm AQm ... Onum

esto es, la matriz que se obtiene a partir de A intercambiando filas por columnas.

Propiedades de los determinantes. Sea A € M, ,,(K).

1) |A] = AT

2) Si se intercambian dos filas (o dos columnas) de A se obtiene una nueva matriz cuyo determi-
nante es —|A]|.

3) Si multiplicamos todos los elementos de una fila (o de una columna) de A por « € K, obtenemos
una matriz con determinante «|A|.

4) Si a una fila de A le sumamos otra fila de A multiplicada por un elemento de K, entonces la
nueva matriz tiene el mismo determinante que A (lo mismo ocurre si hacemos esta operacién
con columnas).
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5) Si B € M.n(K), entonces |[AB| = |A||B|.

Ejercicio 47: Calcula el determinante de la matriz

2340
€ Myxs(Zs).

N AW

1 2
3 3
33

N =N

El elemento neutro del producto en M, (K) es la matriz identidad, que es la matriz que tiene
todas sus entradas cero salvo en la diagonal que tiene unos (cero es el elemento neutro de K para
la suma, y uno el neutro para el producto). A dicha matriz la denotamos por I, o simplemente I
cuando n queda claro en el contexto.

Una matriz A € M, «n(K) es regular si tiene inversa para el producto, esto es, si existe B tal
que AB = BA = [,. En dicho caso, a la matriz B se le denota por A~".

La matriz adjunta de A es la matriz formada por los adjuntos de las entradas de A, a saber,

X1 X2 ... Kn
i X1 &2 ... O
A= :

X1 Qm2 ... Xpn

Teorema. Sea A € M, «»(K). Entonces A es regular si y sélo si |A| #£ 0. En ese caso

AT =|ATA
Ejercicio 48: Calcula la inversa de
21 2
1T 0 1 S M3><3(Z3).
12 2

Maxima 26: Vamos a ilustrar algunos ejemplos de operaciones con matrices en maxima.
(%i1) A:matrix([x,y],[z,t]);

(%eo1) (:Y)

(%1i2) B:matrix([a,b]l, [c,d]);

(%02) (g Z)

Hay que tener cuidado con la operacién de producto, pues en maxima dicha operacion se hace
como en con la suma, entrada a entrada. Para efectuar el producto usamos el punto.

(%13) A.B;

cy+ax dy+bx
(Voo3) (az+ct bz+dt
(%i4) A*B;
ax by
(604) (cz dt)

Lo mismo ocurre con la exponenciacion.
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(%i5) A~2;

2 12
(%05) (Zz %2)
(%i6) A~"2;

yz+x* xy-+ty
(7608) (xz+tz yz+t2)
(%1i7) determinant(A);
(%07) tx—yz
(%18) determinant(A.B)=determinant (A)*determinant (B) ;
( %08) (cy+ax) (bz+dt)—(dy+bx) (az+ct)=(ad—Dbc) (tx—yz)
(%19) expand (%) ;
(%09) —adyz+becyz+adtx—betx=—adyz+bcyz+adtx—bctx
(%110) is(%);
(%010) true
(%i11) A~"-1;
__t _Yy
ot (e =)
yz—tx yz—tx

(%i12) C:matrix([1,2,3],[4,5,6]1,[7,8,9]1);

1 2 3
(%o012) 4 5 6

7 8 9

(%113) determinant(C);

(%013) 0

Para calcular determinantes a veces es mas eficiente usar las operaciones que hemos visto
anteriormente. Asi efectuando operaciones elementales por filas o columnas (intercambio o suma
por un factor de otra) podemos llegar a una matriz triangular superior, esto es, una matriz cuyas
entradas por debajo de la diagonal son todas cero. A este proceso se le conoce como eliminacion
de Gauss-Jordan.

(%114) triangularize(C);

1 2 3
(%014) 0 -3 —6
0 0 0

El determinante de una matriz de esta forma es trivial, pues solo se multiplican los valores de la
diagonal.

Maxima 27: Trabajemos ahora médulo 5.

(%11) modulus:5$
(%1i2) G:matrix([7,20],[16,47]1)%



(%i3) H:rat(Q);
(%03)/R/

(%i4) determinant(H);
(%04)/R/

(%i5) I:invert(H);
(%05)/R/

(%i6) H.I;
(%06)/R/

2. DETERMINANTES
20
1 2
-2 0
1 =2
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3. Ejercicios complementarios

1.- Calcula el determinante de la matriz

A~ w N =
— kA WwWDbN
N =B~ W
wN = B

cuyos coeficientes estan en Z;.

2.- Da un ejemplo de matrices A, B € Mj.2(Z,) tales que AB =0y BA # 0.
3.- Calcula las inversas de las siguientes matrices

a) G i) € Myy2(Z7),

110

b) 1 0 1 €M3X3(Z3),
011
1230

c) 8 (1) § } € MyxalZs).
1 2 31

4.- Sean A,B € M,,,(R) tales que A+ B = (; ?) yA—B= <_01 _32> Calcula A2 — B2,

5.- ;Para qué valores de a la matriz

4 21

T 1 1| € Msyu3(Zs)
0O a 2

es regular?

6.- Sea A una matriz regular de forma que A? = A. Demuestra que forzosamente A es la matriz
identidad.
1T 11

7- DadalamatrizA= [0 1 1] € M3,3(R). Calcula A™.

0 01
12 3 2 22
8.- Sean las matrices A= |0 1 1| yB=12 1 2|. Encuentra X tal que AX = B.
0 01 4 3 4



Capitulo 5

Espacios vectoriales y aplicaciones lineales

1. Espacios y subespacios

Sea K un cuerpo. Diremos que un conjunto V tiene estructura de espacio vectorial sobre K si

1) en V hay una operacién + de forma que (V,+) es un grupo abeliano,
2) existe una aplicacién K x V — V| (a, V) = aV verificando
1) a(W+V)=au + a7,
1) (a+b)W =at + b,
m) a(bw) = (ab),
) 11U =0
A los elementos de V los llamamos vectores y a los de K escalares. La aplicacion descrita arriba
se conoce como producto por escalares.

Ejercicio 49: Probar que si K es un cuerpo, entonces para cualesquiera enteros positivos 1y m,
a) K",

b) {a(x) € K[x] tales que gr(a(x)) < n},

C) M (K),

son espacios vectoriales sobre K.

Ejercicio 50: Encuentra un espacio vectorial de cardinal 81.

Propiedades que se deducen de la definicion.

1) 0222 (el elemento neutro de + en V).
2) a0 = O._> .
3)Siauw = 0, entoncesa=00 1 = 0
4) —(ad) = (—a)¥ = a(—)

5 a(W —V)=atW —av

6) (a—b)W =auw —bu.

7) Si Al =aVy a;éO,_;entonces T=".
8) SiaW =bUW y U # 0, entonces a = b.

En adelante V denotara un espacio vectorial sobre un cuerpo K.

Un subconjunto U de V es un subespacio vectorial de V si

1) U0,
2) si U,V €U, entonces w — v € U (U es un subgrupo de (V,+)),
3)siaeKy U €U, entonces a € U.

Las dos ultimas propiedades se pueden substituir por

2)si W,V € Uy a,b € K, entonces a@ + bV € U (U es cerrado para combinaciones lineales
de sus elementos).

41
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Ejercicio 51: Demuestra que {(x,y,z) € Q® tales que x +1y + z = 0} es un subespacio vectorial de

Q.

Ejercicio 52: Encuentra todos los elementos de {(x,y) € Z3 tales que x +y = 0}.

» Un subespacio vectorial de V es un espacio vectorial sobre K, con la misma suma y producto
por escalares.

= La interseccién de subespacios vectoriales de V es de nuevo un subespacio vectorial de V.

Sea S un subconjunto no vacio de V. El subespacio vectorial de V generado por S es la in-
terseccién de todos los subespacios vectoriales de V que contienen a S. A dicho subespacio lo
denotaremos por (S).

= SiS={U,..., Un} entonces

(S) :{a1ﬂ’] +--~+anﬂ>n tales que ap,...,a, € K}

Ejercicio 53: Calcula todos los elementos del subespacio vectorial de Z3 generado por {(1,2,0), (0,1,2)}.

Sean Uy, ..., U, subespacios vectoriales de V. El subespacio vectorial suma de U;,..., U, es
u, +...+U.n:{ﬁ1 +-~-+ﬁn tales que ﬁ1 € U.1,...,ﬂ>n e U,}

s U+ Uy = (W U---UUy).
w Sily =(S),...,U, =(S,), entonces Uy +---+ U, = (S5 U---US,).

Sean U y W subespacios vectoriales de V. Decimos que V es suma directa de U y W, y lo

denotamos por V = U @& W, si todo vector VeV se puede expresar de forma tnica como
vV =1+ W, con U € Uand W € W. En dicho caso, diremos que los subespacios vectoriales U

y W son complementarios.
s V=UaWsi yslosi, V=U+WyUNW={0)

Ejercicio 54: Sean U = {(x,y) € R? tales que x +y = 0} y W = {(x,y) € R? tales que x —y = 0}.
Demuestra que R? = U & W.

Maxima 28:

El conjunto K™ con K un cuerpo y n un entero positivo es un espacio vectorial. Para el caso
n = 3, el producto por escalares esta definido asi.

(%hil) ax[x,y,z];
(%o01) lax,ay,az]
Y la suma de vectores se hace componente a componente.
(%hi2) [x_1,y_2,z_3]1+[x_2,y_2,z_2];
(%02) x2+4+x1,2y2,z3+2z2]
Veamos que el conjunto de vectores de la forma (x,y,0), con x,y € K, es un subespacio de K3.
(%i3) ax[x_1,y_1,0]+bx[x_2,y_2,0];
(%03) [bx2+ax.1,by2+ay.1,0]

Lo mismo ocurre con los de la forma (x,x,x).
(%id) ax[x,x,x]+b*[x,x,x];
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(%o04) [bx+ax,bx+ax,bx+ ax]

2. Bases

Un conjunto de vectores S C V es linealmente dependiente si existen m un entero positivo,
(V1o y Vb C Sy (ary...,an) € K*\{(0,...,0)} tales que a1V + -+ an vVn = 0. En caso

contrario, decimos que S es un conjunto de vectores linealmente independientes.

Ejercicio 55: Demuestra que los vectores (1,1,0),(0,1,1),(1,0,1) € R3 son linealmente indepen-
dientes.

= S es un co Junto de vectores linealmente dependientes si y sélo si existe vV € S tal que
_)
Ve (S\{V}).

= Si 0 €S, entonces S es un conjunto de vectores linealmente dependientes.

= Si S es un conjunto de vectores linealmente dependientes, entonces para todo V € V,
S U{¥} también es un conjunto de vectores linealmente dependientes.

= Si S, 4S > 2, es un conjunto de vectores linealmente independientes, entonces para todo
v eSS\ {V} también es un conjunto de vectores linealmente independientes.

lm

Maxima 29:
Veamos si {(1,2), (0,1)} es un conjunto de vectores linealmente independientes en Q.

(%11) solve(xx[1,2]+y*[0,1], [x,y]);

(%o01) [x =0,y = 0]
Ahora probamos con {(1,2,3),(2,4,6)} en Q?, y vemos que son dependientes.
(%hi2) solve(xx[1,2,3]+y*[2,4,6], [x,y]);

solve: dependent equations eliminated: (2 3)

(%02) x = —2%t6,y = %r1]]

Una base de V es un subconjunto S de vectores linealmente independientes de V tal que V = (S).

= Si B = {71,...,711} es una base de V, entonces para todo vector ¥ € V, existen
aij,...,a, € K tnicos tales que V= a171 4+ anvn.
A la n-upla (ay,...,a,) se le llama coordenadas del vector v respecto de la base B.

Ejercicio 56: Demuestra que B = {(1,2),(1,3)} es una base de ZZ. Calcula las coordenadas del
vector (2,4) respecto de dicha base.

H
Teorema de la base. Todo espacio vectorial distinto de { 0 } tiene al menos una base. Ademés

todas sus bases tienen el mismo cardinal.
Al cardinal de una base de V lo denotamos por dim(V), y nos referiremos a él como la dimensién

de V.
Ejercicio 57: Prueba que dim(K™) = n, dim(M ,xn(K)) = nmy dim({a(x) € K[x] tales que gr(a(x)) <
n)=n+1.
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Teorema de ampliacién a base. Sidim(V)=ny {71, ceey Vo) es un coﬂunto de vectores
linealmente independientes de V, entonces m < n. Ademas existen Vm_H) ...y Vi € V, de forma
- B -
que {Vi,...y Vi, Vinatly ...y Vnt €s una base de V.

Ejercicio 58: Amplia {(1,1,1)} una base de R3.

» Si dim(V) = n, entonces cualquier conjunto de vectores de V linealmente independientes
de cardinal n es una base de V.

Ejercicio 59: Prueba que {(1,2,1), (1,1,1),(1,0,0)} es una base de Z3.

Ejercicio 60: Calcula una base del subespacio vectorial de R® generado por
{(1,2,1),(2,4,2),(1,3,2),(2,5,3)}.

Maxima 30: Calculemos una base del subespacio vectorial U de Q® generado por {(1,2,3), (1,1,1),(3,2,1)}.
[commandchars=

{1

(%i1) C:matrix([1,2,3],[1,1,1]1,([3,2,11);

12 3
(%o01) 1T 11
321

Como las operaciones elementales por filas en la matriz C no alteran los sistemas de generadores,

(%i2) triangularize(C);

1 2 3
(%02) o -1 =2
o 0 0

nos dice que {(1,2,3),(0,—1,—2)} es una base de U.

Maxima 31: Veamos que B ={(1,1,1),(1,2,1),(0,0,2)} es una base de Z2, calculemos las coorde-
nadas de (2,3,4) respecto de esa base.

(%1i1) modulus:5$
(%i2) solve(xx[1,1,1]+y*[1,2,11+2%[0,0,2], [x,y,2]);
<%02) HX:O»U :O>Z:O]]
Al ser tres generadores linealmente independientes en Z32, el conjunto dado es una base.

(%i3) solve(xx[1,1,1]1+y*[1,2,1]+2z*[0,0,2]-[2,3,4], [x,y,z]);
( %03) [x=1,y=1,z=1]]

Maxima 32: Sean U y W los subespacios vectoriales de Z2 generados por {(1,1,1),(1,2,1)} y
{(1,2,3),(0,0,2)}, respectivamente. {Es Z = U + W?

(%11) modulus:5$
(hi2) D:matrix([1,1,1],[1,2,1],[1,2,3],[0,0,2]);
1

(%02)

O — -
oSN =
N W — —
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(%13) triangularize(D);

( %03)

o O o =
(3 S e

1

1

0

0

Asi, una base para U+ W es {(1,1,1),(0,1,0), (0,0,2)}, por lo que U+ W = Z3.
Maxima 33: Sea U el subespacio vectorial de Q3 generado por {(1,1,1)(2,1,3), (4, 3,5)}, calculemos
un complementario de U.

Primero buscamos una base para U, aplicando operaciones elementales al sistema de genera-
dores que nos dan.

(%11) modulus:false$
(%i2) E:matrix([1,1,1],[2,1,3],[4,3,51)$
(%13) triangularize(E);
1T 1 1
( %03) 0 —1 1
0O 0 0
Ahora probamos a anadir un vector que sea independiente con los dos anteriores.

(%i4) Frmatrix([1,1,1],[0,-1,1],[1,0,0]1)$
(%15) triangularize(F);

1 0 0
( %06) 0 —1 1
0O 0 -2

De esta forma la recta generada por (1,0,0) es un complemento de U en Q°.

Maxima 34: Veamos ahora la dimensién del subespacio de Z3 generado por
{(2,4,3,4),(4,1,6,1),(3,3,3,3),(5,0,6,0)}.

(%1i1) modulus:7$
(%i2) G:matrix([2,4,3,4],[4,1,6,1],1[3,3,3,3],[5,0,6,0]1)%
(%13) triangularize(G);

200 -1 0

0 -2 -1 -2
(%03) 0 0 0 0

0 0 0 0

Luego la dimension es dos, al tener dos filas no nulas en su forma reducida.

3. Ecuaciones del cambio de base

Sean B = {71, .. .,V)n} y B = {71’, e 7;} dos bases de V. Sea X € V. Entonces existen
Xiyeeoy Xy Xy eeoyXh € Ktales que X =X V4 +Xy Vi y X =X,V +---+x. V. Queremos

ver qué relacion hay entre las coordenadas de x respecto de B y de B’. Para ello utilizaremos las
coordenadas de los vectores de B respecto de B’. Supongamos que

— — —
vi=anvi+---+ vy,
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Entonces
— — — — — — —
X =xi Vit +x Vi=xi(anVi+-F+am V) 4+ +xalauVi+-+am Vi)
— — - —
:(X1a11+"'+Xnan1)vll+"'+(X1a1n+"'+xnann)v1,1:Xllvll+' +X;LV;L
Por tanto

X] =X1a17 4 -+ + XnQny

X, =X1Qin + -+ XnGnn

que se conocen como las ecuaciones de cambio de base de B a B’. Estas se pueden también expresar
en forma matricial

apn ... Qun
(X1/ X1/1) = (X1 Xn)
Ant ... Qnpn
ay ... Qn
A la matriz A = oo se le llama matriz de cambio de base de B a B’. Esta matriz es
an1 ... Qpn

siempre regular y su inversa, A~ es justamente la matriz de cambio de base de B’ a B.
Ejercicio 61: Sean B ={(1,1,0), (1,2,1),(1,1,2)} y B’ ={(1,1,0), (1,0, 1), (0,1, 1)} dos bases de

Z3. Calcula las ecuaciones de cambio de base de B a B'.

Maxima 35: Supongamos que K es Zs y V = ZZ.
(%i1) modulus:5;
(%001) 5

Elegimos dos bases, B = {71, V) y B’ = {ﬂ)h ,)
(%i2) v1:[1,2];v2:[0,3];

(%02) [1,2]
(%03) [0, 3]
(%i4) ui:[1,1];u2:[2,0];

(%o04) [1,1]
( %05) (2, 0]

Calculamos las coordenadas de 4 y ) respecto de B.
(%16) solve(allxvi+al2xv2-ul, [all,a12]);

(%o06) ([lall =1,a12 = -2]]
(%i7) solve(a21*vi+a22*v2-u2, [a21,a22]);

(%o7) [[a21 = 2,a22 = 2]]

Asi la matriz de cambio de base de B’ a B es la siguiente.
(%18) A:matrix([1,-2],[2,2]);
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(%08) (; _22)

El vector ﬂ)1 + ﬁz tiene coordenadas (1,1) en B’. Veamos cudles son sus coordenadas en B.
(%i9) [1,1].A;

(%09) (3 O)
Comprobamos el resultado.

(%110) ul+u2=3*vi;

(%010) 3,11 = [3,6]

(%i11) mod(%,5);

(%011) 3,11 = [3,1]

La matriz de cambio de base de B a B’ es la inversa de A.
(%i12) A~ (-1);

(%012) (_22 f)

Maxima 36: Dadas las bases de Q*, B ={(1, 2, 3),(0,3,1),(0,0,4)}y B’ ={(1,1,1), (0,2, 3), (0,0,7)},

veamos cudl es la matriz de cambio de base de B a B’ y la de B” a B.

(%11) modulus:false$
(%i2) solve(x*[1,1,1]+y*[0,2,3]+z*[0,0,7]1-[1,2,3], [x,y,2]);

(%02) ([x =T,y =3z=4l
(%13) solve(xx[1,1,1]+y*[0,2,3]+2zx[0,0,7]-[0,3,1], [x,y,2]);
<%03> [[ - an - %)Z - _%]]
(hid) solve(xx*[1,1,1]1+y*[0,2,3]+2z%[0,0,7]1-[0,0,4], [x,y,2]);
(%04) [x =0,y =0,z =1]]
(%i5)  [x,y,z],%02;

(%05) 1,3, 74

(hi6)  [x,y,z],%03;

(%06) [0,3,—3]

(%hi7)  [x,y,z],%04;

(%07) [O>O)[71]

La matriz de cambio de base de B a B’ es

(%18) H:matrix(%o5,%06,%07) ;

( %08)

—
o o -
O NU|—

\||4>N!_;|—

v

y lade B a B es
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(%i9) J:invert(%);

( %09) 0 2 é
0 0 7l
Si las coordenadas de un vector respecto de la base B son (1,1,1), sus coordenadas respecto

de B’ son

(%i10) [1,1,1] .H;
(%010) (12

~N|=
~—

4. Ecuaciones paramétricas de un subespacio vectorial

Supongamos que dim(V) = n y que U es un subespacio vectorial de V de dimensién r. Sea
B ={Vi,..., Vx} una base de V, y By = {U1,..., UW,} una base de U. Supongamos que

— — —
Ui =anvi+- -+ Qi Vn,

— - -
Uy =0 Vi+ -+ Qmn Vn.

Sea X =X;V1+--+Xn Vy un vector de V. Veamos qué tienen que verificar las coordenadas
(X1, ..., %) para que x € U.

El vector X € U si y soOlo si existen Aq,..., A, € K tales que X =MNUi4-+ Nﬂ)r, y esto
equivale a que

X =Man Vit o+ @ Vo) + A (@ Vi+ o+ V)
= (}\1 ang+---+ }\‘raﬂ)vl +---+ (}\]a]n +e }\ra‘m)v)n-
Como las coordenadas son tnicas,

X1 =Aap + -+ Ay

Xn = }\1a1n+ T +)\rarn
Estas ecuaciones son las ecuaciones paramétricas de U respecto de la base B.

Ejercicio 62: Dada la base B ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1) de @3, y U el subespacio vectorial de Q3
generado por {(1,2,1),(1,3,2),(2,5,3)}, calcula las ecuaciones paramétricas de U respecto de la
base B.

Maxima 37: Sea U el subespacio de Z3 generado por {(2,3,4),(2,4,4),(4,6,1)}, calculamos a
continuacion las ecuaciones paramétricas de U respecto de la base B ={(1, 2, 3), (0, 3,4)(0,0,6)}.
Primero encontramos una base para U, y lo hacemos con el comando triangularize.

(%i1) modulus:7$
(%1i2) K:matrix([2,3,4],[2,4,4],[4,6,1]1)%
(%13) triangularize(K);

23 -3
(%03) 02 0
00 0

Por tanto, U tiene como base {(2,3,—3),(0,2,0)}. Encontremos pues las coordenadas de sus
elementos respecto de la base B.



5. APLICACIONES LINEALES 49

(%hi4) solve(x*[1,2,3]+y*[0,3,4]+z%[0,0,6]1-[2,3,-3], [x,y,2]);

(%o04) [x =2,y =2,z=3]]
(%15) solve(xx[1,2,3]+y*[0,3,4]1+2zx[0,0,6]-[0,2,0], [x,y,z]);
( %05) [x =0,y =3,z=-2]]

Asi un elemento de coordenadas (x,y, z) respecto de la base B estara en U si y sélo si (x,y,z) =
A(2,2,3) 4+ u(0,3,5) para algin A, u € Z;. Las ecuaciones paramétricas son

x = 2A,
Yy =2A + 3,
z=3\+5u.

5. Aplicaciones lineales

En lo que queda de capitulo suponemos que V' y V' son dos espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo K.
Una aplicacion f:V — V' es lineal (o un homomorfismo) si

1) para todo W,V €V, f(W + V) = f(W) + f(V),
2) para todo a € Ky VeV, flaV) = af(V).
- = , —
» f(0)= 0 (el primer 0 es de Vy el segundo de V).
- f(—V) = —f(V).
» El nicleo de f, N(f) ={V € V tales que f(Vv') = 0}, es un subespacio vectorial de V.
= La imagen de f, Im(f), es un subespacio vectorial de V’.

Una aplicacién lineal es un

1) monomorfismo si es inyectiva,
2) epimorfismo si es sobreyectiva,
3) isomorfismo si es biyectiva.
» Si f es un isomorfismo, también lo es .

= f es un monomorfismo si y sélo si N(f) = {6)}.

n SiV={({V1,..., V), entonces Im(f) = {F(V1),..., f(V)}.

= Si f es un monomorfismo y {71, ceey Vn} son linealmente independientes, entonces
(V4 Jyeuuyf (V',)} también son linealmente independientes.

Ejercicio 63: Demuestra que f : R — R?, f(x,y,z) = (x+Y,x+2z) es una aplicacién lineal. Calcula
N(f) y Im(f). ;Es f un isomorfismo?

Ejercicio 64: Sea f : Z2 — Z3, (x,y) — (x,y,x +y). Calcula una base de Im(f). ;Es f un
epimorfismo?

Teorema: Las aplicaciones lineales vienen determinadas por la imagen de una base.
Sea B ={V1,..., V) una base de V, y {71’, ceey 7{1} C V’. Entonces existe una tnica aplicacién
lineal f: V — V' verificando que f(V;) = 7]’, .. .,f(vn) = 71’1 Ademas, {71’, .. .,7{1} es una
base de V' si y sélo si f es un isomorfismo.

Los espacios vectoriales V y V’ diremos que son isomorfos si existe un isomorfismo f:V — V',

= V y V'’ son isomorfos si y sélo si dim(V) = dim(V’).
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Ejercicio 65: Sea U el subespacio vectorial de Z2 generado por {(1,2,3), (0,1,2), (1,3,0)}. Calcula
el cardinal de U.

Maxima 38: Sea f:R3 — R* definida por f(x,y,z) = (x +y,x+z,2x+Yy+2z,y —z). Para calcular
su nucleo usamos:

(%1i1) solve([x+y=0,x+z=0,2*x+y+z=0,y-z=0], [x,y,z]);
solve : dependentequationseliminated : (34)

(%ol) [x =—%rl,y = %rl,z = %rl]]

Asi N(f) = {(—a,a,a) | a € R}, que tiene como base a {(—1,1,1)}. Para calcular una base
de la imagen, sabiendo que {f(1,0,0),f(0,1,0),f(0,0,1) es un sistema de generadores, hacemos lo
siguiente.

(hi2) f(x,y,z):=[x+y,x+z,2*%x+y+z,y-z] $
(%13) A:matrix(£(1,0,0),f(0,1,0),f(0,0,1))%
(%14) triangularize(A);

1T 1 2 0
(%04) 0 -1 —1 1
00 0 0

Por tanto, una base de Im(f) es {(1,1,2,0), (0,—1,—1,1)}.

6. Ecuaciones de una aplicacion lineal

Sea f: V — V'’ una aplicacién lineal, y B ={V';,..., Va} vy B = {71’, .. .,7,’11} bases de V' y
V', respectivamente. Sean X = X1 V1 +- -+ Xn V'n y f(xX) = X{V{ + - +x;nvm € V'. Queremos
estudiar la relacién que existe entre las coordenadas de X' y f (X).

Supongamos que

Entonces

f(X)=f(x1 V14 +xa V) =x1F( V1) 4+ + xnf( V)

—/ —/ —/ —
=xianVvi+-Fam Vi)t FxalanVi+ oo+ am Vi)
— !
=(xja 4+ Fxnu) Vi+ oo+ (XK@t Xn Qo) V-

Asi
X]/ =anx)+ -+ auXn

Xp = QimX1 + -+ + AnmXn

que se conocen como ecuaciones de la aplicacién lineal respecto de las bases B y B.
Estas ecuaciones se pueden expresar de forma matricial como

apn ... Qm

An1 «.. QAnm
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ayn ... Qm
La matriz A = oo, es la matriz asociada a la aplicacion lineal f respecto de las

Ant ... QAnm
bases B y B’.

= f es un isomorfismo si y solo si A es regular.

Ejercicio 66: Sea f: Q* — @7, la aplicacién lineal definida por f(x,y) = (x,x +y,x —y). Calcula
las ecuaciones de f respecto de las bases {(1,1),(1,2)} de Q% y {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} de Q3.

Ejercicio 67: Sea f : Z2 — Z3 una aplicacién lineal tal que f(1,2) = (2,3,1) y f(2,5) = (3,4,2).
Calcula la expresiéon general f(x,y).

)} de una aplicacion

Ejercicio 68: Encuentra la matriz asociada a la base {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1
1 3,2)}).

, (0,1
lineal f: R? — R® que verifica que (1,0,0) € N(f) y Im(f) = ({(2,3,1), (3,3,

Maxima 39: Calculemos la expresion matricial de la aplicacion lineal del ejemplo anterior respecto
de las bases B = {(1)1)0)) (1,0,1), (0,1, 1)} vy B’ = {(1)1)1)”> (0)1)1)1)) (0,0,1,1),(0,0,0, 1)}
Podemos por ejemplo calcular las coordenadas de las imagenes por f de los elementos de B respecto
de B’.

(hi1)  f£(x,y,z) :=[x+y,x+z,2%x+y+z,y-z] $

(%12) solve(xx[1,1,1,1]+y*[0,1,1,1]+2*[0,0,1,1]1+t*[0,0,0,1]-
£(1,1,0), [x,y,2z,t]);

(%02) ([x=2,y=—1,z=2t=-12]]

(%13) solve(xx[1,1,1,1]+y*[0,1,1,1]+2*[0,0,1,1]+t*[0,0,0,1]-
£(1,0,1),[x,y,z,t]);
( %03) x=1y=1,z=1,t=3]]

(%i4) solve(x=*[1,1,1,1]+y*[0,1,1,1]+z*[0,0,1,1]+t*[0,0,0,1]-
£(0,1,1),[x,y,z,t]);

(%o04) [x=1,y=0,z=1,t=-2]]
(%15) C:matriX([2:_1:2’_2]’[1:1:1’_4]:[1:0’1:_2]);

2 -1 2 =2
(%o05) 111 a4

1 0 1 =2

Por tanto la expresion matricial es (x',y’,z/,t’) = (x,y,z)C.

Maxima 40: Tomamos una base B = {71, 72, V3)} en Q3.
(%i1) vi:[1,2,1]1;v2:[1,1,0];v3:[0,0,3];

(%o1) [1,2,1]
(%02) [1,1,0]
( %03) 0,0, 3]

Y las imagenes de esos vectores respecto de la base usual {(1,0), (0,1)} en Q?.
(hid) fvi:[1,1];fv2:[2,1];fv3:[1,2];
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(%o04) (1,1]
( %o05) 2,1]
(%o06) (1, 2]

La matriz de f asociada a dichas bases es:
(%1i7) A:matrix(fvi,fv2,fv3);

(%o07)

—_ N =
N =

Si queremos calcular la imagen de un elemento con coordenadas (x,y,z) respecto de B, sdlo
tenemos que multiplicar esas coordenadas por A.

(%i8) [x,y,z].A;

(%o08) (z4+2y+x 2z4+y+x)

Asi f(x,y,z) = (x + 2y + z,x +y + 2z), donde (x,y, z) son coordenadas respecto de B.

Si lo que queremos es la expresion de f(x,y,z), con (x,y,z) coordenadas respecto de la base
usual {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, lo que hacemos es calcular primero el cambio de base de B a la
base usual, y luego lo multiplicamos por A, obteniendo asi la expresiéon matricial respecto de las
bases usuales.

(%19) B:matrix(vi,v2,v3);

1 21
(%09) 110
0 0 3
(%i10) B~"-1;
-1 2 1
(%010) 1T =1 =1
o o !
(%i11) AA:%.A;
0 5
3 3
%011 -1 2
( 0 ) 13 23
3 3

Veamos que el resultado es el deseado (71 lo definimos en funcién de la base usual).
(%i12) v1.AA;v2.AA;v2.AA

(%012) (1 1)
(%013) 2 1)
(%o014) (1 2)

Por tanto las coordenadas de f(x, Y, z) respecto de la base usual de Q?, con (x,y, z) coordenadas
en la base usual de Q?, la podemos calcular como sigue.

(5i17) [x,y,z].AA;
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(%017) (a_ﬁ+4m u_g$+%)

Maxima 41: Calculemos la expresién de una aplicacién lineal g : Z2 — Z2 tal que g(1,1,1) = (2,0),

9(1,2,1) =(1,1) y 9(0,0,2) = (3,3).

(%i1) modulus:5$

(%i2) D:matrix([1,1,1],[1,2,1]1,[0,0,21)$
(%13) E:invert(D)$

(%i4) F:rat(E);

2 -1 2
(%04)/R/ 11 0
0 0 -2

Tenemos asi las coordenadas de los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) respecto de la base
{(1,1,1),(1,2,71), (0,0, 2)}.

(%15)  G:matrix([2,0],[1,1],[3,31)%
Y sus imégenes por g se calculan multiplicando por G.

(%i6) H:F.G;

-1 0
(%06)/R/ 1
1 -1

Por tanto g(x,y,z) = (4x + 4y + 4z,y + 4z). Comprobemos si hemos hecho bien los célculos.

(5i7)  g(x,y,z) :=[4*xx+dxy+d*z y+4xz] $
(%18) rat(g(1,1,1));

(%19) rat(g(1,2,1));
(%i10) rat(g(0,0,2));
(%010)/R/ [~2,-2]

7. Espacio vectorial cociente

Sea U un subespacio vectorial de V. Definimos en V la siguiente relacién de equivalencia:
xR ? si X — ﬁ € U. Denotamos por % al conjunto cociente \ﬁ/.

» El conjunto % es un espacio vectorial con las operaciones [X] + [?] =[x + ?] y k[xX] =
[kX]. A dicho espacio vectorial se le conoce como espacio vectorial cociente de V sobre U.

= Si{U1,..., W} esunabasede Uy la ampliamos a una base de V., {1, ..., Wi, Wity ---, Unh
entonces {[E)m+]]) ceny [ﬁn]} es una base de % Asi

. \% . .
dim (ﬁ) = dim(V) — dim(U).

Primer teorema de isomorfia. Si f:V — V' es una aplicacién lineal, entonces los espacios

vectoriales % e Im(f) son isomorfos (el isomorfismo viene dado por (V] — f (v)).

s dim(V) = dim(N(f)) + dim(Im(f)).
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Ejercicio 69: Sea f : R® — R? definida por f(x,y,z) = (2x +y,3x + z). Encuentra una base de
N(f).

Segundo teorema de isomorfia. Si U; y U; son subespacios de V, entonces los espacios

: Uy U;+U, :
vectoriales Tam YV~ - son isomorfos.

s dim(U;) + dim(U,) = dim(U; + U,) + dim(U; N U,).

Ejercicio 70: Dados los subespacios vectoriales de Z2, U = ({(1,1,2),(1,2,3)}) y W = ({(1,0,0), (2,1,3)}),
calcula la dimensién de U NW.

Ejercicio 71: Sea U el subespacio vectorial de Q® generado por {(1,2,1)}. Calcula un complemen-
tario de U.

Maxima 42: Sea U el subespacio vectorial de Q* generado por {(1,1,1,1),(1,2,3,4),(1,0,—1,—-2)},
calculemos una base del espacio cociente Q*/UL.

(%i1) A:matrix([1,1,1,1],[1,2,3,4],[1,0,-1,-2])8%
(%12) triangularize(A);

10 —1 =2
(%02) 02 4 o6
00 0 O

Una base de U es {(1,0,-1,-2),(0,2,4,6)}. Ahora la ampliamos a una base de Q*.

(%i3) B:matrix([1,0,-1,-2],[0,2,4,6],[0,0,1,0],[0,0,0,11)$
(%i4) determinant(B);
(%o4) 2

Una base del cociente es {[(0,0,1,0)],[(0,0,0, 1)]}.

Maxima 43: Sea f:Q* — Q° definida por

(hi1) f(x,y,z,t) :=[xt+y+z,x+z+t,y-t]$
Como

(%12) triangularize(matrix(£(1,0,0,0),f(0,1,0,0),£(0,0,1,0),£(0,0,0,1)));

11 0
0 —1 1
(%02) 0 0 0
0 0 0

deducimos que la imagen de f tiene dimension 2. Por el primer teorema de isomorfia, su ntcleo
deberia también tener dimensién dos. Comprobémoslo:

(%i3) solve(f(x,y,z,t),[x,y,z,t]);

solve : dependentequationseliminated : (1)
(%03) [lx =—%r3 — %12,y = %r2,z = %r3,t = %r2]]

Maxima 44: Sean Uy W los subespacios de Z3 generados por {(1,0,1,0),(1,2,1,2),(1,5,1,5)} y
{(2,3,4,0),(1,5,2,0),(2,3,2,3)}, respectivamente. Veamos cual es la dimensién de U NW.

Un sistema de generadores para U+W es {(1,0,1,0), (1,2,1,2),(1,5,1,5),(2,3,4,0),(1,5,2,0),(2,3,2,3)}.

(%i1) modulus:7$
Las dimensiones de U y W son dos, ya que
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(%1i2) triangularize(matrix([1,0,1,0],[1,2,1,2],[1,5,1,5]));

1010
(%02) 020 2
0000
y
(%13) triangularize(matrix([2,3,4,0],[1,5,2,0],[2,3,2,3]));
23 -3 0
( %03) 00 3 -1
00 0 o0
Por tltimo,
(%i4) triangularize(matrix([1,0,1,0],[1,2,1,2],[1,5,1,5],[2,3,4,0],[1,5,2,0],[2,3,2,3]1));
101 0
020 2
(%ho) 000 0
000 O
000 O

Esto nos dice que la dimension de U+W es 3. Por el Segundo Teorema de Isomorfia, deducimos
que la dimension de U N W es 1.
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1.- Sea U ={(x,y,z) € Q*|x+y+2z=1}. ;Es U un subespacio vectorial de Q3?

2.- Dados U y W los subespacios de Z3 generados respectivamete por {(2,3,1), (3,4,2)} y {(1,1,1)}.
Calcula una base de U+ W.

3.- Sea U el subespacio vectorial de Z3 generado por {(2,3,1,4),(1,1,1,1),(0,1,6,2)}. Calcula un
complementario de U.

4.- Encuentra las coordenadas de (2,3,1) respecto de la base B = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} de
/3

5.- Demuestra que B ={(1,1,1),(1,2,2),(1,1,2)} es una base de Q3.

6.- Dadas las bases B = {(1,1,1),(1,2,2),(1,1,2)} y B’ ={(1,1,1),(0,1,1), (0,0, 1)} de Q3. De-
termina las ecuaciones de cambio de base de B a B’.

7.- Sea U el subespacio vectorial de Z3 generado por {(1,2,3), (2,2,1), (4,2,1)}. Calcula sus ecua-
ciones paramétricas respecto de la base B ={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.

8.- Dada la aplicacién f : Z3 — Z2, definida por f(x,y,z) = (x+y,x+2z,2x+y+2z,x+6z). Calcula
una base del nicleo y de la imagen de f.

9.- Encuentra una expresién de f(x,y, z) para la aplicacién lineal f : Z3 — Z* de forma que (1,1, 1)
esté en su nucleo y su imagen esté generada por {(1,2,3,4)}.

10.- Dada la aplicacién lineal f: Q3 — Q?, definida por f(x,y,z) = (x +y,x +z,2x +y + z,x — z).
Calcula su expresién matricial respecto de las bases B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y B’ =
{(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1, 1), (0,0,0, 1)}.

11.- Sea U = ((2,3,4),(3,2,1)) C Z2. Calcula una base del espacio vectorial cociente Z3/U.

12.- Encuentra la dimensién de ((1,1,1),(2,1,1)) N {(0,0,2),(3,1,3)) C Z3.



Capitulo 6

Sistemas de ecuaciones lineales

1. Rango de una matriz

ajnr ... Qin

Sea A = oo € Muxn(K). El rango por filas de la matriz A es la dimensién del
Amt ... Qmn

subespacio vectorial de K™ generado por sus filas, a saber, {(aj1,..., Qin)y...y (Qmiy.-+y Qmn)}. El

rango por columnas de A es la dimensién del subespacio vectorial de K™ generado por las columnas
de A.

Ejercicio 72: Calcula el rango por filas y por columnas de la matriz (; ; %) € Myy3(Zs).

Teorema. El rango por filas de A coincide con el rango por columnas de A.
A dicha cantidad la llamaremos simplemente rango de A y la denotaremos por rango(A).

Teorema (rango y determinantes). El rango de una matriz es el maximo de los 6rdenes
de sus submatrices cuadradas regulares.

Ejercicio 73: Calcula el rango de la matriz

1210
21 3 1] ¢ M3><4(R).
4 5 5 1

Maxima 45: El rango de una matriz también se puede calcular contando las filas no nulas de su
forma triangular reducida asociada.

(%i1) A:matrix([0,1,2,3],[4,5,6,7]1,[8,9,10,11]);

o1 2 3
(%o1) 45 6 7
8§ 9 10 11
(%i2) rank(A);
(%02) 2
(%13) echelon(A);
1817
(%03) 01 2 3
00 00

(%14) triangularize(A);
57
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4 5 6 7
(%04) 0 4 8 12
000 O

2. Resolucidon de sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales con n incognitas sobre un cuerpo K es una expresion de la
forma
anx) 4 -+ amx, = by

AmiX1 + - -+ QmnXn = by

Los elementos ai; € K son los coeficientes del sistema, los b; € K son los términos independientes, y
las x; son las incégnitas. Una solucién es una n-upla (sq,...,8,) € K™ tal que X = $1,...,Xn = Sn
verifica las igualdades del sistema.

Las m igualdades del sistema anterior se pueden expresar como una tunica igualdad entre
matrices,

aynr ... Qn X1 b]

Qmi ... Omn Xn b

a la que llamaremos expresion matricial del sistema. A dichas matrices se les llama matriz de
coeficientes, matriz incégnita, y matriz de términos independientes.
La matriz ampliada del sistema es

aynr ... Qn b]

Qmj ... Qmn bm

Normalmente denotaremos a esta matriz por (A|B).

Si un sistema tiene solucién diremos que es compatible, y en caso contrario incompatible. Si
tiene una unica solucion, es un sistema compatible determinado, y si tiene més de una solucion
decimos que es un sistema compatible indeterminado.

Dos sistemas de ecuaciones lineales sobre un cuerpo y con igual ntimero de incégnitas son
equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Proposicién (operaciones elementales).

1) Siintercambiamos de posicién dos ecuaciones de un sistema, obtenemos un sistema equivalente.

2) Si multiplicamos una ecuacién por un escalar no nulo, obtenemos un sistema equivalente.

3) Si a una ecuacién le sumamos otra multiplicada por un escalar, también obtenemos un sistema
equivalente al original.

Ejercicio 74: Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones con coeficientes en Zs.

X1 +x2+x3+x%x5 =1
2X1 +3X2+X3+X4:2
4X1 +3X2+X3+2X4:O
X1 +X2—|—2X3+3X4=2
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Teorema de Rouché-Frobenius. Sea AX = B la expresion matricial de un sistema de
ecuaciones lineales con n incognitas.
1) El sistema es compatible si y sélo si rango(A) = rango(A|B).
2) El sistema es compatible determinado si y sélo si rango(A) = rango(A[B) = n.

Maxima 46: Vamos a estudiar el siguiente sistema de ecuaciones con coeficientes en Zs.

x+y+z=3
Ix+y+2z=1
x+4y =0

(%i1) modulus:5$

(%i2) B:matrix([1,1,1],[3,1,2],[1,4,0]1)$

(%i3) rank(B);

(%03) 2

(%i4) C:addcol(B,[3,1,01)$

(%i5) rank(C);

(%05) 2
El sistema es compatible indeterminado.

Maxima 47: Estudiemos ahora el siguiente sistema con coeficientes en Z; en funcién del parametro
a.
X+y+z=a

2x+ay+z=1

x+3y+az=2
(%11) modulus:7$
(%i2) D:matrix([1,1,1],[2,a,1],[3,3,a])$
(%13) determinant(D);
(%03) a*—5a+6

(%i4) factor(a"2-5*a+6);
(%o04) (a—3) (a—2)

Asi) si a € {2,3}, la matriz de coeficientes tiene rango méximo y el sistema es compatible
determinado.

Estudiemos por separado los casos a =2y a = 3.

(%1i5) E:subst(2,a,D);

1T 11
( %05) 2 21
33 2

(%i6) rank(E);
( %06) 2

(%17) F:addcol(E,[2,1,21)$

(%i8) rank(F);

( %08) 3
Luego para a = 2, el sistema es incompatible.

(%19) G:subst(3,a,D)$
(%111) rank(Q);
(%o011) 2
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(%112) H:addcol(G,[3,1,2]1)8%
(%i13) rank(H);
(%o013) 2
Para a = 3 obtenemos un sistema compatible indeterminado.

Ejercicio 75: Estudia el siguiente sistema de ecuaciones con coeficientes en Zs.

2x+4y+4z=1
Ix+y+2z=2
dy+z=3

Ejercicio 76: Estudia los siguientes sistemas con coeficientes en R en funcién de los parametros a

y b.
1)

ax+y+z=1

x+y+z=21"
2)

ax+y+z=1

x+y+z=>b ,,

ax+by+z=1
3)

ax+y+z=1

x—y+z=1]["
4)

ax+y+z=1
Xx+2y+az=2["

Maxima 48: El comando linsolve en maxima puede ser utilizado para resolver sistemas lineales
de ecuaciones.

(%11) linsolve([2*x+y+z=2,x-y-2%2=0], [x,y,2]);

(%o1) [x:—%ﬂ_6,y=—%ﬂ+6

3 3

Como vemos, las soluciones dependen de un parametro, que aqui se denomina %t1. El rango
de la matriz de coeficientes es 2 como vemos a continuacién, y es el maximo posible (sélo hay dos
filas), por lo que coincide con el de la matriz ampliada. El sistema es compatible indeterminado.

(%1i2) rank(matrix([2,1,1],[1,-1,-2]1));

sz = %rl]

(%02) 2
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Férmula de Cramer. Un sistema es de Cramer si su matriz de coeficientes es cuadrada y
regular. Si AX = B es la expresiéon matricial de un sistema de Cramer, entonces el sistema es
compatible determinado y su unica solucién es

AT (Ml ..y M),
donde M; es la matriz que se obtiene a partir de A cambiando la columna i-ésima por B.

Ejercicio 77: Prueba que el siguiente sistema de ecuaciones con coeficientes en R es un sistema de
Cramer, y encuentra sus soluciones usando la férmula de Cramer.

x+y+z=1
x—y+z=0
X+y—z=2

3. Ecuaciones cartesianas o implicitas de un subespacio vectorial
Sea U un subespacio vectorial de V. Sea B = {71, ceey V)n} una base de V, y By = {ﬁh ey ﬁr}
una base de U. Supongamos que

— — —
Wi =anvi+- -+ aQmVn,

— - -
Uy =0 Vi+ -+ Qm Vn.

Sea X = X1V + -+ + xXn Vn un vector de V. Recordemos que el vector X € Usi y soélo si
existen Aq,...,Ar € K tales que

X1 :}\1011 —|—"'+}\r(lﬂ

Xn = A1Qin + -+ -+ ArQpn

Luego X € Usi y s6lo si el sistema con incognitas Aq, ... A,
ar ... Gy M X1
ain ... G A X
apn ... Qaq an ... a1 Xq
tiene solucién. Y sabemos que equivale a rango | @ .. = rango
A ... O A ... A Xp

Esto ocurre cuando unos cuantos determinantes valen cero, proporcionandonos asi una sistema de
ecuaciones de la forma
an] + - —f—b]an =0

: )
me] +-+ bann =0
a las que llamaremos ecuaciones cartesianas de U respecto de la base B de V.

= Si k es el nimero de ecuaciones cartesianas independientes que describen a U, entonces

k + dim(U) = dim(V).

Ejercicio 78: Dada la base B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}, calcula las ecuaciones cartesianas
respecto de la base B del subespacio vectorial de R generado por {(1,2,1)}.
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Ejercicio 79: Calcula las ecuaciones cartesianas del subespacio vectorial ({(1,2,3,1),(1,1,1,1),(3,5,7,3)}) C

Q.

E]elmmo 80: Consideremos los subespacios vectoriales de R*, E; = ({(1,1,1,1),(1,=1,1,—=1)}) y
a) Calcula una base de E; + E,.

b) Calcula las ecuaciones cartesianas de Eq + E;.

c¢) Calcula las ecuaciones cartesianas de E; N E;.

d) Calcula una base de E; N E,.

Ejercicio 81: Dada la aplicacién lineal f : Z2 — Z2 definida por f(x,y,z,t) = (x+y, x+z, 2x+y+z),
calcula una base para su nucleo.

Maxima 49: Calculemos las ecuaciones cartesianas de U = ({(1,1,2),(1,—1,0)}) C Q3. Sus ecua-
ciones paramétricas respecto de la base usual son

XxX= A+p
y= A—p
z= 2A

La matriz ampliada de este sistema con incégnitas en los pardmetros A y 1 es
(%i1) A:matrix([1,1,x],[1,-1,y],[2,0,z]);

1T 1 x
(%o1) 1T -1y
2 0 z

Como su rango debe ser dos, su determinante es cero.
(%12) determinant(A);

(%02) —2z+2y+2x

Asfi la ecuacion cartesiana de U es x +y —z = 0.
Esta ecuacién también la podemos encontrar haciendo operaciones elementales por filas en A.
Primero extraemos la matriz de coeficientes. Para ello eliminamos la tltima columna de A.

(%13) C:submatrix(A,3);

1 1
(%o03) 1 —1
2 0

Para guardar traza de la operaciones elementales que hacemos en C para obtener su forma
triangular reducida, le anadimos al final la matriz identidad.

(%1i4) M:addcol(C,ident(3));

1 1 100
(%04) 1 -1 010
2 0 001

Ahora triangularizamos y nos quedamos con las tltimas columnas, que forman una matriz
regular con las operaciones elementales para que C alcance su forma reducida for filas.

(%15) triangularize(M);
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2 0 0 o0 1
( %05) 0 -2 0 2 -1
o 0 -2 -2 2

(%i6) P:submatrix(%,1,2);

0o 0 1
(%o06) 0o 2 -1
-2 =2 2

Aplicamos estas operaciones por filas a la matriz inicial y obtenemos en las tltimas filas las ecua-
ciones (en esta caso sélo en la tltima, pues hay una).

(hiT7) P.A;
2 0 z

(%o7) 0 -2 2y—z
0 0 2z—-2y—2x

Si vemos U dentro de Z3, al ser (1,1,2) = (1,—1,0) = (1,1,0), tenemos que las ecuaciones
paramétricas ahora son

x= A
y= A
z= 0
Asi la matriz ampliada de este sistema es
1 x
1 yl,
0 z

por lo que una de las ecuaciones, z = 0, ya la tenemos. Al ser la dimensién de U uno, necesitamos
. , : . . 1 x
una ecuaciéon mas, que viene de imponer que el determinante de 1y es cero (el rango de la

matriz ampliada es uno), obteniendo x —y = 0.

Podemos también utilizar operaciones elementales por filas para llegar a la mismas ecuaciones.
En este caso no vamos a utilizar triangularize, pues se ve claramente qué operaciéon tenemos
que hacer.

(%15) A:matrix([1,x],[1,y],[0,z]);

1 x
( %o05) Ty
0 z
(%15) rowop(A,2,1,1);
1 X
( %o05) 0 y—x
0 z
Obtenemos también que las ecuaciones de U son
x+y=0
z=0 ’

Maxima 50:
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Sea U el subespacio de R* generado por {(1,1,1,1),(1,2,3,1),(1,0,—1,1)}. Calculmemos sus
ecuaciones cartesianas respecto de la base B ={(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0, 1)}.

(%11) modulus:false$
(%i2) A:matrix([1,1,1,1],[1,2,3,1],[1,0,-1,11)8%
(%13) triangularize(A);

10 —1 1
(%03) 02 4 O
00 0 O

{(1,0,-1,1),(0,2,4,0) } es una base de U. Calculamos ahora las coodenadas de estos vectores respecto
de la base B.

(%14) solve(xx*[1,1,1,1]+y*[0,1,1,1]+2zx[0,0,1,1]
+tx[0,0,0,11-[1,0,-1,1], [x,y,z,t]);
(%04) [[X:])y:_])zf:_1)t:2]]

(%i6) solve(xx[1,1,1,1]+y*[0,1,1,1]+2z%[0,0,1,1]
+t*[O:O’O;1]_[O,2,4,O], [X,Y,Z,t]);

(%05) [x =0,y =2,z=2,t=—4]]
(%16) J!matriX([i,_l,_l,QJ,[0,2,2,_4],[X,Y,Z,t])§

1 -1 -1 2
( %006) 0 2 2 —4

x y z t
Al exigir que la matriz J tenga rango 2 obtenemos que los siguientes determinantes deben de valer
cero.

(%i7) determinant(matrix([1,-1,-11,[0,2,2],[x,y,2]1));
(%o07) 2z -2y
(esto lo podiamos haber obtenido con determinant (submatrix(J,4));)

(%18) determinant (matrix([1,-1,2],[0,2,-4], [x,y,t]));

( %08) 4y+2t
Las ecuaciones cartesianas de U respecto de B son
z—y=0
y+t=0 |’
Maxima b51:

Sean U = {(x,y,z,t) € Z | x+y+z+t =0, x+2t =0} y W ={(x,y,z,t) € Z! | dy+4z+t =
0, x + 4y = 0}. Calculemos una base de la interseccién.

(%i1) modulus:5$
(%i2) M:matrix([1,1,1,1],[1,0,0,2],[0,4,4,1]1,[1,4,0,01)%
(%i3) nullspace(M);
-2
-2
(%03) span 9

1

Una base es de la interseccion es {(3,3,3,1)}.
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Maxima 52:

Sea f: Q* — Q°, f(x,y,2z,t) = (x +y,z+ t,x +y + z + t). Calculemos una base de N(f).
(%i1) modulus:false4d

(%12) N:matrix([1,1,0,0],[0,0,1,1],[1,1,1,1])$
(%13) nullspace(N);

—1 0
1 0
(%03) span oo 17

Por tanto una base de N(f) es {(—1,1,0,0), (0,0,1,—1)}.
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4. Ejercicios complementarios

1.- Calcula el rango de la matriz

2.- Estudia el siguiente sistema de ecuaciones con coeficientes en Zs
x+y+z=3
x+y+2z=1
x+4y =0
3.- Estudia el siguiente sistema de ecuaciones con coeficientes en Z; y que depende del parametro
a,
X+y+z=a
2x+ay+z=1
x+3y+az=2
4.- Estudia el siguiente sistema con coeficientes en Zs y dependiendo de los pardmetros a y b:
ax+y+z=">
bx+y+az=a

5.- Prueba que el sistema

x+2y+3z=1
2x+3y+z=0
x+2y+4z=2
con coeficientes en Z- es un sistema de Cramer. Encuentra sus soluciones utilizando la férmula

de Cramer.

6.- Calcula una base de U ={(x,y,z) € Z3 | 2x + 3y + z = 0,x + 4y + 3z = 0}.

7.- Sea U el espacio de Q* generado por {(1,1,1,1),(1,2,1,1), (0,—1,0,0)}. Calcula sus ecuaciones
cartesianas (respecto de la base usual).

8.- Sean U y W los subespacios vectoriales de Z3 generados por {(1,0,2), (0,2,3)} v {(2,3,4), (2,4,1)},

respectivamente. Calcula una base de UNW y determina cuantos elementos hay en U N W.

9.- Sean
B 4. X4+y+z+t=0
u= {(x,y,z,t) € R" t.q. K —y—z4t=0

Calcula una base de U + W.

} y W= {(x,y,z,t) eR*t. q 2x+y+z+t:O}.

2x+y—z+t=0



Capitulo 7

Diagonalizacion de matrices

1. Matrices diagonalizables

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada que tiene todas sus entradas nulas, salvo eventual-
mente las de la diagonal. Una matriz cuadrada A es diagonalizable si existen una matriz diagonal
D y una matriz regular P tales que A = PDP~.

La diagonalizacion de matrices es util para el calculo de potencias grandes de una matriz, ya
que

A" = (PDP )" =PDP 'PDP ' 11 PDP ' = PD'P .
En adelante, A representarda una matriz cuadrada de orden n x n sobre un cuerpo K.

Un elemento A € K es un valor propio de A si existe x € K™\ {(0,...,0)} tal que Ax = Ax. En
tal caso diremos que x es un vector propio asociado al valor propio A.

Teorema de caracterizacion de los valores propios. Un elemento A € K es un valor
propio de A siy so6lo si |A —AlL,| =0.

Asfi los valores propios de A son las raices del polinomio |A — AlL,| € K[A], que se conoce como
polinomio caracteristico de A, y lo denotaremos por pa(A). Nétese que gr(pa(A) =n.

Ejercicio 82: Calcula el polinomio caracteristico y los valores propios de (; %) € My« 2(R).

Propiedades.
1) Si A es una matriz triangular, entonces sus valores propios son los valores de la diagonal.
2) Los valores propios de A y A' coinciden.
3) |A] =0 siy sélo si 0 es un valor propio de A.
4) Si A es regular y A es un valor propio de A, entonces A~! lo es de A",
= Si A es un valor propio de A, entonces
V(A) ={x € K" tales que (A — Al,)x = 0},

(en este caso 0 = (0,...,0) € K") es un subespacio vectorial de K™. Dicho subespacio lo
llamamos subespacio vectorial propio asociado al valor propio A.

Ejercicio 83: Encuentra los subespacios propios asociados a los valores propios de (; ]> €

Mo (R).

Sean Ap,...,Ax los valores propios de la matriz A. A la multiplicidad de la raiz A; de Po(A) la
llamaremos multiplicidad algebraica de A;, mientras que la dimensién de V(A;) es la multiplicidad
geométrica de A;.

Ejercicio 84: Calcula las multiplicidades algebraicas y geométricas de los valores propios de
1 2
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= La multiplicidad geométrica de un valor propio es menor o igual que su multiplicidad
algebraica.

Criterio de diagonalizaciéon. A es diagonalizable si, y sélo si, la suma de las multiplicidades
algebraicas de los valores propios de A es n y ademads para todo valor propio las multiplicidades
algebraica y geométrica coinciden.

= Toda matriz cuadrada y simétrica con coeficientes en R es diagonalizable.

2. Meétodo para diagonalizar una matriz

1) Calculamos pa(A), sus raices Ay, ..., A v sus multiplicidades algebraicas, my, ..., my.

2) Simy+---+my #n, A no es diagonalizable.

3) En caso contrario, para cada A;, calculamos el subespacio propio V(A;) y su dimensién. Si dicha
dimensién no coincide con m; para algun i, entonces A no es diagonalizable.

4) Llegado este paso, la matriz A es diagonalizable y D es la matriz que tiene en la diagonal m,
entradas A;, m; entradas A, y asi hasta my entradas Ax. La matriz de paso P se construye
colocando en las primeras m; columnas una base de V(A1), a continuacién en las siguientes m,
columnas una base de V(A;), y asi hasta que colocamos en las ultimas my columnas una base

de V(Ay).
. ) ) . (1 2
Ejercicio 85: Diagonaliza la matriz ) 1) € Mo (R).

Ejercicio 86: Diagonaliza la matriz

2 0 0
=15 —4 3| € M;.;(R).
-35 —14 9

Ejercicio 87: Demuestra que (é 1) con coeficientes reales no es diagonalizable.

Maxima 53: Sea
(%i1) A:matrix([-1,3,3]1,[0,2,0],[3,-3,-11);

-1 3 3
(%o01) 0o 2 0
3 -3 -1

El comando eigenvectors nos proporciona toda la informacién para saber si es diagonalizable.

(%12) eigenvectors(A);

(%02) [[[—4, 2], 0, 211, [[[1, 0, =111, [[1, 0, 1], [0, 1, —T1]]]

La salida nos dice que los valores propios son —4 y 2, con multiplicidades T y 2, respectivamente.
Ademés nos da bases para V(—4), {(1,0,—1)} y V(2),{(1,0, 1), (0, 1,—1)}. Como las multiplicidades
algebraicas y geométricas coinciden, y suman 3, A es diagonalizable.

La matriz de paso se calcula poniendo dichas bases una a continuacion de la otra en columnas.

(%i3) P:matrix([1,1,0],[0,0,1],[-1,1,-1]);
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1 1 0
(%03) 0 0 1
-1 1 -1

Comprobamos que efectivamente estan bien hechos los calculos:
(%i4) P~~(-1).A.P;

—4 0 0
(%04) 0 20
0 0 2

Podriamos también haber hecho los calculos paso a paso, calculando primero el polinomio
caracteristico de A.

(%15) charpoly(A,x);

(%o05) (—x—17 2-x)—9(2—x)
Para ver los valores propios, lo factorizamos.

(%16) factor(%);

(%06) —(x—2)* (x+4)
Y para calcular una base de por ejemplo V(2) utilizamos nullspace.
(%17) nullspace(A-2*xident(3));

-3 0
(%o07) span =31, 3
0 -3

Maxima 54:
Veamos para qué valores de a la siguiente matriz es diagonalizable.

(%i1) A:matrix([0,1,1],[1,0,-11,[0,0,al);

01 1
(%ol) [1 0 —1
0 0 a

Calculamos su polinomio caracteristico:

(%12) charpoly(A,x);
(%02) (a—x)x*+x—a

(%13) factor(%);
(%03) —(x—1) (x+1) (x—a)
Por lo que si a € {—1, 1}, la matriz es diagonalizable.

(%i4) eigenvectors(A);

(%o04) [lla, 1, =11, (1, 1, ([T, =1, a + 111, [, 1,011, ([T, —1, 0111]
Veamos qué ocurre para a = 1.

(%i5) B:subst(1l,a,A);
01 1

(%05) 1 0 —1
0 0 1
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(%16) eigenvectors(B);

( %06) [[[_1) 1]) [1 y 2]]) [[[] y _1 y O]]) [[] y O) 1]) [O) 1 y _1]]]]
Podemos observar que en este caso la matriz también es diagonalizable.
Por dltimo, para a = —1, tenemos:

(%i7) C:subst(-1,a,A);

01 1
(%o7) [1 0 —1
0 0 —1

(%i8) eigenvectors(C);

(%08) (01, =11, 1,211, [[1, 1,01, [[1,—1, 0]}

lo que nos dice que en este caso la matriz no es diagonalizable, pues la multiplicidad algebraica
del valor propio 2 es mayor que la geométrica.
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3. Ejercicios complementarios

1.- Para las siguientes matrices con coeficientes en R calcula sus valores propios y los subespacios
propios correspondientes:

1 00 1 0 0
=A=(1 11 =B= (-3 1 -1
0 2 % 0 2
1 0O 0 O 10 2 2
1 2 1 0 o1 —2 =2
"C=1 10 o0 "D=100 -1 22
2 2 2 -1 00 0 1
2.- Dada la matriz
1 0 0
A=|0 1 1| € M;(K)
3 =3 5

a) Estudia si A es diagonalizable en los casos K = Z,,Z3,Zs, calculando la matriz de paso
cuando sea diagonalizable.
b) Calcula, en los casos en que sea diagonalizable, A%%.
3.- Dada la matriz

0 1 0
A=[0 0 1| eMsK).
3 -3 3

Estudia si A es diagonalizable en los casos K = Q, R, Zs.
4.- Estudia para qué valores de los pardmetros a y b es diagonalizable la matriz

1 a2 -1
013 4
A=100 2 b
000 2

con coeficientes en R.



Capitulo 8

Combinatoria

La combinatoria es la técnica de saber cuantos elementos tiene un conjunto sin necesidad de
contarlos uno a uno.

1. Principio de inclusién-exclusion para dos conjuntos
Si Ay Ay son dos conjuntos, entonces #(A; UA,) = #A; + #A;, — #(A1NA,).
Maxima 55: Vamos a determinar, cuantos ntimeros entre 1 y 100 son, bien divisibles por 2, bien
divisibles por 3.
Sean A; y A; los numeros que son multiplos de 2 y 3 respectivamente. A; tiene cincuenta

elementos (desde 2 - 1 hasta 2 - 50), mientras que Aj tiene 33 (desde 3 - 1 hasta 3 - 33). Por otra
parte, A; N A, son los miltiplos de 6, luego tiene 16 elementos (desde 6 - 1 hasta 6-16). Por tanto

AT UAS = A+ A — AT NA) =50+33—-16 =67

(%11) a:setify(makelist(i,i,1,100))$

(%i2) al:subset(a,lambda([x],is(mod(x,2)=0)));

(%02) {2,4,6,8,10,12,14,16,18, 20,22, 24,26, 28,30, 32,34, 36,38,40,42,44, 46,48, 50,
52,54,56,58, 60, 62, 64,66,68,70,72,74,76,78, 80, 82, 84, 86, 88, 90,92, 94, 96,98, 100}
(%13) a2:subset(a,lambda([x],is(mod(x,3)=0)));

(%03)  {3,6,9,12,15,18,21,24,27, 30,33, 36,39,42,45,48,51,54,57, 60, 63, 66, 69,
72,75,78,81,84,87,90, 93, 96, 99}

(%14) is(length(union(al,a2))=length(al)+length(a2)-length(intersection(al,a2)));
(%o04) true

2. Principio de inclusién-exclusién general

Si Aj,..., A, son conjuntos, entonces

n

#ATU-UAL) =D #Ai— > #(A,NAL) +-

i=1 1 <i1<ir<n

k n
+ (=D Y # A+ DA
k=1

1<ij<-<ig<n j=1

Maxima 56: Vamos a ver cuantos numeros entre 1y 111 son compuestos (lo que nos dard inme-
diatamente cudntos nimeros primos hay menores que 1171).

Dado que V111 < 11, se tiene que si un nimero menor o igual que 111 es compuesto, tiene un
divisor primo menor que 11. Por tanto, serda multiplo de 2, multiplo de 3, multiplo de 5 o multiplo
de 7.

(%1i1) a:setify(makelist(i,i,1,111))$
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(%12) Al:subset(a,lambda([x],is(mod(x,2)=0)))$ al:length(Al);
(%03) 55

(%14) A2:subset(a,lambda([x],is(mod(x,3)=0)))$ a2:length(A2);
(%o05) 37

(%16)  A3:subset(a,lambda([x],is(mod(x,5)=0)))$ a3:length(A3);
(%07) 22

(%18)  A4:subset(a,lambda([x],is(mod(x,7)=0)))$ ad:length(A4);
(%09) 15

(%110) al2:length(subset(a,lambda([x],is(mod(x,2%3)=0))));
(%010) 18

(%111) al3:length(subset(a,lambda([x],is(mod(x,2%x5)=0))));
(%011) 11

Ahora vamos con las intersecciones dos a dos. Al cardinal de A; N A; lo llamamos ay.

(%i12) ald:length(subset(a,lambda([x],is(mod(x,2%7)=0))));
(%012) 7

(%113) a23:length(subset(a,lambda([x],is(mod(x,3%5)=0))));
(%013) 7

(%i14) a24:length(subset(a,lambda([x],is(mod(x,3*7)=0))));
(%o014) 5

(%115) a34:length(subset(a,lambda([x],is(mod(x,7*5)=0))));
(%015) 3

Luego calculamos los cardinales de las intersecciones de tres en tres.

(%116) al23:length(subset(a,lambda([x],is(mod(x,2%3%5)=0))));
(%o016) 3

(%117) al24:length(subset(a,lambda([x],is(mod(x,2*3%x7)=0))));
(%017) 2

(%118) al34:length(subset(a,lambda([x],is(mod(x,2*5%7)=0))));
(%018) 1

(%119) a234:length(subset(a,lambda([x],is(mod(x,3*%7x5)=0))));

(%019) 1
Y por tltimo la interseccion de todos.

(%120) al1234:length(subset(a,lambda([x],is(mod(x,2%3%5%7)=0))));
(%020) 0

(%i21) is(length(union(A1,A2,A3,A4))=
al+a2+a3+ad-al2-al3-ald-a23-a24-a34+al23+al124+a134+a234-al1234 );
(%021) true
Es decir, entre 1 y 111 hay 81 niimeros compuestos, de donde deducimos que hay 29 nimeros
primos (el 1 no es ni primo ni compuesto).
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(%122) 1length(subset(a,primep));
(%022) 29

3. Principio del complementario
Si A C X, entonces #(X \ A) = #X — #A.

Ejercicio 88: ;Cuéantos nimeros de de tres cifras no son multiplos ni de 3 ni de 77

4. Principio del producto
Si Ai,...,An son conjuntos entonces #(A; X -+ x Ay) = [ 1L, #Ai.

Ejercicio 89: Las placas de matricula de los vehiculos de cierto pais constan de 4 letras (elegidas
entre 25) seguidas de 3 digitos (en base 10). ; Cudntas placas de matricula distintas se pueden
formar?

5. Principio de las cajas (o de Dirichlet)

Si se distribuyen m objetos en n cajas, entonces existe una caja que contiene al menos [m/n]
objetos, y otra caja contiene a lo sumo |m/n| objetos.

Ejercicio 90: ;Cudl es el minimo nimero de alumnos que debe haber en una asignatura Algebra
para poder asegurar que al menos seis alumnos van a obtener la misma calificacién? (calificaciones
enteras de 0 a 10).

6. Variaciones simples

Sea A un conjunto con m elementos. Una n-upla (ay,..., a,) diremos que es simple si #{as,...,a,} =
n. ;Cuantas n-uplas simples podemos formar con los elementos de A?
= Si m < n, ninguna.

= Sim>n, Vp, =%

(mf-n)!'
Este niimero también coincide con el nimero de aplicaciones inyectivas de un conjunto de m
elementos en un conjunto de m elementos.

Maxima 57: En una carrera participan 35 personas. El ganador recibe una medalla de oro, el
segundo clasificado una medalla de plata y el tercer clasificado una medalla de bronce.
El nimero de formas diferentes en que se pueden repartir las medallas corresponde al niimero
de variaciones sin repeticion de 35 elementos, tomados de 3 en 3. Por tanto es 35-34 - 33 = 39270.
Para usar las funciones de combinatoria tenemos que cargar el paquete functs.

(%12) load(functs)$
(%13) permutation(35,3);
(%03) 39270

Ejercicio 91: ;Cuantos nimeros de 3 cifras distintas podemos formar con los digitos 5, 6, 7, 8 y
97

Ejercicio 92: ;jDe cuantas formas se pueden sentar 4 personas en un microbis de 15 plazas?
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7. Variaciones con repeticién

Sea A un conjunto con m elementos. ; Cuantas n-uplas podemos formar con los elementos de

A7 La respuesta es
R _ n
Vm,n =m",
que también corresponde con el nimero de aplicaciones que existen de un conjunto de n elementos
a otro de m.

Maxima 58: Para hacer una quiniela, debemos elegir una lista de 14 elementos entre los elementos
de un conjunto con 3 (1, X, 2). Son por tanto, variaciones con repeticién de 3 elementos tomados
de 14 en 14. El niimero total de posibles apuestas es

(%i1) 3712;
(%o1) 531441

Ejercicio 93: ;Cuantos nimeros de 3 cifras podemos construir utilizando los digitos 1 y 27

Ejercicio 94: jCudntos polinomios tiene Zs[x] de grado menor o igual que 27 ; Cuantos son ménicos?

8. Permutaciones simples

Sea A un conjunto con m elementos. ;Cuantas m-uplas simples podemos formar con los ele-
mentos de A? El resultado es

P =ml,
y corresponde con el nimero de aplicaciones biyectivas de un conjunto de m elementos en un
conjunto de m elementos. Es un caso particular de variacién simple tomando m = n.

Maxima 59: Por ejemplo, si X = {1, 2, 3}, hay seis permutaciones en X que se corresponden con las
seis formas de ordenar los elementos de X.

(%11) permutations([1,2,3]);
(%o1) [1,2,3],11,3,2],(2,1,3],12,3,1],(3,1,2], [3,2,1]

Ejercicio 95: ;De cuantas formas distintas se pueden colocar cinco libros en una estanteria?

9. Permutaciones con repeticién

Sea A un conjunto con 1 elementos, y sean «,..., &, enteros positivos con o¢; + -+ + &, = M.
. Cuantas m-uplas podemos formar con los elementos de A de manera que una coordenada se
repita o veces, otra o veces y asi hasta otra que se repita «, veces?

|

Poq,...,ocr — m:

m l... |
Xq. X!

Maxima 60: Por ejemplo, nos preguntamos de cudantas formas podemos ordenar las letras de la
palabra cara.

(%11) permutations([c,a,r,al);
(%o1) {la,a,c,7],la,a,r,cl,la,c, a,rlla,c,71al,la,raclla,rc,al,
lc,a,qa,rl,[c,a,r,al,lc,T,a,allra,a,cl][ra,c,al,lrc,a,al}

(%i2)  length(h);
(%02) 12
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Ejercicio 96: ;Cuéntos nimeros de 16 cifras se pueden formar con 3 unos, 5 doses y 8 treses?

10. Combinaciones simples
Sea A un conjunto con m elementos. ;Cuantos subconjuntos de cardinal m tiene A?

= Si n > m, ninguno.
s En caso contrario tiene

Maxima 61: El nimero de subconjuntos con 2 elementos del conjunto {a, b, c, d, e} es

(%11) binomial(5,2);
(%o01) 10

(%i2) subset(powerset({a,b,c,d,e}),lambda([x],is(length(x)=2)));
(%02) {a,b}{a,c}{a,d}{a,e},{b,c}{b,d}{b, e}, {c,d},{c,e},{d, e}

(%i3)  length(%);
(%03) 10

Maxima 62: Supongamos que un departamento esta formado por 7 mujeres y 9 hombres, y se quiere

formar una comision con cinco miembros, de forma que haya al menos un hombre y una mujer en

la comision. Determinemos cuantas posibles comisiones pueden formarse con esas condiciones.
Para esto, vemos en primer lugar que pueden formarse

(%i1) binomial(16,5);
(%o0l1) 4368
posibles comisiones con 5 miembros.

De ellas,

(%i2) Dbinomial(9,5);
(%02) 126

no contienen ninguna mujer (estan formadas tinicamente por hombres), mientras que

(%i3) binomial(7,5);

(%03) 21

no contienen ningin hombre. Por tanto, como el nimero que buscamos es el complentario de
aqullas que no tienen ni hombres ni mujeres, y estos conjuntos son disjuntos, el niimero posible de

comisiones es 4368 — (126 + 21) = 4221.

Ejercicio 97: Se extraen 5 cartas de una baraja de 40 ;Cuantas combinaciones pueden obtenerse?

Ejercicio 98: Cierto club deportivo tiene 27 miembros, 15 de ellos son mujeres y 12 hombres. ;De
cuantas formas se puede elegir un comité de cuatro personas con paridad de género?
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11. Combinaciones con repeticion

Supongamos que disponemos de bolas de m colores (un numero ilimitado de ellas) ; Cudntas
cajas distintas de n bolas podemos formar? La respuesta es

m+n—1
cta= (")

y corresponde con el niimero de soluciones enteras no negativas de la ecuacién x; + -« 4+ X = M.

Maxima 63: Vamos a determinar cuantas soluciones naturales tiene la ecuacién x+y+z+t = 13.
Para resolverlo, planteamos el problema de otra forma. Supongamos que tenemos cuatro tipos
de bolas (rojas, negras, blancas y azules), y extraemos trece bolas. Cada extraccién la podemos
identificar con una soluciéon de la ecuacién anterior, donde x es el nimero de bolas rojas, y es el
numero de bolas negras, z es el numero de bolas blancas y t es el nimero de bolas azules.

El nimero de posibles extracciones es el nimero de combinaciones con repeticion de 4 elementos
tomados de 13 en 13. Su valor es

(%1i1) Dbinomial(16,3);
(%o0l) 560

Supongamos ahora que queremos resolver la misma ecuacion, pero queremos que las variables
tomen valores mayores o iguales que 1. En ese caso, llamamos X' =x—1,y =y—1,2Z/ =z—1,
t' =t—1, con lo que la ecuacién se transforma en x' +y' + 2z +t' = 9, y estan permitidas todas
las soluciones naturales. El ntimero de soluciones es

(%13) Dbinomial(9+4-1,4-1);
(%03) 220

Por tanto, de las 560 soluciones de la ecuacién x +y +z +t = 13 hay 476 (560 — 84) en las
que alguna de las variables toma el valor cero.

Maxima 64: Tenemos cuatro jugadores, y repartimos cinco cartas a cada uno de una baraja de 40
cartas. Vamos a calcular de cuantas formas distintas se pueden repartir. Para esto, consideramos
las cartas como las bolas, a las que hay que distribuir en 5 cajas: 4 por cada uno de los jugadores,
y una quinta por las 20 cartas que quedan sin repartir.

Se trata entonces de distribuir 40 objetos distinguibles en cinco cajas también distinguibles, de
forma que en las cuatro primeras haya 5 objetos y en la ltima haya 20. El nimero de formas de
hacerlo es

(%i1) 40!/ (51*%51%51x51%201) ;
(%ol) 1617318175088527591680

(%12) multinomial(40,[5,5,5,20]);
(%02) 1617318175088527591680

Ejercicio 99: En una heladeria venden helados de 20 sabores distintos. ; Cudntas compras distintas
de 12 helados pueden efectuarse?

Ejercicio 100: jCuantas soluciones enteras tiene la ecuacion x; 4+ X2 + x3 + x4 = 24 si imponemos
que x; > 2 para todo i € {1,2,3,4}7

Ejercicio 101: Se lanzan tres dados simultdneamente. ; Cuantas jugadas distintas podemos obtener?
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Teorema del binomio de Newton. Sea A un anillo conmutativo, y a,b € A. Entonces,
para cualquier n € N, se verifica que

(a+b)" = i <T]z> akb" k.

k=0

Maxima 65: El coeficiente de a’b® en (a + b)' es (;) = 35.

(%11)  expand((a+b)~7);
(%0l) b +7ab®4+21a’°+35a30* +35a* b’ +21a°b? +7a°b+a’

Maxima 66: Kl nimero 3 se puede expresar de (3;??]) = 10 formas diferentes como suma de

3 ntmeros naturales. Estas corresponden con los exponentes de las variables en el desarrollo de
(x+y+2)°.

(%11)  expand((x+y+z)~3);

(%o0l) 22 +3yz2+3x22 +3y’z+6xyz+3x'z+y° +3xy* +3x%y +x°

Ejercicio 102: Sea p un primo positivo. Demuestra que en Z,, (a + b)? = aP + bP para todo

a,b € Z,. Encuentra un m y dos enteros a y b de forma que (a +b)™ y a™+ b™ no sean iguales
en Ziy.
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12. Ejercicios complementarios

Con los digitos 5, 6, 7, 8 y 9, ; cudntos nimeros de cinco cifras pueden formarse con la condicion

de que aparezcan los cinco digitos y no haya dos digitos impares juntos?

.De cuantas formas distintas se pueden acertar 9 resultados en una quiniela de 147

Un equipo de baloncesto dispone de 12 jugadores: 3 bases, 4 aleros y 5 pivots. ; Cuantos equipos

diferentes puede presentar el entrenador? (un equipo consta de 1 base, 2 aleros y 2 pivots).

Con los digitos 1, 2, 3,4, 5, 6 y 7, jcudntos nimeros de tres cifras podemos formar de manera

que la suma de sus cifras sea 107

Una apuesta de loteria primitiva consiste en marcar seis nimeros entre 1 y 49. El sorteo se

realiza extrayendo 6 de los 49 niimeros y un séptimo que se llama complementario.

a) ;Cudntas apuestas distintas pueden realizarse?

b) (De cudntas maneras pueden acertarse los seis nimeros de la combinacién ganadora?

c¢) /De cuantas maneras pueden acertarse cinco numeros mas el complementario de la combi-
nacién ganadora?

d) ;De cudntas maneras pueden acertarse cinco nimeros (sin el complementario) de la combi-
nacion ganadora?

e) (De cuantas maneras pueden acertarse cuatro numeros de la combinaciéon ganadora?

f) (Y ningtin nimero?

Ocho amigos deben alojarse en un hotel. El hotel dispone de una habitacion triple, dos dobles

y una individual. ;De cuéntas formas pueden repartirse en las distintas habitaciones?
Supongamos ademas que de los ocho hay dos que son hermanos y se alojan siempre en la

misma habitacién, jcudntas posibilidades hay entonces?

Tenemos 3 cajas y 24 bolas, 10 de las cuales son rojas, 8 azules y 6 verdes. ;De cuantas formas

diferentes podemos repartir las bolas en las cajas?

Si queremos hacer un dominé que vaya desde 0 hasta n. ;Cudntas fichas necesitaremos?

., Cuantos numeros de cinco digitos en base 10 empiezan por 4, terminan en 5 y sus cifras suman

187

Considerando los niimeros que en base 3 tienen seis digitos. ;Cuantos de ellos hay que tienen

exactamente dos ceros?

. Cuantos nimeros de tres cifras en base 5 no son multiplos de 37

Un granjero tiene seis mulas, ocho gallinas y cinco patos. Su vecino le quiere comprar dos

mulas, cuatro gallinas y tres patos. ;De cuantas formas puede realizar la compra?
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