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Resumen

Muchos de los objetos que nos rodean son heterogéneos, es
decir, estdn formados por distintos materiales que estan presentes
en proporciones variables a lo largo de todo su volumen. Estos
objetos son muy importantes, ya que presentan mejores valores
de propiedades fisicas por el hecho de estar compuestos por
mezclas de materiales que varian en su interior.

La industria ha realizado un gran esfuerzo para desarrollar nue-
VOs procesos que permitan mezclar distintos materiales, y en la
altima década se han desarrollado impresoras 3D capaces de
mezclar distintos materiales durante el proceso de impresion.
También se han hecho esfuerzos para modelar en un ordenador
esta clase de objetos heterogéneos.

Sin embargo, los distintos métodos de modelado de objetos séli-
dos presentados o bien no son completos (no tienen en cuenta
propiedades fundamentales como la validez) o bien se basan en
representaciones poco ttiles (no permiten representar con preci-
sién objetos complejos del mundo real).

Por esta razén decidimos desarrollar un método completo de mo-
delado de objetos heterogéneos. Este método debe servir como
marco de referencia para implementar aplicaciones informaéticas
que permitan modelar objetos heterogéneos complejos del mun-
do real.

El método de modelado que hemos desarrollado y que se presen-

La industria demanda métodos para
modelar objetos heterogéneos

Los métodos actuales tienen limita-
ciones importantes

Hemos desarrollado un método com-
pleto para modelar objetos heterogé-
neos
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ta en esta memoria es completo, ya que caracteriza con precisién
qué es un objeto sélido heterogéneo, define un modelo mate-
maético que captura la esencia de tales objetos y presenta una
representaciéon computacional capaz de representar completa-
mente los modelos matematicos.

Ademds hemos estudiado el esquema de representacién que
hace corresponder una representacién vélida a cada modelo ma-
tematico, teniendo en cuenta que en el proceso se garanticen
propiedades esenciales como validez, rigidez o regularidad.

El método de modelado ha sido disefiado especificamente para
facilitar la tarea de creacién y edicién de modelos de objetos
heterogéneos. Asi por ejemplo, se usa una malla simplificada de
coeficientes geométricos y mecanismos para mantener automati-
camente la continuidad del objeto sélido en aquellas partes del
mismo que lo necesiten.

Por ultimo, el método de modelado se ha implementado en una
aplicacién informaética, y se ha probado exhaustivamente con
modelos de objetos reales, lo que ha permitido demostrar en la
préctica su utilidad.

El método propuesto ha sido proba-
do exhaustivamente con modelos de
objetos reales
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Motivacion y objetivos

Esta tesis doctoral presenta un método completo para modelar
objetos sélidos, basado en hiperparches, especialmente pensado
para representar objetos heterogéneos. Pero antes de explicar
con detalle en qué consiste nuestro esquema de representacion,
es conveniente plantear la pregunta: ;Qué es una buena tesis
doctoral?

2.1 ;Qué es una buena tesis doctoral?

Para responder a esta pregunta se ha recopilado bibliografia
sobre qué es un buen trabajo cientifico y cémo debe presentarse.
El trabajo que méds nos ha interesado es [28]; alli se explica que
un trabajo cientifico, para ser bueno, debe presentar un cuerpo
de material que sea original, importante y consistente:

= La originalidad de un trabajo se puede establecer respondiendo
a la pregunta: ;Lo que se propone ha sido publicado antes?

= La importancia se puede establecer respondiendo a las pre-
guntas: ;Se trata de una solucién obvia? ;Es algo mds que una
mera alternativa a un método bien probado y asentado? ;Tiene
aplicacién? ;Se demanda una solucién al problema tratado en
el campo de aplicacion del trabajo?

= Por dltimo, la consistencia se puede establecer respondiendo
a las preguntas: ;La solucién es robusta? ;Es aplicable a pro-
blemas reales? ;Puede manejar bien grandes volimenes de
datos?

Durante la realizacion de esta tesis
hemos tratado de no perder de vista
la respuesta a esta pregunta
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De lo anterior se desprende que la realizacién de una buena tesis
doctoral no es una tarea facil.

Para empezar, es dificil encontrar un tema original. Uno de los En su articulo Blinn escribe: “The
pioneros de la informaética grafica, James Blinn, ya en 1998 sos-  first problem is simply finding so-
tenia que es bastante dificil encontrar un tema completamente mething that hasn't been done yet.
original en este area de investigacion [1]; Por tanto, la primera Let's face it; all the easy problems ha-
condicién deberé estudiarse de forma realista. ve been solved. Sometimes it seems

that computer graphics research con-
sists of finding some new subtle ligh-
ting effect that hasn't yet been mode-
led”.

Ademads, hay que demostrar que el trabajo realizado es ttil. Para
ello, nada mejor que implementar el esquema propuesto, some-
terlo a casos de prueba, y comprobar con datos reales que no hay
casos particulares que hagan a la solucién poco robusta, datos de
entrada que den origen a errores numéricos, etc.

2.2 Motivacion

La respuesta a la pregunta: ;qué es una buena tesis doctoral? da
origen a un conjunto de nuevas preguntas.

(Qué es un objeto heterogéneo? ;Qué importancia tiene este tipo
de objetos? ;No se puede representar esta clase de objetos con
los métodos actuales? ;Es realmente necesario un nuevo método?
¢Los posibles campos de aplicacién del método lo demandan?

La mayor parte de los objetos que nos rodean son heterogéneos,
es decir, estdin compuestos por varios materiales mezclados entre
si. Por ejemplo, el cuerpo humano, la superficie terrestre o cientos
de objetos artificiales son mezcla de materiales. Es importante
contar con herramientas que permitan su correcta representacion
en un ordenador.

La mayoria de los métodos de modelado de objetos se centran Para modelar de forma precisa un
en representar la superficie de los mismos (su frontera) y hacer objeto heterogéneo, hay que poder
ciertas suposiciones sobre el interior del objeto. Este enfoque  representar su interior

puede ser valido en el caso de objetos homogéneos; sin embargo,

pensamos que para representar correctamente objetos heterogé-

neos, el método que se use debe prestar especial atencioén a la

representacion del interior.



Existen métodos que representan tanto la frontera como el interior
del objeto sélido y se han aplicado con éxito al problema de
representar correctamente objetos heterogéneos, sin embargo,
pensamos que es posible disefiar un método para modelar objetos
heterogéneos que aporte ventajas sobre los métodos existentes.

2.3 Objetivos

El objetivo de esta tesis es construir un método de modelado
de objetos heterogéneos, basado en hiperparches, que aporte
ventajas sobre los métodos actuales. Para ello el nuevo método
debe cumplir las siguiente propiedades:

= Ser preciso a la hora de representar tanto la forma del objeto
s6lido, como la distribucién de los materiales en su interior.

= Ser flexible, de forma que permita representar correctamen-
te un conjunto grande de objetos, incluyendo aquellos que
presenten agujeros o discontinuidades.

= Ser facil de manejar para un operador humano. En especial
debe tratar de forma automatica ciertos problemas complejos
como la validez de los modelos construidos.

= Ser conciso, de forma que pueda ser procesado, almacenado y
transmitido a través de una red con un consumo ajustado de
recursos.

2.4 Plan de trabajo

Para poder cumplir el objetivo fijado, se ha estudiado qué es el
modelado de sélidos. y a partir de ahi se ha averiguado como de-
be plantearse un nuevo método de modelado, prestando especial
atencion a las propiedades que debe satisfacer.

El siguiente paso ha sido localizar la bibliografia previa existente
sobre este tema y estudiarla. Esto ha permitido averiguar las ven-
tajas e inconvenientes de los métodos ya propuestos, y servir de
marco de referencia para comprobar la originalidad de nuestro
trabajo.

MOTIVACION Y OBJETIVOS 21

En la literatura se suele usar el tér-
' z

mino “solido” y “modelado de séli-
dos” para referirse a objetos solidos
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A continuacién se ha estudiado en profundidad qué es un objeto
heterogéneo y cudles son sus principales caracteristicas. Un buen
método de modelado deberia dar soporte a estas caracteristicas.
También se han encontrado ejemplos reales que han permitido
probar el método propuesto.

Por dltimo se ha disefiado el método, se ha implementado y se
ha probado con casos de prueba reales. A partir de ahi se han
extraido conclusiones. Todo ello ha sido publicado en la revista
The Visual Computer [5] y presentado en el congreso Computer
Graphics International’15, que tuvo lugar en Estrasburgo del 24
al 26 de junio de 2015 [6].

2.5  Estructura de la memoria

Las péginas siguientes de esta memoria se han organizado de la
siguiente forma:

= En el capitulo 3° se estudia con detalle qué es el modelado de
s6lidos con el objeto de averiguar como debe plantearse un
nuevo trabajo en este campo.

= En los capitulos 4°, 5° y 6° se describe con detalle el método
propuesto. Cada uno de esos capitulos se dedica a un nivel del
proceso de modelado: objetos fisicos, objetos matemdticos y
representaciones.

= En el capitulo 7° se describen las principales propiedades del
método.

= En los capitulos 8° y 9° detallamos con precisiéon los métodos
que hemos disefiado para facilitar la construccién de nuevos
modelos, asi como su edicién interactiva.

= En el capitulo 10° describimos la aplicacién informatica que he-
mos desarrollado para probar nuestro método y los resultados
que se han obtenido.

= Y por dltimo en el capitulo 11° resumimos las conclusiones de
la tesis.

También se ha incluido un glosario al final de la memoria en el
que se definen algunos conceptos que se mencionan en el texto.

Los resultados de este trabajo han
sido publicados en una revista y un
congreso internacionales

La revisién de trabajos previos se ha
incluido en la introduccion de cada
capitulo.



3
Modelado de solidos

En este capitulo se responde a las preguntas, ;Qué es el mode-
lado de objetos sélidos? ;Qué es un modelo de sélido? y ;Cémo
debe plantearse un nuevo método de modelado de sélidos?

3.1 Modelado de sélidos

En el cuerpo teérico del modelado de sélidos hay dos trabajos
basicos que marcan qué es un esquema de representacién de
s6lidos y como debe definirse. Son las referencias [22, 18]. Lo que
sigue estd ampliamente basado en ellas.

El modelado de sélidos alcanza su méxima importancia en las
aplicaciones industriales y de investigacién cientifica. En ellas no
s6lo se requiere una representacion de los objetos adecuada para
su visualizacién, sino que es necesario que esas representaciones
capturen sin error la esencia de los objetos modelizados para
poder tomar decisiones en base al modelo con la misma exactitud
que si se tomasen en base al objeto representado.

Se define el modelado de sélidos como: “El conjunto de técnicas y
herramientas para: construir, almacenar y modificar representaciones
de objetos solidos, permitiendo el cdlculo de propiedades de los objetos
representados”.

La necesidad de construir modelos es inherente al proceso de in-
vestigaciéon. Cuando un proceso, fenémeno u objeto es demasiado
grande, demasiado pequefio, demasiado lento, demasiado répido,
demasiado lejano o es demasiado peligroso para ser observado
y percibido por el ojo humano, el modelado juega un papel fun-
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damental, ya que proporciona a los cientificos las herramientas
necesarias para capturar su esencia y trabajar sobre algo que si
se puede observar y manipular.

Los modelos no sélo se construyen a imagen y semejanza de
objetos reales. También puede interesar calcular propiedades de
objetos solidos que no existen. Por ejemplo, durante las fases de
disefio de un nuevo producto o pieza de maquinaria, el modelado
de solidos aporta sustanciales ventajas a los ingenieros ya que
permite calcular propiedades de los nuevos objetos sin necesidad
de construirlos. Ello supone un gran ahorro de tiempo y dinero.

Cualquier método de modelado de sélidos deberia tener los
siguiente componentes para ser ttil [22, 18, 11]:

» Estructuras de simbolos que representan objetos sélidos. Tra-
dicionalmente los modeladores de sélidos estdn basados en
definiciones precisas de sélidos que dan lugar a una represen-
taciéon completa (no ambigua) que permite distinguir entre el
interior, la frontera y el exterior del sélido.

= Procesos que usan esas representaciones para responder a pre-
guntas geométricas sobre los objetos. Aqui son fundamentales
algoritmos robustos. La correcta implementacion de operacio-
nes requiere un tratamiento exhaustivo de los casos particula-
res, que complican considerablemente las estructuras de datos
y los algoritmos.

= Capacidades de entrada, es decir, mecanismos para crear y
editar representaciones de objetos.

= Capacidades de salida. Fundamentalmente mecanismos de
visualizacién y comunicacién con maquinas para fabricacion
automatica.

Usualmente el proceso de modelado se realiza a tres niveles [18]:
(ver Figura 3.1).

1. Objetos fisicos. Son los objetos que necesitan ser estudiados
o manipulados. Pueden existir o no.

2. Objetos matematicos. Los objetos fisicos no son modelables
en un ordenador, y por tanto es necesario adoptar una idealiza-
cién adecuada de los mismos. Esos objetos idealizados deben

En estos casos, la facilidad de crea-
cion de nuevos modelos desde cero
es crucial para que el método de mo-
delado sea 1itil
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tener una conexion clara e intuitiva con los objetos fisicos, y al
mismo tiempo ser lo suficientemente simples como para que
se puedan representar en un ordenador discreto y limitado.

3. Representaciones computacionales. Son el paso final en la
actividad de modelado. Consiste en asignar al objeto matema-
tico una representaciéon que sea adecuada para su uso en el
ordenador.

Este enfoque a tres niveles permite caracterizar rigurosamente
las propiedades deseables de un método de modelado de sélidos
analizando las relaciones entre los objetos matematicos y sus
representaciones computacionales.

Todo esto puede parecer demasiado complejo o incluso innecesa-
rio a la hora de construir una determinada aplicacién o algoritmo,
pero no debemos olvidar que: “el modelado de sélidos trata de ser una
herramienta universal que permita desarrollar sistemas para modelar
objetos que garanticen la integridad de los mismos” [26].

3.2 Esquemas de representacion

Informalmente podemos decir que un esquema de representa-
cién es una aplicacién entre modelos matemaéticos abstractos de
s6lidos y sus representaciones computacionales. El esquema de
representacion asocia a un modelo matemaético abstracto de séli-
do una forma de representarlo en el ordenador, de forma que se
garanticen las propiedades deseables que lo hacen 1til. Es decir,
un esquema de representacién es un marco de trabajo.
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Figura 3.1: Normalmente el proceso
de modelado se realiza a tres niveles:
objetos fisicos, objetos matematicos
y representaciones computacionales

Un buen método de modelado de so-
lidos que sirva como base a las apli-
caciones concretas es fundamental
para garantizar propiedades esencia-
les de los modelos obtenidos
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Hasta ahora en esta memoria hemos hablado informalmente de
método de modelado de sélidos; a partir de ahora usaremos el
término mds preciso: esquema de representacion.

3.2.1  Modelo matemdtico abstracto

Tradicionalmente se han usado los r-sets (enfoques basados en
topologia de conjuntos) como modelos matematicos abstractos de
solidos [22, 18]. Como es la idealizacién mas adecuada en nues-
tro caso, adoptaremos como modelo matematico de sélido al r-set.

El espacio euclideo tridimensional [E® es una idealizacién adecua-
da del espacio real en el que se sittian los objetos; por consiguien-
te, la definicién més general de sélido es: “Un subconjunto de E3
cerrado y acotado”.

Esta definicién de sélido es simple, sin embargo debe refinarse, La propiedad de rigidez garantiza

ya que muy pocos subconjuntos de [E*> son modelos adecuados que el objeto sdlido modelado puede
de solidos fisicos. La nocién de sélido abstracto debe capturar las moverse por el espacio sin perder su
propiedades de rigidez y regularidad para ser til. forma, y la propiedad de regularidad

garantiza que no es una coleccion de

Dado el conjunto referencial P (IE?), y dados A y B subconjuntos puntos aislados o independientes

de E3, es decir, A,B € P(IE?); se define la relacién binaria R
sobre P(E®) que se satisface si y s6lo si A puede proyectarse
sobre B mediante una transformacioén rigida. La relacion binaria
R asi definida es una relaciéon de equivalencia.

Un objeto rigido es: “Una clase de equivalencia de conjuntos de puntos
de B3 bajo la relacién de equivalencia R”.

De manera informal, diremos que la propiedad de rigidez ga-
rantiza que el sélido tiene una forma invariante sea cual sea su
posicion y orientacion.

La regularizacién de un conjunto A de puntos, A € P(EE?), se
define como: 7(A) = c(i(A)) donde c(A) e i(A) denotan la clau-
sura y el interior del conjunto A respectivamente.

Un objeto regular es: “Aquel conjunto A que satisface que r(A) =
A"



De manera informal, diremos que la propiedad de regularidad
garantiza que el s6lido matemético abstracto tiene interior, y que
su frontera no tiene partes aisladas o méviles. Es decir, la frontera
de un sélido debe determinar de forma no ambigua cual es el
interior, y por tanto qué es lo que comprende el sélido.

Ademéds de las dos anteriores, el sélido debe cumplir la propie-
dad de finitud. No podemos olvidar que todos los objetos en
los que podemos estar interesados tienen un tamario finito, por
tanto, ademads de las propiedades de rigidez y regularidad, es
necesario exigir al s6lido que ocupe una porcién finita del espacio
y pueda ser descrito de manera finita, ya que de otra forma no
seria posible su representacién en un ordenador.

Con todo ello se define un r-set como: “Una clase de equivalencia
bajo la relacion R, de subconjuntos de IE3 acotados, cerrados, regulares
y semialgebraicos”.

Un conjunto cerrado es aquel que contiene a su frontera, es re-
gular si su frontera no tiene partes no adyacentes al interior
y es semialgebraico si es el resultado de un conjunto finito de
combinaciones de semiespacios algebraicos usando para ello los
operadores de conjuntos: U, Ny \.

Por el hecho de ser acotado, el r-set ocupa una porcion del espacio
con unos limites bien definidos.

3.2.2  Representacion computacional

Una representaciéon computacional de un sélido es: “Una coleccion
finita de simbolos de un alfabeto finito que designa a un sélido matemd-
tico abstracto”.

A la coleccién de todas las representaciones sintdcticamente co-
rrectas se le denomina espacio de representaciéon R.

3.2.3 Esquema de representacion

Sea M un espacio de modelos matematicos abstractos de objetos
s6lidos. Un sélido es una entidad de M.

MODELADO DE SOLIDOS
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Figura 3.2: Relacién que existe entre
el espacio de modelos matematicos
M, el espacio de representaciones R,
el dominio D y el rango V del esque-
ma de representacion

Un esquema de representacion es: “Una correspondencia s entre los
conjuntos referenciales M y R”. (Figura 3.2).

Dado que una correspondencia s entre dos conjuntos referenciales
M y R, es un subconjunto del producto cartesianos € M x R,
si un elemento r € R estd relacionado con un elemento m € M
mediante s, ello se denota como (m,r) € s.

El dominio de s, es decir, el conjunto de aquellos modelos m € M Cuanto mayor sea D, mds potente es
de solidos que se relacionan con alguna representaciéon r € R la representacion, porque permite re-
mediante s, se denota como D. El rango de s, es decir, el conjunto presentar mds modelos matemdticos
de aquellas representaciones r € R que se corresponden con de objetos sdlidos

algtin modelo matemético m € M mediante s, se denota como

V. A la correspondencia inversa de s se la denomina s~ 1.

3.2.4 Propiedades de las representaciones computacionales

Una representaciéon computacional » € R es 1til tnicamente
cuando esté relacionada con algtn sélido matemaético abstracto
m € M.

Validez de una representacién: “Cualquier representacion compu-
tacional v € V es vidlida”.

Esto es asi ya que es una representacion correcta tanto sintactica-
mente como semanticamente, es decir, pertenece a R y ademas
tiene un elemento correspondiente en el dominio D.



No todos los objetos matematicos abstractos son representables,
es decir, D no tiene por qué ser igual a M. Igualmente no todas
las representaciones sintacticamente correctas son vélidas, V no
tiene por qué ser igual a R.

No ambigiiedad de una representacion: “Una representacion r €
V es no ambigua si: (m,r) € s A (m',r) € s = m =m'" (Figura
3.3 arriba).

Es decir, una representacion r € V es no ambigua si es la imagen
de un tinico sélido matematico abstracto de D bajo s.

Unicidad de una representacion: “Una representacion r € V es
inica si: (m,r) € s A (m,r") € s = r=r"" (Figura 3.3 abajo).

O lo que es igual, una representaciéon r € V es tnica si su
s6lido matematico correspondiente mediante s no admite otras
representaciones distintas a 7 en el esquema de representacion.

3.2.5 Propiedades de los esquemas de representacion

Dominio

El dominio o poder expresivo de un esquema de representa-
cién es el conjunto de sélidos matemaéticos abstractos que son
representables mediante ese esquema. No sélo se refiere a qué
o cuantos s6lidos matemadticos pueden representarse con el es-
quema, sino que también se refiere a con qué precision pueden
representarse.

Un buen esquema de representacion deberia tener un dominio lo
mas amplio posible.

Validez

Un esquema de representacion es valido si todas sus representa-
ciones sintdcticamente correctas lo son.

A nuestro juicio la propiedad de validez es la mas importan-
te que debe garantizar un esquema de representacion. Implica
que si una representacion es sintacticamente correcta, entonces

MODELADO DE SOLIDOS 29

=]
<

=]
)
<

Figura 3.3: Arriba, representacién
ambigua. Una misma representacién
puede corresponder a dos modelos
matematicos distintos. Abajo, repre-
sentacién no tinica. Un mismo mo-
delo matematico puede tener dos re-
presentaciones vilidas distintas
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es vdlida. De esta forma la comprobacién de validez se limita
a hacer comparaciones entre simbolos. Ello es vital, ya que las
comprobaciones de tipo sintdctico son muy sencillas de hacer por
un ordenador.

En la practica, que todos los sélidos que se puedan representar
mediante un esquema de representaciéon sean validos implica
que no se tienen s6lidos sin sentido, o lo que es lo mismo, que
todos los sé6lidos que se representen pueden, por ejemplo, ser
fabricados.

No ambigiiedad

Un esquema de representaciéon es no ambiguo si todas sus re-
presentaciones validas modelan a exactamente un tinico sélido
matematico.

Por definicién, cada representacién no ambigua contiene suficien-
te informacién para distinguir a un sélido matematico individual
de todos los demas s6lidos en el dominio de modelado, y por
tanto es una fuente de datos suficiente (completa) para evaluar
cualquier funcién matematica definida del sélido. Por esta razén
algunos autores también llaman a esta propiedad completitud.

Unicidad

Un esquema de representacion es tinico si cada s6lido matemaético
tiene una tnica representacion valida en el esquema. la unicidad
es importante para poder valorar la igualdad entre sélidos repre-
sentados.

La mayoria de los esquemas de representaciéon no son tinicos
porque se da alguna de las causas siguientes:

= Las subestructuras de simbolos de la representacion pueden
ser permutadas.

= Distintas representaciones pueden corresponder a copias equi-
valentes de un mismo sélido matematico, pero posicionadas
de forma distinta.



Ambeas, la no unicidad permutacional y la no unicidad posicional
son conceptualmente triviales. No obstante, determinar si dos
estructuras contienen los mismos elementos puede ser compu-
tacionalmente costoso si las estructuras son grandes.

Los esquemas de representaciéon que son no ambiguos y tinicos o
completos son muy ttiles, ya que suponen una proyeccién uno a
uno.

Ello implica que distintas representaciones se corresponden con
s6lidos matemaéticos distintos y por tanto la igualdad entre obje-
tos puede determinarse comparando sintdcticamente las repre-
sentaciones de dichos sélidos.

Concision

Hace referencia al tamafio de una representacién computacional.
Cuanto més concisa sea una representacién, menos espacio es
necesario para almacenarla, y menor es el tiempo que se tarda en
transmitirla a través de una red de ordenadores.

Normalmente, la concisién implica el uso de poca informacién re-
dundante; si bien, a veces la redundancia anadida selectivamente
puede tener grandes ventajas en la préctica.

Facilidad de creacion

Cualquier esquema de representacién se propone con el objetivo
de que permita a los cientificos modelar objetos para su estudio.
Por tanto es fundamental que se puedan crear representaciones
vélidas de la manera mas facil posible. Esto aumenta la utilidad
préctica del esquema.

Eficiencia en el contexto de las aplicaciones

Por la misma razoén, los esquemas de representacion deben per-
mitir el uso de buenos algoritmos para evaluar funciones ttiles
de los sélidos. Los buenos algoritmos deben ser correctos, efi-
cientes y robustos. También deberian tener otras propiedades
menos cuantificables, tales como extensibilidad o facilidad de
mantenimiento.
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3.3 Repaso de esquemas de representacion

En esta seccién se va a hacer un repaso de los esquemas de repre-
sentaciéon mds directamente relacionados con el trabajo realizado.

Por lo general los tres tipos de esquemas de representacion mas
ampliamente usados son: enumeracién espacial, b-rep (boundary
representation) y CSG (Constructive Solid Geometry) [11]. En
esta seccién nos centramos en los primeros, ya que tienen un
interés especial para nuestro trabajo.

Los esquemas de enumeracion espacial, también llamados esque- ~ Los esquemas de enumeracion espa-
mas de descomposicién, describen a los sélidos a partir de unos cial se estdn usando mucho en la
bloques constructivos bésicos llamados véxeles, que se combinan ~ actualidad dada la gran capacidad
mediante alguna operacién de “pegado”. El tipo de voxel que se de procesamiento de voxeles que in-

utilice y la forma en que se combinan entre si, da origen a las corporan las GPUs actuales

distintas variaciones de este esquema.

En parte, la importancia de este esquema reside en que es la
representacion elegida tradicionalmente por los métodos de ele-
mentos finitos (FEM) para la solucién numérica de ecuaciones
diferenciales.

A continuacién se repasan las principales variantes de los esque-
mas de enumeracion espacial.

3.3.1 Enumeracion exhaustiva

Los métodos de modelado basados en r-sets ven a los sélidos
como conjuntos continuos de puntos del espacio. A la hora de
representarlos, no es posible hacerlo mediante una lista de dichos
puntos, ya que se trata de un conjunto infinito no numerable.
Sin embargo, si es posible discretizar el espacio dividiéndolo en

pequefios cubos y representar el s6lido como la lista de todos los

cubitos total o parcialmente ocupados por puntos del sélido. Los Figura 3.4: Ejemplo de enumera-
cubos forman una subdivision regular del espacio, es decir,no ~ cion exhaustiva. © A.HJ. Christen-
sen, 1980

se solapan, y tienen tamafo y orientacién uniformes. En caso
contrario, la enumeracion no es sintacticamente correcta. (En la
Figura 3.4 puede verse un ejemplo).



Este es uno de los esquemas mds sencillos a la hora de represen-
tar un s6lido matematico en un ordenador, y recibe el nombre de
enumeracion exhaustiva. Normalmente sélo se estard interesado
en una region limitada del espacio, por lo que el conjunto de pe-
quefios cubos puede almacenarse como un array tridimensional
cijk de datos binarios. Si ¢;j = 1, entonces el voxel c;jx representa
a una region del espacio ocupada por el sélido, mientras que si
es cero, representa a una regioén vacia.

Por supuesto, para poder establecer ese array tridimensional de
datos binarios es necesario almacenar también el sistema de ejes
coordenados de referencia, la caja englobante alineada con los
ejes del drea del espacio de interés, y el tamafio de arista de cada
pequefio voxel.

Este esquema de representaciéon es muy adecuado en ciertos
campos de aplicacién, tales como la tomografia digital en medici-
na, que justamente produce informacién tridimensional digital
muestreada a intervalos regulares, dentro de un volumen limita-
do. Ademés, algunas propiedades integrales de los sélidos, tales
como su volumen o su momento de inercia, se pueden calcular
como sumas de los valores de dichas propiedades evaluadas en
cada voxel individual.

Se puede extender este esquema de representaciéon para repre-
sentar s6lidos heterogéneos facilmente. En lugar de asignar s6lo
dos valores a cada voxel 0 6 1, se puede definir un conjunto
M = {my,my,..., m,} de materiales primarios y asignar a cada
cubo un valor

n
a=(ay,ay,...,ay) €R" ‘ Ya;,=1, a; >0
i=1

que es una combinacién convexa sobre el conjunto de materiales.
Asi, cada cubo puede estar compuesto por un material que es
una mezcla de los n materiales primarios.
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Este esquema de representacién es muy simple, pero no es muy
adecuado para representar sélidos heterogéneos, ya que tiene
limitaciones evidentes:

= Dentro de cada véxel s6lo hay un material uniforme, que
si bien es la mezcla de los materiales primarios, permanece
constante a lo largo de todo el volumen del cubo. Por tanto, no
es posible establecer una gradacién continua de la distribucion
de materiales en el interior del sélido.

= Para poder representar con precision la distribuciéon de mate-
riales a lo largo del objeto sélido, es necesario que el tamafio
de cada voxel sea muy pequeiio (el modelo debe tener una alta
resolucion) de forma que el tamafio de la representacion resul-
tante es enorme. Esto requiere gran esfuerzo de procesamiento
y de almacenamiento.

= No es sencillo editar ni la forma, ni la distribuciéon de materia-
les de un s6lido modelado con este esquema de representacion.

Los esquemas de representaciéon mediante enumeracioén exhausti-
va tienen en general las siguiente propiedades:

= Dominio o poder expresivo. Obviamente, la enumeracién ex-
haustiva es un método de representacion aproximado. Las
superficies que no sean planas y paralelas a alguno de los
planos coordenados sélo podrédn representarse de forma apro-
ximada, y esta aproximacion serd tanto mejor cuanto menor
sea el tamafio de los pequeiios voxeles que forman la descom-
posicion. En el limite, la descomposicién tiende al objeto que
se representa. Por lo demas, el esquema es general, es decir,
permite representar cualquier clase de sélidos.

» Validez. Dado que los cubos estdn situados en una rejilla
regular del espacio y que s6lo pueden intersectarse en una cara,
arista o vértice, la validez esta garantizada en este esquema.
Toda representacion sintacticamente correcta de un sélido es
vélida.

= No ambigiiedad. El esquema es no ambiguo hasta el grado de
resoluciéon que permita el tamafio de los voxeles. Dos sélidos
con la misma estructura general, pero con pequefios detalles
diferentes en su superficie pueden representarse de la misma

El esquema de representacion me-
diante enumeracion exhaustiva pue-
de usarse para representar solidos
heterogéneos, pero para construir sé-
lidos con calidad es necesario proce-
sar una cantidad enorme de voxeles



forma en el esquema, ya que si el tamano del detalle es menor
que el tamafio de los voxeles, el esquema no tendra precision
suficiente para representarlo.

= Unicidad. Si se usa un sistema de referencia fijo y un mismo ta-
mafio tanto de caja envolvente como de arista para los voxeles,
el esquema de enumeracién exhaustiva es tnico, salvo la no
unicidad posicional, ya que un mismo sélido no puede tener
dos representaciones diferentes. Si no se usa un mismo criterio
a la hora de almacenar los voxeles del array tridimensional,
también puede darse la no unicidad permutacional.

= Facilidad de creacién. En ciertos campos de aplicacién es muy
sencillo construir representaciones mediante enumeracion ex-
haustiva. Por ejemplo en medicina, donde se cuenta con in-
formacion tridimensional digital como datos de entrada. Sin
embargo, en general es dificil construir modelos de objetos
mediante enumeracién exhaustiva.

= Concisién. Este esquema no es en absoluto conciso. Si se desea
representar un objeto de tamafio medio-alto con un nivel me-
dio de resolucién, se necesita una cantidad enorme de peque-
fios vOxeles para describirlo, lo cual se traduce en una gran
cantidad de almacenamiento.

= Cerrado para operaciones booleanas. Las operaciones boo-
leanas son extremadamente faciles de implementar en este
esquema; sin embargo, dado el gran tamafio que requiere una
representacion para ser medianamente ttil, dichos algoritmos
consumen mucho tiempo de procesamiento.

3.3.2  Descomposicién en celdas

Una forma de resolver los problemas de los esquemas de enu-
meracién exhaustiva, conservando sus ventajas, es usar otros
tipos de voxeles en lugar de cubos. A estos voxeles con formas
genéricas se les denomina celdas (véase Figura 3.5).

Normalmente se suele usar mds de un tipo de celdas bésicas, las
cuales pueden ser cualquier objeto topolégicamente equivalente
a una esfera (es decir, que no contenga agujeros). Las celdas indi-
viduales concretas de la representacion se generan a partir de las
celdas bésicas como instancias parametrizadas. Hay una tinica
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Por lo general, se usa la palabra vé-
xel sélo para referirse a celdas ciibi-
cas

Figura 3.5: Celdas genéricas
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operacién que “pega” unas celdas con otras y normalmente viene
dada de forma implicita mediante la manera en que se codifican
en la estructura de datos.

La descomposicién debe satisfacer la condicién de que cada dos
celdas deben ser o bien completamente disjuntas (no se inter-
sectan), o bien se intersectan en exactamente un vértice, o a lo
largo de una arista, o bien en una superficie completa. Si las
celdas se intersectan de alguna otra forma, la descomposicién
no es correcta. Las celdas més utilizadas son poliedros y celdas
cuadraticas.

Este esquema de representacion también se puede extender para
representar sélidos heterogéneos. En este caso, es necesario asig-
nar una funcién de material F, que asigne a cada punto de cada
celda de la descomposicién una combinacién convexa sobre el
conjunto de materiales M = {my,my, ..., my,}

1=

n
a=(ay,a,...,ay) €R" ‘ Ya;, =1, a; >0
1

En el caso de celdas poliédricas no es sencillo definir una funcién
de material F, y en el caso de celdas cuadraticas se debe imple-
mentar algin mecanismo para asegurar la transicién continua de
materiales entre celdas contiguas.

Los esquemas de representaciéon mediante descomposicién en
celdas tienen en general las siguientes propiedades:

= Dominio o poder expresivo. El esquema es general, y exacto
hasta el grado de la celda, sobre todo si se usan celdas con
superficies exteriores curvas.

= Validez. La validez de la descomposicién en celdas es muy
dificil de establecer. Mientras que el esquema de enumeracion
exhaustiva tiene propiedades estructurales que aseguran la
validez, una descomposicién en celdas general es solamente
un conjunto desordenado de celdas, por lo que para comprobar
la validez se necesita aplicar un test de interseccién para cada
pareja de celdas de la representacion.

Figura 3.6: Ejemplo de descomposi-
cién en celdas usando las celdas de
la Figura 3.5. Como puede verse el
esquema no es ambiguo y no es tini-
co

Nuestro esquema de representacion
es un esquema de descomposicion en
celdas, en el que se han resuelto los
problemas de continuidad, validez,
facilidad de creacion y edicion.



= No ambigiiedad. El esquema no es ambiguo, siempre y cuan-
do se emplee el niimero suficiente de celdas del tamafio ade-
cuado para representar todos los detalles del sélido que se
quiera representar.

= Unicidad. Este esquema de representacién no es tinico, y no
s6lo por la no unicidad posicional y permutacional. Dado que
se emplean distintos tipos de celdas con tamafios que pueden
ser variables, es muy sencillo generar dos representaciones
distintas para un mismo objeto sélido.

» Facilidad de creacién. Normalmente las descomposiciones en
celdas se crean mediante conversién a partir de otros esquemas
de representacion, ya que es dificil construirlas directamente.

= Concisién. Es una representacion relativamente concisa; nor-
malmente consiste en un conjunto de puntos, seguido de una
lista de elementos. Cada elemento tiene un tipo y una lista de
enteros referenciando cada uno a un punto. La interpretaciéon
de esa lista de puntos depende de cada tipo de elemento. Por
ejemplo: si se trata de un tetraedro, el elemento tendra una
lista de cuatro indices de punto, que se refieren a los vértices
del tetraedro.

= Cerrado bajo operaciones booleanas. Los algoritmos para cal-
cular operaciones booleanas no triviales son muy complejos
en el caso de descomposicién en celdas.

3.3.3 Octrees

Los octrees son otro intento de resolver los problemas de la enu-
meracién exhaustiva sin perder sus ventajas. A diferencia de la
descomposicion en celdas, donde se aplicaba el enfoque de usar
otros tipos de voxeles distintos a los cubos, en los octrees se
siguen usando cubos, pero no todos del mismo tamario, de forma
que se puede ahorrar mucho espacio de almacenamiento.

Los octrees explotan el hecho de que normalmente en una enu-
meracioén exhaustiva, los cubos vecinos a un cubo ocupado por
el sélido estdn también ocupados por el s6lido. Usan la propie-
dad fundamental de que el nimero de nodos necesarios para
representar un sélido es proporcional al drea de su superficie. De
esta forma, el ntimero de voxeles necesarios es proporcional a 72,
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donde 7 es la resolucion, en lugar de ser proporcional a 3 como
ocurre en la enumeraciéon exhaustiva.

Los octrees parten de un gran cubo que engloba a todo el espacio
de interés. Si el s6lido ocupa parcialmente ese cubo, entonces se
subdivide en ocho subcubos iguales llamados octantes, que se
almacenan en un arbol en el que cada nodo tiene ocho descen-
dientes (arbol octal). Este proceso se subdivision recursiva del
espacio prosigue con cada uno de los ocho octantes hasta que
cada uno puede ser etiquetado como completamente ocupado
por el s6lido, completamente vacio, o bien hasta que se alcanza
un nivel de subdivisién prefijado (véase Figura 3.7).

Los octrees no son adecuados para representar sélidos heterogé-
neos. Su principal ventaja frente a la enumeracién exhaustiva, que
permiten agrupar varios cubos que tengan un mismo material en
un cubo mayor, es el principal inconveniente que impide usarlos
para representar esta clase de solidos. El octree sélo serfa efectivo
en aquellas partes del sélido que estuviesen compuestas por un
tnico material.

Se podria considerar otro enfoque, en el que el criterio de parada
a la hora de subdividir no fuese el material en el interior del
s6lido sino la forma del sélido, y usar una funcién en el interior
de cada cubo, que asigne una distribucién de material a cada
punto. Sin embargo, esta solucion plantea grandes problemas de
continuidad entre cubos de mayor tamafio adyacentes a cubos de
menor tamano.

Ademés, este método no permite una edicién sencilla de un obje-
to ya modelado.

Los esquemas de representacion mediante octrees tienen en ge-
neral las siguientes propiedades:

= Dominio o poder expresivo. Tal y como ocurria con la enu-
meracion exhaustiva, la representacién mediante octrees es
aproximada. Dado un objeto sélido para la que se tenga una
rutina de clasificacién de puntos, puede generarse un octree
tan preciso como se quiera, eso si, a costa de un mayor niimero
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Figura 3.7: Ejemplo de octree. Como
puede verse, en el interior del obje-
to los voxeles son mayores que en
la superficie, donde es necesario un
mayor detalle. © Acodered, 2010



de voxeles. Cuanto mads se subdivida el espacio, mas pequefios
serdn los octantes y mds precisa serd la representaciéon, pero
mayor serd también el espacio de almacenamiento requerido.

= Validez. Este esquema de representacion es valido. Todas sus
representaciones sintdcticamente correctas son vélidas.

= No ambigiiedad. Hasta la resolucién prefijada, todos los oc-
trees son no ambiguos.

» Unicidad. Dada una resolucién, un sistema de referencia y
un cubo inicial fijos, todos los octrees son tnicos salvo la
no unicidad posicional. Si no se usa un mismo criterio para
etiquetar los nodos en el drbol octal, se puede dar no unicidad
permutacional.

» Facilidad de creacién. El tinico problema que se presenta a la
hora de construir octrees a partir de cualquier objeto sélido, es
contar con un método de clasificacién de puntos para dicha
solido. Si existe un método que dado un punto del espacio
determine si estd dentro o fuera del s6lido, entonces construir
el octree es muy sencillo.

= Concisién. Aunque mas concisos, en general, que los esque-
mas de enumeracién exhaustiva, los octrees, en promedio,
requieren gran cantidad de almacenamiento. Aunque como
ya se ha mencionado, el nimero de nodos necesario para re-
presentar a un sélido es proporcional al drea de la superficie
de dicho sélido. Asi, si se trata de un sélido con una super-
ficie poco intrincada, se puede representar con precision con
relativamente pocos octantes.

= Cerrado bajo operaciones booleanas. Las operaciones boolea-
nas se implementan de forma sencilla mediante algoritmos
para recorrer los arboles.

Aun cuando los octrees sdlo representan de forma exacta ciertos
tipos de soélidos, se usan mucho, ya que permiten calcular pro-
piedades integrales de los mismos de forma muy sencilla.
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3.4 Conclusiones

La experiencia acumulada hasta la fecha indica que ningtin es-
quema de representacion es el mejor de una manera absoluta. Un
sistema de modelado de proposito general deberfa poder gestio-
nar diferentes esquemas de representacién, y usar cada uno de
ellos en aquellas aplicaciones a las que se adapte especialmente
bien.

3.5 ¢Como plantear una investigacion en modelado de solidos?

De todo lo anterior se desprende que cualquier trabajo de inves-
tigacion que pretenda establecer un nuevo esquema de repre-
sentacion para modelar objetos sélidos debe tratar los siguientes
aspectos:

= Establecer de forma clara cudl es el espacio de sélidos mate-
maéticos que le sirve de referencia.

= Establecer de forma clara cudl es la representacion que se elige
para representar dichos sélidos.

» Explicar en qué consiste el esquema de representaciéon pro-
puesto, o lo que es lo mismo, cémo es la correspondencia entre
s6lidos matematicos y representaciones.

» Estudiar hasta qué grado el esquema de representacion elegido
cumple las propiedades deseables que debe tener.

= Explicar como construir y editar representaciones de sélidos
usando el esquema propuesto.

= Explicar como visualizar los s6lidos representados con el nuevo
esquema.

En los siguientes capitulos de esta memoria se tratan todos esos
puntos con detalle.



4
Objetos heterogéneos

Los objetos fisicos que se quieren representar con este esquema
de representacién son heterogéneos, es decir, estan formados por
distintos materiales mezclados en proporcién variable (ver Figura.
4.1). Por esa razoén, el primer paso en el proceso de modelado
debe ser definirlos con precision. En este capitulo se define qué
es un objeto heterogéneo.

4.1 Objeto heterogéneo

Kumar y Dutta en [16] presentan un estudio muy completo sobre
objetos heterogéneos y cémo caracterizarlos matemdticamente.
El material de este capitulo se basa con algunas pequefias modifi-
caciones en su trabajo.

Un objeto heterogéneo es aquel que estd compuesto por diferen-
tes materiales (conocidos como materiales primarios), los cuales
se presentan en proporcion variable a lo largo del objeto. Se
asume que el niimero n de materiales primarios es finito.

Figura 4.1: a) objeto homogéneo for-
mado por un tinico material (metal).
b) objeto heterogéneo formado por
dos materiales (metal y carbén), mez-
clados en proporcién variable

(a) homogéneo

(b) heterogéneo
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El material en un punto p de un objeto heterogéneo S es una
combinacién (mezcla) de los n materiales primarios, que se espe-
cifica como la fracciéon de volumen ocupada por cada material.
El conjunto R", que tiene estructura de espacio vectorial, es un
espacio matemdtico que define la distribucién de material. Cada
dimensién representa a un material primario especifico.

4.2 Distribucion de material

Sea M = {my,my,...,m,} un conjunto de materiales primarios,
donde cada material m; es un literal (el nombre de ese material).
Sea n = |[M| la cardinalidad del conjunto M (el nimero de mate-
riales necesarios para un problema concreto).

La distribucién de material en un punto cualquiera p de un
objeto heterogéneo es una tupla:

a=(ay,ay,...,ay) € R" (4.1)

del espacio vectorial R”, donde cada coordenada a; de la distribu-
cién de material es la fraccién del volumen que ocupa el i-ésimo
material en ese punto.

La suma de las fracciones de volumen ocupado por cada material La suma de todas las coordenadas de
primario debe sumar la unidad, y cada coordenada debe ser un la distribucion de material debe ser
valor perteneciente al intervalo cerrado [0, 1]. De lo contrario, los igual a 1

objetos no tienen sentido en el mundo real. En otras palabras, no
todas las posibles distribuciones de material a € R” son apropia-
das.

Se define el espacio de distribuciones de material vdlidas V
como:

V=<acR"

n
Y ai=1,4,>0 (4.2)
i=1

Una distribucién de material a es védlida si y sélosia € V C R";
es decir, una distribucién de material a es vélida si y s6lo si sus
coordenadas a; son los coeficientes de una combinaciéon convexa
sobre el conjunto de materiales primarios M.



Sobre el espacio de distribuciones vélidas de material V, se define
una operaciéon de combinacién, denotada por @, de forma que
V es cerrado bajo la operacion @,. Es decir: que dados a,b € V,
dos combinaciones de material validas, entonces su combinacién
mediante la operacién @, también loes, a®, b € V.

La operacién &, se define de la forma:

adyb=a-a+(1—a)-b (4.3)

donde « es un escalar que define la contribucién de cada dis-
tribucién de material al resultado final. Es necesario que V sea
cerrado bajo la operacion @y, por lo que debe darse que:

a € [0,1]

Es decir, «, debe definir una combinacién convexa sobre el con-
junto {a,b} que forman las distribuciones de material a y b.

4.2.1  Problema con dos materiales

En varias aplicaciones industriales son necesarios materiales re-
sistentes a la rotura y al mismo tiempo con baja conductividad
térmica. En esos casos se suele emplear una mezcla de Zirconia
ZrO; (un material cerdmico) y acero dulce Fe+C+Mn.

Para modelar este material usando nuestro esquema de represen-
tacion definimos un conjunto M = {”Zirconia”, " Acero dulce” }
cuya cardinalidad n = M| = 2.

Para asignar una distribucién de material concreta a un punto da-
do p del objeto que se quiere modelar, se define una distribucién
de material a = (a1,a42) € V C R?.

Si en un punto hay un 50 % de Zirconia y otro 50 % de acero dulce,
la distribucion de material que hay que asociar es: a = (0.5,0.5),
mientras que si se tiene un 20 % de Zirconia y un 8o % de acero,
la distribucién de material es: a = (0.2,0.8).

Soélo se pueden asignar distribuciones de material vélidas. Por
ejemplo, la distribucién a = (0.4,0.8) no es vélida, porque la
suma de sus coordenadas no es 1. De igual forma, la distribucién
a = (1.2,-0.2) no es vélida, porque no todas sus coordenadas
estan en el intervalo cerrado [0, 1].
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Esta situacion en el disefio de palas
para turbinas de motores de aviacién
en las que se necesita un niicleo de
acero muy resistente y un exterior
de cerdmica que soporte altas tempe-
raturas
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Supongamos ahora dos distribuciones de material vélidas a =
(0.7,0.3) y b = (0.4,0.6). Para combinarlas de forma que la dis-
tribucién a tenga tres veces mds peso en la mezcla final que
la distribucién b, se puede usar la operacién @, con el valor
x = 0.75:

a®ozsb =0.75-(0.7,0.3) + (1 —0.75) - (0.4,0.6) = (0.625,0.375)

4.3 Ejemplo real de objeto heterogéneo: neumdtico

Como sabemos, los objetos heterogéneos estan formados por
varios materiales mezclados entre si, de forma que se obtiene un
nuevo material cuyas propiedades no son las de los materiales
individuales, sino su mezcla. Esto tiene grandes ventajas para
la industria. En la actualidad, se dedica un gran esfuerzo de
investigacion a la fabricaciéon de nuevos materiales heterogéneos,
fabricados mediante mezcla de otros materiales, con la idea de
mejorar las propiedades de estos tiltimos mediante la combina-
cién de las propiedades de los materiales mezclados.

Un ejemplo interesante lo tenemos en el motociclismo de compe-
ticién, donde la tecnologia juega un papel muy importante a la
hora de conseguir mayores prestaciones en las motos.

Uno de los elementos mds importantes en una moto de compe-
ticién son los neumaticos, que tienen dos funciones principales:
transmitir la potencia que genera el motor al suelo con la maxi-
ma eficiencia, y proporcionar el mayor agarre en curvas y sobre
asfalto mojado o resbaladizo [8]. De entre todas las partes de los
neumadticos, la banda de rodadura es probablemente el compo-
nente mds critico a la hora de determinar las propiedades de los
mismos.

En el desarrollo de mejores neumaéticos se pueden tener en cuenta
. . . Figura 4.2: Neumdtico de compe-

muchas propiedades, pero la mayoria de fabricantes centran su 0
. ) ., . ] ticién degradado tras una carrera
atencién en el efecto conocido como tridngulo magico: resisten- del campeonato mundial de MotoGP.

cia a la rodadura, adherencia en mojado y resistencia al desgaste. © Scott Jones, 2014



El nombre de tridngulo maégico viene de la complicada relaciéon
entre estas propiedades, ya que, por ejemplo, al mejorar la adhe-
rencia en mojado, se produce un aumento de la resistencia a la
rodadura, y por tanto un aumento del desgaste y viceversa.

4.3.1 Histéresis y adherencia

El contenido de esta seccion estd basado en las referencias [10, 8]

El caucho, material que determina en buena medida las propieda-
des de un neumaético, presenta histéresis viscoeldstica que tiene
efectos que son a la vez beneficiosos y perjudiciales.

El deslizamiento de un neumaético de caucho sobre una irregula-
ridad en la superficie de contacto provoca una deformacién. Se
trata de deformaciones de alta frecuencia y se deben a pequefios
baches y piedrecitas o a la propia estructura rugosa del asfalto.
Cuando esta irregularidad se ha superado, el caucho tiende a
recuperar su forma original y su contacto con la superficie pero,
debido a la histéresis, no de manera inmediata.

Este desfase entre causa (presién o tension aplicada) y efecto
(deformacioén), hace que el neumaético apoyado sobre una super-
ficie rugosa como es el asfalto “abrace” las irregularidades de
manera asimétrica, mds por delante de esa rugosidad que por
detrds, en el sentido de la marcha (ver Figura 4.3). Esto genera
una distribucién de presiones orientada en sentido contrario al

Direccién de rotacion

Figura 4.3: Histéresis y adherencia.
El neumatico se desplaza hacia la iz-
quierda lo que provoca una fuerza
de deslizamiento hacia la derecha.
La histéresis de alta frecuencia crea
microfuerzas que se oponen al des-
lizamiento y por tanto favorecen el
agarre [10]
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deslizamiento, lo que contribuye a la fuerza de fricciéon total. En
este caso la histéresis favorece el agarre del neumaético.

A este fendmeno se debe que un neumaético “blando” tenga
mejor agarre que uno “duro”, y que la mayor traccién se obtenga
cuando la rueda estd sufriendo un cierto deslizamiento. Los
mejores compuestos para conseguir mejor agarre son los que
presentan altos valores de histéresis para deformaciones de alta
frecuencia.

4.3.2 Histéresis y resistencia a la rodadura

Una consecuencia negativa de la histéresis de un neumatico es
la resistencia a la rodadura. Cuando un neumatico gira, todas
las secciones de su banda de rodadura entran en contacto con el
suelo en sucesion. Se trata de deformaciones de baja frecuencia.
Cuando una seccién del neumadtico toca el suelo se deforma, pero
no recupera su forma original de forma inmediata a consecuen-
cia de la viscoelasticidad del caucho. Este retardo provoca que
buena parte de la energia empleada en su deformacién no sea
recuperada al volver a su forma original. Esto se traduce en una
distribucién de presiones desigual en la huella, mas intensas en
su parte delantera (véase Figura 4.4).

Esta distribucién de presiones puede ser resumida en una tinica
fuerza resultante que tiene una direccién vertical, y su punto
de aplicacion estard ligeramente desplazado por delante del eje
vertical del neumatico. Como toda fuerza cuya direccion de apli-
cacion no pase por el centro de rotacién de un objeto, imprimira
al mismo un momento angular o par (véase Figura 4.5).

Direccidn de rotacion

Figura 4.4: Histéresis y resistencia a
la rodadura 1. El neumatico se des-
plaza hacia la izquierda lo que provo-
ca una fuerza de deslizamiento hacia
la derecha. La histéresis de baja fre-
cuencia crea fuerzas desiguales en la
huella del neumatico, mas intensas
en la parte delantera de la marcha

[10]
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En el caso del neumatico, este par se opondrd a su rodadura, y
deberéa ser vencido por la energia proveniente del motor, incre-
mentando por tanto el consumo de combustible y reduciendo la
velocidad méxima.

Los mejores compuestos para conseguir menor resistencia al avan-
ce son los que presentan menor histéresis para deformaciones de
baja frecuencia.

Por otro lado, a mayor histéresis, mayor cantidad de calor se
disipa al rodar, por lo que el neumético se ve sometido a tempe-
raturas que pueden degradarlo y en casos extremos destruirlo.
Todo ello influye negativamente en el desgaste del neumatico y
en sus propiedades.

4.3.3 Conclusion

Para maximizar las propiedades beneficiosas del caucho y mi-
nimizar sus propiedades perjudiciales, los fabricantes afiaden
aditivos al caucho. Los mas importantes son: carbon black y silica.

El aditivo carbon black es una forma amorfa de carbono muy
fina y de color negro que se produce por la combustién incom-
pleta de gas natural o derivados del petrdleo. Presenta un valor
alto de histéresis para deformaciones de alta frecuencia, por lo
que afiadido al caucho da como resultado neumdticos que tienen
altos valores de agarre.
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Figura 4.5: Histéresis y resistencia
a la rodadura 2. En esta imagen el
neumatico se desplaza hacia la dere-
cha. Las fuerzas pueden resumirse
en una uUnica fuerza resultante que
genera un par que se opone al giro
de la rueda [10]
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El aditivo silica se obtiene a partir de la reaccién de silicato de
sodio soluble y acido. Presenta un valor bajo de histéresis para
deformaciones de baja frecuencia, por lo que afiadido al caucho
da como resultado neumaéticos que tienen bajos valores de resis-
tencia al rodamiento.

Los fabricantes de neumadticos consiguen neumaticos con una
banda de rodadura eficiente (baja resistencia al rodamiento y
mayor duracién), y al mismo tiempo con gran agarre, mezclando
al caucho, carbon black y silica. Este es un magnifico ejemplo
de como un material formado por mezcla de otros (heterogéneo)
proporciona unas propiedades mejores que las de los componen-
tes tomados por separado.

Ademds de todos los problemas descritos anteriormente, en las
carreras se tienen circuitos con un mayor nimero de curvas en
un sentido que en otro; por ejemplo, el circuito de Estoril en
Portugal (Figura 4.6), tiene cuatro curvas a izquierda y nueve a la
derecha. Esto hace que los neuméticos se vean sometidos a mayor
esfuerzo en el lado derecho. En estas condiciones, si se opta por
un neumatico “blando” en toda la banda de rodadura, es posible
que el lado derecho no aguante toda la carrera, mientras que si se
opta por un neumdtico “duro”, las curvas a izquierda se deberdn
tomar a menor velocidad.

La solucién 6ptima en este caso es un neumatico donde la pro-
porcién de los aditivos carbon black y silica en el caucho sea
variable. El neumatico deberia ser més “duro” en el lado derecho
para tener mayor durabilidad (ya que en ese lado estd sometido a
mayor desgaste) y mas “blando” en el izquierdo para tener mayor
agarre. En el lado izquerdo deberia haber mayor concentracién
de carbon black, mientras que en el lado izquierdo deberia haber
mayor concentracién de silica.

La variaciéon en la mezcla de materiales en la banda de rodadura
del neumatico debe ser continua para que el neumatico sea ttil.
De esta forma se previene que al girar la moto para pasar de
una curva a izquierda a una a derecha en rédpida sucesién, haya
cambios bruscos en la capacidad de agarre, lo que podria causar
un accidente.

Hasta ahora no se tiene un objeto
realmente heterogéneo, ya que, una
vez fijadas las proporciones de cada
material en la mezcla, esta no varia a
lo largo de toda la banda de rodadura

Parabolica

@ &33 Aymu;osmm

Paraolica

nancho Interior

Curva?

Curval

Figura 4.6: Plano del circuito de Es-
toril en Portugal. © Circuito Estoril,
2015

En este caso si se tiene un objeto he-
terogéneo, ya que la proporcion de
los distintos materiales va variando
a lo ancho de toda la banda de roda-
dura



5
Objeto regqular heterogéneo

hr-object

El siguiente paso en el proceso de modelado es definir un
modelo matematico adecuado para representar objetos hetero-
géneos. En este capitulo caracterizamos formalmente el modelo
matemadtico que usamos en nuestro esquema de representacion:
los objetos regulares heterogéneos o hr-objects.

Kumar y Dutta en [16] presentan una idealizacién matematica
para objetos heterogéneos que es muy apropiada: los r,,-objects,
compuestos por 7,-sets. Nuestros hr-objects estdn basados en
ellos, con dos ligeras pero importantes variaciones [5]: la funcién
de material F debe ser continua a trozos y su dominio no puede
ser [E3.

El modelo matemdtico que proponemos es el hr-object:

Sea M = {m1, moy,..., mn} un conjunto de materiales primarios y
sea n = |M]| su cardinalidad (el nimero de materiales necesarios
para un problema concreto).

Se define un objeto regular heterogéneo hr-object O como una
terna O = {S,V, F} (ver Figura 5.1), donde:

» Sesunrset. S C R? es un conjunto acotado, rigido y regular,
con su frontera definida mediante funciones algebraicas.

= V C IR” es el conjunto de todas las distribuciones de material
vélidas (ver ecuacion 4.2) para un problema con n materiales.

S

Fi(Si) Fi(S))

o

Figura 5.1: Estructura de un hr-
object. Sobre el r-set S se define una
particién, siendo S; los elementos de
esa particién. La funcién de material
F es continua en cada subconjunto
S; y continua a trozos en el r-set S
completo
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= F es la funcién de material; asigna una distribuciéon de mate-
rial valida a, para cada punto p del r-set. La funcién F define
la forma en que los materiales primarios se distribuyen a lo
largo del volumen del objeto.

La funcion de material F es continua a trozos:
Sea {S1,S2,...,S,} C P(S) una particién de S, es decir:

p
SiﬁS]':®, i #j and ‘Ul*Si:S.
=

F:S;,—V

Cada funcién F; es continua en el conjunto S; en el cual esta
definida. Llamamos hr-set a cada subconjunto S; (cada volumen
en el cual la funcién F es continua).

Como puede verse en la ecuacién 5.1, la funcién de material F
define la forma en que los materiales se distribuyen a lo largo
del volumen del objeto. Asigna una distribucién de materiales
vélida a cada punto p del r-set.

La funcién de material F no tiene por qué ser continua en el
r-set S completo. A diferencia de otros modelos propuestos, esto
permite modelar objetos complejos con discontinuidades tanto
en su forma como en la distribucién de materiales en su interior.

A diferencia de otros modelos propuestos, el dominio de nuestra
funcién de material F no es E3. Es decir, la funcién de material
no asigna una distribucién de material a un punto segin sus
coordenadas. De esta forma se pueden aplicar transformaciones
y deformaciones al objeto, sin que se pierdan las distribuciones
de material asociadas a los puntos. Se puede argumentar que
siempre se puede definir un sistema de coordenadas local al
objeto y aplicar las distribuciones de material a los puntos ex-
presados en ese sistema. Eso permitirfa aplicar transformaciones
geométricas rigidas, pero no deformaciones, ni editar la forma
del objeto sélido.

La frontera geométrica externa del objeto regular heterogéneo
O, bext(0O), es la frontera de la unién regularizada de los hr-sets
S;.

bext(o) =b (U*Sl> ’ 1 < i < p (52)

La forma en que definimos la funcion
F en nuestro modelo permite aplicar
deformaciones y editar la forma del
objeto heterogéneo, sin que pierda
sus materiales
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Los puntos que no pertenecen a bext(O), pero que pertenecen
ab(S;), 1 <i < p,es decir, aquellos puntos que no estén en la
frontera del objeto regular heterogéneo pero que si estdn en la
frontera de alguno de los hr-sets que lo forman se llaman puntos
de frontera interna.

bin(0) = Jb(S) | bex(0), 1<i<p  (53)

Los puntos de frontera interna forman parte de més de un hr-set;
son puntos irregulares, que pueden tener dos o més distribucio-
nes de material asociadas.

Sea p € bint(O) un punto perteneciente a la frontera interna de
un h?—object O;seaL={l,...,.ln} €{1,...,p}, el conjunto de
los indices de aquellos conjuntos a los cuales pertenece el punto

L
p:p € Ub(S;) C bint(O), y sea Ipin = min(L).
2ES

Definimos la funcién de material en este punto de frontera interna
F(p) como:

F(p) = F...(P) (54)

De esta forma, la funcién de material F es inyectiva en estos
puntos, y asi el hr-object es valido.

Es importante darse cuenta de que el conjunto M no es parte de
la definicién matemadtica de objeto regular heterogéneo, ya que lo
tnico que importa es su cardinalidad #n = |[M]|, el nimero de ma-
teriales primarios adecuados para un problema concreto, no los
materiales concretos que lo forman. Es tarea de las aplicaciones
que usan los hr-objects asignar un significado concreto a cada
material.

Expresado de otra forma, el esquema de representacion que
proponemos no necesita conocer la naturaleza de los materiales
primarios para poder gestionarlos correctamente.






6
Hiperparche Béziér heterogéneo

compuesto

El dltimo paso en el proceso de modelado consiste en definir la
representacién computacional que permite representar en un or-
denador los objetos matematicos definidos en el paso anterior. En
este capitulo caracterizamos formalmente la representacién que
se usa en nuestro esquema de representacion: los hiperparches
Béziér heterogéneos compuestos.

6.1 Hiperparche

Los hiperparches (también conocidos como objetos paramétricos
o sélidos trivaluados) son una herramienta matematica que se ha
usado con éxito para representar objetos [19].

Tienen una clara ventaja sobre otras herramientas clasicas como
modelos de fronteras (B-rep), geometria constructiva de sélidos
(CSG), o modelos de descomposicién (enumeracion exhaustiva,
descomposicion en celdas y octrees): permiten representar con
precisién no sélo la frontera externa de los objetos, sino también
su interior.

Un hiperparche es un conjunto de puntos cuyas coordenadas
son el resultado de evaluar una funcién vectorial, continua, mo-
novaluada:

B(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))

donde las variables paramétricas u, v, y w por lo general estan
limitadas a tomar valores dentro del intervalo cerrado [0, 1].

La gran ventaja de los hiperparches
sobre otras herramientas de modela-
do es que permiten representar con
precision el interior de los objetos
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Estas funciones vectoriales definen las coordenadas del conjunto
de puntos que forman el objeto. Para cada tupla de valores de
las variables paramétricas (u,v, w), la funcién B proporciona las
coordenadas de un punto p = (x,,z) € R3 del objeto.

Por lo tanto, un hiperparche es una proyecciéon paramétrica de
un dominio sélido (un cubo de tamafio unidad) en el espacio
tridimensional. El dominio de esta proyeccién se conoce como
espacio paramétrico U, y el rango de la proyeccion se llama es-
pacio de modelado RR>.

La forma geométrica de un hiperparche es:
SESR 3 3 3
p(uwv,w) =3 Y ) 8B (1)B(v)B}(w) u,0,we[01] (6.1)
i=0 j=0k=0

donde g;jx = (xijk, Yijks zl-jk) son los coeficientes geométricos que
definen la forma del objeto, y B® son las funciones de mezcla
ctibicas que combinan esos coeficientes para obtener todos los
puntos del objeto. Los coeficientes geométricos también se deno-
minan puntos de control. Como puede verse en la Figura 6.1, la
forma del objeto esta directamente relacionada con la posicién
de los coeficientes geométricos.

Figura 6.1: La forma del hiperparche
viene determinada por la posicién de
los coeficientes geométricos Sijk =
(Xijks Yijks Zijk) que son interpolados
por las funciones mezcla B3. En esta
figura se muestran tres hiperparches
contiguos.
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En el caso trictibico, hacen falta 4 x 4 x 4 = 64 coeficientes geo-
métricos para definir un hiperparche. Estos coeficientes estan
organizados en un array tridimensional, con indices i, j y k, que
varian de 0 a 3 (ver Figura 6.2). Se puede establecer un sistema
de coordenadas, llamado espacio de indices, I con ejes I, | y K.
Se denomina G al array tridimensional de indices que definen la
forma del hiperparche.

Cada hipeparche tiene asociado un conjunto de elementos fron-
tera que definen de forma perfecta su frontera externa (véase la
Figura 6.3):

= Seis superficies, que se obtienen fijando el valor de una de
las variables paramétricas u, v, w, que toma el valor 0 o el
valor 1, mientras las otras dos variables toman valores libre-
mente en el intervalo cerrado [0, 1]. Se denominan superficies
isoparamétricas frontera. Por ejemplo: B(0, v, w) 0 Boyy

= Doce curvas, que se obtienen fijando el valor de dos de las
variables paramétricas u, v, w, que toman el valor 0 o el valor 1,
mientras que la tercera toma valores libremente en el intervalo
cerrado [0,1]. Se denominan curvas isoparamétricas frontera.

= Ocho puntos, que se obtienen fijando el valor de las tres coor-
denadas paramétricas u, v, w, que toman el valor 0 o el valor 1.
Estos puntos se llaman corner points. Coinciden con los ocho
coeficientes geométricos que ocupan las esquinas del array de
coeficientes G.

6.2 Revision de trabajos previos

La investigacion sobre el uso de hiperparches como herramienta
de modelado de objetos heterogéneos comenz6 durante la década
de los 80 [3]. Casale y Stanton extendieron la formulacién cldsica
de los hiperparches (ecuacién 6.1) para asignar materiales a cada
punto del hiperparche, y ademds explicaron algunos métodos de
construccion de hiperparches, como barrido o revolucién. Sin em-
bargo, no tienen en cuenta aspectos esenciales como continuidad
o validez.

Bz g3

e
glﬁiq'— \\I ‘Hi ® B33

Figura 6.2: Array tridimensional de
4 x 4 x 4 = 64 coeficientes geométri-
cos con indices i, j, y k que varian de
0a3

Figura 6.3: Elementos frontera del
hiperparche. Corner points (en rojo),
curvas isoparamétricas (en negro) y
superficies isoparamétricas (en gris)
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Casale y Stanton demostraron que los hiperparches tienen una ca-
pacidad extraordinaria para representar con precisién cada punto
del interior del objeto. No obstante, la herramienta matematica
tiene demasiados grados de libertad, por lo que es necesario
refinarla para que pueda ser una herramienta realmente ttil de
modelado de objetos sélidos. Desde entonces ha habido varios
intentos para refinar los hiperparches.

Jackson y otros en [14] presentan un modelo basado en simplices
spline trivariados (el domino paramétrico no es un cubo sino
un tetraedro). Este modelo es muy ttil cuando se construye una
representacion de un objeto heterogéneo a partir de una malla
de tridngulos. Permite una descomposicién muy precisa en te-
traedros spline. Sin embargo la malla de tetraedros resultante es
enorme al estar basada en una malla de tridngulos. La edicién se
realiza mediante movimientos de puntos de control sin ninguna
ayuda por parte del esquema de representacion. En la practica,
se usa para representar en el ordenador objetos de los cuales se
tiene ya una malla de tridngulos, pero con este método es muy
dificil modelar nuevos objetos desde cero.

Siguiendo este trabajo, Hua y otros [12, 13] plantean una des-
composicion en tetraedros spline que permite establecer ciertas
condiciones de continuidad variable entre CY y C"1 siendo n
el grado de los splines. Las condiciones de continuidad no son
intuitivas ni demasiado flexibles. La edicién se sigue haciendo
mediante movimiento de puntos de control que en una malla tan
grande son inviables en la practica. Este es un modelo muy bueno
para reconstruir y visualizar atributos fisicos multidimensionales
a lo largo de cualquier objeto volumétrico, pero no para modelar
nuevos objetos desde cero.

Qian y Dutta en [21] presentan un modelo basado en hiperpar-
ches B-Spline para representar objetos heterogéneos. Se centran
principalmente en asignar una determinada distribucién de ma-
teriales a un punto concreto del objeto en funcién de las propie-
dades que se quieran obtener en dicho punto. Para ello definen
un proceso de difusién. Basan su estructura en hiperparches B-
Spline (las funciones mezcla son B-Splines de grado 3), lo que
resta poder expresivo a su modelo.
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Schmitt y otros en [23] proponen un método para modelar ob-
jetos heterogéneos que usa FReps como representacion bésica,
combinadas con primitivas B-Spline simples mediante CSG. Este
método es muy apropiado para prototipado rdpido o escultura
virtual. Sin embargo el poder expresivo del modelo no es muy
elevado, debido a la baja capacidad de los FReps para representar
distribuciones de material complejas y a la baja capacidad de los
B-Splines ctbicos para modelar geometrias complejas.

Yang y Qian proponen un método para modelar geometrias com-
plejas con hiperparches B-Spline [29]. Las geometrias se definen
mediante un proceso de lofting (barrido) heterogéneo. El proceso
de lofting y el uso de hiperparches B-Spline hacen que los ob-
jetos que se pueden modelar estén topoldgicamente limitados a
formas regulares. Esto limita seriamente la capacidad expresiva
del método propuesto.

Warkhedkar y Bhatt [27] usan hiperparches B-Spline regulares
para gestionar las capas producidas por una tomografia axial y
representar el cuerpo humano. En realidad, los hiperparches son
cubos y no intervienen en la geometria del objeto modelado. La
visualizacion se realiza mediante la extraccion de isosuperficies
mediante técnicas cldsicas como marching cubes. Por esta razén,
no esta clara la utilidad real del uso de B-Splines.

En general, los métodos propuestos hasta ahora tienen las si-
guientes debilidades:

= Los hiperparches producen modelos que son o bien comple-
tamente continuos, o que no tienen ninguna continuidad. Por
ejemplo, los hiperparches B-Spline ctibicos tienen coeficientes
alineados en rejillas regulares y producen objetos con continui-
dad C2. Con esta formulacién no se pueden modelar discon-
tinuidades ni en la forma, ni en la distribucién de materiales
entre celdas adyacentes. Algunos métodos como insercién de
knots tratan de resolver el problema, pero complican enorme-
mente la edicién del modelo y la comprobacién de propiedades
bésicas como su validez.



58 MODELADO DE SOLIDOS HETEROGENEOS MEDIANTE HIPERPARCHES

= Los hiperparches per se no garantizan la propiedad de vali-
dez. La formulacién matematica del hiperparche puede no
ser inyectiva. La propiedad de validez es muy importante y
debe garantizarse en un esquema de representacion (véanse
las secciones 3.2.4 y 3.2.5).

» La forma natural de editar un hiperparche es moviendo sus
coeficientes geométricos o puntos de control; sin embargo, si
estos coeficientes se tratan independientemente, sin la ayuda
del esquema de representacion para percibir y mantener las
relaciones que existen entre ellos, el proceso de edicién es muy
poco intuitivo.

= Otros métodos estdn basados en CSG y B-rep y no permiten
una representacion directa y precisa de los puntos que compo-
nen el interior del objeto sélido, lo cual es muy necesario en el
caso de sdlidos heterogéneos.

= Sin menospreciar la capacidad de los métodos basados en
CSG para construir prototipos rapidamente, estos métodos no
son muy adecuados para modelar formas complejas que no
pueden obtenerse mediante operaciones booleanas.

» Algunas representaciones que permiten modelar objetos con
mucha precisién no son en absoluto concisas lo que complica
su almacenamiento, transmisién a través de una red y edicion.

6.3 Hiperparche Béziér heterogéneo

Hay varios tipos de funciones de mezcla que se pueden usar para
combinar los coeficientes geométricos. Nosotros hemos elegido
funciones de mezcla Béziér ctibicas [17] (ver Figura 6.4).

B = (-7  Bl(t) =31ty

B3(t)=32(1—t) B(t)=1 (6.2)

Hemos elegido las funciones mezcla de Béziér por varias razones:

= Las funciones mezcla de Béziér definen una combinacién con-
vexa sobre el conjunto de puntos de control G del hiperparche.
Para todos los valores del pardmetro ¢ € [0, 1], la suma de las
cuatro funciones mezcla Béziér B3 (t) + B3 (t) + B3(t) + B3(t) es
siempre 1, por tanto, definen una combinacién convexa sobre
el conjunto de puntos de control.

— B B — 8 —B

08}

06}

04|

02}

L L L
02 0.4 06 0.8 1.0

Figura 6.4: Funciones mezcla de Bé-
ziér. Generadas con Mathematica 10
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= Interpolan los ocho corner points del hiperparche, es decir, el
hiperparche “pasa a través” de esos puntos.

» Las tangentes alrededor de cada corner point vienen definidas
por soélo sus coeficientes geométricos vecinos (en el array de
64 coeficientes). De esta forma, el movimiento de un punto de
control vecino inmediato de un corner point, tiene un efecto
claro en la forma del hiperparche alrededor de ese corner point.

Los hiperparches permiten modelar de forma precisa la posicion
de cada punto en el interior del objeto. Sin embargo, con la
formulacién cldsica no es posible determinar la distribucién de
material en esos puntos. Por ello, se hace necesario definir un
hiperparche Béziér heterogéneo de la forma:

3 3 3
By, =) Y Y hyuB(u)B}(0)B}(w) u,0,wel0,1]  (6.3)
i=0 j=0 k=0
donde h;j = (pz-]-k, ajjx) son los coeficientes geométricos hetero-
géneos, que son pares de valores. Los elementos:
Pijk = (Xije Vi, zijx) € R
son los puntos que definen la forma del hiperparche, y los ele-

mentos:
ajjk= (ali;’k’ A250r -+ - ,llnl.].k>€ VCR"

son las distribuciones de material que definen la gradacién de
los diferentes materiales a lo largo del hiperparche.

Es importante darse cuenta de que un hiperparche Béziér hete-
rogéneo B, es un conjunto formado a su vez por dos conjuntos:

By = {Pu, An} (6.4)
El conjunto P, define la forma del hiperparche.
3 3 3
Py = Z 2 Z PijkB?(”)B?(U)Bi:)(w) u,v,w € [0,1] (6.5)
i=0j=0k=0

y el conjunto A, define la gradacion de los diferentes materiales
a lo largo del hiperparche (ver Figura 6.5).

3 3 3

Aw=Y Y Y auB}(u)B}(v)B}(w) wov,wel0,1] (66)
i=0j=0 k=0

Ay, es la funcion de material F (ver
Ecuacion 5.1) implementada median-
te hiperparches
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a;,

B (u)B; (v)B(w)

3

> p, B )B} (v)B](w)

3
=]

P,=3

3
i=0 j=0

A la rejilla de 64 coeficientes geométricos heterogéneos que defi-
nen un hiperparche Béziér heterogéneo trictbico B, se la llama
H,,. Los 64 coeficientes de la rejilla estdn organizados en un array
tridimensional de 4 x 4 x 4 coeficientes con indices i, j, k, que
toman valores en el conjunto {0,1,2,3}.

6.4 Hiperparche Béziér heterogéneo compuesto

Un hiperparche Béziér heterogéneo compuesto, B, es una colec-
cion finita de hiperparches Béziér heterogéneos.

B = {Bl,Bz,...,Bm} (67)

donde B; = {P;, A;}. Y se cumple que:

N PiEBi,P]'GB]‘ Z#], Piﬂ*P]':@ (68)

Es decir, los hiperparches son disjuntos dos a dos y como mucho
s6lo comparten uno, dos o cuatro corner points; una o cuatro cur-
vas isoparamétricas frontera; y/o una superficie isoparamétrica
frontera.

Un hiperparche Béziér heterogéneo compuesto puede verse como
una descomposicién en celdas (véase la seccién 3.3.2), en la cual
cada celda es un hiperparche Béziér heterogéneo. De ahora en

r = l)m ’Am}

Figura 6.5: Un hiperparche Béziér he-
terogéneo B, se compone de dos
conjuntos, un conjunto P,; de pun-
tos que define la geometria del hi-
perparche, y un conjunto Ay, de dis-
tribuciones de material que define
la gradacién de los materiales a lo
largo del hiperparche

Esta es la condicion de pegado entre
las distintas celdas paramétricas que
forman el hiperparche Béziér hetero-
géneo compuesto
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(a) Hiperparche Béziér heterogéneo compuesto

(b) Estructura de celdas subyacente

adelante, usaremos ambos celda paramétrica o hiperparche para
referirnos a los hiperparches Béziér heterogéneos de la descom-
posicion.

La funcién A del hiperparche Béziér heterogéneo compuesto B, es
una implementacién perfecta de la funcién de material F definida
en los objetos regulares heterogéneos hr-object (véase ecuacion
5.1). Asigna a cada punto del hiperparche una distribucién de
material valida a partir de las distribuciones de material asigna-
das en los coeficientes geométricos heterogéneos. Para combinar
esos valores de distribucién de material se usan las funciones
mezcla Béziér ctibicas, que son una forma de implementar la
operacién de combinacién @, (véase ecuacion 4.3).

A es continua a trozos. Dentro de cada celda paramétrica B; € B,
A; tiene continuidad C?, y en las uniones entre celdas puede
haber continuidad C! o no haber continuidad, segun interese
para un determinado problema (véase la seccién 7.4).

Figura 6.6: Un hiperparche Béziér he-
terogéneo compuesto es una descom-
posicién en celdas. Cada celda es un
hiperparche Béziér heterogéneo.

Esta es una gran ventaja de los hi-
perparches Béziér heterogéneos com-
puestos sobre otros métodos basados
en hiperparches






7
Propiedades del esquema

de representacion propuesto

Una vez descrito el esquema de representacién que propone-
mos, es el momento de estudiar algunas de sus propiedades mas
importantes que todo esquema de representaciéon debe cumplir.

7.1 Validez del hiperparche

Tal y como se estudié en las subsecciones 3.2.4 y 3.2.5, la validez
de un esquema de representacion es una de las propiedades mds
importantes que deben garantizarse ya que asegura que no se
tienen objetos sélidos sin sentido en el mundo real y por tanto
pueden fabricarse.

Si no se establecen condiciones adicionales, la formulacién cla-
sica de los hiperparches no garantiza la validez de los objetos
representados. No todas las configuraciones de la rejilla H de
coeficientes geométricos producen celdas inyectivas. Es decir, cel-
das en las que a cada punto (u,v,w) del espacio paramétrico
U le corresponde uno y s6lo un punto (x,y,z) del espacio de
modelado R? (véase la Figura 7.1).

7.2 Revision de trabajos previos

Sederger y Parry publicaron en 1986 un trabajo sobre deforma-
ciones de forma libre [25] en el que se daban cuenta de que el
Jacobiano es una herramienta muy interesante para determinar la

Un objeto sélido no wvdlido, entre
otras cosas, puede tener puntos que
queden fuera de sus fronteras
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distribucién interna de los puntos en el interior del hiperparche.
Los autores no usan el Jacobiano para comprobar la validez del
hiperpache, sino para asegurar que una deformacién preserva
el volumen del objeto deformado. Su trabajo es fundamental, ya
que marca las lineas de las posteriores condiciones de validez
para hiperparches.

Joy y Duchaineau en el contexto de encontrar las superficies que
representan la frontera de un B-Spline trictibico, proponen un
método basado en el Jacobiano que puede verse como un test de
validez [15]. Los autores no estan interesados en comprobar si
un hiperparche es o no vélido, sino en encontrar las superficies
frontera del mismo. Usando el teorema de la funcién implicita,
establecen que la frontera real del objeto es un subconjunto de la
unién de las superficies isoparamétricas frontera del hiperparche
y la isosuperficie donde el determinante del Jacobiano es cero.
Los autores aproximan el Jacobiano usando subdivisién adaptati-
va del espacio paramétrico.

Gain y Dogson [9], en el contexto de deformaciones de forma
libre, proponen un test de validez para hiperparches que es muy
similar al trabajo de Joy y Duchaineau. Gain, al igual que Joy,
se da cuenta de que el determinante del Jacobiano es cero en
un punto del espacio paramétrico si y solo si las tres derivadas
parciales del objeto en ese punto son linealmente dependientes.
y usan un hodograph cénico para encontrar los limites de esas
derivadas. Este método trabaja comparando posiciones relativas
de los coeficientes geométricos del hiperparche. Es una condicion
suficiente y por tanto restringe el rango de deformaciones de
forma libre que se pueden aplicar, pero puede ser usado repeti-
damente en cortos pasos para conseguir el resultado deseado sin
obtener una deformacién no vélida.

Otro enfoque ligeramente diferente lo tenemos en [4]. Choi y Lee,
en el contexto de morphing 3D, desarrollan un test de validez
para hiperparches B-Spline basado en desplazamiento de puntos
de control en lugar de estar basado en comparar posiciones
relativas de los mismos. Los autores no usan un hodograph
cénico para encontrar los limites de las columnas del Jacobiano,

En el glosario se define qué es un
hodograph
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(a) Celda de Béziér no valida (b) Puntos interiores en la celda no vélida

sino regiones 3D. Lo que proponen es una condicién suficiente,
por lo que algunos hiperparches que son en realidad vélidos son
rechazados.

7.3 Nuestra condicion de validez

En 2001 presentamos una condiciéon de validez para hiperparches
B-Spline [7] que puede extenderse a hiperparches Béziér hetero-
géneos compuestos.

Un hiperparche Béziér heterogéneo compuesto B es no valido o
no inyectivo en el dominio paramétrico U en cualquiera de las
dos situaciones siguientes:

= Una celda paramétrica B;,; del hiperparche B es no inyectiva
(véase Figura 7.1).

= Dos celdas paramétricas inyectivas distintas se intersectan.
HBi,B]'EB Bi#B]' Biﬂ*B]'#@

Vamos a explorar esas dos situaciones por separado.

7.3.1  Caso 1: una celda paramétrica no es vdlida

Antes de describir nuestra condiciéon de validez para celdas para-
métricas de Béziér, es necesario definir algunos conceptos previos.

Figura 7.1: a) Celda paramétrica Bé-
ziér no vélida. b) Interior de la celda.
En rojo se muestran los puntos no
vélidos (son la imagen de més de un
punto (u,v,w) distinto del espacio
paramétrico U)
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(b) Slices de coeficientes

(a) Spans de coeficientes

Span de coeficientes

Sea B,, una celda paramétrica definida por la rejilla de coeficien-
tes H,,. Llamamos span de coeficientes a cada subconjunto de
cuatro coeficientes de H,, que se obtiene fijando el valor de dos
de los indices en I, mientras el tercero toma valores libremente.

Por ejemplo, los spans ¢}/, estan formados por los 16 grupos
de cuatro coeficientes de la rejilla H,, con coordenadas h;, h;,
hik, hizg, i,k € {0,1,2,3} (véase Figura 7.2 a)).

En el resto de esta seccion, el valor concreto de los indices del
span que permanecen fijos no es relevante, por tanto usamos una
notacién simplificada, mds clara, a la hora de referirnos a cada
coeficiente geométrico que forma un span.

Por ejemplo, dado el span concreto 075, = {hgos, hizs, hos, haos}
nos referiremos a sus coeficientes como 075, = {ho, hy, hy, h3}.

Se dice que el span 0 = {hy, hy, hy, h3} de coeficientes esté local-
mente ordenado si se da que:

Vg € {0,1,2}
((xg < xg41) V(x5 > x441))
(g < Ygr1) V (Yg = Yg41))
((zg < zg41) V (2 = 2441))

Siendo (x4, Y4,24) = pg € hy.

: (7.1)
. 7.1

En la Figura 7.3 puede verse un ejemplo de span no localmente or-
denado. Los coeficientes geométricos hy, hy, hy y h3, que forman
el span no cumplen la condicién expresada en la férmula 7.1. Si

pH)

h(lfv(l h13“

O+

hDOS

(c) Slice skins de coeficientes

Figura 7.2: a) Spans de coeficien-
tes. Se muestran resaltados los spans
Olyy3r Opsr 081, Y 035, b) Slices de
coeficientes. Se muestran resaltados
los cuatro slices con indice i fijo. c)
Slice skins de coeficientes. Se mues-
tran en gris los cuatro slice skins pa-
ralelos con valor de indice i fijo

El simbolo * representa al indi-
ce que toma valores libremente en
{0,1,2,3}.

4
&

Z

Figura 7.3: Ejemplo de span no local-
mente ordenado. Se muestra el span

(negro) y sus proyecciones sobre los
planos coordenados (gris). Las coor-
denadas x e y de los coeficientes geo-
métricos estdn ordenadas coherente-
mente con sus indices i y j, pero no
asf la coordenada z donde se produ-
ce una inflexién con respecto a k
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bien se tiene que xp < x1 < x < X3y que yo > y1 > Yz > Y3, los
valores de la coordenada z no son monénotos zy < z1 < zp £ z3.

Slice de coeficientes

Sea B, una celda paramétrica definida por la rejilla de coeficien-
tes H,,. Llamamos slice de coeficientes a cada subconjunto de
16 coeficientes de H,, que se obtiene fijando el valor de uno de
los indices en I, mientras los otros dos toman valores libremente.

Por ejemplo, los slices de coeficientes X7 estdn formados por los
cuatro grupos de 16 coeficientes de la rejilla H;, con coordenadas
hioo, hio1, higz, hios, hito, hir1, hitz, hitz, higo, hio1, hio, higs, hyzg,
hiz1, hizo vy hisz, i € {0,1,2,3} (véase Figura 7.2 b).

En el resto de esta seccidn, el valor concreto del indice del sli-
ce que permanece fijo no es relevante; por tanto, usamos una
notacién simplificada, més clara, a la hora de referirnos a cada
coeficiente geométrico que forma un slice.

Por ejemplo, dado el slice 27, = {hyj j,k € {0,1,2,3}}, nos re-
feriremos a sus coeficientes como X, = {hjk j, ke {0,1,2,3}},
es decir, s6lo se nombrarédn los indices que varian.

Usando la relacion de orden definida en el conjunto I se pueden
ordenar los slices. Sean dos slices de coeficientes que tienen fijo el
mismo indice. Se dice que uno es menor que otro en esa direccion
paramétrica <, con D € I = {I,],K} si:

Z;'a* <\] Zgb* si ja < b (7-2)
Dos slices de coeficientes pertenecientes a la misma celda pa-
ramétrica se llaman paralelos si tienen fijo el mismo indice. Se
llaman perpendiculares si sus indices fijos son distintos. Dos
slices paralelos se dicen contiguos si la distancia entre ellos en el
espacio de indices es 1. X} , es contiguo a X, |, si lja —jol =1
Slice skin de coeficientes
Sea B, una celda paramétrica definida por la rejilla de coeficien-
tes Hy,. Sea ¥ uno de sus 12 slices de coeficientes geométricos.
Llamamos slice skin de coeficientes, y lo denotamos como X%,
a la superficie definida por los nueve parches bilineales que se
obtienen tomando grupos de cuatro coeficientes contiguos en .

El simbolo * representa a los indi-
ces que toman valores libremente en
{0,1,2,3}.
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(a) Celda con spans no localmente ordenados (b) Dividiendo en dos celdas ya si estan localmente ordenados

Por ejemplo, dados los slice de coeficientes X", sus slice skins

[ET 34

asociados XX son las superficies definidas por los nueve par-

ik
ches bilineales cuyos coeficientes son: h;oxr0, hjrorr1, hjzikio y

hj,1x41, con j, k € {0,1,2}. (Véase Figura 7.2 c)

Condicién de validez

Una vez definidos los conceptos previos, es posible enunciar
la condicién de validez para celdas paramétricas trictibicas de
Béziér. Una celda paramétrica trictibica de Béziér es valida si
cumple los siguientes requisitos:

1. Todos sus spans ¢ de coeficientes geométricos (48 en total)
estan localmente ordenados.

2. Ninguno de sus slice skin paralelos (tres grupos de cuatro
slice skins) se intersectan.

Es sencillo demostrar esta condicién de validez por reducciéon
al absurdo. Supongamos que una celda paramétrica tricibica de
Béziér B, cumple los dos requisitos y atin asi es no vélida o no
inyectiva.

Aplicando el teorema de la funcién implicita, se tiene que el
determinante del Jacobiano de B, es cero al menos en un punto
del dominio paramétrico U.

axi]-k axi]-k axi]-k

ou v ow
Wik Wik Wijk
WeUJBa)=| 5 0 o |=0 @

aZi]'k aZi]'k aZi]'k
ou v oJw

Figura 7.4: El requisito 1 de la condi-
cién de validez puede parecer muy
fuerte. Como puede verse en la Fi-
gura a) una celda claramente vélida
no cumple esa condicién. Sin embar-
go esto se puede resolver facilmente
dividiéndola en dos celdas, Figura
b). Se aumenta el nimero de celdas
paramétricas, pero es més eficiente
porque se simplifican los célculos pa-
ra comprobar el requisito 1.
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(b) Contraejemplo 1

|
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(c) Contraejemplo 2

Este determinante es cero en u si y sélo si los vectores columna:

Ixjjk Wik 9Zij Oxijk IYijk 9Zijk oxjjk ik 9Zijk
ou’ ou’  ou )\ 9v’ 9v 9v ) '\ ow’  ow’  ow

son linealmente dependientes.

Esos tres vectores son las tangentes de la celda paramétrica B,
evaluadas en el punto u en cada direccion del espacio paramétrico
U ={U,V,W}.Eso significa que el determinante del Jacobiano
s6lo puede ser cero en alguna de las condiciones siguientes:

1. Uno de esos vectores tangentes es cero.
2. Los tres vectores tangentes estdn situados en el mismo plano.

Pero eso no es posible si se cumplen los dos requisitos de nuestra
condicién de validez, gracias a las propiedades de las funciones
mezcla de Béziér como por ejemplo la propiedad de disminucion
de la variacion en el caso de curvas [24].

™,

(d) Contraejemplo 2

Figura 7.5: Las imdgenes a) y b)
muestran un ejemplo de celda pa-
ramétrica que es no vélida a pesar
de que todos sus spans de coeficien-
tes estan localmente ordenados. Las
imagenes c) y d) muestran un ejem-
plo de celda paramétrica que no es
vélida a pesar de que ninguno de sus
slice skins paralelos de coeficientes
se intersectan. En las cuatro image-
nes, los puntos en rojo representan
puntos con valor de | (B, (u))]| igual
ao0.
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Es importante darse cuenta de que los dos requisitos son necesa-
rios para asegurar la validez. Ninguno de ellos por si s6lo basta.
En la Figura 7.5 se tienen dos contraejemplos.

Nuestra condicién de validez para celdas paramétricas trictbi-
cas de Béziér es suficiente, pero no necesaria. Esto significa que
algunas celdas paramétricas, que son en realidad vélidas, son re-
chazadas. Sin embargo, esta es una ventaja de nuestra condicién
de validez, ya que los puntos de las celdas rechazadas no estan
distribuidos regularmente en su interior (Figura 7.6). A la hora
de modelar objetos heterogéneos son preferibles las celdas cuyos
puntos interiores estan regularmente distribuidos.

7.3.2  Caso 2: dos celdas se intersectan

En este caso, hay que comprobar que ninguna celda paramétrica
intersecta a otra celda paramétrica distinta del hiperparche Béziér
heterogéneo compuesto. Este proceso puede ser muy costoso en
tiempo, pero se simplifica mucho aprovechando las propiedades
de los hiperparches de Béziér.

Dos celdas paramétricas validas distintas, B;, B; € B, i # j, se
intersectan si una esté totalmente contenida dentro de la otra, o si
bien sus superficies isoparamétricas frontera se intersectan. Este
test puede hacerse muy rdpidamente con la siguiente jerarquia
de comprobaciones:

1. Si la interseccion de las cajas envolventes alineadas con los ejes
coordenados X, Y, Z de las rejillas de coeficientes geométricos
H; y H; que definen la geometria de las celdas B; y B; es
vacia, entonces podemos asegurar que las celdas B; y B; no se
intersectan.

Esto ocurre dado que los hiperparches Béziér trictibicos cum-
plen la propiedad fuerte del convex-hull que establece que un
hiperparche Béziér tricabico B; estd completamente dentro del
convex-hull de su rejilla de 64 coeficientes geométricos H;, y
dado que el convex hull del hiperparche estd completamente
dentro de su caja envolvente alineada con los ejes X, Y, Z.
En la mayoria de los casos, esta es la tinica comprobacién que
es necesario hacer.

Figura 7.6: Celda paramétrica que
es vélida, pero contiene puntos no
uniformemente distribuidos. Nues-
tra condicion de validez la rechaza
obteniendo asi un beneficio a la hora
de calcular la distribuciéon de mate-
rial en su interior

Es importante darse cuenta de que si
las celdas no son vdlidas, podrian in-
tersectarse aunque no hubiese inter-
seccion entre sus superficies frontera.
Para poder usar esta simplificacion
es necesario comprobar primero si
las celdas son vdlidas
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Si ambas cajas envolventes se intersectan puede haber inter-
seccion o puede no haberla, por lo que se realiza el siguiente
test.

2. El siguiente paso es dividir las celdas paramétricas cuyas ca-
jas envolventes se intersectan en dos nuevas celdas cada una.
Para ello se utiliza el algoritmo de DeCasteljau [2] extendido
a hiperparches. En cada subdivision se van alternando las tres
direcciones del espacio paramétrico U = {U, V y W}. Con
cada subcelda se repite el test del paso 1.

El proceso se repite con cada subcelda que intersecte con algu-
na otra hasta que el nivel de subdivisién sea suficientemente
pequerio.

Podria parecer que este proceso es muy costoso en tiempo si la
malla es muy grande, sin embargo no es asi por las siguientes
razones.

1. En el primer paso se descartan la mayoria de las celdas ya que
sus cajas envolventes no van a intersectar con la de la celda
que se comprueba.

2. A medida que se subdividen las celdas cuyas cajas se inter-
sectan, se obtienen subceldas cuyos coeficientes geométricos
estan cada vez mdas préximos a la forma del objeto que re-
presentan, lo que da lugar a cajas envolventes cada vez mas
pequefias y més precisas, Figura 7.7. Esto hace que muchas
cajas envolventes de las subceldas ya no intersecten, lo que
tiene como consecuencia que el tamafio del problema no se
duplique en cada subdivision.

3. Mientras los coeficientes geométricos de una celda no se mo-
difiquen, las subceldas calculadas en un test de interseccién
anterior siguen siendo vélidas en subsiguientes test, por tanto
no hay que recalcularlas por lo que, en promedio, el nimero
de subdivisiones que se necesitan es muy pequefio.

Figura 7.7: A medida que se divide
una celda, las cajas envolventes de
las subceldas se hacen cada vez més
pequenas
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7.3.3 Propiedades de la condicién de validez

De forma resumida, las propiedades importantes de nuestra
condicién de validez para celdas paramétricas trictibicas de Béziér
son:

1. Es robusta. No hay casos particulares que considerar y por
tanto es sencilla de implementar y mantener.

2. Funciona comprobando posiciones relativas de coeficientes
geométricos dentro de la celda, lo que la hace adecuada tan-
to para comprobar si un determinado movimiento de algtn
coeficiente ha violado la inyectividad de la celda, como para
comprobar si una celda dada es inyectiva.

3. Es muy adecuada para el modelado interactivo de objetos, ya
que la edicién de un hiperparche afecta s6lo a los hiperparches
contiguos, y ésto sélo si la unién entre ellos es continua. Es
decir, s6lo hay que aplicar la condicién de validez a unas pocas
celdas paramétricas en cada edicion.

7.4 Continuidad entre hiperparches

Los objetos reales tienen partes donde su forma y su distribucion
de materiales es continua y partes donde hay discontinuidades.
Un buen esquema de representacion para modelar objetos hete-
rogéneos debe gestionar de forma sencilla para el usuario estas
situaciones.

Continuidad de orden o

Hay continuidad de orden 0, CO entre dos celdas paramétricas B,
y By, si comparten los 16 coeficientes que definen una superficie
isoparamétrica frontera. Sea B;(1,v,w) = B,,(0,v, w) la superfi-
cie compartida, entonces los coeficientes h;,, € B; y hy,, € By,
deben ser iguales Vj, k € {0,1,2,3} (véase Figura 7.8).

Esta condicién de continuidad de orden 0 es muy restrictiva, por
eso, para este esquema de representacion hemos desarrollado una
mas flexible. En nuestro esquema de representacion, la continui-
dad de orden 0 puede establecerse para cada uno de los cuatro
corner points de la superficie compartida independientemente.

Nétese que el razonamiento es el mis-
mo en el caso de que la superficie
compartida tenga valores v o w fijos
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030

Dado un corner point cualquiera de los cuatro que tiene cada
superficie isoparamétrica frontera, solamente tres coeficientes
geométricos tienen efecto en la continuidad de la superficie alre-
dedor de ese punto: sus tres vecinos inmediatos. Por esta razén,
para obtener continuidad de orden 0 entre dos celdas B; y B,
alrededor de un corner point dado, sélo es necesario que ambas
celdas compartan a ese corner point y sus tres vecinos inmediatos.

Sea h;,,, = hy,,, el corner point compartido, entonces los coefi-

= hygy, hyy,y =
h;,,, ¥ hy,, = hy,,, deben ser iguales para obtener continuidad
CY alrededor del corner point (véase Figura 7.9). Nuestra condi-
cién es muy flexible, y permite modelar formas complejas muy
facilmente.

cientes geométricos heterogéneos vecinos h;,,,

Es preciso tener en cuenta que un coeficiente geométrico hete-
rogéneo h;j = (pijk, ai]-k) tiene dos componentes, posicién en el
espacio tridimensional p;j € IR®, y una distribucién de material
vélida a; € V C R”, de forma que la continuidad C° se aplica
tanto a la geometria como a la distribucién de materiales inde-
pendientemente.

De esta forma, es posible establecer continuidad CY entre dos
celdas paramétricas para la geometria (la forma del objeto mode-
lado) y elegir si se quiere o no continuidad para la distribucién
de material.

Figura 7.8: La condicién clésica de
continuidad de orden 0 indica que
las dos celdas paramétricas deben
compartir los 16 coeficientes geomé-
tricos que definen la superficie iso-
paramétrica frontera compartida

Figura 7.9: En nuestro esquema de
representacion, la continuidad C en-
tre dos celdas paramétricas puede
establecerse a nivel de corner points.
Las dos celdas paramétricas de la
figura comparten los corner points
marcados en azul oscuro y sus ve-
cinos inmediatos, por lo que tienen
continuidad C? en el lado izquierdo.
En el lado derecho cada celda tiene
corner points diferentes, por lo que
no tienen continuidad C?
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Continuidad de orden 1

Sean B; y B, dos celdas paramétricas que comparten una super-
ficie isoparamétrica frontera. Sean B;(1,v,w) = B, (0,v,w) los
puntos de la superficie compartida.

El hiperparche Béziér heterogéneo compuesto B tiene continui-
dad C! en la superficie compartida si todas las curvas isopara-
métricas con valores constantes de los parametros v y w, que
pasan a través de cada punto de la superficie compartida, tienen
vectores tangentes en esos puntos iguales para ambas superficies
(véase la Figura 7.10).

B/(1,v,w) =B,,(0,0,w) Vov,w e [0,1] (7.4)

Dado que las tangentes en esos puntos dependen de los 16 coefi-
cientes geométricos heterogéneos que definen la superficie com-
partida por las dos celdas y sus vecinos inmediatos en cada celda,
para mantener continuidad C! cada grupo de tres coeficientes
debe formar dos vectores que deben ser iguales (Figura 7.11).

Sea h,j, j k€ {0,1,2,3}, uno de los coeficientes geométricos
compartidos entre las celdas B; y By. Sea vj = h,j — th].k
el vector formado por el coeficiente compartido y su vecino
inmediato en la direccién paramétrica u en la celda B;. Sea v, =

hyng, 15 — huji el vector formado por el coeficiente compartido y

su vecino inmediato en la direccién paramétrica u en la celda B,,.

P PR -—

— . . L. e . - B

_ 0B, (0,v,w)
- du

B! (0,v,w)

B,(1L,v,w)=B,(0,v,w)

m

Nétese, que el razonamiento es el
mismo en el caso de que la superficie
compartida tenga valores v o w fijos

Usamos el subindice * para indicar
que ese coeficiente geométrico tiene
subindice 3 en la celda B; y subindi-
ce 0 en la celda By,

Figura 7.10: Continuidad C! entre
celdas paramétricas. En cada curva
isoparamétrica perpendicular a la su-
perficie compartida por las celdas,
las tangentes en los puntos de la su-
perficie evaluadas en ambas celdas
son iguales



De nuevo se tiene que esta condicion de continuidad C! es de-
masiado restrictiva asi que hemos desarrollado una maés flexible.
En nuestro esquema de representacion la continuidad de orden
1 puede establecerse para cada corner point de los cuatro de la
superficie compartida independientemente (véase Figura 7.12).

Cuando se edita un vecino inmediato th].k de un corner point
compartido, es fécil calcular el valor del otro vecino inmediato

que se corresponde con €l h,,, . de la forma:

Mo+1;
hm0+1jk = 2h*]k - hl3,1]'k (76)
——° ~* *s
( hmu,o )
e e )
hy,,,«" VI
. J / \
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Figura 7.11: Continuidad C! entre
celdas paramétricas. La condicién de
la figura anterior se da si los coefi-
cientes de la superficie compartida y
sus vecinos en cada celda paramétri-
ca forman vectores iguales

Figura 7.12: Las tangentes en los pun-
tos de la superficie compartida (azul
claro) vienen definidas por los 16
coeficientes geométricos de la super-
ficie (azul oscuro) y sus vecinos in-
mediatos (rojo) en cada celda. Para
asegurar continuidad C!, cada gru-
po de tres coeficientes debe formar
dos vectores v; y v, que deben ser
iguales.

En nuestro esquema de representa-
cién la continuidad C! se establece a
nivel de corner points, por lo que la
condicién de continuidad de orden
C! puede establecerse independien-
temente para cada grupo de 4 coefi-
cientes compartidos (puntos dentro
de las cajas azules)
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En nuestro esquema de representacién, la continuidad C! se es-
tablece a nivel de corner points; por tanto, la condicién de la
ecuacion 7.6 puede establecerse para cada corner point y sus ve-
cinos inmediatos, con independencia de los demds corner points
(véase Figura 7.12).

Un coeficiente geométrico heterogéneo h;j = (pijk, aijk) tiene
una posicion en el espacio tridimensional y una distribuciéon de
material vdlida. Vamos a estudiar por separado la continuidad
C! en ambos casos.

La posiciéon de un coeficiente geométrico heterogéneo es un
punto en el espacio tridimensional R, por lo que la operacién
2p.jk — Piy 1 €5 siempre un punto valido en R3.

Sin embargo, la misma operacién no puede aplicarse a la distribu-
cién de material ajjk = (alijk,uzijk, .. .,anijk) € V C R", porque una
distribuciéon de material en un coeficiente geométrico heterogé-
neo debe ser un punto de V C IR". Es decir, que las coordenadas
ary, deben ser los coeficientes de una combinacién convexa sobre
el conjunto de materiales primarios M.

Por ejemplo, si se usa un conjunto de materiales primarios con
cardinalidad 2, M = {mg, m1}, M| = 2, sélo los puntos de R?
situados sobre el segmento de recta con extremos (1,0) y (0,1)
representan distribuciones de material vélidas.

Supongamos que aj,_,, = (0.5,0.5) y que a,x = (0.2,0.8), aplican-
do la ecuacion 7.6, a, = (—0.1,1.1) que no es una distribucién
de material vélida.
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(a) Transicion cilindrica

(b) Transicién esférica

(c) Estructura de celdas para la transi-

cion cilindrica

(d) Estructura de celdas para la transi-
cion esférica

(e) Transicién continua en toda la celda

(g) Transicién continua C! en la parte
superior de la celda y no continua en la
inferior

(f) Estructura de celdas de la transicién
continua

(h) Estructura de celdas de la transiciéon
mixta continua C!/no continua C!

Figura 7.13: Nuestra condicién de
continuidad C! automatica para dis-
tribuciones de material es muy flexi-
ble y permite modelar muchas situa-
ciones muy facilmente



78 MODELADO DE SOLIDOS HETEROGENEOS MEDIANTE HIPERPARCHES

Para mantener continuidad C! automéaticamente en las distribu-
ciones de material, hemos desarrollado una condicién de con-
tinuidad diferente a la de la ecuacién 7.5. Dada la distribucién
de material a;j; en un corner point compatido por dos celdas
paramétricas B; y B,,, aseguramos la continuidad C! en la dis-
tribucion de material alrededor de ese corner point asignando
la misma distribuciéon de material a a todos los coeficientes veci-
nos inmediatos a ese corner point en ambas celdas paramétricas.
(Véase Figura 7.14)

Como puede verse en la Figura 7.13 a), b), ¢) y d), esta condi-
ci6n de continuidad C! para distribuciones de material permite
modelar muchas transiciones continuas interesantes entre dos
materiales (por ejemplo, transiciones con forma de cilindros o
esferas).

También es posible tener continuidad C! entre dos celdas pa-
ramétricas en algunos de sus corner points compartidos y no
continuidad en otros, Figura 7.13 g) y h).

Por supuesto, si se requiere un mayor grado de precisién al es-
pecificar la transicién entre un material y otro, los valores de
distribucién de material pueden ajustarse manualmente. En todo
momento el esquema de representacion informa si los valores
introducidos son validos.

Continuidad de orden 2

En nuestro esquema de representacion no hemos tenido en cuenta
continuidad de orden 2, C?, ya que este tipo de continuidad no
puede ser mantenido localmente. Esto es asi ya que implica a
todos los coeficientes de ambas celdas paramétricas B; y By,
y por consiguiente, también afecta a otras celdas paramétricas
adyacentes a las primeras.

Esto significa que si se establece continuidad C? entre dos celdas
paramétricas B; y By, las celdas adyacentes a estas dos también
deben tener continuidad C? y no podrian modelarse discontinui-
dades entre ellas. Es lo que ocurre con hiperparches B-Splines
de grado 3, y lo que los hace poco flexibles para modelar objetos
complejos.

Figura 7.14: Nuestro esquema de re-
presentacién mantiene la continui-
dad C! en la distribucién de mate-
rial entre dos celdas adyacentes en
un corner point dado (punto en blan-
o), asignando el mismo valor de dis-
tribucién de material a sus vecinos
inmediatos en ambas celdas (puntos
en azul claro)

Nétese que esta condicion de conti-
nuidad no da lugar a una interpo-
lacion lineal entre las distribuciones
de material de los ocho corner points
de la celda paramétrica, sino que si-
gue siendo una interpolacion ciibica
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Ademas, la continuidad de orden 2 tiene un uso moderado, y
muchas aplicaciones industriales no la necesitan [19](pagina 95).

En cualquier caso, con nuestro esquema de representacion es
posible obtener continuidad de orden 2 entre dos celdas para-
métricas si eso es necesario para alguna aplicacién. En ese caso,
se usan funciones mezcla Béziér de grado 4 en lugar de ctbicas.
De esta forma se mantiene la flexibilidad de poder definir zonas
con continuidad C? junto con zonas sin continuidad, a cambio
de usar funciones més complejas de evaluar y un mayor ntiimero
de puntos de control.

7.4.1 Frontera del hiperparche

La condicién de pegado (ver Ecuacion 6.8) de las distintas celdas
paramétricas facilita la tarea de encontrar la frontera del hiper-
parche Béziér heterogéneo compuesto, asi como su clasificacién
en frontera externa e interna (véase Ecuaciones 5.2 y 5.3).

Sea B = {By,By,...,B,} un hiperparche Béziér heterogéneo
compuesto, formado por m celdas paramétricas, |B| = m. Una su-
perficie isoparamétrica frontera S pertenece a la frontera externa
de B, bext(B) si s6lo pertenece a una de sus celdas paramétricas.

si Jie{l,...,m},SeB;|Vke{l,...,m},k#i = S ¢&By
(7.7)

Sea B = {Bj,By,...,B;} un hiperparche Béziér heterogéneo
compuesto, formado por m celdas paramétricas, |B| = m. Una
superficie isoparamétrica frontera S pertenece a la frontera in-
terna de B, bint(B) si pertenece exactamente a dos de sus celdas
paramétricas.

si E|i,j€{1,...,m},i7éj,SEBi/\S€Bj ‘

VkE{l,,m},k#l,k#] = S€Bk (78)

Aquellas superficies isoparamétricas frontera que pertenecen a la
frontera interna del hiperparche Béziér heterogéneo compuesto
podrian tener dos distribuciones de material distintas asociadas
a cada uno de sus puntos. Si eso ocurriese, la funcién de material

Nétese que dada la condicién de pe-
gado 6.8, es imposible que una su-
perficie isoparamétrica frontera per-
tenezca a mds de dos celdas paramé-
tricas
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en esos puntos no seria inyectiva. Para evitar esto, se le asocia la
distribucién de material que le corresponde por pertenecer a la
celda cuyo indice es menor:

Sea B = {By,B,,...,B,} un hiperparche Béziér heterogéneo
compuesto, formado por m celdas paramétricas, |B| = m, sea
S una superficie isoparamétrica frontera que forma parte de la
frontera interna de B, S € bint(B), yseani,j € {1,...,m},i #j
los indices de las celdas paramétricas a las que pertenece S,
SeB;,S e B]'.

La distribucién de material A que se asigna a los puntos de S es
A

min(i,j)-



8

Edicién continua de objetos

Muchos objetos heterogéneos presentan zonas en las que su
geometria/distribuciéon de materiales es continua, y zonas donde
no lo es. Nuestro esquema de representacién ayuda a un operador
humano a definir y mantener automdticamente continuidad en la
geometria y/o en la distribucién de materiales en aquellas zonas
del modelo que lo requieran. Hemos definido nuestro esquema
de representacion especificamente para hacer que el proceso de
edicién de objetos heterogéneos sea una tarea mds facil.

8.1 Edicion de la geometria

La forma de un hiperparche Béziér heterogéneo compuesto viene
definida directamente por sus coeficientes geométricos; por lo
tanto, la forma natural de editar la geometria de un hiperparche
es moviendo esos coeficientes geométricos. Este proceso tiene
resultados inmediatos.

Sin embargo, si los coeficientes geométricos se tratan indepen-
dientemente, sin la ayuda del esquema de representaciéon para
percibir y mantener las relaciones existentes entre ellos, el proceso
de edicién es muy confuso y dificil para un operador humano.
En la Figura 8.1 b) puede verse que incluso en el caso de un hiper-
parche Béziér heterogéneo compuesto sencillo (sélo seis celdas
paramétricas), el gran nimero de coeficientes geométricos hace
muy dificil saber qué coeficiente debe ser editado para conseguir
un determinado efecto.
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(a) hiperparche (b) malla clasica (c) malla simplificada

En el caso de los hiperparches de Béziér, los corner points tienen Figura 8.1: Nuestra malla simplifi-

méxima influencia en la forma del objeto, ya que las funciones cada de coeficientes geométricos c)
la los i 1 1 obi " . s de ell P ¢ muestra claramente la estructura de

mezcla los interpolan (el objeto “pasa” a través de ellos). Por esta celdas del hiperparche a). Es mucho

razon, este es el primer nivel de interaccién que nuestro esquema més intuitiva y facil de usar que la

de representacién presenta al usuario. malla clasica b)

Hemos desarrollado la rejilla simplificada de coeficientes geo-

métricos, que estd formada por todos los corner points del hi-

perparche Béziér heterogéneo compuesto y todas sus curvas

isoparamétricas frontera. Esta rejilla tiene la ventaja de que mues-

tra claramente la estructura del objeto modelado y permite su

edicion directa.

Cuando el usuario selecciona un corner point, el sistema muestra
la rejilla de vecinos inmediatos a ese corner point. Cada corner
point tiene siete vecinos inmediatos en la rejilla de 4 x 4 x 4 coe-
ficientes que definen una celda paramétrica, Figura 8.2 a). Estos
siete coeficientes son sus vecinos inmediatos. En general, cada

Figura 8.2: Vecinos de un corner

point. a) siete vecinos inmediatos en
una celda. b) 26 vecinos inmediatos
en el caso general de que el corner
point esté compartido por ocho cel-

(a) Siete vecinos inmediatos de un corner (b) 26 vecinos inmediatos en el caso general das
point
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(a) Corner point seleccionado (b) Movimiento de un corner point

(c) Movimiento de un vecino en un cor- (d) Movimiento de tres vecinos en un
ner point continuo corner point no continuo

corner point es compartido por ocho celdas paramétricas adya-
centes, y por tanto tiene 26 puntos de control vecinos organizados
en una rejilla 3 x 3 x 3, Figura 8.2 b). Este es el segundo nivel de
interaccién que se presenta al usuario.

Si un corner point estd marcado como continuo C! en la geome-
tria, cuando el usuario lo mueve, nuestro esquema de representa-
cién automaticamente aplica el mismo movimiento a todos sus
vecinos inmediatos. De esta forma se mantiene la continuidad en-
tre las celdas paramétricas adyacentes que comparten ese corner
point y la forma general del hiperparche alrededor del mismo,
Figura 8.3 a) y b).

Se trata de una edicién directa de la forma del hiperparche,
ya que si se coloca un corner point en una posicién concreta
en el espacio tridimensional, el hiperparche Béziér heterogeneo
compuesto “pasa” por ese punto. Esto permite modelar objetos

Figura 8.3: Nuestro esquema de re-
presentacién ayuda a mantener auto-
maticamente la continuidad C!, com-
pensando el movimiento de un coefi-
ciente geométrico con movimientos
en los coeficientes geométricos rela-
cionados
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usando las medidas reales que se necesiten de una forma muy
sencilla.

Nuestro esquema de representaciéon también permite mover los
coeficientes geométricos vecinos de un corner point seleccionado,
para conseguir asi un ajuste preciso de la forma del hiperparche
Béziér heterogéneo compuesto alrededor de ese punto.

Si el corner point estd marcado como continuo C! en la geometria,
cuando el usuario mueve un vecino inmediato el esquema de
representacion automaticamente recalcula la posicién de algunos
de los otros vecinos inmediatos aplicando la ecuacién 7.6. De esta
forma se mantiene automéaticamente la continuidad C!, véase
Figura 8.3 c).

A fin de que el esquema de representacién sepa qué vecinos
inmediatos debe mover y cémo, previamente hay que clasificar
cada punto de la rejilla de 3 x 3 x 3 vecinos inmediatos del corner

point seleccionado (Figura 8.2 b) como se muestra en la Figura 8.4.

La rejilla de vecinos inmediatos tiene forma de cubo. En el centro
de dicho cubo se sittia el corner point. El resto de coeficientes
geométricos se sittia en el centro de una de las caras del cubo, o

en el centro de uno de sus lados, o bien en una de las esquinas.

Clasificamos a cada uno de esos tipos como surface point, edge
point y vertex point respectivamente.

Edge point . Vertex point

Corner point

Nota: un surface point estd en reali-
dad en uno de los lados de la rejilla
H,, de 4 x 4 X 4 coeficientes de la
celda a la que pertenece. Sin embar-
g0, la clasificacién que nos interesa
aqui es con respecto al grupo de 27
vecinos del corner point. El mismo
razonamiento se aplica a edge points
y vertex points

Figura 8.4: Clasificacién de los 27
coeficientes geométricos vecinos de
un corner point



EDICION CONTINUA DE OBJETOS 85

(c) Edicién de uno de sus edge points (d) Edicién de uno de sus vertex points

Una vez que se tiene esa clasificacién, cuando se edita uno de los
coeficientes geométricos vecinos a un corner point se comprueba
su tipo, y para cada tipo se acttia de forma distinta:

= Surface point. En este caso, es necesario editar otros 17 veci-
nos inmediatos: los 8 vecinos que se encuentran en la misma
superficie del cubo de 3 x 3 x 3 vecinos inmediatos, junto con
los 9 vecinos que se encuentran en la superficie opuesta (véase
Figura 8.5 b).

= Edge point. En este caso hay que editar otros 11 vecinos in-
mediatos: los coeficientes geométricos que se encuentran en
los lados paralelos al lado que ocupa el coeficiente que se esta
editando (véase Figura 8.5 c).

Figura 8.5: Edicién de los vecinos in-
mediatos a un corner point. En cada
sub imagen se representa el coefi-
ciente geométrico editado mediante
un circulo hueco, y los puntos corres-
pondientes que hay que editar para
mantener la continuidad mediante
circulos rellenos
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= Vertex point. En este caso hay que editar otros 7 vecinos inme-
diatos: todos los demds vertex points de la rejilla de 3 x 3 x 3
vecinos inmediatos al corner point seleccionado (véase Figura
8.5 d).

Cuando el usuario mueve un vecino inmediato de un corner
point marcado como no continuo, el esquema de representacién
no realiza ninguna modificacién en la posicion de los otros ve-
cinos inmediatos, Figura 8.3 d). De esta forma se pueden tener
discontinuidades en la geometria en aquellas partes del objeto
que lo requieran.

Nuestro esquema de representacion no esta limitado a trabajar
con rejillas regulares en las cuales cada corner point es comparti-
do por exactamente ocho celdas paramétricas, de forma que un
corner point puede tener un nmero arbitrario de vecinos inme-
diatos. En estos corner points irregulares no es posible mantener
la continuidad C! automaticamente; en algunos casos el concepto
continuidad ni siquiera tiene sentido, sin embargo, nuestro es-
quema de representacion puede identificar e integrar esos puntos
automdticamente en el disefio del objeto (Figura 8.6).

8.2 Edicién de la distribucién de material

Cuando se edita la distribucién de material dentro de un hi-
perparche Béziér heterogéneo compuesto, nuestro esquema de
representaciéon muestra al usuario las celdas paramétricas que lo
componen y sus corner points. Sobre estos elementos es sobre los

Irregular corner point

Figura 8.6: Nuestro esquema de re-
presentacion no estd limitado a reji-
llas regulares de coeficientes. En esta
imagen podemos ver una pieza me-
cénica real modelada con nuestro es-
quema de representacién que tiene
puntos irregulares
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= O

(a) Dos celdas seleccionadas y un corner point comun

(c) Cuatro celdas seleccionadas y un corner point comun

que se actda. El usuario puede seleccionar celdas, corner points o
una mezcla de ambos.

Si el usuario selecciona sélo celdas, el esquema de representa-
ciéon permite aplicar la misma distribucion de material a los 64
coeficientes de cada celda seleccionada. Esto da lugar a una dis-
tribucién de material uniforme que es muy 1til para modelar
aquellas partes del objeto que son homogéneas.

Si el usuario selecciona uno o varios corner points, el esquema de
representacion permite asignar la misma distribucién de material
a los 7 coeficientes vecinos inmediatos de los corner points en
todas las celdas que los comparten. Esto da lugar a una gradacion
de materiales entre celdas con continuidad C!.

(b) El efecto se extienda a esas dos celdas

=

(d) El efecto se extiende a las cuatro celdas

Figura 8.7: Edicién interactiva de dis-
tribuciones de materiales. a) y b) Si
se selecciona un corner point y hay
s6lo algunas de las celdas que lo
comparten seleccionadas, entonces
la transicion continua de materiales
se limita a esas celdas. c) y d) si estan
seleccionadas todas las celdas que
comparten un corner point, o bien
no hay seleccién de celdas, entonces
la transicion continua se aplica a to-
das las celdas que comparten dicho
corner point
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Si se han seleccionado algunas celdas y el usuario selecciona
un corner point compartido por ellas, el esquema de represen-
tacion permite aplicar la misma distribucién de material a los
vecinos inmediatos del corner point, pero sélo en aquellas celdas
seleccionadas. Esto da lugar a una gradaciéon de materiales con
continuidad C! en las celdas seleccionadas y una gradacién no
continua de materiales entre las celdas no seleccionadas que tam-
bién comparten el corner point. (Figura 8.7)

En aquellos corner points que requieran un ajuste muy especifi-
co de la distribucién de material, el esquema de representaciéon
permite aplicar una distribucién de material diferente a cada
coeficiente vecino inmediato manualmente. Sin embargo, este
proceso manual s6lo es necesario en casos muy especificos.

En todos los casos, el esquema de representacion comprueba
automaticamente la validez de la distribucién de material, ase-
gurando que todos los elementos de la distribucién aplicada son
los coeficientes de una combinacién convexa del conjunto de
materiales primarios (véase la ecuacion 4.2).



9
Construccion de nuevos modelos

Otra caracteristica importante de un buen esquema de repre-
sentacion es que permita la creacion de nuevos modelos de obje-
tos solidos de forma sencilla. Hemos prestado especial cuidado
a la hora de disefiar las capacidades de creacién de modelos de
nuestro esquema de representacion.

9.1 Proceso de construccion de modelos

En nuestro esquema de representacién, un hiperparche Béziér
heterogéneo compuesto se construye afiadiéndole nuevas celdas.
Es una forma muy intuitiva de construir el modelo.

Cada vez que se afiade una nueva celda al hiperparche, el es-
quema de representacion realiza las siguientes tareas automatica-
mente:

1. Comprobar validez. El esquema de representacion comprue-
ba si la nueva celda paramétrica es inyectiva (valida). Este
proceso consiste en comprobar la condicién de validez que se
describe en la seccién 7.1. En el caso de que la nueva celda
se haya afiadido a partir de una biblioteca de celdas predi-
sefiadas, s6lo es necesario comprobar la segunda parte de la
condicién de validez, es decir, que no intersecta con ninguna
otra ya afiadida al sistema. Dicho de otra forma, la nueva
celda s6lo puede compartir con alguna otra celda ya existen-
te un corner point, una curva isoparamétrica frontera o una
superficie isoparamétrica frontera.

2. Comprobar continuidad. Si la nueva celda comparte con al-
guna otra un corner point y sus tres vecinos inmediatos sobre
una superficie isoparamétrica frontera, nuestro esquema de
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(a) Isosuperficies externas seleccionadas (b) Celdas extruidas

representacién comprueba si hay continuidad C! en ese cor-
ner point, tanto en la geometria como en la distribucién de
materiales y clasifica al punto automdticamente como conti-
nuo o no continuo. Para ello, se aplican las condiciones de
continuidad descritas en la seccion 7.3.2.

9.2 Meétodos de construccion de modelos

A la hora de afiadir nuevas celdas al hiperparche Béziér hetero-
géneo compuesto, nuestro esquema de representacion permite
usar varios métodos intuitivos como:

9.2.1 Extrusion

Dado que nuestro esquema de representacion facilita el calculo de
la frontera externa del objeto heterogéneo que se estd modelando
(véase ecuacion 7.7), es muy facil calcular la extrusiéon de celdas
seleccionadas (Figuras 9.1 y 9.2):

1. Se selecciona una o varias superficies isoparamétricas frontera
que pertenezcan a la frontera externa del hiperparche Béziér
heterogéneo compuesto.

Cada superficie pertenece a una sola celda paramétrica, y cada
uno de los 16 coeficientes geométricos de la superficie tiene
asociado un tnico vecino inmediato en el interior de la celda.

Figura 9.1: Extrusion siguiendo la
normal de tres celdas paramétricas a
partir de una de sus superficies iso-
paramétricas frontera para generar
una geometria mas compleja

Figura 9.2: Proceso de extrusién. Ca-
da superficie isoparamétrica frontera
del hiperparche pertenece a una tini-
ca celda paramétrica. Cada uno de
los 16 coeficientes geométricos que
definen la superficie (en blanco) tie-
ne un tnico vecino inmediato en el
interior de la celda (en gris). Con esa
informacion es facil construir vecto-
res que, cuando se invierten, indican
la direccién de la normal de la super-
ficie apuntando hacia el exterior del
hiperparche.



2. A partir de cada pareja de coeficientes geométricos (cada
punto en la superficie y su vecino inmediato), se generan
vectores que indican la direccién de la normal en la superficie
apuntando hacia el exterior de la celda.

3. Siguiendo la direccién de cada uno de esos 16 vectores, se
generan tres coeficientes geométricos a intervalos, cuya mag-
nitud es un pardmetro configurable por el usuario. De esta
forma se obtienen 48 coeficientes geométricos, que junto a los
16 de la superficie inicial, forman la rejilla H de 64 coeficientes
geométricos que definen la nueva celda paramétrica.

En cuanto a la distribucién de material, se asocia a los 3 nuevos
coeficientes geométricos que se producen por cada uno de los 16
coeficientes de la superficie isoparamétrica inicial el mismo valor
de distribucién de material que tuviese el coeficiente asociado
en la superficie. De esta forma se garantiza continuidad C! en la
distribucién de material en la unién entre la nueva celda y las
celdas existentes.

9.2.2  Mezcla de celdas

El proceso de mezcla de celdas (blending) consiste en rellenar el
hueco entre dos celdas con una celda paramétrica que se conecta
de forma continua con ambas (véase Figura 9.3). El proceso es el
siguiente:

1. Seleccionar dos superficies isoparamétricas frontera externa
(ecuacién 7.7), cada una perteneciente a una celda paramétrica
distinta.

Por la forma en que esta disefiado el esquema de representa-
cién, cada superficie pertenece a una sola celda paramétrica,

/ \‘. A

4

(a) Isosuperficies externas seleccionadas

A’ 5
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En todo el proceso el esquema de re-
presentacion comprueba que las cel-
das producidas sean vdlidas y sélo
afiade al hiperparche aquellas celdas
que lo son

Figura 9.3: Mezcla (blending) de cel-
das paramétricas. A partir de dos
celdas seleccionadas y una superfi-
cie isoparamétrica frontera en cada
una, que forme parte de la frontera
externa bext(B) del objeto, se puede
generar una nueva celda paramétri-
ca que “une” las celdas originales. El
proceso de blending puede hacerse
de forma continua o no continua

(b) Nueva celda paramétrica producida mediante mezcla
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y cada uno de los 16 coeficientes geométricos de la superficie
tiene asociado un unico vecino inmediato en el interior de la
celda.

2. A partir de cada pareja de coeficientes geométricos (cada pun-
to en la superficie y su vecino inmediato) se generan vectores
que indican la direccién de la normal en la superficie apun-
tando hacia el exterior de la celda. Para cada una de las dos
isosuperficies seleccionadas se tienen 16 vectores normales.

3. Siguiendo la direccion de cada uno de esos 32 vectores nor-
males se producen otros 32 coeficientes geométricos, de forma
que cada grupo de 16 coeficientes asegura la continuidad con
cada una de las dos superficies isoparamétricas frontera. Para
ello se usa la ecuacién 7.6. De esta forma se obtiene la rejila
H de 64 coeficientes geométricos que definen la nueva celda
paramétrica.

En el esquema de representacion se cuida que todas las celdas
que se afladen estén parametrizadas de la misma forma, pero
podria darse el caso de que el usuario, al editar la celda, hubiese
cambiado la parametrizacién de la misma. En este caso, la celda
resultante podria ser no vélida, por lo que se da la oportunidad al
usuario de establecer la correspondencia manualmente entre los
puntos de control de la isosuperficie seleccionada en una celda y
los de la isosuperficie seleccionada en otra.

En determinados casos no se necesita una mezcla continua en-
tre dos celdas paramétricas (vease Figura 9.4 apartado d). En
esos casos, es posible hacer una mezcla en la que los 32 puntos
intermedios se obtienen mediante interpolacién lineal entre los
vértices de cada una de las dos superficies isoparamétricas selec-
cionadas. Para la interpolacién se usan valores de pardmetro 1/3
y 2/3.

En cuando a la distribucién de material, se asocia al nuevo coefi-
ciente geométrico que se produce asociado a cada uno de los 16
coeficientes que definen cada una de las isosuperficies seleccio-
nadas la misma distribucién de material que tiene el coeficiente
con el que se asocia. De esta forma se garantiza la transiciéon
continua con continuidad C! en la distribucién de material entre
las celdas.

Por parametrizacion de la celda nos
referimos a la ordenacion de los coe-
ficientes dentro de la misma. En el
esquema de representacion se pro-
cura que haya coherencia entre las
coordenadas x, y, z en el espacio pa-
ramétrico y las coordenadas i, |, k en
el espacio de indices



9.2.3 Afadir celdas a partir de una biblioteca

Anadir grupos de celdas a partir de una biblioteca de celdas
predefinidas con formas bdsicas. Se pueden ajustar algunos para-
metros de estos grupos de celdas tales como tamafio, posicion,
etc.

9.2.4 Afadir celdas a partir de un archivo

Anadir grupos de celdas a partir de archivos previamente sal-
vados. Esto permite combinar varios objetos para construir uno
mas complejo.

9.3 Ejemplo de construccién de un modelo

Con todas las técnicas de creacion y edicion de modelos expli-
cadas en este capitulo y el anterior, un usuario puede modelar
objetos heterogéneos complejos facilmente (véase Figura 9.4).

CONSTRUCCION DE MODELOS
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o

t

(a) Afiadir dos anillos a partir de la biblioteca de celdas pre- (b) Extrusién de las 16 celdas para obtener una estructura mas
definidas grande

(c) Extrusion de las 32 celdas para obtener una estructura mas (d) Mezcla no continua de cuatro celdas tomadas dos a dos
ancha

(e) Subdivisiéon de celdas para obtener mejor detalle en la (f) Edicién de la geometria
zona central

(g) Edicion de las distribuciones de material (h) Edicion de las distribuciones de material

Figura 9.4: Ejemplo de construccién
de un modelo de objeto heterogéneo
en s6lo ocho pasos
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Resultados

Hemos desarrollado una aplicacién informatica para probar en
la préctica si el esquema de representacién puede representar con
precision objetos reales. Usando la aplicacién se han modelado
varios objetos.

10.1  Modelado de una pieza mecdnica

El primer objeto real que modelamos fue una pieza mecénica.

Esta pieza fue un reto, ya que planteaba transiciones complejas de
distribucién de material entre celdas. En la parte frontal, hay una
zona de geometria compleja con vértices irregulares. En esta zona
se necesitaba modelar una transicién continua en la distribucién
de materiales con forma cilindrica (en el espacio paramétrico), sin
embargo las rejillas de vértices de esas celdas no representan un
cilindro. A pesar de todo, el esquema de representacion permitié
construir el modelo de forma sencilla (Figura 10.1).

Ficha técnica. IDE: XCode 7, lengua-
je de programacién: swift 2, bibliote-
ca grdfica: OpenGL 4.1 y framework
para la interfaz: Cocoa

Figura 10.1: En la zona sefialada en
blanco de la pieza mecanica se ne-
cesitaba una transicién continua del
material representado en color azul
que tuviera forma cilindrica. Los coe-
ficientes geométricos en esa parte de
la pieza no representan un cilindro.
Todo lo contrario. A pesar de todo el
esquema de representacion nos per-
miti6 modelar la transicién deseada
con precisiéon
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Figura 10.2: Pieza mecanica que in-
cluye una transicién compleja de ma-
teriales en la parte frontal. Como
puede verse, se modela correctamen-
te con nuestro esquema de represen-
tacion, manteniendo un niimero de
celdas relativamente bajo

(a) Vista frontal (b) Estructura de celdas

(c) Vista posterior (d) Estructura de celdas | O O R

on United States Patent (10 Patent No:  US 7,201,198 B2
Ochiai %) Date of Patent: Apr. 10, 2007

Como puede apreciarse en la Figura 10.2, el esquema de represen-
tacion permite representar la pieza mecanica con total precisién al e sadasmpas

) Asigace: Sumitome Rubber ladustries, Lid.
Kebehi OF)

tiempo que se mantiene un niimero bajo de celdas paramétricas.

Q1) Appl. N 10mIS TS0

@1 Flt Ape 22
Prior Pubiicatien Duts
US H0402I9K AL Now. 1, 3004

10.2  Modelado de un neumdtico de moto de competicién T

My 8200 OP) 200129816

Como se estudio en la seccién 4.3, los neumaticos de motos de
competicion son un claro ejemplo de como la mezcla heterogénea
de materiales puede proporcionar unas prestaciones mucho mejo- s
res. Por eso nos planteamos modelar con precisién un neumatico T

real de competiciéon. Para ello, consultamos la patente de un
neumdtico real [20] y siguiendo fielmente los planos (Figura 10.3)
reprodujimos un modelo heterogéneo usando nuestra aplicacion.
El proceso completo duré sélo seis horas de trabajo.

Figura 10.3: Primera pagina de la pa-
tente del neumético de competicién
[20]. La patente incluye planos deta-
realmente compleja. La aplicaciéon basada en nuestro esquema de llados, que fueron los utilizados para

representacion demostré ser una herramienta muy atil. modelar el neumético

En este caso el reto era modelar con precision una geometria



Una caracteristica muy interesante de los modelos generados con
nuestro esquema de representacion es que todas las partes del ob-
jeto se modelan como un tnico hiperparche Béziér heterogéneo
compuesto. En este ejemplo, el neumatico completo, incluyendo
todos los componentes (tread, body ply, belt, side-wall, etc.) se
han modelado como un dnico hiperparche. Esto es muy conve-
niente a la hora de realizar simulaciones.

Esta propiedad de nuestro esquema de representacién es posible
debido a que se pueden modelar discontinuidades, tanto en la
geometria como en la distribucién de material, de forma inde-
pendiente (véase la seccion 7.4).

Esa fue una de las razones que nos llevaron a realizar un estudio
profundo de las condiciones de continuidad en nuestro esquema
de representacion.
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Figura 10.4: En esta vista detallada
en seccion del neumdtico pueden
verse las distintas zonas formadas
por un tnico material y la banda de
rodadura (tread) que estd compues-
ta por tres materiales mezclados de
forma continua. El modelo completo
es un tnico hiparparche Béziér he-
terogéneo compuesto lo que resulta
muy conveniente a la hora de reali-
zar simulaciones
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Figura 10.5: Vista completa en sec-
cién del neumatico de competicion,
donde se puede ver con detalle su
estructura interna



10.3 Usabilidad

La usabilidad es uno de los principios mas importantes a tener
en cuenta en el disefio de una aplicacién informética. Entre otras
cosas, una aplicacién usable reduce los costes de uso y mejora la
calidad general del producto.

En la aplicacién que implementa nuestro esquema de representa-
cién se ha cuidado mucho la usabilidad (véase Figura 10.6).

Ha sido posible disefiar una aplicacién altamente usable gracias
a que el disefio del esquema de representacién incluye la rejilla
simplificada de coeficientes geométricos, procedimientos auto-
maticos para comprobar validez y continuidad, procedimientos
sencillos para crear y editar objetos, y es muy sencillo de usar.

(a) Transformacién de un corner point arrastrando el handler
de transformacion

Translate selection

oistance: [1.d

cancel . EEITIHN

(b) Transformacién de un corner point especificando desplaza-
miento/ posicién numéricamente
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Figura 10.6: En la aplicacién que im-
plementa nuestro esquema de repre-
sentacién se ha cuidado al maximo
la usabilidad.

Por ejemplo, se usa el principio de
usabilidad llamado capacidad de
sustitucién. El usuario puede apli-
car transformaciones a un coeficien-
te geométrico interactivamente arras-
trando el handler de transformacién
con el ratén, o bien puede especificar
un desplazamiento o una posicién
exacta numéricamente
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Conclusiones

Después de haber expuesto en qué consiste el esquema de
representaciéon que proponemos para modelar objetos heterogé-
neos, en este capitulo resumimos las aportaciones y conclusiones
de esta tesis. También apuntamos posibles vias de investigacion
que se derivan del trabajo realizado.

11.1  Principales aportaciones

Las principales aportaciones de esta tesis doctoral son:

1. Se propone un esquema de representacién completo para mo-

delar objetos s6lidos heterogéneos. Nuestro trabajo no es un
algoritmo o técnica concreta para resolver algtn aspecto del
modelado de objetos heterogéneos, sino un esquema de repre-
sentaciéon completo y bien fundamentado.
En nuestra opinion, esta es la principal aportacién de la tesis.
Sobre las bases establecidas por el esquema de representacion
propuesto, es posible construir nuevos algoritmos para proble-
mas concretos, sabiendo que se van a respetar las propiedades
fundamentales de todo buen esquema de representacion.

2. Se ha definido matemdticamente el concepto de objeto hetero-
géneo, y se ha establecido la operacién de combinacién @, de
distribuciones de material (véase ecuacién 4.3) que, a diferen-
cia de otras operaciones propuestas en la literatura, es simple
y se utiliza consistentemente a lo largo de todo el trabajo. En
nuestra operacion no hay casos particulares y se garantiza
la validez de las distribuciones de material calculadas con
nuestra féormula del hiperparche Béziér heterogéneo (véase
ecuacion 6.6).
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3. Se ha definido el objeto regular heterogéneo hr-object, de
forma que es posible definir zonas continuas y no continuas
tanto en la geometria como en la distribucién de materiales. A
diferencia de otros métodos, esto nos permite definir objetos
complejos ttiles en el mundo real.

4. Se ha definido el hiperparche Béziér heterogéneo compuesto
que es la representacion que utilizamos. Es una implementa-
cién que captura de forma perfecta las caracteristicas de los
hr-objects (nuestros objetos matematicos). Esto nos permite
conservar propiedades importantes tales como regularidad.

5. Se ha definido una condicién de validez que, al igual que las
otras condiciones propuestas, es suficiente, es decir, rechaza
algunos hiperparches que en realidad si son validos. Esto
en realidad es una ventaja de nuestra condicioén de validez,
porque los hiperparches rechazados no tienen una distribucién
uniforme de los puntos en su interior. La condicién de validez
no resta poder expresivo al esquema de representacion, ya
que se pueden conseguir celdas vélidas subdividiendo las
celdas rechazadas. Las comprobaciones que es necesario hacer
son sencillas, por lo que se puede usar durante el modelado
interactivo de objetos.

6. Se han definido condiciones de continuidad de orden 0 y 1
tanto para la geometria como para la distribucién de material.
Estas condiciones son flexibles y permiten modelar situaciones
complejas con poco esfuerzo. Ademds, pueden darse inde-
pendientemente una de otra. Por ejemplo, es posible tener
continuidad en la geometria pero no en la distribucién de
materiales y viceversa.

7. Se ha desarrollado una rejilla simplificada de coeficientes geo-
métricos para el hiperparche Béziér heterogéneo compuesto,
que facilita mucho el proceso de edicién, al mostrar los coe-
ficientes geométricos en dos niveles. En el primer nivel se
muestran los corner points, que son puntos de méxima in-
fluencia para el hiperparche (el hiperparche interpola estos
puntos); en el segundo nivel se muestran los coeficientes geo-
métricos vecinos inmediatos de un corner point concreto, que
influyen en la forma y distribucién de materiales alrededor de
ese corner point.



8. Se ha definido un método para mantener la continuidad de
orden 1 automaticamente en aquellos corner points regulares
que estén marcados como continuos. De esta forma un ope-
rador humano sé6lo debe centrarse en la forma o el material
que desea para el hiperparche alrededor de un corner point
concreto, sin preocuparse por mantener las condiciones de
continuidad.

El esquema de representacion es capaz de identificar aquellos
corner points regulares y aquellos corner points irregulares, y
es capaz de trabajar con ambos tipos.

Todo ello nos ha permitido implementar facilmente el esquema
de representacién y obtener una aplicacién que permite modelar
desde cero objetos complejos reales.

11.2  Trabajos futuros

El esquema de representacion desarrollado en esta tesis permite
modelar de forma precisa cada uno de los puntos que forman el
interior del objeto, distinguiendo claramente la frontera externa
del mismo. Eso abre todo un nuevo mundo de posibilidades para
modelar objetos todavia mas complejos.

Por ejemplo, hay muchas clases de objetos heterogéneos que no
estdn formados por una mezcla continua de materiales, sino que
en realidad se tienen fases de un material primario en el que se
encuentran particulas de otro material primario. La proporcién
de particulas de una fase dentro de otra es variable. Normalmen-
te a estos materiales se les denomina FGM (Functionally Graded
Materials), y a la distribucién interna de materiales se le llama
microestructura.

Visto a nivel micro, se tiene en realidad un objeto heterogéneo
por capas. En cada punto del objeto se tiene un tinico material
primario. Sin embargo, visto a nivel macro, ese objeto se compor-
ta como un objeto heterogéneo, en el que las propiedades varian
segun la proporcién de particulas de un material dentro de otro.

CONCLUSIONES
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Es muy importante contar con un esquema de representaciéon
que permita modelar esta clase de objetos, ya que pueden fabri-
carse con impresoras 3D de bajo coste que permiten usar dos
materiales aunque no mezclados.

Nuestro esquema de representacion esta especialmente bien pre-
parado para modelar microestructura, ya que las funciones que se
emplean para simular la distribucién de una fase dentro de otra
se aplican en el espacio paramétrico U, con lo que, a diferencia
de otros métodos, el objeto s6lido modelado puede deformarse
sin perder su microestructura interna.

11.3 Conclusiones

Esta tesis rellena un vacio existente en el &mbito del modelado
de objetos s6lidos heterogéneos. En ella se propone un esquema
de representaciéon completo que permite el modelado de forma
simple y eficiente de nuevos objetos con precision.

Se han demostrado las principales propiedades del esquema de
representacion desde un punto de vista tedrico, lo que permite
asegurar que el esquema es ttil para representar objetos reales.

Ademads, se ha implementado en una aplicacién informética y
se ha usado con éxito para representar varios objetos reales. Los
objetos representados incluyen geometrias y distribuciones de
material complejas. Todo eso permite asegurar que el esquema de
representacion propuesto es ttil desde un punto de vista practico.

El desarrollo matematico de base no es cerrado, sino que permite
ampliaciones como por ejemplo, el uso de microestructuras para
definir la distribucién interna de materiales en el objeto.

Todo lo anterior nos permite asegurar que el objetivo marcado
en la seccion 2.3 se ha conseguido con éxito.
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operacion @y, 43
valida, 42

edge point, 84
enumeracion exhaustiva, 32
propiedades generales, 34
y objetos heterogéneos, 34
espacio
de indices, 55
de modelado, 54
paramétrico, 54
esquema de representacion
definicién, 28
informal, 25
propiedades, 29-31
completitud, 30
concisién, 31
dominio, 29
eficacia, 31
facilidad de creacién, 31
no ambigiiedad, 30
unicidad, 30
validez, 29

funcién de material
en hiperparches, 61
en hr-objects, 50

funciones mezcla, 54
de Béziér, 58

hiperparche, 53-55
continuidad

de orden 0, 72

de orden 1, 74

de orden 2, 78

corner points, 55

irregulares, 86

vecinos inmediatos, 84
curvas frontera, 55
edicion
distribuciéon de materiales, 86
geometria, 81
edicién directa, 83
extrusion, go
frontera
elementos, 55
externa, 79
interna, 79
heterogéneo, 58-60
heterogéneo compuesto, 60-8o0
continuidad, 72—79
frontera, 79
validez, 63
mezcla de celdas, 91
proceso de construccién, 89
rejilla de control G, 55
superficies frontera, 55
ventajas, 53
histéresis, 45
hr-object
definicién, 49
frontera
externa, 50
interna, 51

Jacobiano, 68

material primario, 41

modelado de sélidos, 23—40
definicién, 23
enfoque de tres niveles, 24
esquema de representacion, 25
estructuras de simbolos, 24
investigacién en, 40
objetos fisicos, 24
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objetos matemadticos, 24

representaciones Computacionales,

25

objeto
heterogéneo
definicion, 41
ejemplo, 44
rigido, 26
regular, 26
octree, 37
propiedades generales, 38
y objetos heterogéneos, 38

puntos de control, 54

r-set
definicion, 27

representacion
propiedades
no ambigiiedad, 29
unicidad, 29
validez, 28

sélido
definicién, 26
silica, 48
slice de coeficientes, 67
contiguos, 67
paralelos, 67
perpendiculares, 67
slice skin de coeficientes, 67
span de coeficientes, 66
localmente ordenado, 66
superficies isoparamétricas, 55

surface point, 84

teorema de la funcién implicita, 68

tesis

publicaciones asociadas, 22, 65

triangulo mégico, 44
usabilidad, 99

voxel, 32
validez
condicién de, 68
contraejemplos, 70
propiedades, 72
del hiperparche, 65
variables paramétricas, 53
vertex point, 84



Glosario

cerrado bajo la operacion Se dice que una estructura matematica A
es cerrada bajo una operacion +, si cualesquiera que sean a y
b, elementos de A, se tiene que a + b es también un elemento
de A.

Va,be A a+be A

combinacion baricéntrica Dado un conjunto O se define la opera-
cién combinacién baricéntrica como la suma:
L 0, €0
L &0;
i—1 v ta+---+a, =1
combinacion convexa Es una combinacion baricéntrica,en la que
ademds se tiene que cada coeficiente «; es positivo:

Va;, 1 <i<n,ua >0.

conjunto acotado Un conjunto de puntos de R> es acotado si lo
estd en cada uno de los ejes coordenados X, Yy Z.
No se puede hablar estrictamente de conjuntos de puntos aco-
tados, porque eso implicaria que existe una relacién de orden
en R3, lo cual no es cierto. Si se puede hablar de acotado para
cada eje coordenado, porque en R si que existe una relacion
de orden. En la préctica, decir que un conjunto de puntos esta
acotado para cada eje coordenado es equivalente a decir que
existe una caja envolvente alineada con los ejes coordenados
X, Y, Z para ese conjunto. En otras palabras, el conjunto es
limitado, ya que se “extiende” a lo largo de una porcién finita
del espacio.

conjunto semialgebraico Un conjunto es semialgebraico si es el
resultado de un conjunto finito de combinaciones de semiespa-
cios algebraicos, usando para ello los operadores de conjuntos

U,Ny\
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conjunto de las partes Dado un conjunto S, se define el conjunto
de las partes de S (también llamado conjunto potencia de S)
denotado como P(S), como el conjunto de todos los subcon-
juntos de S. La cardinalidad del conjunto de las partes de un
conjunto con cardinalidad n es 2".

correspondencia Una correspondencia R entre dos conjuntos re-
ferenciales A y B es un subconjunto del producto cartesiano
A x B. Si un elemento a € A se corresponde con un elemento
b € B, eso se escribe aRb.

deslizamiento Se produce cuando la velocidad angular o de giro
de la rueda no se corresponde con la velocidad lineal del
vehiculo. Puede darse el deslizamiento tanto por aceleracion
(al arrancar fuerte sobre una superficie deslizante, las ruedas
giran mas deprisa de lo que corresponde a la velocidad del
vehiculo) como por frenada (al pisar los frenos, si se bloquean
las ruedas, giran mas despacio de lo que corresponde a la
velocidad del vehiculo).

espacio vectorial Un espacio vectorial es un conjunto no vacio V
cerrado bajo las operaciones + (suma de vectores) y - (producto
por un escalar) que cumple las propieades:

» Asociativa. u+ (v+w)=(u+v)+w VYV uv,weV

» Conmutativa.u+v=v+u V uveV

» Elementoneutro.de €V | e+v=v+e=v, VYWweV

» Elemento opuesto. Vv eV Iw | v+w=w+v=e

» Pseudoasociativa. A(uv) = (Au)v Yv eV, VA, u € R

» Distributiva. A(u+v) =Au+Av y (A+p)v=Av+puv
Vu,veVyVAiuekR

s Unimodular. lv=v VYveV

funcion algebraica Una funcién F : R> — R es algebraica si
F(x,y,z) puede expresarse en términos de un namero finito de
sumas, diferencias, productos, cocientes y raices conteniendo
x, Yty z".

histéresis viscoeldstica Si deformamos con la mano una pelota de
caucho e inmediatamente la soltamos, veremos cémo la pelota
recupera (en este caso completamente) su forma original, pero
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de manera lenta. Este desfase implica en todo caso que parte de
la energia empleada durante la aplicacién de la fuerza externa
no es recuperada tras su relajacion, disipdndose en forma de
calor.

hodograph Se define un hodograph como el camino recorrido
por la punta de un vector que representa de forma continua,
en magnitud y direccién, la velocidad de un cuerpo en movi-
miento. En los trabajos previos estudiados en esta tesis, es un
cono que representa los limites en los que se mueve un vector
tangente.

Jacobiano Dado un conjunto y = f(x) de n ecuaciones con n
variables x1, ..., x,:
f1(X) ylzfl(xll---/xn)
o o explicitamente e

fn(x) yn:fn(xlf---/xn)

yE

el jacobiano o matriz jacobiana, es la matriz formada por las
derivadas parciales de primer orden de la funcién:

W
dx1 0x,,
J(x1,...,xn) = : . :
oY oYy
dx1 o dxy,

relacién de orden Es una relacion binaria R sobre el conjunto refe-
rencial A, que verifica las siguientes propiedades:
» Reflexiva. Va € A, aRa.
= Antisimétrica. aRb AbRa = a=0b, a,b € A.
» Transitiva. aRb A bRc = aRc, a,b,c € A.

relacién de equivalencia Es una relacién binaria R sobre el conjunto
referencial A, que verifica las siguientes propiedades:
n Reflexiva. Va € A, aRa.
» Simétrica. aRb = bRa, a,b € A.
» Transitiva. aRb A bRc = aRc, a,b,c € A.
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relacién binaria Es una correspondencia R en la que los dos con-
juntos referenciales son el mismo.

semiespacio algebraico Es el conjunto de puntos H = {(x,y,2)/
p(x,y,z) <0}, donde p(x,y,z) es una funcién algebraica.

usabilidad “Medida en que un producto se puede usar por determinados
usuarios, para conseguir objetivos concretos con efectividad, eficiencia
y satisfaccion en un contexto de uso especifico”.
La efectividad es la precisiéon con la que los usuarios alcanzan
los objetivos especificados. La eficiencia hace referencia a los
recursos empleados (tiempo, etc.) que son necesarios para
alcanzar con precisién esos objetivos. La satisfacciéon es la
ausencia de incomodidad y la actitud positiva del usuario
hacia el producto; es pues, un factor subjetivo.
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