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INTRODUCCION

En sistemas fisicos, la existencia de propiedades que varian con el tiempo ha estado
presente para el conocimiento humano practicamente desde su nacimiento. Durante toda la
historia el hombre ha sido capaz de disefiar calendarios, predecir estaciones, mareas, cambios
meteorologicos, fases de la luna, etc., y relacionar unos fendmenos con otros gracias a la
observacién y a la repeticion de estos sucesos con cierta periodicidad. Ya en el siglo VI a.C.,
Pitdgoras establecid una relacion entre la frecuencia de vibracién de notas musicales
producidas por la oscilaciéon arménica de una cuerda sometida a tensién constante y un nimero
caracteristico de su longitud. Luego extendi6 esta relacién al movimiento arménico de cuerpos
celestes en lo que denomind “musica de las esferas”.

Desde estas primeras observaciones de sistemas fisicos periddicos, se ha ido avanzando
en el estudio de estas propiedades variables con el tiempo y descubriendo, poco a poco, la gran
cantidad de informacion que proporcionan. A estas magnitudes que varian con el tiempo y/o
con el espacio, y que proporcionan informacion del sistema fisico del cual provienen se les
llama sefiales. El tratamiento matematico de estas sefiales comenzé con Sir Isaac Newton en
el siglo XVII, en un estudio en el que observd que la luz del sol al paso por un prisma se
dividia en bandas de distintos colores. Explico el fenémeno asociandole a los cropusculos
de luz asociados a los diversos colores distintos tamafios que generaban en el éter estados
distintos estados de vibracion elasticas y que la luz blanca era el resultado de la suma de las
contribuciones. Introdujo el término “espectro”, (de la voz latina “specter’) para designar esas
bandas de colores de luz. En su trabajo Principia 1687 establecié el primer tratamiento
matematico de los movimientos ondulatorios que Pitgoras habia observado empiricamente
tantos siglos antes.

En los trabajos posteriores de Daniel Bernouilli, L. Euler y finalmente J.B. Fourier, se
estudiaron mas profundamente el problema del movimiento de una cuerda tensa, extendiéndolo
a todo movimiento periddico, y dando lugar al analisis arménico mediante desarrollos de
Fourier, herramienta clave en el tratamiento de sefiales periddicas y que posteriormente se
extendio a sefiales no periddicas. La posibilidad de determinar completamente cualquier
funcidn periddica a partir de los coeficientes de un desarrollo discreto y la notable abundancia
de tales funciones en la naturaleza, impulsaron el estudio de este campo y la construccién de
maquinas capaces de calcular esos coeficientes, llamados coeficientes de Fourier. Estos
integradores mecanicos permitieron, desde casi mitad del siglo XIX, la aplicacién del analisis
de Fourier a numerosos campos, tales como mareas, estudios de espectros dpticos,
meteorologia, declinaciones magnéticas y nimero de manchas solares.

Aunque estos analizadores mecanicos eran utiles en el andlisis de series claramente
periddicas, su utilidad era muy limitada en el caso de sefiales con periodicidades no evidentes,
contaminadas con ruido o con alguna componente no armonica. Para estudiar estas sefiales se
hizo necesario el uso de calculo numérico y, por consiguiente, de un tratamiento discreto de
estas sefiales, que clisicamente se habia abordado desde un punto de vista continuo. Los
primeros trabajos que realizaban un tratamiento discreto de los datos provenientes de sefiales,
comenzaron a aparecer en los afios 50, sobre todo en campos donde se necesitaba analisis muy
sofisticado. Este era el caso de datos geofisicos, los cuales se recogian en cintas magnéticas
para posteriormente ser tratados en grandes ordenadores digitales. Por supuesto, este
tratamiento digital no se producia en tiempo real, necesitandose minutos o incluso horas para
procesar segundos de datos.
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Por las mismas fechas, el tratamiento digital y el uso de los incipientes ordenadores se
empezd a desarrollar en otra vertiente. Debido a la gran flexibilidad de los ordenadores
digitales, se utilizaron en numerosas ocasiones para simular sistemas analégicos, como paso
previo a su construccion. Esta simulacion permitia estudiar el sistema en un gran nimero de
situaciones y ambientes por un coste minimo, sin la necesidad de construir el sistema en todas
esas situaciones. Este fue el origen, por ejemplo, de los filtros digitales: se hacia una
conversion analdgico-digital de un filtro analdgico, se estudiaba y simulaba mediante el
ordenador para estudiar su comportamiento en todas aquellas situaciones que fueran de interés,
para finalmente hacer una tltima conversion digital-analogico, que llevara al final a la
construccién del filtro analogico.

Aunque el uso de un esquema digital de trabajo permitia un gran avance en cuanto a
. la flexibilidad y al ahorro de medios, el hecho de que el procesado no se pudiese realizar en
tiempo real, asi como el excesivo coste y el gran tamafio que requerian los ordenadores,
producia que los sistemas y el calculo digital se viese como aproximacion o simulacion de
sistemas analogicos, limitando de hecho su aplicacion. El desarrollo matematico de técnicas
propiamente de andlisis digital también surgié como aproximacion a las técnicas analogicas,
naciendo de esta manera la transformada Z y la transformada discreta de Fourier, como
aproximacion a la transformada de Fourier y las series de Fourier, respectivamente.

Sin embargo, debido a este uso de ordenadores digitales en el analisis de las sefiales,
se produjo una tendencia hacia el desarrollo de técnicas y algoritmos de procesamiento
puramente digital, algunos de las cuales no poseian aplicacion analégica alguna; por tanto,
aunque eran interesantes desde el punto de vista teérico, carecian en ese momento de una
utilidad préactica. Entre estas técnicas estaban las técnicas de analisis del cepstrum y los filtros
homomorficos, en el desarrollo de las cuales era necesario el calculo de la inversa de la
transformada de Fourier. Aunque teéricamente se esperaba una mejora del analisis de ciertas
sefiales mediante el uso de estas técnicas, la precision que se requeria en el calculo de las
transformadas de Fourier estaban fuera del alcance de los analizadores de espectros analogicos.

La evoluciéon hacia un nuevo punto de vista sobre el anilisis digital de sefiales se
produjo en 1965 con el desarrollo de algoritmos rapidos para el calculo de la transformada de
Fourier, algoritmos conocidos con el nombre de transformada rapida de Fourier (FFT). Debido
a la gran utilizacion que el procesado de sefial, tanto analégico como digital, hace del analisis
de Fourier, la FFT revoluciond el desarrollo practico y la filosofia con la que se abordaban los
problemas. La importancia de la FFT fue doble. Por un lado disminuy¢ el esfuerzo de célculo
de la transformada de Fourier en varios ordenes de magnitud, lo que produjo que muchos
algoritmos se pudiesen implementar en tiempo real y que otros, que eran impracticables debido
al excesivo esfuerzo computacional que requerian, se pudiesen llevar a la practica. Por otro
lado, la transformada discreta de Fourier y su cdlculo mediante la FFT representaban un
problema inherentemente discreto o digital. A partir de una sefial discreta se calcula su FFT,
que proporciona una sefial también discreta en el espacio de la frecuencia, y la relacion entre
ambas es exacta, en este dominio discreto, y no necesita interpretarse como una aproximacion
a la transformada continua de Fourier. Esto produjo la reformulacion de conceptos y
algoritmos del procesado analégico desde un punto de vista exclusivamente digital, favorecié
el desarrollo de un tratamiento matematico riguroso de las transformadas y los conceptos que
aparecen en el estudio de sefiales discretas, a la vez que impulsé la construccion de sistemas
puramente digitales.
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Por supuesto, la extension a la que ha llegado del uso del analisis digital (y por tanto
discreto) de sefiales no habria podido tener lugar de no ser por el explosivo desarrollo que se
han vivido los ordenadores digitales y los componentes electronicos en general, lo que ha
permitido desarrollar algoritmos cada vez mas complicados e implementarlos en situaciones
précticas en las que se trabajen con sistemas fisicos muy complejos. En la actualidad, el uso
de procesado digital de sefiales se ha extendido a practicamente todas las ramas de la fisica en
las que aparecen sefiales que varian en el tiempo y/o en el espacio, siendo en estos momentos
una herramienta en continua progresion, ya que los algoritmos que hace apenas cinco afios eran
impracticables, ahora se pueden desarrollar casi en tiempo real.

El procesado discreto de sefial trata con sefiales representadas por secuencias de
niimeros o simbolos y el procesamiento de tales secuencias. El objetivo puede ser la estimacién
de ciertos parametros o la transformacion de la secuencia en una nueva forma mds sencilla o
que sea mas facilmente interpretable. En el desarrollo del anterior proceso de analisis, es
posible, y en algunos casos imprescindible, afiadir a la secuencia de datos informacién adicional
que se posea sobre la sefial o sobre el sistema fisico que la produce, a través, por ejemplo, de
modelos que se sabe que ha de cumplir la secuencia; lo que simplifica enormemente el
problema y permite a la vez una mayor profundizacion en la informacién que posee la sefial.
Esta informacion adicional puede ser previa al analisis de la seflal propiamente dicha,
proveniente de un estudio teérico de la fisica del sistema, o bien puede surgir como una
hipétesis de trabajo tras un primer analisis de la sefial; el cual darfa lugar a un segundo analisis
teniendo en cuenta las anteriores hipotesis, con el que se podra corroborar las hip6tesis y
mejorar la informacion obtenida del primer analisis.

En una situacion practica concreta, la asuncion de ciertas hipétesis es un paso previo
ineludible para poder analizar la sefial, de forma que, por ejemplo, admitir que una sefial es
estacionaria o no conduce a dos tratamientos completamente diferentes de la misma, por lo que
es necesario determinar con anterioridad en que conjunto se puede englobar a la sefial. De igual
forma, el desarrollo tedrico de técnicas y algoritmos de procesado de sefial no se suele realizar
para sefiales genéricas, sino pensando en resolver problemas concretos que se presentan dentro
de tipos especificos de sefiales. De esta forma, hay que tener cuidado al comparar dos
métodos, ya que la comparacion dependeréa fuertemente de la sefial con la que se trabaje y de
la informacién concreta que se quiera obtener.

La hipotesis mas habitual con la que se suele trabajar es que el sistema del cual
proviene la sefial es lineal e invariante en el tiempo. Esta hipotesis puede abandonarse cuando
sea necesario, pero en la practica es ampliamente cumplida y permite un tratamiento en funcidn
de la llamada funcion de transferencia del sistema, lo que permite a su vez caracterizar el
sistema a partir de un conjunto finito de coeficientes.

Como ya se sefialé anteriormente, una de las herramientas mas importantes del
procesado de sefiales es el andlisis espectral, el cual consiste en analizar el contenido espectral
o en frecuencias que posee una determinada sefial. Para una sefial continua este analisis se
realiza mediante las series de Fourier, si la sefial es periodica, y mediante la transformada de
Fourier, para sefiales no periddicas pero de energia finita. Para sefiales discretas se utiliza la
transformada Z, si la sefial no es periodica pero de energia finita, y la transformada discreta de
Fourier, si la sefial es periodica. Por supuesto, todas las anteriores transformaciones cumplen
una serie de relaciones que permiten expresar unas en funcién de las otras para casos
concretos. Dependiendo del tipo de sefial con el que se trabaje se aplicara una transformacion
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u otra, con el fin de estudiar su contenido espectral y con ello la contribucion a la energia de
cada frecuencia.

El proceso anterior no es valido para un tipo de sefiales importantisimo: las sefiales
aleatorias. Una sefial puede ser aleatoria debido a su propia naturaleza, como sucede en el
movimiento Browniano, o porque se encuentre contaminada con un ruido aleatorio, como
sucede en comunicaciones. La aplicacién de las anteriores transformaciones directamente sobre
los datos de estas sefiales no es adecuada por un doble motivo. En primer lugar debido a que,
por lo general, no son sefiales ni periédicas ni de energia finita, lo que hace que la aplicacion
de las anteriores técnicas no sea posible. Por otro lado, debido a la aleatoriedad que caracteriza
a este tipo de sefiales, no se puede extraer apenas informacioén directamente de los datos
aleatorios, sin establecer previamente algin tipo de promedio entre ellos.

Para una sefial aleatoria no se puede obtener una informacion precisa, en los mismos
términos que sucede con las sefiales deterministas; lo que se obtiene es una informacion
estadistica a través de promedios realizados sobre la variable aleatoria, que en este caso son
los datos de la sefial. De esta manera, promediando en distintas realizaciones independientes
la sefial a un tiempo n, se consigue la media de la sefial en ese instante n, lo que
matematicamente corresponde a tomar el valor esperado de la sefial en ese tiempo. Se observa
como para obtener esa informacion es necesario un determinado niimero de realizaciones que
permitan llevar a cabo el promedio. Cualquier funcion de la sefial, tal y como su energia o su
potencia, serd una variable aleatoria, siempre y cuando no se realice ningin promedio
estadistico en el célculo de la funcién, no pudiendose extraer en general informacion de una
Ginica realizacién. Es para evitar esta indeterminacion para lo que se recurre al promedio,
definiendose estas funciones, como energia o potencia, a través de promedios estadisticos para
que sean deterministas y proporcionen informacion que no dependa de la realizacién concreta
con la que se trabaja.

La media de una sefial para un determinado instante no es la inica informacion extraible
de una sefial; por ejemplo, es muy interesante saber como se relacionan los datos a tiempos
distintos. Esta informacioén queda recogida en el valor esperado del producto del dato a tiempo
n con el dato a tiempo m, la funcion de dos variables que resulta de esta operacion se conoce
como funcion de autocorrelacion, y hay que sefialar que no es una variable aleatoria, ya que
se ha realizado el un promedio estadistico en su definicion, lo que hace que pierda el caracter
aleatorio. Esta funcion recoge la informacion que se llama de segundo orden y es la base de
la estadistica de segundo orden de la sefial. Si se puede realizar la transformada de Fourier de
esta funcién de autocorrelacién, ya que practicamente siempre posee energia finita. El
resultado, que es funcién de uno de los tiempos m, modulo cuadrado, es lo que se conoce
como espectro de potencia de la sefial, que indica la contribucién a la energia de cada
frecuencia, en el tiempo m; y, al igual que la funcién de autocorrelacion, determina la
estadistica de segundo orden.

La utilizacion del espectro de potencia y de la funcién de autocorrelacion ha sido la
base de lo que se ha conocido como andlisis espectral clasico, o simplemente andlisis espectral;
quizas la herramienta mas importante, mds aplicada y mas estudiada del procesado de sefial.
Un desarrollo detallado de este analisis espectral clasico basado en la estadistica de segundo
orden se puede encontrar en numerosos libros y articulos como [MAR87][KAY88], donde
también aparecen numerosas aplicaciones practicas. En toda la amplia bibliografia se recoge
como, durante mas de 50 afios, este analisis espectral ha sido el gran impulsor de numerosas
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ramas de la fisica y la electrénica, tanto analdgica como posteriormente digital, y su enorme
potencia para el andlisis, comprensién y disefio de sistemas fisicos y electronicos.

Es facil de observar que puede que no toda la informacion sea accesible a partir de un
estudio de segundo orden, tal y como es ¢l que se ha mostrado. Por ejemplo, la informacion
de como se relacionan tres datos a tiempos distintos, en principio, no estd recogida en la
funcién de autocorrelacion. En la practica se puede demostrar que, en efecto, existe
informacion adicional que no se puede obtener mediante la estadistica de segundo orden
siempre que el proceso aleatorio sea no-gaussiano [NIK93a] [MENO1].

Aunque los procesos gaussianos se encuentren muy abundantemente en la naturaleza,
estos suelen ir asociados con sistemas muy azarosos, ya que, por ¢l teorema central del limite,
la suma de muchos procesos aleatorios de cualquier tipo tiende a ser un proceso gaussiano. Por
tanto, los procesos gaussianos, en muchas ocasiones, se asocian a sefiales que son el resultado
de la suma de muchos procesos aleatorios. Aunque no siempre es asi, en una enorme cantidad
de casos, esta es una buena aproximacion de lo.que se entiende por ruido: una suma de muchos
procesos aleatorios, la cual se asocia con aquella parte de la sefial que no posee mformacion
deseable. Por otro lado, la parte de la sefial que posee informacion no tiene por que ser suma
de muchos procesos aleatorios, y por tanto se puede desviar ampliamente de la guassianidad.
Esta es la situacion muy habitual en numerosos sistemas fisicos.

En este caso, en el que la sefial propiamente dicha, la que posee informacién, no es un
proceso gaussiano, la informacion recogida mediante un estudio de segundo orden no es
completa. Esto no significa que el estudio de la estadistica de segundo orden sea inutil. En
muchos casos es mas que suficiente para obtener la informacion deseada de la sefial, pero en
otras situaciones este estudio es insuficiente e incluso erréneo. Se debe entonces intentar
definir nuevos promedios estadisticos, como el que se sefiald anteriormente a partir del
producto de tres datos a tiempos distintos. Estos promedios se conocen con el nombre de
series de cumulantes o de momentos de alto orden, en el dominio del tiempo, o como
poliespectros, en el dominio de la frecuencia. De esta forma surge un anélisis de sefial basado
en la llamada estadistica de alto orden, también conocido como andlisis espectral de alto
orden o, simplemente, andlisis poliespectral (HOS); el cual intenta obtener informacion de la
sefial que no es accesible a partir de la estadistica de segundo orden. Historicamente, el término
Poliespectro es debido a Tukey y Brillinger [BRI65], mientras que el de HOS se atribuye a
Brillinger y Rossenblatt [BRI67a] y a Akaike [AKA66].

La importancia que posee la informacién no accesible para la estadistica de segundo
orden, ha producido que la estadistica de alto orden haya experimentado en las Gltimas décadas
un espectacular desarrollo, tanto en el estudio tedrico de algoritmos y propiedades que
aparecen en este nuevo dominio estadistico, como en aplicaciones précticas. Desde mitad de
los afios 60 se puede encontrar trabajos donde se desarrollan técnicas basadas en estadistica
de 6rdenes superiores [BRI65][AKA66][BRI67a][BRI67b], asi como multiples aplicaciones
en diversas areas tales como analisis de datos solares [BRI67a][BRI167b], mecénica de fluidos
[LII76], geofisica [HIN68], oceanografia [HAS63], biomedicina [KOR68], telecomunicaciones
[BEN80], tratamiento de voz e imagenes [WELS85], series econdmicas [HIN85a], fisica de
plasmas [KIM80], radar [JOU90], etc. Sin embargo, ha sido especialmente en estos tltimos
veinte afios cuando la comunidad ha retomado estos conceptos [NIK87] [ROS83] [RAG85]
[MEN91], dedicando un gran esfuerzo investigador que ha motivado la celebracion de seis
“workshop” internacionales especificos sobre estadistica de 6rdenes superiores, que se celebran
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bianualmente desde 1989 en los continentes Europeo y Americano, alternativamente.
Paralelamente, todos los congresos y revistas de la especialidad han incluido secciones
especiales y topicos dedicados al analisis basado en estadistica de 6rdenes superiores.

Los principales problemas que presenta el analisis espectral clasico y que resuelve el
HOS son tres. Primero, como se ha sefialado, la estadistica de segundo orden sélo proporciona
una informacién completa en el caso de tratar con sefiales gaussianas, por lo que para estudiar
las posibles desviaciones respecto a la gaussianidad que se puedan presentar es preciso recurrir
a la estadistica de alto orden. En segundo lugar, el andlisis de segundo orden es un andlisis
lineal y no puede obtener informacion de posibles no-linealidades que aparezcan en la sefial.
El efecto que estas no-linealidades poseen en el dominio de la frecuencia, es relacionar mas de
dos de ellas, por lo que la estadistica de segundo orden no es capaz de detectar ni analizar estas
.relaciones. A su vez, la estadistica de alto orden proporciona informacion tanto de la amplitud
como de la fase de la respuesta de un sistema, lo que no hace el analisis clasico, ya que es ciego
a cualquier relacion de fase que pueda aparecer. Esto lo que produce es que los sistemas de
fase no-minima se deban tratar con estadistica de alto orden, ya que los métodos basados en
el espectro de potencia y la autocorrelacién proporcionan resultados que siempre son de fase
minima. Por ultimo, el hecho de que los procesos gaussianos no posean informacion adicional
mas alla de la estadistica de segundo orden puede utilizarse para construir la estadistica de alto
orden de forma que elimine cualquier ruido aditivo gaussiano. La ventaja que presenta este
esquema de eliminacion de ruido respecto de los existentes en segundo orden es que no es
necesario hacer ninguna suposicion sobre el contenido espectral del ruido gaussiano, que puede
ser completamente desconocido, mientras que en segundo orden es necesario suponer que es
blanco, o en caso de no serlo, es necesario conocer de antemano su contenido espectral, lo que
no suele ser posible.

Es, precisamente, la aparicion de los anteriores problemas en numerosos campos de la
fisica, lo que hace tan amplio en niimero de aplicaciones distintas que posee la estadistica de
alto orden, y que se han enunciado anteriormente.

Como se vera mas adelante, el aumentar la estadistica con la que se trabaja (orden tres,
orden cuatro,...) aumenta mucho el coste computacional y empeora las propiedades de
convergencia estadistica de las funciones que se deben calcular. Esto hace que la estadistica
mas estudiada y utilizada en la bibliografia sea la de tercer orden, que se caracteriza en el
dominio del tiempo por la serie de momentos o de cumulantes de orden tres y en el dominio
de la frecuencia por el biespectro. Son muy numerosas las referencias en las que se pueden
encontrar tanto estudios tedricos rigurosos de las propiedades del biespectro como desarrollos
de métodos de analisis especifico que utilizan esta funcién espectral. También es posible
encontrar aplicaciones practicas en las que se presenta como una herramienta fundamental para
caracterizar el sistema y comprender su naturaleza, demostrando ampliamente su utilidad.

Si bien es cierto que la estadistica de tercer orden es, en general, la idonea dentro del
alto orden, en cuanto a complejidad de calculo y velocidad de convergencia estadistica, existen
situaciones en las que ésto no es asi. En este sentido, se encuentran dos situaciones en las que
la estadistica de tercer orden se muestra incapaz de proporcionar informacion de alto orden.
La primera son sefiales en la que aparecen no- linealidades de orden mayor que dos, como por
ejemplo sucede con las no-linealidades cubicas. El segundo caso es cuando la sefial aleatoria
posee una funcién densidad de probabilidad simétrica, hecho bastante habitual en la naturaleza.
En esta situacion la estadistica de tercer orden, al igual que cualquier estadistica de orden
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impar, es nula. En ambos, la estadistica de tercer orden es incapaz de conseguir estudiar con
éxito tales sefiales, y es necesario subir el orden de la estadistica con el fin de obtener
informacion extra de la sefial; ain a costa de aumentar la dificultad y tiempo de calculo y
empeorar la convergencia estadistica.

El siguiente orden estadistico es el cuarto, cuya estadistica viene caracterizada en el
dominio del tiempo por la serie de cumulantes o de momentos de orden cuatro, y por el
triespectro en el dominio de la frecuencia. Sera esta estadistica la que habra que utilizar en el
caso de querer estudiar alguno de los dos ltimos casos con una profundidad mayor de lo que
permite el andlisis clasico. Sobre el estudio de esta estadistica y sobre la construccion de
algoritmos de analisis de sefiales trataran las dos primeras partes de este trabajo, que engloban
los capitulos I al V.

Como se definiran posteriormente, los promedios estadisticos con los que se van a
caracterizar las sefiales conllevaran la aplicacion del operador estadistico valor esperado. Este
operador requiere de un conocimiento completo de la estadistica de la sefial, bien a través de
la funciéon densidad de probabilidad del sistema o bien a partir de un niimero infinito de
realizaciones, lo que proporciona una informacién idéntica a la luz de la definicién inductiva
de probabilidad [PAP84]. En la practica esto no es accesible, y sélo se suele contar con una
o varias secuencias de datos de la sefial que pueden ser independientes entre ellas. Con esta
informacion no se pueden calcular exactamente los promedios estadisticos antes indicados y
hay que conformarse con estimarlos. Este es el principal problema préctico con el que se
encuentra el procesado de sefial, clasico y de alto orden, al aplicar sus resultados teéricos, lo
que hace de la estimacion espectral uno de los principales campos del procesado de sefial. En
general, lo que persiguen es conseguir la mejor estimacion con el menor niimero de datos
posible.

Inicialmente el deseo de trabajar con el menor niimero de datos posible surgi6 debido
al tiempo que requerian los primeros ordenadores digitales en realizar sus célculos. Esta
primera motivacion ha perdido parte de su interés, debido al espectacular aumento en la
rapidez de ordenadores digitales; sin embargo en la estadistica de cuarto orden, que es muy
costosa computacionalmente, esta limitacion sigue estando vigente, no pudiendose tratar con
registros demasiado largos si se desea trabajar en tiempo real. Sin embargo, existen muchas
otras situaciones en las que el nimero de datos esta limitado por causas distintas de la que
supone la velocidad computacional. El principal problema es que al aumentar el nimero de
datos de una sefial se pueden introducir no-estacionariedades en ésta, lo que significa que el
sistema fisico que se estd estudiando varia sus propiedades al aumentar el tiempo de
observacion sobre él. Esto sucede claramente, por ejemplo, en oceanografia o meteorologia,
en las que no se puede aumentar indefinidamente el tiempo de observacion, ya que el sistema
de estudio cambia sus propiedades, siempre y cuando no se trabaje en un laboratorio
controlado. Pero este no es el tmico factor que limita el nimero de datos. Hay sefiales que
estan limitadas por su propia naturaleza y no se puede disponer de un numero ilimitado de
datos, como series econémicas, datos de manchas solares, datos de terremotos, etc. También
es posible que las medidas impliquen un gran esfuerzo experimental por lo que disminuirlas en
la medida de lo posible seria deseable, como ocurre en la interferometria 6ptica, en la que cada
medida implica el desplazamiento de un espejo, o en medidas de sensores distribuidos
espacialmente, donde aumentar el nimero de datos implica aumentar en niimero de sensores.

Este esfuerzo por trabajar con el menor niimero de datos es especialmente importante
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en la estadistica de cuarto orden, donde los tiempos de célculo son varios ordenes de magnitud
superiores a los que aparecen en el anlisis cldsico e incluso en el analisis de tercer orden.

En la estimacion de los poliespectros existen dos grandes conjuntos de métodos o
técnicas de estimacion, que surgieron a semejanza de lo que ocurre en el andlisis clasico. Estos
son los métodos convencionales, que hacen uso directamente de las definiciones de los
poliespectros, por lo se consiguen a través de transformadas de Fourier; y los métodos
paramétricos, en los que la sefial se modela, de forma que el conocimiento de esté se reduce
al conocimiento de un conjunto de parametros y a la estadistica de sefial muy sencilla,
construyendose los poliespectros a partir de éstos. Los primeros métodos son mas costosos
computacionalmente y se ha comprobado que poseen una menor resolucion. Los segundos
presentan una mayor resoluciéon y son menos costosos computacionalmente, lo que es

.especialmente importante en la estadistica de cuarto orden. Entre los Gltimos, los mas
utilizados son los métodos autorregresivos (AR), de media mévil (MA) y los autorregresivos
de media mévil (ARMA). Aunque una sefial no tiene porque seguir ninguno de los anteriores
esquemas paramétricos, se puede demostrar que si el sistema es lineal e invariante temporal,
la sefial se puede aproximar tanto como se quiera mediante un proceso lineal, sin mas que
aumentar en nimero de coeficientes. Concretamente, la primera parte de esta memoria se
centrard en el desarrollo de distintos métodos de estimacién AR del triespectro, asi como una
comparacion practica de los métodos para distintas sefiales.

En el capitulo I se hace una introduccién de los conceptos necesarios para el estudio
de alto orden, haciendo especial hincapié en la estadistica de cuarto orden y en las propiedades
del triespectro. Posteriormente, en el capitulo II, se desarrollan distintos métodos de
estimacion AR del triespectro, entre los que se adaptan métodos cldsicos y se desarrollan otros
nuevos. Las propiedades y caracteristicas de estos métodos se analizan para distintas sefiales
en el capitulo 111, a la vez que se comparan los resultados obtenidos con los que proporcionan
los métodos clasicos de estimacion, buscando las circunstancias practicas en las que es
necesario el estudio de cuarto orden.

El principal uso de los métodos de estimacion AR en la estadistica de tercer orden es
el de la estimacion de biespectros de sefiales, pero no es el inico. Otro uso para el que los
métodos de estimacion AR biespectrales se han mostrado especialmente eficientes es el de la
deteccion y caracterizacion de un tipo de no-linealidades de segundo orden, llamados acoplos
cuadraticos de fase. En la segunda parte de esta memoria, se pretende seguir este esquema
dentro de la estadistica de cuarto orden y aplicar los métodos de estimacion AR del triespectro,
desarrollados en el apartado anterior, a la deteccion y caracterizacién de acoplos cubicos de
fase. El estudio de este tipo de sefiales y la aplicacion de los métodos AR desarrollados en el
capitulo IT a sefiales complejas es lo que se desarrolla en el capitulo I'V, mientras que el estudio
de las estimaciones para distintas sefiales se lleva a cabo en el capitulo V.

Tanto en el biespectro como en el triespectro, la deteccidn y caracterizacion de acoplos
mediante métodos AR posee ciertas limitaciones e inconvenientes. En un intento de salvar
estos problemas, en esta parte, también se desarrollara un esquema de identificacion basado
en técnicas de ESPRIT (Estimating signal parameters via rotation invariance techniques),
que clasicamente se ha aplicado en DOA (Direction of Arrival) con excelentes resultados. Se
basa en la similitud que existe entre las seflales recogidas por un array de sensores en el
problema de la determinacion del angulo de incidencia de sefiales electromagnéticas y las
sefiales armonicas con acoplos. Estos métodos tienen la ventaja adicional de proporcionar un
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estimador de la amplitud del acoplos, lo que no son capaces de proporcionar los métodos AR,
que so6lo son capaces de detectarlos o dar las frecuencias a las que ocurre. El desarrollo de este
método se realiza en el capitulo IV, paralelamente con los métodos AR; al igual que el estudio
mediante simulaciones de las estimaciones que produce, que se realiza en €l capitulo V.

Por Gltimo, en la tercera parte de esta memoria se aborda el problema de discriminacién
de blancos de radar mediante la técnica del pulso de extincion o E-pulso, aprovechando la
dilatada experiencia que el grupo de investigacion posee en este campo. Este esquema de
identificacion se puede aplicar tanto a radares convencionales como de superficie, poseyendo
importantes ventajas frente a los esquemas de identificacion mas extendidos. En general, en
todo esquema de identificacién de un blanco de radar se precisa de la extraccion de parametros
ligados con su geometria y composicion, a partir del campo electromagnético dispersado. De
esta forma la identificacion se realiza comparando estos parametros con los del conjunto de
blancos patrén o blancos conocidos. La experiencias realizadas sobre blancos conductores
excitados por ondas electromagnéticas transitorias de amplio espectro [NIC72] [AND74],
junto con el Método de Expansion de Singularidades (SEM) [BAU76] y el anélisis de los
resultados obtenidos mediante métodos numéricos [MIL80], han mostrado que la respuesta
de un blanco conductor (intensidad o cargas inducidas en €1, campo eléctrico dispersado, etc)
se puede modelar en el dominio del tiempo por una suma de exponenciales complejas
amortiguadas, cuyas frecuencias complejas se denominan resonancias naturales o polos del
blanco. Estos pardmetros s6lo dependen de la geometria y caracteristicas electromagnéticas
del blanco, siendo independientes tanto de la orientacién como de la excitacion utilizada
[ROT85b]. Esta cualidad de las resonancias naturales las hace muy atractivas y ttiles en la
identificacion de blancos.

Tras una breve introduccién de los distintos métodos de discriminacion que aparecenen
la biblografia y sus caracteristicas mas importantes, que se realiza en el capitulo VI; lo que se
persigue en el capitulo VII es utilizar la teoria de splines para establecer un método rapido y
sencillo de construccién de los E-pulsos, lo que permitira disminuir la dimensién del problema
e imponer nuevas condiciones que mejoren la identificacion de una manera sencilla. A la vez
su intentard mejorar los resultados que se obtienen del esquema clésico de identificacion E-
pulso, mediante un nuevo esquema que aprovechen las propiedades estadisticas del ruido para
su eliminacion, ya que el esquema clésico, pese a sus buenos resultados, no presta atencion a
su naturaleza. En el capitulo VIII se estudia el esquema de identificacion clésico,
comprobando como proporciona resultados asintéticamente erréneos, lo que da lugar a otro
esquema de identificacion basado en correlaciones cruzadas, cuyos resultados son correctos
asint6ticamente. El estudio mediante simulaciones de los desarrollos tedricos de los capitulos
VII'y VIII es lo que se desarrolla en el Gltimo capitulo IX.

Al final de cada capitulo se exponen con las conclusiones mas importantes que se
pueden desprender de su desarrollo y, para concluir, las mds importantes se recogen
brevemente en un capitulo final de conclusiones.
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CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS

1.1. INTRODUCCION

En este capitulo se definiran las series de cumulantes, de momentos y los poliespectros
de sefiales aleatorias, asi como las propiedades que estos poseen. Estas funciones
caracterizaran las estadisticas de los distintos ordenes y de sus propiedades dependerd la
utilidad del andlisis de alto orden.

El capitulo se estructura de la siguiente forma:

-En primer lugar, en la seccién 1.2. se introducen las definiciones y propiedades mas
importantes de los momentos y cumulantes de un conjunto de variables aleatorias. Se pondra
especial énfasis en la relacion entre cumulantes y momentos, y en las propiedades que poseen
en el caso muy comin de procesos estacionarios.

-En la secciéon I.3. se introducen la definicion de los espectros de cumulantes, también
llamados poliespectros o espectros de alto orden. Como casos especiales se estudiaran las
definiciones concretas del poliespectro de orden dos, o espectro de potencia; el de orden tres,
o biespectro; y especialmente del espectro de orden cuatro, o triespectro. Asimismo se discuten
las razones de utilizar espectro de cumulantes en lagar de espectro de momentos, y se definen
los conceptos que se utilizaran a lo largo de la memoria.

-En la seccion 1.4. se presentan las propiedades de los poliespectros de procesos
estacionarios, propiedades que van a permitir utilizarlos como instrumento util en la deteccion
de no linealidades o para la eliminacién de ruido aditivo gaussiano, temas de los que trataran
los capitulos del II al V. A parte de estos usos se presenta la utilidad para la deteccion de
sistemas de fase no minima, lo que se ilustrara con un ejemplo sencillo en el que distintos
procesos presentaran un mismo espectro de potencia y diferente biespectro. Por 1ltimo se
estudiar4 los sistemas no lineales operando bajo entrada aleatoria, introduciendo el problema
de los acoplos de fase, sobre el que trataran los capitulos IV y V.

I.2. CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS

1.2.1. Definiciéon de momentos y cumulantes.

Dado un conjunto de # variables aleatorias {x,,X,,...,X,,}, Sumomento conjunto de orden
r=k,+ky+...+k,, se define como [PAP84]:

ko k k,, 1 k& k, _0O(w,,0,,...,0,)
OIn[xl 1,JC22,...,JCn ]E ]‘,xzz,...,xn }—‘—(-J)r 12 , 1 1
acoklamkz aa)k" (1.)
1 2.-- n

120, =... =@, =0

donde &{-} representa el operador estadistico valor esperado y la funcion ®(®@;,®,,...,®,) s
la funcion caracteristica conjunta definida por [PAP84]:
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(D(col,coz,...,mn)Eg{e"(w‘x‘*m’xzh'*(’"‘)‘ "), » (1.2)

La definicion (1.1) indica que los momentos conjugados son los coeficientes del
desarrollo en serie en torno al origen de la funcién caracteristica definida en (1.2).

La segunda funcién caracteristica conjunta resulta se define como el logaritmo
neperiano de la anterior funcion [PAP84]:

¥(0,,0,,..,0,)=h[0(0,,0,,....0,)] (1.3)

A partir de esta segunda funcidn caracteristica se definen, al igual que se hizo con los
momentos, el cumulante de orden r=k,+k,+...+k, como los coeficientes del desarrollo en serie
en torno al origen de la segunda funcidn caracteristica, es decir [PAP84] [ROS83] [ROS85]
[SHI63]:

¥(0,,0,,...,0,)

k k
1 2 n
0m, 00, ...0W,

Kk k, ~r
CM[xl lrxz 9"'7xn ]E(—J) (1’4)

=0, =... =0, =0

A través de la relacion que existe entre las dos funciones caracteristicas se puede
establecer una relacion entre cumulantes y momentos. Por ejemplo, para un variable aleatoria
X, Sus primeros momentos son:

m,=Mom(x]=&lx} m, =Mom[x,x]=&1x %}

(1.5)
m,=Mom[x,x,x]=&%x?} m,=Mom[x,xxx]=&x*),
y sus cumulantes se relacionan con estos momentos segin las relaciones:
¢, =Cumlx]=m, ¢,=Cum[x,x]=m,-m 12
¢, =Cumlx,x,x] =m,~3m,m +2m (1.6)

¢, =Cum[x,x,x,x]=m, —4m3m1—3m22+12m2m12—6m14.

Las expresiones anteriores se pueden comprobar sustituyendo el desarrollo en serie de la
funcion caracteristica:

("
k!

2
(D(Q)):1+jmm1—%m2+m+ m +... (1.7)
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en(1.1), (1.3) y (1.4). Notese que si la variable aleatoria x es de media cero, es decir &{x} =0,

. - _ a2
las relaciones (1.6) quedan c,=m,, ¢;=m, y ¢,=m,-3m,.

1.2.2. Momentos y cumulantes de las funciones de densidad de probabilidad mas
usuales.

Con el fin de ilustrar las anteriores definiciones, se va a suponer una variable aleatoria
x, la cual poseera una determinada funcion de densidad de probabilidad (pdf), y se van a
calcular sus cumulantes y momentos hasta orden cuarto. Se realiza este proceso para las pdf
maés usuales, que por simplicidad se han tomado de media nula cuando ha sido posible, y estas
seran:

-Uniforme:
Ly
flx)=4 2¢ (1.8)
0 en otro caso.
-Gaussiana:
—_ xz
A=l 2 (1.9)
y2nc?
-Laplaciana:
j(x)=-12-e""|. (1.10)
-Exponencial:
Ax)=e ™Mu(x). (1.1D)
-Rayleigh:
fx)=2e 2 (). (1.12)
o2

En las siguientes figuras se muestran las pdf anteriores, junto con sus momentos y
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cumulantes para ordenes desde uno a cuatro. Los momentos pueden generarse a través de la
expresion:

£

m =&l "}=fx "fix)dx, (1.13)

—c0

mientras que los cumulantes se obtienen aplicado las relaciones (1.6). Se puede observar como
los cumulantes y momentos de ordenes impares, para variables con pdf simétricas, son nulos,
lo que producird que la estadistica de tercer orden de estos procesos no proporcione
- informacion y haya que recurrir a la de cuarto orden, como se apunt6 en la introduccién.
También puede observarse como los cumulantes de orden mayor que dos son nulos cuando
la variable aleatoria posee una pdf gaussiana. Este es un hecho que cumplen todos los
cumulantes de orden mayor que dos y que posteriormente servira de argumento en favor de
la utilizacién de los cumulantes en lugar de momentos, para caracterizar la estadistica de un
cierto orden.

UNIFORME

n m, Cn
1 0 0
3 2 c¥/3 3
3 0 0

A A 4 Y5 -2¢*/15

GAUSSIANA

] n m, C,
1 0
2 2 o? h
\ 3 0 0
4 36* 0

LAPLACIANA

n m, C,
1 0
= 2 2 2

(¥5)
(==l
o

Figuras 1.1. Momentos y cumulantes para n=1,...,4 de las pdf ‘s Uniforma, Gaussiana y Lapiace.
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EXPONENCIAL

n m, c,
1 1A /A
SN 2 202 17
K 3 6/%3 2/33
5 : ; : A - ! 4 24/ 6/}
RAYLEIGH
- n m, c,
1 a(/2)* a(z/2)*
g 2 202 a}(2-n/2)
3 3@t | 30 m(w2)”
0 ; 3 3 5 s . 4 8a’ a’(12 n-31*-8)/12

Figuras 1.2. Momenios y cumulantes para n=1,...,4 de las pdf ‘s Exponencial y Rayleigh.

1.2.3. Relacion entre momentos y cumulantes.

En (1.6) aparecen relaciones validas hasta orden cuatro y para una unica variable
aleatoria. El razonamiento seguido en la obtencion de (1.6) se puede generalizar para cualquier
orden y mimero de variables, sin mas que realizar los desarrollos en serie que definen a las
series de cumulantes y momentos conjuntos y utilizar la relacion que existe entre las
respectivas funciones de transferencia. Haciendo esto se obtiene [BRI65] [ROS85] [LEO59):

Cuml[x, x,,...x,1= Y (C1P - DIEL [ )& [ x}. & ] x), (1.14)

IESI IGSZ IESF

donde la sumatoria se extiende sobre todas las posibles particiones no ordenadas, (s,5,,...,5,),
conp=1,2,....n, del conjunto de enteros (1,2,...,n). Por ejemplo, el conjunto de enteros (1,2,3)
puede ser partido de la siguiente forma:

p=1 s5,=1,2,3)
p=2 =1}, s,=12,3}
5=l s,=(1,3} (1.15)

5,261, s5,=112)
p:3 312{1}, 5‘2:{2}’ s3:{3} ,
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con lo que la expresion (1.14) para orden tres queda:

Cumlx ,x, x,] =& x,x,} & 1&0c x,} -&lx JE e x,} —%3}%1x2}+2g{x1}%2}g{x3}, (1.16)

y para orden cuatro:

Cumfx ,x,.x,x,] =& x,x.x,} -&c x, )& x, } -&x x )& x - & e x JE ) -
&l J&be xx ) -&le )& b x x }-E I JE K x % ) - & JE K x %) +

D& Bl Bl )+ 28 e x JE T, BT ) 28 x x )& B} 28 x J e Jet, )+ (11D
2& e x JE K Y&} + 28 x JEx V&, -6&Tx JE I &K, 18X ).

En las anteriores ecuaciones se puede comprobar que si todas las variables aleatorias
son la misma se vuelve a obtener las relaciones (1.6). También puede verse como, para
procesos de media nula, los momentos y cumulantes conjuntos de orden tres son iguales,
mientras que los cumulantes de orden cuatro quedan, para este tipo de procesos, como:

Cumfx, x,x; %} =& x,x.x,} -&c x, )&l x }-&hx x )& x ) -&lx x JEx x, ). (1.18)

En general, el conocimiento del cumulante conjunto de orden n requiere el
conocimiento de los momentos conjuntos desde orden 1 hasta orden n, aunque para procesos
de media nula se simplifican mucho las expresiones, como ha podido verse en para los
cumulantes de orden cuatro.

1.2.4. Propiedades de momentos y cumulantes.

A continuacion se enumeran algunas de las principales propiedades de los cumulantes
y momentos conjuntos. Todas ellas se pueden deducir facilmente a partir de las definiciones
dadas en la seccion [.2.1. [BRI65] [BRI67] [ROS83] [SHI63] [ROS85] [SIN63] [RAO84]:

1. Si (A},A,...,A,,) SON constantes, los cumulantes y los momentos cumplen:

Mom[?»lxl,xzxz,...,knxn] = A,.. A, Mom([x, x,,....x,]

1.
Cum{A %, Aty 12 b, CUME, 1y, . (1.19)

2. Los momentos y los cumulantes son funciones simétricas en sus argumentos, lo que
implica:

Mom[xl,xz,...,xn] =Mom|[x il,xiz,...,xi"]

Cumfx, x,,...x,] :Cum[xil,xiz,...,xin], (1.20)

donde (i,,i,,...,i,) €s cualquier permutacion del conjunto de enteros (1,2,...,n).
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3. Si las variables aleatorias {x,,x,...,x,} se pueden dividir en dos 0 mas grupos de
variables estadisticamente independientes, entonces su cumulante de orden 7 es nulo, es decir,
Cum([x,,x,,...,x,] =0, lo que no es cierto, en general, para los momentos, Mom([x,,x,,...,x,] 0.
Este hecho es una consecuencia de las propiedades de las funciones caracteristicas. Por
ejemplo, para los conjuntos {X;,%,....5,} ¥ {Xi.1-%n----X0} sus funciones caracteristicas
cumplen O(®,;,0,,...0,) =Q(®,,0,...0,)P(D;, 1,0y 155.--0,) ¥ F(@,,0,...0,) =¥ (®},0,,...05)+
W(®,,1,®.405---0,,), o que produce, una vez realizadas las derivadas parciales de (1.1) y (1.4)
y impuesta la independencia estadistica de ambos conjuntos, cumulantes conjuntos nulos y
momentos no nulos.

4. Si las variables aleatorias {x,%,,...,X,} ¥ {V1V2---sV»} son independientes, entonces
se cumple:

Cumlx, +y,,%, 4355, +y, 1 =Cumfx X, %, ] +Cum{y, .3, .9, ], (1.21)

lo que en general no se cumple para los momentos, ya que:

Momfx; +y,,%, +¥p5eeX,, +¥,, ] =

1.22
Elx, v ), +yy).(x, vy =Mom[x x,,....x, ] +Mom[y, .y,,....¥, ). (1.22)
Sin embargo, para las variables aleatorias {x,+y,,x,,...,X,} se cumple:
Moml[x, +y, %,,....x,]=Momfx ,x,,....x, ] +Mom[y x,,....x,] (1.23)

Cum[x, +y, %,,...,%,] =Cum[x, x,,....x, ] +Cum[y x,,....x, ].

5. Si un conjunto de variables aleatorias {x,,x,,...,X,} son conjuntamente gaussianas,
toda su informacidn estadistica queda recogida en los momentos de orden n<2, por lo que los
momentos de mayor orden no aportan informacion adicional alguna. Esto queda explicitamente
recogido en el hecho de que los cumulantes de orden 7>2 para estas variables son nulos. Esta
propiedad hace de los cumulantes un buen indicador de la naturaleza no-gaussiana de las series
temporales, como se explicard posteriormente.

1.2.5. Momentos y cumulantes de procesos aleatorios. Estacionaridad.

Se considera {x(k)}, con k entero, un proceso discreto aleatorio real, cuyos momentos
hasta orden » existen y vienen dados por:

B =Mom{x(k) x(k+1,),....x(k+t, D]=Ex(®)x(k+1,)..x(k+T,_ ). (1.24)

x .
m, (Ty5esT, 15

De igual manera se definen los cumulantes:

Cp (T ponensT,_ 3K =Cumfx(k) x(k+7,),... x(k+T,_)] (1.25)
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Que el proceso {x(k)} sea estacionario de orden » significard que sus momentos hasta
orden n dependeran tnicamente de las diferencias temporales 1, i=1,...,n-1, y no del origen
de tiempos tomado, k en las anteriores expresiones. Esto significa que:

mpx(tl,...,tp_l) =Mom{x(k),x(k+t,),...,x(k+T, )]

g (1.26)
¢, (tl,...,tp,l) =Cum[x(k),x(k+7,),....x(k+T p—l)]’

con p desde uno hasta n.

Con la anteriores definiciones y la relacion entre momentos y cumulantes (1.14),es facil
encontrar para procesos aleatorios estacionarios las siguientes relaciones:

-Primer orden:

¢ =m; =&b(k)}. a2

-Segundo orden:

¢y (T)=m, () -(m;)*. (1.28)

La funcién m,(t) se conoce como funcidén de autocorrelacion y ¢;"(t) como autocovarianza.

-Tercer orden:

¢; (T,,T,) =my (T,,1,) -my [my (T,) +m; (x,) +my (T, -t )] -2(m, ) (1.29)

-Cuarto orden:

c4x(171 ,TZ,T3) :m4x(11 ,TZ,‘I.'3) ”mzx(Tl)mzx(T;; —Tz) _mzx(rz)mzx(T3 _1:1) —m2x(13)m2x(1:2 _11) -
X
m; [my (T, =T, %, ~1) +my (T,,5,) +my (T,5,) +my (1, 1,) ) +(m))my (v +my) (1) + (1.30)

mzx(t3) +m2"(1:3 -1) +m2x(r3 -1,) +m2x(r2 -1)1-6(m )

Es conveniente recordar que para procesos de media cero los cumulantes de orden uno
a tres son iguales a los momentos, y para el caso de cumulantes de orden cuatro, la relacion
se simplifica mucho, quedando la relacién como :
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¢ (1,0, T) =m, (11,1 -my (1)m; (T, ~T,) ~my (1,)my (1, -1) ~my (T)m, (t,-1,).  (1.31)

Esta ultima ser4 la expresion que se utilizara para calcular los cumulantes de cuarto
orden en procesos estacionarios de media nula, donde se puede ver como es necesario conocer
el momento de orden cuatro y la secuencia de autocorrelacion, sin necesidad de conocer el
momento de orden tres.

Para los ordenes tres y cuatro, los cumulantes de un procesos no-gaussianos
estacionarios x(k) se pueden expresar como:

G
Ca (T Ty Ty ) T (T Ty Ty ) =, (T, Tgseens T, ) (1.32)

donde m,{(t,,7,,-..,T,_;) €s el momento de orden n de x(k) y m S (T,,Ts...,T,-1) €S el momento de
orden # de un proceso gaussiano equivalente, de forma que posea la misma media y la misma
funcion de autocorrelacion que el proceso x(k). De esta relacion se desprende que si x(k) es
UN Proceso gaussiano 7, (T;,Tose s Tn_y) =M, (T1,TosenesTo-y)> d€ forma que el cumulante es nulo.
Aunque la anterior relacién sélo es vélida para n=3,4, recuerdese que el hecho que el
cumulante de un proceso gaussiano sea nulo es valido para todo n>2.

Aligual que se define la media de un proceso, medida que caracteriza la estadistica de
primer orden, se pueden definir otras medidas para caracterizar las siguientes estadisticas. Asi
se definen la varianza, el coeficiente de asimetria y la kurtosis de x(k), evaluando los
cumulantes de orden dos, tres y cuatro, respectivamente, a retraso temporal cero, es decir:

-Varianza: vy=c, (0)=&(k)?
~Coeficiente de asimetria: v, =c, (0,0)=&x(k)’} (1.33)
~Kurtosis: ¥i=6,(0,0,0)=E (B - (o,

expresiones que se han construido para procesos de medio nula por simplicidad.

Como puede verse de las definiciones, los cumulantes y los momentos de orden » de
procesos estacionarios son funciones de n-1 argumentos, es decir n-1 dimensionales. Sin
embargo, en muchas aplicaciones del procesado de sefial seré interesante trabajar con funciones
de una dimensién (1-D), por los que serén funciones de una sola variable, que se conocen en
la literatura como 1-D slices de cumulantes o de momentos [NIK91] [NIK93b]. Estos 1-D
slices se obtienen a partir de cumulantes o momentos, dejando libre s6lo uno de sus n-1
grados de libertad. De esta forma se pueden elegir muchos tipos de 1-D slices, destacando los
radiales, los horizontales, los verticales y los diagonales; estos ultimos se construyen haciendo
1,=T, para i=1,...,n-1, en los argumentos de momentos y cumulantes.

Como ya se apunté en la introduccion y se ha puesto de manifiesto a lo largo de este
apartado, existen situaciones en las que los cumulantes de orden tres no ofrecen informacion
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del proceso, tal y como ocurre cuando la pdf es simétrica respecto de su valor medio, lo que
se ha comprobado explicitamente para las pdflaplaciana y uniforme. En este caso es necesario
recurrir a la estadistica de cuarto orden para obtener una informacion de alto orden de estos
procesos. No es éste el inico caso en el que es mas 1til la estadistica de cuarto orden que la
de tercer orden, ya que existen procesos cuyos cumulantes de orden tres, sin ser nulos, son
muchos maés pequefios que los de orden cuatro, de forma que puede resultar conveniente
utilizar estos Gltimos. A su vez, si existen no-linealidades de tercer orden, como ocurre en los
acoplos cibicos de fase que se trataran en la segunda parte de esta memoria, la estadistica de
tercer orden también se muestra incapaz de proporcional informacion respecto de ellas y
vuelve a ser necesario recurrir a la estadistica de cuarto orden para estudiarla.

L.2.6. Ergodicidad y momentos.

Un proceso aleatorio x(k) es ergddico, con probabilidad uno (w.p.1), si todos sus
momentos pueden obtenerse a partir de una unica realizacién. Definiendo operador promedio
temporal <-> como:

I
<ﬂk)>_£f§5v_+_1k§vﬂk)’ (1.34)

una sefial es ergddica w.p.1. si se cumple para todo #:

<x(k)x(k+t))..x(k+t,_ y>=E(R)x(k+t,)..x(k+T, )} w.p.1. (1.35)

De esta forma, que una sefial aleatoria sea ergodicidad indica que los promedios
temporales de todas las posibles secuencias de muestras son iguales entre si e iguales al valor
esperado de estas secuencias.

Igual que se ha definido ergodicidad w.p.1. se puede definir ergodicidad en valor
absoluto, en media cuadrética, etc. sin més que exigir que la convergencia estadistica del limete
sea en valor absoluto, en media cuadratica, etc.; aunque la definicion mas utilizada es la de
ergodicidad w.p.1. y todas las definiciones son idénticas para la mayoria de las sefiales.

Al estudiar la ergodicidad de una sefial es imposible estudiar todos los ordenes » y
comprobar si la sefial es 0 no ergddica, esto sélo es posible realizarlo a partir del conocimiento
pdf o de la funcidn caracteristica, informacion de la que no se puede disponer. Lo que se hace
en la practica es restringir el concepto de ergodicidad a un determinado orden, de esta forma
una seflal serd ergddica de orden n w.p.1. si los estimadores media temporal de sus momentos
hasta orden » tienden a los valores verdaderos w.p.1. Esto implica que la condicion (1.35) la
cumplen todos los momentos de orden uno hasta orden n.

En cualquier situacion practica, el limite que define el promedio temporal en (1.34) no
puede llevarse a cabo al disponerse inicamente de un numero N finito de datos de la sefial. Por
tanto, el promedio temporal de cualquier funcidn solamente podra estimarse o aproximarse a
partir de estos datos. Concretamente, la estimacion de las medias temporales de los momentos
de la sefial x(n) a partir de N datos finitos resulta:
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N

1 ¥ x(ox(k+t)).. x(k+T,_), (1.36)

k=N

<x(k)x(k+t))..x(k+T, | )>\= 2]\}

donde puede verse como la estimacion depende explicitamente del nimero de datos N de los
que se dispongan.

Por tltimo, es interesante resaltar que la estacionaridad es una condicion necesario para
la ergodicidad. En efecto, en la definicion (1.34) del promedio temporal puede verse como la
funcion <f{k)> no depende del indice k, ya que éste se ha sumado a todos sus posibles valores;
dependencia que si aparece en los momentos de las sefiales no estacionarias, por lo que, para
estas sefiales, es imposible que los promedios temporales y los valores esperados sean iguales.

El tratamiento riguroso de la ergodicidad necesita una profundizacion en areas como
la teoria de probabilidad, procesos estocasticos y convergencia estadistica, lo que queda fuera
del alcance de esta memoria. Estudios amplios y rigurosos respecto a la ergodicidad, asi como
a otros muchos conceptos estadisticos, pueden encontrarse en [PAP84] [SHI63], entre otros.
A lo largo de esta memoria se asumird, a menos que se indique lo contrario, que (1.35) se
cumple hasta orden n, lo que indica que los cumulantes hasta orden 7 existen y pueden
calcularse a partir de un Unico registro, aplicando promedios temporales.

I.3. POLIESPECTROS

En la estadistica de segundo orden se define el espectro de potencia como la
transformada de Fourier de la funcién de autocorrelacion. La utilidad de esta funcién espectral
radica en que la informacion que recoge es muy util y manejable, permitiendo una facil
interpretacion de la naturaleza de la sefial; a su vez es una potente herramienta en el disefio de
filtros, la estimacién paramétrica, la eliminacion de ruido, etc. Siguiendo esta idea, en la
estadistica de ordenes superiores se definen los espectros de alto orden, también llamados
poliespectros, con el fin de utilizarlos de forma analoga a como se hace con el espectro de
potencia. Estos poliespectros no serdn otra cosa que la representacion en el espacio de la
frecuencia de la informacién contenida en la estadistica de un orden determinado y se calculan
mediante la transformada de Fourier (TF) multidemensional de la secuencia de momentos o
de cumulantes de ese orden. Segtin esto, se pueden definir los poliespectros tanto a partir de
cumulantes como de momentos, y la idoneidad de uno u otro camino depende del tipo de
sefial. Tal y como se vera en el apartado 1.3.4., en el caso de sefiales aleatorias es mas
adecuado trabajar con espectros construidos a partir de cumulantes y, para sefiales
deterministas, es preferible trabajar partiendo de los momentos. En esta memoria se trabajard
tmicamente con sefiales aleatorias, por lo que los poliespectros se construyen utilizando los
cumulantes.

1.3.1. Definicion basada en la TF.

El poliespectro de orden n de un proceso real y estrictamente estacionario se define
com la TF n-multidimensional de su secuencia de cumulantes, es decir [NIK87] [MEN91]
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[NIK93a] [NIK93b]:

- - @y, +t By T, )
Cl@pes®, )= 3, = Y (T, Y -t (1.37)

’tl:—oo ‘t”_l:—oo

con |o,]<w para i=1,-,n-1y |o*o,+ +0, | <n. Esta representacion espectral para los
espectros de cumulantes se debe originalmente a Kolmogorov [SHI60] [SHI63] [SIN63].

Una condicion suficiente para que un poliespectro exista es que su cumulante asociado
sea absolutamente sumable:

X_j e e, D<o, (1.38)

= Tp-1=7

o bien, de forma equivalente, que [NIK93b]:

Y o Y ATl T, )<, (1.39)

T = T, =-w

parai=1,...,n-1.

Es fécil ver como, aunque se ha restringido por ahora el estudio a sefiales reales, los
poliespectros son funciones complejas, es decir:

'\l’fl( ""’mll" )
CH@ s, )=|CH@ s, )] 0D, (1.40)

y también periddicas con periodo 27 en todas sus variables.

CH®,,....0, )=C(0,+2x,....0,  +27). (1.41)

En este sentido es conveniente recordar que se estdn tomado los retardos temporales
T, i=1,...,n—-1 como enteros, lo que implica un periodo de muestreo igual a la unidad.

1.3.2. Definicion alternativa basada en la Representacién Espectral de Cramer.

El significado fisico de los poliespectros se hace mds evidente cuando estos se expresan
en términos de las componentes dZ(®) de la representacion Fourier-Stieltjes de x(k) (también
llamada representacion espectral de Cramer), dada por [ROS83] [ROS85] [CRA46]:
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oo

1 .
k)=— [e/* v k,
x(k) - f e/*dZ(w) (1.42)
donde
EdZ(w) =0
C (@0, ) do..do, | sio+.+o, =0 (1.43)

Cum[dZ(®,),....dZ(w,)]= ' .
0 si o, +..+0, #0

Segtin esto, el espectro de cumulantes de orden n representa la contribucion al
cumulante de » componentes de Fourier, la suma de cuyas frecuencias sea igual a cero. Notese
que, aunque el espectro de cumulantes de orden » es funcién de n~1 variables ,,,0,_,, hay
que tener en cuenta que existe una variable oculta ©,=-®,-...~®,_; en (1.43) [ROS83].

1.3.3. Casos especiales de poliespectros.

Tanto el espectro de potencia, el biespectro, como el triespectro son casos especiales
de espectros de cumulantes definidos por (1.37). Concretamente:

-Espectro de Potencia, n=2 [KAYS81] [MARS87]:

Ci(@)=P©)- Y. cf@me ™, (1.44)

T=-c0

donde |®| <y c,*(t) es la secuencia de covarianza de x(k) dada en (1.28). Si ademas x(k) es
un proceso de media nula, entonces ¢,%(t) coincidira con la secuencia de autocorrelacién y
(1.44) se conoce, en este caso particular, como identidad de Wiener-Khintchine [ WHI83]. Por
otro lado, de (1.28) y (1.44) se tiene que el espectro de potencia cumple las siguientes
propiedades de simetria

C(@)=CJ(-w) s
C ()0, '

lo que implica que el espectro de potencia es una funcion real no negativa.

Segtn la representacion espectral de Cramer, también se tiene que, six(k) es de media
nula,
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2nP(0)do si o,=0,=®
é"{dZ(o)l)dZ *(coz)}= ) (1.46)
0 sl @, *,,

lo cual indica que el espectro de potencia P(w) representa la contribucion al producto medio
de dos componentes de Fourier cuyas frecuencias sean las mismas.

-Biespectro, n=3 [NIK87]:

C(0,0,)=B@,0)= Y. Y ¢(x,t,)e M, (1.47)

Ty=-® Ty=-w

con |o,] smparai=1,2y |o,+,| <, siendo ¢;%(t,,1,) la secuencia de cumulantes de orden tres,
dada por (1.29). Al igual que en el espectro de potencia, debido a las propiedades de los
cumulantes de orden tres y a la propia definicion del biespectro, éste presenta importantes
propiedades de simetria. En particular se encuentran 12 regiones de simetria, de forma que el
conocimiento del biespectro en una de ellas es suficiente para conocer la funcién en todo su
dominio. La regién definida por ©,>0, ®,>w, y ®,+®,<n es una de estas regiones de simetria
que se conoce como region principal del biespectro, y su célculo se restringe habitualmente a
ella.

En este caso, seglin la representacion espectral de Cramer, y en el caso en que x(k) sea
de media nula [NIK87]:

B (0,,0,)do,do, si o,+®,=0,
EldZ(w,)dZ(0,)dZ *(o,)}= ) (1.48)
0 si @, +®,*0;,

es decir, B,(w,,0,) representa la contribucion al producto medio de tres componentes de
Fourier, donde una de ellas es igual a la suma de las otras dos.

-Triespectro, n=4 [DAL89]:

- - =j(®yT, +®yT, +5T3)
Cy(0,,0,,0;)= I cg (T,Tmye (1.49)
7 o T,=—e0

oo
T gm0 Ty=-

con || <7 para i=1,2,3 y |®,+0,+0,| <7, siendo ci(t,,1,,7;) la secuencia de cumulantes de
cuarto orden dada en (1.30). De (1.30) y de la definicion anterior, pueden derivarse una gran
cantidad de propiedades de simetria del triespectro similares a las del biespectro. Por ejemplo,
puesto que los momentos son funciones simétricas en sus argumentos, se tiene que

Cy(0,,0,,0:) =C;(00,,0,,0,) =C; (0;,0,,0,) = (1.50)
C(0,,0,,0,)=C, (0,,0,0,)=C,(®,,0,,0,)=etc. '
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Pflug y colaboradores [PFU92] establecieron que el triespectro de procesos reales
cuenta exactamente, gracias a propiedades de este tipo, con 96 regiones de simetria.

En este punto, también es interesante hacer ver que las medidas de varianza, coeficiente
de asimetria y kurtosis establecidas en la seccién I.2.5, pueden calcularse mediante un simple
proceso de transformacion inversa de los espectros de cumulantes de orden dos, tres y cuatro,
respectivamente. Para ello, la transformada inversa de Fourier de (1.37) conduce a:

T

e
(AT (27:"‘1 /...anx(ml,...,con_])ej(m‘rl+"'+°)”“t"“)dcol...dcon_l. (1.51)

-

Eligiendo n=2,3,4 y haciendo 1,=0 (i=1,..,n-1), se tiene que:

275‘/‘ ) ( ’ )

-Coeficiente de asimetria (skewness):

c x 1 P
=¢(0,0)= CHo,,0,)do,do,.
Y3=¢5 (0,0) 2n)2££ 5 (0,0,)do,do, (1.53)
-Kurtosis:
c x 1 500 s
=¢,(0,0,0)= CHo,,0,0,)do,do,do,.
Ne 0000 f f f s (0,,0,,0,)do,do,do, (1.54)

1.3.4. El espectro de cumulantes frente al de momentos.

Con anterioridad se sefialé que, en esta memoria, el estudio de los poliespectros se iba
a restringir a aquellos generados a partir de los cumulantes, en vez de momentos; ya que
siempre se iba a trabajar con sefiales aleatorias. Llegado este punto, es interesante y necesario
exponer ciertas razones acerca de por qué, en el caso de estas sefiales, son mas utiles los
espectros de cumulantes que los de momentos. Las razones més importantes son las siguientes
[NIK93b]:

-Six(k) es un proceso aleatorio estacionario y gaussiano, todos los momentos de orden
n>3 no proporcionan informacién adicional relativa al proceso, aunque no son nulos. Por
tanto, es util trabajar con funciones que presenten este hecho de forma explicita, lo que se
encuentra al trabajar con cumulantes, ya que sus valores para orden n>3 en el caso de
procesos gaussianos son nulos.

-Como ya se indicé en la propiedad 4 de la seccion (1.2.4), los cumulantes de dos
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procesos aleatorios estadisticamente independientes son iguales a la suma de los cumulantes
de los procesos aleatorios individuales. Este hecho no es cierto, sin embargo, para momentos
de alto orden. Esta propiedad es util para separar, por ejemplo, la contribucion de una sefial
y la de su posible ruido aditivo, que se supone que son estadisticamente independientes.

-Al igual que la funcidn covarianza de un ruido blanco es un impulso y su espectro de
potencia es plano, los cumulantes de alto orden de un ruido blanco son funciones impulso
multidimensionales y su poliespectro (en términos de cumulantes) es multidimensionalmente
plano.

- Los cumulantes, a diferencia de los momentos, proporcionan una medida adecuada
de la dependencia estadistica en series temporales, ya que los cumulantes conjuntos de
variables aleatorias estadisticamente independientes son nulos.

-Finalmente, Brillinger indicé que los requerimientos de ergodicidad se cumplen mas
facilmente con cumulantes que con momentos [BRI65].

No obstante, a pesar de estas razones a favor de los poliespectros de cumulantes, es
importante hacer resaltar también dos cuestiones. En primer lugar, los momentos y espectros
de momentos son muy tiles en el anlisis y estudio de sefiales deterministas (transitorias y
periddicas) [NIK93a] [NIK93b]. En segundo lugar, tanto en el caso del espectro de potencia,
como en el del biespectro, cuando el proceso es de media nula, los espectros de cumulantes
y de momentos coinciden, sin embargo si aparece diferencia a partir de la estadistica de cuarto
orden.

1.3.5. Funcién de Coberencia de orden n.

Enla Seccion1.3.1. se ha introducido la definicién del espectro de cumulantes de orden
n, como una generalizacion del espectro de potencia a la estadistica de orden . En la literatura
del procesado de sefial HOS se ha definido también una funcién que combina estas dos
entidades completamente diferentes, como son C,"(®) y C,(®,,+,®,_,), a la que se denomina
indistintamente como funcion normalizada de cumulantes o funcion de coherencia de orden
n, y se define como [NIK93b]:

. CH® e ®, )
P @0, )= — ——— , (1.55)
G ©)C(@,)...Cy(@, )C5(®, +...v@, )

y cuyo médulo se denomina indice de coherencia de orden n. En los casos particulares de n=3
y n=4, el indice de coherencia se denomina también indice de bicoherencia e indice de

tricoherencia o biespectro normalizado y triespectro normalizado, respectivamente [RAGS8S5]
[HAS63] [HIN85a].

Como han mostrado diversos autores [RAG85] [HAS63] [KIM80] [HIN85a]
[HUBB81], este indice es muy util para la deteccion y caracterizacion de no linealidades en
series temporales, a través de relaciones de fase de componentes arménicas. También, dicho
indice se hace muy recomendable en el estudio de la respuesta en fase de procesos lineales no
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gaussianos, en los cuales los poliespectros pueden modelarse por el mismo filtro lineal.

1.3.6. Proceso blanco de orden n.

Es bien conocido que un proceso cuyo espectro de potencia es constante para todas
las frecuencias, se denomina en la literatura del procesado de seifial como blanco. Sin embargo,
esta definicion se refiere solamente a las caracteristicas espectrales del proceso y no a las
poliespectrales. Existe, por tanto, la posibilidad de considerar un proceso blanco en orden n.
Para establecer esta definicion considérese que w(k) es un proceso estacionario no gaussiano
(para que de esta forma tenga espectros de cumulantes distintos de cero), y con media nula.
Si su secuencia de cumulantes de orden » cumple:

Cp (Tpperis Ty )=V (T s T, s (1.56)

donde v,” es una constante y 8(t,-,T,-,) es la funcién delta de Kronecker de dimensién n-1,
se dice que w(k) es un proceso blanco de orden n [BRI65] [GIA89]. Notese que para ello debe
asumirse que los cumulantes v,” sean finitos y distintos de cero. De acuerdo con (1.56) y con
la definicion de espectro de cumulantes, se tiene que estos procesos blancos de orden n
cumplen:

an(wp'"smn-l) Z’Y:’y (157)

es decir, es plano para todas las frecuencias. De esta definicién general, tendremos que un
proceso blanco de segundo, tercer y cuarto orden, respectivamente, tendré espectro, biespectro
o triespectro dados, respectivamente, por:

P(0)=Y,
B (®,,0,)=Y; (1.58)

w w
Cy (@,0,,0;) =7,

Los procesos que no cumplan con lo anterior y por tanto no sean blancos, se llamaran
coloreados.

I.4. PROPIEDADES DE LOS POLIESPECTROS DE PROCESOS ESTACIONARIOS

Una vez presentas las definiciones y algunas propiedades basicas de cumulantes,
momentos, y sus espectros de orden n asociados, esta seccion se centra en las propiedades mds
relevantes que poseen los poliespectros de sefiales aleatorias, propiedades que los van a
convertir en una herramienta util para tratar diversos problemas tales como la deteccion de no
linealidades, la identificacion de sistemas de fase no minima o la eliminacion de ruido aditivo.
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1.4.1. Procesos gaussianos.

Una importante propiedad de los espectros de orden mayor que dos o poliespectros,
apuntada anteriormente en este capitulo, es que si x(k) es un proceso estacionario gaussiano,
su poliespectro, definido en términos de sus cumulantes se anula [HUB81]. Esta propiedad es
de enorme interés de cara a aplicar el andlisis basado en estadistica de 6rdenes superiores para
la eliminacion de ruidos aditivos contaminantes. En la mayoria de los casos, estos ruidos
pueden suponerse estadisticamente gaussianos, tal y como se explicé en la introduccion en base
al teorema central del limite y de la naturaleza del ruido; lo que los diferencian de los procesos
portadores de la informacion, que serdn las sefiales propiamente dichas. Es interesante
remarcar que esta propiedad es valida sea cual sea el contenido espectral del proceso
gaussiano, lo que permite tratar de igual manera ruidos blancos y coloreados, cosa que no es
- posible en la estadistica de segundo orden.

1.4.2. Cambios de fase lineal.

Dado un proceso x(k) con espectro de potencia P(®) y espectro de orden n
CXo,,,0,_,), el proceso desplazado y(k) =x(k-D), donde D es un nimero entero cualquiera,
tiene el mismo espectro de potencia y poliespectro, es decir, P w)=P/(®) Yy
C o 0,.)=CX(0,,m,.,). De esta forma, tanto los espectro de alto orden como el
espectro de potencia suprimen toda informacion acerca de una fase lineal. Sin embargo,
mientras que el espectro de potencia suprime ademas toda informacion referente a la fase del
proceso, los poliespectros no lo hacen [LII76] [LI1182].

I.4.3. Procesos gaussianos y no gaussianos a través de sistemas lineales.

Un familiar punto de partida en muchos problemas del procesado de sefial clésico y en
la teoria de sistemas es el de un modelo de sistema lineal e invariante temporal (LTI), de
entrada y salida Gnicas, tal y como se muestra en la figura 1.3. En dicho modelo, la entrada
w(k) se considera un proceso estacionario y blanco en segundo orden con varianza finitay, (en
general, gaussiano o no gaussiano) y esta relacionado con la salida x(k) por:

x(B)=h(k) sw(k), (1.59) n(k)
donde “*”denota la convolucion discreta y s(k) es w(k) x(k) (k)
la respuesta impulso del sistema, es decir, la salida ———— H(z) “ﬁ’ﬁ}*’

del sistema cuando la entrada w(k) es la funciéon
impulso (funcion que vale cero para k=0 y uno
para k=0). El sistema se suele suponer que es  Figura 1.3. Esquema de un sistema LTI
estable, de manera que no provoque una salida alimentado por un proceso w(k).
infinita a una entrada finita, y causal, de forma que

h(k)=0 para k<0. La transformada Z de esta respuesta impulso se lama funcion de
transferencia H(z) del sistema lineal y su evaluacion en el circulo unidad H(w), conz=exp(jo),
se conoce como respuesta en frecuencia del sistema, que existe debido a que se ha supuesto
que el sistema es causal y estable. La suposicion de causalidad implica que la funcién de
transferencia debe presentar sus polos dentro del circulo unidad, para que esta pueda ser
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evaluada sobre el circulo unidad y producir asi una respuesta en frecuencias.

La salida x(k) del sistema ha sido contaminada con ruido aditivo gaussiano (blanco o
coloreado) n(k), siendo este ruido y la entrada del sistema w(k) estadisticamente
independientes.

Debido a la propiedad de la convolucion, la relacion (1.59) se expresa en el dominio
Z o en el de la frecuencia como:

X(2)=H(2)W(2)

X(w)=H(0) ¥ (o), (1.60)

donde X(z) y X(®) son las transformadas Z y de Fourier de la salida x(k), y W(z) y W(®) lo son
de la entrada w(k).

Bajo este esquema, es bien conocido que en el dominio de la estadistica de segundo
orden, la secuencia de autocorrelacion de la salida no ruidosa x(k) y la ruidosa z(k) estan
relacionadas a través de [MENO91] [NIK93b] [PAPO84]

c; (D)=c, (1) +¢,) ()=, g h(k)h(k+1)+c, (T). (1.61)

Por otra parte, el espectro de potencia de la sefial ruidosa viene dado por [MEN91]
[NIK93b]:

G (@)=, H(n)H(z ) +C,)' (@)

1.62
Czy(m) :'Y; | H(w)] 2+ Czn(m)- ( )

De estas expresiones es interesante hacer notar dos cuestiones importantes:

-En el espectro de potencia de la salida del sistema, influye tanto el modelo del sistema
LTI, a través de su funcion de transferencia, como el espectro de potencia del ruido
contaminante n(k). De esta forma C,”(w) puede catalogarse como un espectro de potencia
ruidoso.

-De la ecuacién (1.62) puede verse que, a través del espectro de potencia (o
equivalentemente la autocorrelacion), se pierde toda informacion acerca de la fase de H(®).
Es por esto por lo que se dice que la autocorrelacion y el espectro de potencia son ciegos a la
fase del sistema LTI.

a) Cumulantes de salida de procesos lineales no gaussianos.

Bajo el modelo de sistema LTI mostrado en la figura 1.3, Bartlett [BARS55] en 1955
y Brillinger y Rosenblantt en 1967 [BRI67a], mostraron que es posible generalizar las
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expresiones (1.60) y (1.61) desde el dominio de la estadistica de segundo orden al de érdenes
superiores. En particular, si w(k) es un proceso no gaussiano, independiente e idénticamente
distribuido, es decir:

Yo t,=.=t_ =0
¢ Tty )=y L (1.63)
0 en otro caso,

para todo n, se tiene que [MENO91]:

(Tt ) =Yn . BR)h(k+t ). h(k+T, ), (1.64)
k=0
y
n-1
Cl(@ees®,,_ ) =YnH(@,) ---H(o)n_l)H( -y (oi] , (1.65)
i=1

Expresiones en las que se ve explicitamente que no aparece contribucion alguna del ruido n(k),
ya que se ha considerado que es gaussiano.

Se puede encontrar una expresion todavia mas general si se considera que el proceso
w(k) que alimenta al sistema no es blanco de orden n, sino coloreado y con espectro de
cumulantes dado por C,"(®,,,®,_;)- Bajo esta hipdtesis, se puede demostrar que [BRI67a]
[MENO91}:

n-1
Cny(ml,...,mn_l)=an(a)1,...,con_1)H(col)...H(con,l)h{ -y m,.] : (1.66)

i=1

Por otro lado, la generalizacion de (1.64) a este caso de un proceso de entrada
coloreado estd dada en [MEN91], y basicamente consiste en una convolucioén de orden (n-1)

entre las secuencias de cumulantes ¢,"(T,%, T ) Y G (T T )=
Y h(h(k+t,)... Akt ).

En particular, para los casos mds habituales de la estadistica de tercer orden y cuarto
orden, se tiene que el biespectro y el triespectro de la salida ruidosa del sistema, en el caso
general de entrada no gaussiana coloreada w(k), viene dado segin (1.66) por [NIK87]:

B (0,,0,)=B (0,,0,)H(0 )H(®)H (0, +0,)

. 1.67
Ty(m],mz,m3) =T (0,,0,,0,)H(0,)Ho,)H(o,)H (0, +0,+0,), (1.67)

con moédulo y fase dadas por:
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lBy((D,(Oz)l :‘Bw(mpmz)l IH((Dl)i ]H(O)z)l IH*((!)I'"(OZ)]
\Vy((‘opmz) =(P((Dl) +(P((D2) "(P((Dl +CO2) +\|lw((01 +(D2)
IT,(00,09)] =1 B, (0,,0,09) | H(o)) | | Hoy) || Ho,) | |H (@, +0, ;)
\Vy(mpmzamj,) :(P((Dl) +(P(602) +(p((03) _(P((’*)l T, +O~)3) +‘Vw(m1 +(D2 +CO3),

(1.68)

siendo @(w) la fase de H(w). Si la entrada del sistema es un proceso blanco de tercer y cuarto
Ordel’l, tal que IBW(COUCOZ)[ :Y;v’ ‘Vw(a)1’0)2) :O: ’ Tw(mlst,m3)} :Y: y Ww(wlvo)z,w3)=07 la anterior
expresion (1.67) queda:

B (0,0, =v; H(o ) H(o,)H (@, +@,)

w . (1.69)
Ty(a) 10,,0,) =Y, H(o ) H(0,) H{(o,)H (0, +®, +o,).

Es interesante también remarcar que todas estas conclusiones son totalmente generales
sea cual sea el modelo para H(w), siempre que éste sea lineal, causal y exponencialmente
estable, y los procesos w(k) y n(k) cumplan los requisitos estadisticos que han sido
especificados para cada caso particular. De hecho, son muchos los modelos de H(®) que se
han presentado en la literatura, dependiendo de la aplicacion y las caracteristicas de las sefiales
aleatorias consideradas. En concreto, la expresion (1.69) del proceso y(k) es la base de un tipo
de técnicas de estimacion poliespectrales denominadas fécnicas de modelacion paramétrica
[NIK87] [NIK93a].

Otra cuestién importante que es conveniente resaltar en este momento, €s que los
sistemas lineales obtenidos para la modelacion del espectro de potencia son, en general,
diferentes de los utilizados para la modelacion de los poliespectros [NIK87] [RAGS835]
[RAGS6]. Es decir, una funcion de transferencia H(®) que reproduzca adecuadamente el
espectro de potencia, y otra, H'(w), que haga lo mismo con el poliespectro de un orden dado
del mismo proceso, pueden ser totalmente diferentes entre si. Incluso las funciones de
transferencia que modelen poliespectros de distintos 6rdenes , puede se distintas entre ellas.
Esta caracteristica muestra que el analisis basado en estadistica de drdenes superiores puede
jugar un importante papel en la identificacion de procesos que involucren componentes
gaussianas y no gaussianas.

b) Sistemas de fase minima, maxima y mixta.

El hecho de que la secuencia de cumulantes de un proceso no gaussiano, a diferencia
de la de autocorrelacion, retenga la informacion sobre la fase (salvo, obviamente, términos de
fase lineal), hace que los cumulantes de salida de los sistemas lineales sean extraordinariamente
ttiles en la identificacion y caracterizacion de sistemas que, teniendo la misma respuesta en
amplitud, sélo difieren en su respuesta en fase [NIK87] [GIA89] [LII84] [NIK86b]. Los
sistemas de este tipo que, atin siendo distintos, poseen un espectro de potencia idéntico, tal y
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como puede deducirse a partir de (1.62).

En relacion con la respuesta en fase de un sistema se distinguen tres tipos de sistemas
basicos [NIK87]: a) Sistemas de fase minima, caracterizados por que todos los ceros de H(z)
caen dentro del circulo unidad en el plano complejo Z; b) Sistemas de fase mdxima, que
presentan todos sus ceros fuera del circulo unidad; ¢) Sistemas de fase mixta que tienen ceros
tanto dentro como fuera del circulo unidad. Es dentro de los dos ultimos tipos de sistemas,
conjuntamente llamados como de fase no minima y que son los mas generales y comunes en
muchas aplicaciones concretas, donde el anlisis poliespectral juega un importante papel frente
al espectro de potencia clasico. Para demostrar este hecho, considerese los siguientes tres
sistemas (filtros) FIR (respuesta impulso infinita) de segundo orden, excitados por un proceso
blanco de segundo y tercer orden E{w(k)w(k+r)}=8(r), E{M(EIW(k+r)w(k+s)}=d(r,s), no

- gaussiano y con media cero, caracterizado por [NIK87]:

-Sistema de fase minima

H(2)=(1-az H)(1-bz7")

Y1) =) ~(@+byw(k-1) +abw(k-2) (170
-Sistema de fase mdxima
Hy(2)=(1-az)(1-b2)
7,0 =w(r)~(a+Byw(k +1) +abw(k+2). (1.71)
-Sistema de fase mixta
(11— _ -1
H\(2)=(1-az)(1-bz"") (1.72)

y,(B)=~aw(k+1)~(1 +abyw(k)~b w(k~1).

En todos los sistemas las constantes son iguales y cumplen 0<a<1 y 0<b<1.

Puede comprobarse que las sefiales de salida de cada uno de los sistemas tienen idéntica
secuencia de autocorrelacion dada por [NIK87]:

¢; (1)=&l (k) (k+1)} =&, (kyy,(k+ 1)} =&y, (k)y,(k+)}
¢;(0)=1+a’b%+(a+b)
c; (1)=-(a+b)(1+ab); c;(2)=ab

¢, (1)=0 123,

(1.73)

lo que implica que todos ellos tienen el mismo espectro de potencia, dado, segun (1.62), por

P(w)=|H(@)|?=| Hyw)|*=| Hy(o)|*. (L.74)
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Este resultado, sin embargo, no es del todo sorprendente ya que el cuadrado del valor
absoluto de una funcién de transferencia FIR no reconoce un cero (z,) de su inverso conjugado
(1/zy). De esta forma, los tres sistemas son espectralmente equivalentes y, por consiguiente,
es imposible discriminarlos mediante un analisis exclusivamente basado en el espectro de
potencia.

Por otra parte, las tres sefiales de salida tienen diferentes cumulantes de orden n, y por
tanto diferentes espectros de cumulantes. La tabla (I.1) muestra este hecho, mediante la
secuencia de cumulantes de tercer orden de la salida de cada uno de los tres sistemas. Segin
esto, parece claro que mientras que el biespectro de la salida del sistema es capaz de detectar
el verdadero carécter de fase del sistema, el espectro de potencia los ve a todos ellos como si
fuesen de fase minima [NIK93a]. Esta propiedad de los poliespectros tiene ademas importantes
implicaciones en aplicaciones de deconvolucion en campos como geofisica [MAT84] y
comunicaciones [BEN80] [NIK86a].

Fase minima Fase mdxima Fase mixta
H(z) (1-az(1-bz7") (1-az)(1-b2) (1-az)(1-bz"")
k) w(k)~(a+byw(k~1) w(k)-(a+b)w(k+1) —aw(k+1)+(1+ab)
+abw(k-2) +abw(k+2) w(k)-bw(k-1)
|z} =1 |z] =1 |z] =1
Localizacién
de los ceros Wi‘/ (@.b) £1/a,1/b) $(1/a,b)
Cumulantes
¢5(0,0) 1-(a+by+a’b’ 1 (a+b)+a’h’® (1+aby*-a*-b*
c(1,1) (at+by -(a+b)a*h* ~(a+by+(a+b)ab —a(1+aby+(1+aby*b
c5(2,2) b’ ab -a’b
c5(1,0) ~(a+b)y+ab(a+by (at+by -(a+b*) a(1+ab)-(1+ab)*b
c:(2,0) ab ay -a*b
(2,1 ~(at+b)ab ~(a+b)ab —(1+ab)ab
Autocorrelaciones
c(0) 1+a@b*Ha+b)?
(1) ~(a+b)(1+ab)
(2) ab

Tabla (I.1): Procesos de fase minima, maxima y mixta con idéntico espectro de potencia pero distinto
biespectro.
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L.4.4. Sistemas no lineales operando bajo entrada aleatoria.

Como ya se comentd en la introduccion, los poliespectros juegan un papel fundamental
en la deteccion y cuantificacién de no linealidades ocultas en sefiales estocésticas, originadas
usualmente cuando un sistema no lineal opera bajo entrada aleatoria. Aunque para el caso de
sistemas lineales excitados por sefiales aleatorias se dispone, como hemos visto, de un amplio
conjunto de relaciones relaciones y propiedades generales (muchas de ellas basadas en criterios
de autocorrelacion), esto no es posible en el caso de sistemas no lineales arbitrarios. Es por
esto por lo que clasicamente cada tipo de no linealidad se ha tratado por separado y como un
caso especial. En este sentido, el andlisis HOS viene a aportar una importante ayuda en la
caracterizacion y estudio de los distintos tipos de no linealidades, tal y como se muestra en los

siguientes apartados [NIK87] [HINS5a] [HINS5b] [TIC82][BENS2] [BLA64] [MAG54]
[MARS86] [SUB67].

a) Sistemas no lineales excitados por procesos sinusoidales.

Se considera un sistema LTI (lineal invariante en el tiempo) como se muestra en la
figura 1.4.(a) cuya entrada es [NIK87]

- H@k+9,,) .
X(k) ; Ame ’ (1 75) x(k) Sistema yl(k)
LTI
; . o @
onde {¢_} son variables aleatorias independientes,
idéntica y uniformemente distribuidas en el intervalo x(k) | Qistema z(k)
[0,27). Bajo estas premisas, la salida del sistema — lnolineall
LTL y,(k), es [OPP75]: ®)

donde H(w) es la respuesta en frecuencia del
Figura 1.4. (a) Salida de un sistema LTI con

entrada sinusoidal. (b) Salida de un sistema

(0 =Z B mej(m’"k *Om) :E H(o)m)ejm’”k . (1.76) NL con estrada sinusoidal

sistema. Se puede ver como y,(k), la salida del sistema LTI, cuando la entrada es una suma de
sinusoidales, es otra suma de sinusoidales con las mismas frecuencias que la entrada, aunque
con distinta amplitud y fase. Puede verificarse faciimente que todos los cumulantes de y,(k) de
orden mayor que dos son cero [NIK87]. De esta forma, un poliespectro cero indicara que sdlo
existen mecanismos lineales en la generacion de la sefial de salida del sistema.

Si, por el contrario, como se muestra en la figura 1.4.(b), se hace pasar el proceso x(k)
a través de un sistema no lineal (NL) como es un procesador de Volterra de orden N [SCH80],
la salida resulta ser

38 Cumulantes vy momentos de seiiales aleatorias



CUMULANTES Y MOMENTOS DE SENALES ALEATORIAS

My-1 My-1 My-1
2k)=Y, h(i)x(k-i)+ Y. Z B, iy i ek -1 x(k=i) +
=0 L=0 =
My, Myl 3 1.77)
ot Y e D By e X)) x (k1)
=0 iy=0

Sin entrar en detalles de los procesadores de Volterra, lo ilustrativo es que la salida z(k)
puede expresarse como:

N
2k)=Y_ »,(k), (1.78)
=1

donde y, esta dado por (1.76) y

Rl (0 +0,)k+(0,+9,)]
»#B=3 3. C,Cpe
m n

'[((x)m+(x)”+m,)k+(6m+9,,+9,)]
¥,0=33.>. D,D,D¢’
mow (1.79)

Wy, + O+t Oy Wt (B +0, By D]
le(k) ZZ ZDml my"’ _e l ’ l : "

N-1
my my; My,

Puede verse como las sinusoides de la salida estan relacionadas en frecuencia y fase con
las de entrada [NIK87] [BRI65], lo que significan que las frecuencias y fases de la salida son
sumas y/o restas de las frecuencias y fases de la entrada, el nimero de los sumandos indican
el orden de la no linealidad. Cuando una frecuencia sea la suma de otras se dird que estan
relacionadas arménicamente, mientras que cuando también lo la fase de la primera sea la suma
de las otras, se dird que existe un acoplo de fase. En este caso, un biespectro no nulo de z(k)

' indicar4 la existencia del término y,(k) en (1 .78) y con ello una no linealidad cuadratica,

mientras que un triespectro distinto de cero indicara la existencia del término y;(k), y por tanto,
la presencia de una no linealidad cibica. Asi, las propiedades no lineales de los mecanismos
que generan series temporales pueden cuantificarse usando HOS debido a las relaciones de fase
entre las componentes armoénicas del proceso [BRI65].

b) Acoplos cuadraticos y cibicos de fase.

Son muchas las situaciones en las cuales, debido a la interaccion entre dos o mas
componentes armonicas de una sefial, se produce una contribucion al espectro de potencia de
Ja suma y/o diferencia de tales frecuencias. Estos fenémenos, que como se ha comentado en
el apartado anterior, pueden deberse a no linealidades; en concreto, para no linealidades de
tercer y cuarto orden, pueden aparecer lo que se conoce como acoplos cuadrdticos de fase y
acoplos cubicos de fase [NIK87] [RAG85] [NIK93a] [KIM80] [RAG86] [RAG84]. En
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algunas aplicaciones concretas, es necesario determinar si un determinado pico en el espectro
de potencia corresponde o no a un acoplo de fase. Sin embargo, debido a que el espectro de
potencia suprime todas las relaciones de fase, este no nos puede proporcionar tal informacion,
haciéndose imprescindible acudir al biespectro o al triespectro para detectar si, efectivamente,
se trata 0 no de un acoplo cuadratico o cibico de fase. Este hecho puede mostrase mas
facilmente mediante el siguiente ejemplo concreto [NIK87] [RAGS85]:

Considerese el proceso sinusoidal

6
x(k)=Y cos(Ak+), (1.80)

i=1

donde M,>A>0, A>h>0, A=k +h,, A=A tAs, ¥ @, con i=1,...,5, son variables aleatorias
independientes, uniformemente distribuidas sobre [0,27) y ¢5=¢,+¢,. En (1.80), mientras que
Ay> Ay, Ay por un lado, y A,, As, A por otro, son frecuencias relacionadas arménicamente, sdlo
la componente A, es el resultado de un acoplo cuadratico de fase entre A, y As, ya que ademads
se cumple que ©4=@,+¢5; mientras que A; es una componente arménica independiente. El
espectro de potencia de x(k) consiste basicamente en seis impulsos en A, (i=1,-,6), tal y como
se muestra en la figura 1.5.(a). A través de éste, sin embargo, no se puede determinar si un
determinado pico corresponde realmente a un acoplo cuadratico de fase o no.

Por otro lado, puede comprobarse que la secuencia de cumulantes de x(k) est4 dada
por [RAGS85]:

x 1
¢ (T,1,) =Z{cos(7x51l +hyT,) +cos(AeT, +A,T,) + (1.81)

+cos(A, T, +AgT,) +COS(A T, ~AsT,) +cOS(A,T, ~AT,) +COS(AT, ~AT )b

Es interesante ver como en (1.81) sélo aparecen las componentes que estan acopladas
en fase. Si se calcula el biespectro puede verse como muestra un Unico impulso en
(0,,m,)=(As,\,), indicando que solamente este par de frecuencias est4 acoplado en fase, tal y
como se ilustra la figura 1.5.(b), donde la parte sombreada corresponde a la regioén principal

()

2

|C3x(mlifol)] o, f

>

AL A

' &)‘

MMM ds As
(a)

Figura 1.5. Acoplos cuadraticos de fase. (a) Espectro de potencia del proceso descrito en la ecuacion
(1.92). (b) Modulo del biespectro correspondiente al mismo proceso.
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del biespectro. Si no existe ningtin acoplo cuadratico de fase, la secuencia de cumulantes de
tercer orden, y por consiguiente el biespectro, seran nulos. De esta forma, el hecho de que sélo
las componentes acopladas contribuyan a la secuencia de cumulantes del proceso es lo que
hace que el biespectro sea una herramienta (til para la deteccion de acoplos cuadréticos de fase
y en su discriminacién de aquellas frecuencias relacionadas arménicamente que no estén
acopladas en fase. Esta misma idea se extenderd al dominio de la estadistica de cuarto orden
y los acoplos clibicos de fase, en la segunda parte de esta memoria.

¢) Procesos gaussianos aplicados a sistemas no lineales.

Sea x(k) un proceso gaussiano, estacionario, con media cero, con secuencia de
autocorrelacion ¢,” y espectro de potencia C,*(®). Sea ademas el proceso definido por:

Wk)=Glx(k)], (1.82)

donde G['] es una funcién no lineal. Restringiéndonos por simplicidad al caso de estadistica
de tercer orden, asumamos que dicha funcidon contiene alguna componente par, como por
ejemplo de tipo cuadratico (ya que si G[-] fuese una funcién impar, el biespectro de y(k) es
nulo [HUBS81}):

(k) =x(k) +ex(k)’, (1.83)

donde € es pequefio, de tal forma que &’ sea depreciable. Segun esto, puede demostrarse que
y(k) tiene secuencia de autocorrelacion y espectro de potencia [NIK87] [NIK93b]

m; (1) =m; () +26"[m; (D) +&’[m; (O))°

N 1.84
P (0)=P (w) +e2[m, (0)]*5(w) +2¢* f P (WP (o-M)dA, (1.84)
mientras que su biespectro sigue la expresion:
B (0,,0,)=2e{P (®))P (0,) +P (0,))P (0, +0,)}+ 1.85)

+em, (0)P (0,)8(0,) +P (0,)8(w,) +P (0,)3(0, +0,) .

Nétese que si £=0, entonces P(0)=P(0) y B(w,,0,)=0. Ademas, conociendo el
espectro de potencia del proceso gaussiano de entrada y calculando el biespectro de la salida,
se puede estimar el parametro & que caracteriza al sistema cuadrético, sin mds que usar la
ecuacién (1.85). Por otro lado, junto a estos resultados, existen otros adicionales relativos a
la identificacién de sistemas cuadraticos por medio de entrada Gaussiana. Para casos de
identificacion de sistemas con funciones G[-] mds generales, existen también varios trabajos
en la bibliografia [BRI65] [BEN82] [BRI70].
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d) Procesos lineales no gaussianos frente a no lineales.

Existen algunas situaciones practicas en las que es necesario discernir entre un proceso
lineal no gaussiano y un proceso lineal. Si se asume que en ambos casos los cumulantes de
orden n del proceso son nulos, existe un buen test estadistico basado en la funcién de
coherencia de orden » definida en la seccion (1.3.5) [RAO84] [HIN82]. En efecto, si el proceso
no gaussiano es lineal, su poliespectro esta dado por (1.65) y su espectro de potencia por
(1.62). De esta forma, la funcion de coherencia de orden » tiene la forma

v, Ho)..Hwo, )H (o ++o,_)

Pl(o,,...00, )= . (1.86)
('Y;)nlz IH((DI)]...lH((On_I)] IH*(COI +"'+mn_1)|
Por tanto, su médulo o indice de coherencia es
y Tn
P (@50, )] =—=, (1.87)
(r)"

y, como puede verse, es constante en todas las frecuencias. Si el proceso lineal es gaussiano,
entoncesy, =0V n>2y | P (®,,~,®,.,)| =0. Por el contrario, si el valor del indice de coherencia
de orden  no es constante y depende de las frecuencias ®,,,®,_;, € tiene que el proceso y(k)
serd no lineal. Ejemplos concretos en los que el indice de bicoherencia es dependiente de la
frecuencia son entre otros los definidos por (1.77) y (1.83).
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IL1. INTRODUCCION

En el capitulo I se presentaron las definiciones de las series de momentos y cumulantes
conjuntos, asi como sus correspondientes poliespectros, para variables aleatorias. Se hizo
especial hincapié en los procesos estacionarios y, dentro de estos, en los procesos de salida de
sistemas LTI. También se resumieron las principales propiedades de estas funciones, en
especial de los poliespectros, y como pueden ser utilizados en la resolucién de problemas de
analisis de sefial. Todo este planteamiento se realizé desde un punto de vista tedrico, es decir,
se establecieron las propiedades de las distintas funciones estadisticas de un proceso, asi como
sus posibles usos, una vez conocidas éstas. No se planted, por tanto, el problema de como se
calculan estas funciones a partir de la informacion disponible de una sefial. Es precisamente
dentro de este problema general donde se enmarca el presente capitulo: la estimacién a través
de informacion limitada sobre una sefial de las funciones definidas en el capitulo anterior.

En una situacién practica la informacién que se posee sobre la sefial es limitada,
generalmente a través de una o varias series finitas de datos, que pueden ser independientes
entre ellas. Es a partir de esta informacion limitada a partir de la cual se deben calcular o
estimar las funciones deseadas, que en este capitulo sera el triespectro.

El estudio del triespectro, a pesar de los problemas de estimacion que presenta frente
al biespectro y que se analizardn un poco mas adelante en esta introduccion, ha sido justificado
en distintas partes del capitulo I, y pueden resumirse de la siguiente forma:

-Primero: La estadistica de tercer orden de procesos aleatorios con densidad de
probabilidad simétricas respecto a su media, es nula, tal y como se present6 explicitamente en
el apartado 1.2.2. para las funciones densidad uniforme, laplaciana y gaussiana. En realidad,
este hecho es genérico para todas las estadisticas de orden impar. La abundancia de los
procesos simétricos en la naturaleza hace este argumento el principal apoyo en el estudio del
triespectro y en el desarrollo de métodos para estimarlo.

-Segundo: Aun sin ser nulos existen procesos cuyos cumulantes de orden tres sean
menores que sus cumulantes de orden cuatro, lo que hace que estos tltimos puedan ser mas
adecuados en el analisis.

-Tercero: La presencia de no linealidades cibicas no es tratable a partir de la estadistica
de tercer orden, como se ilustro en el apartado 1.4.4.(a) para un sistema de Volterra alimentado
con una entrada arménica y como sucede en el caso de acoplos ciibicos de fase, y es necesario
utilizar la estadistica de cuarto orden.

Bajo la suposicion de estacionaridad y ergodicidad, definidas en el capitulo I, se hace
inmediato un primer camino de estimacion poliespectral. En efecto, si la sefial con Ia que se
estd tratando es ergddica, los valores medios pueden ser estimados mediantes medias
temporales finitas, tal y como se define en (1.36), para una sefial de NV datos. Una vez hecho
esto, solamente hay que sustituir cada valor medio por esta media temporal, en las definiciones
de cumulantes y, posteriormente, calcular el poliespectro haciendo uso de las transformadas
de Fourier. Este procedimiento, junto a otros que siguen el mismo esquema pero introduciendo
ciertas variaciones, se conocen como métodos de estimacion poliespectral indirectos, nombre
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que reciben al estimar primero los cumulantes y, a partir de estos, los poliespectros. Este
método queda englobado dentro de un conjunto mayor, que se agrupan bajo el nombre de
métodos de estimacion poliespectal convencionales; entre los que se encuentran, a parte de
los métodos indirectos ya nombrados, los métodos de estimacion directos, que hacen uso de
la representacion espectral de Cramer, y los métodos de demodulacion compleja.

Todos estos métodos de estimacion poliespectral convencionales poseen la
caracteristica de que hacen uso de transformaciones de Fourier en su analisis, concretamente
de la FFT. El resultado que se obtiene de utilizar estos métodos es la funcién poliespectral en
el dominio de interés, generalmente el dominio o regién principal. Sin embargo, la realizaciéon
practica de estos métodos adolece de ciertas limitaciones. Las principales son el alto coste
computacional, la alta varianza, como causa de la lenta convergencia estadistica, y la limitacion

- en la resolucién.

Debido a que en este capitulo se tratara el problema de la estimacion triespectral, es
interesante centrarse en qué les sucede a los métodos convencionales, al pasar de la estadistica
de tercer orden a la de cuarto orden. El primero de los inconvenientes de estos métodos, el
coste computacional, se agrava al aumentar el orden de la estadistica de la sefial, ya que
aumenta el nimero de operaciones necesarias en ¢l calculo de la funcion a estimar. El coste
computacional entronca con los otros dos problemas. La varianza, por un lado, también
aumenta al aumentar el orden de la estadistica, para un mismo numero de datos, necesitandose
muchos mas datos en cuarto orden que en tercer orden para un mismo grado convergencia,
es decir, de estimacion. Esta necesidad en el aumento del nimero de datos significa un
aumento del conste computacional, que se ve agravado por el propio coste del aumento del
orden. Por otro lado, es bien sabido que la resolucion espectral, lo que se puede definir como
la capacidad de resolver dos picos espectrales muy juntos, esta relacionado con la longitud del
numero de datos que se posea, de forma que a mayor nimero de datos mejor resolucién. De
nuevo, la capacidad de resolucion del triespectro es peor que la del biespectro para un mismo
numero datos, encontrandose el mismo problema que aparece con la varianza. Con todo esto,
es facil ver que en la estimacion triespectral convencional, Jos inconvenientes generales que los
métodos convencionales presentan se ven importantemente agravados respecto de los que
aparece en la estimacion biespectral.

En la estimacion espectral (no poliespectral) clasica, existian ya estos métodos
convencionales, presentando los mismo problemas que presentan en el andlisis poliespectral,
aunque en menor grado. Para poder superar las importantes limitaciones que los métodos
convencionales tipo Fourier poseian se desarrollaron otros tipos de métodos de estimacién
espectral que se denominaron métodos paramétricos. En ellos, la sefial se suponia o modelaba
como la salida de un sistema LTI, con entrada gaussiana blanca. Esto significaba que todo el
conocimiento de la sefial dependia de unos parametros lineales y de la estadistica de un proceso
muy sencillo. Los métodos desarrollados segiin este esquema requerian mucho menor esfuerzo
de célculo y presentaban una mejor convergencia estadistica y mejor resolucioén, que los
métodos clasicos en segundo orden. El principal escollo era la eleccién adecuada del modelo,
ya que una mala eleccién llevaba a la complicacién del problema, en vez de simplificarlo, e
incluso a la imposibilidad de obtener una solucién correcta.

En la estimacion poliespectral se ha extendido esta idea, dando lugar a los métodos de
estimacion poliespectral paramétricos, mediante una sencilla generalizacion. Se supone que la
seflal con la que se trabaja es la salida de un sistema LTI, tal y como se defini6 en la seccién
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1.4.3., siendo la entrada un proceso no gaussiano i.i.d., con el fin de que posea estadistica de
alto orden no nula. De esta forma, la informacion de la sefial es completa si se conocen los
coeficientes del sistema LTI, lo que estd recogido en su funcion de transferencia H(z), y la
estadistica de la sefial de entrada, que debido a su simplicidad es equivalente a conocer una
tinica constante, para un orden determinado. Es claro que el problema de estimacion espectral
se ha transformado, de esta forma, en un problema de estimacion paramétrica mucho mas
sencillo, presentando claras ventajas en el coste computacional, ya que disminuye en varios
ordenes de magnitud el esfuerzo de célculo. La convergencia también se ve claramente
mejorada, asi como la resolucién. De hecho, la estimacién paramétrica clasica dio lugar a un
conjunto de métodos de determinacion armonica que se englobaban bajo el nombre de métodos
de alta resolucion.

La mejora en la estimacién puede presentarse como fundamental en el caso de no poder
aumentar indefinidamente el nimero de datos de una sefial. Para esta situacion, el problema
no es el de disminuir el tiempo de calculo, sino conseguir una buena estimacion a partir de un
ntmero de datos que no puede ampliarse. En la introduccién se apunt6 como en ciertas sefiales
al aumento del niimero de datos no es posible o no es adecuado. En estos casos puede suceder
que para el nimero de datos de la sefial los métodos convencionales no proporcionen buenas
estimaciones. La mejora en la estimacién que producen los métodos paramétricos no sélo
permite una mayor rapidez, en estos casos, sino que también permite resolver un problema que
era irresoluble a partir de los métodos convencionales.

La cuestion clave en el desarrollo de estos métodos es la eleccion del modelo que debe
cumplir H(z), y que sera fundamental para una répida y adecuada estimacion o para una lenta
e incluso imposible convergencia. El modelo mas utilizado para modelar la funcion de
transferencia es el modelo racional, es decir, H(z) serd un cociente de polinomios de la forma:

-B@)
H(z) ey 2.1
con.
)4 _ q ,
A2)=Y a()z y B(z)=)_ b(i)z ™. (2.2)
i=0 i=0

La eleccién de este modelo se puede justificar mediante un doble argumento. Por una
parte es el modelo més sencillo por lo que simplifica el analisis; siendo ademas la base de una
aplicacion tan importante del andlisis de sefial como es el anlisis y disefio de filtros, que se
construyen habitualmente siguiendo este modelo. En segundo lugar, cualquiera que sea la
funcién H(z) elegida, se puede aproximar tanto como se quiera por una funcién racional, sin
mas que hacer los indices p y ¢ suficientemente grandes, tal y como se puede deducir del
analisis de Taylor. En realidad, no seria necesario un modelo racional y bastaria con uno
polinémico, sin embargo, mediante el modelo racional se consigue un mejor ajuste con indices
mucho menores.

Si en la funcion de transferencia el polinomio del denominador es la unidad el modelo
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se llama de media mévil (MA) o todo ceros:

H(z)=B(2), 2.3)

mientras que si es el numerador el que es igual a la unidad, el modelo se llama autorregresivo
(AR) o todo polos:

1
H(z)=— = (2.4)

- El caso mas general en el que ninguno de los dos polinomios sea constante se conoce como
modelo autorregresivo de media movil (ARMA), que es el caso que se recoge en (2.1.). Este
capitulo se centrara en el desarrollo de modelos autorregresivos de estimacién triespectral.

Brevemente, se intentard justificar la eleccidon de estos métodos de estimacion en el
desarrollo de este capitulo, de entre todos los paramétricos. El primer motivo es la sencillez.
Como se ha podido ver, la complejidad al tratar con estadistica de cuarto orden, en lugar de
tercer orden, aumenta considerablemente, por lo que es importante disminuir al maximo la
complejidad de los métodos. En el modelado AR causal esto es posible, ya que los parametros
que caracterizan la sefial se obtienen como solucién de un sistema lineal de ecuaciones, sin
necesidad de realizar complejas minimizaciones no lineales como sucede en otros métodos
paramétricos. En segundo lugar, la estimacion AR se ha presentado en segundo orden como
una herramienta til y de gran resolucion en el andlisis de componentes arménicas, mientras
que en tercer orden modela adecuadamente la situacién de acoplos cuadraticos de fase;
presentado un comportamiento mucho més adecuado que los métodos convencionales. Eneste
sentido, la tercera parte de esta memoria intentard hacer uso de los métodos AR que se
desarrollaran a continuacioén en la deteccion y caracterizacion de acoplos cibicos de fase.
Tercero, el modelado ARMA, més complejo, se lleva a cabo a través de una primera
estimacion de los coeficientes AR, lo que requiere de algoritmos para realizar la estimacion.
Por tltimo, si el modelo es realmente un modelo AR, los métodos de estimacion AR son los
que mejor estimacion producen del triespectro.

Enrelacién con el tltimo punto, es cierto que un modelo AR causal puede determinarse
adecuadamente mediante la estadistica de segundo orden, ya que al ser causal se exige que
todos sus polos estén dentro del circulo unidad, como se apunté en el capitulo anterior. Hay
que recordar que la estadistica de segundo orden era ciega a fase, lo que implicaba que no
reconoce un polo o cero z, de su reflexion respecto del circulo unidad 1/z, . Tal y como se vio
en [.4.3., al imponer causalidad, se est4 imponiendo que todos los polos queden dentro del
circulo unidad, luego la fase estd determinada, y asi se pueden aplicar los métodos de segundo
orden. Lo primero que se puede pensar es en relajar la hipétesis de causalidad, permitiendo que
haya polos tanto dentro como fuera del circulo unidad en la funcion de transferencia, sin
embargo para estos procesos es imposibles construir sistemas lineales de ecuaciones que
proporcionen los coeficientes, y se requieren largas y costosas minimizaciones no lineales [],
perdiendo en parte la sencillez buscada al elegir el modelo AR. Parece mas interesante, en
primera instancia, reducir el problema a modelos AR causales que permiten la construccion de
sistemas lineales de ecuaciones, y no recurrir a modelos no causales a menos que sea
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imprescindible por la naturaleza de la sefial. Esto es lo que se hard a lo largo de todo el
capitulo.

Queda por responder al hecho de que los modelos causales se pueden resolver
mediante estadistica de segundo orden. Esto es cierto siempre que no exista ruido aditivo o
que este se conozca. Como estas situaciones no son comunes en la practica, es necesario
recurrir a alto orden para analizar los procesos, siempre que el ruido sea lo suficientemente
importante como para no permitir un analisis de segundo orden. En qué situaciones concretas
los problemas de estimacién de la estadistica de cuarto orden son menores que los errores
deterministas que se introduce al trabajar con estadistica de segundo orden, es uno de los
problemas que precisamente se pretende resolver a lo largo del capitulo de resultados.

El esquema del capitulo sera el siguiente:

-En el apartado I1.2. se planteara el modelo a utilizar, particularizando las definiciones
de los cumulantes de orden cuatro y del triespectro para este modelo de sefial.

-En el apartado 11.3. se presentan los sistemas de ecuaciones a partir de los cuales se
va a resolver el problema, deduciendose de forma directa y a partir del esquema de prediccion
lineal, con el fin de permitir la deduccion de los métodos utilizando ambos enfoques.

-Por ultimo en el apartado I1.4. se desarrollan los distintos métodos de estimacién, los
cuales se compararan en situaciones distintas en el capitulo III. Estos métodos se separaran en
métodos recursivos en el orden del modelo AR y métodos no recursivos, entre los que se
adaptaran métodos cldsicos y se desarrollaran otros nuevos.

I1.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Segun lo apuntado en la introduccidn, se va a tratar con una sefial AR contaminada ¢on
ruido aditivo gaussiano coloreado, de contenido espectral desconocido, es decir:

x(n)=y(m) +1(n) @)

donde y(n) es un proceso AR de orden p, estacionario y éausal, es decir:

14

3 a(in-i)=w(n) @26

i=0

con w(n) una sefial i.i.d. no gaussiana, con estadistica de tercer orden y media nula, mientras
que u(n) es un ruido aditivo gaussiano coloreado, independiente de y(n). En (2.6) se toma
a(0)=1 para evitar una indeterminacion de escala, de forma que {a(i)}.., ¥y la kurtosis de
w(n), ¥4, forman el conjunto de coeficientes que caracterizan completamente la estadistica de
cuarto orden del proceso. Esto es cierto siempre que se conozca el orden p del modelo AR lo
que no siempre es posible. Incluso si el proceso es realmente AR de orden p, la existencia de
ruido y los errores de estimacion debido al numero finito de datos con los que hay que realizar
los métodos hace que el modelo no se cumpla exactamente, y que el orden p pueda no ser el
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mads adecuado. En la practica, por tanto, el orden de modelo AR sera un pardmetro a estimar,
junto con el resto de los coeficientes que caracterizan el sistema. En este capitulo no se
abordard el problema de la estimacion del orden del modelo, suponiendose que es un
parametro conocido; diversos métodos de estimacién del orden pueden encontrarse en

[NIK93].

Como ya se vio en (1.61), la secuencia de autocorrelacion aparece una contribucion
del ruido, sin embargo esto no sucede en la secuencia de cumulantes de orden cuatro, que
resulta ser:

e (1,500 T3) =0, (1,1, 1) =Y O, h(DA(i+T (i +T,)h(i+1). 2.7
i=1

donde se ha hecho uso de las propiedades 4 y 5 de la seccion 1.2.4.

La secuencia de cumulantes de tercer orden cumple:

¢ (t,,T,)=c, (T,1,) =y;”§; h(i)h(i+T h(i+T,), (2.8)

y es nula, ya que el coeficiente de asimetria de w(n) v; es nulo.

Haciendo uso de (1.65) y (2.4), se llega a una expresion sencilla para el triespectro de
procesos AR [NIK93]:

4
T(®,,0,,0,)= T (2.9)
A(o)A(0,)4(w,)4 (0, +0, +o,)

P
donde 4(w) =§: a(i)e 7* es la transformada discreta de Fourier del conjunto de coeficientes
i=0

AR y 7,=¢,%(0,0,0). De la anterior expresién es interesante destacar que a partir de los
coeficientes AR el triespectro de la sefial queda totalmente determinado salvo un factor de
escala. Esto significa que el problema inicial de la estimacidn triespectral, en el que lo que se
persigue es estimar el valor del triespectro para todos los puntos de su region principal, se ha
simplificado a un problema de estimacion paramétrica. Una vez estimados los parametros AR,
el triespectro se obtiene de forma sencilla a partir de (2.9). En el siguiente apartado se
obtendran los coeficientes AR a partir de la resolucion de sistemas lineales de ecuaciones,
cuyas incognitas seran dichos coeficientes y cuyos coeficientes vendran dados por las series
de cumulantes de orden cuatro. '

En la practica no serd necesario que la sefial sea un proceso AR, tal y como se ha
definido, para poder aplicar los métodos de estimacién paramétrica, sino que bastara con que
la sefial se aproxime suficientemente mediante un modelo de este tipo. Esta “aproximacion
suficiente” significa que con la modelacion AR sea posible obtener la informacién buscada de
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la sefial, sin que ésta tenga que ser un modelo AR perfecto. El procesado de voz es un ejemplo
concreto en el que sucede precisamente esto. En efecto, en el espectro tipico de estos procesos
aparecen varios picos relativamente estrechos unidos con zonas llanas. En este caso se ha
demostrado ampliamente que un modelo AR es capaz de reproducir fielmente la zona de los
picos, aunque en las zonas llanas la el espectro AR defiere notablemente del de voz. Sin
embargo, la informacion que se persigue se encuentra unicamente en los picos, por lo que la
modelacién AR es ampliamente utilizada en procesamiento de voz, aunque no reproduzca
fielmente el espectro completo [RAB78].

IL.3. ECUACIONES RECURSIVAS DE CUARTO ORDEN

Los sistemas de ecuaciones recursivas de cuarto orden son los sistemas de ecuaciones
lineales cuya resolucion proporciona el conjunto de coeficientes AR. Para una sefial AR,
definidas en (2.5) y (2.6), es facil de comprobar como la serie de cumulantes de cuarto orden
cumplen el sistema de ecuaciones [MEN91]:

P
Y ati)e(r,-it,~1,1, 1) =1i8(x, )8(1,)8(x,), (2.10)

i=0

con T, T,, T; 20. Se observa como las incognitas del sistema de ecuaciones es el conjunto de
coeficientes AR, mientras que los coeficientes son los cumulantes de orden cuatro de la sefial.
La resolucion del anterior sistema de ecuaciones proporciona directamente el conjunto de
coeficientes AR, por lo la expresion dada en (2.10) se conoce como ecuaciones recursiva de
cuarto orden [NIK91]. Estas ecuaciones que aparecen en (2.10) son ciertas para cualesquiera
valores de los retardos temporales 1, T, y T;, siempre que sean positivos; produciendo que
distintas elecciones en los retardos temporales den como resultados distintos sistemas de
ecuaciones a partir de (2.10), lo que dard lugar, a su vez, distintos métodos de estimaciéon AR.

Los métodos que se van a desarrollar a partir de (2.10) se dividiran en dos grupos: los
métodos recursivos en el orden del modelo AR y los métodos no recursivos. Los primeros,
como su nombre indica, presentan la propiedad de ser recursivos en el orden del modelo AR,
es decir, en la resolucion de los métodos proporciona los coeficientes del modelo AR desde
orden uno hasta un orden p dado. Esta propiedad es muy interesante en la practica, ya que,
como se ha dicho, el orden del modelo no suele ser conocido; de forma que en la construccion
de criterios de eleccion del orden suele ser necesario calcular los coeficientes de los modelos
AR, desde orden uno hasta que el criterio proporcione un orden 6ptimo []. Es claro que en
estos casos, la utilizacion de métodos recursivos simplifica la resolucion. Entre estos métodos
se desarrollardn el cldsico método de Levinson, el método de los coeficientes de reflexion
(RCM) y el método geométrico (GM). En el desarrollo de estos métodos se construiran
sistemas de ecuaciones cuya matriz de coeficientes posea ciertas propiedades geométricas que
permita la resolucion recursiva.

Los métodos no recursivos poseen el inconveniente de tener que realizarse orden a
orden, si se desea obtener los coeficientes AR desde orden uno hasta orden p, lo que produce
que suelan ser mas lentos. En su favor tienen que suelen poseer mejor resoluciéon y mejor
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comportamiento frente al ruido, aunque son mas costosos computacionalmente. Se suelen
basar en la resolucion de sistemas de ecuaciones sobredeterminados o sin propiedades
geométricas interesantes, por lo que la resolucion se lleva a cabo mediante los métodos
clasicos de minimos cuadrados o Gauss, dependiendo si el sistema es sobredeterminado o no.
Los métodos no recursivos que se van a desarrollar son el método de minimos cuadrados y el
método CFOM (Constrained Fourth-Order Mean) del que se construird una version
sobredeterminada, llamada método CFOM complejo y otra determinada, que se denominar
método CFOM simple.

Los distintos métodos que se desarrollan en este trabajo difieren los unos de los otros
en la eleccion de los retardos temporales realizada al construir el sistema de ecuaciones, en el
carécter recursivo o no en el orden del modelo AR, que también se vera influenciado por la

- eleccion en los retardos temporales, y, en algunos casos, de las suposiciones estadisticas
realizadas a priori sobre la seiial.

Para el desarrollo de los métodos recursivos en el orden RCM y GM, es conveniente
deducir el sistema de ecuaciones (2.10) partiendo de un esquema distinto al que se ha utilizado,
esquema de prediccion lineal, lo que se va realizar en el siguiente apartado.

I1.3.1. Esquema de prediccién lineal.

En la deduccién de los sistemas de ecuaciones, se ha supuesto que la sefial es un
proceso AR y de ahi el conjunto de ecuaciones (2.10) se cumple de una forma natural y exacta,
sin més que estudiar las relaciones que poseen entre si los cumulantes de orden cuatro. En vez
de trabajar bajo el marco de las sefiales AR, como se ha realizado hasta ahora, se van a deducir
las mismas ecuaciones (2.10) trabajando bajo las hipétesis de prediccion lineal. En este
esquema, lo tnico que se le exigira a la sefial es que sea estacionaria y lo que se persigue es la
construccion de la Optima aproximacion lineal de ésta, tal y como de hizo en [KEY88] para
la estadistica de segundo orden.

A partir de una sefial x(n) arbitraria, a la que unicamente se le exige que sea
estacionaria, se define prediccion lineal hacia atras y hacia delante de orden p como

14 P
£m=-Y a(ix(n-i) y £,(m=-Y b (x(n+i), 2.11)
i=1 i=1

respectivamente, donde {a,())},., ,¥ {b,(1)}., _, se denominan coeficientes de predicciéon
lineal hacia delante y hacia atrés, de orden p. Por supuesto, si la sefial x(») es una sefial AR, los
coeficientes de prediccion lineal y los coeficientes AR coincidiran, por lo que no se ha
considerado necesario cambiar la notacion.

Dependiendo del conjunto de coeficientes que se elija se obtendra una prediccion lineal
u otra. Con el fin de encontrar la 6ptima estimacién lineal, se definen los errores de prediccién
lineal hacia atrés y hacia delante como
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ey (m=x(m)~£](n) y e, (W=x(n)~%, (n), (2.12)

respectivamente. Lo que se perdigue es construir la prediccion lineal que mas se aproxime a
la sefial x(»), lo que se consigue construyendo una distancia y definiendo la prediccion lineal
Optima como aquella cuyos parametros de prediccion lineal minimicen dicha distancia.

En un gran numero de trabajos de procesos estocasticos, dentro del espacio lineal de
las sefiales estacionarias con la suma, se define el producto vectorial, y con ello la norma, entre
dos sefiales y(n) y z(n), pertenecientes al espacio lineal de las sefiales aleatorias, como
<y|z>=&{y(n)z(n)}, es decir, el producto vectorial de dos sefiales es el valor esperado de su
producto algebraico [PAP84]. Si las dos sefiales son iguales, salvo retardo temporal, su
producto vectorial sera igual a la funcion de autocorrelacion. Este producto vectorial, y con
¢l la norma del espacio, esta sujeto a las limitaciones que posee la funcién de autocorrelacion,
puestas de manifiesto en el capitulo introductorio; luego cualquier analisis de prediccion lineal
que se desarrolle a partir de este producto escalar sera incapaz de superar las limitaciones que
posee el analisis de sefial clasico de segundo orden. El primer paso, por tanto, serd construir
un criterio de distancia dentro del &mbito de la estadistica de cuarto orden. Para ello se definen,
para toda sefial x(») estacionaria y todo par de sefiales y(»n) y z(n) pertenecientes al espacio,
las siguientes métricas no euclideas:

<I(n) {z(n)>,=Cum[y(n),z(n) x(n-s),x(n-s)] (2.13)

A partir de la definicion es facil ver que las aplicaciones bilineales anteriores son simétricas,
como es necesario para poder considerarlas métricas.

Partiendo de las anteriores métricas y de los errores de prediccion lineal hacia atras y
hacia delante se construyen las funciones error:

Op=lx(m) =%/l =le)ml;  $=0,1,...p

. - (2.14
0y =Ix(m) -2 )2 =le,WI;  520,~1,..,p )

donde |||, significa, como es de esperar, <-[->,. No es correcto nombrar las anteriores
funciones como distancias, en primer lugar porque no tendria sentido definir més de una
distancia en un espacio lineal, y en segundo lugar porque las métricas no son definidas
positivas, lo que imposibilita definir una norma o distancia a partir de ellas. Por todo esto en
el desarrollo siguiente no se utilizard el término distancia para referirse a ellas y se denominaran
simplemente funciones error.

El hecho de que no sean funciones definidas positivas acarrea problemas en relacién
con la existencia de solucidn tras la minimizacidn. En efecto, la minimizacion de una funciéon
error respecto de los parametros de prediccion lineal puede verse como la minimizacién de una
funcion cuadratica de variables real. Para ver esto mas claro basta expresar una funcién error
como:
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O=a "Aa+2b Ta+c (2.15)

con a=[a,(1),... a,@)l, A),=<c(n-D)|x(n=)>, b=[<x(n)|x(n-1)>....<x(n)|x(n-p)>],
c=<x(n)|x(n)>,. Q,," es una funcién cuadratica ya que la matriz A es simétrica. El conjunto de
coeficientes que minimiza esta forma cuadratica resulta a,=-A4"'b. Estos coeficientes sélo
existen en el caso de que 4 sea no singular, sin embargo, al no ser definidas positivas las
métricas, esto no estd asegurado. Por tanto, la minimizacion de una funcién error no es
suficiente para asegurar la existencia de solucion al problema. Es por esto por lo que se deben
definir varias funciones error y no basta con una inica (como seria deseable para tener una

- buena descripcion topolégica del espacio), si se desea asegurar la existencia de solucion. Es
posible demostrar que es suficiente la minimizacién de p funciones error para asegurar la
existencia de solucion [GIA90].

Expresando las funciones error como formas cuadraticas, como se ha hecho
anteriormente, se puede realizar facilmente la minimizacioén y obtener las ecuaciones que
cumplen los coeficientes de prediccion lineal 6ptimos. Estas ecuaciones son Aa,=-b, que tras
desarrollar la expresion matricial, y trabajando de la misma manera para las funciones error
hacia delante, se obtiene:

P

2ap(i)<x(n—r)|x(n-i)>s=<x(n—r)Iepf(n)>s=0 para r=1,..p y s=0,1,...p

=0

(2.16)

V4
Y b ()<x(n+r)|x(n+iy>=<x(n+r)|e, (1)>=0  para r=l,..p y 5=0,-1,..,p
=0

Donde se ha tomado a,(0)=b,(0)=1. Sustituyendo las anteriores relaciones de ortogonalidad
en la expresion de O, y 0,,° obtendriamos un conjunto de 2(p+1)* ecuaciones, en las que
tenemos relacionados los coeficientes de prediccion lineal con los cumulantes de orden cuatro:

<x(n—r)lepf(n)>s=(Qf;)mm5(r) para r=0,1,...p y s=0,1,...p

5 . 2.17)
<x(n+r)|ep(n)>s=(pr)mm8(r) para r=0,1,...p y s=0,-1,...,-p.

Desarrollando las métricas se observa que el primero de los anteriores sistemas de
ecuaciones es idéntico al que aparece en (2.10), sin mas que hacer 1,=s, T,=F, ;=5 y
7. =(0r, Imin- De €sta manera, se han obtenido un sistema de ecuaciones recursivas de cuarto
orden, como los obtenidos en (2.10) para sefiales AR, mediante prediccion lineal de una sefial
estacionaria. Aunque el sistema de ecuaciones obtenido sea el mismo por ambos caminos, las
suposiciones hechas sobre la sefial son de muy distinta naturaleza. El primer esquema
desarrollado, mas restrictivo, supone que la sefial sigue un esquema autorregresivo, como el
dado en (2.5) y (2.6), mientras que en el segundo esquema, el que se trabaja en prediccion
lineal, lo tnico que se le exige a la sefial es que sea estacionaria. Por supuesto, la prediccion
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lineal serd tanto mejor cuanto mds se parezca la sefial a un proceso AR. Sin embargo, en su
favor, la prediccion lineal tiene el hecho de que cualquier sefial estacionaria se puede expresar
como un proceso AR de dimension infinita. Por tanto, se puede aproximar una sefial arbitraria
mediante su prediccion lineal con una precision arbitraria sin mas que elevar el orden de la
prediccion lineal.

Dentro de los sistemas de ecuaciones lineales dados en (2.10), en adelante se restringira
a las limitaciones dadas anteriormente: t, =1, =s, T,=r y 0<7,s<p. Como se defini6 en el capitulo
introductorio, un determinada eleccion de la cantidad r-s dara lugar a 1-D slice de cumulantes,
de forma que, por ejemplo, si se elige un sistema de ecuaciones formado por un tnico 1-D
slice con r-s=0 (slice diagonal) se obtiene el sistema de ecuaciones:

P
Z a(i)cf (s-1,0,0) =yfv§(s), con 5=0,...,p. (2.18)
i=0

Este sistema de ecuaciones posee una estructura geométrica llamada Toeplitz y podra
resolverse mediante el algoritmo estandar de Levinson de resolucion de sistemas Toeplitz. Este
algoritmo posee la propiedad de ser recursivo en el orden del modelo y constituye uno de los
métodos recursivos que se desarrollardn y estudiardn en la siguiente seccién.

La solucion del sistema de ecuaciones (2.18) mediante el algoritmo de Levinson
proporciona una solucion exacta al sistema de ecuaciones; luego, para un sistema AR y
estimados sus cumulantes, los pardmetros obtenidos mediante este método resultan ser
tedricamente los verdaderos. Sin embargo, en la practica, al tener que estimarse los cumulantes
a partir de una sefial finita de datos contaminados de ruido, dicho algoritmo puede presentar
deficiencias para ciertas sefiales y ciertos ambientes ruidosos. Con el fin de obtener métodos
recursivos mas sofisticados, en el siguiente capitulo se tratara la construccion de los métodos
RCM y GM, métodos recursivos que persiguen una mayor robustez estadistica frente al
numero finito de datos y a la existencia de ruido aditivo, construyendose ambos de una forma
muy similar y que sigue el esquema de prediccion lineal, haciendo uso de las funciones error
definidas en el espacio lineal de las sefiales estacionarias (2.14).

I1.4. METODOS LINEALES AR DE ESTIMACION TRIESPECTRAL

A continuacién se van a presentar los distintos métodos lineales AR con los que se
persigue la estimacion del triespectro, distinguiendo métodos recursivos en el orden y métodos
no recursivos. Es conveniente recordar que es posible desarrollar otro tipo de métodos de
estimacion en cuarto orden que no poseen la propiedad de ser lineales. En estos métodos, los
coeficientes AR que definen el sistema se obtienen de resolver sistemas de ecuaciones no-
lineales y, aunque se pueden aplicar a procesos causales, son los unicos que permiten la
estimacidn triespectral en procesos AR no-causales. A lo largo de este todo esta memoria no
se van a tratar este tipo de métodos, como ya se sefialé anteriormente junto con los motivos
de la restriccion que se hace a métodos lineales.
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11.4.1. Métodos Recursivos en el Orden.

Los métodos de estimacion recursivos en el orden permiten la estimacion de los
pardmetros AR desde orden uno hasta un orden p dado, hecho que serd especialmente util en
las situaciones préacticas en las que no se conozca el orden del modelo AR. Los métodos de
este tipo que se construiran son el método de Levinson, el método RCM y el GM.

Originalmente, el método RCM fue construido para aplicarse a la estadistica de tercer
orden [GAL93] [CAR95]. En esta memoria se replantea el problema para el caso de cuarto
orden, siguiendo una formulacién distinta al original y que retoma la idea que dio lugar al
algoritmo de Burg a partir del algoritmo de Levinson, en la estadistica de segundo orden
[KEY88]. Esto llevard unas expresiones diferentes a las del trabajo original para la estadistica
de tercer orden, pero manteniendo una estructura similar. Una vez desarrollado el método se

" generalizara la idea que dio lugar al algoritmo geométrico a partir del algoritmo de Burg, en
la estadistica de segundo orden [MAR87], construyendo asi un nuevo algoritmo de la misma
naturaleza recursiva que el RCM y que, por analogia a lo realizado en la estadistica de
segundo orden, se denominara Método Geométrico (GM).

a) Método de Levinson.

El algoritmo de Levinson es en realidad un método algebraico rapido de resolucion de
matrices Toeplitz. La utilizacion de este método sélo requiere que la matriz de los coeficientes
del sistema de ecuaciones posea esta determinada estructura, es decir que su elemento
correspondiente a la fila i y la columna j cumpla

[4],7a,; (2.19)

Esto hace que la adaptacion de este algoritmo al sistema de ecuaciones de ecuaciones (2.18)
sea inmediato. La deduccion del método desde un punto de vista exclusivamente matricial se
puede encontrar en cualquier libro de algebra matricial o en [MARS87]. Otro enfoque que
proporcionas ideas intuitivas interesante sobre el espacio vectorial de las sefiales aleatorias, en
el que trabajando con proyecciones ortogonales y procesos de ortogonalizacion de Grand-
Smith, se encuentra recogido en [KAY88].

Los dos métodos siguientes se han desarrollado con el fin de construir métodos
recursivos mas sofisticados y que puedan ser estadisticamente mas estables que el método de
Levinson. La busqueda de otros métodos recursivos mas estables se debe a que ya en las
estadisticas de segundo y tercer orden, el método de Levinson presentaba problemas para
numero de datos pequefios o ambientes ruidoso, siendo necesario construir otro tipo de
método, como el de Burg en la estadistica de segundo orden, para solventar estos problemas.
Como viene siendo habitual, se espera que estos problemas se veran acuciados en la estadistica
triespectral, por lo que la bisqueda de estos otros métodos recursivos es de esperar que sea
totalmente necesaria.

b) Métodos de los Coeficientes de Reflexion (RCM).
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En el desarrollo del algoritmo RCM se parte del sistema de ecuaciones (2.17), en el
esquema de prediccion lineal, que equivalente al sistema (2.10) restringido a t,=1;=s5, 7,=¢ y
O<rs<p.

En la seccién anterior se puedo observar como si se trabaja en el esquema de
prediccion lineal, lo que se impone a los p coeficientes es que cumplan las (p+1)? ecuaciones
(2.17), surgidas tras la minimizacion de las funciones error (2.14), que se han definido como
indicador de distancia de cuarto orden dentro del espacio lineal de las sefiales estacionarias.
Por supuesto este sistema no tendra en general solucion al ser sobredeterminado, salvo en el
caso de que x(n) sea realmente un proceso AR y los cumulantes se hayan estimado sin error
alguno, en cuyo caso no es el rango del sistema de ecuaciones serd igual al nimero de
incognitas. Para la resolucion de este sistema de ecuaciones sobredeterminado es necesario la
utilizacion técnicas de minimos cuadrados, las cuales son mas costosas computacionalmente
y, sobre todo, no poseen el cardcter recursivo en el orden del modelo AR que se estd
buscando. Para conseguir que el método resultante sea recursivo, en esta seccion se impondra
a los coeficientes de prediccion lineal que cumplan s6lo el conjunto de ecuaciones que
corresponden al 1-D slice diagonal en (2.17). Los conjuntos de coeficientes de prediccion
lineal 6ptimos no tendran, por tanto, que cumplir el resto de ecuaciones de (2.17) que no se
han impuesto, es decir, los correspondientes a los 1-D slices no diagonales; aunque se espera
que, si la sefial se modela bien por un proceso 4R (en cuyo caso la estimacion lineal también
aproxima bien el proceso), el resto de sistemas de ecuaciones sean cercanos a cero. De esta
manera los métodos que se obtengan seran mas rapidos que los que resultan de trabajar con
el sistema sobredeterminado, al no tener que utilizar técnicas de minimos cuadrados y tener
que estimar un menor numero de cumulantes. Sin embargo al trabajar con p+1 ecuaciones se
utiliza menos informacion referente a la sefial, por lo que los métodos se esperan que sean
peores y méas sensibles a los errores de estimacion debidos al nimero finito de datos y a la
existencia de ruido. En el apartado de resultados se compararan unos métodos y otros, de
forma que se pueda comprobar la veracidad esta suposicion.

El conjunto de ecuaciones que vamos a imponerle al sistema queda:

<x(n-s)|e](n)>=(05),ud(s)  p2520

2.20
<x(n-5)| e, (>, =(Qp )isB(s) P850 320

donde se ha se ha restringido el conjunto de ecuaciones (2.17) al 1-D slice diagonal.

Desarrollando las métricas en las anteriores expresiones, es facil ver que el primer
sistema en (2.20) y el dado en (2.17) son idénticos, sin mas que hacer v, =(Q;,)pp. Puede
parecer que (2.20) es un sistema de p+1 ecuaciones con p incognitas, sin embargo hay que
notar que (Q°,)uy N0 s€ conoce y es, por tanto, una incégnita mas del problema. Se puede
trabajar con las ecuaciones con s#0, obteniendo asi un sistema de p ecuaciones cuyas p
incognitas son los coeficientes de prediccion lineal, y, una vez conseguidos estos, se consiguen
(Qf,po),,,jn sin més que sustituir los anteriores coeficientes en las ecuaciones con s=0. Las
ecuaciones (2.20) son, por tanto, las ecuaciones que han de solucionarse y que permitiran
calcular los coeficientes 6ptimos de prediccion lineal.
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Para obtener las expresiones de una forma clara, se utilizara el esquema de prediccion
lineal y se proceder a la resolucidn siguiendo un esquema recursivo en el orden del modelo
de prediccion lineal. El proceso es el siguiente: se empieza construyendo los coeficientes para
la 6ptima prediccion lineal de orden uno, posteriormente se construye la éptima prediccion
lineal de orden dos a partir de la de orden uno y asi sucesivamente, siguiendo un esquema
similar al propuesto [KEY88] para la estadistica de segundo orden, en el que se utiliza técnicas
de proyectores ortogonales sobre subespacios. En este caso habra que adaptar el esquema a
la naturaleza métrica un tanto especial del espacio lineal con el que se esté trabajando y habra
que salvar el concepto de ortogonalidad, dificil de definir adecuadamente debido a la existencia
de mas de una métrica.

A primer orden, la prediccion linea de orden uno hacia atras de x(n) es
. flf (n)=-a,(1)x(n-1). Por definici6n, esta prediccion es 6ptima cuando minimiza las funciones

error dadas en (2.14) para p=0,1, o lo que es lo mismo, cuando cumple las relaciones de
ortogonalidad:

<x(n-1)|e{(my> =0 } @.21)
<x(n—1)|€1f(n)>o:O |

Si x(n) fuera un sistema AR de orden uno, el coeficiente a,(1) cumpliria las dos
ecuaciones de ortogonalidad, sin embargo x(») no tiene por que ser un proceso AR y lo que
se estd haciendo es una prediccion lineal que se intenta que sea Optima, en el sentido ya
especificado anteriormente. Como ya se explicd, para la deduccion del algoritmo RCM se
impondra al coeficiente a,(1) que cumpla tnicamente la primera ecuacién de (2.21), que
corresponde al 1-D slice diagonal, lo que implica que sélo debe cumplir la primera de las dos
ecuaciones de (2.21). De esta manera se eludia el trabajar con sistemas sobredeterminados de
ecuaciones, en busca de simplificar el problema y de un método de resolucién recursivo en el
orden del modelo. Si se hubiera procedido suponiendo que se tiene un proceso AR, las dos
ecuaciones hubieran sido igual de validas y en la determinacion a,(1) se tendria que obtener
teniendo en cuenta ambas.

Segtn lo anterior, la primera de las dos ecuaciones de (2.21) implica que el coeficiente
a,(1) 6ptimo viene expresado como:

<x(n-1)|x(n)>,

<x(n-1)|x(n-1y>,

a,(1)=- (2.22)

En segundo orden, la prediccion lineal de orden dos resulta fzf (n)=-a,(x(n-1)-

a,(2)x(n-2). De esta forma se cuenta ahora con un nuevo dato x(n-2) para aproximar x(#),
el cual proporciona nueva informacion sobre él; informacion que se puede llamar informacion
lineal de segundo orden. Pero no toda la informacion proveniente de x(n-2) es nueva, ya que
<x(n-2)|x(n-1)>,#0; por tanto, parte de x(n-2) se puedo obtener como informacion lineal de

primer orden a partir de x(n-1) como )Elb(n -2)=-b,(1)x(n-1).La parte de x(n-2) que no se
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puede estimar en primer orden lineal serd exactamente x(n-2) —flb(n -2)=e lb(n -2), segun la

definicion de error de prediccion lineal hacia delante. Teniendo en cuenta lo anterior, la mejor
prediccion de x(n) basada en x(n-1) y x(n~2) serd igual a la mejor prediccién basada enx(n-1)
(ya calculada) mas la mejor prediccion basada en la parte de x(n-2) que no esté ya incluida en
la prediccion basada en x(n-1) (a primer orden). Como se ha visto, esta tltima es igual a algin
coeficiente por e,’(n-2). El nuevo coeficiente representard la optima estimacion de x(n) sobre
esta nueva “direccion”, se llamard coeficiente de reflexion hacia atrds de orden dos 'y se notard
por k;’. De esta manera la 6ptima prediccion lineal hacia atras de segundo orden de x(n) queda:

& (n)=%{(n)+kfe(n-2). (2.23)

Si se realiza el desarrollo anterior inductivamente se obtiene una expresion para la
Optima prediccion lineal hacia atras de orden £, que es:

)=t/ (m)+kle. (n-k) (2.24)

Teniendo en cuenta la definicion de la prediccion lineal hacia atras de un determinado
orden y la de error de prediccion lineal hacia delante se puede expresar los coeficientes de la
prediccion lineal de orden k& en funcion los de orden k-1 y los coeficientes de reflexion de
orden k sin més que igualar ambas partes del igual:

a,(k)=k{
(2.25)
afi)=a, ()+kib, (ki)  i=1,..k-1

Repitiendo todo el proceso anterior pero para<la prediccion lineal hacia delante se
obtiene al final:

b(k)=k
, (2.26)
b(i)=b, ()+ka, (k-i)  i=1,...k-1

donde & es el coeficiente de reflexion hacia delante de orden k.

De estas expresiones se observa como al resolver se puede seguir un €squema recursivo
en el orden, es decir, supuesto conocidos los coeficientes de prediccion lineal hacia delante y
hacia atras de orden k-1 se pueden obtener los mismos coeficientes de orden k. Segun esta
idea, en el paso k, los coeficientes de prediccion lineal de orden £-1 se suponen conocidos y
lo tnico que se desconoce son los coeficientes de reflexion de orden &. El problema para seguir
este esquema es que no se posee una expresion de los coeficientes de reflexion. Para ello habria
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que definir que se entiende por “Optima estimacién sobre una direccién”, es decir
“proyeccion”, lo que no es sencillo ya que hay definidas varias métricas en el espacio y no una,
por lo que no se puede establecer una buena definicion de ortogonalidad ni de proyeccion. Es
necesario, por tanto, encontrar una expresion de los coeficientes de reflexion en funcién de los
datos del problema en el paso k del proceso recursivo, sin hacer uso de una definicién de
proyeccion. Los datos del problema en el paso k son los coeficientes de prediccion lineal hacia
atréas y hacia delante de orden k-1, el coeficiente de reflexion de orden k-1 y los cumulantes
de orden cuatro de la sefial.

Segun el anterior desarrollo, en el paso £, se tiene que los coeficientes de prediccion
linear de orden & son funcidn de los coeficientes de reflexion de orden & y de los coeficientes
de prediccion lineal de orden k-1. De estos coeficientes, los tltimos se conocen del paso

- anterior, luego en el paso £ son constantes; quedando, en este punto, los coeficientes de
reflexién como variables a determinar. Por tanto, la minimizacién de las funciones error (2.14)
respecto de los coeficientes de prediccion lineal de orden & pueden expresarse como una
minimizacion de estas funciones respecto de los coeficientes de reflexion de orden &, haciendo
uso de las relaciones de recurrencia (2.25) y (2.26) que liga ambos conjuntos de coeficientes.
Con esto se consigue salvar el problema que acarrea tener que definir que se entiende por
“Optima estimacion en una direccion”, ya que el coeficiente de reflexion se obtendra como
resultado de la nueva minimizacion.

Para realizar la minimizacion de una forma mas sencilla se utilizan las relaciones
recursivas de los errores de prediccion lineal:

e kf(n) =ekf_1(n) +kl{eklil(n ~k) } 2.27)

e kb(n) =ekb_1(n) +kkbekf_ (n+k)

Para obtener las anteriores expresiones primero se expresan los errores de prediccion
lineal de orden & en funci6n de los coeficientes de ; luego se utilizan las expresiones recursivas
de estos coeficientes dadas en (2.25) y (2.26), obteniendo los errores de prediccion lineal de
orden k como funcion de los coeficientes de prediccion lineal de orden k-1; finalmente se
utiliza la definicion de los errores de prediccion lineal de orden k-1 y se obtienen las
expresiones recogidas en (2.27).

Para realizar la minimizacion, primero se sustituye (2.27) en la expresion de Qk,sf,
obteniendose:

O =lefm2=<e/ \(n)+kle (n-k)| el (W) +kie (n-k)>, (2.28)

Derivando la anterior expresion respecto a k7, teniendo en cuenta la bilinealidad que
cumplen las métricas, e igualando a cero se obtiene la buscada expresion del coeficiente de
reflexion:
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k-1
. PN
<ol nBlef o, 2Ok Dle (2,

<eklil(n—k) | eklil(n—k)>s

(k,{)sz - $=0,....k (2.29)

k-1
Z{; b, ()<x(n-k+i)|e. (n-k)>,

Se observa como se ha conseguido expresar el coeficiente de reflexion hacia delante
de orden £ en funcién de los datos del problema en el paso k, como son las series de
cumulantes de orden cuatro, los errores de prediccion lineal de orden k-1 y los coeficientes
de prediccion lineal de orden k-1. Sin embargo aparecen, no una, sino k+1 expresiones
distintas para el mismo coeficiente de reflexion. De esta forma, vuelve a aparecer una
sobredeterminacion en el sistema de ecuaciones que debe cumplir nuestros pardmetros (k+1
ecuaciones con una incognita), tal y como ocurrié inicialmente para los coeficientes de
prediccion lineal.

El problema result6 ser sobredeterminado, en primera estancia, tras la minimizacion de
las funciones error respecto de los coeficientes de prediccion lineal. Se restringi6 el numero
de ecuaciones que debian cumplir los coeficientes de prediccion lineal al 1-D slice diagonal,
con el fin de no tener que utilizar técnicas de minimos cuadrados en la resolucion y para poder
trabajar con un sistema de ecuaciones que tuviera estructura Toeplitz, permitiendo la
recursividad en el orden del modelo. El resultado fue trabajar con un sistema determinado de
ecuaciones (2.20) para la obtencion de los coeficientes de prediccion lineal. Sin embargo, el
problema vuelve a presentar sobredeterminacion en el nuevo conjunto de coeficientes
(coeficientes de reflexion), tras la minimizacion de las funciones error. Esto se debe a que, al
realizar la minimizacion por segunda vez, no se ha podido tener en cuenta la restriccién que
se hizo antes sobre el conjunto de ecuaciones que deben cumplir los coeficientes de prediccion
lineal, ya que si se sustituyen estas ecuaciones, dadas en (2.20), dentro del nuevo sistema
(2.29), que cumple el coeficiente de reflexion, no se consigue obtener un sistema determinado
para la obtencién de dicho coeficiente. Esto es debido a que, a causa de la relacion que existe
entre el coeficiente de reflexién y los de prediccion lineal, cada una de las k+1 distintas

expresiones del nuevo coeficiente dadas en (2.29), contienen elementos de todos los 1-D slices

que aparecen en (2.17). Por tanto, al restringirse a un sélo 1-D slice (el diagonal) y luego
sustituirlo en (2.29) se sigue teniendo k+1 ecuaciones para la obtencion del coeficiente de
reflexion y no se consigue tener un sistema determinado.

En un principio, el sistema de ecuaciones (2.17) no tenia por que ser compatible; lo que
quiere decir que el conjunto de coeficientes que se obtienen al resolver el 1-D slice diagonal
(2.20) no tiene por qué cumplir el resto de 1-D slices. Sélo en el caso de tener un sistema 4R
y de obtener unos cumulantes estimados sin error (caso ideal), sucederd esto. En la practica
la sefial no tiene por qué ser un sistema AR y las estimaciones no son perfectas, luego el
sistema (2.17) no ser4, efectivamente, compatible. Sin embargo se espera que si la sefial puede
modelarse bien mediante un sistema AR, o lo que es lo mismo, que es aceptable la prediccion
lineal, los coeficientes que se obtienen al resolver el 1-D slice diagonal seran muy proximos
a los que se obtendrian al resolver el resto de los 1-D slices. En este sentido se supone que las
diferencias entre los coeficientes obtenidos a partir de distintos 1-D slices diferirdn en
cantidades debidas a errores de estimacion y a la presencia de ruido. Esto hace que el utilizar
mas 1-D slice a la hora de calcular los coeficientes de prediccion lineal deberia ofrecer robustez
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frente a errores de estimacion y de ruido.

Por lo tanto, en un principio, la inica ventaja que se tiene al desechar un numero de
ecuaciones en un sistema sobredeterminado, pero compatible salvo errores de estimacion, con
el fin de hacerlo determinado, es que no se tiene que utilizar técnicas de minimos cuadrados
y la resolucion se realiza con menor coste computacional, amén de permitir una obtencién
recursiva en el orden de prediccion lineal.

Si se trabaja con una sefial que es bien modelada por un proceso 4R, las ecuaciones
dadas en (2.17) se cumpliran aproximadamente. Si se sustituyen en (2.29) obtenemos:

k-1
4 .
<x(n-k)|ef ,(n)>, :—gak—l(l)cx(s i,s-k,0)

(k)= - . s 5=0,...k-1
S-Blec (R Sy (e svis-k0)
- =0 - (2.30)
Y b O<xn-k+dlel (0>, Y a (Db, (), G.k-1,0)
i ~
Z‘O, b (D<x(n-k+i)|e. (n-k)>, 2% b, (Db, (Dey(,,0)
i= ij=

Se observa como sélo en ¢l caso s=k aparecen los términos que forman parte del 1-D
slice diagonal. Esto es s6lo aproximado, pero se espera que en el caso s#k los términos que
aparecen en el 1-D slice diagonal contribuyan poco al valor final del coeficiente de reflexion,
debido a que se cumpliran aproximadamente todas las ecuaciones que aparecen en (2.17). Es
por esto, y por el hecho de que en un principio la restriccion se habia hecho sobre este 1-D
slice, por lo que se tomaréa como expresion del coeficiente de reflexion sélo aquella en la que
los cumulantes del 1-D slice diagonal contribuyan al valor final del coeficiente de una manera
significativa; es decir, las expresiones que aparecen en (2.28) para el coeficiente de reflexion
se restringiran Unicamente a s=k. En un principio esta eleccion podria ser tan buena como
cualquier otra, pero como la relacion entre coeficientes de prediccion lineal y de correlacion
naci6 de la restriccion al 1-D slice diagonal en (2.17), en principio parece adecuada.

Esta eleccion también se apoya en otros dos hechos: en primer lugar los cumulantes
pertenecientes al 1-D slice diagonal poseen mejor estadistica que el resto, al permitir un mayor
numero de datos en su estimacion, lo que sera mas importante a medida que disminuye el
numero de datos disponibles en la estimacion de los cumulantes. En segundo lugar, el valor
absoluto de los cumulantes suele disminuir, en la mayoria de los casos, al aumentar el valor de
la diferencia entre los retardos temporales de argumenteos de estos cumulantes, produciendo
que el valor relativo de los errores de estimacion respecto del de los cumulantes sea mayor.
Es facil ver que, para los 1-D slices no diagonales, la diferencia de los retardos temporales
implicados es mayor que para el 1-D slice diagonales. Todo esto hace que el 1-D slice que se
estime con mayor eficacia sea el diagonal, de forma que el coeficiente de reflexion obtenido
mediante esta eleccion debe ser también el que mejor comportamiento estadistico presente, de
todas las posibles elecciones en (2.29).

Tras el anterior razonamiento, se consigue finalmente una expresion que determine el
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coeficiente de prediccion lineal:

k-1 k-1
, b, (D<x(n-k+i)lel (>, Y a, (Db, (e (k-i,0)
__ =0 __ij=0 "’
k=~ b - 4 : 2.31)
b, (y<x(n-k+i)|e, (n-k)>, Y b, (Db, (D, (:i,0)
i=0 ij=0

Todo el anterior desarrollo se puede realizar para el coeficiente de orden & hacia
delante, obteniéndose:

k-1 k-1
Y a, ()<x(n+k-dlel >, Y a, ()b, (e} (-ij-k0)
= =12 L (232)

k-1
a, (yx(nk=dlel (n+k> , ¥ a, (D, (De;(5,-0)
i=0 ij=0

kl=-

~.
- )

k-

Estas dos expresiones, junto con las relaciones de recurrencia en el orden de los
coeficientes de prediccion lineal dadas en (2.25) y en (2.26) y la inicializacion, que resulta de
especificar los valores iniciales a,(0)=b,(0)=1, cierran el ciclo recursivo y constituyen el
método de estimacion triespectral RCM. Se puede ver como, cuando se aplica el método de
estimacion RCM a una sefial, se obtienen los coeficientes de estimacion lineal hacia delante y
hacia atras 6ptimos desde orden uno hasta orden p. A partir de estos coeficientes es sencillo
construir los poliespectros normalizados que resultan de modelar la sefial con estimaciones
lineales de ordenes entre uno hasta orden p, sin mas que utilizar (2.9).

No solo resulta interesante una comparacion entre las estimaciones que se obtienen con
el algoritmo de Levinson y con el algoritmo RCM, sino que también es interesante dar un
numero indicativo, aunque sea aproximado, del numero de operaciones necesarias para llevar
a cabo cada uno de los métodos, con el fin de dar una idea de la velocidad que con la que se
pueden implementar en la préctica.

En laresolucion del sistema de ecuaciones, es decir, una vez estimados los cumulantes,
el algoritmo de Levinson necesita del orden de 2p* operaciones para resolver [GOL83],
mientras en el algoritmo RCM son necesarias p® operaciones para obtener los coeficientes de
prediccion lineal. Sin embargo, el mayor esfuerzo de calculo reside en la estimacion de los
cumulantes, debido a que para obtener estimaciones aceptables el nimero de datos de una
sefial NV debe ser relativamente elevado.

Si se trabaja con una sefial de longitud N, se necesitan hacer del orden de 14Np?
operaciones para obtener los coeficientes de prediccion lineal hasta orden p con el algoritmo
RCM. Esto se debe a que es necesaria la construccion de 2p(p-1)-1 cumulantes en el
desarrollo del algoritmo y cada cumulante necesita de 7N operaciones para su estimacion, al
suponerse procesos de media nula. Se observa como, efectivamente, el numero de operaciones
necesarias para la estimacion de los cumulantes es muy superior a las necesarias para la
resolucion del sistema de ecuaciones lineales, ya que en todas las situaciones practicas en las
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que se puede desarrollar una estimacion triespectral N>>p. Por otro lado el algoritmo de
Levinson construye 2p+1 cumulantes en su desarrollo por lo que necesita del orden de 14Np
operaciones en la construccién del sistema de ecuaciones, otra vez muy superior a las p?

operaciones necesarias en la resolucion del sistema una vez construido.

Este comportamiento serd general, es decir, tanto en este como en los demas
algoritmos que se desarrollaran el orden de magnitud de las operaciones necesarias para
desarrollar el método estd dominado por el niimero de cumulantes que se han de calcular, més
que por el mimero de operaciones necesarias en la resolucion del sistema de ecuaciones una

vez construido.

El resultado es que el algoritmo RCM resulta significativamente mas lento que el
Levinson, al necesitar estimar un mayor numero de cumulantes. Por tanto, en el desarrollo del

" algoritmo RCM se ha buscado una mejora en el comportamiento respecto del algoritmo de
Levinson (mejora que habra que comprobar en el apartado de resultados), pero se ha pagado

el precio de una menor rapidez en la implementacion.

Algoritmo RCM.

Inicializacién del proceso.
*a(0)=1y 5,(0)=1
Orden £: recursién.
« Calculo de momentos de orden cuatro:

m4';(—r,-t,0)=m4i(—t,-r,0):NA—/k;I(mf:(—r,—I,O)-x(k—r)x(k—t)x(k)x(k)) ret, re0,...k-1; 1=0,.. k-1
& & 1 &
m4;(-r,—k,0)=m4,x(—k,—r,O):m Y x(n-r(n-Ex(mx(n)  r=0,..k
“Aop=k+}
N-k+1

m i (r.t0)=m ki (tr.0)=

Nk (m:;l(",i,O)—x(k+r)x(k+t)x(k)x(k)) ret; 7=0,.. k-1; £=0,...k-1

Nk
m 4’;(r,k,0) =m4§(k,r,0) =ﬁ2 x(n+rx(n+kx(rx(n)  r=0,..k

Thopsl
= Calculo de momentos de orden dos:

N-k+1
N-k

m (r)=m ) (-r)= (i ) xk-r)  r=0,..k-1

N
mi ) mi (== 3 x(n-k¥e(n)

Thn=k+1

« Célculo de cumulantes a partir de los momentos, ecuacion (1.31).
« Calculo de los coeficientes de reflexion:

k-1 k-1
, 3 (Db (e ik-10) , Z;)ak-l(i)bk_lwao—k,-i,0>
== i
k= %=1 y k= P
2 B (Db De0:0) Y a0, ,()ci(5,-i0)
iJ= ij=Q

* Calculo de los coeficientes de prediccion lineal de orden £:
a(By=k{ byky=ky
{ afi)=a, ()+klb,_(k-1) i=1,..k-1 Y { b(D=b,_ ()+k, a,_(k=i) i=1,..k-1
Cilculo del triespectro.

1
Ak(ml)Ak(mz)Ak(O)})AI:(ml +Q, ”’)3)

k
T {0, 0y,0,)=

donde 4,(w) es la transformada discreta de Fourier del conjunto de coeficientes {a{i)},., .
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En el cuadro anterior se presenta explicitamente el algoritmo RCM, para una sefial x(rn)
de longitud N. Por supuesto al esquema indicado se le pueden afiadir cualquier herramienta
utilizada en la estimacién dentro del procesado de sefiales, como segmentacion, ventaneado,
suavizado, etc.

¢) Método Geométrico (GM).

El GM es un método de estimacion AR recursivo en el orden del modelo AR y en su
deduccion se ha seguido el mismo razonamiento desarrollado en [MAR87] para construir el
algoritmo Geométrico a partir del algoritmo de Burg, en segundo orden. La idea es seguir un
esquema similar al desarrollado en el algoritmo RCM, pero, en el paso £, una vez se calcula
el coeficiente de reflexion de orden £, en vez de calcular los coeficientes de prediccion lineal
como se hace en el método RCM, se calculan directamente los errores de prediccion lineal de
orden k. Hecho esto se calcula el coeficiente de reflexion de orden £+1 utilizando los errores
de prediccién lineal de orden £, y asi sucesivamente. Es decir, en el paso , se trabajara con los
coeficientes de reflexion y con los errores de prediccion lineal. Los coeficientes de prediccion
lineal se calculan en un ultimo paso, una vez se han calculado todos los coeficientes de
reflexién. En este método no se utilizardn estos coeficientes de prediccion lineal y su férmula
recursiva para el célculo de los coeficientes de reflexion, sino que seran los errores de
prediccion lineal, y la expresion recursiva de estos, los que jueguen ese papel.

La deduccion de este método es totalmente idéntica a la seguida en para el método
RCM, hasta la definicion de los coeficientes de reflexion, dada en (2.31) y (2.32). En este
algoritmo se calculan estos coeficientes reflexion haciendo uso de los errores de prediccion
lineal hacia delante y hacia atras de orden k-1. Teniendo en cuenta las definiciones de estos
coeficientes y las de los errores de prediccion hacia delante y hacia tras (2.13), la expresion de
los coeficientes de reflexion de orden & queda:

i SeaRlel >, Cumle)\(n-R)el (n)x(n-R)X(n-K))
I _

<ei (n-K)|e,\(n-K)>, Cum(e,,(1-k).e;”,(n-k).x(n-K)x(n-k))
o el s>, Cumlel (e (xR x(n+k)

i <e] (n+k)le] 1(n—k)>_k— Cum(e; (n+k),el ,(n+k)x(n+k)x(n+k))

(2.33)

siendo los errores de prediccion lineal de orden £-1 conocidos.

Es necesario calcular los errores de prediccion lineal en el paso &, conocidos los errores
de prediccion lineal en el paso &1 y los coeficientes de reflexion en el paso &, que vienen dados
de la expresidn anterior, para que sea posible trabajar recursivamente. Esta expresion recursiva
para los errores de prediccion lineal ya ha sido calcula y viene dada por (2.27). Lo que falta
para cerrar el ciclo recursivo, que de como fruto los coeficientes de reflexion desde orden uno
hasta orden p, es inicializarlo, es decir, especificar cuanto deben valer los errores de prediccion
lineal de orden cero. De la definicion de estos errores es facil ver que se cumple

eof(n) :eob(”) =x(n).
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La formula recursiva de los errores de prediccion lineal (2.27), la expresion de los
coeficientes de reflexion (2.33) y el valor de los errores de prediccion lineal de orden cero,
forman el algoritmo GM.

Para poder calcular los poliespectros es necesario, sin embargo, los coeficientes de
prediccidn lineal. Estos son faciles de conseguir una vez concluido el ciclo recursivo, ya que
como resultado de este ciclo se obtienen todos los coeficientes de reflexion hacia delante y
hacia atrds desde orden 1 hasta orden p; por lo que basta con aplicar (2.25) y (2.26) para
obtener los coeficientes de prediccion lineal. Una vez hecho esto, los poliespectros se calculan
como siempre utilizando (2.9).

Como se dijo anteriormente, en el niimero de operaciones necesarias para implementar
el método GM va a estar dominado por nimero de operaciones necesarias en la construccion
de los cumulantes. Si se trabaja con una sefial de NV datos, son necesarias del orden de 14Np

Algoritmo GM.

Inicializacién del proceso.
* ef(m)=e/(n)=x(n)
Orden k: recursion.
« Calculo de los momentos desde orden cuatro:

N
M(y(n),z(n))kzj—vl_; ;l Y(mz(myx(n-k(n~k)
1 N

-k
Ms@(")’z("))fmg Wmz(myx(n+kyx(n+k)

donde y(n) y z(n) pueden ser e,_(n) o ¢,_,*(n-k) segin interese.

« Calculo de los momentos de orden dos:
N-k

N _,
Mz(y(n),z(n)>=1—v‘_—k 3 w0z 6 Mzcy(n»z(n))T‘_—k 3. Hme(r)

donde y(n) y z(n) pueden ser e,_/(n+k), e,.,5(n), x(n+k) o x(n -k) segin interese.

» Célculo de cumulantes a partir de los momentos, ecuacién (1.31).
« Célculo de los coeficientes de reflexion:

Comleg' (n-e (AR - Cumiel (e () x(n R xn )

k/=-
) Cum(e,ﬁ i(n -k),e,,li {n-k)x(n-k)x(n-k)) ¢ Cum(ek{ [(n+k)e kf_ (R x(n+k) x(n+k)

» Célculo de los errores de prediccion lineal necesarios en el paso siguiente (salvo en el caso de k=p):
el(ny=el_(my+klel (n-k) n=1+k..N
el(m=e, (m)+klel (n+k) n=1,..N-k

Calculo del triespectro.
« Calculo recursivo de los coeficientes de prediccion lineal. Para orden 4:

{ak<k)=k{ {bk(k)=k:

y
a(i)=a, (i)+k{b,_(k-i) i=1,.k-1 bi)=b, ()+k; a, (k-1 i=1,.k-1
« Calculo del triespectro:

1
Afo)A @4, (0)4; (o 0, + ;)

T Ho,mu0,)=

donde 4,(w) es la transformada discreta de Fourier del conjunto de coeficientes {a()},., -
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operaciones para obtener el conjunto de coeficientes de prediccion lineal. En este caso tanto
el numero de cumulantes que hay que calcular (son 4p), como el niimero de operaciones
necesarias en la resolucién propiamente dicha del sistema de ecuaciones (del orden de p?), son
de un orden similar a las que se necesitan en el algoritmo de Levinson. Esto produce que una
pequefla mejora en cuanto a estimacion de los pardmetros justificaria la utilizacion del
algoritmo de geométrico frente al de Levinson. Puede verse como, siguiendo un esquema muy
similar al desarrollado por el RCM, el niimero de operaciones necesarias para llevarlo acabo
es significativamente menor para el método GM.

Para finalizar este apartado, en el cuadro anterior se desarrolla explicitamente el
algoritmo GM para una sefial x(#) de longitud V.

11.4.2. Métodos no recursivos.

En esta seccidn se presentan distintos métodos de estimacion AR que carecen de las
propiedad de recursividad en el orden del modelo AR. Esto se debe a que los sistemas de
ecuaciones que van a resolver los distintos métodos dejan de tener estructura Toeplitz,
pudiendo ser sistemas tanto determinados como sobredeterminados. Aunque presentan el
inconveniente de no ser recursivos, y por ello mas lentos, poseen, por otro lado, una mejor
resolucion, menor varianza y mejor comportamiento frente al ruido. Los métodos de este tipo
que se van a estudiar son tres: el métodos LS o0 Método de Minimos Cuadrados y los métodos
CFOM simple y CFOM complejo.

a) Método LS o de Minimos Cuadrados.

Como se puso de manifiesto en el apartado 11.3, en (2.10) aparecen los sistemas de
ecuaciones que se pueden imponer que cumplan los coeficientes AR. Dependiendo de las
elecciones que se hagan sobre los retardos temporales, se tendra un sistema de ecuaciones u
otro y con ello un método de estimacion u otro. En el apartado anterior se tomo como eleccion
de los retardos temporales los correspondientes tinicamente al s/ice diagonal, dando lugar al

. método de Levinson y, posteriormente, a los métodos RCM y GM. El sistema de ecuaciones

es el dado en (2.18), en su forma matricial quedaria:

¢, (0,0,0) .. ¢(1-p0.00\( (1) ¢(1,0,0)
: S (2.34)
clp-1,00) .. ¢}0,0,0) /\e®)  \clp,0,0)

Como ya se sabe, este sistema de ecuaciones posee una estructura Toeplitz y es posible
resolverlo mediante el algoritmo de Levinson. En el método LS, la eleccion de los retardos
temporales no se va a restringir al 1-D slice diagonal, sino se utilizaran todos los 1-D slice que
resultan de hacer t,=1,=r y 1,=5, con O<r<p y (r-p)<s<r en la expresién (2.10), siendo p el
orden del modelo AR. Haciendo esto, el sistema de ecuaciones (2.10) queda restringido a:
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p
E a(i)c: (r-i,r—s,0)=yfv§(s)8(r) con r=0,...p y s<r, (2.35)
i=0

donde claramente aparecen todos los1-D slice desde r-s=0 hasta r-s=p. En forma matricial,
eliminando la ecuacién en la que aparese y,* y reagrupando por 1-D slices, el anterior sistema
de ecuaciones queda:

(0,000 .. ¢}(1-p,0,0) ¢(1,0,0)

¢(p-1,00) .. ¢/(0,00) {(q1)) |c@.0,0)
S S (2.36)
cl0p0) .. ciQ-pp0)|\ @) |cX1p0)

clp-1p0) .. cl0p,0) ¢ (0,p,0)

Se observa como el sistema de ecuaciones es sobredeterminado, por lo tanto hay que
recurrir al método de los minimos cuadrados para poder obtener los coeficientes del sistema
que son el conjunto de coeficientes de prediccion lineal. En esto precisamente en lo que
consiste el método LS, en la construccion y resolucion del sistema de ecuaciones lineales dado
en (2.36). En principio, las elecciones del sistema de ecuaciones a resolver pueden ser muchas.
La eleccion que se ha hecho en el desarrollo del método LS, es debida a que es la mas
inmediata, una vez que ya se ha tomado el 1-D slice diagonal en los métodos recursivos, y se
quiere introducir mas informacién en un nuevo método. A vez se puede demostrar como el
sistema de ecuaciones (2.36) es un sistema de ecuaciones completo, siempre que el proceso
sea AR; y resulta se el sistema de menor tamafio que se ha demostrado que posea esta
propiedad [GIA90].

En este método requiere calcular (2p+1)(p+1) cumulantes, lo que implica un nimero
de operaciones del orden de 14Np?, ya que cada cumulante requiere del orden de 7N
operaciones para estimarse a partir de una sefial de longitud N. Aunque la resolucién del
sistema una vez se ha construido es del orden de p*, para una sefial de tamafio usual, la
construccion de los cumulantes requiere una cantidad de operaciones bastante superior a las
necesarias en la resolucion. Comparando el nimero de operaciones que requiere este algoritmo
con los anteriores se observa que el método LS requiere un nimero de operaciones similar al
mas costoso de los métodos recursivos, que es el RCM, y un orden de magnitud de
operaciones mas que los otro dos, el algoritmo de Levinson y el GM.

b) Método CFOM simple (Constrained Fourth —Order Mean).

Hasta este punto, al realizar la estimacion de un cumulante, en este trabajo se ha
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supuesto siempre que la sefial es estacionaria, de forma que :

Cum((x(n-i),x(n-k) x(n-k)x(n-k)) =Cum((x(n +k-D)x(mx(n)x(n)) =c; (k-i,0,0)  (2.37)

Esto proporciona una gran cantidad de relaciones de simetria, lo que permite disminuir el
numero de cumulantes que deben ser estimados en la implementacion de los métodos.
Utilizando la estacionaridad que se ha supuesto en la sefial resulta, por ejemplo, que en la
matriz de los coeficientes del sistema dado en (2.18) sélo se tienen 2p+1 cumulantes distintos,
en vez de los p* que habria si no se utilizaran las relaciones de simetria. En el método CFOM,
tanto simple como complejo, no se le impondra esta condicion de estacionaridad sobre la sefial,
por lo que se tendra:

Cum((x(n-i) x(n—k),x(n—k),x(n-k))=Cum|((Ge(n +k-i)x(n)x(n)x(n)) (2.38)

no apareciendo ninguna relacion de simetria, salvo la resultante de permutar los argumentos
de los cumulantes.

Para desarrollar el método CFOM en su version simple se parte de las expresiones (2.5)
y (2.6), que define la sefial AR. Sobre esta definicion se aplica tres veces x(n-k), con k
positivo, y se toman cumulantes. Haciendo esto, teniendo en cuenta la linealidad que presentan
los cumulantes y las suposiciones hechas sobre el ruido, se obtiene:

Cu"{ (i a(iyx(n-i)x(n-k)x(n-k),x(n-k) | =
,-=o (2.39)

a(i)Cum(x(n-i) x(n-k)x(n-k) x(n-k)) =1, 3()3(k)

M=

1

i
(=4

cumulantes que dependerén tanto de i como de £, y en los que no se podra utilizar la expresion
(2.37), que hace uso de la estacionaridad de la sefial. Se define:

C. (i,k)=Cuml((x(n~1)x(n-k)x(n-k) x(n-k)) (2.40)

que para una sefial de longitud N resulta:

N N N
Cx(i,k)s—N—l— Y x(n-ix(n-kP-3—— Y xn-ix(n-k) Y x(n-kP  (2.41)

“Pn=p+1 (N—p) n=p+1 n=p+1

Con estas definiciones se construye el sistema de ecuaciones que, en este método,
deben cumplir los coeficientes AR:

POSRPO0O00G0000000000900000000000000000009%000000000000C0COC0OVFNCKNNTC
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f a(i)C (i,K) =y, 8()3(k); con k=0,...,p (2.42)

i=1

o en su forma matricial, reducida a k=1,...,p (subsistema que permite ]la obtencién de los
parametros AR):

C(L,1) .. C(p,]) a(1) C(0,1)
: - : Po=- : (2.43)
C(p) .. Cpp))\ap) C(0.p)

Se puede observar como la matriz de los coeficientes del anterior sistema de ecuaciones no
posee estructura Toeplitz, por lo que no se pueden aplicar el algoritmo de Levinson en su
resolucion. El sistema presentado en (2.42) y (2.43) son la version no estacionaria del sistema
presentado en (2.18) y (2.34), sistema que es la base del método de estimacion Levinson y del
resto de los métodos recursivos.

En los métodos CFOM el nimero de cumulantes a estimar serd mayor, al no aparecer
relaciones de simetria producidas por la estacionaridad en los cumulantes, por los que seran
mas lentos que los métodos que resulten de la resolucion del mismo sistema de ecuaciones
construido teniendo en cuenta la hip6tesis de estacionaridad. Por otro lado, estos métodos
utilizan una mayor cantidad de informacién y no hace suposiciones al comportamiento
estadistico de la sefial, comportamiento estadistico que en realidad, para una sefial concreta,
nunca serd perfecto. La utilidad de este tipo de métodos queda postergada al apartado de
resultados, en el que se podrd comprobar si es adecuado actuar siguiendo este esquema en
algin supuesto practico.

El método CFOM simple consistird en la construccion del sistema de ecuaciones
determinado (2.43) y la resolucidn de este por alguno de los métodos estandares, como el
método de Gauss. El nimero de cumulantes que se han de estimar es pz, por lo que el nimero
de operaciones necesarias en la construccion del sistema de ecuaciones sera de 7Np”. En la
resolucién del sistema de ecuaciones una vez construido se requieren del orden de p?
operaciones, que como se puede apreciar es significativamente inferior al requerido en la
construccion. Se puede apreciar como requiere un nimero de operaciones del orden de la
mitad de los requeridos por el método LS y RCM, y un orden de magnitud superior a los otros
métodos recursivos.

¢) Método CFOM complejo.

Esta version del algoritmo CFOM es completamente similar al anterior, salvo en el
hecho de construye un sistema de ecuaciones sobredeterminado, el cual es resuelto mediante
minimos cuadrados. Se parte de las mismas expresiones (2.5) y (2.6), como en el CFOM
simple, pero se aplica x(n-r) un vez y x(n-k) dos veces, con k y r positivos, y se toma
cumulantes. De esta manera se llega a la expresion:
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Cuﬂ{ (i a(Dx(n-i)x(n-r)x(n-k)x(n-k) | =
=0 (2.44)

P
Y a())Cumlx(n=i).x(n-r)x(n-k)x(n-k)=Y,3()3()3(k)

i=0

Al igual que anteriormente, en este caso no se utiliza ninguna relacién de simetria
proveniente de la estacionaridad, por lo que se define:

C (1,7, k)=Cum((x(n-1),x(n-r) x(n-k).x(n-k)) =

N N N
N—l—z;ngzl x(n-Dx(n-r)x(n-ky*-2 (ij)z n§1 x(n-i)x(n _k)rg; x(n-r)x(n-k)- 2.45)
1 < : -
(N~p)2 n:pzﬂ x(n-ix(n —r)n:§;1 x(n-k)?

donde se ha particularizado la definicién para una sefial de N datos. Con esto el sistema de
ecuaciones que deben cumplir los coeficientes AR, en este método, es:

fj a(i)C (i,r, k) =7:3(D)8(r)3(k); con r=0,...p y k=0,....p (2.46)

i=0
y, restringiendose al subsistema con r=0,....p y k=1,...,p, matricialmente queda:
C(1,0,1) .. C(p,0,1) C(0,0,1)

C(L0p) . CEOD|(a)) | CL0.1p)
S [ I (2.47)

C(pl) .. Cpp.1)[\a(p) C0,p,1)

C(lpp) .. C(p.pp) C.(0,p,p)

Los sistemas de ecuaciones (2.46) y (2.47) son la versién no estacionaria de los
sistemas de ecuaciones (2.35) y (2.36), sistemas que son la base del método LS.

El método CFOM complejo consiste, por tanto, en la construccion del sistema de
ecuaciones dado en (2.47) y en su resolucion por el método de minimos cuadrados, al ser el
sistema sobredeterminado. El sistema de ecuaciones consta de p(p+1)* cumulantes, por lo que
el nimero de operaciones necesarias en la construccion de este sistema sera de 7Np?, lo que
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hace que sea, con diferencia de casi un orden de magnitud, el método que mayor ntimero de
operaciones necesita. S6lo una gran mejora de estimacion de los pardmetros respecto a todos
los demas justificara su utilizacion en situaciones en las que el tiempo empleado en el
desarrollo de los métodos sea un factor importante. El nimero de operaciones necesarias para
solucionar el sistema de ecuaciones (2.46) un vez construido es de p*, que vuelve a ser
sensiblemente inferior al nimero de operaciones necesarias en la fase de construccidn, por lo
que solo una gran mejora de estimacion de los parametros respecto a todos los demas
justificara su utilizacién.

I1.5. CONCLUSIONES

Este capitulo se ha centrado en el desarrollo de métodos lineales de estimacion
paramétrica AR del triespectro. El trabajo realizado ha sido el siguiente.

En primer lugar se han construido las ecuaciones recursivas de cuarto, a partir de las
cuales se desarrollan todos los métodos paramétricos AR lineales de estimacion triespectral.
Este conjunto de ecuaciones también se he deducido siguiendo el esquema de prediccion linear,
lo que luego se he utilizado en el desarrollo de algunos métodos.

Los métodos se han dividido en dos tipos: los recursivos en el orden del modelo AR
y los no recursivos. Los primeros proporcionan los coeficientes de prediccion lineal desde
orden uno hasta el orden deseado, lo que sera interesante en el caso genérico de desconocer
el orden 6ptimo AR que modela la sefial con la que se trabaja.

El primer método AR recursivo en el orden ha sido la utilizaciéon de un algoritmo
estandar de resolucion rapida de sistemas de ecuaciones conocido como algoritmo de
Levinson. El método asi construido se ha llamado método de Levinson. Este método ya se ha
utilizado en las estadisticas de ordenes inferiores, presentando deficiencias frente a errores de
estimacion. En la bisqueda de métodos recursivos mas robustos se han desarrollado los
métodos RCM y GM. En ambos casos se ha trabajo en el esquema de prediccion lineal y han
surgido como la blisqueda de la prediccion lineal 6ptima de una sefial arbitraria. Para esto ha
sido necesario definir un funciones error que llevasen informacién de cuarto orden de la sefial
y minimizar estas funciones para conseguir las predicciones lineales 6ptimas.

En los métodos no recursivos, el primero ha sido la resolucién de un sistema
sobredeterminado de ecuaciones recursivas de cuarto orden, mediante el método de minimos
cuadrados. A este método se le ha llamada método LS. Junto a este se han desarrollado otros
dos métodos, el método CFOM simple y el método CFOM complejo. La construccion de
ambos métodos se ha llevado a cabo sin tener en cuenta las simetrias que los cumulantes de
cuarto orden poseen, debido a la estacionaridad que se le supone a la sefial. A partir de esto
se construyen dos sistemas de ecuaciones, uno determinado y otro sobredeterminado, que son
las bases de estos métodos.
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IIL1. INTRODUCCION

En este capitulo se comparan los distintos métodos AR de estimacion triespectral
deducidos en ¢l capitulo anterior. Para ello se estudia su comportamiento para diversas sefiales
en funcion del nivel de ruido y del grado de segmentacion que se tome. Con esto se persigue
poder deducir estrategias a seguir para poder conseguir una 6ptima estimacién con cada tipo
de sefial.

También se comparan los resultados obtenidos mediante estos métodos de cuarto orden
con métodos clasicos de segundo orden. El interés de realizar esta comparacion se debe, como
se dijo en el apartado anterior, a que los modelos AR causales, como son los que se tratan en
esta memoria, se pueden estimar mediante métodos de segundo orden, siempre que no haya
ruido o que este se conozca. Sin embargo, aun en presencia de ruido desconocido, como es
la situacién con la que se va a trabajar, debe estudiarse si, efectivamente, los errores
sistematicos que aparecen en los resultados obtenidos mediante estadistica de segundo orden,
debido a la presencia de ruido, son mas importantes que los errores aleatorios de estimacion
que aparecen en los resultados de los métodos de cuarto orden. Por supuesto, en los métodos
de segundo orden también existen errores de estimacion, pero estos se consideran
despreciables frente a los errores de estimacion que aparecen en los métodos de cuarto orden
[CHA94]. Hay que recordar que el comportamiento estadistico empeora notablemente al ir
aumentando el orden de la estadistica con la que se trabaja, lo que representa una motivacion
importante para la realizar el estudio comparativo que se va a llevar a cabo en este capitulo.

Una caracteristica de las sefiales que influira fuertemente en el comportamiento de los
distintos métodos sera la posicion de los polos de sus funciones de transferencia /(z), en el
plano complejo. De esta forma, se diferencian entre procesos de banda ancha y procesos de
banda estrecha. Los primeros presentan todos sus polos lejos del circulo unidad en el plano
complejo (pero dentro de este para que sean procesos causales). Esto hace que su espectro de
potencia presente un aspecto suave y con importante contribucion energética a lo largo de un
amplio espectro de frecuencia. Por el contrario, los procesos de banda estrecha poseen polos
cerca del circulo unidad, lo que produce picos en su espectro de potencia, es decir, la mayor
parte de su contribucion energética en frecuencia esté localizada en un pequefio intervalo. El
diferente comportamiento de métodos frente a estos dos tipos de sefiales aparece ya en la
estadistica de segundo orden, y es este hecho el que produce la necesidad, a priori, de
diferenciar el estudio en ambos tipos de sefiales.

Tal y como se present6 en (2.5) y (2.6), las sefiales con las que se va a tratar son
procesos AR, con pdf simétrica, y contaminados con ruido aditivo gaussiano coloreado, de
contenido espectral desconocido:

)4
x(n)=y(n)+u(n) con  a(i)y(n-i)=w(n) (3.1)
i=0

donde w(n) es un proceso i.i.d. simétrico y u(n) es el ruido aditivo gaussiano coloreado. En
concreto, a lo largo de este capitulo w(n) poseera un pdf laplaciana de media nula, que ya fue
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presentada en el apartado 1.2.2. donde se aprecia que es simétrica.

Para el ruido aditivo gaussiano coloreado se han construido dos tipos distintos, con el
fin de comprobar la sensibilidad de los métodos a un cambio en el modelo ruidoso. Estos dos
tipos se han construido haciendo pasar ruido gaussiano blanco por dos filtros distintos. El
primero es un filtro ARMA, usado en [ZHA94], con parametros AR [1, -2.2, 1.77, -0.5] y
parametros MA [1, -1.25]. El segundo es un filtro MA, utilizado en [PAP90], de coeficientes
[0.5, 0.6, 0.07, 0.8, 0.7, 0.6, 0.5, 0.0, 0.0, 0.5, 0.6, 0.07, 0.8, 0.7, 0.6, 0.5)].

En las figuras III.1. y II1.2. se pueden ver los espectros de potencia de los dos filtros
con los que se construye el ruido.

«20}

=30}

Magnitude Response (dB)
Magnitude Response (dB)

-40|

il

. — -60 " '
0 0.25 0.5 0 .25 0.3

Frequency (Hertz) Frequency (Hertz)

Figura 3.1. Espectro de potencia del ruido ARMA Figura 3.2. Espectro de potencia del ruido MA

El nivel de ruido que contamina la sefial se suele caracteriza con un parametro llamado
relacion sefial ruido (SNR) que se define como:

N
Y yim
SNR=10 1og"N;‘__- (3.2)

> u¥(n)
n=1

donde N es el nimero de datos de la sefial. La SNR establece un valor cualitativo para la
relacion que existe entre las energias de la sefial y del ruido aditivo. Se puede ver como a
medida que aumenta el ruido, la SNR disminuye, de forma que, por ejemplo, una SNR que
valga infinito implica la no existencia de ruido. Otro detalle a significar es que la SNR viene
dada en decibelios, por lo que una disminucion de una unidad en la SNR implica un aumento
en la energia del ruido en un 26 %.

A los distintos procesos AR que se definan se les afiadira ruido aditivo gaussiano, que
se colorea con alguno de los dos filtros definidos anteriormente. El nivel del ruido aditivo
vendra dado por el valor de la SNR. Una vez con la sefial contaminada de ruido se procedera
a aplicarle los distintos métodos, cuyo resultado sera un conjunto de parametros.

Para poder estudiar comparativamente los distintos métodos se debe especificar como
se va a llevar a cabo tal comparacion, es decir, hay que definir cual es la medida que indicara
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cuando un método es mejor o proporciona mejores resultados que otro. Esta eleccion no es
algo trivial. Se pueden definir distintos parametros en la indicacién de la calidad de un método
dependiendo qué tipo de informacion se persiga en el andlisis de la sefial. Por ejemplo, como
se apunt6 en el capitulo anterior, en el anélisis de voz mediante modelacién AR, el modelo
estima adecuadamente los picos pero no las zonas llanas. Si en este ejemplo se eligiese como
parametro que indique la calidad de un método la distancia entre el espectro verdadero y el
estimado, los métodos AR darian mal resultado, ya que en la mayor parte del espectro no se
reproduce la forma (las zonas llanas); en cambio si el parametro se elige como la localizacion
de los polos mas cercanos al circulo unidad, que indicara la posicion de los picos en el
espectro, los métodos AR se presentardn como muy adecuados en esta estimacion. En
principio, se tomard como criterio de la calidad de una estimacion lo que se definird un error
cuadrético medio (MSE) como:

P
13" (@-aty
MSE=£11 - (3.3)

Y a(i)?

i=1

donde {d(i)},., , es el conjunto de coeficientes AR estimados y {a(i)}., , son los
coeficientes verdaderos. El MSE lleva informacién sobre el sesgo y la varianza de los
parametros estimados, siendo posible que en algin caso exista la necesidad de distinguirlos,
con el fin de estudiar independientemente las contribuciones de cada uno de estas dos
funciones estadisticas al MSE, y obtener de esta forma una informacién mas precisa del
comportamiento estadistico de las estimaciones.

En el apartado dos se definen los procesos de banda ancha a los que se van a plicar los
métodos. Con ellas se hace un estudio de cuarto orden en el que se comparan entre si los
diferentes métodos desarroilados en el capitulo II. Posteriormente se realiza un estudio de
segundo orden de las mismas sefiales y se comparan estos resultados con los de segundo orden.

En el siguiente apartado se realiza el mismo procedimiento para las sefiales de banda
estrecha. En este tipo de sefiales, una caracteristica fundamental y de las que dependen
fuertemente el comportamiento de los métodos sera la distancia relativa entres los polos de la
funcion de transferencia. De esta manera sera necesario distinguir entre sefiales con polos
cercano y lejanos entre si, pero en ambos casos cercanos a la circunferencia unidad al estar
tratando con sefiales de banda estrecha.

I11.2. PROCESOS DE BANDA ANCHA

II1.2.1. Definicion de las sefiales.

En este apartado se tratara con sefiales AR de banda ancha, que, como se ha dicho en
el anterior apartado, presentan todos los polos de su funcidn de trasferencia lejos del circulo
unidad. El esquema de las sefiales con el que se va a trabajar esta dado en (3.1), y van a ser
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cuatro distintas; concretamente, los procesos AR serédn de la forma:

k

ym=-Y a(iy,(n-i)+v(n) k=2,...,5 (3.4)

i=1

donde a(1)=-0.7, a(2)=0.2, a(3)=0.15,
a(4)=0.05, a(5)=0.025 y v(n) es un proceso

......... x Orden2 laplaciano i.i.d. de media nula. Se tienen asi
"o vt cuatro sefiales de ordenes distintos, una

g para cada k entre 2 y 5. Lo que aparece

a dibujado en la figura II1.3. son los polos de

las funciones de transferencia H(z) de los
: distintos sistemas AR, que, por (2.4), no es
° ; otra cosa que 1/A(z), donde A(z) es la
’ transformada z del conjunto de coeficientes

AR que se considere. Se puede observar
como dichos polos quedan alejados del
circulo unidad. Posteriormente se vera
Parte real como el comportamiento de los distintos
métodos dependera fuertemente de la
Figura 3.3. Distribucién de polos de las funcionesde  distancia de los polos del sistema a dicho
trasferencias de las sefiales de banda ancha. circulo y también de la distancia que haya

entre los distintos polos.

Parte imaginaria
8]
B

(o]

A@

Tanto en el estudio de cuarto orden como en el de segundo orden que se van a
desarrollar a continuacion, en primer lugar, lo que se representa en las graficas es el valor
medio del MSE para 100 realizaciones distintas. Es decir, se genera una sefial contaminada con
ruido, se le aplican los distintos métodos, obteniendose los consiguientes pardmetros
estimados; y se calcula el MSE para estos parametros. Esta operacion se realiza 100 veces y
lo que se representa en las graficas es el MSE medio para las 100 realizaciones.

111.2.2. Estudio de cuarto orden.

A partir de las sefiales definida con anterioridad, en este apartado se compara el
comportamiento de los distintos métodos de estimacion triespectral desarrollados a lo largo
del capitulo II, en distintas situaciones de ruido, tanto de tipo como de intensidad, y para
distinta segmentacion de los datos.

Lo que se muestra en las figuras 3.4.-23. es el comportamiento del MSE de los
distintos métodos en funcion de la SNR; para una segmentacion dada; y para las cuatro sefiales
dadas en (3.4), contaminadas con los ruidos aditivos definidos en la seccion I1I.1.

El proceso de segmentacion, que se explicard con detalle a continuacion, es un método
muy utilizado en procesado de sefial que posee el efecto de disminuir la varianza de las
estimaciones. Esta disminucion conlleva habitualmente un aumento del sesgo de la estimacion,
por lo que es interesante estudiar como compiten ambos factores en el valor del MSE final. A
su vez, en sefiales no ergodicas, como las que se estudiaran en el capitulo IV, es imprescindible
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llevar a cabo una segmentacion de los datos, en este caso en segmentos independientes, por
lo que ser4 interesante conocer el comportamiento de los métodos frente a este proceso de
segmentacion. E1 MSE representado, como ya se dijo, es la media de los MSE calculados para
100 realizaciones.

El procedimiento al calcular los parametros estimados es el siguiente: Se parte de una
realizacion del proceso AR, que consta de 4096 datos. Esta serie de datos se dividen en
segmentos de tamafio Ns cada uno, a partir de los cuales se calculan los cumulantes en cada
uno de los segmenteos. A continuacion se calcula la media de los cumulantes calculados en
cada uno de los segmentos y finalmente se toma como valor estimado del cumulante de la sefial
a esta media. Con estos cumulantes medios se desarrollan los métodos de estimacion AR, en
los que se puede observar que estos cumulantes son los Gnicos datos necesarios para llevarlos
a cabo, de los que se obtienen como resultado los coeficientes AR estimados. Posteriormente
se calcula el MSE segin (3.3) para cada método y se realiza esta operacion para 100
realizaciones distintas de la sefial, representando en las figuras la media de los MSE de esas 100
realizaciones.

Las distintas lineas que aparecen en las graficas representan cada de los seis métodos
de estimacién AR desarrollados en el capitulo II. La escala en la que se representa el MSE es
logaritmica con el fin de apreciar mejor los resultados. De estas figuras cabe sefialar varios
puntos:

a) Comportamiento general con la segmentacion (Ns):

- Se observa para en todos los drdenes el MSE disminuye al aumentar la segmentacion, en
todos los métodos. Esta disminucion es importante inicamente al pasar de Ns=64 a Ns=128,
de forma que si se sigue aumentando la segmentacion la mejora es inapreciable a partir de
Ns=512.

- La diferencia entre los distintos métodos disminuye al aumentar Ns. Para Ns=128 y sobre
todo para Ns=64 se aprecia una cierta diferencia entre el MSE proporcionado por los distintos
métodos. Esta diferencia queda muy reducida en las figuras para Ns=512 o mayores.

-También se observa que los métodos se comportan mejor frente a la SNR al aumentar la
segmentacion, de manera que para Ns=512 y mayores se consigue un aumento suave del MSE
la aumentar la SNR hasta SNR =2. Para Ns menores aparece un aumento brusco del MSE para
SNR bastante mayores.

- Por ultimo sefialar que todos estos comportamientos con Ns se hacen mds importantes a
medida que aumenta el orden del modelo AR.

b) Comportamiento general frente a la SNR:

- Los distintos métodos presentan al principio un crecimiento suave del MSE a medida que
aumenta la SNR. Este aumento suave se produce hasta SNR de 7 0 5 dB para Ns de 64 y 128
y SNR de 2 dB e incluso menores para los Ns mayores, a partir de donde aparece un aumento
brusco del MSE. También se puede observar que al aumentar el orden del modelo AR, el
aumento brusco en el MSE se produce un poco antes, siendo mds acusado para las
segmentaciones menores.

- Algunos métodos presentan irregularidades en este comportamiento, que de todas formas
puede considerarse general. Estas irregularidades aparecen en mayor niimero a SNR bajos y
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ordenes del modelo AR mas altos.
¢) Comportamiento general frente al orden del modelo AR:

- En general, el MSE aumenta, para una misma segmentacion y una misma SNR, al aumentar
el orden del modelo AR.

- Las diferencias entre los distintos métodos se hacen mas acusadas, sobre todo a Ns bajos,
con el aumento del orden del modelo AR.

- El aumento dréastico del MSE al disminuir la SNR aparece antes a medida que aumenta el
orden del modelo AR, volviendo a ser mas importante este comportamiento para Ns bajos.

d) Comportamiento general frente al tipo de ruido:

" - En general, el comportamiento de todos los métodos frente al los dos tipos de ruidos es muy
similar para SNR altas e intermedias. A SNR bajas, sin embargo, se aprecia un sistematico
aumento del MSE para el ruido MA, respecto del MSE que aparece para el ruido ARMA. Esta
diferencia se hace mas apreciable a medida que aumenta el orden del modelo AR.

- El aumento brusco en el MSE sucede a SNR ligeramente mayores para el ruido MA que para
ruido el ARMA, siendo este comportamiento mas acusado a medida que aumenta el orden del
modelo.

- Se puede apreciar un ligero aumento en la inestabilidad de los métodos en presencia de el
ruido MA, respecto de la que poseen en presencia del ruido ARMA, aunque el
comportamiento es muy similar, mas si se tiene en cuenta la gran diferencia espectral existente
entre ambos ruidos.

¢) Comparacion de los distintos métodos:

- El método CFOM simple y RCM presentan unos valores de MSE practicamente idénticos
en todas las circunstancias. Las tnicas diferencias aparecen a SNR muy bajas, y en algunos
casos, a la hora de producirse el aumento brusco del MSE, que el método CFOM simple tiende
ahacerlo para SNR algo mas bajas en segmentaciones bajas. De todas formas, estas diferencias
suelen aparecer para valores del MSE bastante altos, en las que la utilidad de cualquiera de los
métodos es bastante discutible.

- El método Levinson y LS presentan valores del MSE muy parecidos a SNR altas. Esta
coincidencia desaparece a medida que la SNR disminuye, en cuyo caso el método LS soporta
mucho mejor el aumento del ruido que el Levinson, manteniendo su MSE maés bajo. A SNR
altas los valores del MSE del método de Levinson tienden a ser ligeramente peores que los de
los tres métodos anteriores, tendencia que es mas acusadas para segmentaciones pequefias y
ordenes de los modelos altos. A SNR bajas el método LS suele ser el que mejor soporta el
ruido de todos los métodos, siendo el Gnico en el que no se aprecia diferencia en su
comportamiento frente a los dos tipos de ruido y para estas SNR bajas. Por otro lado el
comportamiento del método de Levinson frente al ruido para SNR bajas y muy bajas no es
sistematicamente mejor ni peor que los otros. Bien es cierto que el método Levinson es el que
mas irregulares presenta en su comportamiento, empeorando de pronto para una determinada
SNR y mejorando para el siguiente. Esta nada deseable propiedad sucede incluso a SNR altas,
sobre todo en presencia del ruido MA, como puede apreciarse en las figuras.

- El método GM es el que mejores valores del MSE proporciona a SNR altas e incluso
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medias, aunque dicha mejora no es demasiado pronunciada. Para SNR bajos su tendencia suele
ser como la de los métodos RCM o si acaso algo peor.

- El método CFOM complejo es el que peor se comporta de todos, no apareciendo apenas en
las gréficas debido a que los valores de MSE que proporcionan quedan en muchos casos por
encima de los representados. Para las sefiales de ordenes dos y tres se encuentra que el
comportamiento es tal y como se han descrito en general, pero mas acusado; es decir, MSE
menor a medida que aumenta la segmentacion, presentando un crecimiento mas pronunciado
al disminuir la SNR que el resto de los métodos, y se produce el aumento final brusco bastante
antes. Sin embargo para ordenes cuatro y cinco el comportamiento frente a la segmentacion
se invierte, es decir, presenta un MSE menor para segmentaciones menores y al aumentar esta
el MSE aumenta. En cualquier caso, los valores de MSE siempre son mayores que en los
demas métodos para las sefiales de orden 4 y 5 y solamente presenta MSE similares a los otros
métodos para orden 2 y para segmentaciones mayores de 512.

En conclusién se puede decir que el método GM es el que proporciona valores mas
bajos de MSE para todas las segmentaciones y todos los 6rdenes para SNR altas e intermedias
(hasta 5 dB o incluso menos), siendo también muy estable en su comportamiento, para estas
SNR, lo que se refleja en que no presenta subidas y bajadas bruscas del MSE. El método
RCM, aunque con valores de MSE ligeramente mayores, sigue presentando esta misma
caracteristica de estabilidad. De entre los métodos recursivos en el orden, decir que el método
Levinson da valores algo peores que los otros dos métodos recursivos, pero sobre todo resaltar
la presencia de inestabilidad del MSE para SNR no bajas, indicando con esto un peor
comportamiento frente a ruido y a errores de estimacion, como se habia supuesto en el
desarrollo tedrico. Entre los métodos no recursivos, el método CFOM simple es algo mejor
que el método LS a niveles altos y medios de SNR presentando menos irregularidades. Para
SNR mas bajas el método que mejor se comporta es el LS aunque este comportamiento puede
presentarse s6lo a partir de SNR 1o incluso 0 dB. El mejor comportamiento del método LS
a SNR bajas es mucho mas claro para el ruido aditivo MA que para el ARMA, ya que todos
los métodos salvo el LS presentan peores estimaciones a SNR bajas para el ruido MA.

Lamejora que los algoritmos RCM y GM producen respecto al algoritmo de Levinsion
no es demasiado grande, salvo para segmentaciones pequefias y ordenes altos. Sin embargo,
si es importante los dos primeros métodos no presentan irregularidades a SNR no bajas,
mientras que el método de Levinson si las presenta, 10 que es una propiedad nada deseable.

Hay que sefialar también que la inclusion de mas slice de cumulantes no mejora siempre
los métodos. Este hecho puede parecer sorprendente a la luz de lo supuesto durante el
desarrollo tedrico, en el que se esperaba una mejora de la estimacion al introducir mas slices,
ya que se estd introduciendo mas informacién y por tanto se esperaba un mejor
comportamiento frente al ruido y a los errores de estimacion. Este hecho es mucho mas claro
entre los métodos CFOM simple, que utiliza unicamente el slice diagonal, y el CFOM
complejo, que trabaja con p slice mas que el primero (siendo p el orden del modelo AR). El
primer método es claramente mejor que el segundo en todos los casos, lo que contradice
claramente la suposicién inicial. Si se compara el método LS y el Levinson, este
comportamiento no es tan claro. A alta y media SNR, los métodos Levinson y LS se
comportan mas o menos igual, incluso en ocasiones el método Levinson presenta un MSE mas
bajo. Sin embargo, el método LS se comporta mucho mejor al disminuir la SNR, lo que implica
un mejor comportamiento frente al ruido.

Métodos paramétrices AR: simulaciones y resultades 81



METODOS PARAMETRICOS AR: SIMULACIONES Y RESULTADOS

Se pone en duda, por tanto, el hecho de que al introducir un mayor nimero de slice se
mejore la estimacion, como se habia supuesto a priori. Esto se puede explicar si se tiene en
cuenta que el valor absoluto de los cumulantes decae al aumentar los retardos temporales en
los argumentos de los cumulantes. Al introducir nuevos slice los cumulantes de estos poseen
retardos temporales mayores, luego esos cumulantes son menores, en valor absoluto, y conello
estaran peor estimados al ser mds sensibles a errores de estimacion y de ruido. De esta forma
estan compitiendo dos factores de efectos contrarios: por un lado la mejora al introducir mas
informacién en el desarrollo de los métodos y por otro la mayor sensibilidad de esta nueva
informacion a errores de estimacion y a presencia de ruido. En las graficas se aprecia que la
introduccion de nueva informacién no mejora apreciablemente, salvo en el caso del método LS
y para SNR bajas, e incluso puede empeorar significativamente, como sucede en el caso del
método CFOM complejo; mas si se tiene en cuenta que la inclusion de nuevos s/ices aumenta

" significativamente el esfuerzo de célculo.

Por Gltimo queda evaluar el efecto de no hacer uso de la estacionaridad de las sefiales,
que se debe hacer comparando el método de Levinson con el CFOM simple y el método LS
con el CFOM complejo. De los dos primeros el método CFOM simple presenta un MSE algo
menor que el Levinson, sobre todo con pequefia segmentacién y orden alto. Sin embargo, entre
los otros dos métodos, el método LS es claramente mejor que el CFOM complejo, que
presenta MSE muy grandes. Esto hace cuestionar la utilidad de no hacer uso de la
estacionaridad de la sefial, sobre todo si se tiene en cuanta el aumento en el esfuerzo de célculo
que representa. Este comportamiento se puede explicar debido a que al no tener en cuenta la
estacionaridad, se pierde simetria en las matrices con las que se trabaja, lo que normalmente
conduce a un peor comportamiento frente al ruido. Esto es mucho més acusado para el método
CFOM complejo, debido a que, al trabajar con mas slice, la diferencia entre los retardos
temporales es mayor, y con ello el valor absoluto de los cumulantes disminuye, haciendolo mas
sensible a cualquier error de estimacion y, por supuesto, a la presencia de ruido.
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Figuras 3.4-8. Seiial de Orden 2, Ruido ARMA

Comportamiento del MSE frente a la SNR para distintas segmentaciones.
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Figuras 3.9-13. Seiial de Orden 3, Ruido ARMA

Comportamiento del MSE frente a la SNR para distintas segmentaciones.

Seiial de orden 3, ruido ARMA, Ns=64

—8—ReM
—A— GM
—%— Leviascn
—o—18
T 0 CRMe.
~—4— CFOMs.

0,001

Sefial de orden 3, ruido ARMA, Ns=128

Inf 30 20 10 7 5

2 1 1]
SNR (dB)

Seiial de orden 3, ruido ARMA, Ns=512

[

—aA—GM
—X— Levinson
—@®— IS

Seiial de orden 3, ruide ARMA, Ns=1024

——@— CFOMc.
L —+— CROMa.
0,001 T T T T —
Tnf 30 20 10 7 5 2 1 0 Inf 30 20 10 7 5 2 1 Q
SNR (dB) SNR (dB)
Sedal de orden 3, ruido ARMA, Ns=40%96
|
/.
.
=
.
- —8— ReM
| —&— GM
—%— Lovinson
—&— (S
,,,,,,,,,,,, — 0 CEOMo.
l—+—CmMa.
0,001 +— . —
Wnf 30 20 10 5 2 1 0
SNR (dB)

84 Métodos paramétricos AR: simulaciones y resuitados



METODOS PARAMETRICOS AR: SIMULACIONES Y RESULTADOS

Figuras 3.14-18. Seiial de Orden 4, Ruido ARMA

Comportamiento del MSE frente a la SNR para distintas segmentaciones.
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Figuras 3.19-23. Seiial de Orden 5, Ruido ARMA

Comportamiento del MSE frente a la SNR para distintas segmentaciones.
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Figuras 3.24-28. Seiial de Orden 2, Ruido MA

Comportamiento del MSE frente a la SNR para distintas segmentaciones.
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Figuras 3.29-33. Seiial de Orden 3, Ruido MA

Comportamiento del MSE frente a la SNR para distintas segmentaciones.
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Figuras 3.34-38. Seiial de Orden 4, Ruido MA

Comportamiento del MSE frente a la SNR para distintas segmentaciones.
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Figuras 3.39-43. Seiial de Orden 5, Ruido MA

Comportamiento del MSE frente a la SNR para distintas segmentaciones.
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I11.2.3. Estudio de segundo orden.

Para el tipo de sefiales con las que se esta trabajando el uso de la estadistica de cuarto
orden en la estimacién de parametros AR se justifica por la existencia de ruido aditivo
gaussiano. Como ya se ha explicado ampliamente, en presencia de este tipo de ruido, las
técnicas de segundo orden son asintOticamente sesgadas, mientras que las técnicas que hacen
uso de HOS no lo son. Sin embargo también es cierto que al aumentar el orden de la
estadistica con la que se estudia el sistema aumentan los errores de estimacion, y con ellos la
varianza. Por tanto, aunque asintéticamente los métodos de cuarto orden son los idoneos, para
un numero finito de datos es posible que la contribucion de los errores de aleatorios de
estimacion, que se introducen al aumentar la estadistica en estos métodos, sean mayores que
los errores producidos por el ruido aditivo, en las técnicas de segundo orden y que
tedricamente no aparecen al utilizar HOS. Esto produce que para una situacién préctica
concreta las técnicas de segundo orden pueden proporcionar mejores resultados que las de alto
orden, aunque asintéticamente no lo hagan. Por supuesto, un pardmetro determinante serd la
SNR, de forma que no se espera que los métodos de alto orden mejoren los resultados de las
técnicas de segundo orden a SNR altas, sino precisamente a SNR bajas o intermedias.

Para comprobar si en condiciones practicas de trabajo, como las que se han presentado
en el apartado anterior, los métodos de cuarto orden proporcionan mejores estimaciones que
los de segundo orden, se han estimado los coeficientes AR de las sefiales que se definen en
(3.4) mediante técnicas de segundo orden, y en las mismas condiciones de SNR, segmentacion
y realizaciones que se han utilizado en el analisis de cuarto orden. Los métodos de segundo
orden utilizados son el método de Burg, método de Levinson (en segundo orden) y método
de la Covarianza [KAY88][MARS87]. El desarrollo de estos métodos se hace también a través
de la resolucion de un sistema de ecuaciones, cuyas incognitas son los coeficientes AR, pero
cuyos coeficientes estan formados por datos de la secuencia de autocorrelacién. De las
diversas formas de construir las matrices y las hipotesis estadisticas realizadas sobre la sefial
al calcular la funcién de autocorrelacion, surgen los diversos métodos de segundo orden con
los que se trabaja en este apartado.

Realizandose la estimacion mediante estos métodos de segundo orden en las mismas
condiciones del apartado anterior se ha observado que practicamente no hay dependencia en
segmentacion, en orden del modelo, ni en tipo de ruido aditivo. Como ejemplo se han
representado en las figuras 3.44-47 los resultados del MSE medio para 100 realizaciones frente
a la SNR, para las cuatro sefiales y con una segmentacion de 512 y en presencia de ruido
ARMA. Se presenta unicamente este resultado debido a que, como se ha dicho, apenas se
aprecia variacion alguna al variar la segmentacion o el tipo de ruido, por lo que son totalmente
representativos. El procedimiento que se sigue en la segmentacion para desarrollar los métodos
es idéntico al que se describié en el andlisis de cuarto orden, salvo que en este caso no se
calculan los cumulantes de orden cuatro, sino la funciéon de autocorrelacion.

En estas figuras se observa como para SNR hasta 20 dB, los métodos de segundo
orden proporcionan un MSE de mas de un orden de magnitud menor que los de cuarto orden.
A medida que decrece la SNR el MSE aumenta mas rapido que los de cuarto orden (la
pendiente de la recta es mayor), hasta llegar a que a SNR de 3 dB el MSE de algunos métodos
de cuarto orden puede ser comparable a los de orden dos. Atn asi, los métodos de segundo
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Figuras 3.44-47. Estadistica de segundo orden
Comportamiento del MSE frente a la SNR para Ns=512.4
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orden presentan siempre un MSE claramente menor. Incluso para SNR muy pequetias, del
orden de 0 o 1 dB, el MSE es menor, lo que se debe a que en los métodos de segundo orden
no se produce el aumento brusco del MSE al llegar a SNR bajas que se producia en los
métodos de cuarto orden.

En principio puede parecer que estos resultados son contrarios a lo que cabria esperar
de las propiedades estadisticas que las técnicas de segundo orden y de alto orden se saben que
poseen; a partir de las que se espera que los métodos de cuarto orden estimen mejor a SNR
bajas que los de segundo orden. Esta supuesta discordancia se debe al indicador de la calidad
del estimador que hasta el momento se ha venido utilizando, es decir, el MSE definido en (3.3).
Como ya se sabe, este indicador Heva informacion del sesgo y de la varianza que poseen los
parametros estimados.

Los métodos de segundo orden se basan en la funcion de autocorrelacion, la cual, para
las sefiales tratadas en este trabajo, poseen una parte debida a la sefial y otra al ruido, tal y
como se vio en (1.61). Es esta presencia en la funcion de autocorrelacion de una componente
debida al ruido, lo que hace que aparezca un error sistematico en los métodos que utilizan esta
funcion en su anlisis. Por otro lado, los posiblés errores aleatorios se deben a la diferencias
que habrd entre las autocorrelaciones tedricas de la sefial mas el ruido y la estimada a partir del
registro de datos (errores de estimacién), y a los errores introducidos por posibles
correlaciones entre sefial y ruido, que asintdticamente son nulas. Estos errores aleatorios son
los que contribuyen a la varianza de las estimaciones, mientras que los errores sisteméticos son
los que contribuyen al sesgo.

Los métodos de cuarto orden se basan en los cumulantes de cuarto orden, los que no
poseen ninguna contribucion debida al ruido, tal y como aparece en (1.64). Es por esto por lo
que no aparecen errores sistematicos en los métodos que utilizan a los cumulantes en sus
célculos. Los errores aleatorios que estos métodos poseen tres contribuciones distintas. Por
un lado, las diferencias entre los cumulantes de la sefial calculados con los registros de datos
y los tedricos; por otro, los cumulantes cruzados estimados entre sefial y ruido, que
asint6ticamente se anulan; y, finalmente, los cumulantes estimados del ruido, los cuales
también se anulan asint6ticamente. Es interesante destacar que no existe un error aleatorio en
la estimacion de la autocorrelacion debido al ruido, ya que en este caso es sistematico,
contribuyendo al sesgo y no a la varianza. Debido a esto y a que los errores de estimacion que
presentan los cumulantes son mucho mayores que los que presenta la funcién de
autocorrelacion, la varianza de los métodos de cuarto orden serd mayor que la de los métodos
de segundo orden.

A partir de esto también se puede concluir que la varianza de los métodos de cuarto
orden aumentara apreciablemente al disminuir la SNR, mientras que la de los métodos de
segundo orden debe ser relativamente independiente del nivel de ruido. Por otro lado los
métodos de alto orden no poseen fuentes de errores sistemdticos, por lo que no estardn
sesgados, mientras que las funciones de autocorrelacion poseen una parte debida a la
estimacion del espectro del ruido, lo que introduce errores sistematicos en la estimacion de los
coeficientes, haciendo que aparezca un sesgo en los parametros estimados, tanto mayor cuanto
menor sea la SNR. Por tanto, el aumento del MSE al disminuir la SNR en los métodos de
cuarto y segundo orden se debe a dos causas distintas. En los primeros se debe a un aumento
de la varianza y en los segundos del sesgo. Es precisamente el caracter estadistico de la primera
el que hace que a SNR muy bajas el MSE de los métodos de cuarto orden se dispare. Sin
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SENAL DE CUARTO ORDEN, Ns=512

CUARTO ORDEN

SEGUNDO ORDEN

SNR

RCM

GM

Levinson

LS

CFOM
complejo

CFOM
. Burg
simple

Levinson

Covacianza

Inf

-0,706+0,0563
0,198+0,0769
0,147+0,0893

0,0485:£0,0702

-0,694::0,0487
0,161+0,0576)
0,125+:0,0709

0,0426::0,0562!

0,698+0,05%4
0,189£0,0774
0,148+0,0862
0,0475+0,0657

0,690,063/
0,188+0,0731
0,144£0,0743
0,0467:0,0606,

-0,683+0,0814
0,22+0,129
-0,0435£0,952
0,282+1,17

-0,6960,0552} -0,699+0,0148
0,19+0,0758) 0,203+0,0185
0,149£0,0869] 0,148+0,0176)
0,0488+0,066] 0,05330,0158

07500152
0.202£0,019
0,147:00175
0,0516+0,0158

-0,699+0,0151
0,203+0,0186
0,147+0,0175

0,0533:0,0158]

0,703+0,0595
0,2110,0866)
0,155:0,0772

0,0437+0,07

-0,69+0,0519
0,172+0,0693
0,130,062/
0,0406+0,0572

-0,698+0,0659
0,206£0,0962
0,530,079

0,04470,0692

-0,687+0,0667
0,2010,0891
0,1540,0755
0,05010,0665

-0,698+0,0755
0,212+0,115
0,0902+0,658!
0,1030,743

10,692+0,0547] -0,698+0,0159
0,20120,0831] 02010,0203
0,156£0,0779)  0,1540,0201
0,0468+0,069] 0,0509+0,0154

0701400172
0,202+0,021
0,149:0,0203
0,0489:0,0154

-0,698+0,0158|
0,201:£0,0205
0,150,0202
0,0509+0,0154)

0,709£0,0711
0.218:00735
0,140,0689
0,0471£0,0636

-0,6940,0623
0,176:0,0538
0,118+0,0551

0,0416£0,0508

0,69750,0726
0,205+0,0743
0,1440,0697

0,0463£0,0619

-0,69110,0696
0,202+0,0675
0,145:0,0688
0,046+0,0619

-0,576+0,987
0,3370,745
-LOTT,S5
1,4248,6

-0,698+0,0697| -0,704+0,0149,
0,208£0,0709) 0,2010,0178
0,1430,0695]  0,151+0,016
0,048+0,0629] 0,05012:0,0144

-0,705+0,0148|
0,201+0,0189
0,1510,0167

0,0482+0,0144

-0,704+0,0149
0,20 13:0,()17?'

0,151+0,015
0,05010,0144]
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20.71120,0645
0,231£0,0766,
0,138£0,0705
0,054620,066

-0,698+0,0565
0,189+0,0599
0,118+0,0576
0,048+0,0338

-0,7060,0683
0,226:0,0868
0,139£0,0725

0,052940,0642

-0,694+0,0682
0,213+0,0737,
0,148£0,0676

0,0486+0,0627

-0,701+0,0614
0,253+0,0805
-0,191+0,44
0,414:047

20701200622} -0,73850,0158
0,2100723] 0,204:0,0198
0,143:00701] 0,144:0,0196
0,0530063] 004100161

-0,74+0,0176
0,204+0,0218
0,143+0,0199

0,039£0,016

-0,738£0,0157
0,2040,0198]
0,144+0,0196]
0,041:0,0161

-0,68020,0763
0,20140,0888
0,1470,0848

0053600772

0,6750,0645
0,165+0,0653
0,126:0,0734

0,0469:0,0645

067500767
0,190,089
0,149+0,0871
0,0536£0,0785

-0,6740,0807

0,19+0,0885
0,149:0,0882
0,0512£0,076

0,622:0,49
0,32120,338
07924276

1,1243,11

-0,676+0,0738) -0,766+0,0156
0,192+0,0855) 0,201+0,0195
0,15:0,0875) 0,143+0,0187
0,054+0,07871 0,0332+0,0165

-0,7671£0,0167
0,199:0,0203
0,143£0,0187

0,0315:0,0164

-0,766+0,0155]
0,201+0,0195
0,143+0,0187]

0,0332+0,0165]

0,6970,0948
0,2110,0917
0,156+0,0839

0,0503+0,0936

-0,682+0,0831
0,171+0,0752|
0,132+0,0702

0,04710,0766

0,692+0,124
0,212,143
0,1460,117
0,0566:0,0931

-0,691+0,125
0,212+0,145
0,139+0,119

0,0570,0896

-0,71310,205
0,312+0204
-0,493+1,2
0,734+1,43

-0,684ﬂ),093r ~0,803%0,0188
02030001 021200221
0,15700851] 0,135£0,0214
0,0543£0,091 0,0286:0,0151

~0,8040,019%
0,2140,0226
0,135£0,0213
0,0268+0,0154

-0,803x0,0188}
0,210,022
0,135+0,0214]
0,0286+),0151

-0,695£0,117
0,23120,102
0,137+0,111

0,0612+0,114

-0,678+0,104
0,189+0,0782
0,12+0,0955
0,0558+0,09%

-0,685+0,115
0,222+0,103
0,140,111
0,0562+0,112

-0,684+0,117
0,222:£0,106
0,130,102
0,053+0,108

07560481
0,294+0,383
0337:2,84

0,592+3 47

0,68:0,115] -0,84420,017
021+0,102] 021800211
0,14120,112) 0,134£0,0205
0,06010,112} 0,0212:0,0163

-0,845+0,0178
0,217+0,0223
0,13420,0206

0,0195+0,0166

-0,844+0,0171
0,218+0,0212f
0,133+0,0205

0,0212+0,0163

0,67320,179
0,280,126
0,159+0,141

0.077:0,12

0,65120,179
0,192:+0,124
0,145+0,144

0,0733£0,111

-0,66520,168
02144012
0,151+0,126
0,0702:0,108

-0,694+0,123
0,2040,112
0,128+0,107

0,04160,101

0,6970.24
0,35940,258
0,78421,32

1,14+1,56

20,6630, 163] -0,86720,0169
0215:0,117]  0.224+0,022
0,1530,126{ 0,128+0,0189
0,0707+0,111] 0,0208+0,0137

-0,869+0,0191
0,224+0,0241

0,129+0,019
0,0189+0,014

-0,867+0,0168
0,223+0,0221
0,128+0,0188

0,0208+0,0137]

-0,944+1,68
-0,378+6,59
-0,484:5,03
0,636+5,52

-1,2746,34
-725+80,4
-827490,2
0,538+4.34

-0,586+2,16

0,260,812
0,166+0,636
0,0366:1,07

0,69+0,12
0,197+0,137
0,120,127
0,04270,143

0,670,457
0,385£0,306
097342,03

1,36+2,58

-0,704+0,969] -0,894+0,0168
0,186:0,434f 0,231:0,0194
0,142+0,315} 0,129+£0,0175
0,0606+0,319] 0,0176+0,0131

-0,8960,0198

0,230,026
0,12950,0175
0,016:0,0133

-0,8%440,0165
0,23+0,0193
0,129+0,0174]
0,0176+0,0131

-0,575+1,66|
1,247,383
0,327+7,18
0,478+5.28

04605306
0.47:2,64
0.8747.82

0,04791.69

-0,624+0,552
0,260,313
0,153+0,318

0,0879+0,341

-0,701+0,186
0,204+0,168
0,108+0,156
0,0436+0,16

-7.94+72 9,
-4,94453.6

374382
-48,4+500

-0,463+1,88) -0,926+0,0154
0,252+0,588] 0,242+0,0212
0,233+0,851 0,125+0,0229
0,148+0,864) 0,0159+0,0172

-0,926::0,0159,
0,241+0,0222
0,125+0,0235
0,0144+0,017

-0,92620,0155
0,243+0,0213
0,125+0,023
0,0159+0,0172|

Tabla 3.1. Media y varianza para los parametros estimados con los métodos de cuarto y segundo orden
para una sefial segmentada con Ns=512

embargo, a SNR no tan bajas, la estimacién que proporciona los métodos de cuarto orden serd
sistemdaticamente mejor, al no aparecer sesgada, aunque su MSE pueda ser mayor que la de
los métodos de segundo orden, debido a la pequefia varianza que estos presentan. Todo esta
discusion queda recogida en la tabla 3.1. y en las figuras 3.48-55.

En la tabla se puede observar como, efectivamente, la varianza de los métodos de
cuarto orden es mayor que la de los métodos de segundo orden, y aumenta al disminuir la
SNR, mientras que la media permanece en unos niveles bastante préximos a los valores reales.
Por otro lado, en la estadistica de segundo orden, la varianza que muestran los pardmetros
estimados es practicamente independiente de la SNR, como se esperaba, mientras que es el
sesgo el que empeora significativamente a medida que disminuye la SNR. Esto mismo es lo que
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Magnitude Response (dB)

Iagnitude Response (d6)

SENAL AR DE ORDEN CUATRO SIN RUIDO

Figura 3.48. Método de Burg.

sl .~ .
0 0.25 0.£
frequency

Magnitude Response (dB)

Figura 3.49. Método RCM.

0.25 05
frequency

En cada realizacion de las graficas se trabaja con 4096 datos de sefiales AR de orden cuatro, sin ruido. Se le realiza una segmentacion de 512
datos cada segmento. En la figura 26 se representan con puntos 20 espectros construidos con los coeficientes AR estimados mediante el método
de Burg, método de segundo orden. También aparece representado con linea continua el espectro construido a partir de los coeficientes teoricos.
En la figura 27 se representa con puntos 20 espectros construidos con los coeficientes AR estimados mediante elmétodo RCM, método de cuarto
orden. A su vez, aparece representado con linea continua el espectro que presentan los coeficientes AR tedricos.

Figura 3.50. Método de Burg.

__espectro teorico
media de los coeficientes

—

0.25
frequency

oL
o

Magnitude Response (dB)

Figura 3.51. Método RCM.

espectro tedrico
media de los coeficientes

0.25 0.5
frequency

En las figuras se representa el espectro de los coeficientes medios para 100 realizaciones con linea discontinua y el espectro de los coeficientes
tedricos con linea continua. La figura 28 se representa este resultado para ¢l método de Burg (método de segundo orden) y en la figura 29 para
el método RCM (método de cuarto orden).
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Magnitude Respanse (dB)

Magnitude Response (dB)

SENAL AR DE ORDEN CUATRO CON RUIDO ARMA DE SNR=7 dB

Figura 3.52. Método de Burg. Figura 3.53. Método RCM.

Magnitude Response (dB)

0 025 05
frequency frequency

En cada realizacion de las graficas se trabaja con 4096 datos de sefiales AR de orden cuatro, contaminadas con un ruido gaussiano coloreado
de SNR =7 dB. Se le realiza una segmentacion de 512 datos cada segmento. En la figura 30 se representan con puntos 20 espectros construidos
con los coeficientes AR estimados mediante el método de Burg, método de segundo orden. También aparece representado con linea continua
el espectro construido a partir de los coeficientes tedricos. En la figura 31 se representa con puntos 20 espectros construidos con los coeficientes
AR estimados mediante el método RCM, método de cuarto orden. A su vez, aparece representado con linea continua el espectro que presentan
los coeficientes AR tedricos.

Figura 3.54. Método de Burg. Figura 3.55. Método RCM
10
‘——  espectro tedrico ————  espectro teérico
- . . .. media de los coeficientes - . . . mediade |os coeficientes

Magnitude Response (dB)

-
Rty
———l

i -8 L )

0.25 0.5 0 0.25 0.5
frequency frequency

En las figuras se representa el espectro de los coeficientes medios para 100 realizaciones con linea discontinua y el espectro de los coeficientes
tedricos con linea continua. La figura 32 se representa este resultado para el método de Burg (método de segundo orden) y en la figura 33 para
el método RCM (método de cuarto orden).
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se pone de manifiesto en las figuras de las dos paginas siguientes. En las figuras 3.48-51. se
representan los espectros construidos a partir de los coeficientes de 20 estimaciones con el
método de Burg, de segundo orden, y 20 estimaciones con el método RCM, de cuarto orden,
las dos sin ruido aditivo gaussiano. De estas dos figuras se observa como la varianza del
método RCM es bastante mayor que la del método de Burg, varianza que en este caso se debe
unicamente a errores de estimacién, al no haber ruido. Debajo aparecen los espectros
construidos con los coeficientes medios de 100 realizaciones con el método de Burg y con el
RCM. Se puede observar como apenas hay diferencia entre los espectros de los coeficientes
medios y los tedricos.

En las figuras 3.52-55. se representa lo mismo pero para la misma sefial contaminada
de ruido gaussiano ARMA y una SNR de 7 dB. Se observa como ¢l método de Burg sigue
presentando mucha menor varianza que el RCM. Sin embargo a la hora de representar la media
de las realizaciones se observa como el espectro proporcionado por el método de Burg esta
claramente sesgado, mientras que el que proporciona el método RCM es casi idéntico al que
presenta los pardmetros teoricos.

Se comprueba de esta manera la necesidad de utilizar técnicas basadas en cuarto orden
para el andlisis de sefiales contaminadas con ruido aditivo gaussiano, cuando la SNR de la seiial
es lo suficientemente pequefia.

Estos resultados que se han presentado para la seflal AR de orden cuatro y con una
segmentacion de 512 es general y se ha comprobado que también aparecen para el resto de las
sefiales y la segmentacion, y en mayor o menor medida, para el resto de los métodos.

La reconstruccion del espectro de una sefial contaminada de ruido coloreado, en las
situaciones practicas que se han presentado en este capitulo, se ha comprobado que es posible
a partir de métodos que se enmarcan dentro de la estadistica de cuarto orden. También se ha
comprobado como los métodos de segundo orden presentan un compartimiento mucho mejor
que los de orden cuarto, siendo los idoneos cuando sea posible. Sin embargo se ha visto como
en el caso tratado en este capitulo, el de procesos AR de banda ancha contaminados con ruido
aditivo gaussiano coloreado, no es posible utilizar estos métodos de segundo orden, ya que no
son capaces de proporcionar una reconstruccion espectral adecuada, como se ha visto en las
ultimas figuras.

I11.3. PROCESOS DE BANDA ESTRECHA

I11.3.1. Definicion de las sefiales.

Hasta ahora se ha estado trabajando con procesos de banda ancha, en los que los polos
de la funci6n de transferencia estan lejos del circulo unidad. Se ha estudiado el comportamiento
de los distintos métodos de cuarto orden frente a diversos parametros y finalmente se han
comparado los resultados frente a los proporcionados por métodos de segundo orden. En este
apartado el objetivo es estudiar el comportamiento de los mismos métodos anteriores en
sefiales de banda estrecha, es decir, sefiales cuya funcién de transferencia presenta polos cerca
del circulo unidad, tal y como quedan representados en la figura 3.56.
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Las estructura de estas sefiales es la misma que la que se ha definié en (3.1), es decir:

x(n)=y(n)+u(n)

p
donde y(n) es un proceso AR de orden p dado por y(n)= —Z a()y(n-i)+v(n), tal y como se

i=1
defini6 en los procesos de banda ancha. Se va a tratar con una sefial de orden dos (p=2) y con
dos sefiales de orden cuatro (p=4), que nombraremos por AR1, AR2 y AR3. La diferencia
entre las dos sefiales de orden cuatro radica en lo separado que presenten los polos de la
funci6n de transferencia en el plano complejo. En la figura 3.56. se observa como la sefial AR2
presenta sus polos muchos mas cerca entre ellos que la sefial AR3. Los parametros concretos
" de estas sefiales AR son:

~ARI1: 1 -0.99 0.98] JRESEE IRT o
. D

-AR2: [1 -2.71 3.66 -2.65 0.96] a.,

~AR3: [0.1907 -0.2824 0.2085 0.9600]

El estudio que se va a realizar con
estas seilales es totalmente idéntico al _
realizado con los procesos de banda ancha, 9.
es decir, primero se realizara un estudio de '
cuarto orden, en el que se compararan los
distintos métodos desarrollados en el
capitulo II. Una vez hecho esto, se
compararén estos resultados y los obtenidos Figura 3.56. I?istribucién de polos de las funciones de
usando métodos de segundo orden. trasferencias de las sefiales de banda estrecha.

Parte imaginaria

Parte real

El célculo de los cumulantes, el nimero de datos de cada seial, los métodos, la
definicion de SNR y de MSE, son idénticos a los descritos anteriormente para los procesos de
banda ancha. ‘

I11.3.2. Estudio de cuarto y de segundo orden.

En las figuras 3.57-71. se representan, tal y como se hizo en los procesos de banda
ancha, los MSE medios para 100 realizaciones obtenidos con los distintos métodos de cuarto
orden, en funcién de la SNR de la sefial, para distintas segmentaciones. Unicamente se
representan los resultados para las sefiales AR contaminadas con el ruido ARMA. Los
resultados que se obtienen al contaminar las sefiales con el ruido MA son muy parecedos, mas
aun que en el caso de procesos de banda ancha, por lo que no se ha considerado necesaria su
representacion. Solo resaltar a este respecto, que los métodos de estimacion presentan menos
sensibilidad al contenido espectral del ruido aditivo en procesos AR de banda estrecha que para
procesos AR de banda ancha, lo que se induce a partir de la similitud de resultados antes
apuntados.
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Del estudio de estas figuras es posible sefialar los siguientes comportamientos:
a) Comportamiento general frente a la segmentacion:

- El MSE que presentan los distintos métodos es muy dependiente de la segmentacion
utilizada, siendo mucho menor para segmentaciones pequefias que para grandes.

- EI MSE es, en general, dos ordenes de magnitud menor para segmentaciones pequefias (64
y 128) que para segmentaciones grandes (1024 y 4096). La segmentacion de 512 presenta
unos resultados ligeramente menor que las segmentaciones grandes.

- La estabilidad de los métodos en su comportamiento frente a la SNR también depende
fuertemente de la segmentacioén, de forma que para segmentaciones pequefias se aprecia un
aumento suave del MSE al disminuir la SNR, mientras que para segmentaciones grandes se
puede ver como el MSE de los distintos métodos no sigue un comportamiento definido frente
a la SNR, aunque el comportamiento global es a aumentar.

~ Para todas las segmentaciones los MSE que presentan los distintos métodos son bastante
mas diferentes entre ellos que en el caso de los procesos de banda ancha.

- Por tltimo sefialar que todos los métodos presentan MSE mucho menores y un mejor
comportamiento frente a la SNR a segmentaciones bajas. Esto puede llevar a probar valores
de la segmentacion menores, con el fin de estudiar hasta que valor el MSE disminuye con la
segmentacion.

b) Comportamiento general frente a la SNR:

- Tal y como se ha sefialado, el MSE de los métodos aumenta al disminuir la SNR de una
forma bastante suave para segmentaciones pequefias y de una forma irregular para
segmentaciones grandes.

- Para segmentaciones pequefias no aparece un aumento brusco del MSE al aumentar la SNR,
como sucedia en los procesos de banda ancha, sin perder la tendencia a aumentar.

¢) Comportamiento general frente al orden del modelo:

- EL MSE que presentan los métodos para el proceso AR1 (de orden 2) es mas de un orden
dé magnitud menor que el que presentan par los procesos AR2 y AR3 (de orden 4, ambos).
También el comportamiento frente al ruido es mucho mejor para el proceso de orden dos,
aumentando mas el MSE al aumentar la SNR para los procesos de orden cuatro.

d) Comportamiento frente a la proximidad de los polos (comparacion entre AR2 y
AR3):
- En general, el MSE es bastante menor para los procesos de picos separados que para elde

picos juntos, en casi todos los métodos.

- Este comportamiento se repite si se uno se fija en el comportamiento del MSE frente a la
SNR, siendo mucho mejor para el proceso de picos separados que para el otro.

e) Comparacion entre los distintos métodos:

- Para las sefiales AR1 v AR2 el método que mejor estima a SNR y segmentaciones bajas es
el método CFOM complejo, siendo mucho mds importante para la sefial AR2. Este método es
a su vez el que mas siente el aumento de la SNR, presentando un aumento mayor del MSE
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Figuras 3.57-61. Seiial AR1, Ruido ARMA

Comportamiento del MSE frente a la SNR para distintas segmentaciones.
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Figuras 3.62-66. Seiial AR2, Ruido ARMA

Comportamiento del MSE frente a la SNR para distintas segmentaciones.
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Figuras 3.67-71. Seiial AR3, Ruido ARMA

Comportamiento del MSE frente a la SNR para distintas segmentaciones.
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(mayor pendiente) que los demas métodos al aumentar la SNR. Incluso con este
comportamiento, el MSE que presenta este método es menor que el de cualquier otro para
segmentaciones bajas y para la sefial AR2 hasta niveles de SNR de 2 dB. La mayor sensibilidad
frente a ruido sigue presentandola para la sefial AR3, no asi su menor MSE, que en esta sefial
es mayor que el de la mayoria de los métodos.

- Para la sefial AR1, el método RCM es el que proporciona un MSE menor a SNR medias y
bajas, y a SNR altas s6lo son superados por el método CFOM complejo. En la sefial AR2 es
el tinico método, aparte del CFOM complejo, que es capaz de obtener un MSE por debajo de
0.1, a segmentaciones bajas; a segmentaciones altas también lo consigue el método LS. Enla
sefial AR3, también proporciona un MSE por debajo de 0.1 para segmentaciones pequefias,
en cambio casi todos los métodos obtienen valores menores.

~ El método GM presenta las peores estimaciones, se puede observar como son casi
independientes del nivel de SNR. Sin embargo, en la sefial AR2 es de los métodos que mejor
estimacion proporciona, lo que choca con el comportamiento presentado en elresto de sefiales.
Posteriormente se intentara explicar con mayor claridad este hecho a través de un estudio mas
detallado de la media y la varianza de las estimaciones.

- El método de Levinson y el LS presentan MSE muy similares para las sefiales AR1 y AR3
y para segmentaciones pequefias, siendo el método de Levinson ligeramente peor. A
segmentaciones grandes, el método LS es el tinico que proporciona MSE pequefios y un
comportamiento regular de este frente a la disminucién de la SNR. Para la sefial AR2 presenta
un MSE précticamente independiente de la SNR utilizada, siendo también practicamente
independiente de la segmentacion. Este comportamiento se podra entender mejor con un
estudio mas detallado se media y varianza.

- El método CFOM simple presenta buenos MSE para las sefiales AR1 y AR3, pero no para
la sefial AR2. Concretamente, para la sefial AR1 presenta un MSE practicamente idéntico al
método RCM, siendo a SNR bajas y medias, los MSE menores y a SNR altas solo superiores
al MSE que proporciona el método CFOM complejo. En la sefial AR3 presenta MSE s6lo
ligeramente mayor que el proporcionado por el método de LS, que es el menor, siempre a
segmentaciones bajas. A segmentaciones altas presenta un mal comportamiento, no
apareciendo en muchos casos su MSE en la escala representada, sucediendo lo mismo para la
sefial AR2, en todas las circunstancias.

En conclusién se puede afirmar que, para procesos de banda estrecha, la segmentacion
con la que se trata a los datos es un factor mucho mds determinante que en el caso anterior de
procesos de banda ancha; de forma que el MSE de todos los métodos disminuye
significativamente al disminuir la segmentacion. Esta disminucién puede ser de hasta de dos
ordenes de magnitud. También se observa que la estimacion de sefiales con polos cercanos es
mucho menos efectiva con los métodos utilizados. Esta afirmacién se ha corroborado
estudiando distintos procesos de banda estrecha, con distintas distancias entre sus polos en el
plano complejo, y comprobando que este comportamiento es general.

Por tltimo cabe sefialar que el comportamiento de los diferentes métodos varia
sustancialmente para los procesos de banda estrecha, respecto del que aparecia en los procesos
de banda ancha; de forma que métodos que anteriormente se presentaban deficiencias
significativas a la hora de estimar, ahora se revelan como los que menores niveles de MSE
proporcionan. Este es el caso del método CFOM complejo. En general se puede decir que al
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introducir més slices de cumulantes en los sistemas de ecuaciones, se mejora apreciablemente
los resultados obtenidos con los mismos métodos de un slice, al contrario de lo que sucedia
en los procesos de banda ancha. Esta mejora se hace muy significativa en el caso de los
métodos CFOM complejo y simple en la sefial AR2. La explicacion de este hecho hay que
buscarla en la proximidad de los polos al circulo unidad, que hace que la respuesta impulso del
sistema decaiga lentamente. Esto implica que al valor absoluto de los cumulantes de slice
mayores, que dependen de la respuesta impulso de retardos temporales mayores, sea
comparable al de los slice menores, con lo que la informacion que introducimos al incluir
nuevos slice no es tan sensible a los errores de estimacion como en el caso de los procesos de
banda ancha. El resultado es que si se mejoran las estimaciones los métodos al introducir més
slice.

Hasta este punto se ha obtenido una primera valoracion del comportamiento de los
métodos haciendo uso del MSE que estos proporcionan. Sin embargo, se hace necesario un
estudio mas profundo que permita una caracterizacion mas precisa de los métodos, asi como
de en que situaciones son preferibles unos u otros. A su vez, es necesario comparar los
resultados obtenidos con estos métodos, con los obtenidos mediante métodos de segundo
orden, ya que las técnicas de alto orden no tendrian sentido si no supusieran una mejora
efectiva respecto de las técnicas clasicas de segundo orden.

Para explicar mejor los comportamientos de los distintos métodos en la sefial AR2, se
ha construido la tabla 3.2. en la que aparecen explicitamente la media y la varianza de las
estimaciones de los distintos métodos, tanto de segundo como de cuarto orden, para esta sefial
y para una segmentacion de 64 datos por segmento. Dentro de los métodos de cuarto orden,
se observa como incluso a SNR infinito solamente el método de CFOM complejo es capaz de
proporcionar unos valores cercanos a los verdaderos. Si a este hecho unimos el de una
varianza bastante menor que la de los otros métodos, el resultado es el MSE varios ordenes
de magnitud menor. Los métodos CFOM simple, RCM y LS proporcionan unos pardmetros
con errores importantes pero dentro de unos limites razonables. Al disminuir la SNR va
aumentando tanto el sesgo como la varianza de casi todos los métodos, salvo del método
Geométrico y el LS, los cuales apenas si van a verse afectados de por el ruido. Las
estimaciones de estos dos métodos estan lejos de los valores verdaderos, para esta sefial,
aunque su MSE permanece relativamente bajo debido a una varianza baja. De comparar esta
tabla con tablas similares construidas para segmentaciones mayores, se observa que al
aumentar el tamafio de los segmentos (aumenta Ns) la varianza en los parametros aumenta
exageradamente, lo que hace que aumente mucho el MSE y se vuelva inestable, tal y como se
aprecia en las figuras. El comportamiento irregular de las curvas para segmentaciones altas se
debe precisamente a esta alta varianza y su naturaleza estadistica, que produce grandes
fluctuaciones en el valor de los coeficientes de una realizacion a otra.

En la tabla 3.2. aparecen también los mismos calculos para los métodos de segundo
orden. En ella se aprecia como el método de Burg y el de la Covarianza proporcionan
estimaciones casi perfectas a SNR infinito (sin ruido), sin embargo, a medida que la disminuye
la SNR las estimaciones de estos métodos empeora notablemente. De esta forma se observa
como a partir de SNR igual a 20 dB, la estimacion del método CFOM complejo esta menos
sesgada que la de los métodos de segundo orden, aunque presentan una varianza ligeramente
mayor. Esto es mucho mas claro a SNR 10 dB o menores, sin embargo a estas SNR las
estimaciones que proporciona el método CFOM complejo aparecen ligeramente sesgadas. Esto
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SENAL AR2, Ns=64

CUARTO ORDEN SEGUNDO ORDEN
SNR RCM GM Levinson LS CFO M C.FO M Burg Levinson | Covacianza
complejo simple

-1,63+0,818] -0,935£0,0207 3,45£59,4| -1,49+0,585] -2,73+0,0292] -2,64=1,29] -2,71+0,00492| -4,78+13,7| -2,71=0,00466

Inf 1,88+0,928 0,146+0,0369 536£52,6] 1,07+0,934| 3,71+0,0864] 3,03£7,91} 3,66+£0,0105] 9,08+354[ 3,66+0,0101
~1,7£1,08{ -0,0591+0,0097 -18+£209] -0,611+0,584] -2,71x0,0952] -1,69+11,3} -2,65+0,0101| -8,27+£36,5 -2,65+0,01
1,04£0,919} 0,107+0,00397 13,6+£157] 0,489+0,295| 0,984:+0,0432| 0,445£5,9§0,958+0,00438] 3,33x15,3) 0,958+0,00439
1,74+0,2321  -0,936£00214| -1,06+8,53| -1,4%0,536{ -2,73+0,0241| -2,86+1,23] -2,7:0,00492 81,2+:824| -2,7+0,00471

0 1,96+0,416 0,148+0,0381| -0,401x1,71} 0,883+0,876f 3,71x0,0729| 4,01+2,69] 3,63x0,0118) -214+2140{ 3,63+0,0118
-1,61+0,4931 -0,0603+£0,0112 1,15£16,5| -0,435+0,552] -2,7+0,0816] -2,97+2,37} -2,62+0,012| 222+2200| -2,62+0,012
0,925+0,305| 0,107+0,00335| -0,358+14,9 0,425+0,245{0,984+0,0379| 1,06+0,827]0,948+0,00496] -92,6+920; 0,948+0,00496
11,78+0201] -0,936:0,0163] -1,59+162] -1,36£0,492] -2,71+0,036] -1,92+11} -2,62+0,0127] 0,116+22,5| -2,62+0,0127

20 2,08+0,378 0,146£0,0307] -0,52+2,841 0,789+0,692 3,740,103| 1,75£27,3] 3,44+0,0355} -3,64x58,5{ 3,44+0,0356
-1,74+0,4251 -0,0584+0,00973 2.4+31,8] -0,37320,438] -2,73+0,113|-0,898+25,6F -2,43+0,0359| 4,81+59,9| -2,43+0,036
0,972+£0,25| 0,106+£0,00369| -1,36+286| 0423+0338] 1,01x0,0518! 0,384+8,73] 0,873+0,013} -2,11+24,5| 0,873+0,013
1,820316] -0,934£0,0182] -0,306+5,7| -1,25%0,507| -2,53%0,0748| -2,25+5,67} -2,17+0,0397| -2,1+3,51) -2,17+0,0398

10 2,12+0,811 0,141+£0,0282| -1,22+8,34] 0,641+0,724] 3,49+0,206( 3,46+17,3 2,34+0,11]  2,19+9.21 2,34+0,111
-1,78+1,22| -0,0563=0,00901 1,03£11,6(-0,331£0,465| -2,72+0,237| -3,23+19,7F  -1,36+0,105{ -1,24+9,61| -1,36+0,105
0,988+0,716] 0,107+0,00433 02+812] 0,46+0,341 1,130,121 1,57+8,82] 0,46+0,0328| 0,415+4,1 0,46+0,0328
-1,83+0,403 -0,937+0,018 -1,1£5,77] -1,21+0,536| -2,38+0,114 -1,59+7]) -1,97+0,0369{ -1,93+1,58] -1,97+0,0368

7 2,17+0,817 0,141£0,0279|  0,664£9,79| 0,625+0,78 3,32+0,3351 2,35+18,2 1,86+0,1| 1,73%4,35 1,86+0,1
-1,8£0,953| -0,0564:0,0123| -0,658+17,5{-0,3810,521| -2,74+£0,416| -2,63+20,9f -0,916+0,0915} -0,7614,65( -0,917+0,0915
0,983+0,541] 0,106+0,00559( 0,719+11,9{ 0,511+0,374 1,23+0,227}  1,62+10,1] 0,291+0,0252] 0,215+2,01] 0,291+0,0252
1,84%0,793] -0,941x00223| -1,09+3,36] -1,32+£0,515] -2,24+0,168] -1,5£2,56] -1,84+0,0323| -0,944+8,93 -1,84+0,0324

5 2,39+1,21 0,148+0,0298( -0,0531£2,42| 0,72+0,765 3,120,5111 '1,17+6,58] 1,56+0,0849| -0,936+:24,9 1,56+0,0852
2,17£228] -0,0585+0,0139| 0,574+4.96| -0330,528] -2,64+0,609]-0,746+7,47] -0,643+0,0738 2,05:26,8{ -0,643:0,074
1,19£1,56| 0,106+0,00685| 0,004414 66[ 0,419x0,356] 1,26+0,321| 0,55+3,59] 0,192+0,0184 -0,979+11,6| 0,192+0,0184
-2,26+1,5 20,945:0,027| -0,565¢1,63] 1,210,563 -2,04+0,159] -2,02+£2,35{ -1,73+0,0321| -1,88=0,939{ -1,73+0,0322

3 2,59£12 0,149+0,0346| -0,218+197| 0,546x0,706] 2,75+0,576| 2,07+7,28} 1,32+0,0788 1,7+2,58| 1,32+0,0791
-1,68+19,6] -0,0566+0,0203) -0,217+3,71]-0,263+0,634] -2,43+0,767 -1,25+8,6§ -0,435+0,0647] -0,83+2,77} -0,435+0,0648
0,657+11,1 0,103+0,0102 0,78+£2.85| 0,446+0,561| 1,26+0,442] 0,536+4,03F 0,119+0,0158] 0,281+1,19| 0,119+0,0158
258:3,44] 0,954£0,0321| -1,07£3,36] -1,39+0,589] -1,940,157]-0,447£9.28] -1,68+0,0281] -1,74+0,438| -1,68+0,0279

5 5,17£16,9 0,157+0,0407{  0,551+4,49| 0,817+0,912 2,59+0,57| -1,33+29,1F 1,21%0,0725 1,4+1,1|  1,21+0,0727
-5,49+23 81 -0,0566+0,0244| -0,53£7,07|-0,383+0,611] -2,37+0,808{ 1,46+32,4] -0,346+0,0585| -0,566+1,12| -0,346+0,0586
2,68+12,4 0,102+0,0129]  0,656+5.25| 0,414+0379] 1,29+0,488]-0,125+13,9§0,0909+0,0141 0,189+0,458) 0,0909+:0,0141
185£293] -0,056£0,0365| 0,451£14,5 -133%0,591| -1,78£0,687| -3,35+9,08] -1,64+0,0259] -1,72+0,357 -1,64+0,026
I 1,93+14,9 0,161+0,0445] -0,433+5,02{ 0,658+0,839 2,07+327] 541£243] 1,1240,06211 1,33£0,858] 1,12+0,0625
~1,35+25,1] -0,0601+0,0247 -1,95+241-0,245+0,631 -1,77+4,71 -4, 5425 4] -0276+£0,047] -0,498+0,84| -0,277+0,0471
0,677:14,7]  0,0991+0,0143 2,39:22,7| 0375+£0,491| 0984+2,83] 1,71+10,5] 0,0682£0,012)0,159+0,332] 0,0682+0,012
3,88+145] -0.968£0,0352] -0,13+9,29[ -138+0,531] -1,78x0,492| -1,71x4,76] -1,6£0,0237| -1,91+24 -1,6+0,0242
0 11,1£61,6 0,16440,0466] -0,506+£9,06{ 0,676+0,693 2224496 2,14+10,5) 1,04+0,0567) 1,95+6,94] 1,04+0,0577
-13,4+80.8| -0,0539+0,0307| -0,673£10,5]-0,169+0,563| -2,05+8,32| -2,09+11 4} -0,21630,0454} -1,24%7,76 -0,216+0,0461
6,57+39,71 0,0971+0,0155 1,34+10,1] 0,304+0,499 1,2£538} 1,23+5,82§0,0507+0,0149] 0,513+3,51) 0,0507+0,0149

Tabla 3.2. Media y varianza para los parametros estimados con los métodos de cuarto y segundo orden para
) una sefial segmentada con Ns=64

se aprecia perfectamente en las figuras 3.72-77. En ellas se observa como la estimacion sin
ruido es practicamente perfecta y a mediada que se afiade ruido va empeorando mas
rapidamente para los métodos de segundo orden que para los de cuarto. Sin embargo, a los
niveles de ruido para los que los métodos de segundo orden claramente no reproducen el
espectro, SNR de 10 dB, el método de CFOM complejo (cuarto orden) reproduce la forma
pero presenta el segundo pico algo sesgado. Esto mismo sucede para el método RCM el cual
reproduce la forma pero presenta el segundo pico ligeramente desplazado. En la siguiente
pagina, figuras 3.78-83, se representan los espectros de 20 estimaciones realizadas con los
métodos RCM, LS y CFOM simple, para sefiales de 4096 datos, segmentaciones de 64 datos
cada segmento y SNR infinito (sin ruido) y 10 dB. Vemos como el método RCM es capaz de
reproducir la forma pero con el segundo pico bastante desplazado. El método LS es incapaz,
por su parte, de reproducir la forma y no presentan segundo pico. Ninguno de estos dos

Métodos paramétricos AR: simulaciones y resultados 105



METODOS PARAMETRICOS AR: SIMULACIONES Y RESULTADOS

métodos presentan una diferencia apreciable al variar la SNR de la sefial. Por otro lado, el
método CFOM simple proporciona una estimacion aceptable sin ruido pero se observa como
a SNR =10 dB es incapaz de proporcionar si quiera el segundo pico, presentando por otro lado
una muy alta varianza. El método Levinson (no representado) es incapaz de reproducir los dos
pico y presenta una gran varianza a cualquier nivel de SNR, mientras que el GM presenta poca
varianza pero la peor de todas las estimaciones, en las que no aparece pico alguno.

Como resumen, se puede decir que si se desea que aparezcan los dos pico para la sefial
AR2, a niveles de SNR en los que los métodos de segundo orden no los presenta, es decir
SNR =10 dB, unicamente los métodos RCM y CFOM complejo son capaces de hacerlo;
mientras que si se persigue una correcta ubicacion de ambos picos, s6lo lo consigue el método
CFOM complejo, aunque presenta el segundo pico ligeramente sesgado. Para evitar el este
- pequefio sesgo y conseguir reproducir el espectro tedrico con una SNR de 10 dB es necesario
disminuir ain mas el tamatfio de los segmentos. Si a partir de las mismas sefiales tomadas con
anterioridad aplicamos el método CFOM complejo con una segmentacion de 32 datos por
segmento, la figura que se obtiene es la figura 3.84. En ella se ve como efectivamente el
método CFOM complejo resuelve perfectamente los picos a una SNR de 10 dB y sin apenas
varianza. En el resto de los métodos de cuarto orden una disminucién en el tamafio de los
segmentos a 32 no proporciona mejoras significativas en las estimaciones, aunque tampoco
proporciona peores resultados. Los métodos de segundo orden, por su parte, no mejoran al
disminuir la segmentacion, ya que son casi insensibles a este factor.

Si la sefial AR presenta sus picos todavia mas proximos que la sefial AR2 ninguno de
los métodos de cuarto orden propuestos consigue resolverlos, salvo el método CFOM
complejo. En este caso los métodos de segundo orden son incapaces de presentar dos picos
ya a SNR de 20 dB, donde el método CFOM complejo atin presenta estimaciones adecuadas,
aunque con mayor varianza a medida que se juntan los picos de la sefial. Esto es lo que se
aprecia en las figuras 3.85-87. En 3.85. y 3.88 se representan, con lineas de puntos, 20
realizaciones de 4096 datos de un proceso AR de pardmetros [1 -2.760 3.809 -2.654 0.924],
segmentadas a 64 datos por segmento, contaminadas con el mismo ruido ARMA que en las
otras sefiales de banda estrecha y para SNR =20 dB. El método utilizado en la figura 3.85. es
el método de la Covarianza, de segundo orden, y en la figura 3.86. es el método CFOM
complejo, de cuarto orden. La linea continua es el espectro de potencia de los coeficientes
tedricos. En la figura 3.87. lo que se representa es el espectro obtenido a partir de la media de
los coeficientes de 100 realizaciones obtenidos con el método CFOM complejo en las
circunstancias anteriores, representado por una linea de puntos. Una disminucién de la
segmentacion a 32 datos por segmento no produce una mejora apreciable en las estimaciones
del método CFOM complejo.

Como ya se ha sefialado con anterioridad, el comportamiento de los distintos métodos
en la estimacion de procesos de banda estrecha varia apreciablemente del que aparecia en los
procesos de banda ancha. De esta forma se ha podido observar como el mejor método para
estimar los coeficientes de procesos AR de banda estrecha que posean polos de la funcién de
transferencia cercanos entre si en el plano complejo, es el método CFOM complejo, método
que se presentd como el maés ineficaz en la estimacion de procesos de banda ancha. Por otra
parte, se comprobé como los métodos de segundo orden eran capaces de reproducir la forma
del espectro de los coeficientes tedricos en los procesos de banda ancha con ruido, pero estos
aparecian sesgados, mientras que ahora (procesos de banda estrecha) son incapaces de
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y de la Covarianza, de segundo orden (derecha). Con linea continua se representa el espectro de los coeficientes teoricos.
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Figura 3.80. Método Min.Cuadrados, Figura 3.81. Método Min.Cuadrados,
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En las figuras se representa con lineas discontinuas los espectros de potencia de 20 estimaciones distintas con los métodos de cuarto orden RCM,
Minimos cuadrados y CFOM simple. Con linea continua se representa el espectro de los coeficientes tedricos.
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En las tres primeras figuras se representan con lineas discontinuas los espectros de 20 parametros estimados de distintas sefiales y con distintos
métodos. En la figura3.84 la sefial es la sefial AR2 y el método el CFOM complejo (cuarto orden). En las figuras 3.85.y 3.86. la sefial es una
sefial AR de pardmetros [1 -2.760 3.809 ~2.654 0.924] y los métodos son el método de la Covarianza (segundo orden) en la figura 3.85., y el
método CFOM complejo (cuarto orden) en la figura 3.86. En estas tres figuras la linea continua representa el espectro de los coeficientes tedricos.
En la figura 65 se representa con linea de puntos el espectro de fos coeficientes medios de 100 estimaciones con el método CFOM complejo. La
sefial es la misma que en las figuras 3.85-86.

Figura 3.86. Sefial de pardmetros: Figura 3.87. Seiial de pariametros:
[1 -2.760 3.809 -2.654 0.924] [1 -2.760 3.809 -2.654 0.924]
Método CFOM complejo, Ns=64, SNR=20 dB Método CFOM complejo, Ns=64, SNR=20 dB
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reproducir siquiera la forma. Esta gran diferencia va disminuyendo a medida que se van
separando los polos de la funcion de transferencia unos de otros en el plano complejo, pero
cerca del circulo unidad para que sigan siendo procesos de banda estrecha. Este es el caso de
la sefial AR3. En ella el comportamiento de casi todos los métodos es mucho mejor que para
la sefial AR2, salvo en el caso del método CFOM complejo, que empeora notablemente, tal y
como se espera de las graficas de las figuras 3.67-71., y no se representa graficamente debido
al mala estimacion que presenta. Sigue siendo un factor completamente determinante la
segmentacion con la que se trata la sefial, salvo para el método LS; pero para segmentaciones
pequefias casi todos los métodos proporcionan estimaciones aceptables incluso a SNR bajas.
Esto queda representado en las figuras 3.88-93. En estas figuras se representan con linea
discontinua los espectros de las estimaciones realizadas a 20 realizaciones del proceso AR3
con una SNR de 5 dB y de 4096 datos cada una. Para realizar los calculos se han tomado
" segmentos de 64 cada uno. Las cinco primeras figuras (3.88-92.) son métodos de cuarto orden,
entre los que destacan el CFOM simple y el LS (como era de esperar a raiz de las figuras 3.67-
71). Vemos como todos los métodos representados obtienen una estimacién mas o menos
adecuada. No se ha representado el método CFOM complejo debido a que los espectros de
los parametros estimados mediante este método defieren mucho del tedrico. De esta manera
se pone de manifiesto que el método CFOM complejo no es adecuado para sefiales cuyos picos
estén muy separados. En la figura 3.93. se representa los espectros de 20 estimaciones
realizadas con el método de la Covarianza, de segundo orden. En esta figura se observa un
comportamiento similar al que aparecia en los espectros de banda ancha, es decir, los métodos
de segundo orden son capaces de reproducir la forma del espectro tedrico pero esta aparece
sesgada, aunque presentando una menor varianza que los métodos de cuarto orden.

Para finalizar, se ha representado en las figuras 3.94-99. el comportamiento, para la
sefial AR1, de los mismos métodos de cuarto y segundo orden que en el caso de la sefial AR3.
Se puede observar como el comportamiento para la sefial AR1 es totalmente idéntico en todos
los métodos al que presentan para la sefial AR3, de forma que cuando los picos estan
suficientemente separados, el comportamiento de los métodos en la estimacion de cada pico
es como si estimaran cada pico individualmente, no presentando asi ningin perjuicio en la
estimacion de dos picos respecto de la de un pico; no como sucede en el caso de la sefial AR2,
con los picos mas juntos, donde el comportamiento de los distintos métodos es muy diferente
al presentado en la estimacion de un sélo pico.

IIL.4. CONCLUSIONES

En este capitulo se han estudiados el comportamiento de los métodos desarrollados
durante el capitulo II, asi como su utilidad frente a otros métodos. Las principales aportaciones
han sido:

-Estudio comparativo de los resultado que proporcionan los métodos paramétricos AR
triespectrales construidos en el capitulo anterior en diversos procesos AR contaminados con
ruido aditivo gaussiano coloreado.

-Comparacion entre los resultados obtenidos para métodos de cuarto orden, con los
obtenidos mediante métodos de segundo orden.
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Figura 3.93. Seiial AR3,
Msétodo de la Covarianza, Ns=64, SNR=5 dB
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Con linea discontinua se los espectros de potencia de 20 estimaciones distintas de los distintos métodos para la sefial AR3 bajo una SNR de 5
dB. La segmentacién es de Ns=64. Las figura 3.88-92 son métodos de cuarto orden y la figura 3.93. un método de segundo orden.
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Con linea discontinua se los espectros de potencia de 20 estimaciones distintas de los distintos métodos para la sefial AR1 bajo una SNR de 5
dB. La segmentacion es de Ns=64. Las figura 3.94-98 son métodos de cuarto orden y la figura 3.99. un método de segundo orden.
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Dentro del primer punto, las principales conclusiones que se han podido sacar del
estudio son:

-Se han estudiado y comparado los métodos propuestos para procesos AR, tanto de
banda ancha, con polos de su funcién de transferencia lejos del circulo unidad, como de banda
estrecha, con los polos cerca del circulo unidad, con ruido aditivo de tipo MA y ARMA. El
estudio se ha realizado para distintas segmentaciones de los datos y para distintos niveles de
la relacion sefial-ruido (SNR).

-Para procesos de banda ancha, el comportamiento de casi todos los métodos es muy
parecido y se mantiene dentro de unos limites aceptables. Los métodos desarrollados se
comportan mejor que los métodos clasicos, en casi todas las situaciones, exceptuando el
método CFOM complejo, que estima mal este tipo de sefiales.

-Para procesos de banda estrecha, el comportamiento de los métodos varia
sustancialmente del presentado anteriormente. Para procesos que presenten sus polos muy
juntos entre si, el método mas eficiente, con mucha diferencia, es el método CFOM complejo,
presentando todos los demas deficiencias importantes en la estimacion. Para procesos con
polos separados entre si el comportamiento se vuelve a parecer al presentado para procesos
de banda ancha. Este cambio de comportamiento es gradual con la separacién entre polos.

En cuanto a la comparacién con la estadistica de segundo orden, las principales
conclusiones que se pueden sacar de los resultados son:

-Se han obtenido estimaciones para las mismas sefiales que en los métodos de segundo
orden y en las mismas circunstancias de ruido y segmentacion.

-Se ha observado como los métodos de segundo orden presentan menor varianza pero,
en contra partida, estin claramente sesgados, a niveles medios de SNR. Tambi¢én se ha
constatado como en el caso de procesos de banda ancha son capaces de reproducir la forma
del espectro, aunque sesgado, mientras que en procesos de banda estrecha con polos juntos
entre si, no son capaces ni de reproducir dicha forma del espectro.

-Por ultimo se han interpretado los comportamientos de los métodos de cuarto y
segundo orden, en cuanto a sesgo y varianza de sus estimaciones, y se ha puesto de manifiesto
la necesidad de utilizar métodos de cuarto orden si se desean obtener estimaciones no
sesgadas.
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ACOPLOS CUBICOS DE FASE

IV.1. INTRODUCCION

Cuando se hace pasar una sefial armonica por un sistema no-lineal pueden aparecer
contribuciones en frecuencias que son sumas y/o restas de las armonicas. Un ejemplo de esta
situacion serian los acoplos de fase, en los que la frecuencia y la fase de una componente es
igual a la suma de un determinado nimero de otras componentes (dos en el caso de acoplos
cuadréticos, tres en el caso de cabicos, etc). Tanto en la introduccién como en el primer
capitulo de esta memoria, se ha visto como el uso de estadistica de alto orden es indispensable
a la hora de tratar con este tipo de sefiales, ya que la estadistica de segundo orden es ciega a
cualquier tipo de relacion de fase, como la que sucede en los acoplos. En la bibliografia
aparece ampliamente tratado el problema de los acoplos cuadraticos de fase, tanto el estudio
estadistico de su comportamiento, como la estimacion de estos mediante técnicas paramétricas
AR en la estadistica de tercer orden [NIK87]. Sin embargo, para el estudio de acoplos cubicos
de fase es necesario recurrir a un tratamiento triespectral, es decir, un tratamiento basado en
la estadistica de cuarto orden [NIK93]. En este capitulo se estudiaran las sefiales arménicas
que posen acoplos cibicos de fase y se desarrollaran métodos para su estudio, el cual se llevara
a cabo mediante simulaciones en el capitulo V.

El esquema que se va a seguir es el siguiente:

-En el apartado 2 se definen los acoplos cuadraticos de fase, se obtienen sus series de
cumulantes de orden tres y sus biespectros y se analiza la utilizacion de la modelacion AR de
tercer orden en su estudio, la cual ha sido ampliamente desarrollada en la bibliografia donde
ha se ha demostrado su validez.

-En el apartado 3 se definen los acoplos cubicos de fase, se calculan sus series de
cumulantes de orden cuatro y sus triespectros y se intenta generalizar la idea que permite la
modelacion AR de tercer orden de los acoplos cuadraticos a este caso. El resultado serd
negativo, debiendose tratar con series reales en lugar de complejas para poder aplicar con éxito
la modelacion AR.

-En el apartado 4 se definen los acoplos clibicos de fase en sefiales complejas y se
obtienen las series de cumulantes de cuarto orden y los triespectros. En estas definiciones
habra que tener en cuenta que se tratan con datos complejos.

-Enel apartado 5 se estudian las anteriores sefiales desde un punto de vista estadistico,
concretamente se estudian las condiciones de estacionaridad y ergodicidad en cuarto orden
para sefiales complejas. El estudio proporcionara estrategias que pueden ser usadas para
mejorar los cumulantes estimados de estas sefiales, lo que sera importante al desarrollar los
métodos.

-En el apartado 6 se desarrolla la teoria que permite aplicar la modelacién AR al tipo
de sefiales con las que se estd trabajando, especificando como obtener las frecuencias de los
acoplo a partir de los coeficientes AR de la modelacion.

-En el apartado 7 se adaptan los métodos AR del capitulo II a las sefiales complejas,
ya que las sefiales a las que se van a aplicar la modelacion son de este tipo.
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-En el apartado 8 se desarrolla un método alternativo a los métodos AR para la
estimacion de los acoplos. Este método esta basado en el método de ESPRIT y posee la
interesante propiedad de que es capaz de obtener tanto las frecuencias como la fase de los
acoplos.

IV.2. ACOPLOS CUADRATICOS DE FASES Y MODELACION AR

Uno de los principales usos de la modelacion AR en la estadistica de tercer orden es
la deteccion de acoplos cuadriticos de fases. Este tipo de procesos ya se abord6 desde un
punto de vista general en el capitulo 1.4.4. b), definiendolos y estudiando tanto su biespectro

"como los cumulantes de orden tres. En ese capitulo se definié un tipo de procesos armonicos
consistentes en la suma de sinusoidales reales, de la forma:

x(n) =Xp: Acos(on+y), 4.1
i=1

donde las amplitudes son numeroso reales positivos, todas las frecuencias son distintas y estan
comprendidas en el intervalo [0,2n), y las fases son variables aleatorias uniformemente
distribuidas en el intervalo [0,27). En este tipo de procesos, se dice que existe un acoplo
cuadratico de fase cuando para tres sumandos 7,s y ¢ de la sumatoria que aparece en (4.1) se
cumple que ®,=0,t®, y ¥,=y+y,; es decir, una frecuencia es la suma de otras dos y sus
respectivas fases cumplen lo mismo. Si esta relacion sélo la cumplen las frecuencias pero no
las fases, se dice simplemente que las frecuencias estan relacionadas armonicamente.

Separando los acoplos de fase del resto de las frecuencias no acopladas, la anterior
expresion queda:

M r
x(n) =Z Acos(mn+y) +ZI: A L cos(w M +\|/U) +cos(0)2,,n +\y2’i) +cos(co3’,.n Y3 ) 4.2)
i=

i=]

donde o, =, +w,,y ¥;,=V, +V, . Enla anterior expresion aparecen 3r frecuencias acopladas
en fase, que forman r acoplos cuadraticos, y s frecuencias sin acoplar.

La serie de cumulantes de tercer orden de estas sefiales viene dada por:

r A )
)3 L“f&
i=1

cos(ool’it1 ~0; ) +cos(a)3’ir1 -0 ) +cos(oo2’it1 —m3,iT2) +cos(oo3,ir1 —0)2’112)},

{cos(ool’;r1 +®, 1)) +COS(®, T, +®, T,)+ (4.3)

mientras que el biespectro resulta ser:
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B (0,,0,)= Z “Az ’A3’ (0, -0, )5(0, -0, )+5(0,+o, )3(0, +o, )+

o(w, cozl)é(u) -, )+6(co +@®, )8((0 +®, )+5(co -®, )8(0) 0, )+ (4.4)
o(w, +® ’1)8(0) -0 J)+6(m +@® ’1)8((0 -0 ,)+6(co -® ,)8((1) +0, )+
8(w, -0, )3(0, +o, ) +5(o, +0, )3(0, -0, ) +3(w, +@; )o(0, -®, )+

(o, -0, )3(o, +c02’1.)}.

Expresiéon que se simplifica mucho si se restringe al primer cuadrante del dominio del
biespectro, es decir, a la regién comprendida por 2n2®,,0,20, region dentro de la que se
encuentra la regién principal del biespectro definida en 1.3.3. El biespectro dentro de esta
region vale:

B (o,0,)= Z “A2 iA}I 8(0, -0, )3(0, -0, ) +3(o, -0, )30, -0, ) *2)

i=1

Como puede verse, el biespectro es nulo en todos los puntos, salvo en los conjuntos
de frecuencias correspondientes a las frecuencias acopladas, en las que presenta una
contribucién infinita, aunque de é4rea finita, tal y como representan las funciones delta.

No es obvio que estos procesos dados en (4.1) o (4.2) se puedan modelar
adecuadamente mediante procesos AR, ya que aparentemente no poseen la estructura que
define a los procesos AR y que se definié en (2.5) y (2.6). Esta modelacién hace uso del
siguiente teorema [RAGS85].

Teorema: Siempre existen pardmetros {a(1),...,a(6r)} tales que los cumulantes de
orden tres del proceso x(n) definido en (4.2), consistente en la suma de cosenos de los cuales
aparecen r acoplos cuadraticos de fase, satisfacen exactamente las ecuaciones recursivas de
tercer orden:

6r
e, (~k,~D)+Y a(i)e, (i~ki-D=BSR)3(D). (4.6)
i=1

Al realizar la prueba del anterior teorema se puede ver como el conjunto de
6r

{a(1),...,a(6r)} debe ser tal que el polinomio P(z) =E a(i)z '+1 presente sus ceros en z=e7% ,
i=1

conk=1,23¢i=1,...r.

Unmodelo AR definido por los parametros AR [1,a(1)....,a(6s)] su biespectro se define
como :
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p
Alo)A(0,)4 (0, +®,)

B(o,,0,)=

2 (4.7)

6r
donde A(w) :Z a(De y se ha tomado a(0)=1. A partir de esta expresion se puede
i=0
comprobar como el biespectro del proceso AR, definido por los parametros [1,a(1),...,a(67)]
que cumplen en teorema, presentara picos localizados en las frecuencias correspondientes a
los acoplos de fase, tal y como le sucedia al biespectro de la sefial x(n) definida en (4.2).

w Se consigue de esta forma un método de deteccion y localizacién de acoplos
cuadriaticos de fase y es el siguiente. Primero se construye las ecuaciones recursivas de tercer
orden (4.6) con los cumulantes de orden tres del proceso x(n) al que se quiere estudiar sus
acoplos. Este sistema de ecuaciones se resuelve mediante el método de estimacion AR que se
desee y como resultado se obtiene el conjunto de coeficientes AR. Con este conjunto de
coeficientes AR se construye su biespectro, del que se localizaran los posibles picos que
aparezcan. Las frecuencias correspondientes a los picos del anterior biespectro corresponderan
a los acoplos cuadraticos de fase que aparezcan en la sefial x(n).

Esta capacidad que poseen los procesos AR para estudiar los acoplos cuadréticos de
fase es lo que se pretende extender en este capitulo los acoplos cubicos de fase. Para ello, en
el siguiente apartado se intentara generalizar el procedimiento seguido para los acoplos
cuadraticos de fase al problema de los acoplos cubicos. Esto conllevara el paso de estadistica
de tercer orden a la de cuarto, en busca de un teorema similar al anterior, que permita la
deteccion de los acoplos cubicos haciendo uso de la modelaciéon AR. Este camino llevara a la
conclusion de que, debido a la forma que poseen las series de cumulantes de orden cuatro de
acoplos cubicos de fase, esto no serd posible para sefiales reales; debiendo de tratar el
problema de datos complejos, lo que obligard a replantear los métodos de los capitulos
anteriores para poder aplicarlos a estas sefiales.

IV.3. ACOPLOS CUBICOS DE FASES Y MODELACION AR

Losacoplos clibicos de fases se pueden producir cuando sefiales sinusoidales atraviesan
sistemas no -lineales, con no-linealidades de tercer orden. Una sefial consistente en p
sinusoidales, como la definida en (4.1) se dird que posee un acoplo ciibico de fase si, para
cuatro sumandos r, s, ¢ y u de la sumatoria que aparece en la definicién de x(7) se cumple que
0,=0,+OF0,y W, =V, Y +y,; es decir, una frecuencia es la suma de otras tres y sus respectivas
fases se encuentran en la misma relacién. Aligual que en el caso de acoplos cuadriticos, si esta
la relacion s6lo la cumplen las frecuencias y no las fases, se dice que las frecuencias estdn
relacionadas armonicamente.

Se construye de esta manera, separando explicitamente los distintos términos, la sefial
de la forma:
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r s 3 t 4
x(n)=Y_ A cos(wn+y)+Y. Y A4 e COS(@f p+y )+ Yy 4 £ COS(0 71+ ), (4.8)
i=1 i=1 k=1 i=1 k=1

donde mg,i:m?,i+mg,i’ ‘Vg,i:‘lll{,iﬂl’(z],is coni=l,....s; mi,izmi,ﬁmg,ﬁ'mg,p ‘I’i,i:‘l’i,i”l’;,i*‘l’g,v con
donde i=1,...,t. Esto significa en la sefial x(n) aparecen s acoplos cuadraticos de fase (a los que
se le asigna el superindice g), ¢ acoplos ciibicos de fase (a los que se le asigna el superindice
c¢) y r frecuencias sin acoplar (a los que se le asigna el superindice u). Esta es la expresion mas
genérica que se puede construir para sefiales sinusoidales, de forma que aparezcan
interacciones no lineales hasta de orden tres.

La serie de cumulantes de orden cuatro de estas seifiales viene dada por:
1 4 u u u u
20T t) =510 (4 [e0s(@](, +7, 1) reos(] (-1, +7, +T)) e0s(@](x, =T, 1)) -
i=1

1 3 s
S 32 (4 eos(of r, +1,1y) reos(wf (7, 44, +1,) veos(af (5, 5 1)) -
k=1 i=1

Ien =, ¢ ¢
T2 O () [o0S(0 (7, +7,7T3)) +00S(0F (-1, 4T, 1) +e08(@f 7, Ty +T))]
k=1 i=1

(4.9)

1 d c c c
DA A A A D COS(®} T, +0a T, +03T, =0y T, ),
in1 X

G\l )ES4

donde S, es el conjunto de todas las permutaciones del conjunto (1,2,3,4) y 1,=0. Se puede
observar importantes diferencias con los cumulantes de orden tres que presentaban los acoplos
cuadraticos. Efectivamente, mientras que en (4.3) s6lo aparece contribucion de los acoplos
cuadraticos, en esta expresion aparece contribucion de todas las frecuencias que aparecen en
la sefial x(n), por lo que seran distintos de cero incluso si no aparecen acoplos cubicos; si bien
es cierto que las frecuencias pertenecientes a un acoplo cubico aparecen de manera distinta al
resto. También se puede observar como, en-la expresion (4.9), tanto las frecuencias no

" acopladas como las que forman parte de un acoplo cuadrético de fase se tratan de la misma

manera, por lo que no es necesario hacer distincion entre estos dos tipos de frecuencias.
Teniendo esto en cuenta, la expresion (4.8) queda:

D r 4
x(n)=Y_ Acos(on+y)+y Y A £ COS(0, 1+, ), (4.10)
i=1 i=1 k=1

donde en el primer término se incluyen todas las frecuencias sin acoplar y los posibles acoplos
cuadréticos de fase, y en el segundo término estdn recogidos los acoplos ctibicos de fase.

Con esta definicion de la sefial y los cumulantes de orden cuatro se puede calcular el
triespectro:

Acoplos cibicos de fase 121



ACOPLOS CUBICOS DE FASE

I (0,,0,,0,)= _—l%,Z:: A ,.4[8(co1 ~0)3(0,-0)8(0, +o,) +5(0, ~®)d(®, +®)0(0, - @)
80, +0)8(w,~0)3(0,-0) +3(0, +©)3(w, +® )d(w, -0 ) +3(®, +© J0(0,-0)"
O(;+®,) +6(®, ~0)d(®, +0)3(0, +© )] _11_6§ :z:; A ,(4 [8(0, -0, )3 (w, -0, )
3o, +® k’,.) +0(®, -0 ,u.)é‘>((x)2 +® k,,.)é((o3 —(ok’i) +3(o, +mk,i)8((02 —(ok’i)é((o3 -® ,c,l.) +
o(w, +cok’i)8(m2 +cok’i)8(co3 —mk’l) +6(®, +03k’,.)6(m2 ~0 20(0, +0, D) +o(o, -0, By

(4.11)

. 1y
,(mz @ k,i)ﬁ((o3 +u)k’i)] +——-—Z A L 1142,,/13’,:4 4 E [6(o, _vj!,i)S(O)Z _ij,i)s(mS —ij’i) )
16 i=1 Vid2d3J)eSs
8(w, +v; J8(@, +v, IB(@3+v, )],

dondev, =@, , V,,;=®, ;V; =05, ¥V, ,= =0, . Se observa como las frecuencias que no pertenecen
a ningin acoplo de fase s6lo presentan contribucion en el triespectro en ternas de frecuencias
(©,,0,,0;) de forma que cumplan |o,| =|®,]| =|®;|, sin que las tres puedan tener el mismo
signo. Si el triespectro se restringe al octante positivo de su dominio definido por
271> 0,,0,,0,20, el triespectro en esta region toma la forma:

1 t
T(0,0,,05) Ligz Ay Ay Ay Ay Y o _mjl,i)a(mz -mjz,i)s(m3 —mja,i)’ (4.12)

i=1 01J2J3)€S3

donde S, es el conjunto de todas las permutaciones del conjunto (1,2,3). Gracias a esta
expresion serd sencillo detectar los acoplos cubicos de fase a partir del triespectro, ya que su
valor es cero en todos los puntos del octante positivo, salvo en aquellos correspondientes con
un acoplos ctibico de fase, donde toma un valor infinito, pero de 4rea finita que depende de las
amplitudes que acompafian a las frecuencias acopladas.

El siguiente paso en la bisqueda de utilizar los métodos de estimacion AR en la
determinacién de los acoplos clibicos de fase, es intentar encontrar algin conjunto de
parametros de forma que los cumulantes de orden cuatro de la sefial x(n) dada en (4.10)
cumplan una ecuacion recursiva de cuarto orden, similar a la que se define en (4.6). El
siguiente teorema pretende esto:

Teorema: Siempre existen parametros {1,a(1),...,a(2p+8¢)} tales que la secuencia de
cumulantes de orden cuatro del proceso x(r) definido en (4.10), consistente en la suma de p+¢
cosenos con ¢ acoplos clibicos de fase, satisfacen exactamente la ecuacion recursiva de cuarto
orden:

8t+2p

Z a(i)c; (s-i,5-r,5-q)=y8(r)d(s)d(q), con r,5,9=0,1,....87+2p.

i=0

Demostracion: El cumulante de orden cuatro del proceso x(n) es:
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4t+p
c;' (T)5T5,Ty) =~ n ; B [cos(8(t, +T,-1;)) +cos(8,(T, -1, +1,)) +cos(0,(-T, +T, +T;))} +
- (4.14)

1 t
=3 A Ay Ay Ay > COS(@, T; +0, T +03 T, ~00 T, )
81 U1 pdsd D6,

donde

B=(4)"y 6,=w, para 1<i<p;
B~(4
B,~(4
B ~(4
B~

)y 6,70, i-p Dara p+1<i<t+p;
Yy 8=0, ,, para t+p+1<i<2t+p; (4.15)

1,i-p
1,i-p-t
para 2t+p+1<i<3t+p;

4 -
l,i—p42t) y 8;=0

)y 6=0

1,i-p-2t

Li-p-3t para 3t+p+1<i<dt+p;

1,i-p-3t
y S, es el conjunto de todas las permutaciones del conjunto (1,2,3,4) y 1,=0.

Se construye:

4t+p . - '
E(Tl,'rz;[:}):__;_z Bi[elei(rx+r2-‘c‘3)+ejﬁ,-(rl r2+13)+e_|6,-( 7+, 13)]+
i=]

4.16
}—i 4, 4,4, 4 Z ej(ml’irjl+“)2,isz+“’3,i53'°’4,i’j) ( )
847 L2, 073,074,

01J2J3J4)€S4

Es facil ver que se cumple que:

1 .
€00 0) =S T, +E (5,5, 1) (4.17)

Se construye el polinomio:

P(z):ﬁ - ) (4.18)
i=1

El polinomio P(z) es de grado 8#+2p, por lo que se puede escribir como:

8t+2p

P(2)=Y a(i)z’, (4.19)

i=0

Acoplos ciibicos de fase 123



ACOPLOS CUBICOS DE FASE

donde claramente a(0)=a(8t+2p)=1. Este polinomio presenta raices en zo=eije", donde

i=1,...,4t+p, es decir, en todas las frecuencias que aparecen en la sefial x(n) en (4.9). Con los
coeficientes del anterior polinomio se construye las siguientes combinaciones lineales de
polinomios:

K 12 oo -i0es-a)_-8r-s+a), -0 -r+s+q)
Y a(WE(k-rk-sk-q)=-=Y B [e Ve T e ik
k=0 &ia
8p+2p t .
jok, 1 (01,75, + 02 T, * 05, ~04,T;,)
Y ale oY A A A A, Y e R (4.20)
k=1 81 Va3 1)ES,

8:+2p

L3 atbex o, k-1 %]
=1 /4

Donde (t,,1,,7;,7,)=(7,5,4.0), S, todas las permutaciones de (1,2,3,4) y @_ ,eslafrecuenciaque
i

acompaiia a T, en la primera exponencial de la sumatoria en S,. Se puede observar como los
ultimos términos de los dos sumandos en la anterior expresion son nulos debido a que
equivalen a P(z,) siendo z, es cero del polinomio.  Por tanto se obtiene:

8¢+2p

a(i)E(i-r,i-s,i-q)=0. (4.21)
)Y

=0

De la misma manera se puede comprobar que también se cumple:

8¢+2p

Y a()E *(i-r,i-s,i-q)=0. (4.22)

i=0

8¢+2p
Las dos expresiones ultimas conducen a E a(i)c, (i-r,i-s,i-q)=0, que es lo que se
i=0
pretendia demostrar.

A primera vista podria parecer que ya se ha conseguido poder utilizar la modelacion
AR para estudiar los acoplos ctbicos de fase, sin embargo esto no es asi. Para verlo es
necesario estudiar como es el triespectro que presenta un modelo AR con coeficientes
cumpliendo el anterior teorema.

En el capitulo anterior se presentd la expresion del triespectro de un proceso AR en
(2.9). En esta expresion se puede ver como para que tres frecuencias (®,,®,,®;) presenten una
contribucion en el triespectro de un proceso AR las tres deben poseer contribucion lo mas
pequefia posible en la transformada de Fourier de los coeficientes AR, es decir, en

124 Acoplos citbicos de fase



ACOPLOS CUBICOS DE FASE

p
A(o) =Z a(i)e”®, donde [1,a(1),...,a(p)] sonlos coeficientes AR. Ademés, enla transformada
i=0

de los coeficientes AR debe aparecer también una contribucion lo mas pequefia posible en la
suma de las tres frecuencias. Precisamente esto ocurre si las tres frecuencias (o,,®,’,0;)
forman un acoplo ctibico de fase y el sistema AR es tal que cumple el anterior teorema, ya que
presenta una contribucion nula en las tres frecuencias acopladas y, por supuesto en la suma de
estas. Sin embargo, si la sefial x(n) posee cuatro frecuencias relacionadas armoénicamente pero
que no forman un acoplo de fase, es decir, cuatro frecuencias que cumplan ®,'=®,+0,+®;',
pero que sus fases no estén relacionadas, la transformada de Fourier 4(®w) presentara
contribucion nulas en las cuatro, ya que, como se vio en la prueba del teorema el polinomio
(4.19), presenta ceros en todas las frecuencias presentes en (4.19), acopladas o no. Por tanto,
el triespectro que se construye mediante (2.9), presentard un pico a las frecuencias (o,',®,’,05"),
aunque no estan acopladas en fase. Sin embargo, de (4.12) se sabe que el triespectro s6lo
presenta pico en el octante positivo en las frecuencias acopladas, mientras que por lo anterior,
el triespectro de los coeficientes AR que cumplen el teorema presentardn picos en todas las
frecuencias relacionadas arménicamente, estén acopladas en fase o no.

De esta forma, mediante modelaciéon AR no se puede distinguir cuando cuatro
frecuencias relacionadas arménicamente forman realmente un acoplo cubico de fase. Por otra
parte, una estimacion del triespectro de la sefial x(rn) basada en las técnicas clasicas de Fourier
si permitiria distinguir entre ambos tipos de frecuencias, y con ello una deteccién eficaz de los
acoplos ctibicos de fase.

La imposibilidad de realizar la anterior distincién por los métodos AR de cuarto orden
se hace mas preocupante si se piensa que los mismos resultados pueden obtenerse mediante
la estadistica de segundo orden. Efectivamente, se puede hacer una estimacion AR de la sefial
x(n) utilizando la funcién de autocorrelacion, y el resultado seria un conjunto de coeficientes
AR, que proporciona un espectro de potencia con picos en todas las frecuencias que aparecen
en x(n), ya que la transformada de Fourier del conjunto de coeficientes AR es nula en todas
estas frecuencias. Si se utiliza este conjunto de coeficientes para calcular el triespectro a través
de (2.9), este serd identico al que se conseguiria con los coeficientes AR que cumplen el
teorema, y por tanto se han conseguido utilizando estadistica de cuarto orden. Por tanto, la
utilizacion de modelacion AR de cuarto orden de las sefial x(n) no sélo no resuelve el
problema, sino que no presenta variacion alguna con la modelacién de segundo orden. Por
supuesto, si la sefial x(7) estuviese contaminada con ruido aditivo gaussiano, la modelaciéon AR
de cuarto orden lo eliminaria, mientras que la de segundo orden no; pero seguiria sin poder
distinguir cuando cuatro frecuencias relacionadas arménicamente forman realmente un acoplo
cubico de fase. Esto significa que la modelacion AR de cuarto orden presenta una mejora
frente a la de segundo orden frente a la eliminacion de ruido desconocido, pero no frente a la
deteccion de los acoplos cubicos de fase.

Como resumen, sefialar que si se posee una sefial x(n) definida en (4.10) en la que se
pretende detectar los acoplos cuibicos de fase, hay que recurrir a la estimacion clésica del
triespectro mediante métodos de Fourier para poder hacerlo. La modelacién AR no es, por
tanto, una herramienta util en este tipo de procesos, al contrario de lo sucede para acoplos
cuadraticos de fase. Es precisamente la aparicion de todas las frecuencias de la sefial x(n) en
los cumulantes de orden cuatro, lo que produce esto.
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Sin embargo, en la siguiente seccidn se verd como, si en vez de trabajar con sefiales
reales se trabaja con sefiales compleja, es decir, exponenciales complejas, los cumulantes de
cuarto orden s6lo presentaran contribuciones en las frecuencias acopladas, por lo que si sera
posible utilizar la modelacion AR para detectar acoplos cuadraticos de fase. El trabajar con
sefiales complejas obligard, a su vez, a una breve reformulacién de algunos métodos de
estimacién AR construidos en el capitulo II.

IV.4. ACOPLOS CUBICOS DE FASES EN SENALES COMPLEJAS

A partir de esta seccidn se trataran con sefiales armdnicas complejas, formadas por la
“suma de exponenciales de la forma:

D .
x(n)=) 4" (4.23)
i=1

donde las amplitudes son numeros reales positivos, todas las frecuencias son distintas y estan
comprendidas en el intervalo [0,2%), y las fases son variables aleatorias uniformemente
distribuidas en el intervalo [0,2x). Los acoplos de fase, tanto cubicos como cuadraticos, se
definen de igual forma a como se ha hecho para sefiales reales. En concreto, si se separan las
contribuciones de las frecuencias acopladas cuadraticamente, las acopladas cuibicamente y las
no acopladas, se llega a una expresion similar a (4.8), sin mas que sustituir los cosenos por
exponenciales complejas:

r 4
x(n)= ZA i D EEA TR 3P 4 ), (4.24)

i=1 k=1 i=1 k=1

donde se ha supuesto que hay s acoplos cuadréticos, ¢ acoplos cubicos y r frecuencias sin
acoplar.

Como ya se ha apuntado, el trabajar con sefiales complejas en lugar de reales, viene
motivado por la imposibilidad de utilizar métodos AR en la deteccion de acoplos cubicos de
fase en estds ultimas sefiales; mientras que se demostrard como si es posible en seiiales
complejas.

Si se toman los cumulantes de orden cuatro de la sefial x(#) de la forma:

01,7, %) =Cum{(x *(m),x(n+7, ) x(n+7,),x(n +7;)] =
t
j(o] v +e; 1 el T ) (425)
LA A A, 3 T,

UIJ2J3)€S3

donde S; es el conjunto de todas las permutaciones del conjunto (1,2,3). Como puede verse,
se pueden hacer distintas definiciones de los cumulantes de orden cuatro, dependiendo de
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cuantos y cuales de sus argumentos se conjuguen, no siendo todas las elecciones
independientes unas de otras. Se ha elegido la anterior combinacion, ya que los cumulantes asi
definidos s6lo presentan contribuciones de las frecuencias acopladas cibicamente, como se
desea. También puede verse que con los cumulantes asi definidos no se distinguen entre
frecuencias acopladas cuadraticamente y frecuencias sin acoplar, como ya sucedia en para
sefiales reales, de forma que en la definicion (4.24) no es necesario distinguir entre estos dos
conjuntos, quedando:

i=1 k=1

p . to 4 .
x(m)=Y ATV +Y Y 4, N, (4.26)
i=1

El triespectro de esta sefial es facil de calcular a partir de (4.25) y da como resultado:

t
r‘(")vwz’ms):; A Ay As Ay > o, ~w; )3(w, ~; Y05, ). (4.27)

(/1J2J3)€S3

Esto representa un triespectro que es nulo a todas las frecuencias, salvo en las
frecuencias correspondientes a un acoplo cubico de fase, en las que toma un valor infinito, lo
que permitira la utilizacion del modelado AR en la deteccion de los acoplos.

Una vez especificado el tipo de sefial con las que se va a trabajar es interesante estudiar
las propiedades estadisticas que poseen, con el fin de facilitar el proceso de estimacion. En el
siguiente apartado se abordara el estudio sefiales armonicas, a las cuales pertenecen de las
definidas en (4.26), desde un punto de vista estadistico. El fin serd encontrar las condiciones
tedricas de estacionaridad y ergodicidad, asi como estrategias para trabajar con sefiales que no
las cumplan.

IV.5. CONDICIONES DE ESTACIONARIDAD Y ERGODICIDAD EN CUARTO
ORDEN PARA PROCESOS ARMONICOS.

Este apartado se buscaran las condiciones que deben cumplir los procesos armonicos
para que sean estacionarios y ergddicos. Estos procesos arménicos seran un conjunto mas
general que las que se han definido en (4.26), por lo que una vez obtenidas las condiciones de
estacionaridad y ergodicidad para las sefiales armonicas, estas se particularizaran para las
sefiales que interesan en este capitulo, que son aquellas que presentan acoplos clibicos de fase.

Las sefiales arménicas son de la forma:

p .
wH=y 4", (4.28)
i=1

donde las frecuencias , son reales, 4,=B l.e”", &{A,} =0, con B, variables aleatorias tomando
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valores en el intervalo [0,) y por tanto &{B,}>0, y las fases y, son variables aleatorias en -
n,%), para todo i€[1,p], donde p es el niimero de sumandos presentes en la sefial. Este tipo de
sefiales ha sido ampliamente tratado en la bibliografia, tanto en tercer [PAR94] como en cuarto
orden [CHA94], y han demostrado su capacidad para modelar un gran nimero de procesos.
Al final del apartado se particularizaran las conclusiones generales al caso particular de sefieles
con acoplos clibicos de fase, tal y como se definié en (4.26), que representan un caso particular
de las sefiales definidas en (4.28), con las que se van a realizar el estudio estadistico.

Se suponen en (4.28) que todas las frecuencias ®, son distintas, lo que siempre es
posible redefiniendo la amplitud compleja de los distintos sumandos que puedan aparecer con
idéntica frecuencia. En principio las frecuencias pueden tomar cualquier valor en el intervalo
(-, ), debido a que la sefial y(¢) es una sefial continua en el tiempo. Aunque se pueden

-encontrar las condiciones buscadas para sefiales continuas, en este apartado se restringira el
estudio al caso de sefiales discretas en el tiempo. Esta restriccion no se realiza tanto por la
simplificacién en la deduccién, como por la utilidad real de tales sefiales. En efecto, en la
inmensa mayoria de los casos practicos, las sefiales con las que se trabajan son seiiales
digitales, por lo que la deduccidn de las condiciones se reducira a este tipo. De esta manera,
las sefiales quedan de la forma

P
()= A", con n entero, (4.29)
i1

donde se ha supuesto que el periodo de muestreo es la unidad. Esta restriccion en el periodo
de muestreo no es una limitacion real, ya que una sefial muestreada con un periodo distinto no
exige mas que un reescalado lineal en las frecuencias para convertirla en una sefial de periodo
unidad. Todo esto produce que las frecuencias o, pueden tomar cualquier valor en el intervalo
(-mt,7], ya que cualesquiera frecuencias que difieran 27 son idénticas. En este caso la imposicion
de que las frecuencias w, sean distintas se traduce en que dichas frecuencias sean distintas
moédulo 27 (mod 27x), lo que vuelve a ser posible sin mas que redefinir la amplitud compleja,
tal como se indicé inicialmente en el caso continuo.

Aunque las nociones de estacionaridad y ergodicicidad en procesos estocasticos son
de sobra conocidas y se han definido brevemente en el capitulo I; sin embargo, en la
bibliografia aparecen definiciones ligeramente distintas sobre ellas, por lo es conveniente fijar
las que se van a utilizar en este apartado para establecer un marco concreto de trabajo.

-Definicién: Una sefial aleatoria compleja z(n) se dice que es estacionaria de cuarto
orden cuando Cum(z'(n),z(n+1,),2(+1,),z(n+1,) ] =Cum[z (0),2(t,),2(t,),2(1;)], para todo n, 1,,
T, ¥ 15

‘Definicién: Una sefial aleatoria compleja z(n) de media cero estacionaria de cuarto
orden se dice que es ergddica de cuarto orden con probabilidad uno si en sus cumulantes de
cuarto orden se cumple que la medias muestrales sean iguales a los valores esperados, con
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T-1
probabilidad uno. Esto significa, para una funcién aleatoria f{(n), que hm%z fn)=&fn)}
T-e L n=0

w.p.1. En concreto, lo que implica que las medias muestrales en los cumulantes de cuarto
orden sean iguales a los valores esperados, es:

T-1
hm%z 2 (mz(n+1)z(n+1,)z(n+1,) =& “(Mz(n+1 z(n+1,)z(n+1,)}, w.p.1.

T-0 L p=0
T-1
hm%z z*(n)z(n+1) =&z *(n)z(n+7)}, w.p.l. y (4.30)
T~ L n=0
T-1
lim-- z2(n)z(n+1) =&z(n)z(n +7)}, w.p.l.
T I n=g

Es decir, tanto los momentos de segundo y como los de cuarto orden sean ergodicos, con
probabilidad uno.

Asi mismo se phede definir sefial ergodica en el sentido de error cuadratico, en
-1
probabilidad, etc., sin mas que exigir que la igualdad hmlz f(n)=&Yf(n)! sea en el sentido de

T- L n=0
error cuadrdtico, en probabilidad, etc.

En principio, también habria que imponer la condicidn sobre los momentos de orden
uno:

T-1
h'm}fz 2n)=Elz(m)} =0, w.p.1.

T L n=0

sin embargo, debido a la forma de las sefiales con las que se van a trabajar, la anterior igualdad
se cumple inmediatamente, sin introducir ninguna restriccion sobre las sefial, salvo la de que
ninguna de las o, sean nulas; luego esta serd una restriccion que habra que tener en cuenta a
la hora de estudiar la ergodicidad. La situacion de frecuencia nula no es comun en la practica,
ya que implica una media temporal distinta para cada sefial independiente. En este trabajo se
restringe el estudio, a menos que se especifiqué, a sefiales que no posean la frecuencia nula.
Esta restriccion ya aparece en las condiciones de ergodicidad en primer orden para cualquier
seflal que posea lineas espectrales [PIC97], como es el caso de sefiales arménicas.

‘Definicién: Se definiran para su posterior utilizacion los siguientes conjuntos:

O ={(ijkD)/ 1<ijkl<py 0w +or0,=0 (mod 27)}
O,={(ij.kd) / 1<ijkl<py E{A A A4} #0}
®,={(i)) / 1<i,j<p y ®+m,=0 (mod 2m)}

Q,={(iy) / 1<ij<py &{4,4;}#0}
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O,={(i,) / 1sijsp, i#] y E{4,4;}#0}.

IV.5.1. Estacionaridad.

En este apartado se estudiara las condiciones que hay que imponer sobre las distintas
componentes de la sefial para que sean estacionarias de cuarto orden, segin la definicion dada
con anterioridad. Al ser procesos de media cero, los momentos de orden uno y tres no
aparecen en los cumulantes de cuarto orden. Si se desarrolla el cumulante de cuarto orden para
estos procesos, el resultado es:

cz4(1:1 T,T,) =Cum(z *(n),z(n+1,),2(n +1,),2(n +1,)] =& “(n)z(n+1,)2(n+1,)z(n+1,)} -
&z (mz(n+1 )IE(n+1))2(n+1, )} -&z *(mz(n+T )Elz(n+1 )z2(n+1,)} -

&z *(nz(n+1,)Y&z(n+1,)2(n+1,)} =[ Y &l44 A A Yy &4 AA)
1k ]=0,n®, 1 k10,0,
. . ? . (4.32)
eJ(mj+mk+ w/‘mi)"}e.l(wjﬁ +OpTy HOE;) _[Z & [ A i [ 2, Z 2 i* Aj}el(“)j —o)n
i1

ijed,

[ Y Sl

I=0,nd,

E %A A ’}e j(o+apn .(e j(cojtl +@Ty T OT;) +e j(mj-n:2 +y T, +OdyT3) +e j(ayl:3 +@yT, +0),1:2)>
k S
kle® /o,

donde el conjunto ®/®; significa el conjunto de elementos que estdn en ®, pero no estan en
®,. Para que la sefial z(n) sea estacionaria de cuarto orden, el cumulante debe ser independente
de n y depender solo de los retrasos temporales que presentan los argumentos de los
cumulantes entre ellos, es decir 7,, 7, ¥ 7;. El establecimiento de las condiciones para que lo
anterior suceda es ficilmente realizable a partir de la expresion (4.32). El primer término es
independiente de » siempre y cuando ®,c®,, los siguientes términos son independientes de n
siempre que no exista @, o, en el caso de que exista, que esté incluido en @, (©,=®,) y no
exista O

Resumiendo, las condiciones para que una sefial del tipo tratado sea estacionaria son:
1) ©,c,.

2) O no exista D, o, si existe, ®,c®, y no exista D,.

IV.5.2. Ergodicidad.

Generalmente esta condicion se impone sobre los momentos, de forma que una sefial
que sea ergodica de orden £ significa que su momento de orden k-€simo es ergddico o, lo que
es lo mismo, que la media temporal del momento de orden k-ésimo tiende al valor verdadero
de este. Sin embargo, segun las definiciones presentadas con anterioridad, el concepto de
ergodicidad va a ir asociado a los cumulantes y no a los momentos. Mds concretamente se ha
visto en la definicion (4.30) que la ergodicidad de cuarto orden implicara que tanto los
momentos de orden cuatro como los de orden dos seran ergodicos, ya que no se permiten
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sefiales con alguna de sus frecuencias o, nulas, condicion suficiente para que los momentos de
orden uno sean ergddicos y no influyan en los cumulantes de orden cuatro.

Como es sabido, para que una sefial sea ergddica, es necesario que sea estacionaria en
el mismo sentido. Esto se debe a que al realizar cualquier media temporal se pierde la
dependencia en n, siendo imposible que una sefial ergddica no sea estacionaria. Por tanto, en
este apartado se supone que la sefial es estacionaria de cuarto orden, es decir, que se cumplen
las anteriores condiciones 1) y 2), deducidas en el apartado anterior para las sefiales
estacionarias. El estimador promedio temporal de la serie de cumulantes de orden cuatro para
una sefial de longitud 7 sera:

7-1 T-1
524(T 1T T35 =%2_; 2 (n)z(n+1)z(n+1,)z(n+1,) —_TI—ZZO z (n)z(n+1)

T-1

T-1 -1 -1
Z z(n+1,)z(n+1,) —%g z*(n)z(n ”2); z(n+1))z(n+1,) —%Z z (mz(n+t,)

n=0

T-1

* Jay o rany- “’)( ) J(mr *OTyFOT)
)y Zn+1))2(n+1)= X 4, 44, Ae P (4.33)
n=0 1<ijki<p :

T T
sen((o® j+cok+m,—(oi);) -1 sen((mj—coi);)

-y 44 N
Tsen((mj+mk+0)1—coi)/2) \ihep /
sen(((x)k+m,)z) (

Tsen((w,+o 1)/2)

P e

Tsen((0,~®)/2) 1skzp

e Ty +as) (o Jia) +cokr2+u),r3) _]((.l)j‘tz +@T T OT3) +e j(o)j1:3 +OyT, +(u,r2))

Para estudiar las condiciones de ergodicidad, se calcula la diferencia entre el valor
verdadero de los cumulantes y su estimador promedio temporal y se imponen las condiciones

sen(mi:) ja(Zh
—€

de estacionaridad. Haciendo esto y definiendo g(w,T)= r— ? ‘resulta:
sen

Ad 4 * * j((l)-‘l: LT *(DT)
¢ (tptz:’ryT)—cz (TI’TZ”EIS):”];‘D (A, AjAkAl‘g{Ai AjAI(AI}>e TR TS
ijkJeD, |
>, A4 i*AjAI(AIeJ(ij] R D AAAE0, +o)k+a),'m,-,T)eJ(“’ﬁ1 T O)

1k /0, ijkled,
} (4.34)

S 14 8 44g00,0] T dd 3 A g0

1<i#j<p kled, kled,

}pj g{‘ A ,2} Z &4 kA} J(O)t1+0)k1f3+u),r3) j(mr2+u)krl+(x),t3) J(a)t3+(,)k-rl+wlr2)}

kled,

donde se ha hecho uso de la propiedad g(0,7)=1. También se ha tenido en cuenta que se
cumplen las condiciones 1) y 2) de estacionaridad. Se aplica ahora el limite 7- en la
expresion anterior:
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i (605, D=/ (i) 2 (A7 B AA A0

T~ ijkle®,

. Z A AAkA 1)+ T raT) LEIA !ZLZ AA + Z A,/4,] (4.35)

i),k Je® /D, Je®, kle®,/0,

V4 . . .
Z g{‘ A 12} Z FA I(A }kel(@jt\+mkt2+mlt3) + ej(mjfz*mkfx om) eJ(ﬁ)jfs"mkfx*mlfz))
i ! s

i=1 kleo,

donde se ha aplicado que lim(g(w,7))=0siempre que w=0.
N T-o

Las condiciones para que el anterior limite sea nulo (que son las condiciones de
ergodicidad de cuarto orden) se deducen anulando cada uno de los términos del anterior limite,
y resultan:

1) No existe ©,/D,.
2) Siij,k,le®, entonces A;A,A,A, es no aleatoria.
3) O no existe @, o, si existe, |4,|% es no aleatoria V i=1,....p.
4) No existe O,/D,.
5) Si existe @, entonces para (i,/) €®, entonces 4.4, es no aleatoria.
Es facil ver que si se cumplen las tres primeras se cumplen las otras dos:

- 1), 2) y 3) son verdaderos y supongase que 4) es falso. Esto tultimo significa que
HiHeD,/D,, luego 3(iy) 1<ij<p/ &{A4, 4}=0y o+»;=0 (mod 2x). Entonces, para todo
k=1,...,p se cumple, debido a que se ha supuesto que 3) es verdadero y a que @, debe existir
para que 4) pueda ser falso, que &{4, AA A} =|4,]°E{44,} =0 y o0 +0,0,=0+0,=0 (mod
2x), lo que contradice 1. Por tanto 4) es verdadero, siempre que sean verdaderos las tres
primeras.

- 1), 2) y 3) son verdaderos y supongase que 5) es falso. Esto implica que 3 (i,/)e®,/ 44, es
aleatoria. Entonces, para todo k=1,...p se cumple que &{4,'444,}=|4,/°E{44}+0 y
4,44 A, es aleatoria, ya que por 3) 4, A, es no aleatoria, al tener que existir @, (®,c®; ) para
que 3) pueda ser falso; luego, y como si i,je®, entonces k,i,j,ke®,, no se cumple 2).

Tras todo esto se pueden enunciar las condiciones de ergodicidad y estacionaridad:

L ©,=0,
IT. Si i,j,k,le®, entonces 4,'4,4,4, es no aleatoria.
1L ®,=0,.

IV. O no existe ®@, o, si existe, |4,|* es no aleatoria V i=1,...,p. y no existe ®s.
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Este conjunto de ecuaciones es un conjunto suficiente de ecuaciones para que las
sefiales armoénicas sean estacionarias y ergddicas de cuarto orden. Adem4s, en virtud de la
independencia lineal de las exponenciales con argumentos independientes, también es un
conjunto necesario.

Por ultimo, recordar que para una sefial x(n) arménica que cumpla con las anteriores
condiciones se tiene que el estimador media temporal posee las siguientes propiedades
estadisticas:

&, (1,,7,,7, D =¢,(1,,1,,7;), W.p.1.

T (4.36)
Varlé, (11,7, —> 0

La primera expresion proviene directamente de las imposiciones hechas sobre la sefial y que
han dado lugar a las condiciones I-IV. La segunda de las expresiones proviene del hecho de
que si el estimador media temporal tiende al valor verdadero con probabilidad uno, también
lo hace en error cuadratico, lo que implica que la varianza cumple lo anteriormente expuesto
[PAP84].

IV.5.3. Seiiales con acoplos ciibicos de fase.

A continuacion se van a imponer condiciones sobre las amplitudes dadas en (4.28),
consiguiendo asi un tipo de sefiales armonicas con las que se modelan los acoplos de fase, tal
y como se definen en (4.26). Las sefiales van a ser de la forma dada en (4.28), donde

A=Bg¢"",con las amplitudes B, constantes y las fases v, variables aleatorias uniformemente
distribuidas en [0,27), pero no necesariamente independientes, ya que se permite que algunas
de ellas sean suma de otras. Recuerdes que cuando una frecuencia sea la suma de otras se dird
que est4n relacionadas arménicamente, y si ademas de esto se cumple que la fase de la primera
es la suma de las otras fases se dird que forman un acoplo de fase. El acoplo serd cuadratico
si una frecuencia es la suma de otras dos, y la fase de la primera la suma de las otras fases; sera
cubico si se cumple lo anterior pero para la suma de tres, y asi sucesivamente.

Con las restricciones impuestas sobre las amplitudes se consigue el tipo de sefiales
definidas en 4.26. Sin mas que adaptar las conciones generales a este subconjunto de sefiales
armonicas, es facil ver que las condiciones de estacionaridad resultan:

1) Para todos 1<i,j,k/<p que cumplan y+y,+y~y,=0, se cumple que 0 +ot+0~0,=0.

2) O no existen 1<ij<p tales que y+y,=0, o, si existen, se cumple que @;+®,=0 (mod 2x) y
no existen 1<i#j<p tales que y;=v,.

De la misma forma, las condiciones de ergodicidad y estacionaridad quedan:

I) Para todo 1<ij.k/<p se cumple que y+y,+y~y,=0 siy s6lo si oto+0-0;=0.
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II) Para todo 1<i,j<p se cumple que y+y,=0 siy s6lo si o+®;=0 (mod 2x).

IIT) O no existen 1<i,j<p tal que cumpla y;+y,=0, o, si existen, no lo hacen 1<i#j<p tales que
V=V,

Elresto de las condiciones no es necesario imponerlas debido a la propia naturaleza de
las sefiales. Se puede apreciar que para que una sefial de este tipo sea ergddica debe cumplir
que si cuatro frecuencias estan relacionadas arménicamente entonces forman un acoplo cuibico
de fase. Asiuna sefial de la forma:

8 .
x(m)=Y, 4", 4.37)

i=1

con M, =0, tW,+0;, W3 =0s T+, Yy =WsHy+y, y v, con i=1,...,7 independientes, no es una
sefial ergddica.

El estimador promedio temporal de la serie de cumulantes tiende hacia un valor que
no es el valor verdadero de la serie de cumulantes del proceso:

T-

N * j(‘llx*‘llz“‘lla‘\ll‘;)( J@yT v optranty) (0T resTyregts) | (0T ity 0Ty
(10, 1) "> 4,4,4,4, € e +€ +e

(4.38)

(05T, +@,T, +@, T (5T + T+ T (3T, + 0T, + 0y T *[ (0T, +@¢T, T @4T;)
eJ(sl“’zz 13)+eJ(21“’32 13)+eJ(31 12‘“23))+A5A6A7A8(e.1 ST 0T TS

e J(@5Ty +0qT5 +0gT3) +e (06T} +@5Ty +OT3) +e (O +0gT, T @5T;) +e J(@gT) + @y +W5T3) +e JoTy +(05‘t2+(06t3)) )

Como se puso de manifiesto en el apartado IV.4., la serie de cumulantes verdadera sélo
poseerd ¢l segundo sumando. Para obtener un valor verdadero den la estimacion de la serie de
cumulantes es necesario promediar los estimadores promedio temporal en registros
independientes. Si se poseen K registros independientes con L datos cada uno, se calcula el

estimador promedio temporal en cada uno de los registros independientes ¢ ’(1:1,12,1:3,L), y

posteriormente el estimador se calculara promediando este en registros independientes, de
forma que:

K
é(tl,t2,1:3,L,K)=%E ¢t t,00) (4.39)
i=1

Este estimador cumplird que:
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L-o K . . . .
N 1 iy + sy - (0T, +0,T, + T (0T + 03T, +@ T
c(tl’TZ’T3’L’K)_>A1A2A3A4* __Z V17 ¥2 Y37y (eJ( 17t 0gT05T) | J(O0T T 0gTy) |
i=1
+ej(“’2‘1*m\12*“’3"3) +ej(“’3’-'\+°’2‘2+“’1f3) +ej(“’271+‘°3"2*‘”1f3) +ej(“)3’1*")172+“’2’3)) + AS A6 A 7A8* (4_40)
(ej(msfl 06Ty +yT3) +ej(035T1+0)772*“)673) + ej(msﬁ"msfz*“)ﬂs) "

J(07T; + Ty +WsT: H(@T] +@T,+ DT J(07T) + @5 Ty + DT
eJ(71 T2 53)+e.!(51°)72 53)+eJ(0371 5Ty 63)>.

Un poco més adelante se demostrara que la suma y resta de funciones aleatorias independientes
uniformente distribuidas en [0,2x) (mod 2x) es una funcion aleatoria uniformente distribuida
en [0,27). Teniendo en cuenta este resultado la sumatoria en K tiende a cero para K tendiendo
a infinito, es decir:

LKoo
a *[ J05T +@Tr+®7T3) | j(0sT) + 04Ty +06T3)
81,11y, LK) = A A A AT ve . wan

J(OgT 05Ty +@T3) (9T + BT+ BTy} (06T ¥ 0Ty +DsT3) | j(T; + 05Ty +06T5)
+ei'¥ ) e 17%672705T) | J BT 707 T AT LSBT 263,

que es el valor verdadero de la serie de cumulantes.

Una pregunta que se podria plantar es con qué velocidad va a tender el estimador
promedio temporal al valor verdadero de la series de cumulantes. Para una sefial ergddica, el
estimador promediado en el tiempo, para una cantidad de datos T concreta, va a ser igual al
valor correcto de la serie de cumulantes, mas términos que van a cero como g(®,T), con @#0.
Esta funcion va a tender a cero, para =0, como 1/7. Los mayores problemas de convergencia
aparecen cuando ® es muy proximo a cero, en cuyo caso la tendencia serd como 2/(w7), que
tardard més en converger mientras menor sea ®. Por ejemplo, una ®=0.01, requiere un T de
20000 para que la funcién g(®,7)~0.1, un 10% de su valor maximo (T=0). Hay que recordar
que las @ que aparecen como argumento de las funciones g provienen tanto de sumas o restas
de dos frecuencias individuales como de cuatro. Si las frecuencias individuales o, son bastantes
distintas, es facil ver que, salvo coincidencias, las sumas y restas de estas serdn bastante
distintas de cero. Esto no es cierto para las sumas y restas de cuatro frecuencias, mas si se
tienen en cuenta que todos las posibles combinaciones de ellas estan incluidas en los
argumentos de las funciones g, a poco que el nimero de frecuencias sea mayor de cuatro.
Luego no es nada extrafio que el estimador promediado en el tiempo de funciones ergodicas
requiera un 7 relativamente grande para tender adecuadamente al valor verdadero de la serie
de cumulantes, debido a alguna/s combinacién/es de cuatro frecuencias individuales que haga
que ®=0to,+o~0; sea muy proxima a cero, lo que produce que hasta T altos la sefial se
comporte como no ergodica.

En el caso de tener acceso a registros independientes, se abre otra posibilidad para
mtentar acelerar la convergencia del estimador promediado en el tiempo de sefiales ergddicas.
Como ya se dijo anteriormente, esta posibilidad es la inica en sefiales no ergddicas, en las que
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es imprescindible el promediar en registros independientes para poder obtener el estimador
correcto. A diferencia del comportamiento del estimador promediado en el tiempo, para ver
como va a tender el promedio en registros independientes es necesario conocer la naturaleza
estadistica de las amplitudes de los procesos armonicos. Por ser el caso que centra este
capitulo se restringird este estudio al caso de amplitudes constantes y fases uniformente
distribuidas en el intervalo [0,2x), tal y como aparece en (4.26).

En este caso, la tendencia del estimador va a venir dominada por la funcién
K o
l iyt +y+ A . I .
h(K)==Y" 12" Y9 16 primero es ver como se comporta una funcién aleatoria que sea
i=1
la exponencial de la suma de tres fases menos una, todas uniformente distribuidas entre [0,27)

¢ independientes entre si. Una variable aleatoria z=y,+y,+y;~y,, donde todas las y son
" independientes uniformemente distribuidas entre [0,27) sigue una distribucion:

0 siz<-27;
3 3
56~+z 2r +27cz+§19 si -2n<z<0

3
—% +Z 21t+21rz+%1c3 si O0<z<2m

f@)=S

3 -
52—-522717*-1471224'2?011:3 si —2n<z<4m

—%3+322n—1811:z+36n3 si -4n<z<6bm

| 0 st -zz26m

Si se tiene en cuenta que las fases tienen modulo 2x, es decir, que y=y+2x, como
dominio de z habra que tomar s6lo el intervalo [0,27) (que es a la vez la region principal de la
exponencial compleja que es multivaluada), debiendo trasladar la contribucion de los distintos
intervalos fuera del de interés a este, mediante traslacion de los trozos de la funcién de
distribucion que quedan fura de este intervalo. Haciendo esto se llega a que z también sigue
una distribucion uniforme en este inervalo.

Segtn lo anterior, para ver como mejora el promedio en registros respecto al promedio
temporal simple, habrd que estudiar el comportamiento de la media muestral de una
exponencial cuyo exponente sigue una distribucion uniforme en el intervalo [0,27),

K .
entendiendo por media muestral 4(K) =lz e/, donde las fases y' son independientes. Esta
i=1
h(K) es una variable aleatoria de media cero y varianza, definida como o*=&’{h*(n)h(n)}, igual
a 1/K. A partir de la desigualdad de Tchebycheff se obtiene una cota inferior al valor de que
la probabilidad de que el valor absoluto de esa variable aleatoria sea menor que una

determinada cantidad €. Esta cotaes P{|A(K)|<€}>1- % . Sise quiere mejorar la estimacion
Ke

en un orden de magnitud significa multiplicar cada uno de los sumandos asint6ticamente nulos
por un factor 0.1. Tomando €=0.1, segun la anterior desigualdad, se obtiene

P{|h(K)|<el=1 ——1]9(9 . Si se desea una probabilidad del 90% de que el valor absoluto de A(K)
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sea menor que € se necesita, segin la expresion anterior, un K=1000. Se observa que la
convergencia que predice este limite es muy lenta. Sin embargo, lo que proporciona el limite
de Tchebycheff es una cota superior, pero el comportamiento real de la media muestral puede
ser mejor que el que predice la anterior desigualdad. Para ver lo que realmente sucede habria
que calcular la funcién de distribucién de la variable #(K), lo que requiere un arduo trabajo
probabilistico, que puede involucrar calculos inabordables. Se puede conseguir una idea
aproximada de como va a ser el comportamiento de la media muestral a partir de distintas
realizaciones de los procesos anteriores y un estudio de su convergencia.

En la siguiente figura se representa el valor absoluto de 10 medias muestrales en
funcién del nimero de muestras K:

0.9

0.8

g
Q

<
o

abs(h(K))
(=]

0.4

900 1000

Se puede ver como con 200 realizaciones, todas las medias muestrales menos una estan
por debajo de 0.1, 1o que implica un 90% de las veces. Por supuesto esto es sélo indicativo y
se necesitaria muyas mas realizaciones para conseguir inducir adecuadamente el porcentaje de
veces que con 200 realizaciones la media muestral se encuentra por debajo de 0.1. Sin
embargo, si indica que el limite que proporciona la desigualdad de Tchebycheff es muy amplio,
y que la convergencia real de la media muestral es bastante mas rdpida. También se aprecia
como el valor de la media muestral se reduce muy rapidamente hasta 100 registros
independientes, y que a partir de 300 la mejora es muy poca. Estos resultados deberan ser
tenidos en cuenta a la hora de realizar una eleccién 6ptima para el pardmetro K, de forma que
la mejora introducida justifique el esfuerzo adicional de célculo.
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Una ventaja obvia de promediar en registros independientes, es que la mejora que
produce no depende de los valores de las frecuencias individuales ®,, como sucede en los
promedios temporales, 10 que es siempre deseable. El principal inconveniente es que la
convergencia es significativamente mas lenta.

Imaginese que se tiene una sefial en la que aparece algin o de los argumentos de las
funciones g que aparecen en los promedios temporales del orden de 0.01. Entonces, para
conseguir que g(®,L)~0.1 se necesita un L~2000 datos. Si tomamos 200 realizaciones
independientes de L=10 datos cada una, se consigue reducir a 0.1, un 95% de las veces, la
parte asintGticamente nula del estimador. Se ve como en este caso es similar el estimador
promediado en el tiempo con 2000 datos, que promediar en 200 registros independientes el
promedio temporal para 10 datos, siendo también similar el esfuerzo de célculo. Sin embargo,

. s1 @~0.002 se necesita un L~10000 datos para producir un valor de g(®,L)~0.1, mientras que
promediar 1000 registros independientes de 10 datos cada uno proporciona un valor,
practicamente siempre, de 0.05 en las contribuciones asintéticamente nulas. Con un mismo
esfuerzo de célculo, puede ser mas interesante una estrategia que otra. Bien es cierto que esto
sera posible realizarlo dependiendo de la disponibilidad de registros independientes y de la
longitud de los registros en la situacion concreta de trabajo.

IV.6. ACOPLOS CUBICOS DE FASE EN SENALES COMPLEJAS Y MODELACION
AR.

En este apartado se intentara encontrar un conjunto de coeficientes AR que puedan
utilizarse para la detecciéon de acoplos cubicos de fase en sefiales armdnicas. El modelo de
sefial serd el dado en (4.26) y lo que se persigue es construir sistemas de ecuaciones cuyos
coeficientes sean cumulantes de cuarto orden de la sefial x(n) dada en (4.26) y cuyas incognitas
sean los coeficientes AR. Siguiendo la misma idea que se siguié en la modelacion AR de
acoplos cuadraticos de fase en sinusoidales reales, el sistema de ecuaciones debe ser tal que
mediante el triespectro construido con los coeficientes AR que lo solucionan se puedan
detectar los acoplos cubicos.

El sistema de ecuaciones sera:

3t
Y a(ci(m-ing)=0, ng=0,..3ty m=1,..3t, (4.42)
i=0

con a,(0)=1. La definicién de cumulantes de cuarto orden es la misma que se sigui6 en (4.25).
Este sistema de ecuaciones es idéntico al sistema de ecuaciones recursivas que cumple un
sistema AR, tal y como se mostrd en (2.10). Lo interesante es saber que propiedades deben
cumplir los coeficientes {a,(i)} ., s para que el anterior sistema se cumpla. Para ello hay que
sustituir el valor de los cumulantes de la sefial x(n), que se calcularon en (4.25). Haciendo esto,
el anterior sistema de ecuaciones queda como:
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3t ! .

. oy (m-Drag; nrog; q)
Z al(l)z As,lAs,ZAs,B 1s,4 Z e s
i=0 s=1

U1/2d3)E55

\ (g ; m+a, ; n+o, . q) 37 ~ja ;i (443)
E AS,IAS,ZAS,3AS,4 Z e Vo Z al(i)e T =Q,
5=1 (ialp)ES; pars

Para que lo anterior se cumpla es necesario y suficiente que los coeficientes cumplan la
condicion

3t o
Zal(i)e'wx"':O, para todo s=1,...,t y k=1,2,3. (4.44)
i=0

Se sabe que siempre es posible encontrar un conjunto de coeficientes que cumplan la anterior
ecuacion, sean cuales sean las frecuencias acopladas, ya que para cualquier ¢ conjunto de
numeros en el plano complejo, existe un polinomio de orden g cuyas raices son los g nimeros
del conjunto. En la anterior igualdad existe una ambigiiedad de escala que se ha eliminado al
hacer a,(0)=1.

A partir de (4.44), es facil ver como la transformada de Fourier de este conjunto de
coeficientes AR:

3t
A (@)= a,(me, (4.45)
n=0

presentara ceros Gnicamente en las frecuencias acopladas, es decir, en las frecuencias o =aw,,,
cons=1,...,ty k=1,2,3. A estos de coeficientes se les llamaran coeficientes AR de frecuencias,
al igual que al modelo AR que queda caracterizado con ellos.

El sistema a solucionar queda, en forma matricial como:

c;Ong) -~ ¢/(3t+Lng) | a (D)) | cflng)
o ]= : . (4.46)

c/3t-1ng) ~ ciOng N\ | clGng)

Ya es posible identificar las frecuencias acopladas a partir de este conjunto de
coeficientes AR de frecuencias, sin mas que encontrar los ceros de la transformada de Fourier
de sus coeficientes. Sin embargo, si existen mas de un acoplo cibico, no es posible determinar
en el conjunto de las frecuencias cuales corresponden a un acoplo y cuales corresponden a
otro, ya que en este caso no aparece contribucion alguna por parte de la suma de frecuencias
de los acoplos. Es precisamente para determinar esto para lo que se construye un nuevo
sistema de ecuaciones y por lo que los anteriores conjuntos de coeficientes han llevado en todo
momento un subindice uno, distinguiendolos de esta forma del conjunto de coeficientes que
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va a deducir a continuacion.

El otro conjunto de ecuaciones que se va a construir es el siguiente:

t
Z az(i)c:(m—i,n+m—i,q+m—i)=0, n,g=0,...t y m=1,..t. (447
i=0

Al igual que anteriormente, hay que encontrar las propiedades que deben cumplir el conjunto

.....

que sustituir en (4.47) el valor de los cumulantes orden cuatro, quedando el sistema de
ecuaciones de la forma:

!

{
_2.; az(i)zl As,lAs,ZAs,3As,4
i= 5=

(iad3)ES;

¥ s (m-D o, o grmD)

¢ s v, (1o, @I o (4.48)
5 5. 5 . =} 54l _
E As,lAs,ZAs,3As,4 Z e . ” Z az(l)e +=0.
s=1 GrJady)ES; i=0
Para que el anterior sistema sea cierto es necesario y suficiente que se cumpla:
t -3 .
Y a,()e?™*=0, para todo s=1,...,t. (4.49)

i=0

En Ja anterior igualdad existe una ambigiiedad de escala que vuelve a eliminarse haciendo
a,(0)=1. A partir de (4.49), es facil ver como la transformada de Fourier de este conjunto de
coeficientes AR:

A,(w) 221: az(n)e‘j“"‘, (4.50)
n=0

presentara ceros Unicamente en la suma de las frecuencias acopladas, es decir, en las
frecuencias w=a, ,, con s=1,...,1. A estos coeficientes se les llamaran coeficientes AR de suma,
al igual que al modelo AR que se puede definir a partir de ellos.

El triespectro para ambos conjuntos de coeficientes AR se obtiene a partir de (2.9), es
decir:
T)(0,,0,,0,)=H (0 )H (0,)H ,(0,)H (0, +®,*®,)

. (4.51)
Ty(@},0,0,)=Hy(0 ) Hy(0,) H)(0) H, (0, +®, +©),

con H(w)=1/4,(w) o Hy,(®w)=1/4,(»). Ninguno de estos dos triespectros modelan bien el
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comportamiento de del triespectro verdadero de la sefial x(n) de partida, el cual es cero en todo
punto salvo en los correspondientes a los acoplos cubicos de fase. Esto se debe a que la
transformada del conjunto de coeficientes de frecuencias no presenta un cero en la suma de las
frecuencias del acoplo, lo que es necesario para que H, (0,+0,+®,) posea una contribucion
infinita cuando las tres frecuencias sean las de un acoplos, que en la préctica se convertira en
un pico. Por su parte, el conjunto de coeficientes de suma anula su transformada de Fourier
en ninguna de las frecuencias de los acoplos, salvo en la suma de estas, por lo que tampoco
presentara el deseado esquema de picos que con el que es posible detectar los acoplos cubicos
de fase.

Sin embargo, haciendo uso de los dos conjuntos de coeficientes AR se puede definir
una triespectro, tal y como:

T(w,,0,,0,)=H (0 )H,(0,)H,(0,)H, (0, +®,+0,). (4.52)

Este triespectro sf presentard picos en todos aquellos conjuntos (v,,v,,v,) que formen
un acoplo cubico de fase, ya que la funcién H,(w) presenta una contribucion infinita a cada una
de las frecuencias individuales y la funcién H,(®) presenta una contribucion infinita a la suma
de estas.

Se ha conseguido de esta manera la deteccion de acoplos clibicos en sefiales complejas
mediante el uso de la modelacion AR de cuarto orden, como se deseaba.

Es conveniente sefialar ciertas particularidades del procedimiento anteriormente
descrito. La primera es el hecho del que el método que se ha propuesto es exacto, en la medida
que se puedan calcular exactamente los cumulantes de orden cuatro de la sefial x(#) dada en
(4.26). Incluso en el caso de sefial sin ruido, esto no sera posible, ya que sélo se dispondra de
un numero finito de datos, por lo que apareceran errores de estimacion. A estos errores hay
que sumarles los errores producidos por el ruido aditivo, que en cualquier caso practico estd
presente en mayor o menor medida. Estos errores produciran que los métodos no sean exactos,
por lo que es interesante estudiar diferentes estrategias en la resolucion y construccién de las
ecuaciones, que proporcionaran resultados distintos.

Unas de las variables que han quedado libres en el planteamiento han sido los indices
m, n'y q en las ecuaciones (4.47). Distintas elecciones en estos indices darén lugar a métodos
distintos de estimacion de los coeficientes AR, tal y como se vio en el capitulo II para sefiales
reales.

Otra interesante puntualizacion es que el tamafio 3¢y ¢ de los sistemas de ecuaciones
uno y dos, son dos limites inferiores, pero es posible aumentar las dimensiones de los sistemas
de ecuaciones, cumpliendose que el triespectro resultante presenta picos en las frecuencias
acopladas. Este es un procedimiento que suele utilizarse en para acoplos cuadraticos en sefiales
reales, y que permite disminuir los errores debido a la presencia de ruido aditivo. En efecto,
si la sefial estd contaminada con ruido y los cumulantes obtenidos presentan errores a causa
de ello, los ordenes 6ptimos de los sistemas uno y dos de ecuaciones no serd 3¢ y ¢,
respectivamente, sino que seran mayores. Se abre de esta manera el problema de determinar
cudl es el orden Optimo de los sistemas AR, y con ello de las sefiales AR que modelen la sefial
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x(n). Este serd un problema que no se abordara en esta tesis, aunque en su resolucion serd
inevitable hacer un barrido en los ordenes de los modelos AR, tarea que ya se sabe que es
facilitado por los métodos de resolucion recursivos en el orden.

Una limitacion que aparece en estos métodos es la determinacion de las amplitudes de
los acoplos. Mediante la modelacién AR se ha visto que es posible encontrar la terna de
frecuencias que lo forman, pero no se dispone de ninguin mecanismo que permita establecer
la magnitud de tales acoplos. Esta limitacion ya aparecia en la aplicacion del modelado AR a
los acoplos cuadraticos de fase en seiiales reales, incluso en la aplicacién del modelado AR de
segundo orden en la deteccidén de frecuencias en procesos arménicos lineales. Si se desea
informacion sobre estas amplitudes es necesario recurrir a métodos de estimacion clésicos e
incluso de esta manera serd muy dificil encontrar una estimacién adecuada a tales magnitudes.

. Esto se debera a que en el triespectro tedrico de estas sefiales, las amplitudes de los acoplos
aparecen como el drea de una delta de Dirac, lo que siempre presenta enorme problema de
estimacion a partir de datos ruidosos y finitos. Esta serd una de las motivaciones del desarrollo
de un método alternativo de célculo de acoplos basados en ESPRIT (estimation signal
parameters via rotation invariance techniques), que se desarrollara en el apartado IV.8.; que
permitird estimar las amplitudes de los acoplos, aparte de las frecuencias acopladas, claro esta.

En el siguiente apartado se indica brevemente las modificaciones que son necesarias
para adaptar a sefiales complejas los métodos de estimacion AR del triespectro desarrollados
en el capitulo II para sefiales reales.

IV.7. METODOS AR DE ESTIMACION TRIESPECTRAL PARA SENALES
COMPLEJAS

Para poder realizar una estimacién mediante los métodos AR desarrollados en el
capitulo IT habra que estudiar previamente si es necesario introducir en estos alguna correccion
debido a que se trata con datos complejos, en vez de los datos reales para los cuales fueron
disefiados.

a) Método de Levinson

Este método es un método estandar de resolucion de sistemas de ecuaciones toeplitz,
reales o complejas, por lo que s6lo habra que construir sistemas de ecuaciones que posean esta
estructura con los indices que quedan libres en las ecuaciones (4.42) y (4.47.).

En concreto los sistemas el sistema de ecuaciones uno se consigue haciendo n=¢=0y
m=1,...,3¢, lo que proporciona un sistemas de ecuaciones idénticos al de (2.34), con los
cumulantes definidos para sefiales complejas. El segundo sistema de ecuaciones se consigue
haciendo n=¢=0 y m=1,...,t, dando lugar al sistema de ecuaciones:
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c0,0,0) -~ cl(-t+1-t+1,-t+ )| a (D) | cd(1,10)
S I (4.53)
cle-1,0-1,0-1) - ¢.(0,0,0) a,30) | cXunh)

que puede verse que posee estructura toeplitz.

b) Método de LS

Aligual que en el método de Levinson, una vez construidas las matrices, la resolucion
se realiza mediante un proceso estandar de resolucién por minimos cuadrados el sistema de
ecuaciones sobredeterminado que resulta. S6lo habra por tanto que fijar las elecciones de los
indices de los sistemas de ecuaciones (4.42) y (4.47), y una vez con estos resolver mediante
minimos cuadrados. El primer sistema de ecuaciones resulta de hacer en (4.42) m=1,....3¢,
n=0,...,3ty g=0. Se obtiene de esta forma un sistema similar al obtenido en (2.36), sin mas que
cambiar los cumulantes reales por los complejos. El segundo sistema de ecuaciones se consigue
haciendo m=1,...,t, n=0,...,t y ¢=0 en (4.47).

¢(0,0,0) e} (~t+1,-1+1,-1+1) AR RY
4 4 4
cle-14-1t-1) - ¢(0,0,0) a,(1) clatn
P = : : (4.54)
¢ (0,1,0) NG NEes SRR L €] B A GWES W )
4, 4 4
cla-120-10-1) - ¢}(0,1,0) cla2tn

Una vez con ellos el método es inmediato.

¢) Método de CFOM simple

Este método se distinguia del método de Levinson que en el célculo los cumulantes no
se utiliza las propiedad de estacionaridad que posee la sefial. Se basaba en la definicion de unos
estimadores de los cumulantes de cuarto orden que se daban en (2.41) y que no tenian en
cuenta la citada propiedad de estacionaridad que los cumulantes poseen. En el caso de sefiales
complejas, la definicion de estos estimadores que no tienen en cuenta la estacionaridad es, para
el primer sistema de ecuaciones es:
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N N Y
k= —— Y x(n-ix (n-Bx(n-kE-——] 3 x(n-ix“(n-k) Y. x(n-kY
N’pn=p+l (N—p) n=p+1 n=p+1 (4 55)
N N .
2 Y x(n-ix(n-8) Y. |x(n-k)|?
n=p+1 n=p+1

y con ellos se construye el primer sistema de ecuaciones que resulta ser idéntico al que aparece
en (2.43). En el segundo sistema de ecuaciones los estimadores de los cumulantes se definen
como:

CZ(. _ 1 J Y N3 3 u Yo - N 2
. z,k):T Z x *(n-ix(n-k) - Z x(n-ix(n-k) Y, x(n-kp,  (4.56)

“Pn=p-+1 (N"p) n=p+1 n=p+1

y con estos estimadores se vuelve a construir un sistema de ecuaciones idéntico al que aparece
en (2.42).

Los dos sistemas tienen la misma estructura pero seran distintos, al ser distinta la
definicion de los estimadores no estacionarios de los cumulantes de orden cuatro.

¢) Método de CFOM complejo.

En su modificacion, lo que hay que hacer es lo mismo que se realizé para el método
CFOM simple, es decir, definir los estimadores no estacionarios de los cumulantes de orden
cuatro. Para el primer sistema de ecuaciones, esta definicion queda:

N
Cxl(i,r,k)=7v—1—— Y x(n-iy(n-r)x “(n-k)(n-F)-

“Pn=p+1
1 N N
x(n-i)x *(n-k) x(n-rx(n-k)+ 4.57
(N-p)* ngl n=pz+l (:37)
N N N N
N x(n-ix(n-k) Y, x(n-rx*(n-k)+ Y, x(n-ix(n-r) Y. |x(n-k)|?|.
n=p+1 n=p+1 n=p+1 n=p+1

Con esta definicion se construye el sistema de ecuaciones (2.47). Para el segundo
sistema de ecuaciones se construyen los estimadores no estacionarios de los cumulantes de
orden cuatro como:

N
sz(i,r,k)zﬁlg 3 x*(n-ix(n-rix(n-ky -
“Hn=p+1

, (& N N N (4.58)
Z x “(n-i)x(n-k) Z x(n-r)x(n-k)+ Z x “(n-iDx(n-r) Z x(n-k)?
(N—p)z n=p+1 n=p+1 n=p+1 n=p+1
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con los que se vuelve a construir un sistema como el dado en (2.47).

d) Método RCM

La generalizacion del método RCM a sefiales complejas no seré tan directa como Io
ha sido para el resto de los métodos. El desarrollo del método RCM comenzaba con la
definicion de varios productos escalares entre dos sefiales (2.13). Para dos sefiales complejas
¥(n) y z(n) los productos escalares se definen para sefiales complejas como:

()| z(n)>;=Cumly *(n),2(n) x(n-5),x(n-s)]. (4.59)

Una vez hecho esto, se construian las funciones error (2.14). En este caso complejo, las
funciones error se definiran de igual forma, teniendo en cuenta que |-|, significa <-|>,y que

las definiciones de producto escalar no son las dadas en (2.13), sino en (4.59), como era de

esperar.

O =Ix(m) %/ ml;=leml;  $=0,L,...p

4.60
05 =lxm-£ WP =le mI>  5=0,~1,...,p. (4.60)

A continuacién hay que realizar una primera minimizacioén de estas funciones error
respecto de los coeficientes de prediccion lineal. En el caso de sefiales complejas, la
minimizacion debe realizarse respecto de la parte real y la parte imaginaria de los coeficientes
por separado, obteniendose asi el doble de ecuaciones que en el caso real. Se debe cumplir de
esta forma:

Oy o % o 90 o D,
da, ()  da,(i)  9b, () b,

0, (4.61)

lo que se hara ahora es reagrupar las derivadas para facilitarla deduccion de las ecuaciones
RCM. De forma que las anteriores cuatro condiciones se pueden imponer de la forma:

0 " 90s, -0, 90sp . D o
da, (i) 0da,()  day(i) da,(i)
30y " 90, -0, Qs y 0% 0.
0b\(i) 9b, () 9bN()  3b,(D)

2

(4.62)
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Es facil ver que las condiciones (4.61) y (4.62) son idénticas, ya que se han hecho
combinaciones lineales independientes. Tras esta minimizacién, y haciendo las mismas
consideraciones que se hicieron en el capitulo II, resultan los siguientes sistemas de ecuaciones:

<xH(n=8)| X =(0)pd(5)  p2520
<€) x(n-5)>7(0,)nd(s)  p2520
<x(n-5)|& "> =(0)pid(s)  -Ps5<0
<6 () |x(n=57>,=(Q3)pis3(s)  ~ps530

(4.63)

Todos los sistemas de ecuaciones son sistemas toeplitz, por lo que se pueden definir
unas relaciones para los coeficientes de prediccion lineal que sean recurrentes en el orden del
modelo de prediccion lineal y que estén dominadas por unos coeficientes que como ya se sabe
se llamaran coeficientes de reflexion, es decir unas relaciones como las dadas en (2.25) y
(2.26). En este caso se tienen las relaciones para los coeficientes de prediccion lineal hacia
delante y hacia atras y para sus complejos conjugados; siendo estas relaciones independientes
entre si, es decir, unas ecuaciones no son las complejo conjugadas de las otras, por lo que
habrd que imponerlas independientemente. Los coeficientes que cumplan unas ecuaciones
tampoco serdn los complejos conjugados de los otros, aunque se noten asi. De esta manera se
obtienen dos conjuntos de coeficientes de prediccion lineal hacia delante y hacia atras.

Si se desarrollan las expresiones de los productos escalares en los anteriores sistemas
(4.63), resulta que el primer y el tercer sistema corresponden al sistema de ecuaciones que
cumplen los coeficientes {a,(i)}., ,, haciendo p=3t, m=s, n=¢=0 y el segundo y el cuarto
sistema corresponde al que cumplen los coeficientes {a,(i)},.,,_,» haciendo p=t, m=n=q=s. Por
lo tanto, si se resuelven los anteriores sistemas de ecuaciones se podra estard en disposicion
de construir el triespectro dado en (4.52) y que permite detectar los acoplos cubicos de fase
en la sefial x(n).

En el desarrollo del método RCM, el siguiente paso es realizar una nueva minimizacion
de las funciones error (4.60) respecto de los coeficientes de prediccion lineal, pero teniendo
en cuenta que estan sujetos a las relaciones recursivas antes impuestas. El resultado es que la
minimizacién de ‘las funciones error respecto de los coeficientes de prediccion lineal se
transforman en una minimizacién de las funciones error respecto de los coeficientes de
reflexion, tal y como sucedid en el caso real. En esta minimizacién sucede lo mismo que la
anterior (4.61): hay que tener en cuenta parte real y parte imaginaria de los coeficientes de
reflexién por separado.

Tras realizar el mismo razonamiento que en el caso real, el resultado son las
expresiones de los coeficientes de reflexién en funcién de los cumulantes de cuarto orden y de
los datos del paso anterior del proceso recursivo; lo que, junto a las relaciones recursivas en
el orden que cumplen los coeficientes de prediccion lineal, cierran el ciclo y producen los
coeficientes de prediccion lineal. Estas expresiones para los coeficientes de reflexion son:
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k-1
Zbk ()<x(n-k+)| el ,(n)>, Zak_l(z‘)b;.l(f)cf(k—j—z’,-j,-j)

kS =50 _iy=0
L k-1 ] )

Y b (D<x(n-k+d)|e  (n-ky>, Y b, (Db (e, (i1, 7n )

i=0 ij=0
2 M (4.64)
Y a ()<x(n-Dlel (n-k>, Y, ay (Db, (Do) (i+i-ki-ki-k)

(k]{)*— i=0) ___i,j:O ,
k-1

-1
b (D<e(n~k+i)e. (n-k)y>, > by (Db, (e G, 5)

i=0 ij=0
donde los cumulantes estan definidos tal y como se ha venido haciendo para sefiales complejas

y viene recogido en (4.25).

De igual forma se obtienen los coeficientes de reflexion hacia atras:

k-1
ak*.l(i)<x(n+k-i)Ie,,’il(n)>_,, Y 4, (Db, (Del(+i-kii)

F’J’“

k"b: k~1: o iJ::(il
Y o ()y<x(nek-Dlel (n+k>, Y a (Da,_ (e, (i)
i=0 IJ =0
o (4.65)
b ()<x(n+i) el ((n+k)> Z (Db, (e (=i ~jkj k=)
(kkb)*:_ i=0 _iy=0

k-1
0 a; ()<x(n+k-i)|e] ,(n+k)>_, E a, (Da, (e, (-7

fe= ij=0

Los conjuntos de coeficientes de prediccion lineal equivaldran al conjunto de
coeficientes AR {a,(i)},,_,» haciendo p=3t, m=s, n=q=0; mientras que el conjunto de
coeficientes de prediccion lineal complejos conjugados corresponde a los coeficientes AR
{a)(D}ico, haciendo p=t, m=n=g=s. No debe confundir la notacion, ya que aunque unos
conjuntos de coeficientes se notan como los complejos conjugados de los otros, en realidad
se obtienen mediante ecuaciones distintas, por lo que no estan relacionados entre si por
conjugacion, y poseen las diferencias que se sabe que hay entre los conjuntos de coeficientes
AR uno y dos.

El método GM no sera desarrollado para este problema, ya que presenta muy mal
comportamiento para sefiales AR con sus polos cerca del circulo unidad, tal y como se puedo
comprobar con resultados experimentales en el capitulo I1I.

1V.7. METODO DE ESPRIT

En este apartado se presenta un método alternativo a los métodos AR para la deteccion
de acoplos cubicos de fase en las sefiales que se definieron en (4.26). Sin embargo, en aquella
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ocasion se exigio que todas las frecuencias fuesen distintas, unas de otras. De esta forma no
se permitia que un mismo acoplo tuviese dos frecuencias iguales, es decir, no se permitia un
acoplo de una frecuencia consigo misma. En realidad, es posible relajar esta condicion en los
métodos AR, sin mas que redefinir las dimensiones minimas de los sistemas de ecuaciones, que
en el caso de que se permitan acoplos con algunas frecuencias iguales, no serdn 3¢y ¢, sino
menores. Para el desarrollo de este nuevo método se hara explicitamente el tratamiento
teniendo en cuenta que pueden aparecer dos frecuencias iguales en los acoplos.

Una de las principales ventajas que presenta este método es que en su construccion
aparece una determinacion del nimero de acoplos presentes en la sefial x(#), cosa que no se
conseguia directamente con los modelos AR y que, en general, no suele conocerse a priori en
los casos practicos. Otra ventaja es que se puede obtener informacion de las amplitudes de los

- acoplos, lo que se ha visto que no es posible a partir de la modelacion AR.

El algoritmo desarrollado esta encaminado a la estimacion de acoplos cubicos de fase
en una sefial compleja, siguiendo un esquema andlogo a los métodos de ESPRIT, cldsicamente
aplicados al problema electromagnético de DOA (Direction of Arrival), haciendo uso de la
similitud existente entre procesos armoénicos complejos y los desfases que se introducen entre
las medidas de distintos detectores dentro de un serie de sensores.

El modelo de sefial que vamos a tratar es el siguiente: supongase una sefial compleja
x(n)=s(n)+w(n) donde s(n) una sefial consistente en ¢ acoplos cibicos de fase y p procesos
armonicos complejos sin acoplar, es decir:

t 14
s(n) =; [s, (1) +s, () +s, () +s, ()] +Z}j s{n), (4.66)

donde:

5,(n)=4 k,iej(‘”f'""”pf"'), 1<k<4, 1<ist
Oy ;=0 40, ;4 W3 5 Py ;50 ;105 ;4P (4.67)
_ 4 HONTP) :
s(m)=Ag , l<i<p.

Sobre la sefial x(n) se realizan las siguientes suposiciones:

Al) Las amplitudes {4, , 1<k<4, 1<i<t} y {4,, 1<i<p} son constantes reales, positivas y no
aleatorias.

A2) Las fases {@,, 1<k<3, 1<i<t} y {p, 1<i<p} son variables aleatorias, independientes,
idénticamente distribuidas (i.i.d.) en el intervalo [0,27).

A3) Las ternas de frecuencias {®, , 1<k<3} para distintos i son distintas entre si. Esto quiere
decir que para distintos acoplos (i distinto) existe al menos una frecuencia de cada acoplo que
son distintas entre si, no impidiendose que las dos parejas restantes sean iguales.

A4) w(n) es un proceso aleatorio gaussiano, blanco o coloreado, independiente de la sefial s(n).

El cumulante de cuarto orden de la sefial x(n) ha sido calculado con anterioridad en
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(4.25). Supongase que de los ¢ acoplos ctbicos de la sefial, se tiene s acoplos cuyas frecuencias
son iguales (®, ,=®,,=m;, 1<i<s), g acoplos con dos frecuencias iguales (®, =0, *®;,
l+s<i<s+q) y macoplos contodaslas frecuencias distintas (0, #®, ,#@; ;, 1+stg<i<stqtm=0).
Utilizando esto y llamando 4, 4, 4; 4,,=A,, los cumulantes de orden cuatro de la sefial x(7)
quedan:

. 6t-3g-3s i 6, 7,40, 7,)
T, +0, T .
¢, (15,T,,Ty) = E aie’ LT R (4.68)

i=1

con:
170,70, 70, 5 a=6); l<iss
1787 cou, 0,70, ; 0,=2h; l+s<i<s+q
L 93, Oy g5 Oz’i:coBi o % =2\, & l+s+g<i<s+2q
2, e31 (011 Zq; 91,1 3.~ 2q’ &, 2)\'1 2q’ 1+S+2q<i<S+3q
Lm0 g 8,70y 05,505 05 0,7k, 5 1+s+3g<i<s+3g+m (4.69
L@ iag-m 92,5001 00w 03,70y 0y s Ay gy 1¥5+3q+m<iss+3q+2m 69)
Lm0 igam 02579100 ams 83,7055 00 s %M gy s 18+3q+2m<i<s+3q+3n
L=® i agam 92,700 00 3w 83,705 g 3 O7hy gy 3y 14843 +3msic<s+3q+4r
L0 g am 957051 50 ams 03,705 0y ames My gy s 1+8+3g+dmsi<s+3g+5r
17O 2g-5m> 62,,.:@2’,._2‘]_5,”; 0,505, 2y 5 aizx,._zq smy 1 ¥8+3q+5m<i<s+3q+6r

A partir de ahora se notara r=s+3g+6m.

Sea N un entero positivo de forma que N>3m+2g+s y M=N?, se define la matriz Cx,, .
como la matriz MxM cuyo elemento (Cx, con i=N *d+Ne+f+l y j =N *g+Nh+k+1

a,b,clij
corresponde a el cumulante ¢,*(d-g-a,e-h-b f~k-c).

" Definiendo:

e(8)=[1,6",...,68/¥ Do)+
a;=e(®, )oe(0, )oe(8, ), l<isr

A=[a,,...,a] 4.70)
® =diag(e”",....¢")
D=diag(a,;,...,®,),

donde diag(-) significa una matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal principal son sus
argumentos. A partir de estas definiciones, la matriz Cx, . puede escribirse como:

Cx,,, =AD(Q]00)"4 ™ (4.71)
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Sera esta forma matricial de Cx, , . la que permitird la obtencion de los acoplos y de las
amplitudes de la sefial x(n). Para lograr esto serad necesario la utilizacién de una serie de
teoremas, los cuales se enuncian a continuacion.

Teorema 1: Las columnas de 4 son linealmente independientes, luego Rango(4)=r.

.
Demostracién: Se construye el conjunto Z,={# {6, } como la unién de todas las 6, ,

i=1
distintas entre si. Es conveniente recordar que la suposicion A3 no excluye la posibilidad de
tener frecuencias repetidas en distintos acoplos, sino que evita que dos acoplos sean iguales
en todas sus frecuencias. Por supuesto, como es facil de comprobar a partir de la definiciéon

de las 6, se cumple que Z={+ {Oz’i}ztﬂ {0, }. Se observa que el conjunto Z={(8, ;,6,,,6; ),
i=1 i=1

1<i<r} esun subconjunto de E\® Z,® Z, y el niimero de elementos de =, es menor o igual que
3m+2q+s<N. Se tiene que el conjunto ['={e(8): 6cZ,} es un conjunto linealmente
independiente en C", debido las propiedades de los vectores de Vandervals, luego I'y® I',®
C={e(8)® e(0,)® e(0,): (0,,0,,0,)€E,® E,® Z,} es un conjunto linealmente independiente en
CM. Como el conjunto I'={ e(8,)® e(6,)® e(85): (8,,8,,0,)€E} es un subconjunto de [,e ['\®
[, serd a su vez linealmente independiente en C¥. Como los elementos de I'" son las columnas
de 4, la demostracion queda concluida.

Teorema 2: Sea X una matriz m x n compleja de rango ny sea Y una matrizn x n
compleja de rango k. Entonces:

a) XYX™ tiene rango k y la dimensién del nicleo es m-k. Ademas, si k=n (lo que significa que
Y es no singular), entonces:

b) Rango(XYX")=Rango(X).
¢) Ker(XYX")=Ker(X").

Donde Ker indica el nucleo de una matriz. Este es un teorema general dentro del
algebra de matrices y su demostracion se puede encuentra en cualquier libro general sobre la
materia.

Teorema 3: a) Cx = Cx,,, €s una matriz hermitica, definida positiva, de rango r.
b) Rango(Cx, , )=Rango(Cx", , )=Rango(4).
¢) Ker(Cx, , )=Ker(Cx", , )=Ker(4").

Demostracién: La hermiticidad y el rango r de la matriz Cx se sigue inmediatamente
de su definicioén y del teorema 2. De la misma forma, es inmediato b) y ¢) del teorema 2 y de
(4.71). Falta por demostrar que la matriz Cx es definida positiva. Para ello seria necesario
comprobar que:
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M
Y a*(m)a(n)Cx(n,my>0 (4.72)

m=1

Mx

0]
—

n

para cualquier vector [a(l),...,a(M)] complejo. Utilizando la definicion de Cx y la ecuacion
(4.68):

M M N-1 N-1
3 N armya(m)Cx(nm)= Y a*(N3d+Ne+f+1)a(N2g+Nh+k+1)
n=1 m=1 def<0 gh,i=0
N-1
cld-ge-hf-k)= Y. a*(N’d+Ne+f+1)a(N’g+Nh+k+1)-
defghk=0
E aiej(e1,i(d‘g)+92,i(e ~h)+8; (/-k) =Z o, Z a *(N2d+Ne +f+ 1)ej(91,id+02,ie+e3,if), (473)
i=1 izl def=0
N~
2:1 a(Ng+Nh+k+1)e 18 *Ohe0s8)
g,hi=0
r N-1 i 2
a, LZ a(N 20+ NP +y+1)e 1Ot 0P 5 1 5
i=1 B,y=0

Como Cx es una matriz M x M, hermitica, de rango 7 existe un conjunto {v,,...,v,} de
vectores de C¥ ortogonales, tales que son autovectores correspondientes a autovalores no
nulos de la matriz Cx, que se notaran como {y,,...,14,} ¥ se les llamard autovectores de la sefial.
De la misma forma existen un conjunto de vectores {V,, ,...,v;,} de C* ortogonales que forman
una base del nicleo de la matriz Cx, a estos autovectores se les llamaran autovectores del
ruido. De esta forma se cumple que:

r M
Cx =E “ivivf]*"o' Z Vile (4.74)
i-1

i=r+1

Teorema 4: a) s=Rango(Cx)-Rango(Cx, , +Cx, ; »-2Cx, 4.0).
b) g+s=Rango(Cx)-Rango(Cx, , -Cx, ; o)

Esto unido a que Rango(Cx)=r y a que r=6m+3q+s permite obtener los valores de
r.S,myq.

Demostracién: De la ecuacion (4.71) se obtiene:

Cx

001 7C%g 1 072Cx

100 =AD(®;+®,-20 )4 T (4.75)
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Es claro que los s primeros elementos de la diagonal de ®;+®,-2®, son nulos. Falta por
comprobar que los r-s restantes no se pueden anular. Si algin elemento de la diagonal de
O, +0,-20, es nulo se debe cumplir que:

. . . cos0, .+cosh, ;-2cos, .=0
Q- . 0., 0, . 3, 2,0 1,i
e) 3,1+e.] z,x__zeJ L=() « -
sen93’,.+sen92’i—25en91’i=0
050, ,+cos%0, ;+2c0s, cos, ,=4co0s?0

L d <>

2 2 —4dcen?
sen”6; +sen‘d, ,+2senb, send, ,=4sen’0,
2 2 —4-cer20. —sen2d. —
= cos0; ;+cosd, +2cos8; c0sB, =4 -sen’0, ;~sen"f, ,~2send; send, ; <
= cos0, cosb, ,+senb, send, =1 =
- cos(63’i—92,,.)=1<=»93’i=62’i+2nk, con keZ

Como se ha supuesto que 0<8, 0, ,0,,<2m, la Ultima condicién implica 0,,=6,,=0..
Sustituyendo esto en el primer sistema de ecuaciones resulta que 0, ; y 6, son dngulos de igual
seno ¢ igual coseno, luego son el mismo 4ngulo, ya que ambos tienen que estar en el intervalo
[0,2). Se obtiene que un elemento de la diagonal de ®;+®,-2d, es nulo si y sdlo si
corresponde a un acoplo con las tres frecuencias iguales, lo que sucede so6lo para las s primeras
frecuencias, luego ®,+®,-2@, tiene rango r-s. A partir de este resultado es inmediato el
apartado a). Para el apartado b) hay que ver cuando se anulan los elementos de la diagonal de
®,-®,. Esto sucedera cuando 6,, y 0,, sean iguales lo que sucede para las g+s primeras
frecuencias. A partir de este resultado se demuestra el apartado b) facilmente.

Teorema5: Seay, ,=exp(j6, ), k=1,2,3,i=1,...,r. Se construye el conjunto B, ={exp(j0):
0 € 5} (todos distintos). Entonces los elementos de B, son los numeros que reducen rango
de la matriz Cx-yCx , , (también de las matrices Cx-yCx, , , ¥ Cx-yCx, ). Esto quieren decir
que la matriz Cx-yCx, ,, posee rango r para todo valor de vy, salvo para y igual a algun
elemento de B,. Ademas, Rango(Cx-y, Cx, ,,)=Rango(Cx-y, Cx, 1 ) =Rango(Cx-y, Cx, | )=r-
v+.» donde v, ; es la multiplicidad de ese numero que reduce rango, o lo que es lo mismo, el
nimero de veces que aparece en el conjunto {exp(j0, ), 1<i<r}.

Demostracion: A partir de las definiciones de las matrices se obtiene que :

Cx—yCx, oo =AD(I,~y®})4 * (4.76)

Como 4 y D son matrices de rango completo, el rango de la matriz anterior dependera del
rango de la matriz /,-y®,". Esta es una matriz diagonal que cuyos elementos de la diagonal
valen 1-y exp(-j0, ), 1<i<r. Para que alguno de estos elementos de la diagonal se anule tiene
que suceder que y=exp(j0, ), para algin i €{1,...,r}, o lo que es lo mismo, tiene que suceder
que ye B, Si esto sucede la matriz diagonal /,~y®," tendra v, , ceros elementos de la diagonal
iguales a cero, correspondientes a las v, , veces que aparece el elemento de B, al que es igual
v en la diagonal de @, es decir en {exp(j6, ), 1<i<r}. Conelresto de las matrices del teorema
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se demuestra de la misma forma.

Colorario 5.1: Sea A=diag[p,,...,11,], sea E,=[v,|...|v] ¥ E,=[Vv,,,] ...|v4], las matrices
cuyas columnas son los autovectores de la sefial y del ruido (definidos anteriormente),
respectivamente. Entonces los autovalores de las matrices A" ECx, E,, A E"Cxy; JE ¥y A
'EHCxy 0, E, son los complejos conjugados de los elementos de B,

Demostracién: La matriz [E,|E,] es unitaria (por tanto no singular) debido a que la
matriz Cx es hermitica. Entonces las matrices Cx-yCx, 4, ¥ [E; |EJ" Cx-yCx, 4, [E,| E,] tienen
el mismo rango. Del teorema 3 se deduce que :

, EJ'CxE; 0| |A O
[E,|E]RCx[E,|E]= =
ol |0 0
o ERcx,  E 0O
[Es!Er]chIOO[Eler]: PN
” 0 0

luego Rango(Cx-nyl’0’0)=Rango(A-yEsHCxl,o,ﬁs)=ngo(I,-A'1EsHCxI,O’OES). Se sabe que
EJ'Cx,,E, tiene el mismo rango que Cx,,,, es decir r, ademds A es no singular, luego
Rango(A'E"Cx, ,E,)=r. Si se toma un P tal que B'eB,, por el teorema 5, Rango(Cx-
B*Cx, 5 0)<r, por lo que Rango(Z,-B" A E;fCx, , o E,)<ry, haciendo uso que B"=f"', Rango(BZ-A’
'E HCxl 00Eo)<r, por lo que B es un autovalor de la matriz A E[Cx, o E,. El hecho de que
todos los autovalores de esta matriz son tales que su conjugado pertenece a B, se debe a que
los elementos de este conjunto son los Gnicos niimeros que reducen rango de la matriz Cx-
YCx, o, Para demostrar el teorema para el resto de las matrices se procede de la misma
manera.

_ El resultado de todo este proceso es la deteccion de todos los elementos del conjunto
Z,.y su multiplicidad. El siguiente paso sera agrupar estos elementos de tres formando los

 distintos acoplos cibicos. Para ello es posible utilizar distintos algoritmos.

Algoritmo 1.

Teorema 6: Sean W,(y)=Ker(Cx-yCx,,,), Wy(y)=Ker(Cx-yCx,,,) 'y
Wy(y)=Ker(Cx-yCx,, ). Sean 6,,8,,0,€[0,2m) y v,=exp(j0y), con k=1,2,3. Si (6,,0,,0;)€E,
entonces el subespacio W,(y )NW (v, )NW5(y,)= ﬂ(yl,yz,y3) tiene dimensién M-r+1. Si

(0,,8,,0,)¢E, entonces el subespacio ﬂ (Y,5Y,5Y,) tiene dimension M-r.

Demostracion: Como 4 es de rango completo y D es una matriz cuadrada no singular
se cumple que Ker(Cx-yCx,,,)=Ker((/, -y®,M)4"). Sea un vector z de C". Si z
eKer((I -y®,")4™) eso significa que:
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(L-y®H4 Hz=0 = |(1-¢° g Bz (1-¢° g Hzl=0 (4.78)
r 1 1

con y=€”. Para que la anterior igualdad sea cierta z debe ser ortogonal a todo a,, con i=1,...,7,
salvo que 6, ,=6. Esto significa que:

Ker(Cx~yCx, , ) =Ker(I, y®})4 By = (1) =L {a,, 1zizr / 626, ) (4.79)

_donde el operador L{-} significa la combinacion lineal, y el superindice “.”significa el
complemento ortogonal del subespacio al que va acompafiando. Se puede ver que el
subespacio de (4.79) posee dimension M-r siempre que 0 ¢, y dimensién M-r+u si 05,
siendo u la multiplicidad de 6 en E

Es facil ver que:

Nt -LHa, 1sisr 1 (9,,0,,8,)%(6, 6, 6, )) (4.80)

lo que representa el subespacio ortogonal al subespacio formado por la combinacion lineal de
todas las columnas de la matriz 4, salvo si alglin acoplo coincide con la terna de frecuencias,
en cuyo caso la columna correspondiente no entra en el subespacio.

Si(8,,8,,0;,)€E, entonces ﬂ (Y,5Y,Y;) tiene dimension M-r+1, ya todos los acoplos

deben ser distintos, y si (0,,8,,0,)¢E, entonces ﬂ (Y;Y,»Y5) tiene dimension M-r.

‘Habré que calcular todos 7 posibles trios a los que habra que calcular la dimension del
conjunto interseccidén ﬂ (Y,5Y,:Y5). Para poder realizar el procedimiento en la practica, el

siguiente corolario traslada el problema de hallar la dimensién de un subespacio a la

comprobacion de si una matriz es de rango completo en columnas, es decir, si sus columnas
son linealmente independientes.

Corolario 6.1: Se define la matriz:

B0y Y) (A1, B Cr g (E)T | (A=1,E,"Cx, o (E)" | (A—YZESHCxLO’OES)T]T (4.81)

con 0, €E, y v,=exp(j6,) para k=1,2,3. Entonces si (0,,0,,0;,)éE implica que
Rango(B(y,,Y,,7:))=r -1y si (6,,6,,6;)¢Z Rango(B(Y,,Y,,Y5))=r.

Demostracion: Si zeKer(Cx), por el teorema 3 cumple zeKer(Cx~yCx, 4,)=W(7),
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luego Ker(Cx)cW,(y) y también Ker(Cx)c ﬂ (Y15Y55Y3) -

Si(8,,0,,0;)€E, por el teorema 6, dim(ﬂ (Y,5Y5¥3))=M-r+1. Como la dimension de
Ker(Cx) es M-, existe un tnico vector 4 de C¥ tal que he ﬂ (Y;5Y,5Y3) ¥ no estd incluido en

el nicleo de Cx. Por esto tltimo 4 se puede escribir como #=Ex con xeC’.

Se sabe que:

Ker(Cxy,Cx, o,0) =Ker([E, | E)(Cx—y,EFCx, o) =

(4.82)
Ker(E,'Cx-y,ECx, o )=W,(v))
Como he ﬂ (Y,5Y,»Y;) ¥ h=Ex, entonces:
EFCxEx-y,E"Cx,  [Ex=E,"CxEx-v,E"Cx, | [Ex= 453)
E;'CxEx—y,E"Cx,, [Ex=0 '
o lo que es lo mismo:
Ay, ECx o Ex=A-1,E'Cxy | [Ex=A-y,E{"Cxy o Ex=0 (4.84)

Esto implica que existe un nico xeC’, tal que B(Y,,Y,,Y5)x=0.

Si, por el contrario (6,,6,,0,)¢Z, entonces Ker(Cx)= ﬂ (1,5Y,5Y;) ¥ DO existe ningun
xeC de forma que que Exe ﬂ (Y;»Y,>Y;) - Por tanto, no existird ningun x distinto de cero que
haga que B(y,,Y,,Y;)x=0, lo que implica que B(y,,Y,,Y;) €s una matriz de rango completo en
columnas.

El anterior teorema presenta un mecanismo que permite emparejar las distintas
frecuencias del conjunto Z, segun se encuentren acopladas. El siguiente y ltimo teorema de
este primer algoritmo permitird la evaluacién de las amplitudes de los acoplos formados
haciendo uso del teorema 6.

Teorema 7: Sea v, ,=exp(j6, ) conk=1,2,3 y 1<i<r. Segin la prueba del corolario 6.1,
para cada /=1,....,r existe un vector x,C" no nulo, tal que B(y, Y, Y5 )%,=0. Entonces, para
cada uno de estos x, se tiene que la amplitud del acoplo resulta ser:

POONOGOO00000000C0C0C0C0P0CR0C0C0C0C00C000000000000000000000000B0C0OCKOCKORFCOIYT
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xIHsz
alz-—H———z' (4.85)
lal Esxll

Demostracién: Para cada uno de los x, se tiene que #,=Ex;. Estos #; cumplen que

h,eﬂ (Y,5Y,5Y3) Y se vio que esto era lo mismo que decir que hleLJ‘{ai, I<isr i #l}. Esto

significa que a'h,=0, siempre que i#/. En el caso de que suceda que i=/, ocurre que a;"4,#0,
ya que si a;"1,=0 entonces A, perteneceria al nticleo de Cx y no se podria poner #,=Ex,, que es
la forma que presentan los vectores del complemento ortogonal del nucleo.

: Si se recuerda que Cx=4DA", multiplicandose por la izquierda por ;" y por la derecha
por A, el resultado es:

nicxn, xPERCEx,  xPAx
b Cxhi=a)a)h =y ———t TS S T (4.86)
lal h1|2 ]a, Esx;lz |a, Eslez

Algoritmo 2.

Teorema 8. Sea y,=exp(j0,) conk=1,2,3,y F(Y,,Y5,Y3) =3Cx-v,Cx, 4 5-¥2Cx0 1,0-Y3CX0 -
Entonces, si (0,,0,,0,)€E implica que Rango(F(y,,¥,,Y5))=r~1 ¥ si (8,,0,,6,)¢= implica que
Rango(F(y,,7,Y3)) =1

Demostracién: Por el teorema 2 se sabe que Rango(F(y,,7,.¥5))=Rango(D(31,-y,®,"-

Y;®@;%-7;®;%)). Como D es de rango completo y cuadrada, entonces
Rango(F(y,,Y,,Y;))=Rango(37,~y,®,"-y;®;"-y;®,"). Como:

H H H
L=, 07 7,0, -1,05 =

diag[?) _ej(el =611 _ei(ez'ez,l) _ej(es -83) .3 _ej(el -0, _ej(ez ~0y1) _e,j(ez ‘93,1)} (4.87)

es facil ver que si (6,,0,,8,)€E un elemento de la diagonal se anulard, y sélo uno. También de
cumple que si (6,,0,,0;)¢E todos los elementos de la diagonal seran distintos de cero. Estos
hecho producen el comportamiento de los rangos que predice el teorema.

Corolario 8.1. Sea H(yl,yz,y3)E3A—ylEsHCxl’OyoEs—yZESHCxOJ’OES—73ESHCxO’O)1ES.
Entonces si (8,,0,,0,)€E implica que Rango(H(y,,y,,Y3))=r~1 vy si (9,,8,,8;)¢= entonces
Rango(H(y1,Y,,Y3)) =r-
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Demostracion: Es facil demostrar el corolario a partir del teorema sin mds que operar:

JgO(F(YpstYj,)) =Rango(3Cx -‘chxl,(),() -Yzcxo’l’o _Y3cx0,(),1) =Rango([EsH l ErH](3cx -chxl’(
V2Cxy ) 0~Y3C% 0 DIE| E,]) =Rango(3A _YlEchx 100Es _YzEchxo,LoEs '73Echx0,0,1Es)

Teorema 9: Seay, ,=exp(j6, ) conk=1,2,3 y I <i<r. Paracadal=1,...,r existe un vector
y,C" no nulo, tal que H(y, ;;,Ys)¥,=0. Entonces, para cada uno de estos y, se tiene que la
amplitud del acoplo resulta ser:

YIHAJ’ !
= (4.89)

)
]a,HESyI] :

Demostracion: La igualdad  H(y,,.¥,5Y3)»=0 puede escribirse como
ESF (Y1 5Y25Y3 )EY,=0. Si se define z,=Ey;, como

Ker(F(v, 51, pY3 ) =Ker(Cx-v, Cx, 4 Y5,/ % 10 ‘73,cho,o,1) = (4.90)
Ker([E," | E,"W(Cx~y, €%, 00 ~¥2,/Cx10 Y3, Co00.) =Ker(E, F(Y, ¥, Y3) '

entonces zeKer(F(y, »Y, »Y3,))- Debido a la definicién de z, también se sabe que z,¢Ker(Cx).
También se sabe que Ker(F(y, ,Y,,»Y3 ) = Ker(3Cx—y, €%y o =¥2,C%o,1,0 Y2, CXo01) =Ker((31, -
1@ 1,0, -5 @5)4™), por lo que puede verse que:

H H H H__
(31 r‘Y(D1,1"Y(D2,1“Y(D3,1)A z=0 =
- (3 _ei(elv,—e,‘l) _ei(ez,,“em) _e/(93,1—03,1))a1HZ’".’(3 —6/(9‘”—91") _61(62,1-02,) __el'(93,r03,))a HZ =0

r

(4.91)
luego:
F(yl,,,yz,,,yu):L‘L{ai, I<i<r/ i#l} (4.92)

Ademss como z,¢Ker(Cx), tiene que suceder que a,'z,#0. Teniendo esto en cuenta
resulta, de aplicar z, por la derecha y por la izquierda a Cx:
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z,Hszl ) y,HEsHCxE 87 ) y,HAy,

H H_ 2
z; Cxz;=0,|a; z)|*=a,= (4.93)
[41H21|2 lazHEsyllz lalHEsyz‘z

IV. CONCLUSIONES

A lo largo de todo el capitulo se ha tratado el problema de los acoplos cubicos de fase
en sefiales armoénicas. La principales conclusiones que se pueden deducir de el desarrollo son
las siguientes:

-Se ha visto como no es posible utilizar la modelacién AR para aplicarla a acoplos
cubicos en sefiales reales, lo que ha sido debido de la forma concreta que poseen la serie de
cumulantes de orden tres en la que aparecen contribuciones de todas las frecuencias presentes
en la sefial, estén acopladas en fase o no.

-Se ha podido demostrar que en el caso de sefiales complejas si es posible utilizar tal
modelacion, adaptandose los métodos AR desarrollados en el capitulo I1 a este tipo de sefiales.

-Se han deducido las condiciones de estacionaridad y de ergodicidad en cuarto orden
para sefiales arménicas complejas. Asi mismo se ha estudiado la forma de actuar ante sefiales
en las que las condiciones anteriores no se cumplen o la convergencia estadistica es muy lenta.
Todo esto podra utilizarse en la estimacion de las series de cumulantes que se requieren en el
desarrollo de los métodos.

-Por ultimo se ha construido un método alternativo muy interesante basado en el
método dé}lS_PRIT, que se utiliza en el problema de DOA. Este método es capaz de presentar
tanto la amplitud como las frecuencias de los acoplos, a la vez que proporciona un método
para la determinacién del niimero de acoplos basado en valores singulares.
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V.1. INTRODUCCION

En este capitulo se pretende estudiar los distintos métodos que se han desarrollado para
el estudio de acoplos cubicos de fase. El comportamiento de los métodos dependerd
fundamentalmente del nimero de datos de la sefial, del nimero de acoplos y frecuencias sin
acoplar ctibicamente, del nivel de ruido que contamine la sefial y de los indices que quedan
variables en los distintos métodos; como son el orden de los modelos AR, en los métodos AR,
y el orden de las matrices, en el método de ESPRIT.

Las sefiales seran del tipo definido en (4.26), con distinto niimero de acoplos y de
frecuencias sin acoplar. Estas sefiales se contaminaran con ruido aditivo gaussiano coloreado.
El coloreado del ruido se conseguird haciendo pasar ruido aditivo blanco por un filiro ARMA,
como el utilizado en el apartado III.1., cuyo contenido espectral estd representado en la figura
3.1. El nivel del ruido que contamina la sefial esta caracterizado por la SNR, tal y como se
define en (3.2).

El esquema del capitulo sera el siguiente:

-En el apartado 2 se estudiaran los resultados de los métodos AR aplicados a sefiales
con distintos acoplos. Se estudiaran, tanto las estrategias de estimacién de los coeficientes
como la obtencion de las frecuencias acopladas a partir de esos coeficientes. En los métodos
se estudiaran la varianza, la capacidad de resolucién y el comportamiento que cada uno de
ellos presenta ante sefiales con acoplos y con frecuencias relacionadas arménicamente pero no
acopladas en fase. A partir de esto se intentaran enunciar las estrategias optimas a seguir en
gla estimacion de cada una de las sefiales.

-En el apartado 3 se tratardn las mismas cuestiones pero para el método de ESPRIT.
Previamente se estudian las propiedades tedricas que poseen las matrices que se utilizan en loa
métodos y como imponer esas propiedades a las matrices que se construyan. Se estudiaran las
distintas opciones en la imposicion de condiciones, tomandose la mas adecuada. Se aplicardn
los métodos a las mismas sefiales que en los métodos AR, obteniendo el comportamiento del
métodos ante las distintas sefiales y los distintos ambientes.

V.2. METODOS AR

En este capitulo se estudiara como responden los diversos métodos de estimacion AR,
desarrollados en el capitulo II y modificado en el capitulo IV para sefiales complejas, ante
distintas sefiales, distintos ordenes del modelo y distintos niveles de ruido y de segmentacion.

En primer lugar se estudiara su comportamiento para sefiales del tipo (4.26), en las que
\imicamente existe un acoplo ctibico de fase y ninguna frecuencia sin acoplar. Las sefiales de
este tipo seran dos, que se diferenciaran entre si en la distancia entre los picos del espectro, con
el fin de testear la capacidad de resolucion de los distintos métodos.

En segundo lugar se estudiara el caso tratado en el ejemplo de la seccién IV.5.3, es
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decir, un acoplo ciibico de fase y otras cuatro frecuencias relacionadas armonicamente, pero
no en fase. El principal objetivo de trabajar con esta sefial es preguntarse sobre la capacidad
que tienen los métodos de diferenciar cuatro frecuencias acopladas en fase y cuatro frecuencias
que sélo estén relacionadas armonicamente.

La ultima sefial tratada consistira en dos acoplos cubicos de fase, ya que se espera que
el comportamiento de los métodos se vea drasticamente afectado con el niimero de acoplos
presentes en la sefial, lo que se comprobara con esta sefial.

V.2.1. Un acoplo cibico de fase.

Las dos sefiales utilizadas en este apartado seran de la forma:

4 - 5 5
x(m)=Y 4, (5.1)
k=1

donde w,=0;+0;+®;, Wy=y;+W,+y;, y s=1,2. Esto significa que las sefiales consistiran en

un unico acoplos de fase y ninguna frecuencia sin acoplar.

Las frecuencias acopladas seran (coi,mé,mé)=27r(0.07,0.12,0.45) y

(mf,cog,coi) =21(0.07,0.1,0.15). A continuacién se presentan los resultados obtenidos para la
primera de ellas

a) Seiial x,(n).

Segln la teoria desarrollada en la seccion IV.3., para poder estudiar mediante
modelacion AR las sefiales de este apartado, habra que construir dos sistemas de ecuaciones,
de dimension tres y uno, respectivamente; lo que proporcionara los conjuntos de coeficientes
AR de frecuencias y de suma, definidos en la misma seccidén. El modelo AR de frecuencias era
el que indicaba la posicién de las frecuencias individuales de los acoplos, mientras que el
modelo AR de suma era el que proporcionaba la posicién de la suma de las frecuencias.

Las dimensiones anteriormente citadas de los sistemas de ecuaciones, que se
convertiran en los ordenes de los modelos AR de frecuenacias y de suma, son cotas minimas;
es decir, es el orden minimo de los modelos AR que pueden modelar las sefiales (5.1). Sin
embargo, este orden no tiene por qué ser el optimo para la modelacién. De hecho, salvo en el
caso ideal de estimaciones perfectas, debido a la presencia de ruido y a la longitud finita de los
datos, el orden 6ptimo de los modelos AR sera mayor. Esto puede verse en las siguientes
figuras 5.1-5. En ellas se presenta el espectro de potencia para los modelos AR uno y dos
estimados para la sefial x,(n) con los cinco métodos. El orden de estos modelos sera el minimo
que permite la teoria, es decir, orden tres para el primer modelo y orden uno para el segundo.
La sefial se ha construido sin ruido y con una longitud de 1024. Se ha tomado una
segmentacion de Ns=128 datos por segmento y se representan los resultados de 20
realizaciones independientes.
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Figura 5.2. Levinson

Figura 5.1. RCM
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Amplitud (dB)

Amplitud (dB)

, Amplitnd (dB)

Amplitud (dB)

Puede verse como los métodos no son capaces de resolver las frecuencias para el
modelo AR de frecuencias, que es el que proporciona las frecuencias de los acoplos, aunque
si localizan adecuadamente la suma de estas en el otro modelo AR. Sin embargo si se aumenta
tnicamente en uno los ordenes, es decir, orden cuatro para el modelo AR de frecuencias y
orden dos para el modelo AR de suma, los resultados son los que se muestran en las figuras

3.6-10. siguientes:

Figura 5.6. RCM
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Figura 5.7. Levinson
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Amplitud (dB)

Amplitad (dB)

Figura 5.10. CFOM complejo
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Puede verse como al aumentar en uno el orden del modelo AR de frecuencias, todos
los métodos son capaces de localizar las tres frecuencias individuales del acoplo con bastante
claridad. El procedimiento de aumentar el orden de los modelos AR para mejorar la
estimacion se ha utilizado tanto en los métodos de segundo como en los de tercer orden,
dentro de los métodos de determinacion de algun tipo de componente armoénica. No es el
unico camino para producir esta mejora; otra opcion aumentar el nimero de datos de la sefial,
siempre que sea posible (lo que no sucede siempre). Sin embargo, para alcanzar la misma
mejora en la determinacion de las frecuencias que aumentando el orden de los modelos AR,
es necesario aumentar enormemente el nimero de datos, con el consiguiente esfuerzo de
célculo. En las siguientes figuras 5.11-16 se representan el resultado de 20 realizaciones
independientes para la sefial x,(n) con 10240 datos, segmentada con Ns=128, sin ruido y para
los ordenes tres y uno de los modelos AR uno y AR dos, respectivamente:

Figura 5.11. RCM Figura 5.12. Levinson
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Amplitud (dB)

Amplitud (dB)

Figura 5.13. LS Figura 5.14. CFOM simple
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En las anteriores imagenes puede comprobarse como, ni aumentando 10 veces el
numero de datos de la sefial, se consigue la misma mejora en la estimacién que al aumentar
en uno el orden del modelo. Por supuesto, no siempre sucedera esto, pero si da una idea de
la utilidad de aumentar los ordenes de los modelos AR, de cara a mejorar la estimacion.

Sin embargo, al aumentar el orden de los modelos AR se crean picos espureos, es
dectr, picos que no aparecen en el espectro tedrico de la sefial; tal y como puede verse en las
figuras 5.6-10. En estas figura se observa como en muchas realizaciones, aunque las
frecuencias acopladas poseen picos, también aparecen otros picos que no corresponden a
ninguna frecuencia individual de los acoplos presentes.

Las funciones de transferencias de los modelos AR de frecuencias y de suma de
ordenes tres y uno, respectivamente, deben presentar sus polos en las frecuencias individuales
del acoplo cubico, el primer modelo, y en la suma de las anteriores, el segundo modelo. Al
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aumentar el orden de los modelos, también aumentara el numero de polos que de sus
funciones de transferencias, ya que al ser estas funciones racionales, se esta llevando a cabo
un aumento del orden del polinomio del denominador. En la resolucién de los distintos
métodos no aparece condicion alguna sobre la ubicacion de estos nuevos polos, por lo que en
principio pueden situarse en cualquier parte del plano complejo. Cuando uno de estos polos
se encuentra cerca de la circunferencia unidad del plano complejo, aparece un pico en el
espectro del modelo.

Si la localizaci6n de los polos que no corresponden a frecuencia alguna del acoplo no
sigue ninguna sistemética, es decir, se distribuyen con cierta aleatoriedad por el plano
complejo, es posible calcular los coeficientes para varias realizaciones independientes y luego
obtener unos coeficientes promediados, que presentaran contribucion mayor en aquellas
frecuencias que aparecen en todas las realizaciones, como se espera que suceda con las
frecuencias de los acoplos. Sin embargo, las contribuciones que aparezcan para unas
realizaciones y otras no, como sucede con los polos no pertenecientes a acoplos, bajo la
hipétesis de aleatoriedad, estardn muy reducidas debido al promedio.

En cambio, si los polos que no pertenecen a los acoplos se distribuyen
sistematicamente en determinadas zonas cerca de la circunferencia unidad, el promedio en
registros independientes de los coeficientes obtenidos, serd una estrategia inutil, y no sera
posible, en estos espectros distinguir los picos reales de los que no lo son.

Como ejemplo de lo anterior, en las siguientes figuras 5.16-17 se presenta el espectro

_de 20 realizaciones para el modelo AR de frecuencias de orden seis. Los resultados se han

obtenido aplicando los métodos RCM y LS, para sefiales de 1024 datos, segmentadas en
cuatro segmentos independientes de 512 datos cada uno y contaminadas con un ruido de
SNR =30 dB, se recogen en la figura 5.16. Puede verse como en el método LS la resolucioén
de los picos de las frecuencias individuales es mucho mejor que en el método RCM, asi como
la varianza es significativamente menor, aunque aparece un pico espureo. En la siguiente
figura se representa el espectro que resulta de promediar geométricamente los 20 espectros
anteriores para cada método, en los que puede verse como el espectro del método RCM,
aunque con picos menos estrechos, es mds parecido al espectro tedrico, en el que Unicamente
deben aparecer picos en cada una de las frecuencias individuales. El promedio ha producido
una disminucién en los picos espiireos que aparecen en el espectro del método RCM, mientras
el pico falso del método LS no se ve afectado por el promedio, al aparecer en todas las
realizaciones. La explicacién de lo sucedido se ve mucho maés clara si se representan los polos
de las funciones de transferencia de los modelos AR de frecuencias en el plano Z. Esto es lo
que se hace en las figuras 5.18. y 5.19. En ellas se marca como el lugar donde deben
encontrarse los polos tedricos, correspondientes a las tres frecuencias individuales, con un
circulo mayor, y cada uno de los circulos menores corresponden a polos de las funciones de
trasferencia de los modelos AR calculados con cada uno de los métodos y que han sido
representadas sus funciones de transferencia en la figura 5.16. Puede observarse como la
varianza del método LS es claramente menor (incluso no se aprecian a simple vista los
distintos polos que coinciden con las frecuencias individuales), si embargo, mientras en los
polos espureos del método RCM se distribuyen por el plano Z sin aparente sistematica, el
método LS presenta una acumulacion de polos espureos cerca del circulo unidad, lo que se
transformaré en un pico en el espectro, tal y como se ve en las figuras 5.17-18.

Este hecho apunta a que debe utilizarse con cuidado el aumento de los indices de los
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Amplitud (48)

Awmplitud (48)

Parte imaginaria

modelos, y sefiala el promedio geométrico de espectros como una posible herramienta que
puede proporcionar interesantes resultados. También se puede concluir que la distribucién
sistematicas de los polos “sobrantes” en el plano Z puede acarrear problemas en la
identificacion, siempre que se sitien cerca de la circunferencia unidad.
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Hasta este momento, las comparaciones y consideraciones que se han hecho sobre los
resultados de los métodos han partido de la observacién cualitativa de los espectros que
presentan los modelos AR calculados. En este punto, serd necesario definir un criterio
cualitativo que permita la comparacion de los distintos métodos. Cémo lo que se persigue es
la determinacion de las frecuencias del acoplos, lo mas acertado serd definir un error
cuadratico medio de las frecuencias estimadas, tal y como se hizo en el capitulo III.1. para los
parametros AR. Segin esto, el error cuadratico medio (MSE) se definira como:
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3
MSE=Y_ (f-f)%, (5.2)
i=1

donde (f,.f,f;) son las tres frecuencias del acoplos en hertzios, y (/}lfz,f;)son las tres

frecuencias estimadas del acoplo.

Al aplicar algunos de los métodos AR a una sefial, el resultado es dos conjuntos de
coeficientes AR. Sin embargo, lo que se desea conseguir y lo que aparece en la definicion de
MSE son las frecuencias, por lo que habra que indicar como se obtienen a partir de los
coeficientes. En la construccion de los métodos, dada en la seccién IV.6., se vio como a partir
de los dos conjuntos de coeficientes AR se construye el triespectro (4.52), y los acoplos se
obtienen a partir de los picos que presente este triespectro. Como es ficil de imaginar, la
localizacion de picos en el triespectro no es inmediato de realizar a simple vista, ya que es una
funcién de tres variables, y por ello dificil de representar. Habrd que dar un criterio
matematico de pico en esta funcion, detectar los posibles picos que se encuentren, y obtener
sus frecuencias, que corresponderan con sus coordenadas. Este serd el procedimiento mas
general que habra que seguir para la obtencion de las frecuencias de los posibles acoplos. Sin
embargo, si se parte que se conoce que existe un solo acoplos cubico, a partir de algin
métodos de determinacién del nimero de acoplos o a partir de alguna informacién adicional
de la sefial, es posible localizarlo sin mas que determinar el maximo del triespectro. Esto tiene
la ventaja de que no es necesario dar un criterio matematico de cuando se tiene un pico, lo que
simplifica sustancialmente el problema. El principal inconveniente es que se necesita conocer
la existencia a priori de uno y s6lo un acoplo cubico de fase. En el método de ESPRIT se dara
un ejemplo de un método de estimacién del nimero de acoplos.

El principal problema que se encuentra en esta determinacion de las frecuencias a
partir de los coeficientes es la necesidad de utilizar la FFT. Para la construccion del
triespectro, se calcula la respuesta en frecuencias de los modelos AR, como la inversa de la
FFT de los coeficientes. Con las dos respuestas en frecuencias se construye el triespectro, tal
y como se define en (4.52). Esto supone, que la utilizacion de N puntos en la FFT, implica la
construccién de un triespectro de dimensién N°, en el cual se persigue buscar el maximo. La

frecuencia mas pequefia que posee la sefial con la-que se esté trabajando es f,=0.07 Hz, por

lo que necesita una frecuencia de paso, como minimo de 0.01, para poder estimar
correctamente; esto supone un nimero de datos en la FFT de 100. De esta forma, el triespectro
donde hay que buscar el maximo es de dimensién 10°, lo que ya supone un esfuerzo de célculo
considerable. Aun asi, la resolucion que se obtiene con N=100 no es excesiva y puede ser
necesario un aumento de la dimension de la FFT para realizar la comparacion de los métodos
adecuadamente. Si las frecuencias no son multiplos de la frecuencia de paso, como suele pasar
en la préctica, la determinacion de las frecuencias se ve seriamente empeorada, debido al
fenémeno que en procesado de sefial se conoce como lakage. Este es intrinseco del
tratamiento que realiza la FFT, y se reducen sus efectos aumentando el niumero de datos N de
la FFT. Sin embargo, aumentar N en el problema que se estd tratando, implica disparar la
dimensién del triespectro, de forma que el cdlculo de las frecuencias puede ser
computacionalmente prohibitivo.

Por otro lado, el espectro deseado posee un pico en el triespectro a las frecuencias del
acoplo, pero no todos los triespectros que posean un maximo en ese punto tienen por qué
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Arplitud (4B)

Amplitud (4B)

parecerse al espectro tedrico de la sefial. Esto se puede apreciar en los siguientes resultados.
En la figura 5.20. se representa el espectro de los modelos AR de frecuencias y de suma de
ordenes 4 y 2, obtenidos con el método de Levinson, para una sefial de 1024 datos, sin ruido
y segmentada con un Ns=64. Lo mimo se representa en la figura 5.21., pero para el método
CFOM complejo.

Figura 5.20. RCM Figura 5.21. CFOM complejo

y

-0 f

40
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0.07 0.12 0.45 1 0 007012 0.45

frecuencia (Hz) frecucacia (Hz)

Amplitud (dB)

frecuencia (Hz) frecuencia (Hz)

Con los coeficientes que dan lugar a las dos anteriores figuras se calculan las
frecuencias a las cuales se encuentran los maximos de los respectivos triespectros, construido
tomando 200 datos en la FFT, y con éstas se calcula el MSE de esta estimacion. Tras hacer
todo esto el MSE de ambas estimaciones es idéntico e igual a cero, aunque ambas
estimaciones puede verse en las imagenes que son totalmente distintas. El criterio de comparar
los métodos utilizando el MSE definido en (5.2), conllevaria a sefialar ambas estimaciones
como Optimas, lo que no parece muy acertado a la luz de las anteriores figuras. De hecho, la
estimacién que proporciona el método de Levinson ni siquiera resuelve las dos primeras
frecuencias. Tanto por este hecho, como por la dificultad de célculo que acarrea, es
conveniente definir otro MSE que permita una mejor comparacion de los métodos entre si.

Para el nuevo MSE que se va a tomar, en las figuras 5.22-23 se muestran los polos de
la funcidn de transferencia de los modelos AR de frecuencias y de suma, cuyas funciones de
transferencia se han representado anteriormente en las figuras 5.20-21. Los polos se
representan con circulos pequefios y la posicién de los polos tedricos se indica con circulos
mayores, en cuyo centro se encuentran localizados.
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Parte imaginaria

Figura 5.22. Levinson Figura 5.23. CFOM complejo
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En ellas puede apreciarse claramente la gran diferencia que hay entre las dos
estimaciones. En la definicion del nuevo MSE se intentard plasmar esta diferencia que se
desprende de las anteriores figuras. La idea principal es calcular la distancia de los polos de las
funciones de transferencia de los modelos AR de frecuencias a la posicion tedrica que deben
ocupar, lo que es muy sencillo de realizar a partir de los coeficientes AR. El primer problema
es que, si el orden es mayor que tres, existen mas polos que frecuencias a estimar. El
procedimiento previo sera quedarse con los tres polos més cercanos la circunferencia unidad
y calcular en estos su distancia las posiciones tedricas.

(5.3)

con z,=¢”" y donde (¢ ,2.,2.) son los tres polos de conjunto de coeficientes AR que mas se
i y 17243 p q

aproximan al circulo unidad, ordenados segiin argumento creciente. Con esta definicién los
coeficientes AR de frecuencias que dan lugar a la figura 5.20. tienen un MSE =1.36, mientras
coeficientes de la grafica 5.21. poseen un MSE =0.018, casi tres 6rdenes de magnitud menor.

Eltomar este MSE para comparar los distintos métodos implica fundamentalmente dos
cosas. En primer lugar, no se utilizan los modelos AR de suma, que presentaban la posicion
de la suma de las frecuencias. Esto es posible hacerse ya que se esta suponiendo que existe un
Unico acoplo en la sefial. Sin embargo, aunque existieran mas de un acoplo, el MSE seguiria
siendo util para la determinacion de las frecuencias individuales de los distintos acoplos, y los
modelos AR de suma se utilizaria para determinar qué ternas de las frecuencias individuales
forman cada acoplo. En segundo lugar, si uno de los polos esptireos se encuentra mas cerca
de la circunferencia unidad que uno de los polos de las frecuencias, aunque el ltimo esté bien
situado y la estimacion sea correcta, el MSE se disparara. Se puede decir que por este motivo,
el MSE puede suftir un aumento que no corresponda con un error desmesurado en la
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estimacion de los polos verdaderos, sino con la eleccion de uno de los polos espureos como
correcto.

Si los polos se distribuyen aleatoriamente por el plano complejo, se puede imaginar el
siguiente caso: se toman 10 realizaciones independientes de la sefial, se calculan sus
estimaciones con un determinado método y el resultado es que los polos verdaderos se situan
muy cerca de los verdaderos en el plano complejo. Segun esto se espera que los 10 MSE sean
muy pequefios. Si en alguna de las 10 estimaciones realizadas, algunos de los polos espureos
se situa mas cerca de la circunferencia unidad que uno de los verdaderos, el resultado serd una
MSE muy elevado. Esto produciré que, al calcular la media de los MSE el resultado sea una
media incorrecta con una gran varianza, aunque la estimacion sea correcta. Se puede ver como
también con este MSE existen problemas al realizar una comparacion aceptable de las

_realizaciones. Por supuesto, la probabilidad de que esto suceda disminuird mientras mejor se
estimen los polos correctos, ya que estos estd sobre el circulo unidad, pero como las
estimaciones nunca son perfectas, la probabilidad de un MSE muy grande siempre existe.

Los problemas de este MSE se pueden eliminar si se tiene en cuenta la naturaleza
estadistica del MSE. Las variables aleatorias y las estimaciones de parametros, a parte de
mediante su media y su varianza, se pueden caracterizar a través de un intervalo de confianza
y de la probabilidad de encontrar la estimacion dentro de ese intervalo de confianza. Esto es
precisamente lo que se hard para comparar los distintos métodos. Se partird de distintas
realizaciones de las sefiales a estimar; con ellas se realizaran las estimaciones, obteniendose un
MSE para cada una de las realizaciones. Se fija un intervalo de confianza en el MSE y se
calcula en nimero de realizaciones cuyo MSE cae dentro de ese MSE, a esto se llamaré
probabilidad de precision. Con este nimero se puede dar una idea de la probabilidad que se
tiene de hacer una estimacion con una cierta precision. Posteriormente se calcula la media de
los MSE estimados que caen dentro del intervalo, para poder comparar estimaciones con igual
o0 parecida probabilidad de precision.

Elintervalo de confianza que se va a tomar, salvo que se especifique lo contrario, serd

de 0.35 en el MSE, que representa una distancia entre frecuencias tedricas y estimadas de 0.1
Hz.

Al comparar los distintos métodos, no podremos fijarnos unicamente en el MSE, ya
que la probabilidad de precision serd una cantidad que dird mucho de la utilidad de los métodos
en situaciones concretas. De esta forma, un MSE muy bajo con poca probabilidad de precision,
implicara que para una realizacidn concreta serd poco probable determinar correctamente las
frecuencias a través de los polos de los coeficientes AR, ya que es muy probable que tome un
polo espireo como correcto. Sin embargo, cuando no se equivoca en los polos, la estimacién
de las frecuencias sera muy buena, tal y como indica el bajo MSE. Trabajar de esta manera
obligara a prestar atencién tanto al MSE medio, como a la probabilidad de precién.

En les siguientes figuras se presentan estos dos indicadores, la probabilidad de precision
y el MSE, para una sefial de 1024 datos, segmentada con un Ns=64. La probabilidad de
precision se calcula a partir de 20 realizaciones independientes. Sobre ellas se utilizan los
métodos y se obtienen 20 conjunto AR uno estimados, con los que resultan 20 MSE. Se
calculan, de esos 20 MSE, cuantos caen dentro del intervalo de confianza que se ha fijado para
cada método y a partir de esto se estima la probabilidad de precision que se representa en las
graficas de abajo de las siguientes figuras.
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Figuras 5.24-27. MSE y probabilidad de precision para n=1024, Ns=64 y diversos 6rdenes
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En las figuras anteriores no se ha representado el orden 3, que teéricamente es el
minimo del modelo AR uno, ya que proporciona resultados muy malos. El primer orden al que
aparecen resultados aceptables es el orden cuatro, que se presenta en la figura 5.24. Se puede
ver como los métodos recursivos, tanto Levinson como RCM, proporcionan malas
probabilidades de identificacion, por debajo del 60%, y MSE peores que el resto. Los otros
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tres métodos presentan resultados muy similares, tanto para la probabilidad de precision, que
queda por encima de 80%, como para el MSE.

Si se aumenta el orden del modelo AR de frecuencias a orden seis, lo que se representa
en la figura 5.25., todos los métodos mejoras sus resultados de MSE, sobre todos los métodos
recursivos. Atn asi los métodos no recursivos LS y CFOM simple siguen presentado los
mejores MSE. En cuanto a la probabilidad de precision, lo mas destacable es la mejora, hasta
lograrse porcentajes cercanos al 80%, para los métodos recursivos. Esto significa una
importante mejora, respecto de los resultados obtenidos para orden cuatro.

Para orden del modelo AR de ocho, los métodos vuelven a disminuir sus MSE, salvo
el CFOM simple que se estanca, siendo el método LS el que menores MSE presenta, ya por
debajo de 0.01. Las probabilidades de precision presentan un leve empeoramiento con valores

~entre 60 y 80 %, salvo el método LS que presenta unos muy buen 95 e incluso 100%.

Al subir a 10 el orden, lo mas destacado es que los dos métodos CFOM son los que
proporcionan mayores MSE y el empeoramiento de las probabilidades de identificacion para
los métodos CFOM simple, CFOM complejo y Levinson, mientra que los otros dos métodos,
el RCM y el LS, presentan probabilidades en torno al 90 %.

Todo lo anterior es para SNR hasta, como mucho, 10 dB; a partir de ese nivel de ruido,
todos los métodos empeoran rapidamente, tanto en MSE como en probabilidad de precision.

Aumentar la segmentacion de la sefial con la que se calculan los cumulantes en los
distintos métodos mejora en general los resultados. Esto se puede apreciar claramente si se
representan los resultados para un Ns=128. Sin embargo, esta mejora es mucho mas clara si
se compara directamente con los resultados para Ns=512, que son los resultados que se
presentan en las figuras 5.28-31.

Figuras 5.28-31. MSE y probabilidad de precision para n=1024, Ns=512 y diversos 6rdenes
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De la comparacién de estos métodos con los obtenidos para Ns=64 puede verse como
todos los métodos mejoran, tanto su MSE como su probabilidad de identificacién. Es
significativo que la probabilidad de identificacion supera el 80% para SNR altos y en todos los
ordenes, salvo para orden 10, donde las probabilidades bajan algo. También puede verse como
el orden al que un método presenta mejores resultados no siempre es el més alto; de esta forma
los métodos LS y CFOM complejo presentan sus MSE menores para orden seis, aunque el
primero de los dos presenta la mayor probabilidad de precision a ordenes ocho y diez.

En general, puede decirse que al aumentar el tamafio de los segmentos se consigue
mejores estimaciones. Esto es cierto siempre que se tengan sefiales ergédicas y que ninguno
de los argumentos de las funciones g(®,N), presentadas en la seccion IV.5. y que dominan la
convergencia de los estimadores, sean muy proximos a cero; tal y como son las que se estan
tratando. En caso de que lo anterior no suceda, el promedio en registros independientes es el
causante de la convergencia de los estimadores, por lo que sera mas importante un numero
elevado de segmentos independientes que una gran longitud de estos. En general, las sefiales
requeriran del promedio en segmentos para que sus cumulantes converjan, por lo que en este
capitulo es mas interesante centrarse en comparar los métodos cuando se realizan promedios
significativos.

Al aumentar el orden, existen dos contribuciones distintas a la probabilidad de precision
se oponen dos factores. Por un lado, al aumentar el orden suele mejorarse la estimacion de los
polos correctos, por lo que estos estaran mas cerca de la circunferencia unidad, produciendo
que sea mas dificil que un polo esptireo esté mas cerca de la circunferencia que uno correcto;
pero, por otro lado, aumenta el numero de polos, lo que significa que aumenta la probabilidad
de que alguno tenga modulo mas cercano a uno. Como puede verse, estos dos factores
influyen de manera contraria en el valor de la probabilidad de precision: mientras que el
primero tiende a aumentarla, el segundo tendera a disminuir su valor. La influencia concreta
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dependera tanto del método como de la posicion de los acoplos. Esta competencia es,
precisamente, la que produce la disminucion de la probabilidad de precision, para varios
métodos, a orden 10.

Para ver como afecta el aumento en el nimero de datos, a continuacion se presentan
los resultados para n=4096 y Ns=64, para los mismos 6rdenes que en el caso de n=1024. Esto
es lo que se representa en las figuras 3.32-35.

Figuras 5.32-35. MSE y probabilidad de precision para n=4096, Ns=64 y diversos ordenes
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Amplitud (dB)

Amplitud (dB)

De la comparacion entre las anteriores graficas y las correspondientes a #=1024 puede
verse como el aumento en el orden produce una mejora en las estimaciones a todos los
ordenes. La mejora es menor que la que se obtiene aumentando el orden o la segmentacion,
como ya se apunt6 con anterioridad en esta misma seccion.

El aumento en el nimero de datos de la sefial se espera que sea mas importante para
sefiales no ergddicas, ya que este permitira trabajar con registros mayores, como Ns=512,y
suficientes segmentos independientes.

b) Seial x,(n).

En este subapartado se va a seguir estudiando el caso de un sélo acoplo, pero en este
caso la sefial x,(n) con la que se va a tratar posee las frecuencias del acoplo mucho mas
cercanas entre si que las del caso anterior. Esto se espera que produzca un empeoramiento
importante en los resultados de todos los métodos, persiguiendo comparar el poder resolutivo
de estos en situaciones de frecuencias proéximas.

Para la sefial del subapartado partiendo de sefiales de n=1024 datos y sementadas en
segmentos independientes de longitud Ns=128, sin ruido, bastaba tomar un modelo AR de
frecuencias de orden 4 para poder estimar adecuadamente las frecuencias. Sin embargo, para
la sefial x,(n) los resultados que se obtiene, para la misma situacién anterior son muy
diferentes. En las siguientes cinco graficas se muestran las funciones de transferencia para los
modelos AR de frecuencias estimados en 20 realizaciones independientes.

Figura 5.36. RCM Figura 5.37. Levinson
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Amplitud (dB)

Figura 5.40. CFOM complejo
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De estas figuras puede verse como, para orden cuatro en el modelo AR de frecuencias,

“los métodos no son capaces de resolver los tres picos que deben presentar. Unicamente en

alguna realizacion los métodos CFOM simple y CFOM complejo son capaces de resolver
estos picos, aunque en la mayoria de las estimaciones fallan.

En este caso no se han representado los modelos AR dos. Esto es debido a que, como
se explicé para la sefial anterior, se estd interesado Ginicamente en las frecuencias individuales,
ya que se supone que se sabe que Gnicamente aparece un acoplo. También se explicé como,
aun cuando la sefial posee mas acoplos, este procedimiento sigue siendo vélido. En ese caso,
a través del modelo AR uno, se determinan las frecuencias individuales que componen los
acoplos como primer paso. El segundo paso serd determinar que frecuencias individuales
concretas forman cada uno de los acoplos, para lo que si haré falta el modelo AR dos, en el
que se presentan las sumas de las frecuencias, lo que permite la determinacion de las
frecuencias individuales que forman cada acoplo.

Se ha podido ver como, efectivamente, la cercania de las frecuencias entre ellas
produce que el orden del modelo AR para el cual se reproducen los picos, en las circunstancias
especificadas anteriormente, no sea cuatro, tal y como sucedia en x,(n). Para lograr que los
métodos resuelvan los tres picos hay que seguir aumentando el orden, el orden concreto al que
se consigue realizar una estimacion adecuada depende de cada método concreto. En las
siguientes cinco figuras se muestran los espectro de los coeficientes AR uno para n=1024,
Ns=128, sin ruido y para orden siete en los modelos AR.

Figura 5.41. RCM Figura 5.42. Levinson

Amplitud (dB)

AL VA

A CAOALAA
A A s, 0.‘ & ./ > A

o 09700 015 | ° 00700 0.5
frecuencia (Hz) frecuencia (Hz)

178 Acoplos ciibicos de fase: simulaciones y resuitados



ACOPLOS CUBICOS DE FASE: SIMULACIONES Y RESULTADOS

Amplitnd (dB)

Figura 5.43. LS Figura 5.44. CFOM simple

Amplitud (dB)
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00701 0.5
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Figura 5.45. CFOM complejo
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a 00701 043

frecuencia (Hz)

Puede verse como, incluso a orden siete, sélo los métodos CFOM simple y, sobre todo,
CFOM complejo son capaces de resolver los tres picos en la mayoria de las ocasiones. El
método LS y el RCM consiguen en alguna realizacion resolver adecuadamente, mientras que
el método de Levinson no lo logra en ninguna ocasion.

Si se sigue aumentando el orden, es posible conseguir mejores estimaciones, para los
mismos valores de n, Ns y SNR anteriores; de forma que los métodos LS, CFOM simple y
CFOM complejo consiguen presentar picos claros en las diez realizaciones ya para orden ocho,
presentado el método LS una varianza significativamente menor que los otros. El método
RCM requiere llegar a orden diez para que todas las realizaciones presenten picos en las tres
frecuencias y el método de Levinson necesita llegar como poco a orden 12 en el modelo AR

A continuacién se presentan, en las figuras 5.46-49., el MSE y la probabilidad de
precision en funcién de la SNR para los distintos métodos. Las sefiales poseen un nimero de
datos n=1024, divididas en segmentos independientes de longitud Ns=64 y para érdenes del
modelo AR de frecuencias que van de seis a quince. La necesidad de irse hasta 6rdenes
mayores que en la sefial del subapartado a) se debe a la ya manifestada dificultad que poseen
los métodos para estimar adecuadamente las frecuencias.
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Figuras 5.46-49. MSE y probabilidad de precision para n=4096, Ns=64 y diversos ordenes
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La dificultad que representa estimar correctamente las frecuencias del acoplo queda
recogida en las anteriores gréficas, lo que es especialmente patente en la probabilidad de
precision. Unicamente el método LS proporciona valores por encima del 80% en la
probabilidad de precisién y para érdenes superiores a diez, siendo también el que menor MSE
presenta para estos 6rdenes. El resto de los métodos no presentan resultados aceptables, no

180 Acoplos cabicos de fase: simulaciones y resultados



ACOPLOS CUBICOS DE FASE: SIMULACIONES Y RESULTADOS

tanto por el valor del MSE, sino por la poca probabilidad de precision que presentan, lo que
provoca que se equivoquen, como poco en un 35 % de los casos.

El aumento en la longitud de los segmentos produce mejores resultados, tal y como

sucedia en la sefial x,(n), pero la mejora es ahora significativamente mas acusada que lo que
era para la otra sefial. Esto puede verse en las graficas 5.50-53.

Figuras 5.50-53. MSE y probabilidad de precision para n=1024, Ns=512y diversos érdenes
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En las gréficas se aprecia la gran mejora que produce en los resultados el aumentar la
longitud de los registros. Sin embargo, les sigue costando a los métodos conseguir una
probabilidad de precisién mayor del 80%, salvo para el método LS. El método que en ninguna
situacién consigue una probabilidad de precision aceptable es el método de Levinson, por lo
que su capacidad de resolver picos juntos serd limitada.

Cémo repercute el aumento en el nimero de datos 7 es lo que se representa en las
siguientes figuras.

Figuras 5.54-57. MSE y probabilidad de precisién para n=4096, Ns=64 y diversos érdenes
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Amplitud (dB)

promediado en segmentos independientes cobra un importancia especial en este caso.

Al haber un s6lo acoplo ctibico de fase, el orden menor del modelo AR uno con el cual
se puedan determinar las frecuencias individuales de los acoplos, es tres. Aunque las
frecuencias no estan muy cercanas unas de otras, lo que si sucedia en x,(n), la presencia de las
otras cuatro frecuencias relacionadas arménicamente hard que no se consigan buenas
estimaciones para este orden, incluso sin ruido.

A continuacion se presentan los espectros de los modelos AR uno que modelan 20
realizaciones independientes de la sefial x;(r) para sefiales con un numero de datos n=1024,
segmentadas en registros independientes de longitud Ns=64, sin ruido y para orden cuatro en
el modelo AR.

Figura 5.58. RCM Figura 5.59. Levinson
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Figura 5.60. LS Figura 5.61. CFOM simple
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Las lineas verticales solidas indican la posicién de las frecuencias individuales del
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Aunque de estas figuras se puede apreciar una mejora respecto de los resultados
obtenidos con 1024 datos por sefial, la mejora no es muy significativa, sobre todo si se
compara con la mejora que produce el aumento de la longitud de los segmentos. Lo mas
interesante en el aumento del niimero de datos serd que permitird tratar con segmentos de
mayores longitudes y un numero suficiente de segmentos independientes. Esto serd
especialmente importante en la siguiente sefial, como se comportan los métodos ante sefiales
con una acoplo de fase y otras cuatro frecuencias relacionadas arménicamente, pero que no
estan acopladas en fase.

V.2.2. Un acoplo cubico de fase y cuatro frecuencias relacionadas arménicamente
y no acopladas.

En este apartado se persigue estudiar como se comportan los métodos frente a
frecuencias que no estan acopladas, pero si estan relacionadas arménicamente. En este caso,
las sefiales no son ergddicas y el promedio en registros o segmentos independientes se

convierte en fundamental, tal y como se explico con detalle en el apartado IV.5.3. Por tanto,

la sefial sera de la forma:

4 . u u 4 .y € C,
x,(n)=) A4, Y 4,50 (5.4)
k=1 k=1

COn M} =0+ +0;, B =0] +05+03, W=y +W;+y3, ylas variables aleatorias {y,conk=1,2,3}
y {y}, con p=1,...,4} son variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas en el

intervalo [0,27) y todas las amplitudes iguales a la unidad. Segun esto, el segundo de los
sumandos de (5.4) correspondera al acoplos cubico de fase, mientras que el primer sumando
seran frecuencias no acopladas, pero relacionadas arménicamente, ya que una es la suma de
otras tres.

En concreto, el valor que se ha dado a las anteriores frecuencias es el siguiente:

(0%, 005,005,005) =27(0.08,0.26,0.38,0.72)
129223584

v u u u (5.5)
(0" 0", 0408 =21(0.18,0.3,0.48,0.96)

El estudio se centrara tinicamente sobre el modelo AR uno, tal y como se realizo
durante el anterior apartado. También se utilizard el MSE definido en (5.3), en esta definicién
esta implicito que el niimero de acoplos presentes es uno. Este hecho, que hasta ahora se ha
supuesto conocido, es importante estudiar su posible deduccion de los resultados de los
meétodos, aunque sea cualitativamente.

La sefial (5.4) es no ergddica, lo que significa que los resultados que se obtengan sin
segmentar las sefiales en registros independientes seran falsos, tal y como se vio en [V.5.3.
Esto no sucede en las otras dos sefiales del apartado V.2.1., por lo que el efecto del
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Amplitud (4B}

acoplo ciibico, mientras que las lineas punteadas hacen lo propio con el resto de las frecuencias
que estan presentes en (5.4) y (5.5), es decir, las cuatro frecuencias no acopladas y la suma de
las frecuencias individuales de los acoplos.

Como puede verse, aunque las frecuencias del acoplo estdn bastante separadas, tal y
como sucedia en x,(n), no es posible realizar una estimacién adecuada a orden cuatro del
modelo AR. Sera necesario, por tanto, aumentar el orden del modelo. Si se realiza esto,
dejando fijos el resto de los parametros, al llegar a orden siete ya aparece claramente picos en
las frecuencias individuales de los acoplos. Esto es lo que se representa en las siguientes
figuras.

Figura 5.63. RCM Figura 5.64. Levinson

Amplitud (dB)

frecuencia (Hz) frecuencia (Hz)

Figura 5.65. LS Figura 5.66. CFOM simple

£
Anipfitud (4B}

L

frecuencia (Hz)

frecuencia (Hz)

Figura 5.67. CFOM complejo

Awplitud (4B)

Vi

frecuencia (Hz)

Para orden siete del modelo AR, puede apreciarse una gran diferencia entre los
distintos métodos. Todos ellos presentan picos en las frecuencias individuales de los acoplos,
con mayor o menor claridad, para un nimero elevado de realizaciones. Incluso, los métodos
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-20

LS y CFOM complejo presentan una varianza realmente pequeiia. Pero esto no significa que
se tenga una estimacion correcta. Siuno se fija en los espectros de los dos métodos anteriores,
su aspecto no es el que deberia presentar un acoplos y que se representa en las figuras 5.6-10.,
mas bien es el aspecto que debe presentar dos acoplos. Esto se debe a que no s6lo aparecen
picos en las frecuencias individuales del acoplo en el espectro del modelo AR, sino en todas
las frecuencias que estan presentes en (5.4) y (5.5).

Si se desconoce el numero de acoplos que componen la sefial, a la luz de los espectros
de los métodos se puede deducir que existen dos, con claridad, por lo que la interpretacion
posterior sobre el sistema fisico del que provenga la sefial seran erréneos. Pero, incluso si se
conoce a priori que sélo existe un acoplo en la sefial, no se obtendrian buenos resultados
mediante estos dos métodos, ya que se estimarian como frecuencias aquellas cuyos polos estén

-mds cerca de la circunferencia unidad, que en ninguno de los casos corresponden con las
frecuencias individuales del acoplo. De hecho, si se calcula la probabilidad de precision en los
anteriores métodos, el resultado es cero, ya que se equivoca en todas las identificaciones de
los polos como verdaderos.

El método CFOM simple, aunque presenta una mayor varianza y también aparecen
picos esplireos en su espectro, presenta como los tres picos mds importantes los
correspondientes a las frecuencias individuales del acoplo, en un gran nimero de ocasiones.
Algo parecido ocurre con el método RCM, aunque en menor medida, ya que la varianza es mas
elevada.

El siguiente paso, en busca de un correcto procesado es elevar el nimero de datos de
la sefial, dejando fija la segmentacion. Lo que se persigue es elevar el promedio en registros
independientes, ya que esto favorece la convergencia en las sefiales no ergddicas. Los
resultados, para Ns=64, n=4096, 20 realizaciones, sin ruido y un orden del modelo AR de
siete, son los que se muestran en las siguientes figuras.

Figura 5.68. RCM Figura 5.69. Levinson
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Figuara 5.72.

CFOM complejo
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En estas figuras puede verse como, atn multiplicando por cuatro el numero de datos
de cada sefial, no se consigue disminuir los picos esplreos que aparecen en los métodos LS
y CFOM complejo. La varianza que aparece tanto en el método RCM como en el de Levinson,
puede utilizarse para intentar conseguir un espectro que posea una forma similar al espectro
tedrico, el cual solo presenta piscos en las frecuencias individuales acopladas. Estos, se vio a
principio del apartado anterior que podia realizarse promediando geométricamente los distintos
espectros presentados. La media de los espectro de las anteriores figuras es lo que aparecen
en las siguientes: '

Figura 5.73. RCM
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Figura 5.74. Levinson
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Figura 5.76. CFOM simple
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Figura 5.77. CFOM complejo

Amplitud (dB)

1AM :

frecuencia (Hz)

De estas figuras puede verse como el espectro que mas se asemeja al espectro tedrico
es la que proporciona el método RCM, el cual presenta unicamente tres picos diferenciables,
como se est4 buscando. Los métodos Levinson y CFOM simple, también producen espectros
similares, aunque aparece algin pico menor a altas frecuencias. Sin embargo, los otros dos
métodos, LS y CFOM complejo, que eran precisamente los que mejores resultados habian
dado en las sefiales anteriores son los que muestran un espectro mas diferente del esperado.
Esto provoca la dificultad tanto en el nimero de acoplos como en las frecuencias concretas.
Se puede concluir que los métodos LS y CFOM complejo son los menos sensibles al promedio
en segmentos independientes, y por ello no producen resultados adecuados para sefiales no
ergddicas, como es la que se esta estudiando en este apartado.

Para concluir con estas sefiales se estudiara el MSE y la probabilidad de identificacion,
lo que proporcionara una mayor comprension sobre los mecanismos que siguen los métodos
en la estimacién. Tanto en la definicién de MSE como en la probabilidad de identificacion, se
supone que las sefiales poseen un sélo acoplo, por lo que de estos pardmetros no se puede
obtener consideracién alguna sobre la existencia de mas picos o la identificacién acertada del
niimero de acoplos. Con estos parametros se puede estudiar como afecta el orden, la
segmentacion y el nimero de datos en los distintos métodos.

En primer lugar se estudiara la influencia que el aumento de la longitud de los
segmentos tiene sobre estos parametros, manteniendo fijo el nimero total de datos de la sefial.
Par ello, en las figuras 5.78-79. se presentan el MSE y la probabilidad de precisién calculadas
a partir de 20 realizaciones, para n=1024 y Ns=64 y Ns=128, siendo el orden del modelo A