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q0≥0

S (1 − τ) (α − βQ0) q0 − φ − γq0,
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τ ∈ (−∞, 1] .
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max
q∗
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(α − βQ0) q∗i0 − φ∗ − γ∗q∗i0.
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Q0 = q0+(N−1)q∗i0.
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[�%a`
q0 =

S (1 − τ) (α + (N − 1) γ∗) − Nγ

β (N + 1) S (1 − τ)
,

[^�u`
q∗i0 =

S (1 − τ) (α − 2γ∗) + γ

β (N + 1) S (1 − τ)
.
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α > 2γ∗,
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p = 100−Q

§
γ = γ∗ = 5

u�sy�
φ = φ∗ = 60
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S̃ =
Nγ

(1 − τ)(α + (N − 1)γ∗)
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[:¢u`
π0 (S) =





[S (1 − τ) (α + (N − 1) γ∗) − Nγ]2

β (N + 1)2 S (1 − τ)
− φ if S > S̃

−φ if S ≤ S̃
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π0(S) = 0
& � �°	<?yO 7:9 �_@ZS>Sf	�LC����@Z?�=\	4�h@���	�H"@ZS J 	EF3�#	<S 9 X

Ŝ
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M 9 FC;à�C;>H\	�@Z?�I 9 j�F�	��*F�� J ����	<?y��?°	<= @��C;>H\	WMC� 9 �°�*FP&

�N& �N& ����� ���� ���� � ����������������� U J M�M 9 F�	�����@������°	�I 9 '	EF��C;¢�W�°�� IC	��<;�IC	EF�� 9 F�	�� J M�@mM�S�@Z?W�G;>?!���°	
7:9 ��	<;>="? � 9KJ ?y���CD�@Z?�I�O����°	���	 7Q9 ��	"O 7 @h��	EF9���°	\F�@�'	�� 9 F�� 74J ?°���C; 9 ?�@KFAS 9 �P@ZS��°���Fa& � �°	��°�� X
;>S>S
� 9 mM�	���	�@KFA@G J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS�X
;à��� ���°	

N − 1
7:9 ��	<;>="?~�°���FP& ¥�H\	<? ��� 9KJ =�� ���°	rI 9 '	EF��C;¢���°��

��@KFp= 9 ?°	¨ J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS�O5;à�*F.�°	P@KI�^ J @�����	��*FW;>?����°	mF 9KJ ����	[� 9KJ ?y���CDGA@nLN;àm;>{�	�MC� 9 �°�*Fp;>?�I 9 '	EF��C;¢�
� J ����	<?°�<DuO°����@���;�F

max
q1≥0

S [(α − βQ1) q1 − φ∗ − γ∗q1] .

d�9 ��	<;>="?��°���F_A@nL�;àm;>{�	�MC� 9 �°�*F�;>? 7:9 ��	<;>="?�� J ����	<?°�<DuOC����@���;�F

max
q∗
i1
≥0

[(α − βQ1) q∗i1 − φ∗ − γ∗q∗i1] .

US	����C; 9 ? 6 & � 9Z7 ���°	 6 M�M�	<?�IN;kL�F�� 9 X�F_����@������°	�� 9KJ �C? 9 ��	E^ J ;>S>;à�C�C; J  MC� 9 I J ���C; 9 ?�HK@ZS J 	EFG@���	

q1 = q∗
11

= q∗
21

= ...... =
α − γ∗

β (N + 1)
.

� 9 �C;¢��	G����@�� 9KJ �RMC��	<H�; 9KJ Fr@KF*F J mMC�C; 9 ? ����@��
α > 2γ∗ = J @��h@Z?W��	�	EFrM 9 FC;à�C;>H\	�MC� 9 I J ���C; 9 ?�H"@ZS J 	EF

��	<= @��*INS¢	EF*F 9Z7 ���°	$	�LC����@Z?�=\	$�h@���	"&
� M�	��h@��C;>?�=�MC� 9 �°�*F 7:9 �_���°	
 J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS5�°�� @���	W? 9 X @_S>;>?°	P@�� 7QJ ?°���C; 9 ? 9Z7 ���°	�	�L©�t��@Z?�=\	7�h@���	

[4��`
π1 (S) = S

[
1

β

(
α − γ∗

N + 1

)2

− φ∗

]
.

qÒ	�@KF*F J '	3����@������°	�? J 3�#	�� 9Z7 �°���FG;>?G���°	�;>?�I J F����CD�;�F(S 9 X 	<? 9KJ =���� 9 =\	<?°	��h@���	_? 9 ?�?°	<= @��C;>H\	
MC� 9 �°�*F 9Z7 ���°	
 J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS5�°���&

�N& ¢N& % ��� ��� ��� 	  �
	 ��� ���� ��������� �
	 ��� � d�9 �i;>S>S J F����h@��C;>H\	
M J �CM 9 F�	EFPOKX8	v�°�*F��V@Z?�@ZS>D�{�	�@pFC;àmM�S>;k�?	EI
�fX 9 ��M#	��C; 9 I¨�fX 9 �fF��h@���	]H\	��*FC; 9 ? 9Z7 ���°	¥ 9 IC	<S�& � ��;�F5F*;àmM�S>;k�?	EI3 9 IC	<S ;>S>S J F����h@���	EFA� 9 X ���°	i�°���m;>=��y�
X
;�F�� � 9 IC	 7 	��3���°	!IC	��<;�FC; 9 ? � 9 ;>? H\	EF��m@��C� 9 @KI IC	EFCM�;à��	9���°	 7 @h���3����@���= 9 ;>?�=  J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZSvX 9KJ S�I
��	!MC� 9 �°�h@���S¢	�� 9 I�@EDu& eg?~@KI�IN;à�C; 9 ?yOf����;�FmFC;àmM�S¢	rF�	�� J Ml@ZS>S 9 X�F J F¨� 9 � 9 mM J ��	����°	�H"@ZS J 	 9Z7 ���°	
9 MC�C; 9 ?�� 9 = 9  J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS¥� D�� 9 mM�@��C;>?�=����°	�?°	��GMC��	EFt	<?W�pHK@ZS J 	 9Z7 ���°	��°�� X
;à����@Z?�I�X
;à��� 9KJ �
���°	 9 MC�C; 9 ?y&

� �°	pF���� J ��� J ��	 9Z7 ���°	
 9 IC	<S�;�F]IC	<M�;¢����	EI�;>? � @���S¢	m%"&VU J M�M 9 Ft	�����@��
;>?�;à�C;�@ZS>S>D4���°	WI 9 '	EF��C;¢�(�°��
	�LNM 9 ���*F
@Z?�I4���°	�	�LC����@Z?�=\	
�h@���	(;�F

S
& 6 �8���°	.�#	<=";>?�?�;>?�= 9Z7 	P@h�t��M�	��C; 9 I�Oy���°	.	�LC����@Z?�=\	
�h@���	.	<;à���°	��

�C;�F�	EF 9 � 7 @ZS>S�F(;>?x@Z?|@� 9KJ ?y� 9Z7
∆ > 0

X
;à���|MC� 9 ��@���;>S>;à�fD
0.5

& � ?°��	¨���°	¨	�L©�t��@Z?�=\	[�h@���	�;�FGB�? 9 X
?yO
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	 � ���  �� � �� � � ��� � � � � �� � �� � � � � � � � �� �� �� �

t = 0 t = 1 t = 2��� � � � � �� � � � � � � � � � � � � �� � � � � � �

� � �� � �� � �� � � � � � � � � �� � �� � �� � � � � � �

↗ E → π0(S + 2∆)
S + 2∆ (3)

↗ ↘ M → π1(S + 2∆) − (S + 2∆)I
E → π0(S + ∆)

↘ ↗ E → π0(S)
↗ S (4)

↘ M → π1(S) − SI
S + ∆ (1)

↗ E → π0(S + 2∆) − (S + 2∆)L
↘ S + 2∆ (5)

↗ ↘ M → π1(S + 2∆)
↗ M → π1(S + ∆) − (S + ∆)I

↘ ↗ E → π0(S) − SL
↗ S (6)

↘ M → π1(S)
S → E

↗ E → π0(S)
↘ S (7)

↗ ↘ M → π1(S) − SI
↘ E → π0(S − ∆)

↘ ↗ E → π0(S − 2∆)
↗ S − 2∆ (8)

↘ M → π1(S − 2∆) − (S − 2∆)I
S − ∆ (2)

↗ E → π0(S) − SL
↘ S (9)

↗ ↘ M → π1(S)
M → π1(S − ∆) − (S − ∆)I

↘ ↗ E → π0(S − 2∆) − (S − 2∆)L
S − 2∆ (10)

↘ M → π1(S − 2∆)
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	���������������������	���������������������������� ��!	��������""�������# $��
���°	G�°�� IC	��<;�IC	EF_���°	 9 M�	��h@��C; 9 ?+ 9 IC	 �¥	<;à���°	���	�L�M 9 ���C;>?�=

(E)
9 �
= 9 ;>?�=� J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS

(M)
& � �°	<?

�°���F�	<?�= @Z=\	�;>?�^ J @Z?y�C;à�fD!� 9 mM�	��C;à�C; 9 ?�@Z?�IRMC� 9 �°�*F(@���	$��	P@ZS>;>{�	EI�&
d�9 �iFC;àmM�S>;¢�<;à�CS>DuO�F J M�M 9 F�	8���°	v;>?�;à�C;�@ZS?	�L©�t��@Z?�=\	_�h@���	v;�F

S = 1
O
γ = γ∗ O φ = φ∗ O τ = 0

@Z?�I
I = L

&
£(?�IC	��_���°	EF�	
�<;à��� J �F��h@Z?°��	EFPO�;à�v;�F_	P@KFCD'� 9 F�� 9 X¡����@��

π0(1) = π1(1)
O
π0(1 + ∆) > π1(1 + ∆)

@Z?�I

π0(1 − ∆) < π1(1 − ∆)
& � 	�� J FAMC� 9 ��	�	EI�� D ��@h�hB�Xv@��*I�FR;>?�I J ���C; 9 ?�� 9 F 9 S>H\	����°	! 9 IC	<S�&�ef?

���°	�F�	�� 9 ?�I|M�	��C; 9 I�O 9 ?°��	����°	_�°�� 9 ��Ft	��CH\	EF$���°	�	�LC����@Z?�=\	'�h@���	"O5F 9 '	 9Z7 ���°	A@ZSà��	��C?�@��C;>H\	' 9 IC	EF
9Z7(9 M�	��h@��C; 9 ? �P@Z? ��	4� J S¢	EI 9KJ �P& � �°	AMC��	 7 	�����	EI�F����h@���	<=";¢	EF�@��[	P@h���lIC	��<;�FC; 9 ?~? 9 IC	�@���	�S>;�F���	EI ;>?
� @���S¢	Ò�N& d�9 �r;>?�F��h@Z?°��	"O(;>?8? 9 IC	�¢NO�	�LNM 9 ���C;>?�=�D�;¢	<S�I�F

π0(1 + 2∆)
X_��;>S¢	|= 9 ;>?�=  J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS

��	�� J �C?�F�@�S 9 X8	���MC� 9 �°�
π1(1 + 2∆)− (1 + 2∆)I

&�ef?+� 9 ?�F���� J ���C;>?�= � @���S¢	$�NO�Xf	�@���	�@KF*F J m;>?�=[����@��
@ 7 ��	��.�gX 9 � 9 ?�F�	�� J �C;>H\	�@ZM�MC��	��<;�@��C; 9 ?�FaO�;>?|? 9 IC	��NO����°	_;>?°����	P@KF�	_;>?|M#	��C; 9 I �fX 9 MC� 9 �°�*F 7 � 9  = 9 ;>?�=
 J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS� 9 ��	�����@Z? � 9 mM#	<?�F�@���	����°	�F J ?�Bq� 9 F�� 9Z7 ���°	�;>?�H\	EF��C;>?�=�@��C� 9 @KI�& � ���°	��CX
;�F�	"OA���°	
9 MC�C; 9 ? � 9 ;>? H\	EF��G@��C� 9 @KI\X 9KJ S�I\?°	<H\	�����	$	�LC	����<;�F�	EI�;>?G���°	�F�	�� 9 ?�I�M#	��C; 9 I�&�U�;àm;>S�@��CS>DuO�Xf	�@KF*F J '	
����@��m@ 7 ��	��3�fX 9 � 9 ?�F�	�� J �C;>H\	�IC	<MC��	��<;�@��C; 9 ?�FPO�;>?o? 9 IC	�tNOT���°	�;>?°����	P@KF�	!;>?�M�	��C; 9 IÒ�fX 9 MC� 9 �°�*F 7 � 9 
��	<H\	����C;>?�=9� 9 	�LNM 9 ���C;>?�=' 9 ��	7����@Z?�� 9 mM�	<?�Fh@���	7���°	�F J ?�B(� 9 F�� 9Z7 IC	<S 9 �P@��C;>?�=�&

� @���S¢	¨��� � 9 IC	EFPO�Uy���h@���	<=";¢	EF(@Z?�I��O� 9 �°�*F
� 9 IC	 �O��	 7 	�����	EI\@ZSà��	��C?�@��C;>H\	 � 9 m;>?�@���	EI�@ZSà��	��C?�@��C;>H\	
¢

E π0(1 + 2∆) M π1(1 + 2∆) − (1 + 2∆)I�
E π0(1) M π1(1) − It
E π0(1 + 2∆) − (1 + 2∆)I M π1(1 + 2∆)�
M π1(1) E π0(1) − I�
E π0(1) M π1(1) − I�
M π1(1 − 2∆) − (1 − 2∆)I E π0(1 − 2∆)s
M π1(1) E π0(1) − I%��
M π1(1 − 2∆) E π0(1 − 2∆) − (1 − 2∆)I

�G;>H\	<?Ð���°	�F�	�� 9 ?�I M#	��C; 9 I 9 MC�C;àA@ZS���� 9 ;¢��	EFPOO���°	RI 9 '	EF��C;¢���°�� 9 ��F�	��CH\	EF¨����@��A@��_? 9 IC	|%4���°	
	�LNM#	�����	EIr?°	���IN;�Ft� 9KJ ?W��	EI�MC� 9 �°� 9Z7 	�LNM 9 ���C;>?�=A;�F
=���	P@���	�������@Z?+����@�� 9Z7 = 9 ;>?�=' J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS

π0(1 + ∆) +
1

1 + ρ

(
1

2
π0(1 + 2∆) +

1

2
π0(1)

)
>

π1(1 + ∆) +
1

1 + ρ

(
1

2
(π0(1 + 2∆) − (1 + 2∆)I) +

1

2
π1(1)

)
− I.



�����������
	���������������������	���������������������������� ��!	��������""�������# $C$
d�J �����°	��
@KF*F J '	_����@��
@��i? 9 IC	��NOW���°	�?°	��TIN;�Ft� 9KJ ��	EIAMC� 9 �°� 7 � 9  	�L�M 9 ���C;>?�=�;�FV=���	P@���	��¥����@Z?(���°	
?°	��
MC� 9 �°� 7 � 9  ;>? H\	EF��C;>?�=!@��C� 9 @KI�O°����@���;�F

π0(1 − ∆) +
1

1 + ρ

(
1

2
π0(1) +

1

2
(π1(1 − 2∆) − (1 − 2∆)I)

)
>

π1(1 − ∆) +
1

1 + ρ

(
1

2
π1(1) +

1

2
(π1(1 − 2∆)

)
− I.

� ��;�F�FC;àmM�S¢	��fX 9 ��M#	��C; 9 I!�gX 9 �fF��h@���	3 9 IC	<S1;>S>S J F����h@���	EF�� 9 X J ?°��	����h@Z;>?W�gD\@njc	����*F_���°	�	E^ J ;>S>;à�C�C; J 
9KJ ��� 9 '	W@Z?�Ir@ZS>S 9 X�F J F8� 9 MC�C;¢��	.���°	 9 MC�C; 9 ?(� 9 = 9  J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZSE	P@KFC;>S>Du& 6 �]? 9 IC	.�NOS���°	GI 9 '	EF��C;¢�
�°��5	�L�M 9 ���*F�IC	EF*M�;à��	9���°	 7 @h���3����@���M�	��C; 9 I�%AMC� 9 �°�*F 7 � 9  = 9 ;>?�=G J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS�@���	9��;>=��°	��m@Z?�I
��	��h@Z;>?�F7���°	 9 MC�C; 9 ?q� 9 = 9  J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZST;>?�M�	��C; 9 IÒ�N&_e 7 ���°	���	�Xv@KF�? 9RJ ?°��	����h@Z;>?y�fDuOA���°	 9 MC�C;àA@ZS
IC	��<;�FC; 9 ?lX 9KJ S�I ��	��h@ZB\	<?Y;>? ���°	R�°�*F���M#	��C; 9 I�Of� 9 Xf	<H\	��PO J ?°��	����h@Z;>?y�fD�@�� 9KJ �'���°	�Ft	�� 9 ?�I�M#	��C; 9 I
	�LC����@Z?�=\	$�h@���	$A@ZB\	EF
;à� 9 MC�C;àA@ZS¯� 9 IC	<S�@PD����°	WIC	��<;�FC; 9 ?�X_�°	����°	���� 9 = 9  J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS�&

� �°	rH"@ZS J 	 9Z7 ����;�F 9 MC�C; 9 ?Y;�F9	P@KFC;>S>D~MC�C;¢��	EI�;>? ����;�F9� 9 ?y��	�LS�P&�qÒ	�  J F��'� 9 mM�@���	!���°	�HK@ZS J 	 9Z7
	�LNM 9 ���C;>?�=!@Z?�I!��	��h@Z;>?�;>?�='���°	 9 MC�C; 9 ?!� 9 = 9  J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS5;>?�M#	��C; 9 I!�

π0(1 − ∆) +
1

1 + ρ

(
1

2
π0(1) +

1

2
(π1(1 − 2∆) − (1 − 2∆)I)

)

X
;à���(���°	�H"@ZS J 	 9Z7 	�LNM 9 ���C;>?�=3��	�A@Z;>?�;>?�=�	�LNM 9 ���C;>?�= 7Q9 ��	<H\	��W[4X
;à����? 9�9 MC�C; 9 ?(� 9 ;>?�H\	EF��v;>?AM�	��C; 9 I��u`

π0(1 − ∆) +
1

1 + ρ

(
1

2
π0(1) +

1

2
(π0(1 − 2∆)

)
.

qÒ	]��?�I�����@������°	vH"@ZS J 	 9Z7 ���°	 9 MC�C; 9 ?'� 9 ��	�	E^ J @ZS°� 9 ���°	�IN;kj�	���	<?°��	 9Z7 ���°	vMC��	<H�; 9KJ F��fX 9 	E^ J @��C; 9 ?�F

1

1 + ρ

1

2
(π1(1 − 2∆) − (1 − 2∆)I − π0(1 − 2∆)) .

� �°	���	 7:9 ��	"OU���°	�H"@ZS J 	 9Z7 ���°	 9 MC�C; 9 ?|X
;>S>SA��	�M 9 FC;à�C;>H\	�X_�°	<? ���°	�;>?°����	P@KF�	_;>?�MC� 9 �°�*F 7 � 9  = 9 ;>?�=
 J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZSb;>?G���°	�F�	�� 9 ?�I\M#	��C; 9 I

π1(1 − 2∆) − π0(1 − 2∆)
;�F(=���	P@���	�������@Z?G���°	�F J ?�B+� 9 F�� 9Z7

���°	G;>? H\	EF���'	<?y�
(1− 2∆)I

&�e 7 ����;�F_� 9 ?�IN;à�C; 9 ?r;�FT? 9 �
Fh@��C;�FC�?	EI�O�;à�vX
;>S>S�? 9 ���#	(X 9 �����!	�LC	����<;�FC;>?�=[���°	
9 MC�C; 9 ?y&

�N& ��& � ���� � � � 	 �� ���� ����	 � ���� � ��� � ��� 	��  ������� � 	�� J Fv? 9 X � 9 ?�FC;�IC	��G@¨ 9 ��	p=\	<?°	��h@ZS1F�	�� J MyO
X
;à����� 9 ?y�C;>? J�9KJ FW@Z?�Ir;>?N��?�;à��	$�C;à'	�@Z?�IrS¢	��
? 9 X����°	$	�L©�t��@Z?�=\	$�h@���	7�h@ZB\	�@Z? DRM 9 F*;à�C;>H\	WHK@ZS J 	"& d�9 �
���°	RFh@ZB\	 9Z7 FC;àmM�S>;¢�<;à�gDoX8	R@KFhF J '	(����@��¨���°	 9 ?�S>D F 9KJ ����	 9Z7�J ?°��	����h@Z;>?W�gDÐ� 9 '	EF 7 � 9 5	�L©�t��@Z?�=\	
�h@���	� 9 H\	�'	<?W�*FP& 6 F*F J '	_����@��¥���°	�	�L©�t��@Z?�=\	��h@���	�	<H 9 S>H\	EF 9 H\	��f�C;à'	�	�L 9 =\	<? 9KJ FCS>DA@KFT@W=\	 9 '	����C;¢�
¡8� 9 X
?�;�@Z?G 9 �C; 9 ?

[:tu` dS

S
= µdt + σdz,
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X_�°	���	

dz
;�F����°	�;>?°����	�'	<?y� 9Z7 @�F��h@Z?�I�@��*I�q8;¢	<?°	���MC� 9 ��	EF*FP& � �°	AM�@��h@�'	���	��

µ
;�F����°	9	�LNM#	�����	EI

IC	<MC��	��<;�@��C; 9 ?'�h@���	
@Z?�I
σ
;�Fi@�'	P@KF J ��	 9Z7 	�LC����@Z?�=\	��h@���	]H 9 S�@��C;>S>;à�fDu& � �°	���	 7:9 ��	"O"X8	v@���	vIN;�F���	<= @��*IN;>?�=

@Z? DA=\	<?°	��h@ZS#	E^ J ;>S>;à�C�C; J ¦	�j�	���� 9Z7 ���°	G@Z="=���	<= @���	 9KJ ��� 9 '	 9Z7 ����;�FT;>?�I J F����CD 9 ?(���°	�	�LC����@Z?�=\	.�h@���	"&
eg? 9 ���°	��VX 9 �*I�FPOS���°	�	�LC����@Z?�=\	��h@���	�;�Fv@KF*F J '	EI9� 9 ��	�	�L 9 =\	<? 9KJ FCS>Dm=";>H\	<?y&�£�?�IC	��f����;�F]@KFhF J mMC�C; 9 ?
���°	(HK@ZS J 	 9Z7 ���°	GI 9 '	EF��C;¢�(�°�� 7:9 S>S 9 X�F
@�F�� 9 ����@KF��C;¢�GMC� 9 ��	EF*F]@Z?�I(���°	��C;àm;>?�= 9Z75d �Ge c 9 X�F_�P@Z?4��	
��� 9KJ =��W� 9Z7 @KF(@Z? 9 MC�C; 9 ?�MC�C;¢�<;>?�=�MC� 9 ��S¢	��&

� �°	�I 9 '	EF��C;¢���°�� IC	��<;�IC	EFf� 9 X� J ���(� 9 MC� 9 I J ��	(@Z?�I!F�	<S>S�;>?'���°	 7Q9 ��	<;>="?4A@��CB\	��]@Z?�IAX_�°	<?9� 9
FCX
;à���t� 7 � 9  	�LNM 9 ���C;>?�=$� 9  J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS�@Z?�ImH�;¢��	<H\	��*F�@N&/eg?�F��h@���	

j = 0
O����°	v�°�� IC	��<;�IC	EFiX_�°	����°	��

� 9 MC� 9 I J ��	 9 ?�S>D!;>?+���°	$� 9 '	7� 9KJ ?W���CD 9 ��� 9 F�� 9 MrMC� 9 I J �<;>?�=AI 9 '	EF��C;¢�P@ZS>S>D�@Z?�IrF�	�� J M�@_M�S�@Z?y��;>?
���°	 7:9 ��	<;>="? � 9KJ ?y���CDuObX_��;¢��� '	P@Z?�F3	�LC	����<;�FC;>?�=����°	 9 MC�C; 9 ? � 9 = 9  J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS�&�ef?�F��h@���	

j = 1
���°	(�°�� IC	��<;�IC	EF
X_�°	����°	��_� 9 � 9 ?W�C;>? J 	WMC� 9 I J �<;>?�=A@��C� 9 @KI 9 �_� 9 = 9 I 9 '	EF��C;¢��@Z= @Z;>?yONX_��;¢�t�+'	P@Z?�F
	�LC	����<;�FC;>?�=����°	 9 MC�C; 9 ?Ð� 9 ��	<H\	��*F�	"& 6 �°�� 7 @h�<;>?�=|F J ���l@�MC� 9 ��S¢	� @Z?�I�@���S¢	4� 9 �t��@Z?�=\	 c 	�L�;à��S>D
7 � 9  9 ?°	�F��h@���	7� 9 @Z? 9 ���°	�����@KF_� 9 MC�C;¢��	7� 9 ��� 9 MC�C; 9 ?�F�FC;à J Sà�h@Z?°	 9KJ FCS>Du&

eg? 9 �*IC	���� 9 ��?�I����°	 9 MC�C; 9 ?�MC�C;¢��	"O�;à�
;�F�?°	���	EF*Fh@��CD(� 9 HK@ZS J 	
���°	�I 9 '	EF��C;¢�p�°���& � ��;�F
H"@ZS J @��C; 9 ?
;�F�� 9 ?�H\	<?�;¢	<?W�CS>D�I 9 ?°	 J FC;>?�=R@��C;�FCB���?°	 J ���h@ZS1MC� 9 ��@���;>S>;à�gD�'	P@KF J ��	"& 6 M�M#	<?�IN;kL 6 & ¢�F�� 9 X�F�����@�������;�F
����@Z?�=\	 9Z7 '	P@KF J ��	�;�F
	P@KFC;>S>D�@h��� 9 mM�S>;�F��°	EI�� D�S¢	����C;>?�=+���°	mI©�C; 7 �p;>?����°	¨	�LC����@Z?�=\	[�h@���	�MC� 9 ��	EF*F

µ
[K���°	8	�L�M�	�����	EI�IC	<MC��	��<;�@��C; 9 ?��h@���	a`¯�#	f	E^ J @ZSy� 9 ���°	¥�C;�FCB�S¢	EF*FE�h@���	

r
m;>? J F=���°	]F 9 �P@ZS>S¢	EI���� 9 ? H\	<?�;¢	<?°��	

D�;¢	<S�I��
δ
&

� 	��
Vj (S)

��	����°	vHK@ZS J 	 9Z7 ���°	v�°�� =";>H\	<?!@Z?m;>?�;à�C;�@ZS°	�LC����@Z?�=\	��h@���	
S
@Z?�ImF��h@���	

j
@Z?�I 7:9 S>S 9 X
;>?�=

9 MC�C;àA@ZS�M 9 S>;¢�<;¢	EF����°	���	P@ 7 ��	��P&�q �°	<?����°	pI 9 '	EF��C;¢�(�°�� 	�L�M 9 ���*F8� 9 ���°	 7:9 ��	<;>="?+� 9KJ ?W���CDuO�;à�_	P@��C?�F�@
MC� 9 �°�

π0 (S)
&Veg?\@KI�IN;à�C; 9 ?yO?���°	�HK@ZS J 	 9Z7 ���°	��°�� ;�F�	�LNM#	�����	EI!� 9 ����@Z?�=\	"O�D�;¢	<S�IN;>?�=R@��P@ZM�;à�h@ZS1= @Z;>?

9Z7
E (dV0 (S)) /dt
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1
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]
=
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]
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� 9 F��*FPO�I J mM�;>?�=!�P@Z? 9 � J ���P& � ��;�F
�fD�M#	 9Z7 I J mM�;>?�=�@ZM�M�	P@��*FpX_�°	<?����°	�? J ���	�� 9Z7 �°���Fp;�FGS�@��C=\	
	<? 9KJ =���@Z?�I9�<S 9 F�	_� 9 ���°	
S 9 ?�=3� J ?9	E^ J ;>S>;à�C�C; J  ? J 3�#	�� 9Z7 �°���FP&/q��°	<?4���°	v�°�� 	�LNM 9 ���*F]@Z?�I���@KF
���°	 9 MC�C; 9 ?G� 9 �<S 9 F�	�I 9 X
?�;à�*F�� J FC;>?°	EFhFPO°���°	��°�� m;>=��W� 9 MC�C;àA@ZS>S>D�IC	��<;�IC	3� 9 	�LNM 9 ���(@��p@mS 9 F*FaO�@KF
��	��|	<?W���CDr;>?y� 9 ���°	
A@��CB\	�����@KF(@[� 9 F��P& � ��;�F
;�F_���°	�Xf	<S>SyB�? 9 X 9 MC�C; 9 ?�HK@ZS J 	 9Z7 F��h@PD�;>?�=�;>?+� J F*;>?°	EF*F
	<H\	<?�X_�°	<?\D 9KJ m;>=��W����@EH\	�S 9 FhF�	EF
;>?+���°	�F�� 9 ���_� J ?y& wG9 Xf	<H\	��PO�;>? 9KJ �� 9 IC	<S¯���°	$	�LNM 9 ���C;>?�=m�°��
��@KF����°	 9 MC�C; 9 ?4� 9 F�� 9 MAMC� 9 I J ���C; 9 ?�I 9 '	EF��C;¢�P@ZS>S>DA@Z?�IAF�	�� J MR@WMC� 9 �°�fA@ZB�;>?�=�M�S�@Z?W�];>?'���°	 7:9 ��	<;>="?
� 9KJ ?W���CDu&�¥�?�I 9 X8	EI~X
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I 9 X
?A;à�*FO� J FC;>?°	EF*FP&/q �°	<?����°	
? J 3�#	�� 9Z7 �°���Fi;�F�S 9 X�OW���°	 9 MC�C; 9 ?'� 9 F�	�� J M!@GM�S�@Z?y�i;>?'���°	 7:9 ��	<;>="?
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���°	�S 9 ?�=4� J ? 	E^ J ;>S>;à�C�C; J  ? J 3�#	�� 9Z7 �°���F����°	 9 MC�C; 9 ? � 9 ;>? H\	EF��W@��C� 9 @KI\I 9 	EF(? 9 �.	<S>;àm;>?�@���	3���°	
M 9 F*FC;à��;>S>;à�fD 9Z7 I J mM�;>?�=�& d�9KJ �����yO�Xf	W��?�I�����@����h@��C;kj�F���@PH\	$���°	�X8	<S>S1B�? 9 X
? d �pef��;>?�I J �<;>?�=4	�jc	����PO
 9 ��	�F 9 ;>?YS¢	EF*F4� 9 mM#	��C;à�C;>H\	GA@��CB\	��*FP& � �°	!� 9 ?y���C;à� J �C; 9 ? �°	���	�;�F9���°	R��?�IN;>?�= ����@��4�h@��C;kj�F�@���	
 9 ��	¨	�j�	����C;>H\	m@��pIC	���	����C;>?�=RIC	<S 9 �P@��C; 9 ?y& d ; 7 ���yO�@��h@��C;kj�[ 9 �W@Z?y�C;k�fI J mM�;>?�=�I J �fD�`_m;>=��y�7��@EH\	3���°	
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� �°	7	�LNM 9 ���C;>?�=m�°�� A@nL�;àm;>{�	EF

π (q0) = S (1 − τ) (α − βQ0) q0 − φ − γq0.

� �°	p�°�*F�� 9 �*IC	���� 9 ?�IN;à�C; 9 ?�;�F

∂π (q0)

∂q0

= S (1 − τ) (α − βQ0 − βq0) − γ = 0

X_��;¢���\=";>H\	EF_���°	7��	P@h���C; 9 ? 7QJ ?°���C; 9 ? 9Z7 ���°	$	�LNM 9 ���C;>?�=m�°��

q0 =
S (1 − τ)

(
α − β

∑N−1

i=1
q∗i0

)
− γ

2βS (1 − τ)
.

d�9 ��	<;>="?r�°��
i
A@nL�;àm;>{�	EF

π (q∗i0) = (α − βQ0) q∗i0 − φ∗ − γ∗q∗i0

∂π (q∗i0)

∂q∗i0
= α − βQ0 − βq∗i0 − γ∗ = 0.

X_��;¢���\=";>H\	EF_���°	7��	P@h���C; 9 ? 7QJ ?°���C; 9 ? 9Z7/7Q9 ��	<;>="?��°��
i

q∗i0 =
α − β(q0 +

∑N−1

l 6=i q∗l0) − γ∗

2β
.

U�;>?°��	�@ZS>S 7:9 ��	<;>="?r�°���F(@���	p;�IC	<?y�C;¢�P@ZS
N−1∑

i=1

q∗i0 = (N − 1) q∗
0
.

� �°	WMC� 9 I J ���C; 9 ?�S¢	<H\	<S�F 9Z7 ���°	$	�LNM 9 ���C;>?�=��°�� @Z?�I�@¨�fD�M�;¢�P@ZS 7:9 ��	<;>="?r�°�� @���	

q0 =
S (1 − τ) (α + (N − 1) γ∗) − Nγ

β (N + 1) S (1 − τ)

q∗0 =
S (1 − τ) (α − 2γ∗) + γ

β (N + 1) S (1 − τ)
.

� �°	 9 MC�C;àA@ZS 9KJ �CM J � 9Z7 ���°	WI 9 '	EF��C;¢�p�°�� ;�F
M 9 FC;à�C;>H\	 7:9 ��@ZS>S¯	�L©�t��@Z?�=\	$�h@���	EF(F J ���+����@��

S ≥
Nγ

(1 − τ) (α + (N − 1) γ∗)
= S̃.

� �°	���	 7:9 ��	"OC� 9 �h@ZS 9KJ �CM J ��;�F

[^���u`
Q0 =

S (1 − τ) (Nα − (N − 1) γ∗) − γ

β (N + 1) S (1 − τ)
,

� M�	��h@��C;>?�=�MC� 9 �°�*F�X_�°	<?�	�LNM 9 ���C;>?�=!@���	

π0 (S) = S (1 − τ) (α − βQ0) q0 − φ − γq0.
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� �°	
 J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS5�°�� A@nLN;àm;>{�	EF����°	 7:9 S>S 9 X
;>?�= 74J ?°���C; 9 ?

π (q1) = S [(α − βQ1) q1 − φ∗ − γ∗q1] .

� �°	p�°�*F�� 9 �*IC	���� 9 ?�IN;à�C; 9 ?�;�F

∂π (q1)

∂q1

= S(α − βQ1 − βq1 − γ∗) = 0

@Z?�I+���°	
��	P@h���C; 9 ? 74J ?°���C; 9 ? 9Z7 ���°	7 J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS5;�F

q1 =
α − β(

∑N−1

i=1
q∗i1) − γ∗

2β
.

d�9 ��	<;>="?r�°��
i
A@nL�;àm;>{�	EF

π (q∗i1) = (α − βQ1) q∗i1 − φ∗ − γ∗q∗i1.

U�;>?°��	¨���°	 9 �N �	����C;>H\	 74J ?°���C; 9 ?|;�F����°	_F�@�'	_@KF����°	 9 �N �	����C;>H\	 74J ?°���C; 9 ? 9Z7 ���°	3 J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS J M � 9
@�Ft�P@ZS¢	 7 @h��� 9 �PO?���°	�F 9 S J �C; 9 ?\;�F����°	�F�@�'	"& � �°	�MC� 9 I J ���C; 9 ?\S¢	<H\	<S�F 9Z7 ���°	3 J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZSi@Z?�I�S 9 �P@ZS
�°���F(@���	

q1 = q∗
11

= q∗
21

= .... =
α − γ∗

β (N + 1)
.

U 9 � 9 �h@ZSyMC� 9 I J ���C; 9 ?�;�F

Q1 =
N (α − γ∗)

β (N + 1)
.

� �°	 9 M�	��h@��C;>?�=�MC� 9 �°� 9Z7 ���°	7 J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS5�°�� X
;>S>S¯��	

π1 (S) = S [(α − βQ1) q1 − φ∗ − γ∗q1]

π1 (S) = S

[
1

β

(
α − γ∗

N + 1

)
2

− φ∗

]
,

@KF
;>?!	E^ J @��C; 9 ? [4��`�&

� � � ����3 � �Y)���0y+�, ��
 � ��
 0 �N+�3 -/)

� �°	���	�@���	[�fX 9 X]@PD�F 9Z7 ��?�IN;>?�=!���°	�MC�C;¢��	 9Z7 ���°	mI 9 '	EF��C;¢���°�� �pIND�?�@�m;¢��MC� 9 =��h@��m;>?�=\@Z?�I
� 9 ?W�C;>?�=\	<?y�4�<S�@Z;à�F�@Z?�@ZS>DNFC;�FP& � 	�� J F_�°�*F���� 9 ?�FC;�IC	������°	rIND�?�@�m;¢��MC� 9 =��h@��m;>?�=~@ZM�MC� 9 @h���y& � 	��

Vj (S, )
�#	 ���°	�HK@ZS J 	 9Z7 ���°	\�°�� ;>?�F��h@���	

j
O(X
;à���

j = 0, 1
& � �°	��°�� =\	<?°	��h@���	EFrMC� 9 �°�*FR;>?

	P@h����M�	��C; 9 I�O
πj (S)

& � 	��
ρ
��	¨���°	�@ZM�MC� 9 MC�C;�@���	�IN;�F�� 9KJ ?W��	EIÒ�h@���	"O�;>?W��	��CMC��	���	EI @KF
���°	3��	�� J �C?q���°	
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;>? H\	EF�� 9 ��� 9KJ S�I 9 �C�h@Z;>? 7 � 9  @ZSà��	��C?�@��C;>H\	G;>? H\	EF���'	<?W�
MC� 9  �	����*FTX
;à���rFC;àm;>S�@��8�C;�FCB9�t��@��h@h����	��C;�F��C;¢�EFP& 6
� 9 ? H\	<?�;¢	<?y�(Xv@ED 9Z7 X_�C;à�C;>?�=9���°	W¡�	<S>SàA@Z?G	E^ J @��C; 9 ?�;�F�@KF 7:9 S>S 9 X�F

[^�"¢u` E (dVj (S))

dt
+ πj (S) = ρVj (S) .

¥i^ J @��C; 9 ?x[^�"¢u`OA@ZB\	EF�	�LNM�S>;¢�<;à�f���°	(;�IC	P@$����@��8���°	 9 X
?°	��*F���;>M 9Z7 @ c 9 X 9Z7 MC� 9 �°�*F];�F]@Z?r@KF*F�	��TX_� 9 F�	
H"@ZS J 	W;�F

Vj (S)
& � ?����°	7�C;>=��W������@Z?�I�FC;�IC	"O�X8	�X_�C;à��	7���°	W? 9 ��A@ZSA��	�� J �C?�M�	�� J ?�;à� 9Z7 �C;à'	7����@������°	

;>? H\	EF�� 9 � J FC;>?�=4���°	�IN;�F�� 9KJ ?y��	EI �h@���	
ρ,

X 9KJ S�IG��	E^ J ;à��	3� 9 � 9 S�I�����;�FG@KF*Ft	��P& � ?����°	�S¢	 7 ������@Z?�I�FC;�IC	"O
���°	��°�*F���	�LNMC��	EF*FC; 9 ?~;�F[���°	+	�L�M�	�����	EIÐ�P@ZM�;à�h@ZS�= @Z;>?l@Z?�IÐ���°	rF�	�� 9 ?�I~;�F¨���°	R;>?�F��h@Z?W�h@Z?°	 9KJ FAMC� 9 �°�
����@��
���°	�@KF*F�	��GM�@EDNFP&�¥i^ J @��C; 9 ?Y[^�"¢u`�;�F�@�? 9 �g@�����;à���h@Z=\	 9 �
	E^ J ;>S>;à�C�C; J  � 9 ?�IN;à�C; 9 ? 	�LNMC��	EF*FC;>?�=(���°	
X
;>S>S>;>?�="?°	EF*F�� 9 � 9 S�I����°	�@KF*F�	��P& 6 M�M�S>D�;>?�=Ae|� 9 � F�S¢	��A@�Xf	W=\	��

[^�Z��` 1

2
σ2S2V ′′

j (S) + µSV ′
j (S) + πj (S) = ρVj (S)

¥i^ J @��C; 9 ?R[^�Z�N`�;�Fb@Z? 9 �*IN;>?�@��CD�F�	�� 9 ?�I 9 �*IC	��/IN;kjc	���	<?W�C;�@ZSC	E^ J @��C; 9 ?�X_�°	���	
S
;�FE���°	 9 ?�S>DW;>?�IC	<M�	<?�IC	<?W�

H"@��C;�@���S¢	"&
� 	�LS�PO�S¢	�� J F7� 9 ?�FC;�IC	��
���°	¨� 9 ?y�C;>?�=\	<?W���<S�@Z;à @Z?�@ZS>DNFC;�FP& � �°	3��@KFC;¢�_;�IC	P@!;�F�����@��p;>?x@Z?q	�� 9 ? 9 �D

X
;à����@'�C;¢���G'	<? J|9Z7 ���h@KIC	EI�@KF*F�	��*F�X
;à���\IN;kjc	���	<?W�.�C;�FCB�@Z?�I!��	�� J �C?�����@��h@h����	��C;�F��C;¢�EFPO�Xf	¨�P@Z?�H"@ZS J 	
@r?°	<X @KF*F�	��$���C� 9KJ =���@RM 9 ��� 7Q9 S>; 9\9Z7 	�L�;�F��C;>?�=G���h@KIC	EIo@KF*Ft	��*FP& � �°	�H"@ZS J 	 9Z7 ���°	�?°	<X @KF*F�	��$ J F��
��	�	E^ J @ZSE� 9 ���°	�A@��CB\	��(H"@ZS J 	 9Z7 ���°	3��	<M�S>;¢�P@��C;>?�=�M 9 ��� 7:9 S>; 9 O�@KFp@Z? D�IN;�Ft����	<M�@Z?°�<D�X 9KJ S�I\;àmM�S>D\@Z?
@�����;à���h@Z=\	 9 M�M 9 ��� J ?�;à�fDu&

� 9 ?�FC;�IC	��+���°	�FC;àmM�S¢	q�P@KFt	\X_�°	���	����°	|;>?�H\	EF�� 9 �!��@KF����°	 9 M�M 9 ��� J ?�;à�fD � 9 ;>? H\	EF�� 9 ?°	 J ?�;à� 9Z7
I 9 '	EF��C;¢�.� J ����	<?°�<Dm;>?R@7�C;�FCB�S¢	EFhFT@KF*F�	��TX
;à���R@7��	�� J �C?(	�L 9 =\	<? 9KJ FCS>DAFCM�	��<;k�?	EI�O

r
O�@Z?�I'� J DNF

n
F���@���	EF

;>?�@ 7:9 ��	<;>="?\�°���& d�9 �
���°	_F�@ZB\	 9Z7 F*;àmM�S>;¢�<;à�fDuO1@KF*F J '	�����@��
���°	_F���@���	_MC�C;¢��	"O
P ∗,

I 9 	EF(? 9 �pH"@��CDuO
F 9 ���°	 9 ?�S>D|F 9KJ ����	 9Z7vJ ?°��	����h@Z;>?W�gD � 9 '	EF 7 � 9  ���°	'	�LC����@Z?�=\	9�h@���	� 9 H\	�'	<?y�*FP& � �°	'� 9 �h@ZS¥� 9 F��
9Z7 ���°	!M 9 ��� 7:9 S>; 9 ;�F

1 + nSP ∗ &\e 7 ���°	!;>? H\	EF�� 9 �[� 9 S�I�F3���°	AM 9 ��� 7Q9 S>; 9�7:9 �_@�F�� 9 ����M�	��C; 9 I 9Z7 �C;à'	"O

dt
O����°	¨�C;�FCB�S¢	EFhFG@KF*Ft	��GM�@PD�F.���°	�F J ��	¨��	�� J �C?yO

rdt,
X_��;>S¢	¨���°	 7Q9 ��	<;>="?|;>?�H\	EF���'	<?W��M 9 ��� 7:9 S>; 9 M�@PD�F�@

� 9 ? H\	<?�;¢	<?°��	_D�;¢	<S�I�O
δ,

F J ���G����@������°	W;>?�H\	EF�� 9 � 9 �C�h@Z;>?�F
δnSP ∗dt

J ?�;à�*F 9Z7 I 9 '	EF��C;¢��� J ����	<?°�<D 9 H\	��
@mM�	��C; 9 I 9Z7 �C;à'	 9Z7 S¢	<?�=����

dt
& � �°	���	 7Q9 ��	"O#���°	�M 9 ��� 7:9 S>; 9 =\	<?°	��h@���	EFGMC� 9 �°�*F(;>?\I 9 '	EF��C;¢�¨� J ����	<?°�<D

9Z7
rdt+ δnSP ∗dt

& � ?9���°	 9 ���°	��¥��@Z?�I�ON@KF
S
7:9 S>S 9 X�F]@�F�� 9 ����@KF��C;¢�
MC� 9 ��	EFhFPO�@$�h@Z?�I 9  �P@ZM�;à�h@ZS�= @Z;>?

X
;>S>S5@ZS�F 9 ��	 9 �C�h@Z;>?°	EI

nP ∗dS = nSP ∗µdt + nSP ∗σdz.

d ;>?�@ZS>S>D����°	
� 9 �h@ZS¯��	�� J �C?�M�	�� J ?�;à� 9Z7 I 9 '	EF��C;¢�$� J ����	<?°�<DR;>? H\	EF���	EI�;�F

rdt + δnSP ∗dt + nSP ∗µdt + nSP ∗σdz

1 + nSP ∗
=

r + nSP ∗ (µ + δ)

1 + nSP ∗
dt +

nSP ∗σ

1 + nSP ∗
dz.
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� �°	 9 X
?°	��*F���;>M 9Z7 ���°	pI 9 '	EF��C;¢�p�°�� 7:9 �_���°	pFh@�'	pM#	��C; 9 I 9Z7 �C;à'	
dt

X 9KJ S�I!�#	GH"@ZS J 	EI
Vj (S)

O
=\	<?°	��h@���	EF�@�B�? 9 X
? c 9 X 9Z7 MC� 9 �°�*FaO

πj (S) dt,
@Z?�I�@Z? 	�LNM#	�����	EIÒ�P@ZM�;à�h@ZST= @Z;>? 9Z7

dVj (S)
&�£(F*;>?�=

e�� 9 � F
S¢	��A@�Xf	 9 �C�h@Z;>?

dVj (S) =

[
1

2
σ2S2V ′′

j (S) + µSV ′
j (S)

]
dt + σSV ′

j (S) dz.

� �°	7� 9 �h@ZS¯��	�� J �C? 9Z7b9 X
?�;>?�=9���°	�I 9 '	EF��C;¢�W�°�� M#	�� J ?�;à� 9Z7 I 9 '	EF��C;¢��� J ����	<?°�<D�;>?�H\	EF���	EIr;�F
[
πj (S) + 1

2
σ2S2V ′′

j (S) + µSV ′
j (S)

]

Vj (S)
dt +

σSV ′
j (S)

Vj (S)
dz.

e 7 ���°	�@KI���� 9 �pM 9 ��� 7:9 S>; 9 � 9 ?�F���� J ����	EI�	P@��CS>;¢	�����	<M�S>;¢�P@���	EF����°	
�C;�FCB 9Z7�9 X
?�;>?�='���°	�I 9 '	EF��C;>?�=m�°���O�;à�
��@KF_� 9 ��	
���°	7�P@KF�	7����@��

[^�"tu` nSP ∗

1 + nSP ∗
=

SV ′
j (S)

Vj (S)
.

z 9 ��	 9 H\	��PO�Xf	�B�? 9 X�����@���A@��CB\	��
	E^ J ;>S>;à�C�C; J  ;àmM�S>;¢	EF�����@����fX 9 @KF*Ft	��*F�X
;à�������°	�Fh@�'	7�C;�FCB� J F��
M�@ED����°	WFh@�'	$��	�� J �C?y& � �°	���	 7Q9 ��	"O J ?�IC	���? 9 @�����;à���h@Z=\	 9 M�M 9 ��� J ?�;à�C;¢	EF(;à�_ J F�����	
���°	$�P@KF�	
����@��

[^���u`
[
πj (S) + 1

2
σ2S2V ′′

j (S) + µSV ′
j (S)

]

Vj (S)
=

r + nSP ∗ (µ + δ)

1 + nSP ∗
.

£GFC;>?�=�[^�"t `v@Z?�I�[^���u`�O�X8	 9 �C�h@Z;>?

[^�u�"` 1

2
σ2S2V ′′

j (S) + (r − δ) SV ′
j (S) + πj (S) = rVj (S) .

� 9 �C;¢��	$����@���[^�u�u`v;�F�FC;àm;>S�@���� 9 [^�Z��`]X
;à�������°	�IN;kj�	���	<?°��	3����@��
r
�h@ZB\	EF����°	�M�S�@h��	 9Z7

ρ
@Z?�I

r − δ
;�F

X_�C;à����	<?�;>?�F���	P@KI 9Z7
µ
&

� � � ����-�
 0y+�34-/) ��+�- ���50���+�34-5) ��� ��� �/)y.�� ��� �

� 9 F 9 S>H\	7	E^ J @��C; 9 ?�F_[^�u`
@Z?�Ix[��u`�O J F�	We��
ô
� F � 	��A@m;>?!	P@h�t�G�P@KF�	
� 9A9 �C�h@Z;>?

[^���u` 1

2
σ2S2V ′′

0
(S) + µSV ′

0
(S) − rV0 (S) = −π0 (S) ,

[^�"su` 1

2
σ2S2V ′′

1 (S) + µSV ′
1 (S) − rV1 (S) = −π1 (S) .

¥i^ J @��C; 9 ?�F([^��� `b@Z?�I�[^�"s�`A��@EH\	_���°	�F�@�'	�� 9  9 =\	<?°	 9KJ FVM�@����PO�F 9 ���°	
F 9 S J �C; 9 ?'� 9 ���°	�� 9  9 =\	<?°	 9KJ F
M�@����� J F�����	
���°	�Fh@�'	"& � �CD�;>?�=�@[� 9 mM�S¢	�'	<?y�h@��CD 7QJ ?°���C; 9 ?

g (S) = Sη D�;¢	<S�I�F

[:¢��u` 1

2
σ2η (η − 1) Sη + µηSη − rSη = 0.



�����������
	���������������������	���������������������������� ��!	��������""�������# ���

�
	���?°	7���°	WM 9 S>D�? 9 m;�@ZS

ϕ (η) =
1

2
σ2η2 +

(
µ −

σ2

2

)
η − r = 0

X_� 9 F�	7� 9�9 �*F�@���	

η0, η1 =
1

2
−

µ

σ2
±

√(
µ

σ2
−

1

2

)
2

+
2r

σ2
,

X_�°	���	
η0 < 0

@Z?�I
η1 > 1.

� �°	_M�@����C;¢� J S�@���F 9 S J �C; 9 ?�� 9 ���°	�IN;kjc	���	<?W�C;�@ZS�	E^ J @��C; 9 ?Y[^���u`���	E^ J ;à��	EFpFCM�	��<;�@ZSi@�����	<?W�C; 9 ?y& � 9 �C;¢��	
����@������°	�MC� 9 �°� 74J ?°���C; 9 ?~[:¢u`];�F�? 9 �(IN;kj�	���	<?y�C;�@���S¢	_@��

S̃
&VqÒ	�IC	��C;>H\	�@�F 9 S J �C; 9 ?�� 9 [���� `]? 9 � 7:9 �(@ZS>S

	�LC����@Z?�=\	7�h@���	EF_� J � 9 ?�S>D 7Q9 �_��� 9 Ft	(H"@ZS J 	EF�@�� 9 H\	
S̃
&�eg?����°	p? J '	��C;¢�P@ZS5F 9 S J �C; 9 ?+� 9 ���°	
 9 IC	<S�ONX8	

H\	��C; 7 D4����@������°	7	�LC����@Z?�=\	��h@���	
����@���A@ZB\	EF����°	7	�LNM 9 ���C;>?�=m�°�� = 9  J Sà�C;>?�@��C; 9 ?�@ZS/;�F
;>? 7 @h����@�� 9 H\	

S̃
& � �°	���	 7:9 ��	"O�X_��;>S¢	¨���°	�I 9 '	EF��C;¢�_�°�� 	�L�M 9 ���*FPO����°	[	�L©�t��@Z?�=\	[�h@���	�X
;>S>ST�#	¨��;>=��°	��
����@Z?

S̃
@Z?�I

���°	7��	<S¢	<H"@Z?W��M�@���� 9Z7 ���°	WMC� 9 �°� 74J ?°���C; 9 ?�I 9 	EF
? 9 ��;>?°�<S J IC	$���°	WB�;>?�B�&
6 ?!	EI J �P@���	EIr= J 	EF*F
;>?�IN;¢�P@���	EF�����@��(@_M�@����C;¢� J S�@��(F 9 S J �C; 9 ?!� 9 [^��� `T;�F

[:¢N%a`
Y0 (S) = aS + bS−1 + c,

X_�°	���	

a = −
(1 − τ) (α + (N − 1) γ∗)2

β (N + 1)2 (µ − r)

b = −
(Nγ)2

β (N + 1)2 (1 − τ) (σ2 − µ − r)

c = −
1

r

(
2 (α + (N − 1) γ∗)Nγ

β (N + 1)2
+ φ

)

U�;àm;>S�@��CS>DuO�@�M�@����C;¢� J S�@��GF 9 S J �C; 9 ?!� 9 [^�"s `T;�F

[:¢��u`
Y1 (S) = eS,

X_�°	���	

e =
1

r − µ

[
1

β

(
α − γ∗

N + 1

)2

− φ∗

]

� �°	p=\	<?°	��h@ZS5F 9 S J �C; 9 ?��P@Z?!��	pX_�C;à����	<?\@KF

[:¢"¢u`
V0 (S) = A0S

η0 + B0S
η1 + aS + bS−1 + c,

[:¢Z��`
V1 (S) = A1S

η0 + B1S
η1 + eS,

X_�°	���	
A0

O
A1

O
B0

@Z?�I
B1

@���	7� 9 ?�F��h@Z?y�*F�� 9 ��	WIC	���	���m;>?°	EI�&
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� 9 ? H\	<?y�C; 9 ?�@ZSTX
;�FhI 9  Fh@EDNF7����@��$	�LNM 9 ���C;>?�=�;�FWMC� 9 �°�h@���S¢	�X_�°	<?Ò���°	mI 9 '	EF��C;¢�9� J ����	<?°�<D|;�FWIC	��
MC��	��<;�@���	EI�&oU�;àm;>S�@��CS>DuO¥� J D�;>?�=x@ 7Q9 ��	<;>="? �°�� 9 �_Ft	����C;>?�= J Ml@�M�S�@Z?W�A@��C� 9 @KI ;�F_MC� 9 �°�h@���S¢	RX_�°	<?
���°	mI 9 '	EF��C;¢��� J ����	<?°�<D�;�F�@ZM�MC��	��<;�@���	EI�& � ��;�FWFC;àmM�S¢	[��	P@KF 9 ?�;>?�=rM�S�@h��	EF�F 9 '	[��	EF����C;¢���C; 9 ?�F 9 ?����°	
=\	<?°	��h@ZS1F 9 S J �C; 9 ?�=";>H\	<?\@�� 9 H\	"&

6 F����°	.	�L©�t��@Z?�=\	��h@���	���	<?�I�Ff� 9 ;>?N��?�;à�gDuO©���°	 9 MC�C; 9 ?RHK@ZS J 	 9Z7 ;>? H\	EF��C;>?�=�@��C� 9 @KI(��	�� 9 '	EFVX 9 �����N�
S¢	EF*FPO�F 9 X8	�F�� 9KJ S�Ir;àmM 9 F�	
���°	
��	EF����C;¢���C; 9 ?G����@��_���°	$� 9 	 � �<;¢	<?W�

B0

� 9 ����	EFCM 9 ?�IN;>?�='� 9 ���°	WM 9 FC;à�C;>H\	
� 9�9 �7 J F��7��	�{�	�� 9 O 9 ���°	��CX
;�F�	����°	�H"@ZS J 	 9Z7 ���°	_�°�� ;>?xF��h@���	'��	�L�M�S 9 IC	EFP&_e 7 ���°	�	�L©�t��@Z?�=\	��h@���	
��	<?�I�F8� 9 {�	�� 9 ���°	 9 MC�C; 9 ?RHK@ZS J 	 9Z7 	�LNM 9 ���C;>?�=[��	<?�I�F8� 9 {�	�� 9 & w 	<?°��	"OS� 9 	 � �<;¢	<?y�

A1

� 9 ����	EFCM 9 ?�IN;>?�=
� 9 ���°	W?°	<= @��C;>H\	�� 9�9 �� J F�����	p{�	�� 9 O 9 ���°	��CX
;�Ft	7���°	WH"@ZS J 	 9Z7 ���°	p�°�� ;>?�F��h@���	m%�	�L�M�S 9 IC	EFP&i£(?�IC	��
���°	EF�	7��	EF����C;¢���C; 9 ?�F�Xf	��P@Z?+��	<X_�C;à��	![:¢"¢u`
@Z?�Ix[:¢Z��`v@KF

V0 (S) = ASη0 + aS + bS−1 + c,

V1 (S) = BSη1 + eS.

� � � ��� �5,��	��+ � �	
 0D�x- � � �u-/,7��3 �/) �N3 , �

6 ?!	EI J �P@���	EIr= J 	EF*F
;>?�IN;¢�P@���	EF�����@��(@_M�@����C;¢� J S�@��(F 9 S J �C; 9 ?!� 9 [�%Pt `T;�F

[:¢"tu`
Y ∗

0 (S) = a∗ + b∗S−2 + c∗S−1,

X_�°	���	

a∗ =
1

r

(
1

β

(
α − 2β

N + 1

)2

− φ∗

)

b∗ = −
γ2

(β(N + 1)(1 − τ))2(3σ2 − 2µ − r)

c∗ = −
β(N + 1)γ(α − γ∗) − β(Nα − (N − 1)γ∗)γ + γ(α − 2γ∗)

β2(N + 1)2(1 − τ)(σ2 − µ − r)U�;àm;>S�@��CS>DuO�@�M�@����C;¢� J S�@��GF 9 S J �C; 9 ?!� 9 [�%�� `T;�F

[:¢��u`
Y ∗

1
(S) = e∗ =

1

rβ

((
α − γ∗

N + 1

)
2

− φ∗

)
.

� �°	p=\	<?°	��h@ZS5F 9 S J �C; 9 ?��P@Z?!��	pX_�C;à����	<?\@KF

[:¢u�"`
V ∗

0
(S) = A∗

0
Sη0 + B∗

0
Sη1 + a∗ + b∗S−2 + c∗S−1,

[:¢��u`
V ∗

1 (S) = A∗
1S

η0 + B∗
1Sη1 + e∗,

X_�°	���	
A∗

0

O
A∗

1

O
B∗

0

@Z?�I
B∗

1

@���	$� 9 ?�F��h@Z?y�*F�� 9 ��	WIC	���	���m;>?°	EI�&
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6 F¥���°	.	�L©�t��@Z?�=\	
�h@���	���	<?�I�F8� 9 ;>?N��?�;à�fDuOC���°	(MC� 9 ��@���;>S>;à�fD(����@��8���°	(I 9 '	EF��C;¢�(�°�� X
;>S>S�= 9  J Sà�C;k�
?�@��C; 9 ?�@ZST��	<?�I�F
� 9 {�	�� 9 O���� J F
���°	3	�jc	���� 9Z7 ���°	 9 MC�C; 9 ? 9Z7 ���°	�I 9 '	EF��C;¢�_�°�� 9 ?����°	�H"@ZS J 	 9Z7 ���°	
7:9 ��	<;>="?|�°��  J F��7��	�{�	�� 9 & � �°	���	 7:9 ��	"OyXf	AF�� 9KJ S�I���	EF����C;¢���

B∗
0

= 0
O 9 ���°	��CX
;�F�	[���°	�HK@ZS J 	 9Z7 ���°	

7:9 ��	<;>="?��°�� ��	<?�I�F¥� 9 ;>?N��?�;à�fDu&�e 7 ���°	�	�L©�t��@Z?�=\	.�h@���	���	<?�I�Ff� 9 {�	�� 9 Oy���°	�I 9 '	EF��C;¢���°�� = 9 	EF� J Sà�C;k�
?�@��C; 9 ?�@ZS�@Z?�IÐ���°	�MC� 9 ��@���;>S>;à�fDÐ����@������°	RI 9 '	EF��C;¢���°�� X
;>S>S_��	<H\	������ 9 	�L�M 9 ���C;>?�=q��	<?�I�F[� 9 {�	�� 9 O
���°	���	 7:9 ��	"O�X8	�F�� 9KJ S�I���	EF����C;¢���

A∗
1

= 0
O 9 ���°	��CX
;�F�	$���°	�HK@ZS J 	 9Z7 ���°	 7Q9 ��	<;>="?��°�� ��	<?�I�F�� 9 ;>?N��?�;à�fDu&

£(?�IC	������°	EF�	
��	EF����C;¢���C; 9 ?�FPO°���°	�F 9 S J �C; 9 ?�;�F

[:¢"su`
V ∗

0 (S) = A∗Sη0 + a∗ + b∗S−2 + c∗S−1,

[4�W�u`
V ∗

1
(S) = B∗Sη1 + e∗.

� � � ���p-���0 �P+�)�� � �

� ��;�FW@ZM�M#	<?�IN;kLG��	<M 9 ���*F.���°	3��	EF J Sà�*F 9 �C�h@Z;>?°	EI 7:9 �GM�@��h@�'	���	��WHK@ZS J 	EFGIN;kj�	���	<?y� 7 � 9 Ñ��� 9 F�	 J F�	EI
;>?Ð���°	(�#	<?°�t�CA@��CB �P@KF�	4��	<M 9 ����	EI~;>? ���°	(A@Z;>?Ð��	�L©�P&�ef?l@ZS>S��P@KF�	EF�Xf	�����@Z?�=\	����°	�H"@ZS J 	 9Z7(9 ?°	
M�@��h@�'	���	��_B\	�	<M�;>?�=G���°	 9 ���°	���M�@��h@�'	<?y��	��m@��3���°	<;à�3��	<?°���CA@��CB�HK@ZS J 	EFP&RqÒ	9��@EH\	4��	<M#	P@���	EI ���°	
	�LNM#	��C;à'	<?y� 7:9 ��	<H\	��CD�M�@��h@�'	���	�� J FC;>?�=�F�	<H\	��h@ZSyH"@ZS J 	EF(@Z?�I!��	<M 9 �����°	���	
  J F�� 9 ?°	7�P@KFt	"& d ;>= J ��	A%"%
F�� 9 X�F�����@��f��	EI J �<;>?�=����°	G;>?W��	�����	<MC� 9Z7 ���°	�;>?�H\	��*F�	pIC	�A@Z?�I�O

α
ON;>?°����	P@KF�	EF8���°	pFC;>{�	 9Z7 ���°	pI J mM�;>?�=

��	<="; 9 ?�@Z?�I ��D�F���	���	EF*;�FP& d ;>= J ��	\%���;>?�IN;¢�P@���	EF¨����@���;>?°����	P@KF*;>?�=G���°	�FCS 9 M�	 9Z7 ���°	�;>?�H\	��*F�	RIC	�A@Z?�I�O

β
OU��@KF(FC;àm;>S�@��
	�jc	����*Fp@KF����°	�F*;>{�	 9Z7 ���°	_I J mM�;>?�=4��	<="; 9 ?x@ZS�F 9 ;>?°����	P@KF�	EFW@Z?�I\F 9 I 9 	EF���D�F���	���	EF*;�FP&

d ;>= J ��	EF
%P¢p@Z?�Ir%<�pF�� 9 XÐ����@���;>?°����	P@KF�	EFb;>?[���°	]M�@��h@�'	���	��*F 9Z7 ���°	�� 9 F�� 7QJ ?°���C; 9 ?yO����°	�A@��C=";>?�@ZS°� 9 F��

γ
@Z?�I�A@Z;>?y��	<?�@Z?°��	�� 9 F��

φ
Ou@ZS�F 9 ;>?°����	P@KFt	¥���°	vFC;>{�	 9Z7 ���°	]I J mM�;>?�=.��	<="; 9 ?[� J �T��	EI J ��	8���°	TIC	<=���	�	 9Z7

� DNF���	���	EFC;�Fa& d ;>= J ��	�%PtWM 9 ;>?W�*F 9KJ �f����@��V;>?°����	P@KF�	EFV;>?9���°	�	<?W���CDA@Z?�I'	�LN;à�f� 9 F��*F
I
@Z?�I

L
;>?°����	P@KF�	����°	

IC	<=���	�	 9Z7 ��D�F���	���	EFC;�F
� J �WI 9 ? 9 ��@njc	����
���°	�I J mM�;>?�=K�����C;>="=\	��3	�LC����@Z?�=\	��h@���	"O
Ŝ
& d ;>?�@ZS>S>DuO���= J ��	EF

%���@Z?�Io%a��F�� 9 X�� 9 X ;>?°����	P@KF�	EF�;>?����°	�IC	<MC��	��<;�@��C;>?�=�I©�C; 7 �
µ
@Z?�IG	�L©�t��@Z?�=\	$�h@���	�H 9 S�@��C;>S>;à�gD

σ
��@PH\	

9 M�M 9 FC;à��	$	�jc	����*F 9 ?+���°	�IC	<=���	�	 9Z7 � DNF���	���	EFC;�FG@Z?�IrI 9 ? 9 �(@njc	����_���°	�I J mM�;>?�=K�����C;>="=\	����h@���	
Ŝ
&
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zju�{�r
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