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PROLOGO,

El deseo de ser util 4 mi Patria contribuyendo
4 la propagacion de los conocimientos matematicos,
y el auxilio que ofrecen para ello los trabajos ma-
gistrales de tantos sabios que al cabo de siglos han
elevado la ciencia hasta el alto grado en que hoy
se halla , me animaron & emprender esta composi-
cion de un curso completo. Siguiendo el consejo
de Laplace he procurado fundar en principios gene-
rales las doctrinas, porque, ademas de tan respe-_'
table autoridad , la practica en la ensefianza me ha
persuadido que se hace asi mas cémodd el estudio
de la ciencia, y mas ventajoso para recordar las
ideas de cada asunto. Yo considero 4 cada princi-
pio general como un polo de todo el sistema de
ideas referentes 4 ¢él, y que dirige al hombre pen-
sador librdndole de perderse aun cuando se estra-
vie _por; ofuscacion de alguna idea subalterna. Si
este método se presenta dificil y repugnante 4 los
jovenes cuando principian el estudlo de la filoso-
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ffa de la cantlchd no debemos atribnirlo sola-
mente & la edad , y si principalmente 4 la costum-
bre viciosa que de la pﬂmcra educacion traigan de
afirmar cualqulera proposicion general por analo-
gla con aluuna particular que scpan, vicio fecun-
do en errores, y que se arraiga con el uso sino se
arranca en la juventud Asi me fundo para decir
que desde los prlmems pasos en las matematicas
debemos empezar con el método de una rigorosa
loglca, del cual se ird posesionando el joven confor-
me progresare con el tiempo en las reglas gramati-
cales d_él cdlculo. En la pr'im_er-a, edicion de la Arit-
mética y Algebra clemental Hevé tal vez dcia el es-
tremo la mira de las teorias generales, y por indi-
caciones que me han hecho mis amigos la he va-
riado mucho en esty segunda, ;

“Algunos acaso notardn ‘en toda la obra la falta
de abundantes cjémplos 0 casos particulares de un
principio esplicado; mas yo ‘créo que en el testo
110 deben séguir 4 una teoria mas aplieaciopcs que
las necésuriélsfpara su aclaracion, y que al profesor
toca el proponer nuevas diariaménte en su acade-
mia, y aun ?éfxigir de los discipulos resoluciones de
otras que Prop‘onga para el siguiente dia, preca-
jviendo.cl que para todos no sea una misma la cues-
tion. Obligado poi* este medio cada discipulo 4 dis-
curnir sobre Tas materias, adquirira posesion de lag

ideas’; manifestard su capacidad 'en las “péquenas
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composiciones que habrd de formar éspresnndo por
escrito el discurso de la cuestion; y con el ejerci-
cio se ird perfeccionando en el arte de pensar v en
el de esplicar.

La obra consta de cuatro tomos, en los cuales
presento los tratados por el orden mismo con que
se han de estudiar; y es como sigue,

En el tomo primero se trata de la Aritmética
y Algebra elemental. El tomo segundo abraza dos
tratados, que son; 1.° Geometria elemental con
practicas: 2.° Trigonometria plana y esfériea con
aplicaciones 4 la Geodesia. El tomo tercero contie-
ne tambien dos tratados: 4.° Algebra sublime:
2.° Geometria analitica ¢ aplicacion del Algebra
¢ la Geometria. El tomo cuarto es un tratado del
cdlculo llamado infinitesimal, en que actualmente
estan comprendidos los cdleulos diferencial, inte-
gral y de variacion. Por esta distribucion de mate-
rias y la que hago de asuntos de cada una, opi-
no que pueden servir de testo mis libros en todos
los establecimientos donde se ensefian Matematicas,
ya para los que solo necesiten algunos conocimien-
tos elementales de ellas, ya tambien para los que
hayan de abanzar mas en la carrera de la ciencia.

En cada tomo la numeracion consecutiva de ar-
ticulos y de férmulas se refiere solo al tratado cor-
respondiente de los seis que comprende la obra, 4
fin de citar de un moda no equivoco despues cual-
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quiera principio ya demostrado, cuando fuese ne-
cesario para ayudar al entendimiento y testificar
alguna asercion. De modo, que en el tomo primero
hay una seguida de articulos desde el principio
hasta el fin: en el tomo segundo hay una para la
Geometria y otra para la Trigonometria: en el ter-
cero hay tambien una seguida para el Algebra su-
blime y otra para la Geometria analitica; y por ul-
timo, en el tomo cuarto hay una seguida sola des-
de el principio hasta el fin. Advierto ademas que se
citar4 el articulo con el nimero dentro de un pa-
réntesis, y la formula con el nimero ¢ senal en
doble paréntesis como aqui se vé (( ))-

José de Odriozola,
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CAPITULO PRIMERO.

Principios y conpenios fundamentales.
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LECCION PRIMERA.

Objeto del razonamiento en las Matemdticas r
principios ldgicos en que se funda éste.

. La cantidad es el asunto de las matemdticas, y
se adquicren ideas de ella por la repeticion de sensacio—
nes. Todo lo que se puede considerar capaz de recibir au-
mento 6 diminucion es cantidad , como por ‘ejemplo el
peso, el bulto, el espacio que un cuerpo arrojado camina,
el tiempo que emplea en andar, la fuerza que le arroja,
el precio de las mercancias, etc,

La cantidad, por pequedia 6 grande que sea, estd com-
puesta de partes: aquella parte que se elige para término
de comparacion se llama unidad, y la espresion de las ve-
ces que €sta se halla contenida en el todo es nimero. Por
ejemplo, tratdndose de medir la altura de un edificio,

Tomo 1, ; X

.



2 ARITMETICA

esta es la cantidad; y si se toma por término de compa—
racion otra altura cualquiera, sea la braza, la vara, el
pie, elc., sea otra que nosirva de tipo en medidas usuales,
esta es la unidad ; y la espresion de las varas 6 unidades de
altnra que tiene el edificio es el nimero. Si habiendo apli-
cado la vara sucesivamente quince veces, ¢omo ya debe sa-
berse , resulta cabal sin la mas minima diferencia en la
dltima superposicion del tipo, es quince el nimero, y
unidad la vara. : :

La unidad puede ser mayor 6 menor que.el mimero:
por ejemplo, si tomando la braza por unidad se quicre
medir la longitud de un pie humano, y se halla que coin-
cide cabalmente con la sesta parte de la braza, diremos
que el nimero es un sexto, y unidad la braza. En este ejem-
plo el mimero es fraccionario; en el anterior de veces
cabales es entero; y siempre espresa la relacion que hay
entre dos magnitudes camparadas. ; .

Como la unidad mas pequefia ¢ mas grande puede ser
aun mayor 6 menor, es tambien ella misma oira cantidad;
nombre que no pocas veces en lalengua vulgar se da tam-
bien al nimero, aunque la cantidad es un valor y el ni-
mero su espresion. ¢

Se dice nimero abstracto cuando espresa cantidad sin
referirse & especie; y concreto cuando espresa el valor de
una cantidad cuya especie se nombra. Por ejemplo, el ni-
mero quince sin mas especificacion es abstracto; pero si se
dice quince varas, es concreto, porque se refiere 4 medi—
da, que es una de las especies de la cantidad , asi como el
peso es otra especie.

2. Ademas de la lengua vulgar en que se espresan
comunmente las ideas de todas las cosas, hay para la can-
tidad leguages particulares, 6 por mejor decir, uno solo,
porque en ¢l estan comprendidos los demas. En este len-

guage , que sellama de calcular, hacen oficio de nom-— -

bres los mimeros, que se espresan con cifras, y la oracion se
organiza por medio de signos: pronlo serdn aquellas y es-
tos objeto de nuestras consideraciones. Knlre tanto sépase
que, cuando las cifras denotan valores fijos , como nueve,

T
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cinco, ochenta, mil, etc., abstractos ¢ concretos, el len—
guage de ellas es aritmética: y cuando las cifras repre—
senlan cualquiera nimero, como sucede haciendo uso de
letras, ya de nuestro alfabeto, ya del griego i otro, el len-
guage de ellas es digebra, como por ejemplo, si hacemos el
convenio de espresar cualquiera cantidad, sea absiracta sea
concreta, con la letra & sin atribuirla valor alguno determi=
nado 6 aritmético. En esta aptitud de los caractéres aloéhri-
Cos para representar cualquiera valor que les queramoz atris
buir, consiste el estar comprendidos en el lenguage algéhri-
co todos los aritméticos que puede haber. i
3 U.n le‘nguage sirve para manifestar los razonamien-
jo’s: la ciencia de formarlos es ligica , Yy @ esia se llama
cdlculo cuando es la cantidad asunto del raciocinio. Se em-
p}ca la ldgica para investigar lo que se desconoce : ero
siempre ha de haber para ello datos ¢ principios e’nP ue
fundar el raciocinio, que consiste en fm"mar tal encaz]e:tla-
miento entre lo conocido y lo desconocido, que al fin sea tan
evidente lo uno como lo otro.
La propuesta q investi
e 6,2315m 6p,3,;,(;e,s,,ea].mce de investigar una verdad se
g atld :y una verdad ya demostrada es
principio 6 teorema. La espresion de la idea en ambos ca
se llama proposicion. : i
: .Los princ’ip.ios fundamentales del cilculo, ¢ bien, de Ia
L(;ilci:;::;:]a“'cal f(‘1), de »]os cuales se dugeden olros me-
. g : s.y al fin todo lo que se demuestra, son los si-
guientes,d quienesla razon natural admite como innegable
1.9~ Las cantidades de una misma especie son lai‘ in :
cas comparables entre si, considerdndose de una especie ag ule—
llas 1/11.8 se refieren d la misma unidad. Cuando se irata d/c ]-
estension, por ejemplo, el valor de una linea solo es’com ;
rable con el de otras, el de una superficie con et ‘de oira 45
perficie, y el de un bulto con oiro: y cuando se trata de cssl:)-
hay qge comparar arrobas con arr(;])as, libras c'onlibraspetc’
2.2 Ll todo es igual al conjunto de sus partes: ;.o :
cuando se dice, que la estension superficial ‘de un ‘rc;in -
el conjunto 'de estensiones superficiales de todas sus s
vincias 6 de todos sus partidos, F L



4 ARITMYETICA :

3.0 Cada parte es igual al Lodo menos el conjuntp de
las demas partes: como por ejemplo, si se dice que, gas-
1ando de veinte reales diez y seis, quedardn cuatro por
gaslar. :

4.2 Eltodo es mayor que cualquiera parte suya, y es-,
ta menor que el todo. Un reino, por ejemplo, es mayor
que cualquicra de sus provincias; y una de eslas por gran-
de que sea, y aun cl conjunto de todas menos un pequetio
rincon , siempre serd menor quc el reino en su lotalidad.

5.°  Las cantidades iguales ¢ otra son iguales entre si.
Por esto, si dos valores 4 y B son iguales, y sabemos que
By ¢ lo son tambien, diremos que 4 y C son iguales.

6.2 Si de cantidades iguales se quitan partes iguales,
lo restante de una de aquellas es igual & lo restante de la
otra: y si 4 cantidades iguales se ailaden otras iguales,
las que resulten son iguales entre si. Por ejemplo, si lle—
vando dos caballos iguales cargas se les quita 6 ahade igual
mimero de libras , les quedardn cargas iguales.

7‘0 i & cantidades desiguales se aniaden 6 quitan par—
tes iguales , quedardn otras canlidades tan .a'e.\"igualas como
las primeras, en virlud del principio 3.9 Asi suca.lcx‘zi ana—
diendo 6 quitando pesos iguales 4 las cargas desiguales de
dos caballos.

890 s verdadera una proposicion particular compren—
‘dida en una general verdadera : mas, puede no ser cierta
la general aungue lo sea la particular. Lo primero sucede
en el siguiente ejemplo de ldgica gencral que proponemos,
por no poder aun citar los de esta clase de ldgica mate—
mitica. Fstando admitida como cierta la proposicion ge~
neral de que z0dos los hombres tienen algunas necesidades,
cera indudable la particular de que Zodos los c.Cpa?z:z)les tie~
nen algunas necesidades, como tambien la mas part.lcu]ar de
que todos los castellanos las tienen, y asi sucesivamente
hasta la mas individual. Lo segundo sucede en el siguiente
o: hay uno 6 muchos espaiioles que andan veinte leguas

ejempl : 8
; mas no por eso es cierlo, que todos los espanoles

al dia ;

andan otro tanto. . ; Sy
Ténease tambien cuidado en no confundir una propo-
te) 3

R
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sicion con su reciproca; pues, aunque sea cierta la una pue-
de no serlo la otra. Tal sucederia si de la proposicion, el
hombre tiene necesidades, dedugésemos ser cierta la reci-
proca, todo el que tuviere necesidades no puede menos de ser
hombre ; pues hay otros muchos seres & quienes lo mismo
sucede. Mas, pueden ser ciertas las dos reciprocas; y ast
acontece cuando todos los casos de la una estan comprendi-
dos en la ofra, como en estas reciprocas; el que es bueno
ama la virtud y abomina el vicio, y-el que ama la viviud y
abomina el picio es bueno. ‘
9.° Es verdadera una proposicion general siempre que
lo sean todas las particulares comprendidas en ella. El mo—
do mas elegante y rigoroso para demostrar una proposi-
cion general es el deducirla de otra mas general evidente,
conforme 4 la parte primera del principio 8.°. Cuando,
sin embargo de comprender una proposicion general mu—
chas particulares, ha sido demostrada sin valerse de estas
para el razonamiento, esto es, por el método de dicha pri-
mera parte del principio 8.2, se dice que la demosiracion
es & priori, como en ¢l ejemplo de la parte citada, cuando se
dedujo que todos los espafioles tienen algunas necesidades.
Pero no siempre podemos razonar asi: por lo cual,
muchas veces hay que demostrar una proposicion general
haciendo ver, que todas las particulares imaginables com-
prendidas en ella son exactas y conformes al sentido de
aquella. En tal caso se dice, demostrar 4 posteriori 6 por
inducion 6 por analogia de casos; y es menos apreciable la
conclusion entonces, por la sospecha de que puede haber
comprendida en ella alguna proposicion particular falsa que
no haya ocurrido. La misma proposicion general, odo hom-
bre tiene algunas necesidades, en que hemos fundado la
demostracion 4 priori antes, ha sido elevada & principio
por la demostracion 4 posteriori de gue, habiendo tenido
necesidades un-hombre, otro y otro y todos cuantos se
han conocido, se debe concluir que todos los hombres por
conocer tienen algunas necesidades.
9.2  Sitomando por principio de la demostracion & prio—
ri una proposicion general , se yiene por encadenamicnlo ri-
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_goroso ¢ una particular evidentemente falsa, se deduce que
lo es igualmente la general de que se partid. De este razo—
namjento, que se llama por absurdo, nos valemos muchas
veces para demostrar la falsedad de una proposicion. Su—
poniendo por ejemplo, ser verdad, que todos los bultos igua-
les tienen pesos iguales , se sigue que una fanega de trigo
y una de paja pesan lo mismo; pero como esto es falso a la
evidencia, se sigue que lo es igualmente el principio en que
se fundg el raciocinio.

LECCION 1L

Cifras de aritmética, y sistema de numeracion.

L. Las cifras llamadas romanas, que en algun tiem-
po se usaron en aritmética, y que aun se emplean & ve—
ces en las inscripciones de arquitectura y en la numeracion
de parles de un tratado, por su bella figura, son I. V. X,
L. C. D. M., y espresan los mimeros que en lengua vul-
gar estan interpretados por los motes que sobre ellos van

~escritos en la escala siguiente:

uno, cinco, diez, cincuenta, ciento, quinientos, mil.

Lo XD C. B e,

, ° 1 3
Los niimeros intermedios, y los que pasan de mil, se
espresan combinando estas cxfras oportunamente. Desde uno

hasta cmco,

- uno, dos, . tres, . cuatro, 'cinco:

I 1L 111, 1v. AR

desde cinco hasta diez,

cinco., sels,  siele, ' ocho, -nuevey - diez:

ViVl <ok Nl Vil o X X

*

S5 sEs

IR,

T T
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desde diez hasta cincuenta,

diez, once,..... catorce, quince, diez y seis,..

X. X1 XIV. XV. XVL

diez y nueve, veinte, veinie y uno,... veinte y nueve,

XIX. XX. XXI. XXIX.

treinta,.... cuarenta,... cuarenta y nueve, cincuenta.

XXX. XL. IL. 1. Cete.

Por este orden se combinan las cifras para espresar los
demas nimeros, observindose las dos reglas que siguen.
Cuando 4 una cifra se autepoue otra de menos valor, hay
que quitar éste del valor de aquella: y cuando la cifra de
menor significado va despues de la de mayor, hay que
agregar el valor de ésta al de aquella.

En la ortografia de nuestra lengua, publicada por la
Academia, se ven otras cifras usadas en algun tiempo, y
4 ella remitimos al que quiera enterarse del modo con que
se usaban. '

Las cifras aritméticas admitidas actualmente son las
diez ardbigas, que se llaman guarismos,

05T 52,935 5',‘6777 8, 9,

y por los convenios que hay hechos en cuanto al modo

de combinarlas, bastan ellas para espresar cualquiera nii-

mero, por grande ¢ pequefo que sea. La traducion de di-
chas diez cifras 4 lenguage vulgar es como dice el mote
sobre escrito que aqui ponemos & cada una:

cero, uno, dos, ires, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve,

0, I;7 2, 3 4, 57_ 6, 7> 8, 9»

La primera cifra es el simbolo de la nada, la scwunda
espresa uno , la tercera dos unos, la cuarta éres unu~ la
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quinta cuatro unos, y asi hasta la dltima, que espresa
nueve unos: por esto se llaman cifras significativas las nue-
ve que siguen al cero. i

La primera idea feliz para establecer el actual sis-
tema de numeracion, 6 de ordenar las dichas cifras en union
de suerte que el conjunto de clla esprese cualquiera mi-
mero éntero, fue la de considerar 4 este como un {toial
compuesto de partes tales, que tomando la menor por uni-
dad hubiese otra diez veces mayor; otra diez veces mayor
que la segunda, 6 cien veces mayor que la primera; otra
diez veces mayor que la tercera, 6 mil veces mayor que
la primera; y asi sucesivamente hasta donde se quiera lle-
var la composicion décupla consecutiva. Era necesario es—
presar el valor del total compuesto de esta manera, y de
aqui provino el convenio de escribir en fila unidos los gua-
rismos suficientes, poniendo 4 cada uno e el lugar donde se
le atribuya el valor que le corresponda segun la escala décu-
pla. Supongamos el sencillo caso de que dicho nimero total
compuesto de partes décuplas, no contenga mas que una sola
de cada orden. Escribiendo pues el guarismo 1 1iantas
veces en fila, cuantos érdenes de partes ha)"a en el todo
que se quiera espresar, dicha cifra 1 representard por cl
lugar que en la fila ocupe, una parte del orden que perte-
nezca segun dicha escala de composicion , como

eceseeeo I ITTTIIIT,

La cifra dltima de la fila, que es la primera empe—
zando por la derecha del que escribe, representa la parte
menor: el siguiente 1, que es el segundo empezando por
la derecha, representa una parte diez veces mayor que la
primera: el siguiente 1, que empezando por la derecha
es el tercero, representa una parte diez veces mayor que
el segundo 1, y cien veces mayor que el primer 1. En
qcncral se cuenta el lugar de cada cifra empezando por
la derecha, y cada una valc diez veces mas que la inme-
diata 4 su derecha; por consiguiente, ficil és conocer 3
la vista de la fila 4 qué orden pertenece lo que representa

xRy
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Ia cifra porel lugar que ocupa. Cada 1 de estos se llama
unidad; pero se distingue con su nombre particular la de
cada orden, como aparece en los motes sobre~escritos de
la siguiente fila

£ g
= 2
M s
= g
L
L
t5 o o
Ewgdg <
==c=2L5 == <
gvgii= B T3 E'g =
FE 1=
oo pgu rgq) .-Eq
’U.-g,_gm,.d e < %
« . : .
cfssBge8zsE83
Sfs=S2c=c 8= 8m
: vo—ihboasuv—loo:
-QS"JES':’EUPUEU'US
) heakduibddbiied S GRIEH e GRESs (L O SR Gl WSy S G Gl €

He aqui el modo sencillo de espresar con una misma
cifra, el todo organizado con cuantas unidades décuplas
se le quiera suponer compuesto. En la nomenclatura de
dichas unidades se observa tambien cierta ley de compo-
sicion; pues, vemos que los nombres de unidad, decena y
centena se repiten de modos andlogos de tres en tres ci—
fras de derecha 4 izquierda;y es ficil continuar en la for-
macion de nombres de cuantas cifras queramos escribir
en la fila abierta que marcan los puntos.

6. Se ha supuesto un todo en que solamente hay una
unidad de cada orden, por esplicar de ficil modo la idea
del sistema: pero puede suceder que haya de cada orden
varias unidades; aunque si llegan 4 diez, ya componen
una del orden mayor inmediato, que debe ser escrita en
el puesto que la corresponde.

Decimos pues que) si hay varias unidades de un mis-
mo orden, sin llegar 4 diez es necesario escribir, en vez
del 1, la cifra de las diez ardbigas (5) que esprese el nui~
mero de las dichas partes. Por ejemplo, 18315 se com~
pone de cinco unidades simples, una decena, ires cente-
nas, ocho millares y una decena de milla ‘RWE?‘&'\

: B
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mo, 3732154698 espresa el conjunta de, ocho unida—
des, nueve decenas, seis centenas, cuairo millares, cin-
“co decenas de millar, una centena de millar, dos millo—
nes, tres decenas de millon, sicte centenas de millon y
tres millares de millon ; segun la interpetacion que aqui
presentamos escrita encima de cada cifra:

le millon,

wstres decenas de millon.

dades.
» dos millones.

decenas de millar., -

¢iCinco uni
o Se1s centenas.

3 siete centenas d

7

~ una decena de millar,

ecocho millares.
cotres centenas,

= una decena.
<otres millares de millon,

=~ una centena de millar.

creinco
«© nueve decenas,
ccocho unidades.

+~cuairo millares.

8. Tambien puede suceder que no haya parte algu—
mna de cierto orden; y en este caso ocupa su lugar el cero.
Ast, 3502 espresa un total de dos unidades simples, nin-
guna decena, cinco centenas y tres millares. En la espre-
'sion 600y no hay decenas ni centenas, st unidades sim—
ples y millares. ¥n 40000 no hay mas que decenas de
millar. En 20 solo hay dos decenas. De modo, que cuan-
do haya solo partes de un orden, su nimero se'espresa
escribiendo la cifra arabiga que denote el nimero de par-
tes, y 4cia su derecha tantos ceros cuantos fueren menes-
ter para que dicha cifra ocupe el puesto de su orden. Por
‘esto, 4 las decenas seguird un cero, 4 las centenas dos,
@ los millares tres, 4 las decenas de millar cuatro, 4 las
centenas de millar cinco, 4 los millones seis, etc. Con ob-
jeto de presentar ejemplos de nimeros en que solo hay
una parte de cada orden, es decir, la espresion respec—
tiva de la unidad en cada orden, estan elegidos los casos
‘que siguen, desde la unidad simple hasta el millon,

e

A
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E 5
— — &
= o= 9
& =i g
< © =
=] ] 5 )
8 o & g
= & = = 5 = &
-— > ] o L .'d
= = < = = 3 =
o= 3] 52 = 3] @ g
= o L=} E <@ L] =
g 3 < : o < o
= = =) = =l =] g
= =] =} = = = =
3000000, 100000, 10000, X000, 100, .10, I.

s facil conocer que si en vez de una hubiese mas
partes hasta nueve, se ha de escribir en lugar del gua-
rismo 1 el correspondiente de los nueve significativos, co-
mo en los casos que siguen:

"

e

a3

b}

L

< 3 é

= < 53

< g & < <

= —_— = = o

et = 3] @ =1

S g = S =)

= = > ~ =
2 < o

S 5 2 E =

< = = =1 =)

= = = ek §

50000, gooo, 300, ygo, .

Con estos ejemplos estd evidente la utilidad de la cifra
cero en el sistema de numeracion, porque sirve, no solo
para espresar que no hay partes del orden cuyo lugar
ocupa en la fila el cero, sino tambien para en este ca-
so hacer que cada cifra de su izquierda ocupe el puesto del
orden correspondiente. Solo por esta iltima circuns-
iancia es mecesario el cero en fila con otiras cifras; de

suerte, que por no influir en la escala cuando estd escrito

i la izquierda de significativas, se deduce que es initil en
este caso: por lo cual, 00062 es lo mismo que 62, y es-
1a espresion, mas simple que aquella, carece del defecto
de superfluidad. - ‘

9. La nomenclatura de las partes de todos los érde-
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nes recibe una pequeiia modificacion, al pronun.iarse
cursivamente la espresion de todo el nyn
plo, los nimeros 1 000000, 100000, 10000, 1600
Y00, 10, 1, conservando siempre el nombre sobrc-es:
crito que les pusimos en el artfeulo anterior, se pronun—
cian diciendo cuando asf conviene, un millon, cien mil,
diez mil, mil, ciento, diez, uno: igualmente , los nimerog
4000000, 700000, 20000, gooo, 800, 60, 3, se
pronuncian tambien diciendo , cuatro millones, setecien—
tos mil, veinte mil, nueve mil, ochocientos, sesenta, tres,
De este modo se cuentan las unjdades simples de que
se compone el total de cada orden; y del otro, el nimero
‘de unidades de cada orden; pues, ochocientas unidades
simples , por ejemplo, equivalen 4 ocho centenas.

La pronunciacion de un mimero por urnidades sim-
ples, atin es mas ventajosa para espresar cursivamente el
valor de un total compuesto de unidades de varios Grde—
nes, 6 sea, una fila que contenga varias cifras significa-
tivas. Saponiendo, por ejemplo, un mimero 6 total com—
puesto del conjunto de partes espresadas en los miimeros
dltimamente escritos, el valor de dicho todo es, 4729863,
6 cuatro millones , mas setecientos mjl » Mas veinte mil,
mas nueve mil, mas ochocientos, mas sesenia,
Comunmente se suprime la conjuncion mas'en el
aritmético, y dicho mimero se pronuncia con m
diciendo que vale, caatro millones, setecientos
nueve mil, ochocientos sesenta y tres: en dond
vierte que la diccion se divide en tres, que son
cientos sesenta y tres, setecienlos veinte
cuatro millones, comprendiendo ]a primera parte de la
diccio.n las tres cifras de la derecha » la segunda las tres
que siguen, y la tercera la cifra 4 restante sola, por no
haber mas. Teniendo presente lo dicho en el articulo (6)
acerca de la reproducion de Jog nombres , unidad, decena
centena, de tres en tres cifras empezando por la derecha’

~se advertird que la espresion: del nimero entero en lenZ

guage vulgar estd compuesta de un modo conforme al sis-
tema de la numeracion décupla, E

1ero. Por cjem-

mas tres.
lenguage
as fluidez
veinte y
e se ad—
5 ocho~
y nueve mil, y
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La observacion precedente manifiesta un modo ficil
de pronunciar en lengua vulgar la espresion de cualquie—
ra nimero entero, por muchas cifras que tenga; pues,
dividiendo la fila con tildes en periodos 6 porciones de
tres en tres cifras, empezando por la derecha, y adop-
tando la nomenclatura de contar por unidades simples, se
leerd el mimero de modo andlogo al caso de 4'729'863,
de izquierda & derecha como toda clase de escritura. Ca-
da periodo consta de tantos cientos, dieces y unos, como
dicen sus cifras tercera, segunda y primera, y hay que
nombrar el orden & que segun el periodo corresponden;
pucs, en el de la derecha son unidades simgles, en el si-
guienic miles, en el tercero millones, en el cuarto mileg
de millones, en el quinto billones, etc.

Dado, pues, el mimero 92'581'605'927'334, y he~
cha la division de periodos con tildes, resultan cuatro
completos, y uno incompleto; con que, espresa un total
de unidades simples compuesto de noventa y dos millo-
nes, quinientos ochenta y un mil, seiscientos cinco millo=
nes, novecientos veinte y siete mil trescientos treinta y
cuairo unidades. Asi tambien, 31’728 vale treinta y un
mil, setecientos veinte y ocho unidades. El mimero 605
vale sciscientas cinco unidades. El 6’052 vale seis mil y
cincuenta y dos unidades. El 30’00y vale treinta mil y
sicte unidades. En la pronunciacion se hace siempre una
corta-pausa al fin de cada periodo.

10. Con la misma facilidad se escribe en cifras arit-"

mélicas cualquiera mimero entero espresado en lengua
vulgar: por ejemplo, cuatrocientos cincuenta y dos estd
cifrada en 452. El mimero ochenta y un mil, doscientos
tuarenta y siete, en 81247. Once millones, cuatrocientos
ochenta y seis mil, quinientos ochentay dos, en 11486582,
Trescientos cincuenta mil ochocientos y siete, en 350807,
Dos millones y cinco unidades, en 2000005. ;

11. Lo dicho basta para que no haya dificuliad en
traducir 4 lengua vulgar cualquiera mimero espresado en
cifras aritméticas ordenadas en fila, ni tampoco en escri-
bir de este modo ¢l mimero entcro espresado en lengua
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vulgar : en cuanto 4 lo primero, la division de periodos
dicta el modo de pronunciar; y en cuanto 4 lo segundo,
la pronunciacion misma indica los lugares de las tildes:

r2. Cuando el nimero estd espresado por un solo
guarismo se dice que es digito; y cuando esid espresado
por varios guarismos le llamaremos polidigito.

13.  Mas adelante se dird el modo de espresar por
escrito en aritmélica el mimero fraccionario (1), y de
pronunciar cnalquiera espresion fraccionaria.

14. Las cifras de la aritmética general 6 d¢lgebra sue-
len ser todas las letras de nuestro alfabeto y las del grie-
go, usindose tambien algunos acentos ortogrificos ¢ de
otra clase para distinguir con ellos ciertos accidentes de la
cantidad espresada por la letra. Es tanta la generalidad de
la significacion de las letras en dlgebra, que no solo pue—
den representar cualquiera mimero segun el actual siste—
ma de numeracion, sino tambien segun otro cualquiera.

Los signos con que se organizan las oraciones algébri-
cas, de que se hablé en el articulo (2), son:

Sy e R R e e gt il V) S e e

y 4 su tiempo esplicaremos las significaciones: pero no
podemos dejar aqui de indicar las de =, < y >, por-
que sin ellos no hay oracion, como sucede faltando el ver—
bo en la lengua vulgar. El signo = puesto entre dos can-
tidades 4 y B, como A=DRB, espresaque A esigual
d B. El signo < puesto entre dos cantidades , como
A<LB, dice que A es menor que B. El mismo signo se~
gun estd, 6 vuelto, como B> A, dice que B es mayor
que A. ; :

La oracion completa A4=PB se llama ecuacion, 6
igualdad, 6 equivalencia; yla A< B 6la B> A sella=
ma inecuacion. En ambos casos diremos que es primer
miembro toda la parte que antecede al signo =, 6 <, 6
>3 y segundo miembro toda la parte escrita despues de
dicho signo.

’

s 2SS

S

Y ALGEBRA ELEMENTAL, 7
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CAPITULO IL TABLA DE SUMAR.
Cadlculos de sumar, restar multiplicar y di-
SEh A iy Sl s l1ylson 2|4ylson 5(7y1 son 8
> Con tas urudades enleras y partes decl- 1y 2 51A%2 o 6|75 2 509
males en aritmética. : F 1y3 414y 3w 7|7y3 . 10
b 1y4 Sy e e 58 Ty 4 a2 11
avarn Liye. St i Oy D e T T 355 12
: L 30 siosnan Ttid 906 il O 7 55t 6001 S
LECCION PRIMERA, 1oy @ Bty Weaa b LI 7oy o e 14
ly8 Qi 8 12, Ty Br i o156
Sumar con enteros. Ly O o 10yl 15 170w 9 16
15.  Sumar es reducir & una sola espresion varios mi- ) 2yl w 515y1 O Sl 119
meros que se propongan; y de consiguiente, sumar enteros é 2y?2 415y2 R S )
en aritmética es formar una fila de guarismos que valga 2y3 AR SRR L e G
tanto, como todas las filas sueltas que se propongan para la 27y 4 61554, 9|8 Yol e 12
operacion. Si se dan por ejemplo los nimeros 12 y 7 2y5 AR e T U I F e
para sumar, el total 19 es lo que se pide. Cada uno de i 2y6 81Dy 67 W8l 6 il £
los mimeros parciales que se presentan es un sumando, £ 2y 7 9| Bey e 12 138y b 58 51504
como por ejemplo el 12 y el 7; y el total que se ha— 8 2y8 .. 10/5y8 .. 1318y8 .. 16
llare es la suma , cual en el ejemplo el nimero 1g. 4 2y 9 .. 11186y 9 . 141859 .17
Serfa muy penoso el vernos precisados 4 descompo— j
ner cada sumando en tantas unidades simples como re— g 5yl 416y 1w Ty 1 ... 10
presenta, para despues juntarlas 6 hallar asi la suma, 4 5y¢2 5167 2 vp 8952 i1l
manera que hace la gente ruda cuando cuenta por los de- 5y3 01638 »oei D POyIE . 90
dos de la mano; y para evitar esia necesidad, conviene 5y 4 716 Y4 e 10 19 Foilfisiiong 13
adquirir destreza en sumar de memoria de dos en dos los 5y5 8 b0 i) D 14
mimeros que los guarismes representan y & cuyo fin sirve B w6 a9 16 G l? Povb.t.. a8
la tabla siguiente: 577 w1016y 7 «il519.y.7 .16 ¥
Siy 8kl 6 v 80 P14 Qg8 il 1T
B 7 Du-wisnil@l bum 95 v 15°].9. gh0er, L1
i 16. Hay un modo propio de ordenar para la sumas

cion los nimeros, y consiste en escribir unas filas de su—
Tomo I. : 2 /

L
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mandos debajo de otras, de modo que las unidades de ca—
da orden’ de todos cllos formen tambien fila de arriba aba-
jo, ¢ que llamaremos columna; v por ultimo, trazando una
raya, escribir debajo la suma de cada columna por su orden.

Tratiandose de sumar, por ejemplo, los numeros 3,

Har y 13, se ordenan de modo que las uni-— 3
dades simples formen una columna, otra las 9
: > bax
decenas y otra las centenas. Se disponen asi los 3
1

ntmeros con el objeto de reunir las unidades
de cada orden, y de que los guarismos que espresen las
snmas parciales 6 de columnas, escrilos debajo de todos
los sumandos guarden el lugar correspondiente segun el sis-
tema cstablecido de numeracion. Procedamos pues 4 cal-
cular, funddndonos en el principio (3, 2.%) de que el todo
es la suma de sus paries; y trazada_la raya, empezare—
mos la operacion por la columna de las unidades simples.
Se suman primerameute los dos guarisiios superiores de
1a columna de unidades simples, diciendo 3y 1 son cuatro;
y despues se junta la suma 4 con ol tercer guarismo de
ja_columna, diciendo 4 y 3 son 7. Como ya no hay mas

guarismos en la colummna, se escribe bajo la raya el 7,

de la columna de unidades simples. Pro-
cédase 4 la sumacion de las decenas, diciendo 2 y I son 3,
y escribase ¢l 3 en su lugar bajo la raya. Ultimamente,
la columna de las centenas en este cjemplo consta sola—
mente de un guarismo, el cual, por no haber con quicn
cumarle, se escribe bajo la raya en su correspoudiente co—

Jumna.

que es la suma

Concluido el calculo vemos, que 7 €5 la 3
cuma de unidades simples, de las decenas es D21
3, y de las centenas 5, cuyo total asciende 4 13
guinientos treinta y sicte , 6 5 centenas 3 de- 55

€cnas y 7 unidades, :

El ejemplo que se acaba de practicar estd excnto de
una dificultad muy comun en la sumacion, y es el pasar
de g la suma de alguna columna, como sucederd en el si-

guiente caso.

El escollo de que se trata se presenta desde luego en
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la 1()111!“]!21 de llﬂ;da 2 l €es pol dond(_ S€ empi« .
(n.S, que B za
L.y

I_{mcs vemos que asciende 4 18 unidades 6:8
6 I d)ec‘cna y 8 unidades, la suma de ellaT 70;;/
'I);C}:O como, por larecgla establecida al prinl o oab
ciplo, solo se deben escribir bajo la raya las 4?)22(6)

inidades simmple
.u.ril.xdagécs ]sm;plcs, hemos puesto en efecto la
cifra de ella e :
Bl q Z, y agrecado la 1 decena 4
i mna de decenas. Por lo cual diremos para Ja sum
¢ estas, 1y I son 2; en seguida 2 y 3 son 5; .y ;
timo 5 y 2 son En 1 o h iy
s 1 7. kEn las centenas nos hallamos con el
10/.€5€0 lo, pues asciende la suma de ellas'd 23 cent
G cente -
s ¢ millares y 3 centenas: por lo cual , escrita la ¢f
3 centenas en su lug: oA : -
{12 Jeeuen ' gar, agregaremos los 2 millares £
umna inmediata. La suma de millares es e
un millar y 1 de d i ih) e dien
: y & decena de millar: escribiendo pues 1 mi
a i iy
r en la columna de millares , agregamos” i
millar 4 la columna inmediata i g J e
ol , que entonce :
decenas de millar. i U B
n cualquiera caso aritmélico de sumacion que se
on : i lon¢ . i3
1}; ga se procede asi hasta donde alcancen las Cifl‘aﬁ d
S sum : i blece 3
o ::Ingos, y lo dicho basta para establecer la regla d
: :
q ;: ebe sumar en cada columna, el primer gua i
4o : LQT'LSTY
A el segundo , despues la suma de estos con el te ;.
% rcer
pues la suma de los tres con el cuatro , etc. - ¥ st ;,
ok ‘ ’ 3 i en
. ada’e cada columna resultan unidades del orden 1 -
inmedia 2 sk
4 to , se deben agregar estas como un sumando ’71
columna cor. ent 5
na correspondiente, despucs de escribir la sum da
a de

713~
71378

) las tig 0. d 1 1
e. orden inferior en la suya. Para v i
Ly Q. a vencer siempre el

eSCO“ ] ‘ .
(0] del (:]emplo Segundo, €S necesar i() estar Pre "Cnido
: S

.de que
que en las sumas que pasan de g, se necesita hacer de

memoria la separacion de la parte que se ha a
, e es-

" ). 9 y q a (le ager T
Cr l] 1T en la misma (:Olulllﬂa la ue se h
£ g ega :i

la cglumna in'mediata. En cuanto 4 la parte que
;l:csua;;, lo ilce por el sonido la misma ternn?naéigz gg
o a, sebun.concluya en una u otra de las diez ci
?:a:r,l ?gnslg;::r eéer;pllo, 8 en la suma 18 de las unidzd‘:s—
S Ez e las 'ccntcnas, y wen la suma 1; d’
ares. tin cuanto 4 la parte de suma que se ha d:

-
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agregar 4 la columna inmediata, sirve tambien de gobier-
no la espresion misma de lasuma; pues, dicha parte es la
restante en la suma, despues de haber dejado la iltima ci-
fra de ella bajo la columna sumada; como por cjemplo,
1 en la suma 18 de unidades, 2 en la suma 23 de cen—
icnas, v 1 en la suma 11 de millares. Para este ﬁl;i111o
objeto de saber cudnto se ha de lievar 4 la columna in-
mediata, aprendase 4 mayor abundamiento la tabla si-
guiente de sumas, en la cual se ohservara la separacion de
dichas dos partes visiblemente.

Desde 110 hasta 119.,°11
Desde 120 hasta 129.. 12

oes see

Desde 10 hasta 19selleva
Desde 20 hasta 2
Desde 30 hasta
Desde 40 hasta 49....u..
Desde 50 hasta 59...........
Desde 60 hasta 69...........
Desde 70 hasta 79...c..eeene
Desde 80 hasta 89...........
Desde 90 hasta 99...........
Desdel00 hastal09...........1

Desde 990 hasta 999.. 99

“re oo

O © W3 O Ur-hy 1 O =

ete.

Las reglas dadas bastan para sumar cuantas filas se
propongan; pero encargamos al principiante que no cese
de ejercitarse c¢n muchos ejemplos, hasta a(’iquirir facili-
dad y destreza en la prictica; y para que ningun caso es-
trafio le pueda sorprender, afiadimos aqui los siguientes.

Cuando faltan las unidades simples por terminar con
cero todos los sumandos, se escribe cero en el lugar cor—
respondiente de la suma. Si ademas la columna de decenas
no tuviere cifras significativas, se escribe tambien cero en
la suma, y asi sucesivamente ; como €n los eJCmPIOS que si-
guen:

1960
572100 84oco 20?4000
A 30540 b o6 30000
819000 9200 600000
:423706; '53;&;; 20634000

Desde 1000 hasta 1009...100

T

TSR

A R R I SR
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Cuando la columna en que falte cifra significativa es
de Jas. intermedias, se escribird cero en la suma corres-
pondiente, siempre gue no hubiese que agregar 4 ella uni.
dades procedentes de laanterior; pues en caso de haberlas,
se escriben estas en dicho lugar; como sucede en los ejem-
plos que siguen:

47012 90006 7408012
S 81 30902%
6005 20 9000
1049 50000 6806045
54089 ijoroy 14532{);?5'

17.  Se han dado reglas para sumar los enteros ahs—
tractos, y las mismas han de observarse cuando sean con-
cretos, sin faltar ademas al principio légico de ser pre—
cisamenie de una misma especie y clase wdas ellas. Por
el lenguage en que se pide una sumacion de nimeros con-
cretos, sucle desconocer el principiante la naturaleza del
problema; pero la distinguird meditando un poco.

Se gastan, por ejemplo , en una casa 25 reales en un
dia , 8 reales en otro , y 107 en el tercero; y se pide ha-
llar el total gasto de dichos dias. Es cvxdcme que la cues—
tion se resuclve sumando los gastos parciales ; y el cdlculo
¢jecatado manifiesta, que en los tres dias se gas-

taron. 140 reales. Lo mismo se hacen las cuen~ 25
tas de cualesquicra ndmeros homogéneos , siendo 8
todos de ganancias 6 todos de pérdidas, es decir, '°7
cantidades que se deben agregar unas 4 otras. tho

Muchas veces ocurre la necesidad de sumar varias
partidas escritas en una plana, con las escritas en otras;
¢n cuyo caso hay que agregar la suma de cada plana

4 la otra, como un sum:mdo, 6 bien, hallada la suma

de cada plana por si, juntar al fin lodas como sumandos.
Este tltimo medio se emplea tambien 4 veces cuando sc
propone una larga columna de partidas, a fin de que sca
menos' trascedenial cualquiera equivocacion. Supongamos
por ejanplo, que un jugador apunia los reales que diaria—
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mente gand & otro en tres semanas, y quiere saber lo que
gano él'y perdis el otro. Hechas las sumas de reales que
espresan las tres cuentas primeras abajo escritas, de siete en
siete ilizis;, y reuniendo finalmente las tres sumas semana-
les, en la cuarta suma halla que la ganancia total suya 6
bien la pérdida del contrario es veinte y tres mil ciento
y cuairo reales. :

26 1010 ' B22

500 308 87

9 1500 5

L i § o211 26 3

8532 9 6oo00 11339
2191 6 1500 3122
558 9 78 bo3 8643
11339’ 3122 8643 23104

18." La operacion de sumar dos miimeros, 6 bien de
agregar a uno de ellos el otro, se indica de un modo gene=-
ral con el signo + Tpuesto entre- los dos, que sigrxiﬁéa la
conjuncion mas, como por ejemplo 5-+2 que se pronuncia
cingo mas dos: y se llama signo positivo el -+ en ¢l cdleulo.
Si ademas hay otros sumandos, tambien se ponen & con—
tinuacion afectando 4 cada uno con dicho signo, como
54-2-4-65--18; etc. Asi seespresaen el dlgebra el concepto
de sumar los nimeros que se hayAén propuesto; y en gene—
ral en la forma a—-b-+c.... la sumacion de las é-ax]tfc!:\des
generales @, b, ¢, ctc., como practicaremos 4 debido tiem-
po. Aqui nos proponemos tinicamente el dar las primeras
ideas del caracter que 4 la escritura algébrica distingue.
Se llama polinomio en general toda frase compuesta de
parciales en que 4 una siguen otras afectadas con'sus éor—
respondientes signos positivos 6 de adiccion : y. cada frase
parcial 6 componente se llama monomio, y tambien par-
te del polinomio. Si este consta de dos monomios, se lla-
ma binemto ; si de tres, frinomio; etc.

Cualquiera nimero espre ‘
“ualquiera nimero espresado en fila segun el modo

de la aritméiica particular; puecde ser descompuesto dr—

SRR
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bitramente para espresarlo segun el modo de Ja aritmé—
tica general. Por ejemplo, el nimero g1 equivale & go—+1,
4 yo+20+1, & 66-+-18-+5-4-2 , etc.; pero de los mu-
chisimos polinomios en que se pudiera descomponer cl
nimero g1, el binomio go—+1 es el mas conforme al
sistema de numeracion actual , porque cada 1érmino con-
tiene unidades de un solo orden; decenas el primer tér-
mino , y unidades el segundo. El nimero 3685, descom—
poniéndole tambien asi, equivale & 3000-+600-+80-+5;el
202710 equivale 4 200000+0+2000700-410+-0, etes
Aqui se ve la ingeniosa sencillez del sistema de numera-
cion aclual ; pues en realidad, cada fila de guarismos re—
presenta sucintamente lo mismo que un polinomio,

Cuando estd concluida una sumacion de cantidades li~
gadas con el signo —+, se forma la oracion algébrica con el
signo = puesto 4 continuacion del polinomio que forman
los sumandos, y despues del signo la suma: como por
ejemplo, 521-+14+3=538; y en general a—-b...=s;
conforme al convenio admitido (14).

LECCION SEGUNDA.
Restar con enteros.

tg. La operacion de hallar la diferencia entre dos ni-
meros cualesquiera se llama restar, y en aritmética es for-
mar una fila de guarismos que esprese las unidades que
quedardn , quitando 4 un nimero dado las unidades que
esprese otro mimero tambien dado ; como por ejemplo, si
de g se quitan 5, quedardn 4. El nimero que ha de pa-
decer diminucion, como aqui el g, se llama restando 6
minuendo; ¢l mimero que se ha de quitar ¢ sustraer, como
aqui el 5, es restador ¢ sustraendo; y la diferencia que
queda, como aqui el 4, se llama diferéncia 6 residuo, 6
resto. Por la definicion vemos que el restando es la suma
del restador y el resto; y pues la suma es el conjunto de
unidades de cada orden (16): claro estd que el resto debe
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ser el conjunto de restos de unidades de cada orden tambien.
Por lo cual , dadas las dos cantidades cuya diferencia se
traia de averiguar, se escribirdn las Jilas de guarismos de

manera que las unidades de cada orden Jormen columna,’

como en la sumacion ,. pero con la advertencia de poner el
restador debajo del restando; y se trazard bajo la fila in—
Jjerior una raya, que sirve para separar el resto » que se
hallard restando las unidades de cada orden.

Dado por ejemplo el mimero 5683 para restando, y

el 4321 para restador, dispénganse como acabamos de in—
dicar , y procédase 4 comparar las unidades de 5693
cada orden empezando por la columna de Jag >
simples. En ella vemos que de 1 4 3 van » o
y este es el guarismo que se ha de escribir bajo la raya
en la columna de unidades simples. En las decenas, de 2
4 8 van 6; y escrito el 6 bajo la raya en la columna de
las decenas, se continta la operacion por el mismo or—
den , hallando y escribiendo la diferencia ; 5693
3 de las centenas, y por iltimo, la diferen- o
cia 1 de millares; como patentiza la opera— H
cion concluida que presentamos , habiendo 1362
resultado la diferencia total 1363,

Lo mismo se practica el cdlculo en los tres ejemplos
que siguen,

935 1935 71935
124 112/ 3112/
811’ 811’ 4081;‘

En el segundo se ha omitido el escribir cero millares
en el resto, por ser imitil esta cifra al pﬁncipio de la
fila (8). :

Si en el restador falta cifra que comparar con el res-
tando, se supone que ocupa el cero aquel lagar, pues na-
da puede influir esto en los valores, en atencion a que
solo puede suceder la falta de cifra al principio de la fila,
Sirvan de ejemplos los dos casos adjuntos:

Y ALGEBRA ELEMENTAL. " ab
¥
restando 685¢ 6859
restador 25, es lo mismo que... 0025
6834 6834

restando 27305 27305

restador 7102 eslo mismo que.. oy102
20203 20203

20. Puede presentarse en otros ejemplos que se pro=

pongan alguno de los escollos que vamos 4 clasificar.,

1.2 Cuando espresa mayor numero de unidades al-
guna de las cifras del restador que su respectiva del res—
tando, hay que agregar 4 esta una unidad del orden ma-
yor inmediato, despojando de ella 4 la cifra de la izquier-
da, como en cl siguicnte ejemplo;

5948 que equivale 4.. 5900-+30-+18
3829 que equivale d.. 3800+ 20- 9

2119 que equivale d.. 2100410+~ g.

Vemos por la espresion aritméticamente ordenada, que
al empezar el cilculo por las unidades simples, como
esta esplicado, ocurre el inconveniente de no poderse
quilar g unidades de 8: pero, tomando una decena de l.as
cuatro que hay en el minuendo, si agregamos sus 1o uni—
dades 4 las 8, la cuestion es ya restar g unidades de 18,
y 2 decenas de 3; y resulta la diferencia total 9 qnida—-
des simples, 1 decena, 1 centena y 2 millares; 6 dos mil,
cienio diez y nueve. L g :

2.2 Puede suceder que la cifra inmediata de mayor
orden se halle en igual caso al hacer su resta : y enion—
ces hay que recurrir 4 la de su izquierda, como en el sk~
guicnte caso;

7123 equivalente 4.. 7ooo=+110+13
4085  equivalente d.. 4ooco-+~80+ 5.

3038
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No pudiéndose restar 5 de 3, se toma unadecena de las
2; y es 13 asi el minuendo parcial de las unidades sim—
ples, y 8 la diferencia. Queds una decena por minuendo
de este orden, y siendo imposible tambien su resta, hay
que agregar upa centena tomada en la cifra inmediata; asi
el minuendo parcial de las decenas es 11, de quienes res—
tamos 8, y viene la diferencia 3. La resta de las cente-
nas es practicable d pesar de haber quedado cero el mi-
nuendo de ellas, por ser lo mismo el sustraendo. Resulta

la diferencia total, 3 millares, o centenas, 3 decenas y 8-

unidades : ‘6 tres mil, treinta y ocho.
3.0 A veces el escollo viene solamente en la resta

parcial de las cifras que hay en medio de las espresiones,
como en el caso actual;

32405 equivalente 4 20000+412000-+300-+100-+5
18352 equivalente & 100008000 + 300-+ bo-+2.

14053

.% Otras veces, queriendo tomar unidad de orden
2 g
mayor en la cifra inmediata, ésta carece de ella; y enton-

ces hay .que recurrir 4 la siguiente cifra, como en el caso
adjunto;

96502 equivalente 4 g6000-+/400+4go—+12
74318 equivalente & 74000-+300+104 8.-

22184 .

Aqui no se pueden restar las unidades simples sin agre—-

gar decena; peromo habiéndola en la inmediata cifra, hay
que llegar hasta las centenas: se toma una y se distribu-
yen sus 10 decenas-agregando g 4 la cifra de las decenas
y 1 4 las de unidades, que ya son 12. La operacion es
ahora fécil, y resulta la diferencia 2 decenas de millar,
2 millares;, 1 centena, 8 decenas y /4 unidades; 6 veinte
y dos mil, ciento ochenta y cuatro.

5.2 Cuando la mayorfa del restador suceda en las
unidades del mayor orden, habiendo igual nimero de ci-

AT
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fras en restando y restador, serd absurda la ‘operacion
propuesta; como por ejemplo, en los dos casos

5823
6412

——n.

Balgg M
82500

; T

pues, aumiue inadvertidamente fuésemos .calcu].ar.xﬂ.o hasta
lo posible, nos hallariamos al fin con la 1mp051])'1hdad de
quitar, en el primer ejemplo 6 millares 4 5 rmllar(?s, y
en el segundo § decenas de millar 4 7 decena? de millar.
Sin embargo, nos ilustrardn sobre esta materia las obseri
vaciones ‘que se hardn despues al tratar de la resta con
signos algébricos. ;

6.0 Si el restando terminare con varios ceros, hay
que llegar hasta la primera cifra signiﬁcat‘iva que se en-
cuentre; 'y tomando en ella una unidad de su orden, dis—
tribuirla entre las que necesiten agregacion; como en el
ejemplo que sigue, Ay

2@00 equivalente 4 10004900+ 9o-10
843 equivalente:d  .... 800+ Lo+ 3.

1157

Vemos en ¢!, que un millar estd repartido en g cente-
nas, g decenas y 1o unidades. Ademas ofrece la cues—

 tion el accidente de no haber millares en el restador; pero

es licito suponer la cifra o en su lugar, y hacer asi la
comparacion de millares. i g i
7.2 Vamos 4 un caso particular de esta especic, que
es el de ser minuendo la cifra 1 seguida de tantos ceros
cuantas cifras hay en el sustraendo; como por ejemplo, en
el siguiente caso :
Y000  equivalente’ &... 90090410
843 equivalente 4. 8oo+44o+ 3.

L8577

El resultado es la diferencia enire un nuimero y la
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unidad del orden mayor mmedialo , diferencia que se
ll.ama complemento aritmético de dicho nimero; como por
ejemplo, 157, que es complemento de 843, asi fo-—
mo 843 complemento de 157 pues, cada mime,ro de es—

tos es la difcrencia que hay entre el otro y 1000

Tambi > : 3
ambien, por las restas que s¢ ven i conlinuacion,
10000 io 100000
112/ 6 84862
e — —
? ? e
8876 4 15138 2

resulta ser 8876 y 11a/ complementiarios miituamente:
asimismo, 4 y 6 complementarios entre si: € igualmen-
te 15138 y 84862 uno de otro,

21, Por medio de los complementos Ia operacion de
xjcs.tar se cambia en la de sumar , con la precaucion si-
guiente, \ :

" Traténdose, por ejemplo, de restar 4
unidades de 17, el cilculo ordinario nos
daria inmediatamente la diferencia de ellas,
que es 13. Para formar idea del cilculo S
por complementos disciirrase , que si tomamos-el com-
plemento de 4 que es 6, y escribimos éste

e

<2

B 3 = I
bajo ¢l minuendo 17, la suma »3 escede g
en 10 al resto 13. Por lo cual, si 4 Ia =
izquicrda del 6 escribimos T decena, con ra- 23

ya sobre puesta para recordar que hay que quitar una

decena 4 la suma, Pues en vez de restar

4 hemos afadido 6 4 1 74 resulta la su- -

ma 13 cercenando 4 las decenas una, co- —'~§

mo se ve en el cdlculo. : sl
Consiste, pues, la operacion de cambiar una resta en si-

ma por el método del complemento aritmético, en‘sumar el

mirzuerqu con el complemento del sustraends ,

unidad & la suma de las del orden mayor "

preceden al complemento:

quita tanto, como imporia

le anadio 4 éste.

Sk

quitar una
inmediato que
se.funda en que 4 la suma se
1 juntos el restadory lo que se

—
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Asfmismo, debiendo restar 4 de 125, S
la diferencia es 121, conforme al méto- 4
do ordinario de reslar que practicamos.
121

Para convertir estaoperacion en la de su—
mar , escribase en lugar del 4 su complemento 6, con T

a.la .l:l,q'lllcrda para indicar que se debe © &
disminuir la suma de las decenas en una, 5
como en el célculo adjunto se ve. No hay T

121

duda en que el resultado es legitimo, por-
que, 4 la suma de 125 y 6 se quita 10 6 su igual 4—+6,
cantidad compuesta del restador y lo que se le afiadid.
Siguiendo tambien el método de los complementos,
en vez de restar 428 de 535 sumese con 535
éste el complemento de aquel, que es 572
572,y suprimiendo ¥ millar, resulta 10y
como si se hubiera restado 428 de 535.
22, Despues que el aritmélico ha concluido la ope-
racion de restar, puede cerciorarse de la exactitud del re-
sultado por la prueba: que consiste en sumar el restador

1oy

con ¢l resto, pues debe salir por suma el BB g
restando segun lo establecido en el arti- 2{55063
culo (19). Practicando, por cjemplo, la T

JEL7)

prucba en la’ resta adjunta, hay cer-
ieza de no haber padecido equivocacion, porque la su-
ma de resto y restador sale igual al restando.

En el mismo principio se funda la prueba de la su-
macion: pues, restando de una suma total hecha, la de
todos los sumandos menos uno, si sale la diferencia igual
4 éste, serd prueba de estar bien ajecutada la suma de
que se trata.

Asi sucede en el ejemplo que sigue; 6502
pues que, si se resta de la suma total 37
7354 la suma 6539 de los sumados, es- 815

cepto uno, que aqui es el ltimo, resulta
igual 4 éste la diferencia.

23. Sabiendo las reglas para la resta de Ics enteros
absiractos, su aplicacion 4 la de conerctos no presenta
dificultades; y solamente pucde haber alguna en acostum-

7354
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brarse 4 distinguir la naturaleza de la cuestion que se
proponga en lengua vulgar., ;
Por ejemplo, un sugeto ha ganado. con su trabajo
76 reales ; & cuenta: ha percibido una vez 8 reules y otra
vez 5 reales; y se quiere hallar lo que aun delbe de percibir.
Claro es que se pide restar de la to- :

tal ganancia la suma de. cantidades per— 8 76
cibidas: con que, hay una sumacion y ___5_ : _1_3 ;
una resta: aquella es de sumar 8 reales, (3 ’ 63’
con b reales; y la segunda, restar 13 rea- ’
‘lcs'de 76 reales; resulta que atn debe percibir 63 reales.

2/4..  En la aritmética general la operacion de restar
'se espresa escribiendo en un mismo renglon el restando y
despues el signo —, que se pronuncia menos, y al fin el
restador; como por ejemplo, 8 —5, 1273 —4g5, ete., y
en general §—; y se pronuncia 8 menos b, asi como
1273 menos 4g5, etc., y en general S menos:A. El sig-
no — se llama negativo para distinguirle del positivo -+
en el lenguage vulgar, y cuando tratemos de restar can—
tidades algébricas entenderemos los motives que hay para
llamarse negativo el signo — y positivo el —+. Per ahora
solamente nos hemos propuesto el dar las primeras ideas
acerca del uso de los signos, para tener este auxilio en los
cilculos de aritmética, cuando nos convenga. A lo dicho
afiadiremos , que despues de haber indicado el problema
de restar un nimero de oiro, en el binomio que se for—
.ma con el restando Yel restador mediante el signo, como
por ejemplo 1273—/qg5; se procede 4 ejecutar Ja res—
ta segun queda dicho en las reglas de aritmética (19)
y (20); y luego que se haya encontrado el resio, como
aqui el 778, se forma la oracion algébrica por medio del
signo =, segun esta admitido (14),

1273—/495=778.

25, La resta es el medio propio de hacer la des-
composicion de un nimero en sumandos, asi como, por
la sumacion se hace lo inverso, que es componer el nii-
_mero cuando se dieren Jos sumardos. El problema de com-

T
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poner es absolutamente detcrminado,-porque los suman-~
dos que se den jamds pueden producir mds. que aquella
suma; pero ¢l problema de la descomposicion en suman-
dos es indeterminado, porque un nimero puede ser des—
compuesto en muchos sistemas de sumandos,' como ya estd
dicho en el articulo (18). Ademas estd sujeto 4 la res-
triccion de que cada sumando ha de ser menor que el .mi~f
mero dado para descomponer, y siempre igual & l.a dife~
rencia cutre éste y el valor 4 que ascienda la totalidad de
los oiros sumandos. Dado por ejemplo el nimero 1273,
podemos elegir por primer sumando cualquiera nimero
menor. Sea este 825; y restdndole de 1273, sale para
el total de los otros sumandos el mimero 448 por la.reS-
1a, 6 bien 825-+448=1273. 5i queremos proseguir la
descomposicion en polinomia de mas términos, descom—
pongase 448 en otros dos, eligi.endo uno que sea menor
que ¢l nimero 448; y asi sucesivamente.

LECCION IIL

Multiplicar con enteros.

26. Cuando se propone un problema de sumar va-
rios mimeros iguales, la operacion del cdleulo se.al')re-
via ingeniosamente convirtiéndola en la de multiplicar.
Dados por ejemplo los sumandos 8 y 8, el modo

Ay T 8
ordinario es cual sabemos en la disposicion que 3
aqui se ve, y en el problema se pide hallar el =
nimero que debe resultar duplicando ¢l 8. Si 1T

el 8 entra por sumando tres veces , el problema serd ¢ri-
plicar el 8; asi como cuadruplicar , quintuplicar,. ete., y
en gencral multiplicar, si entra cuatrf) veces, cinco ve-
ces, etc., y en general cualesquiera numero de veces, El :
nimero que se ha de multiplicar se llama multiplicando;
el nimero que espresa las veces que aquel entra por su-
mando es multiplicador ; el resultado es producto; y se
llaman tambien factores de este el multiplicando y el mul+

v
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~

tiplicador, porque ambos hacen que salga el resultado.
En el ¢jemplo propuesto de multiplicar el nimero 8, este
es'el multiplicando: el'mimero 2 6 3 6 4 etc., por quien
se ha de multiplicar, 6 bien ¢l que espresa las veces que
aquel’ entra por sumando, es mulliplicador; y el nime-
ro' 16 6 2/ 6 el 32, ete., es ¢l producto.

277. Bl problema de multiplicar cualesquiera nime—
ro digito por otro tal, estd resuclto en la tabla siguicnte,
que se dice haber sido formada por el filésofo Pitdgoras.
En ella estd omitido el guarismo cero, porque segun la
definicion de multiplicar, si fuese cero el multiplicando
se pediria una suma de ceros que es cero (16); y si fue-
se cero el multiplicador, se pediria la contradicion de
no entrar por sumando vez algnna el mimero que fuere
multiplicando, y por consiguicnte no puede haber pro—
ducto. Debe aprenderse de memoria cada operacion de
las comprendidas \en la tabla; porque, segun pronlo ve-
remos, en saber lodas ellas consiste el hallar los produc-
tos de mimeros mayores.

TABLA PITAGORICA.

Ninguna dificultad pre- = T B e
senta el entenderla, pues f—|—|—|=|—|—|=|=|=
o | 4|68 |tofca]rs]i6]c8
en la segunda columna y §2| 2| —|—|— e
i 3 12 |10 24 |on
lo mismo en la segunda fie |3 | &[22 122 18)2x]as
fa, estan los productos del {4 ‘& i1a)x6la0lad 128 22|36
2 multiplicado por cada [ 5|10f1520(25130135 40145
una de las nueve cifras: en § 6 11218 |24 30|36 |42 |48 |5
la tercera columna ¢ fila 7 |r4]|2x]28]35 42 |40|56]63
los productos del 3 multi- [ 8 |16]ag [32 |40 |48|56]64 A
plicado por cada una de § o |.s(5,(36(45 (54 (63|72 8z
dichas cifras, y asi sucesi-

vamente ; de modo, que para hallar cualquiera de los pro-
ductos entre dos de las nneve cifras, se busca en el pe-
quedo cuadro que juntamente corresponde 4 la columma
de un factor y 4 la fila del otro. Si se trata por cjem—
plo, del producto que deben dar 5 Yy 75 s¢ halla en un
cuadro que 4 un mismo tiempo corresponde & la columna
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del 5 y 4 la fila del 7, é ignalmente en el cuadro que
corresponde 4 la fila del 5 y 4 la columna del 7. La
idea de la operacion se pronuncia diciendo 5 multiplicado
por 7 es 35, 6 bien 5 por 7 es 35; y entiéndase lo mis—
mo en cuanto d otro cnalquiera producto.

28. La operacion de multiplicar un nimero polidi-
gito por un digito, equivale 4 la sumacion de tantos su-
mandos iguales al primero, cuantas unidades tenga el gua-
rismo multiplicador. Si se pide, por ejemplo, 5
el sumar 537 y 537, el nimero entra por su- 527
mando 2 veces, y la suma, segun el méiodo 537
ordinario es, lo mismo que duplicar el nime-
ro 537, 6 bien duplicar las unidades, las de- 1074
cenas y las centenas de que consta. Si la cantidad fuese
propuesta por sumando 3 veces; la operacion

; s ; 53y
segun el método ordinario, daria un resuliado 53
conforme al problema de triplicar el mimero, 537
6 bien triplicar las unidades, las decenas y .__Z

las centenas. 1611

Sin proseguir mas adelante, se puede conocer que, sea
cualquicra la fila de guarismos que se proponga por mul-
tiplicando, y cualquiera el guarismo multiplicador, la ope—
racion consiste en multiplicar por este las unidades de cada
urden de aquel, siguiendo de menores & mayores; y agre—
gar unos & otros los productos parciales que asi se obten—
gan, para tener el total producto que se pide. Segun esta
regla, basta la tabla pitagérica tambien para ejecutar las
multiplicaciones de esta clase; pues la operacion viene

4 reducirse 4 multiplicar un guarismo por otro cada vez
?

cuidando de colocar en la fila del producto las unidades

de cada orden en su respectivo lugar, agregando las del
orden mayor que pudiere dar cada multiplicacion parcial,
4 sus correspondientes de la multiplicacion sucesiva,
Para ello se escribe el multiplicando y debajo el mul-
tiplicador , formando columna los guarismos de cada or—

den, y al fin el producto, scparado con una raya;

com
por ejemplo, i

Tomo I, 3
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537 muliiplicando
3 maltiplicador

1611 producto.

21 calculo se empieza diciendo 7 por 3 son 21, 6 1 uni-
dad y dos decenas: se coloca el guarismo 1 en el primer
lugar del producto, y se veserva el a para cl siguiente.
Despues diremos 3 por 3 es 9, y 2 que llevaba son 171,
6 bien 1 decenay 1 centena: sc coloca aquella en su lugar
y se reserva para el siguiente la 1 centena. Proseguiremos
diciendo 5 por 3 son 15, y una gue llevaba son 16, 6 6
centenas y 1 millar: se coloca el guarismo 6 centenas en
su lugar, y como ya no hay mas producto parcial que
hallar, sc coloca tambien el guarismo g millar en el pues-
10 que le corresponde. :

A la misma clase de problemas pertenecen los si-
gnientes , ‘que insertamos para que sirvan de ensayo al
principiante , encargdndole que se ejercite mucho en
otros gue le ocurran; :

61284 1952136 471359182
b 2. b
306420 39o4aya 1885436728

Si fuere multiplicando un nimero digito y multiplica-
dor un polidigito, el problema exigird que se halle la su-
ma que resultaria, de ser aquel tantas veces sumando
como unidades tiene el multiplicador , 6 bien, el produc—
10 que saliere de multiplicar el multiplicando sucesiva—
niente por cada guarismo del multiplicador ; operacion
que viene @ ser en realidad la misma que se practica en

" ¢l caso de ser multiplicando la fila, y multiplicador el gua-
rismo solo; pues, la tabla pitagérica da un mismo producto
con el multiplicando y el multiplicador combiados entre
«f, Sirvan de ejemplo los casos que siguen ,

3 5 2
537 61284 1952136
1611 30642 ——3504272

s ARSI
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29. * Cuando se ha de multiplicar un nimero polids—
gito por otro tal, ‘se conocen mas adn las ventajas’ del
cilculo de la multiplicacion, considerando qué la suiha-
cion de ‘tantos nimeros ¢omo ‘unidades tiene el mu]tipli-
cador,” va siendo mas perosa conforme sea -mas crecido el
multiplicador. ;¥ qué diriamos si se tuviese que apelar
al rudo medio’ (15) de sumar descomponiendo en unida—
des simples todos los sumandos?

~ Para establecer la regla dé multiplicar un nimers
polidigito por otro de esta’clase, propongamos el ejempl
de ser 82 m’ultiplic‘a’ndo y 23 maltiplicador; y halgénf)og
nos cargo de que se pide el niimero que resultaria del
sumando 82, repetido 3 veces y ademas > decenas d
veces: luego, si se encuentran éstos dos productos a're
ciales, la suma de ellos eslo que se pide. Escribage I;e;
el multiplicando y debajo’el multiplicador, fon‘nan,dg co’
lumna las unidades de cada orden, y al fin tirese la ra :
ya, como aqui hacemos. ~ x

Primeramente se halla el pro— 82 multiplicando
ducto del multiplicando por las uni- 23 multiplicador

dades simples, conforme 4 lo esta- —— = & :

blecido en el articula auterior , y se escriben’ bajo Ia ra

ya los productos parciales, de modao queé también las un'—
dades de cada orden ocupen el lugar designado en el s 3
tema de numeracion. En seguida se halla el vproducto 1(51_
todo el multiplicando por las decenas, con la precauci ;
de escribir los productos parciales bajo los que haya dewln
operacio.n primera en lugares respectivos, com'g se v:
por el tipo siguiente, ' :

~ 82 multiplicando
53 multiplicador

246 primer prbducto
164 segundo producto,

El' producto primero estd formado asi: 3 unidades toma
9 . £ % = -
das 3 veces ascienden & 6 unidades; y escrita la cifra 6
en i ;
la cqlumna dc_: umdadesz ¢ procede al cdlculo de 1as
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flecenas , diciendo 8 decenas 3 veces ascienden, segun la
tabla pitagdrica, & 24 decenas, 6 4 decenas y 2 centenas.
El segundo producto empieza desde 2 unidades del multi-
plicando tomadas dos decenas de veces, como exige el
multiplicador, y se escribe su producto 4 decenas, en el
lugar que 4 estas corresponde: dicho segundo prodacto cons-
ta ademas, de 8 decenas tomadas 2 dtccrms de veces; y co-
mo la tabla pitagérica dice 8.por 2 es 16, que son 6
centenas y ¥ millar, se escriben aquellas y este en don—
de les pertenece. Falta iinicamente hallar la suma: de dos
dos productos, conforme 4 la regla de la sumacion, y es
ficil notar que en el segundo producto estd suprimido el
o unidades, que se debia escribir para dar al 4 el carac-
ter de decenas en su fila; mas, por otra. par-

te vemos que es indiferente el que se escri- 82

ba 6 no, puesto que el 4 esta en la colum- 23

na de decenas para la sumacion de. que se

trata. Resulta, pues, la suina 1886 de los 2&6
104

productos, 6 producto de los factores pro-
puestos, cuyo cdlculo completo es el que se -IESG
ve ya ejecutado.

El método que se ha seguido en este ejemplo para
obiener los productos parciales de todo el multiplicando
por cada cifra del multiplicador , escribiendo cada cifra
de estos productos en la columna de su orden, y al fin
sumarlos, es el que se ha de seguir en todos los casos,
por el raciocinio_en que se ha fandado la operacion, ya
sean largas ¢ ya cortas las filas del multiplicando y mul-
tiplicador. Segun dicho razonamiento, han de resultar con
precision tantas filas de productos parciales cuantos gua-
rismos tenga el multiplicador; y vemos que para su cdl-
cnlo basta la tabla pitagdrica, pues la dificultad estd re-
ducida 4 ir sucesivamente formando los productos de ca-
da gnarismo del multiplicando por cada uno del multipli-
cador. De suerte, que la regla general de la multiplicacion
seri, escribir el multiplicando y debajo el multiplicador. for-
mando columna los guarismos de cada orden ; hallar los
productos parciales, del multiplicando por cada guarismo

e
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del multiplicador, por el ‘orden de menores & mayores uni—
dades , escribiendo los productos , unos bajo de otros deba—
Jjo de la raye, de manera que formen columna las unida-
des de cada orden; y al fin sumar los productos p'arcia-.
les. Asi estdn cjeculadas las muliiplicaciones que @ conti-
nuacion proponenios para ejercicio

8293 621357

132 69

vl 222326 go 5592213
; 8293- ; : 372814_2
. 1094676 L2 873653

30." Pueden ocurrir varios casos partxcular‘es en la
multiplicacion; unos que presentan ciertas dificultades fi-
ciles de vencer, y otros que ofrecen alguna circunstancia
favorable para abreviar el cilculo.

1.2  Cuando hay algun cero entre las cifras del mul-
tiplicador, ciertamente serd nulo el producto parcial de
dicha cifra, y por ello se puede supr:mxr la fila de ceros
de que constard, pero sin perjuicio de las demas filas, lle-
vando en cuenta el lugar de los productos mgmﬁcahvos.
Debicndo, por ejemplo, mult:phcar 6172 por. 304, ha-
l]aremos ires filas de productos, 4 causa de haber tres ci-
fras en el multiplicador: por la misma razon habré cin-
co filas de productos en la multiplicacion de 9285 por
1.)007 y los cdlculos de ambos ejemplos, cOn arr eqlo al
método general, serdn

9285
6172 13007
304 64995
24688 0000
S 27855
18516 3 7
876288 *‘*'—-—9285
187 )
s 120769995,
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Lo mismo que si se_hubiera suprimido la multiplicacidn
parcial por los ceros, segun ahora lo haremos:

6ry7a 2285
3o Sy in . keReg
246885 ... 64995
18516 27855
- 9285
1876288 -
120769995.

o PR Sty X
2.° Si termina con ceros-el multiplicando 6 el mul-

tiplicador, serdn insignificantes por nulos, tantos produc-
10s parciales  consecutivos desde ~las unidades simples,

cnantos ceros haya al fin de uno i otro factor, como
sucede en los dos ejemplos que siguen, ' iy

113307215469 ¢ i 495000
800 9 3 1y
000000000 ; h3465000; -
000000000 : 5
2457723752 M
‘ ) T
245772375200 o o

y estd visible que se pudo abreyiar la operacion ,ﬁé{iz_'pri—
miendo-los ceros para el cai]c’ulo‘," y afiadiéndolos _al fin
despues de! producto total de las cifras signiﬁcativéég. :
3 gq,ando ambos factores te_i"minan con ceros, se reu-
pen tantos al fin del producto cuantos hay al fin de aque-
llos, como sucede en los dos ejemplos que siguen, 4 pesar de
haberse suprimido en el segundo las dos filas de ceros que
darian los que hay entre las cifras significativas del mul-

iiplicador : 295600 63000
3o = If’i%f
00000
000000 3§ ]8 oo
886800 e g
ST : Q -
8868000

6318g90v00.
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Notoriamente se pucdo abreviar el cilculo, suprimiendo
las multiplicaciones. de ceros, y aniadiendo al fin del pro-
ducto completo de Jas cifras significativas, el conjunto de
ceros que hay al fin de ambos factores. :

31, Fundase una proposicion general sobre los dos
ltimos’ casos, en que el producto de unidades por dece-
nas asciende & lo menos 4 deceu:s; el de unidades por
cenienas, & lo menos & centenas ; decenas por decenas, &
lo menos 4 centenas, por ser el menor producto de esta
clase 10 multiplicado por 10, 6 bien 100; decenas por
cenlenas &4 millares, por ser el menor de esta clase 100
multiplicado por 10, 6 bien 1000; ctc. De modo, que el
producto de dos mimeros que terminan con ceros, es el
producto de las cifras signijicdliuas, terminado con tantos
ceros como hay en ambos factores; y por esto se pueden
suprimir las multiplicaciones con los ceros finales de los
mimeros , hallando el producto de las cifras significativas,
y anadiendo d este & su derecha los cervs que hay al fin
del multiplicando y del multiplicador, ¢ en uno solo de los
Sfactores cuando el otro carezca de ellos. ;

En esto se funda tambien la siguiente proposicion que
vamos 4 demostrar: y es, que el producto de la multi—
plicacion tendrd tantos guarismos 6 tantos menos uio, co-
mo tienen el multiplicando y el multiplicador juntamente.
Por que, si fuese multiplicando 6 multiplicador la uni-
dad cabal del orden mayor inmediato al valor de uno de
estos factores, resultaria de producto el otro factor, se—
guido de tantos ceros como tuviera el primero; es decir, '
un producto de tantos guarismos como tienen juhln_s los
dos factores propuestos: luego, no puede temer mas qu¢
otros tantos el producto de estos. Para demostrar que 4
lo menos ha de tener tantos menos uno; supdugase por
un momento multiplicando ¢ multiplicador, la unidad ca-
bal del orden menor inmediato; y resultaria de prodacto
el otro factor seguido de tanlos ceros menos uio, como
guarismos tuviere el primero; es decir , un producto de
tantos guarismos menos uno, Como tuviesen el multipli=
cando y el multiplicador propuestos: luego, no puede tencr
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menos de otros tantos el producto de estos, No pudiendo
tener mas que los dichos en la primera consecuencia, ni
menos que los de la segunda, estd demostrada la propo-
sicien. Por ejemplo, el producto de 5723 y 986 no pue-
de tener mas de sicte guarismos, ni menos de seis ; por-
que, si fuesen 10006 y 986 los factores, 6 5723 y 1000,
resultaria‘de producto 9860000 en el primer caso, y
5723000 en el segundo, y en ambos un total de sicte
guarismos. Si fuesen 1000 y 986 los factores, 6 5723
Y roo, resultaria de produciv 98Gooo ¢ 572300, am-
bos de seis cifras. Luego, el producto que se busca no
puede tener mas de siete cifras ni menos de seis,

Del principio primero de este articulo se infiere el

modo de hacer mayor cualquiera nimero, dicz, ciento,

mil, etc., veces, conforme al que se manifesté en el sis-
tema de numeracion. Pues dicha cantidad multiplicada
por 10, producird todas sus cifras y un cero mas 4 Ia
derecha: si se multiplica por 160, dos ceros mas;: si por
1000 tres ceros mas; y asi sucesivamente. El mimero
83025, por ejemplo, es diez veces menor que $30250;
cien veces menor que 8302500; mil veces micnor que
63025000, ete. Cada cero de aumento hace dicz veces
mayores las unidades de cada orden que hay en el nime-
To propuesto, pasando en el acto cada cifra al lugar in-
mediato de su izquierda, en lo cual consiste nuestro sis—
lema de numeracion. : :

Todavia podemos deducir del principio primero otro,
y es, que el multiplicar un producto por la unidad segui-
da de ceros, equivale & multiplicar por este mimero cual-
quiera de los dos factores , quedando el otro sin alteracion
alguna. Ejemplo de esto es el producto 24 de 3 por &;
pues 3o por 8 es 240, lo mismo que 3 por 8o.

32, Para ensayo en la inteligencia de problemas de
multiplicar cantidades aritmélicas propuestos en lenguage
vulgar, y en la aplicacion de las reglas 4 operaciones de
nuimeros concretos , proponemos los siguientes :

1.0 A cudnto asciende la ganancia de un jornalere
en 3o dz"as, habiendo ganado y reales diarios ? ;
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2.0 ;Cudnto le quedard de esta ganancia, (Iespftes' de
pagar su gasto durante los mismos dias, d 5 reales diarios?
En la primera cuestion s¢ pide un' nimero que espre=
se reales; y no hay duda que es el producto de 7 rea}eg :
multiplicados ‘por 3o. La segunda cuestion envu.cl'vc dos;
la una es hallar el importe del gasto , ‘multiplicando 5.
reales por 30; y la otra es restar el’val_m‘ del ’gas’!o dcl
valor de los jornales. Los tres calculos vienen a SeRi B
; PEIEARe ‘210
ok SIo AR 1bo"
; ’ i
ganancia 210715, gasto 150 rs. debe percibir 60 rs,

Obsérvese que en los ndmeros concretos el producta
es de la especie del multiplicando, y que el multiiilicéldgs‘
hace oficio de ‘mimero abstracto: de modo, que en’este
cilculo pueden entrar cantidades de dos especies dife-'-
rentes : e i eIl

3.°  ;Cudntas pulgadas contienen 14 brozas?
4.2 jCudnto valen 1k varas de tela & 3 reales la
pulgada ? = et o

La tabla (86) de medidas manifiesta que una braza
tiene 72 pulgadas; y la primera_ cuestion es tomar 72
pulgadas 1/ veces, ¢ multiplicar 72 por 14. La segunda
cuestion envuelve dos; una es la misma primera, y otra
es hallar el producto de 3 multiplicado por el nimero de
pulgadas que hay en 14 brazas. El cilculo de ambas con-
duce 4 las respectivas soluciones, '

pulgadas ‘72
14 , ’
288
72
- pulgadas en 14 brazas 1008

3 rs.

r008

impor_te de 1/ brazas 302/ rs.
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. 33.  En lenguage algébrico, el problema de multipli-
car un nimero por otro se indica con el signo x, puesto
entre los dos mimeros formando renglon, como 5 % 7,
8223,y en general dx c:y se pronuncia en el pri-
mer caso, 5 multiplicado por 7; en el segundo, 82 multi-
plicadopor 23 ; y en general d multiplicado por c. Otras
.veces en lugar del signo x se pone un punto, como 5. /E
82_.'23_;'d.c.
- Cuando fuere necesario espresar el problema de
multiplicar mimeros descompuestos en polinomio, como
80~-2-por 20+3 ) B€ cierra deniro de parentesis ca-
.da polinomio, 'y se ligan por medio del signo x ¢ del
punto, como (80+2) X (20+3), 6 (80-2).(20+3);
¥. lo mismo aunque, sea monomia una de las cantidades,
.como (8-+2) X 7; 6 (80+2).7: y aun se suprime 4
veces el punto en tales casos, como (8o-+2) (20+3), y
(8o-+2) 7; porque no se puede equivocar el concepto de
ectas frases con el de oira alguna de las que aludan 4
otras operaciones de célculo, que iremos dando 4 conocer.
; La oracion algébrica se forma escribiendo en segui-
da el signo=, y despues el resultado, como 5x7=35;
82%23=1886, eic.: y en general, espresando d y ¢ los
factores del producto N, la ecuacion es )

_dxc=N.

Estos convenios del lenguage algébrico nos van 4 ser—
vir, para espresar con la competente generalidad ciertas
consecuencias que vamos 4 deducir de los principios de
célculo establecidos ya.

1.2 Por la regla de la multiplicacion (28), si uno de
los factores es 1, resulta de producto el otro factor. Lue-
‘g0, toda cantidad d multiplicada por 1 es la misma
cantidad ; por lo cual diremos que 1 'es Sfactor tdcita

de todo mimero, como se espresa en la oracion algébrica
X r=4d,

y se observa en la tabla de multiplicar (27).

S
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2.2 Sjuno.de los factores de la multiplicacion es. el
cero , el producto dé cada cifra del. otro por cero es tam-
bien cero (27): luego’, en el producto . resultard cero ¢
una fila de tantos ‘ceros como guarismos tenga el factor
significativo.. Queda pues demostrado, que toda canti—
dad multiplicada por -cero es cero tambien , cOMO S€. €S+

presa en la oracion i

dx 0o=o0.

>
&

3.2 (Cada cifra del sistema de numeracion espresa una
suma de unidades; y la frase’ d X ¢ compuesta de las ci-
fras d y ¢, espresa que la suma d; se ha. de-tomar ic
veces: de suerie, que siendo I—HYX-I-d-I-I-fmen.- el
valor de d, la frase d x ¢ especifica la suma. de ¢ po-
linomios como ¥ —1 -1~ I Si los escribimos unos
debajo de otros, formando columnas los términos', la su—
ma de la primera columna serd 1x¢, 6 bien ¢, segun la
consecuencia 1.%; la suma de las dos primeras columnas
serd ¢X 2; la de las tres primeras 6X 3, etc.; y asi su=
cesivamente ; -hasta que , llegando 4 los. ltimos  términos,
serd ¢ X d la suma, representada tambien por dx c Por.
lo cual, podemos establecer la ecuacion b

dXG=CX,d7

cuya signiﬁcacioﬁ es, que dados.los dos factores para.la
multiplicacion, se puede tomar por multiplicando cualquie-
ra de ellos, ¥ por multiplicador el otro, sin que por ello
padezca ¢l _produclo  variacion uolguna. Segun esto, 5x2
es lo mismo qué 2x'5, en conformidad con la tabla pi-
tagdrica; asi como 371%8 equivale 4 8x371, conforme
al pirrafo final del articulo (28); y por Hiltimo, 527X 384
lo mismo que 3841X527. 208
4.2 En el articulo (33) hemos demostrado, que sien=

do dy c los dos factores que dan el producio NV, se ve=
rifican las dos equivalencias it

(dx 10.) X c=NX1000e5

dx(cxx 0cives ) =N X1 0ceees;



44 ARITMETICA

y' qué por consiguiente multiplicar un factor por la uni-
dad cabal de cualquiera orden, es lo mismo que multi-
plicar cl otro, pues de ambos modos el producto resulta
multiplicado tambien’ por'la misma unidad. Aliora vamos
& dar estension 4 este principio, siendo cualquicra el mi-=
mero por quien 'se multiplique uno de los factores del
- producto. , |
Para esto espresemos de un modo general el concepto
de la multiplicacion, con la equivalencia que se admiti6,

-dix =iV

Desdé-luego se puede sentar como verdad, que el multi-
car por un numero 2 cualquicra, el producto indicado
(@x¢), es lo mismo que multiplicar por 7 el producto
efectivo N, pues de ambos modos equivale 4 1a suma de
tantos términos iguales 4 V' como unidades teng

s s am y ast
"3. 6.%) admitiremos Ia equivalencia i

(dxc)xn=Nx %

Vedmos ahora lo que significa la espresion {(dxc) x n. 8e-
gun estd escrita, equivale & n veces el polimonio (d+d
=+~d—~d.... hasta ¢ veces); 6 bien 4 la suma que resulta-
ria de entrar por sumando 7 veces este polinomio: y su-
pongamos indicada la operacion formando columnas los
términos como en aritmética (3.?). La suma de la pri-
mera columna equivaldrd & dxn; la de las dos primeras
(2% n)x2;la de las tres primeras (dXn)x3; ete.: y coma
hay ¢ columnas, la suma total equivaldra 4 {dxn)xc; can~
tidad que fue presentada tambien bajola forma (dxc)xn.
Por tanto, estd demostrado que (dxc)xn, y por
consiguiente VX7, cs lo mismo que (dxn)xc. Andlogo
z"a.ciocinio se puede hacer en cuanto i ser (cxd)xn lo
mismo que (¢Xn)Xd. Y como dxo equivale 4 cxd por
lo demostrado en la consecuencia 3.2, y de consiguiente
(@xc)n 4 (¢xd)xn; sc sigue que (dxh)xg y (¢xn)xd
son iguales entre si, y 4 N x 7, como se espresa en

_(dxn)XGz(cxn)xdsz .
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Lo cual nos dice, que multiplicar por cualquiera mimero n
uno de los factores del producto, equicale & multiplicar
este por el mismo quimero n, y que asi permanece invG-—

riable el otro factor. ; S
5.2 Si el multiplicador ¢ representa una suma de dos

partes @y b, siendo d el multiplicando , la espresion de
este caso serd dx{a+0b), ¥ significa la suma

(d+¢?+d+.....- hasta a-+b veces).
Si la_espresion fuera dxa-+dxb; equivaldria 4
(d+d ... hasta a veces)=(d-=d ... hasta b veces):

y como , junias estas dos sumas, contendrian al término
d tantas veces cuanias unidades valga a0, se sigue que €s

dx (a-+b)=dx a-t+d¥x b:

6 bien, que el producto de dos cantidades equivale & la
suma de productos que resultan de multiplicar la una por
cada parte de la otra: demosiracion de la regla de mul:
tiplicar cuando sea polidigito uno de los factores (28). Si
el otro factor d tambien estuviere descompuesto en dos
sumandos 2y %, seria h-+k equivalente 4 d; y sustitu-
yendo Ak por.d. en la igualdad que acabamos de ha=

llar, viene 4 ser. .
(h-+k)% (a+b):_—(k+/:) X a-+(h-+k)%b.

Los dos productos indicados que hay despues del signo de
igualdad serdn, por el teorema precedente ,

hixa-+kxa y hxb=-fxb;

y sustituyendo estos por sus equivalentes en la igualdad
anterior , nos resultard

(h-+F)x(a+D0)=lx a-hxe+hxb-hxb



En donde se halla cifrado el teorema, de que el pro-
ducto de dos factores compuestos de sumandos , es la suma
de productos que resultan de. multiplicar cada sumando del
uno por cada uno del otro: demostracion de la regla de
multiplicar un polidigito por otro (29).

© 6.2 " Segun la definicion de factor del’ producto ("6),
en la oracion 5% 7==35,"son 5 y 7 ‘factores'de 35 :
82x23=1886, son 82 y 23 factores de 1886; pero no
se entienda por'esto, que aquel produeto pueda dejar de
tener otros factores que el multiplicando y el multiplica-
dor quetle produjeron: en una aperacion, 6 bien, que
aquel nimero no pueda ser producido tambien de otros
dos factores. El nimero 35 ciertamente no puede venir,
segun manifiesta la tabla p]ta"’()l‘lca, sino de 5x7 6 de
‘T35 pero otro nimero que esco;amos > COMO, por ejem—
plo 24, puede" venir de t
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6x4, de 8><3 de 13X3, ¥ de 24xx.

LECCION V.
- Dividir con. enteros;

“34. El problema de restar una misma cantidad va—
rias veces de otra mayor, hasta que la diferencia final sea
mas diminuta que el restador, hizo que se inventase el
célculo de dividir 6 pariir una cantidad en todas las par—
tes iguales de que sea capaz, siendo dado el valor que ha
de tener cada parte. Proponiéndose, por ejemplo, el mi—

- mero 28 para dividirle en partes, de modo que sea 4 el
valor de cada parte;lo primero que ocurre es restar 4
de 28, en seguida 4 del residuo, y asi sucesivamente,
como en las restas consecutivas adjuntas,’

a8 i e (8 Ve Ui 5 Tatelieeg 4
S g s 0 e 1o
24 20 16 12 8. 4 IS

i
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Por el resultado vemos que /4 estd contenido 7  veces

en 28: aunque 4 la verdad hemos necesitado un procedi—
miento muy prolijo, capaz de cansar la pac1enc1a mas
completa cuando sea muy grande el nimero que se ha de
partir y pequefia cada parte.

Pero sabemos (1g) que la resta es operaclon inversa
de 1a suma, y que la de multiplicar es una sumacion bre-
ve de cantidades iguales (26); por la cual, el nmimero 28
equivale 4 f4444+44+b—44—+4, 6 mas brevemen=
ie a 4><7 luego, el problema actual serd, dado el mime—

10 28 y la parte L, hallar el mimero de veces que & estd

contenido en 28: problema inverso del de la multlphca—
cion.

A veces la cantidad que se propone para dividir 1o
contiene cabal mimero de veces 4 la parte, como por
ejemplo 27 & 4, pues las restas nos conducen hasta la im-
practicable de restar /4 de 3;

27 Va3 .1‘9 : 1'5- .““' S
£ syEap G dlg
3

—_— —_— 1 -_— —_ —_

25 19 15 I 5 e

y asi, a7 equivale 4 4x6, mas el residuo 3.
Pudiéramos esponer innumerables e]emp105 de la mis-
ma naturaleza que uno 4 otro de los dos, que se acaban
de presentar, y aun de unpractxcahles desde su prin—
cipio, y en que fuese mayor ¢ menor la cantidad que se
hubiere de partir, y mayor ¢ menor tambien la parte; pro-
blema que se pronuncia diciendo, dividir una cantidad
por otra: pero sin que sea recesario delenernos mas, po—
demos establecer que, dividir una cantidad porf otra es
hallar el mimero que esprese las veces que esta ultima estd
contenida en la primera. EI nimero que se ha de part:r
se llama dividendo’; la parte ¢ bien el ‘mimero por quien
se ha de dividir se llama divisor; y el nimero que espre-
sa las veces que el divisor estd contenido en el dividendo
se llama cociente, Asi, en 28 dividido por 4 es dividen—
do el 28, divisor el %4, y'cociente el 7. En 27 dividide
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por 4 es dividendo el. 27, divisor el 4; cociente entero
el 6, y restoidel cociente el 3.

35. Eu la definicion misma del cdlculo de partir que
acabamos de establecer estd comprendido el principio, de
que el dividendo equicale al producto que resultaria de mul—
tiplicar el divisor por el cociente, salvo el resto final que
pueda haber del dividendo, y que nunca puede igualar ni
escederal divisor. De suerte, que el problema de dividir
s inverso del de multiplicar, puesto que se trata de hallar
uno de los factores del producio, asi como en la multipli-
cacion se trala de hallar el producto de dos factores da—
dos. Por tanto, podemos.aqui formar oracion con las tres
cantidades del calculo de dividir, en la forma que se
adopté para formarla con las ires de la multiplicacion,
.como, 28=/x7, y en general cuando no hay resto, sien—
do N el dividendo, 4 el divisor y ¢ el cociente, ba-
je la forma Neslh,

asi como 27=4X6--3, y en general habiendo resto r,
& o
bajo la forma (3. 2.7) N=dxor.
Pero segun estan escritas estas dos oraciones, espresan
en lenguage del calculo el principio que acabamos de
pronunciar en lengua vulgar, mas no cl actual problema,
de dividir on mimero’ IV dado, por otro & dado tambien,
para enconirar el mimero ¢ desconocido y el resto r, si

es que hay.

El problema de dividir una cantidad por otra se espre-
sa escribicndo ¢l divisor debajo del dividendo, separados
Sy & 27 * N
con una raya, como —, y en gencral —. KEsta forma

4 d
de la escritura indicard ciertamentc una operacion im-
practicable, si el dividendo es menor que el divisor, co-

3

mo en —; mas no por eso deja de ser tambien wtil para

indicar tales operaciones, que nos ofrecerdn el basto asun-

=
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to del cdlculo de mimeros fraccionarios. Por ahora basta
decir, que despues de haber hallado el cociente ¢ dela

N

division i y al mismo tiempo el resto 7, si Ie

. . oS . 28
hay, se escribe la oracion algébrica en laforma —=y;

27 3
— =6+ —; en general
4 Tk
N : N r
—=c 6 ——=C—,
d

Los aritméticos han convenido en ordenar de oira
manera, el dividendo, el divisor, el cociente y el resto fi-
nal, para ejecutar este calculo con guarismos. Escriben el
dmdcndo y en seguida el divisor separado con dos rayas
en escuadra, como

28 l 2 ‘
debajo de la raya del renglon escriben el cociente, como
28 14
=

y si despues de concluida la operacion hay resto final, es-
criben éste 4 continuacion del entero del cociente, como

Bi i 1
ien se puede conocer que el cociente 6—  signifi-

: 3
ca lo mismo que 6 -+ —

usando del signo —+-: y ast,
1
lanorma para la colocacion el dividiendo N, del divisor d,

del cociente ¢, y del resto r, sile hay, sera para el cal~
culo aritmético , N . d

r
Gel=—

Towo 1, 4
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‘Con las ideas que se han desenvuelto acerca de la
division de numeros enteros, no serd dificil ya el de—
duncir las reglas para ejecutar la operacion en todos los
casos que se puecdan ofrecer, y de que preseniaremos
ejemplos en los articulos que siguen, fundando siempre
nuestro cdlculo en el principio de que el dividendo es
producto del divisor por el cociente, tal vez con algun
esceso, que nunca debe valer tanto como el divisor.

36. Divisor picito. Puesto que se trata de hallar
el nimero que multiplicado por el cociente dé un pro-
ducto igual 4 el dividendo, sin que en éste sobre un
residuo tan grande 6 mayor que el divisor, ni falte la
mas minima cantidad para valer tanto como dicho pro-
ducto: la tabla pitagérica dard el cociente, siempre que
deba resultar ndmero  digito.

Proponemos los ejemplos, dividic 72 por g; divi-
dir 78 por g: dividir 35 por 7; dividir 6 por 3; divi-
dir g por 2; y los cilculos respectivos conducen 4 los re~
sultados que se piden; ’

L R R e S R R
8’ 8%’ 57 2’ 4§

s

Porque, en el primer ejemplo, con el factor g el 8 es
quien da el producto 72: en el segundo, con el factor g
el mayor contenido en 78 es el 8, y sobran 6 unidades
al dividendo: en el tercero, con el factor 7 es el 5 quien
da el producto 35: en el cuarto, el factor 3 con el 2 da
el producto 6; y en el quinto, el factor 4 es el mayor
que con el 2 cabe en 9, quedando el resto 1. Despues de
hacer, mediante la tabla pitagdrica, el tanteo del guarismo
quie conviene para cociente, se escribe el producto de-
bajo del dividendo para hacer la sustraccion, con objeto
de hallar el resto, si lo hay, y siempre con el de cercio~

rarse de que el producto mo es mayor que el dividendo, ni

tan pequeno que el resto tguale 6 esceda d el divisor, es—

tremos que sirven de guia cn esta clase de operacioncs;
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como se ve practicado en los ejempl i
jemplos que aqui
senian; : L e

72 Lg—; 78 Lg_; 35 LL; 6 L3 . 9 Lg
728 Pega b b s B o !
oo 6 6_{,' 7 e

. Si el dividendo es tan grande respecto del divisor dy
gl’to, que el cociente deba ser nimero polidigito; | 7 'l"
pitagérica nos dard tambien las cifras del cocicm’e 3 i
en una. En efecto, sea 68 el dividendo y 2 el ‘div'e i
dcsdc.!u-cgo se nota que el cociente debe tener b
una cifra, porque el mayor digito, que es 9 dqmas i
factor 2 el producto 18; lo cual nos indica ,(u(; 2 C}
contenido en 68 cierto mimero de decenas do i’e e : Cffa
mas de unidades de veces. Para encontrar estog ;S, L
recordemos (35 y 28), que el dividendo es un:mems
df: productos parciales, que resultan de multiplicar 5;1(‘;}3
visor por las unidades y por las decenas del cocient 7 3 3
Y (28): luego, la division de 68 por 2 se deberd t 2 505)
hacer, dividiendo primero el 6 por el 2 y des S
por el 2, teniendo cuidado de colocar las cifras gz? o
cientes parciales en sus respectivos lugares del ioiof o
ciente. Y puesio que son generales las demostraci AT
lols articulos (35 y 28), se sigue que el métod “Z;]CS i
ejemplo debe ser general tambien. Procediendo 4 ll) it
cion del cdlculo indicado e

68 (2,

diren'los; el cociente de 6 por 2 es 3. Eseril

debajo de la raya, y multiplicando despues el }::is‘c-'d ?
por el co_cicnte 3 decenas, escribase el product gjsor -
nas debajo del dividendo para la resta parcial; (~) st
hasta el presente serd sk dohaeche

dividendo 68 [2  divisor
2x3 producto 6 3%

resto primero- Q.
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Bijese ahora el 8 unidades para dividic 8 por 2; escri-
base el cociente 4 unidades en seguida
del cociente de decenas, como se ve por 6
el tipo; y iltimamente, multiplicando el 6
divisor por las unidades, réstese su pro- o8
ducto de la cantidad 8 unidades, que aho-

ra es dividendo, para cerciararse del cociente 4:

oo

[2

B4

el

o

dividendo, . ¢« ..+ .3 08 |2 divisor

3x2 producto primero 6 34 cociente

dividendo parcial .. . . o8
42 producto segundo g

—

o - .
resto segundo. « v« . . o

T.a operacion esta concluida, y el resultado nos dice que 2
estd contenido 34 veces en 68 cabalmente, porque el
resto final es cero. Claro estd que si el dividendo hubiera
sido 69 6 67, habria resultado el resto 1, y el cocien—
te 34 6.33.

Muchas veces acontece haber tambien resio en al-

guna de las divisiones parciales 78 |2
que no sea la final, asi como en 78 2, 6 —-‘:}5,
las multiplicaciones al producto ¢ 3 —
. ‘ (9
parcial se agregaron las unidades — 18
I

de aqael orden provenidas de la f_§
operacion andloga precedente. En 00

el ejemplo de dividir 78 por 2, el primer paso del cdl-
culo nos da el resto 1 de decenas. Bajando el guarismo 8
4 el lado del 1 resultan 18 unidades para dividendo, y el
cilculo completo da cociente cabal.

EI procedimiento de unir el resto parcial d las unida—
des del orden menor inmediato del dividendo, para hallar
el guarismo consecutivo del cociente, es legitimo y se ha de
seguir siempre : porque, la division tiene por objeto el des-
hacer los productos parciales; y el agregar aqui los residuos
de unidades mayores 4 las menores inmediatas, es resti-
tuirlos al origen de donde fueron segregados por la multipli-
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cion (28). Pues que, si se tratase de multiplicar 39 por
2, el producto parcial g por 2 daria 8 unidades y 1 de—
cena, la cual se deberia agregar 4 el producto de 3 dece-
nas por 2 unidades.

Si el dividendo es tan grande respecto del divisor di-
gito, que deban resultar para el cociente unidades mayo-
res que decenas, aquel contendrd indudablemente una su-
ma de productos parciales (35 y 28) provenidos de mul-
tiplicar el divisor digito por cada una de las cifras del
cociente: y la cuestion es hallar cada una de estas cifras.
No cabe duda en que debemos empezar por las de orden
mayor, siguiendo las reglas establecidas para el caso de
tener dos cifras el cociente, pues aquellos raciocinios,
fundados en la generalidad de los articulos (35 y 28), al-
canzan tambien al caso actual.

Sirvan de ejemplo los dos problemas que siguen: di-
vidir 4571 por 3; y dividir 94805 por 7. Escritos
los problemas como se sabe,

4571 ]3 94805 |7 -

Iy (e
empezaremos las operaciones dividiendo la cifra de ma—
yor orden por la del divisor, como si estuvicran solas; y
despues bajaremos consecutivamente una 4 una las demas
cifras al lado de los restos parciales, para ir hallando las
demas cifras del cociente,

1.3 divisor

Dividendo..... 4571
3 1523, cociente

producto primero

dividendo parcial 15
producto segundo 15

dividendo parcial

007
producto tercero , 6
dividendo parcial 1x
producto cuarto . 9
resto cuarto. , ., 2
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dividendo. . . . .. 94805 | 7 divisor

producto primero ¥

dividendo parcial 4
producto segundo ¥

dividendo parcial 38
producto tercero. 35

13543 cociente

dividendo parcial 3o
producto cuarto. . 28
dividendo parcial - .5
producto quinto. . 21

resto quinto. . . .
En el primer ejemplo ha resultado el resto final 2 y en
el segundo el 4; lo cual manifiesta que al dividen,do de
aquel sobran 2 unidades, despues de contener cabal mi-
mero de veces al divisor 3; Y que al dividendo del ejem-
plo s;"gundo sobran /4 unidades, despues de contener ca-
bal mimero de veces al divisor 7.

: En los ejemplos anteriores nos hemos librado de una
d.xﬁcultad que se presenta muy comunmente en la divi—
sion, y a}:svcl ser alguno de los dividendos parciales menor
que el divisor, como por ejemplo, en 382 |5 , pues
no cabe 5 en 3 vez alguna. En cuyo caso se a};epto—
mar como dividendo primero el

c?njunto 38 delas dos primeras o84 oba ‘—5—;
cifras, que dard el cociente ey [2, 5,35, 96
como testifica la diferencia 3 de 'ii 7 03>

la resia en el cilculo que pre~ 3 30
sentamos hecho hasta aqui. R4- 02
jese ahora el 2 4 el lado del 3, y concluida la opera—

cion en la forma ordinaria, serd 76 el cociente com-

~ pleto, aunque no cabal por el sobrante » que se ve
O.tr.as veeces ocurre tambien esta dificultad en a;."lm
ofr.o dividendo, como en este caso de dj- -
Vision que proponemos por ejemplo: pues
habiendo bajado el 3 4 el lado del resto 24 6
cero, uo contiene el dividendo 3 al divic 003

2431 ii_

el
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sor 4, vez alguna. En vista de tal suceso, pdngase un cero
4 continuacion del 6 en el cociente; bd-  5/3y L 4
jese ¢l 1 del dividendo d el ladodel 35y /g0
serd 31 el dividendo que ha de dar la +‘ 7
tercera cifra de cociente. Desle aqui se 93
procede por los pasos ordinarios hasta 37
concluir la operacion. 3

Finalmente, haremos observar que en los casos de es-
{a clase jamas pucde haber necesidad de tomar para la
primera division parcial mas que dos guarismos del divi-
dendo; pues, aunque estos fuesen los menores posibles,
que son 10, y el gnarismo divisor fuese g que cs el ma—
yor posible, cabe éste una vez en aquel.

Con las luces que nos han dado las précticas de los
ejemplos propuestos, noshallamos en estado de compren=-
der la regla general fundada en los articulos (35 y 28),
de que para dividir cualquiera mimero de varios guaris—
mos, por otro de un solo guarismo, se deben hellar los gua-
rismos del cociente uno & uno empezando por los del orden
mayor, para lo cual se hacen divisiones parciales: setoma
para la primera por dividendo el guarismo ¢ los dos gua-
rismos de mayor orden del total propuesto , y se toma por
dividendo sucesivo el resto anterior agregado & la cifra si-
guiente del dividendo total. Al hacer el tanieo de cada co-
ciente parcial hay que atender 4 los dos estremos que se
seilalaron, y que ahora volvemos & definir para recuerdo.
1.2 Debe ser tal el cociente, que multiplicado por el divi—
sor, no haga que el producto esceda cl dividendo parcial,
2.° Dicho producto debe ser el mayor posille, v para ello
tambien el cociente, pues de otro modo el resto parcial
contendria al divisor alguna vez; y por tanto, el resto ha
de ser menor que el divisor.

37. Divisor roriciro. Pasemos 3 ejercitarnos
con divisor compuesto de varias cifras, teniendo igual 6
mayor nimero de ellas el dividendo, como se requiere
por condicion precisa. Lo demostrado en los articulos (35
¥y 29) es el Jundamento de esta operacion, sirviendo tam—

bien de guia la regla del (36).
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Con este objeto se propoue dividir 5x7 por 24, ope-
racion que se anota en la forma ordinaria 5'17 [2/-,-
Para la ejecucion se toma por dividendo primero el con—
junto 51 que liene tantas cifras como el divisor 2/ ; y al
lanteo se advertird que 2 cabe en 5 dos veces y sobra 1;
Yy este 1 con 1 siguiente hace r'r, que tambien admi-
te 4 la 4 dos veces. n vista del tanteo, diremos, que
2 es la primera cifra del cociente, y la escribiremos en su

lugar ' b a4l
- 2 »

Multipliquese todo el divisor por el cociente parcial -2
que se acaba de hallar, y restando el 517 (24
producto 48 del dividendo parcial 51, 48 =
serd 3 el residuo primero. Bijese 4 la = 3
fila de la diferencia 3 la siguiente cifra 7 03

del dividendo, con lo cual serd 37 el nuevo dividendo,
cuya cifra primera contiene una vez 4 la primera del di—
visor y sobra 1;y la agregacion de este uno

al y siguiente hace 17y, y tambien admite PaT [p‘_'/"
una vez y aun mas 4 la cifra 4 segunda {fs_ 21
del divisor. De suerte, que por el tanteo 03y
sabemos que 1 es la segunda cifra del co—= o/
ciente. Escrita, pues, la cifra 1 en el co- ;3
ciente, y multiplicindola por todo el divi-

sor, hallaremos la diferencia final 13; la cual, por ser
menor que todo el divisor 24, asi como lo fue tambien la
diferencia anterior 3, nos da certeza de estar bien de—
ducidas las cifras del cociente 21.

En cl cilculo que se acaba de hacer para hallar la
cifra primera del cociente , se han tomado tantas cifras
primeras del dividendo, cuantas hay en el divisor , por-
que la 5, primera del dividendo, admite al menos 2
veces d la 2, primera del divisor. Pero si dicha primera
cifra del dividendo no fuese igual ¢ mayor ‘que la pri-

mera del diviser, como sucede en 365102

hecesario tomar las tres primeras 365 jun

5 Por  pri=
mer dividende, y taatear el cocicate parcial,‘observan=

==

e

ST S T
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do que 36 contiene al 7 cinco veces y sobra 13 que 15
admile tambien 5 vecesal 1, (y aun mas veces, pero
no se altera por esto el cociente parcial 4 causa de que
ha de ser tal que quepa en las dos partidas ) Visto que *
es b el cociente parcial primero, es- ;
cribase en su ]ugle)r; mulliipliquesc por 365102 WL
15 ‘tollo €] \divisor , ¥ hallesesladiciss o

ferencia; como hacemos aqui. o010

Bajando la cifra siguiente 1 del dividiendo 4 la fila del
resto, resulta 101 el dividendo nue-

vo, en que 1o contiene al 7 una vez 365502 (77

y sobran 3, como tambien 31 al 1 355 7
una vez y sobran 3o: serd pues 1 el

. . 0101
cociente parcial , y comparando con :
1oz ¢l producto de 71 por 1, se ha— 7

30

Ha la difercncia 3o.
En la operacion subsecuente, bajando 4 la fila de re-

siduo 3o , la cifra cero que sigue en 365102 L7I

el dividendo total, resulta el nuevo 355 5’;'4

parcial 300, cuya parte 3o contiene

: 0101
al 7 cuatro veces y scbran 2, asi co— s
o 20 contiene tambien al 1 las mis- /
mas veces 4 lo mencs. Serd pues 4 la o3oo
tercera cifra del cociente , y abanzard 284
el cdlculo hasta donde se ve aqui. ‘016

Falta bajar la dltima cifra 2 del dividendo total 4 la fi-
la del residuo 16, y hecho el tanteo ,
de 162 dividido por 71, resulta 2 para 365102 { 7R

iiltima cifra del cociente; de modo, que 355 ba b2
procediendo como hasta aqui, se fina— 0_10_1-
lizard la operacion en la forma que se 71
ve , resultando el cociente completo 5
5142,y el residuo 20 que sobra para 281
ser cabal. -

De un modo anilogo se hace la 01ba
particion cuando ¢l divisor ticne mas 142
de dos cifras, pues hay que towar tan- 020

tas primeras del dividendo como tenga
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el divisor, si la primera de este cabe una 6 mas veces
en la primera de aquel; y si no, se tomard una cifra
mas del dividendo para dicha primera division parcial.

Sea por ejemplo la cuestion 83705 (3621: vemos que,

por ser 8 mayor que 3, hay que to- 83705 36
mar las cuatro primeras cifras 8370, ZO 5257
para el primer cociente, que serd 2 /°*® 23
por caber este mimero de veces el 3 © 11285
en 8, el 6 en 23, etc. El residuo 10863
primero serd 1128, el cual es, como
debe, menor que el divisor. Bajando 4
1a fila del residuo la cifra 5 final del dividendo propues—
to, se tiene el nuevo 11285, con la parte x1 para com-
pararla con la cifra primera 3 del divisor, como se ve en
la operacion completa.

En los siguientes casos, hay que tomar para primer
dividendo una cifra mas que las que tiene el divisor:

00422

190286 LzooL :;659790 L8749

13036 94’ 26247 304
009926 003509
8016 0000
1910 3509;
34996
00094

El segundo de estos ejemplos ofrece un accidente que
suele ser muy comun, y consiste en que algun dividen—
do compuesto de la cifra que se baja y el residuo, sea
menor que el divisor, y de resultas el ser cero la cifra
del cociente, como sucede aqui, y sucedi6 en el ejemplo
diltimo del articulo precedente; lo cual consiste en ha-
ber quedado poca diferencia en la resta.

Por iltimo, presentamos los dos ejemplos que siguen
para despues definir la regla general,

|
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3059‘[24 1487613 1492
ot S SR
S fo»
65 116
15 )
179 x1b1
168 984
i § 1 773
1476
297

Bastan los ejemplos de este articulo, y el fundamento es-
tablecido al principio de ¢él, en virtud de los (35) y
(29), para estender y adoptar la regla, de que en la
division de un mimero polidigito per otro tel , menor pre—
cisamente , se toma por dividendo parcial primero el con—
junto de tantos guarismos de mayor orden del total, cuan-
tos basten para que sea igual 6 mayor que todo el divisor;
y cada dividendo parcial sucesivo es el que resulte de agre-
gar al resto anterior el guarismo siguiente del dividendo
total. '

38. El método general que'se ha seguido de escribir
todas las partidas de la division, admite algunas simpli-
ficaciones. j

1.2 Cuando se adquiere destreza en la prictica se-
gun el método ordinario, suele omitirse el escribir los
productos ; y entonces, al tiempo de formar estos, hay -
que hacer de memoria las restas parciales de cifra 4 ci~
fra, anotando las diferencias en sus lugares respectivos,
De este modo, los dos iltimos ejemplos que se han pro-
puesio, aparecen segun la forma que ahora los damos:

020k . 1487653 cj493
65 127-4— 3 itbasigiag 207
24 ;
179 1773 i

X 297 7
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2.2 Cuando terminan con ceros cl dividendo y el di-

visor,, sc puede suprimir igual mimero de ellos en am-
bos, y no por esto varia el cociente; pues, por lo de-
mostrado (33. 4.%), la igualdad N=dxc es como
Nx100....=(d % 100....) ® ¢, con ignal niin ro de ceros
en ambas partes. La primera igualdad en forma de divi-

sion es .J_V=c:
d
1 i Nxtoo
a sequnda —c:
y 5 4 dx 100

de suerte, gue el cociente ¢ permanece lo mismo supri—
miendo igual mimero de ceros en dicidendo y divisor, cuan—
do los tienen al fin de fila. Por cjemplo, sea dividendo
47102000, y divisor 235700; escribanse uno y otro se-
gun la forma de indicar en dlgebra la division; el nime—

47102000 471020%X100

ro ot » 6 suigual (31)
2359700 23507 %100
i : . fk7ro2a0
suprimiendo el factor comun sc¢ reduce 4 e
23597

y éste dara , por lo demostrado, el mismo cocicnte que
la division propuesta, pero con menos trabajo. Si se prac-
tica el cdlculo segun el método abreviado que resulta de
no escribir los productos, hallaremos

h7ro20 L23597
235050 19—}-22677-
S 23597

22677

39. Aunque, observando las reglas de multiplicar y
dividir, son infalibles los resultados , puede quedar al
calculador sospecha de haberse equivocado en las opera—
ciones; y en tal caso, las relaciones

N
. N=dRe: Oy 7=¢
«

Y ALGEBRA ELEMENTAL, 61

entre producto, muliiplicando y multiplicador , 8 bien
entre dividendo, divisor y cocienle, ensellan que uro
de estos cdleulos puede ser empleado para comprobar la
éxacta ¢ inexacta ejecucion del otro. Cuando el cdloulo he-
cho fuere de dividir, multipliquese cl divisor por el cocientes

v si el producto que resulte es igual al dividendo , menos

el resto , en caso correspondiente , la operacicn fue bien
hecha. Inversamente , cuando despues de Laber ejecutado
una mulliplicacion , se quiere comprobar la verdad , di~
viduse el producto por el multiplicador; y si vesulla co—~
ciente el otro factor de la multiplicacion , habrd certeza
de no haberse equivocedo. Para el ensayo pueden servir
los ejemplos de esta leccion y de la precedente, 4 otros
cualesquiera.

fo. La division de mimeros concretos debe hacerse
conforme & las reglas que se han dado para los abstrac—
105 , puesto que aquella es meramente aplicacion; y la
tnica dificultad que puede haber, estard en la inteligen—
cia de la cuestion por haber sido propuesta en lengua vul-
gar , como en las que siguen.

1.2 Vendidos 120 quintales de fierro alzadamente por
9600 reales ;d cudnto vale el quintal ?

2.2 Debiendo comprar carbon & 12 reales el quintal
o cucntos quintales pueden comprarse con el importe del
Jierro vendido ? ¢

La primera cuestion es hallar el mimero de veces que

120 quintales estan contenidos en gboo: la segunda,
cuintas veces 12 reales estan contenidos en g6oo; y se
propone dividir por distintos divisores un mismo divi-
dendo, como se ve 4 continuacion :

reales 9600|120 quintales reales g6oo| 12 reales
7

oooolSo reales 0o|800 quintales

En el primer cdlculo son de una misma especie el di-
videndo y el cociente: en el seguudo cilculo son de una
misma especie el dividendo y el divisor. Las cuesticncs
de esta leccion se presentan, ya de un modo, 6 ya de ctro:
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y ambos. estan conformes con lo dicho en la multiplica-
cion de concretos (32 ); pues, el dividendo es producto
del divisor por el cociente (35), y pudiendo ser multipli-
cando cualquiera de estos, si fueran abstractos €33,:3%);
se cumple siempre el ser de una misma especie el multi-
plicando y el producto. :

43. En lenguage algébrico, el problema de dividir

una cantidad N por otra d, se espresa en la forma 0

como se dijo al principio dela leccion: y entonces admiti-
mos tambien, que espresando ¢ cociente exacto, la oracion
algébrica entre las tres cantidades, N, d, ¢ puede ser
escrita bajo cualquiera de las dos formas.

N
N=dxc y ;:c,.... (*)

de las cuales ya hemos usado en el articulo (3q): y aho-
ra ¥amos 4 deducir con su ausilio otras verdades que in-
teresan mucho.

1.2 Si el factor d es 1, sabemos (33, 1.2) que cxx
equivaled ¢; y por tanto IV serd igual 4 ¢, segun la equi-
valencia primera de las (*). Sustituyendo en la segunda
de dichas equivalencias la letra N en lugar dela ¢, y
tambien 1 en lugar de la d, viene 4 ser

N
: ==V

i -

Demostracion de que dividiendo por 1 cualquiera nimero
N, el cociente es el mismo mimero: 6 bien, que 1 es divisor
tdcito de cualquiera cantidad.

2.2 Si el factor ¢ es cero, sabemos (33, 2.2) que da-
rd el producto dxo=o; por lo cual, resulta que NV tam-
bien es cero segun la ecuacion primera de las )iy

sustituyendo cero por N y por ¢ enla segunda, viene 4 ser

—=0:

d
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con lo cnal estd demostrado, que cero dividido por cual~
quiera mimero da cero para cociente.

3.2 Por ser dxc¢ lo mismo que ¢Xd, segun lo demos—
trado (33, 3.%): si sustituimos d por ¢, y ¢ por d, enla se-
gunda oracion de las (¥), hallarémos

y comparando esta espresion con la segunda de las (*)se ve,
que si el dividendo se divide por el cociente que haya resul—
tado, vendrd por cociente el mimero que fue divisor.

c
Valiéndonos de este principio, la ecuacion— =¢ pue-

I
c

da ser cambiada en —=1; y por ello resulta, que la divi-
c

sion de cualquiera mimero por el mismo da 1 para cociente.

4.2 Puesio que un producto contiene dos factores, 4
lo menos (33, 6.%), y que dividiendo el producto por uno
de ellos resulta de cociente el otro factor, segun la conse~
cuencia preccdcnté; el problema de averiguar si el mimero d
arbitrario es factor del mimero N dado, y cudl es tam—
bien el otro factor, se resolverd dividiendo N por d: y se~
ré d factor de N siempre que resulte cociente evacto, asi
como siendo d factor de’ N resultard cociente sin residuo.,

Dado por ejemplo el mimero 375 para averiguar si
el factor 3 le conviene, y en este caso cudl es el otro fac-
tor, se dividird 375 por 3. Hecha la operacion se verd
que cn efecto es 3 factor, y con ¢l tambien el mime-
To¥aY: :

Si despues de practicar la division, queda resto, serd
prueba de que el divisor dado no es factor de aquel mi-
mero. Asi sucederd con el divisor 3 y el dividendo 374;
porque resultard el resto 2. Sin embargo, el mimero 371
puede tener algunos otros factores; y en efecto lo son el 4
el 2, ete.; porque, dividiendo 374 por 2 sale CO.CIClﬂC
cabal, En cuanto al 1, sabemos que es divisor.técxto' de
todo nimero (1.%), y que dividiendo este por si mismo (3.%)
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resulta el cociente 1: luego, son factores de cualquicra mi-
mero el mismo nimero y el 1.

5.2  En la maltiplicacion (33, 4.?) qued§ establecido
por principio la espresion dx (exn)=Nxn: y sustitn—
yendo ahora en la segunda oracion de las (), la cantidad
cxn por ¢, y la Nxn por N, resulla,

Nxn

d

con lo cual estd demostrado, que multiplicar el dividenda
por cualquiera mimero n, es lo mismo que multiplicar el co—
ciente por n; y que asi queda el mismo divisor: 6 bien, que
tanto mayor es el cociente cuanto mayor sea el dividendo,
con tal que permeanezca el mismo divisor,

Tambien es cierta (33, 4.a) la espresion

((l‘,—( n) xc=Nxn;

—CXn:

que segun la forma de la segunda ecuacion de las (¥),
viene 4 ser
Nxn
dxn

(7

Nxn

comparando ésta con =cXn vemos, que tanto me-

nor cociente sale cuanto mayor es el divisor, subsistiendo
invariable el dividendo.

N TN

Ademas es de observar, que las espresiones — y

; d dxn

son equivalentes, por iguales & una tercera ¢, y que la
segunda proviene de maltiplicar por una misma cantidad
n ¢l dividendo y el divisor. Luego, no se altera el valor
del cociente aungue se multipliquen dividendo y divisor si=
multdneamente por una misma cantidad. :
6.2 Sicado N y NV dos dividendos, y d el divisor de
7 77

ambos; si - da cocicnte cabal ¢, y —(-1- tambien da cocien-
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te ¢’ cabal, tendremos las igualdades
) N e

—=c S
d y d
Afadiendo 4 cantidades iguales oiras iguales deben resul-
tar todos iguales (3, 6.°); y por esto, serd
INETVE

—4—=c-+/.
ditid

NI

S N
Tambien 4 las igualdades ;:c Y 7:0’ se puede dar la

forma siguiente, conforme 4 la primera de las *)
‘N=dxc y N=dxd:
y por el principio fundamental citado, serd
N-=-N'—=dxc+dx .

En esta espresion la suma de productos dxc+dxd equi-
. r ’ Y
vale & dx (c—+c'), segun el articulo (33. 53); y ‘por tan-

0, serd N++N'=dx (e

espresion, que por el concepto de ser NI/ dividendo, @
divisor, y c—+c' cociente, recike la forma
N+N

—=c4C.

Luego, por ignales 4 c-+-¢’ lo serdn entre sf las que 4 con
linuacion se ponen,

e

d d d
lo cual manifiesta que el cociente de una division > en que
el dividendo es la suma de dos partes divisibles por un dipi-
sor dado, equivale & la suma de cocientes de dichas partes
divididas por el ‘mismo divisor que el todv. El teorema
que se acaba de pronunciar es el fandamento de 1a divi
sion que se ha hecho

: para encontrar los cocientes polidi-
Tomo I.

5
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jitos (36) y (37), puestoque la fila de guarismos es un

polinémio abreviado (18). Ejemplo de esto es —g—;, que

Jo+15 30 1b

equivale d ——— y 4 o + —, que da la suma de co-

45

cientes-10--5, igual al cociente 1b de 3

N

LECCION V.

Descomponer el ndumero entero en todos sus jfac-

tores simp les compuestos.
I

42. Dado un nimero para dividendo, y oiro para di-

visor, sabemos que éste sera factor de aquel siempre que

resultare cociente exacto (41, £.2). Enel mismo lugar que
se cita vimos que aun cuando no sca factor de aquel ni—
mero. el divisor propuesto, puede serlo algun otro, sin
contar con el 1 y su asociado conocido ; y aqui se trala
de hallar todos los mimeros que sean factores del que se
quiere descomponer. Sin duda quedaria resuelto el pro-
biema dividiendo el nimero sucesivamente por I, por 2,
por 3, etc., hasta que fuese divisor ¢l mismo dividendo;
pero ciertas consideraciones que harémos aqui, nos dis—

pensardn de hacer tantas operaciones para lograr el

objeto.

Se llama mimero primero 6 simple aquel que mo tie-

ne mas factores que ¢l mismo con el 1, y se llama mime—
ro compuesto el que ademas de tener estos factores, tiene
uicnte su a pareado. Los mimeros simples
, IL, 13, 17, etc; y todos los de otra
como 4, 6,8, 9, 10, 12, 1. ete.
to serdn simples 6

otro, y de consig
, S0n Xy 23 3,503y
¢lase son compuestos,
Los factores de todo nmimero compues
de suerle, que si se descompusieran los com—

en caso necesario los que dieren es—
llegar 4 solos factores simples.

compuestos;
puestos, ¥ lo mismo,
tos al fin se habia de

s

’
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Este raciocinio, en que se advierte un med;
dcscompcfner.‘ el mimero en factores simples sl
los, nos mdlc.a otro modo seguro para descorx); gompucs—
mancra que ninguno de ellos quede oculto; puespdlflcrle 'dc
cxmo' r:csulta, que si hallamos prinzeramen;fe or ; o
la (]u}zsion todos los factores simples que ieng,:z ezmriil}z -

; : ; 7
por el orden de menor d mayor, - despues mulilicamos es.
S : - es en tres, de cuatro en cuatro, e,

gar & un producto que no esceda al mimer g
puesto, indudablemente aquellos y estos factor i i
dos los que pertenezcan al tal nzl’mera. AR

' Empecemos dividiendo por 1; pero sin que
sario cansarnos, bien sabido es que el factorqx e DCCC:
to?o fuimcro, y esto cuantas veces se quiera BPFCNEHCCG :
primiendo pues tan imitil trabajo, inté ( e e
2; y sida cociente ¢ exacto, sinjdt,xda ésn;ezchmdw e

tor, y por ello

.ZV:Q x Ca

Antes de proceder 4 la indagacion del factor 3 si

sigue al 2 enel orden de menor ¢ mayor, téng Sl
que el factor 2 puede serlo mas de una v::z e anSV(.E B
sabrd dividiendo el cociente ¢ por el misr;l (i.y.esto =
pues que si de aqui saliere cociente cabal ¢’ . e,
serd dos veces factor del nimero propuest(; agmﬂ At

: : orqu
la primera operacion resulta que es cierta la que, de

_espresion
N=>2 xc:

y de la segunda, que tambien es cierta la espresion
c—=2 % cls

luego, susti : i

g0, sustituyendo por ¢ su igual 2 x¢’ en Ia prim
; : era
igualdad, serd =2 X axc

Si dividendo el cociente dltimo ¢’

3 or el mi e

sale otro cociente ¢ exacto, sera 14 mismo divisor a
=2 X c",

y de resultas N=ax2x2xc"
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Asi proseguiremos hasta que resulte un cociente de quien
no fuere 2 divisor, y supongamos que sea ¢'" este cociente.

La cuestion estd ya reducida 4 indagar sien N en—
tra por factor una ¢ mas veces el nimero simple 3, que
sigue al 2; pero vedmos si buscando el factor 3 en ¢, se
abrevia la operacion. Dividiendo ¢ por 3; si 3 resulta
factor de ¢ con el cociente ¢/, serd

=3 ity Ne=axaxaX..x3xd";

& bien, que si 3 es factor de ¢’ lo serd tambien de N.
T.o inverso es tambien cierto; porque, si 3 es factor de N
con el cociente C, serd N=3xC; ¢ igualando los dos va-
iores de N, sale

2X2%2 %X 3%"=3xC
6 bien, C—=2%x2%X2%...xc".

Taego, el cociente que resultaria de dividir N por 3
en easo de ser 3 factor, es producto de los factores ha—
Hados ya, y del cociente J"" que resalta de ser 3 factor
de ¢"; 6 en otro lenguage, que si 3 es el factor de N,
"
2

Io La de scr precisamente de ¢": 'y como la division -
i - ue N,
es mas simple que la Er porque ¢’ es menor ¢ )

conviene hallar el factor 3 dividiendo el

Dividase, pues, ¢ por 3, y si da cociente " exac-
10, dividase ¢ tambien por 3,y asi sucesivamente has-
ta encontrar un cociente que no sea divisible por 3; co—
ciente que aqui espresamos de un modo general con la
nota ¢77) indicando (n) cualquiera nimero de tildes de c,
segun’el conceptlo que se las ha dado. :

Fstamos en ¢l caso de averiguar si 5 es factor de
N: mas, la demostracion del pdrrafo anterior aplicafla
al caso actual mos hard ver, que conviene dividir o

por 5 mas bien que dividir N por 5, & causa de que
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si 5 es factor de N lo ha de ser precisamente de ¢ (™.
Sin que sea necesario proseguir en esta analisis, re—
corriendo la escala de todos los nimeros simples que pue-
dan ser factores del nimero propuesto, el camino traza-
do hasta aqui basta para dirigirnos en todo el curso de
las operaciones: y en consccuencia establecemos la regla
de que, para descomponer un mimero en todos los factores
simples que tenga,. se intenta primeramente la division del
niimero por 2, y si da cociente exacto se divide éste por 2,
¥ asi sucesivamente hasta encontrar un cociente de quicn = .
no sea factor. En seguida se empiezan operaciones andlo—
gas con el factor presunto 3 y el cociente final precedente,
que serd primer dividendo. ¥ el mismo orden se ha de se—
guir con cada mimero simple consecutivo al de la operacion
que preceda. :
43. Los aritméticos han convenido en escribir las
cantidades como en el siguiente caso, de ha—

llar los factores simples del nimero 84.o0. Los Slhoia
divisores van escritos 4 la derecha de los di- S
videndos, separados con la raya; y se ve que f:g ;
el mimero propuesto es divisible por 2, co- 3505
mo iambien el cociente 420 y el 210; mas,

el cociente 105 no: por lo cual se procede 4 Z 7

intentar la division por 3, que produce el
cociente 35. No siendo éste divisible por 3, se inlenta
por 5, y resulta el cociente 7, que no es divisible por 5
y si por 7; concluyéndose aqui las operaciones del proble-
ma de hallar los factores simples de 840, y son tedos
los que se ven escritos en la columna de la derecha de la
raya. No cabe duda en que solos ellos tienen la cualidad
esencial de ser factores simples del mimero propuesto,
por lo demostrado en el articulo precedente.

Falta encontrar los factores compuestos de cada par
de simples 6 de dos en dos, como tambien de tres en tres,
de cuatro en cuatro, etc. Las séries de factores de cada
orden, 6 de productos binarios, ternarios, cuaternarios, el¢.,
se escriben 4 la derccha de la série de factores simples,
del modo siguiente:
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o VI S =]
[SERN< T I I
=N ¢t 01O O Q
s B & SRS T R CI SR
25 @ el 2 porlos que siguen
R 3 por los que siguen’
e 5 por los que siguen
oy o Ra s 0T oS quelsigien
&+ 2x3 por los que siguen
~3 P L
e b 2x5 por los que siguen
TRt
bl ot 3x5 por los que siguen
sl 2X2X2 por los que siguen
o 5
G 2x2%X3 por los que siguen
[ B : ®
i g 2 .
Qs L 2x%2%b5 por los que siguen
ot deriduiie
B e 2%X3 x5 por los que siguen
O s Zde bk ]
o T BT Y
SR 2x2x%x2X3 por los que siguen
to e Srhe
s 2x2x2%5 por los que siguen
% . - .
K9itar: etrre 1
[Tl 2x2x3%5 por los que siguen
- . .
e ax2x2%X3x5 por los que siguen
Pt s x2X3x5 p que siguen,
En vista de la tabla que resulta, ficil es comprender
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¢l métoda de las operaciones para cualquiera caso que se
propusiere.

Puede suceder que alguno 6 algunos de los nimeros
simples dejen de ser factores, y entonces tampoco se es—
criben; como en el siguiente ejemplo: »

651|3
21707 |21
31|31 93, 217l65(.

1

Si el ndmero propucsto es simple, en vano se inten-
1ard el buscar factores; mas, por desgracia hasta el dia
carecemos de una espresion general que solo pertenezca 4
los mimeros simples (42), y por ello es inevitable hacer
tentativas 4 fin de averiguar si el que se propone consia
6 no de factores. Sin embargo, se debe cesar en el empefio
de indagar mas factores del mimero propuesto IV, cuando
se haya llegado 4 conocer que no es facior aquel nimero
simple que multiplicado por si mismo diere un producio
mayor que N. Porque, espresando con d el dicho sim-
ple y con @’ el otro mayor, serd N<dxd'.

En este caso se halla, por ejemplo, el nimero §5: indtil
serd el investigar factores desde el 10 en ade- 3515
lante, porque 10X 10=100 €s mayor que 85.
Escribiéndole para el célculo segun la forma ML
establecida, resulla que solamenie 5 y 17 son factores;
ademas de 1 y 85. :

4/4. Daremos fin 4 la leccion con dos demostraciones
generales acerca de los factores.

1.2 Sin que sea necesario prevenir el error del que
pensire que un mimero N sea producto de todos sus
factores compuestos, no debemos omitir la justificacion
de que N es producto de todos sus factores simples. Sean
estos , B, v, O,... por el orden de menor & mayor, y cada
uno cualquiera mimero de veces, como tambien ¢, ot
¢’ ,... los cocientes de que se hablé en el articulo ( 42 );
y de consiguiente podemos admitir como alli las ecuacio~
nes consecutivas
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3 — __; {4 f p2ed 3 ” (44 I
D o5 e—a T, e gy d =
7 vy V. 3 v
Cr==yto e =yt gV g S T — S

geses

Sustituyendo en la igualdad primera por ¢, el valor que
ésta letra tiene en la segunda igualdad; despues, por ¢ el
que €sta letra tiene en la igualdad tercera; y segun este or-
den hasta el cociente indivisible, que serd dltimo factor
simple , resultard

N:}xxa x.....xﬁ P TG D T I T ST

2.2  El método -de formar los factores compuestos

quedard justificado con el siguiente raciocinio.: Por ser
factor el axaxXaX...., sin duda lo es « como tambien
aXa, y eXaXae, etc. , hasta un producto en que . entre
1odas las veces. Lo mismo se podra decir de 3, y sus pro-
ductos, y asi tambien de todos los demas factores simples:
y como cada uno de los del nimero se ha de multiplicar
por cada uno de los demas, para los factores binarios;
cada uno de aquellos por cada factor binario para encontrar
los ternarios, cada simple por cada ternario para los cua-
ternarios, etc.; se sigue que cada término del polinoniio

I +a+(aXa')+(aX0tXa)+....

que consta de los factores simples, binarios, ternarios,
elc., de « se hade multiplicar por cada término del polino-

mio X (BXBY+(BXBXB) 4..ue

que consta de los de 5; el producto, por cada término

del 14— (7 X7 ) (7 XY XY ) Hurs

¢l nuevo producto, por cada uno de °
1+3.;_(85<5\)+(3x8x8)+....;

y asi sucesivamente. Luego, el problema de hallar los fac-
tores compuestos del nimero NV, cuyos simples fueron o,
B, 7, 8.u., esta cifrado ‘en las multiplicaciones indicadas

(xataxatu )X (THBHAX B+ )X (1HT Y KT ) X+

T
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Referiéndonos al mimero 840, cuyos factores simples
fueron 2,2,2,3,5,7, el problema cs ejecuiar las multipli-

N

cacxones
(1+2+4+8)x(1+3)x(1+5)x(1+7)

que se hacen, multiplicando el primer polmomlo por el

egundo , luego el producto de estos por el tercero, des-
pues el pr oducto de los tres por el cuarto, y asi sucesi—
vamente si habiera mas polinomios debidos 4. mas facto—
res simples. De multiplicar los dos polinomios primeros
resultan ocho factores; de multlphcar estos por el terce-
ro, resultan diez y seis; y por illimo, de multiplicar los
cuatro resultan los treinta y dos factores que se hallaron
del nimero 840, sin contar este mismo y el 1.

LECCION VI

Complemento, del sistema de numeracion , con el
de partes decimales de la unidad simple.

45, Losvadjctivos décuplo y decimal se aplican &
nuestro sisterna de numeracion; el primero cuando. se
considera el sistema segun escala ascendente, 6 de dere—
cha 4 izquicrda la fila de guarismos; y el segundo adje~
tivo cuando se considera el sistema segun escala descen—
dente , 6 de izquierda 4 derecha la fila.. Pero esta distin-
cion de nombres no ha sido precisa hasta ahora , cuando
ya las cuatro reglas de mimeros enteros, y especialmente
la division , nos han manifestado ‘que el sistema de nu-
meracion actual estd incompleto mieniras no se establez-
ca despues de las unidades simples, un orden de otras
menores en cscala descendente segun el sistema decimal:
pucs hemos visto, que habiendo ejecutado la particion
en algunos casos , ha quedado un resto considerable que
no se podia dividir per no conocer unidades menores
que la entera simple. Estd en efecto completado ya el
sistema de numeracion en esta parte, segun vamos a es-
plicar inmediatamente.
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Se dijo en los convenios, que el valor de las cifras en
la escala decimal va de mas & menos de izquierda a de-
recha; esto es, que la espresion 11 significa una decena
mas la unidad simple. Concibase asimismo la idea de
otra unidad diez veces menor , ¢ décima parte de la uni-
dad simple; y escribiendo oiro 1 4 la derecha de la espre—
sion anterior, separado con uno coma, resulta 11,7, cu—
yo total es una decena, una unidad simple, y una décima.
Fdérmese tambien idea de otra unidad diez veces mas pe—
quefia que la anterior; y escribiendo 1 4 la derecha de
esta, la espresion es 11,11 ahora, quedando siempre
la coma en su lugar, porque es el regulador de la escala;
y se leerd una decena, una unidad simple , una décima,
y una centésima. De este moda se puede continuar sin
fin escribiendo unidades consecutivas dcia la derecha de
las simples, que sucesivamente valgan diez veces menos
que la de su izquierda; y asi resulta una perfecta continua-
cion del sistema decimal, pues cada cifra del mimero repre-
senta las unidades cuya magnitud depende del lugar que
ocupa, decreciendo de izquierda d derecha. Decimos que
es continuacion perfecta del sistema de numeracion, por-
que la idea presenta claramente la facultad de que la
parte de fila que sigue & la coma se componga de
cualesquiera cifras de dicho sistema, asi como puede com-

~pouerse ‘la parte que precede 4 la coma. La espresion
25,8 escrita caprichosamente , por ejemplo, representa
2 decenas, b unidades y 8 décimas. Asimismo 2,58
representa 2 unidades, 5 décimas y 8 centésimas, etc.

El convenio establecido aqui de separar con la coma
toda la parte del mimero que sigue 4 la derecha de las
unidades simples, tiene por objeto el distinguir asi la par-
te de fila que espresa el conjunto de unidades simples,
llamada caracteristica, de la parte que espresa el conjun—
to de unidades menores que la simple y que se llama par-
te decimal 6 mantisa, empezindose desde la coma la es—
cala ascendente de aquellas, y la descendente de estas.
La nomenclatura de las unidades nuevas es muy pare-
cida 4 la que se inslituyé para la escala de las enteras:

¥ ALGEBRA ELEMENTAL. - 75

lldmanse décimas, centésimas, milésimas, diezmilésimas,
cienmilésimas, millonésimas, etc., por su orden desde la mas
inmediata 3 las unidades simples, ¢ 4 la caracteristica, acia
la mas remota; asi como decena, centena, millar, decena
de millar, centena de millar, millon ete., desde las uni-
dades simples dcia la izquierda.

Entendido esto, no cabe duda en leer una espresion
cualquiera del sistema completo: mas, en la pronuncia—
cion cursiva de ella recibe el lenguage una modificacion
analoga 4 la que se esplicé en el articulo (g). Por e¢jem-
plo, el nimero 83,512 se traduce 4 lenguage vulgar di-
ciendo, ochenta y tres unidades , quinientas y doce milé-
simas; terminando siempre la diccion con el nombre de la
dltima cifra de cada periodo. En lenguage de la analisis di-
riamos que dicho ndmerq vale 8 decenas, 3 unidades, 5 dé-
cimas, 1 cenlésima y 2 milésimas. Asimismo, 7524,639 28
vale sicte mil quinientas veinte y cuatro unidades, se-
senta y tres mil novecientas veinte y ocho cienmilésimas.

Si enmedio del mimero fallase alguna de las nuevas
unidades, ocupard su lugar el cero, como en las enteras:
la espresion 8g2,35076 se pronuncia, ochocientas mo-
venta y dos unidades , treinta y cinco mil setenta ‘y' seis
cienmilésimas. Igualmente, 26,00035 significa veinte y
seis unidades , treinta y cinco cienmilésimas: 7,03 signi-
fica sicte unidades y tres centésimas.

Cuando no hay en la cantidad mas que decimales, se
pone cero por caracleristica y en seguida la coma: 0,23
representa veinte y ires centésimas: 0,08 representa
ocho ceniésimas: 0,000 representa seis milésimas: etc.

Si al fin de las decimales hay ceros, hacen igual ofi-
cio que en los nimeros enteros en cuanto 4 la pronun-
ciacion : 8,3200 vale ocho unidades, tres mil doscientas
diezmilésimas : pronto veremos lo que influyen en cuanto
al valor del mimero.

Con la misma facilidad se escribe con cifras aritméticas
una espresion pronunciada en lengua vulgar. Por ejemplo,
cienlo veinte y cinco uuidades, cualro mil irescientas
veinte y ocho diczmilésimas, estd escrito en 125,4328.
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T:i\mblcn, veinte y tres unidades, quinientas y nueve
milésimas, en 23,509. Igualmente, seis unidades y dos-
cientas diezmilésimas, estd escrito en 6,0200.

46. Por el principio de la division (35) sabemos
; I T
que — es operacion impracticable, y que son espresiones
10
72® X
legitimas — —r

: y 1=1o0r. Esta segundanos dice que
10

3

o L
7 6 su igual — es diez veces menor que '1; G bien
10

I
que — vale una décima parte de la unidad simple. Lo
10

; 1
mismo se demuestra que —— vale una centésima parte
100

de la unidad simple; la millésima parte de la uni-

Iooo

. : : I

dad simple, y asi en adelante. De modo, que — y 0,%
10

son equivalentes espresiones de una décima: igualmente,

- I « . :

——Y 0,01 espresan bajo dos formas una ceniésima; co-

T00%

; : X

mo tambien, ——y 0,001 una milésima, etc. ; y la es-
: 1000 :

presion 1,111...., equivale al polinomio

b T
Ioco

Por la misma razon, indicado con letras las cifras de la

: m :
escala decimal, serd — décima parte de m, ¢ décima par-
1o #

ie de la suma de unidades simples que vale m ; igualmen-

n

e, Too es centésima parie de cuantas unidades simples

vale 2; y asi en adelante. De suerte, que 0,7 y—7—.son
, 10
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equivalentes; como tambien 0,04 y ——; de resultas, tam-
100
bien 0,74 y 7+ son una misma cantidad bajo dos
I0 100
formas ; igualmente que 39,528 y
5 i 8

39+— +—— —+
10 I00

L]
I000

Vemos que hay dos modos de escribir el »alor de las par—
tes decimales de la unidad simple; bien como enleros
en la forma instituida (45), ¢ bien como division indi-
cada en que sea divisor la unicdad seguida de tantos ceros,
como cifras tiene la manisa del mimero escrito segun la
primera forma. Pero se deja conocer la preferencia de
la escritura en forma de numeros enteros, tanto por-
que asi goza de simplicidad, como porque completa cl
sistema décuplo de numeracion, pudiéndose con 'este
complemento estender sin fin la fila de cifras dcia la de~
recha ¢ izquierda de la coma, es decir, espresarse un con-
junto de unidades de la escala décupla que comprenda las
mayores y las menores imaginables.

4y. Se demostré enladivision (41, 5.2) que se pue~
den multiplicar dividendo y divisor por una misma can-
tidad : por lo cual, escribiendo cualquiera cifra decimal,
como por ejemplo 2 décimas, en forma de la division,
hay las equivalencias

2 20

1o 100

200
e etc.ds
1000

y segun la forma de enteros, 0,2 =0,20=0,200, elc. De-
mostracion muy sencilla de que se pueden anadir cuantos
ceros se quieran al fin de una espresion decimal escrita en
forma de mimeros enteros, sin que varie su valor. En efec-
to, siempre las 2 décimas del ejemplo propuesto existen,
y los ceros que —sigucn espresan cero ceniésimas, cero mi-
lésimas, etc.: ademas, bien se comprende que son equi-
valentes entre si 2 décimas, 20 centésimas y 200 milé-
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simas, pues cada mimero de estos vale una quinta parte
de la unidad entera 4 que se refiere. _

No por esto creamos hay anomalia en el sistema de
numeracion que acabamos de completar, antes hien con—
secuencia inmediata por el caracter que dala coma 4 ca—
da cifra, sea de la parte caracteristica 6 entera, sea de la

«decimal, segun el lugar que dicha cifra ocupa. Luego,
considerando 4 la coma cual centro 4 que se refiere un
mimero compuesto de enteros y decimales, puede con—
cluirse que no se altera el valor de dicho mimero ) aunque
se ariadan 6 quiten ceros al principio y al fin. Asi, 23,821
es de igual valor que 023,82 10, y que 00023.8210, elc.

48.  Por el mismo convenio de regular la coma el yva— -

lor de cada cifra, tanto de la parte entera del nimera
como de la decimal, no se puede aradir ¢ quitar cero al-
guno entre los estremos de una espresion. En cuanto i la
parte caracteristica esta demostrado en el sistema de ni—
meros enteros, y en cuanto d la decimal tambien se ha
establecido que el valor de cada cifra depende del lugar
que ocupa respecto de la coma, y cada cero mas ¢ me~
nos en medio de la fila, hace que se alejen 6 se acerquen
un puesto 4 la coma las cifras que le sigan.

49. Por lo mismo es ficil conocer, que si la coma
se adelanta un puesto 4 la derecha, vale despues cada ci-
fra diez veces mas; y si se adelanta dos puestos, vale ca—
da cifra cien veces mas; y mil si gana 1ires puestos, ete.;
€ inversamente si se retrasa la coma. Por ejemplo, en
94,3782 vale cada cifra y por ello todo el mimero djez
veces menos que en 43,7821, y.cien veces menos que
en 437,821 ; porque en la primera mudanza han pa—
sado las unidades 4 decenas, éstas 4 centenas y €stas &
millares, al mismo tiempo que 4 unidades simples las dé—
cimas, 4 éstas las cent\ésimas y-4 éstas las- milésimas, ete.; y
4 cien veces mayores en la segunda mudanza, Conchiyese
que, para multiplicar un mimero por diez, ciento, mil etc.
basta mudar la coma 4 uno, dos, tres.... etc. lugares é su de-
recha: y para dividir segun la misma escala, basta mudar la
coma deia la iz(jll_iel'da hasta el lugar correspondiente.,
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LECCION VIL

Sumacion , ‘resta, multiplicacton y dwwzon,l con
enteros y decimales.

50. Sumar. Ya que en una espresiO}l de enteros y
decimales se sigue cl; orden décuplo:, habrin de escribir—
se los nimeros sumandos, unos bajo de ot’ros, formando
columnas las cifras de cada orden, y se hard la suma co-
mo en los enteros, por las mismas razo-
nes en que se apoyaba su métodp: Pro- 47,0135,
ponese hacer la suma de los tres nimeros 0,8257
47,013; 0,8257; 349,203 1: se colocan 349,203
como se ha dicho, y el cdlculo es como 397,0418

se ve. Empezada la sumacion por las. me-
nores unidades, que aqui son diezmilésimas, el total 8 es-

14 escrito en el lugar correspondicnte; la snflfla de las mi-
lésimas asciende 4 1 milésima y I cgn}e'sxma, quf; s(f
agrega 4 las de su orden: el total de las dccxmgs es (%mz (’)
una simple unidad entera; por lo ?u'al, agregando est.a a
las de su orden, se escribe cero décimas y la coma para
empezar la suma de los enteros como ya se s:'nhc.1 Inutil
es el proponer mas ejemplos de operacion tan:simple.

51. Resrar. Para este cilculo se es¢’:r1ben el minnen-
do y sustraendo como en el caso de nimeros enteros,.e
ignalmente la diferencia. Pueden ocurrir todos los acci-
dentes que alli se advirtieron, y para ensayo proponemos

los ejemplos que siguen:
83,215 1,5301 9254,020 31,9594
4y132 ; 0,012 3,214 ; 0,6700
9250,806 31,2824,

79,083 0,9189

Cuando al hacer cada sustraccion parcial ha sido n;enor
A

i inferi a tomado para el ac—
la cifra superior que la inferior, se ha t o p il
1o de la resta una unidad del orden mayor inmediato. kn
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el tercer ejemplo hemos anadido un cero al fin del mi~
nuendo decimal, como permite el principio demostrado
(47), y solamente porque aparezca en dicho minuendo ci—
fra 4 quien comparar la 4 del sustraendo, aunque en rea—
lidad ninguna falta hacta. En el cuarto ejemplo no he-
mos querido adadir ceros al fin del sustraendo, porque no
causard novedad la falta de ellos al comparar las unida-
des respectivas, con'el recuerdo de casos andlogos que
ocurrieron al restar enteros, aunque entonces la falta de
cifras solo pudo verificarse al principio del sustraendo.

Puede haber que restar una cantidad decimal de una
entera; mas, teniendo presente la unifermidad que existe
en todo el sistema decimal, se infiere que debe tomarse
una unidad simple y distribuirla en decimales, 4 seme—
janza de lo que se hace cuando termina con ceros un en—
tero minuendo. Hay por ejemplo gue restar 0,8713 de
462: el sustraendo cquivale & 462,0000, y quitando &
las unidades simples una, el cdlculo es

462,0000, igual § 4614 0,9 40,09~ 0,00Q = 0,0010
0,8713, igual & 040,840,074 0,001 -+0,0003

461,1287 :

52. El bello descubrimiento de convertir la resta en
suma del minuendo con el complemento del
sustraendo, descontando lo que valga la cifra 4,28
sobretildada (21), es aplicable tambien 4 Ia 3,15
sustraccion con decimales. Se propone restar ———
3,15 de 4,28 I método ordinario ‘es - 1?13

,15 de 4,28, y por el méiodo ordinario es
1,13 la diferencia. Esto mismo en lenguage al-
gébrico se escribe

4>28—3,15=1,13:

y si 4 la primera parte de la ignaldad se adade Y quita si-
multdncamente 1 seguido de tantos ceros como cifras tie—
ne el sastraendo, no padecerd alteracion alguna; por lo
cual subsiste la igualdad

4y28—x 0,00-+10,00—3,15=1,13.
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En esta espresion, +(1'o,oo—3,15) es cl complemento
de 3,15, y segun ‘ella, se debe sumar dicho
complemento con el minuendo 4,28, separan-
do 1 decena de la suma. Hdllese pues el com- ey
plemento 6,85 del sustraendo 3,15 por la 6,85
resta adjunta; y agregando al complemento r decena so—
bretildada para sefialarle, que se debers des— R
contar de la suma en vez de incluirla, se hace Né’é‘_
la sumacion como se ve al margen, y da el .'_’._i
mismo resultado que la sustraccion propuesta, -~ 5T 3
Para conocer la diferencia entre 375421 Yo 3 ssus

10,00
3,15

-mando el complemento de este con aquel, se busca pri-

mero por la resta dicho com— -

7
( y Y - |
plemento, el (‘ilal con la ¢i- 10,0 37,421
fra tildada es 77,y; e jeen=aite Biaw 17,7
iando la sumacion, resulia ser ; )

e L faTat B
35,121 la diferencia de los ni-

meros 37,421 y 2,3, que se propusieron.

‘La diferencia entre 254,725 Y 3,294, usando del
complemento que para el res-
tador da el cdlculo adjunto , se ;
halla por la sumacion del res= 122900 = 925,725
tando con el complemento afec- ﬂ*; 16,706
tado 16,706 del sustraendo, - 6,706 9251’,_};3; :
y resulta ser 9251,/ 31.

Se dird que el mfz'todo 10 presenta vyentajas, porque
en vez de una operacion que exige la resta ordinaria, hay
que hacer dos, una de restar para iener el complemento,
y otra de sumar para conocer la diferencia que desde luego
se pide. Pero debemos contestar que aqui se hace solo ¢co-
nocer el métedo, cuya ventaja serd palpable cuando se
ofrezca un czilcu_lo de sumar 'y restar muchos nimeros
que procedan de una misma cuestion; pues con este au-
xilio se convierte la cuestion 4 sumar,
adelante.

53.  Murrrericar. Despues de situ

y el muliipticador como, se dijo en el ¢4

formando columna cada dos
Tomo I,

€0mo se verd mas

ar el maltiplicando
leulo de los enteros
cifras de un mismo orden;
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procédase por los principios establecidos entonces, a la
multiplicacion de todo un factor por cada cifra del otro,
empezando por las de menor orden. Sea por ejemplo mul-
tiplicando 2,181, y multiplicador o0,47: la disposicion
que se acaba de indicar, propia de los factores, debe re-
gularse por la coma, y es

2,181 multiplicando
0,47 multiplicador.

En seguida, bisquense los dos productos que las dos tnicas
cifras significativas del multiplicador enuncian, pero in—
mediatamente se ofrece la dificultad de conocer con la pres-
teza necesaria, 4 qué orden de unidades pertenece el pro-
ducto parcial de cada cifra por otra. Con este molivo se
prefiere el siguiente modo.

En el articulo (33, 4.*) se hizo ver, que multiplicando
por cualquiera nimero uno de los factores, el producto
resulta multiplicado por dicho mimero. Luego, si multi—
amos por el nimero m uno de los factores, y por el
nimero n el otro, el producto resultard mu]tiplicad{) por
m y despues por 7, €S decir, mxn veces mayor. e suer-
te, que siendo @ y b dos nimeros con decimales, si se
quitan las comas, en el hecho multiplicamos cada uno de
ellos por la unidad seguida de tantos ceros como cifras de-
cimales tiene: Yy si reducidos asi 4 enteros, los multi-
plicamos entre si como tales, el producto serd mxn ve-
ces Mayor; supuesta m la  unidad seguida de los ceros
que ha lugar en un factor,y n la correspondiente del
otro. Habrd pues que hacer el producto hallado, mxn ve-
ces menor, separando con la coma tantas cifras de la de-
recha cuantas decimales haya en multiplicando y multipli-
cador, juntamente.

Con esta sencilla reflexion el cilculo de multiplicar de-
cimales entre si, haya 6 no cifras significativas en las ca-
racterfsticas, viene a ser lo Mismo que con enteros, supri-
miendo las comas de los factores y haciendo finalmente la
las correspondientes decimales en ¢l produc=

plic

separacion de
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to, que deben ser tantas como tengan los dos factores
; J*l cilculo de 2,181 muliiplicado por 0,47y ejecutado
asi viene d ser
2181 multiplicando-
47 multiplicador,
15267“
8724
’10'2507.

El producio 102507 es 1000X 100 =100000 veeces
mayor, por haber adelantado la coma tres puestos en
el .multlphcando y dos puestos en el multiplicador; es
. - 2
decir, por haberla suprimido: y & fin de restituir 4 los
factores y al producto su verdadero valor, hay qué dividir
]1 02507 por 100000; lo cual se consigue separando con
a coma cinco cifras iultimas en dich
0 producto, de
rusulta 1,02507. : ’ 52
Para ensayo se afiaden estos ejemplos.

o,gzg 5,47 ‘ 54,752
0, 21,8 2,18%
0,278 4 3 43765 T B yBa
Sl 4 380 16
109 4 5475 2
119,246 109 504

119,414 112,

54. Drvipr. Si se divide el ndmero a por otro &
ambos con decimales ¢ solamente uno de ellos, el cocieht;

a
es —. Multiplicando a ‘
> v P por m, y b por n, el co-
cient g X8y |
iente ser. istinto i 1
o del verdadero? st m esla uni-
d]adr s.e1gu1da de tantos ceros cunantas decimales hay en
el divide le 1
s ?ndo, y 7 de igunal forma con iantos ceros cuan-
as decimales en el divisor, uno y otro estan couver

~
a
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tidos en numeros enteros; y. si hacemos la division con
: : ; mxa
ellos en tal estado, hay que modificar el cocienie Tl
nxb

a i
baciéndole que sea  —- Facil es entender que de los

mimeros m.y n ha de ser uno multiplo del otro, 4 cau-
sa de ser uno y otro productos de 10 multiplicado por
si mismo cierto ndmero de veces, y segun rm €s mayor

resultard libre

¢ menor que 7, en el cociente
nxb

de factor el dividendo @ 6 el divisor & (38.2.%), de
sterte que dicho cociente serd

LOGaX @y 1oy a

b o 10...%0°

¥ el primer caso, hay que separar.con la coma en el co-

cicnie de la propuesta division tantas cifras de la dere-,

cha, cuantos ceros acompaiien 4 la unidad, por haber
hecho al dividendo otro tanto mayor (4r.bf); ey engel
secundo caso hay que multiplicar el cociente,  esto es,
afiadirle tantos ceros 4 su derecha, cuantos tenga el fac-

a

por haber empleado un divisor

‘ior 10... €n -

50....%0

olro tanto mas grande que el propuesto b. En ambos ca-
sos el nimero de ceros del factor 10....,y por consiguiente
de cifras que se han de separar con la coma, 6 el de ce-
ros que se han de afladir en el cociente , es la diferencia
de los que haya enm y 7.

Segun esto, para dividir un mimero que tiene cifras
decimales por otro que tenga menos cifras de esta clase, se
hace la division como en los mimeros enteros, suprimiendo
las comas, y en el cociente se separan con la coma tantas
decimales cuantas habia en el dividendo menos las del di-

wisor, Debiendo por ejemplo dividir 49,95 por 3,7, s¢

)
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propone la operacion =~ _', 'y la que vamos & e¢jecu-
37 ‘
4995  (49,95)x 100

tar es ; luego, el cociente que

37 ! (3,7)x10

i _ 100
se halle resultard

‘=10 veces mayor que el pe-
10 ¢t
dido; y para reducirle al valor de este, habrd que sepa=
rar una’ cifra de la derecha con la coma. G
El cdlculo como enteros, hecho del mo— 4995 l 37
do abreviado, mos da el cociente 135; Faans
diez veces mayor que el pedido: éste se-
r4 pues 13,5. Desde luego se pudo notar
4 la vista de los niimeros propuestos, que o
en el cociente hallado como enteros habia de separarse con
la coma una cifra, por haber dos decimales en el divi-
dendo y una en el divisor, es decir, una mas en aquel.

Para "énsayo del segundo caso, 6 de haber mas deci-

males en el divisor que en el dividendo, sea éste 816,/ y

-
(%]
©w
-
(FF}
(&53

816,4

aquel 3,14; se pide el cociente de
‘ 3,14

3y tratan-

do como enteros 4 los nimeros propuestos, hay que ha-

8164_ 816,4><10_ 816,4
314 3,1/x100 . 334X 10 .

Har el cociente de

En donde se ve, que el quitar las comas al dividendo y
al divisor es en realidad lo mismo que dividir por 10 el
cociente verdadero; con que, habrd que afadir un cero

8164
~. - Calculando éste por
314 ;

4 la derecha del que diere

¢l método ordinarig abreviado, es 26 el cociente como

@



386 ARITMETICA

mimeros enteros; y si se restituyen las cosas § su primer
estado anadiendo un cero d dicho cocien-

te, el pedido es 260, Si hay duda en 8164 }314
ello, multipliquese 260 por 3,14, y se 1884 26
verd producir 816,40, que es igual 4
816,4. En vista de los niimeros que se o
propusieron para la division, se pudo co-

nocer desde luego que tratdndolos como enteros, habia de
afiadirse un cero 4 la derecha del cociente para tener el
que corresponde 4 los nimeros con sus decimales.

Este método de ejecutar la division de un nuimero,,
por otro que tenga mas cifras decimales, podria conducir
4 equivocaciones, en el caso de haber algun resto del co-
ciente; porque al numerador de dicho resto hay que agre-
gar en realidad tantos ceros como al cociente. Por lo cnal,
cuando el divisor tiene mas guarismos decimales que el divi-
dendo, es mas sencillo el aiadir & éste los ceros necesarios
para igualar el mimero de sus cifras decimales & las del divi-
sor, cosa que no altera el valor de la fila (4_7), y supt: -imiendo
entonces la coma en dividendo y. divisor, el cociente que asi
saliere es el de la division pedida. Por cjemplo, el cociente
de 66,3 partido por 2,85 es el mismo de 66,30 por 2,85,
y el mismo de 6630 por 285.

Para la prictica de la division con decimales presen—
tamos los ejemplos que siguen:

242,5375 97,015 18,372 | 61,24

GaHopb il tas T o 0,3 8
o
15695 A lz 517
5934 6235—!—?‘1’?"
2,8876 |721,9 go oo
o 0,004’ 14 9o
o

55, Sabemos que cuando hay un mimero dividido
por otro mayor, no puede resultar entero alguno al co-
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ciente, por lo cual nos ha sido preciso dejar indicadas tales
divisiones en el cdlculo de nimeros enteros, y en esta
clase estan comprendidos los residuos que se ven al fin de
los cocientes. Tratandose, por ejemplo, de dividir 2 por /4,

[

es visible que Z no dara cociente que sea entero; mas,

por un momento agréguese al dividendo un cero & la
20 :

derecha, y resulta —[: practicable ya; pero el cocien—

te serd diez veces mayor que el pedido, 4 causa de ha-
ber hecho diez veces mayor el dividendo; se- :
rin pues, décimas las unidades de la cifra

cociente. De la division resultan 5 simples | 4
unidades para el cociente; luego, 0,5 es el

oIke

5
. . r 2
que se pide, correspondiente & —.

2 4 ‘
Sea — la division que se quiere hacer: agregando

7

un cero al dividendo, resulta y el cociente que die-

re serd diez veces mayor que el dela cuestion. Agregando

200

otro cero, dard un cociente cien veces ma-—

|
2000

yor ; asimismo un cociente mil veces mayor:
luego, al que se halle de este modo habrd que hacerle
diez, ciento, mil,... veces menor, reduciéndole 4 espresion
decimal por medio de la coma.

Se pueden ir agregando los ceros uno 4 uno, ¢ de
una vez los que se quieran, d fin de hallar el cociente,
cxacto 4 veces como en el ejemplo anterior, y otras ve-
ces aproximado tanto mas cuanto mayor niimero de ceros
se afiadan al dividendo. El grado de aproximacion llegara
hasta ser la diferencia entre el exacto y el hallado; menor
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que una décima sise agrega un cero, menor queuna cen-
1ésima si dos ceros, y en general menor que una unidad
del orden correspondiente al nimero de ceros afiadidos;
es decir, al de cifras decimales separadas por la coma en
el cociente: pues cada cifra de éste no debe admitir una
unidad mas ni menos (36).

Segun lo dicho, para formar el co- 5540 [7
ot s 3 ; 6o 285
ciente de —  aproximado hasta milé- ——
7 4o
simas, el cdlculo nos da 285; y por tan- 5

€0, el pedido serd 0,285; y por haber
atn residuo, se pudiera llevar mas adelante la aproxi-
anacion.

. De este modo se logra tambien aproximar en deci-

males el residuo de una division con ente— 6/ I:S
ros. Dividase por ejemplo 64 por 5: ha-  —-
llada Ja parte entera del cociente por el _1_4‘ 18
célcalo que se ve al margen, resultan 12 4

unidades simples y el residuov_[g_. Afadiendo un cero

al. dividendo, la cifra’ que resulte al- 640 IS_
cociente sera décimas; la division asi T 5

; i4 128
continuada es como seve:al imargen, G755 Gl
4o
64 Sl
Yiui=s =w2,8 exaclamente. = o
5

En el siguicnte caso, las decimales ! ménores & que lega
la aproximacion proyectada son centésimas : ;
375219 ]364078
1114100 15030 |

218?5‘(«)'

En los dos ejemplos que siguen la aproximacion del
cociente no pasa.de centésimas: en el primero resulia co~
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ciente exacto; mas en el segundo, adn se pudicra conti-
nuar el calculo ‘

68013 ‘2475 b Hiaba 35_8_2_ :
18513 27,48 ; 220621 26,31
115680 ; ?2’940"
1g800 ; 5223
o ~ ! 1858

CAPITULO III.

Caleulos de sumar , restar, multiplicar y
dividir con cantidades literales enteras.

LECCION 1L
Sumar y restar con enteros literales.

56. Segun las ideas que se indicaron en el articulo
{2), el dlgebra es la ciencia que trata de reducir 4 re-
glas generales, todas las cuestiones que se pucden ofre-
cer acerca de las cantidades en cualquiera sistema de nu—
meracion: y habiendo ya dado las primeras ideas ge~
nerales de estos cuatro calculos, con referencia 4 los nu-—
meros del actual sistema, nos hallamos en el caso de
hacerlas estensivas 4 todos los sistemas, y de completarlflg.

-57. sumar. Cuando se traté de la sumacion arit-
mética (18), digimos que en el dlgebra se espresa con el
signo - puesto antes de la cantidad literal B, la 1dca‘de
afiadir esta cantidad 4 otra A, como A-+B. Si se quie-
re afadir otra tercera € & ellas, y asi sucesivamente las
que se quierau, se pomen a coutinuacion precedidas del
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respectivo signo —+ de adicion 6 positiva , y suprimiendo
este signo en la cantidad primera, como

A+B4-C+-...,

Aveces alguna de las cantidades que se dan para su-
mar viene afectada con el signo —, cuya significacion,
segun digimos en el capitulo anterior (24), es que el
valor de aquella letra debe ser quitado ¢ sustraido del
conjunto de las que van escritas con signo positivo, co—

mo A+ B—C+-D. etc.

En ambos casos, llimase polinomio 6 conjunto de mo-
nomios 4 la espresion que consta de varias cantidades con
sus respectivos signos de agregacion 6 de sustraccion y
cada parte de estas es un término del polinomio; que co-
mo ya estd dicho (1 8), serd binomio, trinemio, etc., sc—
gun conste de dos, de tres, etc. términos.

Aunque cambien de lugares en el policomio los tér—
minos , éste no waria de valor , puesto que queda satisfe—
cho el principio de que la suma es el coujunto de todas sus
partes (3. 2.9): pero si hay algun término negativo, no
se acostumbra escribirle en el primer logar, y en caso
que se pusiere, debe ir afectado de su signo. Con eslas
nociones preliminares diremos, que para sumar cantida—
des en lenguage algébrico se escriben unas & continvacion
de otras con sus respectivos signos , suprimiendo el del pri-
mer término cuando. es positivo.

58.  Dejando para la ocasion propia el tratar parti-
cularmente de las cantidades sustractivas , aqui nos per-
tenece dar ideas acerca de la reducion de los polinomios,
en que hay términos iguales ¢ términos semejantes. No
podemos adn presentar de un modo inteligible la defi-
nicion de estos \iltimos, y asi, por ahora nos limitaremos
4 decir que cuando en un polinomio hay dos términos
e la misma letra y signo, como en A+BA—4...., se
abrevia la espresion suprimiendo uno de los dos términos
iguales y anteponiendo el guarismo 2 al oiro en fila, como
248, 6 bien, B+-2.4, Si cstuviese repetido tres ve-
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ces en el polinomio el término -4, como /1+B+A-.+-.‘:1,
se abrevia escribiendo 34-B , 6 bien, B+34. Si vi-
niera el mismo término cualro veces, cinc? veces, elc.,’
y en general » mimero de veces, se escribiria 4 A4, ?
5 A, elc., y en general n.4. El nimero antepuesto d
la letra que viene varias veces por sumando , como agui
el 2,¢l 3, el ,el5, etc.,yen general n, se llama
coeficiente del sumando 4 ; y no porque se hallare un su-
mando espresado con letra mintscula, y tal vez el‘cm?ﬁ-—
ciente con mayuscula , dejan de tener la misma signifi—
cacion respecliva, el coeficiente y el sumando. :
Tl convenio de espresar con el coeficiente la redu.cmn
en la suma de 1érminos iguales, 6 sea el medo de cifrar
con algunas de las espresiones 2.4, S ns {zA la suma
de tantos sumandos iguales como unidades tiene el coe—
ficiente , deberd estar en conformidad precisamente con
la multiplicacion, cuyo objeto es el mi_sm(:{z(i): y por tan-
to en algebra, las espresiones 2dy 134, fid s ysen
general n 4 son equivalentes rcspect-i-vas de 2Xd, 3xd,
4x A, etc., y en general nx A, 6 bien, Axn,segun el
articalo (33). : ‘ ,
Prosiguiendo en tratar del cocficiente para dar mas
estension 4 las ideas; supongamos que el término n4 ven-
ga por sumando tantas veces como unidades tenga. uno
de los niwmeros 2;3,4, etc., y en general m ; y con arre-
glo al convenio anterior, tambien reduciriam.os todos los,
ignales de esta clase, solo ‘uno,. que seria. n'n:l.,- 6
3nd , etc., y.en general mnd , en el cual' seria - el
cocficiente de nA, y asimismo mn el coeficiente de J?,
con la significacion de mxnx4. Sin que sea neeesanio
continuar el discurso se puede ya entender, que el coeficien-
te puede constar de cualquiera niimero de f‘actores. Cuando
hay iérminos que difieren :sol(') en el coeficiente, como: por
ejemplo +m.d y —+nd, significan que /1 entra por su—
mando m—n veces: luego , por el convenio del coeficien—
te se reducen & (m—+n). :
Ademas, pueden ocurrir otros dos casos flc r’cdugon
de t¢rminos del polinomio, y son: 1.2 venir términos
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uales 6 semejantes con el signo negativo: 2.2 venir es—
0§ con signos contrarios, Dejando este segundo caso pa—
¢a cuanda se trate de la resta, ahora corresponde mani—
‘estar que la reducion de tériminos negativos iguales 6 se—
mejantes se hace por medio del coeficiente , como la de
los términos positivos, en virtud del raciocinio en que va-
mos 4 fundarlo, Si los términos fucren — 4 y —A, su
significacion en el polinowio es la de restar de los positi—
vos el valor de A dos'veces', concepto que tambien es—
presa—ad, segun el oficio (24) del signo— y el del coe-
ficiente a. Lo mismo se dcberd entender dé — A Ad— A,
6 —34 , y en'general dé"“n A siendo n el nimero de
veces que — 4 fuere término del polinomio. Otto tanto
diremos cuando vengan juntos dos términos semejantes
negativos —nd—mA; que por el parrifo anterior se
‘pueden reducir & — (m~-n) L.

Basta lo dicho para- entender , que el coeficiente de
una cantidad algébrica ; positiva ‘6 negativa , es el mimero
que espresa las veces que ayuella cantidad entra por térmi-
no-del polinomio con' su mismo signo. Ademas, ‘es consi—
guiente 4 la generalidad ‘con que una letra representa en
dlgebra cualquiera cantidad » elquelas 4, 'By'm, n...
signifiquen suma, resto , producte, cociente , ¢ cantida-
des que dependen’de otras operaciones de célculo que mas
adelante sabremos; y ‘asi, lo que se ha dicho y se diga
ahora es general ‘para la’sumacion de toda clase de cantie
dades algébricas , debiéndose concepluar por térininos se—
mejantes aquellos que solo difieran entre st por el coefi—
ciente , 6 por el signo, & por ambas cosas. Prescindiendo
pues ahora de los dos ltimos casos, quedamos convenidos
en'la idea de que todos 1os* términos semejantes de un mis—
‘mo signo , y lo mismo' los iguales , se reducen & un so-
o término , compuesto de la cantidad comun, y la suma
de coeficientes de todos con’su mismo signo , consideran—
do 1 ¢l goeficiente tdcito de todo término.

59. Cuaando es necesario sumar varios polinomios al-
gébricos en que hay términos semejantes ¢ iguales, por
conveniencia se suclen escribir para su facil reducion &
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manera qne las cantidades aritméiicas (16), de suerte que
formen columna los términos semejanies de cada especie,
separando con raya la suma: como <n los tres polinomios,

b

6A4AB4+4AC+B+D; AB-421AC+3B; 3AC+D+1Q;
cuya dispo;icion y suma serd
6A4B+ 4AC+ B 4D

4+ AB—+231.A4AC+38
- 240 +D+FQ.

7AB—-27.A0+ 4 B+2D+4FQ

Por este solo ejemplo se puede conocer la utilidad (.]CI
coeficiente; pues vemos que con su auxilio se ha reducu}o
d cinco términos un polinomio’de cuarenta y un térmi-
_mnos, compuesto de 7 veces 4B, de 27 veces AC, de &
" veces B, de 2 veces D, y de una vez IQ. :

El método establecido para sumar cantidades anlrflé-
ticas (16) viene 4 ser el mismo de reducir la.s algébricas
positivas, entendiéndose por términos semcjantes entre
aquellos, los riimeros que espresan las unidades de cada
orden. Pues, debiendo sumar por ejemplo 3 con 14 y 521;
la operacion algébricamente indicada serd 3—+4-14-+bar,
que equivale 4 3+-10+4-+500-+20-41; y para la ope—
racion aritlmgéiica se ordenan los sumandos en la forma

sabida,
5ax 5004201
b /5 “+10-+4
3 . , +3
£3g 7  due viene d ser P ey

: Tambien los polix;omins y AB4-ABD—/[M+ 20 y
BD—M+-5¢) se ordenan y suman en la disposicion que 4
continuacion se ve; ;

AB—4=ABD—{ M-+20Q
— M-+-5Q-+BD

AB—+ABD—5M-+7Q+BD
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60.  Concluirémos presentando un problema de su—
mar cantidades algébricas, propuesto en lenguage vulgar.
Un comerciante que empezd con el capital b6a, agregs d es—
te en ¢l primer ano la ganancia bm, en el segundo 3a,
én el tercero 5m, y se quicre saber qué caudal tendrd al
fin del tercer aio.

Se deja conocer que se pide la suma de todas las can-
tidades mencionadas, y serd,

6a-+bm—+3a—+bm, ¢ bien, qga-+(b-+5)m.

61. Restan. Para la resta de cantidades algébricas
recordemos , que el signo — indica deberse restar la can—
1idad 4 que afecta, de otra que tenga el signo -+ tdcito 6
expreso, como en A—B:y por consiguiente, si el restandc y
el restador soniguales, resultard el enulamiento de la canti—
dad ¢ quien pudiera espresar la frase, como en A—A, que
serd lo mismo que cero: y con este simbolo se espresa en,
dlgebra, cuando conviene , cualguiera cantidad anulada:

Si el restador consta de varios términos, como B—C,
se incluye en un parentesis precedido del signo —, como
A—(B~+4-C); ¢é ignalmente cuando sea restador B—C, co-
mo A—(B—C). Pero falta conclair la operacion, y es ne—
cesario que sepamos el modo en esios casos; con cuyo ob-
jeto haremos un sencillo raciocinio.

Sien la expresion 4 —(B—C) se afiade al restanda
y al restador una misma cantidad, la diferencia quedard
siempre la misma (3, 6.°). Afiadiendo por ejemplo C 4
uno y otro; la espresion 4— (B—C) lo mismo vale que
A+ C—(B—C~+C). Reduzcamos esta espresion en que
~+(—C se destruye, segun la definicion del pdrrafo pri-
mero de este articulo, y viene 4 ser

A+-C—B la resta que 4—(B—0) indica.

La operacion estd ya concluida, y el resultado nos di-
ce, qua para ejecular la resta se cambia el signo que tenga
cada término del restador anteriormente. :

G2, Para deducir otro teorema importante, haremos
uso del siguicnte raciocinio. Réstese F—+-# de C—-D,
operacion indicada en

C—-I—-D-—-—(E_(—F)’
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y que ejecutada segun el teorema precedente serd
C+D—E—F 6 (G—E)+(D—F).

Lo cual nos dice que la diferencia de dos cantidades com-—
puestas de partes, equivale d la suma de las diferencius que
haya entre cada parte del restando y su correspondiente del
restador. El teorcma que se acaba de hallar justifica de
nuevo el método que se adoptd de restar con espresiones
aritmélicas (19); pues conforme 4 dicho tecrema, supon—
gase 4=35, B=2a/, y serd '

A—B=35—24=30~—20-+5—/,

como en realidad se ha practicado en aritmética restando
las unidades de cada orden para hallar el residuo.

El teorema conduce ademas & la regla para la redu-
cion de términos semejantes que tengan signos contrarios.
Pues en’la espresion mA—nA por ejemplo, mA equivale
a A+ A+A.... hasta m veces, y nA equivale § A—A—..,
hasta n veces: de suerte, que remplazando mA—nA con
los equivalentes polinomios, resultard

A—A+A—A+-A—A..... - |

en que sc destruyen de dos en dos tantos pares de térmi—
nos como unidadas tenga el menor coeficiente m 6 n, y
quedardn tantos términos positivos como espresa el nii—
mero (m—n), 6 sino tanlos negalivos como espresa
—(n—m); es decir, que se reducird precisamente 4
(in—n)A, 6 sino, & —(n—m)A. Luego, los términos se—
mejantes de signos contrarios quedan reducidos d uno solo,
que liene por coeficiente la diferencia de los coeficientes de
aquellos, y por signo el del mayor coeficiente.

63. Secun estas reglas, que se refieren 4 términog
de la frase algébrica sea cualquiera la composicion parti-
cular de ellos, el polinomio /IBC—-(BCD—-/HJ’C) es una
resta indicada, con el signo— antepuesto al parcatesis que
es el sustraendo: y hecho el cambio de signos en los tér—
minos que incluye (61), se presenta ejecutada la operacion
en la forma ABC—BCD~+ABC;
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que reducida (58), viene 4 su espresion mas simple:
2. ABC—BCD,

Tambien es resta indicada la espresion compuesta
2 DF—GHK—(DF+GHK—MNP):
y resta cjecutadala 2 DF—GHK—DF—GHK-+HNP
6 bien, DF+DF—DF—GHK—GHK~+MNP,

que, por admitir las dos clases de reducion (58) y (62),

viene ser
DF—2GHK—++MNP.

Vemos pues, que en la resta se reduce tambien el nii-
" mero de términos semejantes, ya por agregacicn de unos @
otros cuando tienen un mismo signo, ya por destruccion cuan-
do tienen signos diferentes; resultando-en el primer caso pa—
ra el término reducido el signo de los que comprende, y en
el segundo el signo del inayor coeficiente , considerando reu—
nidos en un término todos los semejantes positivos, y en otro
los negativos. De suerte, que en la resta de cantidades al-
gébricas se halla tambien comprendida la suma: y por es-
to se dice, que usando de signos, la suma y la vesia son un
mismo cdloulo, que es la reducion, d (/uieﬁ dele su origen
el cosficiente de toda espresion algébrica.

Es evidente que en la resta de cantidades aritméticas,
conferme al modo propio de hacerla (1g), se verifica
upa verdadera reducion entre las unidades de cada orden;
pero destruyéndose, y no por agregacicn como en la su-
ma de cantidades positivas y en la de negativas entre sf;
pucs, la resta indicada 236—25, por ejemplo, es coma
2004-30+4-6—20—5, cuya disposicion y resultado en
forma de aritmética es

/

236 200-30-+6
2ih —20—h

T i3.qUE ViEne-a-Ser como ~yo———
211 » 2001041,

De este mois se suclen ordenar fambien para la res-
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ta, los polinomios algébricos cuando hay en el restando
términos semejanies 4 los del vestador , por la facilidad
de comparar sus coeficientes para la reducion. Sea por
ejemplo , restando  6AB—370DF+ A , y resiador
34— SCDF ; :
3A—8CDF—PQ, este con signos cambiados bajo el
restando, la operacion serd- 3

6AB—37CDF+ 4
+ 8CDF—344PQ

6/11?-—290])1’"—2./1—!—1’@'

6/. 'El concepto que por lo dicho se ha podido for-
mar del signo — es, que solamente indica deberse restar
de cieria cantidad aquella 4 quien afecta dicho signo’, co—
mo en A—B : pero si 1a operacion es A— (B—;:/I) : eje-
cutdndola (61) resulta la diferencia —B, cantidac; n]e-
gativa sin haber otra de quien restarla. Mas s observan—
do la operacion propuesta, ficilmente se noia que el res-
tador es mayor que el restando, Y que se pide un imposi—-
ble por esta circunstancia: fal es el origen del signo nesq-
tivo , cuando la espresion consta de un soly térmi;}o t; &
ési-c efécto dicho signo. En el calculo de las espres}énes
arilméticas vemos que mo es posible restar 8 de 5, por
¢jemplo; pero usando de signos, estd justificado que 218

5—8 equivale 4 5——(5+3)= b—eb—3=__3

De lo espuesto se puede inferir cuin luminosas ha-
cen los signos —- y — 4 las ideas del cﬁlculo; Y que tan
significante y necesario es el signo ‘megativo como el po-
sitivo en el lenguage "algébrico , para espresar el Sen'ﬁda
en que se deben tomar la cantidades comparadas y las con—
sccuencias de las operaciones, como se acaba de advertir
se. conocerd mejor ¢n adelante, ' 4

Tomo 1, 7
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LECCION 1.
Multiplicar con enteros literales.

ar :arias canlidades algébricas
asta mveces, hemos dicho en
la suma equivale & ma y

65. Si hay que sum
iguales, cOMO @—=a-a—.... h
la precedente leccion (58) que
significa lo mismo que mXxa 6 ma. Los nombres de multi-
plicando, multiplicador, producto, y factores, fueron ad-
mitidos en el articulo (26) para las ca tidades aritméti-
general por @, por m, y por

cas, representadas ahora cu
, 4 las cantidades de la mul—

ma, y los mismos convienel
tiplicacion algébrica,

66. Elhaber demostrado los principios necesarios pa-
n el sisiema décuplo, no nos dispensa

ra la multiplieacion e
4 la mul-

de tencr que demostrar los correspondientes
tiplicacion general. Con este wotivo y el de averiguar otras
verdades fundamentales de este calculo , nos ocuparemos
de los asuntos que se veran 4 continuacion.

1.0 Puesto que @ y m son enteros, supdngase des—
compuesto @ en unidades, y serd mXa ‘equivalente a la
suma de m polinomios como idénticos al

(11 1T hasta @ veces).

o escritos los polinomios unos debajo de otros,
as los términos; la suma de

Suponiend
de manera que formen column
era columna sera m, la de las dos primeras 2m:
'y asi sucesivamente hasta la suma de todas las columnas
puede menos de ser anm. Lo que nos hace ver que
de numeracion, se verifica la equiva-
lencia am=—ma , esto_es, quc mientras @ y m sean nii—
meros abstractos, cn la espresion bajo cualquiera de las
cos formas p'uedc ser mulliplicando @ 6 m, ¥y multiplicador

-a razon se llaman fuactores del producto.

el otro, por city
Si empleamos la multiplicacion para sumar abrevia-

damente el polinomio ma-t-ina-.... con n 1érminos igua-
¢l resultado es nina conforme 4 la acepcion del coe-

la prim

gne no
en iodo sistema

les,
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ficiente (58), y espresa el polinomio de a mimero de un;

d.ades escrito_en columna tantas veces como unid ;)dee -
tiene e! nimero nm. La columna de los primcr(o 15;(:.0“.-~
nos ascq.znde 4 nm unidades, y la suma de todas IZ érmi-
lamnas importa axnm: luego, anm es equivalente "S -a =
como nm equivale 4 mn, y an i na, se.z;un‘ la co:l:l:.s'”ma; ‘lf
pirrafo anterior ig conl el v

i 2 S€ sigue que son -equivalentes las  es-

mna, man, nmae, nam, amn, anm
.

n
Enddondc vemos que tampoco se¢ altera el valor de y
o 1 l
pro .ucto de tres factores, cambiando estos de lugaves r :
e5g es-
pectivos. M.ullxphcando por otro factor el producto de ]
ires, y asi sucesivamenie hasta cualguie ime #
ellos, se ceneraliz ' Iikggsumens i
; 4 generaliza mas la demostracion ; pero sin
& 3 . . i i
haya necesidad de verificarlo, el método misr oo
AL 2 odo mismo nos au-
1za_para concluir, ‘que el valor del producto de cual
u[ . S O 2 0 : o
quiera. minero de factores no se altera aunque cambien
tas de lugares en la fila. Segun esto , se i
sieremos. los factor Y P SO0 SUARIOSquis
: tores cuya producto se haya de hallar
Jorma primero el product o
t producto de dos , este se multiplica po
ofro ﬁzclorz el resultado por el cuarto factor oy
cesipamente, : il
: Px:o-ponesc por ejemplo la multiplicacion de: cantidéd
aritméticas que 4 continuacion estd indicada; -

6x8x25x3.

El producto de los dos factores prirﬁe,fos e & 8 »
de los tres primeros, 48x25 ¢ bien 1200 ;v.yse'léhde';le.l
s g ex ndolos de cualquiera modo, ;

o z;lo S;uzss cgyauno,ge lo; fa}ctox:es , el pr,odu'cm.. ,;;sul~'
S es, I Cémo qmereh, €CIT Ninguna vez @ : y siun
S ,f 1>$a, sabemos que el producio equivas
0 o actor. (58). Luego, en cualquiera sist
numeracion. se verifican las equivalcn;ias » o

aX0=0, aXi=a, iy
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3.2" Sapdngase que el polinomio a--b—c es uno de
Jos fimeros 6 factores de la’ multiplicacion , y el mono-
mio m el otro factor. La operacwn se indica encerran-
do aquel en, ‘un parentesis, como

{a+b+0)x m,

espresion equivalente & la que sigue de las tres sumas
reunidas en una, indicando con puntos la indetermina-
cion del nimero m de términos ignales de cada clase

P P 50 T T N O o ol s SO, S0 ol s ol ol G AT

En ella hay m términos ‘de cada sumando, y hecha la
reducion (58), viene & ser axXm=-bxm--cxm la canti-
dad que se prcsento bajo’ la forma (a—-l—b—i—c)xm ; como
dice la oracion

(a-}—b—[—c)xm:ﬁa. m -b.m-c. m.

Tsta equivalencia ensefia que cuando es polinomio uno de
los factores , hay que multiplicar cada término de éste por
el otro factor: verdad en que se halla comprendida la re-
gla dc; arllculo (28); y lo demosirado despues en el
(35.5.3), -
4.2 Si tambien m es polinomio, que suponemcs P=q;
susutuyendolc por m en el resultado precedente, sera

<aﬂ-b+a)xoa+q\—ax<p+q)+b><(p+v\+6><<f’+v)

y ejecutando las mu]hphcacnones indicadas conforme ala

regla que antecede, tendrémos
(a+b+0)X(Pq)~+ap+aq+bp+bq+6ﬂ+a/

Luego ,-para multiplicar dos factores polinomios entre sty
“ha dexmultiplicarse cada término del uno por cada térmi-
no del otro ; s decir, que el producto de dos cantidades
descompuestas'en sumandos equivale d-la suma de pr oduc—
tos de cada término de la una por cada término* de la otra.

En conformidad con éste PI‘IHCIPIO se hizo la multi-
plicacion de nimeros de varios guarismos (2 9) 7 en ¢l
estd comprendxdo el segundo del articulo (33, 5. ) Sean
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por ejemplo 82 y 23 los factores;; descomponiendo el pri-
mero en 80+2, y el segundo en 30--3 , el clculo serd

(8o-+3)x(230+3)=80x 202X 20--80X3-+2%3.

5.°  Los producios de factores iguales, como axa, se
espresan por convenio con solo uno de los factores po-
niéndose adjunto’el guarismo.2, algun tanto elevado dcia
la derecha; como @2, Tambien axXaxa se ‘espresa mas sim-
plemente en la forma. a3'; y en general siendo p el mi-

mero de; veces que arés. factor se espresa el concepto en
la forma

ak
Fl ndmero p, cua]qunera que sea en la espresmn aP, se
Hama: esponente ; y se dice’ a' elebada al esponente p. El
cdleulo delas cantidades de la forma a?, que'se llaman
potencias, es un asunto que tomaremos en consideracion
4 debidotiempos y por ahéra usaremos de elas ¢omo es—
presiones abreviadas del producto de factores iguales.

6.2 El producto a?xa?, equivale al de los factores
compuestos

(a)(ax,q)(..‘.. liasta p veces)x(aXa)(ax.... hasta q_.veces);

y segun el convenio del ‘esponente, como tambien lo de-
mostrado (66. 1°), debe ser af*¢ dicho producto. “Por
tanto, podemos cxfrar la equwalencm

a?Xaq—a?’*'q

y nos dice, que en la multiplicacion de cualquiera mimero
de factores que difieran solo en sus esponentes , el produc—
to'es uno de dichos factores, ddndale por esponente la suma
de esponentes de todos ellos , y consza’erdndose que 1 ésel
tdcito esponente de toda cantidad. :

7-© ' Si'un factor'es ‘ma? y el otro a?; el producto
mdlcado ma?fxae? eslo mismo que ; ‘

(a*+a?+a?+..,. hasta m veces)xaq

espresion, que por los teoremas 3.7 y 6.° de este arllcu-—
lo, es la misma que
i
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01’+9+G"+9+01’+9+.... hasia m. veces,

que. vale mat+e segun el artlculo (58) Formando con
las dos espresiones de una misma cantidad la cqmvalencna

maxtal—matt?,

c]la mamﬁesta que para multiplicar dos factores que- ten-—
gen en fila una misma letra, acompariade de coeficiente en
un factor , se suman los esponentes. de: dicha letra, y-que
el cocficiente lo es tambien del resultado. Por igual razon,
el producio de ma por nb es £

(a+a+a+ .hastam veces)x(b—;—b—;—b-;—..hasta 7 veces)

¥ pueslo que se ha de multiplicar un factor por cada tér-

mino.del otro (4.° ), habrd. ' prodactos Jguahs al que.

SIEHe ke : '
ab—i—ab—.l—ab—l—.., hasta » 6 l)ien,_nqb.; m, veces ;

y el total, serd nxmab: luego, -
nzaxﬁb:mna&.

Demostracion de que si en ‘ambos factores hay coeficien=
les, delen estos entrar en la multiplicacion igualmente que
dodos los. factores que haya:. es decir, que el productos. de
un monomio de letras por otro tal, es la reunion de letras
de ambos en fila, y si ademas hay cifras aritméticas al
principio de dichos monomios, tambien el producto levard
ul principio de fila el producto de dichos factores arit=
méticos. 3
8.° . Para saber lo que pasa en dos cantidades: mualcs
cuando, s¢ multiplican por otra cualquiera, supongamos
«=b, La igualdad subsistird segun el Pl"ll’)ClPlO fundamen-
tal (3. GO), anadiendo tantas veces al primer mizmbro
la cantidad @, como al segundo la cantidad &, de que
resultardn igual ndmero de términos en los mxemhlos de
la igunaldad,

@-+a--a-., hasta m veces=0—+-0-+0+-... hasta m veces,
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que por el articulo (58) es como ma=mb. En donde ve-
mos que dos cantidades iguales multiplicadas por otra
cualquiera dan productos iguales: 6 bien que se pueden
multiplicar dos cantidades iguales por otra cualquwla sin
que por esto se altere la igualdad. En este principio estd
comprendido el del articulo (33. 4.° 2

9.2 Enla multiplicacion de cantidades algébricas hay
que atender 4 los signos , al formar los productos parcia-
les, con arreglo & los principios (3.°) y (4.0) de este ar-
ticulo.

Para ¢l producto de un factor polinomio a—2&. por
otro monomio m, 6 (a—>b)xm, supéngase a—~b=n. Afia=
diendo b 4 cada parte de esta ignaldad, y hecha la redu-
cion, quedara a=n-+b. Mullipliquense por p las dos
partes de esta igualdad, que vendra entonces 4 recibir las
dos formas,

ap=(n=+0b)x p=np +lp;

y restando  fp de la primera y dltima de estas tres can-
tidades iguales, viene ap—l;p—-np Finalmente, de res-
tituir a—b por n, sale la ecuacion que se buscaba.

(a——b)szap—bp. :
Aunque por este resultado vemos ya la regla de los sig-
nos cuando la multiplicacion propuesta es entre dos can—
tidades positivas, y tambien cuando una c¢s positiva y otra
negativa aun la vamos 4 deducir mas completamente. Una
letra puede representar cualquiera cantidad ; suponiendo
pues, en el resultado que acabamos de obtener, que d
equivale 4 ¢—d, venimos 4 la espresion

(a—b) % (o—d)=a (c—d)—b (c—d).
En ella, por lo que se acaba de demostrar nos consta
a(c—d)y=ac—ad; —b(c— d)v=—— (bc—1bd),
y por el principio fundamental (3. 6°), ;

a(c—d)~b(c—d) == ac—ad~(be—bd).
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En la segunda parte de esta igualdad hay una resta-indi= -
cada (61); y ejecutdndola, dicha segunda parte viene a

recibir la forma ; ¢
; ac— ad—be—+bd;y

que debe espresar lo mismo que (a—b)x (c—d) de quien
ha procedido; y por ello estd justificada la equivalencia

(a—b)x(c— d): ac—ad—>bo—+-bd:

en donde se hace ver, que el producto tiene el SIgNO —i=
cuando los factores tienen signos iguales., ,‘gr — cuando dos
iguales. Los cuatro: teoremas comprendidos en este gene=
ral se espresan como 4 continuacion se ve:

< axX—+c—=—ac; —b ;{—{I":—*—]/d
~—aX—d=—ad; —bx-—+c——]c.

67. Enterados de las reglas que se deben observar en
cuanto al modo de tratar los signos, factores y esponen—
es (66), en la multiplicacion.de un: monomio porotro,
como tambien en cuanto 4 la sucesion de términos cnan-
do es polinomio uno de los factores 6 lo son ambos; nos
ejercitaremos en algunos ejemplos. ‘

L. Factores monomios. Confiando al interesado en ese
tudiar, el proponerse muchos ejemplos para adquirin des-
treza , sirvan de ensayo los que siguen :

abcx acd serd abchid; —BI;qxc:?pt serd—>5bcdpgt ;
—3a”X(— 8mn3) serd 2/fa*mn?; eic. .

1.  Factores polinomios. No es mas. dificultosa la mul-
tiplicacion de los polinomios, pues, por los principios 3.2
Y 4.° del articulo (66), la operacion consiste en hallar los
productos parciales de cada término del multiplicando por.
cada término del multiplicador, Para ensayo se proponen
los factores polinomios

a3d+a2b2~50b?c, y ab—ibo.

Colocando, si se quiere, uno sobre olro como en la multi-
plicacion de cantidades aritméticas para evitar un largo

ne a ser
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renglon de polinomios, y trazada la raya correspondiente
4 fin de separar el producto; se procede 4 multiplicar
todo el multiplicando por' cada término del multiplica—
dor (66. 4.0), que arbitrariamente (66. ;.o)ﬁuponcmos el
mas corto de los polinomios propuestos, y: despues de ha—
ber hallado el total producto, se procede 4 la reducion en
caso necesario; escribiendo el resultado con separacion' por
medio dela raya, segun se ve en el cdlculo 4

u3d+a?'bzf'54&%c_ : ;
ab—bc

atbd + a63—5a%b3¢c — a3bcd—a2b3¢ = Hab3c? producto

Zzﬂ,bd»«}—a.bS—— 6a%b3c fa3bcd+5ab3q3 producto r_edycido.

68.  Algunos casos de la multiplicacion ofrecen méri<
to para que nos detuviésemos en observar los productos
de ciertos factores; pero aqui solamente fijaremos la aten-
cien en el producto de em+ &% muliiplicado por am—{n,
El resultado de este caleulo, despues de su'reducion) vie-
(a"+0"). (a"’-—-b"): (R
y dice, que la multiplicacion de’la suma de dos cantida~
des por sw diferencia, produce le diferencia de dichas can-
tidades dotadas con el esponente- duplicado.” # BRI

En esta espresion generalisima ‘estdn comprendidos
todos los casos'mas ¢ menos generales que se pueden ima-
ginar: como por ejemplo, D ACIOAREGE < ¥ S

(a+ lz)x(a—J;) =a’=je,
espresion de que se hace uso con frecuencia en adelante,

para descomponer cualquiera cantidad de la forma a2—{2
en sus factores (a—+0b) y (a—20). - . ;
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LECCION 11
Dividir con enteros literales.

69. La espresion N—d—d—d—.... en que se halla
repetida ¢ veces la d, es la mismaque N—dc (58}, 6
la cantidad N despojada de tantas unidades cuantas va—
le dxc. Si despues de hacer el cilculo nada sobra en NN,
sera N

* N—=dc:

pero si IV es mayor que dc, con el esceso r, que por su-
puesto ha de ser menor que @, podemos cifrar ‘la ecua-
cion (3. 2.9) ~

LAt N=dc+r.

La cuestion que nos ocupa es, dados Ny d solamente,

hallar ¢, deduciendo al fin r, si hay: y se deja cono-

cer, que el método de restas consecutivas mnos conduciria
por fin al residuo cero 6 7, y que el mimero de las que
se hiciese para llegar al caso, seria ¢,

70. En vez de operacion tan penosa, hay un modo
mas breve para llegar al mismo resultado: consiste en com-
parar la cantidad 4.4 la cantidad NV, y segun pron-
o veremos, deducir el niimero ¢ de veces que d estd con-
tenida en IV; operacion que se llama dividir. N por d, que
segun lo ya dicho (35) se indica en la espresion

g N

D,
y cuyo resultado equivale al mimero entero ¢ en caso
de ser N=dc; de suerte, que serdn entonces ecuacioncs
legitimas N
N=dc; e 15

d

Mas, en el caso N=dc—-r; despues de hallar el entero
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¢ sobra en N la parte r, menor que d; y cl cociente ¢
niimero de veces que d estd contenidoen &V serd mayor
que el entero ¢, como c-+h, espresando h necesariamente
una cantidad menor que 1; y cuya relacion con las de-
mas del cilculo hallaremos luego; y en este concepto son
legitimas las ecuaciones

N
N=dc+r, N=d(c+h); ==cuh,

Los segundos miembros de las dos primeras igualdades for-

man por el principio fundamental (3.5.°) la igualdad

dc—-r=d(c-+"h), 6 bien porel articulo(66), dc—+r=dc—+-dh

y esta exige que sea r=dh, 6 segun lo establecido antes
: es atli ,

h=—=r; yoiiE

que es division:impracticable por la circunstancia Z>r{6q):

y sustituyendo-por L esta espresion en  j=c-h, ° vie-
% ! P

ne 4 ser conforme 4 la del articulo (35),

[ ; "
gt

En este cdlculo general se usan tambien los nombres
de, N dividiendo, d divisory ¢ cociente, r  residuo de

r .
dividendo, y h ¢ su igual = residuo del cociente; 'y

las ecuaciones. arriba escritas dicen que el dividendo equi-
vale al prodicto del divisor por el total - cociente, 6 bien al
producto del diviscr por solo el cociente entero, restituyen—
do ademas al producto el resido v ‘en caso de haberle.
La cuestion estd siempre reducida 4 encontrar el fac-
tor entero ¢, que multiplicado por el divisor d  conocido,
nos de un producto que no esceda de N, ni le falte para
igualarse con N cantidad ten grande 6 mas que d, com-
provando la certeza con restar del dividende el producto dc
para deducir la diferencia ry, que ha de ser menor que’ d,

»
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como se ha dicho. Ejemplos aritméticos de los dos casos
practicables de la lelSlOIl y del impracticable, son los si-
ﬂulentes.

s

28 ;
z—::y, 4 causa de 28=4x7;

' 3
247 6+Z, 4 causa de ay= 4x 6+3

W

o impracticable, 4 causa de ser 3 menor que 4.
El primero da cociente exacto, el segundo aproximado, y
en ¢l se verifica el hallarse-su-cociente 6 entre los dos es—
tremos enunciados, de no ser el producto 4% 6 mayor
que’ 275"y . de faltarle parasser'igual unarcantidad menor
que cl divisor 4.

71.,°Antes de proceder ddas divisiones conlas caniida~
des algébricas, necesitamos algunos principios que podemos
inferir de los establecidos en la multiplicacion, atribuyen-
do siempre & las letras del cdleulo tal gﬂncra]ul(ul que
pueda representar cada una de ellas cualquiera cantidad y
frase del cdlculo, sea monémia, sea polindmia.

En —Z-:c, el dividendo @ es producto del di-
visor. b .y el cociente: ¢ (7 0): y.por ello el signo'de este
ha de ser cual convenga para que 4 dicho producto resul-
te el, signo del dividendo (66. g): es decir, que ¢ signos

iguales en dividendo y divisor. corresponde positivo en el co-
ciente, y negativo cuando sean aquellos desiguales; como en
la tabla siguiente se halla eserito:

+a —a i £
__+c, X e Por causa de {+bx+c“\“+“

+ 7 S j—[;‘x -—C=——0
sy ‘ @ : —C =
= i =-t-¢; por causa de {—Hlx. S
T s —bK—C=+a
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o - De laigualdad a=1xa, (66. 2.°) viene, en ca-
. £ . . a

so de ser a cociente (70), la demostracion —=a, luego x
' ' s

es divisor tdcito de toda cantidad.
Tambien puede ser a divisor; (65. 1.°)y(7o) y enlonces,

a ; i ;
—=1 dice que fodo mimero dividido por otra iguel,da 1 de
@

cociente. {1sn0° i
3.° Sabemos (70) que son ccuaciones legiiimas —=0

y a=bxc. Por otra parte, si se maltiplican por cual-
quicra cantidad m las dos ignales de la wltima ecuacion,
(66. 8.°), hay entre los productos la igualdad (66. 1.°)
ma=mbXc, de la cual procede legitimamente segun: el
articulo (70)

: - ima

mb

| a
=r¢, que havenido de =t

Luego, aunque se multipliguén dividendo y- divisor: por: una
misina cantidad, no varia su cociente: que es el teorema
de aritmética (41. 5.%) generalizado, para todos los siste~
mas de numeracion. Segun esto,

43 48;(0‘ 6hpg,. + Bhpgx(am—b)
455 35%3 7 lolgh D vppes (Gmii gy

. 5 3 a .
45 chndo cierta la igualdad —=c, tambien lo se-
rd por.el articalo(y0)a=bc; como tambien por el (66.8.%)
ma =i
ma=mbc; y por el mismo articulo (70); ———b——-::.m Ce

b2 : ; a
Esta espresion, 4 que se ha venido de la igualdad — =g,
' b

nos dice, que multiplicar por cualguiera centidad m el di-
videndo s0lo , es hacer m veces mayor ¢l cociente- Asi sa—
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cede, por ejemplo, en las divisiones aritméticas que siguen

8 SV e
= M S SRR e
4 xS 4

en-donde vemos que el cociente 6 es 3 veces mayor que
el 2, por habér hecho 3 veces mayor el dividendo solo.
Inversamente, si se multiplica por 'm solo el divi—

e
sor de —[-:c, ha de resultar otro distinto cociente;
: /i

a
supongdmosle k, 6 bien —=4k; de donde proce-
bm

a
den (70) a=tmk y —()—:mﬁ‘. Las dos cantidades equiva-
lentes 4 i forman la igua]dad c=mk, la cual dice

que ¢ es m veces mayor que k, 6 bien, que‘multipli—
car solo el divisor por cualquiera cantidad m, es hacer

2
m veces menor al cociente, Esto sucede & -6—=4 res-

24
pecto de ©'— =2,

12 , 1

5.2 Tratando de indagar si en cuanto & dividir dos

cantidades iguales a y & por otra cualquiera m, se verifica
la verdad aniloga 4 la de poderlas multiplicar (66, 8.°),
discirrase del modo siguiente. Siendo @¢=0&, 7y su-
puesto a=m#h, 1ambicn serd b=mh; y por el ar-

a
ticulo (70), tambien —=#4 y —=1; de consiguien—
m m
te, las dos cantidades igualesd la 4 forman la ecuacion
a

—=_, que ha venido de a=2é.
m m

Luego, aunque se dividan dos cantidades iguales por una:’
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misma cualquiera, resulla igualdad entre los dos cocientes.

4 ok o ma a »

6.° Puesto que por el principio 3.° tenemos ——=~—
mb. b’

el segundo miembro de esta igualdad resulta despojando
del factor m comun al dividendo ma y divisor mb,

ma
de la espresion equivalente i Luego, se puede quita
m ¢

de la espresion un factor comun & dividendo y divisor, sin
que varie por esto el cociente.
Con arreglo 4 este principio serdn legitimas las equiva—

S ima mb At j ma
lencias —=a; — =h: y de consiguiente, el venir de —
m m m
a

a su igunal T por supresion del factor comun m, eg

en realidad lo mismo que dividir por €l 4 dividendo y
divisor. Por tanto, el teorema precedente espresado en
otro lenguage serd, que es licito dividir por una misma can-
tidad el dividendo y el divisor simultdneamente. En este
principio general estd comprendido el que se demostré en
el articulo (28. 2.%), de suprimir igual nimero de ceros’

o A Lty e SRR R
endividendo y divisor; pues, — 6 su igual es
: 20 2X10
equivalente 4 —-
2
D @ g ik .
7.2 De las divisiones —; 3 5 e Supo-

niendo ¢—+h, 'k, ¢"4h".... ‘los cocientes com—
pletos (70), vienen , '

a=b(c+h), g=b(d'+N), k=b(c"+1")...,
a k

—=c-l, %:c'+h', —b:c"—i—/l",.....
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La suma de primeros miembros debe ser igual 4 la de
segundos (3. 6.2), de que resuliardn

Oteg il =Y (oot Al e B L),
e g Tk i =i : /> s "
S et T e O G Ol = Bl g B s s
b b b
Dividiendo por 4 la pprimera de estas ecuaciones y supri=
miendo despues el factor & en dividendo y divisor, ten—
dremos : \

a+g—+k blo+h-c'+h+ ")
b el
v : 4 g
Observemos que igual valor tiene —g~+- —b——i—? en
la ecuacion precedente; y por tanto estard bien deducida
Ia equivalencia .. |
atgtk a. gk

i

A LR R ar i)

Ia cual nos dice, que el cociente de un polinomio dividido por
cualquiera cantidad, es la sume de cocientes que provienen

de dividir cada parte 6 término del dividendo por todo el di=

2isor. La demostracion es general, sea el divisor monomio
6 polinomio, porque la letra 5 puede representar 4 to—

da cantidad compuesta de cualquiera modo, sin que varie’

por ello el curso de dicha demostracion,
8.° ' Segun este principio, serd exacta la igualdad
a@bt-gk -ah g - ik
= — i
b b b b
el primer término de Ia cantidad descompuesta, cual estd
representada en el segundo miembro, es reductible 4 co-
ciente exaclo a; el segundo Y tereero no se hallan en este
¢aso; mas, por lo demostrado en el caso anterior , €5

g kR g1k
=

=othtc'+h e,
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de suerte, que tenemos la consecuencia
ab—+g—+k gk
=a—1 .

b

. Esta igualdad nos dice que, despues de hacer 1n division

en la parte posible, se deje lo demas en Jorma de una di-
vision indicada ; 1o cual estd conforme con lo que digimos
al principio, en cuanto al residuo de la division (70).

9.2  El teorema que acabamos de inferir es general
para todos los €asos, pero.aun se necesita otro para su
aplicacion. El objeto de este cilculs es hallar un cociente
entero, que multiplicado por el divisor produzea el divi-
dendo , con agregacion del residuo, si lo hubjese (70).
Sea el dividendo (a=+-1). (e+k), yeldivisor g2

(a—+1). (c—i-/f)
a—+1 4

En 1a division

sin duda es ¢~+£ el cociente , pues 4 esto queda reduci-
da la espresion saprimiendo el factor comun del dividen-
do y divisor; y digamos que ¢ es primera parte y k so-
gunda del cociente. Esto enlendido, tritese de dap oira
forma solo al dividendo por medio de Ia muliiplicacion
que en €l estd indicada (66. 4.2); como

(a—}—l).(c—!—k):c.'(a-i-l)—!—k,(a-;-l) .
y restando de las dos cantidades iguales 1a parte c.(a—-}-l),
viene (a-i—l).(C+k)—”c(a+l):k(a+l>-

Lnego, si despues de hallar una parte ¢ gp cociente, se
resta del dividendo el producto de dichg parte multiplicady
por el divisor , el residuo de esta operacion es igual ol pro-
ducto del divisor por lo demas del cociente, S
Dividiendo por a1 los dos miembros de la ecuacion
Py . ,
tllima, queda el segundo reducido 3 k, segunda parte del
cociente. Luego, el residuo que de dicha resty venga es un
orcls ¥/ 2 3 53 7 3
dividendo nuevo , en que se’ debe hallar o] sesundo término
k del cociente por igual método que el primero,
e . 5 3 S ¢
Ficil es conocer que rije tambien este principio acer-

Tomo 1, 8 ‘
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ca del residuo que del nuevo céleulo resulte, para hallar
el tercer término del cociente, si le hay, considerando la
suma de los dos términos hallados como primera parte: y
lo mismo en cuanto & las restas sucesivas: de modo, que
solo debe buscarse cada ves un término del cociente, Ystd
pues completamente generalizado el procedimiento que se
observa de la division en las cantidades aritméticas del ac+

tual sistema.

72. Con la guia de los principios en que se acaba de

fundar la division en general, ninguna dificultad ofrecerd
este calculo en las operaciones algébricas de las tres clases;
que son, dividendo y divisor monomios, dividendo polino~
mio y divisor monomio, y dividendo y divisor polinomios.

1.9 clase.  Si dividendo y divisor son monomios, el
cileulo consisticd en simplificar la espresion propuesta,
suprimiendo los factores comunes 4 uno y otro, si los
hay (71. 6.°), y sino, en dejar indicada la operacion en

a
Ia forma w segun convenios Por lo cual,

4ab’p dall’p
s quc €S como )
bc bc

despues de reducida por supresion de factores comune

4ab’p
¢

viene a ser

6b2n L) .?:b’rb"
P es conm ___/7 :
24mnc 2b"c

Asimismo,

30"p
y suprimiendo factores comunes queda :
¢

Vemos que todo el artificio viene 4 ser la reducion de los

esponentes que tengan las letras comunes.
Para deducir la regla en cuanto & estos, dividase por
p"q la cantidad pmti, que admite la forma p” xp" segun lo

demostrado (66, 6.°); y serd

¥ ALGEBRA ELEMENTAL, Srvh

m+n ) pm'/;!i : o

— equivalented —— 1y 4 i
4 4

Zq 71 9

1 » 2 ) M24e1T—13
Obsérvese que ; equivale 4 sl .

: q

luego, cuando haya factores comunes en dividendo ¥ dint.

. g 11—
sor, la reducion se hace restando los esponentes d(,;
Jactores, :

S = :
Por esto, a* dividido por a*, cual est4 expresado en

dichos

al gk
—, €5 como —— - G com h—k
,(l'k A 2551 Wl 4

Mas puede sucefle,rf que el esponente del divisor esceda aj
que tenga el dividendo, y entonces 41—k sera cantidad

17t

¥

por dltimo @~ Este es el origen de los esponentes
gativos. (281 4
Cuando sean iguales dividendo y divisor, estd demos
trado que resulta 1 de cociente (71.

negativa (64): como en s » que viene 4 ser gm—2m
aallicon s

(o}
2.°), y por esto sers
am .

am

=T

Ademas, por-la regla precedente se verifican las equ;
lencias A,
am &
— =g M—pO .
amn 3
entr 1 5
y entre las dos espresiones de con una misma cantidad,

resulta a®=3."

Luego, toda cantidad cuyo esponente sea cero’ equival
1, y es procedente de dividir una cantidad por sz? ’”9.0"6 é
; ;En cuanto al signo del cociente hallamog alnz;éf{l(l'
cipio la regla general, y segun ella’ estan ad; rpxm—
el T 6 el —a los cocientes respectivos de l‘ s
guiente ; ’ '

ados
a_ tabla gi-
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15a4hc? 5a4c —1403
- 3b%cd G bd ! :7(;—;— E :
dealpgt . hpg=2 —Bikp_ _ SWp
—65g2 b 5l ~+7ak? o vak :

iI.a clase La division de un polinomio algébrico por
un monomio se debe hacer término por término (7 1 72)s
y para ejecutarla bastan las reglas establecidas en la d'e mo-
nomios: por tanto, no debemos. dudar en el caso que a con-
tinuacion se presenta por ejemplo.

Lasmn—pm4--bd®c2 ~fasmin © pmt bd?c®

2am 2am 2am 20am
pm3  bd2c*
que se reduce CA Y,y A R D /s
2a 2am

En este método estd comprendida tambien la division
de un polinomio por ofro en fuerza de la generalidad con
que se demosiré al principio (71. 7.0). Propénese pues,
dividir asi 2mg-—abd—-2ml por g-+h; y como este caso
nos ofrece la circunstancia de que el dividendo es reduc—
tible 4 la forma 2m(g+lz)+abd, la operacion ejecutada
serd como sigue: :

2m(g+h)+al:(l abd
—— TR .
g--h g+h :

{IT.a clase. Pero no en todos los casos podemos hallar
con igual facilidad el resultado mas simple de la division
4 que debe siempre aspirar el calculador; y; por eslo, la
de un polinomio algébrico por otro se hace generalmente
4 manera que con las espresiones aritméticas guiando’ los
principios (71, 7.% 8.2 y 9.°). Para ello haremos una
1iil advertencia.

El objeto de la division es hallar un factor que mul-
tiplicado por el divisor produzca el dividendo, salvo el re-
siduo si tuviere: y bien se pudo notar (£6. 6.°) y (67),
cuando se traté de la multiplicacion, que si en alguuos

Y ALGEBRA ELEMENTAE, 117

términos’ del multiplicando y multiplicador hay letra co-
mun, al formar los productos parciales, el mayor esponen-
te de esta letra viene de los dos términos en que mayor le
tenga, y que dicha letra 'se halla & lo menos en iantos tér-
minos del producto cuantos tenga el factor por quien se mul-
tiplica. Lo cualsirve de gobierno para ordenar los términos
del dividendo y divisor , de suerte que el primer término
de cada‘uno sea el de letra comun de mayor esponente, y
en seguida los' que tengan la misma letra segun el valor,
del esponente,

Sea dividendo /4a3b—3al3+2L4+6a%—qa®h? y di-
visor 2ab—bh?+-24" en este ejemplo se pueden ordenar
los términos, ya segun la escala de los esponentes de b, ya
segun los de @, por hallarse ambas letras en igual caso.
Elijase pues a; y despues de haber colocado al dividendo
y al divisor como en aritmética, comparense sus términos
primeros, y resultard-

—=a=Jad
aa® ;

primer término del cociente. Ahora se ha de multiplicar
este por.todo el divisor, para restar su producto de todo
el dividendo. Escribirémos ademas todo el cdlculo, para en
su vista referir la esplicacion restante:

6a4—+/adh—qa?h>—3abi-t+2 b
1.0 prod.—6a4—6a3h-4-3a2h®

20%-2ab-h2

I.'ia“—ab——zb3
1.0 resid...eeeici—2a36—6a%b2—3ab3-2b%
2.2 produssuiswt-2a3h-+2a26%—ab3

2.0 resid.crcrereresseinimrty@2b2—/,ab34-2b%
3.9 prod..cseeescnneseieit=ha?b2=-fab3—2a b%

3 megl Ao Vit ichessracss O

Quedamos antes en escribir el primer producto bajo
cl dividendo con signos cambiados, porque es restador (61,
y haciendo asi'la reducion enire ¢l dividendo completo
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y dicho producte, lo que resultare sc escribe bajo:de una
raya, y serd residuo primero vy nueyo dividendo; que
tambien se debe ordenar: por los esponentes de la-letra
comun. Su primer término ~-2a3) dividido por 24 da el

cociente —ah: multiplicando este por todo el diyisor, da-

lo que llamamos producto segundo que se escribe con sig-

nos cambiados: y de la reducion entre el nuevo toial di=.

videndo y dicho producto resulta el segundo residuo para

iercer dividendo. El cociente de su término primero. di~:

vidido por 2@ es —2b?; y multiplicando este por-el-divisor
completo, escribase el tercer producto: debajo del segun—
do residuo, de los cuales procede cero para residuo ter—
cero, Kste resultado no hace solo ver que la operacion es-

14 concluida, sino que lo propuesto para dividendo es pro-.

ducto cabal de dos factores, ‘que son el divisor y el cocien~
e 3a°—ah—25h2. st

Cuando hay residuo final, esto es, cuando resulte uno.

en que no exista ya la letra comun, ¢ sea de menor espo-
nente que en el divisor, y por ello.no pueda resultar tér—
mino entero para el cociente, estd concluida Ia operacion,

y en seguida del cociente se escribe dicho residuo; con el
divisor bajo él, como en el cdlculo aritmético, Esto sucede-

en el siguiente caso :

243 —bkh2 +a2hg-+bmk h24q ©
—a*h3 —a’hg ‘ : ‘ bmf—-bkg
aZh bty
b2 bmk i K~q
i]z'l_;._bkq
bmf-bkq

Aun se podrian ordenar el residuo y el divisor por la le~
tra ¢, pero volveria 4 reproducirse nuevamente 72, ¥ e el
siguicute residuo se hallaria respecto de esta letra en igual
caso, resultando cileulo imdlil é interminable.

Sien dividendo ¢ divisor hay varios términos con un

¥ ALGEBRA ELEMENTAL. T

mismo esponente de la letra por quien ce ordena el poli-
nomio, conviene incluirlos en un parentesis sacando fue-
ra el factor de igual esponente, y se irata & este produc—
1o como un término solo,

73. Cuando se quiere reconocer si una cantidad es
factor de otra, se averigua dividiendo esta por aquella.
Tratindose por ejemplo de indagar si a—b es factor de
a3—1b3, el cilculo siguiente manifiesta que lo es:

a3—b3 a—b
—a3+a?b a’~+ab+b?
b b
..:Z;’b_;..abz
w-ab?—b3
o

El resultado nos induce & indagar si e—2% es tambien
factor de a”—=&™; y llevando el cdlculo hasta cualquicra
nimero de términos del cociente, se observa que vienen
estos con arreglo 4 la siguiente ley en que estd compren-
dido el caso anterior:
a”—b"
a—b
Nos permite la ley con que los términos del cociente sa-
len formados, el escribir por dltimo 4”~'; pues los es-
ponentes de @ van decreciendo y creciendo los de & de
unidad en unidad, y por consecuencia de analogia se con-
cluye que por fin ha de llegar el término a®™ 1, que
es 6™, Para esta asercion concurre ademas la circuns—
tancia de que, si se hubiesen ordenado por & dividen-
V"—a

-—Q

—a™ T @™ 2b 4" 202 0" ~Hb3 .. b1,

do y divisor, multiplicados por —1, la espresion

que es igual 4 la propuesta, daria el cocienle mismo que
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ella, pero en forma que los esponentes de & irian decre—
ciendo desde §™~' primer término, y creciendo los de a
desde a°,

Si es b=1 en la espresion general, tendremos el si-
guiente caso,

a"—1

= =@ "2 @B 1,
—1I

Fsta diferencia de ir decreciendo ¢ creciendo los es—
ponentes de la letra comun en el cociente, procede, como
¢s facil observar en la igualdad

am~phm  [Ogm__ O m

a—b ~ 1°am—a®’

de que se ordenen dividendo y di-

visor por cl mayor esponente de la letra comun 6 por el
menor: y la causa de ordenarse habitualmente por cl ma-
yor, es la conveniencia de obtener un cociente cuyos tér-
minos prosigan por el orden de mayor & menor en fo po-

sible, pues las espresiones de esta forma inspiran la idea -

de un polinomio que camina 4 su fin. Lo dicho acerca del
crecimiento en los esponentes sucesivos cuando se orde—
nan de menor & mayor en dividendo y divisor, se ve tam~
bien claro en el ejemplo siguiente, cuyo célculo se supri-
me desde el tercer término del cociente

detgiaiaSii i a+a’4-at—+.....

—Cq2la% S
—a—a’—g I—a—+20*—,,,

—a®-ad—at+-as
+a’4-a3  —+as

2a3-at4-24a5

—2a3—2at —2ab

—3at+205—2ab

El signiente ejemplo servird de ensayo para cl obje=
t0 de este articulo, y al mismo tiempo para ¢l méiodo de

¥ ALGEBRA ELEMENTAL. a1

hacer la division cuando la letra per quien se ordena el

polinomio se halla con un mismo esponente en varios tér-

minos, como se indicé al fin del articulo precedente. Se

trata de dividir . |
3a2b®+-abc+2abh—+ach—a’l* por 3ab—ak-+c;

¢ bien, incluyendo en parentesis los coeficientes de a2 4

de @ por quien se ordenan los polinomios , dividir

0®(3b? -2 bh—h2)+a{bo--ck) por a (3b—h)+c;
v el calculo serd
02(3b2~l—-2blz—-h2)+a(bc+ch) ; a(3b—h)—+c
—a?( 3b>—bh) —abc ShEah

7S a*(3bh—h*y+ach
—a’(3bh—h*)—ach

Q

LECCION 1V.
Alsunas propiedades de. los niimeros.
1.2 Descomposicion del mimero en sumandos.

74. Representando con letras las cifras de aritméti-
ca; sean ,...deba, por el mismo orden con que estdn escri—
tas, las de un mimero 4 cuyo valor llamamos A ; pero sia
que se confunda esta significacion que damos aqui 4 la fila
de letras, con la que tiene consignada en dlgebra (66.1.°).
En todo sistema de numeracion arreglado 4 la ley de pro-
ceder segun escala uniforme de miiltiplas las unidades con—
seculivas, y que tenga 2 cifras; cada una de las arriba
escritas, y cuantas puedan agregarse 4 la fila marcada con
los puntos, vale 7 veces mas que si ocupdra el siguiente
lugar 4cia la derecha. Por fanto, la espresion algébrica
general de cualquicra mimero A descompuesto en su-—
mandos, en todos los sistemas de numeracion conforme &
escala constanle, serd cual esid escrita en el segundo miem-
bro de la equivalencia
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A=..... du?-—»-cn"-»—bn-#a....( )

Dos cuestiones hay comprendidas en esta espresion; cuyo
segundo miembro tiene forma analitica porque represen-
ta descompuesto 6 analizado el nimero, y el primer miem-
bro tiene forma sintética porque represenia reunidas to—
das las partes del mimero. 1.2 Dadas las cifras aritméti—
€as a,b,c,d,... y el mimero n de las que hay en el siste—
ma, hallar el valor A que espresa su conjunto cuando es—
tan ordenadas en la fila. 2.* Dados los mimeros A ¥ m,
hallar cada cifra segun el orden de las unidades que espre-
san, La primera se reduce meramente 4 tradueir la es—
presion sintética de un mimero 4 la analitica equivalente.
En cuanto 4 la segunda cuestion disciirrase que, dividien-
do por & toda la igualdad (71. 7.° y 8.°) serd

A a
—=dn®—+cn—+bh+— ;
n : : n

luego, el resfduo @ de esta division es la cifra de las unidades
simples. Dividase por a tambien el entero cociente hallas

; /)
do, dn’<~¢n—+b, y resultard  dn—+tc+—, apareciendo
n

la segunda cifra b en el restduo. La tercera cifra ¢ se
hallard dividiendo el segundo cociente Por n; y asi suce-
sivamente.

Para resolver dichas dos cuestiones hay que suponer
valor 4 n: el actual sistema de numeracion, por ejemplo,
consta de diez cifras, y por ello debe ser n—=10: con
que, todo nuimero A de esta escala se halla espresado
analiticamente por el segundo miembro de la igualdad

A=....dx 103+4¢ x 10%4-bx 1040 (a*):
como por ejemplo,
4728 =14%10%47 X 10%+2 X 10+8,

scgun sabemos ya desde que se esplic el mecanismo de di.

cho sistema, Tratdndose de hallar cada cifra, la division
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manifiesta efeclivamente en el residuo la cifra 8 de Iqs
unidades simples; y siguiendo se hallarian las demas: -

8
4728:4 X 10247 X 104+2+—."
10 10

Supéngase oiro sistema de numeracion con cinco ci-
fras, que sean las primeras del a_ctuil 5 0’17?73’4;_)’ Se~
gun aquel de las cinco, al mimero 243, por ejemplo, cor-
responde la esprgsion

243=2 X 5%+ X 5+3.

Y como en este sistema. parece deberiamos decix: que Ia
escala sigue por el orden, unidad, quintena, veinticin—
quena elcs, se sigue que. dicha espresion ‘es !a suma de 2
veinticinquenas, mas'4 quintenas, mas 3 unidades v 6 bxenw
ax 2b—+/4.5b=+3; que segun el sistema décuplo es 73.
Obsérvese que liene una cifra mas la espresion 243 de la
de la escala quintupla, que la 73.de'la"décupla que asas’
mos actualmente, significando las dos una misma caniidad.
1.2 Al contrario, para conocer las difras del ndme.ro
que en el sistema quintuplo espresenel 73 de nuestro-sis-
tema, dividase 73 por 5.. El céleulo” g '5
que se ve al margen mam'ﬁesta en glr 3 R
residuo la cifra 3, de las unidades sim-+ = B
ples que hay en el mimero pediflo_ se= .. 3 3
gun el sistema quintuplo. Dividiendo por 5 el cocien-
te 1/, entero del cdlculo anterior, la 5
operacion-da la cifra 4 en el residuo, - _!_4- l
para las unidades. de segUfldo or.de‘n 4 2%
que hay en el nimero pedido. Divi-

2 :
dase el cociente 3 por 5, y en‘el re@ltado o+ el re~

siduo 2 manifiesta que 2 es la cifra de mayores unidad?s
de dicho nimero. ¥scritas en fila por su orden las tres ci-
{ras halladas, resulta 243 conforme al sistema qm'n’iuplo,
la espresion del niwero esprésado por 73 en el décaplo
nuestro.
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Basta lo dicho en esta digresion acerea de |

tiones, para comocer que cuanias mas cifr
sistema, de numerar segun e

as dos cues-
as hay en un
scala de unidades muliiplas,
tantas menos de aquellas eniran en la espresion de una

cantidad. Y no se crea que cada nimero admite sol
te la espresion analitica de partes aditivas que acabamos
de manifestar, pues ya se sabe (18) que puede ser des-
compuesto en monomiocs de diferentes modos; aunque pa—

ra el objeto de ahora hemos establecido el polinomio ge~
neral (¥) arreglado 4 escala.

amen-

ot T d 2 Descomposicion del mimero en factores.

75. . Los nimeros tambien se consideran descompucs-
tos en factores, aunque no es tan arbitraria esta descom—
posicion como en sumandos. El mimero que solo tiene por
factores el mismo y la unidad, se llama primero 6 simple,
como en el sistema. de numeracion actual (42)5 y todos
los de esta clasey escepto el 2 y el 3, se deduce por ana-
logia que estin comprendidos en la espresion general
6m==1, indicanda- con m cualquiera nidmero entero imagi-
nable desde cere en adelante, y con el doble signo 2= ]a idea
de que tantq 6m~~1 como 6m—1 pueden espresar nimero
simple: y se pronuncia diciendo Zodo niimero simple es igual
& un miltiplo de 6, aumentado 6 disminuida on 1, Mas, la
proposicion reciproca no es cierta; por que hay nimeros
comprendidos en 6m==x que no son simples.

El nidmero que consta de otro 4 otros factores, ade—
mas del mismo y la unidad, se llama compuesto, como en
el sistema nuestro (4.2), y su supresion general es y2p2yt,,
conforme 4 la definicion, representando las cifrag o,

BYyeees
los factores simples, y p, ¢, ¢ ,

s las veces que’ cada mi-
mero simple es factor; espresion que tiene tambien forma
analitica, porque en ella el nimero aparece descompues-
io con cierto orden, -

En el problema general que aqui se propone, de ha-
cer la descomposicion del nimero de cualquiera sistema

en sus factores simples y compuestos, ests comprendido
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cl que se resolvid en aritmética (42), (43) y (44) en
cuanto & los mimeros del sistema décuplo: y puesto que
los razonawmicntos en que se fundaron aquellas teorias no
dependen de condicion alguna de sistema especial, se si-
gue que son aplicables generalmente. Repitanse pucs aqui
si se quiere, y se deducirdn los siguientes principios ge~
nerales 4 todo sistena. 1.° Los factores simples del niime-
ro se oblienen, sin que se oculte alguno, dividiendo el
numero desde luego por el simple menor del sistema;
despues el cociente por el mismo divisor, y en caso de no
ser exaclo éste, por el siguiente nimero simple ; y asi
sucesivamente hasta llegar 4 un cociente que sea niimero
simple (42); cesando de indagar factores, cuando se ha—
ya oblenido uno cuya segunda potencia esceda al niimero
propuesto (43). 2.° Este serd producto de todos sus fac—
tores simples (44), 6 bien, «?8%y%, como antes he-
mos asegurado tambien por la definicion misma. 3.0 To~
dos los factores compuestos, binarios , ternarios , cuater—
narios, etc., se obtendrdn de practicar las multiplicacice
nes indicadas en la espresion |

(1ata2—-) X (24-B+524) x (1 +7+x,2+..-,)x..,.

enire quienes aparecerdn tambien todos los simples,
Admitiendo pues como demostrados estos principios,
debiéramos; proponer para‘ejemplos de la descomposicion
algunos niimeros de sistemas arbiirarios; pero alendien-
do 4 que fueron pocos los presentados en aritmética, sir-
van de ensayo ‘los mimeros del sistema décuplo 210,
56, 1800, 3225, cuyos factores simples resultan de los
calculos que: siguen: ;

210]2 56]2 1800|a 3225|3
105(3 28| 2 goo|2 1075(5
355 14|2 450|2 2155
717 717 225|3 43143
1 I 7513 1
' 2515
515
I
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Hallados los factores simples, y formados los polino—
mios que se han de mnltiplicar, los productos que diere
la multiplicacion son todos los factores, simples y com-
puestlos, ; i ;

; Al primer mimero, propuesto corresponde el

-calculoindicado. . (1-+2). (1£3): (1-:5) " (x5+7);

al segundo. . . . (1‘+2+4+8).(1+7); ;
al“tercero . ", ., (1+z+4+8).(1+3—!—9).(1+5+25),
L A (1-+3).(1+5+25) . (1+43).

Para indagar si cada mimero simple es 6 no factor
.del dividendo , hemos tenido que hacer una division , tal
_vez infructuosa; y 4 fin de evitar el empefiarnos en ella,
serd muy 1itil conocer de antemano en cualquiera nime=
To sefales de si es factor suyo aquel que se quiera some-
fer d.la prueba; conocimicento itil en muchas otras nece-

. sidades del cdlculo. Con este objeto haremos la siguiente

analisis en los nimeros del actual sistema » Y por ‘clla se
podrd inferir la andloga que corresponderia en los de otro
cualquiera.

1.2 Dividiendo por 2 la espresion (**) de A, resulta

A dios c102+lix_o.+f=mdx(2x;)3:CX(2X$)2+Z7><(2X5)+§.

—_—T e —

2

2% 2 2050 oD 2 2 2

Cada término del nimero descompuesto en que hay pa-
rentesis da cociente exacto (725:6:2); y de ser'a miiltiplo
de 2 depende el que todo el nimero A sea divisible por
2, Luego, todo mimero entero cuya cifra de unidades sea
cero 6 miiltipla de 2, tendrd el Jactor 2. Los nimeros de
esta clase decimos que son pares, y estan comprendidos
en la espresion general a2m, significando m el nimero de
veces que 2 es factor , tales como 3568; 1065 3103 ete.
Lldmanse impares los demas, y estan comprendidos en la
espresion generl a2mz=hy,

2.2 Dividiendo por 51a espresion (**), el resultado
4_ d(x5)P o(ax5) B(ax5) 4 2
FR o T - —T—l- -t = hacever(71.6.°),
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que 5 es factor de tody mimero cuya cifra de unidades sea
cero 6 5 ; tales como 635 ; 860; 11753 elc.‘Por la mis-
ma razon habrd tambien el jfactor 1o siempre que sea ce-
ro la ultima cifra. ;
3.2  Dividase por 4 la espresion (¥*), descomponien-
do al mismo tiempo segun conviene el factor aritmética
de los dividendos: y
A dx(10%4%25) eX(4x25) bx10+a
= e “—
A 4 4 A

; L it Cifr
que 4 es factor de todo mimero cuyas dos ultimas cifras

hace ver,

" junlas representen un multiplo de 4 como 516y 94324

10040 ; etc,

A dx(125x8) cx1024-iX10+a
En—=... —_—
8 8 8

8 es factor del mimero en que las tres cifras ultimas jun-
tas representen un miiltiplo de 8;.como 63120 ; 5296, etc.

aparece, que

" Tgnalmente que 8 6 23 ha de ser factor del conjunto de

las tres dltimas cifras para ser A divisible por 8; asi tam-~
bien 16 6 24 lo ha de ser del periodo que forman las cua—
tro wltimas cifras reunidas para que sea el mimero A di-
wisible por 16 ; y asi sucesivamente parg que 2? sea fac-
tor del mimero, ha de ser divisible par 22 el periodo que
formen las p ultimas cifras. ;
4:2  Dividiendo por g cualquiera de las umdad‘es- 10,
100, 1000,..., se halla el residuo x; luego, la division
o 03_*.2—-0'2+]’—13+1 dardlasuma de residuos parciales

9 ) 3

d—-e—+b—+a J
i—i—i—l——b- -+ f-.Por esta causa, si , 0 bien
9. 299 ) ) ;

la suma de cifras de un mimero como si representasen uni—
dades simples, dividida por q da cociente exacto, el mimero
A es miltiplo de g ; tal como 9783, porque su'madas las
cifras de que consta como si fuesen unidades simples. as~
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cienden 4 =7 que contiene tres veces al g; como se de-
: 9-+7—+8-+3 g ke Asgs
9 9

5% Dividendo por 3 cualquicra dc las unidades xo,
100, 1000, da siempre el residuo 1; y por la misma
razon que antes no puede menos de ser el 3 factor del mi-

ja ver en

; : d—+c+b+a, que
mero A, siempre que de cociente exacto “ 7% 1

3

es la suma de cifras como unidades simples dividida por 3«
En este caso se hallan q783; 34215; etc.

I .
6.2 Para el factor 7 obsérvese, que — da 1 de residuao,
; 7

2 103 104 105
12 cdavel residuo 3; A da 23 —dab. — da 4; —
7 6 7 7 7 7

O . -
da 5. Desde — empiecza otra vez el orden de residuos 1,
3,2,6, 4,5, yllegando al iltimo vuelven 4 reproda-
cirse con el mismo orden siempre.

; d1o3 2 bio
Luego, en — - 4 °1° .+——-+— hay la suma de re-

7 7
siduos de cociente dxbrbcxadsbxddan . Asimismo,
7

cuando el mimero conste de seis cifras fedcéa, la suma de
residuos de cociente serd

Sxbexf4-dx6-cx21-b¥3+ax1:
! ; 7
si el nidimero constase de mas 6 menos cifras, siempre se
deben incluir en la suma los residuos correspondientes.
Luego, 7 es factor de todo mimero en que sea divisible por 7
la suma de los productos que siguen; la ultima cifra multipli-
cada por la unidad; la pemiltima por 3; la anierior por 2;
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la que antecede d ésta por 6 ; la inmediata anterior por-f;
la anterior & ésta por 5; g asi olra ves las que preceden
dcia el principio del mimero. 'Tal es, por ejemplo 2751,
que da
La
2% 6+7%2+5x3+1x1 G e
7 7

: X 105 0 ies
7.2 Losresiduosde —, <&, 72 . 70 oon o

e U SR e T L

€0, I, I0,..., reproduciéndose siempre los dos prime=

dio3 c¢102 bio g

—+—— —4-—— 14— dard la suma de re-
ix ix O BN 51 frly

ros. Luego,

dio—+c+biota

siduos de cociente... ; yporello, 1 1 es fac-

iIx

tor del mimero en que sea divisible por 11 la suma de cifras
de lugar impar., juntamente con la suma de cifras de lu-

gar par multiplicada por 1o, empezando & contar lps
puestos desde la derecha.

e A A 3
8.2 Xl residuo de la division ser4 necesariamente

menor que 6, 6 una de las cifras 5, 4, 3, 2,1, por
lo dicho en la division (34). Sies 2 6 4 dicho residuo,
tambien el nimero serd divisible por 2. Si es 3 el resi-
duo , tambien el nimero divisible por 3. Si es's 6 5 el

. residuo, sobra 6 falta 1 al nimero para ser multiplo de 6.

Luego, 4 todo mimero que no 'es divisible por 3 ni‘3,
sobra ¢ falla 1 para ser divisible por 6.

Hecha la enumeracion de las cualidades que caracte-
rizan al nimero del sistema décuplo para ser factor SUyo
alguno de los que se espresan con una sola cifra , y aun
varios de dos, suspendemos aqui esta analisis que conli—
nuada manifestaria las sefiales’ para otros varios factores
consecutivos; y sin repetir aquilos procedimicntos de ha-
llar los factores simples; diremos, en cuanio 4 estos, que

Tomo L 9



130 ARITMETICA

las propiedades demosiradas en el articulo sirven al cal-
culador para reconocer con poca pérdida de tiempo, si
es 6 no factor el que por su turno ha de ser-sometido 4
la prueba. Esta economia de tiempo no se logra si el fac-
tor ¢s grande, y por cllo serd mas conveniente hacer en-
tonces el tanteo por la division.

II1.% Casos de cociente exacto.

76. Todo mimero descomponible en dos factores B
y M serd divisible por otro nimero P, siempre que €s-
ie sea factor de cualquiera de aquellos; porque sabc-
mos (71. 6.°) que la frase BxIH se reduce & cociente
exacto suprimiendo el factor P comun de dividendo y
divisor. Pero ahora proponemos demostrar la proposicion
reciproca, 6 bien, que si. [ix H es divisible por P sien—
do P mimero primero, necesariamente serd divisible por P
uno de los factores B 6 H del dividendo. Si B no es divi—
sible por P, sino que da el cociente ¢ y el residuo 7,

tenemos la ecuacion (70) .

B=Pc—+r.

Por ser P mimero simple, si se quicre dividir P por
r, dard tambien un cociente ¢ y un residuo ' segun la

ecuacion
P.—_ro'—i—r'.

Tampoco entonces 7 dividido por 7’ dard cociente exac—

e STy : el

to; porque si lo diera, tendriamos el absurdo — ni-
=

mero entero. Dividiendo pues, r por 7', hallaremos un
cociente ¢, un residuo 7'’ y la ecuacion

r=r'd'+7"
Sin que sea necesario proseguir el discurso, cuyo método

consiste en dividir cada divisor por el residuo, nos cons—
ia (6g) que r esmenor gue P, ¥ menor que r, y su-
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cesivamente menor el residuo consecutivo: de suerte, que
va éste acercdndose @ 1; y no puede menos de ser, ::1 el
ﬁfwz}l, porque hasta entonces no pueden terminar las di—
visiones a causa de ser P mimero simple; como se pue—
de cerciorar por la série de absurdos andlogos al que an-
ies her.nos deducido. Supongamos terminadas en efecto(las
(;Pler?-cu-);es cons’ccu}iYas, c:),n el resto final 1, que vino'
;: c;;;:i;::do r’y divisor '’ y cociente ¢, ¢ bien con

4
r'=r"c"+1.

V?lviendo ahora 4 repasar todas las ecuaciones desde la
primera, multipliquemos por H y dividamos por P to-
dos los términos de ellas, como es permitido (66 8.%v 3.0

(71. 5.°y 7.°), y resultarin las siguientes : S et

BH Hr Tre! ’
Sl gt e e
P P TR
:[_{_1:: I‘]r'c"+ ' : Ifr’:.ﬂr"c”' 3,0 ﬁ
P P P P P r’

Segun la primera ecuacion de estas, si BH es divisible por
P, debe tambien el dltimo término I1r ser divisible por‘PP
La segunda ecuacion dice, que siendo Ilr divisible po;-
P, lo es tambien Hr'. La tercera manifiesta que con di-
chas c:ondiciones, Hr" serd divisible por P. Y en la
ecuacion final vemos, que con las condiciones anteriores
debe precisamente Il ser divisible por ' P. La hilacion
de nueslr.o.razonamicnto ha empezado desde suponer que
BII es fhvxsiblc por P sin serlo B, para vewir 4 que
necesariamente ha de ser tambien [l divisible por P:
]u.c.go. » para que un mimero compuesto de dos faclores sea
divisible por un mimero simple, necesariamente ha de ser
divisible por éste uno de los dos factores é lo menos.

77 Segun el principio (71. 6.%), una division apu~
ljada hasta decimales dara cociente exacto con alﬂunaspde
Csias, cuando sea divisible por el divisor el nlimzro 10
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por quien ‘se multiplique el dividendo para la aproxi~
. - . o el a
macion. De aqui se deduce que, si en una division o

impracticable por enteros ¢ irreductible es f=2"x5",
que equivale a

(2.2.2..... hasta m veces). (5.5.5.... hasta n veces),

se tendrd cociente exacto en decimales con afadir al divi-
dendo a tantos ceros como unidades tenga el mayor espo—
nente m ¢ n; pues entonces resulta ax10o.... 6 su igual,

a(2.2.2... hasta m 6 n veces).(5.5.5... hasta m 6 n veces)

y destruyéndose los factores comunes, desaparecerd el di-

visor.
Por otra parte, segun lo demostrado en el ariiculo

a
anierior, no pudiendo dar cociente cabal extero o pre-

LAY I Okies

ciso es que en sea b factor de 10... para que

/

salga cabal én decimales. Luego, no puede menos de ser

———— la forma general de las divisiones que den cocien-
9 ﬂlx 57}
te ewacto levando el cdloulo haste las decimales necesarias,
que serdn tantas cuantas unidades valga el mayor esponen-~

dard cociente exacio con ires

te m 6 n, Asi,
23%5*

a

decimales, y lo mismo 1
2% 53

Cuando el divisor no es de tal forma, el valor del
cociente serd aproximado, tanto mas cuanto mayor sea el
numero de las decimales. Pero como el residuo es menor
siempre que el divisor, y todos los residuos que puede
haber en una division estan comprendidos entre el divi-
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sor y la unidad; al hallar una cifra del cociente suele
aparecer en algun caso'un-residuo que ya lo fue al hallar
olra cifra anterior; y por consiguiente vuelven 4 repro-
ducirse lasmisinas restasy cccientes que “hubo entre las
dos restas iguales, y- porcel mismo orden.€ada porcion de
cifras que asi resultan para el cociente se llama periodo:
en algunos casos el periédo es -de una sola:cifra, por ser
iguales todos los residuos, y entonces lo son todas las del
cociente: otras veces el periodo consta de dos cifras que
van alternando sin fin en el cociénte, porque los restos
vienen asi; el periodo suele tambien constar de ires,
cuatro, cinco, etc., cifras, por haber tantos residuos di-
ferentes entre dos igualess Suele empezar el periodo , ya
desde la primera cifra decimal, ya despues de algunas que
no forman: parte. Sen ejémplos ‘de tales accidentes los ca—
50s que siguen:

5 Guiig hasip 4 Sordimalieny
?-:0,666...; =0y A —;0,342342...,‘:
3 11 gt i b

= —hbn a8 b -7—:0,583333......

7 12

78. Puede convenirnos el saber cuales'-dividendo
divisor engendraron un cociente decimal dado. Para ello,
si el cociente fuere exacto escribase la espresion decimal
enforma de una division‘indicada, como ya-se sabe;y su-
primiendo sus factores comunes, quedara restituida 4 la
misma espresion que tenia antes de empezar el cilculo de
las decimales. La razon del hecho se verd porel siguien-

e ey
te raciocinio, Espresando ¢ el cociente ‘de _b ;

$ibai

Sl A ax1o..;
4 la igualdad —

=c¢ podemos (70) dar la forma

a N

ex10....=cxb. Las dos cantidades que forman esta igual-
dad pueden ser divididas (71. 5.°) por axé;y enton—

‘@x10... cXb*
ces )

axb axb....

se reduce (71. 6.2)4la espre-
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la cual mos dice que @ esta conteni-

da en ¢ tantas veces como & en 1o0... Sea pues % este
ntmero de veces, 6 bien, ¢=axh y 10..=bxh. El
; % axh j
5 G bien, 5y supri-

T Oican bxh y

cociente decimal es

miendo el factor comun %, queda reducido 4 la espre—
- . a
sion generairiz — —.
& A a b s

Dividase - por ejemplo 12 por 25, y resultard
12 : s o '
-—;‘—_-—0,48. Pero si, dado el niimero decimal 0,48, que-
$2D
remos hallar la division 4 que debe su origen, escribase

fx12

en la forma , equivalente 4

: Su—
S I00 . & 4x25

primiendo el factor comun' 4; resulta f—i 5t de&que
: G K ek 5 29
'vino.en efecto el mimero decimal propuesto.
Si la espresion decimal es inexacta, puede correspon-
der d muchasdivisiones, y no es posible averiguar 4 cudl
' precisamente; 4 menos que-la ‘decimal sea pel‘lOdlCd y
entonces ocurren dos casos.

1.2 Siempieza el periodo desde la coma, obsérvese la
S i T
ley delos resultados —=—o0,11111.... ; —=0,01010T.,;
: : g 299 i
——==0,001001...; etc. Por ser el dividendo produc—
999 Sy

to del divisory cociente, las espresiones halladas son como
las sigui(‘mcs 5 T=9XO0,IIIIL..; I=QGX0,010L01...;
I==0G9X0;0010071..

Por otra parte hay las equlvalencms 0, 665 —{ o B i
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0;2727=27X0,0101:+5 0,342342..==342X0, ooroo!.., elc.
Como 1 es divisor de toda cantidad’ (71. 2, ), ‘dividanse
las segundas partes de las iltimas ignaldades por los res-
pectivos equivalentes de 1 en las primeras: y suprimien—
do factores comunes resultan

6%xo,111 6 2
0,666....= e it
9% 0,111 9 3
27X0.0101 st
0,372 7.~h=z e
99X 0,010X 99 11 .

34ax0,001001 342 38
0,34234200= _—= 3
999%0,00T001. 99g  IIIX
Aunque:de casos parhcularcs nunca se debe inferir’ una
proposicion general; sin embargo, en el caso presente el
método 4 quien son debidos los resultados induce & con-
cluir que,. dada una espresion decimal periddica desde la

_coma, se tiene la division generatrzz dividiendo el periodo

por una fila compuesta de la cifra g tantas a)eces, cuantas
decimales tiene dicho periodo.
2.° Si cmpieza el periodo despuesde algunas de-
cimales que siguen & la coma, se puede considerar com-
puesta de dos espresiones deumales aditivas; como en
0,58333....=0,25-0,33333....., que por lo demosirado
b i g ity T
ESE gandon i Siestity
100 9 AT

en los casos anteriores vale

despues de multnphmr el dividendo y el divisor de la

primera parte por 3, y de la segunda por 4 , equivale &
3=k 3+4
2

==L espresion generatriz de 0,58333...
12 I 2 Iz 3

Tambien es ejemplo de esto ¢l siguiente caso,

3 12 ¥ 3
0,213332=0;33333.....0—0,1 2 =i

9 100 3 25:

multiplicando por 25 el dividendo y el divisor de'la pri-
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mera parte, y por 3 los de la segunda, sc hallan las equi-

25 g  25—g 16
valentes — —-—= = —generatriz de 0,21333,

Rl TR LR

IV.a Limites de las cantidades.
79- La division que no esté comprendida en la ge~

gy
neral iy jamas dard cociente exacto, por mas cifras
decimale i i investi ]

K S que’ I')ara (,s!;e S€ quieran investigar (77); pues
el cdlculo serd interminable, y solamente se conseguira el
aproxumar cuanto se quiera el valor del cociente al exac—
to.de la division propuesta. Aqui hallamos ocasion para
ingicar.ana idea, que conviene adquirir desde los prime-
ros:pasos en la ciencia de la cantidad. .

: Dividiendo para ejemplo 4 por 7+ Yy escrito el resul-
tado 0;6714.... en forma analitica, serd

oo h 7 ' 4
i 7 I I0 100 . 1000 100Q0

La :opefaC}on siempre queda inconclusa, aunque la suma de
partes decimales se acerca tanto mas al valor exacto, cuan-
to mayor mimero de términos comprenda; y por ello, et
calculador es drbitro de llegar'd tal aproximacion que la
o ; - GG .
diferencia S€a cuan pequetia ' quiera imaginarse, sin’ que
pueda;ser jamas la suma de cualesquiera mimero ‘de 1ér—
minds: igaal 4 _7,, ni mayor que —. Por otra parte
10s constaque la suma de todos los términos equivale 4
/A

iy asi decimos, que este valor es limite de la dicha

" rgy . ’ . % F 3 .
suwma. Tambien hay Ifmité de cantidades que se. van acer-
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cando 4 &l deereciéndo. Sabemos por ejemplo que- escierta .

Exyiuisitoipe il 4
la igualdad 3=y—4, y tambien —="———=1——.
7 7 7 7

Sustituyendo - por — — su. espresion analitica hallada,

con el signo negativo correspondiente, resulta

3 0554 7 L 4 S

e f e e e e ——— i siee

7 I 10 100 1000 I0000

ol i Wi

Por la misma razon que antes, el e serd lfmite, del. poli-:
7  olmonigig
nomio, cuya suma decreciendo se acerca tanto mas a — -
2 saadon

cuanto mayor nimero de términos se incluyan en ella, sin

que j-:m':as-pucaa llegar el caso: de anularse la dife'rcncia,

ni pasar-d negativa, y sl aminorarse cuanlo se quiera.

Asimismo, las cantidades crecentes dcia su limite pue-.
den tener alguna parte agregada como las decrecentes, Por

/ FisE 2 E
(e 4 5 FHERE
¢jemplo, l__—4— —a-+— serd, despues de sustituir por.
7
4 :
— Sl CSP(‘CSIOII,
7
a1 o 5 I L
/——-——+:a+-—+—+ l st Fi= -+
7 PEECL10 - 15100 100017 K0000
A
4 )’*“4 % 2
Igvalmente, ———— =25 +-— serd, sustituyendo,
7 7
S A STA o 5 74 I 4 3
————— e e — e — = = —+ e .
7 1 10 100 1000 10000

Los cjemplos tomados en: consideracion y todo poli-
nomio-con términes decimales, no son mas que caSOS‘;I"i""'
ticulares de los limites; perque hay otros muchos }:JOl[_ll’lO-—
mios de diversa composicion interminables tambien, y
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cuyo valor total se conoce. En la ciencia del cilculo se
llama limite de una_cantidad, otra & quzen se puede acer—
car aquella cuanto se quiera, sin que jamas pueda ser nula
ni cam&zar de signo la diferencia ; %, de aqui se procede 4
seniar el principio hipotético siguiente : dos cantidades
caya diferencia pueda llegar ¢ ser cuan pequeiia se quiera
¥ jamas & ser nula ni & cambiar de signo , en el limite se~
rian iguales.

En todos los casos ha de tenerse presente, que la su-
ma de cualquiera mimero de términos es una parte cons—
Zante de la cantidad que se acerca al Iimite, y la diferen-
cia ‘hasta®el'total es la parte wariable ; de suerte, que el
polinomio estd espresado en /-, siendo A la constante,
y « la*diferencia que puede llegar 4 ser cuan pequeda se
quiera sin anularse jamas ni cambiar de signo.

86." De aqui se procede 4 otro principio de gran—
de‘importancia sobre los Itmites. Sean por e]emplo A+
y B—+35 dos cantidades que se van acercando 4 sus res—
pectivos limites , siendo constantes A, B, y variables «,8
que pueden llegar & ser cuan pequefias se quieran, sin
jamds anularse ni cambiar de signo cada una de ellas. Si
por Valgun'medio legitimo ha lugar & establecer la igualdad

fl—l—a=B+5,

de suerie que deba subsistir en todo el curso de la varia—
cion y es necesariamente suma delas =

A:B, a=8.

Porque, ‘si fuese una de las constantes mayor que la
otra, como A—=B=h, supuesta constante % como es de-
bido; substituyendo B=:h- por A en la igualdad legitima,
serd BXh4-o=B—+8,y qultando iguales cantidades re-
sulta® a=h=5. Consecuencia absurda, pues «'y g no se—
rian capaces de decrecer indefinidamente, habiendo siem~
pre enire las dos la diferencia constante %,
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CAP[TULO V.

Caleulo de cantza’ades fracczonarzas en
arltmetz,ca., i

AV

LECCION 1L

Espresion y trasformaciones de los nimeros
fraccionarios.

8. Todo nimero menor que 1 es fraccionario (1),

y para espresarle de un modo conforme & lo que lleva-
mos dicho acerca de la locucion del cdleulo, csphcarer(rllos
el origen de tales cantidades. En el articulo (35) se 1;
jo, que el problema de dividir una cantidad a por olra
estd espresado en la frase

a

S

y que siendo @ menor que &, la operacmn de lel(lll‘
propuoem es imposible, porque el cociente no llega & va-
ler 1. Segun esto ,. podemos cstablecer la desigualdad .

'l')‘<11

a . .
y en tal caso la frase T esun mimero fraccionario, por
/ e

que espresa una cantidad que se llama fracczon 6 quebradmy

tales como

-33—,” ;;, etc. Los nombres ﬂe dividendo y dk:
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visor que pusimos entonces 4 los mimeros @ y b, se sus—

titayen por otros aqui, llamando numerador al nimero
que esla escrito encima de la raya, y.denominador al b
que estd debajo. No son caprichosos los nuevos nombres
que sc han puesto 4 las dos cantidades @ y b, las cuales
tambien se conocen como Zérminos. del quebrado ;' pues la
propiedad de aquellos nace de la significacion respectiva
que tienen, como se verd por el siguiente raciocinio.
Imagrnese que el mimero entero 1 est4 descompuesto
en b mimero de partes iguales, cuan pequeiias quera—
mos considerar; y siempre se verificard la igualdad (41.3.32

Por lo cual, podemos escribir tambien la desigualdad de
antes bajo la forma

e

en donde vemos, que dividiendo la unidad entéra‘en b mi-
mero de partes iguales cuan pequerias queramos imaginar,
el denominar del quebrado espresa el mimero de estas par—
tes en que se supone dividida la unidad entera, y el nume-
rador espresa cuantas de estas partes hay para dividendo
segun el problema. Estas partes en que se divide la uni-
ddd entera se llaman abus generalmente; y la espresion
del quebrado se lee ‘pronunciando primero el numerador
como los nimeros enteros, y despues lo mismo el deno~

minador afadiendo al fin la palabra abos. Asi, — se
1x

' 783
pronuncia diciendo ocko onzabos; — se pronuncia di-
‘ 73

ciendo , cincuenta y nueve setenta ¥y dos abos , etc. Pero
desde: el denominador » hasta el 10 tienen particulares
nombres las partes en que se divide la unidad, llamdndose
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medios, tércios, cuartos; quintos, sestos, séptimos, octacos,.

1500y DRVEGE | ST REXE Jedi i) FOOhEL

novenos y décinos; y asi, =5 .

"3‘1 'z‘ % “5" 7 -(-5—7 7 ? ®
—I—, s , se pronuncian diciendo, un medio , un tércio,
9 10 , : c
un cuarto , un quinto, un sesto, un séptimo, un octavo,
un noveno , un décimo ‘6 una décima; siendo notable que
entre ellos haya solo el octavo con la terminacion de-abo..

82.. La forma y nomenclatura de.las fracciones pro—
pias, que son las del caso en que el numeridor es me—
nor que el denominador, 6 bien mas pequetio que 1 el
valor del quebrado se ‘suelen tambien aplicar al caso de
ser el mumerador mas grande que el denominador, ¢
bien mas grande que 1 el wvalor del quebrado, pero en.
este segundo caso se llama Zmpropio; tales como. por

8:0:3i:0abm23
ejemplo, g ) ._7_, eic., que espresan problemas

de dividir capaces de dar entero al cociente, pero con re-
siduo.

Enire los quebrados impropios se presenian :‘ifgunos
gue equivalen & nmiimeros enteros :y esto .sucede siempre
que ¢l numerador sea exactamente divisible por cI’ t.ie—
nominador, puesto que en una frase de tal forma estd in—

3 . 156
dicada una division. Ejemplos de ello son —gy T

o

i ! 2
que cquivalen & 3; como tambien 5 Y gy ¢, que

equivalen & 1. ,
Lo dicho acerca de las fracciones impropias nos da
luces para ejecutar las operaciones que siguen: 1.2 redu-
<iv un entero & la forma de quebrado: 2.2 reducir & es-
ta forma tambien un cociente que tenga resto, 6 sea un
nimero misto de entero y quebrado: 3.2 hallar los ente~
ros que contenga el quebrado impropio.
I. REDUCIR UN ENTERO A LA FORMA DE QUEBRADO: En
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este problema necesitamos que sea dado el denominador,
ademas del nimero que se ha de trasformar; y lo que se
pide es hallar el numerador que ha de tener la espresion
fraccionaria. Dado por ejemplo el nimero 2 para for-
mar tal espresion, claro estd que puede venir de todas
las que lengan un numerador que sea duplo del denomi-
nador; pero si éste es dado, no admite ya mas que um
determinado numerador. Supongamos que se quiere re-—
ducir 4 tercios , 6 bien que sea 3 el denominador ; y si
llamamos NN el numerador, la equivalencia entre el divi-
dendo divisor y cociente (41),

e ' ‘

dice que se multiplique el mimero propuesto por el de—
nominador elegido ; y el producto serd el numerador. Eje-
ciitese pues la operacion , y el producto 6 debe ser ¢l nu-

cir 46 :
merador de la fraccion 5 equivalente 4 2.

En general, espresando con ¢ el mimero propuesto,
con d el denominador, y con N el numerador, la igual-
dad (3 5) ; ; N
N—=dxc, 6 su igual —=¢,

d
dice que, para dar d un entero ¢ la forma de quebrado,
cuyo denominador sea d, se multiplicard ¢ por d, y el
producto N serd el numerador. Queriendo, por ejemplo,
reducir 4 dozavos los nimeros 5, 16, 148, etc., se mul-
tiplican por 12 estos numeros, y los producios 60, 192,

12

' 6o
1776 seran los numeradores, y la fraccion — equiva—
12
192
lente d 5, la s equivalente 4 16,y la 17.28 equivalen-

te 4 148.
11.2 REDUCIR A FORMA FRACCIONARIA UN NUMEROC MISTO

2 [¢7
DE ENTERO Y QUEBRADO, Todo numero misto ¢~~— gse
d

ALGEBRA ELEMENTAL. 143

puede considerar como el resultado de una division, cu-
yo dividendo fue N y el divisor fue el denominador:d de

la parte fraccionaria, espresada en el resto —(; del cecien-

te, siendo ¢ el cociente entero y r el resto de la di-
vision, segun las igualdades (35)

N Tis :
—d—zc—i--;i—; N=c xd+r,

y el problema de ahora es hallar IV, cuando se nosda ¢l
. r 3 .
mimero misto o~ Luego, para reducir & forma
ST
fraccionaria un mimero misto c+7 de entero y quebra—
do, se multiplica el entero ¢ por el denominador d - del
quebrado ; & este producto se anade el entero r, y la suma
serd el numerador del que se pide. Segun esto; debiendo

4 . wdonp
reducir 3— 4 movenos, se multiplicard 3 por g, y agre-

gando al producto 27 el nmimero 2, el 29 que resulta es

2 : . . .
numerador de la fraccion 29 que se pide. Asi tambien,
Sy Tl : II 2 ; A
5— reducido & medios es —: y 23— equivale d —=; ete.

2 2 5 5

111.2 HALLAR LOS ENTEROS QUE CONTENGA UN QUEBRADO
IMPROPIO, es la operacion inversa de la que acabamos de

: N
hacer; pues el problema se reduce 4, dada la fraccion 5

hallar el cociente ¢ entero que exacta ¢ préximamente
le convenga. Luego, para encontrar los enteros que con—
tenga una fraccion impropia, se dividird el numerador por
el denominador, y el cociente entero que salga es el mime-
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ro que se busca. Conforme 4 esta regla, = equivale 4 2;
576
13

9zl ;
~—d2—; 4 48; porque
4% ’

—- contiene al entero 2 exactamente;

4

—gcontiene al entero 2 y sobra

| -

2
218 equivale 4 48 exactamente.
12

83. Sean propios 6 impropios los quebrados, aun
ofrecen 4 nuestro examen otras clases de problemas, en
que debemos estar- ejercitados para despues manejar en
el cilculo tales frases con inteligencia y facilidad. 1.° Tras—
formar cualquiera quebrado en otro equivalente de ma-
yores términos. 2.° Inversamente, reducir alguno d tér—
minos mas simples. 3.° Trasformar varios quebrados de
distintos denominadores, en otros quebrados que tengan
un mismo denominador, y sean equivalentes 4 los respec~
iivos de la primiiiva forma; ¢ bien, reducir 4 comun de—
nominador dos ¢ mas quebrados que se propongan, 4.¢ Co-
nocer cud] de dos quebrados es mayor.

1.° TRASFORMAR CUALQUIERA QUEBRADO EN OTROS EQUI-
; N
VALENTES DE MAYORES TERMINOS. Sabedores de que s la

forma general de todo nimero fraccionario, y de que po-
demos multiplicar dividendo y divisor por una misma can-
tidad cualquicra, sin que por ello se altere el valor de la
espresion (41.5.%); se ‘sigue que el valor de un quebrado
no se altera muliiplicando numerador ¥ denominador por
cualquiera mimero m; como se espresa en
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N Nxm
: g dxm °

Luego, multiplicando numerador y dénominador de la Sfrac—
cion propuesta por cualquiera mimero entero que nos ocurra,
aquella se trasforma en otra equivalente de mayores térmi-
S Tiig 3 8 1o W35
nos. Asi, la fraccion — equivale 4 — 4 —= /5 _2°
3 I2- b A3/8
que resultan de multiplicar los dos términos de la‘prime~
ra, por 4, por 5, por 116, por eic,
IL°  REDUCIR A £SPRESION 'MAS SIMPLE UN QUEBRADO,
se funda en que el dividendo y el divisor pueden ser di-
vididos por una misma cantidad: cualquiera que sea en
ellos factor, sin que por csto varie algo el valor de la es-
presion que resulte (41. 5.2); como estd cifrado en la es—
presion adjunta, que conviene igualmente 4 los quebrados,

Nxm N

dxm _d’

s

a.u-,

La segunda forma viene de haber dividido el numerador
y el denominador de la primera por el factor comun m:
luego, para reducir 4 espresion mas simple un quebrado sin
que variessw valor y se dividen el numerador y el denomina-
dor por el factor comun que tengan,

| 6 4 o
De este modo 3 s reduce 34 z— dividiendo por el fac-

for comun a el numerador y el denominador: asimismo

Thob 2. s
——sereduce & — dividiendo por 10; ete,
Qo 3o

Cuando se trata de simplificar la espresion d un que-
brado , las mas veces nos interesa reducirle 4 sy es presion
mas simple, y claro estd que si se dividen sus dos térmi—
nos por el producto de todos los factores simples comu~
nes d unoy otro, el quebrado que resulte quedari reducido
4 su mas simple espresion, Para conseguirlo necesitamos

Tomo I, : 10 '
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conecer cste factor 6 divisor.mdaimo comun de numcr'ldor
y denomipador: y aunque “hallando todos los divisores sim-

ples y cox.}pucslcs de cada uno de los términos del que—
brado por- el método del articulo (43), entre ellos veria~

mos ¢l maximo-comun; los aritméticos han enconirado un -

modo: mas: breve; que vamos d esplicars . SHAY

la fraceion! propiiesta ¢ problenia de dividir el

mimerosNoipor dy-si sahere un. cocxcn{c c cxaclo, serd

‘.; X - .

N ]
sy y -d-el smaximo; comun dxvxsor dc N y d Pu‘o s

r
Ixay uslo r oel 1v1deudo, la espresmn sera (35),
b golps | . . ‘ -

,‘——:C;‘l-f_‘" b!(_‘n, N——dxc—i—l‘--;
d .. d &

.,5‘.,.«__.’,.7.‘ K] 5 ; ! 3

Cﬂm encidos de que d no es dw:sor maximo comnn, vea-
11108 §i olro nimero menor que tl cumple con la condi-

acCt

cion. Uno de'los nimeros clt*nddcs es el resto 7, que sa—

Lemos, s menorigue d (35); y por lo queisigue:conoce-
Yemos e, .debe ser elegido 7. Para ser N divisible por

3
oy \

}ASY ’ : = dxc+r
Ly Io ha de SCr S 1gual dxo+r,. es. decxr, quew —
il

¥ Xgrad
WNOn W LS W

P4 v
§ 45y -§n

La de dar cocxente exacto. Recordcmns ahora que (41 6 ),

. s o L & dxc—*—l“ b iSe 2 3 rdxc r ¥
eqmvale —_ + =
r

i > '«;,n oy fy 4 » . PO

y por tanto siroes dmsor de d lo serd (41 4 )de dxc,‘

ook ; :
¥ tambxen de 'ch-{-r por ser —=1, y en consecueném,"
r

de N sera maximo comun, porgue rlo es.de r;'y aqui.
5

estd la razon. porgue se ha elegido r-entre todos los mi-

nieros menores que d. Hasta ahora hemos deducido gue
si el resto 7 de la division primtea es miximo divisor ico-

mun de 7y 4, lo serd tambien de ¢y Vi de suerie, que .

]
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l (it ; ;
si la divivision — o v o
- da cociente exacto ¢’y serd r misimo

comun divisor de d y V. Adviériase que el ser » divisor
de d es condicion precisa; pues sin ella, autque  sea di-
visor de dx¢ y por consiguiente ‘de IV, es indiil ,; porque
lo ha de’ser de d y. N suuultaucamcnte.

Tn esta inteligencia, si r no dxvxde justamente 4 d,

serd (35) <2 :
—=c +7, 6 bicn, d=rxc'—7":

y como el razonamiento que s ha hecho “antes, puede
aplicarseahora tamhlcn, se ‘sigue queisin’ dn:d; justa—
meriw d' 7, serd »fmdximo comun divisor de 7/ YT,y p‘nr
ello de 7y d, y de-resultas de o y N.Sia' mo deT‘(‘ divi~
sor de:r, la division de ' por 7/, dardotroirestio #1 ¢ ast
sucesivamente. Kl resto va cada vez siendo! menor, ’puc ;
lo que perienece & dividendo que es el resto preceden-
te (35): y por tant to, hemos de liegar precisamente & en -
conlrar divisor exacto; que al fin serd la unidad si a]wmm
de los restos anterior es no satisface, 2

Por la analisis que acabamos de hacer:se ve- qu(;
para buscar el mdwimo comun divisor de dos mimeros s
divide el mayor porsel menor, v siomo resulta couen‘tr'
exacto se divide el menor por el resto. Si tampoco de agi?
saliere cociente exac to, se divide por el resto de esta 'n/m:a
division el resto de la precedwtc ¥ se pr osigue asi hasta

enconirar cociente exacto; en cuyo caso el divisor de aque—~

Ha division serd el mdximo comun de los nimeros Propues—
t0s. Los aritmélicos colocan en el renﬂlon del dividendo ;l
divisor y el resto, y debajo los cocientes; en la forma que
continnacion presentamos. por tipo, swndo los*nximeras
propuestos 2346 y. 8o5: :

33/6]80 1706 GQI/GI 55

ilaalit \10[,1‘2

El mdximo divi
ximo divisor comun es a3, que est4 contenide en

;i
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todos los nmdmeros que le preceden, conforme 4 la ila-
cion; 46=2x23; 69=/6+423; 736=69x10+46;
805=736-+69; 2346=805x 2-+736. De modo, que 23
estd contenido dos veces en 46; tres veces en 6q; treinta
y dos veces en 736, treinta y cinco veces en 805, y cien-
10 y dos veces en 2346. :

Si el objeto de la investigacion fue reducir el quebra-—‘

805 .
do ; dividiendo sus términos por 23, viene 4 la es-
2
i : g
presion —— mas simple que puede recibir.
102 :

QOcurre muchas veces el que por tltimo residuo apa-
rece 1: enlonces los mimeros propuestos no ticnc..: otra
comun medida, y se llaman primeros entre si, aunque uno
de ellos 6 ambos fueren compuestos; como sucede con 56
y 15, cuyo cdleulo es :

56| 1 5! L1 M 3

L2 s Ry
l3 1 1 \2‘1‘3

y

5

y por esto irreductible la fraccion i

A veces hay que hallar el médximo comun divisor de
ires 6 mas nimeros: y para ello se busca primeramente
el de dos; en seguida el del tercero y del divisor hallado
para los otros; y se continda ast hasta el dltimo mimero.
Sean por ejemplo 120, 42 y 45 los mimeros dados; in—
dagase primero el factor maximo de 120 y 42, despues
el de 6 factor hallado y el restante mimero 45, como se
ve & continuacion:

r20[42(36]6) 45]6]3
[2(x]6]’ iddglel

Resulta 3 el méximo comun divisor de los tres nimeros.
Si alguno de los propucsios no tuviere mas divisor que el
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mismo y la unidad, y si los otros; en tal caso se dice que.
estos respecto de aquel son primeros.

II1.° REDUCIR 4 COMUN DENOMINADOR VARIOS QUE-
BrADOS, de manera que cada uno de estos equivalga al que
resulte de la operacion, poca dificultad ofrece, puesto que
nos estd permitido el multiplicar numerador y denomina-
dor por una misma cantidad (83, 1.°). Dadas por ejem—

: N N N
plo las fracciones 0 i T podemos multiplicar

los dos términos de la primera por el producto &’ xd"x..,
de los denominadores de los otros, y resultard

Nxd'xd'x...

N
————— equivalente 4 — .
TR IR ot

Asfmismo, multiplicando numerador y denominador de
: :

la fraccion = por el producto dxd” de los otros denomi-

nadores, hallarémos

Il b kS ey N’
m——. equivalente 4 S 1
7

Tambien si se multiplican los términos de la fraccion — -
rr

por el producto de los otros denominadores, vendremos

U st dyedl ey : N”
e equivalente & 7

Obsérvense los denominadores de las fracciones de nueva
forma, y se verd que ticnen por denominador comun el
producto de todos los denominadores, y que han proveni~
do de multiplicar los términos de cada fraccion propuesta
por el producto de los denominadores de las otras. Luego,
cuando se dan varias fracciones para reducirlas d comun
denominador, se consigue el objeto multiplicando numera—
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dor y denominador de cada fraccion por el produclo de los
denominadores de todas las demas.

5

7 ?

: 2l

. 5 s I
Haciendo asi en los quebrados —, — ', —, vienen4

: I35 Bxox85  Lxax3 = .850‘ 27
er 8 -
T T e W b

A yeces la reducion & comun denominador se puede ha—
cer mas brevemente cuando tienen ciertas cualidades los
denominadores: queremos decir, cuando estos presentan la
circunstancia particular de que multiplicando por cierto
factor los términos de una de las espresiones, por cl mis—
mo 1 otro factor los términos de otra, ctc., se obticnen
fracciones equivalentes & las propuestas y con un comun
denominador. Asi, dadas por cvunplo las fracciones

P 11 5
=5 —, —, claro estd que los denominadores 3
3 9 18 ,

Y O son reductibles 4 18 multiplicando por 6 el 3 y por
2 ¢l 9. Y como al mismo tiempo se han de lnulljphcar
tambien los respeclivos numeradores, resultardn
i ip o D ikt T3 N0 )
S e e (e I e i
3 XG gx2 18 B 8 18 18
V..° CONOCER CUAL DE DOS QUEBRADOS QUE SE PROPON—

’
GAXN ES MAYOR. Scan— i 7 los qucbradospropuestos;

y reduciéndolos denominador comun, recibirdn las for—

Nxd =~ N'xd
nias —-= y. ~=—— sin haberse variado sus valores res-
dxd' dxd

pectivos. Por la definicion que dimos de los términos de
un quebrado , ¢l numerador de cada uno de los de 'co~
mun denominador espresa las partes que se toman de'la
unidad descompuesta en dxd’ paries; luego, el quede
ellos tenga mayor nuinerador valdrd mas, Fundados en
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psto diremos ; que’ si dos quebrados tienen denominadores
igualesis el quebrado que Lenga mayor  numerador es' el
mayor : y cuando tienen distintos denominadoresy se redu—
cen generalmente & comun denominador., para. conocer los
valores relatwas (Ia los quebl ados Conforme a lo prime-

ies mayor que =ity ‘este
5 !

ro; se-ve desde lucgo o 35
5 : " 6o 5

B

,ete.Siguien-

do la segunda parte de la regla; para conocer cudl de los

i :
quebrados vy 7 vale mas, redizcanse 4 comun deno-

5.5 g iyl g e 0B sliiase a3
minador ; y vendran 4 ser — ;. con; lo cual se

.

-+~
cnl C‘:

>
L
9

conoce que —5‘ €s mayor que

LECCION 1.

Sztmaczon resta, multlpllcaczon i dwzszon, con
Jracciones.

84. + SUMAR CON TOS NUMEROS FRACCIONARIOS, es ha-
llar uno que sea equivalente al ‘conjunto de los que se
propongan para sumar. La circunstancia (3. 1.%) de que
sean precisamente de una misma magnitud las unidades
reunidas, exige que se reduzcan las fracciones propuestas
4 otras en que la magnitud de la parte que sirve de uni-
dad;'sea una misma; lo cual se conseguird reduciéndolas
4 comun denominador (81) y (So 1. 25 y por la misma
condicion el nimero que 'se busca habrd de tener forma
fraccionaria, con el denominador comun.

Dadas por ejemplo las fracciones
n

No> NN
FEAR AT eFC-i ; .

Ao
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la condicion de convertirlas & unidades de una misma
magnitud se cumple reduciéndolas & comun denominador
como aqui se ve practicado:
Nxdlxﬂ N’}(d)(d" > N”)(dxd,
dxdlxdfl > dxd’xd”, dxd’xdl, i
Ahora falta ejecutar la suma, y para ello sirve de fun=
damento el principio del articulo (41. 6.2). Por ¢l sabe-
mos, que la suma de las dos primeras fracciones reduci-
das & comun denominador es
Nxd'Xd"+N'xdxd",
2
dxdllxdll
que la suma de esta y la tercera es
i NXd'Xd”—*—N’Xl]Xd”—l—NHXflxd’ :
?
dxd' xd"

.
kd

y que si hubiese mas sumandos, se habrian de agregar al
numerador los numeradores de ellas. De aqui viene la re-
gla de sumar quebrados; que consiste en reducir ¢ comun
denominador lodos los propuestos, y formar despues un
quebrado cuyo denominador sea el comun, y el numerador
sea la suma de numeradores de las reducidas G comun de-
nominacion.
: : 3=a b
Dadas por ejemplo las fracciones —,— ;- resultan
las de comun de nominador DTy

63 56 60.
84.’ 8—4’ éz”

: e R g
y la suma propuesta — 4~~~ equivale 4 la indica=

63+56460 Z 179 ;
: o ala t —=
ok y ejecutada Yk que por fin
s¢ reduce (82. IIL.%) 4 2+§—; » y segun los aritméticos
. +
18 =

2 —.
84

a

i
Tgualmente se hallard la suma en cualquie—
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ra olro €aso, como
I 5 I 253 Mg g

6 a2 A 12 12 6
Cuando el resultado es fraccion impropia, conviene
4 veces el hallar los enteros que haya en ella, como en-el
primer ejemplo : y por esto, si entre los sumandos hay al-
gun entero, se puede 6 no reducir 4 fraccion, para evitar

3
i e .
superfluas operaciones. Asi, & + 3 +z , reduciendo
solamente 4 comun denominador las fracciones , equi—

vale a 2 —|- %3:3 -+ -g-; y haciendo la suma despues de
5

: 5 16 6 a9
reducir 2 4 fraccion, sera -18-!——8-—}-—8- __—:_8_=3 +_§_

Ambos métodos son legilimos, porque se i:undan en el
principio (3. 2.°) de que el todo es el conjunto.de sus
paries. :

85. RESTAR CON L0S NUMEROS FRACCIONARIOS, es ha-
llar uno que esprese la diferencia entre dos que se pro—
pongan, el uno para sustraendo y ¢l otro para minuendo.
Tiecles al principio fundamental (3. 1.°) d(f que no se pue-
den comparar sino unidades de una magml.ud misma, d(rz-,-,
beremos antetodo reducir 4 comun denominador los ni-
meros que se nos den para la resta.

N V' :
Dadas por ejemplo las fracciones-Z Yoo g la pri-
Nxd'

dxd' y

mera mayor que la segunda, se trasforman en
N'xd
dxd

guiente sin dejar de ser la primera mayor que l.a segun-~
da. Se pide el resto entre dos nimeros cuya unidad esta
caracterizada por el denominador comun; y por ello, el
resto deberd temer por denominador el comun (IX(I'

sin que varien de valores. respectivos , y por cons—
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de las fracciones trasformadas. Ademas, buscamos un nii-
mero que esprese la diferencia de los nimeros compara—
dos ; luego, el numerador-del resto es la diferencia de los
numeradores Nxd'—N’xd de las fracciones reducidas 4
comun denominador. La espresion conforme 4 estas con-
diciones , 6 bien la diferencia de las fracciones propues—
tas es Nxd—N'xd
dxd'
En vista de todo, ya podemos establecer la regla 5 de que
la resta de quebrados consiste en reducir 4 comun denomi—
nador el restando’ y ‘el restador , y formar despues un que-
brado que tenga por denominador el comun de.agquellos , y
por numerador la diferencia de numeradores detos redi-—
cidos. B
Por esta regla, queriendo restar de'la’ fraccion —
7

. 2 .
la fraccion —, el cdlculo es
3

5 o 15 14 1b—if i

7 D T kO 21 2%

Igualmente, se hardn las restas en cualesquiera otros casos;
y si‘es entero el minuendo 6 el sustraendo, habrd que
reducirle 4 fraccion (82.1%): como.

bl b e G ) :
134_

—_—— e =
e Qir0 9
23 S ay ke
1Bleghs 02 B:huBus B

Si fueren mistos los niimeros minuendo y sustraen—
do, 6 solo uno de - ellos; la ‘operacion se ‘hace bien
sea reduciendo 4 fracciones los enteros, bien sea restan—
do entre st los enteros y lo mismo las fracciones. No'ca—
be duda en que el primer modo es licito , pues el mi-
nuendo se puede reducir ‘4 un solo quebrado, y lo mis-
mo el sustraendo, sin que por esto varien de valores; y
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entonces la operacion estd conforme con la regla que se
acaba de establecer. Por ejemplo, la resta indicada en

5 . i iene 4 g '
(J_;_—[: — 2+.2 Vi ser _Z——g—, que

5 oI e :
reduciendo & comun de nominador serd — —_; y eje-

13 i I
cutando la resta, se reduce 4 i 6 bien 3-— 1, 6
{ SR 3

I . P
3— segun los aritméticos.

Con arreglo al segundo método , en el ejemplo de ahora
quedaria la diferencia 3 entre los enteros, y la diferen=

T ’ . . .
cia z— enire los quebrados, 6 bien la- diferencia total

3+—I-—, como antes. Para demostrar que este segundo mé-
A
todo es licito en todos los casos, y comodo con tal que la
parte quebrada del restador sea menor que la del restan—
do; basta cousiderar que la resta es la operacion inversa
de la sumacion, y que los dos: mélodos de restar de que
se trata vienen de los correspondientes de sumar (84),
fundados en el principio fandamental (3. 2.°).
86. DMULTIPLICAR CON LOS NUMEROS FRACCIONARIOS,
ofrece varios casos que merecen discusiones particulares.
1. Cuando se propone multiplicar un quebrado por

2 .
un entero, como por ejemplo 3 por 5, se pide la suma

de tantos sumandos iguales al quebrado, como unida-
des tiene el multiplicador, la cual en el ejemplo serd

3 2 2 2 2 L 10
?—*“5— Gl g s 6 bien, 30 y segun la regla
] 3 . D .
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de sumar (84), en todos los casos de multiplicar un que-
brado: por un entero, el producto debe ser un quebrado,
que. tendrd por denvmznaa’ul elinismo del nmltl/)lmunc[o, ¥
por numerador el que resulte de multiplicar por el mulli-
plicador entero el numerador del quebrado multiplicando,
Tambien son ejemplos de esto
) s e naliad 189 1023 : 2046
iv ;
34.xgq quivale 54 683 ———X2 que vale GhL
En la demostracion que acabamos de dar estd incluido
tambien el principio, de que cuando se multiplica por un
entero el numerador de un quebrado, se hace d este tantas ve-
ces mayor de lo que era cuantas unidades tenga el entero por
quien se multiplica su numeradur; pues; el resullado es Ia
suma de otros tantos quebrados iguales: ylo mismo se de-
duce por el articulo (41.5.2). Este principio envuelve
tambien, que un quebr'ado es. tanto mayor cuanto mayor
es el numerador, permaneciendo invariable el denominador.,
Luego, quedaria convertido el quebrado 4 su primitivo ser
dividiendo su numerador por el nimero por quien se mul-
tiplicé: y en general, un quebrado se hard tantas veces me-
nor cuantas unidades tuviere un entero por/quicn se dividie-
ra su numerador. En virtud de tales principios; el que—

gl
brado — es 5 veces mayor que — y 3 veces mayor que
5 12 12,0 .4
—, porque resulta de multiplicar el numerador de i.
5 : 12
por 5, 6 bien, el de — por 3. Inversamente, el que-
; ‘ I2
brado L. es dos veces menor que £ » ¥ 6 veces menor
19 I

2
que ‘.4_ » porque resulta de dividir el numerador de %
1

S\t 9
por 2, 6 bien, el de — por 6.
; 19

Pero como esta division serd posible @nicamente cuan-

. o :
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do el numerador contenga exaclamente alguna é algunas
veces al miimero entero, por quien se intentare dividir,
busquemos otro medio de conseguir en todos los cases el

hacer un quehrado tanto menor cuanto se quiera. Si se .

multiplica el denominador del quebrado por un entcro,
resultard segun la definicion (81) la unidad dividida en
tantas partes cuantas esprese el nuevo denominador; 'y ca=
da parte nueva serd tanto menor que la antigua, cuanto
¢l denominador primitivo fuese menor que el resultado.
El numerador permanente dice que'se toma igual nime-
ro de partes antes que despues; luego, el nuevo quebra~
do vale menos que el antiguo, tanto cuanto se ha hecho
menor cada parte, 6 bien por lo:dicho, cuanto m'ayof' se
ha hecho el denominador. Por este raciocinio vemos, que
multiplicar -el deriominador de un.quebrado por un entero,
es hacer al quebrado tantas veces menor de lo que era cuan-
tas unidades tenga'el entero por quien se multiplica el de—
*nominador ;. principio que podemos deducir tambien 'del
articulo (41.5.2). Ejemplos de esto son los siguientes:

% _
El quebrado w5ipasa 4 ser 1—22 ‘multiplicando por 4 el

denominador de aquel; antes la unidad estaba dividida en
tres partes y ahora en 12; de suerte que la nueva parie
es 4 veces menor que la primitiva, y por ello 2 partes

45}
nuevas ¢ bien — valen cuatro veces menos que dos pri-
12

2
mitivas ¢ —.
- 3

8

Tambien — es diez veces ‘mayor ‘que —, porque se
e 90 3

ha multiplicado por 1o el dénominador'y se han hecho
10 veres menores las partes de la unidad entera.
2.° Si el multiplicando y ‘el ‘multiplicador son que-
n Ly 5

brados, como por ejemplo eoess 4 ; sabemos que o puc;

»
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3 s
9
de recibir la forma '
; ; 1X4

y entonces el problema estard

5

2 ‘
. Si se multiplicase — por solo —=
g i

2
espresado en — X
8 el o

; o
6 bien por 5, el resultado 3o seria 4 vecesmayor que el pe-

dido, porque el multiplicader se ha repuesto 4 veces mayor
que el verdadero; y de consiguiente, para convertir el pro-
ducto al valor que debe tener segun el problema, se ha de

I0
multxplxcar su denominador por 4 con lo cual'sale — el
12
L5 Yimeinilh “
va]or de la csprcszon ?X.— “En gcncral “si'se multiplica
213 8t o

el multlphcapdo pomclpumorador d-elvmultiplicador, el

producto que resulta es tantas veces mayor que:el pedido’

cuantas unidades tenga el denominador del multiplicador;
y dicho producto quedard convertido & el que se pide,
multiplicando su ‘dengminador por el del multiplicador..
Luego, para multiplicar un quebrado por otro, se hace la
operacion multiplicando. sus numeradores eniresi, é igual-
mente sus denominadores, for’manda despues un quel)raz]u cu-

segundo. E]emplos de este calculo son Ios adjuntos-

3 i Rl AT s 7473
o5 an) EE R uRRet s

Segun la regla que acabamos de estah]cccr, el produc-
2o de dus quebrados no varia de valor aunque se cambien re-
ciprocamente los oficios del multiplicando y del multiplicador:
pues de ambos modos el numerador y el denominador del
producto son productos respectivos de numeradores y de~
nominadores, 'y estos praductos no varian con el cambia

: Sheln
de oficios (33, 3.%), Por tanto, _ X =—e¢s lo mismo que

3.l
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b
58

3.2 Smuxcndo este prmcxpxo dcspues de dar 4 un en-

s ctc.

iero forma de quebrado (82 L%); el producto %x%,
sl STESEET R > Watanog, ¥
6 bien — x5, es lo mismo.que ~—x =, 6 bien 5x =i
Dl R R

y en general, el producto de un:quebrado, por un entero
es lo mismo que cl de este por aquel. De suerte, gue la
regla del caso 1.2 se estiende tnmbien al de ser multipli=!
cando-un entero, y multiplicador un quebrado: Y. por con-
siguiente, en la multiplicacion de dos factores, uno ente—
ro g otro quebrado . el producto. no varia,.aun que caml)wn
de oficios los facfuz es.

No debemos pasar en silencio un hechonotable que suele:
suceder en la multiplicacion de quebrados, y es, que el pro-
ducto puedc ser menor que alﬁuno de sus factores, 6 que

ambos. Lo pmmero se observa en el e;cmplo arlutrano 3x5
v Fopol g G S
pues —5- 1O €8 ‘mas que 3+-3-~, vxsﬂ)lemente nidnog que-

ik

el multlphcador o muluphcando b Lo scgundo sucede en:
. . . - ‘ 2 . ‘i . .
este otro c]c_mplo arbltrarlo tambuan,;—3 X~y que produ—
7 7 e
10

ce'— , menor. que cualquiera de-los factores, pues redu—
21
ciendo estos 4 comun denominador, el primero serd —
21
15
y ¢l segundo ~—
< 21

4.2... Caando alguno de los factores consta de entero y
qucbrado, se puede hacer la operacion reduciendo el en—
tero d la especie del quebrado que le acompafia, y‘enton-
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ces el problema estd incluido en el segundo caso. Por cjem-

I 1 W J i
plo, 2 —x8 —es como —xX——, y dard el producto ——
. Ak, sosganb Digidiig 6

wa
que equivale 4 195
" De otro modo se puede hacer tambien esta operacion,
y consiste en multiplicar el entero y el quebrado de un fac-
tof', primeramente por el entero. y' despues por- el quebrado
del otro factor, y sumar estos productos parciales, d seme-~
janza que se hacen'y sé suman las multiplicaciones parcia-

; _. I I :
les de enteros (2g). El ejemplo (2 -+ —5—) x(8‘+~) dar

; i et
16 +~§ de producto ‘pareial primero; y de segundo, ——l-%
2

I : I

‘6.pie§ 1+ La suma ‘:gs wl7+—3—+‘6’ 6 bien

X 6 i 2 -
,7_..!—2:— y al fin 19 s como por el otro méiodo. La

Jegitimidad de la regla no viene de que los resuliados de
este: problema particular :salgan conformes” por los dos
métodos, sino de que por ambos se halla un todo igual al
conjunto de todas las partes; 'y solo hay la novedad de que
la descomposicion del todo estd hecha en paries cuya mag—
nitud en ‘'un métoda es'diferente de la magnitud segun el
otro método. :

87." “Divipir €ON 10S NUMEROS FrRACCIONARYOS. i
prablema de dividir con quecbrados se espresa poniendo
el dividendo y 4 continuacion el divisor separados con dos

2
puntos: como por ejemplo —: — cuando el'dividen-
i

do y el divisor son fraccionarios; 6 ~—: 2 cuando el

: 2
divisor-es entero; 6 3 : —— cuando ¢l dividendo'es en-

9
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Sireiny a 5 :
tero 6 - 3-!——5 ): (7-1-?) cuando se traia de nyg—

meros mistos, 6 3—: 7 —_ segunlos aritméticos. Fn
; i 6
las reglas de la multiplicacion (86) estan los principios
para deducir las de la division en los cuatro €Aasos.
e} o1 . i ol lphik
1.2 Si‘el dividendo es quebrado y el divisor entero,
3

€emo €n Z 12, se pide un mimero que sea tantas veces

menor que ¢l diyidendo cuantas unidades tenga el divisor:
luego, en virtad del iltimo teorema del articulo (86. 1.9),
en este caso. el cociente es un quebrado que liene por nume-
rador ¢l mismo del dividendo, y por denominador el pro—
ducto que resulte de multiplicar su denominador por._ el di— -

visor entero. En el ejemplo propuesto _: o, serd —
el cociente que se pide. o + 7
2.2 Cnando son fraccionarios el -dividendo y el di-
< -‘ 3 ‘ 2: > '. . ‘ . ;
ViSOr, cOmo en —Z : —, =i sedivide el dividendo por
. 9 :

el numerador del divisor, el quebrado que resulte sers
lantas veces menor que el cociente pedido cuantas aquel di-
visor entero es mayor que-el divisor fraccionario. propues—
10 (86..1.9): es decir, que el cociente hallado es tantas
veces menor que el pedido, cuantas unidades tenga el
denominador del quebrado diviser: luego, ‘el cociente ha-
llado se -ha de multiplicar por este denominador, lo cual
se hace muliiplicando el numerador del cociente pc;{uc—

£ - . ; 4 e 3 bi 31¥ 3._ 9

flo (86. 1.0). Haciéndolo asi en el ejemplo . —: —,

e s X oA Ehagl el 3% &.59

sera 6 bien —- el cociente; pues, —— es 9 ve—
kxa 8ot 1y Xa

tes menor que el pedido, y de consiguiente se ha de mul-
Tomo 1. 13
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tiplicar por g para tener el que se requiere. Del razona-
miento general que se ha hecho y aclarado con este
ejemplo, se concluye que la division de un quebrado por
otro se hace multiplicando en cruz los ier.'mmos de los d(fs
quebrados, sin irastornar el orden de los términos del ¢.11-
videndo para formar el cociente. Por esta regla estan eje~
cutadas las divisiones que siguen:
R R A Y
L=l = ;
285 16 1995 16 285 176
En la presente regla esta  comprendida tambien la
del caso 1.0; pues (82. L®) el divisor entero puede ser
espresado en forma fraccionaria con el denominador 13
3 3.9

13 ‘eg como L % =i y al fin 3 de

y asi,

ambos modos.
39 La division de un entero por un quebrado,

: 2
pucdeser espresadaen laforma’ —: —,

599
y asi esta comprendida en la regla del caso precedente,

B w2

—: —=+%,; Luego, el cociente de
3.9 2

un entero por un quebrado es otro quebrado , que t_z'eng
por numerador el producto’ del entqm.) por el den()mzr;a-
dor del quebrado divisory ¥ pq‘r denominador ‘el numerador

de este, :
o Con los nimeros mistos se hace generalmen-

te Ia division reduciendo antes los enteros que hay? 4 la
clase de los quebrados que los acompaiien, y asi rige

2
como 3: —»

por la cual serd

1visi te modo’
la regla del caso 2.° para la division. De este

102

£ e e 4—7, que da el cociente
6

X
5 235
2 AT

Aqui se puede hacer tambien la obser‘faci(lm del he-
cho inverso del que notamos en la multiplicacion (86.),

L]
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y es, el de resultar 4 veces un cociente mayor ‘que el di-
videndo.

88. Con frecuencia se suele desconocer un problema
de multiplicar ¢ partir fracciones, por la locucion en que
se propone, como sucede cuando se pide Lallor una parte
Jraccionaria de otra fraccion, 6 segun el lengunge conni,
hallar un quebrado de quebrado. 5

Trdtese por ejemplo de hallar 1a tercera parte de —,

) s X el
como se indica en — de —. Meditando un poco se
7
concibe que se trata de dividir — por 3; con que,

son equivalentes las espresiones 7
X d 5 B e
= de — = D=8
3 7 y Dl BT
AR 3 5 o
Si se pide hallar - de —, claro es” que sicn-
a 4 D
1 5 el S
do  ~ de — elvalor —, loquese pide es el do-
3 7 21
ble de esta cantidad, y se ha de multiplicar por 2 la
i e to) % > %
fraccion — ; de que resultards — obsérvese que el cl-
ax 21
: g
culo ha sido —X —.
Sned

Generalizando el raciocinio del ejemplo anterior ven-
’ . : . ,‘ : 6
dremos 4 concluir que, cuando se dice hallar — de — es

c
lo mismo que dividir — por k, y tomar % veces el resul-
; T

h G
tado: ¢ bien, que el problema de conocer laparte 7{. de —

d

esta cifrado y resuelto en la espresion de multiplicar un
guetrado por otro, ey SSOh
—_— X ——

d- ko dxk
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LECCION 1I1.2
Nimeros denominados, y tablas de ellos.

89. En toda fraccion que se refiere 4 medida, peso,
tiempo, moneda, elc., su denominador espresa una de
estas cantidades dividida en partes, y se debe pronunciar
en lengua vulgar el nombre de la unidad; para lo cual
suponemos al lector impuesto en la subdivision y nomen-
clatura de las mas usadas en el Reino, y de algunas otras
estrangeras de que se da noticia en las tablas insertas al

‘ 2
fin de esta leccion. Por ejemplo, = de un doblon sig-

nifica que dividido un doblon en tres partes, se toman
dos de ellas, que serdn dos pesos fuertes: € inversamen-—

k ,
te, cuando se dice 1 real, es como — de peso fuerte; y
20

asi tambien son equivalentes modos de espresarse, decir 3

> 3 T :
pulgadas 6 — de pie 6 — de-vara, 6 — de braza. Por
1 3 72
esto se suelen llamar numeros denominados los fracciona-
rios concrelos.
Cuando se pueda espresar el valor de la fraccion por

su equival mte nimero entero concreto, como ~?; de

2

3
doblon que vale 2 pesos, 6 Z libra que vale 12 onzas,

*se dice que aquella fraccion es parte alicuota de la uni-
dad 4 que se refiere.

Los- mimeros compuestos de entero y quebrado, que

se llamaron mistos en el cdlculo de cantidades abstractas,
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suclen llamarse nimeros complexos cuando son concretos.

Por ejemplo, |2-—| arrobas, 6 bien 2 arrobasy 5

29
o

libras, es nimero complexo; y tambien G+§- rea-

les; elc: y los aritméticos abrevian las espresiones redu-

(e
5 2
ciéndolas 4 las formas 2— arrobas, y BE reales, con
' 20

la supresion del signo — aditivo del célculo; como lo ha-
cen tambien aunque la parte fraccionaria seca alicuota, es-
cribiendo 2 ar. 5 lib., en vez de 2 arrobas +5 libras.
go. Una de las operaciones que con frecuencia ocur—
re, suele ser la de cambiar un nimero denominado en
otro equivalente que se refiere & unidad menor. Si por
ejemplo nos conviene contar por maravedis mas bien que
por reales, diremos 68 maravedis en vez de 2 reales, 6

68

F52
segun el cdlculo de abstractos, ?2 en vez de —. Esto
I

se hace mas usual aun cuando necesitamos hallar con Ila
mayor aproximacion posible las unidades enteras que pue—
da contener un quebrado concreto, como por ejemplo

2

T de real. Segun estd, no es parte alicuota de otra mo-
neda esta fraccion. Mas, haciéndola 34 veces mayor, es de-
. 2 . .
cir, tomando — - de 34 maravedis (88), seran equiva-

<

lentes

ol w

reales y E maravedises ; teniendo esta wl-

tima la ventaja de que una gran parte suya es alicuo-
ta; pues, practicando la division que indica vemos que

68 : neies : 2
— maravedis vale 22 maravedis y — maravedis, 6 22—
b ) 3 2
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maravedis, conforme 4 la escritura de los aritméticos. No
SRR 68 5

queda duda en que 5 de real y % de maravedi soa

equivalentes; puesto que en lenguage del cilculo la pri-

: 2 X : 2
mera espresion es :;- de — & bien —E; y la segun-
I

68 X S v 2 :
da, — de. — 6 bien. —_, que vale — tambien.
3 Sl 102° 3

De un'modo anilogo se hacen los cambios de cuales—
quiera nimeros denominados & otros de menor unidad: y
aplicando el método de la demostracion del caso particu—
lar que acabamos de ver 4 1odos los que ccurran, pode-
mos admilir la regla de que si es entero el mimero que se ha
de reducir, ‘el cambio se hace multiplicidndole por el nimero
de unidades menores que contiene la del mimero propuesto.
Si es fraccionario este, el cambio se hace multiplicando el
numerador por el mimero de unidades menores d que se quie—
re referir la fraccion: g si ¢l objeto es hallar aproximada-
mente los enteros que:conticne lu cambiada, se praciica la
division que estard indicada en el a.

; Aungue la' division: de medidas, pesos y monedas, no
sea conforme 4 la escala decimal , en las ciencias comnn-~
mente se reduce 4 decimales una fraceion denominada. Por

700000.

— del pie castellano,
000434

cjemplo, el pie de Paris vale

es lo mismo que decir © pie de Paris vale. 1,165823...
pies de Castilla préximamente: 6 bien, que la espresion.
700000 ; b i
= & lo. mismo que 1,165%23.... coma ya se sabe,
680434 :
haciendo la division per desimales.

Gi1. Las operaciones de sumar, restar, mulliplicar y
dividic eon los mimeros denominados, sean enteros, frac—

cionarios, 6 complexos, no preseutan dificallad goberndn-
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dose por los principios de dichas :)pcraci?nes con enteros
y con fraccionarios absiractos. En la ejecucion de estos
cilculos usarémos 6 no de los signos algébncos., segun con-
venga; y haremos los cambios de cada espresion confor-
me 4 lo que se ha dicho en el articnlo precedente.

92. SUMACION DE NUMEROS DENOMINADOS. Se suman
de dos modos: 1.° reduciéndolos 4 comun dexzommadox::
2.° tratdndolos como unidades de diferentes 6rdenes, &
manera quc en la sumacion de enteros abstractos. o

Se propone sumar del primer modo 2, 1})aras, 1 pie,
pulgadas y 3 lineas, con 2 pulgadas y 4 lineas; 6 en otro

varas £ de vaza, — de varay —— de

lenguage, 2 '3 36 3

2 : 4
vara, con — de varay Z?;; de vara. El célculo es
1 8+2+3+4
BAC e TR TR
1 120 Vi _ays
6 2 t -+ =1

4?2-4'—-—432 432 =2 =t~ 432 0

Como se refiere 4 vara y esta tiene 43a lineas, la suma
es 2 varas —271 lineas. :

Conforme al método segundo, preferible cuando son
partes alicuotas de la unidad mayor las cantidades que se
propongan, escribanse como nimeros enteros por] el or—

1 i0m me-
den de unidades; y empezando la suma.cmn desde las 1
nores, agréguense 4 las mayores inmediatas las que resul~
ten de su orden : coma en el siguiente problema

Quintales. Arrobas. Libras. Onzas. Adarmes.

- e o 3 8
5 o 24 5 2
6 3 9 o 7
8 2 8 9 s

‘ ) nza
Hecha la suma de adarmes, vemos que son ¥7. 6 1 (‘), .
y 1 adarme. Se escribe este bajo las unidades de su magni-
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tud; y agregada la onza 4 la columna de c]las,lesulmn g, que
no admm.u reducion. Pasando 4 las libras, el total asciende
48 de estas unidades y 1 arroba, que se agrega 4 1a co-
Iumna inmediata. Asimismo se hace la suma de’ arrobas
y resulta el total 6, 6 2 arrobas y 1 quintal: se “agrega t
quintal & la columna de quintales, y hecha la suma de
estas unidades viene el total 8 de ellas.

g3.  RESrs pE NUMEROS DENOMINADOS: Esta operacion
se hace tambien de uno 'y otro modo. Segun el primero,

D
réstese la cantidad % dia y — horas de 2 'dias y 8 horas,

7

TR ¢ : 5

como se escribe con signos enf 2—rix )dias 4 { 8——
&% o] P syl / Uiy 4
horas. Por no ser — parte alicuota de hora, y habiendo

de reducir 8 4 fraccion, no.conviene 4 ‘unidades alicuo—
tas, y st & séplimos. Serd pues el cilculo,

s 5% 51
(2—1)dias—+ ( 8— — Jhoras=1dia 4~ — hora.
' 7 7 i
q . - ; . y 3 ‘)
Asimismo, de 2 dias y 8 horas se restan’y dia y S ho-
ra, auuque reduciendo 4 minuto§ las horas si se quiere,
5 5x60 : _ i 3
por ser —hora=———— minutos =50 minutos. El cil-
A 6 s :
&3&; ‘de un modo es
5 43 y
{2—1)dias-( 8 —— 3 horas'=z dia+- ~—6—h0ras =>1 dia

T
i &7 - -g-)h()raszx dia—+7 horas-i-1o0 minutos. Y re~

duciendo 4 minutos las horas desde luego, el cileulo es

5 /bO 50
(1—1) dm; +<8——6)horas—-1 d1a+ b )'mms :

.o
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¢ bien 1 dia, +-—3-(?horas=1 dia-+7 horas-+ro minutos,
6o : ‘

" Conforme al segundo modo que antes indicamos de
hacer la suma , es decir, escribiendo el restador debajo
del restando, modo que se debe preferir en caso de ser
alicuotas fas canlidades, réstese la cantidad 4 pesos, 8 rs,

e
y o maravedis, de 5 pesos, 11 reales y 3 maravedis, El

calculo es
Pesos, Reales. Maravedis,

5 I 3
4 8 2

X 3 3
y resulia la diferencia 1 peso + 3 reales +1 maravedi.
En este ejemplo dltimo todos los minuendos han si-
do mayores que los respectivos sustraendos; pero cuan—
do asi no suceda, hay que tomar una unidad de! orden in-
mediato mayor y agregarla 4 las de menor, habi¢ndola
reducido antes 4 la clase de éstas, como en

Ps. Rs, ~]‘:Irs; il ‘P Es. Mrs.
5 7 3 I 23 37
e 4 8 5

equivalente 4

o 15 3a - o 15 3a

Iia diferencia es f5'reales y 32 maravedis, habiendo con=
siderado de 20 reales el peso.

94. - MUITIPLICACION DE NUMEROS DENOMINADOS. Se
hace de varios modos: ¢l general paratodos los casos, pe-
ro que solo convendra emplcar ‘cuando hay partes no ali-
cuotas en ‘las fracciones, consiste en reducir & fracciones
6 menores unidades el multiplicando y el multiplicador,
y hacer el célculo en seguida como en las fracciones or—
dinarias. Tal como en la cuestion, de saber el importe de

St

; X ] i

3 varas ¥ —de vare, valiendo 4, reales-y —  real cada
: z

/



170 ARITMETICA
vara. Reduciendo las varas 4 séptimos y los reales 4 cuar-

tillos, el cdlculoes

: 3
: 1__7_ X 2_2 — —7—41‘831(35:(1 3 —5—) reales, que vale
A 7 28  9A

13 reales =~ 12 maravedis -} imaravcdis.
: 7

El segundo modo consiste en multiplicar cada térmi-
no de un factor por todo ¢l otro, despues de reducido en ca-
so necesario este a un sola término, distinguiéndose el mul-
tiplicando como ya sabemos, en ser de la misma especie
que el producto. Ocurren tres casos, cuya distineion se
hace segun sean los factores, complexo y entero, ¢ am—
bos complexos ; y cada caso envuelve dos en cuanto 4 ser
6 no de una misma especie los factores. ;

1.0 Multiplicudor entero, como en el ejemplo si-
guiente. Hullar el importe de 2 varas de tela G 4 reales
4 seis maravedis cada vara : y la ecuacion en que se pide
repelir 4 reales 6 maravedis dos veces, serd

(4 rs. 6 mrs.) X2=8 rs. 412 mrs.

Si los maravedis ascendiesen 4 valer algunos reales, se
agregardn 4 los de su clase.

Propénese tamhien indagar el rédito de 5 pesos ¢ 8
reales y | maravedis cada peso. Aqui se ha de repetir 8
reales y 4 maravedis 5 veces, como en el cilculo se
hace:

(8 rs. =4 mrs.) X5=/o rs. 4 20 wmrs.
2.2  Multiplicador complexo cual viene ahora. Cudn-
ta estension tendrd el trabajo de 5 dias y 8 horas , sien-
do /, varas la de un dia 2 Hay que'repctir 4 varas las ve-

: 8
ces que espresa 5 -+ ok y resultard
24

8 3a 1
4 var. x| 5+ — )=f304-— )varas ={ 214 — }var.
2l o \ 24 3

[
|
|

\
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Hallar el precio del trabajo empleado en 30 dias y xx ho-
ras d 6 reales diarios, 6 bien repetir 6 reales las veces

I
que espresa (30-—1——,—/); y el cdlculo es
2 3

&t

Gonsit lea L1 .8. 66 i g 3
; Bi6ss g2 i s SNy
ik I o+-2/+> r's. \1 2+ 4)xs.

2 0 .
3. Complexos ambos fuctores. Reduciendo, uno  de

ellos 4 unidades.de la menor especie, estara incluido et ca-
so en-uno de los dos anteriores. Proponese hallar el im—
porte de L varas, o pies y 5 pulgadas, valiendo una vara
tres pesos y 6.rs. Despues dereducir el muliiplicando 4 rea-
les, el caso viene & ser como el anterior, segun estd cifrado
en ¢l correspondienie cialeulo,

GBin x/,+ sigardds \\‘ ; 6/ 32 9399
JO TS, iy —_—t— =[.2 ~ e ——— ¢
Sl P i OB R T

que vale (317—{—%) r's;

: ; ey iy
Si se quiere reducir —= real 4 maravedis 5 tendremos —

maravedis 6 !

- real :(5—;—%) maravedis ; y el total

J

. « , 2
importe, 31718, (.‘)—l-—T >maravcdis.

95. DIvISION DE NUMEGGS DENOMINATOS. Se pueden
usar tambien los dos métodos mismos que en la mulii—
plicacion. El primero, 6 ¢l de reducir el dividendo y tam-
bien el diviser & sola una fraccion cada uno, es ttil cuan-
do en ambos hay fracciones no alicuotas. Por ejemplo,
trdtese de hallar el importe de cada vara de tela, habien—

2

2
do k waras J = vara costado 15 reales y — reules.

<

@
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Despues de reducir las varas & quintos y los reales 4 ter-

by

. 22 {: %
<€ios, resultan ser = varas y £ rs. Se deja ver que el

s i 22 ;
importe de ana vara multiplicado por = varas asciende

S ] ; VR
& -~ reales, y que este numero cs el dividendo: luege,
9

el caleulo serad i

—4—7 rs. : 22 varas 23515 3+‘37
- . — o L ] DA 1) o Pt
3 5 66 66

3 2
3 rs. +(19+ ) mrs.
33

El segundo método consiste en reducir, cuando sca
necesario, 4 un soto término el divisor , y dividir en se—
guida por ¢l cada término del dividendo. Ocurren tres ca-
s0s, segun que uno de ellos es entero 6 ambos complexos.

1.9 Divisor entero', come aqui. En tres jornadas igua-
tes se anduvieron 28 leguas y 6o varas: ; cudnto fué lo
andado en cada jornada ? El problema es hallar las veces
que 3 estd inclaido en 28 leguas y en 6o varas:y el cal-
culo viene & ser ;

: 1
(28 leguas +60 varas): 3= (9+ ?)leg' -}-20 varas.
El problema esta resuelto; pero si quremos dar otra es-
<. v . I
presion & la cantidad hallada, reduzcase & varas — le-

9

gua, en el supuesto de tener 4ooo cada legua, y ten-
dremos

40005 5 1
—_— varas :( 1333+_> varas,
3 3

que se deben unir 4 Ias 20 de 1a sotucion. Esta serd en-
tonces (25 leg. +6o var.): 3=q leg. +~1353 var. 41 pie.
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2.2 Divisor complexo, como en el caso que toma-—
mos por cjcmplo. En 2 aflos y seis meses se han construi-
do 300 cosas, ¥ se quiere saber cudntas en cada ano, su—
poniendo haberse construido igual mimero en cada uno.
Se deja ver que el ndmero de cosas anual multiplicado

por 2- — asciende 4 300, y que este es dividendo:
o &2 ; i .

i SR g
reduzcase pues'el divisor.d un:solo término —; 'y el cil:
: 13

culo serd
' 30 3600

DIoI0 taheis == - €0sas'=— 120 €O0Sas.
12 3o

3.2 Complexos dividendo y divisor, de que ofrece un
ejemplo el siguiente caso. En 4 arrobas , 15 libras 'y 10
onzas se han ganado 5 rs.'y ‘20 maravedis; trdtese de sa-
ber cudnto en cada arroba. Discurriendo que lo ganado‘en

cada ‘arroba multiplicado por 4.+-l—§ 22 debe pr‘o’;lu—
- 3 2b . 4oo == '

cir 5 reales —+—20 maravedis, se conoce que este €s el
dividendo. Despues de reducir el divisor 4 solo un térmi-

1850 : :
5y el caso queda convertido al ante-
o yei1es :

no, sera

rior, scgun se presenta en el cdleulo adjunto:

1850 2000 8000

(5 rs. ~-2 : —c2sdrg,
(5 rs. == o.mf&) T _‘1850rs i E

‘ i 1 50> ' 4 " 6oo\
i L orse - { 4+ - Jmrs.
( 1850 1850 !
Reduciendo 4 maravedis la fraccion de reales, y agregan-

do ¢l residuo de maravedis que diere al que de esta es=
pecie hay en el céleulo, resulte la total ganancia

mrs., =

1 rc§l+(7+;->mrs. en cada arroba.
7



174 ARTTMETICA

TABLAS

de medidas, pesas y monedas.

P L

BIEDIDAS LINEALES,

96. La distancia desde un punto 4 otro, tal coma
el largo 6 ancho dé un cuerpo,” es cantidad lineal, y la
unidad aplicada para valuar esta distancia es medida lineal,
La idea que tenemos de la distancia est4 espresada con
una raya derecha, situada en la direccion que convenga,
6 con el filo de una regla, atendiendo solamente 4 la lar—
gura. Las medidas menores espatiolas tienen los nombres
braza, vara, pie, pulgada, linea; y el tipo 6 'patron de es—
tas medidas es la vara conservada en el archivode la ciu-
dad de Burgos. La descomposicion de unas en otras es co-
mo aparece por la tabla siguiente.

Brazas,  Varas, Pies.  Pulgadas. Lineas.

¥ =oca = 6. ="' 72" — ""8p)
2 = 3. .= 36 = /43a

: O
T REEE el g

En Francia se ha usado por mucho tiempo el mismo
sistema de medidas menores lineales, llamdndose zoesa la
mayor fle ellas, descompuesta-en pies ; pulgadas y lineas,
Como sigue: '

= Toesas. - Pies. —Pulgadas. . Lincas.

ek =ty Feaae—=u 867

1 i s

- : I = 1a,
Estos tipos franceses sc usan todavia en Espafia para me-
dir la estatura de los reclutas, y fueron tambicn admiti—~
dos para los Reales-arsenales de tierra y mar’, .por lo
cual s¢ llama en Kspaiia pie de Rey al frances. Pero es
necesario advertir, que ni la toesa cquivale & nuestra
braza, ni ¢l pie frances y sus partes a las medidas castelia-

i
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nas del mismo nombre. Las francesas esceden algo @ las
nuestras, pues, aproximando el valor en decimales de bra-
za, 1 toesa equivale & 1,165823 brazas, y la misma rela~
cion hay entre los pies, enire las pulgadas y entre las
lineas. Exn it i i ek el S,
Son medidas mayores espafiolas la legua y el estadal,
aquella para distancias ilinerarias, y esta para las agrarias.
1 legua consta de 66662 var. = 20000 pies castellanos.

s estadal consta de 4 varas =12 pies castellanos,
'MEDIDAS DE SUPERFICIE.

97. Las medidas de superficie son tambien superfi-
cies de la figura que se describe al médrgen, y es un cua-
dro plano que tiene iguales sus cuatro lineas laterales,
Toma el nombre segun la esten-
sion que tenga su lado, y consta
de tantas partes dicha medida su-
perficial , cuantos pequefios cua-
dros resultan en ella dividien—
do los lados en igual nimero de
partes y encaminando lineas'de-
rechas de punto & punto de di-" °
vision correspondientes, como la . "=
figura representa, Se halla el nimero de partes que hay
en el cuadrado superficial, multiplicando por si mismo el
nimero de partes lineales que tquc su lado. Asi, vhz‘n-lzien-
do n p:m’{cs lineales en el lado, resultan nXn partes su-
perficiales en el cuadrado. : N S

Las medidas agrarias superficiales de Espatia son
unos cuadrados que se llaman, fanegada, aranzadd}, es=.
tadal cuadrado, y pie cuadrado castellano. )

1 fanegada tiene de lado 24 estadales =288 pies.

1 aranzada tiene de lado 20 estadales =240 pies.

1 estadal cuadrado tiene de lado 12 pies,

1 pie cuadrado tiene de lado 1 pie. . _
De consiguiente los valores de dichas medidas §uperﬁcxa-
les vienen 4 ser como espresan las tablas que siguen:
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Fanegadas. - Estadales crvadrados.  Pies cuadrados. .
; A vo1D76 = 82944
: X = 144
Aranzadas. Estadales cuadrados. ~ Pies .éuadr{zda‘s;
B == 400 = 576000

... MEDIDAS DE VOLUMEN O CAPACIDAD.

98. [Para semillas y otros frutos sccos, en Espana se
usan caiz, fanega, celemin y cuartillo. El tipo es la me—
dia fanega conservada en el archivo de la ciudad de Avi-
la; y tienen las relaciones que la tabla espresa:

Caices. Fanegas. Celemines, Cuartillos.”

gt dits v bl st 1A g
; Wi o Lo AL
X = 4-1 34

Para I{quidos, escepto el aceite que se valia por pe—

50, estan admitidas arroba de capacidad ¢ cdntara, azum—
bre y cuartillo. El tipo original de estas medidas es la
cdntara conservada en el archivo de la ciudad de Toledo;
y su composicion como sigue: &5
Céntaras. Azumbres. Cuartillos.
! S 3a
Wy A :
Se miden grandes bulios de tierra, agua eic., por el
voliimen que encierra la fi- R

I i

7 s e

gura terminada por seis cua- VAR S
dros superficiales planos é 74
iguales, como al mdrgen se ,

dibuja en perspectiva, la ;

cual se llama cubo. Toma el Ciml
nombre segun la esiension 5 il "

que tenga el lado lineal
de los cuadros, y consta de
tantas partes cibicas cuan-

N
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tos pequefios cubos resultan 4 el total, dividiendo los la—

dos en igual mimero de partes iguales , y haciendo cor-

tes planos desde unos 4 otros como representa la figura,

Se halla el nimero de partes ciibicas muliiplicando por

si mismo dos veces el niimero de partes lineales que

tiene su lado. ’Asi, habiendo n ' partes lineales en el la—

do, consta de nxnxn partes cibicas el volimen.
Limitdndonos 4 nuestras medidas legales, 1 braza ci-

bica tiene de lado lineal'x braza=2 varas=6 pies.

1 vara ctbica tiene de lado lineal 1 vara=3 pies.

1 pie ciibico tiene de lado lineal 1 pie=12 pulgadas.

Luego, por lo manifestado resulta que

1 braza cibica consta de 8 varas cibicas=216 pics cii-

bicos.

1 “vara ciibica=27 pies cibicos.

¥ pie cibico=1728 pulgadas cibicas,

MEDIDAS GENERALES DE TIEMPO.

s

99. Actualmente son unidades de tiempo, siglo, ano,
mes, dia, hora, minuto y segundo, Yy su composicion es
como sigue, 2 :

Un aflo consta de 12 meses 6 de 365 dias; escepto
el bisiesto que tiene 366 dias, y tal es el que viene cada
cuatro afios contados desde el nacimiento de nuestro Se—
fior Jesueristo. La adicion de 1 dia en ‘el afio bisiesto se
hace con el objeto de compensar un pequefio esceso frac.
cionario de dia que‘en el afio solar, 6 tiempo en que se
verifica el viage anual completo del globo tiene sobre el
alio'comun, que es'de dias cabales.

El mes no consta de igual ndmero de dias: tienen 31
dias, enero, marzo, mayo, julio, agosto, octubre y di-
ciembre. Tienen 30'dias, abril, junio, setiembre y no-
viembre. El restanté'que’es febrero tiene 58 dias comun—
mente, y 29 en el atio bisiesto, La composicion del dia
€5 como: sigue :

Tomo I, 12



178 ARITMETICA

Dias.  Horas.  Minutos. Segundos.

1 —_ 24 =‘ 14_40 .= '86400
1 = 6o = 3600
1 — 60-

Para retener en la memoria la idea de los dias que
tiene cada mes de los doce, puede servir de regla, de que
tienen 31 dias todos los mcses contados alternando desde
enero hasta julio, y lo mismo desde agosto en adelante, y
3o dias todos los demas, esceptuando febrero, que tiene
28 6 29 como se ha dicho.

UNIDADES DE PESO , LLAMADAS PESAS.

100. Son unidades de peso en Espata, quintal, ar-
roba, libra, onza, adarme, tomin y grano:y ¢l tipo es el
marco 6 pesa de media libra conservada en el archivo del
consejo de Castilla. La composicion es conforme & la ta-
bla siguiente:

Quint.s Ars Lib. Onz® Adarm.s Tomin.* Gran.s
1 = 4 —100=16o0=25600=76800=g21600

i = 2b= foo= 64oo=19200=230400
I=""r6=% 7a56—1"768="92106

=i 16= (8= 575

T— 3= 36

= 12

En Francia usaban antes un sistema de pesas con los
nombres, quintal, libra, marco 6 media libra, onza, drac—
ma, escripulo y grano: su composicion desde quintal has-
1a onza es la misma de las nuestras, pero no cl valor de
¢ada unidad en ambos reinos; las francesas esceden a las
nuestras , como se ve por la tabla

Quint.s Libs Onz.s Valores en pesas de Espana,
¥ =—1oo=1600= 1,063928 Quintales.
si= 16= 1,063928 Libras.
1= 1,063928 Onzas.
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La composicion desde onza hasta grano es como sigue:
Onzas. Dracmas. Lscripulos. Granos.
I = 8 — YA = 576
—_— 2
I = o = 72
I = a4

En las recetas medicinales emplean los facultativos
nuesiros: las pesas francesas con signos propios, debién—
dose entender que la libra medicinal consta de 12 onzas,
x :Hibras o oin o bl Dracmacssg s6xi3 6
Escripulo. .. .. D i.
Eserdpulo. . ., . D) ss.
Obulo consta de

12 granos. . ., . Ob.

1 Silicua consta de

Libras it mnsn i dlbiss:

wi-
S R ]

L3 ON7850. him s n s % 1.

X ’ %

L Qnzaais vo Zoss 4 gramnos, . . ... SiL
i Granosavie o skiGi

1Dracma........5 1 IGrrano.......Grss.

IONEDAS ESPANOLAS,

101. Se usan en el Reino monedas de oro, de p]atay
de cobre; unas que se acafian actualmente y otras pura—
mente ideales adoptadas desde tiempos antiguos.
posicion de ellas es cual vamos 4 decir.

. Doblon de ¢ 8 W onza de oro, = » medias onzas de
oro=14 doblones de oro=28 escudos de oro=16 pesos
fuertes=320 reales vellon.

Media onza de oro, = 2 doblones de oro —= 4 escu-
dos de oro = 8 pesos fuertes = 160 reales: vellon.

Doblon de oro, = 2 escudos de oro = 4 pesos fuerw
tes = 8o reales vellon. ;

Doblon sencillo, moneda ideal= 3 pesos fuertes—= G o
reales vellon. v

La com-

Escudo de oro, = 2 pesos fuertes.

Medio escudo de oro 6 escudito nuevo, =1 peso fuerte

Peso fl/el'tcz moneda. de plata = 2 escudos de nla
$ P
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ta =5 pesetas = 20 reales vellon= 680 maravedis. -
Peso sencillo , moneda ideal = 15 reales vellon,
Ducado,, moneda ideal = 11 reales vellon.

Escudo de plata 6 medio peso fuerte, moneda de pla- -

1a = 1o reales vellon = 340 maravedis.

Peseta, moneda de plata = 4 reales vellon = 136
maravedis.

Media peseta, moneda de plata= 2 reales vellon =
68 maravedis.

Real de vellon, moneda de plata, que es el de las
divisiones precedentes=34 maravedis.

Se distingue comunmente al real con el epiteto de
vellon por dos: razones.

.2 Fn las Américas espafiolas estd en uso otro real
que Hlaman de plata, y es la octava parte del peso fuer-
te 6 2% reales de vellon. Hay tambien monedas que valen
¢l duplo, y el cuadruplo del real de plata, que son la
peseta de 5 reales vellon 'y la pieza de xo reales vellon.

5.2 Fn el cambio con algunas plazas estrangeras aun
se usan ciertas otras monedas nuestras imaginarias, titu—
ladas de plata vieja, de las cuales yano hacemos casi men-
cion en el comercio interior, aunque en otro tiempo eran
corrientes, Las relaciones del real y el maravedi de plaia
vieja con el real y el maravedi de vellon vienen 4 ser las
siguientes:

i real de plata vieja= 34 maravedis de plata vie-
ja = 64 maravedis de vellon.
1+ maravedi de plata vieja= 1 I3 maravedis de vellon.

Tre esta clase son los maravedis de que se habla en
muchas leyes, relaciones histéricas de precios, y disposi-
ciones testamentarias antiguas: atendiendo pues al signi-
ficado de ellos y al gran valor de la moneda cn Europa
antes del descubrimiento de las Américas, no debemos es-
trafiar la diferencia entre aquellas recompensas pecunia~
rias y las actuales.

1 maravedi de vellon es moneda de cobre, y ademas
hay de este melal otras tres, que son, pieza de & dos cuar-
tos, cuarto, y ochapo, Su co nposicion e€s como sigue,
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Riezd:de:d wis 50w A Maravedis
dos cuartos: Cuartos. Ochavos. wellons
I e 2 — 4 = 8
1 = 2 — 4
I = ‘2

MEDIDAS, PESAS Y MONEDAS NUEVAMENTE ESTABLECIDAS
EN FRANCIA, Y SUS RELACIONES CON LAS NUESTRAS

1o2. Las unidades cardinales para la numeracion res-
pectiva tienen los nombres que & continuacion espresamos

Metro.; unidad lineal. iha

Aro, unidad de superficie. &t

;S"/Aereo, G metrd cubo; unidad dé volumen para gran-
des: bulios. - ABBGET L AHTeY

Litro, unidad de capacidad para Iiquidos y granos.’

Gramo, unidad de peso:

Franco, unidad de moneda;

‘H'ablendose propuesto los que instituyeron esia clase
de unidades el simplificar los ¢dlculos necesarios en el co-
mercio, establecieron en cada especie’ dé ‘cantidades un
sistema de mayores 'y menores segun ‘la’ éscala decimal,
2 . . <
arreglando’ al mismo tiempo la nomenclatira de suerte
giie fuese, uniforme. Esta' consiste en” anteponer al nom—
bre dé¢ la unidad cardinal ‘el ‘conjunto de algunas silabas
griegas, como héclo, kilo ; miria; etc. para espresar uni=
dadesids : TR .

deg, (.hez, qle{]t.o, mil; diez mil; etc. veces mayores que
aquellaj'y el conjunto de algunas silabas latinas; conto deci,
centiy, mili; decimilis ( i i
enti zlt', l]el.:lﬁllll,. ete. para espresar las unidades; diez,
¢iento; mil ; diez mil ; efc. veces menores: Se podrd forL-
mar idea: de esta nomenclatura por la‘tabla sicui
or la‘tabla sigt :
e I bla‘siguiente det
esivo' de ' las ‘medidas lineales,” '

<

‘S : o 5 "ol O
= o B o : o
8
g B o458 gidves 2 2 = o
RS [ =] o - = o =
| g 9 g S g . g °
= 2 k3] b = 5 ~= g
) = S B = =
8 Z & HOHB0 VSN B =
i g = 8 g
+410000, | 1000, ‘100, R I b $ .
2 2 07 X004 104 Lo iy e L geee
ey’ 105 v 23X00% ] 511000 ik

En lzs monedas, aunque los institutores no siguierori
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tanto el sistema decimal, uniformaron sin embargo el or-
den de composicion refiriendo al franco todas las de oro
y de plata que establecieron. De esta tltima especie es el

franco, y tiene 5 gramos de peso total compuesto de i
10
X
de plata y = de cobre. El franco se supone dividido
o

en 100 céntimos, y en nuestro comercio equivale 4 3
‘reales y 23 maravedis proximamente. _

Los tipos para medir distancias superficiales y bultos
y para los pesos fueron arreglados. por datos de la natu-
raleza, sirviendo para su institucion las medidas métricas
lineales. Véase como los comisionados formaron todo el
sistema,

1
El metro es

del arco de la meridiana de
10000000

Paris comprendido entre el polo: y el ecuador, que se lla-
ma cuadrante de meridiana, y consta de 100 grados geo-
gréficos, estando el contorno de la tierra dividido en 4oo0
grados. Los sabios comisionados hallaron que dicho cuar-
10 de meridiana tiene de estension b130740 tocses, y di-
vidiendo por 10000000, resalté.

Metro. Toesas. Pies franceses.
o o,bxdogiontn= 3,078 4 4o.

Cada 1000 meiros de los 10000000  que componen el
cuadrante es la milla decimal , y cada 10000 melros le-
gua decimal: de suerte, que el cuadrante consta de 10000
millas 6 de 1000 leguas decimales, y por consiguiente
cada uno de sus 100 grados consta de 100 millas 6 de
10 leguas decimales. =

Por el valor hallado para el metro, y la relacion
que segun dijimos en las medidas lineales (96) hay en-
tre ¢l pie frances y el espafiol, resultan las equivalencias.
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. : i g
metro.  pies franc.® pies espan.® pulg.t aspai.s

1 = 3,078444o = 3,5889208. = £3,0670496;

decimetro  pulgadas espaiioles.  lineas espanolas,

e 4y3067049 = 51,6804595;
centimetro lineas espativlas.  puntos espanioles.
X = 5,1680459 = 62,0165634%;
milimetro puntos espanoles,
e 6,2016563.

Como, en el supuesto de dividir el cuadrante en 100 gra-
dos, la estension de cada uno serd la centésima parte de
5130740 toesas, 6 51307,40 toesas=307844,40 pies
franceses ; sustituyendo por cada pie frances su equiva—
lente 1,165823 de medida espaiiola, esto es, multipli-
cando el nimero de pies {ranceses por 1,165823, resul-
ta la estension del grado geografico centesimal en pies
espanoles.
1 grado centesimal=358892,081q.... pies espafoles.
Dividiendo por 20000 que es el nimero de pies de nues-
tra tegua, se halla que el grado geogrific i
constabde 17,9446 lc(z;uas esﬁaﬁolaf G
Si el cuadrante de la meridiana se supone dividido
en go grados, como se acostumbraba antes de la época de
las nuevas medidas, y aun ahora se usa en otros paises,

5130740

—— loe-
: B 99

528 =57008,22 teesas= 342049,3.... pies franceses, =
998768,9410.... pics espafioles.

Dividiendo por 20000, resulta que el grado geogri-

la estension de cada grado de esta clase ser4

! :
fico s;;del cuadrante contiene 19,9384 leguas espafiolas.

Habiéndonos ocupade bastante la digresion motivada
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por el metro, daremos nna ligera idea de los demas ti-
pos puevos nombrades al principio del articulo,

: Aro es una superfie cuadrada cuyo lado tiene ‘19
melros lineales : consta por consiguiente el aro de 100
melros cuadrados, y equivale i 8,9446872 estadales
cuadrados de 4 12 pies espafioles de lado.

Stereo, 6 metro cubo, es un bulto de la figura 4 que
se llamé cubo en nuesiras medidas de capacidad (98),
tiene de-lado el metro lineal, y cada una de sus seis ca-~
ras es un metro cnadrado.

Litro es la cabida de un cubo cuyo lado tiene un de-
cimetro lineal, 'y de consiguiente cada una de sus 6 ca-
ras un decimetro cuadrado. El litro equivale 4 0,863562
cuartillos de celemin, y 4 1,98289 cuartillos de azum-
bre nuestros. Kl hectdlitrg equivale 4 21,589 celemines,

Gramo es el peso de agpa destilada 6 pura que cahe
en la figura ciibica que tiene de lado el centimetro, bajo
ciertas condiciones en cuanto al grado de calor y peso ad-
mosf{¢érico, porque segun ellas varian, se altera la es-
tension de los cuerpos algun tanto. El gramo equivale a
20,030741 granos espanoles: el kilogramo & 2,1734745
libras espaﬁolas; el miriagramo, & 21,7 347 45 libras es—
pafiolas.

Consnderando que 4 muchos interesa el saber la rela-
cion de nuestras pesas medicinales del marco frances con
Jas modernas francesas, damos la noticia que sigue,

Besas medicinales espar, ; Pesas modernas
del marco frances,” = equivalen & francesas.

x libra medicinal de x2 onz. 3,671292  hectégramos.
G e e e B W A decdgramos.
T, dracmact. sokr. o, ibefs ot D 302420 gramos,

1 esepupulo. .. ... . Rsloiery2n kb gramos,
50hnlo g 4 i o fo e 61152096,3 73 8¢ decigramos.
Yostlicnas v s, a1l decigramos.
LBEAN0: o evioysfe feette 6 % 4005307 b centigramos.
1 gramo equivale 4 18,82715 granos medicinales:

% decigramo equivale & 1,882715 granos medicinales.
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" DE ALGUNAS OTRAS MEDIDAS, PESAS Y MONEDAS,

CON RELACION A LAS NUESTRAS.

103. A pesar de las grandes ventajas que ofrece pa—
ra ciencias, artes y comercio, la generalizacion del siste—
ma decimal de pesas y medidas, no se ha establecido
aun en otras naciones; y ademas, la variedad caprichosa
de sistemas y nomenclatura es tal, que embaraza esce-
siyamente para las relaciones comerciales, como se puede
ver en las tablas que se insertan en la traducion francesa
de la Geografia de Gutrie, Aqui solo haremos mencion
de algunas equivalencias inferidas de los datos que ccn

mas confianza de su exactitud hemos tomado de varias

obras,
MEDIDAS LINEALES MEN.S Pies espanoles,

Liplepinglés==Vigty spaiitoa sk i 2015093899
¥ pretde Woena=) e g, i sns 17134467
1 pie del Rhin, usado en casi) __
toda la Alemania. . . . .. } T
Cada toesa inglesa consta de 2 yardas; la yarda de
3 pies ingleses; el pie de 12 pulgadas; y asi sucesivamen—
te como en nuestras medidas.

1,090608

© MEDIDAS ITINERARIAS.. ; . . . Pies espanoles.

milla legal de Inglaterra. ........ 5769,84
milla de Alemama. R S D AGT S
milla comun de Italia. . v . . oo vn .. 6625,92
milla de Suecia y de Dinamarca. iR
milla comun de Holanda. . .. ... .. 20211,84
berris de Turquia. .. .......... 5964,72
werste .06 RUSIA, o o ncar i oo dosiian in 0709210
legua de Portugals . ... .,......, 20782

fod M e e et e B e

; La libra inglesa llamada de troy se divide en 12 on-—
Las, la onza en 20 penny we:glzt y cada penny weight en
2/ granos; de suerle, que la libra troy ccosia de 5750
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granos troy: esta libra y sus fracciones son las que se
emplean para pesos pequetios. En los pesos grandes em—
plean otra libra mayor llamada avoir du pois, que se di-
vide en 16 onzas de su clase, y equivale & 7004 gra-
nos troy: el quintal inglés, lamado hundred, cov sta le 112
libras de esta clase. La relacion de las pesas inglesas a las
nuesiras es como sigue :
1 libra avoir du poids =0,985703 libras espafiolas,
s libra troy=0,810630 libras espafiolas.
1 grano troy=1,219068 granos medicinales de Espaiia.
I grano troy= 1,297000 granos del marco espafiol.
Los ingleses usan para medir liquidos el gallon, que
cuando es de vino equivale & 7,5058¢ cuartillos espafio~
les : la bota de vino consta de 126 gallones. El gallon de
cerbeza es algo mayor, y ¢l de aceite cquivale 4 la medi-
da nuestra de 7,53289 libras de aceite.
Para granos usan la cuaricra, cuarter, que equivale &
5,1368 fanegas nuestras, y el bushel, que es la octava par-
te de la cuarteray cequivaled 7,7052 celemines nucstros.

MONEDAS ESTRANGERAS. Valor en rs. y mrs.

1 cheling, moneda inglesa de plata, vale

T2 peniques O dineros: ... slitvnd s 4 19
1 guinea, moneda inglesa de oro, vale
amaselel ipes, oS Sl S e e 98 2

1 libra esterlina , moneda de cambio de
Inglaterra, 6 Solerano efectiva de oro,

valetaorchelines: it feun sasie she 93 11
1 rublo, efectiva de Rusia, vale 100

Capeckest B iR e S R R Il v L 54
y risdal, efectiva de Suecia, de 48 es-

CAlINESE i sl e el s R SRR TRy L1 Gl
1 piastra, imaginaria de Turquia, vale

% solotas 0180 aspresy i S SaT] 1§ 2
v risdal, efectiva de Dinamarca, que _

yale O INGIEDS S e cv v a i b T 18 12

1 risdal de banco, efectiva de Hambur—-
go, que vale 3 'marcos. . .o VL, o it
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MONEDAS ESTRANGERAS. Valor en rs. y mrs,

1 risdal 6 ducado, cfectiva de Holanda,

que.Nale o, Stuveks. s i, Az Ctiai 20 10
1 risdal 6 doble florin, efectiva de

AT SUR s o i s Tt T S i sl ar 13
1 escudo 6 risdul de Prusia, de 24

gruesos buonos............... 13 26

1 peso de cambio, imaginaria de Géno-
va, vale 115 sueldos, de los que 20

cOmPONeNUNATr ey, weiaiscke ssishilisbs 18 go
1 ducado dz cambio, efectiva de Napo-
les, vale 10 carlines 6. 100 granos. . . 15 =26

1 libra tornesa , imaginaria de Francia,
. s R Y e e
equivale a 57 de franco, y se divide

en 20 sueldos 6 2o dineros. . . . .. 3 a0
1 cruzado nuevo, efectiva de Portugal,

valeskSlo meisinaIne R L 2GRN 8 X
¥ escudo, efectiva de Roma, vale 1o

puaolos 6 julios, 6 100 bayocos. . , ., g 3a

En el comercio se emplea tambien papel moneda,
que 4 pesar de haber tenido en su creacion valor fijo,
ignal al que representa como sucede en wales y en billetes
de banco, 6 menor del que representa como suele suce-
der en billetes de los empréstitos ; recibe variaciones en
el valor corriente segun la escasez ¢ abundancia local: del
dincro respecto del papel, y segun el crédito de este. En
tal sentido se dice que: en Londres, por ejemplo, estan
los billetes de tal empréstito & tanto: y para conocer cuan-
to pierden ¢ ganan hay que saber 4 como se instituye~

‘ron en su creacion, suponiendo 100 el valor que repre-

sentan. Si el valor de creacion fue el mismo del papel,
y se dice -que estd al 8o en el dia, claro es que pierde
20 por ioo. Sisc creéal go y en el dia se halla al 8o,
ficilmente se deduce que pierde 10 por go del valor que
tuvo en su creacion, y 20 por xoo del valor que repre-
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tenta el papel; valor que desde un principio fue 10 por
100 mayor que el dinero dado por el papel. ‘
Las monedas espafiolas d¢ cambio con las plazas es-
trangeras, se refieren al real y al maraveds de plaia vieja
(101), y son: ducado, que vale 11 rs. Y I mrs.; peso; que
vale 8 rs.; doblon de plata que vale 32 rs.; doblon de oro,
que vale 4o rs. Y cuando se dice que el cambio est4 4
tanto entre una de aquellas plazas y otra espafiola; Ma-
drid por ejemplo, debemos entender; con Loéndres, tantos
peniques por 1 peso ; com ‘Paris; francos por doblon de
rlata; con Amsterdan, dineros de grueso por ducado: con
, Génova, liras por doblon de oro; con Hamburgo, dineros
de grueso por ducado; con Lisboa, reis por doblon de pla-
ta; con Liorna, pesos de plata por roo pezzas,

CAPITULD V.
Calculo de cantidades fraccionarias literales.

L

1

LECCION 12
'Es,bresion v t‘l’défbrnz’acibn’é&" de los quebrados
‘ literales.

104. Estd demostrado que en la division de @ por'b

a 3 a » e
es'—>xsia>b;  —=1 si a=b; — Lisiagh;
b ) b ;

., 8 X 8 8
como por ejemplo. —=r—4—, oy, yi=taeod 1

7 8 8 9
La del tercer caso d4 materia para este capfiulo, es-
presa cantidad fraccionaria propia 6 menor que 1, éin~
dica division impracticable por no dar entero al cociente,
como se ha visto al tratar de las fracciones" aritméticas
-de nuestro sistema de numeracion. '

Y ALGEBRA ELEMENTAL. 189

Para valuar la fraccion ¢ quebradn propio que indica en

a ot b .
geneval ‘_b—< 1, sustiliyase e lugar de la uni-
dad (71. 2.°), suponiendo estd dividida en & partes

; b
iguales 4 _;; y serd %(-1)-. En donde se hace ver
7

a
que TR es tanto menor que 1 cuanto & mayor que z, co-

6
mo por ejemplo en g 5" Por esta razon se llama

numerador el nimero que estd encima de la raya; pues enu-
mera las partes de unidad que vale la fraccion; y el que es-
@ debajo se llama denominador , porque da nombre 4 la
fraccion, manifestando las partes en que estd dividida la
unidad. Ambas cantidades se nombran zérminos de la frac-
cion, ;
La forma y nomenclatura de las fracciones literales

: a
propias tambien es empleada siendo X > ; mas entonces

la fraccion se llama impropia, como en las aritméti-

AR i el : bed
€as —, — —, —— , eic,, y enlaliteral —— que
3 - 5 7 c

bed—+-mn

—_—

equivale 3 ¢d, en e equivalente 4 —, y en
ch h c

que equivale 4 % 2 S segun' las reglas de la divie
c

sion (71); divisiones capaces de dar enteros al- cociente
con residuo 6 sin él.

1o5. Por ser las espresiones fraccionarias divisiones in-
dicadas, no se altera su valor aunque se multipliquen 6 par-
tan sus dos términos por una misma cantidad (71.3.%y5.9).

am. . 5 5n . . R0,

a 7 3
Segun esto, — es como —— ; — equivale 4 — ;4 —
A bm 6 n g2
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35 ¥ . 1‘ e A
= elc, : asimismo son equivalentes — v — 3 —
42’ : 1 ab ¥ 3 13’
a I
i i

106. De aqui se deducen los modos con que 4 una
fraccion se pucde dar la forma de entero, y aun entero
forma fraccionaria. 15 a?

Para el primer objeto sea la fraccion dada v mul-

tiplicando por & numerador y denominador, la fraccion

propuesta equivale & 1y segun la regla establecida en

patt

la division para cuando haya letras iguales en dividendo
y divisor (72. L. ), la fraccion que ha resultado viene 4
af)bT—q—I

ser
i

cion el denominador puede pasar al numerador con espo-
nente de signo contrario, recibiendo asi la fraccion forma
de entero compuesto de dos factores, uno que era nume-
rador, y otro que era denominador con signo cambiado
€n su esponente. :
Si hubiéramos multiplicado los términos de la frac—
cion por ¢~#, nos diria el resultado que tambien se puede pa-
sar con esponénte de signo centrario el numerador al deno-

| a?
minador , resultando entonces la fraccion % trasformada

X
en——
bla—?
- Para el segundo objeto que indicamos de espresar un
entero en forma fraccionaria, sabemos por el principio
citado, que serd n el entero 6 mimero de unidades ente—

dn
ras que exactamenie dard Ia division ok concepto espres

=ath?. La cual nos dice que en una frac-
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nd : :
sado en oy = Esta equivalencia de espresiones del ny-

mero n entero dice, que para dar d la cantidad entera
forma fraccionaria , se multipliue y parta por la canti-
dad que haya de ser denominador en la. fraccion. Segun
esto, 4 enteros reducidos & tércios daran la fraccign
4X3 12

..g.:'_é, equivelente & 4: tambien 2 reducido 4 sépti~

2% 1 o :
mos da s etc; como ya se sabia (82. L). Asi-
7
mismo, el entero 2k roducido 4 fraccion del denomina=
dhk
dor d, sera e

d

107.  Del principio (105) citado, para fundar las dos
conclusiones precedentes, se infieren tambien los medios
para conseguir los objetos que se van & proponer. 1.° Re-
ducir las fracciones ¢ un mismo denominador 6 numerador.
2.° Conocer cual de dos fracciones propuestas vale mas.

o= i : T e
1.° En cuanto 4 lo primero, sean — , it ; las

fracciones: multiplicando los términos de la primera
por dh producto de los otros denominadores; igualmen-
te los términos de la segunda por &k, y-los de la tercera
adh  abh  gbd

5 —— ., —— , Sin alterarse el va-
bdh bdh ~ bdh
lor de cada fraccion. Si se multiplican los términos de la
primera fraccion propuesta por cg producto de los otros
numeradores; igualmente los términos de la segunda pro-
puesta por ag, y los de la 1ercera por ac; resuliardn
las fracciones equivalentes respectivas con numerador ¢o-

por bd, resultan

acg acg acg : s
mun, -— , — ., —— . Luego en general, se multiplican
) I)Cg ’ adg 9 23 80 | g 7 /4
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los términos de cada fraccion por el producto de los deno-
minadores de las otras ])al'a reducirlas ¢ comun denomina-
dor; y por el producto de numeradores de las otras para
numerador comun; y aun se podrd lograr & veces el mis-
mo resultado, ‘mu'tiplicando o' dicidiendo por algun fac-
tor, solamente los términos de alguna de ellas. Por ejem-

) : e 4x5
plo, — y — reducidos & comun denon.inador son ——
T A 7X3

Bamin il e a l ; : 3
—— , 6 bien — y —: las mismas propuestas redu-
VTR e VT e i

RS )
R [
7%x3 J bX4 2%

,

ciéndolas 4 numerador comun, serdn

2

i 5 : 9 :
— . Si las fracciones dadas fueran — y —-, bastarian
20 rhi ey
multiplicar los términos de la segunda por 4 para redu-
cirlas 4 comun denominador, asi como multiplicarlas por 3
para reducirlas’'d numerador comun.

2.2 Para conocer” cual de dos fracciones vale mas
haremos'los siguientes raciccinios. Sabemos que 1 es ma-
' 1Xn

I
yor que ="y dando 4 1 forma fraccionaria, como T

y operando de modo que ambas fracciones tengan un mis-

1xhn X
mayor que ———.
yor g bn

mo denominador, tambien serd

1%hn ixn
=1 con T<1 , Yemos que por ser
n

Comparando

bn mayor que' 'n,'cuanda dos fracciones tienen igual de-
nominador vale mas la de mayor numerador; como por

; abc ac ‘ .
ejemplo 7}: con tal que b sea mayor que 1. Son

igualmente casos de esta ley gencral los particulares de
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aritmética que ya conccemos,

Biitia 6o 36 117
5>5 ; 1—3;>-I?7; ";>? etc.s
Tambien dando 4 1 la forma fraccionoria it

n ’ y
- I .
reduciendo esta Y %, al mismo numerador; hallaremos que,

I
L 1Xn
a causa de ser 1 mayor que e resulta —_ mayor

n
IXn

que St Luego, cuando dos fracciones tienen iguales nu-

meradores vale mas la fraccion del mas pequena denomi-—
nador. Por esto,

44 S 5 a5
€>'7—7 ;—I>2~0; z>-g;etc.

Asi vemos que el méiodo de reducir & numerador comun
puede ser empleado tambien, en vez del de reducir 4 co-
mun denominador, para conocer cual de dos fracciones
dadas es la mayor, cuando son desiguales los numerado-
res eniresi como tambien los denominadores; y las redu-
cidas manifestaran cual es mayor de las propuestas.

La utilidad que resulta de simplificar las espresiones
que cn.tran en los cdlculos, induce 4 dividir numerador y
denon.uuador por los factores comunes que tengan, como
permite el principio del articulo (1 05), y para mayor
brevedad por el factor mas crecido comun a ellos, llama-
do mawximo comun divisor. Sin duda se conoceria este ha-
llando primero los factores simples, y despues los com—
puestos de cada término dela fraccion (75), pues el ma-
yor de ellos, comun & uno y otro término es el que se pi-
de. Pero, siendo este medio bastante prolijo, la :
analisis nos ensefiard otro mas breve y. elegante,

: Sean A Y2 B dos cantidades cuyo factor comun se
quicre hallar: dividase 4, que suponemos mayor, por B:
y si hay cociente exacto @ en la division f——Q

Tomo I, 13 B

siguiente
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r4 B miximo comun divisor de A y B Pero si hay

un residuo R, serd ~—{I—zQ—l--—-——, 6 bien por lo es-
B B
tablecido (70), A=QxB—+R. Segun esta esprc.sion ma-
nifiesta, el factor que convengad By R tambien debe
convenir 4 4 para que sea cociente exacto cl' que dé
cada miembro de la ecuacion dividido por ’dl(zhf) .fac-
tor (71. 7.°). Esta pues reducida la ‘cuestion 4 dn;xd:r B
por R, & fin de observar si hay cociente cabal Q7; y si

B .
S 7e mahiia 14 . ,"- ofmin
viniere exactamente R_Q , serd R mdximo ¢
divisor de R y B, por consiguicnte de A.. ,

Qi aun de esia division resultase el residuo R', se-

5 : . . r
ria B=0Q'stR=+R": el divisor de R y R’ ha de serlo

<

tambien de B por la misma razon que antes; y la cues—;
1ion esta pendiente de hallar el factor comun de I/{, y R
por la division. St esta diere cociente exacto Q", se=-

: R
ria E;
Pero si aun hubiere residuo, se procederd en el cdlculo
como hasta aqui. .

T.a ilacion de igvaldades manifiesta, que los resi-
duos van siendo cada ez menores, pues han deiser mas
diminutos que los divisores correspondlen.tes (70);.}’ que
por esto al fin se ha de llegar hasta el residuo 1, si antes
1o se hubierce hallado cero. Por tanto,' :sera’ le regla ge-
neral para oblener ol mdximo comun divisor de dos canti~
dudes propuestas Ay B, dividir la mayor por .Ia menor, y
en caso necesario despues seguir dividiendo sucefswamente ca-
da divisor por el residuo, hasta llegar dun coczefzt.? exacto: ¥
el divisor de la operacion que le diere es el mdximo comun
de las cantidades A y B propuestas. En esta regla gene-
ral esta incluida la que fundamos en aritmética (83.' i)

En las fracciones algébricas, cuando son monomios el
numerador y el denominador aparecen 4 la vista los fac-

b . . !
— (", y R’ miximo comun di.isor de R',R,B, 4.

¥ ALGEBRA ELEMENTAL. 195
tores comunes fAcil reducir! g i
» ¥ es fdcil reducirias; como —— que sim-
mbc2
: ab® 3bd2 ; ES
plificada es —, 'y como que se reduce & —, Sj el
me 2bc YA

numerador es polinomio y el denominador monomio, tam-
bien se hallan facilmente los factores comunes que tengan
comparando el denominador con cada término del mi?ne:
rador (71. 7.9), pues el factor de que se trata lo ha de
ser de todos los dichos términos y el denominador.

Mas, cuando son' polinomios el numerador y el de—
nominador, hay que hacer uso de la teoria general bus—
cando el mdximo divisor comun por divisiones consecutj—
vas; y para ello conviene que hagamos algunas adverten-
cias. Supdngase que @-—b—c-.... represente un po—
finomio, y cada letra de éstas un término de aquel; si hay
un factor monomio % de dicho polinomice, se ha de veri-
ficar la siguicnte igualdad por el principio de la divi-
sion (71, 7.9y '

a+t+b4c+4.... a b c
i hes Lietn S b seigh i s
h h h = h B

es decir, que el factor de un ‘polinomio debe serlo do ca-
da término. Ademas, existiendo el factor comun % en
el polinomio  a—+b—+c+-...,; aunque éste se multipli-
que 6 parta por cualquiera cantidad p, varia sf el valor
de la espresion, mas existe siempre ¢l factor 7, pues en
) Pk ' a 12
el primer caso tiene la forma —p+—p+2 i y
v L3Iy PR

a b u
en'el segundo’’ ——-

ph ph . ph
la cuestion es hallar el Jfactor comun’ j,
puede multiplicarse 6 dividirse cada un
cantidad cualguiera,

... Por esto, cuando

de dos polinomios,
0 de éstos por una
anteg que no sea factor del otro polinomio..
El objeto de esto se verd por lo que sigae:

Sean dados para investigar ¢l mayor comun divisor

B
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los polinomios  @3¢—3ad—+a*hc—3id y 2a’-ab—0b>.
Concepiuarémos mayor cantidad polinomia, aquella en
que tenga mayor esponente la letra que se halle en va-
rios términos de uno y otro polinomio, como a en los
propuestos; y despues de ordenarlos por ella, se procede
4 la division,

@3¢+ a’bc—3ad—3bd \2az+ab—b’

Al dividir el primer término por su correspondiente, ve-
mos que el 2 impide resultado entero; mas tambien se
advierte la posibilidad de multiplicar ¢l dividendo por 2,
que no es factor general en el divisor. Con esta multipli-
cacion se transforma en divisible, y.el calcualo para el
primer término del cociente serd

2030+ 2a2bc—6ad— 6bd | 2a*+ab—1b?

e

——2adc—a?bc+ab’c ac

1.0 residuo.... -+ a*bc—6ad-+ab%*c—060d.

Halldndonos en el mismo caso anterior, multiplicaremos
por 2 el dividendo, que aqui es el residuo y no el que
fue divisor, 4 causa de haber en aguel mas términos con
a y ser a2 la mayor potencia en ambhas; de lo cual resul-

ta para el cdlculo del segnndo.término del cociente; lo,

que ahora presentamos por- dividendo -

20?bo—1 2ad+2al?c—1 2bd za2+db—&2

—aa2bc—ab?c+13¢c bererigsdaas Bl

2.9 residuo,... —i 2ad+alﬂc— I 2bd+b3c.

Por estar a clcvada a la segunda potnnf‘xa en el dnwsm‘

y 4 la primera en el residuo segundo, éste serd divisor
en la operacion inmediata; y ordenando por las poten—
cias de letra comun, ¢ incluyendo’ con parentesis los tér—

minos del nuevo divisor que tienen dicha letra con el mis-,

mo esponente, la operacion serd

20%+-ab—0b> \a(/ﬂc——x ad)—1 2bd+-%3¢
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Pero se deja ver en el primer término del divisor el fac-
tor  b’c—12d, que unpxde término entero para el co-
ciente y que no es factor del dividendo.: por lo cual, di-
vidase por [?c—1x 2d esie dwnsor, seguros de que el maxi-
mo factor coman de 1os polmormos propueslos, si le tienen,
quu]ara su.mpn. en el resultado. Haciendo la dxvxsxon de

(b’bc—x ad)—1 2bd+L30 por b2¢c—ai2d,

viene de cociente a—l-b con HiEa, tenemos para el cdl-
culo restante
AT e g Sa%aab b2 |a-b

—oaa%2—sab 2a—b

3.2 residuo...—ab—bh?
—“+ab-+hH2

;2 residuotseis 10,

El cociente cabal indica ST (l—l-/) maximo comun
divisor ‘de los polinomios dados. Si el objeto fue simplifi-
car la fraccion 51
20?—+ab—h?

3 3 +
a3c+a be—3ad—3bd
dividanse numerador y denominador por  a-+4, 'y que-
dard reducida 4 la mas simple espresion

(¢

2a—b
a%c—-3d

Aunque se pudieran dar algunas oiras reglas para
simplificar el divideado 6 el divisor, en las operaciones
que lienen por objeto hallar el mdximo factor comun, las
que se han dado son suficientes y generales : pero si debe-
mos advertir lo siguiente. 1.° Cuando aparece un residuo
sin alguna letra comun 4 él y al divisor de la operacion
correspondiente, Tos polinomios propuestos carecen de fac—
tor comun. 2.° Si viene un residuo en que no haya la le-
tra por quien se ordenaron los polinomios, es pruchba de que
el factor comun, si le hay, es independiente de dicha le-
tra; y se ha de buscar en lo que haya quedado.




198 ‘ ARITMETICA.

LECCION 11,

Sumacion , resta, multiplicacion y division con
[racciones literales. :

10g. SUMACION CON FRACCIONES. Para reunir varias
fracciones en una sola equivalente 4 la suma de aquellas,
con precision han de ser de igual magnitud las unidades reu-
nidas, porque solo asi puede convenir 4 la suma un solo
denominador, Dadas para reunir en una fraccion sola va-

a G m
rias, como -—I;- 5 ; 5, — , seve desde luego que
n

las unidades de la primera son de la clase Z—— (104),

: X I
que de la segunda es unidad ___, y de la tercera —.
d. n
Pero sabemos reducird un mismo denominador las frac—
ciones que tengan diferentes denominadores (107. 1.°);
pues nos consta que

a. adnTC chn m mbd

— —

BT R ST ST L T S B

son equivalencias legitimas entre las fracciones propues—

\

3 : 1
tas y otras cuya unidad comun es de la magnitud s

= < - g bdn
De resultas, — —+ =T SR pedida, es (71. 7.°)
D n
‘ adn chn mbd  adn-+chn-+mbd
equivalente 4 —— - -+ e e e .
bdn dbn nbd bdn

en que son de una magnitud misma las unidades y se ha-
llan reunidas en una sola espresion. Luego, para sumar
quebrados, primeramente se reducen & denominador comun,
7 este serd el denominador de la suma, cuyo numerador
debe ser el conjunto de los numeradores que tengan las frac-
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ciones reducidas & unidades de igual magnitud. Sirvan pa-
ra ensayo las-operaciones que vamos 4 proponer.

: a*hn Pa?
Habiendo de sumar las fracciomes . ——5 ~—,
c’d cd
hk . . 4 v i
g , ' se preparan , multiplicando por ¢ los términos
c2

de la segnnda y poi‘ d los de la tercera; de que resultard

a’hn  pg* ghk  a®bn-—pq’c-+ghkd
-+ F— = .
c?d cd c c?d
Cuando el resultado es fraccion impropia, nos con—
viene & veces el hallar los enteros que haya en ella: y por
esto, si entre los sumandos hay algun entero se puede 6
no reducir 4 fraccion para evitar superfluas operaciones.

6a? h 2
Sean por ejemplo & 5 Cy Y. las cantidades propues—

1as para la sumacion ; cdlculo que se indica en la forma
6a? dh

-+ ¢ =+ —. Haciendo la operacion de la suma des—
m

pues de reducir 4 comun denominador todas las cantida—

6(17771 c[)m (]]1,[)

dés parciales, tendremos el resultado et —
bm bm om
: Ga2m—-dhb ;
¢ en otra forma, c- 5 ; lo mismo que se hu-
mn

biera tenido mas brevemente reduciendo 4 comun denomi-
nador las fracciones, dejando al entero su forma primi—
tiva. Se funda esta indiferencia de métodos en que

b

= :
f e R B 7, es lo mismo que
st :

Ufa-ec Gofis Ao Uf T ee
i ‘A—rf-f, y que —:/-—!— -c—f—!— c—f—i- el Faw O)e

C

110. RESTAR CON FRACCIONES, Para este cilculo tam-
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bien es preciso que sean de una magnitud las unidades
de minuendo y sustraendo, porque se trata de comparar
dos cantidades 4 fin de hallar la diferencia espresada en
una sola fraccion; y se escriben como para sumar, cambian-

c—"h

do el signo del sustraendo (61). Sea el objeto restar
a £ % a c—h
de = » como se indica en —Z—T reduciendo 4 co-
mun denominador ambas fracciones, tenemos
a o—h ad bo—bh bo—bh

RS 0mo

R B b

es en otra for-

bc
ma (71. 7°) Za—l-—[;% y la resta indicada se: trasforma

ad be 57’) T 4
e 17,1_12, i y ejecutdndola conforme 4 la re~
gla gencral (61) sobre el cambio de signos del sustraen~
ad be bh
d lta — —_—_—-—_ Sab tambi i o
0, resulta i s Ly A oIioE ambien (71. 1.°)
¢ s 1
FEstE: —_ tit
que 77 % como —=; sustituyendopues e la xestd,
ad—bhc—+-bh L
serd por fin ————— la indicada en .g—i_h
bd b d

Luego , para restar una fraccion de otra, se reducen & co—
mun denominador ; este serd denominador en el residuo, y se-
7d numerador la diferencia de numeradores que resulten pa-
ra las reducidas.

Cuando cs entero el minuendo 6 el sustraendo), hay
que reducirle 4 quebrado de comun denominador para

que sea comparable al término fraccionario. Debiendo

¢ . 3 a L a
restar por ejemplo de ¢ la fraccion Tl e 7 lo
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chisitia ch—a

mismo que 5 e i y esto lo mismo qug - Si el

5 a . .
problema es restar de '—I:L-.el centro:¢, como se indica en

-—:—-—c; el célculo dard %—T , y al fin el resultado

a—bc it
i Por este orden;, conforme al que se sigui en las

fracciones numéricas, estan ejecutadas las restas

MAEAR A T e R
Doisv DD im0 9
2 L 3
A

¥l dltimo caso es un ejemplo de'que en aritmética, so-
lo valiéndose de signos puede restarse una fraccion de
otra menor;, como. tambien sucede en ‘el cdlculo de mi-
wmeros enteros (64). sh zomoer sz

Si hay enteros y fracciones en' minuendo y susiraen-
do;la comparacion puede tener:lugar: entre los enteros; y
entre las fracciones, por lo cual se hace la operacion de dos
modos; sea reduciendo 4 fracciones los enteros, sca restanco
entre sf los enteros y lo mismo los quebrados. Se funda
esta indiferencia’ de métodos en que la resta indicada

b e Eoary s %
a4 — —{ d+—, 6 bien la:misma ejecutada
7 c

b : s
O—d —-._.e_, es equivalente (3, 3.°) 4 la reducida 4
S0 il ;

; ac dc i e
fracciones — =— — 4+ —— —.
[ C C C

r11. MULTIPLICAR CON FRACCIONES. El problema de
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. . . a . .
multiplicar la fracion e por el entero ¢, se indica en

a a :
TXG 5 Y espresa que:se ha de tomar -Z- tantas veces

cuantas unidades tenga c¢: de suerte, que se busca el re-
loaox' Jo ng 082 35 &

sultado T+—b_+ -;-l— . repitiendo ¢ veces la frac-

cion; y por la regla de sumar fracciones el resultado es

a@—+0-+a—+.,... hasta ¢ veces ¢a :
3 i Lo quenosdice, que

para multiplicar una fraccion por el entero ¢, 6 en oiro
lenguage, para hacerla ¢ weces mayor, se multiplique
por ¢ el numerador.

Multiplicar un quebrado por otro, como se indica

a c i
en e i es tomar el uno las veces que espresa el otro;

y cuando este es menor que: la unidad, se sigue que aquel
ha de tomarse menos de una vez, es decir, que el pro—
ducto serd menor en-tal caso que el multiplicando. Para
encontrar la regla de la operacion discurrase, que si el

e ! ; ac
-multiplicador fuese ¢; tendriamos el producto =~ pero

como el multiplicador propuesto es d veces menor, ne—
ac

cesariamente el producto supuesto = © d veces mayor,

y hay que dividirle por ¢ multiplicando el denomina-

4 ac
dor (74. £.°); de lo cual resultard el exacto Ty Luego,

a c ac

—X =
b 5d b

Si el problema es multiplicar el entero ¢ por la
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. a S ’ l f f . . Cn

fraccion I puede dar & ¢ la forma fraccionaria =
cn a

espresar el problema en la forma —X —; que da el re-

¥ n b

: cna ‘ca % ;
sultado — y se reduce & = lo mismo que en la multi-
. 5

plicacion de un quebrado por un entero. %
Reasumiendo todos los casos de la multiplicacion de
quebrados, podemos ya establecer la siguiente regla gene-
ral. El producto de un entero y un quebrado 6 de dos que-
brados, es otro que tiene por numerador el producto de los
numeradores y._por denominador el de los denominadores,
suponiendo partido por la unidad el entero.
t12. Divipir coN FrACCIONES. El problema de di-
; a

a
vidir la fraccion 7 por el entero.¢ se indica en =3 é

a
—: ¢ .como en el cilculo-de frac-
mas generalmente en 2

ciones numéricas (87), y se resuelve multiplicando por ¢
el denominador del dividendo (71. 4.°), porque se pide

a ’ Va .
hacer ¢ veces menor & o Serd pues e el cociente de
c
. . a .
la division indicada 7 i el resultado dicta que para

dividir una fraccion por el entero ¢, 6 en otro lenguage,
para hacerla ¢ veces menor, se multiplique por ¢ el de~
nominador.
Mas, cuando haya que dividir el entero ¢ por la
a e

5 : 5 :
fraccion —1; , como se indica en — , 6 mejor en ¢ 9
o @

—_—

b
considérese que si vinicra por divisor @, el cociente se—
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c &
Fia i==; pero-como el divisor ‘es b veces Taenor que a,
]

el cociente — ha de ser' 4 veces mayor, y hay que mul-
a v

s a : a ch
liplicarle por b (7 1. 4. ), de lo cual resultars ¢ : T
ot e : Vanhor 9n a
Esta cspresion dice, que para dividir un entero por un que—
brado, se multiplica el denominador dé este por aquel, y
el producto qiie resulte’es el mimerador dol cociente, cuyo
denominador es el numerador del divisor: ’
' Si'se trata'de dividir una fraccion por otra, como se

. 5 , 4

5 :
indica en i :‘-‘—1—-., supéngase ¢ el divisor, y habrd el
) i \

a
cociente e Pero como el divisor ¢ supuesto es d ve-
he

a .
ces menor que el dadoy con precision el eociente . & d
: C

veces menor que el pedido, 'y ‘se ha de multiplicar’ por d,

ad
lo-cual dar{ el cociente exacto 7 pedido “en’ ‘el proble~
\ ; C iy iy ;
sisivy g cup 53
ma — : —,
boeed

Reasumiendo todos los casos de la division podemos
establecer la siguiente regla general. ;

La division de un quebrado por un entero 6 de un en~
tero por un quebrado, ¢ ‘de un quebrado por otro, da un
cociente quebrado cuyo numerador es producto del nume-
rador del dividendo por el denominador del divisor , 'y
el denominador es producto del denominador ' del dividendy
por el numerador del divisor, supuesto el entero partido
por la unidad.

113.  Las reglas de los dos articulos precedentes
gozan de toda generalidad , sean monomias ¢ pelinomias
las dos cantidades que concurren 4 las dos opceracioncs;
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y signiéndolas , vamos 4 practicar algunas operaciones de

multiplicar y dividir fracciones.: & % ¥
En primer lugar es necesario ejercitarse en el cilcu-

lo con monomias, de que son ejemplos las siguientes:

3ab ¢3  3abcd b2 :

X —— = ue tambien se escribe
6% % bac. ot 4 :

2 27 I

2 2 1000 2.000_;_;1000,

2 = T == .
3 c? C. " 1habc? . 2¢

.
3

AN ey i 7adh  1hab 7asbc - a2
5 o INELE

4y 733 266 18
5. 8- 8bi23 =B-g8 o °

Cuando se propone multiplicar 6 dividir dos fraccio—
nes polinomias entre si, dehemos observar los principios
generales demostrados al tratar de esta operacion por, en-
teros en cuanto 4 multiplicar término por término, y la
regla establecida para las fracciones,

g BT e e D
Debiendo multiplicar . ——=— por —a-—=, el cal<
. Oioid Kty

culo sera

AP T hiop ah  ch ap cp

— = T )= L
(b+d X(k"'q ok dk by dg
Si hay ‘término entero en alguno’ de los factores

6 en ambos, se hace la operacion, ya reduciendo los en—
teros & fracciones, ya sin reducirlos. Dados por ejemplo

a- h TORS IS
los factores ¢ +IT y d+? , redizcanse los entéros &

fracciones, que por mayor simplicidad tengan &'y /4 por
denominadores; y el calcalo serd

cb a dR & chdk adk  clh. ah
' —b+7>x (F—F? TR +T,[+ bi:,_}fbk’



206 ARITMETICA
> 200 d 5 'd'“"l"’]"a}‘
que se reduce : ¢ +7+7€"'ZTe :

como resulta igualmente sin reducir los enteros 4 frac—

cion, por el cdleulo que sigue:

) : a j h ad ch ah
(c+7_)><("f“7)=“’+7+7+a;-

Tambien si se calcula segun el método primero,

23 5) 8 3) file=t
(2—*——;)}((4—1—; es Z-*—Z X :+l_l),

11 I
6 bien, Zx[li?-z 2: 2} Z‘

y conforme al segundo método,

i o] 5 12 10 15
(2+Z)X(4+_) es  Bp—gm i —
11/ ; :

. I . .
que haciendo la reducion vale xz-l—z. Asimismo,

(a+ ) (a+—) @’ a+°a+ﬁ,
358

reduciendo @ un término los dos del 'medio es

G Al
Q% @,
6 6

Para dividir un polinomio de fraeciones por otro se re—

ducen las de cada uno a4 comun denominador, convirtien-
do en fracciones los enteros que haya: y de este modo la
operacion esta inclzida en la regla de dividir una fraceion

: l;
por otra. Propdnese por ejemple (o+ i):(d -+ /i)
b e

Que viene & ser
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(dz—l—a ,M—_;../,)' bek-ak
b )( k / bdk--bh

Tgualmente serg
3+“) ('——l—“)__z_ 2 .7__—_’.261:4.—[— 3_.7_
8, .9...56 56

LECCION III.

Lracciones continuas.
. . m - .
114. Cuando viene una fraccion — , irreductible %
n

enteros, lo mas que se puede conseguir es un cociente ente-
ro, si lo tiene, y un residuo fraccionario. Sea dicho entero

. L m r
a,y r el residuo del dividendo, como espresa —=a - —:
n n

y dividiendo por r los términos de la fraccion residua,

m I % n
serd —=a-+—. Por ser n>r, dard tambien — otrg
7 n r

r ¥ r

t r
cociente entero b y otra fraccion residua —; y escri~

r

m I
biendo lo hecho hasta aquf, serd —=—aq-}—~=
n b == y'
’ r
D- . . r .
iscurriendo lo mismo acerca de — y cuantos residuos
7 44

consecutivos vinieren, resulta la espresion de la forma

m I
—=a4=— I
n b 4 — I
c
d—+ —.

r/l

El valor de " o ‘ o5 ol
valor de — asi desenvuelto se llama fraccion conti-
n
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nua. Por su misma iilacion se inficre que a por si so—

. - vl o

lo es un valor aproximado escaso de la fraccion —;
n

I : m .
que a—+ = es otro valor aproximado de —, pero mayor
n

- . f
e >
que éste por despreciar el residuo — que hay en el de-
r’ % )
nominador h-+—: que tomando ires términos, 6 bicn,
= :
I

oniendo ™ a-
suponi i, P MCHLL RS
P n b —!'_-7

C

‘ ¢ -
cercénamos 4 la propuesta una parte de su valor, pues.—
¢

! I

y de consiguiente el denominador: b ~+-~— dela primcra
> :

fraccion gana valor. Continuando el raciocinio de este mo-
do se ohserva que, segun tomemos mimero par 6 impar de
términos de la fraccion continua por wvalor aproximado,

vesultard éste mayor ¢ menor que el evacto de 22-,, que
i n

se hallard entre dos consecutivos; y solo en el caso de Lo~

mar. todos los términos que produgera ¢l desemboloimiento

conducido hasta el fin, se puede lograr el verdadero.

115. Las diversas porciones de términas en nuimero
par ¢ impar, de quienes hemos hablado, pueden recibir la
forma ordinaria de los quebrados, como se demuestra cn
la tabla, siguiente :

a 1 ab—+1 I abc+-cH-a
T g L A e sEiigits =
1 b b b+= bc4-1
1 abed —+ od + ad—+ab —+1

a-+ — ] guscelcs

1 hed

e X hed = b
C ~p——
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Por este orden se hace la trasformacion de cualquiera
nimero de términos de la contfnua en fraccion ordinaria,
y se halla que existe una ley para formarlas; pues cada

aproximacion viene de la precedente, suslituycndo a+f
& b

1
or @, b-+ — por i i ;
por a, el b, 7y asi las demas que siguen; de

suerte, que hallada una, sabemos organizar la que sigue;

pero hay que conocer para ello los cocientes a, b, Gy,

. . a - . m
que facilmente se pueden adquirir. Pues, @ viene de —;
n r ' g
b de —; cde —; d asimismo de .3 ete.; y es fdcil
B r ; .
r

observar que este método es el que se establecis para in-
vestigar el mdximo comun divisor (83, IL) y (108). .

Tambien se observa que la segunda fraccion es mas
complicada que la primera; la tercera mas que la segun-
da; etc. y por el método con que se forman se deduce que,
ha de ser menos simple la suma fraccionaria que abrace
mas términos de la [raccion continua propuesta.

Restando la primera fraccion de la segunda, ésta de
la tercera, y sucesivamente cada una de la que sigue 4
ella, vienen las diferencias :

=1 —1I -1

b I;"c—i—b, 11207d+62q+2b,;d+b+d; £t

Continuada la investigacion de las diferencias entre las
porciones con nimero par y con impar de 1érminos cor—
respondientes 4 la continua, se observa que: 1.2, alter—
nativamente vienen -1 y —i1 por numeradores de las
diferencias, el primero si es restando la suma del nime-
ro par, y el segundo si de mimero impar: 2.2, los deno-
minadores de las diferencias van creciendo sucesivamente,
y por ello, cuantos mas términos de la fraccion contimue
se ccmprendan, tanto se acerca mas la_suma de ellos al

e

Temo I, - 14



210 ARITMETICA

' m
valor exacto de —
n

aunque siempre la suma de mumero

m
impar es menor, y la de mimero par mayor que —.
n

Segun esta analisis, vemos el medio para hallar en
términos mas simples, aunque aproximadamente, el va—
Jor de una fraccion complicada irreductible 4 enteros, y
que la aproximacion mas simple serd la menos exacta, ya
por esceso, ya por defecto, segun haya comprendidos en
ella mimero par 6 impar de términos de la continua.

116, Para ensayo se propone la fraccion irreducti—

86400
ble — — con grandes términos;

20929
otras de términos menores, y
10 como eclla. A fin de ejercitarnos en toda la teoria es-
puesta, seguiremos la marcha de ella en el caso particu—
lar que se propone. Hecha la division indicada, resulta

m 2684
—_—— 4 (o i
n 20929

Dividiendo los términos de la fraccion residua por su nu-

meradoer , es

y trdtese de hallar

que se accrquen 4 valer tan-

I

m
_7;_=4+90099:4+ 2147
CTA T 7+ Ze%x

Volviendo 4 dividir ambos términos de la fraccion resi-
dua dltima por su numerador, se halla

I
n 7+— 543
It

2141

De este modo se pudiera continuar el cdlculo hasta el dl-
1imo cociente de la fraccion continua, pero basta lo he-
cho para enterarse del método; y en alencion 4 que sa—
vemos hallar los cocientes a,b,¢,d,... conforme al cilculo
del méximo comun divisor (83.1I.), emplearemos ésle
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para indagar los que faltan. chculalndo asi el céleulo
7

86400]20929!2684'2141!543]512131116. 15]x
| 4 \7 'I {3 lI llﬁll I |15

tenemos a=/, b=y, c=1, d=3 e=1, f=16, g=1
k=1, k=15, y la fraccion continua, e

86400 I
__=4+_ T
20929 ‘7+1_—+- 5
st
I
W 5
5 I =
I -, —
h’

Con 'los cocientes hallados facil seria formar 1

fraccionies, inclusa la propuesta , que deben 'resuallts il
mando cfada vez uno, des, tres,... términos hast lar, &
vclquc tiene la fraccion conlinua, ya sustituyen?lo();;'ll]uc-
sy - : ;
l\a._s (:Eialzor aa, “Zz, Cytaises ’en las espresiones gencra]c(; l((1):

! B e;cc.utando éstas por la misma fraccj

tinua de cifras aritméticas que se acaba de form 5
ferimos cst.e método, y asi resultan las nueve suar. P’r‘E—-
ocho fracciones aproximadas 4 la propuesta oty
orden sucesivo con que van escriias L8

128 2704 2865 5569 86400

161
3r’ 39 655 694 1349

eSS
(&)
D
(S3]
(S8)

e .
20929
Por: ']o demostrado, la peniltima fraccion es ], q
préxumamente espresa el valor d (i
e la propuest
a; y las de—

mas hasta la primera . )
— al paso que i
T ,P _que van siendo mas sim-

ples se acercan menos 4 dich
lal g o valor, observ4dndose
a ley de ser menores que la propuesta las de ] i chag
! A !
y mayores las de par. Ademas, toda ot ; Aeah pan
) otra fraccion que es-

cag? 4 ;
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presase valor aproximado de la propuesta y que estuvie—

por la misma razon mas inexacla que cualquiera otra de
iérminos mas complicados.

117, Vemosen la teoria de fraccione‘s continuas un
segundo modo para obtener valores aproxm'lados , de una
division impracticable por el cdlculo de los enteros, ade-
mas del que conociamos ya por el de las decimales, y han
ocurrido suficientes casos en lo-que hasta el presente va
iratado acerca de la cantidad, para penetrarse de cuanto
4 veces interesa un valor aproximado,

CAPITULO VIi.

Potencias y raices en ariimética.

AAVVVVVVY

LECCION 12

Ideas generales acerca de las potencias y raices
de los numeros.

118. Sabemos que potencia de una cantidad es el
producto que resulta de la multiplicacion de la cantidad
por si misma varias veces como factor (66. 5.2); opera-
cion que se indica en general escribiendo el factor, y asu
derecha sobre el renglon el mimero que dice las veces que
entra por factor, y que se llama esponente de la potenc.ia.
Siendo por ejemplo 7 el nimero, la espresion n? indica
(liue n es dos veces factor, y se llama segunda potencia de
i1, 6 cuadrado de n porlo que se verd en la geometria y se
puede inferir por lo dicho cn el articulo (97)- En la es-
presion 23 el esponente 3 indica que n es tres veces fac-
lor, y se llama tercera polencia de 2, 6 cubo de n por !o
que tambien se¢ dird en la geomelria y se puede inferir

se incluida entre dos consecutivas de dichas nueve, seria .

SR e
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de lo ya dicho en el articulo (98); asi como n4, n3, etc.
son potencias cuarla, quinta, eic, de n. Las potencias
segundas y terceras de los mimeros digitos desde © has-
ta g esltan escritas en la tabla siguiente, que conviene
aprenderla de memoria para los usos que se ofrecerin en
adelante. e

gl Lalivbo i Gell el 58 9
4|9 |16 25|36 | 49 | 64 | 8x

n..!

n2.";

nd. .| 8, 27,!64,'125, 216,1343,|512,{729.

Las potencias segundas y terceras de los nimeros
10, 100, 1000, elc. se forman de memoria ficilmente,
afiadiendo para las segundas potencias & continuacion del
nimero otros tantos ceros como ya tenga por si {31); y
para la tercera polencia, abadiendo & continuacion del
nuimero dos veces tantos ceros como tenga ya por si. Las
potencias de los mimeros polidigitos se forman por la
multiplicacion cuando se ofrece. -

119. Las potencias de cualquiera quebrado se hallan
multiplicando el quebrado por si mismo, y sucesivamen—
te el producto por el quebrado propuesto, hasta que en—
tre por factor las veces que el grado de la potencia exija.
Se indica la operacion encerrando en un parentesis el
quebrado, y escribiendo fuera sobre el rénglon el expo-

2
nente de la potencia. Asi por ejemplo, (i) indica lo
‘ b

2
: 3:53 N s ;
mismo que Tx_/:; y en general { — indica lo mismo
n n ‘ Sy n?
— X —, que segun las reglas de la multiplicacion es —.
m m m2
oty RN . o e e
Tambien { — ) indica lo mismo que — X—— X —, 6 bien
m m m m

n? n n3 ?
— X —, 6 finalmente —. Obsérvese que las potencias
m?" m m3

n n2ains

. Bk, ey AR )
segunda y tercera de la fraccion general O LN Y =3
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y generalizando mas la idea, puesto que la multiplicacion
de quebrados se hace numerador por numerador, y de~
nominador por denominador, no cabe duda en que Ia po-

n
tencia de cualquiera grado p, de la fraccion —, serd un
m

quebrado en cuyo numerador entrard por factor el ni-
mero.  las veces que espresa p, y otras tantas por factor

?
n
en el denominador el ndimero m: luego, siendo (—) la
m

2 n?
operacion indicada, serd = la ejecutada; es decir, que
X i :

la potencia del grado p de una fraccion, es otra que tie-
ne por numerador la potencia del grado p del numera—
dor propuesto, 'y por denominador la potencia del grado
p del denominador. Segun esto, podemos decir que por

b ;
ejemplo, (_;_) es
2 27 a0 a8l

5’

lia'd 2 2 :zX«
queresulta de — X — % — N e e e
/ e s ey e

IL)

($Y)

2
243’

120. Conviene que hagamos aqui unas observacice
nes que nos han de ser ttiles en lo sucesivo.

y equivale 4

n
1.2 Sila fraccion — es irreductible 6 mimero ente-
m
n?
s bk ; ; ; .
70 0 € misto, su polencia —, tambien serd irreductible
m?

d entero ¢ misto, como se demuesira del modo siguiente.
. n - .
La fraccion — es irreductible 4 entero por no ser m fac-
= :

tor de n (41 4,a)_ j € irreductible 4 misto por ser n_me-
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nor que m (81). No siendo m factor de n, tampoco mxm
puede serlo de nxn porque nxn es producto de los factores
sirr‘lples que tenga 7, y puesto que m no pertenece a eslos,
tampoco el compuesto mxm puelen ser de los compuestos

n? l

5 igui — resulta

que haya en nxn (44); y de cgnsxgmente )

u"Xn S
fraccionario. Lo mismo se puede decir de -——¢

)
m?xm m3
?
n3Xp nt 4 :
asi como de —~ 6 —, etc., y en general de — por la
: m3xm m* ™

ley misma en que se funda el razonamiento. Ademas, no

n Tlp pati,
siendo — reductible & misto tampoco — 6 bien

m m
XK eue
ol puede serlo; porque el producto nXnx... es
mymx,.
menor que mxmX..., 4 causa de ser mas pequenos sus
factores (26).

n 3
2.2 Inversamente, si — es fraccion reductible & en-
4 ?
n

tero 6 misto, tambien lo serd cualquiera potencia suya —-—-mp

n : : S

Porque — es reductible 4 causa de ser m factorde 7, 6 &
" e n

lo menos tener estos un factor comun. En el primer caso =
A n 3 d l

serd reductible 4 entero y tambiem m 0 bl pene fo

m
s ces
producto de enteros — x — X........ hasta ser p ve
m m

n
n % :
factor el entero — En el segundo caso, st ;;es reduc-
m
n? i
tible 4 mimero misto, lo serd tambien — porque vic=
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n n
ne del producto de nimeros mistos — % —— ¥ eeooo hasta
m m
n . . .
ser — factor p veces, y en la multiplicacion de talcs
m

nimeros (86.) hemos hecho ver que el producio con-
iiene parte entera.

v = :
3.2 87 — es fraccion irreductible & espresion mas sim-
m P

” 3 n ’l

ple, lo serd tambien

* Porque, el ser m 10capaz de es-

L

presion mas simple, viene de no tener factor comun el nu-

2
n

merador y el denominador, y st — fuere reductible 4
m2

espresion mas simple, tendrian nxn y mxm un fac—
tor comun que deberia serlo de n en nyn, y de m
en mxm (44). Mas, como esta condicion ullima

n?
de factor comun 4 'y m no tiene lugar, se sigue que ——
m?
: n?xn
no admite reducion. Lo mismo se podr4 decir de ~——a
P e xm
n3 D
6 —, y en general de’'—-
m3 e

121.  Raiz de cierto grado de un mimero es el factor
que con la multiplicacion sucesiva por sf mismo debe pro-
ducir una potencia igual al mimero, 64 la mayor poten-
cia del mismo grado contenida en dicho nimero. Decimos
que la raiz es del mismo grado que la potencia, porque
tambicn sc dice raiz segunda ¢ cuadrada, raiz tercera 6
aibica, raiz cuarta, raiz quinta, etc. Fl signo con que se
espresa el problema de estraer la raiz de un mimero es V'
en seguida del signo se escribe el mimero cuya raiz se
quiere estraer; y entre los brazos del signo se pone el ni-
mero que indica el grado de la raiz, y que por esto se

¥ ALGEBRA ELEMENTAL, iy

3o
llama indice, como por ejemplo |/ N, para espresar que

se ha de estraer la raiz 3.2 6 cibica del nimero N, segun
el fndice 3 lo indica. Cuando se trata de estraer laraiz 2.2

se suprime el indice 2 por la simplicidad; y asi, ;/Rf es-

presa que se ha de estraer la raiz segunda 6 cuadrada del
nimero V. Poniendo por ejemplo un mimero cualquiera
de las potencias de la tabla anterior, tendremos que

i ah g gt
V8iesg, VV/2bes5, |/216 es 6, /5ia es 8.

Pero las mas veces el nimero propuesto no es po-
tencia exacta del grado mismo que el indice de la raiz
que se quicre hallar; y entonces, asi como en la division
de nuimeros no miltiplos del divisor, tenemos que conten-
tarnos con hallar la raiz aproximada, ¢ factor que produ-
ciria la mayor potencia de aquel grado contenila en el
mimero propuesto. Por la tabla de potencias vemos, que
todos los mimeros comprendidos entre dos consecutivos de
las 1erceras potencias, como, por ejemplo 512 y 729, no
pueden lener tercera potencia espresada en nimero exac—
to, pues la del primero es 8 y la del segundo g; y lo mis-
mo sucede d& los nimeros comprendidos enire otras dos
potencias de un mismo grado de cualesquiera dos nime—
ros consecutivos del sistema de numeracion.

122, Hemos dicho que los nimeros comprendidos
entre las potencias de un grado de dos mimeros consecu—.
tivos no pueden tener raiz entera cabal del grado de la
potencia: y ahora vamos d demostrar que tampoco tienen
raiz exacta fraccionaria ni mista los nimeros enteros que
no la tengan entera cabal. Porque, si una cantidad entera

a
N pudiese tener raiz fraccionaria 5 de algun grado m,

m = a g
podriamos escribir la eracion ‘/N::-b_; las cantidades

iguales multiplicadas por otras iguales tambien dan pro-
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ducto iguales (3.6.°)y(26) y por tanto, multiplicando por

si misma cada una de las de la igualdad hasta ser m veces
am

factor en el producto, resultard N__—Tm; pero este resultado

am a
es absurdo por ser b—tan fraccionario como o (120.1.9);
= i

luego, la raiz de un entero nunca puede ser fraccionaria.
De suerte, que las cantidades enteras que no tengan raiz
entera cabal, tampoco la dan fraccionaria cabal. Por cu-
ya razon los nimeros intermedios 4 1, 4, g, 16, 25, 36,...
no tendran raiz exacta cuadrada, ni tampoco cibica las
intermedias & 1, 8, 27, 64,.... Mas no se entienda por
esto que los mimeros fraccionarios no pucden tener exac—
ta raiz fraccionaria, pues el nimero 3% por ejemplo tie-

.4 : o :
ne la segunda potencia —9, y de consiguiente la raiz
4
cuadrada de —9, es 3.

Segun esto, hay cantidades cuya raiz jamas puede ci-
frarse con exactitud en espresion entera ni fraccionaria,

M —

sino en la indicada radical |/ IV; y cuando sea mnecesario

intentar el conocerla, hay que esperar solo una aproxi-
macion 4 pesar de cuantos medios puedan aplicarse: tales
cantidades se llaman inconmensurables 6 irracionales, pues
no hay entera ni fraccionaria alguna que sea unidad de
medida para valuar la raiz que exige el indice del radi-
cal. Por esto se llaman tambien conmensurables 6 raciona-
, les todas las demas cantidades que contienen cabal nime-
ro de veces 4 la unidad entera ¢ fraccionaria , por peque-
fla que sea; es decir, que son comensurables todos los nii—
meros enteros y fraccionarios libres de signo radical , 6
que 4 pesar de hallarse afectados por €l, equivalgan 4 en-
tero 6 fraccionario : asi, el nimero 5 y todos los ente~
ros son comensurables por contener 4 la unidad 1 exac-
tamente cierto nuimero de veces. Igualmente la frac-
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3

cion T y cuantas pueden imaginarse sin estar afecta—

das de radical ni esponente fraccionario, son racionales:
. I 2 .‘ r -

en la fraccion 5 propuesta es 5 la unidad, 4 quien con-

tiene tres veces.

123. Mas adelante se tratard de esiraer las raices
cuadrada y ciibica de los nimeros enteros que esceden 4
las potencias segunda y tercera del mayor nimero de un
solo guarismo, que es 9; y iambien del modo de hallar
las raices cuadrada y cibica aproximadas de todos los
nimeros que no las tengan exactas. En cuanto 4 las rai-
ces de grados superiores, hallaremos recursos para estraer-
las por otros métodos que nos proporcionardn los conoci—
mientos mas elevados de la ciencia. v

124. La regla para estraer las raices de los quebra—
dos se infiere por la regla de la elevacion 6 potencias (1 1 g

Pues, de que la fraccion T elevada 4 la potencia del es-

n
ponente p ¢ indicada en
4 »
n n
(__)’ ity
m »
m n?

se sigue que la raiz del grado p de la potencia ~ como

P

-‘/ 77 >
e indica en —y €5 —
s m

)
. n . .
Y como la raiz ) ha venido de estraer las raices de nu-

merador y denominador; claro estd que cuando se haya

de esiraer la raiz de una fraccion V , Se estraerd

E
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ia del numerador y la del denominador, y lo fraccion que
resulte de las dos raices halladas es la raiz de la propuesta.
/

Dad> por ejemplo el nimero 3 =

— para estraer la_raiz
cibica; por la tabla de potencias tendremos las indivi—
duales 4 y 7 del numerador y del denominador, y dire—

3 3
mos que ]/__i_ » 6 segun otra forma
343

3

Pigroy

3 yies —.
i B

En las lecciones que siguen propondremos casos de
estraer por aproximacion las raices cuadrada y ciibica de
los quebrados que no las tengan exactas, y por ahora re—
cordamos que lo dicho en los articulo (121) y (122), acer-
ca de las raices de los nimeros enteros, se deberd enten-
der tambien de las raices de los fraccionarios.

LECCION 1II.

’

Potencia segunda de los nimeros polidigitos, y
método para estraer la raiz segunda que tiene mas

de un guarismo.

125 En primer lugar nos interesa examinar la com-
posicion de la potencia segunda de un mimero, formada
por la multiplicacion del mimero descompuesto en dos
sumandos, 6 lo que es igual, dando al nimero forma de
binomio. Sea pues A+B la suma de las dos partes de
que conste cualquiera nimero; y ejecutando la multipli-
cacion indicada por (A+B)x(A-+B) ¢ bien (A~+B)2,
resultard por el segundo teorema de la multiplicacion por
partes (33. 5.%),

(4+-B)x(A+B)=Ax A+Ax B+Ax B+BxB,
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que por las reduciones(118)de 4x A y de BxBen A° y B?,
como {ambien (26) de AXB=—AXB en 2XAXB, viene

a ser (A+B)2=A2+2.A.B+B’-

El objeto de presentar esta composicion de la segunda
potencia del nimero descompuesto en dos partes, signifi-
cadas en general aqui con las letras 4 y B, es el que se
vean las tres paries de que consta la segunda potencia:
que son, A? cuadrado de la primera parte del binomio,
2AB duplo producto de la primera parte del binomio por
la segunda, y B?* cuadrado de la segunda parte del bi-
nomio.

Todo nimero puede ser descompuesto en dos partes
de varios modos (18); pero aqui se {rata de nimeros po-
lidgitos, y el método adecuado para ellos es incluyendo en
B todas las unidades de menor orden, y en A todas de
mayor orden, contando por decenas las de A y por unida-
des las de B. Para que se comprenda mejor lo que deci-
mos, tomese por ejemplo el nimero 3749, el cual pode-
mos descomponer en 3000—+749 6 sea en 300 decenas
y 749 unidades; y por consiguiente su cuadrado segun la
férmula_dard las equivalencias

(3000+749)2=3000%2—+2. 3ooox749+7492,:t 4055007.

en que A representa 300 decenas, y B representa 749
unidades.

Tambien podemos descomponer el nimero 3749 en
3700+49; y por tanto, serd bajo esta forma

(3700-+49)?==37002+2.3700.49-+49.2=14055001,

en que- A representa 370 decenas, y B representa 49
unidades.

Aun admite la descomposicion en 3740-+9 el ni-
mero propuesto, y de este modo serd *

(3740-+9)?=3740%-+2.3740.9+-9°=1405 5001, _

en donde A representa 374 decenas, y B repreipr‘xﬁl'a 9
unidades
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«  Obsérvese que segun la iltima descomposicion , esta
incluida en A la cifra 4, que era la de mayor orden de
las de B en la descomposicion precedente: en esta contie-
ne A las cifras 4 y 7 de las cuales carecia en la primera
descomposicion: de suerte, que en la raiz cradrada de cual—
guiera mimero polidigito puede contener A una cifra 6 dos
cifras d tres etc. desde la de orden mayor, escepto la de
simples unidades que siempre corresponde & ' B.

126.  Esta analisis, que ha servido para presentar
aisladas las tres partes de la segunda potencia de cual—
quiera niimero 6 raiz, y para que se vea que la primera
de estas puede contener una ¢ mas cifras; indica el camino
para la estraccion de la raiz cuadrada de cualquiera ni-
mero, considerado como potencia segunda. En efecto, la
cuestion estd siempre reducida 4 buscar las dos partes
Ay B de la raiz, considerando A decenas y B unidades, del
orden que corresponda; y como

2248
1/142 €8, 4% A cquivale 4 B, (83. IL.),
: Y

se sigue que, si conocieramaos el primer término A de la
raiz binomia , tendriamos el segundo término B dividiendo
por el duplo 2.4 del primer término hallado, la segunda
parte 2. A.B de la potencia.

Por esta verdad, y la observacion que se ha hecho al fin
del articulo (125), se presenta bien clara la posibilidad
de hallar uno 4 uno todos los guarismos de la raiz, em—
pezando por los del orden mayor: y vamos 4 enterarnos
ahora del modo.

Para ello tenemos que aclarar dos puntos: 1.° conocer
en qué parte del nimero, dado como potencia, se halla
cada parte de las tres principales, y en donde se ha de
buscar cada parte de la raiz: 2.° despues de sacar ca-
da guarismo de la raiz, como tambien cada dos, cada,
tres, eic.; hacer la comparacion conveniente para cercio—
rarse de si estdn bien hallados 6 no.

L2 En cuanto 4 conocer en que lugar del nimero da-
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do como potencia debemos buscar cada parte de la raiz,
haremos las reflexiones que siguen.

Las unidades de todos los érdenes del sistema actual
de numeracion estan representadas por 10", pues todas
son potencias de 10 segun lo demostrado en el articu~
lo (31). Si es n=o, resulta la potencia 10%=r ;

S1m=r o =10 81" ——2,10 =100, etc:;

Por otra parte, los nimeros entre 1 y 10 tienen una
cifra: entre 10 y 1oo tienen dos, y asi sucesivamente:
de modo, que consta de n cifras todo wiimero entero com—
prendido entre 10"~' g 10" sin que llegue & 10"; y to-
do mnimero imaginable de n cifras, tiene su walor en—
tre 10" 1 g 10" sin llegar G 10"

Pucsto que habra n cifras en un nimero cuyo valor sea
entre 10"~ " y 10” sin llegar 4 107% y que el cuadrado de
dicho mimero estard (66.6.%)y (58) entre los cuadra—
dos 10%"=2 y 10%" sin llegar 4 10?”; claro estd que ten—
drd el cuadrado de tal nimero por la misma razon 2n 6
2n—1 cifras, es decir, doble 6 doble menos una; seri
2n—rx si el cuadrado mo llega 4 10%%~7, y 2" si llega
i 10%", Luego, si el mimero propuesto para estraer la
raiz liene an 6 an—ix cifras, su raiz cuadrada constard
de n cifras. Segun esto, los mimeros de una 6 dos ci—
fras dardan una para su raiz; los de tres 6 cuatro dardn
dos; los de cinco ¢ seis dardn tres; los de once ¢ doce
cifras dardn seis, etc. '

Ademas, el cnadrado de las unidades se hallard siempre
en las dos iltimas cifras del nimero propuesto, porque
12=1 y 9?=81; el de las decenas simples estard en las dos
cifras precedentes, porque 102=100 y go*=8100: el d.e
las centenas 6 decenas equivalentes se hallard en las dos ci-
fras que preceden, porque100?=10000yg9oo =810000;
el de los millares en las dos precedentes, porque

x

2200 3
10002—1000000 y Q000“=31000000;

y por este orden sucesivamente. Por lo cual, separando las
cifras del mimero propuesto en periodos de d dos cifras em—
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pezando por las iltimas de la derecha, se deberd buscar la
raiz de las unidades en el periodo de la derecha, la raiz
de las decenas en el periodo inmediato, la de centenas en- el
que preceda, y asi sucesivamente las raices de ordenes mas
elevados: bien entendido que el periodo primero de la iz—
quierda puede no constar mas que de una cifra, como su—
cederd cuando haya nimero impar de ellas en la espresion
propuesta. :

Como por otra parte hay 2.4.B en la potencia cuya
raiz tenga dos 1érminos, pucede resultar en cada periodo
el aumento de algunas unidades de su orden, Para saber
en donde pueda recaer el producto 2.4.B, supéngase A,
decenas y BB unidades: el menor producto es 2x10x1=20,
y el mayor 2Xgoxg=1620; aquel recae en un periodo
y este en dos consecutivos. Luego, se habrd de buscar en
seneral 2.4.B en los dus periodos consecutivos juntos, que
centienen & A? y' d B2.

I1.° - Es llegado el caso de aclarar el segundo punto,
que consiste en cerciorarnos de si la raiz hallada necesi-
ta 6 no correccion, porque de los nimeros los mas no son
potencias exactas, y aun cuando lo sea el total propuesto
puede no ser potencia cabal de 4 el periodo de que se
estrae 4. El modo de cerciorarse de lo que aquf se trata
es el siguiente , fundado en lo que llevamos dicho. Elé-
vese 4 la segunda potencia el binomio 6 raiz presunta
que se haya encontrado; y restando dicha potencia de
toda la cantidad propuesta, si el residuo es cero, la raiz
hallada serd exacta; si el residuo es negativo, la raiz ha-
llada serd mayor que la exacta, y hay que corregir la
operacion ; si el residuo es positivo, la raiz hallada serd
lIa que se busca siempre que no admita otra mayor en
unidades de la misma gerarquia la espresion propuesta.
Vemos que la resta de que se trata es una operacion in-
dispensable para cerciorarse de si es 6 no verdadera la
raiz hallada; y como esla se estrae por .partes 6 1érminos ¢
guarismos, es necesario tambien hacer sucesivamente por
partes dicha resta del modo siguiente. Hallado primera—
mente A4, se resta A* de la cantidad propuesta: en este

225
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;esz’dzfo se busca B, y de él se resta 2,4.B+B2; lo cyal es
ﬁ(:] z;;szz 3;1(;3 _l:izc;r de la propuesta cantidad restado a]

127, .Habiéndase demostrado los fundamentcs
la estraccion de raices cuadradas, vamaos 4 practicar]apara

Dado por ejemplo el nimero 676 como potm; i
se ve desde luego que su raiz segunda constars de g e
fr:a§ » ¢s decir, decenas simples y unidades, Hecha 1(:: gl—
vision . periodos de derecha 4 izquierda resultan d -
como 6 76: el cuadrado de las decenas debe hall =
e.l periodo 6, el cuadrado de unidades en 765y ala::,‘i,fz
::)eréx;)g. el duplo de decenas por- unidades en ¢l conjun-—

Inddguese pues, con el auxil; i

raiz cuadrada 1l)nayor contenida eg (zle ;i:;olih 2 P?tencms’ 2
do 6, que es 2 decenas; y escribiendo el o bz 2
por separado como aparece en el tipo del 4 i
c?lcuio, y ¢l cuadrado 4 de 2 bajo el pe- 2
riodo 6, réstese 4 de 6. La diferencia es 2
4 ella el periodo 76, resulta 276; en que o
debe hallarse el duplo de las dos decenas '/6’76 li
multiplicadas por las unidades, y el cua~ -~ _ 4
drado de las unidades , que ayn estan 2\76- l40
ocultas, T

Para Sabcx‘ cuant. i : Ire,
; Sponden ? la CSP]'(!—

2.4.

= =B dice (126) que se divida 276 por 4o,

presion
2

duplo de las decenas halladas, con 1a precaﬁcion d

ademas en el dividendo quepa el cuadrado de unidade %l;e
por estar incluido en 76. Hecho el tanteo result ‘-’Sd ¢
cuado B=G6; y escrita esta cifra de la raiz ¢ = 2
da de la anterior tenemos 26; pero es necesan’ iy
parar: con el dividendo 276 la cantidad 0 5A I;m l(;;)m:
L}en (24+B)x B que aqui es 46x6, 4 ﬁn.dt; }—'Tl .
diferencia (126 I1.°). En efecto oo

; a{ » escrito-el product
bajo el dividendo, resulta cero el residuo-rl} ot 2'76
TOMQ I 7 10 que indica

15
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ser 26 raiz cabal del ndmero propuesto. El tipo comple-
to del cdlculo es como sigue:

/6’76 |26 raiz
22,0400 A
dividendo.. » 276 /4o divisor 20x2
56265 o5071,.2.76:6

dividendp & ()

Propénese ahora para estraer la raiz cuadrada el r:li-
mero 105625 ; y segun lo manlfestadf) debe dar trt:is i~
aiz, la cual por ello constara de ccnu.:nas, ece—
sl "ﬂdad7es. Hecha la separacion de cifras, co—
S ’1:2125 el cuadrado de las unidades estara conteni-
g:,oe;o:s el d’e las decenas simples en 56, y el de las de-
: uestas que cn el caso actual son centenas se
ccrlllas ;‘lﬁ-Pel restante periodo 10. Al mismo tiempo hay
t:: er nimero otros dos productos, que son el du[;lon:;
unidades por decenas y el duplode decenas p(;)r cen 256,
¢l primero debe hallarse en 562'5 y el se%:x)n o cn 1056,
sezun lo manifestado en la feorla (126.°E0) : Sl
. Teniendo en consideracion estas observacxon?s, indd
3 ]a mayor raiz cuadrada contenida en el periodo pri-
g ye es 3: escribiendo ésta separadamente,y su
4 Ido, l?:'o del 10, al residuo 1 agréguense las dos ci-
cuadr‘a A t]es de la propuesta. La porcion 156 debe con-
i SlngnB B2, siendo 4=3 decenas compuestas, y
s 2.d : _'c_onf:)rme 4 la teoria establecida. Inddgue-
4 umd:a:tsc’o un factor B tal que multiplicado por 24
R 6 decenas compuestas y agregando B2, el prodzfcto
(él:)exeBs_‘_Bz 6 bien (60-+B)xB sea igual 4 156, 05:;
acerque & serlo: B=2 produce 62%2 :_—l_)124.<l;_—2,
B =3 produce 186>156; velmos que de3e ser o 32.
Escrito el 2 en seguida de la raiz anterior l, resu téri
que consideradas como df.cen.as combnEM\ CL primey
i i io de la raiz trinomia. -
mm(i‘]:f ::);:]: I(r::;ncepto, para hallar el término B‘_ corfgs—

/

; dividend
2.4.B+B2?, habri de ser BT,
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pondiente , réstese del dividendo 156 el producto 62x2
que es 124, y resulta la diferencia 32 ; 4 quien se debe
agregar el periodo signiente 25. De suerte, que en 3225
ha de estar contenido 2%x320xB+B?, ¢ sea (640+B)xB;
y debemos inferir por tanieo el mimero B que cumpla con
la condicion de acercarse dicha cantidad al ndmero 3225,
Sin mas objeto que el tanteo se halla que 2x320 cabe
5 veces en 3225; Y. no pudiendo ser B>5, hagamos
B=5, espuestos i la correccion si fuese demasiado gran—
de (126, IL°). Escrito el 5 en seguida de los guarismos
antecedentes de la raiz, componen 325,

Falta restar del dividendo 322b

el producto
(2.4+B)xB que ahora es 645x5; Y ejecutando la

comparacion se halla que no hay diferencia ; con que, 325
es raiz cuadrada cabal del nimero 105625,

El tipo del cdlculo completo es como aqui se presenta
/50’56’25 |325
B i e -

9
dividendo. . 156 ]ﬁ divisor 3ox 2

G320 annie 5o hlid fones ke

2

; 3225 lGAo divisor 320%2
645%5. .., . 3225 5 3

———

dividendo. . o)

dividendo . .

Nos parecen suficientes los ejemplos presentados para que
sepa ya el discipulo manejarse por st en todos los demas,
¥y solamente haremos dos observaciones para amplificar o

que se dijo en el articulo (126. I1.°).

1.2 Debiendo hallarse en cada residuo lIa cantidad

5 como-sucede.en

2
56
el ejemplo, 2« Ib en el primer dividendo, y en el
o
guagei il ot
segundo 5< - La minoria del cociente debe ser an-

640

-
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ta cuanta baste para que no resulte residuo negativo, co—~
mo estd dicho (126. H.O).

2.2 Si 4 una raiz 4 monomia 6 polinomia se aumen--

ta 1, serd
(A+I)2=A2+2A+l ;

y hﬁce ver esta espresion, que si 4 la cifra de la raizse
diere una unidad de menos, el cuadrado 42 de la parte
hallada tendrd de falta 24--1, por consiguiente de es—
ceso el residuo. Luego, cuando cabe en el residuo el du-
j)lo de la raiz hallada mas la unidad, hay que aumentar x
& lo menos & la cifra admitida en el tanteo para que sea
la verdadera: de suerte, que precisamente debe ser positf'—
vo y menor que diche cantidad el residuo. Por esto el pri-
mero del ejemplo indica acierto, pues resulta 1 <2 X3+4-1;
el segundo residuo igualmente, porque 32<2x32-1;
y el tercero tambien, porque

0<2%x3251.

La primera observacion manifiesta el estremo mayor, y
la segunda el menor, de la cifra B. del tanteo. :

128. Cuando ya se tienen conocidas mas de lamitad de
cifras correspondientes d la raiz, se pucderz obtener las
demas por simples divisiones; lo czlal. abrev.m. m.u?ho el
calculo de la estraccion total:y el siguiente raciocinio ma-
nifestara el método para conseguir el objeto. ;

Siendo P el nimero dade, A la parte conocida de
la raiz, B la que falta, y % el sobrante de P sobre
(4-+B)?, hay la igualdad

v P=A?~4-2.4.B4B2+h.

Bestando 42 de una y otra cantidades ignales, y divi-
dicndo despues los restos por 2.4, serd
' P2 2AB+Beth

2.4 24

El segundo miembro puede poncrse bajo otra forma
(41. 6."'), y entonces la equivalencia serd
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P—2 BA-p
= S
ad ad

en donde vemos que dividiendo por el duplo del ndmero
hallado, el esceso del propuesto sobre el cuadrado de
aquel, resultard un cociente que en general escederd al B

Bap

que se busca en tanto como sea la cantidad

2

Pero sabemos que 4 estd seguido de m ceros; y co-
mo 4 sin contar con ellos consta por si'de m—-1 cifras
4 lo menos, por condicion establecida al principio, se si—
gue que A tendrd por lo menos 2m—1 cifras, y con
mas ventaja las tendrd 2.4 denominador de la fraccion
sobre cuyo valor se discute. Por otra parte sabemos por
condicion que B consta 4 lo mas de m cifras, Y que por
ello B2 tendrd 2m 4 lo mas. De estas habra tantos ceros
al fin de B2 cuantas cifras tenga ; y por tanto B2-h
tendrd 4 lo mas 2m cifras. Luego, el denominador 24
¢s mayor que el numerador, y por consigniente menor
que 1 el valor del quebrado que sigue 4 B en ¢l cociente de

P—42
aAd ;

Esta espresion 4 que hemos llegado por ‘encadenamiento
rigoroso de verdades nos dice, que, habiendo hallado en
el mimero P una parte A de la raiz cuadrada con mas
de la mitad de cifras de la raiz completa, se puede hallar
la parte restante dividiendo P— A* por el duplo de la parte
hallada. En el ejemplo anterior es P—10562 9; Ad=320;
24=640; A*=103}00,

B=105525—10;4oo=5+ 25 ;
640 = 640
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129. Hasta aqui hemos tratado solamente de hallar
la parte entera de una raiz; y el residuo final cero de los

ejemplos dados para ‘ensayo hace ver que se propuso un.

cuadrado exacto: pero segun lo demostrado en la prece-
dente leccion ; los mas de los mimeros enteros han de te-
ner algun residuo final (121.). Por otra parte, sabe-

mos que toda cantidad entera que no es cuadrado’ cabal -

no pucde tener. raiz segunda exacta (122)- y ahora va—-

mos 4 tratar de si se podla obtener mas aproximada que ,

la entera en aquellos mimeros que son incomensurables: es
decir, que si despues de haber estraido la raiz entera con—
forme al método establecido y usando si se quiere del auxi-
lio para abreviarle, hay residuo final, que necesaria—
mente ha de ser menor que el duplo de ella mas 1, se
irata de aproximaciones.

Una simple reflecxion basta para. convencernos de
que se puede aproximar cuanto se quicra por decimales
la raiz cuadrada de cnalquiera mimero irracional. Por—
que , si agregamos al fin del nimero entero propuesto
cualquiera mimero par de ceros, habremos decuplica—
do 4l mimero tanlo, cuantos ceros hayamos agregado.

El ndmero multiplicado asi vos dard en su raiz tantas ci- ;

fras mas, cuantas haya en la mitad del nimero de ceros
afadidos en aquel. Esta raiz serd mayor que la entera
conocida del mimero propuesto sin la afadidura, tantas
veces cuantas esprese la unidad seguida de la. mitad

de ceros anadidos, porque sabemos que cada cero final
de una raiz produce dos en la potencia (31). Luego, en

la raiz que diere el mimero_con pares de ceros anadidos,
serdn CIJI(ZS a’erlmalzs tantas cuantos parPs de ceros fue—-
ron agregados. Por e]cmplo, sea 5 el mimero propuesto
para la estraccion de su raiz cuadrada:

V —=z-.... €s mayor que 2;
v si tratamos de aproximarla hasta décimas, habremos de

afiadir dos ceros al 5. Estraigase la raiz de 500 por las
reglas dadas, separando las dos ultimas cifras con la tilde,
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y tratdndole ‘durante la operacion como si A fuese dece-
nas y B unidades; y el tipo del calculo es:

y'5'00 a2’
22 el ]
1 oo |4o
faxa.. 84 T
e

Resulta |/5=1,2 aproximada hasta décimas.
En el ejemplo siguiente se practican todas las reglas
dadas, llevando la aproximacion hasta diezmilésimas:

1/6'63'73'21'g2 [_2_.5_7__(_32

LT s
263 , 4o
AT ey ) e

3873 [5o0
bo7xy. meteiidbily 7 :
5146x6.... 30876 6

154592 |b1520
51523%3.... 15(569 3
= ,

En vista de que hay residuo final ‘despues de esiraida 1a
raiz entera 25763,y que se trata de aproximarla hasta

diezmilésimas ; agréganse ocho ceros 4 la cantidad pros

puesta, y se prosigue la estraccion bajando dos ceros para
cada cifra que se busque de la raiz:

l/gf—SSySzIegz,oooooooo ‘257630 :

dividendo para décimas.f........ 2300 |515260

515260%0... 0000 o
e ———

dividendo para centésimas.... ' 230000



232 “ARITMETICA

Siguiendo el método ordinario llegariamos 4 tener las tres
cifras decimales restantes; pero habiéndose propuesto el
ejemplo para ensayo de toda la teorfa, las hallaremos por

P—4q%
» Siendo en el caso

la férmula aproximativa B=

presente )
P=66373219200000000, y A=257630,

se tendrd el conjunto B de dichas ires cifras restantes por

Ia division

2

66373219200000000—2576303

=005 ;

2x2b7630
Resulta pues |/663732192=25763,0005, raiz aproxi-

mada que se pedia, llevando la aproximacion hasta ser me=

nor que la diferencia entre dicha raiz hallada y la

10000
exacta,

Si el ndmero’ que se proponga para la estraccion
trae alguna ¢ algunas cifras decimales, y el mimero de
estas es par, se hace la estraceion suprimiendo la coma,
y por la razon -espuesta se separan despues con ella en
la raiz tantas cifras iltimas cuantos fueren los pares de
las decimales que tenia el mimero. Si es impar el niime-
ro de cifras decimales de aquel, se completan con ceros
hasta ser par el mimero de ellas, y se procede como estd
dicho. Debiéndose por ejemplo estraer la raiz cuadrada
de 26,37, se considera entero, y serd decimal una cifra
de la raiz. Lo mismo si fuese 26,3 que equivale 4 26,30.
Al discipulo toca el ejercitarse en las précticas de esta
clase.

130. Ninguna dificultad ofrece la estraccion de la
raiz cuadrada en las fracciones, sabiendo las reglas para
estracrla en los enteros; porque (124), sicndo

Vigogn

hay que estraer separadamente las raices del numerador
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y del denominador, como en los dos casos particulares
que presentamos aqui para modelo

169__[/169 13
' 576‘——‘/576_ T
5 |/5__2,2....

s S .

289_ 1y T 17
aproximando hasta décimasel numerador del segundo ejem-
plo: y si & su raiz hallada queremos dar forma de ente-
ro, serd :

5 2:2...s

—_—= =oyr

— ’ sance
289 57

Si numerador y denominador son irracionales, se evi-
ta la doble aproximacion multiplicando por el denomina-
dor ambos términos (83. I.°); cuando no hay factor mas
simple que haga racional el denominador : como en

3 S b2 ___‘/4-2___674-
2 o i o iR Bl i Rl

aproximando hasta décimas la raiz del numerador.

LECCION 1112

Potencia tercera de los nitmeros polidigitos , -y
método para estraer la raiz tercera que tiene mas.
de un guarismo.- :

13r. Elevando 4 la tercera potencia el binomio 4~+B
y haciendo reduciones analogas 4 las de la potencia se~
gunda (125), resulta

(A-+B)3=A3-+-3.4% B+-3.4.B%1-B3,

¥sta espresion representa la tercera potencia de cualquie-
ra nimero polidigito, considerando ser A decenas y B uni-
dades: y por ella vemos que la potencia 3.2 de cualquicra
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mimero descompuesto asi_en binomio, como A+B consta

de cuatro partes; que son A3, 3. A2 B, 3.4.B2y 133 Siel’

nimero que se ha de cub:car consta de unidades ma-
yores que simples decenas, pueden comprenderse en A
los guarismos que se quieran desde el de orden mayor,
escepto el guarismo de unidades sunples, como por ejem-
plo 478, que de un modo es

4733:(4d0+78)3=400 +3.400 .7‘8.*_3.400.782.*.783::109215352,
haciendo A=/o decenas y B=78 unidades; yde'otros,

4783’(470"‘8)3 470 +3 4702 8:3.470.8 +83___x099.x.1352

siendo 4=/y decenas y B=8 unidades.
132, La potencia desenvuelta de 4-+B ensenia el ca-
mino para estraer la raiz cibica; pues

frogi oy 34°B :
"/A3 es. A,y ——— es B;
34*

y estas espresiones dicen, que la raiz cibica de la prime-
ra parte de la potencia es primer término del binomio, y
que dividiendo la segunda parte por el triple cuadrado del
primer término, resulta el segundo de la.raiz. X como A
puede contener la cifra de orden mayor solamente, 6 dos
6 tres., etc, cifras: consecutivas desde aquella, escep-
tuando la de simples unidades, que siempre corresponde
4 B; no.es dificil conocer que podemos indagar una 4 una
las cifras de la raiz,

Hay en las cantidades propuestas para esta operacion
andlogas circunstancias 4 las que manifestamos en la leccion
anterior: 1.? hallarse envueltas en el mimero las cuatro
partes del cubo de la raiz binomia: 2.2 tenerse que re—
currir al tanteo para hallar B. Algunas reflexiones acla-
rarén sin embargo el camino para llegar 4 la raiz cibica.

12 A fin de saber en que lugar del nimero se ha—
lla cada parte de su raiz, tdmese de nuevo en considera-
cion lo dicho sobre esto anteriormente. Habiendo demos-
trado (126. 1.%) que un nimero de n_cifras tiene su va-
lor entre 10" "y 10" sinllegar & 10%, y su cubo (31) en-
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tre 10373y 1 03% sin llegar 4 1037% constara dicho cubo de
37 6 de 3n—1 6'de 3n—a cifras. Como en esta verdad es-
t4n demostradas las dos reciprocas, se sigue que cuando un
mimero - propuesto para estraer sw.raiz consta de 3n ¢
dé 3n—10 de 3n—=2 cifras, su raiz cibica constard de
n cifras. Por lo cual, si en el nimero propuesto hay
una, dos 6 tres cifras, la raiz tercera tendrd una cifra;
si_hay cuatro, cinco ¢ seis, la raiz tendrd dos; si hay sie— .
te, ocho ¢ nueve, la raiz tendrd tires; y asi sucesiva-
mente. Del principio establecido se deduce tambien que
el cubo de las unidades simples estard siempre contenido
en las tres iltimas cifras del mimero propuesto; el cubo
de las decenas ‘en las seis ultimas cifras; el de centenas
en las nueve tltimas cifras; y asi en adelante. Por esta
razon, separadas de tres en tres las cifras, empezando
por la de orden menor, el periodo que resulte de las de
orden mayor contiene el cubo de la primera cifra de la
raiz; el Sis;uiente periodo 4cia la derecha contiene el cu—
bo de la segunda cifra de la raiz; ete.

Ademas, para saber en que lugar del mimero se ha— ;
llan los productos 34?85 y 3452, adviértase que los me-
nores productos posibles, que son

3x10%2x1=300 y 3x10%X12=30,
estan incluidos en un solo periodo; y los mayores, que son
3.go%.9g=218700 y 3.90.9222 1870,

estdn en dos penodos consecunvos.

11.2  Para cerciorarse de si la raiz binomia hallada
por ¢l calculador en cada caso es la verdadera, elévese 4
la tercera potencia, y réstese esta del mimero dado. Si
hecha la operacion’ asi no hay residuo, exactamente di—
cha raiz es-la de aquel mimero, y este un' cubo comple-
10: si el residuo es negativo, el segundo término de la.
raiz- fue demasiado grande y hay que corregir la opera~"
cion : si el residuo sale positivo, la raiz hallada es verda-
dera, con tal que sea la mayor contenida en el propuesto’
nimero. Al fin del: articulo siguiente ampliaremos es—
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ta observacion, teniendo 4 la vista un caso particular.

133. En fuerza de lo espuesto, la estraccion de la
raiz cibica, se hard del modo siguiente. Despues de di-
vidir el mimero en periodos de & tres cifras empezando por
la derecha, se estraerd la raiz A del primer periodo de la
izquierda; y hallada la diferencia de A3, el residuo unido
al periodo siguiente ha de ser dividiendo para indagar B,
¥ divisor 34, con la prevision de que en el dividendo que~
pa ademas 3 AB%—B3: de suerte, que de dicho dividendo se
ha de restur la cantidad

3 42 B3 AB*+4-B3, que wiene & ser (34?+B*+34B)B.

St despues de estas operaciones aun queda algun periodo
en el mimero propuesto, se junta dicho periodo al residuo
que se acabe de hallar; y el resultado es nueoo dividendo
¥ 342 nuevo divisor para B, en concepto de ser A el con-
junto de las dos cifras halladas y B la que se busca. Por
este orden se llega hasta la dltima cifra de la raiz, con-
siderando siempre A decenas y B unidades. Bien se deja
conocer que restar del dividendo la cantidad

3A°B-+34B%-+B3,

equivale 4 restar de la propuesta el cubo de la parte ha~
llada hasta entonces, que es A43-4-342B+3.4B2+4B3,
por haberse restado antes .43, ' ’

Siendo 17576 por ejemplo, el mimero cuya raiz cd-
bica se quiere, y empezando por las cifras de orden me-
nor la division en periodos, como 17576, vemos que hay
dos; y que por ello ha de tener dos cifras Ia raiz. Estraigase
la mayor raiz cibica /—2 contenida en 17, y réstese
de este periodo el cubo 43—=8, Bajése 3 el lado del residuo
el siguiente periodo, y en su conjunto 9576 bisquese la
segunda parte de la raiz, que es el cociente 6 por tanteo

576

PeE L) . : :
de Ia division Sxaos’ Sl perder de vista que el dividen-

do ha de contener 6 veces no solo 4 3% 202, sino tam—
bicn & 36 y ademas 4 3x20x 6, Computada pues la ci-
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fra 6 de este modo, y escrita en la raiz 4 el lado del 2, pro-
cédase 4 restar de dicho dividendo la cantidad
‘ (34*+B*+34B)B, que es
(3x zoz+36+3x20x6)x6,6 bien (1 200+36+360)x6,
y que haciendo aparte su cdlculo se hallard ser ¢576.

Resultard cero la diferencia, y terminada la operacion por
no haber ya mas periodos que bajar de la cantidad pro—

puesta. » ;
El tipo del cilculo es como & continuacion se ve:
: 3
1/17'576 126 raiz
ot B e ey

dividendo....coesresnsesesse D760 3.208=1200
(1236+43.20.6)%6...9576 6

dividendo.....ceeeeeee O

Para el tanteo de los cocientes, 6 valores de B, se ha
de atender 4 las circunstancias siguientes. :
1.2 El dividendo contiene 4 342B+-34B2+-B3, y

dividendo s
— ; como en el ejemplo pro-

por cllo ha de ser B
34%

puesto, 6<%L— . La minoria de B ha de ser tal, que no
200

resulte residuo negativo, como esta dicho (132. IL3).

2.2 (A+1)3=A3+434243 A1 hace ver, que sicndo
Ala parte de raiz hallada hasta cualquiera término, si en
el residuo correspondiente cabe 3 A?~+3A-+1, la raic
halluda es defectuosa por admitir d& lo menos otra unidad
mas, y hay que hacer esta correccion: de suerte, que el re-
siduo ha de ser positivo y menor que dicha cantidad, para
que la raiz hallada sea verdadera. El residuo g positivo
de las decenas en el ejemplo cumple con la minoria

9<12+6-41,

Y por ello 2 es la verdadera cifra de la raiz; igualmente
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el segundo residuo 0<3x26%+3x26-1 indica que 6
es la cifra debida: y la circunstancia de resultar cero el
residuo final manifiesta que el mimero propuesto es cu-
bo exacto de 26. Por los estremos indicados al fin del teo-
rema de la segunda observacion- se hace el tantea del co-
ciente B en cada division.

134, Sidespues de estraer la raiz entera mayor con-
tenida en el mimero propuesto queda residuo, como su—
cederd las mas veces (121), somos rbitros de mayor apro-
ximacion por decimales conducida hasta donde se quicra,
sin que jamas pueda esperarse raiz exacta por la irracio~
nalidad del niimero (122). El modo con que se ha de pro-
ceder viene de un razonamiento andlogo al que hicinos
para la raiz cuadrada (129); y por €l se deduce que agre-
gendo triples ceros al mimero en lu derecha, y tratdndole
como si los hubiera traido por si, al fin se deben caracteri-
zar por decimales en la raiz cibica tantas cifras cuartos
triples ceros se hayan agregado al mimero.

Dado por ejemplo facil el nimero g5 para estraer
‘s raiz ciibica, se halla por la tabla (118) que Ia raiz
cibica mayor entera contenida en 95 es 4 ; y elevando
esta al cubo, de la comparacion resulta el residuo 31.
Queriendo aproximar la raiz hasta centésimas, agre—
guénse al nimero g5 seis ceros divididos en dos perio-
dos; y continuando segun el método establecido’ como si
A fuese decenas y B unidades, se tienen las dos cifras
decimales por el siguiente céleulo:

3
1/ 95%000"000 [4,55

43Avs 64
dividendo..................  3¥o00 [4800
(4825+3.405)5........ 27135 &

dividendo.................... 3875000
(607536-+-3.4506)6.. 3693816 [607500
dividendo: Sl . i T s 184 (3

s Jp—

Resulta |/95=£,56.... aproximada hasta centésimas.
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Cuando el mimero trae decimales, hay que comple-
tar con ceros el nimero de ellos, si no era driple, y se—
parar con la coma en la raiz una cifra por tada periodo

_decimal del nimero.

135. La raiz cibica de un nimero fraccionario se
halla estrayéndola separadamente del numerador y del
denominador , segun la regla cifrada (124) en

3

l/a__ a.
b b}

Vb

(P1)

4

~despues de reducir, en caso necesario, 4 racional el de-

nominador multiplicando los dos términos de la fraccion
por el cuadrado de dicho denominador, 6 por cualquiera
otro factor que haga el mismo efecto (83. L.°%). Asi se
tendran las raices en los casos que siguen:

3 3 3
3
"/1331 /1331 I "/7 VOTHEIE W
26123———=-——; —=3 =
9 {49361 20 9 g 3
aproximando hasta décimas la raiz del numerador del se—
gundo ejemplo,

CAPITULO VII.

Potencias y . raices literales.
LECCION 12
Principios generales de potencias y raices.
136. Kl caso especial de la multiplicacion (66. 5.)

cuando el produclo consta de factores iguales, como
aXa=a?; axaxa—a®xa=—a3 ;... y en general
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axaxaox....—an entrando » veces el factor e, es la ma—
teria de este capitulo; y el principio fundamental para
todo lo que sigue es el convenio (66. 5.°) de que el es-
ponente » esprese la suma de los esponentes de la raiz a
en la potencia a”, convenio que tiéne lugar siendo la raiz a
entera 6 fraccionaria, positiva ¢ negaliva, monomia 6 po—
linomia. En el caso n=2 se dice & cuadrado de a, y sien-
‘do n=3 tambien a3 cubo de @, como en las polencias de
nuestro sistema (118). Pueden ocurrir varios casos de
potencias, y haremos el examen de ellos para deducir las
reglas corresponientes.

1. Cuando la raiz es por si misma una potencia, co-
mo a"; todo producto cual amxamxa™x.... en que eutra
n veces el factor a™, se espresa abreviadamente bajo la
forma (am)" por el oficio designado al esponente (66.5.%).
Cada factor am es producto de a repetida por factor m
veces ; y como hay n factores de aquellos, el total se com-
pone del factor a repetido el nimero de veces mn, y se~
rd por el mismo convenio a”* la potencia »’"¢ de a™
Con las dos espresiones de un mismo concepto podemos’
establecer la equivalencia

(am)n=a"",

la cual dice que para elevar & potencia una raiz con es=
ponente, se multiplica este por el de la polencia,

2.2 Si la raiz consta de dos factores, como ab; en su
potencia (ab)"=abxabxabX... que consta del factor ab
repetido n veces, el segundo miembro es por la regla de

productos de muchos factores (66. 1.%) lo mismo que

(axaxax...) . (bxbxbX....),

y esta espresion bajo otra forma (66. 5.°) es a”xbm.
Luego, sera (ab)n=an b,

El método con que se ha venido 4 este resultado por
principios de la multiplicacion conduce, cuando hay tres
factores, al resultado andlago (abo)'=a". b".c". La mis—-
ma ley es observa cuando hay mas factores en la raiz, y
el método de la demostracion autoriza para_establecer Ia
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regla general de que, la potencia n'"® de un producto de
cualquiera mimero de factores monomios 6 polinomios, equi-
vale al producto de las potencius n¥"95 de cada uno de ellos,
como se cifra en
(abed...Y'=ar bncran.,..
Segun esta regla y la precedente, podemos establecer tam-
bien las equivalencias formulares, que siguen:
(a?h2c3™d... yr—=arn , hon , cimm  gn,:
[(a+Db). (c+d)Jr=(a+b)». (c-d)n
. L5 i . . orh
- Si hay faclor. arx’u.nuxco p(?r coeficiente de la raiz, ¢ es
raiz un valor aritmético , estd comprendido en las reclas
el

generales: y por esto serdn tambien ‘ .
(4b%c)P=42b%c>=16b4c? ; (2a)6:2.2.z.2.2.2.a6:64a6

122=12X12=1/44=2262=3%x/>2,

143=23. 73:8.343:2744; 304:34'10458
1 bien 30%=54, 64=810000, 10000,

. . a
137. La potencia nsime de la fraccion 7.se indica

: N
en la forma (5) : su origen es la multiplicacion
; ¢ a a

—b—x "b' XTX.... 9

Gt , a
y el producto segun el articulo (1x1) ha de ser 7+ Tam-

ik hibacotons s ol o :
¥ raccion TE elevada 4 la potencia n csté indi-

atbe \" G %
cada en ( = ) ; equivale al producto a—[f & ko
df df’

7z XTfZ Keseoy

repitiendo 7 veces el fact g
vece actor —(17/(- 5y segun la citada re—

(ah/)c)”

la ) rod
gla (z11), el producio serd (dj"?;’ Yy por el articule

Tomo 1. 16
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(a*be)? _ﬂh”l’/"C"

- . Luego, son legftimas las
precedente, @]“7"__ T uego, 8

equivalencias

7, o \ ;z"bc n (a"[)c)" alnynn
a : 3 —_— == ’
($) =7 ° & i
por las cuales, la potencia de una Jraccion es el ceciente

de la potencia del numerador partida por la P‘)tgnc.m del
denominador. Casos de tal naturaleza son los que siguen:

5 4 (r:5)2 225 (2110"’ 2 8h3czm
(76) =Gy 3ot '

(782 230 G
Ty ad (48)? 2304 3df 27d3f
+ : ‘
' ; iz nsima de” una
138. El problema de estraer la raiz
n
cifra con el signo }/, poniendo 4 continua-
- . .
i 7
ton la cantidad N cuya raiz se quiera estracr, como | N,
cion 3 121z, 3¢ : ,
oun se establecid en aritmetica (121), y consiste la. $0
;eb' en hallar el mimero que elevado 4 la potencia n
ucion _ : ’ '
duciria exacta 6 préximamente a N. El nimero n es
Pr;. de la raiz, y siendo n=2 se suprime. lambxe_n se
indice 9 it & : -
dice raiz cuadrada cuando es el indice n=2, y raiz ci
ice r :
bica cuando n=3. . ol
cen las:
. Veamos lo que d1 : e r
etrocediendo desde la espresion de la potencia a lalgs
: { ' > ntida—
Jresion de la raiz segun el articulo (136) en las .calft a
11 teras, y usando despues el derecho de multip u,drly
dges en 5 ] J : " i <
dividir el esponente por cualquiera nimero 711, G sea u1
tiplicarle por 1, como por ejemplo en los dos casos ad-
]

potencia se

quivalencias que resullan

juntos ; e
n n

o i
l;aﬂzazz’; H V(ak)”:i/“kn:ak:“n'
n

. m iplo
Was, cuando en la espresion |/a” no es m multip
< 7

serd el es ite de ¢ en el resultado.
.ual scri el esponente d
de n, veamos cu '

Para ello supémm'rc L dicho esponente , cuya forma y va-
a e as o ) '
O(I‘ ¢ 180072 ; asf, cifraremos leglumameme la ecua-
1 se 1§ 3 Y )
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n {
cion |/a™ =q". Si elevamos 4 la potencia » ambos miem-.
bros, resulta ¢ la del primero, y a"* ladel segundo (136),
y necesariamente habrd igualdad entre ellas, como espre-
sa a"=a"", Esta igualdad de potencias de una misma
cantidad @ exije tawbicn la de sus esponentes, por lo cual

podemos cifrar m=hn; y dividiendo por 7 los dos miem-

m
bros tendremos /L:-n- » que ¢s lo que se buscaba. Luego,

0 m
si en a® se sustituye por % el valor — hallado, resulta
=

la espresion de la regla generay

n 2
l/a'”: a?’
en que ¢ puede representar cualquiera cantidad monomia
6 polinomia, sea simple ¢ compuesta de factores, y estos
con esponentes particulares ¢ sin ellog.

n

Segun esto, la raiz |/ (a™ b...) de cualquiera nme-
I

ro de factores ha de ser (a7 6.y Y como, POr consecuen—
cia de lo demostrado en el articulo (z36. 2.9), la raiz de un

prodncto a™ b'.... considerado €coOMmo potencia es el pro—

ducto de las raices de sus factores, las cuales por:la re~
m :
gla que acabamos de hallar son a7, U5 s sigue que la

m (5

raiz. pedida es a” x 0" x ... Luego,
tres cspresiones de distintas formas

» T m ¢

Vi(ambt.y=(am¥t. .\ " = qa* pr...

Debe pues concluirse que, para esiraer

cantidad, descompuesta 6 no en JSactores
ponente de cada factor 6 bien el de la potencia del producto
por el indice del radical, Guando hay coeficiente aritme-
tico bajo el radical, se halla su_ raiz por la tabla de po-
tencias si estd incluido en ella; 6 por los procedimientos co—

serdn equivalentes lag

la raiz de ung
5 Se divide el es—
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nocidos en easo gue sea polidigita; y sino, calcularfa por tos
medios que se espliquen mas adelante. Por este principio
seran legitimas las cquivalencias adjuntas:
n it e g i
V (amb2ctd)=a". b" . c.d",

25 3

n pa—
6 bien, |/ (a™b?c"d) =(a’”b’cﬂd) n;

;/L(a—{—b)j”-—(a—{—b)”, etc.:

de suerte que, si el esponente de la cantidad es 1 6 nia
mero no multiplo del indice de la raiz, qucda dicha can-—
tidad con esponente fraccionario; y he aqui el origen de
esta clase de esponenles, aunque en general un esponente
fraccionario enuncia la operacion de estraer de la canti-
dad 4 que afecta, la raiz cuyo indice es el denominador.

13g. Para deducir la regla de estraer las raices de
cantidades fraccionarias, seguiremos el método mismo que
nos condujo al teorema precedente: esto es, venir de la

n

a
potencia (i) 4 la raiz F, egnn el articulo (137);

mu]txpllcar despues por-—, el esponente de lo que resulte,
n n

n

a a a oo
de lo cual procederd —= (——) =,y por ultimo
b b >

n

i
dar 4 esta fraccion la forma , como lo permite la de~

n
Vbr
mostracion del arifculo antecedente. Procediendo asi ten-

“dremos
n Rl a\ L_a" l/an
Ve e b b
b

Siguiendo otro método, se sabe que por la regla de rai-

Y ALGEBRA ELEMENTAL. a/h

PG

y por la de potencias (137) debe ser ( ) =—;

ces (138) debe ser

v W T g na
atiaal a
de lo cual resulta 1/7)—27_—_%_ .
n

Luego, la raiz de una fraccion es el cociente de la raiz del
numerador partida por la raiz del denominador. Por esta

2

a4
reg]a sera, 'l/(a bl ) l/(azbﬂ_?) a® :
2%df T

v/(l“Jf) ot

6412 ;/6/[,2 4/)%
Py

140. De los principios demostrados proceden otros
importantes.

1.9 - Sea 5 fraccion irreductible, circunstancia que

y tambien,

necesariamente proviene de carecer sus términos de co~
mun divisor d. Pero (76), si d no es medida exacta en-
tera de @, tampoco lo es de ¢®: no siendo de a ni ‘de
a*, tampoco de a3=axa®, etc.: por igual razon, si d
no mide exactamente 4 b, tampoco & 5* ni 4 43, ete. y
por la naturaleza misma de la demostracion se deduce,

. . a
que siendo irreductible el quebrado —, tambien serdn ir-

reductibles todas sus potencias

o

a” a3 a™”

Z? H 1—75‘;‘."," 'b_”'r
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2.° Siuna cantidad -entera IV pudiese tener alguna

m
} . ; de=rz i
raiz fraccionaria, como - VN et elevando los

o=

; Gt am’
micmbros de esta ecnacion 4 m, seria N=—": " pero

7
a
este resultado es absurdo por ser -1-);; irreductible,

Iuego , la raiz de un entero nunca puede ser fraccionaria,
Segun esto, las cantidades enteras que no tengan raiz

. entera cabal, 1ampoco la dan fraccionaria cabal, como se’

dijo en aritmética (122): y se llama irracional ‘6 incomen-
surable 6 sordp todo nimero VN que jamas puede ser
esprasado por equivalente exaclo, entere 6 fraccionario,
mo_
3.° Tratando de la cantidad irracional /N, supén-
m___ m

gase el mimero d>1/N; y otro ¢ tal que sea |/ N>¢,
Se halla pues el valor de la cantidad irracional entrelos mi-
meros d y ¢, que supondremos las raices enteras mas proxi-
mas por csceso y por defecto. Quitese & d y alddase 4 ¢

: S
una parte fraccionaria, como —, las veces que se pue-
)

da, como por ejemplo % veces & d y % veces 4 ¢, pero
X m ik

quedando siempre  d—hx— > l/N>6+/:x—1— iy
9 q

ienemos dos raices d—-—:’:x—i y corhx — mas aproxi-
: q q

madas que 'd y ¢ 4 la irracional, Continuando as; pode -

mos acercarnos cuanlo se quiera a la valuacion de la jrra-

dional ; mas, la naturaleza de esta es 1al, que llegarian &

ser, mayor que ella la que era menor , y menor la que

) § 1
era mayor, por pequefia que fuese la fraccion — , con
q

~

Y ALGEBRA ELEMENTAL. alky

una especie de salto inevitable al pasar por ellpuuto de

igualdad. ' i o
El meditar sobre qué aumento pueda convenira ¢ y qd

diminucion 4 d, para que no se ocultase el valor cabal de

m . ” .
‘N ) i i inspi a‘idea
/N entre dos operaciones sucesivas, inspira la nuev

: . ; o
de la pequeiiez que se debe suponer & = y que solo se

podria conseguir por aumentos 6 diminqciopes Qe conti—
nuidad , 4 manera de lo que sucede & las cant‘ldadcs de
agua de dos vasos cuando se va llenando el uno a esPensa:
del otro que se vi vaciando. Idea 4 que debe su origen g
considerar toda cantidad formada por incesantes y conti-
nuos aumentos 6 diminuciones, como se vera mgs-ade]an—
te en el calculo infinitesimal, y para mejor concebirla da—

rd luces la geometria. s e :
4.2 Si los términos de la fraccion b— afectada de

13 —— >
radical, como E/i, se multiplican (x05) por a=—*
: ! 2 @ a® abr—1t
6 por "', tendremos oy par
n s is n i
1/_; =1/ _in__ 21/:16"“1‘ Ademas, por
ello, = iy 5

el articulo (139) son ciertas las equivalencias

n \

ht n el T a
i i n
a a ;/a
1/_=——l/a i l/ = = ;
b n a""‘lb It

n
Va s Va1

3

P T X
: l/ b T e b

b
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Resulta pues demostrado que, cuandp afecta signo radi-

s

cal & numerador y denominador de una fraccion .~ Wi se
b

puede librar de dicho signo & uno de ellos multiplicando
por éste cuantas veces fuese necesario ambos términos , sin
que nada se altere su relacion por el cambio de Jormas,

Bie s 1

Dada por ejemplo l/i;__, que equivale 4 Q;

st_queremos que el denominador tenga forma racional,

s ok L) g a abhr-T
multipliquense ambos términos por 477, y serd e A

bn

y sustituyendo bajo el radical, viene

4 n e R 4 n
1/ e V ab=" _Vah-
b G ]

Por tales procedimientos vienen tambien las transforma-

ciones,
ON -8 25 " ;

(54

para las cuales ya estdbamos faéu“ados (130)'..y (135).
flay casos en que, multiplicando numerador y deno-
minador por alguna oira cantidad que se deje ver, se li-

n

bra de signo radical 4 uno de ellos, como V a’h
—_—
altdn—2

que x.nuhxp’hcamlo numerador y denominador por @2, se

convierte a
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n

g ——— n
]/amf Vatbd®
: ofdr . .d,.

3 v ‘
Lo mismo E/E, en que muliiplicando por 2 nu-
A

merador y denomirador, éste se convierte 4 racional, se—
gun manifiesta el resultado

DT [ e B
]/5 T
R

LECCION T1I.
Potencias y raices segundas de los polinomios.

141. Practicando las operaciones que indica la espre—~
sion (A4+B)*>=(A~+B).(A+B),
segunda potencia de un binomio, se tendrad
(A+BY=A*+2AB~+B2.
Por otra parte, un polinomio @-+b--c—+d—+.... com-
puesto de cualquicra nimero de térininos es reductible 4
binomio, representando. 4 una porcion de ellos y B los

restantes, de modo, que si espresamos con u la suma de
todos los no incluidos en A, serd

_ (a+b+c+d+....+u)2=
(a-¥-b+c+d+....)°‘+2(a+b+c+d+....\,u+u2;

y aunque el nimero de términos en la potencia se aumen-
tard segun haya mas en la raiz, siempre aquella constard
de Jas tres partes que hay en la segunda potencia del bi-
nomio desenvuelta. :
Consta pues de tres partes el cuadrado de un binomio,
que sen, cuadrado del primer término del ‘binomio , doble
producto del primero por el segundo, y cuadrado del se-
gundo ; y por ello, los esponentes del primer término van



abo : ARFTMETICA

decreciendo de unidad en unidad desde a hasta cero, y los
del segundo crecen lo misma desde cero hasta 2.

142. Estas leyes de la composicion manifiestan el ca-
mino para indagar la raiz cuadrada bmonna de una canti-
‘dad polinomia; pues, J

Ty A=

hacen ver, que la raiz cuadrada de la primera parte es
primer término. del binomio; ¥ que dividiendo la segunda
parte de la potencia por el duplo de la raiz hallada , el
cociente serd término segundo del binomio.

Estd demas el advertir que cuando A conste de dos
términos, como por ejemplo en (a-+h-+b)*=

_24B

(@b 2(ath)babi=a? raakrh2 iy a(a+h)b b2,

en que es A=(a-h) y B=b, tambien hay en 42 las
tres partes mencionadas,. a?, 2ah, A% vy lo dicho cn el
pérrafo precedente sobre el modo de hallar la raiz y de
comparar su duplo’se refiere solo'd 2%, como si la es~
presion propuesta no taviese mas términos. Por la mis—
ma razon, despues de hallar la raiz binomia (a—+72) de
A2, y considerando este binomio como’ primer iérmino,

248

se procede 4 la division para tener el término si-
guiente B=) de la raiz.

Cuando 4 conste de tres términos, por la misma
razon las indagaciones de la raiz y comparacion de su du-
plo se han de hacer en el cuadrado 42. El mismo ra—
‘tiocinio es aplicable cuando deba tener cualquiera nime-
ro de términos la raiz: .de suerte, que s'icmpre se ha de
“seguir el método de hallar el primer término A de la raiz,
y para el segundo B dividir la segunda parte de la poten—
cia por 24, duplo de la raiz hallada. Mas, para sa-
“berlo ejecutar es preciso que aclaremos el camino, con
“observaciones andlogas 4 las del articulo (126)..

I.*  Cuando se cleva d el cuadrado un polinomio irre-
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ductible de cualquiera mimero n de t1érminos, como
(a_i_[,_{_g+d+,.)“‘:-_(a+b+c+d+,.> (a+b+c+d+..);

habiéndose de multiplicar el primer factor por cada tér—
mino del segundo, habra 1z productos de 4 n términos
cada uno, y por esto el mimero total de ellos serd . n2.
Pero en cada producto de los n parciales hay un térmi-
no con la segunda potencia del muliiplicador, y n—r1 tér-
minos con dicho maltiplicador reunidod las n—zx letras
restantes, una d una; luego, en el total de los # productos
habra » términos de segundas potencias, y n(n—1)=n’-n
productos como  a@b—+ab—+ac—+ac—+bc—+be+-...... cuyo
nimero es reductible 4 la mitad, por la duplicacion de
n?in 1840

. 2 2

iguales. Hechas las reduciones quedan a4

téeminos : y siguese de aqui que feniendo n términos

n?4pn’

una raiz, su potencia segunda constard de
guales. 2

Como las que se propongan. para estraer su raiz han
podido estar espuesias 4 otras reduciones, por casos del
cdlculo d-que deban su origen; se concluye que un poli-

desi-

1°4n :
nomio de

términos irreductibles, tiene d 1o menos
2

n itérminos en su raiz cuedrada. Dando & n alguno de

los valores 1, 2, 3,.... veremos que la raiz cuadrada de

un monomio es otro tal; la de un trinomio tiene dos tér-

minos 4 lo menos en su raiz cuadrada; la de seis térmi—

‘nos dard tres 4 lo menos en suwraiz;. eic. :

11.2  Para la certeza de que la raiz parcial 6 la total
es cual corresponde, elévese a la segunda potencia el bi-
nomio 6 raiz presunta que se encontrare; y restando di—
cha potencia de toda la cantidad propuesta, si el residuo

“es cero la raiz hallada sera exacta; si el residuo es nega-

1ivo, la raiz hallada serd mayor que la efectivay lu) que
corregir la operacion; si el residuo cs positivo, la raiz ha-
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llada serd la que se busca, slempre que no admita otra
mayor en unidades de la misma gerarquia la espresion
propuesta. Vemos que la resta de que se trata es una ope-
racion indispensable para cerciorarse desi es 6 no verda-
dera la raiz hallada: y como ésta se estrae por partes, ne—
cesario es tambien hacer sucesivamente por partes dicha
resta del modo-siguiente. Hallada primeramente. A, se
resta - A* de la cantidad propuesta: en este residio se bus-
ca B, y de él se resta © 3AB4-B% lo cual es lo mismo
que haber de la propuesta cantidad restado al fin

A%+ 5 AB+-B2,

v43.° Conobjeto de presentar un ejemplo de todo lo
que se ha dicho en el articulo precedente, propénese ha-
Har la raiz cuadrada de la cantidad

ga*—12a30+34a’0*—20al3 2504,

la cual debe producir una raiz de dos términos 4 lo me-
nos. Toda espresion:'dada para este cdlculo conviene sea
ordenada, en disposicion que precedan los términos en que
tenga mayor esponente aquelia letra que interviniere en
mas términos, como ‘aqui @, aunque lo mismo sucede &
b: y en la eleccion influye Ja mira de cual acomoda para
el primer término de la raiz. Ordenada pues la espresion
por las potencias de a, el primer término ga* da la raiz
cuadrada 3a?=/: comparando su cuadrado con el po-
linomio , viene el residuo

—-1;(13{’)-;—3 La?l?—2o0ab3+4-250%,

-que, dividido por 64?2, mos da —zab para B. Eseri-
* banse estos dos términos en la raiz presunta 4 el lado del
polinomio separadamente, y réstese de dicho dividendo el
producto (24-+B)x B, que aqui es (6a?~2ab)x—=2ab,
y'se hallard el segundo residuo  30a?6*—20ab3~-2 504
Este nos indica que la raiz ha de tener mas: términos; y
ast, suponiendo de nuevo 3a?—2ab=.A, ' tratemos de
hallar B.

Dividiendo el segundo residuo por el duplo de la raiz
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hallada, resulta el occidente 542: escribamos éste 4 con—

tinuacion de los dos términos hallados antes, 'y restan—
do (6a*—f4ab—+562)x56% del polinomio propuesto, na
queda residuo alguno; lo cual indica que el trinomio ha-
llado es raiz exacta de la cantidad propuesta.

El tipo del cdlculo es como sigue:

v/ (9a#-12a3b-+34a2b2-20ab3-+2 5b%) | 3a2-2ab+5b%.
(36%)%...9a% Ba il S
dividendo...—12a3b+3402%-20ab3-+25b% Ea:_"
(6a2-2ab)x-2ab..12a3b—4a2b? —z2ab
dividendo..........ers: 304707 20ab3-+2 5b# |6a2—4ab
(6a2-4ab+5b2)x5b2...—30a2b%+20ab3-25b%  5b2

o
Por este orden se debe proscguir el célculo en todos
los casos, hasta llegar 4 un residuo que no dé cociente
entero, 6 hasta que sea nulo, : 5
144. Las fracciones polinomias que se propongan
para la estraccion de su raiz cuadrada conviene que an-
te todo sean reducidas 4 su espresion mas simple; y la

. a_Va

regla cifrada en E/—b— =1—/7; hace ver, que se¢ han de
|

estraer las raices de numerador y denominador separa—

damente. Asi estd ejecutada la operacion que sigue:

17( hP—fabrbrN | (hatbab?)  aad

A -602d24-9dt ‘-;/Qc‘*—i- 6c%d>—qd=) ¢’ +3d2

LECCION 1II.
Potencias y raices terceras de los polinomios.
145. Elevando 4 la tercera potcncia el binomio

A-+~1B, resulla -
(A+BpP=4A34-3A42B~+34B>+L3.
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Todo polinomio, sea ccualquiera el nimero de sus tér-
minos, estd representado por el binomio como se dijo en
la:segunda potencia, siendo A suma de unos t‘rminos,
y“B: de otros; como por ejemplo espresando con u cier-
ta porcion de ellos 6 wno solo,

(a—l—b—l-c—l—...?t)-')’:
(a+1;+c—1-..}3+3(a+l)+c+..)2:t+3(a+lz+c+..)u’+u3;
y su cubo consta de las mismas custro paries que el cubo
de (4+B), aunque 4 la verdad el nimero de términos
de la potencia se aumenta con el de términos de la raiz,

146. . La potencia desenvuelta de A—+B enseiia el caw
mino para estracr la raiz ctibica; pues,

3 2n
VA=A y i s
342

dicep, qne /g raiz cibica de la primera parte es primer 1ér-
mino del binomio ; y que. dividiendo lg scgunde parte por
tres veces el cuadrado del primer término, resullard el se-
gundo de la raiz. La ejecucion serd ficil con las preven—
ciones gne siguen. ?

L?  Siendo el cubo un producto de tres factores igna-
les, como ;

- (eHbtotl) (abtoi) (a+b+c....),
el producto de los dos primeros da 7% términos siendo 7
los que tenga la raiz; y como hay que multiplicar aque~
llos por cada término del tercer factor, habra en el total
n3 términos; de los cuales hay » cubos, y los otros n3—n
son productos como abc+-abo—+-abo+abd+-abd—+-abd ...
cuyo nimero es reductible & la tercera parte por la tri—
plicacion de términos iguales.

DPe modo, que reduciendo

713—71

cl producto quedan .z cubos y A términos reducidos,

A 3‘-—71 ns_i__ on

eslo es, un total de n+ —— — 5 términos, que se-
3 9

rd el mimero de los desiguales que tendrd el cubo cu
tenga o términos. Segun esto

ye raiz

y el cubo de un monomio es
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otro monomio; el:de un binomio constara de ’cua.tro 1fr-
minos: el de un trinomio constard de onc? términos etc.

Por lo mismo y 4 causa de otras re(?ucxones que hayfan
padecido en el cileulo & que deben su origen los polm'o_mu?s
cuya raiz cibica se ha de estraer, diremos que un polinomio

n3—n

de . términos dard & lo menos n términos en su rais,

esto es, que uno de cuatro términos dafzi dos & lo menos
en su raiz; que uno de once dara tres .a Io'men.os; elc.

11,2 Para cerciorarse de si la raiz binomia sacac?a
por el calculador en cada caso es cual corresponde-, elc.--
vese 4 la tercera potencia, y réstese ésta del polinomio
dado: si hecha'la operacion asi no hay residuo, exacta—
mente dicha raiz es la del polinomio, y este o cu.bo com-
pletos si el residuo es negativo, el segundo 1'crmmo de la
raiz fuc demasiado grande y hay que corregir la opera—
cion; si el residuo es positivo, la r:u.z hallada es .verd‘a_,
dera con tal que sea la mayor contenida en el g)();ﬂ]c:;]‘l(sj.

147. Dado el polinomio 8a3—1 2a2bc.+v6dabv l/- — r:i.
que ya estd ordenado segun las potencias de'a; su ] z
ctibica tiene dos términos 4 lo menos. ]?l o’rd.cn de oas
cilculos para el objeto serd, estraer la: raiz cu?nca (’le 8al
para tener el primer 1érmino A de la raiz; Lomp:arardf:
cubo de éste con el polinomio;'y hallgxdq lfx dlfcrc’ncx? S 1/;
vidir esta por el triple cuadrado del primer 1crnl|1z? .
para tener el segundo B; y al fin comparar con e livi
dendo la cantidad (3,/12—+—B2—+-3A.IB)B, que es ;0 mxsx\no
que comparar el cubo del binomio ha_llad()‘ con la.espx e—-
sion propuesta, segun aparece en el tipo siguiente:

;/(8“3—“ 12a2bc+6al’c*—L3c3)  2a-he

(2a)8. ... —8a3

dividendo. . . . —12a2bc+6ab?c2—h3c3 llaaﬁ

5 P 2 3
(x 202-1—//21;2—6abc)(-bc)....;_iguazl/u—ﬁab {,2..;. J3usr el

e PG = o
dividendo. . . « o o« 0
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Kl segundo residuo dividendo que aqui es cero, convence
de que 2a—>bces la raiz verdadera, y que el polinomio
proptesto es un cubo exacto. Stz
Si aun hubiese quedado residuo capaz de dar térmi-

10 entero 4 la raiz, s trataria la hallada como si fuera
primer término del binomio, y se dividiria el residuo por
el triple cuadrado de ella, para conocer la segunda parte
B del binomio que serfa tercer término de la raiz; y com-
parando con el polinomio el cubo de todo lo encontrado,
se teadria el tercer residuo dividendo; y asi sucesivamen—
te hasta un residuo incapaz de dar término entero para ¢
la raiz. i : .

148. " LEn las fracciones polinomias se estraen las rai=
ces de numerador y denominador conforme d estas reglas.
Tambien 'se pucede reducir la operacion 4 solo el numera-
dor, haciendo antes para ello racional el denominador. co-
mo en - aritmética (135). Sigue un' ejemplo del primer
€aso. -

2 Ha/( m3 +gm2ﬁ+27mn2+27n3 m—+ 3"
a343—343h2c—+ 3a3bc2—a3c3/. ab—ac’

LECCION 1IV.

Obseryaciones acerca de las potencias y cantida-
des radicales.

L2 Observacion.

14g. De la regla establecida para estraer la raiz de
un producto (138) se deducen otras.

np m .

y 5 4 M 5 yt
1.2 De la eqmvalcncxaa/a = a"?, suponiendo —=F,
i

m h P

viene enp —ap — l/a"

m
Restituyamos — por 2, y se ileudrdn las equivalencios
n
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Pl s b )
l/a":-l/an :—E/!/“m? dltimamente , por

igualdad de unas espresiones con olras venimos 4

ﬂ]) P n
V" "l E/if/“m"

lo cual dice que la espresion del doble radical es la misma
que la de uno solo que tenga por indice el producto de los
zrulz’ces. de }aquel. Este resultado nos enseila que, cuando
el 1.n.d|cc del radical es descomponible en factores, puede
facilitarse la estraccion total si se estrae primero la raiz
que indica uno de ellos, y de lo que resulte se estrae la
que indica otro factor, y asi en adelante,

Hagamos ¢l ensayo de estracr asi las raices de las
espresiones aritméticas cuyo radical tenga un indice
grande compaesto. Por ejemplo, suponiéndo N un nime—

2
12 =
ro; 1/ N equivale 4 ]/[/N; ¢ indica que, descom-

poniendo 12 en sus tres factores simples 2.2.3, se estraiga
primero la raiz tercera de N; de lo que resulte se estrai-
ga la raiz cuadrada, y de ésta en seguida tambien la raiz
cuadrada. Segun la regla, lo mismo se conseguira siguien-
do ¢l orden inverso en las estracciones, como en el ejem—
plo siguiente,

6 ;

o 2
3 2
V 15625:[/1/15625::;/ 25=5; 6 bien,

3 & 3
| =y 5 = st Pt .
]/;/ 15625 =1/ 125 =5. Aunque sea N irracional,
se podrd tal vez simplificar el indice con Ia prevision de
ordenar debidamente las operaciones, como en

5
V 81 = [/81:1/9,
o @

2.2 Las equivalencias que 4 conlinuacion van escritas,

n n
chz:‘/a,[/b,‘/c.

17

n T XL AT n
V/ (abc) = (abe)"=a"b"
Towmo. 1.
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dicen, que la raiz de un producto es equiolalcnte c{ifgzdl;gr:
to de las raices de sus factores. _I,o cua 'nos i-(iad B
medio particular de estracr la raxz. de unix canti “

ible en factores que la tengan cxacla, como ‘en
CO],‘lp()'il_|/4 1/81=2.9.=18. Aunque no scan raciona-
%{sdi)fl;; los i'actores, por csfe medio se consigue sinpli—
ﬁ;:ar la espresion, como

3 3 .3 3
Y/ 108=1/4. /27 =3}/ 4.

3 £ d

i asi straer la raiz |/ N, se de—
Para tantear si asi se puc'de est Ta [/4’5 5
ja conocer que descomponiendo NN en factores (43)y (7 5),
e sirse con preferencia los que scan potencias
habrdn de elegirse I '
del grado .

m n

T by
" _——=— mbicn
3.2 Por ser (ab) " =y ()" y n ! ez

np

v /()= [(ab)"7]. Lo que hace ver que se puede
se 5

n llb f/]li( ar ]70’ una ”“‘*””a Calltl'uad el Z‘”(ll‘(;e (]el ’,'adl(:(ll
{ gl é. ())13‘ nte dg lﬂl A 1 1 [ o l 55
Y S/) pu .Glu',la’ sin (]ue se a t,ﬂ'( e 1,!1{[ '1. ,3
‘ Sp 1 "' C 1ac.l rcduclr a comun 1indice
la espresion. SL un CS‘»O, es 1
g i :
ll(;s ]'a(lu:ales ue l(} iengan (l“( rente como l tm
i q : g 2 ? V (a J , y

) i ical dicha multi-
-/ [(cd)2); pues, haciendo en cada radica
plicacion, tenemos

. ﬂp
(b= ety )y edyr=) [y

L quedan reducidos ¢ comun indice dos radicales, mul-
ucgo : .
17 l'far’u/o ¢l indice v el esponente de la potencia e;z aa;Za
e - 5 ] alor
mfo por el inaice del otro; y no por eso se altera el »
3
: 2

de la espresion. ot o

Secuiendo esta regla, los radicales |6 y /7

2 5 6
6

AL
r4n respeclivamente como [Zarh Uy wplle

" ra clevar 'dic‘has cantidades

Y ALGEBRA ELEMENTATL. abq

112 Obséroacion, - & g

e

150. - La multiplicacion de una cantidad por sf mis—
ma produce los espohentes’ positivos (66.75.°); la division
de una cantidad con esponente positivo porila misma tam—
bien con esponente positivo mayor que-en el"‘di‘t"i:dcndo,
origina los esponenteshegatisos (7. L%); ¥ la estraccion
de la raiz nsima de una cantidad N7 siendo 7 mayor que
m engendra los esponentes fraceionarios (138); quc tam-
bien pueden ser negativos concurriendo el caso, anterior.,
Es preciso, pues, conceptuar tales esponentes ¢omo sfm—
bolos de las operaciones 4 que deben su origen, 'y esta con-
sideracion desvanece toda la obscuridad que pueda indu—
cir & cuestiones meltafisicas sobre <llos, ., ! o e
Hasta cl presente solo hemos dado reglas.para/la re-
ducion de potencias iguales ¢ diferentes de’ uha misma
ra g gon esponente positivo, en los cileulos de multi—
plicar y partir (66. ,6.?_):},72,,1.21), como igualmente pa—
A polencias y estraer sus raices
(136. 1%y (138) y es necesario deducir las reglas que
se deben observar en dichos cdlealos con cantidades afec—
tas de esponente negativ '

vg, 8- @e fr:apcxon’ar%o,,- reglas, que
proceden de los principios establecidos en Ia priméra lec-
i L% ook SfaniGe oy

cion de este capitulo, y de los tcoremas (106)

129 20

am 103 5
P

b Sl T

En efecto, dando estas varias formas legitimas 4 cada
espresion, las equivalencias que resulten manifestardn las
reglas para cada clase:de las espresadas di):éraﬁcioncs,, co—
mo se ve al mdrgen de dichas equivalencias, ~ "

s I o™ \ s
Multiplicar cu- A" X G am g — s s 501 s
ando es negati- el ghalan { %L 9h 401
vo el esponente. )
Se suman los de hts
los factores de o s I g )

= = — X —— — g in
letra comun. EE AL x o

amn gl i am+n_

«
v
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Dividir cnando
uno 1 ambos es-

poncnles son ne:- 2

gativos. Se res-,

1an los esponen- N\ a
tes de laletra co-is!

mun 4 diy xdendo
¥ divisor.

Potencia_de una,
yaiz con 'espo-
nente 'negati\%o.‘
Se. multiplican:

Tos esponeutes

Raiz de una po- STy

tencia con €spo-
nente ne;,dtlvo-

Se divide elicgs="
ponente. Pog, el |

indice.

ARVTMETICA 00/ ©

m
et 1 st yy M1,
— matae R

l‘z__m ri5. a5 B0 4k 4
=a7txast=an

3

b i

a-m 7L OV L5
i g yali=—=alt 150
\a—ﬂ g i B

(a‘~")p=(“_‘ S AL T
.aﬂ ] af !

L T on

) i
Va"‘: ._!_‘—-._._--1 S el Ryt
a® i 3
an

Fﬂmdandonos en los prmmpxos citados, y en el de

podcrse mulhphcar por una misma cantidad los dos lu' -
MIinos de una fracclon, tcndrCmos las cqmvalcnuas que

swucn. e

papLind
Multiplicar isien=
do frachondno
el esponen e. Se

snman los esp‘O- i

nentes de letra
comun.

Dividir  cuando
el esponente es
fraccionario. Se
restan los espo-
nentes de la le-
tra comun 4 di-
videndo y divi-
sOr.

iyt

e

A‘, ZAVED

i n S on
am xam~y(ahxan)—ams '
P ;;z, S ‘ : "+P ;
amx a,'"——V.( xai’)—a"‘ i
£ s e R sy i

hf_n xaq.—-— quamg__v(anq-l-np)_a mq

-—”T. L b ——

a e ’

_,aﬂlxlz_.m:.a’.n’ )

1l

a™

n

B Aty
Sl an g xa fi—a St

P '

al
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+Enwirtud de que para:multiplicir entre. s dos can-
tidades con esponente: fraccionario, se’lian de sumar los
esponentes de la letba .comun! que haym ﬁmollas, se viene

-a los. resultados: que: s]guen_ : N s B 1 Vg Nged
30 B0 ol ®aa)  n nuiiin 2n e
Elevar 4 poten-\ \ gm TS a

| \ =g m Tk YBR ab
cia una cantidad a & ”l, 3
3\ \

que tenga espo- hot ol S
nénte’ fracciona- ( ) Vi b=
no Se ¢multipli-

‘can los espontn—
Tpy 0 TN ¢ RIS uFE0g

y por analogw ( ) —a"’
Deshaciendo’ el edleulos prccedemc.;- y. multiplicando

despues: por una misma cantidad ‘el uumerador 'y el de-

nominador del esponcnte fraccxonarm, se venﬁcaran las

equivalencias que siguen, .29
2

an n an
S =y T
/ .a;ffl_,_.a, =a"""; .
3 3

3n o 3n

am _.a m_aSm

P By zol '8
pn n P"
"a”‘-—am—-awh RS

Raiz deuna.can- | En general , suponiend
o kel
tidad que tiene s P /‘L espnnente i
n

esponente frac- /. s P —
cionario. Se di-( deba resultar; la suposicion a™=adf
vide ¢l esponente ;

por el indice.

conduce 4 la igualdad de potencias del gra-
2 d
do p, @™ =a*?; 4 la cual es consiguien-
n

te = kp, 7y de aqui, por lo demostra—
do (71.5.°) (72.1%) y (1x2), sale
p

n
k=— ‘Luego, serd A n

—~
mﬁ a”— anp
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Reasumiendo «todos los:resultados querseracaban de
hallar acerca ideilos esponentes negativos y.fraccionarios,
en las operachnes de multiplicar, «dividir ; elevard po~
tencias y estraer Jas raizes, vemeos: siquescon. las icantidddes
afectas de espgnente negativo 0 f:accwnm iv se deben 0b—
seroar, en-cuanto’ d éstosy las mismas’ reglas que cuamlu
es entero y pgsztwo el esponente.

IO L:rs canndadcs ra\hcalcs7 ya de. ]etras mmunes,
ya de dxversas, entran en Jos calculos de sumar nstar,
multiplicar, dividiry elevar 4 potencxas ¥ estraer sns rai-
zes: las dos 1ilfimas operaciones'estan: ya.e)ecutad’ls en la
observacion precedente’ habiendo! sustituido ' 4 la forma
radical la de esponente fraceionario;imas,  volveremos,d
tomarlas‘en’ consideracion” paranlrncluw los' casos-en; que
los radicales tienen coeficientes, oaniz oo walnnins o

1. La suma

N
» &

i ST s T
Vb+Vb+Vb+Va , 6 suigual BP4-b%4-D0%+a’,
se reduce por la msutucwn del cocﬁcu:nle a

2 Ifi+/{5+a¢ y
y restituyendo los signos radicales {endremos
3 : N 3
: Vb4 b+ b+ a=2)/b-+)/ b+ )/ a.
Por igual método ‘se hallardn. tambien las equivalencias

; =:"A'V“+"l/‘1~r=(m-i-..n);/a; .

=t

;V(bzé)—l— %!/( boc)y== _711-_;:_5 i}(/,ec)

2.0 En laresta hay por la misina razon las equi-
vakncxas

]
u[H

;/a+Vb—2Vb~a +b°——zb S

Va—-—;/&
l/ 44—71/ a=pa™ —ga™ —(p—q)Va.

Del 1.0 y 24° caso resulta, que la suma y resta con
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cantidades radicales se deben hacer como con las racionales.
3.9 El encadenamiento de las equivalencias que si—
guen estd fundado en el teorema del articulo (x38),

I 1 b 4

m n m
- Vaxy/b=a™ xl;"'_(ab""’-;/(al;)
L T s mn
VaxVb_a L xb n—q " b —-‘/(a xb”’)
I P 33

m
pV/ax W b=pa™ Xgb " =pqy/(ab).

Las cuales hacen ver, que el producto de dos radicales de
comun indice es la raiz del producto de las cantidades afec-
tadas por el signo radical ; y el de dos radicales con dis—
tinto indice, despues de reducidos & uno mismo es tambien
la raiz del producto de las cantidades d-que afectan los re-
ducidos, entendiéndose que en ambos casos la raiz es del
indice comun. Si hay coeficientes de los radicales, viene
el producto de aquellos por cocficiente del resultado. Con-
forme 4 estas reglas estan hechas las multxphcacxoms arit-
méticas que inseriamos:

V'9xy/7=/63 ; l/5><l/25=t/125=5;
3 6 ] 6
51/3% 2/ 4h=5)/27%2/16=10)//32.

4.2 Las siguientes equivalencias consecutivas estan
fundadas en el articulo (139),

<1 be
Va o™ a
m T .&_ 5
Vb bm
I n
ny — — am
|/a al” all a”
FEmer e e i
Vb b bnm
m
e _p a
— i
n q b’
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'y manifiestan gue el cociente de dos radicales de comun in-
dice es la raiz del cociente de las cantidades ¢ que afecta el
signo radical; y ¢l de dos radicales con distinto indice, des—
pues de reducidos & uno mismo , es tambien la raiz del co—

+ ciente de las cantidades & que afectan los reducidos, enten- .

diéndose que en amhos casos la raiz es del indice comun.
5 ; ; 4 )

Si hay coeficientes de los radicales ; viene su. cociente por

Jactor del resullado. Segun Gsto, se ejecuta facilinente la

(.hvxsxon con radicales, como por ejemplo en los casos ad-
juntos :

3
n s e

2

6

ic.).L/_G_IOH/QIG 5’§3/27
TN Taa w6 o i
21/4 a 16 2

5.0 El encadenamiento de cquivalencias que siguen,
fundado en el articulo (138),

h n m_n nn .
") = Gpa) <™
: a = \pa k ':p")(a hk :P”l/dmny
es demostracion de que para elevar un radical 4§ una po—
tencia, basta elevar ¢ ella la cantidad ¢ quien ﬁfectu el ra-
dical; y si este tiene coeficiente, hay que elevarle d la mis—
ma potencia, de cuyo modo viene por coeficiente del resul—

tado. Lo cual se ve practicado en los caso

il o s particulares

5/k) = xa5//3,; (71/8):343[/512
6.° La seguida de las equivalencias que siguen, esta—~

blecida tambien por el articulo (x38) y por la demostra~
cion final del (150),
(2

m m
l/(q ln/a)—: l/(‘]!‘%):w%x ai‘: v qx;”;zz
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dice que para estraer la raiz de un radical, basta mulli-
plicar entre st los indices de ambas raizes; y si'hay coefi—
ciente en el radical, se estrae su raiz, y esta serd coefi—
ciente del resultado. Lo cual se ve aplicado 4 continuacion
4 ciertos casos aritmélicos. o '

3
V(Si}[fo)_’:?’f/(co;l/(ﬁ 4‘3/5 1 2):4‘9/5 1 2:.-4 % a=—8.
i IV. Obscroacion.

152.  Habiéndose dado 4 conocer la ley de cocficientes
y esponentes cnando en el calculo entran potencias con
esponentes enteros 6 fraccionarios positives 6 negativos;
resta decir lo que pasa en cuanto i signos de dichas" po-
tencias, como tambien de los productos de las espresiones
negativas con esponcnte fraccionario. ‘ ; :

1.2 De axaxaX..., siendo —+a factor n veces, esta
dicho que resulta —4-a" siempre positiva: y que lo mismo

n
sucede ‘con cualquicra potencia fraccionaria +a™ de'la
I 3 b

raiz -+ ™ posiliva.

Pero si la raiz es ncgativa, de la generacion de Ia
potencia’se deduce (66. 1.° y §.) que ésta serd positi-
va ¢ negativa segun el esponente del grado & que se ele—
va sea de grado par 6 impar, como se cifra en las espre-
siones que siguen: (—a)?=a?; (—a)3=—a3;y en gene~
ral (—a)?"=a?"; (—a)?"+tT=—qa?"+1. De suerte, que
serd un absurdo el intentar la estraccion de cualquiera raiz
con indice pary de una cantidad negativa, como por cjems

‘4 am .
plo |/—N, }/—N y en general |/—N.

Sin embargo tales espresiones, llamadas imaginarias,
resultan 4 veces en el curso de un calculo y hacen gran
papel en esta ciencia, como se verd en adelante. :

2.9  En vista, pues, de ser (—a)x(—a)=a? y tam-
bien (<+a)x(~~a)=a?, asi como en general (—a)z”‘-_—_a""
y (+a)?™=a?", claro estd que |/a* es +a 6 —a, o
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am

mismo que en general a®™, Por esto. se escribe

531 g am
l/a’:ia ¥ en general ]/N:ih, con doble sig-

no Ia raiz h que diere la potencia ¢ mimero N afectado

por un radical de indice par. Pero cuando es conocido

el signo de la raiz, no ha lugar al doble; como en
am am

—a*” que serd —a, asi como en —+a?m

es -}-a.
3.° Para evitar las dudas en cuanto al signo que de-
be tener el producto de las espresiones imaginarias, se
descompone cada una de estas en dos, una real y otra
imaginaria, como |/—a en [/ax}/—1, por scr licito
i ; T
(149. 2.%) 4 causa de @®x—1’=—a2=]/—a; y asi ha-
llaremos, por lo dicho en los dos casos prudentes,
V/-ax)y/-a=|/ax|/ax)/~1 x|/~ 1=ax-1=-a ;

/—ax|/—ax)/—a=—ax|/—a=—a}/—a;
n n s
I/—a)”zaxV— 1"—aX—1——a';

n
; (l/_a) ntx '“‘l/ nztx x‘/—-—-xn"'"l :
‘Tambien se llegard por igual método 4 cl producto de
radicales con distintas letras, como en los casos que siguen:
V/ ~axy/~b=}/ax|/bx}/~1 XL/—I:Va_bx—lz—l/ul;;
V/—ax)/-bxy/-c=)/ axy/bxy/exy/~1x)/~1 x|/~ 1,
que equivale 4 |/(abc)x—1x}/~1=—1/(Jabc).
Se observa que el producto de dos radicales imaginarios
es real, y el de tres imaginario; y segun el método, con-
siste la variedad en las veces que J/~1 entra por factor.
En efecto,
W/=0=/-1 (/1) =1 (-1)i=y/
/-Ot=+1 (/-1’51 (/-1)0=r;
(/-1)'=-/ ~1; (V/-1)8=+1; elc;
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manifiestan que las potencias de.|/~x desde la primera
hasta la ¢uarta sony ; :
RV S o SR -—1/—1 TRRERE S Srh
que se repiten por. el mismo orden desde la quznta potencia
Lasta la octava; v continuando hasta cualguiera grado,
siempre vuelven @ reproducirse. periddicamente dichas cua—
tro primeras. potencias, reales las de grado par é imagina-
rias las de impar. Luego, por consecuencia de analogia
dehemos establecer, que cuando hay mimero par, de facto-
res ra(lz’oale.s imaginarios, ¢l producto es real; y cuando
Lay. mimero, impar. de dichos factores, el producto es ima-
ginario. El signo del resultado depeude de los que tengan
los factores, y.del corrcspondlente dla potencm de /-1
segun el mimero de aquellos..

: T CAPITULO Y.

- Teoria 1 deslas ecuaciones) de. primero y segundo

-

o grado:

LECCION: 12
Idea§ »g.a‘nsrules sobre las ecuaciones y los problemds.

153. . El sistema de investigar la verdad, 6 la exacta
16gica, se reduce & encadenar el raciocinio pasando en todo
su curso de lo conocido 4 lo desconocido (3), y las cues-
tiones que ofrece la cantidad son propias para ejercitar-
se cn esta parte de la filosofia, porque patentizan las
comparacmnes, y dan 4 conocer, si la cuestion es deter—
minada 6 indeterminada, y posible 6 imposible; esto cs,
si_ hay 6 no suficientes datos para conocer la verdad,

como tambien si hay 6 no datos contradictorios.
Suponiendo bien organizados los razonamientos;, hay
dos dificultades en los problemas de la cantidad, x.a Tras-
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ladar 4 lenguage algébrico los discursos, & sea, cifrar ‘el
problema con caracteres propios. 2. Verificado esto, ha-
ltar la verdad que se busca, esto es, resolver el problema.
Para lo primero ¢s ‘necesario saber traducir d'lenguage
de los cilculos el vulgar;'y para lo segundo se ha de m;—
nejar con propiedad el artificio de dicho lenguage, y ade—
mas conocer bien los modos de componer 'y descomponer
1a cantidad. ; i
Mas, no es posible adquirir sompleta instruccion en
todo el sistema gramatical del célculo antés dé ejercitarse
en la Iégica; juntamente y paso 4 paso hdy' que ‘avanzar
‘en: una y otra enseifanza; asi hemos llegado hasta agnf, Y
continuaremos en ‘adelante por necesidad en’ toda la ideo—
logfa matemadtica. it
154. Tratemos en primer lugar dc la segunda difi-
cultad enunciada en el articulo precedente; y antetodo
se debe recordary que'una oracion algéi)rfca 6 verdad so—
I?re cantidades espresada con los caracteresdel cdleulo, es
icomo se'dijo en el articulo (14) la igualdad catre dos nii-
meros, como M=N, 6 bien la mayoria de I respecto
de ¥V, como M>N, 6 la minoria como BN, espre—
sando en general cada letra ‘de'las que hemos wsado un
conjunto de cantidades. Comunmente interesa mas la re—
lacion de igualdad, porque fija un principio que decidi~
damcnl.;: existe; mientras la inecuacion da Iugar 4 mas
arbitrariedad, porque, si-4 M>N satisfacen ciertos valo—
res de M y N, tambien sucede lo mismo con valores ma-
fyores atribuidos 4 'I4'*6‘con menores atribuidos 4 N,
) b e
‘Ejemplps de esto son I-:‘)>‘5 5 %—I >5, ete. ‘como tambien

{re

4o 4o » Ui It
7 >4-) —;)3,'etc. mieniras L7.:5+-'CS una rela—

cion decidida, que dejard “de ser cierta si se’aumenta ¢

disminuye cuzlquiera'de las cantidades constituyentes.
Sino hay en la ecuacion mas cantidad pareial' desco—

nocida que una, combinada con las conocidas segun los
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métodos que hasta aqui sabemos, se llama ecuacion deter-
minada; porque, despejando la incdgnita, es decir, pre—
parando como se dira mas adelante la ecuacion de-modo
que dicha incégnita ocupe solo un miembro, y las ‘cono~
cidas el otro, el resultado manifiesta el valor ‘de aquella,
como se ha practicado en algunos célculos de las leccio-
nes anteriores. . ;
Cuando la ecuacion envuelve mas de una incégnita,
es indeterminada; porque aun cuando se despeje una de
dichas incégnitas, esta queda dependiente de la otra, que
se hallara en el segundo miembro. Asi sucede en
; R 3x4 a=23z;
pues, en concepio de ser incdgnitas @, 2y de cualquicra
modo que se ordenen y sea cualquiera la que se despeje,
siempre una depende de la otra, Dividiendo por 2’ am-
bos miembros, viene la solucion, i

a4
2= T :
o ¥ » - ¥ 2 ’
asi como restando @ de ambos miembros y dividiendo
despues por 3, resulta aza ,

0 5

La ecuacion determinada ¢ indeterminada se llama
de primero, segundo, tercero; etc. grado, segun el espo-
nente mayor que tenga la incdgnita sea I, 2, 35 4,.....,
despuesde haber despojado de radical su espresion, en caso
de ocurrir tal circunstancia, En esta parte elemental solo
estin comprendidas las -ecuaciones de 1.2 yiia.2 grado;
quedando para mas adelante las de grados superiores.

El arte de resolver las' ecuaciones se funda en los
teoremas que se han establecido ya; segun los cuales, no
se altera la verdad de una ecuacion aunque en sus dos
miembros se haga simultincamente la variacion de afla—
dir ¢ quitar partes iguales, de multiplicar 6 dividir. por
cantidades iguales,  de elevar & potencias de un mismo
grado 6 estraer la raiz de un mismo indice, porque toda
operacion de estas no es en realidad sino afadir 6 quitar
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partes iguales 4 ‘cantidades iguales, y por consiguiente
habrd ecuacion entre las resultantes (3. 6.°). Enlo suce-
sivo se tratara de las reglas para resolver las ecuaciories
de cada grado. ¥ e :

'155.  Tomando ahora en consideracion “la- primera
dificultad enunciada en el articulo (¥53); acerca de cs=
presar en lenguage de cdlculo el razonamiento' pronun=
ciado en lengua vulgar, no podemos establecer para con—
seguirlo reglas tan precisas'que el ‘calculador tenga po=
co que meditar en su aplicacion; pero sirven de gobierno
las observaciones de prevencion siguientes.’

1.2 El razonamiento “puede constar de una 6 mas
oraciones algébricas, y lo 'que se diga de umna se debe en=
tender de cualquiera de ellas. La primera atencion del
calculador al proponersele un problema ‘debe fijarse en
distinguir mentalmente cada oracion, para escribirla se~
gun la forma que la pertenezca (154).

2.2 En la oracion:estan ligadas las cantidades cono—
cidas con las desconocidas por medio de espresiones pro-
pias'de la lengua vulgar; y para cifrarla con caracteres
del dlgebra, es necesario ejercitarse en traducirlas con—
junciones vulgares 4 las algébricas, y en distinguir los
modos con que se espresan combinaciones de cantidades
en ambos lenguages. ' 99

'3.% . Adiestrado el calculador en este ejercicio; debe
proceder i escribir la oracion de igualdad ‘6 designal-
dad (14), prescindiendo de que sean conocidas ¢ descono-
cidas las cantidades que vengan combinadas éntre si; pe-

ro con la distincion de ‘que cada desconoéida esté sighifi=

cada con una letra de las que para este uso se destinen de
antemano, como: por ejemplo, las ultimas de nuestro alfa-
beto ; y las conocidas . con las restantes letras ddoptadas.
Bien se advierte que las tres observaciones hechas ine
dican el método de plantear problemas, pero con tanta
generalidad ¢é indeeision, que es necesario recomendar la
mucha practica para que adquiera el individuo la maestria
necesaria. Por otra parte, suclen ocurrir ‘en los proble—
mas varios casos para los cuales debemos estar prevenidos.
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Si el problema consta de una sola ecuacion, ‘seré de—
terminado 6 indeterminado, segun el mimero de incégni—
tas (154); de suerte, que en este caso tienen un mismo
caracter la ecuacien y el problema. . _

Algunas cuestiones, como se ha dicho antes, no se
pueden cifrar en una sola ecuacion, porque env.uelven
varias verdades aisladas, y cada una de estas exige ser
espresada por si sola en ecuacion. Si entonces hay tantas
incégnitas como' ecuaciones distintas, el problema es de~
terminado, pues tenemos medios de: encadenar el razona—
miento desde lo conocido hasta hacer que de ello dependa
cada incégnita, como se manifestard 4 debido tiempo‘..

Otras veces al calculador se presenta una cuestion
sin verdades suficientes, 6 lo que es lo mismo, con mas
incGgnitas que ecuaciones; y por ello, es indeterminado el
problema, i

Con frecuencia tambien se cifran raciocinios. falsos,
aunque arreglados 4 los datos; en lo cual consiste un pro-
blema absurdo 6 imposible: y mo se debe confundir éste
error de la cuestion por si misma, con un desatino del
calculo, que siempre conduce & resultados inadmisibles,
por mal demostrados. ; i

Hay problemas que tienen mas ecuaciones dlSllnt?S
que incégnitas, de modo que sobran las escedentes al ni~
mero de estas, si inicamente se trata de conocer los va—
lores de’'las incdgnitas. Pero en muchas ocasiones en que
lleva otros objetos el calculador, intgresan dichas ecua-
ciones escedentes; pues introduciendo.cn ella§ por las in-
cégnitas los valores hallados, se convxcr.ten 4 unas rela-
ciones entre cantidades conocidas, que sirven para cono—
cer si la cuestion es posible 6 no cuanda son aritméticas
dichas cantidades conocidas, y para establecer condiciones
precisas en la cuestion cuando las cantidades son gene-

rales.
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LECCION 12,
Ecuacion detqr’mih’ada de primer grado.

156. Las ecuaciones de esta clase deben su origen al
siguiente problema general; hallar el.valor de una canti-
dad que no se conoce, y que estd combinada con otras co-
nocidas, ‘por adicion, sustracion, multiplicacion ¢ division,
Dada la igualdad, primeramente se dirige el calculador
a simplificarla, tanto en la forma como esirayendo, los
factores comunes: de sus dos miembros, y en seguida pa-
sa & despejar la incégnita dejindola despejada ¢ aislada
y sola en uno de los miembros. Esta illima operacion,
que consiste en librar 4 la incégnita de todas las cantida-
des 4 quienes estd - ligada en el miembro, poriadicion 6
substraccion 6 multiplicacion ¢ division, se hace por las
siguientes reglas.

1.2 En la ecuacion a—+x=h, réstese a de sus miem-
bros, y queda a=b—a. En ws—a=c, atiddase a 4los
dos miembros, y resulta - @=a—-c. Luego, para despe—
jar la incdégnita cuando viene sumada con algunas conoci-
das que tienen signo -\~ 6 —, se pasan éstas al otro micm—
bro con signo contrario al que tenian.

II,s Si irae la forma ax=), dividanse ambos micm-

: i : _
bros por, a y resultard a=—. Luego, para despejar la
a

incégnita euando ocupa un miembro muliiplicada por un
factor conocido, se pasa éste & divisor del segundo miem—
bro. %
II1.* Y¥n —=b, maultipliquense los dos miemLros
e
por a, y se tendra wx=ah. En donde vemos que para
despejar la incdgnita cuando es numerador de un miembro,
hay. que pasar el denominador al otro miembro como fac—
tor de toda la cantidad que hay en éste,
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ws § a_;b,:_. :
A ea = la ecaacion; y multiplicando por
@ los dos miembros, resulta ' a=bhz, que por la regla

. . P : a : > ! 4 3
segunda equivale 4 x:—[;—. Demostracion de que cuando
laincdgnita és denominador de un miembro, debe pasar al
otro.como factor, despejdndola por Jin segun la regla I1.°.

¥ i z Cmi
Vi4y “Dadala ecuacion: ' @ oee — e pd2em v -7,
g b 2

multipliquense los dos miembros por 25, producto de los
denominadores que hay, y se transformari en

i 2(1[1x—21’1,;-'-1->‘:'.vb6d2:bmx;}-.2[m. ;

» . . . 3 4 ki

Restando de ambos miembros ‘el binomio bmx-+2hod®,

resulta "’ \ ;
2aba—2x—bma=2bn—2bcd?,

que, separando el factor x, viene 4 ser

why

a(2ab—a—bm)=ab(n—cd?),
De donde, por la regla. segunda , procede:
F i ‘zb(h—cdz)

== T T e
2ab—2—>bm

Por el método con que se han hecho las operaciones cong.
ta, que cuando la incdgnita se halla en varigs términos Je
la ecuacion, primeramente se multiplica toda po“r el pro-
ducto de los denominadores, si los hay; d. fin de' librarls
de fracciones; en seguida se pasan & un solo miembro ¢o—
dos los términos afectados por la incdgnita, cambiandy el
signo d los que vengan del otro miembro; y por ultimo, sa-
cando el factor incégnito se despeja éste pasando el Jactor
conocido & divisor del segundo miembro,

Las reglas que se acaban de inferir para despejar Ia
incignita son generales, representando las letras a, b, c...
cantidades enteras 6 fraccionarias , simples 6. afectadas

Tomo 1, 18
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con cualquiera signo del cél((:lulo, conforme 4 los con}'e—
i cidos en el tratado.

mos.;iStcar:ﬁ:Z;dgi la oracion de igualdad entre ?antidad?s,
estd cifrada una desigualdad con los signf)s > 6 <, lain-
cégnita se despeja de igual modo, fungfmdose las o;l))c.ra—
ciones eni el principio’ andlogo (3. 7-°) de que subsiste
desigualdad haciendo en los dos r{nc_mbros‘u.n"f mxs;ua
variacion, de afiadir, quitarg' r{lulﬂph%r 5 dxvxdxr? ele=
var 4 ‘potencia ¢ estraer la“l.'axz; porque todo viene &
ser lo mismo que ailadir 6 quitar. A

1'57.“ Para ejercicio en el arte de plantearios probll():-
mas, y con el objeto de hgccr s?bl-e ellos algun.;s 0 k.
servaciones ‘de grande importancia, se proponcn ios si=

ientes, B9 6%
% 1O [lallar el mimero que dividido por 3 y por 4, lz’a
de dar 1/, por suma de los cocientes. Suponiendo el ni-
mero desconocidoy la traducion. del problema & lbnguage
del calculo serd . S ;

b —_——=14.

Bror g nary ‘

Multipliquese por 3.4 esta ecuacion segun la regla 7.7,
recibira la forma

] fw+-3x=3.4.14 , 6 bien, x(3+4)=3‘./,.1'.[,:
y por tltimo segun la regla 11 tendremos la solucion

AT R

T—=—= 24.

: 25w éC::df es el mimero que dividido por a y por b da
la suma s de cocientes? Facil es distinguir que @, &, s,
son conocidas, .y desconocido el dividendo, que supondre—
mos «. El problema estd ‘cifrado’ en G y
multiplicando :por a.b segun la regla 7.2, resulta

abs
x(a+b)=abs ;, dedonde x= feE

3.° Sicl problema fuere, Lallar el mimero  que di-
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»idido por @ por b y por ¢ de la suma s de cocientes; con
igual método se hallaria

e abcs ;

x(_ab—i—ac—f-bc):abcs y dedonde “4———u—
: ab—+ac—+be

Si comparamos los problemas 1.2 y 2.2, se observa-

rd que en el segundo estd comprendido el primero'y fto-

dos los de su forma, sean cualesquiera Tos divisores y la

respecliva suma de cocientes; pues dando valeres 4 las

letras de la cuestion general, como a=3, b=/, s=1/,

y sustituyendo éstos em la solucion de aquella, viene la

particular  w=2/ de la cuestion primera. Si quere-

mos - atribuir & dichas letras cualesquicra otros valores,

como a=f, b=6, s=qo, por sustitucion hallaremos

2160
L3 b ersc

=210, valor mismo que si hubiéramos plantea-
oy ;
do este problema de cifras aritméticas. El problema 3.2
es un c¢jemplo que hemos presentado, para llamar Ia
atencion sobre la correspondencia de las espresiones que
han resultado de los problemas 2.° y 3.9, en cuanto 4
la organizacion de ellas; correspondencia de que se suele
hacer mérito en muchas ocasiones, para saber organizar
por analogia una- espresion , mas general .6 complicada
que otras consecutivas: conformes en cierta ley de com-
posicion que se advieria en ellas.

Se llama fdrmula toda oracion gemeral escrita en
caracteres algébricos: asi, la ecuacion en que esti escrita
el problema segundo es férmula de todos los aritméticos
de su forma, y la ecuacion final en que sehalla despeja~
da la incdgnita es la férmula de soluciones 6 ‘la: solucion
general de ellos. De suerte, que en una formula estan
comprendidos infinitos casos, 4 quienes podemos aplicarla
sustituyendo por-las letras que representan cantidades co-
nocidas, los nimeros correspondientes 'del caso que se
ofrezca, ‘ ; TR ,

La uvtilidad  que se. pucde sacar de las formulas ge=
nerales no comsiste solo en esto, Sirven ademas para

-
-
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resolver tantas clases de cuestiones cuantas cifras hay en
la ecuacion de modo diferente combinadas; porque, tra—
tando 4 cada una de estas como nueva incégnita y d las
restantes como valores dados, y despejando aquella, re—
sulta una nueva férmula general para la solucion de to—
dos los problemas aritméticos correspondientes. ;

4.2 Por ejemploy se trata de hallar un divisor b del

a€

mimero dado x, tal que, sumando el cociente — con olro
)

x .
dado — resulte una suma determinada s.

Si procedemos 4 plantear el problema, vuelve 4 re-
& €T

producirse la ecuacion et = Sipero el resultado
a /]

final serd el mismo que si despejamos b en la solucion

abs

===

a-b

De este modo, por las reglas (156) hallaremos

x . .
b (as—a)=a%, de donde b—as—a}" prescmdxcgdo de la
impropiedad que se advierte, en-indicar la- leira @ desti-
nada para incégnitas y la b para las gonocxdas, lo contra-
rio de su instituto; aunque es fdcil notar gue lo hemos
hecho para hacer mas sensible la fuerza del racio_ci'nio.
5.9 Con el objeto que se propuso al principio” del
articulo 'y el de:recomendar las formulas, tritese de ha~
lar dos mimeros cuya suma valga s, y la diferencia d,
una y otra dadas. Vi, 5 :
Suponiendo ® el menor de los desconoculos‘.y z'el ma-
yor, el problema estd cifrado.en las dos ecuaciones
Ttz =S uige = :
pero de ‘este modo no pertenece d esta leccion por con—
currir dos incignilas con dos ccuaciones, cuando tratamos
de problemas que solo den una ecuacion con una in-

cognila,
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No obstante, recapacitese un poco y se advertira que
hemeos formado sin la deténcion debida el juicio, porque el
problema es de aquellos que se pueden cifrar y resolver
como de unasola incégnita. Pues con suponer % el menor
nimero desconocido, el mayor serd -+ d: y escribiendo

" las dos ccuaciones,

T2 +d=s, z+d—a=d,

s¢ ve que la segunda no es relacion conducente, sino

una ecuacion de. aquellas que se llaman idénticas por

espresar que una cantidad es igual & ella misma: por lo

cual no hay mas que la primera, como corresponde 4 un

problema determsinado con una incégnita. De la ecuacion
@ —+a-4-d=s vienc 2w=s5—d, y por ultimo

a=1 (s—d).

Ailadiendo & 4 los miembros, resulta para el otro nime-
ro, despues de las reduciones,

& d=2%(s-+d).

Vemos que, dadas la suma y la diferencia de dos canti-
dades, la menor es mitad de la suma menos la mitad de
la diferencia; y la mayor, mitad de la suma mas la mitad
de lu diferencia. La cuestion que nos ha conducido 4 este
teorema 6 traducion de las dos formulas halladas, ha sido
propuesta de intento para deducir dichos resultados de que
haremos mucho uso en adelante. Si las cantidades que sc¢
nos dieren fuesen muiltiplas, como ns y md, hallariamos,
bien por nuevo plantéo, bien por sustitucion ‘en las fGr—
mulas, los valores :
w=%(ns—md)  y J @+ md =% (ns +md).

. . s
De igual modo, si la suma y la diferencia fuesen — y
n 3

d 4 1 /ms—nd d 1 /msnd
—, resultarfan o = — e B 1)
m 2

m 2 mn mi

Otras veces el problema parece de una sola ccuacion

Ty
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y produce varias distintas. Muchas veces tambien se pre-
senta como determinado en la apariencia, y no lo es en
realidad , como notari el calculador al cifrar la ecuacion.
Mas adelante se propondran ejemplos de estos dos escollos.
158. La solucion general de un problema indica por
la combinacion de las letras, el cilculo que se debe ha-
cer con los nimeros en casos particulares; y mientras
conserva su generalidad no se halla espuesta 4 ciertos ac—
~ cidentes, que pueden ocurrir dando valores & las letras,
£omo son las casos de resuliar al fin #=—m cantidad

: T s
negativa cuando se pide positiva, 6 bien == 6x=—5,

En este articulo tinicamente nos proponemos decir algo
sobre estos simbolos en si, dejando para el articulo si—
guiente lo que significan acerca de los problemas de que
procedan. ] i

En cuanto al residyo negativose hizo ver en ¢l arti-
culo (64), que procede siempre de un problema de res-
tar; mas, para observar otra circunstancia de las cantida-
des negatiyas, to:nese en consideracion la resta a=ae—0
albebncamcmc indicada, cuyo residuo serd como sahemos
positivo, nulo 6 negativo, segun a fuere mayor que 4 6
igual 6 menor;
x,o Siendo u=b~c; resulla a=b~+-0--b=c; 6 sea a-p=o,
2.2 =0 ocasiona w=l—b, que equivale 4 1 ww=o,
3.0 g=b-—c hace wx=b—b—e=—c,; 6 bien w-+o=o.
Como se puede considerar ¢ euan grande 6 pequeiio. se
quicra, yemos claramente que toda cantidad x positiva es
mayor que cero; que toda negativa —ux es menor. que
cero; y que cero es el paso de la cantidad al cambiar de
signo, para crecer cuando pasa a pasztwa, ¥ para decre~
cer cuanido @ negativa. :

h—/

en cuyo denominador se destru-

- - h—=k
3en los 1érminos, queda reducida & —:)—; y por sim-

Una fraccion
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plificar el lenguage se ha convenido en indicar con el sim-
bolo o cualguiera fraccion cuyo denominador sea cero;
lo cual nos autoriza para sustituir la cifra « por la fra-

h—Fk

se - Si se destruyeren ademas entre si los términos

o

del numerader, quedard la fraccion reducida 4 §: con
que , sabemos tambien el origen de esta espresion.

El simbolo « enira muchas veces en los cdlculos,
ast como: las cantidades negativas y las imaginarias & pe—
sar de su origen; y para cuando llegue la ocasion ¢s ne—
cesario hacer advertencias.

1.2 Considerando que ¢ se acercad p por sucesivos
¢ interminables crecimientos, 6 que p se acerca 4 ¢ por
sucesivas € interniinables diminuciones, sin: llegar jamas
4 la igualdad ni pasar de ella, serd cero el limile de
7-g.(79), y en este concepto el simbolo o es limite del
valor crecente de una fraccion cuyo denominador se acer-
ca 4 cero. Mas, cuando los incrementos.de ¢ 6 diminu—
ciones de p sean lales, que pueda llegar el caso p=gq y
aun pasar & ¢>p: entonces @ no es limite, sino trnsito
del valor variable & de la fraccion para cambiar de sig-
no, como sucede al pasar:por cero.

2.2 En un cilculo no se pucden comparar dos &
mas simbolos o que deban su origen 4 la conversion de
distintas letras 4 cero; y si ocurriere tal caso, la compa-—
racion se debe hacer con las cspresxones respccuvas sin
adoptar dicho simbolo.

3.2 Cuando % es término de un miembro en algu-
na ecuacion, comoO @+ -y b— o5 “Co—s; si secrepone

' m
por co su igual,—o—, y se.reduce todo el miembro & co-
mun decominador, 'lds‘tfés‘,suppe§tés'\"qht_lf;jin_é ser

‘ag o--m

: m
G -1R = —— 0
o

o

prs Bragy Iy obampresdsly ) 5 s
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b—co::bxo'—_mw-._m-— A
e mme—0
Qi o

m—cxXo ' .,
e ) e

Oy = o

O ===

Luego, siempre que el simbiolo o sea término de un
miembro, todo éste se reduce & o y con el signo mismo
que tenia antes de la reducion, )

Si en el polinomio entran potencias de o , de ‘un mis-
mo origen, como etz ok yies B>k al reducir

5 ) m’l mk
comu Snmi :
n denommaa’or los  términos 3 ¥ —=se destruye
0 o* ,

el de menor: esponente : porque, si es h=/ -1, tendre—

mo ....-—--mk+; ,.|_ m* . =
2 B 5 que redumdo.g comun denominador
: G s S G L
viene 4 sers =g fisi wia Bhig
okt? 0;;,{_{ Ok-+i et 2

Por esto: sucidora !
2 . HAS 3, 2.
PRI DO =0 w0 24 0 = n 3,

¥ ‘a . ] . » 4”

4% Sienda ' factor ¢ divisor , como axw’; '——b :
3

; Vst FEESCTIEY F0s e

51 se sustituye = por o5, reSultan

e

aXoo::,-__Hzeo; '—.-;:--b,ﬁ._o_.x&__
2 o o m

Luego ; siémpre que oo venga: por factor, el producto se~
7d 0 g y i viene por divisor , el cociente nul 3

5 Ln'tendxdas };fs,sxgglﬁgaci_qpes de los simbolos —m,c0 ,
o €M 51, vamos a reconocer las circunstancias del pro;
blema cuando la solucion, est4 espresada por uno d

tos simbolos. e : ) o

159, Cualquiera ecuacion determinada de primer
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grado estd comprendida en la general
Ax+B=Cx+1} ..(1)
que, pasando'd un miembro dos términos, vicne 4 ser
(A—C)v—+Db—D=o.
Si' para simplificar la espresion suponemos A—C=a,
B-—D=b, la ecuacion general de primer grado redu-
cida 4 mas simple forma serd j
: ax-+b=o ..(2).
Tomando en consideracion para los fines que ahora
nos interesan la igualdad ((1)j, réstese Ca—+B de ambos
wiembros ,y resultard (4 —C)a=D— B, de donde

pigacse
b RN SR
=

Se trata de investigar lo que pasa en la ecuacion gene—
ral ((1)) cnando la solucion ((3)) viene & ser negativa ¢
& , 6 3. Pueden ocurir tres casos en cuanto al signo po-
sitivo ¢ megativo de a,

1.2 Si las cantidades conocidas tiencn las relaciones
D> By A>C, la solucion resultard positiva por ser co-
ciente de dos cantidades positivas. )

2.2  Si ocurren las dos circunstancias B>D y C> A,
Ja solucion serd positiva por: cocicute de dos cantidades
negativas, 4 pesar de dos restas imposibles con nimeros,
defecto que'se comelid al resolver la ecuacion, pues que
se resté Cx-4~B de 'ambos miembros, siendo mayor que
ellos;. pero defecto que se pudo evitar restando en su lu-
gar la cantidad 424D, de que hubiera provenido

B—D
=
C—A

solucion positiva como antes y obtenida sin reciptroca com-

s

pensacion de errores.
Notese sin embargo que, multiplicando por —1 los

: . 'D—B / B—D
dos términos de la fraccion -, se cambia en ——— -
{—C t— A4

L= 2y —

y queda corregido asi el defecto que se comelié en la
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marcha de las operaciones, sin la necesidad de volver al
principio del célculo, :

3.2 Siresultan B>D y A>C, 6 sino, C>A y D> B,
la solucion es negativa por cociente de cantidades con sig-
nos contrarios; y en vano se intentara buscar el defecto en el
sistema de resolver, porque se halla en la-misma ecuacion
dada ((1)). Efectivamente, cuando proceda de ser B>1)
siendo A>C, el primer miembro es mayor que el segun—
doy por ello falsa dicha ecuacion. En caso de C> A y
D>B, serd el segundo miembro mayor que ¢l primero y
por consiguiente falsa la igualdad. En ambos casos, su-
puesta una fiel traducion del problema, serd este absurdo:
luego, toda solucion negativa procede siempre de un pro-
blema imposible. Cambiando el signo de x al plantearle, ¢
si se quiere en la solucion ((3)), resulta libre de absur-

] B—D D—B
didez x:—I—E cuando es B>D, y o=—=— = cuando es

C>A. Dice pue.§ la_ solucion negativa, que la incignita
se debid tomar en sentido contrario al proponer el pro—
blema. TG0

Esto sucede en el siguiente. Haliéndose dispersado un
ejército de 24000 hombres, se han reunido 9000 ; joudn-
tos mas deberdn reunirse para que sumados con los gooo,
la suma llegue G ser tercera parte del primitivo ejército?
La espresion” del problema en lenguage del cilculo es

24000
z+goo00o= 3 ;

y la solucion =8000—go000=-—1000.

Por el valor negativo de = se infiere ser imposible la
cuestion conforme se ha propuesto; mas, quedard corre—
gida tomando @ en sentido contrario, es decir, que debig
proponerse la cuestion en la forma siguiente. Dispersado
un ¢jército de 24000 hombres y reunidos ya 9000, joudn-
tos sobran ¢ cudnto escede esle mimero al tercio del total?
Su traduccion en lenguage del calculo es
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‘ 24ooo ek ot o
9000—a=—"7—:; ¥ la solucion a=1000:

Para reconocer el origen de los ‘otros dos acciden—
tes, que segun enunciamos en ‘el .arltc’ulo precedente
pueden ocurrir al dar valores numéricos a las ]cl.ras d? la
formula ((3)), fijemos otra vez en ella la consideracion

1.2 Cuande sea A=C, resultard

D—B

o

=0t

r—=

pero, en tal caso no es cierto lo que dice Ax+B=Cu~+D,
siendo diferentes B y D. Luego, el simbolo » en la so-
‘lum’an x=—z manifiesta que el problema es absurdo.

© Si junltamente oeurren Ad=C vy B=1D,

saldra
D—B
el

En este caso la ecuacion ((1)) es cierta porque se con—
vierte en Ax--B=Ax~+1D, sca cualquicra ¢l valor de.w:
peéro espresa un problema indeterminado 4 causa dcl’ in-
finito nimero de valores que pueden cor}*csp()nder 4w,
como por otra parte puede inferirse tambicn de la ecua-
cion Ax—+B—=Ax—+B, en que no hay dato alguno para
el razonamiento: Lucgo, el simbolo & de una solucion x=3
proviene de faltar datos para ser determinado el prob’lcrrfa.
160. De lo dicho se inficre que el cdlculo alg,ebnco ]
manifiesta por sefales evidentes, que aparecen siempre
en la solucion, si lo que tratamos de averiguar es 6 no
posible con las condiciones dadas, y en caso de mo serlo,
descubre la causa de dicho resultado. Esta es la gran ven-
taja de la espresion en lengqagc propio. de los cdlculos:
ojala pudicra ser aplicada 4 la investigacion (.lC la verdad
en todas las materias como lo es en la de cantxdfxdes, para
que el sofisma y error envucltos en los raciocinios apare—
cicsen al fin. Pero & pesar de tan buen deseo, el calculo
matematico no es aplicable sino a la cantidad ;y cuando

e}
o

T
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Se quiera razonmar asi en otros asuntos, iwnicamente se
podrd en cuanto al ndimero de sucesos, para deducir la
certeza 6 la provabilidad de que acontezea 6 no otro de
l:’l misma clase; certeza si hay suficientes datos, 'y ‘provabi-
lidad si no es posible adquiric ¢ introducir en ¢l discur—
50 todos los necesarios. El cdlculo de provabilidades, tra—
tfldo con magisterio por Lacrox y otros, conduce 4 solu—
ciones verosimiles, en que se suelen fundar muchas es—
peculaciones mercantiles, La exactitud , sencillez, cla—
ridad, etc. , del método matemdtico han prendadorde tal
manera d los sabios, que aun en obras de metafisica cé
Icbres, que pudiéramos citar, se ve un estilo semejante
al de nuestro cilculo.

LECCION 1IL

Eliminacion de incognitas entre las ecuaciones
indeterminadas del primer grado.

161.  Toda ecnacion del primer grado con dos in-
cognitas puede reducirse 4 la forma ‘
axm—+by—d, SRR
siendo @ la suma de cocficientes de la incdgnita @, asi-
mismo & la de todos los coeficientes de 7,y d la suma de
términos conocidos. Despejando una de las incdgnitas, se
ve que depende de la oira, como :

d—by : d—aux
V= —— (¢] V= s
a

y por ello, es indeterminada la ecuacion y tambien el
problema. Pero si hubiese ademas otra ecuacion con una
¢ ambas incignitas, como a'v—+'v=d', es ya determi-
nado el problema por tener dos ecuaciones y dos incog—
nitas, como bien pronto se vers. =
La ccuacion general de ires incégnitas despues de
hacer la reunion de coeficientes , viene 4 ser
a:z;-!-'[/v—i-cz.:d; .......(5);
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~y para que el problema venga determinado es necesario

que nos d¢ otras dos ecuaciones, 'y que: entre ellas haya
las tres 6 al menos dos.de las incignitas. .

Ln general, un problema que envuelve » incdgnitas
ha de constar de n ecuaciones distintas que contengan di-
chas incégnitas, para ser determinado, como se dijo en el
articulo (155). El medio que -hay de resolver un pro-
blema cifrado en varias ecuaciones con otras lanias incég-
nitas, consiste en la eliminacion de éstas; y se hace de va-
rios modos que inmediatamente vamos 4 emplear. -Siem-
pre se deben combinar dos ecuaciones cada vez, de ma-
nera que se venga 4 otra despojada-de una de las incdg-~
nitas; y por combinaciones sucesivas llegard por fin el
calculador ;' cuando ¢l problema es determinado, 4 una
ecuacion con una incégnita sola que despejindola queda
conocida. Todo lo hecho hasta aqui. puede llamarse pri-
mer periodo de la eliminacion; porque falta el segundo,
que cousiste en retroceder dcia los primeros resultados de
aquel 4 fin de conocer los valores de las otras incdgnitas.
Se principia el segundo periodo ‘por sustituir el valor
que ya se ha’encontrado de una incdgnita, en' otra eécua=
cion de las: que produjo cl eilculo y que tenga ademas
otra incdgnita. Asi queda tambien sola ésta en dicha ecua-
cion; y dcspéj:indola, se ’susliluye su valor en una de las
ecuaciones precedentes del cdleulo.’ Seguidamente’ se sus~
tituyen los valores de estas dos incégnitas en la ecuacion
que haya precedente con ires incdgnitas; y asise lléga
hasta la primera que hubiere quedado indeterminada,

Si el problema es indeterminado; quedaran en la ecua-
cion final del periodo primero dos 6' mas incdgnitas;'y de
consiguiente, sustituyendo la espresion de una en las ecua=
ciones precedentes, solo' podemos esperar valores inde—
terminados para todas las incégnitas. Vamos & practicar
la .eliminacion por los diversos métodos, segun se han
ofrecido. . . Pasked

162. Por sustitucion se elimina cuando, despues de
haber despejado una de las incognitas en una de las ecua-
ciones, se suslituye su espresion en las olras; de que re—
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sulta una ecuacion menos; habiendo al mismo tiempo
desaparecido en las vestantes dicha incégnita. Aplicando 4
éstas el método, se reduce ‘oira vez el nimero de ecua—
ciones y de incéguitas; y continuando se llega 4 una sola
ecuacion. Scan dadas para ensayo las tres ecuaciones ge-
nerales de primer grado con tres incégnitas,

v by -cs=dy d s +bvee 7=d ;0" b v z=d",
Despejada la % en la primera, sustitdyase despues en las

; d—by—cz °
otras la.espresion © @ L (@)
a ;

y resultardn las siguientes con » y z,
ab!v—a'by--ac'z—c'cz=ad —ad'd,
al'"'v—a by-ac” z—a'" cz—ad’—a" d.

DLquemos » en la primera de estas, y' sustxtu}endo en
la segunda por » swespresion

PRt T

ad'—a d+a cz—ac z
Bt s = $ ab 412 & 2 cdvesse (,3)

viene la ecuaeion detcrmmada it
(ab'—a''b) (d'cz—aé's)+ (alf —a'b) (@ cz—al'z)
Z i‘(a"’b-—ab" (ad"-—a'(l) i (al/—iz'b) ('a'tll"—a"d),

I'malmente, despéjese laiincégnita restante z y la operacion
presentard determinado el valor que ignorabamos de esta
cantidad, y que llamaremos p con ob)eto de simplificar
su espresion. fagn

. Ahora dcbcmos retroceder por el mismo camino que
'se, ha trazado en el cilculo anterior; ¥ proceder hacien—
do. sustituciones de ineégnitas ya determinadas, en las
espresiones de las otras ‘que quedaron dependientes de
aquellas. La inmediata precedente & z fue'»: sustitiyase
pues el valor p de z en la écuacion ((g)), y esta nos
dard el valor de » que supondrcmos 9 y

ad’——a d—+a'cp—ac'p

= =q.
ab'—a'b
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Sustituyendo tambien ¢ por », 'y p por z en la ecuacion
d— br]—cp : ;
((«)), serd w—-—a

Este método es ventajoso ‘cuando en’ cada ecuacion
del problema no se ‘hallan todas las incégnitas; como “en
el siguiente caso, que presentamos por ejemplo,

824-3v—52=38, 20-+v=15, 29-f2=1 7-

X —Z
La tercera ecuacion da » =—y sustxtuycndo el vas;
2

lor de » en las dos primeras, resulian
160—3z—10z2=125," fa—z—13.

: 3
La segunda de las de este par da ay e ST 5.y de

sustituir ‘en’ la primera viene la determmada

9z=27, de donde z_i__.3 Retrocediendo, se haﬂan
9 Y ,

T=lir s V=T8 g B
163. Por igualacion se elimina, cuando despues de
haber despejado una misma incégnita en todas las ecua—
ciones, se igualan de dos en dos las espresiones de ella;
operacion que conduce & otro sistema de ecuaciones en
que hay una menos, habiendo tambien desaparecido una
incégnita.'El ‘método conduce hasta llegar por fin 4 una
ccuacion sola determinada, si tal es el problema. Apli-
quemos este método 4 las ecuaciones numéricas del arti-
culo precedente y se hallardn empczando por despejar v,

38-—82:—.!— 5z 1. 7—2%
e y=15—2x, » = e
Igualando la segunda 4 la primera y 4 la tercera, resul-
tan las siguientes,

Sz—2w=7, fa—2z=13,
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que dan =5y 2=, T—I 51 .‘

De su igualacion procede la final 18x=ya, » de esta el
valor. a=/4. Retrocediendo se encuentran z==3,v=7y.

164, . Por sustraccion se elimina preparando las ecua-
ciones de modo, que una misma incognila tenga un mis—
mo coeficiente en todas las ecuaciones. Se resta en segui-
da unade otra, y resulta de dos ccuaciones una sola con
una incdgnita menos:.y continuandp por este orden, se
llega 4 1la final. Cuando ,las'propucsta§ fovienen. desde
luego con iguales coe’ﬁ‘c_ieptcs de una mxsma. incégnila, po-
demos prepararlas multiplicando cada ecuacion por el pro-
ducto de los coeficientes que.la incégnita elegida tenga en
las restantes , 6 por algun factor adecuado. Si la incég-
mnita se halla con signos: contrarios ,'se dehen: sumar las
preparadas. En las ecuaciones numéricas de l(.)s ensayos
anteriores no viene incégnita alguna. con un mismo coefi-
ciente; pero fijemos la atencion en una de éstas, en » por
ejemplo., y haciendo. la preparacion como . se ha dicho
tendremos

162--6v—10:3=76, 120+4+6v=qo, 6b+3z=51.

S‘i_.rcstamos la tercera de estas ecuaciones, de la primera
y segunda, viencn sin » las dos resultantes

16a—1322=258,"" 1 20—32=3q." "

Por 1iltimo, preparando & = en este par de  ecuaciones,
quedaran convertidas 4 -

483—392=75, [8x—12s=156;

y~ la resta dard la ecuacion detcrmin}a@,a‘ final del primer
periodo del célculo gzz:Sx,de donde z=3. '

No habiendo hallado por este ‘método espresiones de
las otras incéguitas, hay que sustituir el valor de z en
una de las ecuaciones anteriores que ademas tenga otra
incognita, y por iltimo los valores de ‘ambas, general-
mente, en otrade las ccuaciones anteriores, para obte—
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ner el de la tercera incégnita. En el problema actual
basta introducir el valor de una sola, y se tienen para
las otras los, =4/, Vi

165. - Por solucion general se conocen tambien los va-
lores de las incognitas. :Para cllo cs mecesario deducir
formulas de las soluciones generales. de los problemas
determinados con muchas ;inédgni&as y ecuaciones, & ma—
nera que se’ohtuvo en los de una ecuacion la firmula
((3))» para resolver el problema particular que se ofrez-
ca sustituyendo en la. {érmula los datos. Primeramente,
dadas, las ecuaciones generales con dos incdgnitas,

av+-bv=d, a'z+-t'r=d, :

higanse iguales en ambas los coeficientes de » por. el mé-
todo del articulo (164), y réstese despucs una de otra
para obtencr la espresion de a. Hallindose de un modo
andlogo la espresion de » por igualacion de los coeficien—
tes de w, resultan las formulas

Vd—id" ad'—a'd 2
Fimm e = i )
al'—a'y’ ab' —a'l) ( )

Sea cualquiera el problema dado con dos ecuaciones y
dos incdgnitas, se conocerdn los valores de estas por sus-
titucion de coeficientes en las formulas ((6));: bien enten-
dido:que si @ las propuestas faltaré algun término, se pue-
de suponer que existe con el coeficiente cero: regla ge-
neral para el uso de cualquiera férmula.

En segundo lugar mos proponemos la solucion gene—
ral de los problemas cifrados en tres ecuaciones con tres
incdgnitas, como’

av—4-by—-cz=d, o' v--¥' vt-c'z=d', 0" x4V v-c" s —d".

Hay un modo elegante ¥ general para deducir las espre-
siones generales de x, », 2, modo aplicable 4 cualquiera
nimero de ecuaciones: pero siendo nuestro objeto sola—
mente descubrir la ley de los resultados, y aun por aho-
ra no mas que dar 4 conocer el método, hallaremos la
solucion general como en el caso de dos incégnitas y dos
ecuaciones, usando el método de sustraccion (164).
Tomo 1. 19
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ar x en primer lugar, multiph’qgcgc .:a
por a'a’, 1a segunda’ por aa” 'y la
resultard @ eliminada, y'el‘que‘—
y z. Preparando éstas de modc’)
enga igaal coeficiente, quedard
po resultard una solal e;:uaccl(ij(zl

‘ ie r el des 3
con la otra incégnita, cuyo :'TLO;IS,E(:‘;;;P?OS Vak,,_fs o
Desde aqui se retvn'of‘,cdc susti 3-(1 e
las otras dos incdgnitas; y por o & .p. 1ol
Hardn las férmalas geacrales que siguen: i
T s cd B —bd" s be'd — b d”

o e, O R 1
e bold —cb e

2g0
Para climin
primera ecuavfon
tercera por aa'; de que
dar dos ecuaciones con ¥
que una de las inc()gnita:s L
¢liminada, y al mismo tiem

@ie=m 2i s ey

ab —ad b 4-cd b —bu

: T
1 1 i d ! —cda
3 v 1501 ald —(]ll. Al
ad.b ot tle? ! 11 ’blau (7)‘

y= 7 r Fif A B
ol ab' ¢ —ad b —ca'b'—bac —+bc'a

55 z.r_b_'cT:m'+¢:a'b"::l)-¢z—'g'—'--,—b(;'a”——-—cl)’a” .

Obsérvese que en las formulas ((022;::()1133(:::;1:;‘1;
i CO"”{“" yniiari:i:s"dznelcausagi(ozl)e)s. ll)ﬂste dcno.minadorz
?.,]Ctli]:l';;cl;aemra,, los coeficientes de las im-:(’xlgn:::s;aczll.j
orrvz{nizado con arreglo & una ley, que dcm:?:nfino b
1r:rlativa de signos + y— yen gue:va ':13 b
¢ucto de tantos factores C}lantas mceegnitas . ly,,” e
G - wiente artificio. En el caso de dos incognitas '
ke 5‘%““:“ ngase un acex £ 4 las segundas letras;
n(::a af}zb_’—o—l-zb’a'm()lcnominador comun. En el cas?oelistrigz
iync(ignitas 16mese ab—ba, hagase que Ea(()](:lfécrmino o8
Ingares empezando por la derecha en cd il gl
fsl‘;:s e,uardando ja ley de la alternativa de SIDn i
Gue lfc;ultcn‘ de tres letras; 7y finalmente pong

' a
nto la S(’“l!ll‘l;l ]Ctl as dOS d terceras de cad
a S S S laS rcera i

g incégni vard
1érmino. Cuando scan cuatro incégnitas, se ()‘i)sler ;
ermno. S 2 g
: i ae el denominader comun se forma .
P | denonii-

ioui solado & la misma ley. Se toma ¢
siguiente arreglado a )l ik e
: mun ((7)) sin acentos en las letras;

' / W —db
abld'—ad b +da V' —bad'd +bd u

nador co
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el cocficiente de la cuarta incégnita ocape todos los luw
gares de cada término, gaardando en los que resulten la
alternativa de signos; y marcaedo las segundas letras con
un acento, las ierceras con dos, y las cuartas con tres,
se tendra el denominador comun de las cnairo incdgni—
tas. Por inducion se inficre el modo de componer el de—
nominador en-el caso de cualquiera nimero de ecua—
ciones. :

Atendiendo ahora al respectivo numerador de cada
férmula se verd, que tiene el mismo niimero de tér—
minos que el denominador, y se compone reemplazan—
do eni este por el coeficiente de la incdgnita respectiva el
término corocido, acentudndole como la letra 4 quien sus-

_tituye. Por inducion se infiere quc esta ley es general

tawbicn para cualquiera nimero de ecuaciones,

166. Habiéndose dado noticia de los modos que hay
para eliminar incdgnitas y hallar sus valores, la cleccion
del mas breve segun las circanstancias s¢ debe 4 Ia pers—
picacia del cﬂculador, Y @ su destreza ¢l saprimir tra-
bajo superfluo en el curso del cileulo; simplificando las
espresiones por despojo de faclores comunes, si hay, ¢
de fracciones; y dejando indicadas cierias operacicnes
cuando asi convenga. Los problemas siguientes que cor-
responden & esla leccion, servirin de ensayo para los
modos de cifrarlos en lenguage algébrico y de resolverlos.

1.°  Hallar dos mimeros cuya suma sea 8, y el uno
5 ceces mayor que el otro. Se distinguen claramente dos
ccuaciones, que, nombrando las Incogunitas x y z, seram
@+2=8, x=bz: y por cualquiera de los mélodos pue~
den ser hallados facilmente los valores.

s Gur? 4 i
i b sty ==~ —
-5 3 :

2.% | Se han pagado 199 jornales de tres clases, ta-
les que el duplo de los primeros menos el triplo de los se—
gundos mas los tercercs son 63 s v el cuadruplo de los se-
gundos mas el quintuplo de los terceros menos la mitad de
los primeros suman 31 7+ ¢Cudnios hay de cada clase?

P
.
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Scan x, », ¢ las incdgnitas de la primera, segunda y
tercera clase; hay tres oraciones que escribir, las cuales
seran T—4=P+2=1Q9Q, 24—3v+2=063,

41)+5z—£:_~317; y los valores de las incdgnitas,
D,

6 575

2576:112, 11:1[*(2 6aTT 2= 7

23 23 2

==atb)

xr=

3.2 En suposicion de mezclarse varias sustancias cu-
yas cantidades m, m’, m'",..... son sumables de cualquie—
;-a modo que se haga la mezcla; st el precio de la unu]a](l
de la primera sustancia es p, la unidad de la segunda vale

[T 2% 4% Eiescmaiy ;
p', la unidad de la tercera vale p'', y asi suce. ivamente,
Joudl serd el precio & qué corresponde d la unidad de sus—
/ i i sia ¢s pm;
tancia mezclada? El precio de la pnmcra”suiiam_m l(sp :
: S
¢l de la segunda p'm'; el de la tercera pm ;.. y ¢l pre
cio total & serd i i
U
F=pm—=p'm —=p M e 1
Por otra parte, serd tambien el precio z de ‘la unidad i
mezcla multiplicado por la suma de sustancias igual 4 ¢
precio total, ¢ ; o
a=(m—+m'+m i )2
Eliminando a entre las dos ecuamonef, rc,sluha
pm—p'm 4! m . =(mom i) %y
1717
pm—p'm'-p"'m ..

de donde z= e —m e A

Por ejemplo, hecha la mezcla de dos liguidos toman—

do del primero 8 arrobas & 15 reales arroba, y del se--

gundo 20 arrobas d g reales, trdtase de saber el precllo

de la arroba de mezcla. Sustituyendo por las letrasp, p',
! i ectivos de la cuestion, sera

m, m’, los nimeros resp

I5x8+9X29= IO+"5—" reales,

8—+20 7

2=

: s
Los problemas comprendidos en el 3.9 general y en el
4.°y 5.° son los que llaman de aligacion los aritmelicos;
debiendo suponer siempre, y cn cada caso verificarse, la
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circunstancia de que el volumen de la mezcla sea igual &
la suma de volimenes de las sustancias componentes; y
lo mismo en cuanto 4 los pesos: prevencion que hacemos
por ciertos fenémenos que la naturaleza presenta de otro
modo. .

4.°  Antes de hacerse la aligacion se quiere saber
cudnte parte se ha de tomar de cada sustancia , dado el
precio que ha de tener la unidad de mezcla y el que tie-
ne cada sustancia. Enlonces son incdgnitas las cantidades
m, m'y m"”, ..., y es indeterminado el problema mien-
tras no haya tantas ecuaciones como incégnitas. Debicn—
do, por cjemplo, aligarse dos sustancias, una de 15 rea—
les arroba y otra de g reales, con la precision de valer
10 reales la unidud de mezcla ; icudntas partes m de
la primera y m' de la segunda se habran de tomar? En
este caso hay dos incignitas m y m' en la férmula, y
Ia cuestion es indeterminada no concurriendo otra con—
dicion ademas. Sea por ejemplo esta, m—+m'=60 arro—
bas. Sustituyendo 60—m' por m en la férmula, y 10
por 2z, serd 6oo=15(60—m")+qm'; de donde

3oo
’

mi= R —=D50 arrobas y m=6o—m'=10 arrobas.

5.2 Como en muchas aligaciones hay mermas y gas—
tos de elaboracion, se propone el mismo problema 3.° con
la circunstancia de haber enla masa total el déficit 6 mer-
ma d, y en la elaboracion al gasto q que se debe anadir
al precio total. Los razonamientos seran del modo si-
guiente. El gasto total, hecha la mezcla, es

: x:pm+p'm'—|—p"m”+....+q
por una parte; y por otra, a=(m—-m'—m"+.....—d)z.
Eliminando, sera
pm—l-p'm'—-i-p"m"—l-....+q=(m+m’+m"+....—(l)z,
de donde viene el precio de la unidad de mezcla

pm+p'm'+p"m"+.....+ q
2= 7

e Y g e S SRR D)

167. Concluiremos esta leccion dando una breve no-
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ticia de lo que pasa cuando el problema da mas ecua-
ciones que incdgnitas. Como el esceso procede necesaria—
mente de haber mas datos que los precisos (155), entre
todas las ecuaciones se eligen tantas como incdgnitas ha-
ya, y por climinacion se indagan los valores de éstas; va—
lores que han de satisfacer 4 las escedentes condiciones,
para que sca posibie el problema.

Trdtese, por ensayo, de hallar dos mimeros x, z cu—
ya suma sca s, la diferencia d, y el producto p. Escritas
las tres ecuaciones , - %

rr=s , w—t=di, i ‘@w=p;
las dos primeras, que solas hubieran constituido un
problema determinado, resuelto ya (157 5.9), dan
w=(sd) , +=3(s—d);
pero habiendo aun’ oira ecuacion, es preciso sustitnir
estos valores en ella, de lo cual resulta una relacion en-
tre las cantidades conocidag

.‘9’.-‘_’_(12
,}:: e e o

En que se espresa la condicion esencial que ha de con-
currir en los datos, para que ¢l problema no sea absur—
do: y dice que dados sy d, noes yap arbitraria, sino
que ha de valer tanto como

s?_dl

Si aun hubiese otra ecuacion mas, habrian dg' satisfacer
a ella las incdgnitas. Por ejemplo, si la cuestion com—
prende que el cociente de las incdgnitas sea q; escrita la

ecuacion — =¢ y sustituyendo los valores de las incégni~
3 Z

1as, se hallard que el dato ¢ no es arbitrario, pues tie-
ne la dependencia N

S
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LECCION IV.?
Ecuacion indeterminada de primer grado.

168. Al principio-de la.leccion precedente se ma-
nifests la forma de la ecuacion de primer grado con dos
y con tres incgnilas, analoga 4 la que tendra con cual-=
quiera nimero de ellas. Tambien se indicd alli, que el
valor de una incégnita despejada depende de la infinidad
de valores que se pueden atribuir 4 las otras de la mis—
ma ecuacion. Asi, la general con dos incégnitas

ax—+bz=c,
que suponemos reducida hasta ser a y b mimeros pri-
meros entre si, ofrece la cuestion de hallar 1odos los va—
loves de las incdgnitas. que. satisfacen 4 ella, limitaindose
algunas veces & que scan valores enteros, y otras d que
positivos ; circunstancias que, reducen d menor nimero
las soluciones. :

16q. ~ Tratese de hallar los valores enteros de x y z
en la ecuacion general aw-+bz=¢. Si uno de los coefi-
cientes & ¢ a es la unidad, despejando la incégnita cor—
respondiente seria

w=c—Dbz, 6 z2=¢—aw, ;
En el primer caso, si atribuyéramos d z todos los valores
enteros imaginables, resultarian para @ lambien enteros;
quedando asi resuclto el problema. Lo imismo rusalta-
rian para z atribuyendo . % valores enteros en z=¢c—aw.

Cuando sean @ y.b mayores que la unidad, y pri-
meros entre 'si como queda dicho; despejando la incig—
nita de menor coeficiente , que suponemos. a, resulla

: c—bz
= 3
a

i

Esta division no puede dar cociente cabal entero; mas,

b c pee
en suposicion de ser £ y & los enteros de — y —, como
. a -a 3
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tambicn ¢’ y b’ los coeficientes del residuo, tendremos
- =
w=l—~hz-+ ;

bz : . . d—ad
=2z,'serd g==
a &5 s

. Por ‘nueva

y haciendo

division, y espresando con las ‘mismas letras acentuadas
en debida forma los resultados andlogos' del célculo ; serd

i1 r Wiy
LL e c'—az
e=R =l
s 7 l'
C""_ ale 3 5 ; C”—b,z'l
y 7 =7z “dara 3= iaas
9 1 a .

Por este orden van disminuyéndose los ‘coeficientes' suce—~
sivos , que son como los residuos que ‘se obticnencal es—
traer comun divisor de by a (108); de suerte, que se ha
de llegar al cabo 4 una ecuacion en que alguno de los coe-
ficientes sea la unidad: y entonces quedara finalizado el ‘pe-
riodo primero del cilculo, como en la eliminacion (x61).

El segundo periodo consiste en una serie de sustitu—
ciones andloga 4 la del citado articulo. Supdngase a'==1
en la iltima espresion escrita; y atribuyendo & z'’ en
la ccuacion z'=c¢"—4'2" todos los niimeros enteros
Tivie 2,1,0,—1,— 2,.....—7, lo seran tambien los de z/;
y sustituyendo los de 2" y 2" en la ecuacion anterior,
lambien seran‘los de z, y por iiltimo los de .

Como en esta investigacion hay el tnico empefio de
lograr valores enteros para las incégnitas, y llegar & una
ecuacion final en’que sea unidad alguno de los coeficien=~
1es, se pueden usar todos los recursos legitimos de la
andlisis ; como es, el descomponer la fraccion residua en
factores siendo alguno de ellos entero, 6 el transformar
la fraccion de un modo conveniente para el objeto.

Sirva de ensayo el hallar los valores enteros de 7
z que satisfagan d la ecuacion ;

5 25@-+72:=460.
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Por ser menor el coeficiente de «, hay primeramente
460—72z
= .

25

Haciendo la division parcial posible, resulia

I10—222

25

1o=33g | | ety —b52'
y despues, ? PR L:S(:I ; );
2

22 22

T=18—22-4

N e L A,
=z ;R = =—-4_‘L -+
22 5

r
A Y7

2

4 que siguen

nr nr
—ag f— s
2 ", 2—35z nr 2

== T =27 ——

’
5 2 2

Estamos. en ocasion de principiar el segundo periodo del
cilculo, y segun la condicivn del problema se han de
sustituir por 2" todos los mimeros enteros positivos y
negativos. Empezando las sustituciones desde cero, viene
el sistema de valores 2"=o0, "'=o0, =1, J=—/,
z==5, a==4. Todos los demas sistemas de valores enteros
que pertenecen d @y z se hallan del mismo modo, sus-
tituyendo por £ el correspondiente mimero entero, po-
sitivo 6 negativo. Operacion prolija que ha motivado ‘el
descubrimiento de un medio mas breve para hallar todos
los valores enteros de @ y z, despues de haber adquirido
los de un sistema: ved en qué consiste,

Scan p y ¢ los nimeros enteros que han resultado
para @y z.de una sustitucion sola. Como ha quedado sa-
tisfecha con ellos la ccuacion aw—+bi=c en aquel caso
particular, serd ap-+bg=c : y restando esta ecuacion de
la general ; viene

we=p——(3—q).
a
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: ’ b
Para ser x entero, tambien lo ha de ser — (z—g¢); y
; a

por ser b y a primeros entre si, necesariamente debe
ser 2—q divisible por a (76), es decir que, indicando m
el cociente, habrd de ser z—g=am. De modo que,
z=g--am y w=p—bm ....(8)

son espresiones generales para-hallar todos los valores
enteros de @ y z, conociendo los p y ¢, sin mas que sus-
tituir por m consecutivamente todos los nimeros enteros
positivos y negativos de Ta serie enunciada: conocimiento
que nos dispensa de aquella larga opcracxon para cada
sistema.

En el ejemplo aritmético propuesto antes conocemos
el sistema de valores p=14, ¢=25; y las férmulas ((8)),
aplicadas 4 ¢l, dan

:v:4—-72-m; z=b+4-25m.
Sustituyendo por m los mimeros naturales progresiva—
mente, se hallardn los correspondientes @ las incdgnitas.
Los positives 0, 1, 2, 3, 4,..... de m corresponden
4 los de @y 4,—68,—140,—212,—28/,.....
aiclosidemadidbsia Josminbbicon S0 nunob i
170.  Limitdndonos todavia 4 las soluciones enteras
de'la ecuacion general de primer grado con dos incigni-
tas, haremos una breve detencion ‘aqui con objeto de

completar mas la teoria. Cuando.se quieran solamente:

positivas, téngase presente que las’cantidades positivas
valen tanto mas que cero cuanto mayor sea el nimero,
y-las negativas tanto menos cuanto mayor sea el nimero:
concepto que como- estd dlChO se. espresa en la cuestion:
actual del modo siguente:

p—bm>o, q+am>o.

Despejando m, resultan 7'n<—§- )Y m>—-l' :.y pueden
: : : a

ocurrir tres casos.

1.2 Si los valores que admite m estan calificados por:

dos mayorias 6 dos minorfas, como por ejemplo m>7 y.
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m>2, se podrdn sustituir por m todos los enteros mayo-
res que 7; entonces admiten @ y z infinites valores que
seran crecentes en ambas incdgnitas; y @ y b son de sig—
nos contrarios precisamente, porque se deben suponcr
positivos p y q.

2.2 Si una desigualdad limita por una parte y la
segunda por otra los valores de m, por ejemplo, m<8'y
m>1, solo admilird m los intermedios;'y entonces z y z
tendran mimero de soluciones limitado, procediendo esto
de afectar un mismo signo 4 los coeficientes a y 4.

3.2  Si resultase un imposible , como por ejemplo
m>10 y m<3, serd prueba de cuestion absurda.

Con referencia al ejemplo numérico resuelto ante=
riormente, las condiciones para valores positivos seran

h—y2m>0 y 5+4-25m>0, de donde m<-~l—8 y m>_—:;-,
: ¥ =

Como no hay mas entero comprendido enire los dos es—
iremos que m=o , solo éste da los valores enteros posi-
tivos 4=/, z=5 de un mismo sistema.

171, Apliquemos la tecria de los articulos prece—
dentes 4 algun problema, para que sea mas luminosa y
se vea su enlace con la de los problemas determinados
de dos incégnitas. Siempre que el problema diere tantas.
ecuaciones menos nna, cuanias incignitas traiga; por la
eliminacion sc llegard 4 una de la forma aw—+bi=c:y
resolviendo ¢ésta por las reglas dadas en la teoria, se ha—
Hardn los valores de las otras incognitas sustituyendo en
las ecuaciones por @ y z conseculivamenie , eada vez un
sistema de los que dieren p—bm y g-~am; como en el
siguiente problema.

St retiran tres columnas del combate ; la primera per-
dié 5o hombres , la segunda 225, y la tercera 210; con
esta pérdida queds & la primera columna doble mimero
que & la segunda, y quintuplo que d la tercera: y se irata
de saber cudnta gente levd cada una al combate. Now—
brindose x, », z los mimeros de tropa que llevaron las
respectivas columnas al combate, s¢ escribirdn las ecua~
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ciones - z—50=a(r—225), a—5o0="5(z—a1 o).
De las dos resulta 2(#—235)=5(z—210),

52—600 ) z
— =az—300 —;
a 2

de donde ,  »—

g z
y haciendo sz 2l s llegai @ e==azh
’ 2

Para evitar soluciones negativas debe suponerse , que la
gente z de la tercera columna fue & lo meiios tanta como
perdid, y para ello es necesario que sca Z=105: de
cuya sustitucion procede el sistema de valores z=210,
v=225. Estos son los de p y ¢ en la formula ((8)), la
cual es ahora ‘
: —=2a5+5m, z—a10-4a2m.
gusltltuyendo. por z su espresion hallada, en la segunda
i 1
e 1as ’ecuacxones propuestas, resullal para los valores de
@ la férmula
x=bo-+10m.

Resta conocer los diversos sistemas de nimeros cn—
teros corrf:spondxcntes 4 @, », z, sustituyendo por m los
que permitan las condiciones :

225+4-5m
e >0, 21042m>0, bSod-10m>o;
gun las cuales todos los valeres de m son mayores que
—>5 ; estremo que resulta de la tercera inecuacion. Des—
de cero arriba solamente, vienen por el orden

m—o0 , a¥=bo , w=225, z—a10;
m=1 , x=bo , »=230, z—212;
m=z2 , x=y0, v=235, z—a1/,

Aunque parece que el supuesto m=—o no corresponde &
la condicion de ser el nimero restante de la primera
columna duplo de la segunda y quintuplo de la tercera,
pues resulta cero para las tres; facil es discurrir que son
equivalentes
_ 5xo0=0',  2x%o0=o0.

No proponemos mas ejemplos de la ecuacion indetermi-
nada del primer grado con dos incignitas ; cuyas princi-
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pales utilidades pertenccen 4 la geometria, como se verd
cuando apliquemos 4 esta ciencia la andlisis general.
172.  En la ccuacion indeterminada con ires incig-
nitas , como L av—+-by~fcz=d,
se ticne la solucion procediendo segun vamos & decir.
Higase d—bv=u, y sustituyendo en la ecuacion
propuesta, se trasforma en
av--ci=U,
Resuclvase ésta como si u fuera un ndmero cualquiera;
y se hallardn los valores andlogos 4 los que en la ecua—
cion de dos incégnitas hemos llamado p y ¢, bien enten—
dido que éstas contendrdn & u. Las férmulas ((8)) seran
aqui a=p—cCcm , zT=g-am;
y remplazando en éstas por u su igual d—b» , depende-
rén los valores de @ y z de los que arbitrariamente se
quieran asignar'd vy m. , ;
En las aplicaciones del dlgebra 4 la geomeiria se
veran los colmados frutos que las ecuaciones indetermi=
nadas de esta clase producen,

LECCION V.2

Ecuacion determinada de segundo_grado.

173.  De multiplicar entre sf dos ecuaciones genera-
les de primer grado, como bx—+c=o0 'y Vwa-c'=o0 , re~
sulta una de scgundo, : )

(08 Ya2—(b c=+be" Yw-+cc'=o.
Si espresamos con A todo el coeficiente de x,> con B el
de , y con C el término conocido, esta ecuacion recibi-
ra la modificacion de forma

A3? 4 Br4-C=0y ()
cuyo primer miembro es el producto de los dos factores
del primer grado
(bw--c) , (Fa+c).

Si estos fueren iguales, resultard para el primer miem-
bro de la ecuacion una segunda potencia cabal.
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+» Aun podemos hacer ofra simplificacion de forma en la
ecuacion ((v)), librando de coeficiente al primer término;
para lo cual se dividen todos los términos por el coefi-
cienle que se quicre desaparezca. Practicando csto, la
ccuacion ((»)) se convierte 4 .
‘ ' Cc
24 -/—;x+—=o 3

A

. . ky : : B
y finalmente, espresando con 4 el coeficiente —77 Yoy
el ténpino T queda reformada en

wtrkvg=05 " wi3)
cuyo primer miembro es el mismo que , si habiendo li~
brado de cozficiente 4 @ en las ecuacioxiesdel,prim'cr gra-
do generalrices , hubiésemos ejecutado la  multiplicacion
& ; c i )
de los dos factores (24 —b—), (r-{-—bT). Y clare estd que

d ser iguales dichos factores, el producto resultéra segunw
da potencia de uno de ellos, como se ha dicho tambien
resp«rzcto de la ecaacion ((»)).

Todo producto que tiene por factor el cero, se anula
(66. 'z.°),. y solo asi ‘puede anularse; lo cual sucede # las
ecaaciones ((»)) y ((%)) por cualquiera de sus dos factores

nomios respectivos; Y estos no pueden ser nulos de otro
mod(? que sustituyendo por x el valor que corresponda &
esta incégnita con el signo respectivo, segun Ja ecuacion

de prim i 4 ef
primer grado generatriz, esto es, — 5 porazen el factor
r

c c
I ‘ & '
X —4-¢ 0 en - 7 3y - 7 por = en Va--c 6 en

4

= ‘
B 7 Llémanse raices de la ecuacion de segundo grado

Ios ! 7 .. \ 4 . .

Zallares de la inedgrita que sustituidos por elle satisfa-
e e : : :

§ (74 zicuaszon, nombre igualmente estensivo al primer
grado y & todos los superiores: Y puesto que segun el ra—
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ciocinio que acabamos de hacer, la ecuacion de segundo

grado bajo cualquicra de sus dos formas:((»)), ((8)), S0~
lamenle puede quedar satisfecha sustituyendo por a cual-

) L » SAL
; c (2
quiera de sus dos valores S e e L L

precisamente raices de la ecuacion de segundo grado aque-
llas cantidades que sustituidas por x, la reducen & 'cero si
todos sus términos estdn en un miembro ,. 6 cumplen con'la
igualdad si estdn distribuidos en ambos miembros los tér—
minos. ; AT ALY ‘ :
La ecuacion ((¥)) es completa de segundo grado ; por
que tiene los tres términos afectados de las respectivas
potencias de la incégnita, que son x?, ' y x°; y foda
ecuacion determinada de este grado que se pueda imagi-
nar esti comprendida en aquella, espresando con A la
suma de coeficientes de los términos afectados de %, “con
B la suma de coeficientes de @, y con C la de. términos
conocidos ; 6 suponiendo cero el coeficiente del término
segundo 6 tercero en caso de que-falte 4 la propuesta.:La
misma generalidad tiene la ecuacion ((8)) en cuanto 4 las
de dicho grado, cuyo primer término tenga la unidad por
cocficiente; y por ello podemos considerar como formula=
res & una'y otra. ey
174. En esta inteligencia, hagamos anilisis de la ecua-
cion formular de segundo grado, que serd en su primiti-

vo estado,'* + Aa?+Ba+C=o, weeie(10)

y reformada, a2 Lhug—0 . «ww(11)
(8

despues de hacer — =y — =g

1.2 Si es ¢ un nimero que sustituido por w satisfa-
ce 4 la ecuacion ({11)), resultard
a*a-fwt-qg=o ; de donde, g=-a’-/fa.
De modo que la propuesta es como a?-a*~+-fkw-ka; 'y
por ser a?—a?=(wv-+a) . (v—a) segun el articulo (68),
serd bajo otra forma dicha ecuacion general,
(v—+a) (v—a)-+ k(z—a)=o,
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6'Men i (v—a) (v+a-4k)=o.
Esta quedard satisfecha, y de consiguiente lo mismo la
propuesia, ya cuardo segun ¢l supuesto sea
4—a=0, ya cuando ¥+a-+k=o,

*& que se reduce entonces: por-lo cual segun la definicion
de las raices (173), toda ecuacion ((x1)) de segundo grado
que tenga una raiz. @y tiene tambien otra —=(a-+Fk).

2,% La suma de las dos raices viene 4 ser a-a-k=-Fk,
y-el producto es a(-o-k)=-a2-ak=g. Luego, el coefi~
ciente k del segundo término en la ecuacion ((x1)) es con
signo contrario la suma de raices ¥ el tercer término ¢
es el producto de ellas, : :

3.2 8i tuyiere las dos raices iguales-la ecuacion, cada

10 2 HEED I ¢
una serd — k; el tercer término, qukz; y la ecua-
2 X 1 " -

_cioh, i Z
(x+ 2 k)2=m2+ kt -+~ Z k2=0.
2 -

En donde se ve, que ¢s un cuadrado cabal toda espresion
de. segundo grade , bajo la forma (1), cuando carece el
primer término de cocficiente, y el iltimo sea cuadrado del
semicoeficiente.del segundo. Asi, para eonverlir en exac—
1a potencia segunda el primer micmbro de una ecuacion
2=kt +-g=0 de raices desiguales , se pasa ¢ al segundo

' 1
miembro, y se afiade d_los dos -4—-.42, que es el cuadrado

del semicoeficiente del segundo término. De este modo,
sin que las raices dejen de ser las mismas, la ecuacion se
trasforma en

I I
P2thgot — k2= k2.
i i

y se resuelve estrayendo la raiz cuadrada de ambos miem—
bros, que seri
2

x—l--l_k::’_‘ l//(l_ kZ—q) s
- 2 4
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de la cual viene la forma general de las dos raices que
hay en la ecuacion del segundo grado,

a=-Z ik E/(% kz_,,) )

La observacion que acabamos de hacer nos ensefia el mo-
do de resolver cualquicra ccuacion determinada de segun-
do grado, sea reduciendo ¢ cuadrado exaclo su primer miem-
bro y estrayendo la raiz cuadrada , Sea susti’tu_;‘e:ndb en la
Jormula ((x2)) por k 5 q los coeficientes que la propuesta
tenga despues de librar de él al primer iérinino. Pronto
haremos aplicaciones de esta doctrina, y para cuando
llegue el caso debemos tener entendido, que los dos valo-
res de la incdgnita espresados en la solucion se distinguen
tomando para el uno el radical con el signo positivo, y
con el negativo para el otro.

4.2 La cantidad que se halla bajo el signo radical de
la formula ((r2)) manifiesta las tres clases de soluciones
que admite la ecuacion del segundo grado.

I
Si 4—k"—q es cantidad negativa, lo que exige que sea
(g ; 3 I . .
q positiva en la ecuacion y mayor que 7 k2, son imagi-
narias las dos raices. Sin embargo satisfacen 4 ella, coma
s¢ puede ver sustituyéndolas por 2; é indican problema
absurdo, porque exige hallar dos cantidades que no pue-
de haber (152).
Si resultare TP— q=0, en cuyo caso es q necesaria-
mente positiva en la ecuacion, ésta serd cuadrado cabal
I * .
de x ———*k, es decir, que tendrd sus dos raizes reales é
= .
iguales.

I
Si -4— /*~q sale positiva, entonces q habrd de ser ne—

Tomo, I. 20
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b :
gativa, 6 sino, q<——Z- k%, y la propuesta tiene dos raizes
reales desiguales
I 1k2 24 Ik2
—zk"H/(xk AL -ak—V(+k "‘I) ’

positivas 6 negativas ambas, 6 una posiliva y otra negati-
va, segun los valores y signos de k y q. Las raizes reales
tendrdn un signo mismo, St es

I 1L2 1k2s T2 5

1k>1/(2k?-q), esto es, 3R >1k2%-q, 6 ¢>o0,

que quiere decir q posiliva en la propuesta, con la circuns-

tancia dicha de ser q <—2—k2. Por consiguiente, siendo q
negatioa, tendrdn signos diferentes las dos raizes reales.
in cuanto al signo megativo de las raizes, y los demas
simbolos de que se hablé en las de priwmer grado, téngase
presente lo dicho en aquella ocasion sobre ellos.

Para practicar estas observaciones en una ecuacion,
tenga 6 no todos los términos y sean cualesquicra los
coelicientes, considérese que la unidad es cocliciente de
todo término que no tenga otro, y que si‘falta algun tér-
mino se puede suponer con el coeficiente cero. Como in-
teresa conocer 4 primera vista 4 cual de los tres casos
pertenece una ecuacion, aunque tenga coeficiente su pri-
mer término, restitiiyanse 4, B, C, por sus equivalentes
en los resultados de la anilisis que se acaba de hacer, y
Lallaremos que corresponden las condiciones apropiadas a
las tres clases de raices,

4 reales desiguales..... B>—4AC>0
4 reales iguales....ee B*—4AC=0 } ..... (13).
4 imaginarias.....eeeere B°—4AC <0

175. Para ensayo en plantear y resolver las cues-
tiones de 2.2 grado, se proponen las siguientes.

1.2 Hallar un nimero tal, que restando de su poten—
cia segunda otro mimers triple de aquel, resulte el resi—
o 1o. La ecuaciou es

i o) ;
Si no se quiere usar de la formula ((12)), prepirese la
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ecuacion del problema, haciendo euadrado exacto el pri—
mer miembro, y el edlculo seguird por el orden que oh-—
servamos aqui:

x2—3:1:—-la-2~:::10+2 : a,_.._3 =iV(xo—t~ &
A 4 G0

3’ b9

X ==~ 0 e
2 4
Ambos valores de x convienen 4 la cuestion , sin embar—
go de que el segundo, por ser negalivo, indica que se
tome 'algun dato en scntido contrario, como su'u-‘dcr"i
enunciindola del modo siguiente. Helflar un mimero ta}
que sumando con su cuadrado oire niimero triple: de aq ucl’7
sa(ga la suma igual & 10. Ahora cambian de si“nos]» h;
raices , de modo que resulta negativa la raiz 5 q;e ant::é
cra positiva. Lo que manifiesta que las ecuaciones (ie se—
gundo grado envuelven dos problemas diferentes.
. ?a = CuSa’l es ol mimero cuyo enadrado menos el quin-
uplo mas 13 forman la st ? Por i itod ‘
guiremos en l{ serie de lasm:)apg;cilo(r):c‘:s]%::ii‘cl‘ncw(;]'o e
hasta la solucion: Lo g

‘ p—05 . v
;7 =9 S == 2y

aZ b=y 3-:9'. c a;2-53:-+--2—§ = EE S
S R
5 3
S e S o
e = “";' 5 x-—4 ;5 T=I.

; . = e =2
3.2 Se pide un mimero cuyo cuadrado mas la can—

tidad ~4 ormen: 7 <.
5 A ; ;
e Jormen una suma, igual & —5—.,del mismo mime-

ro. De la ecuacion £ s el iy

b 1
=
5 2

%%
100

. : 2 I X
viene Ja preparada a2 P L gl oo el &
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5 ¥ X
y sus dos raices @ zE o b=t S0,

5
Las dos raices son iguales, como se debid advertiv desde
que se cifré el problema en ecuacion, que por ser cua-
drado exacto se pudo haber resuelto sin prepararla.
4.2 Cudl es el nimero cuyo cuadrado mas 5 suman

el triplo del mismo nmimero ? Haciendo el cilculo

9D

22gb=32 , a?2-3za=L=2--5,
A st
3 ‘l/ 13 3 I
= — = e H=—— amges
g Vi 2 4"

resultan imaginarias las raices, y por ello es absurdo el

problema.
52  Dividir v en dos partes tales que , restando del

producto de ellas la mitad de la primera , venga de resi—
duo la segunda aumentada con 4. Llamdndose © el pri-
mer nimero , el segundo serd 7-x, y la ecuacion,

X
x(y-—:v)—- :— x=7—a:+4, 5

- 1h 2ab 225 15 7
de donde , %~ s B —

Para el primer mimero salen z=-— , 2=2;

3

y para el segundo e 7-2=5.

6.2 Conocer el mimero que cumpla con la condicion de
gue si de su segunda potencia multiplicada por 2, se res-
ta 7 weces dicho mimero, quede el resto 5. El calculo es

2a2=7x=5 B2t i?=§—+é—9‘,
e 7 2 2 16 2 1b

P
2=

Y ALGEBRA ELEMENTAL, 3og
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16 i g

Bastan estos ejemplos para dar una idea de las apli~
caciones de la teoria; cual ha sido ¢l objeto, considerando
que en la ensefianza enriquezerd cada profesor esta parte
con variados y oportunos casos prdclicos.

Concluiremos aclarando una obscuridad que parece
haber, en cuanto & la diversidad: de valores represen—
tados por la letra con que estd significada la incég-
nita. En el principio del tratado se hizo el convenio de
que cada letra en un cdlculo no tuviese mas que un
significado , y parece una contradicion el tener a dos va-
lores en estas ecuaciones. A fin de tomar dicho convenio
en su verdadero sentido, se debe meditar que @ repre~
senta la cantidad que en general satisface 4 las condicio—-
nes del problema; y esta es la significacion que unica-
mente corresponde & dicha incégnita en las ecuaciones
de todos los grados.

LECCION V12

Eliminacion en las ecuaciones de segundo grado

con dos incognitas.

176. El producto de dos ecnaciones generales de
primer grado es una de segundo; y espresando por una
letra las respectivas sumas de cocficientes , la ecuacion
general del segundo grado con dos incégnitas ai y z sera

az? +-bev4-ca’—-dit-ex—+f=o0 | wn(14).
Despejando z como si fuera iniea desconocida, y redu~
ciendo 4 solo el numerador del segundo miembro la irra-

cionalidad , se halla |
5 .
§ ba-daty /[P~ hac)e*+(abi-hac)ord®~haf] o (15).

24

Si el problema es determinado, habri otra ecuacion,



310 . ARITMETICA

que suponemos semejanie con las mismas letras, pero
acentuadas las que representan cantidades conocidas,
como a2+l sa+c'a? +d s avt-f '=0;

que tambien dard" : -

z:;‘l—['l, { Y v-d=p/ [(b’z;4a'c')x2+(2b’d’—-4a’e’)x+d’2—4a'f] } .

Formando igualdad con las dos espresiones de z, quedari
¢liminada esta incégnitay y el resultado serd mna ecuacion
determinada pero afecta de radicales, que en general se—~
ria“dificil resolver, segan el alcance de los conocimientos
Actuales. bt :
Cuando se trate de la segunda parte de esta ciencia,
que la titulamos dlzelra sublime , se dardn medios de eli—
minar sin este defecto, “Aqui solamente ‘indicaremos los
casos en que por e’l“ifyhétodq de sustitucion (162) se pue-
den ‘eliminar incégpitas-en el segundo grado, sin qué afec-
ten radicales a los t1érminos. .8
1.2 Dadas las ecuaciones EODETE
az? +buztcu® 4-di-ew+f=o,
d de' w A fl==0l,
una gcngra] de segundo grado y otra del primero; si en
la‘segunda se despeja una de las inedgnitas, como
g 8’3}7!-3,{5’ cenyit

RSy e
7 ?
a

y se sustituye porizisu-espresion en‘la primera, ésta que-
da reducida & ‘una de segundo grado-determinada, con la
incognita w.- Es indtil advértir que despues de resplver la
determinada, se ha desustituir ‘el yalor: que dieré para
en la espresion de z. - - 5 :
~1 Sida primera es cualquiera:de segundo grado con dos
incégnitas, y lasegunda carece de 22 6 #?; como

bwe+c'a+d'z¢' s sfifzony « L alilouoiy
despejando z en esta ullima, resultard

3

e (c':v’—h AN
= — ),
N Yad )

il
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Sustitdyanse por z y z* sus espresiones en la primera, y
resultard determinada esta; mas el grado se eleva sobre el
segundo, y no corresponde & los elementos la solucion. Lo
mismo sucederd aunque la segunda carczca de a? y 22, si
queda xz. Ademas, si w es irracional, viene para z una
espresion complicada de radicales, que no sabemos resol-
ver siempre.

11.° = Cuando ambas ecuaciones carecen de 2z, de x y
de z, como

az’+cal+f=o , @ 2+ca?+f=o;

despejando z2 en la segunda, sale

w2 f!

22—== (——-———) 3
r
a

y sustituyendo en la primera, queda convertida esta en
determinada de segundo grado. Lo mismo sucede @ la se-
gunda con la sustitucion de x®; y por consiguiente una
y otra seran resolubles por la estraccion ordinaria de la
raiz cuadrada.

111.° Si en las ecuaciones faltan los términos de az,
y ademas los de z 6 los de @, como en

a2 -ca?4-ev-—f=o0 , dz24ca2+ea+f=o;
despejando 22 en la segunda , resulta

o (c’wz-i—'c':v—{—f'
22 == ).

al

Sustituyendo la espresion de z2 en la primera, se convier-
ie en determinada-de segundo grado. Si ésta da para w
valores racionales , se sustituirdn en la espresion de 22 y
se hallara z por la_estraccion ordinaria. Pero si @ no es
racional , incurre z? en el defecto de radical complica-
do con otros radicales, que no sabemos aun resolver en
general. :

177. Para ensayo de estas observaciones propone-
mos los siguientes ejemplos.

1.9 Se piden dos ‘niimeros @ 5.z cuyo producto sea 4 y
cuya diferencia |/ 2. Las ecuaciones

sb==lhduyriiwrsmilan
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manifiestan que el problema es del caso primero, y facil
de resolver por su simplicidad. De Ia segunda viene
z=a-1/2;y sustituyendo en la primera, resulta

V/27£31/5

2

a?-ax}/ 2=/ cuyas raices son @= ;
esto es x=al/a ., x=_|/a,
Sustituyendo en la espresion de z los dos valores de @,
se tienen z=/a , z=-a1/a,

2.°  Hallar las raices 6 valores de = Y zenel pro-
blema de las ecuaciones que siguen,

I
2224502 =143 , 224 [a% a—/o.

Desde lnego se ve que pertenece al caso tercero, Prepa-
rada la segunda para el despejo de 22, es
: 22+ 2822 72—=280 ;
de donde , 22=280-+7x-28a2,
Sustituyendo en la primera, viene

'Lz——l—4 @ =LI7.
51 Saia
que completada y resuelta segun la férmula ((12)), dari
SRl ik S 72E146
T=go e /21316 = S
La raiz positiva es =3 ; y sustituyendo en la espresion
de 22, viene z=ch /g ==x7;

LECCION VII?
Ecuacion sola de segundo grado con dos in-
cognitas.

178. Cuando el problema del segundo grado. esid
escrito en una sola ecuacion con dos incdgnitas, serd in—
determinado, € induce 4 descubrir la dependencia que

PRSIV

NSO

Y ALGEBRA ELEMENTAL. 313

hay entre los valores de una incdgnila y sus correspon—
dientes de la otra, como en el primer grado (Lrcc. 1v.),
aunque aqui pueden ser enteros 6 fraccionarios, positi-
vos ¢ negalivos , racionales ¢ irracionales.

Por ser agena de los elementos la cuestion de todos
modos, nos limitaremos & sola una breve teoria sobre las
raices racionales de la ecuacion de segundo grado con dos
incégnitas ((14)), de la cual sale para z la espre-

sion ((15)) |
z:zia { ~ba-d2)/[(b2-4ac)a?+(2bd-hae)x+d®~faf] } :

Con el objeto de reducir esta larga ecuacion 4 otra mas
abreviada, hagamos los convenios

b>—lbac=m , 2bd—lae=n , d*—lLaf—p,
y se convertird en

2az+bo—+d=2t)/(ma?4-nx-+p).

Si hay valores de @ que hagan cuadrado exacto 4 lo con-
tenido bajo el radical, quedard reducida la dificultad &
las solucimes del primer grado (Lrcc. 1v.).

Sea ¢ la raiz cuadrada de ma?4-na—-p : y de tal su-
posicion provienen las ecuaciones

spz4-brt-d=ztt m:v"—;—n:v—}—p:t’.

Resudlvase la segunda , tratando 4 @ como 1inica incég—
nita (174),y hallarémos

7T 1/([,_mt2+n2——4pm)
am 2m i

6 enotra forma,  2ma-n==ty/(4mt*§-n*~—/pm).
Haciendo 4m=A , n?>—[pm=DB , 2max-+n=u , seran

i)

Queda pues reducida la cuestion &4 determinar los valo-
res de # que hagan cuadrado exacto 4 At>+4 B, porque
de ¢l depende u, de éste @, y por iltimo z de @ y £
179.. Las dificultades que se presentan en hacer la
andlisis ‘de todos los ‘casos que pueden ocurrir sobre la

X o=

—T7 4 t—d—bx
e —
am 2a

¢ u
u= i’l/(zflz—l—B) g i
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\

racionalidad de « y z, nos obliga 4 cefiirnos solamente &
tres en que se verifica.

1.° Supéngase A cuadrado exacto y % su raiz; como
tambien g la segunda parte de la raiz [/(Jtﬁ—i—li), sien=
do At la primera (142); y la espresion de u serd

u=ht4-g— [/(/ﬂt"—i—B)

que por la elevacion 4 segunda potencia, y por la redu=
cion , conduce 4 B_o?

2ght+52=B , de donde, t= —"_,
2gh

Es visible que siendo g racional; ignalmente lo seran ¢ y
u, y por consiguicnte @ y z.

2.°  Cuando B es racional y cdadrado de la raiz A;
si llamamos gt la segunda parte de la raiz, habra las
ecuaciones B=/?, Il“"/(./‘]tz—'—B) =h~+gt. Por la ele-
vacion de la ltima 4 segunda potencia, y reduciendo, se
viene & ek

At—~g2t+"glz, de donde,» b= 5 2'.

(‘omo de g depende el seriz y u racmnales, sucede lo
mismo 4 wy z,

3.° Si At2+B se compone de dos factores raciona—
- les, (ht+j) y (Wt4j") ; sea. |/ (At>4B)y=g(ht+7), sig—
nificando con g uva indeterminada por quien: se haga
efectiva esta ecuacion. De los supuestos vicne la

lt:g(/zl_+j):[/(bt+j)(]z’t+j’) ;

que elevando al cuandrado, engendra la reducida

J'—jg?
hg?2—h' "

g2 ()=t +j", de donde, t=is

Sea cualqmcra la arbitraria g, hara racionales ¢, u; @, z.
180. Hasta ahora solo hay un valor laCJonal de- ¢,
debiendo admitir precisamente otros muchos que por su
indeterminacion den los correspondientes valores 4 las
incégnilas. Con el objeto de inferir unos de otros, vamos
en busca de férmulas propias; como en el primer grado.
Sea ¢ un valor de ¢ hallado segun la analisis prece—
dente , y kel que di6  w. buahtuyanse en la’ ecuacion
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ud=A1>+B , para deducir k>=Aq*+D:
y rcsmndo una de otra, se tendrd _
2—A(1%~¢2)+k%; y de aqui u_VL/I(t2 2)+k2]
Como u es racional , supdngase
V(A2 —¢®)+kE]=g(t—q)-+k ;
sustitiyase el cuadrado de esta ecuacion en u?; y simpli—
ficando, se reduce &
g2 (t—q)+2kg=A(t+q) ;
! kg-Ag-qg?
de donde , for e ilalf ST )
A—g?
Sustituyendo la espresion de # en las de u, @, z, resulta~
rian para éstas las formulas que en la ecuacion del se—
gundo _grado. hacen el mismo oficio que las ((8)) en la del
primero, aunque basta la de # para cl fin que se desea,
£81.  Por ensayo se propone, hallar los valores ra—
civnales de x y z en la ecuacion
—1—G:z+51 ——-9z+2m—-30 o.
Flla nos presenta los valores particulares de las letras de

la teoria =y . A :
m=—16 . .n___—IIG sen=—20 Xl b/ g SR—hgnl:
y dcqpucs de hacer las sustituciones en la férmula ge—
neral e u—;/\_,’lz—kl)’)
esta viene 4 ser u——[/((}/t'z—i—Sg )

El valor A=82 indica que nuestro ejemplo pertcne—
ce al_caso_primero de la andlisis precedente; y asi, por
las fd_yrf_nul_as halladas entonces resultan. ;:

o3

16 16 592—g
z—;w z -:u_—':l‘ = u=8t+g & -—9——.
o 32 : 16g

Dando 4. g todos los ‘\"a]vores_racio_nalcs,cons'e_cutivamc.nte,
se hallardn los de u, y por ullimo los correspondientes d
las incdgnitas x, z. f

Se omiten las aplicaciones “de la: férmula ((17)),
porque lo dicho basta para formar una idea’de las solu—
ciones racionales. Eu las aplicaciones ‘del dlgebra 4 la
geomelria hacen gran papel las ecuaciones indelermina—
das de todos los grados, con dos y con. tres incignitas,



316 ARITMETICA

. CAPITULO IX.

Razones 5 proporciones % prOgresiones ¥ lo-
: garitmos.

LT Y

LECCION 1.2
Razon, proporcion J progresion por d{'ferencia,

182. Cuando se comparan dos cantidades a y b con
el objeto de hallar la diferencia k, se escriben el restan—
do y el restador como se sabe (61); y Ia espresion

a-b=Fk ¢ bog=1} cssil 1)
se llama razon de diferencia, y tambien impropiamente
razon aritmética. En la primera de las espresiones ((18))
es a el antecedente , b'el consecuente y k la diferencia 6
razon : en la segunda es 2 antecendentc, a consecuentc y
—k la razon. Segun el antecedente sca mayor ¢ menor
que el consecuente, serd la diferencia positiva 6 nega-
tiva, como por ejemplo en
; P8 3=5" yP glg—_§
El problema ‘de hallar Ia razon de diferencia enire dos
cantidades viene 4 ser una resta. Dados por ejemplo 3o
Y 20 para hallar la razon positiva-por diferencia, se tlie-
me por la resta segun la formula (1), el resuliado,
' 3o—20=r10.
<783, 'Si hay'dos razones con una misma diferencia,

‘como a—b=k 'y oc—g—kF,

BPED A et u-b=c-d,

que tambien se escribe se~ - e (LG
gun la forma. ., ....... a.b:c.d

Una espresion bajo cualquiera de las dos form

as se Hama
equidiferencia 6 proporcion por - dif

erencia, y 1ambien

AN s+ i i 2
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proporcion aritmética ; se pronuncia diciem'lo a es .é b
como ¢ 4 d por diferencia; la primera y iltima carftx.da-
des son estremos y las otras dos medios de la equidife-
rencia. Ejemplos de ello son  7-4=3, 12-9=3, -

7-h=12-9;
EBE RN
Cuando sean los medios iguales, se abrevia la espre-
sion ((19)) escribiéndola bajo la forma
=a.b.d. ..(20),
y se Hama proporcion continua, en que b es el medio lin’i-
co, 6 la media proporcional por diferencia entre los mi-
meros @ y d; como en el caso
15—9=6 ,
a que corresponden
:15_9:9£3 SENE ST T k HEES +’15.9. 3
184. De la proporcion a—b=c—d , 6 a.b:c.d,
transponiendo los términos segun convenga (156), re—
SU“I“.’:; a—c=b—d, 6 a.c:b.d. Euxiste pues la
equidiferencia aunque se reemplacen.las medios uno & otro:
como por ejemplo en el caso particular 7.4:13.9 y

» '21.3 : 4d:—$)1:=c—a s, 6 d.b:c.a. Tampoco se al-
tera la equidiferencia reemplazdndose los estremos uno é
otro: como sucede en
Zudt1209 Y 9eh a7, :
3. b—a=d—c, 6 b.a:d.c. No se altera la equi-
diferencia cambiando los estremos en medios y estos en es-
tl;ellzas; como en
7.4:12.9 Yy h.7:9.12 s
4.° a+d=b+-c. La suma de estremos es zgu.al é la
suma de medios en la equz’dz‘jérencia; como es ficil notar
que se verifica en todas las variaciones de 7 .4:12. g;
pues constantemente resulta en ellas
7+9=4—+12=16.
5.2 Sies b=c, la ccuacion procedente de las sumas
en la proporcion continua @ .b:46.d, serd

de consiguiente

7

6 en otra forma

9 -—3:6 9
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a-—+d

a-+d=2b; de donde, b=

(A r)

Luego , un medio proporcional aritmético entre dos mime—
ros dados a y d es la semisuma de estos 7 oMo por ejem-

2

54-3
plo entre 15 y 3, cuyo medio es g:.ii
2

siguiente la proporcion sera :
=—15.9.3.

El problema de hallar un término medio aritmético
entre dos nitmeros, es de uso muy frecuente; y véase un
ejemplo de esta clase.

Hecha la medicion de una longitud en dos ocasiones,
resultd que en la primera tenia 8 varas , v enla. segun-
da 8% varas: hay duda en la evactitud, y por ello se
quiere tomar una media proporcional entre dichas medidas.
Este problema exige hallar & segun la-formula ((21));y
por tal proce limmiento serd

8+842

; y de con—

-

g
B ;aetdonde b E‘i___ 8:3380,

2

En las operaciones mecdnicas de medir ¢ pesar las
cosas hay que tener siempre desconfianza de que sea exac—
to al resultado de una sola vez, y por ecllo se suele hacer
la operacion varias veces y anotar cada resultado, para
deducir despucs un valor medio. Supongamos, por ejem—
plo, que habiendo repetido m veces la operacion , hubo

los m valores a, b, ¢, d, e,.... Dividiendo por m la'su-
ma de ellos, tendremos

A+4-b—4-Cc4d4-e4....

-,

m

y este valor serd mas exacto probablemente 4 causa de la

compensacion de errores, que eualquiera de los a, b, c, etc.
a—-b

asi como — — lo serd tambien, aunque menos que la
2

msima parte de los m valores.
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185. Cuando hay varias razones iguales, como
a—b==xk , g—h=zf , p—qg==k , elc.
viene la seguida de razones iguales

a—b=g —h—p—q—= etc.} i 2
que tambien se escribe @a.b:g.h:p.q: etc.

Si el consecuente de cada razon es antecedenie de la

que sigue en toda esta ilacion, como
a—b=b—c=c—d—d—f= etc. ,
6:bienziiaair b b qeiohidiid oifistetcss :
se abrevia su espresion de un modo andlogo 4 la equidi-
ferencia de medios iguales, en esta forma,
resaiashosicaid o Gali(28)

4 que se llama progresion por diferencia 6 aritmética. .

lista ofrece varios puntos de exdmen, que vamos &

har en consideracion.

10“1 2 De a—b==k 5 b—c==k ,  oc—d==tk,
d—f==tk , cuyo mimero serd n—1 f:uando tenga n tér—
minos |a progresion, vienen las ecuaciones
b=a=ck  c=bzk , d=cxk , fe=d==R3 seetc.oun(alds
las' cuales hacen ver que un término cualquiera de la pro—
gresion aritmética es la suma del precedente y ,la razon,
tomando esta con el signo que la pertenezca. Serd crecente
6 ascendente la progresion cuando entre k positiv'a en la
suma, y decrecente 6 descendente cuando k r'mgatxva.

Es facil por esta ley formar la progresion, dado el
primer término @ y la diferencia k. Asi, a=2, k=3
determinan la progresion

: ISR a6 G A
Tambien a=20 , k=—»¢dan s

Sy 10 T D Sl 0 s e 2 8 ;
Los térlhh;os de la primera van creciendo, y decrecien—
do los de la segunda, como se ha indicado antes.

2.2 Hemos visto por el teorema precedente que to'—
dos los términos de la progresion estan formados bajo
una ley misma, ley que espresarcmos en gcncral. por la
ecuacion t=r=£, significando £ un término cualquiera que
por esto se llama general, n el nimero de los que tenga la
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progresion, y r el que antecede 4 7. Si sumamos ordena—
damente las n—1x ecuaciones ((24)) inclusa la general
que acabamos de escribir, suprimiendo el doble signo
de k por la simplicidad ; pero considerando sujeta k &
ser afectada por el que corresponda, hallaremos la igual-
dad de sumas

bt-Ctd—+ [Tt = a+b+c+a’+...+1:+k(n—1 )3

en donde los claros que ocupan los puntos tienen la s'gni-
ficacion de reticencia, para manifestar que se suprimen
términos, segun antes de ahora hemos hecho varias ve—
ces. Como en esta ecuacion se dcslruycn mutuamente los
términos de un miembro con los del otro, escepto el que
se llama general y los a y kln—1), queda reducida 4 la
simple espresion de dicho término general
I=a-+h(n—1) ... (25):
férmula para conocer una de las cuatro cantidades %, a,
k, n, dadas las.otras tres, teniendo presente lo dicho so-
bre el signo de k y su influencia en el crecimiento de la
progresion. Por ejemplo, el término duodécimo en la de—
crecente arriba escrita serd '
1—=20—4X11——<2/.

Otro de los problemas de esta clase que ocurre con
frecuencia es, introducir cierto mimero de términos en
progresion arilmética entre dos mimeros dados para estre—
mos de ella. Como por ejemplo dados los estremos 1 y 2,
introducir 8 términos intermedios. Es necesario hallar la
diferencia k por la férmula ((25)), y serd

2—1

k=,

e

Con ella se forma la progresion
—I.1-+FkR.142k. 19 ke

que ahora es

1 2 3 4 5 6
Tl I I — T I, T — L T, 2,
7 7 7 7 7 7

3.2 Siendo @ y ¢ los estremos , como tambien & el se~

¥ ALGEBRA ELEMENTAT, 3ax

gundo término, r el peniltimo ykla razon ; existen lag
ecuaciones ((24)) :

i=r-t-Risly sb=a+F 6 bien' a=p—F .
simense ordenadamente la primera y
ecuaciones; y reduciendo, sale:

a—+-t=b-r,

Asimismo , siendo & el término precedente 4 ¢, Yy gel
precedente 4 r, existen las ecuaciones

c=b-+k 6 bien ‘b=c-Fk A
Y si sustituimos por 4 y r estos equivalentes en Iy ecua~
cion de a-¢, se hallard

a-tt=c-kt-g-+k=c-g.

Iguahl_lente hallariamos sustituyendo aqui por ¢ Y ¢ sus
espresiones, y asl'sucesivamente, qlie la suma de Jps es5—
tremos de la progresion aritmética vale tanto come la su—.

ma de otros dos 1érminos equidistantes de ell,

40, . 08, ¥ como el.
duplo del término medio cuando n es miimero impar

o ‘ Al
4.2 Cemo hay » términos en la progresion,

tercera de cstas

solo se po-

i AT
drin formar — sumas-d

‘ ity e dos en dnqs.,b en tnye nimero
entra la de los estremos:s de suerte’, que’juntando todos
los términos de la progresion por diferencia, la suma to—
tolalsS de ellos asdenderd 4 e TTOI T

134" 5 438 433 B4 "

n % ‘
S=—x(a+1) S4(26).
Aplicando esta fdnmu’lhfézrla-progresion‘ decrecente namé-
rica de antes, resulta la suma de siete términos

S:’% (20—1)=56.

Por'medio de las f6rmulas ((=5)) y ((26)):
ponen de cinco cantidades literales, podemo
c.uando las tres restantes scanﬂadas“(x 61),
siguiente caso. :
Hay en una pila de barriles 26
Jormando progresion’ por diferencia
Tomo ‘1. '

que se com-
S conocer dog
‘como cn’ 6]

Sfilas una sopre otra,
de modo que la filg

21
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superior tiene solo 2 barriles , siendo la diferencia v :'y
se quiere hallar el mimero t de barriles’que tiene 1a~ fila
inferior v la suma S de todas. Las formulas ((25)) y

((26)) dan

t=241x19=21 ; S=r10(a+21)=330.

LECCION I12
Razon, proporcion k% progres‘io’n' por. cociente.

186. Cuando se comparan dos cam.i<ladc§ ay bcon
el fin de saber el nimero ¢'de veees que la primera con-
ticne 4 la segunda, el concepto espresado: segun la for-
ma establecida en la division es : -
A L Sos(Ey )

b ;
): sc llama razon por cociente 6 impropiamente razon geo~
métrica, en que a es.el antecedente, beel w"’s“"e?l? y g la
razon, entera 6 fraccionaria segun @ es ¢ no l'null.lpla.de
4. Si el objeto fuese hallar las veces que @ esta cpmcx?xdo

b

en b; la compar'z.!.cion =% —-_'q’ consta del: antecedente /),, ;
’
a

del consecuente @,y de la razon :q'. .I)e uno y otro IflO(]O
se llama razon por cociente, y siendo esta ¢ en el primer
caso y ¢ en el segundo, hay entre:lasdos la relacion

ook ler
$531804

J SiHs

& g% by 6 v
_ =q’ --Qo(z 8)'
l] A

12

14 2 PR o
Una de las razones , —;}—-——-q, -;—w:lr/, se dice que €5

inversa de la otra, como en

16 2 I
-8 y ——-—_.8.

5 16

-

Y ALGEBRA ELEMENTAL 3a3-

Por lo cual, siempre que dos nimeros a 'y b de 'la
.. e g0 a ; . ; : g
division 7 den un cociente g, y otros dos ¢ y d de la di-

c SR '
vision 5 den un cociente =, decimos que a y b estan

16

en razon inversa de ¢ y d. Asi sucede en las razones ——
2

y 2—4, que dan los cocientes 8 y ?3—: y por ello 16 est4

con 2.en razon inversa de la de 3 con 24. Cuando una
razon es igual 4 otra, se dice que un antecedente esié con
su consecuente en razon directa de la del otro entecedente

16 2 3

con su consecuente; como por ejemplo — 'y i 6 -——gy
. , ‘ 2 1

B .J""E‘”t‘::d
ﬂ yCI] genera -—b——-qy"‘c".—q. Std SCguna razon‘

se ha cambiado en directa respecto de la primera, ha="
biendo cambiado de lugares ¢ Yy d; y por tanto, una
razon se convierte de inversa d directw, d.al reces, cam—
bidndose uno por otro el antecedente ¥ el consecuente,
Si el antecedente y el consecuente son productos de

ae

4 dos factores, como }7, - este producto  equivale (x11)
. a 5 b c ! e \ 4

al de las razones o) 7, que se llama razon compuesta.

a3 A ARG P
En el ejemplo

T Ia :xtézon‘g—s es corfrpueSia de las ra—

FopS D S
zones— y — 6 de —7- Yog

a
187. - Dos razones ignales, como Ty o=y
i 2
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Bic
forman la igualdad.....cocuc.. — =
5 b d ST
que tambien se escribe..... a:b::c:d

Se llama este concepto proporcion de cociente 6 proporcion
geométrica, y si se pronuncia @ es & & como ¢ a4 d pot
cociente, El primero y ultimo mimeros de la proporcion
son estremos , y los otros dos medios.

: 08 X .
Ejemplos de ello son —=4 , ?2=4, de donde proce—
2 "

8 xa
de —:-é—d en otra forma 8:2 ::12:3,
2

Cuando los medios son iguales, la proporcion

a b
~—~ = — tambien se escribe =a:b:d ...(30)
b d
y se dice proporcion continua por cociente, en que b es
medio proporcional entre a y d. Tal sucede en

3 .

%:——, 6 en otra forma, =g:3:1.
I

a c
188. Puesto que la ecuacion i e dice lo mismo

que la proporcion @: b::¢:d, deduzcamos las modifica—"

ciones que admite bajo esta forma por las que admite la
ecuacion, ya transponiendo de un miembro 4 otro las
cantidades, ya por hacerse iguales operaciones en ambos
miembros; y para ello presentamos la proporcion general
segun su primitivo estado, que fue

a’ic
~=—— ¢ bien a:b:c:d,
[y s

3 8 12 ;
y el caso particular —=?, 6bien  8:2::12:3.
2

1.2 Alternando los medios, la proporcion primitiva

se transforma en

Y ALGEBRA ELEMENTAL, 32

(%23

a D
—=— robien @:c::b:d.
c d
La proporcion existe aunque cambien de lugares los medios
entresi; comoen 8§:2::12:3 'y 8:qatra2:3.

2.% | Alternando los estremos, la primitiva recibe la

nueva forma
dy O
—=— "6 hien d:b:c:a.
biasia :
No se altera la proporcion aunque cambien de lugares entre
st los estremos: y por ello, la primitiva 8:2::12: 3 se
cambia en 3:2 :: 12:8.
3.2 Invertiendo las dos razones, resulta

b5 ad ;
—=— 06bien b:a::d:c,
a.Nile

No se altera la proporcion aunque se cambien los medios en
estremos y estos en medios ; como por ejemplo en
Br:a srpatgutty s iR @odiy g
y por lo anterior, YO TR e
4.2 Invertiendo las dos razones y trasponiendo ademas
la primera por la segunda y ésta por aquella, se verifica

s

dg ThE
—=—0biend:c::b:a
c a ]

Tambien existe la proporcion aunque se cambien los es—
tremos uno por otro , cambiando al mismo tiempo los me--
dios entre si.
Asi‘sucede’eny "8%iat: ¥a': 3y N3 g 9L,

5.2 Librando de forma fraccioraria 4 la ecuacion
((29)), viene la igualdad de productos de los estremos y
de los medios ad=bc; . ....{(31)
la cual dice que el producto de los estremos equivale al de
los medios. Esto sucede en todas las variaciones que ha
recibido la proporcion 8 : 2 :: 12 : 3; pues resulia sicm—
pre 8x3=2x12. Por esta propiedad notable; dadas tres
cantidades , podemos hallar otra que establezca proporcion
entre las cuatro siendo incégnitaiuna de las que hay en
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ad=bc: y los aritméticos llaman regla de tres al calculo
de tales problemas. Imaginense por ejemplo tres canti-
dades , de cualesquiera valores y de cualquiera modo or—
denadas para formar proporcion, como 3, 5% y g, que
caprichosamente las colocamos en el orden

5::3::9:

2

Falta el nimero que ha de cerrar la proparcion; y 1la-

méndole =, tenemos la igualdad ((31)) 5—I—xx=3xg;
2

) 10
y despejando x, resulta a=a2y: 5~-__ el luego, la
I

propercian es —:3:u9: 41—(:,

6.2 Librando de forma fraccionaria § la proporcion
de medios ignales, la férmula ({31)) viene 4 ser

ad=*, dedonde b=}/ (ad). ....(32)
Vemos que el producto de estremos equivale al cuadrado
del término medio en la proporcion geométrica continug: y
gue para hallar un medio proporcional por cociente entre
dos mimeros dados, hay que estraer la raiz cuadrada de
su producto. Ejemplo de esto es
29350,

en donde el medio geométrico 3 se tendrd por el cdlculo
1/(9x1) 6 sea |/9=3. Asi tambien si quisiéramos un
medio geoméirico entre dos cualesquiera nimeros cuyo
producto sea potencia segunda exacta, como por ejemplo

A8ITIS bt i
& ¥ ?; s multiplica uno por otro, y del producto —:
2
; A : ; '
se estrae la raiz cuadrada 5 7 que serd el medio geomé-

i 2 8.
Trico entre —- Y=
T

R sk

Y ALGEBRA ELEMENTAL. o7

7.2 Componiendo los antecedentes. Si se atiade ¢ qui-
ta 4 los dos miembros de la ccuacion ((29)) cualquiera
cantidad m, hay la ecuacion

c
A St i
% d \
que, despues de reducir 4 comun denominador cada
miembro , es
aztbm cxdm
b d

Luego, no se altera una proporcion_aunque, se anada 6
quite & cada antecedente, m veces el consecuente respectivo.

6 azxbm:b::cxtdm:d.

azth cd i
Si es m=1, hay —b—-—_.-—(-l— 6 ab:b::czkd: d;

y por la 1.? verdad, azth: cc=d:b:d. Asi se observa

usando de la proporcion 8:2: 12 3; pues resulla
Za:a12+3:3, ypor la r.? verdad,
8""2 raced saud,
8% Componwndo los consecuentes. Si 4 los dos miem-

bros de la igualdad _b_ =i, que vino de la facultad 3.2,
a'c

quita una misma cantidad m, resultara

se anade

d : : . :
— =m=—tm, que reduciendo & comun denomina-
a ¢ .

bZ=ma d=xmc
dor viene 4 ser = : y por la facul-
a c
a c .

tad:3.3, = , 6 con olras notas,

btma d=tme

a:b2=ma::c:d=me.
No se altera la proporcion atiadiendo ¢ quilando & cada
cunsecuente el mismo mimero de veces el antecedente res—
pectivo,
9.2 Proporcion de productos. Multiplicando la ccua-
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- a c . e g ’
€lon  —=__  por otra semejante . =", ger4
b d &
ae  cg ?
== — tambien proporcion 66. 8.° IIX); Vv es—
i proporcion ( )y (x13)sy

critas las tres en forma proporcional,, seran’ @: 4 :: ¢ :d,
e:f:8:h, ae:bf::cg:dh; y la iltima visiblemente
resulta de multiplicar entre si los términos respectivos
de las precedentes. Sea cualquiera el nimero de razones
que se multipliquen, siempre la ecuacion de productos y
de consiguiente la proporcion , que se llama compuesta,
resulta conforme 4 esta ley: luego, podemos concluir por
analogia, que multiplicando ordenadamente los 1érminos
de cualquiera mimero de proporciones , resulta otre pro—
porcion. Siendo por ejemplo 7:2::28:8 y 3:9::2:6
las simples, resulta Ia compuesta
7x3:2>‘<9 2 28x%x2:8%6 y "0 F 218056148,

: y @y e
10.2  Proporcion de potencias. Por ser S lo

d
mismo que (66. 8.2) y (zx 1)

m m

at (n & ok o il la V¢
17=(17 y que H/T—l/z; e e
Ve  ya

segun el artfculo (139); si escribimos en otra forma es-
10s quebrados, resultan las proporciones

m m m m
at: bt ot ed® y VeV /d,

Luego, si cuatro cantidades son proporcionales, tambien
guardan la misma relacion sus potencias de un mismo
grado entre si, y las raices de un mismo indice. 'Tal suce-
dc en la proporcion 1:4::35: 100 » de que procede
la de potencias 1:16::625: 10000, y la de raices
Iii o biiino. :
189. Habiendo muchas razones iguales, como
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2 Gy e iy 8 = vvors

b_ :(I 3 7 — 7 7 —(] ? ]l ‘] ’
resulta la seguida de - 6 ke g
razones iguales. . . . by e f 7 (33),

que se eseribe tambien a:b::o:d::e:f::g:h S |
y se lee @es 4 b, como.c & d, como e a-f, como g a h; cic.
Sumadas ordenadamente las ecuaciones
a==byes ;s io=dgaibie==fnine & e—ligiias
resulta  a4-cde+-giiin. =q (b-d+fh+.....)

a—+-cte—+g-+... = a
e e e e
b—+d+f+h—+ ... b

y en otra forma, a--c+c—+g—+... :b+d+f+h+....::a 0
Luego, en toda seguida de razones por cociente iguales,
entre la suma de antecedentes y la de consecuentes hay la
misma razon que entre el antecedente y consecuente de

de donde

cualquiera parcial. 5 i
Cuando el consecuente de cada razon es igual 4 e
antecedente de la inmediata, como en

— = e T e = =-u--=q

B A ) e(34)
6 :zz-:?:-z-—uu.o—q
se eseribe &2 asbmegid: fi: Wi i

y se llama progresion por caciente 6 geométrica. Visible—
mente consta de » términos la progresion cuando es n—x
el nimero de razones. ; :

La progresion geométrica ofrece 4 nuestro examen
varios puntos. yiods :

1.2 Siendo ¢ un iérmino cualquiera que se llarga
general , y r el precedente, las ecuaciones de la segunda

2 z ;

seguida ((34)) puestas l’)ajo las fc,)rmas ; o
b==agliye o=bgly yid==cqivsiafedgt i t=rq’ :
manifiestan , que un término cualquicra de la progresion
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geométrica es producto del precedente ¥ la razon. Asi,
a=3 y ¢'=> dan la progresion )

=3:6:12:24:48:.... y a=3 con g=% dan

o3 & 3u 3

i v v T
La primera es ascendente por ser a<b<cLd<... & causa
de ¢'> 1. La segunda descendente por ser a>b>c>d>....
4 causa de ¢'<1.

Siendo ¢'=a, viene la progresion

2z a® a3 gt e |

Si el primer término es a” y. la razon g'=a?, hay la
progresion con n términos

Il gm . gmte . amt2p . qm+3p . gmtap e a""“(""'l)f’,

Luego, forman progresion por cociente las potencias de la
cantidad , cuyos esponentes forman progresion por. dife—

rencia.
2.°  Multiplicando entre sf todas las n—1 razones
b c d ¢
(4 / ! ’
—_ — P —= 250 P —_— =y
= G 2 > iy ShEE Ty

que dan la progresion de 7 términos, como estd indicado,

bxexdxfx...xt

se tiene el producto i

_ axbxcexdx..xr
Todos los factores del primer miembro se destruyen es—
cepto @ y ¢, quedando la espresion reducida i la si-
guiente en que se suprime el acento de ¢ por no ser ne-

e ‘ i :
cesario; — =¢"*, de donde viené la espresion del tér-
a

mino ¢ general t=ag"' ..(36).

Por ella se sabe el valor de ‘cualquiera término, cuando
¢s dado el mimero n del lugar que ocupa, ¢l primer tér-
mino a, y la razon ¢ de las veces que cada término cou-
tiene 4 su precedente. Kl séptimo de la progresion des=-

cendente que tiene a=3 .y ¢g=1%, sera
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3

—=3%(1)0=—-,

x(2)=5;

Despejando’ ¢, viene para hallar la razon, cuando
son dados los términos primero y iltimo, y el nimero r

de los que tiene la progresion,
n-1

z

q: Corri's

Hay que usar de ella para intercalar n— > términos in-
termedios que formen progresion con los estremos a y £,
Asi, queriendo hallar dos términos entre a=3 y t=24,

3 !
24
R THhan Y :23:6:12:24 la progre~
sion ,-que por tener solo cuatro térmninos es una mera
proporcion. ‘
3.° La suma de todos los términos
S=a—+b-+c4d—t.....4-r—t
da S—a=—b+4-c+d—+....+r+¢t ,
y S—t=a—4-b4-c+d—+.....4-r.

Ademas, por las ecuaciones ((35)) viene la de sumas
bt-Ctdtmenesc - rt=(a+-b+cH+d+.....+T)Xq ;

y como el primer miembro equivale 4 S—a, y el se-

gundo 4 (S—t)g, dicha ecuacion de sumas puede recibir

la forma tg—a
S—a=(S—t)q, de donde =-(}——l— il 37 )

En la progresion —=3:6:12:24:48:.... formada

anteriormente, es a=3 , g=2, y la suma de cinco tér—

minos, por ejemplo, ($=——— =q3.

2——x

Con las dos formulas ((36)) y ((37)), que com-

prenden cinco cantidades, pueden conocerse dos, siem—
pre que las tres restantes fucren dadas (161); aunque es
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verdad que siendo ¢ la incégnita necesitamos resolver la
ecuacion ag” —Sq+S=a del grado n, de que se iratard
mas adelante: y si la incognita es n, precisa a resolver
una ecuacion ‘de clase particular que corresponde 4 la
1v.2 LEceIon.

190. Prescindiendo de estos dos casos y de la inves=

n-1

tigacion de ¢ cuando l/ pasa del tercer grado, hay un
gran nimero de problemas que se resuelven por las teo-
rias de proporciones y progresiones : pnes en general,
todo problema que dicre una ecuacion en que sea descom-
ponible cada miembro en dcs' factores envuelve propor—
cion (188. 5.2) , considerando estremos los de un miem_
bro y medios los del otro. Sin embargo, sc cifran y se re-
suelven sin que se necesite dicha doctrina muchos en que
desde luego no aparecen condiciones espresas que la re-
quieran, es decir, porque estan propuestos en otro len=
guaje; como se verd en la siguiente leccion » Cuyo asunto
serd la solucion de problemas de estas clases.

Por ahora nos resta decir lo conveniente sobre la
disposicion en que se han de colocar las cuatro cantida—
des de la proporcion por cociente. No ofrece dificultad
esto Interin sean abstractas las tres cantidades conocidas
arbitrarias , como 3, 7, 5o, y la desconocida a; basta
ordevarlas de modo que el producto de dos sea el mismo
que el de las otras dos; y recordando aqui lo que digimos
en el articulo (188. 5.%), se ve que el objeto es asequi—~
ble de cualquiera modo que se combinen, pues

5 35 35
zx3=7x50 da il s y 3:7::50:0,0;
3 3 3
; 3x5o 150 S e
aX7=3%50 da a= = e i A AR GO el
7 7 7
B 3 d g 3X7 s 21 5o:3 21
TRI0= X7 ds A== 5o ——To- y_ oo: ..7.~5-0—,

Mas, cuando son concretos los mimeros , hay que
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atender 4 las especies, y no es ya ian libre la combina-
cion. El principio del articulo (40) exige el que sean de
una especie dos de las tres cantidades, dividendo, divisor

a
y cociente, y el tercero abstracto: por lo cual, en iy

i:q, precisamente de las tres cantidades @, &, ¢ han de
d

ser dos de una especie, y tambien de la misma 6 de otras
dos de las cantidades ¢, d, g. Ademas, para formar la

C -
igualdad f—-:—-, es necesario que sea ¢ abstracto 6 de
biiid e

una misma especie en ambas razones; luego, si las cuatro
cantidades a, b, ¢, d de una: proporcion son cancretas,ine—’
cesariamente dos pertenecen d una misma especie y dos @
otra. Verdad es que establecida la proporcion, se pueden

'@ hombres

iratar como nimeros abstractos, pues ——— es la .

, b hombres
: a unidades abstractas :
misma razon que

b unidades abstractas

Con tal precision, dadas las cantidades %, &, m cono—
cidas y. @ desconocida, siendo % y & de una especie como
tambien m y @ de otra, la proporcion es de dos modos:

h m h
e m
" De suerte, que en la proporcion geométrica de cantidades
concretas, la mayor de cada especie ha de venir multipli—
cada por la menor dela otra, y esta es la regla que sirve

de guia para formar la proporcion en las cuestiones, que

los aritméticos llaman de la regla de ires, porque en ellas.

buscan siempre un término. de la proporcion safbiendo
cuales son las cantidades para los otros tres. ‘Por e;em_ph,
dados 3 hombres, 6 hombres, 20 dias y @ dias, necesita—
mos atender 4 las condiciones del problema, para saber
si o dias ha de ser mas 6 menos que 20,

\

(4 T *
, de donde hao=km ; 6 TR de donde hm=/ux.

r



334 ARITMETICA

Si el problema dice, ganando 3 hombres =0 Jornales
Jcudntos ganaran. 6 hombres? claro esti que la incdgnita
@ representa el mimero de jornales que ganan los 6 hom-
bres, y que ha de ser mayor que 20 por ser 6 mayor
que 3. La proporcion viene asi entonces,

3 20
FRGENLNEG 0 6k va ol
6

sl 6x20

de donde o =0}

Si el problema dice, haciendo 3. hombres una obra en 20
dias, d'cudnfus dias de trabajo se necesitan para que ha—
gan la misma-obra 6 hombres ? es visible que x represen-
ta'el mimero de dias de trabajo que gastaran 6 hombres,
y'que @ ha de ser ‘menor que 20, pues hay mas hombres

y i

3xz20
6

'En el primer ejemplo la proporeion se llama directa,
yeen el segundo inversa; en aquel estan los hombres en
razon directa de los dias de trabajo, porque 4 mayor nu-
mero de hombres corresponde mayor ndmero de dias;
mas en el segundo estan en razon inversa los nimeros de
hombres con los de dias, porque & mas honibres corres—
ponden menos dias, J t

de donde 2

:;O.

: LECCION 1IL?
Problemas  pertenecientes ¢ las proporciones. y
progresiones geométricas.
~¥91.  Los aritméticos han estendido mucho esta par-
te del cdleulo de nimeros, traténdola con separacion del
dlgebra. Distinguen los casos de regla‘de tres ¢ propor-

de trabajo. La proporcion es e 0 6%3: 10,
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cion directa, de inversa, de simple y de compuesta ; y
para la traducion de los problémas desde la:/lengua vul=
gar 4 la del caleulo, se ven precisados 4 descifrar si cs
directa ¢ inversa la proporcion; escollo considerable cuan-
do el problema envuelve mas de una, y que nosotros
evitaremos- planteando esta clase de” ecuaciones por los
métodos generales que ya quedan esplicados : y vamos a
esplicar el arte. yhaab 1id 119517 206

Sea -cualquiera el ;problema de razones por: cociente:
iguales entre cantidades, concretas ; 4 fin de prescindir de
las. dificultades que ofrece la atencion de si “el problema
presenta la relacion directasd inversa, Seguiremos el mé-~
todo de eseribir cada razon separadamentey iy de aqui pa~
sar. 4 la igualdad de razones: mas, para que se forme
tambien idea del método de la solucion:por la regla de
tres, la presentaremos  en ialgun caso ‘por manifestarse
claramente ¢l modo de plantear asi el problema.

192:  lLa REGLA DE TRES SIMPLE comsisie en que la
proporcion no sea compuesia: de dos 6 mas’ proporciones
(188. 9.%); como en los-ejemplos que signen.. 3

10.°20:8i.2 hombres hacen 1o cosas, joudntas haran 6
hombres?, Espresando ¢ lo! hecho por cada hombre, sers
2¢ lo hecho .por dos: y como son diezlas cosas hechas,:
tenemos la ecuacion 2g—=rx0. Ignalmente, si espresamos
con @ lo que hagan 6 hombreés , serd 6g=a. -Despéjese
g en ambas ecuaciones, y por eliminacion resultara

; i , 6
: ii)-:—IL_-, de donde ax= -—9=3o.
, 3 ’ X 2 _

2 e Y p o 2l
Tan espresa estaba la proporcion 2 : 10 :: 6: ,
que desde luego se:pudo haber escrito, y. de ella venir
g IOXG a9 P 4 -l

4 20=10x6 para tener s =—— —30. Pero es fici
o] s A :

engafiarse en algunos casos de proporcion invertida, co-
mo-en: el siguiente. ; I5%s :
-2.° '+ Habiendo ejecutado 8 hombres en cinco dias uua
obra de N unidades de trabajo, ;cudntos hombres necesi-
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tamos para hacer la misma en dos dias? Significando ¢ la
cantidad detrabajo de un hombreen un dia , ¥ @ el ni~
mero de hombres que se quiere hallar, serd la primera
razon ¢X8xb=N, 'y la segunda ‘gxax2=N; de las
} t SRV CAmT ] BEOL SWLLE 40
cuales vienen .« 158X 5=ax2 1, la=""=u06,

Si hubiésemos querido escribir desde luego-laproporcion,
se moldra-que. venia invertida, puaes-los honibres de la
obra hecha y por hacer no estén en'la misma razon que
los dias entre si de las mismas obras;, 4 causa'de que en
menos dias se necesitan mas hombres; y asi , habria sido
necesario cordenar: las  cantidades en la  disposicion
2:5:: 8: @ paravenir & 20=25x8: Pero escribiendo ca—
da razon separadamente se ha evitado el’ escollo, con me-
nos atencion: y-peligro de equivocarse que por el méiodo
de los aritméticos. Basta suponer ¢ la unidad de la espe-
cie, y en lo demas proceder como en toda clase de cues—
tiones conforme & las reglas que se han establecido en el
capitulo precedente para eliminar-4 ¢. £ &

3.2 Si 8 pesos redititan 4 reales, ypara un‘rédito de
9 reales cudntos pesos ha de haber ? En suposicion de es-
presar g el rédito-de cada peso y hay las iecuaciones

ﬁ TR TGRS
8g=4 y gu=q; de donde; ac:-—4—~= 18.

4.° g4 cudntas varas equivalen 100 metros, en con-
cepto de que b varas valen m metros exactamente? Si es q
el valor de una vara, se tendrd ga=1o0o0, bg=m ; de dor~

| 100b ' :
de, 2= - Bien clara estaba tambien aquf la ‘pro-
Y . p x 6 e, g B {2 3 v ok ot
porcion directa —=——,
100 m

193. REGLA DE TRES COMPUESTA se dice, cuando se
cifra ‘el problema en una proporcion compuesia de otras

simples (188, 9.%).
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1.2 Si 2 Lacen xo cosas en 3 dias, ;cudntas hardn
b en 8 dias? Siendo ¢ lo hecho por 1 en 1 dia, y @ lo
hecho por 5 en 8 dias, tenemos

il | Wlo il
29X 3=10; bgx8=wx;  de donde 7 :7;,-
oo 2 i
¢4 pm o Sl 66—{—&.
6 3

Visibléemente la proporcion es producto de dos simples;,

15 e SIh o
como TN e T
4 3 5 8
3.°  Haclendo 3 obreros § manufacturas en 4 dias;
Jpara hacer 8 en 2 dias cudntos obreros se necesitan)
S¢a ¢ lo hecho por 1 obrero en 1 dia, « los necesarios
para hacer 8 en 2 dias, y el sencillo cdleulo siguiente
dard el valor de @ :
3gxXb=9 5 gquxa=8 ,

S ' 16 i
de donde. ~—= — 5 === B |
iNe 3 3

3.°  iCudnto redititan en 7 Meses 1000 pesos & 4 por

100 al anv? En este problema se espresa de un modo
abreviado el siguiente que consta de 6 cantidades. Si roo
dan 4 en 12 meses, ;1000 cudnto en y 7 Supuesto ¢ el
rédito de 1 peso en 1/mées, y @ el dg 1000 en 7 sueligalss
culo es ‘ 4

X
1009X 12=4; 1000§X7=x; de donde == 5.
7000 1200

=23+ —;—.

Este problema'es deé los qde se Hlaman de NTERES
SIMPLE; y 4 la migma clase corresponden tambien Jlos
problemas de aligacion resueltos en el articulo €166).5

194. REGLA DE INTERES COMPUESTO es cuando las
ganancias quedan unidas al capital sucesivamente,

1.%  Se tiene 4 rédito la cantidad p..é r por ¢ ern,
tiempo determinado , con la condicion de que el rédito de.
dicho tiempo se reuna al capital para el siguiente réditog

Tomo I : e a2
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del mismo modo el segundo rédito para el tercero, y asi
sucesivamente ; y se quiere saber el rédito de cualquiera de
estos tiempos iguales. »

Suponiendo el rédito del primer tiempo, el cono-
cimiento de su valor vienc del problema de razon direc—
ta simple espuesto en estos términos, Si ¢ da r, ;jcuan-
to dard p? Y la espresion es

iR

i e

c

o

LD

En suposicion de ser 2 el rédito del 2.° tiempo, 6 bien
el del capital p—+m; el problema serd, si ¢ da r ;cudnto
p—+x2 y esta resuelto en

’ r(’p-i-z) fp ( 'I‘_) :
== {1+ — ).

c c c
De un modo andlogo se sabrd el rédito 2’ del tercer

tiempo , que es del capital p4z-+2z', y resulta

: r(p+o—+a’ r r\.
:l;” (( ) _____p_ I—}--—-—)2.
c c

c

Por este orden se hallarian los réditos sucesivos: todos
vienen segun la ley de los términos de la progresion por

o
cociente cuya razon ¢es (l-—l———-) » 'y por analogfa se
c

deduce la general siguiente, representando por 2 el nii-
mero de tiempos iguales pasados :

r 7 r r, r\2r riN3
Rl x+——);_’_’.(1+__)_._p(,+_)_.”'
LR ¢ c ¢ NG TG S
‘ A r n—I
_”(1+._) :

4 c

El término general de esta progresion espresa el ré-
dito x del tiempo n/% ((36)): y para ensayo en las apli-
caciones de la férmula se propome la siguiente cuestion
particalar, ¢Teniendo impuestos 1000 pesos 4 rédito de
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4 por 100 al aiiv, con la condicion dé qua el rédito anual

se agregue al capilal para el siguiente, goudl serd el ré—

dito w del quinto ano? Las cantidades dadas y lavinesg—
nita son g i e 4)( it s

: v annty el 1000/, 4

P=R1000, T3 =100y i==by amitlaia (1—}-— e @
RS e 100, WSS (1o T0),

2.2 Cuando el problema general es ;. hallar &l capi-
tal que hay en uno dé dichos tiempos determinados; serd
p el del principio del primero, del segando p—a, del
tercero p—+a-+a', ete. ;y sustituyendo las espresiones de
@5 &'y &'y ... 5 viene la progresion

frirsios r A% 7 i, S

:—.P:P(I+~>:P <I+—')’-'P(I+:—‘).-....s

- ! c St .

i (o Y '

o WA LT A NG SRS I —_— 162D OF
p(+2)

El capital z que habrd en el principio del nsimo tfcmpo’
estd espresado-en el término general de esta progrésion'
;[{Cﬁ!‘lél]dOﬂOS por cjemplo al caso especial de antes ; ck
capital z del principioidel quinto atio seri

AR
VTS 1000 T ——0) U
gl i, i L2100/

195. REGLA DE FALSA posicioN: Piadiendo valuar ol
error de un resullado:; estd conocido el exacto; y en esio
se funda la regla de.que tratamos.

Sea @w=b la.ecutacion en que se espresa un proble—
ma dado y que por el método ordinario se pudiera re—
solver. Pero-habieudo de haflar la solucion por la regla
ehunciada, considéresé que si 4 la incéonita 4 d ra—
lor arbitrarioy 'séré»;c’agual“qixe s‘aiisfagg»a d'la acr:;((:h‘oix
Su'pong‘am‘os a=s, y en el hecho tendremos la ecuacion
as=c , entre los faclores a, s y su producto c. Si s¢ di-
vide ordenadamente esta ecuacion por la propuesta, re—-

~sulta la formuia

¢ :
e 6 bien s:a 00
o

m] oy

aq
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En donde Se ve, que entre la incdgnita y su valor supues—
to hay la misma razon que entre el término conocido de
la ecuacion dada el correspondiente de la supuesta. Para
ensayo se proponen los ejemplo§ que siguen.

1.2 Hallar un mimero o tal que la suma de su cuarta
¥ quinta partes valga g. Segun el método ordinario (156)

. T x o=k .
la ecnacion es —_— = 3 =g', ‘dedonde: a=3zo.

4

Mas por falsa posicion, supéngase x=16, de lq cual re-
sulta para el primer miembro de la ecuacion del proble-

6. a6 136 36
ma el valor incierto —Z - 5 Ta —5—; y como es __5_<9,

el valor supuesto resulta pequenio, Pero aplicando la fér—
mula precedente , serd

36 x16x5
l,G,:w::—g-:g; de donde x= - ‘36

2.° ;Ln cudntos dias consumirdn 3 jfraguas la'can--
tidad A de carbon , trabajando todas & un tiempo ; en in—
teligencia de que la primera sola consumiria dicha canti-
dad en 6 dias, la segunda en g y la tercera en 18 ; sien-
do 12 horas la tarea diaria? Yos consumos de cada fra—
gua son proporcionales 4 los tiempos de-trabajo; y por

==20.

, Ax ;
esto el consumo de la primera es i el'de la segunda
A Ax : i
—— . el de la tercera =AY puesto que todos com-
) , I R B TR
ponen la suma A, la ecuacion del- problema es
A2 Az Ax e % x
e —+ =A 6 e =
6 9 18 6 9 18
facil de resolver por el método ordinario (156). Pero
cemo se trata de ello por falsa posicion , supongase que
dcban consumir dicha cantidad 4 en 1o dias. Hacieudo
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=10, resulta para el primer miembro de la ecuacion
del problema el valor incierto
10" 0% w0, 510
—_——— e ———
58 g

6 9

: 10
en donde vemos que 4 causa de —— > 1 es erréneo por
9

esceso el valor supuesto 1o ; porque ha de ser 1 el de

\ 10 10
todo el miembro. Aplicando la férmula, serd — = —i;
& o

de donde x=3 dias. La condicion de las horas de tarea
se ha dado para reducir 4 ellas si resultaba fraccion de
un dia, aunque superfluamente para la cuestion actual.

196. REGLA CONJUNTA : viene 4 ser; dadas varias
razones iguales d x entre ciertas cantidades, hallar la
razon entre una cantidad de la especie de uno de los ante-
cedentes y otra de la especie de uno de los consecuentes.

1.2 Por ejemplo, ;qué relacion hay entre R’ rublos
5 P pesos? en concepto de que P’ pesos walen L luises,
L' luises valen E libras esterlinas , v E' libras valen R
rublos. Las equivalencias que acabames de admitir por
datos estan espresadas brevemente en

rublos ~pesos pesos  luises luises libras libras  rublos

Rl =Py S Pl — Ny 3 E' =R,

Para que estas equivalencias de monedas pasen 4 ser
ecuaciones enire nimeros, es preciso suponer que ¢l
nimero de monedas de cada clase esté multiplicado por
un factor que establezca la igualdad ; y que llamaremos
valor especifico 6 relativo de cada clase de moneda. Sien—
do por ejemplo r el del rublo, p el del peso, 7 el del
luis, y e el de la libra, tendremos para ¢l calculo las
relaciones
Rr=Pp , Pp=L y L'li=Fe ;. Ee=Rr:

y ¢l producto de todas estas ecuaciomes da la siguienic,
en que se suprimen los factores comunes,
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R’xP’xL’xE’=PxLxExR ;
R! L ExR
de dondg X

P P’XL’XE’
2.2 Si se hubxcra pregunlado ¢ qué relacion hay
entre un rublp y un peso? el segundo miembro seria el

: X . .
mismo, y — el primero; de lo cual resultaria 1 ru-

LxExR

blo = ————— pesos. Si la cuestion fuese § cudntos

Pix L'

pesos valen R ru—b{os? llamando « el mimero de pesos,

R
seria. R'r=axp la primera ecuacion, y: — el primer

miembrq de la férmula. Despejando « 3 6€ llallax_‘ig
.R"X.P,X I’ 'X];‘l

o il i
339086 libran en Madrid 30000 reales vellon sr‘lne
Lordres al cambio de 38 penigues por cada peso sencillo,
esto es, & leczfur en Londres 38 peniques por cada peso

entregado en Jh’(ulnd . ) se quiere saber ; cudntas libras

esterlinas se recibirdn en Londres por los 30000 reales?
Ly ilacion de las equxvalenuas es, (101) y (1 03) )

@ libras esterlinas = 2000 pesos
1 peso = 38  peniques
240 peniques = 1 libra esterlina ;
y la final ¢ conjunta serd la igualdad de productos
XX 1%240=2000x38%1 ;

2000X90

de donde @—————(316—1- -) libras esterlinas.
3-{-0

4.2  Estando en Londres el cambio sobre. Madrid ¢ 36

peniques por cada peso sencillo; y en Paris el cambio 50 -

bre Londres ¢ =4 f/alzcas por libra esterlina: Jd. cudnto

by
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saldrd cada peso, remitiendo & Londres papel tomado en
Paris ? Escritas las equivalencias por.su orden , conio

« reales

1 peso

a/o peniques

x libra esterlina

I peso,

36 peniques,

1 libra esterlina,
a4 francos,

o

5 francos = 1q reales;

la compuesta serd @x1200=16416, y de ella sale

x7
F= (13+ —-—-) reales.
ab

197. REGLA DE DISTRIBUCION , en que estd compren-
dida la de comPANiA , consiste en distribuir cierta canti-
dad en partes proporcionales & otras cantidades dadas,
como son, capitales puestos. en compaiiia de comercio,
haberes de sugetos, etc.

1.°  Hay que distribuir M reales entre a sargentos,
b cabos y ¢ soldados, en proporcion de los sueldos que tie—
nen, siendo m el de los primeros, n el de los segundos, y p
el de los terceros: y se quiers saber las cantizades a2,
que corresponden & cada. individuo de las tres clases. Los
tres razonamientos y el resultado serdn

axebviger=M 5 i = s
; » n 2z P
Mm Mn Mp.
T= y V= Vi = et
am--bn+cp am-+-bn+¢p am-bnye ,0

En los casos particulares se sustituyen las cantidades arit-
méticas en lugar de las letras, y se sabe lo que toca 4
cada individuo.

2.2  Un cuerpo de caballeria enviste & otro de infants-
ria, que se halla fijo & la distancia de P pasos: aquel
rompe 4 trote desde luego , en seguida & galope d la distan-
cia P del enemigo, y por ultime & escape d la distan-
cia P". jCudnto tardard en legar al choquef’ w/pan.ml(/n
que en m segundos anda p pasos d troete , en m’ segundos



3
' pasos & galope, v en m"" segundos p" pasos ¢ escape,
Facilmente se infiere que P—P’ es el espacio anda—
do 4 trote, P'—P" el andado 4 galope, y P'’ el andado
a escape. Sea T el tiempo que tardari en llegar al cho—
que, y ¢, t', 1", los tiempos respectivos que gastard en
cada aire; y el problema da las ecuaciones

B~
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3 m
/h— EE - =
P—-]‘l P

P m’ o
P,—-—P”_7 2 j)_ﬁ'; ;7!

De las tres wltimas vienen

m r m’ ; £ m
P — Age S e T 014 {775
t__p (})"l)) = = ({? P ) 3 t__;nlye

y sustituyendo en la primera por ¢, ¢, 1 sus espresiones,
tendremos

m / : r 4
fe=ets; ( P—-P’) s ~"—'( P’—P“) wlopy,
2 P 2

198. Haremos por iltimo las siguientes aplicaciones
de las fracciones continuas, que, como se sabe (114), pro-
ceden de las razones de cociente irreductibles,

1.2 Latierra concluye su érbita ¢ viage anual en 365
dias, 5 horas, 48 minutos, 49 segundos;iy este espacia
de tiempo es el afio solar , aunque al afio comun reputa—
mos de 365 dias cabales. En suposicion pues de que el anio
solar 6 tripico escede al comun en 5 horas, 48 rﬁinutas, 49
segundos, y siendo n el mimero de afos comunes necesarios
para que la suma de las diferencias sea m veces 24 horas
6 m dias comunes , se propone hallar la razon entre n ¥y my
E1 problema estard cifrado en 1a ecuacion :

m(5 hor. -+ 48 minut, -+ 4g segund.)=mx 2/ hor.

n
I.a razon — abstracta es la misma que hay entre 7 afios
m

y m dias'(190): y asi, reduciendo el numerador y el de-
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24 horas i
4 unidades

nominador de —
5 hor. + 48 minut. + 49 seg,

de la menor especie , 6 segundos, para calcular , serd
n . 24 horas 86400
m 5 hor, + 48 minut, -+ 49 seg. 209ag

Fl resultado manifiesta que en el espacio de 86400 afios
comunes escederdan los solares 4 los comunes en 20929
dias , y que se deben intercalar estos dias en dichos afios
comunes para que se cuenten pasados tantos afios comu-
nes como solares.

La intercalacion de los dias que se acaba de manifes-
tar es la exacta; pero siendo tiempo tan dilatado el nece—
sario, y 4 fin de hacer durante €l otras intercalaciones
para repartir las diferencias, de modo que nunca pueda

: 86400
haber una grande, rediizcase - 4 fraccion continua
20929
(116), y hallaremos otras aproximadas mas simples. Se—
gun el método esplicado para la reducion 4 continua, el
caleulo serd

£6400

31'16!15! X

R

20929
4

Con los cocientes hallados férmese la fraccion continua, y
las convergentes aproximadas de la propuesta vendran por
el orden que sigue: '

4 29 33 128 161 2704 2865 5569 86400

Eo ks 3G bbb 694 ! 1349’ 20929
Cada fraccion de estas espresa la razon de n afos 4 m dias
aproximadamente; es decir, que en este concepto-cada cua-
tro afos debe intercalarse 1 dia de mas en un afio comun;
v dias en 2q afios; 8 dias en 33 afios ; ete. Las fraccio-
nes de lugar impar son inexaclas por defecto y las de lu—
gar par por esceso (116), contando los lugares desde la
mas simple. '

2684[2141 543|512
T BTE
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Julio Cesar adopté la primera de las fracciones ¢
n
T queaupgie la mas simple, por lo mismo es la
mas defectuosa (116); y puesto que nace con valor escaseo
por esceso de su denominador, la correccion adoptada tie-
ne el inconveniente de que el principio del afio solar se
adelante al comun, habiéndose querido evitar el defecto
contrario. Continda sin embargo el aumento de un dia
cada cuatro afios, y se llama bisiesto el afio miiltiplo de
4, & quien se aumenta dicho dia, come se dijo en el
articulo (g9). ’

Para corregir el pequetio esceso que resulta de este
aumento , posteriormente la reforma gregoriana suprime
tres afos hisestiles cada foo alos, es decir, intercala en

vez de 100 dias solo g7 en oo afos; de que resulta ha-

. 4oo
ber admitido la fraccion —— que no se halla entre las

de puestro cilculo; y por cuya razon se pudo haber adop-
tado otra mas exacta (116). Aun con esta correccion hay
alguna diferencia , que es necesario reparar. En efecto, si

Loo : :
se reduce la fraccion —— 4 otra equivalente y que ten-

86400 Loo 8600
ga el mismo numerador que ————, serd — = ;
20929 97 20952
de modo , que aun al cabo de 86400 afios se intercalan
demas 23 dias, y serd necesario suprimir en este tiempo
23 afios bisestiles por esceso de la correccion gregoriana.
Esta correccion del Calendario juliano y su arreglo
segun la era cristiana, fue mandada por el Papa Gre-
gorio XIII; y el Calendario gregoriano que nos rige des-
de entonces tuvo principio en el afio 1582 en los paises
catélicos. ;
2.2 El mes lunar es de 29,530588 dias, y por
esto el afio lunar consta de 354,367056 dias: compa-
rando con el afo solar que es de 365,242222, hay la
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diferencia de 10,875166 dias. Escediendo pues el aio so-
lar al lunar en 10,875166 dias, y siendo n el mimero de
meses lunares necesarios para que las diferencias de dichos
anlos compongan m meses lunares , hallar la razon de n a

10,875166

i y asi, el
12 y

m. La diferencia de cada mes ser4

problema estd cifrado en la ecuacion )

10,875166
X« =1t
12

de'dcuas l___ I2 meses ._3(;5’24;‘222

m 1,6,875166 dias 10,875166 7 [epues

de reducir a dias los 12 meses trdpicos, para que tenien-
do la misma unidad ambos nimeros pueda ser considera-
da la razon como de abstractos.

Esta razon de meses lunares hace ver, que en
365242222 lunaciones se han de intercalar i 0875166
para que el principio de los afios lunares caiga en un
mismo dia y momento del afio solar ; pero siendo de mu-
cha duracion este periodo aunque exacto el computo, re—
duzcase & continua la fraccion hallada , como en el pro—
blema anterior, y resultard la seguida de fracciones apro-
ximadas mas simples,

33 34 67 168 235
“-;77‘1—'.’:‘ 7_5 ’_—7—',.....

Es decir, que se debe intercalar una lunacion en 33 6 en
34 ; 2 lunaciones en 67; 5 en 168; 7 en 235, ete. Se—
gun esta ultima, caen los principios de los afos lunares
en un-mismo dia aunque no en un mismo momento al—
cabo de 1qg aflos; pues, 235 lunaciones hacen 19 aflos
lunares mas 7 meses lunares , ¢ 6939,68..... dias; y 19
afios solares hacen 6939,60..... dias. La diferencia es de
I dia en Joo afios, poco mas 6 menos.

Los atenienses fueron los primeros en admitir del
matemditico Méton el periodo de 1q afios, alcabo de los
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euales coinciden las épocas lunares con las solares; que—
remos decir, que la luna y el sol vuelven & las posicio-
nes relativas que poco mas 6 menos tenian 1¢ afios an-—
tes. Llamaron ciclo de oro 6 ciclo lunar 4 este periodo,
que lo escribieron con oro; y por esto se llama mimero
aureo el correspondiente ‘de dichos diez y nueve, con el
cual se distingue cada afio del ciclo. En ¢l calendario ro—

mano, se llama epacta el arreglo de las épocas lunares

con las solares , partiendo de la idea de que la pascua de
resurreccion caiga en el domingo siguiente al plenilunio
que ocurra en el dia del equinoccio de la primavera 6 al
primer plenilunio despues de dicho dia.

LECCION Iv.?

Logaritmos.

199. Antes de principiar la teoria general de los lo—
garitmos , daremos una idea de lo que significa su nom-
bre, observando lo que resulta de la ecuacion

10¥=2]
Si se atribuyen 4 @ valores con cierto orden, sabemos que

o=—o0 hace z=1
G e D R A ey e 1)
BZ=2 e e vd e 2=—=T 00
T3 e == 10 00
etc: o vsieisinetCane

y las dos colecciones de equivalencias nos presentan el he-
cho notable (18q. 1.°), de que si al esponente x damos
valores en progresion aritmética desde cero hasta el ni—
mero positivo y entero que se quiera, siendo 1 la dife—
rencia; los valores de z, 6 su igual 10%, forman progre-—
sion por cociente, desde el primer mimero que es la uni-
dad simple , hasta cualquiera término que serd unidad de
orden mayor, siendo 10 la razon de cociente de la pro-
gresion.
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Sien vez de dar & » valores crecentes cuya diferencia
es 1, diésemos 4 este esponente valores en progresion
crecente cuya diferencia fuese cuan pequelia se qui—
siere , observariamos tambien que d cada valor de =z en
progresion aritmética corresponde siempre otro de z, 6
bien 107, en progresion geométrica. La misma ley se no—-
taria dando 4 @ valores negativos en progresion aritmdé—

. : ‘
tica, de que resuliarian para z 6 bien para — fraccio—
10

nes -ch progresion geométrica decrecente.

Esta preciosa observacion estd convidando 4 formar
tablas de valores de @ y de los correspondientes de z,
dando 4 z todos los valores enteros y fraccionarios que se
quisieren, para resolver-con ellas en la.mano cualquiera
de los dos problemas que siguen.

1.2 Dado =, hallar iz sin cdleulo alguno:

2.° Dado z, hallar -2 tambien sin cilculo, porque
ya estaria hecho por el que formé las tablas. En la no-
menclatura de los problemas que se han indicado y otros
que dependen de estos, la caniidad:z 6 bien: el término
de la progresion gedmetrica se llama nmimero, porque ya
se ha supuesio que las tablas constan de todos los valores
de 10% enteros y fraccionarios que se pueden apetecer:
el esponente 6 sea el término de la progresion aritmé=
tica que corresponde 4 el nimero 6 término de la geo-
métrica, se llama logaritmo de tal nimero; y el cons~
tante 10 se llama base del sistema de logaritmos que he—
mos considerado. '

Pero como este sistema no es mas que un caso parti-
calar, de los inumerables sistemas que deben resultar
si en vez de 10 ponemos una letra que represente cual-
quiera base; vamos & emprender un vuelo mas elevado
para observar lo que hay en este asunto.

200. Dada la ecuacion general de la mencionada

clase, aixzz, i i

higase crecer y decrecer o por grados insensibles y con-
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tinuos para notar las variaciones que z padece, yase con-

sidere a>1 ya a1, siendo en ambos casos @ positiva ¢
negallva.

1.° a>r. Sihacemos =0 en a'=z, resulta. z=1:
si se hace x==1 viene z—q; y sucesivamente cuanto ma-
yor se haga @, tambien es mayor z. De modo que en la
ecuacion a*=z, pasando x' por todos los wvalorés desde
cero hasta el mayor imaginable , 2 crece al mismo ticin=

po con mas rapidez desde x-hasta € mdximo de su orden.

- . . I .
Si @ es negativa, la ecuacion @™%= — =z da los sis-
a

“itemas de valores correspondieniés ; a=o; z=y; a=1,
I ; ‘. 5 . ; !
s < rj ete.:y sucesivamente z decrece 4 ‘medida

que x es mayor, hasta el maximo valor 1magmablc de
@y el minimo de z..Lo que nos hace ver que en la ecua-
cion a—~*=z ;. pasando x por todos lis valores désde cero
hasta el final de los negativos ; resulian para z todos los
imaginables decrécentes desde 1 hasta cero;

2.2 a<1.Seax pues a= i las ecuaciones a*= Vo
i X

en caso de @ positiva, y &%=z en caso de negativa, vuel-
ven & ser:lasrmismas del caso anterior, con la diferencia
de.que aqui ereciendo » posi*tiva’ desde cero al mdximo, z
decrece desdex hasta cero; y creciendo 'w negativamente
desde cero hasia el fin, crece z tambien desde v- hasta el
maximo corrcspondrente‘
3.2 a=1. :No ofrece materia; pues cualquiera va~
lor de @ ‘hard z=z.
-De todo lo cual se concluye que en la’ ecuacion

-\

B Ei=a0 sxem{o a cualgdiera mimero, escepto la umdad*

» 5 o
hay siempre un’ valor para que haga a—" igual duna
cantidad 'dada z positiva ; é inversamente , que d"tode va—
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lor positivo de z corresponde otro de x positivo 6 negativo..
Es de notar al mismo tiempo, que no hay valor alguno
de @ positivo 6 negativo que dé valor negativo para z.
201. La correspondencia observada entre x y z dié
origen 4 un invento feliz, debido & Neper. Consiste en
calcular los valores de @ correspondientes a todos los que
se quieran atribuir 4 z, sin que a varie de valor en to-
do el calculo. Formando asi tablas;, el inventor sustituyo
4 las operaciones aritméticas que se pueden hacer con los
valores de z, otras que se hacen con los d¢ a; con o luego
se dird. Lldmase » logaritmo del mimero z, y la cantidad
invariable ¢ se llama base de logaritmos.
Es evidente que variando de valor @ y de resultas z
en la ecuacion ¢*=—z, con uno mismo de &, resultard un

_sistema de logaritmos; pero tomando por base otro valor

de a, el sistema de logaritmos serd distinto que en el pri-
mer caso. Como la base a puede ser cualquicra, mayor 6
menor que la unidad ; puede haber infinitos sistemas de lo-
garitmos. Suponiéndose - dado el valor de la base a, la
ecuacion a*=z equivale 4 a= logaritmo de z g
en ¢l nuevo lengunage: ¢ indicando el concepto con las ini-
ciales de la palabra logaritmo, convencionalmente en cada
sistema, se refieren & distintos las ecuaciones
a=log:z ; .a=logz ;bo=NLgrs x—laisetes

De lo observado en la ecuacion ((38)) se deducen va-
rias consecuencias.

1.2 En cualquiera sistema el logaritmo de la base es la
unidad, y el logaritmo de la unidad es cero:

2.2 Sies la base a>x , los logaritmos de z>>1 son
positivos, y los de z< 1 hasta z=o negativos. Lo contra—
rio sucede cuando es a< 1.

3.2 En cada sistema no puede tener un nimero mas
que un logaritmo, ni un logaritmo puede corresponder mas
que & un nimero.

4.2 Segun las relaciones entre los mimeros y sus lo-
garitmos , los mimeros negativos no tienen logaritmos.

202. Volviendo 4 la ecuacion a’=z, supongase que
toma « los valores consecutivos de 13 progresion por di-
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ferencia 0, o, 2, 3a, 4o, Say .. no desde cero al infi=

nito positivo, y que resulta a“=m: En tal supuesto di-

. , . o
cha ecuacion serd progresivamente a*=31 , a*=m ;.

a*“=m* , a3*=m3 , etc.: de suerte, que & logarit-

mos en progresion por diferencia corresponden mimeros en
progresion por cociente , segun manifiestan los términos
respectivos de la tabla general ‘
logaritmos, 0,5 &'y “aa y 3aiyha 5 Say 6, uiingg
nimeros,.. ¥ , m, m*, md, mt, mS, mb, .. .mn,
Lo mismo sucede tomando térmiuos correspondientes sal-
teados en ambas progresiones , con tal que los que se eli=
jan en la primera’ tengan esta cualidad ; como por ejemplo
en la tabla'siguiente, que se deduce de la anterior :
logaritmos:iiiioi'y: 2a 5 hal 5 Oyl
nUMeros v.icst 5 m2 yomb iy ombiy iy s
lo mismo que eligiendo los términos de la primera por el
orden, .
logatitmosiisiwiyn u chubalgi na g
nimeros.iiam ym3, mS om0
y tambien aunque las progresiones empezasen desde cua=
lesquiera  términos respectivos.

Verdad es que serdn fraccionarios los mas de los va-
lores que resulten para z; pues no pudiendo formarse
progresion geoméirica de nimeros enteros que crezca mas
lentamente que la v, 2.4.8. ¥6 . 32..... , aun los na~
turales intermedios de estos son en mayor nimero. Por
lo cual; para‘lograr la seguida de los logaritmos de todos
los mimeros cnteros hay la precision de tomar « cuan pe=
quefia es necesario, para que la progresion de logaritmos
dé en la de mimeros, términos tan aproximados 4 cada
uno de dichos nimeros naturales , que la diferencia  sea
despreciable. '

Entre todos los sistemas ha merecido el de la base
a=10, cl scr elegido para el uso ordinario del calculo por
logaritmos , llamandole »ulgar W ordinario 6 tabular, y
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tambien sistema de Lrigs por el apellido de quien le adop-
1d. En el sistema de iablas vulgarcs no aparecen. eseritos
mas logaritmos que los correspondientes 4 los nimeros na-

 turales, desde cf;ro_jh;rs_ta el que ha parecido bastante gran-

de al constructor de {as tablas, y ellos solos bastan para
calcular cnlas. necesidades los logaritmos de'los niimeros
fraccionarios propios desde 1 hasta cero; y los impi'opios
intermedios 4, dos cualesqitiera enteros conseculivos; co-
mo se verd mas adelante.

203.: Para manifestar los motivos que asistieron al in-

" ventor de los logaritmos én la empresa del nuevo cilculo,

y l_a.s ’gra-;adcs utll;(}lé‘dcs) que produjo la idea,; vamos 4 de-
ducir los fundamentales.

E\] un mismo sistema’; e decir ;. en el sistema de o~
garitmos que lengan una hase determinada cualquieray
oe [0 el Mty ¥ < sV oML ity < : ; :
m__]og.z,' a'=log.z" ; 6 de otro modo, a*—; soati=z"
dos relaciones, cada una enire el mimero y 'su logarismo,
Si se hace la imaltiplicacion de una por otra; y lo, mismg

+-la division, resultardn las ecuaciones

A5 e ox axe afoale

)

st ¥ & HIG AT

que segun la nueva forma equivalen 4. .. ;.

ATEY s O LY

TEE RO LS Somil LA 4] :
. z
cata’=log.zd . ;  a—a'=lpg.

Sustituyendo ‘por @ y 2’ sus nombres log.z y lOg.z’; You
sultan,:; . dog.z—logi'=log.zz! {5idi r

]

log;z-,—.—log.z..;log.-,

. z
espresiones de dos teovemas.; 1.2 EI logaritmo de un pro-=
ducto; es-la suma de.logaritmos de sus Jactares: 2.9 11 lp-
garitmo de un cociente és el logaritmqjdgzli(,/ir{iz]em/o'-mcnos
el del, divisor. Segun; celprimer teorema facilmente ha=
]‘larcmos el logaritmo. de un nimeeo dompuesto de ‘dos
factores ., conociendo los logaritmes de.éstos y por ¢

] lse~
Tomo, I, 33
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gundo teorema, cl logaritmo de un mimero fraccionario,

conociendo los logaritmos del numerador y del denomi-

pador: como en los casos que siguen, por ¢jemplo;
log.8=log.4-log.2  ; = log.35=log.7-log.5 ;

3 83
log-.—5~ =log.3—log.5  ; log. L —=log.83—log.2.

1.2 ecuacion z=x® clevada 4 la potencia m es £”—=a"%,

X
m

y su raiz motma, /z=a™; & segun el nueve lenguaje,

: b5 ggordps

log.zm=mw , log.)/" 2=_"; las cuales, sustituyendo por
m 5 ,

% su igual log.z, equivalen &

' ‘ g e

log.c”=mlog.s , log)/ == .

= wene(40)y .
.espresiones de otros dos teoremas. 3.9 El logaritmo 'de
wna potencia es producto del esponente por el logaritmo de
la raiz. ,.° El logaritmo de una cantidad radical es el
cociente del logaritmo de la cantidad que hay bajo del ra-
dical, partido por el indice de la raiz. En virtud de estos
dos teoremas , no hay duda cn cuanto & la exactitud de
las equivalencias que siguen: sl o )
log.43=log.64=3.log.4 ; log.52=log.25=2.10g.5 ;

“ log.32 log.126

5 AN
log.}/32= ; log.}/126=

Segun los cuatro principios escritos en las férmulas
((39)) y ((49))‘, de tener formadas las tablas logaritmi-
cas de un sistema depende ya el que, 4 los calculos de
multiplicar y dividir dos cantidades entre si', puedan
sustituir los de sumar y restar sus logaritmos; y ‘asimis=
mo 4 los de elevar i potencias y estraer las raices; los de
anultiplicar y dividir. ;

Ademas, ¢l teorcma primero de la formula ((40))
conduce al descubrimicnto de poder despejar la incognita
cuando en una ecuacion viene por esponente; problema

; ele.

-

~B
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gue hasta’ aqui ne habiamos: propuesto.. En ‘efecta, sea
bf:.c una ecuacion en que se desconoce ;@: por el prin-
cipio demostrado (2ox’. 3.%) tendran un mismo logarit;
mo los‘dos miembros deé.la ecuacion supuesta , ‘que . por
estoviéne 4 ser log.b*=log.c ; ;

y segun el teorema 3:%; tambien es legitima la

_ : log.
wlog.bz=log.c; de donde; == i 4
: : log.b
Despejanido asi el esponente n—a del término gencral de
la progresion por cociente ((36)), f=ag"*, dc.s;‘)qcs de
preparada segun la forma -t— =0t viene

_ a
: 7 : 1 —2]ghidg
log. — =(n=¥)log.g; de donde n= gl et

a ) 5 log:q ¢
Desde el citado feorema primero de la formula ((40))
se da otro grande paso en el cilculo, pues despejande
log.q en la ecnacion de » que acabamos de sacar, ten=
dremos la snguiemc_, que se conforma con ¢l segundo teo-
rema de la misma férmaula , ‘ ; "
]O";t——l o.a
logiy= === el
=1

y queda resueita la cuestion: de hallar cualquiera niime=
ro de términos medios por cociente, entre dos nimeros
a y ¢ dados; dificultad considerable sin el auxilio de los
logaritmos ; y que hasta ahora solo podiamos resolver
caando se iratase de intercalar dos 1érmines £18g;.3:°)

204+ Los principios demostrados facilitan el mcdit;
para-hallar el logaritmo de un nimero z segun cualquie—
ra sistema ; conociendo el de dicho ndmero en uno de
los sistemas, es'decir, para hallar la relacion que hay
entre los logaritmos del nimero z que se reficran 4 dos
b’as,(;:s_;difcrem’cg. Sea en- el uno ar—gz, y en el otro
@' *'=z: ecuaciones que segun la nucva forma se escriben
x=log:z , a;’;lgg.z. El nimero z es uno mismo en
ambas ec.uacioncs‘ 2 Pero. son distintas @ y o' como tam=

.
&

Sy,
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bien a'y a'. Si eni 1a ecuacion @’*'=z usamos de logarit-
mos dcl 'otro snstema serd (203.3.9)
log.z

1
vl R P . AT o DA
& log.a __log.z . de‘ donde = ligs" =log.z lo‘b.a

e

Y de sustituir Log.z por 2/, resulta -

Logesloghaalioh. a4y
log.a .
Considerando 4 'l:oq‘z!f como del ‘sistema conocido; y 4
T.og.¢ ¢on la base '@’ como del nuevo ; s¢' concluye que el
logaritmo de un mimero en el sistema nuevo, es el cociente
que salga de dividir su logaritmo del sistema conocido, por
el logaritmo que. en este corresponde d la base nueva: De
modo que, dadas las tablas logarftmicas de un sistema, se
pueden formar las de otro cualquiera. En suposicion de
ser '@ 1a base de aquellas y @' la de éstas, la operacion se
reduce a multlphcar los 1ogantmos c01mc1dos por el fauor

y Eisk !
4—— constante en-tada sistema y que se llama mddulo.

log a
TLECCION V.2

Formaczon de tablas lo«rarztmzcas vuloares _y
‘ moclo de usarl I

205 Segun la correspondencia entre nimeros y lo-—
garitmos de la ecuacion ro"=z , &' quleneq hemos llama-
do valgares ; nos consta ((199)) que si se atribuyen-asay
los valores conseculivos enteros, vienen ‘para z los iér=
niinos salteados de 'la prowresxon geom(_lrlca oA cl orden

wuxcnte o
iologaritmos. s s% 5 of Y 0 20 S9F TSRl ...“;."v
C NHEMeros. . . . . . 17 10y 100, TO0O; 16000, i
Fos numeros 6 valorcs de z entre 1y 10 tendran sus
logaritmos correspondientes mayores que 'cero'y menores
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que 1 :los que hay entre 10 y 100 tendrdn logaritmos
mayores que 1y menores que 2, etc. En general; las
potencias de 1o tienen logaritmos enteros exaclos, que
son los mismos esponentes, pero los nimeros enteros com-
prendidos entre dichas potencias tienen logaritmos frac—
cionarios; y los mas de estos nimeros no pueden ser tér-
minos de la progresion geométrica por lo demostrado
(202). ;Cémo se hallardn pues los logritmos de dichos
numeros intermedios ? Por aproximacion, es decir, ha-
llando los de los numeros fraccionarios tan aproxiwados
a los enteros, que la diferencia sea despreciable.

206, Antes que la andlisis algébrica presentase me-
dios fdciles para ello, se discurrié el formar la progre—
sion geométrica que tenga el primer término 1 y el ul-
timo 1o con un gran nimero de medios, y otra aritmé-
tica que tenga el primer término cero y el iltimo 1 con
igual nimero de medios, cerrando entre si una y otra
hasla resultar en aquella términos bien aproximados 4
los enteros 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. De igual modo otra
progresion geoméirica entre-10 y 100, y la correspon—
diente aritmética entre 1 y 2, hasta encontrar en aque-
lla términos muy aproximados 4 cada uno de los enteros
desde 11 hasta gq inclusive; y asi sueesivamente para
los comprendidos entre las potencias consecutivas de ro.

207. La dificultad que ofrecia este método, obligé
i emprender el sigaiente : hallar cada vez un solo medio
geomélrico entre dos nimeros, uno mayor y otro menor
que el de la cuestion, y al mismo tiempo, un medio. por
diferencia entre los logaritmos de dichos mimeros mayor
y menor. Acercandose de este modo poco 4 poco hasta
hallar el medio geométrico bien aproximado al nimero
entero que se quicre, podemos considerar logaritmo de
éste el medio aritmélico correspondiente. Kl caso se con-
sidera llegado cuaundo las siete primeras cifras decimales
son ceros, pues generalmente no constan de mas los lo-
garitmos que se emplean. en los cdlculos por el método

de las formulas ((39)) y ((40)). :
A fin de adquirir por este método el logaritmo tabula
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de =2, héllese ¢l medio’ por cociente entre t y 10 que cs
3,16227766 aproximado hasta ocho cifras decimales, y
el medio por diferencia enire o'y 1 que es o0,5; otro
medio por cociente entre 1y 3,16227766 que es
1,77827941, y el medio por ‘diferencia entre o,
y 0,5 que es 0,25; el medio por cociente entre
1,77827941 y 3,16227566 que es 2,37137370, y el
medio por diferencia entre 0,5 y 0,25 que es 0,375 5l
medio por cociente entre 1,77827941 Y 2,3713y370,
y el medio por diferencia entre 0,25 y o, 375 etc.

Continuando por este orden de hallar medios por co=
ciente entre los dos mas préximos al 2, une mayor y otro
menor, y sus correspondienies por diferencia, se llegara
al de esta clase '0,3010300, y al de cociente 250000000
respectivo. En atencion 4 que las siete cifras decimales de
Cste son ceros , podemos admitirle por el ndmero 2, y el
medio aritmélico 0,3010300 por logaritmo tabular de 2.

Para buscar el logaritmo de 3, se empieza y sigue el
mismo cdlculo hasta llegar 4 los niimeros 3,16227766
y 2,37137370, cuyo medio geoméirico se debe hallar por
ser los mas cercanos al 3; y tambien el otro cilculo hasta
dlegar 4 los correspondientes logaritmos o,5 ¥ 0,375, Des-
de aqur se continua la investigacion por el orden esplica—
do, y se hallard 0,4771212, logaritmo de 3.

* Actualmente hay modos mas ficiles y elegantes de
formar tablas logaritmicas de los nimeros simples, come
se verd mas adelante ; pero entre tanto hemos dado 4 co
nocer éste , -para manifestar que solo con las ideas adqui=
ridas hasta ahora podemos lograr el objeto. De todos mo-
dos, teniendo los logaritmos de los nimeros simples , se
deducen por sumacion ¢ multiplicacion los de todos los
compuestos, usando de las formulas ((39)) y ((40))
€omo por ejempio
log. 4==log.(2x 2)=log.2-+log.2=2log. 2

log.6=log.(2 % 3)=log.2+log.3 ,
log.8=log.(2 x 4)=log.2~+log.4{=3log.2,
log.g=log.3%=2log.3. .. iétc;
No nos hemos propuesto hallar ‘los logaritmos de os
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niimeros fraccionarios , porque bastan- para el calculo los
de los nimeros enteros, 4 causa de que segun el teorc—
ma 2.° del articulo (173), el logaritmo de una fraccion
es igual 4 el logaritmo del numerador menos el del deno-
minador. En atencion 4 esto, nos hemos tambien ocupi-—
do desde el principio de la leccion solamente del caso
10¥=z, correspondiente 4 los mimeros z que hay desde
1 arriba, y no del caso 107%=z correspondiente & los
numeros fraccionarios (200). _

En el dia ya estamos dispensados del penoso trabajo
de formar tablas logaritmicas, porque se hallan construi-
das por varios autores, aunque mas ¢ menos completas
y corregidas. Las de don Tadeo Lope, que alcanzan has-
ta el nimero 107500, son en nuestro concepto las mas
completas publicadas en Espafia. De las estrangeras lo
son aun mas las de Callet que alcanzan hasta el nimero
108000, y las que iltimamente se han publicado en
Francia bajo la direccion del célebre Prony, las cuales
alcanzan hasta el ndmero 200000. Para el uso de los
que asisten al estudio son suficientes otras menos esten—
sas, como las reducidas de Laland, impresas 4 la estero—
tipa por Didot. Cada editor hace al principio de las su—
yas las advertencias que se necesitan para el manejo de
ellas, pues coma se ha dicho antes, suprimen todos la ca-
racteristica, y emplean ademas otros varios artificios pa=—
ra hacer menos voluminoso el libro. En ellas consta de
varias columnas eada plana, alternando una columna de
niumeros y otra de sus correspondientes logaritmos; aque-
lla encabezada con la letra X inicial de ndmero » Y Gsta
con la letra L inicial de logaritmo.

Aqui pertenece solamente hacer algunas adverten—
cias que faciliten la inteligencia de las tablas, y otras que

.conduzean & emplear oportunamente el cilculo de loga—

ritmos. Este serd cl objeto de los articulos que siguen.
208. Kl logaritmo de todo mimero consta de una
parle caracteristica en que se escriben enteros, si los
hay, y otra decimal: aquella, segun lo demostrado (205),
necesariamente consta de tantas unidades como cifras de
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enteros menos -uma tiene el miwmero 4 que corresponde.
Los logaritmos de los mimeros que hay desde 1‘hasta g
tienen la caracteristica cero; desde ‘10 hasta 99 la carac-
teristica 15 desde 1oo hasta 999 la caracteristica 2; des=
de rogo hasla 9999 Ja caracteristica 3; etc. ; y- por este

congcimiento en las tablas esta suprmuda la cdracteristi-

ca, pues cualquiera puede inferivla’del nimero que esta’

escrilo en'la linea de su lor*antmo.

209. Dado un nuimero z y su lovamtmo los nime=
70§ .10z; 1002, ‘1000Z), ..... 10"z “ticnen por loga—
ritniosy segun el teorema 1.2 dd articulo (203), las sa=
mas  “1-log.z'y 2-+log.z, 3-+-logz v n-logizy en
donde vemos que la’ parte decimal del ‘logaritmo’ de un
nimero es la ‘misina ‘en todos los que ‘son 10, 100,
Y0067 107 iiveces mayores, y que la caracteristica se
dumenta con 1, 2, 3 ..o unidades. Asi, por e]emplo,

log.1 4__1 I 61280 » log.146=2,1461280,

3 : 140000-—5 1461280:;
De suerte quei 1. dado un lnrr'mtmo que esté en las
lablas, facxlmentc se  sabe el de  todo' mimero 1o,
100 ... ete. veces ‘mayor + 2.9 dado un logaritmo que
10 esté en’ las fablas por su caracterfstica ¢ elevada, es
decir, por no alcnmar las' tablas hasta su mimero ; se
halla primero ¢l nimero supomendo cero'la caracterls—
ticajy mulhphcandole por 1o¢, el produclo ‘serd mime=
ro (]Ll logaritmo dado,

210, Siempre que se deba emplear el calculo ((39)):

g ((40)) de logaritinos en hallar el valor de una espre=
sion ; es necesario ‘reducir ésta & la forma - de producio,
cocienle, polencia 6 raiz, y simplificarla tambien enanto
se puu]a para que tesulten menos grandes los numeros
y hihpe ‘de supe ‘rfluidad la  espresion o ¢ :

211, El logaritmo de una fraccion se’ deduce 'facil~

mente por la fomula ((39)) ‘
z
log. — =log.z—log.z' ;

4

mas, cuando fuere 2> 2, serd ‘ucgativo el restoy y en
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las cuestiones aritmclicas se hace la operdcion restarido
¢l logaritmo menor del mayor y anteponiendo el signo
— 4 la diferencia. Por ejemplo, iy las tablas vulna—
res tenemos -

log.2=log.3 —log.5 = o; 4771212—-—0 698q700—~ )

—0,2218488 " ; log.3ls=1log7 —=log.100 =

0,8450980-—-2=—-1,1549020, elc. iy

Inversamente, si queremos el nimero 4 que ¢orres=
ponde el logaritmo ‘negativo ‘—0;2218;88, de mnada
scrvird el que .se registren las 1ablas ; pues como se ha
dicho antes, no conticnen mas logaritmos que los positi—
vos, es decir, correspondientes’ & nimeros enteros , y el
que se nos presenia aqui debe ser necesaciamente de
una fraccion propia. Sin embargo, ledble( icndo la equi-
valencia
log.10—10,2218/88=1 ——-0,2218’88-—0,778151
las tablas dan i0,778 15 ra=log.6.

Mas, como se ha aumeniado el logaritmo de 10 al nega-
tivo propuesto, siguese que el nimero hallado ¢s 10 ve-
ces mayor que el de laicuestion: haciéndole pues 10 ve=
ces menor, sera

—0,2218/88=log.0, 5.

Asimismo , queriendo saber el niwmero. del logaritmo
—1,3979400 , es claro que se ha de restar de 2 para
que el residuo venga positivo: verificada la’ resta; se ha—
lla 2-—=1,3979400=0;6020600, y'registradas las 14+
blas veremos que 0,6020600 es alg"o‘mayor que ¢l lo=
garitmo de 4 y mucho menor que el de 5; de modo que
el'nimero entero 4 que préximamente’ corrcsponde es 4,
y en este concepto diremos o0,6020600=log.4 préxi-
mamente. Como el prcpuesto fue aumcntado en 2 que
es el logaritino de 100+ serd ‘—i 3979+00'—log 0,04
proximamente.

En general para hallar el nimero correspondiente &
un logaritmo’ negativo’por las tablas ordinarias, es nece—
sario restarie del logaritmo de 10, 100, ¢le. segun con-
venga para que la diferencia sea positiva; buscar des=
pues en las tablas el nimero, de este logaritmo residuo;



362 ARITMETICA

y partiendo el tal ndmero por el del logaritmo afiadido,
el cociente serd el nimero que correspoude 4 el logarit—
mo negativo propuesto,

212. DBien se puede notar qne la operacion prece=
dente consiste en hallar el complemento del logaritmo
negativo que se propone, y dividir el nimero del com—
plemento logaritmico por la potencia de 10 4 que se
refiere.

En efecto , sabemos (21) y (64) que son equivalen-

tes los logaritmos —o,2218488 y :,7781512 , pues

el primero es residuo de resta efectuada, y. el segundo la
misma resta indicada, como  0,7782512—1.
Generalmente, 4 fin de evitar los logaritmnos negati-
vos en el cdlculo de fracciones, se dispone desde luego
por el método de complementos: y asi, en vez de
log. 3 =log.3 —log.5 =—0,2218488 , se escribe

log.2 =1log.3 + complgmcnio log.5 ,
cuyo cdculo es log.3=q,4771212

comp. log._5=;,3o 10300

——

suma, 6 log.i=1,778151a.

Los logaritmos de las fracciones decimales se encuen-
tran con facilidad haciendo solamente la resta de carac—
teristicas, como por ejemplo,

. =log.324 1—a=1,5106790=log.32,41; .

log. o
log. ;—(—7)—6 =Iog.7-—z=;,8450980=log.o,o7 3

7

1000000

log. :6,8450980=log.o,oooooy ;

sin el circunloquio que resultaria por el método de los
complementos, como en
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~ log.

Egr =log.7 + comp.6 = 14,8450980 =
' log,o,oooooy. L
Cuando se presenta un logaritmo con la cifra ¢ acen—
tuada en la caracterfstica, para hallar en las tablas el
numero correspondiente se busca el de lo restante del
logaritmo ; y dividiendo el mimero que dieren las tablas
por 10¢, con la prevision de atribuir 4 ¢ el cardcter cor—
respondiente de unidades, decenas, ete. saldrg por co-—
ciente ‘el nimero que se pide, Ejemplos de ello son los
siguientes casos : A

2—,6020599=10g,o,o4 ; ;,77815xn=log.o,6;

;,8450980=log,o,07 i 6,8450980=log.o,000007;
—1-4.,845ogBo:log.o,oooooy.

213, Cuando hay que sumar y restar en un cdlculo
warios logaritmos, se ‘puede couvertir en' sumacion todo,
por el método de los dos articulos precedentes.

1.9 . Si son dados los logaritmos, se escriben en co-

dumna todos, con la precaucion de sustituir i los nega—
tivos los complementos de ellos , anotando con el acento

da caracteristica como estd esplicado.

Sean 0,5203108 , —3,7605g1a , 5,2631101,
—0,3176382 los logaritmos que se habrian de reunir
en uno, sumando los positivos y restando los negativos;
operacion equivalente 4 multiplicar los' mimeros que cor-
responden 4 los primeros , y dividir este producto por ¢l
de los mimeros correspondientes a los segundos. El cal-
culo de restar la suma de los logaritmos negativos pro-—
puestos , de la suma de los positivos , daria el residuo
1,7051916; y acudiendo 4 las tablas s¢ hallaria que este
logaritmo corresponde al mimero 51 préximamente. Mas

Aaqui se trata de hacer todo el céleulo por sumacion , 4

para esto se halla que el complemento de 3, 6o5q912,06
su diferencia d 10,¢s 6,2394088; el de 0,3 1763826 su
diferencia 4 1, es 0,6823618. Afadiendo 4 las caracte~
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risticas respectlvas los enteros 1 10 ¥ 1, acentuados para
marcar que el calculador se reserva ¢l restar estas uni—
* dades de la suma que sin ellas dieren todos los log garilmos,
el cilculo sera

0,5203108

16,3394088
5;263r102 | ¥

ool 1,68236:8
Suma ,705191()-—]03 51 proxnmamcntc.

2.° Sison dados los nimeros, y entre ellos hay frac-
cionarios de quc procedan lorrarnmos negativos ;. desde
luego se dispone el cilculo por el mdtodo de comple—
mentos , como en el ejemplo log.2 del articulo (212); y
despues de hacer la sumacion se regisiran las tablas, co-
mo alli se dijo, para tener el nimero correspondiente 4
la suma.

a14. Las tablas mas complclas no ‘es poslblc que
lleguen hasta el mayor nimero que se pueda ofrecer : las
de Callet, por ejemplo, célebres ‘por  su correccion y
abundancia de logaritmos, alcanzan solo hasta el 'ntimero
108000 ; y suele haber necesidad con frecuencia de un
logaritmo 4 cuyo mnimero mo lleguen-las: tablas ‘que se
tengan 4 la mano. En tales casos podemos hallar dicho
logaritmo por el siguiente medio, que es general, pero
solo conveniente para nimeros primeros. Sea por ejem-—
plo.gooo el:mayor mimero de las ‘tablas que se tengan,
y tratese de hallar el logaritmo de 15452 : con este ob-
jeto dividase el niimero propucsto por 10! separando con
la coma una cifra de la derecha), y serd

log.x5452=log. 154 5,2 4log.10;

mas para el cdlculo hay que saber el logaritmo de
1545,2 , y no es posible hallarle por el método ordina~
rio (212) de los mimeros con decimales; porque segun
¢l, volveriamos & necesitar el logaritimo de 15452, l’xc
cisados pues 4 seguir otro método, y & fin de que por el
ejemplo actual quede bien ecphcado, espresenios. con o
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la-diferencia entre los mimeros 1545,2 y a545; con'A
la difcrencia entre sus logaritmos; con & la diferencia
entre’ los mimeros 1546 y 1545; y finalmente con A’ Ia
diferencia ‘entre los logaritmos de: éstos: Busquense ‘en
las "tablas' los logaritmos de 1545 .y 15465 que son
3,1889285 .y 3,1892095 : férmese entre las diferen—
cias de mimeros 'y las-de Iogantmos,

d=1545,2—15/5=0421" 1, » d=15/6—=I 545._1 3k

A=log. 1545,2-——10g.1545 k0 3
_3 1892095-—-3,1 889&85_0,0002810,

la proporcnon y ella nos daré el valor

$esd

d)(A' 0,2%0,0002810
7 d x

Ai‘iédasé la diferencia & 4el logaritmo: de ¥545,'y re<

=0,0000562,

' sultard 00 . log.1545,2=3,1889847% "

y por Iillimo,'segun lodicho (203 1.9), =
10“.!54.}2"*1—!—3 1889847—4,1889847

La revla de tres plantcada para indagar!‘la dlfcrenma nj
se funda en’suponer qué ios mimeros estan en razon'de
sus logaritmos, y es falsa én realidad; perochemos usado
de ella por ser el error de poca consxderacmn €omo" se
deduce por.el raciocinio-siguiente. i

Lia »diferencia .éntre los: logaritmos de Aoy 1 es
1—o==1 ; de modo  que 'esia- diferencia;se rcparte‘ entre
los logaritmos.de los mimerosique hay desde: x-hasta 1o,
y cuanio’menor: es la ‘diferencia de los mimeros, lam—
bien-resulta menor la de sus logaritmos:La. diferencia
de logarit}r‘ms de 100 yrdecro. es 2—i=r1: L:un])ien
3—a2==1:la:de logaritmos:de 1000 y:dei1oos<y siempre
1 la diferencia de logaritmes :correspondientes 4 10” y
10", difcrencia que se reparte entre los nimeros com-
prendidos.:Comoy, segiin es mayor n, hay mas‘ niimeros
comprendidos , se sigue que cuanto mayor es e! nuimero
por (quicn se-emplee la proporcion supuesta, tanto menos
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error s¢ comete y con mas ventaja se puede’ hacer uso
de ella, ' ‘
Si el nimero es compuesto; se debe preferir el me=
dio de hallar su logaritmo por sumacion de Ids logarit—
mos de sus factores, teniendo la advertencia de mo des—
componerle en mas. factores que los precisos ; es deciry
aquellos que esten en las tablas que se tengan 4 la mano;
Por  ejentplo, el mismo . mimero 15452 equivale a
3863x4 ; y por ello sera
i : dog.x5453=10g:3863+log.42= ;
3,5869247+o,6020599:4,18898464
El articalo (209)-enseiia el -medio de hallar el ni:
mero de un logaritmo dado 4 qize no alcancen las tablas.
Tambien se llegard al mismo resultado descomponiendo
el logaritmo en dos partes, hallando los mimeros de ca-
da parte, y multiplicando éstos entre si ((39)): Pero es
necesario_para emplear cualquiera de los dos medios, cal-
cular exactamente por el artienlo que sigue; en caso ne-=
cesario, dichos niimeros parciales. jgd ¢
215.  Muchas veces ocurre, al buscar en las tablas el
nimerd de un logaritmo dado’; que 4 ninguno corres—
ponde cabalmente; como - nes acontecié con el logaritmo
1,705 1916 & aguien vimos pertenccer aproximadamente
el nidmero entero 5ix: pero el exacto es neeesariamente
algo menor ; por ser
log.51=1,7075701>1;7051916. ’
_ Cuando sé quiera hallarle cabal, nos valdremos de
la proporcion supuesta en el articalo anterior ; tratando
como incégnita la diferencia-d de niimeros. Sean
A=1,70757015—1,7051g1 6=0,0023785 ;
A'=log.5 1-—10”;50—_—_1,7075701-"—1,--6989700:—_.—
0,008600r ;
d=05x== niimero del logaritmo 1,7051716;
d'=b1—50=y,
: 5 A d' ’ :
La proporcion es e -Z; ; -y eHa nos da 4 sustituyen=

do los valores conocidos de las letras, el yalor de la dife~
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s 0,0023785
rencia de los mimeros d= ;

—— =0,27888.....

0,0086001 -
Restando d de 55, es 51—0,27888...=50,72112... o
nimero del logaritmo 1,7051916.

216. Con estas advertencias no puede haber dificul-
tad en el cileulo por logaritmos, ni en el manejo de cua—
lesquicra tablas logaritmicas. Por tanto, con_c-luircmoa.;
proponicndo para ensayo de cglcul‘a‘x““'por logaritmos las
espresiones que siguen: >

- on PRSI, 3ty
z::zaxgu; z——B—,_30_~2- H = 43 H
5

IA 344,01 & >
e .
o 7 - l/ 63

Los tipos de los cdlculos respectivos ¢onvirtiendo las
restas en sumaciones por-el método .de.'complementos,
vienen 4 ser como 4 continuacion se ve:

Para z=25% &t g log.z=log. 2 54log.7—log.g’
9 o XD
log.a5 1,3979400
log.7  0,8450980
compl. log.g  1,0457575

suma 6 log.z  1,2887955.
2=109,548

Para z'=o————"6x72 6 log.z2'=log.0,6+4-log.7 2~~log.8,302
;302 :
log.0,6 1,7781512
log.72  1,8573325
compl. log.8,302 ;,0808173

2 ! 3
sauma 6 log.z’ 0,7163010

2'=552 1id.
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s 0
_ Para o'= 4—) 6 logee/l=5(log.36—log:43)

| ¢ 10g.36...
compl. log.43

1,5563025
i%,3665316

;9,9228341
59,6141705 .

00 suma

cJumtuplo de la suma 0 log s

2 '—07[&
' 3 ox
‘Para z._’”:i 5 '_——‘42
A 0 el 5| e,

,log.-,3 2 ox-—lo“ 63

6 log.z' "= ~& 5 ~+-log.4—log.7

By B

log.342,01 2,‘5346388
. icompl.=log.63 " 18,20065¢5 a8

“stma 75,7546583 b OohoR |,
5 " parte. de lasuma  0,1469396
‘ log4 0,60205¢9
compl. loga7 PRA 5/90'26‘
suma total ¢ log z ,9039015

4 'A.—O 8l ©

Los célculos respectivos de las* mismas ‘cuairo espre—
siones empleando los logaritmos.negativos , seran como &
continuacion se ve.

Iog.‘25 1 3979400
105',77 ,_)400930
suma  2,2430380
—log.g —0,954242%

diferencia '1,2857 g5 b==logz

219,548

e
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Para log.z'=log.0,6+log.7 3—1l0g.8,302

log.0,6 -

log.72
suma
- =log.8,302
diferencia
1%

Para log.«
log.36

;,77»81512
1,8573325

1,6354837

-——-0,9191827

0,7163010=log.s'

'z=5,21

'=5(log. 36—-—Iog 43)
1,5563025

~l05.43  —1,6334684,
(llferencxa —-0,0771659

el qufntuplo ¢ log.2”

17

—0,3858295=0,6141705—1

£ =———0,l,

10
©1108.342,01—log.B
Para log.z"'; : ._,_b : ’051 il =-log. f—log.7
log.342,01  2,5340388,
—logi63  —1,7993405..:
diferencia 0,7346983
‘53parte  0,1469396
B (-4 0,6020599
suma  0,7489995: .
w—log.] —0,8450980 .

diferencia 6. log.s™”

—0,0960985=0,903g015—~1’
8 :

"II__ S ___0,8
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EIN' DEL TOMO PRIMERO.

Tomo 1,
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