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ERRATA du second Folume.

G4, llgne 26, — 6x2, lisez — 6y*,

66, 4, comme y— fete., lisez comme g —RBest facteny
de Ja 17¢ partie, et que k contient tous les termes
en x.

48, 18, ajoutez

i P/ — IV était positif, et P'— IV négaif,

on verraitde méme gn’ona V' > P> P > IV,
1 g

et on en tirerait la méme conséquence.

9o, lig. dern., aprés les signes de 2 en deux , ajoutez: on peut
au reste obtenir le quotient de la proposée divisée
par -1, en recourant au procédé da no 500.

ajoutes ' M. Mathieu a trouvé par une discussion

nonvelle, en réduisant au niveau de la
mer les résulats obtenus par Borda(voy.
Conn. des Tems, 1820, p. 4432),

log B =3.732a(go.

197, lig. dern.,

o= o™,090787 -+ Bsiny,

249, 1, dénominateur, Zisez numérateur

3 3
270, 15, (22 +y')2 ,  lisez (ala-y/2)%
344, 2, n° 815, lisez, n° 812

384, lig. derm., z=a, lisez,z=a
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MATHEMATIQUES PURES.

LIVRE CINQUIEME.
ALGEBRE SUPERIEURE.

I. DES COMBINAISONS ET DES PUISSANCES.

Permutations et Combinaisons.

475. LORSQUE des termes sont composés de lettres semblables
ou différentes, placées dans divers ordres, nous nommerons ces
assemblages des Arrangemens ou des Permutations ; maissil'une
de ces lettres an moins est différente ‘dans chaque terme, et
qu'on n'ait point égard aux rangs des lettres, ces termes seront
des Combinaisons (¥). Ainsi abe, bac, dab, bda, sont4pex‘
mutations, et senlement o combmalaons de 3 lettres.

(*) Les bi sont aussi appelées Produits différens ; nous rejetons
cette expression défectuense; car ab et ed, qui sont des combinaisons diffé-
rentes de deux letires, peuvent cependant former des produits égaux, comme
3 x8=6x 4=12 x 2. On distingue aunssi les permutations des arrange=
mens, en ce qu’on réserve le 1€ nom aux arrangemens de p lettres entre
elles, ou p A p : mais cette distinction n’a aucun but utile , ct nous n’en
ferons pas usage, non plus que de plusieurs autres dénominations.

2. X




2 ALGEBRE.

Pour désigner le nombre de permutations qu'on peut faire
avec m lettres, en les prenant p a p, nous écrirons [mPp]; le
nombre des combinaisons sera indiqué par [mCp].

Proposons-nous de trouver le nombre y de toutes les permu—~
tations de m lettres p @ p, y=[mPp]. Considérons d’abord
les arrangemens qui commencent par une lettre telle que a,
mais qui différent soit par quelqu'antre lettre 4 droite de @ ,
soit seulement par V'ordre suivant lequel elles sont rangdes. Si
I'on supprime cette initiale @, on aura un égal nombre d’assem-
blages de p— 1 letires ; ce seront visiblement tous les arran-
gemens possibles des m—1 autres lettres b, ¢, d... prises p— 1
ensemble ; leur nombre sera désigné par o=[(m—1)P(p—1)].
Donc silon prénd ces m—1 lettres b, ¢, d..., qu'on forme ayec
elles toutes les permutations p—1a p—1, qu'enfin on place
a en téte de chaque terme, on aura toutes celles des permuta-
tions p a p qui ont @ pour initiale. En effet, pour que I'une de
celles-ci fiit omise ou répétée plusieurs fois, il faudrait qu'aprés
y avoir supprimé a, qui est en téte , les assemblages résultans
présentassent la méme erreur, et que quelque permutation
p—1 ap—1 des lettres b,c,d... fiit elle-méme omise ou ré-
pétée; ce qui est contre la supposition. S

1l y a donc précisément autant d’arrangemens de m—1 lettres
p—1ap—1, que d'arrangemens de m lettres p a p, ot @ est
initial : ce nombre est @. Or, si I'on raisonne pour b comme
on a fait pour @, on trouvera de méme ¢ permutations qui
commencent par b3 il y en a @ qui ont c en téte, efc...; et
comme chaque etire doit étre initiale & son tour, le nombre
cherché y est composé d'autant de fois ¢ quil y a de lettres,

y=mp, ou [mPp] =m.[(m—1) P(p—1)].

1l suit de la que, 1°. pour obtenir le nombre y" d’arrange-
mens de ‘m léttres o 4’2, @ est alors le nombre d’arrangemens
de m— 1 lettres prises1a 1, 0u p=m—1; donc y'=m(m—1).

2°, Gi on veutle nombre y” darrangemens de m'lettres 343,
p est 3, dtp désigne la ‘quotité d'arrangemens de m — 1 lettres

COMBINATSONS. 3
2 u\9. ; C-i-d. ¥ oli m est changé en m—1 ; g=—(m—1) (m—sz);
dot y’ =m (m —1) (m —2). s
5°.’ On trouve de méme pour le nombre des arrangemens 4 &
i ; il Sy
4,y _"f,(m_l) (m—2) (m —3). 1l est visible que pour
passer hde I'une de ces équ. & la suivante, il faut y changer
m enfm— ¢, puis multiplier par m ; ce qui reyient 4 adjoindre
aux bgcteur?“ m, m— 1..., Pentier qui suit le dernier de ces
nombres; ainsi, pour p lettres ce dernier multipﬁcafeur sera
m— (p—1), don e
y=[mPpl=m(m—1) (m —2)... < (m—p+1)...(0);
le nombre des facteurs est p. Clest ainsi que 9 choses peuvént
se lpermuter 4 4 4 d'autant de facons différentes qu'il est mar-—
qué par le produit des 4 facteurs 9.8.7.6 = [9P4] =500/ -
c'est le nombre de maniéres dont g personnes peuv.ent occupe;
4 places. De méme les arrangemens de m choses 14 1 et 2 4 o
réunis, sont en nombre m-4-m(m — 1) = m2.
En faisant m=p, on obtient le nombre z d’arrangémens de
p lettres p & p, c.-a-d. en comprenant toutes les p lettres dans
chaque terme i

a=[pPpl=p(p—1)...3.2.1=1.2.3.4..p. . . (2).
Le nombre d’arrangemens de 7 lettres entre elles est.
1.2.3...7 = bofo. ; L AU

476. Cherchons le nombre x des combinaisons différentes d,
m lettres prises p d p, @ = [mCp]]. Supposons ces combirlaif
sons effectuces, prenons 'une d'elles et déplagons les p lettre
qui la forment, de maniére & produire toutes les permlljltaﬁo' :
?qssibles, ennombre z, équ. (2). Une antre combinaison dcmm
également z arrangemens, différens des 1°7%, puisqu’ici A8 e
moins une:lettre différente : chaque combinaison donnﬂn{ z rzlj
sultats , nos x termes en produiront ainsi zx , formant des ar
rangemens, tous différens, dep lettres. Or, ces.az résultats ¢ g
stituel.t‘ tous les arrangemens possibles de nos m lettres : 4y
#ans qu'aucun soit omis ni répété , en nombre ¥ équ. (1) -pdo f’
y ==z, et @ estle quotient de y divisé par z, S



4 ALGEBRE.
U mPp) m m=t m—s PG ey
x::[me]_m—j- e < ) 3

Les éqﬁ. 1 et » étant composées chacune de p facteurs , 'équa~
tion (3) en a aussi p, qui sont des fractions dont les termes
suivent Vordre naturel, décroissans & partir de m pour le nu=
mérateur , et croissans jusqu’a p pour le dénominateur. Comme
par sa nature x doit étre un nombre entier, la formule (1) doit
étre exactement divisible par (2) : au reste, cest ce qu'on
pourrait prouver directement. |

477. On a

Soit p > g, tous les facteurs de cette équ. entrent dans I'équa~
tion (3) qu'on peut par conséquent écrire

_ ,m—gm—g—1 m—p+t1
L A o pRl 5 5

1. Cherchons d’abord s'il se peut que @ = a’ ¢ il est elair
quil faut que le produit de toutes ces fractions se réduise aa,
ou que les numérateurs forment le méme produit que les déno-
minateurs; si I'on prend ceux-ci en ordre inverse on a

m—q)(m—g—1). .. =p(p—1)... (q+1)-
Or, ces deux membres admettent un égal nombre de facteurs
continus et décroissans ; si chaque facteur d'une part n’était
pas égal & celui qui a méme rang de I'autre part, I'égalité se-
rait impossible, puisque, suppression faite des facteurs com-
muns, il resterait des facteurs tous plus grands d'un coté que de
Tautre et en pareil nombre. Ainsi, cette équation exige que
m — g=p, pour que T =2’ ; de 1a ce théoreme :
[mCp) = [mCq] quand m=p+q.

100 lettres prises 88 A 88, et prises 12 4 12, donnent un égal
nombre de combinaisons ; et, en effet, 100 € 88 a pour nu~

mérateur 100,99...90.89.88... 13, et pour dénominateur
1.2.3...12.13..,88 ; supprimant les facteurs communs 13.14...88,

g

=

|

COMBINATSONS. 5

100. e X
: 99——2-9 = 100 C12. Cette remarque sert i rendre

B
plus faciles les calculs de la formule (3), quand p > 3 m.
On a plutét trouvé 100 C 4 que 100 C g6 =35 ga1 225,
1I. Supposons ¢ =p —1; & n'a qu'un seul factéur de plus
que &, ‘ou _ ’ : 5
?,}X%vir_l:f (mT-i-* —1)

il reste

T=
1°. Ona { !
G =[mCp— ] x =212 . @)

on en tire cette régle pour déduire successivement:les unes: des
autres les quotités de combinaisons de m lettres 1 a1, 242,
% 4 B... Ecrivez les suitesm ,; m—1, m —2..., et 1, 2,3\,
divises ces nombres respectifs , vous aurez les fractions. .
m m—1 m—2 -
s WBaieh wBE Sy
de toutes lés précédentes. Par ex. , pour 8 lettres a combiner, on
éorit £, 7 &, ‘et'ona.8; 8.7 =28; 28.8="56...; c'est! ainsi
qu'on trouve que 8 numéros de la loterie forment 8 extraits ,
o8 ambes , 56 ternes ; o quaternes et 56 quines. Les gonuméros
donnent go extraits ;-4 00b ambes, 117 480 ternes, 2565190
quaternes, 43 949 268 quines.

50, Nos facteurs successifs ont des numérateurs décroissans et
des dénominateurs croissans; les produits angmentent tant que
ce facteur est > 1 ils diminuent ensuite. On a yu (I) que
passé le terme moyen, les nombres se reproduisent en sens in-
verse, les termes & égale distance des extrémes étant égaux.
(Poy. le tableau ci-apres).

Sim est impair, le plus grand terme répond & p=1 (m==1)
et se reproduit comme les autres; la série des facteurs 1.2.5...,
qui forme le dénominateur de I'équation (3), est terminée par
3 (m=g£1); le dernier des facteurs du numérateur esty (m--3) ou
% (m 4+ 1). Donc ce terme moyen est

S imaAB)

=)

enfin, multipliez chacune par le produit

yoou X 1,
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Si mest pair on a p =1 m; d'oti résulte le terme unique

e m me—1 m—2 ,m-}-)

: iR S s R LT
3°, L'équ. (4) donne aussi ;
x+xz_x><m+' 1_* _2"1,_,@:?1—3;

acanse de Péqu, n° 477.et de g=p— 1; ce 2° mefnbre, com~
paré a I'équ. (3), donne
[(n+1) Cpl=[mCpl+[mC(p— )]

Cette relation apprend & déduire, par une simple addition, les
combinaisons de m 4 1 lettres de celles' de m lettres; Clest
ainsi que’ dans le tableau suivant, qu’on nomme le Triangle
arithmétique de Pascal , chaque nonibre est la somme des deux
termes correspondans de la ligne précedente. Cette loi explique
le retour des mémes termes en sens inverse, puisqwil suffit qu'il
ait lieu dans une ligne pour qu'il se trouve aussi dansda sui-
vante. Du reste, nous savons déduire les termes d’une mémbe
ligne les uns des autres et de proche en proche (1°.), ou a
Vaide des termes de la ligne ‘qui précede (5°.), ou enfin; di~
rectement a l'aide de 1'équ. (3) qui en est le terme général.

i ; > COEFFIGIENS DU BINOME ,

s 3 o ou Quotites de Combinaisons.
114 6 4 1

T 51 10 10 5 1

1| 6| 15| 20°| 15 6 i

1| guliars) 351 35 21 7 s

1| 8| 28] 56| 70| 56 a8 Al

1| gf 36| 841 a6 126] 8 2’ | e
1| 10| 45 ] 190 | ato | 2b2| =0 /,JI Joloe i
1 { x| 551|165 | 330§ 462 462 165) 55 11
1|12| 66| 200 | 465 ';(8)1 924 495 220 GG
1|13} 78 28() 715 | 1287| 17106] 123 75| 286
1| 14] or 1001 | 2002| 3003 3003 2002|1001
1|15 | 105 g 1365 | 3003| 5005 6435 5o005| 3003
1| 16 | 120 | 560 [1820 | 4368| 8008|114/ 12870l 8008
1| 17 | 136 | 68 {2380 | 6188|ra376] 1 n/;3m 3, 19148
1| 18 | 153 | 816 [3060 | 8568}18564 43 58 48620| 43758
t | 19 | 171 | 969 {3876 11163827132 5| 75584 m3~ 7518
1| 20| 190 |1140 {4845 15504 jé 76¢ //unu“l5q10 16,960 184756
o [t ada|383|404 (545|636 77 77| 838 | ghg {1oaro

i
"r

=

COMBINAISONS. 7

111. Soient 1, m, a, b, c... b, @, m, 1, les nombres d’une
1igne; ceux de la snivante (3°.) sont 1,1 4 m, m—4-a, a-=b...
m—1,1:la somme des termes de rangs pairs est. . . . .
14m--a-b.... +~m -+ 1, la méme que ceux de rangs im-
pairs, et aussi la somme des termes de la ligne précédente. En
ajoutant tous les termes dela ligne m#f 1, on a donc Je double
de la somme de la ligne m. Or, la o° ligne du tablean est
1424 1=4=22 donc leslignes suivantes ont pour somme
2%, of...2™, Ainsi, la somme des combinaisons de m lettres est
o™, celle des termes de rangs , soit pairs, soit impairs , est 2",
somme qu’on trouve pour les combinaisons de m — 1 lettres.

478. Parminos mlettres a, b, c... v, distinguons-enun nombre
m', telles que ,.k.... ¢, et proposons-nous de trouver combien
il y a de combinaisons de m letires p & p, qui renferment pré-
cisément p’ des letires désignées i, k... v

Chacun des résultats cherchés eontient p lettres, dont p” sont
prises parles m’ désignées i, k... v, et les p—p’ autres parmi
les m —m' non désignées. Opérez donc toutes les combinai~
sons des 1% p’ & p’, et celles des derniéres p—p’ d p—p'; le
nombre des unes sera m’Cp’, celui des autres (m—m' )C(p—p) 5
accouplez chacun des 19°* résultats & chacun des 2™**; p’ fac—
teurs d’'une part, réunis & p— p’ de lautre, formeront p fac-
teurs; et il est visible que ces systémes accompliront tous ceux
qu'on cherche. Leur nombre est donc

X=[(m—m") C(p—p)] <[]

L. Dans.combien decombinaisons entre la lettre a2m/=p'=1,
et X==(m—1) C(p—1). Par ex., 10 lettres se combinent 4
a 4 de 210 fagons , dont 84 contiennent a.

II. Combien de combinaisons contiennent @ sans.b, et b sans
al m'=z2,p'=1; dot X=-2[(m—2)€(p—1)] Des
210 combinaisons de 10 lettres 4 a 4, il en .est 112 qui con-
tiennent ou @, ou b.

III. Combien renferment @ et b ensemble? m' =p'=2,
X =(m—2)C(p—2). Dans notre exemple, il y a 28 cons
binaisons contenant ab.
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1V. Combien ne contiennent nie, nib? m=2, p’'=o et
X = (m—2) Cp. Il yayocombin. de 10 lettres 4a 4 sans a ni b.

V. Surles combinaisons de m lettres p a p, combien en esi-il
qui contiennent deux des 3 lettres @, b, c? m'=3, p"=2,
X =3% [(m—3)C(p—2)l.

VI. Quant aux permutations de m leltres p d p, qui con=
tiennent ' lettres prises parmi m' qu'on a désignées , leur
nombre ¥=X>1.2.3... p. En effet il suffit de prendre cha-
cune des X combinaisons, et de permuterentre elles Tes p
lettres qui y entrent.

Et si Pon veut que chacune des m’ désignées occupe partout
une place marquée d’ayance , les permutations  faire dans les
divers termes de X, ne frappent plus que sur les p—p” lettres
non désignées; d'ou

Y=X.1.2.5... (p—p)=L(m—m")P(p—p’ Y] X [m' Cp'].
A moins cependant que les m’ désignées, qui ont leurs p places
marquées, puissent les occuper toutes indifféremment; car elles

doivent aussi étre permutées entre elles dans les places assignées,
et il faut multiplier le produit précédent par 1.2.5... p’, ou
Y= [(m—m") P (p—p')] > [WPy].

479. Effectuons les permutations p a pdesm letiresa,b, c...v,
de toutes les maniéres possibles. Otons-en p—1, telles que
i, k...v; apportons I'une d’elles i a coté de chacuue des
m—p-1 autres a, b, c... b ; d'ou ia, b, 7c... th. Changeons tour
Atour i ena, b, c... h, et nous aurons tous les arrangemens
24d 2 des m —p- 2 lettres 7, @, b... h. En téte de ces ré-
sultats, plagons la 9¢ lettre supprimée k; kia, kib...kih; puis
changeons successivement k en 2, @, b... ki, et nous aurons toutes
les permutations 3 & 3 des m — p 3 lettres &, i, @, b... &,
et ainsi de suite.

Par ex., pour permuter 3 & 3 les 5 lettres a, &, ¢, d, e,
jote d et e, et portant d prés de a, b, c, j'ai da,db, dc;
changeant d, en a, b et ¢, il vient tous les arrangemens 2 & 2
des 4 lettres a, b, ¢, d.

|
|
A
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da, db, de, ad ; ab, ac, ba, bd, bc, ca, cb, cd.
1l reste & apporter e en téte de chaque terme , eda, edb, edc...,
puis & changer e en' @, enb, encet en d; on a alors,l_aﬁ 6o
arrangemens demandés (¥).

480. Soit proposé de former les combinaisons p @ p. Cher-
chons-les d’abord 24 2 6tons a, et apportons cette lettre prés
de b, c..., savoir ab, ac, ad... : ce sont les combinaisons 2
4 o ou entre a. Placons de méme b prés de ¢, d... , puis ¢ pres
des lettres d, e...qui sont d sa droite, etc., nous aurons toutes les
combinaisons 2 a 2. :

Pour combiner 3 a 3, 6tons ¢ et combinons 2 a 2 les autres
lettres b, ¢, d..., ainsi qu'on vient de le dire; puis apportons @
prés de chaque terme, b prés de chacun.de ceux ol b n’est pas
déja, c pres de ceux qui n'ont ni b, ni ¢, etc., et nous aurons
les combinaisons 3 & 3.

En général , pour combiner p a p, 6tez p— 2 lettres 7, k...v,
et combinez 2 a o les autres lettres @, b, c... It; portez prés
de chaque résultat P'une des lettres supprimées z, puis a pres
des termes sans @, b prés de ceux qui n'ont ni @, ni b..., vous
aurez les combinaisons 3 4 3 des lettres @, b, c... h, i; portez
de nouvean / prés de chaque terme, @ prés de ceux qui n’ont
pas a, etc., et vous aurez les combinaisons £ 44 dea, b... i, L,
et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on ait restitué toutes les (p— 2)
lettres supprimées.

Deéveloppement de la puissance d’'un polynome.

481. Lorsquon fait @ = b = c..., le produit de m facteurs

(x+a) (x+b) (x+-c)... devient {4 a)™; le développement

(*) Cette théorie sert i trouver le lagogriphe et Vanagramme d’un mor.
Ces penibles bagatelles offrent quelquefois des résultats heurenx. Dans Frére
Jacques Clément , Vassassin de Henri ITII, on_trouve, lettre pour lettre:
Clest enfer quim’a créé. Jablonski fit les anagrammes de Domus Lescinia,
en faveur de Stanislas, de la maison des Leczinski; il trouva ces mots :
Ades incolumis, omnis es lucida, mane sidus loci, sis columna Dei,
£ seande solium. Ce dernier fut prophétique ; Stanislas devint roi de Pologne.
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de la puissance m¢ d'un binome se réduit donc a effectuer ce
produit et a rendre ensuite les 2% termes a, b; ¢, ... égaux ; ce
procédé permet de reconnaitre la loi qu'observent les divers
termes du produit, ayant d’éprouver la réduction. Or, ou a
vu (n° 97, 4°) que ce produit.a la forme

z™ 4 Az 4 Brm—2 4 C2x",.. - Nam™"... 4 abcd....

A étant la somme @ 4 b 4 c... des 2™° termes des facteurs
binomes, B la somme @b ~ac 4 be... de leurs produits a4 9,
C celle des produits 3 & 3, abc 4 abd..., etc. En faisant...
a="hb=c..., tous les termes de .4 deviennent==a, ccux de
B sont = a?, ceux de €, = a’...; ceux de V, = a™..

Donc 4 devient a tépété m fois, ou.ma.

Pour B, a* doit étre répété autant de fois qu'il avait de pro-
duits 249, ou B=a*.[mC2]=1im(m— 1) a”

Pour €, a® est pris autant de fois que m lettres donnent
de combmalsons 343, C=}m(m—1)(m—2) &% et ainsi
de suite,

Pour IV, a* est multiplié par mCn; enfin le dernier terme est
a”, De la cette formule , déconverte par Newton :

ot =T =2
(z+a)"=x"'+mu:z"‘—'+m‘ = arxm—2=m T adgm=3,, ~am (6);
M1 M2 me=n-41
T=[mCnlaram—r=m.— e e e L (7)-
2 n

' T est le terme qui en a n avant lui, ou le terme général qui
reproduit tous -ceux du développement de (x +a)™, en pre-
nant n=1,2, 3... Pour obtenir celui de (x— a)™, il faut
changer ici @ en —a, c.-a-d. prendre en signe contraire les
termes ot @ porte un exposant impair.

482. La formule /(6) est composéde de (m <-1) termes, et

Les coefficiens sont tous entiers ; ceux des puissances jusqu'a la
20°, ont é1é donnés p. 6. Les exposans de a vonten crois-

sant de terme en terme; ceux de x en décroissant, la somme-
de ces deux puissances de @ et @ est m pour chaque termes

R i
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A ey
ainsi (p. b, 1°) un terme étant multiplié par = et par L'expo-

sant de x, puis divisé par le rang de ce terme dans la série; on
a le terme suivant. Par ex. , on trouve

(x4-a)9 =29 ~gax® +436a>27 +84a’xb 4 126aka® 4~ 126a5 x40
Pour obtenir (25°— 5c)9, on fera dans cette équ. = = 2b?,
a=—"5b¢%, et il viendra 29 — g.5¢%, 2%b* 4 36.5c%. 27b%....
ou L i
(2b3=5c3)o 512021 5. 25603b24 436,25, 12805521 ~84 . 1a5. 6675, ..

Du reste, on sait que dans la formule (6),

1°. Apres le terme moyen, les coefficiens reviennent en ordre
rétrograde, et les coefliciens & égale distance des extrémes sont
égaux : ces coefficiens vont en croissant jusqu’au ‘terme moyen
dont on a donné la valeur (p. 5, 2°.).

92, Les coefliciens successifs de la puissange m® étant ajoutés
2 2 2, donnent ceux de la puissance (m ~+1)%

3°, Si ¥ =a=1, I'équ. (6) se réduit a 2" = la somme de
tous les coefliciens, comme on I'a vu (p. 7); celle des coef-
ficiens alternatifs est 2™, la méme que Ja somme des coefli-
ciens de la puissance m — 1.

4°. Quand x=1 et a=2z, I'équ. (6) deviext

~1 m-11n-3

(|+z.)’"_.1+mz.+m.— -}—m.—9 — 2-fem...-}-z"‘...(S)

Comme cette expression est beaucoup plus simpl e, on y raméne
le développement de toute puissance propesée. Pour (4 + B)™,

on divisera le binome par 4 pour réduire le 1°* terme a étre 1,
et on multipliera par 4™, pour rendre 4 la quantité sa valeur

—Am (1 + ]) . En faisant cette fraction =z, on retombe
sur T'équ. (8). Ainsi, aprés avoir formé les produits consécu~
tifs des fact;‘eu'r.f m, ;(m=—1), y(n—2), ;(m—=5)..,
comme on l'a dit (p. 5); on aura les coefficiens du dévelop~
pement qu'il faudra ensuite multiplier par les puissances crois-
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santes de z. Par ex. , pour (2a-3b)3, je prends (za)s(x + 2%) 3

TR 3b :
etje fais z = 5o e forme les fractions £, Z, §, 2, et, par

des multiplications successives, j'ai les coefficiens, 8, 28, 56

bl ] 3 b 2
703 passé ce terme moyen, les suivans sont 56, a8, et 3. Dis—
tribuant Jes puissances croissantes 2, 2%, 2.0, multipliant tout
par 256¢°, enfin, mettant pour z la fraction que celte lettre
représente , j'ai

(20 ~3b)% = 256.a° + Boy2.a’b - 16198.a°* - 48584 a%*

-+ go720.aibt + 108864.a%0%...

483. Pour dé\}elopper (a+bt+c+d..+ ij"‘, faisons
b+ cooi=1z; (@} 2)™ a pour terme général [mCala2z?,
« et p étant quelconques, pourvu que « +p=m. Mais si T'on
pose cHd..fi=yonaz= b+ y, etle terme général de
o b4y est [pCE] bﬂy‘l, avec la condition 8 -4 g=p,
savoir, « 48— g =m. Faisons de ménie d4-e.+ti=wx,
le terme général de y? = (c +x)" est [qu]cy:p', ety-+r=q,
ou & g+ v 4r=m. :

En remontant par des substitations successives, 1l est clair que
le terme général du développement cherché est

N=[mCe].[pCa1.LgO b Y ity a-pty.tu=pm.

Du reste , «, 8; y... sont des arbitraires qui désignent Jes rangs
de chacun de nos termes’ généraux particnliers dans leurs séries
respectives. Le dénominateur du coeflicient de Noestio iy vy
1.9.5...45¢1.9.3...p3.. ., 'en prenant autantde séries de facteurs
quily a d’exposans, le dernier, u excepté. Introduisons-ly,
pour I'analogie , le produit 1.2.53...u, ainsi que dans le numéra-~
teur, qui prendra la forme 7

m(me=1)...(m~at1) xp{'_p-l).. (p=F41) X g (qmy=1) e X u(u-x).v. ¥ 25 1

Or; p = m—w; les facteurs p, p—1..., continuent donc la
série m (m —1).., jusqu'd (m —a— G~ 1); qui est & son tour

i
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continuée par g =m —e— f; et ainsi de suite, jusqu’a
u(w—1)...2.1; le numérateur est donc la suite des facteurs’
décroissans m(m-— 1)... jusqu'a 2.1, qu'on peut écrire....
1.2.3... (m— 1) m. Le terme général cherché est donc

S 1.2.3... m X i
0.3, 23 1.9.3.. 82X 1:2.3.00 7 XKool

Sk g

N S )S
Les exposans &, 8, y... sont tous les nombres positifs et entiers
possibles, depuis o, avec la condition que leur somme =m,
et il faudra admettre auntant de termes de cette forme, quon
peut prendre de valeurs qui y satisfont, dans toutes les' com-
binaisons possibles. Le dénominatenr est formé d'autant de sé-
ries de facteuvrs 1.2.3...2,1.2.5...8, qu'il y a de ces exposans.
Par ex., pour (@ = b = ¢)'*°, I'un des termes est ;

1.2.3...10.6%6%*
1.2.3.45 X 1.2.3 X 1.2

= 2b20 a¥b’c?,

et le méme coefficient a520 affectera les termes a*4%%, a23%c5,.,

484. Tout ceci suppose que I'exposant m est un nomébre en-
tier positif; s'il n'en était pas ainsi, on ignore quel serait le
développement de (1 4 z)", et il s'agit de prouver qu'il aurait
encore la méme forme (8). (Foy. n° 675, IV). Clest & cela
que se réduit la proposition pour tout polynome & développer :
car en multipliant I'équ. (8) par 2™, on a la série de (x +-xz)™,
ou (x 4 a)", en faisant xz=a; ce calcul reproduit I'équa-
tion (6), qui deviendrait alors démontrée pour tout exposant
m : et par suite la doctrine du n°® 483, serait applicable.

Ainsi m et n désignant des grandeurs quelconques, posons

x=1+mz +’;7ﬁ(m—1)z’+etc.,
y=1+4 nz+n(n — 1)z’ 4 etc.;;
d'otontire xy =1 + pz =+ £ p(p — 1)z* +elc.,
‘en faisant p=m- n. v

En effet, sans nous arréter i faire la multiplication des poly-
nomes x et y, qui donnerait les 15 termes d’'une suite indéfinis,
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sans faire connaitre la loi quelle suit, observons que si m
et n sont entiers et positifs, il est prouvé que @ = (1 + 2)™,
y=0+42), dot xy = (1 4=2)"*"" = (1 + 2)? : dans ce
cas, le produit xy est bien tel que nous 'avons posé. Or, si
m ou n n'est pas entier et positif, la meme chose doit arriver,
puisque les régles de la multiplication de deux polynomes ne
dépendent pas des grandenrs qu’on peut attribuer aunx letires
des facteurs. Par ex,, le terme en z*, dans xy, doit étre le pro-
duit de certains termes de x et de y, termes qui seront les
mémes quelles que soient les valeursm et 7 ; et puisque ce pro-
duit est £ p(p— 1)z? dans un cas, il sera tel dans tout autre cas.

D’aprés cela, 1°. si m est entier et négatif, comme n est
arbitraire , faisons n =— m, n sera entier et positif, et on sait
qualors y = (1 +2)*; p=0 réduit la 3¢ équ. a zy=1,
d‘ou =y '=0+z)"=0 +2)m

°. Quand m est fractionnaire (positif ou négatif), fai-
sons n—=m, d’olt p—=2m et Ty—x ; ainsi , a*=1-4-pzt-etc...
multiplions de nouveau cette équation par @, nous aurons
=14 qz41g9(¢g—1)z"+..., en faisant g =m +p= 3m,
Pareillement =1 47z ... et r= 4m; enfin

ah=1 4 lz+ Il —1) 2 ... et l=km.

Soit pris k= le dénominateur de la fraction m , km ou 7 sera
entier, et il est alors prouvé que le développement est celui
de (1 +2)}; done z*=(1+2)' et z=(1 + z)", & cause de
= km. :

%0. m étant irrationnel ou transcendant (voy. note, n°516),
soient n et b deux nombres entre lesquels m soit compris : cha-
que terme de x=1--mz. ... est entre ses correspondans dans
les séries (1~ 2)" et (1 +z.)". il est clair que x est entre ces
deux expressions, qui différent entre elles aussi peu qu'on veut.
Donc, (1~4-2)" approche indéfiniment de x, & mesure que n
approche de m : soit « la différence, ou (1 4-2)*=z+ e De
méme g étant la différence entre (14-2)" et (1 - 2z)™, on a
@+ w=(1.42)"+ B, « et g étant dussi petits qu'on veut :
done (m° 113) & = (1 4= 2)"

TS TR
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4°. Enfin, Yexposant étant imaginaire; c’est par convention
qu'on traite ces expressions par les mémes régles que les réelles ;
car on ne peut se faire une idée juste d'un caleul dontles élémens
seraient des symboles qui ne sont 'image d’aucune grandeur;
ainsi, il n'y a ici rien 4 démontrer (n° 128).

485. Appliquons la formnle (6) & des exemp]es.

a

+ Bz T %ot 1 + Tk
formons la série de (1 —|-kx)“‘ (n° 482, 4°.). Les coefficiens
ont pour factenrs —1,2(—1—1), % (—1—2)..., qui tous
sont — 13 ces produits sont alternativement -1 et —1, d’out
résulte cette progression par quotient 1 — kx - F2a® —kx?...,
dont Ja raison est — &z, Done i

a a ﬂl 2
¢+E_;'(1_7+ e

1. Pour développer —— , k étant = f,

,33 ‘li £ )

2
1L. Pour {/(a*===x*) écrivons a\/<1 i‘?a—,):a;/(l =92y,

en posant = ay. Pour développer la puissance ; de 1zt y*,
composons les facteurs des coefficiens savoir : 3, £.(3 —1),
r(t—2)u.,ont, —2i —2, —2.., les coefliciens sont des
fractions dont les numérateurs ont les facteurs impairs 1.3.5.7...
et les dénominateurs les facteurs pairs 2.4.6.8... De la ré-

sulte

Ya+y)= 1_:)” —tk, - T

(ﬂz +Iz)_”( =+
. On obtiendra de méme

1,2 1.3.08 1.3.5¢6

B0 sy r
(Ere) S 2 A 2.4 AR 2.4.6
W a3 1.3x4 1.3.526
rmya) 4 -~ _— —_
la=i) a(x-'-nu‘ it a.4as " 2.4.6a®
3 o b3 1024 anxs
=XV 1 — —— s il in':
Ya-=) 5 ( g Sa gn=+ 8rad  af3at 725)45"“) '
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35 R o o ) Hye 10y72 20y158
Vit 3 9. 8t a3 729
(1—a)=2 = 1+42a =4 3a + fas...... +(n +1)ar...
486. Tous les coefficiens de (x4 @)™, quand m est un
nombre premier, sont multiples de m, abstraction faite de x™
et de a™; en effet, 'équ. (3) p. 4 donne
1.2.3..p X [mCpl=m(m — 1) (m —2)... (n—p-=1);
et comme le 2° membre est mulfiple de m, le 1% doit aussi
T'étre; on suppose mgpremier et > p; ainsi, m doit diviser
mCp. i
On prouve de méme que tous les termes de (a6 c...)™
sont multiples de m, excepté @™ b"}- c™... K désignant un
entier; on a donc
(@4 b=+ c..)m =a™ 4 b"=c™... + mK.
Silon fait1 = e —=b=c...., h étant le nombre des termes du
polynome, on trouve h"=h-+mK; d'ou h"—h=multiple de m,
Bm—i__
i h(h 1)
m
vise pas f, il doit diviser (h™—'—1). C’estle théoréme de Fermat,
qu’on énonce ainsi : 8i Uentier h n’est pas multiple du nombre
premier m, le reste de la division de h™' par m, est lunité.

= entier. Donc, si le nombre premier m ne di-

Autrement : comme m — 1 est un nombre pair tel que og... ,
"= —1 = (At —1) (h? 4~ 1) ; ainsi m doit diviser I'un de ces
deux facteurs ; c.-a—d. que le reste de la division de h? par m
est =1, quand m estun nombre premier>> g et ¢ =1 (m—1).

Extractions des Racines 4*s, bes,

487. Le procédé que nous avons donné (n* 62 et 67) pour
extraire les racines carrées et cubiques, peut maintenant étre
appliqué & tous les degrés. Par ex., pour avoir la racine 4°
de 531441, désignons par A la 4° puissance la plus élevée
contenue dans ce nombre, par a les dixaines, et par b les unités
de Ja racine. Comme A= (a + b)!=a' 4 4a’b..., le premicr

RACINES. .

te.rme at est la 4¢ puissance du chiffre des 53. 1441 (o7
dlrxaines, a la droite de'laquelle on placera 4 16 :
g Séparant donc les 4 chiffres 1441, on 37y 4
voit que 53 contient cette 4¢ puissance du chiffre des dixaines
considéré comme simples unités ; ‘et comme 16 est Ja 4° puis:
sance la plus élevée comprise dans 53 , on prouve que 2, ra=-
cine 4° de 16, est le chiffre des dixaines. Otant 16 de 5% et
rétablissant les chiffres séparés, le reste, 371 441, renfer,me
les quatre :'zlutres parties de (a+ )4, ou 4a3h -}-... Mais 44’
est terminé par trois zéros, qui proviennent de g3: séparant los
trois chiffres 441, le reste 371 contient 4 fois lé produit des
'unf'iés b,'parle cube du chiffre 2 des dixaires , considéré comm
um.tés sil:np]fEs , oug < 8b—730b ;371 contient en outre les mille
quiproviennent de 6a*h*+... Le quotient de 371 divisé par 3o
sera done b ou' > b. Ce quotient est ici 10; et comme &\es:t
9 au plus, il Sensuit que la racine cherchée est 29 ou < g
On formera donc ‘29 pour voir si ce nombre excéds e pr:—l
pos-é 5 et comme cela arrive, en effet, il faut supposer 28 pour
racine, et méme par suite 27, qui est la racine demandée,

Ce calcul peut étre appliqué lorsque la racine a plus de deux
chiffres , ou lorsqu’étant irrationnelle on veut en approcher, on
quand le nombre proposé est fractionnaire, Ca qu'on a dit;;our
le a®et le 3¢ degré rend superflue toute autre explication, et cha-~
cun y pourra aisément suppléer.

B2

488. Les tables de logarithmes rendent les extractions bie
faciles; mais elles ne suffisent plus lorsquon veut approchel:
(E'le.s racines au-deld des limites que ces tables comportent, On
fait alors usage des procédés suivans.

I. Les séries (II, p.15) serventa extraire les racines carrées
avec une g.rzmde approximation, Pour ayoir /I, coupez IV en
deux parties @ et == z*, dont la 17 sojt un carré exact, et
trés grande par rapport a la o°; VN=\y/(a" = =y ;era
donné par une série trés convergente. Soit, par exemple, de-
mandé {/2. Je cherche V'8 =2y/2; comme 8§ — 9— : je
prendsa=3, a*=1; do /8 =30 — o — i) P’o-jr

2. 2
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rendre la série plus rapidement convergerite, prenez les trois
premiers termes qui font &4+, et comparez & 8 le carré de

3

: 7
cette fraction, vous verrez quil surpasse 8 de ST

(8' !) Sl Faites donc dans notre série, x* = —7—3q,
216, 6 216
et a= &%, vous trouverez

611 73 gore @50 - o
Ve 216 5.611.216  8.61 13.216——2‘82‘84“71247784‘

enfin, prenant la moitié , vous avéz /2 =1,414 2155623892.

On a soin de conserver tous les termes de la série, qui, ré-
duits en décimales, ont des chiffres significatifs dans Iordre de
ceux gu'on veut conserver an résultat; le 1°° terme neghge
doit commencer par 0,000000..+, ]usqu 4 un rang plus ayance
que le degré d’approximation exige.

L. Supposnm qu'on connaisse déja une yaleur approchéea de
la racine m¢ d'un nombre donné IV; la correction  que devrd
recevoir @ sera trés petite. Or, soit

N=a™=+b, et \/I\':aia: =

dott am = b= (aZ=x)™; b et = sont supposés trés petits rela-
tivement 4 a ; développant, nous avons
b= x(ma" = A'za" = A" Pam ),
m; A5 A, éant les cocfficiens de Téqu. (6), p.10. Pour
urie premiiére approximation, négligeons les petits termes en
2%, 2%, savoir, b = mxa™"; d'ou U'on tire la correction &, i
trés peu prés. Substituant donc cette valeur de x, dans le terme
A'zam?, et négligeant les suivans, on obtient une nouvelle
équ. qui conduit & cette valeur bien plus approchée
oab
LR e
oma™ == (m — 1)b

B
Cette quantité, mise dans y/V = a 2=, donne Ja racine ap~
prochée de V. Par ex. , pour m=2 et 3, on trouve

NOMBRES FIGURES. 19

i o ob 2ab < aal
VN V/(a b) =azt JEb ai3a"+l\”
iy L ab’ ab

LV N= (P Eb)—at+ WE?}:“‘—'ZQ?IFTV

L’approximation va sur-tout rapidement en faisant usage de ces
formules plusieurs fois successivement , eommé on l'a fait
pour obtenir §/8. Prenez a—9,8; don a* =7,84,..... .
b=+40,16, et {/8-=2,8 - —“‘“—“— = 2,80842; prenant en-
suité @ == 9,8584a, d'ott a*, b, et Luﬁn la méme valeur de /8,
que nous avons obtentie précédemment. S

Des Nombres figures.

£ CT00) (310 BR % e st ot WS (5105 (ARG CRRE) SIS Tt
T o s N e N e PR e o

3= 153016790100 ar 984 .30, w4
4e...5.01.4.10:20. 35, 56, 84. 130. 165.

Be. 1.5.15.35. 70.126.210. 330. 495. 8
Ge. 1.6.21.56.126.252.462. 792.1287.2002. ...

7e. 1.7.28.84.a10.462.924.1716.3003. etc,

489. Voici la loi que suivent ces nombres : Chaque terme est
la somme de celui qui est & sa gauche, ajouté a celui qui est
au-dessus ; 2002 = 1287 -+ 715. De cette génération, com-
parée & celle du fableau, page 6, on conclat que lés nombres
sont les mémes, mais rangés dans un ordre différent. Une ligne
de ce dernier, telle que 1.7.21.35... est ici une hypoténuse ; on
adonc, T=[m C (p — 1)], pour valeur d’un terme quelconque
dordre. p, ou pris dans la ligne p’, et sur une hypoténuse ms,

Prenons deux lignes consécutives :

(p—1)fordre...1. @ oo i g ¥ s boviiol

Ageda s QRS2 Eei dus
ena A=ite.. . R=Q-+r S:R—I—J‘,_‘T:S-}-t..,

1°. Ajoutant toutes ces équ:, il vient T'== 14 a..r +s+1;

ainsi, un terme quelcongué 7" est la somme de tous les termes

de T'ordre précédent, jusqu'a celui ¢ qui est dans la méme co-
-7
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lonne ; ou bien, le terme général de Lordre p est le terme
sommatoire de [ordre p — 1. ’

2°. On verrait de méme quun terme est la somme de la
colonne précédente limitée au méme ordre. Clest d'ailleurs ce qui
résulte de ce que la p* colonne est formée des mémes nombres
que lordrep; car ces termes, deux & deux, sont ceux qui se repro=
duisent dans une méme hypoténuse, comme étant adistance égale
des extrémes (voy. p. 5, 2°.). : ;

3o, Sur une hypoténuse, les termes se dépassent d'un rang
dans les lignes consécutives; tels sont 7" et v. 517 est le nf
terme de T'ordre p, ou dans la n® coloune et la p¢ ligne, v est
Ie (n~+ 1) terme de Pordre p— 1;le terme de la ligne précé-
dente est le (4 2)° de Lordre p— o ... ; pour remonter jus-
qu'au 2° ordre 1.2.3...m, il faut donc au rang n ajouter p—2,
différence des deux ordres ; c.-a~d. que le terme m, n° de I'hy-
poténuse, s’y trouve occuper le rang n +p— 3,

m=n-+p—2;
Téqu. T= mC (p— 1) revient donc : (- 4)

T=[(n4+p—2) Clp—1)on(n—1)] (10),
ou : 7
n n--1 n+2._n+p—2

T:_ —_— —— —————:E.
1

ptr ptn—2
Yo 3 :

2 | h—1

en développant par I'équ. (3) p. 4, et prenant les facteurs
du' numérateur en ordre inverse. On emploie de préférence la
17 ou la 2¢ de ces expressions du terme général T, selon que
pest< ou>>n.Onvérilie méme ici que le n° terme delordrep
est le méme que le p* de Pordre 7.

En posantp =3, 4,5,... ona ;
3¢ ordre, 1.3. 6.10..T'=%n(p4+1)=(n-4+1)C2;
450 in 140080 T= 12 n(n+41)(n42)=({n+2)C3;
5e. ... 1605360 T=2n(n+41) (n42) (n+3);

4
ete.

e

T
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Pour développer (z--a)™%, ona (n° 482, 4°)

y—hy sh(h41); —2h(4-21) (h42),. ..
potir coefficiens ; quand 7 est entier, ces facteurs rentrent dans
1 équ. (10), o p est remplacé par & ; ainsi, les coefficiens suc-
cessifs 7"de la puissance — & d’un binome , sont la p® colonne ,
ou la p¢ ligne de notre tableau, avec des signes alternatifs :

=P =(h+n—=2)Ch—1)ou(n—1).

Parexs (xEa)~coelt n, =it 1l 1o
(i) F s s b o e e
SR A S 6 e e el

..... Ll SR a4 A 10k i Sa ol B

Pour obtenir le ferme sommatoire =, ou la. somme des 7
1% termes de lordre p, dans le tableau n° 48q, il suffit (10.)
de chercher le n® terme de Lordre p.+4-1, c.-a-d. de changer
dans (10) pen p + 1. :

En comparant les termes 7', ¢ et S, on a

T'=mC (p—b), t=(m—1)-C(pes), § = (mim1) O(paca):
Béveloppons et réduisons (équ.3, n® 476), nous trouyons-

n —29 > — 9
T:_;i&_xg:riﬂ__fxg (“‘).

n=—=1 p—1

Ces formules servent & déduire les uns des antres et de proche
en proche les termes qui composent soit la ligne p, soit la n?

colonne. Par ex._;')_ =6 donne 7' — ':i 14.5’; faisant n = 2,

3, 4,... ontrouve &, Z, %2, .. pour les multiplicateurs de
chaque terme § du 6° ordre, donnant au produit le terme
suivant 7% Pour n—=7, F = pb

p—1 :
teurs qui servent a passer d'un terme ¢ de la 7° colonne au sui-
vant 7

Cette équ. (11), ott I'onchangepenp-1, Ten =, ten T’

P )
.ty donne 2, &, & . fac-
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_@him
2]

: 2 : : aatankh
devient £ = 3¢ T'y'équ. qui exprime la somime =

7 3

de la série. d'ordre p* arréiée au e 'terme 7 Alnsi, pour le
7% ordre, ==k (w - 6) 45 la p® série, arréiée au g* terne
Bo03,a pourrsommgz-;x»lf;.5905‘01;?6455. i R, e

4g0.7 Nous -avons “pris pour erigine de motre ‘tableau la
séried (1.1, 1, prenous 1:8.9.850 L, et snivons la méme ‘gé-
nération ; Je atordreseral’ équidifférence 1.1+ Sagd 450

et ainsi des ordres suivans, comme on le voit dans ceﬁl’ralgleau s

‘dont 1¢ Précédent n'est qu'un cas particulier.

Tiftordre 1. 4 S &
Sotp a1 5
LGt ad 8% T3 3RS G468 Srodin,
. 10. 4 108 - 15 - 20d. .. >
FPLCER : 35 S dsp
L35 4 21 A 70—+ 564, ..

"1 ‘est visiblb que tous lés termes’ ont la'forme T'=4 + By
ot rapprochant les nombres de ceux du 19" tableau , on trouve
que A est le terme de:mémé rang idans Pordre précédent P;] 3
et que le facteur B estle terme de méme ordre p dans le raug
précédent n — 1z AR S G

7' = néterme del'ordre p—r1 <5 —=1) termedeloxdre pl8

'r;_ [n+p—~=3)€(n—5)oufp—1 73(%: ]1 'H)’
firie s nich ipshpi8 p—1 :
T._(n o) s Tee £5F =1 ‘(ﬁ‘_‘_1+.‘a\)‘f e

Tel est le terme général de ce dernicr tablean. Le terme som~
matoire S 'de Lordre p, est 1 terme ' général de Pordrep'+-1;
comme ci-devant. Par ex., p==3 donne; pour le 3° ordre,

T =n41nd(n—1), 2=Ltn'r4+1)[1 +,’Ja“(n-'—-1)].

25094 2ok e 8 1 53 wtiBins 33 i
¥\ 34 5l D uiit R T
KA gL Gk b ot S g 12.-22..85..1 29
T'=n» T=n i T=n(an—1)
ae : i
= fidr Y 3":’-! I=n'~-——-n eelt E.__—_,n'—-———“kx.{'—”t"'
3 2 2 3

S e
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On fait dans le 197 ex. & =2, et les quarrés 1.4.9.16...
dérivent de la progression impaire 1.8.5.7...; dansla seconde
série 8=3, elc.

491." SiT'on conpe le coté al (fig. 1) du triangle alm en n—1
parties égales, aux points b,d, f;. .. et qu'on mene be, de, f3...
paralléles & la base /m, ces longueurs croissent comme les
nombres1.2.3.4,... En plagantun point en a, 2 en bete,
B sur de, 4 sur fi-.., la somme de ces points depuis a est
successiyement 1.3.6.10. .. ; et le triangle a/m contient autant
de ces points qu'il est marqué par le ¢ de ces nombres du
3¢ ordre, gu'on a, pour cette raison, nommés: triangulaires.
Ces points sont équidistans quand le triangle -est équilatéral.

De méme, dans un polygone de m cbtés; ‘on ‘miene des dia—
gonales de I'un des angles a; et on divise cés' lignes et les cotés
de Tangle a en parties n— 1 égales :joignant par des droites
les points de méme numéro, on forme n=— 1 polygones qui ont
I'angle @ commun et m — 2 cotés paralleles. Les périmétres de
Ces Cotés. croissent comme 1.2.3.4... Quon place un dpbinf
a chaqiie angle , un au milieu des cotés paralleles du” ¢ poly-
gone, 2 points sur chacun des cotés du 3¢, . , . ees cotés conlien—
dront 1, 2, 3, .:. points de plus, et le contour des m —2
‘cotés paralléles auront chacun m — 2 points de plus que dans le
précédent. Faisons & =m — a, l'aire de notre polygone con-
tiendra donc des points (équidistans, si la figure est régulicre)
en quotité marquée par le n° terme de Ja série du 3¢ ovdre,
qu'on tire de 1.d. 28,38, .. Cest ce qui a fait nommer Carrés
Pentagones, Hexagones. .. les nombres de ces séries, dont
nous avous donné les termes général et sommatoire, pour
$=5,3,4,... oum=4,5, 6... En général, on appelle
nombres polygones, tous ceux du 3¢ ordre, parce qu'ils peayent
éire équidistans et contenus dans une figure polygonale.

Si Pon raisonne de méme pour un angle triedre, on yerra
que la série 1 .4.10.20. .. représente la qhotité de points qu’'on
peut‘y placer sur des plans paralléles, ce qui a faitnommer ce
nombres Pyramidaux. Les nombres polyédres composent
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séries du 4° ordre, dont nous savons déterminer les termes géné-
ral et sommatoire, en faisant p = 4 et 5. L’analogie a porté a
géndraliser ces notions, et on appelle nom bres figurés tots ceux
qui sont soumis & la loi du n° 48g, et compris dans le tableau
précédent, quoiquon ne puisse réellement représenter tous ces
nombres par des figures de Géamétrie , au-dela du 4¢ ordre.

Sur, les Permutations et les Combinaisons , dans le cas
ol les lettres ne sont pas loules inégales.

492. Effectuons le produit du paly- P ;
nome @ +-b+-¢. .., plusienrs fois fac- A " a+b .. .

= Clog tn a+b e ..

teur, en ayant soin d e, .ddns cha- B e

que terme, la letire multiplicateur au Dbat-bb—tbe. ...
ca—+ch+-cc.

1% rang, et de laisser 4 sa place chaque 2 L

lettre du multiplicande, At

C...ana - aab ~+aac.....+aba 4 abbt-abe... 4 aca - ach...

" baa 4 bab~-bac.....+ bba +- bbb + bbe...-4-bea - beb...
. caa - cab +-cac.....” cha... et ainsi de suite.

Le produit, B est formé' des arrangemens 2 a o des lettres
a,b,c...;C, des permutations 3 43, .. . en admeltant qu'une
lettre puisse entrer 1, 9, 3. . . fois dans chaque terme, et ainsi
des autres. En effet, pour que déux arrangeniens 3 a 3 dont
a estinitial, fussent répétés deux fois dans €, ou qu'nn d’enx fit
omis, il faudrait que Je systéme des deux lettres a droite de (o5,
Tt un arrangement de o lettres répété Tni-méme ou omis dins 2.

Le produit B, a m termes dans chaque ligne, et m lignes;
m étant le nombre des lettres a, &, c... Ainsi, il ¥ am? arrange-
mens 2 4 2; le produit C, am lignes chacune de m? termes ,
ce qui fait m® arrangemens 3 4 3. . . enfin m” est /o quotité des
permutations m d n de m leftres, quand chaque lettre peut
entrer 1, 9, 3,... etjusqu'a n fois dans les résultats.'n peut
dailleurs étre > m. Par ex., g chiffres pris 44 4 donnent 9% ou
6561 nombres différens,

AT I T
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La somme des arrangemens de m lettres 1 41,242,343,...
n

n &, est m4=m? 4 m?. 4 m*, ou m.I———';L : :.AveCE chi{frevs,
pris seuls, ou 2, ou 3 ensemble, la quotité des nombres qu'on
peut écrire est 2 (5° — 1), ou 155. :

Soient . dés A4, B, C...a f faces marquées des letires
@, b, c...; un jet de ces dés produira un systeme. tel que
abacc... SiTon prend le 1¢* dé A, et qu'on lui fasse présenter
tour & tour ses diverses faces, sans rien changei- aux autres
dés, le systéme ci—dessus en produira f; ainsi nos n dés
donnent " fois plus de résultats que les (» —1) autres dés
B, C...; donc deux dés donnent £ hasards, 3 désen donﬁentf?,
4 dés f%,... n dés a f-faces produisent f* hasards. Nous regardons

Jici, comme différens, les résultats ‘identiques, Torsqu’ils sont
amenés par des dés différens.

Si le 1" dé a ffaces, le'2* 7, Te 3° f",... le nombre des
hasards est {><f/><f"... :

493. Soient m places vacantes 4, B, C...-qu’il S'agit de faire
occuper par m lettres , savoir, w par'a, 8par b, etc. Cherchons de
combien de fagons on peut faire cette distribution'. Il est clair que
pour placer les « lettres @, il suffit de prendre « des lettres
A,8,C,... et de les égaler aa : celase peut faire dantant defagons
quiil est possible d’égaler de fois dla, « des lettres 4, B, C. . .

“[mCs] marque donc de-combién'/dé ‘maniéres on peut faire

occuper « places , sur'm qui sont vacantes.

Il reste , dans chaque terme; m'—w places vacantes, dont
peuvent étre remplies par la letire b, d'autant de fagons qu’il
est marqué par (m — «) Cg': leé produit mCe 3 (m — «) Cg,
indique de combien de manidres on peut distribuer « lettres @,
et glettres b, dans m places vacantes.

Sur les m — « — g places qui restent a occuper, on peut
placer v lettres ¢, et chaque: terme en produit un nombre
(m —a—p) Cy,... etc.; ainsi, jusqua ce qu’il n’y ait plus de
places yacantes, ce qui arriye quand on a §C8 == 1. Donc, st
Fon veut distribuer les m facteurs B de toutes les ma—
nicres possibles, ou former tous les arrangemens qu’ils peuvent
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subiy, les vésultats seront'en nombre marqué par N, formule
(9), page 13, qu1 est le coefficient do terme général d'un/pe-
lyr’ome
Pdrex. g 45 facleurs lz*b?c’rl forment des pf.rmulauons en
IS
2.5.‘4‘><2‘5><
Eitienhe péuvent éire'arrangées de 420 facons différentes.

nombre ¥ ou 19600, Lies 7 lettres du mot

Ce éoefﬁcieﬁt N exprime aussi combien il_y ‘@ de hasards
'qm avec m a’ec ¥ faces, peuvent amener un résultat ‘donng.
Car 51 ces dés ont sur leurs faces les flettres a, b (o et silon
ue ﬂ’xe‘nt la face a, ce sera comme si « ]Eﬂles a
or dans des rangs dont lé nombre est m ; ce
ne 7 s pour‘Pro'lmre « lettres a. Pour qu°
de nos m — « autres des présentent la face b, il faut de méme
faire remplir. 8 places Sur m ~— e Vacantes; chacun de neg résuls
tats premdens en produit donc (m—e«) CB, et amax de suite.

494. Cherchons les combinaisonsdes -
lettresia, b, c;. .\ -en admettant que. o B
c]laque facteur pu(..sse antrer plu.ueurs ; @k 1);}— ednlod
Sois dans. les divers termes, ( comme Taa bb+ codd...
n° 492, excepté que I'ordre des factenrs s fabrb bot redu.

est ici-indifférent)). Multipligns plu- . i 4 acH- bd.,.
sicurs fois par lui-méme lg, polynome...., - e+ oadi.
a -+ b +- c.... en.ne.prenant pour. n¢¢a+bbb-1- clort-ddd.,,
facteur d'un te.rmga, Bt o aBe. -}-abb_—,—ba—l—crfn’ 2
Jes termes du mu]lip‘liq:lngi@- gni sont  faab-ace--bdd...
dans ]a méme colonne ou z‘g?sa,gauche.-, ~+hbo4-add...
1l est visible qu'on; aura Aprgu'r résnltats —abet-ced...
successifs les combinaisons demandées . . -aacd ete...

2.8 2,,82,8.,.

Quant au mnombre descombinaisons, chaque colenne>d'un
produit contient autant-de' ferines qu'il y en a dans- Ja eolonhe
qui est aun-dessus -plus ‘dans celles qui sont @ sa gauche. Si
1, @, 8,7, sont Jes nombres des termes des colonnes d’un
produit, ceux dn produit suivant squt dono 1, 1k, 1w,

RO

S

TR
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1o - £ ... Cette série se tire de~1:e.8,., selonla loi
des nombres figurés (n° 489) ; donc, pourdes combinaisons 23 2,
les colonnes successives contiennent 1. -2.3.4... termes ; pour
1eg combinaisons 34 3, elles en onl .6.16.. .5 pour cel]es
pdp,ona la sérié du p* ordre. ‘Le no total des combinai-
‘sons, ou celui des termes d'un prodmt “est 12 ‘somme de la
série, étendue & 2, 3, 4... colonnes, selon quiona -1, 25 s
leltres a combmel ; pourn let!rcs, 1l fdut a)nuler les 71 tepmes
de Tordre p, i-dire prendre Te n® terme de ordre p+ 13
Ainsi, la quotztg e combinaisons dé n leltr es p ap,enad-
mettant que c’mcune pulssey entrer 1, 2 i fms,, est le
n¢ nombre de Uordre p+-1. 1l faut donc changerp en p + 1
dans lequ (10) page =20

— [(n—}—p-—— 1) Cp ou (n— 0l ();
se G 1 gl s ,n;—.-l-p 0 p-+—2 : p—l—n-—-l_
o &b B O (P+l) R

n peut étre >, = bu & plParext Cto Teftves 4 4" 4 donnetit
715 réspltats; 4 lettres 10 4 10 en donnqnt 286, On yoit d'ail-
leurs que n lettres,” prises p 4 p, ctp - 1'letfres p1 ises n— 1 &
7 —11 ;:donnent ;autant decombinaisons ; puisqu'on peut rem-
planemn parp 41 et ppar m— 1, sans changer 7.

‘Te deve]oppement de (a+b+ )p ‘est formé (n 48.))

d’autant de termes de Ia forme Net b’g v "1“ on peut prendre
de nombres diffrens pour les exposam a, B, pyee

. leur somme
demenrant = p. il quotité totale dés termesest done égale a
eelle des combinaisons'p“d p qu'on peut former avec les' n
lettres a,'b; e)..-en 1eni' attribuant” tous les - exposans de zéro
ap Test clair que T estle nombre de termes de la puzvmnrep
du po{ynome a+b-c.

Si 'on veut Jasomme de:, combinaisons de 7, Iett‘cs L Ly
wpap, il faut ajouter le 2¢ nombre des ordres successifs
? ..p =+ 1 dans le tableau du n° 48g, ou la n* coloune,
qu'on sait avoir pour ‘somme le (A <= r)° tonibre de mune
or Tlep -+ 1. €hangeons “done n'en.n - 1'dans Yéqu. (11); ‘et

9
8 1%

“‘a D-‘
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nous aurons, pour la somme demandée,
S=[(n+p) Cp,oun]—1.
Cette unité soustractive répond aux combinaisons zéro & zéro,
qu'on doit omettre ici. Par ex.,b lettres combinées depuis 1 a 1,

jusqu'a 44 4, ou 4 lettres de 1 a1 jusqua 5 a 5, donnent ce

6.7.8.9
2 1,934

SiTon veut les combinaisons depuis p & p, jusqu'a plap,
on applique deux fois la formule (aux nombres p et p’) et on
refranche les résultats. 5 lettres prises de 4 a 4 jusqu'a 6.4 6
forment 461 — 155, ou 336 combinaisons.

nombre de résultats — 1 =125,

495. Proposons -nous d'ayoir toutes les combinaisons des
lettres du monome a“b" Y., prises1d1, 8d 2,343, jusqu’d
la dimension &+ £ - v ... Les exposans 1, 2,3,... « peuvent
affectera; de méme 1, 2,3,... 8 pour b, ete.; la question se

* réduit visiblement a trouver tous les diviseurs de aubﬂcy. o, qui
sont les termes du produit (note page 31 du 1% yol.)

(l L at a"...a‘,‘) (1 4 b+ b’...l)'_@) '(1 +:_B:}.'.C’/) S

Le nombre des termes, ou celui des ‘combinaisonsidemandées.
est (1) (1 4 8) (1 +4)... Par ex. ,«a®ble’d* a 360 diviseurs
(6.5.4.3) en y comprenant 15 il y a donc 359 maniéres. de.
combiner les factenrs 1 4 1, 2.a a, etc. g 3

Et si I'on ne veut que ceux de ces diviseurs qui’c\ontien nent a,

: , - T
comme les autres divisent b-c”. . ., €t que ceux-¢i sont. en
nombre (1 4= £) (1 4 #)..., en les retranchant, il reste
e (148) (1-4y)... pour la quotité des divisenrs qui admettent a:
commesi 'on efit apporté, pres de toutes les combinaisons saus a,
les facteurs a, a®, d3,... ; ¢ ;
> i Fi R o ; 3%
Pour savoir combien, parmi les divisears de @ WP yilken
? myn . d

est qui renferment o”b" , je prends tous ceux de ¢’d" ..., dont

le nombre est (1 4 %) (1 -4)..., et j'apporte a'b" prés de
chacun : les résultats sont donc en nombre égal.

R e =

e
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Notions sur les Probabilités.

496. Quand on attend un événement du hasard, Ia prudence
consiste & réunir le plus grand nombre de chances fayorables :
I'événement devient probable & raison de la valeur etde la
quotité de ces chances. Des événemens sont également possibles,
quand il y a autant de motifs d’espérer qué chacun arrive,,
en sorte quil y ait une égale indécision pour présumer celui
qui sera réalisé, et que des joueurs, qui se partageraient ces
chances en méme nombre pour chacun, enssent des motifs
éganx d'espoir, et un droit égal a le voir se vérifier. On juge
du degré de probabilité d'un événement, en comparant le
nombre des chances qui 'aménent au nombre total de toutes
les chances également possibles.

La probabilité se mesure par une fraction dont le dénomi-
nateur est la quotité de tous les événemens également possibles,
et dont le numérateur est le nombre des cas favorables, Je veux
amener 5 et2 ayec deux dés dont les faces portent 1, o 5t 3514,
5 et 6; il n'y a que deux cas, sur 36 é&galement possibles, de
voir b et 2 arriver ; donc la probabilité est % ou 75+ 81 jlespére
amener 7 pour somme des points, je compte trois cas doubles 5
qui me sont favorables, 5 eta, 6 et 1, 4 et 3; jai donc & ou 5
pour probabilité : il y a 1 & parier contre 5 qu’on réussira.

Il faut donc nombrer toutes les chances possibles et drales,
puis celles qui sont heureuses , et former une fraction ;le ces
deux nombres. Quand la probabilité est > 1 il Y «a vraiseme
b{ancc; incertitude , si cette fraction est 5 co-a-d. qu'on peut in-
différemment parier pour ou contre I'événement. La probabilité
devient certitnde quand la fraction est 1 » puisque tous les éyé-
nemens possibles sont alors favorables. En réunissant les proba-
bilités pour et contre un éyenement, on trouve toujours 'unité.

Nous allons faire plusieurs applications de ‘ces principes.

Sur3s2 cartes mélées, 12 sont des fgures,

it aodes cartes blanches;
Ja probabilité d’amener une figure,

en tirant une senle carte ,
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= A pari ! énera une
est 32 = 1. Il y a donc 3 a parier contre 5 qu'on ame

figure , 5 contre 3 qu'on tirera nne carte blanche.

Sur m cartes, il y en a p d'une sorte désignée ; qnell‘e git la
probabilité d'én tirer m’ qui soient toultes fi«e cette esptas’? lLc
nombre des eas possibles est mCm'’; Ce(‘?lll) des cas favorab] es

3 . % 4.1
est pCm'; la probabili‘té demandée est 5—75% Sur un jeu de
5o cartes, pav eéx.; il'y a 13 coeurs; en tir:ant 3 cartes ax:
hasard ; la probabilité qu'elles sont toutes trois des: ceeurs e
15C3 1 52C€5 ow 235, enyiron = Sl

Sur m cartes, il y a @ cceurs , df piq,ues L iston t‘1,re m +mt
cartes s quelle est Ta probabilité qurelles’ sont o .cc}e,m:s ;S
m! pigues? mC (m' = m") est )é nc}n‘abr? de tous lesc i
possibles. Lies @ ceeurs, combinés m’ a m’, forment a m S}T
temes; les o piques, o/Cm” : en accouplant o chances , ie
nombre dés favorables ‘est [aCm’].[a'Cm"]; c‘est l‘e numé-
rateur cherché. Ik serait [aCm'] .[a’ 6m'].[a" €m"], sil y avait
en oulre o' carreaix dont on youlit tirer m”; etc.

I.a roue dé loterie contient 7 numeros dont on \‘i;e'p', }1n
joueur en & pris m’; quelle est Ja probabilité qu’il en ’sortxr‘a
 précisément p’ # Le nombre total des charices ést mCp, de1mn§xx—
natetr éherché. On a'trouvé (n° 478) lenombre des chances

fayorables ; aifisi; le numérateur est

X=[m—m)C(p —pH].[m' Cp'].

Dans la Loterie de France, m = go, p=>ble dénominz}mur
est-goCb = 43 949 268. Qu'un joueur ait p.ris 20 numMeEros,
par ex., m’ = 20 ; 8'il veut qu'il ensorte précisément
p'y numér. 20 [70C4] probabil. o,4172 :

e go A im0 (B > k. v 19,2007
5 202028 (702 ], . .. 0,0626

BT
e

1
2
G
4
5

P [‘),oC/,,]:‘7o o sl 1O OOTT
Do ieennn|20CH] si1a. 0,0003.

" . . A 4 en
Si-Von veut qu'il sorte au moins 1 numero, C.-# d. qu'il

SO
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- sorte 1, 2, 3, 4 ou 5, il faut prendre la somme o0,7245. Pour

qu'il en sorte au moins.2, ajoutez ces résulats, excepté le 1°7;
la_probabilité est 0,3073, etc. Si vous voulez qu'il ne sorte
aucun numéro, faites p’ nul, on prenez le complément de
0,7245 & 1; vous aurez 0,2755.

Ces problémes peuvent s'énoncer aiisi : sur m cartes, il ¥ en
a m' désignées ; on en tire p, et on veut qu'il y en ait, ou pre~
cisdment, ow aiv moinsy p’ prises parmi les désignées : trouyer
la probabilité? Par ex., un jouenr de piquet a regu 13 cartes,
d'ot il conelut que;‘parmi les so antrés | il y a7 ceeurs; quelle
est la probabilité que'il recoit encore 5 cartes, il y aunra’ pré—
cisément 3 coeurs? m = o0, m’ =7, p=05, p'=73; don

Y, 0~7F

résulte ﬂg%‘—égzg—] — %, enyiron
comme ci-dessus; on: aurait pour la probabilité qu'il viendra

au moins 3 ceurs, 5355, ou environ £,

On a dans une bourse 19 jetons, dont 4 blancs ; on en tire 75
qu'elle est I probabilité quil'y en a précisément 3 blanes?
m=19, n:;.’.=,4, P=7 jo = 3, d'otion tire 282 & peu prés £,
La probabilité de tirer aumoins 3 jetons Blanics sur 7 est

++. En raisonnant

o1
33"
497. Deux éyénemens 4, A' sont amends par p, p’ causes;
il y en a g, ¢’ quis'y opposent ; on admet quils peuvent arriver
ensemble ou séparément, et qu'ils sont indépendans Lun de
Vautre; on detnande quelles sont les probabilités de tous les
cas. Imaginons deux dés, I'mn a p =~ ¢ Faces colorées, p en
blanc, g en nofir; Tantre 4 p’ 4~ ¢’ faces colorées p' en rouge,
g’ en blea: il est visible que lé jet de cliacun de des dés séparé-
ment, amene des résultats comparables & nos deux éyénemens..
A sera réalisé, si Ton améne Pune des p faces blariches ; et il
ne le sera pas, si Pon ameéne 'une des q faces noires, et¢. Le
nombre total des hasards (p. 25) est (p+q) (p" +¢), déno=
winateur commun de tontes nos probabilités.
Sil'on veut qu'une face noire et une rouge arrivent enserble
les g faces noires et les p’ rotiges offrent p’q combinaisons; ce
sont les cas favorables ; donc la probabilité est:
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Sop S el

P+ +9) " p+y P Fq
c'est celle de voir arriver 4" sans que 4 ait lieu. Il en sera de
méme des autres cas.. y

Obseryez que nous avonsici le produit des probabilités rela—
tives & chacun des évenemens soubaités ; done si des événemens
sont indépendans les uns des auties, laprobabilité qu'ils arrive-
ront ensemble est.le produit de toutes les probabilités relatives a
chacun séparément. Ce théoréme des probabilités composées
nest ici démontré que pour denx éyénemens; mais gl y en
avait un 3¢ 4", ou un 3¢ dé & p” - ¢” faces, le méme raisonne-
ment s’appliquerait, et justifierait la conséquence énoncée.

Par un jet de deux dés a 6 faces, on veut amener 4 etas;
quelle est ]a probabilité de‘succés? En ne considérant qu'un dé,
ily a 6 hasards, dont deux fayorables (4 ou as), probabilité
simple 2 ou } ; mais ce 1°7 cas étant arrivé,, le 2° dé doit encore
amener l'autre point (as ou 4), autre probabilité simple £; donc
probabilité cherchée §>< { == {5; comme si I'on eilt compaié
les 2 cas favorables , aux 36 hasards possibles.

On a séparé les couleurs d’un jeu de 32 cartes, en 4 paquets,
8 cceurs, 8 carreaux, etc.; on demande combien,on peut parier
d’amener 1'une des 3 figures de cceur? Comme on ignore quel
est le paquet qui contient les cceurs, + est la probabilité simple,
qwon s'adressera & cet assemblage : mais dans ce cas méme,
sur 8 cartes, il faut tirer I'une des 3 figures, autre probabilité
simple 2; donc celle qu'on demande est composée des deux
précédentes , ou 55 -

Quand les probabilités se composent, elles s'alfaiblissent ,
puisqu'elles résultent du produit de plusieurs quantités < 1.
Un homme, dont la véracité m’est connue, m’atteste un fait
qu'il a vu; jévalue a 5 la probabilité qu'il ne veut pas me
tromper, et qu'il n’a pas été induit lui-méme en erreur par ses
sens. Mais s’il ne tient le fait que d’'un témoin aussi véridique,
la probabilité n’est plus que de 55 3<%, ou &5, a peu pres ¢.
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Sl y avait ainsi i édiai 7 i @
¥ ainsi 20 intermédiaires , On n aurait pIus que (i>

10 /52

c.-a—d.‘pas méme §: il y aurait 7 & parier contre 1 que e fait
transnn,s fest faux quoique tous les intermédiaires soient égale~
fm?nt Yex‘ldlques. Ona comparé cette diminution de laprobabilité,
a'l extinetion de clarté des objets, yus par Pinterposition de plu-
siears morceaux de yerre.
: 498. Quand les probabilités simples sont égales entre clles
e ’ . . i
! v.resnltat » ou produit, ’est une puissarice de cette quantité, Un
évenement 4 est amené par p causes, il Y en agq quisyop-
posent; quelle est la probabilité d'amener & fois A en n coups?
Il est clair qua chaque coup la probabilité simple est ld
adl'f
5 contre. Si I'éyénement se réalise % fois, on

pour 4, et g
p+

a la puissance & de la 1°® fraction, et s'il n’a pas lieu, les n—7
. i B
autres coups, on a la puissance n — % de la o° Dornc
5 e,

enmultipliant ces deux puissances » il vient la probabilité com-
posée

2 : )
ﬁux EXprime qu'en 7 coups, A4 sera précisément arrivé % fois
3 A8 A\ . %
ordre de succession des événemens étant fixé d’avance. Maj
% oS ’ Fsirs e 4
si cet ordre est arbitraire, il faut repeter z autant de fois qu'on
pent combiner ces résultats, savoir les 7 fois que Iéyene
ment 4 arrive, avec les n — k ot il n’a pas lieu, nCk : done
z.[nC{cJ est la probabilité que A arrivera & fois en n coups
sans désigner ceux ot il deyra se réaliser., 2
i
; E]: si lkon veut que .4 arrive au moins & fois, on changera
ick kenk, k4 a,..,jusqua n
: % > et on prendra la som les
résnltats, 3 T
] Dom:‘ le dénominatenr de |2 probabilité cherchée est (p+q)°
& - s 1
e numerateur s’obtient en déyeloppant ce binome » ets’arrétant
a . ' L3 )
ul 1‘01!1]? ouentre p%, qu'on prendra sans on avec son soelficient
g . . ?
elon qu'on voudra avoir ou n’ayoir Pas égard aux k rangs ou A
a;
3
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i ins k fois
se réalise en n coups. Etsi I'on veut que 4 arrive au moins k 1013,

et au plus k' fois, en n coups, on ajoutera tous les termes ou p

a les exposans k, k-4 TN ov S f ]

Par ex.,un dé a 6 faces en a 2 qui sont fa'vm'ab‘les atun
joueur ; il faut, pour qu’il gagne, qu'en 5 coups il ameéne 3 fois
Tune ou lautre (ou, en un seul jet de 5 dés, 1.l faut que 3 fatfe?
soient fayorables); on demande la probabilité de gain? Jai
p=2,9=4, puis (p + =

pt = 16coups qui aménent 4 fois I'une des faces fayorab.
4p% = 198 .. ..ol
6p*g* = B84 ....... i 2

4pgP = D12 .....oenn 1

gt= 956 ...........0

Somme= 1296 = (p - )}, dénominateur des probabilités.

Donc, la probabilité d'amener précisément 3 fois I'un des cas
1 g -
: = ivisera coefficient 4, si

fayorables est 2% ou <5 ; on d1v1§erd par le : 4111

Yon doit désigner Iordre ot ils arrivent, et on aura 7; enfin,
Adeionm i

ajoutant les denx 1% nombres , on a 4% ou g, pour la pr.o
babilité que les faces favorables se présenteront au moins 3 fois.

Quel est le sort de deux joueurs M et N d'éga']es forces; il
manque 6 points & M pour gagner la pflrhe, et il en manque
4 4 N? La somme de ces points est 10} je forme la ‘ge puissance
de p-+q; je réserve pour M les 4 1% termes (on l'exposant
de p est an moins 6), je prends pour Z’Y les,S autres termes;
enfin je fais p= g = 1. Je trouve 130 d'une part, 582. d(,a
Tautre, et Ja somme totale 512 : le sort (le :.M, ou la pr(il.)ablllir_e

. qu'il gagnera, est 12, celle d‘e {V est J-;’; .?1 la partie était
rompue avant de tenter rien, I'enjen devralt‘ étre par’{age entre
M et N dans le rapport de 130 a 382, & tres peu DRés cotie
145 : cest aussi le prix qu'ils doivent vendre. leurs prétentions
4 Venjeu, s'ils consentent & céder le droit qu'ils ont. Quand la

force des joueurs est, par ex., comme 3 4 2, ¢.-a-~d, quand -

s i : S
gagne ordinairement & '3 parties sur 5, ou que M céde a N
1 point sur 3 pour égaliser les forces, le caleul estle méme en

S

A T e S S

-

e
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posant p=3 et g =2. Dans ce cas on trouve que le sort de 47
est a celui de IV environ 13143 15.

499. 1l arrive souyent que les causes sont si cachées, ou se
croisent d'une maniére si variée, qu'il est- impossible de les
démeéler et d'en nombrer la multitude : les principes expos
précédemment ne peavent plus recevoir d’application. On con-
sulte alors Iexpérience, pour s'assurer si les événemens sont
assujétis @ un retour périodique , d'oi on puisse conjecturcr
avec vraisemblance que la cause inconnue ‘qui les a ram
souvent sous un ordre régulier, agissant encore ,

enés
les reproduira
dans le méme ordre. Le nombre de ces retours est substitué a
celui des causes mémes , dars les calculs de probabilité. Un dé
jeté dix fois de suite a présenté g fois la face a;il y a done
dans I'action quile pousse, dans sa figure, sa substance, quelque
cause cachée qui produit le retour de 9 fois la face a: si 100
épreuves ont ramené de méme go fois cette face a 2
bilité % favorable & ce retour acquiert une grande
s'accroit encore quand les épreuves multiplié

la proba—
force, qui
es s'accordent avec
cette supposition; puisque si I'on pouyait faire un nombre infini
d’épreuves, qui toutes présentassent 9 fois sur 10 la face a,
il y aurait certitude.

Clest ainsi que constamment, V'expérience a prouvé les faits
suivans, dont il est impossible d'assigner les causes.

1°. Le nombre des mariages contractés dans un pays
une durée quelconque déterminée ; est 4 celui des naissa
4 la population & trés peu prés i 5 14:396.

2°. Tl nait constamment 21 filles sur oo garcons.

5°. Lia population, le nombre des naissances, celui des morts
et celui des mariages sont::3 037 615371 866 + 67 700215545 ;
atrés peu pres, par an, les naissances sont le 28¢, les morts
le 30°, et les mariages le 132¢ de la population. La différence e
des naissances aux morts est Yaccroissement any
pulation.

4°. La durée des générations de pere en fils est de 35 ans.

5°. Le nombre des morts du sexe. masculin est 4 celui du

655

» pour
nces et

uel de la po-
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ombre
sexe féminin 33 26 : 25; et dans un pays qugelconque, le nom?
i e esta celui du 2°:: 33 : 29.
des vivans dn 1% sexe . L
6°. La moitié de toute population es 61\.,1
; itié est renouvelée.
Jes 95 ans, une moitié es 1 ;
= '“Z“SEH France, le 66¢ de la population se marie chaque
73 )

année. : '
8¢, Les rebuts annuels de la Poste aux lettres sont de 19c00

e K L) & 2
Cest sur ces considérations qu’on elabh? les Ta.blela‘ je P:E;r ;
Jation et de mortalité : on peut consulter a ce sujet Ldnn
du Bureau des Longitudes. . S5
Nous ne dirons rien de plus sur la docm;e 'ges.pfuba:élilatzi g
i ié tés sp 5
i ié g fait la matiére de Trai :
ui est si étendue qu'elle r ,1_
g’/xyez ceux de MM. Laplace, Lacroix , Condorcet, Duyi

lard , ete.

I1. RrESOLUTION DES EQUATIONS.

Composition des Equations.

i é, rédui ivisé par le coeflicient

Koo, Apres avoir transposé, réduit e;d vt- pd by

i uation d
de la plus haute puissance de x, toute €q
\
x™ - pxTT g™, +itrxr4u=—o,

e mous représenterons , pour abréger, par X—=o; p, Gy
2 t des nombres positifs ,négatifs, ou zéro. On nomme Racine
son L g ; ¢ : %
toute quantité a qui, substituée a x, réduit X a zéro, ou

et “+u=o.
donne a™ 4 pa™..... ; e L
Soit @ une quantité prise au hasard; divisons par x — ale
er
olynome proposé X. Ona démontré, p. 132 du 1°* vol., q}Ic
R ; 2
fi I'on pousse le calcul jusqua ce que = n'entre plus dans.
i i sy 5 expression
diyidende , on arrive au reste a” +Pa e -+ ull, P i
ui est nulle si a est racine, et qui west pas nulle sia :
q':s racine. Donc X est ou n'est pas divisible par x—a, selon
5 ; . 19 . P
5"9 a est ou ji'est pas racine de l'équation X == o.
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En outre, on a yu que les coelliciens du quotient sont de Ia
forme a"~t-pa™r, .- 56°; en sorte que chacun se déduit du
précédent en le multipliant par a, et ajoutant au produit le

coeflicient s du terme qui, dans X, a la méme puissance de a.
Done pour diviser, par ex.,

.2:5—5xi+7x3—4x°—x+ 13 par x—o
@9, ka3 —2-—5; reste +3,
je posele coefficient 1 de 25 sous —5; jemultiplie 1 par o, valeur
dea,etjajoute —551¢0—~b5——3 quej’écris sous ~+7;de méme
-—5X2+7=+1, que je pose sous —4; 1X92—4—=—g, etc...
Les nombres de la o° ligne sont les coefficiens du quotient
Tt—3z3 L s 4y 5 > le reste est + 3. Voici un auire
exemple de ce caleul ou 1a division réussit :

4x5+6$4—8x"-—6'.r1+5x+2 par z L3
+4 —2 —4 2 o1 ; reste zéro.

501, X =0 ayant o pour racine

a=—a,

5 80it Q' le quotient exact
de X diyisé par o — @ ouX=(x—a)Q; Q' est un poly-
nome du degré m —1. Or, sib est racine de I'équ. (O =T
@ -=b divise exactement @, et prenant Q" pour quotient duy
degré m—ao, ona Q' =(z—0) Q" puis X=— (z—a) (x—b) Q"
De méme, ¢ étant racine de Q' =0, et Q" étant le quotient
de Q" 1(x—c), on a X— (x—a) (x—b) (E—¢) O, et
ainsi de suite. Le degré de Q' Q" Q... sabaisse d'une unité 3
chaque facteur binome qu'on met en évidence Laprés m — o
divisions successives, il y a donc m — o de ces factenrs, et le
quotientest du o¢ degré, décomposable lui-méme en (x-h) (x-1);
douc, en admettant que toute e'qu. ait une racine, X est formé
du produit de m Sfacteurs binomes du premier. Jegré,

X:(r—a)‘(x——b)(x—c) ..... (x— D).
Cette équ. est Identique, c.- d. quil 0’y a dautre différence
catre les deux membres que dans lenr expression apalytique ;

différence quj cesse dés qu'on exécute le calenl indiqué. Puisque

de 2¢ membre est rendy mullorsqu'on prend. & — @y bl
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Téqu. X = o @ m racines, qui sont les 2% termes, ensignes
contraires, de ses m facteurs binomes (voyez n°516).
Prouvons qu'un binome x — @', différent de ceux-ci; ne
s ey :
peut diviser X. Posons X = Q (z — a') = Q' (or—a), et
divisons Q' par @ — a’; 7 étant le reste indépendant de = et
g le quotient, on a Q"= (x— a’) ¢ 4 r: en substituant et
divisant par x — &/, il vient
7 (r—a)
Q:(z—u) q+——m, £
Cette fraction se réduit donc a un entier @, si r n'est pas nul,
dot 7 (z — ) = ¢ (x —a). Il n'y aici que des équ. iden-
tiques, qui doivent subsister quelque yvaleur qu'on attribue a x
i Z S
(v-1°576). Faisons x =&, 7 (« — a) = ¢ (¢ — @'), et divisant
la 1™ équ. parlas,
x—a x—a el :
o —,doux(a—d)=«(a—7d),

g b
“—a « —a

a et o sont quelconques ; ainsi, cette identité ne peut subsister
guautant que e=—a’, contre I'hypothése. I faut donc que
soit zéro, ainsi x — &' divise Q' =(x — b) (x — ¢)..., quoique
o soit différent de b, c... On prouve de méme que x — o
divise Q, Q"..., enfin x—/; ce quine se peut; puisque r(z—a)
v'est divisible par @ — @ qu'autant’ que rest nul.

Donc, 1°. tout polynome X n'est résoluble qu'en un seul
systéme de facteurs binomes du 1% degré, et léqu. X = o ne
“peut avoir plus de m racines. " -

2°. Sile produit XV de deux polynomes est divisible par
x —a, X ou Y lest aussi, x=a rend ce facteur nul : ét
si X¥ est divisible par P, les facteurs de P doivent se trouyer
tous dans X et T, etc... (¥).

(*) Onadmet ordinaivement, sans dé ation , que si le .prodl!’:l.X 4
est nul 1{nur 2= a, il faut qu'on ait X=o0, ou X’ =o, ce qui est évident
si a estun nombre ; mais quand 4 est imaginaire, comme on ne connatt pas
« priori la composition de ces expressions, on ignore s'il ne se pouirait pas

L
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8°. Toute fraction qui, lorsquon fait = = & devient 2,
a4 @ —a pour facteur commun de ses deux termes X : ¥ et
méme x — a peut entrer & tne puissance quelconque dans Tun
et lautre. La valeur de Ja fraction s'obtient en supprimant
d'abord les facteurs & — a, et faisant ensuite @ = ay ainsi ,
cetle valeur est nulle, infinie ou Jinie, selon que x — a reste
pour facteur dans X ou ¥, ou ne reste dans Yun ni Tautre ,
c.-a-d. selon 'exposant que porte 2 — a dans X et ¥,

4°. Si deux équ. ont une méme racine a, elles ont = — a
pour facteqr commun. C’est ce qui arrive pour les suivartes ,
‘oit la méthode du plus grand commun diviseur fait découvrir
Z + 3 pour facteur de I'une et de Pautre,

223 — 32> — 170 4-Bo =0, at— Byaz—84 =0,

Sl o’y eiit pas eu de diviseur commun, la supposition de la
coexistence des deux équ, aurait été absurde. Quaiid cé divisenr
est cu o¢ degré, il y a deux racines communes : les autres ra-
cines sont d'ailleurs étrangéres an probléme.

b°. On peut, par la division , abaisser les degrés d'une équ.
‘@autant dunités qu’on connait de racines (n° 5og) | la recherche
des racines et celle des facteurs étant la méme chose. Les Fac-
teurs du 9°-degré sont en nombre & m (m —1) (n° 476), puis-
quilsrésultent des combinaisons 2.4 2 de ceux du 14 (v.1n°b21):
ceux du 3¢ degré sont en nombre t m (m— 1) (m — 2), ete.

509. Puisque la proposée 2™ - PEL Lt n=o0,
est identique avee (x—a) (w— b)..., il suit de ce qu'on a yu
p- 126, 1" vol., que,

1%, Le coefficient p du 2% terme est la somme des racines en
_signes contraires ;

2% Le coefficient q du 3° terme est la somme des produits
deux d deux des racines..

faire que XX” it nul, sans q’on edt X=o0 ou X' —o. II nous semble
qu’onne peut remarder cette proposition: comme évidente, et la faire seryic
de preave au théoréme ci~dessus : elle sensuit an contraire, ainsi que nous
wenons. de le faire voir.
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3°. x est la somme des produits 3 ¢ 3 en signes conlraires, etc,

Enfin, le dernier terme u est le produit des racines, mas én
signe contraire st le degrém est impair.

Quand une équ. est privée du of terme px™", la somme des
racines est pullé : 8l n'y a pas de dernier terme u, I'une des
‘racines est == o.

Transformation des Equatiors.

503. Soit proposé ka™ +px™'.. . f-tr4u=0...(1).

Transformer cette équ., c'est en composer une autre dont
Jes racines y, aient avec celles = de la proposée une relation
donnée parsune équ. enire x et y. Il s'agit donc d'éliminer x
enire celle-ci et la 17

Si, p;ir ex., on veut diminuer toutes les racines x de la
_quantité z, on a x — i = y ; on mettra donc i 4 y pour x
dans (1); dou
) Py )™ Hlity) e =0 ().
Sans nous arréter a développer les puissances de i 4y, il suit
de la loi des termes successifs dans la formule du binome

(n° 482), que la transformée (2), ordonnée par rapport aux
puissances croissantes de y, est
X+ Xy LX'y + 3 Xt hyn =0

X est la somme des 1°™* termes, ou le polynome proposé , =
étant remplacé par z; X' se déduit de X en multipliant chaque
terme par lexposant de i et diminuant cet exposant de un; X’
est ce qu'on nomme la DERIVEE de X : X" est la dérivée de X,
X" est celle de X". .. Ainsi, on peut composer les coefficiens
successifs de la transformée, sans développer les puissances
de iy ; on formera :

X = k"4 pim A qim Lt
X' = mli" - — 1) pin - (n—2) qi" . . -t
X' = m (m—1) k"2 A~ (m—1) (m—2) pi"—S ... efc...
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Ainsi, pour faire x= y 4 2 dans &’ —5z*+-x +7=0, ona
#—bigity, BiE—icid1, 6i—1o:
mettant 2 pour ', diyvisant X" pare, on a—3, —7, 41,
d'ott —3—gy+y +y =o.

Pour augmenter au contraire toutes les racines a de 2, il faut
poserx =y —1, c.-a-d. changer ci-dessus en —1, ou prendre
en signe contraire les puissances impaires de i. ?

504. Comme i est arbitraire, on peut en disposer de ma-
niére a délivrer la proposée de I'un de ses termes. Ordonnons la
transformée (2) selon les puissances décroissantes de y :

Iy emik] ym = Em(m—1) k| yn L R

-+p F+m—1)ip | ioiinnn —+pim? SV
‘ slpuiRit +qimetc. ) »
Pour chasser le 2° terme , on pose mik +p = 0}
G el b et
g e e ] mk’

11 faut changer x en y moins le cogfficient p du of terme; 'divisé
par le produit du coefficient k du 1°" par le degré m de I'équ. :
bien entendu que sip et k sont de signes contraires, la soustraction
devient une addition (y-, aulieu de y—).Dans la transformée,
la somme des racines est nulle ; on a donc augmenté ou diminué
toutes les racines d'une quantité Z, ce qui a rendu les parties
positives égales aux négatives.

Le calcul est plus rapide en posant « 4 ﬁlj—k = y; dévelop-

pant la puissance m, et multipliant par k, on en tire de suite
fa valeur des deux 1°% termes kx™ - px—'. Par ex., pour
x?—62* 44z —7 —o0, on pose x — 2 =y, d'aprés notre
théoreme : le cube donne 2% — 622 = y’ — 1220 + 8, et la
proposée devient y® —8x 41 = y' — 8y —15 = o, équ.
demandée,

Pour a*4-pr +g=o0, onferax+ip=y, dou....
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- pr=y* —3 p*et la transformée y* =1 p* — ¢, Onen
tire y, et par suite les racines = de la proposée; on a donc un
nouveau moyen de résoudre Jes équ. du 2 degré.

Silon veut chasser le 3° terme, on fera

im(m—1) k4 (m—1)ip4+qg=o0,
équ. qui, en général, conduiraita des valeurs irrationnelles
ou imaginaires de 7. g
Enfin, pour.chasser le dernier terme , On posera. ...,
ki + pi"='. | .4 u = o; on devra donc résoudre la pfoposée
méme : et en effet la transformée aurait une racine de y qui
serait = o, d'ov & = 7. }

50b. Pour que les racines x deviennent h foisplus grandes ,

posez y = ha; mettez donc x —- dans la proposée (1);

h
k),m pym-—l qlm—l .4), e ¥
T T e e+ Hr=o,

oSy g m—1 24;,M—2 —_—
d'ott ky® -phym=* 4 qhoym=2... 4y —o.
Ce calenl revient & multiplier les termes successifs de Péqu. (1)
parihe, hr k2 by
Observez que si la proposée n'a pas de coefficiens fraction—
naires (¢t on peut toujours les chasser par la réduction au méme
dénominateur) , en posant y = kx, c.-a-d. en faisant I'arbitraire
h="F, les deux 1% termes de la transformée deviendront
i s L Sac G A
LF!.—’ multipliant ensuite toute I'équ. par k" ] vient
cctte‘ézliu. i ) 23 e ghy™ ... 4 u].'"‘_" =0, dégagde du
coeffictent du 1% terme. Ainsi, pour délivier une équ. des
coefficiens fractionnaires, on la réduit dabord au méme dé-
nominateur, et on chasse le coefficierit k du 1% terme en posant
¥ ==kux; calcul quirevient a multiplier par k°, kY, KA. RO es
coefficiens, 4 partir du 2° terme. 1
Soit, par ex. , I'équation xf — it o et
multipliant par 12, on a 102f—§z° +10a® — g — o=

Ry i

T
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faisant x = - y, c.-i-d., multipliant les facteurs 10, g et 42
respectivement par 12, 12% 19°% il vient

yt— 8y° 4 120y* — 1296y — 72576 = o.

On verra aisément que pour chasser & la fois le 2° terme et
le coefficient & du 1%, on doit faire x = %k_p

Pour que les racines x deyiennent h fois plus petites, il faut
poser & = hy, c.-a-d. diviser les coefficiens successifs de la
proposée par h°, k', h*... k™. Le calcul précédent donmait a
Téqu. des coefficiens plus grands , celui-ci les diminue, et s’em~
ploie dans_ce but ; mais & moins que la division par %, b*... ne
se puisse faire exactement, la transformée acquiert des coeffi-
ciens fractionnaires, Soit I'équ. x*— 1442 =10368, en faisant
« = 12y, on a y*— y =6, équ. bien plus simple.

506. Voici encore deux transformations utiles :

Si I'on pose & ==—y, ce qui ne change que les signes de I'équ.
de deux en deux, les racines positives de & deviennent néga-
tives pour y, et réciproquement,

En faisant @ = =, les plus grandes racines de x répondent

anx plus petites de ¥, et réciproquement; la transformée est
dite réciproque de la proposée. Comme x, x*.. &™ sont rem-
placés par les divisenrs y, y*... y™, en multipliant tout par o,
les factenrs x, x*.. ™ se trouvent étre rempldcés par W s
Y"yY 15 ce caleul revient donc & distribuer les puissances
de y en ordre inyerse de celles de x:

d'ont uy™ = ty"t - sym2L - py + k=o0;
et si T'on veut en outre chasser le coefficient =, on posera
y:%;d'oﬁ @=2; transformation qui remplit d’un seul

coup les deux conditions imposées, .



44 ALGELRE,
Limites des Racines.

5oy. Une quantité Z , qui, substituée pour x dans une équ.,
X = o, donne un résultat positif, surpasse toutes les racines ,
quand tout nombre > Z donne aussi un résultat positif, 1'.mi.5'
quaucune valeur de x> Z nedonne zéro. Cherchons la limite
supérieure L des racines.

On a prouvé (n° 9g) que A(x"— 1) est divisible par v — 1,
savyoir,

Ax* = A(x—1) (a™ a2 txt 1) - A

Appliquons cette formule a chacun des termes positifs de
X = kx™ <4 px™! - gx™ ... ; il vient

ka-1)am= k| (z-1) 2™k | (-1) 2™k (m-1) -k

+pl. +p sentep T
Gtee s naliat

Mais X doit avoir des termes négatifs, puisque, sans cela, au-
cune valeur positive de = ne rendant X nul, zéro serait la li-
mite supéricure. Laissons ces termes négatifs sous leur forme,
. A
et plagons-les dans les colonmes ot a a le méme exposant..
Ces coefliciens exceptés, tout est positif, pourya qu'on prenne
2 > 13 mais toute colonne ou entre un coeflicient négatif —s,
a la forme (k4-p+4gq...) (x —1)—s, le facteur de z—1
étant la somme des coefficiens positifs qui précédent s ; il est
clair que le résultat v’y serait négatif qu’autant qu’on prendrait

(k+p+q...) (x —1) <s; on aura le signe 4 sion fait

e

ES = :
Qu’on en dise autant de chaque colonne ot se trouve un terme
négatif , et qu'on prenne z = ou >1la plus grande des quan-
tités (M), le polynome X recevra une valeur positive, et cetie
valeur (M) remplira la condition exigée pour la limite cher-
chée Z. Donc, divisez chaque cogfficient négatif par la somme

... (3D).

R e
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des positifs qui le précédent, prenez la plus grande des frac-
tions ainsi obtenues ajoutez un, et vous aurez une limite su-
périeure des racines.

Pour I'équ. 42° — 82t 4 o528 =+ 10bx* — 8oz 411 =0,
on divise 8 par 4, et 8o par 4+ 23 4 105, £ 8. done
142, 0u 3,est > ;3 est limite.

Observez que tout nombre plus grand que la valeur M),
jouit aussi de la propriété de surpasser toutes les racines 3 met=

s
tant zéro pourp, g... on trouve z< 1 +/—; et comme on peut
e
(3. . X
toujours rendre k =1, on a coutume de dire que leplus grand
cogfficient négatif de Uéqu. pris positivement et augmenté de
Lunité, est une Limite supérieure des racines. Cette expression

est plus simple que la premicre, elle se form

e 4 vue et sans
calcul ;

on la préfére quand on n’a pour but que de démontrer
des propositions générales. Mais lorsquion procéde a Ia re-
cherche des valenrs numériques des racines, il importe de choisir
pour limite supérieure un nombre
sible, et voisin de la racine la plus
geux d’employer la 17 Jimite (M),
théoréme suivant.

qui soit le moins élevé pos-
grande;; il est plus avanta-
et méme celle qui résulte du

bo8. Faisons dans X, x=1L-y, L étant un nomhre quel-
conque ; la transformée est (503) .X—f-X:y—-]——;X'fy’...—i—ky'"::o;
or, sil'on prend I'arbitraire 7, telle que tous les coefficiens X, X,
X"... soient positifs, aucune valeur positive de y ne pourra sa-
tisfaire a cette équ. ; les valeurs réelles de x correspondront

donc a des racines négatives de y=x—L, partant , >,

Done, tout nombre qui mis pour x dans X et ses dérivées X/,

it , S .. L
X'..., wen rend aucune negative, est une limite supérieure des
racines de x.

Dans I'ex. cité, les dérivées sont
20zt =302 692, 8ox’—q6.024-138,
et 'on voit aisément
positives; ainsi a
été trouyée

< 240x°—1gow..,;

que x =1 rend la proposée et ses dérivées

< 1, limite plus basse que celle qui ayait
\
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i i issances
11 est & remarquer que si I'on change de signe les ]pu i
‘ , i revient a — [.—y, les racines
impaires de y, ce qui reyient a4 poser x= L—y, les
eetles ¢ i étai teatives , seront devenues po-
réelles de y, qui étaient toutes negatives,  d el
itives. On sait donc , a Laide de la limite supérieure des 1 -
sitives. € ] i
ines d'une équ. X =0, la transformer en une autre qui i
cines X
1 -acine négative.
qucune racine neg .
—a, ou les signes des termes de rangs
e -enues négatives : cher~
i ines positives de x seront deyenu I
ik 11 i1) i périeure L), — I/ sera an-dessous des
v te supe: 5
7 la nouvelle limi a2 det
Cbe' s négatives, c.-a-d. que toutes les racines de « ser
3 > ; ;
e es intre — I/ et L. Dans notre exemple, nous ayons
is : . o
re 5ot — Box— 11, 228 4 1 est limite ;
Bape il ot t toutes les
donc les racines négatives sont entre — 4iet 0, €
racines entre — 4 et 4 1. "y
i iti ¢ { —o, sont ren-
51o. Toutes les racines positives de I'équ. X=o0, s

¥ 1
mi 7 15 v )1“5
fermeées entre zéro et la limite L. En faisant = —, les 1

i ; si done

randes racines de x répondront aux plus petites dez; s o
i ines z

in cherche la limite supérieure 1 des racines de 2, ouz </,

& “J 7
insi imi] / des
L & donc amst une lunttc lnferteure
on aura & > T on aura

racines positives de X3 celle des négatives s'obtient en chan-
seant & en — X, et raisonnant de mém.e. 5 i
< Si s est le plus grand coefficient de signe contraire m]ta i
termeu de équ. k™ + px™ ... +u=0, cgmlg‘el i
formée est uz™ 4-...4-pz-+k=o0, on sait (fn 7

u
2 T
qu'on peut prendre pour limite z < 1 -~ o donc x> Sl

563 3 =

(lest'entre cette valeur et la limite supérieure L que so'nt co t
s iti 5 mais ¢ n peu
sos toutes les racines positives de 23 mais cette:’ﬁacho P

o imi ée (5 j, qui res-

1"tre remplacée par une limite plus élevee (507, 508, 4

€

U i tes, Dans notre ex.
serre Dintervalle ot les racines sont renfermées

7 11
les racines positiyves sont entre gy et 1. e
& i €=
5y1. Ne conservons que les termes négatifs de ;3 m}:b,-;.
s e Vx™E,,, ; ie nombre
ser terme k™ ; il reste ka™— Ha""E— NZ"=Ee0e 3
mi ;

e T

T
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L qui, mis pour x, donne un résultat positif , produit visible-
mentle méme effet sur X, ot la partie positive est plus grande.
Sikale signe —, on peut de méme rendre kx™ > la somme
des termes positifs. Ainsi, on connait des valeurs L de x qui
rendent le résultat de X de méme signe que le 1°7 terme, et
telles que tout nombre > L remplit la méme condition.

Pour v = l, k4 px —+ ga®... devient ;;(kz."’-}-pz.’""'

z

) le

nombre Z, qui donne un résultat de méme signe que k, ré-
; 1 : 5
pond & x = 7 qui produit le méme effet sur k+px +gz*...

Ainsi, on connait des valeurs de x qui sont assez pelites pour
que le signe k + px + qx*... soit celui de k , et telles que les
nombres moindres remplissent la méme condition.

s =
Dans ces deux cas, on peut prendre I = 1 + jo S étant le

plus grand coefficient de signe contraire 4 k.

Sur Uexistence des Racines.

512. X étant un polynome qui w'a pas de signes —, on
peut prendre pour x une suite de nombres qui donnent a X des
valeurs croissantes aussi rapprochées qu’on veut. En effet, soit
Tait x=«, et & 4 i; les résultats Pjet P+ Pli--LP'#.. ont
pour différence i(P' 4 1P'i...) ; il s'agit de trouver une valeur
de 7 qui rende cette quantité moindre que tout nombre donné
h. Tout est ici positif, 7 trés petit et <1 ; faisons i —1 dans
la parenthése, et rendons U(P'+ +P"..)=ou <k, la condi- :
tion imposée sera visiblement remplie. Donc on y satisfait en

h
Prytp”
Prenant ensuite z — (=

faisant i — on <

i) 47, et raisonnant de méme

pour 2, on a un 3° résultat, qui différe du 2° de moins de h; et
2insi de suite.

D'apreés cela, soit P la somme des termes positifs, et [V celle
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des négatifs d'une équ. X =o :P— IV; supposons que x}:;:
et » aient donné des résultats de signes ‘c.ontralres ;qu ;n su1 i
tue & «, dans P et IV, ou tout est positif, Iune suite de vla ‘eut'_
croissantes de « vers A, et assez rappr,och(::es pour que les ré
sultats de Pdifférent de moins de % conse_cu'twement. Ily en aura
deux successifs , au moins, de signes différens. Par ex.,

x =3 donne P’ — N négatif, ou P IV,
1 v i
xz =20 donne P"— N'positif, ou P’>N"

Comme P et Nyont en croissant , il est clair queles 4 ?:omlzriaej
P, N', N', P", sont rangés par OI:dI'E de grandezrs iglssi\r;,e‘:e t
et puisque les exirémes ne dlffe.zrent pas de &, —i 5
P'— N" sont aussi < k; ces binomes SOl"lt donc a_uss. P (,t
quon veut de zéro, puisque h est d’une peh:esfe ar‘imralre,h,

P — N est rendu nul, & moins de & prés. L. xd?.e quon attache
aux incommensurables permet d’en conclure qu'ily a a(z; mom.st-
une racine de X =o, entre les nomb‘res et 2, qui nnnzrit
¢ X des signes contraires. Le cas ol on aurait exactemer

P =N, n'est pas exclu de ce ralsonnetmfent. =

Le procédé ci-dessus peut méme servir a approch‘erd %Evo. mj Q::
Qune racine comprise entre « et A, en resserranF indél 'r:]x‘mfn
ces limites par des substitutions de nombres intermédiaires
( woy. n° 525 ). : S ;

Donc , toute équ. qui n'a pas de racines rfeel es , lrize p.iu ’
par aucuns nombres substitués, produire des re.su.itats :—anes
contraires; le signe de tous 1es' résultats eSt-CE]L.]l flu 1 ; .tern‘li
ka™, puisque dés que x a atteint une certaine limite, ils con.
servent tous ce méme signe.

5153. P et IV convergent d’abord I'un vers l'autre, taniql_ze P
est < IV; ils divergent des que P est devenu >N;.ma1a si cei
polynomes pouvaient conver'ger'de. nouyeau,, et. dx,vergil; £
core, etc..., P — IV passerait ainsi plus‘leurs fois d'un signe a
Pantre de = & A; c’est ce qu'il faut examiner.

Admettons qu’il y ait deux racines a et‘b entre « et A, on
peut (n°500) poser X= (x~—a) (x=>5)Q. Pour x==e, x—

P —
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et x—b sont négatifs ; ils sont positifs quand @ = a; lenr pro—
duit a donc le signe - dans les deux cas. Majs X doit
prendre des signes contraires par supposition; donc () change
aussi de signe, et Q) == 0 a une racine entre « et 2; X—=oen
a donc aussi pareillement une,, et se trouve en avoir trojs dans
cette étendue. Si I'on en suppose une 4%, on en reconnair de
méme uneb®, ete... Ainsi, quand denx valeurs, mises pourx dans

X =o, donnent des résultats de signes contraires , cette équ.
o enire ces limites, 1,

3, 5..., ou un nombre impair de ra-
cines interceplées.

Si w et A donnent des résultats de
positif, il se peut que tous les no
laissent 2> N; aucun ne donnant P=N,il ny a pas de
racine dans cet intervalle, Mais s'il ¥ a quelques changemens
de signe, chacun atteste la présence de 1, 3... racines ; et
‘comme ces variations , partant de 4+~ retombent sur ~-, elles
sont en nombre 2 on 4...3 on voit que deux quantites qui, sub-
stituées, donnent des résultats do méme signe, n'inlerceptent qu-
cuneracine, ow en comprennent un nombre pair.

méme signe, par ex., P—N
mbres intermédiaires A « et A

La réciproque de ces théorémes estyraie; cars'ily a,

par ex. ,
trois racines @, b, c entre'z et 2, la proposée est

{(z—a) (z—1) (= =) .0 =ia;

les trois 1°%* facteurs sont négatifs pour T=e, positifs pour
===, et leur produit a des signes contraires ; mais Q) conserve
Ie méme signe, puisque sans cela , outre nos Sracines, il y en
aurait encore d’autres entre « et 2; done, etc....

Lecasde a—=p=—¢, suppose X — (z — u)-;’ X Q. Tout ce
guon vient de dire a encore lien
comprise 3 fois de « A A; ainsi,
Pas la généralité des théorémes

514. Ces raisonnemens supposent que
il n'en est pas ainsi, posons x

> seulement la racine 4 est
les racines égales ne détruisent

« et A sont positifs;
=y—hdans kam-fpgn, .
nous ayons k(y — f)m -4 PCy —h)™= ... Faisons & — et s
des résultats ham - PATZLLL, Ra™ o pam ot Pprécisément

2. > 4
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ceux qu'on obtient en faisant y="h -« et s 2 dans la trans<
formée ; comme h est arbitraire, ces substitutions sont positives,
si on veut, et on juge aux signes semblables on différens de ces
résultats, 8'il ya1, 3, 5... racines, ou 0, 2, 4..., entre h
et h - a. Chaque racine intermédiaire y = & -}- ¢, en donnera
une x = ¢, comprise entre « et A (*) ; donc, etc...

Lethéoréme du n° 512, qui n'était démontré qu'autant que
X n’a que des signes -, l'est dans tous les cas; car P et IV,
considérés séparément, recevant toutes les valeurs entre celles
que donnent ==« et », la différence P—N passe par des gran-
deurs aussi rapprochées quon veut.

515, Examinons les deux cas du degré pair ou impair dans
T'équation g

) k:t}'"—i—pa:"‘"‘....—}-t.r-l—u: = Xo

1. Si m est pair, et le dernier terme u positif, en faisant
=0 ot = la limite supérieure [, les deux résultats somt po-
sitifs ; s'il y a des racines positives, elles sont' dO{JC en n0fnbre
pair (513). 1l en est de méme des racines négatives, puisque
x —la limite supéricure — /' de celles-ci, donne encore ]'e
signe . Donc il y a aussi o, ou 2, ou 4... racines imagi-
naires; mais rien n’indique si en effet quelque Subslltlﬁ}on p,eut
faire prendre a-X le signe —, en sorte qu’ancune. racine n'est
peut-étre réelle; mais il est sﬂr‘que 1es. racines imaginaires,
les positives et les négatives, .s’zl en existe de 'tgl/es, sont i
nombre pair, quand le dernier terme est positif et le degré
pair. -

Quand le dernier terme u est négatif, comme x =0 et =1
donnent des résultats, I'un négatif, Lautre positif, il y a une ra-
cine positive, et peut-étre 3, 5...; changeant xen—=&, l(.as
signes de Ax™ et de u restent les mémes, ce qui atteste Vexi-

(*) Si a et sbnt négatifs, comme =2 ¢t =7, un nombrf: nc‘gatif Entrels et 7, te]
que — 4, est dit intermédiaire : et siz et ont d'cs s;;ncs dlﬂ"crcus, ,c(;)mmc
—+4 et — 3, tout nombre positif < 4, ou négatif < 3, est intermediaire;
20l sont -~2, — 2 et o (voy. le n° 116),
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stence d'une racine positive dans la transformée, et d’une né~
gative dans la proposée, et peut-étre de3, 5... Donc, foute égu,
de degré pair, dont le dernier terme est négatif; a deuzx ra-
cines réelles de signes contraives, et , en général, un nombre
2mpair de chaque signe; les imaginaires sont en nombre pair.

1. Si m est impair, et le dernier terme u négatif, x—=
et = [ donnent des résultats de signes différens, partant un
racine positive, ou 3, ou b... Dégageons la proposée de ce
vacines , enla divisant par les facteurs binomes correspondans ;i\
le quotient sera de degré pair, et de plus le dernier terme sera %
positif , puisqu’il resterait encore quelque racine positive ; on
retomberait ainsi sur Je cas précédent. Dong, les racines posi=
tives de toute équ. de degré impair, dont le dernier terme est
négatif, sont en mombre impair ; les négatives et les imagi_
naires, s'il en est, sont en nombre pair.

* Quand le dernier terme u est positif, commnie en meéttant —
pour x, kx™ prend le signe — , ou plutét +~u devient — 7 A
on retombe sur le cas précédent. Donc, foute équ. de degré

 impair , dont'le dernier terme est positif, a un nombre impair

de racines négatives; les positives et les imaginaires, s’il en
est, sont en nombre pair,

1%, Toute équ. de degré impair a une racine réelle de signe
contraire a celut de son dernier terme.

2% Les racines imaginaires des équ. sont toujours en nombre
pair.

3°. Une équ. qui n’a pas de racines réelles est nécessairement
de degré pair avec un dernier terme positif.

4°. Solent @, b..., —a/, —1b"... les racines réelles dune
equ. X=T7'(x — a) (x—b)... (x+a') (#+0")... On sup-
pose que 7'=o n'a pas deracines réelles. Le dernier terme
de X étant le produit de celui de 77, qui est positif (8°.), par
—a, —b..,+4d, +b..,son signe ne dépend que du nombre
de ces facteurs négatifs. Donc, le dernier terme dune €qu. est
positif ou négatif selon que le nombre des racines paositives est

4.
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pair ou impair , quel que soit dailleurs Te nombre des néga=
tives ot des Imaginaires.

516. Tl est prouvé, sans se fonder sur le théoréme (5o1), que
toute équ. X=o0, a au moins une racine réelle, excepté quand
le degré est pair et le dernier terme positif. S'il était possible
de faire voir que, dans ce dernier cas, il existe, sinon une
valeur réelle , du moins un symbole algébrique , une onction
des coefficiens (*), qui réduise X a zéro, il serait démontré
que toute équ. a une racine, et d’aprés le n° boi, qu'elle en
a précisément m.

Changeons le dernier terme - u de X, en une quantité —#
négative et arbitraire; 'équ. ka™.., 4 tx—h==0, a au moins
une racine positive a, et est divisible par & — a. Ainsi, aprés
plusieurs divisions partielles, on arrivera enfin a un dividende
de la forme Ax—h, et le reste suivant 4a— h devra étre =03
‘@ est donc une fonction de /i, déterminée par cette condition,

{*) Lorsqu’une formule contient diverses lettres p, g. . ., lices entre clles
par des signes , indiquant des calculs &, exécuter, on dit que cette formule
estune fonction de ces quantités p, g... Lci, Uinconnue z est fonction des
coefficiens ; car, si les racines existent, et qu'on les fasse vavier, I'équ. ne
pousra pas conserver Jes mémes coefficiens, attendu qu’elle est le prodait de
factenrs binomes (x—a) (x —8)... Iy a donc une dépendance entre les
racines et les coefliciens , et z doit contenir ceux-ci dans sa valeur : on éerit
ainsi cette sorte de relation:

z=f(pq----); z=F(p,q-...)

On distingue plusienrs sortes de fonctions : les implicites ot les quantités
sont mélées enscmble ; y2= 22y - 1 est une fonction implicite de zet y. Elle
est explicite quand. les inconnues sont séparces dans une équation résolue :
y=ax== /(2 —1) cst une fonction explicite de z. Les fonctions algébri-
ques sont celles qui ne comportent que les opérations d’Algtbre , jusques et y
compris les vacines & extraire. Les fonctions transcendantes renferment
des Iogarithmes , des exposans inconnus , des sinus, cosinus, ete. On entend
aisément les dénominations de fonctions logarithmiques , exponentielles,
_eirculaires. On wénonce ordinairement , dans une fonction, que celles des
fettres qui y entrent, auxquelles on veut ayoir égard , d’aprés le but qu'on a
-en yue (voy. la note da n° 620).
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et cette fonction existe certainement, quoiqu’on ne la connaisse
pas ; ainsi on a cette équ. identique

k™ f-pz™ =t - .. F tx —h = Q(x —a)-

On peut prendre pour l'arbitraire & tel nombre qu'on veut,
et I'identité subsistera, pourvu qu'on prenne pour @ la valeur
correspondante & celle de &, Faisons h =—1, le 1¢* membre
devient X, et la division par x — a sera possible exactement.
Donc, I'équ. X — o a la racine a; mais comme en mettant
— u pour £, les radicaux qui pourraient affecter h dans a, ont
peut-étre cessé d'étre réels , il se peut que a soit imaginaire.

517. On peut, 4 P'aide de la Géométrie, démontrer les théo-
rémes (n°515). La courbe dont Féqu. est y== X, n'a qu'une
branche continue et indéfinte dans les deux sens Q'CNM (fig. 2);
car chaque valeur de x répond toujours dune de y. On donne &
ces courbes le nom de Paraboliques, i cause que l'une des
variables n’est dans son équ. qu'au 1°* degré, comme cela ar-
rive pour la ‘parabole ordinaire. Les abscisses 4R, 4Q, des
points R, Q... ou la courbe coupe l'axe des z, répondent a
'y =0, et sont des racines de I'équ. X =03 elles sont positives
pour les sections R, Q..., & droite de lorigine 4, négatives
pour R/, Q...  gauche.

Cela posé , 1°.si x= 4B et 4D donnent des résultats de
signes différens, les ordonnées correspondantes 'BC, DE sont
de part et d'antre de I'axe; la courbe, continue de Cen /i
rencontre 'axe au moins une fois en R, ou 3, on b... fois
de B enD. De méme, lorsque x =—AB et 4P donnent des
résultats de méme signe, les ordonnées BC, P sont du
méme coté de 'axe, et la courbe va de Cen M sans couper l'axe,
ou le coupant en 2, 4... points. Il est facile de trouyer dans
ces circonstances , les preuves de ce quon a dit n* 512
et 515.

2% Quand X est de degrd pair avec un dernier terme positif,
x = o et= la limite supéricure AP donnent des points de
la courbe qui ne supposent de 4 en H aucun point de section
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avec l'axe, ou 2, 4... Il en est de méme pour des valenrs né~
gatives de x. Mais si le dernier terme est négatif, x==0 donne
Tordonnée négative AF (fig. 3); et x = les limites 4B et AD
des racines positives et négatives, donnent au contraire les or~
donpées positives BC, DE ; la courbe va de E en F, puis en
C, et coupe au moins une fois 'axe entre D et 4, et une fois
entre 4 et B; elle peut anssi couper en 3, 5. .. points, soit
d'un cété de 4, soit de 'autre. Tout ceci est conforme au
n2515, 1.

3% Sile degré de X est impair, avee un dernier terme néga~
tf, x —=o et = la limite 4B des racines positives (fig. 4)
donnent l‘es poinlts F et C des deux cbtés de Ax; la courbe
passe de F en C, en coupant I'axe en 1, ou 3, ou 5. points.
Et si le dernier terme est positif, x—=o0, et — 4B, limite des
racines négatiyes (6g. 5), donnent les points C et F, et1, 3, 5...
intersections de B a 4 ; comme n*515, II.

Observez que Ja courbe tonche Uaxe des ), quand denx on
plusieurs points de section coineident, c.-a-d. quand il y a des
racines egales (woy. n® 423, ba3 et 713).

Des Racines commensurables.

518.. Léqu. x™ + PX"Tl 4 R L - u==0, dont tous les

coefficiens sont entiers, ne peut avoir de racine fractionnaire
o Cgm it

X = car on auraif 7 “+p F —+...== 0, et multipliant

tout par b™, @™ 4 b( pa™* 4 gba" ... 4 ub™ ) —o. La

2° partie est maitiple de &3 donc o™ est divisible par b, ce’ qui

suppose on que b==1, ouque a et b ne sont pas premiers
entre eux (n° 24, 6°.). Donc, elc...

Ainsi, Iorsqueliéqu. est préparée d'aprés le n° 505, en faisant
y = kx, les coefficiens sont tous entiers , et celui du 1°F terme
est 13 on est assuré qu'alors il n'y a aucune valeur fraction-
naire de y : les racines réelles de y étant divisées par k, donnent
celles de @, lesquelles ne seront entiéres que quand cette di-
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vision se fera exactement. Ainsi, la recherche des racines frac-
tionnaires que peut ayoir une équ. est réduite & celle des ra~
cines entieres de sa transformée. On obtient ainsi les facteurs
binomes rationnels du polynome X, divisé par le coefficient k
de son 1°F terme.

519. Soit X=kx™ - pz"! 4= g™ ... sx? 4 to - u;
désignons par ) kit -plar—rsiat Y e o
le quotient de X diyisé par & — a. Nous ayons donné (n2 500}
un procédé propre 4 faire connaitre le quotient et le veste R,
savoir,

ket p=pl..sads=4¥ tadt=u, vatu=R;
R étant le reste de la division : donc

P sl S gt gl e B
— e SR (b W L e TS 0 )

a

La condition nécessaire et suffisante pour exprimer que & —a
divise X, est que R soit nul , et on peut par ces équ. déter—
miner successivement — 1/, — t/, — «'... en rétrogradant, par
des additions successives, puisque chaque quotient donne I'un
des coefficiens en signe centraire. Or, si ¢ est un nombre entier,
il suit de la nature méme du caleul que p’... s, t/, @/, sont
tous des entiers; ainsi, 1° a divise u; on ne peut chercher les
racines entiéres de L'équ. X =o, que parmi les diviseurs de
son dernier terme. 2°. a divise t—u', puis s —t'...; enfin,
p—p, et ce dernier quotient est le coefficient k du premier
terme, en signe contraire.

Telles sont les conditions auxquelles doit satisfaire toute ra-
cine entitre a; et il ‘est clair que tout nombre @ qui les rem-
plit est racine, puisqu’en composant, par le procédé dont il
sagit, le quotient de X divisé par o — a, on arrivera a un
reste nul, et aux coefficiens &, p'... s, ', 2, tels qu'on les avait
obtenus.

Voici done Ja marche & suivre : on prendra, tant en - qu'en
—, tous les diviseurs du dernier terme u, et les quotiens u’
de 1 divisé par ces nombres; on les soumettra aux épreuyes
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ci-dessus prescrites; si dans la snite des calculs, I'nn de ces
diviseurs donsie quelque quotient fractionnaire, onle rejettera
comme ne pouvant étre racine; enfin, on reconnait pour telle
tont diviseur ‘qui conduit a trouver — &, ‘ou- le coeflicient du
1¢ terme en signe contraire. La suite des quotiens numériques
ainsi obtenus forme les coefficiens «, ¢/, s’... k du quotient al-
‘gébrique de X divisé par x — @, mais avec des signes con-
traires. : :

zt 1 divise tous les nombres ; mais comme les épreuves de
oes diviseurs de z donnent des quotiens toujours entiers, ce ne
serait-qu’au terme du caleul qu’on reconnaitrait, en ne trou—
vant pas — k pour quotient, que == 1 n'est pas racine, On pré-
fére donc substituer == 1 dans 1équ. De méme on ne soumet
pas & ces épreuves les diviseurs qui excédent les limites des

vacines (n° 507).

+ Soit, 'par ex. ; &t — 2% —162° + B5x — 75 = 0; comme
75==3.5" on trouve aisément (n°95) que les diviseurs de 75
sont =t (1, 3,5, 15, 25 et 75). Nous excluerons == 1, ear la
somme des coefliciens de 2 en 9 est — 90 —+ 54 et soit qu'on
prenne =54 ; la somme n’est- pas zéro. Excluons de méme les
diviseurs qui passent 417 et—357, limites des racines. Le calcul
se range commodément sous la forme suivante , oi ¥ marque
Ies diviseurs & rejeter.

@ 15 5 3— 3 5=15—ab
— == 5 —15— 25 25 15 5 3
55 —u'= 5 4o 30 8 50 ‘6o 58
—_ = * 8 10 F—af — 4 G
16—~ = — 8— 6... —30—a0
— = e Y %
—1— = St —'3.. +'5
—k = %% — i ey

Ainsi, la proposée n'a que ces deux racines entidres, 3 et — B
le quotient par @ ~=5 est 2% — 6a® 4 14z — 15 divisant de
mouveau par x —3, on a

(x 45) (x—3) (2* — Bx - b) = zf — 1% — 162" etc...

RACINES . COMMENSUR ABLES. b7

) Voici encore deux autres exemples :

a3 4-322— 8x 10 = 0 8z3— Zx“-—, E 63z ~-36

2— 2 — 5, —10 9 4 3 2—a2—3— 4
b —a — 1 4 6 g 12 18—18—12— g
I—t'= —3—13 —10 — g b9  —b7—54—b1=45—Br—
B = e ® % £l
S e N By e ol .
RS e R, e R

Dansle 1°7, le facteur z 45 donne le quotient z*—ax.l-2—0.
Dans Je 2° on n’éprouve parmi les diviscurs de 36, que cenx
qui sont entre les limites —5 et 4 g; on a le facteur 2—3
et le quotient 8x* - 172 — 12, :

Voici des problémes qu’on résout par ce procédé :

1. Cherchons un nombre /¥ de trois chiffres x, ¥y, z, tels
que, 1° leur produit soit 54; 2°. le chiffre du milien soit 1o G
de la somme des deux antres; 3°. enfin, en soustrayant 594 du
nombre proposé, le reste est exprimé par les mémes chiffres
écrits en ordre inverse. Comme N— 100r—-ioy+z, ona

xyz=54, by=x 4z, 100z -+ 10y + &= N — 5g4.

Celle~ci revient & z—z=6; chassant > on a x*zd-azi=304 ;
enfin, mettant 246 pour =, on a z? 92 + 18z = 162
Or, x, y, z sont des entiers, et notre méthode donne B0
dol =g, y==2 et N= ga3. ¢

II. Quelle est la base' du systeme de numération dans le-
quel le nombre 538 est exprimé par les caractéres (4123)?

1l faut trouver la racine eutiére et positive de I'équation
42° +12% - ox 4 3 =538; elle est x=—5 (voy. 0% 7 et
102).

En général, si 4 est le nombre exprimé par les nchiffres
a, b, c.i i, labase x du systeme est donnée par

QX bt = A — i

1 €qu. qui n'a qu'une racine positive (n° 530). Du reste, x est

entieret >a, b, c... i.




58 ALGEBRE.

TII. Soit proposée L'équ. 8(—’g)13”‘:”5""'31:_*‘3 — 125; le caleul

du n° 147 , 3°. , donne, 4 cause de 128 = (2)%
(13-—51’+3x+5)10g§—:5]og%, ou 2} —bzr*-Bi4-B==—3.
On en tire 2 =2 et =1 (3£ y/21).

1y. Pour 6z*—192° 4 98x* —18x -4 =0, on fait...
@ :—.% y; do yt — 19y° =+ 168y*— 648y -+ 864=o0. I 1’y
a pas de racines négatives, et les positives sont < 203 oF,
86/ ==2°.3", et on est conduit & éprouver les diviseurs 2, A
4, 6... 18. On trouve y=73¢et4; d'ou y’%m_y—-{-;‘z:o;
enfin, x=4%, 3,1 EY—1

On trouye de méme que
625 4 152t 4 102° — 2= z(x=4-1) (x4 1) Bz 43z =—1}.

5oo. On voit que les calculs peuyent &tre trés longs. Voici
un moyen de les abréger. Faisons x =4 dans la proposée
X=—o0, et soit Ule résultat quon obtient; si 'on fait z=y-0,
la transformée y™ - Py" " a précisément U pour dernier
terme (503).  est ici un entier uelconque;; les racines entieres
de x répondent i celles de vy, comprises parmi les diviseurs de
U. Désignons ceux-ci par 4+ df, = d"...; il est clair que. .-
x = 0 ==d, nombre qui devra diviser le dernier terme de X.

Ainsi , mettez pour x un entier quelconqﬁe ¢; prenez tous
les diviseurs =d du résultat U (il sera utile de choisir € de
maniére que U ait un petit nombre de diviseurs) ; il ne faudra
sonmettre au procédé prescrit par la meéthode générale, que
cenx des diviseurs du dernier terme z, qui sont compris dans
la forme 6==d. On peut méme prendre plusieurs valeurs de 0,
qui offriraient autant de systemes d’exclusion.

Dans le probléme IV, faisant y =1, on a U = 366, dont
Jes divisenrs sont 1, 2,3, 6, 61; les racines entiéres de y sont

donc de la forme 1 == ces diviseurs, ainsi x est parmi les nombres.

2,3, 4, 7, en sarrétant aux limites © et 20, Dés-lors , il ne
faut plus éprouver que 2, 3 et 4.

E
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'5;1. p(];erchons maintenant les facteurs commensurables duw
9% degré de l'équ, X =o. L’un de ces facteurs étant a*+ax--&,

T'autre sera tel que &' 2 + px + et on aura cette equ.
. m—a m=3 g r
ldentique <

X = (x> + az 4 b) ("2 + p'a™> 4= g'z"4...);

les coef.ﬁciens sont ici des inconnues en nombre m. Exécutons
la multiplication, et comparons les deux membres terme &
_l'erme (voy. n° 576) ; nous aurgns m'équ. ; éliminant p'; q'...
1:t restera deux équ. ténrre a eth, et euﬁn une contenant 5'56111 s
desq:;;«;&;ﬁcii;):egre‘g m(m-—1), parce que c'est le nombre

= 5.2 a4 2 des facteurs du 1°F degré. Cette der—
niére éqn‘. d’onfwra pour b aumojns une valeur commensurable
saus quoi X n'aurait pas de facteur rationnel du o degré; cett;
valeur de b, introduite dans uneéqu. en g et b, donne « ’et‘ :
suite, 2* -4 gx -+ b. G el e

Par exemple ;

af —Bof —10n 4 B = (b ax o B) (k4 47),

d'ot

atp'=d, btap' tq=3, p’b+aq';_—12;~q’b:5.

Lesdeux 17 donnentp’ etq’; substituant dans les deuxautres, ona
2ab +Ba—ad="1s, b 443 —a*) 4+ 5 =0,

et chassant b on trouve af — Baf —110% =144 ; dov a =3

et—5,‘b:5 et 1, puis les facteurs (2”3245) ’(.r‘——-5.l‘+—l).

De UElimination.

518. é i
b CLS ;l . :{z S e étant fouctions de y, cherchons toutes
uples de valeurs qui, substituées & & et y dans les poly=
nomes Z et 77, les rédnisent & zéro :
Zv:. A Bt >T=ax' bz L
Soitm < n; divi Z éyi i
< n; divisons Z par T'; et pour éviter les fractions, mul-

tiplions, &'il le faut, Z par un facteur M , qui rende .4 multiple
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de ¢y M est un nombre ou une fonction de y (*). Désignant
par Q le quotient; par R le reste , fonction de y, on a
MzZ=QT+R.... (1)

Cette équ. est identique, exempte de fractions et d'irrationna—
lités , et se vérifie, quels que soient x et y; substitnant donc
pour z et y I'une des couples cherchées, Z et 7 sexont nuls;
donc R le sera aussi , ‘sayoir, R=o et 7=0.

Réciproguement, si I'on met pour x et y des valeurs qui
vendent R et 7'nuls, MZ le sera aussi, c-a-d., M=o, 0u
7 — o Aulieu de Z'=o et T'=o0, qu'on premne R—oet
7'— o ; ce nouyeau systeme admetira done toutes les couples
cherchées, et en outre celles qui donnent M—oet T=0, les-
quelles sont étrangéres & la question, etintroduites parla marche
du caleul. Du reste, Te probléme est devenu plus simple, mal-
gré quiil renferme ces solutions inutiles, parce que le degré
de 2 est moindre dans le reste R que dans Z ; et méme on a
soin de pousser la division de Z pax T jusqu’a ce que le reste R
s0it & un degré moindre que celui de 77

Divisons de méme 7', ou plutét M' T par K, M étant un fac-
tenr convenable; Qf étant le quotient entier et R’ le nouveau
reste , nous ayous ;

MT=QR+E.... (-

On prouvera de méme que toutes les couples de valeurs qui
rendent nuls 7"et R, donnent aussi B = oet R =o, équ. qui
admettent toutes les solutions cherchées; mais que, récipro~

) Le facteur M s’obtient comme pour le commmnn diviseur (p- 136, t. I).
Lorsgne le degré n. = m — 1,cas qui est le plus ordinaire, du moins dans les
divisions subséquentes, on prend M=a?,
scur 7. Lé quotient est alors

Q=a (Ax=-B) —.Ab.
On formera de suite cette quantité, et son produit par 7',
deaZ : les deux premicrs termes disparaitront, et il sera méme inutile de
lcs former ; on aura ainsi le reste 1t par un caleul s fuiles

carré du 1er coefficient du divi-

qu’on retranchera
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¢uement, celles-ci contiennent encore les couples qui rendent
nuls M et R, et qu'en les prenant au lieu des proposées, on
aura lgs solutions demandées’, et en outre d'autres qui sont
étrangsres . et rendentnuls M’ et R, ou Met 7'

On continue de la sorte ce calcul, qui n'est que celui du
commun diviseur entre les polynomes Z et T, jusqu’a ce que
le degré de x se soit abaissé dans le dividende m/” et le divi-
seur D, de maniére & donner un reste Y , indépendant de x;
sayoir

mV =Dg+Y....... (3);
d'ott D —o, et¥— 0,20 N (4):

f]es é?u. ont toutes les solutions cherchées, et en outre des
étrangéres, qu'on reconnait & ce qu'elles rendent nuls ensemble
T'un des facteurs introduits M, M’... m, avec le diviseur cor-
respondant T, R ... D.

L’équ. ¥ = o n'a qu'une inconnue y :on en cherchera les
racines ; et les substituant dans D=0, équ. en général du 1°°
degré en x, on aura chaque valeur de x, qui s'accouple a celle
de y; cependant si D est du 2° degré, chaque racine de y
s’a'ccouplera adeux valeurs de @, et ainsi de suite. Done, pour
éliminer x ety entre les équ. Z—=o0, T'=o0, cherchez le com-~
mun diviseur entre Z et T ordonnés suivant X; poussez le cal-
cul' jusqu'd ce qu'il wienne un diviseur D, qui donne un reste
Y indépendant de x; enfin, remplacez les proposées pér'Y =0
¢t D=o, qu'on nomme Equations finales.

Soient 22> —y*~4=1=0, z* —Bxy--y* 4+-b=o0;

divisant la 17® &qu. par la 2°, le quotient est 2, et le reste;
dégagé du facteur 3, est D —=sxy —y’—3=o0: multiplian;
l“a 2¢ proposée par 4y*, et divisant par D, le quotient est
2xy—by* 43, et le reste Y:—yi+8y’+9 =—o0. On ré~
sout cette équ. en faisant y*=z; d'on 2*—8z=g, z2=09,
et —1;puisy=c3, et=={/ —1 :enfin, substituant dass
D, on obtient les valeurs correspondantes x =zt 2, gm §/ — 1.
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Pour les équ. 2* 4 axy —3y*+ 1=0, ¥ —y=0;
le1°" reste est D= ai_y-—n_y"-l-l , lea® Y=4y* —1=0,
enfin r—=—y ==

P, Q,p, q étant des fonctions données de y, les équ.

2?4 Px 4 Q=o0, a*+pztgq=o0
donnent les équ. finales (P —p)x+Q—qg=o0,
Q=) +qg(P—pr=p Q=9 P=p)

Pour 2+ a? —xy* — y*=0, 22°—x (4y— 1)— 2y*+y=o0,
le 15 reste est (16y* —oy—1)z 4 8y =6y’ —y=o0 D;
on multiplie le divisenr par (16y* — gy —1)*, ondivise par D,
et lona I'équ. finale 32y° (4y°— 12y* +38y+1) —0=17¥.0n
en tire y =10, et 1 (n° 519); on abaisse ensuite y au 2° de-
gré, etlon trouve y= 1 (52 1/53). Enfin, D donne les valeurs
correspondantes x== 0, ;,—1 et —1.

51g. Il nous reste & distinguer les solutions étrangeres, celles
qui rendent nuls M et 7', ou M et R, ou...3 Péqu. M=o eny
seul domne des valeurs telles que y =83 substituons-les dang
77, R et R', qui deviennent des fonctions de . Par sa nature,
M est facteur de @ dans T==ax™+bx"". .., et M = o abaisse
7 au degré n—1, qui est celuide R: T'=o et R= o ont
donc , pour y=@, n— 1 valeurs de @, qui doivent étre les
mémes , puisque, dés que M est nul avec 77, R l'est aussi,
daprés I'équ. (1), et réciproquement. Mais, d’aprés (2), R est
alors nul 5 ce ‘qui suppose qu'en faisant y = gdans R’ =o, on
peut tirer de cette équ. du degré n—2, le nombre n— 1 de
racines de x. Donc, y==prend R’ nul sans le secours d'au-
cune valeur de x, ou plutét M divise R. Donc, le facteur M,
introduit dans la 1°¢ division , est divsieur du of reste R'., ou
R/ = Mr.

Rejetant donc de R le facteur M, c.-a-d., remplagant B par 7,
on aura dégagé le calcul des racines étrangéres provenues de M :
des-lors Je calcul du commun diyisenr se fera sur le reste 7, au
lien de R.De méme, on trouvera que M’ divise exactement
le 3¢ reste R, qu'onremplacera par le quotient, pour suppri~
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mer les racines eétrangéres, introduites par M’, et ainsi de
suite. Enfin, I'équ. finale ¥ =o sera dégagée de toutes ces
racines, le dernier facteur m n’en pouvant introduire aucune,
a’}tendu que tout factenr y — £ de m et de ¥ devrait aussi di«
viser D, d'apres I'équ. 3 (voy. n® 520, 4°., et 521, IV ).

Par ex., a®y—3zx-41=0, 2*(y—1)+xz—a=0;
multiplions la 1%¢ par (y—1)*; divisons par la 2¢; %
wirete  —x(y =By +3) + (Y—dy+1) D)
multipliant le diviseur par (y*— 5y + 3)*, il vient
2° reste ¥ — 10yt 4-37y* — 64y* + 5oy — 16,

Iequel doit étre divisible par(y—1)*; le quotient est I'é~
quation finale, dégagée de toute racine étrangire. .
y2—8y*taoy—i6=0. " (I).

Lesracinessonty =4, 2et 2, et D —=o donne x=—1, 1 et 1,

500, Faisons quelques remarques importantes.

1°. Si & =« et y = @ rendent nuls Z et 7', en faisant x—=u
dans ces polynomes, les résultats ne contiennent plus x , et sont
T'un etTantre nuls poury =g; doney — gen est facteur com-
mun. Pour s'assurer si @ = « fait partie d'une des solutions
cherchées, et obtenir la racine y = gqui y répond, il faut
donc poser x =« dans Z et 77, ‘chercher 1¢ commun ‘diviseur
enire les résultats ; et I'égaler a zéro. Si ce facteurlest'du 2° des~
gré, « répond A deux valeurs de-y, ‘etc.

2% Si quelque combinaison des polynomes Z et 7’ donne
un résultat plus simple , on T'emploiera de préférence au lien
de Z: comme aussi il est bon d'ordonner, par rapport dy,si
Te calcul en devient plus facile. C'est ainsi qu'en ajoutant les équ.
du 1% exemple, pag. 61, et ordonnant relativement & y, qui
d_ans 'une n'est qu'an 1¢° degré, on obtient de suite les solu~
tons,

Quand Z et 7" sontan méme degré m, en éliminant a™ comme

une inconnue, on peut donc abaisser 'une des équ. & un degré
3 :
moindre.
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3e., 8i Z est formé de deux facteurs rationnels Z =P 3< Q, il
est clairqu’en méme temps que 7’=o, on doit avoir ou P, ou Q
nul. Ainsi le probléme proposé se partage en deux, et n'ad-
met que les solutions de ce double systéme ,

=oavec P—o, 7T'=o ayvec ()=o.

Et si 77, P ou Q est lui-méme décomposable en facteurs, on
partage encore le probléme en d’autres plus simples.

Dans le 2° exemple (n°518), Péqu. 2> —y? = o donne
x+y=o0,eta—y=o0; ainsi I'on fera simplement x=zty
dans la 17 équ.

4°. Quand il arrive qu'un des polynomes qu'on rencontre
dahs le caleul contient un facteur fonction de y et il doit
1'éire de chaque terme (n°103, IT), on ne peut pas ici sup-
primer ce facteur, comme lorsqu’on a seulement dessein d’ob-
tenirun plus grand commun diviseur. D’aprés ce qu'on vient de
dire, il faut égaler a zéro , et considérer cette équ. a part : elle
renferme une partie des solutions demandées.

Par ex., pour @' —a2z®4-y*=o0, x*(y—2)-txy=0,

on multiplie la 17° par (y —2)*, on divise par lao®;

y[z@By—4 +yly—2]-.. (D)-

Avant de prendre ce reste pour diviseur, on éte le facteur com-
mun y, on pose y==0 dans la.2* équation, et 'on a x==o.
Les autres racines s'obtiennent ensuite, en multipliant la 2¢ équ.
par (3y — 4)*, et divisant, etc. Le o° reste doit étre divisible
par (y —=2)?, et supprimant ce facteur étranger, on arrive &
Péqu. finale y* (y*—6x*+ gy —4)==o0, (¥); d'oity=0,1, 1, 4,

puis x==0, 1, 1, — 2. De méme les équ.

1° reste

a*4-a(y—38) +y*—3y4-a=o, z*—o2x +y*—y=0
conduisent au reste (y—1) (x—9) : on pose y =1 dans le
diviseur ; d’'ott 2==0 et 2. Ensuite on continue le calcul pour
le reste x— 2 1 le veste final est y*—y =o, sayoir, x=2
ayec y=0, oul.

ELIMINATION. 65
5e. 8iZ et T ont un facteur commun¥, Z — PR T OF
Ie problénre est résolu, en posant ou P et () nuls, ou F = o’:
Te'1 ¢ systéme se traite a ordinaire et donne diverses solutions.
Quantal'équ. F=o, comme elle ne peut déterminer z et yaelle
seule, le probléme est indéterminé. Si F' ne contient que xouy
oottfe inconnue s’en ‘tire, et Pautre est arbitraire; si F— ;
renferme @ ety, I'une est quelconque , et Vautre s'en déduit.
Parexemple, en opérant sur les équ.

—— = s
G—hr—y+f=o0, o —at—ayqy=o,
ontrouve le facteur commun x — 1, c.-i-d. quona
(y —4 (=z41) (r—1)=o, (& —y) (x—1)=o0:
on fera donc & == 1 et y quelconque. Outre ce nombre . infini
de solutions, on aura encore celles qui résultent de la suppres—
sion du facteur z— 1, savoir, y=1et4, x=—) etto
521. La regle prescrite n° 518 présente quatre cas d'excep-
tions ; car il se peut que le reste .¥ n’existe Pas, ou soit un
nombre, ou que le dernier diviseur D soit nul ‘de lui-méme
ou soitun nombre @ on ne peut alors rendre nuls' Vet :
1%, Cas. Lereste Y n'exviste pas, ¢est-a-dire ses‘termes
; ey : ) s€
s'entre-détruisent : alors il y a eatre Z et 7" un facteur com
mun , qui est le dernier diviseur. Nous venons d’examiner cette
o - .
circonstance (5°.), dans laquelle le probleme est indétermine
2° Cas. Y est un nombre : comme dans Péquation (3) Zet
ne peuyent étre rendus nuls ensemble, il suit de I'analyse du
n° 518, que le probléme est absurde , les dquations proposées
.. S - 3 11 1 1 Y :
1enfexx}_lauldes conditions contradictoires ; cest ce qui se yérifie
sur les équ,- o
Zoa > =3 . o
B —Sxy+ay‘~x =0, 2" —4ry—4ay* L 1=—o,
; ;
Quon pose deux équ. quelconques 4 une seule inconnue , pat
4% T
fexempl‘e » 92'—1 =0, 92" bk 1=—0; leur coexistence est
impossible { sauf le cas d’un facteur commun; ‘n® 5o1 ; 4%);
S ) H
qu'on fa‘sse Z=x-+ty, oux— 1y, ou telle autre fonction de
Zety, il est clair que le probléme proposé sera absurd,
2
2, 5
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3¢, Cas. Le dernier diviseur D devient un nombre ¢, lors—
qu'on y substitue pour y ungnracine 8 tirée de Y =o0; D ala
forme (y—=8) K- L=o0, K contient x ety (n° 500.),)/ seul en-
tre dans L qui devient «, Comme y — & est en diyiseur dem.s
la valeur de K , qui contient tous les termes en z, il est clair
que =00 est la quantité qui s'accouple avec y = @. Par ex.,
les équations :

yad + oy’ (y—1) —1=0, yzi Aty —y—1=0
ont pour équ, finales y* (y — 1) = o, et pour dernier diviseur
xy—1==0; doncy=1, x=1, ety=0, T=00.

4¢ Cas. D devient nulde lui-méme, en faisant y = ,B,Avalem'
tirée de ¥ — o alors D a la forme (y—g)K ; on-aurait donc
dit égalér séparément & zéro le facteur y — 8 (‘ n%hoo, /f". ). 11
convient done de reprendre le calcul ; et davoir égard a cette
remarque.’

Boo. Montrons sur un exemple & éliminer frois inconnues:

z —oy+2z' =0, x4y =2 ) ZEr=— 1,

Eliminézy entre ces équ., 2 2; vous aurez’ deux équ.-finales
en x et z, entre lesquelles éliminant z, yous aurez 'équ. en 2
seul. 3
24 oxzt 4522 =8, r=1, bat—fx? =—1.
On adonc =1, 5x*="1 , et les quatre valeurs de x sont
connues ; z résulte de I'équ.z*z =1, etc.

Racines egales.
503, En développant én facteurs le polynome X, dont le
degré est m, il sera sous L'une de ces formes,
X=(ea @—b@E—0 @—d. (),
on X = (@—a)@—by @ —0c) (@—d).. (B).

Dans ce dernier cas, on dit que X a r facteurs égaux & & —a,
pa-x—Db, ouque I'équ. X=o0 a n racines =a, pracines =
1] s'agit de s'assurer, sans connaitre ces racines , 51 X est dans

e s e
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ce dernier cas, et de donner 4 ce. polynome la forme (B), en
supposant qu'on sache résoudre les équations privées de racines
égales, - N5

Comme I'équ. (4) est identique’, on pent y remplacer x par
¥ - 2 ; faisant cette substitution et développant le 1°* membre

selon les puissances croissantes de 3, on a cette équation iden-
tique (n° 503),

X—{-Xfy-}- 1 Xy =y +x—a) (y4x—b) (ytz—c)...
A estla dérivée de X, X" ¢elle de X'+, 5 or, le ¢ membre est
formé de facteurs dont y est e 15 terme ; le produit rentre
done dans ce qu'on a yu page 185 1% vol. ; les coefficiens sont
les produits 1 41, 2 & 2,84 3., :des secondes partiesx — a,
x—b, & ~—c... Donc 2

1°.. X est le produit de ces 7 binomes, et redonne Iéqua~
tion (A). 2

2% X’ est la somme de leurs produits m— 1 dam—1; ¢.-a-d.
qu'il faudra, dansle produit (), omettre successivement chaque,
facteur, et ajouter les résultats.

De méme pour les autres coelliciens L X¥,.,

Cela posé, si X n'a qu'un seul facteur = (2 =—'a), tous les
termes ‘de X’ contiennent aussi: ce factenr, excepté le terme
R=(x=—1) (x = ¢)... o1l on:aiomis x~—¢; ainsi, X/ a la
forme R4 (x—a)Q, ot n'est:pas divisible par ' —a, On
prouve de méme quaucun des facteurs inégaux de X ne peut
diviser: X. Donc, i X n'a que des facteurs inégauz , X et X"
n'ont pas de commun diviseur. : ;

Mais si dans (4) on ae=d=e...; ce qui est le cas de
Péqu. (8), pour former X, chacundes n facteurs (= —a) de
X devant ‘étre omis & son four , x—a nlentre dans ces ré-
sultats qu'a la puissance m — 1, c.-a-d. qu'on aura n termes
¢ganx A (x— a)*! (x— b)Y (x — c)... 5 en ontre, il faudra
omettre a son tour chacun des autres facteurs (@—b), (x—c)...,
et ces derniers résultats comprendront tous (x — a)". Faisant
done R = (x—b)? (x—=c)..., on a

X' =n(x—~a)"~'R-(x—a)" Q= (F—a)"~"[nR4-(v—a) Q1.
g Bt
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On voit que X est divisible par (z—a)*, et X’ par (x— a}"“‘;
ainsi chaque facteur multiple dans X, entre aussi da‘ns X' eta
une puissance précisément moindre de ufl.‘Donc, 81 X a des
facteurs égaux, X et X! ont un commun dzvlscur:, formé z%u pro-
duit de tous les facteurs de X, chacun élevé d une puissance
moindre d'une unité. '
D’apres cela, étant donné un polynome X, on formera sa
dérivée X', et on procédera a la recherche du plus grand com~
et X'; 'il est T'onité, X n'a pas de fac-

mun diviseur entre X ) s
fonction de x, aucun des

reurs égaux; et s'il y a un diviseur F,

facteurs inégaux de X n'y entrera.
Fe=(z—a)y (x—by " (0).

Le calcul fera connaitre F sous la forme xt -4 p’x"‘"—l—.’ : .+u’l;

et il s'agira de le décomposer sous la forme (€), afin d'obtenir

les facteurs égaux et leurs exposans. ; a7
En divisant la proposée () par F, le quotient q est formé

de tous les mémes facteurs que X, dégagés des exposans,

SAVOir : ;
g=(x—a) (@ —b) (z—c) (x —d)... (D).
Quon résolve Téqu. g==0, on reconnaitra ensuite , a l'aide de
la division, quels sont les facteurs x—a, & — b... de F, et
quel en est V'exposant ; accroissant ensuite ces puissances de un,
on mettra X sous la forme (B). ;
Bo4. Onpeut donner 2 cette théorie une marche plus réga~
liére. Désignons par [1]le produit de touslles fac‘teur? iné-
‘gaux de X, par [2]° celui des facteurg carrés, par 81 cel:x.x
des cubes..., que F soit le plus grand diviseur entre X et X'
qu'enfin g soit le quotient de X divisé par F, les relations 7 ,
C, D, deviendront
¢ [1]. [ B [404.[5 .. T
e Ea%.ctsjjﬂ.\gf]r-tsjﬂ.-- ¢'= [1].[2].[81.[40- (52
Traitons F comme nous ayons traité X, et soit. G le plus grand
dJiviseur commun entre F et F', p
par G, on

uis 7 le quotient de F divisé
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=[5).[4*.[6]%. r=  [2].[81.[4].[5].-..

De méme
H=  [4].[5]. s= [31-[41-(57.-.-

i Dl ti= [41-[6]..-
et ainsi jusqu’a ce qu'on arrive 4 un polynome IV, pour lequel
le diviseur commun avec IV’ soit = 1. Il est visible qu'en divi~
sant g par r, le ‘quotient est[1]; r par s, il est [2]; s par ¢,
il est [3]... Ainsi, sans connaitre les facteurs de X, le po—
lynome se trouvera partagé en autant de facteurs qu'il y aura
d’exposans différens, mais dégagés de ces puissances. Le pre-
mier [1] contiendra tous les facteurs inégaux; le 2° [2] tous
Jes facteurs qui étaient carrés , devenus inégaux; le 3¢ [3] tous
les facteurs cubes rendus simples , etc... Si X manque de quel-
qu'un de ces exposans, le quotient correspondant sera == 1;
enfin, les facteurs dont I'exposant est le plus élevé , sont donnés
par le dernier IV des polynomes G, H..., qui s'est trouvé con-
duire au diviseur commun 1.

Voici donc le tableau des calculs 4 effectuer :
polynomes, X, F, G, H, JEN s
15" quotiens , g oot Ty S e N~

3
[, [=1, [3], [41.. N
Chaque terme de la 1 ligne est le commun diviseur du pré—
cédent et de sa dérivée; les polynomes qui composent la o et
la 5.“ Iigne sont les quotiens respectifs de chaque terme de
la ligne qui précéde divisé par le terme qui le suit.

Voici quelques applications de ces caleuls :

I. Soit

X =P att 4P e — 4

on en tire

X' =504 — 42 + 102 — 8z 44,

et le commun diviseur F=a* 4 2 ;.celui-ci a, avec sa dérivée
ax, le diviseur 1 : la 17¢ ligne est ainsi terminée. Pas sant a la o5
X diyisé par F, donne *

2 quotiens,

§=x"—a*+ox— o, puis' r==z*J-2;
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divisant ¢ pariz, on a [1] == i—r, \[lel=a?<} a; enfin

1178 et e R

L X= a2t gt 53:5——-16x3+ 112% = 121:-—(;,
d’om
DG 6.7:5—{— 20xt— 122%... , et le commun diviseur
Pt -—]—x°— br=-3; .dely "F'=3x" 3% =5,
puis le commun divisenr G=a — 1, dont la dériyée est 1.

Pour former la o¢ ligne, on (hw:.exa )i par F, puis Fpax G
et on aura

g =" 4 3rt— 1:—3

r—:x,’+2x——-3 S=x =13
enfin divisant ¢ pav r, r par s, ;
Dl=z41, (=243, [Bl=c—i,

puis
X = (x41) (x4 5 (x—1)".
UI. Prenons encore le polynome X =
“—12x7+55r6-— 92:5—-9:4:?-]- 21029 158~ 1084108 -
d'on
’—8x7—34x“' —-x*—-—7x3+15x +5x—-18
G,
Les divisions de X par [, etc. ; donnent
g =zt — bz’ - bx* 4+ bxr—6,
enfin 5
l=x—1, [2]l=a*—x—2,

G=ax—3,

re—=ad—

4ot F 2 4 65

Bl = .r—-3,‘

X=(—1)(x—2) @+ 1) @—5"

1V. Pour xf — 62t — 2 + g2 + 122 44, on a
F=at4 2*—32° —br—2, G=a*4-ox-1, H=x -1,
gie=r=iat =i s =% ma@ 1

Bl=0 l=xr=—a = ="/ [4l=%"}%

enfin :
2 X =(z—~2)* (x4 1)

puis

RACINES INCOMMENSURABLES. St
Racines incommensurables.

Kob. Méthode de Newton. Une équ. étant dégagée de ses
racines égales et commensurables , n’en a plus que d'irration-
nelles et d'imaginaires. Proposons-nous de trouyer les premiéres.
Supposons qu'on soit paryenu & connaitre une valenr approchée
de J'une des racines , qui soit serle comprise entre et §; en
faisant & = », nombre intermédiaire a « et 8, on juge par le
signe du résultat (n° 513), si la racine est comprise entre « et
v ou entre y et 6. Posons que le 1°% de ces cas ait lien. Faisant de
nouveaun x =@, entre « cty, on saura si la racine est entre « et 8
ou 8 ety, etc.; ainsi, on resserre de plus en plus les limites de
x, et on approche indéfiniment de sa valeur.

Mais,ice procédé laborieux ne peut se pratiquer ponr‘ de
grandes approximations; on ne l'emploie que pour obtenir. un
nombre « approché & moins du 10° de la valeur de x. En dé-
signant l'erreur pary, on a w=ey. Introduisons ce binome
dans la proposée

SRt LT L et =X =0
dott (503) - X+ Xy +- L X"y + kym=o.

Mais y est par supposition une petite quantité, et « n’entre an

- dénominateur d’ancun des coefliciens, qui sont les valeurs de

la'proposée X et de ses dérivées, quand on y faitw=«, La
regle de Newton consiste ‘A regarder les y?, oo s comme assez
pelits pour pouvoir étre négligés , ce qui réduit la transformde
a X+X'_y = osidiph
e g Fe™ - pa™ . L te 41
i s ud e mha™ " o p(m — 1)

Appelons @ cette fraction, ou senlement sa valeur approchée;
y =4 donne &=« -} 8 pour seconde approximation. Faisant
« --f=4, et désignant par " la nouvelle correction, elle
sera donnée par la méme fraction, ol « sera remplacé par «';

dotx =« - g+ y'=o +y'; etainsi de suite.
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Soit, par ex,, °— 2x-—=5==0; en faisant t = s et 3, fes
résultats — 1 et -}~ 16 accusent qu'il existe une racine entré
2 et 3, et.quelleest plus proche de 2; comme x == 2,1 donne
0,061, on reconnait que 2,1 est plus grand que x, et plus yoisin:
‘de la racine que 2, Faisant « = 2,1, la correction est

B

Bornons-nous aux dix-milliénes , pour une i*® approximatiomn,
2==2,0946 : et faisons de nouveau « == 2,0946 ; nous aurons-

9,000541 550536 S005 B S «
11,16204748. s %
Notre 4° décimale était donc défectueuse, et nous avons. . .
& = 2,04455149; on pourrait de méme vpousser le caleul plus
Toin, corriger les derniéres décimales, ou s'assurer de lenr exac-
titude. : g
X

Observez qu'en conservant les y, ona y=— mm, aprés
s Ay

avoir trouvé la correction y,. sion la substitue dans le dénomi-
nateur, on aura une valeur plus approchée de y. Ainsi, dans,
notre ex. y=—0,0054, mis dans } X"y, donne — 0,034 ajou-
tant & 11,23, le dénominateur est 11,196, d'oti y = 0,0054483.,
valeur dont la derniére décimale est seule fautive.

Soit encore équ. a® — x*+-2x =3 ; ellea une racine enire

les nombres 1,2 et 1,3, qui conduisent aux résultats — 0,312
et -} o;107. Faisons « — 1,5 ; nous avons

.. d—a&+22—3  or107
7= Bet—oet2 4,47
ainsi = 1,28. Comme ; X"y = (3z—1) y=12,9.y, le dénomi-
nateur, augmenté de 0,058, devient 4,412 ; d'o y==—o0,0242;
ainsit, = 1,2758. :

En posant @==1,276, on trouve y = — 0,00051552, et
méme par suite y = — 0,000315585; d'ott & =1,276584415;
et ainsi de suite. ' :
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526. Nous n’avons pas clairement démontré qu'on ait le droit
de rejeter les 'y, y%...; et, en effet, st @, &, c... sont les ra-
cines de X=—=o0, comme x =« =+, celles de y sont a—«,
b —a..., dont le produit est 2= X; ainsi (n° 5os)),
FX =(0b—a) (c—2)... (@ — &) (6c—2)... + (@ —a) etc.,
X ey

1 g 1
f—-a———n_" =, en faisant E,_m+ m+---,

enfin, SR on Bl T &4
X’ 1 4= (@ —a)=

Pour que la méthode de Newt'op soit bonne; il fant que 14
correction @ donne # + £ plus approché que « de 1a racine @,
50it par exceés, soit par défaut; ainsi, Uerrenr a'— 2 doit éire
numériguement et abstraction faite du signe, >a—a—p.
Pour’ détruire Iinfluence des signes, élevons cette inégalité au
carré; en supprimant (a2 — «)* des deux parts, et le factenr
8, nous avons-2(a — «) > #; et & cause de notre valeur de g,

1+ 2(a—=) >0, ou positf

Suivant que cette inegalité sera vraie ou fausse, la méthode de
Newton sera bonne ow mauvaise.

Or, sia-zets ont méme signe, la condition est remplie ; elle
nel'est pag quand les signes sont différens ct queleproduit est >1.
Quand «, qui est voisin de a, se trouve I'étre ausside b, la
Proposée ayant deux racines trés rapprochées, dés qu’on tombe
sure entre a et b, a— et =-ont des signes contraires, parce

1 2
que =—est le 1 et le plus grand terme de S, quien regoit

le signe ; alors Ta méthode peut étre en défaut. Mais si Fon veut
monter graduellement vers la moindre racine a, ou déscendre
vers la plus grande @; le procédé ne sera pas fautif, parce
que @—« et = auront méme signe, ‘attendn que « est < dans
Te 1t cas, et > dans le 2%, que toutes les racines.

L'équ. t— 42 —52* 4182 L o0 =0, a une racine entre
3,3 ¢t 3,b; si T'on pose « = 3,3, on trouve y==-—0,264,
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@ = 2,676, valeur moins approchée que 3,3 ; et en effet, 3,5
se trouve compris entre’ deux racines voisines 5,236... et
3449 . .

Si la proposée a deux racines imaginaires, telles que..
k1Y —1, etil seraprouvé que tontes ces racines sont dc
cette forme ( 0°533), = a deux termes tels que

o(k — u)
T k—ap B

1 )

;c-:u+l\/-—1+k—x—l\/—1

: z E S i 2 S
Si [ est trés petit, cette fraction différe pen de T disi,

quand « est voisin de k, elle est trés grande, et = regoit son
signe. Si done « est entre k et a, les signes de = eta—e
sont encore différens. Voici donc une nouvelle exception pos-
sible; elle a lieu quand la proposée a quelque racine imaginaire
kz=1y/~—1 pour laquelle / est trés petit, et k tres voisin
de a.

On ne peut done appliquer avec siireté la méthode de New-
ton, puisqu’on ne doit s'en servir qu'en supposant une condi-
tion qu’on ne pent vérifier, attendu qu'elle dépend de racines qui
sont inconnues. Cependant, comme les cas d’exception sont
rares et se manifestent d’eux-mémes par le calcul, on P'em-
ploie ordinairement & cause de sa grande facilité.

Boy. Meéthode de M. Legendre. Aprés avoir passé les termes
négatifs dans le 2° membre, la proposée prend la forme...
k™ - fa=' g, . .= Nx™ " - Pg™7,..; mettant 2" en
facteur commun, dans le 1°° membre, on en tirera

s s
S e e O

B
f i
k+._ +__ga+_,,

Construisons les eourbes qui ont pour équ. y==a™, représentée
par AMQ (fig. =, bis), et y = @z par BMN. Les formes don-
nées A ces courbes résultent'de ce que les abscisses croissantes
répondent ades ordonnées croissantes, attendu que dans ¢ tout

est positif; le point M de section de ces deux courbes a ponr

abscisse x = 4P, qui rend ™=@z ; cette abscisse est la plus

i

T
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grande racine positive de la proposée: Les ordonnées pIN, p'n’,
placées an-dela de 47, sont >> P}, daprés laforme des deux

" courbes.

Cela posé, prenons @ = Ap = «>AP; « sera une limite
supérieure, des racines; @a deviendra pN=g=, quantité connue;
par le point IV, menons Nr' paralléle aux x ; cette droite cou-
pera la 2% courbe en 7', point dont I’ansc:asc est. ;

R V(px
s
ainsi P'ordonnée p na pour abscisse une quantité conntie «,
qui est une limite woins écartée de la plus grande racine. On
peut donc redire pour & ce quon a cht pour «, et prendre

e \/<pz pour wﬂeur p]us proche de x; et amal de suite..
Le type du calcul sera donc compris dans Tes équations

'\/m‘c : u = ‘/¢u, e %
quantités de moms en moins grandes » et qui convergent sans
cesse vers Ja plu:: granue racine. I nest nécessaire de calculer
avec exactitude I ,,ez ... que quand ces valeurs différent peu
entre elles; alorb ony met toute la_précision qu'exige le degré
d'approximation qu’on se propose d’ obtenir,

Ainsi, pour lu1u, %'+ B2 —x —8=0, on derit

:r3(1 +3)_&x+'8;‘

x+8 /J:+8)x
1-}-— x+3

La limite supérienre (n°508) estu==1,5 ; substituant cetie valeur
pour x dans ¢, et prenant la racine cubique, il vient o’ ==1 475
mettant de nouyveau 1,47 pour-a; onsa & =1,460, puis
a=1 4896,

De méme Péqu. 2% — 2> fox=—35 donne

x“:x,+5——

aii
tpw o) {25

s
gt
d'ou & = oz,
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en faisant #==1,3, on a«'=1,290, puis «'= 1,284, #” = 1,2806,
=1 97568...

Une fois qu'on connait la plus grande racine @, la proposée
est divisib!e par £— a, et nous avons donné (n° 500) un moyen
facile’ dé trouver le quotient; T'égalant & zéro, on traite de
méme cette équ., et on déconvre ainsi de proche en plroche
toutes les racines réelles. (Voy. le Supplément a la Théorie des
Nombres).

La méthode de D. Bernoulli suit une marche analogue; nous
Texposerons n° 556. : ;

508. Méthode de Lagrange. La chose la plus importante 2
connaitre, quand on veut résoudre une équ., est le lieu des
racines véelles, c.-a-d. une suite de limites entre 1e§quelles
chaque racine soit seule comprise ; ¢'est méme Ja le pomnt .reel
de la difficulté, le but essentiel de toute théorie des racines
incommensurables, et les méthodes précédentes n'en sont pas
exemptes ; car celle de Newton suppose d’abord la connaissance
d’un nombre voisin de la racine qu'on demande; et lors-
quavec Bernoulli et M. Legendre, on a approché de la plus
grande racine @, la division ne donne qu'un quotient pllus ou
moins altéré, qui a pu faire perdre quelques racines réelles ,
ou en acquérir aux dépens des imaginaires; et comm.e‘cela
se rapporte au cas ot la proposée a deux racin’es’trés Ymsmes,
on congoit la nécessité de les séparer , et en général d'en con—
nai're le lieu. :

Lorsqu’on substitue pour wles nombres —s, —1, 0, 1, 2, Bl
et quon obtient autant de résultats de signes diﬂ'éren,s que
le degré de 'équation a d'unités, tontes les racines sont ree’”es,
et le lieu de chacune est mis en évidence. Mais, exceple. ce
cas’, on demeure foujours incertain sur le nombre des racines
réelles et leurs limites, car deux résultats de signes différens
pourraient annoncer la présence de 3, b... racines entre les

% ;
nombres substitués, comme deux résultats de mémes signes

S T S
pourraient désigner l'existence de 2, 4... racines m'ten.ue
diaires (n° 513). Mais si l'on choisit une série de Su}iﬂtltl‘.{lons
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successives ‘assez rapprochées pour qu'il ne pu
tomber au plus qu'une racine entre elles, on sera certain que
chaque changement de signe entre les résultats, annoncera une
seule racine entre les deux nombres subslitués; tandis qu'il
n'existera pas de racine intermédiaire, si les résullats ont
méme signe.

S

Si deux racines a et b sont comprises entre « et A, les quatre
nombres «, @, b et A sont éerits par. ordre de grandeurs crois-
santes; d'ol résulte A-—a>5—a. Donc, si au contraire
A—a < b—a, les deux racines a et b ne sont pas a la fois

.entre « et 2; ainsi, il suffit de choisir les nombres & et A moins

€cartés que ces racines, pour étre certain qu'il ¥ a ou une seule
racine entre enx, ou aucune. Done, si & est moindre que la
plus petite différence entre les racines, et que, partant de Iq
limile inférieure 1, on substitue les nombres 1, 14 &, 1ad
jusqu'a la limite supérieure L, on obtiendra autant de résultats
de signes differens qu'il y a de racines réelles. Chaque chan-
gement de signe accusera I'existence d’une seule racine entre
les denx nombres substitués ; et il 0’y en aura pas d'intermé-
diaire si les signes des résultats sont les mémes.

Pour obtenir ce nombre &, formons Péqu. dont les racines
sont les différences de toutes celles de la proposée, prises o &
2; faisons xz=a-}y; X=o devient X+X’J'+§X”_y“...::o.
Si a est racine, le 1 terme X sen va, et diyisant par y, on
tronve

X=o, X 41Xy X% A hytt— o,

Ces équ. sont entre les inconnues a ety; et commey—ax—g¢,
¥ est la différence enire la racine a et toutes les autres. Llj-
minons @ (n°518) et il viendra une équ. ¥ = o, dont l'incon-
nue y sera la différence entre deux racines quelconques ; car
ce résultat étant indépendant de e, est le méme quecelui qu'on
aurait obtenu en faisant z=5b+-y, =c--y, ete. Ainsi, ¥=o-
est Léqu. aux différences.

Puisque y est la dilférence entre une racine quelconque
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et toutes les autres, le degré dey est le nombre m(m—1) des
arrangemess 2 a o des m racines . Fap e
_ Les différences a—b, b—a, a—e¢, ¢—a..... sont
égales 2 4 2 en signes contraires; en sorte que si y=e, on
a aussi y—=r—a, et Y. doit devenir nul dans 1?5 deux cas(;
ainsi ¥ ne doit renfermer que des puissances paires. Cela ré-
sulte aussi de ce que ¥ peut étre décomposé en facteurs tous
de 1a forme (y*— ) (y* —8*)... e s

On peut donc poser; y*=z, sans introduire de ; radlca’ux:
on 4 ainsi une équ. Z = o, dont T'inconnue z est le carré de
toutes les différences des racines; c'est l'équation au carré des
différenices. 3 : s

Nous savons trouver un nombre z moindre que toutes les
racines positives deé Z=o (0 510), 1<z ou y*; Vi <y donc
\/i, ou unequantité moindre, pourra étre prispour la différence
S entre les nombres 4 substituer. Comme ¥ et Z ont les mémes.
coefficiens, i est aussi 1a limite inférieure de s ou i< y;en
sorte qu’on peut prendre 4 volonté &=i ou /7. Comme plus
& est petit et plusil y a de substitutions a effectuer entre les
limites 7 et 7., on doit prendre & le plus grand possible pour
ne pas multiplier les opérations. Ainsi, quand 2 >>1, on pren-
dra &= i, ou méme onfera =1, c-a-d. qu'on substituera
les nombres naturels o, 1,2,3...5 et si i< 1 on prendm“
&= {/i. Mais comme alors il serait long de substitue_r pour =
une suitede nombres irrationnels et fractionnaires, yoici ce qu’on
doit faire : ; 50

1°. On sait approcher de 1/7, & moins d'une fraction. dési-
guée, telle que 3 ou4... (n°63); on prendra donc /7, par
défaut, 4 moins de iiz" dot & = }/; Seulement, comme il ne
faut pas compliquer les caleuls, en prenant pour h un grand
nombre , ni s'éloigner beaucoup au-dessous de y/z; pour ne pas
multiplier les substitutions, on choisira , selon les cas, de ma-
niére & remplir ces deux conditions.

ko ok Bk
2°. Au lieu de substituer o, 7 g}?‘-' Freeon rendra les

TR
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vacines, et par conséquent leurs différences, & fois plus grandes
{n°505) en posant hx =t, et il restera & mettre pour t,
o, .k, ek...., ou, silonyeut, 0,1,3, 53:... Ainsi, Lon
peut transformer toute équ. en une autre, qui nait pas plus
d'une racine comprise entre deux entiers successifs quelcon-
ques. !

7

Observez que zse tire de I'équ. ¥'==0, et que Z estinutile &
former. De plus, en chassant le 2¢ terme de X (n° 504 ), toutes
les racines sont atigmentées de la méme quantité , ce qui n'en
change nullement la différence : en sorte que ¥ reste le méme
pour X et'sa transformée, ce qui rend le calcal plus simple.

bag. Soit, par ex., I'équ. 2% — oz =5, dont une seule rdcine
nous est connue (n°55) : pour nous assurer que les deux
autres sont imaginaires, changeons = en “+y, dou. AT
Bx?—2-Bxy+ y* =o; éliminant x (n° 518), il yient Véqu.,
3 —12yt4-36y* + 643=0. Pour avoir la limite inférienre
de y, faisonsy* = s 5 d'ott 643v°+-36v°... =0, ety <1 + i
on frouve méme v < 1; d'ot’y > 1. Ainsi #=1 donne autant
de changemens de signes qu'il y a de racines réelles; donc,
ele: 7 y i

Léqu. o® — 102% 4 f12 — 89 =0 donne
3x* — o4 4 41 -+ (Br— 19)y L yr =
donc, en chassant y, ¥ —doyt 441y =4q. Onfaity =y,
etil vient 4guf —441v%. .. ., puis v < 10, ¥ > V5%, ou Vo5
donc & =2, Faisant r==1%t,ona : -
" 18— 48 - 6561 ==1856.

Telle est Uéqu. qu'il s'agit de résondre. Posons t=o0, 1, 8...;
TIous verrons que ¢ est entre 3 et 4, 21 et 22, 2ot 23; ainsi,
« est entre fet1, “ret2, “% et 235 en sorte que x a deux
racines entre 5 et 6, qui n’auraient pas été apercues sans ce
calcul. Les racines sont x =0,95108..... 5,35689..... 5,69203
(woy. pag. 108).

De méme, &* — 7z 4-7=0 donne y° — 4oyt 441y = 49,
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dotv<Lg et y>get Vg —4. Posanta =
réconnait bientot qu'il y a une racine entre — 3 et — -, une
entre & ¢t 3, enfin une autre entre § et 2, savoir:

2= —3,04892.... = 1,35689.... = 1,69203...

Lnhin pour équ. &® — x* —2x -1 =0, cCOMmMe =0, 1, OYEA
donne 41 ,— et 1 -1, onsaif qu'ily a une racineentre oet1,
une entre 1 et 2; mettant — x pour &, on trouve ensuite que
la troisieme racine est entre — 1 et — 2. Ainsi,, I'équ. aux dif-
Férences n'est d’aucune utilité. Cependant , si on la cherche,
on_trouve y¥ — 14yt -49y* =49 savoir, y > 1, gi—=i , ch
qui s’accorde avec ce qu'on vient de dire.

Ces calculs sont toujours possiblesa effectuer , et ils ne lais-
seraient rien a désirer, ils ne s'éleyaient pas avec le degré
de I'éqn. jusqu'a devenir d'une complication qui les rend im-
praticables ( voy. 2° 5b57) ; mais, pour. ce qui regarde la théo-
rie, elle est claire , compléte et sans embarras. Il resterait a
resserrer les limites des racines pour pousser plus loin I'ap~
proximation ; et Lagrange a encore donné un procédé facile
pour y arriver;nous Lexposerons n® 573,

530. Reégle de Descartes. Lorsqu'une équ. X=o est or-
donnée , on peut souvent présumer le nombre des racines, soit
positives, soit négatives,  la seule inspection des signes. Nous
dirons quil y a permanence , lorsque deux sigues successifs
seront les mémes, et variation, quand ils seront différens. Le
fhéorsme de Descartes consiste en ceci : Zoute équation'a AU
pLus autant de racines positives que de wariations, et de
racines négatives que de permanences. Clest ce qu'il faut dé-
montrer. ’

Supposons , pour fixer les idées, qu'une équ. proposée pré-
sente cette succession de signes : :

e o e e )

-+ a, pour introduire une nouvelle racine
et ajonter

le

Multiplions par =
négative. Il fant d'abord multiplier par o, puls par @,
les denx produits , qui offrent ]a méme succession de signes;
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&

? ; pour étre ordonné avec le 17, deyra étre écrit au-dessous
enreculant d’un rang 4 droite, comme il suit : ’
L e e = —

e e S I D Lo i
e T e A DT SR R T
Quand les. deux signes correspondans sont les mémes, ils se
;:onserve?t au produit; dans le cas contraire, nous ayons mis
flettre i pour marquer qu'il y a incertitude sur le signe du
:;sultat_ 5 quand, on n'a pas égard & la grandeur des coefli=
1ens.

-~ Comue les deux lignes sont cotfiposées des mémes signes , les
1 ne s renconttent que lorsqu'il ¥ a vdriation : un nombre pair
de vatiations successives en donne un pair de z, qui sont situés
entre des signes semblables ; au contraite, quand les variations
s(?nt en quotité impaire, les £ le sont aussi et entre des signes
différens. Donc, si Pon veut disposer de tous les coefficiens de
maniére & introduire le plus grand nombrepossible de vatiations
aw produut, il faudra changer les z en < et — alternatifs; et puis-
que chaque série de i est entre deux signes semblables ou différens
selon que leur nombre est pair ou impair, il est visible qu'on
ne pourra introduire plus de variations qu'il y a de ces z, ou
de variations dans la proposée. D’ailleurs, le produit'a un
terme de plus; donc, il a au moins une permanence de plus.

1l se peut que les i ne donnent pas tous des variations ; alors
le produit aurait autant de permanences de plus , outre celle
dent Pexisterice vient d'étre constatée. Donc, l'introduction
d'unie racine négative , emporte celle d'au moins une perma-
nence:

Mu]tiplions maintenant la proposée par & — &, pour intro-
duire une ‘racine positive : le o¢ produit pdrtiel, reculé d’un
rang & droite , est formé ‘de signes contraires 4 ceux du 1%,
en sorte que les 7 sont inscrits & chaque permanence de l;.
proposée ;

F— o — e L L — o —
‘;++—+++—+——~-¢—1;'
R e el I T M S LT R T e S
2,
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Une succession de signes semblables dans la proposée devant se
terminer par une variation, toute suite de signes ' doit éire
comprise entre - et —. Qu'on dispose de ces ien les chan-
geant tous en =, -ou tons en — , pour former le plus grand
nombre de permanences ,il n'y en aura qu'autant que dans la
propasée ; le produit; ayant o terme de moins qu'elle, a done:
au moins une wariation de plus. Si tous les Zne se changeaient
pas cn permanences, il y aurait en ountre autant de wvariations
de plus, Done, Vintroduction d'une racine positive emporte
celle d'au moins une variation.

L’équ, proposée étant le produit des facteurs binomes, cor-
respondéﬁs aux racines réelles , par un polynome contenant
toutes les racines imaginaires , chacun des premiers facteurs
introduira au moins une permanence ou une variation, selon
que le o° terme de ce factear est positif ou négatif: le théoreme
énoncé sensuit done nécessairement.

531. Désignons par P le nombre des racines: positives d'une
équ, de degré m , par NV celui des négatives , pdr p le nombre
des permanences , par v celui des variations ; il est démontré
guey sldicky |

1%, Pe=ou < uy ' gP. N=ou <p-
Or, sk toutes' les facines sont réelles; on a P N =m, et aussi
v f-p==m, puisquil y a en tout m <h 1 termes; done
) ERBE P4+ N=v+tp

C;)m‘parant Pav, il peut arriver ces trois cas, P.>>, ou<(, ou
'y le 147 est démontré impossible 1°.; s le 22 lieu;, il.fans,
poﬁr qué la derniére équ. subsiste , qu’on ait par compensation
N >P ce qu'on a Qmuvé ne pouyoir arriver 2°. Done P =¥,
et N.==p,: lorsque toutes les racines d’une équ.. 'sont réelles ,
ellea pl‘écisémgnt autant de racines positivesque de wariations;
of qutant de racines négatiyes que de permanences.

555, T.a seule inspection des signes d'une équ. permet sou-
vent de reconnailre quelle a des racines imaginaires, et dis-
pense du long caleul de Péqu. aux différences ;-¢'est ce que les
exemples suivans Feront voir. | - ¢ ¥

|
§
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1% 8'il mangué i ' qgite | c
% 3 9 utwje un terme, et que les deux sig it
soient les mémes ; Pégu. a des raci 3 emii
s e i 1 » bégu. a des racines imagindires. Car, en
: i icient 2= 0 au terme qai mangue i
termies swecessify Leh+ 1 Aozt s okt o i
i ot 2  mais, suivant qu’
prend 4= ¢; ou -~ t 1 ] b
B tou;; 1;3 sre 0t d deyx}permanences on deux Variagons
5  les racifies étaient réelles , il y aurait donc a v ;
eux ragines négatives, o’ deux positives, ce qui At
oL : ce qui e ‘
équ. & +ox == 5 n'a qu'une e

1 et 2 (woy.n°52q ).

el B e
2°. Les trois variations de 2} —3xi4g
i o - - : Ty
présumer qu'il’ existe trois racines positiv i
s, positives.
ot —_— 3
+ (@ =8)r + (15— B (120 fyz — 4
Es el i
ssayons dattrll’)’uer 4 a une valeur qui introduise dens: :
mangnces; @ >3et <4, parex.a=31L, tend les =
s .
miers termes positifs ; outre nos trois racir;es osi ; A
i £l ! si
sces , cetle équ. en aurait donc encore deux n%gat?

ne se peut, Donc la pro é i ne I
posee n d o doi
. % (¢ e rdoine réel

racine réelle, qui est entre

=o font
Multiplions par

es (8

N
5 cq}aﬂl 3

3°, Qu'on ch z
5 ange x en ! o ot
équa ¥ =0, ¥’ _—_fo Supgo:)-ng i _i.hl’ e
de moins que ¥ : si toutes quuef o g“e‘ques it g
: 25 les valeurs s

o ; ; e X sont

‘==oaura P'une. de ces racines positives o, qui féf[les,
négative — &’ dans ¥ =o, ou x _"_‘];:1 sl

Ainsi, @ i e i ot /
iy aune racine >het< k. Comme on doit - b ;

nt pour chaque variation qui a disparu miih

de valeurs de x entre / et A’
que ces racines de 2 n'existe
a des valeurs imaginaires.

Par ex., 28 — jz?
A 4x* — oz 4~ 17 =0 donne ;

» it y aura aut,
: . g ant
; etsila doctrine des limites mionire

nt pas toutes, on sera assuré que

s :
; Yty —by+5=c, 4 5" +y +a
orsquon change 2 5 % i
fnntqprésum:rn;sie Feny+a ety 43 Les deux variatio i
Bt eux racines positives de Y, Wexist: o L
¥ suppose deux valeurs de x entre a et 3 d;;lylusdpmlr
. a5, d'une
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nférie 35 ; de 'antre

part, la limite inférieure de y (n°510)esty> o d o 15;
changeant y’ en — 5/, la limite inférieure est 3 _ et. Pt '
d ; Y41, 1—y>3, ety < 4. Ces deux limites étant

e _)’ o 15 3 3 : ! in
incompatibles , on en conclut que = a deux racines mlagm:'ilre:fi
Si les limites n’étaient pas contradictoires, on demeur;ran, i
est yrai, incertain s'il y a deux racines de x entre gfet ; mais
on aurait au moins resserré I'espace qui doit les renfermer.

/

Racines imaginaires.

£33. Soit X = o une équ. dont les fa?ines sonta, b, c‘...f..;
on voit aisément que si P'une des qua‘nhtes et ﬁvi’_ 1 5?{1‘13 :“:
a cette équ., Pautre y satisfait aussi. En’ effet, si or_\1 e fecn;l]e
la substitution de I'une dans X, le .resuha't e;ura aen;) o
P+ QY — 1. Mais il suit de la 1]01 du dfevc oppe]m i lra..t
puissances que, si I'on met pour = 1 efutr.e bmo_me. - ]e rssu e
sera le méme, au signe prés des imaginaires - aimst, !a l’ou "
substitution donne P == Q1/—1. En a(}mettaut qued’\:ru il

* ces résultats soit nul, comme la partie re’elle ik peut Pe :1: j
Timaginaire , il faut que chacune soit zéro a part ) t‘._ i
Q == o. Donc; ce résultat est nul pour les deux substitu }ons.‘

il existe une racine de la forme « +8Y —1, il doit

donc en exister une autre, telle que & — B {/ —1. 1l faut mon-

trer qu'en effet toutes les racines imaginaires ont. ces formes. :
Supposons d’abord que. le. degré m de X soit le fi(;u].:ﬂec]::

de quelque nombre imp:gur i (mj;~ (e (o 1 S .b orru.ab

I'équ. @ =0, qui aurait pour 1nc9nnue ¢ =a —d|— -? T al:

7 étatun nombre arbitraire. Il faudra }'emplacer z ans’ X, P

@ et b, cequi donnera deux équ. X;=o, X,=o0, et éliminer

@ et b entre ces trois équ.

X,—o0, X.=o0, ¢=a-+b-trab

Toi, comme pour U'équ. au carré des différence. (n° 528, les
rac;nes de ¢= o sont encore 9 =a -+ c-}-rac, b~4-c +'rb?. iy
et lo degré de ¢ est n==1%m(m— 1), nombre des combinaisons

'

“les inconnues 4 et B, elles ne sont
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deux & deux des m racines de @. Or, n=1 (2;—1) estimpair,
ét ¢ a au moins une racine réelle, telle ‘que ¢ —=a—-b--rab.

Comme r pent recevoir une infinité de valeurs , on aura au-
tant d’équ. @ = o, qui ont aussi la racine réelle a+c+rac,
oub4-c47"be.. .3 il est clair quan plus, aprés n valenrs de r,
on devra tomber sur une équ. ¢ = o, dont la racine réelle sera
formée d’un combinaison des o mémes racines qui enirent dans
I'une des précédentes ; par ex., ¢’ = a--b--r'ab. Ainsi, 'on
est certain que ¢ et ¢ sont réelles dans nos deux eXPressions o
quienfaisant @ 4+ b =4, ab=5 deviennent

o0=A~+1rB, ¢'=A-4rB.

Aet B étant des inconnues au 1°° degré, sont donc réelles.
Le diviseur du 2° degré de X, qui répond aux racines aetb,
est x*— Az~ B, trinome réel. Donc , dans le cas de m=3r,
laproposée a au moins un facteur réel du s° degré, etpar suite,
Tes racines a et & ont Ja forme w = |/ — 1.

Cette conséquence sera yraie pour toute valeur dem, si-lon
est assuré que I'équation ¢ =o a uve racine réelle, quel que
s0it 1. - y

Sim= 4i, i étant toujours impair (m= 4, 12, 20....),
alors le degré n de ¢ est 27 (41— 1), qui est dans le cas on

nous avions d’abord supposé m : ainsi, @ ==0 a au moins une
racine de la forme ; B

¢=a+tbtrab=ct gy —1=4A-+rB.
En changeant de valeur de r, le raisonnement ci-dessus démonfre
Lexistence de léqu. @'=—a'4+ £/ —12=4 “+1'B. EliminanL

plus réelles comme précé-
demment , mais de la forme ¢

A=atb=y4-dy/—1, B=ab=y'F8/—1.
Ainsi, X a le'facteur du 2°degré x*— x5 dont
, @=L A+ Ly/(A* —4B).
En remettant pour 4 et B leurs valeurs, il est visible que
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A*— 4B ala forme k== 11/ — 1, dont il s‘agit dlextraire la
racine carrée. Posons.

“:V(k+1\/+-l) - V/(k —1\/—1)
dott JP=sk4-a (/(k24-P), o*=2k—oy/ (+1);
ce dernier radical est > %, et donne son signe d 2 et ? : I'un
est positif , 42 =k*; 'autre négatif , o*=—102; don=4#,
o=1{/—1, puis
Jke=tay kel —1)=KElYy—1.

Telle est la forme de /(42— 4B); d'ent résulte évidem-
ment que - a celle de p =g/ — 1 5 et puisque I'une de ces
racines existe toujours avec I'autre , X a donc encore ce facteur
réel du o° degré (x —p)*+¢°. Donc, pourva que ¢ ait un fac-
teur réel du of degré, X en a aussi pareillement un, guel que
soit le degré m. ;

Sim=8i, n=4i(8i— 1), et il est démontré qu’alors ¢ a
un facteur rée] du 2° degré;donc X en a aussi un ’;‘ et ainsi de
suite. Donc,

10, Toute équ. de degré pair est décomposable en Sfacteurs
véels du 9f degré ;

2°. Les équ. de degré impair sont dans le méme cas : mais
ily a en outre un facteur réel binome du 1°* degré ;

3°. Les racines imaginaires sont 20u]ours accouplées sous

laformepXqy/—1;

4. Toute fonction algebriqjue' imaginaire F est réductible & ;

cette forme; car, quelles que soient ces imaginaires

6
\4/——»4, ValBy—1, (e+py—1)ntv—t
en égalant & ¢ lafonction F7, élevant aux puissances , et frans-
posant conyenablement, on réussira a chasser les imaginaires.
On aura ainsi une équ. dont l'inconnue ¢ a pour l'une de ses
racines la valeur de la fonction proposée /7. Mais il est nrouvé
que cette valeur a tovjours la forme pztg §/—1; done, ete...
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534. Soit donex==4 4 f{/~- 1 une racine de I'équ. X=c;
substituons, et I'équ. prendra Ja forme 4+ BYy/—1 =o0:
eette équ. se partage en deux, 4 =0, B==0, entre lesquelles
il reste & éliminer les inconnues « et 8. Mais comme By —1
est formé des puissances impaires de 8)/—1, gest facteur de
B, et il ne reste plus que des puissances palreq ‘de g dam Péqu.
B=o0; B n'est d'ailleurs que du degré n— 1 en .
.Sll on pose x =« dans X et ses dérivées X', X" . . ., il est
aisé de yoir (n° 503). que ees deux équ. reviénnent a
— X L gt Xh o — 0
X ey e IR
Les coefficiens ont pour diviseurs les prodmts (e R T
cessivement. Lorsqu’on a éliminé , on ne prend que les valeun
réelles de 2.,
Soit, par ex.,a®— 81:—!-52 =0 ; onirouve 2
-’ —8&—{—52——0/3’44:0, 54; —8 —p=0;" i
ot (n°518) A8 o 108 + 368 = 400, & (24 #) = 14

ontrouve A=zt o; dotla=3z, x=3a a9/ —1,

T

Les autres valeurs de £ sont imaginaires, et il ne faut pas y
ayoir égard. La proposée est== (v 4 4) (@ — 4z - 8).

535. Soient @, b, c... les racines réelles de P'équation
X:: 0; akxpy/—1, v Y/—1.. ., ses imaginaires; les
différences sont de quatre sortes :

1% Entre deux racines véelles,a—b,a—c. .

les carrés
sont positifs (@ — b)*. . . :

2% Entre deux imaginaires d'une méme couple, les carrés
sont réels et négatifs — 482, —4d=. .. ;

3°. Entre une réelle et une imaginatre , les carrés sont ima-
ginaires (@ —e==gY/— 1)°...., & moins qu'on n'ait @ =a;
car le carrvé est encore réel et négatif — £°; mais ce carré se
présente deux fois a raison du signe = de 8, et estle quart

" du carré d'une autre dilférence;

4% Entredeux imaginaires de couples différentes, le carré est



88 ALGEDRE; ,

encore imaginaire [#—« == (8—8%){/—1]°; cependant si
z=d, le carré est négatif — (B—@')%; et si p=4, il est
'positif (« -—,-a’)f. Ces carrés se reproduisent d'ailleurs deux fois.

Donc, les racines'négatives de I'équ. Z = o au carré des dif-
férences proviennent en général des imaginaires d’'une méme
couple. Pour trouver ces racines négatives; on change z en —z,
on cherche les positives , 7... 5 si I'on pose b = 42, i:;‘y"..,’
on entiverag=1V'k, y=;V/ i, et la partie imaginaire de
chaque coxiple sera connue. SubstitGant pour gces valeurs dans
les équ. (A4), la valeur correspondante de = devra satisfaire &
Tune et -a l'autre, et elles auront un commun diviseur en «
(n° bao, 1°.), qui, égalé a zéro, donnera .

Pans l'exemple du n° précédent , I'équ. Z=o0 est

s L2t — 4822 4-576z + 256c0=0.
Changeant les signes alternatifs , je trouve la seule racine po-
sitive 16; d’ot g=1} /16 =2. Substituant dans les équ. A,
il vient.«®— 004 4~32, et «*—4, qui ont «—2 pour facteur ;
d’ont g —ong ax=—=nta/r=1

Pour xt 4 2?4+ 23 +G=p, I'équ. Z = o est

.284-82° - 70zf 429828 — B6792* — 14602 453792 =0.
Changeant les signes des puissances impaires, on trouve z = 8
et=4, d'ou g=={/2 et1; mais les équ. (A) sont

atd’ - 20 4 6 — (62> 4-1) g2+ gi—0,
2% 441 —2up* —o.
Faisant =1{/2et1, on trouve les facteurs communse — i
etad-1;done=1et—1, puisz=1F |/ -0et—1|/~1.

Dans le 157 exemple dun®52q, on trouve 2==5,1614,...;

d'ott g==1,136, puise=— 1,0473; enfin...,
x=—1,0473 £ 1,136 |/ — 1.

Siles équ. (A) n'avaient pas de commun diviseur, il fau-
drait en conclure que la racine négative de z provient d'un
des cas d’exception indiqués : le calcul vérifierait cette asser~
tion, en donnant des yaleurs égales de z, etc,

ABAISSEMENT. 89

II1. RESOLUTION D’EQUATIONS ‘PARTICULIERES.

Abaissement des Equatians.

536. On peut abaisser le degré d'une équ. X =o, quand
on connait une relationf (a, b) = o entre deur racines a et b.
Car, mettons dans X , @ et b pour  , nous aurons ces trois équ.
fla, b)==0, A=o0, B=o; éiminant b entre Ja 1" et la
troisiémie,, on a un dernier diviseur F(a, ) et une équ, finale
en a seul, qui doit coexister avec 4 —o : il y a donc un di-
yiseur commun fonction de @, qui, égalé A zéro, donne a. Par
suite, F'(a, b) =o donne b. Si ce diviseur n’existait pas, la
relation donnée f(a, )= one subsisterait pas,

Silon sait, par ex., que deux des racines x et o de Iéqu.
a*— 372 =84 sont telles que 1=a~az; éliminant a de
@*—37a =284, il vient 2% — Fz? — 172 430 =0, qui doit
avoir un diviseur commun avec la proposée. En effet, on trouve
x -3 pour ce facteur; d'ott x =— 3, puis a=1—ox=7y:
ce sont les deux racines cherchées ; la 3¢ est T=— 4.

Soit 2 — 7z 46 =0 si 'on a encore 1 — o -+ 2z, élimi-
nante de @ —ya+6=o0, il vient (2x*— Bx—2) 4x=6,
dont le commun diviseur avec la proposée est x—2 ; done
=2, a=—3, cufin x=1.

Supposons qu'on sache que 2 est la somme de denx des ra-
cines de ot —ax®— g2* +-00r =003 comme dailleurs + 2
est la somme des quatre racines 5 les deux autres forment une
somme nulle, a=— x : substituant dans at — 0g3, . . , ona
la proposée, dont les signes alternatifs somt changés , ou
;’c_-i +93° — g2* — 29z .. Ajoutant et retranchant ces deux
€qu. en x, on trouve

Tt—gr*—20=—0, gr'—oor=— 0;

; . S
€qu. qui ont x* — 11 pour facteur commun; ainsi z —= /11,
et par suite z =1 & /—1,
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537. Les équ. réciprogues sont celles dont les termes; & égale
distance des extrémes, ont méme coefficient :

k™ = pxt=t 4= gt - qxt -px F R = OF
ou  k(x"41)+pa(ar 1) qz(zi 4=1)...=0. .. (2);.
en réunissant les termes dont les coelficiens sont égaux. Si « est
'une des racines i Pest aussi, parce qu'en substituant ces deux

valeurs et chassant les dénominatenrs, on obtient des résultats
identiques. Les racines s’accouplent donc deux ¢ deux par va-
leurs réciprogues ; de 1 le nom qu'on donne# ces équ.
1°F CAS. Degré impair. n~+1, qui est le nombre des termes
de I'équ. (1), est pair, et le coefficient moyen P se répéte; le:
dernier terme de (2) est Px(x - 1), h étant =1 (n—1).
Tous les exposans des binomes sont impairs; ainsi & —=—
est racine; c’est 1a seule qui ne s’accouple pas avec une réci-
proque. Pour diviser Péqu. (2) par x4 1, changeons a en
—x, dans le quotient de @™ — 1 par'@ — r (équ. du bas de la
page 130, 1% yol.), nous trouyons
o

Ce o LTl i e L 1

z est un impair qu'il fant faire successivement —n, n — 2,

1 —4.... L'équ. (2) , divisée par @ -1, donne ce quotient :
CR(ar T — xRt — e at— 2 1)

“+p( 2R " L — 2t e )

~+q( L e o
s o Ao
d'ot résulte cette équ. réciproque de dégré pair,
k' e (k—p) a® - (k—p @)z —... — (k-p)x+-k=c.
La loi des coefficiens est facile & saisir : on changera les signes.
alternatifs de Ja proposée, on en tirera les nombres figurés du
1°° ordre par la régle du n® 489 ; enfin, on changera de nou-
veau les signes de 2 en 2, Par ce calcul, on réduit I'équ,

EQUATIONS RECIPROQUES. gt

a9 4 af —ga’ + Bxb— 85— Bxtt Bud—gete. =o,
a 28 — 9 = 192" —gowt - 1909 —ga® 41 = 0.

2° CAS. Degré pair. Le coelficient moyen P ne se répéte
pas. Changeons r en 2m dans I'équ. (2), et diyisons-la par x™;
k" 27) 4 p(a -t & D) g P, . ()5
posons z =z 4-x, et éliminons @, Pour cela, formons la
puissance enticre 7 de z, et désignons par i, 4, A4"... les coef-
ficiens du développement de la formule du binome ; il vient,
en réunissant les termes a égale distance des extrémes,
s (@ioh o) A i@ ) o A (O
enfin, transposant, on a, quel que soit I'entier 7

& =g (T o 2 ) — A (i e Cd) PSS

Quand ; est pair, le coefficient moyen F est unique ; il se ré-
pete quand ¢ est impair; le dernier terme de nofre formule est
done —F, dans le 1% cas, et — F{(x 4 x=") dans le 2°. Cette
formule donne les divers termes de 1'équ. (3). Par ex.,

@+ e =2t — 4 (' 2) — 6,

@) =255z a),

@) =2"—9, (x4 2") =2z,
".1 reste a faire i = m et m—1, substituer et réduire; puis
t=m—2 et m — 3, substituer et réduire , etc. , attendu que

* les puissances de 7 décroissent de o en o, Il est clair que la

transformée en z sera réduite au degré m, moitié de n. Une fois
les racines de z connues ; Péqu. 2= & 4 z—* donne
=1Lz t\/(% 28 —1).
L'équ. prise pour ex. , z* — 9% 122%.., devient
(et z—)— 9@t a7?) 9@ + 27! )= s0;

d'ott 24—132 {1920, ot 20, 1, Fet —4; alnsi r—=ck= /1,
1

5 (1 EV/=8); L (B V/5) et — 2 2 /3. L'équ. du g° degré

reyient donc a

(.r+1j(x’+1) (2* — 24-1) (2*—Fxf1) (4 4z41)=0
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De méme, I'équation
2.0% — Bt 4 128 - 127 —Bx + 3 =0,
devient, en divisant par @ -1,
‘axt— b3 F 62> —br2=—=0,

eu o’ +x2)—b(x+x7') +6=0.

Donc 22 —bz 49=—o0, et z=2, et 3; partant x = 1, ra-
cine double, et x==13 (1 {/—15); enlin la proposée re-
vient &

(x+1) (x—1)* (2x*—x +2) —=o.
Equations a deux termes , Racines de Lunité.

588. Résolyons 'équ. Ax™ =B, A et B étant positifs. Soit
k la racine n¢ de %, k":%, mettant Ak® pour B, on a
27— k'—o; faisant x=ky; il reste a résondre I'équ. y"—1 =0,
et a multiplier par k toutes les valeurs de y. Tout nombre a
donc n valeurs différentes pour sa racine n® ; on les obtient en
multipliant sa racine arithmétique par les n racines de Lunité,

L'équ. Ax"+ B =0, par le méme calcul se raméne a...
"+ k*= o0, puis 2 y" 4 1 =o.

Comme I'équ. y"— 1==0" est satisfaite par y—1, divisons.
la par y — 1 ; nous trouyons cette équ. réciproque, susceptible

d'étre abaissée (n°537),
Yoyt y iyt i=on (b

Si n est impair, comme y” — 1 =0 ne peut avoir de racines
négatives , et que équ. (1) n'en a pas de positives , la pro-
posée n'a qu'une racine réelle.

Si n est pair, y"—1=0 est satisfaite par y=—===1, e
1’équ. (1) divisible pary® — 1 ; d'otiy"=* 4y h.. yif1=0
(n° 537). Commeil n'y a dans cette équation que des exposans
pairs et des termes positifs, il n’y a ni racines positives, nj
négatives; la proposée n'a donc d’autres racines réelles que

EQUATIONS A DEUX TERMES. 93
y===1. Soitn=2am;on a y*m—1==(y"—1) (y"+1);
et P'équ. proposée se partage en deux autres,

Par ex., y°——1 =0, donne y*+y 1= o0; d'ot

y=1, y=—1@(a=xy—3).

De méme wi—lki=o donne yi—1 =o; divisant pary*—i,
on trouve y*~-1=0; de la y == 1, et ot {/—1; enfin
==k, et =k {/—1.

539. Soit « I'une des racines de I'dqu. y* —1=o0; comme
«"=1, ona«" =1, quel que soit 'entier p, positif ou négatif.

“équ. y"—1= o0 est donc satisfaite par y = #”; c.-d-d. que
i« est racine , oF l'est aussi. De 14 cette suite infinie de nombres
qui sont tous racines :

OIS TR et L T et et (fa)

1°. i l'on prend p >n, en divisant par z, p a la forme
ng 4-i, 0 étant < n; eP =@Mt = @ X ol — 4l d cause de
a"=1. Ainsi, dés que p dépasse n, on retombe sur les mémes
valeurs, dans le méme ordre : de Ja cette période

(] adii iy i ()

2°. Sip est négatif, on a a~P = &' P = 4P —,. & cause
de " =1 exposant — p peut donc étre remplacé par nk—p.
D'o Ton voit que les exposans négatifs reproduisent encore les
mémes nombres que les positifs et daus le méme ordre.

Les waleurs (2) sont donc telles, que si on en prend une
quelconque, et les n—1 qui la suvent ou la précédent , on a
une periode qui se reproduit indéfiniment dans les deuz sens.
En outre «» =27 ne donne pas p=gq; car diyisons par o7, il
vient ?~7—1 =o. Il suffit donc, pour que «?—aJ, que z soit
racine de I'équ. yP~1 —1 —o.

540. Il reste & savoir si les n termes de la période (3) sont en
effet inégaux. Examinons s'il se peut que o’ =a, p et ¢ étant
< n; faisant p—g=mn, il faut que  soit racine dey"—1=0
et y"—1=o0; ce qui suppose que ces équ. ont im commua
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divisenr qui, égalé a zlro, donnera . Ch.erlchonls bce fm:i‘_]:
par la méthode accoutumée (n° 168). On divise di—?.i J[
par y™ = 1, ce qui conduit aux restes y*~"-— 1y : — m
enfin y' — 1, z étant I'exceés de n sur les »multlp]es e nit, ql
y sont contentis. Ensuite on diyise y™— 1 par ee reste y ? ,(i
qui donne lereste y' — 1 ; / étant l’exc@‘es dem sur le plus gr:‘fer
nuiltiple de Z, etc.; en un mot, on procéde comime pour tro
le facteur commun entre n et m. 0 ,
1°. 8i n est un nombre premier, le commun dmse‘.’f ::we;

m est 1, et celuide y"—1 et y”—1 esty —t; don;;l i lzyf-
que #=1 qui puisse rendre o =r.=7; .tous .les' ten'nc(si e 4 P;-,,
rilode sont indgau.a: ; une seule racine mlagl.ngxre a', znn 7 P
ses puissances, &%, a’... a", toutes les autre.v.vAracme . o

2°, Sin est le produit de deux fucteurs premiers 1 et’h.’:;c—'m E;
posons les équ. y’l._.lz‘o, yﬁ_l——‘o A et,sovlex;;_9 elth7 :;b)u.: =
autres que +,.1’ sa?oir; /31:_:1, 'y’;:ﬂl; ioel; ﬁ(ﬁ;)a/sont ra:;nes e
P:‘ E[‘iej“é 5 (,Ber ﬁgff’.)ﬁ:)(,;ofn‘)en)t I ,nombres différens , qui s¢
{eprodu;;nt) pé;iodiq'uement; dinsi .]e's n p‘uisar‘mfs de- )ﬁ, ::i
forment que . nombres distincts quiy dans (e, 8 l B ph =
viennent h fois. De méme (v, ¥*. ... ¥*) forment [ pério
deléllati:n(l::, £, £%°... g'y") sont dilférens et constin‘Jent !a
période des n racines cherchées..En e{feF, pour fc&u on edt
(8y)? = (7)1, ou (By)P\ ' —1=0, il iiauqr;xt_ que 2y ut;acx:;
commune a yP*L'__‘:’Q et y"—=1==0, equ qui ne pl;uvgl av it
pour facteur que yl—=1ouyt—1, pmsc&ue A1k ‘onc \.i
aurdit @yt =1; dotyf =1, 4 cause de ﬂ =ijet comml?havussl
ot ==a, L ¢t h aufaient un'facteur aufre qu.e un, clont'r(.: . ypo-
these. Concluons de la, quesilon pren'd i £y, la période sera
(z, &, &...a") formée de n termres dlﬁ’ferens. .

On peut abaisser Yexposant p de @47 au,-d‘e.ssqgs‘(;t: l gour
&, de h pour 7, puisque ﬂlﬁ?h; 1t etr Pon pegf] er .eeg
tous lés multiples de Z ou h. Ainsi, ﬁb-y‘rcpreser_xtf: ?ousdes ter n? ;
de'la période, b et o étant les restes- de la division de p pa

’
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et h. Done, pour obtenir toutes les racines de y"— 1 == 0, on
cherchera g et y, I'une des racines autre que -1, des équa-
tions y!—1 =0, y¥—1=0; puis on formera £%°, en prenant
pour b et ¢ toutes les ' combinaisons des fiombres de 1 4 /
pourd, de 1 7% pour e.

Lorsque /==2., on fait B=—1,

Quand 7 est le produit Zi de trois nombres premiers, on
prouve de méme qu'il faut poser y—1=o0, yi—1=o0,
y'— 1 =o, tirer de chacune une rdcine autre que - 1, faire
le produit de ces racines gy enfin, en
toutes comprises dans la forme gyes: 4
binaisons des nombres 1 5Bk
des autres cas.

prendre les puissances,
b, c et d étant les com-
> JUSqUA 2, B et i; et ainsi

3°. 8i n=h* h étant premier, posez yr—1 =o0; 0 étant
Pune des racines autre que 4 1 > extrayez de 6 diverses racines
dont les degrés i sont marqués par i==#°, j1, h=,., R, en sorte

que vous formiez les résultats g, 4..

T
- désignés par 1 ¢ ils seront
tous des racines de Yy —1

==0; car mis pour y, yous ayez
n

= T L R L 0r, ¢

diverses puissances de la quantité 6+

8, v... sont yaleurs de

~a-d. que y* est égal &
qui est 1. Non-seulement
Y, mais onl 4 aussi y==g,4\. puisqueJa
puissance n de chaque facteur est tn, Quon fasse a—pyd,.
et les termes «, &2... &7, tous différens, constituent Jes n ra—
cines cherchées, Bn' effet, si o? =, il v 4 un facteur entre
Fr—=retyrasy » qui ne pent étre que yr—1; dou. . .

z
(8. ) =1; mais g, ... désignent des V95 en élevant ceite
équ. i la puissance A+, elle deyient (Byd. Y
d’aprés les valeurs'de g
pothése.
On voit de méme que si n==h*/ il faut résoudre yf—; — o
et ylem1 =0, multiplier entre elles foufes Jes racines de ces

équ. , et faire ce produit = «.’ Soient 4 et v des racines autres
que + 1, de chaque €équ. ; qu'on fasse

=1, équ. qui,
5 ¥-e.,8e TédUitd 0=, contre Ihy~

- 4 " Ly o . & < s
B=ypg,  p= VE, g Vﬁ...y:‘/y, fy":‘/ry'...,
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;m aurd w=BR A" X Y
Soit, par ex., y*—1=o0; on traite y*—1=0 et'y3-- 1=20Y
d'or f=—1, y=—3 (1 -+ /—3); puis
=0+ V=), =Y —D), w=—i, e,
et W=y Laxy—3), =30 xy—3).

Pour ¥*—1=0, faites yt—1 —o et }13— i =o;'p—oux:
la 17 équ. prenez — 1 et {/— 1‘, leur produit — /— 1 =4#;
o est le méme que ci-dessus, et T'on a . :

e=1(y/—1—V/3), at=1(1—|/—3), u?‘/—l,itc.%
don y=z=1, £y/—1, ! (xy—3), i‘.;(\/——*x..t( )«

b41. Puisque y ==, &*, ’..., Téqu. (1) (n° 538) dctnne
1}-ete’... 2" '==0, 1 Fa2 ot =0, 1+4a'tab. =05
on fi=fi=f3-=la=0, [a=n,

en désignant par [i la somme. d.es. puissalnces k de toutes les ra~.
cines, k étant entier et non lel'Slble par g i s b i

54s. Nous ayons réduit la reso']utmnT e equ.._y - Ons_det
au cas ot 7 est un nombre premier. Nous rl(l)us se:;n; - mt;
lignes tl-igonom(;ziriquesl, flnsre.;x:oyant pour le res

X Résol. numér. des equ. :
hI];;c;:il;;nt cosx==p,0navu,n° 361, f{ue chiacun dles1 lcosm]us
successifs des arcs 222, 3%, 4. ..s’ob.tlent en multipliant les
deux précédens par op et— 1, puis a]oulant.' Pour mettr;,:z
éyidence Ta loi que les résultats observ?nt., fal?ogs ]usalig.eindi_
artifice d’analyse. Soit acos z==y +y™'5 il suit de i( n;_ i
quée , que pour ayoir cos 2z, il faut multiplier cos x ou z(y—+y

i you 1. On'
par y -+ _y_‘, qui est 2cosz, et retrancher cosox

tronve 2€08 2x = y” +y—‘; de méme
: AT 5 1
acos 3x =y’ +y %, 2cos 4x =y!+y, ete.

Démontrons que les résultats suivent toujours la méme Toi.

E ey
Supposons que cette loi soit yérifiée pour deux degrés consécu

tifs n—2 et n—1, ou

b1 — (=)
seos (n—2)x=y" "y~ ", R (n—l).r——.)’ e
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multiplions la deuxiéme équation par y -+ y~, et retranchons
la 17¢, nous avons 2 cos nr =y" 4 y—*; ce qui prouve la propo-
sition.

1 1
Ona 05T =y 4 —, 2005 T = y" = —;
) 5, 2

d'olt y*—gycosz-4-1=0, Y —2y"cosnxz +1=o... (1) (*).
Silon a cosx, ces équ. donneront y et cos nx ; ainsi on pourra
trouver cos nx sans chercher successivement cos3a , cos 4z
Cest le terme général de la série des cosinus, et on pourrait
employer ces équ. 4 la composition des tables ;. mais le calcul
serait compliqué d’imaginaires.

Si lestables de sinus sont formées , qu'on y prenne les valeurs
de cosx et cosnx, nos deux équ. ne contenant

plus que y, de-
vront avoir une racine commune @; mais si y

==e, On a aussi

1 g 3 0 0
Y= » amsl quon peut le reconnaitre (les équ. sont reci-
proques) ; donc elles ont deux racines communes, ou plutét la
17¢ divise la 2°, Posons nx = ¢; quel que soit I'arc @, il faut
donc que

* y*—oycos (g)—f-l divise y**—oy" cosp4-1. .. (3).

543. Pour appliquer ce théoréme , qui est did & Moivre, au cas
qui nous occupe , faisons @ = kr, & désignant un entier quel-
conque, et # la demi-circonf. ; Cos@ est +1 ou —1, selon

‘que k est pair ou impair, etle 2 trinome devenant y*"zzaynt.
ou (y"==1)%, on voit que

ke ..
y’—-zycos(;;) seadivise. g/ oot 3

(") Ea résolyant cette équ. (1), on trouve

Y= coszEsinx./—1, yr—cos nx == sin px. /— 1

d'olt (cosrtsinx. o/ — 1)n ' = copmr == sin nx, o/— 1,

Cette belle proprié¢, dont on fait un fréquent usa

rieure, n'est, il est vrai, démontrée ici qu’autant qu

quoiqu’elle sabsiste dans tous les cas,
2,

e dans PAlgehre supé-
1e n est entier et positi{,
Nous reviendrons sur ce sujet, ne 5o,

7
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i 7 " ] orsqu'il
k étant un entier quelconque,, pair pour y*—1, tmpair 1 rsqd
stagit de y* + 1. Si le 1% trinome est un carré, on ne prendra
pour diviseur que sa racine; ce cas exige que)le 'co‘smui soit
1 : alorsk est 0, 7, 27..., et le facteur se réduita y==1.
ST

Les racines de y* =z 1 sont donc comprises dans
: / . (k=
y.— cos(%) == sin (—;) V—1... (4.

- i
Tant que V'entier k ne passe pas, Tarc — est une fraction

eroissante de ]a demi-circonf. ; ces arcs tous F]iilférens , ontdes
cosinus inégaux, et on obtient des facteurs dlifer.ens, que nous
représenterons par 4, B... L, ?Vl. Comme‘ nﬂ:— Let n—.z ;ont
ensemble pairs ou ix_npairg , soit k=n=1, i étant < n; l'arc

s = i é e celui de
devient —= # * —, dont le cosinus est le méme gu
n

z 1 - A PR
7 . ou résulte que le facteur trinome est le méme pour k=i,
n

—n—i et n-+i. Aprés avoir donc pris pour k tous les nombres
(pairs ou impairs) jusqu'a n, au-deld on retrouve les méwes
facteurs en ordre rétrograde M ,L... B, A.

; ir
Passé on, k ala forme agn - 1, et Iarc devient 27 - 70

4 - .
Jont le cosinus est encore le méme; ainsi, on retombe sur lor
mémes facteurs dans le méme ordre 4, B... L, M..., B, 4. 1l

est, comme on voit, inufile de donner @ k des valeurs >n.
>
1°. Si n est pair, s n == sont ensemble pairs ou impairs;

kr b Sk
: —Lnz=1 donne les arcs —= ladr =5 dont les cosinus

A
i 1 i insi
sont égaux en signes contraires, sayoir , === sin( — ) ; ainsi,

Jorsque n est pair, on ne fez"a pas k > i n, mais on prendra
les cosinus avec le signe &=,

2°. 8in estimpair, h==n—i estimpair quand i est pair;
et réciproguement. On n'a donc pas le droit de poser k =i}

P
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5 : 173 W 47
mais I'arc devient st l'arc f est g, sii < 1n;
la demi-circonfér. est donc diminuée d’un are moindre que le
quadrant, et le cosinus est négativement le méme que pour

. . . .
5> 1 étant parmi les entiers qu'on n'a pas le droit de prendre

pour k. Donc on ferak=o0,1,3, 3..., jusqu’a n; on ob=-
tiendra des arcs <t ; les uns de deux en deux conviendront

au théoréme (3); on prendra les cosinus des antres ayec un
signe contraize.

Enfin, y = 2 donne x*— 2ax cos (]i—’”) ~+a*, pour la for-
£3

mule générale des facteurs de 27 = qn.

Pour y# 41, k doit étre impair; k= 1 donne I'arc Lz ou
45°, dont le cos est: y/a; pris en ==, on a les denx facteurs
Y EyV 2+ 1; ainsi :

ot ot = (3" - axy/2 +a?) (22— axy/=s + a*).

Pour y° 41, k=1 donne l'arc 57 dont le cos. est L /3,
gu'on prendra en ==; k==3 donne le cos. zéro; donc

Y+1=0 V3 +1) (" —yV5 +1) (5 + 1),

Soit y® — 1; faisons k=0 et 2 ; les cos. de zéro et 3% sont
8 et 3, qui pris en ==, donnent

Y=1=+ 1) +y+1 ¢ —y+ 1) (y—1).
Soit encore y'¥==13 k=0, 1, 2... donne les arcs 0, T,
i 7, ete., ;& ~, dont on prendra les cosinus alternativement
en + et —, le 1°° étant négatif pour ¥* 41, positif ponr
13

544. La proposition () est ce qu'on nomme le Théoréme de
Cétes : ce savant avait présentée sous une forme géométrique.
Du rayon 4R = u (fig. 6) soit décrit le cercle CHL, et le dia-
métre AH passant en un point atbitraire O ou Oy A partir
de A partagez la courbe en 27 arcs égaux Aa, aB, Bb..., cha-
cun est le n¢ de »; menez des rayons vecteurs d

u point O ot
O’ aux points de division, Celui qui ya au point

quelconque €

7e
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forme le triangleCOP, duquel, en faisant Pangle CRA ==, ¢t
OR = x, on tire

CP—=qasina, RP=—=acos«, OP —acosa—x;

donc OC* = x*— gax cose +-a*= OC,OL; et si arc 4C

ke : ;
contient k divisions, on a& = —-. Ce trinome étant facteur de

a" 7= a® selon que k est pair ou impair, les rayons vecteurs ,
menés aux points de divisions alternatifs , constituent }ous ces
= ¢ teurs
facteurs; 04 —=a—x, OH— -z répondent aux fac
réels du1° degré.
i @ ivisions
Désignons par Z, Z, Z'... les rayons menés aux div

= ’ o 555 o 3 i s On
paires, et par z, &, Z .. Ceux qui vont aux impairs;

aura S ?
A e o
2.2 .2"... = a" + 2", que O soit intérieur on exterieur.
Z. 2 Z"... = a* — x", si O est intérieur.
Z. 7. Z"... = x®— a® si O est extérieur.

Equations a trois termes.

545. Prenons 'équ. Ax™ - Ba" C=o0, ot 'un des ex-
posans de @ est double de Tautre ; en faisant o =z, il vient
Az* 4Bz 4 C=o.

19, Gi les racines de z sont réelles , telles que f et g, on doit

, Tésondre ces équ. i deux termes "=, h?" =g Par exemple,

{rouver deusx nombres tels que leur produit soit 10, et la somme
des cubes 1332

3
10
% 4 (;) =133, x%—133x°+ 1000 =o0.

Faisant ad =2, 2* — 133z 1000 =0; d'oii'z =8 et 135 ;
posant ensuite 13=—8 et 125, il vient z=2 et 5 et en o.ut;'e
(n° 538) 2« et 5a?, puis Sa et oa*; & étant une racine cubique
imaginaire de l'unité. Telles sont les trois solutions du pro~
bleme, 3

T

csEngmRm

T
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2°. Siles racines sont égales, ona B*— 44C=o0, la pro-

posée est un carré exact, (ax" - b)*=o0, et on retombe sur

une équ. a deux termes. Par ex., tronver un nombre tel, qu'en

divisant son double par 3, et 3 par son double, 2 soit la somme
des 4% puissances des quotiens? '

(?)44_ (%)“____ 2, don (16xt—8i)=o0;

et commey*=1 a pourracines =1 et=y/—1,onax—==t3
et =2 /—1.

3°. Enfin, quand les racines sont imaginaires, ou. . . .

B*—44C <o, on fera Ax™ = Cy*", et la proposée de-

venant
on ' B n
¥ VA0 =0,

sera comparable a (2) (n° b42); car le coefficient de y» est
<2 , 4 cause de B* < 4AC. 1l v a donc un arc ¢ qui a ce fac-
teur pour cosinus, arc quon déterminera par log. d'aprés la
relation
B
€05 @ ) (5)-
Notre transformée est donc divisible par y* -2y coa(§>+ =0,

en prenant pour @ tous les arcs dont le cos. est donné par
I'équ. (5), et qui sont non-seulement I'arc p <Cqo°, douné par
la table, mais encore @ 427, @ 4 47..., en général , p4-okr,

: - f okm
k étant un entier quelconque : soit = Gon oy , tous les fac-
n

teurs cherchés sont compris dans la forme

2P/ d— 52y (AO) cosah A4 C =5, - (B,
1l est dailleurs inutile de prendre k> n, puisque k=g - ¢
@ 4~ 2in

donne l'arc agr 4 =
n

reste & prendre le cos. de Parc quon a eupour k==i < n; on
retomberait donc sur les mémes factenrs.

; et supprimant les circonf, ogw, il
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Observez qu'ici le rayon est =1, et quesi l'on fait usagé
des tables de log. il faut soustraire 10 de tous les log. des cos.
qu'on emploie dans le calcul.

Par ex. , soit 'équ. af—22’ F1=0: 4=C=1, B——32,
n==3; ontrouvecos@ ==1, Jesarcsy =0, 120° et 940° ; partant,
1a proposée a ses trois facteurs de la forme 2*— 2x cosd =+ 13
et comme cos ¢ a pour valeurs 1, —sin BcP=—gz et . .
~— c0360° = —1, on trouve &* —ax 41, et 2tz 41, ce
dernier facteur étant double. Ainsi, la proposée est le carré
de (x—1) (x4 x+41), ou de 2> — 1.

Soit encore af - z? +95=0: A= B=1, C=25, n=2,
1 -
R 3
06=gb° 44’ 20", dontlamoitié J est 5
47°Ba’ 10" ajoutons 180°, et nous log cos ... x,§966c-74
" formerons un arc dont le cosinus loga..... 0,3010300 —
est le méme que le précédent en log 5. - 0,3494850
signe contraire. Substituant dans le Iog8 5. L 0,477 1294 —
2¢ terme de la formule générale, le
caleul ci-contre donne — 3 pour coefficient de I'in des facteurs.
Ainsi nos facteurs sont x* =3z - b.

et cosp=—=— les tables donnent, & cause du signe —,

—3
Enfin, pour 2z® 4 3z’ 4-5==0, onacos g = TV
log3:..i0,47712i3—

loga —0,3010300
1log 10—0,5000000 5
TR TN e B2 . i

logcos @ —1,6y60g1 5__[10521/10__0,4676967
Ontrouvep = 61° 41, ou plutét 118°19’, en prenant le sup~
plément, i cause dusigne —. Le tiers est/==39° =6 20" ; ajou~
tant 120° deux fois successives, et prenant les cos+, on &
cos 5g°26’ 20",— sin 63° 26 £0”, et sin 9°26’ 20", Done

0,3010300—
1log 1o  ©0,1666667

log 2/ 10 = 0,48770 — | 0,48770 — 0,46770—
log cos = 1,88779 1,97141 — | 1,21485
0,35549 — | 0,43911 +- 1,68253 —

+2,7486  —0,4814,

Soit fait &= 2,2672

A
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% 3 g
et nos trois facteurs sont de la forme 2*)/2 —-wx --1/b.
Racines des expressions compliquées de Radicaus.

546. Admettons que @1/ b soit un carré, et cherchons-en
la racine , qui doit avoir la forme y/z -+ Vy ; car si elle était
S+ vy, on aurait = = f*, Posons donc

Ve+vb)y=vz+yy, dot oby-+tay/zy=a+yb;
puis x4 y=a, a2y (zy)= b,
en séparant I'équ. en deux, comme (u° 533). Pour tirer x et
y de ces équ., formez les carrés et retrancheg , vous avrez

P —oxy 4 yi—=(x —y)* =a*—b.
Comme x et y sont supposés rationnels, a*> — b doit étre un
carré exact connu, que nous ferons =k*; x —y =k, et
2 -y = a donnent la solution cherchée
e=i(a4+k), y=i(a—R, k= /(a—5).

Soit {/(4+21/3); onaa=4, b=12; dont a®*—b=k*=/L
puis k=2, x=3 et y=1; la racine demandée est 1 --1/53.
Celle de 4 —2/3 est 1 — /3.

Pour {/(—1 4o/ —2), a*—b=g, k=3, o= L y=s=,
et on a == (1 4-1/—2) pour racine. 4

Si a +1/b est un cube exact, on pose

Via+ vh = (= +V3) vz,

% étant une indéterminée dont on dispose a volonté pour faci-
literle calcul. En élevant au cube et comparant les termes ration—

, nels, on trouve

a=z(x*+3xy), Yb=z Vy@Bx*ty);
earrant ces équ. et retranchant, on a
@’ —b=2z"[(°+ Bxy)*— Bz V/y +y1/y)'];

or, le facteur de 22 est la différence de denx carrés , et reyient
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Srh 7iNn R 3 Ak N gl " & A
visiblement & (z + §/y)* X (= Vy)}, ou (x*— yj°; donc §i Yon a z=e /g +by/g*+c Vg 4. | il sullit de poser

Uz——_—[—J——- (x*—y)*. Mais x et y sont s és rationnels; ainsi

= y)% y sont supposés rationnels; ainsi, Y=g, x=ay+by*4cy’..,

Je 1°* membre doit étre un cube exact ; et il sera touipurs fa- - et d’éliminer y entre ces denx équ. ; toutds les racines de I'équ.
cile de déterminer z de maniére & remplir cette condition, ne finale; en m geront;les valents cherchées de &,

fiit-ce qu’en posant z = (a*— b)*: sia®—b est un cube, on

fera z=1. En général, on décomposera a*—b en Eitfenrs Quandon aune fonet. X compliquée deradicaux, \/A VB
premiers , et on dlstmgu&la bientdt quels factenrs doivent étre pour obtenir toutes les valeurs de X, posez y* =4, L’"'—l’ 5
introduits .ou supprimés, pour ayoir un cube exact. Ainsi, z et et introduisez pour vos radicaux, les n valeurs dey, les m de

A5
T evont conta ANy t...; combinées entre elles de toutes les maniéres possibles.

= On dégage une équ. X =0 des radicaux qui y entrent, par
ot \/(a —: )) w—y=h, a=zx(@+3y); le méme calcul ; X est changé enune fonction de x, _), oyl
2 reste & eluumer ¥t a Paide de y"= 4, t"=B....; I'équ.
dod y=at—k, 4z —Bhaz = a. : finale en x est celle qu'on chezche.
Cette derniére équ. donne @, en se contentant de seules racines Par exemple , soit x= ‘/,4 =0 VB sposezy’=4d, ' =58,
rationnelles ; 1a précédente fait connaitre y, et on a la racine ‘ x =y t; mettez pour y les trois valeurs y, ay, «’y; de méme
demindee. g t, at, «’t pourt, et vous aurez les neuf racines de x, en com=
Pour 10 +61/3, on a a=10, b=108, a*— hezgs binant deux & deux ces substitutions ; ou bien éliminez y et ¢
ainsi 4 =1, et k——2. Donc 4z* 4 6x=10, dollzc=1, entre ces trois équ., et 'équ. finale en x aura pour racines toutes
; = N les valeurs demandées.
puis y=13; enfin, V(o+6y/3) =1+ 3.
Soit encore 8 4+ 41/5; ona a*—b=— 165 onferaz =4, Equations du troisieme degré.
h—=—1; don 4t F3x =2, et x=3 —25; enfin :
5 5 : 42° 4 : . - 31, Y =a> 2 548. Pour résoudre I'équ. kx®~4-ax® b +c=o0, chassons
LV/4.(1 4 V/5) est la racine cubique de 8 +4¢/5. le 2¢ terme et le coefficient du premier, en posant (pag. 41)
» » !
Tn posant Y/ (a+ vbh)=(+vVyVsz : x= .1:__57_a;
4 : R
of raisonnant de méme, on déterminerait @, y et z, dans le cas d'ot @+ 32" (Bkb—a*) + 2¢° — gabk +a7ck* =0

ota+ /b est une puissance n¢ exacte.’ PR e e bt e
547. Dans toute fornule, il ne suflit pas de substituer pour : x3+. e
les radicaux qui s’y trouvent, leur valeur approchée , parce 5 TPt g =05 (1)
quon néglige ainsi toutes les valeurs imaginawres dont ces radi- | osoms z=y+z; doua’=38yz(y~+z)-4y° 4 z’;
ainsi la proposée dev:ent
2 y . @Byz+p) (y+2) +y 42+ g=o.
- ‘/A'Z' (¥ 7040}, en predaiit 1, &, ¢ & (POZE les racines de Or, le partage de = en deux nombres y et z peut se faire d’une
Véquation y* — 1 =o. i infiaité de maniéres, etl'on a le droit de se donner letir pro-

caux sont susceptibles. On doit remp]acer VA, par u\/./!,
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duit, ou leur différence , ou leur rapport , ete.... Posons done

que le 1° facteur est nul, oun

ys=—4p, y+i=—q
Le cube de Ja 17 équ. %23 = — (4 p)* montre que y’ et 2% ont
— g pour somme, et —(3p)? pour produit, c.-a-d., que les
inconnues y* et 23 sont les racines ¢ et ¢’ de I'équ. du 2° degre
(2 137, 550 :

gt = ()i (=),
qu'on nommé la Réduite. Connaissant tet ', onay® =t, 28 =t’;
1, «, @ étant les trois racines cubiques. de l'unité (n° b4o),
on a donc . 2 - 2
3 ; 2
y=Vi, ayt, Syit; 2= (Vo VA ke Ve S

Mais il ne faut pas, pour obtenir x =y -z, ajouter tvoutes ces
valeurs deux & deux, puisqu’on aurait g racines au lieude 3:

.
comme, au liendel'équ. yz =— 73 p, onen a employé le cube,

onatriplé lenombre desracines. 1l ne faut done ajouter que celles
3 «
deces valeurs de y etz dont le produit est — 3 p, ou V(lti),puxs-
quele o°membrede I'éq. (2) étant==—t¢.¢',]a racine cubique est
=1 p. Il estfacile de voir, & cause des’=1, que des g com~

3 3
binaisons , on re doit admetiré , avec x= y/t = 1/t , que.

s R 3 3
T ="d C/t-}-z“ v, et eyideay/t.
Substituant pour « et «*leurs valeurs — X (1 2= {/ —3), n° 538,
et faisant, pour abréger,
3 3 3 i
s=Vit+ Vi, d=yi—yt } 508,
ona x=s, z=—=i(Edy—3)
Donc, pour résoudre Péqu. du 3¢ degré (1), il faut d'abolrd
résoudre la réduite (2); et connaissant ¢ et ¢’ , on en introduira
les valeurs dans les formules (3). 2
Par ex., x'+ 6x=7 domne p=6, g=—7, etla red}um
t—t=8; dou t=714%, t=8, t'==—1; les racines
eubiques sont 2 et — 1 ;donc,
s=1,d=3,x=1, e¢ =31 XY —3)

4
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Soit yt—3y* - 12y =4 ; on pose y =z -1 pour chasser

le o°terme, etonax’+grt6=0, p=g, g=F6, etla
réduite £ 46t =07 ; donc t=3, £ =-—q, et

s= /53— /9= 0,657835 =z, d—=15,522535,
puis  y=0,362165, et 1,3189181,761167 y/—3.

"équ. & — 5z—18 donne t*— 18t 41 =0, t==g = 41/5;
la racine cubique est (p. 104) £ 1 /5 ainsi s =B id=—=1{/b¢
enfin, £ =3, et — 1 (3% ¢/ —15),

23— ayx + 54 =0 donne t* b4t +72g=0, ou....
(t+ 27)* =0, t = — 27 : ainsi z=— 6 et 3 (racine double).
549. Tant que les deux racines t et t de la réduite sont

réelles , \3/1‘, \;t’ le sont, ainsi que s et d; et il suit des for—
mules (3) que a proposée n'a qu'une racine réelle. Cependant
sit=1', on ad =o, et les trois valeurs de  sont réelles, deux
étant égales a la moitié de Ja 3° en signe contraire. Clest ce
qu'on voit dans le dernier exemple.

Mais si la réduite a ses racines imaginaires (p est négatif, et
onaen outre 4p° > 27¢*) , les expressions (3) restant com-
pliquées d'imaginaires, il semble qu'aucune racine ne soit
réelle , contre ce qu'on sait dailleurs (n°515, 1°.). Ce para-
doxe, qui a long-temps arrété les algébristes, a recu pour
cela le nom de Cas irréductible. 1 s'agit de montrer qu'alors
des trois racines sont réelles.

Les valeurs de ¢ et ¢ étant représentées par a = b ¢/ —1 ;
laracine cubique , ou la puissance 3, se développe ( pag. 16)
en serie. Sans exécuter ce caleul, il est visible quon n'y peut
trouver d'imaginaires que dans les termes ot b §/ — 1 est af-
fecté d'exposans impairs; et comme I'une de ces séries se déduit
de l'autre en changeant & en — 3, il est clair qu’elles sont toutes
deux comprises dans Ja forme P == QY —1, dont la somme
est s=2P et la différence d— 2Q1/— 1. Ainsi, les formu-
les (3) se rédnisent & ces expressions réelles

T=aP; et —PEQ V3... (4

.
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Nos racines sont done réelles, précisément lorsque les équ. (3)
les donnent sous forme imaginaire. Ce cas singulier vient de
ce qu'en posant x=jy -z et yz=——} p, rien n'exprime que
y et z soient en effet réels; et notre caleul prouve méme
qu'ils sont imaginaires quand les trois racines sont réelles. Pour
les obtenir, on développera la puissance 1 dea b1/ —1
sous la forme P < Q ¢/ — 1; et P et Q seront connus dans
les équ..(4)-

550. Mais comme il faut que la série soit convergente, on
préfére se servir du procédé suivant. Il suit do théoréme (2),
0° 542, en faisant n =5, que le rayon étant un,

y'—aycos 3¢+ 1 divise y*—2y° cos ¢ + 1.

Soit fait x=m (y +y=), dans &’ —pr4g=o0;"
doit m¥(y*+y~) + Gm’—pm) (y+y ) +9=0
On chasse le 2° terme en pesant Fm*=—p;deim =/ ip.
Donc y* 4 V%P)S + 1 = o. Mais danf les cas que nous trai-
tons, ¢ est imaginaire dans Péqu: (2), ou (3¢ <{(jp):

on peut donc trouver un arc ¢ dontle cos. soit la moitié du fac-
teur de y°, puisque cette moitié < 1§

cos @

==
T TR 5 5
apvan @
alors la proposée, se trouvant réduite & notre a® trinome, est
divisible par y'—agycos1 9 +1=0; divisant par y, on a
y+y '==200s59¢; et comme z—=m(y+y='),ona

=2V (ip)cosig.... (6).

1.arc ¢ sera donné par un calenl lozarithmique : on en prendra
le tiers, anquel on ajoutera 120° et 240°, parce gu'on pent pren—
dre, outre Varc trouvé dans Ta table, les arcs o4 27, @ + 4=,
qui ont le méme eosinus. L'équ. (5), ol cos 3¢ prend trois ya-
leurs , déterminera les trois racines réelles.

QUATRIEME DEGRE. 10g
Soit, parex., z°—bx—3=—o;0n a

{ o log 5= 0,6989700
p==5, ¢ =—3, C°5¢='2__'%V%' Le —log3 = o,4771213
caleul ci-contre donne p=45° 48’ 9", diff. = °|99184§Z
dont le tiers est 15° 16’ 3”. Ony log T gi%::ggé;

ajoutera 120° et 240°, et I'on pren- log dén. =—o0,6358030
dra les cosinus , qui sont log 3 =—-0,4771213
“cos 159 16737, =sin {50 16/ 3", = cos 550 16/ 3, log c0s ¢ = ;’34551 93
Onprend ci-contre,, |

log 24/ 5 =0,4119543 0,4119543 0,4119543
log cos £ p==1,9843955 1,8515082—  1,4053576 —~-
log x =0,3963498, 0,2634575—, 1,8i73119
x==2,490863 — 1,83424b —0,6566166
Pour I'équ. % — B+ 5—=o, il suffit de changer  en — x, et
on retombe sur I'équ. précédente : ona donc les mémes racines
en signes coniraires. Au reste, en traitant directement cet ex.,
I'équ. (5) donnant cos ¢ négatif, Farc ¢ est > go°, et le sup-
plément du précédent : le caleul se continne de méme.

—i1

Soit I'éq. @¥— fx—+1=0; d'oti c0s p = —. L =
q 4 @ SRV e cal

cul donne p =108°57 3“5, et Ton obtient enfin
x=1,860807.... —2,114907.: .. 0,254099..%.

E'quations du quatriéme degré.

551. Soit proposée l’équ. xt =t pa® 4 gz +4r=0; pour la
résoudre , employons la méme marche que pour le 3e degré ;.
regardons = comme formé de deux parties y et z, T=ytz;
d'ou

Y4 (622 4ply* + (& + p2* 4 qz+4-1),
+ 42y° +(42°+ 2pz 4 gy =o.
Mais nous pouvons poser une relation a volonté entre y ef z:
égalant & zéro Ja 2* ligne,, quirenferme les puissances impaires
de y, nous avons
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La transformée devient, en éliminant y* , ;
A Lpet 3 (P hr)et — P =0,
équ. quin’a que des puissances paires de z. Faisons donc, pour
simplifier, 2> =1, et nous aurons
B 3pt ()t —g*=o. . .. ().
C'est la réduite qui est du 3° degré, et a nécessairement au
moins une racine réelle et positive (¥) : désignons par ¢ cette
racine ; nous avons z ===t {/¢, ol le signe est arbitraire. Sub-
stituant dans z =y z et daas (1) , il vient
L P 9
=yl o e - S e (2]

z=yEiVt, ¥ Giva g
On trouve enfin, en ayant égard a la correspondance des signes,
et éliminant y,

o Yay/(4=t-gi)
e et

Ainsi, 'on résoudra la réduite (4) ; et prenant une racine po-
sitive ¢, on la substituera dans les formules (B), qui donnent
les quatre valeurs de x.

Soit, parex., sxt—192"+24=32%, ot p—=—2%, =13, etc.,
la réduite est t*— 1g#* -+ 96i=—=144. L'une desracines t=75
donne

=13V (4—2V3), et =1 V3 /(4 +2V3);
et comme ( p. 109) V(4 =2/ ) =13,

on & x=azkly/5, x=—zad 143,

®).

(¥) 11 faur dégager cette équ. de son a¢ terme, en posant ¢ =—; (u—2p}i

aan @t —gu (p3 = 41) == napr—ap? — 2777 =0,

QUATRIEME DEGRE. Irr
; L’équation @t — 252* 4- Gox — 36=—0 a » pour réduite,
¥~ bot* 4~ 769t = 3600 ; prenons t==g, et nous aurons
x =35, 2,1 et—6.

Pour 2t —x4-1==0, on att— ft=—=1;d0on t=2,1149c7....
(voy. pag. 109) ; on en tire

*==—0,7271860 = 0,9340992 |/ —1,
Z=+0,727186 = 0,450013y {/ — 1.
Enfin, P'équation af — 32— 42x =40 donne
£ — 6!‘+169t:=1764;
dioll | t=pq; puis x =4, —1 et — > B/ —351).

552. ,Examinons les cas qui peuvent se présenter. Nous sa~
vons, d’aprés I'équ. (A4), dont R désigneront les racines,

que

top f -t = —op, L.t =0y

1a 17 donne —t—op=t4t'. ... (B);
03 AN et

lag V.t = T 4).

L’extrac.:tion des racines effectuée, on deyrait prendre le signe
== ; mais si q est positif V/(¢'-t") et {/t ont méme signe, tanodis
‘que le contraire a lieu, si g est négatif. Comme la réduite (4)
n.e contient pas ¢, mais q*, elle reste la méme > quel que soit Je
signe de ¢, ce qui oblige de distinguer deux cas compris en-
semble dans 'équ. (4). : :

Si g est positif dans Ta proposée, substituons les valeurs 3
et (4) dansI'équ. (2), otona déja e égard au signe == de Vi;
nous aurons g

PSW A IV =30 = s

dob  y=1 (v x v, a—iyr=ye).
Le double signe == doit concorder avec celui de I'équatio
w,:y:t z V', ainsi qu'il résulte du calcul ci-dessus. Pgr conri
gcquent, g étant positif, on a £

T=IVIRI(VE— 1), et VIR (VL 4yt
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Si g estnégalif (), /(' £")=— Tj_t; la substitution dansI'équ.

(2) ne cause que la modification de signe du dernier terme : le
calcul reste donc le méme , a ce signe prés, et les valeurs dey
preanent seulement des == /1" au lieu des o= y/t". Il est évident
qu'il suffira de changer, dans les valeurs de x, le seul signe du
1°° terme /.

1°. Si la réduite a ses trois racines réelles, il ne peut arriver
que deux cas; comme leur produit ¢.£".¢" == ¢* est positif, ou
deux sont négatives , ou aucune ne I'est, Dans ce dernier cas,
Vvt, Vi, Y/t sont réels, et nos quatre racines de & sont
réelles. Dans l'autre cas, an contraire, {/t’ et (/1" sont ima-
ginaires , et les quatre valeurs de  le sont aussi. Done, quand
la réduite tombe dans le cus irréductible, la proposée a ses
quatre racines ensemble réelles ou imaginaires, selon que t u
trois waleurs positives ou une seule. On en a yu des exemples
ci-dessus.

Cependant, ¢'il arrivait, dans ce 2° cas, que ' =1", comme
deux de nos valeurs de x contiennent la différence des radi-
caux |/ 1/, /1", les imaginaires s'enire-détruiraient , et la pro-
posée anrait deux racines réelles et égales, et deux imagi-
naires.

20, 8ila réduite n'a qu'une seule racine réelle t, comme elle
alesigne 4, /¢t est réel. Dailleurs, désignons ¢ et ¢ par
aby/—1, dot

Vi Byt =@ b—)Ey(aby-0);
le carré est (V¥ = pi)*= s2aztsay/ (a*+b%).

Ce dernier radical est visiblement réel et ™ a; ainsi, notre
: &

(%) Cette distinction n’était pas néeessaire i faive dans les formules (B), parce
“qu’on doit toujours y sabstitucr, pour p , g, r, leurs valenrs donndes affec-
tées des sigdes qui leur appartiennent et il est clair que si g est négatif, le
sigue du dernier terme des équ. (B) change de lui=méme,
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carré a deux valenrs réelles
en extrayant la racine ,
quantité réelle {/.4 q'un
Yautre. Remontant aux v.
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3 T'une positive ; Tautre négative :
qut estf/ s = (/4" on' &' done ‘une
© part, et une imaginaire V —28de
aleurs précédentes de » on voi

rement que s; la rédui wun ul racine réelle t eile
q €eQuite n'q quune seule
est POSItZVE, et la Proposee a 7L :

P deuzx racines réelles et deux

I

V. roxcrions SYMETRIQUES

—_—

Pui, ; ;
ssances des racines des F quations,

553.- On dit qu'une fonei
quand elle n’ép

on est symeétrigue on invariable
Ty
des letires qui

rouye t:;ucune altération, ép ¥ échangeant deus
58y trouvent I'une g . i
P : _en laatre ; toffeg g
= méu,ms‘qm:l_'!/b) a-}-b-[-sm a.sin b, ete., qui demey .
o t Squ o? metd pour g et o pour b, Les coeff; e
ivers ter: equ. X ; iy
rmes d'une équ. X — |, sont des fonctj i
ques des racines a, b, ¢. | . (ne 5o2) e v
’ Nous représenterons »a layenir, par [aubﬂcy
2z g
symétrique dont a‘bﬁcy. -+ est un terme
les autres parties en éehan :
toutes les antres successiye.

33 .J, Ia fonction
et dont on obtient
; lent
geant chaque racine @, b, c...en

ment : par f; ]

! m la somn; 1
sances m de ces racines, ou fr==gm {_pm Lem L
- ! 2u Y {4 5.
connaitre ces racines, prouvons qu’ htia

quantités f;, et [adb'écy. 48 .], qugjs

By i en fO]]CthD. des coelfic
3

que soient les entiers m
5 >
1€0sp; g., .. dela Pro~

Xe= @™ - pm—r S O i e +ix-fu
X est identique avec (. .

A T=a). (x—b). (22— :
(%523, 2°.) que I dérivée x* est) E e i
MMV = (1) pami—s,

2
‘

=o0.

wht=(r-85) (x=c)... +(:t--:a) (x—c)... cte,
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En divisant par X, on trouve

mam=r =4 (m—1) px’

T A pam—t o gam

j 54 X
b e

En développant (x=—a)™", ona (pag. 15)
1 il a a® a’
G s ke R

r—a

Changeant a en b, c.. ., et prenantla somme de tous ces ré-
sulats, notre 2° membre est

sk e
=2 S E g S et

Multipliant done I'équ. pér " prt L
mz™ 4= (n—1) pz= T 4 (m—o)qzm Rt =
Vi 5 aakts RO BT e o Safar=ti e Al

-+ mp| -+ pli RO & e v
- mg| S Sy (A R

Le 1°F membre am termes; le second va a Iinfini chaque li-
gne ayant son 1°° terme reculé d'un rang & droite de plus que
dans la ligne qui précede; ily a m+-1lignes. En comparant
les coefficiens des mémes puissances'de x dans cette identité,
on obtient une infinité d’équ. Les m 17 ont chacune un terme
de plus que la précédente; elles sont (en supprimant mp, mq...,
aux deux membres )

f(+R:°» fa+Pfx+2¢]=0, fS +Ff5+qfx +Sl'=0- ool
fj+pf)(_'+qf)._‘+rfk_3.. . .+kv e (Af),
L étant un entier << m, et v le coeflicient de xz™* dans X:
Au-deld de ces ni équi, le 1°° membre ne donne plus de terme a '
comparer avec ceux du 2%, et lon trouve
Sid P i q fiatrfise. Fufin=o0. . (B),

1 &tant’un ‘entier >ou=rm; ona [, =a® 4= b°.. =

B54. Ces équ, sont dues & Newton : en yoici I'usage. La 17°

FONCTIONS SYMETRIQUES, 11h.

. donne f;=w—p, valeur qui, introduite dans la 2°, donne f3;

on a ensuite f3....

fi=—p, fi==—pfi—ag, fim=mmpfi—qfim3r...;
et ainsi de proche en proche. In général, la valeur de /i con-
duit a cette régle. Sous les m termes qui; dans la série des [,
précedent celui quon vent calculer , écrivez les coefliciens de
X en ordre inversg , avec des signes contraires ; multipliez
chaque terme par celui qui est au-dessous , ajoutez et vous au-

rez le terme suivant f; ;
ﬁ_m) fLm—x--' ﬁ—.‘n ﬁ—n ﬁ—n
—u, —fil 7, =G0 =D
Soit, par ex., I'équ. %327 4 apo_, =0, 00 p=muc5
3
g=2, r==—1; les facteurs seront 1 s =4 et 3. Ainsi, on
trouve d'abord f;, =3, /;=73, f2=5; la série des se continue
comme il suit, chaque terme étant formé du produit des trois
qui le précedent , multipliés respectivement par 1, — g et 3,
3,3, 5, 19, a9, 68, 158, 367, 853, 1983, 4610, 10717, 24914...
Pour 2’ — B>+~ 102 =4, les facteurs sont 4, —12¢et3,
et on obtient !
3, 8,—15,—09, —15, 723, 2093, — ab17, — 09535, . .-
Enlin, pour x’— 22 =5, les mualtiplicatenrs sont 5, g et o3
ontrouve 3, o, 4, 15, 8, bo, g1, 14o, ADB A
En appliquant ce théoréme a 2 — ; =0, on trouye, comme
page g6,
fi=fa=l1=... =0, Jn=fam=...2=1.
1L est donc facile dobtenir la somme de toutes les puissances

05 3 ; .
entiéres des racines d’une €qu. sans connaitre ces racines. S'if

S . . : g
sagissait des puissances négatives , on changerait & en i, et
v

;

Lon appliquerait nos formules 4 1a transformée en ¥ on aurait
les sommes demandées. Pour Péqu. & —3x2 4 0w — 5 on

)
by
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aurait les Facteurs 1, — 3 et 2 de la transformée; d'oti les som—
mes des puissances positives, qui sont les négatives demandées,

5,9, ~—a, —u/— 6, 7,185, a3, —as—88...

B5. Cherchons & exprimer toute fonction symélrique
[zzmbﬁcy. s ], & laide de fi fafs. - -+ Gette fonction s'obtien~
* drait en permutant les m lettres @, b, o . . de toutes les ma~
niéres possibles, 7 & n, donnanta la 17 lettre I'exposant «,
gilace. . .;le nombre destermes seramPr, n étant le nom~
bre de racines admises dans chaque terme. Cependant, sl ar-
yivait que deux exposans fussent bgaux, «=—p, comme les
initiales ¢b, ba ne formeraient aucune modification au terme
résultant, le nombre des térmes ne serait que la moitié du pré-
cédent : il serait1e 6° dans le cas de trois exposans égaux , etc.
(woy. n° 493).

Pour obtenir la yaleur de l:adliﬁ], dont les termes ne con-
tiennent que deux des m racines, opérons les permutations,
comme 1n° 4ga , en multipliant

;[;:_a“-l-b&-l-c&... parf£=aﬁ+b5+cﬁ....

Si les facteurs partiels contiennent la méme fracine, le produit

partiel anra la formea” ™" ﬂ; sinon ce produit sera tel que a®h.

Ainsi, le résulat sera [ oY) -+ [albﬂ]‘, done

el =1, X g .

De méme, pour la fonction [a"bﬂcﬂ , multiplions [a“bﬁ] par
f—, () deviendra‘_—_ Ja X fg Xj&,—_!;_He ><_/7_ Forthias
fe produit

(e B R S T e

10, Siles facteurs partiels nont pas de racide commune, ls

FONCTIONS SYMETRIQUES.. 34

n ; @, 8 . /
produit partiel est tel quea“6°c?; ces résultats réunis forment

1a fonction [a“b’gc"'] dont on cherche la vateur.

i ;
2°, Si Jes facteurs partiels comprennent une racine commune,
>

a7, 8
le terme sera tel, que a* %", ou ity , Suivant que cette
racine sera le 1°° facteur ou le 2°. De 14 résultent les fonctions.

a~hy L @) B+ 2z
[+ 1, [« 17‘ 7, dont 'équ. € donne les valeurs
L X, —
ety fB fa+£+>/; ‘/;Xfﬂ+7—fz+ﬁ+-y;
on a donc (D)

[e40]
azbrol ] = e —
o Loy ey ary ST S

Le?'pm .de ce genre de calcul est facile 4 saisir, et I'on
peut I'appliquer aux fonctions symétriques formées de quatre
facteurs et au-dela. On sait donc éyaluer ces fonctions a L'ide
des sculs s‘oefﬁcxens de la proposée , puisque les " sont connues
par ce qu'on a exposé précédemment,
) Obs\ervez que si la fonction symétrique proposée était frac-
tionnaire, en la réduisant au méme dénominateur, elle formerait

\1:1& fra.ctl(.m dont chaque terme serait une fonction invariable.
Clest ainsi que :

a a I_z a b e a*b
[b]’ou 3R gty e otk E“°=(Ebc...:!‘

Appliquons ces préceptes généraux.

Résolution numerique des qumtions.

1556. Plus a sera grand par rapport anx autres racines b. o,..-
Ekzs. S iipprocher,a.d’étre €gal @ son 1% terme o, et j: k_',";,
3 ce;fsont‘d ailleurs connues d'avance. Donc, en divisant

on trouve @ = fi : fi_,. Ainsi, aprés avoir formé’ la sérieat? ;
mombres /5, /i, far .+, le quotient de chaque terme par ceI::
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qui leprécede,, approchera de plus en plus de la racine supé-
rieure ¢, & mesure que lindice de f'sera plus élevé. On pour-
rait de méme obtenir la moindre racine (n°506 ).

- Les imaginaires peuvent modifier notre proposition ; car

soit v —w =8 1/ —1: en faisant a=2c05 @, g=asing, ce

qui est tonjours permis, puisqu’il en résulte
R S S
7‘==‘°+ﬂ;"a"5¢——;'

équation d'ott V'on peut conclure et Yarc ¢ dans tous les cas;
onaz=nx(cospsing.{/—1); dou (note, page 97)
(et pY —1)F =4 (cos ke =£sin kp. {/ —1).

Nos deux racines imaginaires suppesées, introduisent donc
dans [ le termie 228 coskg. Il faut donc que-2, ou V(e 8%,
soit moindre que la plus grande racine @, pour que le théo-
éme précédent soit vérifié.

Pour le 1 ex. du n° 554, on a fis==b7918, fia=24914;
le quotient % = 1,524718 est une valeur approchée de x.

557. Formons I'équation au carré des différences
2=l Pz Q... +U=o,
ot les inconnues sont 2, Q... U. Ona
(x—0)! == xt—lax'™" e pal et tan Y askiall
(a—=b)=x'—Ibx'"' 4~ A bAoA B8 e
(@) =zl —lcx! ! 4 A et
Ces équations sont en nombre m; Z, A'4"... sont les coefliciens
du binome pour la puissance / : ajoutons , le 2¢ membre sera
mat = It - At — A a0 bl £
Changeons successivement xena, b,c. .., . ;
(@— bt (@a—o) .. =mal —Lfialt . oe Fundf A1
(b—a) A (b—c) ... = mb! —fib i e NS )
(c—a)lt-etc: .

Ko ajoutant toutes ces équ. , le 1 membre est la somme des
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. : :

puissances 1 des différences de tontes les racines, retranchées
F

deux a deux. Le 2® membre est

mfi—1f 14 A fi fiia— A"[ 5 f,_ab.-{- T mfi.

Or, si / est impair, on ne peut rien tirer de cette formule;
. e ; A : :
car les différences sont égales deux & deux en signes contraires

et leurs puissances / s'entre-détrnisent. Le 9¢ membre est formé

de termes dont ceux qui sont & égale distance des extrémes ont
m@_me coellicient, mémes indices pour [, avec des signes con-
traires : ces termes se détruisent donc aussi : de la o:i 0.

: Mais si Zest pair , d'une part, (a—5)!, (b — a)%.... sont
éganx deux A deux, et chaque terme se douhle ; de Lautre.
part, les parties du 2° membre sont encore égales deux a denx,

- mais ont méme signe : elles se doublent donc aussi, excepté le

terme‘ ;r}myen, qui ne s'accouple avec aucun auire. Prenant
la moitié des deux meinbres, et faisant /=21, (2i, 4', A4"..

y . . . b3 v . . s
désignent les coefficiens du binome, pour exposantie;) il vient,
pour Ja somme S; des puissances .carrées 2i, des différences des:

aci 5¢
racines de la proposée ( page6), o7

Si=m [ — 21fi. fais -+ A" fa [aiay—A 5 [ (aizay 2o
o1 gi(er—n) (@i—2)i. 5. (i1 o

ks Laae e, LB Gpipmts (),

Cela posé, si I'on a calculé lgstllej;ﬁf; ., on pourra

tirer de cette équ.- les valeursde (@ — b)* 4+~ (@ — )™ .. . en
faisant 1 =

; ce sera Ja somme §; des puissances'1- des racines
de Z=o0;i=—2, donnera de méme (@ —b)i - (@ —e)'. ..,
ou 8,, ete. En général; L'équ. (V) donnerala somme S; des
puissances ¢ de I'équ. au carré des différences. Or, d’apres les
équ. (A4) pag. 114, appliquées a cette équ., on a

P=—8,Q0=—31PS+S.), B=—3(QS:+PS.+S))...
Le calcul des S deyra étre poussé jusqu’a Uindice n==m(m—1),
degré de Z, et celui des f jusqu'd un indice double. ;

Pour z° 4+ gz +4r=0, les f, fi. ... sont

3, 0, —aq, —3r, 2¢*, 5qr, —2g>-+51*;
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d'on Si=—8q, S.=18¢", 83 =—066¢*—81r*;
P= 6‘71 Q: 99%, R = 27’a+ 4‘]3'
Ce sont les coefliciens de I'équ. au carré des différences pour’

le 3¢'degré. On trouvera les formules pour le 4° et Ie 5° degré
dans la Résolution numer. de Lagrange , n* 38, 39, et note L,

Eoyuations du second degré.

558. L'équ. @* +-px 4 g=o ayant a et b pour racines in-
connues ;, cherchons la valeur z =a - mb , m étant un nombre
arbitraire. Comme @ 45— —p, ces deux équ. “feront . con-
naitre a et b, quandz sera obtenu. Mais on ne peut trouver cette
valeur de @+ mb, sans obtenir aussi celle de b +-ma ; zayant
ces deux racines , est donné par cette antre équ. du 2° degré

[z.—(a-{—-mb)‘] X [z2— (b~ ma) }=o0.

11 est donc ‘impossible- de ‘tirer parti de ce calcul, tant que m
demeure quelconque. Mais si cette équ. en z est privée du 2°
terme , ce.qui arrive quand m=—=-~1, ona

2= (g b)Y mat bt —agb= f,—ag;
et comme ( p. 115) fo=p*— gq, on trouve

42=a3—"b 2—":\/,(193—4‘])- atb= il
d’ou Don tive enfin les dewx racines a et b.

Equations du troisieme degre.

569. Les racines de x* 4 px 4= g =o'étant a, &, ¢, Iz
quantité z = a -~ mb - nc est susceptible de 6 valeurs (équ. 2
ci-aprés), m et n étant quelconques : et comme on ne peut
trouver I'une de ces valeurs, sans que le ealcul donne en méme
temps les 5 au_tres, 'z doit étre racine d'une équ. du 6° degré :
il est donc inutile d'espérer qu'on’ trouvera z avant x. Cepen-
dantsi Pon admet que m et 2 peuvent receyoir des yaleurs telles;
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gue cette équ. en z soit 28 4 42z% - B =0, résoluble par le
2° degré (n° b45), on en tirera bientot z, et ensuite 2. En effet,
posant z° —=u, on a 4

t=—3dE G L —B)=2...(1).
Deésignant par z’ et 2” les deux racines cubiques de u, et par
1, 2, «* celles de I'unité (n° 538), les six valeurs de z doivent
résulter de tous les changemens de place entre a, b, c, dans le
trinome @ < mb ~+ nc : posons

2 =a-4mbI nc| 2z @ o nb + mc... (2),

(e
,:z,=b+mc+na a3’ = b -+ nc + ma,
$2 =6 - me + nb |"«'s" = c - na -+ 'mb.

Chaque lettre passe ici d’un rang & celui qui est & gauche,
tandis que le 1° terme passe i la derniére place. Il reste done
a déterminer les arbitraires m et n, de maniére a ce que ces
six équ. solent réalisées. Multiplions aa’ par«*; il vient, & cause
de &) =1, ;

’

2\ = ’b + ma’c 4 na'a = a - mb -+ nc.
L'identité exige que les coefliciens respectifs de a, b, ¢, soient
€gauX, ouwl=mm, ma*=—n, ne®=—1 ; donem=e®, n—c.
En substituant dans les six équ. (2) , on trouye qu'elles sont une
conséquence de

- ; 4 3
2 —atactah, 2" —=a+4abtaic... (ED)
‘AlfISI, €n prenant m =—=w®, 7 == «, notre trinome a six valeurs,
qui ne forment que deux cubes différens z'%, 23; car en multi-
pliant les équ. (3) par et «*, on reproduit les 6 équ. (2) dont
les 1% membres n'ont visiblement pour cubes que 273 et 5”3,
1l est dong certain que les 6 valeurs de z sont racines d’une
.
¢qu. dela forme 2 - Az*- B =0, ou
BT 6
(& 2 (P = 2") = 05 S 20 Y 9 g
il reste & déterminer £ et B, savoir:

A= (242", B=— (2520
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car une fois 4 et B connus en fonction des-coefliciens p et q;
Téqu. (1) donnera les valeurs de z°, dont les racinf:s cub@ues
2z’ etz” seront connues. Les équ. (3) donneront ensuite a, b, e,
comme nous le montrerons. : :
Développons le cube de 2/ = a -+ wc - «’b, en mettant 1
pour «* chaque fois qu’il se rencontre, :
2B [s-+ Babc—-Ba (a4 b6 - c2b) - Ba* (@%bt cla =)
On obtient 23 en changeant ici b en c¢; ajoutons ces deux résul-
tats , il vient :
— A=afs—12q+3( +a) [a0] = 5fi—12q,
3 canse de gbe ==— @, fs =0, a+ & =—1, et dela form:ﬂe»
(C, p- 116) qui donne [a®h] = [ifi—/[3: et comme fz==—3q,
ona.d=27q.
D'un autre coté, 22" = fo 4+ (e o) [ab] =— 3p,
dcausede f,=—ap, [ab]=p, et+o*=—1,
le cube est B = — a7p’.

Ainsi, w=—27 GV ¢ ) =7

Comme ici les facteurs de a7 sontles racines, #' et ” de Véqu.
2 + gt = (Gp)’, onaz® =2zt .
Timinant @, b, c, entre les équ. (3) eta - b+ c=o0, qui
provientde ce que la proposée n'a pas de of terme, on a
Ba—z 42", Bb=eadtat’, o=z Faz'; _
et puisque 2’ = 5\%’, S 5\}£", .(m retrouve les valeurs dw
1° 548.

qumlions du quatriémg degre.

560. Pour résoudre 'équ. zt 4+ px® 4- g -~r=—0, nous ne
chercherons pas & former les valeurs de-z == a~lh+ mo—-nd,
qui sont an nombre de 24; mais de 2= a+ b+m(e+d),
qui wen a que 6 : et méme faisant m=—1, tmus poserm:
%==a -+ b—c—d,dont Jes six valenrs sont égales deux
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denx avec des signes contraires. La racine z sera donc donnée
parune équ. du 6° degré, telle que 28 4 Azt 4 Bz* - C=o,
qui n’a que des puissances paires, en sorte que ces 6 valeurs
n'ont que trois carrés différens. Posant 22 =t¢, on retombera
sur une équ. du 3¢ degré, qui donnera t, par suite z, et enfin .

En déyeloppant le carré, on a
(@+b—c—dy=(@@+b4ct d)*— 4(ac+ad—-bc4bd).
La 17¢ partic est nulle, puisque le 2¢ terme manque dans la pro-
posée: ajoutant et dtant ab -4 cd, on a

(e+b—c — d)* =—4[ab] + 4(ab + cd).
Changeant b en ¢, puis en d, comme [ab] =p, ona
(@ e—b—d) = — fp + 4ac + bd),
@+d—c—by=— 4o + 4(ad+bo) ;
telles sont les valeurs de nos trois carrés z2, Il est clair que les
calculs seront plus simples, si I'on prend pour inconnue, . .
u=g2"~-p, puisque les valeurs de u seront
ab4-cd, ac--bd, ad 4 be:
formons I'équ. qui a ces trois racines. Comme on a
Ji=o0, fi=—2ap; f;=—3q, Ji=op*—4r,
J3=5pq, - fo:=—2p> 4 6pr 4 3¢2,
on trouye, ‘d’aprés la formule D, et en divisant par 2 on 6
(p 116), il y a lieu, que,
1°. La somme des binomes est [ab] = p;
2° La somme de leurs produits & 4 9 est
Lebe] = f3— 2o o= — i

5°. Le produit des trois binomes est abed ¢ [z + [ab?e’},
ou Tt s —%f s=—4pr-gq*;
ainsi, ona 2’ —pu® — fru - 4pr— g* = o,

ou 28 = 8zt 1622 (p — 4r) — 64¢° =o;

en mettant § 2 - p pour z. Une fois donnués Tes trois valeurs
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de 22, puis leurs racines == (2, 2" et 2"), il faudra tiret @, b, ¢, &
des équ.
fi=atbd-cHd=o, atc— b —d =2z,
dfb—c—d=z, atd—b—c=2"

‘Ajoutées 2 4 2, ces équ. donnent
a-tb=1z, atc=17, ad-d=1z"
dont Ja somme est g== 1+ (s 47 +-2") :par suite, onab , cetd.
Or, z, 2, ' étant prises en %=, on a 8 racines au lieu de 4 : et
en effet, 'équ. en z dépendant de g* et non de g, notre calcul
laisse le signe de g arbitraire. Le produit des. trois derniéres.
équ. est
iz’ =t abFetd)+ [abc]=—9q,"

3 cause de —a=—b-c--d. Le produit 222" a donc un signe-
contraire & g , d’out suivent ces deux systémes , comme p. 111,

g positif, 2= (sl mmaf) et 1 (—zkaiha!);

g négatif, v=73 (e £ £z, et L (—zmpd 22,
Elimination.

561. Soient Z=0, F=o0, deux équ. en et y. Sila o® est
supposée résolue par rapport a z, savoir, © = fy, ¢y, ¥y
et qu'on substitue ces fonctions dey pour = dans Z=o0, il en
résultera antant déqu. A=0, B=0, C==o... eny senl.
Sila premiére est résolue, les valeurs y =&, &, «'. .. étant
mises dans x = fy, donneront les valeurs correspondantes
z=8, ¢, 8" ..3de 1a les couples (2, £), (&5 8):..rs qui
rendront Z et 77nuls. On en dira autantpour B == o et 2 =0y,
C=oetz=1yy. ..

En posant le produit 4 X B X C...=0, cette équ. aura
pour racines toutés les valeurs de y ainsi obtenues; ce sera donc
léquation finale en y, dégagée de toute racine étrangére. 1k
s'agit de composer le produit 48C.. ..

ELIMINATION. 135
Désignons fy, ¢y... par @, b, ¢. Si Yon change x en
@,b,c ...daus Z, on aura divers polynomes Z, Z/, Z".. .
dont on formera le produit. Ce serait celui qu'on demande, sik
ne contenait @, b, ... Mais comme le produit Z.Z.'Z". ..
ne. doit pas varier quand on change aenb, enc. .., les coef-
ficiens sont fonctions symétriques de ces lettres, qu'on suppose
étre racines de I'équ. 7=o, résolue par.rapport i z. On
saura donc exprimer ces coefficiens ea [, fa, f3. . . . tirés de
T'=o, Cest-a-dire, en fonction des coefficiens de 7° qui
sont des fonctions de y. Dés-lors le produit Z.2'.2". . ) se
trouvant dégagé, d’abord de x, et ensuite de a, b, c. .
contiendra que I'inconnue y, etsera 4.8.C.. .,. :
Donc, mettez successivement pour x dans Z —o , les lettres
a,b, c... en nombre égal au degré de  dans T"; multiplies
Tes pc.alynomes résultans , les coefficiens du pmdui’t seronf des
fonctions symétriques de @, b, c...; tirez ensnite de T'— o
le.s valears de [, f,... eny, et exprimez vos fonctions gymé-
triques en [, /.. . : vous aurez 'équ. finale demandée.

Soient a’y—8x 4 1=o0, x* (y—1)~+zx—~2 ol
d’ont (ey—3a—+1) B’y—3b41) =0,
@by +-yfs—Baby [+ 9ab—53f; 4 1—=o0,

Mais on tite de la deuxiéme équation proposée

lmgmdean =gt

enfin, on obtient la méme équ. finale que p. 63,

.., ne

Ajoutant les exposans qui, dans chaque terme de Z, affe
tent x et y, désignons parm la plus grande de ces sr;mm C‘
m est e qu'on nomme le degré de 'équ. Z —o, ¥ ne doit ee;
trer quan premier degré au plus dans le coefficient p de x"'—‘_—
au 2° dans celui ¢ de "2, ete, Soit n le degré de 7'— :
prouvons que /e degré de l'équ. finale ne peut exce’rlér l— i
duit mn des degrés des équ. proposées. h

O sait que la valeur de f; ne contient d’autre coefficient que



'
126 FRACTIONS CONTINUES.

p'; celle de [, contient ¢, etc. & . [, fa, [5. - . o0t donc letir
degré eny, exprimé par les indices respectifs. D'nn anire coté,

un terme du produit Z.Z'.Z". . ., tel que y* [a'*bﬂ yac g
son degré 14 e~ g~ y...=mn au plus, puisque chaque
terme de Z est an plus du degré m, et quilyan facteurs
Z.Z'... Il suit d’ailleurs des formules du n° 555, qui expriment
des fonctions invariables, que [ndbﬁc". : ] seraen y du degré
@ 8-+ y. .. Donc, le terme sera lui-méme du degré mn aw
plus:c. q.f.d.
Foyezun Mémoire de M. Poisson , 11 Journal polyt.

V. FRACTIONS CONTINUES.

Génération et Proprietes.

5Ba. Pour approcher de I'inconnue x d'une équ. X=o0, sup~
posons qu'on ait trouvé l'entier y immédiatement moindre : on

1 : 3
aura c=y-+—, 2 étant une nouvelle inconnue > 1. Substi-
7z

tuant dans X==o0, on obtient une transformée en &', de méme
degré, pour laquelle on opérera de méme. Cherchant Uentier y'
1

1 ;
contenu dans z, on fera x' =y’ + 27 puis ' —y" 4 Rt

i

x”, 2"... étant >> 1, et Pon obtiendra la série d’équ. (4); d'ol,
par substitution , résulte la valeur de x sous Ja forme (8), quen
‘appelle une Fraction conlinue.

1 —
By sEeid i (B)

;
A ) b
o= gl () s e £
:
= o e
I
¢ et
1”’:3’""{" ;_171 ets. e F,»V.T' ete.

Les entiers ¥, ¥'5 ¥ y"s .. sont les termes de la fraction con-

PROPRIETES. 127
tinue, que nous écrirons sous la forme abrégée
. R g
L évaluation de x en fraction ordinaire se fait par le procédé
suivant. Soit, par exemple, ;

x=2, 1, 3; 2, f=at—

1
I ——e
1
ety
24 -—Z—
En pnartant dell extrémité , je réduis a4+ a 2; unité, diviste
par §, donne §, et = devient

:=z-{-—~‘
I
o —
3a. A2
9
A ) 5 3 1
Demémed4-¢ =211 ;=2  dotx=04 —

1457
o . 40 o e
-,._2-{- 1ifr=o 4+ 5 =211, valeur demandée. La marche de
ce calcul revient visiblement & celle de la page 36 du 1°F vol, ;
re 13 . 59
la1™® ligne contient les termes de Ja fraction continue, la o®
(IR S e R e A
s'eh dedL}ll par cette regle : Multipliez chaque terme par le
nombre inscrit au-dessous , et ajoutez celui qui est & droile de
ce dernier = la somine est placée au rang d gauche.
x =n,1,3,2,4ﬂ:= E T 50 Tt e i SR
2 :
01, 4o,31, 9,4, 1617, 182, 91,40,31,9, 4,1,
Pourx=3,a;1,1,3,2, 4,omaz=0%
Lorsque la fractio: inue g'é 1 L'infiai
sque n continue s'étend a I'infiai i
‘une valeur approchée , en négligeant tous 1 5 G ‘Ob“e“t
gt o » en négligeant tous les termes, 4 partic
e eux.m i Pon néglige 21V dans la £° équ. (4), on’a
T =y", et a” ‘est rendu trop petit; ainsi, en substituant
b= "+] est rend ! :
y 7 rendu frop grand; a’ est & son tour trop
G o1 . g
Zent, etc. En général , la fraction continue, arrétée ¢ un terme
e rann : ;. 3
vang impair, est < x; elle est > x dans Pauvtre cas. Et'si
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on limite successivement la fraction an 1% terme y’, au 2° s
au 3° y”. .., les résultats seront tour a tour < et >x, qui
sera compris entre deux consécutifs. Ges résultats, qu'on nomme
Fractions convergentes , seront représentés par

Qe bl o/ el m . n B ‘
) 7o RN ;: n? }7" % (C)’

en prenant y y’ _)’" _y"_ A yi—-z yi—. _y‘. i
pour leterme augquel on limite la fraction continue.
Ona =Y /o =_y_y’+l £ :yyl.)'"'*'.)'”"'y.. 7
PRl ety Ao
byll +a :

o A 4 s 2 L
Cette derniére fraction revient visiblement & — = 3" 7———4
¢ by'+d

Pour obtenir d il suffit de remplacer ici y” par y"+ 5117, puis-

i
o)
que a::_y;y', y" devient par la x=y, y’, ¥, 7. Or, le nu~
mérateur revient a
by" +a+ ;;,- =c4+

s
e LA
le denomlyateur est —/——<; donc 7= E’y_"’+ 7

¢ i <
En comparant ces valeurs de 7 et 7y on reconnait cette loi ¢

Le numérateur d’une fraction convergente se dédutt des deuz
précédens, mullipliés respectivement par 1 et par Lentier qus
termine la fraction continue; on ajoute ces produits. Le déno-
minateur observe la méme loi, qui s’étend d’ailleurs 4 toute
Ja série (C) des convergentes, puisqu'elle résulte d'un calcul
qui subsiste pour chacune en particulier. Adnsi
p=myOfm, p =nyO 4 m (D),

Pous 2y ke m (E)

e e ;
11 suffit donc de former les detix premiéres convergentes pour
en déduire consécutivement toutes les autres. Clest ainsi qu'on
trouve
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p— . 3
=2, 1, 3, o4 st T %‘5, 14"0“‘
Ces fractiops sont alternativement < et >, et la derniére est
la valenr méme de z : ce théoréme offre un second moyen

d'obtenir cette yaleur.

Si, dans T'équ. (E), on remplace y par la valeur totale z de
la fragtiun. continue , prise depuis le terme y* jusqu’a la fin,
z=y', y*, y’“". .oy 1l est clair qu’auAlicu d'ayoir une
conyergente , on aura la valeur exacte de z, sayoir,

. nz-m "
——— ... ()
n'z +m’ (E
>
c'est ce qu’on nomme une Fraction compléte.

563. En éliminant ¥, il vient
pr’ — p'n—=— (nm’ — mn')
cest-a~dire que la différence des produits en croiz des termes

dedc"u.r cmwerggntes, rnnsgcutzves, estconstamment lg méme,
en signe contraire : et comme pour les deux 1res

Pt

v celte différence est 1 ; on en conclut que

ot
» qui sonty et

pr'—pn==z21, B _

:i‘.ﬁ... (G).'

4
2
.

0 et 2 s pai
n prend + quand y# et — sont de gangs pairs, }}% > ;':_, ;<on

prend — dans le cas contraire,
On tire de ce théoréme plusieurs conséquences :
1°, Comme tout diviseur de p et p’ devrait aussi diviser 1 on
; . ,
voitque p et p’ sont premiers entre eux ; il en est de méme
pour p et n, p’ et n'. Les converzentes 1
q 4 sont toutes irr
4 557 =
tibles. s
n P % -
2°, Otons — et = de x— FP27°7 i
i i o fraction complte,

dans laquelle z = yi+1 Y oo les différences son

=4z e

WEEER) ! )

=



130 FRACTIONS CONTINUES. ‘
La 17 surpasse la 2°; car p’z+n' est dxvlseU}' cotmmun:
W <p (&, b, ¢ .. se composant de plus enplus) etz >
insi Tus rés-deg—que de’i,:
(y*** est contenu dans z ). Ainsi @ est plus p “ 5
les signes = et o= vieimegt de cce que x est entre cf:s ;’le}lx cc::):
wergentes. Donc les fractions (©) S(?nt de plus en P u..s fzp;tw de:
chées de x, alternativement par défaut et par excés : c'es
44 qu'elles tirent leur nom de Converge‘n[es. : i
Draillenrs, & est Verreur qu'on fait en bornant la fraction

! : f — P, Mettons 1
continue 4 'entier y*, c.~a-d., eh prenant x = 7 ;

égli oy uyons
pour z, et méme négligeons 7’ ; nous trouy

L e e B
3\<?><p,+n,,e <p,

des limi ¥ ise; rait une plus
Ce sont des limites de T'erreur commise; on en aurai plus

==t i tenu dans z. Chaque conver=
basse en posant z= y'*", entier cop L
gente n'est pas en erreur de 1 divisé par le cary .
irés ssi ue :
nateur. Clest ce qui résulte aussi de ce q
L
n

Pl =< o

by

P n P n
i o s de % (ni

Dans notre dernier exemple , &% n'est pasen erreur 5 ( :
L i

méme de 75, 0u 75 -

() Les différences ives entre les converg sont
: -
b a 1 ¢ By B .’.‘7= _'_".
e e e
La sornme de toutes ces équ. est
- T
WSS e
5‘/ = E, =t ?b" — vd . dd . £ ]1'71’ “

On obticnt ainsi une expression développée de la valenr exacte de x, quand
{ , ;

P estla dernitre convergente , et une grandeur approchée de x dans Pautre
»

cas. Pour notre ex., on trouve

vk

+ 3% — T

Flm

A e T
7s =X =ghg—
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Bel Solent 2k

/) i .
R T des fractions quelconques croissantes:

la différence entre les extrémes surpasse celle de chacune ayec
Tintermédiaire. Supposons en ontre qu’on ait choisi & SR, et
tels qu'on ait /' — /h = 1 : nous durons
1 kW —ER W —Rl
B
Ces numérateurs étant entiers et positifs , sont an moins 13
remplagons-les par 1 : nous trouvons Uh' <KH et K1, savoir,
KE>Uleth en supprimant les facteurs communs : &’ est le plus
grand des trois dénominateurs, De méme, en renyersant les trois
fractions, on prouve que k >% et /. Ainsi; la fraction movenne
est plus compliquée que les extrémes. :

n ke i
Or, x est entre — et %,;pour que 7 fit plus voisin de =
v

que ces deux convergentes, il faudrait que cette fraction tombdt
entre elles , et par suite fit plus composée. Chague conver—
gente approohe donc de x plus que toute autre fraction qui
serait congue en termes plus simples.

MR e D
4°. De — | — | tirons ces deux fractions
m'’n ;
I m(t—1)n ! m—-tn
W om = l7_m'—{-w J
t désigne ici o,

1, 2.. .. jusqudy’; qui est I'entier contenu
dans la convergente suivante ; d’on

m m—+n m+4on

a2l m—+yn P
el T e e R S = e,
mim A0 m - on w4 yin

P

2 h l Ea | .

Or, on ag == T quel que soit ¢, Donc "ces fractions
sont irréductibles (1°.); elles approchent d
autre qui serait plus simple (3°); le
tives ayant méme si

e x plus que toute
w  différences conséeu—
gne, ces {ractions croissent de Ja premiére
vers la derniére , toutes étant <, siles extrémes sont de rangs

9.
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impairs; elles descendent vers @ dans le cas contraire ; enfin

.
! ;
Terreur &, commise én prenant I'une 7 powr e, est moindre que

7-1,- —% = —,117 , puisque x est entre ces deux fractibus.
7

On voit qu'on peut insérer, entre nos convergentes principales,
' — 1 fractions qui jouissent des mémes propriétés qu'elles :
on forme ainsi des convergentes intermédiaires. Toutes ces
fractions forment deux séries : les unes, tirées des rangs im-
pairs , montent vers x; les autres descendent vers @ : on les
forme en ajoutant, terme a terme, les conyergentes successives

m e .
— ——,, cette addition réitérée y* fois,
m'’ n
Dans motre ex., on a xe=12,13 3,3, 4"
S 3 25 111
convergentes prmmpa\es.,. e g L

Prenant § , jlen tire. 3, & 1) 210 celle-ci est la troméma
convergente ja laqueHL ] amve aprés trois opérations, & cause

de yi= 3. Partant de - et 77, je trouye 48, &x, 88, 22 < donc

38 B R6 321
(= )r 3% ( s 45, 8 30 <x""4°'
Les fractions de rangs pairs offrent de méme cette série (elle
ne sk limite pas) ;
3 4 (25 36 247 358 468
(3), ¥ G 5% 5 daks iy e > %
Observons qu'on peut faire commencer la série des conyer-
gentes principales (C)pars et g, qui remplissent toutes les
mémes conditions qu'elles.

Equations déterminces du premier degré.

564. Pour réduire en fraction continue la valeur de & dans

Véqu. dx= B, il faut, d'apres les principes du n® 662 , ex-

SRS by B s )
traire L'entier y contenu dansiwii—= 7} =y 4~ /—4.—:_y -+ e
7 étant le veste de ladivision de B par A : puis

]
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A i S STt R
x_._R_.._y-{-R—, z= =y +R7’.x =eiC.

1 1

R
Done x=y+2:y+ %, =y+
Y+7

7 ) 1
Yk ¥+ etel

Cette opération donne, pour termes de la fraction continue,
les quotiens succesuﬁ qi’on ohiient dans le caleul du plus
grand commun diviseur entre A et B; savoir x =y, y ,j 3 y Ve
Cette expression est toujours finie.

Par ex., pour Péqu. 2645 z=gyb2,ona

9752 1264a|181~§3§|ﬂ‘3§ 1*4—“_4 Erei s

3\ i al5l7 115
On en peut tirer les convergentes prmcxpales et intermédiaires
par les calculs (£) et (£) ; on obtient ainsi

G):‘:‘) %l()l nv(“))l_s‘ 15 "5"11 < T =f—13;
GG, 2.8 8, G 1,35 >

IL'une de ces fractions, telle que 2%, est plus app’rochée de x
que toute autre plus smlple qu'elle, et ne differe pas de «
de 75

On trouve de méme , pour & =424 =3, 2, 3, 2, 7,

9
(T))’ ‘3‘: T7 ( )7 ‘51 1(\' LTy (£),2
On sait done résoudre ce probléme : Ktant donnce une frac-
tion, en trouver dautres plus simples, et qui en appn;clzent.
plus que toute grandeur moins composée..
Voici plusieurs applications importantes de cette doctrine.
I. On a trouvé, n° 248, p(‘m‘ le rnppm. du diamétre d la
circanf. = =13,1415926, 238 qui, réduit en frac-

tion continue, donne = x= C), 7 15, 1,943, 1, 1.., : de la.ré-
sultent les convergentes principales et intermédiaires
()xT"; ;;)52 a . (.m)<x ’:.‘ ->‘T-

Toutes ces ﬂ'acnons sont des valeurs approchées de =, plns
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simples que toute autre; parmi elles , sont compris les rapports
donnés par Archimede et Adrien Métius. :

1. Z’année solaire tropique , oule temps quele soleil emploie
pour revenir an méme équinoxe est de 365/ ,342957. ( Voyez
VUranographie , n° 33.) En ne donnant que 365/ i T'année
civile, I'équinoxe reviendrait & peu prés tous les quatre ans un
jour plus tard , et parcourrait ainsi lentement toutes les dates
du calendrier ; mais, a des époques convenues, on fait Pan-
née civile de 566 jours, pour rétablir Uaccord. €es années de
366 jours, qu'on nomme Bissextiles, revenaient de quatre er.
quatre ans , dans le calendrier dii a Jules - César. Cette inter—~
calation supposait Tannée solaive de 3654,95; en sorte que
Pannée civile anticipait & son tour sur celle-ci d’une trés petite
quantité. Calenlons de quelle maniére on devrait répartir ces
différences pour avoir plus d'exactitude.

FRACTIONS CONTINUES.

105¢E860 »

Réduisons la fraction '0,242257 ou 24 :

Ll

dot ‘w==0,4,7,1, 4,1, 1.2, %, &, AL

86
1943 355°°*
Si T'on prend pour valenr de a T'une de ces convergentes

rincipales, telle que £, on suppose I'année solaire de 565/ -8,
P 3 332 PP ; 38

&
et elle doit anticiper sur lannée civile de 75 baran, cequifait,

5]

en 33 ans , 8 jours qu'il fandrait intercaler : on ferait donc
chaque quatriéme année de 366 jours, et apreés 7 hissextiles ,
1a 8¢ ne serait placée qu’d la 5° année ; on recommencerait en~
suite une période de 33 ans. Telle était Iannée commune des
anciens Persans.

La réforme Julienne est établie sur la fraction 2; les bise -

sextiles y reviennent tous les 4 ans : dans le calendrier gré-
gorien, on suit le méme procédé; mais on ne conserve qu'une
anuée séculaire bissextile sur quatre | c.-a-d. qu'on intercale
97 jours en 4oo ans. La fraction 2% n’étant pas parmi nos con-
vergentes, n'est pas aussi exacte qu'on Vaurait pu prendre : c’est
au reste une chose de peu d'importance. ( Voyez I'Urang-
graphie.)
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1T, Le mois lunaire est de 297,530588; le mois solaire de
5o/, 436855 ; le rapport de ces nombres, x=22438858 dtant
conyerti en fraction continue,, on en tire les convergentes
G G 5> GED- . <m5 (3D, (29,238 . >
Prenons, pour ce rapport, x= 222 | et il s'ensuivra qu'en 235
mois lunaires, ilne s'écoule que 2287, ou 1q fois 12 mois so—
laires ; différence 7 : donc, en 19 années soldires, il y a7 mois
lunaires de plus quis'intercalent, et aprés lesquelles le soleil
et la lune se retrouyent ensemble dans la méme position , et
recommencent & présenter leurs aspects dans le méme ordre.
Composons 19 tables indiquant les dates des phases lunaires
dans toutes les années suivantes » on pourra prédire le retour
de ces phases, en recourant i celle de ces tables qui est ramenée
dans son ordre périodique. Cest ce que Méthon avait appris aux
Grees, dont le calendrier éfait luni-solaire, et qui avaient
nommé Cycle solaire ou Nombre d'or le numéro qui marquait
Vordre du retour de chaque année dans la période de 19 ans.

l

ol

Equations indéterminées du premier degre.

565. Nous avons montré (n° 118) qu'il suffisait d’avoir une
solution entiére, & — =, y =8, deléqu. ax4by=rc, pour
en conclure toutes les antres; les valeurs de et y formant des
équi-différences , dont la raison est b pour x et —apoury,
savoir, @ —a - bt, y=—p@ —at. Les procédés qui nous ont
s€rvia trouver cette solution sont moins élégans et moins ra~
pides que celui qu'on tire des fractions continues,,

Résolvons en conyergentes ;—Z , et soit P—, Tavant - derniére,
: B
¢elle qui précede la proposée : ona yu ( 2, n° 563) que
ap' —bp == 1; dov ap'c — bpe.=che.

Le signe -t a lien quand la fraction continue , Prise en totalité,
; s

est formée d’'un nombre pairde termes ; le — dans le cas con-

fraire. En comparant avec ax—4-by =1, il est elair que si les
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seconds membres ont méme signe, celle-ci est satisfaite en po=
sant x = e =pec, y=p@=-pc; etsic a dessignes diffé=
rens , on ferax =a = —p'c, y =8 = pc.

Rien n'est done plus facile que d’obtenir une solution entiere

i ; : . a
de I'équ. axw 4 by ==c ; on résout en continue la fraction 5

: Spit : ol :
on prend la convergente o’ qui en provient , en négligeant le

dernier terme; on retranche, et lon « l'équ. ap’—pb==:t1,
qu'on multiplie par c. Il ne reste plus qu'a comparer ensuite ,
terme d terme, avec la proposee.

Soit, par ex., 'éq. 10br—43y =173 s
o i B PR

12 —90.8 0, 4; 3 =—9,9,5,1. m, 9, 4,1,1

1a méthode du commun diviseur donne %

5 /,lr
A

Cette derniére s'obtient en négligeant le terme 4, et recou-
rant au procédé, page 127 ; de i3 tant 57, on trouve...
105.9—43.29 =—1 (le signe — provient de ce que Ja frac~
tion continne a 5 termes ; d'ailleurs, en formant les produits des
seuls chiffres des unités dans le 1¢* membre, la différerce est
visiblement négative ). On multiplie cette équ. par —17; on
compare avecla proposée, et 'ona x=—g.17, y=—22.17;

d’on x=—157 - 45, y=—374 4 10bt.

De méme, pour Péquation 424x + 115y = 539, on a
424—3 1, 9,5, 7: supprimant le 7, il vient 52; retranchart ces
fractions , on trovve 424.16—115.5q=—1; muliipliant
par — 53q, et comparant a ta nroposée, il vient v—=—16.5%g,
¥ = 59.539, savoir, x == — 8624 4 115t, y = 31801 — 424t
Ces ¢qu. sont simplifiées , en changeant ¢ en t+75; ce qui con-
duitaretrancher de 8624 et31801 les maltiples de 115 et 424 ; on

trouve ze=1+4-115¢ y— 1 — 424t

192+ 7y=117 donne 2 =12,1, 2, 2; dot f=a19:
puis retranchant, 19.83— 8.7 = 1; multipliant par 117, etc.,
on obtient

rons o =,
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x=3.117—7t, y=- 8.117 ! 19t;cux=1—7t, y=—14=-19¢.

On pourra s'exercer encore sur les exemples traités p. 170
du 1" yol.

Lguations déterminées du second degré.

B66. Résolvons en fractions continues les racines de I'équ.
Ax*— oux =k,

A, e et k sont entiers, 4 est positif : on suppose la racine
irrationnelle positive ; car si x est négatif, il sullit de changer
« en— e, pour donner i cette racine le signe 4. Si le coelli-
cient du 2¢ terme n'est pasun nombre pair, on multipliera toute
"équ. par 2. On a
Fyitta i
:"J’/j-t' ... (1), en faisant t—=a?4-Ak... (2) :
Ry o
on suppase ¢ connu , positif et non carré. Prenons d’abord /2
avec le signe 4, et désignons par y le plus grand entier con-
tenu dans x, sayoir,
o L Vite |, A
= — = i §
¥ & AR vitta— A_y
Soit fait B—="Ay—wi v o i (B

multiplions la valeur de ', haut et bas, par {/t - 8 , nous au-
! {—tvé:;ﬂ Mais il suit des équ. (2) et (3), que.
t — = A (k— Ay>4- 2ay), en sorte que A est factenr com-
mun ; posant

e e B T R “4),
e 3 5 /t4 8
il vient t—pr=d4dB, = tT_' ..... (50

Cette valenr de &' étant de méme forme quex, on peut extraire
Snss i
Ventier y’ contenu dans a, et procéder selonla méme marche de
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-ty . Vi 4
calcul , qui donnera o' = -1(—;1_—/, psipSie= B Bles

on auradonc
t=w Ak =f A+ AB =+ BC =8 D= (a),
Wakp L VIR B, Wikl el e
A R

=Ty % S -

D
' B=Ay—a, y=By'—f, &= Cy" — y...o.. ()«
‘Au lien de faire directement Je calcul sur Tes ,fractmns com—t
plétes (1), (5), telles que 'ex. proposé les presient:a, on(gel;t
calculer successivement 8, v. .. B, C... par les eqx]]\.t 5, :
(@) , ce qui donne successivement ces fractions complétes,
par suite lentier ¥, y”... qulelles renferment.
567. Soit pris une fraction complete que]conque‘. T

U ) ., la convergente correspondante
a= Ty ety

e 1 e [ ; oentes qui pré—
P e (1), —, —  les deux convergentes q
4,,——-3/.y,y ..n-y ) In,’n.,’

& nz -+ m

cédent. On sait (p. 129) que & = e

Substituant , pour z et @, les fractions complétes qui les ex~,
y s Vit a n{yt-+=)+ Pm
priment , il vient - e VELD LI ;
au méme dénominateur, et partageons I'équ. en deux, a cause »
des termes irrationnels qui se détruisent a part,

: réduisons

’ Pt
an’ = (An— an’)— Pm’, 7 (An—an’) = Pam’ — APm +n't;
; A
éliminant #, il vient, & causedem'n—mn’ === 1,
(An — an')* == PA 4 n"t,

s 2 p
673 n
¢ 2Y mau(L)—h=ell ().
ou A n') 245 n

/

imi i : is équ..
Ce caleul revient 4 Pélimination de mz et m’ entre les trois etr.]u
e = 5 ” on
ci-dessus ; dou vésulte que léqu. (f) exprime que la frac

s e
L est une des conyergenfes vers x : lesigne < indique ¢

7
i
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cette fraction est de raug pair; le —, qu'elle estde rang impair.
11 se présente ici deux cas : ‘

1°. Si 2 est de rang impair, il faut préférer le signe -5
. n 5 .
mais alors — estde rang pair et > que z; substituée pour x
n

dans 4 2* —oup— } » Cette convergente doit donner un ré—
sultat positif. 11 faut donc que P ait le signe 4 pour que cette
condition soit remplie. Ainsi > tous les dénominateurs des frac-
tions complites de rangs impairs sont Ppositifs.

2°. Quandz a un rang pair, il faut préférer le signe w—, Or,
"i% est compris entre les denx racines de z, le 1% membre
est négatif, ce qui exige que P soit positif , comme dans le
1% cas, Mais quand cette converg, '
racines, le contraire a lieu, Zes dénominateurs de rangs p “7; ¢
ne sont donc négalifs qu'autant gue les convergentes de r%? T
impairs sont entre les dewx racines.

Les dénominateurs des fractions complétes x, o', z"..,ne %
donc négatifs que dans les rangs pairs, lorsque les racines
de x sont assez rapprochées 'une de l'autre pour que les con—
vergentes ne tombent pas entre elles : alors les fractions conti-
nues des deux racines ont les mémes termes initiaux. Mais on
ne tarde pas a étre assez prés de la plus grande racine, pour
que les convergentes de rangs impairs tombent entre elle er la
plus petite : dés-lors il ne peut plus se trouver de dénomina~
teurs négatifs, jusqu'a Pinfini. Comme chaque fraction com-
pléteesi > 1, sile dénominateur P a le signe —, le numéra-
teur V/t-or doitaussi Lavoir ; ainsi, = est négatif et 3> V/1; ceite
Vit—m

ente est moindre que les deux !

compléte a done la forme

; t+d Vide 4 . B
Soient ‘/T . ——F—E - T? -+ des fractions prises

parmi celles qui n’ont p

as de dénominateurs négalifs , ce qui a
lieu dés Ja premiere

» quand les deux rdcines de x n'ont pas
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dentier commun. Les équations () donuent DE ¢ =1t}
donc D, E, ¢ sont <(t; partant, :

Y000 O e AR M e VA

2 ) A t— ‘
Supposons , s'il se peut, qu'on ait Ve = 2 , et, par suite,

EF =t — ¢* Ey" = :—g¢, d'apres les équ. (@ etc) : la 17
donne

CF= S et S
EF_(\/£+‘P)(Vt ¢P), F '—VL+¢’:

parla ¢, By < 5 dot E<{/t, etnotre fraction complete <1,
ce qui est impossible. Donc, il se peut bien que , tant qu'on:
aura des dénominateurs négatifs , les parties «, £... le soient
aussi s mais elles seront toutes positives au-deld, et des-lors

EyY=1++ ¢ donne £ <¢40, ou E< o/t : les déno-

minateurs ne peuvent donc atteindre le double de y/t.
Lt puisque ces constantese, @..., D, E... sont toutes
positives , entiéres, et en nombre infini ; qu'elles ne peuvent
_ dépasser leslimites fixées, on deyra, tot ou tard, retomber
sur quelque fraction compléte déja obtenue ; et par suite , ‘o
retrouvera, dans le méme ordre, les complétes subséquentes
ot les termes de la fraction continue, qui reyiendront pério-
diquement. Donc, aprés un certain nombre de termes initiaux,
on devra trouver une période. Nous écrirons cette fraction con=
tinue sous la forme x=y, y'... (u, ¥, u'...), en com—
prenant entre des crochetsla partie périodique, pour‘en mieux
saisir lensemble et abréger Pécriture.

! - e — V1t . 1
* . Quant a la seconde racine » = S Supposée positive,

on procédera an calcul de la méme maniére @ v étant Ventier

approché de x, on trouvera .
S s A AU

T a— Av—Vt T (e — AV —T
en multipliant, haut et bas, pare— Av 4 Y/t On prouvera
de méme que A est facteur commun; et &’ receyra la forme

>
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Vietg . ’
g ol v/t a le signe 4-. On retombe donc sur la doc~
trine précédemment exposée.

I“Smt, par ex., I'équ. 5gz* — 319z 4- 431 = o : doublant
équ. pour rendre le 2° coefficient pair, il vient ces résultats
successifs :

_ 319+ V45 V45 — 83 1

s R ey YRRy B,
Wi +5 . V545 * 5
g _5.‘_,_,10__l 5 \/452-{-«; it

Donc;—c =2, 1,3(5, 1). Pour la o¢ ractne

319 — V45 V45
(s i J, » V45 4 83 oy
A =, YN,
V45 -+ 15 V45
s s W Caebrfe =) 454~ 3
) T, TS g »/45+5=m.,

10

on retombe sur un 5 fracti i Fon.
e des fractions ci-dessus, et 'on divie]

L p R s e

Pour ox® —~ 14 - == 0, = 7ek V{_S_
% By’

v+ * 3 ;
—_— = A = 3
S e B e LS\L‘_"‘:S""*“/;:?QP.
EViEEDEY V6
B Ve v v
; = <

AiHSi’ :12‘25(2, 5>’ et :;lx 1,2, (5, 2).

Enfin, P'équ. 1801 2* — 39912 + 2211 = 0 donne

_ 3991 + V39 =38
=i iated =’+’Tz,—9=9+,——‘/':-—”= ;
Fy5
2N A i ~+ 1
gk L mig, Lk v,
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Donc, x=1, 9> 8(1, 1, 5): lautre racine s'obtient de
méme ; on trouve x =1, oiva R a SEbl e )

On démontre dailleurs que les deux fractions ont leurs
periodes formées de mémes termes en sens rétrogrades. (Voyez
la Théorte des Nombres de M. Legendre. ) 3

Une fois la fraction, continue trouvée , 1l est facile d’en dé~
duire une suite de convergentes de plus en plus approchées de
la racine, et jonissant des propriétés communes a ces sortes
d’expressions (n° 563 ). -

Quand I'équ. du 2° degré est 2 =¢, on peut pratiquer tous
Yes mémes calculs pour développer 1/t en fraction continue. On
remarquera que cette fraction remplit les conditions suivantes,
quenous nous contenterons d’énoncer. 1°. La période commence
dés le 2° terme; 2°. le dernier terme’de cette période est
2y, double de I'initial ¥ qui n'en fait pas partie; 3° au dernier
terme prés, la période est symetrigue, c.-a-d. quelle reste la
méme quand on la lit en sens rétrograde.

“Alinsi Vi=y (y’,_y”...,y”,y’, 2y);
on trouve, par ex., pour x*=61, {/61 =7 ...

Vi \/3-'#5:4, V47 . VAS - Y44

a7 o 4 i Grima i
ﬁ__e;—_g) v—-”é:l, ﬁ:z,z_ﬂ:/ﬁ ‘/-:_DE‘(C.;
5 9 4 3 12

dolt .1::7(1,4,5,1,2,2,1,5,4,1,14).

La table I donne les périodes pour les entiers ¢ < 79;on n'a
communément mis que la demi-période, en marquant le terme
moyen de “, quand il doit étre répété deux fois, etde ’ quand il
estunique ; ons'est souvent dispensé d’indiquer le terme initial y,
ou Ientier contenu dans {/¢.

568. Etant donnée une fraction continue périodique, propo-
sons-nous de remonter & I'équ. dont elle est racine,
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1* Cas. La période commengant dés le-premier ternie, on

z=(u, v, u"...u®). Cherchons les deux conyergentes terminales
de la partie périodique.

h i !
T, uly ulye. uls)), Z==u, v .. uleD, gy
iz~4h
Ona (F, p.129) z:i'z—}-h';
d'ou l:'z’—-2az::]z,.

w-k /t
FEoE e i

en faisant, pour abréger,
2 =i~} ==t - R,
P = 5 Z
ar ex., 2=(1,1, 2, 1) donne B dyl,a0 Z: 1,159,1;
dou h=5, h'=3, i=y, =4, #=2; et enlin 42— 4z =5,
2° Cas. Sila période est précédée d'une partie irréguliére
T=y,y, e Y A u!), prenons les deux convergentes

m n 3 . 8 A . ’ “" .
P o qui terminent cette méme parue_y,_y aiYzsis oy ek {aisons

2 = (u, ... u) ; nous aurons T=9% 5. yB, z: don

nz—-m m'x —m
e e ) T ——
7'z~ m n'e—n

11 reste & substituer dans Léqu., fz2 = ouz — #, et on obtient
3 3 . 3
Péquation dont I'une des racines x est la fraction continne pro-
posée. x
Parexi i — (1,1, 2,1) donne les convergentes ~ et -,
A

ainsi, n=—a, n':m:m’:l, etiz — L&l Substi-
Ty .

tuant dans 4z* — 4%=5, il vient pour l'équation demandée:
B2 =8:
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ropo’séerewientéx:l(x, 15i1p2)5
la période tant de termes quon

144

Remarquez quela fraction p
et qu'on peut faire sortir de
veut.

(‘ {2 5 . . .
Equations indéterminées du second degré.

56g. Résolyons dabord en nombres entiers, I'équation. ...

5 - A el
my=a’%a, ¢.-a-d. rendons entiére la quantitc —-—, 7 étant
le reste négatif < m de la division de @ par m. Si Von fait
x=1,2,3, 4., x* étant divisé par m, les restes présente—

ront une propriété bien remarquable.
: p

Si m est pair, soit pris x =3 mE«, dont
x?  iImieme-ta’ 1m® 4o
e 2-1___,_1___2_—};“_*_ :__'t_;
m m m

S < ¢
les restes de — , lorsqu'on prend pour x les deux nombres
m

1 m == «,sont donc les mémes : ainsi, lorsqu'on passe £=3 M,
on retrouve les mémes restes en sens inyerse.

Clest ainsi que , pour le diviseur 14, on trouve les restes
suiyans :

1,4.9.2.11.8.7.8.11.2.9.4. 1.

Sim est impair , les nombres 3 (m == 1) sont entiers ; faisant
les restes de x* divisé par m , sont encore

z=i(mE )T
1(m—1) on retrouve les mémes restes

égaux ; ainsi passé x=
en ordre rétrograde; ici le terme moyen se répéte.

On trouve, par exemple, que, pour le diviseur 17, les restes

successifs sont

1.4%9.16.8.2.15.13.13.15.2.8.16.9.4.1,
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I'* TABLE des Périodes de {/t. (Foyez p. 142.)

.| Période. §t.| Période. ft.| Période. [t} Période. fr.|  Période.
2| 1(2) 1ol 2.1.3" B34| (i.4 6
5 -4.1.10) 80| 7(14
3 ;Egl).a) ol 2:8) 35 %: )m) ! o ég;?’i/) gg gf;@xt;)
{ 1.2/ B3g) G(1a 2| §.1.9" 67| 5.9.1.1.9"
<; (‘(a;4)l la s 36 g‘g.m) o3 Giiisagy 168l 8416 °
| {zair.ghps 2 39| 6(4.12) 4| 2.1.6" 6o| 3.3.1.4'
3 5\61 4) 24 ﬁLt.S) o] 6(3. 12) SJ (2.2.2.14) :8 if;’[l
6) 26| 5(10) 1] 6(2.2.12)  56{ 7(2.14) 'f’x 2.2:1.’;'
7 .
‘; . ﬁ 72| 8(2.16)
2 43 73] 1.1.5"
S %‘é 74| (13 1.1.7.16)
1Y . B 79 J(ri1.1.16)
1 ﬁ(B) Bl 1! {7 Z(J
16 4(4-8) 33| 1.27 45 '/-’:
7
II* TABLE des Périodes des restes de a*im. (#oyez p. 144.)

m Périodes. m| Per,

1.4.9. 16. ‘I;l

Périodes 1.4.9. 16,25,36.

82.15.13" .

0.11.24.14.6
4,14 G.o
ALHTO N o

12.27.7.26.10.33.21.21.3.34
20:28% . .

J21,5.32.20.10

§316.21.38.14.35.15, 40.24. 10.41

Sr.ad.agadali

25.9.21.;0.0.19 47

25.20.14.10.8".

1319.9". ..
5.7.20.6.23.13  §49jo.15.
.24.22"
4iaa”. .
182,197

3.40.2
9.4 7
9: 1.28.47.15.58.10.37:

ot

§.10. 44
43.29.17.7.52.46:42.40"

10
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Quand z>m, savoir , & =tm -« , comme

ok «’
T =ty - 2at 4+ =
m m

le reste est le méme que si on efit pris z =2 <M.
, 1% st lon prend x=1, 2, 5...,jusqu'a

Concluons de la que
par m se reproduisent et

Zinfini, les restes de la division de X*
forment une periode symétrique de m termes.
La table II donne ces peériodes pour les diyiseurs les plus

simples.

Xh=—T ¥
2°, On ne peut rendre un entier, quautant que 7 est
m

un des termes de cette période; et siw est Je rang de ce terme,
x = « donne r pourreste de la division de x*par m : on a cette

infinité de solutions, x = tm ==, t étant un entier qu elconque.

Chaque fois que r entre dans la période, on aune valeur de «,
et une équ. semblable donnant ux systéme de solutions. Mais
31 ne sera nécessaire d’ayoir égard qu'dla demi-période, puisque
Je retour du reste r se fait aux rangs « et m—a , également di-
stans des extrémes , et quil ne résulte pas de ce dernier de so-

lution nouvelle.
o

2
Par exemple, Véqu. 13y =2a* = 4o donne Zt___l%é-’ ou

x*—12 3 5 . i

T "~ —entier. Dans la demi-période du diviseur 13, Ie reste
10°

10 ne se trouye quau b’ rang
Léqu. a* =17y 7 estimpossible en nombres entiers, parce

que? ue se frouve pas dans la période du diviseur 17.

: ainsi x =13t £ 5.

Enfin ,; pour x* —4 = 12y, comme /4 entre aux rangs 2 et4,
dans la demi-période du diviseur 12, ona
rx=—i1otxoetx4

Observez que quand le diviseur m est un produit pp/, a*—r
west ‘divisible par m guautant qu'il Lest par p et par P oon

- multiplions par a,
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vendra done entiers & 2" g ZLT
— et —:— par des valenrs telles que

P
X=iptae, x—=Fp-+
1ufion}:: entre’ e]lh.~ ¢p o 1] restera ensuite & accorder ces so-
i d55, car les valeurs de ¢ et ¢/ doivent étre choisi
ere a donner le mé s1es
éme nombre x. Ainsi
] - AlNsl, on posera

(n°121),

i—r x°—71 =+

e x
E P plitss, L T:entiers.

uand €. 1-mé é
Q p est lui-méme decomposable en deux faCtEHI'S I'a
3

1™ fractlon 3 2
S peut étre remplacé
: e ; ke
i P par deux antres ; et ainsi de

Par exemple, pour réso
> soudre en nombres enti s 4
315y =x* — 46, comme 315 — 9.7.5 3 ]'Se i:txl:i;sail equahg;
> b

diyisi i
visible par g, 7 et5; savoir, en extrayant les entiers
?

. i —y 12“—-4 x2 ey >
gieal 7 2 3 —= entiers, 7

: b et
Les périodes de ces diviseurs donnent a==1, &
S i Bt

o 3 ”»‘
ainsi, il faut rendre gac e

- 1w xzha
e B —— i
5 7 5 B entlers.
On trouve enfi i ' :
n 25 i | o
» que si k désigne I'un quelconque des quatre

nombres 19,89, 26 et 44, ona x=315t =k don

e =l il
*=19,26,44,89, 226,971...y=1,2,6 25,162,233

hee

3
Pourrésoudre en nombres entiers I’

éqn. my:aﬂ-"+zbm+c,

oy @EED = —a) 2 p
m RIS -
en faisant o

ax b=z, b—uo=—=p
(?n cherchera les solutions z = m¢ ==
tion un nombre entier : puis on deyra
gré ax+b—=mi£«, c.

* qui rendent cette frac-
résoudre I'équ. dn 3+

‘ : 3 1'% de-
-a-d. :

-4-d. qu'on ne prendra que les yaleurs
1o Rigee
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entiéres de ¢ qui rendront x entier. Sia et m sont premiers entre
eux, z*— D sera multiple de a et de m (puisquon a multiplié
par @); ainsi on divisera le résultat par ¢ et on aura y. Quand
@ et m ont un facteur commun 8, il doit aussi I'étre de 2bx—-c:
on cherche d’abord la forme générale des valeurs de =z, qui
zemplissent cette condition, 2=02" 4, et substituant dans
la proposée, 6 disparait. ;

Soit 7y =38z*—5x 4 2; on multipliera par 2, pour que
le coefficient de z soit pair; dot a=6, b=—5, ¢=4,
D=1. On rend z*—1 multiple de 7 en faisant =7t =1,
qui esticiz =6z —5; on en tire

x=gt+1, +3

1’équ. 11y =3z* —bx - 6 est absurde en nombres entiers.

Pour 15y = bx*—2x+1, on rend d’abord 22— 1 multiple
du facteur 3, commun & 15 et 6, savoir, x=>5x+4-2, d'oit

By =—18x'% 4-s0a’ ; extrayant les entiers il reste  rendre
2k 7 ¥

B! oz’ 4 omultiple de 55 on trouve 3=>5t=58x"-1 ; done
ol =8,z =11, puis x=15t' 4 11.
570. Soit I'équation
az’ + 2byz H-cy* =M, -
qu'il s'agit de résoudre en nombres entiers.

1% Cas. Sib*—ac=—o, multipliant par a; le 1°* membre
est un carré exact, d'ont (az~-by)* =aM; ainsi e doit aussi
étre un carré h?, sans quoi le probleme serait absurde. II' reste
donc & résoudre en nombres entiers I'équ. az4-by=h. On
prend z et y avec le signe ==, attendu que h doit en étre affecté.

Pour 4z* — 202y - 25y* = 49, on pose 2z — by =y, dou
y=ogtx1,z=>5k1,

2° CAS. Sib* —ac< o, la proposée revient a

(az—by)* +Dy* =aM, v+ Dy*=all,
en faisant 8* —ac =— D, az -+ by—mu. Ainsi, M doit étre
positif. On fera y—=o, 1, 2..., et on ne conservera que les
waleurs”qui rendent @/l = Dy* un carré; ces essais sont an
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mombre limité, puisque Dy* < aM. Une fois y et u déterminds,
on ne prendra que ceux de ces nombres qui rendront z entier.,

Pour 32° — 22y - 7y*==27, on trouve
(Bz—y)* 4 20y* =81, u*==81—20y’;
ayec 3z — y=u; donc SZy=aretal chn e=gret e,
Seg=—=5"et 1.}

3 CAs.’ Si 5% —ac est un carré positif 4%, multipliant encore
par a, et égalant le 1°"membre a zéro, pour én obtenir les fac-
tenrs, on trouve que la proposée revient a

[aa+-y(b+k)].[az4-y(b — k)] = aM.
Soient f'et g deux facteurs produisant a ; posons-les égaux a
ceux du 1°" membre; il viendra
e L R
i oy o AT R
Ainsi, aprés avoir décomposé aM en deux facteurs de toutes les
maniéres possibles, onles prendra touratour, I'un pour £; Pautre
pour g, et on ne conservera que les systémes qui rendent entiers
d'abordy, puis z. On prendy et z en'==, parce qu’on peut don-
ser- & f et g le signe 4 ou —. Ainsi, 222 4 qyz -+ 7yP=88,
étant doublée pour rendre. pair le cofficient de ¥z, donne ==/
I;:s » € =14, k=5, aM =304 les produisans de o4 e
2X152 =8 88 =4 X 76 = 13X Bo4=16 X 19; les deux
1" systémes conviennent seuls et donnent :
£y =16 1ets)F 5= 58t 1L
4“ CAs. Si b*— ac est positif non carré, pour comparer ce
€qui nous reste’a dire avec ce qu'on a ‘'vu, nous écrirons la pro~
posee sous la forme 42*—owuzy—ky'—P. Les racines de
]»eiq‘u. Azx*—oax==lk sont irrationnelles ( o1t = w? 4 4F est po.
svltlf non carré); developpons-les en fractions continues. Il suit de
Péqu. (f) (u°567), que la convergente qui précede la fraction

Vit7

0 n
eomipléte p— ot 7, quand on a cette condition

An® — gann — kn* = =P,
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Ie signe de P dépendant du rang pair ou impair de cette con—

vergente, En comparant cette équ. 4 la proposée, on reconnait

que si le signe des 2°* membres est le méme, on a cette solution ,
z=n, y=n'.

Done, pour trouvery etz, développez les racines z en frac-

2 e300 4 i) -}
tions continues; si parmi les convergentes _V_A_':" ‘/; E. 5

il s'en trouve dont le dénominateur soit le deuxiéme membre P
de la proposée, on limitera la continue a 'entier donné par la
compléte précédente, puis on cherchera la conyergente corres-

n A
pondante»;,; et on aura z=n, y =n'; mais il fant que cette

convergente soit de rang pair quand le 2¢ membre P est positif,
impair quand P est négatif, le développement étant celui de la
plusgrande racine ; et que le contraire ait lieu pour la plus petite
racine. Chaque compléte qui vient en rang utile donne une so-
lution, en sorte que si elle fait partie de la période, on a une
infinité de valeurs pour z et y.. :

Soit, par ex., 82°—14yz-+17y*=5; on a trouvé (p: 141) que
2%% — 14x ~-17 =0 a pour moindre racinex==1, 1, 1..., et
que la 2° compléte a5 pour dénominateur; doncla convergente
il- vient en rang impair, et donne cette solution unique z ==1,
y=1, parce que la période n’entre ici pour rien.

Si le 2° membre, aulieu de 5, ¢tait 3, il n'y aurait pas de
solution entiére, parce que les complétes, dont 3 est le déno-
minateur, étant tontes de rangs pairs dans la grande racine r,
et impairs dans la petite, ne sont pas en rangs utiles. :

Mais sile 2° membre est—3, développant la grande racine...
¢ ==5(2,3), on l'arrétera aux rangs'1,3, 5, -2+, parce que les
complétes suivantes ont 5 pour dénominatenr ; de i les con-
vergentes' 2, 22, 282 . qui donnent autant -de solutions. La
moindre racine x=1, 1, 1(3,2), arrétée aux termes BEhe 0Ean
donne de'méme %, 5128 dong ), ‘avec sEyESi SR EE

on prendra &=z =5, 38, 299... ou 2, 11, 86...
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Enfin, quand le deuxiéme membre est 2, on trouve de méme

_Ey=o0, 2, 16,126, 992, avec =z=1, 11,87, 685, 5393...

6u'), 35 ab g7 bt

Comme les convergentes sont toujours irréductibles, on n’ob~
tient ainsi que les solutions qui sont premiéres entre elles @ sup-
posons que la proposée en admette qui aient un facteur commun
8,2=0z", y =10y’ ; on aurait alors

¢*(az'* 4 2bzy’ J-cy'*) =P.
P est donc multiple de 8%; soit P'le quotient, il reste 4 tirer 2’ et
Yy’ d'une équ. semblable & la proposée, le o€ membre étant B
donc, autant P aura de facteurs carrés'¢?, autres que 1, autant
on aura de valeurs de § et d’équ. a traiter, dont le 2° membre
est seul différent, P/ =P 3 62,

Soit, par ex., I'équ. z* 422y —5y* =g, qui n'admet pas
de solutions premiéres entre elles; comme g est = 3*, résolvons
ZA —|‘—2z.'y'— 5)!'“: 1; Péqu. 22422 =15 donne
VG-—-l__l *V6+a2 V642 *V64-2a

1

9 = ete.
5 ) 3 45 7 3 »

X== 3

x=1(2,4), etles conyergentes &, 3, 22, 287, T.es termes de

ces fractions sont les valeurs de 2/ et y' ; multipliant haut et bas

par 3, on trouve enfin

2 Fz=73,lg, 87, 861... 2 y=0,6,60, g/

La deuxi¢me racine de x ne donne aucune solution nouvelle,
Les dénominateurs des complétes sont < 24/¢ (page 140).

Quand le 2° membre P dépasse cette limite, on ne peut espé-

rer de le trouyer parmi tes dénominateurs, et notre procédé ne

fait plus connaitre les solutions; mais f désignant un facteur de

P, P={fP, et nun entier quelconque, posons y = nz +15
v fad=abn-cn®

dou (+——f+——-—> 22~ 2y'%4(b +cn) + ofy* =P,

Qu’on rende entier ce 1°* coefficient par une valeur convenable

de n°(p. 147) ; chaque fois que 4°— gc entrera dans la demi-
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période du diviseur £, on aura les valeurs = n, et autant d'équa=
tions & résoudre telles que Az* 4 9By'z -+ Cy*=F', ol C et
P’ sont les mémes (ainsi que 52— .4C). Ainsi, on peut réduire
P aétre P' < 21/t , et méme jusqu'a P'= 1.

Ainsi Téqu. 662°— 18yz + y* =34, en prenant f=17, con~

2
duit a rendre il g (O entier; dont n==2 et 16,
17

- puis
y=17y'+2z on 416z, 22> R 14y s 417y =2,

¥une de ces tranformées a été résolue (p. 151) ; lautre n'en
différe que par le signe dey’; on en tire donc
Sz—1,11,87...3, 25... aveo 5 y =3, 56, 446... 4o, 322...,
on avec =y =16, 142, 1120... 14, 128...

Nous supprimerons ladémonstration qui établit que ce procédé
ait obtenir toutes les solutions entiéres.

571. ‘Ces calenls s'appliquent a I'équ. 2* —ty* === 1 ; mais
ils deviennent alors trés faciles. ©On développe /¢ en fraction
continue z ==y/t=u(u’, u"... u’, 1, au), et on nes'arréte qu'aux
complétes dont le dénomipateur est 1, en rang impair pour
= 1 et pair pour — 1., Or, on prouve aisément que les seules
complétes, dont 1 est dénominateur (excepté la 17¢ /1), sont
celles qui donnent le dernier entier 2z de la période , lesquelles

i-u n . N
ont }a forme Zi—— Les convergentes & qui répondent i tous
1

les retours du terme u° qui précéde 2u, si elles sont en rangs
utiles, donnent donc ==z =mn', 2=y =n, ces signes étant in.—
dépendans I'un de Pautre. Quand Ja période a un nombre pair
de termes , chaque période donne une solution, dans le cas de
1, et il n'y én a aucune dans celui de —1. Lorsque la. pé-
riode a ses termes en quotité impaire, les retours aux périodes
1re, 32, '5°..._conviennent Jorsque le 2° membre est —1 ; s'il est
sf=, on prend les 2%, 4%, 6% .. :

Pour Iéqu. 2°—14y*==1, ona (p. 145) ¢/14=3(1,2,1,6);
le terme 1, qui précede 6, ne vient jamais qu'aux rangs pairs >
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ainsi, Ja proposée est absurde en’ nombres entiers, dans le cas
15

de —1; dans celui de 41, on prend les convergentes %, 45,
$a5, B85, etona, les signes étant d’ailleurs quelconques ,

2=1,1b,449..., y=0, 4, 120...

Soit 2* — 13u* == 1 : comme V15 =4 o1 P16
les convergentes, qui répondent au retour du terme 1 qui pré-
. 8 649 o e
céde 6, sont &, 28 649 ey olre—1.640%. , y=—0;180::
pour -+ 13 etz=—18, 23382... y=5, 6485... pour —1.
Soit 2*°—3y*=1; comme {/3=1(1, 2), toutes les con-
3 )
vergentes 3, §, 7, 55, £, 282, donnent des solutions ; il n'y

en a aucune, quand le 2 membre est — 1.

Léqu. 2*—5y? — == 1 a ses solutions dans les fractions al=
o ;

9 1 38 177
ternes 3, 2,2, E o

572, L’équation
az* +9byz 4 cy* +da<ey + f=o,
Ya plus générale da o° degré, se raméne & la précédente, en la
dégageant des termes de 17 dimension. Soit fait
A= ]fz'—i— @y ::ly'—-}-[&;

d'ott 2an+-208+d=o0, 28c—+2eb4e=o... (1),
od — be __ae-—bd

I T
en posant b%— ae = D. Tous nos coefliciens sont supposés en-
tiers. Or, il est clair que cette transformation n’est utile qu’autant
que 2’ ety’sont entiers en méme temps que z et y. Faisons done,

@8 =

B 1 .
les indéterminées k — 1 — 3D Savoir,

2/ 4 cd—be _ ¥ +ae—bd

T e e G O

Les valeurs cherchées de y' et 2’ répondront & des entiers pour
% et y, mais la réciproque n’a pas licu; et on deyra rejeter les
solutions entiéres de 2’ et y’, quine rendent pas = ct 3 entiers.
On aura ainsi toutes les valeurs demandées, en ne conservant
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pour z’ et y” que les solutions trouvées, qui ont la forme conye~
nable (n° 565), Maintenant, multiplions les équ. (1) respectiye-
ment par « et 8, puis ajoutons ; nous avons

de—-es  ae* — sbed +_c_rﬁ
St 4D

Nous désignerons le numérateur par N : la transformée est
az® 4 obry oy 4D - ND =o. . . (3);

équ. qu’on sait résoudre.

— (@& 4= 2bap 4= cp?) =

Lorsque 4*— ac==0, ce calcul ne peut plus se faire; mais
< e
multipliant par a, les trois premiers termes forment le carré

de az + by ; posant ce binome =2z', le reste du calcul est

facile. ? 5
Soit I'équation
722 — 22y 4-3y*— B0z 410y -8 = 0;

z—80 ¥y 440 : : 7
les équ. (2) deviennent 0 y--:Zé_ pour z et y; mais

y et z ne sont entiers qu'antant que 4o, facteur commun f]es-
constantes, Vest aussi de z"et 3, qu'on peut changer en 40z” et
4oy’ ; ainsi ce facteur s’en va , et l'on pose

2=z +2, y=y —1, 7z*—azly 4-Fy=2a7.
Cette équ. a été traitée (p. 149) et a donné “=z'=o et 2,
£y =5et1; doncona

z2=4,0,2 et 2, avec y=o0,—2,2 et —4.
Résolution des Fquations numériques.

573. Soit X =0 une équ. qui ait été préparée de maniér.e a
n’avoir aucunes racines commensurables, ou'égales, ou comprises
entre deux nombres entiers successifs (n° 518, 524, 528}) . z—fd—
mettons qu’on connaisse pour chaque racine irratjonryxelle 1 fzrlltler
y, qui est immédiatement moindre (n°528), et procédons alape

proximation ultérieure. :
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D'aprésla régle donnée (n° 562) ; soit fait x—y-- —;—,; X—o

deviendra X’=o, équ. dont I'inconnue est . Or, par suppo-
sition, il y a une des valeurs de x’ qui est > 1, etil n'y en a
qu'une ; cette racine répond a la valeur de x dont y est la partie
enticre, et dont nous voulons approcher. Raisonnons de ménie
pour X' —o, et soit y* I'entier approché de x’; on est assuré
qu'il 0’y a qu'une valeur de 2 qui soit positive et >>1; on po-

1 S
sera donc o’ =y’ & ! ayant une racine > 1 et une scule;

de 14 une transformée X" =0 dont x* est l'inconnue, On yoit
donc que la racine x sera développée en fraction continue
z=y,5,y" ¥“..., quion en tirera des convergentes de plas
en plus approchées par excés et par défaut, alternativement ;
que l'erreur résultante de chacune aura une limite connue, etc...

Quant au calcul des équ. X/, X"... il est trés facile; car soit
X =rhx'+pxi—+ gz, L u=o; silon pose x==y-t, la
transformée est (n° 503)

X+ Xt4 1 X' kit =0,
A 1 Fe i
mais ici - =—; donc , en multipliant tout par 2%,

Xl Xl ot XVlia 4 h— .

XXt X sont les valeurs de X et de ses dérivées, lors—
quon y fait o> =y ainsi, aprés avoir caleulé ces coefliciens, il
suffira de les substituer dans cette équation.

Soit proposée V'équ. &’ — 2z — 5= o, dont une senle ra-
cine est réelle et comprise entre 2 et 3 (n° 529); appliquons
notre méthode. En faisant x=2, dans z*— 2x—05, 3rt—ga,
Sz et 1, on trouve —1, 10, 6et 1, pour coefficiens de Iéqu.
en'z. Mais 2’ est entre 10 et 11, et on trouve de méme pour
les coefliciens de 'équ. en o, 61,—g4, etc... ; donc on obtient
ces résultats, ol l'on s'est dispensé d’écrive Jes puissances de x,
qui sont assez indiquées par les rangs des termes :
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©) .ves 28 fox® — 2z — b=o0 entier 1,
() .om 14 104+ 64 1=0.....10
(@) ..... 61 — gf— 20— 1 =10 ...00 1,
@) ...—b4— o954 8 + br=o0..... I,
@) - i — 193 — 187 — 54 =0 ..... %
(5) ...—352 4= 178 4- B8 - 71 = O ... 1
(6).....195-—-407-—-885--559.:0..... B35 7
etc.

Donc sy 1,105 151594 1, 5. = 28 = 2,00455... 3

valeur qui a5 décimales exactes , puisqu'elle n'est pas en erreur:
(2 :
de (275)1'
Léqu. o —x* —ox -+ 1=04 es trois racines réelles, et

comprises entre 1 ¢to, oet1, —1 et—2. Approchons d’abord

de la 17,
(O i iiiad = at —lax o+ 1 = o entier 1,
() y—, 21— 14 D B Bl Ut S
(@)t et e 75— 4— 1=0 ... 4,
B ...— 14 380+ g+ 1=o0...29
() 8L == 301 = fo— 1 =20 .%. %
(B)ise— 1q7 -+ 568 4695 + 181.=10 . . . 3,
— 0 ... 1,c¢t

(6) .....20bg9 —1216 —1205 —197
1289054 — y 8019377558,

2=1,1,420,2,5,1,6,10,5,8="7557

La racine comprise entre o et 1 se trouve de méme; et comme
dés Ja 0® opération on retombe sur la tranformée (2), on doit

retrouver les équ. 3, 4, 5...; dou

A7A6

e TR g ! =
£72688 — o, 4450418679

Tnfin, pour la racine négative, il faut changer © en —x ; et
comme on a alors Uéqu. (1), on pose de suite

SOy B i R R
—x=1, 4,20, 2,3,1,5, 10,5,2__57;3—5;3__!,346979()'0{)7.

2=—o0,2,4,20,2,3,1,6,10,5,2=

Nots rencontrons ici une particularité propre a Pexemple pro-
en sorte que les trois racines se trouvant formées des,

posé,
1 des deux dernieres.

mémes termes, on est dispensé du calou
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574. Exposons maintenant les moyens d’abréger ces divers
<calculs.

La fraction continue ayant été poussée jusqu'a Ientier y!,
'
S s S S et 2
T=y, ¥sy"y", soient ~5 et — les deux derniéres conyer-

gentes.;,ll suit de 'équ. (F, n° 562) , ainsi qu'on a vu p. 143,
que si z représente la valeur du reste de la fraction continue
ona i
. mlz—m m’ i
ST e S 77-$n'(7i'x—n""
)

en commencant la diyision, et a cause de m'n — mn’ == 1.
Soit ¢la différence entre x et la convergente 5, on J'=
& ) e XLy

on anx—n=—nd; dot

’
s

Gt

-
Ici « désigne, il est yrai, Ja racine dont on veut approcher -
et % est une valeur qui en dépend; mais chacune des autre;
racines 2, ="... donne une équ. semblable; ainsi, z/, z"... étant

les valeurs de z correspondantes, on a

%= —

CAE}

,

n m 1

&ie=— = o o elC.
g TR

’

2 e AT A
z +z«l+.,ﬂ_.-—-—n—, (z-—1)im'

La transformée en z étant représentée par Az'--BziT't ; -.—0
: =0
< B
3 - i riday
la somme des racines est z = z' = z"... = — —; retranchant
Véqu. précédente’,
A

s B
2= (e 1) o
' =1 AT

>
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e - ;
mais — ne tarde pas & approcher assez de & pour que &'soit fort.
b ; .

petit; &7, 8"..., quisont les différences des autres racines ', 2"...
a notre convergente, sont a peu prés égales aux différences
de ces racines & x; et plus ces différences sont grandes, plus
A est petit; n croit d'ailleurs de plus en plus : ainsi, le dernier
terme de notre équ. est alors négligeable ; d’'out

z:zg—, (G—1)— v
Non-seulement cette équ. donne Ventier 7, contenn dans z ;
mais méme en résolvant en continue, par la méthode du com-

mun diviseur, on peut prendre plusieurs termes successifs;

comme composant la valeur de z et continuant celle de x;
2=, ¢, o...; don =y, ¥, y"... ¥, 7, ¢, ... En arrétant

la fraction z 4 I'un de ses termes @, soiem%, q—LZ les deux der-
niéres convergentes, on a,{ équ. F, p. 129)

sl i

Jutp
et substituant dans la transformée en z, on passe de suite &
celle qui répond au terme w, en supposant qu'en effet ce terme

r
: 3 ; mr—m .
convienne a la valeur de x: Puisque 2 =— ———— il suffira
. nxr—n

d’avoir denx limites rapprochées, entre lesquelles @ soit com-
pris, et de substituer ces limites dans cette fraction, pour ayoir
celles de z : ces derniéres résolues en continues, leurs termes
commuus le seront aussia z et continueront x. 2
Pour la 17 racine du dernier ex., partons dé la transformée (4);
les convergentes sont2=—=1, 1, 4; 182 — 1, 1, 4, 20; d’oni l'on tire
s= g2 i =08t —0,53, 1, 6...; on remarque que
les quatre 1°™ termes continuent la valeur de x, laquelle ac-

B

quiert de suite 8 termes. On en tire les convergentes £ et 37;

0 (3872 x "
dott z= +—3, et par suite la transformée (8), en substi=
tuant dans (4); et ainsi de suite.

T a7u-4
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Quanfi la racive & est commensurable,, la fraction continue
e termine; sans cela elle va 4 Pinfini. Si la proposée admet
quelque facteur rationnel du of degré, on obtient une période,
-Iet le retour des mémes termes annonce cette circonstance. Ainsi
T e by 218 e 3
fqu. = 2z ‘91:’—{-221 —22=o0, lorsqu'on veut pour—
suivre la racine qui est entre g et 3, donne
(1)...— 104 9o 27 = 10+~ 1 =o0'entier3,
()i T h g 314—315 — g8 —10=—i5 3 6
3)...—4bg4 410305 6561 41078 458 = 0. . . 3, ete.

Cette derniére équ. conduit & z=—=-5. 12123 __av5464 13
2 e s o

i e i s % 505 %7
Lexeln}n- deschiffres (3,6) fait presumer une période : en suppo-
sant qu'elle exXiste, ontrouye que £*— 11 doit étrediviseurde la
Proposce (n° 568); on essaie cette division qui donne le quotient
exact x* —ox 4 o,

La résolution de I'équ. o — A; ou lextraction des racines i
rentre daus cette méthode. Ainsi z% — 17 donne

A0 O 1’5’98=|s7sﬂsg5

et formant la vale fived z=1, i
valeur de z on arrived z — 1,1,37...;dot

=338 o 5710815,

A 1583 T
T :
575, 1, €quation 107 = a9 se traite de la méme maniére, On
trouve d'abord que x est entre 1 et 23 sayoir 5

1 1+

Pl l+a:" 10

T

SR LIRS 101,:29) ‘°=(2:9)"'

On yoit ensuite que &’ est entre 2 et 3 ;
2 T
r
e e = = 200N
) 10 (9)9)2-(9)9)1 > (B2 — 2,9';

« \Ea1

et ainsi de suite, Donc

£=1,2,6,6,1,2, 1,20, = 1429 l.,4623983_

Cette valeur >>  est approchée & moins de (g52)% avec six
. ¢ o 2
chiffres décimaux exacts. Y :

e
107=23 donue x=1,2,1,3 4,17, a=2212

=iy —1,3617376.
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i mation , Iéqu. 10°=b, et
Ainsi, on sait résoudre ; par approximation , Péqu. lo}J > ;
1 tre base , or
comme on peut prendre au lieu de 10, toute autre 5 ’,
peut calculer le logarithme d'un nombre dans tout systéme.

V. METHODE DES COEFFICIENS INDETERMINES.

Décomposition des Fractions rationnelles.

575. Fet @ étant des fonctions de x identiques, c.-_ét-‘d.dqu!
wont qu'une simple dissemblance Brof e de la s ont
elles sont exprimées algébriquement , 'équ. F=¢ n'a pas ]be—
soin pour se vérifier qu'on atiribue & = des v’aleqrs co‘nvenab es,
et doit subsister, quel que soit le nombre qu omjage 4 propos de
mettre pour . Supposons que par des artifices d’analyse, on

5 "
paryienne & ordonner F et @ par rapport a &, sous la méme

forme
a -+ bx + cx* 4 dzb... = A+ Bz~ Ca* = Dz’

puisqu'il 'y avait entre F et ¢ qu'une différence apparente due
aux formves sous lesquelles ces fonctions étaient exprimées, cetie

Dponitay ol
différence de formes n’existant plus, on doit précisément trou-,

ver dans un membre tout ce qui entre dans Tautre; donc,
g=—=A: b =B85 =C...
Et en effet, puisque I'équ. doit subsister pour toute valeur
il = = tantes
deé x, si l'on prend x=o0,0n aa=4. ‘fl.e? eux: constantes
n'ont pas été rendues égales par cette supposition ; elles I'étaient
sans cela, et Phypothése n'a’ été ici qu'un moyen de meitre
cette vérité en évidence. Des lors, quel que soit x, on a encore
bx 4 cx® ... = Br - Cz*...; divisant par x,
b cx 4-etc. = B + Cx...; ;
Ie méme raisonnement prouve que b =15, puis ¢ =C... i
. e ST =
Ainsi, étant donné une fonction F, apres sétre assure di
; T ¥
rectement quelle est susceptible d'étre exprimée sous une formo
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désignée ¢, contenant des coefficiens constans 4, B, C...,ilest
aisé de trouyer ces nombres. 1° On écrira Iidentite F—g, ##
étant la fonction proposée,, et @ sa valeur mise sous une autre
forme reconnue convenable, et contenant les coefficiens inde-
terminés A, B, C...; 2°. par des calculs appropriés, on ordon-
nera les deux membres F et ¢ selon les puissances de a; 3°. on
égalera entre euz les termes affectés des mémes puissances de
X; 4° enfin, on éliminera entre ces équ. pour en tiver les ya-
leurs des constantes inconnues A B0

Appliquons ce principe 4 divers exemples.

577. N étant le numérateur d’une fraction rationnelle, D le
dénominateur, proposons-nous de la décomposer en d’autres
dont elle soit la somme. Par la division, on peut toujours abais-
ser le degré du polynome N, par rapport 4 2, au-dessous de
D; clest dans cet état que nous prenons la fraction, Soit....
D=2} Q, P et Q étant des polynomes premiers entre eux,
des degrés p et ¢, posons

N AL Bai L A'xp— 4 Blar—a I
b 0 & P

Pour réduire au méme dénominatenr D= P 3¢ Q, multiplions
Az ... par P, et A'x?P~ ... par Q; ces produits seront
de degré p+g—1, c.-a-d. formeront un polynome complet
d'un degré moindre de 1 que D ; et comme IV est au plus de ce
méme degré , en comparant chaque terme de IV 4 ceux du pro-
duit ci-dessus, on en tirera p 4 ¢ équ. entre les coefliciens
inconnus 4, A', B, B'..., dont le nombre est visiblement p ~+q,
pulsque nos numérateurs ont q €t p termes ; ces inconnues ne
seront qu'au 1% degré, et le calcul conduira bient6t 4 les trouver.
Il est donc prouvé que Ja décomposition indiquée est légitime ,

et le calcul donne actuellement les valeurs de toutes, les parties
composantes,

Etsi P et Q sont eux-mémes décomposables en d'autres fac-
teurs premiers entre eux; sans cherclier & déterminer A B
on remplacera chaque fraction par d'autres formées selon Jo

2. & .
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méme principe ; ¢.-4-d. que, pour décomposer la ﬁ'a_ctton ra-
tionnelle proposée, il faut trouver les facteurs.pre?zzers entre
eux de son dénominateur., et égaler cette fraction @ une sute
d'autres qui atent ces facteurs pour de'nomi_nateurs, e:t dﬂ(mt les
numérateurs soient des polynomes respectivement d'un dearé

; - =

m‘g;d;;jel:zedzzzeb 4 zéro pour le résondre en ses faf:teurs
simples ; et il se présentera deux cas, selon que D n'aura que
des facteurs inégaux, on en aura d’ézaux. Examinons ces deux

cas séparément.
1% CAs. SiD = (z —a) (¢ —b) (x—c)..., on poscra
B C
1—\[::-—‘4—-+——-+ B

D - xz—a' T—

£ it s s
etil s’agira de déterminer 4, B, C... par le procéde qu‘on vien

d’exposer.
Par exemple, soit D = (x —a) (x —b); ona
kel ol A B ;
G=ax—b z—a ' x—b
d'ou kx4 l—= A4(x— b)+>[)‘(1:——— a)
== (A Byr— Ab— Ba.
Ainsi kh=A4+B, —Il=Adb-Ba;
ha 41 kb1
et enfin A:—-Z’-:E, B—T:E'

242 siile e dénominateur & zéro pour en
Pour = o1 1B

obtenir les facteurs binomes ; &*—x=2 donne x==29 et —1;.

e sont les valeurs debeta. Ona k =—4, 1= 2 ainsi

dg=—4r a8
r—r—a x4+1 x—2
1 1 e
Demage a*—x*  aa(a-+2) ok sa(a— &)
1 A Vi C

Soit encore r_(-l::—;?s =2 -+ _c——T—-';_i-a—-x ;
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ontrouve 1=4a*+ax(B~4C)~42*(C—A4—B);
donc 1=4da*, B4+C=0, C—A—B=—o0,
Eliminant, on a 4, B, C, puis
; L 1 ik
(@ —x) @x 20*(a -+ x) +2a"(a St}

Lorsque D a des facteurs binomes imaginaires, la méme
méthode peut s"appliquer’, mais on préfére souvent ne décom-
poser D qa’en facteurs trinomes réels x? “+pr--g, et la pro~

, : 5 : Az B, Ko
18 —
posée, qu'en fractions dela forme T Clest ainsi que
‘pour “
e S ] _ Ax 4B C
@41 (& +1) " 4 z41’
on trouve e i e
De méme g endn =
T—1 X1 L x—y’
donne : A =B —Ce—%:

2¢ Cas. Chaque facteur de D, de la forme (z— a)t, donue

B o Axt - Bt ‘
lieu & une composante telle que T G—ay; mais comme

celle-ci est elle-méme décomposable; on pose de suite, au lieu’
de cette fraction, la sommie équivalente

B ¢

£ L
(x—a) = G—a= T G

T—a'

Et en effet, il est visible qu'en réduisant au méme dénominateur,
le numérateur a la méme forme que ci-devant, et un égal
aombre de constantes inconnues.
R S g e Sy c D E
D ey ey e ey e
s & Nt | adeie s
& R e G T

b &

donne
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On trouvera de méme
1 1 1 Aoty @ :
a4 1) (2t 1)::1: (x41)? x+1 *Hx+41
Si les facteurs égaux du dénominateur étaient imag.inaircs",
quoique le méme procédé puisse étre appliqué , il serait prefé-
rable de les réunir en facteurs réels du o° degré , sous !a forme
(2~ px—4-¢)'; le numérateur est alors Ax* '+ Br ..,
ou plutot on prend les fractions composantes
4 G Kz 3L
Ax+B S = i—x+"-+T‘T_*f“
(*+pz-t+q)' ' (@+prtq) a* +pr g

Par exemple, on fera

-

1
GFoE@E + @+ 0

A B  C Dx+E  Fx+G  Hetl
:————+;;+;+-;r_}_‘,;+ ==

Lz @1y P4
Le calcul donnera !
A=7, B=—C=1, D=—E=;, F=—G=
H=—1=1.

578. L'usage fréquent qu'on fait de la décomposition des
fractions rationnelles, rend trés ntile la méthode suivante, qui
abreége les calculs.

1% CAs. Facteurs inégauzx. Soit D= (x—a)$, S étantle
produit de facteurs tous différens de 2 — a. La dérivée (n°® 664)
est D' =8 + (x—a) 5’ ; on pose

4 Bt
i O N O Rl
D x—a S

1l s'agit de déterminer la constante A, sans connaitre le po-
Iynome P. Silon fait x=a, et qu'on désigne par n, s et d ce
que deviennent IV, § et D, par ceite hypothése (nous ferons
usage , dans ce qui suit, de cettenotation), nous avons d'=s et

.
i n 3 o
n=As; partant, 4 = — = —,. Donc remplacez le dénomina-
? ¢ Sl

teur D de la fraction proposée par sa dérivée DV ; puis changes
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X en a, vous aurez le numérateur A de la fraction composante
dont . x —a ' est le’ dénominateur. On deyra de méme faire

/ e £}
x=b, c... dans % , pour avoir les numérateurs el
(&
oo ensupposant D= (x —«) (€ —b) (x —c)... ~
o S5z — B - Sh) posez‘ZX: —b5x* —br 46

xb— oxd— 2 4oz

D' b —ox + 8
or, yous avez D= (z—1) (z - 1) (x—2)a; faites donc x=1,
T 1 2eto, et yous aurez 2, — 1, — £ et 3 pour résultats ; la

; : oD 1 S
Proposee revient a —_—— 4 =,
T—1 x4+1 x—2 ' g

. @ s N

Soit la fraction Z—Ef_—_T; on a I_T’:Gizﬁ; or (p.g99),
2—1=(z2-F1) (z—1) (Z—z41) (@42 +1).

~_ Pour les deux 1% facteurs, on fait z—=1== 1, ¢tona == i le

facteur suivant donne z =1 (1= V—3); doit Von tire

2° i 32 L1y —3
6(1=y/—3) " 616 16y/—3) [Bia
les deux fractions composantes sont faciles & trouver; réduites

3 bty = . e
enune seule, ona 3. T, Enfin, le 4° facteur de D in-

dique qu'il suffit de changer z en —z dans ce dernier résultat.

Done
1 1 1 z—2 a4 2 )

—_ L +
e (s ST sy Ftzfa)
si.l'on change
@en a-h, dans Net D, ces polynomes deviennent (n° bo3.)
N=n-n'h 421 n"h F "R -, et D=,

En divisant » et mettant & —a pour A, on trouve =

N n n in

D_(sr:——a)‘+(x;—- a)i_—_nv+ +.u

(= —ay=

2° CAs. Facteurs égaux. Soit D — (x—a);
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Ainsi la proposée se ddcompose en i fractions dont les numé-

rateurs sont ce, que deviennent N, N, §N'.. en faisant

x =,

Bt —rgx-6
et

dérivées 62— 7 et 6, on obtient 2, —1 ef 3 pour numeérateurs

des fractions composantes,, savoir,’|

Par exemple , comme le numérateur a pour

L% 6 5 3
] o 2 1 I &

(1—1)5‘_:(1:——1)3—(1‘——1)5 x—1

Mais sx le dénominateur contient‘ dantres facteurs avee
(x — a)}, etquion ait D= (& — a)‘ S § étant connu et non
dlvx.ﬂble par x —a, on pose

N s

E:(_z'_‘_"&‘)‘i‘i‘ - (1)
dott N'—P(x-—a) =+ IS.

Changeons = én a=}y, dans cette équ. 1dent1que et deveTop-
pons (n" 563); =
nny +i n”y’ =y p 4Py iRy )
: S te flyr) sy i sy, Do
en conservant la notation employée ci-dessus pour n,d,s etf

‘comparant des deux parts les coefficiens des mémes puissances
de;y. (n° b76) , nous ayons o + 28D
n==fs, n=f's+f:s, n*—f" - of s £ L (),
2l =5 D Lf0=) 1 Il ) D 5O,
1 désigne ici un entier quelconque < 7. Am51 ces éqL. donnent
iy et par conbequentvle developpement de Ia p:e‘
miére parhe, 2 1
F y Alf#
o S e s

e e e

précisément comme sila fraction proposée n'efit eu que (v—a)!
au dénominateur. On tire de cette équ.

)
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F=f+f (z—a)+1f" (@—a)+.... 3);
Fest donc connu; et I'on a dans 'équ. (1)
R e o 3
S T = gy e @
Cette identité exige que (22— a)* soit facteur de N — F'S; il faut
effectuer Ja division pour obtenir le quotient P ; la 22 partie de

notre fraction proposée est connue, et il faut la décomposer &
son tour,

Soit, parex. , N el aS0 bade bu -3
b (x—1)° (@+ )z 2

faites x = 1 dans S—=a* - =1, §=ozx+1=3, §'=a9,

/== bah— 182 .. L =4, N'=00x%...= 4,N"=10.
Donc, . 4= of, 4=2f "+ 3f, IO__.SZf" + 6 + of ;
puis f=g, f=-1, 4+ f'=53, F=a- (:c-x)+5(r—1)“ Bx*-7x-+6.
Le produit F§, retranché de IV, donne
2.24—91:3+ 15z — 112 +4- 3,

qui, divisé par (x-.— 1)}, donne P.== ax — 3. Il reste & décom~
poser, par le premier procédé ,

L il sx—3 dou 8z <=3
ST @z’ i progm sl
faisant z=—1eto,il vient5 et —5; puis
D s t 3
DT (x_l)ﬁ—a:$+x:i+x—+,—;-

Observez que , dans eet ex., il et été plus court de déterminer
d’abord les deux derniéres fractions, en ¥faisant £'=—1eto
dans Net D'; d'ott
N F g 5 5
: (J. S=ap s o
Transposant ces deux derniéres fractionset réduisant , on trouve



168 SERIES RECURRENTES.
e - F 2 gx 46 8
aisément la premiére ———— =— M_—'—j:—- , qui renlre
(x—1)® (x—1)
dans ce qu'on a yu ci-devant, et est trés facile a décomposer.
N 23— bxt -4 — 1

De méme; pour — = : comme
ABSSD Tt — 35— B2t 4+ 7x + 6’

D = (2~ 1)*(x —2) (¥ —35), on ferax =2 et 5 dans IV et

1
_ ; retranchant de la
x—3

qu'il sagit de décomposer. Mais

D’ on aurales fractions

roposée, on a ———
prop ' (= + ¥ )4 >
on trouve n—— 1, n’ = 1; donc il vient enfin, en réunissant
ces parties.,
N 1 1

i T
D T—a x—5 (x41* at1
Séries récurrentes.

R7g. Toute fraction rationnelle, ordonnée selon les puis-
sances croissantes de z, dont le numérateur IV est d'un degré
moins élevé que le dénominateur D, peut se développer en une
sérieinfinie 4 4= Bx 4- Cx*4- Dx®. .. ; cela résulte de la divi-
sion actuelle de IV par D, puisque le quotient ne peﬁt jamais
donner de puissance négative ni fractionnaire de z. Cette divi-
sion pourrait faire connaitre les coefliciens 4, B, C. .. ; mais
on préfére le caleul suivant, qm met en évidence la loi de la
série. On pose

N_*g,._{—.b.r—*—c:r’.. + A=t
D 14 ar Bt .. —[—Ur‘_

= .2+Bx +Cx* 4 Da’...

On rcdmt an méme denommdteur puis. cnmparaut les termes
ot @ porte des exposans égaux , 16 équ. se partage en d'auires,
qui servent a déterminer 4, B, C... (n° 576 ) ; le dénomina-~
teur a 1 pour terme constant, ce qui n’dte rien a la généralité ,
parce qu'on peut diviser IV et D par le 1 tume, quel qu'il
soit,
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Soit % 1+u ——=A+Bx+-Cz? HDx
ona a=dAd+ Blx4 C|x*+ D +...
+ Ae| A Ba 4+ Cal ...

Dou aea=4,B+ de—=o0, CH Ba=0.......

La 1™ de ces équ. donne 4, la 2¢ B, la 3° C... Enfin, M
et IV étant deux coefficiens successifs de motre série, on a
N4 Ma—=o0; dott N=—=— Ma : donc un terme quelconque
est le produit du précedent par — «x, c.-i-d. que la série est
une progression par quotient, dont la raison est— xx. On forme
tous les termes de proche en proche, a partir du 1", 4=a,
qu'on obtient en faisant @ = o dans la fraction proposée.

% —a[1—ax ax’—a*a:... —ax)®.. .
o =eli—erd ()]

Le terme général T, ou le terme quien a n avant lui, et le
terme sommatoire %, ou la somme-des 7z /1% termes ( n® 144),
sont
LEn( o)k

1—{—:41:

Réciproquenent, sil’on donne Jaséticetlaloi qui la gouverne,
on en tire hientét la fraction gencramce' ‘car le 1°7 terme @ est
le numérateur, et ‘Je denommdteur est 1 —la raison de la
pr ogresslon.

T:_.'-’ a(—ax), Z=a.

_— (en dlvnant haut et bas par'6)

donne cette série, dont le prermer terme ect letla ralaon »3 i

(,+3;+4;¢=-1- ) enﬁn ontrome )

T‘:LFII" ! 1—(3
BT e 2(:——1) 4

Etsi 'on donne cette sérieet sa [0y, on retrouye 1a fraction’ gé=
nératrice en divisant le 1% terme § par 1 — le facteur 2,
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 a+4bx ¥
Pour mz,{ -+ Bx +Cx’+D.1: ey
ona - atbr=dA+ BIx-f—Cac—}-DiJc3
‘ el | itek Rl 2 A G = RS
+Ap -+ Bp

puis = A=a, B+ de=b, C+Bu+ de=o...

Ces équ. donnent successivement .4, B, C...; la 17° A=a peut
encore se tirer deléqu.supposée; eny faisant z== 0.

Soient M, N, P, trois coefficiens indéterminés consécutifs du i

développement ; il suit denotre calcul qu'on a P Na+-Mp=—0;
doy P =— Na— M : done, un terme quelconque de la sé—
rie se tire des deuzx précédens mulllplles Lunpar — «x, lautre
par — £x*. On observe que ces facteurs, retranchés de 1, don-
nent le dénominateur de la fraction proposée. Pour la dévelop-
per, il faut d’'abord trouver les deux 1°°* termes 4 + Bz, soit
par la division, soit-d laide des équ. d=¢, B=b—aa;
puis, a1'aide des facteurs — ux et — gx*, on compose les ter=
mes suivans, de proche en proche. i
Réciproquement;, si la série et sa loi sont données, on re-
monte & la fraction générairice, qui est la somme totale de
cette série jusqu'a Linfini, par un calcul simple; 1 moins les
deux facteurs, forme le trinome dénominateur 1 - ex - Az
Quant au numératenr @ 4 bz, ona a=d4, b=2B A Ae.
: 29— 4x S 2T —1
—z—2’  1-4lr—1
¢t bas par — 2; les facteurs sont donc — 3 x, et 4 L a* : 'dail-
leurs, on trouve —1 F-Lx pour les deux 1% termes ; de la
Cette série — 1431 — —x“+ gl
ment, sila série est connue c. —a—d

Par ex.,

= —» en divisant haut

= s Bt recxpxoqu@-
*ona ]es deux premiers
termes et les fe'xcteurgv—-v; fes i_x‘ , cenx-ci, retranchés de 1,
donnent de suité'le: dénominateur de'la fraction génératrice;
onaenfin g ==— 1, b==29 ; d'ont résulte’le numérateur.
bt
1wz gty

R LT T i L i
En taisonnant de méme pour ———, 0n trouye
x
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que les trois premiers termes de la série donnent
A=ua, B4 Ae=1b, C4 Bu 4 dp=c,

équ. d'ont Ton tire les valenrsde 4, B, et C. Les termes sui<
vans s'en déduisent, comme ci-dessus, et quatre coefficiens
successifs sont liés par cette équ. Q =—Pa— No— My, en
sorte qu'un terme quelconque se tire des trois précédens, en les
multipliant par —«z, — ﬁxz;—y-x?. Et réciproguement, on peut
remonter de la série & Ja fraction génératrice qui en exprime la
somme. totale, Cette loi s’étend 4 toutes les fractxons ration~
nelles.

580. On nomme Récurrente toute série dont chaque terme

test déduit de ceux gui le précédent; ‘en les multipliant par des

quantités invariables : ces facteurs s’appellent I'Echelle develd-
tion. Clest ainsi que les sinus et cosinus d'ares équidifférens
(n° 361, 542 ), les sommes des puissances des racines des
équ. (n°553), forment des séries récurrentes. Nous dirons
donc que toute fraction rationnelle dont'le dénominateur est
1 ax +Bx . +8xf, se développe en une série récur-
rénte, dont echclle de relation est fqrm‘ee des n_facteurs
—ar, —pz*, ...—Bx'; on cherche dabord les 7 1% termes,
soit par la division, soit par les coefliciens indéterminés ; les
termes suivans s'en déduisent ensuite de proche en proche.
Par ex.,

49 3
T e oar + e +
On frouve ;aisément Jes quatre premiers termes’ et conime en
divisant la proposée, hant et bas, par ~=2, on obtient’ poiir
les quatre facteurs fx, 1 2*, — —x’ et g xt; cette échelle de
relation sert & prolonger la série tant.qu'on yeut.

1l est inutile d'ailleurs de rappeler que;sis les termes de la

“série vont en decrolssant oon approche d’autant plus de 1a'ya-

leur totale, qu'on prend un plus grand nombre. de. termes ;
mais qu'il n'en est pas ainsi quand la série est divergente;, et
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qu'il faut la prendre dans sa totalité pour qu'elle représente la
fraction dont elle est le déyeloppement (voy. n°g9).

581. Occupons-nous de trouver les termes général T et som-
matoire =,

Ea décomposant le dénominateur D en ses facteurs simples ,
il sera facile de résoudre. la fraction proposée en d’autres
(02 577). Si D n'a pas de facteurs égaux, les fractions compo-

A B
14ewx” 14gx
-dont chacune engendre une progression géométrique. Ainsi, la
série récurrente est la somme de n progressions, en ajoutant les
termes de méme rang: : le terme général 7' ou sommatoire 3

santes seront rédnctibles a la forme

est donc la somme de ceux de ces progressions, qu'’il est facile'

de calculer pour chacune.
Dans notre exemple du a® degré, il est facile de voir que les

. ' 2 e N3
fras:nons composantes sont s d’on résultent
2—x 14z

Crhsod et F (e, — o[ 1 —w et ()]
‘Fu ajoutant les termes ot x a le méme exposant, on reproduit
a'série — 1 - 50— LRl _déve]oppement de la fraction
‘proposce : le terme général est donc

: L=(Gx)"—s(—a)"

1

——%— sedécompose en
1— 4x =322

De méme

3 3 B e -
TR R e o e St )

La série demandée résulte de Paddition dé celles-ci ; le terme
général est done 7'— St (Ge £s e So%0qeiq Bl B! }

o dadpaepaxt - g 15 5 ;
s—x ot 1=z V3 +x~—'_'2'—‘x i
"donne 7'== Xz [Eu(L 1y —(3)""]: cestle terme géné-
-ralode la série/ifaofans L 3 294 ixf...., dont I'échelle de
i relation est— L3, a2 et g : :

Le terme sommatoire Zse trouve aisément dans ces exemples.
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582, Quand le dénominatenr a des facteurs égaux, on a les

fractions composantes snivantes 5 dont les termes généraux ont
pour coefficiens 77 ( p. 21 ):

K K e K
1tax’ (14-ex)*’  (Faz) ’ (1 Fux)t”""
T=1, n+41,i{nt1)(ts), 5(n41)...(n45), ..,

1

" donne T:(ﬁ-}-x) %2- Bols

z

catfi
G et

Nous omettons ici le facteur & (—ex)". Dans T'ex. du 4¢ de-~
gré (p.171), les fractions composantes sont

— 4
3

: 1 1

EsThbeE e e
dont T:[—%(%)"——-%(—-d)"—’-n—,—l+I]:l:".

144zt 6

St 6 1
De méme Gt Ot ol -+ =

donne
T=(n41) (1) (143)—B(n 1) (n42) (141 ) =(nnper)?
la série est 13- 0% 4500t o Al . .. L (n4-1)%z",..

583. Si le dénominateur 1 ez - @x* . . < 2% n'a pas de
facteurs égaux, lasérie est la somme de i progressions,

T—ay®bz" ot k.. 0 (1),

Lagrange a donné ce moyen élégant de déterminer (Pt e
Le coefficient quelconque 7’ se tive des £ qui précédent, en les

multipliant par — 2, —8, —4... Ces coefliciens » pris en
ordre rétrograde , étant S, R... M , ona

T=—8«—Rp .. — M8, .. (2).
Cette équ. est donnée parla nature de la série. Or, sil’on avait
seulement 77— ay", lestermes de rangs i - h, i-h—1,, . B
seraient 7"= ay™**, S—ay*h= R—qyi+h—s M=ayh;
en substituant et supprimant le facteur commun ay*, on trouve

Y tey 2 gy F0=0... (3).
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Cette équ. se tire aisément dela relation donnée (2) ; daillems;
elle résulte encore du dénominateur de la fraction génératrice,
en y changeant = en y™'. :

En supposant 7"'=ay" 4 bz", on trouve de méme

a (yidey ) Fb (22t ) =05

et, en général, 7’ ayant la forme (1), on voit que la condi-
tion (2) de dépendance mutuelle des i termes consécutifs de notre
série, est satisfaite, en prenant poury, z, t. .. les i racinesde
*équ. (3)- Sil'on choisit les constantes @, b, ¢. .. telles quela
formule (1) engendre les i premiers termes de notre série
A+ Bx4Cx. .., tous les subséquens résulteront donc de
cette méme expression. Faisons n=0, 1, 2.« -, et comparons
aux données 4, B, C...:

—a+bdc.., B=ay+ bz—ct..., C=ay* 4-bz*... @)
En éliminant entre ces £ équ. du 1 degré, on détermine aisé-
ment a, b, c..., et le probléme est résolu. Concluons deli
qu'il faut former et résoudre Léqu. (3) ; substituer, pour y, 2.

 ces racines dans les équ. (4), qui donneronta, b, c. . .; enfin,
Je terme général 7’ sera connu par Péqu. (1).

Danslex. du o°degré (p. 170),la sérieest—1 A rz—datg
le dénominateur z® —x — 2, ou bien Téchelle de relation
— let-4L, donne 1 —y—ay'—0; dony=1et—1;
nos équ. (4) deviennent

—1=a+b, i=1a—b; dotta=1, b—=—32;
enfin, T=(3)"—2(—1 )*, comme précédemment.

L’exemple du troisi¢me degré (page 172) donne cette série

14z ot 3t ath
on trauve 1--2_y—-_y’+2]3 S0,y ety
puis 1—=a+4-b4c, 1=%a=b-tc, a=1a--b+tc;
dou g=—%, b=%, ¢c=2, T=etc.

Quand le dénominateur a k facteurs égaux iz —h, outrs
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1 n
e termes ay , bz". .., provenus des facleurs inégaux, il en
existe encore d'autres , tels que
(@ 4b'n 4 n> . A ) ar R
les i 2
coefficiens a’, &', . . se trouvent, comme ci-dessus , en po-

sant n—=o, 1, 2
5> 1, 2..., et comparant aux termes initiaux
A+ Bx4Cx* ..

Séries exponentielles et logarithmiques.

] 584. La 2“‘ fonction transcendante, que nous allons déve-
opper en série, est lexponentielle a*. Fais =
formule du bin;me do:rzje i
(l+y)‘:l+x_y+r .r—lyam_‘l_r(r—l)(:L'—Q)..‘(.r.—n-!-])

2

n
12957 A

Ordonnons par rapport & z. Le seul terme sans x est 1. Il 'y
a pour x que des exposans entiers et positifs ; ainsi
>
07 =1 4~ kx4~ Ax* - B4 Cx¥. ., (1)
.1;our (fb'temr le terme kx , consultons notre terme général :
i ?stwa;xb]e e, out prendre le terme du produit ot x n'est
E 2
qu'au 1°° degré, il faut ne conserver que les 2% termes des fac
T.—1.—a...—(n—1 n
(n=—1) yr—it YT
A BRn T Sl
en prenant - si n est impair. La réuni
impair. La reunion de tous ces i
est kx, savoir i

Ry Gl Ry ma X LAl

Yyest a— 1 ainsi & est connu. Il reste & trouver 4, B, C
o S BIET

Ces constantes restent toujours les mémes quand on ch, ne
tent ]
q ange x

@t =1 o hz - Az - B2 L Qi L.

retranchons (1) et faisons z =z -7,

teurs binomes, ou

@*—a*=a%.a'— a*=a%(a’'—1)

=@ —a)[k+ 4@+ 2)FBE 4 zxax2)..];
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le terme général est :

P —a") = (z —a) P* "+ xz" ).
Comme @i—1=ki~A?*..., Paprés I'éqn. (1), les deux membres
sont divisibles par i = z—a'; donc i

a*(k +'44i...) =k 4= A(z+ x) +iB(z* 4 zx - x%)... A
Cela posé, faisons 1’arbitraire i==o0, ou z = x, et remplagonsl
@® par sa yaleur (1); nous tronvons :

(1 4 ko 4= Ax? + B k=R + odr43Bx%. .. 4 nPxM..
dou  ad—I* 3B="hd, 4C=kB, 5D =IC...;
multipliant ces équ. consécutivement pour éliminer 4, B, C...,
il yient -
ad =k, o2:3B=13 2.3.4C=F..;
Baasige [y iy

enfin a*=1-+lkxr+ T A T

585. L'équ. () donne k en fonction deylou a; pour trouvef
au contraire a, lorsque k est connu, on faxt?czx dans (4);
dot a=1 4 k42 kLR ... Cette série et .(2) so‘nt. les
développemens de I'équ. qui exprime, en termes finis , Ja liaison
de a et k : cherchons cette relation. Faisons ici k=1 et nom-
mons e la valeur que prend alors la o
basea;e=2+3+-+F+ar+-. Le e terme o} 1655 66685 08
calcul de ce nombre est facile a faire, 2' ~~~~~ g:ggé?3 33333 i
iel qu'on le voit ci-contre; chzliq.m? Z’Eﬁffﬁ %2?22 gg
terme se tirant du précédent, divisé o Gosen. 4hord By
par 3,4, 5..., ainsi quil suit de la 0,00000 27557 33
nature de ceite série, Mais, d’'un autre
cbté, A cause de l'arbitraire =, on péut :
poser k=1 dans (4) ; le 2¢ membre devient —=e.

e = 2,710206 18284 59y

G &
Dot aZ:-:e, e'—a. Telle est I'équ. finie qui lie keta; kest {e
logarithme de a, pris dans le systéme dont la base est e. On pre=
fél‘e ordinairement cette base e dans les calculs algéhriques, parce
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qu'ils en sont plus simples, ainsi qu'on sera 4 portée d'en ju-
ger. On appelle logarithmes Népériens, ceux qui sont pris dans
ce systéme; nous les désignerons i I'avenir par le signe , en
continuant, comme n° 146, d'exprimer par Log que la base est
un nombre arbitraire, et par log que cette base est 10,

Prenant les logarithmes des deux membres de l'équ.a =¢f,

_ Loga
3) k= G
{4) k=la=lognépér. a. . la base étant e;

2
5) k:m' S

.+« la base étant quelconque;

.« . la base étant a.
Telles sont les différentes valeurs quon peut prendre pour k
«dans I'équ.. (A).

Lorsqu'on prendla base e=e, & est1 setona

24

2 A3
‘E’Z‘I'f"w'“'f‘i2 +:7+m‘ - (B).

En laissant la base quelconque , il faut prendre la premiére
valenr de k; Loga=hLoge : 4 cause de @ — 1 +y, léq. (o)
deyient

Log(1 +y) =Loge (y—1y* + 1y —1yt.). . . ()
ajoutons aux deux membres Log/, et posons hy =1z, nous

avons, A et z étant des nombres quelconques, aussi bien que la
base du systéme de log.

G (T 23

Log (h4-2)=Logh + Loge i -+ 5 --a...). s (D).
Lorsqu'il s'agit de log. népériens, Loge sechange

puisque ce facteur est le log. de la base méme d

considere (n° 146, 1°.) ; I'équ. (C) devient

G tN=y—iy+iy —1yh .
Log(14y)=Loge % 1(1 -+y).

Alnsi on change tous les log, néperiens en lo
2,

enle=,
usysteme qu'on
dott

g pris dans un sys—~
12
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P ipliant les premiers par Log e (n°® 148);
éme quelconquea, en multipliantles p; e nib

ten;a(ieur constant Loge est ce quon noxlnme teé e ;i e
g inéri s dans le systéme a,

: la base népérienne e pris aa B
2 fh : dr 'iseﬁ7 ar le log. népérien de la base a, puisque,,
veut, ¢ est UN amisep o L
dapres les équ. (4) et (B), on @ I_Aoge_ = i

syste onné
ns bientét -de calculer ce facteur pour unsystéme
occupero
-arithmes. :
3 logar;) liquer I'équ. (C) au caleul dulog. d le nonébxiz
our a . o e
582' il fauthI')endre Ja série convergente. Faisons le
i"nn - ]M équ. (C) donne , enchangeant y en-—y,
oge= M, I'équ.

Log (1 —y) =—M(y-+3y 45+
‘yetranchant de (C), il vient
ays i) L ().
L°g(l”ﬂ>=”“y+%y“+sy5+7y’~-> )
L=—7

€8 q 51 r i da n \mbi—e

1 t d’abord 1 aale cette fraction & un

S clair que si. I'on éga

va if [N sera < 1, et que la serie sera conyergente ; mais
sitif IV, 4y, E] 4 5

elle le devient bien davantage en posdnt

]

1—y z2—1

£ Lo = —
: = 3 d'ot A
= A
e i — liog (..”—-— 1) 3 c.~a-d.
i g vient A= Log -4 ad
L prewmier membre de T :i o
la différence des log. des nombres consécutifs z etz — 187
a ai § £ A

1 Lot gl (g
A:zﬂf[gz_l__1+5(22‘___1)3+5(gz—1)° ]

dule M sera connu, on calculera aisément , et de
R, s It les log. des nombres entiers 2, 3, 4, 5....‘,
DR Procvl?;uf de la différence A entre ces log. est treés
sy ‘i'a]e devient d’autant plus que le xmu}b}‘e z est
conve’r‘gel}teﬁtinéme #’il s'agit de former des log. uépener.]s,' M
1)1uimeve'de\'ient1(': 1,1l est trés-aisé de calculer A ; ainsion
ouLoge, ]

])eut composer une table de IOD". neperiens.
. 3
Q aut a la valeur de M, elle depeud du Sy steme pour lequel
1 )
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é

; LG e o : ;
onvent calculer les log. , puisque 7 = 17 ainsi,‘on doit cher-
cher le log. népérien de la base a. Si, par exemple, e =10: on

fera dans I'4qu. (F), M=1,puis 2 =2; on auran

=la (dcause
de It =0), dont le double est 14 :

> 3 la = 0,693 (471§
ensuite z =5 donnera 15,- et ’enfm on I = 395
aura l1o. Ce calenl est excenté ci-con-

Aprz=485.,, 0,22314355
1707 — 2,3v258500
M= 0,434ag 44819 03ab1 Bar65 | ;
log M = 1,63778 43115 00536 77817:
Si 3 elit été la base dy systéme , aprés avoir obterig 12, on-
it fait z=3, et on aurait en 13 — 1,09861229; enfin,
M=1:15:0,9i02592. :
De méme pour la base b 3
M=1:15— 6,62138349. -

W est maintenant aisé e former Ja table des log. de Briggset de
Callet. Labase e — 10 s la valear de M accroitla convergence de
lasérie (F); quand z passe 100 le 2¢ ferme est négligeable, et |a
1% suffitpour donner Aavec§ décimales. Il faut daillayrs caleuléy
2 ou 3 chiffves au-del3 de ceux qu'on veut conserver, afin d’éyi
ter accumulation des erreurs ; il convient en ontre de
que de z— 10000, parce que les lag,
aisément des autres; deés que 55

tre: On divise ensuite 1 parlio: cest
ainsi qu’on trouye

ne partie
inférieurs se déduisent
% passe 1200, ‘on pent négliger 1
M ;
devant oz et poser A =
3

Par exemple, z=— 10001, donne Bz 0,000043427; - Foty
Ipg 10001 =4,000043427; pour %=99857,0n aA:q,ooooo4549,
quantité qu'il faut ajouter 4 log 99856 pour ayoir -

1og 99857 = 4,999378514,

On observe d’ailleurs que les log. consécutifs conseryent iune
méme différence dans une certaine étendue de Ja table (12" yol,
P- 117) 5 il n’est donc nécessaire de caleuler les valeurs de A
que de distanced autre, Qp remarque que z:== 99840 donne la

18, .
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‘méme nombre A (la valeur ci-dessus) que pourz —g9860;
donc, dans l'intervalle de ces deux nombres z, A est constant,
-en se bornant & g décimales.

Séries circulaires.

587. Proposons-nous de développer en séries sin x et ‘Cos
selon les puissances croissantes de x,
sin @ — Mxm A M ™y | cos = Nz" SN2, 5
comme x = o donne sin &==0 et cose = 1, il faut, que fai-
sant z nul, ces séries seréduisent I'ane a zéro, l'antrea 13 on
ne doit donc admettre aucun exposant négatif pour x, puis-
qu'un terme tel que Kx—* deviendrait infini ponr x=o0. De
plus, cosx a 1 pour terme constant; et sinz n'en a aucun;
G . . .
IN—1,n=—o0; maisonayu (n° 362) que Tunité est la limite
Sy ! SIS fe
du rapport du sinus a Parc ; ainsi , il faut que la série
: sinE = Mz M
=
soit de la forme 1-—@, ¢ décroissant indéfiniment avec x. Les
termes constans devant se détruire a part, il est clair qu'il faut
que Mx™™! soit =1, savoir, M =1, m==1 : partant,

sint = x4 Mz ... cosx=14 Na*...

Fn sabstituant dans I'équ. sin* z - cos*x=1, on trouve que
n' ==net olN'=— 1 ainsi, en faisante == 2, on peutposer ces
séries , ot il faut déterminer les coefficiens et les exposans :

cosz—14 Az 4 Cx'+ Ex'+i;
sin x:x—i—b’xﬁ—f-l)x;—}— Fae...

Changeons x en T —+h, dans Psin x4 Qcosx, et déve'lop—
pons selon les puissances de ki calcul qu'on peut faire soit N
développant d’abord le binome selon a , et remplagant ensuite
2 par &~-h; soit en changeant d’'abord & en & - h dans ce
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binome et développant. Les deux résultats @ --bh - eht...,
@" - b'h 4 c'I*... seront identiques , d'on b= b". Effectuons ce
double calcul, en n'y conservant que les 27 puissances de %,
qui suffisent a notre objet. ;

1°. Psin x+Qcosx=P(x+Bxﬁ..,)+Q(1+Axu+cx'y_._) ;

en mettant x -k pour &, donne pour coefficient de 4' (chaque
terme est une dérivée, n° 503),

b= P(14-gBx" " 0D T L) Qluda® T O,
2°. Mettant d’abord = 4 & pour «x dans le binome,

P(sina cosh --sink cosx) 4 Q (cosx cos h — sinx sin )
= (Psinx 4 Qcosz) cosh + (Pcosxz — Qsin) sinf.
Or, onacosli—=1 4+ 4h*..., sinh—="h- Bh‘e...; substituant et
ne conservant que les termes en A, la 17 partie ne donnera rien,
et il ne restera pour coefficient que &' = P cosx — Q sinzx.

Comme £ et Q sont arbitraires, 'équ. b=10" se partage en.

deux

J—1

cos =14 pBx" 4 Dz A oFx" ...

=14 x> A C2¥ B0 20y

. —1 —1
sine= —odr —yCx' — ExT—,.,

L Garnp ke s T e b

Dans ces équ. identiques on doitretrouver les mémes termes dans
chaque membre : la comparaison des exposans donne

B—1=2, y—1—R, I—1==y, e—1=0) P—1=t...;
d’ou PE=g ity g —— b e D=5
Les exposans de la série sinx procédent selon les impairs 1,5,
b, 7...; ceux de cosz selon 0, 2, 4, 6.... On sent bien que
cela devait étre ainsi, puisqu'en y changeant x en — x, les
vaieurs. de sinx et cosx doivent étre les mémes, le signe de sina
doit seni changer. Comparant les coefficiens,

—od=1, pB=A,; —yC=8, ID=0C, —:E=D..;
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e s T ) D::T.5.4.5’ e
donc smx:m—ﬁ_{-fg_;_i_i- .(6G),
Lo ak )
CORE et 254 = 6+ ).

588. Ces séries donnent les sin. et cos. d’un arcdont x est [a
longheur, le rayon du cercle étant 1. Supposons connue la cir=
eonférence ox (n°5g1). =t x 1% 180° 1 nombre de degrés de

A T 27 5
Tarc @ (v. n° 348). Substituant dans nos séries —-— pour =, la
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lettre x désignera le nombre de degrés de Iarc x ; et nos séries
deviendront

singe= 4 — Bx4 Cz%..., cosz=1— Az Bxt..

i
Le calcul des coefficiens donne

log A4 = 2,24187 736759 | log € =T_|_,|3r\20559 log ' = 9.},61713-
log B = 7,04748 0852 — | log D = 19,990711— | log F = 27,05950" —
logA'= 4,182—2 47395— | log €= 14,503932— log E'= }E,SSQO! —_
log B' = (),JS?ag 823 log D/ = 19,320498 | log F'= 30,22219

58g. Mais il importe moins de caleuler les sinus et cosinus

que leurs log. Soit d'la différence constante des arcs de la table

qu’on veut former ; un arc quelconque x est = nd; d’olt
sing = nd(1— §n%d%...), €osTI=1~—}n’d? 4.,
' nidt n?g2 nidt

%

Faisons Yo s :——2———5—.5—.2.,.;

-mous avons sinw==nd(1—y), cosx==1-—2z; prenant les
log. dans un sy stemequelconque dontle module est M (n° 586),
on trouve
Logsina = Lognd— M(y 43 y>+ % y%..)»
Logeosz==—M(z 4% 22+ 5 2%..);

enfin , remettant pour y etz leurs valeurs, - -

SERIES CIRCULAIRES. 183:
: ! s M MS
" Logsin = e B ol b el e
Logsinz Log(nd) 557" e n 6 nbiey
ma> My ]PIJ’G
i B W i T R
f Logcosx " 57 n 9.5

Si la base des log. est 10, et que les arcs de la table procedent
de 10" en 10", comme cela a lieu. dans les tables de Callet, &
est la longueur de 'arc de 10", ou le 64800° de la demi-circon-
férence 7. Dapres les valeurs de7 et de 44 (n® 248, 586) , on
trouve, tout calcul fait, que

logsinz=logd-Hlogn—An*—Bnt..., logcosx_~z4 n*—B'nt..
logd = 5,68557 486682, log 4 = 10,23078379, log B = 90,1248113

log A4"= To,707g0405, log B' = 19, 3009025
Par ex., powr 'arc de 4°4 ou 16200", on a n=1620.

log & = 5,68557487 log A= 70,2307828 log B = 20,1248113

log n.= 3,230051501 logn2= 6,4rgo3d0 logni = 12,8380600
~ 0,0004464g %,6408128 § 9628713
— n'ononooug On retvanche les nombres. corrcspondans.

2 894().‘330 = logsin 4°30"

log 4" = To,7070041  log B/ = 1g,3009025 — 0,00133947

log n2 = 6,41g0300 log n4 = 12,8380600 — 0,00000138
3, 1269341 6,1889625  — 0,00134085
complément = log cos 4030/ = 1,99565015

Si I'on yeut avoir log R=10, on ajoutera 10 aux caractéris-
tiques. Leslog. des tang. et cot. s'obtiennent par de simples
soustractions.

Comme 7 croit de plus en plus, nos séries ne peuvent guére
servir au-dela de 19°, parce qu’elles deviennent trop peu conver~
gentes. On ne les emploie méme que jusqu’a 5°; an-deld, on
recourt au procédé suiyant.
sinfx+4)  sinzcosd-sindcosx

sine sinx

¢0s -sind cotx = cos {1 —=tangd’. cotx)

Ona
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prenant les log. , le 1" membre est la différence A entre les log.
des sinus des arcs & & et x, savoir,

A= logcosd+M(tang . cotx— 1 tang*Pcot’x - 3...).

En raisonnant de méme pour cos(x - &), on trouve que la
différence entre les log. consécutifs des cosinus est

A = logcosd— M(tangd tang x + 3 tang?d. tang’x == 1...).
Lorsqu’on se borne 4 g décimales, et q_u'oi] prend & de 10", le.
2° terme de ces séries donne seunl des chiffres significatifs,

= Mtangd.cotz, Al=—-—Mtangd tangz,
log (M tang) = 5,3233591788.
log (M tang ) = 4,101510/43.

Ainsi, en partant de 'arc £ =15° dont on connait le sin. , Te.
cos. , Jatang. etla cot., on peut, de proche en proche, calculer
tous les sinus et cosinus , par leurs différences successives A, A%,
soitde 10" en 10", soit de 1” en 1”; par suite on conclura la tang..
et la cot. Soit, par exemple , :

eton a
Quand dest 1, on a

z=10°10'30" log cotz= 0,7459888 ! log tange = 1,2540 112

constante :5,5955592 5,5233592
4,0693480 | 6,67758704

Diff. logarithm. A ==o,00011731 A&"=—0,000003779

‘On remarquera ici, comme p. 179, que les quantités A et A”
sont constantes dans une certaine étendue de la table. Pour éyi=
ter Yaccumulation des erreurs on calculera d’avance des termes
de distance en distance, lesquels serviront de point de départ.
I’équation sin 9 == 2sinx cos &, qui donne

logsin 2z ==log 2 +logsin x + logcos x ,
servira a cet usage. Commesin45°=1{/2, tang45°=—cot4b =1,
on pourra partir de cet arc et calenler sin 457 2= 10" ces deux
arcs complémentaires ont réciproquement le sin. de I'un pour-
cos. de autre; d’oti I'on tire leurs tang. et cot.; de 1d on passera &
4522 90", 45235 80" ete.. ‘
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Bgo. En comparant les séries (G) et (H) a I'équ. (B), on voie
queleur somme est e?, au signe pres des termes de 2 en 2 rangs; or
sil'on change x en 2=z /—1, dans le développement (B) de ¢7,
comme {/— 1 a pour puissances |/ — 1, —1 , —{/— 1,1,
lesquelles se reproduisent périodiquement A Iinfini, les signes.

des termes se trouvent étre les mémes que dans les séries G et H ;.

dont
2Vl —cosx = {/— 1.sinae L. (1)
En ajoutant et retranchant ces deux équations ,

etV 1 + o I\/—l_e—:t\/-—l

COBT =, —, sha=—+«—— ., (K);
R b
LS 2 2y —1
ot
exV—: — gAY =1 eIV —1 1
tanga = =

VeV Ty —1 (V) p—1

en multipliant haut et bas par e ~'. On ne doit regarder ces.

expressions que comme des résultats analytiques , ot les imagi-
naires ne sont qu'apparentes, attendu qu'elles doivent dispa~
raitre par le calcul méme. ;

Enfin, changeant  en nx dans (1), on a

eVl — cosnx EY/—tsinnz. i (L)

mais. Je 1 membre est la puissance n¢ de I'équ. (1) ; donc on.

a, quel que soit 7,
€os nw = |/—1 .sinnx = (cosx Y/ —1.sinx) . o (M),

Ces formules sont trés usitées. Nous nous bornerons ici a

les appliquer & la résolution des triangles. Faisons
z2=—eCys, 2/ =eC'vV~;
don cosC=1(z-2), sin Copf—1 =1 (z —2").
Soient 4, B, C les trois angles d'un triangle, «, &, ¢ les cotés,
respeclivement opposés; on a
asinB=bsinAd="bsin(B 4 C);

dod sinﬁ__‘L el b sin € :
; cosB - MET = hcos ¢’
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2ByY—1__ 4 . blz—2") , e’B V=1 __ G___b_z:’
emy 1 sa—b(at2) o
enfin,,

2By —1 =l(a — bz") —1 (a— bz)
b b b 2, 2 b o ey Z’J) 3
(équ. D) :—‘;(z.—-z)—}-;a-;(z—z )+%3 (= e
Mais la formule () donne .
2" =cos mC+4-{/—1.sinmC, 2™ =cosmC—y/— r.sinmC;
d’on 20— z/M = 9y/—1 .sinmC;

en substitnant et supprimant le factenr commun 24/—1, il vient
R b=
B:-{I:,s'm C - éa;smzc -+ 5 sin3C4-...
Léqu. ¢ =a*—3abcos CHb*=a*—ab(z 4-2) + 87
se réduit 4 ¢* = (a — bz) (@ — bz') , & cause de 2z’ = 1. Pre~
nant les log. on obtient i
b b o ;

slogc=2loga ——-M[;L (z+4+2") —f——z—a-1 (2= )] ;

et comme 2" =2 = acosmC, ona
PSR
logc=1loga -—M(—&cos C+;—a_cnsg +5,(—L—3 cos3C... ) 5

Ces deux séries servent a résoudre un triarigle ,ou'b e?t trés
petit par rapport & a, connaissant es deux c6tés aetb et Langle
compiis C. z
5g1. L'équ. (J) donne, en prenant les log. népériens,
=+ zy/—1 =l(cosx £ {/—1.sinx);
retranchant ces deux équ. I'une de l'autre,

cos .r-}-\}-— Losine 1(1 +y/—1 .'tangﬁ)

._ == >
2xy/—1 "—lcos:c—-l/—x.smm 1—|/—1.tangx,

4 cause de sinx == cos = tang 2. Or, la form‘ule (E) donne le
développement de ce log., et supprimant le facteur commun
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L PR L) A
2{/—1, on a cette expression de l'arc x, Jorsqu'on connait sa
tangente ,

T=langx —gtangde 4§ tang®x — 4 tang’z, . . (N)/

Cette formule sert & trouver le rapportiz de la circonférence

.au diaméire. Deux arcs x et x, dont les tang. sont % et 4, ont
1 2

a

pour tang. de leur somme tang (= +zf) =-2 =1; celte

11—
somme est donc = -~ &’ = 45°. Faisons dans (N)gtangx =1,
tangx’ = £, et ajoutons; nous aurons la longueur de I'arc de
45°, qui est le quart de la demi - circonférence du cercle dont
le rayon est 1 :
= QP R O = G O

On obtient des séries plus convergentes par le procédé de

Machin. Prenons l'arc  dontla tang. est 3 ; d'ou (Z, n° 35q)

otangx & 2,
tangor-—-—"9"_ 5 ., =
8 | —tangip 1) tangdr=——1

0
cet arc 4z différe donc trés peu de 4573 4 étant Pexces de 4

sur 45°, ou A = fx— 45°, on a tang 4 — il !

L tang 4z =990

Par conséquent, si I'on fait tanga = § et qu'on répéte 4 fois la
S Ao 4 ;

serie IV, onaural'arc 4x; de méme tang 4=, donne l'arc A ;

et refranchant, on obtient l'arc de 45°, ou

T AL @ D — s )
Nous avons donmé (n° 248) le résultat de ces calouls ayec, 20
décimales, 7 = 3,14159 265359,

log==0,49714 987269, lw=1,14470 98858 494.
592, Faisons :r:: kzr dans 'équ. (1), I
quelconque; on a sina=o0, cos x— 4
ou impair,
e—_l— k/—1

désignant un entier
1, selon que k est pair

=x1, ED=%ka/—;

multipliant par le module J/, eta

joutant la yaleur numérique 4
7
de Loga, :
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Log(*a)= A key/—1;

% ¢tant un nombre quelconque pair, s'il s'agit de Log (4~ aJ,,
et impair pour Log(— a). Donc tout nombre a une infinité de

log. dans le méme systéme; tous sont imaginaires sice nombre:

est négatif; s'il est positif, un seul est réel (*).

593. Développons maintenant sin z et cos z selon les sinus et

cosinus des arcs z, 2z, 3%... Posons. *

cosz =}/ —1.sinz=—y, C€Osz-—{/—1.5In3=v;

diot yv =1, acosz=y~+v; 1,u, 4, A"... étantles coefficiens.

de la puissance u, on a, quel que soit u,
2%costz :yu+ u‘yu—a_}_ Alyu-;_‘_ Auyu—G‘"
1. équation (M) donne y*=coskz + {/—1.sin kz.
Donc
9% cosYz == c0s 1z - 1w cos(u — 2)z 4= A cos (v — 4)z... (P},
o= {/—1 [sinuz + u sin(u — 2)z + A4 sin (v — PR AT
Le == provient ici de {/— 1, qui admet toujours ce double-
signe. Quand u est entier cosz ne peut avoir qu’une seule va—
leur; ces deux expressions doivent donc étre égales, et Ja série
p

se réduit & Ja 17 ligne (P); mais si u est fractionnaire, = 5

(*) De a> == (—a)?, on tire 2 Liog a =2 Log(—a) ; il ne fant pasen conclure
avec d’Alembert , que -f- @ et — a ont les mémes log. ; car, ket / ¢tant pairs,
ona

Loga=Axlkry—1, et=Axiry/—1,

ot ajoutant, aLoga=oaAd =+ (k+1)7  — 1. Deméme, K et ¥ étantim-
pairs, on trouve 2 Log (—a) =24 = (K'4-U)»y—1. Or, il est visible que
cette derniére expression est comprise dans la premiére , parce que K4 Uest
un nombre pair , sans gue 2 Log (— a) soit en général ==2 Liog a , attendu que
Ja réciproque n'a pas lien, k£ pouvant étre multiple de 4. Par exemple,
K =g, =5 donnc le méme résultat que k=10, L = 4 ; mais si k—=Il=10,
aucune valear impaire de &’ et & ne pent avoir 20 pour somme. D’Alembert
devaitdonc conclure seulement que, parmi les log. de + a et — a, il en est
qui , ajoutés deux & denx, donnent des sommes égales.
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on-a une racine a extraire, qui admet n valeurs; si l'on prend
pour z les valeurs z, z 4 27, z2 447, 2+ (n—1)7, cosz
et le 1°* membre resteront les mémes, tandis que les dévelop-
pemens seront différens, le }/—1 restant ol il conyient; ce
seront les 7 valeurs demandées. !

Pour obtenir sin“z, changeons ci-dessus z en go° — z; dési~
gnons i, W—8, w—4... par ki, h sera les facteurs u —2x de
Tarc z, dans le 2¢ membre ; les cos iz deyiendront

cos (L hrw — hz) = cos L hw.coshz - sin} hw .sinhz.
Remettons u— ax pour b; 'arc } /o deviendra tau —sr=1;#u,
puisqu’on pent ajouter & I'arc des demi-circonférences, sauf a
prendre le sin. ou le cos. avecle signe convenable. Désignons par
C et § le cos. et le sin. de l'arc £ 7w : raisonnant de méme pour

les sinus de uz, (2 — 2)z..., on trouve que le changement de z
en ge®—z; répond a celui de cos z en sinz,

de cos(u~—2x)z en =t (Ccoshz—-§ sinhz),
de sin (u —2x)z en =t (Scoshz— Csinhz),

en prenant -4 si x est pair, — si x est impair. On fera donc
h—=u, u—2a, u—4..., et on prendra les résultats successifs
en -}~ et en — tour & tour. Donc

9¥sin“z=(C£{/—1.8)[cos uz-u cos(u-2)z-4-4'cos (u-4)z...]
4 (S=Ey/—1. C)[sin uz-usin(u = 2)z+d'sin(u-4)z...].

Quand u est un.nombre entier, comme sin“z n’a qu’une valeur,
ces deux développemens sont égaux, et les denx termes imagi-
naires doivent s’entre~détruire ; mais il fant distinguer deux cas ,
parce que C et 8, qui sont le cos. et le sin. de multiples du qua-
drant, _,'T‘aru) se réduisent 4 zéro, & 4-1 ou & — 1, selon que
2 est pair ou impair.

1°. Siuestpair, S=o03 Cest 41 pour u=4n, Cest.— 13i
u=4n-2; d'ott == o%in“s=cos uz—u cos (u— 2)z.... Mais
les coefficiens de la formule du binome sont les mémes a di-
stance égale des extrémes. De plus 'arc qui en a x ayant lui est
u—2x; et celui quien a x aprés, en au— x ayant, et par
conséquent est % -—2(U~—x) = — (4 — 2x) ; les cosinus de
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" ces arcs sont donc anssi les mémes deux & denx, et les termes
en s'ajoutant deviennent divisibles par 2; excepté le terme moyen;
donc
= 2"t sin"z = cos uz —u cos (u— 2)z 4 A cos (—4)z...(D);
il ne faut pousser le développement que jusqu’an terme moyen
(qui est constant) , dont on prendra la moitié (voy. p. 6, pour
la valeur de ce coefficient). On prend le signe - quand u est de
la forme 4n, etle —si u=4na.

~2° Siuest impair, C=o0, S =) jetona

£ 2%in'z = sinuz —u sin(u — 2)z... ;

les arcs sontencore égaux, en signes contraires, 4 égale distance
des extrémes ; et comme le signe du coefficient se trouve dif-
férent, les. termes s’ajoutent encore deux a deux; etond
ko' sinz = sinuz — wsin(u — 2)z + A'sin(u — 4)z... (R).
On ne poussera le développement que jusqu’au terme moyen
(qui contient sinz, et dont on ne prend plus la moitié); 1o signe
=+ a lien quand u=4n 41, le — quand'u = 4u - 3.

3°. Enfin, la série (P) offre de méme des termes quis’ajoutent
249, lorsque u est entier et positif, et 'on a

2"7cos"s = eosuz - u cos(u —2)z ~ 4 cos(u— a4 (8
en n'étendant la série qu'aux arcs positifs , et prenant. la moitis
du terme moyen constant, quand u est pair.
On en tire aisément les équations suivantes :
2C05°Z==1005 22 4= 1,
4cos’z= cos 3z 4~ Bcosz,
8costz— cos 4z + fcosoz + 3,
16c0s°z = cos 5z~ 5c0s Bz + 10cos 7,
Bacos®z = cos 6z +- Bcos 4z -~ 1 5cos 2z + 10, ete.
— ‘2sinz = cos2z —1; ML
— 4sin’z = sin3z — Bsinz,
8sin‘z = cos 4z — fcosaz - 3,
165in° = sin 5z — 5sin 3z 10sinz, :
—32sin’z = c0s 62 — 6cos 4z - 15cos oz — 10, ete.

594. Réciproquement, développons les sinug et cosinus d'args
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-multiples, selon: les puissances de sinz —s, cosz==¢. Le 2¢
membre de I'équation (A7) est (¢ 4 {/— 1.5)":en le développant;
par la formule du bineme , on arrive & une équ. de la forme

€0snz - |/—1 .sinnz = Pk Qy/—1;

et puisqué les imaginaires doivent se détruire entre elles , I'équa-
tion se partage en deux autres, cosnz == P, sinnz — Q. e
contenant tous les termes ol s1/~--1 porte des exposans. pairs ;

ainsi, n étant entier ou fractionnaire, positif ou négatif, on a

— n(n—1)(n—=2)(n—3)

1
eBEAsAy e b il ST ARl
2 e 2.3.4 3
"("“)(”‘2)3_—333_}_ n(n-—l)...(n—@
9.3 2.5.4.5
Ainsi, s étant—=sinz, et c=cosz, ona

CO8NZE == c"—~—n

= e f
sinnz == nc" s~ MY

e

0522 = C*—s?, sin2z == a¢s,
€083z = c*— 3Bos?,
C0842 = ct—  Bcis*-st, sin4z=4c%s— 4os®,
c0s5z = 6>—10c%* Best, sin5z=5cls — 10¢%s% - 5,
€036z = c®— 15cts* - 15¢%s8— 58, sinbz=6c%s — 20¢%s%4- Bes’,
etc. ete.

5g5. Dans ces formules les sinus sont mélés avec les cosinus;
on peut en trouver d'autres.en fonction du; seul sinus, ou du
cosinus, Puisque les arcs z, 22, 5z.., font une équi-différence,
les sinus et cosinus forment une série récurrente (n°'361); dont
Jes facteurs sont 2 cosz et — 1. De méme, si les arcs procédent
de 2 en. 2, sayoir, z, 3z, 5z..., oun hien 0%, 2%, 4z...; les fac~
teurs sont acos9z et —1; or, 5cosoes =9(%— s =0n — 4s%,
Ainsi, partant de cosz=1, sinoz=—o » C0SZ=c, sing==s.,.,

5in3% =3c%s— 3,

il est bien aisé de former les séries récurrentes qui suivent, dont
on a les deux 1 termes et la-loi (n° 580).

sinoz =s( 2c),
8indz = s( 4c'— 1), cos3z="4c’— 3c,
sin4z =s( 8c*— 4c), cos4z= Bcf— 8e—t 1,
sinbz =s(16ct—12c* 4 1), coshz=— 16¢°—8oc? - b,
§in62 = s(32c°—Boc3 - 6c), cosbz=Fnrs— 48ctaf 18071,
8in 7z == 5 (64¢8— 8oci424c? — Dy ete.,

€Os0Z= 0c®— 1,
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sinoz =2(2s) , sin 3z="38s—4% : e

gingz = c(4s — 8s%), s.in [rd—lsr —-526953 +1 s5)_5451
sin6z= c(Bs—Bos® 4 Bas®), sinyz=7s— 56541125 %
gin8z= ¢(8s — Bos® 4 192s°— 12847) etc.

1 =1— 257 0083z =c(1— 4s%),
z:iz: —='1— 8s°4 8sf, cosbz =c(1—1254-1 6:4), :
-co;Gz. == 1—185*4-485%—32s%, cosyz =e(1—24s*+4-8os —64s%),

e etc,

Quant  la loi de ces équ., elle est démontrée, onziémtla lego’n
i i mules gé~
du Calcul des Fonctions, ot Lagrange trouve ces for g

nérales : o i
«cos nz= s[(26)"~'—(n—2) (2c)* >+ (n—3) & — (29 ),

4 (n-b)...(n-8 B 2

— (___——’1-4)2":,;3(]1_6) (2c)* 7 - amidi 52) 3 (2-2 (2e) Sl

B Ny BADD yn=$
asinng = (2c)"— n(2c)r2 n% (2c)—*-n =T (2¢)
+n (L—“?‘s"(;:ﬂ (oc)*~%.. 1, oune.

Quand n est pair, on peut poser

5digs nP—o? n'—4* ; (as)"?
innz=—r¢l ns—n S —e—. B Lp
sinnz=¢ R 2.3 4-
27 8 a_ /3 3
n® 2 piog® n* n*-2 E..!L Ss---%(”)ni

2 ¥ — — .
cosma=1—""8 +'2“'5_.4s Bk 556

et quand 7 est impair
- nP—12 ni—1® n*—3"
B O s O e
Sin AZ=NS—1M ——=5= 2.3 4.5

2 ya 3__13 pr—32 o
i Il o n——.-s——‘s'*...(z.c)" * L
eooten 12 Jea AL :

s5id (29)
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Meéthode inverse ou retour des Séries.

596. Etant donnée I'équation Y=0x, ou @x est une série, il

. gagit de trouver & = Fy en série ordonnée selon y. Si cette

derniére a une forme connue, telle que, par exemple,

T =dy - By*+- Cy*+ Dyh...,
il ne g'agit que de déterminer les coefficiens A, B, C... On'sub~
stitnera dans la proposée Y =0z, cefte série et ses puissances
pour x, x*, .., et 'on aura une équ. identique , qu’on parta-
gera en d’autres, par la comparaison des termes oty ala méme
puissance : ces équations feront connaitre los constantes .4,
B0 G
Soit y:]’[(x-—-%:c‘-i—}xg—f;x*...);

qu'on se soit assuré que la série ci-dessus conyient pour x (cela
suit de ce que y est le log. de 1 =, ou a7 — 1 =+ x (voyes
n° 585) ; substituant donc pour x la série Ay - By?..., il yient

%{:Ay-ﬁb’y’—}—é’f—{- Dyt . . pour 5o
= Ay —ABY — (LB AOW. | — 1

3 A% - A*Byt. L8
i,

dot:  AM =1, B=14, C=4B—1 43 D=

puis A:ﬁ, B:é, C’:gi.;, D :2.‘%4, ete.
Ay
B4

De méme y=x—2 4 28— xf,,,.
serenverseainsi, =y +yr 4y +y4....

Mais il estrare qu'on connaisse d’avance la forme de Ia série

cherchée & = Fly; on indique alors les puissances de ¥ parde
a, - 13

AyE 3
Enfin, x:Ay-{_‘zl.]__z%A_*_



104 METHODE INVERSE DES SERIES.

lettres, x = A_y + B)' + qy Beety i er il faut déterminer les
coelliciens ‘et les e’)( S en n ‘apres la substi-
i posans , considéran qu apres :

soefl t 1 t ; 1 )

1 = @7 que chaque terme soit détruit par
tution dans ox, il faut h i
d’autres ()u“))ll a la méme puissance. C’est ainsi que nous ayons

; 3

opéré (n° 587).

" o 4 ey
Soit ; y....——,';x’-{—- 3 x4 Lt s
o 8 Dy
SHPPOSOHS = ,4)! + [)}’ -+ Cy —!: > i s
8 étant des nombres croissans. Nous ne me pa
ay By Yeon 2t

é i y==o0.En substi-
de terme sans y, parce que £=0 répond a y
e 1
tuant pour x sa valeur, nous yoyons Has ’ i
' osans 9, 3 4.... quavait x, forma :
: s : s -
s e doivent en former également une, p
e ’Y'{'- issances x?, &...jouiront visiblement
.
’ reloppant, les puis .
quen déve e
de la méme propriete. ks
o Si Von trouve « 6t 8, v, ... sensul e i)
- s petit exposant est L A%y ; i
3e. Leterme ot y aura le plus petit exp S
; Pottige =1, & A=
doit sordonner avec le 15 membre y, d'olt 2¢ yE ;
oil
insi, =1, d=V/2. :
ainsi, =13, : ; .
: 4"' L :ernxes qui ensuite ont le moindre exposant, éta
es = :
. ; i i
By e et A3y3‘ pour s'ordonner ensemble ils doivent av(i)r
; X insi ; . .. sayo
* y-—ﬁ'a'ou B=2, ainsi y=3, d=4%...... sayoir,
@ p= Ja, ¢ , g 3
x:Ay;+»B_y’+ Cy* <+ etc.; i
ientot 4,8, C...; dou
i calcul on trouye bien
en refaisant le ; ;
: T e
z=y*.Va—5y+wVay tisy T
Cest ainsi que

a 2 Wity
y=£—1.2.3+ 3.9..05 1587

3 i
se renverse sous la forme x = Ay+B§3+ Cyt s

tout calenl fait(n°800), ;
2=‘y+—2_.5‘+5.—4.—5‘+2.4.6.7 2.4.6.8-9 :

- on développerait ensuite z en z. Au reste,

MOINDRES CARRES. 195
Pour x = ay 4 by* + ¢y®4-..., on obtient

Babe—a'd— 53
e oo

La série x— ay~+ by® J-cy® 4 dy’... donne
T bz’ . Bpr.

3
ac 5, Babc—ad—10p
=-—— g T o ity 7T
= at e a'® %
) 1 7
= a p ey oy 3 5 )
Enfin y=z —1ix TER maeat— B gt

donne o= Ay By—i Oy=iig
et par suite ,

x:y‘“—y‘4+y—5— g

Si la proposée était y —a + bx 4 exs

<5 pour la commga
dité du calcul, il serait bon

de transposer a, et de faire

d

sz'";

—b_fzz, d’oﬁz:x-l-ga:“-}-

Voyezn®71r, ol nous

avons traité la question du retour des suites de 1a maniere la plus

générale.
Des E mztions de colza’z'tion.
q :

597. Lorsque la loi qui régit un phénoméne physique est
connue et traduite en équ. ¢ (=, y..a, b...)= o, il arrive sou-
vent que les constantes a, b, c...sont inconnues , x, s
étant des grandeurs variables avec les circonstances du phéno~
mene. On consulte alors Pexpérience pour déterminer a, 5, Cog
en mesurant les valeurs simultannées de b (e
substituant dans Péqu. 9=0 : puis répétant I'expérience, on
observe d’autres valeurs pour x, Y5 %.esy ce qui donne d'antres
équations de condition entre les constantes inconnues @by
que I'élimination fait ensnite connaitre.

Mais les valeurs tirées de I
les nombres a, b, ¢,

.y et les

observation n'étant jamais exactes, -
«+» qu'on obtient ainsi poura, b, c.. .,

195;:
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ne peuvent étre regardés que comme apgrqchés :on io'lt d‘ox:Lc
poser , dans ¢ =o0, a=d +4,b=0b+B.. o et détermi-
ner les erreurs 4, B. .., donta, b. .. sontaffectés; et. c’o!jlme
A, B. .. sont detrés petites cp.mntit.és.f o8 est autorisé a eri
négliger les puissances supérieures rainsf, lequ'. @ = 0 ne con
tient plus les inconnues A, B quau i* degrg, par €x., s0us
la forme

o=wxd- Ay+ Bz+Ct.. . (1)

On supplée alors a limperfection des mesures de , ¥, z... par le
P -
nombre des observations. Enréitérant souventles expériences, on
v 5 On com~
obtient autant d’équ. (1), ol T, ¥, %.. . sOnt CONNUS; ON €O

ces équ., on en combine plusieurs entre elles, de maniére
: B

e it le plus

4 obtenir une équ. moyenne, ou 'une des cgnstantes @ b
giand facteur possible;, tandis qu'au contraire ]es, antres fac-
teurs deviennent trés petits’s par la l’erre}lr.de la de'tex'}nmatlon
des coelficiens se trouve beaucoup a{fﬁlblEE:'E:l’l .redl'mam ces
équ. de condition an nombre des inconnues, 1'élimination donne
bientot les valeurs de A4, B. . . : e '
Cette méthode est usitée ‘en Asl:rononne; m}als elle est bien
i s que celle des moindres carrés, prop;}see par
M. Legendre , qui rachéte 13'1011{41161,)1' des ca}culs p.’«lrd a p}"e(;n—
sion des résultats. Concevons: que lo}{sex;vutlon m‘t/ onné ]es
yalenrs inexactes de 2 , y, 2. .- ; substituées dans lec‘]n. (1.), B
1¢r membre 0’y sera paszéro , mais un nombreAe trés pet}t et
jnconnu. D’autres expériences donner(:nt Se ?Er[:e les efreirs
& elss correspondantes aux valeurs 2, 2, y', y". . ., savoir,

e’—x’—}-Ay’—l—Bz’. ey =" Ay B2". . ., ete.
Formons la somme des carrés de ces équ. , et n’écri}fons que lef
termes en A4, parce que les autres termes ont méme forme :
on trouve que e e ™. est
:A"(_yi-l—y’“...)+244(xy+:c’y’...)+2AE(_yz...)+2A-C etc.
Ce 4 membre a la forme #2m—-odn 4- k3 il ost e }.)1115 plftlt
l;ossibke quand ‘on prend A tel, que la dérivée soit nulle,
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Am~+-n=o0 (woy. n® 140, II, et712 ) : en ne considérant
que le facteur constant et inconnu .4, on a done
Tyl A=Ay y% ) + B(yaty'd) -+ C(yt...) etc.=o.
11 faut multiplier chacune des équ. de condition (1) par le fac~
teury de A, et égaler lasomme @ zéro. On conserve au facteur y
son signe. En opérant de méme pour B, C, .., on obtient an-
tant d'éq. semblables qu'il y a de constantes inconnues ; ces équ.
sont dn 1°° degré , et 'élimination est facile & faire.

Par ex., la Mécanique enseigne que, sous la latitude ¥ la
longueur @ du pendule simple & secondes sexagésimales . est
T=d+Bsin"y, A et B étant des nombres invariables, qu'il
s'agit de déterminer. 11 suffirait de mesurer avec soin les lon—
gueurs. x sous deux latitudes différentes, pour obtenir denx
équ. de condition propres a donner .4 et B. Mais. la préeision
sera bien plus grande si, comme Pox fait MM. Mathieu et Biot,
onmesure z sous six latitudes différentes, et quion traite, par
la méthode précédente, les six-équ. de condition. Les quan-
tités 4 4 Bsin®y—.x, évaludes en métres, donnent ces six
erreurs. 5
A + B.0,3g03417 —.0,9929756 , A"+ B.0,4932370 — 0,0934740,.
A+ B.o,4972122. — 0,0034620 , A ~ B.0,51361 17 — 0,9935067,
A + B.o,5663721 — 0,0938784., A4 - B.0,6045628 — 0,9940932.
Comme le coefficient de A est1, I'équ. qui 8’y rapporte est:
formée de la somme des six erreurs. Pour B, on multipliera.
chaque trinome par le facteur qui affecte B, ot l'on ajoutera les
six produits : done ;

6.44-B.3,0657575 — 5,9614793 =0,
A4.3,0657576 4 B.1,5933894 — 3,0461977 = o,

L’élimination donne 4 et B; enfin ,ona

%2=0,990 8755 4 Bsin%y, logB==53,725850,
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LIVRE SIXIEME.

ANALYSE APPLIQUEE AUX TROIS DIMENSIONS.

I. TRIGONOMETRIE SPHERIQUE.

Notions fondamentales.

5g8. ']_‘ROIS plans 40C, 408, BOC (fig. 7), qui passent
par le centre d'une sphere , déterminent un angle triedre O, et
coupent la surface selon des grands cercles, dont les arcs €4,
CB, AB forment un triangle sphérique .4BC; les angles plans
de ce triedre O sont respectivement mesurés par les cotés on arcs
de ce triangle, savoir, 408 par 4B, A0C par AC, BOC par
BC; langle 4 du triangle est mesuré par celui que forment
deux tangentes menées au point £, aux arcs contigus 4B , AC;
ces tangentes , situées dans Jes plans de ces arcs, forment l'angle
die¢dre de ces mémes plans CAOB, c.-a-d. mesurent I'inclinaison
de la face ABO sur 4OC. Donc, les angles plans du triddre O

sont mesurés par les cotés du triangle sphérique ABC, et les

inclinaisons des faces sont les angles de ce triangle. %

Les problémes, ou donnant quelques parties d’un triangle
sphérique , on se propose detrouver les autres parties, sont préci-
sément les mémes que ceux ot , connaissant plusieurs élémens
d'un triedre, on vent obtenir les autres. {1y a six élemens ; trois
angles A, B, C, et les trois c6tés opposés a, b, c du triangle
spherique ; owsilon veut, trois anglesplans a, b, c, et les trois
angles diédres opposés A, B, C du triédre dont il sagit. Ltant
données trois de ces six parties, il est question de determiner
les trois autres. .
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- Puisque la somme des angles plans de tout triédre a4-b-c
est < 43¢ go° (n° 280), les trois cdlés de tout triangle sphié~
Tique, réunis, valent moins de 360°. Il se peut d’ailleurs que-
ce triangle ait pour c6tés trois arcs de g0°; le triedre est alors. .
formé de trois angles droits, comme cela a lieu dans le cube.

Coupons le triedre O (fig. 8) par trois plans perpendicu~
laires aux arétes; nous aurons un 2° triédre O, dont les faces
seront deux & deux perpendiculaires 4 celles du proposé, BA'O'
et AA4'0" 4 AOB, etc. Or, dans le quadrilatére 40B.4', angle
O estsupplément de 4’ qui mesure langle diedre BA'0'A | ou
Vinclinaison des denx plans coupans perpend. dlaface 40.B.Donc
Pangle plan 408, du tritdre proposé, est supplément de 'angle. .
diédre dont il s'agit : Zes inclinaisons des faces du triedre qonstruit
sont les supplémens des angles plans du triédre Proposé; et ré-
ciproquement. Cest pour cela quion nomme chacun des triédres
le supplémentaire de I'autre. Soient A', B, C''les angles diedres
et o, b', ¢ les angles plans du triedre construit; on a

& =180"—4, b'=180°—B, ¢=180°—C... (1)

A =18c°—a, B'=180°—b, €' =180°—c. 5

Chaque angle di¢dre devant étre plus petit que 2 droits, Ia
somme des trois est moindre que six; ou la somme A-+4B4-C
des trois angles d'un triangle sphérique est toujours < 6 3< go°.
Diailleurs cette somme surpasse deux: droits’, puisqu’en ajou-
tant nostrois premiéres équ., on a ; )

A4BFC=6Xgo° — (a4 b ~+¢),
et que, @' 4 b+ " est <4 X g0°

Les six problémes de la Trigonométrie sphérique sont ré~
duits a trois : qu’on donne, par ex., les trois angles 4, B, C,
et qu'on cherche les cbtés @, b, ¢; il suffira de résoudre un
triangle sphérique dont on connaitrait los cétés o', &, ¢, sup-
plémens de 4 , B, C (équ. 1); lorsqu’on en aura trouvé les
angles 4', B, ', les supplémens seront les cotés a, b, c de~
mandés.

599. D'un point quelconque A4 (fig. g) de aréte 40 menons
4D perpend. sur la face opposée BOC du tricdre O, et du
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pied 12, les perpend. DC, DH, sur OC, OB enfin, les droites
AC, AH, lesquelles sont perpendicnlaires sur ces mémes arétes
(n° 266, 62.); les angles ACD, AHD , mesurant les inclinai-
sons des faces sur la base BOC, sont € et B, ACD=C,
AHD = B ; d’ailleurs les angles plans en O sont les ebtés a,
b, ¢ du triangle sphérique; enfin, menons DF paralléle et CF"
perpendiculaire a 0.

1°. Les triangles ACD, AHD), rectangles en D, donnent *

AD = AC.sin C=— AH sin B}

les triangles rectangles 04C, O4H donnent 4C=A40.sinb,
AH = A0.sinc; en substituant, sinbd 3<sin C==sin € X sin B.
Donc les sinus des angles sont proporlio‘nnels aux sinus des
cdtés opposés I
ind_snd_nC
sina S1n - sine

2°. OH=O0F-+FD;cherchons ces trois parties. Les triangles
rectangles ADC, FDC donnent, a cause de AC = 40 .sin b,

DC— AC.cos C—= A0 .sinb.cos C,
FD—=DC.sina=A0.sina.sinb.cos C.
Des triangles rectangles OAH, 0AC, OEC, on tire
OH = AO .cosc, OC= AO.cosb,
OF = OC.cosa=A0.cosa.cosb.

Donc, en substifuant, et 6tant le facteur 40,
cosc = cosa.cosb 4 sina.sinb cos C. . . (3).

De méme
cosb = cosa.cose t-sina.sinc.cos B,

cosa = cos b.cosc +-sinb.sinc.cos 4.

Le cos. 'dun cité est égal au produit des cos. des deuz
autres cotés, plus le produit des sin. de ces deux cdtés par le
cos. de Uangle qu’ils comprennent. Tl serait aisé de prouver
que I'équation (2) est comprise dans (3), qui est le fondement
unique de toute la Trigonométrie sphérique (Journal Polytech.,
n° 6 ; Géodésie de M. Puissant, I, p. 58).
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L'éq. (3), appliquée au triangle supplémentaire,, en y sub-
stituant les valeurs (1), donne
—cos C=rcos 4.cos B — sinA4.sinB cosc. . - (4).
Enfin, mettant dans I'équ. (3), pour cosb, sa valeur tirée de
1a suivante , puis 1 — sin®a pour cos®a, supprimant cosc, puis
le facteur commun sina, il vient
sina.cos ¢ = sinc.cos a.cos B ~-sinb.cos C. . . (5).

Chacune des équ. (4) et (5) en donne deux autres par un simple
échange de lettres, comme on I'a fait pour Iéqu. (3) ; mais il
est inutile de nous y arréter. Pour appliquer nos équ. a la
résolution des triangles sphériques,, il ne restera plus qu'a les
préparer ; dans chaque cas, pour les rendre propres au calcul
logarithmique.

Reésolution des Triangles rectangles.

Boo. Supposons que les faces @ et b du triddre soient per-
pendiculaires, ou que I'angle € du triangle soit droit; nos for-
mules 2 4 5 deviennent, ¢ désignant Lhypoténuse ,

(m). . . . . sinb=sinc.sinB,
(7). . ... cosc=cosa.cash,
(p)- ¢+ - . cosc —=cotd.cotB,
(q). - . . tanga=—tangc.cos B.

Divisant (m) par (g), il vient
sind 5 :
e cosc.Tar'lgB, ou sinb.cosa=sina.cosc.tang 5 ;
mettant pour cosc sa valeur (), on trouve
(). . . tangb =tang B.sina.

On peut dans (g) échanger les cotés @, b de 'angle droit I'un
en l'autre; d’oit tang b = tangc.cos 4 ; divisant (m) par cette
si

Tl n B
derniére, on a cosh = cosc 3 Sos 7 ©t mettant pour cosc sa

0
valeur (),
(s). - . cosd =cosa.sin B.
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Ces six équ., qui se prétent au caleul des log., servent & ré-
soudre tout triangle rectang[e sphérique , ainsi quion le voit
dans le tableau suivant, ou Ion a distingué chaque cas et.indi-
qué I'équ. qui s’y rapporte. Ainsi, lorsqu’on youdra résoudre
untriangle sphérique, on mettra la lettre € a I'angle droit, et
Pon placera A et B aux autres angles., dans I'ordre indiqué pac
le tableau, en fajsant accorder ces lettres avec celles qui y ex-
priment les données et les inconnues. L'équ. indiquée dans la

derniére colonne est celle qu'on cherche. Le probléme a deux.

solutions quand 'inconnue est unsinus. 77oy.p. 209. -

11 est inutile de dire quion fera bien de convertir les: tang.
qui sont en diviseur en cot. facteur, etréciproquement, parléqu.
tang 3 cot=1 ,attendu qu'il est plus aise d'ajouter les lng que
de les soustraire.

Au reste,, nos équ. sont faciles a énoncer en langage ordi~
naire : (m) revient au théoréme (2), n° 599 : (1) et (p) revien-
nent a dire que le cos. de Chypoténuse est égal au produit des.
cos. des cGtés de langle droit, ou bien au produit des cot. des
angles obliques; etc.

Ttant donnés Trouver . Toqu.
8 bté CR e 0 L L T PO B A e IR s S A ey n
s ;'l" Bate :“ { » a | I'angle 13 comnpris entry cdtés donnds| g
! Iypote, , b | Pungle B opposé an cdté donné b.. m
o
S | deaxcbids {a, 5| PhypOtnase (0, tidlin.s oo s aitsia s sdiihda n
= (dePangledr.\a, b | 'un B des angles obliques........... R
A B Ty POrEnUSE (€ vy o/o/m tn sisidibrsls o 18 P
DEUX ANGLES...-} #,B| 'una des cdtés de Pangle droit s
= A,c|le3eangle B.......c...., i
: 3 l;f;] angleﬁ L {E ye | le cuu a adjacen * o z
=S yPoes tp e | lecié b opposé & Iangle donné B-...| m
:‘ wn edtéde B, 5 | Ihypoténusec .....oi.ieuinn. m
A { Panglear. ct{]f, b | le 3e cbté a de ' '\nale droil r
a |langle opp. L 4, a | I'angle B adjacent au c6té donr s
=z
= [ uncdtéde ¢B,a | V'angle A opposé au cdté donné a. s
& | Pangle dr. (‘l{ B, a | Phypoténuse ce- o uiuia i s q
& \Pangleadj. LB, a | le cdté & de Pangle droit..... r
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Reésolution des T'riangles obliguangles.

6o1. 1. Cas. Etant donnés les trois cités a, b, c, trouver
un angle C. ’
cos ¢ — cos a.cosh Dy oy

sina.sinb _’ quil sagit
de rendre propre au caleul des log. Mais 1 == cos € équivaut
(I, n°358) 4 acos®: C etasin®: C; d'oi

L’équ. (3) donne cos C=

cosc—cos (a-b)

cos (a—b)—rcos ¢
sing.sinb

2c0s* L C=
s
sing,sinb  °

,osin?} C=
On convertit la différence des cos. en produits (voy. bas de la
p-358, 1" yol.); on a

sins 2 C:sini(c—a—!—-b)Xsin%(c+a-—-b)

sina.sind

On en dira autant de cos*2 C. On fait enfin, pour abréger,

op=—a-~+b4c,
sintd C__ln (p—a).sin (p—1b) me“c_smp sm(p—c)
sing.sinb sina.sind

Yang”—C.—sm (p—a).sin (p-—b)
3 sinp.sin (p =T

e(d):
(Zoy. n° 608, 1°.). :

6o2. 11¢ Cas. Etant donnés trois angles A, B, C, trouver
un coté c. Ces équ. sont appliquées au triangle supplémentaire

(n° 598), en mettant ', &, ¢, €, poura, b, ¢, C; puis substi-
tuant les valeurs (1), et faisant

oK =A+B+C,

costom— cos (K—.—A) .c'os(K—-B)’ sintl —cosl(;gtﬂ(-C)
sind .sinf sind.sinB
s eSO LIS = Ol
118)a o cos (K—dA)cos(l{—B) """ * e).
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603. III° Cas. Etant donnés deux cbtés et angle compris,.

il v a deux problémes & résoudre, selon qu’on cherchie le 3®
coté, ou un angle.. ;
122 Trouver. le 3% c6té ¢; opposé a langle donné C, connars-

sant a, b, C. Soit déterminé un arc auxiliaire ¢, parl'équ. (¥}«

tang g =tangb.cosC. ..... (f')3.
mettant dans 'équ. (3) la valeur de cos C,
€05 ¢ = cosa.cos b—{-sina.cos b.lang @
cos b . : ’
—=—— (cosa.cos @—-sina.sing) ;.
e o+ ?)s

cos b
cos c‘_‘;gq—px cos(a—p)..... s

(") donne d’abord ¢, ensuite on tire ¢ de (f).

9°, Trouver l'angle G, opposé au cité donné ¢ , connaissant:

2 k sin B.sinc
B, aet o (u0y.n° 608, 2%.). L’équ. (2) donne sin b=*——sin T

substituons dans (5), et divisons par sinc , nous avons
sina.cot c= cosa.cosB—+sinB.cot C... (6)..
Qu’on prenne un arc auxiliaire {7, tel que (*¥)

tang, ¥ =tang c.cos B. . . . . sieclE)

(*) Soit abaiss¢ de Pangle A (fig. 7) 'axc AT perpend. sur CB; notre
wiangle ABC sera coupé en denx, qu’on résoudra séparément. Nommons.
Q= ¢: le triangle AC1, dont b est hypoténuse, dovne le edté ¢ de angle
droit, par I'équ. (g), qui équivaut d ("), et Parc perpend. 41 par Téqu. (a)y
cos A1L.cosp— cos b. Ensuite, connaissant AL et IB=a — ¢, le tiangle
AIB donne (équ. n) cos ¢ = cos AI.cos IB, €qu. qui revient & ( f). Notre
transformation revient done & décomposer le triangle sphérigne .4 BC endeux
autres qui sont rectangles.

(**) Notre triangle 4B C (fig. 7) est encore coupé en deux par Vare AF
perpend. & CB ;4 est le segment BIL Lare A1 se tire de ALB par Iéqu. (q)s
qui est la méme que (g7) , et (r) donve tang 4/ = tang B. sin 4. Davsle
wiangle A1C, CI=a — | et 4 sont conaus, et P'on trouve € parl'équ. (1),
qui prend Ia forme (g).
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Eliminant ¢ entre ces deux équ.
sina,cos B=tang (cos a.cos B-tsinB. cot C),
cot C= cot B (cot ¢.sin a—cos a) ,
cotiC= %}«% Xsin(@—4). ... (g):
‘équ. (g”) donne 4 ; ensuite C résulte de ().
6o4. 1V® Cas. Etant donnés deux angles et le cité coms
pris,, on cherche un coté, ou le 3¢ angle. .
1°. T'rouver le cité ¢, opposé d Langle donné C, connaissant
B, Ceta (voy. n°608, 3°.); cherchez I'arc auxiliaire @ par
Iéqu. (¥
cote—cosa.tang C. . . . (h)3
éliminez € de léqu. (6), et divisez par sina,
cot ¢ =cota (cos B+-sin B.tang ») ,

cot a
cotc_mXcos(l}—m). o (s

2% Trouver Langle C, opposé au c6té donné ¢, connaissant
A, B etc. Les équ. (fet f7) appliquées an triangle supplé-

“mentaire (n*548), d'aprés les équ. (1), et remplagant ¢ par

90° — p, donnent
eOtg=—iCos/C tanp Bor (o by e (1) i
cos B A 7 5
€0s C= ——— Xsin(A—p). . . >
o sin (d—p). - - (D)

605. Ve Cas. Ztant donnés deux cdtés etun angle opposé,
on a trois problémes , suivant qu’on cherche le 5° c6té, on les
deux autres angles.

1% Trouver le 3° cdté a, connaissantb, cet C; les équ.
(f et f*) donnént

tang. ¢ = tang b.cos C, cos (a—g) = > ©-C%5@
2 cos b
la 17 équ. fait connaitreo, la 2® g — @, et par suite a.

!

(*) Iei Parc perpend. est abaissé de Pangle B surle cété opposé b; w est
Pinclinaison du plan de cet are sur celui de Phypoténuse BEC; Pégu. (W) revient
a(p); Péqu. (g) donne tang. de I'urc perpend. = tung a.cosw, puislégn. (k).
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2°. Trouver Uangle B, compris entre les cotés donnés aet c |
connaissant a, ¢ , et C; les équ. (h et &) donnent

cote==cos a.tang C , cos (B —a)==cos a.cot c.tanga.

3°. Trouver langle opposé a Pun des cdtés donnés : voyez
équ. (2), n° 3gq.

606. VI° CAs. Etant donnés deux angles et l'un des cotés
opposés, on peut chercher le 3¢ angle ou I'un des cotés.

1°. Trouver Langle A, connaissantB, Cet c; les équations
(zet?) donnent
cos C.sin p

\ COST

cotp=cosc.tang B, sin(d—;p)=

2°. Trouver le 2° cté opposé d Lun des angles connus; équ.

(2), n° bgg.
" 3° Trouverle ctéa, compris entre lesangles donnésB et C,
connaissant B, C, et c. Les équ. (getg’) donnent

tang = tahg c.cos B, sin (@ —+) = sin~} . tang B . cot C,

60o7. VII. Cas. Triangles isoscéles. Les propriétés d'égalité
des parties ont lieu comme pour les triangles rectilignes , et
se démontrent de méme. De ces quatre choses, Langle B du
sommet, la base b, l'un a des cotés égaux et un A des angles
égaux, deux étant données, il s'agit de trouver les deux autres.
Soit abaissé du sommet % un arc perpend. sur la base b ; résol-
vons le triangle rectangle .4BC’ ainsi formé, o a désigne Vhy-

poténuse , et 1 b 'un des cotés de Pangle droit, % B I'angle op- .

posé.
’équ. (m) devient sink b==sin} B X sina,
() v . cosa—cots B cotd,
(@) . ... tang tb—tang a X cos 4,
(s) - ... cosiB=cos%b ><sin 4. ;
Ces équations, qui contiennent toutes les combinaisons 343

des ares 4, B,a, b, donnent I'un quelconque , les deux autres
étant connus.
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608. On se sert aussi quelquefois des analogies de Neéper.
1° L'arc AI (fig. 7), abaissé perpend. sur €B, détermine
les deux segmens Cl=t, IB=s, que nous nous proposons
de trouver , connaissant les trois cotés. L’équ. (n) appliquée
aux deux triangles rectangles 4CI » ABI, donne
03 == cost.cos AT, cosc=coss,cos Al

doi cosb _ cost __cosb—cosc __ Cost—cos s

== S — .
COsC  Cos s Cosb - cosc ~ cost--coss

Les formules du bas de Ia page 358, 1°F vol. , donunent

tang 3 (c4-b) .tang 2 (c—0b)=tang ! (s 4-#) tang i (s—1),>
tang; (t—s) =tang 4 (b “+c).tang L (b —c)cot ¢ ¥

puisque t~4=s=c. Ainsi, connaissant les trois cotés a,. b, c, cette
équ. fera connnaitre f— s — » puis les segmens ¢ = & (c+ k)

B > /4 ¢
s=3 (¢c—1£), et par suite résolvant les denx triangles rectangles
ACI, ABI, oit ets sont connus, I'équ., (g) donne

cos C—= tangt. coth , Cos B=—= tang s, cotc.

Ce calenl s'emploie sur-tout lorsqu'on veut trouver 4 la fois deux
des angles du triangle proposé.
‘2°. Changeons @ en ¢, Cen 4 dans I’
ajoutons ces deux équ. ; nous ayons
'
sin (@ - ¢) =sin (a+- ¢).cos B ~4sin b (cos C-cos ),

on ‘sin (a4 ©).sin B.tang L B— asin b.cost (C-A).cos 1 (C+4)
a cause de 1 —cos B=sin B. tang 3 B (M, n°3bg) , et des équ.
du bas de la page 358, 1% vol, Drailleurs, équ. (2) p. 148,

sina.sin B =sin b.sin Ay

sin c.sin B =sin b.sin €5

qu. (5) page 199, et

d'ont sin B (sin @ == sinc) =sin b (sin 4 == sin C),

sin B.sin (a=£c). cos s(@zc)=sinb.sin H(A4E0).cos H(AC).

Divisant cette équation par celle ci-dessus, ot I'on a fait

sin(a+c)=2siu~‘,-(a+c).cos§(a+v),
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1 vi /a1

1l vient , en réduisant ; i

tang + (4 -4 C)=cot} B X mc),

sin 3 (a —¢)

sin X (a+c)

Connaissant done deux cblésa, c, et langle compris Bl,tcei

) ==q, d’ou résulten

équ. donneront & (A4 C)=p, (4 —C)=q, d ouresuite

les angles 4=p+q, C=p—q. ; E i
5°. Ces équ. applignées au triangle supplémentaire (1 99 )

tang 3 (A4 — C)=cot ; B X

deyiennent

! cos [9)]
tang % (@ + c):tqng;b Xcos, 150
sink (A4—C)

tang} (¢ —¢) =tang 35 X S

Quand on a deux angles A, G, et le coté comprisb, ces équ.
déterminent les deux autres cotés a et c. - %

6og. D'aprés cette exposition, pour fesnudx:e un 'Trlarlgja
sphérique proposé, il faudra consulter celui de nos 7t c]z:b ?::t:e)sr
rapporte; remarquer, dans le te’xte, que?le.s sonuess. o
employées & y désigner les données et l‘es inconn 5 dau;
placer 4, B, C aux trois angles ’d}.l trl.tcmgle prop?sc', e
Yordre qui s'accorde avec cette desng‘xa’rmn. L% solmmn
probléme s'obtiendra ensuite par un ca;cul. loganthmlq.uel. :

Les tables ne s’étendant que jusqu’a ‘qo’°, }1 faudra ayoir e%ar
aux siglies des diverses ligneslirigonometrxques des fr?rnllu.es.
en examinant si les arcs donnés surpassent g‘o". On fera fmvf;.
chaque log. d’un —, quandl sera celui dfun\facteur 1§egadh 4
On devra éviter de confondre i placés a la droite ::
logarithmes , avec ceux qui. sont a gauche‘, pour r(;]ars}?l%ieb‘x;(g]s.
ces log, doivent étre soustrails » -Comme provenus .e div i
On procédera ensuite anx additions ?t sousrr?chona };rzz L
par les équ., et Pon marquera le résultat d’un — p a]lre =
droite , quand les signes des f:{cteurs sc,mnt en nlr;m:m }es
pair, pour indiquer que le produ:F chercjhe est negatle n(dre_y':.kms
ex., pag. 102 , 109, 208). Alors il ne faudra pas pr
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la table I'are < que go°, qui répond a ce log., mais I'arc dont
la ligne trizonométrique cherchée porte le signe —, d’aprés la
régle donnée, p. 353 du 1° vol, ( voy. les caleuls, p- 103).

610, Mais qu'an log. soit suivi d'un +,0udun—, il ya
toujours deux ares qui y répondent ayec ce méme signe, et
parconséquent deux solutions an probléme; & moins que 'une na
se trouve exclue par des circonstances particulieres.Sil'on cher—
che un angle, comme deux-faces du trisdre sont toujours in-
clinées de moins de- deux angles droits | tout angle est’< 180",
Deux plans passant par e centre de la sphére, y forment quatre
segmens, dont les arcs ont 180%; et le 3¢ plan, qui achéve Je
triédre, réduit ces arcs ; d'ow Fon voit que chaquercdte-est aussi
< 180°. Dailleurs, on prouve ici, comme: pour les ‘triangles
rectilignes ( n® 202, 1g6), que 13 wiantob adnsizih gl

Les cdtés les plus grands sont OFposes aux plus grands
angles. ;. SN e T A

Deux triangles sphériques sont égaux lorsque trois c6tés),
ou trois angles , ou enfin deux angleset un cte adjacent sont
Tespeciivement égaux, 5 ¢

On e peut donc tomber dans un cas douteux, que quand on
donne un angle et un cdié opposé, outre une 3¢ paltie, ce quise
rapporte aux casV et VI; mais il faut que ces deux solutions §’ac-
cordent avecle 1% de nos théorémes, DanslecasV, 19, la valeur
de cos (@ — ¢) donne pour a— ¢ non-seulement I'arc » <<go°,
que la table indique , mais anssi 'arc — 72 ; d'oiy g — =y
@ =0 n; ce sont les denx solutions de la question. I| fant
rejeter celle qui donnerait @ > 180°, o ¢ négatif, ou qui
opposerait un angle plus grand 4 un c6té moindre : nos denx
solutions ne sont admissibles que si aucune de ces conditions
ne se réalise,

Le cas VI présente une analyse semblable,

611. Voici des applications de nos formules :

1. Etant données les longitudes et les latitudes de deuz villes
trowver leur distance sur la sphére terrestre, Cestle péle (lig. 7):
A et B les deux villes; les complémens des latitudes sont Jes
distances C4 , CB au pole; Fangle Cestla différence des Jon-

3. v
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ri£u.dcsi enfin, -413 est la distance qh.emh?e' OZ' EQ::?I‘GW““
.ge’ux cblés éﬁ I'an‘gl'g comprid G A3 Suansla i e

au 3° cas, 1°., & G Lot Lo s A nples di

o "l’e c;a,;,‘:lg pour Paris et Buenos-Aires, dontles dxstan;“
;v‘-)‘l:; st 6=41°9',47"> b= 124 55 26" différence dos
PP AR SR Gir=dt] <967 : a3 ?
méridions & 780" PLadsc oo

ogcos b= 9,7541251 —

a 1613961 ~— Tog cos

:Og;:gé‘: ;:5895325 log cos (a-—p) = 9,37;15;-!4!4
e ol 050480806 — ., [, [ r=log cos g = rSlpiia ie:
log Faﬂﬂﬂz — 35013537 logeoso = 9,21-‘5’9 7
P 5 -5.23.40 f T e = gg°2435

¢ RS ubiad, :

i i suit le log cos.
i >9o?, 4 cause'du 'signe — qui suil z
is unare >»9o?, B
Doﬂmi\ P: um degré dergrand cercle du globe vaut 111 111 gwkt.rl?,
2 {. i3 ) ilo=
f a'?ance de Paris a Buenos-Aires est d’environ 1}04
adis

meltlwgﬂe\dun; un angle NSM a Zhorizon , 'c.-é-dir;, ‘enot;ouvrei:
e manpar or it i
it ’la verticale $D, deux droites
gllll;'fo?‘ll\sntd?i:;;ejll:;se:iciv;:;in'ts M et {V d.e !'hori.zon t;];l
s’ag,i,t "tl‘e‘x,’dé'duire I'angle MDN= €, Br?)ectxodn hor;:;; o
de MSN, ‘on Pangle diedre MSDN. Les Equ41§u; p-
solventle proialéme. Yoici uu‘gxemp]e de ce calcul.

e

.7703712911 logsin... g, : 7902
76 51 36 logsin... 9,08t 4;73 5 "
— 38 54 37 : ~19,9;81(:;3
;1 21393 {2 :
p =198 41 51

a=29 421 logsin.,. 9,684565
p‘_b = a9 50 15 logsin... 9,0968296
el 10,4051271 - i
log sin% C=9,7025635. .. § C==30°16'31"
¥ Lrtr (PN @ ¢ e
L'angle C, réduit & T'harizon, est 60‘.’ 33 ;. (t)]:f:x; ;];—
& ent étre évalué graviren §, e
euyent étre évalués sans gt i
22 b ,e: 31' et [V : car les angles SND, SM.D sont coné;_;{e; ¢
illons‘et b, et les angles SINM , SMN réunig valent 180
ea y €

/
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Qnandle point§ est moins éleyé que M etV | Je caleu] feste 1o
méme; g et b sont les distances zénitales de Met N, vusde .

L. Nous terminerons par donner les valeurs de totes les

parties d’'un méme triangléspbérique, afin qu'on puisse s'exer~

cer sur los divers cas qui se peuvent offrir, en prenant pour

données trois de ces grandenrs et calculant les trois autres.
@ = 76°35'36" p 50° 10" 30"

€ == 40°0710",
A=

21.56.19,8 '12_—._4,2__.15.1_5,7 €= 54.15.2,8.
IT. sunracus pr COURBES 4 DOUBLE COURBURE.

Principes. généraus,
ey

‘B10. Pour fixer (fg: 11) a position d'un point M dans
Yespace; on congoit trois axes Az, Ay, Az, qUe nous suppo-—
Serons vectangulaires pour plus de facilité | ct Jos plans 2245,
ady, xdy, qui passent paij ees lignes ; puis on donne la dj-
stance PM | ou 5 =c, de ce Point & sa projection P sur I'un
de ees plans ; ajnsi que cette projection; et par conségue’ntrle_s
coordonnées AN, A4S dy point P, ou x=—¢ » ¥=05:les don-
nées a, b et ¢ ne sont autre chose que les distances ME, MQ,
MP & ces trois plans; ces droites achévent Je parallélipipede
QN.

Bin considérant qu’outre ]’ang!e triedre z 4z
coordonnés forment sept autres triédres,

on verra bient6t qne
la position absolue du point M dans Pespace n'est fixée par les
longueurs de a,b,c, quaut

ant qu'on introduira les notions sur

les signes (ne 340). Aijnsi, au-dessous dy plan Ay, congu

dans son étendue indéfinie , les 2 sont négatifs ; si le point est 4

ganche du plan zdy, vers o, x est négatif ; y Pest en’ arrisre
du plan z.4p, y '

613, Imaginons une équ. entre les troj

telle quef(.r,_y, #) ==0; elle sera indés

2,

, les trois plans

s coordonnées z, y, %,
erminée. Prenons, pour

14..



212 ANALYSE A TROIS DIMENSIONS.

deusx de ces variables, des valeurs quelconques z=0a== 4N,
y — = PN (fig.11); notre équ. donnera, pour z, au moins
wine racinez==c. Si cestréel, on élévera en P la perpend.
PM=c auplanydx, et le point M de V'espace sera ainsi dé~
terminé. Changeant de valeurs pour les arbitraires x et ¥y ce-ded.
prenant & volonté des points P sur le plan xdy, on tirera de
1'équ. autant de valeurs de z ; tous les points M, ainsi nbtenus,
ceront sur une surface, qu'on forme en les unissant par la pen—
sée, et ¢tablissant entre eux la continuité : cette surface sera,
par ex., un céne, un cylindre, une sphére . f (@, y, ) =0 sera
TPéquation de la surface, parce quelle en distingue les divers
points de tous ceux de I'espace. Siz a plusieurs racines réelles,
la surface aura plusieurs nappes; et si2 est imaginaire, la
perpend. indéfinie élevée en P au planaxy ne larencontrera pas.

Si, aprés avoir pris une valeur fixe de y, telle que y=b=24AS,
on fait varier z, Vordonnée PM =z se mouyra suivant SP
pai'allé]e au plan @z, et les yariations correspondantes qu'elle
éprouvera seront déterminées par f(x, b, ) =0, qui ést par
conséquent I'équ. de Pintersection de la surface par le plan $M,
entre les deux coordonnées x et z, comptées dans le plan
QMPS. De méme, en faisant x=a,ouz=c, ona les in-
tersections de-la surface par des plans N, ou QR paralléles
aux yz ou aux xy.

2—0 est visiblement celle du plan xy, 2==c celle d'un plan
gni lui est parallele, et en est distant de la quantité c¢; x =0
est I'équ. du plan yz, x =a est celle du plan quilui est paral-
1éle, mené A la distance a.

614. Le triangle rectangle 4MP donne 2® - AP*=A4M*;
et conuue ontire de APN, AP> = x*+-y°, ona !

@+ y =R,

en faisant 4M — R. Donc, 1°. la distance d'un point a L'origine
est 1a racine des carrés des trois coordonnées de ce point,
2°. Si x, y et 5 sont variables , cette équ. caractérisera tous
ies points de L'espace dont la distance & Vorigine est la méme
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et =R : c'est donc Z'équation de la sphére qui a R pour rayon
et le centre & Torigine.

rSo:ent deux points, I'un NV (=, y, =), lantre M (&, ¥/, 2)
(fig12), n et mleurs projections sur le plan xy, mn est celle

dela ligne MIV=R. Or (n°373), on a
£ mnt = (x — z')* 4 (y —y)~
De plus, MP, parallele & mn, forme le triangle MNP rec-

tangle en P; d'ot MN* = mn* 4 PN*; et comme. . . .
PN=Non—Mm=z—2, ona
E— 2P+ (y —y) '+ —2) =R
IJ'{nestla d;sfance entre les points (z, y, 2), («/, ¥, 2) (¥); et st
n regarde = i ] [ !

o ;},ére d;{a;::'n;;ueet:e;va?;xbles, cette équation est celle

. 3 ont Ie centre est situé au point
M (x5 25 i

g

- 615, Concevons une surface cylindrique droite 4 base quel-
conque (n°® 286 ) ; cette base est une courbe donnée sur le plar
2y Par.son équ. f(z, y)=o. Enattribuant i = et y des valeurs
gul sahsfa.fsent 4 cette équ. , le point du plan xy, que ces coor-.
bonnées det.ermment, est un de ceux de la courbe qui sert de
aase]‘au» cylindre ; la perpend. z indéfinie, élevée en ce point

ulp an xy, est une génératrice de ce corps; ainsi, quelque
;a eur qu'on attribue a z, 'extrémité de cette perpend. sera sur
Ss!!rf-fxce du _cy}indre , en quelque point qu'on la termine

onc, l'équation de la surface d'un eylindre droit est celle de
sa base, ou fx, y) =o.

"

Prgjz :{Jom;n;;;B]\(, nC( fig. 12) paralléles 3 oy, donnent BC = x — 2/ Iz

cction.de MV sur 'axe des x, o i S b

» on voit que la longueur f
. : r i une lign,
d_rms Lespace est lu racine carrée de la somme des carrés de s 2
tions sur les trois ares. %
On a aossi =M. :

i uex z’UP‘__ {111\ .cos IVMP; .donc Ja projection mn est le produit
. g er projetce par le cos. de Pinclinaison ; et réciproquement g
igne dans Pespace est le quotient de sa projection sur un pl % di e
en L il - un plan divisé Ie
wosin "elle fa P a5
¥ us de ] ar.lglc qu’elle fait avec ce plan. Ces théorémes s’¢tendent nu‘ii # 'L
aires planes situdes daws Pespace (20y.n° %53 ) - i

projec-
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Si la génératrice du cylindre droit est perpend. au plandes zz,
'équ. de cette surface est celle de la base tracée sur ce plan, eté.

Le méme raisonnement prouye que Féqu. d’un plan perpend.
a I'un des plans coordonnés est eclle de sa Zace sur cehuici y
c.—a-d. dela ligne d'intersection de ces deux pldns, Seit donc
AB=u (fig. 13), a=tang CBI, x=— az+ «, qui est I'équ.
de la ligne BC sur le plan 24z, est aussi celle du plan FEBC,
perpend. d 24z, et mende sivant HC,

616. Soient M=o, N=o, les équ. de deux surfaces quel~
conques ; chacune distingue en particulier ceux des points de Ies-
Ppace qui appartiennent a l'une des surfaces; ainst lour existence
simultanée appartient & la ligne suivant laguelle ces surfaces
se coupent. Donc, un point est determiné par trois équations
enire X, y, z, qui sont les coordonnées de ce pount; une sur-
face par une seule’équation ; une courbe en a deux , qui sont
celles des surfaces qui, par leur intersection , déterminent cette
ligne. Comme il y a une infinité de surfaces qui passent par
une ligne donnée, on sent qu'une méme conrbe a uné infinitd
d’équations.

3

Sil'on élimine z entre M=o, N=o, on trouvera une équ.
P=oenxety; cesera celle dun cylindra droit, qui coupd
nos deux surfaces suivant la courbe dont il s'agit , et aussi 'équ.
de la projection (n° 272 ) de cette courbe ser lo plan xy. De
méme, en éliminant y, on aura I'équ. Q = o de la prejection
sur le plan 2z, ou du cylindre projetant. =0, Q=0 sont
les équ. de nos denx cylindres, qu'on peut substituer aux sur-
faces dennées ; ce sont les équ. des projections de notre courhe,
et celles de la courbe méme : donc, on peut prendre pour équ.
d'une courbe eelles de ses projections sur deux plans coor-
donnés.

617. Appliquons ces principes & la ligne droite. Nous pren=
drons pour ses équ. celles de deux plans quelconques qui la
contiennent; mais il sera convenable de préferer ceux qui four-
nissent des résultats plus simples, L’axe des z a pour équations
%= 0, y==0, qui sont celles des plans yz et xz. De méme
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E==a,y==p, ont lés qii, duse droite PH (fig. 11 paral-
lele auxz, et détitTe pied P, éuf Ie plad 2y, a potr coordon-
nées o=k, y=—p. OH rhisoniéra 46 midmé pour les aufres axes;
®=0,%==0 sont Ies éqii. dé celni desy, etc. ... :
agowe pay il seaueh gasunkger G SRITIOY

Soit une droite quelconque ZF, dans Vespace (fig. 13) ; con-
duisant un plan FEBC perpendiculaire au plan 2z, BCen °
sera la projection sui ce plan (u° 574); dé méme on projet-
tetd EF e'p HG sir 1& plan yz; Tes équ. de ces projections, ot
des plans projetans; sont cellés de la droite EF, ou

T=az+t«, y=bz+s.
Il sera aisé de voir que «.et 8 sont Tes c@grd'oﬁnées AB, AG,
du point X o la droite £F rencéntre Je plan zy ; et que o et
b sont 1€ tangentes dés angles’ qiié &ed projéctions BC; HG
font avee Paxe Az Fin éliminarit 2, on obtiegt I'équ: de 1d pro=
jection sur le plan &y A
¢ Ay =2 b e s,

5‘18'."Si\11a dr(‘)ite‘l':;[;"j (Gg. 13) passe par un point donné
By, 2'), les projections C et H de ce point sont situées sur
celles de la dreite ; donc, les équ. sont (n°369) ,

=3 =q(z—%), y—y' =bz=—2z).

On trouvera aisément les valeurs de @ et b lorsque la droite
doit passer par un second point (z”, Sy

Quand la droite passe par Vorigine 4 , ses équations sont

Tr—=az, y=bs

11.est aisé de voir. que les projections de deax: droites paral-
1éles ; sur le méme plan, sont paralleles (n°268); donc les équ.
de ces lignes doivent ayoir pour. z les mémes coefficiens o &t 4,
ek différer senlement par les valenrs des constantes & et A.

E’z];ualiorzs du Plan , du Cylindre, du Céne 5 ete.

619. Quellés que soient Tes conditions qui déterminent ia
nature d’vne surface, elles so réduisent foujours, en derniére
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analyse, & donner Ja loi de sa génération , qui consiste en ce
qu'une courbe Génératrice ; variable ou constante de forme,
glisse le long d’une ou plusieurs lignes données , qu'on nomme
Directrices. L'équ. de la surface engendrée s'obtient en raison-
nantici commeau n® 462 ; nous allons en donner diyers exemples
en commencant par le plan.

Un plan DC (fig. 14) est engendré par une droite EF, qui
glisse sur deux autres qui se croisent : les traces BC, BD de
ce plan sur ceux des xz, yz, se rencontrent en B sur I'axe
des z, et ont pour équations, savoir,

BC. iy =—a iy O

BD. . . ago, z2=By+C. .. (1),
en faisant, 48 — C. La trace BC, glissant parallélement la
long de BD, engendre ce plan BDC; Cest ce qu'il s'agit d’ex-
primer par l'analyse.

Soit EF une paralléle quelconque BC, dans I'espace; le plan
projetant EHIF sera paralléle a zx, HI le sera a Az, La pro-
jection de EF sur le plan zz le sera a BC, en sorte que les
équations de EF seront 12

Wi e e e Ao
Pour avoir le lien Z de I'intersection de EF avec la directrice
BD, élinitions x, y et z entre les quatre équations (1) et (2),
il viendra I'équation de condition
E=Bz4-C. .. {59

qui exprime que les lignes BD, EF se coupent. Si donc on
donne & & et & des valeurs qui'y satisfassent , on sera sir que
les équ. (2) seront celles de la génératrice dans une de ses
positions. Concevons done quon mette dans (2) pour @sa va-
leur Ba4-:C ces équ. seront celles'd'une génératrice quel-
conque, dont la position dépepdra de la yaleur qu'on attribuera
a l'arbitraire:«: On en conclut que; si'on &limine « entre elles ,
¢.-a-d. « et g entre les trois équ. (2) et (3), I'équ. résultante

z=dr+By+4C,
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estcelle du plan, puisque x, y et z représentent les coordon-
nées des divers points d'une génératrice quelconque.

C estle z & lorigine, ou AB; A et B sontles tangentes des
angles que font avec les axes des x et des y les traces BC, BD
du plan, sur ceux des az et des yz.

Si Ton fait varier C seul , le plan se meut parallélement ,
parce que ses fraces demeurent parallgles (n° 268).

Touite équation du 1% degré est celle d’un plan.

Deux équations quelconques ‘du 1°* degré sont celles d'une
ligne droite.

Lorsque I'équ. d'un plan est donnée , on obtient celle des
traces sur les plans des xz, yz et xy, en faisant successive-
ment y =0, x=0, z==0; ce sont les équ. de ces plans.
Ainsi, Az 4 By + C=o est I'équ. de la trace du plan sur
celui des zy.

On aurait pu prendre une droite quelconque dans Iespace,
pour génératrice, et la faire glisser sur les traces; ce calcul
plus compliqué , auquel on pourra s’exercer, aurait coaduit au
méme résultat.

620. Le méme raisonnement sert & trouver I'équation du
Cylindre. Soient M=o, N=o, les équ. d’une courbe quel-
conque donnée dans l'espace, sur laquelle doit glisser la
droite génératrice, en restant paralléle a elle-méme (n° 287).
Désignons par

z=ar+te, y=bz+4p .. @), '

les équ. d'une paralltle  la génératrice , @ et b étaut donnés,
« et 8 dépendant de la position de cette droite. Or, pour qu'elle
coupe la directrice, il faut que ces quaire équ. puissent co-
exister; c.-a-d. que, si I'on élimine = ;¥ et z entre elles, « et
B doivent étre tels, que ]"e’qu. finale B= Fu soit satisfaite. Si
T'on met dans (1) Fa pour g8, ces denx équ. seront donc celles
d’'une génératrice quelconque, dont la position dépendra de la
valeur de «; et si 'on élimine ensuite « entre elles, on avra
une relation entre -, Y etz, qui aura lien pour une génératrice
quelconque ; ee sera par conséquent I'équ. eherchée.
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Concluéns dé 14 que pour trotver I'équ. d'te stirface cylin-
drique, il faut éliminer 2, y ét z entre (1) et les équations
M=0, N='6 de la courbe directrice ; puis, dans I'équ. de
¢ondition A= Fe, qui en résulte, meftre & — az potrr «, et

¥ — bz pour g; équation du cylindre est donc de la forme-

§ —bz= F(2 — az), la forme (*) de la fonction ¥ dépen-
dant de la nature de la directrice (woyes n® 705 et 879).

Si, par ex., 1a base est un cercle de rayon r; tracé dans le
planay, et placé comme l'est celui de la' fig. 18, le diamétre 45
sur I'axe des x et lorigine en 4 , les équ. de la directrice sont
Y+ x*=2rx, z=—o0; éliminant X,y et z parles équ. (1)
il vient g*+ * = ore, pour l'équ. de condition (**). Ainsi

(y == bz2)* 4 (& — az)* = ar{x —~ az)
est léqu. du cylindre oblique @ base circulaire; la direction de
Paxe donne les valenrs de a et b. Si cet axe est dans le plan
&z, ond b=o,

¥+ (@ — az)* = 2r(x — az).

Enfin, si le centre du cercle est situé & Forigine, il suffif de fem-
' placer le 2¢ membre par r2 :

621, Soient M=o, N=o. .. (1,

les équations de la directrice quelconque d’une surface co=

(*) Les signes Fr, fx, ex.... servent & désigner des fonclions différented

de x; ils indiquent des formules dans lesquelles Ja méme quantité x entre,

3 ] q quAnilE '3

mais combinée de diverses maniéres avee les données. Au contraire, for, f2

sont la méme fonetion dé devx quuntités diffétentes z et 2: én' sbrie que si

Pon changeait z en x dans celle-ci, on reproduirait identiyuentent Putrec
a ] 7 ;

o), f o ) désign ¢ i Uon faisait v2+a=x, ¢
Jv +'z)’f(b+logz signent qué si Pon faisait /24~ 5
Z——ﬁ:!;_ug—zz x, ces fonctions deviendraient identiques , et = fir.

(**) Gela éstvisible dé sei-métie, puisque'd dt £ sont 1és edordoniiées du
picd de la génératrice. Méme remarque pourle céne. + 4o ¢ .

On pourrait trouver I'équ. da plan, en le considéiant comme un cylindre
dont Ja base est une ligne dyoite.

EQUATIONS DU CONE. 31§

nqué (n° 289). Les costdonnées du somimet dtant a¥ e,

touté droite qui passe par ee point, & potir équ. (48 618)
T —a = an—¢), Y—b=pz—=0). .. (3.

§i. C?H‘E (droite rencontre la courbe s elle sera une génératrice ;
éliminons donc «, Y et z entre ces quatre équ., et a l'aide

des équ. (2), éliminons « et # de T'équ. finale g == Fu, nous
aurons pour le céne une équation telle que

3

i T=a
z—¢ T kT i‘)

Lf'x forme dé la fonction F, dépendant de Ia courbe direc-
trice, est donnée par le calcal nidnta queé nots Verons dex-
poserr (voy. n 7cb et 879).

Parex., si la base ‘est le cercle 4F (fig. 18), ses équ. sont
£2=0, y*+z*=9rz; l'origine est & Pextrémitd A4 du dia~
metre, lequel est couché sur [axe des x5 I'équ. de condition
B= Fi est ici

(a==ac) + (b — pe)? — or(a — av);
dou (az-cx)’+(bz—-cy)‘~_:ur(z-c)‘ (as—cx).
Telle est ]'e’qu.. du cone oblique d la base circulaire, le sommet
S étaﬂf au point (a, b, ¢). Sinous voulons que Paxe $C soit
dans le plan =z , comme on le yoit (hg. 18], onfera b—o et
il viendra £

A2 4y?) F-2c(r—a)wz 4 a(a—or)z® s sgera—gotrs == 6,
Etifin, quand Te cone est droit a = . 1l est alors plus conimode
de prendre I'dxe desz pour celui du cone > ¢t on trouve , pour
e . : LR [ ¥
Téqu. de cette surface ainsi disposée,
S+ ) =7z —c)? 10U 2. v = mi(z— )2,
en nommant m la tangente de I'angle formsé parlaxe et la gé-
neralrice , ou posant mc = r.
Si le cercle de la base n’était Pas fracé dds le plan xy,
mais dans un plan incliné sur les Zy, et perpend. aux xz, o
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étant la tang. de I'angle que cette base fait avec le plan =y, it

faudrait remplacer les équ. (1) par z = dx et 2’4 y*+2*=7".
622.. On peut concevoir toute surface de révolution, comme

engendrée (n° 986) par le mouvement d’un cercle BDC (fig. 15), -

dont le plan est perpend.  un axe Az, le centre J éfant sur
cet axe, et le rayon JC tel que ce cercle coupe toujours une
courbe quelconque donnée C.4B. Nous ne traiterons d'abord
que le cas ot Paxe est pris pour celui des z. Tout cercle BDC
dont le plan est paralléle aux xy, a pour équ. celles de son
plan et de son cylindre projetant , ou
. Z=—f, et tyr=al .. (1)
en faisant 41 =4, et le rayon IC==.

Les équ. de la directrice donnée CAB étant

=0 e dVi==10u Legi (o)

pour que ces courbes se rencontrent, il faut qu'en éliminart
x, y et z entre ces quatre équ., Ja relation # = Fe, 4 laquelle
on paryiendra , soit satisfaite. Si I'on met Fau pour 8 dans (1),
ces équ. seront alors celles du cercle générateur dans une de ses
positions dépendante de «; et si 'on élimine ensuite £, on aura
Péqu. demandée. Ainsi, on éliminera x, y etz des quatre équ. (1)
et (2); puis dans I’équ. finale 8= Iz, on mettra z pour 8, et
V/(x*+ y?) pour « ; I'équ. de la surface de réyolution a donc Ia
forme z = F(a*+ y*) : celle de la fonction F dépend de la
nature de la courbe directrice, et est donnée par le caleul que
nous venons d’exposer. :

1. Soit d’abord pris pour directrice un cercle dans le plaa
xz , et dont le centre soit a l'origine; on a, pour les équ. (2),
y=o0, a2 = 7%, et pour 'équ. de condition «’4-@'=1%
ce qui est d'aillenrs évident par soi-méme ; donc, remettant
a® < y* pour §* et « pour z, on a x* + y*—-z* = r* pour l'équ.
de la sphere (n°614).

I1. Tragons dans le plan xz une parabole située comme on
Je woit (fig. 15) ; ses équations seront y=o0, 2*=29p%; dol
&’ = op@; et

~ SURFACES DE REVOLUTION.
eyt = 2pz,
équ‘l. du Para'l)olo'z'z‘{e de révolution.
III. De méme, Péqu. de I'Ellipsoide et de I'Hyperbolo de de

révolution, dont le 1% axe A se confond avec celui’ des
%, est

5]
&)
-

Az 4 ) = Bizi— A*B*;
le signe supérieur a lieu pour Tellipsoide.

; Iy, Suppo‘sons’ qu'une droite quelconque tourne ‘autour de
J-axe,des %3 cherchons la nature de la surface qu’elle engendre.
Les équ. de cette droite mobile, qui est la directrice , sont

r=a+4d, y=bz+43;
d'od (ap+ 4)* + (bg 4 B)* =a2,
pour équ. de condition. Celle de la surface est done
2+ y* = (&* + b))z’ + o(Aa + Bb)z 4 A - B,
En faisant = = o, on trouve (n° 450) que Iintersection par le
plan yz est une hyperbole ; comme x et &y Dentrent ici qu'as-

semblés en binome 2%+ y*, z est une fonction de 24yt et la
surface engendrée est un hyperboloide de révolution,

‘Cep’endant, si la droite ‘génératrice coupe 'axe des %, ses
deux équ. doivent &tre satisfaites en ‘faisant @ =y=—=oetz=—c;
d'ots A=—ac, B——bc; donc on a ;

(@4 5*) @g—c)*=2z° S
qui appartient 4 un céne droit (n°® 621).

Pour trouyer I'équ. d’une surface de révolution dont l'axe a
une situation que]conquev, il faut ou recourir 4 une transforma-
tm\n de ,com-donn.ees (n° 636), ou traiter directement le pro-
bléme d'une maniére analogue 4 la précédente (voyez n° 62g)

Problemes sur le plari et la ligne droite.

623. Remarquons, comme au n® 375, quon peut se Propo-
ser deux genres de problémes sur les surfaces. Tantot il s"agit
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; et
de déterminer les points qui jouissent de cerfaines propriétés ;

tant6t de donner a la surface une position on de’s dimensions
telles, qu'elie remplisse des conditions demandées. lDa11§ le
1¥eas x, ¥, % sont lés inconnues; dans le o¢ il faut déterminer
quelques constantes de I'équ. d’une maniere cmn‘ena'b\e.‘ Les
conditions données doivent, dans tous les cas, condmr.e S
tant d’équ. que d'inconnues, sans quoi le probléme serait uzde-
terminé ou ahsurde. Nous allons appliquer ces considérations
générales an plan. ; : ) J
. 894. Trouyer les projections de Uintersection de deua’ plans
aonnéx par leurs équations
z2=Adx+ By+C, Zmd'x+BCy+C".
Ean éliminant z, on a la projgctieu sur le plan ¢y,
(4d—4)x+ (B—B)y+ C—C'=a,
De méme chassant x ou y, :
(A — Az + (4B — A'B)y 4 AC — A C=o,
(B BYs + (4B— 4Bz +BC — Bl=0,
st Tes équ. :des projections sur les plans des yz et ‘des wz.
6o5: Fairepasser un'plan par un, deux ou trots points don-
nés. L'équ. de ce plan étant z== da - By~ C, s'il passe par
le point (@', ¥, &), 0u @& &'==Ax/ 4~ By’ +-C; et retranchant,
il vient B
z—d = Mz—a)F B (y—y);
cest 'équ. du plan qui passe parle point («', ¥/, 2"). Le pro-
bléme resterajt indéterminé si lgs constantes . et B n'étaient
pas données, & moing, qu'elles ne fussent lides'par deux «équa'—
tions dont il faudrait les dédujre. 8i, par exemple, le plan doit
étre parallele & un autre, 2 == 4z~ By - €, on aura
A=A BB
(i)uand'le plan doit passer par un 2¢ point (z”, 9% el , on
a_z' = A%" = By' 4 C; ce qui laisse une constante arbitraire,
¢t pexmet de faire passer le plan par un 3¢ point, ete.

o
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- 626, Tyouver le point d'intersection de'deux dygites.
équ.dela .. . =0z a4, yrbat g,
équ-de lant. . .. ws=aebd, y=Uadg.
Pour le point cherché, =, y et z satisfont & ces quatre équa~
tions; éliminant, on trouve V'équation de condition
(r=a)b—b)=(E—§) (@—a).
Sielle n’est pas satisfaite les lignes ne se coupent pas ; et si elle
Test, le point d'intersection a pour coordonnées
i du—aa’

=G = .~
d—a  b— bo TR

. Wa—1bp

ey

Z==

627. Trouver les conditions pour qu'une droite et un plan
coincident ou soient paralléles. Soient les équ. du plan et de la
droite § 4 o

2= dz+By-+C,

x=mazA-w, y=bz-4g;

en substituant az 4 « et bz + £ pour x et y dans la 1re,
2(Ada+Bb —1) 4+ du 4 Ba4C—o,

_ Si la drojte et le plan n’avajgnt qu'un point de commun , on

€n-trouverait ainsi les coordonnées ; mais pour qu'elle soit en~

tierement située dans 1¢ plan, il faut satisfaire 4 cette ‘équ, quel

que soit z; d'ont (n° 576), I S

Aa+Bb=1, Aa+ B C=o;

ce sont les équ. de condition cherchées.

Sila droite est simplement paralléle au plan, il faut quen Jes
transportant parallélement jusqu'a Iorigine , la droite et le plan
coincident ; ainsi , cés équ. doivent étre. satisfaites en ¥ suppo-
sant &, g et C nuls; doir
; Aa~+ Bb —1 =g,

628, Exprimer qu'yne droite est perpend. ¢ un plan. Le plan
projetant la droite sur les @y est 4 la fois perpend. au plan
donné, et 4 celui des Zy; ces derniers se coupent donc suivant
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3); c.-a-d. que la
une perpend. au plan projetant ( 0% 272 et 923) c tt: gmitg i
trace du plan donné sur les xy ?st per.'pex}d. z;.utrolx:3 ;]an e cois
j ; ite 3 rojection s
le plan projetant, et par snite a ap P o
dx‘(l?ite dgnnée, Donc, lorsqu’une ligne est .perpend‘. 4un ;:lvind ,—,m‘;_
traces de ce plan et les projections de la llgn.e sc:nt at anfmme 5
el é t de la droite étant, ¢
D’apreés tela, les équ. du plan e : L
mmiéro qui {)récéde, celles des traces du plan sur les 2z etyz,
o 2=Adx+4C, z2=By+C,
) S O Aok ___(_','
ou I:ZZfz, y—B B’
la relation connue (n° 370) donne
A+a=0o, B+ b=o.

Cette équ. détermine deux des constantes du plan 02 de lz::
droite qui lui est perpendiculaire. Les autres (‘:(?nutante:, evro!
étre données , on assujéties a d’antres ccmdltmn.s(i e

629. Lorsque I'on veut mener un plan perpend. a la
donn.ée; I'équ. de ce plan est

z 4+ ax + by =C. :

Les coordonnées du pied de la droite sur ]-e plan .z);

nt « et 8; la sphére,, dont le centre est en ce point, a pou
0 2 , de
b . o 6]4)
équation (n B 28

E— )t (y— Bz =1
Ces deux derniéres équ. appartiennent donc & un cercle dmllt
lAen lan est perpend. & la droite donnée; le rayon de ce cercle
e 7 5
et fa situation absolue dépendent de r et de C. o

Soient M= o0, N=0, les équ. d'une courbe; pour qu'elle

i e ' é issent co-
coupe notre cercle , il faut que ces quatre.'egu. pul?ser:1 o
exislt)er' en éliminant =, y et z, on a une équ. de con

3
r==F(C), et remettant

%+ ax by pourCet \/[f('z:—-':)’—}—(_y—,s)’—)—f] !)our r,l
aura Péqu. de la surface engendrée par la révolution de la
n ; , ;
zourbe donnée autour de I'axe quelconque.
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630. Si an contraire le plan est donué, et si I'on veut que

fa droite Tui soit perpendiculaire, et passe par un point donné
@5y,2),ona pour les équ. de la droite,

T—2' Az —z') —o, ¥ —y'—+ B(

631. On en déduit la distance

tons I'équ. du plan sous la forme

z2—2') = o,

du point au plan; car 5 Mmet=

2—z' = A(x—i) + By —y)+1,
en faisant L=C—2 1 fz'y By’

Puis. éliminons les coordonnées =

»¥s % du pied de la perpend.,
il vient !

R — L—— o — ma L4 ! —
T irape TRy Y=

Done (n°

— BL
1A B
614) la distance & entre les extrémités est

! WER 7
T VOF+A Ly

632. Trouver la distance d'un point d une droite. T,es
de la droite étant toujours comme n°
culaire, mené par le point donné (af

équ.

627, le plan perpendi-

,‘y’,‘ 25)5 0 pour équation
a(x—x’)+b(_y——_y') +2z2—z =,

Eliminant @,y etz & laide des équ. de Ia droite, on trouye,

pour les coordonnées du point de rencontre , =

_air _ a
x=1+az+bz+¢’ )’—“1+aﬁ+bg+ﬁr z‘l-f:_a*-{—._b:'

\
en faisant  Ar— a(z’ —a) - by — ) =",
La distance P entre les Ppoints

(=, ,2), (=, Y5 "), tout calcul
fait, est donnée par

= — )t ()t oo
(& =)t (Y~ )tz P oy A
a, 15



226 ANALYSE A TROIS DIMENSIONS. : i
633. Trouver langle A quefarm:enl: deu:v dr{nte{s. 2/:::13:‘51;
par lorigine, des paralléles & ves lignes ; 1ang e de e
paralleles est ce qu'on appelle l,angle des c‘.h'(ntelssl‘,]qs
coupent ou non. Soient done les équ. de ces paralléle: :
(). x=az, y="bz, (2).. r=az, y=bz;

31 faut trouver 4 en fonction de a, b, d et .b'. C?txxlf:;z;r;s 1;:
sphere dont le centre serait a l'origine, et. qui a}lralx} ! epnos
ayon : on aura les coordonnées des points SiGsly coup .
:h:oites’ en éliminant x, y et z enire leurs équ. resljectxYes e
celle d’e la sphére, qui est x* —i—y" -+ vz.“ = On ttrom;.].e.s
(@4 b2+ c)2=1; d'ott lon tire z, puis .z:'e ;ye? 4
équ. (1); on accentue ensuite a et b pour ayoir 2, = ety ;

b

L

7 (rn s Bt e 2 B el oY
s 4

a y R
e e ) S T T
= VOt by ey S L e VI e B B
TLa distance D de ces points est donnée par ’ ol
D= (x—z' )+ —y) etc. =g — o2’ —}-3_(}; dan,
3 = #dez?=—1,0na $
o e x’z_'*‘_)’,‘f*‘ 2 ‘r]l ’ltxlz:t%/is—tétés sont 1, 1, etD;
Tespace, un tnangle'ls?sce e]:;-ier. ibeliorle L
Vangle 4 est oppose a ce (' T ek
pour cet angle cos.d —=1—z * =z xx’ +yy - 22, ou

1 4~ad’ 4 bb’ S
cos A= VQa +a+0°) v (i 4a*+5%)

s "u ite fait
1°. Pour en déduire les angles X, ¥, Z, qu 1.mee d.rmtetim.
ec les axes des @, y et z, il faut donner & la 2 l]gm? i

i is i les
‘4 tour la situation de chacun de ces axes, puis r;:ett}re ic o
! fes. Parex., les valeurs que
valeurs de o’ etd correspondantes. P e i
quantités doivent prendre pour que'x _.da Zl" y E;s e
i = = ui sont les équ. de I'axe des &,
yiennent y =0, 2==0, ! 3
‘b’—— o egaf — o0, Si Pon introduit ces valeurs dans notre fo
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mule (*), on exprimera que la 2¢ droite s couche sut Paxe
des x, et on aura cos X — —%ﬁ_, j

g = VommE s

En faisant de méme o = o, b=c0, les équ. € =a'z,

b
(*) Soit la fraction ;%—:TL;:%, que. lon pent écrire ainsi. ..

x® (A~ Bxb=a ) 2
ED sy i en supp que @ et m sont les moindres exposans
de = dans les denx termes. 11 se présente trois cas.

1°. Sim=a, les factetis xa 5 @™ se déurnisent ;

fraction apprache de ;Ti 5> qui est la limite répondant & z = o.

plus 2 déerolt, et plus la

N A~ Bxb-a
°.8im>Sa LS S Xy S Pining isibla
2°.8im>a,ona e dont Pinfini est visiblement
Ia limite ; Ja fraction crolt done sans bornes

30, Enfin, sim < a, la limite est zero. Cette maniére de prendre Iz limite
est ceqn’on appelle Jaire x infiniment petit.
i les exposans a et m sont, au contraire, les plus élevés dans les deux
B
a S
z (A‘-l—xa_b E N

Or plus
(o Ty

m—n

quand x diminue.

‘termes, la fraction se met sous Ia forme

B : -
x croit , et plus les termes 7@=52 Zm=n+++» approchentde zéro, guirépond

Saata: = Ia limi AT Fitaciondes
& inlini 5 en sorte que si @ = m, la limite est }—I,Sla>m, alraction deyient
:z""(A-f—..

LR

M4 ... “)) qui est infinic avee x; enfin, si a < m, la limile est zéro.
On appelle cette opération fuire x infiniment grand.

11 est facile de voir que le raisonnement n
mérateur et du dénomimaten t;

€ porte que sur le 1¢F terme du nu=~
ensorte quon aurait pu d’ahord réduire la frac-

e Axa o e 3 £
5 - 3 i
tion i - Tz - 61 tdeméme de toute autre fonction algébrique, ce qu on

démontrerait par un raisonnemen

t analogue. Concluons donc que, pour
Saire x infini dans une fonction

s U1 faue n’y conserver que les termes oic
cette lettre porte les exposans les plus élevés : au contraire , pour faire x
infiniment petit , i faut supprimer tous les Lermes, ezcepté ceux qui ont
Les puissances moindres de x.

3
s (34 b= ' /it
Clest ainsi que, quand x=c0, %ﬁ se pédaita “;:, =n

5.,
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y=10z déla 2° droite deviennent z =0, =0, qui’ sonf
celles de I'axe des y; ontrouve donc cos Y. Enfin, ¢'=o0, .b :.-o',
donnent cos Z. Donc, les cosinus des angles qu'une droite fait
avec les axes, sont

a
a7 Ok
b
cos Y:—-————V(1 iy

1
cosZ ='|/—(ﬁ-77-'m

5o, Ces valeurs sont aussi celles des sinus de.s angles que la
droite fait avec les plans des yz, xz et xy, puisque ces angles
sont visiblement les complémens de.X ; Y, et Z

3e. Ajoutons les carrés de ces cosinus; il vient

c0s*X - cos?¥ 4-cos’Z = 1.

On peut donc mener dans I'espace une dr?ite, qui _f:ornllz',
avec les axes des x et des y, des angles d(')r?nes Xet Y: mais
Z est éterminé. Cest ce quni d'ailleurs est vmhlt? (voy. n° 637).

4°. Prenons une longueur quelconque MN: (f’l’g. 12), sur une
droite , qui fait dans lespace les angles J.I, ?, Z avec les axes,
et projetons-la sur les x et les y; les projections sont

BC = MN.cosX, et MN.cos¥.

Mais mn ou MP, est la projection de MN sur le plan x{,
:mn — MN.sin Z ; et projetant de nouveau mn sur les © ef est
5y, ces projections sont BC= mn.cosb et mn.s.mﬂ', § étau
Tangle que fait mn avec les @ donf: 1oz, projections 1sorft
BC — MN.sin Z .cosb , et M .sin Z .sin 0; égalant les yaleurs
des mémes projections il vient :

il cos X —=sinZ.cosl, cos¥ =sinZ.sinb. :
Au Lieu de déterminer une direction dans 1’esPace, par le(:is tro:'
angles X, ¥, Z quelle fait a'vec'lea axes, il suffit de omilé_
Tangle qu’elle fait avec sa projection sur le p‘lan‘x‘y (cornl%)ﬂe
ment de angle Z), et angle ¢ de cette projection ayec 1
des x; et réciproquement,
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En ajoutant les carrés de ces deux équ.,ona
€08*X -} cos?¥ = sin?Z = 1 — cos’Z ,
relation déja trouvée (3°.).
5°. Mettant les valeurs de cos X » X', Y...dans cos A, p. 226,
co0s .4 = cos X cos X’ - cos ¥ cos ¥ + cos Z cos Z;

Tangle des deux droites est ;xpl'imé en fonction des angles que
chacune delles fait avec les trois axes.
6°. Si les deux lignes sont perpendiculaires, cos 4=o, et
on a, pour I'équation qui exprime cette condition 5
! 1+ aa' 4 b = o,
ou c0s.X c0s X' 4 cos ¥ cos ¥’ - cos Z cos Z' —o.
634. Lrouver Langle § de deux plans. Leurs équ. étant
z=dx+By4 C, z=d'z+ By C,
si e l'origine on abaisse des perpend. sur ces plans, Tangle de
ces lignes sera égal & celui des plans. Soient donc x=— az 5
=0z, les équ. d’une droite menée par origine ; pour qu’elle
soit perpend, au 1% plan, il faut qu'on ait (n° 628), A+ a=—o i
B4 b=o. Les équ. des perpend. sont donc
Ttdz=o0, y4~Bz=o... x4 d'z=o0, y+Bz—o0.
Ainsi, le cosinus de Pangle de ces droites, et par conséquent’
celui des plans est
1AL BB ;
VA4 B%) (o + A+ B
1°. Silonfait prendre au 2¢ plan la situation de celui des 2%,
Y =oest son équ. ; il faut donc faire 4'= C'=o, et Bl=c,
pour avoir I'angle 7" qu'un plan fait avec celui des zz, On a de
méme les angles U et 7 qu'il fait avec les yz et les zy. Donc

cosh =

e e e o e A
Va+£+5 VQ+ 415
i
e e
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don - o8 L' co52U Hcos’ =1,
et cosh == cos 7 cos T’ - cos U cos U’ ~cos ¥ cos 7',

pour le cosinus de I'angle- de deux plans en fonction de ceux
qu'ils forment respectivement avec les plans coordonnés.
2°. Si les plans sont 4 angle droit
14 44"+ BB =o,
ou  cosTcos 7" 4 cos Ucos U’ 4-cos ¥ cos ' = o.

635. Trouver I'angle y d'une droite et d’un plan. Soient
z=dx4 By4C et x==azte, y=bz48,
leurs équ. L'angle cherché est celui que la droite fait avec sa
projection sur le plan (n® 272); si Ton abaisse d'un point de la
droite une perpend. sur ce plan, 'angle de ces deux lignes sera
donc complément de 4. De l'origine, menons une droite quel-
conque, & ==a'z, y = b'z; pour qu'elle soit perpend. au plan,
il faut (n° 628), quon ait @' =— 4, b = —B. L'angle
quelle forme avec la ligne donnée a pour cosinus la valeur dé-

terminée p. 226 ; done

1 — da— Bb
ViFeF P Vi+L+ B)
il sera aisé d’en conclure que les angles que la droite fait avec
les plans coordonnés des xz, yz et xy, ont pour sinus res-
pectifs

siny —

a 1 ¥
Vv (1 +a* 4 8%)’ /\/(1+a”+b2)’ vV + a4 b%)

ce qui s'accorde avec ce qu'on a vu (n°® 633, 2°.).

T'ransformation des Coordonnées.

636. Pour transporter l'origine au point («, g€, y), sans
changer la direction des axes, qu'on suppose dailleurs quel-
conque, par un raisonnement semblable & celui du n° 382, on
verza qu'il faut faire .

2=, _y'=_y’+ﬁ, z2=2a 7.
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Les axes primitifs Y, 2, sont paralleles aux nouveanx o/, y/, 27,
quels que soient les angles qu'ils forment entre eux ; on doit d'ail-
Ieur? attribuer aux coordonnées «, g, v, de la nouvelle origine,
les signes qui dépendent de sa position (n° 612). Si elle est si-
tuée sur le plan 2y, y=o0; si elle est sur I'axe des % , % et @
sont nuls, etc.

637. Pour changer la direction des axes, en conservant la
méme origine , imaginons trois nouveaux axes Ax's Ay, A5

i . A 7 ;
les qere ax.es ,se'rom‘ ici sti:pposes rectangulaires, et les nouveaux
axes de direction donnée arbitraire.” Prenons un point quel-
conque, puis menons les coordonnées 2, > 2’ de ce point, et
projetons-les sur I'axe des a; I'abscisse o sera, comme n° 383,
}a somie dr; ces 3 projections. Désignons par (xx') angle 2/ Az

OFIn axes des 5 i
‘e par les axes des @ et af, par (¥ 3) langle YAy, ete.
nous aurons
.
2 =x'cos (2'z) - y' cos (y'x) + 2’ cos (z'x)
P / o (-
y __x,cos @) + y' cos (¥y) + 2 cos () p...(4).
L 7
z=ua" cos (x'z) + y'cos (y'z) - 2 cos (2'z)
Cles denx derniéres équ. se trouvent en projetant les =, 3" et
2’ sur I'axe des y, et ensuite sur velui des w.

Telles sont les relations qui servent & changer la direction
des axes. Comme (x'x), (2fy), (2'z) sont les angles que
forme la droite 4z’ avee les axes rectangulaires des x, Yz
a (n° 633, 5°) :

cos*(x'x) + cos’(zy) 4+ cos*(x'z)=1
A
de méme cos*(y'a) + cos*(y'y)cos?(y'z) =1 5., | B)
cos*(z'ar) - cos*( 2y) - cos*(z'z) =1
* Les angles que les nouveaux axes forment
(n°® 633, 5e.)
cos(x’y’) =8, cos(xz') = T, cos(yz)=U., ()
en faisant, pour abréger, :

, on

entre eux, donnent

S= cos(z'x)cos(y'x) +cos(:r:}')cos(y' ) 4~ cos /
1= cos(.r:x)cos( 2'z) - cos(r’_y)cns(-z.f;) ~+ cn:Ef':))Z::Ez}.l':))’
U == cos(y'x)cos( z'x) + cos(y’y)cos(z’y) + cos( y'z) cos(z’b):
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Si les nouyelles coordonnées sont rectangulaires; on a
B0 Bl = To A (D

Les équ. (4) (B)... contiennent les neuf angles que font les
axes &', y/, =’ avec les x, y, z. On voit que lorsqu'on veut

8oy

choisir un nonveau systéme de coordonnées, ces neuf angles ne

forment que six arbitraires, parce que les équ. (B) en déter—~
minent trois ; et méme, quand ce systéme est aussi rectangu-—
laire,, les équ. (D), qui expriment cette condition , ne laissent
pliis que trois arbitraires. L’axe des z* fait avec les x, ¥, % trois
angles, dont deux sont quelconques, et le 3¢ s'ensuit : I'axe
des ¥ serait dans le méme cas il ne devait pas étre perpend.
aux x5 mais cette condition ne laisse réellement qu'une arhi-
traire ; ce qui fait 3 en tout, puisque ces données fixent la situa-
tion de I'axe des 2/, perpend. au plan a ¥

' 638. Au lieu de déterminer Ja position des nouveaux axes
rectangles , par les angles qu'ils forment avec les premiers, on

peut prendre les données snivantes (Mécan. céleste 1. 1, p-59).

Un plan €4y'%’ (fig. 16) est incliné de 0 sur xAy qu'il coupe
selon AC; cette trace 4 C fait avec Az langle Cdx = : dans
le plan déterminé par 6§ et 4, tragons les deux axes rectangles
Axl,. Ay : le 1% faisant avec la trace 4C Pangle C4x2" —p.
Les nouveaux axes sont ainsi fixés par les-angles ¢, et o, qui
donnent linclinaison sur le plan zy du plan 'y, la direction
dela trace AC et celle de Ax’ dans ce plan a'y’, ainsi déter-
miné; l'axe y’, dans ce plan, fait 'angle 2’ Ay’ de go°; et Iaxe
= est perpend. & ce méme plan. Pour transformer les axes, il
reste’ & exprimer les angles 'z, y'®..., qui entrent dans les
équ. A , en fonction des données 8, et @.

Les droites Ax, Ax" et 4C forment un triedre dont on con-
nait deux angles plans ¢ et 4, ainsi que langle di¢dre compris
0. Appliquons icila formule (3, p. 200) de la Trigonométrie
sphérique ; faisons ¢ = (x'z) , C=10, a=+Y et b=¢.

€08 (&%) = cos"Y cos ¢ --sin - sing cosd.

U est clair que pour langle x4y, il suffit de changer ici ¢ en
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9°° +0; de méme go° 4y, mis pour, donne y.4x'; enfin,
en faisant cette double substitation, on ayAy’; done

08 (y'x) =~ cos+ sing -~ sin ¥ cosp cosh,

€05 (2'y) = — sin+) €089 - cos+ sing cosh,

cos(y'y) =  sin+ sin @ - cos @ coscosb.
Considérons le triedre 2'AxC; 'axe Az fait avec 4C un angle
droit (n° 266) ainsi qu'avec le plan CAy'; langle des plans xy
et 2’ 4C est go>— 0, en supposant le plan C4y’ situé au-dessus
de celui des Zy. Faisons, dans I'équ. (3) p. 200,

¢= (2'z), C=gqo°—§, a=9c® b=4];

lous aurons
c0s (z'x) =siny sind 5
€03 (2’ y) =cos sin,
en augmentant < de 90”. Enfin, I'angle z4C étant aussi droit,
et l'angle diédre z.4Cx’ — 90° + 8, le triedre 24 Cx’ donne
Cos (x'z) = — sing sin§,
€05 (y'2) = — cos ¢ sin 0
cos (2'z) =

r
d'ot

d’ont

enfin, cos .

On a ainsi les valenrs des neuf coefficiens des équations (4).
Les équ. de condition B et D sont remplies d'elles-mémes
par ces valeurs, ainsi qu'on peut s'en assurer.,
U

Des Intersections planes.

63g. Lorsque Tintersection de deux surfaces est une courbe
plane, il est plus commode, pour en connaitre Jes propriétés
de la rapporter 4 des coordonnées prises dans ce plan DO(:’
(lig. 17), déterminé par langle 0, qu'il forme avec lo plan xy
et par angle ¢ que fait aveec Oux Tintersection OC de cle;
plaus; nous prendrons cette ligne OC pour
pend. OA, menée sur 0C, dans Je
Paxe des e

axe des &’ : la per—
plan coupant DOC, sera

o R S 1o
. Comme 11‘ s aglt.d avoir en afy Péqu. dela courbe d'intersec-
tion des surfaces , il est clair quaprés avoir fait la transforma-
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r AP ¢
5 xXes T Zy .
tion (A) pour rapporter I'une de ces surfaces aux axes «’,y", 2

il suffira de faire ensuite z’ =0, et on aura son int?ra:echlon
avec le plan 20y, 11 est préférable, dans un cas aussi simple,
de faire 2'=o dans les équ. (4), ét de chercher directement
les cosinus de (x'x), (y'x)... Dans le triedre AO”CB, on con-
nait les angles plans @ =+, b = qc°, et I’angle diédre compris
C=6: donc, I'équ. (3, p. 200) devient

cos (y'x) =sind cosé, don cos(yy)=—=cos{ cosh,
en changeant 4 en go®— ), et ¢ en 180°— 0. De plus

(@z) =4, cos(xy) =sind, (2z)=gc°
Enfin, le plan 2'Oy/, qu'on suppose élevé au-dessus l-ie -cellui
des xy, fait avec I'axe Az l'angle (yz)==go°—6. Ainsi, les
équations (4) donnent

x = & cosd -}y sind cosb
y==a siny—y cosd cost r. .. (E).
2= y'siné

640. Appliquons ces équ. au edne oblique dont la‘hasef;;st
un cercle. Le plan z4z (fig. 18) perpend. au'p]an coupnn?d .
et mené par ’axe SC, sera celuides xz; la sect_lon AB de ce; eu};’
plans, ou l'axe de la courbe, coupe celle-ci au sommet ,”lele
sera pris pour origine des coordonnées.: le plan ‘xAy, parall
4 la base circulaire du cone , sera celui des xy ; il coupe le cone
selon un cercle 4E, de rayon r, qu'on peut regarder comme
la directrice méme (n°® 621) ; ainsi, notre cone, dont le somm;&t
a pour coordonnées a, o, ¢, dont I'axe est dans le plan a3, it. a
base, sur leplan xy, a pour équ. ¢*(z*+4-y*)+-2¢(r—a)xz...=0,
comme p. 219g; le plan coupant 4B étant perpend. aux xz,

coupe le plan wy selon I'axe Ay, et il faut poser J==go° dans ‘

les équ. (E); dou
T==ylcosb, Ay==a, z=_y’ sin. . . (1),
y"*[c*c0s*8 + 2c(r —a) sin b cosh 4 (a* —2ar)sin®f]
¢z’ acry’ (@ sind — ccos B) =o. .. (2).
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Telle est I'équ. de la courbe, qui peut d'ailleurs représenter
toutes les sections du cone oblique (excepté les paralléles a la
base), en faisant varier @, c, 1 etl;les x’ sont comptées sur
Ay, les Y sur AB. 1) est aisé de discuter cette équ. (n° 450),
et de reconnaitre que les courbes sont de méme espéce que pouy
le cone droit.
Sil'on veut que la section soit un cercle, les coefficiens de
' et y'* seront égaux (n° 445) ; d’on
(c*+ 20r — o*) tang? = 2¢(r—a) tang 6,
tang8 —o, reproduit la base 4£ du cone. Quant A I'antre va-
leur de tangh, pour I’iuterpréter, nous ayons
§D ¢ c—atangl
tangS§4D — " tang S AB — =D,
& dDicsa’ s a~f-ctangl
En mettant pour tang  notre 2° racine 5 il vient, toute réduction

faite,
: 3 2
tang SAB — g hale Vet iy S

— A
20°T— @ 2ctr — ¢t e & DE?

ou tang S 4B = — tang SED — tangSEA.

La section est donc eneore un cerele, quand les angles S4B,
SEA , formés avec les génératrices apposées , sont égaux. Le
plan coupant 4B’ étant comparé au cercle 47 dela base, clest
ce qu'on appelle des sections sous-contraires,

Pour obtenir les sections planes du cone droit, il suffit de
Poser @ =r, dans I'équation (»),

3"(c* cos?8— 72 gin® 0)+crx 2cry’(rsinf—ccos 6)=o:
cette équ. revient 3 celle du n° 386.

rendre {gaux, de deux maniéres ,
en effet, les sections sous

Du reste, on ne peut plus
les facteurs de /2 ety"; et
~contraires coincident,

641. Le cylindre oblique, dont la base
comme pour le cone ci-dessus
pour équ.

est un cercle situé
,» et Paxe dans le plan zz, a

Yt (x—=an)= 2r(z — az)
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(voy. p. 218); en y introduisant les valeurs (1), le plan cou-
pant étant perpend. aux xz, on a

Y"(cos*0 + a* sin*0 — 5 sin 0 cos 8) 4~ x* =27y’ (cos ¢ — asin).

La section est une ellipse qui se réduit au cerclequand sin§ = o,
e qui reproduit la base du cylindre, et quand

(a’—])tangﬁ:p,a, ou . tangd==-—tangoe;

(équ. I, n° 35), « étant Pangle que I'axe du cylindre fait ayee
lesz, ou 8 supplément de o,

Surfaces du second ordre.
642. L’équation générale du o° degré est
az*~+by' - cz*+ odxy4-sexz + ) _jz +gx+hy +iz=rF (1).

Pour discuter cette équ., c.-a-d. déterminer la nature et la po-
sition des surfaces qu'elle représente, simplifions-la par une
transformation de coordonnées qui chasse les termes en 5 st
et yz; les axes, de rectangulaires qu'ils sont, seront rendus
obliques, en substituant les valeurs (4), p. 231; et les neuf
angles qui y entrent, étant assujétis aux conditions (B), il ya
six arbitraires dont on peut disposer d’une infinité de maniéres,
Egalons 4 zéro les coefficiens des termes en 2y, x'z’ et y'al
Mais si Ion veut que les directions des nouyeaux axes spient
aussi rectangulaires, comme cette condition est exprimée par
les trois relations (D), les six arbitraires sont réduites a trois ,
que nos trois coefliciens égalés a zéro suffisent pour faire con-
naitre , et le probleme devient déterminé.

Ce caleul sera rendu plus facile parle procédé suivant. Soient
Z=uz, y=pz les équ. de I'axe desa’; enfaisant, pour abréger,

1

= Ve on trouye ( 20y, p. 228)

cos (2'x) =la, cos (z'y) =8, cos (z'e) =1

En raisonnant de méme pour les équ. T=uz,y=p%de Laxe

des y', et enfin, pour l'axe des 2z, on a
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©0s (y'@) = l'a’ , cos ('y) =I¢, cos z)=13
cos (2'x) = I"s", cos @ly) =1'8", cos (5/z) = 1".
Lies équ. () de la transformation deviennent
T=luz! 4 Ly A I,
y — lﬂxl_'— Zlﬂtyl + lll‘allz/,
=l LIy ;e
Les neuf angles du probléme sont remplacés par les six inconnues
“,«, ", B, @, 6" attendn que les équ. (B) se trouvent satis-
faites d’elles -mémes, ;
Substituons dong ces valeurs de x, ¥

; z daus Péqu. générale
du 2° degré, et égalons a zéro les coefficie

ns de x'y, 2z’ et ¥y
(0% + dg + &) &/ | (du - 1g Ff)E dea+ 5 o o,
(ao + d8 + ) &+ (du + b3 4 1) B e+ fs - c=o,
(ae'+ dp'+€) &' + (du'+ bf"+f) 6'+ea"+- S =o0,

L'une de ces équ. peut sobtenir seule , et sans faire Ia subtitu—

tion en entier ; de plus, d'aprés la symétrie du calcul, il suffit
d'e trouyer une de ces équ. pour en déduire fes' denx autres.
Eliminons «' et £ entre 1a 17 et les équ. @ =o'z, y=gzde
Taxe des 'y ; il viendra cette équ. qui est celle d’un plan :

: (aa-f—dﬁ-}-e):c+(d¢+bB+f)_y+(e¢-{-fﬁ+c)z:o (2).
Or, la 1™ équ. est la condition qui chasse le terme x'y’ : en tant
qu'on n'a égard qu'a elle, on pent prendre «, 8, , g avolonté,
pourvu quelle soit satisfaite : il suffira done que P'axe des ¥ soit
tracé dans le plan dont nous yenons de donner Péqu., pour que
la transformée n'ait pas de terme en il

De méme, en éliminant " et g% de la a¢ équ., & l'aide des
équ., de I'axedes 2/, x — a”z,y:ﬁ”z, on aura un plan tel, que
si l'on prend pour axe des 2 toute droite qu'on y tracerait, la
transformée sera privée du terme en 2z’ Mais, daprés la
forme des deux 1% équ,, il est clair que ce second plan est Je
méme que le premier : donc, si I'on ¥ trace les axes des y!
et 2’ & volonté,, ce plan sera celuides y' et 7/, et la transfor—
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mée n'aura pas de termes en z'y’et x'z’. La direct%oﬁ c?e,ces
axes, dans ce plan, étant quelconque, on a une infinité de
systémes qui atteignent ce but; I'équ. (2) sera, comme. o
voit, celle d'un plan paralléle & celui qui coupe par moitié t.outes
les paralléles aux x, et qu'on nomme Plan dmme’frz'zl. Si, en
outre, on veut que le terme en y'z’ disparaisse , la 3¢ equ, (}evra
faire connaitre «” et 85 et I'on voit qu’il y a une ir:ﬁmte d'axes
obliques qui r emplissent les trois conditions il_nposetis.

643. Mais admettons que les &', y" et &’ doivent étre }‘e/ctau—
gulaires ; I'axe des 2’ devra étre perpend. au plan des y'z d.ont
nous avons trouvé I'équ.; et pour que x = uz, y= Bz solent

les équ. d'une perpend. a ce plan (2), il faut que (n°628)

ae+dg+e = (e fB+c)z... (3),

de -+ b8 +f:: (e¢+f[3+c)ﬂ. K )1
Substituant dans (3) la valeur de « tirée de (4) , on trouve

a—b)fe 4 (f* —e")d]e’,

L e e RSN
+ [(c—a) (c—b)d-H(2¢* — f* — d)d+ (sb— a—c) felh,
4 (a—c)fd 4+ (f* —dYe =o. » :
Cette équ. du 3° degré dorne pour A au moins nne ravide
réelle ; I'équ. (4) en donne ensuite une pour « ; ainsi laxleldes @
est déterminé de maniére a étre perpend. au plan ¥z, et &
priver I'équ. des termes en a'z” et y'z". Il reste & tracer, uilalzls se
plan y'7, les axes a angle droit, et tels que le ter:me xly’ dis-
paraisse. Mais il est évident qu'on trouvera de méme un plan
des o'2, tel que I'axe des ¥’ lui soit perpend. , et que Tes termes
2y, 2y’ soient chassés. Or, il arrive‘ que les conditions qulée);
primentque Paxe des y’ est perpend. a ce ,plar‘l sont encore (3) ’
(4), en sorte que la méme équ. du 3¢ degré doit encore er.uue‘rge-
Ilen est de méme pour I'axe desz. Donc les trois ’racm:) =
P'équ. en @ sont réelles, et sont Jes valeurs d? B, B etf’ ,I;m
suite @, « et «” sont donnés par 'é.qu. (4) I'l 'ny 2 donc qu eﬂ
systéme d'axes rectangulatres qui délivre U'équ. des terme.; »
X'y, 'z, ¥y, et il en existe un dans tous les cas ; noire cale
enseigne @ trouver ces axes.
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Ce systéme prend le nom d'Azes principaux: de la- sur-
ace.

644. Analysons les cas que peut offrir Péqu. du3® degréen g.

1% Si l'on a (e—0b)fe4(f* — e)d=o0,
Téqu. est privée du 1°° terme ; on sait qu'alors une des racines
de 8 est infinie, aussi bien que «, qui, d'aprés Péqu. (4), se réduit
dex + fB=0; les angles correspondans sont droits : 'un des
axes, celui des 2/, par ex., se trouve daus le plan zy, et I'on
obtient son équ., en éliminant « et 8,4 l'aide de T=uz,y=fz;
cette équ. est ex ~+fy=o. Les directions des ¥’ et 2’ sont don-—
nées par notre équ. en 8, réduite au a¢ degré.

2°. 8i, outre ce 1°r caefficient , le 2° est aussi —

de Téqu. ci-dessus, pour substituer dans le facteur d
réduit au dernier terme de Iéqu. en g :

(@) fdot (fomdo =0,

Ces deux équ. expriment la condition dont il s’agit. Or, le coef-
ficient de 8 se déduit de celuide g% en changeant b en ¢,etd ene,
et il en est de méme pour le 1°7 et Je dernier terme de I'équ. en
£; donc I'équ. du 3¢ degré est satisfaite d'elle-méme, I| existe
done me infinité de systémes d'axes rectangulaires, qui‘chas-
sent les termes en zyl, 2’2 ety'z. Eliminant ¢ et b des équ. (3)
et (4), a I'aide des deux équ. de condition ci-dessus, on trouve
qu'elles sont Je produit de fa—d, et ef—d par le facteur com-
mun ede~-fd2 - fo. Ces facteurs sont donc nuls ; et ¢liminant
« et B, on trouve

Jo=dz, ey =dz; edx - fiy - foz o,

Les deux 17 sont Jes équ. de I'un des axes; la 3°, celle d'vin
plan qui lui est perpend. , et dans lequel sont tracés les deux
autres axes sous des directions arbitraires. Ce plan coupera la
surface selon une conrbe oy tous les axes & angle droit sont
Principaux , qui est par conséquent un cercle , seule des cour-
bes du 2° degrs qui jouisse de cette propriété. La surface est
alors de réyolution autour de Faxe dont nous venons de don-
ner les équ. ; cest ce qu'on reconnait bientdt en transportant

o, tirant b
e 8 il se



240 ANALYSE A TROIS DIMENSIONS.
Yorigine au centre du cercle. (Voy. Annales de Math. , t. 11,
deux beaux Mémoires de M. Bret). .
645, L'équ. une fois dégagée des trois rectangles , est telle
que By i
kz? 4= my* + n@*+-qx 4 ¢’y +q'z = k2l (9)
Chassons les termes de premiére dimension, en transpor-
tant V'origine (n° 636) : il est clair que ce callculnseraﬁ pofj
sible, excepté si I'équ. manque de I'un des carrés x*, I 2%
nous ’examinerons ces cas 4 part; il s'agit d’abord de discuter
Téqu.
z ka*+ my*+ nxr=h... (6)
“origi deux
Toute droite , passant par I'origine , coupe lz'a surfe;’cf: en s
oints, 4 égales distances des denx parts , puisque eq]l;] re
})a mérzxe aprés avoir changé les signesde x, y et z ~ong,m:
étant au milieu de toutes ces cordes menées par ce pf)mt', es
un Centre : la surface jouit donc de la propriété dr:;:nzr u:
centre, toutes les fois que la transformée ne manque d aucu
ontre, :
des carrés des variables. ' . .
Nous prendrons toujours n positif : il reste a ?xz,muner les
cas on k et m sont positifs , négatifs, ou de signes dlAﬁ:e‘len.s.
646. Si, dans T'équ. (6), k, m et nsont positifs , il faut
ue h‘le s’oit aussi, sans quoi I'équ. serait absurde et ne Je;
qre'centerait rien : etsi hestnul,ona x=o, y==0, eta=
2 la fois ('n° 112), et la surface n'est qu'un seul point.
Mais quand A est positif, en faisant séparémer}t z 3 oudz
ul, on trouve des équ. a Yellipse, courbes qui resttltent et
n > : .
la s;ction de notre surface par les trois plans coord(.)nnes.'Tolu,
lan paralléle a ceux-ci donne aussi des ellipses, et 1.1 serait aisé
1:] vfir quil en est de méme de toutes les sectlons‘plgzes
& by i 2.
(n° 63g) : cest pour cela que ce corps a.le nom d :Elh'}”mgm
Les longueurs 4, B, C des trois axes principaix s obtienn:

i etg, °
‘en cherchant les sections de la surface par les axes des @, y €t %,

; élimi et n de
sayoir, kC2=h , mB*=h, nd4*=h; éliminant k, m

1’éq‘1- ), i
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. . 4
=+ LS, 4B L L0 B = g ;
telle est Péqu. de Zellipsoide rapportce @ son centre et a ses trois
axes principaus. Onpeut concevoir cette surface engendrée par
uae ellipse tracée dans le plan zy, mobile parallélement a elle-
méme , pendant que ses deux axes varient, cette courbe glis-
saut le long d’une autre ellipse tracée dans le plan xz. Si deux
des quantités 4, B, C sont égales, on a un ellipsoide de ré-
volution; si 4= B=—=C, on a une sphére.
647. Supposons k négatif, m et & positifs, ou
k2t — my*— nx’=—~—h,

En posant x ouy nul, on recomnait que les sections par les
plansdeyz et xz sont des hyperboles, dont'axe desz estle ¢ axe -
les plans menés par Paxe des z donnent cette méme courbe ; on
dit que la surface est un hyperbolvide.

Les sections - paral—
1éles au plan des xy sont toujours des ellipses réelles ou

4, B,C\/—1 désignant les longnenrs com prises sur leg
I8 5 y :
apartirde lorigine, I'équ. est la méme que ci-dessus ,
prés du 1°F terme , qui devient ici négatif.
648. Enfin, quand / et % sont né atifs ,
) 9

axes >
au signe

— hz* - my* 4= nxt = —
tous les plans qui sont menés par I'axe des = coupent la surface
selon des hyperboles, dont I'axe-des z est le Premier axe; ]
plan xy ne rencontre pas la surface, et ses paralleles, passé deux
limites opposées , donnent des ellipses. On a un hyperboloide 4
deux nappes autour de Paxe des z. L'équ. en 4, B, C est encore
la méme que ci-dessus, excepté que le terme en 22 ést seul positif.

e

649. Lorsque h =0, on a » dans ces deux cas, kzi=my 4 nz)
€qu. d'un céne, qui est 4 nos hyperboloides ce que les asymp-
totes étaient & I'hyperbole (voy. p. 219).

1l resterait a traiter’le cas de k et m négatifs ; mais 1] se ré-
duit 4 une simple inversion dans Jes axes, pour le ramener anx
deux précédens. L’hyperboloide est & une ou deux nappes ati=
tour de Y'axe des z, selon que & est négatif ou positif,

a 16
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650. Quand I'équ. () est privée de 'un des carrés , de &
par ex., en transportant Porigine, on peut dégager cette équ.
du terme constant , de y et de z, savoir,

ke + my?*==hz.

Les sections par les plans des xz ety sont des paraboles tour-
néos dans un sens, ou dans le sens opposé , selon les signes de
k,meth : les plans paralleles & ceux-ci donnent aussi des pas
raholes. Les plans paralléles aux yz donnent des ellipses, ou des
hyperboles , selon le signe de m.La surface est un paraboloide
elliptique dans un cas, hyperbolique dans Pautre ; k= m lors-
que le paraboloide est de révolution. '

651. Quand h = o, T'équ. ala forme a®z* == b%y? =0, selon
les signes de k et m. Dans un cas, ona 2 —oety=o0, quel
que soitx, la surface se réduit 4 Vaxe des x; dans lautre
(az -+ by). (az —b)') — o indique qu'on peut rendre a volonté
chaque facteur nul ainsi, Lon a le systeme de deux plans qui
e croisent selon 1'axe des 2. My

652. Lorsque I'équ. (5) est privée de deux carrés , par ex.,
de a® et y*, en transportant L'origine parallélement aux z, on
réduira Véqu. a

kz* + py +gx =0-
T.es sections par les plans menés selon Taxe des z, sontdes
paraboles. Le plan xy et ses paralléles donnent des droites qui
sont paralléles entre elles. La surface est donc un cylindre abase
parabolique (n® 620).

Si les trois carrés manquaient dans 'éq. (5), elle serait celle
d'un plan.

653, Tl est bien aisé de reconnaitre le cas ou la proposée (1)
est décomposable en deux facteurs rationnels ; ceux ot elle est
Formée de carrés positifs qui se résolyent en deux équ., repré-
sentant la section de deux plans ; enfin ceux otl étant formée de
trois parties essentiellement positives, elle est absurde. Tout
ceci est analogue 4 ce quon & dit n® 455 et 469.

i

—_— ]

LIVRE SEPTIEME.

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

o [ REGLE ENERAT : E L ¥
S GENERALES DE
A DIFFERENTIATION.

S

Théoréme de Taylor.

€54 CH NG T enx -4 —=azx’; il vient
. . o
A EONS h dans ¥ ax?

i gt
Y =a (z+h)’=ax® 4 Fax’h 4 (Baxh*4-ah)
-Cett.efnncnon varide Y se compose, comme on voit, d i
]pames : ‘]a 1’" az?* est la fonction primitive y ; 1a o° éa fhtm“‘
.ve produit d'une fonction de x par la 17¢ puiss;nce d,e l’ax L
:ement /1‘ que cette variable a recu; enfin, la 5" conti e
ermes oll /1 est facteur a un degré plus élevé quele prerle'nt 2
. : : 1€er,
Quelle que soit la fonction ¢, si Pon change x en z4hd
{/: ox, la méme. chose arrivera toujours pour I'état al:lz
=¢ (x 4 h), qui se développera sous cette forme e
Y:y + y'h4-eh Ly o
: YRk, e eyt Bali ),
@ 1" partie y étant la foncti
; 1 onction propasée ¢ ; ’
- L propasée ¢ ; la 2¢ y'h é
prho :ut 'tlle la 1% puissance de h par une ﬁn:ction 13;' xeuznt lf
P : e
étans eprfnlult de h'par une fonction « de x et h : 'ad3
ot avec h, jusqu’a devenir nul quand h = o s
Démontrons ce théoré =5
éoreme. Il est certai i
e ertain que si, dans
e o +I?), on rtind h nul, Y devient y; ainsi ¥ doit ,com
y pour terme indépendant de /2, on Y =y -}-des terme. o
s qui
16:.
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sont nuls avec i, et qui, par conséquent, o?t pour f.acteurs des
puissances positives de h; attendu que, il y avaitun terme
tel que Ph—, il deviendrait co quand h =o.

On peut toujours construire I'équ. y =—e¢x par u;e.cot:;be.
BMM' (fig. 22) rapportée des axes .rectangles Ax et ly;
AP étant une abscisse z, PM lordonnée carreiepondaxxte_y = cpx,
prenons PP’ =, Tordonnée - P'M’, qui a pmfr' :{bscxsse
:r:+ h,est Y=g (x-h). Ona dans le triangle M'MQ); rec-
tangleen Q , WO MP—MP_Y—y

1angM'MQ:~M—G= Ho .
Plus h décroit, plus le point M’ se rapproche.de M, et ph;s
TangleM'MQ , en variant, s'approche de deven.lr .HZMQ 31;};15 1;
gormé par la tang. T'H avec MQ, omf‘Ax. Amfxltang nd%
doit étre exprimée en h et 2, 'de maniere que si Pon y_re.. .
mul, il en résulte tang HMQ , valeur fonctlxon de x, putisq "
VYabscisse @ la détermine visiblement. Représentons cette fonc

3 Y—
tion de x, ou tang HMQ, pary’ j-ellesera la lmn‘te de»—ﬁl,
on=y-+tea, e étant une expression indéfiniment décroissante
avec h : donc, etc. ; .

En un mot, ce théoréme n'est que l’éngnce analyjﬂque et
général du procédé qui nous a servl ( 1’1"’ 403 e.t 423) ;;.‘ mbelnef
des tangentes aux courbes du 2° degré , et qui est applicable a
toutes les équ. y = @x- ; : :

655, Onpourrait objecter contre r:'ette demonstrapon,'.qul
y a de branches de courbes imaginalre.s , €t .des p\om[s wtg;;—
Biers , pour lesquels la tangente est .nnposuble a.c'om':;\ ao '1_.
Mais , outre quon est convenu de’ traiter les quz‘mtﬁes 1,tai§nt
naires selon les mémes régles algébriques que si e esh,e i
véelles (n° 139, 1°.), il n'en résulte pas moins que ls; t :oq]eur
est vrai, quel que soit = en géné;al; et si, ?our quelqu }n‘e o
de @, il arrivait accidentellement que la\dumonstryatl:lts e
plus applicable, cest qu'en e[I\‘:F le ltheoreme peut.ne'l gL
}eu pour quelques valeurs particuliéres de a:, ainst q
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Yo montrerons avec détail (n°695). Le théoréme est donc vrai,
tant que x demeure arbitraire et indéterminé ; il restera a trou-
ver des caractéres qui distinguent les valeurs qu'on ne peut attri-
buer 4 .

656. La fonction de x, que nous avons désignée par 3 ou ¢/,
se nomnte la Dérivée de y ou g : nous nous occuperons
bientét de la déterminer pour toutes les fonctions proposées @.
€e qui a été dit (n° 503) n'est qu'un cas particulier de notre
proposition appliquée aux fonctionsrationnelles et entiéres.

Regardons I'expression y’ comme connue ; puisqu’elle est una
fonction de o, elle est susceptible de varier, et d'avoir & son
tour une dérivée , que nous désignerons par y"; de méme, la
dérivée de y" sera y”, celle de y” sera y'*. . . On congoit donc
ce que sont les derivées de premier, de second, de troisiéme
ordre. . ..

657. Si nous avons z =z dans y=fi, cette fonction de~
viendra fz ( Poy.lanote, page 218) : posons cette fdentité

&5 fe—12
Sfr=fi+ (x—2) —;_—z)

ow y=fz+(x—2)P. i)

Nous savons que fr— f% est divisible par x—z (n® 500);
P représente ici la fonction de = et z, qui vient au quotient.
Changeons, dans cette équ. identique , xen o+, et dévelop-
pons les deux membres par le théoréme n® 654,

Le 1°" membre y deviendra  y-y'h -zh,
Liera® i fa+(x—4h—z)(P+ Ph4-gh).

Egalant ces résultats, retranchant 'équ, (1), et divisant tout
par /i, il vient

Y te=(x—z) (P'4£)+ P +Phiph;
faisant i==o0, « et @ deyiennent nuls, et I'on a

y=@—z)P+P. ... (2.



246 CAT.CUL DIFFERENTIED. 7
Traitons ceite équ. comme la premiére. in comparant Tune &
Tautre, il est aisé de voir, sans un second calenl, que (x —z)P"
donne (x— z) P" 4 P/, et que par conséquent on a
y! = (z— 2)P" - aP’ i ..b (3)-
De méme G = (x—2z)P" +3P" ..... 4),
Y= (ema)RPY 4P etc..s
Tirons de ces équ. les valeurs de P, P/, Pro et effectuons les
substitutions successives
P = y'4 (z—a)P, P=;P" 42 (z—x)P",
Pl=3y' faa— )P, P’=1 y" 4+ (z—x)P", etc.
fai=yit G@—x)y+% (z—x)y" +i(z—x)ly"..

Faisant k égal a Texcésdezsur x, ouz==x +h,

e 3 Wit
fltn=ytyht L 4 Sk L - O
Sest la Formule connue sous le nom de Théoréme de Taylor, dw
nom du célébre géométre qui Ia découverte. (Voy- Meéc. céleste,
tom. I, p. 245.)

658. Par le théoréme (A), toute fonction fa était décompo~
sée en y+3y'h+ «h, 1a 3 partie «h renfermant tous les termes
ol a nne puissance supérieure a la premiére : maintenant nous
connaissons la formation de ces termes.

1l est done démontré que, lorsqu’on attribue 4 @ un accrois-
sement h dans une fonction quelconque f, la série (L‘),‘,déve—-
loppement de f(x -+ k), n'a que des puissances entiéres et
positives deh, dumoins quand « conserve une valeur indétere
minée ( n° 655). Cetre série (B) sert & trouver ce déyeloppe-
iment , toutes les fois qu’on sait tiver de fa les dérivées suctj‘es—
sives f/x, f'w..., ouy’, y'.. Parex., soity = ax, on en tire.

y= baxt, y' —goaz’, y'=~6cax?, yW=1200T..-,
a(z4hP=a(a®+5xh 4 100°h* + 10x°h? bkt hs‘().

659. Nous ayons appris a développer diverses fonctions ¢n

e i
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séries : comme la recherche de ces expressiong est une applica-
tion simple des principes du calcul des dérivations, nous les
tirerons de la formule de Taylor, en suivant les régles de ce
calcul : nous ne ferons donc aucun usage de ces séries avant de
les ayoir démontrées de nouveau.

Régles de ladifférentiation des Fonctions algébrigues.

660. La maniére dont la dérivée y'= ¢’z est composée en x,
dépend de la fonction primitive y =g, et en porte 'empreinte.
11 faut, pour chaque fonction proposée, sayoir former cette
dérivée : clest ce quon obtient de dewx maniéres, qui suivent
de la définition méme , exprimée par 'équ. (4).

1°. On changerax enx~4-h dans la fonction proposée fx , et
Lon exécutera les calculs nécessaires pour mettre en évidence le
terme affecté de la 17 puissance de b : le coefficient de ce terme
est la derivee f'x.

Yy
h
rapport de I'accroissement de la fonction a celui de la variable.
Ainsi, aprés avoir changé x en x4k, on retranchera la fonc-
tion proposée , on divisera par /2, et 'on prendra la limite du
résultat, c.-a-d. quon en cherchera la valeur dans le cas de .
hi=o:

661. 2°. '+ westlavaleur de ; donc y” est la limite du

Clest ainsi qu'on trouve que =, =*, @*, x% . . ont pour dé-
rivées 1, oz, 3x*, 4x°. . . Mais il convient de composer une
régle pour chaque espéce de fonetion, afin d’étre dispensé d’ap-
pliquer directement , dans les divers cas qu'on peut rencontrer,
ces procédés qui seraient trop pénibles.

662. Soit y—=A-4Bu—Ct...; 4, B, C... étant des
constantes, u, t. .. des fonctions de x. Pour obtenir la dérivée,
appliquons la premiére régle. En mettant x~-/% pour =, 4 ne
change pas,, Bu devient B(u-+u'h ~4-ah), Ctest changé en
C(t-+t'h~-ph) ; ainsi,
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¥ = (4 Bu— Ct...) + (Bu—Ct'..)h + Beh—Cph.
Donc , y" = Bu' — Ct'. La dérivée d'un polynome. est la

somme des dérivées de tous les termes , en conservant les signes
el les coefficiens : les termes constans ont z€ro pour de:wee

Ainsi, y —ao*—x* donney = —ox.
y =1+ 4a* — 5x—3* donne y'=8x —5—ga*.
663. Pour y=u.t, u ett étant fonctions dex : mettant x4k
pour x, il vient
¥ = (u~4uh4eh) ¢+ +£R),
y =u't 4 ut’. i
De méme, y = u.t.v, en faisant t.v =1, devienty—=u.z;
d'oti _y':u’z. e =t ty"; donc !
y =t + tuy 4 uvt'.

Ainsi, la dérivée d'un produit est la somme des dérivées prises

en regardant successivement chaque facteur comme seul va—

riable. Notre démonstration s'étend & 4, 5. . . facteurs (7my
n° 680)
— (¢4 x) (a—=x) donne y'=(e—x) 1 —(a —-x)1, pnis-

que + 1 et — 1 sont les dérivées desfacteurs ; ou y'=— oz.

y = (¢ bz)x® donne y’ = bz® 4-3x* (a + bx).

664. = et u étant des fonctions identiques de &, changeons &
en & - h dans z—u 3 nous aurons

242k tah—=u +u'h-+ gh.

Donc zf =1/ (n° 576 ); de méme, ona z"=u",z"=u"....
Done, deux fonctions identiques ont aussi leurs dérivées iden-
tigues pour tous les ordres.

665. Soit y = l."-, on en tire ty=u; d'olt y’t +yt’=u’,

5 S —yt __ut——ut
puis e L Y=
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‘La dérivée d'une fraction est dzale @ celle du dénominatear,

:lnoms le produit de la fradtion proposée par la dérivée de son
énominateur , cette di ifférence divisée par ce dénominateur ;
6.66. Oa bien, est égale au dénominateur multiplié par la
(lerz.uee di numérateur , moins le numérateur multiplié par la
dérivée du dénominateur, cette différence divisée par le carré
du dénominateur.
On peut encore tirer ces régles en effectuant la division de

__u—l—-uh-}-uh u m —ut’ g
. t+Uh Ak gt
dott y’ = etc.

Kinai MR Rt o A S Ch e

L, Y e ,donllej_a—u—__?);-
. y:a-f-%br’_ ,=(5—2x)bx+2(a+ 1bx%) (3—" Yox--2a
B—oz ') (3—2x)* (B—ax)* °
667. Sile numérateur u est constant, on fera v’ =o, et l'on

= y

aura y’ = — 1:7 :——i la dérivée d'une fraction dont le

numeérateur est constant , est moins le produit du numérateur
par la derivée du denammateur dwtsé par le carré de ce
dénominateur.

Par ex. _y:é-, donney’:—é:ri,fc=—§3;
i P s s
e T

668. Cherchons maintenant la dérivée des puissances.
1°. Sim est entier et positif daus y = «™, en changeant  en
x -/, ena (%)

Y =a"+maxmh+. . .; douy =mz™".

¥ . & 5
( ) On peut tirer les développemens en séries de toutes les fonctions , par
]f:s régles mémes du Calcul différenticl, et il convient d’en déduire méme la
formule du binome (n° 659 ) : la dérivation de x™ n’est pus fondde sux cette

'
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Et il s'agit de y =2z, & étant une fonction de x, = fz,
¢én changeant = enx-+h , z devient z 4zh. .. .5 doi
Y= (z-42%h 4. ..)" : développons cette puissance, €1 nous
bornantaudeux 1**termes ; nous aurons ¥=2z"4-mz"~zh .
Donc la dérivée de y —z™ esty’ = mz"™" e g

Par ex., y = (@ bx—-cx*)"=2", en faisant

z==a 4 bxr - ca’;
etlona
2/ =b-2cx, y =mz"~'s'=m(a+brtcx®)" "X (b~ 2c).

Poury=ux?(a-bx*), en faisant a4 ba® =3z, onaz'=2abx;
et par larégle n° 663, y =3xz-+ 232" = x* (Ba-+-bbx*).

Enfin, y=(a-bx)*; on a y==z"en posanta—tbr=z,

d'ont & =b, y—ozz'=2b (a+bx).
2°. Quandm est entier et négatif, m=—n, ety =a"=2""
1 —nr e i
ona y=-—; dioiny— 5= £ e Yenn de la régle

n° 667 et de co qu'en vient de démontrer, 1°.

Ainsi , y=—nz""" 2 =ma" g
a . pa
Pour y= I e

. P

3°. Quand m est fractionnaire, m:s, ‘ona y=2z7doi

y?==2z7, en éleyant 4 la puissance g : prenons les dérivées des

denx membres qui sont des fonctions identiques de « (n°664) ;

p et g sont ici des entiers positifs ou négatifs ; il suit des deux

cas précédens que gy~ .yl =pz#~'.z'; comme p=gqm, et
y= 2", ona (voy. n° 670)

gzmM—my' = gmzi"—.2"; d'ou Y =mz" .2

série, mais seulement sur le raisonnement trés simple (n°481 ) qui en fait
connaltre les denx 1ers termes. D aillenrs, dans le cas de m entier et positif,
am =z, am=1 , la dérivée relative an senl 1et facteur est 1.2m—; etla régle
des prodluits (n° (63 ) exigeant qu'on en dise autant de chacun des m factenrs
deam, la dérivée est mam=1.

FONCTTONS ALGEBRIQUES. =5t
Quel que soit Lexposant m, z étant une fonction de x, la
derivée de 2™ est donc mz™'.2', 2’ étant une dérivée qu'on tire
de z = fx. Nous ne disons rien des exposans irrationnels ou
imaginaires, qui rentrent dans les précédens (way. p.14). Au
reste , voici une démonstration qui embrasse tous les cas.
669. Changeons x en « +- k dans y =a™ ,

Y= (z 4+ h)" =y +y'h 4 ete.;
d’out (x——xt—]lyn:(x =+ Z—;)m:(l Fz)m=14 ;:3%_%; - etc.,

en divisant tout par x™, et faisant h=uaz. Or, (1 4-2)" est

indépendant de ', puisque / étant arbitraire, z est quelconque,

méme quand on détermine a : il faut donc que notre dernier

membre soit aussi sans @, et par conséquent le second terme en
.

particulier; d’ou ;Z._ = constante ; c.-a-d. que y' doit étre

=1
composé en x, de maniére que, divisé par ™, le quotient soit
une fonction de m , telle que fin , ou y'=z"" fm.
Déterminons fin. Nous avons
(x4 h)" =z + hx"" . fm - etc.
Dong, (x4 h)" = x" + ha"~' . fn +-ete.
(z-+ Byt =a™E LA™t f (m-n) <o,

en changeant m enn, eten m--n. Mais en multipliant les

deux 17 équ., on trouve pour produit la 3¢ équ., excepté

quil y a fin = fn, au lieu de fim+- r) : donc (note, p. 218)
flm4n)=fm—+ fn.

En considérant. 7n comme un accroissement de m, on a
fim 4 n) =fm 4 nf'm + etc.; partant, fa==nf'm+-elc.;
et puisque le 16" membre estindépendant de m, le 2° doit aussi
I'étre, savoir, f'm=—unnombre inconnua ; dott f"=f"=...=0,
et frn=an; 'dou fm=am.
Il s'agit de déterminer la constants numérique a. Or, ona
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(@) =™+ ha™ ' am + ke

Faisant m=1, x4 h —x +ha; dona=1.

)

. Ainsi, fin=m, et)a dérivée est y' ==max™*. Le raisonnement:
dun®688, 1°. donne ensuite celle de z™.

¥

670. Pour‘y-_—;”/ z=z",ona
Ly 17

1
y:;z. S s e

my/ 2"
Clest la formule des dérivées des fonctions radicales.
Pour y= 1}(:14— ba*), on fait z=a -+ bx*, et l'on a:
: 5 % f. b s 2y 9h,
y=z* y=iz'.a=} V/(a +bx*).2bx.

i -3

5y/x*

Comme les radicaux du 2¢degré se rencontrent plus souvent,

5 3
De méme y= t/2® donney’ =gz

on forme une régle pour le cas de m =2; y=1/z donne

P : ; : 2
_y’:-—z'— . Ja dérivée d'un radical carré est le quotient de la
2y'% e
dérivée de la fonction affectée de ce radical, divisée par le
double de ce méme radical.
c it D c
Parex.,y—ua +b\/.z:—-¢;, donne ¥ _~——-va+$5.

Pour  y={(ax’+0b)* 2 V(a*—z).(z— b),
20* — 4z 4~ 2bx

ona _y';: 6ax* (ax® -+ b) + —_W— o

Enfin, donne

&T
I VT

2
’ @

> V(a* +a*) . (ox® + a® — 2z Va +x‘).-
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‘SiTon efit multiplié haut et bas la fraction proposée par
2 =4 V/(a* 2%, on aurait eu

e a*--2x*

2 x 5 i ro 23X ateaxrt
_y:a-j -+ ‘-Z—,‘_\/(a +x%, Y S +az\/(a"'+a:’)'

671. Etantdonnéeune fonction compliquée y = f, supposens
qu'en représentant par z une partie de cette fonction, ouz == Fu,
1a proposée devienne plus simple et exprimée en z seul, y=0z;
'on aces trois équ., dont la 17¢ résulte de I'élimination de 5 entre
les deux autres : 7

.(l)yzfx, (@iz="Tz, ,(S)y:m,,

Nous allons tirer la dérivée y’ de ces deux derniéres, sans nous
servir dela 17, Comme il y a deux variables et z, notrenota-
tion ne suffit plus; car y" ne désigne pas plus la dérivée de la 17,
ique celle de Ja 3°; cependant x est variable dans 'une , zdans
Fautre, et les fonctions f'et @ sont trés différentes. La dérivée
de y s'exprime aussi bien par dy que par y'; et puisque la déri-
véede x est x' =1, ou dr =1, nous écrirons dy , pour mar—
- %
quer que la dérivée de y est prise relativement a la variable
principale x, qui regoit laccroissement arbitraire . On appelle
dy la différentielle de y, expression synonyme de dérivée, ot
qui w'en différe que par la noiation qu'elle suppose.
Changeant @ en x4/ dans (2), et désignant par k& I'accrois-

sement de z , Z—z—Fk, ona k:jéﬁ-f—...; dés-lors, pour

que y deyienne, dans'équ. (3), 1a méme quantité ¥, que sil'on
elit changé x en @ ~ & dans (1), il faut changer 'z enz -4~k
savaoir, ;

d
=oG+h=y+Lk+..
Z
Le coeflicient de k est ici la dérivée de y = ¢z, prise comme

siz était seule variable et indépendante de x; ce quexprime
notre notation,
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Substituant pour k sa valeur, on a :
A dyide
Y__y+-tE.ah+etc.
d dy dz
X LY a0y L2
Done (¥) 5 PP

Le 2¢ membre est le produit des dérivées des équ. (2)-et (3),
Gest-a-dire, de ¢z par rapporta z, et de Fi par rapport a .
La dérivée d'une fonction de z, lorsque z est fonction de x, est
le produit des dérivées de ces deux fonctions.

1l est inutile de donner des exemples de ce théoréme , qui a
déja été appliqué, n° 668, 4 la dérivée de z™; il nous sera
daillenrs trés utile par la snite. .

679. T peut arriver que Péqu. y={fx soit assez composée pour
quil soit nécessaire d'y introduire deux variables = et u, repré-
sentant des fonctions de x; alors I'équ. proposée y == f (1)
résulte de I'élimination de x: entre ces trois équ. données

@) 2=Fz, @u=dz, @ y=0G 1)

1l s'agit de tirer de celles—ci la dérivée de la premiére, comme

si Ton eqt changé x en z— I dans Péqu. (1). Cette transfor-.

mation faite dans les équ. (2) et (3), donne pour les accrois-
semens k et 7 que regoivent z et z,

dz Jisdn

k= b, i= h+...

g B
Changeons donc z en z 4k, et uen u—-zdans “équ. (4); et
comme cette partie du calcul est la méme , soit que k etz aient
une valeur déterminée , soient qu'ils restent arbitraires, z et &

(*) Observez queles dz qui sont ici ne s’entre-détruisent pas, parceque, outre
Ta fonction de multiplicatenr et diviseur , ils en exercent uve autre. Le dz qui
divise dy, indique que la dérivée ou différentielle dy est tirdede Péqu. y =e3,
comme si 'accroissement /i était attribuéh z, et non pas Az; alors do est
=1 : le facteur dz indique, au contraire, que la dévivée de 2 estPrisc dans
Véqu. s = Fz, = ayant pris Paccroissement A, ou dx'=1. 2
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¥ sontiraités comme des variables indépendantes. 11 ‘est done
permis de changer d’abord z enz -k sans altérer u; puis,
dans le résultat, de mettre u-}-i pour u sans faire varier z.
Ce double calcul conduira au méme but que si Ion eiit fait a
1a fois les deux changemens.

Mettant z - & pour zdans y == (3, %), u est assimilé aux au-

ey ; d
tres constantes de ’équ., ety devient y - a-z k... 1l reste &
z
substituer ici z 47 pour u. Le 1°¥ terme y doit alors étre consi—
déré comme ne contenant qu'une seule variable u, et devient

dy .
_y-{-(—ixl)—:L-l—...

d :
Le 2° terme 3% k est pareillement une fonction de la va-

riable z; mettant u -~z pour u, le déyeloppement commencera
par ce méme premier terme ( n° 654), en sorte que la somme
est

Soadys Sidy
=yt ihar ket

Tl n’a pas été besoin de considérer les termes subséquens, parce
que le but du calcul étant de trouver le coefficient de &, les
termes 2, k*, ik....donneraient des h*, A%, ... Substituons
donc ici les valeurs ci-dessus de ket z; nous avons

S Neade

dy d
e = _u+ dz"dx

du’dx
Le coellicient de % est la dérivée cherchée , comme si on 'efit
tirée directement de I'équ. proposée y= fx, savoir ,
dy _dy di &y ds
dz 7 du'dx ' dz dx’
La remarque de la note précédente s'applique ici. ¢
673. S'il y avait trois variables dans la fonction transformée
y=¢ (z, u, t) , il suffirait d’ajouter au 2¢ membre un 3° terme
dy

5 dt %
de méme forme =-.. — ; et ainsi de suite.

dt " dx
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Donc, la dérivée d'une fonction composée de différentes
Sfonctions particuliéres, est la somme des dérivées. relatives a
chacune , considérées séparément et indépendamment L'une de
Lautre, en suivant la régle du n° 671. 11 est visible que les
dérivations des produits et des quotiens ne sont que des cas
particuliers de ce théoréme (n° 663 4 667 ).
a-+bx
(1—=%)

z=a4br,u=1—x; douz' =b, v=—1.

p z ;
Soit y = ;onay=-,en faisant

Senay z — oz’ :
La dérivée, u étant constante, est —; ona ——— pour la dé-
w w

rivée relative a u, par les régles n® 667 et 668 ; la somme est
3 b 2z b4 br +oa

la dérivée cherchée : donc y ==+ == o
L (=) —@B—ox)x  F—u s
y= A=be =—F—,en faisant

z=1—a?, u=3x—2x*, t=4-br, z'=-2x, W'=3-4x, t'=-5;

prenant les dérivées successivement , en ne considérant qu'une
variable z, u, ou ¢, et ajoutant, on a

16288 — bt —g
: z Bl o (A== by
Lorsque les valeurs quon doit égaler 4 des variables z, u...,
ne sont pas trés compliquées, on préfére opérer, sans le secours
de cette transformation, en la supposant tacitement. C'est ainsi
qu'on tire de suite de

y=(e—ox+2), y =3(a—azx+z%* (32* —2).

674. Aprés avoir trouvé la dérivée y’, en traitant cette fonc-
tion de @ selon les régles qui viennent d'étre posées, on en
tirera-la dérivée du 2° ordre y" : celle-ci donnera de mémey",

puis y', etc.
Par exemple, y = a7 donne y' = a7, y'==aa7?,
yi=—a28x tetc., YN =23, na= D,

V @Hi=yz+

FONCTIONS ALGEBRIQUES. 257

'

A PN sl (LR AU T, { e 1

De méme y=/x = z* donney = E Y=,
FSE e s,

_y":l'vs.r ’,_y"“:—l'z")x : J(n)___x.5.5...(2n——3)

PE 7 (0 e ab /T

Poury=a™, ona Yi=mat Ly —m (me—1) TR
y(")=m(m— 1) (m—3)...(m—n-+41)z"2,

675. Il est facile maintenant d'appliquer le théoréme de
Taylor (B, n® 657) a toutes les fonctions algébriques,'c.-a-d. ,
d'en obtenir le développement en série, selon les puissances
croissantes de 72, lorsqu’on y achangé x en x -+ 1. :

I. Soit y = x~'; nous venons de trouver y5.3" .. Donc

2 %
___x

5 h h* i e -

x+h P L A o

Ce développement est une progression par quotient (n°5Big). "

II. _y=x BT DU % , “donne de méme
_xt—a® a® a*h?
fath="" +(1+;>h— o

III. Pour y =1{/x; on trouve _‘y’, y".+v, et substituant dans
la série de Taylor,.on a

il ).Zl’ : -_‘__1.5.5...(971-@. A"
2/ x 2.4yt N S R

IV. Kn genéral, y =™ donne le développement de la for-
mule de Newton, quel que soit I'exposant m.

(z+ )" =" 4 mx"th4-m rig——xx’"_"h“ 4.

s m——1 m-—ga m—n--1

5 C =
2. 17

an—ehe,
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Fonetions exponentielles et logarithmiques .

675;. Pot;r avoir la dérivée de y =0, suivons la régle du
n° 660 : il vient
Y — a#+h —qo*.a"=a® +y’h +-etc. (n° 657);

4
: Bk 3
d'oi, en divisant par a%, a=1 +c7’h +-ete.;

' % indé . e
Te 1tF membre de cette équation est mdepeuf]ax’l‘i de x . le 0%,
et en é‘articulier le coefficient de h, doit aussi _l ,Etf¢~ ; orno],
* 47 doit étr tenx, de telle sorte que, divisé par ¢%, le
' doit étre composé 3 orte, it ]
quotient soit une constante k, fonction inconnue 5
y = ka*. Ainsi , ;
¢ ! — hnayT
y =ka?, _y":k’a’,_y"_—_ Koz, oo yD=Fk'a*,
e, B2 kit
ot Felkkta-tagtasg oy
daprés la formule de Taylor. La constante k se dete)n]mnme
comme au n°585 : on pose £=1; puis, dans a=1.+k+; i3 d,
on faitk = 1, et Lon désigne par e la base qui correspond,
3. re gérie
e— 5,718281828... Enfin, on pose kz =1 dans la 1™ série;
e |

1

i ¥ F—e¢, a=e';don
le ¢ membré devient ¢ , et 'onaa*=e, <
1
=—=la=
b= I3 loge’

selon q;JeIe systéme des log, est quelconque, ou .a.pourlbaslee::
ou enfin a. Les notations convenues p. 177 ,”sor:t lf:l (:;n],p1 dené:
1 désigne que la base des log. est & f)u g il s agl(t{ ~is] Zi'éﬁe:s
périens, etc. En un mot, le Calcul dliferex}txe] repro 131 e i
démontrées n° 585, et par suite les conséquences quon en a
irées. ;

t1r677' Soit y =a?, z étant ung fomition dle ®, zé—;-g;fr
régle n® 671 donne y :kaf.z, =gtz oz se tire S
La dérivée d une exponentielle' est le produit de ceite
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quantité par la dérivée de Pexposant, et paria constante k, qui
est le log. népérien de lu base. e :

y=e" donte. . .y == gtz ot f Folpies
y=a*tn L oL Ly = o Gl
’ la’
V(ez+1)’
678. Pour y —Log x, la régle n° 660 conduit a
7 ¥ g 8 ;

TeLog(eot )= Lagot ke,

V== GG e y’ — gV (ez+1),

Log{x+h) — Log x — Log(‘%}j:l_.og(l +2)=y xztf efc.,

enposant 1= xz. Observez ; comme n° 669, que z 'est indé-
pendantdex, puisqu'en changeant convenablement Parbitraire
z peut demeurer ‘constant lorsque = varie, Lé e nienibre
en particulier le terme ¥Y'zz, doit donc ne pas coutenir a
3 est composé en &, de maniére que le produit y'x soit un
constante M, y'x==M. Ainsi (n°674) o

‘ M " M e oM v" 2-'5M
Y=y =——, Y=t e L

b/ o x*’ S Sr

. s
Log(@-+ ) =Logx +M :l:_h__f_ h ; ) :

x4

CYT AT
Log(i~+2)=M(z—1izt 41—tz f ik
Quant & la valeur inconnue de M elle dépend de la base ¢
du systéme. Soit ¢ le log. de 142, a'=ttz= ke 2 ke,
dott z=ke(1~-1kt.....). Substituant dans la série de
Log (1~ z) nous ayons, en supprimant le facteur commun Z,
V=Mk(F ke ) — MR L.
Cette relation doit subsister , quel que soit ¢, k et M conservant
leurs valeurs constantes. Soit prisz=o, d'oti t==0, Puis 1 =47k;
: e
dog : M_.k....loge_-la,y ke Txla’
1 est aisé de voir que M est ce que nous ayons nommé le mo-
17



260, GALCUL DIFFERENTIEL.
dule (p- 178), facteur constant dans un systémede log., qui sert
4 traduire ceux-ci en log. népériens, et réciproquement. On
retrouve donc ici les mémes séries et la méme théorie que précé-
demment.

679. Soity=Logz, z étantune fonction de x 3 on a (n°671),

Mg 2

’

T ey 7 A

Ladérivée du log. d'une fonction est la dérivée de cette fone-
tion ; multiplide par le module et divisée par cette méme fonc~
tion. Le facteur Mest 1, quand il s’agit des log. népériens (¥).-

u ; w ot tu—nt
_ _y=]<?>=lu—ltdonne y= i i
&;Llogz":nLog-z. e _y’::M:z' 3
s ijpes gagiunad e g B Wil sl e
v (+2%) x(142%)

y = Log(x+ ‘/1+x’?... y,?v—b%?

_1\/ VEE T e
2T Vide—a) & VaFey

_._1\/.1-1,—:::-4-\/1-—.70_ Fl el L
Ik viss 2 Tavice
680. Les log. servent souvent a faciliter la recherche da
dérivées.
1. Soit y=utvz. . .; on ‘en tire ly=lult4-lv 4. . .5

74

t /
puis %— = -1;—-1'- z -+ 1;— . . » Multipliant par la propow’e,‘

(¥) On anrait pu tirer la dérivée des log: de celle des exponentielles : y =a*
v ey
donne y = a*.2/ la=y"Ja ; d'ok g %a = My Réciproquemeht, de

cette derniére équ. on peut déduire la précédente , c.-2-d,, la dérivée y“de ot
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onay', ce qui prouve que larégle n® 663 est vraie, quel quesoit:
le nombre des facteurs.

; ’ o 3
IL y =2 donne]y:t.lz., l}' :7+t Az

/i !
d =zt (= Sty
onc ¥y =3 = ~+ ¢ lz)
1. Dey:ab;, on tire ly=1>4*.1a, y' =o' b2 alb.
EYiiye=— 2" donne ly'=t"lz; donc
R i

y i Sl , ; “ 2 . ut' )z
37:—Z-+]z.t<7+ult Y =1 .t"(z+uli.lz+ - )

Fonctions circulaires.

681. Cherchons la dérivée de y=sinx, le rayon étant1;
on a sin (vz=h)=sinx.cosh £ cosz.sinh =y =y'h etc.;

. . "
d'ott o cosx.sinh=ay’h +etc., sinh = - p + ete.
cosx

Le 2° membre doit ne pas contenir z; ainsi, le coeflicient de %
est une constanteinconnne 4 , ¥ =4 cos x, sin h== Ah - etc. :

. sinh 2 ey A
on en tire — — A }-etc.; et faizant décroitre /1, on voit que

A est la limite du rapport du sinus & Tarc h, limite (n° 362 )
qu'on sait étre=1; ainsi, 4 =1, y' =cosx.
De méme pour z=—=cosx,
cos(x Z=h) =cosz.cosh o= sinx.sinh—=z=2'h - etc.
En retranchant, ~onen tire 2sin @.sinh=— 22’k -+ etc. ;
puis sin h—= gﬁ h 4 etc. Mais on a trouvé sink = h--etc. ;
’

2 :
en comparant, on a 7 =1, 2 —=—sinax.

TUne fois connues les dérivées de sinx et cos x| il est aisé de
passer aux dérivées d'ordres supérieurs , et I'on trouye qu’elles
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se reproduisent périodiquement dans l'ordre
sinx, cosx, — sinx, — COST.

Le théoréme de Taylor donne par conséquent !
ey S R A e
in(x—4 )-—Sln.‘l(l —-;+ RE...)—}—CQS x( = ]

Changeons /i en =, et x enk ; le résultat demeurera le méme,
=sin (z ). Faisons ensuite successivement i = o.et=go°,

nous trouverons les mémes séries que page 182; d'otll résu'tentla

formation des tables , le rapport 7 du’ diamétre & la circonfé-
rence et les formules des n®* 588 a 595.

682. Paur y = sinz , ona y =
Siy==cosz, on ay =-—z' .sinz.
v sinz z e
Soit y = tang z=———, on a (n®666)y'=—— = z'.sec’z,
¥ &) cosz’ ¢ b cos*z
La dérivée de la tangente d’un arc est le carré de la sécante,
“multiplié par la dérivée de l'arc en fonction de x.
r’
—

Pour y =cotz, onay’ = e
sin“z

-COS 2.

7

Puisque V/ Z(1 4 cosx)=cos t, la dérivée de ce radicat
est — 1 sin 3 x; c'est en effet ce que le calcul donre.
Soit y=cosmz; on a y =-—mz'.sinmz,
y=sininz. ... ¥y = ' ma'icosmz.
) ? - sin(lx
De 'y =—='cos(lx) ontire 'y’ =— —-;——)-

sinz o .
Pour y ==cosx. ~, onaly=sinz.lcosz; puis

7 sinx sin® @
y = cosx cos x.lcosw— ——).
: cosx
1 2z tangz ;
Enfin y = —— donne y' == ——=— =2 tangz.sécz; cest
co5 2 €052 ;

la dérivée dey = séc z. )

683. Supposons que x soit le sinus d’un arcy; ce qu’on écrit

ainsi 2 7
y==arc (sin=ux) ,.ou r=siny.
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La variable 2 qui regoit I'accroissement /, n’est plus'arc , mais
bien le sinus. Or, I'équ. 2 = siny donne
, Y 1 1
r—ylicobyiiEy I e

cosy — V(1 —=%)

v

— TR e e
Pour y —arc (sin =z), on a donc, y' = V=)
sl
Pour y==arc (cos=z), on aurait y' = ————r.

V=2
Prenons y —arc(tang ==z); dollz=—=tangy, z'== —<—,
1 z
Cb el R 1 ; 5 ;
=2z .cos*y ; et pmisque cos* y — ——— —_—
5 ¥ 5 et puisqu = pE
Ainsi, la dérivée d'un arc , exprimé par son sinus, est'1 divisé
par le cosinus ; celle d'un arc, exprimée parson cosinus ; est
— 1 divisé par le sinus ;. enfin celle d'un arc exprimé par sa
tangente est 1 divisé par 1 4= le carré de celte tangente,
Sile rayon au lieu d’étre 1 était r, on aurait, en rendant les
formules homogeénes (n°347, 2°.) ,
. y = arc (sin=z), arc(tang=z), y = tangz,
1zt § s 7 ri

g TIC ke e o ey

S S
Dérivées des Equations.

684. En résolvant I'équ. F'(z, y)=osous la formey = fx,
il serait facile d’en tirer y', ¥, 9”...; mais cette résolution 4
qui est rarement possible, n’est nullement nécessaire ; car met—
tons, pour y, sa valeur fr dans la proposée ; il en résultera une
fonction de x identiquement nulle, que nous désignerons par
z=1I"(x, fr)=o0; les dérivées z', 2", 2".... seront nulles
(n° 664). Or, pour obtenir 2’ , il convient, d’aprés ce qu'on a
vun® 673, de simplifier Pexpression compliquée F(x, {z),
en égalant 4 yle groupe de termes fiv, etappliquer la régle de
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ce'n® aléqu.z= F(z,y)=oc, quiestla proposée méme.
Donc g

dz ey 5 7, dz

— —_— refifo b B a3

e dy J 23 dx " dy

Ces deux termes sont des fonctions connues de @ et y , qu'on
nomme Différentielles partielles. Par exemple , de 1'équation
y* 4 a*—71°==z=0, on tire

7=

dz——z d—z—*gr x4yy =o Ll
A d_y%‘}" o [ e y
Deméme a4y —arz=r* donne yy' Hx—r=0, y'= T:yf

zttoaxty=ay’; (eaz® —3ay®) y' + faxzy-+42° = o.

685. Il est vrai que y’ est expriméen x ety, et nonen x
seul, comme cela serait arrivé ¢i L'on eit résolu I'équation
F(x, y)=o. 5i I'on veut déduire y’ én x seul, il reste 4 éli-
miner y entre I'équ. z=0, et sa dérivée 2 =0,

Clest ainsi que, dans le premier exemple, onax?® - y*=7"

T
’ S s 5 CEN e TRy /g A

x}-yy’ =o; dotichassanty, £*=y (r—=x, y'= V=

Cette élimination , qui est rarement utile, éléve y au degré
méme ol se trouvait y dansla proposée z=—o0; car, §il ya
2 valeurs _y:fx , comme le calcul de la dérivation laisse dans
" les meémes radicaux que dans fx (n° 670), y' a aussi nva-
Teurs. Siy’ n'est qu'au 1°% degré dans 2=o0, cela vient de ce
quey s'y trouve, et comporte les mémes radicaux que l'élis
mination de y doit reproduire.

686. L'équ. ' =o renferme x, y’et y, quisont des fonc-
tions de . Le raisonnement du n® 684 prouve qu'on peut en
tirer Iéqu. z"= o, en regardant y et y’comme contenantx, et

appliquant]arégle n°672. Lanotation dont on s’est servi devient
gy oy P

—_ —_ signifieront que dans

? dedy’ dx*dy & q

la premiére, la dérivée est prise d'abord en considérant &

comme variable , et quion a pris la dérivée du résultat relas

alors plus étendue. Par ex.
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) tivement 4 y; dans la deuxi¢me, on prend les dérivées trois fois
successives : deux fois par rapport a x, et une fois pour y. Du
reste, il suit de ce quon a dit (n°6y2), que ces dérivées
peuvent étre prises dans tel ordre qn'on veut : dans le 2° cas,
on pourrait, par ex., les prendre par rapport & y, puis denx
fois pour =, ou bien une fois pour ', une fois pour y, et enfin
une pour x. (#oy. n° 7c3.)
‘ dz | dz ;
0 . * 74
D'aprés cela, I'équ, 5" = T -+ d—y.y’:—.. o donne
d’z d’z dz d’z
—— oy —C oy 2—o0.
dx* Ay dz.dy i dyy i d_y"“‘yl'—-c
Cette équ. fiu 1?' degr{é en _?/" donnera y"” exprimé enx, y ety’;
on pourra éliminer y’a l'aide de I'équ. =10 etsi I'on vent
chasser y par I'équ. z3= o0, alors le degré de y” s'élevera.
Le dernier ex. n° 684 (2ax*— 3ay”) y'+42° + faxy = o,
en prenant les dérivées relativement 4 z, y et y/, comme varia-
bles indépendantes, donue

(2ax® —3ay®) y" + 122* 4- 4ay - 8azy’ —6ayy™ =o.

687. Si la proposée z=o renferme un terme constant, il
disparait de la dérivée 2" =0, comme on l'a yun°662. Ainsi,
x* 4 y>=7r* donne 2+ yy’=o0, qui est indépendantde r, et
exprime une propriété commune a tous les cercles dont le centre
est 4 Vorigine. Il est méme permis de chasser telle constante
qu'on veut, en I'éliminant a I'aide des équ. 2= 0, 2'= o, sauf
4 faire reparaitre celle qu'on aurait chassée d’abord. y = ax -4
donne y'=a, qui ne contient pas b; et chassant a, on a
y =¥z b, qui estindépendante de a.

La dérivée da 2° ordre perd une 2° constante; celle du 3°
ordre, une 3° constante, etc., et le résnltat exprime ainsi une
propriété de I'équ. proposée, quelles que soient ces constantes.
y*=a—ba® domeyy = — bz, yy" 4 y* =—0b; et chas-
sant b, il vient cette équ. dégagéede a et b, yy’ =(@y"+y)z.

On peut encore chasser une constante ¢, en résolyant la pro-
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posée z ==o0, sous la forme ¢ =f(x, y), et différentiant.
Comme les deux procédés doivent conduire & des résultats équi-
valens, et que celui-ci introduit des radicaux dépendans du degré:
de ¢, il est visible que si I'on préfére éliminer e entre les équ..
z2=0,& =0, ledegré de y’ doit s'élever. Par ex., ;

y—ocy+4a*=c", (y—c)y+zx=0
donnent (z* —2y*) ¥y* —4xyy’ — x> =o.

688. On voit donc que toute dérivée de I'ordre n, de Iéqu
2= J7(z, y) = o, nedoit contenir y( qu'aw 1" degré ; quand’
il en est antregient , I'équ. ne provient pas d'une dérivation im~
médiate , mais de ce qu'on a éliminé quelque constante , oux
ouy; a l'aide del'équ. proposée.

Changement de la Variable indépendante.

68g. Toute question générale , traitée par le Calcul différen=
tiel, conduit 4 une expression en x, y, y’, ¥'... ., telle que.

Wy () e
Lorsqu'on yeut Pappliquer ensuite & un ex. proposé¢y == Flr,
il faut en tirer (y"), (y")-..,substituerdans <, et cette fonction
n'est plus exprimée qu'en x. Mais il peut arriver qu'au lieu de-
y= Fx, on donne deux équ. qui lient y etx a une 3° ya-
riable ¢,

¥y =0t pe=fgc o fa)s

11 faudrait donc éliminer £ entre ces deux équ. , pour obtenir
y=Fz,entirer (y), (y"), etsubstituer. Ce calcul, ordinairement
long, ou méme impossible a effectner, n’est pas nécessaire; il
suffit d’exprimer la fonction ¢ en ¢, a I'aide des équ. (a) etde
leurs dérivées @, f'... : celles-ci ne sont plus prises par rapport
a x, mais bien a ¢, devenue variable indépendante. Proposons-
nous donc de modifier la fonction donnée ¢, pour l'amener &
renfermer t, ¢, f...,, auliende x, y, (y)... Soienth, hy i
les accroissemens que prennent ensemble les yariables 2, y, 1
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y= Fx domne k= (yDh+ 3 (yHr24. st (1),
y=ot . .. ckh="yi 4Ly .. . (9),
T o= N = e e T e (B

Ces dérivées se rapportent aux fonctions respectives F, ¢,
(¥") estla dérivée de Fix relative’a x5 y et x’ sont celles des
équ. () parrapporta t, ou i '

dy dy de
== = ~—— —¢ G R
ks G, oy = ¥ By e o
* La fonction 4 est donnée en (y7), (y"). .., et l'on veut la
traduire en &', 5, 2", ¥".-., qui sont des fonctions connues de .

Egalant les valeurs de k, puis mettant pour  la série (3),
en se bornant aux denx premiéres puissances de %, on a

DL+ ()20 = i ay
et comune 2 est quelconque (n°576 ),
(}'_’)-'r’ :_}” ; ()"')r" 4 (yu)x/a = yn , etc.

Donc, pour exprimer ¥ en ¢ seul, il faut ¥ subtituer &
2,¥, (), () les valewrs o= ft | y—= ot,

’

ey : —x( "—-_)"1‘" 3
=%, 0n= -% AR
On peut tirer ("), (¥")... de la valeur de ), qv..]i est le qua~
tient des dérivées relatives & ¢, tirées des équations (a) ;
l, ¢t dy . dx :

()= SE e Car (y') représente une fonc—

tion de x, (y) = F'z, qu'on peut d son tour regarder comme
une fonction de ¢, telle que (¥)=e.t, puisque’ ={i.Qu’on
raisonne - de méme pour ces trois derniéres équ., on en con-
clura que (y") doit étre Ie quotient des dérivées de g,¢ et ft

r : i v AP T e S
relatives A 2. Or, celle de ¢,t — 'l, est ,—-Ll—
X el

; donc, en

dxv1.=.ant para’, on retrouve Pexpression ci-dessus de (y"-
Parcillement , la dérivée de cette yalenr de (y") ¢tant divisée
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par =’, donne
g U w W
" Syt 3Ty T BE NG (EYy
= = s 3
2

et ainsi des autres. On peut dong employer « de trois maniéres:
1°, En éliminant ¢ entre les équ. (a) , tirant (y), (RN e
de I'équ. résultante y = Fz, enfin, substituant dans ¥;
2°. En mettant dans 4 pour (), (¥)-- Jeurs valeurs (D),
(F).. ., ce quiexprime  enx, y, sy’ .., etpar suite ent,
a l'aide des équ. (a) et de leurs dérivées ;

’

3°. Enfin , en formant en fonction de ¢ la fraction (y") = o4

puis prenant les dérivées relatives a ¢, divisant chaque fois par
’, et enfin substituant dans + les valeurs ainsi obtenues pour
O .- _

696. Soit r une fonction donnée de ¢, r = ft ; supposons que
les équ. (a) soient x=rcost, y=r7sin ¢t (¥); d’on
a’ =7  cost — rsint, y =r1"sint4-rcost,
a" == 1" cos t —ar’sin t —rcost, y'=r"sint4-2r'cost-rsint,

etc.....

Substituant, dans , d'abord les expressions (D) qui y intro-
duironty’, @', y"..., au lieu de (y"), (y")..- s puis celles que
nous venons d’obtenir, il n’y entrera plus que ¢ et r, AR )
quisont connues en ¢, par 'équ.r =T, Par ex.5/ 81

2y YLy
d'aprés la valeur (D) de (y”) : et comme celles de 2’ et y’ don-

(*) Ges équ. sont celles qui transforment les coordonnés de rectangulaires

~ en polaires ( n° 385 ) : lorsqu’une formule différentielle o aura ¢té ouvée
pour le 1er systéme Je calenl suivant Ja rédunira & étre propre au a¢. Clest ce
qui a lien pour les valeurs suivantes de 4 : I'une exprime la tang. de Pangle 8,
que fait un rayon vecteur ayec Ja tang. & une courbe quelconque ; Tautrecn est
Je rayon de courbure (n0s 724, 733). Ges expressions sont done, par notre
calenl , traduites en coordonudes polaires, x
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nent y'x = x'y =17 3y + xx’ =7r (cette équ. est la dérivee

de a*'4y*=r*), on trouye enfin ¢ = ;

'

[1+(y’)’]§_;_(x”~{-y")g.

Pareillement, soit ¢ =

()’U) w’.y" —-_y,SL‘” L
ona .z'/, +yu =.,.s -+ r2 s xryn —_y'x:”: s or% — " ;
'35
(Gt Ve

do.nc Y= R C—

 est donc connu pour chaque valeur de ¢, puisque les for-
mules seront exprimées en ¢ seul, lorsqu'on aura r=ft.

691. Quand  a été ainsi transformé , ¢ est variable indépen—
dante ; et si 'on veut que x soit remis dans son état primitif,
il suffira de poser @’=1, don o =a'=a"=. ..; car y
redevient (_y'),'et par suite y" se change en (y"), etc. Clest ce
qu'on peut vérifier sur nos exemples. ¥ 8994

Une fois que est généralisé et convient & la variable prin-
cipale £, il est indifférent que x Tait été originairement, et 'on
peutsupposer que c'était quelque autre variable u qui était indé-
pendante. Or, en faisant &’=1, on exprime quela variable prin-
cipale est ¢ ; domc ¢ =1 établit la méme chose pour ¢: lu con-

‘dition qui exprime que t est variable principale est =1 ; d’ont

o—=1"=1t"...: on dit alors que la différentielle de t est con-
stante. Lorsque ¢ a été généralisé pour convenir a toute variable
principale , aucune différentielle n’y est'constante.
“Puisque la série (3) dérive de 'équ. x =fi, =’ désigne d_’f
de 2
et 27 = 1 montre que la différentielle de ', relative & une 3=
variable ¢ quelconque,‘est constante. De méme, si 'onposet—1
pour que ¢ devienne variable principale , il faut entendre que lr;
'dér.zv.eef de t, relative a une autre wariable u; est constante.
Yoicil'usage de cette proposition.
692. S'ilarrive que < ne contienne pas z, 4==[(y), ("), o"...1
£ ’ r . - el
I'équ. x =ft n’est plus nécessaire, et il suffit d’en avoir la dé-
4 ’ 5 ; :
rivée x'=f"t; car les relations (D) n'introduisent pas « dans 4,
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mais senlement ', y'.. ., et les calculs précédens sont faciles.
Or, si cette équ. dérivée donnée contient ¢, aulieu de x , pour
variable dépendante, qu'on ait, parex., F(t, ¢, ok 1l fau-
drait d'abord généraliser cette équ., pour qu aucune différen-

¢
tielle n’y soit constante , en mettanr = pourt ; puis faire ' =1,
pour rendre £ variable principale; ce qui revient & remplacer de
; 1
suite ¢’ par =
Supposons, par ex., que les équ. () soient y=rot, y=(t),
Ja derivée étantici relative 4 = ; pour qu'elle le devienne i ¢,
on fera b
i
s 2 =_7-ZZr etc.
3
Quaﬁ& 4 anra été généralise par les relatmn; (D), ony intro~
duira ces valeurs, et % se trouvera exprimé en £, et en dérivées
x:EIativg,s A, six n'y entre pas. Clest ainsi que
: 3
i 273 NE 3 1 24,72\
'J, [+(J’)] dev1eut( s ),,,psg-*-,;y‘y),z
ot 2 o Iy’ 457
On voit que J sera exprithé en fonction de £, puisque y’, e

sont des dérivées relatives a £, qu’on tire de_y — ot : s sera donc
connu poar chaque valeur de 2.

De méme, si les équ. (a) sont y==ot, iy +(y ¥2, les
dériyées étantrelativesa x, onchange celle-ci en "* =z - y2;

posant ¢ = 1, ‘la variable in'dépendaute est £, ‘et I'on a

a2y =1; dot a’a’ +y_y" = 0. Notre valeur de géné-
]
ralisée devxent donc, en &iminant ° ou _y V== v" =—2n
Pour obtenir en fonction de t, il ne reste plus qu'a tirer de
y==ot, les dérivées y', y", relatives a ¢, puisx’= y/ (1 —y'%),
et substituer dans =z’ :y".Siau lieu dey ¢t, on eiit donné
@=ft, on aurait.opéré de méme sur la 2° valeur de .

Oa trouye encore que z étant variable principale, si I'on
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veut que ¢ le soit & son tour, et que '*= 1 - (y')*, la formule #
A 1 " / .
4;._—:% deyient = - %}’7 + —-——»—)

693. Quelques démonstrations peuvent étre simplifiées par
ces prlucxpes Sil'onaléqu. y = fx, et ses dérivées ) (y")ees
relatives & , et qu'on veuille trouver les dérivées de' x =@ y
relatives a y, sana resoudre la premlele équation , on fera
s L Gy m_y .+. dans les equ (D), c.-a-d. qu'il suffira

U z ¥
de poser (_y)__ = (yN=— Pt 2
Par exemple A— donne (y") = ka® : on en tire
ka’:ky, dot ' — 1 , lorsque y est variable indé-
pendante. I est visible quon a ainsila dérivée de z— Logy-

Pour y = sinz, on a (y') = cosa; donc, on trouve

1 1
o = = cosz V(l
x = arc (sin = y.) p. 263.

Enfin, de y = tang x on tire la dérivée de @ ==arc (tang=y):

derlvee de I'équation

: (J’)—*-—v-:; :L‘_cos‘x-————-—

cos* & x + _y
694. Pour généraliser une fonetion -4 du o8 ordre, on éha_uge

y’ dy dy . dx dy dy

PN T Yo O T

(_y) en—

(*) Ceci peut se démontrer directement ; car soient k et k les accroissemens
que prennent ensemble Y et x5

7 =/fx donne k= y'h +§]"’h’ . 55
z = gy donne k= 2’k +-:;:r”k=r L T

dlolr h = ay'h 4 (aly" + z’fy’l)..;- ha oo

puis r=alyl,l xly? S alyls e, etc.....
Enfin, on ales valeurs dey’ , »"....
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% en supprimant le diviseur commun d¢; mais en cohservant la
souvenir que, dans le 2¢ membre, dy et dx désignent des dif-
férentielles prises relativement a ¢, Donc, quand une fonction
dérivée ) est du 1°F ordre, et qu'on I'a exprimée par la notation
différentielle , elle ne devra éprouver aucune altération lors-
qwon wvoudra changer de variable indépendante, seulement
lesdy, dx... qui y entrent désigneront les différentielles rela-
tives d cette nouvelle variable. Cest ce qui rend la notation
différentielle bien préférable dans le Calcul intégral , et dans

toute opération ou I'on est conduit & changer de variable prin-

cipale, pourvu qu'il n’y entre que des dérivées de 1° ordre.

Soit y=sinz; y‘==cos z.2' revient & dy — cosz.dz; d'oi’

d
dz = £y == ——“—y:; ce calcul est préférable a celui du
cos % Vi—y* i

n° 693 , pour obtenir la dérivée de 'équ. z—=arc(sin=y).

Aureste, Pavantage dont nous parlons n’a plus lieu pour le
20 ordre ; car la_2° formule () devient

dy _ dx.dly —dy.dz
(Fo dz? ;

Ici les dérivées sont relatives & une troisiéme variable ¢, dont
on suppose que x et y sont des fonctions données, Il suit des
principes d’ou nous sommes partis, que le 1°* membre n’est
i
da’
et qu'en] considérant ces dy et da comme des fonctions de t, on

a(2)
d2y. o \dx dly
dizisa

peut poser ( n° 689, 3°.)
d“z)
d(dsc’
i - = e

& d

autre chose que la dérivée de qu’on divise ensuite par dx ;

en sorte qu'il est bien facile de retrouver les équ. (D), (E)...,
et méme de les conserver dans la mémoire.
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Des cas ot la Série de Laylor est en défaut.

695. La formule (B, n° 657) peut ng pas étre vraie quand
on me,ttra. pour z un nombrea; cary fx, devenanl:f,(a—i- hy
lorsqu'on change z en o} h, il se pourra que, x étant en"a';'é
sous des radicaux, la valeur a--h, qu'on mettra pour x Jabisft;
h sous qpelque radical, parce que les constantes de la fon,cl’ior;j
auraient détruit a : ainsi % aurait des Ppuissances fractionnaires
On sent dailleurs que f (=) ne contenant d’autre va.riable'
qu?lh ,» Dest pas toujours développable suivant Jes
enticres et positives de 4. Clest ainsi que coth,

Eai logh, . . 5
exposans négatifs pour 4, phisgrs e g ontdes

o les rend infinis,

y 3
Soit y = {/x -} V(x —a)t; pour x — o + 1,

ona

{3 3 : 4
Y=\/(a+h hi— s
l ) + Vi V“+2Va+71‘—-8v,a.i....

De méme(x_a)ﬁ- vz, donne hi,-}. V(@th).ouhi~ty/a,..

1 S
Enfin, W:‘;S-]-\/a. devienth * 1/ q 4 5;;

Jusqu'ici nos régles ont été san: i
q, g' : ont éte s.ans exception, parce que x
conserve sa yaleur générale; mais quand nous voud
quer ces regles 4 des cas particuliers ot @ sera un nombre
donné, il se pourra qu’accidentellement on tombe sur une ex.

. a \ . . o
ception du t}‘leoreme de Taylor; il conyient de trouver des
caracteres qul annoncent cette circonstance > et d'apprendre ce
quon doit faire alors pour trouver la yraie série defla+-1)

696. i évelopp ;

9 Ordonm.ms » suivant h, le développement de f(a4-1);
m étant l4 moindre puissance fractionnaire de h :
entre les entiers Jet/ -+ 13 on a

flae+-h) =A+Bh*+ Ch* 4 Dis... - LB Mg,

Sim est négatif, ME™ est le 1 terme. A, B, C.
; J
néral, des constantes finies et inconnues,

2. ‘ 18

a
rons app]i-

» Comprise

««o SODL, en gé-

puissances
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Al
i s les déri-
Puisque cette équ. a lieu, quel que soit /1, prenon
uis . i :
vées relatives & cette variable :

2 LR - mMh™ . . .

4 — B—+2oCh+43Dh...+ A i
f" (a+;g—2012.3Dh...+l(l—-1)th L m(m 13%}2"‘_3."
‘}:" Ezih):g 3D A-I(l=1) (o) LR -m(m~1 Y(m-2;

etc... .. ’ :
En faisant & = o, on trouve ‘ s
—=fa Be=flay C==%f"a, = by ik
Aff f;sA B... L sont donc les valex)n"s fl“" ;:r:::ga;
Les GOzé:'?vt'aes {orsqu‘on y fait x =a, pre’cx?emﬁe:n e
et ses1 sbiods Taylor; mais, & chaque‘d;‘:rn;l o e
dans Ziaparait parce qu'il est comstant; a 7a i
terme dis 3 :
on obtient £ ala (I + 1),o0n a S
:f("‘“)(a—f—h):m(m—l)... Mhm ;

v je a un eXpo-
s 741, cer* term:

st une fraction <
et comme m €s

o éme infini ; ¢ cet expor/
i {5. dé’rivées sont de méme infinies, parce qu p
toutes les ! teeo 3 v
saut reste sans cesse négatif (n 668, 2 ) : i

o i la valenr x=a ne rendinfinie aucun -
one; 1% : fons doul
i 3 )y’ y".:, le déyeloppement de Taylor n'est p
tions ¥, ¥ Y o
g f evient infinie pour
: 50, Si Iune des fonctionsy,y', ¥ l :Z}nf;re.zmeée T(Z,]o,-
: L le sont ausst ; le thé 1y
— a, toutes les suwantes i . gt
Xﬁz}" ttfqu’(i partir du terme quu contient lapremiér
west fauty
nfinie. g
538 Siyestinﬁm, ¥y
; s negatives. : i
sances negativ i ; e
2. Pour y= ™, comme la dérivée de lorgrfanﬁn. W
SLReg ; infinie,

: i v x ne ren

forme Ax"—", quaucune valeur (%e figai
(0} d m n'est pas entier et positil g -
n'est x =0, quan 2 h)y® e jamais fautive (

ue la formule du binome (x4 /)%, n€ e

- cepté ). On en dira autant des series 3

cag e¥ 4

#n x et cos X

. le sont aussi, et & a des puis-

Fre 1),
t h— o donne fU*+0a = oo :  partir de yt,
€ et

. Srie ¥V, pour obtenir les suivans , retranchez de
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697. 1l reste a trouyer le développement qui doit remplacer Ja
partie fautive | quand il en exist

e une : a ceteffet, changez z
en‘a -k dansfx, et faites le développement de fla—-1) &
Paide des séries connues, Par ex.,

5x—oda—p
= —_ — 2! (==
Y=+ (z—b) V' (@—a) dogne. y W=
-« le sont aussi , et & doit
2 dans le développement de
Y=c. Quon change en effet

& en - dans [a proposée,; ona ¥=—c - (g— b)b&*{-b%.

Z =« rend y infini; donc i
avoir un' eXposant entre 1 et
Y=f(a+h):le 1 terme est

Soit encore Yy =cHd a4 (z—b) (a:—a)g“;

dou Y=k G—of +ile—Byoeg),
e 3 (x— b) %
y'=3y(a a)+4v(‘zz—-&zzj’

zT=aq dnrmey =c—+a, ¥y =1, les antres dérivées sont in-
finies. Le développement de f(a + k) commence par(c4-a)4-4;
les avtres termes ne procédent plus selon 22, 4%, .. En effet ,
mettons' a4~/ pour x, y devient

Y= (c+a)4h +(a~—-'b)h§+ 7,
698. Lorsquion a trouvé les divers termes non fautifs de Ia

fle + ) la
ction Sde /,
qui ne procéde plus se-

partie connue, le reste, étant réduit, sera une fon
qu'il s’agira de développer en une série
Jon les puissances entiéres de %. T

Soit 4 la valeur de § pour h=o; ona §=— 4 +- Mhm,
m étant la plus haute puissance de qui divise § — 4,

> atin que
lequotient 17 = o h_"' -

ne soit nul, ni infini,, pour. h==o.
Cette condition fera' connaitte’ le nombre nt
de 1. De méme on fera b — o dars M, et B
prend alors M, on posera M =D
€t J¥; ainsi de suite. Donc,

, et'la fonction af
étant 1a valenr que’
-+ .Nh", ‘et L'on trouvera n

18;@
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sera le développement demandé. Si § doit avoir des puis~
sances négatives de 2, on fera h = h'~*, et I'on développera
selon /' ; on changera ensuite les signes des exposans de A,
( Voyezles Fonct. analyt., n® 11 et 120.)

699. Examinons ce qui arrive lorsque o= a, chasse un
terme P de la fonction 7 ; P a pour facteur quelque puissance
mde x—a(n° 500), ou P = Q (x —a)™. .

1°. Si m est entier et positif , la dérivée m¢ contient un terme
dégagé du facteur x— a, puisque 'exposant s’abaisse successive-
ment jusqu'a... 2, 1, o; ainsi, le facteur Q, qui a disparu de
toutes les dérivées, reparait dans la m® et les suivantes : le théo-
réme de Taylor n’est pas fautif, etil ne se présente ici rien de
particulier. Soit y =(x—a)*. (x—0b) —ax*; on a

Y= —a’— aa®.h — bh*+ k3.

2°. Quand m est une fraction comprise entre Zet I4-1, x=a
fait disparaitre Q) de toutes les dérivées ; celle de 'ordre /41
prenant le facteur (x — a)"='*, Texposant est négatif, Ja dé-
rivée infinie , et la série de Taylor fautive 4 partir de ce terme;
et en effet, puisque le radical indiqué par (z—a)" disparait
de touté la série , et reste cependant dans fla—+h), les deux
membres n'auraient pas autant de valeurs I'un que lautre , si
# ne prenait ce méme radical.

5
Ainsi y= 2} + (2 — b) (x — a)? :
7
domne Y= &% 4 3a*h 4-3al*+ (@ — b) h* -h3 k2,
Foyes aussi les exemples, n** 695 et 6g7.

Be. Simn est négatif, P et toutes ses dérivées, ayant z—a
an dénominateur , sont infinis pour @ = a, et le développement
de Taylor étant fautif dés le 1°" terme, A a des puissances né-
gatiyes. C'est ce qui arrive pour ¢

T

y::——xz—-q dou ¥Y=ah=~+z2a-+h,

SERIE DE TAYLOR FAUTIVE. a7

Yepare 2 CF LR

700. Supposons que x=q fasse disparaitre de y un radical
qui subsiste dans y/, c.-a-d. que la 17¢ puissance de x— @ soit
facteur de ce radical : pour x==a, y’ se trouve avoir plus de
valeurs que y , & cause du radical, qui n'existe que dans y'.
En élevant 'équ. y=fr 4 la puissance convenable , on pourra
détruire ceradical, quin’entreraplus dans Iéqu.z= F(x, y)=o0.
Prenons la dérivée (n° 684) gi——l— j—;.y": o, et substituons
@ pour x, et pour y la valeur unique dont il s'agit; les coefficiens
deviendront des nombres A et B, savoir, A+ By'=o.Mais,
par supposition, y* a au moins deux valeurs correspondantes
wet B,savoir, 4+ Be—o0, 4+ Bg—o; donc B (z —g)=o0,
ouB=oet 4=o0, puisque « est dilférent de 8. Donc notre
équ. dérivée de z = o est satisfaite d’elle-méine et indépendante
de toute valeur dey": ;

\ dz dz= "¢ RO
a;_o, a}-/:o, 3 -—-6.

Passons & "équ. dérivée du a° ordre (n° 686); qui ala forme

g—;.y"+41y'n+zz\y+n =os-
fe 1" terme disparait; et comme M, IV et L sont desfonctions de
x et y sansradicaux, 'équ. My 2Ny’ L= o, feraconnaitre
les deux valeurs de y'; attendu que M, Vet I, sont des con—
stantes connues. Amoins qu'il ne diity avoir plus de deux valeurs
dey’, contre une dey, pour x =a; car M, IV. et I, deyraient se
trouver nuls ensemble, et il faudrait recourir a I'équ. du 3°
ordre. y” et ¥ s'en iraient, parce que leurs coefliciens étant

- e )
3(My' 4 IV) et.é qui sont nuls , y" entrerait alors au cube.

En général, on doit remonter & une dériyée de l'ordre dura~
dical que & = a chasse de y.
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Soeit par ex. Y=z + (2—a)y(x—b),

Y=14+Ve—b)+ - V—__”(:_‘j Y

g=adoney —gq, et y' = 1.3£ /(@ —b). Mais la proposée
revient a ety

(y:r— 2 =i(rsa)t (e ~—b);
d'ott : 2()'—'.1:)}/:2 (y—=)+(x—a) (53:—2[7_— a).

Chaque membre devient nul quand x =y =a. La dérivée du
2% ordre est i hoed

Y=oy (¥ —1)=BFr—a—},

qui domne (y'—1)*=g" -}, et la méme valeur dey’ qne
ci-dessus. 5
b 3
De méme y—(z—a):(z—~)3, donne =0,y =1 (a~b),
quand z =—a. Mais si 'on ‘chassg le radical > et quon prenne les
dériyées des trois premiers ordres |

i Y= (r—a)'( a— by,
Byy' = (v—a)(4a—5b — a),
Yy +ayyt=3(z—a) (az— a—b),
Yy A6y oy T8 6o _ap.

T=a ety = o satisfont aux trois premiéres équ,, et la 4° donne
3 ; !
9 = V/@=b ,.comme ci-devarit.

51 leradical disparait de y ety’, mais reste dans ¥, (x—a)
est facteur de y et %', qui onf un égal nombre de valeurs, tan-
dis que y" en a davantage, pour x=a. Si donc on fait évanouir
1e radical de 1a proposée y = f, et qu'on cherche y* & Taide
de la dérivée ‘du 2° ordre de Iéqu. implicite z = o, elle devra
donner y"=2 '‘comme se trouvant satisfaite - d’elle-méme.
On passera aux dériyées 3¢, 4-..., quiseules peuvent faire con-
naitre y".

On raisonne de méme quand (= — a)® est facteur d'un radi-
caldans y = fx, etc. .
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Par exemple y =& + (x—a)* Vz, quand’r{::: a, d?nne
y=ua, y'=1,y'==29ya: mais la proposéé revient a
g syl
2, gy
(y—x)'= (x—a).x 3
d'on a(y — 1) (y—x)= (x—a)’ bz —a),
(y — 1)+ (y—z)=2(r— «)* (5 —24),
By'(y —1) +y" (y—=) =6(z—a) (bx—3u),
5ylfg+4yrﬂ(y/_ 1) +3’" (y—-:z:):lz(&r— 411)
Quand x=a, on trouve y—= a; tout se détruit dans Péqu. du
1*vordre ; celle du 2° donne ¥’ = 1; lasuivante est 0o=0, et
‘enfin la derniére donne y' = =2y/a.

Limites de la Série de Taylor.

@ roe 2 =
7o1. Prenons un terme 4k de la série f((a-4~h), « étant po
sitif ; ce terme et tous ceux qui suivent ont une somme de la
)

forme k* (A +Bh£) (n°6g8).0r, fI—i—Bh'fg se réduit A A lors-
que /2 est nul, et croit par degrés insensibles avec le facteur b :

s AN
sifi est trés petit, 4 I'emporte donc sur Bh™. Ainsi, on peut

prendre h assex petit , pour qu'un terme quelcohque de la série

f (a ~ h) surpasse fu somme de tous ceux qui le suivent.

702, Quand @ croit et devient w -7, fa peut éire de
nature 3 -augmenter ou & diminuer, h étaqt positif. Dans la
série f(a4h) =fa+hfa... comme on peut prendre & trés

petit, le signe dé f’a détermine celui du développement de.

fla=-h) —fa; si fla est positif, fa est %on’c 'crc_ﬁs'sa'nt;. le
contraire arrive quand "z ale signe —. Clest Hnki gt
croitjusqu'ago®, pour décroitre ensuitel, parce que laden:ree cos a
est positive dans le 1% quadrant , négative dans le 2°. Done,
si i'x reste positif depuis x = a jusqu'd x=a Db, sans de-
venir infint, £x va croissant dans toute cette étendue.
Quedans f7 (¢~ 1) on fasse croitre k de zérod b, et que

a+h=p eta---h=gq soientles valeurs qui donnent le moindre .

et le plus grand résultat;
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flet+—Ffp, fa—flath)
seront positifs : or, ce sont les dérivées, relatives a 5 de (*)

fla+h)—fa— hf'p, fa-hf'q—{fla+h).

Ces fonctions doivent donc croitre depuis = o jusqu'a h=#b;

et comme /i = o les rend nulles, elles sont positives dans cette *

étendue, ou !
fl@+R)>fathfp et < fathfy;

ce serait le contraire si i était négatif: donc f(a + k) =fa -

mn nombre compris entre if'p et hf'q , e.-a-d. que si Lon borne

{a serie f(a 4h) au seul premier terme fa, Lerreur est > hf‘pet

< hf’q.

Admettons maintenant que la série de Taylor ne soit pas fau-
tive dans ses trois 17 termes fla+ ) =fa+-hf'a4-Lh*f" a...
Soient p et g les valeurs moindre et plus grande que regoit
f(a+ k), depuis h=o jusqu'a h==b; dans cette étendue, les

quantités :
fla+h—1Fp, flg—fat+h)
sont positives, ainsi que leurs primitives
L@+ —faIfp, fatlflg=flath,
puisque 2 =0 les rend nulles. Il faut en dire autant des primi-
tives de ces derniéres, qui sont

St D —fabf a—31fp,  fahf a1 b flaty
done ﬂa+h)=fa+]zf’a+ 1hd,
A étant un nombre compris entre f'p et f'g. En bornant la

série de Taylor aux deux premuers termes, lerreur est donc
comprise entre les limites 2 0°f'p et Thef'q.

(*) Flx 4~k) devient F=, quand on pose x4-fo =z; prenons la dérivde re=
Iative soit &, soit & k5 comme 2/ = » elle sera également F'z (no 672). On
peut done supposer Iz k) provenue indifféremment de la-\-arialion da
z ou de ki duns Bz +-h). Alnsi, quoique nons considérions o des dérivies
relatives & 7, elles se trouvent étre les mémes quesi on les et prises pour z,¢t
fait ensuite z =g,

@ -’
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En général, si Ton arréte la série de f{a+h) au terme
qui précéde h*, I'erreur sera comprise entre les produits de
h® 5 =

1—.——2.15‘“n par fp et fq, ou par des nombres, I'un moin~
dre que la 17%, l'antre supérieur ala 2¢ de ces quantités : p et

sont les valeurs de x4, qui rendent f"(x 4 4) le plus

etle plus grand dans I'étendue comprise de h =0 ah quel (gr’- &

que. Mais il faut qu'aucune des fonctions fr, f'x, . .. fCU3
devienne infinie depuis & = a jusqu'a x = a + h.

Et puisque p et g sont des valeurs intermédiaires entr

n £ e . v
a~+h, lerreur est EJ;S(_Q_‘-}) , J étant un nombre conyen R
1. 88 n

blement choisi et inconnu. On peut donc poser exactement,
pourvu quaucune des dérivées ne soit infinie ,

2 A1 fln— b D (gt
ﬂr—}—h):fx—f—]x_f"z\—{-h;.f”x...-}-h SR IO )

1.2.3..in~1 1.2.3...n

Nous ayons ainsi une nouvelle démonstration de la série de
Taylor, et nous savons mesurer I'erreur qu’on commet en V'ar-
rétant & un terme désigné , ou obtenir une expression fiuie , qui
en soit la yaleur.

Par ex., y=a® donne y(")zk".a‘;f(")(x—f—h):k".af‘”‘:
la plus petite et la plus grande valeur répondent dh=oet h
ke
Be..n

quelconque. Les limites de T'erreur sont les produits de =
par a”® et a*. Pour a*, ces deriers facteurs sont 1 et g,
Pourlog (x-4-h), les limites sont == g bYe (# et GTI}I.)":)
Enfin, y=a™ donne y =[mPn]xm—" (n® 475) : Lerreur
est donc entre ces limites
In[mPn]

1535 S [E" et (xR I)"="], on[mCnkr(m - jym=n.
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Développement'des Jfonctions de plusieurs Fariables.

763, Soit z une fonction de deux variables indépendanthes
x ety, z= f(x, y) ; proposons-nous de ch?nger % en r-l- e
y en y +Fk, et de développer, selon les puissances ﬁie ces ac-
croissemens arbitraires, h et k. Opérons comme nous I'avons fait
n° 672,; au lieu de faire a la fois ces deux changem.exzs.l, mettons
d’abord & 4 h pour x, sans faire varier y : z, considérée comme
fonction d’une seule variable , deviendra

PR O L e

f(x+h,y):z+§;.h+-ﬁ.—-+ﬁ = -} etc.

2

Dans ce résultat, mettons partout y - k pour y, sans ‘c}‘mnger A
D'abord le 1°F terme z deviendra

dz o By dis R e
fey+h=z+ ?y_-k-!-ay,- ;+‘F-2-5 = gle

: Ay

De méme, représentons par , la fonction de x et y désignée

pargz—; en mettant y -+ k. pour y, u. se changera N ws oy
#adp

du du 12 Ainsi remettant pour 2 sa valeur;
u+-‘—yk+€y;»;+3tc- 1031, P

d : dz d’z &z Ikeh ol
é B deviendra 3=+ g3 % Rl s g

d&tz h? " d’z IE &z hek el
Sh deviendra Ty + _—drzdy e 5

ainsi de suite. En réunissant ces diverses parties, onia

s diz le oodiz B
f(x+h,_y+k)=z+a—;k+ F ~2~+ d_ys . g_5+"'
dz d’z d'z ek

+E;h+H;@kh+dtdy°' 9
dz B? d'z [tk

&3 Toae e

)
dud’ 2.3

P
Feonm
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s dm-kllz .&m_hn
Le terme général est T S PV G .n).

11 est visible qu'on aurait pu changer d’abord y en y 4k,
puis dans le résultat & en 2 4 h. Mais par 14 on aurait obtenu
une série de forme différente de la premiére, qui aurait dit lui
étre identique : toutes les dérivées relatives i x auraient précédé
celles de y. Il suffit, pour y parvenir, de changer ci-dessus
Y en x, et ken k, et réciproquement. L'identité de ce nou- -
veau résultat avec le précédent, donne, en comparant terme
a terme,

dig. . di Pz d d’z . d%
dydz dey . dy’dx T drdy®’ dydx* - dx‘dy %
dm-{-nz : dm-FnZ

et en général —_—— "
& d_y"’dx" dx“d)’"‘

Concluons de 14 que lorsqu'on doit prendre les dérivées sucees~

sives d'une fonction z relativement & dewx variables, il est in-

différent dans quel ordre on fasse cette double opération.

e e 3t vz a9.x°
Parex., = — donne — = —_ o=
; Yroor dx R dy Y
la dérivée de la 17¢, par rapport & > ainsi que celle de la o°,

i (Fipabeowd = at
relativement a -, sont également — ==

Les dérivées du 2¢ ordre sont :
d%z i §E d*z S 6:1:3.
=3 g =

D : o ; =
donc — 5 esta Ja fois la dérivée de la 17, relativement & ¥

1822

7 est la

LSEENE T / d :
et la dérivée 'du'o® ordre de El:—zy- relativement & .

R, 2z o
dérivée de E.—}—;a‘par rapport & o, etaussi celle du 2° ordre de :]i_z
B
par rapport a y; et ainsi des autres.
« 704. Puisqué z et y sont indépendans dans I'équ. z =flx,y),
on peut'en prendre la dérivée relativement & 2 seul ou ay; déy
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signons par p et g les fonctions connues de x et y, qu'on trouve
dz
T
avait une dépendance établie entre y et x, telle que y=¢x,
ces différences partielles ne pourraient plus étre prises a part,
_puisque la yvariation de x entrainerait celle de y. Pour renfermer
ces deux cas en un seul, on a coutume de supposer que cette
relation y =ox existe, et la dérivée se met sous Ja forme
dz = pdz ~+gdy (n° 684) ; mais comme on laisse cette fonc-
tion ¢ arbitraire, il faudra y avoir égard dans les usages auxquels
cette équ. sera réservée. Sila question exige que la dépendance
soit établie, de y =gx on tirera dy =y'dz, et substituant on
aura dz=(p—+-qy’)dx. Sila dépendance n'existe pas, I'équ.
différentielle se partagera d'elle-méme en deux autres : car dz
représente la différentielle de z prise relativement 4 x ot y en-

= ¢. Mais ¢l y

(T 5 dz
pour ces dérivées respectives, =P
: o

dz dz 2 ES
semble, ou S dx - @ dy; et, comme I'équ. subsiste quel que

soit @, ou sa dérivée y’, on aura

dz dz , : riide dz
e = bR S T 4
e T“zy:—-_jj donne. dz = ﬂ-&.ﬂ’ﬂz,
%3 ‘a
V y (:C’-f—-_y’)
équ. qu'on partage en deux autres
dzivs axy dz | ashaxt
EoE T
X (xn +)ﬂ) )’ (1" + -,y:)i k
%= arc (tang :;—) donne dz.:j-l;%;d;y ,

dz y. dz_ —=
e y
n tire =g =
d'on Vo Ty iy rmper
Soit en général u=o0, une équ. entre’les trois variables
@, y etz; si Ton a en outre une autre relation 2= F(x)»
on ne doit plus considérer dans la proposée qu'une seule yariable
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indépendante; ainsi I'on a (n°® 673)
du du du
T da:+d—)—, dy + Edz:o. sea (L)

ey du u du
d’ont (&——r+p&—)dx+(®+qa—i dy=o,

parce que z= F(x,y) donne dz=pdx - ¢dy. On tirera donc
ie) d :
aisément la valeur de a{, qui est la dériyée qu'on aurait obtenue

en éliminant z de z = o.

Mais s'il 'y a aucune autre relation que = o, on en pourra
supposer une, pourvu qu'elle demeure arbitraire; en sorte que
notre equ. se partagera en deux autres , & cause que _y’ est
quelconque,

du du du du

& +p& =200 @-(-qazo,
ol p et g-sont les dérivées ou différentielles partielles de z rela-
tivesax et y. Clest, en effet, ce qu'aurait donné Iéqu. u=o,
sil'ony eit regardé tour 4 tour y et comme constans , ainsi
qu'aun® 684; Iéqu. (1) est donc la dérivée de u=o, qu'il y
ait ou non, une autre dépendance entre Jes variables y etz

1 est inutile d'insister sur les dérivées des ordres supérieurs A
et il est évident qu'on pourra différentier chaque équ. du 1°* or-
dre, soit par rapport a x, soit relativement 4 y, ce qui en
donnera trois du 2° ordre : et ainsi des autres ordres.

On pourra aisément trouyer le développement des fonctions
de3, 4..., variables snivant les puissances de leurs accroisse— /
mens, puisqu'il ne s'agira que de répéter les mémes opérations
séparément pour chaque variable.

705. Nous ayons dit que la dérivée d’une équ. entre deux
variables, peutiservir 4 I'élimination d'une constante, Il se pré-
sente quelque chose de plus étendu daus le cas detrois variables -
cest icile germe du calcul aux différences partielles, devenu

si célebre par' ses applications a la Mécanique, & I'Astrono-
mie, etc.
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Soit z=ft, t désignant ici une fonction connme de denx va=

riables £ = F(x, y). Les dérivées relatives i x et y séparément

sont (n° 671 )

dz. v iz dt

& oug=f't % Bt

la fonction 't est la méme de part et d’antre, et les dérivées
de dr i i ;
e & sont supposées connues en x et y. Endivisant, f'¢ dis-

- 5 dt dt . = -
parait, et 'on trouve p d——~_—_qa; , relation quilexprime que z

dz e dp
dxoup'"'-ftxd:’

est une fonetion de #, z—1%, quelle que soit d"aillenrs la forme
de cette fonetion .
Par exemple, 2 =f(x’+y5) donne
p=f'la*+y) X2z, ¢=f(a+y) Xay;
d'ont - py—gz=o.
Or, de quelque maniére que x* -+ y* entre dans la valeur
de z, cette équation demeurera Ja méme; elle s'accordera avec

.n x’J. + 2

a=log(a*~+y?), z=V/(z*+ ¥, zzgi—n—(-;,‘—m, etc. v
D’oi il suit que toute fonction de 2 +-y* doit étre un cas par-
ticulierde léquation aux différentielles partielles py —qx=o.

Deméme y— bz=f(x—az), lorsqu’on différentic séparé-
ment par rapport d z etx, puisd z et y, donne

—bp=0—ap) X[, (—bg)=—agXf".

Eliminant {7, on a ap 4 bg-==1 pour I'équ, aux différentielles
partielles de la proposée, quelque forme quiait d'ailleurs la
fonction f.

En traitant deméme L— : =2if
s e

T a\
, on trouve:

&im=—C,

z—c=p(@—a) +q (y—0b)..
Nousiaurons:par la:suite occasion de faire sentir 'importance:
de: cette théorie; nous nous bornerons ici & dire que les trois
équs du 2% ordre peuvent servir & éliminer deux fonctions ar—
bitraires, etc.
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II. APPLICATIONS DU CALCUL DIFEERENTIEL .

Développement en séries des fonctions d'une seule

Variable.,

706. Faisonsa=o dans la série de Taylor (page 246), et
désignons par f, {7, f”-.. les valeurs constantes que prennent

- fx, f'x, f'x, lorsqu’on y met zéro pour x,

Sh=Ff b 3B - hf" . ..
11 est vrai que cette formule n’a lien qu'autant que x=o ne
rend infinie aucune des quantités fir, f'x... Changeant ici A
enx, f, f, f'-... sont indépendans de /£, il vient

2 3 G
yefeeftaf + 24 L ro i

Telle est la formule due 4 Maclaurin,, et qui sert & développer
toute fonction de = en séries, suivant les puissances enticres
et positives de o, lorsqu’elle en est susceptible.

Par exemple, y=(a-+x)™ dome

yrz m(a L pymt y”:m(m — 1) (a+m)’"_‘. a3
dou - f—a?, ff=ma">, ' =m(m—1)a%" .,
ce qui reproduit la série de Newton ('p. 257 ).

De y=sinz, on tire y'==cosz, y"'=—sinx, y'=—cosx;
d'oti o, 1, 0 et—1 pour les valeurs alternatives de £, f*, f"...
jusqualinfini : en substituant ci-dessus ; on retrouve la série de
sinz (p. 182). ¢ :

On appliquera aisément' les mémes caleuls & cos =, a2,
log(1+x). .., et, engénéral, a toute fonction de . Si I'on

s prend y=arc (tang=g), on retrouvera la série N (p. 187)

(Foy. 8ao).
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707. Silune des fonctions f, 7, f'. .. estinfinie, la formule
de Maclanrin ne peut plus étre employée, parce que la fouctio'n
proposée ne procéde pas suivant les puissances entieres et posi=
tives de la yariable. Il faut alors, ou la soumettre aux procédés
du n° 698, ou plutét lvi faire subir une transformation qui la
rende propre & notre calcul : la supposition de y = xz remplit
souvent ce but, en déterminant la constante k, de sorte que
@ =0 ne rende infinie aucune des fonctions y, y', y". . .

Par ex., la série de cot x ne peut procéder suiyant les puis-

= z
sances positives de 2z, puisque cot 0 =0c0. Faisons y:;:cotx;

i x cos x :
d'ot A==, oud cause des formules Get H, p. 182,

1 — izt ot —
Tl —ixtt g xt—.

fonction dont on aura aisément les dérivées successives, qui ne
sont pas infinies lorsque @ est nul. On trouve f==1, f"=o,

ci

e
=— Z...; dou
.

il b xt
=1 5 52.5 ey
¢ 2 RS R z? a2x® x’
S ha O E T R R 5 T B 3 i

Ce procédé a d'ailleurs inconvénient de ne pas faire connaitre
la loi de la série.

Nous enseignerons bient6t les moyens d’employer le Calcul
dilférentiel au développement de y en une fraction continue
fonction de x (voyez n° 835). On en tire méme y sous la forme
de série, d'apres le procédé de la note p. 130.

708, On peut appliquer aussi le théoréme de Maclaurin aux
¢qu. a deux variables. Ainsi, pour mz’—xz=1m, on prendra
2, 2"... (n° 684), on fera x =0, et 'on aura

—,

1

' ‘" L4
=5t e i f =0 ool ST
3m? 4 agmd’ W
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Qo N z
-] l+5m 8¢m3+§~m—.'“

On peut méme développer suivant les puissances descen-
da‘r'ltes de x; on mettra ¢~ pour x; et apres avoir obtenu la
série selon les €Xposans croissans de ¢, on remettra x— pour
t; gt on aura celle quon demande. Par exemple, pour
my*— &y —mxS = o, on fera =17t don my't ey m‘
- on prendra les dériyées ¥ ¥'., relatives a ¢, puis {);fera’
partout £ = o ; enfin, on mettra Jes résultats pm.’lr e
dans ]a série de Maclaurin, od ¢ tiendra lien de x. ,Ce’ca];:;zl
donnera, €n remettant x—3 pour ¢,

e f— —3 o 3
T m —mix—3 el By~ 12m I8 - B5ym13—ia

709. On propose de développer 1 — i i
dex, y étant lié & x par P'équation b s
Yy=a +x.<p_)’l3... 1),

Jes 'f?nctions fy et gy sont données. Observons que si 4 Pajde
de I'équ. (1), on éhminait_y, u ne contiendrait plus que x, ot
la formule de Maclaurin deviendrait applicable, On cherclhe
s Yoy : 5
rait alor? 4, Ul puis f; £, f“..., en faisant 2=o. Or, le
cah:l.d différentiel sert 4 trouver les dérivées ', 4, sans 're
courir a I'élimination. En effet, les dérivées (n° 671) relatives
a x pour 'équation (1), sont
Y=oy +ayey, ¥y =oydy+ay'ely 1 xy'ey | ete.
s 2
celles de u = fy sont
Vot iy oo P u ra g,
Y=Yy w'=yfy+yify, e,
et, faisant »=— ©, ¥ ¥,".. deviennent
@: 99, 29ap'a=(p%aY, (p%a)",etc,,
de'sorte qu’en substituant, w, o/, 1", ., deviennent
fa; 0af'a; (9'a) fa+g%a.fla= (pa.fay, erc..
= % il

2. <
19
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; *
ce sont les valeurs de f; f; f".., et on.trouve (*)

c? Fp (N L
= a—{—x@af'a—!—% (¢*a.f'a) +Ig(q>3a.fa) +

On entend par fa, ¢a ce que deviennent les fonctions donnejles
1y, ey, quand on y fait y =a; par ¢'a le,ca,rre de ga,lpafl;{:
Ja dérivée de fu relative a ¢, par (p*a.f'a)" celle de la
tion ¢*a.f"a... iy

Foyez une application de cette équ. , Méc. el tE] ‘p. 1773

Soit demandée la valeur développée de y™, en supposant
y=a+xy" Comparant a I'équation (1)

fo=a", ea=ga", gaf'la= mat

St @3 F et = .
¢af o =ma" ", ¢'af 'a=ma 2

’:
(*) Quoique, par ce procédé, on p}lisse trouver ‘aumrnt (}\? :Jc:rzz:‘:lcl:;::

voudra de cette séric, cepgndnnt‘]a loi n’es'r. pas évidente. ..L )a

ici la démonstration de M. Laplad ( _ﬂ[e'c. cél., |?{m: I,p /SI. .mms i
Considérons = et a comme des variables d.ans Péqu. (1), et pre e

yées relatives & chacune (n® 704 ). Nous continucrons de représenter par y’; u'y

u*, .. . les ddrivées qui se rapportent & 2. 11 .\'lendra

97 i 9 f’=o)’+’]’?’1‘=¢)"(‘Ty‘z
oz Jda i 7 da
enéliminanl ¢y, Traitons de méme u =fy ; nous aurons

dy Pl dn &
My =y s doi ' i =y

an
—=
da
et mettant pour ' sa valeur ci-dessus
e e o
(@)eee # v AT
iscguel escle produirde 2 e
Les dérivées 17y, ¥/, u' sont relatives 3 x. Poisque s/ estle produitde P
une fonction de y, on peulsupposer que lavalenr (2) de u est aussi la dérivee
relative & @ d*une fonction z de y, telle que 2= I, en sorte que
dazo dyt

dadz ™ da’

dz \
=3 doh u"=

da
3 - de mdme
2 est ici Ja ddrivée de Fy, relatived z. Or, de méme que

u=fy, y=a-+xgy donnent Péqu. (2)... (A),

DéVELOPPEMENT EN SERIES. 291
d'ont yr=am 4 maamn—t L ‘Tﬂ:rgam-}-nn—-n_*_“.
2

On avrait aussi la valeur de y", dans le cas ot Péqu. (1) se-
rait remplacée par «' - gy 4 yy™ == o; il suffirait de faire ici
iR =7
e=—z, T= ren

710. En faisant x=1, on trouye, pour le développement
de fy, lorsque y = a ey,
fy=fa+oaf'a+; (¢a.fa) + i (¢%a.f a) +
On tire dela Ia puissance 7.de Ja moindre racine y de I'équation

Y=a-4¢y, en fai.santj_} =y", fe=a" fla=no*— 7

yr=a"+4 n[<pu @ 41 (e'a.a* Y - 3 (@a.am1)" 7.

en prenant z=Fy au lien de la 17e, on trouve que (2) devient

5 dz d
(B)s.sie 2 == .—..pf.u’:g:j_d_;f ;
i v ﬂ:.'_ & duy’
donie o= d—a_.(g ‘7,5‘;) 7

le ’ indignant une dérivée relative i «.

du - ity z
Regardons de méme p!r.a; comme étant la dérivée relative 3 a d’une

fonction ¢ =4y, savoir,

du  de ., o, dat % dit d=¢
T daTda T M T h Mt

mais changeons, dans la régle (), u =frent= ¥, nous verrons que
Iéqu. (2) devieadra

dz du du\"
Y=gy . — =gy =3y S . 4, ¥ (g
VL= F =Y. ; doncu P )
De méme on aura N
ne on awra, . . . .., SRy o L BT
les dérivées étant tonjours relatives & a. Faisant =0, doi
: du 3
=a, u=fa, - =,
7 % 725 Pl )
on obtient enfin pout «/, w”... des valeurs dont Ia loi est facile A reconnatire 5
doul'on tire calin la sévie de Ia P 200,

19..
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atives 4 a; on ne met pour
( voyez Résol,

9

Les traits indiquent des dérivées‘rel o
a sa valeur numérique, quaprés les caleu
numér. , note XI).
Par ex., I'équ. yy*
y=a-+g@yen posant

P
= e 4 la forme
— By 4 «=0, est ramene

2
a — Y o nt3 .
Y nd1 g n—t—2_ grtd s
il I Y n—1—% on ¢'a.a -
a= ga—-a* ga.c = ) T
‘Bl Bt I

prenant les dérivées convenables, on trouve enfin
3
n n4-3/ay\* nt+4 nt5 ”‘_Z) :l
r=G -G = e
ay\!
L3 o e < (_‘> -
terme général (%) -7 X [(ei+n—1)CE—1)] 3
raci il faudrait
i issance 7 de la plus grande racine y , 1
ﬁf;;;zo; le?lp;ls‘ia:—é—d. remplacer, dans le résultat,  pary,
t n par — . N S
5 71? Lorsqu’on vent la 17° puissance de y, 'équation étant
y=a+¢y, on fait fy :_y,ﬁz::a,fa: e
y=a4ey=a+0a+1(@a) + 50" +.
Cette suite s'applique sur-toutala méthode inverse des scries,
qui consiste 4 tirer la valeur de y de I'équ. a+-gy—yy*+-.-=9
qu'on réduit & la forme y = a - ¢y en posant

5
@ o dad.. i a4 oydad...

R T a0y
a=—-, pa=—

> @ 2

il vient enfin
o wy o @ ah 0a%y . buatyd Bas'y

yz—ﬁ——ﬁ_j ﬁ*—ﬁj"'—T 135 s — g

Sur la résolution des Equations.

i bore les
712, Démontrons de nouveau plusieurs théorémes sur

équaltions.

RESOLUTION DES FQUATIONS. 293 .
‘L. Soit y une fonction de x, qui admet les facteurs (x—a)™,
(z —b)"..., en sorte qu'on ait
y=(@—a)".(x—>d)"... X P,

P ne contenant que des facteurs du 1 degré inégaux; prenant
Ies log. des deux membres et leurs dérivées , on trouye
Y= (z—a)"~" (x— b)""...[mP (x—b)...4-nP(x —a)...etc.]
Ainsi, la fonction de z proposée, a (x—a)™* (x — b)" ...
pour plus grand commun diviseur, avec sa dérivée, ce qui re-
produit le théoréme des racines égales (p. 67).

1. La dérivée de l(coszsinx.}/— 1), est (n°679)
—sinx == cosx.{/—1 .
Seeasanell ol Samts $ 2 A/ —1. S St

cosz = snx, > qui e redulta_‘(_ 1. Or, {/—1 est
aussi la dérivée de x |/ — 1 4 4, 4 étant une constante ar—
bitraire (n° 768) ; donc

I(cosx £ sinx. {/— 1) = /— 4 4.

Comme cette équ. doit avoir lieu quel que soit @, on ferd x==o0,
@'ott I'on tirera 4=o. On en conclut le théoréme (I, p.185),
d’ott il sera aisé de tirer les formules K, L, M, et parsuite les
facteurs de z™ == a™ (p. g7).

L L’équ. &+ pa™= ... 4 u =0, étant décomposée en
ses facteurs simples (x—a) (x— b) (x— ¢)..., les log. de ces
deux fonctions de x sont identiques ; d’oir

I(@m 4 pzm ) =1 (x—a) + 1 (x—25) F...;
et prenant les dérivées de part et Q'autre, on retrouve Péqu. du
baut de la page 114, et par suite le théoréme de Newton sur

les sommes des puissances des racines qui forment une série ré-
currente dont I'échelle de relation est =Py ==, — U

IV. Fz désignant une fonction rationnelle et enticre de z}
soit k la partie approchée d'une des racines de Péqu, Fxr=o,
ety la correction qu’elle doit subir; d'ott x = k& +y, et

Fk+y)=Fk4 yF'k 4% y*F'k +-... = o,

Lorsqu'on néglige y2, y%..., attendu que y est une petite quan-
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e éthod
i = R ode
tité, on trouve y = — 7, ce quis accorde avec la mét

de Newton (p. 71).
En ne négligeant aucun terme, on peut tirer la valeur de y
de cette équ., a Yaide de la série n® 711. On y fera o= Fk,

8= F'k..., et posant, pour abréger, z= TR qui est la pre-
mitre correction en signe coniraire, il vient
Bk cim)
y =T — ;. ﬂ 2—.5. .

La racine cherchée, ou k + y, est done
2 3 i, AT 2
pmk—z— T 2 o 5(Tp) |+
Clest ainsi que de l’éq;l. Pe—ox=D5, on tire k==2,1 pour
valenr approchée de I'une de ses racines (p. 72);or
Fli=i3—gh—5=0,081, F'k=3k*—2==11,23, F'k=6k=12,6;
Fk 61 F'k 1360 ;

donc B 11636 L FRT 1443

ot x=—2,1 —0,00543188—0,00001655= 2,09455157.
Sur les Faleurs %, 0 X oo, ele.

713.Nous avons dit (p- 3g, 3°.) que quand x=a change une
fraction proposée en 2, x—a est facteur commun des deux
termes , et quil faut la dégager de ce factenr, qui peut y entrer
a des puissances différentes. Le calcul dilférentiel donne un
moyen facile d’atteindre ce but, et d’avoir la valeur de ceﬂ'e
fraction, dans le cas de @ =@, valeur qui est nulle, ou finie

ou infinie. Changeons x en @ 41, Ja fraction proposée

e b R e e

Q deviendra O TO e £ (4),

fuisons ensuite x=a : P et Q sont nuls ; on'divise ensuite hant

VALEURS 4. 295

et baspar , etona

P AP D

Q/ +%h(g)ﬂ+"- = -Qi.
quand A==o0; les suppositions de = =g et h=o, reviennent
by . r . . f
4 ayoir changé x en a. Ainsi, lorsque x=a, g: 57 8l
arrive que P’ ou ()’ soit encore = o, la fraction est donc nulle
ouinfinie; et si P’ et Q' disparaissent ensemble des développe-
mens (), il faudra les diviser par £ A* et faire h==o0; on

U

P
aura, pour r—a, — — 775 et ainsi de suite,
4

Y
Done, pour avoir la veleur d'une fraction qui devient 2
lorsque x=a, on différenciera le numérateur et le dénomi-
nateur un méme nombre de fois, jusqi’d ce que l'un ou Lautre
ne devienne plus zéro ; puis on mettra apour x. Il ne faut pas
craindre que toutes les dérivées 42 0y 2 Q"
O
car alors, quel que soit /i, on aurait fla+n
impossible. .
714. Yoici quelques exemples de cette théorie,
La somme des 7 premiers termes de la progression. ., ,

- soient nulles,
=0, ce qui est

wl.2

"

Siche ey St .

T e Y it e e

fraction devient 2; prenant les dérivées des denx termes, gui
0 v - oen 4

sont nx™' et 1, puis faisant 3 ==1 51l vient n pour la somme

cherchée, ce qui est évident.

. ax*~4ac* —oacr - ¢
II. Soit b abes b T devient ¢ pour x=c; Jeg

dérivées du 1°T ordre donnent Encare RS- @oE B il
: Db — 5o il faut

procéder & une nouvelle dérivati =
ivation et on a B 11 a fallu deux

opérations successives , parce que (x — c)?
mun.
3 2 2
X’ — qr® — 3
I De méme £ 4T —2'r+a

ade e o
P donne § pour z = o

5 était facteur com-

AR
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les dérivées des deux termes sont 3x*— gax — a?; et 2x; la
17¢ est nulle quand x=a; zéro est donc la valeur cherchée,
ce qui vient de ce que le facteur du numérateur est (x — a)?, et
que celui du dénominateur est (x#—a). Pour la méme fraction
renversée on aurait trouvé l'infini, par une raison semblable.
Clest ce qui arrive pour @ ==a, dans

axr —x*
at — 20’z 4 aax’ — xt

1IV. x =0 rend il

= 2; les dérivées donnent

a®la—b%1b a
.—l——_—_la—lbzl(z).
1 -—sinxj— cosx

- , dans le cas ot l'arc x est le
SINT —= COST ~— 1

V. Pour y =

quadrant, ona.
—cosx — sinw

y:

cosx — sinx

3
YI. Quand x=a, V(ga’x—-z:)—a\/(a &) devient 2 :
a—y/(az®)

les dérivées des deux termes donnent

a3 p— gxi a* 5a 1 6a

V(edo—zt) 5?/(01") S 4&(111“1:) e 9

VII. On verra de méme que @ =1, donne ¢ pour

t—x 4 1z e s R -
A—y(ez—z) O’ 1—xtlzT

715, La méthode que nous venons d’exposer cessera d’étre
applicable si le théoréme de Taylor est fautif dans l'ordre des
termes qu'on est obligé de conserver : ce qu’on reconnaitra ai-
sément puisque l'une des dérivées auxquelles on sera conduit
deviendra infinie. Alors il faudra changer x en @~ % dans 2
et Q, et effectuer le développement (n° 698), en se bornant at

o

VALEURS 3. 297
u A
1" terme de chacun., On aura g: fngn—t—— , M ou n étant

fractionnaire ou négatif. On divisera les deux termes par la
puissance la plus basse de /1, et on fera h=o0. Sim=rn, on a

] I A ; e i
a valeur finie b la proposée est nulle ou infinie, suivant que
m est > ou < n.
3
. (z*—a%)? 5
IS8 Spjt s 53 ==a donne £, et il est inutile de re-
(x—a)*
eourir aux dérivées des deux termes puisqu’elles deviennent
infinies (n° 69g, 2°.). Faisant x=—a¢ =k, on trouve pour & =o,

3
a

(2ah 4+ h*)
i
1I. \/JC—VG-H/(JJ—

DBl :
‘/(—F:a*)— devient £ pour x = g faisons

3
2.

(20)

P (2a+h)_‘}=
1

x=a < h; nous ayons
(a+hP—a’n" h;-;-ga'“"b-i-... Ehro
(sah4-h3* W (oa By

= Ve

en développant par la formule du binome, divisant haut et bas
1

parh?, et faisant ensuite h=o.

@— IV (@—h) +y/(c—0)
III. P = ¢ dans £
I Ve yaFoFye—g’ "
mettra c~h pour x; on pourra méme employer la formule de
Taylor a la recherche des termes provenus de (x—c) v/ (v—0)
et |/(x+c), pour lesquels elle n'est pas fautive (n? 699); on
Bt o ) s e
Yk sl Cs= bk o 3 divisant par 1/ A et faisant en-

‘/71—;'-]1(26)—;4'---

suite A==o0, on trouve 1 pour la valeur cherchée.

aura

3 8
x*—a?) 4 x—a__h+ (2ah)®. ...
1y, ((1-{-.1:-11)3-—1 = 5’/1+5/2f..4.— en changeant x
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ena--1, et développant;; divisant ensuite haut et bas par #,
et faisant h =0, on a * pour valeur de la proposée quand x—=a,
716. Lorsque ==« donne a un produit P < Q la forme

1 2
© < 9, on met pour Q une valeur —, telle que R soit nul

SR DN 8
pour x = a; alors on a la fraction 7 qui devient 2. Par ex.,
¥ = (1—wx) tang (% 7x), est dans ce cas quand =1 ; comme
tan S L eei
ang = — ay=-————0 ou
&= ot Y= (£ 7x)
tion par les régles prescrites.

2 :
o en traitant cette frac~

Quand g devient gg » P et Q ont la forme .—I—,Rdevenant nul

pour x =a; ainsi la proposée rentre dans le cas de 2.
T X z?
Soit, parex., P=tang (—.~ ), et Q= -—= . ]a frac~
»P > S\a ) Q a(z—a)

T 2 2 2 00 i
tion — devient — lorsque == a; mais elle se change en
Q 0 3 t=)

P, a(x*—a* aaas a
O . o 3 ’d,ou—-'-mz:—f{';'
i o) (— ."—-) 5
20 e
Enfin, si 'on a co—o0 ponr =g, on transformera Vexpres—
sionen— — — D et Q étant nuls; oun el quirentre dans
PO RONSPO

ce quon vient de dire. Clest ainsi que x tang = — 17 sécx,
dans le cas o x==gqo°, devient

asiny — L x cos T -Lsin z
iwalie 5

s Y

e Z—, G ot %
cos & —— 810 T

Des Maxima et Minima.

717: Lorsqi’en attribnant & x différentes valeurs successives
dans une fouction y=f, elle croit d’abord pour diminuer
ensuite; on donne lg nom de maximum i I'état de la fonction
qui sépare les accroissemens des décroissemens; et si fr di-

MAXTMA ET MINIMA. 200

minue d'abord pour croitre ensuite, le minimum estla val eur qui
sépare ces deux états. On dit donc qu'une fonction fx est ren-
due un maximum ou un minimum par la supposition dex—=a,
lorsqu'elle est plus grande dans le 1% cas, et plus petite dans
le 2°, que les valeurs qu’elle aurait en prenant pour x deux
nombres, Lun > a, lautre < a, IMMEDIATEMENT.

r

Si, par exemple, I'équ. y =fr est représentée par une
courbe CENM. .. (fig. 2), les ordonnées immédiatement voi-
sines des maxima CB, GF, sont plus petites que celles-ci; le
contraire a lieu pour les minima IR. On voit aussi qu’une

fonction f peut avoir plusieurs maxima et minima inégaux
entre eux,

Ainsi, pour juger si fz est un mazimum ou un minimum,
il faut que f(a~h) et f(a—h) soient tous deux > fa, ou tous
deux < fa, quelque petit que soit /. Mais

flaxh) =faihf'zz+§_f"a'i: ete.

Dans ces développemens, on pourra toujours prendre % assez
petit, pour que le terme Af”a I'emporte sur la somme de ceux
qui le suivent (n° 7o1), en sorte que le signe de hf'a sera
celui de toute la suite & partir de ce terme. On anra done
J(a=£h)=fa == ah; fa ne pouvant pas étre compris entre ces
valeurs, n'est ni maximum, ni minimum : ainsi, il faut que
J’a=o. Pour trouver les valeurs de =, qui sont seules capables
de rendre fx un maximum ou un minimum, il faut donc ré-
soudre I'équation y' = f'x—o,
Alors nos développemens sont
— 2£H 3f
Sflexth)=fat il flat+ L - ..

Si f"a est positif, on voit que f(a Z2h) = fa+ah?; d'ot il suje

quil y a minimum; on a un masimum quand f"a est négatif.
Mais si f'a=o,
flax=h) :f'a:':é—h'_’f""aJ—;’:/ﬂf”rz—!—. S

et on retombe sur un développement semblable 4 celui dw
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1% cas; d'ou il résulte qu'il 0’y a ni maximum , ni minimurs

quand f"a n'est pas nul ; et si f'a=o, f"7a est négatif pour

le 19 de ces états , et positif pour le 2¢; et ainsi de suite.

Aprés avoir trouveé les racines de léguation f'x=o, on
substituera chacune dans £"x, f"x... , Jusqu'a la premiére de-
rivée quin'est pas nulle - la racine correspondra @ un maximum
0w ¢ un minimum, suivant que cette dérivée sera négative ou
positive,, pouryu gu'elle soit d'ordre pair; car sans cela, il ny
aurait ni Pun; ni Pautre.

718. Présentons quelques exemples.
I. Pour y =}/ (2px), ona ¢ — i—-; cette quantité ne
Y=V (2px), onay VD qua :
pouvant étre rendue nulle, la fonction V/ (apz) n’est susceptible
ni de maximum ni de minimum. :
IL y= b—(2—a)* donne y'=— 2(z—a) =0, dot x=a,

'=—2; ainsi x=a donne le maximum y =b, puisque y"
est négatif; c’est ce qui est d’ailleurs visible.
Y=b+(x—a)* a au contrairé un minimum.

En général y'=2X (22 —a)" =0 donne x— a,

Y'=[X(x—0a) 4+ nX] (x— )y —=etc.

1l sera facile de voir que x=g donne un maximum ou un

minimum, suivant que X devient par la négatif ou positif
pouryu que 7 soit impair.
X
14x?
e s
S faEnretiNg 92 A e H
Y =ax=yY [
y’:o donne x====1; mais alors y=z==1% et _y”:;,#;
donc ® =1 répond au mazimum I3 et * =—1 au mini-
mum—3; ou pluldt au maximum négatif, puisque nous
sommes convenus de regarder les quantités comme plus petites
quand elles sont plus avancées vers L'infini négatif, }

1V. Pour y*—amxy—4-x* =@, on trouye (n®* 684 et 665)

IIL Soit y=

5 ou en tire (n® 666 et 665),

o

MAXIMA ET MINIMA. Jox
g my—z e, amy’' —y"?—1

Y _y — mx’ y—max
Y'=o donne my=z; éliminant' z et y & laide de la pro-

ssrane

_posée, on trouve

= *ma Seatea Gt e
Tva—m' Y T va=ay Y Taga—mn
on a donc un maximum et un minimum.

V. Pareillement x®—3azy 4 y*=o0 donne

r ay == =

a I__ fr o8 !.)
1 Al Sy n

o -
Ty —ax’ Y y*—ax
3
on voit que x=o répond au minimum y=0; et z=ay/2 au
. 5 3
mazximum y=a\/4. (Foy. p. 326.) :

VI. Partager un nombre a en deux parties, de sorte que le
produit de la puissance m de I'une, par la puissance n de
Tautre, soit le plus grand possible. En renant x pour 'une des

Pusgranc iy : P P
parties, il faudra rendre un mazimum la quantité

y=a"(a—zx)";
d'otl y'= z"—1 (q—z)*—! [ma—xz(m-4-n)],

y'=x"*(@—z)" [ (m4n— 1) (m + n)x* —ete.].

ma :
¥ =odomne x=o0, x=a et == —1>_ ; cette derniére ra-
3 m~n

2 ! v % a m--n
€ine convient au maximum qui est m.'"n"(m +n> 5 les deux

autres répondent 4 des minime quand m et n sont pairs.
Pour partager un nombre a en deux parties dont le produit
soit le plus grand possible, il faut en prendre la moitié (n° g7, 3°.)

VII. Quel est le nombre x dont la racine z¢ est un maximum ?
On a (n° 680)

y:(/x, y’:y.izo et o=

22
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le nombre cherché est donc la base des logarithmes népériens ;
on z—e—29;7188.,. °

VIIL De toutes les fractions quelle est celle qui surpasse sa

puissance ‘¢ du plus grand nombre possible? Soit x cette

fraction; on a y—=x—a",
et

yY=1—ma" =0, doit x= L
o) m

IX. De toutes les cordes supplémentaires d'une ellipse,
quelles sont celles qui forment le plus grand angle? En dési-
goant par @ et b les demi-axes, « la tangente de Fangle que
T'une de ces cordes fait avec les -, I'angle des cordes (n° 4og)
ate® 4 b*
wa*—b%)’
rendre un maximum par une valeur conyenable de «, ou plutdt

( en négligeant le diviseur constant a*— b*) i

2 2

y=0a% -Ii—, d’oﬁ_y':a“—i—nzo, a:i‘[—i;

a pour tangente c'est cette quantité qu'il s'agit de

donc les cordes dont il s’agit sont dirigées & I'une des extrémités
du petit axe : leurs paralléles, menées par le centre, sont les
diamétres conjugués qui forment le plus grand angle possible:
ces diamétres sont égaux (voy. p. 428 du 1 vol. ).

X. De tous les triangles construits sur une méme base a, et
Isopérimétres - c.-a-d., de méme contour sp, quel est celui
dont l'aire est la plus grande? On a (n° 317, 1I1)

y=p(p—a) (p—=2) (@+=z~—p)
en désignant V'aire par y, et I'un des cétés inconnus par x; car
le 3¢ coté est op — @ — . Pour rendre y* un' maximum, pre-
nons les log. et la dérivée, nous aurons
—_1 1 i

-

p—%  a4-z—p

=o, dotsx—=9p—a;

ainsi le triangle cherché est isoscele.
En général, de tous les polygones isopérimetres, celui dont
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Vaire est la plus grande est équilatéral ; car soit ABCDE(fig. 19)
le polygone mazimum, si AB n'est pas = BC, faisons le trian-
gle isoscele £.C, tel que AI - IC= 4B 4~ BC; nous aurons
le triangle AIC> ABC, d'on AICDE > ABCDE, c¢ qui est
contraire & I'hypothése.

XI. Sur une base donnée 4C=a (fig. 20), quel est le plus
petit des triangles eirconscrits an cercle OF? Soit le rayon
OF=r, AF=d4dD=xz, le périmétre ap, CF sera =CE=a—x;
BE=BD sera =p—a. Les trois cotés étant a, p—x et
P—a-z, on a pour laire y du triangle (n° 317, IIT)

Y =px(p—a)(a—ax),

yrt=wx(y—ar) (a—x);

4 cause de y—=pr (n°317,1V) : prenant la dérivée, et faisant
¥ =o0, on trouvera (y—ear) (e—ax)=o0; don x— ta;
F est le milieu de AC; les deux autres cotés sont égaux, et le
triangle est isoscéle.

XII. Sur les c6tés d’un carré 4ABCD (Bg. 21), prenons les
parties égales quelconques Aa, Bb, Cc, Dd; la figure abed
seraun carré; car 1% aB=bC=..., le triangle d 4a—a Bb—. .
d'ott ab—="be—='cd— ad; 2°. a est le sommet de deux angles
complémens, et de V'angle dab; done celui-ci est droit; de,
méme pour I'angle abe, etc, . .

d'ott

Cela posé, de tous les carrés. inscrits dans un carré donné,
on demande le plus petit. Soit AB=a, da=x, d'on aB=aq—zx;
puis le triangle Aad donne

ad’ =02’ —oax - @*, fr—o0—o s
donc x =1 o; ainsi le point 2 est an milieu de AB.
XII. Detousles parallélépipedes rectangles égaux & un cube
donné a® et dont la ligne & est une aréte, quel est celni dont Ja
surface estla plus petite? Soient = et z les antres arétes, bxz sera

le volume =g%: donc, les dimensions du parallélépipede sont 2,
o’ o8 a3 :
x et i) bx et & sont donc les aires des faces ; le double
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de leur somme est I'aire totale,
3 3 3 ' g

_ 2a ag¥s] 2a% | S A
y_—b+2bx+;<,y=26—?~o,x_ =
donc les deux autres dimensions x et z doivent étre égales.

Si le c6té b n’est pas donné, x étant toujours 'un d’eux, les

2 a® od® :

autres doivent étre \/; Vo ~+ 4y/d’x est done aire totale,

3
d’ott Z——i: %, e\t
le cube proposé est donc le parallélépipeéde rectangle de thoindre
surface.

719. Lorsqu'on vent appliquer cette théorie aux courbes,
on forme (n°684) la dérivée deleur équation : les racines
réelles de x et y, qui satisfont & la proposée et @ sa deéri-
vée, sobtiennent par I'élimination; elles peuvent seules ré~
pondre & des maxima ou minima d'ordonnées. On prendra la
dérivée du 2° ordre, et faisant y'= o, puis meltant pour xet
&y P'une des couples de racines obtenues, si x=dAF et y=FG
(fig. 2) rendent y” négatif, le point G sera un maximum : si
les coordonnées AR, RI, rendent y" positif, I sera au con-
traire un minimum (voyez les exemples IV et V).

Quand les développemens de f(a==F) sont fautifs dans les
termes auxquels on est forcé de recourir pour reconnaitre les

mazxima ou minima , il faut chercher ces développemens tels .

qu'ils doivent étre (n° 698), et voir s'ils sont en effet I'un et

5
I'autre > ou < fa. Ainsi y =10 4 (x — a)* donne

Wi

a
—§ (=0, y=2(—a)

5 =o domne z=a, qui rend y" = o ; ainsi la formule de

2 .
Taylor est fautive. Mais f(a 2= k) =b==h*, donc il v’y a ni

2

maximum ni minimum. Au contraire de y = b+ (x —a)’, on
tire

fatN=b Lt fla—n);
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donc @ —=a ety =b répondent 4 un minimum. On aurait un
mazximum pour y == b — (x — a)g.

720. Quant aux fonctions de deux variables, a—=F(z9),

imitons les raisonnemens du n° 717. Changeons = en x+-h, et

yeny -k et développons comme n° 703 ; en faisant k=ah,
nous aurons

dz dz h? rdz dz d
Z:z+h(——+u-~ (i o g S o

dr dy i 2 dx‘+ ‘md_yd.z:-;-‘G dy2/"""
Or, pour qu'on aittoujours Z <z, ou Z>z, quels que soient
et /2, il faut que le second terme soit nul indépendamment de
«, dot

szo’ et Z=0 (1);

mais en outre , le terme suivant doit étre positif dans le cas du
minimum et négatif pour le mazimum. On éliminera donc 2 et
y entre les équ. (1), et leurs racines pourront seules conyenir
au but proposé : il faudra substituer ces racines dans le terme

% 2 /38
suivant h;(g%) » qui devra étre perpétuellement de méme
signe, quelque valeur qu’on attribue &, et quel qu'en soit le
signe. Or, une quantité 4 4 228 + 2*C ne peut conserver son
signe quel que soit «, & moins que ses factenrs ne sojent ima-
ginaires (n° 139, g°.), ce qui exige que 4C— B* s0it > 0. 11
faut donc qu'on ait

d&z dz d2zi\*

e W) So...(2),
dz - d’z
=t 873 deyropt donc étre de méme signe; s'il est négatif ;

K 2.
pour k=0, ou «==0, notre irinome devenant dif c.~a-d
’ 2. . . : * -r‘ : 2
négatif, le trinome conserve toujours ce signe; il y a done
: : ea 'z %
maximum ; il y a minimum — et — itifs.
sily quand 3ot goa sont positifs. Et

si .la‘ condition (2) n’est pas remplie, il 0’y a ni mawimum ni
minimum.

a, 20
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Quand les racines des équ. (1) rendent nuls l'es termes de
notre trinome, il faut recourir au 4° terrfle.du de'veloppement
qui doit aussi étre nul, puis au 5% et ainsi fle suite.

7a1. Quelle est, parex., la plus colirte dlsta.nce entre deux
droites données ? Nous prendrons l'une ‘de ces lignes it
des @, etl'autre aura pour équation

z=ax e, y=bx-+a.
Prenons sur la 17¢ unpoint, dont x’soit I'abscisse : sa distance
A un point quelconque de la seconde sera (n° 614)

R=(=—xr+y+=,
Rr=(x—z')*+(bz + B)* 4 (ax - w)’.‘

Désignons ce 2° membre par ¢, nous aurons

on

gt— = g(z—a') 4 a(bz + B)b +2(ax +-@)a=o,
L .
ae - bp

det_, =—sa(x—2a') =o0; dou r=x,=—F:{—_F'

Puisque & = a', la ligne cherchée est perpend. 4 laxe dt?s @
et par conséquent elle I'est aussi & la 2¢ droite qu’on aurait pu
prendre pour cet axe: clest ce quon sait déja (n° 274). Du
reste

d’t d*t
¥ — —+a* ’ e — 2
3.1:“'_2(1 arnlan a2 dxdw 5
la condition (2) est satisfaite, puisque 4.(a*+456%) >0 ; ilby a
s - _ apg—be
minimum. La longueur de laligne cherchée est R = m

’équ. de sa projection sur le plan yz étant y— 4z, comme
elle passe par un point (z,y,z) de la 2° droite, :
: ROES g W e s
o z  avde b’
don ces lignes satisfont 4'la condition (n® 633, 6°.) et sont
perpend. entre elles’; ce quon avait déja prouvé.

METHODE DES TANGENTES.

3o
Méthode des T angentes.

722. Soit proposé de mener une tangente 7'M (fig. 29) au
point M(r,y) de la courbe BMM’, dont I'équation est donnée
Y=J% : celle de la droite 7 est

Y — y—tanga (X —x),

X et ¥ étant les coordonnées variables de la droite, x et y
celies du point de contact M, « Vangle 7. 1l a été prouvé ,
n°® 654, que la dérivée Y =f"x est la tangente de Pangle 7°,
1a limite du rapport des aceroissemens MQ et M'Q des coor-
données x et y: Cest meme sur ce principe que nous ayons
¢tabli Pexistence des dérivées pour toute fonction de x, et par
suite le Calcul différentiel entier. Donc (n°546)

.

tangz— y', cose=— o T

e B 4

Viry=y’ Va+yy
Y—y=y(X—a). A

1°. La normale AN fait ayec I'axe des = un angle (n° 370)

1 , 5
dont la tangente est — 7; som équation est donc

Y —N+X—x=o.

9°. En faisant ¥ =0, on a les abscisses AT, AN, des pieds

" de la tangente et de la normale; d’ou I'on tire 2 — X o
8 , ou

sous-tangente TP:%, » sous-normale PN =y,

Lorsque ces valeurs ont un signe négatif, cela indique que ces
lignes tombe‘nt en sens opposé & celui de notre figure ; il suffit
alors d'examiner si Cest y ou y/, qui est négatif, po
naitre la situation de ces lignes (voyez n° 33q).

3°. Les hypoténuses FM et MN donnent

ur recon-

tangente T4 :i_, VG +y9),
normale MIY = i 4.

20,0 .
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4°. En appliguant le raisonnement ci-dessus (voyez 1° 430)
au cas o I'angle des coordonnées est quelconque , on trouvera
que D'équation de la tangente et la yaleur de la sous-tangente
restent les mémes.

723. Voici quelques exemples de ces formules :

1. Dans la parabole y*=opx, dou yy'=p, 1, ==y
1a normale MV ==}/ (2px - p*) (n° 404). :

II. Pour lellipse et I'hyperbole a?y* £ bt == o’b*; dod
= 'Z%;E ; on ‘tire de 1 les sous-tangentes , etc. (v0y. 1% 408

et 414). Par ex., on trouye pour la longueur de la normale, en
faisant c* = a* £ b7,
WET=D),

P

INo=

I, Pour I'équ. _y"‘ = x"a™ " on trouve b4 =2Z La para:

bole en est un cas particulier : C'est ce qui a fa1t donner aux
courbes , renfermées dans cette équ. , le nom de paraboles, m
et n étant positifs. y°= a*x s'appelle la premiére parabole cu-
bique; y'= ax* estla seconde.

De méme on donne le nom d'hyperboles aux courbes dont
Péqu. est z”y™ —a™*"; leur sous-tangente est y—,:—-’%,
elle Lst la méme, prise en signe contraire’, que dans le cas
précédent.

IV. Pour la courbe dont I'équation est z* — Baxy +y'=

“on a

a axy
y= H-Z T sous- tangente = J(’Z_)’ 2 2 ete.
Vo ax

V. Dans Ja logarithmique (n® 585 ), y =@ donné.....d

X = l-l-; la sous-tangente est égale au module (n® 585).
y a

’ ‘

i |

. on parallélement & une droite donnée...
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VI. Soient AP.=x, PM—y, MQ=z=\/(ary—¥*)
(fig. 23) , I'équ. de la cycloide AMF est x=arc(sin—=2)—z,
(n°471); I'arc est ici pris dans le cercle générateur M/GD, dont:

le rayon = . La dérivée est donc (n° 683)

rz/ S O = e
Io— o= e o Lonz=
Ve T Py

Donc, chassant z et z’, la cycloide a pour équation dérivée

W=yey—yY, o y= \/(”—;1)

Porigine étant au point de rebroussement A.

Pour mener une tangente ZJ#, on rexﬁarqucra que
sous-normale = yy' = y/(ary — y*) =z=MQ.

Ainsi, la ligne D menée au point'de contact D du cercle
générateur avec 'axe AE, est la normale. La corde MD en est
la longueur ; on obtient, en effet, y1/(1 +y’°) =V/(ary). La
corde supplémentaire MG est la tangente. On voit donc que
pour mener cette ligne , on décrira JMN parallele a l'axe AE,
puis K/, et enfin MG paralléle a KF.

Si lorigine est située au point le plus éleyé F, en sorte qu'on.
prenne FS—=x, SM=y, I'équation de la cycloide est.,.
x —arc(sin=3) 4z, (n° 471) ; la dérivée est.

=ity

On auwrait aussi trouvé cette équ. en transportant I'origine en A
{ changeant x en ar —x, et y en ar—y).

724. On peut résoudre un grand nombre de problémes rela-
tifs aux tangentes , tels que de les tracer par wn point extérieur
('yoj'cz. n° 4o7 et 413),
Cherchons, par exemple, l'angle 8 formé par la tangente 7'M
(fig. 24), et le rayon wecteur AM mené de l'origine au point
de contact M(x,y). L'angle ¢ que ce rayon vecteur fait avec

les @ est connu, puisque tangﬂ:%; d'ailleurs tange.= y';
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donc (n°370), :
Ve Y,
tang (e—0) "ou tangpf—=—7F—r.
g (e—15) BlisE
Pour I'équation y*~-z*==r?, qui appartient au cercle, on
trouve tangg = oo, ce qui est Q’ailleurs évident.

795. Lorsqu'une courbe BM (fig. 24) est rapportée a des
coordonnées polaires AM =r, MAP = ¢, les formules 'pré-
cédentes ne peuvent servir qu'autant qu'on traduit préalable~
ment Péqu. r=110 de la courbe en x et y, & Taide des rela-
tions (n°385)

x=rcosh, y=—rsinb, a*+y>’=r.
Transformons, au coniraire, enr etf les formules de tang., etc.
Prenons donc 6 povr variable indépendante au lieu de a'; et
ce calcul qu'on a déja fait page 268, donne

tang B :;

726. On pourrait de méme traduire en 7, 7’ et les valeurs
3 y,— , etc.; mais, a cause de leur complication, on préfere le

procédé suivant : On nomme sous-tangente Ia longueur de la
partie AT, prise sur la perpend. 4 4M; le point 7’ étant ainsi
déterminé, la tangente 7 s'ensuit; or, le triangle T AM donne
AT — AM tangg, ol

rﬂ
sous-tang— A7 — —.
r

Pour la spirale d’Archiméde (n° 472, fig. ©5), on a
L ad 7= o

eyt uip =l

Ainsi la sous-tangente 47 est égale en longueur a I'arc de cercle
décrit du rayon AM =r, et qui mesure 'angle M 4x=0. Quant

a Pangle g1l croit sans cesse; et comme ce n'est qu'apres une

jnfinité de révolutions du rayon wecteur que 6 devient infini, -
Pangle droit est la limite de 8. :

r

RECTIFICATIONS ET QUADRATURES. 3ir
Dans la spirale hyperbolique (a° 473)

a
r=z, soustang—-—a, tang p=—10;

la sous-tangente est constante; Fasymptote est la limite de
toutes les tangentes; enfin, l'angle du rayon vecteur ayec la
tangente, €t obtus et décroit & mesure que 8 augmente (voyez,
dans le 1°F volume , la figure 260).
Pour la spirale logarithmique (n° 474)
F= ae, tangg — L sous-tang — —ré.
la’ la
La courbe coupe tous ses rayons vecteurs sous le méme angle;
cet angle est de 45°, quand a est la base des logarithmes
Népériens :la sous-tangente croit proportionnellement au rayon
yecteur..

Des Rectifications et Quadratures.

727. Lorsque 'équ. y=fx d'une courbe BMM' (fig. 22) est
donnée, la longueur BM = s d'un are développé, est déterminé
quand ses extrémités B et 77 sont connues : cherchons cette lon=
gueur. Pour cela, remarquons que B restant fixe, s varie avec
le point M ; ainsi s est- une fonction de x=4P, qu'il s'agit
de trouver, s=Fx. Six croit de hk=2PP’, y croitra de...
M Q=k,etsde MM =1; donc

y=fx domne flz+h)=y+yh-tiyh*+...;
s =Fx, Fle+th)y=s+sh+ts"hP~4...;
don hk=yh+iy'h+..., I=5Sh+Lh .. ;
corde MM'= /(> k) =h /(0 4 y* + yy"h +...).
D’un auntre ¢oté, la tangente MH donne ( n°y32)
QH=y'h, MH=hy(+y"), MH=—5Ly"h..;
corde MM' /(1 3" +y'y'h +...)
MH+MHE— VO-+y*)— Fythad

donc
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Plus i décroit, plus ce rapport approche del'unité, qui est aussi
lalimite du 1" membre; et puisque l'arc MM’ est compris entre
sa corde et la ligne brisée MH + M'H', 1 est aussi la limite dv
rapport de la cerde a I'arc, ou de : ; E

cord 1 2t y'y"h... S 1 i

LT O, o ke b A0 SRS A€ St

arc s +15"h... s

S=y( +y2), ou ds=/(dx*+ dy*).

Cette formule sert i rectifier tous les arcs de courbe. Ony
met pour ¥ sa valeur f’z, tirée de I'équ. donnée y=fx de
la courbe, et on obtient la dérivée 5" de 'équ. s= I il faut
ensuite intégrer F'x, ¢.-a-d. remonter de cette dérivée a sa fone-
tion primitive Fov. Nous donnerons bientdt (n° 808) les moyens
de faire ce calcul.

L’équation du cercle, dont le centre est a l'origine , est

y - x=r? doit yy'4xz=0;

=) ()= =ty

Cest 1a dérivée de I'arc de cercle s, exprimée en fonction de
son sinis ou cosinus , qui est x (n° 683). Pour rectifier 'arc de
cercle, il faudrait donc intégrer cette fonction ( n° 808, III).
D'aprés notre valeur de s”, on peut simplifier les formules do
la page 307, qui deviennent
dr = ferody,

tange = ,=d;/ cosu — e =
& Y=az’ shrds s s ds®

_ys' yds e

tangente — 7 T normate —jys ==

728. Pour obtenir Taire BCPM =t (fig. 22), imitons les

raisonnemens précédens ; nous verrons que £ est fonction de z;

ou t= @x; que les accroissemens & et 7 de l'ordonnée et.de
Vaire pour Pabscisse x 4%, sont

k=MQ=yh+4..., i=MPPM =th+...
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On a rectangle MP'Q=yh, LP'=(y-kh; Yunité est lz

limite de leur rapport —‘_};_—z, 1 est donc aussi la limite du

rapport entre le rectangle MP'Q = yh et 'accroissement.. . .|
MPP'M' =i de Vaire t. Ce rapport est :
ﬁ — —..—y G ‘. -Z = P —
7 TR g Vg b, e

1l fandra mettre ici fx pour y, et intégrer 'équation ¢’ = fx
(woyez n° 805).

Si les coordonnées faisaient angle «, on trouyerait

i =y sine.

789. Cherchons Paire AKM — = (fig. 24) , comprise entre
deux rayons vecteurs #4M, AK, dont le dernier demeure fixe,
Yautre variant ayec M. On a 'aire 4KM , ou

* = ABMK'— ABM;

mais
ABM = ABCD + DCMP — AMP — ABCD + t— L xy;
donc = ABMK — ABCD —t-}} xjr.

Or, la variation du point M ne change pas les points B, C et
XK ; prenant la dérivée, en regardant ABMK et 4BCD comme
constans,

F etk 3 (2 y) = 5 2y ).

"Traduisons les valeurs de s” et »* en coordonnées polaires r et
By it

S " %
8; en mettant -, %,, = pour ',y et+ (n° 690),
slnlez +_y,2; T’:%(Iy’—y:f,) s
la variable principale est devenue quelconque; pour qu'elle
soit ¢, il suffit de mettre ici, pour x, y, x' et ¥, les valeurs
du n°® 6g0, et il viendra
S =Y+, P =1L

qui sont les formules des rectifications et des quadratures de
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courbes rapportées a des coordonnées polaires, I'équ. étant
r==fi : on aurait d'ailleurs pu les obtenir directement par la
méthode des limites.

Des Osculations.

73c. Si l'on’ prend un point M (fig. 26) sur une courbe
BMZ , et'quon méne une tangente 7'M et une normale MN ;
puis , des différens points a, b... de la normale, si lon décrit
des cercles qui passent en M, T'M sera leur tangente com-—
mune. Or, il est clair que, par la disposition de ces cercles,
les uns sont en dedans, les autres en dehors de la courbe; en
sorte qu'il en est un qui approche plus que tout autre de la
courbe BMZ, de part et d'autre du point M. C'est ce gu'on
nomme le Cercle osculateur ; son centre D et son rayon DM
sont appelés Cenire et Rayon de courbure; et comme en chan~
geant le point M, le cercle change aussi de centre et de rayon,
on nomme Développée la courbe JOD, qui passe par tous les
centres de courbure : la ligne donnée BMZ est la Dévelop-
pante de TOD. :

Pour trouver le cercle osculateur d'une courbe, en un point
donné M, il faudrait exprimer en analyse les'conditions qui le:
déterminent : généralisons ces considérations.’ Concevons deux
courbes qui se coupent; leurs équ. y =fx, ¥ = FX donnent
y =Y pour la méme abscisse == X, qui est celle du point
commun 3 jusqu’ici il n'y a qu'une simple intersection, Com—
parons le cours des deux lignes de part et d'autre de ce point,
€t pour cela, mettons = - & pour x et X, dansy et ¥; les

crdormees coxrespondantes sont
y+yh4iy'R..., Y+Yh4-1 YR
dot  d=h(y —F¥)+ih(y —=F")+...,

pour la distance entre les deux points de nos courbes dont
T'abscisse est @ - h : il faut dans ¥, ¥"..., remplacer X par
x. Plus & sera petit pour une valeur donnée de /, plus ces
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points correspondans seront voising, de sorte que le degré de
rapprochement de nos courbes dépend de la petitesse de &, dans
une étendue déterminée de h. :

Or, s'il arrive que la valeur de z, pour laquelle y=1, rend
ausmy c=difionia

P=ile(y — Py 4 EI (Y = F*) .
et nos deux: courbes approchent plus I'une de laul‘re que ne
Je ferait une iroisiéme qui, passant par le méme point (z,y) »
ne remplirait pas cette méme condition. Car, soit ¥ = ¢% I'équ.
de celle-ci, la distance A, entre les points de cette courbe et

de la prenuele qui ont pour abscisse x4, est

A= —y) 2l Gl —y Y.,

en supposant, ¢z = fr , pour qu’elles aient le point commun
(2,9). Or, les valeurs de Jet A ont Ja forme

P bkt - RSt R e
dot A— & =Udh+B—=D) P (C—=c) P +.....

_ Si dong on prend k assez petit (n° 7ot ) pour qﬁé le terme Az

donne son, signe & ces séries, A — J ayant le signede A, on
aura A >4 pour cette valeur de &, et pour tontes. celles qui
sont moindres, guel qu'en soit le signe. Ainsi la courbey Fx
approche de celle y =fx, dans toute cette etendue deh ,etde
part et d’antre- dn pomt commun , plus que ne le falt la 5’
courbe v = ¢%, quelle qu'en soit la nature,

Si, outre y' =¥’, 0n a avssi y*= J*, on verra de méme que
nos deux courbes approcheant I'une de Fautre, dans les points
voisins de celui qui est commun, plus qu’une troisiéme qui ne
remplirait pas ces deux corditions, et ainsi de suite: Nous di-
rons de deux Jignes , qu’elles ont un Contact ou une Osculation
du 1* ordre, lorsqu'elles satisfont aux conditions y = ¥, y g~ 4
pour la méme abscisse . De méme =Yy =Y, y'=1"
seront les conditions du contact du 2¢ ordre, etc.; et il est dé-
montré que ces deux courhes sont plus proches l'une de l'autre,
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vers le point'commiun ; qu'une 5% courbe, & moins que-celle=cx
ne forme une semblable osculation.

731. Ces principes posés, si quelques-unes des constantes
@, b, e o que renferment les équ. y=fiv, ¥=FX des
deux courbes, sont arbitraires, la nature de ces lignes. est fixée,
mais lenr position et certaines dimensions ne le sont pas.
On peut done déterminer ces 7 constantes par un nombre égal
de conditions y=7¥, y' =¥, y'=¥"...., et Jes courbes au-
ront ainsi un'contact du (= 1) ordre : elles ‘approcheront
plus prés Pune de lautre que toute autre courbe quine for-
merait pas une osculation de ménre ordre. i

732. Appliquons ceci a la ligne droite : soit y =Hed g

donnée d'une courbe. Prenons une droite dont la sitnation soit:

indéterminée ; nos équ. sont
y=fx, Y=aX-+b,

@ et b étant quelconques. Si Lon pose y=1¥ ety =¥, ouw

i y=antb, y=a,
il y aura osculation du 1 ordre; la droite sera tangente : en
effet, pour qu'une antre droite approchdt plus qu'elle de la:
courbe , de part et dautre du point commun, il faudrait que:
celle-ci remplit les mémes conditions , c.-a-d., quelle efit les:
mémes valeurs pour ses constantes. Ainsi , y' est la tangente de:
Tanglé que fait notre droite ayec les axes; éliminant a et b,
T'équ. de la tangente est
, O S
comme n° 723 On tire aisément de 1a Iéqu. de la normale, la
valeur de la sous-tangente , etc. ;

733. Raisonnons ‘de méme pour le cercle ; les équ. de la
courbe donnée, et d'un cercle considéré dans une situation quel-
conque , sont

y=fr, F—bp+EX—ayp =R, .
a et bsont Jes' coordonnées du- centre , R est le rayon. Nous.
tablirons un ‘contact du 2¢ ordre pour: déterminer ces 1rols
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wconstantes. Lies dérivées de cette derniére équ. sont
(F—b) ¥ +X—a=o0, (Y—bY' +¥*+1=0;
done Wy b (e adte= R (1)
(y—bB)y+x—a=o.. .. - (2),
{y—=b) y' 4y 4-1=0." +0n - (3)-

Pirant y —-b et @ — @ des deux derniéres,

S e e
2 il et
a 1*¢.donne R =l (—iﬂl?_‘ "):
3

12

a=$_';_:r (1+y'9)) b=)’+—L]j;, s

On a donc ainsi le rayon et le cenire de courbure. Tout avitre
cercle approchera moins de notre courbe que‘celui-ci, parce
qu'il devrait pour cela remplir les mémes conditions , ¢.~a-d.,
coincider avee lui.

734. On voit que, 1°. la‘tangente & la ‘courbe l'est aussi aw
cercle osculateur , puisque y” a la méme valeur pour l'une et
Yauitre. ; :

2°, L’équ. ‘de la normale est y' (¥ -—y)= X —az=o0; si

‘Yonymet a et b pour X et V', elle est satisfaite, puisqu'on re~

trouve la relation (2), qui ne suppose qu'un contact du 1¢* ordre
entre la courbe'et le-cercle : donc /e centre de courbure est sur
la normale , ainsi que le centre de tout cercle qui a la méme
tangente M ( fig. 26). g ¢

_8°. Si T'on élimine x et y entre I'équ. y =fx dela courbe, et
celles 2 et5 qui déterminent a et b, on aura une relation entre

(*) La valeur de R doit comporter le signe == mais comme cette expression
‘n’a de sens que lorsqu’elle est positive (n° 336), on devra préferer celui de
ces dcu'x signes qui donnera 4 la valeur de 2 le signe~. Si »" est positif,, ce
qui arrlve!m’squc la courbe tourne sa convexité vers Paxe des a, on prendra le
signe - il fiuudra préférer le signe — dans le cas contrairve. ( #oy. n° 743 ).
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les coordonnées du centre de courbure, quel que soit le point
M ; ce sera donc l'égu. de la développée. ;
4°. Puisque R, a et b sont des fonctions de -, que le calcul
détermine aisément ; si on les substituait dans les équ. 1 et s,
elles seraient identiques :-on peutdonc les différencier en regar-
dant R, @ et b'comme variables, Opérons d’abord sur I'équ. (2) ;
il vient ]
Ly =2y y2 =ty —ol =0y
d'ott by +a =o,
en retranchant de (3) : c'est, comme on devait s’y attendre , la
dérivée de I'équ. (2) par rapport & a et & seuls. On a done
’

1

—= = — pour la tangente de l'angle que fait la normale avec

Paxe desx. Soit b—ga l'équ. deladéveloppée ; sa tangente au
point (a, b) fait avec T'axe des « un angle dont la tang. trigo~

nométrique estd =T —, (n° 689 ), puisque, dans notre

calenl, nous avons regardé b et @ comme des fonctions onl x est
vatiable principale. Donc la normale d la developpante est tan~
gente d la développée.

5¢. Faisons la méme chose pour I'équ. (1), ¢ est—a~d1re pre-
nons-en la dérivée en faisant tout varier, et 6tons le résultat de
Péqu. (2); ou plutdt prenons la dérivée de (1) relativement
& a, b et R seuls. 1] vient

—(y—06)b'—(x—a)a'=RR.

Pour en tirer une relation qui appartienne i tous les points de
la développée, il faut éliminer = et y. Mettons donc pour
x—aety— b leurs yaleurs tirées de (1) et (2); aprés y avoit

substitné — — pour_y , on trouye

e, YL G AR
VO T V@ EY

e e
ITVE VG T Ve iy
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a?R4b°R__ (@ b
donc TE@ I?R’ ou R =y/(a" 4 b').
Si T'on prend a pour variable principale, R'= /(14 5")

est la dérivée du rayon de courbure relativement 4 a. Mais celle

de larc s de'la développée est anssi s'== /(1 4 b*) (n° 797);
donc R =+, équ. qui est la dérivée de R—=s+ A, A étant
une constante arbitraire (n° 767).

Pour un auntre arc § de développée, le rayon dc courbure
est § 4 4, Vorigine fize de cet arc étant la méme; ainsi s—S§
estla différence des deux rayons. Tl suitdela que si O et D (fig. 26)
sont les centres de courbure des points B et M, I'arc OD de la
développée est la différence des rayons de courbure BO, MD.
Donc, si I'on courbe un fil sur la développée OD, et si on le
tend suivant BO, en le déroulant de dessus OD, Lextrémité B
décrira la développante BAM : c'est sur cette propriété qulest
fondée la dénomination de ces courbes.

6°. Les expressions du rayon de courbure et des coordonnées -
du centre se présentent sous diverses formes, suivant qu'on y
prend telle ou telle variable pour indépendante, Clest ains!
quon a yu (u® 692) que

3
2 /A ol s ’
e
suivant que la vauahle principale est arbitraire, ou bien est
Pare s : si elle est 'abscisse &, on peut écrire ainsi les valeurs
deR,aeth,

. !’ 2
32%, a=x—y;,, > b=y+s~,,.

7°. Si les coordonnées sont polaires, on exprimera x et yen
fonction de ces nouvelles coordonnee.s AM=—r, M AP=4(fig. 24);
puis on substituera pour @, a'.... leurs valeurs dans celle de B

_ ouancune variable n’est prmcnpale (voyexz les formules, n° 690).

On a, toutes réductions faites,

) i 5%

R= = —
2 = T ar e T
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35, Appliquons cette théorie a quelques exemples.
1. Pour la parabole y* = spx, y’ :5 oyl — ——%; en sub-

stituant dans nos formules, on trouve

3
2z 4 p\ (opz+ph* _ N®
sl o= = =i
\/( 22 i I

IV étant la longueur de la normale (n° 723, I)). Donc e rayon

de courbure de la parabole est égal au cube de la normale,

divisé par le carré du demi-paramétre. Au sommet A (fig. 25)‘,

ol x=o0, on a R=p; ainsi, la distance A du sommet, a

son -centre de courbure, est le double de celle du foyer. Plus

x croit, plus la courbure diminue, et cela indéfiniment. Les
coordonnées du centre de courbure sont :

a=3z-+p, b=—'?;—y-

Eliminant = et y ‘de y*==opx, on a, pour équ. de la développée,
3
b‘—i (a—p)*, don b*= = Een transportant l'origine
~a7p 27p
en I: clest la seconde parabole cubique. Nous apprendrons
bient6t a la discuter (p. 331 ).
¢ IL Pour lellipse on a m?y* = n*x* = m?n?,
miyy iz =0, myy'~Fmiy* 4 m=o,

2 4 A3
Sl e S S S e M il G
_'}'-—-"'mgyr = m'aJ,S’ mt y’

c étant la distance du foyer au centre, c*=m*—n*.

2
(m4 N c“:c“)s o223 b c’: 3
————— e — _—— 3

min e s nt?

Re=—

telles sont les valeurs du rayon et des coordonnées du centre de
courbure pour Vellipse. En comparant les valeurs de. R ) de Ja
normale (p. 308), et du parametre p, on recounait que

m? V3 N3

== ——— = 75— i c'est le méme théoréme que pour la
n Gp)
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parabole. Puisqu'un arc de la développée est la différence entre
les rayons de courbure qui partent de ses extrém.i,t'és,_’(p. 319),
€t que ces rayons sont des quantités finies, cet arc est rectifiable,
La méme chose arrive pour toutes les courbes algébriques ; on
Ppeut trouver une droite de'méme longueur qu'un arc'donné de .
la développée.

‘Comme R décroit quand x augmente, c’est aux quatre extré-
mités des axes que R est maximum ou minimum ¢ aux som-
4

mets O, O (fig. 53) la courbure est la plus grande, R:%,

2
Giz= e %, b=o0; en D et D, elle y est la moins: grande;,

R s b—“.‘_’: c:‘,

n n fass: o
minés, sont les centres de courbure des extrémités des axes,
Pour avoir I'équ. de la développée, tirons les valeurs de et y,
de celles dg aet b, et substituons dans Péqu. de Lellipse; nous

@=o0; les points b, K, i, i, ainsi déter—

.avons

3 < 5 3 s
b'n a*m? HN2 aNty

ViE+ V(ED) =i \/(;) s \/(5> i
en faisant Ch=gq, Ci=p. Drapreés ce qui sera dit'( p: 332 3
on trouve que la courbe a des rebroussemens aux quatre
points ki, ', i, ¥, et quelle est formée de quatre arcs convexes
vers les deux axes, a *égard desquels elle est éy'métrique i 1a
développée est dessinée au ponctué dans Ta figl 53,0

Pour Phyperbole il spffit (n° 389), de <changer ci-dessus
nen nl/ —1. ‘ X

III. La cycloide (fig. 23) donne ( p. 504)

=)=V et

dont =2 o g 21/ (2ry) =alV.

Le rayon de courbure étant double de Ia normale, prolongeons
MD et prenons MfD =MD, M’ sera le centre de courbure;; il

2. a1
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serait aisé d'en déduire la figure dela dé'veloppée, mais nous
préférerons éﬁiv_re la méthode générale qui donne

5 a=axtoy(ay—y), b=—Y,
polur dliminer 2 et y; comme I'équ. de la c'_vclo'ide est une
dérivée , nous prendrons cellesde a et b, d=2=y , ' =—y"

Diyisant ces valeurs, on a

1"__3,’1;—-__ y =_\/ —bb,
@ Tar—y T ar—y or -4
en mettant — b.poury. Or, si I'on prend les ordonnées posi-
Jiart L : i est pré-
tives en sens contraire, il vient =\ : st pr
c;isén1ént l’éc‘lu. dela méme cycloide, lorsque Lorigine est en I7.

Donc la développée LA dela cycloide est une cycloide égale,
VYarc AL est identique avec F.4'; le sommet F est porté en 4,

; i
-1V. Dans la spirale logarithmique ( fig. 25 ) r=a%

=
d'ont R=ry/ +l“u)=_rsécn;=;:—°-s—y 3
]a tang. de V'angle AMN =4 du rayon vecteur ayec la.bnorn]:;\e'
étant=1a (n°726). La p1~ojecti€:n du rayon de coullluxjf i
sur le rayon yecteur est = 7 ainsi, la perpend. {N, é ew;;z sur
celui-ci au pole, rencontre la normale an centre’Z\ de cour o
_AM est donc la sons-tangente de la developpée, et ANV 'stzn
rayon yecteur ; A} forme avec la courbe M/, en c'haqu_e pmnl,
le méme angle @ que AN fait avec la ,développee: ]:)onc, a
développée est cette méme courbe placée en sen? dl{ferent.
Onappliquerait de méme la théorie des oscu];itlons ades ?furt
bes d'un ordre plus élevé (yoy. Fonct. anal., 1:7) ,= et el es
visible que deux courbes qui ont un contactdu 2%, 3¢, 4°. . -
ordre; ont méme tangente et méme cercle osculateur. :
736. La différence entre les ordonnées des deux com‘.lllle.;
étant' & — Mh™ - Nh™=r 4, .. ., suivant que Mh™ est pos(; I],
‘ou négatif, comme le signe de & est celni de ce terme quan
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&st frés petit, lordonnée de la courbe est plus grande ou moindre
que celle de son osculatrice : ce qui fait juger sila 1%® est en.
dessus ou en dessous de I'autre, Mottant — hpourh, le signe
#1h" changera lorsque m sera impair, et la conrbe sera coupée
par son osculatrice au point' commun, On voit donc qu'iie
courbe est toujours coupée par son cercle osculateur.

H Des dsjmplolcs.

737. Sile développement de S (x -+ ) est fautif, alors.on ne
pent établir une osculation, qu'autant que la série de Fx—-h)
procede suivant la méme Ioj , du moins dans Pordre des pre-
miers termes qu’on doit comparer : cette condition dépend de
Ia nature des fonctions JT et Fx, et ne peut avoir licu ;]u’ac—
cidentellement; le méme raisonnement exige alors qu'on égale
Tes premiers coefficiens pour qu’il yait oscalation, (Yoy. Fonct.
analyt., n°® 190.)

Soient y =fx , y—=Frles équ. de deux courbes : suppe-
sons qu'on ait développé fr et Fzx _en séries, suivant les puis~
sances descendantes de x (woy. p. 289), ensorte que chacune
de ‘ces fonetions soit mise sous la forme.

AT Be e o Mznop Npemen g

Si les exposans de ces deux développeniéns sont les mémes

jusqu'd. un certain terme Mz, et qu'on puisse disposer de
quelques constantes pour rendre aussi les 1ers coefliciens égaux
sans introduire d’imaginaires , la différence entre deux ordon-
nées quelconques sera }'z—= =L suit de 13 que I'une de
nos, eourbes ira en s'approchant continuellement de lantre | 4
Imesure que x croitra, mais sans jamais Patteindre :
un terme, passé lequel aucune autre courhe o
pas ces conditions, ne pourra en a
courbes-seront donc des Asymptotes

et il y aura
qui ne remplirait
pprocher davantage, Nos
Pune de Pautre,

Ainsi, quandune courbe s'étend indéfiniment, elle o une in-
JSinite dasymptoles, qu'on trouve en développant Y=fren
série descendante , et prenant pour ordonnée de la Jigne cher~

25
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chée Ja somme des premiers termes ; jusqu’d ‘un rang quelcon=
que, dont P'exposant’ soit négatif;. on bien en composantﬂune
fonction Fx., dont le développement commence par ces ménies
premiers termes, ! g

I.. Par exemple , pour T'hyperbole

= SV(x“—a’)z i%.’p%bar“ +.en

' bx
Donc les droites qui ont pour équ, y=1z£ = sontlesasymp-

totes rectilignes , et jouissent seules de cette propriété,

1l en est de méme de x = o et y.==0, pour zy =—=m?
k

! . *é sty —= ——— éede

II. La courbe dont I'équ. esty = VE— est formée de

quatre branches symétriques par rapport aux axes, et dont nous
pourrons bientét trouver la ligure. On a

e
y=hx' +etc., .r:a-]»-!,v.zy"’ +eny

selon qu'on forme le déyeloppement , suivant les puissances de
x ou de y. Les droites qui ont pour équ. y = o et x=a, sont
doné¢ des asymptotes. L’hyperbole qui a pour asymptotes les
axes des et y, et:/X pour puissance,, est aussi‘_', mais le rap-
- prochement est ici beaucoup plus grand. :
HI. Soit y* —Saxy+x’ =o, figi 27 (n° 708) ; on a

y=—x—a—a’s'—,

La droite qui a pour équation y=——a— @, est donc une
asymptote; elle se construit en prenant 4B — AC =a, et
tirant BC. ;

Mais si Uon prend les trois premiers termes, on a. ..
xy - x* 4 ax 4~ a® == o ; l'asymptote courbe dont il s'agit ici
est une hyperbole ZJM, dont le centre est en C, ses asymp-
totes étant FC, Cy; AD = a, DI = ! ¢ donnent I pour un
de ses points (1n°456) : il sera facile d’achever la construction.
Cette courbe approchera bien plus de la proposée, que nele
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fait la droite FC.-L’autre branche 41V offre une consiruction
semblable, qu'on obtient én développant = en -

IV. Soit enfin y#— 22%* — ot - 2a2y* — Buzd=o;
y=st g b a—(S—‘f;:Z)- ATy

p désignant /(1 == {/2). Donc, en construisant les droites
GF, GH (fig. 28), qui ont pour ordonnées ces deux prémigrs
termes; on aurales asymptotes rectilignes de la courbe proposée.

Des Points multiples et conjugués.

738. Lorsque les branches d'une courbe passent par un méme
point, soit en se coupant; soit en se touchant, ce 'point‘est
anpelé.double , triple.i... ., multiple , suivant qu'il est commniun
adeux, trois.. ., ouplusieurs branches. Etant dotinée! I'éqt.
d’ume conrbe, proposons-nous de déterminer ‘ces poiuts, si ‘elle
en a; et lear nature. ; Sy R

{

Soient V=0, My+N=o

Déqu, en'z et y de la courbe etsa dérivée : on suppose Zidélivré
de radicaux. o i 0 £

1°* CAs. Si les branches de la courbe se coupent a{ point
cherché ; il y a plusieurs tangentes en ‘ce ' point : ainsi, pour
une yaleur:de: x, ‘et celle de 'y 'qui'y répond, ¥ doit avoir
autant de yaleurs qu'il y a de branches: Or, on a vu {(n°700)
que cette condition rend M et V nuls. 196

2° CAS. Si les branches de la coutbe se touchent , il o'y a.
qu'une valeur de y” ; et méme, si le contact est du n* ordre , il
a'y aura (n°731) qu’une valenr de ¥ ¥y mais on
devra en trouver plusieurs pour y(. Or, I'équation dérivée de
Yordre n-a la forme My™ 4. . .=o, M étant ici le méme
coefficient (n° 686) que pour y’, .., ‘dans les dérivées
successives; et comme cette équ. est du 1°r degré, et exempte
de radicaux, elle ne peut douner plusieurs valeurs de y( pour
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e seale de x etdey: on adone encore M =0, étpar cunsé—'
quent N ==0, par la méme raison quaw n°7eo.

Concluons de 1a'que , pour:trouver fés points multmples d’une
courbe, an égalera ¢ zéro les dérivées M et N de son équ.
V=o, prises toura touy par rapport d y et'a x. Puis, élimi-
nant x et y entre deux de ces équ. :

S0 Y=o o o )
los wakeurs réelles qui satisferont o' la 3% pourront seules ap-
partenir aux poinls multiples.

Je dis pourront appartenir; parce: G0 la réciproque de cette
proposition n’est pas yraie, ainsi qu'on’ya le yoir. On passera

a la dérivée du 2° ordre ( n° 686), My" - Py* - etc. =0;

et prenant Pune des couples de valeurs de z et'y du'on vient

de trouyer , on les; snbstitnera ici ; y" disparaitra, et y' sera
donné par une équ. du 2° degré. Si les racines sont réelles, il y
aura un_point double ; les deux tangentes & ces branches seront
déterminées par ces valenrs de y’, et donneront la direction
des courbes en ce lien. :

739. Mais si Jes racines sont imaginaires , il y anra un point
sans/ tangente ; et par conséquent tout-a-fait isolé des braiches
de la courbe; c'est ce qu'on nomme un Point conjugué: En
effet, s'il y a un tel point pour I'abscisse a, Tes ordonnées voi-
sines. doiyent élre imaginaires ; en suposant I'équ. #~ = o , mise
sous laforme y=f%,silony meta &= h pour x,la valeur
conespondame dey, ou f(azt k), sera imaginaire potr A tres
pem Son_) ) Je 1% coeflicient qui scrait imaginaire dans cette
série; comme Téqu, My L etc.=o ue peut présenter y®7
sous cette fox ‘me , attendn qu elle ne contient pas de radicaux,
méme aprés en avoir ehmmey ' .. 3¢9, il faut donc que
Ponait M=o, et par snite N=— o.

Ainsi; les pomts con]ugues sont Compns parml ceux que
donnent les équ. (1); mais on les distingue en ce que Ja courbe
n'y peut ayoir de tangente : y’ doit étre imaginaire ; » et y étant
réels:

POINTS MULTIPLES ET CONJUGUES, 3o
740. 1l pourrait arriver.que tous les termes de la dérivée du
2% ordre disparussent : alors il faudrait reconrir a celle du 3°,
d'ol y* et y"s'en iraient, et qui contiendrait y’ au 3° degré.
11y aurait un point triple'si les trois racines étaient réelles ; et
il 0’y aurait pas de point multiple dans le cas contraire.
Quand on est forcé de recourir 4 I'équ. du 4% ordre; 01 ¥’ est
au 4¢ degré , la’ courbe a un point quadruple , doubleou con=
Jugué , suivant que les guatre racines sont réelles, ou que deux
sont unagmanrea , 0u qu enﬁn aucune n ‘est réelle ; et ainsi de
suite,
741. Yoici quelques exemples.
L. Soit ey’ = 2y — bx® =o; doir
- (Bay* —2) y' — By + b)=o,
Gayy" — 6% — br(y4-b)= o,_“ !
’3....65) — 12xy’ — 6y —6b=o. i
Nous ayons omis les termes eny”, y”. .., qui dnparaltralent
par la suite du calcul. De

5ny -—-1:’_.~o x(y 4 b)=o,

on ﬂrey =—0b, x= (Eab’) qui ne satisfont pas a la
proposée ; et x—=o, y=o: Porigine peut donc étre un point -
multiple. Mais tous 1es fermes de la dérivée du 2° ordre drspa—
raissent ; celle du 3¢ devxent ay® =b, qui ne donne pom_y
qu'une seule racine réelle ; ; donc notre combe n'a pas de point
multiple. :

IL Prenons  yf—a% xf - Brdyt—o,
dott 2yy’ (2y* + Bx*) - 4% — bt - 6y’x =o.
En posant y(ay* 4 32%) —=o, a(4x>— bad 4 6y ) =0
on trouve que x=o et y =o peuyent seules remplir ces
conditions et satisfaire & la proposée. Les dérivées des of et
3¢ ordres sont par 1a nulles d’elles-mémes ; celle du 4° devient

v
¥4 3By® 4 1 =0, dont les racines sont imaginaires ; ainsi,
longme est un pomt conjugué.
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II[ Pourxf-—ga)r’——oa‘y — aa*r? 4 af=o( fig. chias
ona —ba (y+a)yy +4£(J.—a)=o_
I —iba (3y+a) y? -4 128 —4a* =o0.
Voici comment on trouvera la figure de la courbe/, qni daillenrs:
est symétrique par rapport a I'axe des y; puisque 2 n'entre dans
la prapesee quiayec des puissances paires. On fera.
(_y+a)y_o, Z(E? —a‘)-o
et combinant ces équ. ave, la proposée, on trouvera qu ‘il ne
peut y avoir que trois points multiples, savoir ,
enDiet D' . oy —oetx==cEa, 5
eten £, oulx—o ety=—a.
Ces points sont doubles ; les tangentes Fc, Ef, Da, Db. .
font, avec 4z, des angles qui ont pour tangentes _y = ‘/3
pour le point E ety = \/2pour DetD'.
" Pour les points ot la ‘rangente est parallele aux a:, on fera)/

nul, ono==x (.1 — a%); 1°. x= o répond a ay*-—a ce qui re-
donne le pomt , pour lequel y” est 2, etnon pas__o on trouye
aussi le maximum en F, y=s ta. 2°. x= = a donne, outre

les points D et I, les minima O et Hpour lesquels y=—1%a.

Enfin, y =00, on y (y -k @)=o fait connaitre: les points

FetG,oula courbe a sa tangente para]lele aux y : on trouye
AR = AC — TES :

IV. Soit encore xf +-20x% — ay* = o (fig. 30); i
d'ott ay’ (ax*—3y%) + 4z (2* +ay) = o,

Aprés ayoir trouvé que Porigine peut seule étre un point mul-

tiple, on est conduit a la dérivée du 3¢ ordre, qui dbnne.

si—oiet y = == {/2. Ainsi, en 4 il y a un point triple : la
courbe a pour tangentes Iaxe des x et les lignes 4b, Ae.

On ales minima H et O en faisanty’ —o, cu x(2*+ay) =9,
don y:—aet M=t
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d'on ’ x=ztfay/ 6ety=—%q. :
V. L'équ. y* — axy*+ af =o (fig. 31) donne

19,000 ayy'(2y® — ax) - 42° — ay’=o),

2% 2(By? — ax) y* —4ayy’ + 12x*=0,

8.0 24yyS — 6ay'* + afr=ro, ;
On trouve que l'origine est un poirnt mp]e; of comme I'on a
y'=oety =00, les axes sont tangens a la courbe.

VI. On pourra s'exercer (fig. 32) sur l'équation. . . .
yi+at—3Bay’ 4 obx’y =0} la courbe a aussi un point triple
a lorigine. Zoy. encore I'ex: IV ; p. 325, fig. 28.

742. Lorsque 'équ. est explicite, la recherche’ des points
multiples est bien plus aisée. On:a-viri(:p: 276 ) que Fabscisse
correspondante doit chasser un radical de’la valeur de ¥, en
rendant nul son coefficient, Le degré ‘de: ce radical dépend du
nombre des branches, et I'exposant du coefficient detemnne s'il
y a simple intersection ou osculation.

3z —b

Léqu. y = (1— —~2 fi= S

qu. y = (1—x)y/(2 — x)donne y’ (Q—x)

* y perdunradical pour x==1, quine c]x.sp.xralt paside y'. Ainsi,

Torigine étant en J (fig. 37, JC= v donne un point d011b1e
en C, pour lequel les branclies se coupent sous un angle droit;,
puisquey’vzi: 1i D’ailleu}*s, .z:—° donne les maxima vers D
etD'; 14= o fixe la limite' 4 'de Ia courbe.

Pour Iéqu. y=1(2 —x) vV Q —), la courbe a un point
conjugué dont I'abscisse est z =2, ‘parce que_y est imaginaire
dans les points voisins. L'origine cat de méme un point conju-
gué pour y = x|/ (z—b).

Enfin, y=(z—a)*}/(x—b) 4 est I'équ. de la courbe

"EDFG (fg 34 ) formée "de deux branches qui ont en D la

méme tangente ED. Si x — q eiit été au cube, les denx bran-

c‘)es auraient eu méme cercle osculateur, etc, .. Du reste, un

point lnple quadruple. . . est annoncé par un radxcal du 3¢,
4° degré. .

Ona aecut un cerele dudiamétre #7=oar (fig:53); une droite
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AT tourne en A, tandis que PN, perpend.a A7, glisse paral-
lélement. On demande quelle est la courbe 4M € des points I
de section de ces deux droifes mobiles, le point IV étant sans
cesse au miliew de I'arc ANF sous-tendu par AF. L'origine
étant en €, les équ. des droites nobiles PNV, AF sont r=u«,
Y =8(x—r); les coordonnées du point M sont CP=e,
PM=p(x—7r) : comme PN est une ordonnée. au cercle,
PN>=r*—u?. Or, Nétant_.le milien de l'arc ANF , le rayon
CN est perpend. sur 4F, et les triangles 4PM, CPN sont
seniblables : d'on =
AP, PN © . 1% LoV ) e
PM — PC’ pBla—1) « 2
telle est I'équ. de conditionventre les constantes « et/8 (n°452);
en les éliminant; & Paide de v =a, y=8 (r==7), il vient,
pour I'équ. de ' la proposée ; !

£ ; e A S Bl e e IR
y=zey/ s pedoim rrnprm
1l est aisé ‘de reconnaitre ia ‘ﬁg. 33. Ilorigine € a un point
double ; pour Jequel y' === 1 les tangentes y sont inclinées
& 45 degrés sur A1, La feuille 4C a ywn maximum vers D, et
ne s'étend pas au-deld du sommet A, qui est, une limite. De
méme que le point M est donné par le milieu IV de 'arc 4NF,
le milieu IV’ de Pare AN'Fdorine M : on a ainsi-deux branches
infinies CO, €O les points @ et O’ de section avec le cercle
ont pour abscisse — £ r. Ces branches ont, pour asymptotes,
la tangente au point [, . '

Coneavilé , convexité et points singulicrs des
Courbes. s

748, On peut employer les situations diverses de la targente
4 la recherche de la figure des courbes ( 406, 411). Ktant don-
née I'équ. y = fx , et sa tang. au point (x, y), comparons les
ordonnées pour la méme abscisse x A (n°722), g 22
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PH=y+y'h, f(x4h)=PM =y+yh+4+1yh+..
Comme on peut prendre % assez peﬁtvpour que le signe de
3y"h* soit celui du reste de la série , I'ordonnée de la courbe est
plus grande ou plus petite que celle de la tangente, suivant'que
y" est positif ou négatif; en sorte que la courbe tourne vers
Paxe des = sa convexité dans le 1% cas, et sa concavité dans
le o° Si Jes ordonnées étaient négatives ; - ce'serait visiblement
le contraire : donc une caurbe tourne wvers laxve des x sa con~
vexité ou sa concavité , suivant que y ety" sont de méme signe
ou de signe contraire.

I est aisé de: voir qu'an point d'inflexion M ( fig. 3 et 40),
ot la courbe change sa concavité en conyexité , y” doit aussi
changer de signe, ce quil exige qu'en ce point y* soit nul ouinfini:
4 moins cependant: que y mne change de signe en méme temps
que y", lepoint qu'on considére se trouvant dans ce cas sur I'axe
desx. Clest-au reste ce qui va étre développé. :

744. Aprés ayoir pris un point («, 8) sur notre courhe , pour
juger s'il présente quelque particularité , ¢'est-a-dire, il est
Singulier , il faut comparer les parties de la courbe de part et
d’autre de ce point, ot I'ordonnée est { (« == £). Distinguons
dewx cas; : 2 G e v

I°r Cas. Le développement de _f(a—-{—h) e contenant pour h
aucun exposant fractiopnaire dont le dénominateur soit pair,

ona . fleh) == B Ah 4 BE . .

Les coefficiens sont réels puisque , s'ils étaient imaginaires, le
point («, £) serait conjugué ( n° 739 ). De plus (quel que soit
le signe de h) %¢, B, .. sont réels, en sorte que la courbe 576~ |
tend de part et d’autre du point (=, £).

1% Siledéveloppement de £(« - /) est fautif dés le deuxiéme.
terme Ah% ou si @ est une fraction >o et<1, y est infin
(n° 696), et au point (4, 4) Ja tang. est perpeud. aux x. Enpre-
nant les dérivées relatives 4 /i, on a

e+ =adhe—t4..., f'(«+h)=a(e—1)dh==. ..
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La valeur de f” (« - /) est destinée & donner la direction de-la

tang. au point de la courbe dont l'abscisse est « -+ /1, puisqu'il

€5t indifférent” que’x ou k' ait varié dans [z +h). Poyes

la note; pl a8o.” ; y -
Cela posé , le signe de AR et de ses dérivées décide de celui

des séries entieres , lorsque ki est trés petit. Que k soit une frac-

tion ‘0t nest impair : si m L'est aussi, Pordonnée f (« 1)
croit d’un c6té et décroit de Pautre c6té de I'ordonnée tangente ,

parce que A(/lz"’ change de signe avec h. Il y a'donc une in-
flexion ;:disposée comme le montrent les fig.35:et 36 ; suivant
que .4 est positif ou négatif. ° sl B

En effet , f"(« 1) change aussi de signeavec /' ; parce que
@— 2o donne a h, daus le 1 terme,un exposant impair m~—2an :
ainsi, la courbe présente d'un coté sa concavité, et de I'antre sa
convexité a I'axe des @ (n° 743 ). Nous avons constrait les équ.

sty B o o il o) IS (hg. 36),
ly=8—(z—ab... (ig. 5.
On e'nvdil"an autant pour yi=oax et (y —1)P’=10—ua.

" Mais sim est pair, \n/h”‘ a toujours le méme signe que 4,
quel que soit celui de /, en sorte que les ordonnées, voisines de
notre tangente de part et d’autre, croissent lorsque A4 est posi-
tif, et décroissent dans le cas contraire, & peu prés comme pour.
les maxima. La courbe prend la forme indiquée fig. 37 et 38,
que nous- appellerons Cératoide (*). Le signe de £ (k) est
visiblement négatif pour I'un, et positif pour Lautre, en sorte
que la courbe doit présenter a I'axe des =, des deux cotés de

(*) Nous avons préféré les dénominations de Cératoide ct Ramphai't?c&
celles de rebroussement de Ja 17¢ et de la 2¢ espéce sous lesquelles ces points
sont connns. Ces mots sont dérivés de Képao corne , Pldugos bec d'oisearts
Eidor forme,
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Pordounée tangente, sa concavité ou sa conyexlté, suivant que
A ale signe 4 ou lesigne —,

Les équ. y=£- (z—e); ety =—f— (zz—u)?’f donnent les

fig. 37 et 38. On en trouye un autre exemple dans la Cycloide.
2°. Mais si‘le développement n'est pas fautif dans-les deux

premiers termes; @==1, b>1, y n'est plus infini , et ona 4

pour la tang. de 'angle que fait avec 'axe des x la droite qui
touche la courbe au point («, £) : elle est paralléle aux , si
A=o0; inclinée & 45° si 4 =1, eic.

f(a+h)=£+.4h+Bh”+. e

e+ n) = A+ bBr 4. . ..

f'le4+h) =bb—1)Br—>4" . ..

D'apres cela, si lexposant b est un nombre pair, ouune frac-
tion dont le numérateur soit pair, la courbe ne présente au point
(#, 8) rien de particulier; puisqu'elle s’étend, de part et d’autre,
au-dessus de la tangente si B est positif, et au~ dessous si B est
négatif ; la différence entre les ordonnées de ces deux lignes
étant Bh® 4 etc. On voit d’ailleurs qu'alors le signe de f"(a-+h)
est le. méme que celui de B. .

Clest ce qui a lien pour l'équ. y=—=Fg-} 2 4 (;L‘-—g)%.

Cependant, si 4=o, il y a mazimum ou minimum. (Foy.
D, 804). Cela arrive pour y= g+ k (r — ) e
" Quand b est un nombre impair, ou une fraction dont le numé

m

»
; Z : AR 5
rateur m est impair, b= —; Bl ou By/k™, change de signe

n’
avec b, les ordonnées croissent d'un cété et décroissent de

“Tautre : de plus, f* («-}- /) est dans le méme cas, puisque I'ex-

posant de son 1°7 terme est aussi un nombre impair -2
ane fraction dont le numérateur m — 2n est impair : donc il y

a une inflezxion au point («, £) , dont la disposition dépend de
Ia direction de la tangente, et du signe de 8.

Yoici plusieurs exemples.

, on

a°,y=x+(.z—a)3; 2°_y=§x+(x—m)7 (55'39);
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&l y= z—(x—a)t; 4". y=—(r=— u)% (fig. _40){

5° y ===z I (x—a)3 (fig. 43):

Ja tangente est inclinée & 45 dans les exemples 1, 2 et 5; 4
35° dans le 5°% elle est parallé¢le aux x dans le«4°. 3

Sib est entier (c.<a-d., 3, §,7), y" estnul; on pourra rap-
procher notre théoreme de celui des mazima (n® 717). Chacune
des racines de y“==o ne peut répondre a une inflexion,, qu'au—
tant que la 17 des dérivées y”, y'¥..., qu'clle ne rend pas nulle,
est d'ordre impair. Si b n'est pas entier, comme ilest > 1, y"est
nul ou infini, suivant que b est > ou < 2.

745. 11* Cas, Le développement de f(a—-h) contenant un
radical pair, 'une des ordonnées f (¢ -+ /1) on [ (e—1) est ima-
ginaire; I'autre ‘est double, & cause du radical pair qui y in-
troduit le/signe Zz. Ainsi, la courbe ne' s’étend que d’un coté
de 'ordonnée £, et elle a deux branches.

1°, Si le développement est fautif dés le 2° terme, a est
entre o et 1; lordonnée g est tangente, Supposons que

»
a=—2, n étant pair, le terme = A /h™ montre que lo
n

point («,8) est une Limite dela courbe dans le sens des x; elle
a la forme NMQ ou N'MQ' (fig. 41), suivant que ki doit
éire pris en - ou en—; I'une des ordonnées est >> g, Vautre
est <8 ouPM : dailleurs, pour les points voisins de &, 'une
des valenrs de f” (@}~ /) est positive, I'autre est négative; ce
qui prouve que l'une des branches INM est concave , et qua
Tautre QM est conyexe vers 'axe des z.

Leséqu.y =k+4ax== (.r—u)% et y—f 4z (a— x)%
donnent I'une QMN , l'antre ' N’. Nous en ayons trouvé
plusieurs exemples ( n° 741 ).

Mais si le radical pair affecte un des termes qui suivent AR,
pour les ordonnées voisines de celle qui est tangente, 8 est
> f(«4h) quand A est positif; le contraire a lieu lorsque 4
est négatif; en sorte que les branches de courbe ont (fig. 42)
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Ia forme QM dans un cas, Q'MN' dans'antre. On voit d’ail-
leu.rs qualorsf” (u~ h) btant de signe contraired Ay]a courbe
doit affecter cette figure ,'que nous nommerons une Ramphoide.
Cest ce qui a Jien pour y==p k(x—u)3 41 (F—a)i.

Quand % doit étre négatif, pour que ‘f(z-4-1) soit réel, la
courbe est 4 gauche de I'ordonnée tangente PM.

2% Lorsque le développement n'est fautif quau-deld du o°
tl?rm‘e »@==1 et la tangente 4 la courbe au point («,6) sera fa-
cile & construire, Si le terme BA? porte le-radical pair,'il a la

f:orme EBy/h™; Tune des branches est au-dessus de la t‘ang.,
ytaitre s abalss-e an-dessous, puisque cette droite a pour ordonnée

=~8+-4h:il y a donc une Cératoide. On a ¥ nul ou infini ,
suivant que b est > ou < o. Pour I’é == g

5 qu. y =B84z + (x —a)®
(lig. 45)1a tangente est inclinée 4 45°. ! ‘o

Pon.r Y =w=—1—x-9(1—a)?, 0nala fig. 44.

Mali si 'exposant, dontle dénominateur est pair, est au-dela
de Bit, le signe de B suffit pour décider quelle est ]a plus
grande de V'ordonnée de Ja courbe, ou de celle g + Ah de la
tangente. On yoit donc qu'il y a une Ramphoide, On a (fig. 46)
pour I'équation vk

Y =Ff+x+axi+by/2°. .. lacourbe QMN,
Y =8+ x—ax*+by/x5... 14 courbe QMN.

746. Concluons de 1a que, 1°. aux limites , ‘dans le sens des
z ou dans lé sens des y, y" est nul ou infini. :

2% Aux inflexions et anx cératoides, " est nul ou infini.

: 5]“. Pour trouver les points singuliers , il faut prendre la dé-
rivee My +N=o de I'équ. ¢(zy) =odela courbe « faire
ZI_J: o ou N=o0; en tirer, 4 l'aide de o(x,y) =o, les ra-
Clnes qui peuvent seules appartenir aux limites.

4°. ‘On prendra de méme la dérivée du 2° ordre, ou celle

R e e
Y == paui donne y =% (régle n° 665), Puis on po-

sera ) =o, 'ou N=o.



336 CALCUL DIFFERENTIEL.

5°, 11 fandra ensuite chercher le développement de flx4-h):

' pour chacune des valeurs de x ainsi obtenues, ou pll‘]tﬁt re,c(l)ln-
naitré le cours deJa courbe de part et d'autre du point qu elles
déterminent. . : i)
oy 2 : /

6°. Les ramphoides et les cératoides peuvent &tre consice
2 SR A 5
rées comme des points multiples et soumis & la méme ar')alys.e t
elles ont une tangente commune a leurs deux branches au pomf
de rebroussement. S0l
7°. On peut encore, dans la discussion des équations, s'ai=
der du développement de y. en série ascendante ou -fierscen;
dante (n° 7o7) suivant les puissances de a:; on aura ;xsemﬁns
les limites de la courbe, si elle en comporte ; et pour les brache
infinies, on obtiendra leurs asymptotes courbes ou droites, etc.
Voici encore quelques exemples : on en trouyera beaucoup

d’autres dans le Traité de Cramer.

y:x’—{-‘/(l‘——z) (fig. 41) ,
y=atye (el
y=2 4+ (@—1)> y=azx*+ vz (lig.46),
Wi 3 4 i
= = —a)*+x (fig- 24),
\_y——\g;c‘*_}_ax, y V(;vs : B
y=v(@E—1)?* (g 37), y=f—Vx (fig.38),

y=at o (a—1) (g, 59), y=a+2*— Vo (fig.4o).

4
y:x—[—-V(:c— 1)y
y=x + V(@—1),

Des Surfaces et des Courbes dans espace.

747. Soient z = f(z,y), £= F(X', Y) les é'quations de
deux surfaces courbes; pour qu'elles aient un point commun
(x,y,7), il faut que pour les mémes ordonnées .ZA.sz »on ait
=X, y=7Y. Prenons sur chacune un autre p01‘ut répon-
dant aux abscisses « - & et y 4 k; nous représenterons, pour
abréger, les z correspondans (n° 703) par

adphih 4. Z - Ph4-L R .
4 gk shk-. + Qk -\ Shk 4. ..
s Ak Tl

COURBES ET SURFACES: 33y

La distance entre les deux points dont il s'agit est -

(P—p) h4(Q— ) kot 2 R—rY B2 .

§i P=p et Q=g, c.-a-d. si les différentielles partielles du
1% ordre de nos fonctions f et Fsont respectivement égales, les
raisonnemens du n°® 730 feront voir qu'une 3¢ surface ne pourra
approcher des premiéres autant qu'elles approchent I'une de
Tautre, 4 moins que celle-]a ne remplisse les mémes condi~
tions & leur égard : il y a alors contact du 1% ordre. Pour Je

contact du 2° ordre, il faudrait en outre que les différences
partielles du o ordre fussent aussi égales entre elles , ou
R=r, S=s, T=t

Par ex. , tout plan a pour équ. (n°619) Z=AX 4 BY -+ C;
sa position dépend des trois constantes .4, B, C : on peut donc
les déterminer de maniére & établir une osculation du premier
ordre. x,y et 2 étant les coordonnées du point de contact il
vieat

a=Adz+By+C, p=d4, q=25,
= 2 i docvday b .

p et g désignant toujours les fonctions e @, tirées de 1'équ.
2= f(x,y) de la surface courbe ; cette équ. ayant par consé-
quent pour dérivée dz=pdx +-gdy. Si lon élimine 4,8, C,
on trouve, pour le plan tangent,

Z—z=p(X—x) -|-q(Y——y)...(A).

Une fois 'équ. du plan tangent obtenue, il sera facile de
frouver tout ce qui se rapporte 4 sa position. Par ex. , le cos.

de langle qu'il fait avec le plan a7y, est 2-\1—“

. RS e

La normale passe par le point (,3,2); elle est de plus per—

pendiculaire au plan tangent; ces conditions , exprimées en
analyse (n° 628), donnent, pour les équ. de la normale ,

X—2+4p(Z—2z)=o0, Y—y+g(Z—2)=0... (8).

748. Voici plusienrs exemples de 'usage qu'on peut faire des
équations A et B :

2, 23
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1. Tous les cylindres ont cette propriété distinctive que le
plan qui les touche en un point;, tonche selon une génératrice,
droite paralléle & une autre (n° 620 ) dont on donne les équ.
x=az, y="Ubz. Fnongons ce fait en analyse, et nous aurons
éxprimé que la surface touchée est un cylindre , sans avoir par-
ticulatisé 1a courbe divectrice ; nous aurons donc I'équation de
toute espece de cylindre. On a donné (n° 627) la condition du
parallélisme d’'un plan avec une droite : elle devient ici (ont
A=p, B=q), ap+ g = 1, équ. cherchée (voy. p. 286).

II. Le plan tangent au cone passe par le sommet. Mettons
pour X, ¥ et Z, dans I'équ. (4), les coordonnées @, b, cde
ce point, et l'équ. z—c=p(x— a)+q (y—»b), expri-
miant la propriété qui caractérise toute surface conique, quelle
qu’en soit la-base, Sera équ. de cette surface (n° 705).

I11. Imaginons ¢u'une droite coupe sans cesse I'axe ‘des z 6t
demieure horizontale , tandis qu'elle glisse e long d'une courbe :
élle engendre une surface nommée Conoide, & cause de sares-
semblance avec un céne, dontle sommet serait une aréte. Ce
qui caractérise ces surfaces, cest qu'un plan les touche selon
une génératrice horizontale : exprimons analytiquement cette
propriété, En faisant Z =1z, dans T'équation (), nous avons
(X — ) p=+ (¥ —y) g =05 cesont les équ. d'une horizon-
tale tracée dans le plan tangent. Pour que cette ‘droite ‘coupe
Paxe des z, il faut que sa projection sur le plan ay passe par
Yorigine, ou bien que px + gy = o : telle est I'équ. de tous
Jes conoides.

1V. Toute normale d'une surface quelconque de révolution,
va couper I'axe; donc, si on élimine X, ¥, Z, entreles équa-
tions (##) de la normale et celles de I'axe de révolution, I'équ.
résultante en x, y, %, exprimant la propriété énoncée, sera

celle de la surface de révolution, quel qu’en soit le méridien.
Par ex., si laxe est celui des z, dont les équations sont X=0,
¥ — o, Vélimination'donne py = qu, équ. de toute surface de
révolution autour de Taxe des z'(n°7cb). ;
Lorsqu'on veut particulariser une espéce de surface cylin=
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d_rlque, conique..., il faut introduire, pour p et g, des fonc‘
- 7. s % 3 g 3
:il_ons d.ea: et y, quisontdéterminées par la nature de la courhe
:’ectr;ce donnée. C'est ce qui sera examiné par la suite (voyez
n® 879 et 880). : o
i 7(;{éql;xNou§ ;Tpns“lrai_té (1°.720) des mazima des fonctions
variables. Il en résnlte que si I
: Dle n on veut trouver les z
maxima ou minima d'une surface conrbe, dont on a l'équatim:
Z= il £ :
raué{}(x,_y), il faudlrezl Poser p=0, g=o (le plan tangent pa-
< agx x)]f}, ef éliminer ;Y et z entreces trois équ.; mais
. ; coord m:;nees ainsi obtenues, n’appartiendront 4 des p’oints
urva de la propriété dont il s'agit, qu’ 2
. agit, qu'avtant qu'elle isf
ront 4 la condition (2) (p. 505 : e 49 20 palistes
¢ 1 ) (p. 305), qui a @ distinguer I¢
maximum du minimum. G S
5
. 7:0. Pour qug le Plan tangent soit perpend. au plan ¥z, il
aut que son equ. soit réduite a la.forme Z — z=q(¥ : )
A e

(n° 615); ainsi p — o, Plus généralement, soit
Pdz o Qdy 4 &dz 0o

la différentielle de I'équ. d'une surface (° 704) ; P—=0 est |
condition qui exprime que le plan tangent est IJe;ﬁexxd‘:ueqﬁ .
- 1l faut donc que les coordonnées x, ¥, % dn | (l‘u'ni d B
tact, satisfassent 4 I'équ. P=o0, et & ceile (p@P i oy
la surface. Ces équ. sont donc les équ. de la coufbe’yx;; @ (;ile
la propriété que le plan ‘tangent soit perpend. é?: IJOPUJ_ :
cette courbe est la limite de ‘la surface dans I senf 3“ e
Ainsi, en éliminant , on a Ja projection de Ia surfailcees"ylz.
plan desyz. De méme, celle sur le plan Zy se'trouve en 'sll'lr 'e
nant z entre 9 ='o, et R= 0 les deux équ. P—o R
rapportent au maximum de z, etc.’ :

Q=ose

Pour la sphére, par exemple (n° 614),
(x—a)* 4 (,J’ — b4 (2 —¢)* = 72,
la dérivée relative & z seul ; cest Z-—c=0; éliminant z o.
Py N2 2 2 Nt ; 4 .
2 (x—.a) 4=y —b) = pourVéqu. du cercle. de projec-
: honlsur,le plan wy.;ice quiest d'ailleurs yisible. , Eoder
22,,
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751. Projetons sur le plan @y I'arc s de courbe dans Pespace,
puis développons (n® 287, 4°.) le cylindre formé par le sys-
téme des perpend. & ce plan : la base est un arc A, projection
de l'arc s. Or, on peut concevoir cet arc s rapporté aux coor-
données rectangles A et z, puisque 2 est étendu en ligne droite,
Taire ¢ du cylindre et la longueur de l'arc s, seront données
(n°® 727) par les relations ' = z, s*= 1 -+ 2%, dans lesquelles
les dériyées se rapportent & A. Si I'on veut qu'elles soient rela-
tives & 2, on aura (n° 6g94)

dt =zdr, ds>=da*+dz*

Mais l'arc 2 est rapporté aux variables du plan xy, en sorte que

dx*=dx*~- dy*; donc

dt =z /(dz* 4 dy?),
ds* = da® 4 dy* +-dz*.

Une courbe dans l’espace’est donnée par les équ. de deux sur-
faces dont elle est Iintersection, telles que M=o, N=o0:
quon en tire, les différentielles dy et dz en fonction de x, et
quon substitue, l'intégration de ces formules donnera, d’une
part Laire ¢ du cylindre droit, qui a pour base la projection de
Varc, et qui est terminée par cet arc; et de Lautre la longueur
de Varc rectifié.

7ba. Supposons que le trapéze curviligne CBMP (fig. 23)
tourne autour de 'axe Ax; cherchons le volume v et I'aire
du corps de rév olution qu 11 engendre , Péqu. de I'arc B/ étant
donnée, y=fx. Soient v = Fx, u= ox; il s'agit de déter-
miner les fonctions F et @. Attribuons & ax I'accroissement
PP =h; y, v et udeviendront y 4k, v -7, u-2; don

k=yh4..., i=vht.., I=uh..

1l s'agit maintenant , pour appliquer la méthode des limites, de
trouver des grandenrs qui comprennent entre elles les accrois-
gemens et £, quelque petit que soit /.

1°. Lesrectangles MP'Q, LP’ engendrent, dans leur révo-
lution autour de’ 4z, des'cylindres dont les yolumes sont 7yh
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et #(y 4-k)*h (1° Bo8) : leur rapport ayant I'unité pour limite ,
et le yolume 7, engendré par T'aire MM'P'P, étant toujours
intermédiaire entre ceux-ci, I'unité doit étre aussi la limite du
!
7 © ‘-'-—-'-4“3'; dehtviv. u’:ry’.
fy 1 Wy

2°. La corde MM’ et la tangente MH décrivent des troncs
de cone, dont les aires (n° 2go, 3°.) sont w(2y —+ k) MM' ét
7#(2y ~+y'h)HM : le rapport de MM’ & MH tend sans cesse
vers l'unité (n® 727) ; la limite du rapport de nos deux aires
est donc 1, qui est par'conséquent celle de

w(oy + k) MM W(Qy + B+ 5 Ay y'h. )
l 2t uh—...

attendu’ que Taire 7 décrite par l'arc MM’ est intermédiaire
entre les premiéres, quelque petit que soit k. Donc

rapport

= 27.-)/\/(1 -+- y") == 27::)/5'.

On mettra fiz pour y dans ces valeurs de v/ et 1/, et on in-
tégrera; c-i-d. qu'on remontera aux fonctions v et u dont elles
sont les dérivées (n° 810).

753. Tragons sur un plan 4PB (Eg 47) un trapéze CDEF.
Soient edef sa projection sur un autre plan 4Q7, et « I'angle
de ces deux plans ; supposons que les cétés CD, EF soient per-
pend. a lintersection A8, on a (n°631) cd— cD >< cosn,
ef = EF X cose; donc l'aire du trapéze

cdef =1L GH 3 (CD 4 EF) cose — CDEF>< cos &,

Cetterelation entre notre trapéze et sa projection a également
lieu pour un triangle quelconque DIF (fig. 48), puisqu’en menant
les perpend. CD, EF sur 4B, et CE paralléle 3 DF, on forme le
parallélogramme CDEF), dont I'aire est double de celle du trian-
gle DIF. Or, d'une part, toute figure rectiligne et décomposable
en triangles; de l'autre, on pent, par la méthode des limites ,
étendre aussi la proposition 4 toute aire plane curviligne. Done
La'projection P sur un plan d'une aire plane quelconque A, est
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Le produit de cette aire par le cosinus de I angle des deux plans
P=Acose. i
Saient done 2, &', lés angles que: fait une aire plane
A avec les plans coordonnés; P, P’y P”, sés trois projections;
ona : 2
P=Adcose, P'=—Acosa’, P"= A cosa;
faisant la somme des carrés, il yient {
AP =P P P,
a cause de cos’w - ¢08% - cos?ed = 1 (n® 635, 3°,) Donc,
le carré d'une aire plane quelconque est la somme des carrés de
ses trois projections sur les plans rectangulaires coordonnss.
Ces théorémes servent & trouver 'étendue des surfaces planes
situées dans I'espace , en les ramenant 4 étre exprimées & l'aide
de deux variables. Sims s Sl
754. Soit z = f(x,y) 'équ. d'une surface courbe; menons
quatre plans paralléles deuk a deux ;3 éenx des az et des V35
cherchons le volume # et Vaire U.du corps MNEF (fig. 49)
_renfermées entre ces limites, Attribuons 4 « et y les accroisse~
mens k etk; le point M (x,y,2) sera comparé au point C; le
corps aura pris I'accroissement renfermé entre les plans ME,
SD, $B, FM; F et U sont donc des fonctions de z et y qu'il
s'agit de déterminer. x étant augmenté de b , ety de &k, 7 sera
accru (n° 703) de

A, 7, AT AF ., e
F T G S AR

or, sil'on n'eiit fait croitre que ade h, ou bien queydek,ls
corps aurait reci I'angmentation

2 a7 &BF h2
MPRBF =g h+4+ 5% 4.,
, a,  dFk
PEDHO= St 5o i

donc, én retranchant, on a volume MCI{Q:%:% 1135 S
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Sy AR
On verrait de méme que I'aive M€ = m} kl..-f-:...

Pour appliquer ici la-méthode des limites, cherchons des:
grandeurs entre lesquelles: ce yolume et cette aire soient tou-
jours renfermés , queique petit que soitf 3 représentons le corps
MCRSQP & part (fig. bo)- : ‘ 3

1%, Le parallélépipede rectangle MPSs a pour volume hkz ;
celui du parallélépipede; construit sur 12 ménie base , et dont
8§C=2-1est la hanteur, est = hk(z 4-1).,

z

Le rapport Ty de ces volumes ayant 'unité pour limite,
1 est aussi la limite de
a7 Ly ze
s ——khl; don =,
el ils il e

On mettra donc pour z sa valeur filx, )}) , buis on intégrera
deux fois, d’abord relativement A x, en regardant y comme
constant; enfin, on intégrera de nouveau le résultat par rap-
port &y seul (voy. n®811).

29. Menons un plan tangent Ms’ au, point M (x, y,2); l'aire
Mr's'q’, qui est renfermée entre les plans MR, MQ, Q5', R,
est (u° 753) le quotient de sa base PQRS divisée parle cosinus
de 'angle qu'clle fait avec le'plgn'xy, savoir: ° :

: 1 :
hk 3 R/ (1 AP - g2
U O
Mais il est facile de voir que I'unité est la limite du rapport de
&U . 0
o hk—=..., & cette quantité. Donc
&y -
e VIt 4 p* 4+ ¢*).
1l faudra donc différencier I'équ. z = f(x,y) de la surface,
puis de dz=pdx -+ qdy, tirer les valenrs de p et g en fonc-
tion de x et y, et les substituer ici; enfin, intégrer comme on
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Ta dit ci-dessus, Nous dounerons des applications de ces di-
yerses formules (n°815). ;

755. Imitons en trois dimensions ce qui a été dit des oscula-
tions des courbes planes. z =f(xy), Z=F(X,Y) sont les
équ. de deux surfaces courhes ; si elles ont un point commun
(#,y52), pour en comparer I'écartement dans les parties yoisines
de ce point, on changera X et z en z~h, ¥ et yeny-+k,
et on prendra la différence & des z. Continuons de supposer

dz d

z

dz dz iz d’z
doe 00 dy

v Dol =ils aa&—-ﬁ a&;=3j

que de méme P, Q... aient de semblables significations pour
la 2° surface. On démontrera précisément, comme n° 730, que
sil'ona P=p, Q =g, la différence & étant du 2° ordre en /
et k, aucune autre surface, qui ne remplirait pas les mémes
conditions, ne pourrait approcher de la 1% surface autant que
le fait 1a 2°; etsi enoutre, ona R=r, S=s, 7'=t, l'oscu-
lation sera du 2° ordre, et les deux surfaces auront un plus
grand degré de rapprochement dans la région voisine du point
commun ; et ainsi de suite.

Soit, par ex., un plan Z= A4 X+ BY 4 C; il aura un
contact de 1% ordre avec ]a surface z:f(x,y) , sil'on déter-
mine les constantes 4, B, C par ces conditions , que le plan
passe par le point donné (x,y,2), et quon ait o —p, B
De 1 résulte I'équ. (4) du plan tangent (n° 747).

Pour la sphére, on aI'égnation

(X Sy y, Lopys Gz sr s sl
On établit ainsi un simple contact au point z,y,% (0° 704},
@—a) (3 —bP +—=r,
(z—a) +pa—)=o0, y—b4glz—c)=o;
ces trois équations déterminent les coordonnées du centre de la
sphere , dans le cas d’un simple contact, et lorsque le rayon

est donné, En posant, pour abréger, (1 4p* 4 ¢*) '%_—_-qa, Télin
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mination donne :

a=z+4npp, b=y+ngp, c=z—np...(1);
cette sphére a méme plan tangent que la surface ; son centre est
sur la normale, équ. (B). Pour que l'osculation fiit du 2¢ ordre,
il fandrait déterminer I'arbitraire » de maniére 4 rendre R=—r,
S=s, T'=t: il est clair qu'on ne peut remplir ces trois con=
ditions, et qu'en général une surface n'a pas une sphere oscu-~
latrice comme une courbe a un cercle osculateur.

756. Mais rendons la somme des termes du o ordre de Ia
série (n°747) les mémes pour la sphere et notre surface, ou

T 9se - te* = R - 2Sa - Tw?,
«étant le rélpport k:h; on trouve
(z—c)R+1+-p*=0, (53—0)S +pg=0, (z—c) T+1+q*=o,
(3—0) (r + 205 + 1) b1 - pt-3pge+ (1 + )b = ...(5),

Ps G, 7y S, t sont des fonctions de x et ¥, qon tire de 'équa-
tion z = fi(x,y). de ,13 surface proposée; « est la tangente de
T'angle que fait, aveél’_@q_ce des x, une droite qui touche au point
commun, et est menée dans une direction arbitraire, Cette équ,
fait connaitre z — ¢ en fonction de x, yete; les équ. (1)
donnent ensuite @, b, ct le rayon n de courbure de la section
faite par un plan'l‘)'as:.sint par la normale et la tangente dont il
s'agit. On peut donc trouver les courbures de la surface dans
toutes les directions imaginables.

Ayons sur-tout égard aux sections dont la courbure est la
plus grande; faisons varier n par rapport 4 « seul, et posons
ni=0 (n°717). Mais, d’aprés 'équ. (1), on a alors ¢’=o; pre-
nons donc la dérivée de I'équ. (2) relative ¢ et «, et faisons
¢’ nul :

(Z—C)(-V+f¢)+m+(l+Q")¢=°} (3);
dott (z—c) se+pged-(z—c)r—-1-4-p2=o

en multipliant par « et retranchant de (2). 1l est aisé d’éliminer



346 CALCUL DIFFERENTIEL.

_« enfre ces deux équ. , et d'arriver & cette relation destinée &
donner z — ¢,

A=) B (z—c) -9 =o...(4);
o Ad=tr—s" B=r(1 -+q*) (1 - p*) — 2pgs.

On en tire deux valeurs de z — ¢, et par suite (1) donne les
rayons 2 de la plus grande et de la moindre courbure de la sup-
face au point donné (x,y,2) ; enfin, 'une des équ. (3) fait con-
naitre «, ou les directions de ces deux courbures.

Conceyons nos deux lignes de courbure tracées d.la surface
proposée ; elles sont indépendantes du systéme d’axes auguel
celle-ci estrapportée, et restent constantes lorsquon change de
plans coordonnés. Prenons le plan tangent pour celui des xy;
il est visible gue T, ¥, %, p et g sont nuls, et les équ. (3)
deyiennent S :
c(s4te)s=a, clsat1)= Lo

d'ont sa® 4 a(r—1)—s=o.

Le produit des deux racines de « étant — 1, on en conclut que

les deux courbes se coupent a angle droit. Donc, a Pexception

des cas trés particuliers ot Péqu. (4)’ serait*satisfaite delle-
. méme, sur toute surface, si L'on prend'in point quelconque, it
¥ @ toujours deux plans, passant par la normale en ce point,
qui sont perpend. l'un a Pautre, et donnent la plus grande et
la moindre courbure de la surface. Les équ. précédentes font
connaitre ces deux directions, et par suite les rayons de ces

deux courbures. 1

757. Etant donnée une courbe dans T'espace , par les équ. de
deux surfaces dont elle est Pintersection, en éliminant successi-
vement x et y entre ces équ., on aura remplacé ces surfaces par
deux cylindres perpend. aux plans coordonnés des az et desyz,
et les équations résultantes, z =fx, z=Fy, seront celles des
projections de la courbe sur ces plans. Une tangente a la conrbe
Pest &ux cylindres,, et par conséquent aux projections ; ainsi les
€quations de la tangente sont

Z—z2=p(X=—=2), Z—2=qgF—y)
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Qu’on mette f’x et F'x pour p et g, et ces équ. seront détermi-
nées. En éliminant T, ¥, %, entre nos quatre équ., on a une
relation entre X, ¥, Z, qui est 'équation de la tangente en un
point quelconque de la courbe, c.-a-d. celle de la surface en-
gendrée par une droite mobile sans cesse tangente. Si cette sur-
face est un plan, la courbe est plane, autrement elle a une
double courbure - on distinguera donc aisément ces deux cas
Pun de Pautre. ¢

Au point de contact il y a une infinité de perpend. a la tan-
gente ; cette multitude de normales déterminent le plan normal,
dont il est facile de trouver I'équ. (n° 628 ),

= X——— & Y——-— & — 0.
&g P 2 i

758. On peut appliquer la théorie des contacts des surfaces
aux courbes & double courbure : nous ne pouvons entrer ici
dans ces détails. [ Voyez Fonct. analyt. (n° 141), et I'Anal.
appl. de Monge. ] Bornons-nous  Ja recherche du plan oscula-
teur. Soient z=fz, y =gpu les équ. de la courbe; celle du
plan qui passe par le point (x,y,2), est '

Z—z:A(X—.z)+B(Y—y).

Déterminons 4 et B en établissant un contact du 2° ordre, Si

Ton change = en = <-4, y etz recevront, pour la courbe, les
accroissemens :

4 k=he' + 3 he"..., I=hf' 10"
Mettons donc @ +k, y 4k, 2! pour X, ¥, Z, dans I'équ.
du plan : il vient /= 4h + Bk, on
B Bf ot = (A o B! Y2 Bl ..
Les arbitraires 4 et B seront déterminées par ces deux condi-

tions 4 - Be’ =f", Bg"==1"; donc Véquation du plan oscu-
lateur , est ) :

(Z—=)=(fo"—1¢) X—2) 1" (¥ —g).
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De la méthode infinitésimale.

759. Nous avons déja remarqué (tome I, note, page 283,
en appliquant la méthode des limites (n° 113) & une équ. entre
des constantes et des variables, qui peuvent étre rendues aussi
petites qu'on veut, que lorsqu’on n’a besoin que de 1a relation
qui lie les termes constans ; ce n'est pas commetire une errenr
que de négliger dans le caleul , quelques-uns des termes quon
sait deyoir disparaitre par la nature méme du procédé. La cer-
titude mathématique ne sera donc pas altérée par ces omissions
volontaires , pourvu qu'on se soit assuré qu'en effet elles n’af-
fectent que les quantités qui n'entrent pas dans le résultat.

On pourra done,, dans tonte question semblable , ometire les
termes indéfiniment petits , que les géomeétres ont appelés, avec
Leibnitz, des infiniment petits. En se dispensant d'y avoir égard,
on abrégera beaucoup les caleuls, puisqu'il est souvent difficile
d'évaluer ces termes; et les résultats seront tout aussi exacts,
On pourra méme présenter la théorie avec la rigueur géomé-
trique, en prouvant que les quantités omises sont au rang de
celles qui doivent en étre otées. Cette méthode est précieuse,
non-seulement pour graver les résultats dans la mémoire, mais
encore pour les spéculations analytiques compliquées ; et il im-
porte de ze pas se priver d'un secours si puissant, sur-tout en
considérant qu'on peut toujours rendre au procédé la rigueur
qui lui manque en apparence. ; g

760. Les applications de ces notions aux élémens de Géomé-
trie sont si faciles, que nous nous dispenserons de les faire;
chacun pourra aisément y suppléer. Mais venons-en & celles du
Calcul différentiel.

Soient y, z, £... des fonctions quelconques de a; si @ pread
Paccroissement dx, ceux que prendront y, ... seront

dy =A4dr+Bdx*+..., dz=A'dx 4 B'dx’+...

or, quel que soit le but de notre opération, dy doit étre com=
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biné avec dz, dt..., de maniére a former une équ. M—o. Le
facteur commun dx pourra étre omis , en sorte que les premiers
coelficiens en soient seuls exempts. Mais x, y, 2... étant main-
tenant regardés comme des termes fixes, leurs accroissemens
dx, dy... pourront étre rendus aussi petits qu'on youdra, de
sorte qu'en faisant dv—=o0, I'équ. M=o devra perdre tous les
termes B, B'...; on pourra donc d’avance dégager le calcul de
ces termes, et dire que d_y::A&;r, dz= A'dx...; les antres
termes sont négligés comme des infiniment petits du 2° ordre,
expression qui sert a éyiter une circonlocution.

On congoit les grandeurs comme formées de parties quel-
congues élémentaires ; on remplace ces élémens par des valeurs
voisines qu'on nomme Différentielles, et quon désigne par la
lettre d. Ces difFérentielles doivent remplir la condition que,
comparées aux élémens véritables, elles n’en différent que de
quantités négligeables, c.-i-d. de valeurs que le calcul ferait
disparaitre si Von y avait égard. Le résultat n'étant pas atteint
de cette sorte d'erreur, en prenant ainsi des quantités défec—
tueuses au lieu de véritables, on se trouve conduit a des calculs
et a des considérations simples qui abrégent singulierement les
opérations.

dx, dy, différentielles de @ et y, ne sont pas précisément les
accroissemens de ces variables, quoiqu’on les traite comme
telles ; puisqu'an lieu de prendre dy = Adx -} Bdx*..., on
prend seulement dy = 4dx; ce sont senlement des quantités
qui ne différent de ces accroissemens que de parties qui s’entre-
détruisent par le calcul et qu’il est inutile de considérer.

A est la dérivée que nous avons désignée par 3 et que nous
savons trouver pour toute fonction, Il est, au reste, bien aisé
de 'obtenir de nouveau, en partant des principes mémes que
nous venons d’exposer. En voici quelques exemples :

Soit y ==zt, z et ¢ étant des fonctions de x, on a
dy = (z+ dz) (¢t + dt) —zt = tdz | zd¢,

ea régligeant dz.dt, qui ne contient que dz?, dx?...
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- Pour y =27, ‘'ona dy==(z+4-dz)"—2" = mz""'dz, en né-
gligeant les dz?, da®... (voyezm® 668).

Soit y=1*; dlon dy = ot — 45 — g (0% — 1), mais
(p- 175) on a @t =1 4 kh+...; donc dy == ka*dz, en sup-
primant les dz?, dx%...

y=Logz donne

dy =Log (z +dz) —Logz:-Log(l -+ »d;z) 5

donc a¥ =1 +(-]5; or, o =1 4 kdy; ainsi dy :g;:'

761. La méthode infinitésimale’ consiste, comme on voit,
a substituer dans le calenl, aux véritables grandents qui en .
font L'objet, d’autres quantités qui en sont voisines , mais dont
P'erreur soit de nature & ne ‘pas altérer Te résultat. An lieu des
grandeurs proposées , qui serafent difficiles & traiter et compli-
queraent les opérations, on prend i leur place d'autres quan-
tités plus simples, et qui se prétent mieux aux recherches qu'on
a en vue, aux calculs qu'on doit exécater. Mais pour étre en
droit de prendre des valeurs défectuenses, il faut, avant tout,
s'étre assuré qu'il n'en résultera aucune erreur, et que sil'on
ajoutait A celles-ci ce qui leur manque, ces ‘parties ajoutées
s’entre-détruiraient. )

Ainsi, pour que la méthode puissse étre eniployée en toute
sfireté , il faut remplir une condition indispensable , celle de
Végalité des derniéres raisons, qui consiste 4 comparer les
grandeurs. véritables a celles qu'on leur substitue, 4 les faive
varier ensemble, et a voir si dans leur diminution progressive,
leur rapport tend sans cesse vers I'unité , 'si Funité en est la li-
mite ou la derniére raison. Si un arc de ‘conrbe BM (fig. 22)
a pour accroissement l'arc #/04", on pourra prendre en'sa place
la corde MBI ; cette cordésera.la différentielle de larc, at-
tendu qu'en rapprochant les points 47 et ', Tarc et la corde
diminuent, et leur rapport tend vers I'unité qui en est la limite.
Mais on ne doit pas prendre M Q pour différenticlle de MM,
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sous prétexte que MM et MQ tendent 4 'égalité, et deviennent
nuls ensemble, car le rapport MM : M) w'a pas 1 pour li-
mite. j

Clest ainsi que ax® et bz, qui deviennent nuls ensemble 2

ax limi 5
ont pour rapport b dont Ja limite est zéro, ct non pas 1.

Fin comparant un arc de cercle a son sinus, on peut prendre
Paccroissement de I'un pour celui de l'autre : y =sinz, donne .
ainsi,
dy=sin (z 4 dz) — sinz, ou sinzcosdz “sindz. cos z —sin z.

En remplacant sindz par dz et cosds par 1, parce que les
rapports de ces grandeurs tendent yers T'unité , on trouve...
dy =='dz.sinz. On trouverait de méme la différentielle de cos x,
arc (tang=xw). . ..

Un principe qu'on ne doitjamais perdre de vue , dans ce genre
de considérations, est celui de Phomogenéitd, qui consiste en ce
que les infiniment petits, ou les différentielles , doivent étre de
méme nature que la grandeur qu’on considére,, et de méme ordre
entre elles. On ne peut donc prendre pour différentielle d'un 50~
lide, qu'un autre solide; pour celle d'une surface qu'une aire, etc.;
on ne doit pas regarder une ligue'comme la somme d’une inf..
nité de points, une aire comme la réunion d'une série de
lignes , etc.; et, en outre, toule formule ne devra jamais ren-
fermer que des ‘<vmes ot les différentielles seront de méme
ordre.

Cet artifice, qui traite les différentielles comme exactes,
dorne lien, il est vrai, & des équ. défectueuses; mais on ne
doit pas s’en inquiéter, parce qu'on est convaincu que le résultat
définitif n’en sera pas atteint, toutes les fois qu'on n'aura en vue
que le calcul des derniéres raisons, lesquelles sont les mémes
pour les différenticlles et pour les élémens véritables. Ce calcul
se présente bien comme un moyen d'approximation, puisqu’on
remplace ceux-ci par des grandeurs voisines ; mais comme on
ue le destine'qu'a la détermination des dernitres raisons, qui
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sont les mémes pour les uns et les autres ; le calcal acquiert la
rigueur méme de I’ Algébre ; et le langage , aussi bien que la no-
tation, en ont aussi I'exactitude, puisque dés qu'on prononce
les mots d'infiniment petit, de différentielle, on entend ne
faire usage du calcul que dans les probleémes qui dépendent,
non plus des grandeurs qu'on a envisagées, mais des rapports de
leurs derniéres raisons. Une différentielle est donc une partie
de la différence, partie dont le rapport avec cette différence a
Lunité pour limite.

Dans le Calcul intégral, qui a pour but de remonter des dé-
rivées aux fonctions primitives, on regarde l'intégrale comme
la somme des élémens ou des différentielles, ainsi que nous
aurons occasion de le remarquer, n® 8oa, 806 et 81a.

Les applications de ces principes 4 la Géométrie et 4 la
Mécanique sont tres fréquentes. Voici quelques exemples des
premiéres. :

762. Soient BM = s (fig. 22) un arc de courbe, les coordon-
nées de M étant x et y; enfin y=fz Péqu. de cette courbe.
La tangente 7'M sera supposée le prolongement de 1'élément
infiniment petit 2ZM’ de la courbe; ce qui revient 4 dire que
la corde de I'arc MM = ds, pouvant approcher antant qu'on
veut de MH, I'angle M'MQ, dont la tangente — ]Z—g, ne
différe de HMQ que d'une quantité indéfiniment petite. En
résolvant le triangle ' MQ), dont les cotés sont dx, dy et ds,
on a donc, comme n° 722 et p. 319,

tang 7'— %, cos T'= fﬁ?, sin == %}:'

Puisque 'arc MM’ =5 et sa corde ont I'unité pour limite
de leur rapport, on peut substituer 'arc ds 4 sa corde , etlona
la longueur de Thypoténuse, ou ds =y/(dz"+dy").

Soit ¢ laire CBMP; le rectangle indéfiniment petit
MPP’Q = ydx pourra étre pris pour dt; donc .dt::_ydx. )
763. Appliquons ce procédé aux coordonnées polaires, Du
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pble 4 (fig. 25) pour centre, décriyons Larc MQ par le point
; MO _AM MQ 7 2
M (r,4), nous aurons T el e done M Q =rdé.
Menons 47" perpendiculaire sur 417, et 1a tangente 7" qui
se confond avec 1'arc, suivant I'élément MM —=ds; or, les
triangles semblables MM'Q, TM.A donnent (voy. p. 310)-
MO AT 1l AT
MO a2 dr =

r°de
d sus-tang e
onc sous-tang 47’ T
Dans le triangle rectangle THM.4 ,ona
J : AT rdé
tang TMA = 't P

De plus, MM"™>=DHQ* 4 M’ Q2 devient dst=rclo - e,
Enfin, l'aire ABM =+ comprise entre deux rayons vecteurs
a pour différentielle. 4MM' quion peut regarder comme égal
4 AMQ; or, AMQ =1 AM <X MQ; doik dri=Lr°ds (p., 515).

764. Dans sa révolution autour de A (fig. 29), CBMP ene
gendre un corps dont le volume est w et Paire u; or, larc
MM’ décrit Ja différentielle de u, qui est un tronc de cone 5 et
=5 MM (civ. PM +-cir. P'M"), ou plutdt =M’ ><cir. PM;
done du = 2myds. De méme laire MPP M’ engendre la diffé-
rentielle du yolume v; on peut le regarder comme ¢
lindre décrit par MPP'Q=PP' X cercle PM; donc d
Cela est conforme au n° 75a.

Soitla surface courbe B0 (fig. 49) dont 'équ. z== fl@, ) est
donnée; lorsqu’on fera croitre = de da, le volume FP—=EFMN

gal au cy-
v=ay'dx.

croitra de’ MBFR —= gﬂr. Si, dans cerésultat, on augmente
y de dy, le volume MB croitra de MCSP — (—;lga’; - dady.
* De méme I'aire MN = U avgmente de MC— (;I;TU ddy,

Cela posé, 1°. le plan Misg (fig. 50), paralléle au plan 2y,
a, a3
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forme le parallélépipéde MPSs dont le volume esnt zdxdy;
donc d*F=zdxdy, formule qui reyient & celle du n° 754.

2°. Le plan tangenf Mr's'q" peut étre supposé confondu Zvec
la surface dans 1'étendue de MC'; et comme (n° 75'5) .la ase.
PS oun dydx est — MC < cos &, « désignant Tinclinaison de
ce plan sur celui des xy, on a

2 =Y — sty + 44, (- 37
COs &

Donc dU=dzdyy/ (1 +p* %)

765. Soit M=o I'équ. d’une surfacg enx, y, % et lesrcun-
stantes arbitraires « et 8. Si « et @ reg:c{wfmt de5~’:'aleurs 1xea‘,
la surface aura tous ses points déterminés dans Iespace. Mais
quon trace & volonté uue courbe sur ']e plan =y, y =ox, et
qu’on établisse entre g et = la méme lialson, /3:?44-; en chaslsant
£ de M, on pourra ensuite attribuer ,a Eaupcisci de v:feurs
successives. M=o deviendra I'équ. d’'une multitude de;u azes
courbes, qui ne différeront entre elles que par la. grandeur des
constantes « et 8. La suite infinie de ces surfaces forme ce qu'on
nomme une Enveloppe.

Pour considérer la surface variable. a r:.iison du. cl')ang?me;;
de «, dans deux états infiniment voism.s 5l f:aut différencier i3
par rapport a «. M=o, M=o, par'tlcularlsent Pour une vt
ieur donnée de «, la courbe d'intersection, ou plut?t de conta]cl,
des deux surfaces voisines : c’est cette courbe qu'on a ,appe ée

Caractéristique. Qu'on élimine « entre ces'deux équ., et] G a!i::
une équ. en &, y, &, 54nS &, 0l 8, qui appartxen.dra'a cel ;
courbe, quelle que soit la position de la surface mobile : ce ser:
donc Téqu. de I Enyeloppe. e ;

De plus, pour une caractéristique, d.eterr.mnee par une ya ]e;;s
particuliére de «, si 'on fait varier « infiniment ’pe.eu: M f:‘tﬁ :
devenant M’ et M", on aura une seconde caracteus‘nq'ue in m:
ment voisine de la 17¢. Pour les points communi a lmie e;:
Tautre, on a les trois équ. M=o, M=o, M"=0, i t;,;;
rivées étant relatives & « seule. En faisant passer « par tou
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fes grandeurs possibles , chaque état donnerd des points particu-
liers de I'enveloppe, lesquels sont ceux du contact des carac-
téristiques considérées dans léurs situations couséeutives. La
courbe qui les joint est nommée aréte de rebroussement s elle
est touchée par toutes les caractéristiques, précisément de la
méme maniére que I'enveloppe touche toutes Jes enveloppées
selon ces courbes. Les deux équ. de cette arbte s'obtiennent en
éliminant « entre les trois équ. précédentes.

Enfin, éliminant « entre les équ. M—o, M=o, M"=o,
M" =0, ou les dérivées sont toujours relatives 4 «, on verra
de méme qu'on obtient celui des points de I'aréte de rebrousse-
ment qui forme lui-méme un rebroussement, ou une inflexion,

766. Prenons le plan pour surface mobile, les caractéristiques
seront des droites, et 'enveloppe jonira de la propriété d'étre
une surface développable, de pouvoir s'étendre sur un plan,
sans rupture, ni duplicature, en ne la supposant ni flexible,
ni extensible, En effet, si I'on fait tourner chaque élément de
cette surface autour de la droite de section par 1'élément voisin,
on pourra visiblement amener tous ces élémens i se trouver
appliqués sur un plan,

Les surfaces développables peuvent étre regardées comme
formées d’élémens planes d'une longueur indéfinie; tels sont le
cone et le cylindre. Cherchons une équ. qui appartienne a toutes
ces surfaces, sans avoir égard 4 la nature du mouvement que
prend le plan mobile. Le plan tangent coincidant avec un élé-
ment plane, il est clair que x, y et z peuvent varier, sans que
pour cela ce plan varie. L'équ. est (4, p. 337)

Z=pX+qVtz—pz—qy.

Différencions par rapporta x, y et z, et exprimons que p, g et

#—pa— ¢ y ne changent pas. De ces trois conditions, le calcul

montre que I'une est comprise dans les deux autres, en sorte

qu'on n'a que ces deux équ. dp=o, dg=o0, ou plutét (en .

conservant la notation de la p. 344) r4-sy’=o, so-ty'=o.

Ici, y* dépend de Ja direction selon laquelle le point de contact
835
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a changé: en éliminant y' il vient enfin, pout I'équ. de toutes
Tes surfaces développables, quelle qu'en soit d'ailleurs 1a géné-
ration particuliere, 7f—s*=o0.

Fay. T’ Analyse de Monge, ot cet illustre géometre a présenté
-une foule d’applications curienses de la doctrine infinitésimale
aux surfaces courbes. '

1L, INTEGRATION DES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE.'

Regles fondamentales.

767. Le calcul intégral a pour but de remonter des fonctions
dérivées A leurs primitives; on y parvient & l'aide d’une série
de principes €t de transformations. Pour éviter les modifica-
tions qu'il fandrait faire éprouver aux formules, en vertu des
diyers changemens de variable indépendante (n® 694), nous
préférerons Vemploi de la notation de Leibnitz. Lorsqu’on veut
marquer quon doit prendre l'intégrale d’une fonction, on la
fait précéder du signe [ qu'on prononce Somme; ainsi....
y'=4g:3, étant 1a dérivée de xt ¢, on éorira dy=4x*dz,
dou y = [ 4xddx=at4-¢.

768. Examinons la relation qui doit exister entre les fonctions
primitives fx et Fx d'une méme dérivée y'. Le théoréme de
Taylor donne ,

fla+h)= fet+yh4iyh=4. ...,
Flx+h=Frt+yhtiy'h+4....,
d'ott flx+h)— Flx+h) = foo — Fz.
1l faut donc que fz—Fz néprouve ancun changement, lorsqu'on
¥ change x en x+ h ; ainsi fx—Fx conserve la méme yaleur C,
quel que soit @, fo=~Fz - C. Donc, toutes lés fonetions
primitives qui ont méme dérivée , ne différent entre elles que
par la valeur du terme constant. 8i Lon ajoute une constaité
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arbitraire  toute intégrale, elle prendra la forme la plus géné-
7ale dont elle soit susceptible.-
769. En renversant les régles principales du calenl des déri~

vations, on trouvera autant de régles du calcul intégral. Il sera
facile d’en conclure que,

L L'intdgrale d'un polynome est la somme des intégrales de
ses divers termes;-on conserve @ chaque terme son signe et son
coefficient (n° 662). ‘

1I. Pour intégrer z"dz, il faut augmenter Vexposant n d'nne
unité, supprimer le facteur dz, et diviser par l'exposant ainsi

Z‘Il+l
augmenté (n° 668 ); ou [Az'dz— A— - C.
n--1

Pareillement 4z—"dz, ou A__hdnz’ a pour intégrale

s ey Ainsi, lorsque la variable est au dénomi-

Al._""“
— -1
o —

nateur, on prend la fraction en signe contraire; on'y diminue
, . . L B
Vexposant de la wariable d'une unité, et on multiplie le déno-
minateur. par cet exposant ainst diminug.
Ces regles s’appliquent aussi aux fonctions qu’on peut rame-

ner 4 z"dar Pour ax™'da (b~ cxz®)", on remarque que la dif-

T : :
ﬂfrenh_e]l\e de b +-cx™ est nex™'dx; puisque notre 1% facteur
n'en différe que par la constante nc, on le prépare pour I'a-
mener a cette forme, et on a

L a—14. Sl m____c_"__ m
— X nex dw (b cx?) =3 dz,

en faisant b~ cx”=z. On a donc, pour intégrale,

az™ ! a

nc(m 1) Te= ne(m--1) Gl

La transformation qui a introduit z n’était méme Ppas néces—
saire, et il conviendra a l'ayenir de I'éyiter, parce qu'elle fait
languir les calculs.

De méme /6/(42* + 5) ade=1 (4 +3)° + €.
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III, La regle précédente est en défaut lorsque n==—1y
puisqu’on trouve (z~'dz= oo ; mais cela vient de ce que I'inté-
grale appartient 4 une autre espéce de fonction. On sait (n° 679)
quehlv—dz—:z =lz+4-C, etplus géne’ralement‘/;z—tf:-z-'zl (a4=)4-C,
Don, toute fraction dont le numératenr est la différentielle du
dénominateur a pour intésrale le logarithme du dénominateur.
Dans ce cas, nous mettrons 4 I'ayenir, pour la commodité des
caleuls, la constante arbitraire sous la forme 1C.

Pour intégrer e je remarque qu'au facteur constant

B o que quau facteur constanl

prés b, cette fraction rentre dans la régle précédente : je la
prépare donc ainsi

5 19x%dx 5 3
Wme e 1[C@et+7)].

1V. Toute fraction dont le dénominateur est unradical carré s
et dont le numérateur est la différentielle de la fonction que ce
radical affecte, a pour intégrale le double de ce radical (n° 670),

ou f%:z‘/z—f-c.

V. Une des regles les plus importantes a considérer , est
celle de l'intégration par parties; voici en quoi elle consiste.
On a yu (n° 663) que d (ut) = udt - idu; donc, en intégrant,

ut = fudt 4= ftdu
et Sudt =ut — ftdu;

ainsi, aprés avoir décomposé une différentielle proposée en deuxs
facteurs, dont l'un soit directement intégrable, on intégrera en
regardant Uautre facteur comme constant; mais on retranchera
ensuite U'intégrale de la quaniité qu'on obtient, en différenciant
ce résultat, par rapport a la seule Sfonction qu'on a prise pour
constante.

Ainsi, pour intégrer 1 x. dz, je regarde dx comme seule ya=
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riable, et yai @.lx; je différencie ce résultat par rapport a
1x seul, et jlobtiens 1 j
b
= —f[z.—=xlz—a+C.
flodz==zle—f = +

Cette régle offre Layantage de faire dépendre Vintégrale
cherchée d’'nne autre intégrale; et, ladresse de ce genre de
calcul consiste A faire la décomposition, de sorte que cette
derniére soit moins compliquée que la proposée.

VI. La régle du n° 6383 donne, le rayon étant un,

dz
V(—=%)
—dz
vV (—2)
el —arc(tang=2) + C.
1 4 2*
On pourrait aussi supposer le rayon =r, et on aurait ces
mémes seconds membres pour valeurs respectives des intégrales

" rdz ;rdz r’dz %
S S Jrrs

Pour obtenir f mdzz“ on divisera haut et bas par a,

= arc (sin=2z)+C,

—arc(cos=2z)+ C, '

a+b
m~ dz _m\/a dt
—_—— Z'_‘" =

m

b i A 1 ’_
en faisant —2—- — % Donc v (ab) arc (tang=1) -+ C est I'inté

grale cherchée, le rayon étant un; d'out

a_’_ni_lﬂfb;—: V%.arc(tang:zwg)+0.

On trouve de méme

mdz OE i =z— I)) €s
Vb.arc(sm a\/ +

Vie—bz)
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Des fractions rationnelles.

70. Nous ayons douné (p. 161) des procédés généraux pour
i B S : L ) £y e
décomposer toute fraction rationnelle 3o d’dutres, dont la

forme soit 'une des suivantes :

A A Ax4B' Ax4B
z—a’ @=ay T+ +pr+4q’ (@ ~+pr 4 gy
A, B, p,q,n..., étant des constantes, et les facteurs de x?Fpr-tg
étant imaginaires. Il s'agit donc de donner des régles pour re-
monter de ces fractlons aux expressions dont elles sont les dé-
rivées. Remarquons que chassant 1¢ terme p.t; des deux der-
niéres, parlatransformation (p. 41), ® =z — Lp, puis, faisant
¥ = g —p’, quantité positive: par. supposition, on a sim-
plement

. Az B el Az =B’
Z‘+ﬁ§ 2 (Z.’-{—-ﬁ'z)"

1** Cs. LiRrdgrale de 9=
=@

est A1 (@-a)+lc, ﬁm Ale(x-a).

Par ex., on a vu (p. 162) que

dx dx a0 g )
’

@—z sa a+xr ' a—z

doncz-l—a [He+2)—]1(a—z)+ 1 I'c] est lintégrale; dotx

dEisly c(a+x)
fa*—x‘ o= * SEE)
De méme
(z2—4x)dx  rodz odx
_/;r‘-—sc—a Tihes f

=—al(z—12)—al(z+ 1)+]c—._]

( A z__g)z

€ ey I . .44(]2:‘ 2
1i* Cas.. La fraction TR intégrale (r’egle 1)
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(n_-—ﬁ‘—(TA: = Par exemple (p. 165),
B4a’+2 odx dx idx ddx idx

R e B T A GRI) L a

donne pour intégrale.

3 (a—1) b e — Sl () o
desrmn nilEnldamry it
“JII° CAs. Pourla fracnon —_t—- dz, onintégre séparément

RS

A2z i premiére par la rdgle 1, la deuxiéme

et H
Pyl e g
par celle VI (n°.769) On trouve

(A;t%_)‘—df:% Al(z 4 8) +£ are (tang: E)
; xdx
Ainsi on decompose f S B (p- 163)
pdai o Fale—1)dr
fx— 1 e b o O W

\ { ) A ;
le 1°r terme=—2 l(x——x) Pour le 2° on fait x—=z—1%, ce

qui donne —f Zdz ,+—i, Tune de ces intégrales est
=—-—1(z + )—— W@tz
i 2z
Tautre donne ¢ \/5.,arc (tang = 7) Done

: f ;ﬁ_ﬁ_- le(z-1)-1y/ (& +2+1)+1/3. arc(tang— ):[

Prenons pour second exemple (p. 163)
(@®—xz+1dx dr gk 1)d_x_
G ), @ e s e s ek
l'intégrale est A V(r+ 2
Vi +1)

Bl

— 3 arc(tang = x).
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IV® Cas. Il s'agit d'intégrer une série de fractions de 1z
(s i ee n étant successivement = 1 , 2, 3... Pour

forme S ———2—
(= £’
Azdz Bdz

cela, chacune se partage en deux, CEo [CET R
La premiére s'intdgre sur-le-champ (régle II) (*), et donne
—A4

771, Quant 4 la 2% on en facilite Pintégration en la faisant

| dépendre d’'une autre plus simple. K et L étant des coefficiens
 indéterminés, on suppose (**)

f dz A Kz S f  Ldz 7
(2.’ + 13-‘); =T (2." + ﬁn)u-—l (2.’+ ﬁ!)?l'—l
Pour trouver les valeurs de K et L, on différenciera cetle équ.;

puis on réduira au méme dénominateur (z* -~ 4*)", et on aura

1=K (2 4 g7y = 2K (n—1) 4L (& + 65

si cependant n==1, on a 34 1(z"+£).

d’oit, comparant terme i terme , on tire
K4 L=aK@m—1), (K+DmF=1.

Tirant les valeurs de X et L, et les substituant, on obti_ent
enfin .

dz z on — 3 dz
f(zi+ B R | e f(‘f‘w P

L'usage de cette équ. est facile & concevoir. On a une série

de

A
Tan—t

5 dont

(*) En faisant 22 4-£* = 2, la fraction devient monome, ona

—A

1 ——ry
intégrale est a(a—r1)al—n

(**) La forme de cette équ. est légitimée par la suite da caleul qui serth
trouver & et L. Cette transformation est indiquée par habitude de Panalyse
qni fait prévoir que le résultat ne peut contenir que des texmes de deux espécesy
les uns wultipligy par 22, les autres constans,
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de fractions de la forme ﬁ;r_%%— . on‘intégrera d'abord celle

ot nalaplus grande valeur, et notre formule la remplacera par
d

deux termes, I'un intégré, et l'autre de la forme ﬂ%;)—":—,,

qui s'ajoutera avec la fraction suivante. On continuera ainsi jus~
dz

2+’
Soit par exemple,

(rioxr’ 322 B)de (—ox41)dz , (ex41)dx A

@+ @E) L @ e

les 1 termes de chacune donnent

qu'a la fraction dont l'intégrale est connue (régle VI).

—oxdx 1 axdr Sy

E+1)Y T+ J @R B
Quant aux seconds termes on a, par notre formule,
dx < o +§f dx
COERY ey ey o

Or, ce dernier terme, joint & celui de notre 2¢ fraction, donne

dx g
%+ | =————= ; mais on a de méme
(=24 1)*

7 dx Sk islyl 20 Ydz

[ T U Ll ] € Lo T UL e N
enfin, ajoutant ce terme a intégrer avec la troisiéme fraction 5
on trouve

15 7 dx 15
B e =g arc (tang = ).

Tl ne s’agit plus que de réunir ces diverses parties, et on a, pour
Pintégrale de la fonction proposée,

o-+x 7r—8 5
m'sg‘*-s(%_,_lj-l- %arc (tang ==z) + C.

En opérant de méme, on trouyera lintégrale de...
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dz : TRy L s
B DD @ette fraction étant décomposée

(p. 166), les seuls termes, dont Pintégration peut présenter
quelque difficulté , sont

Gl e
et fien®
4(1::_ 1)+ $1(&* 4 1) — % arc (tang=x)..

En voici encore deux exemples (voy. p. 165 et 168) :
> e (x — a) (& —ax 4 a*)
fa:ﬁ-,--as 50.5[ (x4 a) (#* - ex 4 a?)
1 20 —a sx -4 a
—7s arc(tang = V3 (tang —T?) -+ C:I

a*— 62 4 — 1 (r-—z)(:r-!—l)
al—328— 3t 7x 46 i _]( )+ T

:c-|—1

Fonctions irrationnelles.

772. 1l suit de ce qu'on vient de voir, qu’on saitintégrer tontes.

fonctions algébriques rationnelles, et celles qu'on peut rendre
telles par des transformations.

Voyons d’abord les radicaux monomes.
3

Vzt+z{z+a?
il est visible qu'en faisant =25, les irrationnalités diéparai—
tront, puisque 6 est divisible par les dénominateurs 3 et o des

exposans fractionnaires proposés. Par Ia on aura a intégrer

i A T S zdz
6dz —;3—_,:‘1—“ =3 dz+zdz—z3+—;,

ce qui n’offre pas de difficulté.

Soit dx ;

o,
Pour ;‘/——l dz, on fera & = 2*, et on aura

P
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”—‘-dl“—zfdz-f-f .

1

=azl(a=1)—1@+1)=cpa4](c %E-{— l).

773. Prenons maintenant une fonction quelconque affectée

‘du radical /(A4 + Bx - Cx*). Aprés avoir dégagé x* de son

coefficient €, en multipliant et divisant par 1/C, il se présen-
tera deux cas, snivant que x* est positif ou négatif (*).

Ier Cas. SiTona /(a4 bx4-x*), on fera (*¥)

Via +J7x+:c’) et Wdou ed-bri=—z'TEong,

il _rxE+a -
x_b:,:zz,’ o (b= 23)* oz

V (adbr422)=2 _,_bez_,_(a -I-a)

b0z i

-ainsi tout est devenu rationnel dans la fonction proposée.

En prenant, par ex., les signes inférieurs , on trouye

de odz
\/(a+b.x+a:’)— 22’+b—1(2z+b)+const.

= [Ic(z:+ b+ Vat bz +z4)].

d el
S et v,

Done aussi

(*) X-désignant une fonction rationnelle de , on a & intégrer

Xdz 2
m) ou Xdx, \/(d+bxi3:’):

ces deux expressions se traitent comme il est dit ci-aprés. On pcurrau méme
ramener Ja 2¢ & la 17¢, en muliipliant et divisant par le radical :

i =+
don X(a+ bx = x2)dx

\/r Py e =y }
(**) On pourrait encore faire ici le radical = x =2 : ce qui conduirait aux

mémes valeurs de x et dx; le radical deviendrait == —[Izb;;j’ et tout
2 2 i az
serait vendu rationnel. i
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Pour intégrer dy = da 1/(a* 4 x2), on fait
V(@+a)=z—x, dot dy=zde—azdz;

ainsi, y==—1 x* 4 fzdx; mettant pour dx sa valeur (p.365), :

puis intégrant, on a fzdw=12°--1a*1z; enfin
_y=c+;z|/(a.’+.t‘) +iatl[z+ V(@ + x")].

Pour dy = ,ona

dr
V(l St oe dyV—x—v(T
yV —1=l1lz4 /(" —1)]+c;

mais z =cosy, }/(2*—1)=|/— 1.siny; de plus c=o0,
puisque o= 1, doit rendre y nul : on retrouve donc la formule
(n° 5g1).

= yy/—1=1(cosy == {/— 1.siny).

774. 1I¢ CAs. Si Pon a y/(a~+bx—zx*), la méthode pré-
cédente ne peut étre appliquée sans introduire des imaginaires;
mais remarquons que le trinome @< bx — z* doit avoir ses
Tacteurs réels, puisque sans cela il serait négatif, quel que fiit «

(p- 48). Le radical étant alors imaginaire, il faudrait, comme

dans T'exemple précédent, mettre {/— 1 en facteur, puisqu'on
ne doit pas espérer de trouver I'intégrale réelle. On retomberait
alors sur le cas qu'on vient de traiter. Soient donc « et 8 les
deux racines réelles de x*—bx —a =0} on fera

Vet bz—a*) =V (z2—a) (f— z) = (z —)z
Carrant et supprimant le facteur commun x—«, on a....
B—x=(x—e)z*; = et dz sont donc rationnels.

Clest ainsi qu'on trouve

dx = G =
m:—)—— c=—2.3arc (tana_ \/x_ a).

De méme pour

\/(1 , qu'on sait d’ailleurs étre I'arc

dont le sinus est , on fera \/(x —a)=(—x)z; dou

22— 1 4zdz

P=E V=i By
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fV(l __x;—— ijf— = 2.arc(tang=2),

ou arc(siu:x):—%7r+2,arc|:i'ang .—_\/ %——-i;)]

Pour d_y.= dey/(a* — "), on fait / = (a—x)z; d'olt

SVl 8a’z’dz = —8a’dz 8a*dz
YT T+ G
—oa’z

Y= (l "i':{.;)—n 1 'l"z.s_*"a2 arc(tang—z.)+C

y=a taya*— z* 4 a*.arc tang—- \/

a—x,

On pourrait appliquer ce procédé au 1°F cas, lorsque les
racines de a* 4 bx - a=—o, sont réelles.

775. L'adresse qu'on acquiert par I'habitude, indique les
transformalions les plus fayorables. Ainsi, on pourra faire dis-
paraitre le second terme sous le radical (n° bo4), ce qui le
metira sous la forme {/(z2°==a*), ou {/(a*==2%), en sorte
qu'on aura pour termes & intégrer

z"dz z"dz

VEEan). 1 e )

(voyez n° 781).

Dans ce dernier cas, l'irrationnalité disparait en faisant. ..
y/(a*£z*)—a—uz, parce que le carré de cette équ. est
divisible par z; d'ont
utzk

2au
z=———, da=—a20du. — —
SRl (u* = 1)

deyient ———— fai

1 -
\/( ) v (E“ ), en fal
sant 2 = b — Z5 i mtegrale est donc (régle VI)

Clest ainsi que ———

: c+arc(cos=§>=c+arc (coszb—_z'f k



368 CALCUL INTEGRAL.
/On aurait pu aussi faire la transformation précédente ; quiau.,

rait donné
-— 34&—:0’— 2.arc (tang = u).
u? =1
De méme, en faisantx —=z-—a, ona
i adx A adz S
Y=V r ) T VE— &)
Téqu. de la Chainette (voy. ma Méc., n° g2) est donc (p. 365)
y=alfc[z+e+ V(baz+=)1}

Dﬁrentielles binomes.

776. Proposons-nous d'intégrer Kxmdx '(q—{-bﬁ')?, m,n,p
élant quelconques , entiers ou fractionnaires, positifs ou néga-
L
Wot n-eml CmN e
tifs (¥); on supposera z=a + bx"; dott z = s Y
&levant les deux membres & la puissance m - 1, et différen-
ciant il yiendra

m-!—l___l
T N
;c"‘dx:g—a——--)—mr dz,
Teb e
% mat
Kz""dr(a-}-bz")l’:‘—-’;_—;(zf-a) & JzPdz.
N 5

Quand I'exposantdes — a estentier, on saitintégrer la fonction.

e .m—-1 A
i Ej:—‘-: 1, on doit intégrer zPdz; si o 1 est posmf
e

. vy ‘ oA
(*) On pourrait rendre aisément m et n entiers par le prucede(n 9a);

A : 3 i
Ainsi :r""da (a ~+bx ) , ‘en faisant 2 =26 devient 6z7dz (a+bz.3)P. Mais
cette wansformation n’est nullement néeessaixe pour ce qui va éire dit.

DIFFERENTIELLES BINOMES. . 360

€t ==}, ona une suite demonomes, en développant (z—a)'zrda;
m-1

enfin, si ~—1 est négatif, on a une fraction rationnelle,

Donc toutes les fois que Lexposant de x hors du binome, aug-~
menté de un, est divisible par celui de x dans le binome , on
sait intégrer la fonction.

777- Ce cas n’est pas le seul oii Pon sache intégrer ; en di-
visant le binome proposé par a® et multipliant hors du binome
par 1", on a.

Kxn #1804 gz—n3p,

Or, en reproduisant ici le' théoreme précédent, il est clair que
cette expression sera intégrable pouryu quon ait

m—=4np—41
-—_FE§ ;. ou plutét m‘_;{l—_s - p = entier.

Ainsi, lorsque la condition indiquée précédemment ne sera pas
m 1
, e
et, si la somme est entidre, la fonction sera intégrable par
cetle voie.

remplie , on ajontera p an résultat fractionnaire obteny

778. Nous ferons remarquer que si p est fractionnaire (et ce
cas est le plus important, puisque sans cela on n’aurait ain-
tégrer qu'une suite de monomes), en supposant que g soit le
dénominateur de p, il sera plus facile de faire To calcul , en
faisant @ 4 b = 29.

; el e G

On demandev, par ex., dintégrer x~dx (a -~ Ty Uit

ra
esticl — 33 mais si 'on ajoute — 2, la somme est — 2;.pour

intégrer il faut donc multiplier et diviser par (z%) 3 oy Qi et

S _5
ona a7dz(14-ax~%) 3,

1
S8

3
e B S| H
On fera 1 for?=2; doy 2 — = 5 puis éle~

vant a la puissance — 6 ,. et différenciant, on trouve a—7de 3
: 2

2. 24
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d'on "",1 (1 —z?)dz, dontl'intégrale est
e 3% 4 0a
T ey
sa’xy/(x* + a)* .
& . 8 3

De méme z’dz(a*~- 2?)* deyiendra é‘c.lz('zﬁ-g%‘l), en
faisantu?* 4 x*=2; on en concluera pour I'intégrale de la pro-
posée , & /(@2 +2°)¢ (4t —Ba2) +¢; eofin,

-3 an
f '{-ldx—l— = fax—dz(1 4-27) *= Wﬁ_j - C.
(1 +=*)* %

779. Lorsque les conditions d’ inte'g:ra[’nble ne sont pas rem-
plies, on cherche & faire dépendre I'intégrale d'eman_dee‘ duge
autre qui soit plus facile & obtenir; c'est ce qu on fait & l..al e
de lintégration par parties (voy. p. 368). En faisant toujours
z=a + bx", et supposant d’abord z constant, nous aurons

1 ooy —
c—;;(z'*'i'z N=c—

= A —. [Tt
s e e
st nbp, Y L
dou Jrrdz.ar =" o fErttdza (),
acausede z=a - bz* et’ dz=nba"'dx.
Mais 2P = 2P e = 2P (a + bat);
donc

[xmdx 2P = afzidz .2~V bR dn, oL (2);
égalant les valeurs (1) et (2), on trouve
b(m+1+xzp) )27 et dr =t 2P-a(m 1) 2P x™d .. (3).
Changeons p—1 en p, et m--n en m, nous aurons

—n-4-1 T, < m—i
fxmdx.zVixm = W;;Z(_,:T_:t;))fz z,de‘ ().
En mettant pour le dernier terme de I'équation (2) sa valeur
que donne (3), on obtient

t 222" o anpfx"dx. 2P B
[rrAriE = ST i oo (B

z = a - bal.

équations ou l'on a

DIFFERENTIELLES BINOMES, 371

780. Voici I'usage de ces diverses formules. 2

1°. L'équation (A) fait dépendre Pintégrale fz™dx, 2P de
Fxm=rpdz : elle sert & diminuer Lexposant de x homs diy bi-
7ome de 7 unités par une 17 opération, puis celui-ci de 7, par
une 2% etc.; en sorte que Pintégrale proposée dépendra de
J&"="zpd, i étant un nombre entier positif,

2% Laformule (B) sert au contraire a diminuer l'ezposant p
du binome z, de 1, a, 3, . .. iunités.

3°. En résolvant des équ. () et (B), par rapport au terme a

intégrer dans le 2% membre , 0n obtient, en changeant m —n
eam dans (4), et p—1 en p dans (58),

[tz zp = ST b e et i) famends

a (ITL + l) ‘ '(C):
fx"‘d.zz AT —f"+1zﬂ+l+(m+np+n+l)]"xmdr‘zp+l 5
i an (p+1) Dl

Ces formules servent au. contrajre 4 augmenter les exposans de
 hors du binome z, et celui da binome » Ce qui est utile lorsque
T'un ou I'autre est négatiF,

4% On pourra donc déterminer d'avance Ja loi des exposans
de x dans le résultat d'une intégration proposée. Ainsi, il sera
facile de prévoir cette forme A

2°dx

vm—_—(d:r:‘ +Bx’+C)V(l—x?).

On évitera donc, si I'on vent, l'usage assez pénible de nos
formules, en égalant les différentielles de ces quantités, com-
parant ensuite terme i terme, comme dans la méthode des
cocfficiens indéterminés (n° 771) , ce qui fera connaitre A,B, C,

781. Nous. donnerons ici un procédé dintégration qui est re-
marquable par sa simplicité et par les nombreuses circonstances
ou il peut étre appliqué. :

Différencions la fonction "/ (1—=%); nous aurons
Az V(1—a?) ] =(n—1) 2" V (1—z%) d— idz—..

V(i—az?;

24..
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multiplions et diyisons le 1°* terme de cette différentielle par

v/ (1—a?), il yiendra AR nxtdxe

A=Y/ (1 —at) J= (p—1) V(l—:c) alrvievmr
enﬁn, 1ntqgrant et transposant, on a
aadzlsly D :'t""\/(‘l-—x’) =1 x" A0 (),
Va—2) . n V=)

En applxquaut le méme genre de calcul S il W e
on frouve
arde @ (P ) L n—1 2" dr

V@E=0 n VEED

Ces formules servent & intégrer toute fonction affectée du ra-
dical /(4 + Bx -+ Cx?), puisquon peut la ramener d la
¢ ""d zidz
& 2 11 est facile, en di-
forme — Vo= zi) L AT o) (@° 775). 1
wisant haut et bas par a, de changer ensuite le radicaleny/ (1)
ou Y/ (x*z1). Or, les expressions & et I serviront a faire

dépendre,, en derniére analyse, l'intégrale cherchée de

xdx 2 Bl
RO et SR t impair, .
f‘/(.z:"_.":l) ou i) si 7 est impair

fﬁ%?i—l—)ollf'v_(:{éﬁv..-

¥ Tes denk 17 rentrent dans la régle TV (p. 558.)', la 3° a été
donnée (n° 773); la 4° est Varc (sin =z).

si n est pair.

Par exemple, on a

V=)t

:rdx

Vi .

f\/fijfx’) = 5"/ 1——»1:“--}—-%arc'(sin:-_ac).’.(;i

’dx xn+2 bt :
fl/(l——-:c‘) 'Vl—x +c’

atdx
fv(x——ﬂ

93(- -+5 x‘/l—w’-{-—arc(ﬁn:x)'l'“ g

FONGTIONS. EXPONENTIELLES: 573

782. Si lexposant n était négatif, on ne pourrait plus ap-
pliquer les formules! £ et F; mais ‘en faisant :z:._.a"’ on re~
tombe sur celles—ci :

dx i z""‘dz
Y —x) T Y@=
dx %% dz

TV@ED T VOED)

On pourrait aussi traiter le cas actuel directement par un caleul
semblable-au précédent (n° 781); car, en” différenciant. .
g \/(l——-x’), etc., on trouve

f —V/(—x?)" n—2 (6
V(l —z) (—1)z"— T, s \/(l—x’) 2
forniule dont P'usage est facile & concevoir. On a dailleurs
deioi LY/ (1~ 2
./;l/(l,—-?j_c—-ll:_ P ]2
(n® 774). On trouvera de méme

™ d x xm-x

‘/QHI—I‘LL(Qm—I)a @ idx

J \/(zax—x_’j m. V/(2ax-x*)" e

Des Fc oncttons emponenlzellec
783. 11 suit des régles de Ia différentiation (nf‘ 676) que
fatde— a—t-

On saura done intégrer deux des cas particuliers que peuyent:

2 presenter les exponentielles.

: z=f(a%), la fonction za*dx, en faisant e =u;
7 d

deyiendra f—-—u.

S la

a®dx 1 du

Vi+a™ T e yat oy

Par ex,

2°. En difFérenciant ze, on a e*dx(z--z'); en sorte que
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toute fonction exponentielle, pour laquelle le facteur de e®dx
st formé de deux parties, dont I'uae est la dérivée de Tautre,
sera facile a intégrer. Par exemple,

JSerdx(Bx* ' —1) = (& —1)6".

De méme, en faisant 1-}x =2, on trouve

et —leae

784. Mais, dans tout autre cas, on devra recourir 4 Iintégra-
tion par parties ( V, p. 358). Par ex., powr x"dx.a”, onregar-
dera d’abord x” comme constant, et on aura
g at

la

faidx at— L Exl [aczi='dry

=5 la

en traitant de méme g®x"~'dx, et ainsi de suite, de proche en

proche, on aura

: — n—3 i 7
& nent n(n=1)x —'-...il'g'f;i)-}-c.
la la Ba J8t2q

1l est évident que le méme calcul s’appliquera a za*d.x, 2 étant
une fonction algébriqus et entiére de z.

za%: 'a®z'dr
Donc zaidri= Taoilon

a*x"dx—a¥

785. Mais si l’éxpomnt n est négatif, en réfléchissant sue
T'esprit de la méthode qui vient d’étre employée,, on verra qu'il
faudrait au contraire faire croitre successivement I'exposant
de x. On intégrera donc en regardant d’abord a® comme con-
stant, et il viendra

a*dx —a® Ta ' ra*dx
f S (n_l)xﬂ—l &+ n-—lf.r’T"

Bn faisant ici le méme raisonnement, on réduira la fonetion a
la forme

a*de  —a®f 1 la I’a
f on—1 (F 2 (n—2)a"—* +,(iz—-2) (=325
1"=%a ! K “avds

+A.2.5...(n—2)x +2.3..,(u——1) S

FONCTIONS LOGARITEMIQUES. 375
Mais ici on de peut pousser plus loin le caleul, parce qu'il fau-
drait ci-dessus faire n==1, ce qui donnerait Pinfini, langage
dont I'Algébre se sert pour indiquer qu'il y a absurdité. L'in=
; a*dx g . ‘ )
tegrale == long-temps exercé les analystes, et 'on est
forcé de la regarder comme une transcendante d'une espece
particuliére, qui ne peut dépendre des arcs dé cercle ni des
logarithmes. A défaut de méthode rigoureuse; on emploie les

séries (p. 176) :

a*® 1

I’a Pa
= _4:—r+la+ -;x-}- ﬁx’-[-
Multipliant par da et intégrant chaque termie, il vient

a*dx LR L
—=ladtzlef— 3 —o ]
f 5 i +2.2 +3.9.5+ e
786. 8i n était fractionnaire, I'une on Pautre des méthodes
précédentes servirait & réduire Iéxposant de x a étre compris
entre o et 1 ou — 1, et le développement en série (n° 706, 802)
servirait ensuite & donner, par approximation’, Tintégrale
cherchée. {
Tout ce qu'on a dit ici pent également s'appliquer 4 za®dx,
borsque z est une fonction quelconque algébrique dé .

 Des Fonctions logarithmigues.
787. Proposons-nbus d'intégrer zdx.1*x, z étant une fone-

tion quelconque algébrique de .
Si n est entier et positif, on intégrera par parties, en re-
gardant d'abord 1"z comme constant; il viendra

Sadx 1" =1"xfzdz — nfl2—ix. (—]Eﬁ.dx; 3

et comme fzdx est supposée connue par les principes anté-
tieurs, on voit que lintégration proposée est réduite 4 celle
d'une fonction de méme forme, on I'exposant du logarithme
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est moindre. Le méme calcul appliqué a celle-ci, et de proche
en proche aux suivantes, achéyera Iintégration.
Ainsi, pour a"l"x.dx, on a

rtdarlsr— +ll.x: m+
| S0 e e x’" 2 n—1 e N2 T,
Szrde.l x_ml B m+1f1 st dng

et ainsi de suite. En réunissant ces résultats successifs, on
trouvera

a2 al*r | n(n—1)1"""x
Tl de— __J"”‘(m+1 CEaE e ...)-}-o.

788. Mais sz n est entier et négatif, on yerra, comme pré«

cédemment (n° 785), que pour faire croitre au contraire I'expo- .

sant du logarithme , il faut prendre d'abord z constant dans
Tintégration par parties de fzdxl”x. Comme

T n+1x
f’_ K n+1

iz i
on partagera zdz .1’z en ces deux facteurs B — L

d'on

zda —n-t1g —n4-1
fl" e Lo e

formule qui remplit visiblement le but qu’on veut atteindre.
Mais, pour mieux voir la nature des obstacles qu'on renconire,
appliquons ceci a

s e e i m-1 Camdr

Pz (a—)I2t a—r ) T

opérant de méme sur ce dernicr terme, etc., puis réunissant
ces divers résultats, on aura

afda :z:"""[ 1 m=1

Pz 5 n— 1"".r+n—-2 1"‘%

(m+1)° G iy
s (n—2)(n—3) 1""3.r+ ]+ 12,5 (=) 1% °

FONCTIONS CIRCULAIRES. 7

Nous sommes obhf'es de nous arréter ici; car nous ne pour—

rions prendre n=1, dans notre formule, sans y introduire
Uinfini. Mais faisons .

"=z, dou (m+1)zx"dr= dz.

Hiyient prdr . dz . etdn

Tz lz e

en posant lz—' u, On reproduit donc ici Ia fonetion du (n°78p),
qu 'on ne sait mtegrer_ que par les séries.

789. Lorsque n est fractionnaire, soit positif, soit négatif,
Pune ou I'antre de ces formules raméne Uintégrale de zdx.1"d,
a celle d'une fonction de méme forme , n étant compris enire

1 et— 1. "Aprés quoi il faut recourir au deyelnppement en
séries (n° 706, 8co).

Des Fonctions circulaires.

790. S'il entre des ares dads une fonetion, pour lintégrer,
on remarquera que la différentielle de ces arcs est algébrique,
et que, par conséquent, siI'on pratique l'intégration parparties ,
en regardant ces arcs d'abord comme constans (V, p. 358), la

fonction proposée en sera exempte. ‘Ainsi, z étant une fonction
de a; on a

: x ; dr. fzdx
Jzdx.arc (sin = x) =arc (sin—ux) fzde — [ ————
Vii—=%
De méme on trouvera

Jadz.arc (tang = x) = are (tang == ) [zdr — dig el
3 k- x?
791. Mais lorsque les fonctions renferment des lignes trigo~
nométriques, il y a plusieurs maniéres de les intégrer qui offrent,

tantot plus, tant6t moins d’avantages. Nous allons exposer les
principales.

Ire Méthode. On pent toujours ramener ces fonctions aux
différentielles binomes , en faisant sin ou cosx ==z,
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En effet, soit

sinz=2z, Gos z={/(1—2*), de=—=—"——

d'ou sin™x.cos"x .dx — z"dz. V(1 —z9)n

1°. Sin est impair, le radical disparait.

2° 8i m est impair, la 1** condition d'intégrabilité (n° 776)

est remplie, puisque & (m~~1) est entier.

5° Sim et n sont pairs, la a¢ condition (a® 777) est satisfaie,
puisque i (m -} n) est entier. ¥

On trouyera par exemiple

Sfeinlz. cos’z. dx = fxidz(1—2?) =1sin®z —lsine -,

z'dz

Sin‘z.dx = m:—écos x(3 —cos’z) $c,
: 4 o BT
Ssintr.de = %:—Lm Jr:'-Z:smr.cosa: +12' 5411‘—-,.

792. 11* Méthode. 1l suit du n° 685, que

Jdz.cos kx -_—.I%sinkr—i—c, Sdx.sin kr:-——;:cos ka4 ¢,

Or, on a appris (p. 190) & développer toute puissance de sin x

et cosax en séries, suivant les multiples de l'arc x; on anra

donc 4 intégrer une suite de termes de la forme ci-dessus,
Par exemple,

Jeos’x . dwr= [ (% cos b + = cos x4 3 cos x)dx
= g% sin Br 4 f sin Brb S opo |
On emploie souvent cette méthode , parce qu'il est plus facile
d'obtenir les solutions numériques, quand on préfére les sinus
et cosinus des minltiples des arcs, aux puissances de ces lignes.
793. HI° Meéthode. Les formules (K, 590) seryiront aussi &
traduire en exponentielles les sinus, cosinus,....., ce qui rame-
‘mera Lintégrale de ceux-ci 4 celle des premicrés (n° 783).
794 La IV® Meétkiods consiste dans Pintégration paf parties.
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Comme — dz sin & est la différentielle de cos x, décomposons
le produit sin™x.cos"z.dz, én dx.sinz.cos*s X sin" 'z, le

AT cos™Ha i
1°* facteur ayant pour intégrale — el on obtient
: sin™ 'z m—1 P s T
Jfdxsin"xcos"r—= cos" a4 -fcos™ Hxsin™ Az .da,
n-1 n—+1

Mettons pour cos™**z, sa valeur cos"x . cos*z, ou cos”2(1—sin’x);
transposant, il vient

inm=1 ner A
SAdzsinmz.cosna = — S XCOSTTIE idei Jfdz.sinm—az.cosmz.. (I)-
m—-n m-n -

En opérant, par rapport au cosinus, de Ja méme maniére que
nous venons de le faire pour le sinus, on aura
sinm+irenst—iaz  p—1

——— fdz.sinmx.cost=ax... (K).
mAn m—n

JSdasinmx.cosrz =

Ces formules abaissent 'exposant du sinus ou du cosinus; leur
P 3
usage combiné et successif donne I'intégrale lorsque m et n sont
entiers et positifs. Par exemple, on a
JAz sin*x cos?x =~—1 sin’z cos’x -+ 2 fda sinwcos’x,
Jdx sinx cos*r= 3 sin’z cosx - & [z sinx;
or, cé dernier terme == —% cos@ - c¢; réunissant ces diverses
parties , on a
Jdzsin®z cos’z—=cosx (— 3sinzeos’r~f-Tsin’x —2)+4-e..
795. Mais si moun est négatif, ces formules exigent quelque
madification. La 17° donne , en changeant n en — n,

drsin™x sty m-1 f(]a:sin’"""

cos®x ~  (m-n)cos"'x ' m-n

<enlL),

cos™c

qui fera, comme on voit, dépendre I'intégrale cherchée de celle
o dxsing :

by Sk i
L) selon qué m est impair ou pair. L'une
5

de ces intégrales s’obtient en faisant cosz =z, ce qui donne
¢ Az 1
2" 7 (n—~1)cos”

= l'autre va étre donnéé (n° 796).
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La seconde de nos formules » en faisant m négatif, et résol-

vant par rapp()r_t au dernier terme > puis changeant 7 en n— a5

donne

i fdzsinmr L gipmiag, m—n=-2 dzx.sin"x on

i T —mr———— T 7 —_— . .[
COS"  (n-1)cos™ x| m——1 cos" g 2

Lintégrale demandée se raméne donc
< dasin™y
q

SEIOH e ir T 1 -
Sos que 7 est pair ou impair. Celle-ci va étre
donnée 3

a celle de dxsin™x, on

la 17 Test par 1a for,mule.(l);
796. Si lon fait » ou m nul, ona

~ :
. —Cosx,sI™ T - =y e

Jointpday — SOOI =R Y fdzsint=2z.
: B m m %

singe 2icos ke pi 2N
Jeos"xde = e Sdzcos™x,

n
dx — cosx m-—a dxz,
s (m—1)sin™ % ' m—1. sinm—ip?
; dx sinz n—o dx
s e oden BT o8 el
Cos"T " (n—1)cos" 'z " nm—1 ) cosi—ag

Au lien de déduire ainsi toutes ces formules des deux pre-~.
miéres, on pourrait les trouver directement. I suffir
cela de réfléchir a la nature de Tintégration par parti
but qu'on ¢’y doit proposer.

ait pour
es, et an

On pourrait encore intégrer d'une autre manicre les frac—
cos™x.dx _ sin"z.dr

tions ~oon s car la premidre, parex., sim
nlzx coénx 2 p 2 P E

(1 — sin*z)de
T e développant
(1. —sin*2)", on a une suite de termes de la forme sin*z,da;
Sim est impair et =2 -1 ,ona

est pair et = ok, équivaut a

cos**x cosx.dx (1—22)dz
—_—— o 772 )0z
sin"x s AR

en faisant sinx =z,
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797. Pour le cas ot les exposans du sinus'‘et du cosinus sont

ala foisnégatifs, en multipliant le numérateur par cos*x-}-sinx,
‘on-a

dx oF dx % dx ;
sin"x.cos®x ~ ) sin"2xz.cos"x SIHME. 605" 2%

On parvient donc & des fractions dégagées de sina ou de cos .
Sim =mn, comme sinx cosx —<singx, en faisant 2T =%, .
la fraction proposée se change en

des 0L [z
J cos®zx.sin"x sin"z

798. Nous intégrerons & part cinq fonctions circulaires , soit
parce quelles offrent des calculs plus simples, soit parce que
mos formules y ramenent toutes les autres.

Setdic ; iy
1°% Soit ——; en faisant cosr =4, on a — . » fraction
sinx 1—2

rationzelle (p.360); d'ou

fd:c =lc+;—1! —cosx

; >
SN T 1~ cosx

1 =—=Tcosx

3 Q) onen i S SO
‘et, comme (n° 3bg) tang? L & — e on a :

f_dr >-— lc‘/(l —Cosx2=l,tang‘;x+c.'
8§

inz . /(1 4cosz)
2°. Un calcul semblable , en faisant sine =%, donne

fi“_ VR ID) g
C

osx ™ {/(1 —sing)
.cosT ! 5
32 Pour (E——L , comme le numérateur est la différen~
sinax

tielle du dénominatenr (régle 10T, p. 558), on a

'd.x cos dx

sinz

= = [dz,cotx = I(csinx).
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4°. On a de méme

fﬁgfzfdx.tangx:. 4z =12

cosx cotx cosx

5°. En ajoutant ces deux formules , on trouye

dzx i
j;—f—— = lﬂ].‘—;':l(ctangz:).

sinz cosx ~ cos
Constantes.arbitraires. Intégration par séries.

799. Soit P l'intégrale d’une fonetion zdx de =, ou...,
dP =zdx, et c la constante arbitraire qu'on doit ajouter. pour
qu'elle soit la plus générale possible (n° 768), on a

[2dx=P + ¢
Tant qu'il ne s'agit que d'un calcul, c reste queleonque; mais
lorsqu’on veut appliquer cette intégrale a une question déter-
minée, la constante ¢ cesse d’étre arbitraire, et doit satisfaire
a des conditions prescrites. Si, par ex., on demande l'aire

BCPM =t (fig. 22), comprise entre les ordennées BC, PM, '

dont la position répond aux abscisses a et b, comme (n° 728)
dt=ydx, on a t = [ydz—=~P+c. Or, laire P--c, com-
mengant lorsque # = 4C=a, t doit étre nul lorsqu'on fera
x=a dans P--c, ou 4 -+c=o, 4 étant la valeur que
prend la fonction de =, désignée par P, lorsque x =a; on tire
de la c==— 4, d'on T'aire t=P — A. Il restera ensuite &
mettre b pour &, et l'aire sera renfermée dans les limites pres-
crites. ;
En général , pour déterminer la constante arbitraire, d’aprés
les conditions de la question, on cherchera quelle valeur k doit
prendre, I'intégrale t==P-c lorsque x=a, sayoir, k=A+c,
d'ott

c=h=—4, et t=PFL—A4,
sans qu'il soit, comme, on yoit, nécessaire de connaitre Yori-
gine de lintégrale, c.-a-d, pour quelle valeur a de x elle cst
nulle. g
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Toute intégrale dont I'origine n'est pas fixée, se nomme Jn-
définie; elle n’est Compléte que quand elle renferme une con~
stante arbitraire. Lorsque les limites @ et b sont données , on a
t==P—.d en vertu de la 1™; meitant pour x la 2¢ limite &,
il vient ¢t = B— 4 , paurla valeur absolie numérique et con-
stantede ¢ = fydx : c’est ce qu'on nomme une ]htégv‘ale définie,
A et B étant les valenrs que prend P lorsé;ue x=a eth. En
remarquant la forme de cette expression, il est yisible que pour
Pobtenir il suffit de faire x=—a et x—=h dans Lintégrale in-
définie P, et de retrancher le premier résultat du second. Tout
ceci s'éclaircira bientot,
: 8co. Lorsqu’une fonction proposée n’est pas susceptible d’une
intégration exacte, on a recours aux approximations. Ainsi,
pour trouver fzdx, on développera z en série , suivant les puis=
sauces ascendantes ou descendantes de x (n° 706) ; puis mult-
pliant chaque terme par dz, on Pintégrera. Nous n’en donne-
rons que denx exemples.

1°. Soit A cette intégrale est tang — 6
et gr st arc (tang = ), En dé-
veloppant (1 +x*)7', on a (p, 21)
dx
T a0 -2t —aft),
d'olt arc(tang=zx) =x—3 241 as— 147,

5 dx 5 ’
2°. Pour f V—(-l-—_——iﬁ—.:arc (sin=ux) , on déyeloppera

B A T G
(1 —=x%) —-1+;‘+—2—“4——...

5;}5_ B.5.a"
‘2“4—5 + 5757; +.e

+(p. 15); dou
arc(sin:a:) =x+;’—;+

On n'a pas ajouté de constante, parce gu’on suppose que I'arc
dont il s'agit ici est le plus petit de ceux dont x est le sinus
ou la tangente , arc qui estnul quand le sin. et ja tang. le sont,
La 17¢ de ces formules a seryi (n* 591) & trouver le rapport =
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de la circonférence au diamétre; on pent employcr la of au

méme usage, car le tiers du quadrant ayant 3 pour sinus 9,.€0,

faisant x =%, on a

e 1 : Bt
Boica +252J+24525+246727

Du reste, 1a loi de ces séries snit du calcul méme.

8o1. Pour qu'une série soit de quelqu'usage dans les appli-

cations numériques, il faut qo’elle converge; il est donc con-,

venable d'ayoir divers procédés pour effectuer ces sortes d'in-
tégrations, La suivante est due a Jean Bernoulli.

Faisons h——x dans la formule de Taylor; comme f{z—x)
ou fo, est ce que devient y ou fx lorsque z=o, fo est une
constante b ; donc

) b=y—yzd iy'z—

Or, la dérivée y’ de y étant donnée, ]’intégration consiste a

trouver y; soit fzdx l‘mtcgrale cherchée, z =y, 2’ =y"..,
&t on trouve

y=/[ade=0b+zx—z'x* +32"x® —...

11 suit de ce qu'on a vu (n° 7o1), qu'on peut obtenir des li-
mites de la somme des termes négligés.

Par exemple, pourfﬁ; =Il(a+2z), on a

—1

b=la, z=——, 2 e

9 .
itz *Tatn P Tera
2

5(:: +x) ?

et

1(a+x)—la+a+r

e

8c2. La formule de Taylor donne aussi ;
:f{:x:-{- h) —fo=zh+ Lz 120,

dott flz +b—a)—fr=2(b—a)+ 22 (b—a) s

en faisant h==b—a. Si l'on prend ensuite’m==a, ce qui
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ehange z, 2/, 2"... en des constantes 4, A, A"...,on obtient

fb—fa== A —a) 4 A(b—ay +¢ A B— ). ;

c'est l'intégrale fzdx entre les limites x = a et & = b.(n°799).
Mais pour que cette série soit applicable, il faut que celle de
Taylor ne soit pas fautive. On examinera donc la marche de
la fonction z depuis x = @ jusqu'a x =1b, afin de reconnaitre
si ellé devient infinie, pour de certaines valeurs intermédiaires
de cette variable . : ;

On pourra faire converger la série autant qu’on youdra; car,
partageant lintervalle 5 — @ en n parties égales i, en sorte
que b—a =mni, on prendra d’'abord I'intégrale entre les li-
mites @ et a1, e—a-d. qu'on metira ci-dessus a1 pour b.
De méme on prendra l’mlegrale depuls a--7jusqu'a a—4-ai;
ensuite depuis cette quantité jusqu'a a -4~ 51

On fera donc successivement

x=a, ce qui changera z, 2/, 2"..., en A, 4, 4", .,

W e BB B
O LTy s s O U HEsCRG
elc, ;

dot  flat i)— fa =di+}d'i°+%./1”i3+_,, 2
flatai)—fla+ i)=Bit 2B By,
flad-3i) — flaoi) = Cit 1 OB 43 CP .,

ete...
f(a—|—ni)—-f[a 4 (a—1) = I}IL—}- ML 3 +
803. La somme de ces équations est
fla4nmi) —fa=fb— fo = frdz

= (dHBHC. AWM YA+ AU Yt s (A P,

telle est I'intégrale de fzdx entre les limites de @ 4 &. Silon

prend ¢ assez petit pour se borner au seul 1°* terme , on a

fulow = ditBit Ci....4 M,
série dont les divers termes sont les valeurs que prend succes-
a, 25
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sivemént ‘la fonction zdz; lorsqu'on fait « égal'd a, et i,
a + 2i... Clest pour cela que dans la méthode infinitésimale on
regarde l'intégrale comme la Somme d’un nombre infini d’¢lé-
mens , qui sont les valeurs consécutives que prend la fonction
lorsqu'on fait passerla variable par toutes les valeurs intermé-

diaires ehtre sés limites ; cest ce qui s'éclaircira par la suite

(8661 579)! : : _

804. Nous ne dirons rien des intégrations du 2°, B°... ordre
des fonctions d’une seule variable, puisqu’elles rentrent dans ce
qi'on'a ek’['{oéé-‘?yll y a alors 2, 3... constantes drbitraites (woy.

1e 831). :
sal gy S BT (a’—-—x"’)’d.v’v D
ar exemple, N £ re=
Par, mple, pour /f (I*+a‘)‘ on intégrera une pr

niitre fois et comme fafraction praposée se décompose (p. 163)
oa’dx % :
Fipeentus SR e I
(z*+a*)?  x*+a*’
o dx. : e
= S5 f . ¢, il reste A intégrer de nouveau
axdx

Fiar ~+ edx. On a donc

(@?—z)dx X 5 s
f (T;—aT)T'—IV(I ~+ a*) + cx . .

e et que la premiére donne (n” 771, £.)

Des Quadratures et Rectifications.

80b., Liaire ¢ d'une courbe plane (n° 728) est = [yd, etil
s'agit d’intégrer cette expression entre.les limites conyenables;
c’est pour cela qu'on a donné le nom de Methode des quadre-
tures aux procédés quinous ont ocoupés jusqu'ici, par lesquels
on obtient I'intégrale des fonctions d'une seule variahle. En
yoici divers ‘exemples,

L Pour la parabole 4M (fg. 51), yﬂ:'sz-, done

¥ 2 g 2
=/[V/(2p): x*dr=5V/(9p):a* + c=3 xy +c.

Quand Jaire doit partir du sommet 4; =0 donne =0, ainsi
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e est nul; done J'aire MAM' d'un sezment dé parabole est les
deux tiers du rectangle circonscrit M'N'IVM.

Si l'aire est comprise entre BC et PM, en faisant AB=q
BC=b==1/(opa), test nul lorsque x=4q, o c=—=%ab,
puis t= 3 (xy —ab). L'aire C'CMM’ est les deux tiers de la
différence des rectangles N'M et DC.

Pour les paraboles de tous les degrés Yy =ax", ona t___ln_.x_y_‘
nm~n

Toutes ces courbes sont donc carrables.
II. Pour I'hyperbole équilatére MV (fig.52) entre ses asympn
fotes Ax, Ay, ona xy=m* (n° 418); donc

t=j"ydar:b‘_~m2 fé_::: milz +c;

Taire ¢ ne peut étre prise depuis I'axe Ay, parce que x—0 don-
nerait £=0 et c= —m*l 0= o00. Mais si I'aire doit commencer
i l'ordonnée BC qui passe par le sommet €, comme AB—=m

{(n°%418), on a c==—m?1m, dou t:mglg. On voit done

quesim=1, on a t=la : chaque aire, prise a partir de BC ;
est donc le logarithme népérien de L'abscisse.
Lorsque I'angle des asymptotes est , l'aire est CDUB15);

. in edx ;
i:fydnsxnu:fﬁn; > en faisantm = 1; donc t=Togx,

en prenant pour systeme de log. celui dont le module. est
M=sine (1°678). SiTangle « est droit, =1, on retox'i‘]be‘
sur le 1% cas, et 'on obtient les log. népériens’; mais on voit
qu'en faisant varier I'angle » des asymptotes, on peut -obtenir
tous Jes systémes possibles. Ainsi, lorsque la base est 10,0na
M=0,4342944819; I'angle qui a ce nombre poursinus, le rayon
étant un, est e==25° 44 25", 47 : tel est P'angle que doivent for-
mer les asymptotes d'une hyperbole dont la puissanice est un,
pour que chaque aire soit le log. tabulaire de son abscisse. On
vcjit parla que Cest trés improprement qu'on avait donné la
dénomination de’ Logarithmes hyperboliques & ceux-de Néper,
22,.
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* puisque tous les systémes de log. trouvent leurs représentations
dans les aires de diverses hyperboles.

TIIL. Pour le cercle y*= a* —x?; Torigine étant au centre ¢

(fig. 53), on a
a*dx xdy
Vi@ =z _f Vie—ay)’

t=//(a*— x)dx=
en multipliant et divisant par }/(e*—x*). Or, ce dernier terme

t facile & intégrer arti isque —~—~—d est la diffé
S (S d aisquyd 5 e
est facile grer par parties , puisq i) a diffe

rentielle de —y/(a*—x?) ; donc
ooy o
Vie—o T

—zy/(a*— %) +fd:ch(a’—.'r’) =—uxytl

Substitnons et transposons ¢, nous aurons

adz
t=zxy +%afWa“———.r—“).’
mais la formule ds*—=dx*4-dy* appliquée a notre cetcle,
ads ol
y  VE@e—)
dans les mémes limites que I'intégrale proposée, on a enfin
t—31xy -+ yas-c. Soient CA=b, AB =1 : doublons et
intégrons depuis & =a jusqu'a = =b, pour obtenir Iaire du

donne' ds = ; donc, en prenant larc ¢
2 J

segment B OB, nous aurons (n° 799) 3 @ XX arc BOB — bk puis |

ajoutant le triangle CBB’, il vient
le secteur CBOB' =1 COX arc BOB'.

1V. Pour Iellipse (fig. 53)3':2\/(0’—-#) , d'ou
b e mibD
t”‘fEV(a — )dx_c—zxz,

z désignant la partie de Vaire du cercle circonserit qui est com-
prise entre les ordonnées limites. Les aires ¢ et z sont donc daus
le rapport constant de b a a. Ah\si, Paire du cercle est d celle

de Vellipse, ou laire d'un segment de cercle est @ celle du
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segment de lellipse inscrite qui est lerminée par les mémes
ordonnées, comme le grand axe est aw pefit; et, puisque
Paire du cercle circonscrit est wa*, celle de Tellipse entiére
est wab.

V. Pour la cycloide FM.A (fig. 23) , mettons P'origine en F',
et soit IS —a, §M =—y; nous aurons (n® 723, VI),

:% £E \/(wz,—_y)’ t=[yde =/V/(2ry —y?dy;

cette intégrale est I'aire de la portion FAN du cercle généra—
teur; donc l'aire FydM— FKEF=}ar*, Comme d'ailleurs
AE=zr, le rectangle yE = 2z1*, dlod 4FE =3ar:
Taire AF A’ de la cycloide entiére est triple de celle du cercle
générateur.

806. Nous ferons iei quelques remarques.

1°. Si l'aire ¢ est comprise entre les branches B, DK d'une
méme courbe (fig. 55) , ou entre deux courbes différentes don-
nées, en nommant ¥ = Iz, y = f, les ordonnées PM , PE,
on a

BCPM=/[Ydz, DCPE=(ydx, doti BDEM=((Y—y)dzx.

2°. Selon la méthode infinitésimale (n° 75¢, 803), l'aire £
peut étre considérée comme la somme de rectangles tels que
m (fig. 55), dont dx et dy sont les cotés; dady est donc I'élé-
ment de l'airve £, et il s’agit d'intégrer entre les limites conve=
nables. S

Pareillement, concevons que dans le cercle € (fiz. 54) on
ait pris un élément m en un lien quelconque; sa distance au
centre, ou Cm =r, etangle mCx =0 en fixent la position.
L’aire de I'élément peut etre représentée par dr.dd, dont V'inté~
grale relative & 0 est 6dr : en la prenant depuis §=0 jusqu’a
#—2z7, on a l'aire d'une couronne circulaire —azrdr, dont
P'épaisseur dr est infiniment petite. L’intégrale est wr*; prise
depuis le centre C ou r—o, jusqua la circonférence B on
r=R=le rayon du cercle, on a #R? pour l'aire du cercle.

°, Quand l'aire sera renfermée entre deux courhes BM, DL
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(fig. 55), dont on a les équ. ¥=~Fx, y=1z, on intégrera
T'élément m==dydx depuis PE jusqu'a PM, c.~i-d. que ydx
devenant (Y—y)dz » sera une fonetion connue de a7, représen~
tant U'élément ME compris entre deux ordonnées infiniment
Yyoisines : il restera 4 intégrer relativement a @ entre les limites
AC, AP et si laire est comprise dans le contour d’une courhg
fermée , on intégrera (¥—y)dx depuis la moindre valenr de x
jusqu’a la plus grande. Lorsque I'aire est renfermée entre quatre
branches de courbes, telles que BM, BI, IK, KM, il estfa-
cile de la partager par des droites paralléles aux axes, en

parties qu'on sache évaluer séparément d’aprés les principes

précédens.
Les paraboles opposées AF, AF" (ﬁg 6g) ont pour équ,
)?=7=E opx ; intégrons I'élément m — dady re}atlvement iz,

de M en M c.-a-d., depuis — _}'_ =iy A +

2d
,}’771 pour laire de la tranche JIIM' Integrant de nouyeau de

A en C, oudepuisy = o, et l'aire F”4FC semz}—]—ou e

4°. L’ordonnée y de la courbe ne doit pas devenir infinie
entre les limites de I'aire (n® 802).
5°. L'élément ydx change de signe avecy ou z, d'ot il suit
que T'aire devient négative lorsque x ou y sont de signes con-
traires : mais on ne doit pas ayoir-6gard a ce signe (n° 539).
Lorsque la courbe coupe l'axe des x entre les limites de
Yaire, il faut chercher chacune des deux parties et ajouter,
parce que l'une est positive et I'autre négative, et que la somme
demandée doit étre obtenue sans avoir égard 4 ce dernier signe.
Par ex., la courbe KACD (fig. 56) a pour équ. y=a—a’,
AK = AI=1, Yorigine est en 4, L’aire t —=+tx*— L2l +0;
si elle doit commencer au point B pour lequel 4B=1y/}, on
trouve c=—2:; d'olt t=1x*—lat—5 : et si laire doit
étre terminée en ED, A4E=\/3, on trouve t =0, ce quiin«
dique seulement que les aires BCI, TED sont égales et de signes
: contlalres En elfet, on yoit aisément que BCI— +=—DIE.

s xdy domne

QUADRATURES. 3g1

De méme, Faire prise depms K ]uaqu en, I est nulle, parce que
ACI =2 = ROL:8 o5 S

8o7. Pour donner une apphcatmn de la formule: (n°%729),

v =1 (xy —¥), qui_sert a trouver laire = ‘comprise entre

deux rayons yecteurs, cherc'hons Laire .CMO (fig. 55) daus

biet

Pellipse ODO'; on a a%y? +b“r“—-a’b°, y’—-——-ﬁ dott
ba x?
@y
comme lalre = est comptée depula un rayon ﬁxe, tel que CO,
jusqu’au rayon’ CM, le a]gne—-provxent de ce  que x decrmt
quand = croit (n° 702).

Mais la formule (u° 727) desectifications agpphﬂqge au cercle
dont le rayon est @, donne pour longueur de son arc s,
dsi= V(ait_lf = ; dott dr_~ 1bds, et r—1Lbs, en prenant

larc s entre les mémes limites que. =, 2= C0 ef 5= CA.

e 1
Oy

Quand b=a, on a r=jas; ainsi, le seclepr.cuculauu

BCO—~CO><a1cBO et
b
le secteur elliptique MCO =1 b>< arc BO__— o4 OCB

Pour 'hyperbole MN (fig. b2), ona zy= m’

et dr=—ydz; #==— [ydz : dong le secteur quclcopgue hy-
perbolique CAM = CBPI. 5 i

808. Lorsque les coordonnées sont polaires (fig. 25),.
(n° 729), dr=—41r*de. Ainsi, dans la spxrale dArc1 mede
a0l

e T

=o)
]
&

(0° 479), on 2zr = ab, on trouve £== ~ ﬁ dr_,;»-;
a’

Pour laire 40T formée par uhe revnhmon' entiere dit'ra¥o
vecteur AM, il faut prendre Vintégrale depuis rs=@ijusqu'a
r=a. On obtient A0I==3ma*= le tiers du cewle dnut le
rayon est A1, S

Remarquons. que pour-pouyoir étendre l}imégra}p,.gu;delé.
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de 0=3560?, il faut avoir égard a ce que cette 2% aire contlent
celle qu’on vient d’obtenir, comme (n° 806, 5°):
809. Donnons quélques exemples de la formule (n° 737)
des rectifications, s = f*/(da? 4 dy”).
1L Pour la'parabole,, y#== 2px donne
ydy=pdx, s:fS]ZV(y’+p’).

Cette intégrale est (n°® 773, p.366. )
s=c+lv<p=+y*>+ 2p1Ey+ V)]

Si l'arc 5 commence en A (fg b1), ¥=o0 donne s=o0: on
en tire c=—1pl p; donc

s VAP H )t ok ey BVt o YN
an IO +,p1( : )

II, Pour la seconde parabole cubique y*=az®, on a

=ty = e (4 4+

En général,, _yia:c” représente toutes les paraboles ou les
hyperboles, suivaut que n est une fraction positive ou néga-
tive : on obtient s=/dx{/(1 4 n’a*x?"~2). Toutes les fois
(©° 776) que 2(n—1) sera exactement contenu dans 1, on-
aura l'are s sous forme finie.

LI Pour le cercle, suivant que Porigine est au centre ou &
Iextrémité du diaméire on a y*=1*— %, ou y*=orx—a’

Dans ces deux cas 11 vient s -f— En mettant pour y sa

valeur en T, on voit que l’mtegratlon ne pent s’effectuer que par .

séries (n° 800), ou par des arcs de ‘cercle, ce qui raméne la
question au point d’oli I'on est parti.

IV Pour lellipse, a%* 4 b%x* = a?b* donne
dx at— z* (a*—b?) Vi(a* —ea)
S»‘f \/( at—? ) Jide l/(a“--a:‘) 2

en faisant ae =y/(a*—0b%); e désigne le rapport de Texcentri=
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cité au demi-grand axe. On ne peut intégrer celte expression
que par une série; mais il faudra disposer le calcul de manicre
i la rendre convergente. Ainsi on pourra développer (n° 485, 11),
V/(a* —ex?).

Ou bien on fera 'arc OB (fig. 53) du cercle circonscrit—=1¢,

d
d’ou ?‘A:r:acose, et I/—(?%E;:—-de,
puis s=—a fdiy/ (1 —e* cos® ).

On aura A intégrer une suite de termes de la forme A cos®™0.df
(n° 796) ; par 1a I'arc OM dépendra, a l'aide d'une série, de
Tarc correspondant OB du cercle circonscrit.
La rectification de I'hyperbole offre un calcul semblable.
V. Dans la cycloide (fig. 23), lorigine étant en F, on a
(@ 722, VD),

’ ; Vor
Wi—= 2r~1y; S —-dy-z‘/(m:y)

On n'ajoute pas de constante, parce que I'arc s commence
en I Or {/(ary) = K F, donc F'M = o fois la corde KF.

810. 8i les coordonnées sont polaires (n° 729), on a
ds=y/(r*d6*-}-dr*.) Ainsi, la spirale d’Archimede, ou 2ar=a0,

donne s:f—gﬂ;li\/(élj;——l- r’)

En comparant cette expression a celle de I'arc de parabole, on
voit que les longeurs des arcs de ces courbes sont égales, lorsque

) z a 3
. 7 est Pordonnée de la parabole, et = le paramétre.
7w

Dans la spirale logarithmique (n° 474), 8 =1r; on trouve
s=[dry/a=rV/2+4c, si l'arc commence au pole e,
et on a s=r{/a. Ainsi, malgré que la courbe n’atteigne son
po]e qu’aprés un nombre mﬁm de révolutions, I'arc s est fini et
égal 4 la diagonale du carré construit sur le rayon vecteur qui
le termine.

Vo_yez. pour les courbes a double courbure , oe qu'on a dit
n° 7Jl
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Des aires et des volumes des Corps.

811.:Le yolume v et 'aire u d’'un corps de révolution autour
dé Paxe des x s'obtiennent (n° 752 ) en intégrant

v=[ay*dx, u= fomyds=/2myy/ (dz*~-dy).

Voici quelques applications de ces formules.
1. Pour Vellipse , en recourant a la valeur de ds (n° 80y, IV),

on trouve
4 _ owbe ‘ohilicin :
—x)dr, u= —a—f\/(; —z )da:.

) : sile sommet est une des

La 17¢ donne v:'rrb?(
limites , ¢ ==— % a. Soit donc z la hauteur dusegment d’ellip-
o 7h*z*
soide, oux =@ — 2z, levolume = o (Ba—z). Pour Tel-
lipsoide entier, z=2a, et Von a §#b%. Il en résulte que, 1°. le
volume de la sphére =#£ wa®; o°. I'ellipsoide de révolution est
i la sphere circonscrite &1 b* & a?; 3°. chacun de, ces corps est
les 2 du cylindre qui lui est cuconscrit; 4°. enfin le segment
sphérique = #2* (@—3 2).
L’intégrale qui entre dans la valeur de u, est visiblement
Vaire d’une portion de cercle concentrique a I'ellipse comprise

entre les mémes limites que I'arc générateur, et dont le rayon

axbez
est 2. Soit z cette aire facile obtenir; on auray = ——.
e’ a

S'il s’agit de la sphére, on a(n°® 8og , HI),ds = E]y—" s Lot

1= farrdz. On tronve aisément ss7z pour la surface de 2
calotte , ou de la zone dont z est la hauteur; et 47 pour l'aire
de la sphere entiere.

i, Pour la parahole y* = 2ax, on trouve

v=/[omax.dx =7max*+c,
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7 2 g
w=[Z 3y V(y+a) =TV (y +eF+ €],
&l l'origine est au sommet ¢=oet C——a®, On a donc ainsi
le yolume et l'aire d’un segment de parabolmde de réyolution.
III. Soit y™=@x" ; on en tire

" ”' mzx " maxy”
== o Mdr=——-— azt)P = ———.
y=lao v rids m+2n‘/( ) m—2n

Ce calcul se rapporte anx paraboles et aux hyperboles, suivant
que 2 est positif ou négatif.
812. Le volume # etl'aire U d'un corps sont donnés p:n les

formules ('n° 754 )

7 ={fudxdy, U=[fdady /(i +p+g.
Voici comment on doit entendre ces doubles intégrales. Aprés
avoir mis pour z, p et g leurs yaleurs en = et en y, tirées de
Péqu. dela surface proposée (n°747), on intégrera, en regardant
comme constant x ou y 4 volonté, suivant que I'une offrira des
calculs plussimples que I'autre. Onaura ensuite égard aux limites
que la question détermine,

Par ex., si laire U, qu'on demande, doit étre comprise
entre deux plans paralléles aux az, y =a, y=25, et qu'on ait
intégré par rapporta y, on prendra lintégrale entre les limites
aetbh, x étant regardé comme constant. On aura ainsi Paire
MB ( fig. 49 ) d'une tangente dont I'épaisseur est infiniment
petite dz, terminée aux deux plans €D, NB, dontil s'agit.
Cette 17 intégrale sera de la forme ¢x.dx, c.-a-d., délivrée
de y, et contenant x. On intégrera de nouveaun, relativement
a y, depuis la plus petite jusqu’a la plus grande valeur de cette
variable ; et I'on aura I'aire demandée , qu'on regarde comme
la somme d'une série infinie de tranches semblables.

Sile corps est terming latéralement par des surfaces courbes ;
on devra introduire , dans Ja 17 intégrale, des fonctions de x,
pour les limites de y, en opérant d'une maniére analogue au
u° §06. Des exemples éclairciront tout ceci.
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Pour la sphere (Bg. 57), a4 y*+ z==1r*;d'ont

53 g T
P:'—;> q‘:_');.: V(1+P"+q’)=2,
U"ffm:ﬂ = ffdsly VE= Ty
On fera d'abord y constant, et r*—y*= 4*; d’olt
rdx : SNl
U:ffW_—ﬁdy, P [ dxdy 1/ (L2 — ).

. - & T
Une 1™ intégrationdonne, pour I'une, r.arc (sm = —2) Or, le

plan xy coupe lasphére suivantun cercle Cy, dont)’équation est
@ +y*=7?, et dans lequel 'abscisse 4F=== V(" —y) =4
est le rayon du cercle formé par Je plan coupant DmC. 8i dono
on prend cette intégrale depuis x=— A jusqua x=-+-4,
on aura laive infiniment étroite DmC d’une bande paralléle
anx xz, et tracée sur 'hémisphere supérieur.

Faisant donc @==— A et x= -4 dans notre arc ci-dessus,
puis retranchantle 1%° résultat du 2°, nous aurons #r, parce que
Varc dont le sinus = 1, est . Multiplions par la quantité dy,
qu'on a prise pour constante, nous aurons a7y pour 2° intégrale,
¢t les limites étant— r et r, qui sont la plus petite et la plus
grande valeur de y, 2a7° sera laire de I'hémisphere supérieur.

Disons-en autant pour le yolume /7.

SV (A—x)dx="1x \/\(/I’—x’) +i 4 arc(sin = 73;)

Prenons les limites — 4 et - 4, comme ci-dessus; le 17 terme
disparait; et l'on a 2z.42. II faut donc intégrer de nouyeau
1# (*—y*)dy, qui représente le yolume de la tranche DmCE;
et Von a 3or (r'y —2y%) , qui revient & 7 =2#r" entre les lix
mites — 7 et 4-7. Clest le yolume de la demi-sphére.
I.’élément du volume #” est dxdyds : on intégre d’abord par
yapport 4z, depuis le z de la surface inférieure, qui limite
le corps , jusqu'an z de la surface supérienre : ainsi, 'on met

: CUBATURES. L e
dans zdxdy ces deux valeurs de z en fonction de z ety, telles
quon les tire des équ. de ces denx surfaces : on a ainsi le parallé-
1épipéde compris entre elles, et élevé sur la base dxdy. On in-
tégre ensuite relativement & x, pour former la somme de tous
les prismes qui composent une tranche dont dy. est I'épaissenr,
et qui_est comprise entre deux plans paralléles aux xz. Le vo-
lume # étant supposé compris dans un cylindre MNg (fig. 58),
éleyé sur une base donnée mng, les limites de cette 2° intégrale
résultent d’une section quelconque Pmn, faite dans le corps
par un plan perpend. aux y : ainsi I'on prendra lintégrale de-
puis 2= Pm jusqu’a x= Pn, valeurs qu’on tire en fonction de
-y deTéqu. de la courbe mfng, base de notre eylindre. Soient
x =fy et Fy ces valeurs; on les metira successivement pour =
dans Vintégrale, et 'on retranchera les résultats T'un de Pantre.
1l ne restera plus qu'a intégrer une fonction de y, depuis la
moindre valeur 45 de y jusqu'a la plus grande AC, valeurs
qu’on tire encore de I'équ. de Ja base frg. b

Cherchons, par ex:, le yolume du ¢éne droit. Prenons son axe
pour celui des y, et le sommet pour origine : I'équ. est (11;69,2)
Ly* =¥ @*, [ étant la tang! de I'angle formé par I'axe et les
génératrices2Or, zdzdy devient 2 y/(Fy* —x*)dxdy, depuis le 2
inférieur jusqu'an supérieur, puisque z= =t/ (ly* —z*).
L’intégrale relative a «, a_été donnée ( p. 367), savoir,

x \/(Py* — x®) + al’y* . arc (tang — \/g i Z_' —|-c...
Comme en faisant z'= o, 1'équ: du céne donne = == == Iy pour
Jes limites, du corps, il faut changer ici = en —1ly (ce qui donne
aéro ), puis en }-ly [ d'oti 21*y*. arc (tang. = o0) =#1%*]; il
vient, en retranchant, =I?ydy, qu'il faut intégrer depuisy =o,
oule sommet , jusqu'a y ==, qui répond a la base. Donc enfin
le yolume du cone droit est §w I*h%, ce qui revient au théoreme
connu,

De méme, si les limites de l'aite sont déterminées par une
courbe FMNG tracée sur la surface dont il s'agit, on cherchera
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sa projection fz sur le plan xy (n° 616 ), qai déterminera un
cylindre droif, pour leqiel on raisonnera précisément de la
méme mani¢re. On intégreradonc dzdy}/ (1 +p* - ¢*) entre
les limites ci~dessus désignées.

Eti voici un exemple.

Soient tracées, sur le plan zy, les deux paraboles égales et
opposées FAE, F'AE' (fig. 59), dont’ y*==nx, y*=-=nxz
sont les équ. ; puis laparalléle FF” A Paxe des @, AC étant==b.
De plus, concevons un cone droit A base circulaire, dont le
sommet serait a I'origine A, et qui aurait pour axe celui des z,
Téqu. étant z =ky/ (z*+ %), (n° .622)(, On demande de trou-
ver l'aire du cbne comprise dans' le cylindre droit élevé sur
AMFF'M'. L'équ. du cone doune )

kx ky S e
2544 JgEs e o b pt gt ey o Y
R V@t ) s VE+y) \WP +q 4
T'élément de V'aire du céne est /(1 4 k*)dady , saprojection est
en m. Llintégrale relative a x est /(1 +/)zdy, qu'il faut
prendre depuis M’ jusqu'en M, et I'on aura l'aire de la bande
infiniment étroite , qui est projetée en MM’ Or les équ. des pa-
rabolés donnent, pour les abscisses des points M/ et M., limites
de l'intégrale, =
SRRt o) ARG sa P i Sl
T=—", x_—i—;, d’ot T‘/ (1 +k9dy.
Opérant maintenant pour y sur cette 17 intégrale, il yient
3
%%— v/ (1 4=k, quil faut prendrée de 4 en: €;ici=i-d.; depuis
=0 jusqua y=>5. On obtient, pour' l'éirc;'d'ema:ndée,
gy V(L k).
__L'application de ces principes 4 la recherche des centres de

gravité et des momens d'inertie est sur-tont remarquable. ( oy
ma Mécanique, n® 64 et 249.) e
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1V. INTEGRATION DES FQUATIONS ENTRE DEUX VARIABLES.

Séparation des Variables ; Equaiions’homogénes.

813, Intégrons les équ. du 1°° ordre entre deux variables.

Soit proposée I'équ. différentielle Mdy 4 Ndz =o, qui est
du 1°F ordre entre les deux variables @ ety. H est clait que si
elles ne sont pas mélées, en sorte que M ne contienne pas x,
et que V' soit sans y, Lintégrale:de I'équ. sera la somme des in-
tégrales'qu'on trouyera par les principes antérieurs,

S Mdy + [ Ndx = const.

Ilen sera de méme de toute équ. dont on pourra séparer les
variables; Le cas le plus simple est celni ot 27 est fonction de a,
et NVde y senlenient; car, divisant I'équation par MV, ona

d d
£y +7;§=°’

N
Cestainsi que  dz¢/(1 +y) — ady=o 4
donne %: V(T(-I_-YT——_}";S’ don (n° 773)

lex=1[y+41 (a+y*)], et cx=y~+ /(1 +yﬂ)_.

814. SiM=XY,N=XY, X et X, étant des fonctions de
x, ¥ et ¥, des foiitions de y; on a X¥dy 4 X ¥/dz=o0,qui

donne, en divisant par XY,

e X,
: % dy + b dr = c!
81b. La séparation des variables est enicore possible das Jes

€qu. homogénes (n° 329) par rapport a et y. Soit m le degré
de chaque terme Ay*xh, ou m = h~k; en divisant T'équ. par
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k i i
™, le terme Ay et devie_nt A(%) — Az, en faisant y — az;
On voit donc que M et IV deviendront des fonctions de z seul,
en sorte que si lon divise par M I'équ. Mdy + Ndz=o, on
aura dy + Zdx=o. Mais y=xz donne dy =xdz+zdz, donc
xdz 4= (24 Z)dr=o0; d'on

e +—d—z'—=o et lx—}—/‘j«z——,— =0}
Tl 2T 2 Z £
I. Prenons pour 1°° ex. (ax +by)dy +(fx +gy)dv=o.
Divisons par ax - by; nous trouyerons

3 o dx (a - bz)dz ot
dy+"§-‘i—%§d”=°' dob S e ket S

: 3 AR
&qu. facile & intégrer. Il faudra ensuite substituer % pourz.

Clest ainsi que ydy -+ (x4~ 2y)d=z =do , & cause de a=o,
: o = = ; on a‘oute
b=f=x,g=2,dome;—+ml 0; onal

dz(1 4 z)

2 i 1 el o 0]
dz au numérateur du 2° terme, qui deyient D

—d—z— On a donc & intégrer

142 3 & S e
AR e
&oi lex +10 +4) + 1o =0,

x

ou lc(x—}-acz.):f:_*_—xi, lc(:c+y)+x+y=o‘.

IL. Pour ay™dy + (z™ + by™)dx =0, ona

1 b do az"dz b
d_y i Tazt. dr=o, x il az" T b bz - 1

1. Soit dy — ydr = dx V/(z* | y*) ; posant y =z, et
[diyisant par , on trouye T 4
dy —zde =dx{/(1 +2*), don ;—:.-ng):

SEPARATION' DES VARTABLES, . 4or

dont l'intégrale (n° 773) est &=z e/ (14-2%); ousiun. .

T =cy+ci/(x* ¥*), qu'on réduit a L*=acy-}c?, en trans-
Posant cy et élevant an carré. Ropes i

IV. Quelle estla courbe dont Paire BOMP (fig. 51) est égale

au cube de I'ordonnée PJ, qui la termine , divisé par I'ab-

scisse, et cela pour chacun de ses points, a partir d’une or~

fan
donnée fixe BC? De Jfydx :%, on tire, en différenciant,

(xfy +_y")dz — 5xy’d_y; faisant_y = 2z, on trouve (p. 358)
d 2 ;
f.: 1?__"3_:?’ doit i1 — zkz“)3 = c, puis enfin -‘. :
(2> —2y* ) — cx2.

816. Toute &quation quon pourra rendre homogéne sera

donc intégrable. Ainsi pour - ;
 (ez - by - dy 4 (nx <4 ny +pyde=o,

on fait x4 by + c=2z, mz —-ny +p=t,
d'otr adz bdy —=dz, mdx 4 ndy =dt.

i mdz — ade
e e

la proposée devient homoggne ,

; o bdt— ndz
v T mb—na’
zdy 4 tdx =0 » ou (mz— nt)dz -+ (bt — az} dt =
Quand mb — na=o, ce calcul cesse d’étre vpossible, mais alors
= ’;—c—l, et la proposée est L% i
bedy —-l- bpdx + (ax 4- by) (bdy = ndx) L Gy y
dont on sépare les variables en faisant ﬁx—F b_y’= v; on sub-

dV_.—ad.‘Z?

stitue cette valeur, et dy — e

817. Prenons I'équation linéaire ; ot du ger
dy + Pydx = Qdz,
étant des fonctions de'x; on feray-z at, dlon
2dt o tdz - Pade = Qdx;

degré en 5

Pet Q

a,

26
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et, comme on peut disposer & volonté de T'une des indétermi-
nées z et £, on égalera & zéro le: coefficient de z; donc
Qo Prdr = o, tdz=0Qdz.
¢ : :
Lapremiere donne fi—: ‘——’de,_: don lt=—[Pdx =—u, ef
comme Pdx ne contient pas y, lintégrale u de Pdx est facile
a trouver. On a donc ‘
TR B G S - e ity
en fajsant }a constante e == 4. On substitué cette valeur dans
tdz= Qdx, et on a Adz = Qe'dx ; dott
Az=[Qe'dx ¢,
) et u sont des fonctions connues de x, et 'intégral\e.er"dJ:
étant obtenue, on remettra pour Az sa valear i[_}’ ou yeY, ce
qui donnera enfin : - o
ye! =/Qe*dxr-c, équ. ou u = [Pdx.
1l suit de ce caleul, quil estinutile d'ajouter une constantead
lintégrale fPdx = u. : ]
Soit, par exemple, dy +ydex =ax’dxr; on a
"P=1, 'Q=ax’, u=[Pdr=nx,
JQedx = fax’e"dx —ae” (x*—3z* 4+ 6x—6);
donc 9 —eeials a(z®—51° 4-6x—6). : 5
Pour Péqu. (1 + x“)d_y,—}{xdkiiadx, ona - =
—r g zdx : <os
p=-——Ts, Q= sbnrus | Eesmlel Wil

1

donc ¢ =2 x) 7250 .

onsis

dx aw
[Qetdn= q' = ~+c(page 369);
g . (1_*_“2,,): V(l+.‘l}) } L3397
enfin, = ax e/ (Tt
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818. Tra,xtons enfin Zéqu. de Riccati, ainsi nommée parce que
ce sayant s’en est le premier occupé :
dy - by*dx — azdzx;
1°. Sim=o, on a (p. 162)
d :
Y —dx

* a—by

il ( dy dy
ol e s
do! o= S : :
ne 2_“6‘/0 +e=l(Va+yyb) — 1/ a—yy/b).
2°. Quand m n'ést pas nul, on 7 B
I posey —= bzt o 22
on trouye ’ % e b
2%dz - bz*dx = ax"Fidx,
tx:a'nsformee homogéne si m=-— 2, et qu'on intégre, comme
ci-dessus, quand m=— — 4.
3°. Dans tout autre cas, soit fait z — s TS == u, puis
e 2
Aep Tl o Lo @ o s By
m-3 m~+3 - T g3
et on a cette équ., semblable 4 la proposée,
dt - 0't*du = a’u"du;
on pourra donc la traiter comme ci-dessus, et intégrer, lorsque
n sera —2 o — 4. g
}1..t sl n nest pas — 2 on —4, en effectuant une traﬁsfor-
mation semblable, et continuant de proche en proche selon
les mémes procédés , on sera ramené A des équ.de mémes;‘ormeg
que la proposée, ayant pour la variable, dans le ¢ mem'b.ra‘
nembre ,
un exposant successiyement == — Eﬁ —— ’—l;‘- 4 P4
1 : m--32 KB T T
c.-a-d. que cet exposant est & s S

k4 k8 L Sk o gmcpns
=g SanE Bmdeg® T ety
Que I'une de ces fractions soit nulle, ou— 2, ou—4, Pintégrale
serafacile & t T ek i i
cile .-1. 'rouver, sayoir, m = __—1, % etant un entier quel-
conque positif , ou zéro,

26..
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«8iYon efit commencé par faire y —=—",2™¥1—2z, dans la pro~
posée , le méme calcul aurait conduit & trouver que l'intégra-

tion est possible , lorsquem —

—4
97 41
condition d'intégrabilité de I'équ. de Riccati.

Du Facteur propre & rendre intégrable.

819. L'équ. Mdy -}~ Ndz = o ne résulte pas toujours im-
médiatement de la différenciation d’une é-u. f(x,y)=0j; car
on a pu, apres ce caleul, multiplier ou diviser toute I'équ. par
une fonction quelconque , ou en éliminer une constante (n° 687)
aT'aide de f(x,y)=o, ou enfin, faire telle combinaison qu'on
voudra de ces équ. entre elles. L’équ. proposée peut donc ne
pas étre une différentielle exacte.

En général, soit u=flz,y), la diﬁérgntielle étant. ...

% d*u d*u sl
du = Mdy 4 Ndz, la relation o d_y= @d?v devient ici
dM _dN

‘Ainsi, toutes les fois que Mdy 4 Ndx est une. différentielle
exacle, la condition (1) doit étre remplie. Réciproguement, si
M et N satisfont @ la condition (1), Mdy 4 Ndx est une diffi-
rentielle exacte qu'il sera toujours possible d'intégrer.

Pour démontrer cette réciproque, intégrons Mdy en regar-
‘dant & constant, et soit P l'intégrale, fonction connue de z et
b, résultant de [Mdy, relative 4 y senl, ou M — %5 Prenant
pour la constante arbitraire, une quantité X, qui pourra conte-
nir @, nous aurons P+ X pour lintégrale de Mdy relative
4 y. Prouvons que P~ X estintégrale de Mdy + Ndx, quand
Péqu. (1)a lien.

La différentielle compléte.de P 4 X est

AP iy ar ;
Eda—*—-a}cy-{-d){, on a;d‘r'*‘Md_)""d,Xf

R est 1
3 41nsl = (g
A SR
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d'oti Pon doit conclure que P+-Xsera l'intégrale de Mdy-+Ndz=
(qui sera par conséquent une différentielle exacte) , si 'on peut
déterminer X de sorte que ce trinome = Mdy - Nda:, ou

7 ,__dp dpP i
Nz =~ do+dX, o dX:(AT—Hv;)d:c...(u).

Or, en différenciant M — g—; par rapport a x, on trouve , ers
vertu de la condition supposée (1),

M _ &P 4N v @p

dx",jy—d;,:?y» o8 ﬁ_y——d_ydx‘_‘o’

on o:d(N—— %2), relative 4 y ; N——Z—g , est donc une
fonction de z, ce qu'il s'agissait de démontrer.

L’intégrale cherchée est donc P ~+ X, P étant celle de Mdy
par rapport dy seul, et X Pintégrale de la fonction de = donnée
par I'équ. (2). Nous avons donc démontré notre réciproque
en méme temps que neus avons donné un procéds d'intégration
de Mdy + Ndx.

It est inutile de dire qu'on peut également commencer par
intégrer Ndz, y étant constant, et compléter I'intégrale par
une fonction ¥ de : On préférera eelle de ces deux voies qui
facilitera davantage le calcul.

L Soit proposé d'intégrer Vs ] s -+ adx - abydy , o
3
—_— J — .
M = by, I\.._V(l x“)+a'

on trouve P =by*; ainsi by X est Pintégrale cherchée,
puisquela condition (1).estremplie. La différentielle de by 4-X,
relative a x, comparée a INdx , donne

d‘¥=ij—:‘—r§+adx’ d'oit X==ax+1c[a 41/ (1 J-a2) ]

donc,ona by +ax 4 le[z 4 /(1422
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1I. De méme pour :

a(xdr L ydy) |, ydze—ady >
V@E+yh) ey y oy dy,

Wi ndy, R T R
VEER A
N ax X
Ve T

Aprés avoir recomnu que Péqu. (1) est satisfaite, on intégrera
Ndx par rapport 4 x; on trouvera

a 2 2 5 __E
V(=4 y*) + am(tang__ 3’)+Y’

en désignant par. ¥ une fonction de . Différenciant cette ex-

pression par rapport 4 y, et comparant a Mdy, on aura...

d¥ = 3by*dy, d'ott ¥ =1by* + c. Ainsi, Vintégrale est obtenue
complétement. En faisant @ = b =0, on trouve

ldri-—_—{-Tx‘dlz' arc (tang:i—) ==c.

Cette intégrale, employée par M. Laplace (Mecan. cél.;
t. I, p. 6), est un cas particulier de la précédente (wvoyez
n°go4).

Hi1. On trouvera de méme

dafety/ (™) ohydy o
~[l‘j1'+‘/(z"+_}”)] V(a:z_}ll_:;a)zlctx + V(=4 y*)1.
820. Quand Mdy - Ndz ne satisfait pas a la condition d’in-

tégrabilité , on peut se proposer de trouver si, en multipliant
cette expression par une fonction z de wx et ¥, elle pourrait de-
venir une différentielle exacte. Mdy4-Ndx=o résulte de I'éli-
mination d’une constante entre la primitive f(x,y,c) = o, et sa
 différentielle immédiate. Mettons ces équations sous la fornie
y +E=o0, c=¢(z,y), ce qui est permis; K représente
une fonction quelconque de x et y. La dérivée de c =2(x,y)

DIFFERENTIELLES EXACTES. 4og
; L ) :
étant o' =Py + Q=c, ona y +»(13=o; et, comme la

constante ¢ nentre plus ici, cette expression (n° 687) est iden~
tique avec y* 4 K, ou
P 4
_y'—l—K_;—_—!—g-——Q:%; ona @ =Py +K);

comme ces deux membres sont identiques, et que ¢* est une
dérivée exacte ; P(y’ - K) doit également en étre une, ce qui
prouve qu’ily a toujours un facteur P propre a rendre intégrable
la fonction y' 4K, ainst que toute équation différentielle di
premier ordre entre x et y. :

Cherchons ce facteur x = z.

Mzdy + Nzdxne peut étre différentielle exacte qu'autant que

i A § d
L0, = —q—(i\i)-, ou z (i])_l__ﬂ\ :N-d—z—— ZL’[.—Z...(5).

dx dy de dy dy dzx
Cette équ., aux différentielles partielles, est rarement uatile a
cause de la difficulté des calculs; mais on peut en tirer quel-
ques propriétés remarquables.

1°. Si Iintégrale 12 de z(Mdy - IVd'x) était connue, le facteur

3 AT du du

z serait facile & frouver; (?ar en comparant d__udx -} @ dy
avec z(Mdy -+ Ndx), qui luiest identique , on én tirerait aisé-
ment z.

2°. Multipliant I'équ. du == 2(#dy - Ndx) par une fonction
quelconque.de u, telle que ¢u, nous avons

ou.du = zgu(Mdy - Ndzx).

Or, le premier membre étant une différentielle exacte, le
deuxiéme, qui lui est identique, doit jouir de la méme pro-
priété; d’on il suit q'il y a une infinité de facteurs propres a
rendre intégrable toute fonction de x et de y, et quela con-
naissance de I'un d’entre eux suffit pour en obtenir un nombre
infini* d’autres. 2

e, ‘Si Je faeteur z ne contient que I'une des yariables z ou y,
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on le trouve aisément; car soit z fonction de  seul, Téqu. (3)
se réduit &

dz  dxy/dN A

P G ) SO

parce que j—z‘-z 0, et que 3—; n'est plus une différence par-

tielle. L'intégration de cette équ. donnera 23 car Ihypothése
exige que le 2¢ membre soit indépendant de y ; on reconnaitra
méme 3 ce caractére si la supposition est légitime.

De méme, si z est fonction de y seul, ona

dz _ dysdM 4N
Z=3 ‘«E_d_y)“'(s)’
et le o° membre doit étre indépendant de x. On remarque dans
Jes équ. (4) et (5), que la partie renfermée dans les paren-
theses est nulle, lorsque Mdy 4 Ndx est une différentielle
exacte,
(Foyez n* 824, 6°., et 828).
I. Soit, par exemple, da - (adx 4 2bydy) /(1 - 2*) =03
la condition d'intégrabilité n’est pas remplic , puisque
dN _ aM abyz
d T @ Vo)’
.mais cette quantité, divisée par M ou 2byy/(1 + x*), donne
2 . il 1z
Ppour quotient cette fonction de x, o donc I'équ. sera

rendue intégrable par un factenr fonction de . L'équation (£)
donne

a traitée n° 819, I.
II. L'équ, linéaire d a el
« L équ. linéaire dy 4 Pydz= Q rdonnea;—d—x—-, s

DIFFERENTIELLES EXACTES, 4og

ainsi la condition (1) n'a pas lieu; mais cette fonction P, di-
vy : sands

visée par M =1, donne nne fonction de z; ainsi == Pdz ,

dot lz = [Pde=u, et z=2¢". Tel est le facteur qui rend la
proposée intégrable. Elle devient e‘dy—-e*(Py— Q)dz=o0;
il ne s'agit plus que de suivre le procédé du n° 8.8. Intégrant
e“dy par rapport 4y, on a e'y 4= X, dont la différentielle re-
lative & x, comparée & e(Py—Q)dx, donne dX—=—e"Qdx;
donc intégrale cherchée est, comme on le sait déja (n° 817),
ey = [Qe*dx 4-¢, équ. ot u=(Pdx.

1L De méme, x’dy 4 (@y—-‘/(—ll;—;—j)drzo , donne
lz=1x; ainsi, il faut multiplier la proposée par x pour qu'elle
soit intégrable. On trouve enfin, pour intégrale,

zly + /(1 —a?) =c.
IV. Le facteur propre  rendre intégr/ablé les fonctions ho-
mogenes, se trouve aisément. Soit m le degré (n° 322) d'nne
telle fonction F' des variables x , Yeers si on les remplace par

iz, ly..., I étant un nombre quelconque , F deviendra I"F';
faisant =14k, F devient donc

(1 + h)’“F’:F(l + mh 4 m.mT_l hﬂ.n).
D'un avtre coté, =, Y- sont devenus x 4 Az, y+hy...,

etla fonction Fde (x - hx), (y +hy). ... sedéveloppe sui-
vant le théoreme (n° 703),

dr dF &*F h*z* | &°F d*F h2y
LTt s S e
+dx x+d_y %y dz* o +dxd_yh 3y A2 Zmeis
Comparant les puissances semblables de h, dans ces deux dé-
veloppemens, on tronve

- S PRl s d*r ,'
m(m—x)FL.a::c +m}21‘y+ﬁj’:y +...
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821, Pour appliquer ce théoreme & Mdy + Ndx M et N
éant homogenes du degré p, cherchons s'il existe un facteur
homogene z, qui rende 2Mdy - zNdv une diiféremielle’exacte;
soit 2 le degré de z. Comme Nz est homogene du degré p—+n;
la propriété ci-dessus donne 3
ay, ANy,

(p—}-n)]\'z:x—dx oy
d(Mz) _ ANz,
or, on suppose '—a—L_— = d_}' 5

en substituant dans la précédente, pour ce dernier terme, sa ya-~
leur, il vient

d(Nz,)_Ld(HI)-z) _ A(Nxz 4 Myz) N i
Pt B da 7

(pmy N “ 2 200 _
. dla(My N
ou © (pnt1)Na= —[}—(——%{—{)—j

1
cette équation est satisfaite , en faisant zzmm‘, car
Mdy + Ndx
. p=—n—1. Donc 'Jl_l_y_—’?NT
ne présente plus ensuite de difficulté (n° 819).
On trouve que xdy — dr [y+ v +y)l=o0, doit étre
» A 7 d
divisé par 21/ (z*+ y*); intégrant -\;—(r,—y_;%, pvar .raypgort
4y, on ally+ V(@-+y)] (@ 773); a?outaut,‘{, différen~
ciant par rapport a x, et comparant, il vient
=4 v (@ty) - x T)
D= T VRV E ]
byt g/ (o, 8
xy @y Ly+vV @ +y )] %
ainsi, X ==lc— lx?, et Vintégrale cherchée est
cy S CV{J‘J +J’") =t
comme n® 815, I :
822. On a quelquefois besoin de différencier, relativement

est intégrable ; 'intégration

——ndx

SOLUTIONS SINGULIERES. S 4
ay, des fonttions qui, telles que = fMdz, sont affectées du
signe d'intégration par rapport & x; on différencie alors sous le
signe f. En effet, puisqu'on a

du d'u de  dM

Az dydx=m}—d_y o
n intégrant par rapport a x, on tr;uve e fder
el nt par ri i == fe—idp,
grant p. PP &y dy
Sur les Solutions singuliéres ou particuliéres.

833. Soit proposée une équ. différentielle 7" =o, qui ait
pour. intégrale compléte f{x,y, c)=0, c étant la constante

_ arbitraire. La différentielle immédiate de cette équation sera

Pdy+Qdx = o0 la proposée doit résulter de I'élimination de ¢
entre ces deux derniéres (n° 687). Tant que celles-ci demeurent
les mémes on doit retomber sur la proposée Z"==o, par I'élimi~
nation de ¢, quelque grandeur qu’on prenne pour ¢, dans 'une
et l'autre, ¢ étant méme ure fonction de x et y ¢ cela esg
évident. Différenciant f, par rapport a =, y et ¢, on a

Pdy + Qdz - Cdc =o,

qui se réduit & Pdy 4~ Qdw=o0, en posant Cdc=0; donc,
toute valeur de ¢, qui satisfait & cette condition, change f=o
en une équation S==o, telle que sa différentielle est encore
Pdy+Qdxr=o: I'élimination de centre les équ. Cde=o,f =o
redonnera la proposée #=o; donc S=o0 est une rela-
tion entre x et y, qui satisfait & Téqu. =0, et en est une
intégrale.

Cde=o donne, 1°. dc=0, c=const., et lafonction f
reste Ja méme.

2°. €= o peut donner une valeur constante et déterminée
de c; f"devient alors une intégrale particulicre qui n'offre rien
de remarquable; ¢’est un casrenfermé dans le précédent, ol Lon
a pris pour ¢ un nombre désigné,
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3°. Cne contient pas ¢ quand ¢ n'est dans f qu'au 1°7 degré;
alors ou ne doit pas poser C— 0, cette equ. ne pouvant donner
devaleur de c; ou plutét €= o donne une intégrale particu-~
liere, qui répond 4 e infini,

5 d 3
4. C=o, ou %: o, peut donner pour ¢ une fonction va-

riable, ¢ = ¢ (x,y) : subssituée dans f=o, onaura une équ,
8'= o, dont Ja différentielle sera éncore Pdy 4 Qdz =o, en
éliminant ¢.

En général, S n’est pas compris dans f(r,}", ¢), puisque ¢ ne
peut 'y recevoir que des valeurs constantes , tandis que c est
devenu variable, L'équ. $ =o, qui ne renferme pas de con-
stante arbitraire, ‘offre donc une relation entre z et ¥, qui
satisfait & la proposée = o, quoique n'étant pas comprise
dans son intégrale générale, Clest ce qu'on nomme une Solution.
singuliére ou particuliére.

Par exemple, I'élimination de la constante ¢ entre I'équation
Y*—scy +a’=c* et sa dérivée, donne (n° 687)

(= —oy*) y* — foyy’ — z2=—o0;
mais si l'on regarde ¢ comme seule variable dans I'équation
primitive proposée, on aura c=—y, ce qui la changera en
T+ 2y*=o0; on peut aisément s’assurer par le calcul que
gette équ. satisfait 4 notre équ. différentielle, quoiqulelle ne
soit pas comprise dans son intégrale.

Pareillement o2 — 2cy—b—c*=o0, a pour dérivée, apres

T'élimination de c,
¥ (@ —b) — 2xyy’ — z°,

La dérivée relative a ¢ seul donne y+ce=o; dott c=—y,

Ppuis &2 4 y2—p . cest la solution singuliére de notre équation

dérivée, :

Léqu. y = x - (c — 1)*y/2, donne C=2(c—1)y/x=0;
d'olt c=1, puis Y=z, cas particulier de I'intégrale com-
pléte; ce n'est donc pas une solution singuliere Ceci se rap-
porte d ce qui a été dit (2°.).

SOLUTIONS SINGULIERES, 413

Enfin, Péqu. y*~+ o> =ocx, donne C=—ox—=o , qui, ne
contenant pas ¢, ne donne encore qu’une intégrale particuliére
relative a c= co. (Foyez le cas 5°.).

824. Nous ferons ici quelques remarques.

1°. Les solutions singuliéres doivent étre cherchées avce
antant de soin que les intégrales complétes, parce qu'elles
peuvent renfermer la vraie solution du probléme, qui conduit
a I'équation différentielle qu'on a intégrée.

2°. L’équ. [%é:o exprime la condition pour que flz,y,0)=0

ait des racines égales relatives & c (n° 523). Si donc, & laide
de I'équ. singuli¢re, on chasse x ou ys l’intégra_]e compléte
de I'équ. résultante aura des facteurs égaux, C'est ainsi que,
dans notre 1°° exemple, si 'on fait x*=-—2y? la proposée
deyient
y’+zc_y+c’=(y+c)“=o.

3°. Puisque la constante c est arbitraire, on peut considérer
Vintégrale compléte flz; ¥, ¢) =0 comme I'équ. d’une infinité
de courbes, dont le paramétre ¢ est différent. Si donc on at-
tribue & c toutes les valeurs possibles, ces lignes consécutives
se couperont deux & deux en une série de points , dont le sys-
téme formera une courbe tangente A chacune. L’équation.. . ..
flx, y, ©) = o appartient & l'use de nos courbes, ainsi qu'a
la courbe qui les embrasse toutes ; seulement ¢ est constant
dans le 1% cas, quels que soient et y, tandis que daus le 2%y
¢ est une fonction variable des coordonnées du point de cou-
tact. La tangente, en ce point, étant déterminée par y, est
la méme pour I'une et pour Pautre; y doit donc conseryer la
méme valeur, que c soit constant ou variable dans f{x, 16)=0;
dou il sui i Ton élimi tin f

ou 1l suit que si l'on élimine c¢ entre f=o, et T
I'équ. résultante en x et Y» qui est la solution singulicre, ap-
partient @ la ligne de contact des courbes comprises dans Lin-~
tégrale compléte (voyez n° 765).

4°. Résolyons par rapport & ¢ l'équ: Az, y,0) =0, et soit
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e=+ (x,y). Si I'on substituait J(x,y) pour ¢, dans fiz,y,e)=o0,
le résultat serait identiquement nul , ainsi que toutes les déri-
vées relatives soit & x, soita 2y On a done (n° 672).

f OF Qoo oo e (Of ] o

dz— dx'dc’

+ dedz " @

d < de e :
or, a{: 0, donne == 0c0; de méme T = Ce caractere , .

propre aux solutions singuliéres, offre encore un moyen de les
obtenir.
De 2® — 2cy — ¢*—b=o0, on tire
— 2 dc — x -
e=—y--y/(z*+y'—b), P Pt S
donc x*~- y*=>, qui rend cette fraction infinie, est la solu-
tion singuliére.
deti=2de <o % o %
En posant +— ou —= infini, il conviendra de s’assurer si la
el ]
relation, entre x et y, quiemrésalte, combinée avec la propo-
sée , ne donne pas ¢(x,y) ==const. ; car alors on n’aurait qu'une
intégrale particuliére.
5°. Llexistence des solutions singuliéres est une conséquenee

de ce que I'équ. %: C=o0, donne pour ¢ une valeur ya-

riable ¢ == @(a,y): mais il se peut que la fonetion ¢ soit ré-
ductible & une constante, en vertn de 'intégrale complite. ..

J(x,y,¢) =0, ou que f contiut ¢ sous la forme (c—a) (c—¢),

en sorte que e == reviendrait 4 ¢=ua; alors on n'aurait plus
qu'une intégrale particuliére, comme si 'on efit pris un nombre
deéterminé pour ¢. Donc, pour que G = o donne une sohition
singuliére, il faut qu'tl n'en résuite pour ¢, ni une constante,

ni méme une fonction variable ¢ qui, mise dans £, reviens
drait a y prendre pour ¢ une valeur constante.

Par exemple,

(@ 42— 1) (3 —20y) + (= B =0,
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donne €= y(z® 4 y2=—b) 4 (> —b)e = ¢}

d'oit C__Q’_(I;'j'.')’ 7 9 » puis y*(y* 4 x* —b)=o.
Cette équ. n'est qu’une intégrale particuliére proyenue de
Ci==6i

De méme ¢* — (x-i—y)c-—c—l—r-f—_y_.o donne

C—=2c—zxz—y—1=0, c=i(x-+y+t1);

la proposée, qui revient & (¢ —1) (c— 2 —y) =0, devient
(x~+y— 1) =0; ainsi on a @4y =1, intégrale particu-
culiére provenue de c =1 , aprés avoir divisé par ¢ — 1.

Léqu. y =2+ (c— 1)’ (¢ — x)?, donne

C=(c—x) (c—1) (2c—ax—1)=0.

c=1 donne l'intégrale particuliére y=x; c=x donne la
méme chose, et non pas une solution singuliére, guoique ¢ soit
variable.

Enfin, ¢==1 (2 -1) donne la solution singuliére.

6°. Soit z le multiplicateur qui rend dérivée exacte I'équation
y‘ + K =0, en sorte que z(y’ + K) = ¢/ =o ait pour pri-
mitive ¢(x,y) =c;la solution singuliére S=o0 ne doit pas
étre comprise dans cette équation. Par conséquent, si de § =o,
on tire y en fonction de x, y=+x, la substitution dans la
fonction @(x,y) , ne doit pas la réduire a une constante; ainsi
sa dérivée ¢’ ne doit pas étre nulle.
" On voit donc que des deux expressions ¥+ K, et ¢f ou
2(y’ - K), Yune doit étre nulle en vertn de y=— .z, tandis
que l'antre ne doit pas I'étre; ce qui ne peut avoir lien qu'au-
tant que z est infini. Il en, vésulte que les solutions singuliéres
rendent infinis ‘tous les facteurs propres 4 rendre intégrable
I'équ. différentielle proposée; ou plutét que les solutions sin-
gulieres de cette équ. ne sont antre chose que les facteurs al<
gébriques, que I'on peat mettre en évidence, et séparer entié~
rement de cetté équ. par une transformation convenable.

' (Foyez un Mémoire de M. Poisson, 13¢ Journ. Polyt., ouil
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est démontré.qu’on peut toujours délivrer une équ. dit 1°* ordre

de sa solution particuliére, ou en introduire une & yolonts),
825. Conceyons (fue 'y =X satisfasse & une équ. proposée

¥y = F(x,y), X étant une fonction donnée de x, et qu'on ait

x';F'(x, Lt ()

cherchons a reconnailre si y =X est une solution singuliére
ou une intégrale particuliére ; X ne renfermant pas de constante
arbitraire. Soit y =1 (v, ) l'intégrale compléte de Y=F(,y);
@ étant la constante arbitraire : si y=—X est un cas particulier
de y=+ (x, a), en sorte que (x,a) devienne X lorsqu'on
attribue & @ une valeur b, il faut que + (x, a) — X soit zéra
pour a=15 : donc (n° 500)

V(z, o) —X= (a—-—b)’"z, i

m étant la plus baute puissance de a—5, et'z une fonction
de x et a qui ne devient o, ni oo, pour a=5. Représentons
la constante (g—b)™ par ¢; I'intégrale compléte de y'=F(, y}
sera donc y=X+cz. "
Si l'on substitue cette valeur de y dans y' = F(z, y), cette
relation deviendra identique,

X! 4oz’ =F(x, X -+ cz);

or, d’une part, le développement de z suivant les puissances
ascendantes de ¢, a la forme (n° 698) z== K + At 4+ Bib, .,
les exposans @, b.... étant croissans et positifs, et I, 4 e
des fonctions de 2 ; car z nest ni o5, ni o, lorsque c=—o,
Donc o : :

Xt =X4Kct Aetp, .

De lantre part; le développement de F(x; X 4 ¢z) doit pa-.
reillement etre F(x, X) + Ne's" 4o Mcmzm e .. 1, m... étant
eroissans et ‘positifs. Cette série est dailleurs facile & obtenir
(n° 706), et Fon doit regarder comme connus les nombres it,
..., ainsi que les fonctions de @ désignées par N, M. St
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done on met ici pour z sa valeur développée, on a, en vertu
del(1), 2

: Klod= At =siiiie= N3 (K - At )»
S MM A Yo,

1 s’agit donc de sayoir s'il est possible de déterminer z, ou
plutét les coefficiens 4, B.... en fonction de x, et les nombres
@, b...., de maniére & rendre cette ¢qu. identique ; car, si cela
n'est pas possible, 5 =— X ‘est une solution singuliére; dans le
cas contraire, on a une intégrale particuliére. 1l se présente
trois cas. ’ : T

1%. 8i n>1, le terme K’c n'en rencontre pas de semblable
qui puisse le détruire : on fera donc K’ =o, d'ott K = const.
Puis on posera a+1=n, A4 — NK", ce qui déterminera
a=n—1, et A=K"Ndx; ‘et ainsi 'des autrés termes:
L'identité sera donc toujours possible, et Y=2X sera une inté-
grale particuliére, .

2°. Sin=1, la méme chose aura lieu; car, posant K'—NK ,
on aural X = [Ndzx : il sera facile ensuite dordonner les deux
membres, et de comparer les exposans et les coefficiens respectifs
des termes de méme rang. On déterminera ainsi Jes exposans
a, b...., et les coefficiens K, A.'B.... G R

8%, Enfin, sin< 1, 16 ferme IVe"K" n'en fronvera avcin antre
qui lui soit semblables puisquil 'y a pas d’éxposant de ¢ qui
s0it < 1 dans le 1°* membre : et comme K ne peut étre nul
il ne sera possible en ancune maniére de satisfaire a Iidentité :
y=X s%ra dc;nc‘imé"solrxitioxi‘s'i'nghli'ére’. Ay SR

826, Puisque 7@<1£dans qe_dgrnier cq.;‘, en mettant X—{. r—z
pour y dans Fi(x, y); si le développement de Taylor ést fautif
entre le 1° et le 2° terme, c.-a-d., si la dérivée de F(r,‘y’)
relative 4 y est infinie (0% 696, 3°.), y =X est tne solution
singuliére. Réciproquenient une valenr y=2X qui satisfait 4

E bz
¥ :F’(q:,:_y) , et renq o infini; est une_§9]1_1’tion ‘singuliére
puisqu'elle donne au développement de F(z, X;-Fc‘zjzla forme
Xfde NCHKP. 0oy 1v tant sk estuorinbnaisdo to Eaiota
a, =



418 CALCUL INTEGRAL:

Wik diicoidyl : R
La condition T ou d—y = oo forme (?onc e veri & 5
ractére des'solutions singulitres,etl’on yoitque pour guelle soit
remplie, si Ja fonction F est algébrique , elle dg{threx{fermef un
radical (n° Ggg, 3°.) quelhypothése y=X fait disparaitre.
Dans le 2¢ de nos exemples, p. 412, on a
; — dy’ Syl 5
YTy EVEAy =B dy” Vi@ 4y —h
et cette derniére fraction est rendue inﬁgie par la solution e
guliére y* =0 —a*. : G e
8a7. Il est donc facile dobtenir les solutions singuliéres
sans connaitre Pintégrale compléte; ‘car, en tirant 1a valeur

a.— .
ou ij 00, Considérant tous les facteurs de ces équations : Tes
sésultats qui fatisferont a y'= F(z, ) seront seuls es solutions
singuliéres. - s P
*Poury =a(y—n)', onaak{y—n)"'=o0, ce qui exige
‘q“ue‘ k soit <'x\ ,et y=n : et comme ‘l‘a”Pl'OPOSée n’est samfa\tg
par y=n que quand_k est positif, on voit qu'elle n'est sus-
ceptible de solution singuliére que (quand [ est entre o et'1;
3t 't AN ; i
6 ”l iz ax e,

1—k ; ¢

1l n'est pas nécessaire de donner a I'équation dé;i/v]ég la forme
éxp?icité = F(x“','“y)'pour appliquer notre théoreme; car,
;oit P—o, la relation donnée entre x,_y etj}y’; on peut c?xx—
Lidérer 4y 'comme une fonction de x et y; fue cette équation
H ey tarab e ale i saniig 1
‘détermine; ainsi, la dilférence partielle dey :Ela‘:tly;e Ay , sera
‘doninée (n° 672) par i
sigiiulos i ' Aqp L ay e

ST ap. & gy—""a‘y‘fdy“o"

aeAse el o e O sl
de ) ; on égalera a linfini : soit % = o8 fera T'=o,

Iuintégrale compléte est

Srs

contilagggrsoitil s oot 1 AIScn bioipr (e 8
T T oo ool

en sorte qu’on obtiendra toutes les solutions singulitres pariceite

e

SR
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voie. 8'il arrive méme que la fonction 7~ soit algébrique ,
rationnelle et entiére, cette derniére condition ne sera pas
possible. Il faudra ensuite éliminer ¥’ entre P—o et g—'y’j: o.
On ne devra d'ailleurs prendre que les facteurs de cette derniére,
a7 d7
d_y' et @.

Ce calcul ne fera connaitre que ¢elles des solutions singuliéres
qui contiennent y, celles qui ne renferment que @ échappant i
cette régle ; pour obtenir celles—ci, on devra raisonner de méme
par rapport a4 x : on trouyera ainsi, outre les solutions déja
connues ou entrent x et y, celles qui ne dépendent pas dey.

1°. Ainsi, (#* — 2y")y"* — 4zyy’ — 2* =0 donne

qui ne sont pas communs entre

(z* —2y") y'— szy=o0,
en différenciant par rapport a " seul : éliminant ' entre ces
équ., on trouve (x4~ 2y*) =03 or, =0 ne satisfait pas
ala proposée,, et la solution singulitre est a2 - ayE—Jo:

2°. De méme zdx + ydy = dyy/(x* +y*—c?),
ou x? 4-2ayy -y (c* — x%) =0
donne axy 4 y'(c*—~x*) =0, puis &* Syt
3°. Pour ydzr—xdy—ads, ou ds=a}/ (dx*+dy?) , on trouye
Y —at=oxyy 4 3y%(a* —x),

diott xy=y/(z*—a%); puis éliminant y/, on a, pour la solu~
tion singuliére, x* 4 y*= o2,
4°. Celle de y= 2y ¥, ou ¥’ est une fonction quelconque
§ i BenTh i Ay
de y’, s'obtient en éliminant 3/, 4 Paide de = + T =0
828. Puisque sans connaitre I'intégrale compléte d'une équ.
dérivée =0, on sait en trouver les solutions singuliéres, et
que le facteur z, propre a rendre intégrable Ja proposée, est
alors infini (n° 824, 4°.), on peut souvent, par des artifices
danalyse, trouyer ce facteur'z, Un exemple tiré du Memoire
27..
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de ‘Trembley (Acad. Turin, 1790~91), suffira pour faire en~
tendre ce procédé.

Dans I'ex. 5°nous ayons trouvé z* - y* — a*=0 pour solu-
tion singuliére; 14 proposée résolue par rapport a y', donne

(a*—x)y'+ay =ay/(y*+x*—a),
qui est visiblement satisfaite par a* —a*==o0 : on essaiera si
le facteur z a Ja forme (*=—a*)" (y*+ 2% —a*)", m et n étant
des indéterminées. Pour cela, on multipliera I'équ. ci-dessus par
cette fonction, et I'on posera la condition (1) (n® 81g), puis
on verra qu'elle est remplie en prenant m=—1, n==—1;
ainsi, le facteur qui rend la proposée mtegrable est

( _a)—s(y +I’—a’) 3

Des Equations ot les Différentielles passent le premier
degré.

829. Cherchons lintégrale de F(x, y, ¥, y*...y™) ==o.
Comme cette équ. ne peut provenir que de I'élimination d'une
constante ¢ entre I'équ, intégrale et sa dérivée immediate, dans
lesquelles ¢ entre & la puissance m, soit c= @ (z, y) la valeur
de cette constante tirée de lintégrale; ¢’ (x, y)=o0 ne con-
tiendra y' qu'au 1°" degré, et l'on pourra en tirer y'=2X,
X contenant x et y affectés de radicaux : et puisqu'en les
faisant disparaitre par des élévations de puissances on doit re-
produire la proposée ['==o, il s’ensuit que y'— X doit étre le
fateur de F.

Si donc on résout Ja proposée par rapport ay', et quon in-
tegre S€s factemsy —X=o, 5 —Y¥=o0..., on yoit que ces
intégrales seront celles de la proposée qui répondent aux di-
verses valeurs de c=¢ (x, ¥). Soient P="0, Q=o0, R=o0.,
ces intégrales ; leurs produits PQ =0, PQR=o0..., satisferont
aussi & la proposée, car la dérivée du produit PQR..... étant
P'QR....+PQR.. .+PQR ..~etc., chaque terme est nul
en particulier.

C

£QUATIONS DES DEGRES SUPERIEURS.

o
¥
-

Par exemple, yy™ - oxy'=y donne 5
,___—_____.z‘:tl/___(_y“-}—_x_’z d’ont ——————'yy’+x =k

S e
et comme le 1°F membre est visiblement (u° 76y, IV) la dérivée
dey/ (=*+y*), on a pour intégrale

EY(y - 2t) =x4-c, ou y*=acx -

830. Au reste, il est des cas ol I'on peut, par des artifices
de caleul, éviter la résolution des équ. par rapport 4 y’ : ces
deux exemples sont dans ce cas. i

I. Supposons que I'équ. ne contienne que x et y’, et soit
facile & résoudre par rapport 4 x, en sorte qu'on ait x=Fy".
Comme dy=y'dz domne (n° 769, V) y=wy — fxdy’; en
mettant pour x sa valeur Fy', on a

y=y.Fy —[Fy'.dy.
Aprésavoir intégré [Fy'. dy’, ce qui rentre dans les quadra~
tures, on éliminera y’ & Paide de la proposée a = Fy'.

Aipsi, pour (14 y”)x=1,-on a

1
e Ty Y 1+y f

ce dernier terme =arc (tang=y’) +c; ehmmant_y , on trouve
enfin, pour lintégrale demandée,

y =y/(x —x*)—arc (tang:

1I. Sil'équ. a la forme y =y'x 4 Fy’, en dilférenciant on a

dy__yd.z:-{—-(.r-}—d )(.y, ou(z-}—a—«) dy'=o,
i cause de dy=y'dx.

En égalant chaque facteur 4 o, il wenty =cetx ~F:—_—_ 0.

sy

1 ne reste plus e éliminer ¥, entre la proposée et l une ou
l'autre de ces équ. Celle-ci ne donne qu'une solution singu-

lisre (n® 8ay, 4°.) : la 17® conduit & lintégrale” complee
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y=cx+ C, en désignant par € ce que devient Fy’ lorsqu'on
y remplace y’ par ¢, ou €= Fc.
Alnsi, yde—xdy = ay/(dz*+ dy?) se met sous la forme
y=yz+ay/(14+y"):

d’'ont ¥y =c et x4

/
a

-—-Lﬁ =0z

: V(i+y")

lare doz?ne pour intégrale compléte y = cx 4 a /(1 +4c*); la

2 conduit a la solution singulicre y* 4+ a*=a?, lorsquion en

tire la valeur de y pour la substituer dans la proposée.

Des' Corzs.m)ztes arbitraires; de U Intégration des équa-
tions différentielles a Uaide des séries et de leurs
constructions. :

831, Reprenons la série de Maclaurin (n° 7¢6),
y=fr=f4af 4 La’f"+etc.,
e
dans laquelle _j‘,; % f*... sont les valeurs constantes que
A 4 n, 3 .

prennent fr, 'z, f'@...., lorsquon fait x=o. Si I'équ.

e ;
dérivée donnée est du 1°F ordre, on en tirera WEAYISy T e
fonction de y et x, par des dérivations successives. Puisque
a=o0 répond a y=F, en substituant ces deux valeurs dans

; " 4 3
¥, y'..., on aura celles de f7, f"...., et, par conséquent,
tout sera connu dans notre série, excepté f qui.demeurera
arbitraire.

De méme, si la dérivée donnée est du 2° ordre, on en tire

" 3 >
Ay ien fonction de =, y et y'; or, x = o répond Ay =

’ Tz b
et y' = f"; mettant ces valeurs dans celles’ de ">y, puis
P

d/ana la série ; tout y est connu, excepté les constantes f et
£ qui sont quelconques.

Et ainsi des ordres supérieurs.

A

Ce mf')de f:‘]mtegratmn ne peut étre employé lorsqu'on ren-
c?r.ntre P'infini en {aisant Z=0, dandsfie o f o, £z ebla
série de Maclaurin ne subsiste plus. Mais faisons z=¢ dans

CONSTANTES ARBUIRAIRES. 423
eelle de Taylor, a étant un nombre quelconque, qui ne rende :

infinie ancune de ces fonctions (n° 695); en désignant par 4,
A', 4"... les yaleurs qu'elles prennent alors, nous avans
fla+h) =4+ 4Lh+3 ARk AR
dow  y=fr=4»+ 4(x—a) 4L A w—a)iy A,
en posant l'arbitraire h=x—a. Le méme raisonnement que
ci-dessus , montre que tout est ici connu, excepté la constante
A, si Péqu: proposée est du 1°* ordre; excepté A et A/, sielle
estdu ¢, etc. ; du reste, quoiqu'on ait pris @ a volonté , cette
letire ne compte pas pour une constante arbitraire ; clest la
valear 4 que prend alors y qui en tient lieu.

Concluons de 1a que , 1% il existe foujours une serie qui est
lintégrale de toute équ. différentielle entre deux variables ; on
sait trouver cette série, aux difficultés prés que le calcul peut
offrir. ;

2°. L'intégrale renferme toujours autant de constantes arbi-
traires qu'il y a d'unités dans Lordre de la dérivée. Quoique
fondée sur la théorie des suites, cette conséquence a pourtant
toute la rigueur convenable, puisqu'on peut regarder toute
série comme le développement d'une expression finie y = fx
laquelle doit contenir autant de constantes arbitraires, que la
série. 3

%°. De quelque maniére qu'on soit parvenu g uneintégrale,
qui renferme le nombre convenable de constantes arbitraires |
celte équ. sera la primitive de la proposée , et renfermera né-
cessairement toute autre intégrale qui y satisferait aussi avee
le méme nombre de constantes arbitraires.

832. En faisant A—— x dans

flet+h=y +yh+iyr+...,
fllx+D=y +yh + 15" ...,
f”(x+ h):‘}’”+ywh -+ ;‘_)’”hn“"' oy etci,,
ona (RN =y =y oy P
(2): - =3 ey Y@ g
@) [ =" =32 + pyiet—iii jete,
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Done, 1°, si I'équ. dérivée donnée est du 16" ordre, on aura
Y y'v, en fonction de'x et y; en sorte quen’ substituant
dans la formule (1), on aura Dintégrale | f étant la constante
arbitraire. ;

2% Si Péquation proposée est du 9° ordre, 7, y”... seront
donnés en L, Y. et y’; en sorte qu'en sub.slimant‘ dans (1)
et (2), on aura deux équ. entre x, y ety chacune contenant
une constante arbitraire, ce qui formera deux équ. intégrales
du 1% ordre.

Et ainsi de suite. Il est d'ailleurs éyident, par la forme méme
de ces intégrales, quelles sont différentes. Ainsi, toute équ. du
n¢ ordre, a n intégrales de Pordre n — 1. Si ces dernicres
¢taient connues , I'intégrale finie le serait bientot; puisqu’il suf-
firait d’éliminer entre elles T, Donc, ayant une
équ. dérivée du 5° ordre, on aura également sa primitive ab~
solue, soit en €liminanty’ entre ses deux dérivées du i°r ordre,
soit en cherchant une relation finie entre x et ¥, qui contienne
deux constantes arbitraires, et qui sati-fasse 4 la proposée. On
en dira autant des autres ordres. ‘

Il nous resterait a démontrer, sur Pintégration des équ. des

rdres supérieurs, plusieurs théorémes relatifs anx facteurs
propres a rendre intégrables et aux solutions singuliéres; mais
comme ils s'éloignent de notre but, nous renverrons an XII1®
Journ. Polyt., legons 13, 14 et 15, par Lagrange.

833. La théorie que nous venons d’exposer est démontrie
complétement ; mais elle n’est pas toujours propre -a faire con-
naitre Iintégrale approximative, 4 moins qu'on ne recoure 4 des
transformations, qui aménent lafonction a I'état nécessaire pour
qu'on puisse y appliquer les principes précédens.

Lorsque F'intégrale ne doit pas procéder suivant les puissances
entiéres et positives de =, on aura

y=dx* 4 Bx 4 Cx* I 1) 0

et il s'agira de déterminer les exposans a, b, c..., et les coeffi-
ciens 4, B, C... Pour cela, on en tirera les valeurs dey', y'\
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et on les substituera dans la dérivée proposée, que 1Dns sup-
posons du 1°" ordre, et qui deyra étre rendue iden.nquer; puis
ordonnant par rapport a , on comparera terme a-terme les
puissances de méme ordre ; ainsi que leurs coefliciens , comme
pages 180 et 194 ; ce qui déterminera 4, a, B, b...

Ainsi, pour (1 -~y )y =1, on aura 3
(t 4 dax'™ 4~ Bbxd~' 4-..) (Ax* + BrP 4. ) =1}
dott  Aax' 4 ABax*t=! 4= ACax® T 4.,
+ ABbxeti=t . Bbattt .. =
4 ACexitemr ..

=1 Azt -+ Bzt e
Donc sa—1=o0, a-b-—1=a, a-dc—1
a=1, BE=

puis Aa=1, ABla+b)+ 4A=o...,
o behic—e—Su C—y/ai oy

7 ; 4 8
et _y:x7 l/z—%x;-{-r‘g;c” V2—...

Sil'on eiit pu présumer la loi des exposans, %, 2, 2..., on
les aurait employés sur-le-champ dans la série (1), ce qui au-
rait simplifié les caleuls ; ou plutét, faisant la transforma-uon
z*=x, on aurait pu ensuite appliquer la série de Maclaurin.

On yerra de méme que l'équ. dy +-yde = ax"dz, donne

vy gpm e e o3 dvtisy
zzm—l—x——(mﬁ-))(m—{-z) (m~1)...(m 4 3)

54 L'intégrale ainsi obtenue, manque de généralité, parce
qu'elle est privée de constante arbitraire ; mais si I'on change
dans I'équ. différentielle proposée, x en 2| a, et y ent -4,
on développera ¢ en z; en sorte que la série ¢ soit nulle lorsque
z = o; puis substituant pour z et ¢ leurs valeurs t— @ ety—b,
an aura l'intégrale cherchée, ou a et b tiendront lieu de la
coustante arbitraire ¢, puisque dans l'intégrale f(x,y,c)=o0, ¢
pent étre déterminé en fonction de a et b. 1l sera aisé d'étendre
ces principes aux ordres supérieurs.

835, Qn peutaussi approcher des intégrales 4 'aide des-frac-
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tions continues, Soity = Ax% Bx?,Cx*...,en suivant Ja notation

142z
signant le reste de la fraction continue, ou z=B82?, Cx*... Sub-
stitoant dans I'équ. différentielle proposée pour y cette valeur,
en négligeant z, ou faisant y = A% on ne conservera que les
1% termes); parce qu'on regardera ' comme trés petit (note >
page 227). On trouvera A4 et @ parla comparaison des coeffi-
ciens et des exposans; puis on fera, dans 'équ, différentielle

P: 127 ; cette yaleur de y sera représentée pary — ) & dé-

o Azt 5 A )
proposée , y = = raisonnant de méme pour la transformée
enz, on fera z= BxP; puis aprés avoir trouvé B et b, on

Bx % s !
posera z — —— dans I'équ. en z; et ainsi de suite.

1t

Par ex., my+-(1+2)y’ =o, en faisant y = 4z, devient
(m 4+ @) 4z + adx*"' =0, qui se réduita adx'—' =0, i
cause de x trés petit; donc a==o0, et A reste indéterminé. On
A
fait ensuite y =—"_  etlon am(1 4 2) = (1 +2)2'; doi
Y=t +D=0+05;

posant z = Brh, on tire m + BxP(m — b) = bBx"; ou plu-
tot m = bBx’~; donc b=1, et B=m. On fera ensuite

mx 2 ¢ 3 :
= P enfin on obtiendra cette fraction continue pour
intégrale

y=4, mr, —L(m—1)z, Hm+1)z,—1(m—a), ...

Comme I'équ. proposée a pour intégrale y = 4 (1 + &)™,
on a ainsi le développenient de cette fonciion en fraction con~
tinge.

On pourrait en dédaire Vintégrale sous la forme d'nne série.
(#oyez la note, p. 130). §

De méme, Téqu. dz = (1 + 2%)dy, donne ce développement
de l'arc en fonction de la tangente

2 )2 2 )2 2

'y ==are (tang =w&) —x, ':% 7 (—213— 5 %L;— 3 gj:% Gl
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" Consultez sur ce sujet le Caleul intégral de Lacroix, tome IL,
n° 668 : onvrage dont on ne saurait trop recommander la lec-
ture, et dans lequel on trouve réuni tout ce qui est connu sur
la doctrine de I'Intégration. fi

836. Lorsqn’u;le équ. différentielle proposée appartient a une
courbe, il peut étre utile de la construire sans intégrer ; or,
c’est ce qui est toujours possible , et voici comment

Supposons d’abord que 'équation soit du premier ordre,
F(x,y,y') =o0; concevons que la constante soit déterminée
par la condition que = a donne y=5. On prendra (fig. 60)
AB=ua, BC =1, et le point C sera sur la courbe cherchée.
En substituant @ et b pour x et y dans F=o0, on en tirera
pour ¥’ une valeur qui fixera la direction de la tangente KC
au point C. Prenons un point D assez voisin de C, pour qu'on
puisse , sans errenr notable, regarder la droite €D conume con-
fondue avec Pare de courbe; 4F —a, FD — ¥ seront les
-coordonnées d'un autre point D de notre courbe ; en sorte qu'on
pourra faire * = a’, et y==10'dans F=o0, eten tirer la va-
lenr de y' correspondante, et par conséquent la situation de la
tangente JE , qui s'écartera trés peu de la 1*°. On continuera
d’opérer de méme, et on voit que Ja courbe sera remplacée par
un polygone CDEZ.

On pourrait encore raisonner de la maniére suivante. On
tirerait de I'équ. F'= o0, et de sa dérivée, les valeurs de ¥
et ¥, en fonction de x et y, et on les substituerait dans celle
du rayon de corbure R (n° 733) ; puis, tracant la tangente K C,
et menant une perpend. CN égale i ce rayon, et y étant remi~
placés par aet b, on décrirait du centre N unarcde cercle CD 5 on
regarderait ensuite le point D comme étant sur la conrbe, ses
coordonnées étant o’ et b’. On ménerait de nouveau la tangente
ID et Ie rayon de courbure DO, ete. La courbe serait alors
remplacée par un systéme d’arcs de cercle contigus. Il est méme
évident que I'erreur serait moindre qu'en se servant des tan-
gentes seules, et qu'on pourrait, en conséquence , prendre les
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poiats C, D, E plus écartés les uns des antres ; ce qui rendrait les
constructions moins pénibles.

837. Si I'équation différentielle proposée est du 2° ordre
iy y’, ¥") = o; aprés avoir choisi de méme un point
arbitraire €, pour un de ceux de Ja courbe, il faut en outre
prendre a volonté une droite quelconque K C pour tang. en C;
cette double condition détermine les deux constantes. On tirera
la valeur de y", et par suite celle du rayon de courbure R, en
fonction de x, y et y”; et comme ces quantités sont connues
pour le point €, on décrira I'arc de cercle CD, comme pré-
cédemment. Le point D de cet arc étant supposé sur la courbe,
on décrira sa normale DIV, et on calculera la valeur de A pour
le point D, dont on connait les coordonnées et la direction de
la tangente ; et ainsi de suite.

n raisonnement semblable donne le moyen de remplacer
la courbe par une série d’arcs de paraboles osculatrices.

On pourrait aussi appliquer ces principes anx équ, différen—
tielles du3° ordre ; mais alors non-senlement il faudrait prendre
arbitrairement un point C et sa tangente K C, mais- encore le.
rayon CN du cercle osculateur en ce 1°* point, ce qui déter-
minerait les trois constantes arbitraires. On ne pourrait ensuite
remplacer la courbe que par une suite de paraboles dont le
contact serait du 3° ordre. On en dira autant des ordres su-
périenrs.

Concluons de 1d que toute équ. differentielle, entre deuz
variables, peut éire construite par une courbe, qui a autant de
paramélres arbitraires que d'unités dans Pordre de I'équation.
Ceci s'accorde avec le n° 831, ot I'on a prouvé que cette équ.
a-toujours une intégrale.

Des Equations des ordres supérieurs, et enparticulier
du second ordre.

838, Dans les équ, du 1% ordre , on a pu prendre pour prin-
cipale, telle variable qu'on a voulu, sans que pour cela lés
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; : Srs e Ly
.procédés d'intégration exigeassent des modifications; c'est un

des ayantages qu'offre Ja notation de Leibnitz (o° 694). Mais +
il est-maintenant indispensable d'indiquer, dans chaque ¢qu.,

quelle est la différentielle qu'on a prise pour constante;, et dy

ayoir égard a chaque transformation que peut nécessiter le

calcul,

Si donc on veut que dx soit constant, au lieu de toute autre
différentielle, qu'on a regardée comme telle, dans une équation
donnée, il faut modifier cette équ. & I'aide de la théorie connue
(n° 691). Ainsi, pour ds.dy —=ed’x, ou ax’=y', onapris

‘ 4 Tt

pour constante ds = {/(dx*~-dy*); donca(s 2'—x's")y=y's"

: e SdenT 2 T
puis posant a'=1, on a 5= =1y, "=y%",

3
s =—as", ou (dz* + dy*)*= — adxd’ly,
ot dx est contant. Cette équation, mise sous Ja forme...
& £y . ’ r

ay’ (1 4y)* =0, va bientét étre intégrée (n° 840).

Pareillement, pour que d soit constant au lieu de ds, dans

.d* | x e

(dxz® 4-dy*) (_i%f* = _.Cos™, onremarqueraque cette équation
équiyaut a ! )

dstsmdsties i’

dty o dxt 2 x

. 1 x ; . 3 ahes

qu'on écrit y" =:z:"f.?l cos—, s étant toujours variable princi-
: Gk ]
Loy Vol

L SAE—S: o] 42 3

pale; dour —y—,———'x-z——- —cos~ , aucune' dérivée: n’étant
of sHTasy "o ;

constante. Enfin, =’ =1, donne s=1-44y2, "=y’
Puls 3

D ou tliu'—dxcc)sa:-
i [ i [

d.r est constant, etk et b sont les constantes arbitraires,
i e el ’ R - \ & x

= —sin==4b, dou y=~hk--br——cos-.
y'=—sin=+d, y=k+ e

Ce west pas; au reste, qu'on ne puisse quelquefois préférer
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d @ toiite autre variable principale, et intégrer; mais par la-
suite, & moins que nous n'avertissions du contraire, nous pren-
drons toujours dz constant, :

859. Léquation la plus générale du o ordre a la forme
F(y', ¥, y,2) =0; il convient d’examiner d'abord les cas par-
ticuliers ol elle ne renfermerait pas les quatre quantités y", 5/,
¥ et «.§'il n'en entre que denx, 1'équ. peut avoir I'une de ces
trois formes ,

F(y"z) = o, BNy ) — 0, sy eiO
Quand y” n'est accompagné que de y’ et v, ou dey’ et y, I'équ,
est del'une des deux formes :

F(y":_}";x) ;O: F(_}'”:_y’:y) =9
Intégrons d’abord ces cing cas particuliers.

I. Sil’'on ayl—ix, comme y“dx=dy/, la proposée reyient
ady’=fr.dr. Soit y' =X+ C, lintégrale de cette équ.;
comme y'dr=dy, ona

dy=Xde+ Cdzx: dou y= 44 Cx -} [Xdz.

Soit par ex. d’y = adxz?, ou dy'=adx; il vient dabord
y'=c+ax, ou dy =cdae+axdz; enfin y:X—l—cJ; -+ Llax®,
- De méme, soit d’y =az"dz?, ou y"=ax", ou enfin.,.

SR
5]
(n+1) (n+2)
n=r=1;on trouve y=d--cx+axlz; et si n==—19, on

ay—=dS-cx—ealx. 3

dy' =az"dr; on trouve y=A -+ cx |

Observez que le calcul ci-dessus s'applique également &
YO=fr, ou 4y N=fr.de, dot y—=c+X.

1L ne s'agit plus que d'opérer de nouveau comme sur la pro-
posée. Liintégrale ala forme 5

y=4+ Bz + Cz*... 4+ K"~ | [ fr.dar,
le signe [ désignant n intégrations successives.

11, "84c. Si la proposée a la forme F(y",y/)==0, en met-
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tant %}-/-' poury’, elle devient du 1°¥ ordre entre y’ et x'; et on
en tirj dz = fy'.dy’. De plus, comme dy=y'dxc, on a
dy = y'f’y’.dy’. Ces deux équ. étant intégrées, désignons-en
es dntégrales par
T=M-A ye— N =B

A et Bérant les constantes arbitraires, M et IV des fonc~
tions  connues de y'; On voit donc qu'il ne s'agit plus que d'éli-
miner y’ entre ces équ. (n® 832), et on aura Vintégrale cher~
chée avec ses deux constantes.

Soit ay” (1 —}-y’“)% = o; on'trouve
—ady’= (1 —|—y")% dx;

d’on dre=

37 27
@+ yoy* (1 +y*)F
B e e —L——ﬁx;—-— e —‘;‘%_Z
puis (n&79) & =-A VQ+ ¥ Y= E+V(l +5%)
et enfin (A4—z)*+ (B —y) =a i

Cette intégration donne la solution de ce'probléme : quelle est
la courbe dont le rayon de courbure est constant,,. ou Ren?
Le cercle jouit seul de cette prop'riété.; GRS :

Ce procédé s'applique A tous les erdres, pourva, que Téqu.
soit de la forme F[ y, y("77] = o..Ainsi pour f{y",y!)=0,
dy" = yids, @on =Ry Ay
et Y-Sy A Ry YYD
Metrant ensuite pour y’ cetteintégrale dans dy = -y'd, on par-
vient 2 des valeurs de @ ‘et de y exprimées én ", et renfermant
trois onstantes-arbitraires 't on-élimine ensuite “y" centre ‘elles
(netSady s e e AT

III. B41. Passons aux équ. de la forme y” = Fy; en multi-

D

pliant dy” = y"dw par y'dz==dy, ontrouye =~ "I -
Yoy =y Ay Lel)ii o .

on fera
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mettant ici pour ¥ sa valeur Fy, ona y'dy’ = Fy. dy ; d'ott
DYE c+fF_y dy, y’: V (e 2fFy.dy);

& oy dy__
B i f f v(v+zfﬁy dy)’

Par exemple , a’d’y -} yda? =0, ou a%'=— y, deyient
gy

aly'dy’ == ydy, d'ont zzy'“:c"‘—_y 5 puis do == V(C“—.?ﬁ

donc, intégrant, on a

x:a.arc(sin::‘%)—{—b, ou 3_;=,3in<

qui équivaut & y=-c sinz -+ ¢ cosf
De méme d?. V(a_y) —ida donne z a)" = CH-{/(ay};

dy.ya
VT vy

on trouve enfin ) S e

wESE |/a (\/y—ac) \/(c—}-— \/_y) +b

Ce procédé” s'applique . toutes es equahons de la forme
() — Fy(*=2 car soit, par excmple, i -[_')‘/", comme. .
y"dx’——‘d_y"—F_y” dx’ Ton intégrera deux fois, et én aura
@' = @y", avec.deux constantes. D’ allIeurs_y =='1y"dx $intégre
aprés avoir mis pour.dz sa valeur en y%: substituant ensuite
cette valeur de du et celle de_y dans y=/[y'dx, on obtient
aussi y en y". Il -ne'reste ‘plus qu'd éliminer. " a Paide de
Z=qy"; et.le résultat, qui contient quatre constautes arb.l-

tranres, est. Tintégrale complete cherchée. .

IV. 842.Si: Péqu adaforme Faislyy ‘);o ellr'rmzcon—

2zent pas y 5 on la raméne au 1°° Ordre, en mettant l Pour

d'on zdx_— : on fait c 4 1y —z"; on intégre et

_y pmsqu elIe ne renfer,me P]ub que " ét o elle rengre alors
dans les cas déja tmuea, et on sait ]mteg”er toutes les fois

qu'elle est séparable, “on homogéne o, ete. (woay. p.399)-
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Supposons donc cette intégration effectuée, et soit.......
Y(x,y’,¢) =o cette intégrale ; il se présentera trois cas :

1°. Lorsqu'on sait résoudre I'intégrale par rapport a y/, et
quon ay’==fx, on en tire y= fy'dz = ffr.dx. '

2°. Si, au contraire, on peut tirer la valeur de x en y,
teile que z =fy’, on a y=/[y'dx, et a I'aide de I'intégration
par parhes ¥ =y —frdy=zy —ffjl dy’. On élimine en- -
suite ya Iaide de w = fy".

8°. Sil'on ne peut employer Tune ou l'autre de ces voies,
on cherchera a exprimer « et y/, a l'aide de quelque transfor-
mation , par des fonctions X et ¥ d'une 3° variable z; car
=X et y' =7, donne y =/y'dr= [¥dX,

Quelle est la courbe dont le rayon de courbure R est réci-

proque A labscisse? Soit R === ; d’on (n° 735)

2x(1 +_y”)5 =a’y’
4 :
ou 2x(1 +y”)*dz = o*dy’, équ. qui est séparable :
sxdr— ey 5o x’+c=-—-a?y

Gty VQ+y®)

En tirant la valeur de y/, y = [y'dx doune

_f (= +c)dr
Vi —@F o]’

la ligne demandée est formée par une lame ¢lastigue | qu'on
courbe (voyez n°8g8.) .
Si Ton et youln que R fiit une fonction donnée X de

T'abscisse o, on anrait posé (1 +y )’—X_y” Le méme calcul
aurait donné

Bty e =7; dot y= f i
Ve V= Vo=
Telle est la solution du probléme inverse des rayons de cour-

bure.
24 L oa8
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Soit (1 +y7) 4+ zyy"= ay” y/(1-4y?) ¢ on met cetie
€qu. sous la forme
dz(1 + y®) 4+ xy'dy’ =ady’. /(1 4+,
qui est linéaire (n° 817) et devient intégrable en la divisant
rar V( + y*) (voy. p.409). On trouye
a_y 45
TVOHYY
Mais y = y x — fzdy’, devient
y=yx—ayQ-+y9—blLy +|/(1 +y"‘)] +ble
s by'—a Y4+ a4y
= B (L LS ).
VQa+y? ( c )
il ne reste plus qu'a chasser de 1d y', 4 'aide de la valeur de x,
On trouve, tout calcul fait, et en faisant, pour abréger,

r=y(a+b—a%),

xta.
VS Gy e c(b—z)°
Enfin 2 (a*y/* +-x*) y" = zy’ donne I'équ. homogene (n° 815)

a(ely*+a)dy = xy'dx, qu'on sépare en posant z=y'z; doi

dy’  zds

On intégre par log. , et il vient

=cy(2e*+2), et z=cz |/[2a +2z%);
or ,y-—,fy'dr lorsqu’on met pour y' et d.c leurs yaleurs enz,
deyient y =3¢ (8a*~=2*) + b. 1l faudra enfin éliminer 2
entre ces yaleurs de = et y-

843. V. Supposons, que Péquation dn 2° ordre aitfa forme
F(y", ¥'sy)=o0, c.-a-d. quex n'y entre pas. La substitution
de la valeur (4, p. 431) de y" réduira la proposée au 1
ordre entre y ety

Parex., siy’=f(y’, y), on trouve_y’d_y =dy.f (> ), dont
Ja forme est assez s]mp]e

2° Si lintégrale qu'on ohtiendra est résoluble par rapport &
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y’, ensorte que_y’ =fy, onaura dz = e

( vf el
2°, 5i l'on peut tlrer_yenfonchon de_y , ou _y..jj/ dy=y'dz

donnera
a:=fd—‘;;l ff}' dy's

on chassera ensuite y* de I’integ-‘alea Paide de y = Fy'.

et I'on en cona

cluera aisément 2 en y.

- 3% Enfin, si cesdeux cas n’ont pas lien, on cherchera a expri-
mer y* et y en fonction d'une 3° variable z, et y'dv= dy de=~
viendra Zdzr==74dz, etc.

Léqu. y"(yy’'+ a) =y’ (1 +y*) se change en
dy' Gy’ +a)=dy (1 +5)s
doli (p. 402)  y=ay' +cy/ (1 4y,

d
::f—;' =eally)+ecl[y+y -y ]

1l faut ensuite éliminer y' entre ces équ. On trouve, par ex.,
lorsque c=o,

x=al (by); don y= CeE.
L'équ. aby"= {/(y*+ a’'*) devient '
aby'dy’ =dy V/(y*+ a%y®),
Pour intégrer, on fera_y' :g a cause de 'homogénéité, etl'on

aura abzdy — abydz = z’d_y V (z*4-a*); I'équation est sé-
parable, et faisant ensvite /(22 4-a%) =1z, onen tlrez, dz, et

dy — btdt
P'on substitue ; on trouve = — 24
: T il sera aisé d’ob-

tenir y en' fonction de ¢, ainsi que y

: par conséquent aussi
dy . SR 5
T—= —)7 On éliminera ensuite .

a8..
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Soit y* - Ay" 4 By=o, A et B étant constans : on a Péqu.

homogéne y'dy” Ay'dy -+ Bydy—=o; on faity’ =yu;
; dy " —uds T —udu
diot, y  wtdutB T (v—a) (u—0b)"'

en désignant par a et b les racines de u* 4~ Au - B —=o0;

3 oy iz B —dy
ot o= T uy — (w—a) (u—>b)
2d —d d —d
Donc;g?y_adx=u_l;, —yx —bdxzu_i,

]_y—ax:](;%) ; I_y-—-bx:](ui‘),v

n m
U—a= —el* | y—p = g,

enfin, retranchant, on obtient, pour intégrale compléte,
y (b—a)=— me*® 4 ne’*, qu’on peut metire sous la forme
y=Ce**- De**, C et D étant des constantes arbitraires.

Si a etbsont imaginaires, ou @ ==k—h}/—1, b=k+4-h |/—
on trouve, en substitnant ci-dessus ,

y: Gh: (Cefl.:-V—J + Dehn/-x).
Mettant pour V"~ savaleur (L, p. 185), on a
y=2¢"(C cos hx+ D'sin hx) =C"e*= cos (hx -+ ihe
Enfin, si @ ==b, en reprenant le calcul, on a

a

d.y‘h. ud"’ o —— —plt— .

o (T”——a)”douy(u D=l
dyis iy Siieda S e ol e
or, dz..._y, Ty dott u—a = ek

éliminantz — @, on trouye enfin
- y=cEE (@ k)= Ce® (x-h).
844. L'équ. y" 4 Py’ 4 Qy=o0, Pet Q étant des fonc-

tions quelconques de x, s'intégre par une transformation trés

1,
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simple. On fait y

= oz 5 y’:uefudx_, y”:eﬁ“{r(u’ o
d'ou u' (w4 PutQ)=o0,

. fudz .. o
parce que le facteur commun e Ju disparait. Le calcul est
donc réduit & I'intégration de I'équation du premier ordre ,

du—(u* +Pu+ Q) dz =o.

Par exemple, si P et () sont constans , et @, b les racines de
U+ Py Q=o, il est évident que u =a et u = b satisfont 4
cette transformée : donc ona fude —azx--m you=bx--n, et

y — g THm — (pax ,ouy= ebetn — Debr,
La somme de ces valeurs de y satisfaitdonca la proposée ; ainsi
son intégrale complete est, & cause des deux constantes arbi—
traires € et D, y — Ce** 4 Peb=,

Quand les racines de * 4+ Pu - Q = osont. imaginaires, ou
u=Fk == 1{/— 1, oma vu (p. 486) comment ce résultat prend
la forme y= Ce*cos (hw=f) : et si les racines sont égales,

’

il faut intégrer I'équation du - (u—a)*dz=o, qui donne

U—g = d’on

1
Tk ’ !

fudw=1(z+R) +ax 4D, y =" — Com(zip.
On retrouve donc ainsi Iés résultats obtenus dans le dernier
exemple. - <

845. Intégrons I'équ., linéaire on du 1% degré en y,
PRy Oy

P, Q et R étant des fonctions quelconques de @ seul, 10 est

aisé de ramener l'intégrale de cette équ. a celle du paragraphe

précédent, en faisant disparaitre le terme R. Pour cela, faisons,

comme n° 817, y =tz ; d'out ;
5=z 4ot s y'=ta" ot 4z,

En substituant et partageant Péqu, résultante en deux. autres )
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a cause des variables ¢t et z, on a

2"+ Pz’ + Qz=o0. . . (1),

,, B 2N R
et e (p-;-7 ==,
ou dzf—i—t'(P—}-ii dx:RTd-r. SR

Supposons que la 17 soit intégrée (n° 844), et qu'on en ait tiré

la valeur de z en a5 la 2° sera linéaire du 1" ordreentre ' et x,
et sera facile & intégrer d’aprés ce qu'on a yu (n®817).

Soit , pour abréger,

e SPdx

Qe e NSy
2t .
commee” T g2 s (n°14g, 12°.); on a
¢zt = (Rezdx,
puis : y:tz:zA/‘(:]'—J—i j'Bgozd.z:).

La double intégration que renferme ce résultat mtrodmt deux
constautes arbitraires , et par conséquent Pintégrale complétede
la proposée permet d employer pour les valenrs de z et ¢ des
fonctions quelconques de z qui satisfassent aux équ. (1) et (3).

Appliquons ces preceptes ay" +~y Olbes — u S

o Xt
fqpiol = e Wple Lol iy e
8y Ty A T et

1°.Vl'équ. (1) devient

; ;
'l L TEENE s T i3 1
"+;—;“ d'ou du+ u’+a-:—;;)dz=c,.

N udx ;
3 e des = o (n°844) : cette équ. est rendue homo-
‘gene en faisant u= v, et I'on sépare ensuite, en posant

z=vs (n°815). On trouye

dv .~ $Phs—1 BERS 5+1
e 'J(sn:l—)-—ds, d’ont \/(s__l

- 5 53
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on w'ajoute pas de constante. Restituant pour v et s leurs ya-
Jeurs u—" et ur, on obtient
—'1 d __ gt =
j—r udaedes e

—-————x=+——l——, Sfudx =lza

~x(x—1)
2°. D’un autre c6té, Péqu. (3) donne p=a; d'oir L'on tire
[Rezdz=fadx = ax +b, et léqu. (4) devieut
z*—1 ((ax+ ,b)z‘dx

VS 27 (:E’—— 1)3

cette derniére intégrale revient (n® 577 ) au quart de
a—b a a-b a s ﬂ-ﬁ l( =T 5
f((z‘-l—l)“ a1 (x—-l)’+x__——l)dx e CI+I)
R )
i Vo Tx— - x =1

donne pour I'équ. (1),

y o @1 m
De méme y ——Fy=—\/—":m

?—1)2 vops
! — g-a—l—)zo; on y satisfait en prenant z = y/x**.

2
4t
Dlaillenrs g=1, et fRzpzdx:fmdz::mz - b; donc
(mx+b)dx
y=2 R a:"“(xd 1).

846. Lorsqu'en comptant y, z, dy, dx, et d%y, chacun pour
un facteur, I'équ. est homogéne, on I'intégre en posant

y=ux, dy=y'dn, y'v=z...01),

u, y' etz étant de nouvelles variables. En effet la transformée |
dans notre hypothése d’homogénéité, aura partout x en facteur
4 la méme puissance, attendu que y" et y” sont censés étre des
degrés, o et — 1 (n° 815). Ainsi, la division dégageant I’équ.
de la variable «, elle sera réduite a la forme z = f'(y’, u).

Or,ona dy=y'dz—=udr4xdu, zdy’ =zdr,

i ' dx du _dy du
(SR Y G

x y—u Z y——u.
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mettant fpour z dans (3), cette équ. est du 1° ordre en ¥ etz
et on lintégrera : qu'on tire de la ¥'=gu, et qu'on substitue
dans (2), cette équ. séparée aura pour intégrale 1o =+u;
il restera a éliminer u, a l'aide de y=ux, et I'on aura I'in-
‘tégrale compléte, puisque les équ. (3) et (2) ont introduit cha-
cune une constante arbitraire.

Par ex. xd*y=dydx, on xy'=y’, donne z=y’, et (3) devient
dy'(y'—u) =y'du, don 3= [(udy’ 4 y'du) =yu+tc

dx  dy <ol
Or, —= __)'_, donne x=ay'; ainsi, éliminant y’ entre ces
x

deux intégrales, il vient x*— sgru= C; puis, élimvinant u,
x*—2gy==C est Iintégrale cherchée.

847. Sait Véqu. dy-+-By' +.. .. Ky®=o0, dont les coef-
ficiens sont constans ; faisons y=cez, d'ou

A+Bh - Ch ... . Kh*=o... (M). Z

Done, si Pon prend pour % les n racines hyk, L... de cette
€qu., et les n constantes c, ¢/, ¢"..., la proposée sera satisfaite
par toutes les valeurs y = ce?*, ainsi que par la somme de ces
quantités : I'intégrale compléte est donc

y=cetT 4 cletr L ele g (V).

S'il'y a des racines imaginaires, elles seront par couples,
h=axby/—1, et deux de nos termes réunis formeront
€' (ce?* V'~ - ce7?2 V=) | qi'on réduit (L. paoa 8hiE

e°(m cos bx - nsin bar) = ke= sin (bx 1.

848. Lorsque I'équ. (M) a des racines égales, (IV) n'est plus
qu'une intégrale particuliére. Que b=k par ex., les deux 1%
termes de (IV) se réduisent 4 (¢’ ~+¢")el, ot ¢ 4 ¢ ne compte

que pour une seule constante, et il n’y a plus que n—1
arbitraires.

1°. Si toutes les racines de (M) sont égales , la proposée est
hity — nh" =y 41 n(n—1)hr=2y". ., ==y W—=a/(B)
puisque (M) reyient alors & (% =P =10:0r; soitiy =ut

EQUATIONS DES ORDRES SUPERIEURS. 44x
Qo y'=ut' + i/, y' = ut* -+ oty ', y'= ut’”-{—g ,_et}ci. o
faisons ¢ = é4®; comme t'== het*=ht, t"=h"t...., t. =Rt
on trouve 2
b3 1
y=ut, y'=t(hu 1), y' =th*u+ ohu' H+u") . ..
O == t(htu - i 3 i) ).
Shstituons dans (P), et nous aurons une équ. dont ’((()Ius les
termes s'entre-détruiront, excepté le dernier u(?); donc u ),_—_o' s
savoir uw==a 4-bx 4 cx... 4 fz"; et il vient pour I'inté~
grale compléte, dans le cas supposé,
y=ut= (a+bx+cxz*.. 5 e
2°. Quand T'équ. (M) a m racines =, elle a (—«)™ pour
= n !
facteur, sous la forme A+ Ah™—* + Bhm—*+-. . . . 4", Com.
posons I'équ. i
hmy + A]l"‘_'_y"-]— Bh’""y" S iy(m) o
On a vu que lintégrale compléte est (@ —-bzx.. .+f1:’"'l“l)e“1-
D’un autre coté, la proposée est satisfaite par y ==ce'*, c’e'"...,
yaletirs correspondantes aux n—m, racines inégales de /2 dans
'équ. (M ). Comme par la propriété des équ. linéaires la somme
de ces solutions doit anssi satisfaire  la proposée, Pintégrale
compléte est
y=(a+bx,..4for e**+ cet? e ...
a,b...f;c,c ... sontles n constantes arbitraires, «, /1, [..=
les racines de l'équn. ().
Ainsi penr 'y—2y’ 9y"— oy*-Ly—0, on trouve
1—oh Foht— ol It —o=(1—A)* (14 F?),
dott y=(a-}bx)e= 4 cerVimti desV/ b
y=e“(a4bx)+ dcosx+ Bsinx.
849, L’équa_ti‘ou Linéaire de tous les ordres est
Ay By + €y .. (- Ky =X,
Supposons que X désigne une fouction donnée de x, ct que
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A, B.... soient constans. On sait toujours réduire I'intégration
4 la résolution des équ. par le procédé suivant, que nous appli~
querons seulement au 2¢ ordre :

Ay + By’ + Oy' =X,
Soit e—*dz le facteur qui rend eette équ. intégrable : comme
Xe~""dx est la différentielle d’'une fonction de x, telle que P,

Ie 1%® membre, et dz( Ay ~+ By’ + Cy"), est aussi celle d’une

fonction de la forme e~*(ay 4 by’). Différencions donc ce
résultat » €t comparons terme a terme, nous aurons

—ha=d, —hb+a=B, b=_C,
dott A Bh Ch—o, az_g, bl i)

La constante inconnue % est I'une des racines de la 17e de ces
¢qu., les deux autres dorinent a et b, et Liniégrale du 1°ordre,

ay + by — e (P +-¢).
1l faudra de nouveau opérer sur cette équ., on plutdt mettre
pour / les deux racines %’ et ”, puis éliminer ' entre les deux
résultats, ce qui donuera l'intégrale compléte (n° 832).

Pour I'équation du degré n, le méme raisonnement prouve
que k est racine de I'équ. ;

A4-Bh4-Ch*. . . Kh*—o,

et autant on connaitra de ces racines, autaht on aura dintégrales
de ordre n— 1, de la forme L

@y by oy 4.y D — ghm(P oy,
entre lesquelles on éliminera un nombre égal de quantités
YO0, y@=D. ., ce qui réduira le probléme 4 un ordre d’au=
tant moindre, ou méme fera connaitre Pintégrale éomplére, 51

Ton a toutes les racines A. VOyéz le Calcul intégr. d'Euler,
T. 11, p. 4o2; on a

\

v a—B Yt e
d——F, b= it t::—ll_—--—....l:—}{—-5

FQUATIONS SIMULTANEES. 443
Lilimination entre les Equations différentielles.

850.Si I’on a deux équ. entre x, y et ¢, l'élimination d? ¢
conduira & urle rclation entre @ et y; mais si ces équ. sont dif-
férentielles, ce calcul exige des procédés nouveaux.
(Mx+Ny)dt+Pde+ Qdy=rdt,
(M x4 Nyy)dt +Pdxe + Qudy=r,dt,
étant les équ. les plus générales & trois inconnues , éliminons dy,
divisons par le coefficient de dz, et faisons—en autant pour dx 3
nos équ. seront mises sous la forme plus simple
(x4 by)dt 4 dr= Tde,
(a'z - bly)dt + dy = Sdt.
Nous suppaserons ici que les coefficiens sont const.ans/, et
7', 8 des fonctions de ¢. Multiplions la 2® par une indéter-

minée k, et ajoutons a la 17, nous aurons

c b4-b'k ety e
(a4a'k) (x4 S dt 4 (de 4 kdy) = (T"+ Sk)
Cela posé, il est visible que le o° terme dx - kdy serait la'dif.—-
férentielle du 1°*, abstraction faite de (@ - a’k)dt, si Von avait
_b4bk
T atdk
Prenant pourk 'une des racines de cette équ. , lon aura

i (e 2k (x + ky)dt4-dx 4 kdy = (T-=Sk) dt;
ou (a+a'Byudi4- du=( R +Sk)dz,
en faisant x4 ky: u, Il sera ai\séhd’imégrer cette équation
linéaire (n°817), et d’en tirer en fonction de t la valeur de. u,
ou @+ ky = f1; on metira tour i tour pour k les deux racines
de notre équ., et il ne restera plus qu'a éliminer ¢ entre les
résnltats. g b :
Si les racines de k sont imaginaires, on remplacera les expo-

L ou d’k* 4 (@ —b)h=50.
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nentielles par des sin et cos, comme (n* 843 et 844). Et, sf

elles sont égales, on n'obtient, il est vrai, quiume seule inté=
grale entre =, y et ¢ : mais en en tirant la valeur de I'une de
ces variables; et substituant dans l'une des proposées, on doit
intégrer de nouveau 'équ. résultante 4 deux variables, o+

851. Si I'on a trois équ. , et quatre variables x, y\zet £
pour éliminer z et ¢, et obtenir une relation entre et ¥, on
posera : : ;

“(ax 4 by 4 cz)dt 4 de==Fdt,
(@x by + cz)dt+ dy = Sdt,
(@'z 40"y +- c'z)dt + dz = Rdt.

Nous supposons:que 77, S et R sont fonctions' de ¢ seul, et
que les autres coefficiens sont constans. Pour opérer de méme,
multiplions Ia 2° par £ et la 3¢ par Z, k et [ étant deux indéter-
minées ; puis ajoutant le tout, mettons le résultat souns la forme

: i b4-bk+-b"L ct k4"l
(asEa ka4 (:c+ dxak+al?) a+dk+a'l z>d£
+de +kdy+-lda = (T + Sk + Ri)dt.
Or, il est clair que la partie renfermée entre les. crochets aura,
pour différentielle dx - kdy 4 /dz, si Ton détermine et k
par les conditions G
b bk 401 c-ch 4ol i
7 g — R 7 et
a-+ad'k4a"l atadh+4a’l T
done, si lon fait x4 ky-lz=u, on aura
(a4 d'k+a'l) udt + du=(T'+ Sk RIyds.
Intégrant cette équ. linéaire , il viendra u en fonction)de ¢,
ou w+ky -+ la==ft; et comme k et L sont donnés par des équ,
du 3° degré, en en substituant les racines dans cette intégrale,
elle donnera trois 4qu. entre Z,y, t et z, qui seryiront a éli~
miner £ et z. : -

~ 852, Si Ton a les équ, du 2b ordre s
dy + (ady 4 bdx)dt -+ (cy +=gx)ds* = Tde,
'z (a/dy-+b'dz)di (cly g 'x)dr = Sds,

EQUATIONS SIMULTANEES, 445
on fera '
et Von auradp -+ (ap + bg + cy + gx)de = 7'dz,

dg+4-(ap+b'g + ¢y + g'x)dt =8dt;
on aura-donc quatre équ. entre les cing variables p, q, &, yett,
et on les traitera par le procédé expliqué ci-dessus. ‘On yoit

que-ce genre de calcul s'applique en général aux équ. du
1°° degré et de tous les ordres, quel que soit leur nombre.

dy=pdt, " de=qdt,

Quelques Problemes de Géometrie.

8b63. Lorsque dans Péqu. F(z, ¥, ¢)=" d'une courbe, Ta
constante ¢ est arbitraire, et qu'on lui attribue successivement
toutes les valeurs possibles, on a un systéme infini de lignes.
On nomme Zrajectoires les courbes qui coupent celles-ci sous le
méme angle; en sorte que si, par ex., la trajectoire est Ortho-
gonale, en menant des tangentes & cette courbe et & la courbe
variable, a leur point d'intersection, ces tangentes soient a
angles droits.

7

Voici le moyen général d’obtenir I'équ. f(x, y)==o des tra-
jectoires. Soit F(Y, X, ¢)=o 'équ. de la courbe mobile, &
raison du paramétre variable ¢, Pour une valeur de ¢, cette
courbe prend une situation déterminée 4M (fig. 61) : menons
des tangentes a cette ligne et & la trajectoire DM en leur
point commun M; ¥’ et y' en fixeront les inclinaisons sur
Vaxe des x, et l'angle 7"MT qu'elles forment entre elles a

e 4
pour tangente a=— sl D

8+ Ty’
(+Yy)a+¥ —y =o....(2).

11 faut ici remplacer ¥ et X par y et =, parce qu'il s'agit d'un

point commun aux deux courbes : e est une constante ou une

fonction donnée. Le raisonnement du ri® 462 démontre que si
Yon élimine ¢ entre cette équ. et celle F(y, ®, ¢)==o de la
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courbe coupée, et qu'on intégre, on aura celle de la trajemaire.
Si elle est orthogonale, on trouve simplement

1yl — o (2)"

Par ex., si P'on demande la courbe qui coupe a angle droit
une droite qui tourne autour de origine, ¥'==cX donnera
¥’ —c, et Péquation (a) deviendra 1+-cy =o: éliminant c &
Yaide de y—cx, on trouve zdz -+ ydy=o, d'ont iyt
Donc la trajectoire est un cercle de rayon arbitraire.

Mais si la droite doit étre coupée sous un angle donné, dont
a est la tangente, le méme calcul appliqué a I'équ. (1) donne,
pour la trajectoire, cette équ. différ. homogéne (n° 815),

y+ax=y(x—ay);
d’ont al(cV/ a* Fy*) =arc (taug = %),

équ. qui appartient & la spirale logarithmique (n° 474), ainsi
qu'on peut s’en convaincre en traduisant cette relation en coor-
données polaires (n° 385).

Pour I'équ. X™¥™ =, qui appartient aux hyperboles et pa-
raboles de tous les ordres, le calcul donne 1'équ. homogéne
(nx--amy)y’ = apx—my. Quand la trajectoire doit éire
orthogonale, myy’ =nx ayant pour intégrale my*—nz*= A,
cette courbe est une hyperbale du 2° degré, ou une ellipse,
suivant que I'exposant n est positif ou négatif.

La trajectoire orthogonale du cercle qui a pour équation

¥*==2cx—a? est un autre cercle, dont I'équ. est y?4 pf=Ay.
On le construit en prenant pour centre un point quelconque de
Paxe des y, et pour rayon la distanee de ce point & Porigine.
. 854. Lorsqu'on se propose de. trouver une courbe dont la
soutangente ou la tangente.... soit une fonction donnée ¢ de
@ et de y, il suit des formules (n° 722) qu'il faut intégrer les
fqu.y =y, y1/(1+y*) =9.... Cest pour cela quion a
donné le nom de Meéthode inverse des tangentes & la branche
de caleul qui est relative & Pintégration des équ. du 1% ordre
entre et y.

PROBLEMES. 447

En voici quelques exemples. :

Quelle est la courbe dont en chaque point la longueur n de
la normale et 'abscisse £ du pied de cette droite, ont entre elles
une relation donnée n=F2 Puisque (n° 722) onat=x+yy'
et n=yy/(1+y"), il est clair que le probléme proposé se
réduit & intégrer léqu. y1/(1 4y =F(x+yy).

Sil'on veut que 7 et ¢ soient les coordonnées d’une parahole, ”
dom 2p est le paramétre, il faut que n*=2pt, d'ont

YO+ y)=oplz+yy)-
Pour intégrer cette équ., résolyons-la par rapport & yy', puis
divisons tout par le radical, nous aurons

4
HE=) Sodaal

Ve Epe=r .
or, le 1° terme est visiblement la dérivée de {/(p*+-opz—y*); -
donc V/(p*~+2px—y*) +x=a. Si l'on carre, on obtient,
en mettant ¢ au lieu de la constante arbitraire a-p,

¥+ x* —2cx -t —apc—o.

La courbe cherchée est donc un cercle dont le centre est en un
lien quelconque de Paxe des @, et dont le rayon est moyen
proportionnel entre 2p et la distance de ce point & lorigine.
Cest, au reste, ce qui est d’ailleurs visible.

Mais, outre cette multitude infinie de cercles qui satisfont au
probléme;, il y a encore pour solution unhe parabole; ear, en
remontant aux procédés des n* 823 et 827, on trouvera I'équ.
singuliere y*=— opw 4 p*. 1l est facile de vérifier (comme on
T'a vu n° 824, 3°.) que cette parabole résulte de lintersection
continuelle de tous les cercles successifs compris dans la solu-
tion générale.

855, Trouver une courbe telle, que les perpend. abaissées
de deux points fixes sur toutes ses tangentes, forment un rec-
tangle constant=k. Prenons pour axe des x la ligne qui joint
les deux points; 'un étant & Porigine, et Vautre distant de aas
le n° 374 fait connaitre les expressions des distances de ces
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denx points & la tangente, qui a pour équ. ¥—y=¥'(X—x),
et on trouve

(2ay' + y—yx) (y— y D)=k +y™)....(1).
Cette équ. s'intégre en la différenciant d’abord; y" est facteur
commun, et l'on trouve y"=o0, et

s—x(2ay +y—y'x) + (y—y'x) (ca—x) =2ky'..... (2);
la 17 donne y’ = ¢, qui change la proposée en
(2ac + y—cx) (y— cx) =k(a 4-¢*);
ce sont les équ. de deux droites; et il est aisé de s’assurer
4 .

qu'elles répondent en effet au probleme. Le nombre des droiies
comprises par couple dans cette relation, est d’ailleurs infini,

Quant a I'équ. (2), si L'on en tire la valeur de y/, et qu'on la
substitue dans (1), en changeant x en x4-a, on a

y @+ k) + kx> =k (a* 4 F).

On trouve donc une ellipse qui a pour foyers les points fixes
donnés, et pour demi-axes {/(k 4+ a*) et 1/k. Cette courbe est
une solution singuliere du probléme, et résulte de I'intersection
successive des droites comprises dans l'intégrale compléte.*

On pourra s’exercer encore aux questions suivantes :

Trouver une courbe telle que toutes les perpend. abaissées
d’un point donné sur ses tangentes soient égales. sy

Quelle est lacourbe telle, que les lignes menées & deux points
fixes d'un point quelconque de son cours, soient également in-
clinées sur la tangente ? Vi

Y. INTEGRATION DES EQUATIONS QUL RENFERMENT TROIS
VARIABLES.

Equations différentielles totales.

856. Puisque I'équ. dz=—=pdx - gdy résulte de la somme
des dérivées (n° 704) de z=f(=, y), prises relativement & z

EQUAT. DIFFER. A TROIS VARJABLES. 449
€t y considérées comme variables indépendantes, on en conelut

que les fonctions de x et y représentées par p et g doivent
€tre telles qu'on ait (n° 703) I

dp Aoy

Si une équ. proposée satisfait & cette condition, on intégrera la -
différentielle exacte pdx +- gdy, par le procédé du n° 819; le
résultat sera la valeur de z ou flz, ¥)- Clest ainsi que, d’aprés

Yex. I, p. 405, I'en voit que Tintégrale de

dz:VT:if};x—{) ~+adx 420y dy,
est z:b‘y’+a.z:+lc(1.‘+~\/l-}-—.t’.)v.
857. i I'équ. différentielle proposée est
Pdx - Qdy + Rdz=o,
P, Q et R étant des fonctions de &, y et z, on pourra la
mettre sous la forme dz = pdx gdy, en faisant

iy : S b
=—g.9=— % Pour reconnaitre si la condition (1) est

remplie , comme p contient z qui est fonction de x ot , pour
obtenir le 1* membre de I'équ. (1), il ne faut pas se borner a
regarder & comme constant'dansp, et Y comme variable ; il fant
en outre faire varier z par rapport i y; don (n° 704)'
dp dp dz >

'gj +q. az’ é cause de 9= ‘&; On endira autant de g rela~

tivement a2 : ona donc, au lien de la condition (1)
5

dp  dp_dg, dg
Rl e
Remettant pour p et g leurs valeurs, on a

dR d? dQ dR dp
P——R— et = g

&G TRty —Pgi=o... (),
é(’]u. qui exprime que z est une fonction de denx variables in-
dépendantes ; auxquelles elle est lide par une seale équ.

.

2. 29
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858. Soit F1e facteur qui rend I'équ. Pdx + Qdy4-Rdz==o,
1a différentielle exacte de f(x,y, ) =o. Il suit des principes
développés ( p. 284 ), que si I'on fait @ constant, ‘ou dxr=—0
Péqu. FQdy 4+ FRdz= o doit étre une différentielle exacte
entre y etz : on doit ‘en dire -autant pour dy=o et dz =o;
d’ou I'on tire

d.FR._d4.FQ . d.FP, d.FR d.Fde.FP

dy dzp G da oy deid ide dy.?
e b i p=Q B,

P nff i 6
PR} ri_okt

Or, si 'on mnltiplie respectivement ces équ.par P, QetR,
et quon les ajoute, les 2®* membres se détruiront, en. sorte
que le facteur commun F disparaissant; on retombera sur la
relation (2); donc on ne peut espérer de rendre la proposée
intégrable 4 laide d'un facteur I, qu'autant que la condition(2)
est satisfaite. Toute équ. entre deux variables est intégrable,
au moins par approximation, tandis qu’il n'en est pas de méme
des équ. & trois variables ou plus.

859. Siles différentielles passent le 1°* degré, voici ce qui.a
lieu. Quelle que soit Iintégrale cherchée, en la différenciant, il
est clair qu'on peutlamettre souslaforme Pdz~+ Qdy+Rdz=o,
4 laquelle la proposée doit étre réductible ; donc, si I'onré-
sout la proposée par rapport a dz, les dx et dy ne doivent pas
demeurer engagées sous le radical : elle n'est donc intégrable
qxi’autant quelle est décomposable en facteurs rationnels. Pout

Adx? 4 Bdy* <~ Cdz? + Ddxdy + Edxdz - Fdydz =o,
le radical compris dans la valeur de dz est )

VI (E—44 Oz + o(EF— 3D C)dzdy + (F*—4B0)dy*];

EQUAT. DIFFER. A TROIS VARIABLES. 451
en Je soumettant 4 Ja condition connue (n° 138 ), on trouve
(EF—2DC)* — (E*—44C) (F*—4BC) =o.... (4).
Si cette équ. est satisfaite , on aura & intégrer deux équ. de la

forme Pdx - Qdy -+ Rdas =o, dont la proposé est le pro-
duit. 8

860. Pour intégrer Pdx - Qdy + Rdz =0, lorsque la con-
dition (2)'est remplie , on regardera comme constante 'une des
variables, telle que z; puis on intégrera Pdx -+ Q(fy:o. Soit
f(z,y, %, Z) =o Vintégrale, Z étant la constante arbitraire ,
qui peut contenir z : on différenciera cette équ. complétement,
et I'on comparera a la proposée ; il deyra en résulter pour d.Z
une expression indépendante de et y, fonction de z et Z seuls;
Vintégration fera connaitre Z. Ce procédé résulte des principes
mémes de la différentiation des équ. (n° 704 ).

L. Soit dz (y+2) +dy (x +z) - dz (« +y) =o0: enfai-
sant dz=o0, onadr(y-z) 4 dy (x+z) =o, dont l'inté-
grale (n° 813) est (x +2) (y+2z) =2Z. Différencions ce
résultat, et comparons a la proposée, nous aurons dZ — azdz .
d’ott Z =2+ c. Doncl'intégrale demandée estzz +yz+xy=c.

II. Avant de traiter 'équ. zdz 4 zdy +-ydz = o, on la sou-
mettra & la condition (2); et comme a -+ y +zn'est pas nul,
on voit que I'équ. n'est pas intégrable. Sil'on exécutait le calenl
indiqué pour I'intégration, on trouverait que Z ne peut étre
dégagé de x et y.

. Pour[x (x — a) -y ( y—b) [ dz = (z—r) (xdx +ydy),
1a méme chose a lien, 4 moins que @ et & ne soient nuls. Dans
ce cas, on a (@ + y)dz=(z—c) (zde 4 ydy); on intégre
en faisant dz =o; d'ott *+y* = Z*, Différenciant et com-
parant a la proposée, on trouve Zdz= (z—c)dZ ; don
Z =4 (3 —c). Ainsi l'intégrale est 2* 4 y?—= 4> (3 — )%

IV. Soit encore proposée I'équ. 4

U yz+2)de + (2 o2+ 2)dy + (2* +ay +y3)da=o.

En faisant dznul, on a 4 intégrer
29..

N
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dx dy s
T 2z - 22 +y" -]—_yz.+:z.‘—_o B
Vi [arc(tang—-——) +arc(tang—— —i‘g}')]——f'z,
ou (¥ arc (tang— s D1 ——zv3 iz

* ez '—'Zy s QJ.-y

Puisque cet arc est une fonction de z, sa tangente l'est aussi, et
T'on peut poser, en faisant le dénominateur = ¢,

@ty+zz _ (yt+e)z

27 —zx—z_y-—ax_y ?

Z (a).

Différencions cette équ. Chassons le dénominateur¢*, et com-
parons & Ja proposée multipliée par 2z; comme les termesendz
et dy sont les mémes des deux parts, on égale entre eux les
autres termes, savoir:

B ayty)zdz=—o(z*z-2’yFaxyzt-zly+ yix)dza-%.dZ,
a(x*2+Br yz 4y’ +aix 2ty +ay-+yix)dz¢?. dZ =o.
Mettons pour @ sa valeur tirée de (a), et supprimons le facteur
commun & -y -2,

2 (zy + yz+x2)Z*dz+- (x-}-y—{-z.)z.‘.dZ:ﬁo.

Clest cette équ. qui est destinée a donner *Z en =z, et qui doit

ne pas contenir x et y. On tire de (a)
I

z 7—2.*—11:)}7

Tz ys— Z+1 %

(*) On wrouve souvent des formules dans lesquelles on doit ajouter des ares
donnés par leurs tang. Soitarc{tang=a)-}-arc (tang==£); m et n désignant
ces deux arcs; on w=tangm , &= tangn, il s'agit de wouver Pexpression
delarc m +n. Ona (K, n° 359)

tang (m—=n _———'g; d'olt m 4 p= arc{ tan z———
S )= «B L '@

Clest ainsi qu'on a réduit I'équ. ci-dessus.
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Substituant, on trouve que 27 (z* — xy) est facteur commun ;.

etlona Z(Z—1)dz+z.dZ=0; donc
dz = dZ 4z o Z;‘ %
BT g g SR e ST

Avec cette valeur de Z, 'équ. (a) est 1’intég1'a1e demandée,
qu'on peut écrire xy | wz +-yz= e(x 4=y -2).

861..51 la condition (2) n'est pas satisfaite , en suivant le pro~
cédé qu'on vient d'indiquer, dZ ne peut plus étre exprimeé enz
et Z senls. F étant le facteur quirend intégrable Pdxz - Ody .
et u—+Z l'intégale de FPdx 4 F'Qdy; comparons la différen—
tielle de u—~ Z = o avec FPdx 4 FQdy-- FRdz=o; nous.
trouyons

55 adwalinaZ
st Z—o, = +— =FR... (5

z, y etz entrent ici, en sorte qu'on ne peut en tirer Z, ni l'inté~
grale demandée u +Z= o0, comme cela arrive quand la con~
dition d’intégrabilité est remplie. Il n’en résulte pas moins que
w4 Z = o satisferait a la proposée et en serait I'intégrale , si
Ton déterminait Z en fonction'de z, Z =9z, de mamére a
avoir en méme temps la relation (5). Or, on a yu (n°yo4)
que, dans la différentiation des équ., on suppose tacitement
que les variables @ et y sont dépendantes , en vertu d'une rela—
tion arbitraire qui les lie 'une & I'autre. Dans le cas actuel, on
ne peut intégrer sans établir cette dépendance : on yoit que, si
V'on pose Z = ¢z, le systeme de nos deux équ. | |

d A
ugz=—0, £+¢z_=m.... ®)

satisfait 4 la proposée , quelle que soit dailleurs la forme de Ja
fonction @.

Les équ. quine satisfont point a la condition &'intégrabilité
étaient autrefois appelées Absurdes : on établissait en prin—
cipe qu'elles ne signifiaient rien, et qu'un probléme susceptible
de solution ne pouvait jamais conduire & ces sortes de relations,
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qu'on prétendait équivaloir aux imaginaires. Monge prouva que
cette opinion est fausse , en donnant la théorie précédente.

Si Ton cherche une surface courbe qui remplisse certaines
conditions, lesquelles, traduites en analyse , conduisent 4 une
équ. différentielle entre les coordonnées x, yetz, les points
de I'espace qui satisfont au probléme sont donc, dans le cas
présent, non pas ceux d’une surface , mais ceux d'une courbe &
double courbure, parce que I'équ. ne peut exister qu’en se parta-
geant d’elle-méme en denx, ainsi que cela s’est souvent vencon-

tré d'aillenrs (n° 112, 533, 576). Bien plus, comme ¢ est _

arbitraire,, ce n'est pas une seule courbe qui répond an pro-
bléme, mais une infinité de courbes soumises a une loi com-
mune.

Ainsi, pour zdzr +-xdy4-ydz=o, on trouvera

F=ax7, R=y, y+zlez=u;

d'on y+zlz+toz=o0, loztozs=yz,
pour les équ. (6) dontle systéme satisfait a la proposée, quelle
que soit la fonction @.

Dans Vex. 11l du n® 860, on a:

R=—zx(x—a) —y (y—b), F=(z—¢)™"; donc

2’+y* +agz=0, (3—¢) patx(z—a)+y (y —b)=o.
E’quations différentielles partielles du prerer ordre.

862. Soit I'équ. dz = pdx + qdy, p et g sont les différen-
tielles partielles de =, par rapport a @ et y respectivement.
Nous ayons donné les moyens de remonter de cette équ. & son
intégrale z = (%, y) ; proposons-nous maintenant de trouver
TI'équ z :f(x,y) par la seule connaissance de l'un des coefli-
ciens p et g, ou d’une relation entre enx.

Prenons d'ahord le cas ot g n’entre pas dans larelation, savoiy,
F(p, x, y, 2) = 0. On sait que les variables x et y sont in-
dépendantes dans Pintégrale z=f(x,y), I'une pouvant varier

; B
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sans Lautre (n° 704) ; comme g n’est pas dans la proposée, cette
- équ. se rapporte au cas ou @ et z ont seuls varié, puisque si
y variait, la relation donnée F= o demeurerait la méme. 1l s'agit

donc de faire p= g—% dans la proposée, et d'intégrer une équ:
entre les variables « et z, y étant supposé constant. ‘Al‘ors' la -
constante additive a lintégrale devra étre une fonction arbi-
traire de y, que nous représenterons par gy. :

Donc, pour intégrer I'équation F(p, X, y, z) = 0, il faut en
éliminer p o Paide de dz = pdx, intégrer en prenanty con-
stant, et ajouter @y. ;

‘On raisonnera de méme a I'égard de g pour intégrer Péqu.

F(g,z,y,2) = o

Par ex., p=3x* a pour intégrale z —x% - @y

Celle de z=py/(2*4-y*), est 2= P/lx* y*) + oy..

Pour py/(a*— y* — x*) =a, on trouve

Zic= a.arc(;sin»: V(a—:c"-_}‘§> +oy.. A

Soit gy +az= o, on intégre xydz 4-azdy=o0, x étant
constant, et on a 1(z%y?) =lc; d'ott 27.y* = gu.

Enfin, soit p(y* 4~ 2*) = y* 4-2*; d'ont résulte I'équ. home-
géme (y* 4 &*)dz = (y* +z*)dz, puis 2

arc(tan = z:-)_ ars<tang = ‘Z") —c
E5i5) Pl

ou (note p. 452)

sk S
arc(tang_yz_l_xz' =c, y“+:rzl_¢

863. Prenons I'équ. générale linéaire du 1%" ordre
Pp+Qq =7V,

P, Q, ¥ étant des fonctions données de =, y, z. Lliminons
p de dz=pdx + ¢dy, nous aurons

Pdz — Pdx = g(Pdy — Qdx)... (1),
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équ. a laquelle il faut satisfaire de la manisre la plus géné-

rale, ¢ étant quelconque, puisque d’apres 'équ. proposée, g

reste indéterminé. Quand les variables x, %> % sont séparées
dans cette équ., chaque membre peut étre rendu intégrable en
particulier, Soient m=—=u, p=4, les intégrales. des équations
- Tespectives :

Pdz — Fdr —o, Pdy— Qdz =o...3);

Véquation revient & pds — e dp, pe et ¢ tant les facteurs qui
rendent les équ. (2) intégrables: et pour que eette équ. le soit
. )
elle-méme, il faut que ’iq soit une fonction de 4, savoir. ..,
(v #
#==@p, ¢ désignant une fonction tout-a-fait arbitraire.
Lorsque les x, ¥, % sont mélées dans les équ. (2), si *=u,
et p = p sont des fonctions qui'y satisfont, la proposée a en-

core pour intégrale = ==gp; et c'est ce qui nous reste 4 dé-
montrer. ’

En effet, pour reconnaitre si la proposée est satjsfaite. par
une équ. quelconque = = g, il faut qu'en la différenciant sous
la forme dz = pdz+- gdy, les valeurs qu'on trouvera pour p

‘et g, étant substituées, donnent Pp -t Qg=V¥. Les différen-
tielles de » ==, p==48 étant

dr = Adx -~ Bdy+ Cdz=o, dp = qdx +bdy + cdz =0,

on trouve pour la différentielle de T—@p = o, relative .
azet x'.~;.(0—c.¢'p)p—|— A—a.@"; =5
dzety...(C—c.0'p)g+ B— b.olp=o0.

Tirant de 14 p et g, pour substitner! dans Pp - Qqg=7, on

trouve que I'équ. = = gp satisfait & la proposée, silon a
AP+BQ +OF =gy X (aP +bQ + c7);

mais si Pon admet que les fonctions 'z ot ¢ ont été choisies de

imaniére & satisfaire aux équ. (), on peut tirer de celles-ci dz
et dx pour substituer dans ds = o et dp=o0; et on trouye
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que les équ. qui expriment la condition déterminante de = et
p» sont

AP+ BQ+CF =0, aP+bQ 4+ cF =o;

ainsi 7 = ¢,§ satisfait & la proposée , la fonction ¢ demeurant
arbitraire, et 7= ¢p est Pintégrale demandée.

Sil'on élimine dz entre les équ. (2), il vient Qdz— Fdy=03
deux des équ. suivantes contiennent donc la 3¢, et peuvent étre
employées indifféremment :

Pdz— Pdr=o, Pdy —Qdr=0, Qdz—Fdy=o0...(3).

‘Concluons de I, que lintégration de l'équ. aux diffeéren-
tielles partielles. du 1%* ordre Pp~+ Qg =¥, se réduit a satis—
faire & deux des équ. (3), par des fonctions = =a, p =4,
et d poser =@, ¢ désignant une fonction arbitraire , « et g
des constantes , qui n'entrent pas dans lintégrale ; attendu que
la fonction ¢ contient autant de - constantes qu’on veut,

Si T'on fait @p== const., on a 7 == const. » qui satisfait aussi
a la proposée; en sorte que » =« et p =4 en sont des inté-
grales particulidres.

864. Examinons d'abord divers cas particuliers.

1°. Si # estmul; Pune de nos équ. (3) est da—o, Z==a=x;
il ne restera donc, dans la 22, que les deux variables @ et y;
Pintégrale p=4 s’obtiendra ensuite (chap. IV), et 2= @p sera
Lintégrale de Pp + Qg =o.

Par ex., py=gqux, donne R—y; Q:—x,_ydy+xdx:o;
dlot = a*+y*, puis == g(x* ~+9%), équ. finie des surfaces
de révolution autour de l'axe des z (n° 622).

Pour pr—++gy=oc, on trouve @#dy—ydr=o, ly=lur, Y=,
{: psenfinz=g¢p <‘—§‘>, cest I'équ. des conoides (n° 748).

De méme, soit g =pP, P ne contenant pas z, llintégrale
est ; W

z2=0p, p=[F(dx +pdy) 3
£ étant le factenr qui rend intégrable dz o-iPdy,

'
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2°. Quand il arrive que deux des équ. (3) ne contiennent

que deux variables et leurs différentielles, 'intégration donne
aisément = et p. ;i

.Soit proposée I'équation px +qy =nz; dol xda =nzdz,
axdy = ydx, puis 2 = ex”, y=gz;o0n en tire « et 8, valeurs,

de 7 et ¢, et par suite I'intégrale cherchée z = "¢ (’;):) On

voit que ¢ est homogene et quelconque; et comme la proposée
est 1'énoncé du théoréme des fonctions homogenes (p. 409),
on en retrouve ainsi Ja démeonstration pour le cas de deux
variables.

Pour px? 4 gy =z*, on a a’dzs = #*dz, a’dy =y

dov z7'—a ' =n, y~'—ax = ; donc lintégrale demandée

est : ;s i
bty Lt g SR (B0
P S z% xy

X et 7~ étant des fonctions de @ seul, T'équ. g=pX+7,
donne Xdz 4 Fdr=o, Xdy +dr=o0, et - :

} Vdx d
s=— [ es0 [3)

53°, Quand l'une des équ. (3) est seule entre deux variables,
aprés Vavoir intégrée, on élimine & I'aide de ce résultat »=w,
I'une des variables de Ja 2° ou 3¢ de nos équ. , puis on integre ,
etl'on ap=4@; onremets pour « dans ¢, et on ax=¢p, ou
P =@ x

Soit gry—px*=y*; d'oli *dz+y’dr=0, xﬂdy-{-xydx:o.,
celle-ci donne @y = @; mettant dans l'autre gr~" pour _y,.l!
vient dz~4-p*xidz=o0; don z =73 gz’ ; remettant icv
@y pour B, ona z-—gz y*xr ‘= =m; partant, I'intégrale de-
mandée est Bz = y* 4 Sxp(xy).

Pour px +qy = ny/(x* +y*), on a

2dz = ndx /(2> + y*), xzdy= ydx;

la ¢ donne y=px; chassant y dela 1™, elle deyient

dz = ny/(2 4 A)de; dot z—nxy/(1+4-4) =
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: puis m=z—n/(2°+ y*), p=yx"'; etenfin

s=ny/(@ + ) +o(2)

865. Mais quand x, y et z sont mélées dans les équ. (3),
il n’est plus possible dintégrer chacune en particulier, car y
ne peut étre supposé constant dans la 17, ni z dans la 2°.. ..
On est alors obligé de recourir a des artifices particuliers
d’analyse. Clest ainsi qu'on parvient souvent & intégfer, en
substituant pour p on g, dans les équ. suivantes, la valeur tirée
de la proposée; ces équ. résultent de de= pdx + qdy, traité
par lintégration par parties. '

z2=px -+ [(qgdy —zdp). . . ... 4,
z2=gqy -+ ((pdz —ydq). . . . . . (5)y
z=px +qy — [(xdp+ydg). . . (6).

Par ex., sip est une fonction donnée de ¢, telle que p = Q,
la relation (6) deyient

2= 02 h gy il y)dg . :
d'ott il suit que le facteur de dg doit ne contenir ni 2, ni ¥
#Q +y=04 z2=Qx+qy—0eq;
la fonction @ est arbitraire. L'intégrale résulte ensuite de 1'éli-
mination de ¢ entre ces deux équ., lorsque cette fonction ¢ a
été déterminée (n° 879). :

866. Apreés avoir mis dans dz==pdx +¢dy, la valeur de P
ou celle de g, tirée de la proposée, on a une équ. différen-
tielle entre les quatre variables =, y, z ¢t ¢ ou p. Supposons
que cette équ. soit réductible 4 étre une différentielle exacte

. en prenant pour constante'p oh ¢, ou une fonction § de cette

lettre ; et soit f{x, y,2; 6)=c, Iintégrale dans cette hypo-
these de 0 constant. Il est visible que si I'on différencie cette
équ., on reproduira celle d'ott on I'a tirée, non-seulement 8
et ¢ demeurant constans, mais méme si § et ¢ sont des va-

: ; o d i
riables, pourvu quon ait &{de ~+dc=o. Ainsi, pour rendrs
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a ¢ son état de fonction: variable quelconque dans équ, diffé-
rentielle, et que cependant I'équ. f=c en soit toujours Iin-

tégrale, il sullira de supposer que c est une fonction arbitraire
de 6, telle, qu'on ait ensemble
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d
=, y,2,0 =00, —f:zp’o.
: de

Dans le cas ot la proposée est différentielle exacte , 8 étant prig
pour constant, on intégrera dans cette hypothése, et on aurg
la 17 de ces équ. , qu'on différenciera ensuite relativement ¢ §
seul, pour former la o¢; le systeme de ces deux équ. satisferad
la proposée, ¢ étant une fonction arbitraire ; quand on aura

déterminé @ (n° 879), il restera & éliminer 8 entre elles, eton !

aura l'intégrale demandée.

1l suit de ce qu'on‘a yu (n°765), que sila 17® équ. est con-
sidérée comme appartenant & une surface courbe dont § serait
un paramétre variable, ces deux équ. sont celles de a caracté-
ristique; la recherche de cette courbe revient » comme on yoit,
* & Pintégration de léqu. proposée.

Soit donnée 'équ. z=pg; on tronye

C+ap
€n posant ¢ = ¢+ x; lintégrale est, pour 6 constant,

dz.:f%t—f-qdy, dyzqdzq—azdafz 6 4 2)dz — zdx

s 7 P

? T hifte ok pammme
en différenciant relativement a 6 seul. Le systéme de ces deux:
équ. est l'intégrale de l'équ. 2 =Dy,

9,

867. On facilite souvent I'intégration en introduisant une in-
déterminée 4, qui permette de partager I'équation proposée en
deux, Soit flp,x) = F(q,y); Faisons Slpa)==a; diowis.

F(g,y) = ¢; résolvons ces équ. par rapport a p et g, nous
aurons

P=U=0, g=x(y9), ds=+dc} xdy
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intégrons en prenant ¢ constant, d'aprés ce qu'on vient de
dire ;
200 = [z + [xdy :
il restera 4 différencier relativement a 6 seul, et & éliminer 6
entre ces équ. , aprés avoir déterminé la fonction @.
Par ex., pour I'équ. a’pg =x*y*, on a
2
e e e Loy el
Tfmt p=Tay =t
Donc - s
Baz + ot = 2% + ¥, Qo= a®— yb
868. Quand I'équ. Pp--Qg=7, est homogéne en x, ¥, %,
on fait x = tz, y=uz; P, Q, 7 se changenten P.z", Q2"
# @ (n° 815), et les équ. (3) donnent
(P —iF)dz=2Fdt, (Q,—uP)dz=2zF du;
d'ont (P, —t7)du= (Q. —uF)dt.
L'intégrale de cette équ. en ¢ et u étant trouvée, on s'en ser-
vira pour éliminer soit £, soit u, de l'une des précédentes,
qu'on sait alors intégrer; enfin, éliminant u et ¢ par x =1z,

y==uz, on a les solutions 7 et p des équ. (3), et par suite
Tintégrale = = ¢p.

Pour I'équ. pxz + gyz = x*, on trouve
(I—Qt’)dzzzidt, a1 —*)dz ==zt’du ;
d'olt udi =tdu, t=eu, z2y/(1—)=g;

X
enfin z=ay, y(z*—ax*)=8g, z"—“l‘““’"p(_r)'
Equations différentielles partielles du 2¢ ordre.

869. Outre les. coefficiens p et g du 1% ordre, I'équation
peut contenir
d’z d’z d’z d’z
—— P, s e ==, e b, (A
&= Ll T AT dp (4



462 CALCUL- INTEGRAY.:
doit  dp=rdz+ sdy, dg = sdz4-tdy...(B),

! @’z = dpdx +dgdy = rdx* + 2sdxdy + tdy*.

1l s'agit d’intégrer I'équ. @y zap g, TS it =0,
Remarquons d'abord qu'on doit considérer y comme con-

stant dans I'équ. qui a la forme 7 =Pp--Q, qui revient 4

d d
d:’ d; + Q, P et Q étant fonctions de x, y et z; car

les différentielles partielles g, s et ¢, qui se rapportent 4 la
variation de y, n’entrent pas ici (n° 862): on a alors 4 inté-
grer une équ. aux différentielles ordinaires du 2¢ ordre entre @
et z; mais au lien de la constante additive, on prendra une
fonction arbitraire gy.

SN : d
Par exemple, si z n'entre pasdans P et Q, en substltuantd—;

pour p, on a gg:}’p ~+ Q; la fonction (Pp+- Q)dx est li-

néaire entre les yariables p et z; y est d’ailleurs constant;
Tintégrale est donc (n®817), en faisant w = fPdx,

dz
P=F = Qde +ey);
intégrant de nouveau, et ajoutant une nouvelle fonction arhi-
traire 4y, ona l'intégrale demandée.
Loxsque P =0, onap=/Qdz +gy; d'o
z= [dx/Qdx -+ r@y +~‘l«y
Pour intégrer t= Pqg -+ Q, ou — dy‘ = P + Q, il faut

pr endre x constant, et a)outex ox et Y.

Soit at =xy;on a d'abord g = j—;: o + @x; puis

baz= y’x +yox 4 .
Pour léqu. zyr = (n—1) py -+ a; comme dans cet exemple
n—1 a y
e A T’ Q = J,_}/

.

463

DIFFER. PARTIELLES, 2° ORDRE.
on obtient

dz (4 n—1 Seaw {Z v,
(n—l}y+x o % (n—l)y+ n o+d
Enfin soit xr = (n—1)p, on a nz = "¢y +Ly.

= M, rentre dans la

871. Lmteglale de s=7, ou dd 2y
théorie des cubatures (n° 282);
z = [dxfMdy + oz +dy.
Clest ainsi que s = ax - by, donne
= jay(az -4 by) 4 ox 4y
872. Soits=Mp -4 NN, M et N étant connus en x et y, ou

dz dp
dJ,d_y dy Feadns

p ety sont ici seules variables, et on retombe sur un équ. li-
néaire (n° 817); donc, faisant u= (Mdy, on a

= g—i =e¥(p'z + fe7. Ndy). :
Intégrant ensn‘ite , par rapport & z, il yient
s=[(e*dxfe Ndy) -+ [e‘p'x.dx + Jy.
Par ex., pour sxy = bpx -}-ay, on trouye

== I:
(b——i—)}-:’*-y P la};‘rb—i-_yb.(px +-4y.

873. Prenons V'équ. linéaire du 2° ordre

Rr+8s+Tt=}, ou Rd ;+S + T dy _V

dxd_y
R, S, T, 7 sont donnés en ¢, y, z, p et g. Eliminant r et
t par les équ. (B), qui servent de définition & ces fonetions ,
on a

Rdpdy +- 7dgdx — Fdady = s(Rdy* — Sdxdy 4- 7dz*).
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Supposons qu'on connaisse deux fonctions P, qui rendeny
nul chaque membre respectif, ou qulon ait TS, pI=g,
ayec

Rdy* 4 7dx* = Sdzdy,

Rdpdy 4 T'dgdx = Pdxdy.
11 s'agit de prouver qu'ici, comme au n° 863, = @p satis~
fera ala proposée, quelle queseit la fonotion ¢, 7 et p conte-
nant x, y, z, p et g. Pour le démontrer, ramenons d’abord ces
€qu. au 1% ordre, en posantdy = odz, il vient

R —82 4+ T—=o0...(1),

dy=w0dx, Radp -4 Tdg=Fodz... (2).

La 17¢ de ces équ. donne pour 2 deux valenrs en x, Y% p0;
‘et on suppose que x# =« et p =48 ont été déterminds de ma-
niere 4 satisfaire aux équ. (2). Formons donc les différentielles
complétes dr = 0, dp=0, sous la forme

Adx -+ Bdy 4 Cdza+ Ddp +Edg =0, adx -+ bdy...edg :o;

Mettons pdx ~- gdy pour dz, @dx pour dy; enfin, pour dg sa
valeur tirée de (2), nous aurons deux sortes de termes dans
<haque équ. , les uns facteurs de d, les autres de dp; en les
égalant séparément & zéro (attendu que la proposée. , . .
BRr+ 8s... =7, ne pouvant déterminer qu’une des quantités
7, s, t, en fonction des autres, et de «, Y»%,petq, deetdp
restent indépendans), il yient

A+0B 4 (p a0+ 2mo, p LR

7 R0
at b+ (ot gt L2 =0, a=202
Ces équ. expriment la condition que = et p satisfont aux con-
ditions (2). Cela posé, pour feconnaitre si en effet Péquation
@ = gy satisfait 4 la proposée, prenons sa différentielle coim-
pléte dm ==¢/p.dp, ou

Adx +Bdy... Edg =¢'p. (adx + bdy...edq) ;

s
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substituons-y pour 4, I, a, d, lents valeurs tirées des quatre
équ. précédentes, etpdr-gdy pour dz; enfin, réunissant les
termes qui ont pour coefficiens B, C, E, b, ¢, e, nous voyons

qu'ils ont pour facteur I'une ou l'autre des quantités

Redp + Tdg — Feadz, dy—adz,
lesquelles sont nulles en vertn des équ. (2) , et cela quelle que
soit la fonction ¢ ; donc w == est Liniégrale premiére de la
proposée , désignant une fonction arbitrairede x et y.

On se trouve ainsi conduit a traiter les équ. (2); mais il faut
remarquer qu'outre ces deux relations, on a de=pdr—+qdy,
ce qui ne fait que trois équ. entre les cing variables z,y, z, p
et ¢; il pourrait donc se faire que I'équ. qu'on obtiendrait entre
trois de ces quantités, par I'élimination, ne rempliit pas la
condition d'intégrabilité (n® 857); dans ce cas elle ne provien~
drait pas d’une équ. unique. On serait alors conduit & une
intégration inexécutable, sans que pour cela on fit ‘en droit de
conclure qu'elle n'est pas possible, et que I'équ. différentielle
proposée ne résulte pas d’une senle primitive.

Concluons de 13, que pour intégrer I'équ. linéaire du 2° ordre
Br -4 8s 4 Tt=7x, on posera les équ. (1) et (2); celle-la
fera connaitre @, dont la valeur, substituée dans (2), donnera
deux équ. auxquelles il fandra satisfaire par des intégrales =z ,
p==4: on fera w =gp, et il restera & intégrer cette équ. du
1° ordre.

. Comme 1'équ. (2) est du 2° degré, on en tire deux valeurs
de @ 0n préférera celle qui se prétera mieux aux calculs ulté-
rieurs. !

874. Prenons, par exemple , g% — 2pgs -+ pt==0; B=q*,
§=—apg, T=p*, ¥=o0, donnent, pour 'équation (1),
g°Q* + opgQ -p*=o; d'ot g2 4p=o0; et chassant 2 des
équ. (2),

pdz 4-qdy=o0, qdp==pdq.

Celle-ci donne p =pg; T'autre revient & dz=o , Br=w} et
£.=¢e, ou p=qpz reste a intégrer de nouveau.

2. 3o
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Appliquons la méthode du n° 863, qui donue
da=o; dy=—dz.pz; doi 2=, y-+xos=4p;
posant’g ==, il vient enfin pour Tintégrale cherchiée , et ¥
étant les deux fonctions arbitraires , y -+ ¢z == 2.

L’équation ra*—- 2xys -yt —0, 'R =% S = 2Ty,
donne’ @x =y, et les équations (2) deviennent yda = zdy,
xdp.~~.ydg=o. La 17 donne y = «x; chassant y de la o°,
elle devient dp +edg=o0; d'oit p~+ ag==8; enfin, A= ¢«
donne pour lintégrale premiére, px - qy =J‘¢(£)

Les équ. (2) du n° 863 sont ici dz =dx.¢, xdy=ydx; on
tire de cette derniére y=—wz; chassant yde l'autre, dz=dx.ga,
z2=x¢a—-£; enfin, 8= +a; donnez= xt;(y) - (_}’)

Dans 'exemple sviyant on a falt Ptq=n,

(1~ gm) 4 s(g —p)m —=1(1 4= pm).
L'équation (1) est

(1 + gm)2* — (g —p)me =1 + pm;
dou 2 = 1; quand & l'auire racine de @, comme elle con-
duirail 4 une intégrale premiére,, contenant p - g sous le signe
@5 ethors cesigne 5 elle ne ‘peut étre employée, Les équ. (2)

sont.

dy=dx, (4qm)dp=0Q —f—_pm)dq..

On & x—y=u=; pour intégrer la 2% faisons p~~q=mn, et
p=-g==m; on entire les valeurs de p, g, dp, dg, et on a
cette équation séparable mndm = (2 4+ m*)dn, qui donne...
n=_gy/ (24 m*); ainsi, =g« devient

=/ afmg (e —y), p=q+VEprore (r-—y)
Pour intégrer de nouveau cetie equ., mettons pour p et g leurs
yaleurs en m et n dans dz = pde gdy ; il vient

. adz = (m +n)dx - (m—n)dy.

== m(d o dy) - (A — dy) 1/(2 4= m2) (E = )
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Intégrons , en supposant m constant, par la méthode du n° 866 ,
et nous trouyons que l'intégrale cherchée est représentée par le
systeme des deux équations

22 +4m = m(z + y)+V/(2 +m*) ¢(x —y),
VY =(@+y) + Vet m) _T_ mﬁ_)%v—y). :

875. La complication de ces calculs empéche trés souvent
qu'ils ne réussissent ; mais dans le cas ot les coefficiens R, S e
sont constans, et Vfonctlon de x et y, 'équ. (1) donne pour ©
denx valeurs numeériques, telles que nz et n : et Jes rélations (2)
auxquelles #==« et p=4g doivent satisfaire; s ‘intégrent et
donnent, pour la racine m,

y=mz~+e et Rmp~+Tg=m[Fdx:
on devra substituer dans 7, pour y sa valeur mx—=e; puis
JS#dx ne dépendra plus que des quadratures. L’intégration
faite, on ajoutera une constante 8, et 'on remettra pour « sa
valeur y—ma. On aura doric les équ. cherchées w=u, p =g,
en sorte que @ =¢'p=¢'(y — mx), deviendra
Bmp + Tq=m[Vdx +¢'(y —mx).

On raisonnera de méme pour la 2° racine # de @, ou plutét
on changeraicim en n : mais il suffit de traiter I'un de ces denx
cas, parce que-l'autre conduit au’ méme résultat : on choisits
celui qui se préte le mieux au caleul.

11 s'agit maintenant d’intégrer de nouveau : pour cela, repre-
nons notre 1* intégrale, et tirons-en la valeur de p.pour la
mettre. dans dz:pdx—}«qdy remarquant que par la nature
des deux racines m et nde @, ona Rmn="17’, on trouve

Rdz——dfodx:—da:(p(y—m.r)*-Rq(dy—ndx)
en comprenant dans ¢ le diviseur constant m. Or, pour

intégrer cette équ. (n° 863), on égalera A zéro chaque membre
séparément; d’ott :

y=ax-c, Ra— [dx [Pz — (dx.¢'(y — mx) =b.
3o..
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11 convient, ‘avant tout, de faire quelques remarques

1°. On 'devra mettre nx-c pour y dans la 9° équ., o
intégrer par rapport a ; puis on remettra 'y — nx pour ¢ dans
le résultat.

90, Les deux intégrales (dx (7 dx nécessitent une distinction
importante, puisqu'on a d’abord mis mx - a pour y dans 7,
et y—mx pour a dans le résultat; tandis quon doit faire
y=nx 4 c dans dx (¥ dx, et restituer y— nx pour c.

3°. fdx.¢'(y— mx) devient fdx.¢'[ x(n—m)-c], ou

”q’-—;m , ou plutét ¢ [(m—m)x—c], en comprenant la con-

stante 7—m dans @; ainsi, Pon a g(y—max).
4°. Enlin, la constante 4 est une fonction quelconque | dec,
ou b=1(y—nx). Done
Rz =fdx [Fdx+-0(y —mx) +Y(y — nz).
Par ex., pour r—s—at=~Fky™, on a
@t o=—2, dot m=1, n=—2 et y—=x -+« y—o'—on
Donc i
z
: Fdr= ;—_—}_—-‘:kl(x—l- a)y=rhly,
Jadx (Fdx = fkdx]l y= [fkdx] («'— 22),
Cette intégrale s'obtient aisément (n°® 787); elle devient
— ke —kyl \/y, en remettant oz - y pour «’. Ainsi,
24k +y1vy) =o(y —z) 4 4(y + 22).
dﬂ 2
Pour r=10% ou a—ﬁ%:b’ dezﬂ’ qui est I'équ. des cordes
vibrantes (voy. ma Meécanique, n° 262), ona R=1, T=—0b"
S=o—F 3 dou @b, in—bh—cip y:bx‘-}-x,
y=4o —bx; enfin, [dz(#dxr=o. Donc
; a=p(y —b2) + Uy +2).
Nous renvoyons, pour de plus amples détails sur cette ma~
tiere, au Calcul intégral de M. Lacroix. g
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876. On intégre quelquefois en suivant le procédé dun® 867,

, iAo
qui consiste i partager la proposée en deux équ. & l'aide d’une
indéterminée 8. Par ex., I'équ. rt=s", des surfaces dévelop~-

pables (n"766),.donne£=8='£, don r=s8, s=18,

rdz +sdy =6(sdx 4 tdy), on dp=16dqg (n° 869).
Cette équ. nest intégrable gu'autant que 8 est fonction de g
donc p=gqg est l'intégrale ™. L'équ. dz =pdxr-+ qdy de:‘—-
vient dzs=dx.@q - gdy : supposant g constant, par la mé-
thode du n° 866 , il vient
z=axeq+qy+¥q, x¢q+y+Vg=o

Toutes les surfaces développables sont comprises dans le systéme
de ces deux équ.,, et pour l'une d’elles qu'on déterminerait en
particulier, il faudrait trouver les fonctions ¢ et ¥, puis éli-
miner ¢ entre les deux équ. résultantes.

Intégration: des Equations différentielles partielles
par les séries.

877. Prenons le 2° ordre pour ex. des intégrales approchées..
Soit donnée une équ. entre 7, s, t... ; choisissons I'une des va-
riables, telle que x, et posons la formule de Maclaurin (n°® 706)

a=f+4 of ' L f" Fr 2. ..
£ f’> £« désignent ici des fonctions cherchées de y, qui
sont ce que deviennent Vintégrale z=f(x, y) et ses dérivées
relatives a x, lorsqu’on fait x—= o (). Qu'on tire de la pro-
posée r=1F(¢, s, p, g, T, y), il est clair que si 'on change-
dp _df
Y

a en zéro, z en f; pen {7, enfin s ou & en =, il n'entrera

(*)Si la fonction f{x, y) devait étre de natnre & donner Uinfini pour quelque
valeurde f; 7, f“. . ., il faudrait, & Pexemple dun® 831, changer x enz —aj;
daus la proposée, @ étant une constante qu’on prend & volonté, de maniére &
ue plus rencontrer de dérivées infinies dans les caleuls quon va exposer,
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1 - :
dans Ja valeur de 7 que £, f7, et Jeurs dérivées parrapport d y,

5 dhed d 162 : !
. puisque g deyient Hf’ et t= a}z‘: ainsi, r deviendra f. De

i : Hich

méme la dérivée de 7, relative 4 , donnera ", a laide des
; i : .

meémes fonctions fet f”, qui demeurent quelconques : et ains

pour £, f¥.... en sorte que la série contiendra deux fonctions

arbitraires de Y :

; Pour le 3¢ ordre, le méme raisonnement prouve que la sério
c_x—dessus est U'intégrale et contient les trois fonctions quelconques
55 f'- En général, toute équ. differ. partielle d'ordre n
@ une intégrale qui contient n Sfonctions arbitraires.

878. Lagrange a encore proposé d’approcher des intégrales
par la méthode des eoelficiens indéterminés. On pose

2= @l F iy e ale. ..
En prenant les différentielles convenables, substituant dans Ja
proposée, et égalant entre eux les termes olt - entre au méme
degré, on a diverses équ. qui servent & trouver celles des fone-
tions de y qui ne doivent pas rester arbitraires.
Par ex., pour r=gq, on trouve
2,

d :
Eﬁ:r:zx—kﬁ‘xs-{-xzx"‘w. Sty

dz ’ 7 ’
: @=q=¢+x¢ F s
substituant dans r=gq et comparant, on trouve
z,:q)—}-:ml;-}-'ix“@’-}-%xsxy-{-ﬂ—‘,‘x'@". o=
d’z

dx*

A ’s d d
De méme pour Péqu. -+ a;zj -+ d—;: Q, on trouve

o —f_: d*o . d°p a3 pdey Qo
sehab=r (dy“+ S W"‘F)‘-' '
Des Fonctions arbitraires.

879- {Z’n dira pour les fonctions arbitraires @, .... des
équ. différ. partielles, ce qu'on a dit (n° 799) pour les constantes
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introduites dans les intégrations ordinaires. Tant qu'on ne veut
qu'intégrer, c.-a~d., composer une expression qui, soumise
aux régles du Caleul différentiel, satisfasse 4 la proposée, les
fonctions @, ... sont en effet quelconques. Mais si les résultats
doivent étre appliqués 4 des questions de Géométrie, de Mé~
canique, ‘etc., ces fonctions peuvent cesser d’étre arbitraires.
Quelques exemples suffiront pour Pintelligence dé cet exposé.

On a yu (n°* 620, 705) que I'équ. des surfaces cylindriques est

% y—bz=g(x—az), ou ap+tbg=1.

La 17® étant Dintégrale de la 2%, et la forme de Ja fqnction )
dépendant de la courbe directrice. Or, &ila base du cylindre
sur le plan zy, est donnée par son équ. y =fu, il faudra que ¢
soit telle, que cette base soit comptise parmi les points de T'es—
pace que désigne Véqu. y—Dbz=p(x —az). Si done on y
fait z==0, les équ. y=0x, y=/Ffr seront identiques. Donc
Tes fonctions @ et f ont méme forme, c.-a-d., que si 'on c]/mn_ge
dans'y=fi, y-en y—0bz, etx en x—az, I'équ. qu'on ob-
tiendra sera celle:du cylindre particulier dont il s'agit.

Généralement, soient M=o, N=o les équ. de la direc~
trice : on fera x—az=1, et éliminant entre cés trois équ. ,
on en tirera les valeurs de @, y et z, et par suite celle de
y—Dbz ou gu, en fonction de , c.-a-d., qi’'on ailra.la maniére
dont gu est composé en . 1l ne restera plus qu'a mettre 2 —az
pour u, dans y-—bz=gu, pour ayoir I'équ. de la surface
cylindrique particuliére dont il s'agit.

Pareillement les surfaces de révolition autour de T'axe des &
ont pour équ. py=gx, dont Iintégrale est a?~y*=g¢z
(n° 6292, 70b); la fonction ¢ demeure indéterminde tant que
la génératrice de la surface reste quelconque : mais si celte
courbe est doxnée par ses équ. M—o, N=o0, dans toutes
ses situations elle sera sur la surface; les 2, y et z seront les
mémes. Posons z=u, éliminons =, y et z entre ces trois équ., |
puis substituons leurs valeurs dans &~ y%==Quy nous saurons

comment la’ fonction @ est composée en u; remettant done =
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our u R iculari
p » ©f @+ y* pour gu, nous aurons particularisé ¢, de

i 5 : 5

amer? que I'équ. appartiendra exclusivement & la surface.
proposée.

Ii:,t sile corps est engendré par la révolution d'une surface
mol xle,'qm serait invariablement lide & Paxe des z, et dont
.on avrait ]_eq'u. M: 0, en la considérant dans Vune de ses
positions; différenciant, on trouvera les expressions de p et q
;; Z, y et z; substitudes dans Py —gxr=o, on aura Iéqu
I f_c: de la conrbe de contact du corps générateur avec la
;:‘ur ace ev‘lge,ndree, puisque les plans tangens sont communs 4

une et & Pautre. On a ainsi les équ. d'une courbe qu'on
peilt,regarder comme géuératrice, et 'on retombe sur le cas
précédent.

o i 2 ;

e 'conmde_’a pour €qu. px +- gy==o, dont lintégrale est
‘?/l’—.:fzpz (p- 338, 457). Faisons z=u, ettironsx, yetzenu

o :
4 l'aide des équ. M=o, N=0 de la courbe directrice; enfin,
mettons pour & et y leurs valeurs dans Y =x9u, et nous sau-
rons comment gu est composé en u. Enfin, remplacant parz
B )

v 00 sz G -

¢ par —, mous aurons I'équ. particuliére du conoide Pproposé, *

Quand la directrice est un cercle tracé dans un plan parallele
aux yz, dont les équ. sont x=—a, y*-i 2

y s = Z—02
a’y* + 22z = B2, " Kk “hh
5 A
L’é¢qu. des ebnes est z—c=p(x—a) + g(y—25), dont
Tintégrate est bl A e '
g o s (n® 621, 705). Pour que la

cr=

base soit un cercle tracé sur le plan wy,on a
2=0, x* 4 y*=712 et T—a=u(z~—c),

don i E

ol z_.o., T=a—cu, y=y/[r"—(a—cu)].
iSeuhsm'uant dans y—b = (z—)ou, pour =z, y et z ces va~

urs, on a cgu=b—\/[1*— (a— cu)”]. Enfin, remettant
pour u et @u leurs valeurs, on a pour Péqu. du céne, comme
Pp. 219,

(ey —b2)" + (az—cx)* = r*(z — ¢
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880. Ces ex. suffisent pour montrer comment on doit deter-

‘miner les fonctions arbitraires, lorsquion veut appliquer les

calculs généraux aux cas particuliers. Soit en général K=0¢ (U)
une intégrale contenant une fonction arbitraire @, K et U étant
des fonctions données de «v, y et z : la condition prescrite éta~
blit que Véqu. devient F(=, y, z) =0, lorsque f(x, y, z)=0-
Cette condition revient, en Géométrie, & demander que la sur=
face cherchée dont Péqu. est K=oU, passe par la courbe
donnée dont les équ. sont F=o0, f==o. Pour satisfaire a cette
condition, on fera U==u; et I'on éliminera x, y et z enire
ees Irois équ. : puis, substituant dans K =—=o¢u, on aura ou
exprimé en-u, ce qui déterminera la composition de la fonc-
tion . Enfin, on remettra U pour u, et K pour gu, et I'on
aura Vintégrale cherchée.

§'il y avait deux fonctions arbitraires & déterminer, il fau-
drait donner deux conditions. Un calcul semblable au précé-~
dent ferait connaitre ces fonctions.

881. Mais si la nature de la question, et cela a lieu dans
nn grand nombre de problémes de Physique et de Géométrie
transcendante , ne permet pas de déterminer les fonctipns arbi-
traires, elles restent quelconques, et les propriétés qu'on deé-
couyre, sans particulariser ces fonctions, ont lieu en général.
Pour tirer nos explications de la Géométrie, s'il entre un terme
de la forme @z, et qu'on décrive sur le plan xy la ligne qui a
pour équ. y=g@x, toutes ses ordonnées seront les valeurs de
la fonction ¢, en sorte que cette courbe soit non-seulement
quelconque, mais méme puisse étre tracée a la main par un
mouvement libre et irrégulier : la courbe peut méme étre
Discontinue, c.-a-d., formée de branches dilférentes placées
bout a bout, ou Discontigué, c.-a-d., formée de parties isolées
et séparées les unes des autres. Cest Euler qui a mis ces prin~
cipes hors de doute, eontre I'avis de d’Alembert, qu'on peut re-
garder comme Vinyenteur du calcul aux différences partielles;
calcul dont les ressources sont immenses , les applications d'une
utilité sans bornes, et qui, comme on voit, est le moyen dont
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on se sert pour soumettre les fonctions irrégulieres d Yanalyse.

mathématique.

V1. CALCUL DES VARIATIONS.

882. Lies problémes des Tsopérimétres avaient déja été vésolus.
par divers géométres avant la découverte du Caleul des varia-
tions ; mais les procédés dont on se servait ne formaient pas
un corps de doctrine, et chacun de ces problémes n’était ré-
solu que par une méthode qui lui était particuliére , et par des
artifices d’analyse souvent trés détournés. Il apparfenait au
célebre Lagrange de ramener toutes les solutions d une méthode
uniforme. Voicl en quoi elle consiste.

Etant donnée une fonction Z—=F(x, y, ¥ y"),endésignant par
¥ y" .- lesdérivées de y considéré comme fonction de x,y =gz
on peut se proposer de fairejouir Z de diverses propriétés (telle
que d’étre un maximuin, ou toute autre ), soit en assignant aux
variables' x, y des waleurs numeériques , soit en établissant des
relations entre ces variables, et les liant par des équations.
Quand 'équ. y = ¢z est donnée, on'en déduit y, y", y'. .. en
fonction de @, et substituant , Z devient = fx. On peut assi-
gner, par les régles connues du Caleul différentiel , quelles sont:
les valeurs de @ qui rendent f un mazimum ou un minimum.
On détermine ainsi quels sont les points d’'une courbe donnée,
pour lesquelsla fonetion proposée Z est plus grande ou moindre-
que pour tout autre point de la méme conrbe.

Mais si I'équ. y = px n’est point donnée, alors, prenant suc~
cessivement pour @x différentes formes, la fonction Z=fx
prendra elle-méme différentes expressions en a; on peut se
proposer d'assigner a @x une forme propre a rendre Z plus
grande ou plus petite que pour toute autre forme de ox, pour
la méme valeur numérigue de %, quelle qu’elle soit d'ailleurs.
Cette derniére espéce de probléme appartient an calcul des #a-

réations. 11 s’en faut de beauconp qu'il se bortie a la théorie des
maxvima et minima; mais nous nous contenterons de traiter
cette mati¢re, parce qu'elle suflit pour l'intelligence compléte
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des régles de ce caleul. Noublions pas tnlﬂefoi% que, dans ce
qui va étre dit, les variables x et y ne sont pas zndepen‘rlantes 2
mais seulement que Péqu, y=¢x, qui les lie entre ex!e.s , est
inconnue, et qu'on ne la suppose donnée que pour faciliter la
résolution du probléme. x doit étre regardée pamie LAe quan-
tité quelconque qui reste la méme pour les di{ferex_ntes formes
y==¢qux; les formesde ¢, ¢, ¢".. . sout donc variables, tan=
dis que x est constant.

883. Dans Z=F (z,y, ¥, y'-...) mettons y'—}— k pour
¥,y Ak’ poury’...., k étant une fonction arbitraire de x,
et i, K", .. ses dérivées. Or, Z deviendra

Z—=F.(x, 5,4k, ¥+, Y AR D).

Le théoréme de Taylor (n°y03) a lieu, que Jes guantités
Z,y,1,k soient dépendantes ou indépendantes ; ainsi, T'on a

; dZuuEs Raes ol [ d 7
Zox =Z+<k.—(—!5/ - K J}7+k 3}” - etc.)-—]— etc. ,

de sorte qu'on peut regarder 1y, y',y"- . . comme autant de
variables indépendantes , en tant qu'il ne s'agit que de trouver
ce développement.

Cela posé, la nature de la question exige que Iéqu.y = oz
ait été déterminée de maniere que, pour la méme valeur de x ,
on ait toujours Z,>Z, ou Z, < Z : en raisonnant comme
dans la théorie des maxima et minima ordinaires (n° 717), on
yoit qu'il faut queles termes du 1°* ordre soient nuls, et qu’on ait

k.(i'g -+ k’,é{‘: = k".d—é—,,—l— etc.—o:
dy - dy dy
Puisque k est arbitraire pour chaque valeur de z, et qu’i} n’est
pas nécessaire que sa valeur, ou sa forme , restent .les mémes ,
quand x varie ou est coustant, &, k“. . . sont aussi arbitraires
que k. Car, pour une valeur queleonque x == X', on peut sup-
poser k=a+b (x—X) + 3¢ (x —X)* 4 etc,, X, q, b,. G
étant prises 4 volonté ; et comme cefte équ. et ses différentielles
doivent avoir lieu , quel que soit x, elles devront subsister lors-
que x=X, ce qui donne k=a, K=b, k'=c¢. ... Donc,
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notre équ. Z,==Z ... ne peut étre satisfaite, vu I'indépen-
dance de @, b, c..., 4 moins que chaque terme ne soit nul.

Alnsi ; elle se partage en autant d’autres quelle renferme de
termes., et L'on a

z__ dZ " 4z iz__o A
dy———o, dy,—o, aj;ﬁ‘—o.....,. d_y(")‘ o

(n) étant 'ordre Je plus élevé de y dans Z. Ces diverses équ.
devront s'accorder: toutes entre elles, et subsister en méme
temps, quel que soit . Si cet accord a lien, il Y aura mazimum
ou minimum , et la relation qui en résultera entre y et x sera
Téqu. cherchée, y =ox, qui aurala propriété de rendre Z
plus grand ou plus petit que ne pourrait faire toute autre rela~
tion entre et y. On distinguera le moximum dw minimum,
suivant les théories ordinaires, d’aprés les signes des termes
du 2° ordre de Z,. Foyez p. 3ob.
Mais si toutes ces équ. donnent des relations différentes entre
@ et y, le probléme sera impossible dans I'état de généralité
qu'on lui adonné; et s'il arrive que quelques-unes seulement de
ces équ. s'accordent entre elles, alors la fonction Z aura des
maexima et minima, relatifs a quelques-unes des quantités
¥>¥5y" .., sans en avoir d'absolus et de communs a toutes
ces quantités. Les équ. qui s'accordent entre elles donneront
les relations qui établissent les maxima et minima relatifs, Bt
s1 'on ne veut rendre X un mazimum ow un minimum que par
rapport & I'une des quantités y, Y5y - .. comme alors il ne
fandra satisfaire qu'a une équ., le probléme sera toujours
possible,
884. 1 suit des considérations précédentes , que,
1°. Les quantités = ety sont dépendantes I'une de Lantre , ef
que néanmoins on doit les faire varier comme si elles étaient
indépendantes , puisque ce n’est qu'un procédé de caleul pour
parvenir au résultat, :
2°. Ces variations ne sont pas infiniment petites; et si l'on
emploie le Calcul différentiel pour les obtenir, ce nest que:
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éditif d’avoi ond terme du déve-
comme un moyen expéditif d’avoir le sec

loppement, le seul qui soit ici néce:esaire.

Appliquons ces notions générales & des exemples:

1. Prenons sur laxe des = d’une courbe deux absms.ses metn,
et nienons des paralléles indéfinies & 'axe des y. Soit i ox
T'équ. de cette courbe : si par un poix‘n quelconque on e 1(1):;:
tangente, elle conpera nos paralléles en des pomts’ qui o
(n® 722) pour ordonnées l=y -y’ (m——x) et h_—__y—!-‘y\.(nu— ;
Si la forme de @ est donnée, tout est ici connu ; mais st €0e 3
T'est point, ‘on peut demander q’uelle' est la courbe qull ]om:lu;:
la propriété d’ayoir, pour chaque point de tangence , le pro -
de ces deux ordonnées plus petit que pour toute autre courbe.
OnaicilX#, ou

Z=[y+m—=) yl1[ly+@—2)y1]

D'aprés 'énoncé du probléeme , les courbe-s qu? pzzs;'ent pa.r
un méme point (X, y), ont des tangentes de directions diverses,
et celle qu'on cherche doit avoir une tangente telle que ]é con—
dition Z — mazimum soit remplie. On doit donc regarder x ety

comme constans 3 d’elt

Z 2y’ sx—m—n_ 1 Sk
g:;:o, _}%:: @—m) (x—n) z—m ok (z—n)

puis intégrant, y:=C(x—m) (. —1).

La courbe est une ellipse ou une hyperbole, selon que € est.;
positif ou négatif; les sommets sont donnés par x=m et =n:
dansle 1% cas, le produitZ. /i, ou Z, estun maximum, parce que
" ale signe —; dans le 2°, Z est.un mm‘m'zum, ou plutét
un maximum négatif : ce produit est d a\llel:\rs copstf\nt
1h=—21C(m— n)*, carré du demi-second axe; c'est ce quon
trouye en substituant dans Z pour y' ety leurs valeurs. ‘

I1. Quelleest la courbe pour laquelle’, en ch:fcun <.]e ses points,’
le carré de la sous-normale aungmentée fieylabajcxsse, est un
minimum? Ona Z=(yy -+ x)*, dou Ton .nre :ﬂuuxné;gx.“,
qui s'accordent en faisaut yy' 42 ==0, et parsuite z° -hy*=T"
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done tous les cercles décrits de Porigine comme centre, satiss
font seuls & la question. i

885. La theorie que nous venons d’exposer n’est pas d’une
grande étendue ; mais elle sert de développeinent préliminaire
atile pour lintelligence du probléme beancoup plus intéressant
qui nous reste & résoudre. Il s'agit d’appliquer tous les raison-
nemens précédens a une fouction de la, forme [Z : le signe 9%
indique que la fonction Z est différentielle, et quaprés I'ayoir
intégrée: entre les limites désignées , on. veut la faire jouir des
propriétés précédentes, La difficulté qui se rencontre ici vient
donc de ce qu'il faut résoudre le probléme sans faire Tintégra-
tion ; car on voit assez qu'il est en général impossible de Dexé-
cuter,

Lorsqu'un corps se meut, on peut comparer entre eux, soit

- Tes divers points du corps dans 'une de ses positions , soit le lien
quoccupe successivement un ‘point désigné dans les instans
suivans. Dans le 1% cas, le corps est considéré comme! fixe, et
le signe d'se rapportera aux changemens des cvordonnées de sz
surface; dans le 2¢, on doit exprimer, par un signe nouveau, des
variations tout-a-fait indépendantes des 17, et nous mons
seryirons de & Quand nous considérons une courbe immobile,
ou méme variable, mais prise dans I'une de ses positions, dz, dye
annoncent une comparaison entre ses coordonnées; mais, pour
avoir égard aux divers lieux qu'occupe un méme point d'une
courbe, variable dé forme selon une loi ‘quelconque,nous écri~
rons dw, dy. . ., qui- désignent les accroissemens considérés
sous ce point.de vue, et sont des fonctions de z, YenereyParell=
lement dz devenant d(x-}dxx); croitra de déx; d*x croitrade
d*dx, etc.

Obseryons que les variations, indiquées par le signe & sont
finies , et tout-a-fait indépendantes de celles que désigne la
caractéristique d : les opérations auxquelles ces signes se rap-
portent étant pareillement indépendantes, I'ordre dans lequel
on Pexécutera doit-étre indifférent pour le résultat. De sorte
que d.dz et d.dx sont deux choses identiques , aussi bien que
d*dx et &.d%. . ., et que [SU et .
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Tl Sagit maintenant d'établir’des relations entre &, 3y, z. . .,
de maniére quey’Z soit un mErimum OW UN TRLLUMUML L‘hir.'e
des limites désignées. Alin de «rend.re’les f:alculs plos sy.n;:;:
quies; nous ne supposerons aucune différentielle constante skl
leurs nous nintroduirons ici que trois variables, parce quil sera
aisé de généraliser les résultats, etque cela sullit pour entendre
» Zar
la théorie. Pour abréger, remplagons dz, d*z..., dy, diglian; setoi,
DALy Ty s Yoy Yoo o oy OLC, de sorte que y
=TT, Tty Ltreees Yo YroYrieees By % Bprene)e
x, y et z receyant les ‘accorbissemens arbitraires et finis
5 :
oz, dy, dz, dx ou ax, deyient d(x +dx) =dx + ddx ou
x, 43w, ; de méme a, croit de &y, et ainsi-des: auires; Ade
sorte quen développant Z,, par le théoréme de Taylor, et in-
tégrant, fZ devient
rdZ dz daz dz > dz >
— Oyt ——. —. 4 — Jyr
fZ,::fZ-{-f( J\;-{-dy.&)-;-dz Pt ok by

T
92 2 L il R et
+—d—z;.¢)‘z,+d—x;.é‘xn+dy”. -y”+dz,, )

La condition du maximum et da minimum exige que l’in‘té.—-
grale des termes du 1° ordre soit nulle entre les ]’imll‘es c’l]cssz—
gnées, quels'que sotent-&x, &y et Iz, ainsi qfl’on Ya vu précé-
demment, Prenons la différentielle de 1a fonction conmue Z , en
regarrjanf &, Tiy Tppeee Yy Yoo Yireer, COMme autant de variables
indépendantes; nous aurons
42 = mda+-ndx, +pday...-FMdy-=Ndy,... F-pdz4-vdzg..
M, feeey My Newoy o, 9.0 ; étant les coefficiens des différ;en‘cefs
partielles de Z par rapportax, Trerey Yy Yrowes By Breves traités
comme autant de yariables; ce sont donc des fonctions connues
pour chaque valeur proposée de-Z. En pratiquant cette di {Féren-
ciation absolument de la. méme maniére par le signe &, on.a
dZ =m.dxtn.ddr 4 p.dd?x+q.dd% . ..
4+ My + N.ody +P.odly 4 Quddly ... ro(A4).
. da 1,00z 4w ddz 3. 0d% ...
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Or, cette quantité connue, et dont le nombre des termes est
limité, est précisément celle qui est sous le signe £, dans les
termes du 1% ordre de notre développement : en sorte que la
condition du maximum ou du minimum demandée, est que
fPZ = o, entre les limites désignées , quelles que soient les ya-
riations &z, 2y, &z. Obseryons qu'ici, comme précédemment,
le calcul différentiel n’est employé que comme un moyen facile
d'obtenir 'assemblage des termes qu’il faut égaler & zéro; de
sorte que les variations sont encore finies et quelconques.

Nous avons dit qu'on pouvait mettre d.dx an lieu de &dx;

ainsi la 17 ligne de I'équ. équivaut &

m.dx 4 n.ddx 4 p.d%dw +- q.d%dr 4 etc.

m, n... contiennent des différ. , de sorte que le défaut d'homo-
généité n'est ici qu'apparent. Il s’agit maintenant d'intégrer; or,
la suite du calcul fera voir qu'il est nécessaire de dégager du
signe f, autant que possible, les termes qui contiennent dd.
Pour y parvenir on emploie la formule de Pintégration par par-
ties, (p. 358); ity

Ju.ddz =n.dx—fdn.dc,

Jp-d*dw =p.ddr — dp.dx + fd%p. o,

J5.800 = q.d*0w —dg. ddr 4 d’q.9w — (&% . 0%, etc.
En réunissant ces résultats , on a cette snite dont la loi est facile
4 saisir,

Sm —dn 4= dPp — &g + dr —. )bz
~H(a-dp+-dig-dPr.. )dw - p-dgLder., Jdée-(g-dr...)d* ...
L'intégrale de (4), ou J.2Z =0, devient donc

7

(B).. .f[(m—dn+l]=p.4.)J§z‘+(ﬂf—dZV+d=PA..)d‘f—l-(ﬂ—dv...) dx]=0,
(n——dp+d’q...)J‘.r+(1V-—dP+d=().A.)a:r-l-(v—dw-f‘-..-)&‘-
{89505 +(p—dq+d’r...)dJ‘z+{P—dQ ....... Jddy—(m—dx....)dd=

+(g—dr....)d>dx ete.......... ) K=o,

K étant la constante arbitraire. Nous avons coupé notre équ.
en deux, parce que les termes qui restent sous le signe f ne
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pouvant étréintégrés, a moins qu'on ne donne a d.z, J‘y, 3z, des
valeurs particuliéres, ce qui est contre 'hypothése, (0Z ne
peut devenir =o, qu'autant que ces termes sont nuls i part;
et méme sila nature de la question n’établit entre &z, Jy etdz,
aucmne relation, I'indépendance de ces variations exige que
P'équ. (B) se partage en trois antres,

o=m—dn+ d°p — &% -+ dir —...
o=M —dN+dP—BQ+dR—... } o).
0= p — dy 4 d’r — &’y + dip—...

886. Donc pour trouver les relations entre x, yetz, qui
rendent fZ un maximum, on prendra la différenticlle de la
fonction donnée Z, en considérant ¥ 3,4z, dy, dz, d*z...
comme autant de variables indépendantes, et en se servant de la
lettre & pour désigner les accroissemens; ¢'est ce qu'on appelle
prendre la variation de Z. Comparant le résultat a Iéqu.(4),
on en tirera les valeurs de m, M, 4, n, N..., en x, Y 2, et
Jeurs différences exprimées par d. Il faudra ensuite les sub-
stituer dans les équ. C et D; la 17 se rapporte aux limites
entre lesquelles le maximum doit exister; les équ. (D) con-
stituent les relations cherchées; elles sont différentielles entre
x, y et z, et, sauf le cas d’absurdité, elles ne peuvent former des
conditions distinctes, puisqu’elles détermineraient des valeurs
numériques pour les variables. Si la question proposée se rap-
porte a la Géométrie , ces équ. sont celles de la courbe ou de
la surface qui jouit de la propriété demandée.

887. Comme l'intégration est effectuée et doit étre prise entre
des limites désignées, les termes qui restent et composent I'équa-
tion (C) se rapportent i ces limites; elle est devenue de la

- forme K + L =0, L étant une fonction de x, ¥ 2, dx, dy,
- 9%... Marquons d'un et de deux accens les valeurs numériques

de ces variables a la 17 et 4 la 2° limite. Comme Iintégrale

doit étre prise entre ces limites, il faut marquer les divers

termes de L, qui composent équ. (C) d’abord d'un, puis de

deux accens ; retrancher le 1°° résultat du s¢, et égaler A zéro

(n® 799) 5 de sorte que I'équ. Ly, ==L, =0 ne renfermera plus
2. 51
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de variables, puisque @, &z... auront pris les valeurs , ...,
Zyr, 80y..., assignées par les limites de l'intégration. On ne
“doit pas oublier que ces accens se rapportent aux limites de
Vintégrale , et ne désignent pas des dérivées.

1l se présente maintenant quatre cas.

1° 8i les limites sont données et fixes (*), c.-a-d. si les
valeurs extrémes de =, y et z sont constantes, comme diy,
ddx, , ete., dx,,, ddz,,, ete., sont nuls, tous les termes de L,
et L, sont zéro, et I'équation (C) est satisfaite d’elle-méme,
Alors.on détermine les constantes que l'intégration introduit
dans les équ. (D), par les conditions que comportent les li-
mites,

2°. 8i les limites sont arbitraires et indépendantes , alors
«chacun des coefliciens de 9, , dzy... ; dans I'équ. (C), estml
en particulier. ;

3°: 8l existe des équ. de conditions pour les limites (**),
‘c.-4-d. si la nature de la question lie entre elles, par des équ. ,
quelques—unes des quantités x,, Yrs Bry Tiry Yoy Zrr, ON SE SeL-
vira des différ. de ces équ. pour obtenir plusieurs des yaria-
tions 4z, , &y, 8%, dx,..., en fonction des autres ; en substi-

tuant dans Z,, — I, =— o, ces variations se trouveront réduaites -

au plus petit nombre possible : ces derniéres étant absolument
indépendantes , I'équ. se partagera en plusieurs autres, en éga-
lant leurs coefliciens & zéro.

Au lieu de cette marche, on pent prendre la suivante, qui
est plus élégante. Solent u=o0, vy=o..., les équ. de conditions
données ; on multipliera lenrs variations du, dv..., par des in-

(*) Cecasrevient, en Géométrie, A celui ot ’on cherche une courbe qui,
outre gu’elle doit jouir de la propriété de mazximum on minimum demandée,
doit encore passer par deux points donnés. Les équ. (D) sont celles de la courbe
chierchée; on en détermine les constantes par la condition que cétte i.:ombl
passe par les deux points dont il s'agit.

{**) Cela signific; en Géométrie, que la courbe cherchée doit étie terminde
i des points qui ne sont plus fixes, mais qui doivent éure situés sur deux
couybes on deux surfaces données,
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déterminées a , #'...; ce qui donnera adu—}a'd'v~t..., fonction
connue de dx;, dxy, , Sy,.i. Ajoutant cette somme & Ly — L, <
on aura

Ly =Ly - 290 +IA"J‘V oo =00 ().

On traitera toutes les variations &y, dix,... , comnie indé-
pendantes, et égalant leurs coefliciens a zéro,” on éliminera
entre ces équ. les indéterminées 4, A'... On parviendra par ce
calcul au méme résultat que par la méthode précédente ; car
on n’a fait que des opérations permises, et on obtient ainsi le
méme nombre d’équ. finales. Ce calcul revient & la méthode
d’élimination donnée dans T Algébre (n° 111). :

11 faut observer quon ne doit pas conclure de w=—o,
#=0..., quaux limites on ait du=o0, dv=o0...; ces condi-
tions sont indépendantes, et peuvent fort bien ne pas coexister.
Si toutefois la chose avait en lieu ainsi (¥), il faudrait regarder
du=—o0, dv=o..., comme de nouvelles conditions, et outre
le 20w, il faudrait aussi comprendre A'ddu... !

4°. Nous ne dirons rien pour le cas ot I'une des limites est
fixe et Vautre assujétie & certaines conditions, ou méme tout-
a-fait arbitraire (**) parce qu'il rentre dans les trois cas pré-
cédens. d i

888. Il pourrait aussi arriver que la nature de la question
assujétit les variations dix, dy et dz a de certaines conditions
données par des équ. e==o0, 6 =o0..., et cela indépendaniment
des limites ; comme, par ex., lorsque la courbe cherchée doit
étre tracée sur une surface courbe donnée. Alors Iéqu. (B) ne
se partagerait plus en trois, et les équ. (D) n’auraient plus lieu.
il faudrait d’abord réduire, comme ci-dessus , les variations

(*) §'il S’agit d’une question de Géoméirie, la courbe chierchée doit, dans
cecas, avoir & sa limite un contact d’un certain ordre avec la courbe ou la
surfacedont équ. estu =o.

(**) Alors la courbe cherchée a une de ses extrémités assujétie & passer par
un point fixe, tandis que Pautre doit étre ou quelconque; ou sitaéde sur une
courbe ou une surface donnée.

1.
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au plus petit nombre possible dans la formule (B) A Paide des
“équ. de ‘condition; et égaler & zéro les coefficiens des variations
restantes; ou, ce qui revient au méme, ajouter a (£) les termes
2J%¢ 4290 4=... ; partager. cette équ. en d’autres en y regardant
o, J*y, dz comme. indépendantes; enfin, éliminer les indé-
termmees A SN gat

Noua ierons observer \que , dans les cas parncuhers il est
souyent preferable de faire,, sur la fonction donnée Z , tous les
calcu]s «qui ont conduit aux eqn (B). et (C); an lien de com-
parer chaque cas pdmcuhcr aux formules genmales plece—
demment donnees

Tels sont les pnncnpea generaut du calcul de= vm\lahons
apphqnons -les & des exemples. >

88g. Quelle est la courbe CMK (fig. 94) dont _la longueur
MK, comprise entre deux rayons vecteurs AM et AK, estla plus
petite, pmszble 2 On a (n® 763, 729) s*f‘/(r‘dﬁ“—}—d) N=Z
il fagitde trouver la relation r = @8, qui rend Z un mzmmum,
fa yariation est

2 ombin ) Zees

rdBe Sy 4-72de . Sde = dr. ddr
R IET DI
comparant & Péqu. (A), on I'on suppose x =7, );._6 on. &,
3 adetss sl andr e’
B i o ) (8 o it
les équ. -(D) sont

rdﬂ“;_‘d dr\ aride o {i5st] 24
dgii &) SabuT
En éliminant dé;, puis ds, entre’ ces équ. et ds? = r°df> -'di*,
on reconnait qu'elles s’accerdent ;- en sorte qu’il suffit d'intégrer
I'une. Mais la perpend. A1, abaissée de l'origine .4 surune
tangente quelconque 7'M, est

A= AM smAMT—— r sm/s,
qui équivaut (p. 353) a
7 tang @ r°dé r'de
VG tangd)? M YR Ed) T s

=C3
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et comme cette perpend. est ici constante, la ligne cherchée est
droite. Les limites M et & étant indéterminées, 'emploi des
équ. (€) n'a pas été nécessaire.

8qg0. Zrouver la plus courte ligne entte denz poznts donnés ,
ot deux courbes données.

La longueur s de la ligne est thf\/(dx’—l—dy “+dz?),
(n° 751 ) ;1l s'agit de rendle cette quanme un minimum ; on a

a‘Z—«- a‘dx + Jd_y—{- = Mz

€t comparant avec la formule (4), on trouve

bad z
m=o0, M=o, =0, n:d—f, N.._iy g 5
5
les autres coefficiens P, p, 7... sont nuls. Les équations (D)
deviennent donc ici

da- _Ao, d(y)_o, d j)-._—_o';

oti 'on conelut dr= ads, dy = bdset dz = cds. En carrant
et ajoutant, on obtient a* - b* 4 ¢*="1, condition que les
constantes a, b, ¢ doivent remplir pour que ces équ. soient
compatibles entre elles. Par la division on trouye
d)' dz:" "¢ g ks Sy
= E’ T don br=ay-4-a, cx=—uazstb;
les projections de la hgne cherchée sont donc des droites ; ainsi
cette ligne est elle-méme une droite. ;

Pour en déterminer la position, il faut connaltre les cing
constantes @, b, ¢, @ et 8'. §'il s'agit de trouver la plus courte
distance entre deux points fixes donnés (ﬁff 6a), A(xry,2) ,
C(x,,y,,z,,) , il est clair que &, , oz, , @y,... sont nuls, et que
Véqu. (C) alieu d’elle-méme. En assujétissant nos deux équa-
tions a étre satisfaites lorsqu'on y substitue x, , z, Yre.. pour
@, y etz, onobtiendra quatr ? b ot =

y quatre équ., qui,aveca® -~ b +c =1,

delmm rent nos cing constantes. y

Supposons quela 2° limite soit un point fixe C dansle plan



486 €ALCUL DES VARTATIONS.

2y, et la 17 une courbe 4B, situde aussi dans ce plan; 'équa-
tion bxr= ay-a" suffit alors \mt y.'—fx,, Péqu. de 45;

ontire &y, Aa‘r, 3 Péqu. (C) dewent Ti— 5’—- e + i o‘y,

et comme la 2° lmnte Cest fixe , il sufﬁt de combmet ensemb]e
Tes équ., &y, = Ad%;, et dw,.dx, -k dy, dy,==o. En éliminant
&'y, on obtient dz, 4 4dy,=o. !

On aurait pu aussi multiplier I'équation de condition....
dy, — Adr,=a par I'indéterminée &, et ajouter & L, ce qui
elit donné

d r
d—x— Jr,-}- é‘y, + 20y, —ad.dz, =0,
don i g—‘zf——xAzo»,- id'+A———o

Eliminant x, on obtient de méme da, 4- Ady,=o.

Mais puisque le point A(x,y/) s e:s,t sur notre droite 4C, on,

: : , d L
& auss? bda, == ady,; d'on 02—64, et(%::—‘—li -:(—Z; ce
qui fait voir que la droite 4€ estnormale (n° 728) a la eourbe
proposée A4B8. La coustante o’ se détermine pav la conmdtranon

de la 2° limite qui est fixe et donnée.

Tl serait facile dappliquer le raisonnement précédent aux
trois dimensions , on parviendrait 4 la méme conséquence; on
peut done conclure qu'en général , la plus courte distance £C
(fig. 63), entre deux cowrbes 45, €D, estla droite qui lear
‘est normale.

Si la plus courte ligne demandée devait étre tracée sur une
surface courbe, dont u= o serait I'équ.,, alors Iéqu. (B) ne:
se décomposerait plus.en trois, & moins qu'on n'y ajoutdt le
_terme adu; alors on pourrait regarder dix, dy et dz comme

indépendans , et on trouverait les relations

du

dx di d_y z du
L T

Q.

'
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Eliminant X, on a les deux équations

du Jc du

dz 4 ds ) < ) d)') d

2)=@1(2)
qui sont celles dela courbe cherchée.
Prenons pour exemple la moindre distance 4’C" mesurée sur
une sphére qui a son centre a l'origine : d’olt
e de - du du
u=2x*~+y*~-z*—r*=—o0, T 20 5 a}.—_-uzy, e 2z,
Nos équations deviennent, en prenant ds constant,
2die = xd*z, 2dy=—=ydz, doi ydz=xdly.
Intégrant, on a
zdr — wdz=ads, zdy—ydz=>bds, ydr—ady=cds.
En multipliant la 1% de ces équ. par — y, la 2° par x, la 3*
par z, et ajoutant, on trouve ay = bx -+ ¢z, équ. d'un plan
qui passe par I'origine des coordonnées. Ainsi, la courbe cher-
chée est le grand cercle 4'C’ (fig. 63), qui passe par les deux
points donnés. 4" et €', ou qui est noxmale aux deux courbes
A'B et C'D, qui seryent de limites, et sont données sur la:
surface sphérique.
8g1. Lorsqu'un corps se meut daps un fluide, il en épronve
une résistance qui dépend de sa forme, toutes circonstances
égales d’ailleurs : si ce corps est de révolution et se meut dans
le sens de son axe, la Mécanique pronve que la résistance est
la moindre possible , quand I'équation de-la courbe génératrice:
remplif Ja condition
dx‘?-?':l - = minimum.,
Déterminons. cette eonrbe génératrice du solide de moindre ré-
sistance. En prenant Ja yariation, on trouve

i ayly died S syt e
M—Q,. Th— (d.]’.'" d)/ YT G y")“’ P==0ixvs

: dyfi ety (Y da S YO YD)
M= 7= N =% S
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la 2° équ. (D) est M —dN=o0; et il suit du calcul qu'on vient
de faire sur Z, que

dy e e :
d(l )=+ Nty = yan + way,
a cause de M —=dN. Ainsi, en intégrant, on a

" +—— _—z\y WALy
’ (+y™
Done a1 4 y*)* ._.,‘y‘y"‘. Observez que la 17 des équ. (D),
ou m—dn=—o, aurait donné de suite ce méme résultat, —n=q;
en sorte que ces deux équ. conduisent au méme but. On a

Bk YN R s f ydy”
b ger 3 — 7 / u 5

en substituant pour y sa valenr, cette intégrale est fac:le a ob-
tenir ; il reste ensunite a éliminer y’ entre ces valeurs de x et de
%, et on obtient I'équ. de la courbe demandée, contenant deux
constantes qu’on déterminera d'aprés des conditions données.

892. Quelle est la courbe ABM (fig. 26), dans laguelle Laire
BODM, comprise entre L'arc ABM, les rayons de courbure BO,
MD, qui le terminent, et Larc OD de la développée, est un
minimum ? L’élément de I'arc AM est ds:dx‘/(l +y); le

rayon de courbure MD est a -;y ) > (n°733, p. 517) ;le pro-
duit est 'élément de I'aire proposée, -
7 (61 +y’:)’.dx (dx? +dy2)3.
y dz.dy

1l s'agit de trouver équ. y= fx, quirend fZ un minimum.
Prenons la variation dZ, et nous bornant a la 2° des équa-
tions (D), qui suffit & notre objet, nous trouyons

M=o, N—dP=/a,
N— dii‘fil,g "H'

(1 +yln)z

Ay e R
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Or,
a<9;;.;'°l):zvdy'+pdy".dx=4ady’+dp.dy'+13dy".dx,

en mettant 4@ + dP pour IV. D'ailleurs y"dz=dy’, change ces
deux derniers termes en

4y

fl {1 = 1 —=—d skl
(y'dP + Pdy )dr d(P_y ).dz ( - )
)ﬂ

Donc, en intégrant, -

=ay +b,

by dy s, a(ay’ - b)d)_'j

Y = FH L

enfin,

Gl clals 1+_y"‘+b arc(tang=y');
d'un autre c()té,y:fy’d-c__y'x — fxdy’, ou

y=yx —c_y — ~X— y"’d‘y — fbdy’.arc(tang=y');

ce dernier terme s'intégre par parties, et on a
y=yz—cy' — (by' —a)arc(tang = y') + f.

Eliminons l'arc tang, entre'ces valeurs de x et de y,

by =a(z— c)+ 1+_y’“ +bf,

(by" —a)dx bdy — adx

by— = ds=

Viormnll o ey
enfin (IV, p. 358) s=ay/(by — ax+g) 4 F.

Cette équation, rapprochée de celle de la page 393, montre que
la courbe cherchée est une cycloide, dont on déterminera les

. quatreconstantes d’apres un Lgal nombre de conditions données..

z . d o3

893. Prenons pour 3¢ ex. la fonction Z —= -;—-(”S—]) , 8 ¢tant
un arc de courbe, ou ds? = dx® - dy* 4 dz?: il s’agit de rendre
JZ un minimum, Ce probleme revient 4 trouver la courbe 4Cr
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(fig. 62) suivant laquelle un corps pesant doit tomber, pour

mettre le moins de temps possible & passer de €’ en A (vvoy ma
- Meécanique, n° 193). Formant la variation dz, nous trouvons

_ —ds dx dy BRI
T V(z.—}z) TayvEh T ds vV (z-h)’
enfin, m=M=p...=o. Les équ. D deviennent

(o) =2 gpp)=o

Nous omettons ici la 3°, qu'on peut démontrer étre comprise
dans les deux autres : condition sans laquelle le probléme pro-
posé serait absurde. En intégrant, et divisant I'un par V'autre les
résultats , on obtient dy—=adx; ce qui prouve que la projection
de la courbe sur le plan xy est une droite, et que, par consé-

quent, cette courbe est décrite dans un plan perpend. aux ay. -

Prenons ce plan pour celui des xz; la 17 des équ. (1) sulfira,
et nous aurons kdz =dsy/(z—h); et comme ds* = dx® - dz?,
dz, y/(z—h)
VE+i—2)"
reconnait que cette équ. est celle d’une cycloide (voy. P Fog).

dont &2 est le diamétre du cercle générateur,

Quand les limites sont deux points fixes 4 et €' (hig. 62), il
n'y a aucune autre condition a remplir, si ce n'est de faire
passer la cycloide 4C’ par ces deux points, ce qui détermine
les valeurs des constantes & et A.

on trouve dx— En posant z=k*~+h—u, on

Sila o° limite est un point fixe €', etsi la 17¢ est une courbe
AB située, ainsi que le point fixe, daus le plan vertical des 23,
owa &), =z, =0,

: dz, dz,
&/ (z— h)"}‘t'_{"-"d.s, Vi —h)

et L= 3z

1l suffit de rendre Z, nul, en ayant égard a la 17¢ limite qui
est une courbe 4B dont 2, =fz, est I’équ. donnée. On en
déduit da, — 49z, = o; multipliant par 2, ajoutant & Ly, on-
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trouve les deux équ.
da, dz,
ds,V(z,—lz)+ i ds;\/(z — B) A

En éliminant A, on obtient dz, 4 4dx, = o. La cycloide devra
donc couper a angle droit la courbe donnée 4B la constante k
sera déterminée en comparant I'équ. de la cycloide a la pré-
cédente.

On trouverait dans les trois dimensions la méme conséquence,
de sorte que la courbe de plus vite descente, en partant d'une
courbe quelconque €D (fig. 63), pour aller & une autre 45,
est une cycloide 4'C’ normale a ces deux derniéres. La mfp;gf
chose aurait anssi lien si les deux limites étaient prises shr deM
surfaces courbes, ainsi quw'on peut s'en convaincre.  f (pi

Quand la courbe doit étre tracée sur une surface d(%{nee pari!
son équation u==o0, (B) ne se partage en trois équ. it S
avoir ajouté Adu, ce qui donne, au lieu des équ. (1), trois Eqi;
entre lesquelles, éliminant 2, on auwrait celles de la courbe
cherchée. Si l'on avait pour limites deux points fixes, les con-
stantes seraient déterminées par la condition que la courbe
passdt par ces deux points : lorsqu'on a pour limites deux
courbes, celle quon cherche doit les couper & angle drpit
comme ci-dessus. Ainsi, fe reste du probléme est le méme dans
les deux cas.

894. Quelle est la courbe BM (fig. 55) dont le longueur s
est donnee, qui passe en B et en M, et qui intercepte entre ses
ordonnées terminales BC, PM et lare Ax, laire la plus
grande? [ydz doit étre un maximum, Yarc s étant constant :
il faut donc combiner la variation de (Z = [ydx avec celle

de [{/(dx*4-dy*)—const.—o, suivant ee qu'on a vu n° 888, afin.
de pouvoir partager 'équ. B en deux autres. On trouve pour
la variation compléte

f(}' S y+Adx é *‘—'—Ady A‘dy)

dou, m=o,; »=y +A—£, Me=dr, N—‘Aadl,
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dx d
et At —e, p—a) — i
: YA ds ="

Ces équ. sont identiques, puisqu'en intégrant Pune ou autre on
parvient au méme résultat; on ne doit done pas éliminer 2 entre
elles. La 17¢ donne, en mettant /(dz*4-dy*) pour ds,

v A’—(v— ?

La courbe cherchée est donc un cercle; snivant qu'il tourne sa
convexité ou sa concavité & I'axe des x ; laire est un minimum
ou un maximum. On doit déterminer les constantes e, ¢ et a
par la condition que le cercle passe par les points B et M, et
que I'arc BM ait la longueur exigée. Tel est le plus simple des
problémes d’fsopérimétres.

895. Quelle est la courbe BM (fig. 55), pour laquelle Laire

BCMP soit donnée, larc BM étant le plus court possible?
On a ici [y/(dx*+ dy*) =minimizm, avec la condition. ..
Sydx — const. == 0. En imitant le raisonnement ci-dessus,
on obtient

dx dy

T +ay=c, Ar-—-E:c,
équ. visiblement les mémes que celles que nous venons de
trouver : le cercle est donc encore la courbe demandée,

896. On demande quelle doit étre la courbe MK (fig. 24)
a plus courte possible, Taire MAK comprise entre les deux
rayons wecteurs AM, AK étant donnée ?

On doit avoir s = f{/(dx* + dy?) = minimum., avec la con~
dition (n° 729), /% (¢dy — yda) = const. : ce qui donne

de.dx 4-dy. 8
xds Y )’+ 5 2(dy. dutx. ddy—dz. dy—y.ddx)=o.

;Ady—d<d—’:—§h_y>:o, %Adx+d<g_ys+£‘}‘r =0y

Ces équ. s'accordent visiblement, et il suflit Cintégrer la 17
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2 étant une constante atbitraire; il vient

A_y—}-c:(l—f, ou (Ay+c)dy=de[l—(§y+c)’].

‘On fera ay = c=2; et lintégration sera facile (° 769, IV) :

on trouyera (ax —-b)* -+ (ay—4-c)*=1, ou, si lon veut,
(@ 4-b)*+ (y4=c)*=Fk. La courbe cherchée est donc un
cercle, assujéti a passer par les points M et KX ; et a former
Taire MAK de grandeur donnée. En sorte que toute autre
courbe, passant par deux points M et K de'cette circonférence,
et formant la méme aire, aurait Parc intercepté dans l'angle
MAK plus long que Vare de cercle, quels que soient les points
M et K. On verra de méme que le cercle répond aussi au pro-
bléme inverse : de toutes les courbes, d'égale longueur entre
deux points donnés, quelle est celle dont 'aire MAK ‘est un
maximum ? ;

897. Parmi toutes les courbes planes, termindes par deuz
ordonnées BC, PM (fig. 51) , qui engendrent dans leurs révo~
lutions des corps dont Uaire est la méme, on demmzdc quelle
estcell e quz produit le plus grand volume?

On a fr_y“dx__maumum et fazy {/(dz* 4 d_y‘ ==const.
Douil est facile de tirer

+y*=¢, " ydr-Ads= d( ydy)
Ces équ.'s accordent entre elles, et la 1% donne

e ia(esmyldy

szda:

dr—— ) A s
vy =
g — ydy
Si la constante c=o0, on trouve d.r— f Q@
: V(422 =y’ m

(x—b)"+y*=4a"; équ. d’un cercle dont le centre est en
un lieu quelconque de laxe des @, et qui doit passer par les
deux points donnés. Toutefois ce cexcle ne répond au probléme
qu'autant que l'aire engendrée par la révolution de l'arc CH
se trouye ayoir I'étendue exigée : en effet, 'équ. intégrale ne
reaferme que deux constantes, qu'on d«lermmera par la con-
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dition que la ligne passe par les points C et M. La solution
gbaérale du probléme est donnée par I'équ, (1).

898. De toutes les courbes planes, d'égale longueur entre
deux points donnés, quelle est celle qui, dans sa révolution,
engendre un volume ou une aire maximum?

Dans les deux cas, [/(dz® -+ dy?) = const. Eu outre, dans
Pun fay*dz, et dans l'autre f2myds (n° 752), doit étre un
maximum. D'abord, dans le 1°* cas, Z=#y’dx. En raison-
nant comme ci-dessus , on trouve
s pniorimy )
VI —(c—my)]

La courbe dont il s’agit ici jouit de la propriété que son rayon

2, ;
de courbure R est:z—n_-—y (n° 734, 6°.); en effet, ona

Cette courbe est I'Elastique, dont le rayon de courbure est en
raison inverse de I'ordonnée, Outre ¢ et A, on a une 3° con-
stante; les conditions que la courbe passe par les deux points
donnés, et ait la longueur exigée, servent a déterminer ces trois

zy* 4 e sadionydri—

quantités.

Dans le 2° cas, Z == fazyy/(dz"+4dy*), dou

axydr 4-ada cd
Y dj-___zc, dr= T/—[-(‘ﬁﬂ—y-—;%\)_i'———c_ﬂ.

La courbe demandée est une Chainette (p. 368), dont 'axe est
horizontal ; il y a maximum ou minimum, suivant quelle pre-
sente 4 'axe des @ sa concayité ou sa convexité.

899. Quelle est la courbe de longueur donnde s, entre deut
points_fixes, pour laquelle fyds est un maximum? On trouvera
aisément :

dx: i R % cdy R
(y+;‘)a}~_.c, d'ou dx_\/[(_y-f).)’-—c"]'

f J’ est

On obtient la méme courbe que ci-dessus. Comme
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Tordonnée verticale du centre de gravité d’un arc de courbe
dont s est la longuenr (woy. ma Meécanique, n® 64), on voit
que le centre de gravité d’un arc quelconque de la chainette
est plus bas que celui d'un arc de toute autre courbe terminé
aux mémes points.

9oo. En raisounant de méme pour [y*dx = minimum, et
Jydz =const., on trouve y*+ay=c, ouplutdt y =c: on
Loz est P'ordonnée
jj/ I
verticale du centre de gravité de toute aire plane (voyez ma
Mecanique, n° 68), celui d'un rectangle vertical dont un coté
est horizontal, est le plus bas possible. En sorte que toute
masse d’eau dont la surface supérieure est horizontale, a son
centre de gravité le plus profondément situé.

! Consultez I'ouvrage d'Euler, intitulé Methodus inveniend:
lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes.

a une droite paralléle aux x. Comme

V. DIFFERENCES ET SERIES.

Méthode direcie des Différences. Interpolation.

go1. Ltant donnée une série @, 6 ,0,4d.... , retranchons
chaque terme du suivant; a'=b—a, b’ =c—b, ¢’ =d —c...
formeront les différences premiéres. On trouve de méme que
cette série a’, b, ¢, d.. .. donne les différences secondes
a'=b—a, V==V, "=d—c...; que celles-ci
donnent les différences troisiénes a”==b" —a", b"—=c"—b"...-
et ainsi de suite. Ces différences sont indiquées par A, et l’or:
donne i cette caractéristique un-exposant qui en marque Pordre ;
A" est un terme de la suite des différences n*. On conserye
d'aillenrs & chaque différence le signe quilui appartient, lequel
est =, quand on Ia tire d’'une suite décroissante,

Par exemple, la fonction y ===z — gz 46, en faisant suc-~
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cessivementr==0, 1, 2,3, 4... donne une série de nombres,
dont y est le terme général , et d’otr I'on tire les diff'érengcs,
ainsi qu'il suit :

pour x = o, 54 0yt Ve i s i

série  y =6, — 2, — 4, 6, 3§, 86, 168, 286.
«diff. 1res Ay = — 8, — a2, 10, 28, 53, 82, 118.
diff. aes. A2y — 6,45 13, 918, taf = 1"30, % 36,

diff, 3es Aly = 654476, BT 62 ¢ BIvRE

go2. On voit que les différences troisiémes sont ici constantes,
et que les différences deuxiémes font une équidifférence : on
arrive a des différences constantes toutes les fois que 1y est une
fonction rationnelle et entiére de x, ainsi que nous l'allons
démontrer.

Que dans le monome kz™ on fasse x=«, 8, y...8, =, A (ces
nombres ayant i pour différence constante), on a la série
R, kA", fey™... k6™, ke, kam, Comme x = —F, en’déve-
loppant kx™ =k (» — h)™, et désignant par m, 4, A"... . les
coefficiens de la formule du binome, on trouve

k(™ — 2™y = kmha" =t — kA h*Am—2 =L A"h5....
Telle est la différence premiére entre deux termes quelconques
de la série ke™, k8™, ky™. .. La différence qui précéde, ou
k(2™ —@™), s’en déduit en changeant A en x, % en 6; et comme
#==x—h , il faut metire A — 7 pour a dans ce 2* membre :
fenh(a-R)" -l A B (-T2 =hm A [ - (me ) AT,

Retranchant ces résultats , les deux premiers termes disparais-
sent, et il vient, pourla différence 2* d'un rang arbitraire;
hm (m—1) heam— o kB RSm—s
Changeant de méme A en A—/ dans ce dernier développement,
et retranchant , les deux 1°™* termes disparaissent, et 'on a pour
différ. 3¢, 3
km (m—1) (m=—2)PAm=8 - kB"hiam—4, ., .,

et ainsi de suite. Chacune de ces différences a un terme de moins
dans son développement que la précédente; la 17 a m termes;
Jagenam—1,la3°m—a.. .. etc.; daprés la forme du
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1°" terme, qui finit par rester seul dans la différence m®, on voit
que celle-ci se réduit 4 la quantité constante 1.2.3. . .mkh™.

Si dans les fonctions M et NV, on prend pour  deux nombres
les résultats étant m et 7, celui qui provient de M 4 IV est
m~-n. Soient de méme m/ et o’ les résultats donnés par deux
autres valeurs de = ; la différence 1%, provenue de M IV,
est visiblement (m —m’) 4~ (n—n’). Il en faut dire autant des
différ, 3%, 4*... : ladiffér. de la somme est la somme des différ.

Donc, silon fait =, g, y... danskax®—4-px™=* ...,
la différ. me serala méme que s'il n’existait que le seul 1°* terme
k™, puisque celle de pz™—, gx™ ..., est nulle. Donc, /z dif-
férence m® est constante, lorsqu'on substitue ¢ x des nombres
équidifférens; dans une fonction rationnelle et entiére.

903. On voit donc que, si I'on est conduit & substituer des
nombres équidifférens , ainsi que exige la résolution des équ.
numériques (p. 77 et155), il suffira de chercher les (m 4 1)
1% résultats, d’en former les différences 172, 0%, .. : la me
n'aura quun terme; comme on sait qu'elle est constante et
=1.2.3...mkh™, on prolongera cettesérie Avolonté. Celle des
différ. (m— 1)* sera ensuite prolongée au-dela des deux termes
connus, puisqu'elle forme une équidiffér. ; celle de (m — 2)le
sera & son tour. . . ; enfin la série des resultats provenus de ces
substitutions, le sera aussi, autant qu’'on voudra, par de simples
additions. : 3

Cest ce qu'on voit dans I'exemple précédent et dans celui-ci :

Feroltt 1l S8 iDIE 358 L6 66161 6 6 B
13 28 4. 10. 16, 22, 28. 34. fo...
12 1Tes—in, 2. 12. 28.-50. 78. ‘rra...

Résultats 1. — 1. 1. 13, 41, gr. 16g.. .
Pour x = o. | T SN e sk (Y

Ces séries se déduisent de celle qui est constamment 6.6.6. . ..
et du terme initial déja trouvé pour chacune : un terme s’obtient
en ajoutant les denx qui se correspondent dans le rang a gauche.
On peut aussi les continuer dans le sens contraire , pour obtenir
les résultats de x=—1,—2, —3... Un terme s'obtient alors
en retranchant son supérieur de celui qui est & droite,

2, 8a
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Dans le but qu’on se propose, de résoudre une équ. , il n'est
plus besoin de pousser la série des résultats au-deld du terme
ott I'on ne doit rencontrer que des nombres de mémes signes,
ce qui arrive dés que tous les termes d'une colonne quelconque
sont positifs da cété droit, et alternatifs dans le sens opposé,
puisque les additions ou soustractions qui servent & prolonger
les séries, couservent constamment ces mémes signes aux ré~
sultats, On obtient donc, par cette voie, des limites des racines
soit positives, soit négatives.

904. A l'avenir, nous désignerons par Y la fouctiop de x
qui est le terme geénéral de la série proposée, et engendre toys
les termes, en faisant x =o, 1, 2, 3....; ys désignera, par e
qu'on y a fait x =5, ou qu'on a égard au terme qui en a5
avant lui (g1, dans le dernier ex.). D'aprés cela,

Y= Yo=AYo» Y2 Y1=28Y1; Yi— ¥a = LY.
Ay, — A}'o ::A"yo 5 Ayi——A‘y,zA” Ty A_y;,—A‘y,L :Afy,. 255
Ay Dy mly,, Ny, Aty =Ny, Ays— etc.
En général ,
Yo Yz = Ays_,
Byz == AYz 1= A%z_,,
Ay, — Ay, — A‘iy,_, 5 gte.
905. Formons les différences de la série quelconque
ARt hdileni. Jo =a +a", ¢ =b 48, d =c Fo .,
Bio B o sl =l ol = WA et et

Qv @b A B =a e a®, B gt
A3, a. . Mete, (B =a" a1y, V=PI L bV, dY = e gl Ve,

En éliminant b, &', ¢, ¢'...., des équations de la 17 ligne,
on réduit le o° membre 4 ne contenir que @, o, d'.... On
peut aussi tirer des valeurs de o, @', a"...., qui ne renferment
aucune lettre accentuée : on trouve
b=a-+-d, c=a4 20 + a', d=a 50" +3a"4d",
e=a-40' + 6" + 4a" +a", f—=aqa-+5a 104" etc.

@d=b—a, d"=c—2b +a, a"=d—3c | 5b—a.
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Comme les initiales o/, a’, a”.... sont LYo, 8%,, Ayau.., et
que a, b, c, d.... sont Yos Y15 ¥, Y3y OD trouye

Y1 =Y+ Byo, | AYo=%1— ¥,
Yo=Y +2Ayo+ A’yo; A2 o=_)’n“—2yl - Yo»
¥3== Yot-BAy, +-BA%y fAYy, | Aly, — Ys—3y. 48y, —y,,
Y4 Yotdhy, +60%; ete. | Ay, = gy — fy; 6ya ete.
En général,

1 2—2

I I_yx:_yc-l-zA_y.—l-xx—‘:—lA’ °+:1:£:—-. TAfyo. e (A),

n—1 732

S Tyg_3+1 . -(B)-

906. Ces équ. donnent, I'une un terme quelconque de rang =
(le terme général de la série), connaissant le 1 terme de tous
les ordres de différences, l'autre le terme initial de la- série
des n* différences, connaissant tous les termes de la série
Yos Y15 ¥a- .. Pour appliquer la 17¢ 4 'ex. du.n® 903, on fera

n—1
Ay o=yy—nyu_r+n — Yna—n

Yo=1, Ay, =—2, A%, ==y, ‘Al 6, At=o....
dou y.=1 —22422(—1)4-a(B~=1)(2-2) =2 — 1oy 241,

On se grave dans la mémoire les équations (4) et (B), en

remarquant que
y==(z +A)'n)r: A" 0={_Y'— L)

pourvu que, dans les développemens de ces puissances, on
transforme les puissances de Ay, , en exposant de'A; pour mar-
quer lordre des différences , et les pnissances de 2 en indices

goy. Dans ce qu'on a dit (n® 90b), a, b, ¢, d. .. sont, si
T'on veut, les'; w:aleurs que prend y,, quand celles de 2 sont les
nombres équidifférens m, m—-h, m—sah. s m—-ih, savoir

s
@=Yu, b=Ymin, c=ete. On pent donc remplacer, dans
Téqu. (A); ¥z PAT Ymiin, Yo par yu, Ay, par by, , etc., enfin
%es‘coefﬁcwns par ceux de la puissance . Faisons ik =z, et
ecrivons A, A%, .. pour Ay, A%, . . ., NOUS aurons
2(z—h)A* 2(z~—h) (2 — oh)A3
ah?

b

. A,
Yotz = Ym -+ 277+ S 0).

3a,,
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Cette équ. donnera S quand 2 =m -z, z étant entier on
fractionnaire. On tire de la série proposée, a, b, ¢, d. .., les
différences de tous les ordres, et le terme initial de ces séries
représente A, A%, ..

Mais, pour ponvoir appliquer cette formule, il faut qu'on .
soit conduit & des différences constantes, afin qu'elle soit ter-
minée; ou au moins qu'elle ait pour A, A%... des valeurs dé-
croissantes qui rendent la suite convergente : le développement
donne alors la grandeur approchée d'un terme répondant i
x=m--z; bien entendu qu’il ne faut pas que les facteurs.
de A croissent assez pour défruire cette convergence, ce qui
restreint z a ne pas dépasser une limite.

Par ex., on trouve (n° 365, IX) qué

Tarc de 6c° a pour corde 1000,0

A. =946

¢ A =—2,
BB cncin- vk o746 ad Ov
TO% s etsieteta s 1147,2 03 — 2,3
O siesti e e daTeh: ek

Puisque la différence est  a pen prés constante , du moins de
60° & 75°, on peut, dans cette étendue, employer I'équ. C;
faisant h==5, il vient, pour la quantité  ajouter i ym=1000,

%.74,6.z——z(z—5)—15 12.%—0,04.2%

Ainsi, en prenant z=1, 2, 3.,.., puis ajoutant 1000, on en
tivera les cordes de 61°, 622, 63°...; méme prenant pour z
des valeurs fractionnaires , on aura la corde d’un arc quelcongue
intermédiaire entre 60° et 75°. Cependant, il sera bon de chan-
ger le point de départ, si I'on est conduit & employer pour %
des nombres trop grands.

On a log 3100-—3/.,.::491’5617 o\

log 3110 =4927604 '_12987 A’=—45 :
log 3120 = 4941546 3342 — 45
logd omo ~~49\)5445 97

Nous consxdemns ici la partie décimale du log. comme étant
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un entier. En faisant k= 10, il vient, pour la partie additive
a log 3100,

1400,95.2—0,295.2%
Pour avoir les log. de 3101, 3102, B163..., on fera z=1,9,5...,
et méme, si I'on veut; log 107,68, on prendra z=17,58, d'oir
résultera 10606 pour quantité a ajouter au log, de 31003 ainsi,
log 310758 =5, 4924223.

On peut voir une application de notre formule & la p. 102
des Tables de Callet; on y calcule des log. avec 20 chiffres
décimaux.

908. Ces procédés s'emploient utilement pour abréger le
calcul des tables de log. , de sinus, de cordes, etc. On se borne
a chercher directement des résultats d'espace a autre, et & com-
bler ensuite I'intervalle par notre méthode. L’ Interpolation a
pour objet d'insérer, entre les termes d’une série donnée,
d'autres termes soumis & la méme loi; et I'équ. (C) résout
complétement ce probléme.

Quand il arrive que A* est nul, on trés petit, la série se
réduit & _ym-l- h ; d'ou P'on tire que les resultats ont une dif-

férence qui croit proportionnellement & z. Nous avons fait sou-
vent usage de cette remarque (n®* g1, III, et 586).

Lorsque A® est constant, ce qui arrive le plus souvent, en
changeant z en z -1 dans (C) et retranchant, on a la valeur
générale de la différence premiere pour la nouvelle série inter-
polée : faisant le méme calcul sur celle-ci, on obtient la diffé-,
rence seconde ; sayoir :

e , B, 2z——h1 2l AN
Duffer. JEEA= = -+ e A?,  Différ. ot A’ = e

Si 'on veut insérer n termes entre ceux d'une série donnée, il
faut prendre A=n--1; puis faisant z=o0, on a le terme initial
des différences

A A.
A== LAy

e R e
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on calculera &*, puis A’; ce terme initial A’ servira & composer
la suite des différences 17°* de la série interpolée (A" en est la

différ. constante) ; puis, enfin, on a cette série par de simples
additions.

Veut-on, dans I'ex. du n® précédent, calculer les log. de

3101, 3109, 5103...., on interpolera g nombres entre ceux qui
sont donnés : d'ott n=g, A"= — 0,4b, A'=1400,795. On
forme d’abord 1I’équidifférence qui a A’ pour terme initial, et

— 0,45 pour constante,, les différ. premicres sont
1400,725, 1400,275, 1399,825, 1399,375, 1398,925....

Des additions successives, en partant de log 3100, donneront
Tes log. conséeutifs qu'on cherche.

Je suppose qu’on ait observé un phénomene physique de 12*
en 12%, et que les résultats mesurés aient donné

2 ohaeia 8

13uiiics o =806 Azzgg A=144
240551 -66b ‘510 144

SRS O
81 je veux trouver I'état qui répond & 4%, 8% 1oh...., flinter-
polerai o termes, d'ot n=2, A"=16, A"=58; composant
Yéquidifférence qui commence par 58, et dont la raison est 16,
jlaurai les différences 17 de la nouvelle série, et par suite
celles-ci

Diff. 177 58.794 .90 . 106.122.138.. .,

Série..... 78.136.210.300.406.528.666. ..,

A OF Rk 8Ky ol GRS I e

La supposition des différences 2% constantes convient & pres-
que tous les cas, parce qu'on peut choisir des durées conve-
nables, On fait fréquemment usage de cette méthade en Astro-
aomie; et méme quand I'observation, ou le calcul, donne des
résultats dont les différences 2% offrent une marche pen réguliere,,
on impute ce défaut & des erreurs, qu'on corrige en rétablissant
une marche uniforme.

SSESN
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gog. Les tables astronomiques, géodésiques...., se forment

d'apreés ces principes. On calcule directement divers termes:,

qu'on prend assez rapprochés pour que les différences 17 ou 2

solent constantes ; puis on interpole pour obtenir les nombres
intermédiaires.

Ainsi, quand une série convergente donne la valeur de y, &
l'aide de celle d'une variable a; au lieu de calculer y chaque
fois que @ est connu , quand la formule est d’'un fréquent usage,
ondétermine les résultats y pour des grandenrs de x graduelle-
ment croissantes,, de maniére que les y soient pen différens :
on inscrit, en forme de table, chaque valeur de y prés de celle
dex, qu’on nomme ' Argument de cette table. Pour des nombres
x intermédiaires , de simples proportions donnent ¥, comme
on I'a yu, pour les log. (1°" vol., page 117), et & la simple
inspection on obtient les résultats cherchés.

Quand la série a deux variables, ou argumens, x et z, les
valeurs de y sedisposent en table & double entrée, comme- celle
de Pythagore (n° 14) ; en prenant pour coordonnées @ et z, le
résultat est contenudans la case déterminée ainsi. Par ex., ayant
pris 2==1, on rangera sur la 1" ligne, toutes les valeurs de
y correspondantes 4 x = 1, 2, 3... ; on metira sur une 2° ligne,
celles que donne z=2; dans une 3, celle de z=3... Pour
obtenir le résultat qui répond & x=3 et z =5, on s'arrétera
a la case qui, dansla 3° colonne, occupe le 5¢ rang, Les va-
leurs intermédiaires s'obtiennent d’'une maniére analogue & ce
qui a été dit. 1

9t0. Nous avons supposé jusqu'ici que les x croissent par
équidifférence. S'il n’en est pas ainsi, et qu'on connaisse les

'résultats y=ua, b, c,d... provenus des suppositions quel-

conques x =, #, ¥, J..., on peutrecourir A la théorie ex-
posée n° 465, lorsqu'il s'agissait de faire passer une courbe
parabolique par une suite de points donnés : ce probléme n’est
en effet qu'une interpolation. On pent aussi opérer comme il
suit ¢

A Vaide des valeurs: correspondantes connues a, «, b, &... 5
formez les fractions consécutives : :
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f— e y — 8 A N
A= o
Bt i e L L
—.&..— _Bﬂ_Bl 5
SEpe "”_s 1 =g . e a

Eliminant entre ces £qu. , on trouve successivement
b=a+A(E—a),

0= a - Aly—a)+ Bly—a) (r—p),

d = a + AP—u) - B (=) (9—p) - C (9—s) (3—F) (D)

et en général

4]

Yo = b A () 4Bz —s) (5—8) + C(—a) () (3—)...

On cherchera donc les différences 17 entye les résultats a, b,

e..., et on divisera par les différences entre les suppositions

“, By v, cequi donnera 4, 4,, A,... ; traitant ces nombres
d’une maniére analogue, on en déduira B, B, Bi..; ceux-ci
donnent C, C,...; et enfin substituant, on a le terme général
demandé.

En exécutant les multiplications , Pexpression regoit la forme
a—+dx " z*... de tout polynome rationnel et entier ; cela
vient de ce qu'on a négligé les différences supérieures (n° goa).

Corde de 6c° — 1000
3 =
62,20" = 1635 514 15
65.10 = 107742 A= 14,82
69: 0 = 113356 |4, = 14,61

—0,18 { B = — 0,035

—0,21 |B, = — 0,031

ona =0, B=o, y—=>51 0 =0
On pent négliger les différences 3%, et poser
Y= = 1000 4~ 15,08a. 2 — 0,035.2%.

911. En considérant toute fonction de &, Y., comme étant
Te terme général de la série que donne x=m, m~+h,m-+ah...,

e
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si Ton prend les différences enire ces résultats e obtenir
une nouvelle série, le terme général sera ce qu on' nomime ]’a
Différence premiére de la fonction propos.ée:,yz, qui est repré-~
sentée par Ay.. Ainsi, on obtient cette dl[}er. en changeant @
en x -4 dans y, , et retranchant y; du ?esultat; le reste e;:-
gendrera la série des différences 17%, en faisant x=m, m+h,
m -~ 2h , etc. Cest ainsi que

(x -+ h)? a? 1
atx+h a+tx
I1 restera & réduire cette expression , ou & la développer selon
les puissances de A...

5 ;
yz:a:—m donne Ay.=—=

En général , il suit du théoréme de Taylor , que

Ay.=y'h+4 1y Ly B 4.

* Pour obtenir la différence 2¢, il faudrait opérer sur Ay, comme

on a fait pour la proposée; et ainsi des différences 3¢, 4.
Intégration des Différences. Sommation des Suites.

912. Lintégration a ici pour but de remonter d'unfa diffé-
rence donnée en x, a la fonction qui I’a produite; c.—a-d. de
retrouver le terme général y, d’une série Y, Ymih, Ymoab:: -,
connaissant celui de la série d’une différence 'd’ordre quel-
conque connue. Cette opération s’indique par le signe =.

Par ex., =(3x* - x — 2) doit rappeler cette idée, sachant
que k=1 : une fonction y, engendre une sér.ie, en faisant
x=0, 1, 2,3.., les différences 17* qui s’ensuivent, forment
une autre suite dont 3z* + x — 2 est le terme général (elle
est — 2, 2, 12, 28...). L'objet qu'on se propose en intégrant ,
est de trouver ¥, , fonction qui, si l'on met 41 pour «,
donnera , en retranchant , le reste 3x* 4 x —a.

1l est facile de voir que, 1° les signes = et A se détruisent
(comme fet d); ainsi, ZAfx = fx.

2°. Alay) =aAy; donc Zay=aZy.
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3°. Comme A(A: — Bu) = AAt — Bau | de méme... . ...
(At — Bu) = Adst — Bsy > £ et u étant des fonctions de x,

913. Le probléme de déterminer y.. par sa différence 1%, ne
renferme pas les données nécessaires pour étre résolu compléte-
ment; car pour recomposer lasérie provenue dey,, en partant
de—2o, o, 12, 28..., faisons le 1°¢ ferme Yo =a, nous trou-
vons, par des additions successives, @, a2, a2, a,a1a.,
et a demeure arbitraire.

Toute intégrale pent étre considérée comme comprise dans
Péqu. (1) (p. 499); car en prenant z=—o, 1519,;.8.00,.dlans
la différence 17 donnée en @, on formera la suite des diffé-
rences 1*; retranchant cellesici consécutivement, on aura les
différences 2%, puis les 3%, 4., Le terme initial de ces séries
Sera Ay, , A%s..., et ces valeurs substituées dans (4) donnent
Y- Ainsi, dans I'exemple ci-dessus (qui n'est que celui du n° go3,
quanda=1), on a (n° 906)

Ayo==—a, Ay, — Alys =6, Ay, —o0..;
d’on Ye = Yo—2x — 24 2% &

En général, le 1°° teme Yo de I'équ. (A4) est une constante
arbitraire , qui doit s'ajouter & I'intégrale. Si la fonction donnée
est une différence 2¢ il faudra, par une 17¢ intégration, re-
monter & la différence 17¢ et de celle-ci dy.; ainsi, l'on aura
deux constantes arbitraires ; et, en effet, Péqu. (4) fait con-
naitre encore y,, en trouvant A% A%, seulement Yo et Ay,
restent quelconques. Et ainsi des ordres supérieurs.

914. Proposons-nous de trouyer 2z, Pexposant m étant en-
tier et positif. Représentons ce développement par

7 2z =pr? -} gzt 7.,
a, b, c... étant des exposans décroissans qu'il s'agit de déter~
miner aussi bien que les coefficiens P q-.. Prenons la différence
1%¢, en supprimant le ¥ au j°r membre, puis changeant = en

- h dans le 2¢, et retranchant, En nous bornant anx deux
1" termes, nous avons

s
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™= pahz*~* 4 ipala —1)hx = . - gbhx? . . .
or, pour que l'identité soit établie, les exposans doivent donner
les équ.a—1=m,a—o=b—1; dota=m-1, b=m;
de plus, les coefficiens donnent
1 1
3 D i e e
1=pah, —% pa(a—1)h=gqgb; d'oir P_(m—l-l 70 4 -
Quant aux autres termes, il est visible que les exposans sont
tous entiers et positifs; et on peut méme reconnaitre qu I.IS
manquent de 2 en 2; clest, anreste, ce quisuit du caleul ci~
apres. Posons donc’ ;i
sxm ——p;r:""*“——lx"‘ + ax™ 1 +ﬁlm_3 + me—-sm 5
N =
et déterminons «, £, 7... Prenons, comme ci-dessus, la diffé~
: s
Trence 1", en mettant x - & pour x, et retranchant: et d’'abord
en transposant px™+! — 2 ™, on trouve que le 1°* membre, a
-eause de ph(m—-1) =1, se réduit a

Pour abréger, nous omettons ici les termes du déyeloppement
de 2 en 2, que le calcul prouverait s’entre-détruire; et nous dé-
signons par 1, m, 4, 4"... les coefficiens du binome. Venons-
en au deuxieme membre, et faisons le méme calcul sur. ..
«x™ 4 £z"3,.., nous aurons, avec les mémes puissances res—
pectives de x et de &, .

m—s m—3 m—2 mj

(m—1)e+m-— S —g—¢+m—1 e L

» M—4 m—5

e (m—5),3+m——-o.—2 . —a—ﬂ +e
= (n—4)v +...
En comparant terme & terme, on en tire aisément
m —A" AL
“=m—, B=—m s, Y=
3.4 2.8.4.5° 6.6.7
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d'oil 'on tire enfin
Mm=-1

o x G ik Ao 573 me3
B s — - maha = o B

Ak - AW . (D);

ce développement ayant pour coefficiens ceux du binome de
deux en deux termes, multipliés par de certains facteurs nu-
mériques @, b, c..., qu'on a nommés Nombres Bernoulliens,
parce que Jacques Bernoulli les a le premier déterminés, Ces
facteurs sont d'un fréquent usage dans la théorie des suites;
nous donnerons un moyen plus facile de les évaluer (n® g16):
en voici d’'avance les valeurs.

e aEs 1 SRl P
C=q33> S G== d= v €=717aa

1202

Bt 591 =y
f=—wis §=13

zai)

20
&

A386

Zas
— 438
Z—XAi

O)ﬂ

= 61 67,
h= 15 64*

‘”I

915, Concluons de la que, pour obtenir =z™, m étant un
nombre donné entier et positif, il faut, outre les deux premiers
it
(m~4-1)h
en rejetant les termes de rangs impairs, 1°7, 3¢, 5°.,., et mul-
tiplier les termes conservés, respectivement par a, &, c...
x et h n'ont que des exposans pairs quand m est impair, et réci-
proquement; en sorte qu'on doit aussi rejeter le dernier terme

o k™, lorsqu’il yient en rang utile; la quotité des termes est
1m 2, quand m est pair; et 1 (m + 3) quand m est impair,
c-a-d. la méme pour un nombre pair et pour I'impair qui
suit.

termes — J—;Ln, prendre le développement de (z--A)",

Lo ’
Veut-on =x'°? outre m—% 2'°, on développera (x + 1)*°,
et conseryant les 2%, 4%, 6%... termes, on aura

: 10x%ah 4 12027bh3 4= 053... 5
donc
spe=2 T — 324§ a9 — a7h® 4 25—

3 i3
Lath? 4= & xhd.

FRTSE SEEE < SN

g
|
}
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Cest ainsi qu'on obtient

s R S e S
T oh 2’
z’ el e
8 o ——— —em
ey 2+6’

i aE gt Chata
oL ZE T -+ i -
¢ o bkl e
it = gy 2+ 3 86!’

2Bl o ad g)ﬁz:f ez

G 6" 2 T
x5 — EZ __‘EG h_xf e }_133 }.zi‘f
T 2 6 42’
T
B 13 24 T
L @& ke RS el
S YA 3 15 9 2
Gy £ L aee Ghat | giet | st B
== S5 10 2 G

Twi%e=ietel (voyez ci-dessus).

916. Voici un moyen facile d’étendre aussi loin quon veut

les valeurs des nombres Bernoulliens @, b, c... Qu’on fasse
3
x="h=1, dans Péqu. (D); Zx" est le terme général de la
série qui a ™ pour différence 1%°; nous considérons ici =1,
et cette série est la sunite naturelle o, 1, 2, 3... Prenons zéro
1 5 1—m

pour 1°F membre, et transposons .

mE1 * amt1)’
_am+b/1"+cd”+d Ve km.

me— 1

2(m -+ 1)
En faisant m = 2, le 2° membre se réduit 4 am, d'otl'on tire
a=1; m=4 donne am—+b4" ou 4a 445, pour 2° membre ;
on trouve am--bA4" - 6c, pour m—=6...; ainsi, en procé-
dant selon les nombres pairs m=2, 4, 6, 8. .., on obtient
chaque fois une équ. qui a un terme de plus, etsert & trouver
de proche enproche le dernier terme 2a, 45, 6e... mk.
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917. Prenons la différence du produit
Y= (2 —Mx (x + k) (x4 2b)... (x -+ ihy,
en mettant = - % pour x, et retranchant : il yient
Ayz =x(x +h) (x + ok)... (x k) < G+ 2)h;

divisant par ce dernier facteur constant, intégrant, et remettant
pour y. sa valeur, on trouye

Zx(x k) (@ +2h)... (x + ik)
z— I
= T X x(z 1) (x + sh)... (x k).
Cette équation donne lintégrale du produit de Sacteurs qui

forment une équidifférence.

918. En prenant la différence du a® membre, on vérifie
P'équation
5 1 ol —_
o(z+-h)(x4-2h).. (x4 ih) thx(x-Lh)...[x+ (— DA

919. Soit y, =a7; la différence est

Ay, = a™(ah—1) 3 dott y,=Za%(a" —1) =a¥;

P
done St = o~ const.

—1
920, L'équ. du bas de la page 358, 1°¢ yol. , est
€05 B— cos A = asin 1 (4 -FB).sin-;(A—B);
or,
_Beosx = c0s (z +h) — cos T = — gsin(x 4- Yhy.sinlh;
intégrant et changeant x - 2henz,ona v

. cos(z—21h) 5
Zsing == ——— 2 7/

» 5Ll = const, ,
on tronverait de méme

sin (z— 2}

Ecosz:——_h_A_)
Sl ~}- const.

> . ‘ k. . 3 - .
Lorsqu’on veut intégrer des puissances de sinus et cosinus ,

i SO
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onles traduit en sin. et cos. d’arcs multiples (voy. p.191), et on
a des termes de la forme Asingx, A cosqx; faisant gr=12,
Iintégration est donnée par les équ. précédentes.
ga1. Soit représentée l'intégrale d'un produit uz par
S(uz) =uZs--t,

u, 'z et t représentant des fonctions de &, celle-ci inconnue , z
et z données. En changeant « en x - A dans uSz - ¢, u de-
vient u - Au, z devient z-- Az, etc., et on a

U3z = uz - Au.3(z - Az) + t - At
retranchant notre 2® membre u¥z - ¢, on en obtient la diffé-
rence, ou uz; de la résulte I'équation

0=Au.3(z+Az)4At; doi t=—=2[Au.2(z-}-2z)].

Done B(u.z) = usz —3[An.2(z 4- Az)];

cette formule répond & Pintégration par parties des fonctions
différentielles p. 358,

g22. 1l n’y a qu'un petit nombre de fonctions dont en sait
trouver l'intégrale finie; on a recours aux séries quand on ne
sait pas intégrer exactement, Celle de Taylor Ay, =y'h+...
(n° g11), donne 5
ye=hByl 2hizyl 4
on y’, »"... sont les dérivées successives de Y= Regardons ¥
comme une fonction z donnée enx; il faudra faire y'=z, y'=2/,
y'=2"..i, et ye = [y'de=fzdzx; doun

Jede = hZz - L h* 52 ...

puis Sz=h" fzdx—3 hZz' — Lh*z2'...

Cette équ. donne 2z, quand on sait trouver 22/, 32"....; pre-
nons la dérivée des deux nombres; eelle du 1°° sera 32/, ainsi
qu'on peut s’en assurer. On tirera de 14 =2', puis =z”....; et,
méme sans faire ces calculs, il est aisé de voir que le résultat
de la substitution de ces valeurs sera de la forme

Sz ==h""fzdx + Az - Bha' - Ch*s". ..,
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1l 1'este. a déterminer les facteurs A4, B, C.... Or, si z=—gm

Zn.enA tlre.fzdr‘, 2/, 2"...., et, substituant, il vient une série qu‘i
oEt‘etre identique avec (D), et, par conséquent, privée des

puissances m —a, m— 4.... En sorte qu'on posera

ZZ___ﬁ:}tjx % il ahz’ | BRS™  chiy . dfra

PESTT DN T ey i s

@, b, c.... étant les nombres bernoulliens.
Par ex. si 2=z, Slr.de =ale—z, 2'—=2"1, 2'— eto.:
donc Bl = C 4 zxlx — 1 = e
-+ T—3lzAax + bx—S 4 cx5, ete,

923. Lasérieaq, b, c, d...k, L ayant iffér. 17 &', b, o
onavu(n"905)¢Iue" Gl Dl o

b=alda, c=b+4V, d:e'-f—c'....l:k—!—lz';
équ. dont la somme donne l:_a—}-a'-}—b'.—l-c’. <+ k.

Si les flO]:lIbrES a’, b, ... sont connus , on peut les considérer
corm.ne étant les différ. 17 d’une autre série o, b C buisqu’il
est aisé de composer celle-ci a I'aide de la 1"; e’t ci;'l:elrmzq'uf
tial @. Par définition (n® 912) nous savons qu'un terme ﬁl;l-
c;nque ¥, pris dans la série donnée o/, &, s, west Zutr;
;Z/o—a_:elcfusuAl, puisque Z'==m'—; en intégrant I'=Al, on a

S =a b 4+, R

en supposant I'initial @ compris dans la constante du signe
Do?c, en prenant lintézrale d'un terme quelconque d'une’
serie, on obtient la somme de tous les termes qui le précédent

2

. Zyz =—Yo +J’x +yn- CR +yz—|-

Bien entendu que pour avoir la somme de la série ¥ compris
le terme général y., il faut ajouter y, a I’intégral;e,’ ou hien y.
c&an’ger x en x -1, ou enfin changer x en @ -1 dans v, ayant
d'intégrer. Du reste, on détermine la constante en re;lgént la
somme =y, quand = = 1. . 2

DIFFERENCES FINIES.. H1dy

924. On sait donc trouver le terme sommatoire de toute
série dont on connait le terme général, en fonction rationnelle
et entidre de x. Soit "yrz Ax" — Bz C, m et n étant
entiers et positifs, on a AZx™— BEx™ Czx® pour somme
des termes jusqu'd y. exclusivement. Cette intégrale une fois
trouvée par, 'équ. D, on changera = en x -1, et I'on dé-
terminera convenablement la constante.

Soit, par ex., y. =x(3x.—1); changeons x en x4 1, et
intégrons le résultat; nous trouyons
43—zl 4T —1

T —x
2. 2B

o3x? - BEy 4 Zx°—

on n'ajoute pas de constante, parce que £=0 doit rendre Ja
somme nulle (voy. p. 29).

La série 17, o™, 3™.... des puissances m¢ des nombres natu-
rels se trouve en prenant Za™ (équ. D) : mais il faut ensuite
ajouter le 2 ‘terme qui est o™, c.-a-d., qu'il suffit de chan-
ger — 2™, of terme de I'équ. D, en o1z : il reste ensuite
# déterminer la constante, d’aprés le terme auquel on veut que
la somme commence. Par ex., pour la suite des carrés, on
prend 22%, p. Bog, en changeant le signe du a¢ terme, et lona

: ox 41 41
e e e
o '
la constante est =0, parce que Ja somme est nulle quand 2==o0.
Mais si 'on veut que la somme s'étende de n* a 2%, elle est nulle

n—1 2rn—1
quand & =m—1, et on a const. =—n T

Celte théorie s'applique & la sommation des nombres hgurés.
Par ex., pour ajouter les x 19 nombres pyramidaux 1.4.10,90...
(p- 20), il faut intégrer le terme général }a(x 1) (z4-19);
on trouye (n°917) & (2 —1)® (@ - 1) (+ 2) : enfin, il faut
changer = en w1, et I'on a, pour la somme demandée,
L a(x =+ 1) (x4 2) (@ + 3). La constante est nulle.

2. 57 33-
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925. Les nombres figurés inverses sont des fractions qui
ont 1 pour numérateur, et pour dénominateur une suite figurées
Le z¢ terme de T'ordre p est (p. 20)

1.9.3...(p—1) s 1.2.3...(p—1)
D). - @r—a) —n)a@+1): - -G+r—B)
est l'intégrale (n° 918). Changeons = en x4 1, puis détermi-
nons la constante en rendant la somme nulle quand z=o,

i
nous aurons C:P P la somme des = 1 termes est,

Pl 1.2.3...(p—1)
P2 (P—2)(x+1)(:c+2)- (mFp—a)

Faisons successivement p=3, 4, 5.. ., et nous aurons

2 1 1 ) 1.2 — 2 2

s o PR e gy

Hes e o 1.2.3 ek 3

J+‘+]a+2°"'x(x+l)(x+2)—2 (£+1)(LL‘+2)'

G e s e 1 1.2.3.4 Ede 2.4

J+5+la +:m"'x .(-1?—}-5)_" (1‘_"_1)_&_*_5)'
1.2.3.4.5 2.3.5

1L

bt b e g e e

et ainsi de suite. Pour obtenir la somme totale de nos séries, il

faut rendre @ infini, ce qui donne P! hour la limite dont elles
q P

approchent sans cesse.

Pour la série sinag, sin{a-+-7%), sin(@--2/)....., on 2
(n° g20) ESt
i cos (a--hx—4i k)

asinth 2

et ah)=C

changeant x en & - 1, et déterminant € par la condition que

DIFFERENCES FNIES, 515
#==—1 rend la somme nulle, on trouye, pour terme som-

matoire ,
cos (a-Lh)—cos (a+ht+ h)
asinth
i sin(a+1hx). sm[ h(r—{-l)]
o singh

en vertu de l’équ. du bas de la p. 358, I vol.
La suite cos @, cos (a4 k), cos (@ +9h) .. donne de méme,,
pour terme sommatoire,

%a+ hx) . sm[‘]z(r-l—x)]

singh

" FIN.
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— Ars conjectandi, in-§ i ar fr.
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séparément ; savoir : A :
10, 17ART DE CONDUIRE ET DE REGLER LES PENDULES ET LES
‘MONTRES, quatriéme  edition, angmentée d’une planche , et de la maniére de
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20, ESSALSUR L’HORLOGERIE, g:ms lequel on traite de cet art relativement &
usage civil, & I’Astroniomie et & l]a Navigation , avec 38 pl. ;2 v. in-4.(rure.) 48 fi
30, HISTOIRE DE LA MESURE DU TEMS PAR LES HORLOGES. Paris,
1802, 2 vol.in-4. , avec 23 pl. gravées. 30 .
4°. TRAITE DES HORLOGES MARINES, contenant la théorie, la construc-
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vol. in-4., avee 27 {71. 2 a4 Ir.
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Go. LES LONGITUDES PAR LA MESURE DU TEMS, ou Méthode pour
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1)

in-4. g fr.
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So. TRAITE DES MONIRES A LONGITUDES, contenant la description
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200, Supplément au Traité des Montres a Liongitudes , suivi de la Notice des
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BERTRAND. Développement nouveaw de la partie élémentaire des Mathéma-

tiques. Gendve, 1778, 2 vol..in-4. 33 fra
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son autorisation, un vol. in-fol. , 180"'. 5 36 1.
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Marine, de I'Artilleric et des Eleves de P'Ecole Polytechnique, ¢n 6 vol. in-8.,
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cole Polytechnique 5 Garnicr, ex-professcur & PLcole Polytechnique, etdeRossely
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et & la Géométrie. Nouvelle édition, avec des Notes for #tendues, par Rexsaun,
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Cette édition du Cours de Mathématiques de Bezout est la plus correcte et la
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(’:h. Borda, revues, augmentées et publides par J. B. J. Delambre. Paris P‘ir
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- riflessioni ed aggiunte di Gregoria Fontana. Milano , 4 vol. in-8., br. t5 £,
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BRISSON. PESANTEUR SPECIFIQUE DES CORPS; Ouyrage utile & ]”l}ilia'—.
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ihq. 9 Iz? EI0N .a\;eg:WI:S ombres premiers qui s’y trouvent, 1 vol. 3;5{1:’3;1.{1
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CAIGN.(.)LI. TRAITE DETRIGONOMETRIE, trad. de Ditalien par M. CI ‘ T
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‘points, qm]mnqnes pris dans l‘espace suivi d’un Essai sur a théorie des Trarse
versales, in- .; 1806. 5 fe.
CARNOT. DE LA DEFENSE DES PLAGES FORTES, Ouyrage compose
par ocdre du Gonvernement, pour Pinstruction des Eléves du Corps du Genié,
2€ \.dmon, 1811, in-8. 6. fr.
—1E MEME OUYRAGE , Lyoisiéme z-dumn considérablement augmentée , un vol.
in-4. avec 11 pl. irés, hleuﬁra\ des, 18 fr.
-—DE LA CORRELATION DES FI(xUR}LS DE GEOMETRIE. Pans,
an in-8., grand S‘p U%le {r,
-—RFt LEXIONS LA METAPHYSIQUE DU CALCUL INFINITL—
SIMAL scconde édit. , 1813, fr. 5o c.
osé de sa conduite politique, depuisle rer nillet 1514, m-8 1815 1fr.a5¢,
CARI FPBOIANIQDL de la Méthode naturelle Je Jussieu 1!1—8 yet nble.xux,
format atlantique. 6
CHAMBON-DE-MONTAUX. Traité de la Fi¢vre maligne simple, et des l‘léucs

compliquées de malignité, §v. in-12. 10 {1
CHA].\J.;&.LAL Hlstone de Fl ance abrégée et chronologique, depuxs la premiére
expédition des Gaulois jusqu’en septembre 1808, ete., 2 vol. in-§ 16 fr.

—— Jlablettes chronologiques et documentaires | pour servir i Pétnde de I'Histoire
civilé et militaire de [a zr'mcc, depuis- I’ \rrxw.e de Jules-César dans les (.mulcs
]usq'ﬁ i nos jours, etc., in-8

CHLADNI, Correspondant de ’Académie de Samt—PcLexshourﬂ, ete. fRAflL
D’ (()Ub.ll QUE, avec § planch., in-8., 1809 7 fr. Bolc.

CHOMPEE. Methode la plus natarelle et la plus suuple d’enseigner & hire, in-§. ,

1813. 1fr. a5
CHORON, Concspondan[dcl Institut. METHODE ELEMENTAIRE DE LUM.
POSITION; on les pnccptrs sont soutenus d’un grand nombre d’exemples trés
cluirs et 1uxt ¢tendus, et dl'aide de laquelle on peutapprendre soi-ménie i cnmpusur
toute espice de '\Iusl uc; traduite de Vallemand de Albrechisberger (J. Georg.) ,
Ur' iste de Ia Cour de Vienne , ete. , ¢t enrichie d’une Immducuou et d un lrmnd
ombre de Notes , par A. Choron, 2 vol. in-8., dont un de Musique,, 1814. 12 fr,
CHRLS TIAN, Directenr du Cuuservaluvm dcs Arts et Métiers , % Pari DES
IMPOSITIONS et deleur influence sur PIndustrie agricole, manufacturiére et
commerciale, etsor la mspcnu. pubquup iu-8.,1814. afr. 5oe.
CLAIRAUT. LLL\H‘]&‘: D'ALGEBRE , 6¢ €. , avée des Notes ot des Additions
trés étendues , pur M. (;.umu 5 pncudc. ‘d’un I‘ram d’ Auuummlm par Théve-
neau, et d'une Instruction sur les nonveaux poids et mesures, 2 v. in-8.,1801. gfr.
THEORIE DE LA FIGURE DE LA TERRE , tirée des punnpcs de l’Hy-

drostatique , in-8. , 2¢ édition, 1508. : 1o ir.

CONDILLAG. La zue des Caleals, in-8. S
~—— Le méme ouvrage, 2 vol. in-1a. 4 fr.
—— Grammaire franc nsc, 1 vol. in-12. gy
CONDORCET. Essai sur Papplication de I’ Analyse aux probabilités des d“hm"s

“rendues & la pluralité des voix, 1 v. in- 4. Fsih

—— Moyen uppl cndre & compter stirement et avee facilitd ; Ouvrage poathumx )

deuxitme
CONNAISSA CF DLS TEMS A L'USAGE DES ASTRONOMES El DI‘
NAVIGATEURS, publiécparle Bureau des Longitudes deFrance, pourles anndi's
1819, 1520, 1521 et 1822, Prix de chaque anuée, 6 . avee Addit., et 4 fr.sans Addit.
On puLL se procurer la ('n[leuum. camplele ou dus années separées de cct
Onvrage, depuis 1761 jusqu’a ce jour.
(’()HDIFR (hhnnml/, Instituteur. L’Ahnllcfmnuu e, '3\01 in-8, G [
—— Mémorial de Theodore, in-§. T fr. 23 ¢
—~— Préparatinn & Uétude de la Mythologie, in8., 3 1r.
C()'l"l E. TABEE DU JOURNAL DE VS IQU]‘ un\ol in-4.

fie/s
)USJ.N TRAITE ELEMENTAIRE de I' 'Analyse mazhemauqur- ou d’AlEc%rc,

in-8. fr, 50 c.
— TRAITE DU CALCUL DIF FERENTIEL et intégral, 2 vol. in-4. 46 pl. axfe.
I'ABREU. PRINCIPES MATHEMAT, 1QUES defeu Joseph-Anastase d”l Cunha,

Professenr & PUniversité de Coimbre (comprenant ceux Il) 1 Anthmeuquv, de

Ia Géomiuie, de I'Algébre,’ de son application & la Géométrie, et du Caleal

_difféventiel et intégral ), uam.s d’une maniére enti¢rement nouvelle, traduits litté-

“valement du portugais , in-8. , 1816. 51,

DA e /,,:’ ree rmlumre cte., 1 &ol. in-8. 31y
DAU i d’Idéologic, in-8. 4 .
DAUBL IN. Memoive sur les Basaltes de. la Saze, in-8. Egefr,

DAULNOY. Caleul des Intéréls deoutes les sommes & tous leé taux, et poir
tous les ,uuu de I"année ; etc. - ; 1fv. Joc.

(5)

‘DEFENSE D’ANCONE et des Départemens romains , le Trofito, e Masone et le
Metauro, par le général Monnier, aux années 7 et 8, 2 vol. in-8¢ 10 {r.
D]'LUSI‘RE, ancien Professeur & 'Ecole Militaive de Paris. Encyelopédie de
Plnsénieur, on Dictionnaire des Ponts et Chuussées, 3 vol. in-8., avee un vol.
de T,,m , 1812, a (.
DEL 4\1 Bﬁﬁ Seerétaire perpétucl de I'Institut, Membre de Ia Ldgion-d’Honneur,
Professeur & Astronomie, an Collége rayal de France, etc, AIlE COMPLET
D'ASTRONOMIE THEORIQUE ET PRATIQUE, 3v. ]n-q .yavec2g pl. ,181{;
0 r.
Nora. Cet ouvrage est sans contredit le meilleur Traité d'Astronomie ct le

plus complet qui ait encore paru ; il remplace celui de Lalande, qui est épuisé,
—— Abrégé du,méme Quvrage, on LECONS FLP'\]Fl\fAl ES D'ASTRO-
"\O'\HF THE()BIQUE ET PRAT lQIjh données au Collége de France, un vol.
in-8., avee 14 planch., 1813. 10 fr.
——HISTOIRE DE L’ASTRONOMIE ANCGIENNE, 2 v.in-4-, 7 pl., 1817. 4o fr.
—— HISTOIRE DE L’ASTRONOMIE DU MOYEN AGE, 1 vol. m—4 ¥ xbxq,

avec 17 planches. 25 fre
—— Bases dusysiéme mcluque décimal; 3 vol. in-4. (rare.) 100 1.
— MET HOEES ANALYTIQUES pour la détermination d’unarc du Mé udu{n.

Paris, an it

l -4
— TABLS AS]‘RO'\O'\H UES publides ﬁal le Bureau des Longitudes de
France. Premléu partie. TAB Eg DU SOLEIL par M. Delambre; TABLES
DE LA L ar M. Biirg, in-4.. 1806. 18 fr.
'lABLbb ANYRD‘IO'\IIQUES hublices par le Burean des Longitudes d»
France; NOUVELLES TABLES ])l‘ JUPITER ET DE SATURNE cal-
culées d’uprés Ia théorie de M. Laplace, et suivant la division décimale de I” an"h.
. droit, par M. Bonvard, in-4
TABLES AS I‘RON()Ml(\UES du Burean des Longitudes ; TABLES I‘CL]P-
TIQUES des SATELLITES DE JUPITER, &’ apres fa théoric de M. Laplace et
1a Lémahle des obscrvations faites depuis 1662 jusqu’a I'an 1802, par M. Dclnmbr; 5
in- 10 fre
'lAlef‘S DE LA LUNE. (Foyez BURCKHARDT ct BORDA.)
DFLA'\lhTHPRIE, Professeur au gn ¢ de Trance , Rédactear du Journal de
l‘h ssique, ele. CONSIDERATIONS S%R LES ETRES ORGANISLS 2 vol,

12 fr,

-—DE LA PERFECTIBILITE et de la dégéncrescence | Ldes Tirres mrvam.scs,

formant lc tome 3¢ des Considérations sur les Kur s\m«'xnms 1vol. in§, 6 fr,
~— DE LA NATURE DES ETRES EXISTANS 1 vol. in-8. X6y
—LE( ONS DE MINERALOGIE données au Collége de ['uncc 2 vol. in-8.,
14 £,

DhLAPRISF Méthode nouy. pour tracer les Cadrans solaires, in-8, 1781, 8 fr:
DELAU. DECOUVERTE DE L'UNITE et gen de principe , d'idée ct

d’exposition de la Science des Nombres, son application positive et régulitve A
3 fr.

P’Algebre , 4 la Géo in-

DELUC. TRAITE EL RE DE GROLOGIE, in8. . 180q 51y,
DEPARCIEUX. Zraite de 1 ométrie et de Gnomonique, in-4., 1741. 20fr,
DESTULT-TRACY , Pair e France , Mambre de {Insu:ut EL M}‘l\S

DIDEOLOGIE, 5 val, in-8. . nonvelle eﬂmuu, 1817 et 1818, 4 fr.
Chague yolume se vend séparémient, savoir :
— IDEOLOGIE )mpwm«'ntduc, m-8., 3¢ uhl.x(m, 1817, 2 5 fr.
—— GRAMMAIRE, in-8., 22 cdmrm 131" i 5 fr.
— LOGIQUE,, in-8., 2 cdition.. 1 > G fr.
— TRAITE DE LA VOL Ol\I‘L Fl‘ DE SES EFFETS, 4e et be P’lr!us
in-8., seconde édition’, 18:8. G h

—-\;RIN CIPES LOGIQUES, ou Recueil de faitsvelatifs 2 l’mtc]hﬂcncc humaine,
in- 2 £}
DFVFLT‘Y ‘BELEMENS DE GEOMETRIE, avec, fig,, 2¢ édit., in-8., 1816, 6 fr,
—— APPLICATION Dh L AL(;k.BlLE. A LA GEOM STRIE, in-4., 1816, 14 1.
— Physique d’/2 rle 8. (15t autres ouvrages du méme Aulc:u )
])I(ATI()N AIRE DE L ALAD]‘ MIE FRANGAISE, 2 v. in-4, devn. (dit. 36 fr.
DIEUDO -TH H:.HALL Proviseur du Lyr‘u dc Vcna'ullcs GRAMMAIRE
PHIL: ()S()PIH()[ E, ounla ]\!h.luph)slguu » lu Logique en un senl corps de doc~
trine, 2 vol, in-§ fr.”
—_— I‘R AITE DU ."I‘Y'J",, 2 vol, i '
]) ) ,‘J i P“( UR IR-\II E DLS MOUVEMENS APPARENS DPS
2 (\
DR\ 2 a ln Physique géndrale, l!1~4 i3
1Mt 23 ¢
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DUBOURGUET, Professeur de Mathém. au Collége Louis-le-Grand, ancien O da
Marine, etc. TRAITE DE NAVIGATION, Ouvrage approuvé par l'nstitut de
Trance, etmjs & la portée de tous les Navigat., 1808, in-4., avec fig. et tableaux. 20 i,
— TRAITES ELEMENTAIRES DE CALCUL DIFFERENTIEL ET DE
CALCUL INTEGRAL, independans de toutes notions de quantités infinitésimales
et de limites; Ou rage mis & la portée des Commencans, et ou se trouvent plus
sieurs nouvelles theories et migthodes fort simplifices d’intégrations, avec des appli=
cations utiles aux ﬁragrés dl%Scicnces exactes, 2 vol. in-8. 16 fr,
DUCHATELEY. Principesfmathématiques de la Philosephie naturelle, 2 vol.
in-4. g 24 fr.
REST. Pues nouvelles sur les Counrans d’eau, la Mavigation ime’ricu:e et

la Marine, m-8., 1803. _ v,
DUPIN, Cipitaine du Génie maritime, cte. DEVELOPPEMENS DE GEO-
METRIE, avec des applications  lastabilité des vaisseaux , aux dehlais et remblais,
au défilement, 3 Poptique, ete., pourfairesuited la GROMETRIE DESCRIPTIVE
et & la Géométrie analytique de M. MONGE, in-4., avec planch., 1813. 15 fw.
~—— ESSAIS SUR DEg’lO STHENES et sur son éloguence, contenant une tra-
duction des Hurangues pour Olynthe, avec le texte en regard ; des considérations
sur les beautés des pensées et du style de POrateur athénien, in-§., 1814. 4 fri
—— Du rétablissement de I’ Academie de Marine, in-8. , 1815, 1 fr. 5o c.
s— Tlublean de P Architecture navale militaive , analyse, etc., in-4. 1 fr. 50 e.
DUPUIS. MEMOIRE EXPLICATIEF DU ZODIAQUE chronologique et my-
thologique, Ouvrage contenant le tableau comparatif des maisons de la Lune
chez les differens peuples de ’Orient, in-4., 1806. . 6 fr
DUPUIS. ANAL?S RAISONNEE DE L’ORIGINE DE TOUS LES
CULTES, ou Religion universelle; sur Pouvrage Qublic’ enlan III,vol.in-8, 3 fr.
DURAND. Statique élémentaire, ou Essai sur I'état géographique , physique et
\m]ili%\ze de la Suisse; 4 vol. in-8. 12 frs
DUTENS. Analzse raisonnée des principes de PEconomie politigue,, in-8. 3 fr.
DUVAL-LEROY. Elémens de I[’Vzwi ation, in-8. 6 fr.
DUVILLARD RECHERCEES SUR LES RENTES, lesEmpruats, etc., in-4 .G fx.
—— ANALYSE ET TABLEAU de Fintluence de Ia petite ycrole sur la mortalité
& chaque dge, et de celle qu’un préservatif tel que la vaccine peut avoir sur la

;li]}m]alion et la longévité , 1806, m-4. 10 fra
EPURES a I'usage de PECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE, contenant
1oa planches gravées in-fol., sans texte, surla Géométrie descriptive, la Charpente,

la coupe des picrves, la Perspective et les Ouwbres, Prix czg‘ lies, 24 fr.

EUCLIDE. ELEMENS DE GEOMETRIE, avec Notes de Peyrard, 1 v. in-8. 6 fr.

w— (BUVRES COVIPLETES grec, latin et francais, avec Notes de Peyrard,
3 vol. in-4., 1817 et 1818. x go fr.

EULER. ELEMENS D’ALGEBRE, nouv. édit., 1807, 2 vol. in-8. 12 fre
Cette €dit. est la meilleure et la plas compléte qui ait eneore paru. La premitre

Ea\'zic contient I’Analyse déterminée, revae et augmentée de Notes par M. Garnicr.
a deuxi¢me partie contient I Analyse indéterminge, vevue et angmentce de Notes

par M. Lagrange, Sénateur, Membre de PInstitut, ete.

— LETTRES A UNE PRINCESSE D'ALLEMAGNE, sur divers sujetsde
Physiqueet de Philosophie, nouy. édit., conforme & Pédition originale de 3 aint-
Pétersbonrg, revue etaugmentée de I'Eloge d’Euler par Condoreet, et de diverses
Notes par M. Labey, ex-Instituteur & 1'Ecole Polytechnique, etc., 2 forts vol.

in-8. de 1180 pag., avec le portrait de I'Autenr, 1812, belle édition. 15 fr.
e O pa(iner vélin, dont on a tiré quelques exemplaires. 3o i
- Introductio in Analysin infinitorum , 2 vol. in-4. 24 tr.

Lt tous les autres Ouprages de cet Auteur.
FISCHER. PHYSIQUE MECANIQUE, traduite de T'allemand, avee des Notes
de M. BIOT, in 8., troisieme édition, 1819 (Foyez BIOT?) 6 fre
VLEURIEU, Membre deVInstitut national des Sciences et des Arts, et du Bureau des
Longitudes, etc. VOYAGE AUTOUR DU M()NDE,({mndant les années 1700,
1791, et 1793, par EIFENNE MARCHAND, precedé

"une Introduction histo-
vique ; auqguel on’ a joint des Recherches sur les Terres australes de Druke, et

nn Kxamen critique du Voyage de Roggewcen . avec Cartes et Figures; par -

¢t du Burcan des Longitudes, ete., § vol. in-4., 1809,
—— Le méme Oavrage, 5 vol. in-8., avec Atasin-4, 25 [r.
—— Application du Systéme metrique et décimal & PHydrographie et aux Cé}l-
i L

P. C. Crarer Freumiev, Membre de PInstitat national des Sciences et des 2.1‘1?,
0 i

culs de Navigation , in-4.
—— VOYAGE FAIl' BAR ORDRE DU ROI, en 1708 et 1560, & différentes
aties du monde, pour éprouver en mer los Hordpges mariies inyenides pag
E’. Berthoud, 2 vol in-{., avec planches, il Jo fr.

.5°. LES RECIPROQUES DE LA GEOMETRIE, suivis
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JFLORE NATURELLE ET ECONOMIQUE DES PLANTES QUI CROIS-

ENVIRONS DE PARIS; au nombre de plus de 400 genres et de
péces ,.contenant Pénnmeration de ces Plaates, rangées smivant Iz systéme
de Jussien, etpar ordre alphabétique, leurs noms trivianx, leurs synonymies {ran-
caises, lears descriptions, Tes endioitsolise rouyent les plus rares : 'zevcdu., aug-
nentée de la Flore naturelle et de 24 planches soigneusement grayées; par une
Société de Nataralistes, 2 vol. in-8. : 10 frs
FOURCROY. TABLEAUX SYNOPTIQUES DE CHIMIE, in-fol., cart. ¢ [r.
- SYSTEME DES CONNAISSANCES CHIMIQUES, 11 vol. in-8. Ga fr.
FRANGAIS, Professeur & Metz. Mémoire sur le mouvement de rotation ;l un
corps solide antour de son centre de masse, in-., 18x3. ; R f:: Koe.
FHA&CHI’NLMémoiz‘essur[’iulﬁ raliondvsEqujgnionsdlﬁ'érenl{cllcs,m—,’;. 1fr.5oc.
FRANG(EUR, Professeur de la i’acx;hé des ~ Seiences de Pavis, ex-Exnminaten
des Candidats de I’Ecole Polytechnique, el

te.

19. COURS COMPLET DE MATHEMATIQUES PURES, ’déd:é .h‘ S. M.
Alexandre Ter, Empercur de toutes les Russics; Ouvrage destiné aux Kleves des
Ecoles Normale ct Polytechnique, et aux Candidats qui se préparent Ay éue
admis, seconde édition’, reyue et considérablement augnientee,, 2 vol. in-8.; avee
planches, 1819. 2 £ 15 fr.

20. TRAITE ELEMENTAIRE DE MECANIQUE, 4 Yusage des Lycées, L;lvi‘;‘,

4¢ €dit. , in-8,

30, ELEMENS DE STATIQUE, in-8. : fr.
4°. URANOGRAPHIE, ou TRAITE ELEMENTAIRE I’ASTRONOMIE, A
Pusage des personnes peu versces dans les Mathématigues , des @;gqgruphcs, des
Marins, des Ingénicurs, accompagnd de Planisphites, seconde édition, revue ct
considérablement augmentée, 1818, 1 vol. in:8., avec 11 g;lxzx\clvcs. < 9 fr.
FRAY, Commissaire-Ordonnatenr dés Guerres, etc. ESSAL SUR L O}?\l(zl}\E
DES CORPS ORGANISES ET INORGANISES , ct sur quelques pheuomﬁncs
de Physiologie animale et végétale, 1 vol. in-8., 1817. ; s 5 fr.
FULT(}N. (Robert) Recherches sur les moyens de perfectionuer les Canaux de
navignliun, etsurlesnombrenx avantages des petits Ganaux, ele.,in-8. 5 fr ﬁo (£
GARNIER , ex-Professenr & I'Ecole Polytechnique , Docteur de Ia Facn.h'c _dus
Sciencesde I’ Université,, ex-Professeur de Mathématiques 2 1"Feole royale militaire.
COURS COMPLET DE MATHEMATIQUES, comprenant les Quvrages

suivans, (]x,li se vendent chacun sé%\rémem. savOir ; :
10, TRAITE T’ARITHMETIQUE a P'usage des Eléves de tout dge, deuxitme
édition, in-S., 1808, afr. Soc.
MENS D’ALGEBRE & Pusage des Aspirans & PEeole Polytcchni%ue,
troisieme edition, 1811, in-8., revue, corrigee et augmientce. fr.
30, Suite de ces Elémens, 2¢ partie. ANALYSE ALGEBRIQUE, nouv. édition ,
-considérablement augni. , in-8., 1814. 6 fr.
4°, GEOMETRIE ANALYTIQUE, ou Application de PAlgdbre % la Géométrie,
seconde ¢dition, revue et augmentde  un vol. in-8t avee |4EI.. 1813, 5 ir. Soc.
une Recueil de Proa
Bidmes et de Théorémes, et de la construction des Tables wigonomeéwiques , in-8.,
2e édition, considérablemeny augmentée, 1810. 5:fr. ‘Sove,.
60. ELEMENS DE GEOMETRIE, contenant les  deux Trigonométries, les El¢-
mens de la Polygonomdtrie et du Jevé des Plans, et I'Introduction & la Géomérrie
descriptive, un vol. in-8., avec pl., 1812, ¥ 5 fr.
70, LECONS DE S'I'ATIQUE].\ Pusage des Aspirans & Plcole Polytechnique,
un vol. in-8., avec 12 pl, 1811. | E.J fr.
$o. LECONS DE CALCUL DIFFERENTIEL, 3¢ ¢dit., in-8. , avec § pl 7 fr.
9°. LECONS DE CALCUL INTEGRAL, un vol. in-8., avec pk, 1812, 7 fr.
100. Discussion des Racines des Equations déterminées du premier degré A
’Qlusicurs inconnues, et dlimination entre deux équations de degrés quelconques

deux inconnues, denxiéme édition. 1 fe. 8o c.
110, TRISECTION DE I’ANGLE, suivi de recherches analytiques sur le méme

sujet. in-8., 1809. a fr. 5o c,

GAUSS. RECHERCHES ARITHMETIQUES, traduites par M. Poulet-Delisle
Elive de I’Ecole Polytechnique , et Professear de Mathématiques 4 Oxléans, 18v(.l.
in-4-,1807. 18 fr.

GAUé'['IERZ Doctenr, és-Seiences de I’ Académie de Paris. ESSAT HIS’I")HIQCE
SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS, on dissertation sur la Thicorie
des mouvemens de la Lune et des Planttes, abstraction faite de lenr figure, 1 vol.
in-4, braché et rogné ave are, 1817, 25 {1
Nota. Cet Ouvrage n’a ¢té tivé seulement qu’h 200 exemplaires.

GIRARD, Iogéuicur en ebef des Ponts. et Chuussées; Dircoieur du Canal de
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POurcy et des Fanx de Paris. RECHERCHES EXPERIMENTALES s5UR
L’EAU ET LE VENT considérés comme forces motrices , applicables aux
moulins et autres machines' & monvement circulaire, traduit de Panglais de
Smeaton , in-4. , avec planches, 1810, : g fr.
GIRARD. Traité analytique de la résistance des Solides, et des Solides d’égale
résistance, in-f, 15 fr.
—— DEVIS GENERAL DU CANAL DE L’OURCQ, depuis la premitre.
prise d’cau & Mureuil jusqu’a la barritre de Pantin, o¢ €dition, 1819, 1 vol. in-?
avec une grande carte.
Divers ouvrages de cet Auteur sur le canal de POwureq. : ]
GIROD-CHANTRANS. ESSAI SUR LA GROGRAPHIE PHYSIQUE, le
climat et Phistoire naturelle du département du Doubs, 2 vel. in-8. 10 fr,
GOUDIN ((Euvresde M. B.), contenant un Traité surles propriétéscommunestoutes
les Courbes, un Mémoire sur les eclipses de Soleil, nonv. édit., in-4. 7 fr. Soc.
GRASSET-SAINT-SAUVEUR. L’ANTIQUE ROME, ou Description histo-
riquie et pittoresque de tout ce qui concerne le peuple romain, dans ses costumes
civils , militaires et religienx, dans ses moeurs publiques et privées, depuis Ro-
mulns jusqu’a Angusle; Ouvrage orné de 50 portraits, 1 vol. mn-4. 12 fir.
——MUSEUM DE LA JEUNESSE, ou Tablean historique des Seiences et des
Arts; Quvrage orné de gravares colorides, représentant ce qlil y a de plus in-

%

teressant sur Rstronomie, la Géologie, Ia Météorologie, la Géograpliie , les trois
régnos de la Nature, les Mathématiques, la Mécanique, la Physique, etc., un geos

vol. in-4. cartonné & la Bradel, renfermant 24 livraisons, 1812.
GUYOT. Récréations de Mathémati. ues, nouv. €d., 3v. in-8.,avecioo fig, 18 fr,
HACHETTE, ex-Professenr A I’Ecole Pol techaique. PROGRAMME D’UN

COURS DE PHYSIQUE, on Précis des ieg‘ons sur les principanx plénoménes

de la nature, et sur quelques applications des Mathématiques & la Physique, in-8.,

8o fr.

1809. 5fr. Soc.
—— Traité des Surfuces du second degré, in-8., 1813. 4 1. 5o c.
—— TRAITE ELEMENTAIRE 3 MACHINES, r vol. in-4., avec 32

planches, nouvelle édition, idérabl ce, 1819. 25 fr.

~—— Correspondance sur I’Ecole Polytechniqu% premier volume , contenant 1o
Numéros, in-8. 12 fr.
Ldem; tome I¥, comprenant cing Numéros, avec pl. 5 12 fr.
——Idem, tome III, comprenant trois Numéros, avee pl. (On vend séparément
chaque Numéro et chaque Volume, ) 12 fr.
HASSENFRATZ. Coursde Pliysique céleste, aeéd., avee 20pl.. 1 v. in8. 7 fr. Soc.
HATCHET'T, Membre de la Soci¢té royale de Londres. EXPERIENCES NOU-
VELLES ET OBSERVATIONS SUR LES DIFFERENS ALLIAGES DE
"OR, lear pesanteur spécifique,, ete. , traduites de Panglais par Lerat, Contrbleur
du mennoyage A Paris, avec des Notes par Guytor-Morveau, cte., in-4. 9 fir.
HAUY, Menmbre dePinstitntet dela Légion-d’Honneur, FTRAITE DES GARAC-
TERES PHYSIQUES DES PIERRES PRECIEUSES, pour servir & leur
détermination lorsqu'elles ont été taillées, 7 vol. in-8., avec 3 }anch., 1817, 6fr.
~—TABLEAU COMPARATIF DES RESULTATS DE IL.A CRISTALLO-
GRAPHIE et de PAnalyse chimique, relativement & la classification des Ming~
raux, vol. in-8, .
Traité de Minéralogie, 4 vol. in-§. et atlas. (xave.)
—— Traité élémentaire. de Physique, 2 v, in-8. (tvés rare),
HERBIN-DE-HALLE. DES BOIS PROPRES AU SERVICE DES ARSE-
NAUX DE LA MARINE ET DE LA GUERRE, ele., in-8, | 9 fr.
‘RAITE DU_CUBAGE DES BOIS, etc. , un vol. in-1a. Aifrs
HISTOIRE DES INSECTES NUISIBLES ET UTILES A I’HOMME , aux
bestiaux, & Pagriculture. au jardinage et aux arts, avec la méthode de détinire
les nuisibles et de multiplier les utiles, cinquiéme édit.., 2 vol. in-ra. 4 fr.
HISTOIRE DES PRISONS DE PARIS et des Départemens, contenant des Mé-
moires rares et précienx ; le tout pour servic A 'Histoire de la Révolution francaise,
4 vol. in-ra ornés de.§ figures, 1797. 12 fy.
HU‘)]ASSELi Fléeye pza(gmnt mattrise, et ex-Chefdes Teintures de la Manufacture
royile des Gobelins. COURS THEORIQUE ET PRATIQUE SUR L’ART
DE LA TEINTURE EN LAINE, soie, fil, coton , tabrique d’indienne en
rand et petit teint, snivi de PArt du, Teinturier-Deégraissenr et du Blanchisseor,
les expériences faites sur les vigétaux colorans s reva et angmenté par Bouillon~
; %, Profess. et autenr d’un Conrs de ihimie, 1 v, in-8.,nouv. éd. 1818, 5
(Cetuvrage estle plus pratigue et le meiliear qui ait encore paro surla Teiuu;w-)\
JANTEY. {Traité élémentaire de Mécanigue, in-8.

5, Soc.
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i 3 éeis de ce qui concerne le
0 ide) Maniiel Chronométrigue, on Precis ke
J‘éf}i};{enls‘c.s %E':;g;z 5588 mcsur;§, leurs usng_fié m-lg., fig., 181? 2 1_:‘
o Iivsai sur les Horloges publiques, etc., in-5. S

N B ECHNIQUE, par MM. Lagrange, Lapia
JDI\}[J}-U-\:;ALI""gnE L;‘Eiv(:lgzh}ay' ,Pgl-‘rty;\o]let, Val?uelin, I:{acrnxx,lﬂav;hetle, Poisson,
S.‘?Y.iir; Guyﬁn-Mm‘veau, Barrnel, Legendre, Haily, I‘V[;aus e R
__!’"La Clollection jusqu’a la fin de 1819 contient dm—s:pge(,a L‘ergelnﬁe' s
en seize, avec des planches; elle comprend les 1er; a€, 3¢, 4e, 5e, 6¢, 5 iy

102, 116, 128, 13¢, 14¢, 15¢, 16¢ et 17¢ Cahiers. s
—— Chaque Cahier séparé se vend, o
—— FExcepté les 14¢ et 17¢ Cahiers, qu'on vend, Sy

NOE: Ifl :1(3:‘,'15[(5 pas proprement dit, de gEqC:a)nicr ;on pr«n('l::\CTlh.c::riIe)gf E:r%la‘ i
g oo none A G o et QO B 1
J%U KR‘ [‘:sL D%o]i)}linsy%}\)rcc’ Ian‘ch., ete. (i’oy. A !a fin du C:’xmln‘g?e‘) x‘;lo: (l;r“
JU;;GE{VS'EL i}rbﬂ;‘n’) Houoger. Principes généranx de V'exacte ;‘:m:tlas i

temps‘pnr les orloges , ete. Copenlmgue , 1805, 1 vol. m-4., avec s
tAUKIELE ypcons SumRTAES D AL

¢ ar MART ec des Notes pa - LA 3 ; I He

::g?lt(;\isl,r;‘l exl-‘%xalgih:;ur des Candidats puurl Ecole Polytechnique; Ouvljue

iversité i s Lycdes, ete., in-8., fig.,
adopté par I'Université pour Penseignement dans les Ly 3 s

50 &.
-——lél}.;ECONS D’OPTIQUE, augmentées d’un TRAITE DE PERSPECFI\S’%‘:
in-8., seconde édit., 1808. i

20U . Théorie des Fents et des Ondes, in-8. e
Elz%g([i&ﬁ%ngi de lr’.[nstilul etdela Légin“.‘l’Hn“’n'e‘!Elzvfx?lfiss%l%as‘l’\(l:‘?lls:\g:
“royal de France, ete. COURS COMPLET DE MATHEMATIQUESA fustes
deyl;Exr()lu centrale des Qnatre-Nations ; Onvrage adoFLg {V%l‘ le Gouver ment |50c.
les Liyeées, Ecoles secondaires, Colléges, ete., g yol. In-0.
se fparément, savoir : . 2
——-Ch'i' lﬁf’ﬂ?iiéﬁ#&?x&bl T ARITHMETIQUE, 14¢ édit., 1818, 2 il-:.
——ELEMENS DWAL(;EBRI{JJ,‘"P'\;;‘ L‘di(i;\nl,ﬁ[lﬁls;s‘g s
FLEMENS i GEOME! E, 11e édit,, 0. . £
_—f’i‘lﬁ%\“{%bﬁgfgﬁfﬁl‘{l‘AIRE DE TRIGONOMETRIE RE]CTI‘IL%G;NE Ff:
SPHERIQUE, et ’Application d’Algébre 4 la (JL métric, q!.ef‘lt., lsl ¥ ﬁ-'
2 COMPLEMENT DES ELEMENS D’ALGEBRE. 4¢ dditon, 1 7
—_COMPLEMENT DES ELEMENS DE GEOMETRIE, Elémens de 3Lf.

Ta
ilfie desciolive - 4o MOk T s~ i A oo
L ATTE BT EMENTAIRE DE CALCUL DIFFERENTIEL et de ol

1 r. So ¢
im?g%‘&fsc LSdI‘JtRV i?"}’i?NSEIGNEMENT en général, et sur celni des Hathéma-

1 it. dtudier Penseigner les Mathématiques
tiques en particulier, en Maniére d’étudier et d’enseigner les Mathématiques,

5:dr,
in- édit. 6. ; jonled

e i PMENTAIRE DU CALCUL DES PROBABILITES, in,
Egt‘acéuurs de Mathématiques,, le plus complet qui existe, est généralement adopté

: i z i b I - ) > s NI o 4 M 0 M 7
e NAFEE GOMPLET DU CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL,
seconde ¢dition, revue et considérablement augmentde, 3 gros vol. ln—4-,68vfe;.
slanches, 1810 —1819. ; i
B g i i vient de paraitre se vend séparément, a6 fr,
%}o;(jtn.]cl_;l’guclle:}:r:[i'fli[g“ée‘swcn}:aucggx:e:s et augmcnl:[uiuns considérables A cetie
nouvelle édition. ’ e e
> NGE de PInstitut et du Barean des Longitudes de France, cte.
L‘?\?E.?‘L@N(igbgm\lﬁﬁ'j}&fﬁ: ';muv, édit., reyue et cunsxdcmhlemenl‘_lgl;%‘
e 2 , in-4., 1811 et 1815.
D L P ONCTIONS ANALYTIQUES, contenantles princies
du Calcul différentiel, dégagés de toute considcration d'infiniment p(rtllf',‘ déva-
nouissans, de limites et de tluxions, et réduite & I’Analyse _:dg’chrlqéws des qx;a;._—n.-
tités finies, nonv. édit., revue et augmentée l;:nr I’[‘\er}cul‘, in-f., 1 13. é(li:{onl‘
CONS SUR LE CALCU DES FONCTIONS, nouvelle é lion

1gé in-8.,18 6 fr, o ¢,
2, corrigée et augmentée, in-8., 18

¢ 06.

-—:i (F LA RESOLUTION DES ’EQUATIONS NUMER]QUES de tous les
(‘L‘({lé;, avec des Notes surplusienrs points de Ia théorie des Equations zulgcbx']lq !:Ls,
in-4., 1808, nouvelle élition, revue, corrigée et consic ‘r.'nhlcz'lnént augmen L‘(‘,.,
Ouvrage adoplé par ¥ Université pour Penseignement dans les Lycées. 12 ff.



{ 10)

Ll})ﬁ)}}i:’uf‘i;algATé?J‘EL DE TRIGONOMETRIE PRATIOUE
des Tables d ‘uL adastre, MM. Reynand, Haros, Plausol et Bou; 4 :
LALAN DE ’I(‘fABEin"gnhme‘s  Pusaze des Ingenienrs du Cadastre , lu\,' citnfggmer}te
el il REYNA%Eh LOG!}IUTH]\{ES pour les nombres et les sinus ;7[ &
il i A om]é)1 ,..Exz:mflz)ateur des Candidats de ’Feole Polytcchn’iqncé z
ers:'leu[l)? é'(;ilion, ;818. rie rectiligne et sphiérique, parle méme, 1'vol. in—lS.:
es L'ablesde I, i ¢ :
N“dh&f?g"fmic?l - s(z%;?:grﬁ de LALANDE seules, sans laTrigonoméiric de M. Rcvr:
— HISTQIRE CELFSTE FRANGAISE, ing 3
T BISLIOGRAPHIE. ASTRONOMIQUE, ini. St
_hn\‘ai\'cs$pe¢)u: c{s‘g:;;iln;lél]ne”( )l;]ivswriq};'e , théorique et pratique, avec des Ta(;ﬂfcs‘
Lﬁﬂlﬁ%leﬁr;gmpj e :u‘p,sl;:/;l par la hauteur da soleil et des étoiles c/lnfnu
o Lleve Ingénteur au corps I d i PlE.

RED et orps royal des Mines. EXAME 3 iy
HENIES METHODES EVBLOY KRS POUR DLOmN O b
LANGLET—DUFREg]_L\{]El'RIE” 1 vol.in8., 1818, avee planches. 2 fr. o,
St AL OY. Principes de U'Histoire, pour Péducati le Iz j o
LANS ot BEPANCE L ok Betit in-8. e i
LAPE AGE PaiL %O[’URL Lssat sur la composition des Machines, in-4 ig :'r'
Bl r];c rance, Grand-Officier de la Légion-d’Honnenr . MA!‘ P dr.
Nota CF[:’ESI’F?" ;lele‘on;}zimdes de France, etc. TRAITE IV)ELI;[IlEréAe
S 2 U5 §vol.in-4., avec trois Supplémens, k.
J:AI;EO‘,?;';;:;‘I‘IZ?IE“OJ;Il;\l: éJe Cfl:[ ()(lvr;lgu, qui ‘g?u:i't:‘;?sde plus Ia 'l'hémriGe(7 flle
i “Ie ce’luslg, Gl Sépﬂ;:}:ﬁ;ﬁx’vm faisant suite au dixiéme livee de la Méca-
= Chaque Supplément séparément 31 25‘ 5
Iy 90 €.

—EXPOST: SYSTEMIE. :
; POSITION DU SYSTEME DU MONDE, 4¢ édit., revue et angmentée,

, revu par les

in-4., 1813, avec le itdel’
i B portrait de ’Autenr.
= Le méuie Ouvrage, a vol. in-8 i 2
THE 5 - in-8. , sans portait. :
~——THEORIE ANALYTIQUE DES SROBABILITES, in-4., seconde ]e:jlxl;r,

1814, avee deux Supplé impri
CBLak émens, dont un imprinié en 1816, et antr r
e fﬁgﬂﬁg : é‘?{?ﬁf SUR LS PROBABILITES. quntibune e
: riguc(:%‘fiitsg‘qcﬁ?g%f‘;{algiiﬁl(?gs}\'r. Voyage dans les Etats-Unis d’A@xﬁ;

LASS bl ) 7975 ¥ 4
:;\o f{fgLn}?' 111_&‘1’1‘}3: ELEMENTAIRE D’HYDROGRAPHIE appli 3'”3
s partics du pilotage, & usage des Eléves ou Aspirans ciepFal u::ine

militaire ou marchande, in-8., a
ilitaire : e lanch
fﬁ%‘ﬂ{ Tk, Elimens i L e o
TE. Découvertes philosophiques de Newton , in-4. et riufi‘

LEFEVRE, Ingénj ‘omy:

. Ingénjeur-Géomgtre en chef du d¢ 2 illai
Vi cnjeur-éomgptre en chef du département d’Ille-et-Vil 5 -
VEAU TRAITE GEOMETRIQUE DE: EARPENTAGE, 3 Lusge doe por
u'oisis‘:u?e L ,esl::ztci: laaun:::s:rl‘x;g des texrqinfsctanglevé des plu’ns et nivellmngu,f
Gty 2 1 ¢e; 2 yol. in-8., 1811, avec 25 planches. 12 fr.
wmp!ﬁfﬁi - CI;C():; h;rzlxx]lexflcur Traité d’Arpentage, le plus Pra‘ci(‘ue et le plus
i uniLle_J TRIGONOMETRE, servant de Guide aux jeunes Ingé-
e A lestinent aux opérations géodésiques, suivi de diverses solutions de

pratique, de g Notes et de plusi ‘Tableanx » 1 vol. in-§

8 »
5 fr.

7 avee planches, 181, X
EFRANCOIS. ES 5
Lo elx)il,‘“mm[LIS,SIAVIM'1)i1:,'8_(;1ﬁ:01vmmu-: ANALYTIQUE, scconde édit.,
T &RIE ,Dl\g:eén!'re de PInstitut et de la Légion-d’Honneur. ESSAT ggBSi.cA
JRLE NOMBRES, deuxiéme edit., revue et considérablement ang- ?

mentée , 1 vol in-4., avec le Suppl¢ : ey
T [i;)(sf::lﬁ{(aji.frnen‘t se’ver:rl scfparuclxi\luyc:fefn e b 23' ﬁ:
byt 1 U ICES DE CALCUL INTEGRAL sur divérs ordres deTranscendnnte;;

etsur les Quadra 3 vok. i
Nouve)[ledr:;gl/:oi]':} vok. u}x-.i‘ , 1811 & 1819, complet avec tous les suppl. , 72 fr.
__Supplémem el ode qpur a détermination des Orbites des Cométes, avec un

> i nant d xverar[)crfoclmnnomenide ces méthodes, et leur applica-

ton aux deux Cométes de 1805, 1806, in-f
L_FTBE’I‘?"HWN de Géométrie, ineS. ok ;b
SIBNITZ, Opera, 6 vol. in-f. J f{:‘
7l

féglﬂ;rﬂ{%[‘ﬁsﬁ“{}‘& ou les Usages de Pannée, Poéme en 16 chants, in-8. 4 fr.
des fragmens tirds dccizrsEx:nsa(::lx:S:i[ses Ouvfag"f physico - mathématiques, avee
Bhisets do Physiiie & Motens. Ta - TEneq d Halic, pes 0. yentuy dio-

(1)

LEPAUTE, Horloger du Roi. TRAITE D'HORLOGERIE, contenant fout c#
qui_est nicessaite pour bien connaltre ¢t pour régler'les Pendules et les Montres,
la description des pitces d’Horlogerie les plus utiles, etc., volume in-4., avec

17 planches, 1767 24 fr.

67. 24 f)
LEP. LEUB—D’AYILIGNY. L' Art de la Teinture des fils et étoffes de cololp,,

n-1a. 2 fr.
BES, Professcur de Physique au Lycée Charlemagne, & Paris, ete. HISTOIRE
Eg PROGRES DE LA PHYSIQUE, 4 vol. in-8.,
18171 et 1814. 20 [r.
—— Le quattieme volnme se vend séparément. 5 fr.
___ TRAITE COMPLEI' ET ELEMENTAIRE DE PHYSIQUE, seconde
édit. , revae, corrigge et considérabl. augm., 3 vol. in-8. avec fig., 1813. 18 fr.
Nora. Tous les Journaux ct les Sivans en géucral ont fait le plus grand ¢loge de
ces deux Ouvrages, g ‘
MAINE-BIRAN. INFLUENCE DE L’HABITUDE sur la faculté de S’pgnser;
ouvrage qui a remporté le prix sur cette question proposée par Ja Classe des Sciences
morales ct politiques de I'fustitut national ; Detérminer quelle est Vinfluence de
Phabitade sur la faculté de penser, ou, en d’autres termes, fairc voir Ueffer que
produit, sur chacane de nos facaltés intellectuelles, la fréquente répétition des
meémes opérations, 1 vol. in-8. : 5 fr.
MAIRAN. TRAITE DE I?AURORE BOREALE, in-4. 0 1
MAIRE et BOSCOVISCH. Poyage astronomique et géographique, m—d]:_ 1.
MALUS, Lieutenant-Colonel au Gorps dn Génie, Membre de Vinstitnt d’Egyple-
THEORIE DE LA DOUBLE REFRACTION DE LA LUMIERE dans les
substances cristalisées , in-§, avec planches, 12 fr.
MANILIUS. Astronomicon, libri quinque, ¢dit. Pingré, 2 vol. in-8. 2 fr.
MARCHAND. Poyage, ete. (Voyez FLEURIEU ). ¥
MARECHAL (le) de poche, qui apprend comment il faut traiter un Cheval en
voyage, etquels sont Ies accidens ordinaires qui peuvent lui arriver en route, €tc.,
in-18, nvec‘%i ures. ) ! . 2 fr. bo c.
MASCHERONI. PROBLEMES DE GEOMETRIE résolus de différentes maniéres,
teaduit de Pitalien, vol. in-8. 3 ir.
— GEOMETRIE DU COMPAS, nouvelle édition. (Sous presse).
MAUDRU. ELEMENS RAISONNES DE LA LANGUE RUSSE, ou prin-

cipes geénéraux de la Grammaire appliqués & la Langue russe, 2 vol. in:8. 12 fr.

1
LI
PHILOSOPHIQUE D)

12 i,

Nouveau Systéme de Lecture ; 2 vol. in-8. et atlas. g g fr-
— Flémens raisonnés de Lecture., i Pusage des Ecoles primaires , in-8., figures,
500 C.

y 1

MAUPDUIT, Professenr de Mathématiques aun Collég{e de France Paris, LECONS
ELEMENTAIRES D’ARI'I‘HME’I(‘IIQUE, ou Principes d”Analyse nume’rignc,
.

in-8. , nouvelle édition, 1804

2 3 04 S 3
- U 1HCONS DE GEOMETRIE THEORIQUE ET PRATIQUE, nnuieige

édition, revue, corrigée et augmentée, 2 vol. in:8. , avec planches, 1817. 10 fr.
—_ Introduction aux Sections coniques, POUT Sexvic de suite anx Eiémens de
Géométrie de M. Rivard, in-S. 3 fr.
MEMOIRE sur la Trigonoméirie sphérique,, et son application & la confection des.
Cartes marines et géographiques, par un Officier de "Titat-Major, in-8. e,
MILLOT, Ziblean de Histoire romaine ; Ouyrage posthume , orné de 48 figures
qui en représentent les traits les plus intéressans, un vol..in-folio, papier velin,
figures avant la lettre, cartonné, b 36 fr.
MISSIESSY , Vice-Amiral. Installation des' Faisseaux , in=4., figures. a1 fr.
_Arrimage des Faisseaux, in-4. , fig. a1 {r.
MOLLET. GNOMONIQUE GRAPHfQUE , ou Méthode élémentaire de TRA-
CER LES CADRANS SOLAIRES sur toutes sortes de plans, sans ancun celeul,
et en ne faisant usage que de la végle et du compas, in-8. , 1815. avec Pl' , 1ir. Boe.
—— MECANIQUE YSIQU]%, 1'vol, in-8., ayec planches, 1815, 7 fr. 50 c.
——— Etudes du Ciel, on Connaissance des Phénoménes astronomiques;, in-8. 6 fr.
MONGE (G.), ancien Sénateur, Membre de 'Institut. GROMETRIE DESCRIP-
TIVE, 4¢ édit. augmentée dune Théorie des Ombres et de la Pcrs{) tive, extraite
des papiers de I’ Auteur par M. BRISSON,, ancien El -de’Ecole. )ﬁywchnique,
Ingénieur cn Chef des Ponts et Chaussées, 1 v.in-4., avee 2§ planch., 1820, 121r.
APPLICATION DE L’ANALYSE A LA GEOMETRIE, & Vusage de
I’Ecole Polytechnique, in-,i., 42 éd., 1809: 181r.
— ""RAITE: ELEMENTAIRE DE STATIQUE, & Iusagedes Ecoles de Ju
Marine, in-8., e édit., revae par M. Hachette, 18105 Quvrage adoptd par
PUniversité, pour Penseignement dans les Liycces. Bdtkabic:
w— Description de l'drt de fabriquer les Canons., ind., fig: 21 fry




N
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MONRO. Traité J’Osiéolngie, trad. de angl., 2 v. gr. in-folio, cartonnds. - 4o fe.

MONTEIRO-DA-ROCHA ;" Commandeur de 'Ordre du Christ, Directeur de
PObservatoire de I'Université de Coimbre, etc. MEMOIRES SUR E’ASTRO-
NOMIE PRATIQUE, wrad. du portugais par M. de Mello, in-f. , 1508 7fr.50c,

MONTUCLA. HISPOIRE DES M/ MATIQUES, dans laquelle on rend
compte de leurs progrés depuis lenr o gine jusqu i nos jours; ob 'on expose le
tableau etle développement des principales découvertes dans toutes les parties des
Math¢ématiques ; les contestations qui se sont élevees entre les Mathdmaticiens, et
Ies principaux traits de la vie des plus célebres. Nouvelle édition, . considérable-
ment augmentde, et prolnn’ge'c}'usqu’é Pépoque actuclle, acheyée et publide par
Jérome de Lalande , 4 voli in-4. ; avec fig, s 6o fi.
Nora. Cet Ouvrage est ce qui existe de plus complet jusqu’a présent surcette partie,

MOROGUE. Tactique navale , on 'Fraité des Evolutions et des Signanx , in-{.,

ave 2. | .
MOUSTALON. Morale des Poétes, oit Pensées exteaites des plus eélébres poétes
latins et francais, ete., in-12, 1816. {r. 50 ¢,

V£CESsAINE , (le) ou Recueil complet de modéles de Lettres, A ]’usaéfe, des per-

sonnes des deux sexes; suivi de la Relation d’nn Voyage instructif et intéressant
dans tontes les parties de 'Europe, 2 vol, in-12. ir,
VEU. Cours thénrique et ratique des Opéerations de Banque, et des nou-
veaux poids et mesures, in-£ ¥ fe.
NEWTON. drithmétique universelle , traduite en francais pac M. Beaudeux,

avec des Notes explicatives, a yol. in-4., 14 planches. 3o fr,
=— Opuscula mathematica, 3 vol. inf. il 5 36 fr.
NIEUPORT. Mélanges Mathématiques , 2 vol. int4. 24 fr.
Nouvelle théorie des Paralléles » avec un Appendice contenant la maniére de
perfectionner la Théorie des Paraliéles , de A\ M. Legendre, in-S; 2 fr.
(EUVRES DE FRERET, de Académie des Inscriptions et Belles=Lettres , nou-
yelle édit., oit Pon a véuni tous ses Ouvrages, 20 vol. petit in-12. 15 fr,

GUVRES DE PLUTARQUE, traduites par M. Amiot, avec des Notes de
MM. Brottier et Vauvilliers; nouay. édit. , reyue, corrigde et uui’;mtmléc de Ia
version de divers fragmens de Plutarque, “par E. Clavier , 25 vol. in-8., ornds
de figures en taille-donce, et de 136 médaillons d’aprés Pantique, 120 fr.

PAJOT-DES-CHARMES, L’Art du Blanchiment des toiles, fils et eotons de tous
genres, 1vol. in-8., avec 8 planches. 2 5 fr.

PARISOT. TRAITE DU CALCUL CONJECTURAL, ou ’Art de raisonner
sur les choses futures ot inconnues, in-4., 1810. s 15 fr,

PERSON. RECUEIL DE MECANIQUE et description des Machines relatives

- A PAgricultare et aux Arts, ete., 1 vol. in-4., avee 18 planches. ro fr,

POINSOT. MEMOIRE SUR I’APPLICATION DE [’ALGEBRE A LA
THEORIE DES NOMBRES, in-4., 1819, ; Sir,

POISSON, Membre de UInstitat, Professenr de Mathématiques & PEcole Poiy-
technique et 3 Ja Faculté des Sciences de Paris » et Membre adjoint du Bureau des
Longitudes. TRAITE DE MECANIQUE, 2 vol. in-8. de plus de Soo pages
chacun,, avee 8 planches, 1811. : 12 fr.

POMMIES. MANUEL DE LINGENIEUR DU CADASTRE, contenant les
connaissances théoriques ct ratiques utiles'aux Géométies en chefs et & leurs colla-

boratears, pour exceuter le levé géneral da plan des communes dn Royaume ,

eonformément aux Instroctions du Ministre des Finances, sur le Cadastre de

France; précédé dun Fraiié de Trigonométrie rectiligne, par A. A.. Reynaud,

., 1808. 12 fr.
DELISLE, Professenr de Mmh:,‘matil{ncs an Lycée & Orléans. APPLL-
N DE I’ALGEBRE A LA GEOMETRIE, in-$., 1806. 4 fr..50 c:
~—— RECHERCHES ARITHM TIQUES, trad. du latin de Gauss, in-4. 18 fr,
Précis dune nouvelle Méthode pour réduire & de simples Procédés analy-

tiques la démonstration des principaux Théorémes de- Geometrie, in-f. 3 fr.

PRONY (dtz‘, Membre de Plnstitut, etc. LEGCONS DE MECANIQUE ANA-

LYTIQUE données A "Ecole Polytechniqne, 2 vol in-4.; 1815, 3o fr.
PUISSANT, Chefde Bataillon au Corpsroyal des Ingénienrs-Géographies. TRAITE

DF GEODESIE, ou Exposition des M¢thodes astronomiques el {trigonomé-
trigues, appliquées soit 4 la mesure de la Terre, soit & la confection du canevas
des Cartes e des Plans, nouvelle édition considérablement augmentde, a vol. in-4,,
avee 13 planches , 181(;. ) 30 e,

-_— TRAY'_['E DE TOPOGRAPHIE, D’ARPENTAGE ET DE NIVELLE-
MENT, avec planches , nouvelle ¢dition, sous presse, 1 vol, in-f. - 5
Nora. Les denx Stipplémens A la premiére c‘({ilion dudit Quyrage, contenant
la Théorie de la Projection des Cartes » se vendent scparément, )y

7 n 4 0 fr,
—— RECUEIL DE DIVERSES PROPOSITIONS DE GEOMETRIE rsolues

(13) & ;
| déinontries par PAnalyse algébrique, précédé d'un PRECIS D'% fLFéXC
"T‘)XES PLANS, seconde édition, considérabl. ang. , : vol. in-8. , 1%09. : {’l; 2 (.:.
PUIOULX. Lecons de Physique de FEcole Polytechnique , in=5. ool
YUARTIER DE REDUCTION (nouvean) i I'usage des Marins ,_nugmeln““
< Pune Tnstraction abrégée sur la maniére de sen servir; grand Tableau in-4., i licrb
lbi;n gravé, 1818. Prix de la l}ﬂiﬂ:ilil&l’: en feml{cs,h 5 {r:

U Tucti vl ., avec planch. i
%QI\VI%?){%E%\frﬁil!:‘le"{;;e]{'[ﬁ::lﬁf':LL ’j}[emfl;,ire sur la formule bar_o!nctr;q.uc vds
laL M ar\iquu éleste,, et les dispositions de Paumosphére qui en modifient les pro

)

12 fr.
D OND LELTRE A /. TE. hant ses vues sur la possibilité
MOND. RE A M. VILLOTEAU, touchan 1 . i
BA&]:}SE&“?{’L{:}E théorie exacte des principes naturels de la Musigue. ete. 4 (lx.
—(;[FSS Al SUR LA DETERMINATION des bases yhysxco—malhenmuque; (fre
K j‘ 2 ST ele. i _8. X £ v r y  fr.
R}l?i?(l)t[j‘ﬂmj{’zlt’e; ::“t jd][ll‘tlit[;ns aux trois premiéres sections du Traité de I\avlgaél?‘t.n
Jtedfufiiz‘,ﬂl’i’zﬁés utiles & la Navigation; traduit de Fanglais de Norie, pus
RT‘"\g:}'XEC'i“";?:ng?i généraux et raisonnés de la Grammaire fraugaise;r}?ns\-gklcc
edition, 1 gros vol. in-12. ! o b T
REYNAU inatenr des Candidats de 'Ecole Po‘l) technique
B e it URS DE MATHEMATIQUES comprenant ‘les
duvr.‘lzes suivans, quise vendent chacun rement, sayoir : el
10, ARITHMETIQUE, 6e ¢dition , in-8, s
2°. ALGEBRE, 1¥€ section, SESL-dmhnn, ing., 1810. - ]
EBRE, 2¢ section, in-8., 1810. ; i i
z: %‘%?ég%%ﬁ?ﬁslgﬁi;:n I‘J:IC'.I‘ILIGNE ET SP_HEBIQUE , Be édidon,
suivie des 'ABLES DES LOGARITHMES des Nntz.r_xbrcs et ;)le; Lignes lrslgfz;’
Stri de LALANDE, etc., 1 vol. in-18, avec figures, 1818. 3 3
L;log';llfllgsedi ]e;aléarilhmes de LALANDE scules, se vendent separcme;!&

G ST
i TE D’ JATION DE L’ALGEBRE A LA GEOME"T}HE
5°.F{'R3ET%B?G‘?)¥(EJI\IHCE'I RIEL-’z Pusage des ¢léves qui se destinent & lﬁ(:n.]}z

i J vol. in lanches, 1819. 6 fr.
Polytechnique, ete., 1 vol. in-8., avee 10 planches, 181¢ 6 fr.
60 Ayril/nné(t{it u‘e A PPusage des Ingénieurs da Cadastre, m-8. ’ 5 (11.
7°: Manuel de Ulngénieur du Cadastre, par MM. Pommiés et P\cynln;(fr,
s»‘"ﬂ.‘nilé d’ Arpentage de Lagrive, avec les Notes de Reynand, in-8. gr,
i Notes sur Bezout, par Reynaud. : o
g°. Arithmétique de Bezout, avec les Notes , 8¢ édition, in-8., 1816, 53 r.
300, Géométrie de Bezout, avee les Noles, 2¢ VCdIlI'Hl"e ,in-8., 1812, o 5"
11°. Algibre et application de P Algébre & la Géométrie deBezout, avec les uru,‘:«\.z

i 51
Hlleﬁf),. l’?“}?AI'I‘E DE LA SPHERE ET DU CALENDRIER, septitme édi-
" tion { faite sur la sixitme donnée par M. DE LALA]\DI:‘)_, revie cL'a\'lgxncmcle
de Notes et Additions, par M. PUISSANT, Officier supéricur du Génie, 1 vol,
in-8. , avec 3 planches hi;:ln §!7ravéesz 1816, . Ié }:
BROBINS. Principes de Mathématiques ; in-S. 5 fr.
121‘;{\;{\7[:‘,. (}]’Orrr_‘s;{’om]antde PTnstitnt de France, ete. TABLEAUX DES VENTS,
DES MAREES IIT DES COURANS qui ont été observés sur toutes les mers

du glob des réflesions sur ces pheénoménes, 2 vol, in-8., [SlZ‘ 12 fr.
ROSKZ. ens théoriques et pratiques du Caleul des anges étran-
gers, etc. , 1 yol. grand in-8., 1809, 3 ; : L T
ﬂ‘?)SSEL. (pE) Caleul des Observations que 'on fait en mer ; Ou/vmge Aisant
artie de la Navigation de Bezont; le tout formant un vol. in-8., 1814. fr.
ROY. Llémens & quitation militaire, nouyelle édition, in-12. a [r._5.o c,
RUCHE PYRAMIDALE (la), ou Mcthode de conduire Ies Abeilles de manidre a
en vetirer chaque année un panier plein de cire ou de miel, ontre au moins un es.
saim, ete. ,d»ar Ducounédic, i,n~8.', 2€ ‘c'dit. 5 l‘c}'uc] et clonsxddlra?’liﬂ::ug[’n.,' n:g 2 er,
\UELLE. érations des Changes des principales p. aces de urope , in-8. T
L‘E\J(I]([)JTIWIT;E ﬁLET\IENS DE LA"SCIE‘L‘FCF) DES ACCOUCHEMENS, avec g
Praité sur les Maladies des Femames et des Enfans, 1 fnr’t v. in-8, avec portr. § fr.
~—— LA LUCINIADE, po¢me en dix chants, sur I'Art des Accouchemens,

1 fr. 5o ¢.

TARTIN. ECCE HOMO, vol. in-12. 1 fr. 5o ¢,
QUVEL HOMME ;" vol. in-8. T it
~— LB CROCODILE, oua guerre du Bien'et du Mal, anivée sous le régqc
Louis XV yete. 5 vol. in-§, 4 fr.
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SCOPPA, Employd extraordinaive & Université, Membre de PAcadémie ded A
cades, de celle del Bon Gusto de Palerme, ete. LES VRAIS PRINCIPES
DE LA VERSIFICATION, développés par un Examen comparaiif entre la
LANGUE ITALIENNE ET LA FRANCAISE.

On y examine et Fon y compare ’aceent, qui estla source de Pliarmonie des vers;

Ia nature, la versification et la musique de ces deux langnes. — On y fait voir Pa«

nalogie qui existe ent’elles. — On prop se les régles pour composér des vers ly=

Fiques, et les moyens d’acecléver les progres de la Music{ua en France, ete,

"I'rois gros vol. in-8., avec 56 planches de Musique gravée. 24 fr.
~—— Le tome LI, contenant les 56 planches de Musique , se vend séparément, 10 fr.
Séances des Fooles Wormales, nouv. édit., 13 v. in-8. et 1 v de planches. 45 fr.
SEITZ. Tableau de I'Univers , ow canses du mouvement annuel et de la rota-

tion des astres, etc., 1 vol. in-8., 1818. 2 fr. 5oc,

SERVOIS. Essai sur un nouveau mode d'exposition des Principes da Cuicul diffé-
rentiel, ete.; in-4., 1814. 2 {r. 5o c.

SHAKSPEAR’S (Will.) Plays with the corrections and illustrations of various
commenta tors, ‘Lo wich a readded notes by Sam. Jonhson and G. Steevens;
a new edition, with a glossarial index, 23 vol in-8., Basil. , 1800—1802.  qo fr.

SIMPSON. (Thomas) ZLlémens &’ Analyse pratique, augmentés d'an Abrégé
@’ Avithmétique, in-8, hifvl

SMITH. Traité ’Optique, traduit de Panglais par Duval-Leroy, in-4. 24 {r.

—— Supplément audit Traité, par le méme, in-s. 10 fr.

Cours complet d'Optique, raduit par, Pezenas , 2 vol. in- 4 fr.

A

. Pez L. in-4. 2

SPIESS. ESSAI DE RECHERCHES ELEMENTAIRES SUR LES P.
MIERS PRINCIPES DE LA RAISON, in-8., 1809. é! i
STAINVILLE, Répéiitenr & I'Scole Polytechnique, etc. MELANGES D’ANA-
LYSE GEOMET IQUE ET ALGEBRIQUE, 1 gros vol. in§., uvec 8 plun-

ches, 1815, 9 fr, Soc.
STIRLING. ISAACI NEWTONI ENUMERATIO EINEARUM TER-
TII ORDINIS ; sequitur illustratio cjusdem tractatiis, in-§. nifri 50 ¢y
SUZANNE, Doctear és-Sciences, Professenr de Mathématiques au Lycde Char-
Iemngne, & Paris. DE LA MANIERE D’ETUDIER LES MATHEMATI-
QUES; Ouvrage desting A servie de guide aux jennes gens, & ceux sur-tout gni
veulent approfondir cette Science, ou qui aspirent & étre admis  PEcole Normale
ou A 'Ecole Polytechnique, 3 gros vol in-8., avec figures. 18 fr. 5o e,
Chaque volume se vend §n€parémcnt, savoir : Y s
Premiére partie, PRECEPTES GENERAUX et ARITHMETIQUE, 2¢ ¢dit.,
considérablement augm. , in-8. 6 fr.
Seconde partie, Algébre, in-8. : 6 fr.
—_— Tmisiémegartie , GEOMETRIE , in-8. 6 fr, 50 c.
TABLES BAROMETRIQUES, servant & ramener 4 nne température donnée les
hautenrs du barométre observées & une température quelconque , in8., 1812, 1 fr.
TEDENAT, Proviseur du 'Lycée de Nismes, LECONS ELEMENTAIRES
D’ARITHMEEI UE ET I’ALGEBRE, in-8. 4 fr.
—— LECONS ELEMENTAIRES DE GEOMETRIE, in-8, oD
—— LECONS, ELEMENTAIRES D’APPLICATION DE L’ALGEBRE A
LA GEOMETRIE, et Calculs différentiel et intégral, 2 vol. in-8. S8
THEVENEAU. COURS D’ARITHMETIQUE, A 1usage des Ecoles centralus et
du Commierce , in-8. 3 fr,
THIOUT ainé, maitre Hotloger & Paris. TRAITE D’HORLOGERIE THEO-~
RIQUE ET PRATIQUE, approuvé par I'Académie royale des Sciences ;2 vol.
in-i. , avec g1 planches,, 1741. 36 fr.
TREUIL, Professeura 'Eeole militaire de Saint-Cyr, ete. ESSAIS DE MATHE-
MATIQUES, contenant quelques détails sur” PArithmétique, IAlgébie, Ja
Géométrie et la Statique, in-8., 1819, 2 fr.
TRINCANO. Elemens de Fortification , 2 vol. in-§. 15 fr.
—— drithmétique , in-8. : 51
VALLEE, ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, Tngénieur au Corps royaldes
Ponts et Chaussées. TRAITE DE LA GEOMETRIE DESCRIPTIVE; dédié
A M. MONGE. (Ouvrage sur lequel PInstitut de France a fait un rapport trés
avantageux. ) 1 vol. in-4., avec un atlas de Go planches, 1819, 20 fr.
VALMON1' DE BOMARE. Dictionnaire raisonné universel d'Histoire natu=
refle, 15 vol, in-8., nouvelle édition. 6o fr.

VAUCHER. Histoire des Conferves d'ean douee, in-4. , aves tig. 12 {r.
VVEGA. Tabule logarithmico-trigonometricce, 2 vol. in-8, 33 {r.
~— Thesaurus et Logarithmorum eompletus ,in-fok Go fr.

T
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VAEL. ‘Des fondemens des Bdiimens publics et partiouliers; in-4. - - 3

VIOLAINE. RECUEIL DE TABLES UTILES A LA NAVIGATION, ta-
duit de Panglais de John William Num.n , Professear d'Hydrographic & Londress
précédé d’un Abrégé de Navigation pratique, conlenaut cé qui est nécessaire et in-
dispensable  toutes les classes de Murins ; enrichi de plus, d’unt Yocabulaire des
termes les plus nsités dans la M:qine‘; le tont extrait des meillenrs Autenrs francais,
anglais, espagnols,, etc. ; recueilli, mis en ordre, et augmenté de remarques et ob-
servations nouvelles, par P.-A. Vioramve , ex-Commissaire de Marine, Professeur
de Mathématignes et de Navigation , etc,; 1 yol. in-8., 1815 gfr.
Nora. Cet Quvrage est extrémement utile pour les Marins.

VOIRON. HISTOIRE DE L’ASTRONOMIE depuis 1781 jusqu’a 1811, pour
serviv de snite & P8istoire de PAstronomwie de Bailly, in-4. , 18r1. 19 T,
Nora. Cet Ouvrage est indispensable aux personnes qui. possédent les § vol. de

I’ Astronomie de Bailly. ;

VOLNEY , Pajrde France, Membre de TInstitut, ete. VOYAGE EN SYRIE ET
EN EGYPTE pendant les snnces 1783, 84, 853 4e édit., 2 vol. in-8. , 1807. 15 fr.

—— LES RUINES, ouv MEDITATION SUR' LES| REVOLUTIONS DES
EMPIRES, revue et augmentée par PAuteur, 1 vol. iu-8,, belle édition, 1817,
avee fig. 6 fr.

Lngmf:nz QuvrAcE, traduit en espagnol, 1 vol. in-12, fig. 1817, 4 fr.

——LECONS D’HISTOIRE prononcees & Ecole Normale en Pan [Tl de 1a Ré-
public ne francaise ; Onvrage ¢/ ¢mentaire , contepant des vues nenves sur la nature
de I’Histoire, elc. , 1 vol. in-8., nonvelle édition, 1810. i

——Tableau du climat du sol des Etats-Unis d?Amerique, 2 vol. in-4. (rare.) 24 fr.

—— Simplification des Langues orientales, ouméthode facile d’apprendre les Langues
arabe’, persane ct turgue, in:8. ’

Recherches nouvelles sur ' Histoire ancienne, 3 vol. in-8., 1815.

—— Questions de Statistique & 'usage des Voyageurs,, in-8. , 1813, 75 ¢,

—— La Loi natuyelle, ou Catéchisme du Citoyen francais, 1 vol. in-18. 1 fi. 25 c.

5dr.
18 fr.

Voraces du Professenr Pallus, 8 vol. in-8. et atlas. 50 fr.
VUILLIER. Arithmétique découverte par un Enfant de dix ans, ou manijére d’en-

seigner I’ Arithmétique aux Enfans, m-B.‘ ) ) 3 fr.
WRONSKI , Officier ‘supéricur au service de Rusmg. Introduction &t la Philos
sophic des Mathématiques , ct Technie de I’ Algorithmie, in-4., 1811. 15 fr,

JOURNAL DE PHYSIQUE, DE CHIMIE, D’HISTOIRE NATURELLE
ET DES ARTS, Ouyrage périodique qui parait tous les mois par cahier de dix
fenilles d’impression , avec des planches en taille-douce ;.ce qui forme 2 yol. paran,
format in-4. ; par feu J.-C. DELAMETHERIE, Pxofessem: au Collége de France,
et continue par M. H. DE BLAINVILLE , Docteur en Médecine dela Facnlté de
Paris, Profe de Zoologie, d’An ic et de Physiologic comparée, i la
Faculté des Scicnces, suppleant de M. Cuvier au Jardin du Roi et an Collége de
France, Membre et Secrétaire de la Société Philomatique, etc., ete.

Prix de "abonnement pour Paris, 27 fr. pour un an, 33 fr. pour les départemens ,,
at 39 fr. pour Pétranger ; el pour six mois, 15 fr. pour Paris, 18 fr, ponr les dépar*
temens, et 21 fr. pour Péiranger, ledit Journal rendu franc de port par Ia poste de
mois en mois. A\

On trouve & la méme adqcssc des Coll
des Numdros sépares. ; ;

Le prix de chacun des volumes qui ont parn depuisle tome 6o jusqu’an tome 8y
inclusivement, est de 18 fr.; cenx antérieurs ne cofitent que 12 fr. . *

Depuis la mort de M. Deramérnesie, M. H. bz Brainvinie, Docteur en,
Médecine de Ja Faculté de Paris, ete., eic., est principal Rédacteur du Journal de
Physique, de Chimie , d’Histoire naturelle et des Arts. Ce Journal, qui existe
depuis 'année 1771, sans interroption, et dont la Collection importante forme
maintenant 89 volumes, se compose chaque mois d’un cahier de dix fenilies ’im-~
»ression in-4., avec nne ou deux planches en talle-douce, ce qui donne pour Pannde
3]cux volumes d’environ 500 pages chacan. Il est, commie Uindique son titre
¢ & tontes Jes parties des sciences naturelles , y compris I"Astronomie et Ja
hysique, en sorte quil offre vne tres grande variéte. Chaque année, dans
un Discours préliminaire étendu, le Rédacteur retrace bricvement Phistoir
découvertes de I'année précédente, et de la marche suivie dans ces di
sciences , tant en France qu'a Péiranger, de ma e & ponvoir mettre ses onrs
au conrant de tout ce gui a éié fait dans les différentes branches des connaissunces
huowainss, La plus grande pactie de chague numéro est comsacrée & la publication,

plé des vol , et inéme,
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de Dissertations et de Mémoires entitrement notiveaug, ou traduits littéralement

des meillenrs Journanx étrangers, dans toutes les langues; et le reste, sous le titre
de nouvelles scienliﬁc](ues) se compose d’un’extrait des découvertes les plus intéres=<
santes, rangces sous les liwes Astronomie, Physique, Chimie, Minéralogie et
Géologie, Botanique, Anatomie et Physiologie wigétales , Zoologie,, Anatomie
st_Physiologie animales, et enfin, Aits et Biographie.

Le nouveau Rédacteur, c{u’il suffit d'annoncer comme le SUPPLEANT DE
M. CUVIER, para?lr:a sans doute, par les nombreux rappoits qu’il a avecles Savans,
et par la grande quantité d'amis et d’éléves jeunes et zélés quil posséde & Pavis et dans
toutes les parties de I'Enrope, dans la position la plus favorable pour entretenir une
‘carrespondance étendue , qui ne peut que rendre le Journal de Physique bien plus
intéressant qu’il ne le furdans les dernitres annces de M. Delamétherie, ot nons ne
pouvons nier que ce savant Pavait un pen ncgligé.

ANNALES DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES; Ouvrage
peériodique, rédigé par M-J.-D. Gerconng, Professeur de Mathématigues trans-
cendantes & la Faculté des Sciences de Bontpellier, Secrétaive de la Faculté des
Lettres, Membre de P'Académie du Gard, et Associé de celle de Nancy.

Depuis le 1er Juillet 1810, ces Annales paraissent réguliérement de mois en
mois par livraison de 32 pages in-4° au moins, en sorte que les 12 livraisons de
chaque année forment un volume in-4° de Frés de foo pages, accompagné de toutes
les planches nécessaires paur l‘inu-llipizunce du texte. ;

_Le prix dela Souscription annuelle est de 21 fr. , franc de port, pour la France,
et de 24 fr. pour Pétianger.

Le prix des neuf volumcs qui ont paru jusqu’a ce jour, est de 155 fr.
Chaque volume se vend seéparément, 18 {1,
Cet ?)uvmgc renferme une grande quantité de Mémoires curieux et int

sux fes Matheématiques et sur toutes les parties qui en dépendent.

Ouvrages sous presse chez le méme Libraire.

EGANZIN , Inspecteur ginéral des Ponts et Chaussies, etc. PROGRAMME oc
RESUME DES LECONS DU COURS DE CONSTRUCTION, avec des
Applications tirées principalement de I’ Art de PIngénieur des Ponts et Chaussées ,
troisiéme édition , revue et considérablement augmentce, 1vol. in-4., avee planches.

DELAMBRE ; Membre de Ilustitut. HISTOIRE DE L’ASTRONOMIE
MODERNE, 2 vol. in-4. avec planches. .

ARAGO et BIOT, Membres de I'Institat. VOYAGE ASTRONOMIQUE FAIT
EN ESPAGNE PAR ORDRE DU BUREAU DES LONGITUDES, etc;
Ouvrage formant le t. 1V de la Base du Systémeé métrique de M. Delanibre, in-%

PUISSANT, Chef de Bataillon au Corps des Ingénieurs-Géographes, ete. TRAITE
DE TOPOGRAPHIE , I’ARPENTAGE ET DE NIViLILEMENT, seconde

édition , considérablement augmentde, 1 vol. in-4., avee planches.

GEOMETRIE DU COMPAS, par MASCHERONI, nous. ¢dit., in-8., avec pl.

Parmi les Ouvrages anciens ou rares qui se trouvent en petit nombre & ma
Libraivie mathématique, on distingue particuliérement les suivans : les Ouvrages
nathématiques  d'Euler, dAlembert, Newton , Descartes, Bernoulli,
Képler, Ticko, Fermat, Leibnitz, Galilée, Pappus, Huygkens. Fliete,
Boscopich , Agnesi, Wallis, Wolff, Ssgravesande, Didier, I'Hépital,
Ozanam , Cramer, Cassini, WNeper, Mersenne, Cavalerius, Riceiolus,
Prolémée, Kircher, Taylor, Simpson , Saunderson, Emerson, Moivre. ete., elc.;
diverses ¢ditions d’Fuclide, de Diophante , & Archiméde , &’ dppollonius. — Les
Mémoives de PAcadémie des Sciences de Paris, Berlin, Pétersbourg, Turin;
les Meémoires de I'lnstitut, les Transactions philosophiques de Londres , etc. , ete.

Nora. Onsecharge a I'adresse ci-dessous de toutes les Impressions,
de quelle nature qu'elles soient.

A Daris, de Plmprizgric de Mme Ye COURCIER, rue du Jardiner, n® 13,
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