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INTRODUCCION

En muy diversos campos cientificos (ciencias medioambientales, fisicas, geo-
l6gicas, procesamiento de imagenes, etc.), se suelen presentar situaciones en las
que se dispone de observaciones en espacios de dimensién mayor que uno (por
ejemplo, ver Whittle (1954), Besag(1974), Martin (1979), Besag (1986), Unny
(1989), Cressie (1991)) e interesa su analisis, especialmente en relacién con la
estructura espacial de los fenémenos subyacentes. Este hecho ha motivado un
creciente interés en el estudio de procesos en varias dimensiones. Sin embargo,
la extensién de los resultados disponibles para una a dos o mas dimensiones
no es, en absoluto, inmediata (Ripley (1981), Guyon (1990)), siendo necesa-
rio desarrollar en muchos aspectos una metodologia que, en la medida de lo
posible, generalice los resultados de que se dispone en una dimension.

En tal sentido, se han desarrollado en los tltimos afios modelos y metodo-
logias que, en muchas ocasiones parecen constituir extensiones “naturales” de
los relativos a una dimensién: Modelos Markovianos (ver, por ejemplo, Whittle
(1954), Besag (1974), Bartlett (1975)), modelos ARMA (Huang (1984), Guyon
(1990), Martin (1990), Huang et al. (1992)), procesos definidos por ecuacio-
nes en derivadas parciales estocasticas (Whittle (1954), Cairoli et al. (1975),
Nualart et al. (1979), Unny (1989)), etc.. Algunas técnicas de estimacion son
extensién de las disponibles, por ejemplo, para el anélisis de series temporales
(Besag (1974), Tjgstheim (1978), Martin (1990),Huang (1992)); otras han sido
desarrolladas especialmente para campos aleatorios (aunque una restriccion a
una dimensién suele ser sencilla) (por ejemplo, los métodos coding de Besag
(1974)). Ademds, aparecen conceptos nuevos, como el de separabiblidad (Mar-
tin (1979)), que simplifica el problema multidimensional, anisotropia, etc., y
que , obviamente, no tienen equivalente en una dimension.

Entre problemas fundamentales que se presentan, se pueden citar la elec-
cién de un modelo, la estimacién de sus parametros, pretendiendo con ello
el alisamiento de las observaciones y la estimacién en puntos donde no se
disponga de observacién, disefio de redes de observacién, etc.. El principal
problema que suelen presentar los datos espaciales es que, generalmente, las
localizaciones de observacién estan distribuidas irregularmente. Otras veces
éstas se encuentran situadas sobre una malla regular, pero hay un gran nu-
mero de nodos sin observacién real. Adicionalmente, la observacién suele llevar
un cierto error inherente. Por esto, se deben de procurar métodos que per-



mitan la estimacién de los parametros y problemas derivados cuando no se
disponga de una informacién exhaustiva de todos los nodos. En tal sentido,
los algoritmos EM, ECM y MCECM (Dempster et al. (1977), Meng et al.
(1993), vanDik et al. (1994)) y algoritmos suplementados, que también cal-
culan las matrices de varianzas—covarianzas asintoéticas entre los estimadores,
constituyen una metodologia muy util que ha recibido gran atencién en los
ultimos anos.

Los objetivos de esta memoria son desarrollar una metodologia basada en
la filosofia EM para la inferencia sobre campos aleatorios, y en particular, la
estimacion de los parametros y el alisamiento de los valores del campo, asi
como la prediccién en los nodos donde no se disponga de observaciones, de
acuerdo con la estructura del modelo. Esta metodologia se ha inspirado en la
desarrollada por Shumway y Stoffer (1982) para series temporales.

En el capitulo uno se describen los fundamentos del algoritmo EM (Demps-
ter et al. (1977)), resultados principales sobre convergencia del algoritmo (Wu
(1983), Boyles (1983)) y algunas variantes recientes como los algoritmos ECM,
MCECM, SEM, SECM y SMCECM (Meng et al. (1993), Meng (1994), vanDik
et al. (1994)).

El capitulo dos se dedica al estudio de modelos espaciales con parametro
discreto, especialmente los modelos ARMA sobre Z? (Besag (1974), Tjgstheim
(1978), Martin (1990), Guyon (1990), Cressie (1991), etc.) y algunos modelos
mas generales.

En el capitulo tres se exponen, desde el punto de vista tedrico, los resultados
obtenidos en el desarrollo de la metodologia para la estimacion, alisamiento y
prediccion de algunos modelos de campos aleatorios, en los que se hace uso de
contenidos de los capitulos anteriores.

[lustramos estos métodos, en el capitulo cuatro, mediante una serie de
simulaciones sobre las que aplicamos la metodologia descrita en el capitulo
tres, poniendo de manifiesto su buen comportamiento incluso en casos en que
la informacion proporcionada por los datos es muy pobre (pocos datos en
relacion al total). Con tal fin se ha implementado una serie de programas en
FORTRAN 77 que hacen uso de rutinas de la libreria IMSL.

Al final de la memoria (capitulo cinco), se mencionan algunos enfoques al-
ternativos y abiertos que son objeto de nuestra investigacion actual en relacion
con el contenido de esta memoria.

Antes de acabar, quiero agradecer a todos mis companeros y amigos del
departamento de Estadistica e I. O. de esta universidad la colaboracion que he



recibido de ellos durante la realizacion de esta memoria. En particular, quiero
mostrar mi agradecimiento a Maria del Carmen Bueso Sanchez por sus ideas
y comentarios sobre algunos aspectos de la misma.

Por iltimo, y muy especialmente, quiero reconocer y agradecer la inesti-
mable ayuda que el director de esta memoria, D. José Miguel Angulo Ibanez,
me ha proporcionado durante toda la realizacion de la misma, no sélo en el
aspecto cientifico sino también en el aspecto humano como amigo.
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Capitulo 1

Algoritmos EM

1.1 Algoritmo EM

1.1.1 Introduccién

El término datos incompletos, en su forma general, hace referencia a dos es-
pacios muestrales X e Y y una aplicacion de X a Y. En vez de observar los
datos completos x en X, observamos los datos incompletos y=y(x) en Y. En
el desarrollo del modelo que proponemos en el capitulo tres, para campos es-
paciales, x seran tanto los datos que pretendemos alisar como los datos que
se han observado, e y seran solamente los datos observados. Sea f(x | 6) la
funcion de densidad de x con parametro 6 € O ; la funcién de densidad de y
vendra dada por

oy 10)= [ Fox|0yx, (1)
donde X(y) = {x:y(x) =y}.

El algoritmo EM esta dirigido a encontrar un valor de § que maximice
la funcién anteriormente dada, g(y | #), dado que y es observado. Esto se
lleva a cabo haciendo uso de la familia asociada f(x | §). Observemos que
dada la funcién de densidad de los datos incompletos g(y | 6) hay varias
especificaciones posibles de los datos completos f(x | §). A veces serd obvia una
eleccion natural, pero otras veces pueden existir diferentes formas de definir
f(x]0).

Cada iteracion del algoritmo EM involucra dos pasos que se denominaran
paso E (paso “ezpectation”, toma de esperanzas condicionadas) y paso M (paso

1



2 CAPITULO 1. ALGORITMOS EM

“mazimization”, maximizacién de la funcion resultante). El siguiente ejemplo
numérico, usado por Dempster et al. (1977) para introducir el algoritmo EM,
muestra de forma esquematica la aplicacion del método.

Se consideran datos de la distribucion de 197 animales multinomialmente
en cinco categorias X = (&, Zy, T3, T4, Ts5), donde las probabilidades de cada

categoria son
<1 *l-71l-m 7r)
2’4’ 4 7 4 '4)°

para algin m con 0 < 7 < 1.
Supongamos que los datos observados son de la forma

y= (y11y2ay37 y4) = (1257 18520’34)’

donde y; = z; + x3, Yo = T3, Y3 = T4, Y4 = T5. Es decir, esta variable y
tinene distribucién multinomial con probabilidades

<1 7 l—7m l—7 7r)
2+4’ 4 ° 4 *4)°
Entonces,

(y | m) = (Y1 + Y2 + Y3 + ya)! (1 n W)y‘ (1 —W)y2 (1 —-7r)y3 <7r>y4
PF LT = Y1'y2!yslya! 2 4 4 4 4 ’

La especificacion de la funcion masa de probabilidad de los datos completos

es

o= O (" () (5
X1 = $1!x2!m3!$4!$5! 2 4 4 4 4 ’

Observemos que en este caso la integral en X(y) es sobre los pares
(z1,29) = {(0,125),(1,124),...,(125,0)}, y que simplemente se sustituye
(z3, 24, T5) por (18,20,34). '

Al definir el algoritmo EM se mostrard cémo hallar 7(P*1) a partir de 7(?),
donde 7(P) denota el valor de m después de p iteraciones, para p=0,1,2,....
El paso E, “expectation”, del algoritmo estima los estadisticos suficientes de los
datos completos x, dados los datos observadosy, en este caso. En general lo que
hace el paso E es calcular la esperanza condicionada de la funcién log f(x | 6).
En nuestro caso, (z3,4,%5) son conocidos, asi que solamente tienen que ser
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calculados los estadisticos suficientes para z; y z, donde z; + z, = y; =
125. Para la estimacién de x; y x, usaremos el estimador correspondiente
de 7. Como la distribucién es Multinomial, estas estimaciones, que seran las
esperanzas condicionadas, tendran las expresiones

1
®) = E[X, Y] = ~ 15— 2
Iy [X1 | Y] = np,

1 7@’
et T
7P
2P =E[X, | Y] =np, = 125%
2 4

(1.2)

El Pa,so M, “mazimization”, considera los datos completos estimados
(xgp),mf), 18,20,34) y calcula 7 por maxima verosimilitud como si los datos
completos estimados fuesen los datos observados; entonces tendremos que

a,-g’”+34
P +34+18420°

alptl) .

(1.3)

puesto que

1—m

4

log f(x | ) o« (2, +25)log 7 + (25 + 24) log

y derivando respecto de 7 e igualando a cero se tiene que

Ty + Ts
$2+$5+.’L'3+.’L'4

T =

es el estimador maximo verosimil de m cuando se supone que todos los datos
han sido observados.

Partiendo de un valor inicial 7(®) = 0.5, las primeras iteraciones del algo-
ritmo estan dadas en la tabla siguiente:
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P (P P _ > (mlPHl) — ™)/ (7P — %)
0 0.500000000 0.126821498 0.1465
1 0.608247423 0.018574075 0.1346
2 0.624321051 0.002500447 0.1330
3 0.626488879 0.000332619 0.1328
4 0.626777323 0.000044176 0.1328
) 0.626815632 0.000005866 0.1328
6 0.626820719 0.000000779 0.1328
7 0.626821395 0.000000104 0.1328
8 0.626821484 0.000000014 0.1328

Sustituyendo z" de la ecuacién (1.2) en la ecuacién (1.3), y tomando
™ = 7 = 7P+ se obtiene el estimador de méxima-verosimilitud de =
(m* = 0.6268214980). La segunda columna de la tabla da los valores de las
desviaciones 7(P) —*, la tercera columna da la razén de desviaciones sucesivas.
Smith, en la discusion a Dempster et al. (1977), calcula el error estandar de m*
como el error estandar ordinario del estimador de una proporcién. Se observa
que, después de algunas iteraciones, el cociente (7?1 — 7*)/(7(®) — 7*), que
denotamos por A, toma el valor constante 0.1328. Veremos posteriormente que
este cociente es de gran utilidad para el cdlculo de las Varianzas-Covarianzas
entre los estimadores obtenidos (algoritmo SECM). El nimero total de indi-
viduos se puede estimar por

*

7]
n®=gzj+34+ 18420 = 1257 47r* + 38 + 18 + 20 = 101.83.
SR
Entonces, el error estandar de 7* es
(1 — 7*)
m = 0051,

que es el error estandar del estimador de una proporcién con un factor de
ponderacién (1 — A) en el denominador.

1.1.2 Definicion del Algoritmo EM

En este apartado se va a definir el algoritmo EM, segun fue introducido por
Dempster et al. (1977). Supongamos que la familia de densidades de los datos
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completos es f(x | #) e introduzcamos una nueva funcién
Q0" 0) = Ellog f(x | ¢') | y, 6], (1.4)

que se supondra que existe para todo par (6',6). En particular, se supondra
que f(x | 8) > 0 para casi todo elemento de X y para todo § € ©. Se define
la iteracién EM, 0% — 9+ como sigue:

Paso E: Se calcula Q(6 | 6™).

Paso M: Se elige un valor en ©, 8%+, que maximice Q(@ | 6®).

La idea heuristica es elegir §* que maximice log f(x | #). Como no cono-
cemos log f(x | #) maximizamos su esperanza dados los datos incompletos y
y el correspondiente (). En el caso particular de familias exponenciales el
paso E equivale a calcular sélo las esperanzas condicionadas de los estadisticos
suficientes a y y ).

1.1.3 Resultados de interés

Presentamos a continuacion algunos resultados basicos aplicables al algoritmo
EM dados por Dempster et al. (1977), a partir de ahora nos referiremos a
este articulo como DLR, Boyles (1983) y Wu (1983). Supondremos que el
observable y es fijo y conocido.

La densidad de los datos completos puede ser factorizada como

f(x,y10)=k(x|y,0)g(y|9),

siendo k(x | y,0) la densidad de los datos completos x dados los datos ob-
servados y. Hay que hacer notar que cuando la funcién y(x) es determinis-
tica, hecho que ocurre la mayoria de las veces (definir x de forma adecuada),
f(x]0) = f(x,y|8), con lo que el primer término lo tomaremos f(x | 8). Si
notamos L(6#) = log g(y | ) se puede observar que adopta una expresion del
siguiente tipo en funcion de las densidades k y f

L(0) =log f(x | 0) —logk(x | y,0). (1.5)

Ademads de la notacién introducida anteriormente serd conveniente escribir

H(0"| 0) = Eflogk(x | y,¢') | y, 4], (1.6)
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con lo que tomando esperanzas condicionadas en (1.5) resulta
Q0" 0)=L(6")+ H(¢' | 0).

Empleando esto y la desigualdad de Jensen (Rao (1972), pp. 47) se prueba
el siguiente lema.

Lema 1.1.1 (DLR, p. 6)
Para cualquier par (§',0) en © x ©

H(0'|0) < H(6|0)
y se da la igualdad si y solamente si k(x |y,0') = k(x| y,0) c.s.

La regla de iteracion del algoritmo EM, aplicable para cualquier punto de
partida, define una aplicacion de © en ©, § — M (@), tal que cada paso, un
input 6 nos genera un output #*+V; es decir, tenemos una funcién M tal
que

M(g(p)) — glp+1)

Definicién 1.1.2
Un algoritmo iterativo con aplicacion M(0) es un algoritmo EM generali-

zado (abreviadamente GEM) st

Q(M(9) | 0) = Q6] 0)

para todo 0 € ©.

Observaciéon 1.1.3
El algoritmo EM es un caso particular de un algoritmo GEM, ya que en
la definicion del algoritmo EM se necesitaba que

Q(M(0) |0) = Q(¢' | 9)

para cada par (6',0) € © x O, con lo que ' = M(8) incrementa la funcidn

Q0" [ 6).
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Teorema 1.1.4 (DLR, p. 7)
Para todo algoritmo GEM,

L(M(0)) > L(0), VY0e®,
ddndose la igualdad si y sélo si
QM(9) ] 6) = Q(8]0)
Y
k(x |y, M(0)) = k(x | y,0), c.s.

Consecuencias inmediatas del teorema anterior son los dos siguientes coro-
larios, éstos implican, que un estimador maximo verosimil de 6 sea un punto
fijo de un algoritmo GEM.

Corolario 1.1.5 (DLR, p. 7)
Supongamos que para §* € ©, L(6*) > L(0), para todo 6 € ©. Entonces,
para todo algoritmo GEM se verifica:

1. L(M(6%)) = L(6%).
2. Q(M(07) | 67) = Q6" | ).
3. k(x|y,M(0*) =k(x|y,0 c.s.

Corolario 1.1.6 (DLR, p. 7)
Si ezxiste 0* € O tal que L(6*) > L(0), para todo 6 € O distinto de 0*,
entonces para todo algoritmo GEM,

M(0) =9
Teorema 1.1.7 (DLR, p. 7, modificado por Boyles (1983))
Sea un algoritmo GEM, 0%P), para p=0,1,2,..., tal que:
1. La sucesion {L(0P)} estd acotada.

2. Q0P | 9@) — Q6P | 6P) > of|§P+) — §P)|12, para algin o > 0 y
para todo p.
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Entonces, la sucesion {6P)} cumple que
|01 — 6®)|| = 0, cuando p — co.
(Se supone que © es un espacio real r-dimensional y ||-|| es la norma euclidea).

El teorema 1.1.4 implica que L(f) es creciente en cada iteracién del al-
goritmo GEM, y si la funcién @ en la iteracién (p + 1) aumenta (es decir,
Q0P | 6®) > Q(8P | 6P)) es estrictamente creciente. Los corolarios
implican que un estimador de maxima verosimilitud es un punto fijjo de un
algoritmo GEM. El teorema 1.1.7 da condiciones bajo las cuales

||9(p+1) _ 0(1’)” — 0, cuando p — oo.

Estamos interesados en que el algoritmo GEM converja a un estimador de
maxima verosimilitud bajo ciertas condiciones. Es natural introducir entre
éstas, condiciones de continuidad y diferenciabilidad. Supondremos que © es
una regioén dentro de un espacio real r-dimensional y la norma considerada es

la euclidea, y supondremos la existencia y continuidad de un nimero suficiente

de derivadas de las funciones Q(¢' | 6), L(0), H(¢' | #) y M(0) para justificar
los desarrollos en series de Taylor que seran usados posteriormente. Tam-
bién se supondra que las operaciones de diferenciacion y de tomar esperanzas
se pueden intercambiar. Notaremos Var]...|...| al operador de la covarianza
condicionada.

Lema 1.1.8 (DLR, p. 8)
Para todo 0 € O,

g [%bg k(x| y.0) | y,o] — DH(816) =0,

ver l% log k(x| ¥,0) | y,"] = DH(0| 0) = ~DPH(8 | 6).

Teorema 1.1.9 (DLR, p. 8, modificado por Boyles (1983))
Sea un algoritmo GEM, 0%, para p=0,1,2,..., tal que

DIOQ(g(pH) | g(p)) =]
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Entonces para todo p, existe un 0(()p+l) sobre la linea del segmento que une 6%

y 0PV tal que
Q(OF+Y | gP)—Q(6® | oP) = _(9(p+1)_g(p))/DZOQ(g(()pH) | 9Py (gt _g(e)),

Ademds, si la sucesion {L(0))} estd acotada, la sucesion
{DzOQ(G((,pH) | 0P)} es definida negativa y sus autovalores verifican la pro-
piedad siguiente:

(P,) 3¢ >0 /'YX wvalor propio, se verifica que € < —A.
En tal caso, la sucesion {0P} cumple que

”9(p+1) - g(p)” — 0, cuando p — .

Teorema 1.1.10 (DLR, p. 9)
Sea un algoritmo GEM, 6), para p =0,1,2,..., tal que

1. {6®)} converge a 0* en el cierre de ©.
2. D°Q(e"+1) | @) = 0.

3. D2Q(O®*) | 0P)) es definida negativa y sus autovalores verifican la
propiedad (P;).

Entonces,
1. DE(@*)=0;
2. D*Q(0* | 6*) es definida negativa.
3. DM(0*) = [D*Q(6* | 6*)]"*D**H(6* | 6*).

En el caso de una familia exponencial regular (notando por @ los pardmetros
naturales), se observa la siguiente relacion

D*Q(0]0®) = —Var(t | ).

Si los autovalores de —Var(t | 8) verifican la propiedad (P;) para algin gir+y
en la linea que une 6 y §®+1) entonces

0¢+D — 9®)|| - 0, cuando p — oco.
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Observemos que en este caso,
D*H(6* | 6*) = —Var(t | y,0)

de donde
DM(6%) = [Var(t | 0*)]_1Var(t |y, 0%)

Segiin comentan Dempster et al. (1977), “En casi todas las aplicacio-
nes, el limite 0* de {#(”)} serd un méximo local de L(6), posiblemente global.
Una excepcién podria ocurrir si DM (0*) tuviese autovalores que excedieran
a la unidad. En este caso * podria ser un punto de silla de L(#); para
determinado {#{P)} convergente a *, pudiera ocurrir que fuese ortogonal en
el limite a los autovectores de DM(6*) asociados con los autovalores gran-
des. Observemos que, si a 6 se le hiciera una pequena perturbacion aleatoria
en torno a un punto de silla 6%, entonces el algorimo EM divergeria a par-
tir del punto de silla. Por tanto, generalmente esperamos que DL?(0*) sea
semidefinida negativa o definida negativa, en tales casos los autovalores de
DM (6*) estdn en [0,1] o en [0,1), respectivamente. En vista de la igualdad,
D?*L(6*) = D*Q(6* | 0*)(I — DM(6*)), un autovalor de DM (6*) que sea la
unidad en un entorno de 6* implica una cresta de L(6) en 6*”.

Cuando los autovalores de DM (6*) son todos menores que uno, el auto-
valor mds grande es el que da la velocidad de convergencia del algoritmo. La
velocidad de convergencia depende directamente de los tamanos relativos de
D?L(6*) y D H(6" | 6*). Notemos que D*L(8*) es una medida de la informa-
cién de los datos y en torno a 6, mientras que —D*° H(6* | %) es la informacién
esperada o de Fisher de la parte no observada de x en torno a 6. Asi, si la
informacién perdida debido a la incompletitud es pequena el algoritmo con-
vergerd rapidamente. La informacién perdida puede ser variable con respecto
a las distintas componentes de 8; por tanto, al aplicar el algoritmo EM puede
ocurrir que, mientras algunas componentes de @ se aproximan rapidamente a
sus correspondientes de 6, otras necesitan mas iteraciones. Esto se explicara
mas detenidamente cuando presentemos los algoritmos suplementados.

Notacién

O° denota el interior de ©, y para nimeros reales A, {L > A} denota el
conjunto {# € © : L(#) > )}, de forma andloga se nota el conjunto {L = A},
y S ={0€0°%: DL(#) = 0} denota al conjunto de puntos estacionarios de L.
Vamos a suponer que Ay = L(#(®) > —co. Ademds, notaremos por
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(A) ||0®+D) — 9P| - 0, cuando p — oo.

(B) {L > Ao} es compacto, para cualquier L(6y) > —oo.

(C) L es continua en {L > Ag}.

(D) {L > Ao} es un subconjunto compacto de ©° para cualquier
L(6y) > —o0.

(E) Ly Q(-]0), 0 € {L > Ao}, son diferenciables en un conjunto abierto
que contiene {L > A }.

(F) M es continua en {L > Ag}.

(G) D*°Q(M(0) | ) = 0, para todo 8 € {L > Ao}

La suposicién (B) refleja nuestro interés en valores de los parametros finitos.
En algunos casos la no acotaciéon del conjunto {L > Ay} puede evitarse con
una eleccion apropiada de la parametrizacion.

Teorema 1.1.11 (Boyles (1983), p. 49)

Sea {6} una sucesion GEM, y supongamos (A), (B) y (C). Entonces,
existe \* € [Ag,+00) tal que L(0P) 2 X\* cuando p = co. Ademds, {§)}
converge a un compacto, componente conexa de {L = \*}.

Observacién 1.1.12
Si {L = X\*} es un conjunto discreto, el teorema anterior implicard la
convergencia de {0P} a algin 6* € {L = X\*}, cuando p — .

Teorema 1.1.13 (Boyles (1983), p. 49)

Sea {0V} una sucesion GEM, y supongamos (A), (D), (E), (F) y (G). En-
tonces, {0(’”)} converge a un compacto, componente conera de
SN{L = X}, donde X* estd dado en el teorema anterior.

Observacién 1.1.14

El teorema 1.1.13 no garantiza en si mismo la convergencia de {§} a
un conjunto de mdzimos locales. En el caso particular que S sea un conjunto
discreto implicard la convergencia de {0} a algiin 6* € SN{L = X*}, cuando
p — oo.

El proposito original del algoritmo EM era proporcionar un célculo itera-
tivo del estimador de maxima verosimilitud. Si para un algoritmo GEM la
sucesién {L(0™)} es acotada, se tiene la convergencia monétona a algin L*.
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Necesitamos saber si L* es el maximo global de L(f) en O, y en el caso en que
no lo sea, si es un maximo local o un valor estacionario de L.

Como comenté Wu (1983), aunque en el paso M del algoritmo EM esta
involucrada una maximizacion global de @, el término H en L = Q — H
puede no intervenir. Desafortunadamente, no siempre la convergencia es a un
méximo local. Supongamos que {#(P)} convergiera a algin 6* en el interior de
O, que existieran las matrices hessianas D*°Q(6* | 6*) y D**H(6* | 6*) con
respecto a la primera variable, y que D*Q(6' | 0) fuese continua en (¢',9).
Entonces, por la definicién del paso M, y por el lema 1.1.8, —D?*°Q(6* | 6*)
serfa definida no negativa. Como D?L(8*) = D*°Q(6* | 6*) — D™ H(6* | 9%),
0* podria no ser un maximo local, con lo que no se aseguraria la convergencia
a un maximo local.

Murray (1977) usando el algoritmo EM para estimar los parametros de
distribuciones normales multivariantes con muestras incompletas, observé que
podria haber problemas en la aplicacion del algoritmo cuando existia mas de
un valor estacionario. Di6é un ejemplo en el que el algoritmo EM converge a
un valor estacionario, pero no a un maximo local.

Definicién 1.1.15

Una aplicacion A de puntos de un conjunto X a subconjuntos de X se dice
que es una aplicacion punto a conjunto sobre X. Dicha funcion serd cerrada en
z,z € X, si zp =z, donde z; € X, e yp = y, donde y;, € A(zy), implica que
y € A(z). En el caso particular que A sea una aplicacion de punto a punto, la
continuidad de A implica que A sea cerrada.

Teorema 1.1.16 (Teorema de Convergencia Global (Wu (1983), p. 97))

Sea una sucesion {Ty}r—o,,. generada por zyy € M(zy), donde M es
una aplicacion punto a conjunto sobre X, y sea un conjunto solucion I' C X.
Supongamos que:

1. Todos los puntos x;, estin contenidos en un conjunto compacto S C X.
2. M es cerrada sobre el complemento de I.

3. Eziste una funcion continua, o, sobre X tal que:

(a) Siz ¢ T, a(y) > a(z), Vy € M(z).
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(b) Siz €T, a(y) > a(z), Yy € M(z).

Entonces, todos los puntos limites de {z\} estdn en el conjunto solucion I' y
{a(zy)} converge mondtonamente a a(z), para algin x € T'.

En nuestro caso, la aplicacion M es la aplicacion punto a punto de una
iteracion GEM y a(z) es la funcién de verosimilitud L. Tomaremos el conjunto
solucién I' como uno de los dos siguientes conjuntos

M=conjunto de maximos locales en el interior de O.
S=conjunto de puntos estacionarios en el interior de O.

Supongamos (A), (B), (C) y (D), la condicién z € T, a(y) > o(z),
Yy € M(z) se tiene claramente por la definicién de la aplicaciéon M en una
iteracion GEM, y la condicién de que todos los puntos z; estan contenidos en
un conjunto compacto S C X se tiene de la suposicion (B). Cuando sea nece-
sario calcular las derivadas de L, Q y H en 8 se supondra que 6 estd en
el interior de ©. Esta suposicion es consecuencia de que el conjunto {L > Ay}
esté en el interior de ©, donde Ay = L(0©).

Teorema 1.1.17 (Wu (1983), p. 98)
Sea {0} una sucesion GEM generada por 0% € M(0P), y supongamos
que:

1. M es una aplicacion cerrada punto a conjunto sobre el complemento de
S (respectivamente M ).

2. L(6®*Y)) > L(9P)), VO ¢ S (respectivamente M ).

Entonces, todos los puntos limites de {0\P} son puntos estacionarios (res-
pectivamente mdzimos locales) de L, y {L(0®))} converge mondtonamente a
L* = L(6%), para algin 0* € S (respectivamente M ).

Para el caso de un algoritmo EM, una condicién suficiente para que M sea
cerrada es que
(H) Q(0' | ) es continua en §' y 6. :
Esta condicion es muy débil y sera satisfecha en muchas situaciones practicas.

Teorema 1.1.18 (Wu (1983), p. 98)

Supongamos que Q) satisface la condicion de continuidad (H). Entonces
todos los puntos limites de cualquier sucesion {0} de un algoritmo EM son
puntos estacionarios de L y {L(0®)} converge mondtonamente a L* = L(6*),
para algin 0* € S.
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El mismo argumento no es aplicable cuando S se reemplaza por M. Sea
0P € S\ M; en este caso DL(0®)) = DPQ(6® | 9?)) = 0, y 0®) puede
realmente maximizar Q(# | %)), donde § € ©. La iteracién EM termina
en un punto estacionario pero no en un maximo local, y no se verifica que
L(@®+V)) > L(0®) para un tal %), Para garantizar la convergencia a un
maximo local necesitamos imponer una condicién adicional.

Teorema 1.1.19 (Wu (1983), p. 98)
Supongamos que Q) satisface la condicion de continuidad (H) y

sup Q(0' | 0) > Q0] 6),Y0 € S\ M.
0'€©

Entonces todos los puntos limites de cualquier sucesion {0} de un algo-
ritmo EM son mdzimos locales de L y {L(6\?))} converge mondtonamente a
L* = L(0*), para algin mdzimo local 0*.

Es dificil que la condicién exigida en el teorema anterior se verifique, por
lo que la utilidad del teorema sera algo limitada. La convergencia de {L(6())}
a L* no implica automdticamente la convergencia de {#(")} a un punto 6*.
(La implicacién contraria es siempre cierta si D'°H(6' | §) es continua). Esta
ultima convergencia requiere condiciones mas fuertes. Desde el punto de vista
numérico, la convergencia de {#("} no es tan importante como la convergencia
de {L(6™)} a valores estacionarios o méximos locales, pero es interesante hacer
un estudio de este problema.

Definimos S(a) = {# € S : L(#) = a}, M(a) = {0 € M : L(d) = a}
y L(a) = {# € © : L(#) = a}. Bajo las condiciones del teorema 1.1.18,
L(0®)) — L* y todos los puntos limites de {8} estan en S(L*) (respectiva-
mente M(L*)). Si S(L*) (respectivamente M(L*)) consta de un tinico punto
0~ es decir, no puede haber dos puntos estacionarios distintos (respectivamente
méximos locales) con el mismo valor L*, entonces %) — §*.

Teorema 1.1.20 (Wu (1983), p. 99)

Sea {0P)} una sucesion de un algoritmo GEM que satisface las condiciones
del teorema 1.1.17. St S(L*) = {6*} (respectivamente M(L*) = {0*}), donde
L* es el limite de {L(0P)} en el teorema 1.1.17, entonces 8® — §*.

La suposicion anterior se puede relajar si suponemos que
|®P+D) — 6®)|| — 0, cuando p — oco.
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Teorema 1.1.21 (Wu (1983), p. 99)
Sea {0} una sucesion de un algoritmo GEM que satisface las condiciones
del teorema 1.1.17. Si |01 — 9®)|| — 0, cuando p — oo, entonces todos los

puntos limites de {0P)} estdn en un subconjunto conezo y compacto de S(L*)
(respectivamente M(L*)), donde L* es el limite de {L(6™)} en el teorema
1.1.17. En particular, si S(L*) (respectivamente M(L*)) es discreto, es decir,
sus tunicas componentes conecas estdn aisladas, entonces {0P} converge a
algiin 0* en S(L*) (respectivamente M(L*)).

Observacién 1.1.22

La sequnda condicidn del teorema 1.1.17 para 8P ¢ S se satisface auto-
mdticamente para cualquier sucesion EM. Obsérvese que los teoremas 1.1.11 y
1.1.13, conducen a las mismas conclusiones que el anterior pero bajo diferentes
condiciones.

Teorema 1.1.23 (Wu (1983), p. 100)

Sea {6} una sucesion de un algoritmo GEM que satisface la condicion
DPOQPHY | 9)) = 0. Supogamos que D Q(0' | 0) es continua en 6’ y en 0.
St se verifica una de las siguientes condiciones:

1. L(L*) = {6"}.
2. |0+ — 9P| - 0, cuando p — oo y L(L*) es discreto.

Entonces {0(P)} converge a un punto estacionario 8% con L(0*) = L*, el limite

de {L(6®)}.

Observacién 1.1.24

Notemos que para cualquier algoritmo EM se verifica que
DPQ(P+Y) | 9?)) = 0. Por otra parte, puesto que M(a) y S(a) son sub-
conjuntos de L(a), las condiciones del teorema anterior son mds fuertes que
las correspondientes a los teoremas 1.1.20 y 1.1.21, respectivamente. La ven-
taja del teorema 1.1.23 es que no son necesarias las condiciones del teorema

L ALY,

Corolario 1.1.25 (Wu (1983), p. 100)

Supongamos que L(6) es unimodal en © con 0* el inico punto estacionario,
y DYQ(0' | 0) es continua en ' y en 0. Entonces cualquier sucesion EM,
{6®)}, converge al tinico punto 0* que mazimiza L(0).



16 ‘ CAPITULO 1. ALGORITMOS EM

En la practica el teorema 1.1.18 y el dltimo corolario son los resulta-
dos mas utiles ya que requieren condiciones que son muy féaciles de verifi-
car. Las dos suposiciones claves son que el conjunto S(L*) sea discreto y que
|0®+1) — ¢®)|| — 0. En la practica, la condicién sobre la convergencia puede
ser dificil de verificar. Por esto, se proponen condiciones suficientes, como la
siguiente.

Condicién

Existe una funcion forzante o(-) tal que

Q(a(p+1) | 9(,,)) _ Q(g(p) | g(p)) > 0(||0(p+1) _ g(p)”)’ para todo p.

(Una aplicacién o : [0,00) — [0,00) se dice ser una funcién forzante si para
cualquier sucesién {t;} en [0, 00), la condidicién de que limo(¢;) = 0, fuerza
a que lim(¢;,) = 0).

Esta condicion implica claramente que

16¢+) — 9P| - 0, cuando p — 0.

Se sabe que

L(g(p+1)) — L(O(”)) > QP+ | g(p)) - QoW | g(p)),

como L(0®) — L* y o es una funcién forzante, se verifica que
||9(p+1) — 9(p)|| 0.

1.2 Alisamiento y prediccion de series temporales usando
el algoritmo EM

1.2.1 Introduccién

Datos de series temporales incompletos pueden originarse en problemas practi-
cos de varias formas. Un caso muy corriente es aquél en que las observaciones
en el tiempo o en el espacio son obtenidas en intervalos irregulares; en general,
es frecuente que las componentes de un vector puedan observarse sélo parcial-
mente. Otra situacién de incompletitud es aquella en que se consideran datos
que vienen afectados por un ruido y es imposible separar el ruido de la varia-
ble de interés. El problema general para estos modelos de series temporales es
encontrar un estimador para la variable desconocida, sujeta a ciertas hipétesis
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acerca de los parametros asociados con el modelo que relaciona la variable con
el ruido.

Una formulacién muy general que parece englobar a una amplia clase de
casos importantes es la modelizacién del espacio de estados, introducida por
Kalman (1960) y Kalman y Bucy (1961). El modelo ha sido aplicado a la
modelizacién de datos en muy diversas areas cientificas, particularmente ex-
perimentales y sociales.

Shumway y Stoffer (1982) proponen una forma de alisar y predecir una
serie temporal haciendo uso del algoritmo EM y de la metodologia del espacio
de estados.

Supongamos que se observa un vector aleatorio, x; (p X 1), indirectamente
mediante el vector y; (¢ x 1),

yt =Mtxt+Vt, t= ].,...,n (1.7)

donde v, (¢ x 1) es un ruido gaussiano con matriz de covarianzas comin R
(g X q). Las matrices de disefio, M; (¢ x p), son matrices conocidas que
convierten los datos no observados, x;, en datos observados, y;. El vector
aleatorio de interés es x;, que se supone satisface la ecuacion

Xt = tht—l + Wt, t == ]., ...,n (1.8)

donde ®, es una matriz de transicién p x p, que describe cémo se comporta la
serie en periodos sucesivos. La serie puede ser no estacionaria, ya que no se
hacen suposiciones sobre las raices de la ecuacién caracteristica. Se supone que
el valor inicial xo (p x 1) es un vector aleatorio normal con media y y matriz
de covarianzas ¥ (p x p). Los vectores de ruido w; (p x 1) para t=1,...,n,
son normales, incorrelados, con media cero y matriz de covarianzas comin O,
e independientes de v,. A la ecuacién (1.7) se le suele llamar ecuacion de
observacion y a la ecuacién (1.8) ecuacion de estado.

La formulacién anterior no excluye la posibilidad de suponer un orden de
autorregresién mayor para el vector X;, ya que cualquier modelo autorregresivo
de orden r se puede reformular como un modelo autorregresivo de orden 1,
aumentando la dimensién de la serie de la siguiente forma:
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Xt ) B - B X1 Wy
Xi—1 I 0 0 Xi—2 0
= . _ +
p T 0 O I 0 I 0
Yy
X¢-1
Xt-2
yt:(Mt,Oa"'ao) . +Vt
xt—r

donde los 0 indican matrices o vectores formados por ceros, con las dimensiones
correspondientes, e I indica la matriz identidad p x p.

Se trata de alisar y predecir la serie x;, o sea, se pretende estimar la serie no
observada x; para t = 1,...,n (alisamiento), y para t =n+ 1,n + 2,... (pre-
diccidén), usando la serie observada y,,ys,,...,¥.. Si uno conociese los valores
de los parametros y, ¥, ®, O y R, podria calcular los estimadores alisados
de Kalman como esperanzas condicionadas; esto es equivalente a considerar
X; como un vector paramétrico aleatorio que depende, en el sentido bayesiano,
de los valores supuestos a priori para los parametros.

Aplicando el algoritmo EM Shumway y Stoffer (1982) dan un método para
el calculo iterativo de los estimadores de maxima verosimilitud de los parame-
tros del modelo, y tratan el problema de alisado haciendo uso de la metodologia
del espacio de estados.

1.2.2 Estimacién de los parametros usando el algoritmo EM

Para la estimacion de los parametros del modelo de espacio de estados, definido
por las ecuaciones (1.7)-(1.8), es necesario calcular el logaritmo de la funcién
de verosimilitud conjunta de los datos completos Xg, X1, ..., X, Y1, -+, ¥Yn, que
puede ser escrita como

1 _— n
logL = —glog|X|—5(xo—u)Z" (xo—p)—5log|O |-

[\.’)|)—t1\')|)—l

i n
Z th 1 ,O ( @xt_l) o §log | R I =

=

[m
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——Z — M,x,) R (y, — M;x,)
(1.9)

donde log L debe ser maximizada respecto a los parametros y, 3, ®, O y R.
La funcién de log-verosimilitud depende de la serie de datos no observados
Xx;, t = 0,1,...,n, por lo que no se pueden calcular los estimadores de los
parametros directamente y debe aplicarse otro procedimiento para el calculo
de los mismos. Shumway et al. (1982) trata el problema haciendo uso del
algoritmo EM.

El paso E del algoritmo EM consistira en calcular la esperanza condicio-
nada de log L dados los datos observados y;,...,¥y,. Si los valores de los
pardmetros en la iteracién r-ésima son p(”, (), &) OF) y R, se denotard
por E, a la esperanza condicionada relativa a una densidad con esos valores de
los pardmetros. Para calcular la esperanza condicionada de (1.9) se necesita
calcular la media condicionada

Xy = Er[xt I Yi,--- 7y.s']7
y las funciones de varianza-covarianza

Pf = Va’rr[xt | Yiy-- 'ays]a
P:,t—l = COV,[Xt, Xt—1 | Yi,--- $ys]'
x:~! representa el estimador del filtrado de Kalman, x?, t = 0,1,...,n es el
estimador de alisamiento de x; con error cuadratico medio basado en todos
los datos observados y X}, para t > n, es el valor predicho para la serie. Para
el calculo de x? y P}, se pueden emplear las siguientes recursiones basadas
en resultados sobre el filtrado de Kalman, y ademas muestran un método
recursivo para el calculo de las covarianzas P},_;.

Observacion 1.2.1

Otra forma de proceder seria particularizar el método que nosotros propo-
nemos para procesos espactales al caso de series temporales. Es decir, como se
han impuesto condiciones de independencia y normalidad, en vez de calcular
las esperanzas y varianzas-covarianzas condicionadas que necesitamos, me-
diante los calculos recursivos propuestos por el filtrado de Kalman, hacerlo
mediante la ortogonalizacion y proyeccion de los datos incompletos. Fste mé-
todo se desarrollard en el capitulo tres.
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El estimador de alisamiento de Kalman para el modelo definido por las
ecuaciones (1.7) y (1.8), (x} y P}), se obtiene al minimizar el error cuadratico
medio y se puede calcular recursivamente usando las ecuaciones siguientes

(Jazwinski (1970)):

X4 = tht}

P! = &P %, +0,
K, = P{'M{(MP{'M; + R,)™'
Xi = xﬁ_l . ¢ Kt(Yt - Mtxi_l)
Pﬁ = Pﬁ_l - KtMtP'tf_1

parat=1,...,n, donde X3 = u y Py = X. Para calcular x? y P? se realizan
las recursiones siguientes,

Ji1 = PL®(PH)!
Xip = th + Jt—l(x? - ‘I)tx::})
P!, = PIZi+J.,(Pr—PHJ;_,

para = N8 = lysesyls
Para calcular P};_, se usan las recursiones hacia atras
n _ Pt—lJI + J (Pn _ Q Pt—l)Jl
a8 = Fgadea -1\ e1 tLe-1)Jdi—2

parat=mn,n—1,...,2, donde

Z,n—l = (I - KnMn)Qan:{

Nota: Estas relaciones estan deducidas en Shumway y Stoffer (1981).
Si se toman esperanzas condicionadas en (1.9) se tendra

Qu, %, ®,0,R|p™, 2" & 0N RM)=E, [logL | y,,...,y.] =
]‘ ]‘ -1 n ’
= —5log | B | —5tr (7 (PG + (x0 — #)(x0 — 1)) -

1
—g log | O | —5tr (07/(C — B& - 8B’ + $AP')) -
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1
—-glog | R | —gtr ( R™! Z[ — Mx)(y: — Mix,) + M, P M, ])

donde tr denota la traza y

A = Z:L: (P?_l + x?-lx?il) )

B = Y (Pro+xix),

€ =

o~
—

~
Il
-

[“]=

(Py +x7x}').

o~
Il
—

Los términos x7, P} y P};_; se calculan suponiendo los valores de los pardme-
tros pM, B &) 00 y R(), y usando las recursiones anteriores.

En el paso M del algoritmo se definiran los valores de los parametros para la
iteracion (r+1)-ésima como aquellos valores de u, X, ®, O y R que maximizan
la funcién Q(u, =, ®,0,R|u), ) & O R()). Empleando las reglas de

derivacion matricial se obtienen los siguientes valores de los pardmetros,

o+t = B A™! (1.10)
o+ — “(C BA~1B) (1.11)
R(r+1) = p-! Z [ - M, x} ( Y: — Mtx?)l -+ MtP?M;] (112)

El primer término de la funcién Q(u, X, ®, 0, R|u™, =) &) o) R(M)
corresponde al de una normal multivariante con una tnica réplica, se puede
tomar u"+Y = x? y se fija el valor de X, de alguna forma razonable. Si x, se
considera como un valor fijo se elige ¥=0.

El valor de la funcién de log-verosimilitud en cada iteracién puede calcu-
larse usando la forma de las innovaciones (Gupta y Mehra (1974))

logL = — log | M,P;"'M; +R, | -

R
Il
i

N = N =
NERINSE

(Yt - Mtxi_l)l(MtP:_lM; + Rt)—l(Yt - Mtx:—l)

o
Il
A

(1.13)
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El procedimiento recomendado para llevar a cabo los calculos seria el si-
guiente:

1. Suponer los valores iniciales de los parametros p©@  d©@ 00 y ROy

fijar X.
2. Calcular x}', P} y P?;_; usando el proceso iterativo anterior.
3. Evaluar la funcién de log-verosimilitud (1.13).

4. Estimar ) = x% , y usar las ecuaciones (1.10) — (1.11) — (1.12) para
hallar los valores @), O(1) y R(),

5. Volver al paso 1 hasta que los estimadores y la funcion de log-verosimi-
litud (1.13) sean estables.

1.3 El algoritmo ECM

El paso M del algoritmo EM consiste en el cilculo del maximo de una funcién
matricial, Q(6'|@). Si la funcién anterior no tiene una expresion simple, este
calculo puede ser bastante engorroso e incluso puede hacer que el numero de
iteraciones de los procedimientos numéricos que se utilicen sea comparativa-
mente muy elevado con el nimero de iteraciones necesarias para encontrar el
estimador de maxima verosimilitud mediante el algoritmo EM. Por esto, en los
ultimos afos se han desarrollado algunas modificaciones del algoritmo EM que
simplifican en gran medida el paso M del algoritmo. Una de estas modificacio-
nes es el algoritmo ECM. Este algoritmo ha sido recientemente desarrollado
y fue introducido por Meng y Rubin (1993). Basicamente este algoritmo es
practicamente igual que el algoritmo EM salvo que el paso de maximizacion lo
divide en una secuencia de S pasos de maximizacién condicionados. En cada
paso se maximiza la funcién @) sobre 8 pero fijando alguna funciéon vectorial
de 6 en su valor previo, que notaremos g,(9), (s = 1,...,S5). Hay que hacer
senalar que el resultado de estos S pasos, no tiene por que coincidir, y de hecho
frecuentemente no coincide, con el valor de los parametros que hacen maxima
a la funcién @ en cada iteracion del algoritmo EM. Sin embargo, ya que en
cada paso se incrementa la funcién @), como en el algoritmo EM se incrementa
mondétonamente la verosimilitud de . Mads atin, cuando el conjunto de fun-
ciones g, nos proporcione un conjunto rellenante del espacio (space-filling), en
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el sentido que nos da la maximizacion sin restricciones sobre  en su espacio
paramétrico, el algoritmo ECM converge a un punto estacionario bajo esen-
cialmente las mismas condiciones que garantizan la convergencia del algoritmo
EM.

Introduzcamos formalmente el algoritmo ECM. Como hemos dicho con
anterioridad, las maximizaciones se hacen condicionadas a unas funciones g,
en cada paso. Al conjunto formado por todas estas funciones vectoriales de 6
seleccionadas con anterioridad lo vamos a notar por G. Es decir:

G={gile=1;:0.:8)

Comenzando con una condicién inicial (%) € © en la (p + 1)-ésima iteracién,
p = 0,1,..., el algoritmo ECM en primer lugar realiza el paso E igual que
lo hacia el algoritmo EM y posteriormente desdobla el paso de maximizacion
en S pasos de maximizacién condicionados (pasos CM) definidos como siguen:

para s = 1,...,5, encontrar §(P+*/5 de tal forma que maximice la funcién
Q(0/6)) sobre 8 € © sujeto a la restriccién de que g,(8) = g,(§+=V/9)). Es
decir, para s = 1,...,5, el s-ésimo paso CM en la p-ésima iteracion del ECM

consiste en encontrar §®P+/5) tal que

Q(g(p+s/s)/()(p)) = Q(g/g(p))
Vo € 0,(0¢+(-0/9)) = {0 € O : g,(0) = g,(9P+H(=1/9))}
(1.14)

Por tanto, el valor de # para comenzar la siguiente iteracion del ECM,
9+ se define como la salida del paso final S-ésimo, es decir, §+5/5),

Definicién 1.3.1

Un algoritmo iterativo es llamado un algoritmo ECM si la (p + 1)-ésima
iteracién comienza con un paso E (cdlculo de esperanzas condicionadas a la
informacidn observada) para calcular Q(0/0™) como funcion de 0, y es sequida
de S (> 1) pasos CM, en cada uno de los cuales se encuentra §®+*/5) como
en (1.14), paras=1,...,S.

Para garantizar que la convergencia del ECM sea tan apropiada como la
del EM, hay que exigir ciertas restricciones sobre el conjunto de funciones,
G, para que el maximo resultante en la ultima iteracion, sea el maximo de
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L en ©. Esto puede lograrse requiriendo que G proporcione un conjunto
rellenante del espacio como se precisara en la siguiente definicion.

Definicién 1.3.2
Sea T,(0) (s =1,...,5) el conjunto de todas las direcciones posibles en
0 € O con respecto al espacio de restricciones

0,(0) = {¢ € ©: 4,(¢) = g;(0)},

esto es,

0,—6
T8} = {n e R":3{6,} Cc ©,(0) tal que n = lim —- }

n=eo |16, — 9|

Decimos que G = {g,(0);s = 1,...,S} es un conjunto rellenante del espacio
en § € O si

s
T0)= clausum{z agn,:a; >0,n, € Ts(a)} = R4 (1.15)

s=1

En la literatura de optimizacién, T,(0) es llamado como ‘cono tangente’
ya que n € T,(0) implica que an € T;(0) para cualquier @ > 0. La intuicién
nos dice que (1.15) nos asegura que en cualquier punto de ©® podemos buscar
el maximo en cualquier direccion, asi que el resultado de la maximizacién no
esta restringido a un subespacio de ©.

Supongamos que las funciones g,(6) (s = 1,...,S5) son diferenciables y
que su correspondiente gradiente, Vg,(), es de rango maximo en 6 € Oy, el
interior de ©. Se puede ver que la condicién (1.15) es equivalente a:

s
J(9) =) J,(0) = {0}, (1.16)

s=1

donde J,(0) es el espacio generado por el gradiente, es decir,
J,(0) = {Vg,(6)A: A € R™"}

y 7, es la dimension de la funcién vectorial g,(#). La intuicién nos presenta esta
equivalencia como valida ya que al buscar en espacios de la forma g,(6) = k,
es decir, en curvas de nivel, el gradiente nos define un subespacio normal a las
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direcciones en las que se busca, por tanto, las direcciones donde no se busca
en la iteracién s. Por ello, buscar en todas las direcciones que es la condicién
(1.15) equivale a que el conjunto de las direcciones donde no se busca sea el
{0} que nos da la condicién (1.16). Mas formalmente se puede ver que (1.16)
es una consecuencia directa de la siguiente identidad,

J(0) = {¢ : ¢Ty < 0 para todo n € T(6)},

lo cual se deduce directamente de los teoremas polar y bipolar en la litera-
tura de optimizacién con restricciones. La ventaja de la expresion (1.16) sobre
(1.15) es que se puede verificar directamente en muchas aplicaciones. El algo-
ritmo EM se puede ver como un caso particular de algoritmo ECM con S =1
y 91(0) = constante, la condicién (1.16) es satisfecha automaticamente ya que
Vg:(0) = 0 para todo 0.

Sobre la convergencia del algoritmo ECM vamos a presentar dos resultados
que aparecen en la pagina 275 del articulo de Meng et al. (1993), que bajo
las mismas condiciones exigidas sobre el algoritmo EM en Wu (1983), nos
aseguran la convergencia de este algoritmo.

Teorema 1.3.3 (Meng et al. (1993), p. 275)

Supongamos que todas las mazimizaciones condicionadas de (1.14) son
inicas. Entonces todos los puntos limites de cualquier sucesion ECM
0?) son puntos estacionarios de L(0|Y) si G es un espacio relleno en todo

o)

Teorema 1.3.4 (Meng et al. (1993), p. 275)

Supongamos que L(0|Y) es unimodal en 6 € © con unico punto estaciona-
rio 0*. Entonces cualquier sucesion ECM {6} converge al wnico mazimo 6*
si G es un espacio relleno en todo 0P, y ocurre o (a) cada mazimizacion CM
es unica o (b) D'*Q(0]0") es continua en ambos pardmetros, 0 y 0', y Vg,(9)
es continua en § paras=1,...,5.

Otra de las variantes del algoritmo EM es el algoritmo MCECM (MC de
multi-ciclo). Como se puede ver en la construccion del algoritmo ECM lo que se
hace es calcular en un primer paso la esperanza condicionada y después S pasos
de maximizacién condicionada. Podria pensarse en no mantener la misma
esperanza condicionada en todos los pasos de maximizacién condicionada, sino
ir renovandola cada cierto nimero de iteraciones, o en cada iteracion. Este es

el algoritmo MCECM.
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1.4 Algoritmos suplementados

Los algoritmos suplementados (EM, ECM, MCECM) no son mas que algorit-
mos en los que ademas de dar las estimaciones de los parametros, se “suple-
mentan” éstas, con una matriz de varianzas—covarianzas asintética para ellos.
A estos algoritmos les afiadiremos una S delante para indicar que son suple-
mentados. En el resto del capitulo vamos a ufilizar la siguiente notacién. Su-
ponemos que los datos completos se pueden descomponer de la siguiente forma
X =(Y,Z), donde Y representa la parte observada de X y Z la parte no ob-
servada (missing). Asi en nuestro esquema los datos incompletos Y = y(X),
consisten en solo las primeras variables de las datos completos.

El algoritmo que utilicemos define implicitamente una funcién 8 — M(0)
del espacio paramétrico, ©, en si mismo tal que

o+ = M(9P)), pate p=0, 1o ces

Si 8 converge a algin 0* y M(0) es continua, entonces §* debe de satisfacer
que

0" = M(6").

Mis aiin, si M es diferenciable en un entorno de 6*, por la expansién de Taylor
tenemos que

9P+ _ 6* ~ (9%P) — 6*)D M, (1.17)
donde aML
805 6=0*

es la matriz jacobiana r x r para M(0) = (M,(9),...,M.(6)) evaluada en
6 = 0*. Asi el algoritmo es esencialmente, en un entorno de *, una iteracion
lineal con matriz de “tasa” DM, ya que generalmente DM sera no idéntica-
mente nula. Por esta razén, DM(6*) a menudo se llama matriz de la tasa de
convergencia, o simplemente tasa de convergencia.

Es bien conocido (Little et al. (1987), pp.145) que para muestras grandes la
matriz de varianzas—covarianzas de (6 —0*) basada en Y, V, puede encontrarse
como la inversa de la matriz de informacién observada,

V =LY6*]Y), (1.18)
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donde I,(0|Y) viene dada por la expresion:

d*log f(Y]0)
e
Esta funcién es dificil de evaluar directamente. Sin embargo, la matriz de
informacién de los datos completos observados,

L(0]Y) = (1.19)

8% 10g f(X10)
0
cuya inversa nos da la matriz de varianzas—covarianzas de los datos completos,

es frecuentemente una funcién simple, asi como su esperanza respecto de la
distribucién condicional f(Z|Y,0) evaluada en § = 6*:

L(0|X) = (1.20)

Ioc = E[Io(alx) I Y’ 0“6:0' : (121)

La relaciéon que existe entre estas matrices se pone de manifiesto en el
siguiente desarrollo

f(Y10)£(Z]Y,0) = f(Y,Z|0) = f(X]),
tomando logaritmos y despejando la primera densidad obtenemos

log(Y|0) = log f(X|0) — log f(Z]Y, ),

. . 2 .
si realizamos — £ obtenemos la igualdad

0log f(Z|Y,9)

IO(0|Y) = Io(0|X) + 802 9

tomando esperanzas condicionadas respecto de la distribucién condicional f(Z|Y, 6)

evaluada en 0 = 6*

L,(6*Y) =1, - L., (1.22)
donde o1
I —E|- og f(Z|Y,0) Y, 0
00? peiit

Hay que observar que el primer miembro de (1.22) no cambia al tomar
esperanzas, ya que la esperanza condicionada verifica que E[A(U) | U] = h(U),
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siendo U multidimensional. Asi,
L(0°Y) = E[L,(0]Y) | Y70]|9=9~
En DLR p. 9, la relacién que aparece como (3.19) nos muestra que
DM(0*) = DM*M(9*) =1,,,I;}.
Por ello
L(¢*]Y) = L, — L = (I - LnI;)L. = (I - DM®Y)L,

Por tanto, para el algoritmo EM la matriz de varianzas—covarianzas asintética
adopta una expresion de la forma

V =L} I- DMEM)~1 (1.23)

donde I es la matriz identidad r x r. Asi, para el calculo de la matriz V' hay
que calcular la matriz I, la matriz DM y realizar los célculos de la expresién
(1.23).

El calculo de I, es simplemente calcular una matriz que contenga las de-
rivadas %{;}, y después calcular i(rzill esperanzas condicionadas (la matriz es

simétrica) equivalentes al paso E del algoritmo y evaluarlas en § = 6*. La
complejidad de este calculo depende, obviamente, de la expresién que adopta
la densidad de los datos completos X. En el caso que sea una distribucién de
la familia exponencial se puede ver (Meng et al. (1991)) que si S(X) es un
estadistico suficiente y S*(Y) = E[S(X)|Y, 6], entonces

Ioc == 10(0*|S*(Y))

Para el calculo de DM no podemos usar directamente la aproximacién
(1.17) ya que sélo obtendriamos algunos de los autovalores (en algunos casos
sélo el mayor) y no la matriz completa. De la definicién de derivada parcial
podemos construir un método para dicho calculo

OM,(67)
S o,
~ lim M;(63,...,07_1,0:,07,,,...,07) — M;(0%) _
0,—6? 0; — 07
M.:(0P) (7)) — 0%
A | e ) el r®, (1.24)
p—+00 01(1’) _ 0:( p—oo J



29  Fco. Javier Alonso. 1.4. ALGORITMOS SUPLEMENTADOS

donde las definiciones intermedias se identifican claramente.
Por esto, una iteracién del algoritmo SEM podria ser la siguiente:

ENTRADAS: 6* y 0.
1. Ejecutar los pasos usuales E y M para obtener §(P+1).

2. Calcular ~0(p) (2) de (1.24) y ejecutar una iteracion del algoritmo EM para
calcular §(P+1(3).

3. Obtener los cocientes

J

6t (5) — 03 .
i;’) = ]H(TO’.“_’ para § = 1,...,m (1.25)

4. Repetir los pasos 2y 3 parai1=1,...,r.
SALIDAS: ¢®+) y {r®) .4 =1 r}.

Como se puede observar, uno de los datos que hay que introducir es 6*,
el cual se puede calcular, por ejemplo, ejecutando el algoritmo EM hasta que
se logre convergencia. Si esto se hace, podemos almacenar, ademas de 6%, los
resultados que propone como estimadores en cada una de las iteraciones y nos
ahorrariamos el paso 1 del algoritmo anterior. Asi, sdlo nos quedaria hacer
una iteracion del algoritmo EM cambiando la condicién inicial por 0,(“. Por
tanto, si hemos tenido que realizar T iteraciones para estimar un parametro
de dimensién r, deberemos realizar T x r iteraciones cambiando en cada una
de ellas la condici6n inicial y calcular los cocientes dados por (1.25) en cada
iteracion.

Se puede también aproximar DM sin obtener primero #*. La idea basica
es aproximar r;; por

M6, ..., 0870 g oot oy — ol
oP) _ plr-1)

e =

(1.26)

mas bien que por r,(;’) de (1.25). Sin embargo este calculo es bastante mas

inestable, sobre todo si en una sucesion uno de los parametros esta muy cerca

del estimador final mientras que otro atin esta relativamente lejos del suyo.
Luego ya tenemos un método para construir el algoritmo SEM, o bien

directamente si disponemos de 6* o bien ejecutando una vez el algoritmo EM
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y después calculando sus covarianzas como se ha indicado anteriomente. Para
los algoritmos SECM y SMCECM podemos buscar una relacién directa entre
la matriz de covarianzas y matrices que se obtengan directamente de estos
algoritmos (sin S), o encontrar una relacién entre la tasa de convergencia del

algoritmo EM (DMPEM) y las de los algoritmos ECM (DMF¢M) y MCECM
(DMMCECM) - Esto dltimo aparece en el articulo de Meng (1994). Hay que
hacer notar que en todos los casos la matriz I, no depende del algoritmo que
se emplee, sino tan sélo de la condicién final 6*.

Teorema 1.4.1 (Meng (1994))

Supongamos que todas las salidas de un algoritmo ECM, 6®ts/5)
(p>1,...,5) satisfacen las ecuaciones del multiplicador de Lagrange para ma-
zimizacion con restricciones, y 0%+*/5 5 0* cuando p — oo paras=1,...,8S.
Entonces la tasa de convergencia del ECM viene dada por

DMEM (%) = DMPM(9*) 4 [T — DMEM (9)] f[ P,, (1.27)

donde
P, = V[V L (0)V,] ' VLI (%), s=1,...,8 (1.28)

s
con V,=Vg,(0%) y H P,=P---P,.
s=1

Supongamos que en el algoritmo MCECM insertamos un paso E antes
del si-ésimo paso CM (k = 1,...,K < S,s; = 1). Entonces este algoritmo
consiste en:

Q(g(p+s/5)|9(p+(Sk—1)/S)) > Q(GIO(P‘F(%_I)/S))’

para todo 8 € ©,(0P+(-1/9)). 5 <5 < 5.4, (1.29)

Teorema 1.4.2 (Meng (1994)) :
Bajo las condiciones del teorema 1.4.1, la tasa de convergencia de un

algoritmo MCECM (con K ciclos) dado por (1.29) es

DMMCECM (g+) — ﬁ{DMEM(o*) + [L — DI (Y] Skﬁ_lps}, (1.30)

k=1 $=5)

donde sy, =1 ysgy =5+ 1.
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Notemos que en ausencia de observaciones omitidas, es decir cuando X =
Y, la matriz DMEM = 0 con lo que la ecuacién (1.27) implica que

S
DMM(6*) = T] P, (1.31)
=1

donde MM es la funcién descrita por los pasos de maximizacién condicionada.
Por tanto, de (1.27) y (1.31) podemos deducir que

(I—- DMEM(9*)) = (1 - DMEM(9*))(1 - DMM(97)). (1.32)

Observemos que en la ecuacién (1.23) aparece la matriz DMZM por lo que
en el caso del algoritmo ECM su matriz de varianzas-covarianzas asintética
tendra la expresion

V =L}I - DMM(6*))(1 - DMFM(9*))1 (1.33)

Las matrices I — DM™ son interpretadas como matriz de velocidad de con-
vergencia de %, ya que por ejemplo si tomamos el mayor autovalor de DM*
y éste estd proximo a 1, indicara que la convergencia es lenta (la funcién M
varia bastante) por lo que el menor autovalor, s, de la matriz que proponemos
como velocidad de convergencia, nos indicara que si s es bajo su velocidad sera
baja y si es alto su velocidad sera alta. Asi la ecuacién (1.32) nos indica que la
matriz velocidad de convergencia del algoritmo ECM se puede calcular como
el producto de las matrices de convergencia de los algoritmos EM y CM, lo
cual parece logico, ya que el algoritmo ECM se puede ver como la composicién
de los algoritmos EM y CM.

Revisamos la ecuacién (1.33). Para calcular la matriz de covarianzas del
algoritmo ECM necesitamos calcular I, que se calcula independientemente del
algoritmo empleado, DM¥°M que se obtendra mediante la ecuacién (1.25),
teniendo claramente en cuenta que en el paso 2 de este procedimiento una
iteracién son S pasos CM, y por tltimo calcular DM®M que aparece como
productos de las matrices P;.

Este ultimo calculo es complicado normalmente ya que aparece el producto
de S matrices en las que intervienen los gradientes de las funciones g, y la
inversa de la matriz I,,.

Un caso particular de algoritmo ECM es el algoritmo PECM que consiste en
elegir las funciones g, correspondiendo a una particion del espacio paramétrico,
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este algoritmo hace muy simple el calculo de la matrix DM OM  Asi, si 0 esta
dividido en S subvectores, § = (J4,...,9s), donde cada ¥, es de dimensién
r,, las funciones g, estdn definidas por g, = (9y,...,%5_1,¥541,...,0s). Sea
T la matriz diagonal por bloques de I,. con S bloques correspondiendo a los
S subvectores de 0. Sea I' la correspondiente matriz por bloques triangular
inferior, es decir, I, = T + ' + I". Entonces en este caso (van Dyk el al.
(1994), p. 8)

DM®M — _T(T + )L (1.34)

La regla de parada (precision) para los algoritmos suplementados debe de
ser menos exigente que para los algoritmos sin suplementar, ya que para el
célculo de la matriz D M®9°7#m° ge ytiliza una aproximacién numérica lo cual
es menos exacto que la evaluacién de la funcién directamente. Por esto la regla
de parada en estos casos se suele tomar como la raiz cuadrada de la misma
cuando el algoritmo no es suplementado.

La matriz de varianzas-covarianzas, V/, que se obtiene tedricamente debe
de ser simétrica. Esta propiedad nos da un método para diagnosticar si el
modelo es valido, si hay errores de programacion o de precision numérica, etc.
De hecho esto nos hizo modificar nuestros desarrollos mejorando los resulta-
dos obtenidos. Incluso, puede servir para chequear si el punto estacionario
obtenido es el estimador de maxima verosimilitud o no lo es, ya que muchos
algoritmos erréneos convergen.



Capitulo 2

Elementos sobre campos
espaciales con parametro discreto

2.1 Introduccion

En este capitulo se reunen una serie de modelos y técnicas estadisticas con-
cernientes principalmente a procesos estocasticos estacionarios sobre Z2. Los
resultados que presentamos aparecen en una serie de articulos destacando el
pionero de Whittle (1954) y el de Besag (1974).

Como se sabe, el estudio de procesos en dos dimensiones no es una mera
extension de los resultados obtenidos en una. Basicamente ello esta motivado
por el hecho de que Z? no estd naturalmente ordenado y los polinomios en va-
rias variables no poseen, en general, las buenas propiedades de los polinomios
en una variable. Introducimos los procesos ARMA espaciales, en términos de
operadores de retardos, e introducimos la nocién de causalidad en el espacio
como una extensién de la causalidad en una dimensién, con referencia a la
adopcién de algin orden (en particular, lexicografico horizontal). Presenta-
mos una extensién de los modelos Markovianos, para la cual, en una primera
etapa, es necesario definir el concepto de “vecindad” y, posteriormente, dados
un sistema de vecinos, obtener la forma general de una funcién llamada negpo-
tencial que nos permitird, en cierta medida, calcular la probabilidad conjunta
de cualquier observacién. Finalmente, mostramos diversos modelos y esque-
mas de los cuales destaca, por su amplio uso, el de “vecino mas préximo”.
Una subclase importante la constituyen los procesos separables; se analiza, en
particular, el modelo AR(1)xAR(1) del cual se sefialan algunas propiedades
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fundamentales. Finalizamos mostrando algunos métodos de estimacién de los
parametros.

2.2 Procesos ARMA sobre 7z2

Para la presentacién de los procesos ARMA en el plano Z? introducimos dos
operadores de retardos B; y B, definidos sobre un proceso bidimensional como
sigue:

B X = X1, By Xi; = Xij-1-

Sean P y N dos funciones homomorfas en un entorno del conjunto 72 de
C?, siendo

T={z€Ciz|=1k
Se supondra ademas que:
P(z1,2) #0 i | 21 [=] 22 =1, (2.1)

por lo que P~'N existe sobre T? y admite un desarrollo de Laurent en un
entorno de T:

P7'N(z1,23) = Y ezt 2h. (2.2)
72
Sea € = {¢; : t € Z*} un ruido blanco, es decir
E (¢,) =0, Var (¢,) = 0?2
€; es ortogonal a €, si s # t.

Definicién 2.2.1
Un proceso espacial X = {X, : t € Z*} es un proceso estacionario de sequndo
orden si verifica:

1. X, es de cuadrado integrable para todo t.
2. E[ X, ] = p para todo t.
3. Cov[ X}, X, [ =r(t—s).
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Definicién 2.2.2

Se dird que un proceso estacionario X es un proceso ARMA generalizado si
existen dos funciones P y N homomorfas sobre T?, con P verificando (2.1),
y un ruido blanco € = {¢, : t € Z*} tales que:

P(Bla B2)Xij = N(BlvB2)€ij (2-3)

Debido a la expresion (2.2), el proceso X adopta también la expresién:
Xz] = Z CuvCi—u,j—v-
72

Se supondra ademas:
N(zy,23) #0 si |z =l =1, (2.4)

que es una condicién similar a la de invertibilidad para series temporales.
La densidad espectral de un proceso ARMA generalizado viene dada por

0.2 I N(ei)\l’eikz) |2
f(’\lv’\Z) = 472 I P(ei,\l’ei)\z) |2 ’

/\1, /\2 € [0, 271'). (25)

Interesa, desde el punto de vista de la inferencia, considerar procesos que
puedan representarse mediante una parametrizacion finita. Se dird que P o N
son polinomios si los desarrollos de P o N son finitos, es decir

P(zy,2;) Z apzrz R C Z%, R finito
N(z, 23) Zbklzlzz S c Z2, S finito

(2.6)

Se dira que P es unilateral si R C (Z2)+; en otro caso se dira que P es bilateral.
También se supondra la condiciéon de normalizacion

Qpgg = boo =1,

Definicién 2.2.3
Un proceso estocdstico X = {X,,(s,t) € Z*} es un proceso ARMA si existen
dos polinomios P y N y un ruido blanco € tales que:

P(By, B;)X;; = N(By, By)eij, (2.7)
con P y N wverificando las condiciones (2.1) y (2.4).
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La densidad espectral del proceso X también vendra dada, obviamente,
por la expresion (2.5). Si P =1 diremos que el proceso es de medias méviles
(MA). Si N =1 diremos que el proceso es autorregresivo (AR). Los modelos
AR espaciales fueron estudiados por primera vez por Whittle (1954) y han
sido objeto de numerosos trabajos, entre los que caben destacar los de Ord
(1975), Besag (1977) y (1981), Martin (1990), .. .. Los procesos MA espaciales
han sido estudiados, en particular, por Haining (1978). Otros autores como
Guyon (1990), Huang et al. (1992), Vecchia (1988), ... se refieren a procesos
ARMA espaciales en general.

Como en el caso de series temporales, el interés de la modelizaciéon ARMA
esta en el hecho de que dada una realizacion de un proceso con densidad es-
pectral racional, esta puede ser “representada” mediante un modelo ARMA de
dimensiones paramétricas relativamente factibles (es decir, Ry S “pequefios”).

Definicién 2.2.4
Sea X un proceso espacial; diremos que el proceso € es la innovacion de X si
€ij = Xij — Pp[Xi;lesp{X;_1;}], siendo esp{X;;} el espacio generado por las

variables Xy conl < jol=7 yk <1, y P la proyeccion de la variable sobre .

dicho espacio.

Definicién 2.2.5
Diremos que el proceso definido por la ecuacion (2.7) es una representacion

ARMA causal de X st € es la innovacion de X.

Es claro que para un proceso MA espacial una condicién necesaria y su-
ficiente para causalidad es que el polinomio N sea unilateral. Una condicién
necesaria y suficiente para la causalidad en un proceso AR espacial viene dada
por el siguiente teorema.

Teorema 2.2.6 (Guyon (1990), pp. 15-16)
La representacion de la definicion anterior serd AR causal si y solo si se
satisfacen las dos condiciones siguientes:

1. P es un polinomio unilateral.

2. Se verifica una de las siguientes propiedades:

(a) o P(z,0)#0 st | 21 |< 1.
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o P(e™,2)#0, si |2z |<1, yparatodor, € R.
(b) / log | P(¢™,e2) | dA\d); = 0
T2

Una condicién suficiente que asegure unilateralidad es en este caso:

P(21,22) — Z aklzfzéa agy = 1. (2-8)
(k,1)>0
Z | Akl |< Qogp = 1 (2.9)
(k,0)>0

Si la estructura autorregresiva no es causal, se dira que la representacion es
bilateral.

Observacién 2.2.7 Contrariamente a como cocurre en Z, un proceso sobre
7% autoregresivo, no admite en general una escritura autorregresiva causal
finita.

Las siguientes representaciones (sobre Z? y Z respectivamente) son bilate-
rales:

Xii = a(Xim1j + Xipr g + Xijo1 + Xija) + €55 |a|< 1/4

X = a( Xy + Xiq1) + €, | a|< 1/2

la primera no admite una representacion AR unilateral equivalente.

Observacién 2.2.8 Contrariamente a la situacion en Z, un proceso sobre Z*
con covarianza nula fuera de un subconjunto finito de Z* no admite en general,
una representacion MA.

Anélogamente, para un proceso ARMA espacial la causalidad se caracteriza
por el siguiente resultado:

Teorema 2.2.9 (Guyon (1990), pp. 19-20)

Sea un proceso ARMA definido por la ecuacion P(By, By)X;; = N(By, Bs)€;j,
siendo P y N tales que verifican las condiciones del teorema 2.2.6. Entonces
€ es la innovacion del proceso X.
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2.3 Modelos Markovianos

Los procesos de Markov son muy ttiles en una dimensién y se han realizado
numerosos intentos para definir procesos con analogas propiedades en espacios
arbitrarios, en particular en el plano. Todos ellos parecen subseptibles de
critica, ya que la propiedad de orden en la linea (un punto divide la linea en
pasado y futuro) es fundamental en la teoria de los procesos de Markov. En
lugar de pasado y futuro necesitamos una regla que nos permita, dado un par
de puntos, decidir si son o no “vecinos”. Para puntos en una malla a menudo
estas reglas son simples. En puntos del plano usualmente se consideran vecinos
puntos que distan menos de una cantidad dada. Dado el conjunto de vecinos
de cada subconjunto , se puede definir el proceso de Markov de la siguiente
forma:

Definicién 2.3.1

Dado un conjunto A arbitrario y siendo E(A) el conjunto de vecinos de A, di-
remos que un proceso es de Markov si la probabilidad condicionada del proceso
en los puntos A al resto de las variables del proceso, solo depende del proceso

en los puntos E(A)\A.

Obviamente, que el proceso sea o no de Markov depende de la eleccién del
conjunto E(A) de vecinos. Claramente, para un proceso, este siempre va a ser
de Markov si definimos los vecinos de cada punto como todo el conjunto de
nodos donde se realiza el proceso. Esto indica, que dado un proceso, siempre
podremos definir los vecinos de un punto (eligiendo un conjunto mas o menos
amplio) de forma que el proceso sea de Markov. En el caso unidimensional, se
puede ver que la definicién anterior nos indica que un proceso es de Markov
si y sélo si el conjunto de vecinos del punto ¢ se puede expresar de la forma
E(t)= {t+1,t —1}. Determinados conjuntos de vecinos dan lugar a esquemas
de interés, como los modelos de “vecino mds préximo”, que parece una primera
generalizacién al caso de dos dimensiones de la propiedad de Markov, en la
cual los vecinos del punto (i,7) son {(i + 1,7),(¢ — 1,5),(¢,5 — 1), (¢, 5 + 1)}

Sin embargo, el problema de modelizar un proceso segin el esquema de
“yecino mas préximo” no es ficil. Whittle (1963) y Bartlett (1955) definen
este problema de dos formas diferentes. Para Whittle, dada una malla, se dice
que se estd en un esquema de vecino mas préximo si la probabilidad conjunta
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se puede descomponer en un producto de la forma:

HQ(C’Jij;$i—1,j7$i+1,j,fi,j—l,wi,jﬂ)-

ij
Bartlett define el esquema de vecino mas préximo, como la situaciéon en que
la distribucién de X;; condicionada a los restantes nodos sélo depende de las
variables X;_; ;, Xit1j, Xij-1 ¥ Xij+1.- Sin embargo, a pesar de ser mas
intuitiva, esta formulacion presenta algunas desventajas:

1. No hay un método obvio para deducir la estructura de probabilidad
conjunta.

2. La estructura de probabilidad condicionada estd sujeta a condiciones de
consistencia altamente restrictivas.

3. La especificacion natural de un proceso de equilibrio en mecanica esta-
distica se hace en términos de su probabilidad conjunta mas bien que en
términos de la distribucion condicionada de las variables.

Con objeto de ilustrar que el enfoque condicional de Bartlett es equivalente
al simultdneo de Whittle cuando conocemos una probabilidad conjunta en un
punto, consideramos observaciones discretas en los nodos y trabajaremos con
funciones masa de probabilidad. La extension al caso de variables aleatorias
continuas y funciones de densidad es obvia. Los resultados que mostramos son
validos para esquemas mas generales que el de vecino mas préximo, pudiendo
incluso estar los nodos irregularmente espaciados.

Hipétesis 2.3.2 (Condicién de positividad)
St x4, ..., T, pueden ocurrir individualmente en los nodos 1, ..., n respecti-
vamente, entonces pueden ocurrir juntos, es decir:

Pla:) =0 ,% = Pl caite >0

Esta condicién es satisfecha en la practica normalmente. La supondremos en

el resto del capitulo. .
Definimos el espacio muestral 2 como el conjunto de todas las posibles

realizaciones del sistema, x = (z,, ..., ,). Es decir, = {x : P(x) > 0}.
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Teorema 2.3.3
Sean x ey € ). Entonces:

(2.10)

1

P(x
P(

= P(mi|'7713"'7xi—1,yi+17""yn)
y) i B

)
) 1Pyi|ml?"'ami—lvyi+1"")yn)
A la vista de este resultado, y debido a la gran cantidad de valores que se
podrian presentar en los nodos, podemos deducir que habra gran cantidad de
factorizaciones como la del teorema anterior (una para cada y). También es
claro que si se conoce la probabilidad de una realizacion y, y las probabilidades
condicionadas, se puede calcular cualquier probabilidad no condicionada.
Vamos a definir como tomar el conjunto de vecinos de un punto para que
el proceso sea de Markov

Definicién 2.3.4
Se dice que el nodo j es un vecino de it (j # 1) si y solo si la forma funcional
P(l'i | $1,---,$i—1,$i+1,--.,$n) depende de Ti

De la definicion de Bartlett, que es la que adoptaremos, ya que las pro-
babilidades conjuntas las podremos calcular a partir del teorema anterior, el
esquema del vecino mas préoximo nos conduce a decir que los vecinos del nodo
(2,7) son los nodos (1 —1,5), (:+1,5), (¢,7—1) y (¢,7+ 1) (también es llamado
esquema de primer orden).

Cualquier sistema de n nodos, cada uno con sus vecinos especificados, cla-
ramente genera una clase de esquemas estocasticos. A cada miembro de esta
clase se le llama campo de Markov.

Definicién 2.3.5 (clique o conjunto de vecinos simultineos)
Se llama clique a cualquier conjunto de nodos que contenga un solo nodo o tal
que cada nodo que contenga sea vecino de los restantes nodos.

Asi en el esquema de vecino mas proximo, los cliques son conjuntos de la forma

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que el 0 se puede observar en
cada nodo, con lo que 0 € §). Definimos

Q(z) = log{P(2z)/P(0)}, z€Q. (2.11)
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La funcién () se llama funcién negpotencial y es claro que su conocimiento
implica el conocimiento de la funcién P, ya que

_ exp(Q(z)
3 exp(Q(y))

YEQ

Pl=z)

Dado x € 2, vamos a notar X; a la realizacion
X; = (xlv i 737:'—1703 Tig1y---» wn)

Hammersley y Clifford responden a la siguiente pregunta: ;Cual es la forma
mas general de la funcion ) dados los entornos de cada punto, en orden a que
proporcione una estructura de probabilidad valida para el sistema?. Debido a
que
Pz} Pl | desssBpdsBipiss s sba)
exp{Q(x) - Q(x:)} Pl Pl | @y e Bty B s« 58
este problema nos da la solucion de la forma mas general que puede tomar una
probabilidad condicionada en cada nodo.

. (212)

Teorema 2.3.6 (Hammersley-Clifford, Besag (1974), p. 197)
Dada una funcion P(x) verificando las restricciones anteriores, existe una
ezpansion de QQ(x) tunica sobre Q de la forma

Q) = 3 wmbilmi+ Y, melole,e)+

1<i<n 1<i<j<n
+ Y zamEmlGga(ms e oot
1<i<j<k<n
+$1m2 S mnGl,...,n(xh ceey xn)? (213)
donde la funcion G, s es no nula si y solo si los nodos 1, 3, ..., s forman

un clique.

Por lo tanto, dados los entornos de cada punto, podemos dar la forma mas
general de la funcion @) y, por tanto, de las distribuciones condicionadas.

Corolario 2.3.7
Para un campo de Markov,

P(X;=z,X;=z;,...,X, =z, | todos los demds )

depende de x;, x;, ..., T, y los valores en los nodos vecinos a i, j, ..., s.
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Corolario 2.3.8 (Cressie (1991), pp. 418-419)

Supongamos que Q es numerable (o Lebesque-medible) en R%. Sean G fun-
ciones como en el teorema de Hammersley-Clifford. Entonces la funcion Q
resultante nos conduce a una inica probabilidad proporcional a exp{Q(x)}
dada la condicion de sumabilidad

> exp{Q(z)} < <o /Qexp{Q(z)}dz < oo)

Z€EN

2.3.1 Algunos esquemas espaciales
Automodelos

Se denominan automodelos aquéllos que tienen una funciéon @ de la forma

RQE)= X =G(z)+ Y, oG 2;)

1<i<n 1<i<y<n
Esta definicion es consecuencia de las siguentes dos hipotesis:

[H1] Los cliques tienen a lo sumo dos nodos.

[H2] La distribucion de probabilidad condicionada pertenece a la familia
exponencial, esto es

InP(z; | todos los demds ) = A;(-)B;(z;) + Ci(z;) + D;(+),

donde B; y C; son de cierta forma especificada y A; y D; dependen sélo
de los vecinos de z;.

Proposicién 2.3.9 (Besag (1974), pp. 202-203)
Como consecuencia de las hipotesis anteriores se puede probar que

n

Ai(-) =a; + Y Bi(z:)Bi;

donde B; ; = B;; y B;j =0 si los nodos i y j no pertenecan a un clique.

Por lo tanto, de la proposicién anterior se deduce que la funcién G;; adopta
la expresion

Gy (i, ;) = B ;Hi(z;) Hi(z;),
donde iIIiHi({L‘i) = B,;(.’L'i) = Bz(O)
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Modelos en malla

El modelo mas sencillo es el esquema de vecino mas préximo o esquema de
primer orden, cuyos vecinos se han especificado anteriormente. Asi, la funcién
@ adopta la expresion

Q(x) = 3 #iidig(Tig) + D Tig®isr, 0143 (Zis Tipr )+

+ Z Be P54 P25\ Br o Bigaa s
donde {¢;;}, {1} ¥ {#2,,;} son conjuntos de funciones arbitrarias. Si el
esquema es homogéneo las anteriores funciones seran constantes y si es isotré-
pico, ¥ = .

Este esquema es facilmente extensible para producir esquemas de ordenes
mas altos. Asi se define el esquema de segundo orden como el que tiene como
vecinos del nodo (¢, j) los nodos (1+1,5—1), (:+1,7), ¢ +1,7+1), (4,7 —1),
(1,7+1),¢i—1,7-1),(¢—1,7) y (: = 1,5 + 1). Al esquema de tercer orden
se le anaden los nodos (1 —2,7), (i +2,7), (2,7 —2) y (2,7 + 2). Puede verse
entonces que, por ejemplo, en el esquema de segundo orden los cliques vienen
dados por {(7,5)}, {(¢,7), (¢ + 1,7)}, {(2,4), (4,5 + D} {G9), G+ 1,5+ 1)}
i)+ 1), G 1,5 — Db, LG i)y i + Dy 6+ 1,5+ D} y {(609), 0 +
L,4), (5,5 + 1), (i + 1,5 + 1)}

2.4 Procesos separables

Una subclase importante de los procesos espaciales la constituyen los proce-
sos separables. Este tipo de procesos se puede definir, cuando el proceso es
estacionario, por la propiedad de que la correlacion en un retardo (k,l) puede
calcularse como el producto de la correlacién en (k,0) por la correlacién en
(0,]). Esto indica que la estructura de correlacién del proceso se puede ver
como la confluencia de las correlaciones de dos procesos unidimensionales a lo
largo de las filas y las columnas. Se puede ver que si Z; y Z, son dos procesos
que tienen la estructura de correlacién del proceso separable X bidimensional,
cada uno en una de las direcciones, con representacion ARMA dada por los
polinomios P; y NV;, entonces X tiene una representacion ARMA

PI(BI)P2(B2)Xij = NI(BI)NZ(B2)6ija (2-14)

donde B, y B, son los operadores de retardos.
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Teorema 2.4.1 (Martin (1979), p. 211)
Si X es un proceso dado por (2.14) entonces la matriz de correlacion de X es
el producto de Kronecker de las matrices de correlacion de Z, y Z,.

La clase de los procesos separables es claramente una subclase propia de
los procesos estacionarios; por ejemplo, estos procesos tienen la propiedad de
reflexién simétrica, esto es, la correlacion (k,l) es la misma que la correlacién
(k,-1). Esta propiedad raramente es una desventaja, ya que la mayoria de
los modelos postulados en aplicaciones poseen esta propiedad. Més aiin, esta
subclase ha resultado ser muy util en la practica. El proceso mas simple,
extension natural de los procesos de Markov unidimensionales al plano, y que
puede ser la aproximacion del proceso en multiples aplicaciones, es el proceso
AR(1)xAR(1) o proceso doblemente geométrico (ver Martin (1979)). Asi,
este proceso viene dado por la confluencia de dos procesos AR(1) en las dos
direcciones, viniendo su expresién dada por

Xij = AXi1; +BXijo1 — ABXi_1,j—1 + €.

Aunque es claramente irreal como un modelo para datos con una estructura
de correlacion continuo-espacial isotrépica cuyo decrecimiento sea “suave” (ver
Besag (1981)), ha sido de gran uso (la correlacién decae exponencialmente en
este modelo).

Algunas propiedades de este proceso son las siguientes:

1. Su funcién generatriz de covarianzas I',(w;,w,) es proporcional a
{(1 = i) (1 = Ay ')(1 = Bu)(1 — Bwy )}

2. Las covarianzas, por tanto, vienen dadas por:

oXxX - _ Ali=kl gli~tl 52
(#.3),(k0) — (1 _ )\2)(1 _ 52)'

3. Su correlacion, por
XX i—k| gli—1
R(i,j),(k,l) = M=kl gli-ll,

4. Las autocorrelaciones parciales pj,.;, son cero para 0 < r < h'y
0<s<k.
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5. Las autocorrelaciones inversas estan dadas por p;g = —a, po; = —7,
Py = o7y pu = 0, para |h], [k| > 1, donde & = A/(1 + X)), v =
BI(1+ B%).

6. La representacion condicional es
Elzi;|-] = M@io1,; + Tiga,3) + B(Ti5-1 + i) —
=AB(Tim1,j-1 + Ticr g1 F Tirjo1 + Tigr)-

Otras generalizaciones de este tipo de procesos se presentan en el préoximo
capitulo.

2.5 Meétodos de estimacion

En esta seccién suponemos que tenemos un proceso X estacionario, centrado,
dependiendo de un parametro 6, § € O, siendo © un compacto de R™ con
interior no vacio.

Vamos a estudiar dos aproximaciones para la estimacion de dicho parame-
tro. La primera consiste en el calculo de la log-verosimilitud o de una apro-
ximacién de la misma, y calcular el valor 6 que la haga maxima. La segunda
consiste en utilizar la forma markoviana de X y utilizar el método “coding”
de Besag (1974).

A partir de ahora supondremos ademas que el proceso es gaussiano.

Notacioén:

| N | denota el nimero de nodos.

I'y es una matriz | N | X | N | que contiene las covarianzas de proceso.

2.5.1 Estimacién maximo-verosimil

Bajo las hipdtesis anteriores la log-verosimilitud de X viene dada por

_ Iy 1 ——
L=- 5 log27r—§log|[‘N|—§XFNX.
La matriz 'y se puede factorizar de la forma

Iy =kV7,

donde V es la matriz de los coeficientes de las experanzas condicionadas de X;
al resto. k se interpreta como:
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o k, factor de variabilidad, en los modelos con espectro racional (f = k%,
con las condiciones de normalizacién gy = hy = 1).

e k = 02, varianza de la innovacién, en modelos ARMA causales.

e k = o2, varianza del ruido generador, en modelos ARMA no causales.

Maximizar L equivale a minimizar:
1
L'=| N |logk—log | V| +EX'VX (2.15)

Ahora hay que minimizar la funcién anterior para obtener la estimacién de los
parametros. Si X es gaussiano (como supusimos) el estimador obtenido es el
de maxima verosimilitud. Si X no fuese gaussiano el estimador obtenido por
este método se denomina estimador de maxima pseudoverosimilitud.

2.5.2 Meétodos coding

Estos métodos consisten basicamente en simplificar un poco la funcién de vero-
similitud para posteriormente aplicar EMV sobre dicha funcién. La simplifica-
cion consiste en tomar nodos que sean independientes entre si al condicionarlos
al resto de los nodos. Al ser independientes, la verosimilitud queda como un
producto de cada nodo condicionado al resto de la malla (aunque en realidad
solo aparece condicionado a sus vecinos).

Asi, para un esquema de primer orden, una particién seria

Las observaciones en los nodos x son independientes entre si (en los nodos
punto también) dadas el resto. Por esto la verosimilitud se podrd expresar de
la forma

H P(xij | B s Popd s B 15 Bigin)
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donde los z;; responden a observaciones situadas en los nodos x. Ahora sim-
plemente estimamos los pardmetros maximizando la funcién anterior.

Hay que hacer notar que si tomamos las observaciones en los nodos punto
y las condicionamos a las demés, obtenemos un desarrollo analogo y, por lo
tanto, otros estimadores para el mismo modelo. Estos dos procedimientos, de-
pendiendo de qué nodos tomemos, son altamente dependientes (son los mismos
datos) pero es razonable en la practica calcularlos y combinar las estimaciones
de algin modo.

En el esquema de segundo orden uno de los posibles esquemas coding sera

Como puede verse, este esquema genera cuatro estimaciones distintas (inter-
cambiando X por punto dentro del cuadrado) que pueden ser combinadas
apropiadamente.

Estos métodos pueden conducir a formular tests de cocientes de verosi-
militudes, para examinar la bondad de ajuste de tales esquemas, con ciertas
salvedades:

1. La hipétesis nula debe ser propuesta a priori (como ocurre usualmente),
es decir, se debe tener alguna intuicién previa sobre qué modelo se puede
presentar.

2. Las dos verosimilitudes del cociente deben ser comparables; por ejem-
plo, si contrastamos un modelo de primer orden frente a un modelo de””"

segundo orden, las dos representaciones anteriores son comparables: Sm

embargo la primera no es comparable con




48

CAPITULO 2. ELEMENTOS SOBRE CAMPOS ESPACIALES CON
PARAMETRO DISCRETO

3. Hay mads de un test disponible (trasladando x) y hay que considerarlos

colectivamente.

2.5.3 Estimacién de procesos ARMA

Cuando estamos interesados en estimar un proceso ARMA, nuestro problema
se divide en dos etapas. En la primera etapa, habra que estimar o calcular
de alguna forma los grados de los polinomios de retardos, y en una segunda
etapa, estimar los coeficientes de los mismos. En este apartado vamos a pre-
sentar algunos resultados relativos a la primera etapa. La estimacion de los
parametros se realizara por uno de los métodos anteriormente expuestos.

Lema 2.5.1 (Huang et al. (1992), p. 519)
Bajo la condicién 2(a) del teorema 2.2.6, y siendo N(z) = Y;cq(q) bjz’, existe
{¢; : t >0} tal que, para z € T?,

' k
—Zkec(p) akz‘ = Z ¢t2t (¢0 = 1)

Ljec(q) 057 t>0

T b __{ a; teG(p)
i Pt—j =
N 0 t¢G(p)
Como resultado de 2.16 definimos
Y, = Z Pr€i—k (ﬁbo = 1)7

k>0

(2.16)

(2.17)

(2.18)
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donde {¢,} es el proceso de ruido blanco espacial de (2.7). A la vista de (2.17),
el proceso Y satisface la ecuacion

Yo oY= ) akey (2.19)
J€G(q) keG(p)

Definamos G'(p) = G(p) N S, donde S = {t : t > 0} = {(¢1,t2) : 1 < ¢y,
ot, =0y ty >0}. Definamos también:

o2 = Yo~ ElYs | et € G'(p); Voyj € G()]IP, (2.20)
Al
b = Hagl, (2.21)

donde o = E[¢], y

A=E[Yy|e_,:t € G'(p),t > 0] —
~E[E[Yo | e :t€ G'(p),t > 0] | E[Y_; | e i t€G(p),t > 0]: ] € G'(q)]-
Condicién de identificabilidad

Dadas dos funciones complejo-valuadas Zkec(p) apz® y Zjec(q) b]z , S existen

dos funciones complejo-valuadas Y icq(y) agz* y Yiea(e) Biz’ con Tica(e) |
b; |>> 0 tales que

M Yo B = Y ot (z €T?),

Z]EG(Q) b;z! 7€G(q") keG(p')

entonces

G(p) CG(p) vy G(q) C G(q).

Teorema 2.5.2 Bajo la condicion de identificabilidad anterior,
1. p =0 si y sélo si G(q) C G(¢') y G(p) C G(p').

2

2. G(q) £ G(¢) = min
b2 jec(an P21 5.0 1461 ()

Z bJ ¢t—J

JEG(q')

Este teorema nos muestra un método para identificar los érdenes apropia-
dos de los polinomios de retardos.
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Capitulo 3

Estimacion en cierto tipo de
procesos espaciales con datos
faltantes

3.1 Introduccién

Uno de los problemas principales que suele presentarse en el anélisis de datos
espaciales (sobre una malla) es que en la mayoria de los casos no se dispone
de una informacién exhaustiva de todos los nodos sino que en algunos puede
ocurrir que falten observaciones. Esto puede ocurrir, bien porque haya imposi-
bilidad o inconveniencia (método muy costoso, accidentes geogrificos, etc.) en
el procedimiento y sélo se elijan algunos nodos, bien porque las observaciones
de que disponemos se hayan tomado con anterioridad y posteriormente se le
haya querido ajustar una malla, de tal forma que las observaciones practica-
mente coincidan con algin nodo, quedando claramente nodos sin observacién.
Por ello, debemos de desarrollar una metodologia que permita construir mode-
los en situaciones en que haya observaciones faltantes. Dempster et al. (1977)
desarrollaron una metodologia denominada algoritmo EM que se puede aplicar
a situaciones con observaciones faltantes para variables aleatorias. Shumway
et al. (1982) aplicaron esta metodologia a series temporales.

En dicha generalizacion se considera un proceso AR(1) multivariante como
modelo para la serie debido a que cualquier proceso AR(p) puede ser transfor-
mado en un proceso AR(1) de dimensién mayor. Nosotros vamos a proponer
modelizar el proceso espacial por un proceso separable AR(1)xAR(1). Es-
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tos modelos han sido estudiados ampliamente por Martin (1979) y (1990).
No obstante, proponemos unas generalizaciones a modelos AR(1)xAR(2),
AR(2)xAR(2), MA(1)xAR(1), MA(1)xMA(1), y modelos mas complicados.

Ademas de calcular los parametros del modelo, vamos a ser capaces de
estimar las observaciones faltantes mediante un proceso de alisamiento, que
basicamente consiste en calcular las esperanzas condicionadas, suponiendo el
modelo, al resto de las observaciones no faltantes. Mas ain, una vez que ten-
gamos estimado nuestro molelo, dispondremos de herramientas para estimar
el valor que puede tomar el proceso espacial, fuera de la malla finita de la que
partimos.

3.2 Modelo

Consideramos que el proceso de interés {X;;}; jjez tiene una estructura do-
blemente geométrica (Martin, 1979):

Xij = )‘Xi—l.j * /BXi.j—l - )‘ﬂXi—u—l + ni5

donde n;; ~ N(0,02) son independientes y los coeficientes A y 8 son constantes
con médulo menor que 1. Asi la covarianza entre las variables X;; y Xj; viene

dada por

- - /\li—klﬁlj—”gg
(3t = (T N2)(1 = g2)

y su correlacion por

R(\;,i'(),(k,l) — ,\Ii—klﬁlj—ll.

Consideremos el problema de estimacion y alisamiento (a partir de datos
disponibles) en una malla rectangular finita

R={G,j):i=1,...omj=1,...,n} C Z?

Asi nuestro proceso estd restringido a R y vendréa dado por:

Xy =2AXi4; +BXi5q — 28X+ 0, (5,j5)€ER (3.1)
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Supongamos que las observaciones se obtienen de acuerdo con la siguiente
ecuacion de observacion

Y = myu X + €, (1,7) € R (3.2)

donde ¢;; ~ N(0,0?) son independientes entre si y conjuntamente indepen-

dientes con los n;., y los coeficientes m.: son constantes conocidas. Asumamos
771], v

también, por simplicidad, que el proceso X;: tiene media cero (en la practica

» P ’ ] ’

puede interesar la inclusion de una media o funcién de tendencia determinista).

Introducimos esta ecuacién de observacién por dos motivos: el primero
es que el instrumento de medida puede tener un cierto error no inherente al
proceso, y el segundo, que los nodos donde no se disponga de observacién
pueden ser considerados como con observacion igual a cero si m;; =0y ¢; =0
(este aspecto se desarrollara posteriormente).

La aplicacion del algoritmo EM en series temporales (ver Shumway et al.
(1982)) requiere el uso de una condicién inicial z5. En nuestro caso, de acuerdo
con la estructura del proceso X, necesitaremos condiciones iniciales asociadas
a los bordes Sur y Oeste de la malla. Debido a la propiedad de separabilidad
del proceso, parece logico que estos bordes se pudieran formular de la forma

XOO'\” N(O,az)
Xio = AXi_1,0 + o, i=1,...,m
Xsz/BXO,j—l +770j7 j=1,...,n

comportandose los ruidos 7,y y 7o; en principio como los 7;; anteriores. Sin
embargo, cuando realizamos un estudio asintético de las predicciones, esta
suposicion nos conduce a que las varianzas de las predicciones de X; cuando i
y J estan suficientemente alejados de 0 tienen un buen comportamiento, pero
la varianza de las predicciones de observacines préximas a los bordes (algin
subindice préximo a 0) es asintéticamente menoe de lo que cabria esperar.
Para solventar este problema, desarrollamos los puntos de los bordes sobre
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todo Z2. Asi, desarrollando X;, obtenemos:

Xio = AXi_10+ X1 — ABXi_1 1 + Mio-
Si ahora desarrollamos X; _; obtenemos:

Xio = AXi_10+BAXio1,-1 +BXi 2 = ABXi_q,—a+mi 1) = ABX;_1._1 + o,
con lo que queda:

Xio = AXi_10 + B(BXi—2 — ABXi_1,—2 + i 1) + Mo

Si repetimos el proceso desarrollando X; ., observamos que se van cancelando
todos los términos X;_; ., salvo X;_; o, y obteniéndose la expresién:

Xio=AXi_10+ Mo+ Bni—1 + ﬂzm,_z + ﬂsm,—s + sn

En definitiva, X;; puede ser modelado de la forma:

XiO = )‘Xi—l,O = ﬁi07 (3-3)

0'2 ~ . . . .
donde 7, ~ N(O, 1—_%—2-), ya que 7;o se obtiene como combinacién lineal de
normales independientes.
Razonando de igual forma para X,; obtenemos:

Xoj = BXo,-1 + floj) (3.4)
donde 7jp; ~ N(0, l—ii'y)

Analogamente puede verse que una exigencia natural es:

g

Xoo~ N (0, = ,\2)(72’1 - 32)) : (3.5)

Ademas, puede verse que el desarrollo de cada nodo en que estamos inte-
resados es funcién lineal de ruidos independientes, situados en filas (caso 0j),
columnas (caso i0) o cuadrante (caso 00) con interseccién vacia. Por esto los
ruidos 7;;, flo; ¥ 7o son independientes entre si y con X.

Por tanto, nuestro modelo viene dado por las ecuaciones (3.1), (3.2), (3.3),
(3.4) y por (3.5), donde todos los ruidos que aparecen son independientes entre
si y con Xgo.

Podemos llegar a las mismas conclusiones, si definimos nuestro proceso en
términos de operadores de retardos. Asi, recordemos que los operadores de re-
tardos B; y B, se definieron como aquellos que verificaban que
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B X;; = Xi_1,; y B2X;; = X; j—1. Por esto el proceso de interés X se puede
definir como:

(1= ABy)(1 = BB,) Xy = myj-

El borde horizontal se expresara en funcion del valor del proceso que esta a su
izquierda y de una combinacion de valores de ruido hacia abajo, resultado de
la siguiente expresion:

1

(1 - ABl)XiO — 1— IHBan'O'

Si desarrollamos el cociente del segundo término obtenemos:

1

L 2 2 33
45, 1+8By+ 3B+ 8°B2 +....

Por esto se deduce de nuevo que el modelo adopta la expresién:

Xio = AXi_10+ Mo + B -1 + 182771',—2 + 53771’,—3 F ssiig

con lo que X, puede ser modelado segun la ecuacion (3.3).
De forma analoga, el borde vertical y la observacion situada en el punto
(0,0) adoptaran la expresion:

1

(1 _/BBZ)XOJ = 1— /\Bl Moy »

1
(1= XB,)(1-BBy) ™

obteniéndose los resultados presentados anteriormente.

Xoo =

3.3 Adaptacion del algoritmo EM

Nuestro problema de estimacion consiste en obtener un valor para los parame-
tros A y 3, y las varianzas o7 y o?, a partir de los datos observados.

Al ser los ruidos y Xy independientes y con distribucion normal, el loga-
ritmo de su funcién de verosimilitud conjunta adopta la expresién:

IOgL* = logf(nij7ci,j$(i3j)eR7$00aﬁi03ﬁ0jvi=13"'amvj:11"'7"):
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1 1 m .
R D U o) SUEI S o S

=1 j=1 € =1 j5=1 =1 j=1
1 Za o2

T L L TR T
(L =271~ 8% 1& oy 1-8

— 20_72’ .’12(2)0 2 ;1 gl "1,82 20_2 ;77220
1 o2 1-X

_Eglogl )2 203 J_IUOJ'.

Teniendo en cuenta el modelo global (3.1)-(3.2)-(3.3)-(3.4)-(3.5), el loga-
ritmo de la funcién de verosimilitud de los datos completos viene dado por:
lOgL — logf('rijvyi,ﬁ(iaj)ER mOOa zO’wOpi: ]- , M .7:1 )=

| L 1
=4 —"Zzlogaf 20222 Yij — muxm - Zzlog" -

:1]=1 € g=1 3=1 z-l]l

202 2.2 (@i — Ay — Bijoy — Mz, i00)" —

N =1 j=1
1 ‘73 (1_’\2)(1 ‘"ﬁz) 2
T 2 e
1m 0_2 1— ,62 m
_§ Zlog 1— ﬂz 20.727 Z (-751'0 = )‘-771’—1,0)2 -
= 1=1
1.7 0.2 T — /\2 n 5
.——2— Z_: og 1— - 20_12’ ]=Zl (.'1,'0_7 b ,8.’170,]'_1) " (3.6)

También se puede reformular esta funcién de la siguiente formas:

logl = ——loga ~ 5, 222 (yi; — 2a2) 2—
61—1_1 1
_mn+Tr;+n+lloga:+n;— log(1 — A?) +
m+ 1 2 1 2 2\/
+ 2 log(l_ﬂ) 2% 2(1 )‘ A ) (1,ﬂ,,3 )a (37)

7)
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donde A es una matriz 3x3 cuyos términos a,, vienen dados por:

m n
_ 2
an = ) %
1=0 7=0
m n
Gy = =233 TiTija
=1 j=0
m n
= > > =
a3 = Tij-1
1=0 j=2
m n
ap = —2) ) Ty,
i=1,3=0

m
g = 233 (Bii14-1 T Bia%-1)

n
1=1 7=1

n

m
Az = —2 Z Z Zij—1Ti-1,j-1

=1 j=2

m n
_ 2
b = szi—u

=2 7=0

m n
az, = =2 Ti1;Ti1-1

1=2 9=1

azz = szf—l,j—l' (3-8)

1=2 7=2

Hay que hacer notar que en el caso de observaciones faltantes la funcién de
log-verosimilitud se ve modificada en sus dos primeros sumandos, ya que el
nimero de ¢;; a considerar es menor: El primer sumando reflejara el numero
de observaciones realizadas, en el segundo sumando apareceran las sumas de
los términos (y;; — m;;z;;)* en los nodos donde se dispone de observacién, por
lo que, a efectos computacionales, se puede considerar la suma en todos los
nodos pero introduciendo en los nodos con observaciones faltantes y;; = 0y
m;; = 0, lo cual proporciona un sumando nulo, que es equivalente a no sumar
nada en ese nodo.
El paso E del algoritmo involucra el calculo de la funcién:

Q| ¥") = Eyw(log L | Y),



CAPITULO 3. ESTIMACION EN CIERTO TIPO DE PROCESOS
58 ESPACIALES CON DATOS FALTANTES

donde ¢ = (A, 8,02,02),y (") es el valor estimado de # en la iteracién r-ésima
y donde Y es el conjunto de observaciones {y;; : (,7) € R}.
Realizando algunos célculos llegamos a la expresion:

a2 — )2 _ 2
QW | #7) = —log mg - 2)—(1 M=) pge 4 o -

Ty

_T log o — 92 Z Z[mupm" + (" — myl")'] -

Oc =1 j=1
ELEL TP L
77 =1 j=1
—~ Pl 4+ APei - 1) +Pmn+/\2 14+ IBZPmn
+X2 3P g1 = ZAPZ 1 ; — 20P5 5 1 +2ABPY siia +
+2ABPyi 954 — 2)\2,5131—1,],1'—1,]—1 ~ 2/\/32Pi,j—1,i-1,j—1] -
)= ﬂ2 m

B 202 Z—;[ —2\Pgi_ 10+A2Pm71l0+( :mio)z]_
1_'\2 > mn 2 pmn 2
— 5o 2IPG" = 2BPGG iy + B P + (a5 — Bagiy)’] +

n ]:1

+5 log(1 - %) + 7 log(1 — X2),

(3.9)
donde z7}" = E[z;;/Y], PI" = Var[z,;/Y], y P = Cov[z;;,zx/Y]. Asi, po-
demos observar que la funcién Q(¢ | (")) se expresa en términos de esperanzas

y covarianzas condicionadas.
Esta funcion se puede reformular usando una expresién matricial como:

mn
Q("vb I ¢(r)) = _Tlog 052 2% 9.2 ZZ[szRTn yzjn - mijx:?n)z] -
Oc =1 9=1
1 1
B m2+n L) logcrf, + + log(1 — \?) +
m+1
I og(1 - ) - gL (LAIRLASY (310

donde los coeficientes @,, (p,q = 1,2,3) de la matriz A, vienen dados en la
expresion (3.13).
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El paso M consiste en, dado (), calcualr 1"+t de forma que verifique:

QU+ | )y > Q(y | ™), V.

Claramente el vector %("*1) obtenido al maximizar la funcién @ depende de
las esperanzas y varianzas—covarianzas de la variable X condicionadas a Y.
Para el caso de series temporales, Shumway et al. (1982) reunen en su trabajo
una serie de procedimientos (ver Jazwinski (1970) y Stoffer (1982)) basados
en el filtrado de Kalman para calcular las cantidades condicionadas que se
precisan. En nuestro caso, debido a que el proceso es gaussiano, (X, Y) tiene
distribucién conjunta normal multivariante de dimensién 2nm + m + n + 1.
Asi, las esperanzas y varianzas condicionas vienen dadas por:

ExvyI¥v Y, 2xx — ExyE¥y v, (3.11)

donde ¥xx,Xxy y Lyy representan las matrices de covarianzas de (X,X),
(X,Y) y (Y,Y), respectivamente.

El calculo de (3.11) es complicado, ya que implica la inversién de una ma-
triz mn x mn, Yyy. Para subsanar este problema proponemos calcular una
base ortogonal del subespacio que generan las observaciones Y;;. A diferen-
cia de como hace Jones (1989), no proyectamos sobre las observaciones que
conocemos, lo que nos daria la base

=y

Yo = yp — Hiy,

& 9
Jjr=yr—Hfy,—...— H*_yr_,

sino que aprovechamos las variables que hemos construido en los pasos ante-
riores para proyectar sobre ellas, obteniendo la base

V1=
Y2 = Y2 — H122‘,~/1
yr = yr — H1T1‘71 e HIT:-MJT—l

Por tanto, las matrices que debemos calcular seran:

ZXYZQIYY Yxx — EXY E?YEYX.
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La ventaja de nuestro método es que ademas de obtener una base de varia-
bles incorreladas, el cédlculo de las varianzas de las mismas es mas simple, ya
qued; =y;i—Hijh—...— H 0.1y y; son incorreladas, para j < i, por lo que
no aparecen las covarianzas cruzadas entre dichas variables, que si aparecen
en el procedimiento de Jones (1989).

Los coeficientes H; estan, por tanto, definidos de la forma

YY
CY‘S
CcYy’

rr

H;
donde

CTY = Cov(7r, Y], r,s=1,...,T.

En principio cabria pensar que en el denominador de H; deberia de apare-
cer la varianza de §,, ya que en realidad lo que se hace para calcular g, es una
regresion de y, sobre las variables ortogonales que se han construido anterior-
mente (1 < r < s) y posteriormente restar a y, la regresién obtenida. En esta
regresion, como las variables tienen esperanza cero, los coeficientes de regresién
tienen la expresién Cov(9,,y,)/Var(j,). Se puede observar que esta cantidad
€s igua'l a Cr?:ya Ya que Va,r(g,)zCov(g,., gr)zcov(gr’ yr_Hfgl TR :—lgr—l)
Yy, puesto que g, es incorrelado con g; para ¢ < r, la covarianza anterior resulta
ser igual a Cov(%,,y,).

Las covarianzas necesarias para el calculo de H? se pueden calcular de la
siguiente forma recursiva:

YY _ oYy

1s

r—1 Ct);Y Ct};Y

YY YY
Crs = Crs - Z Wv parar > 2’
t=1 rr
donde CYY=Cov(y,,y,) es igual a
YY XX 2
Cry, =mm,Cr" + 6,07, o [
Como se vio anteriormente
li—=k| gli—1] ;2
ARG lg

XX _ XX =
Crs”™ = Cij)mn =

(1=A%)(1 - %)’
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donde r se corresponde con (7,7), y s con (k,1).
Anélogamente, la matriz Yy se puede calcular obteniendo las covarianzas

CXY = Cov|z,, J,] de forma recursiva a partir de las expresiones

CXY = m,CXX

" s—1 .
CXY =m,CA* - S H;CXY, paras > 2.

i=1

3.4 Estimacion y alisamiento

Como se comenté anteriormente, el valor de ¥("*1) se calcula iterativamente,
de forma que

Q) | ) > Q(y | p1), V.

Es decir, debemos encontrar el valor ("1 tal que

QMY | ) = maxQ(y | ¥),

el cual se obtendra maximizando la funcién @), cuya expresién viene dada por la
ecuacion (3.9). Para maximizar la funcién anterior, la derivamos con respecto a
los parametros A, (3, 0';‘; y 0. Igualando las derivadas a cero obtenemos cuatro

ecuaciones que proporcionan los valores de A, 3, a,"; y 0. Estas ecuaciones

son:

Q1 + @A + @38 + A3\ B2 + T\ + T + T8 + T A26 + T3 B° —
—(m+1)(n+1)o2=0
(]. = /\2)[621 + 2531A + Eggﬂ + 2633/\,82 + 2&32)\ﬂ + 623,32] + 2/\(” + 1)0'72’ == 0
(1 = B%)[@12 + 28130 + To A + 2633028 + 2830 + 32A?] + 28(m + 1)012; = 0.
1 - mn mn
E—EZZ[ PR + (g — mizll)| -

i=1 j=1

(3.12)

Los coeficientes @,, vienen dados por:
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_0—,11 = Zzwmnz-f-zzpi?n
1=0 5=0 1=0 j7=0
a3 = _22255"”1 :anl ZEZ mJ -1
i=0 j=1 1=0 j=1
@z = ) eh i+ ) P
=07=2 1=0 j=2
ayn = —2zzxmn :miJ 222 111 1,3
=1 9=0 i=1 5=0
Gy = 2) ) («f"el ;o0 + 2l el +2ZZ Ao o 5 i Y
=1 =1 =1 j=1
@ o= 3 ) =, 2+ZZP-TT,J'
1=23=0 1=2 j=0
a3y = _222:1"1::'1111] i— 1_7 1 22;2 i— 1,]1—-1] 1
1=2 3= =2 3=1
Q3 = —2222$an$1 L 1—222 L e, i
i=1 j= i=1 j=2
53322221]14'2211]1
=2 3= =2 j=2

(3.13)

Eliminando las constantes que no dependen de ¥, el valor Q (¢ P(rtl) | (") )
adopta la expresion

mn+m+n+1 r n+1 r
Q(¢(r+l) | ¢(r)) B = logan( +1) + . log( _ /\2( +1))+
1 7 r
+m i log(1 — ﬁZ( +1)) 2 log 2(r+1)

(el factor mn en el dltimo término se sustituira, en el caso de datos omitidos,
por el numero de nodos observados).

En resumen, el procedimiento consiste en lo siguiente: En primer lugar,
partimos de un valor inicial de los parametros ¥(0) y, a partir de este, cal-
culamos las esperanzas y covarianzas de X, y mediante éstas las de Y. Pos-
teriormente, se construye la “base ortogonal” Y y con ésta, las esperanzas y
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covarianzas condicionadas z7;" y P[j;. Una vez obtenidas estas cantidades,
calculamos la funcién Q(v | ¥(0)). Maximizamos esta funcién y obtenemos
¥(1), con lo que se acaba la primera iteracion. Posteriormente, se repite el
proceso sustituyendo 1(0) por (1), y asi sucesivamente.

Por ultimo, quedaria por ver cémo se elige la condicién inicial ¥(0), ya que
de ésta depende, en cierta medida, el numero de iteraciones hasta que el algo-
ritmo converja, obviamente dependiendo también de la forma de la funcién de
verosimilitud. Es claro que si la condicién inicial esta muy lejos del verdadero
valor del parametro, el nimero de iteraciones sera mayor que si la condicién
inicial estd cercana. Para proponer la condicion inicial, vamos a considerar las
observaciones ordenadas mediante el orden lexicografico, es decir, y;1, Ya1, - - -
Ynls Y125 Y225 - -5 Un2s -+ Ylns -+ Ymn- Ol consideramos estas observaciones
como una serie temporal, podemos observar que el comportamiento de esta
serie , si suponemos de partida un modelo AR(1)xAR(1), es autorregresivo de
orden 1 entre y;;, Y2;, - - -, Ym; ¥ ademas existe también dependencia autorregre-
siva de primer orden entre y;;, Yiy1,j, Yit2,j» - - -» POI lo que la serie completa se
podra modelizar adecuadamente mediante un proceso con estructura autorre-
gresiva de orden 1 ordinaria y estructura autorregresiva de orden 1 estacional
con estacionariedad de orden n. Se pueden proponer también valores de o?
y o a partir de la varianza estimada obtenida al ajustar el modelo anterior.
(Hay que hacer notar que el procedimiento anterior conlleva la introduccién
de un error de ajuste, debido al efecto de la yustaposicién unidimensional de
nodos del borde Este con nodos del borde Oeste).

3.4.1 Problema de identificacién

Si observamos el modelo dado por (3.1) y (3.2) y tenemos en cuenta que en
la mayoria de los casos las constantes m;; sélo tomaran los valores 0 (si es
observacién omitida) o 1 (si no lo es), nos damos cuenta de que eventualmente
puede ser dificil distinguir entre los ruidos n y €. De acuerdo con dichas
ecuaciones, las observaciones responden al siguiente esquema:

Yii=AXio1;+8Xi 51 — ABXi_1 -1 + mij + € sim;; =1
Y;']' =0 si m;; = 0°

En esta situacion algunos autores (p.e. ver Katayama (1979)) fijan el valor de
la varianza o?. Sin embargo, esta solucién no parece muy satisfactoria como
forma general de proceder. Si transformamos nuestro proceso AR(1)xAR(1)
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en un proceso MA(co)xMA(oo) desarrollandolo sobre Z?, éste tendrd la si-
guiente forma:

_ 1 1 _ o~ k 1l
Xij - 1_’\Bl 1 '—,BBgThJ - ZZA /Hnt—k,]—l'

k=0 =0

La ecuacion de observacion adopta ahora la expresion:

oo 00
Y =my; (Z > /\kﬂlm-k,,‘—z) + €5
k=0 I=0

Se puede observar que si los m;; son diferentes entre si, cabe esperar que
podamos discriminar la variacién (07 y 02) procedente de € y 7, ya que en cada
nodo tendremos una ponderacion distinta de los valores del ruido n. También
se observa que la influencia que tienen los inputs de ruido n sobre Y tiene
un decaimiento exponencial por lo que si alguno de los parametros es “bajo”,
o los dos, la doble sumatoria anterior tendra pocos términos “significativos”
y esto hard que no podamos discriminar bien entre o? y 2. Por tanto, las
situaciones que, en general, se pueden presentar son las siguientes:

1. Si las constantes m;; son distintas entre si se podran estimar bien los

cuatro parametros conjuntamente.

2. Si ambos parametros, A son “grandes”, también se estimaran con-
- b 9
juntamente los cuatro parametros.

3. Sino ocurre ninguna de las dos situaciones anteriores, se intentara fijar el
2 . . * __ 2 "
valor de o, con lo que ahora sélo hay que estimar ¢* = (A, 3, 0;). Siesto
no fuera posible, se prescindira del ruido € en la ecuacién de observacién
(lo que equivale a prescindir de dicha ecuacién desde el principio).

Teniendo en cuenta estas consideraciones proponemos finalmente el si-

guiente procedimiento: En primer lugar, estimar los parametros 3 = (X, 8, 02, 02).

Si se observa que la varianza o? se hace muy pequefia, proceder como en 3,
. e 4 * __ 2
estimando sélo tres parametros 1™ = (A, 3, 0;).

3.4.2 Error de predicciéon

Una vez que hemos estimado el valor en los nodos, alisado si se disponia de
observacion en éste o estimado si no se disponia de la misma, podemos calcular
el error cuadratico medio para la prediccion.
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Hemos estimado X;; mediante su esperanza condicionada a las observacio-
nes de que se dispone Y que notamos z];". Esta adopta la expresion

- -] Cov(Xij,f/; .
Tij _Z—Varf/t Yt

i=1

por lo que el error cuadratico medio adopta la expresion

~\ 2

Cov(X;;, Y,)

E g == ?H2Y - 2 ( '1 .
[(zi; — 2357)°[Y] = 0k ; VarT,

3.5 El algoritmo ECM

Estudiemos con detenimiento los calculos necesarios para la aplicacion del al-
goritmo EM en cada iteracién. En primer lugar partimos de unos valores
iniciales de los pardmetros , que generalmente variaran de iteracion en itera-
cién, sobre los cuales construimos nuestra base ortogonal. Para ello debemos
de calcular todas las covarianzas cruzadas entre los distintos retardos entre z;;
y Tw, ¥ a partir de estas, de forma recursiva, la base ortogonal, las varianzas
de dicha base y las covarianzas entre esta base y los z;;. Una vez que tenemos
calculadas todas estas covarianzas, calculamos las esperanzas y covarianzas
condicionadas que aparecen en la funciéon (). Posteriormente calculamos las
sumas @y1, G1g, @13, Ga1, G2, G23, G31, G3g, G33. Ahora “simplemente” nos queda
resolver el sistema no lineal (3.12) o, en su caso, maximizar directamente la
funcion Q.

En ambos casos el problema no es facil de resolver computacionalmente.
Para maximizar la funcién hay que emplear métodos numéricos. Se intento
utilizar alguna de las rutinas de la libreria IMSL para este fin, pero al ser la
funcién @ demasiado plana en entornos del maximo los algoritmos ensayados
de esta libreria no convergian. Una primera alternativa consistié en buscar el
maximo en una malla suficientemente fina para los pardmetros A y 3, ya que
de la primera ecuacién de (3.12) podemos calcular directamente el valor de o7,
y de la cuarta el de o2, que junto a A y 8 hacen maxima la funcién Q. Sin
embargo, este método conlleva un gran nimero de evaluaciones de la funcién
Q y, por tanto, un nimero de operaciones muy elevado. Observemos que si
buscamos A y 3 entre 0 y 1 con dos cifras decimales de precision, necesitamos
1012 evaluaciones, las cuales aumentan exponencialmente a medida que se eleva
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la precisiéon. No obstante, por la simplicidad de dicho método, se implemento
obteniéndose resultados muy satisfactorios.

Otra posibilidad seria implementar nosotros directamente un algoritmo
para el calculo del maximo de una funcién de varias variables; por ejemplo,
el del gradiente conjugado. Sin embargo, debido a las buenas aproximaciones
que obteniamos en la busqueda en malla, y a que no consideramos que éste sea
(con dos cifras decimales) demasiado lento, desechamos esta idea dirigiéndonos
a una tercera posibibidad: el algoritmo ECM.

Como hemos presentado con anterioridad, en el algoritmo ECM las ma-
ximizaciones se hacen condicionadas a ciertas funciones g, en cada paso CM.
En nuestro caso, el conjunto de funciones, (G, que nos dan las restricciones de
bisqueda ha sido definido de la siguiente forma:

g1 1/}) — (1870-12”0-52)
)

V)= (’\7072]’052)
93(1/)) = (’\’/37062)
94(¢) = (’\aﬂvale) N (3'14)

En el caso en que sélo estimamos tres parametros ¢* = (A, 3, 02), las funciones
g, vendran dadas por:

9(¢*) = (B, 07)
92(¢*) == (’\’U%)
g(¥) = (A,08) . (3.15)

Es decir, en el primer paso maximizamos sélo en A, en el segundo solo en 3, en
el tercero en o7 y en el cuarto, si éste se realiza, sélo en o? . Claramente estas
tres funciones hacen que G sea un conjunto rellenante del espacio en cualquier
punto ¥ (o ¥*). Hay que hacer notar ademas que ahora las maximizaciones
son de funciones uniparamétricas. En el primer paso CM 8, o2 y o? estdn
fijos y los siguientes pasos CM son analogos cambiando los parametros que
permanecen inmoviles. Para los dos primeros pasos CM utilizamos la rutina
UVMID de la libreria IMSL, para la cual se proporciona la funcién @ y su
derivada. Calculamos el tercer y cuarto paso CM directamente, ya que se
puede despejar este maximo de la primera y ultima ecuaciones del sistema

(3.12).
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3.6 Modelo AR(2) x AR(1)

Suponemos un modelo separable en el sentido de Martin (1979), pero ahora
la covarianza en sentido horizontal viene dada por un proceso AR(2), W,, y
la vertical por un proceso AR(1), W/. Las funciones de autocovarianzas de
dichos procesos (ver Priestley (1981) Vol.1), cuando las raices del polinomio
de retardos tienen médulo mayor que 1, son:

(1= MB)(1 =X, B)W, = ¢,
(1~ 2Dl g =gyl
(1 =2 2) (A = A)(1 =A%) (1 - ,\%)Uc-
(1 —’BB)VVtI = Ct'/
glt—klag
1—32°

Combinando los dos polinomios de retardos, uno en el indice horizontal (B;)
y otro en el vertical (B;), obtenemos

Cov(W,;, W) =

Cov(Wy, Wy) =

(1= (A +2A)By + M B)(1-6By) = 1- (A1 + A2)By + M\ B? — 3B, +
+8(M + Ag) By B, — A\ A23B; By,

por lo que el modelo para X adopta la expresién
Xi; = M+0)Xi; —MAeXig; + 68X, ;01 —
—B(M + A2)Xi1-1 + MABXios i1 + mij, (3.16)

donde n;; ~ N(0, 0',2,) son independientes y los coeficientes Ay, A, y 3 son
constantes. Por tanto, la covarianza entre las variables X;; y X}, viene dada
por

OXX B (1 = APATHH — (1 - /\f)/\!;"k'“]
PR T T= )T = Ah) O = A)(1 = AD)(1 = AD)

o2, (3.17)

siendo pues la varianza del proceso

(14 X Ag) "

VarX = A= ) (- ) =)
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Ahora cada nodo esta en relacion con otros cinco nodos, que se encuentran
situados segun se muestra el siguiente dibujo.

i,j)

L 4 4 -

\ 4 \ 4 A 4

De forma analoga a como dedujimos la estructura de las condiciones inicia-
les para el modelo AR(1) x AR(1) restinjido a una malla finita R, lo hacemos
para el que nos ocupa ahora. Para ello desarrollamos los bordes sobre Z2. En
primer lugar nos centramos en el borde horizontal, es decir, desarrollamos X;q:

Xio = M+2)Xis10— MAXi00+8X; 1 —
—B(A +A2)Xi1 1 + MABXi 2 1 + Tio;

ahora desarrollamos X; _;, obteniendo

Xio = (M +X)Xis10— MAXio0+0[(AM + X)) Ximy -1 —
—MAeXig 1 +BXi 2 — B(AM + X)) Xim1,—2 + MABXi 22+
+ni—1] = B(A 4+ A) Xi1,—1 + MAB X2 1 + Mio.

Simplificamos los sumandos que aparecen con signo opuesto y obtenemos

Xio = M+X)Xisi0— M X200+ ﬁ2Xi,—2 -
—B*(M\ + Ag)Xi1,—2 + /\1/\2ﬁ2Xi—2,—2 + 81,1 + Noi-

Anélogamente desarrollamos X; _, obteniendo finalmente la expresién

Xio = M+ 2)Xic10— M Xig0+ 53Xi,—3 - B\ + M) Xi—1,—3+
+A ’\2:33Xi—-2.—3 iy ﬂzﬂi,—z + Bni,—1 + Nio-

Asi, en general, obtenemos:
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(1=MB)(1=XB)Xo = "X —B" (M +X)XiZ1_n +
+AA8" X g n + ﬁ”"lm,_nﬂ . i
+B" 0 2+ + Mo

Debido a que | # |< 1, 8™ — 0 cuando n tiende a infinito. Por tanto, en el
borde horizontal inferior de R las condiciones iniciales se puede modelizar de
acuerdo con una estructura autorregresiva de orden 2, dada por

(1 - /\131)(1 - ’\ZBI)XiO = ﬁio, (3-18)

donde A; y A, son los coeficientes que aparecen en el modelo general (3.16) y

o ~ N(O, l—i?’ﬁ—z) independientemente de los 7;; asociados a la malla, ya que
es combinacion lineal de valores de ruido independientes con éstos tltimos.

Hagamos un razonamiento analogo, ahora considerando las dos columnas
adyacentes al borde vertical izquierdo, comenzando por ¢ = —1.

X = M+A)X g —MAX 5, +08X ., —
—B(M + X)X g1 + MABX 3,1 + 1y

Ahora desarrollamos la variable X_, ;:

(1 - ﬂBz)X—lj = (/\1 + A2)[(/\1 + ’\2)X—3,J’ - )‘1’\2X—4,J' +
FBX i1 = BA + M) X g1 + MAeBX 41 +
125l = MAX 5 — B(M + X)X g1 +
FA A X 31+ (A + A)nogj + -1 =
= (M +2)? = AN X 3, -
_/B[(’\l + /\2)2 - /\1/\2]X—3,j—1 -
—(A+ M)A A Xy + B(Ar + A2) M A Xy jg +
+(A1 + A2)n-z,; + 1o

Anélogamente desarrollando la variable X_; ; se obtiene
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(1=BB2)X_1; = [(M+22)° =20 Aa(A + X)Xy —
—Bl(A1 + A2)® = 20 A (A 4 A)] Xy iy —
=M [(M + X)) - Ml X 5, +
FBMA[(A + A2)? = M A X 5 +
H(AM 4 A2)® = Mdaln_a; + (A + Ag)n_aj + 1oy

Se puede observar que los coeficientes asociados a cada valor del ruido
tienen la siguiente estructura.

término en 1 coeficiente
-1 1
-2 AL+ A
-3 (A1 +22)% = A hy
—4 (A1 4+ 22)% =220 (A + A2)

—9 (A4 A2)* = 3A A2( A1 + A2)? + A1N]

Es decir, dados los coeficientes de los términos -1 y -2, los demds se pueden
calcular de manera recursiva, de acuerdo con la siguiente expresién (notamos
por a(l) el coeficiente del valor del ruido 7_; ;):

a(l+2) = (M + A)a(l + 1) — A Aga(l). (3.19)
Y T ——
(1=B8By)X_1; = a(n)X_,;—Ba(n)X_, ;-1 — MAa(n —1)X_,; +
+BMiArza(n —1)X g4 + 1:2_;1“(1)77—1,1' -
= aW) Xy = BXonj] =
—MAga(n —1)[X_,; — BX_;2,4]+ :Lill a(D)n_i;.

Si consideramos una serie temporal W; con estructura AR(2) y hacemos
un desarrollo analogo al anterior, con la definicién de a(l) obtenemos:

n—1
W, = a(n)Wi_py — MAsa(n —1D)W,_, + Z a(l)Ciiq1-

=1
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Finalmente, la expansiéon MA(co) de W, es:

W, = i a(l)Cey1-1,

Por tanto, en general, el proceso se puede representar de la forma

Xij = BXij1+ Z a(D)mizi41,5,

que en el caso t = 0 e 2 = —1 adopta la expresion

Xoj = BXo ;-1 + Z a(l)n_i;
=1

X—l,j = :HX—I,]'—I o Z a(l)n_z,j-

=l

Definiendo -
ﬁo,j = Za(l)"h—l,j
=1

[e.o]

1y =Y a(l)n_y;,

=1
las condiciones iniciales asociadas al borde vertical Oeste en i = —1 e ¢ =0 se
pueden modelizar de acuerdo con la siguientes expresiones:

(1 =BB;3)X_1,; = 71,5 (3.20)

(1 = BB3)Xo,; = io,;- (3.21)

Estos nuevos ruidos son independientes de los anteriores (7;; de la malla y ;o)
ya que se obtienen como combinaciones lineales de valores de ruido indepen-
dientes con los anteriores. También son independientes entre si, salvo cuando
los dos poseen el mismo indice j. En este caso su covarianza viene dada por

. > - (A1 + do)oy
Cov(i-1:Tos) = Cov(R aliimess Jyalihn-ii) = T3 @ =D =)

f==] =1

ya que se trata de la covarianza entre dos variables de una misma serie con
estructura AR(2) con retardo 1.
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Asi como en el caso AR(1)xAR(1) necesitabamos una condicién inicial Xp
ademas de los dos bordes de condiciones iniciales, en este caso necesitamos
considerar la distribucién de la condicién inicial bidimensional (Xgo, X_; )"
Esta distribucién es, claramente, normal bivariante con medias marginales
nulas y matriz de covarianzas dada por la estructura de la malla de partida,
es decir:

A iX (1+)\1)\2)0’% ()\1+)\2)U?I
2 1 ) o[ Ty TR =R -)
x %ﬁ_:\L/\)\z_ ()\1-{-)\2)03’ (1+/\1)\2)0';‘;
112

(1=A2)(1-MA2)(1-A1)(1-23)  (1-B%)(1-M1A2)(1-AD)(1-23)

Asi, nuestro modelo general puede formularse de acuerdo con las ecua-
ciones (3.16)-(3.18)-(3.20)-(3.21) con todos los ruidos independientes entre si
salvo 7]_;. con 7)., ademas de suponer que (Xg9, X_; o)’ tiene distribucién nor-
mal bivariante, con vector de medias nulo y matriz de covarianzas dada ante-
riormente, ademas de ser independiente con todos los ruidos anteriores. Por
tanto, para calcular la verosimilitud hacemos uso de la distribucién normal de
los ruidos y condiciones iniciales, y de la estructura de independencia que se
puede observar en el siguiente dibujo.

| CO—| [o—
(b4

®
®

| CYS—— | (8] 0] [ 0]

| O 1] ] 0] (¢

| |

el
o

ol el
= [ & §

p el
a4

| O [ al [e] [e]

donde los cuadrados hacen referencia a ‘inputs’ independientes. Los del cua-
drado 4x4 hacen referencia a 7,; (malla); los de abajo hacen referencia a j;
Los rectangulos de la izquierda, salvo el inferior, a (7jo;,7-1,;)’, ¥ €l rectangulo
de la esquina inferior izquierda, a (Xq9, X_;0). Las distribuciones de estas
variables son:

nij ¥ N(O, 0',3)
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3 ol
Mo ~ N(071_—"/82)
0 (l+)\1/\2)0 (/\1+/\2)0,2’
= 1-A1A2)(1-A2)(1-)2 1-A122)(1-22)(1-)2
(floj» fi-1,5)" ~ N (O)’ : 1(;3(“2)”)( & l(lzlf\l,\z)lg% a
(1=XM1X2)(1— ,\2)(1 =A%) (I=Ax)(1-A%)(1-22)
Xoo o
X_10

(l+/\1/\2)0'$’ ()\1+)\2)0'?I
“ N (g), =P 1D TRA =T | |

(M+A2)o; (1+A122)02
(1-8%)(1=21A2)(1=-2AF)(1-23)  (1-B2)(1-A1X2)(1-22)(1-23)

(3.22)

Supongamos también, que la ecuacién de observaciones tiene la misma
forma dada por la ecuacioén (3.2):

Y =mu Xy + ey, (4,7) € R, (3.23)

donde ¢;; ~ N(0,0?) son independientes entre si y conjuntamente indepen-
dientes con los 1, 7}, Xoo y X_1,0, y los coeficientes m,; son constantes conocidas.
Asi, la log-verosimilitud adoptard la expresion (salvo constantes)

{ RO . B 1.m n
logL = —52210g(a?) - §ZZlog(o;2,) -
t=1 j=1 € 1=1 j=1 i=1g=1
1 m n
~57 2 0% = (M Xg)zimyy + Mdawig; — Baijr +
Ty =1 y=1

| o2
+B(M + A)xis1jo1 — 5/\1/\2$i—2,j—1]2 3 Zlog(ﬁ) -
=1

a 202 Z[i’fzo (A1 + A2)zim10 + MAaziog ]’ —
) 1
512los(e?) + 1"g(( AL Y s L
(L= 21 =)

= 202 [(1 4 A Ag)[2do + 55?-1,0] = 2(A1 + Ag)ZgoT_1,0] —
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n 2 (L4 22)% = (A + Xp)?
—E[log(an) + log((l “ A2 (1 —AN2(1 — )‘2)2)] =

(1 —X2)%(1 —/\2) (1-M3)2 (T4 X Ag) %
AT A= O+ ol T )1 - (3D
[(zo; — 5330,1—1)2 (w 1,; — BT_1,;- 1) I~
(’\1 i ’\2) Oy
_2(1 — /\1/\2)(1 — /\%)(1 — /\%)[(1701' - ﬂxo,j—l)(x-—l,j - /837—1,1'—1)”'

Si simplificamos factores comunes y agrupamos algunos términos obtenemos

nm-+m-+2n + 2 n
= 108(‘73) + §log[(1 = /\1/\2)2(1 = )‘%)(1 - /\g)] +

logl = ——log

2
1
+—108[(1 — B2 (1 = MNP (1 =21 - AD)] -
202 ZZ[% (A + X))y ; + MAowigj — By +
1 =1 =1
+B(A + A)xiy jo — /8’\1’\21"1'-—2,]'—1]2 =
1 — ﬂ? m

202 Y o — (M1 + A2)Tic10 + MAamiag]® —
n =1
(=) =57

2
20,,

Xika)
_(_T Z[ 1+ /\2)[(%; ﬁxo,j—1)2 ¢ (15—1,,' 2= 513—1,1'—1)2] =

g=

—2(A1 + A2)(2oj — Bzoj—1)(T_1,; — oo Ay |

Ahora desarrollamos las potencias y los productos que aparecen en la expre-
sion anterior, agrupando las sumatorias en factores comunes a los parametros
por estimar, obteniendo:

[(1 4 A Ag)[zdo + 332—1,0] = 2(A1 + Ag)ZgoT_10] —

m n

logl = ——log

—log(1 — 132) —
e 2
1 g= l

nm -+ m 4+ 2n + 2
SERER T log(o) + S logl(1— A )2(1 — M)(1 - A3)] +
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1
5 log[(1 = B2)%(1 = A )1 = R)(1 = A)] -
|
—5lAA+ (A + X)) AB + XN AC + BAD + B*(As + 1) AE +
FBN2N2AF — (A + A\g)BA+ M\, BB — BBC +
+B80M + Ag)BD — BMi}aBE — M Xg(hq + A3} BF —
—B(M + X2)*BG + BAiAa(Ar + A) BH — BAIN}BI —
—B% (A1 + A2)BJ + B2A 0 BK — B2A A5(A; + Ag) B,
(3.24)
donde
Ad = Y yod
i=—135=0
AB = Y >z},
1=1 3=0
AC = Y Y,
1=3 3=0
AD = > >z,
i=—1j5=2
AE = ZZ"E?—I j—1
1=1 j=2
AF == .7:?_2']'_1
1=3 =2
BA = 2 Z Z xi,jxi—l,j
=0 7=0
BB = 2 Z Z T;iTi-2,;
=1 =0
BC = 2 Z Zwi,jxi,j—l
i=—1j=1
BD = 2 Z Z[xi,jxi—l,j—l + xi,j—l-z'z'—l,j]

1=0j=1
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m n

BE = 233 [ 21+ Tij_1Tica]

1=1 3=1

m n

BF = 233 #3575
1=2 j=0
m n

BG = 233 % 484
=1 5=1
m n

BH = 2) ) [ 1;%i2j-1 + Tizg;Tio1,j1]
=1 9=2
m n

BI = 2.3 o0 544
=3 j=1
m n

BJ = 222%4—1%—14’—1
1=0 j=2
m n

BK = 222.’1:1:’]‘_1117,:_1’]'_1
=1 5=2
m n

BL = 2) ) 74, 1%ig 1
$=2 =2

Una vez que tenemos la expresién de la log—verosimilitud, para aplicar los
algoritmos presentados anteriormente debemos calcular la funcién Q(v /(")
que, como recordamos, no es mas que la esperanza condicionada de la log—
verosimilitud al conjunto de observaciones Y, supuesto el valor estimado (") =
(/\(r) /\(r),ﬁ(’) Uz(r) 2( )) en la r-ésima iteracién. Esta funcién adopta ahora
la expresion:

m n

QW) = -ZClog(o?

+ mz] [mmn2 PzTn] _

1=1 7=1

mMi;Yi; T z]n] s log(l - 162) -
nm+m + 2n + 2
- 5 log(az) -+
n
+3 log[(1 = A A2)*(1 = AD)(1 = A)] +

i logl(1 = (1 - AL - AB)(1 = ND)] -
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1 — S— W= N
—E[AA + (M + X)*AB 4+ M2)\JAC + B*AD +
+8%(\y + M) AE + BPAINAF — (A + X)) BA+
+MA,BB — BBC + (A + A)BD — A\ A, BE —
—MA2(Ar + A)BF — B(M + A,)*BG +
+87Aa(M + A)BH — BIXEBT — BN\ + X)) BT +
+B82 M0 BK — 2\ A5(A + A\) BL,
(3.25)
donde
AA = ) Y [«5+PEn
1i=—135=0
AB = Y SN[z 2+ Prtil
=1 5=0
T = Y32 + Pl
1=3 j=0
E - Z Z[ :r;n 12+Pmnl]
i=—135=2
AE = Zz[xﬁ,’i,j—lz + PZY -]
=1 j=
AF = Y 3 [el 0" + P35
1=3 j=2
BA = 23 Y [z7raln; + Py ]
1=0 7=0
BB = 23 o7, + Plii-a,]
i=17=0
FU = QZZ[wmn :n]n1+ ]1] 1]
i=—1j5=1
BD = 222[1""" :nTi] 1 +wu lwz 1] I Pf’;? 1,5-1 + Pl"Jm“" rJ]

1=07=1



CAPITULO 3. ESTIMACION EN CIERTO TIPO DE PROCESOS

78 ESPACIALES CON DATOS FALTANTES
BE = 222[5”” a1+ e atia s+ Pl g+ Bty

i=1j=1
W = 2 Z Z[wi 1,] ,] + RTn,],i 2 ]]

=2 ]_O

B—(j = ZZZ[:B; 1,;% z 1] 1+R 1,5i—1,5— 1]

=1 j3=1

BH = 2ZZ[x1 1% 1—2.7 1-|—:L‘:7";]17;”inl,]‘_1+

1=17=2

mn
E2 i— 1,_7,1 2,5— l+ i— 2,]1 1,7— 1]

P—i = 222[(1)1 2] ,_2’] 1+Pmn,1,z —-2,7— 1]
1=3 j=1

BJ = 2) ) [« 2 ;- 1+ Pl i-1,5-1]
=0 =2

BR = 233 [altelmn + PRl1irma]

i._lj 2

_EZ = 222[-’5, 1,j— —1T;_ 2]1+sz1] 1,i—2,5— 1]

1=23=2

siendo zi}" = E[z;/Y], P}" = Var[z;;/Y], y P[i = Cov[z;;,z/Y]. Estas
esperanzas y covarianzas condicionadas se calculan convenientemente constru-
yendo una base ortogonal y proyectando sobre ella, de forma analoga a como
se procedio en la seccién 3.3. El paso M ahora depende tan sélo del algoritmo
que elijamos.

La deduccién del modelo AR(1)xAR(2) es, obviamente, simétrica a la del

AR(2)xAR(1).

3.7 Modelo AR(2) x AR(2)

Consideramos en esta seccion el caso de un proceso separable con estructura
AR(2) en ambas direcciones horizontal y vertical:

(1= (A1 4+ A2) By + M ABY)(1 = (81 + B2) By + 182 B3) Xij = mij,
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donde Ay, A,, B; y B, tienen médulo menor que uno y n;; es un ruido blanco
gausiano con varianza o2. Desarrollando esta expresién obtenemos la siguiente

Xii = M+2)Xis1; — MAaXig;+ (B + B2) X jo1 —
—(A1 +A2)(Br 4+ B2) Xic1,jm1 + M APy + B2) Xiajo1 —
—B1B2 X j—2 + (A1 + A2) 8182 Xi—1,j—2 — MAB182 X2 j—2 + mij-
(3.26)

Este modelo relaciona el valor en cada nodo con el valor en ocho nodos y
el de un cierto ruido blanco, segin se ilustra en el siguiente dibujo.

ij)

..IT

Desarrollando las condiciones iniciales, que en este caso estan asociadas
a dos filas y dos columnas adyacentes a los bordes Sur y Oeste, respectiva-
mente, y siguiendo el mismo esquema que en la seccién anterior para el modelo
AR(2)xAR(1), obtenemos las relaciones siguientes:

(1=MBi)(1 = AB1)Xio = Thio, (
(1=MB)(1 = AB)X; 1 = i1, (3.28
(1 - 5132)(1 - 5232)X0j = Toj, (
(1 - ﬁle)(l - ﬂsz)X—l,j = 77—1,1'7 (
donde (7;0,7i,-1)" ¥ (7loj»f-1,;)" tienen distribuciones normales bivariantes in-

dependientes entre si y con todos los 7;; en la malla. Las medias de estas
distribuciones son nulas y sus matrices de covarianzas vienen dadas por

(14 BiBa)oy
(1= B18)(1 = B)(1 - B3)

Var(7,0) =



CAPITULO 3. ESTIMACION EN CIERTO TIPO DE PROCESOS
80 ESPACIALES CON DATOS FALTANTES

(1+ BiBy)a?
(1~ A:6a)(1 - BB)(1 - B)
Var(fo;) = 7= ,\1(,\12;21)\1—)\?\)%()’?1 - 2)
Veelfag) = = ,\1(,\12;1)\1—/\;)?()7(72’1 )
Cov (7o, fli,-1) = = ﬁlgf)l(j—ﬁglg)s(l — 63)
Cov(ini-15) = = Alij)l(ffzx)?)g(l =)

Var(ﬁi,—l)

Ademas necesitaremos cuatro condiciones iniciales (Xo9, X_1,0, Xo,_1, X_1,_1)’
que seran independientes de los ‘inputs’ anteriores y se distribuirdn conjunta-
mente seglin una normal multivariante con vector de medias nulo y matriz de
covarianzas dada por la relacién:

COV(X,']', Xkl) =
(L= AN — (1 - AT - gpBE T — (1 - g

T =X Ag) (At = A)(T = A2)(T = M)(1 = BiB2) (B — Bo)(1 = A1 — B ™
(3.31)

Asi, el modelo se puede formular, segiin ilustra el dibujo anterior, haciendo

uso de la normalidad e independencia conjunta entre las variables {n;; : i =
L,...,m,5 = 1,...,n} (cuadrados pequefios), {(%;0,7i_1) : 1 = 1,...,m}
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Y {(flojsM-15) : 7 = 1,...,n} (rectangulos), y (Xoo, X_10, Xo,—1, X_1,-1)
(cuadrado 2x2).

Supongamos, de nuevo, que la ecuaciéon de observacién tiene la misma
forma dada por la ecuacién (3.2):

Y, =m;Xi; +e;,  (i,j) € R, (3.32)

donde m;; son constantes conocidas y €;; ~ N(0,0?) son independientes entre
siy conJuntamente independientes con los m, 7, Xoo » X-1,00 Xo—1 Yy X_1,-1.
Asi, la log—verosimilitud adopta la siguiente expresién de la forma:

logl = ——log(a 02 ZZ (yi; — my;; i
& 4=1 7=1
1 m n
"—108 0 Z Z — (M 4+ Az 15T /\1’\2-77i—2,j =
N 4=13=1

—(B =14 B2)Tij—1 + (A + X2) (B + B2)Tiz1,j—1 — MA2(Br + Ba)Timgj1 +
+6182%; j—2 — (A1 + A2) 818221 j—2 + ’\l’\2ﬂ1182xi—2,j—2]2 -
n (L4 X 22)2 = (A + Ap)? 2
5 [ee (o) * 2iog(s)] -
(L= AL — 21— 2B z": (14 M)

2[(1 4+ A A2)2 = (M + /\?.)2]04 [ 1= 222)(1 = AD)(1 = Az)?
[(zo; — (B1 + B2)wo,j—1 + 51[32550,1'-2) + (21— (Br+ Bo)z_1 o1 +
TV RPN T S )L S )

12T 1,52 =)0 =1 =N To; 1t P2)To,5-1 +

+B81B2%0,j—2)(x_1,; — (81 + B2)T_1,j—1 + B1Baz_1 j_2)] ]
_m (14 B1B2)* — (Bi + Ba)* s

2 [l"g ((1 — BB (1 - BO(L - BY)° ) +legle ]
(1 =BBe)*(1 = BY)*(1 - B3)? Z [ (1+ Bi1Bs)o

2[(1 4 51B2)% — (B1 + B2)Y ot = (11— 618:)(1 - ﬁl)(l — B)?
[(zio — (A1 4 A2)Ziz10 + MAaTig0)? + (2 ;3 — (A + )z 1 +

(B1 + B2)o2

=B - A —gp oo~ it d)ime
FAA2Ti20)(Tio1 — (A1 + A)Ticg,—1 + M /\21':'-2.—1)]] -

+/\1/\2$i—2,—1)2] =2
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—2log(a7) + 2log(1 — B182) + 2log(1 — A7) + 2log(1 — 53) +
+2log(1 — A1 A;) + 2log(1 — A}) + 2log(1 — A3) — log(1 + A1 A;) —

—% log ((1 + A2’ [(1+ B182)* — 2(1 + B152)*(Br + Ba2)*+

+3(By + )] + 2(1 + L)% (M + X)*[2(By + o) — (1 + Bif3a)?]) —

A
—E[(l + M) (1 + MAg)[zdo+ 28 1 + 220+ 22, 4]+

+2(1 + M A2)(B1 + B2)[ZooTo,—1 + To1,0T-1,-1] +
+2(1 + 5182)(A1 + A2)[T0oZ—1,0 + To,—1Z_1,-1] +
+2(A1 + X2)(B1 + B2)[ZooT—1,-1 + To,—1T_1,0]],

(1 + A2 + A0+ A)(1+ AAg — Ay = A)(1 + 8182 + By + B2)

(14 BBy — b1 — B2)

(14 222)%(1 = A A2)*(1 = A)*(1 = AD)*(1 = B1B2)*(1 — B7)*(1 — B3)?
205[(1 + MA)PI(1+ B1Ba)* — 2(1 + B1B2)*(Br + B2)* + 3(By + B2)*] +
+2(1 4 B12)* (M + A2)*[2(B1 + B2)* — (1 + 182)])

El resto del procedimiento seguiria loe mismos pasos que en los casos anterior-
mente desarrollados.

3.8 Algunas consideraciones sobre otros modelos

3.8.1 Modelo AR(1) x MA(1)

En este caso estamos interesados en un modelo con estructura autorregresiva
en direccion horizontal y de medias moéviles en direccion vertical, ambas de
orden uno y con raices de sus respectivos polinomios de retardos con médulo
mayor que uno. Dicho modelo se formula mediante la expresion:

Xy = A+ 0= Pigas
(3.34)
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donde n;; ~ N(0,02) y son conjuntamente independientes. La funcién de
autocovarianza puede escribirse como

la=1l
) HEE k-

A= ( 2 2
Cov(Xij, Xxi) = L L=
0 g | i1

Ahora, igual que en los modelos que hemos estudiado anteriormente, inte-
resaria obtener una expresion simple de la verosimilitud en forma de producto
de verosimilitudes normales de dimensién reducida. Con este fin podemos
expresar el modelo (3.34) de la forma siguiente:

(1—=AB)Xy = iy

siendo 7;; = m;; — 1 j—1- Es decir, el modelo viene expresado en funcién de
valores de ruido que son independientes en localizaciones con primeros subindi-
ces distintos o segundos con diferencia mayor que uno. Asi, la verosimilitud se
factoriza en funcién de m normales multivariantes de dimension n (los ruidos
fj;. son conjuntamente independientes). Estas normales tienen todas matriz de
covarianzas dada por
Va,r(ﬁ,-j) =(1+ ﬁ"’)af,COV(ﬁij, ﬁi,j—l) = Cov(ﬁij»ﬁi,j+l) = —503,,

y el resto de las covarianzas nulas. En este caso, por tanto, la metodologia
aplicada en los casos anteriormente estudiados se beneficia de la condicion de
separabilidad solo parcialmente, tanto mas cuanto menor sea n.

3.8.2 Modelo MA(1) x MA(1)

Supongamos ahora un modelo con estructura separable de medias méviles de
orden uno en ambas direcciones. El modelo adopta la siguiente expresion:

X = M — Miorj — Bnij—1 + ABMi—1,5-1 (3.35)

Suponemos ademas que los coeficientes A y § son menores que uno en valor
absoluto. Puede verse facilmente que la funcién de autocovarianzas de X viene
dada por la siguiente expresion
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—) li—k| - li=1l
Cov(Xyj, Xu) = (1_'_—/\2) (rm) (1421 + 803,

para | it — k |< 1y | 7—1]|< 1, siendo nula en otro caso. Razonando de
forma andloga a como se hizo en el caso anterior, se observa que la funcién de
verosimilitud noo admite una factorizacion en términos de distribuciones de
dimension reducida. No obstante la matriz de covarianzas global contiene una
proporcion alta de ceros que aumenta con n y m.

3.8.3 Caso general no separable

Con respecto a los nodos de la malla (supuesto un esquema autorregresivo) el
tratamiento en relacion con la verosimilitud es analogo, pudiendo desarrollarla
en funcién de los ‘inputs’ independientes 7,;. El problema surge en la modeli-
zacion de las condiciones iniciales, ya que, en general, habra que considerar su
distribucién conjunta (si bien ésta es conocida), no pudiendo reducirla como
ocurre en el caso separable.



Capitulo 4

Aplicaciones mediante simulacion

4.1 Introduccion

En este capitulo presentamos una serie de simulaciones con el fin de mostrar
como se desarrollaria en la practica el procedimiento de estimacién de los
parametros y alisamiento a partir de un conjunto de datos espaciales. Por
simplicidad, hemos considerado el caso de un proceso espacial AR(1)xAR(1).

En primer lugar, para aplicar el procedimiento, debemos de disponer de
datos espaciales. Estos se han generan mediante un programa que hemos
llamado SIMUDG compilado en FORTRAN 77 y que usa rutinas de la libre-
ria IMSL, que se describira en la proxima seccion. Una vez que disponemos
de los datos hemos de seleccionar el algoritmo que queremos aplicar (EM,
ECM o MCECM) y estudiar si se pueden estimar adecuadamente los cua-
tro parametros o solamente tres. De acuerdo con estos casos posibles, hemos
desarrollado cinco programas EMDG, EMDGE, ECMDG, ECMDGE y
MCECMDG. Los programas acabados en E hacen referencia a que se estima
el valor de los cuatro parametros, es decir, incluida la varianza de e. En los
dos primeros programas se utiliza el algoritmo EM y el maximo es buscado
evaluando la funcién @) en una malla. El tercero y el cuarto lo hacen aplicando
el algoritmo ECM utilizando las funciones g, que se presentaron en el capitulo
anterior. El ultimo emplea el algoritmo MCECM realizando un paso E entre
cada paso CM.

El objetivo de estas simulaciones es poner de manifiesto el buen comporta-
miento de estos algoritmos y los problemas de identificacion que pueden surgir
en ciertas situaciones. Asi, cuando los valores m;; son muy dispares entre si,

85
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se pueden estimar bien los cuatro parametros conjuntamente, obteniendose
estimaciones muy préximas a los valores con que han sido generados los da-
tos. También cuando los pardmetros estructurales (A y B) son ‘altos’ no se
presenta el problema de identificacién, ya que la estructura del proceso X es
‘muy fuerte’. Si alguno es ‘bajo’, si fijamos o? obtenemos buenas estimaciones
para los demds pardmetros. También mostramos casos en los que no se dispone
de todas las observaciones, comprobando que las estimaciones que obtenemos
son cercanas a los valores de generacién aunque la proporcion de datos de que
se disponga sea pequena.

Por dltimo se presentan también programas para el calculo de la matriz
de varianzas—covarianzas asintética (V): SECM, que nos permite elegir la

matriz DMECM y SECMDGP, que calcula la matriz V.

4.2 Simulacién de los datos

El programa SIMUDG genera observaciones de un proceso doblemente geo-
métrico AR(1)xAR(1) (X) y ademéds proporciona los datos resultantes de la
ecuacién de observacion (Y) en una malla M x N. En todos los casos estudia-
dos en la seccién 4.4 se ha tomado M = N = 15.

El programa permite al comienzo elegir entre las siguientes opciones:

e Tomar todas las constantes m;; iguales a 1.

e Leer las constantes m;; del fichero SIMUDGM.DAT, donde se suponen

que estan ordenadas lexicograficamente.

e Generar las constantes m;; aleatoriamente de acuerdo a una distribucion

uniforme (A,B).

A continuacién, el programa requiere que introduzcamos los valores de los
parametros propios del modelo que queremos simular, es decir, A, B8, 02 y
o2. Por tltimo, nos permite la omision aleatoria de datos, demandandonos el
nimero de datos a omitir si elegimos esta opcién.

Los ficheros de salida de este programa son tres. En el fichero
DGXYMC.DAT, aparecen en cada fila las localizaciones (i,j), y los valores
de X, Y y m en la citada localizacién. En el fichero DGYMC.DAT apare-

cen todos los valores de Y y m ordenados lexicograficamente. En el fichero
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DGYM.DAT aparecen los mismos valores que en el anterior pero en los nodos
con datos omitidos aparecen con valores de Yy m iguales a cero (en el fichero
anterior no se omite ningin dato). Este ultimo fichero es el que utilizaran
como entrada todos los programas de estimacién y alisamiento.

Un organigrama de este programa se puede consultar en el apéndice C.

4.3 Estimacién de los parametros y alisamiento

Con el fin de aplicar los procedimientos descritos en el capitulo 3 hemos des-
arrollado varios programas todos ellos compilados en FORTRAN 77.

Los programas EMDG y EMDGE realizan la aplicacion del algoritmo
EM para procesos AR(1)xAR(1). El programa EMDGE utiliza el fichero de
entrada DGYM.DAT que contiene los datos y;; y el valor de las constantes m;.
Como salida, proporciona aparecen los ficheros EMDG.PAR y EMDG.ALIL El
primero muestra los valores estimados de los parametros en cada iteracion.
En el segundo aparecen en orden lexicogréfico las posiciones (3,7), los datos
observados y;; y los datos alisados de X e indica la razén por la que se ha
detenido el programa, si es por alcanzar convergencia o por haber llegado a la
iteracién maxima especificada. Al inicio de la ejecucién el programa pide que
introduzcamos los valores inicidales de los parametros. Una vez introducidos
éstos calcula los valores de alisamiento 2" y P7yj. A partir de éstos obtiene los
coeficientes que intervienen en la funcién @ y la maximizaen Ay 3 evaluandola
en una malla regular con precisién especificada (por defecto una centésima).
El valor de o2 se calcula en funcién de A y § segin se mostré en el capitulo
3, de la misma forma se obtiene o2 en funcién de los valores alisados. En
cada iteracién se muestran en pantalla los valores A@) - ge), a;‘;(p ) y af(p ). Un
organigrama de este programa aparece en el apéndice C.

Para el caso en que no se pueda estimar los cuatro parametros conjunta-
mente el programa EMDG realiza el procedimiento de forma andloga consi-
derando el valor o2 fijo, igual a su valor inicial.

Para la aplicacién del algoritmo ECM hemos desarrollado, bajo la misma
idea anteriormente expuesta, dos programas ECMDG y ECMDGE. La es-
tructura de estos programas es similar a la de los anteriores. La diferencia
fundamental radica en que el paso de maximizacién de la funcién Q se realiza,
para A y 3, de acuerdo con las funciones g, referidas anteriormente, mediante la
rutina IMSL/UVMID. El célculo del maximo para o2 y o? se realiza de forma
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analoga a como la realizan los programas descritos anteriormente. Los ficheros
de salida de este programa son ECMDG.PAR, ECMDG.ALI y ECMDG.ALJ.
El primero muestra los valores estimados en de los parametros en cada itera-
cion. En el segundo, al igual que en los dos programas anteriores, aparecen
en orden lexicografico las posiciones (4, j), los datos observados y;; y los datos
alisados de X e indica la razén por la que se ha detenido el programa, si es por
alcanzar convergencia o por haber llegado a la iteracién maxima especificada.
En el dltimo aparecen el nimero total de iteraciones y los valores @;; que seran
necesarios para calcular I,..

También hemos aplicado el algoritmo MCECM a los datos de la simulacién,
para lo cual se ha desarrollado el programa MCECMDG. Su estructura, de
nuevo es similar a la del programa ECMDG salvo que realiza alternativamente
una maximizacién (condicionada) y un paso E.

Finalmente, hemos implementado el cilculo de la matriz de varianzas-—
covarianzas asintética en el programa SECMDG. Este programa necesita
tres ficheros de entrada. El primero, ECMM.OUT contiene los coeficientes @;;
de la tltima iteracién, que fueron almacenados en el fichero ECMDG.ALJ. El
segundo, PARECM.OUT, contiene las estimaciones de maxima verosimilitud
que resultan de la aplicacién del algoritmo ECM, y que constituyen la ul-
tima fila de ECMDG.PAR. El tercero, DMECM.DAT, contiene los valores de
DMECM y eg calculado mediante el programa SECM que necesita los fiche-
ros de entrada: DGYM.DAT, que contiene los datos, el fichero ECMDG.PAR
que contiene todos los valores de las iteraciones, y ECMDG.ALJ que indica el
ntimero total de iteraciones realizadas. La salida de este programa nos pro-
porciona los valores r,(f ) que al estabilizarse dan los valores a introducir en el
fichero DMECM.DAT. Con estos ficheros, el programa SECMDGP calcula
la matriz I,., la matrix DM°M y la matriz DM ECM " que lee directamente,
calculando a partir de éstas la matriz de varianzas—covarianzas asintética, V.

4.4 Algunas simulaciones estudiadas

En esta seccién se describen algunos de los miltiples casos estudiados. Se
trata de mostrar con cada ejemplo algiin aspecto concreto en relacién con la
aplicacién de los métodos estudiados.

Realizamos una primera simulacién sin ningin dato omitido y con los si-
guientes parametros:
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) B ol ol
0.35 0.75 2.0 0.2

Los datos simulados aparecen en el apendice A.

Como el valor de ) se puede considerar “bajo” (recordemos que la influencia
de los valores del ruido n sobre el proceso X decae de forma exponencial)
trataremos el problema de estimar tan sélo los pardmetros 1™ = (A, B,02); de
hecho, intentamos inicialmente estimar los cuatro parametros conjuntamente
pero el valor de a?(p ) decrecia rapidamente a cero, por lo que nos centramos en
la estimacion de los otros tres parametros considerando que o? era conocido.

En primer lugar, se seleccionaron condiciones iniciales, ¢*(0), para comen-
zar el algoritmo EM. Para esto consideramos las observaciones y;; ordenadas
segiin el orden lexicografico. Realizamos un analisis de estos datos como si
fuesen una serie unidimensional,segin se expone a continuacion.

En el grafico de la funcién de autocorrelacién estimada observamos que las
tnicas correlaciones significativas son las correspondientes a los retardos 1 y
primeros miiltiplos de 15, éstos con decaimiento exponencial (ver figura 4.1).
Un analisis completo pone de manifiesto que la serie responde a una estructura
autorregresiva de orden 1 ordinaria y autorregresiva de orden 1 estacional con
estacionariedad de orden 15.

Obtuvimos que el pardmetro AR(1) ordinario es estimado con el valor
0.3366 y el parametro AR(1) estacional con el valor 0.7394. El analisis de
los residuos revela un comportamiento de acuerdo con la hipétesis de ruido
blanco (ver figura 4.2), con varianza estimada 2.63601 (hay que hacer notar
que esta varianza estd afectada al mismo tiempo por las varianzas de los ruidos
ny € por lo que es normal que sea sesgada positivamente con respecto a
los otros dos valores). Como puede observarse, esta forma de proceder para
la determinacién de los valores iniciales para los parametros parece bastante
apropiada, ya que en cierta medida los valores que proporciona se encontraran
relativamente cerca de los valores propios del campo aleatorio observado.

Aplicamos el programa EMDG a los datos simulados asumiendo el valor
0% = 0.2 fijo, obteniendo como estimaciones de los parametros las siguientes:

parametro | valor estimado
A 0.40
B 0.77
ol 2.08
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retardo

Figura 4.1: Funcién de autocorrelacién estimada de los datos y;;.

El alisamiento del campo aleatorio se puede observar en los graficos de la
columna que corresponde a la reconstruccién con el 100% de los datos obser-
vados (ver apéndice B). También se pueden observar que los errores para las
predicciones son practicamente iguales observandose que en los bordes se pro-
duce un incremento debido a que la informacién que proporciona la muestra
tomada alrededor de estos puntos es menos completa.

También se ha hizo una estimacién de los pardametros considerando un valor
de 02 = 0.7 obteniendo las siguientes estimaciones de los parametros:

parametro | valor estimado
A 0.45
B 0.80
0,2; 1.61

Aplicamos el programa EMDG a casos en que habia observaciones faltan-
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retardo

Figura 4.2: Funcién de autocorrelacién estimada de residuos.

tes. Para ello simulamos tres casos seleccionando aleatoriamente los nodos a
omitir con los mismos valores en los parametros que en el caso anterior y la
misma semilla para que los datos generados de X e Y (no omitidos) fueran los
mismos. En el primer caso omitimos 56 datos, es decir los datos observados
fueron practicamente el 75% de las observaciones. En el segundo eliminamos
112 datos, observando asi el 50%, y en el tercero eliminamos 169 datos. Las es-
timaciones de los pardmetros obtenidas en estos casos aparecen en la siguiente

tabla:

% de observaciones | A G ol
100% 0.40 0.77 2.08
75% 041 0.75 2.20
50% 049 0.74 2.12
25% 0.54 0.79 1.71

Los valores alisados para estas estimaciones aparecen en las tres columnas
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de graficos de reconstrucciones anteriormente mencionados del apéndice B.

Aplicando el programa ECMDG a los datos de la simulacién anterior,
con un 100% de las observaciones, obtuvimos que el algoritmo necesito, bajo
las condiciones de estabilidad | Q(¢* | ¥*®) — Q(v*® | ) |< 107¢ y
|+ — || < 1075, 12 iteraciones para estabilizarse, las mismas que el
algoritmo EM necesité (con 2 decimales de precisién para A y 3), obteniéndose
como estimaciones de los parametros

parametro | valor estimado
A 0.394637
B 0.769867
o} 2.080554

En los casos con observaciones omitidas obtuvimos

% de observaciones A I¢; o:
100% 0.394637 0.7698677 2.080554
75% 0.411221 0.7548162 2.191500
50% 0.505747 0.7917352 1.988802
25% 0.510674 0.7955521 1.735017

Para el caso del 100% de observaciones se obtuvo que la matriz de varianzas—
covarianzas de los estimadores asintotica era estimada por

0.0001749  0.0022761 —0.0029611

0.0049769  0.0001704 —0.0021692
—0.0007130 —0.0016445 0.0502434

la cual se puede considerar aproximadamente simétrica. Con el 50% de las
observaciones se obtuvo la matriz:

0.0012445  0.0020861 —0.0078834

0.0092586  0.0009376 —0.0114871
—0.0096494 —0.0012107 0.0959227

También aplicamos el programa MCECMDG a los datos de la simulacién
original, necesitando el algoritmo 12 iteraciones para estabilizarse con las mis-
mas condiciones de parada, obteniéndose como estimacion de los parametros
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parametro | valor estimado
A 0.394637
I¢] 0.769867
oy 2.080554

Como conocemos en la simulacién los valores de todos los datos z;; podemos
calcular la estimacién de méxima verosimilitud de los pardmetros, la cual nos
puede servir de apoyo para comparar los distintos métodos, aunque en este caso
todas las estimaciones proporcionadas son muy parecidas. Dichas estimaciones
aparecen en la siguiente tabla

parametro | valor estimado
A 0.367581
¢ 0.758684
ol 2.13211

Se realizé otra simulacién (los datos correspondientes aparecen también en
el apéndice A) para los siguientes valores de los parametros:

A B ar o

n

08 08 2.0 0.5

Las estimaciones usando los programas EMDGE y ECMDGE fueron

parametro EM ECM
A 0.81 0.815643
0.79 0.793610
ol 2.524174 2.484353
a? 0.197088 0.211348

Otra simulacién (véase apendice A) con las constantes m;; generadas alea-
toriamente de acuerdo con una distribucién uniforme (0,10) dio lugar a las

siguientes estimaciones:

parametro | valor generador EM ECM
A 0.3 0.32 0.326030
g 0.8 0.80 0.801569
ol 3.0 3.159516 3.142186
o 0.7 0.669541 0.755964
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aunque el valor de A es relativamente bajo, debido a la heterogeneidad de
los valores m;;, es posible obtener una ‘buena’ estimacion para los cuatro
parametros conjuntamente.

Hay que hacer notar, que en el estudio que hemos realizado, no hemos
estudiado en en ningiin caso la “bondad” de los datos, es decir, si éstos tienen
un comportamiento concordante con las hipétesis. De hecho, en un primer
estudio no muy detallado apreciamos que, por ejemplo, los datos de la pri-
mera simulacién no tenfan media cero sino que esta era algo superior a dicho
valor. Eliminamos esta media y obtuvimos las siguientes estimaciones usando

el programa EMDG:

parametro | valor estimado
A 0.38
B 0.75
ol 2.08

que se encuentran mas préximas a las estimaciones obtenidas por maxima
verosimilitud.

La extensién a modelos mas complejos no es muy complicada con algunas
salvedades. El paso E, comin a todos los algoritmos presentados, tendra su
estructura propia, dependiendo claramente del modelo que se intente ajus-
tar, asi por ejemplo, para el modelo AR(2)xAR(1) deberemos de calcular las
constantes AA, ..., AF,BA,...,BL. Una vez que se dispone de la funcién @,
sugerimos adaptar el algoritmo ECM o implementar un método para la bus-
queda del méximo de funciones multiparamétricas, ya que la evaluacién de la
funcién @ aumenta de forma exponencial a medida que aumenta el nimero de
parametros a estimar. Ademds, la adaptacién del algoritmo ECM solamente
consiste en introducir tantos pasos de maximizaciéon unidimensional como pa-
rametros nuevos aparezcan en la funcién Q.




Capitulo 5

Enfoques alternativos y problemas
abiertos

5.1 Algunos enfoques alternativos

En el capitulo anterior hemos considerado que el proceso espacial de interés
tenfa parametro discreto y era observado en nodos situados sobre una malla.
Sin embargo, hay en la prictica multitud de situaciones, por ejemplo cuando
se observan procesos continuos en localizaciones irregularmente distribuidas
en el espacio, en que los datos no responden a una disposicién tal que se le
pueda ajustar una malla. Una solucién posible a este problema podria ser, a
la vista de los datos, definir alguna malla de forma que las observaciones estén
localizadas satisfactoriamente “préximas” a algiin nodo (eventualmente, po-
dria interesar mallas no rectangulares). Ello requiere considerar el problema,
en absoluto trivial, de la aproximacién de procesos de pardmetro continuo me-
diante modelos de pardmetro discreto. Un enfoque alternativo natural a esta
posible solucién consiste en abordar el problema directamente, manteniendo
la definicién del proceso (por ejemplo, en términos de ecuaciones en derivadas
parciales estocésticas) y localizaciones de observacion originales, tratando de
aplicar alguna metodologia adecuada al caso. En el caso de procesos estaciona-
rios de segundo orden, el problema puede enfocarse convenientemente haciendo
uso de la relacién que liga la funcién de autocovarianzas y el espectro en térmi-
nos de la Transformada de Fourier (Teorema de Wiener-Khintchine) (ver por
ejemplo, los trabajos de Whittle (1954), Jones (1979), Vecchia (1988), etc.).

Una dificultad importante de esta aproximacién es que no siempre es facil o
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posible disponer de una expresién analitica para la funcién de autocovarianzas
(ver por ejemplo, Whittle (1954), Heine (1955), etc.), oteniendo como solucién
de la correspondiente integral sobre el espectro. Angulo et al. (1992,1994),
proponen hacer una aproximacién de dicha integral en términos de la transfor-
mada de Fourier discreta, lo que permite obtener una aproximacién numérica
de la solucién sin necesidad de disponer de su forma analitica. Alonso et
al. (1993) prueban que los estimadores de los parametros involucrados en el
modelo haciendo uso de esta approximacién convergen a los estimadores que
se obtendrian sin el uso de la misma. Los principales resultados sobre este
aspecto se exponen a continuaciéon

Sea z(x,y) un proceso espacial estacionario con estructura dada por la
ecuacién en derivadas parciales estocastica de segundo orden

0%z ‘. 9%z z, 0%z z,
a0 (9(:132 Y) + apy (9(y2 y) + 2&11-8—iayy—) — 2(z,y) = €(z, y) (5.1)

donde (:1: y) € R?, €(z,y) es un ruido blanco gausiano con media cero y va-
rianza o2, y los coeficientes ayg, ag2 ¥ @1; son constantes.

Las funciones de autocovarianza y autocorrelacion de z estan deﬁmdas
como

C(7s,7y) = El2(z,y), z(z',y')), T, =2 —, W=y -y
B Ol 7 Ty) _
R(Tz,Ty) = _CW, C(0,0) =

Se asume que la observacion de z en un punto genérico (z,y) conlleva al-
giin error de medida aditivo n(z,y) con estructura de ruido blanco gausiano

. . 2 * * * *\/
con media cero y varianza o7. Denotamos por z* = (27, 23, NOE . |
vector de observaciones asociado al conjunto de n localizaciones diferentes
(21,91), (T2, Y2)s - - -, (Tns Yn), donde cada componente representa

zi = 2k + M
con ZZ = Z*(xkayk)vzk = Z(:L'lﬂ yk) Y= n(mkayk). para k= 1327 R
Consideramos el problema de estimacién relativo a los parametros y coefi-
cientes que aparecen en el modelo (5.1), ag0, G0z, 11,02 y 02 (0, alternativa-
mente, reemplazando o? por o?).
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La funcién de verosimilitud asociada esta dada por la expresion

1 ]‘ *xl Yk— *
L(6) = Gy (O 2 exp{—iz 2%} (5.2)

donde 0 representa el vector de parametros 0 = (ag, ao2, @11, a2, 072,), y C* es
la matriz de varianzas-covarianzas de z”,

C*=C+ 0,2, i
donde C es la matriz de varianzas-covarianzas de z e I la matriz identidad de
orden n.

Asumimos, en principio, que los elementos de C* pueden calcularse cuando
conocemos los valores de los pardmetros, 6 (se ilustrara esta suposicion poste-
riormente). Consideramos el problema de estimacién maximo verosimil:

2 2
max L(as, oz, @115 06,0'7,)

Para obtener una solucién, algunas manipulaciones son de ayuda (ver Jones
(1989)). Primero calculamos -2InL,

2 2\ __ * *! yx—1 _*
I(ag0, @02, 011, 9¢,07) =1n | C | +27C" 2
(los términos constantes han sido eliminados); la funcién ahora deberd de ser
minimizada.
A continuacién, | puede reformularse con respecto a o? (implicitamente,
02), como sigue. Definimos D como
C* =a3D, D=R+sl

donde R es la matriz de correlacién de z para los puntos observados, y s =
o2/a2. | puede escribirse como

1
| =nlno? +1In| D ['*+ 52" D'z
g

¥4

Derivando [ con respecto a o? e igualando a cero, obtenemos

1
! ==
o= —2"D7'z"
n

Sustituyendo esta expresién en [ y eliminando los términos constantes,
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ll(a20, A2, Q11 3) = ln D +n ln Z*’D_lz*

Finalmente, el cilculo de I’ puede simplificarse mediante una descomposicién

de Cholesky de D,

D=0, U matriz triangular superior,

llegando a las expresiones
I'=nlnd a?+2) Inu;
i=1 =1

n
2_l 2
az_n a;,

=1

donde a; es la componente i-ésima del vector

a=(U)"'z".

De (5.1) y usando el teorema de Wiener-Khintchine, obtenemos la siguiente
representacién espectral para la funcién de covarianza de z,

052 ei(z\x‘rz+)\y Ty)

Clram)= [ [ cdA d),
e [azo,\g + ag2A2 + 2a11A: Ay + 1]

Usando la definicién de integral impropia y un cambio conveniente en las
variables, obtenemos la aproximacion

2

1 1/2 1/2 0_2 12M (weTz+wy Ty)
Crrlrarm) = —— / / e dw,dw,
AM? J-1/2 J-1)2 [azowﬁ + agwy + 20y wpwy + ﬁ]

La doble integral puede aproximarse mediante sumas de Riemann , y pode-
mos escribir finalmente la siguiente aproximacién numérica para C(7z, ) (ver

Angulo et al. (1992)):

1 Nz—1Ny—1 0_62 ei‘ZM(prz+wq‘ry)
5 dw, dw,

Cp(Te,Ty) = IMEN.N, 3,

s i 2 2 1
Y p=0 g¢=0 [amwp -+ a02wq + QGllwpwq + Mz

‘
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con w, = p/Ny —1/2y w, = /N, —1/2 (implicitamente, se esta considerando
una transformada de Fourier discreta). Por tanto, los elementos de la matriz
de correlacién R, que interviene en el cdlculo de I, pueden obtenerse mediante

la expresion

Nz—1Ny—1
R(mp,7,) = > Y, Wpyycos2M(wpTy + wyT. )]

p=0 q¢=0

donde
A

Wo = 3"

1 -2
Dy = [%owz + aosz + 2ay wpwq + W]

Nz—1 Ny—1

A= z ZAPQ’

p=0 ¢=0

con w, y w, definidas como antes.

A contmuacwn, probamos que la aproximacién numérica anteriormente
propuesta de las covarianzas de z es adecuada con respecto al problema de es-
timacién por méaxima verosimilitud, mostrando su comportamiento asintotico

en términos de convergencia puntual.
N representara ahora los tres valores (M, N, N,) conjuntamente, y por
'N — oo’ denotaremos la condicién conjunta ‘M — oo, N, & co y N, = oo

(en el orden apropiado).
Sabemos que dados 7, y T,

Cp(7e,7,) = C(74,7,), cuando N — oo.

Por tanto

Cp — C*, cuando N — oo,

donde C} = Cp + 021 y Cp es la matriz de covarianzas obtenida mediante la

aproximacion.
Debido a que C* es definida positiva, podemos afirmar que para cada z*

Lp(6,2z") = L(0,z*), cuando N — oo,

donde Lp es la funcién de verosimilitud L reemplazando C* por Ch.
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Sea §p una solucién al problema max Lp(0) y 0 una solucién al problema
max L(0). Por simplicidad, asumamos que 0p se busca de entre los elementos
de un conjunto finito G (por ejemplo, la interseccién de un hipercubo y una
malla regular); en realidad esta suposicién no es restrictiva, ya que computa-
cionalmente la precisién nos hace buscar los valores estimados en una malla
regular y podemos exigir que el conjunto sea tan grande como queramos para
asegurarnos de que los valores de la solucién estan contenidos en dicho con-

junto.
Para z* fijo, sea 0p(z*) una solucién del problema

max Lp(0,z").

(Esta solucién depende, obviamente, de la eleccién de N).
Sea S el conjunto de soluciones del problema

max L(0,z")
Teorema 5.1.3 (Alonso et al. (1993), p. 21)
Bajo las condiciones y notacion anteriores, se verifica que
d(éD(z*),S) — 0, cuando N — oo,
donde d(-,-) es la distancia euclidea en R™.

Demostracion.
Supongamos que la tesis del teorema no es cierta. Entonces, por la com-
pacidad de G, existe una funcién o : N = R? que define la sucesién

{oa(n)(z*)}neN’

con o(n) — 0o, cuando n — 0o, que converge a un punto 6, € G\S.
Por la definicién de 0,(,)(z") sabemos que

La(n)éa(n)(Z*)’Z* > Lo(ny(6o),

para cualquier 8y € S, (S # D).
El miembro de la desigualdad de la derecha converge a L(f), cuando n —
0. Sin embargo, el miembro de la izquierda lo hace a L(8,), cuando n — oo,
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debido a la convergencia uniforme de L,(,) sobre G (observar que L,(n) €s
continua y G es finito).
Por tanto, obtenemos que

L(61) = L(8o),

y esto implica que 0, € S al pertenecer 8, lo cual contradice la hipdtesis de

que 6, € G\S. u

5.2 Otros problemas abiertos

En esta dltima seccién de la memoria se mencionan algunos problemas no
abordados en la misma que se han planteado durante su realizacién y que son

actualmente objeto de nuestra investigacion.
Desde el punto de vista de la modelizacién tiene interés el problema de

reversibilidad del campo aleatorio. Si estamos interesados en estimar, por
ejemplo, un proceso AR(1)xAR(1) jinfluye de algiin modo la direccion en que
se disefie el campo?, es decir, json equivalentes los siguientes modelos?:

Xy = AX a5+ PXiga — MKy jor + My

Xij = M1, + BXijo1 — MXiprj-1 + 105

Xi; = MXio1; + BXi i1 — ABXi1jr + 105
Xij = Mgy + BXiji — ABXipa g1 + 7055

La respuesta es afirmativa, si bien los ruidos no son independientes entre siy
su estructura de covarianza viene dada por las expresiones siguientes:

Var(7;;) = Var(nj;) = Var(n]) = Var(nj™) = o

/\k(l—)\z)a,z, kz20,p=0

Cov(Dik,jps i) = — Ao} k=-1,p=0
0 en otro caso
BP(1 - *)o; k=0,p>0

Cov(ni—k,j—pv 77:}*) = _:80121 k= 0’p =-1
0 en otro caso
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)\",B” /\2 1—ﬂ2) k>0,p>0
—/\kﬂ /\2)0 k>0,p=-1
Cov(Mickj—ps i ) = —-AB7(1 ﬁ2) k=-1,p>0
en otro caso
ﬂp1‘52 k=0,p>0
Cov(nik,jmpr My ) = —ﬁa k=0,p=-1
en otro caso
"ﬂ” 1 - XN)(1 = B%)o; k<0,p>0
—/\"kﬂ — Aol k<0,p=-1
COV(U?-k,j—p, 17:]*) = _)\Bp = ﬁ2)0 k= lap Z 0
/\50 k=1p=-1
en otro caso
o} k>0,p=0
COV('If:k,j—pvﬂff*) = —/\0' k=-1,p=0
0 en otro caso

Otros problemas de especial importancia se citan a continuacion:

Disefio 6ptimo de una malla de ajuste a observaciones localizadas irre-
gularmente.

Estudio de modelos con estructura mas compleja (por ejemplo, ARMA
separables y no separables, modelos de regresion espacial, modelos no
estacionarios, etc.).

Extensién al caso en que la variable de interés sea multivariante.

Desarrollo de una metodologia para la elaboracién de modelos, que in-
cluya los aspectos de identificacién, estimacion y validacion (tipo Box-
Jenkins).

Estudio de modelos no gaussianos, modelos con variables discretas, mo-
delos con variables cualitativas, etc..

Estudio de aspectos relativos al problema de aproximacién de modelos
continuos mediante modelos discretos.
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Datos simulados de un campo espacial AR(1)xAR(1) con parametros
A =035 8 =075y o2 =2, datos Yj; de la ecuacién de observacion con
todos los m;; =1 y 0 = 0.2, datos de X alisados y errores esperados.

(i, Xz Y:: Xz Error est.
1 1| 3.565483 | 4.062298 | 3.788110 | 0.183585
2 1| 1.341963 | 1.918847 | 1.971350 | 0.181651
3 1| 2.322185 | 2.305162 | 2.151526 | 0.181646
4 11-1.347617 | -1.227081 | -1.048239 | 0.181646
5 11-2.701298 | -3.426069 | -3.240749 | 0.181646
6 1/-3.519091 | -3.701221 | -3.613933 | 0.181646
7 1/|-5.418998 | -4.918092 | -4.765337 | 0.181646
8 11-2.056990 | -1.903632 | -1.642877 | 0.181646
9 1| 2.376616 | 2.316155 | 2.147302 | 0.181646
10 1] 0.330162 | -0.563863 | -0.553964 | 0.181646
11 1 |-4.606561 | -3.751174 | -3.605839 | 0.181646
12 1| 0.978110 | 0.691155 | 0.724647 | 0.181646
13 11]-0.118302 | 0.271384 | 0.079180 | 0.181646
14 1 |-1.212180 | -1.721247 | -1.602261 | 0.181651
15 1| 0.500941 | 0.531147 | 0.587911 | 0.183585
1 2| 1.106009 | 0.535414 | 0.746855 | 0.175757
2 2| 1.582366 | 1.324249 | 1.379038 | 0.173220
3 2| 2.384358 | 1.923487 | 1.770206 | 0.173208
4 2| 1.457827 | 2.011415 | 2.033755 | 0.173208
5 2| 0.389788 | 0.890241 | 0.627125 | 0.173208
6 21|-0.585789 | -0.261146 | -0.316913 | 0.173208
7 21-0.380235 | -1.195831 | -1.277755 | 0.173208
8 2| 2.650302 | 2.892981 | 2.578045 | 0.173208
9 2| 2.328302 | 2.638155 | 2.743985 | 0.173208
2| 0.870360 | 0.063864 | 0.136081 [ 0.173208

2 |-2.310778 | -2.557553 | -2.491177 | 0.173208

2| 1.946970 | 1.606965 | 1.538189 | 0.173208
21-1.160373 | -1.816912 | -1.487335 | 0.173208

2 1-0.625260 | -0.721370 | -0.804731 | 0.173220

2| 2.424585 | 2.023899 | 2.040035 | 0.175757

1 3| 0.254407 | 0.928657 | 1.005478 | 0.175717
2 3| 1.462085 | 2.024453 | 1.869127 | 0.173159
3 3|-0.886270 | -1.007741 | -0.722358 | 0.173147
4 3| 1.974845 | 3.280179 | 2.964023 | 0.173147
5 3]-0.739446 | -0.682381 | -0.627991 | 0.173147
6 3|-0.953320 | -0.914847 | -0.854642 | 0.173147
7 3|-2.035827 | -1.877644 | -1.887997 | 0.173147
8 3| 1.961053 | 1.892569 | 1.923950 | 0.173147
9 3| 3.484118 | 3.474646 | 3.513544 | 0.173147
10 3| 2.604234 | 2.438938 | 2.271719 | 0.173147
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(i) Xi; Y:: X Error est.
11 3| 0.230612 | 0.084809 0.196561 | 0.173147
12 3| 3.303419 | 3.950325 3.839985 | 0.173147
13 3| 1.035067 | 1.579562 1.429635 | 0.173147
14 3| 0.399183 | 0.731504 0.733885 | 0.173159
15 3| 4.460101 | 4.205260 4.168635 | 0.175717

1 4| 1.721876 | 2.002561 2.009926 | 0.175716

92 4| 1.742069 | 1.735557 1.587633 | 0.173158

3 4 |-1.712305 | -1.522678 | -1.310791 0.173147

4 4| 1.135263 | 0.880484 | 1.035333 0.173147

5 4 |-1.765706 | -2.122092 -2.094833 | 0.173147

6 4 |-0.858743 | -0.530987 | -0.712411 0.173147

7 4 |-1.597033 | -2.488470 -2.348437 | 0.173147

8 4| 1.422393 | 1.842382 1.823248 | 0.173147

9 4| 4.818954 | 4.404212 4.407749 | 0.173147
10 4| 2.257835 | 2.471390 | 2.491299 0.173147
11 4| 2.513007 | 2.791934 | 2.647126 0.173147
12 4| 3.991704 | 4.082114 | 3.980403 0.173147
13 4| 2.124664 | 1.293349 | 1.385177 0.173147
14 4| 0.856867 | 0.925426 0.933478 | 0.173158
15 4| 5.141075 | 5.768033 | 5.533577 0.175716

1 5| 2.715800 | 3.034631 | 3.013950 0.175716

2 5| 0.477245| 0.657958 | 0.820466 0.173158

3 5| 1.540116 | 1.596497 | 1.415219 0.173147

4 5| 2.683376 | 2.494611 | 2.496766 0.173147

5 5 |-2.591738 | -2.673920 | -2.709411 0.173147

6 5 |-2.885299 | -2.049821 | -1.968859 0.173147

7 5 |-1.685347 | -1.874237 | -1.759651 0.173147

8 5| 1.762811 | 1.969213 | 1.983631 0.173147

9 5| 5.469728 | 5.481871 | 5.433663 | 0. 173147
10 5| 2.498080 | 2.215176 | 2.130636 0.173147
11 5| 2.833613 | 2.720313 | 2.599917 0.173147
12 5| 2.048597 | 2.009767 | 2.260383 0.173147
13 5| 0.848944 | 1.551943 | 1.358802 0.173147
14 5 |-0.099130 | -0.118233 | 0.009404 0.173158
15 5| 3.136872 | 3.621545 | 3.639475 0.175716

1 6| 4.450724 | 4.528616 | 4.479051 0.175716

9 6| 1.734696 | 1.512254 | 1.442451 0.173158

3 6| 2.468628 | 2.470373 | 2.366727 | O. 173147

4 6| 3.292462 | 3.676251 | 3.485033 0.173147

5 6 |-3.793015 | -3.855184 | -3.580734 0.173147

6 6 |-2.125749 | -1.637413 | -1.723214 0.173147

7 6| 1.110032 | 0.858100 | 0.795642 0.173147

8 6| 2.730643 | 2.710800 | 2.830417 0.173147

9 6| 5.246077 | 6.090190 [ 5.854375 0.173147
10 6| 0.067565 | -0.025937 | 0.155033 0.173147
11 6| 1.409668 | 1.524446 | 1.454258 0.173147
12 6| 2.870877 | 2.921055 | 2.815499 0.173147
13 6| 0.509718 | 0.278465 | 0.394909 0.173147
14 6| 0.914901 | 0.596927 | 0.492941 0.173158
15 6 | 3.659658 | 2.978502 | 2.800166 0.175716
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(i) X Y:: X Error est.
1 7| 4.663325| 4.718497 | 4.639820 | 0.175716
2 7| 0.866255 | -0.434114 | -0.194314 0.173158
3 7| 1.408271| 0.543806 | 0.610204 0.173147
4 7| 2.431037 | 2.372699 | 2.242631 0.173147
5 7|-3.218578 | -2.546162 | -2.539237 0.173147
6 7 1|-2.053076 | -2.391321 | -2.124894 0.173147
7 71 2.136788 | 2.692481 | 2.607672 0.173147
8 7| 4.202834 | 4.399781 | 4.193876 0.173147
9 7| 4.527806 | 4.565724 | 4.373945 0.173147

10 7 |-0.936523 | -0.908308 | -0.855764 0.173147
11 7 |-1.691724 | -0.792226 | -0.626841 0.173147
12 7| 1.939228 | 2.098638 | 1.975394 | 0. 173147
13 7 |-0.249195 | -0.673773 | -0.552258 0.173147
14 7 |-0.180645 | -1.319004 | -1.359852 0.173158
15 7 |-1.578310 | -1.320057 | -1.201563 0.175716

1 8| 4.950517 | 5.454179 | 5.467435 0.175716
9 8| 1.735909 | 1.810559 | 1.680239 0.173158
3 8| 0.680859 | 0.646223 | 0.678492 0.173147
4 8| 0.945482 | 0.445278 | 0.559823 0.173147
5 81-0.412311 | -0.791964 | -0.790746 0.173147
6 8| 0.180950 | 0.298041 | 0.244460 0.173147
7 8| 2.842166 | 3.508742 | 3.187854 0.173147
8 8| 1.602747 | 1.496752 | 1.697892 | 0.173147
9 81-0.506876 | -0.529515 | -0.475970 0.173147

10 8 |-2.480257 | -2.101993 | -1.950369 0.173147
11 81-1.391746 | -0.784978 | -0.926305 | 0.173147
12 8| 1.139510 | 0.829767 | 1.007753 0.173147
13 81-0.246591 | 0.199374 | 0.032599 0.173147
14 8 -3.044809 | -2.886991 | -2.589677 | 0.173158
15 8 1-3.260604 | -3.597554 | -3.400139 0.175716

1 9| 6.517829 | 6.364485 | 6.223813 0.175716
9 9| 1.643466 | 2.069445 | 2.105862 | 0.173 158
3 9| 1.097950 | 1.102451 | 1.100431 | 0.173147
4 9| 0297153 | 0.238127 | 0.281527 | 0.173147
5 9| 1.252403 | 0.729741 | 0.693317 0.173147
6 9| 1.382467 | 0.925288 | 0.614152 0.173147
7 9| 0.682674 | -0.187760 | 0.157154 0.173147
8 9| 0.702638 | 1.036975 | 1.054689 0.173147
9 91-2.911324 | -3.360218 | -3.280080 0.173147

10 9 |-0.424517 | -0.679706 | -0.693967 0.173147
11  9|-1.461571 | -1.437489 | -1.276989 0.173147
12 9| 2.766040 | 2.645324 | 2.428526 0.173147
13 9| 0.919472 | 1.377511 | 1.327883 0.173147
14 9| 1.161062 | 1.496240 | 1.363939 0.173158
15 9 |-1.474076 | -1.076483 | -1.023549 0.175716

1 10| 5.066681 | 5.279040 | 5.379075 0.175716
9 10| 2.398480 | 2.455003 | 2.350488 0.173158
3 10| 1.112467 | 1.646784 | 1.453580 0.173147
4 10 |-0.733140 | -0.129530 | -0.002318 | 0.173147
5 10| 0.923742 | 0.969117 | 0.832947 0.173147
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(iJ) Xz Y; X;: Error est.
6 10 |-2.301466 | -2.119271 | -1.757141 | 0.173147
7 10| 0.540056 | 1.038783 | 0.955411 | 0.173147
8 10| 2.336503 | 3.037832 | 2.702800 | 0.173147
9 10 | -4.059434 | -4.560586 | -4.290662 | 0.173147

10 10| 1.747618 | 1.671799 | 1.446877 | 0.173147
11 10 | -0.520071 | -0.579491 | -0.549998 | 0.173147
12 10| 1.439323 | 1.053161 | 1.048650 | 0.173147
13 10 | -0.047000 | 0.240555 | 0.257762 | 0.173147
14 10| 3.153268 | 3.021048 | 2.928883 | 0.173158
15 10| 1.801906 | 1.248829 [ 1.004144 | 0.175716

1 11| 5.200778 | 5.572349 | 5.464753 | 0.175716
2 11| 0.700298 | 0.730090 | 0.783691 | 0.173158
3 11 |-1.752462 | -1.045512 | -0.849491 | 0.173147
4 11|-0.113598 | 0.159780 | 0.212409 | 0.173147
5 11| 1.073313 | 1.055686 | 0.940259 | 0.173147
6 11 |-0.810886 | -0.492874 | -0.413373 | 0.173147
7 11| 0.774427 | 0.745980 | 0.814803 | 0.173147
8 11| 0.667794 | 0.401388 | 0.600608 | 0.173147
9 11 |-4.256761 | -4.757324 | -4.702361 | 0.173147

10 11| 1.188914 | 1.040265 | 1.107832 | 0.173147
11 11 | -0.446754 | -0.623123 | -0.645821 | 0.173147
12 11 | -0.335805 | -1.045615 | -0.951531 | 0.173147
13 11 | -1.896477 | -2.125102 | -1.865239 | 0.173147
14 11| 2.228810 | 1.847806 | 1.702144 | 0.173158
15 11 |-0.861164 | -1.617185 | -1.398470 | 0.175716

1 12| 5.354785 | 5.210977 | 5.076009 | 0.175716
2 12| 0.525775| 0.672325| 0.776251 | 0.173158
3 12| 0.115824 | 0.039552 | 0.196525 | 0.173147
4 12| 1.771480 | 2.441880 | 2.204293 | 0.173147
5 12| 1.081651 | 0.936434 | 1.040533 | 0.173147
6 12| 2.498181 | 3.006305 | 2.826046 | 0.173147
7 12| 3.261475| 3.802892 | 3.699306 | 0.173147
8 12| 2.201032 | 3.144071 | 2.904099 | 0.173147
9 12 |-2.733236 | -2.374834 | -2.470867 | 0.173147

10 12| 2.954685 | 3.388874 | 3.228217 | 0.173147
11 12| 0.236108 | 0.893256 | 0.879749 [ 0.173147
12 12| 0.384083 | 0.083742 | 0.196096 | 0.173147
13 12| 0.204221 | 0.546608 | 0.361822 [ 0.173147
14 12| 1.777615 | 1.597079 | 1.598518 | 0.173158
15 12 | -0.693838 | -0.623532 | -0.543026 | 0.175716

1 13| 4.044871 | 3.635299 | 3.693018 | 0.175717
2 13| 2.860570 | 2.053560 | 2.018352 | 0.173159
3 13| 2.478425 | 2.684627 | 2.561723 | 0.173147
4 13| 2.128292 | 1.640840 | 1.641819 | 0.173147
5 13 | -0.226666 | -0.209300 | 0.075679 | 0.173147
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(i,J) X Y X;; Error est.
6 13| 2.278092 | 2.397945 | 2.157062 0.173147
7 13| 2.166856 | 2.026551 | 2.158851 0.173147
8 13 |-0.902468 | -0.661992 | -0.564902 | 0.173147
9 13 |-5.633426 | -5.203928 | -4.952505 | 0.173147

10 13| 1.880781 | 1.686412 | 1.606602 | 0.173147
11 13| 0.399469 | 1.060540 | 0.934524 | 0.173147
12 13| 0.770136 | 1.370116 | 1.336095 | 0.173147
13 13| 0.594662 | 0.359955 | 0.293117 | 0.173147
14 13| 0.707030 | 0.964431 | 1.130464 | 0.173159
15 13| 1.037011 | 1.268357 | 1.171869 ( 0.175717

1 14| 2.709518 | 3.038597 | 3.040798 | 0.175757
2 14| 2.163806 | 2.557711 | 2.644371 | 0.173220
3 14| 3.933929 | 3.837133 | 3.624959 | 0.173208
4 14| 1.047408 | 1.839649 | 1.807417 | 0.173208
5 14 | 1.880644 | 2.327353 | 2.345250 | 0.173208
6 14| 0.338981 | 0.619696 | 0.770894 | 0.173208
7 14 | 3.702429 | 3.171865 | 3.154970 | 0.173208
8 14 |-0.950579 | -0.661404 | -0.745015 | 0.173208
9 14 | -4.027186 | -3.783536 | -3.788032 | 0.173208

10 14 | -0.210480 | -0.297191 | -0.154588 | 0.173208
11 14 | -0.393181 | -1.119339 | -0.965028 | 0.173208
12 14| 1.156109 | 1.422708 | 1.215719 | 0.173208
13 14 | -0.853163 | -0.643251 | -0.510388 | 0.173208
14 14| 1.771989 | 2.209265 | 2.157937 | 0.173220
15 14| 2.751313 | 2.429512 | 2.232267 | 0.175757

1 15| 2.849064 | 2.613831 | 2.640832 | 0.183589
2 15| 4.349098 | 3.664304 | 3.486165 | 0.181651
3 15| 2.273647 | 1.951333 | 2.068983 | 0.181646
4 15| 1.311287 | 0.743600 | 0.903642 | 0.181646
5 15| 4.966369 | 5.642505 | 5.270374 | 0.181646
6 15| 1.530654 | 1.339646 | 1.461264 | 0.181646
7 15| 4.542632 | 4.895004 | 4.640556 | 0.181646
8 15 |-1.694414 | -1.868427 | -1.639006 | 0.181646
9 15 |-1.921006 | -2.174508 | -2.257422 | 0.1831646

10 15| 0.506533 | 0.770858 | 0.704469 | 0.181646
11 15| -0.653809 | -0.722584 | -0.738990 | 0.181646
12 15 | -1.218652 | -0.422465 | -0.301761 | 0.181646
13 15| -1.411769 | -0.859022 | -0.851151 | 0.181646
14 15| 1.314279 | 1.865621 | 1.775317 | 0.181651
15 15| 0.047197 | 0.006456 | 0.160770 | 0.183585
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Datos simulados de un campo espacial AR(1)xAR(1) con parametros
A= 0.35 8 = 0.75 y o2 = 2, datos Yj; de la ecuacién de observaciéon con
todos los m;; =1y o2 = 0.2, datos de X alisados y errores esperados con un

75% de los datos observados.

(i, X b Xz Error est.
1 1| 3.565483 | 4.062298 | 3.801656 | 0.184411
9 11| 1.341963 | 1.918847 | 1.970841 0.182445
3 1| 2.322185| 2.305162 2.159412 | 0.182444
4 1|-1.347617 | -1.227081 | -1.006249 0.184127
5 1]-2.701298 -1.460068 | 2.079375
6 11-3.519091 |-3.701221 | -3.569372 | 0.184157
7 11-5.418998 | -4.918092 | -4.769477 | 0.182455
8 11-2.056990 | -1.903632 | -1.659719 | 0.182441
9 1| 2.376616 | 2.316155 | 2.146751 0.182443
1| 0.330162 | -0.563863 | -0.561603 | 0.182907
1| -4.606561 | -3.751174 | -3.577731 0.188697
1| 0.978110 0.940067 | 2.136987
11-0.118302 | 0.271384 | 0.131699 | 0.185930
11-1.212180 -0.401398 | 2.079032
1| 0.500941 | 0.531147 | 0.616971 0.186151
21 1.106009 | 0.535414 | 0.730923 0.177320
91 1.582366 | 1.324249 | 1.372721 | 0.174750
9| 2.384358 | 1.923487 | 1.781174 | 0.174763
9| 1.457827 | 2.011415 | 1.999734 | 0.175364
2| 0.389788 | 0.890241 | 0.770039 | 0.183055
2 | -0.585789 | -0.261146 | -0.360343 | 0.181891
2 | -0.380235 | -1.195831 | -1.261054 | 0.175252
21 2650302 | 2.892981 | 2.596079 | 0.174763
2| 2.328302 | 2.638155 | 2.738412 0.174740
51 0.870360 | 0.063864 | 0.150047 | 0.177017
2 1-2.310778 -2.166400 | 1.425486
91 1.946970 | 1.606965 | 1.567683 | 0.183559
91-1.160373 | -1.816912 | -1.532971 | 0.176053
2 1 -0.625260 | -0.721370 | -0.719542 0.182443
2| 2.424585 | 2.023899 | 2.005998 0.177985
3| 0254407 | 0.928657 | 0.989126 | 0.181900
2 3| 1.462085 | 2.024453 | 1.864812 | 0.175708
3 3]-0.886270 | -1.007741 | -0.670764 | 0.181055
4 3| 1.974845| 3.280179 | 2.957314 | 0.175215
5 3 |-0.739446 | -0.682381 | -0.606327 | 0.176948
6 31-0.953320 -1.123433 | 1.763223
7 31-2.035827 | -1.877644 | -1.869095 | 0.177432
8 3| 1.961053 | 1.892569 | 1.915356 | 0.181056
9 3| 3.484118 | 3.474646 | 3.511648 | 0.175214
10 3| 2.604234 | 2.438938 | 2.307230 | 0.175613
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(i,d) X Yii X;; Error est.
11 3| 0.230612| 0.084809 | 0.110274 0.186557
12 3| 3.303419 | 3.950325 | 3.872642 0.175691
13 3| 1.035067 | 1.579562 | 1.440764 | O. 174704
14 3| 0.399183 | 0.731504 | 0.775636 0.175163
15 3| 4.460101 | 4.205260 | 4.067649 0.181739

1 4| 1.721876 1.887445 | 1.602539

9 4| 1.742069 | 1.735557 | 1.709026 | 0.183395

3 41-1.712308 -0.313202 | 1.751707

4 4| 1.135263| 0.880484 | 1.071760 | 0.177371

5 4 |-1.765706 | -2.122092 | -2.149376 0.181033

6 4 |-0.858743 -1.942541 | 1.791188

7 4 |-1.597033 | -2.488470 | -2.409613 0.179310

8 4| 1.422393 1.686926 | 1.751161

9 4| 4.818954 | 4.404212 | 4.372800 0.181416
10 4| 2.257835| 2.471390 | 2.456892 | 0.177348
11 4| 2.513007 1.045876 | 1.753318
12 4| 3.991704 | 4.082114 | 3.942101 0.176894
13 4| 2.124664 | 1.293349 | 1.375751 | 0.174691
14 4| 0.856867 | 0.925426 | 0.860074 | 0.177259
15 4| 5.141075 3.844748 | 1.559730

1 5| 2.715800 | 3.034631 | 2.976066 | 0.189377

2 51 0.477245 1.776182 | 1.628228

3 5| 1.540116 1.163908 | 1.922403

4 5| 2.683376 | 2.494611 | 2.458978 | 0.179623

5 51-2.591738 -2.790942 | 1.413456

6 5 |-2.885299 | -2.049821 | -2.052145 | 0.182396

7 5 |-1.685347 | -1.874237 | -1.748940 | 0.177797

8 5| 1.762811 1.900635 | 1.907127

9 5| 5.469728 5.055519 | 1.533286
10 5| 2.498080 | 2.215176 | 2.087032 | 0.179516
11 5| 2.833613 1.066724 | 1.751567
12 5| 2.048597 | 2.009767 | 2.209864 | 0. 176893
13 5| 0.848944 | 1.551943 | 1.367724 0.174692
14 5 |-0.099130 | -0.118233 | 0.033856 | 0.175147
15 5| 3.136872 | 3.621545 | 3.539500 | 0.181749

1 6| 4.450724 3.246128 | 2.259309

9 6| 1.734696 | 1.512254 | 1.485311 | 0.181975

3 6| 2.468628 | 2.470373 | 2.362845 | 0.186322

4 6| 3.292462 | 3.676251 | 3.488295 | 0.176048

5 6 |-3.793015 | -3.855184 | -3.618503 [ 0.180322

6 6 |-2.125749 | -1.637413 | -1.637228 | 0.182292

7 6| 1.110032 | 0.858100 | 0.784145 | 0.175846

8 6| 2.730643 | 2.710800 | 2.844080 | 0.181483

9 6| 5.246077 | 6.090190 | 5.769159 0.184799
10 6| 0.067565 | -0.025937 | 0.207560 | 0.176026
11 6| 1.409668 | 1.524446 | 1.355190 0.181088
12 6| 2.870877 | 2.921055 | 2.854501 0.175203
13 6| 0.509718 | 0.278465 | 0.382937 | 0.175179
14 6| 0.914901 | 0.596927 | 0.501310 | 0.179629
15 6| 3.659658 | 2.978502 | 2.854905 | 0.181750
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Fco. Javier Alonso.

A~

(i,j) Xi; ¥ Xis Error est.

1 7] 4.663325 3.157491 | 2.790703
2 71 0.866255 | -0.434114 | -0.216443 | 0.179594
3 7| 1408271 0.979605 | 1.384228
4 7| 2.431037 | 2.372699 | 2.272468 | 0.176920
5 7 -3.218578 | -2.546162 | -2.468462 | 0.176948
6 71-2.053076 -0.797632 | 1.919883
7 7| 2.136788 | 2.692481 | 2.695447 | 0.176931
8 7| 4.202834 | 4.399781 | 4.151740 | 0.176935
9 7| 4.527806 3.244621 | 1.383857
10 7 |-0.936523 | -0.908308 | -0.891271 | 0.177289
11  7]-1.691724 | -0.792226 | -0.703830 | 0.179537
12 7| 1.939228 | 2.098638 | 2.019542 | 0.175462
13 71-0.249195 | -0.673773 | -0.621448 | 0.181264
14 7]-0.180645 -1.156570 | 1.589721
15 7]-1.578310 -0.293335 | 1.764645
1 8| 4.950517 4.814543 | 2.185200
2 8| 1.735909 | 1.810559 | 1.679778 | 0.178119
3 8| 0.680859 [ 0.646223 | 0.709666 | 0.184783
4 8| 0.945482 | 0.445278 | 0.569243 | 0.176056
5 81]-0.412311 | -0.791964 | -0.897866 | 0.182747
6 8| 0.180950 -0.343470 | 2.433622
7 8| 2.842166 | 3.508742 | 3.296369 | 0.181434
8 8| 1.602747 | 1.496752 | 1.644983 | 0.176056
9 8-0.506876 | -0.529515 | -0.453132 | 0.186375
10 8 |-2.480257 | -2.101993 | -2.016834 | 0.177872
11 8 |-1.391746 -1.852003 | 1.380795
12 8| 1.139510 | 0.829767 | 0.904811 | 0.179261
13 8]-0.246591 -1.093772 | 1.408129
14 8 |-3.044809 | -2.886991 | -2.671453 | 0.181045
15 8 -3.260604 | -3.597554 | -3.367876 | 0.181742
1 9| 6.517829 | 6.364485 | 6.202243 | 0.184281
2 9| 1.643466 | 2.069445 | 2.080457 | 0.181813
3 9| 1.097950 1.188892 | 1.405206
4 91 0.297153 | 0.238127 | 0.245027 | 0.179626
5 9| 1.252403 -0.733684 | 1.943520
6 9| 1.382467 -1.254268 | 2.271229
7 9] 0.682674 1.696323 | 1.556066
8 9| 0.702638 | 1.036975 | 1.156751 | 0.179640
9 91-2.911324 -1.656117 | 1.766140
10 9 |-0.424517 | -0.679706 | -0.709505 | 0.181990
11 9 (-1.461571 | -1.437489 | -1.323666 | 0.180041
12 9| 2.766040 | 2.645324 | 2.480638 | 0.175438
13 9| 0.919472 | 1.377511 | 1.277641 | 0.180053
14 9| 1.161062 | 1.496240 | 1.337444 | 0.180113
15 9 (-1.474076 | -1.076483 | -0.997884 | 0.177727
1 10| 5.066681 [ 5.279040 | 5.337941 [ 0.179658
2 10| 2.398480 1.705919 | 1.403913
3 10| 1.112467 | 1.646784 | 1.439520 | 0.181027
4 10 |-0.733140 | -0.129530 | -0.043725 | 0.177464
5 10 | 0.923742 -0.506997 | 1.811692




112

APENDICE A. DATOS SIMULADOS

~

(i) Xz Y;; X Error est.
6 10 |-2.301466 | -2.119271 | -1.932362 | 0.187894
7 10| 0.540056 | 1.038783 | 1.074758 | 0.180618
8 10| 2.336503 | 3.037832 | 2.812663 | 0.181748
9 10 |-4.059434 -2.285487 | 1.960938

10 10| 1.747618 0.518380 | 1.566308
11 10 | -0.520071 | -0.579491 | -0.608982 | 0.181378
12 10| 1.439323 | 1.053161 | 1.056267 | 0.175160
13 10 | -0.047000 | 0.240555 | 0.214458 | 0.176987
14 10| 3.153268 2.149288 | 1.407982
15 10| 1.801906 | 1.248829 | 1.085440 | 0.183304

1 11| 5.200778 | 5.572349 | 5.480388 | 0.177685
2 11| 0.700298 | 0.730090 [ 0.736681 | 0.179654
3 11 |-1.752462 | -1.045512 | -0.851144 | 0.175131
4 111-0.113598 | 0.159780 | 0.234295| 0.175256
5 11| 1.073313 | 1.055686 | 0.893911 | 0.182450
6 11 |-0.810886 0.123851 | 1.418328
7 11| 0.774427 | 0.745980 | 0.887898 | 0.179370
8 11| 0.667794 1.503824 | 1.417317
9 11 |-4.256761 | -4.757324 | -4.508747 | 0.182362

10 11| 1.188914 | 1.040265 | 0.990194 | 0.181203
11 11 | -0.446754 -0.818757 | 1.436080
12 11 |-0.335805 | -1.045615 | -0.914884 | 0.181186
13 11 | -1.896477 | -2.125102 | -1.876834 | 0.175480
14 11| 2.228810 | 1.847806 | 1.728713 | 0.181268
15 11 |-0.861164 0.283726 | 1.590359

1 12| 5.354785 | 5.210977 | 5.107004 | 0.181740
2 12| 0.525775| 0.672325 | 0.747012 | 0.179544
3 12| 0.115824 | 0.039552 | 0.139898 | 0.179503
4 12| 1.771480 | 2.441880 | 2.211239 | 0.175568
5 12| 1.081651 | 0.936434 | 1.135337 | 0.179995
6 12| 2.498181 | 3.006305 | 2.783362 | 0.185004
7 12| 3.261475| 3.802892 | 3.698408 | 0.175967
8 12| 2.201032 | 3.144071 | 2.978531 | 0.179689
9 12 |-2.733236 | -2.374834 | -2.457762 | 0.175127

10 12 | 2.954685 | 3.388874 | 3.240528 | 0.175735
11 12| 0.236108 | 0.893256 | 0.876647 | 0.187190
12 12| 0.384083 0.964009 | 1.440594
13 12| 0.204221 | 0.546608 | 0.410842 | 0.177039
14 12| 1.777615 | 1.597079 | 1.564715 | 0.175191
15 12| -0.693838 | -0.623532 | -0.448211 | 0.181857

1 13| 4.044871 3.919949 | 1.790946
2 13| 2.860570 1.516962 | 1.760462
3 13| 2.478425 1.696530 | 1.559960
4 13| 2.128292 | 1.640840 | 1.663069 | 0.179908
5 13 ]-0.226666 1.450251 | 1.535946
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Fco. Javier Alonso.

(i) Xij Yi; Xij Error est.
6 13| 2.278092 1.207635 | 1.568460
7 13| 2.166856 | 2.026551 | 2.087604 | 0.181391
8 13|-0.902468 | -0.661992 | -0.567644 | 0.175126
9 13 |-5.633426 | -5.203928 | -4.971120 | 0.174739

10 13| 1.880781 | 1.686412 | 1.576622 | 0.177020
11 13| 0.399469 0.391086 | 1.798171
12 13| 0.770136 | 1.370116 | 1.279993 | 0.186128
13 13| 0.594662 | 0.359955 | 0.305130 | 0.175635
14 13| 0.707030 | 0.964431 | 1.115457 | 0.174708
15 13| 1.037011 | 1.268357 | 1.183866 | 0.177288
1 14| 2.709518 | 3.038597 | 3.097478 | 0.182504
2 14| 2.163806 | 2.557711 | 2.505817 | 0.187791
3 14| 3.933929 | 3.837133 | 3.620131 | 0.180251
4 14| 1.047408 | 1.839649 | 1.803708 | 0.175616
5 14 | 1.880644 | 2.327353 | 2.432729 | 0.180295
6 14| 0.338981 | 0.619696 | 0.739911 | 0.188385
7 14| 3.702429 2.974070 | 1.454583
8 14 |-0.950579 | -0.661404 | -0.733689 | 0.177753
9 14 |-4.027186 | -3.783536 | -3.832789 | 0.182438
10 14 | -0.210480 | -0.297191 | -0.128779 | 0.177918
11 14 | -0.393181 -0.692320 | 1.929789
12 14 | 1.156109 0.079399 | 1.586454
13 14 | -0.853163 | -0.643251 | -0.544936 | 0.183712
14 14| 1.771989 | 2.209265 | 2.150796 | 0.175421
15 14 | 2.751313 | 2.429512 | 2.245770 | 0.177305

1 15| 2.849064 | 2.613831 | 2.584211 | 0.186164
2 15| 4.349098 1.721394 | 2.083060
3 15| 2.273647 | 1.951333 | 2.003939 | 0.184150
4 15| 1.311287 | 0.743600 | 0.896243 | 0.182464
5 15| 4.966369 | 5.642505 | 5.331001 | 0.184220
6 15| 1.530654 2.642662 | 2.145551
7 15| 4.542632 | 4.895004 | 4.672087 | 0.188803
8 15 (-1.694414 | -1.868427 | -1.663661 | 0.184627
9 15| -1.921006 -2.993593 | 2.078781

10 15| 0.506533 | 0.770858 | 0.677770 | 0.184848
11 15| -0.653809 | -0.722584 | -0.691963 | 0.189602
12 15 |-1.218652 | -0.422465 | -0.385228 | 0.188873
13 15| -1.411769 -0.503934 | 2.145651
14 15| 1.314279 | 1.865621 | 1.786557 | 0.184209
15 15| 0.047197 | 0.006456 | 0.152183 | 0.184414
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APENDICE A. DATOS SIMULADOS

Datos simulados de un campo espacial AR(1)xAR(1) con parametros
A =035 8 =07y o2 =2, datos Y; de la ecuacién de observacion con
todos los m;; = 1 y 0 = 0.2, datos de X alisados y errores esperados con un

50% de los datos observados.

(i, X;; Y X Error est.
1 1| 3.565483 | 4.062298 | 3.805735 | 0.185132
2 11| 1.341963 | 1.918847 | 1.918189 | 0.189783
3 1| 2.322185 0.811252 | 2.055992
4 1|-1.347617 | -1.227081 | -1.127480 | 0.183815
5 1|-2.701298 | -3.426069 | -3.208048 | 0.184089
6 11]-3.519091 -2.324967 | 3.308813
7 11-5.418998 -2.208763 | 4.073344
8 11|-2.056990 | -1.903632 | -1.745826 | 0.188904
9 1| 2.376616 | 2.316155 | 2.164622 [ 0.186869
10 1| 0.330162 | -0.563863 | -0.566008 | 0.182747
11 1 |-4.606561 | -3.751174 | -3.585409 | 0.188158
12 1| 0.978110 0.276319 | 2.111964
13 1]-0.118302 | 0.271384 | 0.212465 | 0.188607
14 1 |-1.212180 | -1.721247 | -1.622739 | 0.189956
15 1| 0.500941 | 0.531147 | 0.513313 | 0.191253
1 2| 1.106009 | 0.535414 | 0.761324 | 0.185558
2 2| 1.582366 1.167635 | 1.796080
3 2| 2.384358 | 1.923487 | 1.891947 | 0.190104
4 2| 1.457827 | 2.011415| 1.914558 | 0.179845
5 2| 0.389788 | 0.890241 | 0.652191 | 0.177850
6 2 ]-0.585789 -0.345998 | 2.298539
7 21-0.380235 -0.896426 | 4.018506
8 2| 2.650302 0.130255 | 1.813236
9 2| 2.328302 2.513394 | 1.552671
10 2| 0.870360 | 0.063864 | 0.143506 | 0.180433
11 2 |-2.310778 -2.071580 | 1.374091
12 2| 1.946970 | 1.606965 | 1.627406 | 0.185025
13 21-1.160373 0.687197 | 1.629984
14 2 ]-0.625260 -0.708018 | 2.560396
15 2| 2.424585 1.165216 | 2.622692
1 3| 0.254407 1.439660 | 2.355782
2 3| 1.462085 1.359982 | 2.272537
3 3|-0.886270 1.608632 | 2.338298
4 3| 1.974845 1.329945 | 1.554653
5 31-0.739446 | -0.682381 | -0.674206 | 0.179378
6 31-0.953320 | -0.914847 | -0.899303 | 0.190935
7 3|-2.035827 -0.748490 | 2.944357
8 3| 1.961053 | 1.892569 | 1.779266 | 0.185924
9 3| 3.484118 | 3.474646 | 3.569489 | 0.179147
10 3| 2.604234 | 2.438938 | 2.314126 | 0.175509
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Fco. Javier Alonso.

(id) Xi; Yi; Xi; Error est.
11 3| 0.230612 | 0.084809 | 0.106323 | 0.186463
12 3| 3.303419 | 3.950325 | 3.838752 | 0.175769
13 3| 1.035067 | 1.579562 | 1.573386 | 0.181897
14 3| 0.399183 0.312877 | 3.147013
15 3| 4.460101 2.007280 | 3.251846

1 4| 1.721876 2.253785 | 2.102012

92 4| 1.742069 | 1.735557 | 1.685287 | 0.189036

3 4]-1.712305 1.490066 | 2.294454

4 4| 1.135263 | 0.880484 [ 0.903145 | 0.186259

5 4 |-1.765706 | -2.122092 | -1.988070 | 0.184598

6 4 |-0.858743 -1.622996 | 2.139469

7 4 1-1.597033 -1.421806 | 2.451695

8 4| 1.422393 1.773658 | 1.546944

9 4| 4.818954 | 4.404212 | 4.425478 | 0.177782
10 4| 2.257835| 2.471390 | 2.402657 | 0.180998
11 4| 2.513007 0.672804 | 1.807841
12 4| 3.991704 | 4.082114 | 3.961087 | 0.177217
13 4| 2.124664 | 1.293349 | 1.319188 | 0.181481
14 4| 0.856867 0.733138 | 3.274968
15 4| 5.141075 2.724396 | 2.572851

1 5| 2.715800 | 3.034631 | 3.003161 | 0.190388

2 5| 0.477245 1.612229 | 1.713029

3 5| 1.540116 1.853401 | 2.368022

4 5| 2.683376 1.986272 | 1.884253

5 5(-2.591738 -0.880758 | 2.569507

6 5 |-2.885299 -1.262087 | 3.010637

7 5 |-1.685347 | -1.874237 | -1.707641 | 0.184292

8 5| 1.762811 | 1.969213 | 2.006567 [ 0.184128

9 5| 5.469728 | 5.481871 | 5.361958 | 0.178199
10 5| 2.498080 1.191648 | 1.501713
11 5| 2.833613 -0.205934 | 2.461919
12 5| 2.048597 | 2.009767 | 2.151164 | 0.180709
13 5| 0.848944 0.432373 | 1.515752
14 5 1-0.099130 0.851340 | 2.893567
15 5| 3.136872 | 3.621545 | 3.509564 | 0.186283

1 6| 4.450724 3.474082 | 2.101879

2 6| 1.734696 | 1.512254 | 1.480358 | 0.181493

3 6| 2.468628 | 2.470373 | 2.417264 | 0.181879

4 6| 3.292462 | 3.676251 | 3.535948 | 0.188637

5 6]-3.793015 0.836412 | 3.150318

6 6 |-2.125749 0.445494 | 3.015958

7 6| 1.110032 | 0.858100 | 0.860179 | 0.180191

8 6| 2.730643 3.696346 | 1.317742

9 6| 5.246077 | 6.090190 | 5.907267 | 0.177119
10 6| 0.067565 | -0.025937 | 0.099820 | 0.180995
11 6| 1.409668 -0.196370 | 1.807575
12 6| 2.870877 | 2.921055 | 2.823175| 0.177211
13 6| 0.509718 | 0.278465 | 0.318894 | 0.181082
14 6| 0.914901 0.619098 | 1.916422
15 6| 3.659658 | 2.978502 | 2.797765 | 0.180392
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APENDICE A. DATOS SIMULADOS

e

(iJ) X Y X Error est.

1 7| 4.663325 3.406481 | 2.088648
2 7| 0.866255 | -0.434114 | -0.262978 | 0.181499
3 7| 1.408271 | 0.543806 | 0.571823 | 0.177877
4 T 2431037 2.055088 [ 2.144973
5 7|-3.218578 0.883846 | 3.788599
6 7]-2.053076 1.128152 | 2.304761
7T 7| 2.136788 | 2.692481 | 2.555834 [ 0.181737
8 7| 4.202834 | 4.399781 | 4.322350 | 0.179638
9 7| 4.527806 | 4.565724 | 4.396168 | 0.179005
10 7 (-0.936523 | -0.908308 | -0.791836 | 0.175344
11 7]-1.691724 | -0.792226 | -0.809948 | 0.186150
12 7| 1.939228 | 2.098638 | 2.030375 | 0.175822
13 71-0.249195 | -0.673773 | -0.652176 | 0.182366
14 7-0.180645 | -1.319004 | -1.262573 | 0.187380
15 7 |-1.578310 | -1.320057 | -1.089269 | 0.184094
1 8| 4.950517 | 5.454179 | 5.308401 | 0.190729
2 8] 1.735909 1.354015 | 1.495185
3 8| 0.680859 | 0.646223 | 0.671096 | 0.185200
4 8| 0.945482 1.346222 | 2.714264
5 81-0.412311 0.598194 | 3.533016
6 8| 0.180950 | 0.298041 | 0.282290 | 0.190829
7 8| 2.842166 0.769569 | 1.434651
8 8| 1.602747 | 1.496752 | 1.575630 | 0.179943
9 81-0.506876 -0.264187 | 1.317533
10 8| -2.480257 | -2.101993 | -2.006736 | 0.179549
11 8 -1.391746 -1.994339 | 1.320285
12 8| 1.139510 | 0.829767 | 0.935832 | 0.180252
13 8 -0.246591 -0.418914 | 2.192085
14 8 (-3.044809 -0.206456 | 1.829019
15 8 (-3.260604 -0.266283 | 2.348967
1 9] 6.517829 5.059223 | 2.257052
2 9| 1.643466 | 2.069445 | 1.986426 | 0.189076
3 9] 1.097950 0.662865 | 2.153364
4 9| 0.297153 0.712600 | 2.462501
5 9| 1.252403 0.415187 | 3.541473
6 9| 1.382467 -0.368570 | 2.070798
7 9| 0.682674 | -0.187760 | -0.104654 | 0.187208
8 9| 0.702638 | 1.036975 [ 0.933919 | 0.181248
9 9(-2.911324 | -3.360218 | -3.138459 | 0.183937
10 9 |-0.424517 | -0.679706 | -0.784694 | 0.179719
11 9|-1.461571 | -1.437489 | -1.330819 | 0.185425
12 9| 2.766040 | 2.645324 | 2.444322 | 0.178180
13 9| 0.919472 1.009675 | 2.845521
14 9| 1.161062 | 1.496240 | 1.435263 | 0.189657
15 9 [-1.474076 0.828562 | 2.112660
1 10| 5.066681 4.522863 | 3.221669
2 10| 2.398480 1.271016 | 2.378267
3 10| 1.112467 0.026721 | 2.739572
4 10 |-0.733140 | -0.129530 | -0.069023 | 0.190756
5 10| 0.923742 0.419262 | 2.400909
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Fco. Javier Alonso.

(i,j) Xy ¥i; etz Error est.
6 10 |-2.301466 -0.462522 | 2.295768
7 10| 0.540056 0.357051 | 2.313386
8 10| 2.336503 0.757082 | 2.311425
9 10 | -4.059434 -3.664736 | 1.885963

10 10 | 1.747618 0.156395 | 1.825230
11 10 | -0.520071 -0.876987 | 1.904459
12 10| 1.439323 | 1.053161 | 1.036884 | 0.180861
13 10 | -0.047000 0.563301 | 3.645400
14 10| 3.153268 1.368698 | 2.321395
15 10| 1.801906 | 1.248829 | 1.097794 | 0.185238

1 11| 5.200778 4.533916 | 2.623864
2 11| 0.700298 0.945682 | 2.414641
3 11 |-1.752462 -0.047867 | 2.476972
4 11-0.113598 0.284093 [ 2.091693
5 11| 1.073313 | 1.055686 | 1.017434 | 0.189508
6 11 |-0.810886 | -0.492874 | -0.333151 | 0.183882
7 11| 0.774427 0.967699 | 1.933331
8 11| 0.667794 0.678224 | 1.908740
9 11 |-4.256761 | -4.757324 | -4.569178 | 0.181484

10 11| 1.188914 | 1.040265 | 0.973147 | 0.181004
11 11 |-0.446754 -0.810715 | 1.659853
12 11 |-0.335805 | -1.045615 | -0.915299 | 0.180277
13 11 | -1.896477 -0.665594 | 4.008847
14 11| 2.228810 -0.044020 | 3.067249
15 11 |-0.861164 | -1.617185 | -1.422010 | 0.184734

1 12| 5.354785 | 5.210977 | 5.013609 | 0.183648
2 12| 0.525775| 0.672325 | 0.817882 | 0.181232
3 12| 0.115824 | 0.039552 | 0.099998 | 0.189220
4 12| 1.771480 1.126079 | 2.021813
5 12| 1.081651 2.653275 | 1.885061
6 12| 2.498181 | 3.006305 [ 2.814590 | 0.182600
7 12| 3.261475| 3.802892 | 3.758028 | 0.180939
8 12| 2.201032 | 3.144071 | 2.905166 | 0.180598
9 12 |-2.733236 | -2.374834 | -2.303547 | 0.179379

10 12| 2.954685 | 3.388874 | 3.201403 | 0.174736
11 12| 0.236108 | 0.893256 | 0.907896 | 0.181257
12 12| 0.384083 | 0.083742 | 0.095496 | 0.134893
13 12| 0.204221 0.210339 | 4.196686
14 12| 1.777615 0.973465 | 3.420534
15 12 |-0.693838 -0.076769 | 1.891553

1 13| 4.044871 | 3.635299 | 3.698419 | 0.184196
2 13| 2.860570 | 2.053560 | 1.950043 | 0.183495
3 13| 2.478425 1.244633 | 1.787318
4 13| 2.128292 | 1.640840 | 1.614128 | 0.184844
5 13 | -0.226666 2.387773 | 1.886492
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APENDICE A. DATOS SIMULADOS

~

(i) X;; ¥ Xi; Error est.
6 13| 2.278092 1.250883 | 1.556981
7 13| 2.166856 | 2.026551 | 2.078198 | 0.181106
8 13 1-0.902468 | -0.661992 | -0.501394 | 0.177097
9 13| -5.633426 -3.363863 | 1.315330

10 13| 1.880781 | 1.686412 | 1.647446 | 0.177609
11 13| 0.399469 | 1.060540 | 1.005734 | 0.184137
12 13| 0.770136 0.448946 | 2.296233
13 13| 0.594662 0.779114 | 4.481049
14 13| 0.707030 1.919956 | 2.353563
15 13| 1.037011 | 1.268357 | 1.183096 | 0.188475

1 14| 2.709518 2.927914 | 2.827757
2 14| 2.163806 1.832999 | 2.615926
3 14| 3.933929 1.716879 | 1.936089
4 14| 1.047408 [ 1.839649 | 1.687529 | 0.178080
5 14| 1.880644 | 2.327353 | 2.486603 | 0.181222
6 14| 0.338981 ( 0.619696 | 0.733565 | 0.187922
7 14 | 3.702429 2.801034 | 1.403210
8 14 | -0.950579 | -0.661404 | -0.798926 | 0.177302
9 14 | -4.027186 | -3.783536 | -3.665601 | 0.179663

10 14 | -0.210480 | -0.297191 | -0.213318 | 0.184735
11 14 | -0.393181 0.113932 | 2.314053
12 14| 1.156109 0.169449 | 3.771739
13 14 | -0.853163 0.794911 | 4.360064
14 14 | 1.771989 | 2.209265 | 2.136185 | 0.192061
15 14| 2.751313 0.883149 | 1.747147

1 15| 2.849064 2.313200 | 4.146785
2 15| 4.349098 1.655489 | 3.506195
3 15| 2.273647 | 1.951333 | 1.880836 | 0.190379
4 15| 1.311287 | 0.743600 | 0.965846 | 0.182379
5 15| 4.966369 [ 5.642505 [ 5.332550 [ 0.183789
6 15| 1.530654 2.943968 | 2.027727
7 15| 4.542632 | 4.895004 | 4.657120 | 0.188237
8 15 |-1.694414 | -1.868427 | -1.609682 | 0.182032
9 15 |-1.921006 | -2.174508 | -2.264277 | 0.184174

10 15| 0.506533 0.048706 | 2.325350
11 15 | -0.653809 0.158813 | 3.891081
12 15| -1.218652 0.107383 | 4.745389
13 15| -1.411769 0.468154 | 5.010052
14 15| 1.314279 1.294884 | 2.476350
15 15| 0.047197 | 0.006456 | 0.050070 | 0.190782




Fco. Javier Alonso.

119

Datos simulados de un campo espacial AR(1)xAR(1) con parametros
A= 035, 8 =075y 0,2, = 2, datos Y;; de la ecuacién de observaciéon con
todos los m;; =1 y 0? = 0.2, datos de X alisados y errores esperados con un
25% de los datos observados.

(ij Xy Yo X;; Error est.
1 1| 3.565483 | 4.062298 | 3.970665 | 0.192842
2 1| 1.341963 2.119376 | 3.471260
3 1] 2.322185| 2.305162 | 2.255390 | 0.191750
4 1|-1.347617 1.171041 | 2.843779
5 11-2.701298 | -3.426069 | -3.337999 | 0.191550
6 1/{-3.519091 -3.482914 | 2.838799
7 11-5.418998 | -4.918092 | -4.612717 | 0.185107
8 11-2.056990 -0.483889 | 3.289393
9 1| 2.376616 | 2.316155 | 2.209566 | 0.185440
1| 0.330162 1.663318 | 3.892690
1| -4.606561 1.301211 | 4.841953
11 0.978110 1.070336 | 4.323420
11-0.118302 -1.296034 | 2.652100
11-1.212180 -0.076580 | 4.574313
1| 0.500941 1.520744 | 2.658644
2| 1.106009 3.615894 | 2.578574
2 | 1.582366 1.916701 | 3.952941
2| 2.384358 2.432902 | 2.299279
2 | 1.457827 2.241416 | 2.355039
2| 0.389788 -1.987673 | 2.155585
2 | -0.585789 -1.589508 | 2.208694
2 | -0.380235 | -1.195831 | -1.333311 | 0.184213
2 | 2.650302 1.194501 | 2.891972
2| 2.328302 | 2.638155 | 2.613472 | 0.184716
2| 0.870360 2.006405 | 3.338688
2 1-2.310778 1.593609 | 4.283601
2| 1.946970 1.325970 | 3.197695
2 1-1.160373 | -1.816912 | -1.656149 | 0.190239
2 | -0.625260 -0.105360 | 3.599973
2 | 2.424585 | 2.023899 | 1.920443 | 0.192674
1 3| 0.254407 3.409131 | 3.712336
2 3| 1.462085 1.721315 | 3.597873
3 3 |-0.886270 2.561584 | 2.570964
4 3| 1.974845 | 3.280179 | 3.094984 | 0.184889
5 3 1|-0.739446 -1.381508 | 2.199620
6 3 |-0.953320 | -0.914847 | -0.957432 | 0.188986
7 3|-2.035827 -0.299813 | 2.167862
8 3| 1.961053 1.687227 | 2.345107
9 3| 3.484118 2.339324 | 2.350612
10 3| 2.604234 2.240217 | 2.483916
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(i,J) Xij ¥ Xis Error est.
11 3| 0.230612 2.269649 | 3.572959
12 3| 3.303419 2.581736 | 2.461837
13 3| 1.035067 -0.188270 | 1.721886
14 3| 0.399183 0.289428 | 4.141813
15 3| 4.460101 1.534086 | 2.501431
1 4| 1.721876 2.914946 | 4.023339
2 4| 1.742069 0.737336 | 2.483731
3 4(-1.712305 1.194960 | 1.993533
4 4| 1.135263 | 0.880484 | 1.087433 [ 0.179166
5 4|-1.765706 -2.740864 | 1.903402
6 4 |-0.858743 -1.861691 | 1.618491
7 4]-1.597033 -0.083811 | 2.914048
8 4| 1422393 | 1.842382 | 1.841728 | 0.189418
9 4| 4.818954 1.962261 | 2.817880
10 4| 2.257835 | 2.471390 | 2.472993 | 0.184982
11 4| 2.513007 3.004298 | 1.951445
12 4| 3.991704 | 4.082114 | 3.944854 | 0.190520
13 4| 2.124664 | 1.293349 | 1.249244 | 0.188341
14 4| 0.856867 0.689653 | 3.708890
15 4| 5.141075 1.227576 | 3.389238
1 5| 2.715800 3.080928 | 3.609220
2 5| 0477245 | 0.657958 | 0.715713 | 0.190681
3 5| 1.540116 | 1.596497 | 1.600963 | 0.188777
4 5| 2.683376 | 2.494611 [ 2.299696 | 0.182385
5 5(-2.591738 | -2.673920 | -2.571079 | 0.187605
6 5 |-2.885299 | -2.049821 | -2.005545 | 0.181273
7 5|-1.685347 0.512715 [ 3.057540
8 5| 1.762811 2.156062 [ 1.619296
9 5| 5.469728 1.459089 | 3.297168
10 5| 2.498080 | 2.215176 | 2.223161 | 0.183698
11 5| 2.833613 | 2.720313 | 2.625503 | 0.187978
12 5| 2.048597 3.084518 [ 2.268058
13 5| 0.848944 0.957238 | 2.406333
14 5 |-0.099130 0.156776 | 3.588710
15 5| 3.136872 0.464929 | 3.475214
1 6| 4.450724 3.609371 | 3.565847
2 6| 1.734696 1.086774 | 2.394994
3 6| 2.468628 1.586325 | 2.483191
4 6| 3.292462 1.977799 | 2.433390
5 6 |-3.793015 -2.085659 | 1.799089
6 6|-2.125749 | -1.637413 | -1.571839 | 0.182997
7 6| 1.110032 1.436199 | 2.617609
8 6| 2.730643 | 2.710800 | 2.614810 | 0.189271
9 6| 5.246077 0.796573 | 3.350546
10 6| 0.067565 1.497430 | 2.306026
11 6| 1.409668 1.038134 | 1.714077
12 6| 2.870877 1.664593 | 3.465114
13 6| 0.509718 0.323509 | 3.238660
14 6| 0.914901 -0.580733 | 2.545300
15 6| 3.659658 -0.386991 | 2.520281
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(i,j) X Yy Xij Error est.
1 7| 4.663325 4.365792 | 2.543277
2 7] 0.866255 1.567564 | 2.977871
3 7| 1408271 1.751098 | 3.398594
4 7| 2431037 1.934564 | 3.470698
5 7]-3.218578 -1.405082 | 2.117794
6 7]-2.053076 -0.648869 | 1.719421
7 7| 2.136788 2.187694 | 2.314945
8 7| 4.202834 2.039384 | 2.348359
9 7| 4.527806 -0.458750 | 3.356927

10 7 (-0.936523 0.511161 | 2.820401
11 7 (-1.691724 | -0.792226 | -0.677112 | 0.190091
12 7| 1.939228 0.237243 | 3.415121
13 7 (-0.249195 -0.346348 | 2.804261
14 7 1-0.180645 | -1.319004 | -1.379922 | 0.184023
15 7 |-1.578310 [ -1.320057 | -1.276316 | 0.190884

1 8| 4.950517 | 5.454179 | 5.369461 [ 0.191031
2 8| 1.735909 2.142409 | 2.126233
3 8] 0.680859 2.025749 | 3.194798
4 8| 0.945482 2.021778 | 3.413043
5 8(-0.412311 | -0.791964 | -0.761355 | 0.189821
6 8| 0.180950 | 0.298041 [ 0.314888 | 0.186458
7 8| 2.842166 | 3.508742 | 3.203921 | 0.183705
8 8| 1.602747 1.841893 | 2.808938
9 81-0.506876 -1.250627 | 2.414197

10 8 ]-2.480257 0.459087 | 3.132204
11 8]-1.891746 -0.753009 | 2.492516
12 8| 1.139510 -0.389487 | 3.680643
13 8 -0.246591 -0.829402 | 2.051739
14 8| -3.044809 | -2.886991 | -2.550469 | 0.179184
15 8 (-3.260604 -1.920099 | 2.069037

1 9| 6.517829 5.309724 [ 1.927252
2 9| 1.643466 | 2.069445 | 2.018779 | 0.188628
3 9| 1097950 1.819925 [ 2.149103
4 91| 0.297153 1.620222 [ 3.632304
5 9| 1.252403 -1.005585 | 2.466357
6 9| 1.382467 -0.740837 | 2.061993
7 9] 0.682674 | -0.187760 | 0.032796 | 0.178872
8 9| 0.702638 -0.519780 | 2.586278
9 91-2.911324 | -3.360218 | -3.168445 | 0.191650

10 9 |-0.424517 0.173541 | 2.184027
11 9| -1.461571 -0.434541 | 3.431103
12 9| 2.766040 0.264942 | 3.118995
13 9] 0.919472 | 1.377511 | 1.321194 | 0.190744
14 9| 1.161062 | 1.496240 | 1.243752 | 0.183938
15 9| -1.474076 0.086788 | 2.877402

1 10 [ 5.066681 9.229774 | 2.113779
2 10| 2.398480 1.421516 | 1.566010
3 10| 1.112467 | 1.646784 [ 1.650343 | 0.190354
4 10 (-0.733140 1.739126 | 3.065023
5 10| 0.923742 -0.212065 | 3.555066




122

APENDICE A. DATOS SIMULADOS

~

(i) X ¥y Xz Error est.
6 10 |-2.301466 0.348474 | 2.859444
7 10| 0.540056 | 1.038783 | 0.999148 | 0.184861
8 10| 2.336503 0.352845 | 2.099772
9 10 |-4.059434 -1.593414 | 2.173759

10 10| 1.747618 | 1.671799 | 1.549390 | 0.184680
11 10 | -0.520071 0.140588 | 3.555910
12 10| 1.439323 -0.045628 | 2.354239
13 10 | -0.047000 0.921112 | 2.471595
14 10| 3.153268 0.944180 | 2.492721
15 10| 1.801906 -0.149619 | 3.274853

1 11| 5.200778 | 5.572349 | 5.435270 | 0.182834
2 11| 0.700298 | 0.730090 | 0.891580 | 0.186858
3 11 -1.752462 1.5560617 | 1.880882
4 11]-0.113598 1.842200 | 2.387946
5 11| 1.073313 0.321815 | 4.058381
6 11 |-0.810886 0.977450 | 3.199600
7 11| 0.774427 1.121489 | 2.261724
8 11| 0.667794 | 0.401388 | 0.371076 | 0.190946
9 111 -4.256761 -1.298245 | 2.861238

10 11| 1.188914 | 1.040265 | 1.037336 | 0.185354
11 11 | -0.446754 -0.342607 | 3.503477
12 11 | -0.335805 | -1.045615 | -0.934479 | 0.191101
13 11 | -1.896477 0.261552 | 3.302563
14 11| 2.228810 0.529430 | 3.378829
15 11 |-0.861164 -0.485036 | 2.463142

1 12| 5.354785 | 5.210977 | 5.174006 | 0.185439
2 12| 0.525775 1.746008 | 1.785812
3 12| 0.115824 2.247287 | 1.908123
4 12| 1.771480 | 2.441880 [ 2.411340 | 0.191968
5 12| 1.081651 1.032614 | 3.808844
6 12| 2.498181 1.677955 | 2.404052
7 12| 3.261475 1.188060 | 3.490934
8 12| 2.201032 0.109920 | 2.407073
9 12 -2.733236 -1.064478 | 4.101331

10 12 | 2.954685 0.909766 | 2.623859
11 12| 0.236108 -0.015879 | 4.420880
12 12 | 0.384083 -0.219115 | 2.204263
13 12| 0.204221 0.511039 | 4.127141
14 12| 1.777615 0.627236 | 3.383824
15 12| -0.693838 | -0.623532 | -0.586708 | 0.192586

1 13| 4.044871 4.560244 | 2.442561
2 13| 2.860570 2.254862 | 1.856426
3 13| 2.478425 | 2.684627 | 2.651045 | 0.188179
4 13| 2.128292 2.557470 | 2.273103
5 13 |-0.226666 1.500788 | 3.912977
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(i) X ¥ Xi; Error est.
6 13| 2.278092 | 2.397945 | 2.311546 | 0.192541
7 13| 2.166856 1.237134 | 3.696093
8 131-0.902468 -0.184998 | 3.012526
9 13 |-5.633426 -0.901749 | 4.647931

10 13| 1.880781 0.845099 | 3.912006
11 13| 0.399469 0.350556 | 4.684173
12 13| 0.770136 0.569001 | 2.211693
13 13| 0.594662 0.951726 | 4.391617
14 13| 0.707030 1.064161 | 3.462294
15 13| 1.037011 -0.156431 | 2.570370
1 14| 2.709518 3.989799 | 3.299059
2 14| 2.163806 | 2.557711 | 2.498391 [ 0.190700
3 14| 3.933929 2.478351 | 1.571898
4 14| 1.047408 2.181163 | 3.586587
5 14 | 1.880644 1.186116 | 4.691736
6 14| 0.338981 1.666538 | 2.613564
7 14| 3.702429 0.595144 | 4.264099
8 14 1-0.950579 -0.900711 | 2.405537
9 14| -4.027186 -1.011011 | 4.730176
10 14 | -0.210480 0.707915 | 4.496175
11 14 |-0.393181 0.671928 | 4.379102
12 14 | 1.156109 | 1.422708 | 1.353979 | 0.191856
13 14 | -0.853163 1.426693 | 3.949728
14 14 | 1.771989 1.550313 | 2.470104
15 14| 2.751313 0.259616 | 3.678948
1 15| 2.849064 3.149082 | 4.314126
2 15| 4.349098 1.968434 | 2.284982
3 15| 2.273647 | 1.951333 | 1.948093 | 0.190128
4 15| 1.311287 1.653418 | 3.858080
5 15| 4.966369 0.780120 | 5.008107
6 15| 1.530654 1.010959 | 3.862343
7 15| 4.542632 -0.103889 | 4.166615
8 15 (-1.694414 | -1.868427 | -1.779007 | 0.192609
9 15-1.921006 -1.355054 | 4.397062
10 15| 0.506533 0.295977 | 4.902009
11 15 -0.653809 0.457464 | 4.966026
12 15| -1.218652 1.157454 | 2.593710
13 15| -1.411769 1.410477 | 4.041149
14 15| 1.314279 | 1.865621 | 1.814761 | 0.192803
15 15| 0.047197 0.523704 | 3.921539
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Datos simulados de un campo espacial AR(1)xAR(1) con pardmetros
A =108, 8 =08y o0’ =2, asi como de la ecuacién de observaciones con
todos los m;; =1y o2 =0.5.

(4,7) Xij Yi; Xij Y
1 1] 8.806044 | 9.591578 3 (2374704 | 2.144170
2 1/(7.162165 | 8.074298 3| 5.634242 | 6.657089
3 1|7.942614 | 7.915698 31 4.245383 | 5.106304
4 1]3.847925 | 4.038509 3| 3.465408 | 3.990854
5 110.944189 | -0.201774 3| 7.490768 | 7.087829
6 1/(-2.190621 | -2.478594 4 16.300088 | 6.743890
7 1/-6.369785 | -5.577783 4 | 6.310878 | 6.300581
8 1]-5.385699 | -5.143218 4 2973786 | 3.273618
9 1(-1.382817|-1.478414 4 14.006611 | 3.603770
1 [-1.521207 | -2.934787 410.943428 | 0.379933
1]-6.375667 | -5.023182 410.177389 | 0.695617
11-2.087674 | -2.541390 4 1-1.600818 | -3.010304
1]-2.178226 | -1.562076 4 10.874266 | 1.538326
11-2.772761 | -3.577667 41 5.228074 | 4.572309
11-0.935388 | -0.887629 4 14.853456 | 5.191116
2| 5.222718 | 4.320528 41 5.092232 | 5.533254
21 5.396769 | 4.988649 4 1 7.756491 | 7.899442
21 6.528876 | 5.800175 416.813999 | 5.499574
2 [ 5.461758 | 6.337057 4 1 5.592033 | 5.700435
21 4.213858 | 5.005144 41 9.849261 | 10.840568
21 2.222320 | 2.735626 1 55.261492 | 5.765608
21 1.049303 | -0.240267 2 513.897995 | 4.183728
21 3.511186 | 3.894895 3 5 [4.573069 | 4.662215
2| 4.227817 | 4.717739 4 5 5.803927 | 5.505465
2 | 3.481985 | 2.206802 5 510.925020 | 0.795079
21-0.415188 | -0.805373 6 5 -1.519497 | -0.198490
2 | 2.891075 | 2.353479 7 51-2.312919 | -2.611580
2 10.410058 | -0.628020 8 51 0.740267 | 1.066617
210.162853 | 0.010889 9 5 5.827050 | 5.846249
2 | 3.106062 | 2.472521 10 5 5.353712 | 4.906400
1 3 |4.158504 | 5.224587 11 5| 5.917754 | 5.738611
2 3 |4.778273 | 5.667455 12 5 6.403086 | 6.341691
3 3| 2.820890 | 2.628827 13 55.195774 | 6.307313
4 3|4.265201 | 6.329114 14 5| 3.788099 | 3.757895
5 3|1.947418 | 2.037646 15 56.871676 | 7.638011
6 3]0.486069 | 0.546901 1 61]7.161623 | 7.284782
7 31-1.764745 | -1.514635 2 6|6.012246 | 5.660534
8 31 1.311653 | 1.203369 3 66.805210 | 6.807968
9 313.931644 | 3.916668 4 6| 7.980737 | 8.587560
10 3| 4.568302 | 4.306947 5 6] 1.112904 | 1.014606
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Xij Y Xij Yy
6 | -0.231838 | 0.540289 -0.700235 | -0.662158
6 | 1.297335 | 0.898997 3.253816 | 3.062948
6 | 3.687971 | 3.656596 2.448543 | 3.172765
6 | 7.789039 | 9.123699 2.671206 | 3.201169
6 | 4.578571 | 4.430729 0.548501 | 1.177151
6 | 4.887241 | 5.068720 8.214607 | 8.550375
6 | 6.829768 | 6.909107 7.188508 | 7.277879
6 | 4.928418 | 4.562776 6.190748 | 7.035577
6 | 4.681614 | 4.178853 4.022502 | 4.976894
6| 7.779016 | 6.702012 4.035555 | 4.107299
7| 7.387676 | 7.474910 0.481103 | 0.769178
7| 5.237883 | 3.181817 1.838322 | 2.626878
7 | 5.495605 | 4.128766 3.962308 | 5.071205
7 | 6.542550 | 6.450309 -1.475700 | -2.268091
7 10.656283 | 1.719466 1.846985 | 1.727105
7 1-0.700631 | -1.235443 0.184885 | 0.090933
712.090572 | 2.969200 2.362267 | 1.751692
7 | 5.490899 | 5.802300 1.251923 | 1.706589
71 8.102700 | 8.162654 4.111719 | 3.902661
7| 3.965196 | 4.009809 4.127204 | 3.252711
71 1.748208 | 3.170438 9.533021 | 10.120527
7 | 4.482758 | 4.734808 6.531045 | 6.578150
7| 2.601280 | 1.929964 3.374472 | 4.492258
7 | 2.026326 | 0.226422 3.297142 | 3.729393
7| 0.828373 | 1.236706 3.519573 | 3.491702
8 | 8.078638 | 8.874998 1.399821 | 1.902642
8 1 6.502764 | 6.620796 2.331669 | 2.286690
8 | 5.490929 | 5.436166 2.644788 | 2.223562
8 | 5.363171 | 4.572279 -2.433188 | -3.224648
8 1 2.937182 | 2.336898 0.777952 | 0.542916
8 1 2.389409 | 2.574546 -0.425873 | -0.704736
8 | 4.669699 | 5.723649 0.035336 | -1.086970
8 | 4.807282 | 4.639690 -1.847916 | -2.209403
8 | 3.453361 | 3.417566 1.525100 | 0.922679
8 10.337209 | 0.935298 -0.274602 | -1.469976
8 | -0.370091 | 0.589291 8.294210 | 8.066829
8 | 1.899403 | 1.409657 5.250651 | 5.482367
8 [ 0.782105 | 1.487240 4.150208 | 4.029612
8 | -2.306505 | -2.056973 5.154338 | 6.214333
8 | -3.537962 | -4.070727 4.455787 | 4.226177
1 9| 10.146421 | 9.903963 5.441472 | 6.244887
2 9| 7.508824 | 8.182357 6.916061 | 7.772117
3 916.705804 | 6.712920 6.918368 | 8.409444
4 9| 5.523470 | 5.430141 1.759748 | 2.326431
5 915.041915 | 4.215514 5.489633 | 6.176147
6 9|4.765445 | 4.042580 3.402244 | 4.441285
7 9 4.133578 | 2.757299 3.458650 | 2.983769
8 914.171792 | 4.700425 2.669973 | 3.211335
9 910.667092 | -0.042671 4.075429 | 3.789978
10 9| 0.914875 | 0.511385 1.979530 | 2.090693
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(4,9) Xij Yij

1 13| 8.887046 | 8.239456
2 13| 8.458028 | 7.182034
3 13| 8.254546 | 8.580580
4 138.033611 | 7.262882
5 13| 5.374948 | 5.402405
6 13 |6.569156 | 6.758659
7 13| 6.884822 | 6.662981
8 13 |4.160767 | 4.540993
9 13 |-2.381207 | -1.702110
10 13 |2.279494 | 1.972169
11 13| 1.371744 | 2.416990
12 13 |2.091117 | 3.039768
13 13| 1.868106 | 1.497002
14 13| 2.265342 | 2.672327
15 13| 2.564175 | 2.929966
1 14]9.249210 | 9.769529
2 14 | 8.609907 | 9.232725
3 14 | 10.147102 | 9.994055
4 14 |7.986562 | 9.239203
5 14 | 7.790424 | 8.496733
6 14 | 5.960384 | 6.404234
7 14 | 8.628547 | 7.789652
8 14 | 4.824387 | 5.281613
9 14 |-0.414658 | -0.029414
10 14 | 1.325515 | 1.188413
11 14 | 0.573521 | -0.574634
12 14 | 2.074776 | 2.496305
13 14 | 0.314353 | 0.646253
14 14 | 2.564590 | 3.255985
15 14 | 4.192148 | 3.683337
1 15 10.831720 | 10.459784
2 15| 12.074127 | 10.991372
3 15| 10.635658 | 10.126034
4 15(9.166241 | 8.268649
5 15| 11.825813 | 12.894879
6 15 |9.274945 | 8.972935
7 15| 11.827212 | 12.384360
8 15| 6.199495 | 5.924357
9 152983162 | 2.582341
10 15 | 3.991933 | 4.409868
11 15| 2212573 | 2.103829
12 15| 1.102713 | 2.361595
13 15 | -0.236092 | 0.637877
14 15| 1.917063 | 2.788811
15 15| 1.234893 | 1.170476
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Fco. Javier Alonso.

Datos simulados de un campo espacial AR(1)xAR(1) con pardmetros
A =03, 8 =08y o2 =3, datos Yj; de la ecuacién de observacién las
constantes m;; generadas segin una distribucién uniforme (0,10) y ol =0.7,
datos de X alisados y errores esperados.

(i,3) X Yii i Xz Error est.
1 1| 4.649611 | 28.711746 | 5.975184 | 4.790378 | 0.014029
2 1| 1.538583 | 8.669324 | 4.933157 | 1.763463 | 0.020584
3 1| 3.171790 | 4.991205 | 1.583664 | 3.065121 | 0.188398
4 1]-2.117876 | -13.856855 | 6.649281 | -2.074807 | 0.011334
5 1]-3.249153 | -15.928393 | 4.485005 | -3.535111 | 0.024799
6 1]-4.582811 | -43.836805 | 9.491132 | -4.615510 | 0.005573
7 11-7.029844 | -51.580165 | 7.470616 | -6.900876 | 0.008992
8 1|-2.463971 | -21.051259 | 8.660071 | -2.421524 | 0.006692
9 1| 2.844096 | 27.826133 | 9.823593 | 2.829151 | 0.005203
1] 0.345016 | 0.100535 | 5.139194 | 0.019389 | 0.018925
1 ]-6.214587 | -25.996043 | 4.440572 | -5.834528 | 0.025294
1| 1.825607 4.389860 | 2.698665 | 1.636324 | 0.067512
1]-0.074594 | 0.246823 | 6.464484 | 0.030864 | 0.011988
1 |-1.284086 | -11.985261 | 8.592008 | -1.392985 | 0.006798
1| 1.185902 | 7.040827 | 5.889452 | 1.200122 | 0.014459
2| 1.818336 | 6.268840 | 4.034635 | 1.574099 | 0.030434
2 | 2.037968 | -0.232675 | 0.122778 | 1.880273 | 1.651628
2| 3.319866 | 10.882462 | 3.537694 | 3.039485 | 0.039357
2| 1.288253 | 11.375603 | 8.026320 | 1.417613 | 0.007773
2 | 0.195969 2.577547 | 8.375222 | 0.300829 | 0.007146
2 | -1.348154 | -2.589207 | 2.371063 | -1.145157 | 0.085362
2 | -1.296738 | -2.122950 | 0.460470 | -4.032381 | 1.012950
2 | 2.883183 | 26.758441 | 9.123399 | 2.922666 | 0.006022
2 | 2.602706 | 18.728454 | 6.973038 | 2.694034 | 0.010283
2 | 0.902957 | 3.779720 | 5.856905 | 0.649527 | 0.014540
2 | -3.649247 | -26.082342 | 7.020808 | -3.714255 | 0.010145
2| 2.852854 | 24.283636 | 8.735014 | 2.779253 | 0.006568
2 | -1.474589 | -15.068543 | 9.385844 | -1.598743 | 0.005691
2 | -0.644696 | -5.264660 | 7.887203 | -0.670055 | 0.008050
2| 3.451162 | 0.083426 | 0.241380 | 2.875862 | 1.537146
3| 0.708394 | 6.134588 | 6.879195 | 0.898028 | 0.010570
2 3| 1.990199 | 18.244640 | 8.638605 | 2.109180 | 0.006720
3 31]-0.629802 | -5.927381 | 9.050667 | -0.648893 | 0.006119
4 3| 2.270945 | 12.809784 | 4.565379 | 2.782384 | 0.023818
5 3]-1.112651 | -0.274675 | 0.342815 | -0.818908 | 1.243388
6 3|-1.646558 | -2.731084 | 1.702376 | -1.553768 | 0.158769
7 31-3.131579 | -5.481115 | 1.844771 | -3.012653 | 0.137748
8 3| 2.396057 | 12.053251 | 5.083923 | 2.372647 | 0.019248
9 3| 4.248925 | 23.399604 | 5.511351 | 4.249185 | 0.016403
10 3| 3.017474 | 27.737233 | 9.294684 | 2.980028 | 0.005803
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~

(i,J) X Y mg; Xi; Error est.
11 3 (-0.662354 | -4.096736 | 5.773287 | -0.703916 | 0.014962
12 3| 4.375077 | 8.403839 | 1.644220 | 5.022345 | 0.167986
13 3| 0.991626 | 5.391792 | 4.410062 | 1.213307 | 0.025484
14 3| 0.382120 | 4.416315 | 9.930368 | 0.445211 | 0.005086
15 3| 5.893523 | 56.777555 | 9.714786 | 5.842153 | 0.005317

1 4| 2.333026 | 15.513116 | 6.424274 | 2.415351 | 0.012109

2 4| 2256322 | 6.275258 | 2.786588 | 2.203445 [ 0.062470

3 4]-1.864345 | -7.458421 | 4.190847 | -1.743467 | 0.028182

4 4| 1.434069 | 7.531422 | 5.584158 | 1.356450 | 0.016020

5 4-2.339981 | -7.595924 | 2.961214 | -2.556777 | 0.055868

6 4 -1.409104 | -12.266888 | 9.140600 | -1.346492 | 0.006000

7 4-2.557130 | -17.211829 | 6.078727 | -2.829277 | 0.013508

8 4| 1.872088 | 10.471959 | 5.174025 | 2.029130 | 0.018588

9 4| 6.108082 [ 59.342440 | 9.842427 | 6.027758 [ 0.005177
10 4| 2.654224 | 4.847367 | 1.675759 | 2.937333 | 0.162319
11 4| 2.277556 [ 10.765106 | 4.497487 | 2.378591 | 0.024521
12 4| 5.193641 | 48.377585 | 9.282204 | 5.210168 | 0.005820
13 4| 2303725 | 12.295005 | 6.012112 | 2.041717 | 0.013805
14 4| 0.863603 | 4.944643 | 5.577075 | 0.884900 | 0.016024
15 4| 6.842861 | 27.896974 | 3.905390 | 7.125527 | 0.032497

1 5| 3.701741 | 29.810905 | 7.892076 | 3.777347 | 0.008041

2 5| 0.729383 | 1.893677 | 2.132751 | 0.978368 | 0.103998

3 5| 2.000418 [ 10.420009 | 5.156187 | 2.003317 | 0.018735

4 5| 3.227781 | -0.225647 | 0.039500 | 3.120330 | 1.742737

5 5 |-3.585416 | -14.061761 | 3.879050 | -3.634614 | 0.032859

6 5 |-3.842952 | -18.456391 | 5.209386 | -3.528462 | 0.018357

7 5 -2.496825 | -10.760505 | 4.168143 | -2.563710 | 0.028480

8 5| 2.423780 | 10.044976 | 3.985029 | 2.519831 | 0.031105

9 5| 7.138473 | 45.616272 | 6.387017 | 7.140284 | 0.012243
10 5| 2.989153 | 19.235984 | 6.612323 | 2.902132 | 0.011430
11 5| 2.898940 | 9.417987 | 3.321886 | 2.813333 | 0.044440
12 5| 2.913638 | 2.702717 | 0.952541 | 3.309827 | 0.423031
13 5| 0.963871 | 10.347383 | 9.370747 | 1.102414 | 0.005710
14 5 (-0.162181 | -0.710830 | 4.162573 | -0.152916 | 0.028578
15 5| 4.655831 2.675999 | 0.380009 | 6.125061 | 1.223189

1 6| 5.877121 | 40.215294 | 6.817890 | 5.895431 | 0.010759

2 6| 2.109675 | 17.055658 | 8.281753 | 2.056346 | 0.007303

3 6| 3.076774 | 4.395527 | 1.427554 | 2.976081 | 0.216843

4 6| 4.029682 | 12.452327 | 2.911972 | 4.235695 | 0.057847

5 6 [-5.247564 | -8.096987 | 1.520834 | -5.059103 | 0.195259

6 6[-2.948631 | -1.071658 | 0.673279 | -2.296539 | 0.679056

7 6| 0.931470 | 4.935559 | 5.804673 | 0.843881 | 0.014804

8 6| 3.525140 | 32.224396 | 9.151838 | 3.524354 | 0.005985

9 6| 6.983669 [ 36.223726 | 4.960792 | 7.283694 | 0.020237
10 6| 0.071013 [ 0.254369 | 6.045339 | 0.053081 | 0.013656
11 6| 1.520863 | 6.335596 | 4.024601 | 1.555799 | 0.030516
12 6| 4.032483 | 6.056339 | 1.478608 | 4.023761 | 0.204982
13 6| 0.554020 [ 0.105446 | 0.971227 | 0.311216 | 0.408794
14 6| 1.071145| 3.071225 | 3.422597 | 0.875387 | 0.041940
15 6 | 5.261627 | 17.680737 | 3.602509 | 4.869883 | 0.038099
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(i) X;; Y mi; Xis Error est.

1 71 6.299687 | 46.631813 | 7.385858 | 6.312760 | 0.009176
2 7| 1.066562 1.963211 | 4.121635 | 0.495878 | 0.029169
3 7] 1.918626 2.842171 | 2.324286 | 1.246705 | 0.088525
4 7| 3.203971 | 13.607112 | 4.281016 | 3.167937 | 0.027028
5 7 1-4.645392 | -3.594870 | 1.044657 | -3.452920 | 0.366456
6 7 ]-2.894736 | -22.518443 | 7.560496 | -2.969615 | 0.008760
7 7| 2.378472 | 23.085307 | 9.268847 | 2.490194 | 0.005835
8 7| 5.390158 | 8.546670 | 1.517249 | 5.373425 | 0.194941
9 7| 6.160826 | 2.634494 | 0.416105 | 5.095282 | 1.094726
10 7]-1.234389 | -4.254385 | 3.489312 | -1.223100 | 0.040403
11 7(-2.114290 | -8.624210 | 4.874928 | -1.743924 | 0.020921
12 7| 3.143060 9.515510 | 2.932581 | 3.216667 | 0.056637
13 7(-0.263365 | -2.872973 | 7.892693 | -0.361329 | 0.008039
14  7(-0.146001 | -2.496030 | 2.509264 | -1.034380 | 0.076396
15 7 (-1.014639 | -2.781172 | 3.217218 | -0.819871 | 0.047374
1 8| 6.765327 | 13.119038 | 1.799879 | 7.312092 | 0.143752
2 8| 2.078408 1.324268 | 0.569960 | 1.742348 | 0.820275
3 8| 0.977129 | 9.045404 | 9.323437 | 0.971373 | 0.005768
4 8| 1.481665 | 12.422519 | 9.015744 | 1.379260 | 0.006166
5 81-1.213014 | -9.952214 | 7.618990 | -1.305735 | 0.008624
6 81-0.315327 | -0.532439 | 2.383230 | -0.236455 | 0.084276
7 8| 3.283458 | 17.529845 | 4.959037 | 3.509878 | 0.020216
8 8] 2.297379 | 14.851930 | 6.551040 | 2.276595 | 0.011644
9 8 0.208544 | 0.655638 | 3.346960 | 0.198556 | 0.043942
10 8 (-2.908029 | -6.194513 | 2.373490 | -2.528337 | 0.085100
11 8 |-1.656073 | -0.946631 | 1.257063 | -1.036355 | 0.269191
12 8| 2.192077 | 15.788831 | 7.467030 | 2.121990 | 0.008976
13 8 -0.245525 | -1.226143 | 8.392097 | -0.149292 | 0.007113
14 8] -3.664842 | -21.642806 | 5.986084 | -3.591002 | 0.013925
15 8 (-3.172649 | -26.414303 | 8.126939 | -3.245867 | 0.007585
i 9| 8.781283 | 82.917348 | 9.475178 | 8.746239 | 0.005586
2 9] 1.889357 | 18.419409 | 9.327231 | 1.977217 | 0.005765
3 9| 1.422590 | 3.971004 | 2.785470 | 1.419217 | 0.062514
4 91| 0.621299 | 3.250210 | 5.409048 | 0.602545 | 0.017023
5 9] 0.949576 8.408554 | 9.884794 | 0.849499 | 0.005132
6 9| 1.181279 3.577987 | 3.752958 | 0.895772 | 0.035004
7 9| 0.747799 2.834063 | 5.967509 | 0.493750 | 0.014025
8 9| 1.283657 | 8.243627 | 5.934713 | 1.395110 | 0.014165
9 9 (-2.885389 | -14.485048 | 4.729083 | -3.059636 | 0.022206
10 9 (-0.398742 | -1.156071 | 1.701989 | -0.674585 | 0.158159
11  9|-1.873624 | -9.959298 | 5.339572 | -1.852561 | 0.017473
12 9| 4.109095 | 8.772249 | 2.189797 | 3.901718 | 0.098987
13 9| 1.043493 | 4.951160 | 3.923596 | 1.256338 | 0.032099
14 9| 1.185521 5.240555 | 3.891531 | 1.318985 | 0.032683
15 9 |-1.589805 | -7.162629 | 4.973222 | -1.426762 | 0.020121
1 10| 7.249512 | 36.341356 | 4.958136 | 7.341508 | 0.020241
2 10| 2.930303 | 4.195019 | 1.395511 | 2.835199 | 0.224755
3 10| 1.417907 | 7.190703 | 4.366355 | 1.622410 | 0.025994
4 10 |-0.713757 | -2.678803 | 5.335219 | -0.488524 | 0.017493
5 10| 0.787166 7.197799 | 9.036097 | 0.793501 | 0.006138
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(i) X;; ¥ M5 Xi; Error est.
6 10 |-3.128641 | -29.990696 | 9.694799 | -3.083909 | 0.005335
7 10| 0.841500 1.350878 | 0.496548 | 1.564408 [ 0.937314
8 10| 3.304086 | 19.478340 | 5.498123 | 3.521460 | 0.016487
9 10 |-4.698384 | -33.679041 | 6.968665 | -4.822570 | 0.010296

10 10| 2.298456 | 5.292093 | 2.364168 | 2.148871 | 0.085672
11 10 | -0.893695 | -4.199846 | 4.575029 | -0.916293 | 0.023706
12 10| 2.443917 | 5.430055 | 2.517474 | 2.155752 | 0.075996
13 10| -0.048078 | 0.480897 | 1.187030 | 0.315518 | 0.298447
14 10| 3.794754 | 1.350264 | 0.421008 | 3.152653 | 1.086028
15 10| 2.164552 | 11.731999 | 5.898084 | 1.966734 | 0.014353

1 11| 7.397397 | 68.123126 | 9.115094 | 7.472741 | 0.006034
2 11| 0.877667 | 6.551640 | 7.401325 | 0.886282 | 0.009135
3 11 |-2.002923 | -6.851945 | 4.081299 | -1.640095 | 0.029693
4 11| 0.130987 | 1.087179 | 4.395337 | 0.241261 | 0.025745
5 11| 1.119348 | 2.691914 | 2.434354 | 1.074497 | 0.081167
6 11 (-1.398234 | -5.280588 | 4.202109 | -1.243338 | 0.028038
7 11| 1.064690 | 5.119727 | 4.858638 | 1.064388 | 0.021083
8 11| 1.274037 | 11.142769 | 9.137226 | 1.224252 | 0.006004
9 11 |-5.189177 | -49.577893 | 9.373629 | -5.288534 | 0.005705

10 11| 1.780068 | 4.348638 | 2.599190 | 1.709866 | 0.071474
11 11 | -0.749799 | -3.776821 | 4.597048 | -0.821519 | 0.023567
12 11| 0.235607 | -0.716196 | 2.596423 | -0.247602 | 0.071862
13 11 | -2.227166 | -18.430380 | 8.083214 | -2.270290 | 0.007666
14 11| 3.010289 | 13.083890 | 4.583174 | 2.836962 | 0.023672
15 11 |-0.927518 | -10.151832 | 9.420238 | -1.072471 | 0.005651

1 12| 7.758304 | 45.862804 | 5.946124 | 7.702150 | 0.014119
2 12| 0.631565 | 4.391667 | 6.519505 | 0.683618 | 0.011754
3 12| 0.127850 | 0.283146 | 3.330755 | 0.090479 | 0.044265
4 12| 2.284747 1.289679 | 0.015527 | 1.351861 | 1.769780
5 12| 1.092426 | 0.785977 | 0.968169 | 0.835724 | 0.417679
6 12| 2.626382 | 6.283301 | 2.030431 | 2.984449 | 0.114130
7 12| 3.926793 | 22.434167 | 5.455156 | 4.103937 | 0.016741
8 12| 2.874945 | 15.602675 | 4.813451 | 3.221570 | 0.021449
9 12 |-3.760862 | -35.751017 | 9.684354 | -3.695409 | 0.005346

10 12| 3.870947 | 19.970115 | 4.949129 | 4.023573 | 0.020313
11 12 | -0.050555 1.228115 | 0.025625 | 0.803684 | 1.962131
12 12| 0.887292 | 0.050789 | 0.690500 | 0.443684 | 0.675137
13 12| 0.147452 | 1.413582 | 5.242592 | 0.257815 | 0.018116
14 12| 2.419568 | 5.101596 | 2.248064 | 2.258311 | 0.094135
15 12 |-0.842799 | -2.589310 | 3.228338 | -0.776956 | 0.047052

1 13| 6.074106 | 51.982425 | 8.684185 | 5.986992 | 0.006646
2 13| 3.473667 | 16.224939 | 5.105473 | 3.167373 | 0.019092
3 13| 2.864671 | 22.418153 | 7.691068 | 2.914284 | 0.008463
4 13| 2.610755 | 8.972165 | 3.785918 | 2.352490 | 0.034599
5 13 [-0.505132 | -4.982323 | 9.927708 | -0.494428 | 0.005089
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~

(i,d) Xy Yu mij X Error est.
6 13| 2.627649 | 13.366993 | 5.001721 | 2.649536 | 0.019879
7 13| 2.784012 | 10.708473 | 3.940700 | 2.743093 | 0.031805
8 13 |-0.814638 | -0.651660 | 1.352196 | -0.394052 | 0.238524
9 13 |-7.237465 | -45.245958 | 6.362652 | -7.094120 | 0.012339

10 13| 2.953656 | 20.598708 | 7.097082 | 2.896605 | 0.009932
11 13| 0.332694 1.458003 | 0.665028 | 1.383452 | 0.764239
12 13| 1.316864 | 10.514821 | 7.132367 | 1.476060 | 0.009838
13 13| 0.634145 1.906509 | 3.698845 | 0.492354 | 0.036009
14 13| 1.134346 7.853608 | 6.498947 | 1.218334 | 0.011828
15 13| 1.261192 | 10.292608 | 7.817840 | 1.314601 | 0.008194

1 14| 4.276337 | 19.653006 | 4.451790 | 4.420096 | 0.025045
2 14| 2.765503 4.165420 | 1.239735 | 3.544458 | 0.275320
3 14| 4.821310 | 29.876741 | 6.234369 | 4.778050 | 0.012848
4 14| 1.285804 2.832620 | 1.050294 | 2.553707 | 0.366350
5 14| 2.101823 5.682633 | 2.306053 | 2.480846 | 0.089970
6 14| 0.297471 2.857296 | 7.839840 | 0.372413 | 0.008146
7 14| 4.817050 | 19.294045 | 4.211423 | 4.566561 | 0.028024
8 14 |-1.100456 | -0.993218 | 1.394163 | -0.674118 | 0.236540
9 14 |-5.564902 | -9.001113 | 1.699389 | -5.365614 | 0.161082

10 14| 0.360227 0.431097 | 1.647065 | 0.411757 | 0.168379
11 14 | -0.488248 | -2.449165 | 2.233796 | -1.024578 | 0.095859
12 14| 1.832663 6.772366 | 3.423218 | 1.928016 | 0.041898
13 14 | -1.098055 | -4.044026 | 4.040538 | -0.980535 | 0.030275
14 14 | 2.503549 | 24.185964 | 9.333904 | 2.590132 | 0.005754
15 14| 3.372601 | 16.058102 | 4.939846 | 3.226265 | 0.020388
1 15| 4.224178 | 16.478736 | 4.005232 | 4.117198 | 0.0310568
2 15| 5.442103 | 31.075183 | 5.945552 | 5.214983 | 0.014166
3 15| 2.828419 | 18.945519 | 6.911463 | 2.746786 | 0.010494
4 15| 1.654058 0.534355 | 0.965141 | 0.928052 | 0.464256
5 15| 5.998776 8.113945 | 1.141734 | 6.536193 | 0.343207
6 15| 1.572190 | 14.002594 | 9.133713 | 1.533893 | 0.006018
7 15| 5.869421 2.604482 | 0.331422 | 5.633695 | 1.881402
8 15-2.234627 | -0.794955 | 0.210060 | -0.799621 | 2.618716
9 151-3.091015 | -1.989956 | 0.490356 | -4.201580 | 1.283432
10 15| 1.038904 1.964237 | 1.414691 | 1.315804 | 0.233128
11 15| -0.889770 | -6.104817 | 6.716504 | -0.910204 | 0.011110
12 15| -1.084258 | -3.164023 | 4.291923 | -0.717119 | 0.027062
13 15 |-1.694864 | -6.364108 | 4.365069 | -1.457804 | 0.026170
14 15| 2.070776 8.762550 | 3.733422 | 2.335658 | 0.035658
15 15| 0.255330 1.874742 | 7.640909 | 0.252139 | 0.008592
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nnnnnnnnnnnnnnn<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>