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Introduccion.

El muestreo de una poblacién esta dirigido a obtener informacion acerca de
alguna o algunas caracteristicas de ésta a partir, no de la poblacion entera sino
de una parte de ella llamada muestra, debido a la imposibilidad de obtener
informacién de todas las unidades poblacionales, ya sea por falta de recursos
econémicos, porque la poblacién es excesivamente grande, o simplemente por
conveniencia. Apoyandonos en las unidades muestrales debemos proponer esti-
madores sobre dichas caracteristicas de forma que proporcionen la informacion
mas eficiente.

Los métodos de muestreo mas conocidos y utilizados consideran estimado-
res que utilizan sélo los valores observados de la caracteristica en estudio. Sin
embargo es frecuente que la variable objeto de estudio, y, esté altamente rela-
cionada con una caracteristica auxiliar, x, cuyos datos estan disponibles o son
muy faciles de obtener para todos los elementos de la poblacién. En esta si-
tuacién es muy 1til considerar métodos de estimacion que utilizan informacién
auxiliar o suplementaria, relativa a una variable o caracteristica correlacionada
con la que es objeto de estudio, para modificar la forma de los estimadores
directos o expandidos (los usuales cuando no existe dicha informacion suple-
mentaria) consiguiendo estimadores mas precisos que los calculados a partir
de la muestra.

Como informacion suplementaria pueden utilizarse observaciones obtenidas
con muestras grandes pero no probabilisticas; probabilisticas pero de tamano
excesivamente pequeno; o bien, observaciones obtenidas con muestras relativas
a la poblacién en estudio en fechas anteriores, o en ultimo caso, estimaciones
relativas a otra poblacién diferente pero relacionada con la que se estudia.

Entre estos métodos, llamados métodos de estimacion indirecta, hay dos es-
pecialmente importantes: el método de estimacion de razon, y el de estimacion
de regresion.
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La literatura de muestro de poblaciones finitas es abundante en ejemplos
en los cuales estos métodos son utilizados para estimar medias y totales po-
blacionales. Al respecto, Cochran (1978) hace referencia a que ya en el ano
1802, el procedimiento de Laplace para estimar la poblacién de Francia uti-
liza un estimador de tipo razon. En la literatura estadistica moderna estos
procedimientos se han considerado en los dltimos 50 anos.

IEs conocido que para un tamano de muestra grande, el error cuadratico
medio del estimador de razon es mas pequeno que la varianza del estima-
dor de expansion simple (si el coeficiente de correlacion entre las variables es
positivo y alto), pero mayor que el error cuadratico medio del estimador de
regresion. No obstante el método de regresion es bastante complejo compu-
tacionalmente, especialmente en el caso de disenos de muestreo multietapicos.
Segin Yates (1960),”El método de estimacion de razon es mds sencillo com-
putacionalmente, pero el método de regresion es en ciertas circunstancias mds
acurado... Cuando la variable auziliar x representa el tamano de la unidad,
la recta de regresion pasa por el origen....”. En este dltimo caso el método de
razoén resulta un estimador optimo. La superioridad del estimador de razon
frente al estimador de expansion simple y su simplicidad respecto al de regre-
sién son dos de las razones por las que se ha dado una importancia especial al
estudio del método de estimacion de razén. Asi los trabajos sobre este método
son los mas abundantes y muchos de los resultados obtenidos han sido poste-
riormente extendidos a otros métodos, de ahi que se ha elegido el estimador
de razén como centro de nuestro estudio.

En el capitulo 1, después de introducir el estimador de razén como un
tipo particular de estimadores indirectos, se procede al estudio del estimador de
razon usual en el muestreo aleatorio simple. El estudio del estimador de razén
usual es bastante complejo pues esta definido como cociente de estimadores;
asi este estimador es en general sesgado, en contraposicion con la mayor parte
de los estimadores utilizados en la teoria clasica de muestreo en poblaciones
finitas. Ademas. si bien se tiene el valor verdadero de este sesgo, en la practica
no se puede calcular en una muestra concreta, y se utiliza asi una aproximacion
de este sesgo que si permite su estimacion.

Il hecho de que el estimador sea sesgado, lleva a medir su precision por su
error cuadratico medio, en vez de por su varianza, como ocurre en la mayor
parte de estimadores que usa la teoria de muestras, con la mayor complejidad
que ello conlleva. Aqui se presentara la expresion verdadera de este error
cuadratico medio. que no es funcional y las aproximaciones obtenidas que son
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validas para tamanos de muestra grandes.

Después de estudiadas las caracteristicas generales del estimador de razon,
se analizan los distintos intentos que han habido de mejorar este estimador.
Estos intentos han venido por dos caminos: el primero es la formulacion de
nuevos estimadores cuyo sesgo sea menor que el del estimador de razon clasico
y el segundo formulando estimadores cuyo error cuadratico medio sea mas
pequeno.

En el capitulo 2 se estudia el método de estimacion de razon bajo otros
tipos de muestreo muy utilizados: el muestreo estratificado y el muestreo con
probabilidades desiguales.

Se comienza con el estudio en el muestreo estratificado y se consideran
en primer lugar dos estimadores ya conocidos: el estimador separado y el
estimador combinado.

A continuacion se define un posible estimador de la media en el muestreo
estratificado. Este estimador que hemos llamado estimador de pesos 6ptimos,
pondera cada media estratal por un peso que minimiza la varianza total del
estimador. A partir de esta idea, proponemos un estimador tedrico de razon
bajo un esquema de muestreo estratificado, que utiliza los estimadores de pesos
6ptimos de las medias de las variables principal y auxiliar.

Existen situaciones en las que el disenador de la encuesta posee alguna
informacién acerca de las unidades poblacionales que le lleva a dar mas impor-
tancia a algunas de ellas, asignandoles probabilidades de acuerdo a su impor-
tancia. Asi, proponemos un estimador tipo razon, definido como el cociente
de dos estimadores de Hansen y Hurwitz, bajo un esquema de muestreo con
reemplazo y probabilidades desiguales. Se estudia su sesgo y error cuadratico
medio. estableciendo las condiciones bajo las cuales es preferible al estimador
de Hansen y Hurwitz, que no utiliza informacion auxiliar. También se propone
una forma de definir las probabilidades de seleccion de cada unidad, de forma
que haga insesgado al estimador.

Por ultimo se aborda en el capitulo 3 el problema de mejorar los estima-
dores mediante el uso de mas de una variable auxiliar. En algunas ocasiones,
el disefiador de la encuesta dispone de informacion acerca de varias variables
auxiliares que estan muy correlacionadas con la que es objeto de estudio. El
primero que abordé el problema fué Olkin (1958), quien definié un estimador
de razon multivariante bajo un esquema de muestreo aleatorio simple. Aqui
se analiza también este problema bajo otros tipos de muestreo. Asi se defi-
nen dos estimadores multivariantes en muestreo estratificado, y un estimador
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multivariante en muestreo con probabilidades desiguales.

Posteriormente se proponen dos nuevas formas de utilizar la informacion
suplementaria que porporciona mas de una variable auxiliar.

La primera es la construccion de un nuevo estimador que llamamos ”con-
densado” y que utiliza una cierta variable auxiliar que es combinacién lineal
de las variables auxiliares, para construir el estimador de razon. Esta variable
auxiliar, "condensada”, se determinara mediante dos procedimientos distintos:

1. maximizando la covarianza entre la variable condensada y la variable
principal

2. minimizando el error cuadratico medio del estimador de razon obtenido.

L.

dando lugar a dos nuevos estimadores, uno de los cuales tiene la propiedad de
tener un error cuadratico medio igual al error cuadratico medio del estimador
multivariante de Olkin.

Si ademas se exige que la linea de regresion de la variable de estudio, y,
sobre la variable condensada pase por el origen, los dos estimadores obtenidos
son insesgados y coinciden.

Todos los estimadores multivariantes considerados dependen de ciertos va-
lores poblacionales desconocidos. El problema se solventa sustituyendo estos
valores por los respectivos valores muestrales.

El dltimo estimador multivariante que proponemos no tiene este inconve-
niente pues puede calcularse siempre al no depender de ningun valor descono-
cido. Este estimador, que llamamos iterado, se construye iterando el estimador
de razon, utilizando cada vez una variable auxiliar y presentara grandes ven-
tajas respecto a los antes considerados.



Capitulo 1

El estimador de razon en el
muestreo aleatorio simple.

§1.1 Notacion.

Llamamos:

y; al valor de la variable en estudio para la unidad i-ésima de la poblacion.
z; al valor de la variable auziliar para la misma unidad.
Y al total poblacional de la variable y.

X al total poblacional de la variable .

N al tamano de la poblacion.

n al tamano de la muestra.

7 a la media aritmética de los valores y; en la muestra.
T a la media aritmética de los valores x; en la muestra.
Y a la media aritmética de los valores y;.

X a la media aritmética de los valores z;.
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§1.2 Definicién de los estimadores indirectos.

Supongamos que queremos estimar el total Y. Se define el estimador directo
o expandido de la forma:

Definicién 1.2.1 Estimador directo o expandido del total
Y = Ny

Ademas del estimador directo o expandido, caso by, = 0 en la expresion
general

Yo=V+bh(X-X) (1.1)

en la que by puede interpretarse como un coeficiente de correccion para mejorar
el estimador, se definen los siguientes estimadores, como casos particulares de
la expresion 1.1:

Definicién 1.2.2 FEstimador de razon o por cociente del total

P o Y X

=Y+ =(X-X)==X=Ny—

R X( ) X Y3
}'}
parab0=—i>

Definicién 1.2.3 FEstimador por diferencia del total

—

Yp=V+X-X
para by = 1.
Definicién 1.2.4 Estimador de regresion del total
V=Y +b(X-X)

para by = b = coeficiente de regresion de y sobre x
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Si interesa estimar la media, se obtienen las formulas correspondientes
sustituyendo Y y X por los estimadores de las medias

— ~

X=F: ¥Y=§
obteniéndose asi:

Definicion 1.2.5 Estimador de razon o por cocienle de la media

=~

: V+
r==X
55
Definicién 1.2.6 Estimador por diferencia de la media

Definicién 1.2.7 Estimador de regresion de la media

~

Y, =7+b(X -3

siendo b el coeficiente de regresion de y sobre x en la muestra.

§1.3 El estimador de razon.

El método de estimacion de razon trata de mejorar la precisién del estimador
simple, utilizando informacion sobre una variable auxiliar z, relacionada con
la variable de estudio y.

En la practica x suele ser el valor de y en una ocasién anterior en la que
se hizo un censo completo.

Con frecuencia queremos estimar una razén entre dos variables, y no un
total o una media. Definimos asi:

Definicién 1.3.8 Estimador de la razon

Y
X
Para el estimador de la razén no es necesario conocer el total X.
Vamos a comenzar el estudio de estas estimaciones en el caso de que las
extracciones de las unidades sean sin reemplazo y con probabilidades iguales.

R=

8] |<|
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1.3.1 Sesgo.

Obviamente, el estimador de razon es consistente, por ser una funcién con-
tinua de estimadores consistentes, pero por ser cociente de dos estimadores,
en general no es insesgado. Damos a continuacién las expresiones exactas del

sesgo, mediante las siguientes proposiciones:

Proposicién 1.3.9 El sesgo de los estimadores de razén de R, Y e'Y viene
dado por las expresiones:
Cov (R, T)

sesgo (R) = e

sesgo (YA’-R) = — Cov (}AZ, f)

sesgo (?R) = —N Cov (ﬁ, T)

Demostracion.-
Comenzamos con el estudio del estimador R, siendo inmediata la extension

al caso de Yy e Yx.
Puesto que ¥ y T son estimadores insesgados de Y y X, respectivamente,
podemos escribir:

o Y _E@ _E(R)
X E(3) E (7)

y por tanto

Como Y = RX e Yr = NYj, se tiene

~

sesgo (?R> = K (—}A_n> -Y=XE (fi) — RX = Xsesgo (ﬁ) = — Cov (ﬁ, 1‘)
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s€esgo (Y’R) = Nsesgo (?R) = —N Cov (IAZ, T)

Este resultado debido a Hartley y Ross (1954) nos permite deducir una
cota superior para el estimador de razon.

Corolario 1.3.10 Una cota superior del cociente entre el sesgo y la desviacion

tipica de los estimadores de razon R, Y r e Y viene dada por el coeficiente de
variacion de T

Demostracion.-
Puesto que

’Cov (fl,f)’ < ojos

(donde por o, denotamos la desviacién tipica de la variable a) en virtud de la
proposicion 1.3.9, se tiene:

Sesgo (]AZ), < U%UE = gﬁCE

siendo Cz el coeficiente de variacion de T y por tanto

lsesgo (R)'

IR

<Cz

Entonces si el coeficiente de variacién de T es pequefio, es decir si no hay
demasiada distorsion de la muestra para la variable auxiliar, el sesgo del es-
timador es despreciable en comparacién con su desviacién tipica. (Investi-
gaciones empiricas debidas a Kish, Namboodiri y Pillai (1962), prueban que
Isesgo (IA%) ’
T op

El mismo limite se aplica al sesgo de los estimadores del total y media.

Puesto que

es pequeno a menos que el tamafio muestral sea muy pequefio).

5€esgo (—)%R> = Xsesgo (fi’) ; sesgo ("\’R) = Xsesgo (E)
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es inmediato que

sesgo (V)| Jsesgo (¥)| i

o= o3
Yr Yr

Corolario 1.3.11 En un muestreo aleatorio simple, el estimador de razon es

insesgado st

Cov (1?,’:5) =)

Demostracion.-
Inmediata sin mas que considerar el resultado de la proposicion 1.3.9.

Proposicién 1.3.12 El sesgo del estimador de razon puede expresarse, alter-
nativamente, de la forma siguiente:

= i 1
sesgo (YR) =¥ (T,'(l) = N) Yi

o
(n) e T

donde s denota una muestra de tamano n y S el espacio muestral.

donde

TV =

Demostracion.-

_ = DU
B(7)= B E- RS-
") n(”)

sES
t€s

X ¢ ),
D DEE oL 12
n =1
(+)
Entonces el sesgo del estimador viene dado por

L 1
sesgo< ) ZT(lyz_}—Z(ﬂ(])_N)yi

i=1
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Las expresiones del sesgo de los otros dos estimadores son:

N
sesqgo (f’n) = NZ <Ti(l) _ %) Yi

=1

N
~ 1
sesgo (B) = 3 3= (190 - 3 ) v
Estas expresiones obtenidas por Rao (1967) son complejas puesto que los

. 1 : N .
coeficientes T,-( ) envuelven sumatorias sobre todos las muestras posibles
n

de tamaiio n, por lo que las expresiones tienen un interés limitado.
Por ello son mas utiles expresiones aproximadas del sesgo, que damos a
continuacién, con el grado de aproximacion deseado.

Proposicién 1.3.13 En un muestreo aleatorio simple, primeras aprorimacio-
nes de los sesgos de los estimadores de razon R, Yp e Y i son:

sesgo, (IAZ) — 1—;—-[1?. (Cz - pCICy)

sesgo, (}A’R> = 1—;£Y (C,f - pC;Cy)

sesgo, (§'R> = 1= f? (C‘I2 e pC'TCy)

n

Demostracion.-
Escribimos R de la forma:

_y
ﬁ—y—},?— 1+Cl
—T——X—T— 1+€2
X
donde . .
7y—Y T—X
€ = T= y €2 = =
Y T
Asi
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R-R=R[1+e)(1+e)" =1] (1.3)

desarrollando (1 + ez)_1 en serie de potencias de e,, se obtiene:
R-R=R[0+e)(1-extei+--)—1] (1.4)

. N :
Este desarrollo es vélido si |e;] < 1 para todas las N posibles muestras

de tamafo n. Esta condicién no es dificil de satisfacer excepto en algunas
ocasiones especiales. David & Sukhatme (1974), presentan una justificacién
del uso de estas aproximaciones para el sesgo y la varianza.

Si cortamos el desarrollo reteniendo sélo los términos de orden inferior o

igual a dos en ¢, y e,, se obtiene:

E—RZR(61—62—€182+63)

y tomando esperanzas, se tiene:

5840 (R) =k (ﬁ) —~R>R [E(el) — E(ed) = E(eer) + B (eg)]

Ahora bien, E (e;) = E (e;) = 0 por ser 7 y T insesgados y

B(d) =28 (e-X)" = SF = s
B (eres) = = [(7-F) (F-X)] = 555 Cov (7:) = =0, 5.

donde S? v S? son las casivarianzas poblacionales de las variables z e y, res-
T Y Y,

pectivamente.
Por tanto el término principal del sesgo viene dado por:

) I—f . 1-f 1—f
=5k S - ———pS,S. | = 2 _
Sesgol ( ) ( nXZ T n‘xr )/p Yy -T> nyZ (R‘S(E pSl'Sy)

o bien en funcidn de los coeficientes de variacion:
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5€sg0, (I:’,) = — (Cz pC, C'y)
Sy S.
donde C, = >d yC,= y=f
Entonces es facil deducir que:
1=J

sesgo, (Y’R) = TY (Cf - pCzC’y)

~

sesgo, (7,;) = l—-_—i—f (Cz — prC'y)

Si partimos de la expresién 1.4 y consideramos los términos de orden infe-
rior o igual a 4, podemos obtener una aproximacion mejor del sesgo de R.

Proposicién 1.3.14 Una segunda aprozimacion del sesgo del estimador R
viene dada por la expresion:

= N-—n R|(po K11 )
sesgo, (R) = = 22— +
g 2( ) N—-1n [(H(zn H1oMo1

(N = n) (N = 2n) L( pro _@)Jr
(N - 1) (¥ = 2) fiokd Mo

(N—1)(N —2)(N -3) -

#01 Mloﬂgl
N(N-n)(N-n-1)3(n—-1) L (#_(212 _ /luﬂoz)]
(N‘ 1)(N_2)(N_3) #611 Hloﬂgl

(N —=n)(N?—=6Nn+ N +6n?) 1 <u04 13 )

+

donde
i v o\ P
/-‘aﬂ_jv_g(' ) (CL';—Y)

Ademas

~

sesgo, (Y’R) = Xsesgo, (R)

5650, (?R) = X sesgo, (R)
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Demostracion.-
Partiendo del desarrollo 1.4, cortamos en los términos de orden 4 en €, y

¢; y al tomar esperanzas nos queda:

5€5g0, (IAB) ~R [E (eg) — E(eye0) + E (e%el) - F (eg) +FE (eg) - F (egel)],

Las esperanzas de estos productos fueron tabuladas por Sukhatme (1964).
Usando sus resultados se obtiene la expresion dada en la proposicion.

Para dar una idea de esta magnitud, supongamos que N es grande y ademas
Ja poblacién sigue una distribucién normal bivariante, entonces:

Hi2 = H21 = 0; pos=p30=0; pes= 3#(2)2 v 13 = 311 o2

por lo que tenemos:

2 1 3
seogoy (R) £ (L2 - S, 5 (Lt b

2 2 2
n \ Kox KioMo1 Ho1 HioMor / Hoi

R, ., 3
= — - pC,C, (1 - 2)

= (c2-pcyC.) (14 0
En esta segunda aproximacion el sesgo relativo del estimador de razon en

poblaciones grandes puede aproximarse asi:

5€840, (IA%) ~ s€sgo, (f%) (1 - %Cﬁ) (1.5)

donde hemos notado con sesgo, (ﬁ) a la primera aproximacion del sesgo dada
por la proposicion 1.3.13.
La ecuacién 1.5 muestra que la contribucién de los términos de grado 3 al

sesgo relativo del estimador de razén es —C? veces el valor de éste en la primera

aproximacion. A menos que n sea pequefio,la contribucién puede considerarse
despreciable. Ayachit (1953) obtuvo el valor de la contribuciéon del sesgo para
sucesivas aproximaciones por medio de muestreo experimental en una amplia
gama de poblaciones comunmente utilizadas en encuestas y comprobé que la
contribucién de los términos de orden superior es despreciable. Para n grande
(30 o mayor) incluso el término mas bajo no tiene consecuencias.
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Teorema 1.3.15 Si la regresion de 1 Y sobre x es lineal y pasa por el origen, en

una poblacion finita, los estimadores }R, Y RY R no tienen sesgo en muestras
aleatorias simples de tamano n.

Demostracion.-
Escribimos:
y;=pPzx;+e t1=1,...,N

Si es cierta la hipotesis del teorema, se tiene que

=B8XyR=p
y por otra parte la suma de los e; para las unidades que tienen el mismo valor

de z es cero.
Entonces

&l |<“:l

E(R) =Y R,P(s) = TZZ

sES n (2) (1)
donde la sumatoria de todas las muestras se realiza en dos etapas: primero se
suman las muestras que contienen el mismo grupo de valores de z (por tanto
Z, permanece constante en estas muestras) y segundo se suman los grupos de
muestras que contienen valores distintos de z.

Asi

p()- >;

v/\

qu | ol

Naia”
I

HI | Ryl

VM z>|

:2|

SRR R

s~n|H =z|»~

)
Pero Z €, = 0 puesto que todas las muestras de esta sumatoria tienen las

(1)
mismos valores de x y por tanto se concluye

N
1 (2)

E(R)=p=R
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1.3.2 Error cuadratico medio.

Como se ha comprobado en el apartado anterior, el estimador de razon es
en general sesgado, por lo que su precision se medira por su error cuadratico
medio, que procedemos a estudiar.

Este estudio presenta bastantes problemas puesto que tanto x como y va-
rian de muestra a muestra. La expresion exacta fue obtenida por Rao (1967)

y viene dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3.16 En un muestreo aleatorio simple, el estimador de razén

Y i tiene un error cuadrdlico medio dado por la expresion:

-~ N N o N —
ECM (YR) = Z T,'(z)yi2 + Z T,-(f)y,-yj -2Y Z Ti(l)yi +Y’
i=1

i#) =1
donde
X’ 1
(2) _
T; N bW
n? =
(+)
b'a 1
Ti(?) _ =
RES
n - i,JEs
Demostracién.-
T i =t =2 e feid =
ECM <YR> ~E (YR , Y) —E <YR) _9VE (YR> L7 (16)
Ahora bien

-~ N ==2 =9 - . -2
E(}_’;>=72E(R2>:ng_;= X Z(Z:e_;yz) _

N sES;rs n? N SES L
n n
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i 1 1 LI S,
=—o AL S+ 2 = = L T+ YT v
2 <N> i=1  aes Vs gy ses Ts i=1 i3

n % i€s i,JES

z N
Ademés, como demostramos en 1.2, £ (VR) — Z T,-(l)y,- y por tanto sus-
=1
tituyendo en 1.6 obtenemos la expresion deseada:

- N N _ N .
ECM (Vr) = T4 + 3 0, - 27 Ty + ¥
i=1 i#j i=1
La expresién del error cuadratico medio de los estimadores R e Yp se ob-
tiene de forma inmediata:

N N N
=1 1#) i=1

N N N
ECM (Yr) = N* 3T + 3 Ty, —2¥ 3 Ty + Y
i=1 i#j i=1
Estas expresiones, al igual que ocurre con la expresion exacta del sesgo,
tienen el inconveniente de depender de los coeficientes T}(l), T;(z) y fl",-(J?), que
envuelven sumatorias sobre todas las (]Z ) muestras posibles.
Sin embargo se tienen aproximaciones del error cuadratico medio, validas
para muestras suficientemente grandes, que son mas sencillas de calcular y

pueden utilizarse en un problema real.

Proposicién 1.3.17 Una primera aprozimacion del error cuadrdtico medio
de los estimadores de razon R, Y r e Yg vienen dadas por las expresiones:

ECM, (R) = 1;—fR2 (c2+c2-2pC,C,)
ECM, (’ﬂ) =2 ; Sy (c2+ 2 -200,C,)
ECM, (Yr) = L ; Ly (C2 + 2 -200,C,)
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Demostracion.-
Como vimos en 1.3

~

R-R=R[1+e)(1-e)" —1] =
R[(1+61)( —€2+eg—eg+---)—1]=
R( 32+€2—62+61—6162+ele2 )

elevando al cuadrado
(R - R)2 = R? (—62 +el—ed+e —ee,+eed—-- -)2 (1.7)

Reteniendo sélo los términos de potencias menores o iguales a 2 en e, y e,
y tomando esperanzas obtenemos:

~

E(R- R)2 = RE (& + €} — e1e5) = B? [E (€}) + E (€3) —2E (e1¢2)] =

_ V(y) K V(=) Co v(Z9)] _ e [1=F (S [ Sz _pS:S,
_Rz[VQ + 7 ¥ xv ]—R[ - (72+72 QXY)l

ECM, (R) = %Rﬁ (c2+C2-2p0,C,)

y asi

ECM, (Va) = BCM, (R) X" = = (2 4 G- 2p6,00)

ECM, (Yr) = ECM, (R) X* = %Y"’ (2 + 2 -2pC,C.)

Corolario 1.3.18 Una przmera aproximacion de los coeficientes de variacion
de los estimadores R YR e YR viene dada por:

BN =

CV;, = [1;—f (cz+c2- 20yx)]
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Demostracion.-
® 1
s ECM, (R 1=f /10 2 5
v (R) - R2 - [ - (Cy +C; — QC‘UI)]

siendo el mismo para los otros dos estimadores.

Corolario 1.3.19 Una expresion alternativa de la primera aprorimacion del
error cuadrdtico medio del estimador de razon viene dada por

4 2
(y; — Rz
ECM (R)—l_f =l !
IS GRS
Demostracion.-
ECM (fz)—l_fzz?(cuctz C,C.) =
1 - n Y T p’y’.r)—
_1-f 550 592 8,5z
B (R?+Ry—2—2}?py2 =
Lo f 3
= —=— (S + R*S2 - 2Re5,S;) =
1-f 1 i 5 2

l=F 1 & o +\\2_ 1—-fia
- (6-7) - R (-0 =

=2
=1 nX

Las férmulas obtenidas del error cuadratico medio son buenas aproxima-
ciones si las muestras son de tamafo grande. Una regla aproximada de lo
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grande que ha de ser el tamano de muestra, n, para que sean aceptables es-
tas aproximaciones es que n sea lo sufientemente grande para que Cz < 0.05
(Una justificacién tedrica de este resultado puede verse en Hansen, Hurwitz &
Madow (1953), Vol. 2).

Corolario 1.3.20 En un muestreo aleatorio simple, el sesgo del estimador de
razén decrece mds rdpidamente que el error estindar y con un tamarno muestral
moderadamente grande, el sesgo de R se vuelve despreciable en relacién a su
error estandar.

Demostracion.-

)= ]—fR(Cz—pCsz)

n

ECM, (R) = 1—;11122 (cz+c2- 2pC,C.)

Entonces

Y]
(9]
»
<
(v
[y
P,
)

) _1-5 (Ci-e0.C,)
ECM,(R)  n (C2+C2-20C,C,)

2
sesgo _ [1—f (Cx2 - PCny) (1.8)
o n | (C2+C2—20C,C.) '
que decrece a medida que n aumenta. '
La expresién 1.8 muestra que la razon del sesgo al error es de orden

1 g o ; e
O(n'z) y por lo tanto el sesgo es practicamente despreciable en relacion
con el error estdndar para tamaifios de muestra moderadamente grandes.

Proposicién 1.3.21 Una segunda aprozimacion del error cuadrdtico medio
del estimador de razon R viene dada por:

N—nll,
N—ln\

ECM, (R) = R?

donde notamos K por:

Hio Mol Ho1H10
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2(N——n)(N—2n) ( Hiz B _@)+
(N —1)(N - 2)n? #10#(2)1 13otton #81

3(N —n)(N’+ N —6nN +6n?) ( B2z , His3 @) n
(N =1)(N = 2)(N = 3)n® Blokdr HioMd By

3(n = 1)N(N = n)(N —n —1) (paopor + 23, Opiapion n 3pba
)

(N =1)(N =2)(N = 3)n3 1ok B H10k01 101

Demostracion.-

Consideramos le expresiéon 1.7 y cortamos el desarrollo quedandonos con
los términos en e; y e, de grado inferior o igual a cuatro. Al tomar esperanzas
se tiene: '

ECM (1’%) = R*E (e% + €2 —2eje, + €5 + 22—

3 4 2 3 2 3 3 2.2 2
—2¢€; + 2e; + 2e €5 — 2e €3 + 2e3e; — 2eye5 — 2e1€; + 2eje5 — 26162) —

= R’E (ef + €2 — 2eje, — 2€3 + 3e; + 3edes + deje — be, €5 — 26?62)
ECM, (R) = B (E (&) + E (¢3) — 2B (exez) — 2B (¢3) +

+2F (eg) +3F (efe%) +4F (eleg) —6F (eleg) -2F (efeg))

Ahora bien, se tiene:
N-—-nl [pg N-nl{pu ‘
o il . 2Y = 02
E(el)—N—ln(ufo ' E(62)—N—1n B

N-nl/ py, ) . (N —=n)(N —2n) (pos
E = = y L = 3
(6162) N—1n </101”10 4 E (62) (N — l)(N — 2)712 Hgl
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2 (N=n)(N—-2n) [ pp
E (6162) = (N —1)(N - 2)"2 (,Ulo:u(z)l)

e (N —n)(N —2n) H21
E (6162) T (N =1)(N -2)n2 (Hfo#m)

1 N—-n[ N*4+ N —-6aN +6n?
E (62) T n3uj, [(N —1)(N = 2)(N — 3)'u04 t
3n—=1)(N-n-1) 3
(N—lxN—2xN—3ﬂ“@4

E( 3) _ N—n N2+N-—67IN+6TL2 +
42 T Wmed [N DN =2)(N-3)""
3(n—1)(N —n-1)
(N_l)(N_z)(N_3)N:ull,u’O2

fla2 +

E(e%e%) _ N—Tl [N2+N—6HN+6712

s [N =DV = 2)(N —3)
(n=1)(N-n-1)
(N-1)(N-2)(N-3

)N (Nzoﬂ-oz + 2#?1)]

y sustituyendo estas expresiones se obtiene la formula deseada.

Es inmediato que

‘ % _.72N—711 5

ECM, () R)_) o
) N-nl

1 @ — 2 I

ECM, (Yz) =Y e
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Precisién de las aproximaciones del sesgo y el error cuadréatico me-
dio.

Hemos obtenido las aproximaciones tanto del sesgo como del error cuadratico
medio de los estimadores R, Yre )A"R. Es importante determinar la precision
de estas aproximaciones, que haremos a continuacion, y daremos una cota
para la diferencia entre las aproximaciones y los valores verdaderos. Para ello
utilizaremos el siguiente lema propuesto por David & Sukhatme (1974).

Este lema utiliza el concepto de "superpoblacién”. La idea de las superpo-
blaciones se basa en considerar que los valores de la poblacién, y;, 7 =1,..., N,
en vez de ser constantes, son valores obtenidos de una muestra extraida a par-
tir de una "superpoblacién” de N variables aleatorias independientes "y,”,
i=1,...,N que tienen una distribucién de probabilidad conjunta ¢.

En este trabajo se seguira el procedimiento cldsico caracterizado por el uso
de disefios muestrales como base para la inferencia acerca de los parametros
poblacionales. Ocasionalmente utilizaremos los modelos de superpoblaciones.
Estos modelos datan de Cochran, (1946), y fueron desarrollados principalmente
por Richard Royall y su escuela. Hoy dia existe una gran controversia sobre
la utilizacién de estos modelos.

Lema 1.3.22 Sea una sucesidn de poblaciones {S,} de tamanos {N,} extrai-
das mediante muestreo aleatorio simple de una superpoblacion infinita S =
{U;, Vi}. Sea {N,} estrictamente creciente y tal que

lim 1, —l7m Nn—-—i 0<t<lyl<it,<1Vn

n
—00 n

Suponiendo que para algunos enteros positivos fijados r y s, los momentos
de orden r + s e inferiores de S, permanecen acotados. Sean U y v las me-
dias muestrales basadas en una muestra de tamano n ezxtraida de S, mediante
muestreo aleatorio simple. Entonces si U y V son las medias poblacionales
para S,, se tiene

AP g W On‘?’l siT+ s es par
E[(U—U) (v—V)]z{ Ogn‘r;]) st r+ s es impar

Teorema 1.3.23 Las aprox1mac70nes del sesgo y del error cuadrdtico medio
del estimador R dadas por sesgo, ( Yy ECMI R son de orden O(n”2) Y

las de sesgo, (R) y EC M, (R) son de orden O



28 Tesis Doctoral

Demostracion.-
Para la determinacién de las aproximaciones, partimos de la expresion:

E-R:R[(1+e1)(1+ez)"—1] =R[(es—e) (1-e2+ef+---)] (1.9)

Veamos en primer lugar las aproximaciones de sesgo.
La expresion exacta del sesgo es:

sesgo (ﬁ) = B(ﬁ) — RXE [61 :62] —YVE [61;62]

7
Consideramos la aproximacién de orden k del sesgo:

2k—1

B, (R) =R Y E[(-1)'e}(er — €3)] (1.10)

1=0 :
obtenida a partir de la expresiéon 1.9 cortando en el término 2k y tomando
esperanzas (para k =1y k = 2 ya estudiadas con sesgo, (R) y sesgo, (R))
Puesto que los términos de la sumatoria son de la forma £ (e;“) yE (eéel)

podemos aplicar el lema 1.3.22 segin el cual B (f{) contiene los términos de

e, y €, hasta los de orden 0, (n‘k).
Por otra parte:

B(R)-B.(R) =E [Ye] = "’] —R'Y E[(-1)ei(e—e5)] =
1=0
—  [gy—=e %I €} z
:YE[ = —Z(—l)t%(el—ez)f]z
o lBp=gy % €
=YE[ — ;(—1)15(61—62)(624'1)} =
€, 2k—1 §+1 2k—1 i 12
=V [92e N - - 3 () R e -
e —e, 2 & 2k-1 o
=YE[ = —Z(—l)znlg(el—ez)— Z(—l)’%(el—q)l =
1=1 1=0
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Entonces si la variable = es positiva y z, es una cota inferior positiva de T,
se tiene:

d
—F (elegk cgk“)
To

(1.11)

5(R) - 5. ()| <

que segun el lema 1.3.22 es de orden O(

n=(k+1))

Asi, para una eleccién apropiada de n y k, el término |B (R) — By (R)I
puede hacerse muy pequefio en comparacién con By, R) y éste sera una buena

aproximacion de B (R)
En segundo lugar, veamos las aproximaciones del error cuadratico medio.

La expresién exacta del error cuadratico medio es:

ECM (R)=Y'E [(——x—e?)]

y la aproximacion k-ésima:

2k—2
ECM, (R) = R°E [(el —e)? Y (—1)ei(s + 1)] (1.12)
=0
Entonces: '
ECM (R) - ECM, (R) =
—2 . [(e;—e ) (e1—e i = 7?2 |
=Y E. e — g(—l) (z+1)_2 =

= YV’E -(e_ljﬂf_ <1 — 2kz_:2(—1)ie§(i +1)(1+ 62)2)’ =

=0

?2E [(61 - 62)2 (1 _ 2§:2(_1)i(2~ I l)ei+2_

1=0
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2k—2 2k—2
—Z 7+1 -—22 z+1 "H)]

1=0 1=0

y simplificando los sumatorios

ECM (R) - ECM, (R) = -Y'E [(‘B‘;Te?)f (2ke3*=" + (2k - 1)5;*)]

Asi:
72

|BOM (R) - ECM, (R)] < |2 E [(er — ea)? (2kedt™ + (2k — 1))
0

que es de orden O( ~(k1)
Del mismo modo que en el caso del Sesgo, para una eleccion apropiada de
nyk, ECM; (R} es una buena aproximacion de EC M (R)

Estos resultados en el caso k =1 y k = 2 prueban el teorema 1.3.23.

Corolario 1.3.24 Cotas para la diferencia entre los valores verdaderos y sus
primeras aprozimaciones del sesgo y del error cuadrdtico medio vienen dadas

por:

z(N—n)(N—Qn) ( Fiz @3:)
2o (N —1)(N —2)n? \ pyopd; 1,

5(R) - 5. (R)] <

[ECM (R) - ECM, (R)|

2(N —n)(N — 2n) (Hoa 9 Hi2 Ha1 )+

=2
¥ =
(N-1)(N -2 )n? \ g, faokdy  Miokor

5

<

("‘UN(N—")(N‘R"I) ( @_6!_@3 H11 _{__@@ 9 i >+
(N =1)(N = 2N — 3)n® #31 /131 Hioto1 #31 ,Ufo N%O,u’(%l

(N —=n)(N?2+ N —6nN +6n?) (@_( fiis o )}
(N=1)(N=2)(N=3)n*  \por  paomdr  Hiokds

T W S G W R R
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Demostracion.-
Segtn la expresion 1.11 para k = 1:

|B(R) - B: (B)| <

Sustituyendo los valores de estas esperanzas, se tiene:

(8)- 5 (R)]
z ((N —n)(N —2n) p (N —n)(N —2n) ﬂos) .
zo \(N = 1)(N = 2)n? piopty (N =1)(N = 2)n? 3,

_ Y (N-" 2” ( Hi2 1103)
B ‘TO(N N Pioldy Moy

En cuanto al error cuadratlco medlo se tiene:

zE (eleg - eg)

To

Y’

z§

|[ECM (R) - ECM, (R)| < — |E [(e1 — )" (2¢2 + €3) ]|

Entonces

=2
IEC]W (IA%) - ECM, (ﬁ)' < —Z—z IE (2626f + 2€3 — deje2 + el + €5 — Zeleg)l
‘0

Sustituyendo los valores de las esperanzas de estos productos y simplifi-
cando se obtiene el resultado deseado. '

1.3.3 Comparacién del estimador de razén con el de expansién sim-
ple.

El estimador de Y que se obtiene sin utilizar la informacion suplementaria es
N7, donde 7 es la media muestral por unidad (en el muestreo aleatorio simple)
o una media ponderada por unidad (en el muestreo aleatorio estratificado).

Estimadores de esta clase se conocen con el nombre de estimadores obte-
nidos por expansion simple.

A continuacién vamos a comparar el error cuadratico medio del estimador
de razén y la varianza del estimador de expansion simple en muestreo aleatorio
simple.
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Teorema 1.3.25 Si el tamarnio muestral n es suficientemente grande para que
los términos de orden 0(77,’2) puedan ser ignorados, el estimador de razon

Y i es mds eficiente que el estimador G si

Demostracion.-
Como ya sabemos en el muestreo aleatorio simple el estimador del total
Y = N7 tiene varianza:

1-f
o8

V(Y)=nN?

Para el estimador de la razon hemos visto que una aproximacion de orden

O(n_2) es:

ECM (V) = 2! ~ / (S2+ R*S2 - 2pRS.S,)

La eficiencia relativa de un estimador comparado con otro es el cociente de
sus varianzas, asi:

5y 1
52 + R*SZ - 2pRS, S, i e
1 s = C2 - ZpC

Eficiencia =

Por tanto para muestras grandes, el estimador de razon es mas eficiente si
el denominador es menor que 1, es decir

C’2 20 €£>.1_
=g Pg 73

Cs
La figura de la pagina siguiente muestra, para valores diferentes de —- C 3
12

valoresde T'=1+ — C2

- 2p Cx con respecto a los valores que toma p.
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= 1.8

N

Cy
AN \
%ﬂ = 0.5 \

= N\
T ——

NEE T INCTTS

[/

B 0'2\

[/

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1
Pzy

A partir de esta figura es claro que cuando —- = 1, el estimador de la razén

T
b ;
’, . . Cy . . .
tendra una varianza menor que el estimador expandido si la correlacion entre
z; e y; es mayor que 0.5 y tendra varianza mayor si es menor que 0.5. Mas atn,
el estimador de razon tiene varianza sustancialmente menor si la correlacion

es alta, y en este caso su varianza es cero si la correlacion es perfecta.
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Si -C—f— > 2 se perderia precision si se utiliza el estimador de la razon en
’y . . s
lugar del estimador expandido, incluso con correlacién perfecta.
Con valores menores de éste cociente, habra una ganancia utilizando el el

estimador de razén siempre que la correlacion sea lo suficientemente alta.

Si E{ es pequeilo, obtenemos ganancia utilizando el estimador de razén
y ’
incluso con muy baja correlacion.

T

C, »
alta correlaciéon. Como ejemplo, fijémosnos en 6,5 = 0.2.
Y
Si p = 0 se pierde precision, pero ésta perdida es pequena; sin embargo, si
p = 1, hay ganancia, pero sélo reducimos la varianza del estimador expandido
en la tercera parte.

Pero si es pequeiio, las ganancias no son muy importantes incluso con

=%
Cy
dores aunque si la correlacion es alta seria conveniente adoptar el estimador
de la razén y si es excesivamente baja el estimador expandido.

Todo esto, como ya hemos dicho, tiene el inconveniente de que la muestra
ha de ser suficientemente grande. En muestras mas pequenas el método de
la razén no se puede comparar tan bien como en el caso anterior ya que la
férmula aproximada de la varianza es normalmente una subestimacion.

Por tanto, si es pequeiio se puede tomar cualquiera de los dos estima-

1.3.4 Intervalos de confianza.

La distribucién exacta del estimador de razén no puede expresarse de una
forma sencilla. Para construir intervalos de confianza se pueden utilizar dos
procedimientos, dependiendo del tamafio de la muestra:

1. Para muestras grandes (segun se vera en apartado siguiente) la distribu-

: : R :
cién del cociente — puede considerarse normal, con error estandar dado

R

por la expresion:

1

n

K =

(@-uqq+qf

y por tanto
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R R
_—— [ < < — T = -
d (R loco S TS 74 t°'°°1\) e

obteniéndose los siguientes limites de confianza para R:

R R
] = ol ' 1% bl

siendo 14 o €l valor de la variable N(0,1) (o de una ¢ de Student con n—1
grados de libertad) que deja por encima de él un area de -

e

. Cuando las muestras son pequefias es aconsejable utilizar el siguiente

método debido a Fieller (1932):
Sea (z;,1;) una distribucién normal bivariante. Si consideramos la va-
riable:

u; = y; — Re;
esta distribuida normalmente con media cero y varianza:

V = S —2RS,, + R*S;

Entonces se tiene que la variable

u=7y— RT ‘

e £ ; . : Vv

se distribuye también segtin una normal con media cero y varianza —.
n

Un estimador insesgado de V se obtiene a partir de

Ve S - = g 3 (i~ Re) — (7 RE)) =

n-—1 =1 =1

= 33 — 2Rs,, + R?s?

Los limites de confianza para R con un coeficiente de confianza de (1 —«)
estan determinados por las dos raices de una forma cuadratica en R dada

por:
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__ Vn(F= ) (1.13)

T (- 2Rs,, + R2sE)

Reemplazando s, por rs;s,, donde r es el coeficiente de correlacion

Sl' S o s
muestral y usando que ¢, = = y ¢, = —, la solucién de la ecuacién 1.13
T

da los siguientes valores para los limites de confianza de R:

R tﬁ n-—1
—-—7 1-— —’n—rcxcy e

ta,n—l 2 2 tgr,n—l 9
e T (cz — 2rege, + cy) — ——p

N

< N
=
p—
<

()
N—"
o S
op=
———d

1.8.5 Distribucién asintética del estimador de razoén.

En este apartado vamos a especificar las condiciones bajo las cuales el Teorema
Central del Limite para poblaciones finitas es cierto para el estimador de razon
bajo muestreo aleatorio simple.

Siguiendo la formulacién usual del Teorema Central del Limite para pobla-
ciones finitas, vamos a considerar nuestra poblacion finita U como una sucesion
de poblaciones {U,} donde n, y N, tienden a infinito de forma que N, —n,
también tienda a infinito cuando v lo haga.

Para estudiar la distribucion asintética de Ty, necesitamos utilizar los si-
guientes teoremas:

Teorema 1.3.26 (Hdjek, 1960) Suponiendo que n, = oo y N, —n, —= 0o
para v — 0o, entonces para un muestreo aleatorio simple

NP (y,, - ?,,) &, N(0,1) cuando v — oo

st y solo st {Y,,J} satisface la condicion de Lindeberg-Hdjek:

lim ) (Y”’ = Y”)2 0, V6>0 1]
m e =, > .14
v £ (N, = 1) 52, (1.14)
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donde T,(6) es el conjunto de unidades de U, para las cuales
‘i 7
T35, >

Teorema 1.3.27 Supongamos {Y, } satisfaciendo la condicion:

1-1f) Siy — 0 cuando v = oo (1.15)
Entonces, bajo un muestreo ;leatorio simple
1. Ely,,—}_,, 0.
2.75,-Y, 50 si v oo.

Consideramos ahora el estimador de razon. Llamamos

R, =Y, -bX,

donde b, = =
onde e

v —
Los valores It,; tienen media poblacional R, = 0y varianza

N, R2

S?
Entonces:
Teorema 1.3.28 Sea Y g = YU_;&, Bajo un muestreo aleatorio simple, se
tiene: Y

\/n—u <TVR _71/) £> N
\% L~ :}uSuR
Yy

stempre que {R, } satisfaga la condicion de Lindeberg-Hdjek, (1.14) y {_X_

(0,1) si v = o0

satisfaga la condicion 1.15. ’
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Demostracion.-
Podemos escribir:

~ y _ - X, _X,
Y vR Y v (yu - bVTV) .71_',, =Ty Tu
donde R
T, =) —
ies

Puesto que {R, } satisface 1.14 y R, = 0, se sigue del teorema 1.3.26 que

1, T,
Vv d »= juSuR
2t

X
Por otra parte, puesto que < satisface la condicion 1.15, se tiene:

=
v

.’ N(0,1) cuando v — oo

.

7
.

P
0 cuando v —

>

T,

segun el teorema 1.3.27, por lo que X L 1, y asi, segun las propiedades de

7
v

la convergencia:

ny, (TVR - Tu) I
=T 5m - N(0,1) cuando v — o0
Los resultados asintdticos para poblaciones finitas son bastante artificiales
puesto que sélo hay realmente una poblacion. Sin embargo, estos resultados
son ttiles para determinar las condiciones bajo las cuales se puede trabajar
con las aproximaciones normales.
Scott y Wu (1981), determinan las condiciones para que el teorema 1.3.28
sea también cierto al sustituir S, por el valor muestral s, 5.

§1.4 Estimadores de tipo razon.

Una vez comprobada la eficiencia (bajo ciertas condiciones) del estimador de
razon frente al de expansion simple, diversos autores han considerado el pro-
blema de construir otros estimadores utilizando los cocientes de las variables
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principal y auxiliar, que "mejoren” el estimador de razén clasico. Estos in-
tentos han ido encaminados bien a disminuir el sesgo o bien a disminuir el
error cuadrdtico medio. Aqui se van a exponer algunos de los resultados mas
interesantes.

1.4.1 Disminucién del sesgo: Estimadores insesgados y cuasi—inses-
gados.

Como hemos visto en la proposicién 1.3.9, el estimador de razon en el muestreo
aleatorio simple es en general sesgado. Este sesgo es despreciable si el tamarfio
de la muestra es grande, pero puede ser considerable su efecto si el tamafio
muestral es muy pequefio.

De ahi que en los tltimos afios estd tomando un gran interés el desarrollo
de estimadores del tipo razén que sean insesgados o sujetos a un sesgo inferior
al estimador de razon ordinario.

Estos estimadores suelen utilizarse en muestreos con muchos estratos y
muestras pequefias en cada estrato, si el estimador de razén separado no parece
apropiado para ellas.

Aqui se van a considerar algunos de los mas importantes.

El estimador de Hartley y Ross.

El estimador ¥ es insesgado de Y en muestreo aleatorio simple, y hemos visto
que puede ser mejorado usando la informacién auxiliar que se posee de una
variable = correlacionada con y.

El cociente — mide cémo de representativa es la muestra obtenida. Si es

menor que uno,mla muestra revela un predominio de unidades cuyo valor de
z es superior a la media. Si es mayor que uno ocurre lo contrario. Entonces
se usa dicho coeficiente para mejorar el estimador insesgado ¥ dando lugar al
estimador de razon Jp.

Se puede retener la idea que subyace en el estimador de razén en orden
a estudiar otros estimadores por medio del grado de representacion de cada
unidad de la muestra considerada individualmente. Se puede llegar asi a un
estimador media de razones:

n n
_ 1&wy 1 Yi
V= = —=—Z7'i; Tgi= =
[ R B
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UMr=T X

Este estimador media de razones es sesgado, pero a partir de él se pue-
den construir otros estimadores insesgados que se conocen con el nombre de
estimadores insesgados del tipo razon.

Un estimador, debido a Hartley y Ross (1954) se obtiene partiendo de la

. Yy : = :
media 7 de las razones = y el estimador 7 corregido su sesgo es:
4 i

n(N —1)

i yys dULED

El correspondiente estimador insesgado de Y es:

=YV =V Tl.(]V—l) —_ ==
rA—rA-i——————(n_l) (y—7T7T)

y el de la media Y:

- n(N-=1)
F X o et 5 F I
" +(n—-1)N(y v @)
La varianza exacta de este estimador fué obtenida por Robson en 1957.
Nosotros vamos a considerar una aproximacion de ella valida para muestras

<
o]
=
Il
=
D

grandes:

N2 N (y,-——)"_'—FN (x,-—'}f))z
n Z N -1

1=1

donde Ty es la media poblacional de r;.
Comparandola con la varianza del estimador de razén usual:

Entonces 7 X es mas preciso que )AR en muestras grandes si la linea Y +
TN (:17,- — X)) se ajusta a los valores de y; mejor que la recta Rz;, o lo que es
equivalente, si el coeficiente de regresion (3 esta mas proximo a 7y que a R.
Este resultado fué obtenido por Goodmany Hartley (1958).
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Las condiciones bajo las cuales el estimador insesgado de Hartley y Ross
es mas eficiente que el estimador de razon usual ¥ son bastante restrictivas y
dificiles de realizar en la practica.

El estimador de Ruizy Santos.

Ruizy Santos (1989) proponen un estimador insesgado del tipo razon alterna-
tivo al de Hartley y Ross, obtenido a partir de una expresion alternativa del
estimador media de razones.

Como hemos visto anteriormente una expresién del sesgo de 7 viene dada

por la férmula:

X

N . .
5€5870, (F) = —XI}N Z r; (il'i _ X) Cov (rn xz)

=1

por lo que un estimador insesgado de este sesgo vale:

sesgo, (T) = —% +7

Otra expresién del sesgo se puede obtener de la siguiente forma:

o . o E@)
sesgo, (F) = E(F)— R=E(F) - E@ =
—Cov(F,T)+ E(FrT—-7
_ ov (F :t:)}7 (FT-79) (1.16)
Un estimador insesgado del sesgo, (7) viene dado por:
1 —~ -~
52590, () = = [—Cov (7,7) + E(r7-7) (1.17)
con
L “GgptXT
EFT-9)=7T—-7= (N —1Dn N(n—1) (1.18)
y un estimador insesgado de Cov (T,T) en muestreo aleatorio simple es:
A (= N-n  —_
Cov (T,ZI)) = m (y - X 7') (119)
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Entonces sustituyendo 1.18 y 1.19 en 1.17:

SRR O N-—-n _Nn+1)-2n
sesgo3(r)—j(_7m+r N 1) ] S

que es un estimador insesgado analogo al deducido por Hartley y Ross, y que
viene expresado en funcién de los mismos estadisticos.
Entonces un estimador alternativo al de Hartley y Ross para Y es:

e ey N =D o Nt -2
yRE = ‘X (7_ _ 363903 ('r)) — mr X + (N — l)n y_ rr

que es insesgado.
Este estimador es similar al de Hartley y Ross cuando n es grande, pero

sensiblemente distinto cuando el tamano de la muestra es pequeno.
Puesto que estos dos estimadores son insesgados de Y, cualquier combina-
cién lineal de ellos sera también un estimador insesgado. En efecto:

N(n-1 :
En particular si A = — ]SI— ) entonces AYyp + (1 = A)Jpe = 7.
Ademas: N 0 5
v _Nrn-1)- _ -n —
E(F &)= N=Dn 1)n)xE(r) + N =1m l)nY
y entonces:
z=(N=-n)g+(n—-1)NX7—n(N-1)Fz
es un estimador insesgado de cero, puesto que:
5 ek z A %
Yar =Y NN-1)’ YrE =Y n(N —1)
son insesgados de Y. , B
Entonces un nuevo estimador insesgado de Y es:
_ ¥ npN—=1) _ (n—l)Ny_
YURs =Y "N _nT N-n ' "N-n "

Este estimador es mejor desde el punto de vista computacional puesto que no
hace falta el calculo de 7, necesario para el célculo de los otros dos estimadores.
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El estimador de Tin.

Como hemos visto anteriormente las condiciones bajo las cuales el estimador
insesgado Jyp es preferible a Jp no son facilmente realizables en la practica.
Por ello se han propuesto otros estimadores de tipo razén que atun sin ser
insesgados reducen considerablemente el sesgo de g, pero son mas precisos

que Yy p-
Hemos visto anteriormente que Jp es sesgado y su esperanza viene dada

por la expresion:

n

E@Wr) =Y [1 pld (c2-pc.C,)+ O (;ll—z)]

En un intento de reducir el sesgo de g, T'in propone el estimador:

Teorema 1.4.29 El sesgo del estimador de Tin es de orden O (n™?).

Demostracion.-
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tva 1w f'_; Sa:y S:z‘y Szry 537 g
=Y+ n AE[(?—? = ?_X:} O(n )
Si llamamos 52y — 5oy
€y =
Szy
tenemos:
E (sﬂ_ ﬁ) = E (—S”(l tes) S”) -
@ X X' (1+e) X
_ ﬁE<l+es—(l+62)2> _ SxyE<es—2€2—‘e§>
G (1+ e,)? X (1+ep)”
Asi:

Szy O Se
E(E—f——x—%) EXT;E (63—262—63)(1—262)—-26‘;’] =A

Entonces, si z es una cota inferior positiva de 7, tenemos:

1
S, {E [%5 (3eZe, — 46} — 3¢} + zege,)] H <

Sy B [36%63 — 463 — 3ed + 26363]

y como

Se
A= %E’ [es — 2e,e; — 2e4 + 36%]

N-—n_ py 2 N —n_ py
— % E = —
n(N =2) up X’ (ez) n(N -1)X’

A es orden O (n~!) y también lo serd

E(es€2) =
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De forma anéloga se comprueba que

2— 527
E (Sg—f— .{'—3 ) = 0<n'1)

con lo que

E(gy) =Y+ 0(n7?)
como se queria probar.
Puesto que el sesgo de 7y es de orden O (n™2), el estimador recibe el nombre
de estimador cuasi-insesgado de Y.

Otros estimadores insesgados o con sesgo inferior al del estimador Jx son
los propuestos por Mickey (1959), Beale (1962), Quenouille (1965) y otros.

Estimador de razén bajo el esquema de muestreo de Midzuno.

Otra forma de reducir el sesgo del estimador clasico de razén es asignar un es-
quema de muestreo adecuado. Aqui se va a considerar el esquema de muestreo
propuesto por Midzuno (1952), el cual va a tener unas propiedades optimas
para nuestro propésito, puesto que el estimador de razén va a ser insesgado.

El esquema de muestreo es el siguiente: se selecciona la primera unidad con
probabilidad proporcional al valor de la variable auxiliar, mientras que el resto
de las n—1 unidades que componen la muestra son elegidas con probabilidades
iguales y sin reemplazo.

Bajo este esquema, la probabilidad de seleccionar una muestra especifica
(uy,ug,...,u,) viene dada por:

2 T; 1

P(ul,uz,---vun)zz n N -1
=1 g
5= ()

=1

Consideremos el estimador de razon:

RS

_27
ynx

y vamos a estudiar su comportamiento bajo este esquema.
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Teorema 1.4.30 El estimador de razdn bajo el esquema de seleccion de Mid-
zuno es insesgado y su varianza viene dada por la expresion:

X T ot
VErR) = v 5 -Y
N\ &7
n
donde Z denota la suma sobre todas las posibles muestras de tamano n.
s€S
Demostracion.-

En primer lugar el estimador es insesgado puesto que

T

E(gr) =XE (2) =X .Z— EN)

s€ES "7
h
y —
Pt
SES N
n

En cuanto a la varianza:

- Xv.\'z, 1 o
e _ W) 72 Ys Ts 2
V(gr) = E (7%) -7 —;( ) 7Ny Y
n
y simplificando se obtiene el resultado.

A partir de aqui se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 1.4.31 Un estimador insesgado de la varianza del estimador de
razon viene dada por la expresion:

C o, X, (1 1
V(yR)=y%—§[y2—<;—N)3§]

Para la estimacion del total, Y, se obtienen, sin dificultad, los siguientes
resultados:
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1.4.2 Disminucién del error cuadratico medio.

En los tiltimos afios diversos autores han sugerido distintos métodos de mejorar
el estimador cldsico de razén, en el sentido de disminuir el error cuadratico
medio. La mayor parte de estos intentos o bien necesitan el conocimiento
de ciertos valores de la poblacién en general desconocidos, o bien el aumento
de precisién no es lo suficientemente grande como para compensar la mayor
complejidad de los métodos. Vamos a considerar en este tema algunos de
dichos métodos.

Método repetido de sustitucidn.

Srivastava (1967) propone un método de reformar el estimador de razon me-
diante el método de exponenciaciéon. Para ello parte del estimador de razén

. para el total:

s s X
Yo=Y—=
A

Este estimador es mejor que el usual Yen un esquema de muestreo aleatorio
simple siempre que p > §Ci Entonces si sustituimos Yy = ?,gl) por Y = Ny
Yy

en la expresién del estimador de razén obtenemos:
po_p.X ¢ (5)2
R RX X

Este nuevo estimador }A’}?) puede utilizarse en lugar de Y, dando lugar a
un nuevo estimador:
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Repitiendo el proceso a veces (donde a es un entero), podemos llegar al
estimador:

" se-nX o (X
=t ==¥ (x)
R R 3 %
que se conoce con el nombre de estimador de razon por sustitucion repetida.
En primer lugar se va a calcular su varianza, para posteriormente determi-

nar el numero éptimo de iteraciones que minimiza dicha varianza.
Si llamamos :

(f/ _ y) ()? - X).
GO =— ) ©@2F= —v
Y X
podemos escribir:
~ 1
)};}(za) —Y ((] ::21))0 ~ (1 4+ 61) (] — ae,‘,) — Y(l — €y + €3 — 06162)
Entonces:

()7,({’) - Y)2 =Y?(1 — ae;, — aee,)’

Desarrollamos el término de la derecha quedandonos sélo con los términos
de orden inferior o igual a dos, y al tomar esperanzas queda:

4 (?}ga)) =Y?E (ef + ol - Zaelez) =

14 (?)+a2v (X) ) SOV (7. %)] _

Y2 Xz Y X

=Y?

=V (y) +0?R?V (X) - 2aR Cov (Y, X)
A partir de esta expresiéon podemos determinar el numero de iteraciones
éptimo en el sentido de que produzca menor varianza en el estimador.
Si derivamos la expresion anterior respecto a o e igualamos a cero, obte-
nemos un valor para a igual a:
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B Cov ()A/,;X?)
-~ V(X)R

P
R

siendo B el coeficiente de regresion entre y y poblacional.
Entonces el nimero 6ptimo de iteraciones :

p :
agpt = [%] (o [E +1si

puesto que a debe de ser entero.
Este valor de « es valido para muestras grandes ya que hemos partido de

una aproximacién de la varianza de orden 0(n™2).
La varianza del estimador para a gyt se deduce de inmediato y vale:

V() =V () (-)
que coincide con el valor minimo de la varianza del estimador de regresion
para una muestra de tamaiio grande.

g

iz <1)

Sin embargo, en muchas situaciones practicas 7 = P Yo que G = G

(é = p%) Incluso cuando C, no estd préximo a C, suele ocurrir que =
no esta demasiado alejado de 1. En general o épt estd préximo a 1, y no hay
mejora sustancial usando més de una iteracion.

T.J. Rao (1991) compara los sesgos y el error cuadratico medio para.los
estimadores }A’}(f) cona=1,2y agyten diversas poblaciones naturales conclu-
yendo que la eleccién de @ = 1 que tiene una justificacion practica, es mejor
que la de agpt que es el 6ptimo tedrico, y que no hay una ganancia sustancial
de precision si se reitera mas de una vez el proceso.

Este método de sustitucién repetida puede utilizarse también para ”mejo-

rar” los estimadores de diferencia y de regresion.

El estimador de razén generalizado.

Menéndez y Ferrales (1989) proponen un estimador de tipo razén al que lla-
man estimador de razén generalizado, siguiendo la idea del estimador producto

generalizado dado por Rayy Singh (1981).
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Los nuevos estimadores de la razén, total y media poblacional se definen
de la forma:

s Y Lo B v, S B
RG_T—IC(E—Y)’ Ye=ReX; Yg=RgX

donde k es un parametro a determinar.
Sesgo del estimador.
Este estimador es sesgado como demuestra el siguiente teorema.

Teorema 1.4.32 El estimador de razon generalizado es sesgado y su sesgo
viene dado por la expresion:

oo (RG) - Cov (RG, )\; k (T = X))

Demostracion.-

5€8g0 (fig) =F (ﬁc - R) = B (]A{G) _ gg) =

p—

- E(Re) E(z) - E (Rg (X-k(z-X)) _

B X

_ E(EG)E(T—k(T-Y))_—E(EG (X -k(z-X)))

X

b

_ Cov (fzg,Y—k(ﬁ-—X_))

X

Sin embargo este resultado no es util en la practica. Vamos a obtener una
aproximacion del sesgo que sea mas facil de calcular en un problema real.

Teorema 1.4.33 Una aprozimacion del sesgo de orden O (n~?) viene dada
por la expresion:

~

5€5g0 (RG) o~ Rl—;—fk (kCI2 + ny)
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Demostracion.-
Consideramos las variables

F—F T—X
61=—=—; 62_

%

podemos expresar I de la forma:

Re=R(1+e)(1—key)™

; S, — . T
Desarrollando en serie el término (1 — ke;)™ y despreciando los términos
en e; y e, de orden superior a dos tendremos la aproximacion:

ﬁG ~ R (l + kes + €1 + kejeq + kzeg)
Asi:

sesgo (EG) o [kE (e3) + E(e;) + kE (eye5) + K°E (e%)] =

1-f 1-f5.S 1-f
_ .2 2 Oy | _ 2
_R[k n725x+kY7 ] R— k [kC2+ Cyy
.« . ny Cy
Esta expresion es nulasi k=00 k= — oz = Po Como k = 0 carece
de sentido, el sesgo desaparece si: : :
Cy
k=ko= ~Pe.

Veamos a continuacién bajo qué condiciones es posible la determinacion de
este valor k, que hace el estimador insesgado.
El desarrollo anterior es valido para:

por tanto el valor ky tendra sentido si

X

T-X

& |-pl <

|ko| <

S
[

-
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, entonces si x e y son variables

Para n suficientemente grande IXI > |5 -X

tales que |C;| > IC’yI se cumple que el término de la derecha es mayor que uno,
y como |—p| < 1 entonces sera posible la determinacién del valor éptimo de k.
Error cuadratico medio.

Teorema 1.4.34 Una aprozimacion del error cuadrdtico medio del estimador
de razon generalizado viene dado por la expresion:
5 S5, 52}

=~ ]. = f e
7 ~ R2__ L | ZY oy L2 =T
ECM (Rg) ~ R — [72 +2hp T+ K5

Demostracion.-
Partiendo de la aproximacion:

EG = I (1 + ke + €1 + kejep + kzeg)

y procediendo como en el caso anterior de la determinacion del sesgo del esti-
mador, obtenemos la aproximacion deseada.

Corolario 1.4.35 FEl error cuadrdtico medio toma su valor minimo para k =
ko, y este minimo vale:
" 1-f
ECM, (Rg) = = S2(1-p%)

ns

Demostracion.-
Derivando respecto a k en la expresion del EC M (RG) e igualando a cero,

obtenemos que el valor ky = —pr es el minimo puesto que la segunda derivada
T
es positiva.

Para este valor, se tiene:

ECM, (iz )—Rzﬂ §i_9202+ b —1“f52(1— 2)
0 G| — J -)72 "’p Yy /) vyl = ny2 Yy P

n

Por tanto si elegimos el valor ky tenemos un estimador de razon que es
insesgado y que produce menor error entre la clase de estimadores de razon

generalizados.
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Comparacién con el estimador de razén usual.

El estimador de razén usual, R es sesgado y su error cuadratico medio vale:

1-f

n

ECM (R) = —=R*(C? + C2 - 2pC,C.)

entonces:

1-7

n

ECM (R) - ECM (Re) = R*[c2(1- k?) — pC,C: (20 + 2k)|

y el estimador de razén generalizado es mas eficaz que el estimador de razon

usual si:
—1<k<142ky para 1+42ky> -1
142k <k< -1 para 142k < -1

El valor k, estd dentro de alguno de estos intervalos, y para este valor la
diferencia entre los errores cuadraticos medios de ambos estimadores es minima
y vale:

ECM (R) - ECM (Rg) = -1%[12203 (14 ko)®

Comparacién con el estimador de expansién simple.

— 1-—
La media muestral 7 es insesgado de Y y V (7) = —n—f.S'j, por tanto:

V(y) - ECM (Rg) = —1—21?’ (2kpC,C. + K*C2)

y el estimador de razén generalizado es mas eficaz que el estimador de expan-
sion simple si:

k € (0,2ky) para ko> 0
k € (2k0,0) para ko <0

Ademas en k = kq la diferencia entre los errores cuadraticos medios de los
estimadores tiene un minimo, y este minimo vale:

V(y) - ECM (Rg) = ﬂ,ﬁsj

n
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El estimador de Prasad.

Prasad (1986) propone un nuevo estimador tipo razén que es insesgado bajo
muestreo aleatorio simple. Este autor considera el siguiente estimador de Y:

~

Y,=F7—-a=+a

]

donde a es una constante cualquiera.
En primer lugar es evidente que el estimador es insesgado, por lo que habria
que considerar la varianza como medida de precision:

"(ﬂ“’(’ i)—vrw"zvr) 22 Cov (7,7) =
o) =V {F-ex)=VW+mV @ gyovy,w—
1-f

n

a2 a
[Sj + 2352 = 25055,

Comparando la varianza de Y, con la del estimador de expansion simple

se tiene que Y, es mas eficiente que ¥ si:

b=§

n

v (’f‘) <V(@=—75

S 4 (5
PZox \5,

Entonces, si S? es aproximadamente igual a SZ podemos elegir una cons-

o equivalentemente, si:

tante a suficientemente pequefia de forma que Y, sea mas eficiente siempre
que 7, mientras que Y g sera preferible a g sélo si p > 3
Si se compara Y, con Y g para muestras grandes, se tendra que el primero

es mas eficiente si
Vv (?) < ECM (?R)

es decir
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1 etV (5 i 0<Y
p > < S, si <a

<1 a+V) (5} Y >
P<3\x J\5,) © ¢

y son igual de precisos si Y = a
Entonces, si S2 y Sf, son aproximadamente iguales, tomando a adecuada-
mente, las desigualdades anteriores pueden ser siempre ciertas, por lo que el

[\

estimador Y, sera mejor que Y g.

Familia biparamétrica de estimadores tipo razén.

Rayy Sahai (1980) proponen la siguiente familia biparamétrica de estimadores
tipo razon:

_ _ KX 46z
YREN= S TR 0= L)X
donde 0 < 0 <1y K es un entero no negativo.
Este estimador se reduce al estimador de razén Jp para 0 =0y K =1,y

al estimador § para § =1 y VK.
Si consideramos como en casos anteriores las variables:

(7-7) (z-X)
——a— 2 62 == _——

Y ’ X _
y desarrollamos Jgjp €n potencias de e; quedandonos sélo con los términos de
orden inferior o igual a dos en e, y e,, llegamos a las siguientes aproximaciones

para el sesgo y error cuadratico medio:

€ =

Y _
sesgo (Tpxe) = — (1= N)Q{(K +0)" ~C}Cl
)—/2
ECM (Grxe) = — (1 - N{C} +Q(Q ~20) C2}
donde
1-0 ,  C,
Q= KN+6’ b =PT.
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Entonces el error cuadratico medio del estimador Ypyg, ECM (Ypyy), de-
crece con I si C < @ y el rango de () para diferentes valores de K es

0<@ < —]l\— g B=01vun

Si se tiene informacién acerca del rango de C, se puede utilizar para deter-
minar un estimador tipo razén que sea mas preciso que el estimador de razon
usual o el estimador de expansion simple, en las situaciones en que cada uno
de ellos es mas eficiente.



Capitulo 2

El estimador de razon en otros
tipos de muestreo.

§2.1 El estimador de razén en el muestreo estratificado.

2.1.1 Introduccién.

Como es sabido la precisién de los estimadores de la media o el total en un
muestreo aleatorio simple depende no sélo del tamafio muestral y de la frac-
cién de muestreo, sino también de la variabilidad o heterogeneidad entre las
unidades de la poblacién. Ademés de incrementar el tamafio muestral, una
via de incrementar la precisiéon de estos estimadores es dividir la poblacién en
diversos grupos, de manera que cada uno de ellos sea mas homogéneo que la
poblacién entera, mediante el procedimiento de estratificacion.

La estratificacién es una técnica comin. Hay muchas razones para reali-
zarla, entre las que destacan:

1. Si se desea informacién con cierta precision en algunas subdivisiones de
la poblacién es aconsejable tratar cada subdivision como una poblacién
por si sola.

2. Por conveniencias de tipo administrativo.

3. Los problemas de muestreo pueden diferir marcadamente en diferentes
partes de la poblacién, haciendo aconsejable elegir un esquema de mues-
treo diferente en cada estrato.

ST
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4. La estratificacion puede dar lugar a una ganancia sustancial en precision.
Es posible dividir una poblacion heterogénea en subpoblaciones, cada
una de las cuales es internamente homogénea. Dentro de cada estrato
se puede obtener un estimador muy preciso de cualquier parametro del
estrato para una muestra pequefia y combinar estos estimadores en un
estimador preciso de toda la poblacion.

En este capitulo vamos a considerar un esquema de muestreo estratificado
y a estudiar estimadores de tipo razon.

En primer lugar estudiamos los dos estimadores conocidos en la Teoria de
Muestras y que reciben el nombre de estimador de razon separado y estimador
de razén combinado.

El muestreo estratificado utiliza el estimador de la media

L N
- hi—
Tst =D Ty Ih
h=1

donde g, es la media muestral en cada estrato y L el nimero de estratos. Es
decir, es la suma de las medias de cada estrato ponderadas por el peso del
estrato.

Nosotros vamos a proponer en la segunda parte del capitulo un posible
estimador de la media, que pondera cada media del estrato segin unos pesos
que hacen minima la varianza del estimador.

Siguiendo esta idea de ponderar los estratos de forma que se minimize la
varianza, vamos a construir otros dos estimadores de tipo razon. '

2.1.2 El estimador de razon separado.

Sea N, el nimero de unidades en el estrato  y sea n, el tamano de la muestra
seleccionada de €él. Entonces:

L L
ZthN y Znhzn
h=1 h=1

Sean:
Y, el total de la variable y en el estrato h.

X}, el total de la variable x en el estrato h.
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Y, la media de la variable y en ¢l estralo h.
X, la media de la variable = en ¢l estrato h.
7, la media muestral de la variable y en el estrato h.
7, la media muestral de la variable T en el estrato h.

Una forma sencilla de obtener un estimador de razén de Y es obtener un
estimador de razén del total de cada estrato y sumar estos totales.

Definicién 2.1.1 Se define el estimador de razon separado del total como

&ZI I‘QI

En este estimador no se supone que la razén verdadera permanezca cons-
tante en cada estrato. Por otra parte se requiere del conocimiento de los totales

X, en cada estrato.
Del mismo modo se obtiene el estimador de razén separado para Y.

Puesto que:

definimos:

Definicién 2.1.2 Se llama estimador separado de la media al estimador

~

= L ey
Yp Z Y
siendo ?Rh el estimador de razén de la media del estrato h.
o2 y BV
} Ry = T—-X
por lo que N?Rs == ?RS'

Propiedades.

El estimador de razén es consistente, pues cuandon = N, Y p, = ¥,
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Sesgo.

Evidentemente el estimador de razén separado es sesgado pues se obtiene como
—
suma de los estimadores de razon en cada estrato, los cuales son sesgados.
Para investigar este sesgo vamos a determinar en primer lugar una cota

suya.
2 L =
sesgo (?Rs> =) WLE (TR,, - Th) -
h=1
L o —_— p—
=S Wi (E(R)X-T)) =
h=1
&
=Y Wi (E (R) E(@) - E (Bamn)) =
h=1
L
= - Z I/Vh Cov (]’%hvfh)
h=1
Entonces

sesgo (}L R s)

Si CV (z,) £ Cy Vh, tenemos:

L L
S Z Whaﬁhdfh = E 14/,10? C‘/ (jh)
h=1 h=1 Rn

. E
sesgo (?Rs> < Gy Z Wyo=
h=1 Rp
Ahora bien

L ) o 1 L 2

S WRV (YR,> > - ( W,os )

h=1 ' L hz_—_:l ¥ Ry

y por tanto

s€sgo (f" R s)

o f=
Y Rrs

< /L
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Por tanto, si el niimero de estratos es grande, el sesgo del estimador sepa-
rado puede ser importante. A continuacién vamos a determinar una expresion
aproximada del sesgo.

Proposicién 2.1.3 Una aprozimacion del sesgo del estimador de razén sepa-
rado de la media viene dado por la expresion:
L Ny— [(N,—
: 2
56390( ) Z _]—V— ( Nunp ) (Czh phCrhCyh)

=1

Demostracion.-
En una primera aproximacion:

e L N, L Ni— N, —n
E (YRS> _hX:l -W}E (} Rh) —}; Wth (1 + hTh'n—;i) (Czh — pthhCy;,)
S, Syh

siendo Cpp, = g y Cyr = 7 , de donde se sigue que Y Rs €s un estimador

A’
sesgado de la medla poblaaonal y su sesgo viene dado por la expresion anterior.

Error cuadratico medio.

Proposicién 2.1.4 Si los tamanos de muestra en cada estrato son grandes,
una aprorimacion del error cuadrdtico medio del estimador de razon separado,

?Rs viene dado por la expresion:
v = vel = Jhree 2 2
ECM (} RS) ’_‘_’Z Nh'Th— [Syh + RhSzh = 2thh5xh5yh]
h=1

Demostracion.-

Calculemos una aproximacién del error cuadratico medio. Usando la a-
proximacién del error cuadratico medio del estimador de razén de la media
en cada estrato y teniendo en cuenta que los términos de productos cruza-
dos desaparacen pues el muestreo es independiente en los diferentes estratos,
obtenemos:

oM (V) Z Ny T ECM (T, ) =
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L 1\72] _ f
ghz: —]V—’;—;h—h [th + Rl?;szh - 2thhSIhSyh]

=1
Esta férmula sélo es valida si la muestra en cada estrato es suficientemente
grande como para que la féormula aproximada de la varianza sea aplicable en

cada estrato.
Sin embargo, en la practica no siempre ocurre esto. Para solventar esta di-

ficultad Hansen, Hurwitz y Gurney (1946) sugirieron otro estimador de razon,
que se conoce con el nombre de estimador de razén combinado.
2.1.3 El estimador de razén combinado.
A partir de los datos de la muestra se calcula:
R 5 . 4
Yst ZZ NpGy 5 Xt ZZ NyTy,
h=1 h=1

estimadores de los totales de la poblacion Y y X respectivamente, obtenidos
de una muestra estratificada. '

Definicién 2.1.5 El estimador combinado se define por:

Yot o t & Yot <
RCZAT,S‘; YRC=%‘ , YRC=5<\St)&
st st st

sequn sea de la razon, del total o de la media.

El estimador combinado, a diferencia del separado no necesita del conoci-
miento de las X}, en cada estrato, sino solo del total X.

Sesgo.

Proposicién 2.1.6 Una aprozimacion del sesgo del estimador de razon com-
binado viene dada por la expresion:

5€sG0 (RC) ’:Z : ____’f: (RSgh - ph‘sv:rhSyh)

h=1 Mp
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Demostracion.-
Siguiendo el mismo proceso que en el muestreo aleatorio simple, se obtiene:

Re— =_?it_,_R2_y_sl.__’RTst <1_Tst_:7)

Tt X X

sl

Tomando esperanzas:

E(}?C—R)=E(

_ (¥ = 1=5
E (75t (zst— X)) =2 PhSzhSyh

Ny

e - v _ s } = fh 2
E (75t (Fst— X)) =2 o PrOzh
Entonces:

o a1y 2
sesgo (RC) —Z — (RS:rh = PthhSyh)

h=1 NpX

Error cuadratico medio.

Proposicién 2.1.7 Una aprozimacidn del error cuadrdtico medio del estima-
dor de razén combinado del total viene dada por la expresion:

o Sn NE(1= fn) (o 2 02
ECM (}Rc) 2] Z T (Syh =+ R th — 2RpthhSyh)
=1
Demostracion.-
Calculemos el error cuadratico medio:

EC_Rzyst:RTstNyst‘Rfst

T 5t X
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Ahora bien, g — RT g es la media de la muestra de la variable d;,, =
yp, — Rz, cuya media poblacional es D =Y — RX =0 y por tanto:

_ 2 _x~ Sha
E(@st— Rest)" =2 -~ (1= fa) =

=1 h

N
dy, — D
=t Ny —1
por lo que:
N \
Z (yn, — Ray,)
ECM (Yr,) = —Jnis =
G np Nh -1

Ny N2 =
= —h(-—fh) (Szh + stzh - ZRphS'ThSyh)

t=1 iy

2.1.4 Comparacién de estimadores separado y combinado.

Es interesante comparar las expresiones de la varianza muestral para los esti-
madores separado y combinado, las cuales tienen la misma forma excepto en
que la razén simple R es sustituida por Rj,.

Podemos expresar la diferencia entre los errores cuadraticos medios de la
siguiente forma:

ECM (Yp,) — ECM (Yg,) =

5t M=) (g2 R2) 52, — 2R~ R) pSnSin) =

i=1 L

o NE(1- fi)
h h 2
=l ((R — Ry)" Soh —2(R— Ry) (PthhSyh - RhSih))
1=1 t
De aqui se sigue que la diferencia entre los errores depende por una parte
de la magnitud de la variacion entre las razones de los estratos, y por otra del

valor de pSppSyn — RiSZ,.
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En las situaciones en las cuales es apropiado el estimador de razoén, este tér-
mino es usualmente pequefio (desaparece si dentro de cada estrato la relaciéon
entre y,. y 5, €s una linea recta a través del origen)

Entonces a menos que sea R, constante de estrato a estrato, es probable
que sea mas preciso el uso del estimador separado.

Esta discusién supone, sin embargo, que la muestra en cada estrato es sufi-
cientemente grande, de tal manera que la formula aproximada para la varianza
del estimador separado es vélida. Si se tiene una pequefia muestra en cada
estrato, es recomendable el estimador combinado. Un estudio mas detallado
de la comparacién entre el estimador separado y combinado puede encontrarse
en Raoy Ramachandran (1974).

Por ltimo vamos a considerar la estimacion de los errores cuadraticos
medios. Estos no presentan ningun problema.

FOM (V) =3 Nl—i (s + R3s2 — 2Rns,en)

[

FCM (Vro) =3 N,?l%hﬁ‘- (s2, + R25%, — 2Rsyn)

. = Yn 5 .

siendo R, = == y s2, 824, Szyn las varianzas y covarianzas muestrales en el
Th

estrato.

2.1.5 Afijacién usando el estimador de razén.

Vamos a determinar la afijacion dptima de la muestra entre los diferentes
estratos cuando se utiliza el muestreo por razon.

Supongamos una funcién de coste C, que es funcién de los tamafos mues-
trales ny,, y queremos determinar éstos de forma que el coste sea como maximo
un cierto valor Cy, y la precisién del estimador sea maxima.

Para ello construimos la funcion:

L 2 _

h=1

(€ = Co)

donde

jt constante
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S = 53,, + R3SZ%, — 2R),ppSznSyn para el estimador de razén separado y

85 = S;h + R2S2, — 2Rp, S;4Syn en el caso del estimador combinado.

Esta funcién es la misma que se construye para el estimador Y/stv salvo que
Sy5 sustituye a 5?2y, por tanto los resultados obtenidos para el estimador de
razén separado y combinado son los mismos que para el muestreo estratificado
aleatorio, sin mas que sustituir 53,, por el valor S;%l apropiado.

Asi para las funciones de coste mas sencillas:

1. C = cn (c coste por unidad de muestra)

L
2 U= Z cyny, (cp, coste por unidad del estrato h)
h=1

obtenemos los siguientes resultados:

1. ny ~ NhS;h

’
2 nhNN yh

hﬁ

2.1.6 Estimador estratificado con pesos 6ptimos.

Como ya es sabido, el muestreo estratificado es una via tradicional de estimar
la media de una poblacién finita y presenta ventajas, en ciertos casos, debido a
su mayor precision con respecto a algunos estimadores clasicos como la media
muestral.

Se han dado algunos pasos para mejorar la precision del estimador estra-
tificado clasico, como son: el problema de afijacion muestral de Tschuprow-
Neyman, la optimizacion de construcion de estratos estudiado por Dalenius,
etc.

Aqui vamos a introducir el problema de optimizacion de pesos usados en
el estimador tradicional:

L
Yst =Z VVhyh
h=1

Ny,

donde W), = N
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Definicién del estimador.

Con objeto de mejorar la precision del muestreo estratificado, vamos a intro-
ducir un nuevo estimador:

Definicién 2.1.8 Se define el estimador estratificado de pesos optimos como
L
st =2 Wil
h=1

de forma que sea insesgado y cuyos pesos sean tales que minimizen la varianza
del estimador.

Proposicién 2.1.9 Los pesos dptimos que minimizan la varianza del estima-
dor tradicional

h=1
son los dados por
vy,
Wy = -
Vv (yh) S(Z)
donde ,
E XY
Sig) = L
&=L V)
Demostracion.-

Queremos minimizar:

L
V (Tst) =>_ WiV (31)
h=1

(siempre que la eleccién de la muestra en cada estrato sea independiente),
sujeto a la restriccion:

L
¥ =3 W7,
h=1

Derivando en la expresion



68 Tesis Doctoral

L L
S WV () - A (Z W,T, - y)
h=1

respecto a W}, se obtiene:

oL*
6—M=2Whv(?h)—'\}h=0
Y
de donde l/V,fzé—‘T_)ycomo
h
- oo A& Y
Y= WY,=+=
hz=:l P QhE::lv(yh)

resulta A = l donde

S(2)

L
:ZV(_ , 1=0,1,2

h=1

Entonces los pesos 6ptimos que minimizan V (Fg) son:

YY,

P = e
TV (W) S(2)

donde F4; es insesgado para tales pesos.

Varianza del estimador.

Proposicién 2.1.10 La varianza dptima viene dada por la expresion:

7% — - T
’opt(ysl) = %

Demostracion.-

L
V*pt yqi Z ’*ZV yh =Z (V_
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LYY, Y LT, Y’

Z V (¥h) Sty B Sty hZ—: V(G Sw
Este procedimiento es simple y valido en el caso L > 2 para cualquier
estratificacién, cualquier afijacién y cualquier estimador g, insesgado de Y.

que se use.

Corolario 2.1.11 En muestreo estratificado aleatorio, la varianza optima vie-
ne dada por la expresion:

72

—2

‘opf ( t)= L
Z—__
h=l (1—fh)

Demostracion.-
Para el caso del muestreo estratificado aleatorio, se tiene:

Th Y; 2
Un =D n—h ; V(g =(1 —fh)
i=1 '“h
y por tanto
2
')/’
opt (st ) = o
Opt S i Y}2,
52
h=l (1 - fh) —

El uso de estos pesos requiere el conocimiento de Y, y V (y,) para h =
1,...,L, pero es suficiente sustituir estos valores por sus valores muestrales
para tener un conocimiento aproximado de estos pesos.

L

Hay que notar que en este caso 6ptimo la suma Z Wy no ha de ser

h=1

necesariamente 1. Se puede incluir si se quiere una restriccion nueva:

Z:: _
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Tendremos asi una nueva funcion a minimizar:
L L o, I
L =Z W2iv () — M1 (Z W,Y, — Y) - A (Z W), — 1)
h=1 h=1 h=1

cuya solucion es

_ )‘1711 i )‘2
W= 2V ()

_2-M80 ., _ 2(V50 - Se)

- ca - u 1
Sty Sty = S@Sw)

Con estos dos contrastes nuevos hay una ganancia en precision valida para
L > 3, pero menor que la dada en el caso anterior.

donde

2.1.7 Estimador de razén de pesos 6ptimos.

Siguiendo la idea del estimador combinado de Hansen, Hurwitz y Gurney
(1946), vamos a definir un nuevo estimador de razén que utiliza en vez de
los estimadores estratificados usuales los estimadores con pesos 6ptimos.

La idea es la siguiente:

Sea

donde _

=

&
con Sy = Z V(

|

b

~—
<

donde

-

S ZI: X
Con Oy — T
W h=1 ‘/ ('Th)
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Definicién 2.1.12 Definimos el estimador de pesos optimos de la razon:
R = 22t
Tst
del total:
Yo =R:X

y de la media:

5 YY,
>, ——| _
L }72 ) Y
h=1 _ h Ya! h
V a7 Eva !
o Es_t _ (yh)g::x V (7) | _ _Y_ S2)z ;,Z=:, V (Fr)
‘ Tst L X Sy i ThXp
- X Xh k7 h=1 V (-a_:h)
Z L 2 Th
h=1 L h
V(z .
L ( h)ggivwwh)d

Sesgo.

Proposicién 2.1.13 El sesgo de los estimadores de razon de pesos dptimos
de la razon, de la media y del total, vienen dados por las expresiones:

5€590 (fi&) = — — ) = ’)lvh(_h) Cov (Th, Jn)
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Demostracion.-
Para calcular el sesgo utilizaremos las siguientes variables:

I =Y Tot = X
X

Puesto que T; y Ty son insesgados, E (e]) =0y E(e3) = 0. Ademas:

B(67) = v (52)

E(e?) = %v (z3)

<

* %k 1 —_—k —k .

E (ele3) = % Cov (yst, xst)
El estimador R se puede expresar en funcién de e} y €} en la forma
146}
14 &3

. . -1 >- ’ .
si se aproxima (1 +€3)” por sus dos primeros términos de su desarrollo en

R:=R ~R(1+€)(1-e) (2.1)

serie de Taylor.

Asi
E(RY)-R=E[RQ+e})(1—¢;)— Rl =RE[(1+¢])(1-¢3)—1]=

= R[E(e}) — E(e3) — E (eje;) = —RE (e]e3)] =
. - — Cov (y s t)
}/ X COV (y 9” St) 'X2S -

Calculemos pues Cov ('y';t,'f;t):

Cov (731,751) = B |(w5 = X) (7 - V)] =
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L . L _
=E [(Z Z; (=h - Xh)) (Z Wi (@~ n))} -
h=1 h=1

L
= E [Z Ziw; (zh - X) (T - Vi) + Zh ZiWp (T - X 2) (Fw - Y h)] -
h=1 hs#h!

L
=Y ZiWiE [(i—h &= 3\71;) (?h = Th)] +
h=1
+ Z Z;.:‘/I/}:IE [(.TL-h = 7}1) (yhl - Vhl)] =
h#h!

L
Z Wy Cov (T, Un)

Puesto que Cov (T, 7)) = 0 por ser independientes las muestras en cada

estrato, se tiene:

L
> ZiWi Cov (Th, )

5€8g0 (E&) ==l = =
L YYrr &
— _Zﬁ2 o " - COV (Eh’yh) =
i1t X V() V (Th) S@pdSe)=

= = —— Cov (T}, 7
S @) ,,2 AL i)

sesgo ()75) = Xsesgo (ﬁfé) = —

= - = 8 —)7 L Yh_Xh _
5€5g0 (Yc) = Xsesgo (Rc) = —5(2)y5(2)x ’; ACAYACA) Cov (Th,T)
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Corolario 2.1.14 En muestreo estratificado aleatorio el sesgo del estimador
de razén de pesos dptimos de la razdn tiene una expresion aprorimada dada
por la expresion:

~JR L ?hxhph
S(2)y5(2)z 1=
@St it Do) = e L

sesgo (1:? )

Demostracion.-
En el caso del muestreo estratificado aleatorio, se tiene:

Sgh San
V(yh)=(1—fh);h—; V(zh)z(l"fh)n_h
1 —
Cov (Tp,Jp) = In PrSzhSyh
Entonces:
sesgo (ﬁa) ~ =i Z h Cov (Th,Ty) =
?inh £ X_Znh h=1 V ) Pk

L
L T8 2T/

- & Y. X, (1 - fh)
= > PrdsnSun =
5(2)yS(2 )T h=1 ( fh) 52 52 L piand o
yh“zh

n?

= —R < ?hj(—hph

SwS@e iz (L= Jn) g
np

yh Szh

Error cuadratico medio.

Proposicién 2.1.15 Una aprozimacion del error cuadrdtico medio del esti-
mador de razon combinado de pesos dptimos viene dada por la expresion:

1 2 (L VX, )}
g g = o - ——————— Cov (7}, T,
Saw  S@e S5y (hzl V(7,)V (Th) (s )

ECM (R;) = R? [
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Demostracion.-
Partimos de la aproximacion 2.1:
~ 146}

Ry = R——.

1465

~ R(1+e€7)(1—e€3)
y con ella:

ECM (Rs)=E(Rs —R) =E[R(1+¢])(1-¢;) — R’ =
= BE[(1+¢})(1- &)~ 1" = B[} — & — eies]’

Si nos quedamos sélo con los términos de grado inferior o igual a dos en e}
y €}, se obtiene:

ECM (Ry) ~ RE [e; * + €3 * — 2¢ie3] =
=R*[E(e1?) + E(e3?) - 2E (e;e;j] (2.2)

Sustituyendo ahora los valores:

E * % = S o
(e1€z) Y X
en la expresion 2.2, se obtiene:
ECM (Rt) = R? LW L 51 ZW"‘Z Cov (G, T1)
- — 5. %%y ov (7,,Zp)| =
. Y2 Sew X S@e XY rOT S

_R2[1 bt g 1 i
T Sew S@e XY S V(G

1 : 1 2 (i h
Sy | S@e  S@eSew \iZV @)

=Rz[

como queriamos demostrar.
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Corolario 2.1.16 Unas aproximaciones de los errores cuadrdticos medios de

los estimadores Y e Y vienen dadas por las siguientes erpresiones:
c c

L

Sa\ 1
ECM (¥5) =Y? [ S

1 2 A X R
+
S S@eSe)w <z_: V(7)) V (Zh)

1 .

ECM (?;) =T [ k.
L'3(2)1/

Demostracion.-

+

S(2)r

Es inmediata a partir de la relacion entre los estimadores.

3 (i Y. X
S@)z9@w \im V () V (Tn

Cov (7, xh))]

Corolario 2.1.17 En muestreo estratificado aleatorio el error cuadrdtico me-
dio del estimador de razén combinado de pesos dptimos viene dado por la

expresion:

ECM (Ry) = R?

donde

Demostracion.-

En el muestreo estratificado aleatorio:

Vy) =

(I-f)—=; V(e

Cov (yhv Th)

Y () = (1 fi) 2

]_fh

phSJ:hSyh

y por la proposicién 2.1.15, se concluye sin mas que sustituir.

Ph

1 N 1 2 L Y, X,
Saw - See  S@=S0y h=11—f"5yhszh
ny
?i??h
< A
o = & T 1) 5
L Xin
- - KT
@ hzz:l(l—fh)sh
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§2.2 El estimador de razén en el muestreo con probabi-
lidades desiguales.

2.2.1 Introduccién.

El estudio del estimador de razén realizado en el capitulo 1 esta centrado en
suponer que la muestra se elige mediante muestreo aleatorio simple.

Las extracciones con probabilidades iguales estan basadas en la idea de que
si no se conoce nada acerca de las variables a estudiar, o si no se puede utilizar
dicha informacién, lo mejor es asignar probabilidades iguales a las unidades de
la poblacién. Sin embargo lo usual es que el disefiador de la encuesta posea
informacién acerca de las unidades poblacionales que le lleve a dar mas peso
a algunas de ellas, asignandoles probabilidades segin su importancia.

En este apartado vamos a estudiar la estimacién de razon bajo un esquema
de muestreo con probabilidades desiguales y con reemplazo. Se propone un
estimador basado en el cociente de estimadores de Hansen y Hurwitz (1943)
para la media de las variables principal y auxiliar, y se estudian las propiedades
de dicho estimador.

2.2.2 Definicién del estimador.

Consideremos una poblacién de N unidades de la que se selecciona una muestra
de n unidades con probabilidades desiguales y con reemplazo.
Sea p; la probabilidad de seleccionar la unidad u; en cada extraccion (1 =

1,...,N). Es conocido en la teoria de muestras que los estimadores de_Hansen =
y Hurwitz ANADA
oo = 1 & Ui ]
HH — 71
N t=1 npy j
‘/‘:“u“\g\i
- _ I & Z;
HH — 77 —
N =1 L

son insesgados de Y y X, respectivamente.

Definicién 2.2.18 En un muestreo con probabilidades desiguales, llamamos
estimadores de la razdn, del total y de la media a
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A yHH ~ ~ . = S,
Rp===; Ypp=RpX; Ypp=RpX
THH

Propiedades de los estimadores.

Los estimadores Rp, Yrp y Y rp no son consistentes, lo cual no es extrafo
puesto que el estimador de Hansen y Hurwitz tampoco lo es.

Sesgo.

Estos estimadores son también sesgados, pero bajo ciertas condiciones propor-
cionan estimaciones mas precisas que los estimadores de expansion simple.
Vamos a obtener, en primer lugar, una cota para el sesgo relativo del
estimador. Para ello definimos las variables:
gy Yi T

Vi = 55—
Np;’ Np;

Entonces Z = Jypy ¥y U = Tyy y por tanto el estimador de razén se puede

escribir de la forma:

RDZ

SERY|

Proposicién 2.2.19 En muestreo con probabilidades desiguales y con reem-
plazo, una cota para el sesgo relativo del estimador de razon viene dada por la

expresion:
S€ESGOo (?RD) ’ C
, < Y
o= —A/n
Yrp \/—

donde C, es el coeficiente de variacion de la variable v.

Demostracion.-
Puesto que

5€8G0 (?RD) = (ED) X-Y=E (ED) E(w)-FE (EDE) =
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Entonces
s€esgo (VRD)
< Uy
o=
Yrp
O3y 0'3 .
donde Cy = —— y como o2 = —, se obtiene el resultado.
E (v) n

El paso siguiente sera determinar, como en el caso del muestreo aleatorio
simple, una aproximacion del sesgo.

Proposicién 2.2.20 Una aprozimacion del sesgo del estimador ?RD viene
dada por la expresion

7

3|~

seso (Vo) = = (€2 - puC.C3)

Considerando las variables

z-Y v—X
Q=" 1 WETFF

X

podemos expresar el estimador de la forma:

1

T';RD = —7(1 £ 01) (1 + 02)—

-1 . ’ ’
Desarrollando (1 + 0;)” en serie de Taylor y quedandonos sélo con los
términos de orden inferior o igual a dos en 0, y 0;, tenemos:

?RD—T':?(ol—og—i-o%—oloz)

y por tanto
sesgo ();/RD) ~Y (E (01)— E(o;)+ E (03) -F (0102))
Ahora bien:

E(o,) = E (o) =0
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N
B(A) = g m (- %)’

I = - =
E (0,0,) = W;Pi (zi - Y) (Ui - X)
y sin mas que sustituir se obtiene el resultado deseado.

Corolario 2.2.21 En una muesira concreta se puede obtener una estimacion

del sesgo del estimador Y pp mediante

donde

1 n
UCPENES ;—_—12 (zi — Yun) (vi — Tun)

=1

Error cuadratico medio.

Puesto que el estimador es segado, su precision se medira por su error cuadra-
tico medio que procedemos a estudiar.

Proposicién 2.2.22 Una aprozimacion del error cuadrdtico medio del esti-

mador Y pp viene dada por la expresion:

~ 1 N
ECM (YRD) = =3 pi (2 — Ruy)?
1=1

ne

Demostracion.-
Partiendo de la expresion:

?RD =Y (1+40,) (14 02)_l
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-3 " ;
desarrollando (1 + 0,)”" en serie de potencias, elevando al cuadrado y rete-
niendo los términos de orden inferior o igual a dos en 0, y 0,, obtenemos:

o — 2 e .
(YRD — )) - (of + 02 — 20102)

y asi

ECM (?RD) ~ Y (E (o) + E (o) - 2E (0105)) =

2 2
372 g; Oy PI.0y
=¥ 172 T 2 2 YY
nY nX nX'Y

Si sustituimos o2, 02 y po, 0, por sus respectivos valores, el error cuadratico

medio toma la expresion:
\Va 1o 2
ECM (y RD) o ;Zp, (Zi e R’U,')
=1

Corolario 2.2.23 En una muestra concreta, una estimacion del error cua-
drdtico medio del estimador Y gp viene dada por

ECM (YRD) [ lé( Rv,)z]

Demostracion.-
Puesto que

ZP: — Ry;)*

puede considerarse como la varianza de la variable u; = z; — Rv;, un estimador
de esa varianza es

i 1 2": (z" - EU‘Y

=1

y sustituyendolo se obtiene un estimador para EC M (?RD)-



82 Tesis Doctoral

Precisién de la aproximacién del sesgo y del error cuadratico medio.

Consideremos el sesgo exacto del estimador Y rp:

sesgo (?RD> =Y XE [(—01—;—%2]

y consideremos la aproximacién de este sesgo dada por:

sesgo, (Vn) = VE {Zkf(—l)‘o; (01 02)}

1=0

para k entero y positivo.
Para k = 1 obtenemos la expresion antes considerada:

5€540, (T;—RD) = % (03 - psz'uCz)

Siguiendo el mismo desarrollo que en el capitulo 1 se demuestra que

¥ —XE (ologk ~ ogk“)

Vo

sesgo (?RD) — 5€esgo, (?BD)I <

siendo vy una cota inferior de .
Ahora bien

B (o) = B (- T) (- X))

=l =

B () = e [(0- )

T =2k+1
X

— —\12k —\12k
E [(E— Y) (6— )&)} es de orden O (n'(k“)) y E [(T)— X)]2 e de
orden O (n—(k“)) como demostraron Hansen, Hurwitz y Madow (1953) para
un muestreo con reemplazo en poblaciones finitas y por tanto

sesqgo <?RD) — 5€esg0y, (?RDN = ) (n_(k+1)) (2.3)
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y asi, eligiendo n y k apropiadamente se puede

S€e8go (.)_RD> — S€5g0;. (_)lRD)

tomar muy pequefio en comparacion con sesgoy (YRD), por lo que esta sera

una buena aproximacion para sesgo (YRD).

Proposicién 2.2.24 La erpresion

= Y
5€5g0, (Y'RD) = g (CS - pszuCz)
es una aprozimacion de sesgo (?RD> de orden O (n7?).

Demostracion.- v

Inmediata sin mas que considerar la expresion 2.3 para k = 1.

Del mismo modo podemos estudiar la precisién de la aproximacion obtenida
para el error cuadratico medio del estimador.

Escribiendo este error en funcién de las variables o; y o, adopta la forma:

& Ve -\’ _ w2 01 — 0)*
ECM(}RD)=E(}RD—}> =A2}‘2E(¥)

v

Dada la aproximacion:

v —a 2k—2 o
ECM, (YRD> =Y’E [(01 —0,)? 3 (—1)oh(i + 1)]

1=0

operando, llegamos a

ECM (?RD) _ ECM, (?RD) -

2
=~ R B [_(01 5202) (2ko§k_1 + (2k - 1)03’“)]
y por tanto

‘ECM (?RD) _ECM, (?RD)} <
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?2 72
<

v$

E [(01 — %) (2ko§k-1 + (2k - l)ogk)]

siendo vy una cota inferior de .
Ahora bien, E (ofo%k'l), E (ogk“) vy E (ologk) som: des eden O(n’(k“))
y por tanto

IECM (?RD) _ ECM, (?RD) — 0 ()

Para el caso particular de k = 1, obtenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2.25 La expresion

ne<

=~ 1 N V
EOM, (Vrp) = =3 pi e = Rws)
=1
es una aprorimacion del valor ECM (_}A?RD) de orden O(n7?).

2.2.3 Condiciones bajo las cuales el estimador de razén es inses-
gado.

Vamos a considerar en este apartado el caso en que las probabilidades de
seleccién de cada unidad sean proporcionales a la variable auxiliar:

Pi=X

Para este caso particular, el estimador aqui propuesto coincide con el esti-
mador usado por Barnett (1982):

lzn: Yi
F _px_l nSNpi Xty -
’VRD’:RDr—gH'—HX—ltzl .1¥=— y_zX:’:
THH —ZL n =T
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Proposicién 2.2.26 Si las probabilidades se eligen proporcionalmente a la
variable auziliar, el estimador de razon Y rp es insesgado y una expresion

aprozimada de su varianza es:
|4 <}’RD) 2o
Demostracion.-

Y rp es insesgado puesto que Yrp = _Xiy E(F)=E({r)= R
Por otra parte, se tiene z; = r;.X, v; = X y por tanto

N
Pi (7'i - R)2
1

:|><l

=

|4 ()RD) £ ;ZP:‘ (2. — Rv)" = 721’:’ (r; — R)
=1 =1

2.2.4 Comparacién con el estimador de expansién simple.

Vamos a comparar la precisién del estimador de razon, Y rp, con la del estima-
dor de expansién simple, Ty, bajo este esquema de muestreo con reemplazo
y probabilidades desiguales.

Proposicién 2.2.27 El estimador Y rp es mds eficiente que el estimador de
ezpansion simple, Yyy st y solo st

DN =

C,
P =
Demostracion.-
Si no se utiliza informacién auxiliar, el estimador ¥y tiene por varianza
2
z
Ademas, el error cuadratico medio del estimador Y grp adopta la forma:
74 1/, 2 2
ECM (Yrp) = ~ (o2 + BP0} - 2Rpo,0,)

Por tanto, el método de estimacién de razén serd mas eficaz que el de
expansion simple si:
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R%0? - 2Rpo,0, < 0

es decir _
Yo, i G, " 1
Xo, P pC,, 2

Aqui hemos considerado dos tipos importantes de muestreo, aunque el
método de estimacién de razén proporciona buenos resultados en otros tipos
de disefios muestrales.

Cuando la media, X, es desconocida puede ser estimada por Z;, obtenida
de una muestra aleatoria simple inicial de tamafio n;. Una submuestra de
tamafio n de esta muestra inicial proporciona las medias (Z, ) y permite la
construccién del estimador de razon. La aplicacion del estimador de razén en
el muestreo bifasico ha sido considerada por Rao (1975 a, 1975 b, 1981) y por
Bose (1943).

El estimador de razon en el muestreo polietapico ha sido considerado por
Williams (1961, 1962) y por Rao (1964).

Swain (1964) y Singh (1966) consideran la estimacion de razon en el mues-
treo sistematico.



Capitulo 3

Extension del método de
estimacion de razon al caso de
varias variables auxiliares.

En los dos primeros capitulos hemos estudiado cémo utilizar la informacién
auxiliar que proporciona una variable positivamente correlacionada con la va-
riable objeto de estudio, y hemos estudiado distintos estimadores de razén que
proporcionan, bajo ciertas condiciones, ganancias en precision respecto a los
estimadores de expansion simple.

Algunas veces el organizador de una encuesta dispone de informacion acer-
ca de varias variables auxiliares y en tales circunstancias es importante saber
utilizar toda la informacién disponible, tanto en la fase de disefio como en la
de estimacion.

Una primera posibilidad consiste en determinar la variable que tiene mayor
correlacién con la variable principal y construir a partir de ella el estimador de
razon, despreciando el resto de las variables. Sin embargo, es obvio que este
procedimiento implica un importante desperdicio de recursos.

Olkin (1958) propuso un estimador de razén en muestreo aleatorio simple
que utiliza varias variables auxiliares. La idea de este trabajo es construir
con cada variable auxiliar un estimador de razon y hacer una combinacién
lineal de ellos. En este capitulo comenzamos con el estudio de este estimador
y después, siguiendo su idea, construiremos otros estimadores de razén para
muestras estratificadas y muestras con probabilidades desiguales.

Posteriormente se proponen estimadores que hemos llamado condensados

87
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y que responden a una nueva idea: condensar la informacion de todas las
variables auxiliares en una nueva variable auxiliar y a partir de ella construir un
estimador de razon. Segun se determine la variable ”condensada” se obtendran
estimadores distintos.

Por tltimo se propone un nuevo estimador, que hemos llamado estimador
iterado de razén, que se basa en un procedimiento iterativo en el cual el estima-
dor de Y obtenido en el paso i —1 se utiliza, en vez del estimador de expansién
simple, para construir el estimador de razon en el paso i. Este nuevo estimador
presentard grandes ventajas en cuanto a su puesta en practica, respecto a los
otros considerados.

§3.1 El estimador de razén multivariante en el muestreo
aleatorio simple. |

Este método de estimacién en el muestreo aleatorio simple fue propuesto por
Olkin (1958).

Representamos por y el caracter o variable que constituye el objeto de estu-
dio, y por x,,,...,Z; las variables auxiliares que suponemos correlacionadas
con la primera.

Si queremos estimar el total poblacional Y, y conocemos los totales po-

blacionales X, X;,..., X}, podemos utilizar ademas del estimador directo o
expandido:
Y =Ny (3.1)
otros estimadores: _
?R,:%X,- i=1,...,k | (3.2)
donde:
7 es la media muestral de y.
T,; es la media muestral de z;, 1 = 1,...,k.

Estos estimadores }A’Ri son los estimadores de razon univariantes del total
Y, que sabemos proporcionan mejores estimaciones que el estimador directo,
siempre que la razén entre las variables permanezca aproximadamente cons-
tante. Vamos a estudiar a continuacién un estimador que combine estos es-
timadores, de forma que utilice simultaneamente la informacién auxiliar que
proporcionan las variables z,, ..., z\.



Maria del Mar Rueda Garcia. 89

Definicién 3.1.1 Se llama estimador de razén multivariante del total Y, al
estimador:

?}%'2""”: = wl?ﬂl + w2?R2 - s s~ wk?Rk (33)
k
siendo wy,ws, . .., wy pesos definidos de forma que Zwi =1

=1
Si interesa estimar la media poblacional Y se puede definir el estimador:

Definicién 3.1.2 Se llama estimador de razén multivariante de la media Y,

al estimador:
;1,2,...,

k ~
Y ™ = N—IY};J,...,IC (3'4)

Vamos a pasar a continuacién a estudiar las principales propiedades del
estimador as{ definido. El estudio se hace, en primer lugar, para el caso biva-
riante. La extensién al caso de mas variables se estudia después.

3.1.1 El estimador de razén bivariante.

Se llama estimador de razén bivariante del total Y, al siguiente estimador:

?Ru = wl?Rl +>w2?ﬂz (35)

2

siendo w;, w, pesos definidos de forma que Z ;= 1.
=1
Si interesa estimar la media poblacional Y se utiliza el estimador

o _ -1 ~
Ygp,=N"Yg, (3.6)
Estos estimadores son consistentes pues son funciones lineales de estima-

dores consistentes. Sin embargo, no son insesgados, como vamos a comprobar
a continuacion.

Sesgo.

Comenzamos estudiando el caso del estimador del total. A partir de él, es muy
facil calcular el sesgo del estimador de la media.
De la expresion 3.5 se obtiene:

sesgo (}A’Rm) = w; S€8go (?R]) + wysesgo (?32)
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Puesto que la muestra ha sido elegida por muestreo aleatorio simple, tene-

mos:

sesgo ()A"Ri) = —N Cov (Ri,f,-) i=1.2
. por lo que
sesgo (?Rn) =—-N {wl Cov (fil,'fl) + w, Cov (ﬁz,fz)} (3.7)

Se obtiene asi la siguiente proposicion:

Proposicién 3.1.3 Una cota para el sesgo de los estimadores de razon ?Ru

e Yg,, es la siguiente:

| sesgo (YRH) |< Nmdz (Uﬁl O%s 0;52052)

| sesgo (YR,Q) |< mdz (aﬁlafl,aﬁzafz)

Demostracion.-
Es inmediata a partir de la expresion 3.7 y teniendo en cuenta que

| pi |< 1= Cov (éi,fi) < op0m Vi

Tenemos asi una cota para el sesgo del estimador del total, a partir de
la cual se puede obtener facilmente una cota para el estimador de la media

poblacional. En efecto, puesto que f’Rn = N?Rm se tiene que
sesgo ()7312) = Nsesgo <7sz)

por lo que una cota para sesgo (VRH) sera:

F ;
| sesgo () Ru) |< mdx (Uﬁ1 ‘7517‘71’52‘752)

Pero estas cotas no suelen ser ttiles pues dependen de las varianzas de R,
y R, en general desconocidas.

Hay veces que es mas 1util obtener una aproximacion del sesgo, lo que
procedemos a hacer a continuacion.
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Proposicién 3.1.4 Unas aprozimaciones de orden O(n=?) del sesgo de los
estimadores de Y e Y p vienen dadas por las expresiones siguientes:

$€sg0 ()A’Rn) ~ N1 ; / {;\U{ (R,Sﬁl - p,SySI,) 53 iv—:z— (RgS,f2 - pzSySzz)}

sEaga (?Ru) i {2 (RiS2, - £15,52,) + = (RaS2, — pzsysn)}

donde:
f es la fraccion de muestreo
p; es el coeficiente de correlacion entre x; ey, 1 = 1,2
Sf'. la cuasivarianza de x;, 1 = 1,2. '

Demostracion.-
Partimos de la igualdad:
5esg0 (Y’Ru) = w,5esgo (?Rl) + wysesgo ()732) (3.8)

En el capitulo 1 (proposicién 1.3.13) demostramos que una aproximacién
de orden O (n~?) del sesgo del estimador univariante es:

N
sl

por lo que sustituyendo en la expresion 3.8 se obtiene el resultado deseado.
El sesgo del estimador de la media se obtiene inmediatamente a partir del
sesgo del estimador del total, considerando la igualdad:

o Sesqgo S}
sesgo (YRH) = —ijv(-ﬁz (3.10)

De aqui se sigue que los estimadores son sesgados. Como se observa en la

5€5g0 (?R.-) ) (R;S,f‘ - p,-Sny..) s #=1,2 (3.9)

formula 3.10, el sesgo es de orden —. Como el error estandar de Yg,,, como
n

’ 4 _L ’
se comprobard mas adelante , es de orden O (n 2), la razon del sesgo al error

es también del orden O (n';'), y se vuelve despreciable cuando n aumenta.
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En la prictica ocurre que el sesgo no tiene importancia ain cuando el tamafno
de la muestra es moderado, siguiendo un razonamiento similar al dado en el

capitulo 1.
Por tltimo se considera el caso de que el estimador de razén no tiene sesgo.

Proposicién 3.1.5 Si las curvas de regresion de y sobre x; son lineas rectas
que pasan por el origen, entonces el estimador de razon bivariante no tiene

s€esgo.

Demostracion.-
Si la regresiéon de y sobre z; es lineal y pasa por el origen para ¢ = 1,2,
entonces Yg, e Yg, son insesgados de Y, como ya se demostré en el teorema

1.3.15, por lo que ?Ru también lo serd. Del mismo modo Y p,, es insesgado de
Y. _ :
Error cuadritico medio.

Proposicién 3.1.6 Una aprozimacidn de orden O (n~?) del error cuadrdtico
medio del estimador Yg,, viene dada por:

ECM (Vg,,) = #yz {w?(C2+02 -20,,)+
+w? (C2+C2 — 20,,,) +
+2w w, (C’y = Cgwg = Ligs, + Czl:cz)}

Demostracion.-
Partimos del resultado:

ECM (Yp,,) = wlECM (Yg,) +

+ wiECM (Vr,) + 2wiw,E [(Vr, = Y) (Yr, - V)] (3.11)
Para un muestreo aleatorio simple se tiene que:
ECM (Vz,) = 1;_f},2 (Co+CL-2Cy,) i=1,2
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donde Cy, = 73’, Cy, = -;\_,—: Yy Cpe, = —Xy,_" Ademas
B[(Yr, - Y) (fr - Y)] =

=VE[(1+e) (1 +en) =1) (A +e) (1 +en)™ ~1))]
donde

Si desarrollamos (1 + e) 'y (14 €y)”" en serie de Taylor y retenemos sélo
los términos de orden inferior o igual a dos en ey, ey y €3, se llega a que

1-f

n

Y2 (C; - pZCysz - pICnyl T plZC:ang)
(3.12)

E[(Fn, - ) (T ~¥)] =

donde

p; es el coeficiente de correlacion entre y y z;, ¢ =1,2y

p12 €l coeficiente de correlacion entre z; y ;.

Se puede demostrar que esta aproximacion es de orden O (n7?). Sustitu-
yendo en 3.11 los valores de estas esperanzas, se obtiene:

ECM (Yg,,) = %W {wl(C2+C2 —2C,.,) +

+wl (C2+C2, - 2C,s,) +
+2w;w; (Cy = Cyzy = Cyzy + Cayay) }
Analogamente:

ECM (?Ru) _ L;_fvz S (R T

+w§ (Cy2 + sz 5T 201@2) + 2wlw2 (Cy - Cyl‘a - Cll-'l'l + Cl‘l-"—':)}

A continuacién vamos a calcular los pesos Optimos en el sentido de que
produzcan el menor error cuadratico medio posible.
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Si tomamos w, = 1 —w,, derivamos EC' M (YRn) respecto a w, e igualamos
a cero, obtenemos el siguiente valor para w;:

_ ECM (Yg,) - E [(¥r, - Y)A()A’Rz ~Y)]
ECM (Y,) + ECM (Yr,) = 2E [(Ya, = Y) (Ya, - Y)]

wy

Estos valores obtenidos para w;, y w; dependen de E (?Rx)’ E (?Rz) y

E [‘( A’R, - Y) (A’Rz -Y ] que son desconocidos. En la practica se aproximan
utilizando los valores muestrales en lugar de los poblacionales.
En el caso particular en que p; = p; = py ¥y Cpy = Cp, = Cpy, = wy =

1 £ny ;
Wy =3y el error cuadratico medio es:

\ L= f 2 2 Cﬁ
ECM (Yr,) = —=Y? (€] = 20,5C,C + =7 (1 + p12)

Comparacién con el caso de estimadores univariantes y estimadores
de expansién simple.

Si no se tiene informacién auxiliar, el estimador del total es Y = N7 que se
conoce con el nombre de estimador de expansion simple cuya varianza vale

v(Y)= %}”C‘j

Entonces el estimador de razén bivariante serd mas eficiente si

BOM (Vo) | pe G 1
1% ()7) 14+p1p C; " 4
: : 5.z v 1
En el caso en que p;; = 1 se obtiene la condicién e > 5> que es la que
se obtiene en el caso de una sdla variable auxiliar, y en esagce, se tiene:
oM (%) = =L y2 (c2 4 2
ECM (Yr) = —=Y* (€ + C2 - 2Cs,)

por tanto el estimador bivariante sera mas eficaz que el univariante si:
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ECM (Yp,,)
ECM (?R)

condicién que siempre ocurre excepto en el caso py; = 1.

1&Cz(pz—1)<0

3.1.2 Caso de k > 2 variables auxiliares.
Definicién del estimador.

Consideremos ahora que hay informacién disponible acerca de z,,z, . . .,z con
k > 2 variables auxiliares. Vamos a estudiar las propiedades del estimador:

k
Va2t =3 wilp, (3.13)
=1

Sesgo.

Los resultados siguientes acerca del sesgo de los estimadores, se deducen in-
mediatamente a partir de los resultados obtenidos para k = 2.

~1,2,...k

) I -
€ YR

Proposicién 3.1.7 Una cota del sesgo de los estimadores Va
viene dada por las expresiones siguientes:

| sesgo (Y}%'Z’""k) |< N mdz (aﬁ_ -05‘)
1 ]

_f\_yl,?,...,k ,
| sesgo (YAR > |< mde (Uﬁi ‘ UE;)

Proposicién 3.1.8 Una aprozimacion del sesgo de los estimadores Y};’z""’k e
73 1) I

R viene dada por las expresiones siguientes:
& 1—F & w;
51,240555k 2 T
S = N—_ 'S PO ; 4 —ad
sesgo (T47) . ; (RiS2% — piS,Ss,) X

x>

w;

5€sgo <?;2'2""’k) = ca Z (Risz,- - PiSySa:i) X

" =1

donde p; es el coeficiente de correlacion entre z; e y, y Sz‘. la cuasivarianza
poblacional de z;, 1 =1,2,...,k.
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Teorema 3.1.9 Si la regresion de y sobre z; (1 = 1,...,k) son lineas rectas
21,2000k

g s 1,2,...,k 7 .

que pasan por el origen los estimadores Yp eYp son insesgados.

Demostracion.- ~

La demostracion es inmediata pues en estas condiciones todos los Yg, e Ypg,

5 ~1,2,..k

. . ’ ’ 1,205k Xr e .2
son insesgados de sus respectivos parametros y asi Yp eYp también
lo son.

Error cuadratico medio.

En el estudio del error cuadratico medio es donde hay diferencias notables
respecto al caso k = 2. El problema es hallar el error cuadratico medio del

estimador:

ECM (Yg**) = ECM (Xk: w,.?R‘_) -

i=1

= B [zkj w; Yr, —Y]2 =E [zkj w; (Y, —Y)]2

1=1 i=1

_ [g u? (T = ¥) + S, (T, = ¥) (T, )

i=1 i
_5° W BOM () + S wiw; B [(Fa, - V) (¥, - V)]
i=1 i#j
Ahora bien, sabemos que:

==

n

ECM (¥g,) ~ y?(C2+C2 - 2C,,,) (3.14)

N
N

Sy

Cy =< Cn =55 Cyl-'zyl

Y A
B[(Va - Y) (Va, - Y)]
l=J

= Y? (C’Z —p;iCyCs, — piCyCo, + pijCI‘CxJ)

n

~l
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Entonces si llamamos W = (w,,.. wg), A= (a,-j)kxk donde
a;; = C;f - ijyC.r, - piCyCz.' + pijCz;Czj

podemos expresar matricialmente el ECM de la forma siguiente:

? eeey 1 - f 7 - 1 - f /
ECM (¥3**) = 2{; wiw;a;; = —Y? W AW (3.15)

y se obtiene la siguiente proposicion:

Proposicién 3.1.10 Una aprozimacion del error cuadrdtico medio de los es-
timadores de razén de Yr e Y r viene dada por la expresion:

ECM (¥z) = l—;—szW’AW
L—3

n

VW' AW

ECM (?R) =
con W= (wy,...,w) yA= (a,-j)kxk donde
aij = C: - ijny,' - piCyng + pijC:v;Czj

A partir de este resultado podemos calcular los pesos w; que hacen minimo

" este ECM. Para ello necesitamos los siguientes resultados sobre matrices:

Desigualdad extendida de Cauchy—Schwartz.

Sean bikx1) Y d(kx1) vectores y Bixk) definida positiva. Entonces
(¥d)* < (v'Bb) (d'B~'d) (3.16)
y la igualdad es cierta si y solo si b= c¢B~'d para alguna constante c.

Proposicién 3.1.11 Si A es una matriz de orden (p X p) definida positiva y
B es de orden (qx p) de rango r, entonces BAB' es definida positiva sir = q
y semidefinida positiva si T < q.
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Teorema 3.1.12 Los pesos dptimos que minimizan el error cuadrdtico medio
; 1,2k g
del estimador Ypg vienen dados por

s A~ le
= e'A-le

donde egx1) = (1,..., 1) y el valor minimo del ECM es:

o128\ _ 1= f 5 1
ECM (V™) = —=Y o

Demostracion.-
En primer lugar comprobemos que la matriz A es definida positiva:
Llamando €1y = (1,.. ., 1y, I a la matriz identidad de orden (k x k), y

1 -1 0 --- 0
1 0 -1 --- 0

Lkx (k1)) = S

1 0 0 - -1

y C la matriz de coeficientes de variacion de orden (k+ 1) x (k + 1), que asu-

mimos definida positiva (C' es como minimo semidefinida positiva puesto que
. . !
es la matriz de covarianzas, salvo una constante, del vector (e;,04,0,,...,04)

T; — Y,'
donde o; = - — ):
[ Cg pICyC:rl p2CyC:v2 T kayC'xk |
pleCl‘l 01'21 p12Cz1 C.TQ e plkCJJ] C:ck
PZCysz pl?Cl‘l Cz'; 032 o p2kC:172 C.Tk
PiCny; pliCx; C:r,. inC‘JTQ Cx.‘ g pikcz.‘czk
L kayC:rk Plkcx, Czk P?kcnczk i C.'EL J

se obtiene que la matriz A se puede expresar de la forma A = LCL', luego A
es definida positiva, por la proposicion 3.1.11, al ser L de rango k. Estamos
pues en condiciones de aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwartz extendida.
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Consideremos A como la matriz B, el vector W como b, y el vector e como
d, obteniendo:
(W'e)* < (W'AW) (¢/A7"e)
y al ser e # 0 y A definida positiva, e’Ae > 0. Dividiendo ambos términos
obtenemos:
(W'e)?

e'A-le

< WAW

k
Como W'e =Z w; = 1, nos queda la desigualdad:

=1
(¢a'e)” < waw
o lo que es lo mismo:
1=y (e'A-le)" < ECM (V™) (3.17)
5 = R
Por tanto el valor minimo es:
12y 1 =F ot a1y
ECM (Yp**) = —=F (¢A7e) (3.18)

La desigualdad se convierte en igualdad para W = CA™'e, para alguna
constante C, que calculamos a continuacién:

(¢a-te)” = (ca'e) A(CAe) =

= C? (A"le)'AA—le = C? (A‘le),e = C%'A7 e
y despejando:

C=(eate)” (3.19)
Es decir, la matriz de pesos 6ptimos viene dada por: |
Ale

Los pesos son uniformes si y solo si las sumas de las columnas de A son
iguales.
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Comparacién con el caso univariante.

Vamos a comparar la precision del estimador multivariante que usa las va-
riables auxiliares z;, z,, ..., Z, con la del estimador que utiliza las variables
auxiliares z,, 3, ..., T, con ¢ > p. Para el caso particular de p = 1, obten-
dremos la comparacion con el caso univariante.

Teorema 3.1.13 En un muestreo aleatorio simple, el error cuadrdtico medio
del estimador Ya®? es menor que el error cuadrdtico medio del estimador
)7};'2"""’ si ¢ > p y los pesos son elegidos de forma que minimicen el error
cuadrdtico medio.

Demostracion.-
Segtn el teorema 3.1.12:

5 1—§ 1
51,2p000P) 2

ECM (Yp*~") = —=Y TAT |
. = 1

; 1,2;...,4 — 2

ECM (Ya™") = —=Y AT,

Expresando la matriz A, en funcién de la matriz A,, tenemos:
A B
Hy= ( ¢ D
con

BpX(q—p)_’ C= B’ Y Dig-pyx(a-r)-
Ahora bien, aplicando las propiedades de las matrices por cajas y puesto
que tanto A, como D son matrices no singulares, obtenemos:

= By Bn)
Aq B ( By By

donde
B,=A'+FH'G
B, = FH!
B, =H'G
B,,= H'

siendo
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AF=-B GA,=-CyH=D- CA;'B.

Vamos a comprobar que

§ A=l y p=1
quq €y = epA,, €

Para ello calculamos

1 A-1 1 A-1 _
quq €q — epAp €p =

_e,(A;‘+A;‘BH“IBA;1 -ABHT\ (AT 0, _
— g —HIBA;I g 77 “q g9~
( AJ'BH'BA;' -A)'BH™ )
=€ 1 -1 1 €y =

"\ -H'BA; H
-1
:e;( AZIB>H“( BA' —I)e,20

puesto que H~ ! es definida positiva al serlo la matriz Aq_l. Entonces

1 A-1 1 A-1
quq €y 2 epAp €p

ECM (}7,;’2"""’) )g ECM (f/];,z,-..,p)

Corolario 3.1.14 El estimador de razon multivariante es al menos tan pre-
ciso como el estimador univariante.

§3.2 El estimador de razén multivariante en el muestreo
estratificado.

Como ya hemos visto, en el muestreo estratificado existen diversas formas de
obtener un estimador de razén. Entre ellas las mas conocidas son la estimacion
separada y la estimacién combinada. A partir de los estimadores asi obtenidos
se pueden construir otros estimadores que utilicen mas de una variable auxiliar
y que llamaremos estimadores de razon multivariantes separado y combinado.
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3.2.1 El estimador de razén bivariante separado.

Como en el caso del muestreo aleatorio simple, estudiaremos primero por su
interés el caso k = 2, para después dar su generalizacién al caso de mas de dos

variables.
Supongamos que queremos estudiar una variable y y tenemos dos variables

auxiliares x; y z,.
Sea una poblacién de N elementos dividida en L estratos.

Denotamos por:
N, al nimero de unidades de la poblacion en el estrato h.
n,, al nimero de unidades de la muestra que pertenecen al estrato h.
%, al total poblacional de la variable y en el estrato h.
X, al total poblacional de la variable z, en el estrato h.
X, al total poblacional de la variable zo en el estrato h.
Y, a la media poblacional de la variable y en el estrato h.
X, a la media poblacional de la variable x, en el estrato h.
X,, a la media poblacional de la variable z, en el estrato h.
T, @ la media muestral de la variable y en el estrato h.
Z,, a la media muestral de la variable &, en el estrato h.
T, a la media muestral de la variable x, en el estrato h.

Una forma sencilla de obtener un estimador de razén de Y es obtener un
estimador de razén bivariante del total de cada estrato y sumar estos totales:

Yr,n = w1 YR + w2YpR,h ; h=1,....,.L; wi+w;=1

donde i}R.-h es el estimador de razén de Y en el estrato h, utilizando como
variable auxiliar z;, ( = 1,2). Entonces:
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Definicién 3.2.15 Definimos ¢l estimador de razon separado bivariante del
total como:
YRnS = Z Ry2h
h=1
Es inmediato por definicién que este estimador es una suma ponderada de
los estimadores de razén separados univariantes:

},Rus = wIYR,S + wZYRQS

donde
-

O Yn + .
/. . —
R.-S=Z__ ih ) (’—laz)
h=1 Zih
; , . Y
El estimador asi definido no presupone que las razones verdaderas — e
Ty

y o - ;
~ permanecen constantes en cada estrato, por tanto el estimador funcionara
T2

bien atin cuando las razones varien de estrato a estrato.

Sin embargo este estimador tiene el inconveniente de que para su uso se
necesita el conocimiento de los totales poblacionales X;, y X, Vh.
La definicién del estimador para la media es inmediato:

Definicién 3.2.16 Definimos el estimador de razdn separado bivariante de la

media como: - R R
YRy,s = w1Y R;s + w2Y R,s

% _ ~
por lo que NY'g,,s = Yg,,s- '
A partir de ahora consideraremos un muestreo estratificado aleatorio, es
decir, en cada estrato se elige una muestra aleatoria simple.

Sesgo.

Proposicién 3.2.17 El estimador de razén es sesgado y una aprozimacion
de orden O(n~?%) del sesgo viene dada por la expresion:
1 —fi { Wy

nh Ylh (thSZ.h - pththxlh) +

L
sesgo (Y’R,zs) = Z Ny,
h=1

w
+7ﬁ (RZhsggh - thSthzgh)}
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Demostracion.-

L
sesgo (?Rns) s ;;Z sesgo (?Rmh) (3.21)
=]

Ahora bien, dentro de cada estrato y segin la proposicion 3.1.4, el sesgo
viene dado por:

g

i

L= Ji

Np

(Rihsggh - PihSthx.'h)

Mo

sesgo (?I‘Inh) = N,

>

i=1 t

donde:
pin es el coeficiente de correlacion entre z; e y en el estrato h.

S2., es la cuasivarianza de z; en el estrato h.
hoo.
Ry = X, (¢ =1,2).
1
Por tanto, sustituyendo en la expresion 3.21 se obtiene el resultado deseado.
Inmediatamente se obtiene que

& i & 1-
S€sSgo (YngS) = 'Iv Z Nhn—hfh
h=1

2w
(E 7’ (Rihsz.-h - pihSthx;h))

=1 th
Por tanto Yg, ,s € Y g,,s son sesgados de sus respectivos parametros. -

La proposicién siguiente nos da las condiciones bajo las cuales estos esti-
madores son insesgados.

Proposicién 3.2.18 Si la regresion de y sobre x; y la regresion de y sobre
z, dentro de cada estrato son rectas que pasan por el origen, el estimador de
razon separado bivariante es insesgado.

Demostracion.-
Si dentro de cada estrato la regresion de y sobre z; es lineal y pasa por
L

el origen entonces Yp,, es insesgado de Y}, y por tanto Yp,s = Z Yr,n es
h=1

L
insesgado de Y = Z Y
h=1
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En consecuencia

E (A/Rlzs) = ’LU]E (?Rls) + w2E (?R25) - (wl —+ wz) Y=Y
y del mismo modo -}%Rn s es insesgado de Y.

Error cuadratico medio.

Vamos a dar una aproximacion del error cuadratico medio de los estimadores
Yr,,s € Y p,s valida para muestras grandes en cada estrato.

Proposicién 3.2.19 Una aprozimacion de orden O (n™?) del error cuadrdti-

co medio de los estimadores Yg,,s € Y g,,s viene dada por las expresiones:

ECM (Yp,,s) ~ zLj L=/

h=1 Nh

+w) (th +Co— 2Cy:c2h) =+

Y2 (w} (CZ + C2 4 — 20ye) +

+2w1w2 (th - p2hcyhczgh - pththxlh ‘i prlzzhczlhcxgh))

1— 1

np

= 1
ECM (YRH s) ~ 5 Y YR (w? (Ol + O = 2Cye) +
h=1

+w§ (C‘zh * C:szh - ZCy:IJQh) +

+2w; w, (C:h — P2hCyhCrph — P1HCYRCayh + P:,zzththuh))

Demostracion.-
Partimos de la igualdad:

ECM (Vr,s) = W} ECM (Ya,s) + w3ECM (Va,s) +

+2wwyE (Vs - V) (Yas = V)] (3.22)
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Ahora bien, el error cuadratico medio del estimador univariante en el mues-
treo estratificado tiene la expresion:

ECM (Yp,s) = zLj L=y (C2 + C24 — 2Cysn)

h=1 L

seglin demostramos en el capitulo 2, donde

Sy 8.5 L
( —_— — ¢ ( ) = —z!-—- ® (: o = % — 1,2
yh — _Yh ) wik —xih ’ yzih xih’ ’ih (Z )

Sélo queda calcular

Lh=1 h=1

= B[(Van - i) (Var = Ya)| +
h=1

+ 3 B[ (Van = a) (Ve — Yir)]
h'#h

Pero la eleccién de la muestra en cada estrato es independiente y por tanto
E [(Yth ~Y4) (Yagw — Y,,,)] -0
Ademas, segin la expresion 3.12, como dentro de cada estrato

B [(Yaun = Ya) (Vrun = i) =

zl—fh

n, Yh2 (Cyzh - p2hCth.t'2h = Pththx,h + pxlzzththxzh)

sustituyendo los valores de EC M (7&5) y

E[(Tris =) (Vs = ¥)]
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en la expresion 3.22, se obtiene el resultado deseado.
La férmula para la aproximacién del error cuadratico medio del estimador

de la media se obtiene sin mas que considerar la igualdad:

= 1 o
ECM (y ms) = 37 ECM (Vs)

Pero estas férmulas sélo son vélidas si la muestra en cada estrato es sufi-
cientemente grande como para que la férmula aproximada del error cuadratico
medio sea aplicable en cada estrato. Este problema no lo va a tener el estima-
dor combinado que se estudia después.

Por dltimo, vamos a determinar los pesos 6ptimos en el sentido de que
produzcan menor error cuadratico medio del estimador de razoén.

Proposicién 3.2.20 Los pesos que minimizan el ECM (?ng) vienen dados
por las expresiones siguientes: ‘

L y
Z fh Yh2 (ngh - Cy:rzh + Cy:r:lh - C:n:cgh)

h=1 Th
wy; = T
1—fu
’?:1: = Yy (ngh + 0o — 2Cx1x2h)

’UJ2=1—'LU1

Demostracion.-
Por la expresién 3.22, se tiene:

ECM (Yr,,s) = wiECM (Y,s) + wiECM (Prys) +
+2w1w2E [(?RIS = Y) (?RZ’S — Y)]
tomando w, = 1 — w,, derivando respecto a w; e igualando a cero, se obtiene:
o ECM (Yr,s) = E [(Yr,s = Y) (Yrus = Y)]
""" ECM (Ya,s) + ECM (Vp,s) — 2E [(Vris =) (Yros - Y))

Sustituyendo los valores de ECM (Yr,s), ECM (Yr,s) y

B (Vs = Y) (Trus = ¥))]
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calculados anteriormente, se obtiene:
- 2
Z Yh (szh Cy:v;h -+ Cy.rlh - C:na:gh)

i

h=1

wy, =
1 -
Yh (ngh FEEs— Qszh)

En el caso particular en que Cy,, = Cg,i Y p1n = pai para todo h, se
obtiene

DN —

W) = Wy =

Comparacién con el estimador separado univariante.

Hemos visto que:
ECM (Yg,s) = i Y2 (C2, 4 €24 = 2Cysn) i=1,2

y segun la proposicion 3.2.19

ECM (S}RnS) XL: ( (C + C;slh - 2Cya:1h) +

+w§ (Cgh e ngh - 2Cyz2h)

+2wy wo (th = P2hCunCah = P1hCynCayn + pzlzghCrthrzh))

1
En el caso en que Cyp = Cppp Y P11 = P2n, Vh = wy = w, = =¥

o=

L
ECM ( R,zs) = Z th2 ( yh e C:zz:lh ZCyz‘,h + C:clz'gh)

h=1

Por tanto el estimador de razon separado bivariante sera mas eficaz que el
univariante si y solo si

ECM (Yp,s) < ECM (Ya,s) i=1,2



Maria del Mar Rueda Garcia. 109

es decir, si y solo si

1= fno 1
Z h}h2 (C{j’h & 503,}; — Wigmyh ¥ C:c]z;h) <

h=1 Hh
L
<3,
h=1
cosa que es cierta, pues dentro de cada estrato

ECM (Yg,,) < ECM (Y,) i=1,2

1= fi 2 2 2
n, Yh (Cyh = Cz:,'h - QCyz.'h)

y por tanto 5 .
S ECM (Yry,) <Y ECM (Yg,)
h=1 h=1

excepto en el caso en que p, ., = 1 Vh, para el que se tendria la igualdad
(ver la comparacién entre el estimador bivariante y univariante en el muestreo
aleatorio simple)

En conclusién, el estimador separado bivariante serd mejor (en el sentido de
producir menor error cuadratico medio) que el estimador separado univariante
excepto si en todos los estratos el coeficiente de correlacién entre las variables
auxiliares sea 1, en cuyo caso sera igual.

3.2.2 El estimador separado con k > 2 variables auxiliares.

‘Sean z,Z3,...,%; (kK > 2) las variables auxiliares de las que disponemos in-

formacion.

Definicién del estimador.

Consideremos ahora el estimador:

L
Fodemb =3 ¥y, (3.23)
h=1

k S
% % ? Yr v
donde Yg, =Z w;Yr,, Yp, = =—=Xin ¥ w1, Ws,...,w; son pesos tales que
Tip

=1 $



110 Tesis Doctoral

Este estimador se puede escribir de forma alternativa:

) —Z w;Yr,s (3.24)

donde
~ L By
Ye. =E —
B i=1 Tih
La definicién de estimador de la media se obtiene de inmediato:

12, . Yl R I
_z w,YR s= N (325)

=1

Sesgo.

Proposicién 3.2.21 El estimador de razon separado multivariante es sesgado
y una aprozimacion de este sesgo viene dada por la expresion:

5esgo (Yl e 'k) ﬁ’z Nhl —Jh {Z < (thSx pihSthz.'h)}

h=1 N iz Ak
Demostracion.-

L
Puesto que Yl'z' & Z R,» €l sesgo del estimador sera la suma de los

sesgos de los estimadores de raz6n multivariantes en cada estrato y en estos el
muestreo es aleatorio simple, por tanto:

— k .
$€sg0 (?Rh) o~ Nhl nhfh > Xt-f)‘ (RihSz.-h - pihSthm.'h)

=1 th

donde
fn es la fracciéon de muestreo en el estrato A,
pin €l coeficiente de correlacion entre z; e y en el estrato h,

h .
—,paraz1=1,...,k.
: . X
Entonces se obtiene el resultado deseado sin mas que sumar estos sesgos.

Sz;n la cuasivarianza de z; en el estrato h y R;), =
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Corolario 3.2.22 El sesgo del estimador de razon separado multivariante de
A 12k

la mediaYp,  viene dado por la expresion:

(?"2'--"") 1 & 1t UNIVERSIDAD DE
sesgo | Y p N 2 : "
s N h=1 npy '»,.WM_7

k Ww; -
{Z — (R,'hSZ,-h - PihSthz.'h)} e |

1=1 th

Demostracion.-
Inmediata sin mas que considerar que

a0k 1
s€sgo (YRS > = Jy5esgo (Y1 "~ )

Condiciones bajo las cuales el estimador de razén separado multiva-
riante es insesgado.

Son una extensién inmediata del caso k = 2:

Proposicién 3.2.23 Si la regresion de y sobre x; (1 = 1,...,k) dentro de
cada estrato es una linea recta que pasa por el origen, los estimadores de razon

2. ok o lydyeeny .
multivariante separados YR eYpr, son insesgados.

Error cuadratico medio.

Vamos a obtener una expresién del error cuadratico medio del estimador
5190k R s
Yg: 2% para posteriormente calcular los pesos wy, ..., w; que hacen minimo
1,2,0
ECM (Fa2*).
Proposicién 3.2.24 Expresiones aprorimadas del error cuadrdtico medio de

. ™ ~1,2k
los estimadores Y ok eYp, son:

1~

{zk: wiz (Cy2h + C:zgh = 2ny'.h) -+

t=1

ECM (V32*) = zLj

h=1

-+ Zwiwj (Cy2h — pthth’,Jh - PihCthz:.'h + Pz,-a:_,'hcz.'hcz‘jh) (326)
1#)

Ay e

i
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k

21,2,k 1 1— g
goM (Yo, ™) =5 > nhfhyhz {z; T (e R T B
=1 =

+)_ wiw; (Cyzh — pinCynCa,n — PinCynCoin + pz;zjhcz;hc:cjh) }
i#j

Demostracion.-

k 2
ECM (}7};: .... k) = E [Z w,-f/R'.S — }’] =

~E[S (s )] =

=1

k
=B [Z w? (,}R‘S—'Y)z +Zwi§uj ()’}R,‘S;_Y) (i}}?_,S_ Y)

i=1 i#]

k
=) w!ECM (Yr;s) + Y wiw;E (s =Y) (Vrs-Y)]  (3:27)

i=1 1£]
y sustituyendo en la expresion 3.27 los valores:

L1-fy
—1 T

ECM (Vgs) = Y7 (Coh + CZn — 2Cyain)

h=1

L T
B[(Fas =) (Fas -¥)] =35 w2 (ch-

h=1
—PihCynCa;n — PiCynCrin + px.'z]‘hcz.'hczjh)

obtenemos:

1 o
w? 3 2oy (02, 4+ 02y - 2C,0) +

1 k=t Dh

ECM (Ya2r*) =

k

1



Maria del Mar Rueda Garcia. 113

( vh™

_pthth:c,h - pihCthz.‘h + pz.-x_,hCz:ghCz,h) =

L = k
=Z nhfh Yhz {Z w? (C:h = Cz.h = QCyz‘.h) +

=1

+ ) ww; (Cﬁh — PiCyn O — PinCynCin + Px.-x,-hcx.»hcz,-h) }
i#]
La expresion para ECM <VR'SM ) es inmediata sin mas que considerar
~1,2,k ~ :
que ECM (YRS ) = N2ECM (Pa2).

Considerando ahora las matrices:

W = (wy,...,w)

p= (a?j)(kxk)

donde

h

a;; = ’y2h_pjhctha:]h_pihCtha:.-h+pz'.'zth:r.'hC$jhv 1= 13 cwey ka .7 = 17 v '.v k

podemos escribir la férmula 3.26 en la forma:

Yh W' AW

Yh wa Z

1,5=1 h=1

ECM (Y” ) :‘:

1fh

L
y llamando B, = YZAn, y A=) By, B,y A son matrices (k x k) y la
h=1

expresion 3.26 adqulere la forma:

ECM (Y1 — ) W' AW
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oy . ; 01,2,k .
Teorema 3.2.25 El error cuadrdtico medio del estimador Yp: es minimo
Ale

e'Ale

siW = y vale:

min ECM (YA2*) = (e'A-le)“

A_ donde epyyy = (1,1,...,1)".

Demostracion.-
Veamos en primer lugar que la matriz A es definida positiva. Las matrices
Ap, h =1,...,L son definidas positivas pues se pueden expresar de la forma

A, = LC,L' donde

1 -1 0 0

1 0 -1 0
Lk (k41)) = ;

1 0 0 -

y C} es la matriz de coeficientes de variacién en el estrato h de orden (k+1) x
(k+ 1), que asumimos definida positiva:

[ Cah P1eCyrCoih P2nCyhCosh -+ PkRCynCopn ]
P1hCynCoryn C2, P120C2,1Coah *+* P1ERCe,hCoy
chCyh szh p12hCzthx2h szzh L p2thz'2thkh

Cy, = ’ : : :
PitCynCzin  P1inCoinCrih P2inCrohCoin *+* PikhCoinCoyn
L 2O Coti PielennCont  DianCostilnn C2.» 1
Puesto que C}, es definida positiva y L de rango k, LC,L’ es también
definida positiva, segun la proposicién 3.1.11. Por tanto B), = ; thzAh
h

también lo es VA por ser el producto de una constante por una matriz definida
positiva. Por iltimo, la matriz A es suma de matrices definidas positivas y en
consecuencia ella sera también definida positiva.

Estamos pues en las condiciones de aplicar la desigualdad extendida de
Cauchy-Schwartz, 3.16, segtn la cual:
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1 .\2
(VV—8) —<_ WHAVV = ECM 142500k
(e!A-le) s

k
- 73 5 =1 =
y el minimo valor de ECM (YRS ) es (e'A7'e)” yaque We=>_ w;=1.
’ i='1 .

Ademas, como ya comprobamos en el caso del muestreo aleatorio simple,

el minimo se alcanza para
W A le

T €A le

como queriamos demostrar.

Comparacién con el caso univariante.

El estimador separado multivariante es como minimo igual de preciso que el
estimador separado univariante, como muestra el siguiente teorema:

Teorema 3.2.26 En muestreo estratificado aleatorio, el estimador de razon
separado que utiliza q variables auiliares es como minimo igual de preciso que
el estimador de razdén separado que utiliza p < q variables auziliares, si los

pesos son los optimos.

Demostracion.-
Segun el teorema 3.2.25:

S12,p) _ L
B Rl p)_e;A;lep
5120 _ 1
ECM(}RS q)_e;A;leq

donde

L L
A, =3 Bl(zp) s Ag=2 Bl(lq)
h=1

h=1
Siguiendo el mismo procedimiento que en caso del muestreo aleatorio sim-
ple, se tiene:



ECM (?,;j'"-"') < ECM (Yi2r)

Corolario 3.2.27 El estimador de razon separado multivariante es al menos

tan preciso como el estimador separado univariante.

Demostracion.-

116 Tesis Doctoral
A B
4=(% p)
Y
A = A;1+FH1G FH!
¢ H'G H!
siendo
AF-_B
GA, =By
H=D-BAB.
Entonces
e;A;leq > e;A;leP
si y solo si
e;Aq_leq — e;,A;lep >0
Pero
IA-l /A—l
€gilg € — Eplly € =
_ ( A'BH'BA;" —-A'BH' )e B
= 1 . 1 =
o\ Lripa e
/ A—IB 1 =
=eq< iy )H ( B4 _I)eqzo
por ser H ' definida positiva, puesto que la matriz Aq_l lo es.
Por tanto

Es inmediata sin mas que considerar el caso p = 1 en el teorema anterior.

N TN N N R N NE e AN B e aw W
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3.2.3 El estimador de razén bivariante combinado.

Otra forma de estimar el total de la variable Y utilizando dos variables auxi-
liares =, y =, en un muestreo estratificado consiste en calcular los estimadores
de los totales Y, X; y X;, a partir de los datos de la muestra:

L
}st = Z Nh ) 131‘ Z NpZyy 2st Z NyTyp
h=1

y definir el estimador de razén combinado bivariante, como sigue:

2 Y. i f’t
R,;C =Wy = A ,S X2
1st Azst
= l &
) ngc = T\f R12C

Este estimador tiene la gran ventaja sobre el estimador separado de que
no necesita el conocimiento de los totales X, y X, en cada estrato, sino sélo
de los totales X; y X,. Sin embargo su uso sera conveniente en el caso de que

las razones — e — permanezcan constantes no solo dentro de cada estrato,
Ty T2
sino también de estrato a estrato.

Sesgo.

Proposicién 3.2.28 El estimador de razon bivariante combinado es sesgado
y una aprozimacion del sesgo viene dada por la expresion:

1—Jy

np

sesgo (?ngc) ~NY (_)u?)——ll (RIS;h - pththxlh) -

h=1

w22 (stizh = p2hSthzzh))

Demostracion.-
Sustituyendo en la expresion:

~

5€esgo (?Rnc) = w,; Sesgo (YR]C) + wysesgo (?320)
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o L1=5TY
sesgo (}'R.'C) ~N Z nhx‘,fl (75&}, = p,'hSthz'.h) (328)
h=1 i i
se tiene:
sesgo (hz,,c) = wlNZ X, _): b — PSS | +
h=1
fh 2
+U)2NZ A A 51:2}1 p2hsyh5z2h =
2
L 2 w;

(Z X_ (R Sx i pihStha:,'h))

h=l =1

En consecuencia

= L3
sesgo (YRmc> = z = I (

h=1 h

2 w;
> f (R San— PihSthz.-h))

=1

Error cuadratico medio.

Proposicién 3.2.29 Una expresion aprorimada del error cuadrdtico medio
del estimador del total viene dada por la expresion:

L
" 1

ECM (Yr,o) =Y

h=
[w? (SZ, + R3S2 4 — 2R1p1nSe,nSyn) +
+w} (5§h + RS2, — szpzhszzhsyh) .

+2w;w, (th b Rlpthxthyh - R2p2hSr;;hSyh + R, RZPIZththth)}

y para el estimador de la media por

ECM (TRHC) N2 ~— ECM (Yp,c)



Maria del Mar Rueda Garcia. 119
Demostracion.-
Partiendo de:
ECM (Yry,c) = wiECM (Ya,c) + wiECM (Prac) +
+2w1w2E' [(S}Rlc = Y) (5}320 = Y)]
puesto que conocemos : ~
ECAIOk£)=
L
z: ( w + R2S2 — 2RipinSeinSyn) (i=1,2) (3.29)

sélo necesitamos saber el valor de E [(?R,C - Y) ()A’RQC - Y)]

Para ello partimos de la siguiente aproximacion:

% _
Sy _y=2tx,_y=
_ UstXi — YTt _ X.yst — RiT;5 —
T;st Y Tt
— Gt — RiT;st .
= N/\;—ST—t—q— ~ N (g5t — RiTis) (1=1,2)
is

si el tamafio es grande.

Con ella: ~ ~
E[(Vaic~Y) (Ve - Y)] =

= N’E [(yst - lelst) (?st - szzst)]

Ahora bien, si consideramos la variable u; =y — Riz; (1 = 1,2), entonces
Ust — RiT;st = Uyt s la media de la variable u; en la muestra estratificada, y

ademas u;g; = 0.
Entonces:

E [(A’R,C - Y) (?ch - Y)] = N? Cov (T, st, Usst)

1—fh

Cov (ulst’ uzst N2 Z Nh Su,u2h
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donde: N )
R (uphi — Trn) (Uoni — Uan
Sulugh = Z N _ 1 ==
=1 h
1

N
= N, —1 g [(yhi — Ryzyi) — (’)_h _ Rl}?lh)]

|(yni = Rowani) — (Vi - ReXon)| =

AL — _
=i > [(yhi = Yh) — Ry (:clh,- - Alh)]

=1

(s = 74) = Ra (mas = Xs) | =

1 M

= N, —1 Z [(yhi - 7};)2 — R, (xlhi - —X—m) (yhz’ - ?h) -

=1
- R, (wzhi - X721&) (yhi = 7h) +R R, (xm = 71};) (-’L‘zhi - 72;.)] =

= 5311 - Rlptha:thyh — R2p2h5:z2h5yh + RIRZPIZththxgh

Por tanto:
E[(Yrc—Y) (Yro-Y)] =
= 21 B fh 2
= Z Nj = [Syh — Ry1p18SzynSyn — RapanSe,nSyn + Ry R2P12h51-,h51'2h]
h=1 h
(3.30)
Resumiendo:

L =
ECM (Ya,c) =Y. L=

h=1

[wf (th < RfSi,h - 2R1p1hSa:1hSyh) +

Ni

Ny

+wj (Sgh + R3S2,1 - 2329211512115@) “+

+2wyw; (5% — RipiaSeinSyn — RapanSenSun + By RapionSeynSesn) |
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Asi, el ECM del estimador ?Ruc viene dado por la expresion:
= 1 =
ECM () Rnc) = <3 ECM (Vi)

3.2.4 El estimador combinado con k > 2 variables auxiliares.
Definicién del estimador.

Se definen los estimadores de razén multivariante del total y de la media de la

forma: R
o GU - Yt
YR'c = Z w; =X; (331)
=1 ist
al Bk -
Yre =2 wiz X (3.32)
=1 Xist ’
. . . o [ k ;l,2,...,k
Estos estimadores tienen la gran ventaja sobre Y™ y Yp  ~ de no
necesitar el conocimiento de los totales X;;, ¢ = 1,...,k en cada estrato, sino

s6lo de los totales X;.
Vamos a continuacién a estudiar sus propiedades en cuanto a sesgo y error

cuadratico medio.

Sesgo.

Proposicién 3.2.30 El estimador de razon combinado multivariante es ses-
gado y una aprozimacion del sesgo viene dada por la expresion: :

O Qe Ll-fi o w
sesgo (YR'C' ’ ) ~NY (Z X, (R.-Sz,-h - pihSthx.'h)>

=1

=
Il
A

S

1

s Iy RS L 1— k i
sesgo (YRC ) ~ Y I (Z = (R.'Sz.'h - PihSthx.-h))

Demostracion.-
Puesto que:

sesgo (}A’é;k) = Xk: w; SeSgo ()A"R'.C)

=1
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~

. , o . ,
sin mas que sustituir los valores de sesgo (}R.-c) que ya usamos en el capitulo
2, se obtiene:

L 7
sesgo (?};f'""k) 2w (NZ == {h (;_/ = PinSynSzih )) =

Es inmediato pues que

s Loq B
5€5g0 ( ) Z Jn (Z %‘ (Risz,-h - pihSthz.-h)>

Error cuadratico medio.
Proposicién 3.2.31 Una ezpresion aprorimada del error cuadrdtico medio

21,2,k o
del estimador Yp,  viene dada por la expresion:

" B b= =
ECM (Ya2*) :hX_j] N,?T}f—"- {Z w} (52 + R2SZ 4 — 2RipinSoinSyn) +

=1

+ > ww; (53;1 = RipinSunSe:n — RipinSynSui + RiRjPithxghSa:jh)}
i
Demostracion.-

ECM (Y32*) = ECM (iw,%/StX)

1=1 ist

k % 2 k % 2
—E [Zwi LS, Yl —E [}:w,- (Yst X~ Y)l -
1=1

=1 Xist ist
=F zk: w? (?R..c - Y)2 -+ Z (TIRUR ()A"R'.C - Y) (?R,C - Y)
i=1 i




Maria del Mar Rueda Garcia. 123
3 Y,
donde Yg,¢ = /T'St X;.
ist
Entonces:

ECM (P32 = zkjw?ECM (Pric) + S wiwsE [(Yre = Y) (Yre = V)]

i=1 Y
(3.33)
Ahora bien, segin vimos en las proposiciones 3.29 y 3.30, se tiene:

L -
ECM (Prc) = 3 Nim—2t (83, + BS%, — 2RipinSenSys) (= 1,2)
h=1

UJ

E((Frc -Y) (e - V)] =

L 1 f
=y N; : [S:h = RS = BySy + RiRij.»z,-h]
h=1
y sustituyendo se obtiene el resultado deseado.

~1,2p, ) ) )
La formula para ECM (YRC ) se obtiene sin mas que considerar la

igualdad:
Ly P12k
ECM (YRC ) = mECM( )
Determinacién de los pesos 6ptimos.
Expresando el error cuadratico medio en forma matricial, tenemos:

ECM (Ya2*) = wiAcw

donde w = (wy,...,w) y A¢c = ( )kxk con

L T — f
a; =y N} = A ( o — RipinSynSein — RipinSynSz;n + RiRjSz.-z,-h>

h=1

Entonces podemos calcular el vector w de pesos optimos en el sentido de

N i : A 1,2,k
minimizar el error cuadratico medio del estimador Y.
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o ; : G sk P
Teorema 3.2.32 FEl error cuadrdtico medio del estimador Y, es minimo
Rc

St

Ajle
w=——
e Ag'e
y vale
% 1
min ECM (Yp2*) = ———
( g ) e Ag'e

donde exyy = (1,1,...,1).

Demostracion.-
La matriz Ag es como minimo semidefinida positiva, pues para todo z el
k

valor 2’ Agz es el error cuadratico medio del estimador Z x,-?R,.C y por tanto
i=1
es siempre mayor o igual a cero.
Si asumimos que es definida positiva, aplicando la desigualdad extendida

de Cauchy-Schwartz obtenemos:
~ 1
min ECM (Yp?*) = ———
( o ) e’AEle

y este minimo se alcanza para

-1
AC €
W= ——
—1

eAc e

Comparacion con el caso univariante.

Todos los resultados obtenidos respecto al estimador separado son ciertos tam-
bién para el estimador combinado, como muestra el siguiente teorema:

Teorema 3.2.33 El estimador de razon multivariante combinado es como mi-
nimo igual de preciso que el estimador de razon combinado univariante, en un
muestreo estratificado aleatorio.

Demostracion.-
Es la misma que la realizada para el teorema 3.2.26, sin mas que cambiar
la matriz A por la nueva matriz Ac.
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3.3 El estimador de razén multivariante en el muestreo
con probabilidades desiguales.

Definicién del estimador.

Sean zj,Z,,. ..,y las variables auxiliares que suponemos correlacionadas con
la variable objeto de estudio y.
Supongamos que queremos estimar el total o media poblacional mediante
una muestra de tamafio n con reemplazo y probabilidades p;, 1 =1,..., N.
Consideremos las variables:

5 yi i j .
z:—jv—pi vjz—jv—]pi 1=1, .,N ]=1, ,Iv
Sean: ~ -
Vg, = =X,

Definimos el estimador de razén multivariante como:

;1,2,...,k O, . =
- -
rp =wiYrp+wYpp+- -+ wYpo
k
siendo wy, w,, ..., w; pesos definidos de forma que Z w; = 1.

Jj=1
Si interesa estimar el total utilizaremos:
~1,2,...k
1,2,k apSIrRren
Yrb = NYpp

Para el estudio del sesgo y error cuadratico medio de estos estimadores,
comenzamos con el caso de dos variables, para ver después el caso k > 2.

3.3.1 El estimador bivariante.
Comenzamos con el estudio del estimador de la media:
Ygr,p = w,Yp,p + w27R2D

Proposicién 3.3.34 Si la muestra ha sido elegida con reemplazo y probabi-

lidades p; 1 = 1,..., N, entonces una cota para el sesgo del estimador ?R,,D
viene dada por la expresion:

= 1 ,
| sesgo (YRI?D) |Sﬁ maz (CU,- . U?R..D)
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Demostracion.-
Segin vimos en el capitulo 1, una cota del sesgo del estimador de razén
univariante en un esquema de muestreo con probabilidades desiguales es:

| sesgo (ﬁiD) |< 05,pC%.

y por tanto

| sesgo (VR,D) |=| X;sesgo (ﬁw) |< Yiaﬁ,pcﬁ. =05 DC;;'. i=1,2
Asi pues

| sesgo (VRHD) |=| w, sesgo (TRlD) + wysesgo (?Rzl)) |<

'Cv) -
5D ;

1

< w, | sesgo (VR1D> | +w, | sesgo (?R2D> |<mdzx <a);
1

-
= == mae (a:, -C’,,,)
\/ﬁ i Yr,p t

Por otra parte, hay veces que es mas util una expresiéon aproximada que
una cota.

Proposicién 3.3.35 Una expresion aprozimada de orden O (n=?%) para el ses-
go del estimador viene dada por la expresion:
2

= ? 2 (058 Pi0y, 0,
e ) £ (- 57)

=1

Demostracion.-

5€esgo (?R,ZD) = w;Sesgo (?RID) + wysesgo (?’Rzp) (3.34)

seglin la proposicion 2.2.20:

9 ¥ ol  po,0,
sesgo (1 R.D) > — 3 A7
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donde p; = py; 2-
Entonces sustituyendo esta expresién en la expresion 3.34 se obtiene el

resultado deseado.
De aqui se obtiene:

\’ Y 2 U?J.' Pi0y;, 0
sesgo (YRnD) > — (Z w; (73 Xy )) =

Error cuadratico medio del estimador.

Proposicién 3.3.36 Los errores cuadrdticos medios de los estimadores YR,
y Yg,,pvienen dados por las expresiones: '

( UZ 012“ 2p10U1 Uz) 3

= Y
ot (Paun) = 48 (F+ = 7
1

2

ol o 2p20,.0
+w2(—_i+_12—————_"i’ +
\7? X§ XoY

2
o p20v202 Plavl O, plZle Uv;)]

2 % _ P00 Pilwls . Prater
R (72 X,Y XY | XX,

~ ;s o2 o 200,06
ECM (Y, = o o W s W b
(Frao) n[%<?f* )+

X
o ol 2py0,0,
+w} (: — - Li__z__) +
Y X2 X2Y

2
o, P20y, O, P10, 0, P120 v, U‘vz)}

2 == it Al — —
+ww4ﬁ Xy | XY X%

Demostracion.-
Partiendo de la expresion:

ECM (?RHD) — w?ECM (?Rlp) + wIECM (’?RQD) +
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+2w1w2E' [(?Rlp = ?) (.);/R2D = V)]

y dado que una aproximacién del error cuadratico medio del estimador Y g,p,
seglin la proposicién 2.2.22, viene dada por la expresion:

o 1 N ) . 1 2 2 0.
ECA:[ (}/RiD) ~ ; [E pj(z] e sz)z 2 [Uz Uv, _ zpzafz]
Jj=1

sélo queda calcular el término de los productos cruzados.
De la aproximacion:

<P

- <|z2-Y ©,-X;
' _sz)/ _ s 1— 1

se deduce:

2
72 g P20:0, _ P10:0y, P120z0u2}

n?2 B Tl.)_/— 72 TL? 71 'nyl};g

Por tanto, sustituyendo los valores de EC'M <?R1D)’ ECM (?R,‘,D) y
E [(?R,D - —)7) (_):/—Rzp - 7)], se tiene:

(545 -22)

" y?
ECM(? ):—[w2 e A W
e KAV s &7

o ol  2p,0,0
+wj (:"- + = - —_—‘i"’)
\7? Xﬁ XoY
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O'? /)20' g. pla .. /)120 g
2 — = e B LR ol il
e, (? X,Y XY X, X,

La férmula para EC M ()A"Rup) se obtiene sin mas que considerar la igual-
dad

ECM (Va,0) = N*ECM (V)

Por iltimo, vamos a determinar los pesos 6ptimos en el sentido de que
produzcan menor error cuadratico medio del estimador de razon.

Proposiciéon 3.3.37 Los pesos que minimizan el ECM (?RIZD) vienen da-

dos por las expresiones siguientes:

avz p2020v2 _ pl Uzavl plZUv; U‘Ug
_¥"FX, TX | XX
By = ) 2
v U‘vz P120v1 01)2
—92 T =

X 7; X1 X,

w2=1—u)1

Demostracion.-
Si derivamos la expresion del EC' M (TRW D) en funcion de w; e igualamos

a cero, obtenemos:

50 (Par) 5[(PasT) (Pus )]

Wy, = =~ ] =~
ECM (YRID) +ECM (YM) _2B

yv: YX, YX X, X,

B A p10,0. ) (02 o p20,0 -
S+ 2 ofien ) (S0 0 alre) o
(2 H XY,

2 2 2
(_oi 0',_,2 2p202002) _ (& pZUzovz _ plazav, + pl2avlavz>
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2
Uvg P20:0, £10:0, P120y, Oy,
X YX, YX XX,
- 2 2

avl e 0v; y p120u10v2

_'2 —

X X3 X, X,

donde
B = E [(VRlD —7) (YR;»D —?)] =

2
_ g P20,0, P10:0y, P1204, O,

Ty Y X; T X X1 X,

En el caso particular
Pi—pa=p ¥ Cv1=Cv2=C

se obtiene:

C?—pC 4 pC* —p;,C*  C?(1—pyy) 1
C? + C? —2p,,C? 202 (1= p12) 2

wy, =

y el error cuadratico medio adopta la forma:

= Y2 [1 (o2
ECM ()—RD) = [Z (? Mo 2pCZC) +

g’ 1 fo? a;
5 (—7—2 +C?% - QPCZC) -+ 2 (72 — QP?C +P1202)] =

v g  C? P12 2
ik [?-}——2——%020-{—70]—
Y 2

C
kg [sz T 5 (14 pyz) — QPCzCl
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Comparacién con el estimador de Hansen y Hurwitz.

Si no se utiliza ninguna variable auxiliar, el estimador que se suele utilizar para
estimar la media, es el estimador de Hansen y Hurwitz (1943), cuya varianza

vale:

I

V(Uuu)

por lo que el estimador Y g ,p sera mas eficaz si:
2

e C
V (Uyn) - ECM (YRuD) = (14 p12) +2pC.C >0 &

C? C 1+
& — (14 p12) <2pC.C & = £
2 G
Si la correlacién entre z, y x, es perfecta (p;, = 1) el resultado anterior se
traduce en: o 1

P8

<4

que coincide con el resultado obtenido en el caso de utilizar sélo una variable
auxiliar.

3.3.2 Caso de k > 2 variables auxiliares.

En el muestreo con probabilidades desiguales hemos definido el estimador de
razén multivariante como

A2k k o
Yp, =2 wYRp
=1
Este estimador en general no es consistente, pues los estimadores Y g,p no
lo son. Estudiamos a continuacién sus propiedades de sesgo y error cuadratico
medio.

Sesgo.

Proposicién 3.3.38 Si la muestra ha sido elegida con reemplazo y probabi-
ra s e

lidades p;, 1 = 1,...,N, una cota para el sesgo del estimador Yp  ~ wviene

dada por
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T R0 1 )
sesgo (YRD > Sﬁ mdz <C’vi , a.);R.D>

Proposicién 3.3.39 Una expresion aprozimada de orden O (n~?%) para el sesgo
212,00k -
del estimador Y, ~ viene dada por la ezpresion:

~ 1,2,k Y [& ol pio,0,
s€sgo (YRD ) ~— [Zwi (72 - _X—-'? )]

t=1

La demostracién de las dos proposiciones es inmediata a partir de las pro-
posiciones 3.3.34 y 3.3.35.

Error cuadratico medio.

Vamos a obtener una expresion del error cuadratico medio del estimador
b2k . %
Yr, , para posteriormente calcular los pesos wy,...,w; que lo hacen mi-

nimo.

Proposicién 3.3.40 Ezpresiones aprozimadas del error cuadrdtico medio de
= 21,2,k
; 120k R o .
los estimadores Yg' """ €Y g, ~ son:

N k )/2 0.2 0.2 20:0...
” 1:20mk\, Y S z vi Pi0y; 02
moM (Y )_gw’n(vﬁyf Xy )+
Y2 GZ Pi0y,0; ijUjUz pijavgavj
2w (-5 -7+ 5% )
21,2,k kY (02 or  2p0,0
4 2l [ Tx ., Tu  2Pi0u0s
i (YRD ) ;“" n (?2 XXy )+
Y: (02 pioyo0, Pi0u,0;  PijTu0y,
+ 2y (? TXY XY XX, )
Demostracion.-
0 B k =~ k S .
ECM (YRD ) =k E w;Y p.p— Z in:| =
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" ~ 2
= F I:z w; (}’R.D - 7)] =
i=1
k 2 - o
—E|3 w? (YR,D—Y) +3 wa, (YRD—}) (YRD—Y) =
=1 1#]
k e 2 — —,
=Z sz[YRD_Y] +Zw,w1E [(/R.‘D_Y) (YRJD—Y)] =
i=1 i#]
k 72 2 2 )
=Y (S5 -
=1 n Y X{ X'},
1 Z - YZ 0-3 Pi0y; 0 P;j0v;0, PijOy; O,
WW,— | =& — == T = = —
i . Y2 XY XJY X,‘Xj
sustituyendo en la expresion los valores:

= Y (o2 o2 2p;a,.0
BCM (Vi) =+ (55 + 25 - 2

Ri:D = (72 . 2 7? XY )

E [(? ?) (}2’- _Y')] - ?2 03 Pi0y 0.  Pj0y,0:  PijOy,0y;
B . . n v? _X—'? —.X;J? Y,'X;j

se obtiene el resultado deseado.
ok 51,2,k . . ; , .
La expresién para ECM (YRD ) es inmediata sin mas que considerar

: 21,2000
que ECM <YRD

1’

k) = N-2ECM (y}jk)

Considerando ahora las matrices:

W = (wy,...,w)

A(kxk) = (aij)
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donde )
NG G - W il Wi R
Y X,Y XJY X,'XJ'
i 1eBesy
podemos escribir ECM (YRD ) de la forma:
~1,2,..,k ?2
ECM (YRD ) = 71.;1 wiwja,-j
2
2 D5k Y
5oM (Vh, ) = —w'aw
. . . ~1,2,...,k )
Teorema 3.3.41 El error cuadrdtico medio del estimador Yp, ~ es minimo
) A le

siW= AT Y vale:

) 21,2500k V2 g ai f=d
min ECM (YRD ) = (e A e)
donde ex1y = (1,1,..., 1)

Demostracion.-
Veamos en primer lugar que la matriz A es definida positiva. Llamando C

a la matriz de orden (kK +1) x (k+1):

I Cz2 P1 CZCM ngsz2 - e kaszk i
piCCy C’Zl Pl Oy 5 prli, Oy
pZCszg plZCv, Cv2 Cv2 e kaCvg Cvk

L= : 5 - =
piCsz.' pliCul Cvg p2icvg Cv; e pikCu.- Cvk

L kaszk plkcv1 C’Uk p2ka2 Cvk e Cgk J

que asumimos definida positiva y L:
-1 0 0
0 -1 0
Lkxk+1)) = :
1 0 O -1
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de rango k, LC L' es también definida positiva, segin la proposicion 3.1.11.
Estamos pues en las condiciones de aplicar la desigualdad extendida de
Cauchy-Schwartz, 3.16, segin la cual:

(W'e)? : (;1,2,...,k>
— < WAW =ECM (Y
(e!A~le) — s
. LB d 0 § s , k
y el minimo valor de ECM (YRD ) es (€A7'e)” yaque We=) w;=1.
i=1
Ademds, como ya comprobamos en el caso del muestreo aleatorio simple,
el minimo se alcanza para
A le
e'A-le

W =

como queriamos demostrar.

Comparacién con el caso univariante.

Al igual que en caso del muestreo aleatorio simple, el estimador de razén
multivariante es mas preciso que el univariante.

Teorema 3.3.42 En muestreo con reemplazo y probabilidades desiguales el
estimador de razon multivariante que utiliza q variables auzxiliares liene un
error cuadrdtico medio inferior o igual al estimador de razon multivariante

- que utiliza p < q variables auziliares.

Demostracion.-

La demostracién es la misma que para el caso del muestreo aleatorio simple
sin mds que cambiar la matriz A por la correspondiente en el muestreo con
probabilidades desiguales.

§3.4 Estimadores condensados de razon.

3.4.1 Introduccién.

En muchas investigaciones se dispone de informacién de varias variables rela-
cionadas con la variable de estudio y.
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En las secciones anteriores se utilizaban estas variables para construir esti-
madores de razén (bien para los valores totales o para los estratos) y posterior-
mente se combinaban de forma que hicieran minimo el error cuadratico medio
del estimador multivariante final. Sin embargo, este procedimiento tiene una
serie de inconvenientes, como son:

1. Los estimadores asi construidos son sesgados.

2. Los estimadores éptimos son funcién de matrices construidas a partir de
parametros poblacionales desconocidos.

3. El célculo de los estimadores éptimos y de sus errores cuadraticos medios
es mas complejo que el de los correspondientes estimadores de expansion
simple y sin embargo, no tienen por qué ser mas precisos que estos.

En esta seccién se propone una nueva idea acerca de como utilizar la infor-
macién que suministran las variables auxiliares mediante estimadores de tipo
razén que van a resolver algunos de los inconvenientes antes citados.

La idea bésica es la siguiente: si se dispone de varias variables auxiliares se
pueden condensar en otra variable que sea una funcion lineal de las primeras
y que haga méxima la correlacién entre la variable principal y esta funcion
lineal. Una vez obtenida esta variable "condensada” podemos utilizarla para
construir un estimador de tipo razon ”univariante” utilizando esta nueva va-
riable como variable auxiliar. De esta forma se utiliza 6ptimamente la infor-
macién que proporcionan todas las variables auxiliares disponibles pero con
un procedimiento mucho mas simple que en el caso el estimador multivariante
propuesto anteriormente, que conlleva la determinacion de k estimadores de
razén (siendo k el nimero de variables auxiliares).

Se pueden utilizar distintos criterios para construir la variable condensada.
Nosotros vamos a utilizar dos criterios distintos que originaran estimadores en

principio distintos.

3.4.2 El estimador de razén condensado (Estimador RC).

La primera condicién que utilizamos para construir la variable condensada
viene determinada por el hecho, tal y como se estudio en el capitulo 1, que
cuanto mayor sea la correlacion entre la variable principal y la auxiliar que
se estudia para construir el estimador de razén, mayor sera la precision del
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estimador obtenido y mas ventajoso sera el método de razoén comparado con
el de expansion simple. Vamos a proceder a desarrollar esta idea.

Determinacién de la variable condensada.

Supongamos que tenemos informacién para cada unidad de la poblacion de
Ty, Ty, ... , Ty variables auxiliares. .

Sea z;; el valor de la j-ésima variable auxiliar en la i-ésima unidad de la
poblacion.

Definimos las matrices:

S(kxk) = (S,']') y S,'j = Cov (a:,',zj)

‘S((]kxl) =(85;) ; Si= Cov(y,z;)

T(kx1) = (1171,1132, o 4 xk)’

Para obtener una variable que condense las k variables auxiliares que uti-
lizaremos después para construir el estimador de razon, consideramos la si-
guiente funcién de z;, x,, ..., T4:

k
z = Z a;x;
=1
o en forma matricial:
z=dz

] 4 ; )
donde a = (ay,...,a;) es el vector de coeficientes que elegimos de forma que
la correlacion entre z e y sea maxima. Es decir, maximizamos:

i) == Cov (y, 2) _ a'S
TS5 g, (wSa)?

La matriz S asumimos que es definida positiva por lo que aplicando la
desigualdad extendida de Cauchy-Schwartz a la expresion:

_ (a’50)2
a'Sa

obtenemos que esta funcion es maxima en
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a=C5'S"

para alguna constante C' y por tanto, al ser p(z,y) una funcién mondétona
creciente de F, tomara su valor maximo en el mismo punto.
La constante C la determinamos imponiendo la condicion:

V(z)=d'Sa=1
obteniendo entonces 1
C= (S"'S‘ ‘S")j
es decir:

58
(5"’5”5")%
Definimos la variable condensada como:

$ 5
(85257

a =

g =

Definicién del estimador.

Dadas y y z, podemos construir un estimador de razon que utilice la variable
z como auxiliar, de la forma:

siendo
7 la media muestral de la variable z y
Z la media poblacional de la variable z.
Este estimador en funcion de z adopta la forma:
?Ic%ond _ ,L &' o1y
§"S 'z
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donde
T(kx1) = (Egesnsile) ¥

y(kxl) = (}-\;1,. . .,Yk)l

Del forma anéloga se define el estimador del total:
S, y ! o1
pgond - 2 §"5'x
'Sz
Pasamos a continuacién a estudiar las propiedades de los estimadores de-

finidos.

Sesgo.

Clomo en anteriores casos daremos una expresién aproximada del sesgo del
estimador.

Proposicién 3.4.43 Una ezpresion aprozimada de orden O (n~2) del sesgo

~cond
del estimador Y~ viene dada por la expresion:
(?con«l) Tl—f.SO'S'lso[ 1 1}
S€sgo R Lad S — — =
n PSIXLLSIX Y
Demostracion.-
Considerando las variables:
S 7= Y b ZT Z
1 = 7 ) 2= 7
~cond

podemos expresar el estimador Yz de la forma:

~cond _ .
Yr =Y (1+4o0)(1+0)

Desarrollando (1 + 0,)™" en serie de Taylor, se obtiene:

=~cond _ _ .
Ygr —Y::Y[(ol—02)—02(01—02)-1—02(01—02)—...]

y quedéndonos sélo con los términos de orden igual o inferior a dos en 0; y 03,
obtenemos la aproximacion:
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acond _  _
YR —YEY[01—02—0201+O§]

Al tomar esperanzas nos queda:

—-— (?f;’"“’) ~ Y [E () - B (001)]

Ahora bien:
V(z Cov (z,7
E (o) = ——Z—(_z)‘ i E(0201) = 7(7 9)
y en un muestreo aleatorio simple:
1- 1 —
Viz)= Tf\/(z) : -Cov(z,7) = f Cov (z,y)
con
1
V(z)=1; Cov(z,y)= (SO,S_ISO>2
Por tanto

~con N_l—f g _ 58
s”g"(y’* J)‘Y " |(85x) Y (857X
,1—fSO'S‘ISO[ 1 _i}

n &IX IS Y

Condiciones bajo las cuales el estimador de razén condensado es

insesgado.

Aplicando el teorema 1.3.15 para ¢ = z obtenemos las condicién bajo la cual
el estimador de razén condensado es insesgado.

Proposicién 3.4.44 Si la regresion de y sobre z es lineal y pasa por el origen,
~cond
en una poblacidn finita, los estimadores Y g

una muestra aleatoria simple de tamario n.

e YRcond no tienen sesgo en
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Este resultado nos da idea que cuanto mds proximo a cero esté la ordenada
en el origen de la recta de regresién de y sobre z, mas pequeno sera el sesgo de
los estimadores de razén. Esta idea nos va permitir construir otro estimador
condensado que va a ser insesgado.

3.4.3 EIl estimador de razén condensado e insesgado (Estimador
RCI).

Consideramos una variable 2z’ de la forma:
2 =ag+ar

que haga méxima la correlacién con y. Puesto que esta correlacion es inde-
pendiente de ag, obtenemos que z’ es de la forma:

$ 5y
(ﬁf%ﬁ%

y podemos determinar aq de forma que la ordenada en el origen de la recta de
regresion de y sobre z’ sea cero:

2 =ag+

— @ = e B 57X
Y—a,SaZ'zY—(SOS S") aﬁﬁ = f}

Despejando ay, obtenemos:
Y-55'X
R s
("57'8°)°
y por tanto podemos considerar la variable condensada:
Y+585" («-X)
GEati)

/
z
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Esta nueva variable 2’ verifica:
s Y
R T &
(f@”fy

_Y+85(7-X)
(5757'8°)"

Podemos asi definir un nuevo estimador de razén:

ol

z

. ~cond '
Sesgo del estimador Yy

El nuevo estimador considerado es insesgado, como prueba la siguiente propo-
sicion.

!
~cond
Proposicién 3.4.45 En un muestreo aleatorio simple el estimador Y g

tiene sesgo cero para muestras de tamano n.

Demostracion.-
Partimos de la expresion:

seond' g
R =Y (1 +0;)(1+0)
donde
/ y—y / ?__I
0, = ;0 = ——

Desarrollando (1 4 05)™" en serie de Taylor, se obtiene:
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4
cond

Vi =Y =[(c—05)— o5 (cf — 0}) + 52 (cf — o) —..]

y quedandonos sélo con los términos de orden igual o inferior a dos en o] y 0f,

obtenemos la aproximacion:
/

:Tcond N X / / L 4 /2

YR —) :"}[01—02—02()1"}‘02]

Al tomar esperanzas nos queda:

/
o (T2 ) =¥ () - £ i)

Ahora bien:

z"
y en un muestreo aleatorio simple:

1-f

v(E) = v s oo (@) = o)

n

~ con

V(z)=V(:)=1; Cov(#,y)=Cov(zy) = (5'8)

Por tanto

shag0 (?g""d'):-fl—f 1 (555)

(o]

n

- p (S5 e
- -)72 72
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Error cuadratico medio.

. ) ) ~cond’  ~cond
Calculemos el error cuadratico medio de los estimadores Y g y Yp

=cond
En primer lugar consideremos el caso del estimador Y p

Proposicién 3.4.46 En un muestreo aleatorio simple, una primera aprozxi-

'
=cond
macidn de la varianza del estimador Y g viene dada por la expresion:
cond’ 1-f
s -_ /
V(YR ) % e [53—5"5”5"]
Demostracion.-
/
%con’d v _ v ' 1 / 1201 ’
Yr -Y =1 [(0'1—02)—02(01—02)‘*‘02 (01—02)—---]
donde
, §-Y |, Z-7
01 = 0y =

Entonces, elevando al cuadrado y quedandonos sélo con los términes de
orden inferior o igual a dos en o} y 0}, obtenemos:

y como
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Cov (5,7) = =L cov(y,2) = =L (57571 57)’

Sustituyendo:

!/
~cond wsl=f IS5 1 2 ' z
V(YR )=”2 nf[v_“%ﬁ‘ﬁ(‘sﬂﬁso)k

=721 f %—}-SDE;SD—%SOS_IS)]:
n 3 Y ¥
Doy [ 5"'5”5‘)}
= Yl
n Y ¥

como queriamos demostrar.
Siguiendo el mismo procedimiento para z se obtiene facilmente:

~con LesFon | 82 L5 25”57 S°
ECM Y o~ Y |+ g
( " d) n |7 (50'5;17) SIXY

Comparacién con el muestreo aleatorio simple.

/
~cond
Proposicién 3.4.47 El estimador de razon condensado Y g es como mi-

nimo igual de eficiente que el estimador de erpansion simple para muestras
aleatorias simples de tamanio n.

Demostracion.-
Como es sabido

y por la proposicién anterior

() <L fs- 5750
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/
. ;Cond P 4 . . .
Entonces, el estimador Y g sera al menos igual de preciso que el esti-

N ——
/ (?Zond’) <V ()
ol gl
S5 >0

/ 1 . 1 . » .
Pero S° 57'5° > 0 siempre por ser S la inversa de la matriz de covarian-

zZas.

!
) ~cond ) )
Por tanto el estimador Yz ~ es mas eficiente que 7 a no ser que

58 =0

en cuyo caso sera igual.
Esto ultimo ocurre si y sélo si

5% =(0,...,0) & Cov(y,z;) =0 Vi

es decir, si todas las variables auxiliares estan incorreladas con la variable
principal.

Comparacién con el caso de p < g variables auxiliares.

Sean z;, Z,, ..., ¥, variables auxiliares positivamente correlacionadas con la
variable de estudio.

Teorema 3.4.48 FEl estimador de razon condensado que se puede construir a

/

. . S K _’;Cond I . . .
partir de q variables auziliares, Y p (q), es como minimo igual de preciso
que el estimador de razon condensado que se puede construir a partir de p < q

_ . ~cond
variables auziliares, Y p p).

Demostracion.-
Segun la proposicion 3.4.46, hemos visto que
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~

n

:_cond/ 1= f . f el O]
VYR (@)= 55 - 555,53

n

cond’ j=fF s —
v = !

14 (yR (p)) CEE s v S
siendo

82 = (Syznsywz’ e ,Squ)’

8, = (Sue;) $1i =110 O

{
~cond -
Entonces el estimador Y g (q) serd al menos igual de preciso que el
) —cond' )
estimador Y g (p) si

~cond' ~cond’
|4 (VR (q)) <V (VR (P))

555 < 558,

q

si y solo si

Ahora bien, podemos escribir la matriz Sq en funcién de la matriz Sp de

la forma:
S, B
5-(% o)

donde Sp y D son matrices no singulares por lo que

34_(gf+ﬂT%;FH*>
« =\ " mg'¢ H!
con

S,F=-B

G, =B

H=D-BS;'B

Por tanto
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Pero esta 1ltima expresion es siempre mayor o igual que cero puesto que
1 " . e : 1

H™ es siempre definida positiva al serlo la matriz S; 3
Por tanto

y asi

~cond’ ~cond’
|4 (?R (Q)) <V (VR (P))

como queriamos demostrar.

3.4.4 El estimador de razén condensado de minima varianza (Esti-
mador RCMYV).

En el apartado anterior hemos construido un estimador de razén a partir de
una variable auxiliar que llamabamos condensada pues ”condensa” la informa-
cién que proporcionan todas las variables auxiliares disponibles zy, 5, ..., Tj.
Esta variable condensada, z, se determina previamente como la funcién lineal
de z,, ,, ..., Tr que hace méxima la correlacién entre la variable principal,
y, y la variable condensada.

Sin embargo se pueden utilizar otros criterios para determinar la variable
condensada z. En este apartado vamos a determinar la variable condensada
como aquella funcién lineal de las variables auxiliares que haga minimo el e-
rror cuadréatico medio del estimador de razén univariante que puede construirse
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utilizando esta variable como auxiliar. Es decir, el procedimiento es distinto
al antes expuesto pues primero se construye el estimador de razén y posterior-
mente se determina la variable condensada. Asi vamos a obtener un nuevo
estimador de razén univariante que utiliza toda la informacién disponible de
la variables auxiliares.

Definicién del estimador.

Consideremos la variable aleatoria condensada h definida de la forma:

k
h=) az;=dz

=1

donde
/
A(kx1) = (au---,ak)l
T(kx1) = (@ wonn @)

Por tanto, la media muestral y poblacional de la variable h vienen dadas
por:

h=dT; H=dX
donde
i o - X
L(kx1) = (xlv . .,(L'k) ,
‘Y(kxl) = (Xh'-'?Xk)

A partir de estos valores construimos el estimador de razon:

H

=<l

—h
Yr =

Vamos a determinar el vector a como aquél que haga minimo el error cua-
dréatico medio del estimador 7% construido a partir de la variable condensada.

Determinacion del vector a.

Consideremos las variables

&8

-Y % =
= : c2=—F—

Y

<

En funcién de estas variables podemos expresar el estimador § en la forma:

gh=Y(+e)(l+e) =Y (1+e)(l-c+d--)
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Entonces
ECM (gh) =E (74-Y) =V’E[1+e) (1+4") -1]

=1 ‘ ‘
Desarrollando (1 + ¢;)” en serie de Taylor, elevando al cuadrado y quedan-
donos sélo con los términos en ¢; y ¢; de orden menor o igual a dos, tenemos:

ECM (y%) e~ VzE (cf -+ c% —_ 201c2) =

=T [E (cf) + E (cg) - 2E(c,c2)] =Y

Ahora bien, en un muestreo aleatorio simple

V(E)zlgfvh=1;fa'5a

Cov (y,ﬁ) = ! ;f Cov (y,h) = L= fa'SO

n

Sexr = (Sij) con S;; = Cov (:c,-,:cj)
‘S‘lixl = (Soi) con Sp; = Cov (y, z;).
Entonces, al sustituir estos valores se obtiene:

ECM (gh) ~Y

Ahora bien:
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12X X' 95X
a y_2 5 — v a
) (¢X)"
La matriz ) . 50__,
S-X X 20 X
p=3C 5

es definida positiva, salvo en el caso que §} tomase un tnico valor, y aplicando
la desigualdad extendida de Cauchy-Schwartz, tenemos:

(%)’

e X B X
a'Ba ~

y por tanto

—21— 'Ba _ 21— 1
ECM (7)) = Y* fobe yl-J 1
n (a’ X) n X B X
y este minimo se alcanza para a = CB™'X donde C es una constante distinta
de cero.
Asi, definimos:

h=CX B 'z
con lo que obtenemos:
h=CXB 'z
H=CXB'X

y asi elegimos el estimador de razén
Y —ip-lv
—h _
=X DB X
X B 'z
cuyo error cuadratico medio viene dado por la expresion:

- —2l=f 1
B (y%) =¥ n [Y’B'IY]
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Sesgo.

Proposicién 3.4.49 Una ezpresion aprozimada del sesgo del estimador de
razon G viene dada por la expresidn:

XB'SB'X  XB'S
(YB-IX)Z Y X'B'X

i

n

sesgo (yﬁg) e 71

Demostracion.-

sesgo (yj‘g) = g (y’,}) -Y=YE [(1 +e)(1+e)t - 1] ~
~YE [cl —cy— ¢+ cg] =Y [E' (cg) _'E(Clc2)] =

v (R) _ Cov (,7)

=V i
Vo HY

n il HY

_ 71 -f [V(h) _ Cov (h,y)] _

XB'SB'X XB'S
(7’3—7)"’ Y X'B'X

1= F

n

=¥

Asi, el estimador 7% tiene un sesgo de expresién compleja. En la parte final
del capitulo modificaremos el estimador de forma que sea insesgado.

Comparacién con el estimador de razén multivariante.

Proposicién 3.4.50 En muestreo aleatorio simple, el estimador de razon
condensado, T, tiene la misma expresion aprozimada del error cuadrdtico
medio que el estimador de razon multivariante de Olkin.

Segiin vimos en el teorema 3.1.12, el error cuadratico medio del estimador
de razén multivariante viene dado por la expresion:

a1, 2iennsk | P 1
ECM (YR )= / }"2( )

n e'A-le

donde
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Alexk) = (aij) ye=(1,1,...,1) con
dij = CS - ijyC-'”J - pfcyCr.‘ + pijcxaCxJ

Por otra parte, podemos escribir el error cuadratico medio del estimador
7k de la forma:

—2l—f|S2 a’'Sa 24'S°
(aIY)2 B ?a'Y

_3/_,21—f S§+ a'Sa a'S° a _
o n 72 (aly)z YaX YaX|
2 fizsp ——
—_— - A A
a i—sz X+85-—- é“) a
" («X)’
La matriz At et
_Six¥.s x XS
% Y Y

es definida positiva y podemos aplicar la desigualdad extendida de Cauchy-
Schwartz, y obtenemos que el valor minimo de EC M (?’};) adopta la expresion:

—l-f 1
- 72
ECM (7h) =Y —
Ahora bien, T = CAC' siendo
/ Ay 0 0 -+ 0 )
0 Xg sev O = 0
Gk =1 o g . X; 0
\ 0 0 0 - Xy

Por tanto

XT'X=XC'A"'C'X
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y al ser xXC'= (1,...,1) = €, se obtiene

ECM (7h) =Y e
Es decir, el error cuadratico medio del estimador 7% coincide con el error
cuadratico medio del estimador multivariante y asi ambos tendran la misma

precision.

3.4.5 El estimador de razén condensado de minima varianza e in-
sesgado (Estimador RCMVI).

En el apartado anterior hemos definido un estimador de razén a partir de una
variable condensada h que se determina como aquella que minimiza el error
cuadratico medio del estimador de razon asi construido. Como se observa
en 3.4.49 la expresion del sesgo de este estimador es bastante compleja y no
permite su comparacion con el sesgo del estimador de razéon que se obtiene a
partir de cualquiera de las variables auxiliares. Esto lleva a plantearse como
construir otro estimador de razon que minimice el error cuadratico medio pero
que tenga un sesgo mas pequeno. Ll procedimiento que se va a seguir es el

!
: " . : : ocond
mismo que el utilizado con anterioridad para construir el estimador Yp

que como vimos era insesgado.

Definicién del estimador.

Consideremos la variable condensada

k
K =ap+ Y az;=ao+adz
=1
Vamos a determinar los valores de aq y ay, ..., a; de forma que minimicen
el error cuadratico medio del estimador de razén que se puede construir a

partir de A’ y haga cero la ordenada en el origen de la recta de regresion de y
sobre h'.

Comencemos imponiendo esta ultima restriccion. Tenemos:

—_ a8
(

o Cov(yh)— o
Y- =Y o5



Maria del Mar Rueda Garcia. 155

Igualando a cero esta expresion y despejando ag, obtenemos:

A =
¢ a’SO

con lo que la media poblacional y la media muestral de la variable A’ valen:

R - _a' Sa i
H=Y—; k= +d(z-X
% R v v(e-)
Consideramos ahora el estimador
! Y
Uk 77H

y determinemos el vector a que minimice el error cuadritico medio de este
entimador:

ECM (y;;') - E (—h g Y) “VE[1+d)(1+¢) " -1
donde

. §-Y , R-H
Q=" &= p—

H

Procediendo como en el caso anterior, tenemos:

ECM ('ﬂ%,) ~Y'E [C'l T+t - 2c'lc'2] =
=V [B(4?) + B(4?) - 2B ()] =

V_(y) s v (%) _ 2Cov (7.7)

Y q” Y H

_21—f Sf,_*_a'Sa 2a'§° _
v: F* YH|
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_oal-f |5 a'Sa 2a'S°
= ?fr Ya'Sa 2_7?—61'5:1
(a’SO) aS
O P O B P s
T on vt aSa  a'Sa T on v a'Sa

Por tanto hemos de minimizar en a la expresion:

n ¥ a'Sa

o equivalentemente, maximizar
2
(a’SO )
a'Sa

Si asumimos que S es definida positiva, aplicando la desigualdad extendida
de Cauchy-Schwartz, obtenemos:

2
'S
mdx L—)— =5s
a a'Sa
y el maximo se alcanza en el punto a = a5ls,
Por tanto definimos

W=c(V+55" («-X))
y asi:
F=0(Y+85" (¢-X))
0 =07

Por tanto, el estimador de razon se define como:
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—n! y -
Yp == —=Y
(F+8"57 (= - X))
) ~cond' ) )
que coincide con el estimador Y g y por tanto tiene las mismas propiedades

que éste y que ya han sido estudiadas anteriormente.

Obtenemos pues un resultado importante: los estimadores de razén in-
sesgados obtenidos minimizando el error cuadratico medio del estimador y
maximizando la correlacién entre la variable principal y la condensada, son el
mismo.

3.4.6 Distribucién asintética de los estimadores condensados.

Consideremos la poblacién finita U como una sucesién de poblaciones {U,}
donde n, y N, tienden a infinito de forma que N, — n, también tienda a
infinito cuando v lo haga.

Teorema 3.4.51 Si las variables {y,} vy {zy,} (i = 1,...,k) satisfacen la
condicién de Lindeberg—Hdjek dada en 1.14, entonces para un muestreo alea-
~cond ~cond

torio simple los estimadores Yp , Yp , T y Tk son asintdticamente
normales.

Demostracion.-

Segtin el Teorema Central del Limite para poblaciones finitas se tiene que
Tys Tivy Taus - -+ Tky s€ distribuyen normalmente cuando v — oo pues todas
cumplen la condicién de Lindeberg-Héjek.

Consideremos ahora la funcién de g, Ty, Ty, - - ., Tx, dada por

H (yu,ilu’.a_;hn L ’Tku) = &FV
b,
siendo

T <k —_ 2 T k —
bu - zi=l a;,%;, O bu = Qg =+ Ei:l Qi Tsy

y B, una constante distinta de cero.
Entonces H es una funcién continua con derivadas parciales de primer y
segundo orden, continuas en un entorno de centro (Y,,, Xy Xaoyye-- ,Xk,,) y
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aplicando el resultado obtenido por Cramer (1946), H (G, T1,, T2y, - - - » Tky) €5
asintoticamente normal.
Si consideramos

k
B = Z a;T;
i=1

~cond
obtenemos la normalidad asintética de los estimadores Y,  y Tg y conside-

rando

k
B = Qg -+ Z a;T;
i=1

» " #jen _';Cond, h
obtenemos la normalidad asintética de Y g Yy Uk

~  =cond !

Resaltar la importancia de que estos dos nuevos estimadores yp ¥y Y g
son insesgados.

Como vimos en el capitulo 1, la obtencion de estimadores de razon inses-
gados es bastante compleja en el caso de una sola variable auxiliar. En la
bibliografia que hemos manejado no se conocian, para mas de una variable
auxiliar, estimadores insesgados simples. Olkin (1958) indica en su trabajo
que la combinacién lineal de estimadores de Hartley y Ross proporcionaria un
estimador insesgado, pero no estudia el problema por su complejidad.

También resaltar que estos estimadores son siempre como minimo igual de
precisos que el de expansion simple. Por tanto, el método condensado nos ha
llevado a estimadores que resuelven dos de los inconvenientes del estimador de

Olkin.
§3.5 Estimadores iterados de razon.
En este capitulo se ha planteado el problema de qie hacer en caso de estar

disponibles mas de una variable auxiliar positivamente correlada con la variable
principal. El problema se ha intentado resolver por dos caminos:

1. Construyendo los estimadores de razén a partir de cada variable y ha-
ciendo una combinacion lineal de ellos.
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2. Combinando, segin ciertos criterios, las variables auxiliares en una nueva
variable y construyendo el estimador de razon univariante considerando
esta nueva variable "condensada” como auxiliar.

Sin embargo, cualquiera de estos procedimientos, que como hemos demos-
trado mejoran los estimadores univariantes, tiene el inconveniente de que los
coeficientes de las combinaciones lineales (bien de los estimadores de razén,
bien de las variables) para ser 6ptimos deben tomar ciertos valores determi-
nados que dependen de valores desconocidos. En la practica, el inconveniente
se resuelve tomando los valores muestrales, en vez de los poblacionales, y los
estimadores asi construidos suelen dar buenos resultados.

Este inconveniente nos lleva a plantearnos como utilizar mas de una varia-
ble auxiliar para construir un estimador de tipo razén que se pueda calcular
siempre y no dependa de ningin parametro desconocido. Una solucion a este
problema es un nuevo estimador de razén que proponemos con el nombre de
estimador de razon iterado y que procedemos a estudiar.

3.5.1 Definicién del estimador.

Sean z,, 5, ..., T; las variables auxiliares disponibles.

Definiciéon 3.5.52 Llamamos estimador de razon iterado de la media a partir

de las variables z,, z,, ..., =} al estimador
yit _yX1A2_”Xk
R1,2,...,k TI ..'1_72 Tk
Andlogamente, llamamos estimador de razon iterado del total a partir de
las variables z,, x4, ..., ¥; al estimador
. Bva 7
pit  — ygradz X
ik T T, Ty

donde N es el tamario de la poblacion.
La motivacion de este estimador es la siguiente:
Dada la variable auxiliar z,, el estimador estimador de razon que se cons-

: X : " b3
truye a partir de ella, g = y—a_c_l es mejor (bajo ciertas condiciones) que el
1
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estimador de expansién simple, J. Entonces para construir el estimador de
razén utilizando la variable auxiliar x,, podriamos considerar §p en vez de g,
y por tanto definiriamos

Ahora bien, si este estimador es mejor que 7, podemos repetir el procedi-
miento sustituyéndolo en la expresion del estimador que se construye con la
variable auxiliar z3, obteniéndose asi:

Ev Y vV v
it it X3 _ X1 XpX;

le_z.g - yR]yz —3 e y -fl -:1-'2 53

y continuando el proceso hasta las k variables auxiliares, obtendriamos el es-
timador:
o _
PR 5 .
Ryg2,.. .k T, T, T,

3.5.2 Sesgo.

El estimador de razon iterado es sesgado y su sesgo viene dado por la siguiente
proposicion:

Proposicién 3.5.53 Una aprozimacion del sesgo del estimador 'g,i{tl
dada por la expresion:

2,k viene

. k k
sesgo (i, ) = LT |~ 3 Cpey 4 X Cuey + 3G
=1 i=1

n et
i#]
Demostracion.-

Consideramos las variables:

y-Y T —X; .
i o : ei:ajyi = 1,uaugk

Y

con las que el estimador de razon iterado adopta la forma:

gh o, =Y (1 +a)(I4e) (I+e) ™ (1+e)”
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Si |e;] < 1 ,Vi, podemos desarrollar en serie de Taylor cada término
(1 -+ 8,’)_1

. k
y}?tx,z,.,.,k =7(1 +a) H (1 —e;+ e? . R ) ‘.

=1
y conservando sélo los términos de grado inferior o igual a dos en a y e;
(i =1,...,k), obtenemos la aproximacién:

o oo (1ra- S Dot T +3:4)
=1

=1 i=1 i#]

Entonces

sesgo (TH,s..4) = E [This, o~ Y] =Y [— 3" E(ae) +

i# i=1
— k. Cov (7,T;) Cov (T,,fj) * V(%)
=Y |- ——— + == . 3 = =
27V, &R 2
1=For| 2 S Soms . o e
- Y -)Y. S+ =+ | =
n ;Y i i#] 1<) g ;X?
1=F| & :
— Y |- ch_-,;'- + Zcz.'zj + Zcz.
L =1 1#] i=1

3.5.3 Error cuadritico medio.
A continuacién damos una expresién del error cuadratico medio del estimador.

Proposicién 3.5.54 Una expresion aprozimada del error cuadrdtico medio
del estimador de razon iterado viene dada por la expresion:

. L 1 _ k k
ECM (-}{tl,z,....k) = Y2 f |:C§ + Z C:E. + Z Cx,':cj - 22 CU-T‘-]

L i=1 i#] i=1
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Demostracion.-

ECM (—}Z_{tl 2 ...,k) =E [yj?tx,z,...,k - —Y_]2 =

~Y’E |a—

e f;ae,+zee,+ze]2:

i=1 i=1 1#£7

k
~Y E[a +Ze —2Eae, Ze,-ej]

i=1 i=1 1#)
y reteniendo s6lo los términos de orden inferior o igual a dos en a y e;, obte-
nemos:

v V(y VE) < Cov y,x,)
ECM (g, )=~ 2[ 15w X

\./

Cov a:,,w
+3 ! ]
1#]
o .

—l-f

=Y

SZ k Sz.':l:,'
—2+Z ' ;7 +§; '7:]—

~><|

n

i=1 =1

-9l — k
_y [Cz £302 4 >C 220%]
i#)

Si llamamos Oy = (1,-1,-1,..., -—l)k_H y

F G oy +++ Ty
Gee, G5 Gy »ex Unn,

A(k+1)x(k+1) = . . . - .
Cy-rk kaxl CEk”‘? Cgk

entonces podemos escribir el error cuadratico medio de la forma
21— f
ECM (74, ,)~Y — 01 A0k
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3.5.4 Distribucién asintética del estimador iterado.

Considerando la poblacién finita U como una sucesién de poblaciones {U,}
donde n, y N, tienden a infinito de forma que N, — n, también tienda a
infinito cuando v lo haga, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.5.55 Si las variables {y,} y {z:.,} (i =1,...,k) satisfacen la con-

dicion de Lindeberg-Hdjek dada en 1.14, entonces para un muestreo aleatorio

il

simple el estimador Yg, es asintdticamente normal.

12,00,k
Demostracion.-
Es andloga a la dada en la demostracién del teorema 3.4.51 considerando

la funcion
=va X X7
X 1v X 2v ‘Xku

H(y,,7,,T T =T
vydtlvyL2uy e ooy Lky y.,_, == —
L1y Ty Ty

3.5.5 Comparacién con el caso de una séla variable auxiliar.

Consideramos zi, Z,, ... z; variables positivamente relacionadas con la varia-
1y 42y k
ble principal.
Hemos construido los estimadores:

. _X
g = v5
M TE T
i, ok
YRy p..x =Y T, Ty

En este apartado se estudla el problema de determinar si es mejor utilizar
todas las variables auxiliares o habra algin paso en el que no convenga hacer
una nueva iteracién. El problema es importante pues es claro que el estimador
de razon no siempre mejora el estimador de expansion simple, y por tanto el
pasar de le e @ y}gtl »..., Do tiene por que producir estimadores con mas
precision. El teorema 51gu1ente da las condiciones para las cuales el estimador
iterado con k variables es mejor que el que utiliza sélo k — 1 variables.

Teorema 3.5.56 Sean x,, x5, ... T} variables auziliares y sean yfgtl . e

.
';lj};tlz , los estimadores de razon iterados construidos a partir de las variables
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Ty, Ty, ... Tp_y Y Ty, Ty, ... Ty, rTespectivamente. FEntonces el estimador
y}?t” , €s mds preciso que el estimador y};t” ., St se verifica:

k—1
2 Z C-”"--'L'k + Cl'zk % Qnyk

=1

Demostracion.-
Como ya hemos visto

ECM (74, k)_Y21 L 011 AOkss
Si llamamos Oy = (1,—1,—1,...,—1), y
€2  Cum, Cu - Cosy,
B(kxk)= Cs:m 0.31 Cx.‘m Cxlzk—l
Cpor. Cor o Cor iy . 03“
obtendremos
EoM (g, ) =7 - ! 0. Bo,

Sera 1til realizar una nueva iteracion si

ECM (7,...) < ECM (,s...0.)

si y solo si

Ok+1A0k41 — 0LBO, <0

(29

Pero escribiendo

obtenemos:

/ / / ; B 0
Ok+1AOk+l - OkBOk = Ok+1AOk+1 . Ok+] ( 0 0 ) Ok41 =
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. / 0 C /
= Ok41 ( C D ) Ok41 = -C0,-0,C+D
Ahora bien \
v
Cok = C!J-’Dk - Z Cz-’-‘rk
=1
y asi

ECM (gl , ) < ECM (v )

Ri2,.. k=1

si y solo si

k
2 (—C,,,,.k + Zcm,) +C2, <0

i=1
si y solo si
k-1

% 0. +02. <20,
Tk k YTk

=1

3.5.6 Eleccién de la mejor variable auxiliar para la iteracion.

Otro problema importante a considerar es qué variable auxiliar elegir entre las

=it

- disponibles para realizar una nueva iteraciéon. Es decir, si Jg,,

i Y.
=71 =%

J

jcudl de las k — i variables que no han sido utilizadas serd la mejor para

construir el nuevo estimador?

Proposicién 3.5.57 Serd mds conveniente el uso de la variable z, que de la

variable z, si

C-'Zq +2 z C“J’“’q - 2nyq > Czp +2 Z:l C"’J’-'”P - 201/-'5?
=

i=1

Demostracion.-
Sean
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_it w2l—f d
ECM (7, .,) =V — [c;’ + Jz=j o 404
+ Z#; Cojer = 22 Cye; +2 Z Coyap = 2C
J Jj=1

YTp

-2l — :
ECM (g, ..)= Vo f [03 + 3. 08 + 00+
J=1

+ Z sz -2 E nyj +2 Z Cz;‘xq - 209%]
i#l =1 =1

Entonces sera mejor utilizar ,, si

ECM( .

) —ECM(gE, . )>0

j=1

ng C:z,, +2 Z ( TiTq ~ C:cjz:p) —~ 2 (Cyz:q - Cya:p) >0

Czq +2 Z Czj""‘q

j=1

i
2Cys, > C2 +2) Cppp — 2C,,
i=1
Por tanto serian tanto mas deseables las variables z, en cuanto que

1. Tengan un menor coeficiente de variacion

2. La covarianza con el resto de las variables auxiliares sea mas pequena

3. La covarianza con la variable principal sea mas grande
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3.5.7 Método Forward.

En vista de los resultados anteriores parece logico que para plantear el método
iterado de razén de forma éptima en el sentido de menor error cuadratico
medio, hemos de considerar dos cuestiones:

1.

En qué orden seleccionar las variables

2. Hasta cuando continuar el proceso

Esto nos ha llevado al siguiente método forward:
Para conseguir el estimador iterado de forma éptima en el sentido de menor
error cuadratico medio, debemos proceder de la forma siguiente:

|

Antes de realizar una nueva iteracion, elegir la variable z, tal que la
funcion

F (.’L‘p) = C_,,z,p + 223 Ca:_,a:p - 2Cya:p

i=1
sea menor (siendo z;, j = 1,...,1, las variables utilizadas en las itera-
ciones anteriores)

Una nueva iteracién sera conveniente si

F (:cp) <0

Esta funcion F' lgxp) depende de los coeficientes de variacion que en general

son desconocidos.

o obstante se pueden estimar por sus valores muestrales.

Este método tiene una serie de ventajas, como son:

8

El estimador iterado no depende de ningin parametro desconocido y por
tanto se puede calcular siempre.

El procedimiento iterativo para construir el estimador y evaluar su error
cuadratico medio es computacionalmente sencillo.

Es siempre al menos tan preciso como el de expansién simple.

No utiliza todas las variables disponibles sino sélo las que producen una
mejora en la precision de la estimacion.






Apéndice A
Ejemplos numéricos.

Se incluyen aqui los resultados de la aplicacion de los métodos de razén mul-
tivariantes definidos en el capitulo 3, para cuatro ejemplos clasicos de la lite-
ratura de muestreo en poblaciones finitas.

En cada ejemplo se especifican las variables principal y auxiliares conside-
radas y se da una tabla con el error cuadratico medio de cada estimador, su
eficiencia respecto al de expansién simple y si tiene o no sesgo.

1. Olkin (1958)

Se quiere estimar el nimero de habitantes de las 200 ciudades mas gran-
des de Estados Unidos a partir de una muestra de tamaio 50.

y = Numero de habitantes en 1950

z; = Numero de habitantes en 1940

z, = Numero de habitantes en 1930

Estimador ECM Eficiencia Sesgo

Expansién simple Ng N“—;L -40260.4 1 NO

Multivariante N?1=1.918.8 43.8 SI

RCMVI pp' N=L.sa29 417 NO

Iterado )7}%'1’12 N“—;L - 2303 17.4 Sl
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2. Sukhatme (1984)

Se quiere estimar la cosecha de guayaba en el distrito de Allahabad
(India) a partir de una muestra de 27 pueblos elegida mediante muestreo
aleatorio simple de entre 153 pueblos.
y = produccion total de guayaba
2, = nimero de arboles de guayaba plantados
z, = superficie cultivada de guayaba

Estimador ECM Eficiencia Sesgo
Expansién simple Ny N2=L.1268 1 NO
Multivariante Yp?  NL=L.s540 0 235 S
RCMVI P’ N=L.3024 419 NO
Iterado vil N=L.4038 3.1 SI

3. Srivastava (1989)

Los datos corresponden a una muestra de 25 nifios de Varanasi (India).
y = perimetro del antebrazo
T, = peso
x, = perimetro craneal

Estimador ECM Eficiencia Sesgo
Expansién simple Ny N21=L.0.7363 1 NO
Multivariante Yp? N2LL.03476 2.11 SI
RCMVI P’ N?1=L.01916 348  NO
Iterado vAl N?1=L.0.3528  2.08 SI
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4. Singh (1983)
Los datos provienen del Instituto Indio de Investigacion Estadistica para
la Agricultura y corresponden a
= peso por parcela de azucar de cafa
x,; = altura de las caiias
z, = numero de cafias por parcela
z3 = didmetro de las caifias

Estimador ECM Eficiencia Sesgo
Expansién simple Ny N21=L.51.744 1 NO
Multivariante Yp?? N2=L.25278  2.046 SI
RCMVI Pp' N?=L.94.924 2076 NO
Iterado v . N?1=L.34413 1503 I
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