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INTRODUCCION.

Siguiendo a Grothendieck podemos decir que el objetivo fundamental del
dlgebra es el estudio de las soluciones de los sistemas de ecuaciones poliné-
micas, esto es; si tenemos un anillo noetheriano conmutativo R y el anillo de
fpolinomios R[Xi] ieA]l, siendo A un conjunto finito, para cada familia a =
(all ieA} de elementos de R existe un unico morfismo de anillos

wa:R[Xil ieA] > R; wa(p(X))=p(a),
definido por X‘|—>al para cada ieA; para cada p(x)eR[Xil ieA] existe entonces
un Unico morfismo de anilios p:RA - R definido por p((ai]1 EA)=p(a). las solu~
ciones de p(x) son los elementos aeRA tales que p(a)=0, y si (pj(x)l jel} es
un sistema de polinomios, una solucién al sistema es un elemento aeRA tal que
pj(a)=0 para cada jeJ. Los elementos de RA que son soluciones a un sistema de
polinomios se conoce sobradamente y constituye el objetivo central de la Geo-
metria Analitica. Este estudio se hace sencillo en algunos casos, si R es un
cuerpo, por ejemplo R 6 € y se hace dificil en otros casos, si R es Z o un

anillo conmutativo con otras propiedades.

El objetivo de la geometria algebraica clasica es estudiar los conjuntos
de soluciones de sistemas de ecuaciones polinémicas sobre un cuerpo desde el
punto de vista geométrico, esto es sus intersecciones, sus subvariedades,
etc. Existe otro método, que es asociar a cada conjunto de soluciones (varie-

dad) un anillo, esto se hace de la siguiente forma, dada una variedad V, con-



sideramos todos los polinomios que son combinaciones lineales en RIX | ieAl
.de los pJ(x) , estos forman un ideal de K[Xll ieA] al que llamaremos I, ¥
definimos un anillo K[V} mediante
K[v] = K[Xll ieAl/Iv.

El anillo K[V] determina completamente a la variedad V, es el anillo de coor-
denadas de V, ademas Iv es un ideal finitamente generado ya que K[X1| ieA] es
un anillo noetheriano. Otra forma de asociar un anillo a una variedad es con-
siderar el anillo las funciones polinomiales sobre V, que son restriccién de
funciones polinomiales sobre KA; para cada punto xe€V consideramos el anillo
de las funciones regulares en X, y para un abierto UV el anillo 8(U) de las
funciones regulares en U. Entonces la correspondencia U + 8(U) define un haz
de K-Algebras sobre V; en particular tenemos que 6(V} = K[V] es el anillo de
coordenadas de la variedad V, el cuerpo de fracciones de K[V] es K(V) que es

el anillo de las funciones racionales sobre V.

Pasando al punto de vista local, para cada WEV irreducible se define el
anillo Gv - de los gérmenes de funciones regulares en W, obteniendo un anillo

local con ideal maximal mo . formado por todos los gérmenes de funciones re-

gulares que tiene un representante nulo en un abierto no vacio; en el caso en

que W={x} es un punto, resulta que ev es un anillo local y es precisamente
»X

la fibra del haz & en el punto x.

Tenemos entonces la siguiente situacién, a la variedad V le asociamos el
anillo K[V], a cada punto x de V le asociamos un ideal primo Ix de KIV], ¥y
para cada abierto USV tenemos un conjunto de ideales primos X(I) & Spec(V),

donde I=Iv. Para cada punto xeV tenemos que Bv es precisamente el localiza-
X



do de K[V] en Ix. Asi pues la variedad V queda perfectamente estudiada al
-estudiar el anillo K[V], y su espectro. El estudio local se realiza al estu-
diar el comportamiento de los ideales primos de K[V]. Esta es una de las ra-
zones que nos mueve al estudio de los ideales primos de un anillo noetheriano

conmutativo.

Otro argumento para justificar este estudio estd dado, también implici-
tamente en lo anterior, y se basa en un hecho fundamental que ocurre en los
anillos noetherianos, es que cada ideal de un anillo noetheriano tiene una
descomposicién primaria. Cuando pretendemos estudiar anillos noetherianos no
conmutativos, el primer problema que surge es cual es la definicién adecuada
de ideal primo para poder tener por ejemplo una buena teoria de descomposi-
cién primaria; fue Krull quien en 1928 dié la siguiente definicién; un ideal
P de un anillo R es primo si para cualesquiera ideales A y B de R tales que
ABSP se tiene ASP 6 BEP. Posteriormente, a finales de los 50 y principios de
los 60, se vi6 la real importancia de éste concepto; (1) con el trabajo de
Leusieur-Croisot sobre descomposiciones primarias (2) con los teoremas de

Goldie sobre localizacién en anillos noetherianos.

Goldie, aprovechando la construcién de un anillo de fracciones desarro-
llado por Ore, prueba que si R es un anillo noetheriano con ideal O primo, un
anillo primo, entonces el conjunto de los eléﬁentos regulares de R es un con-
junto de Ore y que por tanto se puede definir un anillo de fracciones al es-
tilo del caso conmutativo, y que este anillo de fracciones es un anillo de

matrices sobre un anillo de divisién (un anillo artiniano simple).



Ya que es posible hacer el anillo de fracciones de un anillo noetheriano
-primo, el problema es pasar a hacer el anillo de fracciones en un ideal pri-
mo, esto tiene mas dificultad y no es posible realizarlo con tanta alegria.
Para empezar es necesario determinar cual es el conjunto de Ore que se ha de
utilizar; la eleccién de este conjunto es clara si pretendemos generalizar el
caso conmutativo y que en el caso de anillos primos sea la desarrollada por
Goldie. Para ello, dado un ideal primo P consideramos al conjunto multiplica-
tivo de los elementos regulares médulo P. Este conjunto no.es necesariamente
un conjunto Ore y como consecuencia se produjo un estancamiento de la teoria,

ya que no se encontraba una forma adecuada de localizar en un ideal primo.

Por esta misma época aparecieron los primeros trabajos en teorias de
torsién, cuyo objetivo era en primer lugar extender la teoria de localizacio-~
nes desarrollada en moédulos sobre un DI. Cabe citar el trabajo fundamental de
Gabriel en el que aparece clara la relacién existente entre teorias de tor-
sién y localizacién. Muchos otros conceptos equivalentes se han dado a estos

desde entonces, filtros de Gabriel etc.

Con esta nueva técnica de la localizaciéon relativa a una teoria de tor-
siébn se puede entonces localizar en un ideal primos sin ninguna dificultad,
podemos citar a Lambek y Michler quienes desarrollan la teoria, probando que
la mayor teoria de torsién para la que R/ﬁ és libre de torién coincide con la
teoria de torsion asociada al conjunto multiplicativo G’R(P) de los elementos

regulares médulo P.

Sin embargo esta localizacién no es util, primeramente por la dificultad



que representa manejar esta teoria de torsién en segundo lugar porque no es-
-tablece una relacién buena entre los ideales de R y del localizado, esto es;
no es perfecta, y en tercer lugar porque no es Util para construccién de un
haz de estructura sobre el especto de los ideales primos de un anillo noethe-

riano.

Por todas estas razones se introce una nueva teoria de torsién O p 250°
ciada a un ideal primo P, esta nueva teoria de torsién tiene la propiedad de
tener una base de filtro formada por ideales (bildteros), es una teoria simé-
trica, entonces es posible construir sobre el espectro de los ideales primos
de un anillo noetheriano a la derecha con la topologia de Zariski, esto es;
los subconjuntos abiertos son de la forma

X(I)={PeSpec(R)/1 no estd contenido en P},
un prehaz, asociando a cada abierto X(I) el anillo QI(R), esto es la locali-
zaciéon en la teoria de torsién KI=/\(0'R_P/PGX(I)), esta teoria es también si-
métrica. Pero para poder construir un haz necesitamos propiedades adicionales
y sobretodo cambiar la topologia. Nosotros hemos formulado en el texto una

condicién equivalente a que el prehaz construido sea un prehaz bajo condicio-

nes de cuasi-compacidad sobre la topologia.

Estas condiciones se basan principalmente en la compatibilidad de las
teorias de torsién; dos teorias de torsién o-“y T se llaman mutuamente compa-
tibles si se tiene o'Q_L_=QTO' y 1:Q0_=Qo_1:, este concepto introducido por Van
Oystaeyen es estudiado también por Verschoren, quien obtiene diversas carac-
terizaciones de cuando dos teorias de torsién son mutuamente compatibles. Con

esto en mente podemos comprobar que el prehaz estructura sobre Spec(R) es un



haz.

Para buscar condiciones sobre la compatibilidad de teorias de torsién,
tenemos que imponer al anillo nuevas condiciones aritméticas, en principio
podemos ver que cada dos teorias de torsién estables son mutuamente compati-
bles. Esto nos lleva al estudio de la condicién de Artin-Rees, primero obser-
vando que la teoria de torsidén simétrica K, es estable si y sélo si I verifi-
ca la condicién de Artin-Rees, y después abtrayendo esta propiedad para teo-
rias de torsién arbitrarias. De este modo podemos llegar a caracterizar las
teorias de torsién ¢ tales que ¢ y T son mutuamente compatibles para cada
teoria simétrica T, pero esto que tiene Unicamente un interés técnico no tie-
ne ninguno préactico por la imposibilidad de manejar convenientemente estas

teorias de torsién.

En este camino hemos llegado hasta introducir las teorias de torsiétn que
verifican la condicién débil de Artin-Rees, caracterizando las teorias de
torsién simétricas o que verifican la condicién débil de Artin-Rees como

P es ideal-invariante. Estas teorias de torsién son

0!
aquellas para las que ¢
el marco més general en el que vamos a trabajar, y comprobaremos que cuando
el anillo verifica suficientes condiciones la condicién débil de Artin-Rees

coincide con la condicién de Artin-Rees.

Una vez construido el haz estructura el siguiente objetivo es comprobar
que es funtorial, esto es; si f:R > S es un morfismo de anillos entonces
existe una aplicacién entre los espectros que es continua para las topologias

respectivas. Para obtener una aplicacién f’:Spec(S) - Spec(R) una condicién



suficiente es que f sea un morfismo centralizante, esto es; S esta generado
.como R-médulo por elementos que centralizan a f(R). Para que esta aplicacién
sea continua necesitamos que la imagen inversa de un abierto de Spec(R) sea
abierto en Spec(S). Aqui surge la dificultad salvada recientemente con el

empleo de los birradicales fuertes por Verschoren y Mulet.

El siguiente paso es construir un morfismo de anillos de QI(R) a QI,(S),
siendo X(I')=f*(X(I)). Existen unicamente soluciones parciales a este pro-
blema en el caso en que los anillos son primos, ver [Bueso,Jara,Verschorenl],
{Mulet-Verschoren]. Por este camino parece que la teoria llega nuevamente a

un punto de inactividad.

(Pero qué ocurre si retomamos otra vez la localizacidén clésica, en el
sentido de Goldie, en un ideal primo?. En la década de los 70, impulsado
entre otros por Jategaonkar, se llega a interpretar correctamente la
localizacién en ideales primos; resulta que esta no es posible, no tiene
sentido, plantearla para localizar en un ideal primo aislado, debido
fundamentalmente al hecho de que si p y Q son ideales maximales distintos
tales que R/P y R/Q son artinianos y QnP=QP, entonces P no puede ser
localizable, ya que si un conjunto de Ore a derecha C contiene a G’R(P).
también tiene que contener a €R(Q). Esto sugiere la posibilidad de que los
ideales P y Q esten ligados, y que exista“ ésta ligazén entre otros ideales.
La teoria es iniciada por Jategaonkar en 1.973, y fue Mueller quien en 1.976
define cuando dos ideales primos de wun anillo FBN estian lincados.
Posteriormente esta nocién fue extendida a anillos noetherianos, obteniendose

que el espectro de un anillo se convierte en un grafo, y que los ideales que



estan ligados pertenecen a la misma componente conexa; cada una de estas
. componentes conexas se llama una clique y se obtiene que este es el marco
idéneo para estudiar la localizacién en primos, esto es se localiza en

cliques y no en ideales primos.

El siguiente paso es estudiar cuando un conjunto de ideales primos es
localizable; para esto en 1982 Jategaonkar introduce en 1982 la condicién de
second layer, probando que bajo esta condicién un conjunto finito de ideales
primos es localizable si y s6lo si es una unién de cliques. Bajo la hipétesis
de second layer y otras mas fuertes es posible entonces determinar perfecta-
mente cuando una clique (no necesariamente finita) es localizable, y lo que
es mas importante para nuestros intereses, es posible también probar que
existe compatibilidad entre cliques y las topologias sobre el espectro del
anillo que se introducen generalizando la topologia de Zariski (topologia
estable, etc.), debido esto fundamentalmente al hecho de que si R es un ani-
llo que verifica la condicién fuerte de second layer, entonces un ideal I
verifica al condicién de Artin-Rees si y sélo si X(I) es cerrado para cli-
ques. Para conseguir nuestro objetivo de obtener un haz estructura udnicamente
es necesario ahora imponer la condicién de que cada clique sea localizable, 6
la condicién equivalente de que se verifique la condicién débil de intersec-

cién, lo cual no es una restriccién excesiva.

Queda estudiar la funtorialidad de la construccién, esto se consigue
probande que si f:R 5 S es un morfismo centralizante, dada una clique en R,
se obtiene en S un conjunto de primos que es cerrado para link, y de forma

que la aplicacién entre los espectros es continua. Finalmente la construccién



de un morfismo de anillos entre los localizados es un cuestién técnica que ya

- habiamos resuelto previamente.

Para resolver el problema totalmente necesitamos poder calcular la fibra
de forma sencilla; para esto es suficiente el que los puntos se puedan sepa-
rar con la topologia que estamos utilizando, es conveniente recordar que to-
dos los ideales primos que estdn en la misma clique estan todos siempre en el
mismo abierto, por lo que los puntos de que estamos hablando son en realidad
cliques. Esto no es posible hacerlo en general, sin imponer nuevas condicio-
nes, sin embargo conocemos de ejemplos importantes en lo que esto es posible
separar estos puntos, por ejemplo los anillos FBN 6 las dlgebras envolventes

de algebras de Lie nilpotentes.



Esta memoria estd dividida en cuatro capitulos que desarrollamos aquil

sucintamente:

El capitulo 1, Teorias de torsién y extensiones, estd compuesto por tres
secciones. En la primera de ellas se introducen todos los conceptos béasicos y
generalidades referentes a teorias de torsién. Se presta particular atencién
a la teoria de torsién e asociada a un conjunto multiplicativo C, y en par-

ticular la teoria T=0 by asociada a un ideal primo. Se estudia también aqui

: : 55 : 7 sim
el proceso de simetrizacién de una teoria de torsién. Se prueba que L

=0._p ¥ como consecuencia se obtiene que cada K = X(¢) determina una gama
teorias de torsién, de las cuales sélamente una es simétrica, naturalmente
esta teoria estd definida por A(O‘R_Pl PeK}; dentro de esta gama sera de par-
ticular interes para nosotros (ver capiulo 4) la teoria /\(0‘P| PeK}. Finaliza
la seccién, con una rapida introduccién de las teorias de torsién estables y

con la propiedad de Artin-Rees, que seran estudiadas en detalle en el

capitulo 3.

En 1.2, tras una rédpida exposicién de distintos tipos de extensiones de
anillos: finitas, centralizantes, normalizantés y automérficas y de sus pro-
piedades mas importantesnos centramos en el estudio de un nuevo tipo, las
extensiones fuertemente normalizantes. Para estas extensiones, que son mas
generales que las centralizantes (ver los ejemplos incluidos en esta seccién)

probamos que se mantienen la gran mayorfa de las propiedades de aquellas:



paso a cocientes, cambio de ideales primos, etc. Veremos en el capitulo 2 que
-las extensiones fuertemente normalizantes finitas son el el marco adecuado
para desarrolar teoremas de.cambio de anillo referentes a localizacién en el

sentido de Jategaonkar.

En la seccién tres, por udltimo se estudia el comportamiento conjunto de
lo introducido en las secciones anteriores, esto es; la compatibilidad de las
teorias de torsién con respecto a extensiones de anillos Usando la terminolo-
gia introducida por Golan, basicamente lo que se estudia es bajo qué condi-
ciones para una teoria de torsién o en mod-R, la inducida toeria de torsién o
en mod-S estd suficientemente determinada por ¢ y es por tanto posible traba-

jar con ella. Conectado con esto, se estudia la relacién entre K(o) y K(o).

El capitulo 2, localizacién y extensiones, esti enteramente dedicado a
la localizacién de un anillo noetheriano no commutativo con respecto a un
ideal primo o méas estrictamente, con respecto a un conjunto de elios. En la
primera seccién de este capitulo, se introduce la base teérica, incluyendo
las links, la propiedad (fuerte) de second layer y el teorema de caracteriza-

cién de conjuntos de primos cldsicamente localizables debido a Jategaonkar.

En la seccién 2.2, se obtienen los reéﬁlfados de cambio de anillo antes
referidos. En particular, se prueba que dada una extensién fuertemente norma-
lizante finita de anillos noetherianos RSS, asociado a un conjunto X de pri-
mos de R, tenemos en Spec(S) el conjunto X* = {QeSpec(S)| QnReX} que es loca-

lizable (resp clasicamente localizable) cuando X lo es, y de forma que se



induce una extensién RXSSX*, que es taubién fuertemente normalizante finita.

El capitulo 3, estabilidad, propiedad de Artin-Rees, se dedica a la pro-
piedad de Artin-Rees y los birradicales. Beachy prueba que en anillos FBN la
propiedad de Artin-Rees para una teoria de torsién es equivalente a una pro-
piedad menos restrictiva, que aqui introducimos con el nombre de propiedad
débil de Artin-Rees. Este resultado ha sido aplicado (ver [Verschoren-90]
entre otros) en el estudio de la mutua compatibilidad de teorias de torsién y
su posterior uso de cara a construir un haz de estructura sobre el espectro
del anillo. Aqui extendemos el resultado de Beachy para una clase mucho mds
amplia de anillos, los anillos con la condicién fuerte de second layer (Ver
[Bell-88] para una lista de clases de anillos que verifican esta propiedad).
Se obtiene, también, para anillos con la condicién fuerte de second layer una
caracterizacién en términos de links de importancia en el intento de una geo-
metria algebraica con localizaciéon no simétrica: un radical ¢ en mod-R es
Artin-Rees si y sb6lo si K(c) es cerrado para links a derecha. En particular
se obtiene que esta propiedad no depende para esta clase de anillos de la

simetria de o.

En (3.2) se estudian el concepto de birradical introducido por Jategaon-
kar y el recientemente introducido de birradical fuerte de Mulet y Verscho-
ren, en particular se prueba que ambos conceptos son equivalentes para ani-

llos que verifican la condicién fuerte de second layer.

Finalmente en el capitulo 4, haz estructura, se aplica la gran mayoria

de lo antes estudiado al intento de iniciar una geometria algebraica no con-



mutativa. En la primera seccién se da una visién generai de las topologias
hasta ahora introducidas en el espectro de un anillo noetheriano; se caracte-
rizan para cuales el prehaz (ver [Verschoren-90]) es un haz, y se hace un
estudio clarificador de la teoria en relacién con la compatibilidad de

teorias de torsidn.

En la seccién 4.2, se plantea, una nueva solucién al problema de la
construccién del haz estructura para anillos con la condicibn fuerte de
second layer. Se construye un prehaz mediante el uso de teorias de torsién no
simétricas y conjuntos de Ore, que concide, claro estd, con el usual para
anillos FBN, en los que todas las teorias de torsién son simétricas, y se
prueba que este prehaé proporciona las propiedades que se pueden exigir a una
construccién de este tipo: es un haz, las fibras son facilmente calculables,
son los localizados respecto a conjuntos de Ore en tipos de anillos importan-

tes, y se obtiene funtorialidad respecto a morfismos centralizantes.



CAPITULO 1.

TEORIAS DE TORSION Y EXTENSIONES.



LOCALIZACION Y EXTENSIONES DE ANILLOS NOETHERIANOS

1.1.

- TEORIAS DE TORSION.

1.1.1.

Un radical exacto a izquierda (o radical, si no hay ambiguedad) en la catego-

ria mod-R, de todos los R-médulos a derecha, es un subfuntor o del funtor
identidad tal que:
1. (N} = Nno(M) para cada M € mod-R y cada NsM.

2. o(M/o(M)) = O para cada M € mod-R.

Si o es un radical en mod-R, un R-médulo derecha M se llama de o-torsién
si ¢(M)=M y libre de o-torsién si ¢(M)=0. Llamamos ?To- a la clase de todos los
R-médulos derecha c¢-torsién y ?0 a la clase de los R-moédulos derecha libres

de o-torsién. 70 se llama clase de torsién de o y 90 se llama clase libre de

torsiéon de o.

La clase Ya estd caracterizada por las siguientes propiedades de
clausura:

1. Es cerrada para submédulos.

2. Es cerrada para modulos cocientes.

3. Es cerrada para sumas directas.

»

. Es cerrada para extensiones.

Definimos entonces una clase de torsién como una clase de R-médulos derecha

que verifica las propiedades (1) a (4). De forma similar la clase 90 verifica

las propiedades:






TEORIAS DE TORSION Y EXTENSIONES

1’. Es cerrada para extensiones esenciales.
2’. Es cerrada para submoédulos.
3’. Es cerrada para productos.

4’. Es cerrada para extensiones.

Definimos entonces una clase libre de torsién como una clase de R-médulos

derecha que verifica las propiedades (1’) a (4').

Si 7 es una clase de torsién, entonces la clase

F(T) = {Memod-R | HomR(T,M)=O para todo TeT}
es una clase libre de torsién; y andlogamente si ¥ es una clase libre de tor-
sién, entonces la clase

J(¥) = {Memod-R| Hom (M F)=0 para todo Fe¥}

es una clase de torsién. Para cada clase de torsiébn J y cada clase libre de

torsién ¥ se verifica:
=T(FT)) y F = FIT(F).

Un par (7,9) con § = F(J) y F = J(¥), se llama una teoria de torsién; en par-

ticular asociada a cada radical ¢ tenemos una teoria de torsién (70,?0), a la

que representaremos también por o.

Para cada teoria de torsién (7,¥) y cada R-médulo derecha M, definimos
(M) como el mayor submédulo de M contemdo en 7, se puede probar que o(-)
define wun radical, y que (270,90) = (7,9). Existe por tanto una
correspondencia biunivoca entre teorias de torsién y radicales en la

categoria de R-moédulos derecha, por lo que nos referiremos de forma

indistinta a un concepto u otro.




LOCALIZACION Y EXTENSIONES DE ANILLOS NOETHERIANOS

-1.1.2.

Un radical o define una operacién de clausura en el reticulo de los submédu-
los de un R-modulo derecha M. Sea M un R-médulo derecha, y N un submédulo,
llamamos o-clausura de N en M, y la notaremos por cr-clMN, a la imagen inversa

en M de o(M/N). Un submédulo N de M se llama o-denso si o~-clMN = M, o equiva-

lentemente si M/Neﬂo_, y o-cerrado {(c-puro en el sentido de J. S. Golan) si
o—clMN = N, o equivalentemente si M/Nefio_. Llamamos Eo_(M) al conjunto de los
submoédulos o-densos de M y E‘o_(M) al conjunto de los submédulos o-cerrados. En
el caso particular de tomar M = R el conjunto 20(12) se suele representar por
2(c), y verifica las siguientes propiedades:

1. Si L) = RR, 1 € J, 1e£(c), entonces Jefls).

ko

Si I,Jef(c), entonces InJe¥(c).

3. Si Ie£(c), reR, entonces (L:r)ef(c).

4. Si para I = RR y Jef(c) se tiene (l:r)ef(c} para cada rel, entonces
IeZ(c).
Un conjunto de ideales derecha de R que verifica las propiedades (1) a (4) se

llama un filtro de Gabriel en R. Si £ es un filtro de Gabriel en R, definimos

para cada R-moédulo derecha M
(M) = {meM| mI=0 para algun Ie%),
entonces o define un radical, y £(¢) = &£; existe una correspondencia biyecti-

va entre filtros de Gabriel en R y radicales en mod-R.

1.1.3.

Representamos por tor-R al conjunto de todas las teorias de torsién en mod-R;

en tor-R existe de forma natural una relacién de orden definida por o=t si
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para cada Memod-R se verifica o(M) = T(M), o equivalentemente, si 7¢ (= ETT,

. resp. S‘o_ 2 ??T. Si ost diremos que o es una especializacién (6 refinamiento)

de T ¥y que T es una generalizacién de o¢.

Para una familia Q de tor-R, el supremo VQ tiene por clase libre de tor-
sién a

?vc = n(?o_l oef).

y el infimo AQ tiene por clase de torsién a

g/\Q = n(?70| oe}.

Entonces tor-R es un reticulo distributivo y completo. La caracterizacién del
filtro de Gabriel de AQ es fécil de realizar, ya que £(AQ) = n{&(c)| e}
sin embargo el filtro de Gabriel de vQ es un poco mas dificil, daremos una

sencilla caracterizacién en algunos casos particulares mas adelante.

1.1.4.

Dado un conjunto muitiplicativo C de un anillo R, vamos a definir, asociado a
C, un radical crc en mod-R mediante:

70_ = {Memod-R| VmeM, 3ceC tal que mc=0};
C

la clase libre de torsién y el filtro de Gabriel de o, son respectivamente:
¥ = {Memod-R| YO#N=M , N¢J )}
o R o
o c -
Lo ) = (ISRR| InrC#@, VYreR}.

Para cada Memod-R tenemos que c‘c(M) es el mayor submédulo de M que esta en

T .
o
c



LOCALIZACION Y EXTENSIONES DE ANILLOS NOETHERIANOS

Esta expresién de crc(M) es poco manejable, pero cuando C verifica la

.condicién de Ore a derecha, esto es;

VreR, VceC, 3JseR, 3deC tales que rd=cs;
tenemos:
o-C(M) = {meM| 3ceC tal que mc = O);
existe también una simplificacién en la descripcién del filtro de Gabriel:

Z(O‘C) = (ISRRI InC=*a).

Si C y D son dos conjuntos multiplicativos en R, entonces es evidente

que O‘CSO‘D si y solo si CeD.

1.1.5.
Sea P un ideal primo de un anillo R, llamamos (?R(P) al conjunto de los ele-
mentos regulares médulo P de R;

E’R(P) = {ceR| c+P es regular en R/P);
cuando R es un anillo noetheriano a derecha tenemos:

ER(P) = {ceR| xceP = xeP).
ER(P) €s un subconjunto multiplicativo de R; llamamos o, al radical asociado
a K?R(P);

o =0 ,
P C_(p)
R

Si R es un anillo noetheriano a derecha y P y Q son ideales primos, en-

tonces es posible relacionar los radicales o, ¥ oo de forma sencilla.

LEMA. Sean R un anillo noetheriano a derecha y P,QeSpec(R). Si consideramos:
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a. oc_=o .
P Q
b. Qnt?R(P)=z
c. QEP.
Entonces se verifica (a)=(b)e(c). Si QR(P) es Ore a derecha, las tres condi-

ciones son equivalentes.

Demostracion. Obviamente (a) es equivalente a @R(P)S€R(Q) y entonces, puesto
que evidentemente Qn@R(Q)=¢a, sera también Qn@R(P)=z; esto prueba (a)s(b).
Para (b)=»(c), supongamos que Q no estd contenido en P, entonces (Q+P)/P es
un ideal no nulo del anillo noetheriano primo R/P y debe por tanto contener
un elemento regular entonces QnG’R(P)#a. Finalmente, (c)2(b) es evidente. Si
‘GR(P) es un conjunto de Ore a derecha y Qnt-?R(P)=z, entonces o*P(R/Q) es un
ideal bilatero del anillo primo R/Q que ha de ser cero puesto que por hipéte-
sis no contiene ningin elemento regular; asi pues, cada elemento de t‘o’R(P) es

regular moédulo Q, esto es; €R(P)§€R(Q).

1.1.6.

Sea o un radical, llamamos #(e) al con junto de los ideales bilateros en
#£(c’), en general .‘82(0‘) no determina completamente a o, para que esto ocurra
es necesario que #%(c) sea una base de filtro para £(c), esto es;

Vie£(c) 3Jef(o) tal que Jel.

Si un radical ¢ verifica esta condicién, sé | dice que es un radical simétrico.
A cada radical o le podemos asociar un radical simétrico osm, que esta defi-
nido como el mayor radical simétrico menor que o} ™™ esta caracterizado
por:

sim

o (M) = {meM| le¢%(c) tal que mI=0}.
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. 2, st 2
Como consecuencia £(c> ™) = £%(o).

Si consideramos un ideal primo de un anillo R y el radical oy tenemos
que

2
£%0,) = (=R | In€_(P)=o).

1.1.7.
Sea R un anillo noetheriano a la derecha, para cada ideal primo P de R, defi-

nimos un radical simétrico o p en mod-R verificando:

e ) = {I=sR| I no esta contenido en P}.

R-P
De esta forma, 2(0‘R_P) estd formado por todos los ideales a derecha de R que

contienen un ideal bilatero I no contenido en P.

Vamos a comprobar que todo radical simétrico es un infimo de una familia
de radicales Oppr COR P un ideal primo de R. Para ello antes observamos que
si ¢ es un radical simétrico, entonces los ideales primos se separan en dos
clases disjuntas, y que este resultado también es valido para radicales en
anillos noetherianos a la derecha; si ¢ es un radical llamamos Z(¢) al con-
junto de ideales primos de R que son e¢-densos; Z(¢) = £(c)nSpec(R), y K(c) al

conjunto de ideales primos o-cerrados en R.

LEMA A. Si el anillo R es noetheriano a derecha o el funtor nicleo idempoten-
te o es simétrico, entonces cada ideal primo de R es o bien o-cerrado o bien

o-denso.

Demostracién. (1) Supongamos que R es noetheriano a derecha y sea oetor-R
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arbitrario; si PeSpec(R) y ¢(R/P)%0, entonces por ser R/P un anillo noethe-
.riano a derecha y primo, existe un elemento regular a+Pec(R/P); por ser a+P
de o-torsién existe I€£(c) tal que (a+P)I = 0, luego ISP y tenemos Pef(c).

(2) Supongamos ahora que cetor-R es simétrico, y que para cierto PeSpec(R) se
tiene o(R/P)#0, entonces existe algin elemento no nulo r+Pec(R/P), y existe

1622(0‘) tal que rIcP; ya que P es un ideal primo tenemos ISP, luego Pef(c).

Asi pues, en las hipbtesis del lema, K(o) y Z(o) determinan cada uno al
otro. Si ¢ es simétrico y el anillo es noetheriano a derecha, entonces ¢ esta

completamente determinado por cualquiera de ellos en la siguiente forma:

LEMA B. [van Oystaeyen-75] Sea R un anillo noetheriano a derecha, para cada
radical simétrico o, se verifica:

o= /\(o*R_P| PeXK(e)}

Como consecuencia de ambos resultados, y puesto que si R es noetheriano
. . 1
a la derecha, entonces para cada radical ¢ se verifica Z(c)=Z(c" ), resulta

que K(o)=K(c®"™) y tenemos:

COROLARIO. Sea R un anillo noetheriano a derecha y o es un radical en mod-R,

entonces:

im
1. 05" = A(O‘R_P| PeXK(c)).

, ; o i 5 ;
2. Si T es un radical simétrico, entonces T = oo si y sélo si K(t) =

K(e).

= 0, p» Para cada PeSpec(R).
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Demostracién. (1) y (2) son evidentes a partir de lo anterior. Para (3),
- usando (2), basta hacer notar que J((O‘P) = J((O‘R_P), que es consecuencia direc-

ta de (1.1.6).

Sea I un ideal (bilatero) de un anillo R que es fin. gen. como R-médulo
a la derecha, definimos un radical K mediante su filtro de Gabriel:

(k) = (J=R | 3neN tal que I's)),
entonces para cada R-médulo derecha M se tiene:

KI(M) = {meM| 3neN tal que mI =0}.
Resulta que k. es un radical simétrico, y tenemos la siguiente caracteriza-
cién de K(KI);

K(KI) = {PeSpec(R)| I no estd contenido en P).

1.1.8.
Existe un tipo de anillos en los que todos los radicales son simétricos, va-

mos a caracterizarlos. Un anillo R es F.B.N. (fully bounded noetherian) a

derecha si es noetheriano a derecha y para todo PeSpec(R), cada ideal a dere-
cha esencial de R/P contiene un ideal bilatero. Caracterizaciones alternati-

vas vienen dadas por la proposicién siguiente:

PROPOSICION. Dado un anillo noetheriano a derecha R, son equivalentes:
a. R es F.B.N. a derecha.
b. Toda teoria de torsién en mod-R es simétrica.
c. o, es simétrica, para cada PeSpec(R).

Demostracion. (a)e(b) es conocido y puede verse en [Golan-86l. (b)=(c) Es

10
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evidente. Para (c)=2(b), sea PeSpec(R) y sea I/P ideal a derecha esencial de
-R/P. Entonces, para cada reR tenemos que (I:r)/P=(I/P:r+P) es de nuevo un
ideal a derecha esencial de R/P. As{, puesto que R/P es noetheriano a derecha
primo, cada (I:r)/P debe contener un elemento regular, esto es (I:r)nER(P)ﬂa.
Por tanto Ie!(o-P) ¥y ya que por hipétesis, o, €S simétrica, 1 contiene un
ideal bilatero Jeﬂz(op)=.‘£2(0‘R_P), es decir J no estd contenido en P. Entonces

J/P es un ideal bilatero no nulo de R/P contenido en 1/P.

1.1.9.

Otra propiedad de radicales que es Gtil en nuestro desarrollo de la teoria es
la estabilidad. Un radical ¢ en mod-R es estable si para cada R-moédulo a de-
recha M y cada submédulo N la topologia en N determinada por ZO(N) coincide
con la inducida por la topologia de M determinada por l’o_(M); el siguiente
resultado nos proporciona diferentes caracterizaciones de teorias de torsién

estables.

LEMA. Sea ¢ un radical en mod-R, son equivalentes:
a. o es estable.
b. La clase ?To_ es cerrada para extensiones esenciales.
c. Para cada R-mddulo M, ¢(M) es esencialmente cerrado en M.

d. Para cada R~médulo inyectivo E, o(E) es un sumando directo de E.

PROPOSICION.
1. El infimo de una familia de radicales estables es estable.
2. El supremo de una familia finita de radicales estables es estable.

3. Si R es noetheriano a derecha, entonces el supremo de una familia

11
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arbitraria de radicales estables es estable.

1.1.10.
Sea I un ideal (bildtero) de un anillo noetheriano a derecha R, retomemos el
radical Ko el hecho de que Kk, sea estable puede ser caracterizado mediante

una propiedad aritmética del ideal segin afirma el siguiente Teorema.

TEOREMA. [Golan-86] Sea R un anillo noetheriano a derecha e I un ideal, son
equivalentes:

a. k es una teoria de torsién estable.

b. Para cada R-mddulo derecha fin. gen. M y cada submddulo N existe nelN
tal que MI'NNSNIL

c. Para cada ideal derecha K de R y cada LGZ(KI) existe JeZ(KI) tal que

KnJEKL.

Los ideales I de R que verifiquen las condiciones equivalentes del Teo-

rema se llaman ideales Artin-Rees a derecha.

1.1.11.
Generalizando estos resultados, diremos que un radical ¢ es Artin-Rees o que
verifica la propiedad de Artin-Rees si

VKSRR VieZ{c) 3le£(c) tal que JNKEKI. o

Obtenemos entonces un resultado andlogo al anterior para estos radicales.

LEMA. [Verschoren-90] Sea ¢ un radical simétrico en mod-R, son equivalentes:

a. o es estable.

12
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b. o verifica la propiedad de Artin-Rees.

Existe una clase de anillos en los que cada ideal verifica la propiedad

de Artin-Rees; un anillo R noetheriano a derecha es clasico a derecha si cada

ideal de R verifica la propiedad de Artin-Rees a derecha. La propiedad mas

importante de esta clase de anillos viene dada por el siguiente lema:

PROPOSICION. [Stenstrém-75] Si R es un anillo cldsico a derecha, entonces

cada radical simétrico en mod-R es estable.

1.1.12.
Sea ¢ un radical en mod-R, para cada R-médulo M vamos a definir un su médulo
de cocientes. En primer lugar definimos

Q(o*)(M) = lim (HomR(I,M)| Ie£(o));
es posible dar estructura de aniilo a Q(o_)(R) y de Q(o_)(R)-médulo a derecha a
Q(o_)(M) para cada R-médulo derecha M. Si reiteramos e] proceso tenemos para
cada R-médulo derecha M

QO_(M) = Q(o_)(Q(o_)(M));
Q o_(M) se llama el médulo de cocientes de M relativo a ¢, para cada R-moédulo
derecha M tenemos que QO_(M) es un Qo_(R)-m()dulo derecha y ademas existe un
morfismo de R-moédulos

JM:M > QO(M).
El R-médulo Qo-(M) es libre de o-torsion y verifica que para cada le£(c)
y cada morfismo f:I > Qo-(M) existe un morfismo g:R - QG(M) tal que glI = f;

los R-médulos que verifican esta WGltima propiedad se llaman c¢-inyectivos. El

13
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morfismo jM verifica ademas que Ker(jM) y Coker(jM) son o-torsién. Estas pro-
- piedades caracterizan al moédulo de cocientes de M. También es posible dar
otra descripcién del médulo de cocientes de M como la c-clausura de M/¢(M) en

E(M/c(M)).

Los R-médulos libres de o-torsion y o-inyectivos se suelen [lamar

o-cerrados 6 fielmente o-inyectivos, y forman una subcategoria plena de mod-

R, a la que notaremos por mod-(R,c). Esta subcategoria es una subcategoria de
Giraud de mod-R [Stenstrém-75], y una categoria de Grothendieck; en general
no es equivalente a la categoria mod—Qo_(R); cuando esto ocurre diremos que el

radical o es perfecto.

1.1.13.

Un morfismo N - M en mod-R es un c-isomorfismo si su nicleo y su cong-
cleo son o-torsién; un ejemplo de o-isomorfismo es el morfismo candnico _]M de
M en su médulo de cocientes. Los ¢-isomorfismos permiten caracterizar de

forma sencilla a los médulos o¢-cerrados.

LEMA. Sea E un R-mdédulo derecha, son equivalentes:
(a) E es o-cerrado.
(b) E es libre de o-torsién y el morfismo candnico
HomR(M,E) > HomR(N,E) |

es biyectivo para cada c-isomorfismo N > M.

1.1.14.,

Finalizamos esta seccién con un resultado sobre el calculo del moédulo de

14
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cocientes para un tipo especial de radicales.

LEMA. Sea ¢ un radical estable, entonces para cada R-mdédulo M se tiene:

QM) = lim{Hom (LM)| Ie£(c)}

15
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1.2.

-EXTENSIONES DE ANILLOS.

1.271.

Existen en la literatura definiciones de distintos tipos de extensiones de
anillos de forma que sea posible estudiar el comportamiento de propiedades de
anillos con respecto a la extensién. Hacemos aqui un rdpido resumen de las
definiciones més habituales, con sus propiedades mas interesantes, como moti-
vacién a la posterior introduccién de las extensiones fuertemente normalizan-
tes que surgen como el grado idéneo de generalidad y seradn el marco adecuado

para nuestro estudio.

1.2.2.

Dado un morfismo de anillos f:R - S, el anillo S tiene de forma natural es-
tructura de R-bimédulo, por restriccién de escalares, via f. Diremos que f es
un morfismo finito de anillgs, si via f, S es finitamente generado como R-
moédulo a cada lado. En el caso particular del morfismo inclusién, diremos que
RSS es una extensién finita de anillos. Para extensiones finitas de anillo

tenemos como resultado mas importante:

LEMA. Si RES es una extension finita de anillos y R es noetheriano a derecha,

entonces S también lo es.

1.2.3.

Un elemento m de un R-bimédulo M es R-centralizante si

mr = rm para cada reR.
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Diremos que un R-bimédulo M es un bimédulo centralizante si estd generado por
. elementos centralizantes. En particular, una extensién de anillos RES serd

una extensién centralizante de anillos (o extensién en el sentido de

Processi) si S es un R-bimédulo centralizante. Mas en general, diremos que un
morfismo de anillos f:R » S es un morfismo centralizante de anillos si, la

extensién f(R)ES es centralizante.

LEMA. Si RES es una extensién centralizante de anillos entonces, para cada

ideal primo Q de S, QnR es un ideal primo de R.

1.2.4.
Un elemento m de un R-bimédulo M es R-normalizante si mR=Rm. Una extensién de

anillos RES es normalizante si S estd generado como R-modulo por elementos

R-normalizantes. En la ultima década se ha avanzado mucho en el estudio de
las extensiones normalizantes finitas (e.n.f.) [Heinicke & Robson-8l, 84,
Bit-David & Robson-80a, 80bl. Los principales resultados al respecto los su-

marizamos a continuacién:

PROPOSICION. Sea RES una extensién normalizante finita de anillos, S = E(Ral ]
I=i=n}, los a elementos normalizantes. Entonces:

1. R es noetheriano (resp. artiniano) a derecha si y sélamente si S lo es.

2. Para cada ideal primo Q de S, QnR es un-idéal semiprimo de R, interseccidn
de como médximo n ideales primos de R, Pl,...,Pn minimales sobre QnR. (Diremos
que Q cae sobre los Pl).

3. (Lying over) Para cada ideal primo P de R, existe al menos uno y como

mdximo n ideales primos de S que caen sobre P.

17
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4. (Going up) Para cada Q ideal primo de S, y cada P' ideal primo de R de
. forma que QNRSP’, existe Q' ideal primo de de S que cae sobre P’ y tal que
Q<Q’.

5. (Incomparabilidad) Dados Q1 y Q2 ideales primos de S tales que anR=QZnR,

o bien Q1 y Q2 son iguales o bien son incomparables.

1.2.5.

Un interesante caso particular de extensién normalizante lo constituyen las

llamadas extensiones automérficas.

Un elemento m de un R-bimédulo M es R-automérfico, si existe un

automorfismo ¢ de R de forma que rm=me(r) para cada reR. Diremos que una
extensién de anillos RES es una extensidén automérfica de anillos si S estd
generado como R-moédulo por elementos automorficos. Mas en general, diremos

que un morfismo de anillos f:R > S es un morfismo automérfico de anillos si,

la extensiéon f(R)SS es automérfica.

Obviamente cada extensién normalizante es automoérfica, y cada automér-
fica es centralizante. En [McConnell-Robson-88] pueden verse ejemplos que

prueban que las implicaciones son estrictas.

1.2.6.

Un elemento m de un R-bimédulo M es fuertemente R~normalizante si para cada
ideal bilatero I de R se tiene Im = ml. Una extensién de anillos RSS es fuer-
temente normalizante (e.f.n.), si S estd generado como R-médulo por elemen-

tos fuertemente R-normalizantes. De igual manera, un morfismo de anillos

18
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f:R+S es fuertemente normalizante, si la extensién f(R)SS es fuertemente

. normalizante.

LEMA. Sea M un R-bimédulo, un elemento meM es fuertemente normalizante si y

sélo si es normalizante y para cada reR se verifica RmrR = RrmR.

Demostracién. Dado un ideal I de R, podemos escribir I = Z:Rxj para cierta
familia (xj| jel} de elementos de R. Asi, si m es fuertemente R-normalizante,
tenemos:

Im = IRm = (ZRxJ)Rm = Z(RxJRm) = Z(RmeR) = Z(RmeR) = Z(meJR) =

= m(ZRxJ)R = mIR = ml.
Reciprocamente, si ml=Im para cada ideal I de R, entonces en particular
mR=Rm, con lo cual m es normalizante. Por otra parte, dado reR, considerando
el ideal I=RrR, tenemos:

RmrR = mRrR = RrRm = RrmR.

COROLARIO. Si RES es una extensidon fuertemente normalizante de anillos, e 1

es un ideal de R, entonces 1S=SI es un ideal de S.

Demostracion. Si RSS es fuertemente normalizante, podemos escribir S=Z:Ral R
donde cada a es un elemento fuertemente R-normalizante. Dado un ideal I de
R,tenemos: o

IS = I(ZRa.l) = ZIIRai = EZRIal = ZRaII = SL
Obviamente, entonces:

S(S) = (S1)S = (IS)S = IS

¥y por tanto IS es ideal (biladtero) de S.
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-EJEMPLO A. Cada extensién centralizante de anillos es fuertemente

normalizante.

Veamos ahora algunos ejemplos de extensidnes fuertemente normalizantes

no centralizantes.

EJEMPLO B. Cada extension normalizante de un anillo simple es fuertemente

normalizante,

Demostracion. Dados un generador R-normalizante a de S y un elemento arbi-

trario r de R,
Rr‘alR = Rr‘Ra1 = Ra1 = alR = aiRrR = Raer,

puesto que por ser R simple RrR=R para cada reR.

EJEMPLO C. Dado un anillo R, si ¢ es el automorfismo interior asociado a
algun elemento invertible a€R, y consideramos el anillo de polinomios skew
R[X,pl, es decir con: Xr = ¢(r)X = (a-lra)X, entonces la extensién R £ RI[X, ¢l

es fuertemente normalizante.

Demostracién. Obviamente RIX,p] estd generado como R-médulo por la familia
(Xil ieN}, veamos que estos generadores “scvm fuertemente R-normalizantes.
Puesto que Xr = ¢(r)X, es claro que Xr = <pl(r)Xl, y por tanto XR = RX‘,
esto es, cada Xi es R-normalizante. Por otra parte

X'r = a'rax! = a'rxa! e RrX'R,

puesto que Xa = aX (¢(a)=a), y de igual manera rx' e RX'rR. Luego RrX'R =
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COROLARIO B. Si f:R 5 S es un morfismo fuertemente normalizante de anillos,
. entonces la factorizacion canonica de f, f:R/ker(f) > S, es también fuerte-

mente normalizante.
Demostracion. Evidente, puesto que f(R) = f(R/Ker(f)).

COROLARIO C. Si f:R > S es un morfismo fuertemente normalizante de anillos, e
I es un ideal bildtero de S, entonces el morfismo inducido f “RATND) - S/I

es también fuertemente normalizante.
Demostracién. Trivial a partir de los dos resultados anteriores.

1.2.8.
PROPOSICION. Si RES es una extensién fuertemente normalizante de anillos,

entonces, para cada ideal primo Q de S, QnR es un ideal primo de R.

Demostracién. Sea Q ideal primo de S, y supongamos IJSPnR para ciertos I,J
ideales de R. Entonces (SI)(SJ)=S1JSS(QNR)<Q, luego puesto que SI,SJ son
ideales bilateros de S, uno de ellos debe estar contenido en Q. Si, por ejem-

plo SI€Q, entonces ISSINREQNR.

COROLARIO. Sea S=2Raluna extension f uerténiente normalizante finita de ani-
llos, se verifica:

1. (Lying over). Para cada P ideal primo de R, existe al menos uno y como
méximo n ideales primos de S que caen sobre él.

2. (Going up). Para cada Q ideal primo de S, y cada P’ ideal primo de R de
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forma que QNRE&P’, existe Q' ideal primo de S que cae sobre P’ y tal que Q&Q’.
- 3. (Incomparabilidad). Dados Qly Q2 ideales primos de S tales que anR=Q2nR,

6 bien Q1 y Q2 son iguales o bien son incomparables.

1.2.9.
LEMA. Sea m un elemento fuertemente R~normalizante de un R-bimddulo M. Enton-

ces R(O:m) = (O:m)R es un ideal bildtero de R.

Demostracion. Dado r € R(O:m), rm=0, luego RmrR = RrmR = 0, y por tanto mr=0,

con lo que r e (O:m)R.

PROPOSICION A. Sea RSS es una extensién fuertemente normalizante de anillos,
Yy supongamos que S es primo, entonces Is # 0, para cada 1#0 ideal bildtero de

R y cada O#seS.

Demostracién. Si fuese Is=0, entonces ISs=Sls=0, con lo cual (IS)(SsS)=0, y
por ser S primo habrid de ser o bien IS=0, con lo cual I=0 (ISISNR), o bien

SsS=0, con lo cual s=0.

PROPOSICION B. Sea RSS es una extensién fuertemente normalizante finita de

anillos, S = ZRal, entonces para cada i se tiene: (O:al)Srad(R).

Demostracién. Es claro, a partir de los resultados anteriores que si S es
primo, entonces (0:a1)=0, para cada i. Para el caso general, sea PeSpec(R),
entonces P=QnR, para algin QeSpec(S) y RSS induce por paso a cocientes

(1.2.7) una extensién fuertemente normalizante R/PSS/Q , con generadores
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fuertemente normalizantes, al+Q, aplicando lo anterior se sigue que
<(O:al+Q)R/P=0, y de aqui (O:al)SP. Puesto que esto se verifica para cada
PeSpec(R), (O:ai)Srad(R).
EJEMPLO. Dada una extensio’nwlfs de anlllos tal que S es primo, son equivalen-
tes:

(a) RES es fuertemente normalizante.

(b) RES es automdrfica y Rr‘R=Rgol(r)R, para cada reR y cada ieA, siendo

(V’,I ieA} los automorfismos de la extensién.

Demostracién. (a)»(b). Que RES es automérfica es immediato por la proposicién
A anterior. Por otro lado, puesto que alr'=<pl(r)al, para cada reR y cada i,
tenemos:

(Rtpl(r)R)al = Rgol(r)alR = Raer = RralR = (Rr‘R)al
y de aqui (Rgol(r)R) = (RrR), puesto que siendo S primo (O:al)=0.
(b)>(a). Obviamente si RSS es automérfica, cada al es normalizante. Por otra

parte, tenemos:
Raer = qul(r)aiR = Rgol(r‘)Rai = RPRa1 = RralR

luego la extensién es fuertemente normalizante.
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1.3

- COMPATIBILIDAD DE TEORIAS DE TORSION.

1.3.1.
Dada una situacién de adjuncién:

mod-S
F oy G
mod-R

si G es exacto y commuta con sumas directas, entonces dado un radical ¢ mod~R
podemos definir en mod-S un radical G(c) mediante:

7G(G)= {Nemod-S| G(N)eﬂo_}
Dualmente, si F es exacto y commuta con sumas directas, entonces para cada
radical T en mod-S, definimos en mod~R un radical mediante:

fTFm= {Memod-R | F(M)ef/’_r}

Cuando particularizamos al caso de la adjuncién asociada a un morfismo
de anillos f:R > S, tenemos

mod-S

*
()
f f*

mod-R
L ]
donde f*‘(Ns)=NR y f (MR)=M®RS, para cada S-médulo N y cada R-médulo M. En

este caso el funtor f, es exacto y conmuta con sumas directas, luego para
cada radical ¢ en mod-R existe un radical ¢ = f,(c) en mod-S definido:

J == {Nemod- €T

= {Nemod-S| N, 0)
esto es: un S-médulo a derecha M es c-torsién si y sblo si es co-torsién como

R-médulo, por restricciéon de escalares via f.

*
Una condicién para que el funtor f sea exacto es que S sea un R-médulo
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a izquierda plano, en este caso para cada radical T en mod-S podemos definir
»
- un radical en mod-R, al que llamaremos f , y que estd definido por

J « = {Memod-R| Me_SeJ _}.
R T
f (7)

1.3.2.
Para un radical ¢ en mod-R no se verifica, desafortunadamente, que la clase
de los S-médulos libre de ¢ torsién sea

{Nemod-S| N_e¥ };

R C

cuando esto ocurre diremos que o es compatible con el morfismo f. Es posible
caracterizar los radicales que verifican esta condicién también por las si-
guientes condiciones equivalentes [Golan-861]:

a. Para todo S-médulo N, N es libre de o-torsién si y sélo si es libre
de o-torsion.

b. Si un R-médulo M es libre de t-torsién, entonces también lo es
Hom (S,M).

R

c. Si un R-médulo M es t-torsidén, entonces también lo es M ®RS.

d. £(6) = {IsS_| £ (DeLlo)).

e. (ISSS[ £ (D)e£(c)} es un filtro de Gabriel.

f. Para todo S-médulo N se tiene o(N) = o(N).

PROPOSICION. Sea f:R - S un morfismo de anillos, tal que S es plano como
R-médulo a izquierda. Sea T un radical en mod-S y o‘=f*(1:), si consideramos:
1L T = flo).
2. ¢ es compatible con f.

*
3. ¢ =1 flo).
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Entonces se verifica (1)=(2)s(3).

Demostracién. (1)s(2) Sea Mef‘To_ y veamos que M@RSe?IO_. Si M es o-torsién, en-
tonces, por la definicién de o, M@RS es T-torsién, luego usando (1), M@RS es
f,(o)-torsién, es decir; M@RS es o-torsién considerado como R-médulo. (2)=(3)

Puede verse en {Golan-861.

1.3.3.

Pasamos ahora a estudiar la compatibilidad de teorias de torsién con exten-
siones y morfismos finitos, normalizantes y fuertemente normalizantes. Comen-
zaremos con un resultado para extensiones finitas. Para ello, veamos antes un

interesante lema:

LEMA. Dados un R-bimddulo M finitamente generado a izquierda y un radical ¢
en mod-R, son equivalentes:
a. MeJ .
o
b. Ann(MR) € £(o).

c. Existe Ieiﬂz(o-), tal que MI = Q.

Demostracion. Las implicaciones (b)2(c) y (c)2(a) son evidentes, veamos

(a)s(b). Puesto que M es finitamente generado a izquierda, podremos escribir

M =1§1 le, para ciertos m. Ya que M es o;torsién, para cada m, su anulador

(O:ml)R es un ideal a derecha o¢-denso de R, con lo cual, la inteseccién
n

(finita) de todos ellos 1 =ir_\1(0:ml)R, tambien lo es; por otra parte es claro

que IQAnn(MR) y por tanto Ann(MR)e.‘ﬁ(O‘).
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PROPOSICION. Dada una extensién finita de anillos RSS, para cada celor—-R, se
-verifica:

£°0) = s S | IR & £0).

Demostracién. Para la inclusién a la derecha, sea Lefz(t;), entonces S/LEETE, o
equivalentemente (S/L)Re 570_. Puesto que S/L es un R-bimodulo finitamente ge-
nerado a izquierda, por ser L bilatero y la extensién finita, podemos aplicar
el resultado anterior y tenemos que existe 1e£¥(e) tal que (S/L)I=0, es de-
cir, tal que SISL. Pero entonces I € SINR & LnR, con lo cual LnR € ..“.’z(o‘).
Para la inclusién reciproca, sea L ideal bilatero de S, y supongamos que
LnReSBZ(o‘), entonces R/LAR e 7¢ y puesto que este es un R-bimédulo finitamente
generado a cada lado, existe Ie.‘ez(cr) de forma que RISLNAR. Pero entonces SI &£

S(LAR) € L y por tanto (S/L)R € ?Io_, con lo cual S/L € 707, es decir L € £ (o).

1.3.4.

Dado un morfismo normalizante de anillos f:R » S, con S = Z{f (R)all ieh}, y
dado un ideal a derecha I de R, podemos considerar, para cada i lo que po-
driamos llamar el simetrizado de I con respecto a a:

¥
Il = {reR| alrelal}

»* *>
Es claro que para cada ieA, Il es un ideal a derecha de R que verifica alIl (=

Ia.
i

PROPOSICION. [Merino-88] Sea f:R » S un morfismo normalizante de anillos, y
sea o € tor-R tal que existe una base de filtro £ para ¥(c) verificando:
»*
VIe®, VieA, I1 € ¥(o).

Entonces ¢ es compatible con f.
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- Demostracion. Comprobemos la condicién (c) de la definicién. Para ello, sea
MefYU, y consideremos M@RS. Dado un elemento arbitrario x € M@RS. X serd de la
forma x = v%n)@sj, pero cada sJ tendrd una expresién 5, = lef (rU)al, con lo
cual, tenemos:
X = %Inj@sJ Zn ®(Zf (r )a) == ?Jnjr'uts’al = ZII(ZZnJrU)@al

Esto es, x =1EA’m1®a1’ donde A’ £ A es finito, y cada mleM. Para cada i, el
elemento m es o-torsién, y por tanto su anulador (O:ml)R es un ideal a dere-
cha o¢-denso de R. Asi pues, la interseccién (finita) de todos ellos

=0 A’(O m) es también o-denso. Puesto que ¥ es base de filtro para £(¢),

existe Ief tal que I€J y aplicando la condicién de la hipétesis para I, obte-

nemos que I =N

(e A’I € £(c), de nuevo por tratarse de una interseccién finita

y se verifica:

* »* »* »*
= = < C
%l (lé/\’migal)l 12/\’“118’211I < léA'mle’anIn - 1§A’m1®1a1 -
C = =
- 1>e:A’m1®Ja1 1éA’m1J®a1 g

Con lo cual cada elemento X € M®RS es anulado por un ideal a derecha o-denso

de R, y por tanto M@RS es o-torsion.

1.3.5.
PROPOSICION A. Si f:R 5 S es un morfismo fuertemente normalizante de anillos,

entonces cada radical simétrico en mod-R es compatible con f.

Demostracion. Si o es un radical simétrico, entonces 22 () es una base de
filtro para £(¢) que verifica la condicién de la proposicién anterior, puesto

»*
que en este caso para cada Ie.‘ez(cr), y para cada i se tiene Il = I
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PROPOSICION B. Si f:R 5 S es un morfismo fuertemente normalizante de

-anillos, entonces para cada cetor-R simétrico, o es también simétrico.

Demostracién. Sea Ilef(c), entonces, por el resultado anterior, £ (Deflo) y
por tanto, existe Je.‘ﬁz(o-) tal que Jsf-l(l). Consideremos f(J)S, este es un
ideal bilatero de S, ademas, JSf (f(J)S), luego f1(f(1)S)ef(e) y por tanto

f(J)Sef (o). Por dltimo, puesto que Jsf_l(l), f(J)<l, y tenemos f(J)SEI.

COROLARIO A. Si f:R > S es un morfismo centralizante de anillos, entonces

cada radical en mod-R es compatible con f.

*
Demostracion. Basta tener en cuenta que en este caso Ii = I, para cada i y

cada I € ¥(¢).

COROLARIO B. Si f:R - S es un morfismo sobreyectivo de anillos, entonces cada

radical en mod-R es compatible con f.

Demostracién. Basta tener en cuenta que cada morfismo sobreyectivo es centra-

lizante.

1.3.6.

Estudiamos a continuacién el comportamiento de X(c) con respecto a extensio-

nes.

PROPOSICION. Sea RES una extensidén normalizante finita de anillos, con R noe-

theriano a derecha, entonces, para cada cetor-R, se verifica:
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K(e) = {QeSpec(S)| p(Q)nK(c)*).

- donde ¢(Q) representa el conjunto de ideales primos de R asociados a QnR.

Demostracion. Puesto que R es noetheriano a derecha, S también lo es y por
tanto tenemos que K(o) = Spec(R)—.‘Ez(cr) y Ke) = Spec(S)—f (c), y entonces es
claro que K(c) = {QeSpec(S)| QNR ¢ £(¢)}. Pero, puesto que QNR = n{P| Pep(Q)}
y esta es una intersecciéon finita, evidentemente QnR ¢ £(¢) si y sélo si

p(Q)nK(c)za.

TEOREMA. Sea RES una extensién fuertemente normalizante de anillos, entonces,
para cada cetor-R simétrico, se verifica:

K(o) = {QeSpec(S)| QnReK(e)).
Demostracién. Puesto que (1.3.5) si o es simétrico, también ¢ lo es,

K(o)=Spec(R)-£(c) y K(c)=Spec(S)-£2(c) y en este caso, para cada QeSpec(S) se

tiene que QnReSpec(R), y el resultado es claro.
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2.1.

- LOCALIZACION CLASICA.

Introducimos en esta seccién todos los conceptos basicos y las técnicas refe-

rentes a la localizacién en ideales primos en el sentido clasico.

2.1.1.

Para cada subconjunto multiplicativo C de un anillo conmutativo R existe
siempre un anillo de fracciones de R con denominadores en C y es conocido que
esto no es siempre posible en el caso no conmutativo. Buscando obtener pro-

piedades analogas al caso conmutativo se define:

Sea C un subconjunto multiplicativo de un anillo R, un anillo de frac-

. ; -1,
ciones a la derecha de R con respecto a C es un anillo RC = junto con un mor-

fismo de anillos i:R > RC™' de forma que:
1. i(c) es una unidad en RC™, para cada ceC.
2. Todo elemento de RC™ es de la forma i(r)i(c)_l, con reR, ceC.

3. i(r)ile) = i(r)ile)™” si y sélo si existe deC tal que rd = r’d.

La existencia de un anillo de fracciones a la derecha con respecto a C,

es equivalente a que C verifique las propiedades:

- C verifica la condicién de Ore a la derecha.

VreR, VceC 3seR, 3IdeC tales que rd = cs.

- C es reversible la derecha.

VreR, VceC verificando cr = 0, 3deC tal que rd = 0.
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Llamamos conjunto de Ore a 1l

derecha o conjunto de denominadores a la

derecha a un conjunto multiplicativo que verifica estas dos propiedades. En
el caso particular de que R sea un anillo noetheriano a la derecha, entonces
un subconjunto multiplicativo es un conjunto de Ore si y so6lo si verifica la

condicién de Ore.

De forma analoga se pueden definir anillo de fracciones a la izquierda,

conjunto de Ore a la izquierda, etc.

El anillo de fracciones a la derecha verifica la siguiente propiedad

universal.

LEMA. [Stenstrdm-75] Sea R un anillo y C un subconjunto multiplicativo, si
existe el anillo de fracciones a la derecha de R respecto a C, RC_I, entonces
para cada morfismo de anillos f:R - S tal que f(c)eS es una unidad para cada

ceC, existe un unico morfismo de anillos R > S tal que f = i,

Como consecuencia el anillo de fracciones es tnico salvo isomorfismos, y

. . -1 -1 .
si existen RC ~ y C 'R, entonces son isomorfos.

2.1.2,

Un problema mucho mds complejo es el de hacer en el caso no conmutativo la
localizacién en ideales primos. El primer obstaculo a salvar es el de elegir
una buena generalizacién del concepto de ideal primo. En anillos no conmuta-

tivo los conceptos de ideal primo e ideal completamente primo no son equiva-
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lentes, y por lo tanto el conjunto R-P no es en general un conjunto multipli-
-cativo. La solucién a este primer problema pasa por trabajar con un nuevo
conjunto multiplicativo disjunto con P, que coincida con R-P en el caso de
ideales completamente primos (y por ende en el caso conmutativo); en este
contexto surge el conjunto €R(P) de los elementos regulares moédulo P; en [Ja-
tegaonkar-86] puede verse una completa justificacién de esta eleccién. El
siguiente paso es estudiar cuando es posible construir un anillo de fraccio-
nes con respecto a @R(P) o equivalentemente cuando es @R(P) un conjunto de
denominadores a la derecha; es en este punto donde la problemdtica se hace
mucho més compleja; no solo no es siempre posible realizar siempre tal cons-
truccién, sino que incluso hay ejemplos de anillos en los que unos ideales
primos la permiten (son localizables) y otros no; esto ha resultado ser debi-
do principalmente a dos obstrucciones: (1) la existencia de links no trivia-
les entre ideales primos y (2) la ausencia de la propiedad de second layer.

[Jategaonkar-86].

2.1.3.
Si R es un anillo noetheriano, dados Q, P ideales primos de R diremos que
existe una link de Q a P via A y lo notaremos
Q~»P (via A),
si se verifica:
1. A es un ideal de R de forma que QPQACQAP,
2. Ann(R(QnP)/A)=Q,
< Ann((QnP)/AR)=P,
4. (QnP)/A es libre de torsién como R/P-médulo derecha y como R/Q-médulo

a izquierda.
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- Dado un subconjunto X de Spec(R), diremos que X es cerrado a la derecha para

links, si siempre que Q~»P, PeX, se tiene QeX. Andlogamente se definen cerra-
do a la izquierda para links y cerrado (a ambos lados) para links. Dado Pe
Spec(R), llamaremos cligue a la derecha de P y notaremos rtcl(P) al menor
subconjunto de Spec(R), cerrado a la derecha para links que contiene a P.

Andlogamente se definen, la clique a la izquierda Itcl(P) y la clique de P,

cl(P).

El siguiente resultado, ilustra como la presencia de links no triviales supo-

ne una obstruccién a la localizacién en primos:

LEMA. [Bell-89] Sean R un anillo noetheriano a la derecha, PeSpec(R) y C un
conjunto de Ore a la derecha en R disjunto con P, entonces

C¢ n(@R(Q)[ Qertcl(P)}).

Este resultado nos induce a pensar que no es conveniente localizar en un

ideal primo, sino en todos los que estan en su clique.

2.1.4.

Un interesante resultado técnico al respecto de las links es el siguiente:

LEMA. Sea R un anillo noetheriano a la derecha, P,QeSpec(R) e I un ideal de R
tal que I€P,Q. Entonces:
1. Si Q/I~»P/1 (via A/1) en R/1, entonces Q~P (via A) en R.

2. Q/1~>P/1 (via 0) en R/I si y sblo si Q~3P (via I) en R.
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. Demostracion. 1. Tenemos
(Q/INP/N)A/1c(Q/N)n(P/T),
esto es
(QP+1)/1€A/1c(QnP)/1,
y por tanto QPSAcQnP. Por otra parte
AnnR/I(((QnP)/I)/(A/I))=Q/I.
Ann(((QnP)/I)/(A/I))R/I=P/I,
luego puesto que tenemos un isomorfismo de R-bimédulos y por tanto de (R/Q,-
R/P)-bimédulos  ((QnP)/1)/(A/1)2(QnP)/A, se sigue que AnnR((QnP)/A)=Q,
Ann((QnP)/A)R=P y QnP/A es libre de torsibn a cada lado como (R/Q,R/P)-
bimédulo.
2. La implicacién hacia la derecha es un caso particular de (1), veamos la
otra implicacién. Tenemos QPSAcQnP, AnnR((QnP)/A)=Q, Ann((QnP)/A) R=P y QnP/A
es libre de torsién a cada lado como (R/Q,R/P)-bimédulo. Asi:
(Q/7AYP/A)=(QP+A)/A=0c(QnP)/A=(Q/AIN(P/A).
Ademas AnnR/A((Qr\P)/A)=Q/A, Ann((QnP)/A)R/A=P/A y QnP/A es libre de torsién a

cada lado como ((R/A)/(Q/A),(R/A)/(P/A))-bimédulo.

2.1.5.
Veamos ahora, la segunda obstruccién a la que nos referfamos anteriormente.
Sea R un anillo noetheriano a la derecha. Se dice que PeSpec(R) verifica la

condicién de second layer a derecha, si no existen un ideal primo Q y una

sucesién exacta corta de R-moédulos derecha uniformes, finitamente generados,
0->L->M>N > 0 de forma que se verifique

L.LL= AnnM(P),
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2. L es libre de torsién como R/P-médulo derecha (esto es: O‘P—libr‘e de
- torsioén),

3.Q = Ann(MR) = Ann(Nl;), para cada submédulo no nulo N’ de N.

En el caso en que podamos rebajar la condicién de ser L libre de torsién
a que sea Ann(L’)=P, para cada submédulo no nulo L’ de L, diremos que P veri-

fica la condicién fuerte de second layer a derecha.

Existen amplias clases de anillos en los que todos sus ideales primos
verifican la condicion de second layer a derecha: F.B.N., anillos artinianos,
etc., e incluso la condicidon fuerte de second layer; de hecho, no se conocen
ejemplos de anillos que verifiquen la condicién de second layer y no la con-
dicién fuerte de second layer. Una relacién exhaustiva de estas clases de

anillos puede verse en [Bell-89, 4.7].

2.1.6.
Sea X un conjunto X de ideales primos de un anillo noetheriano a la derecha
R, diremos que X es localizable a la derecha, (ver [Bell-89], [Goodearl-
Warlfield-891), si existe un conjunto de Ore a derecha C disjunto con cada
PeX, de forma que:

1. Para cada PeX, el anillo RC/PC" es artiniano.

2. Los ideales primitivos de RC'I son exactamente los ideales PC—l, con

PeX.

Diremos que X es clasicamente localizable a la derecha, si ademdas se

verifica:
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3. Cada RC '-médulo derecha finitamente generado que es extensién

; -1, . ..
. esencial de un RC -médulo simple es artiniano.

Llamamos @R(X) = n(t-?R(P)| PeX}, es claro que si X es localizable a la
derecha, entonces CS@R(X), @R(X) es un conjunto de Ore y existe un isomorfis-

mo RC™ = R@R(X), este anillo lo representamos simplemente por Rx’ [Bell-89].

2.1.7.

Para asegurar la localizabilidad clasica de un conjunto de ideales primos de
un anillo noetheriano a la derecha, existen dos condiciones que vamos a estu-

diar a continuacién.

Sea X<cSpec(R) un conjunto de ideales primos, se dice que X verifica la

de R tal que In@R(P):#z, para todo PeX, se tiene que In@R(X)ﬁz. Es conocido
que si X es un conjunto finito, entonces verifica la condicién débil de in-

terseccién a la derecha [Jategaonkar-861.

Sea X&Spec(R) un conjunto de ideales primos, se dice que X verifica la

condicién de incomparabilidad si cada dos primos en X son incomparables, esto

es; si no existen P, QeX de forma que PcQ.

2.1.8.

El resultado principal caracterizando la localizabilidad clasica es el si-

guiente:
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TEOREMA. [Jategaonkar-86] Dados un anillo noetheriano a la derecha R y
- XsSpec(R) un conjunto de ideales primos, X es cldsicamente localizable a la
derecha si y solamente si se verifica:

1. X es cerrado para links a derecha

2. Cada PeX verifica la condicién de second layer a derecha.

3. X verifica la condicidon débil de interseccién a derecha.

4. X verifica la condicién de incomparabilidad.

Como consecuencia obtenemos, para el caso de un Gnico primo:

COROLARIO. Un ideal primo P de un anillo noetheriano a la derecha R es cldsi-

camente localizable a la derecha si y sélo si verifica la condicién de second

layer y {P} es cerrado para links a derecha.

Otra consecuencia es el siguiente resultado de Bell.

COROLARIO. [Bell-89] Un conjunto X de ideales primos de un anillo noetheriano

R es cldsicamente localizable a derecha si y sélo si es localizable a derecha

y verifica la condicién de second layer a derecha.
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2.2

- LOCALIZACION CLASICA Y EXTENSIONES.

Estudiamos en esta seccién el comportamiento respecto a extensiones de todos
los conceptos introducidos en la seccién anterior: conjuntos de Ore, locali-

zabilidad, propiedad de second layer y links.

2.2.1.

Empezamos con algunos resultados técnicos en extensiones fuertemente normali-

zantes.

LEMA. Sea RSS una extensién fuertemente normalizante finita de anillos,
S = 121Ra1' Dado i€l, para cada PeSpec(R) y cada reR, se verifica: ar a‘P

si y sélo si reP.

Demostracién. Si aireaiP, entonces ar=ap, para algin peP y entonces
al(r—p)=0, luego r—pe(O:al). Pero segin (1.2.9), (O:al)Srad(R)SP, luego r-peP.

y por tanto reP.

PROPOSICION A. Sea RES una extension fuertemente normalizante finita de ani-
llos, S = lé:IRal. Dados i€l, reR, si ar = r’al, entonces:
1. Para cada PeSpec(R), reP si y sélo si r’eP.

2. Para cada Xc<Spec(R), r‘EE’R(X) si y sélo si r"EG’R(X).

Demostracion. (1) Si reP, entonces alrealP, luego r"alea1P=}=‘al y por tanto

r'eP. La otra implicacién es analoga.
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(2) Puesto que GR(X)=PQX?§R(P), es suficiente probar el caso X={P} Supongamos
. pues que re@R(P), y sea teR tal que tr’eP. Entonces tr’alePai=alP, Pero
tal=t’ai, para algin t’eR y entonces alt’r=talr‘=tr"al, y por tanto alt’realP
y se sigue del lema anterior que t'reP. Como r es regular moédulo P, entonces
t’eP y usando (1) obtenemos teP. Puesto que esto se verifica para cada teR,

se sigue que r’e@R(P). Revirtiendo el argumento se obtiene la implicacién

reciproca.

Con esta técnica obtenemos un teorema de cambio de anillo, no para cual-
quier conjunto de Ore, pero si para los asociados a un conjunto de ideales

primos:

PROPOSICION B. Sea RSS una extensién fuertemente normalizante finita de
anillos noetherianos a derecha, y sea X<Spec(R). Entonces:

1. Si C=€R(X) es un conjunto de Ore a derecha en R, entonces C es tam-
bién un conjunto de Ore a derecha en S.

2. Los localizados RC-1 < SC_1 forman una extension fuertemente normali-
zante.

3. Para cada QeSpec(S), se verifica (QPR)C' = QC'ARC.

Demostracién. (1) Dados se€S, ceC, podemos escribir s = ra+..+r a, para un
numero finito de elementos rl,...,r'neR, al,...,aneS fuertemente R-
normalizantes. En vista de la proposicién anterior, para cada i, existe c’leC
de forma que alc; =c a. Por otra parte, usando la propiedad de comin denomi-

nador para rl,...,rneR, c’l,...,c;\es, obtenemos tl,...,tneR, deC de forma que

rd = c¢'t, para cada i=l,...,n. Asi: sd = Zard = Zac't = Zcat = cZat
1 i1 11 P it 11 11
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=ct para t = Zaltl.

- (2) Supongamos que S=21Ra.1 para una familia (al}l A de elementos fuertemente
R-normalizantes y veamos primero que SC-1=2(RC_1)ai. La inclusién a derecha
es obvia; para la otra, consideremos un elemento erI(RC_l)ai arbitrario. Po-
demos escribir x en la forma x = (r‘lcll)al+...+(rnc:)an, y puesto que C es
Ore a derecha en S, para al,...,aneS, cl,...,cneC obtenemos por la propiedad
de comin denominador [McConnel-Robson-88] que existen deC y tl,...,tneS, de
forma que a‘d =Cxtx’ para cada i=l,...,n. Entonces xd = r*1t1+...+rntn = teS,
con lo cual x = td'esc™. Por otra parte, cada ideal J de RC serd de la
forma J=IC para algun ideal I de R y entonces para cada i=l,...,n tenemos:

al=alC” =lacC’ = ICa = Ja.

(3) La inclusién a la derecha es obvia; para la otra, sea X un elemento arbi-
trario de QC'ARC™, entonces x = qc; = r'c;1 para ciertos qeQ, reR, c,c eC.
Reduciendo a comin denominador, existen rl,rzeR, ceC de forma que cIl =
rc, c, = r‘zc_l, y entonces quc_l = rrzc_l. Existe por tanto deC tal que

qr‘ld = rrzd, y asf qudeQnR, de donde qr‘e(Qr\R)C_1 y finalmente x =qc;1 =

qr‘lc-1 e (QrR)C.

2.2.2.
Nuestro proposito ahora es dada una extensién fuertemente normalizante finita
RES de anillos noetherianos, y dado un conjunto localizable X de ideales
primos de R, obtener asociado a X un con;);unto X‘ de ideales primos de S y
localizable. Para ello dado X<Spec(R) definimos X*SSpec(S) por:

X" = {QeSpec(S)| QnReX}

Entonces se verifica:
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TEOREMA. Sea RSS una extension fuertemente normalizante finita de anillos
- noetherianos a derecha, y sea X<Spec(R) localizable, entonces X’SSpec(S) es
localizable y los localizados forman una extensidn fuertemente normalizante

R €S =,
XX

Demostracién. Puesto que segin el resultédo anterior C=€R(X) es conjunto de
Ore a derecha en S, podemos considerar el localizado SC_I, veamos ahora que
SC! es una localizacién de S con respecto a X'. Para ello comprobemos las
tres condiciones de la definicién:

1. Puesto que C<R, tenemos para cada QeX*, CnQ = Cn(QnR) = @ ya que QnR € X.
2. Puesto que (QAR)C' = QC'ARC™, podemos considerar pasando a cocientes la
extensién fuertemente normalizante finita RC/(QnR)C ¢ sSC/QC' y puesto
que RC™/(QAR)C™ es artiniano, también sc/Qc o sera.

3. Si T es un ideal primitivo de SC', habra de ser T = QC' para algin
QeSpec(S). Entonces TARC' = (QnR)C' es primitivo en RAC' y por tanto

¥*
(QnR)eX, con lo cual QeX .

2.2.3.

De cara a generalizar el resultado anterior para conjuntos clasicamente loca-
lizables, necesitamos en vista de (2.1.8.) un teorema de cambio de anillo
para la condicién de second layer. El siguiente resultado al respecto es de-

bido a Letzter:

TEOREMA A. [Letzter-90] Si RES es una extensién finita de anillos noetheria-
nos y cada ideal primo de R verifica la condicién de second layer entonces

cada ideal primo de S también la verifica.
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No obstante, a pesar de su importancia, el resultado anterior, no nos es
Uutil de cara a extender (2.2.2.) por dos motivos: (1) Necesita de la condi-
cién de second layer a ambos lados y (2) que esta se verifique para todos los
ideales primos de R y no meramente para los de un subconjunto X. Sin embargo
bajo la hipétesis mas fuerte de que la extensién sea normalizante ademés de
finita, una adaptacién de su demostracién, combinada con [Page-87, th. 8] y

[Soueif-87, prop. 16]) nos da:

TEOREMA B. Sea RSS una extensién normalizante finita de anillos noetherianos
a la derecha. Dado QeSpec(S), notemos por ¢(Q) el conjunto de los ideales
primos de R minimales sobre QnR. Si u{rtcl(P)] Pep(Q)} verifica la condicién
(fuerte) de second layer a derecha en R, entonces Q verifica la condicion

(fuerte) de second layer a derecha en S.

Demostracién. Supongamos que Q no verifica la condicién de second layer a
derecha, y sea O-L-M-N-0, una sucesién exacta corta de S-moédulos derecha uni-
formes finitamente generados, con L=AnnM(Q), L libre de torsiéon como S/Q-
modulo derecha, Ann(M)=Ann(N)=TeSpec(S) con T no incluido en Q. Pasando a
cocientes, podemos suponer que T=0, esto es S primo. Usando [Page-87, th. 8],
tenemos entonces que G’R(Qr\R)S@S(Q), y por tanto L es libre de torsién como
R/QnR-médulo derecha. Por otra parte, apiica.ndo [Jategaonkar-86, 4.2.6], te-
nemos que Ass(Ls) = Q, luego Ass(LR) = @(Q) por [Soueif-87, prop. 16]l. Consi-
deremos ahora K un R-submédulo de M maximal con respecto a LnK=0; entonces L
es isomorfo a un submoédulo esencial de M/K, vy por tanto Ass(M/K)=Ass(L)<¢(Q),

¥y M/K es tame (esta propiedad se conserva por extensiones esenciales). Puesto
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que por hipétesis U{rtcl{P)/Pep(Q)} verifica la condicién de second layer a
- derecha, estamos en condiciones de aplicar [Bell-89, 4.3] a M/K. Existen pues
Pl,...,Pneu(r'tcl(P)/Pecp(Q)}, de forma que (WK)?I..Pn=0. En este momento, el
mismo razonamiento de [Letzter-90, 2.5] es valido:

Puesto que S es primo, P contiene un elemento regular ¢ de S, y por tanto una
copia isomorfa cS de S. Se sigue que el rango reducido de S/Q como R-médulo
es cero t por tanto (QnR)né’R(O)=z. Entonces Pn@R(0)=z, para cada Pep(Q) y
puesto que cada P1 estd en la clique a dercha de algin Peg(Q), también cada
Pl contiene un elemento regular de R.

Asi, J=Ann(M/I()R contiene un elemento regular, y entonces S/SJ es torsién
como S-médulo a izquierda, ya que:

Jnt‘»’R(O)=z 3 Jef(o )

CR(O)) > SJeZ(ch

S(O)
y puesto que es finitamente generado a derecha , obtenemos que su anulador

I=AnnS(S/SJ) es un elemento del filtro .‘B(O'C ) ¥ es en particular no nulo.

S(0)
Finalmente MI=MISSMSJ=MJSK y entonces MI es un S-submoédulo de M tal que
MINL=0. Puesto que M es S-uniforme, serd MI=0 en contradiccién con ser

Ann(M)s=T=0.

Estamos ahora finalmente en condiciones de establecer el resultado antes

anunciado:

TEOREMA C. Sea RES una extensién fuertemente normalizante finita de anillos

noetherianos a derecha, y sea X&<Spec(R) cldsicamente localizable, entonces
*

X €Spec(S) es cldsicamente localizable y los localizados forman una extensién

fuertemente normalizante Rszx*.
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. Demostracién. Si XSSpec(R) es clasicamente localizable, entonces en particu-
lar es cerrado para links a derecha y second layer a derecha. Por tanto del
anterior resultado se obtiene que X* es second layer a derecha y puesto que

es localizable a derecha por (2.2.2), es clasicamente localizable a derecha.

2.2.4.

Nos ocupamos ahora del paso de links con respecto a extensiones. El siguiente

resultado estd inspirado en [Braun-Warfield-88].

TEOREMA. Dada una extension fuertemente normalizante finita RSS de anillos
noetherianos con la condicién de second layer, y dados Ql,QzeSpec(S) tales

que Ql~-9Q2, entonces o bien anR=anR o bien anR~—>er\R.

Demostracién. Supongamos que Q1~->Q2 via A, entonces Q1/A~_)QZ/A via O en R/A,
y podemos sin pérdida de generalidad suponer pasando a cocientes que A=0,
usando (2.1.4). Tenemos pues que er\Q2 es un (S/QI,S/QZ)-bimédulo libre de
torsiébn a cada lado. Puesto que [Page-87, th. 8] f«?R(anR)S@S(QZ) y similar-
mente para Qz’ Q1an es también un (R/anR,R/anR)-bimédulo libre de torsién
a cada lado y noetheriano a cada lado. Se sigue de [Jategaonkar-86], que
cleim(R/anR)=cleim(R/anR) y por tanto o bien anR=anR, o bien son incom-
parables. Si er\R#QZnR, entonces puesto que”(anR)(anR)=0, tenemos que anR
y anR son precisamnte los primos minimales de R y puesto que para cada otro
primo T de R clKdim(R/T )<cleim(R/anR), se sique que (anR, er\R)cerr‘ado
para links. Si no existiese una link anR~—>anR, entonces (anR} seria cerra-

do para links a derecha y por tanto clasicamnte localizable a derecha, con lo
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cual, usando el teorema 2.2.3.C (anR}‘={PeSpec(R)/PnR=er\R) seria clasica-
- mente localizable a derecha en S y en particular cerrado para links a dere-
cha, en contradiccién con existir una link Q1~->Q2 y ser Qles(anR)*,

QZE(QZnR)*.

Letzter, muestra con un ejemplo en [Letzter-90] que no es esperable una

generalizacién de este resultado para extensiones normalizantes finitas.

COROLARIO. Dada una extension fuertemente normalizante finita R<S de anillos
noetherianos a la derecha con la condicién de second layer, se verifica:

1. Si X<Spec(R) es cerrado para links a derecha, entonces X también lo
es.

2. Dado PeSpec(R), rtcl(P)S(rtcl(PnR))*. En particular, si rtcl(PnR) es

finita, también rtcl(P) lo es.

Demostracion. 1. Si PeX* y Q~-P, entonces QnR=PnR 6 QnR~->PnR y en cualquier
caso QnReX, con lo cual QeX*.

2. Aplicando (1), (rtcl(PnR))* es un conjunto cerrado para links que contiene
a P, y por tanto contiene a rtcl(P). Para la segunda afirmacién, basta tener

en cuenta (1.2.8.)

2.2.5.

En cuanto a la subida de links tenemos los siguientes resultados:

TEOREMA. [Letzter-90] Sea RSS una extension finita de anillos noetherianos, y

sean Pl,PzeSpec(R) tales que P1~—>P2. Entonces existen Ql,QzeSpec(R) de forma
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que cada Ql cae sobre Pl, y o bien Q1 = Qz' o bien existe una sucesién de
r ; - = = ~
ideales primos Q1 Tl, Tz' _ ’I‘t 02 de forma que t=2 y Tl -)TM, para

cada i=l, ..., t-l.

COROLARIO. Dados una extension fuertemente normalizante finita RES de anillos
noetherianos a la derecha y dado X<Spec(R), si Xii es cerrado para links a de-

recha, entonces X también lo es.

Demostracion. Dados QeSpec(R), PeX, tales que Q~-»P, existen segin el resulta-
do anterior é,ﬁeSpec(S), de forma que 6nR=Q, T’nR=P, y existe una cadena de
primos (3~—>T2~—>...~->Tt_1~->l3. Ya que PeX, tenemos PeX*, y por ser X* cerrado

para links a derecha, también QeX , con lo cual QeX.
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ESTABILIDAD, PROPIEDAD DE ARTIN-REES

3.1.

- PROPIEDAD DE ARTIN-REES.

3.1.1.

El lema de Artin-Rees, establece que dados un ideal I de un anillo conmutati-
vo noetheriano R y un R-médulo finitamente generado M, para cada submédulo N
de M existe un entero positivo n de forma que MI"ANSNI. En el caso no conmu-
tativo, se dice que un ideal (bildtero) I de un anillo R satisface la propie-
cada R-modulo a derecha finitamente generado M. El siguiente resultado es

bien conocido:

LEMA.- [Smith-82] Sean R un anillo noetheriano a derecha e I un ideal de R,
son equivalentes:
a. 1 verifica la propiedad de Artin-Rees.
b. Para cada ideal a derecha K de R existe un entero n tal que KnI"eKI.
¢. Para cada R-médulo a derecha finitamente generado M conteniendo un

submddulo esencial L, con LI=0, existe un entero n tal que MI"=0.

Una formulacién equivalente de la propiedad de Artin-Rees es también

posible en terminos del radical K

Para cada ideal derecha K de R y cada LEZ(KI), existe Jel’(lcx) de forma

que KnJEKL.

Mas en general, recordemos que un radical cetor-R verifica la propiedad
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de Artin-Rees, si para cada ideal a derecha K de R y cada Le#(c) existe

- Je¥(e) tal que KnJEKL.

3.1.2.
Vemos enseguida una interesante caracterizacién de la propiedad de Artin-

Rees:

PROPOSICION. Sea R un anillo noetheriano, y sea ¢ un radical en mod-R, enton-
ces son equivalentes:

a. o verifica la propiedad de Artin-Rees a derecha.

b. Para cada extensién esencial N=<°M de R-modulos a derecha, si
Ann(NR)el’(o‘), entonces M es o-torsién.

c. 270_ 2 {MR| Ass(MR)SZ(cr)).

Demostracién. (a)s(b). Supongamos que o verifica la propiedad de Artin-Rees
y sea N=°M, L=Ann(NR)el’(0'). Dado un elemento arbitrario meM, consideremos el
ideal a derecha de R, K=(N:m)R=(reR/mr'eN). Aplicando la propiedad de
Artin-Rees para L, existe Je£(c) tal que KnJSKL. Entonces mJnN=0, puesto que
si mjemJnN, entonces jeJnKSKL y asi mjemKLSNL=0. Usando la esencialidad de N,
obtenemos mJ=0, y entonces, puesto que Jef(c), tenemos mec(M). Como esto se
verifica para cada elemento m de M, tenemos METo-'

(b)s(a). Dados K ideal a derecha de R y Legﬂ(&), podemos considerar el morfis-
mo f=im:K 5 K/KL€E(K/KL). Por ser E(K/KL) inyectivo, existe eeE(K/KL) de for-
ma que f(r)=er, para cada reK. Por otra parte, puesto que K/KL es anulado por
Le£(c), Ann(K/KL)ef(c) y entonces usando la hipétesis (b), E(K/KL) es

o-torsién, con lo que el=0 para algin Jef(c), y asi JnKSKer(f)<KL.
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(b)=(c). Supongamos que o verifica la propiedad de Artin-Rees, y sea MR tal
. que ASS(MR)SZ(O‘). De cara a probar que M es o-torsién, es suficiente, probar
que cada submédulo finitamente generado lo es. Pero si NsM es finitamente
generado, entonces [Jategaonkar-88,4.2.121 N estd contenido esencialmente en
una suma directa @(NP/PeAss(NR)} de forma que cada NP es P-primario. Asi,

para cada PeAss(NR) tenemos AnnN(P)SeN .y Ann(AnnN(P)R) 2 P, luego usando
P P

(b), cada NeTw. Por tanto @{NP/PeAss(NR))eTo., y finalmente ME?TO_.
(c)>(b). Sea N=°M una extensién esencial de forma que Ann(NR)e.‘E(cr), entonces,
puesto que cada primo asociado de N contiene a Ann(NR), tenemos

Ass(M)=Ass(N)<Z(c) y por tanto, usando la hipétesis (b), MefTo_.

3.1.3.

Recordemos (1.1.9.) que un radical ¢ en mod-R es estable si la clase 70_ es
cerrada para extensiones esenciales y que un radical simétrico es estable si
y sb6lo si verifica la propiedad de Artin-Rees. Como consecuencia directa del
anterior resultado, obtenemos que una implicacién es cierta ain sin la

hipétesis de simetria.

COROLARIO A. Sea R un anillo noetheriano, entonces cada radical estable en

mod-R verifica la propiedad de Artin-Rees. )

Por otra parte, la equivalencia entre (a) y (c) en (3.1.2), nos proporciona,

en el caso simétrico:
COROLARIO B. Sea R un anillo noetheriano, y sea ¢ un radical simétrico en
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mod-R, entonces son equivalentes:
a. o es estable.

b. T = M| Ass(M )<Z(o)).

PROPOSICION.- En un anillo noetheriano, el infimo de una familia de radicales

Artin-Rees es también Artin-Rees.

Demostracién. Si N<°M es una extensién esencial de R-médulos derecha de forma
d
que Ann(NR)GZ(Aoa), entonces Ann(NR)ez(cra), para cada o, ¥ por ser cada o

Artin-Rees, M es oa—torsién. para cada a y por tanto (/\o*a)-tor'sién.

3.1.4.

Usando (3.1.2.) podemos obtener una generalizacién de (3.1.1.) para radicales

simétricos:

PROPOSICION. Sea R un anillo noetheriano, entonces dado un radical simétrico
¢ en mod-R, son equivalentes:

a. ¢ verifica la propiedad de Artin-Rees.

b. Para cada extensidn esencial N=°M de R-médulos a derecha finitamente
generados, si Ann(NR)e.‘E(O'), entonces Ann(MR)GZ(cr).

c. Para cada extensién N=M de R-médulos a derecha finitamente generados,

y cada Le¥(c), existe Jef(c) tal que MINNENL.
Demostracién. (a)»(b) Por (3.1.2.), M es o-torsién, y puesto que M es finita-

mente generado y o simétrico, entonces Ann(MR)e.‘Z(cr). Para (b)s(c), considere-

mos la familia Z=(TSMR| TnN=NL }, entonces NLeX y por tanto ¥ es una clase no
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vacia y claramente inductiva. Por el lema de Zorn, existe K maximal en . En-
- tonces (N+K)/K es esencial en M/K, pues si (N+K)/K n T/K = O, tenemos
TnN=KnN=NL y por maximalidad T=K. Por otra parte, (N+K}/K £ N/(NnK) =N/NL es
anulado por Lef£(c), luego Ann((N+K)/K)ef(c). Usando (b), J=Ann(M/K) € ¥£(c¢) y
entonces MJINNEKAN=NL.

{c)=(a) Puesto que R es él mismo un R-médulo a derecha finitamente generado,
usando (c) para K-<-RR y Lef(c), existe Jef(c) tal que RINKSKL y puesto que por

ser o simétrico, J contiene un ideal bilatero o-denso, RJeé(c).

Para una extensién de R-bimédulos finitamente generados a cada lado,
usando (1.3.3.), podemos eliminar la hipétesis de simetria de o, obteniendo
un resultado, quizas excesivamente técnico, pero que serd de utilidad en el

siguiente capitulo:

COROLARIO. Sea R un anillo noetheriano y sea ¢ un radical en mod-R con la
propiedad de Artin-Rees, entonces para cada extension NsM de R-bimédulos fi~
nitamente generados a cada lado y cada Lef(c), existe Je¥(c) de forma que

MJnNENL.

Demostracion. Consideremos ahora la familia Z=(T5RMR| TnN=NL}, igual que
antes £ es inductiva y no vacia, puesto que NLeZ (NL es R-subbimédulo de M).
Sea pues K maximal en £, entonces, igual ﬁué allf, (N+K)/K=M/K es una ex-
tension esencial de R-médulos derecha finitamente generados, y
Ann((N+K)/K)e£(c), luego usando (3.1.2.), M/K es o-torsién, y puesto que es
un R-bimédulo finitamente generado a cada lado, usando (1.3.3.) existe Jef(c)

de forma que (M/K)J=0 y entonces MJNNSKnN=NL.
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- 3.1.5.

Es conocido [Beachy-82] que si R es un anillo F.B.N., entonces la propiedad
de Artin-Rees es equivalente a una propiedad menos restrictiva, relacionada
con el concepto de birradical. En lo que sigue generalizamos este hecho para
anillos verificando la condicién fuerte de second layer a derecha. Para ello

introduzcamos primero esta nueva condicién:

Diremos que un radical ¢ en mod-R verifica la propiedad débil de Artin-

Rees, si verifica una de las condiciones equivalentes del siguiente lema:

LEMA.- Para un radical o en mod-R, las siguientes condiciones, son equivalen-

tes:

(a) Para cada ideal K de R y cada lef(c), existe Jef(c) de forma que
JKEKI.

(b) Para cada ideal K de R y cada Ie.‘f!z(o‘), existe Je?’(c) de forma que
JKEKI.

Demostracién. (a)s(b). Dados K ideal de R, 16132(0‘), obviamente Ief(c), ¥y
aplicando (a), existe Jef(c) tal que JKSKI. Considerando J’=RJ, éste es un
ideal bilatero que pertenece a .‘82(0‘)_, puesto que contiene a J. Ademas:
J’K=RJKERKI=KI. o

(b)=(a). Dado, ahora Ic¥(c), RIe.SZZ(o‘), y aplicando (b), existe Je?%(c) de

forma que JK<KRI=KI.

3.1.6.
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Vemos ahora el anunciado teorema, relacionando la propiedad de Artin-Rees,

-con la propiedad débil:

TEOREMA. Sea R un anillo noetheriano a derecha ¢ un radical en mod-R y consi-
deremos las siguientes condiciones:

a. o verifica la propiedad de Artin-Rees.

b. o verifica la propiedad debil de Artin-Rees.

c. Z(o) es cerrado a izquierda para links.

d. K(o) es cerrado a derecha para links.
Entonces (a)»(b)s(c)e(d) y todas las condiciones son equivalentes si X(o)

verifica la condicion fuerte de second layer a derecha.

Demostracion.

(a)=(b). Es evidente, puesto que JKSJnK.

(b)s(c). Supongamos que o verifica la propiedad débil de Artin-Rees, y sean
P,QeSpec(R) tales que Q ~» P y supongamos que QeZ(c). Entonces existe A ideal
de R, QPSASQnP de forma que Q=AnnR(QnP/A), P=Ann(QnP/A)R. Aplicando 1la
propiedad débil de Artin-Rees para QnP y Qef(c), existe Jef(o) tal que
(QnP)JSQ(QNP). Pero entonces (QNP)JSQPSA, con lo cual JSAnn(QnP/A)R=P, y
puesto que Jef(c), tenemos PeZ(c).

(c)e(d). Supongamos que Q ~» P, PeK(c). Entonces QeK(c), puesto que en caso
contrario seria QeZ(s) y usando (c) PeZ(o*),' absurdo. La implicacién reciproca
es similar.

(c)»(a). Supongamos ahora que X(c) satisface la propiedad fuerte de second
layer a derecha, y que se verifica (c), y sea M un R-médulo derecha de forma

que Ass(MR)SZ(cr). Entonces, puesto que Z(c) es cerrado a derecha para links,
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tenemos que X = U(rth(P)/PeAss(MR)) esta contenido en Z(¢). Ahora, usando
-[Bell-89,4.3] existen Pl,...,Pne X de forma que MP1"'Pn=O' Luego

Ann(MR)QPl...PneZ(c) y por tanto Ann(MR)e?;(O').

3.1.7.

En particular, como consecuencia del anterior resultado, obtenemos que en el
caso en que R (o mas especificamente XK(c)) verifica la condicién fuerte de
second layer a derecha, la propiedad de Artin-Rees para o deperide solo de

K(o) y es por tanto independiente de la simetria de .

COROLARIO.- Sea ¢ un radical en mod-R de forma que K(c) verifica la condicion
fuerte de second layer a derecha, entonces son equivalentes:

a. ¢ es Artin-Rees.

b. oo™ es Artin-Rees.

sim
c. o es estable.

d. T es Artin-Rees, para cada T tal que K(t)=K(¢).
COROLARIO.- Sea R un anillo verificando la condicidén fuerte de second layer a

derecha y supongamos que o, es Artin-Rees para cada PeSpec(R), entonces todo

radical en mod-R es Artin-Rees. En particular, R es cldsico a derecha.
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3:2.

-BIRRADICALES.

3.2.1.
Un birradical, es un par (t,0), donde T es un radical en R-mod y o es un
radical en mod-R, verificando una de las condiciones equivalentes del

siguiente lema:

LEMA. Dados o,t radicales en mod-R y R-mod respectivamente son equivalentes:
a. Para cada par de ideales K<L de R, T(L/K) = o(L/K).
b. Para cada par de ideales KE<T de R, R(T/I()ei’T_L_ & (T/K)RESTO.

c. Para cada ideal K de R, T(R/K) = ¢(R/K).

Demostracién. Las implicaciones (a)»(b) y (a)2»(c) son evidentes. Para
(b)»(a), sean K<L ideales de R, y notemos o(L/K)=T/K. Entonces T es un ideal
(bilatero) de R. En efecto si teT, entonces existe Ie£(c) de forma que tICK,
y para cada reR, considerando (I:r)Re.‘E(O‘), tenemos tr(I:r)RSK y asi treT.
Ahora, puesto que T/K es o-torsién, serd también 7t-torsién y por tanto,
o(L/K)=T/Kst(L/K). La otra inclusién es similar. Para (c)=(a), basta tener en

cuenta que T(L/K)=(L/K)nt{R/K)=(L/K)ne(R/K)=0'(L/K).

EJEMPLO. [Jategaonkar-86, 1.2.5] Si C es un conjunto de Ore en un anillo noe-

theriano R, entonces (TC,O‘C) es un birradical.

Como consecuencia del lema anterior, obtenemos que en particular, si

(t,0) es un birradical, entonces necesariamente .‘82(‘5)=22(a'). No obstante,
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esta condicién no es en general suficiente, como prueba el siguiente

- resultado:

PROPOSICION. Sea R un anillo noetheriano, y sean o¢,T radicales en mod-R y
R-mod respectivamente, tales que #%(c)=¢*(1). Entonces son equivalentes:
a. (t,0) es un birradical.

b. o y v verifican la condicién débil de Artin-Rees.

Demostracién. (a)=(b). Sean L un ideal de R, e le¥’ (¢r). Entonces, el cociente
L/LI es anulado por Ief(c) y por tanto T(L/LD=c(L/LI)=L/LI. Puesto que R es
noetheriano, L/LI es un R-bimédulo finitamente generado a derecha y por tanto
(1.3.3.) J=Ann(RL/LI)622(r)=.‘£2(0'), y por supuesto JLELI. Por tanto, o verifi-
ca la condicién débil de Artin-Rees. El mismo razonamiento, sirve para t.

(b)s(a). Sean K<L ideales de R, y notemos o(L/K)=T/K. Puesto que T/K es un
R-bimédulo finitamente generado a izquierda (R es noetheriano), existira
1e#%(¢) de forma que (T/K)I=0, o equivalentemente, TISK. Aplicando (b) para T
ideal de R e Ie.‘Zz(O‘)=.‘£2(T), existe Je#%(r) de forma que JTSTI y asi JTCK, con
lo cual J(T/K)=0 y por tanto T/K es t-torsién. Esto prueba que o(L/K)st(L/K),

la otra inclusién es similar.
3:2:2.

Combinando (3.2.1.) con (3.1.6.) obtenemos para el caso en que R es fuerte-

mente second layer a derecha:

COROLARIO. Sea R un anillo noetheriano, verificando la condicidn fuerte de

second layer y sean o,T radicales en mod-R y R-mod respectivamente, tales gque
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£%(0)=¢%(). Entonces son equivalentes:
a. (t,0) es un birradical.
b. ¢ y T verifican la condicion de Artin-Rees.

c. Kle) (=K(T)) es cerrado para links.

3.2.3.
Diremos que un radical ¢ en mod-R es ideal-invariante, si verifica una de las

condiciones equivalentes del siguiente lema:

LEMA. [Verschoren-90, 5.27] Para un radical ¢ en mod-R, son equivalentes:
a. Para cada ideal L de R, si ME?TO_, entonces M@RLeﬂo_.

b. Para cada ideal L de R, si le¥(¢), entonces ILe.‘EO_(L).

Por otra parte, dado un radical ¢ en mod-R, podemos considerar, asociado

P

a o el radical ¢ en R-mod, definido como el unico radical simétrico verifi-

cando K(c°®)=K(c).

PROPOSICION. Sea R un anillo noetheriano y sea ¢ un radical simétrico en
mod-R, entonces son equivalentes:
a. o verifica la condicion deébil de Artin-Rees.

() . . .
b. o es ideal-invariante.

Demostracion. (a)s(b). Dados L ideal de R, e Ief(o), consideremos primero
I'el de forma que I'e#*(c)=¢%c""). Por tener o la propiedad débil de Artin-
Rees, para L e 1, existe Jef(s) tal que JLESLI’CSLI, y entonces J(L/LI)=0, con

lo cual L/LI es ¢°P-torsién y por tanto LIeiEO_(L).
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(b)s(a). Sean L ideal de R, Ie£(¢), y consideremos igual que antes I'Sl tal
- que I'e#%(0)=£%(c"). Tenemos entonces que L/LI’E?Io_op. ya que R es noetheria-
no, L/LI es un R-bimédulo finitamente generado y aplicando (1.3.3.) existe

Je#*(c) de forma que J(L/LI)=0 y por tanto JLELI'CLl.
El siguiente resultado generaliza [Beachy-82, theorem 1.6].

COROLARIO A. Sea R un anillo noetheriano, y sean o¢,T radicales simétricos en
mod-R y R-mod respectivamente, tales que 32(0‘)=$2('c). Entonces son
equivalentes:

a. (1,0) es un birradical.

b. ¢ y T verifican la condicidon débil de Artin-Rees.

c. 0 y T son ideal-invariantes.
Demostracion. Basta combinar el resultado anterior con (3.2.1).

De nuevo, en el caso en que se tiene la propiedad de second layer a de-

recha, se obtiene:

COROLARIO B. Sea ¢ radical simétrico en mod-R, y supongamos que R es un ani-
llo noetheriano que verifica la condicién fuerte de second layer. Entonces,
son equivalentes:

O %, »
. (c°?,¢) es un birradical.

[\

b. oP y o son estables.

O . N .
c. o y o son ideal-invariantes.

Q

. K(o) es cerrado para links.
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-3.2.4.
Estudiamos en este momento, las propiedades de clausura de la clase de los

radicales con la propiedad débil de Artin-Rees.

PROPOSICION A. Dado un anillo noetheriano R, el infimo de una familia de ra-
dicales simétricos en mod-R con la propiedad débil de Artin-Rees también ve-

rifica tal propiedad.

Demostracién. Sea {O‘I/iEA), una familia de radicales en las hipotesis del
enunciado, puesto que obviamente (/\oi)°p=/\0'?p, y segin (3.2.3) /\0'1 es
débilmente Artin-Rees si y sélo si (/\O'I)Qp es ideal invariante, basta
comprobar que el infimo de una familia de radicales simétricos

ideal-invariantes, también lo es y esto Gltimo es evidente.

LEMA. Dado un anillo noetheriano R, si ¢, T son radicales simétricos en mod-R
con la propiedad deébil de Artin-Rees, entonces:

LlovT) = (LSRR| Jle¥(c), 3Je¥(t), con 1JSL}.

Demostraciéon. Segin [Verschoren-90, 1.8], tenemos:

£(ovT)={L=R _/31,..,]I ef(c)u¥(T), con I..I €L}.

R 1 n 1 n
Pero puesto que £(c) es cerrado para el producto de ideales, y o, T
son simétricos Le£(ovt), si y sélo si existen 11,..,1ke2(¢), Jl,..,Jke.‘Bz(a‘),
de forma que IlJl..,IkaQL. Entonces es suficiente comprobar que dados
i c

Il,Ize.‘E(O‘), Jl,Jze.‘E('r), existen Ief(c), Jef(c de forma que IJ‘IlJ112Jz y

esto es consecuencia de tener o la propiedad débil de Artin-Rees: para J1
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ideal, Ize.&e(o-), existe 1;62(0‘), de forma que I’z.lls.lllz, y entonces

1) J<lld

1J, y basta tomar I=II"', J=JJ .
127172 11272 12 172

PROPOSICION B. Dado un anillo noetheriano R, el supremo de una familia finita
de radicales simétricos en mod-R con la propiedad débil de Artin-Rees también

verifica tal propiedad.

Demostracién. Dados K ideal de R, Le£(ovt), existen segin lo anterior lef(e),
Jef(7), de forma que IJSL. Ahora aplicando la propiedad débil de Artin-Rees
de o, obtenemos que existe I'e¥(c) tal que I'K<KI, y andlogamente, para T,
que existe J'#(t) tal que J'K<SKJ. Entonces, llamando L’=I'J’, tenemos que

L’e¥(ovT), y se verifica: L’K=I"J’KSI’KJSKIJ<KL..

COROLARIO. Dado un anillo noetheriano R el infimo de una familia de birradi-
cales simétricos en mod-R es un birradical, y el supremo de una familia fini-

ta es también un birradical

Demostracion. Basta combinar los anteriores resultados con (3.2.1).

3.2.5.

Recordemos que un bimédulo M es un bimédulo centralizante (o de Artin), si M
estd generado por elementos R-centralizantes. Asi, por ejemplo, para cada

ideal K de R el cociente R/K es un R-bimédulo centralizante, generado por

1+K.

Diremos que un par (t,0), donde T y ¢ son radicales en R-mod y mod-R,
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respectivamente es un birradical fuerte, si T(M)=c(M), para cada R-bimédulo
-centralizante M. A partir de (3.2.1) es claro que cada birradical fuerte es

un birradical.

PROPOSICION. Sea R un anillo noetheriano y sea ¢ radical en mod-R. Entonces
si consideramos:

a. o verifica la propiedad de Artin-Rees.

b. o(M)seP(M) para cada R-bimédulo centralizante M.

c. o verifica la propiedad débil de Artin-Rees.
Se verifica (a)3(b)3(c) y se da la equivalencia si K(c) verifica la condicidn

fuerte de second layer a derecha.

Demostracién. (a)=(b). Puesto que cada R-bimédulo es wunién directa de

R-bimédulos finitamente generados, y o, c’f

commutan con uniones directas por
ser R noetheriano, podemos suponer M R-bimédulo centralizante finitamente
generado. Sea, ahora N=0(M), entonces N es un R-subbimédulo de M que es
finitamente generado a cada lado (M es R-moédulo noetheriano a cada lado) y
por tanto (1.3.3) existe Ie.“lz(o*) de forma que NI=0. Entonces por la propiedad
de Artin-Rees, (3.1.4), existe Jel’z(o‘)=.‘£2(0‘°p) tal que MINNENI=0, y puesto
que MJ=JM por ser un R-bimédulo centralizante, tenemos JNEMJnN=0. Por tanto,
N es T-torsiéﬁ como R-médulo a izquierda. y asfi (M) P (M).

(b)2(c) Repetimos el argumento de (3.2.1).“D.ados L ideal de R, Ie.‘BZ(O‘), el
cociente L/LI es un R-subbimédulo que estid en fTo_, puesto que es anulado por
le£(o). Asi, puesto que R/LI es un R-bimédulo centralizante, tenemos:

L/LI=c(L/LI)=c(R/LI)AL/LISc"?(R/LI)nL/LI=c-"(L/LI)

y por tanto L/LIe?TGop y entonces, aplicando (1.3.3) tenemos:
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1= AnnR(L/LI)eiez(o-) = #%(c°®)

.y obviamente JLCLI.

COROLARIO. Sea R un anillo noetheriano, verificando la condicién fuerte de
second layer y sean o,T radicales en mod-R y R-mod respectivamente, tales que
#%(c)=¢%(t). Entonces son equivalentes:

a. (1,0} es un birradical.

b. (t,0?) es un birradical fuerte.

3.2.6.

Estudiamos ahora el problema de cuando dada una extensién de anillos R<S, un
radical en R con la propiedad de Artin-Rees induce un radical en S con la
propiedad de Artin-Rees. Los resultados son para anillos con la condicién

fuerte de second layer, notese que en particular son aplicables para anillos

F.B.N.

LEMA. Dada una extensidén centralizante R > S de anillos con la condicion
fuerte de second layer a derecha; para cada radical o en mod-R verificando la
propiedad de Artin—-Rees el radical o inducido en mod-S verifica también la
propiedad de Artin-Rees.
o _ _op

Demostracién. Usando (3.2.5), basta comprobar que o(M)Soc (M), para cada
S-bimddulo centralizante M. Pero M es R-bimédulo centralizante, por extensién
de escalares y entonces usando la compatibilidad de las extensiones
centralizantes (1.3.5), tenemos: o(M)=c(M)sc"(M)=c"*(M), con lo cual o

verifica la propiedad de Artin-Rees.
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- COROLARIO. Dada una extension centralizante R > S de anillos con la condicidn
fuerte de second layer, para cada ideal 1 de R verificando la propiedad de
Artin-Rees a derecha el ideal IS de S verifica también la propiedad de Artin-

Rees a derecha.

Demostracién. Basta aplicar el resultado anterior al radical K., pues

obviamente k_=x
I IS

TEOREMA. Sea RSS una extensién fuertemente normalizante finita de anillos
noetherianos con la condicidn fuerte de second layer, y sea o radical en
mod-R. Entonces ¢ verifica la propiedad de Artin-Rees si y solamente si el

radical ¢ inducido en mod-S la verifica.
Demostracién. Basta combinar (2.2.4) y (2.2.5) con (3.1.6).

3.2.7.

Sea R un anillo, dados dos radicales ¢, T en mod-R, se dice (ver [Verschoren-
90]) que o es Qt—comgatible, si para cada Memod-R se verifica que
O‘QT(M)=QT(0‘(M)). Diremos que o, y T son mutuamente ~compatibles si o es
QT-compatible, y T es es Qo—compatible. Por dltimo diremos que o es
T-compatible, si Vief(c), VYlef(T), existen“ i’e.ﬁ(o*), J'e¥(t), de forma que

I'relJl.

La siguiente proposicién se debe a [Van Oystaeyen-75], ver también

[Verschoren-901:
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-PROPOSICION. Dado un anillo noetheriano R y dados ¢, T radicales simétricos
en mod-R, son equivalentes:
a. o y T son mutuamente compatibles.

b. ¢ es t-compatible y T es o-compalible.

PROPOSICION. Dado un anillo noetheriano R, si ¢ es un radical en mod-R con la
propiedad deébil de Artin-Rees, entonces cada radical simétrico en mod-R es

o-compatible.

Demostracién. Dados Ief(¢), Jef(t), consideremos J'€J tal que red (t), apli-
cando la propiedad de Artin-Rees para J’ ideal de R, lef(c), tenemos que

existe I’ef(c) de forma que I'J’J'ICIL.
COROLARIO. Dado un anillo noetheriano R, si ¢ y T son radicales simétricos en

mod-R con la propiedad deébil de Artin-Rees, entonces ¢ y T son mutuamente

compatibles.
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4.1

- ToPoLOGIAS EN SPEC(R).

4.1.1.
De un tiempo a esta parte se vienen haciendo esfuerzos por hacer una geome-
tria algebraica no commutativa. Basicamente lo que se pretende en un primer
paso es, para una clase lo suficientemente amplia de anillos construir un haz
de estructura sobre el anillo que se reduzca al conocido en el caso conmuta-
tivo y mantenga las propiedades mas importantes de cara a su utilidad. Estas
propiedades buscadas, serian:

‘1. Que coincida con el usual en el caso conmutativo.

2. Que en el caso noetheriano el prehaz canénico sea un haz.

3. Que las fibras sean féaciles de calcular.

4. Que se recupere el anillo por las secciones globales.

5. Que Spec(R) sea cuasi-compacto.

6. Que se obtenga funtorialidad.

El primer problema que surge es que al considerar el que en principio es
candidato natural a haz de estructura sobre el espectro de los ideeales pri-
mos del anillo, se obtiene un prehaz separado que no es en general un haz. Se
comprueba mas adelante que esta obstruccién proviene del anémalo comporta-
miento de la topologia usual (la de Zariski)” en el caso no conmutativo. Se ha
intentado, por tanto (ver [Bueso-Segura-Verschoren-90], [Louden-79], [Merino-
Verschoren-90a], [Mulet-Verschoren-90], [Verschoren-901) considerar subtopo-
logias de la de Zariski, que se reduzcan a esta en el caso conmutativo y con

las cuales GM tenga estructura de haz.
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Solucionado en diversas direcciones el problema anterior, se plantea el
problema de la funtorialidad, se necesita que morfismos de anillos induzcan
aplicaciones continuas entre los espectros y posteriormente morfismos de es-
pacios anillados entre los correspondientes haces. Como ya se justifica en
[Van Oystaeyen-Verschoren-81], no es esperable que esto sea posible para mor-
fismos arbitrarios de anillos, por lo que la clase de morfismos a considerar
serd la de los morfismos centralizantes. No obstante, las topologias que re-
suelven el problema del haz estructura se comportan mal, salvo restricciones
de la clase de anillos, a este respecto. Sélo la recientemente introducida
topologia asociada a los birradicales fuertes salva el primer obstaculo (mor-
fismos centralizantes inducen aplicaciones continuas), pero sélo en parte el
segundo (la funtorialidad se obtiene sb6lo para anillos primos). Vamos a
exponer en este capitulo la situacién de este problema junto con nuestras

contribuciones a la solucién del mismo.

4.1.2.

Estudiamos primeramente la construccién de topologias en Spec(R). Dada una
familia ¥ de radicales simétricos en un anillo noetheriano R, notaremos T(¥)
= {K(¢)| oe€f); vamos a estudiar cuando T(¥) determina una topologia en

Spec(R). Para ello comenzamos con el siguiente lema:
LEMA. Dado un anillo noetheriano a la derecha R y una familia (0'1[ ien}

de radicales en R, se verifica:

1. uJ((crl)= J((Ao‘l).
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2. nJ((crl) = J((vo-l).

Demostracién. (1) Tenemos
PeuJ((O‘l) si y sélo si
existe ieA tal que PE.’K(O‘l), si y sélo si

existe ieA tal que R/PeFo_, si y sélo si
i

R/PeuFo , si y sélo si
1
R/PEFAO‘ , esto es consecuencia del lema 1.1.7.A, si y sélo si
PeJ((Atrl).
(2) Tenemos
PEJ((AO‘l) si y sélo si

R/Pe?Ao_l, si y sblo si

R/Pen“'.f'o_, si y sélo si
i

R/Pe?‘o para cada ieA, si y sélo si
1
PeJ((O'l) para cada ie€A, si y sélo si

Perﬂ((ol).

Como consecuencia tenemos:
PROPOSICION. Sea R un anillo noetheriano a derecha y ¥ una familia de

radicales simétricos en mod-R, cerrada para infimos y supremos finitos

entonces T(¥) es una familia de abiertos para una topologia sobre Spec(R).
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Demostracion. Basta usar el resultado anterior y considerar que ya que R es

-un anillo noetheriano derecha, entonces o‘lwr2 es también simétrica.

COROLARIO. T(¥) es una topologia en Spec(R), para cada uno de los siguientes
casos:

1. ¥ es el conjunto de todos los radicales K estables en mod-R.

2. ¥ es el conjunto de todos los radicales K, en mod-R con la propiedad
deébil de Artin-Rees.

3. ¥ es el conjunto de todos los K, que son birradicales en mod-R.

4. ¥ es el conjunto de todos los K, que son birradicales en mod-R.

Demostracién. Bastarda ver que en cada caso se verifican las condiciones del
lema anterior. Para el primer caso, puede verse en (1.1.9). Los casos 2 y 3
son consecuencia de (3.2.4) y finalmente el caso 4 puede verse en

[Mulet-Verschoren-911].

4.1.3.
Estudiamos ahora la construccién del prehaz. Para cada R-médulo M
consideramos un prehaz BM sobre Spec(R) definido por:

eM(J((o-))=Qo_(M)
Este prehaz GM es siempre separado, como prueba el siguiente resultado.
LEMA. Sea R un anillo noetheriano, y sea ¥ una familia de radicales

simétricos en mod-R, cerrada para infimos y supremos finitos, entonces el

prehaz eM es separado, para la topologia T(¥).
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- Demostracién. Supongamos que J((c:‘)=u1((<rl )=J((ml). entonces tenemos 0=no, =0 .
Considemos el diagrama:

¢
QM) ——— Q. (M)

y veamos que ¢ es inyectiva. Para ello, sea xeKer(¢), entonces existe IeZ(c)
de forma que xISM/c(M), y por tanto si para cada i definimos cjbl = 1t1¢, tene-
mos ¢l(xI)=1ri¢(xI)=0. Asi, xISKer‘(¢l). para cada i, y entonces xIeo-(Qo_(M))=0,

de aqui xea(Q@(M)), y por tanto x=0.

4.1.4.

Falta ahora ver cuando es eM un haz. Para ello, hagamos primero una reduc-

cién del problema.

Si consideramos un R-médulo derecha M y una sucesién exacta
O->-M-SESF
con E y F R-moédulos derecha inyectivos, entonces tenemos una sucesién exacta
de prehaces
0->06 >0_->06.
M E F
Luego probar que GM es un haz es equivalente a probarlo para 9!:’ con E inyec-

tivo. Como R es noetheriano a derecha, entonces E es isomorfo a una suma di-

74



HAZ ESTRUCTURA

recta de R-moédulos derecha inyectivos indescomponibles, y serd suficiente
.probar que BE es un haz para cada inyectivo indescomponible E. Supongamos que
o‘=/\o*1 son elementos de ¥, entonces el problema se reduce a estudiar para cada
inyectivo indescomponible E la exactitud de la sucesién

0> Q (E) » UQ (E) > 1HJQO‘VO‘J( )

Vamos a exigir también la hipétesis de que cada XK(¢) sea cuasicompacto; esto

nos permite una udltima reduccién referente esta vez a la familia (o~| 1eA);
1

es suficiente probar la exactitud de la sucesién

0> Qowr(E) > QG(E)xQT(E) > QO_VT(E)
para cada par de elementos ¢ y T de la familia y cada R-médulo E inyectivo
indescomponible, y esta ultima condicién es equivalente a que o, T sean mu-
tuamente compatibles [Mulet-Verschoren-90]. Tenemos por tanto el siguiente

teorema:

TEOREMA. Sea R un anillo noetheriano a derecha, y sea ¥ una familia de radi-
cales simétricos en mod-R cerrada para infimos y supremos finitos. Entonces
GM es un haz si y solamente si ¥ estd formada por radicales mutuamente compa-

tibles dos a dos.

Tenemos entonces como consecuencia el siguiente corolario. Notese que el

apartado (3) generaliza [Verschoren 7.13]

COROLARIO. Sea R un anillo noetheriano. Entonces eM es un haz para cada una
de las siguientes topologias en Spec(R).

1. La inducida por los radicales K estables.
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2. La inducida por los radicales Kk, con la propiedad débil de Artin-
- Rees.
3. La inducida por los K, que son birradicales .

4. La inducida por los KI que son birradicales fuertes.

Demostracién. Hemos visto en (3.2.4) que dos radicales simétricos cualesquie-
ra, con la propiedad débil de Artin-Rees son mutuamente compatibles, puesto
que cada radical estable, birradical o birradical fuerte verifica tal propie-
dad, basta aplicar el anterior resultado para tener lo pedido, ya que para
cada ideal I de R se tiene que J((KI) = X(I) es cuasi-compacto para estas to-

pologias.

4.1.5.

El siguiente problema a tratar es cuando morfismos entre anillos inducen
aplicaciones continuas entre los correspondientes espectros. Es en este punto
donde empiezan a surgir mayores problemas, pues la continuidad de tal aplica-
cién es obviamente equivalente a que la propiedad definitoria de la clase ¢
se mantenga por el morfismo de anillos y en general no son conocidos teoremas
de cambio de anillo para la estabilidad, ni la propiedad débil de Artin-Rees,
ni por tanto para los birradicales. Los birradicales fuertes muestran un com-

portamiento mucho mejor a este respecto, como prueba el siguiente resultado.

PROPOSICION. [Mulet-Verschoren-91] Cada morfismo centralizante de anillos
noetherianos f:R+S, induce una aplicacién f:Spec(S)+Spec(R), dada por
fQ=r"(Q), que es continua para la topologia inducida por los birradicales

Ffuertes.
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-Demostracién. Claramente es suficiente comprobar que dado un birradical
fuerte (t,0) en R, entonces (T,0) es un birradical fuerte en S, y esto ultimo
es evidente en vista de que cada S-bimédulo centralizante es también

R-bimédulo centralizante por restriccién de escalares.

Respecto a la funtorialidad, ha aqui el resultado al que antes haciamos

mencion.

PROPOSICION. [Mulet-Verschoren-91] Para la topologia inducida por los birra-~
dicales fuertes, cada morfismo centralizante de anillos noetherianos primos
f:R5S, induce un tunico morfismo de espacios anillados

(Spec(S),Bs) - (Spec(R),eR)
con aplicacidén continua subyacente f:Spec(S)>Spec(R), e induciciendo f en

secciones globales.
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4.2.

-UN HAZ ESTRUCTURA EN SpecC(R).

4.2.1.

Nos proponemos en esta Gltima seccién dar una nueva solucién a los problemas
planteados en la seccién anterior. Notese que en todo lo hecho alli se consi-
deraba la localizacién con respecto a teorias de torsién simétricas, y esto,
debido basicamente a la inaccesibilidad de la localizacién en primos en el
sentido del capftulo 2. No obstante los ultimos avances en este tema nos per-
miten construir un haz de estructura con localizacién no simétrica, para una
clase relativamente amplia de anillos; los anillos noetherianos con la condi-

cién de second layer en los que cada clique es localizable.

Lo primero que hemos de notar es que en esta clase de anillos, a partir
de nuestros resultados del capitulo 3, coinciden las diversas topologias in-
troducidas en la secciéon anterior. En lo que sigue consideraremos la topolo-
gia cuyos abiertos son los conjuntos X(I) para los cuales la teoria de tor-
sién K, es estable a ambos lados, o equivalentemente birradical o birradical

fuerte.
4.2.2.

Empezamos con unos resultados técnicos. El siguiente generaliza en parte

[Verschoren-90, 5.12).

TEOREMA. Sea R un anillo noetheriano, y sea (o*l| ieA} una familia dirigida

inferiormente de radicales en mod-R verificando la propiedad de Artin-Rees.
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Entonces, si t:>'=/\o-l se verifica: Qo_(R)=l(i_m(Qo_ | ieA).
i

Demostracién. En un primer paso, veamos que para cada ieA, se tiene
0‘1(E(R))=E(0“(R)). Puesto que R es noetheriano a la izquierda, O‘I(R) es fini-
tamente generado y existe por tanto Ie.‘E(O"l) de forma que o*l(R)I=O, por tanto
de (3.1.2.) se deduce que E(crl(R)) es o'ltorsién y tenemos E(o‘l(R))QO'I(E(R)).
Ahora, si la inclusién fuese estricta, entonces seria o'l(E(R))=E(0‘l(R))eF ’
para cierto OatFSol(E(R)). Para O#feF, tenemos que existe reR de forma que
O#freR y asi freo-l(R) con lo cual Fr\o'l(R)vtO, en contradiccién con lo supues-
to. Ahora, puesto que R es noetheriano, E(R) es isomorfo a una suma directa
finita de inyectivos indescomponibles, y en particular verifica la CCD para
submédulos inyectivos. Por tanto, existe keA de forma que O‘k(E(R)) es un ele-
mento minimal de (O‘l(E(R))/ieA). Veamos que entonces O‘k(E(R))=cr(E(R)). Ya que
¢ verifica la propiedad de Artin-Rees tenemos igual que antes que
c(E(R))=E(c(R)) y por tanto este es un submédulo inyectivo de c‘k(E(R)). Pon-
gamos pues ok(E(R))=0‘(E(R))@F, si es F#0, entonces existe ieA de forma que F
no es o‘l-torsién, ya que si F fuese O‘l-torsic’m para cada i, seria o-torsién y
tendriamos FSo(E(R)), contradiccién. Ya que la familia de radicales es diri-
gida inferiormente, existe jeA tal que o-Jso‘kAcrl. Entonces F no es o*J—torsién
y tenemos por tanto que O‘J(E(R)) es estrictamente menor que O‘k(E(R)). en con-
tradiccién con la eleccién de k. Por tanto, ha de ser F=0 y 0k(E(R))=0(E(R))-
Ahora, para cada ieA tal que o=c,, se tiene que o-l(E(R))=0'(E(R)). y en par-
ticular, para R, tenemos: o*l(R)==o‘l(E(R))nR=0‘(E(R))nR=o‘(R). Como consecuencia,

para estos o, se verifica: Qo(R)ng- (R)SE(R/0(R)). Sea ahora M un R-médulo a
i

derecha y supongamos que para cada ieA se tiene un morfismo f 1:M > Qo(R) tal
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que si crlsoj y gU:Qo_ (R) » Qo- (R) es el morfismo candnico, se verifica
1 J

'fj=guf - Entonces para ver que Qo_(R) = l(i_m{Qo_| ieA}, consideramos los mor-
1

fismos canénicos g!:Qo(R) =) Qo- (R). Tenemos que para oS0, los morfismos g
i

son las inclusiones y ademds Qo(R) = n{Qo_ (R)| o‘lsok, ieA}. Entonces defini-
1

mos f:M - QO_(R) mediante f(m)=fl(m) para cada i tal que o =0, . Asi T esta

bien definido y es el uUnico morfismo que verifica glf =f p para cada ieA.

4.2.3.
LEMA A. Sea R un anillo noetheriano, y sean ¢ y T radicales en mod-R verifi-
cando la propiedad de Artin-Rees. Entonces:

ovt(E(R)) = o(E(R))+T(E(R)) ¥ es inyectivo.

Demostracion. Puesto que o(E(R)) y 7T(E(R)) estan incluidos en ovz(E(R)), te-
nemos tambien ¢(E(R))+T(E(R))=evT(E(R)). Por otra parte, ya que ¢AT es Artin-
Rees, tenemos como antes que oAT(E(R))=E(cAT(R)) es inyectivo, luego existen
R-moédulos FI,F2 de forma que O‘(E(R))=O‘AT(E(R))@F1, y r(E(R))=0AT(E(R))@F2. Y
puesto que cAT(E(R))=c(E(R))nT(E(R)), entonces tenemos
c'(E(R))+T(E(R))=0‘(E(R))®F2, y en particular es inyectivo, por ser suma direc-
ta de inyectivos. Existe una sucesién exacta:
0->F - E(R)/0(E(R)) » E(R)/(c(E(R))+T(E(R))) > O

Pero, en nuestras hipétesis F2 es inyectiva, luego la sucesién escinde y por
tanto E(R)/(c(E(R)}+t(E(R))) es isomorfo a un sumando directo de
E(R))/c(E(R)), en particular es libre de o-torsién. De forma analoga se ob-

tiene que es libre de T-torsién y asi evr(E(R))= ¢o(E(R))+T(E(R)).
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LEMA B. Sea R un anillo noetheriano, y o un radical en mod-R verificando la
. propiedad de Artin-Rees. Entonces:

E(R/c¢(R))=E(R)/c(E(R)).

Demostracion. Sea f:E(R)SE(R/0(R)) el morfismo inducido por la proyeccion
canénica R-R/¢(R), y sea N=Ker(f). Consideremos el morfismo inducido
f:E(R)/N>E(R/c(R)). Tenemos que E(R)/N es libre de o-torsién, luego
c(E(R))SN. Ya que o(E(R))=E(c(R)) es inyectivo, debe existir F de forma que
N=c¢(E(R))eF. Si F=#0, entonces existe O0#xeFnR y entonces f(x)=0 con lo cual
xec(R)nF=0, lo que es una contradiccién. Por tanto debe ser N=c¢(E(R)). Tene-
mos entonces que f(E(R))2E(R)/N=zE(R)/¢(E(R)) es inyectivo por serlo E(R) y
o(E(R)) y se verifica R/o(R)Sf(E(R)), luego ha de ser f(E(R))=E(R/c(R)).
Puesto que f es sobreyectiva, el primer teorema de isomorfia nos proporciona

ahora el resultado.

Este resultado es valido también para el supremo de dos radicales que
verifican la condicién de Artin-Rees por ser ovT(E(R)) inyectivo segin el
lema anterior; otra forma de ver que se tiene el Lema para el supremo de dos
radicales que verifican la condicién de Artin-Rees es comprobar que bajo la
propiedad fuerte de second layer el supremo verifica la condicién de Artin-

Rees, lo que se deduce fécilmente del Corolario 3.2.2.

4.2.4.

Asociada a un conjunto X<Spec(R) cerrado para links consideremos el radical
0, en mod-R (resp T en R-mod) definido por o‘x=/\(crp| PeX} (resp 'cx=/\{rp|

PeX}). Entonces, bajo nuestras hipétesis sobre el anillo R, se tiene X sera
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una unién de cliques X=U(Xl| ieA}, y entonces, puesto que cada clique tiene
- la condicién débil de interseccién:

o= Mo | PeX) = Aw"x' ieA} = /\(o-g(xl)| ieA}

Puesto que cada clique Xi es localizable, cada l‘o’(Xl) es un conjunto de Ore.

Asi el par (tg(xl),og(xl)) es un birradical.

En particular, para cada abierto X(I) de Spec(R), podemos
considerar el radical ¢ =0 .
I X

Definimos ahora un prehaz sobre Spec(R) por 9R(X(I))=Q°_ (R), para cada
I

abierto X(I). Veamos primeramente que este es un prehaz separado.

PROPOSICION. Sea R un anillo noetheriano con la propiedad fuerte de second

layer y en el que cada clique es localizable. Entonces el prehaz GR es sepa-

rado.

Demostracién. Supongamos que X(I)=U(X(Il)| ieA}. Tenemos entonces, para cada

ieA, el siguiente diagrama conmutativo:

o

Q,(R) > IO, (R)
i
pl

Q. (R)

donde notamos Q,(R)=Qo- (R) para cada ideal J de R. Tenemos que 0'I=/\(0'I /ieh}.
J i
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Vamos a comprobar que a es un monomorfismo. Ya que es un morfismo de grupos,
-basta ver que para cada meQI(R) se tiene que a{m)=0 implica m=0. Pero si
a(m)=0, entonces mJeR/O‘I(R) para algin Jeﬁe(trl). Para yeml, tenemos y=x+0‘I(R)

con xe€R y el morfismo canénico @, :QI(R) - QI (R) extiende el morfismo
1

R/O‘I(R) > R/o*I (R). Asi, tenemos:
i

anl(y) = o (x+0‘I(R)) = anl(xwl(R)).

Por otro lado y=mj para alguin jeJ, luego:
o (y) = ocnl(m.)) = pla(mJ] = ploc(m)_) =0

Por tanto, para cada ieA tenemos @ {y)=0, luego Xeo, (R), para cada ieA y
i

entonces xe/\o~I (R)=c(R) con lo cual y=0.
i

4.2.5,
Veamos ahora que efectivamente eR es un haz.

PROPOSICION. Sea R un anillo noetheriano con la propiedad fuerte de second

layer y en el que cada clique es localizable. Entonces el prehaz eR es

un haz.

Demostracién. Ya que cada X(I) es cuasicompacto, podemos reducir el problema
al caso en que X(I) es unién de dos abiertos X(J) y X(K). Tenemos que probar

que la sucesién:

o B
O—)Qo_ o (R) —-)Qo_ (R)XQO_ (R) —)Qa. Vo (R)
Ik J K 1K

es exacta, siendo « y B los morfismos obvios. Por ser un prehaz separado, a
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es monomorfismo. Llamemos EJ=0‘J(E(R)) y EK=0'K(E(R)) y consideremos el si-

-guiente diagrama:

E(R)/EJnE‘.K — E'.(R)/EJ

E(R)/E — E(R)/E +E
K 3K

Este diagrama es un pull-back y se verifica

EJnEK c'J(E(R))m'K(E(R)) = (o*JAo*K)(E(R))

EJ+EK (a‘Jvch)(E(R))

ya que o) y ch son débilmente Artin-Rees, aplicando el lema anterior.

Tenemos entonces:

IR

E(R)/(EJnE‘.K) E(R/(O‘JAO‘K(R))

114

E(R)/(EJ+EK) E(R/(O‘JVO‘K(R))

114

E.(R)/EJ E(R/(O‘J(R))

114

E(R)/EK E(R/(O‘K(R))

Los morfismos del anterior diagrama inducen un nuevo diagrama commutativo:

U re (B > Q. (R)
AR ¢ J
Q, (R) > Q. e R)
K 3K

Este diagrana es también un pullback y por tanto aplicando (4.2.9) se obtiene

lo buscado.

4.2.6.

Para cada morfimo centralizante de anillos f:R->S, tenemos inducida una apli-
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cacién continua entre los espectros f:Spec(S)>Spec(R), ver (4.1.5). Nos dedi-
.camos ahora a estudiar el problema de la funtorialidad, esto es; de cudndo se

obtienen morfismos de haces. Con este fin tenemos los siguientes resultados.

LEMA. Sea R un anillo noetheriano, y sea C un conjunto de Ore a derecha en R.
Entonces para cada R-bimddulo centralizante M finitamente generado, se veri-
fica:

1. Para cada meM y cada ceC, existen m’eM, deC de forma que md=cm’.

2. Para cada meM y cada ceC, tales que cm=0, existe deC tal que md=0.

n

Demostracién. (1) Dado meM, m se puede escribir en la forma m=12=:lrlmi, con
cada mleM R-centralizante. Entonces dado ceC, aplicando y la propiedad de
comin denominador para rl,...,r‘neR y ceC, existen r;,...,r;eR, deC de forma
para cada i=l,...,n. Asi considerando m’=1§1r"iml, tenemos:

n n n n
cm’=c{(Zrm)=Xcrim=2rdm=(Zrm )d=md.
13 S S S = It S T =5 I s TS =

que r‘ld=cr;,
(2) Consideremos, para cada entero positivo p, el R-submédulo a la derecha
Ip de M definido por Ip={meM/cpm=0). Estos submédulos forman una cadena
ascendente de submoédulos de M, que debe estabilizarse, puesto que M es
un R-médulo a la derecha noetheriano. Existe, por tanto, un entero n de forma
que In=In+1. Entonces aplicando (1) a c'e€C, meM, obtenemos deC, m’eM de forma

n +1
que ¢ m’=md. Tenemos entonces que c' m’=cmd=0. Por tanto m’'el =I, luego
a - n+l n

md=c"m’=0.

TEOREMA. Sea R un anillo noetheriano con la condicién fuerte de second layer

y en el que cada clique es localizable. Si X<Spec(R) es cerrado para links,
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entonces para cada R-bimddulo centralizante, los R-mddulos bilateros Q;(M) y

-Q;(M) son naturalmente isomorfos.

Demostracién. Puesto que X es cerrado para links, se puede escribir como una
unién de cliques X=U(X¢x| aeA}. Puesto que cada Xoc verfica la condicién débil

de interseccién, se tiene entonces T, = A T, = AMA T

) = At , y similar-
PEX @ PEX P o X

mente para o*x. Puesto que Xa es una clique, se sigue que cada par (Tx 0 )

a “a
es un birradical, y por tanto (Tx,O‘x) también lo es. Tenemos que (TX,O‘X) es
un birradical fuerte, con lo cual 'cx(M)=0'x(M), y podemos por tanto suponer
que M es ('cx,o*x)—libre de torsién. Por otra parte, puesto que R es noetheria-
no, la localizacién commuta con uniones directas y podemos, sin perdida de
generalidad que M es un R-bimédulo finitamente generado. Sea ahora Q=Q;((M),
entonces Q/M es 'rx—tor'sién como R-médulo a izquierda. Probemos que Q/M es

también de o*x—torsién como R-médulo a derecha. Para ello, es suficiente pro-

bar que es o, -torsién para cada «. Fijemos pues «, y sea qeQ. Entonces exis-
o

te ce@(Xa) de forma que cqg=meM. Aplicando el lema, para c y m, existen
de@(Xa), m’eM tales que md=cm’y por tanto, si llamamos g=qd-m’ se tiene que
cq=0. Por otra parte, puesto que qeQ, existe Ie.‘B(‘rx) de forma que IqEM. Pues-
to que R es noetheriano, I serd un ideal a izquierda finitamente generado,
sea I=Ry1+...+Ryn. Consideremos ahora, para cada i, el elemento xl=y1c_1€M.
Entonces, usando la propiedad de comﬁr; denominador para yl,...,yneR, cef-?(Xa),
existen y;,...,y"\eR, c’e@(Xa) de forma que c’yl=y;c, para cada i=l,...,n.
Luego c’xl=c'yic-1=y;c<_1=0. Usando el lema anterior, existe c”e@(Xa) de forma
que xlc”=0, esto es ylac”=0, y esto para cada i=l,...,n. Luego Iqc’'=0 y

por tanto t_qc”e-rx(Q)=0. Por tanto (qd-m’)c’’'=0 y asi qdc’’=m’c’’eM, y puesto
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que dc”eé’(Xa), obtenemos que qeo (Q’M) y esto para cada «, con lo cual
a

'qecx(Q/M). Para terminar, veamos que M es esencial en Q como R-médulo a la
derecha. Si 0#qeQ, entonces existe Je.‘e(c'x) de forma que qJEM. Si fuese qJ=0,
entonces considerando Ie.?l('cx) tal que IqcM, obtendriamos IqJ=0 y por tanto
IqSo(M)=0, con lo cual qet(M)=0 y por tanto q=0, contadiccién. Esto prueba

que Q=Q;(M)SQ;(M), por simetria se tiene la igualdad.

COROLARIO A. Sea f:R-S una extensién de anillos noetherianos con la condicion
fuerte de second layer y en los que cada clique es localizable. Si X<Spec(R)
es cerrado para links, entonces QX(S) tiene de forma natural, estructura de

S-mdédulo bilatero que extiende la de S.

Demostracion. Estudiamos la estructura a la derecha, a la izquierda se hace
de forma totalmente similar.Podemos, sin perdida de generalidad, suponer que
S es (T,0)-libre de torsién. Dado seS, la multiplicacién a derecha por s es
un endomorfismo de S como R-médulo a la izquierda, luego se extiende
univocamente a un endomorfismo As de Q;(S) como R-médulo a la izquierda.
Entonces, se define una estructura de S-médulo a la derecha en Q;(S), por
qs=7\s(q). Es rutinario (ver [B,J,V]) que con esta estructura el morfismo de

localizacién j:S—)O;((S) es S-lineal a la derecha.

COROLARIO B. Sea f:R-5S una extensiéon de anillos noetherianos con la condicién

fuerte de second layer y en los que cada clique es localizable. Si XSSpec(R)

Loy
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es cerrado para links, entonces, los S-mdédulos bildteros Qx(S) y (%(-(S) son

-naturalmente isomorfos.

Demostraciéon. Probamos que QX(S) y Q)-((S), coinciden como S-médulos a la dere-
cha, siendo analoga la demostracién para la izquierda. Veamos primero que
QX(S) es E‘X—inyectivo. Para ello, consideremos una morfismo f:N-M de S-
médulos a derecha, con nucleo y condcleo de Ex-torsién y un morfismo de S-

moédulos derecha g:N—>Q°_ (S). Puesto que Ker(f) y Coker(f) son o-torsiébn como
X

R-médulos a la derecha, g se extiende a un morfismo de R-médulos derecha
h:MeQU(S). Veamos que h es también morfismo de S-méddulos. Sean neN y seS y
pongamos hs(m)=h(ms)-h(m)s. Claramente hs(m)=0 si s=f(r) para algin reR. Por
otra parte, si S es R-centralizante, entonces hs puede considerarse como un
morfismo de R-médulos M—)QO_(S). Puesto que hs se anula en la imagen de N, fac-
toriza a traves de Es:Coker(f )—)QO_(S). Sin embargo, puesto que Coker(f )Ego” se
sigue que ﬁs=0, y por tanto hs=0. Luego h(ms)=h(m)s si sef(R) o s es R-
centralizante y puesto que estos elementos generan S, se obtiene que h es

morfismo de S-médulos a la derecha. Finalmente, puesto que el nicleo y el

conucleo de la aplicaciéon canénica j:S—>Qo (M) son de o‘x-torsién y por tanto
X

de Ex—torsién, esto prueba que Q_ (S) coincide con Q- (S).
X X

COROLARIO C. Sea f:R3S una extensién de anillos noetherianos con la condicidn
Sfuerte de second layer y en los que cada clique es localizable. Si X<Spec(R)
es cerrado para links, entonces f se extiende a un Unico morfismo de anillos

f:Qx(R)—>Q§(S).

88



REFERENCIAS

Anderson, F.W. and Fuller, K.R.

Rings and categories of modules. Springer Verlag. 1974.

Beachy, J.
Stable torsion radicals over F.B.N. rings. J. Pure Appl. Algebra, vol.24,

1982, pp. 235-244

Bell, A.D.
Notes on localization in noncommutative noetherian rings, Cuadernos de Alegra

9, Universidad de Granada, Granada, 1988.

Bit-David, J. and J.C. Robson (a)

Normalizing estensions I. Lect. Notes in Math., 825, 1980.

Bit-David, J. and J.C. Robson (b)

Normalizing extensions II. Lect. Notes in Math., 825, 1980.
Braun, A. and R. Warfield

Symmetry and localization in noetherian prime PI rings, J. Algebra, vol. 118,

1988, pp. 322-335.

89



Brown, K.
-The representation theory of noetherian rings, preprint, University of Glas-

gow, Department of Math., 1990.

Bueso, J.L., P. Jara and A.Verschoren

Extensions and localization, Comm. Algebra, to appear.

Bueso, J.L., M.I. Segura and A. Verschoren

Strong stability and sheaves, to appear.

Bueso, J.L., B. Torrecillas and A. Verschoren
Local cohomology and Localization, Pitman Research Notes in Math., vol. 226,

1990.

Golan, J.

Localization in Noncommutative Rings, M. Dekker, New York, 1975.

Golan, J.

Structura sheaves over a noncommutative ring, M. Dekker, New York, 1980.

Golan, J.

Torsion Theories, Longman, 1986.
Goodearl, K.R. and R.B. Warfield

An introduction to noncommutative noetherian rings, London Math. Society

Student Text Series, Cambridge University Press, 1989.

90



- Heinicke, A.G. and J.C Robson

Normalizing extensions: prime ideals and incomparability. J. Algebra, 72,

1981, pp. 237-268.

Heinicke, A.G. and J.C Robson
Normalizing extensions: prime ideals and incomparability II. J. Algebra,

1984, pp. 142-264.

Jategaonkar, A.V.
Injective modules and clasical localization in noetherian rings, Bull. Am.

Math. Soc., vol 79, pp. 152-157, 1973.

Jategaonkar, A.V.
Localization in noetherian rings, London Math. Soc. Lecture Notes, vol. 98,

Cambridge Univ. Press, London, 1986.

Lambek, J. and G. Michler

The torsion theory at a prime ideal of right noetherian ring, J. Algegra,

vol. 25, 1973, pp. 364-389.

Letzter, E.S.

Prime ideals in finite estensions of noetherian rings, J. Algebra, vol 135,

1990, pp. 412-439.

91



Louden, K.
. Stable torsion and the spectrum of an FBN ring, J. Pure Appl. Algebra, vol

17, pp. 173-180, 1979.

McConnell, J. and J.C. Robson

Noncommutative noetherian rings, Wiley Interscience, Chichester, 1988.

Merino, L. M.

Radicales y extensiones de anillos, memoria de licenciatura. Granada, 1987.

Merino, L. M.

Compatibilidad de teorias de torsién, Actas de las XIII Jornadas Hispano-

Lusas de Matematicas. Valladolid, 1988.

Merino, L. M.

Strongly prime radical and ring extensions, Proc. First Belgian-Spanish week

on algebra and geometry. Amberes, 1988, 100-105.

Merino, L. M. and A. Verschoren

Symmetry and localization, preprint, 1990.

Merino, L. M. and A. Verschoren

Strongly normalizing extensions, preprint, 1990.

Mulet, J. and A. Verschoren

On compatibility II, preprint, 1990.

92



-Mulet, J. and A. Verschoren

Strong birradical and sheaves, preprint, 1991.

Miiller, B. (= Mueller, B.)
Localization in noncommutative noetherian rings, Canad. J. Math, vol. 28,

1976, pp. 600-610.

Miiller, B. (= Mueller, B.)
Localization in fully bounded rings, Pacific. J. Math., vol. 67, 1976, pp.

233-245.

Miiller, B. (= Mueller, B.)

Twosided localization in Noetherian PlI-rings, J. Algebra, vol. 63, 1980, pp.

359-373.

Page, A.
Extensions normalisantes et condition de Goldie, Comm. Algebra, vol 15(8),

pp. 1599-1606, 1987.

Segura, M. 1., D. Tarazona and A. Verschoren

On compatibility, Comm. Algebra, vol. 17, pp. 677-690, 1989.

Smith, P.F.
The Artin-Rees property, Seminaired’Algébre P. Dubreil et M.P. Malliavin

1981, Springer Lecture Notes in Mathematics 924, 1982, pp. 197-240.

93



- Soueif, L.
Normalizing extensions and injective modules, essentially bounded normalizing

extensions, Comm. Algebra, vol 15(8), pp. 1607-1619, 1987,

Stenstrém, B.

Rings of Quotients, Springer Verlag, Berlin, 1975.

Van Oystaeyen, F.

Prime Spectra in Non-Commutative Algebra, Lect. Notes in Math., vol. 444,

Springer Verlag, Berlin, 1975.

Van Oystaeyen, F.
Compatibility of kernel functors and localization funtors. Bull. Soc. Math.

Belg., 28, pp. 131-137, 1976.
Van Oystaeyen, F. and A. Verschoren
Noncommutative Algebraic Geometry, Lecture Notes in Mathematics, vol. 887,

Springer Verlag, Berlin, 198l.

Verschoren, A.

Compatibility and stability, Notas de Matematica 3, Murcia, 1990.

94



Warfield, R.B.
-Noncommutative localized rings, Séminaire d’Algébre P. Dubreil el M.P.
Malliavin 1985, Springer Lecture Notes in Mathematics 1220, pp. 178-200,

1986.

Warfield, R. B.

Book Review of "Localization in Noetherian rings, by A. V. Jategaonkar".

Bull. Amer. Math. Soc., 17, pp. 396-400, 1987.

95



