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Introduccion

Este trabajo tiene por objeto el estudio de la entropia de Boltzmann-Shannon (BS)
de los estados mecano-cuanticos de un sistema constituido por un numero finito

de particulas. Se centrara la atencién en los sistemas atomicos.

Este estudio esta motivado no solo por el significado intrinseco fundamental
de la entropia BS de un estado que describe un sistema fisico, intimamente li-
gada a la incertidumbre, aleatoriedad o desorden del sistema, sino también por
la estrecha relacién que dicha magnitud tiene con numerosos funcionales de la
densidad que caracterizan propiedades macroscépicas relevantes del sistema (e.g.
energias cinética, de intercambio y de correlacién). El anélisis detallado de esta
relacién fue iniciado por Sridhar R. Gadre y col. [GAD79a, GAD85a] y constituye
hoy dia uno de los aspectos mas solicitados e interesantes [MAR92] de la moder-
na Teoria Funcional de la Densidad iniciada con el teorema de Hohenberg-Kohn

[HOH64, MARS7, PAR89, KRY89, MAR92, GRO95].

Consideremos el estado de un sistema de N particulas que viene caracterizado

por la densidad monoparticular p(7), i.e.

=3 /|¢(F,f~*2,...,FN;al,az,...,aN)|2dF2...d;«’N

en el espacio de configuracién o de posiciones del sistema, o por la densidad mo-

noparticular y(p), i.e.

+
@)= 3 /|¢([)‘,;§‘2,...,ﬁN;al,az,...,oN)Pdﬁz...dﬁN

]

(M

en el espacio de momentos. Los simbolos {7}, p;,0;} denotan las coordenadas de

posicién, momento y spin de la particula i-ésima. Ademas, ¥ y su transformada
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2 Introduccién

de Fourier 9 representan las funciones de onda del sistema en los correspondientes

espacios. Nétese que si N = 1, resulta que p(7) = [%(F)|* y v(p) = [%(P)]2.

Se llama entropia BS del estado en el espacio de posiciones, o simplemente

entropia de posiciones, a la magnitud

Sy = — [ pli)log p(F)di*

La entropia BS del estado del sistema en el espacio de momentos, o simplemente

entropia de momentos, se define correspondientemente como

Sy == [ 1(7)log 1(7)d7

La entropia ocupa una posicién excepcional entre las magnitudes fundamentales
del sistema. Contrariamente a la mayor parte de las magnitudes (e.g., posicion,
momento, momento angular) la entropia no es un observable. No existe, por tanto,
un operador tal que su valor esperado evaluado en el estado considerado sea su
entropia. No obstante, la entropia del estado de un sistema constituye una medida
de la dispersién o esparcimiento de la densidad de probabilidad mecano-cuantica
(densidad de Born) que caracteriza dicho estado. En efecto, la entropia de posicién
S, constituye una medida de deslocalizacién espacial del sistema. Para sistemas de
una sola particula, la entropia de posicién mide la incertidumbre en la localizacién
espacial de la particula. Cuanto menor es esta entropia, mas concentrada esta la
funcién de onda, menor es la incertidumbre y mds grande es la precision en la
prediccién de la localizacién espacial de la particula. Analogamente, la entropia

de momento S., mide la incertidumbre en la precisién del momento de la particula.

Separadamente consideradas, el valor de cada entropia disminuye sin acotacion
posible cuando la densidad de probabilidad correspondiente se hace mas y mas
concentrada o, en términos de la teorfa de informacién [COV91], cuando la infor-
macién contenida por el estado aumenta. En 1975, se encontré que la suma de las
entropias de posicién y momento de los sistemas monoparticulares D-dimensionales

estaba acotada inferiormente de la forma
S,+ S, > D(1 +logm)

que constituye una versién mas fuerte de la conocida relacion de incertidumbre de

Heisenberg [BIAT5).
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Esta nueva relacién, conocida como desigualdad de Bialynicki-Birula y My-
cielski (BBM), es una consecuencia de la reciprocidad o complementariedad de los
espacios de posiciones y momentos. Una densidad p(r) muy localizada esta aso-
ciada con una v(p) difusa, dando lugar a valores bajos de S, y altos de S, y
viceversa. La incertidumbre total en posiciones y momentos no puede ser mas
pequena que la cota Dlog(er). La generalizacién de la desigualdad BBM a los
sistemas naturales de N-particulas fue llevada a cabo por Gadre y col. [GAD85a]

en la siguiente forma:

S,+S,>3N(1+logm)—2N log N

Esta memoria se ha estructurado en dos partes que corresponden, respectiva-
mente, a los sistemas con una o mas particulas. La primera parte, que consta de
los Capitulos 1 y 2, contiene los resultados obtenidos en la determinacion analitica
de las entropias de posicion y momento de una particula en un potencial central
D-dimensional (D no necesariamente igual a tres) con énfasis en los dos casos
particulares siguientes: potencial de oscilador y potencial culombiano. Se observa
que tales magnitudes pueden expresarse, esencialmente, en términos de una nueva
nocién matematica que hemos denominado entropia polindmica. Especificamente
mostramos que la determinacion de las entropias fisicas de los sistemas conside-
rados se transforma en el problema de calcular las entropias matematicas de los

polinomios de Gegenbauer, Laguerre y Hermite.

Este problema se aborda en el Capitulo 1, que recoge los métodos que hemos
disenado para el calculo de estas entropias matematicas en base a la teoria de
funciones especiales y a técnicas constructivas del analisis complejo recientemente
desarrolladas [YAN94b, APT94a, APT94b]. Se halla el valor exacto de la en-
tropia de los polinomios de Chebyshev (caso particular de la clase de Gegenbauer)
y se pone de manifiesto que el calculo analitico de las entropias de los restantes
polinomios involucrados sélo es posible para valores grandes del grado de tales
polinomios, o sea, en el caso asintético (que es, por lo demas, la situacién compu-
tacionalmente mas complicada y, como se menciona mas adelante, mas interesante
en vista de las aplicaciones fisicas posteriores). Ademas, se extiende y se resuelve
este mismo problema en el mismo sentido no sélo a todos los demas polinomios
ortogonales cldsicos (i.e. incluyendo a los Jacobi) sino también a las clases po-
linémicas mas amplias que llevan los nombres de Szégo y de Freud. Se obtienen

los valores explicitos de las entropias asintéticas de estos polinomios. También
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se halla la relacién entre la entropia de un polinomio ortonormal con respecto a
una medida arbitraria y el correspondiente potencial logaritmico. Después, en el
Capitulo 2 se utilizan estos hallazgos matematicos en la determinacién de la en-
tropfas de posicién y momento de los estados mecano-cuanticos del oscilador y
del 4tomo de hidrégeno tanto analitica (en el estado fundamental y en la regién

Rydberg del espectro) como numéricamente.

En la segunda parte de este trabajo, que consta de los Capitulos 3, 4 y 5, se
estudian y aplican en varias direcciones las entropifas de posicién y momento de
los sistemas de muchas particulas, haciendose hincapié en los sistemas atémicos.
La determinacién de los valores exactos de estas magnitudes no serd considerada
debido a que ya en los dos sistemas monoparticulares anteriormente mencionados
y, en particular en el 4tomo de hidrégeno, resulta imposible el célculo riguroso de

las correspondientes entropias.

En lugar de ello, empezamos derivando en el Capitulo 3 una serie de desi-
gualdades rigurosas que permiten acotar y relacionar las entropias S, y S, con
varios funcionales de la densidad (e.g. momentos de frecuencia, energia cinética,
energia de intercambio, ...) del sistema y, a veces, determinadas caracteristicas
de la densidad (e.g. su valor maximo). Estas relaciones son de validez universal
(i.e., para cualquier estado de un sistema multiparticular arbitrario), aplicandose

en particular a los sistemas multielectrénicos.

A continuacién, en el Capitulo 4, se hace uso de la técnica de maximizacion de
la entropia para analizar los datos del perfil de Compton de los sistemas atomi-
cos asi como sus densidades de carga y de momento. El método de maxima
entropia permite obtener estimaciones independientes de modelo a las magnitu-
des recién mencionadas. El objetivo se dirige principalmente a lograr un mayor
conocimiento de la densidad de carga y, sobre todo, de la distribucién electréni-
ca de momentos de los sistemas atémicos a la vista de los datos experimentales
que proporcionan las técnicas de la dispersion Compton de rayos z y rayos v, la
reaccion (e,2e) y los procesos de aniquilacién positrénica sobre el perfil de Comp-
ton y la densidad de momentos. De esta forma se contribuye al problema de la
recosntruccién de densidades de probabilidad usando momentos de varios érdenes
(valores esperados de posicién y momento) en el marco teérico de informacién que
ha sido aplicado a los sistemas atomicos y moleculares primero por Gadre y Sears
[GAD79a, SEA80a, SEA81, GAD85a, GAD85b, GAD85c| y mas recientemente por
Angulo et al [ANG94, ZARY4].
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Finalmente, en el Capitulo 5, se calculan numéricamente los valores de las
entropias BS de todos los atomos con carga nuclear 1 < Z < 92 en su estado
fundamental. También se calculan particularizadamente las entropias de posicién
y momento de las capas y subcapas electrénicas asi como las de otras agrupaciones
electrénicas de cada uno de los atomos considerados. Asimismo, se aborda y
extiende a toda la tabala periddica el problema de la utilizaciéon de las entropias
de informacién como indicadores de la calidad de las funciones de onda atémicas.
Para todo ello se hace uso de varios conjuntos de funciones de onda atéomicas de

tipo autoconsistente.

Notaciéon bibliografica: La notacién bibliografica utilizada en la memoria es

la utilizada en el siguiente ejemplo:

HOH64 P. Hohenberg y W. Kohn, Inhomogeneous electron gas, Phys. Rev. B 136

(1964) 864-870.
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Capitulo 1

Integrales entrépicas de

polinomios ortogonales

En este capitulo se establecen las bases matematicas que se necesitan para la de-
terminacién de la entropia de Boltzman-Shannon de los sistemas monoparticulares
de dimensién arbitraria mas sencillos, a saber el oscilador armoénico y el atomo de
hidrégeno. Esencialmente, como se muestra en el capitulo siguiente, este problema
puede transformarse en el cdlculo de la integral

b
S(P,) = —/ w(z)P2(z) log PX(z) dz, (1.1)

o, en general, de las integrales funcionales
b
B P = —/ 2Pu(z) PX(z) log P2(z) dz, (1.2)

donde {P,(x)}22, denota un sistema de polinomios ortogonales con respecto a la

funcién peso w(z) definida en el intervalo (a,b) de la recta real, i.e.

/ab w(z)Pa(z)Pi(z)dz = hpdn. (1.3)

Las integrales Sz(P,) no han sido consideradas hasta ahora en la literatura ma-
tematica [APT94a, APT94b, APT96, ASS94, YAN94a, YAN94b]. Por razones
obvias de analogia con la correspondiente magnitud fisica, denominamos entropia
de los polinomios ortogonales P,(z) a la integral S(P,) = So(P.). Mas ain, deno-
tando por {p,(z)}2, a los correspondientes polinomios ortonormales (i.e., hn, = 1),
nos referiremos a la nocién

B(P) = - [ w(@)pi(x) logpi(x) d, (1.4

a

9



10 1.- INTEGRALES ENTROPICAS DE POLINOMIOS ORTOGONALES

como la entropia de los polinomios ortonormales p,(z), o simplemente entropia de

los polinomios pn(z) [APT94a, APT94b, APT96, ASS94, YAN94a, YAN94b].

El cilculo exacto de las integrales entrépicas E(P,) y, en general, Ss(F,) re-
quiere la utilizacién de miiltiples herramientas del analisis matematico y de la
teorfa general de los polinomios ortogonales. Adelantemos que, como se observa
a lo largo de este capitulo, esta teorfa ain no esté lo suficientemente desarrollada
para poder determinar analiticamente de forma exacta la entropia E(P,) de los
polinomios ortonormales clésicos salvo en el caso de Chebyshev. Sin embargo,
si podremos determinar el comportamiento asintético de dicha magnitud para to-
dos los polinomios ortogonales clasicos y varias generalizaciones (clases de Szégo y
Freud), estudiar su convergencia y plantear el célculo general de E(F,) en térmi-
nos de la moderna teoria de potencial [LAN72, APT96] como un problema de

investigacion abierto.

En la estructuracién del este capitulo hemos tenido en cuenta que (i) el in-
tervalo de definicién de la funcién peso juega un papel determinante en todas las
propiedades de los polinomios y (ii) la teoria de los polinomios ortogonales con
respecto a una funcién peso de soporte acotado estd mucho mas desarrollada que
la correspondiente a los casos [0,00) y (—o0,+00). Las tres primeras secciones

tienen que ver con los polinomios ortogonales de soporte acotado.

En la Seccién 1.1 se lleva a cabo un calculo algebraico exacto de la entropia
de los polinomios de Chebyshev de primer y segundo tipos, denotados por T,(z)
y U.(z), respectivamente, que son los polinomios ortogonales de soporte acotado
[~1,+1] mas sencillos. A continuacién, en la Seccién 1.2 tratamos de hacer el
mismo calculo con los polinomios de Gegenbauer C;(z), ilustrandose las dificul-
tades con las que uno se enfrenta y que, en definitiva, estan relacionadas con el
hecho de que la férmula de Euler que encontramos para estos polinomios es consi-
derablemente més complicada que la conocida para los polinomios de Chebyshev
debido a que involucra a los polinomios ortonormales en el circulo unidad con peso
w(cos 0)|send|. No obstante, si conseguimos la determinacién asintética (i.e. para

grados altos de n) de la entropia mediante técnicas del anélisis complejo.

El uso extensivo de estas técnicas permite, ya en la Seccion 1.3, la determi-
nacién asintética de la entropia no solo de los polinomios de Gegenbauer sino de
cualquier polinomio ortogonal de soporte acotado que pertenezca a la clase de
Szégo [SZE78, APT94a]. Se observa un resultado importante. El valor asintéti-

co de la entropia esta controlado por el nimero de Kullback-Leibler [(wo/w) de

1900000000000 00000000800000000000000000000000000000°



1.- INTEGRALES ENTROPICAS DE POLINOMIOS ORTOGONALES 11

los polinomios considerados, también llamada entropia relativa de la medida de

equilibrio wp(z) y la funcién peso w(z) de tales polinomios.

La Seccidén 1.4 esta enteramente dedicada al calculo del valor asintético de la
entropia de los polinomios de Laguerre L(z), cuya funcién peso w(z) = z%e™*
tiene [0, 00) como intervalo soporte. Los elementos basicos de este calculo son la
féormula de Plancherel-Rotach [SZE78] y algunos hallazgos recientes del analisis

complejo de Aptekarev, Buyarov, Dehesa y Van Assche [APT94b, APT96].

En la Seccién 1.5 abordamos el caso de los polinomios ortogonales de soporte
(—o0,+00). En este caso se enmarcan los polinomios de Hermite, cuya funcién peso
es e~ , y més generalmente los polinomios ortogonales con respecto a la funcién
peso exp(—|z|™), m > 0, denominados polinomios de Freud [FRE76]. Aqui se
determina el comportamiento asintdtico de la entropia E(P,) asi como de otras
integrales de caracter entrépico de los polinomios de Freud (y en particular de
los polinomios de Hermite) haciendo uso de una férmula de Rakhmanov [RAK93]

y/o la generalizacion de la formula de Plancherel-Rotach junto con los recientes

hallazgos de Aptekarev et al [APT94b, APT96].

Finalmente, en la seccién 1.6 se encuentra la relacion entre la entropia del
polinomio p,, E(p,), ortonormal respecto a una medida du(z) y el potencial lo-
garitmico de la medida p2(z)du(z), hallandose dicho potencial en los casos en
que pn(z) sea un polinomio ortonormal perteneciente a las clases de Gegenbuaer,

Laguerre o Hermite.

1.1.- Entropia de los polinomios de Chebyshev:

calculo exacto

En esta seccién se calculan los valores exactos de la entropia de los polinomios
de Chebyshev de primer tipo T,,(z) y de segundo tipo U,(z) de forma totalmente

algebraica. Los Teoremas 1.1 y 1.2 contienen los resultados obtenidos.
Los polinomios de Chebyshev de primer tipo son [SZE78]

Ta(z) = cosnll, == cosl; n=1012,...
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Constituyen un sistema de polinomios ortogonales con respecto a la funcién peso
w(z) = (1 — 22)71/2 en el intervalo [~1,+1], i.e. satisfacen la siguiente relacion

de ortogonalidad

1/+1T()T() LI ¥ N T
- n\T )L\ )—F——= = F%m,n» ) = )
mJ-1 vi—-z2 277

31
—/ T2(z) o =1
1—w2

Los polinomios ortonormales son, por lo tanto, Tn(w) = /2T,(z) cuando n > 1y

To(z) = To(z).

yparam+n =20

Los polinomios de Chebyshev de segundo tipo son [SZE7S]

sin(n 4+ 1)0
sin 0

Ligla ) = @ == cos¥; w0 L s

)

La ortogonalidad es
+1
—/ 21— B2de = by m,n > 0,

y por lo tanto son polinomios ortonormales.

Teorema 1.1 [YAN94b, Teorema 1] La entropia de los polinomios ortonor-

males de Chebyshev de primer tipo toma los valores

dx log2 —1 cuando n > 1,

= B —l +1 2 2 _{
E(Tn) = m /—1 Pu(®) logpn(:zz)vl —z2 o cuando n = 0. U8}

Demostracién. Usando [ABR70]

Tu(z)

(VI=2Una(@)) = -n 7=

encontramos

1 pHl dz
) T2 2
— [ T2@)log T2(x) =

= e :1 To(z) log T2(2)d (V1 = 22Un_s(w)) .
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Integrando por partes obtenemos

1 dx
- / ) Ti(w)long(x)———,——
N T2, ()T (z) log TX()dz

vl—zUn 1(2)T)(z)dz.

T
De T)(z) = nU,-1(z), encontramos

#1
L[ Taa) g T ) s
™ 1 —x2

—/Hm () log T (z)dz + = / V122U (z)dz

La férmula de Euler (1 — 2?)U2_,(z) + T?(z) = 1 permite obtener que:

1+, g dx 1 5 dx
- [ s i) = - [ g T o) o=y

1 ¥, 5 +1 "
_ ;/_1 Tn(x)long(z)ﬁ+ ;/_1 VI= U2 (z)dz
Entonces, como

—/ 2 (2)V1 - z2dz =1, n>1,

—/ log T?(z) 5 = l/7rlog|cosnﬂ|2d0
T Jo

1—:1:2
1 21r1
= 3 ), e

)
2"+ 2z

5 do (z =€)

n|2 ¥,
(el resultado en la ultima ecuacién se debe a que al ser log ‘H}Z—z—l armonica en
|z| < 1, entonces la integral sobre el circulo unidad es igual al valor del integrando

en 0), encontramos que, para n > 1

9 41 d
—/ T2(z) log Tg(x)l—”” = —2log2 +1.
m™J-1

— 2
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De aqui se obtiene el resultado buscado (1.5) para los polinomios ortonormales
sin més que recordar que estos vienen dados por p,(z) = To(z) = V2T, (z). El

resultado para n = 0 es inmediato. W

Para los polinomios ortonormales de Chebyshev de segundo tipo podemos hacer

tambien un céalculo exacto de su entropia.

Teorema 1.2 [YAN94b, Teorema 2] La entropia de los polinomios de Cheby-

shev de sequndo tipo tiene los valores

~1, n>0. (16)

=——/ z)log U (z W1 — z?dx =

n+1

Demostracién. Usando 7, ,(z) = (n + 1)U,(z) encontramos

9 [+l
—/ U2(z)log U (z)V1 — 22dx
i

_ T2+—1) [ Un(@)10g U2(2)VT = #2dTpa(s)

Integrando por partes se tiene

2 [t 2
;/1 Ui(z)log Ui (z)V1 — 22dx

_ ‘Tnélﬁi (@)U ()T = 22de
_(TQ—FT) Try1(2) (Un($)V I - Tﬁ),log Un(z)dz.

El uso de

(=) = ~fnt 1)% = s Un(x) + VT =2, (o)

permite encontrar

2 s 2 2 1 2 Moy 2
= [ V@) log V(eI —Pda = = [ T241(x)log U (e) iees

+1 i 4 +1
ofe— / Tl vier-ia (n+l)/~1 an+1($)Un($)\/ﬁ—;-
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La férmula de Euler (1 — 2?)U2_,(z) + T?(z) = 1 da lugar a que:
2
—/ UZ(z) log U2(z)V1 — 22dz
mJ-1

+1 d 9+l
_ 3/ 1oguj(x)%_ = [ Uk @) log U(2)VT = 2d

+1 dz 4 +1 dx
+ — / E / slnale )t )————-
+1 1—:62 (n+1) » +1() ()m
El tercer y cuarto término del miembro de la derecha puede ser evaluado por
2 H_, dx
L g =

=

2 [} Tan@)n(e) g

y ademas
dx 1 2m 1 2w
= 2( A - S 5 )12
/ log Uy (z m 7r/o log | sin(n + 1)0|*d0 ﬂ_/0 log | sin 0|*d0
2 n — ymn— 112
- —/ log|°—— 2| 4o
27r -1)2
_l/ do
m
2-,, 2n+2
= [T iog Caln |
1 2m
——/ log |2 l do
7 Jo

1 1
= 2log—-—2log- =

donde se ha usado la propiedad del valor medio de las funciones arménicas. Te-

niendo en cuenta estas tres integrales, el resultado (1.6) sigue inmediatamente. W

1.2.- Polinomios de Gegenbauer

La inexistencia de una formula de Euler sencilla para los polinomios de Gegenbauer

C(z) ha hecho imposible hasta el momento la determinacién exacta de la entropia
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de estos polinomios. Este problema abierto es tanto mds interesante cuanto que
dicha magnitud est4 intimamente relacionada con la entropia espacial de los siste-
mas fisicos monoparticulares en campos centrales. Aqui resolveremos parcialmente
esta cuestién al estudiar el comportamiento asintético de la entropia de los poli-
nomios de Gegenbauer y calcular otras integrales entrépicas que se utilizan en el
capitulo siguiente. Nuestra contribucién principal a este estudio esta constituida
por las férmulas (1.12) y (1.13) asi como los Teoremas 1.3, 1.4 y 1.5 y la relacién
de recurrencia (1.34). En su derivacién, hemos obtenido previamente una férmula
de tipo Euler para los polinomios de Gegenbauer (ver ecuaciones (1.10) y (1.11)) y
hemos hecho uso de algunas propiedades conocidas de los polinomios ortonormales

en el circulo unidad.

1.2.1.- Definicion

Los polinomios de Gegenbauer C(z) son polinomios ortogonales respecto a la

A—1/2

funcién peso (1 — z?) en el intervalo [—1,+1], i.e.

+1 1-2) ¢
[7 cmeMa@) - eyt e = T2 LA (L.7)

s T alln+ N [T
Son un caso particular de polinomios de Jacobi P{*#)(z). Enellos a = 3 = A—1/2,
teniendose

F(A+1/2) T'(n+2) PpOA-1/22-1/2)

[\ T(n+r+1/2) " )

C(z) =

1.2.2.- Entropia. Comportamiento asintético.

Teniendo en cuenta la expresion

(1= 2P H0s) =~ (=@, ()

2A+n

(que deriva de la formula de Rodrigues) encontramos que la entropia de los poli-

nomios ortogonales de Gegenbauer S(C?) puede expresarse como
+1 i
@) = - [ [CM@) loglCh@)(1 — 2?)Hde
i

= e [ el (1 - PO ).

1
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Integrando por partes y usando la férmula de diferenciacién

(CMz)) = 22C)H (),

tenemos
’ = M_. e A+1 z 2 _1:2 A % s
S(C’i) - —(2,\_{_”)”/_1 et (=)L Mad
(2X)? +1 1 : i -
_(2/\—+n)ﬁ/_1 [C)H ()] log[Ca(2)]*(1 — 2*)*2dz. (1.9)

El primer término de la derecha puede ser evaluado usando (1.7)

~ 2O et - o) e = e T )
(2X + n)n J [2(A)(n + A)n!
En un tratamiento anélogo al realizado con los polinomios de Chebyshev, el calcu-
lo del segundo término requiere el conocimiento de una formula de Euler para
los polinomios de Gegenbauer. Ante su inexistencia, vamos en primer lugar a
obtener una férmula de tipo Euler para los polinomios de Gegenbuaer via los po-
linomios ortogonales en el circulo unidad. Sean p,(z) los polinomios ortogonales
en [—1,+1] con respecto a la funcién peso w(z) y g.(z) aquellos con funcién peso
(1 — 2%)w(z). Si ¢u(z) son los polinomios ortonormales en el circulo unidad con

peso w(cos 0)|sin 6], entonces se verifica [SZE78, Seccién 11.5] que

Anpn(x) = z_n¢2n(z)+znd)2n(l/z),
BnQn—l(x) = z_n¢2n(z)-—zn¢2n(1/z),

5= g}

2

donde z = €,

A, = V21 1_}.@.@’ B, = V2r 1_.‘752”_(0),
Kan Kan
y Kan es el coeficiente principal de ¢2,(z). De aqui encontramos para x = cosf y
z = e que
Anpn(z) +iBasinfg,_1(z) = 227"¢an(2),
Anpn(z) —iBosinfg,—1(z) = 22"¢a(1/2),

de modo que

Anpi(z) + (1 - 2?)Bigsy(z) = 4lan(2)I, (1.10)
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que es la deseada generalizacién de la férmula de Euler. Si tomamos w(z) =

(1 — 2%)*~2, entonces, por (1.7), los polinomios ortonormales son

n! 1 5
pa(z) = T(X) (21—511”_12_(:\1)4_'2/\)) Ca(z),

m+Ne-1)" " ..
P +1) (2‘1‘2’\7rf'(n 4 X o+ 1)) CaZi(2);

Gn—-1 (:13)

y para la funcién peso |sin 6|2 en el circulo unidad se tiene ¢2,(0)/k2, = A/(n+A)
[NEV87, GOL74] de modo que

R R ey
n+ A n+ A
y (1.10) se transforma en
4)\? AT'(n + 2X)
A( 12 .2 A1 N2 2 '

Usando este resultado puede transformase el segundo término de la derecha de la

ecuacion (1.9), obteniendose que

B 21'2’\F(n +2X)
I'2(A)(n + A)?n!

% ('mr +(n+A) /tl |f2n(2)|* log[Ci(x)]*(1 — xz)x—%da;) :

S(CY) =

Ademas

— [ lom (P loglCX@P(1 — 2P

= neYA Z—|-Z_1
2 zCn( 2 )
1 2 z+ 27!
e e 1 nYA

27r/o ngc"( 2 )

+ % /027r (|¢2n(z)|2| sin 0[2’\ - 1) log

1 2m
= [ (2 1og

2
| sin 0]**d#); (z =€)

2
do

2

do.

+ 271
nC/\ Z
“o (%57

La primera integral del dltimo miembro puede ser evaluada usando el teorema

del valor medio para funciones arménicas y es igual a 2logc,/2", donde ¢, es el

coeficiente principal de C)(z). Por [SZE78, (4.7.9)] esto da
1 for o [2+ 271 L(n+X)
ﬁ/o log |2"C}, ( 5 )

2
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De otra parte, el resultado de [MAT87, Corolario 2.2, p. 243] permite escribir que:
lim L/27r ||¢ (2)|?| sin 0]** — l'dﬂ =0
n—00 21 Jo L 2

de manera que se obtiene la siguiente férmula para la entropia de los polinomios

ortogonales de Gegenbauer S(C;):

_21‘2’\7rF(n +2X)
[2(A)(n + A)?n!

[(n+A)

S(Ca) = C(A)n!

(n +2(n + A)log 1+ 0(1)]) A{1.12)

Para calcular la integral que involucra los polinomios ortonormales, E(C‘,’)), utili-

s [ (AR ()
Cn(w) - <7r21‘2’\[‘(n +2/\)) C.::(.’I?),

que usados en (1.12) da la entropia de los polinomios ortonormales de Gegenbauer,

Zamaos

también llamada simplemente entropia de los polinomios de Gegenbauer E(C.):

E(Ci) = /:1 [C’,’:(z)] log [C’;}(z)] (1= 322)’\‘1/2dx
B n [(n+A) 721 (n + 2))
= —m—r— 2log —F(/\)n! [1 4 o(1)] + log TS NOVE
= —14+(1—-2\)log2+logm+ o(1), (1.13)

habiendo usado la férmula de Stirling para obtener el resultado en la dltima ecua-

cion.

1.2.3.- Otras integrales entrépicas

En este apartado vamos a hallar el valor exacto de algunas integrales que mas

tarde nos seran de gran utilidad. En concreto nos interesan integrales de la forma:
1

AN = [ (=P P(CNP S (=) de, (1.14)
~1

donde f es una funcién que no depende de n ni A\. En particular, son interesantes

los casos en los que f(z) = log(1 — z?), con lo que la integral a estudiar es

Jy = /1 (1 — 22120 (2)] log(1 — 2?) da, (1.15)

-1

para f(z) = (1 + z)log(l + z), teniendo entonces

1= /_11(1 _ 2O (2)A(L + ) log(1 + ) da, (1.16)



20 1.2.- PoLINOMIOS DE GEGENBAUER

y f(z) = (1 — 2)*(1 + z)'~%, en cuyo caso se considera la integral
1
|- / (1 = 22)*2[CX(@)P(1 — )*(1 + )~ da. (1.17)
=

Los valores encontrados para estas integrales vienen dados por los Teoremas
1.3, 1.4 y 1.5, respectivamente. Finalmente, se obtiene también una relacion de
recurrencia general para la determinacién de las integrales A}(f) haciendo uso de

un resultado reciente de H. Dette [DET93].

Teorema 1.3 Sea
1
dy = / (1-— mz)’\_l/z[C’,’:(x)Plog(l — z%) dz,
i

entonces

['(2X +n)2t"2* 7«
n!l2(A)  A+n

J]Z

1
[w(m +1)—29(A+n) —2log2 — H—n] . (118)

donde 1 (z) denota la funcidn psi, i.e. Y(z) =I"(z)/T(x).

Demostracién. Sea J(n, ) := J;. Usando

—(2/\—2‘:—7;5; [(1 B :1:2))‘*‘1/20;}1'11(1;)], = (1 - x2)/\—1/20;:($),

e integrando por partes se tiene

2\ 1 /
b PR s 2\ H1/2 A+ 3 =2
J(n, ) (2/\+n)n/_1(1 S0 (2) [C(z) log(1 — 2)] da.
Con [C)Nz)]' = 2ACF}(z) encontramos
4\
AN) = ——— -
0N = Gy LA
___2)‘_ ! 2\A-1/2 A+1 A
e [ (1= 2920 (2)C(x) de.

Al ser 2zC ) (z) = RO (z)+términos de orden mds bajo, esto da, por ortogona-
lidad
4)\?

J(n,/\) — m‘J(n—l,)\-*-l)— 2/\+n/_11(1 _552))\—1/2[02(1:)]2(137
_ 4)? . 3 22 T(n 4+ 2))
= B LA - G EONe (1.19)

0000000000000 00000000000000000000000000000000000
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Definiendo T2( )92
K(n,2) = 2T

() = T@a +n)

tenemos que la expresién (1.19) se transforma en

J(n, A),

47

K(m,A) = K(n = 1,A +1) = G smmss.

que es una relacién de recurrencia inhomogénea. Haciendo B(k) = K(k,A+n—k)

con n fijo, tenemos la relacién de recurrencia de primer orden

47

B(k):B(k"l)'(2A+2n—k)(A+n)’
cuya solucion es
B(n) = B(0) - ;o3
"= T A+n 2)\+2n—k

k=1

y escrita en término de K(n,\) es

K(n,A) = K(0,A+n) - % [W(2A + 2n) — (2X + n)],

donde v (z) = I(x)/(x). Para hallar la condicién inicial utilizamos [PRU86, Vol.
2, Férmula 2.6.10.25]

[ a— 2" ogla - 2)dz = o™+~ B(a, B)llog a+$(8) — (e + )], (1.20)

con a, Rea, Ref > 0 para hallar

VT (a+1/2)
['(a+1)

J(0; &) = [(a+1/2) —Y(a+1)], (1.21)

que se transforma, para K(0,a), en
R 2T
K(0,0) = 27 (o +1/2) — pla+ 1),
Aplicando la férmula de duplicacién de la funcién psi [ABR70]
29(2z) = 2log 2 + (2) + (2 + 1/2),

a ¥(2n + 2)) obtenemos la expresion (1.18) buscada. M

Para J, también podemos encontrar una férmula explicita, necesitando para

ello el siguiente lema
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Lema 1.1 Sea
1
Bl i /_1(1 _ 22PMREM (1) 0N(z) log(1 + ) da,

entonces

T F2Ax+n+1)

Lnd) = S TTO D22 (= 1!

1 1
X(2n+2,\+1+2n+2A—1_2A+n)'

Demostracién. Utilizando

2\ + 1)
@A +n+D)(n-1

; [(1 = 2?+32CX42a)] = (1 — M2C2H (a),

que es valida para n > 2, e integrando por partes se tiene

2A+2
(2A+n +1)(

L(n,\) = m— /_11(1 e M P £ [C’\( )log(1 + :c)], dz.

Como [C)(z)] = 2XCpt} (), esto da
4A(X + 1)
A +n+1)(n—-1)

e n)-\:; 1()n / (1 — 22)M3/20M2 (g )Cﬁ\(x)ldx

L(n,X) =

Lin—1,A+1)

Para la ultima integral observamos que

(1 — 22202 () CX(2)(1 + ) !
= (1= 2?1200 (z) [(1 — 2*)(1 — 2)C)¥3(=)] -

Si desarrollamos el polinomio entre corchetes en términos de polinomios de Gegen-

bauer C}}(z), entonces

n+1

(1 —2*)(1 —2)C*2(x Z ACl(z

con lo que solo tendremos que conocer el coeficiente A, de C)(z). Podemos hallar
este coeficiente comparando los coeficientes de 2™, y teniendo en cuenta que
2*T(A+n) ,

Cale) = T z" + mi(z),



1.- INTEGRALES ENTROPICAS DE POLINOMIOS ORTOGONALES 23

donde 7,_1(z) es un polinomio de grado n — 1, encontramos que

A 2"T'(A + n) o 2"2[(\ + n)
" TWn! (A +2)(n—2)V"
de modo que A, = —n(n — 1)/[4A(X + 1)]. Por lo tanto
L a2 42 A dzx __"("—1) 5 L \A=1/2[ A V12
L= s @oE S = ~nogy L0~ =GN d

_n(n—1) 7l(n+2))272H
T A +1) (n+D)nl2(N)

que introducida en (1.22) nos permite encontrar

_ AAA+1)
Ln,2) = (2/\+n+1)(n—1)L(n_l’/\+l)
7270 (n + 2))

CTOTA+ 1)(n+A) @A +n+1)(n — 1)

Para resolver esta relacion de recurrencia, definimos

DTN + 1)22 (rn — 1)!
TA+n+1) Eip:4ds

M(n,A) =

con lo que
s
(mn+N)2A\+n+1)(2X+n)

Disminuyendo n en uno e incrementando A en uno sucesivamente, se tiene

T Z": 1
n+)\k=2(2n+2/\—k+1)(2n+2)\—k‘)'

M(n,A)=M(n—-1,2+1)—

M(n,)) = M(1,n+ X —1)

Descomponiendo en fracciones simples

3 1 n 1 1
§(2n+2)\—k+1)(2n+2)\—k) - §[2n+2)\—k_2n+2/\—k+1]
1 1
T 2 +n m+22-1'
y entonces
M(n,A) = M(Ln+ A —1) — — [ L1 ]
n+Al22 +n 2n+2) -1

Solo tenemos que evaluar M(1,n + A — 1). Observamos que

1
Ll,n+A—=1)=2(n+ X — 1)/ (1 — 22" Y2z 1og(1 + z) da.

=1
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Utilizando

entonces
n+22-2 1 ok B /
- oy e Y ] 1 1 — n+A+1/2 d
L(l,n+A—1) T2 1) og( +:c)[( z") ] x
2n+2X -2 1

- (1 . :L_)n+/\+1/2(1 +x)n+/\—l/2 dr

2n+22+1J
[(n+A+1/2)
_ _ 2n422+1
= fpta—-1p [(2n +2X +2)

que para M(1,n + A —1)

o 1
T n4+A2n+22+1°

M(l,n+X—-1)

y por lo tanto

T 1 1 1
o = 5 )
() A\ T Tl  mi -1 2r+n

de donde se obtiene el lema. W

Con este resultado tenemos los elementos necesarios para encontrar una expre-

sion exacta para la integral J;.

Teorema 1.4 Sea

J= [ (1= PN+ 2) log(1 +2) da, (1.23)
enlonces
(2 922 2
s T (n!;(’;)) (n+)\[1—log2+¢(2/\+n)—1/)(z\+n)]

421 — 1) 1
Tintar—1 (n+/\)2>' (L=

Demostracion. Sea J(n, A) := J,. Utilizando

_(2_/\2-:n)n [(1 _ x2)A+1/2C;L\i.11(x)]’ _ (1 _ xz)/\——l/ZCT/l\(z),
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e integrando por partes se tiene

J(n,\) = (2—/\2:/\7);/_11(1 _ 2PH2EM () {c;(x)(lﬂ)log(l +x)]ld:c
4 X2 1 Y1/ 1 i |

1
+ [ (1= EON +logl1 +2)] de.
Al ser C)*)(2)C}(z) una funcién impar se tiene
1
[ (1= a0 @) O de =,

y por lo tanto

4X? 2\

mj(n = 1,/\+ 1) = mL(n,)\),

J(n;A) =

donde L(n,\) es la expresién hallada en la lema previo. Si definimos

222 T2(\)n!

K(mA) = Tartn)

J(n, A),

y utilizamos la expresion para L(n, ), tenemos

8 2

K(n,A\)=K(n—-1,A+1)+ An+A2 =1 (n+M)2r+n)

Resolviendo recursivamente

8mn 2r & 1
e A - [,f A —
K(n,\) (0, +n)+4(n+)\)2—1 n+,\kz=12,\+2n~k
8nn 2m
O, +8)+ T~y P2+ 20) —$(20 4 0)

Todavia se necesita K(0,n + A). No es dificil encontrar, utilizando (1.20)

M(n+X+1/2)
I'(2n 42X +2)
X[p2n+22+2) —p(n+ 2 +1) —log2], (1.25)

JO,n+2) = 2222 (242X 41)

que usada en la férmula previa da el resultado (1.24) deseado de la integral J;,

haciendo uso de la férmula de duplicacién de la funcion Gamma. B

También para J3 tenemos una expresion exacta.
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Teorema 1.5 Sea

k::/lﬂ—ﬁfﬁ‘”qCﬂxﬂ%I—szc+xfﬂdz. (1.26)

-1

Entonces

5 JITA +a+ DA —a+2) <(2A)n)2

IO+ DI+ D) n!

- L% 3
s Fy ""+2AAf+a+ ats 2.1]. (1.27)
WX+ LA F1,A 48

Demostracién. Utilizando la la férmula de Clausen [SZET78]

- (24}, ? —n,n+2A, A 5
[Caa)] ( 2] ) i I W L L L)

tenemos que (1.14) se transforma en

57 o m)n o il + 2N () g

Si tomamos f(z) = (1 — :c)“(l + z)P, entonces
1

/1 (1 — ;cz)/\-—%'i'kf(z) A == / (1 . m)/\—%+k+a(1 4 z)/\——+k+ﬁ dz

-1
22A+2k+a+ﬁ_r(/\ +k+a+ %)F(/\ +k+06+ %)
T2\ +2k+a+0+1)
TA+k+a+)PA+k+8+1)
T+ &+ P+ b 22 4+ 1)

N3

donde para obtener la tltima igualdad hamos utilizado la férmula de duplicacién de

la funcién Gamma. Entonces, llamando A (a,8) = A}(1 — z)*(1 + z)P], tenemos

VLA + o+ HT(A + 8+ 3) ((2)\)n)2
(A + 2P+ =22 1) \ !

A, B)

Z( n)e(n + 2X)k ( )k(/\+0’+%)k(/\+ﬂ+%)k
S @R+ DA+ 222 (A + 2 1)ek!

que puede escribirse también como
VAT +a+ DO+ 8+ 1) (20,
T\ + 2P+ 2 4 1) | nl

—n,n+ 22, A +a+ A+ 8+ 1
Xolla 1y 4 etBil atB
AN+ LA et ) ol 4]

An(, B)

;1) . (1.29)
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a1, az,0as, a4, as . .
’ 77 1] es terminante y Saalschutziana, esto

bla b2a b3) b4 ,
es, | + a; + ay + az + ag + as = by + by + b3 + bs, y con argumento unidad.

Observar que esta 5Fy (
Haciendo @ = a y # = 1 — a obtenemos el resultado del teorema. W

Otros expresiones interesantes se obtienen para a = (3, simplificandose la fun-

cién hipergeométrica

Al a,a) = VIT(A +a+3) ((2)a 24F3 —n,n+ 22\ +ta+ 1 ny
Al F'A+a+1) n! MA+ I Atatl
(1.30)
Otra simplificacién tiene lugar cuando uno de los parametros es cero:
A0,8) = VAT(A + 3)T(A + 8+ 3) ((zx)n)'z
Y TA+EHrA+5+1) \ n!

—n,n 4+ 20N+ 8+ 3 )

Aets L] (1.31)

También podemos hallar una relacién de recurrencia para Ap(f). Para ello
utilizamos una férmula de recurrencia para los cuadrados de los polinomios de

Gegenbauer [DET93]:

(%)2 [Ca(@))” = ,;, A—j—k[(/‘?(x)]? — (1= ) (1.32)

Multiplicando ambos miembros por (1 — z2)*~2 f(z) e integrando, entonces

(%)2’42(1[) =T§A—J;—kz42(f) — A1), (1.33)

que es una recurencia lineal en n y A para A}(f). Tomando (1.33) para n y

restandole la misma ecuacién para n — 1 obtenemos

n 2 n — 1\2 . 3
(3x) 20 -( D, AL () = TR AL () + AR - A,

que, tras ordenar, da

2V i — (PERAZLY o = A - A, (134)
P 2
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Esta es una relacién de recurrencia finita para cuatro A}(f) ’contiguas’. Si se
conoce el valor de Ay*¥(f) para k =0,1,...,n, entonces podemos calcular AXS).

Observar que la férmula (1.32) conduce a

() eer - (=) e
— (1 = O - (L - @,

de modo que A} = (1 — z%)*[C)(z)]* es para cada z una solucién de la relacién
de recurrencia (1.34). La condicién inicial para esta solucién es Ay = (1 — z%)?,

mientras que las condiciones iniciales para las soluciones AX(f) son

A(f) = /_11(1 — 221 f(z) da.

En particular
ViT(A+a+ LA+ 8 +13)
L(x + &g&—)r(,w b y1)’

Las condiciones iniciales para J, y J; vienen dadas por (1.21) y (1.25), respectiva-

Ap(a, B) =

mente.

1.3.- Polinomios ortogonales de la clase de

Szego

En las dos secciones anteriores hemos considerado el calculo de la entropia de dos
sistemas de polinomios ortogonales con respecto a una funcién peso de intervalo
acotado: Chebyshev y Gegenbauer. Solo en el caso de Chebyshev hemos podido
encontrar el valor exacto de la entropia. Para los polinomios de Gegenbauer hemos
estudiado el comportamiento asintético de dicha magnitud, obteniendo resultados
interesantes aunque susceptibles de mejora. El problema se agrava cuando se
pretende evaluar no ya el valor exacto sino el valor asintético de la entropia de
los polinomios de Jacobi cuya funcién peso generaliza, como se sabe, las funciones

peso de Chebyshev y Gegenbauer.

Aqui se considera y resuelve el calculo asintético de la entropia de los po-
linomios de la clase de Szégo, a la que pertenecen todos los polinomios arriba

mencionados, estudidndose a continuacién la convergencia de dicha magnitud al
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valor asintético obtenido. Puede adelantarse, como uno de los resultados mas im-
portantes (ver Teorema 1.7), que el comportamiento asintético de la entropia de
los polinomios pertenecientes a la clase de Szégo depende en gran medida de la
entropia de Kullback-Leibler o entropia relativa entre la medida de equilibrio wp(z)
y la funcién peso w(z) con respecto a la cual son ortogonales tales polinomios, esto

es de [(wp/w).

1.3.1.- Definicién y propiedades

Se define la clase de Szégo [SZE78] como el conjunto de funciones peso w(z) tales

que verifican
+1
/ wo(z) logw(z) dz > —oo, (1.35)
]

1
1—x2

donde wy(z) = + es la medida de equilibrio en el intervalo [—1, +1].

i

Si {pn(z)} (n = 0,1,2,...) son los polinomios ortonormales con respecto a

dicha funcién peso

+1
/ pu(@)pi(e)w(z) de = 8in, Lm0,
=1

tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.6 [SZE78, Teorema 12.1.4] Sea w(z) una funcion peso en el in-
tervalo [—1,+1], tal que satisface la condicion (1.35). Entonces se tiene que

1/2
pu(z) = V2 (‘:’((:’D cos(nd +7(8)) + o(1), (1.36)

uniformemente en [—1,+1], con 0 € [0,7] = = cosf y wo(z) = + -

1.3.2.- Entropia. Comportamiento asintético

En este apartado hallaremos el comportamiento asintético de la entropia de los
polinomios ortonormales de la clase de Szégo. Para ello sustituiremos la represen-

tacion asintética dada por (1.36) en la expresion de la entropia

ES) = — [ pie)logpl(a)e(z) do
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12

—2 /:1 [wo(x) cos®(nf + 7(9))] log [2?((;)) cos®*(nb + v(0))| dz

wo(z)
(o) dz

+1
-2 /_1 wo(z) cos?(nb + v(0)) log cos*(nd + (0)) dz. (1.37)

= -2 /_tl wo(z) cos?(nd + v(9))

Haciendo uso del siguiente lema

Lema 1.2 [APT94b, Lema 2.1] Sea g € C(R), g(0 + 7) = g(0), f € L'([0,7])
y v(0) es una funcién definida en [0, 7] medible y finita casi por doquier. Entonces

para n — oo
[ oo 4@ 50 a0 — — [ g@)a0 [ 10,

tenemos que la ecuacién (1.37) se transforma en

‘2 +1 ™
B(S.) = -= /_ 1 wo(a:)logZL:?((;)) dz /0 cos? 0 d
D el ™ " 3
——/ wo(x)dx/ cos” 0 log cos” 0 df. (1.38)
 F e 0
Teniendo en cuenta que
/ﬂcoszedﬂz g,
0 T

/7r cos® 0 log cos® 0 df = g—-— 7 log 2,
0

y que

+1
/ wylz)de = 1,

—1

se obtiene

Teorema 1.7 Sea w(z) una funcidn peso en el intervalo [—1, +1], tal que satisface
la condicidn (1.85) y sea {p,(z)} el sistema de polinomios ortonormales asociados.
Entonces tenemos que

E(S,) =- /tl p(z)log p?(z)w(z)dz = —1 + log 2 — I(wo/w) + o(1), (1.39)

donde I(wo/w) denota la entropia relativa de wo(z) y w(z), i.e.

wo(x)

[(wo/w) = /:l wo(z) log ) dz.
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1.3.3.- Convergencia de E(S,)

Al utilizar la férmula asintética (1.39) para evaluar £(S,) para valores grandes de
n, es importante saber como convergen los valores de E(S,) al valor asintético da-
do por (1.39). Como ilustracion, esto se lleva a cabo a continuacion analiticamente
en un caso (polinomios de Chebyshev) y numéricamente en otro (polinomios de
Gegenbauer). De paso, aprovechamos la ocasién para predecir una mejora adicio-
nal de la férmula asintética (1.3.3) de los polinomios de Gegenbauer; mejora que

queda pendiente de demostracion rigurosa.

Por el Teorema 1.7 (ver Seccién 1.3), sabemos que los polinomios de Chebyshev

A

de segunda clase tienen una entropia F(U,) cuyo valor exacto es:

1

n+1

-1, n > 0.

. 9 [+
E(U,) = - /_1 U(z)log U (z)V1 — z2dx =

Al ser la entropia relativa para el peso de Chebyshev I(wo/2v/1— %) = log2,
entonces la férmula (1.39) indica que E(U,) — —1, resultado que resulta evidente
también de la expresion exacta. Se observa que el valor asintético se alcanza con

la velocidad %

De acuerdo con (1.13) (ver Seccién 1.2), tenemos que
E(CA',’}) =—14(1-2X)log2+logm+ o(1).

Por otro lado, al pertenecer los polinonios de Gegenbauer a la clase de Szégo

sabemos que

E(C)) = =1 41log2 — I(wo/w) + o(1),
donde w(z) = (1 — z2)*~/2, que introducida en esta tltima nos da

- 2logm (1 dz 2\ [1log(1 — z?)
E(CY) = -1 + log2 / PR )
Co=—ttlg2+ =) T " w o s

Utilizando
/1 dz .
o Vi—zz 2’
1 2
log(1 — z*) ~ _rlog?,

0o 1—2?
comprobamos que ambos resultados, obtenidos utilzando técnicas completamente

diferentes, coinciden.
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También se ha analizado numéricamente la velocidad de convergencia de E(S,)
para los polinomios de Gegenbauer Cj(z), A > —1. Los resultados se muestran
en la Tabla 1.1, donde la magnitud (E(C,) — S)n (siendo S el comportamiento
asintético de E(S,) dado por (1.39)) se da para varios valores de A y n. Se observa

que la velocidad de convergencia en este caso es

A

k 1
E(C)) = —1+1log2 — I (wo,w) + ;'\+o(;2—>,

donde la dependencia de k en A se muestra en la Figura 1.1.

1.4.- Polinomios de Laguerre

La determinacion analitica exacta de la entropia de los polinomios de Laguerre
L%(z) constituye hoy dia un problema abierto de gran interés fisico-matematico.
Ante esta situacion y dado que computacionalmente podemos conocer de manera
sencilla y poco costosa los valores de la entropia para valores pequenios de n, parece
natural plantearse analiticamente la determinacion de la entropia alla donde el
coste computacional es mucho mas elevado, si es que es posible; nos referimos a
la region de los valores grandes de n. El planteamiento de este problema tiene
tanto mas sentido cuanto que recientemente se ha desarrollado una nueva forma
[APT94b] de abordar el comportamiento asintético de los normas de un sistema
de polinomios ortogonales {P,(z)}nev en el espacio Lf [w(z) > 0,z € R, i.e. de

las magnitudes
/R |Pa(2)Puo(z) d .

En esta seccion, se procede a la determinacion del valor asintdtico de la integral
entrdpica general (1.2) de los polinomios de Laguerre y, como caso particular, el
de la entropia de tales polinomios. Para ello se hace uso del método de Aptekarev-
Buyarov-Dehesa [APT94b] antes sefialado y de la generalizacién de la férmula de
Plancherel-Rotach al caso de los polinomios ortogonales en intervalos no acotados.
Los resultados principales estan contenidos en el Teorema 1.45 de la integral gene-
ral S5(L2) y en la férmula (1.58a) que da el valor asintético de la entropfa de los
polinomios de Laguerre E(L?) = So(L%), no sin antes haber encontrado el Teo-
rema 1.8 fundamental para la estimacion asintdtica de las normas generalizadas

A

NﬁvP(Lg)'

000000000000 00000000000000000000000000c000000000
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n A=—1/4 A=0 A=1/4 A=1/2 X=3/4
50  0.0669 0. -0.0328 0.1000  0.434
100  0.0660 0. -0.0333 0.0992  0.436
150  0.0656 0. -0.0335 0.0990  0.436
200  0.0655 0. -0.0336 0.0989  0.437

Tabla 1.1: Velocidad de convergencia de la entropia E(S;,) de los polinomios de Gegen-
bauer C2(z) expresada en teminos de la cantidad (E(S») — S)n para varios valores de A

y n. Notar que esta magnitud tiende asintéticamente a kj.

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

lll!lllllllllllllllllllllllll

-0.1 | N P S | I i1 1 1 I 11 1 I 11 1 1 I L1 1 1 I | e e S | I

-0.5 -0.25 o 0.25 0.5 0.75 1
: a

Figura 1.1: Gréfica de k4 pa.ra. el polinomio de Gegenbauer Cyo(z)
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1.4.1.- Definicién y propiedades

Los polinomios de Laguerre son polinomios ortogonales respecto a la funcion peso

%% en el intervalo [0, c0),

[‘(a+n+1)

n!

/(; z%e " L%(x) LS (x)dz Onms

de modo que los polinomios ortonormales de Laguerre son

. n! ki Lo
La(z) = (W) cla)

El comportamiento asintético de estos polinomios viene dado por la formula

de Plancherel-Rotach [SZE78, Teorema 8.22.9)
1/2
Wl (z [ ] cos[N(sin2¢ — 2¢) + %] + o(1), (1.40)

™
uniformemente en e < ¢ < 5 — =, ¢

z, =4n + 2a + 2, (L.41a)
N=n+2, (1.41b)

y CON T = Ty €Os°

1.4.2.- Entropia. Comportamiento asintético.

En esta seccién hallaremos el comportamiento asintotico de integrales de tipo
entropico de los polinomios de Laguerre. En concreto encontraremos el comporta-

miento de las integrales

Sp(L3) = = [~ swa(a) [L3()] W [L2@)] dz, B0,

con we(z) = z%~%, la funcién peso respecto a la cual son ortogonales los poli-
p

nomios de Laguerre. Estas integrales se reducen a la entropia usual para g = 0.

Para ello, necesitamos el siguiente teorema:
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Teorema 1.8 Sea

Np,(L2) = /0°° 2 |l L2 ()| de. (1.42)
Entonces
. Npu(L3) _ & _(2\PT(B+1=p/2)T(1 —p/2)T(p+1/2)
i S =N = () S g ean . (9

uniformemente para p en un intervalo que contiene a p = 1.

Demostracién. Como se muestra en [APT94b], donde se analiza en detalle el
comportamiento asintético de las normas L, de polinomios ortogonales en inter-
valos no acotados, la contribucién principal a Ng,p(lA/Z) viene del intervalo donde
la férmula de Plancherel-Rotach (1.40) aproxima al polinomio uniformemente, de

modo que
W) an(2)|” da[1 + (1))

n zn(1—¢) P
Nos(l)= [T e
donde p estd en algin intervalo que incluye a p = 1 y se usa la notacién q,(r)

I:Z(z) Utilizando en esta expresién el comportamiento asintético dado por (1.40),

se obtiene
N zn(l—¢) . |2 dz
Np (L2) = #1V/2 cos[N(sin 2¢ — 2¢) + — 1+ o(1)].
(B) = [ [VEcoslN(sin20 —20) + 3| g T
(1.44)

Teniendo en cuenta que se puede hacer ¢ = 0, como se describe en [APT94b], y

con la notacién ((¢) = sin2¢ — 2¢, entonces

A 2 P
Npp(Ly) = x,g+1—-p2 (")
7
w/2 28 T 2p . i3
X /0 (cos ¢)* |cos[N( () + Z] |cos psin @| P de[1 + o(1)],
donde se ha hecho el cambio de variable z = ,, cos? ¢. Por lo tanto,
. Nﬁm(i’z) . 2%* o 28 ; 1— T,|%P
lim —pr = lim (;) /0 2(cos ¢)* |cos sin ¢| P |cos[N((¢) + Z] de.

Para calcular el limite de la derecha es conveniente hacer otro cambio de variable

=0 : ¢=C"1(C(d) =¢THO) = G(0).

Entonces
_ N,[:z . 4N\P [ . ~ RN
Jim, ﬁ;’%)a}:% () [ teos G Isin 26 (0)]"™ Jcos(No+ )|~ Gi(0) .
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Usando el lema 1.2 se tiene que el limite buscado es

L
lim Nﬁ,P( n)

T—
n—oo 1:5-'- P

= (AY'L [ cos 0 in26,0)7 3(0) d
w) wJo
X /07r |cos 0] df.

Deshaciendo el cambio de variable en la primera integral del segundo miembro, se
obtiene facilmente su valor exacto

i 280 oa-p 4, _ L(B+1—p/2)T(1 —p/2)

/0 [cos @] |sin2¢| " d¢ = PTB12-p) :

La segunda integral es

= 2p _\/7?1—‘(})+1/2)
/O|cos0| df = Tt

Uniendo ambos resultados se tiene finalmente

A

Noo(L3) _ (3)” L(B+1-p/2)(1 —p/2) I(p+1/2)
m Vrl(6+2 - p) F(p+1)°

que es la expresion que buscabamos. Wl

A3, B
In

Con este teorema tenemos todos los elementos para encontrar el comporta-

miento asintético de Sp(L9).

Teorema 1.9 Sea
Sp(L) = — /°° PPua(e) [L3()] W [L2(@)] dz, >0, (1.45)
0

Se vertfica que

2B +3/2) gy 2P(a+ DI(B+1/2)

Ss(L3) N CET R N ES
_22ﬂ—1F(ﬁ + 1/2) o - (0] = nm
NGES)) [2(c+ 1)9(B +1) = (2o + (6 +1/2) - 21
—4(a+1)In2 + v+ 4+ 2(a + 28) + 4aB]n” + o(n?). (1.46)

A

Demostracién. Comencemos considerando la primera derivada de Ng,(LZ) con

respecto a p. Su valor £ N Le esta dado por
dp ﬁ)p n P=1

d Ta
—NB,P(Ln)

. = [7 Pue(@)2(@) 0 [wa(@)g2(2)] dz,

p=1
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donde ¢,(z) = L%(z). Teniendo en cuenta la definicién de Ss(L%), se tiene que

Sa(E5) = = T-NaalL2) 5B +an),
donde las integrales J; y J» viene dadas ;(:r
HB) = [ (=) (@) de. (1.47)
J(8) = /0°° 2# ln z wa(2)g(z) dz. (1.48)

La definicién de Ng,(L2) nos permite escribir

A

Ji(B) = Npta(Ly),

7B) = HARE -1 = TVas(D)
Entonces
So(E2) = = S Npp(B8)| = Napna(E2) + @ Nau(D),  (1.49)
0= G|~ Nanall) + oz

con lo que el estudio de la asintética de Sg(ig) se transforma en el estudio del

A

comportamiento asintético de Ng,(L%). Dicho comportamiento, dado por (1.43),

nos permite hallar los valores asintéticos del las tres componentes j—pN@,p(Lﬁ)I o
p:

Ny a(L2) y %Ng,l(i) de S5(L%). A causa de la convergencia uniforme [APT94b]
se tiene

d_ Nﬁ.p(i’Z)
dp [ «5*P

d

1—‘) %N(/Bap)

p=1

_ _IB+1/2)
2 2T(B + 1)

donde v = 0.577215664 - - - es la constante de Euler, de modo que

p:

24+v—2lnT—9(B+1/2)+2¢(8+1)],

d . d - 5
TNop(L)| =2l ZN@p)|  —Nea(D)lnza +oal).  (150)
p p=1 p p=1

Por otro lado, teniendo en cuenta la uniformidad en 3 de (1.43) para N(3,p)

~

podemos derivar los primeros términos de las restantes componentes N4y 1(LS) y

%Nﬂ,l(ﬁ) de Sp(L2), esto es

oy _ L(B+3/2) 544 1
Ng+1'1(Ln) = \/_TF(IB—_}_Q-)-J:E‘-*. +O(,’L‘5+ ), (1.51)
d . T(B+1/2)
ag" P = e+

{xﬁ Inz, + (Y(B+1/2) — (B + 1))3:5} + o(2? In z,,). (1.52)
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Utilizando la definicién de z,, las expresiones (1.50)-(1.52) se escriben

d 5 o B 22T(B + 1/2) o 22'6“F(ﬁ+1/2)
d_pNB,p(Ln) p=1_— 1/2F(ﬁ+1) In 7r1/2F(ﬁ+1)
x[2+v—2lnm—4In2 — (B + 1/2) + 2¢(8 + 1)) n”
+o(n?), (1.53)

. 2642 (B + 3/2)n[,+1

Nﬁ+1,1(Lz): ﬁ F(,B + 2) + O(nﬁ+1)’ (154)

Yy

dNgi(L) _ 2°¥2T(B +1/2)

B~ 7 T(B+1) {nPlnn+ (B +1/2) — $(B+ 1))} + o(n Inn).

(1.55)

Para sumar correctamente estas tres cantidades es conveniente tener expresiones

mas precisas para Ngi1.1(L%) y dﬁ Np (L) que las dadas por las ecuaciones (1.54) y
(1.55). Para ello usaremos la férmula, primero hallada por Schrédinger [SCH26a,
SCH26b, SCH26c, SCH26d] y més tarde redescubierta por otros autores [NIE79a,

NIE79b], para los polinomios ortonormales de Laguerre L2(z):

b

2
R b —wr i 2 ____T_L_'__ = S F_(i_—{:'f'—"}‘ll
/o z°e "Ly ()] dx_F(n+a+1)rZ=;)<"_7'>

valida para cualquier real s > —1. Por rnedio de esta formula podemos evaluar de

r!

forma exacta las integrales Ngi1,1(L2) y dﬁ Ng1(L)

. n (B+1\'T(B+a+r+2)
Np41,1(L7) F(n+a+1 rz;)(n—r> o ,
d . B+a+r++1)
agen(L) I‘(n+a+1 , (n—-r) r!

x[20(B+ 1) +p(B+a+r+1)—2¢(B+r+1-—n),

de donde se obtiene

oy _ 2ZPYT(B+3/2) [ g4
Nﬁ+1 1(L ) \/"‘ (ﬁ+2) I:nﬁ

S8+ Vet 1] + o), (1.56)

d
B

22T (B +1/2)
Vrl(8 +1)
{nPlnn +[2In2 + (B +1/2) — $(B + 1)} + o(n”). (1.57)

Npa(L)=
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Finalmente, utilizando las expresiones (1.53), (1.56) and (1.57) en la ecuacién
(1.49) se obtiene el resultado buscado para el comportamiento asintético del fun-

cional entrépico Sg(LZ). W

Es interesante mostrar que:

(i) Cuando B = 0, se tiene la entropia de los polinomios de Laguerre E([:ﬁ) =

So(L):
. o0 R 2 . 2
E(Ly) = - e "L log | Ly d
(L3) |7 ame [La@)] log [Li(@)] da
= —2n+(a+1)logn —a —2+log(27) + o(1). (1.58a)
(i1) Cuando B = 1, se tiene que
Sy = — [ e [La@)] og [La(2)] d
(L2) | ate [Li(@)] log [Li(2)] da
= —6n®+42(a+ 1)nlogn + (log(2m) — 2a — 4)n + o(n). (1.58b)

1.4.3.- Otras integrales de Laguerre ttiles

El resultado principal de esta seccion es el siguiente

Teorema 1.10 Sea
19(s;m,05m,8) = [ dzate™(In2)* L3 (2) L4 (<),
0

conn,m,k €N, a,08,s € R, s > —1. Entonces
min(n,m) _ .
Bsinem,f) = Tetn) 3 (e (T2 (270) (1)
o n—r m-—r 7

XGk(S, n,a, ma/B)’

donde
Gr(s,n,a,m,B8) = Gi-1(s,n,a,m,B)G:(s,n,a,m,3)
d
+£Gk_1(3, n,oa,m, ﬁ)?
Y

Gi(s,n,a,m,B) = P(l—a+s)+yp(1—-B+s)+P(l+7+5)
—¢p(l—a—-n+r+s)—¢p(l—F-—m+r+s).
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Demostracién. Partimos de la expresién [SCH26a, SCH26b, SCH26c, SCH26d,
NIE79a, NIE79b]

Infsin,asm, B)= [ dea'eL3(2) L(x)
0
min(n,m) S —a = ,6 s+r
=T 1 —1)mtm 1.59
ern 3o (070) (00 (o
conn,m €N, a,8,s € R, s > —1. De aqui
00 dk
Igc)(s;n,a; m, [3) :/ dzz’e™"(In z) L (z)LP (x) = ﬁls(n,a;m,ﬁ),
0
con k € N. Se puede hallar facilmente Iil)(s;n, a;m, 3):
min(n,m) S — o g — ,8 s+
[(1) . . = T 1 —1 n+m
L(s,n,a,m,ﬁ) (5+ ) ,; ( ) 4 e - #
XGl(Sanaavmaﬁ)v
donde
Gi(s,n,a,m,B) = p(l—a+s)+yp(1—-0+s)+9p(l+r+s)
—p(l—a—n+r+s)—yp(l1-F—-—m+r+s).
Utilizando II(Jk)(s;n,a,m,ﬂ) = %[[(Jk_l)(s;n,a,m,ﬁ), se demuestra facilmente

por induccion el resultado deseado. W

Para n = m, a = (3, la expresion se reduce a

2
= (s—a\'T
Iik)(s;n’a’n’a) — Z (S CY) ('s—_*_:n_tl—)Gk(s,n,a,n,a), (160)
p=p YU —T rs
con d
Gr = Gr-1G1 + EGk—l,
h

Gi=2¢9(l —a+2)+yp(Q+r+s)—2¢(l—a—n+r+s).
Son interesantes los casos particulares siguientes

(n+a+1)

n!

p(n+a+1), (1.61a)

IS)(a; n,a,n,a) =

L

[(n+a+1)

Ig)(a'f' 1;nva;n7a) = n!

2rn+14+(2n+a+1)P(n+a+1)]. (1.61b)
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1.5.- Polinomios de Freud

El objeto de esta seccion es el estudio del comportamiento asintotico de funcio-
nales entropicos de una clase amplia de polinomios ortogonales en el intervalo
(—00,4+00), los polinomios de Freud, cuya funcién peso es exp(—|z|™), m > 0.
Especificamente, consideraremos las integrales

Sa(fy = [

—00

+oo -
|2|Pe”" i (2) log pi(z)dz, B >0,
donde {p,(z)}nev denota la secuencia de polinomios ortonormales de Freud. Obser-

vese que (1) cuando m = 2, los polinomios de Freud son los polinomios de Hermite

y (ii) cuando 8 = 0, esta expresién constituye la entropia de los polinomios p,(z).

La seccion se inicia con el apartado 1.5.1 donde se describen una serie de
propiedades no-triviales de los polinomios de Freud y, particularmente, el resultado
de Rakhmanov sobre la asintética fuerte de los polinomios ortogonales en la recta
real. A continuacion, en el apartado 1.5.2, se aborda la estimacion asintética de los
funcionales entropicos SB(F;”) de los polinomios de Freud, obteniendose resultados
mas finos para los polinomios de Hermite. De esta forma se hallan por métodos
diferentes algunos resultados recientemente encontrados [APT94b, APT96], tales
como la entropia de los polinomios de Freud y Hermite, y se generalizan y extienden
otros. Especificamente, la forma de proceder es la siguiente. Primero se calcula
(ver Lema 1.3) el valor asintético de la integral

o +00
() = [ lelPpi(2)u(e)ds,

lo cual junto con la férmula de Rakhmanov nos permite encontrar el coeficiente
principal de la estimacién asintética del funcional Sg(F™) tal como se muestra en
el Teorema 1.11. A continuacion y con el fin de mejorar tal estimacion en los poli-
nomios de Hermite, se aborda la evaluacién asintética de las normas generalizadas
Ng,p(l:ln) de los polinomios de Hermite en espacios L?(e™*",z € R) definidos por

Nao(H) = [ lal? |~/ (2)

(o]

dzx,

[

tal como se indica en el Teorema 1.12. Las estimaciones resultantes son utiliza-

das posteriormente para obtener el valor asintético de los funcionales Sg(ﬁf) =

A

Ss(H,), i.e. de las magnitudes

3 too B2 2 -
Sg(H,) = —/oo |z|” H;(z)log H;(z)e™® dz,
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que esta recogido en el Teorema 1.13. Se obtiene, en particular, que la entropia de
los polinomios de Hermite E(H,) = So(H,), i.e

E(A,) = —/ e~ F12(z) log H(z)dz
== —n+log\/2n—§+log7r+0(l), (1.62)

y que la entropia de los polinomios de Freud E(Fm) = So( s 1

Bu(F)=— [ ey (2) log pi (o) da

1 1 V(%
=— 26 % +—1og2n——log 2) +logm —1+0(1), (1.63)
m m 2[‘( 21>

tal como también se muestra en [APT94b, APT96].

Finalmente, en el apartado 1.5.3 se calculan también otras integrales que invo-
lucran productos de polinomios de Hermite y funciones polinomicas, exponenciales

y logaritmicas de la variable, que serdn de utilidad en el préximo capitulo.

1.5.1.- Definicién y propiedades

Sea w(z) un peso de Freud, i.e.,
w(z) = exp(—|z|™), zeR, m>0, (1.64)
y sean p,(z) (n =0,1,2,...) los polinomios ortonormales respecto a este peso
| p@pe)u(e) dz = b, Ln20.

Nos referiremos a ellos como polinomios de Freud.

El caso m = 2 corresponde a los polinomios de Hermite, y de hecho los polino-

mios ortonormales p,(z) = H,(z) son en este caso

Poli) = (ﬁ?"n!)

Los polinomios de Freud satisfacen una relacién de recurrencia de la forma

-1/2

H,(z) = k' H,(2). (1.65)

zpn(r) = Ang1Pns1(z) + Anpr-1(z), (1.66)
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con A, > 0. Freud [FRET76] conjetur6 que

Ji e = 5 (167

donde
VTl(3) .
Bm = (r(m+1)> : (1.68)

Freud demostré esta conjetura para m = 2,4, 6, pero el problema permanecié abier-
to para m en general, hasta que Magnus [MAG85] mostré el resultado para m pares
y la conjetura completa (para funciones peso mas generales w(z) = exp(—2Q(z))
donde Q(x) ~ 2™ para x — co) fué finalmente demostrada por Lubinsky, Mhaskar
y Saff [LUBSS].

El comportamiento asintético debil viene del siguente resultado de Nevai y

Dehesa [NEV79a, Lema 3|

M
l = 2 () = ~/
nl)I]go (ﬁmnl/m) Pn\T [ = t2 7

para todo M entero. Si f es una funcién continua casi por doquier en [—1,1] que

crece a lo sumo como un polinomio fuera de [—1, 1], entonces el método de los

momentos implica que

JL%/f( nl/m) P2 (2)w(z) dz = —/ 1_t2 t, (1.69)

que sera de utilidad mas tarde.

En lo relativo al comportamiento asintético de los polinomios, hay un impor-
tante resultado para los polinomios de Hermite (m = 2) conocido como férmula de

Plancherel-Rotach [SZET78, Teorema 8.22.9] que dice que para z = v/2n + 1 cos §

se verifica

g $)= 2”/2'“/4\/77—1——
( \//7mnsin 0
x  (sin[(n/2 +1/4)(sin 20 — 20) + 37 /4] + O(n™")),

uniformemente para € < 0 < 7 — €.

Nevai conjeturé una férmula asintética similar para pesos de Freud con m > 1

[NEV84a, NEV85],[NEV86, Conjetura 4.21.3]. Conjeturd que para 0 < e < 7/2 se
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tiene

(1.70)

- 1/2m n-1/2m
exp(—|$|m/2)pn(x) = (F(—’I;()F(—;-Q 1)) m

1 dt
X  COos <n [0 — sgn(cos 0)| cos 6|™ /|coso| t‘m—l—_—tz} + = Z) 4 O(n“_l/z’”),

uniformemente paran € Ny e < § < 7 — ¢, donde

Esta conjetura fue probada por Nevai [NEV84b] en el caso m = 4 y por Sheen
[SHE87] para m = 6.

Lubinsky y Saff [LUB88] y Lubinsky [LUB89] han considerado una clase de
pesos exponenciales mucho mas general que la de Freud. En particular, la clase

de pesos de la forma
w(z) = exp(—2Q(z)), rzeR, (1.71)

donde Q(z) es par y continua en R, donde Q”(z) existe en (0,00) y Q" (z) existe

para z suficientemente grande, con

@'(w) > G, z € (0,00),

(zQ'(2))'
< —=<
C[ S5 Q/(:C) > Cg, T e (0, OO),
y para algun z suficientemente grande
2| Hm
PR@N L6 i

Q'(z)
Nétese que w(z) = exp(—|z|™) satisface estas propiedades cuando m > 0 con

C, = Cy = m. Lubinsky [LUB89, Teorema I1.4] demostré que cuando C; > 3

entonces la conjetura de Nevai se verifica con un término de orden apropiado

VerPn(enz)y/w(caz) (1 — 22)H* = \/gcos (mr /: Pnen (1) dt + g— - %) + 0(n™%),

para algin § >0y
logn 23
Gy = iy, 1+s( ) :
n
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con s fijo pero suficientemente grande y a, el nuimero de Mhaskar-Rakhmanov-Saff,

e., la raiz positiva de

En este caso
(2) = 2 11 = 2?6, lQ'(enl) — et Q' enit)
:u'n,cn X = 7'r2 . ,-—-———1 = t2 n(t2 — $2)
2 1 et et
L1 (1 cat@'(c )dt> .

+;\/1—x2 ~nr Jo V1 —t?
Para Q(z) = 2™ /2 tenemos

dt

o nﬁﬂ%))”’”
TATER) )

. E ! m—1 dt
Hnen(T) ~ finan () = - lrlt Bt
correspondiente a la expresion antes expuesta. Rakhmanov [RAK93] ha demostra-
do que el resultado tambien es cierto para pesos de la forma w(z) = exp(—|z|™)

con m > 1. Ha demostrado que se tiene

\/gexp(-mw/z)(zg — 2%)ip, (z) — cos Bu(z) — 0, (1.72)

uniformemente para |z/z,| < 1 — € con € > 0 arbitrario, donde

xﬂ_((n+ V(3 )) ’ (1.73)

P(™)
! dt
®.(z) = (n + )/ 1-o™ft")—— -2 ze[0,z.],  (L74)
zk — t? 4

con ®,(—z) =mn — @,().
Lubinksky y Saff [LUB88, Teorema 3.5] dan el comportamiento asintético de
Yn, coeficiente principal de los polinomios ortonormales p,(z) con respecto a pesos

w(z) = exp(—2Q(z)) con Q(z) satisfaciendo las condiciones antes mencionadas.
Obtienen

1 dz 1
. n+1/2 - _
Aizn, n(an/2)" exp ( =58 Q“’“””ﬂ) avor
Rakhmanov [RAK93] obtuvo para w(z) = exp(—|z|™) y m > 1 que

1 Mm4+1,  (2n+1)y/Al(2) _1/3
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1.5.2.- Entropia. Comportamiento asintético

En esta seccién se halla el coeficiente principal del comportamiento asintético de
Ss(F™), ie.,
« +o00 2 2 |z|™
So(E) == [ lalpi(z) log pi(z)e " d,

mediante una técnica totalmente diferente a la usada en [APT94b, APT96], asi
como el comportamiento asintético de funcionales entrépicas Ss(F2). Notar que

E(Fm™) = So(F™).

Antes nos hace falta el siguiente lema

Lema 1.3 Sea

Entonces

B+1 m) \A/m
[(Em™y = /7™ r{ 3) ( F(z))) nPl™ 4 o(nP™). (1.76)

Demostracién. Utilizando la férmula de Rakhmanov (1.72) en (1.75) tenemos
- 2 [on(l=e) cos? ®,,(z)

Idﬂlz—/ g [P )

) T —afn(l—ﬁ)I | \/ 22 — x?

El cambio de variable z = z,t transforma la ultima ecuacién en

. 2 1-e  cos?[N¢(t) — Z]
Ig(F7™) = =28 t[° s
o(B) = 2o [ P

[1+ o(1)].

dt[1 + o(1)],

con N=n+1/2y

d)(t)—/ll AN 0<t<l1
=) [ '
Teniendo en cuenta que podemos hacer ¢ — 0 [APT94b] y llevando a cabo el

cambio de variable s = ¢(t), t = ¥(s) (siendo ¥(s) la funcién inversa de ¢(t)),

tenemos

1o(E7) = 222 [ 1o S E (st + o(1)

w ey T ()
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Entonces
. Ig(Fm C 2 re() cos?[Ns — T
lim Lﬁ"—) = lim — [4(s) ﬁ——[——“]d)'(s)ds,
n—00 zh n—=00 T Jg(-1) 1= d)?(s)

que puede transformarse, usando el lema 1.2, en

) Iﬁ Fm

lim /
n—+eo 8(~1) ,/1 - 7,1;2
Deshaciendo el cambio de variable y teniendo en cuenta

B+1
1 / |t]° F{EY
=" ~ /AT (6+1)

se obtiene
(b T (%)
- .
S VAl (£ +1)

Esta expresién conduce inmediatamente al resultado (1.75) buscado sin mas que

tener en cuenta la definicion (1.73) de z,. W

Teorema 1.11 Sea
A +o0 -
Se(Fm) == [ lalPpi(2) log p(a)e 1" da.

—00

Entonces

oy _ oty [_D(m/2) 1 LBAM AN pir g
ont) T T o)

(1.77)
Demostracién. La férmula de Rakhmanov (1.72) permite escribir que
2 cos?®,(z)
2
pu(z) = — [1+o(1)], =) & 1 =8
Tw(z)y/22 — 22 Tn
Por lo tanto tenemos
= zn(l—¢)
Se(Fy) = — - |z|°p () log pi(x) w(z) dz
—Zn(l—¢
- |z|”p}(z) log pi(z) w(z) dz
|z|>Znpn
- |z|°p% () log pi(2) w(z) dz
zn(1—€¢)<|z|<zTnpn
= S,+S2+4 82 (1.78)
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donde p, > 1 serd precisado mas tarde. La integral S, entonces se escribe

g1 2/%(1—6)' |ﬁcosz(1)n(x)1 (2 cos? @, (z) )
5, = —— | ——o=

T J—zn(1-¢) z2 — x? (z)y/2% — 22
2 [za(l=e) A 1 |

- __/ |x|ﬂw_)10g e
T J—zn(l—¢) /xZ — 2 T /xz — x2

(1—¢) 2
_ _/ |ﬁﬂ(—llog2cos2q> (z) dz
—zn(1- e)

VT2 —x?

2 [anli=q) Ix|ﬁ+mcosz ®,(z)

T J—zn(l—¢) 5 /;L-i — 2

s Sl,l _{_51,2_*_51,3.

dz

El cambio de variable z = z,t da

228 1 |t|ﬁcos2[(n A %)(b(t) — /4] 1 1 1 ) dl
— 0 —_——
T dtibe V1 —1t2 6 Tz, 1 — t2

9B pl-c ﬁcos2[(n “ %)45(75) — /4] log2cos2[(n =+ %)QS(t) — m/4]di

11 _
g7 =

2= By
T o —ide a1 =12

Gls _ _2:1:5“” /l—c |t|ﬁ+mc05 [(n -+ )¢(t) — 7r/4]
" T —14e¢ V1—12 b
donde

1 3 dy
)= IR e t<1
¢(t) /t[ (y)] T 0=l
y ¢(—t) = m — #(t). Notar que $(t) es una funcién decreciente con ¢(—1) =7y
#(1) = 0. Claramente,

S = O(zPlog z,) = O(nP/™ logn),
St = 0(ef) = O(PI™),
571113 - O(a:m'"‘) — O(nﬁ/m“),

n

uniformemente en ¢, con lo que el comportamiento asintético de S estd dominado

por S3. Sea 1(s) la funcién inversa de ¢(t), entonces s = ¢(t) se corresponde con

t=1(s)y

[$ ()17 (s) ds

2:cg+m /4’(1—5) cosz[(n + %)s — 7r/4]

S3 = —
' oot = gas)

™
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Entonces
Skt 2 ré(1-9) cos®[(n + L)s — /4
lim —2— = lim ——/ (- 3)s = m/4) oy mapr(s) ds
n—00 Bon n—0o d)(—1+c) 1 _ ¢2(5)
Utilizando el lema 1.2, se tiene que
Sl & 1 fl-e |¢]B+m
lim —— = / |'B+m1,b( ) ds ——/ id dt.
n—00 po —14¢€) \/1T¢2— ™ J—1+4e€ m
(1.79)
Para la integral S2 utilizamos —1/e < zlogz con lo que
1 00
— [ lolPu(e) da < -2,
€ J—-o0
y —S? est4 acotada por debajo. Para una cota superior escribimos
~Si= [ lePri@u(e) g @@z + [ el (e)u(e) da
Z(>TnPn Z|>TnpPn

Usando la cota p2(z)w(z) < Cn'/3~Y™ (—co < & < o0) (ver [LEV92, Corolario

1.4]) tenemos

/lxbw” |z (z)w(z) log[p? (z)w(z)] do

1 1
t (logC + (5 — E)log n> /|z|>z‘ , |z|Pp2 (z)w(z) dz.

Por desigualdades de rango finito-infinito en L, [LUB88, Teorema 7.2], se tiene

/|xl>xnpn =Pl ()w(z) de = 0(1)/ |z|Pp2 (z)w(z) dz = o(n”/™),

donde se ha usado el lema 1.3, con p, =1+ C (L’ﬁﬂ)z/s. Por lo tanto tenemos

/Ia:|>z,,pn Pi(ﬂf)w(x) lOg[pi(x)w(:c)] dr = O(nﬁ/m log n)

Tambien tenemos, por (1.69), que

lim pi(z)w(z)|z|Pt™dz = 0,
1400 J|z|>znpn
con lo que |S%| = o(nf/™logn). La integral —S3 estd también acotada por de-

bajo, lo que se obtiene usando —1/e < zlogz, y para una cota superior usa-
mos p2(z)w(z) < Cn'/3~Y/™ de modo que para z,(1 —€) < |z| < znp, tenemos
p2(z) < Cnl/3-1/mem'sx y por lo tanto

/ 2192 () log P2 (=) w(z) da
zn(1—€)<|z|<Tnpn

< (1ogC + (5~ —-)logn + 277 [ 2l 2 (x)w(a) da.

n(1=€¢)<|z|<znpn
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Usando (1.69) hallamos

2 L |zf?
li z|Pp? (z)w(z dz:—xﬁ/ ———dr,
n'l_’rgo $n(1_5)glzlsxnpnl I pn(w) ( ) ™ & 1=¢ \/1 —$2
y por lo tanto
|15 ,,2 N
lim <
nsea’ G Y

Combinando los resultados para S1, S2 and S} se tiene

1 pli-e lt|ﬁ+m 9 1 |~"3| g ([:“m)
— dt—C” d <l f
/—1+( A/ L — 12 1-e /1 — 2 ’ g m x£+m

: Sp(Fy) 1 = = 2 v =)
< Sl i g dt /”——/ g
< limsup - /—1+c V1 —t2 & T e A/ 1 = xzdm

Tomando ¢ — 0, usando (1.73) y

_/ - 2 (%)
T T gm0

se obtiene finalmente el resultado (1.77) del Teorema 1.11 buscado, a saber

lim

n—00 nﬁ/m+1

Sp(F7') Fm _ B/(2m) [ I'(m/2) r/mH [(B+m+1)/2)
I'((m+1)/2) T((B+m)/2+1)

Un resultado mucho mas fino para Sg(F2) = Sp(H,), puede obtenerse por

medio del siguiente

Teorema 1.12 Sea

Entonces

fim Vo) _ (2Y r(g+1)r-3) F(’;+ Dm0

1=
n—00 .’L'g+ 14
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Demostracién. Actuamos igual que en la demostracion del Teorema 1.8. Al venir

A

la maxima contribucién a Ng,(H,) del intervalo donde la férmula de Rakhmanov

(1.72) converge uniformemente, podemos escribir

2 cos® ®,(z)

™ 3 o
It —o

zn(1—¢) E
Noo(Hn) = | | da[l + o(1)].

—zn(1—¢€)

Al igual que en el Teorema 1.8, se puede tomar € — 0, con lo que

2 cos? ®,,(z)

™ 2 g2
e —3

dz[1 + o(1)].

Nop(Hn) = [ lalf

—Tn

Haciendo el cambio de variable z = z,t se tiene

. 2P _, [ cos? [N(t) — %]
Naglit) = (2) aiior [ e |22

P
dt,

con N=n+1/2y

¢(t)—/11 tm—dy_ Dzt
- : y 1 — y2 ) ¥
Por medio del cambio de variable s = ¢(t), la ecuacién anterior se escribe

cos?[Ns — %]

oty = (2 st [ o E

¢

El uso del lema 1.2 nos da

2 P 1 n
lim M = (_2_> 1 / & dt cost? sds.
=

m

nyey L BHIp ,r Vit Jo
Con
L, d T(E+1)r(1-3)
7r/—1||\/1_——ﬁ_ ﬁl‘(%ﬂ) ’
Y

. r(p+1)
% sds = /T——2L
/Ocos sds ﬁl‘(p-{-l)’

obtenemos el resultado final del teorema. M
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Teorema 1.13 Sea
2 oo F72 (72 —z?
So(ln) = = [ |27 i2(x) log ()™= da

Entonces

i A ES)

/2-1] (B+L

Sp(Hn) = ’) ﬁ/2+1_2ﬁ r (%)
VAT (§+2)
+

VAT (£+1)
Qﬁ/2 ir (2

( )) [3+,8—log2+7——210g7r+¢(§-+1)]nﬁ/2

n??logn

+o(n ﬁ/2), (1.81)

donde y(z) = I'(z)/T'(z).

Demostracién. Para obtener este resultado actuamos de idéntico modo a como
se actia en la obtencién de la féormula (1.46) correspondiente a los polinomios de

Laguerre. Tenemos que

d

+oo 9 & 2 %
=/ |z|Pe™ H:(z)logle™® HZ2(z)|dz.

—00

p=1

De la definicién de Sg(H,) se tiene

donde la integral J (8 + 2) viene dada por
+o0 2 A
I@) = [ lolfe X (z)da.

De (1.80) tenemos

d Ng,(H,) d
T -+ —N{(f,p)
dp .’Eg+1 ? p=1 dp p=1
2\/_[2+7—210g71'+¢(ﬁ )]
De aqui obtenemos
d - sd = 5
d_Nﬁ,p(Hn) = _N(IB p) — Np1(H,)log z,.
p p=1 dp p=1

10000000000 000006000800000ORCSOCGCCGCOLOOIOONONOOODONOONOOOOOONT
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Teniendo en cuenta que, de (1.73), £, = v/2n + 1, se tiene

X 9B8/2-1 (B+1
d—Nﬁ,p(Hn) = _———( 2 )nﬁ/zlogn
dp - vl (£ +1)

ALY, g
———=22—log2+v—2lo 7r+1/)<—+l>nﬁ/2
ﬁF(-§+1)[ g g 5 ]

+o(nP/?). (1.82)
De (1.76) sabemos que
201341 (£42)
VTl (£ +2)

pero para sumar correctamente las dos cantidades nos hace falta una termino mas

de J(6 + 2). De (1.85) podemos obtenerlo

J(B+2) = 2 4 o(nfPH),

B+3
F(%) 20/2+1 nB/2+1 26/

VT |r(8+2) r(g+1)

nP2| 4 o(nﬁﬂ),

J(B+2) =

que junto con (1.82) nos da el resultado buscado. W

1.5.3.- Otras integrales de Hermite ttiles

Teorema 1.14 Sea

Ig(B;n,m) = /+°° |z|°e*" H,(2) Hpn(z)dz. (1.83)

Entonces

I(B;n,m) =0, (1.84)

stn+m es impar y

ngm_ g5 min(n,m) -
Iﬁ(ﬂ;n,m)=2 I Ch) > J—i(’?)("f) : : , (1.85)
n!m! i 2 \J1/\J I‘(—"";‘m+3+1)

st n+m es par
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Demostracién. Si n + m es impar, la integral es impar, con lo que Iy (8;n,m)

es 0. Si n+ m es par, tenemos

2?e™" H,(z) Hp(z)dz.

1 oo
Ig(B;n,m) = ,———Wzmﬂ_zn!m!/o
Utilizando [PRU86, Volumen 2, Férmula 2.20.16.15]

/oo 2 1e=""" H,,(cz) H,(cz)dz
0
VT ['(a) a—m-n+1

= —m, —n, +1/2
2a—m-—ncar<a_n;m+l)2Fl( m,—n; 5 : / ),
se obtiene
. ) r(6+1) 8 —m ~n
Ig(B;m,n) = Fi(—m, —n;——— +1;1/2),
alP ) vVnlm! T (————ﬂ"';_" 4 1)2 1 2 /2)

de donde se obtiene facilmente (1.85). W

Teorema 1.15 Sea

19(8;n,m) = /+°° |z|°(log |z])*e™" Hy(z) Hu(x)dz, k€N, >—1. (1.86)
H 3 - n m ¥ 7 = ®

Entonces

1%)(8;n,m) = 0, (1.87)

st n+m es impar; y

(k) (. _
I].“] (/Banvm) e

min(n,m) g
7! n) (m) 1
® = . , - Gr(n,m);1.88)
= J(] i) (B )

en caso contrario, con

d
Gk(n, m) = G'k_l(n,m)Gl(n,m) + EG’kq(n,m), (189)
! 1 B—m—-n .
Gl(n,m)=¢(ﬁ+1)—§¢(——2— +7+4+1)—log2. (1.90)
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Demostracién. Sin+m es impar, la integral es impar, por lo tanto [gc)(ﬁ; T, 1) =

0. Si m + n es par, entonces se tiene

k

a1 I5(8;n,m).

(k)
B(B5n,m) =
Se comprueba immediatamente que

T (B+1)
\/_

) Z=: (J><?>F(ﬁ—%ﬂl+j+1)6'(n’m)’

con GGi(n,m) dado por (1.90). Utilizando

1) 3. —
[H (/ansm) -

d
[ (8m,m) = 22y (Bin,m),

se obtiene facilmente por induccién el resultado buscado. W

Particularmente interesante es el valor

1.6.- Entropia y potencial logaritmico

En esta seccién se describe una forma general (Apartado 1.6.1) de determinacién
de la entropia de los polinomios p, () ortogonales con respecto a la medida du(z)
en términos del potencial logaritmico de la medida p?(z)du(z). A continuacién,
en los Apartados 1.6.2, 1.6.3 y 1.6.4, se aplican los resultados obtenidos a los
polinomios ortogonales cldsicos que juegan un papel central en esta memoria, a
saber, los polinomios de Gegenbauer, Hermite y Laguerre respectivamente. Para
ello se calculan previamente dentro de cada apartado los potenciales logaritmicos
de las correspondientes medidas, lo que constituye por si mismo una contribucién

a la moderna teoria del potencial.
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1.6.1.- Teoria general

Si p, (n =0,1,2,...) es un polinomio ortogonal con respecto a una medida u(z)
sobre la recta real, sus ceros z;, (j = 1,2,...,n) son todos reales y simples.
Entonces podemos escribir pp(z) = kn[[}=;(z — Zjn), siendo k, el coeficiente

principal de p,(z), para encontrar

log p2(z) = 2logkn + 2 _ log|z — zjal,

i=1

de modo que la expresion (1.4) se transforma en
B(P,) = 2log ks [ pi(z) du(z) +2 3 [ pi(z)log |o = ;] dis(a).
=1

Si v es una medida de probabilidad, entonces

Ulzm) = [ log dpu(z)

|z — |
es el potencial logaritmico de la medida p [LAN72, NIK92]. Considerando la
distribucién de ceros de p,(z), i.e.

n

Z 5(1: - mj,n)a

i=1

HUn =

S|

entonces
log |pn(2)| = log kn — nU(2; pn).

Si los polinomios son ortonormales el coeficiente principal se suele notar por 7,;

entonces se tiene que

B(P,) = 210g yn — 20 [ U(w; )i () dp(a). (1.91)

La integral doble

[gt,) = [ [ tog = du(z) du()

|z -yl
es conocida como la energia mutua de las dos medidas p y v [LAN72, NIK92], y
cuando pu = v entonces [(p, ) = I(p) es la energia logaritmica de p. Si definimos

para el polinomio p,(z) la medida de probabilidad

dva(z) = pi(z) du(z),
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entonces tenemos la siguiente relacién entre la entropia E(P,) y la energia mutua

de las medidas pu, y vn:

E(P,) = 2log v, — 2nl(pn, Vn). (1.92)

Para la clase M(1,0) [NEV79b] se sabe que ambas medidas p, y v, convergen
debilmente [ASS87] a la medida po dada por

1 dz
dpo(z) = il

y que lim,, ., ¥}/™ = 2, luego para los polinomios ortonormales en M(1,0), se espe-

—-1l<ax<l,

ra que F(P,) ~ 2nlog2—2nl(uo), y como I(uo) = log2 tenemos que E(P,)/n —
0.

Utilizando el teorema de Fubini, tenemos que (1.91) o (1.92) pueden escribirse

como

E(P,) =2log v —2) U(zjnivn), (1.93)

j=1
lo cual nos relaciona la entropia F(P,) con el potencial logaritmico de la medida

Up, 1.€.

Ulziva) = [ p2(z) log du(z). (1.94)

Si nos restringimos a medidas con soporte en el intervalo [—1, 1], entonces po es

|z — 2|

la medida de equilibrio para [—1,1] que minimiza la energia /(x) sobre todas las
medidas de probabilidad con soporte en [—1,1]. El potencial logaritmico U(z; o)
es constante en [—1, 1] e igual a log 2 [ASS87]. Ademas tenemos que, para cualquier
medida en [—1, 1],
- ; < = & .
e Uiep) = I(po) =log2 < =, U(z; ),
lo que muestra que U(z; ;) oscila alrededor de log 2 para z € [—1, 1]. Para encon-

trar los extremos consideramos

LU() = = [ i) log —~—du(e) = [ B iz

|z — z| 1z —2

(Para z € (—1,1) esta integral debe considerarse como el valor principal de

Cauchy.) Esta ultima ecuacién puede escribirse como

du(z) + pu(2) [ 225 (o)

T —Zz -1 —Zz

-1 —Zz

B gy = [ a2 nl)
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Al ser [p.(z) — p.(2)]/(z — z) un polinomio de grado menor que n en z, por

ortogonalidad tenemos
d
Uz 0n) = —pu(2)aa(2),

%
donde ¢,(z) = [ pn(z)/(z — ) du(z) es la funcion de segunda clase. Por lo tanto

los extremos de U(z;v,) estdn localizados en los ceros de p,(x) y g.(z). Para ver

si tratamos con maximos o minimos consideramos la segunda derivada

d2
T3 U(zn) = =Pu(2)4a(2) = Pu(2)0n(2),
que, evaluada en los ceros de p,(z), da
d? ,
U (@inivn) = =P (2in)n(2im).

Considerando los polinomios asociados
Pn
g = [P o) < p()ae(s) — aale),
z—z

entonces, en los ceros de p,(z), se tiene p{), (z.) = —gn(2jn). Entonces,

d‘Z
EEU(‘TJ,TH V’"—) - p'n—l (.'l’:] n)pn(:l:] ")

(1)

siendo esta cantidad positiva, ya que los ceros de p,(z) y p,2; se entrelazan. Luego

los ceros de p,(x) son todos minimos locales de U(z;vy).

1.6.2.- Polinomios de Gegenbauer

Utilizando JAT( N
1 1 () + =
1 2 /\—5 d — b S a3
/_1( wy e A+
tenemos que la medida de probabilidad para los polinomios de Gegenbauer es

T(A+1)

wy(z) = m(l —z*)*73, (1.95)

siendo los polinomios ortonormales para esta medida de probabilidad

v (n+x TN N\
pn(x)—( ;) I,(11—*_2/\)71!) C,’}(:c), (1.96)
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y, por lo tanto

[ @ @yun(@) dz = b

En esta seccién hallaremos el potencial logaritmico

v*a)::—-/:[cg(xNZkg|x-t|(1—-z%*-%dx, (1.97)

n

que esta relacionado con el potencial logaritmico U(t;v,) por

. _oon+X [(2)) »IF(A+1)
Ultim) = = F(n+2/\)ﬁr()\+§)v"(t)

= 0=~ [ @) logle ~ thes(e) da.

Teniendo en cuenta r( )
2" '(n +
X n
Cle)= ——n!F(/\) "+ ... (1.98)

hallamos el coeficiente principal de los polinomios ortonormales p}(z)

2 T(A+n+ 1)I(2))
= T+ D(n +2))

(1.99)

Nos hace falta conocer el potencial V. en los ceros de p}(z) para evaluar la entropia

de los polinomios de Gegenbauer utilizando (1.93).

Consideremos primero los casos A = 0y A = 1. Si z,¢t € [—1,1], podemos

encontrar 6, ¢ € [0, 7] tal que z = cos @ y ¢t = cos ¢. Entonces tenemos

|x —t| = |cos¢ — cosd|
_ %le""‘ et _ g0 _ i)
_ %|ei¢ — & | — e ).
Luego
log |z — t| = log % + log €' — €| + log |e*® — e7*|.

Usando la serie de Fourier [GRAS80]

00 k )
zcos Lp:—log|1—e""|, 0<p<2m
k=1 k
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encontramos
1 = k(¢ 0 k 0
loglz —t| = log——zg(—~—— ZCOS ($+9)
2 k=1 k=1
1 Ll |
= log= —2Y —Ti(z)T(t) (1.100)
2 o k
Utilizando i "
A —
lim$Ca(e) = ~Tu(z),  n#0,
hallamos
2
004N ,\ - 2 _
VR = lim S5V () = / T(x)log |z tn\/——

y para —1 < t < 1, de la ecuacién (1.100), tenemos

: 2 1 S
vnO(t)zlogz—/_lTj() i 22——/ %

T i
Como Ty, (z) = cosnb para = cosf, hallamos facilmente
1
Ti(z) = 5 [Ten(2) + 1],

y utilizando la relacién de ortogonalidad de los polinomios T, (z),

d
_/ )T (2) 130 =Sy  BWMZL
—z
tenemos g
— T2 = —4; L)
/ £ (2)T; \/1 —a:2 4 %
con lo que
« Ton(t
Vf(t):log2+22—(), -l1<t<l, n2>1.
n

De forma similar
Vit = %v,}(t) - —%/11 el — Pl e —it] i,
y, utilizando la férmula de Euler
T,fﬂ(:r:) +(1- xz)U,f(x) = 1,

tenemos

>

37—‘

—_
~

N
Il

___/ 151 ]log|x—t|\/_
= 2log2— Vn+1(t)

\/1 —x2

(1.101)

(1.102)

(1.103)

(1.104)
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Como se observa de (1.101) y (1.104), los potenciales logaritmicos oscilan alrededor

de log 2, de acuerdo a lo que se vio en el apartado anterior.

Para otros valores de A es mas complicada la obtencién del potencial V*(¢).

Podemos utilizar la férmula (1.32) de Dette, i.e.
CANCAD Z P - (1= O @),

para obtener una recurrencia para V.*(¢). Si multiplicamos por (1——:102)’\‘% log |z —t|

e integramos, obtenemos

= A
(&) o+ o =X L), (1.105)
2 i A
Esta relacién de recurrencia nos permite obtener el potencial logarimico V,'*'(t)
siempre que conozcamos los potenciales V;*, V..., V*. En particular, podemos
obtener V}(¢) para valores enteros de A, utilizando (1.101) y (1.104). No es facil
obtener una expresion cerrada, pero la recurrencia puede utilizarse siempre que A
no sea alto. Para A = 2 obtenemos
~ 0+ 1 T2n+4(t) (.]2n+2(t) 1
VZ2(t) =log2 + — + : 1.106
w () & n+32n+4 (m+1)(n+3) (n+1)(n+3) ( )
Al ser |T(t)] < 1y |Un(®)| < n+1 para t € [—1,1], tenemos que V2(t) =
log 2 + O(1/n) uniformemente en [—1, 1].

Para calcular la entropia E(C,), necesitamos evaluar el potencial logaritmico en
los ceros del polinomio de Gegenbauer C}(z). Para el polinomio de Chebyshev de
primera clase, tenemos que Ty(z;,) = 0 implica Ton(z;,) = —1; luego V(z;,) =

log2 — 5=. La entropfa, dada por (1.93), es
E(T,) =1—log2, n>1,

de acuerdo con el Teorema 1.1. Para los polinomios de Chebyshev de segunda clase,

tenemos que U,(z;,) = 0 implica Tynsa(zjn) = 1, luego V(zj,) = log2 —
Utilizando (1.93), tenemos

2n+2

24 n

de acuerdo con el resultado del Teorema 1.2.

La recurrencia (1.105) puede simplificarse. Utilizando (1.8), i.e.

2\

(1 - )/\__Cl\( ) - (2)‘ +n)n

(1 = 2?52 (w))
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hallamos

[ (€@ log e (1 ~ 2% da

= o [ Cla)logla — td (1 - PO @)

Integrando por partes y utilizando la férmula de diferenciacion
(C’,’:(x)) = 2AC M) (2),
se tiene

[ (ChePlogle —tl(1 - 2P Hdo =

(2A +n)n J- -
2))2 1 l
+(é‘§+)—n)n [ G @) logla = t](1 — 2?)* da.

El primer miembro de la derecha puede ser evaluado utilizando (1.98)

Calz) = Co®)

r—t

2
= Z0M(2) + gu-ale),

donde g,_»(z) es un polinomio de grado n — 2 a lo sumo. Utilizando la ortogona-

lidad de los polinomios de Gegenbauer, tenemos

[} GHEGE _piar = 2 [ e @pa -2 -0,

1 r—t n J=1

donde A
sy = [ G el
QW= [ =21 -a?td
es la funcion de Gegenbauer de segunda clase. Entonces
2))? 22 2nl(n 4 2X)
A(p) = ( M1 M (4 _
0= BT am "‘1()+(2A+ an (00~ T
(1.107)

Utilizando esta expresién en (1.105) podemos eliminar V%! (¢) para obtener una

relacién de recurrencia para V) (¢)

7rF(n+2)\+1) 2"1]-{-)\
+ 2
22 (n 4+ A)I'2(X) Z

n(n + V(1) = AQuH()CA(E) —
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Haciendo n — n — 1 en la tltima ecuacién y restando ambas expresiones hallamos

n(n+ A\V2t) =
(A+7n =123 +n— DV (1) + A [@FI)CNE) — QT ()Co_ (1)

nl(n + 2)) <n+2/\ n )

T 2(A)m! \n+A n4+ -1

Esta es una relacién de recurrencia no homogénea de primer orden. La solucion

general de la ecuaciéon homogénea es

(2X)n

A0
(n + A)n!’

donde A(t) es independiente de n. Buscando una solucién de la forma

AEp o (22)n
VA1) = A
encontramos
N A(2N), n i 3
o = ook (wo+ 3 Sk enen - eitock.o)
T | 1 3
TBO)T (2)\)( g S W ¥ k+,\ )) (1.108)

Cuando ) es entero, usando un método alternativo podemos también encontrar
una expresién cerrada para V.2(¢) por medio de un desarrollo finito en términos de
los poliomios de Chebyshev, cuyos coeficientes son valores de ciertos polinomios

de Wilson. Veamoslo.

Sip, (n=0,1,2,...) son polinomios ortogonales con respecto a una medida

en [—1, 1], podemos usar (1.100) para encontrar

~ [ tog o~ th (=) du(@) =
Tk t)
1og2/ pi(z dum)+22 / z) du(z),

que nos da un desarrollo en términos de polinomios de Chebyshev de primera clase,

estando los coeficientes del desarrollo en términos de

[ Tu(@)pi (=) du(z).
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Esta integral se puede calcular explicitamente para polinomios de Gegenbauer.

Utilizando la férmula de Clausen [GAS90]

Sor o (20)n 2 —n,n+ 2\ A 4

encontramos
1 1
[ T@C@P1 o) e =
-1

2N)n]? & (—n)(n + 2X);(N); [ i
[ n! }Z% @nﬂx+9ﬁg_[ﬁl-w) Tl d.

Si A es un entero, entonces 2n + 2) también lo es, y por ortogonalidad, la integral
se anulard para k > 2n + 2). Luego solo necesitamos considerar k < 2n + 2X. Por
simetria la integral se anula para indices impares, luego tenemos
! L (27 + 22+ 1)
L — 2?2 Ty(z) do = (—1)F . , .
/_1( I) 2k(f1?) Z ( )223+2’\F(]+k+)\+1)r(j+/\+1—k‘)

Utilizando la férmula de duplicacién de la funcién gamma tenemos I'(274+2A+1) =
2RI (5 4+ X+ D)T(j + A+ 1), luego
/[c* (1 — 221 To(z) de =

[(2,\ ] (=D)k/aT(A+ T(A + 1) B —n,n+ 2, A +1 1
n! uk+A+UNA+1—m43 MA+L+kA+1—k )

Por lo tanto

(20)n]? ['(A+1) —n,n 42X, A 1
[m }V?P%Z(A+Udg( 20\ + 1 )+FM+2W“+1)

ntA 1 —n,n+ 2, A2+ 1
_]_ kT " F ) Y 2N 1 .
B2 %“kﬂk+A+nHA+l—M43(2MA+1+hA+1—k’

k=1

Se observa que en el intervalo [—1, 1] el potencial logaritmico V}(¢) es un polinomio
de grado 2n + 2\ cuando A es un entero. La serie 3F; es terminante y balanceada,

luego utilizando el teorema de Saalschiitz [SLA66], tenemos

—n,n + 2\, A AT (2X)n!
3F2 3 1 = .
20,2 +1 (n+ NI(2X +n)
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La serie 4 F5 es también balanceada, pero su evaluaciéon es mas compleja. Una fun-
cién 4F3 balanceada y terminante, con argumento unidad, puede ser un polinomio

de Wilson o de Racah. El polinomio de Wilson W, viene dado por [WIL80, KOE94]
W, (2% a,b, ¢, d) _ —n,n+a+b+c+d—1,a+ix,a—ix'1
(az+b)n(a~l—c)n(a—l—d)n_4 3 a+ba+c,a+d '

Identificando parametros tenemos

(—n,n+2)\,)\,)\+1 ) Wol-3A+ L A—L k4L k4l
44°3 =

DA+ +hA+1—Fk' V(A + 1+ 5)u(A + 1= k)
Utilizando esta 1ltima expresién y la normalizaciéon tenemos

n+A [@2)) nllO+1) oo o
N T +20 o 43y B =V,

y entonces

VMt) = log2
2An + VOO F DR T Walogid 4 5 A =5kt 53—k + )
An! 2k TA+k+n+1)IA—k+n+1)

k=1

A fin de obtener una expresién mas manejable de los coeficientes de este desa-
rrollo, hacemos finalmente una serie de consideraciones sobre los polinomios de Wil-
son. Estos polinomios son invariantes frente a permutacion de los pardmetros. Son
ortogonales en [0, 00) cuando los pardmetros a, b, ¢, d son tales que ®(a,b,c,d) > 0
y los parametros no-reales ocurren en pares conjugados. En nuestro caso, uno de
los pardametros, —k+1/2, puede ser negativo (también A—1/2 cuando A < 1/2). Si
alguno de los parametros es negativo, los polinomios de Wilson son ortogonales en
[0,00)U E, donde E contiene las masas de la medida de ortogonalidad en (—oo, 0].
La primera masa estd localizada en —1/4, que es exactamente el punto donde se

evalia el polinomio de Wilson.

Si utilizamos la funcién generatriz de los polinomios de Wilson [WIL80, KOE94]

a+i1zr,b+ 1z c—1zx,d—1x X Walz?:a,b,c,d)t®
2F1( ;t) 2F1( ;t) =3 ( )

a+b c+d “~ (a+b)*(c+ d)* n!’
donde,ennuestrocasotenemosa:)\—i—%,b:)\——%,czk—i—%,d:—k—}—%,o
sea,

A =1 1 —k,k+1
F it ] o) ] =
21( 9) )2 1( 1 )
= 1 1 1 1 1 "
(== A+ A== k4 = k4 o)
L Wal=gid+ 52 =3kt 5=k 3 an.
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podemos obtener la expresién analitica del polinomio Wh, siendo el resultado

Wn(—i;/\Jr%,/\— %,H l,—k-}--;—) _
k-1 ) ) ) _ )

que puede calcularse de forma computacional sencilla.

1.6.3.- Polinomios de Hermite

De un modo similar a como se ha hecho en la seccion anterior, podemos obtener una
relacién de recurrencia para el potencial logaritmico de los polinomios de Hermite,

l.e.

Vo(t) = — /oo H?(z)log |z — ] e da.

— 00

Como

tenemos que

Vi(t) = /°° Ha(2)log |z — t| d (¢ Hooa(2))

Integrando por partes y usando

H!(z) = 2nH,_,(z), (1.109)
encontramos
Vn(t) o= 2nVn_1(t) - /00 6—:172 Hn(:l;?ljnt—l(x) &,

La ultima integral puede escribirse como

o0 - H, H;_ 00 2 e — Bl
/ e ” (2) 1(2) dz = / e’ Hn(év)H 1(z) = Huat) dx
—00 r—1 —00 r—t
+Hn—l(t) /oo 6—2:2 HL(‘T_) d$,

—00 T —1

y por ortogonalidad tenemos

/00 o Hn(x)Hn—l(w) dz = —H,_1(t)Qn(),

—00 r—1t
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donde @,(t) es la funcién de Hermite de segunda especie,

Qu(t) = /°° oo Hal?) g

—00 t—=x

Se encuentra asi que el potencial logaritmico satisface la siguiente relacion de

recurrencia
Vi(t) = 2nVooa(t) + H,—1(t)Qn(t). (1.110)

* — 2 . "
Para el peso normalizado w(z) = m~'2¢~*" los polinomios ortonormales son
p

pn(z) = (2"n!)"Y2H, (), luego el potencial V,(t) serd.

hatV,(t) = e~ p2(z)log |z — t| dx =

1 1
- ),
=) i/ )

siendo para V,(t) la recurrencia

A

Va(t) = Vaca (8) + %—ﬁ—ﬁm_w)@n(ﬂ. (1.111)

1.6.4.- Polinomios de Laguerre

Para el potencial logaritmico de los polinomios de Laguerre también podemos

encontrar una férmula de recurrencia. El potencial se define

Va(t) = — /OOO[LS:”)(Jv)]2 log |z — t| z%e™" dz.

n

Integrando por partes y utilizando la relacién de estructura

(LN (z)) = =LY (=),

n

y q
( S‘L—l )( ))I k)

ez LY (z) =
tenemos
1 (o]
¥t} = ——/ lea)(:v)logh;—tld(e_zx""'lLffjl)(x))
n Jo
1 00
= B / e~2 2 LD ()] log |o — t| dx
n Jo

L@ L)
r—1

)

1 o)
3= / e——zxa+l
nJo
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Esta dltima integral la podemos escribir como

s (1) (1) [,(@) ” LE)(z) — Lt
/ 6—x$a+l Ln—l (CII)Ln (.”IJ) de == / e-z a—HL Ot+1 ( ) (117) n ( )dm
0 0

S’ g ==k
55 pletl)
+L51a)(t)/ 6—x$a+1 n—1 (.TZ) d.’IZ,
0 T—i

y como

L(a) — L(a) t 1 a
n (lU) n ( ) e _;Li_-{il)(l') + Pn—2($7t)?

z—1
donde P,_3(z,t) es un polinomio de grado a lo sumo n — 2 en z con coeficientes

dependientes de ¢. Luego, por ortogonalidad, tenemos

o _ Lf:’fl)xlj(")x n+a+1 o
/Oerxoz+1 1()n()d$:_( ) a()Q(+1()

z—t n!
donde fse
Q(a+l ( ) /oo e—zma+1 Ln 1 ( )d.'B
0

t—x

es la funcién de Laguerre de segunda especie. Tenemos entonces

[(n+a+1)

n!

nV(t) = Vi (e) - — L@V @). (1.112)
El peso normalizado es wy(z) = 2% */T'(a + 1), siendo los polinomios ortonor-
males p,(z) = (=1)"y/n!/(a + 1), L) (z). El potencial logaritmico normalizado

es, por lo tanto

" n!
Va = / == i Y SR R (/L
0 = g o @ gl —tde = gV O)
con lo que la recurrencia para V,*(t) se escribe
5 « 1 (n - 1)! 1)
VER == PN = (0‘+ 1.



Capitulo 2

Entropia de Boltzmann-Shannon
de sistemas monoparticulares
D-dimensionales: oscilador

armonico y atomo de hidrégeno

En este capitulo se aborda en primer lugar, el problema de la determinacion analiti-
ca de las entropias de posicién y momento de una particula D-dimensional en un
potencial central general. Se muestra (Seccién 2.1) que tales entropias pueden
descomponerse en una parte radial, que depende de la forma del potencial, y na
parte angular. Observamos que esta ultima, denominada entropia espacial de la

particula, esta controlada por la entropia de los polinomios de Gegenbauer.

La seccion 2.2 contiene los resultados obtenidos para las entropias del oscilador
armonico monodimensional, observandose que tales magnitudes dependen de la
entropia de los polinomios de Hermite. Se analiza su comportamiento asintético
y se evaluan numéricamente las entropias para una amplia gama de estados exci-
tados, ademas del fundamental y de los estados de energia més baja, en los que
disponemos de los valores exactos. Un analisis similar se lleva a cabo en la seccion
2.4 para el atomo de hidrégeno monodimensional. No obstante, han de hacerse dos
puntualizaciones en este ultimo caso. A saber, que la entropia de posiciones viene
determinada por la integral entrépica de Laguerre, i.e. S1(L._,) y que la entropia

de momentos puede calcularse exactamente para cualquier estado del sistema.

69
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En la seccién 2.3 se considera el estudio exhaustivo de las entropias de posicion
y momento totales, S, y S,, de un oscilador arménico isétropo D-dimensional
(D > 1). Se observa que, en ambos espacios, la entropia para cualquier estado del
sistema, viene regida por la entropia de un polinomio de Laguerre. En particu-
lar, la entropia del estado fundamental se deja evaluar exactamente y se observa la
saturacion de la relacién de incertidumbre de Bialynicki-Birula y Mycielski. Se ob-
tienen analiticamente los valores de las entropias para los estados energéticamente
muy excitados y se analiza numéricamente la dependencia de tales magnitudes con

los nimeros cuanticos que caracterizan el estado del sistema.

Finalmente, un estudio andlogo se lleva a cabo para el atomo de hidrégeno
D-dimensional (D > 1) en la seccién 2.5. Se observa en particular, que si bien la
entropia de momento total y la entropia de posicion espacial pueden expresarse en
términos de la entropia de un polinomios de Gegenbauer, no ocurre asi con la parte
radial de la entropfa de posicién que depende de la integral entrépica de un poli-
nomio de Laguerre S;(L{). Ademas, se determinan analiticamente las entropias
para los estados Rydberg del sistema y se lleva a cabo un estudio numérico de las
dos entropias fisicas en una regiéon amplia del espectro de niveles del sistema. Para
finalizar se estudia la dependencia de la entropia y otros valores esperados con la

carga nuclear Z.

2.1.- Potencial Central D-dimensional

En esta seccién se analiza el movimiento mecano-cuantico no-relativista de una
particula D-dimensional bajo la accién de un potencial central V(r) con el fin de
poder determinar su entropia de Boltzmann-Shannon en un estado fisico arbitra-
rio. Para ello, en el apartado 2.1.1, se describe brevemente la conocida solucién
de la correspondiente ecuacién de Schrodinger y la densidad de Born asociada,
mostrandose que la entropia de la particula puede descomponerse en la denomina-
da entropia radial (que depende de la forma explicita del potencial) y la entropia
espacial, que es la entropia de los armonicos hiperesféricos involucrados en el pro-
blema. A continuacién, en el apartado 2.1.2 se muestra que la entropia espacial
puede expresarse en términos de la entropia de los polinomios de Gegenbauer (no-

cién ya analizada con detalle en la seccién 1.2).
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2.1.1.- Ecuacién de Schrodinger, densidad de Born y en-

tropia

La ecuacién de Schrodinger de una particula D-dimensional bajo la influencia de

un potencial central V(r) es
1 b
[—§v2 + V(r)] U(7) = U(F),

Al escribir el operador energfa cinética —3V? en coordenadas esféricas polares

(r,Qp), ésta se transforma en

[—l (Z—i; footd —A—z) + V(r)] U(F) = BY(7),

2 F dr 7
cuyas soluciones ¥(7) son de la forma
() = R(r)Yi () 2.1)

donde R(r) es la autofuncion radial, i.e. la solucién de la ecuacion de Schrodinger

radial

1 (& D-1d I(I+D-2) -
5 (f+ 22+ 2D v k) - BRO) 22

¥ Yi(.3(Qp) son las autofunciones de la parte no radial del hamiltoniano, A? ie.
[AVES9)
A’Y () = U1+ D — 2)Y, 1,3 (), (2.3)

donde el nimero cuantico orbital [ y los nimeros cuanticos magneticos {u} son

enteros que verifican

l=pm >p22>-+ 2 pp-1,

con pp_; = |m|. Las funciones Y;4,}(€2p) son los arménicos hiperesféricos, y su
forma explicita es [LOU60b, AVE89, NIK91]
Hi—Hj41

D=2
Y4y () = Niguye™ [1 CoZast! (cos 6;)(sin 6;)"+1, (2.4a)
o

con la constante de normalizacion

1 D-2

A (a4 1) (15 — pi4) D0 + pn)] _ 1 li-_f NGO (2.4b)
L{n} 2 1
]=

om iy w212 T (205 + pj + pis) i



72 2.1.- POTENCIAL CENTRAL D-DIMENSIONAL

Aqui 2a; = D—j—1, C(t) es el polinomio de Gegenbauer de grado n y parametro

A, y los angulos 6,05, --,0p_2,¢ vienen dados por
zy = rsinf;sinfy---sinfp_; cos p,
zy = rsinf;sinf,---sinfp_ssinp,
3 = rsinf;sinf,---cosfp_,,
Tp_1 = rsinb; cosb,,
¥p = veosh,

con0<0;<m,j3=1,"+,D-2,y0< ¢ <2m.

Senalemos que, en particular, se tiene en el caso bidimensional (D = 2) que

You(0a) = - (2.5a)

con |m| =0,1...,y en el tridimensional (D = 3)

(L+ (= )t 1 (1l + 4]

- ime |m| ~vlm|+1/2
}/I,m(QB)_ 21_2|m|7l'2(l + Im‘)' € w(Slno) Cl—-|m| (COS 0)
(2.5b)
conl=0,1,...y |m|=0,1,... La expresién (2.5b) se transforma en la mas cono-

cida de los arménicos esfericos tridimensionales [GAL89], en término de funciones
de Legendre, sin mas que usar la relacion entre los polinomios de Gegenbauer y

dichas funciones [GRAS80]

o2y = (—1)’"(1 - tz()Q—T:)/!?m!zm

l-m

P (2) (2.6)

Teniendo en cuenta que la densidad de probabilidad asociada a la funcion de
onda (2.1) es p(7) = |¥(7)|?, y que el elemento de volumen en un espacio D-

dimensional
D-2
di' = rPdrdQp,  dQp = | [] sin®> 6,d6; | d¢,
7=1

se tiene directamente que la entropia de Boltzmann-Shannon de una particula

D-dimensional en el potencial V(r), i.e.

Sy = — [ p(7) log p(7)dF
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puede descomponerse en las dos partes siguientes:
S,=8(R;D)+ S(Y; D) (2.7)

donde
S(R; D) = — / D=1 R2(r) log R2(r)dr (2.8)

denota la contribucién entrépica de la parte radial de la densidad de Born de la

particula, que denominaremos entropia radial de la particula, y
S(Y; D) = = [ Yo () ? log |Y:, 0 () P2 (2.9)

denota la contribucién entrépica de la parte angular de la densidad de la particula,

que denominaremos entropia angular o entropia espacial.

Nétese que la entropia radial de la particula no puede calcularse a no ser que
conozcamos la expresién explicita del potencial V/(r) y seamos capaces de resolver
la ecuacién de Schrodinger radial (2.2). Por el contrario, la entropia espacial no
depende de la forma del potencial central sino que, matematicamente, es la entropia

de los armdnicos hiperesféricos cuyo estudio abordaremos en la proxima seccion.

2.1.2.- Entropia espacial

Teniendo en cuenta la expresién (2.4a) de los armoénicos hiperesféricos, podemos

escribir que la entropia espacial de una particula D-dimensional es
S(V;D) = = [ [¥i(Q)[* log [Yiu () d

D-2 | ,
= —log Nigy + 2 Nijy (ORI — min 1)) (2:108)
J=1

donde
+1
S'(CO’J‘*"I;]JIII) _/ (1 - )0‘_7"‘|'ﬂ'j+1—l [CGJ+::::11( )] 10g [Ca]-{-::]:.ll( )]2 dt(?lob)
L= / Byertuin=t oot (1)) log(1 — ). (2.10¢)

donde S(C2) es la entropia del polinomio de Gegenbauer de grado n y parametro

a (ver Seccion 1.2). Ademas la integral I?) se puede calcular analiticamente
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utilizando la ecuacién (1.18) del Teorema (1.3), obteniendose que

S(Y;D) = log2r — Z log N, + Z WD BT (2.11)
j=1
D-2
- ; Hj+1 [21/)(2%' + 1 + pi41) — 29(a; + ;) —2log 2 — s ﬂj]

Si expresamos la integral (2.10b) en termino de los polinomios ortonormales de

Gegenbauer, tenemos finalmente que

D-2
S(Y;D) = log2m + Y E(Cotuth) (2.12a)
7=1
D=3
- Wiv1 12020 + pj + pje1) — 2¢0(j + pj) — 2log 2 — ]
]Z::I 7+1 [ ] 7] I+ J 7l ; +Hj
con
Ao 1 ik o l_l Rt 1 2 Ao 2
BCatum) == [ -eprmnt [Cntin ] log [Crtin ()] dt (212b)

la entropia de los polinomios ortonormales de Gegenbauer de grado p; — pj+1 y

parametro o; + flj41.

Se observa por tanto que la determinacion de la entropia espacial de una
particula en un potencial central arbitrario se reduce al calculo de la entropia

de los polinomios de Gegenbauer. En particular, se tiene que:
(i) Para D = 2, la entropia S(Y; D) es
S(Y;2) = log 2x. (2.13)
Notar que S(Y’;2) es independiente del numero cudntico magnetico m.

(i1) En el caso tridimensional, la ecuacion (2.11) nos dice que la entropia espacial

€s
S(Y33)=—= [ [¥in(Qs) [ og | Vi (25) 2d2s

(t+ (e =m0 (jml + )]
m2-2ml(1 4 |m])!

=log 2m — log

(L+1/2)(L = [m])! [T (jm] + %)]
+ w2=2mI({ + [m])!

—|m| [21/)(1 +|m|+1) — 2¢9(l + %) —2log2 —

S(cImite)

] (2.14)

1
2
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o bien
Alm|+5
S(Y;3) = log2m + E(C\_,[")

1
—|(2.15)

1|
_ _ [+ —) — 9 _
ol {2600+ fml +1) = 26+ ) ~ 21082~ 1

donde se ha hecho uso de la ecuacion (2.12b), obteniendose la entropia de los
armonicos esféricos ordinarios en términos de la entropia de los polinomios
ortonormales de Gegenbauer, ya analizada en la seccion 1.2. Por completitud,
digamos que la combinacién de las ecuaciones (2.6) y (2.14) permite escribir

la entropia espacial

@+ 1)l - m)!) .\ ((21 +1)({ = m)!

dm(l + m)! 20 +m)! )S(P,’") (2.16a)

S(Y;3) = —log (
en términos de
ik 2 2
S(rm) == [ (PO 1ol P (o) de (2.16b)

que denota la entropia de la funcion de Legendre P(t).

2.2.- Oscilador Armoénico Monodimensional

En esta Seccion se aborda el calculo de la entropia del oscilador arménico mono-
dimensional. Se muestra que dicha magnitud viene determinada por la entropia
de los polinomios de Hermite (cuyo estudio fue considerado detalladamente en
el apartado 1.5.2) tal como expresan las ecuaciones (2.24) y (2.29). Ante la im-
posibilidad de calcular de forma exacta esta ultima nocion polinémica (al menos
hasta el momento) en términos del grado del polinomio, se estudia analiticamente
el comportamiento asintético de las entropfas fisicas del sistema. Se obtienen las
expresiones (2.30), que son aplicables en la regién altamente excitada del espectro
de niveles energéticos (precisamente alla donde las dificultades computacionales de
tales entropias son mas grandes). Finalmente, se lleva a cabo un estudio numéri-
co de la convergencia de las entropias a tales valores asintéticos, observando su

comportamiento para valores crecientes del nimero cuantico principal n.
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2.2.1.- Densidade de Born y valores esperados

El oscilador arménico monodimensional viene caracterizado por el potencial

La solucién de la correspondiente ecuacion de Schrodinger en el espacio de posi-

ciones viene dada por [GAL89]
/\1/2

1/2
Yn(z) = (m) "2 Ho (V)

donde H,(z) es el polinomio de Hermite de grado n. La energia correspondiente

es
1
En:/\(n+§), n=0,1,2,7: (2.17)

En el espacio de momentos, la correspondiente autosolucion del oscilador es

[GALSY]

i) = (gmmm) | € V)
= %zbn(p/k)
v Ias densidades de Born son
§o) = Wl = e [, (V) (a8
1(p) = Itﬁn(p)l%ﬁ e [, (p/ VY], (2.18b)

respectivamente en los espacios de posiciones y de momentos. En términos de los

polinomios de Hermite ortonormales, ﬁn(w), estas densidades son
p(z) = VAe ™ [I:I (\/Xm)]z, (2.19a)

v(p) = \/1X e [, (p/ V)] (2.19b)

De paso, senalemos que los valores esperados radiales correspondientes a este

sistema son:
a +°0 (03
o) = [ lelp(a)da

_ _a/ZnaF(a+1 L j_( ) 1
ol ;2 T(a/2—n+j+1) (2:20)
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donde se ha usado la ecuacién (1.85).

De igual forma hallamos, utilizando (1.61a), el valor esperado logaritmico

(log|x|>:——lo )\—————lo 2+”2:(]f)1](n_:_1) (2.21)

donde la constante yg = 0.5772156649... denota la constante de Euler.

Los correspondientes valores esperados en el espacio de momentos son

iy = aerpme LD 20—

nl 2 '(a/2—-n+j7+1)
= A%(jal%) (2.22)
1 VE = (=2) n
(log[pl) = 5 logA - 5 —log2+§)j+1 e
= (log|z|) + log A (2.23)

Es conveniente notar que el conocimiento de los valores esperados radiales y de
momento, aparte de su significado fisico intrinseco, caracterizan completamente las
densidades monoparticulares p(z) y 7(p), respectivamente [GIL81]. Mencionemos
finalmente que aunque las expresiones que acabamos de obtener para estos valores
esperados eran conocidas y usadas en muchos casos especiales (valores especificos

de @), no se conocian sus formas generales hasta hace poco [YAN94c, WEE94].

2.2.2.- Entropia

Teniendo en cuenta las expresiones (2.18a) y (2.18b) de las densidades de Born de

este sistema, la entropia de Boltzman-Shannon es

+o00
Sy = — / z)log p(z) dx
1 1
= & ! & *
log(v/m2"nIA"2) +n + P = 2] S{Hy); (2.24a)
en el espacio de posicion, y
+o00
Sy = —/ p) log y(p) dp
1
= log(v/m2' M) +n+ =+ S(H,), (2.24b)

2 /m2nn!
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en el espacio de momentos. Como ya se hizo notar en el capitulo anterior, el

simbolo

ST Y e~ / e [Ho ()] log [Ha(2)]? dt (2.25)

denota la entropia de los polinomios de Hermite. Sumando ambas ecuaciones, se

obtiene que

S,+ S, =2log(v/m2"n!) +2n + 1 + S(H;) (2.26)

1
V/m2r—1n!

observandose que la suma de entropias es independiente de la constante A del

oscilador.

Para el estado fundamental y primer estado excitado podemos hacer un calculo

exacto. Para el estado fundamental (n = 0) obtenemos

1
8, = 5 log(em /), (2.27a)
1
By == ilog(eﬂ'/\), (2.27b)
mientras que para el primer estado escitado (n = 1) la entropia es
| e
= —=log— 2.
S, 5 log yy + e, (2.28a)
1 e

Se observa que en el estado fundamental la suma de entropias S,+.5, = log(er).
Por tanto, la relacién de indeterminacién de Bialynicki-Birula y Mycielski [BIA75]

se satura. Ello es debido al caracter gausiano de su funcién de onda.

En general no hemos sido capaces de calcular de forma exacta y cerrada las
entropias de este sistema para un estado arbitrario debido a la imposibilidad de
calcular analiticamente la entropia de los polinomios de Hermite S(H,) en términos

del grado n. Ello si ha sido posible en el caso asintético.

2.2.3.- Comportamiento asintético de la entropia

Utilizando H,(z) = knﬁn(x), siendo k2 = \/m2"n! el cuadrado de la norma de los
polinomios de Hermite y H,,(z) los polinomios ortonormales de Hermite, en (2.25),

tenemos

S(H,) = —k2log k2 + k2E(H,,)

1000000000000 000000000000000000COCBOROOOOOOGOOONOGONONOOYS
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Esta expresion junto con (2.24a) y (2.24b) permite obtener
S, = -—%log/\ +n+ % + E(H,) (2.29a)
g = %log/\+n+%+E'(f1n) (2.29b)

respectivamente. Ademads, usando las férmula asintética (1.62), de la entropia de

los polinomios de Hermite, 1.e.
. 3
E(H,)=-n+Inv2n — 7 + log ™+ o(1)

en la expresiones de S, y S,, obtenemos el comportamiento asintético de ambas

entropias
55 = —5 log A + log ( \/2n) + o(1) (2.30a)
Sy = log A+ log ( \/55) + o(1) (2.30b)

asi como el de su suma
om?
Sp + S‘y = 10g ?‘n + 0(1) (230C)
independiente de la constante del oscilador. La suma verifica la desigualdad de
Bialynicki-Birula y Mycielski.

El comportamiento logaritmico con n de ambas expresiones cabe ser esperado

ya que exp(S, + S,) estd acotado por AzAp [BIAT75], que es igual a n + 3

2.2.4.- Estudio numérico

En la Figura 2.1 se representan los valores de S, + % 5 log A con respecto a n. Se
observa su comportamlento creciente con respecto a.l nidmero cuantico n. Esta

magnitud es igual a S, — 3 Log ), por lo que esta dltima no se representa.

En la Figura 2.2 se estudia la convergencia de S, + 3 log A a su valor asintotico

g (25,



80 2.3.- OSCILADOR ARMONICO MONODIMENSIONAL

S,+1/2 log A

W TR P P
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n

. - T l . , . . -
Figura 2.1: Valores numéricos de S, + 5 log A para el oscilador arménico monodimensio-

nal, de acuerdo a la ecuacién (2.24a)
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Figura 2.2: Estudio de la convergencia de la entropia del oscilador arménico monodi-
mensional.Los valores numéricos de la entropia S, y su comportamiento asintético viene

dados por las ecuaciones (2.24a) y (2.30a), respectivamente
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2.3.- Oscilador Armonico D-Dimensional

En esta secciéon abordamos el estudio de las entropias de informacion de posicio-
nes y momento de un oscilador arménico D-dimensional. Para ello se empieza
recordando las densidades de Born del sistema y calculando los valores esperados
radiales y logaritmicos correspondientes a tales densidades (ver Apartado 2.3.1).
A continuacién en el apartado 2.3.2, se pone de manifiesto que las entropias del
oscilador quedan caracterizadas completamente por las entropias de los polinomios
de Laguerre y de los arménicos esfericos. Y ello se hace dando las correspondientes
expresiones analiticas para un estado arbitrario del sistema. Ha de decirse imme-
diatamente que, como la entropia de los armodnicos esféricos puede expresarse en
términos de los polinomios de Gegenbauer, todo se reduce al calculo de las en-
tropias de los polinomios de Laguerre y de Gegenbauer. Finalmente y dado que
las entropias de estos ltimos objetos han podido calcularse analiticamente solo
cuando el grado de los polinomios involucrados es muy grande, hemos llevado a
cabo un estudio asintotico de las entropias fisicas del oscilador. Este estudio nos
ha permitido el hallazgo de expresiones analiticas para las entropias del sistema
en la region altamente excitada del espectro (ver Apartado 2.3.3) y nos ha llevado
a estudiar numéricamente tales entropias en una variedad de estados excitados del
oscilador (ver Apartado 2.3.4) observandose cémo las entropias alcanzan el valor

asintdtico anteriormente mencionado.

2.3.1.- Densidades de Born y valores esperados

El oscilador arménico D-dimensional (D > 2) es el sistema caracterizado por el

potencial

V() = %Arz

donde r = (z?+z24---+1%)Y/2. Las autofunciones de este potencial son [LOU60a,
NIK91]

Wit (uy(T) = [F T La 7 (W) Yig(Qp),

1
D 2
2nI\H32 j| e ar? 1421

(n+l+§
donde n =0,1,2,---y1=0,1,2,---, siendo
D
En,[ = )\ (2n+l+ —2-) = (231)
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el autovalor energético correspondiente.

La transformada de Fourier de ¥, (,}(7) da la autofuncién en el espacio de

momentos:

mIN--%

P .
M) T (5 vontt
2

A

lbn,l,{u} (137 = [

siendo (1p el angulo sélido en el espacio de momentos.

Las densidades de Born correspondientes a estas autofunciones son

D ;
p(i) = Mi—ri’\gf)r%-w [Lif%“ (w)rm{u}(ﬂp)f, (2.32a)
Z
B wmIN-1-% 91 2//\[ et f o ]2 A 12
@ = sy )] Vi (So)]
= —)%p(g). (2.32b)

En términos de los polinomios ortonormales de Laguerre L% (z), las expresiones

de ambas densidades se simplifican como sigue:
s 2 2 a2 [2142-1 0y 5] -
p(7) = 2AH 7™ [Ln = (ar )] ‘YL{“}(QD)| , (2.33a)

_|1-b —2 s D 2 A 2
'7(}7) — o)t L2)p216 P/ [Ln+2 l(pQ/)\)] ‘Yl.{u}(QD)l (2.33b)

Usando estas densidades podemos hallar facilmente las valores esperados ra-

diales y de momento, con la ayuda de (1.59)

O N oY AN ks whul) NP
F(n-l—l—}—%)izo n—i ! :
(b°) = _ Xl i(aﬂ)zr(’”zi“)
F(n+1+2) S \n—1 i!
= A%{r) (2.34b)

Mencionemos que los valores esperados (r®) fueron calculados para el oscilador

isétropo tridimensional en [WAHG66] y mds recientemente en [WEE94]



2.- ENTROPIA DE SISTEMAS MONOPARTICULARES D-DIMENSIONALES 83

[gualmente podemos hallar el valor del valor esperado logaritmico radial

(logr) = /Ooologrp(F)dF

i} 00 LD
_ —§log/\—|—/ R P g P
0

D
5) (2.35a)

(donde se ha usado la expresién (1.61a)) y del valor esperado logaritmico en el

1 1
= —§log/\+§¢(n+l+

espacio de momentos

D

1 1
(logp) = ZlogA+v(n+i+ )

= (logr) + log A (2.35b)

2.3.2.- Entropia

La entropia de Boltzman-Shannon para este sistema , utilizando las expresiones
(2.32a) y (2.32b) son

Sp = —/p () log p(7) dr

2n! D
= — —log A 2 l
8 F(n+l+D/2)> g U —lagA) + iR+

n!

" T(n+1+ D/2)
5~=—/7(ﬁ)logv 7) dp

(UL — S(L557Y) + 5(Y; D), (2.36a)

D(1+log/\)+2n+l

~log (1‘ (n +l+ D/2)>
)(111 S(LE¥ ™Y + 5(v; D), (2.36b)

F(n+l+D/2

donde S(Y; D) es la entropia de los arménicos hiperesféricos y las integrales I; e

LA L51+%—1) vienen dadas por las expresiones
L :/oo t!"14D/2e=t |og ¢ (Lil_l’LDﬂ(t))2 dt, (2.36¢)
0
D 00
S(Lat == [T 1Pt (L4P12(1)) P og (LRI (1)) di (2.364)
0

donde 9’( g ) es la entropia del polinomios de Laguerre de grado n y parametro
I-1+2.
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Esta tltima integral se expresa en terminos de los polinomios ortonormales de

Laguerre por medio de
21

S(LF? ™) = —k2 log k2 + k2 E(

A£1+_§__1).
donde

E(IHE Y = /0 ~ i-14+D 2 (i;—lw/?(t)f log (i;-1+D/2(t))2 dt (2.37)
es la entropia del polinomio ortonormal de Laguerre de grado n y parametro [ —
14+ 2,y
r (n + 1+ %)

n!

]C2
es el cuadrado de la norma del polinomio L'~'+P/2(z). Entonces, las expresiones
(2.36a) y (2.36b) toman la forma

D D
g, = 2n+l+—2—(1—10gz\)—log2—l¢(71+l+5)

~ 42
+E(Ln * )+ S(Y; D) (2.38a)

D D
Sy = n+l+ (1 +log)) —log2 —lp(n+1+ )

A+ 2
+E(L» > )+ S(Y;D) (2.38b)

que muestran los valores exactos de las entropias de posicién y momento, respec-
tivamente, en términos de las entropias del armoénico esférico y del polinomio de
Laguerre asociado con el estado en cuestion. Como ya se ha sefialado anterior-

mente, no se conoce analiticamente ain el valor de estas entropias matematicas.

La suma de las entropias viene dada por

~l+2 1

D
Sp + 8y :4n+2l+D—210g2—211/)(n+1+§)+2E( n 2 )+2S5(Y;D)
que es independiente del parametro del oscilador A.

Para el estado fundamental, las entropias S, y S, valen

D A D
Sp = —Elog (;) =+ 5, (239&)
D D
8y = —2-log(/\7r)+—2—. (2.39b)

siendo la suma de ambas
S, + Sy =D(1 + logm)
que satura la relacién de indeterminacién de BBM [BIAT75].

Veamos las expresiones en los casos bi- y tridimensional
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Oscilador armoénico bidimensional

Para el oscilador arménico bidimensional tenemos dos nimeros cuanticos, n y
m. El estado fundamental tiene la entropia usual y el primer estado excitado

(n = 0,|m| = 1) tiene las entropias:

S, = log(er/A) + e,
S, = log(emA) + vE.

donde vg es la constante de Euler.

Para un estado excitado arbitrario, n,m, la entropia es, de las ecuaciones

(2.38a) y (2.38b) con D =2y I = |m]|,

S, = 2n+|m|+1+log(r/A) — [mlp(n+ |m|+ 1) + E(LI™M) (2.40a)
S, = 2n+4|m|+1+log(r)) = |m|p(n+|m| + 1)+ E(LI™)  (2.40b)
donde la entropia E(LI™!) viene dada por (2.37). La entropfa del arménico esférico

bidimensional S(Y’;2) se ha sustituido por su valor explicito, S(Y;2) = log 2.

Notar que las entropias de los estados (n,m) y (n, —m) son iguales.

Oscilador arménico tridimensional

En el oscilador arménico tridimensional tenemos tres nimeros cuanticos n, [ y m.
Para el estado fundamental tenemos las expresiones usuales (2.39a) y (2.39b). Para

los primeros estados excitados (n = 0,/ = 1,|m|), tenemos las entropias S™"I™!:

SO0 — log[2(m /N + 5 + 1/2, (2.41a)
52,1,0 = log[2(7r)\)3/2] 3 vE + 1/2’ (241b)
S2M = 2 loglr/X] + 75 +3/2, (241¢)
Sg’l’l = %log[w/\] + YE + 3/27 (241d)

donde g es la constante de Euler.

Para un estado excitado arbitrario (n,[, |m|) utilizamos las expresiones (2.38a)
y (2.38b) con D = 3, siendo la integral S(Y;3) la correspondiente entropia de los

armonicos esféricos en el espacio tridimensional, dada por (2.15).
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Se obtiene

3 A4l
S, = 2n+z+;ﬁ(1—1og,\)—z¢(n+1+§)+E(LL+2)

+logm + E(CIMHE)
] [w(z +Jml| + 1) — 2¢(jm| + %) —2log 2 — ﬁ} (2.42a)
8 = Smdd %(1 tlog\) — lp(n + 1+ —;-) + E(5)
+logm + E(CMI2)
i lzw(z F m| + 1) — 20(|m| + %) ~2log2 — ; i %] (2.42b)

Como en el caso bidimensional, notar que las entropias de los estados (n,l,m)

y (n,l,—m) son iguales.

2.3.3.- Comportamiento asintético de la entropia

Utilizando en las expresiones (2.38a) y (2.38b) el comportamiento asintético de la
entropia E(Ilg) dado por (1.58a), obtenemos el comportamiento asintético (i.e. pa-
ra valores grandes de n) de la entropia de Boltzman-Shannon del oscilador armoéni-

co D-dimensional,

D
S, = Elogn——{;—log/\+log7r—l+5(y; D) + o(1) (2.43a)

D
S, = Elogn+§logz\+log7r—1+5(Y;D)+0(1) (2.43b)

en los espacios de posiciones y momentos, respectivamente. Su suma es
S,+ S, =Dlogn+2logm —2+25(Y; D) (2.44)
Es interesante el caso bidimensional, en el que el comportamiento asintotico de

las entropias se reduce a

S, = logn —log A+ log2m? — 1+ o(1) (2.45a)
S, = logn+logX+log2n® — 1+ o(1) (2.45b)

Observar la independencia de la asintética de S, y S, en el caso bidimensional con

respecto a m.
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2.3.4.- Estudio numeérico

Ante la imposibilidad de calcular la entropia del oscilador arménico D-dimensional
salvo en sus estados de mas baja y mas alta energia (i.e. para pequenos y gran-
des valores de n), a continuacién hemos llevado a cabo un estudio numeérico de
tal magnitud para distintos estados excitados y varios tipos de osciladores mul-
tidimensionales. Algunos de los resultados obtenidos se muestran en las Figuras
2.3-2.8. Las cuatro primeras se refieren al oscilador bidimensional mientras que

las dos restantes (2.7 y 2.8) lo hacen al oscilador tridimensional.

Veamos en primer lugar el caso D = 2. En las Figuras 2.3 y 2.4 se analiza
la dependencia con los nimeros cuanticos n y m de las entropias S, y S, del
oscilador arménico bidimensional, con parametro de oscilador A = %, asi como su
suma S,+S,, en los estados excitados (n,|m| =3) conn = 0—-60y (n = 4, |m|) con
m = 0 — 55, respectivamente. En ambas se observa un comportamiento global en
n y |m| similar al observado en el oscilador arménico monodimensional con n. Se
debe recordar que en ambos casos la energia del sistema aumenta con el nimero
cuantico principal n y también con |m| en el oscilador arménico bidimensional,

como muestran las ecuaciones (2.17) y (2.31), respectivamente.

En la Figura 2.5 se observan los valores numéricos de S, + logA (que, de
acuerdo a la expresién (2.40a), es independiente del parametro del oscilador A)
para los estados excitados caracterizados por los numeros cuanticos (n,m = 0)
con n = 0 — 500. En la Figura 2.6 se representa la diferencia entre la entropia
desplazada S, +log A y su comportamiento asintético, dado por la ecuacion (2.45a),

observandose la convergencia existente entre ambas.

En la Figura 2.7 se da la dependencia en n de las entropias S, y S,, asi como
de su suma S, 4+ S.,, para el oscilador arménico tridimensional con parametro de
oscilador A = 1 en los estados excitados (n,l = 3,|m| = 2) con n = 0 — 50. Se
vuelve a observar un comportamineto similar al previamente encontrado en los
casos mono- y bi-dimensional, posiblemente debido al hecho de que la energia de
este sistema es creciente con n. Mds interesante en este caso es el comportamiento
de las entropias con el nimero cuantico magnético m al ser la energia degenerada
en m. Esto se analiza en la figura 2.8, donde los valores de las entropias de
posicién y momento y su suma se muestran para los estados excitados (n = 4, [, |m|)
con !l = 0—10y |m| = 0 —I. No hay unidades en el eje de abcisas, donde

se presentan los valores de [ y |m|. Debe recordarse que para cada [ hay [ +1
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Figura 2.3: Entropias de Boltzman-Shannon en los espacios de posicién S, y de momen-
tos S, asi como su suma S, + S, del oscilador arménico bidimensional con pardimetro

de oscilador A = , en los estados excitados (n,|m| = 3) con n = 0 — 60.
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Figura 2.4: Entropias de Boltzman-Shannon en los espacios de posicién S, y de momen-
tos S, asi como su suma S, + S.,, del oscilador arménico bidimensional con parametro

de oscilador A = 1, en los estados excitados (n = 4,|m|) con m = 0 — 55.
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Figura 2.5: Entropia de Boltzman-Shannon desplazada S,+log A, del oscilador armoénico

bidimensional, en los estados excitados (n,|m| = 0) con n = 0 — 500.
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Figura 2.6: Diferencia entre la entropia de Boltzman-Shannon desplazada S, + log A,
y su comportamiento asintético, del oscilador arménico bidimensional, en los estados
excitados (n,|m| = 0) con n = 0 — 500.
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Figura 2.7: Entropias de Boltzman-Shannon en los espacios de posicién S, y de momen-
tos S, asi como su suma S, + S, del oscilador arménico tridimensional con pardmetro

de oscilador A = % en los estados excitados (n,! = 3,|m|=2) con n =0 - 50.
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Figura 2.8: Entropias de Boltzman-Shannon en los espacios de posicién S, y de momen-
tos S, asi como su suma S, + S, del oscilador arménico tridimensional con parimetro
de oscilador A = 1, en los estados excitados (n = 4,!,|m|) con [=0-10y |[m|=0- L.
Las lineas verticales separan los valores de las entropias correspondientes a estados con

diferente nimero cuantico /.
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valores de |m| y entonces aparecen [ + 1 valores de las correspondientes entropias,
que presentan forma de arco. De acuerdo a las expresiones (2.38a) y (2.38b), este
comportamiento se debe a la dependencia en m de la entropia del arménico esferico
Yim(Q), S(Y;3). Los resultados numéricos mostrados en la figura 2.8 parecen
indicar que ambas entropias alcanzan el valor mas alto en [m| = [({ + 1)/2] en el
multiplete caracterizado por los nimeros cuanticos (n,l), donde [a] es el entero

mas alto < a.

2.4.- Atomo de Hidrogeno Monodimensional

En esta seccién se aborda el calculo de la entropia de informacién del atomo de

hidrégeno monodimensional, i.e. un sistema caracterizado por el potencial

Este sistema presenta dos peculiaridades interesantes [LOU59, DAV87, SIC88,
TAN93]: un estado fundamental infinitamente ligado y estados excitados doble-

mente degenerados .

Aqui, después de describir las densidades de Born en los dos espacios de posicion
y momento y calcular los valores esperados radiales y logaritmicos correspondien-
tes, pasaremos a mostrar que si bien la entropia de momentos puede calcularse
exactamente para cualquier estado, no ocurre asi con la entropia de posiciones S,.
Veremos que ello se debe a que esta magnitud esta controlada por la entropia de
los polinomios de Laguerre, cuyo valor solo es conocida para grandes valores del
grado de tales polinomios. De aqui que estudiemos el comportamiento asintético
de la entropia S, y analicemos numéricamente la convergencia de esta magnitud

al valor asintético analiticamente hallado.

2.4.1.- Densidades de Born y valores esperados

Empecemos sefialando que la funcién de onda del estado fundamental de este
sistema es [LOU59]
U(z) = a"l/ze'%l, a— 0.



92 2.4.- AToMO DE HIDROGENO MONODIMENSIONAL

Tomando la transformada de Fourier obtenemos la funcién de onda en el espacio

. 9 011/2
F(p) = /2 —— — 0t

Las correspondientes densidades en ambos espacios son

de momentos

plr) = a e, a— 0t (2.46a)
2 a

= = o, 2.46b

7(}7) '/T(l +a2p2)27 a_> ( )

Para los estados excitados las funciones de onda son [LOUS59]

Uy(r) = \/fvge-'f'/“xxu;_l(mxl/n),

U(a) = \/%e-'x'/w;_l(‘zlxl/n),

donde W,(z) es la funcion de onda de los estados pares y ¥;(z) es la funcién de

onda de los estados impares. Las funciones de onda en el espacio de momentos

son [DAV8T7]
R M e:h2in arctan(np)
U,.(p) = \/ T 2.2
T 14n?p
conn =1,2,3,---. Los autovalores energéticos asociados son E, = —1/n?.

Consiguientemente, se tienen las expresiones

o) = e g (L @fel/m)]", (2.47a)
1) = = (2.47b)

7 (14 n2p?)?’
para las densidades de Born del sistema en los espacios de posicion y momento,

respectivamente. En términos de los polinomios ortonormales de Laguerre, p(z)

toma la forma

2 st o 2
plz) = e g L, (2le|/m)]

Los valores esperados radiales y logaritmicos de este sistema pueden ser calcu-

lados facilmente, con la ayuda de (1.59) y (1.61b), siendo

o -2l 41 \’T'(a+i+3
{el®) = 5o Z(n_i_l) L—Z,—) a>—-1 (2.48a)
=0 4
1
(log |z]) = log (g—) +1-o—+¥(n+1) (2.48b)
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en el espacio de posiciones y

2 1 =
(i) = =0 (5 r(352) ~1<a<s  (249)
(log|p]) = —logn—1 (2.49b)

2.4.2.- Entropia

Utilizando las expresiones (2.47a) y (2.47b) calculamos las entropias de Boltzmann-

Shannon del sistema

S, = In2n®+3n+ % (SI(L:H) _ %1,) , (2.50a)
8y = =lin4lnbr—2, (2.50b)
donde Sy(L._,) e I, son las integrales
Be(EL ) — —/0°° et (L, (0] L, ()] de. (2.51a)
B — /000 e lnt [LL_,(8)] dt, (2.51b)

Calculando I; por medio de (1.61b), expresamos (2.50a) como
1 1
S,=log2n®+3n -2+ ——2¢(n+1) + 2—251(L;_1) (2.52)
n n
La suma de ambas magnitudes es

1 1
S,+S,=3n+2logn + ;+log167r —4—-2p(n+1)+ 27SI(L}H)

En el estado fundamental, las entropias vienen dadas por

Sp 1+ log a, (2.53a)
Sy = —2+4log8r —loga, (2.53Db)

para a > 0, siendo la suma de entropias
S, + Sy =log8r —1, (2.54)

independiente de a.
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2.4.3.- Comportamiento Asintético

Habida cuenta de que la integral entrépica S;(L._,) no puede calcularse analitica-
mente en términos de n, consideraremos aqui solo el caso asintético (n grande) en
el que dicha integral si se deja determinar como ya vimos en la seccion 1.4. Para
ello, empezamos expresando S;(L!_,) en términos de los polinomios ortonormales

de Laguerre, L¥(t), i.e.
Si(LL_) = —2n’logn + nSy(LL_,)
donde
" 0 3 3 1 2
Si(lh) = [T D] m[Io @] a

0
Entonces, la ecuacion (2.52) se escribe

1 1 .
Sp =n 37’1, + log2n2 + ; — 2 — 21,b(n + 1) + %Sl(["}z—l)

Ahora bien, el comportamiento asintético de Sy(L!_,) viene dado por (1.58b). Por

tanto, se obtiene directamente la expresion
S, =2logn +2log2 + logm — 2+ o(1) (2.55)

que nos da el valor asintético de la entropia de posiciones S,. Entonces, teniendo
en cuenta el valor exacto (2.50b) de la entropia de momentos S.,, se encuentra que

el comportamiento asintético de la suma de entropias es
S,+S,=logn+5log2+2logm —4+ o(1) (2.56)

que verifica la desigualdad de BBM.

2.4.4.- Estudio numérico

En la Figura 2.10 se representa la entropias de Boltzman-Shannon del atomo de
hidrégeno monodimensional S, y S,, asi como su suma S, + S,. Se observa que
ambas entropias son monoétonas, creciente y decreciente, respectivamente, con el

numero cuantico n, de modo que la suma de ambas es creciente con n.

En la Figura 2.9 se observa la diferencia entre la entropia de Boltzman-Shanon
en el espaci6 de posiciones, S, y su comportamiento asintético, dado por (2.55),

observandose la convergencia entre ambas.
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Figura 2.9: Diferencia entre la entropia del dtomo de hidrégeno monodimensional en el

espacio de posiciones y su comportamiento asintético, dado por (2.55).
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Figura 2.10: Entropias de Boltzman-Shannon en los espacios de posicién S, y de mo-
mentos S.,, asi como su suma S, + S, del dtomo de hodrégeno monodimensional en los
estados excitados n = 0 — 500.
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2.5.- Atomo de Hidrégeno D-Dimensional

En esta seccién primero se calculan los valores esperados radiales y logaritmicos
del 4tomo de hidrégeno multidimensional en los dos espacios de posiciones y de
momentos y despues, en el Apartado 2.5.2, se determinan las entropias fisicas de
este sistema en términos de dos nociones matematicas: la entropia de los arménicos
esféricos (y por tanto la entropia de los polinomios de Gegenbauer) y la integral

entropica Sl(i,ﬁ) ya considerada en el Apartado 1.4.2.

La dificultad del tratamiento matematico de estos objetos ha impedido hasta
ahora la determinacién de las entropias fisicas de este sistema salvo en el estado
fundamental. Sin embargo, tal como se muestra en el Apartado 2.5.3, el conoci-
miento de tales entropias puede hacerse mucho mas detallado en la region Rydberg
del espectro de estados excitados dado que en tales casos los polinomios involucra-
dos son de grado elevado y entonces las entropias matematicas que se requieren
pueden estimarse asintéticamente con alta precisién tal como ya se discutio en el
primer capitulo de esta memoria. Finalmente, en el Apartado 2.5.4 se lleva a cabo

un estudio numérico de dichas entropias fisicas.

2.5.1.- Densidades de Born y valores esperados

El 4tomo de hidrégeno D-dimensional (D > 2) es el sistema cuyo potencial es

donde r = |7}, con 7 = (z4,...,zp).

La funcion de onda propia de este sistema en el espacio de posiciones es
[NIE79a)
A l - r
Vo) = Noge 5 (5) 128277 (5) Yigo(@0), (2572)
donde L%(t) es el polinomio de Laguerre de grado k y parametro v, N, es la

constante de normalizacién, dada por

e Wl U
Npy = A701 (2 : :
! (217(n Ti+D-3)1) \BTR

D -3 n
= —_— A=—.
=Rt S 2
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y con los mimeros cuanticos n = 1,2,3,---, l = 0,1,---,n — 1. EIl autovalor
energético correspondiente es
1
En - —w

La densidad de probabilidad asociada es entonces

. _E P 2 N r 2
p(7) = W = N2 % (3) (12202 () Wi (@) (2:582)

Expresada en terminos de los polinomios ortonormales de Laguerre, la densidad

se escribe

D=1, e\l oo ) ,
o= Tt (5" (12225 (5)) ot o3y

Utilizando una generalizacién del método descrito por Fock [AVESY], se en-

cuentra que la funcion de onda en el espacio de momentos es

; (2po) 2+
\I}nvlv{“}(m =

L (2p41)

D1 Tn—1,0{u} D+1)»

272 (5% + 18)

donde p? = —2FE, = n~%. Utilizando la relacién existente entre los arménicos
hiperesféricos en un espacio (D + 1)-dimensional y los correspondientes en un

espacio D-dimensional, la autofuncién es igual a

; (np)’ 251 (1 —n'p’

Vi) (0) = I\’n,z(l " n2p2)l+%ﬂ nel—1 1_:772—1)2‘) Y 1:3(92D), (2.59a)

donde C2(t) es el polinomio de Gegenbauer de grado n y parametro «, n tiene el

mismo significado que en el espacio de posicion y

_ (n—=10-1)!
ot = (2#(n+l+D—3

12 D—1. bss
)!) e i T)n—?—. (2.59b)

Entonces, la densidad en el espacio de momentos es

(np)* ol n’p’
(]. +n2p2)2l+D+l n—-{—-1 1 S 772p2

¥(p) = Kny ﬂ Yigw(@)”.  (2:60a)

que expresada en términos de los polinomios ortonormales, se escribe

21 2.2\ 12
np st 1] = 0*p A
1) = 2 +1§2p2))2l+D+1 [C“"'Z‘ (Tn"zﬁﬂ V10 (20) " (2.60b)
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En el espacio de posiciones, los valores esperados radiales y logaritmicos son

<a> _ Wa—l (n—l_l)'
"1 T ¥ (nyl+D-3)

=y a+1l  \’T(a+20+D+i)
2.61
CE (o) TR e
— g 1
(logr) = logA+ — gy T+ D-2) (2.61b)

donde se han utilizado (1.59) y (1.61b), respectivamente.

En el espacio de momentos, los valores esperados radiales
(") = /p"v (P)dp
s [ (=R R CHoP
donde k =n —{ — 1y v =1+ 2= Utilizando (1.27), hallamos finalmente

212 /5 (k+ )T (k+2) T (v+282) T (v + 352)

Py =
#7) k! F2(1/+%) F(l/—i—l)[‘(l/—}—%)
k. k42 atl 3=v
xshy [ TEET BV ELVESE ). (2.62a)
vt v+ Liv+s

El valor esperado logaritmico es

(logp) = /logpv(ﬁ?dﬁ
K,

W (—210g77 + Il = 12)

donde

o= [T e log —n OO &

|

o= [T - gl + 0 [CHOP

-1

D 1

conk=n—-Il-1lyv=I101+ . El valor de I, se conoce por (1.24). Para la

integral I; se comprueba fac11mente que

11:13—[2
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con

1
b= [ (1= 2P (CH0) log(1 — ) de
-1
cuyo valor conocemos utilizando (1.18). Finalmente tenemos

2(2v — 1)y

oo (2.62b)

(logp) = —logn — 1 —

Estos valores esperados han sido abordados con técnicas diferentes por distintos
autores [BOC74, DRA90, KOH82, YAN94c] aunque el tratamiento que aqui se

ofrece es mas global, elegante y completo.

2.5.2.- Entropia

Utilizando las expresiones de p(7) y v(p), dadas por (2.58a) y (2.60a), respectiva-

mente, hallamos las siguientes expresiones para las entropias

S=log N2, + AP N2, (J1 — 210y + Si(L3)) + S(Y; D), (2.63a)
donde
_(n+l+D-1)!  (n+l+D-2)! (n+l+D-3)
S = (n—1—1) u (n—1-2)! (n —1—3)! lafiahy
Jy = / - t**tle~tlogt [LE(t)] dt, (2.63c)
0
Si(Lg) = — [ t*let L) log [LE (1)) dt, (2.63)
0

conk=n—I[l—-1,a=2l+D -2,y

Sy = —log K2, + (204 D +1)log?2
K? )
~ g (s + (D +1)Ja = 5(C}) + 5(Y; D) (2.642)
donde
L v—1/2 )
s = /_1 (1=2)" Tlog (1 - 2) [CL ) at, (2.64b)

&y = /_ J:l (1-2) (1 +0)log1 + 1) [CLOPdt,  (2.640)
+ gy 2 2
S(cy) = - /_ (1= P g cr d, (2.64d)

conk=n—-l—-1lyv=Il+(D-1)/2.
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Utilizando las ecuaciones (1.61b), (1.18) y (1.24) calculamos los valores de Ja,
Ju y Js, respectivamente, quedando finalmente las expresiones de S, y S,

L 6n(n+D=3)—2(+D—2)+(D-3)(D —4))

S5, = —log NZ,: + M

=22 ) gm0 4 D —2) + XPN2,S(LS) + S(Y; DY2.65)
n
’2
S, = —log 22[+D+1 —2([h(n+ 1+ D —2) —(n) — log2] + =

D+1 K2,

~3E 1 2@+ 2 —1) = 1]+ WS(@) +S(Y; D) (2.66)

con [ = ——%.

Para el estado fundamental se tienen las siguientes expresiones para la entropia

g = DI T (2.67a)
P og (D—l)D+1(D‘—2)!7TD/2 ) .b/la

S, = (D+1) log2—l(¢(2+1)—1/)(9+—1))
2 2 2

—log <(D - UDHF(D_QL)) . (2.67b)

D41
m 2

La suma de las entropias es

PEh sz +1], @6

8.+ 8§, = Dlog(en)+ log2 + 2(0 +1) [ (—2) -
Esta suma es siempre mayor que D(1 + log ), de acuerdo con la desigualdad de
BBM. Mis atin, la suma es D(1 + log ) + log 2 — 3 4 o(1), para valores altos de
D,

2.5.3.- Estados Rydberg

Expresando las ecuaciones (2.65) y (2.66) en término de polinomios ortonormales
nP*l 6n(n+ D —-3)—2l(l+ D —-2)+ (D —3)(D —4)
-1 27

[(2n—2[-1)

S, = log

—2l¢(n+l+D-2)+S—lé5—k)+S(Y;D)

Sy = —Dlogn—2([1/)(n+l+D—2)—1/)(n)—10g2]+£

D+1
AP =

[217(217 + 8 —1) — 1] + E(C) + 8(¥; D)



1 0 0000000000000 000000000000000000000O0OCCOCCGOOOIOROCRTTCDS

2.- ENTROPIA DE SISTEMAS MONOPARTICULARES D-DIMENSIONALES 101

siendo las integrales Sy (L) y E(CY) dadas, respectivamente, por
o A 2 A 2
Si(ie) = — /0 te+iet [La ()] log [L3 ()] dt, (2.69)
Ay +1 v=1/2 [ 2 Ay 2
E(CY = - /_ 1 (1= (Crv) log (CE(1)) dt, (2.70)

conk=n—-Il—-1lyv=I1+ %’—1—. Utilizando los comportamientos asintoticos de
S1(L¥) y E(CY), dados por (1.58b) y (1.39) respectivamente, se obtiene, finalmente

S, = 2Dlogn+(2—D)log2+logm+ D -3+ S(Y;D) +o0o(1) (2.71)
S, = —Dlogn+ (D +2)log2+logm—D -2+ S(Y;D)+o0(1) (2.72)

siendo la suma

S,+S,=Dlogn +4log2+2logm — 5+ 2S(Y; D) + o(1) (2.73)

2.5.4.- Estudio Numeérico

En la Figura 2.11 se muestran las entropias de Boltzman-Shannon S, y S.,, asi como
su suma, del dtomo de hidrégeno bidimensional en los estados excitados (n, |m|)
conn =1 —11 y todos los valores de m, i.e., [|m| = 0 — (n — 1). Se observa un
comportamiento creciente con el numero cuantico principal n en S, y decreciente en
S.,, siendo la suma de ambos creciente con n. Ademas de este comportamiento se
observa que para un n dado la entropia de posicién decrece con |m| y la entropia de
momento primero crece hasta un valor maximo y despues decrece con |m/| creciente.
Esta dependencia unimodal con |m| de S, que se observa especialmente en estados

con numero cuantico principal alto, es ain mas acentuada en la suma S, + 5,.

En la Figura 2.12 se muestran las entropias de posicion y de momento del
dtomo de hidrégeno tridimensional en los estados excitados (n, [, |m|) conn = 1-6,
l=0—(n—1)y|m| =0—I. Las lineas verticales a rayas y a puntos se dibujan para
separar los valores de la entropia de aquellos estados con diferente nimero cuantico
principal n, y para un n dado, los estados con diferente numero cudntico orbital
l. Ademas del comportamiento con n, similar al observado en los casos mono- y
bi-dimensionales, se observa que, (i) la entropia de posicién decrece globalmente
con [ para n fijo y la dependencia en |m|, para (n,l) fijos, tiene forma de arco,
(ii) la entropia de momento crece con ! para n fijo y presenta un comportamiento

unimodal o de arco con |m| para (n,!) fijos; y (iii) las valores de la suma S, + S,



102 2.5.- ATOMO DE HIDROGENO D-DIMENSIONAL

presenta un comportamiento ligeramente creciente con la excitacién del sistema en
la regién de nimeros cuanticos (n,(,|m|) considerada, y siempre de acuerdo con

la desigualdad de BBM.

2.5.5.- Comportamiento con la carga nuclear.

Aqui estudiaremos brevemente el efecto que la consideracién de la carga nuclear

Z en el potencial culombiano, i.e.

v =2

-
produce en las propiedades del sistema que se han considerado en los apartados
anteriores de este capitulo, esto es, sobre los valores esperados radiales y logaritmi-
cos y las entropias en los espacios de posiciones y momentos. La relacion entre
la funcién de onda ¥ z(7) del atomo hidrogenoide y la funcién de onda W,(7) del
dtomo de hidrégeno, dada por (2.57) (en este caso la carga nuclear es 1) es [AVES9]

U4 (7) = ZP?W,(Z7).

En el espacio de momentos, la relacién entre las funciones de onda U4(p) y Ui(p),
correspondientes a las funciones de onda del dtomo hidrogenoide y la del atomo
de hidrégeno, respectivamente, es

. 1 . .

Uz (p) = ﬁ;‘l’l(P/Z)
donde ¥, (p) viene dada por (2.59a).

Utilizando estas dos 1ltimas ecuaciones hallamos facilmente las expresiones de
las densidades pz(7) y vz(p) del dtomo hidrogenoide de carga nuclear Z en los

espacios de posiciones y momentos, respectivamente

pz(F) = ZPpi(27) (2.74a)
v2(P) = 71571(13/Z) (2.74b)

viniendo las expresiones de p;(7) y 71(p) dadas por las ecuaciones (2.58) y (2.60),

respectivamente.

La expresién de los valores esperados radiales y logaritmicos en el espacio de
posiciones, son

)z = 72l

(logr)z = (logr); — Dlog Z
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Figura 2.11: Entropias de Boltzman-Shannon en los espacios de posicién S, y de mo-
mentos S, asi como su suma S, + S, del dtomo de hidrégeno bidimensional, en los
estados excitados caracterizados por los nimeros cudnticos (n,|m|) conn =1-11y
I[m| =0 - (n — 1). Las lineas verticales separan los valores de las entropias correspon-

dientes a estados con diferente nimero cuantico n.
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Figura 2.12: Entropias de Boltzman-Shannon en los espacios de posicién S, y de mo-
mentos S, asi como su suma S, + S.,, del dtomo de hidrégeno tridimensional, en los
estados excitados caracterizados por los nimeros cuanticos (n,l,|m|) con n = 1 — 6,
l=0-(n-1) y|m| =0-1I. Las lineas verticales a rayas y a puntos separan los
valores de las entropias correspondientes' a estados con diferente nimero cuantico n y

con diferente nimero cundntico ! para n dado, respectivamente.
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respectivamente, donde (r*); y (log ) son las expresiones de los valores esperados
radiales y logaritmicos del dtomo de hidrégeno, dadas por (2.61). Los valores

esperados radiales y logaritmicos en el espacio de momentos vienen dados por

Pz = Z%(ph
(logp)z = (logph + DlogZ

donde (p®); y (logp): estdn dadas por las ecuaciones (2.62a) y (2.62b) y corres-
ponden a los valores esperados radiales y logaritmicos del atomo de hidrégeno,

respectivamente.

Podemos, asimismo, hallar la relacién existente entre las entropias S,(Z) y
S.(Z), correspondientes al 4tomo hidrogenoide con carga nuclear Z, y las entropias
S,(1) y S,(1) del dtomo de hidrégeno. Para ello utilizamos las expresiones (2.74),

hallandose

%)

=,

=
I

S,(1) — Dlog Z (2.75a)
S(Z) = S,(1)+ DlogZ (2.75b)
estando S,(1) y S,(1) dadas por las ecuaciones (2.65) y (2.66), respectivamente.

Nétese que la suma de ambas entropias S,(Z) + S,(Z) no depende de la carga

nuclear Z.



Segunda Parte
Sistemas de muchas particulas



Capitulo 3

Acotacion de la entropia de un

sistema fisico

La determinacién exacta de las entropias de Boltzmann-Shannon de un sistema de
muchas particulas es un problema de dificil, si no imposible, soluciéon. En efecto,
acabamos de ver en la primera parte de la memoria que el calculo exacto de tales
magnitudes no es posible en el caso de sistemas monoparticulares como el oscilador
armonico y el 4tomo de hidrégeno, donde sélo se han podido encontrar expresiones

analiticas para el estado fundamental y para el primer estado excitado.

Este capitulo tiene como objetivo la obtencién de expresiones analiticas de
tipo desigualdad que permitan relacionar de forma rigurosa las entropias de infor-
macién de un sistema fisico con otros funcionales de la densidad que caracterizan
magnitudes fundamentales y/o experimentalmente medibles del sistema. Este pro-
blema fue iniciado por S.R. Gadre y R.D. Bendale a mediados de la década de los
ochenta [GAD87] y continuado por J.C. Angulo y J.S. Dehesa [ANG92, ANG93a].
Estos autores obtuvieron cotas superiores de caracter variacional a las entropias
de un sistema fisico en términos de un valor esperado radial y el valor logaritmico
medio. En particular destaquemos que la susceptibilidad diamagnética (r?) de un
sistema de N electrones permite acotar superiormente la entropia de posicién S,

de la forma

3/2
S, < Nlog (%(Tﬂ)) - g—Nlog N,

y que la energia cinética T lleva a cabo un papel andlogo con la entropia de

momento S,, a saber que

3N

47T 5
107



108 3.- ACOTACION DE LA ENTROPIA DE UN SISTEMA Fisico

Aqui se pretende extender estas desigualdades en el sentido de incluir otros funcio-
nales de la densidad ademds de la energia cinética total Ty los valores esperados

de carga (r®) y de momento (p*), tales como e.g. los siguientes

- La energia cinética de Thomas-Fermi

2/3 5/
Ty = 10 /[ AP dF. (3.1)

- La energia de intercambio de Dirac-Slater
1/3
.. (§> 1oy ar. (3.2)
4\
- La densidad electrénica media
= [l 4 (33)

- La energia directa de Coulomb

p(r1)p(r2) -
2/ |r1—rz| ) 47 d7, (3.4)

- La energia de Weizsacker
L[ IVe(MP -
Tulp]l = —/—_,—dr. 3.5

Se quiere asi contribuir al firme establecimiento de una Teorfa Funcional de la

Densidad de los sistema multielectrénicos basada en desigualdades.

El capitulo estéd estructurado de la forma siguiente. En primer lugar, en la
Seccién 3.1, se define la funcién ¢, x(z) y se muestran sus propiedades de mono-
tonicidad. Tales propiedades constituyen los elementos basicos para obtener, en
la Seccién 3.2, varias desigualdades entrépicas de validez universal para sistemas
fisicos D-dimensionales que relacionan la entropia de Boltzmann-Shannon con fun-
cionales de la densidad muy generales. Los resultados asi obtenidos se describen
por medio de los Teoremas 3.5-3.8. A continuacién, en la Seccién 3.3, los Teoremas
3.9-3.12 conducen a cotas generales a la entropia de posicién S, en términos de los
funcionales de Thomas-Fermi y de Dirac-Slater asi como del funcional promedio
de la densidad electrénica del sistema. Anilogamente, en la Seccién 3.4, los Teo-

remas 3.13-3.15 son utilizados para la obtencién de cotas rigurosas a la entropia
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de posicién S, de un sistema atémico por medio de uno o varios momentos de
frecuencia de la densidad p(7) y/o de la densidad de carga en el nicleo p(0). La
Seccién 3.5 contiene las desigualdades que relacionan a la entropia de posicién S,
con el funcional de Weiszéacker y/o la energia directa de Coulomb J[p]. Finalmen-
te, en la Seccién 3.6, se describen algunas relaciones encontradas de la entropia
de posicién con varios valores esperados radiales de carga y de momento, el radio
logaritmico medio y/o un momento de frecuencia. Para su obtencion se utilizan,
en particular, las cotas superiores de caracter local (i.e. punto-a-punto) obtenidas

para la densidad de carga atémica [KIN83a, GAL95].

Aunque a lo largo del capitulo se hace hincapié en la entropia de posicion, simi-
lares desigualdades pueden obtenerse para la entropia de momento de los sistemas

considerados.

3.1.- Definicién y propiedades de la funcion ¢, ()

Consideremos el desarrollo de Taylor hasta el orden k-ésimo de z®log = en torno

a zxg=1, estoes

m(z)= Y [ﬁ(a - z‘)} [Z - h} e (3.6)

|
j=1 | i=0 h=0 J:

y definamos la funcién ¢, x(z) de la forma:
bar(z) = (—1)*z% log z + (—1)* ' mi(2), a €Nk >a. (3.7)

Teniendo en cuenta que

=0

[Ti@l*iﬂ = (=1)'(~a);,

y que
-1 1

Za—h

h=0

=9¢(—a) —¥(j —a),

se tiene que

[JI:I (a - Z):I [i - h:| = (—1)j+a+la!F(j - a) ’ (38)

=0 h=0 a—
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donde se ha utilizado también que I' (z) tiene polos simples en z = —n, n € N,
con residuo (—1)*/n! y que la funcién 9(z) = I'(z)/I' (z) tiene polos simples en
z = —n, n € N, con residuo —1. Por otra parte, (a); = a(a+1)---(a+j—1)es

el simbolo de Pochhammer.
La combinacién de (3.7)-(3.8) permite reescribir la funcién ¢, x(z) en la forma

5 j—a—1)! :
bai(z) = (=1)z%logz + Z (—1)ja!£]—;!——11(x_1)1

j=a+l1
Z R [Z—%a 1 h] (z — 1) (3.9)

Desarrollando (z — 1)’ en ambas sumas, operando y reagrupando términos, se

encuentra la expresion de ¢, r(z) en términos de potencias de z

bap(z) = (=1)"z"logz + (— ““Zc,(a k)z (3.10a)
donde
) 1i+a+1a! 1 [TQ1—a+k) 1
A T(l1—i+k) T(a+1—73)
—1)a_ia—!——1 i<a
c;(a,k) = ﬁ i ! (a - Z)(a - Z)'
[y +v(k —a+1]+2 1=a
e B
(—l)i+a+1(_l_'!(i—a—1)!(l?—a) 1> a.
! i i—a
(3.10b)

Veamos ahora diferentes propiedades de ¢, x(z) que nos seran de gran utili-
dad mads tarde. Primeramente calcularemos la primera derivada de ¢, x(z) y des-
pués estudiaremos las propiedades de monotonicidad (no-negatividad, convexidad

y concavidad) de la funcion ¢o (), primero, y ¢, k(z), mas tarde.

Teorema 3.1 La funcion ¢, ,(z) verifica la formula de derivacion siguiente:

_¢a #z) = d)a w(2) = —ada—ip-1(2), a2l (3.11)
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Demostracién. Derivando la exprexién (3.9) de ¢, x(z) tenemos

/ a—1 a_a-1 : ; (f=a=1)! —1
¢ (z) = (—1az* 'logz + (—1)%z* + ) e R
' j=a+1 (g —1}!
RV SR |
- VI T — ,
= (a—gNg -1 |f=a—h
Haciendo j — 7 + 1 en las dos sumas, desarrolando z®! en torno a zo = 1y
reagrupando términos, la expresién anterior se escribe
k-1 (7 —a) A
# (z) = (=1)*az* 'logz — Z(—l)Ja!(] @) (z — 1)
; - ;1
j=a
a—1 | ] 1 1 )
7 a+1 a: - — 12,
H=1) ];(a—j—mj! Loa—i a} (-1
De aqui obtenemos, tras cancelar términos y factorizar, que
/ a—1_a-—1 - ] (] —CL)' ]
$oilx) = —a|(-1)*"a*ogz + D (—1)(a — Y=——(z - 1Y
; = 5

+(—1)a a—1 (a — ]_)' |:JZ~: 1 :l (CL‘ . 1)]) )

Za—i-D§ |[Zae—i-1

Comparando esta iltima expresion con (3.9), obtenemos el resultado del teorema.
|

Para estudiar el comportamiento de ¢, k(z), necesitaremos primero estudiar

como se comporta ¢o ().

Teorema 3.2 La funcidn ¢o r(z) satisface las siguientes propiedades de monoto-

nictdad:
$oznt1(z) < 0, x>0, (3.12a)
¢6,2n+1(x) Z 07 0 S z S 1, (312b)
¢6,2n+1($) < 0, @2 1, (3.12¢)
g,2n+l(x) S 0’ z 2 07 (312d)



112 3.1.- DEFINICION Y PROPIEDADES DE LA FUNCION ¢, ()
y
boan(z) < 0, 0<z<I, (3.12¢)
boan(z) > 0, z2>1, (3.12f)
fale) £ 8, U5=x1, (3.12h)
al@ 2 0, w21, (3.12i)
conn € N.

Demostracién. Utilizando (3.7) hallamos

:c—li.

Gok(z logﬂH—Z

Derivando se encuentra

$o.(z) :%[sz )Yz —1)" ]

Sumando y restando Y5 (—1)'(z — 1)1, la 1ltima ecuacién se transforma en

[1+§(—1 1)+Z(1 (z — 1) ]
k-1

See-y - Reve-n] - S e

1=0

¢6,k($) =

Sl= Bl=

De aqui obtenemos

1+ (k—1)a]. (3.14)

g,k(m) = =

(1 _ I)k_l
1:2

Si k =2n + 1, tenemos que ¢g (z) > 0 para z > 0. Igualmente se comprueba
que ¢p(z) > 0 para 0 < z < 1y que ¢pi(z) < 0 para z > 1. Ademis,
como ¢Po2nt+1(1) = 0, utilizando el comportamiento de ¢ ,,,,(z) hallamos que
do,2n+1(z) < 0 para z > 0.

De manera similar se prueba el resultado para k =2n. W

Analicemos ahora el comportamiento de ¢q k()
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Teorema 3.3 La funcién ¢, x(z) satisface las siguientes propiedades:

Gaanri(z) < 0, z 20, (3.15a)
¢a,2n($) S Oa 0 S x S 13 (315b)
¢a,2n(~r) Z Oa z 2 ]- (315C)

Demostracién. Se hara por induccién. Sabemos que (3.15a), (3.15b) y (3.15¢)
son ciertas para a = 0, segiin (3.12). Suponiendo que (3.15b) y (3.15¢) son ciertas
para a, veamos que (3.15a) es cierta para a 4+ 1. Segiin el Teorema 3.1, sabemos

que
¢;+1,2n+1($) = —(a+ 1o za ).

Entonces

¢;+1,2n+1(-7’) 0, 0=ex 1,
¢;+1,2n+1(3’) < 0, w21,

IV

de acuerdo a (3.15b) y (3.15¢). Luego, al ser ¢ay1,2n41(1) = 0, tenemos que

Gbas1,2nt1(2) <0  paraz > 0.

Supongamos ahora que (3.15a) es cierta para a. Entonces
Pot1,2n(2) = —(a + 1)a2n-1(z) 2 0, z 2z 0,
de acuerdo con (3.15a). Entonces, al ser ¢,41,24(1) = 0, tenemos que

¢a+1,2n($) < 0, DL &= 1,
Gat1,2n(z) > 0, % 2> L,

con lo que se ha demostrado el teorema. M

También nos sera ttil estudiar la convexidad y concavidad de ¢, x(z), respecto

a X.

Teorema 3.4 La funcidon ¢, x(z) satisface las propiedades de convezidad y conca-

vidad siguientes:

baznir(z) < 0, x>0, (3.16a)
Prgn(z) < 0, 0Lz <, (3.16b)
Paon(z) 2 0, z2>1 (3.16¢)
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Demostracién. Si a = 0, segin las ecuaciones (3.12d), (3.12h) y (3.12i), el

teorema es cierto.
En el caso a = 1. Sabemos que, segin (3.11) y (3.13)

] - g}t
& () = —h o a(z) = — LD

T

de donde es inmediato comprobar que el teorema se cumple en este caso.

Para a > 1, segun el teorema 3.1, tenemos

¢;’,k(i’3) = a(a — 1)pa_2x—2(x),

y, de acuerdo con (3.15), tenemos que (3.16) es cierta.

3.2.- Desigualdades entrépicas generales

Aqui se muestran varias desigualdades (Teoremas 3.5-3.8) que involucran a la en-
tropia S, y a diversos funcionales de la densidad muy generales. Son de validez uni-
versal en tanto en cuanto pueden aplicarse a cualquier sistema fisico D-dimensional
en un estado cualquiera caracterizado por la densidad de probabilidad p(7). Su
utilidad se observara en las secciones posteriores al particularizarse en sistemas

especificos para ciertos funcionales concretos de interés en tales sistemas.

Teorema 3.5 Sea p(r) una densidad de probabilidad D-dimensional, S, su en-

tropia de Boltzman-Shannon y g(7) una funcion positiva arbitraria. Entonces

2n+1
b(—1)**t1S, +b(—1)*"(log g) + (—1)**' > ci(a,2n 4+ 1)Rii—aplp, 9] <0, (3.17a)
=0
donde o
Relpg=s A g (3.17b)

[9(7)]*

siendo b € R, a € N y los coeficientes c;(a,2n + 1) vienen dados por (3.10b).

Demostracién. De acuerdo con (3.15a), @g2n+1(z) < 0. Tomando z = (f((g)b
en (3.10) e integrando sobre du(7) = [p()]*~2*/[g(7)]~*® d 7 se obtiene el resultado
buscado. W

Son interesantes los casos n =0y n = 1.
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Corolario 3.5.1 Sea p(7) una densidad de probabilidad D-dimensional, S, su en-

tropia de Boltzman-Shannon y g(7) una funcion positiva arbitraria. Entonces
bS, < —b{logg) + R_slp,g] — N, (3.18)
donde
N = /p(F‘)dr”‘, (3.19)

y Rk[p, g] viene dado por (3.17b) y b € R.

Demostracién. Basta con tomarn =0y a =006 a =1 en el teorema 3.5. W

Corolario 3.5.2 Sea p(7) una densidad de probabilidad D-dimensional, S, su en-

tropia de Boltzman-Shannon y g(7) una funcion positiva arbitraria. Entonces

1 1 N
bSﬂ < ——b(lOgg) + gR-—b[pvg] - Rb[p7g] + ERZb[pag] + ?v (320&)

11 3 1
bSP = _FN + 3R-—b[P,g] - é'R—%[p»g] + gR—-Sb[pvg]’ (320b)

donde b € R.

Demostracién. Para (3.20a) basta tomar n = 1y a =1 6 a = 4. Para (3.20b)
hay que tomarn=1ya=36a=2. B

Teorema 3.6 Sea p(r) una densidad de probabilidad D-dimensional, S, su en-

tropia de Boltzman-Shannon y g(7) una funcion positiva arbitraria. Entonces

2n+1

b(—1)°S, + b(~1)(log g) + (~1)* 3 ci(a,2n + 1) Rapplp ]

1=0

a (R(l—a)b[p$ g])a lo R(l—a)b[pv g]

=1 (R_as[p, g])*! & R_alprg]
2n+1 1
H=D™ Y aila,2n+ 1)%‘_‘;‘3)"[’;5‘?_)1 >0, (3:21a)

donde b € R, a € N, Ri[p, g] viene dado por (3.17b) y ci(a,2n + 1) por (3.10b).
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Demostracién. Para demostrar este teorema utilizamos la desigualdad de Jensen

[MIT93], i.e.
(f fdu) Jo(f)dp
Pl S
[dp [dp
para toda funcién ¢(z) convexa, [ fdu < oo y du una medida no negativa. En-

tonces, usando la convexidad de —¢, 2n+1(z), de acuerdo con (3.16a), y tomando

f= (f,%)b y du = [p(7)]*=*/[g(7)]~* d ¥ obtenemos (3.21). M

Es interesante el caso n = 0,

Corolario 3.6.1 Sea p(7) una densidad de probabilidad D-dimensional, S, su en-

tropia de Boltzman-Shannon y g(7) una funcion positiva arbitraria. Entonces

bS, < —b(logg) + N log R;b][vf—)’—g], (3.22)

con Rilp,g] dado por (3.17b) y b € R.

Demostracién. Tomarn =0ya=06a=1en (3.21). W

Para n = 1, tenemos

Corolario 3.6.2 Sea p(7) una densidad de probabilidad D-dimensional, S, su en-

tropia de Boltzman-Shannon y g(7) una funcion positiva arbitraria. Entonces

bS, > —b(logg) — %(R"[g;g])z + (31,3[?\}29])3 4 ngb[p,gl
_Eib[g/’_’f’] +Nlog 72—, (3.23a)
15, < ~H0o89) ~ g Tl P
+52-”g"—g] + Nlog &fjw, (3.23b)
05 2 ~bogs -+ S0 (TR
_Rilp,g] _ (Boslpygl)®,  BE-slp, 9] (3.23¢)

(0] ]
3 Roalp,d] ° R-ulp,g]
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11 (R_2[p,9])? 11 (R_xup,g])*
b5, < —Mlogg) =GN =3 el T 6 (Ronlp,9))?
(R_2p, 9])° log B2l 9]
(R-3[p,g])> = R_sslp, 9]’

donde b € R y Ri[p, g] esta dado por (3.17b).

+3R_[p,g] — (3.23d)

Demostracién. En todos los casos hay que tomar n = 1 en (3.21). Los valores
de a son 0,1,2,3 para las ecuaciones (3.23a),(3.23b),(3.23c) y (3.23d), respectiva-

mente. W

Es interesante notar que los Teoremas 3.5 y 3.6 son una generalizacion de la

propiedad de positividad de la entropia relativa I(p, f). En efecto, si tomamos

9(7) = [f(D)e[p(M], n=0y

/ FF)dF = / ol F)d7
en ambos teoremas, hallamos

/p log(

que no es mas que la positividad de I(p, f).

>df’20,

Podemos también acotar la entropia de Boltzman-Shannon S, en caso de que

conozcamos una funcién que acote (superior o inferiormente) a p(7).

Teorema 3.7 Sea p(7) una densidad de probabilidad D-dimensional, S, su en-
tropia de Boltzman-Shannon y g(7) una funcion positiva que acota superior o in-

feriormente a p(7). Entonces, definiendo

F®lp,g] = (-=1)**'S, + (-1)"*"(log g)

(_1)a+1 2n
+ b Zci(aaQn)R(i—a)b[png (324&)
=0
se verifica que
F®[p,9] <0, (3.24b)
si p(7) < g(7), y
F®[p,9] > 0, (3.24¢)

st p(7) > g(7), con Ry[p,g| definido por (3.17), ci(a,2n) dado por (3.10b), b€ R
ya€N.
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Demostracién. Si b > 0, p(7) < g(7) 6 b < 0, p() > g(r) hay que hacer
z = (p/g)" en (3.15b) e integrar sobre [p(7)]'~%/[g(7)]~**dF. Si b < 0, p(F) <
g(f) 6 b > 0, p(f) > ¢(7) hay que hacer z = (9/p)" en (3.15¢) e integrar sobre

()14 /[g() [+ dr.

Para n = 0 tenemos que
F§dlp, gl = =S, — (logg), (3.25)

mientras que para n = 1 se obtienen los siguientes resultados

3 9 Ras|p, .

Fiile.g] = —Sp-<logg)+%N—ZRAMH%, (3.26a)
R_[p, Rylp, g

Fp.g) = S,+ (logg) — 62[: g]+ "[% | (3.26b)

No se muestra Féf’l)[p,g] ya que, como se comprueba facilmente, es equivalente a
b
Fg.lp, g).

Teorema 3.8 Sea p(7) una densidad de probabilidad D-dimensional, S, su en-
tropia de Boltzman-Shannon y g(7) una funcion positiva que acota superior o in-

feriormente a p(7). Entonces, definiendo

GOlp,gl = (=1)**'S, + (=1)**'(log g)
(—1)p+ &
+——b—— Z nci(a, 2")R(i-a)b[P, gl
1=0
(=1)**! (Ru-a)slp, 91)* . Rii—ayslp, 9]

b (Bealpr )™ ° R_ulpy ] .
+(_1)a 2chi(a,2n)(R(l—a)b[pvg])l (327&)

b = (R-as[p, g])"V’
se verifica que
G [p, 9] <0, (3.27b)
st p(7) < g(7), y
GO [p,g] >0, (3.27¢)

si p(F) > g(7), con Ri[p,g] definido por (3.17b), ci(a,2n + 1) dado por (3.10b),
beRyacN.
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Demostracién. Utilizaremos de nuevo la desigualdad de Jensen [MIT93], i.e.

(ffdu> < Le(f)du

Jduw ) = [du

para toda funcién ¢(z) convexa, [ fdu < oo y dp una medida no negativa. Si
b >0, p(f) < g(r) 6 b <0, p() > g(r) hay que tomar f = [p(7)/g(7)]’, dpu =
[p(P)]172/[g(7)] "% v @(x) = —@a2a(x), que es convexa para z < 1, de acuerdo
con (3.16b). Si b < 0, p(7) < g(r) 6 b > 0, p(7) > ¢(¥) basta con tomar f =
[9(7)/p(P)], die = [p(7)]*+**/[9(7)]* y (2) = Ba,2n(), que es convexa para z > 1,
de acuerdo con (3.16c). W

Para n = 0 se obtiene

N N

GOp,g] = =S, — (log g) + — log =——, 3.28
0,0[p g] P (Ogg> b og Rb[p,g] ( )
mientras que en el caso n = 1 obtenemos
Ro[p,g])* | Raslp,
ol = =S, - (logg) - Lol | Rulp,d]
N N
+—1lo ) 3.29a
b % Rilp,g] 3-592)
N? Rolp, g
6lipgl = 5+ log) — g + T4
N N
+ 2 log — 3.29b
b % Ralpng RS
3 (R-slp,9))*
Glp,gl = =5, — (logg) — ——~——t 2L
2,1[p g] p (Ogg> 2b R—Zb[p,g]
2
_(R—b[p7g]) 1 R—b[p7g] (329C)

0 .
R_2[p, g]b E R_2]p, 9]

3.3.- Acotacion de la entropia por varios funcio-
nales de la densidad en sistemas de N elec-
trones

En esta seccion se utilizan los Teoremas 3.5 y 3.6 particularizados para g(r) = 1

a fin de acotar inferiormente la entropia de Boltzmann-Shannon de un sistema de
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N particulas en términos de varios funcionales de densidad de un tipo particular,
a saber, los momentos de frecuencia de la densidad monoparticular p(7) definidos
por

e = / p(P°d7,  a>0. (3.30)
Nétese que Ri[p,1] = wis1. Las cotas generales asi obtenidas, que recogen los
Teoremas 3.9-3.12, son utilizadas para correlacionar la entropia de Boltzmann-
Shannon de un sistema de N electrones con varias energias fisicas (e.g. Thomas-
Fermi, Dirac-Slater) y otras magnitudes (e.g., densidad electrénica media) que
vienen representadas por funcionales del tipo w,. Las cotas que nos suministran
los Teoremas 3.9 y 3.10 dependen de un sélo momento de frecuencia, mientras que

los Teoremas 3.11 y 3.12 dependen de dos 0 mas momentos de frecuencia w,.

Teorema 3.9 Sea p(7) la densidad de probabilidad de un sistema fisico, S, su

entropia de Boltzmann-Shannon y w, los momentos de frecuencia de p(7). Enton-

ces,
1
Sp 2 (_l-:_l[N —wa], (331&.)
sta>1y ;
Sy < 7 lwa = N, (3.31b)
—a
st0<a<l.

Demostracién. Basta con hacer g(F) =1 ya=1—ben (3.18). W

Esta expresion nos permite obtener las siguientes relaciones:

(1) Si a=>5/3, tenemos
3
Sp 2 i[N — (.4)5/3], (332)

y utilizando la expresién (3.1) obtenemos una relacién entre la entropia de
Boltzman-Shannon S,, la energia cinética de Thomas-Fermi Tp y el nimero
de constituyentes del sistema N

3 10 £ 1 \?3
S>3 [N -3 (3?) To] . (3.33)

Ademais, al ser la energia cinética exacta del sistema T' > T, [LIE76, LIE81],

se tiene facilmente

3 3\ 2/8 2
T > = (317 (N - -3:5,,) . (3.34)
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(2) Sia=4/3, obtenemos

5,23 [N = [l (3.35)
y usando (3.2) tenemos
4 1/3
g8, >3 [N 5 G) Kol , (3.36)

que nos relaciona la entropia de informacién y la energia de Dirac-Slater de

un sistema de N electrones.

(3] 8i&= 2, entonces

S, > N = (p), (3.37)

proporciona una cota a la entropia en términos de la densidad electronica

media.

Teorema 3.10 Sea p(7) la densidad de probabilidad de un sistema fisico, S, su

entropia de Boltzmann-Shannon y w, los momentos de frecuencia de p(7)

wo = [[p(P)" 7.

Entonces,
N N
> —_— y
5, > —3 log L (3.38a)
sta>1y
N We
< — ’
S,,_l_alogN, (3.38b)
si0<a<l.

Demostracién. Basta con hacer g(F) =1 ya=1—ben (3.22). R

Este teorema permite hallar nuevas desigualdades rigurosas entre la entropia de
informacién y cada una de las magnitudes siguientes: energia de Thomas-Fermi,

energia de Dirac-Slater y la densidad electrénica media.
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(i) Si a = 5/3 entonces

3. [[p(F)PdF

que, combinada con (3.1), nos da la siguiente relacién entre 7o y S,

3 10/3 (372)~** Ty
Sp > == N log [ = , (3.40)
y, utilizando que T' > T, [LIE76], se obtiene
 JU [ 25, ]
— N : 41
T 10(37r ) exp |~ 3y (3.41)
(2) Sia =4/3 entonces
4/3d
S, > —3N log [%—1] , (3.42)
que, utilizando (3.2), se transforma en
4 /m 1/3 [{0
> —3Nlog |—= (2] =3, .
5,5 -3 log[ 3(3) N] (3.43)
(3) Sia=2
S, > —Nlog [%] . (3.44)

Teorema 3.11 Sea p(7) la densidad de probabilidad de un sistema fisico, S, su
entropia de Boltzmann-Shannon y w, los momentos de frecuencia de p(r). Enton-

CeS

11N 3 W143b
bS, > 5 3wiys + §W1+2b - ; )

(3.45a)

1
con b~z §
Wi-p Wi4h | Wi42b

N
< — — :
5 < 5 3b T Al

con—%<b<1.

00000000000000000000000000000000000000080a00aaacaaaaae



m&-‘» :

b

3.- ACOTACION DE LA ENTROPIA DE UN SISTEMA Fisico 123

Demostracién. Basta con hacer g(7) =1 en el corolario 3.5.2 W

Haciendo b = 1/3 en (3.45a) se obtiene

/[ (F)FPd7 =9 [ [p(7)]* d (p) + 5

que, usando las definiciones (3.1) y (3.2), permite reescribir la anterior desigualdad

COo1mo

15
(3m2)2/3

Este tipo de relaciones es de gran interés en la fisica de los sistemas multielectroni-

1/3 11
S, > Ty +12 (3) Ko = {p)+ 5 N. (3.46)

os. Recuérdese, por ejemplo, que la energia total del estado fundamental de un

gas homogéneo de electrones es [MAH90]
E= A/ \[P/3dr — B/[p 4347 + CS, +D/p Y-

cuyos términos se dejan comparar correspondientemente con los de la relacion

anterior, aunque aqui A, B, C, D, ... son parametros diferentes.

Teorema 3.12 Sea p(7) la densidad de probabilidad de un sistema fisico, S, su

entropia de Boltzman-Shannon yw, los momentos de frecuencia de p(7). Entonces

3 2
wipy 3wiy 3 W143b Wih .
bSp 2 W— - ET + §w1+2b — 3 - N lOg —[v—, (347&)
conb> —3,
2 N2 W142b N
bS, < —— — wi_ - N1 3.47b
° S G, + g, wi-p + 5 og s ( )
con -1 <b<1
N w w? Wi4b w? Wi-b
b, o —— 8 g A — — = 1 , 3.47c
’ 2 3wi_y 2wy 2 3 Wi—gb  Wi-2b ( )
con —1 <b< %,
1IN 11w Jw? 2 —
B, e, S TR g B IR (3.47d)
6 6 Wi _3p W1-3b Wi_3p W1-3b
con b < 3
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Demostracién. Basta con hacer g(7) = 1 en el teorema 3.6.2.

Haciendo b = 1/3 en (3.47a), obtenemos

wi’/3 9‘*’4/3 _3Nlog Wa/3

o2 gt T TN T N

que, utilizando (3.1), (3.2) y (3.3), se convierte en

1/3 2/3
5,2 5(5) To-gmki-5 (5) K- (o)

2 BIN? 0T N\3
4 o 1/3
_3Nlog [—gﬁ (5) 1(0} , (3.48)

que nos relaciona S,, To, Ko, (p) y N de modo distinto a (3.46).
Si hacemos b = —1/3 en (3.47d), tenemos

11 11w w? w
S, > =N-—0L,9 30 9,43 5/31 og =2,
2 2 w; wa w3 wa

que utilizando (3.1), (3.2) y (3.3), podemos escribir como

3 1 2/3 T2 1/3
y Ly S0 T3 10 (3YRTE L ey
27 243r4(p)2 ' 9 \nt (p)

5, 3
000 15 1o [0 3ty 8]

31 o o8 | 3O (3.49)

3.4.- Entropia, energias fisicas y densidad de car-

ga atomica en el nicleo

En esta seccién utilizaremos los Teoremas 3.7 y 3.8 particularizados para g(7) =

Pmax, con lo que
wk+1
Ry [Pa Pmax] = ,0 ,

max

a fin de obtener cotas inferiores a la entropia de Boltzmann-Shannon de un sistema
fisico arbitrario en términos del valor maximo de su densidad monoparticular pmax
y de uno o varios momentos de frecuencia w,, dados por (3.30). Los resultados
obtenidos estan recogidos en los Teoremas 3.13-3.15. Después, estos resultados son
aplicados al caso de dtomos de N electrones en su estado fundamental, en cuyo

caso el valor maximo de la densidad tiene lugar en el nicleo.



0000000000000 00000000000000000CGOOOSOOOOGPOOINEOCGOOORORTSTS

3.- AcoTACION DE LA ENTROPIiA DE UN SISTEMA Fisico 125

Teorema 3.13 Sea p(7) la densidad de probabilidad de un sistema fisico, S, su
entropia de Boltzman-Shannon, w, los momentos de frecuencia de p(T) Y pmax €l

valor mdzimo de p(r). Entonces

By 2 =N 108 Pay (3.50)

Demostracién. Basta con hacer g(7) = pmax en (3.25). W

En atomos neutros en su estado fundamental, donde la densidad esféricamente
promediada es decreciente, y por lo tanto pmax = p(0), tenemos que la relacion
(3.50) es

S, > —Nlog p(0), (3.51)

que nos correlaciona dos magnitudes tan distintas como la entropia de informacion
S,y la densidad de carga atomica en el nucleo p(0), en un ion de N electrones. Una
cota inferior a la entropia S, que involucra la densidad p(0) junto con el centroide

de la densidad se obtiene en la Seccion 3.6.

Teorema 3.14 Sea p(7) la densidad de probabilidad de un sistema fisico, S, su
entropia de Boltzmann-Shannon, w, los momentos de frecuencia de p(7) Y pmax €l

valor mdzimo de p(7). Entonces,

3N 2w w
o Y Kdyp 1426

bS8, > 5 Y (3.52a)
conb>00-1/2<b<0y
b
bS, < Bﬂa_’iwl_b DLt BN 10g Pmax, (3.52b)

205 ax

2

con)l<b<l1o-1<b<0.

Demostracién. Basta con hacer g(7) = pmax €n (3.26). W

Si hacemos b = 1/3 en (3.52a), tenemos

9N 6(4)4/3 3 Ws/3
%2 T tan

— N log pmax,
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que, teniendo en cuenta las definiciones (3.1) y (3.2) de la energia cinética de

Thomas-Fermi y de la energia de intercambio de Dirac-Slater, respectivamente,

tenemos

9N 5 To m™\'/? Ko
S = 5 + (—37r_2)273—’p27 (g) ;ﬁ — N log pmax- (3.53)

Teorema 3.15 Sea p(7) la densidad de probabilidad de un sistema fisico, S, su
entropia de Boltzmann-Shannon, w, los momentos de frecuencia de P(7) Y Pmax €l

valor mdzimo de p(7). Entonces,

w2 w b N
3 A P . S 4 N 3.54
» 2 ~onpn T, T8 (3.54a)
conb>00-1/2<b<0,
N2 W1+b N
bS, < N1 .
’ = 2p?naxw1—b + 2plr)nax + og wl-b, (3 54b)

con0<b<lo—-1<b<0,y

3N 3 w? w? w?
e U (3.54c)
2 2wig Wi-2 PmaxW1-26

con0<b<1/26b<0.

Demostracién. Basta con hacer g(7) = pmax €n (3.29). W

Haciendo b = 1/3 en (3.54a) tenemos

Jwsiz 3 wi/s N
S, > - — = — Nlog —
PT2pM3 2NpU3 % Wa/3’

que se transforma en
5 T, 8 (m\** K3 3(3\'* N
o2 s 3 i o [30) ) o
p = (3#2)2/3 p?n/z?x 3\3 Np?n/gx + 3N log 4 N Ko ) (3 55)
donde se ha utilizado (3.1) y (3.2).
Si b= —1/3 en (3.54c) entonces
IN  9wi/;

2
w,
Sp 2 == + 5=+ N10g pmax — 3213 g 2413

- 2 Ws/3 Ws/3 Ws/3 ’

que tambien se puede escribir en término de Tp y Ko

9N 1277 K2 8m? K2 2(37%)1/3 pl/3 K,
[ e ~0 4 Nlog prmax — — =2 log |- max 20 (g
v2-g v, TV eer 5 Ty 8 5 T (B
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3.5.- Entropia y energia de Weiszacker

El funcional de Weiszacker T,, de un sistema multielectronico en un estado carac-

terizado por la densidad electrénica p(7), dado por
/ V()|
"8 p(T)
juega un papel relevante en la descripcion de las propiedades fisicas y quimicas del

sistema dentro de la Teoria Funcional de la Densidad. Ello es debido no sélo a que

[PARS9)

(1) permite explicar el enlace de atomos y moléculas asi como la estabilidad de

lones negativos, y

(i1) es la correcion de primer orden al término principal de Thomas-Fermi T en

el desarrollo en gradientes del funcional de energia cinética exacta T,

sino que puede interpretarse [SEA80b] como una medida de la concentracién es-
pacial de p(7). En este ultimo sentido, constituye un concepto complementario de
la entropia de Boltzmann-Shannon S, que es una medida de la dispersién de la

densidad electrénica.

La energia de Weiszacker T, lo mismo que la entropia S,, no puede calcularse
exactamente; s6lo se han encontrado recientemente algunas cotas variacionales en
términos de ciertos valores esperados radiales [ ROM94, ROM95] asi como otro tipo
de cotas basadas en ciertas propiedades de monotonicidad de la densidad derivadas

de célculos autoconsistentes tipo Hartree-Fock.

Los resultados principales de esta seccion son las desigualdades

2
S, 2 —=T, - Nlog N, (3.57)

N, 3rmN
S 2 57108 7

(3.58)

que relacionan la energia de Weiszacker y la entropia de posicion S, de un sistema

de N electrones, y las desigualdades

S, > 3[N — (NT,J[p)""?], (3.59)
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’ NT,J[p]
w [P

Sp = —Nlog [_—IVS—] 5 (360)

que correlacionan las dos magnitudes anteriores con la energfa directa de Coulomb

del sistema.

La primera cota a S, en términos de T, puede obtenerse haciendo W(F) =
p'/*(¥)/N'/? en la desigualdad

[ P os wAIPd < = [ 198, (3.61)

con [ |(7)|?d7 = 1, que fué demostrada por Gross [GRO76, CAR91] haciendo uso
de la famosa desigualdad de Jensen [HAR64].

La segunda cota a S, en términos de T, se obtiene haciendo uso del Teorema
3.10 con a@ = 3 y combinando el resultado obtenido con la desigualdad
3 /m\4/3
T.>5(2)" i, (3.62)
obtenida por varios autores [GAD82, CSA83a, CSA83b, LIE83]. Vale la pena
sefialar en este momento que una cota similar a (3.58) se obtiene usando el Teorema
3.9 con a = 3 y combinando el resultado con la desigualdad (3.62); se obtiene que

N 6
S, > 2" o

=2 P

(3.63)

Las dos cotas restantes (3.59) y (3.60) se obtienen directamente mediante la com-
binacién de la relacién [GAD79b, GAD91]

wyys < (NTWJ([p])'7?,

con el Teorema 3.9 para a = 4/3 y con el Teorema 3.10 para a = 4/3, respectiva-

mente.

Finalmente, sefialemos que pueden obtenerse otras relaciones mas complejas
que involucren la entropia S,, la energia de Weizsicker, la energia directa de Cou-
lomb y un momento de frecuencia w, arbitrario. Para ello se requiere la utilizacion
de la siguiente desigualdad que relaciona tres momentos de frecuencia o funcionales

del tipo potencia de la densidad wq

wiew ™t > wpe, (3.64)
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siempre que 1 < ¢ < b < a < oo. Esta relacion puede obtenerse a partir de la

desigualdad de Holder [HARG64], segin la cual se verifica

[ s@ais < ([15r &) ([ 1o ar) ",

donde p> 1y i— 4 % = 1. Basta tomar

asl como

atfB=a, ap=b y PBp=c

para obtener la relacién (3.64) buscada. El Teorema 3.9 y la desigualdad (3.64)

producen la relacion

1 b—c a=b
Sp Z m [N —w&‘“wé‘“] 3 (365)

con 1 < ¢ < b< a< oo. Lacombinacion de esta desigualdad para a = 1 y la

relacion (3.62) conduce directamente a la desigualdad general

3b—4

1 a=b
Sy 2 5 [N = (VJITa) =50

para 2 < b < a < oo. Por otra parte, combinando la desigualdad (3.64) con el

3
Teorema 3.10 para a = % se obtiene una desigualdad de tipo similar, a saber

N (NJ[p]To)*~ wi~*
% 2 G- 1)Ba—4) 1°g[ N3a~4 }

3.6.- Entropia y valores esperados radiales

La acotacion rigurosa y precisa de las entropias de posicion y de momento de un
sistema de N electrones a partir de valores esperados radiales y/o logaritmicos en
cada uno de los dos espacios conjugados ha sido llevada a cabo recientemente por
J.C. Angulo y J.S. Dehesa [ANG92, ANG93a] al generalizar resultados previos
de S.R. Gadre y R.D. Bendale [GAD87]. En particular, cuando sélo se conoce
un valor esperado radial (r*) y el radio logaritmico medio (logr), estos autores
mostraron que la entropia de posicion esta acotada superiormente por medio de

Sp < Aa(a) + Nalog(r®) + (3 — aa)(logr),
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para cualquier a > 0, a # 0 y donde

47T (a)e®

Aa(a) = Nlog W.

Es interesante el caso en que a = % puesto que entonces la desigualdad resultante,

esto es

S, < Aq + 3N log(r*)*/*;  a >0, (3.67)

con A, = As(3/a), sélo contiene un valor esperado radial. Desigualdades analogas
a (3.66) y (3.67) pueden encontrarse para la entropia de momento S, por medio
de las magnitudes correspondientes (p*) y (logp). Cuando o = 2 se obtienen
facilmente las cotas superiores a S, (en términos de la susceptibilidad diamagnética
(r*)) y a S, (via la energfa cinética T' = N(p?)/2) que ya hemos sefialado al iniciar

el capitulo.

Es necesario subrayar que las cotas superiores que acabamos de describir son
de caracter variacional y correlacionan las entropias de informacion del sistema en
un espacio determinado (posiciones o momentos) con valores esperados radiales
en dicho espacio. La combinacién de tales cotas superiores con la relacion de

indeterminacién de Bialynicki-Birula y Mycielski [BIA75, GAD85b], i.e.
S,+ S, >3N(l+logm)—2Nlog N,

conduce a la obtencién de cotas inferiores a la entropia del sistema en un espacio
por medio de los valores esperados radiales y logaritmicos en el espacio dual o
complementario. En este proceso se pierde, sin embargo, mucha precisiéon debido
no solamente a la concatenacién de dos desigualdades sino también a la poca

precision de la desigualdad BBM. Se obtiene, en particular, que

3N 1 4T
By 2 —2—(1 + log ) + §NlogN - gNlog 5

1 3 2
ENlogN — §N10g (gN(r )) :

El proposito de esta Seccién es la determinacion de nuevas cotas inferiores a la en-

3N
S'y Z 7(1 + IOgﬂ') +

tropia de posicién de los sistemas de N-electrones con un origen distinto. Las cotas
obtenidas son de cuatro tipos, segin los elementos utilizados para su expresion; a

saber

- Un valor esperado (p*).
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Un valor esperado radial (r*) y el radio logaritmico medio.

Un momento de frecuencia w; y el radio logaritmico medio.

La energia cinética total 7" y el radio logaritmico medio.

Centroide (r) y densidad electrénica en el nicleo p(0).

Para su obtencién no se ha hecho uso de la desigualdad BBM y no son, desde

luego, variacionales. El primer tipo de cotas agrupa a las expresiones

3 k+3 4
- _—— .
Sp2 7 [N 3(3ﬂ_2)k/3(p) : (3.68)
! N 2)EI3N
g, 5 M o0 | N (3.69)

—lo ;
=K k305
Han sido obtenidas de la combinacion directa de la relacion semiempirica de Pathak

et al [PATS6]

3(3m2)k/3
k

S5m0 7
) 2 =113

y de los Teoremas 3.9 y 3.10, respectivamente.

W14k/3y k= 17273747

Los cuatro tipos restantes estan basados en las cotas superiores que localmente
(i.e. punto-a-punto) han obtenido Y. Tal [TAL80] y F.W. King [KIN83a] y mas
recientemente F.J. Gélvez e 1. Porras [GAL95]. Partiendo de la propiedad de
monotonia decreciente que presenta la carga atomica, los ultimos autores han
mostrado que la densidad de carga esféricamente simétrica esta acotada en todo

punto de la forma

k(rk_3>
& =
p(r) < p—

de donde se obtiene que la entropia de posicion S, esta acotada inferiormente de

la forma
k(rk‘a)

S, > k(logr) — Nlog
Anélogamente, la cota superior a la densidad de carga

3 1/twt1/t
p(r) < (E) Py

obtenida por los mismos autores [GAL95] permite la obtencion de la siguiente cota

inferior a la entropia de posicién S,:

(logT) — N log iwt.

5. >
b t 47

o~ | W
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De otra parte, las cotas a p()

T

&
p(r) < 5
de King [KIN83al, y
(2NT)'/?
o ek I

p(r) — 47!'7‘2 ?

de Hoffmann-Ostenhof et al [HOF78] conducen a las siguientes cotas excepcional-

mente simples a S,:

T
S, > (logr) — Nlog o

(2NT)'/?

4rr?

S, > 2(logr) — Nlog
respectivamente.

Finalmente, la cota [TAL80]

o(r) < p(0)e™2",
permite la obtencién de la siguiente acotacion inferior a la entropia

S, < 2Z{r) — Nlogp(0).



Capitulo 4

Analisis de maxima entropia de
las densidades de carga y

momento atomicas

La Teoria Funcional de la Densidad de los sistemas multielectrénicos (dtomos,
moléculas, clusters, sélidos) subraya, aun mas si cabe, la necesidad de incremen-
tar el enorme esfuerzo que tanto experimental [COP77, WIL77, BON78, KAIT78,
BENT79, PRO88, COP91, COP92] como tedricamente [HOF78, TAL80, KIN83a,
KIN83b, KIN83c, KIN83d, YUE84, ANG93a, ANG93b, ZAR93, ANT94, GAL95]
se viene haciendo acerca de la determinacion de sus ingredientes principales, a
saber las densidades de carga y de momento, y de otras funciones relacionadas

tales como el perfil de Compton J(¢q) y la carga contenida en una esfera de radio

r, Q(r).

Normalmente, sin embargo, el conocimiento que sobre tales magnitudes se ad-
quiere es limitado. En efecto, a menudo solo se obtiene el valor de ciertas pro-
piedades macroscépicas, particularmente los momentos de érdenes mas bajos. Se
plantea entonces el problema de reconstruir una cierta densidad a partir del cono-
cimiento de un nimero finito de momentos. Dado que el intervalo soporte de dicha
densidad, tanto en el espacio de configuracién como en su espacio dual, es [0, c0),
se tiene entonces un problema de momentos de Stieltjes finito [SHO63] que, como
se sabe, admite numerosas soluciones. Por tanto, se nos plantea la cuestion de de-

terminar una densidad que sea consistente con los momentos conocidos y que sea

133
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la més razonable en algiin sentido. Esta situacién no es nueva; de hecho se ha plan-

teado ya en otras situaciones fisicas [COL65, POR65, COL67, POW70, ANT91].

Una técnica de resolucién de este problema, que serd la que usaremos aqui,
se basa en la utilizacién del Principio de Maxima Entropia de Jaynes [JAY57a,
JAY57b] que fué enunciado por primera vez como una regla general de inferencia
en mecanica estadistica. Una discusién global de esta idea fué hecha por Brillouin
[BRI62] y una descripcion detallada de su uso en mecanica estadistica ha sido
realizada por Katz [KAT67]. Este principio, cuyo elemento basico es la nocién de
entropia de Boltzmann-Shannon, afirma que de todas las distribuciones que tengan
los momentos referidos anteriormente, debemos escoger la que posea el valor mas
grande de la entropia asociada a la variable cuya densidad de probabilidad desco-
nocemos. La densidad asi obtenida o densidad de maxima entropia es la menos
prejuzgada posible por el conocimiento que de ella se posee, a saber, los momentos
mencionados. Una descripcion breve de este método y algunas consideraciones
especificas para el caso de Stieltjes, i.e. cuando el intervalo soporte es semi-infinito

se lleva a cabo en la seccion 4.1.

Digamos finalmente que en este capitulo se utiliza el método de maxima en-
tropia para estudiar el perfil de Compton atémico J(q) y las densidades mono-
particulares de carga y de momento esféricamentes promediadas, p(r) y v(p) res-
pectivamente, en los atomos neutros. Los resultados obtenidos en cada caso estan

contenidos en las Secciones 4.2 y 4.3, respectivamente.

4.1.- Meétodo de maxima entropia: descripcion

El problema que se afronta es el de, conocidos varios valores esperados radiales
de una densidad, como obtener informacion acerca de dicha densidad en cualquier
punto. Esto nos lleva a una problema de momentos indeterminado, para el cual se
pueden adoptar varias soluciones [COR77, LAN87, CIU91|. Teniendo en cuenta
la limitada informacion de la que se dispone, i.e. varios valores esperados radiales,
queda claro que no existe una tunica solucién, i.e. hay un numero infinito de

densidades cuyos primeros momentos son los que conocemos.

El método de maxima entropia elige de entre todas las densidades admisibles, la
que ‘menos’ informacién posea, compatible con la que tenemos [JAY57a, JAY57b].

Considerando la densidad w(z) como una densidad de probabilidad estadistica (i.e.
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funcién definida no-negativa y normalizada a la unidad), la eleccién se lleva a cabo

maximizando el funcional de Boltzmann-Shannon

P = —/Qw(;z;)logw(m)d:c, (4.1)

con las ligaduras impuestas por el conocimiento de los valores esperados. Este
funcional es, como ya se ha comentado, una medida de la incertidumbre o carencia
de informacién en la densidad w. Si el intervalo soporte (2 es finito, la densidad que
tiene entropia maxima es la densidad uniforme. Por tanto, cualquier desviacién

de la uniformidad indica la presencia perturbadora de informacion.

El teorema de concentracion de Jaynes [JAY57a, JAY57b] afirma que, de en-
tre todas las distribuciones compatibles con una informacién incompleta dada,
la distribucién de maxima entropia es aquella que ocurre de un mayor nimero
de formas, y que la mayoria de ellas tiene una entropia muy préxima al maxi-
mo. El método de maxima entropia ha sido aplicado en una gran variedad de
campos, incluyendo e.g. radioastronomia [SKI84], estimacion espectral de para-
metros [LIU90], fisica de particulas [ANT91] o fisica atémica y multifermiénica

[SEA81, KOG84, ANG94, ANT94]

Matematicamente, el problema de la maximizacién del funcional S, dado por

(4.1) y sujeto a las ligaduras
unz/nz"w(:c)dm (n=0,1,---, M),

puede formularse como un problema de calculo variacional en la forma siguiente:

) [—Lw(x)logw(w)dw + é/\n (un - /ﬂa:”w(:r)dw)} =,

donde A, -, Ay, son multiplicadores de Lagrange. Puede mostrarse que la solu-

cién de maxima entropia (si existe) es

M
wiz..m(z) = Aexp (— Z nx") ,
n=1
donde A = e'~ es la constante de normalizacién; los restantes multiplicadores de
Lagrange )y, ..., Ay deben ser numéricamente calculados del sistema de ecuaciones

no lineales

/ w2 .m(T)dr = pn, (n=1,...,M),
Q
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donde los subindices 12... M indican los momentos incluidos como ligaduras.

Se tiene asi un sistema de M + 1 ecuaciones no-lineales con M + 1 incognitas.

Su solucién para M > 2 es, caso de existir, generalmente no-trivial.

Llegados a este punto, se hace necesario considerar las dos cuestiones siguientes:
la existencia de la denominada densidad de maxima entropia obtenida a partir de
los M momentos conocidos de antemano, y la convergencia de dicha estimacion de
maxima entropia a la densidad exacta, desconocida, cuando se aumenta el numero

de momentos.

El problema de la existencia ha sido completamente resuelto en el caso de
un intervalo finito [CSI75, MEA84, FRO94b], encontrandose que las condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de una solucién de maxima entropia
son las mismas que las de un problema de momentos de Hausdorff determinado

[SHO63]. En este caso, el problema de la convergencia esta asimismo bien esta-

blecido [BORI1].

En los casos en que el intervalo soporte () sea infinito, i.e. (—o0,+00), 0
semi-infinito [0, +00), las condiciones necesarias y suficientes de existencia de una
densidad de maxima entropia han sido encontradas recientemente por Frontini
y Tagliani [FRO94a|. Estos autores han mostrado que tales condiciones son las
mismas que han de satisfacer los problemas de momentos finitos asociados de
Hamburger y Stieltjes, respectivamente, salvo en aquellas situaciones en las que los
momentos se dejen acotar superiormente. En cuanto al problema de convergencia
para estos dos casos, solo se ha encontrado una condicién suficiente [FRO94a]. Mas
recientemente, el mismo grupo de Mildn [FRO95] ha mostrado en ambos casos que
las estimaciones de maxima entropia “convergen en entropia” a la densidad exacta
siempre que esté determinado el problema finito de momentos asociado; esto es,

que
Jim_Slow] = STpl,
donde S[p] es la entropia de la densidad exacta y S[pa] es la entropia de la es-

timaciéon de maxima entropia pp(z) a p(z) obtenida de forma que sus primeros

M + 1 momentos p;, j =0,1,..., M son iguales a los conocidos de antemano.

Especificamente en el caso de que el intervalo {2 sea [0, +00), también llamado

caso de Stieltjes (que es el que se nos presenta en nuestro estudio), las condiciones
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necesarias y suficientes de existencia de una solucién de maxima entropia son, siem-
pre que los momentos no admitan una cota superior, las siguientes desigualdades

determinantales de Hankel:

A =l &8 =l e (4.2a)
AV >0 ; n=0,1,...,N -1, (4.2b)

cuando el nimero M de momentos es par (M = 2N), y

K=l 72 B=0 1000V (4.3a)
AD >0 ; n=0,1,...,N, (4.3b)

cuando el nimero M de momentos es impar (M = 2N + 1). Los simbolos A, y

AW denotan los determinantes de Hankel

NO .o lu/n
B, = [ e wee nea 120 (4.4a)
/*"n oo #2"-
o N R
A = . .. |>0. (4.4b)
Hn+1 = H2n41

Explicitamente, digamos que cuando M = 1 siempre existe una solucién de
maxima entropia y ésta puede encontrarse analiticamente. Y cuando M = 2, la
condicién necesaria y suficiente de existencia de la densidad de maxima entropia
es [WRAT70, DOWT73]

e < pops < 243 (4.5)

Cuando M = 3, o sea cuando conozcamos los momentos {0, f41, f2, 43}, entonces

el problema de maxima entropia tiene solucién siempre que

l,—l,z = “—Z%ﬂ = 1, (4.6&)
fis = 148 > i3, (4.6b)
ps < f(f2), cuando 1 < fi; < 2, (4.6¢)

donde f(t) puede calcularse tanto numéricamente [KOC86] como analiticamente
[TAG93] por medio de la razén de Mills [BAR54]. Para el caso M = 4 las condi-

ciones de existencia se obtienen directamente de las desigualdades (4.2).
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Finalmente, vale la pena mencionar otros trabajos relativos a este tema co-
mo son [ING62, SID75, COL77, CIU91, TAG92, TAG94]. Digamos también que
cuando un problema de méxima entropia no presenta solucién en un sentido es-
trictamente matematico (o sea, no exista una densidad de maxima entropia, por
ejemplo cuando el intervalo Q = [0,400) y M = 2; esto ocurre si papuo > 2u?), la
entropia estd acotada. En la practica uno puede aproximarse a la cota superior de

Boltzmann-Shannon por algunas densidades [COL77, ANG92].

Naturalmente, la aplicacién del método de maxima entropia en nuestro estudio

habra de tener en cuenta las condiciones aqui sefialadas.

4.2.- Estudio del perfil de Compton atémico

En la moderna Teoria Funcional de la Densidad, las propiedades estructurales de
las densidades p(7) y ¥(p) juegan un papel importante en la descripcion de los
sistemas de muchos cuerpos. Sin embargo, no es facil acceder experimentalmente
a este tipo de magnitudes. Probablemente, la principal manera de obtener datos

experimentales de tales densidades monoparticulares es la medida del perfil de

Compton isétropo [CAR76, WIL77, COO85]:

1(P) -
J(q) == —=—dp. 4.7
W=3 L, 5 © (4.7)
La difusién inelastica de fotones [MAN86, EUR87, MARRS7], la difusién Compton
de alta resolucién [MANB8S], la espectrocopia (e, 2¢) de coincidencia [COO84] y la
difusién Compton magnética [COO86] son algunos experimentos que proporcionan

informacion sobre J(q).

Sin embargo, todos estos experimentos permiten medir el perfil de Compton
J(q) hasta un valor maximo gmax (que depende del tipo de experimento) del mo-
mento transferido. Para calcular propiedades de las densidades monoparticulaes
p(7) y v(p), tales como valores esperados radiales, se necesita extrapolar J(gq) mas

alla de gmax 0 asumir un modelo asintético [THAS80).

En este apartado, se utiliza el método de maxima entropia para obtener apro-
ximaciones a J(q) en términos de los primeros valores esperados radiales (p*) de la

densidad de momento y(p). Algunos de estos valores esperados tienen significado
fisico [FRA68, BEN73, BON78, PUC82, KIN88, FRA90, POR90] (e.g., (p?) es el
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doble de la energia cinética, (p*) proporciona la correcién relativista a esta energia)
o son experimentalmente medibles [EPS73, COR77, COO85, MAN86, ANG91],
e.g. (p~') es el doble de la altura del perfil de Compton. Aqui se extienden resul-
tados previos relativos al analisis de mdxima entropia de J(q) [GAD79a, SEAS81,
KOG83, KOG84]. En [SEA81] se obtienen aproximaciones de maxima entropia
a algunos perfiles de Compton atémicos y moleculares en término de dos valores
esperados, concretamente (p) y (p") (n = 2,3,4), lo cual proporciona relaciones
semiempiricas entre J(0), N (el nimero de electrones), (p) y (p*). En [KOG84]
se obtienen diferentes aproximaciones de maxima entropia a la misma cantidad,
cuando solo se conoce la energia de sistema. Ademads se analizan las condiciones
de existencia de las soluciones de maxima entropia para un conjunto dado de mo-

mentos para todos los 4tomos neutros con N =1 — 92 en un marco Hartree-Fock.

4.2.1.- Formulacién del problema

El conocimiento de cualquier valor esperado radial (p*) (n > 0) de la densidad de
momento v(p) permite calcular, utilizando (4.7), el n-ésimo momento del perfil de

Compton

/Ooo q"J(q)dq
{(p")
2(n+1)’

fin

(5>n>-1), (4.8)

donde el limite superior en n es debido al comportamiento asontético de J(gq) ~ ¢~°

para q alto.

Para un conjunto finito de momentos {u,} dado que contengan la constante
de normalizacién po = N/2 (siendo N el nimero de constituyentes del sistema),
existe un nimero infinito de funciones normalizadas de po, Jo(q), cuyos momentos
correspondientes coinciden con el conjunto dado a = {un}. La eleccién de la
funcién con menos informacién la proporciona el método de maxima entropia.

Dicha solucién viene dada por la maximizacion del funcional
Sy = —/0 J(q)log J(q)dg,
sujeto a las ligaduras dadas por los M + 1 momentos {xo, f1,...,um} dados por

/0 i la)dg = s B= Loy M,
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Como se vio en la seccién anterior, la solucién a este problema (si existe) viene

dada por
Ji..m(q) = exp (—1 -> /\nq"> ; (4.9)

donde los multiplicadores de Lagrange A, deben calcularse a traves del sistema de

ecuaciones

Pl == /0 q"J1..m(q)dq, = 0y0,.5 M,

4.2.2.- Soluciones de maxima entropia

La existencia de la solucién de maxima entropia depende (i) del numero de mo-
mentos y (ii) de los valores de dichos momentos. Sea M es el numero de momentos
considerados (excluyendo la normalizacién po = N/2). Segun se vi6 en el Apartado
4.1, para M = 1 siempre existe una solucion analitica al problema de maxima en-
tropia. Para los perfiles de Compton atémicos, se obtienen las siguientes soluciones

de méxima entropia Ji(q) en términos de {po, ux} (k > 0):

1/k
Ji(q) = leffk) (i—:f;) exp <—:—,:ch) i (k > 0), (4.10)

o, de manera equivalente

Ji(q)

Nk ((k+1N\Y* (k+1)N ,
—2F(1/k)( n(p*) ) exp (—W)_q>’ )y (&)

que generaliza algunas expresiones ya conocidas (ver, e.g. [SEAS81]). Esta expre-
sion proporciona aproximaciones a la altura del pico de Compton J(0) y a qos,

que se define como el valor de g para el cual J(g) = 3J(0), esto es

Tambien podemos usar los momentos de la densidad de maxima entropia (4.11)

para obtener aproximaciones a los valores esperados radiales (p’), j # 0,k

‘ _ [ ( itk ilk
)~ () = N p((é:r_l)) (mw ) (4.1
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Son ejemplos interesantes los correspondientes a los casos k = 1y 2, para los cuales

las aproximaciones de maxima entropia son, respectivamente

N? 2N

Jilg) = HGXP{*W‘I}a (4.13a)

3N® \'? 3N
50 = (o) {57} R

Las aproximaciones a (p’) son, respectivamente

)Y = NF(J’+2)<%> : (4.14a)

+3 il2
)@ = 2Nil(,;2_) (iff?) : (4.14b)

En este trabajo se han analizado también las condiciones de existencia del
perfil de Compton de maxima entropia en los casos de dos y tres ligaduras, dadas
por (4.5) [WRA70, DOW73] y (4.6) [KOC86, TAGY3], para todos los atomos
neutros en el estado fundamental, desde el Hidrégeno (N = 1) al Uranio (N = 92),
usando para ellos las funciones de onda atémicas de Clementi y Roetti [CLE74]
(N = 1—54) y McLean y McLean [LEA81] (N = 55 — 92). Se observa que la
condicién de existencia de dos momentos (esto es, cuando o, f£1 ¥ g2 son conocidos)
se verifica solamente para el Hidrégeno y el Helio. Cuando se consideran los
momentos {fo, K1, 12, 43}, la aproximacién de maxima entropia Ji23(q) al perfil
de Compton existe para todos los dtomos con N = 3 — 92 tal como se ilustra en
la Figura 4.1. En ella se muestra la regién de valores permitidos (region I) para
los momentos relativos i, = ﬂ“?"l y 3 = —f‘é‘l de acuerdo a las condiciones de
Kociszewski (4.6). La regién Il es una regién prohibida porque en ella se viola
la condicién (4.6c), que es la condicién estricta de maxima entropia adicional a
las condiciones de existencia de solucién del problema de momentos de Stieltjes
asociado (4.6a) y (4.6b).

A continuacién, se analiza la bondad de los perfiles de Compton de maxima
entropia en dos atomos concretos: Helio y Carbono. En las Figuras 4.2 y 4.3 se
comparan las aproximaciones de maxima entropia Ji2(q) y Ji234(q) del Helio y
J1(q) y J123(q) del Carbono, respectivamente, con los valores Hartree-Fock corres-
pondientes del perfil de Compton, observindose una mejora global apreciable en

la aproximacién a medida que aumenta el nimero de momentos considerado.
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Figura 4.1: Andlisis de las condiciones de existencia para las aproximaciones de maxima
entropia al perfil de Compton teniendo fijados los momentos {uo, i1, 2, 3} por medio
de los momentos relativos fi; = pope/p? y fis = pdpus/pwi. Las regiones I y I son las
regiones de Kociszewski permitida y prohibida, respectivamente, tal como se explica en

el texto.
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Figura 4.2: Perfil de Compton Hartree-Fock Jyr(g) y aproximaciones de maxima en-

tropia J12(q) y J1234(¢) para el dtomo de Helio (N = 2).
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Figura 4.3: Perfil de Compton Hartree-Fock Jyr(g) y aproximaciones de maxima en-

tropia J1(q) y J123(q) para el 4tomo de Carbono (N = 6).

Merece la pena mencionar que también se pueden obtener aproximaciones de
maxima entropia a la derivada J'(q) del perfil de Compton en términos de las
cantidades (p"). Para ello es suficiente tener en cuenta que —J'(q) = 2mq7(q);

entonces

Up = —/Ooo q"J'(q)dg = (ﬁg—), (6 >n>-2). (4.15)

Debido a la relacién entre J'(q) y 7(g), las aproximaciones a —J'(q) en términos
de sus momentos {1, } se pueden considerar aproximaciones de méaxima entropia
a la densidad de momento (p) en términos de los valores esperados de momento
radiales (p"), diferentes de las obtenidas al aplicar directamente la técnica de

maxima entropia a la funcién v(p) con las ligaduras {(p")}

El comportamiento asintético exponencial de las aproximaciones de maxima
entropia difiere fuertemente del comportamiento Hartree-Fock J(g) ~ g% De-
bido a esto, las predicciones (p’)(¥) de las valores esperados desconocidos y otros
obtenidos por medio de las aproximaciones de maxima entropia con un nimero
mas alto de ligaduras no son muy precisas, debido a que la evaluacién de estas
magnitudes involucran valores de J(g) para g grandes. Sin embargo, las predic-
ciénes de magnitudes locales (e.g. J(0) 6 go.5) son mejores. En unidades atomicas,
se obtiene por ejemplo que J(0) = 2.8773 para el Carbono (N = 6), mientras
J1(0) = 2.4893, J5(0) = 1.1697 y J123(0) = 3.2492. Andlogamente, para el Helio,
J(0) = 1.0703, J12(0) = 1.3891 y Jy234(0) = 1.2726.
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4.3.- Estudio de las densidades monoparticulares

atomicas

Las densidades monoparticulares de un sistema multifermionico en los espacios
de posicién y momento, que se denotan por p(r) y (p) respectivamente, son los
ingredientes bésicos del estudio de numerosas propiedades fisicas desde el punto de
vista de la Teoria Funcional de la Densidad [PAR89], tal como ya hemos discutido

anteriormente.

Desde un punto de vista teérico, no se conoce demasiada informacion ri-
gurosa de p(7) y v(p), a pesar del esfuerzo de muchos autores en los ultimos
anos. Para sistemas atomicos, algunas propiedades rigurosas son bien conoci-
das [KAT57, BEN73, HOF77, THA87]. Ademas, muchas otras propiedades es-
tructurales [SPE71, GAD83, GAD84, GAL89, ANG90, ANG91], calculos numéri-
cos [GAD81, WES85, KRY89] y desigualdades involucrando momentos esperados
[GADS81, KIN84, YUE84, ANG90, ANG93a, ANT93, ZAR93] han sido derivadas

recientemente.

En vista de la escasa informacién disponible de las densidades monoparticula-
res p(7) y 7(P), y teniendo en cuenta que algunos valores esperados son fisicamente
significativos [FRA68, BEN73, BON78, PUC82, KIN88, POR90, FRA90] y/o ex-
perimentalmente medibles [EPS73, COR77, COO85, MAN87, ANGY1], es de gran
interés obtener aproximaciones fiables y simples a estas densidades usando la li-

mitada informacién que nos proporcionan tales valores esperados radiales.

En esta Seccién se utiliza el formalismo de méxima entropia para obtener apro-

ximaciones a p(7) y 7(p) en términos de sus primeros valores esperados radiales,

dados por
_ o] n 5 <rn—2) B
fy & /0 r"p(F)dr = yp (n=0,...,M), (4.16a)
I . () _
Vn = /0 p"y(p)dp = — (n=0,...,M). (4.16b)

Ademss, estas aproximaciones permiten calcular otras magnitudes fisicas que pue-

den ser comparadas con diferentes modelos o datos experimentales.
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4.3.1.- Formulacion del problema

El problema de la determinacion de estimaciones de maxima entropia a las densi-
dades monoparticulares a partir de los valores esperados radiales (momentos) mas
bajos de tales densidades, es basicamente un problema de momentos de Stieltjes
finito cuya solucién no es dnica [COR77, LAN87, CIU91]. Existen, de hecho, un
numero infinito de funciones densidad con un nimero finito de momentos iguales.

Formalmente, la eleccion se lleva a cabo maximizando el funcional
S,=— /Ooo p(r) log p(r)dr,
sujeto a las ligaduras dadas por los momentos {u, }
/000 rp1.m(r)dr = pn, ¥ = 0, Ly v 9 M

Se obtiene asi que la aproximacién de maxima entropia a p(7), caso de existir, es

p1..m(r) = exp <—-l — Z )\nr") , (4.17)

donde los multiplicadores de Lagrange {)\,} deben calcularse a través del sistema

de ecuaciones

iy, = /O<> r"p1..m(r)dr, n=20,...,M.
0

Analogamente, se calcula la aproximaciéon de maxima entropia v, m(p) a la
densidad de momentos y(p) en términos de los M primeros momentos v, dados

por (4.16b).

A continuacién se describen las soluciones de estos dos problemas de maxi-
ma entropia, considerandose las condiciones de existencia de tales soluciones y la
precision de las aproximaciones obtenidas por medio de su comparacién con los

correspondientes valores Hartree-Fock.

4.3.2.- Soluciones de maxima entropia

En el caso elemental M = 1 siempre existe una aproximacién analitica de maxima
entropia, a saber

mlr) = %exp {—@r} . (4.18)

23
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De igual modo, se obtiene la solucién de maxima entropia mas general

k,uo Ho Wk Mo
pk(T‘) = F(l/k) (k—,u,k-) exp {—m T‘k} (k‘ > 0), (419)

sujeto a las ligaduras {o, s }. En términos de los valores esperados radiales, la

ultima ecuacion se escribe

)= e () oo {aer] o

lo cual nos proporciona la aproximacién de maxima entropia a p(7) en términos

de (r~%) y (r¥=2?). Algunos ejemplos interesantes son
_ () (r”*)
pl(r) - 47T<T‘—1> exp <T'_l>r ’
y /2 3
N (T 2>3 ' ) 4
palr) = (87r3N PY\TaN T [

Para (4.20), las estimaciones de maxima entropia a los valores esperados ra-

diales son, en términos de (r~2) y (rk=2),

- [ ((n +3)/k) (k(rk—?))m+D/*
n\ME __ n+2 =
{Fe = 47r/0 7 o) dr = D) (YR (4.21)
En particular, para k = 1 y 2 se obtienen los siguientes valores de maxima entropia
k\ME (r1) 2
(7‘ >l = F(k + 3) z'r_?)—kH, (k‘ > —3),
1/2
k\ME (2N)+2) L[(k+3)/2]
W = [ - = (k> -=3).

Anélogamente, para la densidad de momentos (p) se obtiene la siguiente apro-

ximacion de maxima entropia:

_ ke () \Y (P 4 .
7k(p)—4ﬂ_F(1/k) <k<pk_2>) exp{~k<pk_2>p}, 1<k<T7  (4.22)

Asimismo, las estimaciones de méaxima entropia para los valores esperados radiales

son:

- " k—2\\(n+2)/k
W = [ u(p) dp = F((F (T/i))/k) (ZE{)z)(yZZz—k)/k 1Sk <T.

(4.23)
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En el caso M = 2, o sea, cuando se conocen los tres primeros momentos

{to, p1, p2 }, debe verificarse la condicién (4.5)

u? < pops < 2u3,

para que exista una solucién de maxima entropia [DOW?73]. Hemos comprobado,
utilizando las funciones de onda Hartree-Fock de Clementi y Roetti [CLE74] y
McLean y McLean [LEA81], que dicha condicién de existencia se verifica solamente
para el atomo de hidrégeno (Z = 1) en el espacio de posiciones y para los atomos
Z =1,2,8,9,10 en el espacio de momentos. Por tanto, la aproximacion de maxima
entropia a la densidad de carga atémica, p12(r), no existe excepto para el Hidrogeno
y la densidad de momento de méxima entropia, y12(p), existe solo para los atomos

antes mencionados.

Para M = 3, o sea en el caso que la informacién conocida esté compuesta por
los momentos {jo, ft1, tt2, 13} en el caso del espacio de posiciones 6 {vo,v1,v2,v3}
en el caso del espacio de momentos, la solucién de maxima entropia existe siempre
que se verifiquen las condiciones de Kociszewski (4.6). Trabajando en el marco
Hartree-Fock anteriormente mencionado, hemos observado que tales condiciones
son satisfechas por todos los 4tomos neutros con carga nuclear Z = 1 — 92, para
p(f)y Z =3,...,7,11,...,92 para ¥(p). Se encuentra asi que existen las apro-
ximaciones de maxima entropia, pi23(7) y 7123(p), a las densidades de carga y
momento para todos los 4tomos en los que no existen las funciones p12(7) y 112(p),

respectivamente.

Un estudio mas exhaustivo de esta cuestion se lleva a cabo en la Figura 4.4
para la densidad de carga y en la Figura 4.5 para la densidad de momento. En
estas figuras se representan los valores de los momentos relativos (fs, fiz), fin =
pe " /1%, (ya discutidos en la seccién 4.1), para todos los atomos neutros desde
el Hidrégeno (H) hasta el Fésforo (P), inclusive, en el caso de la densidad de
posiciones p(7) y desde el Hidrégeno (H) hasta el Litio (Li) para la densidad de

momentos ¥(7). El cumplimiento o no de las condiciones de Kociszewski (4.6), i.e.
fa > 1, fs > s, y fia < f(@2) cuando 1 < fiz < 2,

configura la existencia de una regién permitida (I) y una regién prohibida (II).
Todos los dtomos neutros con carga nuclear 1 < Z <92 para p(r) y 3 < Z < Ty
11 < Z < 92 para v(p), y no solo los considerados en las figuras, caen dentro de la

regién permitida I. Resulta interesante, de paso, percatarse de la diferencia entre
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estas regiones y la regién constituida por los puntos en que el asociado problema de
momentos de Stieltjes finito estd determinado, a saber por los puntos que verifican
las desigualdades (4.6a) y (4.6b) solamente.

Para M > 4, o sea cuando conocemos los momentos {uo, f1,- .., um}, M > 4,

el problema de maxima entropia siempre presenta solucién [TAG93].

Nétese que las soluciones de méxima entropia solo dejan determinarse analiti-

camente en el caso M = 1.

Finalmente, para tener una idea de la precision de las aproximaciones de maxi-
ma entropia a las densidades de carga y de momento atémicas, se han calculado las
densidades aproximadas p;(r), p2(r), p123(r) para el Aluminio (Z = 13) y 7(p),
Y2(p), M2(p) ¥ Ma234(p) para el Helio (Z = 2) utilizando las funciones de onda
Hartree-Fock de Clementi y Roetti [CLE74]. Estas aproximaciones son compara-
das con las Hartree-Fock en las Figuras 4.6 y 4.7. Senalemos que la estimacion
p1(r) es mucho mejor aproximacién que py(r) a la densidad Hartree-Fock del ato-
mo de Aluminio. Ello es debido a que, aunque en ambas se parte del conocimiento
de p1o (y por tanto de (r=2)), para obtener la primera estimacion se utiliza ademas
w1 (y por tanto (r~')) mientras que para la segunda la informacién adicional no es
p1 sino g (o sea, (r®) = N); y, como se sabe, el valor esperado (r~') es una infor-
macién mucho més fuerte que (r°) en la regién de la densidad de carga electrénica
maés proxima al nicleo. Una observacion andloga puede hacerse, aunque menos
enfaticamente, sobre las estimaciones v;(p) y 72(p) a la densidad de momentos
del Helio. Por lo demas, se observa que a medida que consideramos una infor-
macién mayor (i.e., cuantos mas momentos o valores esperados incluyamos en el
proceso de maximizacién entrépica), la precisiéon de las estimaciones de maxima
entropia aumenta encontrdndose que p123(r) y Y1234(p) son ya muy préximas a las

densidades Hartree-Fock de los atomos considerados.

Finalmente, en la Tabla 4.1 se comparan los valores de la densidad de mo-
mentos en el origen, ¥(0), y de los valores esperados (p"), n = 1,2,3, predichos
por cuatro aproximaciones de maxima entropia a y(p), con los correspondientes
valores Hartree-Fock en el Helio. Notese que las aproximaciones con un momen-
to proporcionan predicciones precisas a pesar del la escasa informacién utilizada.
Como era de esperar, las predicciones obtenidas de v12(p) and 71234(p) mejoran

sustancialmente las valores dados por las aproximaciones con un momento ;(p) y

Y2(p)
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Figura 4.4: Estudio de las condiciones de existencia para las aproximaciones de maxima

entropia a la densidad de carga de todos los dtomos neutros con carga nuclear Z =

l,...,15 cuando solo se conocen los momentos {10, i1, 2, 3}. Por conveniencia, se

utilizan los momentos relativos fi, = pope/u? y jis = udps/u3 tal como se explica en el

texto . Solamente los puntos de la regién I satisfacen las condiciones de Kociszewski.
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Figura 4.5: Estudio de las condiciones de existencia para las aproximaciones de maxima

entropia a la densidad de momento de todos los 4tomos neutros con carga nuclear Z =

1,...,92 cuando solo se conocen los momentos {uo, t1, K2, p3}. Por conveniencia, se

utilizan los momentos relativos fiz = popa/p? y fis = pdps/pi tal como se explica en el

texto . Solamente los puntos de la regién I satisfacen las condiciones de Kociszewski.
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Figura 4.7: Densidad de momento Hartree-Fock y aproximaciones de maxima entropia
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71(p), 12(P), 712(P) and v1234(p) para el dtomo de Helio (Z = 2).
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70) | {p) | (P*) | (P°)
~ur | 0.44 | 2.80 | 5.72 | 17.99

v | 0.62 | 3.52 | 7.37 | 19.29
v2 | 037 | 2.23 | 2.93 | 4.37
712 | 0.53 | 2.56 | 4.06 | 7.54
Y1234 | 0.46 | 2.80 | 5.72 | 16.65

Tabla 4.1: Comparacién entre los valores Hartree-Fock y la predicciones de méaxima
entropia para la densidad de momento en el origen «(0) y los valores esperados (p), (p?)
and (p3).



Capitulo 5

Estudio numeérico de la entropias

atomicas

En este capitulo se estudian las entropias de Boltzmann-Shannon de los estados
fundamentales de los atomos neutros con carga nuclear Z = 1,2,...,92 tanto en
el espacio de posiciones como en el de momentos. Tales magnitudes, que seran
denotadas por S, y S, respectivamente, proporcionan una medida de la deslocali-
zacion o distribucion de la nube electrénica en los correspondientes espacios. Asi,
una gran probabilidad de encontrar algun electron con un momento en torno a un
cierto valor del momento viene reflejado por un valor pequefio de la entropia S,
mientras que una concentracion electronica alta alrededor de una posicién espacial

determinada se manifiesta de forma andloga en la entropia S,.

Este estudio ha de ser necesariamente numeérico en todos los casos, salvo en los
atomos hidrogenoides. En efecto, para estos atomos no solo se conocen analitica-

mente las densidades electrénicas p(7) y v(p) dadas por

3
o) = Lo

T
2ZE 1
7(17) o (Z2 +p2)4

sino también las magnitudes entrépicas asociadas, a saber

153
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3+logm—3logZ

N
Il

S,(Z) = 2logm+5log2 — ? +3log Z

Nétese que la entropia de posicién decrece al aumentar Z; ello se debe a que el
crecimiento de la carga nuclear provoca que el unico electrén del sistema se sienta
atraido mas fuertemente por el niicleo, haciendo que la distribucién o esparcimien-
to de la nube electrénica sea menor y por tanto que el electrén se halle menos
deslocalizado, lo cual se manifiesta por un valor mas bajo de la entropia S,. El
fenémeno inverso ocurre en el espacio conjugado o espacio de momentos, debido
a que, segin el principio de incertidumbre de Heisenberg, una mayor localizacion
del sistema respecto a una variable (e.g. posiciéon, momento) conlleva una inde-
terminacién més grande del valor de la variable conjugada. Ademas, la suma de
entropias S, + S, (llamada también entropia suma o entropia combinada) presen-
ta un valor constante, 3log m + 5log 2 — 10/3, independiente de la carga nuclear,
satisfaciendose la relacién de incertidumbre generalizada de Byalinicki-Birula y

Mycielski [BIA75]

S, + S, >3(1 +logm)

En todos los calculos que se llevaran a cabo en este capitulo se utilizan densi-

dades normalizadas a la unidad, i.e.

[o@dr=1,  [(@di=1

Cuando se necesite conocer la entropia de una densidad normalizada al numero de

electrones N del sistema, que se denota por S(NV), bastara usar la expresion

S(N) = N(S — log N)

donde S describe la entropia de la misma densidad normalizada a la unidad.

La estructura del capitulo es la siguiente. La Seccién 5.1 contiene la descripcion

de los diferentes tipos de funciones de onda utilizados en los célculos realizados en el
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capitulo. Los valores numéricos de las entropias de posicion y momento para todos
los 4tomos neutros con carga nuclear Z = 1,2,...,92 se muestran en la Seccién
5.2, seguidos de la pertinente discusién. A fin de lograr una mayor introspeccion
en el conocimiento de estos valores, se calculan en la Seccién 5.3 las entropias de
posicién y de momento de los subcapas y capas electronicas de los atomos, asi como
de las agrupaciones de electrones con momento angular orbital dado. Finalmente,
en la Seccién 5.4 se estudia la calidad de distintos conjuntos de funciones de onda

atémicos utilizando como indicador la entropia de Boltzmann-Shannon.

5.1.- Funciones de onda atomicas

En esta seccién se van a describir los distintos tipos de funciones de onda atomi-
cas utilizados en esta parte de la memoria; a saber, funciones de onda Roothan-
Hartree-Fock expresadas en base de Slater y funciones de onda Hartree-Fock
numéricas. La configuraciéon electrénica del estado fundamental de los atomos

considerados en este estudio se muestran en la Tabla 5.1

5.1.1.- Funciones de onda Hartree-Fock: Base de Slater

La funcién de onda atémica en un entorno Hartree-Fock es un determinante de

Slater construido con funciones de onda monoparticulares ¢;:

d1(T1,01) @2(T1,01) - Pa(rT1,01)

() = ¢1(F?,02) ¢2(Ff,0’2) ¢n(f':2,02) (5.1)

¢1(Fna an) ¢2(Fn’ Un) e ¢N(Fna an)
donde (7}, 0;) representa la posicién y el spin de la particula z-ésima.

En este caso cada orbital ¢; esta desarrollado en base de orbitales de Slater
- (), () :
¢,‘(7‘,0’) . Eck Xk (r)l/;,M(Q)IE’U)
k

donde C’,Ei) es una constante y la forma de las funciones de Slater x(r) es

) = AP 1ot
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donde Aff) es una constante que viene dada por
(QaS))"s)“/?

AP = |
[(2n))1/2

L=

y Yi.m(92) es un arménico esférico.

La densidad p(7) del sistema es
p(7) = 3 pna(7)
n,l

donde las densidades monoparticulares p, () son

Pt (F) = Nt bna(F)[?

siendo N, el nimero de electrones en el orbital (n,[).

La densidad esféricamente promediada p(r)

o(r) = 1= [ d%(7)

es, por lo tanto
2

1 "
p(r) = 4—2 Nog |32 CEO% O (r)
Ly, k

Los coeficientes C,E””’, ng) y ag) vienen tabulados. Las distintas tabulaciones

que se han utilizado en esta memoria son las siguientes:

e CRR Conjunto de funciones de onda de E. Clementi y C. Roetti [CLE74]. Com-
prende atomos en su estado fundamental y estados excitados e iones para
2< 7 < 54.

e RCR Es una reoptimizacion de la compilacion CRR de E. Clementi y C. Roetti
realizada por T. Koga y otros [KOG93a]. Comprende dtomos en su estado
fundamental para 2 < Z < 54.

e DET Conjunto de funciones de onda de T. Koga y otros [KOG93b]. Mientras

en el resto de los conjunto de funciones de onda utilizados en esta memoria

(%)

se produce una optimizacion respecto de los exponentes a}’, en éste todos
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los exponentes se generan de acuerdo a dos series geométricas para cada

momento angular, i.e.

o) gl parak=1,2,..., K]
o = _
¥ aff parak=K +1,K +2,...,N

reduciendo de este modo los pardmetros respecto al cual hay que realizar la
optimizacién a o, aj, Bf, 3F. Comprende dtomos en su estado fundamental
para 2 < Z < 54.

e BUN Conjunto de funciones de onda de C. Bunge y otros [BUN92]. Comprende

atomos en su estado fundamental para 2 < Z < 54.

e KOG Conjunto de funciones de onda de T. Koga y otros generado (i) aumentando el
tamaifo de las bases utilizadas en BUN y (ii) optimizando para los exponentes
ng). [KOG95] Comprende atomos en su estado fundamental e iones para
1 <7 <54,

e MCM Conjunto de funciones de onda de A.D. McLean y R.S. McLean [LEAS81].
Comprende dtomos en su estado fundamental y estados excitados para 55 <
Z €92

e IMM Conjunto de funciones de onda de T. Koga y otros, generado aumentando el
tamafio de la base utilizada en MCM. [KOG93c]. Comprende atomos en su
estado fundamental para 55 < Z < 92.

5.1.2.- Funciones de onda Hartree-Fock numéricas

La expresién de la funcién de onda es la mostrada en (5.1) al estar trabajando
en un marco Hartree-Fock. La diferencia se encuentra en que en este caso no
se desarrollan las funciones de onda monoparticulares ¢; en una base analitica
(como es la base de Slater), sino que dichas funciones de onda vienen dadas en un

conjunto de puntos r;, que, en unidades atémicas, esta dado por

ry = le_":“"("'l)h,i =l 0%

Z
donde Z representa la carga nuclear. zo, h y N nos dan el punto inicial, el paso y
el ndmero de puntos en el que se ha calculado la funcién de onda. En esta memoria

se han utilizado los valores g = —6, h = 0.03 y N = 1024 para todos los atomos
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con 2 < Z < 86. Para realizar los célculos se ha utilizado una version ligeramente
modificada del programa MCHF72 de C. Froese Fischer [FRO72]. Las funciones

de onda resultantes seran denotadas por las siglas HFN de ahora en adelante.

Al venir las funciones de onda monoparticulares dadas en un conjunto discreto
de puntos, lo mismo ocurre con las densidades monoparticulares y la densidad

total.

5.2.- Entropias atémicas

Aqui se calculan por medio de las funciones de onda KOG e IMM (ver seccién ante-
rior) y discuten los valores numéricos de las entropias de posicién S, y de momento
S, de los dtomos neutros con carga nuclear Z = 1,2,...,92 correspondientes a las
densidades monoelectrénicas del estado fundamental p(7) y (p) esféricamente pro-
mediadas y normalizadas a la unidad. Con ello se pretende mejorar y extender a
toda la tabla periédica y con funciones de mejor calidad el estudio numérico que
J.C. Angulo y J.S. Dehesa [ANG92, ANG93a] han llevado a cabo recientemente
en los atomos del He al Xe mediante las funciones de onda CRR de Clementi y
Roetti.

Los resultados se muestran en la Tabla 5.2 y en las Figuras 5.1-5.4. En ellas se
pone de manifiesto que, a diferencia de lo que ocurre en los sistemas hidrogenoides,
las entropias S, y S, asi como su suma, presentan determinadas irregularidades a
medida que aumenta la carga nuclear Z aunque el comportamiento global es muy
similar al de los atomos hidrogenoides, en el sentido de que la entropia depende

de forma casi lineal con log Z.

En efecto, se satisfacen generalmente las tendencias decreciente de S, y cre-
ciente de S, aunque la suma entrépica S, + S, deja de ser constante, aumentando
en general al crecer Z. Digamos también que la entropia de informaciéon de un
dtomo de carga Z es sistematicamente mayor que la del correspondiente atomo
hidrogenoide de igual carga. Esto es probablemente debido a que la repulsién in-
terelectrénica provoca un mayor esparcimiento de la nube de carga de los atomos
multielectrénicos, lo cual conlleva un incremento de la entropia de posicién y, como
consecuencia del principio de incertidumbre, una mayor localizacién o concentra-
cién de la nube de probabilidad en el espacio conjugado, lo que conduce a un valor

mas pequeno de la entropia de momento del sistema.
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Ambos efectos se observan claramente en la Figura 5.1, siendo tanto mas acen-
tuados cuanto mas grande es el nimero de electrones que posee el sistema. La
suma de entropfas S, + S, presenta también un crecimiento monétono al aumen-
tar el nimero de electrones, segiin muestra la misma figura. Ello constituye una
manifestacién cuantitativa de que la carencia de informacion, indeterminacién o
desconocimiento global del sistema es tanto mas grande cuanto mayor es el numero

de electrones que contribuyen a la nube de probabilidad mecano-cuantica.

Las irregularidades o roturas de la tendencia general de decrecimiento de S,(Z)
y crecimiento de S,(Z) al aumentar Z estan asociadas con la estructura de capas
de los sistemas atémicos; esto es, ocurren alrededor de capas completamente llenas
y manifiestan, en algunos casos, las anomalias conocidas en el llenado regular de
dichas capas. Especificamente, se observa que la entropia de posicién (i) disminuye
sistematicamente para aquellos dtomos en que se van llenando las subcapas 1s, 2s,
2p, 3p, 4p y 4f, (ii) aumenta, tambien de forma sistematica, durante el llenado
de las subcapas 3s, 4s, 5s, 65, 7s y 6d y (iii) presenta un comportamiento menos
regular cuando se llenan las subcapas 5p, 6p, 3d, 4d y 5d. Con respecto a este
ultimo punto precisemos que, no obstante, se mantiene una variacion mondtona
de la entropia de los atomos que se obtienen al ir llenando estas subcapas con

algunas excepciones. Asi,

e la entropia de los 4tomos en los que se llena la subcapa 4p (o sea, cuando

Z =49,...,54) tiene un caracter decreciente salvo para el In (Z = 49);

e la entropia de los 4tomos de la subcapa 6p (Z = 81,...,86) crece regular-

mente salvo para el Rn (Z = 86);

e el caracter de la entropia de los 4tomos de las subcapas 3d (Z =21, ...,30)
y 5d (Z = 71,...,80) es asimismo decreciente salvo para el Cr (Z = 24) y el
Hg (Z = 80), respectivamente;

e la entropia de los atomos de la subcapa 4d presenta un comportamiento mas
complejo: decrece cuando la carga nuclear cae en los intervalos 39,...,42 y
44,...,46, y crece para Tc (Z = 43), Ag (Z = 47) y Cd (Z = 48). Ello
no debe extrafiar habida cuenta de que estos atomos corresponden a una de
las regiones de la tabla periédica donde se presentan mas anomalias en el

llenado de capas.
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Estas anomalfas pueden ser interpretadas en gran medida por medio de las
consideraciones que regulan el llenado de las capas atémicas, salvo los casos Z = 49
y 86 que requieren un tratamiento mds detallado. La rotura de las regularidad
en los valores de la entropia de los dtomos de la subcapa 3d (i.e. del grupo de
transicién del Hierro) que presenta el Cr (Z = 24) se debe a que un electrén de
la subcapa 4s, que estaba llena en el V, pasa a la subcapa 3d, esto es, que la
configuracién no es 4s%3d* sino 4s3d°. Esta competitividad entre los orbitales s
y d se vuelve a poner de manifiesto en el valor anémalo que presenta el Hg con
respecto a los elementos del grupo del Platino (i.e. atomos en los que se llena la
subcapa 5d) y los atomos de Ag y Cd con respecto a sus compaieros del grupo
de transicién del Paladio, que llenan la subcapa 4d. En resumen, el llenado de las
capas permite interpretar generalmente las anomalias que presenta la variacion de
la entropia de posicién del estado fundamental de los atomos de la tabla periédica
de manera analoga a como lo hace con las irregularidades que presenta el potencial

de ionizacion.

Por lo que respecta a la entropia de momento S,(Z), apenas si son apreciables
las manifestaciones de irregularidad o rotura de la tendencia general creciente con
respecto a la carga nuclear. Solo aparecen como excepcion los casos de los dtomos
correspondientes al llenado de las capas 5s, 6s y 7s; en particular los dtomos de
Sr, Cs, Ba y Fr. Esta magnitud es, por tanto, poco sensible a las caracteristicas
de la estructura de capas salvo en lo que se refiere a los electrones Rydberg ns.
El enmascaramiento de tales caracteristicas se produce igualmente en la entropia
combinada S,(Z) + S,(Z). Véase, a este respecto, las Figuras 5.2-5.4 donde se
observa un comportamiento practicamente lineal de la entropia con respecto a la
carga. En efecto, solo aparecen leves inflexiones de la linealidad en casos tales
como por ejemplo cuando Z = 46,...,48, que refleja el fendmeno de cambio de la
configuracién 5s5°4d'° hacia 5s24d'°, y Z = 64 que corresponde a la inclusién de

un electrén en la subcapa 5d en lugar de la 4f.

En conclusién, se observa una dependencia cuasilineal de las entropias de po-
sicién S, y de momento S, asi como de la entropia combinada S, + S, como
funciones de log Z para los estados fundamentales de los atomos de la tabla pe-
riédica, analogamente a la que presentan los atomos hidrogenoides. No obstante,
la pendiente de las correspondientes lineas difieren notablemente segin se trate de
atomos neutros o de 4tomos hidrogenoides, especialmente en el caso de la entropia

combinada. Este hecho se explica porque la repulsién interelectréonica tiende a
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dispersar la nube electrénica de forma mas intensa en los d4tomos neutros que en
los hidrogenoides, lo que provoca un incremento de la entropia de posicién y con-
siguientemente una disminucién de la entropia de momento. Las fluctuaciones o
desviaciones de la linealidad que se observan constituyen fundamentalmente mani-
festaciones de la estructura de capas electronicas en los correspondientes atomos.
Mids ain, las anomalias en el llenado de las capas pueden apreciarse razonablemen-
te bien en la entropia de posicién de tales atomos. Ello acentia el interés en llevar
a cabo un estudio detallado de tales entropias para cada capa e incluso subcapa

de los atomos de la tabla periddica.

5.3.- Entropia de subcapas y capas atémicas

En esta seccién se lleva a cabo un estudio numérico de las entropias de posicion,
de momento y combinada de las subcapa (n y { fijos), capas (n fijo) y grupos de
electrones con [ dado (i.e. S, P, D, F') de los atomos de la Tabla Peridédica con
carga nuclear Z = 1,2,...,92 por medio de las funciones de onda Hartree-Fock
optimizadas por Koga. De esta manera se pretende lograr una mayor introspeccién
en el conocimiento de las correspondientes entropias atémicas evaluadas en la
seccién anterior. En particular, se quiere investigar de qué forma la deslocalizacién
de la nube electrénica total de un dtomo esta condicionada por el desorden interno
de las capas, las subcapas o de las agrupaciones de electrones con momento angular
orbital dado (e.g. S, P, D, F'). Se interpreta este desorden como la deslocalizacién
o esparcimiento de la nube electrénica correspondiente, medida ésta por medio de

la entropia de la agrupacién que estemos considerando.

Debe recordarse en este momento una caracteristica notable del funcional en-
tropia; a saber, que si bien no es aditivo (i.e. la entropia de la suma de dos funciones
densidad no es igual a la suma de las entropias correspondientes a cada densidad),
si presenta la propiedad de convexidad. Esto es, la entropia del promedio de dos
funciones densidad es mayor o igual que el promedio de las correspondientes en-
tropias. Veamos cémo se expresa matemdaticamente esta propiedad en el caso de
que elijamos un tipo particular de agrupacién de electrones; por ejemplo, el de

subcapas.

Consideremos que p(7) y pni(7) denotan la densidad de electrones total y de la

subcapa (nl) del dtomo, respectivamente, normalizadas a la unidad; i.e.,

/ o(F)dF = 1, / pa(F)di = 1
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Llamando N,; al nimero de ocupacién de la subcapa nl, se verifica que
1
p() =7 > Nup(7)
n,l

Entonces, la convexidad entrépica permite afirmar que
A,(nl)=S,—%E,(nl) >0 (5.2)

donde L, (nl) = 3., NZﬂLSpn,, siendo S, y S,,, las entropias asociadas a las densida-
des p(7) y pni(7), respectivamente. Andlogas expresiones se satisfacen para las en-
tropias de momento (S, S,,,) y para las entropias combinadas (S, +S,, S, + S, )-
Es decir, la entropia total del 4&tomo es siempre mayor o igual que la suma ponde-
rada de las entropias de todas sus subcapas electrénicas ocupadas. Habida cuenta
de que la entropia de una densidad constituye una medida del grado de desinfor-
macién que se tiene sobre esa densidad, la expresién (5.2) nos indica que la falta
de informacién sobre p(7) proviene no solo de la existente sobre las densidades
electrénicas de las subcapas individuales, p,i(7), sino también de la mezcla o in-
terferencia que tiene lugar entre las subcapas en la construccién de la densidad

total.

Resulta por tanto natural e interesante la determinacién de las entropias de
las subcapas atémicas S, , para conocer cémo contribuye cada subcapa a la de-
sinformacién total, asi como la diferencia A,(nl) dada por (5.2) a fin de conocer
la contribucién de la interferencia o mezcla de subcapas a dicha magnitud. Analo-
gamente, consideramos en este estudio las correspondientes magnitudes S, y
A, (nl) asociadas a la entropia de momento y S, + S, ¥ A,y (nl) asociadas a
la entropia combinada. Mds atin, calcularemos también las correspondientes mag-
nitudes entrépicas asociadas con las densidades de posicién y de momento de las
capas (pn,¥n) y de los grupos de electrones de un determinado momento angular or-
bital (pi,1); esto es, las magnitudes [S,,., Ay(n)], [Syas Ay(R)] Y [Spn + Syay Dpy(n)]
para las capas, y [S,, As(D)], [Sys Ay(D)] ¥y [Sp + Sv» Apy(1)] para las agrupaciones

electréonicas con [ dado.

Los resultados obtenidos con las funciones de onda Hartree-Fock de Koga para
las entropias de posicién, de momento y combinada de cada una de las tres agru-
paciones electrénicas consideradas se muestran en las Figuras 5.5-5.13 (subcapas),

Figuras 5.14-5.16 (capas) y Figuras 5.17-5.18 (grupos con ! dado).

Consideramos en primer lugar el caso de las subcapas con arreglo a las Figuras

5.5-5.13. En cuanto a la entropia de posicién S,,,, se observa una clara tendencia
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decreciente con la carga nuclear para todas las subcapas con algunas excepciones
que responden al llenado de las mismas, ya comentado anteriormente. Destaque-
mos que esta magnitud es decreciente sistematicamente (i.e., sin excepciones) con
Z para las subcapas 1s, 2s, 2p, 3s, 3p y 4p; independientemente, por tanto, de si
estan completas o no. El mismo fenémeno ocurre para las subcapas 4s y 3d, con
las excepciones que presentan el Cr (Z = 24) y el Cu (Z = 29) que reflejan la
anomalia del llenado de dichos dtomos consistente en el paso de un electrén de la
subcapa 4s a la subcapa 3d, contrariamente a la configuracion electrénica de sus
vecinos mas proximos. En cuanto a la subcapa 5s, las anomalias se presentan en el
Tc (Z =43), Pr (Z =59) y Tb (Z = 65): su aparicién se debe a una inestabilidad
similar a la anterior aunque ahora referida a las subcapas 5s y 4d en el Tc y a las
subcapas 5d y 4f en los otros dos casos. Un efecto andlogo aparece reflejado en
las valores de las entropias de posicion de las subcapas 5p, 6s, 4f y 5d. Por lo que
respecta a las entropias de las subcapa 4d a lo largo de la tabla periddica, los datos
muestran desviaciones de la regularidad decreciente general en los atomos Ru, Rh,
Pdy Ag (Z = 44,...,47) debido nuevamente a la fuerte competitividad entre las
subcapas 5s y 4d a la hora del llenado y que tiene como consecuencia la pérdida

de uno o los dos electrones por parte de la primera en beneficio de la segunda.

Adicionalmente, las entropias de posicion de las subcapas 6s y 5d presentan
sendas protuberancias en el Pt (Z =78) y en el U (Z = 92) debido al paso de un
electrén de la subcapa 6s a la 5d en el primer caso, y a que la subcapa 5f gana un
electron a costa de la 6d. Esto sugiere que la naturaleza prefiere la configuracion
6s15d° frente a la 6525d® en el caso del platino, y la 6d°5f* frente a la 645 f>. Por
ultimo, la variacién de las entropias de posicion de las subcapas 6p y 7s con la
carga Z sigue siendo regularmente decreciente salvo en los atomos de Th, Pa y U
(Z =90,...,92) en donde la competitividad se produce ahora entre las subcapas

6d y 5f con ganancia de esta ultima.

En cuanto a los datos de las entropias de momento de las subcapas S, apor-
tados por las mismas Figuras 5.5-5.13 para todos los atomos con Z = 1,2,...,92,
se observa un comportamiento regularmente creciente con la carga, con algunas
excepciones. El nimero de estas ultimas es bastante menor al de irregularidades
en la tendencia decreciente que acabamos de poner de manifiesto para las mag-
nitudes S, _,, lo que parece indicar que la entropia de momento es menos sensible
a la estructura estratificada intrinseca del sistema que la entropia de posicién.

Comentemos no obstante algunas de las irregularidades encontradas en el compor-
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tamiento globalmente creciente de la funcién S,,,(Z). Las entropias de momento
de las primeras subcapas (1s, 2s, 2p, 3s, 3p y 4s) presentan alteraciones del com-
portamiento regular en los mismos dtomos y por las mismas razones que en el caso

de las entropias de posicion.

Las diferencias de comportamiento de ambas magnitudes con Z empiezan a
apreciarse para las subcapas 3d, 4p y 4d en tanto en cuanto el paso de electrones
de una subcapa s a una d no rompen el comportamiento creciente de la entropia
de momento. También se aprecian ligeras diferencias de comportamiento en los
4tomos en que se llena la subcapa 5s; en efecto, las entropias de posicion decrecen,
las entropias de momento crecen para los mismos atomos salvo para el Ru y el Rh
(Z = 44 y 45) en los que se produce un decrecimiento de la entropia de momento.
Los valores de la entropia de momento de la subcapa 4d presentan un aumento
sistematico con la carga frente a lo que ocurria para la entropia complementaria
de dicha subcapa, mientras que los datos de las subcapas 5p, 6s, 4f, 5d, 6p, 7s, 6d
y 5f mustran caracteristicas similares para ambas entropias con dos excepciones;

a saber, Pt y Pa en la subcapa 6s y Pt en la 5d.

En cuanto a los valores numéricos de las entropias suma o entropias combinadas
S, .+ S,, que presentan las Figuras 5.5-5.13, se observa un crecimiento practi-
camente global para todas las subcapas a lo largo de la tabla periddica. Existen,
no obstante, numerosas excepciones debidas a alteraciones o roturas leves de ese
creciemiento que, a veces, no son ostensibles en las figuras sefialadas debido a la

escala utilizada. Sefialemos algunas de ellas.

Contrariamente a lo que sucede con las entropias individuales de posicién y
momento, la suma de ambas no presenta el caracter practicamente monétono ob-
servado para aquellas en lo que a las cinco primeras subcapas se refiere. La entropia
suma de la subcapa 1s de los atomos que se van formando a medida que se va lle-
nando tal subcapa (i.e. H y He), crece y, una vez llena, decrece. Este fenémeno
se observa también para la subcapa 2p, pero no para las subcapas 2s, 3s y 3p.
Sin embargo, vale la pena subrayar que las irregularidades que se aprecian para
la subcapa 3s son idénticas a las que se encuentran en las entropias individuales
para las subcapas 4s y 3d. Es decir, aunque las alteraciones del llenado de esas
subcapas no se aprecian en las entropias individuales de la subcapa 3s, si lo hacen

en la entropia suma de dicha subcapa.

Algo similar ocurre en la entropia suma de la subcapa 4s: en ella, no solo se

aprecian los efectos observados individualmente para dicha subcapa sino también
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algunos de los que ocurrian en las subcapas 5s, 5p, 6s, 4f y 5d. Esto es, dichos

efectos se manifiestan en la entropia suma con anterioridad a cuando ocurrian en

las entropias individuales.

Las entropias suma de las subcapas 3d, 4p, 5s, 6p, 7s, 6d y 5f presentan
alteraciones de comportamiento en los mismos atomos en que mostraban irregu-
laridades las entropfas individuales salvo para el Th en el caso de la subcapa 6d.
En este tltimo caso, no hay rotura del crecimiento sistematico de la entropia suma
mientras que las entropias individuales de tal subcapa si presentan irregularidaes.
Sefialemos finalmente que las diferencias mas notables entre la variaciéon con Z de
las entropias de posicién y de momento, por una parte, y la entropia suma, por

otra, ocurren en las subcapas 4d, 5p, 6s, 4f y 5d.

Un estudio similar al que acabamos de describir para las subcapas, se ha lle-
vado a cabo para agrupaciones menos finas de los electrones, como son las capas
(grupos de electrones en estados con el mismo nimero cuantico principal n) y los
grupos de electrones con el mismo nimero cuantico orbital /. Las entropias de
posicién S,,, de momento S,, y combinada S,, + S, de las capas K, L, M, N,
O, P y @ de los 4tomos de la tabla periédica con carga Z = 1,2,...,92 presentan
un comportamiento global regular (ver Figuras 5.14-5.16) aunque con numerosas
alteraciones que se prestan a una interpretacién basada en el llenado electrénico
de las capas, de forma andloga a la realizada anteriormente para explicar las ano-
malias en las entropias correspondientes de las subcapas. Vale la pena sefialar la

regularidades siguientes:

e La entropia de posicién de las capas atémicas presenta una disminucién con
Z, que es mondtona para las dos primeras capas. La rotura de la monotonia

creciente para la capa M estd dominada por la subcapa 3d.

e La entropia de momento de las capas atémicas crece globalmente al aumentar
Z,y conserva un comportamiento monoétono para las tres primeras capas.
Las alteraciones que presentan las capas N, O y P se deben esencialmente

a las subcapas 4s, 5s y 5p, y 6s, respectivamente.

En cuanto a los grupos de electrones con nimero cuantico orbital definido (i.e.
grupos S, P, D y F), sus entropias de posicién S,,, de momento S, y combinada
S, + S, también muestran (ver Figuras 5.17-5.18) regularidades, aunque no tan

claras y de una interpretacién més dificil en términos del llenado electrénico.
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Finalmente, analizaremos la variacién con el nimero atémico Z de las magnitu-
des A,, A,y A,, para cada una de las tres agrupaciones electrénicas consideradas
usando las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga. Se quiere asi con-
tribuir al esclarecimiento de la importancia relativa que la informacién sobre cada
agrupacién posee con respecto de la nube electrénica global en cada uno de los
atomos de la tabal periédica. Los resultados obtenidos se muestran en las Figuras

5.19-5.30.

En las figuras 5.19-5.21 se compara la entropia de posicién atémica global S,
con cada una de las sumas ponderadas de las entropias de posicion parciales, re-
feridas a las tres agrupaciones consideradas en este estudio (a saber, ¥,(nl) para
subcapas, ¥,(n) para capas y ¥,(l) para grupos de [ dado), respectivamente. Asi,
por ejemplo, la figura 5.19 muestra claramente la diferencia entrépica A ,(nl) defini-
da por la expresién (5.2). Analogamente, las Figuras 5.22-5.24 nos informan sobre
las diferencias entrépicas de momentos A,(nl), Ay(n) y A,(l), respectivamente;
en particular, en la Figura 5.22 se representa la entropia de momento atéomica
global S, y la suma ponderada de las entropias de momento de las subcapas, i.e.,
¥, (nl). Asitambién, las Figuras 5.25-5.27 permiten conocer las diferencias entrépi-
cas combinadas de posicién-momento A,,(nl), Ay (n) y Ay (L), respectivamente;
en particular, en la Figura 5.25 se representa graficamente la entropia combinada
atémica global S, + S, y la suma ponderada de las entropias combinadas de las

subcapas electrénicas X, (nl).

Las figuras 5.19-5.27 permiten hacer numerosas consideraciones. Aqui sefialare-
mos solamente algunas de forma breve. En cuanto a las referidas a las magnitudes
entrépicas de posicién, Figuras 5.19-5.21, se observa que las irregulariddades de
la entropia global S, pueden apreciarse, aunque en menor medida, en las sumas
ponderadas ¥, para cada una de las tres agrupaciones electronicas. Ademas, aun-
que X,(nl) < ¥,ho(n), ambas magnitudes son casi idénticas en todos los atomos.
Ello hace pensar que el conocimiento del momento angular [ de los electrones de
una capa dada no constituye un aportte sustancial de informacion. Por contra, se
observa que ¥,(nl) difiere mucho mas apreciablemente de ¥,([); en efecto, aquella
es mucho menor que esta. Parece que el conocimiento de la capa a la que perte-
necen los electrones con un momento angular dado es mas importante a la hora
de estudiar la estructura global de la nube electréonica de un atomo en su estado
fundamental. Una discusién de la misma indole cabe hacer para las magnitudes

entrépicas de momento (véanse las figuras 5.22-5.24 y de posicién-momento (véan-
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se las Figuras 5.25-5.27), aunque en tales casos las contribuciones ¥, y ¥,, a las
entropias totales S, y S, + S, respectivamente, presenta una mayor estructura
que estas ltimas, contrariamente a lo que sucedia para las magnitudes entrépicas

de posicion.

Finalmente, sefialemos que en las Figuras 5.28-5.30 se lleva a cabo un anilisis
de las diferencias entrépicas de posicién (A,), de momento (A,) y de posicion
momento (A,,) en los tres casos que se consideran en este estudio (a saber, subca-
pas, capas y grupos de [ dado), respectivamente. Se observa que tales magnitudes
presentan una rica estructura a lo largo de toda la tabla periédica. Esta estruc-
tura es casi idéntica en los casos de capas y subcapas. Mas aun, se encuentra que
se verifica (i) que A(nl) > A(n) > A(l) de forma sistematica tanto en los dos
posiciones y de momentos, como en la suma, y (ii) que A, > A, para capas y

subcapas, de forma igualmente sistematica.

En resumen, se observa que la estructura global de los sistemas atémicos viene
condicionada por la localizacion de los electrones en las diferentes capas y subcapas,
asi como por la interaccion entre ellas, siendo especialmente significativo el efecto

que tiene el llenado de capas sobre dicha estructura.

5.4.- Suma de entropias y calidad de funciones

de onda atomicas

En la seccion 5.2 se han puesto de manifiesto las tendencias generales de las en-
tropias de posicién S,, de momento S, y combinada S, + S, a lo largo de la tabla
periddica. En particular se ha visto que las entropias de posicion y combinada

crecen y la entropia de momento decrece al aumentar la carga nuclear.

Aqui vamos a centrar la atencion en la suma de entropias atémicas de posicién
y mdmento, también llamada entropia combinada, S,+S5,. En efecto, ademas de la
desigualdad de Bialynicki-Birula & Mycielski [BIA75] que verifica, esta magnitud
tiene una seris de caracteristicas destacables que no poseen las entropias indivi-
duales de posicion y momento. La primera de ellas es la de haber permitido a S.R.
Gadre y R.D. Bendale [GAD85a, GAD85b, GAD85¢c| extender de forma natural
el Principio de Maxima Entropia de Jaynes al caso en que se tengan ligaduras de

ambos espacios complementarios (posicién y momento). Convencionalmente, este
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método se aplica al caso en que se quiere construir la densidad de probabilidad
en un solo espacio (con sujeccién a cualesquiera ligaduras conocidas) tal como se
ha mostrado en el Capitulo 4 para la obtencién de densidades monoparticulares
atémicas a partir de los valores esperados que se conocian de antemano. Ahora
bien, no debe olvidarse que los espacios de posicién y momento estan relacionados
por una transformacién de Fourier que hace que las densidades de posicién p(7) y
de momento v(p) posean un caracter complementario. Esto permite inferir que un
aumento de la entropia de informacién en un espacio no asegure una ganacia en la
entropia combinada S, + S,. Entonces, parece natural pensar que el principio de
maéxima entropia deba modificarse cuando se tengan ligaduras en ambos espacios.
El nuevo principio de méaxima entropia dice que: Las densidades de probabilidad
p(7) y 7(P) que estan sujetas a ligaduras en ambos espacios (y que estan conec-
tadas a traves de la transformada de Fourier de las correspondientes funciones de

onda) deben maximizar la entropia combinada S, 4+ S,.

Otra caracteristica de la entropia de informacién combinada es que, contraria-
mente a las entropias individuales S, y S, es invariante con respecto a transfor-
maciones de escala; esto es, el valor de S, 4+ S, no se altera por el reescalamiento
uniforme de las coordenadas electrénicas en un factor k. En efecto, para la funcion

de onda reescalada de un sistema de N electrones
Pe(7) = KN 2p(kiy, ki, . .., kTN

las entropias de informacién y de momento, S, y S.,, respectivamente, estan
relacionadas con las correspondientes entropias sin reescalar S, y S., por medio de

las expresiones

S, = S,—3Nlogk
Sy = Sy+3Nlogk

Esta invariancia de la entropia combinada S, + S, es interesante porque pone
claramente de manifiesto que todas las funciones de onda relacionadas por medio de
un alargamiento o una reduccién uniforme de las coordenadas electrénicas conduce

a una entropia combinada idéntica.

Estas caracteristicas llevaron a Gadre et al [GAD85b, GAD85¢] y recientemen-
te al grupo de Kingston [HO94, HO96], a explorar la utilizaciéon de la entropia
combinada S, + S, como una medida de la calidad de las funciones de onda atémi-

cas. La disponibilidad de un buen indicador es de vital importancia para valorar
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e.g. esta calidad de la densidad de carga generada a partir de una funcion de onda
aproximada. Gadre et al investigé tal posibilidad en ocho atomos elegidos al azar
pero todos ellos por debajo del Xe, con las funciones CRR, single-zeta y double-
zeta (que son funciones de onda Roothan-Hartree-Fock desarrolladas en orbitales
de tipo Slater) de Clementi y Roeti [CLE74]; obtuvieron que la entropia combi-
nada es maxima para las funciones CRR y minima para las funciones single-zeta,
mostrando asi que S, + S, aumenta al mejorar la calidad de la funcién de onda.
Esto es, indicando que las funciones de onda que describen mejor las propiedades
atomicas presentan un mayor valor de la entropia combinada. Recientemente, el
grupo de Kingston extendio este estudio calculando el valor de S, + S, en los
dtomos del segundo y del tercer periodo de la tabla (i.e. Li-Cl; Z = 3,...,17)
usando varias funciones de onda atéomicas desarrolladas en orbitales de tipo gau-
siano. Especificamente usaron, a parte de la base STO-3G standard, las bases
3-21G y 631G. Obtuvieron que la entropia combinada aumenta al pasar de la base
STO-3G a bases de calidad mejor para todos los dtomos estudiados en el caso de
que las diferencias en términos de la energia sean relativamente grandes, no exis-
tiendo una sistematica similar a la que presentan las energias (que es el criterio

convencional usado al valorar la calidad de una base).

En esta memoria se lleva a cabo una extension de los dos estudios anteriores
en el sentido de que se analizan los valores de las entropias de posicién, de mo-
mento S, y combinada S, + 5., para todos los atomos de la tabla periédica usando
siete conjuntos de funciones de onda Hartree-Fock diferentes: HFN, KOG, BUN,
DET, RCR, CRR, IMM y MCM ya comentadas en la seccién 5.1. Los resultados
obtenidos se muestran en las Tablas 5.3 (HFN), 5.2 (KOG, IMM), 5.4 (BUN), 5.5
(DET), 5.7 (CRR) y 5.8 (MCM). Ha de mencionarse que en la Tabla 5.3 no se
muestran los valores numéricos de las entropias de momento y combinada debido
a que aun no ha podido generarse de forma fiable la densidad de momento con las
funciones de onda HFN.

Un analisis comparativo de estos resultados para cada atomo y para cada una
de las tres magnitudes entrépicas consideradas S,/S,/S, + S, puede resumirse de

la forma siguiente:
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HFN KOG BUN DET RCR
KOG [ 45/-/-
BUN | 52/-/- | 44/15/32
DET | 37/-/- | 37/36/43 | 35/38/41
RCR | 51/-/- | 49/17/48 | 45/27/45 | 36/13/32
CRR | 32/-/- | 31/19/32 | 31/19/32 | 34/16/27 | 18/32/20 |

para los 53 dtomos con carga nuclear 2 < Z < 54, y

HFN  IMM
IMM | 32/-/-
MCM | 31/-/- | 36/00/19 |

para los 32 atomos de carga nuclear 55 < Z < 92 (86 en la comparacién con las
funciones HFN.

En estos cuadros cada calda recoge tres numeros; el primero se refiere a los
4tomos en que la entropia de posicién S, calculada con las funciones de onda de
la fila es mayor que la correspondiente calculada con las funciones de onda de la
columna. El segundo, a los 4tomos en que tal cosa ocurre para la entropia de mo-
mento S, y, finalmente, el tercero corresponde al nimero de atomos cuya entropia
combinada S, + S, es mayor para las funciones de onda fila que con respecto a las
funciones de onda columna. Asi, por ejemplo, la entropia de posicién S,(HF N) es
mayor que S,(KOG) en 45 dtomos, la entropia de momento S,(KOG) es mayor
que S,(DET) en 36 d4tomos, y la entropia combinada S, + S,(BUN) es mayor que
la S, + Sy(RCR) en 27 atomos.

Dejando a parte los resultados referentes a las funciones de onda CRR de Cle-
mentiy Roetti (cuya naturaleza es un tanto erratica o irregular, como se ha comen-
tado repetidamente en la literatura), estos resultados muestran que ni la entropia
combinada no la entropia de posicién (y, atin menos, la entropia de momento)
pueden ser consideradas como una buena medida de la calidad de las funciones de
onda al mismo nivel que la energia del sistema, para la cual se verifica de forma

sistematica que

Exrn < Exog < EBUN < EpeT < ERCR < ECRR

para los atomos con 2 < Z < 54y

EgrN < Etmm < EMcMm
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para los atomos con 55 < Z < 92. Tal sistemadtica no ocurre para ninguna de las
tres magnitudes entrdépicas consideradas en nuestro estudio. Sin embargo, si se

observa en los dos cuadros anteriores que

e las funciones de ondaHFN presentan valores de S, que son mayores que los
obtenidos con las demas funciones de onda consideradas casi a lo largo de

toda la tabla periddica.

e las funciones de onda KOG presentan para la mayor parte de los atomos de los
atomos de los periodos segundo, tercero, cuarto y quinto de la tabla periddica
(i.e. cuando 2 < Z < 54) una entropia de posicién y una entropia combinada
S, + S, mas grande que el resto de las funciones de onda consideradas salvo,

claro estd, las funciones de onda HFN).

e las funciones de onda IMM presentan valores de S, mas grandes que las
funciones MCM en practicamente todos los atomos en que se utilizan (a
saber, en la regién 55 < Z < 92), mientras que tal aseveracion solo escierta
para la entropia combinada en el sesenta por ciento de los atomos de dicha

region.
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5.5.- Tablas

En esta seccién se hallan las Tablas 5.1 y 5.8, referenciadas en las secciones ante-

riores de este capitulo.
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Atomo | Z Configuracién electrénica Término
H 1 | 1st 1S
He 2 | 1s? 1S
Li 3 | 1s22s! 25
Be 4 | 152252 1S
B 5 | 1s22s22p! 2P
C 6 | 1522s22p? 3P
N | 7| 15225227 48
(@) 8 | 1s?22s%2p* 3P
F 9 | 1s%2s%2p° 2P
Ne |10 | 1522522p8 1S
Na 11 | 1s22522p%3s! 25
Mg 12 | 15225%22p%3s? 1S
Al 13 | 1s%2522p5%3523p! 2P
Si 14 | 1s225%22p®3523p? 3P
P 15 | 15%2522p%3523p> 4S
S 16 | 1s%2522p%3s23p* 3P
Cl 17 | 1s225%2p5%3s23p° 2P
Ar 18 | 1s22522p53523pS 1S
K 19 | 15%2522p53523pS4s! 25
Ca 20 | 15225%2p53523p54s? 1S
Sc 21 | 1522522p%3523p°4523d} 2D
Ti 22 | 1522522p53523p®4523d? 3F
V| 23 | 1s22522p3523p54523d3 AF
Cr 24 | 1522522p83s523pS4s!3d® 7S
Mn 25 | 1522s22p%3523p®4523d° 6S
Fe 26 | 1522s522p53523p®4523d° 5D
Co 27 | 1522522p%3523pS4523d” 4F
Ni 28 | 1522522p53523p54523d® 3F
Cu | 29 | 1522522p®3523p®4s!3d"° 25
Zn 30 | 1522s22p%3523pf45%3d1° 1S
Ga | 31 | 1522522p®3523p®4523d1%4p! 2P
Ge 32 | 15%22522p%3523p®4523d1%4p? 3P
As 33 | 1s22522p53523p%4523d1%4p3 4S
Se 34 | 1522522p%3523p®4523d1%4p* 3P
Br 35 | 1s22522p%3523p%4523d1%4p° 2P
Kr 36 | 1s22522p53523pS4523d104p® 1S
Rb 37 | 15225%2p%3523p®4523d'%4pS5s? 25
Sr 38 | 1522522p%3523p®4523d1%4pS5s? 1S
¥ 39 | 1522522p%3523p®4523d'04p®5s24d! 2D
Zr 40 | 15225%22p%3523p54523d1°4pS5s24d? 3F
Nb | 41 | 1522522p%3523p54523d1%4p65s14d* 6D
Mo | 42 | 15%25%2p®3523p54523d'%4pS5st4d® 7S
Tc 43 | 15225%22p53523p54523d1°4p55524d° 6S
Ru 44 | 1522522p%3523p®4523d'%4p®5s'4d” 5F
Rh | 45 | 1522522p%3523p®4523d1%4pS5s14d® 4F
Pd 46 | 1522s%2p%3523p®4523d'1%4pS4d'° 1S

continua en la pagina siguiente

Tabla 5.1: Configuraciones electrénicas de los estados fundamentales atomicos para todos los atomos
de la Tabla Periddica.
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Atomo | Z Configuracién electrénica Término

Ag | 47 | 15°2522p53523p54523d104p®55'4d1° 25
Cd | 48 | 15%2522p%3523p®4523d °4pS5524d1° 1S
In 49 | 15%25%2p%3523p54523d1°4p®5524d'%5p! 2P
Sn 50 | 15%225%2p%3523p®4523d'04p®5524d105p? 3P
Sb 51 | 1522522p®3523p54523d104p®5s24d1%5p3 4S
Te 52 | 1522522p®3523pf4523d1%4p®hs24d1%5p* 3P

I 53 | 1522522p83523p®4523d1%4p85524d1%5p° 2P
Xe 54 | 1522522p®3523p84523d'04p®5s24d 058 1S
Cs 55 | 1522522p83s23p54523d1%4p®5524d'05p56s? 25
Ba | 56 | 15%2522p%35%3p%4523d1°4pS5524d'°5p°6s? 1S
La 57 | 1522522p®3523pf4523d'104p®5524d °5p56525d! 2D
Ce 58 | 1522522p83s23pf4523d104p®5524d °5p86525d 4 f1 3H
Pr 59 | 1522522p53523p54523d1°4p®5524d105pS6s24 f3 41
Nd | 60 | 1522522p%3523p®4523d1°4p®5524d05p56524 f4 51
Pm | 61 | 1522522p%3523p54523d1°4p85524d1°5p°6s24 f° 6H
Sm | 62 | 15225%22p®3523p54523d'%4p®5524d'05p®6524 f6 TF
Eu | 63 | 15225%2p%3523p%4523d1°4p®5524d'°5p6s24 f7 8S
Gd | 64 | 1522522p®3523p®4523d1%4p05524d105p®65%4 f75d} 9D
Tb 65 | 1522522p83s23pf4523d1%4p®5524d °5p56524 f° 6H
Dy 66 | 1522522p53523p54523d1°4p®5524d'05pS6s24 f10 51
Ho | 67 | 15225%2p53s23p54523d1%4p®5524d'05p56s24 f11 41
Er 68 | 1522522p®3523p®4523d'%4pS5524d 05p°6s24 f12 3H
Tm | 69 | 1522522p%3523p©4523d'%4p®5524d105p®6524 f13 2F
Yb 70 | 1522522p®3523p84523d104p®5524d 05p56524 f14 1S
Lu | 71 | 1522s22p®3523p®4523d'%4p®5524d 05p66524 f145d! 2D
Hf 72 | 1522522p83523p®4523d1°4pS5524d °5p®6524 f145d? 3F
Ta | 73 | 1522522p®3523p54523d'1%4p®5524d105p86524 f145d> 4F
W 74 | 1522522p%3523p®4523d1%4pS5524d °5p56524 f145d* 5D
Rh 75 | 1522522p83523p®4523d1°4p55524d105p6524 f145d° 6S
Os 76 | 1522522p83523p®4523d1%4pS5524d105p%6524 f145d° 5D
Ir 77 | 1522522p%3523p®4523d1%4p®5524d105p®6524 f145d7 4F
Pt 78 | 1522522p%3523p®4523d1%4pS5524d 5p56s14 f145d° 3D
Au | 79 | 15225%2p%3523p®4523d1%4p®5524d1%5p®65s14 f145d1°0 25
Hg | 80 | 15%25%22p53523p%4523d'°4pS5524d'05p%6524 f14541° 1S
Tl 81 | 1522522p53523p®4523d1°4pS5524d 05p°6524 f145d!°6p? 2P
Pb 82 | 1522522p®3523p®4523d1%4pS5524d %5p56s24 f145d1°6p? 3P
Bi 83 | 15225%2p53523p54523d1°4p55524d'05p56524 f145d1%6p3 48
Po 84 | 1522s522p83523p®4523d1°4p®5524d1%5p56524 f145d1°6p* 3P
At 85 | 1522522p53523p®4523d1%4pS5524d 05p®6524 f145d1%6p° 2P
Rn | 86 | 15%25%2p53523pS4523d1°4pS5524d'05p°6s24 f145d'°6p8 1S
Fr 87 | 1522522p53523p®4523d1%4p®5524d1%5p®6524 f145d'06p°T7s! 15
Ra | 88 | 1522522p®3523pS4523d1%4p85524d105p86524 f145d106p675s2 18
Ac 89 | 1522522p83523p®4523d1%4pS5524d1%5p56s24 f145d106p57526d! 2D
Th | 90 | 1522522p53523p54523d104p55524d105p56524 f 14541657526 d2 3F
Pa | 91 | 1522522p®3523p®4523d'04p®5524d 05p66524 f145d %6p®7526d"5 f2 4)
U 92 | 1s225%2p®3523p54523d1°4p®5524d105p56524 f145d106p67525 f4 51

Tabla 5.1: Configuraciones electrénicas de los estados fundamentales atémicos para todos los atomos

de la Tabla Periodica.
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7 S, g, 8, + Sy
1 | 4.14473000 | 2.42186241 6.56659241
2 | 2.69851208 | 3.91341241 6.61192449
3 | 3.70143830 | 3.99682009 7.69825839
4 | 3.62386989 | 4.19018480 7.81405469
5 | 3.40544550 | 4.70589997 8.11134547
6 | 3.10602492 | 5.15657664 8.26260156
7 | 2.80169029 | 5.54933956 8.35102985
8 | 2.55054027 | 5.86735184 8.41789211
9 | 2.29882692 | 6.16332765 8.46215458
10 | 2.05513838 | 6.43706396 8.49220234
11 | 2.33009265 | 6.48309108 8.81318373
12 | 2.39540070 | 6.51498005 8.91038075
13 | 2.44566443 | 6.61934708 9.06501151
14 | 2.41913938 | 6.73370453 9.15284391
15 | 2.35902032 | 6.84865436 9.20767468
16 | 2.29931884 | 6.94938663 9.24870547
17 | 2.22174346 | 7.05243004 9.27417350
18 | 2.13383545 | 7.15541534 9.28925079
19 | 2.30176304 | 7.17242222 9.47418526
20 | 2.36303932 | 7.18003079 9.54307011
21 | 2.29811810 | 7.30319598 9.60131408
22 | 2.21855326 | 7.42692531 9.64547857
23 | 2.13512476 | 7.54716850 9.68229325
24 | 1.95589708 | 7.75134112 9.70723820
25 | 1.96257596 | 7.77686949 9.73944545
26 | 1.88213746 | 7.88264380 9.76478127
27 | 1.80001237 | 7.98611206 9.78612443
28 | 1.71826634 | 8.08645223 9.80471857
29 | 1.56322372 | 8.25076547 9.81398919
30 | 1.55626554 | 8.27866921 9.83493475
31 | 1.57444122 | 8.32388281 9.89832403
32 | 1.56746926 | 8.37149975 9.93896901
33 | 1.54980323 | 8.41827901 9.96808224
34 | 1.53425162 | 8.45850616 9.99275779
35 | 1.51064465 | 8.49958029 | 10.01022494
36 | 1.48146223 | 8.54092017 | 10.02238240
37 | 1.57627248 | 8.54427359 | 10.12054607
38 | 1.62142876 | 8.54227365 | 10.16370241
39 | 1.61434017 | 8.59049290 | 10.20483307
40 | 1.59463254 | 8.64052660 [ 10.23515914
41 | 1.562486367 | 8.73235456 | 10.25721823
42 | 1.49117154 | 8.78233000 | 10.27350154
43 | 1.50762930 | 8.79074282 | 10.29837212
44 | 1.43047796 | 8.87559820 | 10.30607617
45 | 1.39635187 | 8.92206773 | 10.31841959
46 | 1.30482202 | 8.98909004 | 10.29391205
continua en la pagina siguiente
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Tabla 5.2: Entropias de posicién S,, de momento Sy y su suma S, + Sy para todos los dtomos
neutros en su estado fundamental con carga nuclear Z = 1,2, ...,92, calculado con las funciones de

onda Roothan-Hartree-Fock de Koga. Todos los valores vienen dados en unidades atémicas.
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Z 5, s S, + Sy
47 | 1.32347304 | 9.01390713 | 10.33738017
48 | 1.33133168 | 9.02612636 | 10.35745805
49 | 1.35192603 | 9.04892047 | 10.40084650
50 | 1.35701997 | 9.07295255 | 10.42997251
51 | 1.35484505 | 9.09683965 | 10.45168471
52 | 1.35345958 | 9.11718579 | 10.47064537
53 | 1.34658812 | 9.13832803 | 10.48491615
54 | 1.33574602 | 9.15993632 | 10.49568234
55 | 1.40552423 | 9.15880067 | 10.56432490
56 | 1.44287731 | 9.15438508 | 10.59726239
57 | 1.44428749 | 9.18162661 | 10.62591410
58 | 1.41113471 | 9.23124662 | 10.64238133
59 | 1.34610129 | 9.30092023 | 10.64702152
60 | 1.31167620 | 9.34913713 | 10.66081333
61 | 1.27697230 | 9.39672371 | 10.67369601
62 | 1.24173940 | 9.44385812 | 10.68559752
63 | 1.20602912 | 9.49055442 | 10.69658354
64 | 1.19941028 | 9.51909255 | 10.71850283
65 | 1.13743917 | 9.58050768 | 10.71794685
66 | 1.10268170 | 9.62482535 | 10.72750705
67 | 1.06802473 | 9.66852777 | 10.73655250
68 | 1.03351031 | 9.71161603 | 10.74512634
69 | 0.99892247 | 9.75422889 | 10.75315136
70 | 0.96422705 | 9.79640399 | 10.76063104
71 | 0.95794835 | 9.82294551 | 10.78089385
72 | 0.94692041 | 9.84963896 | 10.79655937
73 | 0.93412285 | 9.87602652 | 10.81014937
74 | 0.91996914 | 9.90210205 | 10.82207119
75 | 0.90435919 | 9.92801499 | 10.83237418
76 | 0.88971190 | 9.95270461 | 10.84241651
77 | 0.87363064 | 9.97734532 | 10.85097596
78 | 0.83103347 | 10.02052337 | 10.85155684
79 | 0.81302414 | 10.04424963 | 10.85727376
80 | 0.82096406 | 10.04982782 | 10.87079188
81 | 0.83700937 | 10.06134588 | 10.89835525
82 | 0.84419894 | 10.07342299 | 10.91762193
83 | 0.84693433 | 10.08556119 | 10.93249552
84 | 0.85026091 | 10.09565896 | 10.94591986
85 | 0.85035458 | 10.10613298 | 10.95648756
86 | 0.84794922 | 10.11704749 | 10.96499671
87 | 0.89567042 | 10.11433838 | 11.01000880
88 | 0.92341434 | 10.10971862 | 11.03313296
89 | 0.92960758 | 10.12396864 | 11.05357622
90 | 0.93152363 | 10.13884191 | 11.07036554
91 | 0.90271552 | 10.17551743 | 11.07823295
92 | 0.87080190 | 10.21130236 | 11.08210426

Tabla 5.2: Entropias de posicién S,, de momento S, y su suma S, + S, para todos los atomos
neutros en su estado fundamental con carga nuclear Z = 1,2, ...,92, calculado con las funciones de
onda Roothan-Hartree-Fock de Koga. Todos los valores vienen dados en unidades atémicas.
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Sp
2.69857608
3.70152157
3.623940564
3.40550244
3.10606908
2.80171746
2.55055561
2.29883082
2.05513104
2.33008918
2.39539831
2.44565483
2.41913586
15 | 2.35901688
16 | 2.29930642
17 | 2.22172427
18 | 2.13381258
19 | 2.30174691
20 | 2.36302132
21 | 2.29809867
22 | 2.21852683
23 | 2.13509394
24 | 1.95586541
25 | 1.96253728
26 | 1.88209578
27 | 1.79996787
28 | 1.71821957
29 | 1.56318114
30 | 1.55621041
31 | 1.57438471
32 | 1.56740961
33 | 1.54974241
34 | 1.53419454
35 | 1.51058136
36 | 1.48139964
37 | 1.57621076
38 | 1.62138135
39 | 1.61432185
40 | 1.59456786
41 | 1.52479651
42 | 1.49110216
43 | 1.50756173
44 | 1.43040372
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Tabla 5.3: Valores de la entropia de posicién S, para el estado fundamental de todos los 4tomos con
carga nuclear 2 < Z < 86, calculadas con las funciones de onda HFN (vease Seccién 5.1 del texto).

Se usan unidades atdémicas.
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Tabla 5.3: Valores de la entropia de posicién S, para el estado fundamental de todos los 4tomos con

carga nuclear 2 < Z < 86, calculadas con las funciones de onda HFN (vease Seccién 5.1 del texto).

Se usan unidades atémicas.

7 S,
45 | 1.39628165
46 | 1.30474601
47 | 1.32339462
48 | 1.33125353
49 | 1.35184673
50 | 1.35693932
51 | 1.35476026
52 | 1.35337440
53 | 1.34650770
54 | 1.33566116
55 1.40548412
56 | 1.44281726
57 | 1.44422703
58 | 1.41108892
59 | 1.34608210
60 | 1.31166179
61 | 1.27696471
62 | 1.24173836
63 | 1.20602988
64 | 1.19938740
65 | 1.13748341
66 | 1.10273471
67 | 1.06809630
68 | 1.03359853
69 | 0.99902836
70 | 0.96434854
71 | 0.95804701
72 | 0.94694922
73 | 0.93410321
74 | 0.91993145
75 | 0.90431327
76 | 0.88965653
77 | 0.87364337
78 | 0.83122710
79 | 0.81328194
80 | 0.82096091
81 | 0.83708884
82 | 0.84413511
83 | 0.84689591
84 | 0.85022767
85 | 0.85026741
86 | 0.84787049
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Z S, S, S, + S,
1 | 4.14473000 | 2.42186241 | 6.56659241
2 | 2.69850814 | 3.91341410 | 6.61192224
3 | 3.70143787 | 3.99681978 | 17.69825765
4 | 3.62385625 | 4.19018798 | 7.81404423
5 | 3.40544495 | 4.70590025 | 8.11134519
6 | 3.10602721 | 5.15657732 | 8.26260453
7 | 2.80168874 | 5.54933984 | 8.35102858
8 | 2.55054068 | 5.86735199 | 8.41789267
9 | 2.29882752 | 6.16332761 | 8.46215513
10 | 2.05513816 | 6.43706419 | 8.49220235
11 | 2.33009038 | 6.48309473 | 8.81318511
12 | 2.39539828 | 6.51498006 | 8.91037833
13 | 2.44565786 | 6.61934964 | 9.06500751
14 | 2.41914139 | 6.73370386 | 9.15284525
15 | 2.35902720 | 6.84865017 | 9.20767738
16 | 2.29931835 | 6.94938751 | 9.24870586
17 | 2.22174129 | 7.05242898 | 9.27417027
18 | 2.13383244 | 7.15541303 | 9.28924547
19 | 2.30176293 | 7.17242391 | 9.47418685
20 | 2.36304042 | 7.18003360 | 9.54307402
21 | 2.29811870 | 7.30319868 | 9.60131738
92 | 2.21855041 | 7.42693128 | 9.64548169
23 | 2.13512184 | 7.54717030 | 9.68229214
24 | 1.95588947 | 7.75134675 | 9.70723622
25 | 1.96256960 | 7.77687571 | 9.73944530
26 | 1.88213236 | 7.88264912 | 9.76478149
27 | 1.80000706 | 7.98611877 | 9.78612583
28 | 1.71826303 | 8.08645582 | 9.80471885
29 | 1.56321615 | 8.25076836 | 9.81398451
30 | 1.55625507 | 8.27867611 | 9.83493118
31 | 1.57443412 | 8.32388458 | 9.89831870
32 | 1.56746183 | 8.37150536 | 9.93896719
33 | 1.54979947 | 8.41827893 | 9.96807840
34 | 1.53425085 | 8.45851052 | 9.99276137
35 | 1.51063862 | 8.49958415 | 10.01022276
36 | 1.48145827 | 8.54091985 | 10.02237812
37 | 1.57626072 | 8.54429556 | 10.12055628
38 | 1.62143781 | 8.54227144 | 10.16370926
39 | 1.61437545 | 8.59046000 | 10.20483546
40 | 1.59462460 | 8.64053800 | 10.23516260
41 | 1.52485605 | 8.73236230 | 10.25721835
42 | 1.49116580 | 8.78233063 | 10.27349643
43 | 1.50762246 | 8.79074160 | 10.29836406
44 | 1.43046609 | 8.87560711 | 10.30607320
45 | 1.39634497 | 8.92206842 | 10.31841339
46 | 1.30481344 | 8.98908138 | 10.29389482
47 | 1.32345814 | 9.01391336 | 10.33737150
48 | 1.33131675 | 9.02613543 | 10.35745218
49 | 1.35190669 | 9.04892036 | 10.40082705
50 | 1.35700885 | 9.07294798 | 10.42995683
51 | 1.35483362 | 9.09684481 | 10.45167843
52 | 1.35345028 | 9.11718994 | 10.47064022
53 | 1.34658232 | 9.13832291 | 10.48490523
54 | 1.33573704 | 9.15993758 | 10.49567462

Tabla 5.4: Valores de la entropia de posicién S,, de momento S,, y combinada S, + S,

para el estado fundamental de todos los atomos con carga nuclear 1 < Z < 54, calculadas

con las funciones de onda BUN (vease Seccién 5.1 del texto). Se usan unidades atomicas.
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Z 8. 5 Sp + Sy

1 | 4.14473000 | 2.42186241 | 6.56659241
2 | 2.69850901 | 3.91341244 | 6.61192145
3 | 3.70144721 | 3.99682839 | 7.69827560
4 | 3.62387475 | 4.19017925 | 7.81405400
5 | 3.40547798 | 4.70589492 | 8.11137291
6 | 3.10600678 | 5.15657651 | 8.26258329
7 | 2.80166787 | 5.54933612 | 8.35100399
8 | 2.55052936 | 5.86734577 | 8.41787512
9 | 2.29881687 | 6.16332032 | 8.46213719
10 | 2.05512129 | 6.43705568 | 8.49217697
11 | 2.33008601 | 6.48307563 | 8.81316164
12 | 2.39537545 | 6.51497371 | 8.91034916
13 | 2.44561750 | 6.61934900 | 9.06496650
14 | 2.41909209 | 6.73369433 | 9.15278642
15 | 2.35900706 | 6.84864254 | 9.20764960
16 | 2.29927464 | 6.94937590 | 9.24865054
17 | 2.22168958 | 7.05241576 | 9.27410534
18 | 2.13377433 | 7.15539480 | 9.28916914
19 | 2.30172769 | 7.17243213 | 9.47415982
20 | 2.36306682 | 7.17996437 | 9.54303119
21 | 2.29810898 | 7.30318002 | 9.60128900
22 | 2.21850535 | 7.42690891 | 9.64541426
23 | 2.13524531 | 7.54705705 | 9.68230236
24 | 1.95596560 | 7.75126574 | 9.70723134
25 | 1.96268507 | 7.77679229 | 9.73947736
26 | 1.88223490 | 7.88257912 | 9.76481402
27 | 1.80009725 | 7.98605732 | 9.78615457
28 | 1.71833487 | 8.08640893 | 9.80474381
29 | 1.56292550 | 8.25093434 | 9.81385983
30 | 1.55628911 | 8.27865287 | 9.83494198
31 | 1.57439267 | 8.32388683 | 9.89827950
32 | 1.56743312 | 8.37148866 | 9.93892178
33 | 1.54977574 | 8.41824722 | 9.96802296
34 | 1.53422584 | 8.45846499 | 9.99269083
35 | 1.51059657 | 8.49955556 | 10.01015213
36 | 1.48141439 | 8.54089599 | 10.02231038
37 | 1.57627221 | 8.54422258 | 10.12049479
38 | 1.61999831 | 8.54340984 | 10.16340815
39 | 1.61428388 | 8.59050397 | 10.20478784
40 | 1.59465934 | 8.64049869 | 10.23515804
41 | 1.52478439 | 8.73236783 | 10.25715222
492 | 1.49109454 | 8.78233225 | 10.27342679
43 | 1.50765423 | 8.79070407 | 10.29835829
44 | 1.43060306 | 8.87549223 | 10.30609529
45 | 1.39640132 | 8.92200472 | 10.31840603
46 | 1.30470911 | 8.98906053 | 10.29376964
47 | 1.32336352 | 9.01395217 | 10.33731570
48 | 1.33135048 | 9.02610790 | 10.35745838
49 | 1.35189202 | 9.04892810 | 10.40082011
50 | 1.35700756 | 9.07295480 | 10.42996236
51 | 1.35482662 | 9.09684737 | 10.45167399
52 | 1.35343233 | 9.11719474 | 10.47062707
53 | 1.34656039 | 9.13832916 | 10.48488955
54 | 1.33571887 | 9.15994179 | 10.49566066

Tabla 5.5: Valores de la entropia de posicién S,, de momento S, y combinada S, + S,

para el estado fundamental de todos los 4tomos con carga nuclear 1 < Z < 54, calculadas

con las funciones de onda DET (vease Seccién 5.1 del texto). Se usan unidades atémicas.
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Z Sp Sy Sp+ Sy

1 | 4.14473000 | 2.42186241 | 6.56659241
2 | 2.69851199 | 3.91341297 | 6.61192496
3 | 3.70144635 | 3.99680857 | 7.69825492
4 | 3.62387248 | 4.19017834 | 7.81405082
5 | 3.40544408 | 4.70589712 | 8.11134120
6 | 3.10602201 | 5.15657540 | 8.26259741
7 | 2.80168073 | 5.54933772 | 8.35101846
8 | 2.55051949 | 5.86734703 | 8.41786652
9 | 2.29879561 | 6.16331828 8.46211389
10 | 2.05509823 | 6.43705152 | 8.49214975
11 | 2.33004409 | 6.48313139 8.81317549
12 | 2.39530856 | 6.51501889 8.91032745
13 | 2.44561072 | 6.61933333 | 9.06494405
14 | 2.41910558 | 6.73368235 9.15278793
15 | 2.35899538 | 6.84862839 9.20762378
16 | 2.29932049 | 6.94938667 | 9.24870717
17 | 2.22174241 | 7.05242993 | 9.27417234
18 | 2.13383568 | 7.15541390 | 9.28924958
19 | 2.30174898 | 7.17242053 | 9.47416950
20 | 2.36302212 | 7.18003478 9.54305690
21 | 2.29810532 | 7.30319609 9.60130141
22 | 2.21854011 | 7.42692831 | 9.64546842
23 | 2.13511227 | 7.54717227 | 9.68228453
24 | 1.95588712 | 7.75134257 | 9.70722969
25 | 1.96256627 | 7.77687603 9.73944230
26 | 1.88212871 | 7.88265044 9.76477915
27 | 1.80000465 | 7.98611833 | 9.78612298
28 | 1.71825966 | 8.08645912 9.80471878
29 | 1.56321643 | 8.25076767 | 9.81398409
30 | 1.55625708 | 8.27867598 | 9.83493306
31 | 1.57442597 | 8.32388389 | 9.89830986
32 | 1.56745736 | 8.37150166 9.93895902
33 | 1.54979480 | 8.41827705 | 9.96807186
34 | 1.53424723 | 8.45850797 9.99275520
35 | 1.51063608 | 8.49958067 | 10.01021674
36 | 1.48145494 | 8.54091689 | 10.02237184
37 | 1.57592149 | 8.54473679 | 10.12065828
38 | 1.62104086 | 8.54275626 | 10.16379711
39 | 1.61336813 | 8.59095411 | 10.20432224
40 | 1.59361811 | 8.64100295 | 10.23462106
41 | 1.52230776 | 8.73297122 | 10.25527897
42 | 1.48881284 | 8.78284519 | 10.27165803
43 | 1.50655393 | 8.79114475 | 10.29769868
44 | 1.42817032 | 8.87606888 | 10.30423920
45 | 1.39433506 | 8.92250560 | 10.31684065
46 | 1.30192952 | 8.98894968 | 10.29087920
47 | 1.32204443 | 9.01432390 | 10.33636832
48 | 1.33020118 | 9.02664085 | 10.35684203
49 | 1.35085800 | 9.04938184 | 10.40023984
50 | 1.35614031 | 9.07332033 | 10.42946064
51 | 1.35409549 | 9.09714263 | 10.45123812
52 | 1.35264456 | 9.11743908 | 10.47008364
53 | 1.34576683 | 9.13852665 | 10.48429347
54 | 1.33494358 | 9.16009400 | 10.49503758

Tabla 5.6: Valores de la entropia de posicién S,, de momento S, y combinada S, + S,
para el estado fundamental de todos los d4tomos con carga nuclear 1 < Z < 54, calculadas

con las funciones de onda RCR (vease Seccién 5.1 del texto). Se usan unidades atémicas.
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Z &, 8y Sy + Sy

1 | 4.14473000 | 2.42186241 | 6.56659241
2 | 2.69841658 | 3.91351245 | 6.61192904
3 | 3.70140717 | 3.99688227 | 7.69828944
4 | 3.62387472 | 4.19014272 | 7.81401744
5 | 3.40539731 | 4.70591746 | 8.11131477
6 | 3.10604167 | 5.15653467 | 8.26257633
7 | 2.80161051 | 5.54935336 | 8.35096387
8 | 2.55062229 | 5.86737258 | 8.41799487
9 | 2.29886488 | 6.16336748 | 8.46223236
10 | 2.05525628 | 6.43707941 | 8.49233569
11 | 2.33004832 | 6.48313394 | 8.81318227
12 | 2.39503097 | 6.51529883 | 8.91032980
13 | 2.44555549 | 6.61922137 | 9.06477685
14 | 2.41896564 | 6.73379514 | 9.15276079
15 | 2.35881591 | 6.84868775 | 9.20750366
16 | 2.26004762 | 7.00244609 | 9.26249370
17 | 2.22189195 | 7.05218028 | 9.27407223
18 | 2.13384130 | 7.15536187 | 9.28920317
19 | 2.30166602 | 7.17262936 | 9.47429538
20 | 2.36304842 | 7.18009504 | 9.54314346
21 | 2.29811185 | 7.30329458 | 9.60140643
29 | 2.21868236 | 7.42679508 | 9.64547745
23 | 2.13515296 | 7.54715588 | 9.68230884
24 | 1.95571143 | 7.75143699 | 9.70714842
25 | 1.96258819 | 7.77690333 | 9.73949152
26 | 1.88217546 | 7.88263101 | 9.76480647
27 | 1.80010206 | 7.98610531 | 9.78620737
28 | 1.71830999 | 8.08649779 | 9.80480778
29 | 1.56330329 | 8.25049951 | 9.81380280
30 | 1.55631724 | 8.27862478 | 9.83494202
31 | 1.57428818 | 8.32392007 | 9.89820825
32 | 1.56730175 | 8.37152574 | 9.93882749
33 | 1.54975099 | 8.41825926 | 9.96801025
34 | 1.53419944 | 8.45842258 | 9.99262202
35 | 1.51058014 | 8.49950526 | 10.01008540
36 | 1.48143615 | 8.54092133 | 10.02235748
37 | 1.57617012 | 8.54433132 | 10.12050144
38 | 1.62134158 | 8.54234629 | 10.16368787
39 | 1.61403478 | 8.59064760 | 10.20468238
40 | 1.59441784 | 8.64067192 | 10.23508976
41 | 1.52334284 | 8.73277669 | 10.25611953
492 | 1.49052993 | 8.78243639 | 10.27296632
43 | 1.50757060 | 8.79077492 | 10.29834552
44 | 1.42994007 | 8.87564799 | 10.30558806
45 | 1.39541222 | 8.92224593 | 10.31765815
46 | 1.30188738 | 8.98882050 | 10.29070788
47 | 1.32323139 | 9.01398391 | 10.33721530
48 | 1.33289313 | 9.02501184 | 10.35790496
49 | 1.35183302 | 9.04895208 | 10.40078510
50 | 1.35702043 | 9.07297517 | 10.42999560
51 | 1.35493089 | 9.09678296 | 10.45171385
52 | 1.35353398 | 9.11714114 | 10.47067512
53 | 1.34665826 | 9.13829090 | 10.48494915
54 | 1.33575372 | 9.15996446 | 10.49571819

Tabla 5.7: Valores de la entropia de posicién S,, de momento S, y combinada S, + S,
para el estado fundamental de todos los 4tomos con carga nuclear 1 < Z < 54, calculadas

con las funciones de onda CRR (vease Seccién 5.1 del texto). Se usan unidades atémicas.
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z & S, Syt 55
55 | 1.40544844 | 9.15893201 | 10.56438045
56 | 1.44283254 | 9.15449147 | 10.59732401
57 | 1.44407272 | 9.18182985 | 10.62590258
58 | 1.41082206 | 9.23158456 | 10.64240663
59 | 1.34543015 | 9.30145630 | 10.64688645
60 | 1.31084662 | 9.34977196 | 10.66061858
61 | 1.27598341 | 9.39744654 | 10.67342995
62 | 1.24063082 | 9.44462124 | 10.68525206
63 | 1.20482530 | 9.49135009 | 10.69617539
64 | 1.19853472 9.51970802 | 10.71824274
65 | 1.13581790 | 9.58150465 | 10.71732254
66 | 1.10089298 | 9.62591513 | 10.72680811
67 | 1.06591560 | 9.66977090 | 10.73568650
68 | 1.03127667 | 9.71290059 | 10.74417725
69 | 0.99661365 | 9.75552729 | 10.75214093
70 | 0.96178960 | 9.79774029 | 10.75952990
71 | 0.95644875 | 9.82398784 | 10.78043658
72 | 0.94580220 | 9.85047735 | 10.79627954
73 | 0.93338976 | 9.87671869 | 10.81010844
74 | 0.91937173 | 9.90270646 | 10.82207819
75 | 0.90383294 | 9.92856720 | 10.83240014
76 | 0.88931739 | 9.95322360 | 10.84254099
77 | 0.87345837 | 9.97775080 | 10.85120916
78 | 0.83102415 | 10.02089587 | 10.85192002
79 | 0.81307678 | 10.04457976 | 10.85765653
80 | 0.82086778 | 10.05016948 | 10.87103727
81 | 0.83683645 | 10.06157609 | 10.89841254
82 | 0.84394306 | 10.07361998 | 10.91756304
83 | 0.84681858 | 10.08569146 | 10.93251004
84 | 0.85013840 | 10.09569218 | 10.94583057
85 | 0.85025372 | 10.10621075 | 10.95646447
86 | 0.84779363 | 10.11722349 | 10.96501713
87 | 0.89559026 | 10.11445628 | 11.01004653
88 | 0.92342016 | 10.10975437 | 11.03317453
89 | 0.92948526 | 10.12414261 | 11.05362787
90 | 0.93140636 | 10.13899810 | 11.07040446
91 | 0.90259300 | 10.17564007 | 11.07823308
92 | 0.87078070 | 10.21140199 | 11.08218269

Tabla 5.8: Valores de la entropia de posicién S,, de momento S., y combinada S, + S,

para el estado fundamental de todos los 4tomos con carga nuclear 1 < Z < 54, calculadas

con las funciones de onda MCM (vease Secci6n 5.1 del texto). Se usan unidades atémicas.
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5.6.- Figuras

En esta seccién se hallan las Figuras 5.1-5.30 , que se hallan referenciadas en las

secciones anteriores de este capitulo.
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Figura 5.1: Entropfas de posicién S,, de momento S, y su suma S, + S, de los 4tomos

de la tabla periédica. Se han utilizado las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de

T. Koga.
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Figura 5.2: Entropia de posicién S, de los 4tomos de la tabla periédica. Se han utilizado
las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga. Nétese la escala logaritmica

en abcisas.
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Figura 5.3: Entropia de momento S., de los 4tomos de la tabla periédica. Se han utilizado

las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga. Nétese la escala logaritmica

en abcisas.
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Figura 5.4: Entropia suma S,+ S., de los dtomos de la tabla periddica. Se han utilizado
las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga. Noétese la escala logaritmica

en abcisas.
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Figura 5.5: Entropias de posicién S,,, de momento S, y su suma S, , + S,, de
las subcapas (nl) = 1sy 2s de los-dtomos de la tabla periédica. Se han utilizado las

funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.6: Entropfas de posicién S,,;, de momento S, y su suma S, + S, de las

subcapas (nl) = 2p y 3s de los 4tomos de la tabla periédica. Se han utilizado las

funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.7: Entropfas de posicién S,,,, de momento S, y su suma S, + S, de las
subcapas (nl) = 3p y 4s de los dtomos de la tabla periédica. Se han utilizado las

funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.8: Entropfas de posicién S,,,, de momento S, , y su suma S, , + S, de las
subcapas (nl) = 3d y 4p de los dtomos de la tabla periddica. Se han utilizado las

funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.9: Entropias de posicién S,,, de momento S, , y su suma S, , + S,,, de las
subcapas (nl) = 5s y 4d de los dtomos de la tabla periédica. Se han utilizado las

funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.10: Entropias de posicién S, de momento S, y su suma S, + Sy, de
las subcapas (nl) = 5p y 6s de los dtomos de la tabla periédica. Se han utilizado las

funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.11: Entropias de posicién S,,, de momento S, y su suma Sy, + Sy, de
las subcapas (nl) = 4f y 5d de los 4tomos de la tabla periédica. Se han utilizado las

funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.12: Entropfas de posicién S,,, de momento Sy, y su suma Spy + Sy de
las subcapas (nl) = 6p y 7s de los 4tomos de la tabla periédica. Se han utilizado las

funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.




' 00000000 9C0 2002000900000 COIOCGOEOSOGGCECEOINTIYINOGNOINTIPOINOPONINTSYS

5.- ESTUDIO NUMERICO DE LAS ENTROPIAS ATOMICAS

197

[T T T T 1 T T T I T T T T ] T T T 3 ! 1 T T 2l
10— =
8 — .

I i

o +Sﬂ°d -
8 — XSyeq - T

i ©Spga+Seq i
4 — —]
21— ]

C 1 1 1 1 I 1 1 1 | § I 1 1 1 1 I 1 & 1 1 I 1 1 1 ]

0 20 40 60 80 100

Subcapa 6d Z
12 B 1 T T T : T T ¥ ; I T T T L] I T T T T ] 1. 3 T T ]
10 — =
8 — =
| +Spge - |
6 — XS, —

I OSpge* Syer K
4 — o~
2 B 1 1 1 1 l 1 1 1 1 I 1 1 1 1 l 1 1 L 1 I | 1 L i

0 20 40 60 80 100

Subcapa 5f A

Figura 5.13: Entropias de posicién S, ,, de momento S, , y su suma S, , + S,,, de

las subcapas (nl) = 6d y 5f de los dtomos de la tabla periédica. Se han utilizado las

funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.14: Entropias de posicién S, , de momento S.,, y su suma S,,+S.,, de las capas
electrénicas K y L de los 4tomos de la tabla periédica. Se han utilizado las funciones

de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.15: Entropias de posicién S,,, de momento S,, y su suma S,, + S, de las
capas electrénicas M y N de los dtomos de la tabla periddica. Se han utilizado las

funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.16: Entropias de posicién S,,, de momento S.,, y su suma Sy, +S,, de las capas
electrénicas O y P de los 4tomos de la tabla periédica. Se han utilizado las funciones

de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.17: Entropias de posicién S,,, de momento S., y su suma S, +S.,, de los grupos

electrénicos con | = o(S) y 1(P) de los 4tomos de la tabla periédica. Se han utilizado

las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.18: Entropias de posicién S,,, de momento S, y su suma S, +S., de los grupos

electrénicos con | = 2(D) y 3(F) de los atomos de la tabla periédica. Se han utilizado

las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.19: Valores de la entropia de posicion S, y de la suma ponderada de las entropias
de posicién de las subcapas, ¥,(nl), de los dtomos de la tabla periddica, calculadas con

las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.20: Valores de la entropia de posicion S, y de la suma ponderada de las entropias
de posicién de las capas, ¥,(n), de los dtomos de la tabla periddica, calculadas con las

funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.21: Valores de la entropia de posicién S, y de la suma ponderada de las entropias
de posicién de los grupos de electrones de momento angular dado, 3,(!), de los 4tomos
de la tabla periédica, calculadas con las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T.

Koga.
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Figura 5.22: Valores de la entropia de momentos S, y de la suma ponderada de las
entropias de momentos de las subcapas, £,(nl), de los 4tomos de la tabla periddica,

calculadas con las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.23: Valores de la entropia de momentos S, y de la suma ponderada de las en-
tropias de momentos de las capas, £,(n), de los 4tomos de la tabla periédica, calculadas

con las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.24: Valores de la entropia de momentos S, y de la suma ponderada de las
entropias de momentos de los grupos de electrones de momento angular dado, ¥ ((), de

los 4tomos de la tabla periddica, calculadas con las funciones de onda Roothan-Hartree-
Fock de T. Koga.
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Figura 5.25: Valores de la entropia combinada S, + S, y de la suma ponderada de
las entropias combinada de las subcapas, ¥,,(nl), de los dtomos de la tabla periddica,

calculadas con las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.26: Valores de la entropia combinada S, + S, y de la suma ponderada de las
entropias combinada de las capas, £,,(n), de los &tomos de la tabla periddica, calculadas

con las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock de T. Koga.
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Figura 5.27: Valores de la entropia combinada S, + S, y de la suma ponderada de las
entropias combinada de los grupos de electrones de momento angular dado, £, (), de los
atomos de la tabla periédica, calculadas con las funciones de onda Roothan-Hartree-Fock
de T. Koga.
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Figura 5.28: Comparacién mitua de las diferencias entrépicas de posicion A, =S, - %,

para subcapa, A,(nl), para capas, A,(n), y para grupos con momento angular dado,

A,(l) en los dtomos de la tabla periédica. Se usaron la funciones de onda Roothan-
Hartree-Fock de T. Koga
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Figura 5.29: Comparacién mitua de las diferencias entrépicas de momentos A, = S, —

¥, para subcapa, A,(nl), para capas, A,(n), y para grupos con momento angular dado,

A, (1) en los 4tomos de la tabla periédica. Se usaron la funciones de onda Roothan-

Hartree-Fock de T. Koga
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Resumen y conclusiones

El objeto de esta memoria es el contribuir al conocimiento del desorden interno
de los sistemas fisicos contituidos por un nimero finito de particulas, mediante el
estudio de la distribucién de la densidad de probabilidad monoparticular de tales
sistemas. Este estudio se lleva a cabo con técnicas inicialmente desarrolladas en
la teoria de informacién, que estan basadas en el concepto de entropia de infor-
macién. La determinacién de las entropias de informacion monoparticulares en
ambos espacios de posicién y momento, asi como su relacién con otros funcionales
de la densidad que caracterizan magnitudes fundamentales y /o experimentalmente

medibles del sistema, constituye el problema basico a resolver.

Sin embargo, este problema es de dificil, si no imposible, solucién analitica an-
te la gran cantidad de grados de libertad monoparticulares que intervienen en el
estudio de un sistema multiparticular arbitrario. Ante esta situacion, se empieza
abordando la determinacién analitica exacta de las magnitudes entrépicas ante-
riormente referidas en aquellos sistemas fisicos en los que tal determinacién sea
susceptible de llevarse a cabo; a saber, los sistemas monoparticulares. Asi, en la
primera parte de esta memoria se plantea el cdlculo de las entropias de posicion
y de momento del oscilador arménico y del dtomo de hidrégeno (tanto en una
como en varias dimensiones), que son dos sistemas monoparticulares usados como

prototipos en numerosas situaciones fisicas complejas.

Se pone de manifiesto que estas entropias fisicas estan controladas por una inte-
gral funcional que involucra alguno de los polinomios ortogonales clasicos (Chebys-
hev, Gegenbauer, Hermite, Laguerre), no considerada hasta ahora en la literatura
matematica, que hemos llamado entropia polindmica. En la memoria se calculan
los valores exactos de las entropias de los polinomios de Chebyshev de primer y
segundo tipo, y se muestran los obstaculos que dificultan la determinacién analiti-

ca de las entropias de los demds polinomios ortogonales. No obstante, se disenan
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y aplican dos métodos complementarios para abordar el cilculo de tales entropias
matemaéticas; uno que hace uso de la teoria del potencial, y otro basado en el
concepto de norma L? de una secuencia de polinomios ortogonales {p,(z)} con
respecto a una medida absolutamente continua dy(z). El primero permite calcu-
lar la entropia polinémica en términos del potencial logaritmico de la medida
p2(z)du(z), determindndose éste dltimo de forma recurrente. El segundo método
permite establecer el comportamiento asintético (n — oo) de la entropia de los
polinomios p,(z) de una forma bastante precisa, una vez que se ha encontrado el
correspodiente comportamiento de la norma-L%, asociada, por medio de técnicas

constructivas del analisis complejo desarrolladas recientemente.

En la segunda parte de esta memoria se estudian las entropias de posicién y
de momento de los sistemas finitos, haciéndose hincapié en los sistemas atémicos.
En primer lugar, usando desigualdades funcionales clasicas sencillas, se obtienen
relaciones rigurosas, de validez universal, que involucran tales entropias fisicas
y una amplia gama de otros funcionales de la densidad (energias cinética y de
intercambio, funcional de Weiszacker, ...). A continuacion, se hallan estimaciones
de méxima entropia de las densidades monoparticulares de carga y de momento,
asi como del perfil de Compton, de los dtomos neutros a partir de los valores
esperados de la posicién y del momento de mas bajo orden. Finalmente, se analiza
numéricamente la variacién de las entropias de posicion y de momento, asi como
de la entropia combinada, haciendo uso de varios conjuntos de funciones de onda
atémicos de tipo autoconsistente. Este analisis se lleva a cabo también para varias
clases de agrupamientos electrénicos (subcapas, capas, ...) a fin de lograr una
introspeccién mayor del desorden interno que presentan los atomos neutros en su
estado fundamental a la largo de toda la tabla peridédica. Por ultimo, se cuestiona
el controvertido problema de utilizar la entropia de informacion como indicador de

la calidad de las funciones de onda atomicas.
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