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P W O O N N T I N TE N E O aE A O e W

Introduccion.

Las técnicas indirectas de estimacion en muestreo de poblaciones finitas tratan
de mejorar, en la fase de estimacion, la precision de los estimadores directos
que no utilizan mas que la informacién que proporciona la observacién de la
variable de interés en la muestra selecionada, mediante el conocimiento de
informacion suplementaria aportada por una o varias variables auxiliares.

La mayor parte de los trabajos referentes a estas técnicas indirectas de
estimacion centran su objetivo en mejorar la precision en la estimacion de
forma directa del parametro media poblacional (o total o proporcién) de una
variable de interés y a través de la informaciéon de una variable auxiliar z
de la que concretamente es conocida su media poblacional o a través de la
informacion que proporcionan varias variables auxiliares z;, ..., z; para las
que son conocidas sus respectivas medias poblacionales.

En este sentido, la primera parte de la memoria que presentamos se de-
dica al estudio de estas técnicas indirectas de estimacion del parametro media
poblacional cuando la informacion auxiliar es multiple y que hemos llamado
Mejora de estimadores multiples de la media en la que se ha hecho la
suposicion de trabajar con un muestreo aleatorio simple, puesto que es el di-
senio muestral mas simple y sirve de base para comparar la eficiencia de disenos
muestrales mas complejos. Las ideas que se proponen para la construccion de
estimadores pueden utilizarse también para otros disefios muestrales, dando
lugar a nuevos estimadores que bajo ciertas condiciones mejoraran los respec-
tivos estimadores simples de cada diseno muestral.

Esta primera parte la hemos dividido a su vez en tres: estimadores multi-
ples de razon, estimadores multiples de producto y estimadores multiples de
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razén—producto, en funcién de la técnica utilizada de acuerdo con el signo de
la correlacién entre las variables auxiliares disponibles: todas con correlacién
positiva, todas con correlacién negativa o con correlacién de cualquier signo,
respectivamente.

Dentro de los estimadores miltiples de razén presentamos un técnica nueva
que nos proporciona un estimador que hemos llamado estimador iterado de
razén con repeticiones y que esencialmente es una técnica de estimacién
que, partiendo de la estimacién directa de la media de la variable de interés,
selecciona mediante un método forward sélo aquellas variables de entre las
disponibles que producen un aumento en la precisiéon de la estimacién tipo
razoén de la media, pudiendo cada variable auxiliar ser selecciona mas de una
vez. El estimador asi construido se puede calcular siempre de forma exacta,
frente a estimadores conocidos como los dados por Olkin (1958) o Rueday otros
(1992), engloba a estimadores de razén que sélo utilizan una variables auxiliar,
al estimador iterado de razon dado por Rueda (que sélo permite seleccionar
cada variable una unica vez) y al estimador directo, garantizando ademas ser
mas preciso que este ultimo, cosa que no ocurria con el estimador de Olkin.
Posteriormente hacemos una generalizacién al caso en que los valores a; (en la
justificacién nimero de veces que la variable auxiliar z; es utilizada) no sean
enteros, obteniendo un estimador que hemos llamado estimador iterado de
razén con repeticiones insesgado que es mas preciso que el directo y que
cualquiera de razén univariante e insesgado, y englobando al estimador dado
por Srivastava (1967).

Con los estimadores multiples de producto presentamos el estimador pro-
ducto condensado que se determina eligiendo la combinacién lineal de va-
riables auxiliares que maximice la precisién del estimador tipo producto cons-
truido con ella. El estimador obtenido, que es igual de preciso para muestras
grandes que el estimador dado por Singh (1967), es modificado posteriormente
para hacerlo insesgado, aportando ademds estimaciones de la combinacién li-
neal que proporciona el estimador optimo.

Si la correlacion entre la variable de interés y las variables auxiliares es de
cualquier signo se combinan las técnicas de razén y producto para conseguir
una estimacioén mas precisa de la media. Como alternativa al estimador dado
por Raoy Mudholkar (1967) definimos, dentro de los estimadores muiltiples de
razén—-producto, el estimador iterado de razén—producto, construido me-
diante un método forward que, partiendo de la estimacion directa, selecciona
una unica vez aquella variable auxiliar que mdas aumente la precisién en la
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estimacion tipo razén o producto que se pueda realizar con ella (dependiendo
del signo de la correlacion con la variable principal). El estimador resultante
engloba y es mas preciso que el estimador directo, que cualquier estimador
de razon o de producto que se pueda construir con cualquier variable auxi-
liar. Ademas conseguimos hacerlo insesgado mediante una técnica jackknife
y obtenemos el estimador iterado de razén—producto insesgado que ade-
mas engloba como casos particulares al estimador dado por Sukhatme y otros
(1984) y al estimador dado por Singh y Biradar (1992).

En la segunda parte de la memoria se trata la estimacion del parametro va-
rianza poblacional bajo el titulo Mejora de estimadores de la varianza. En
ella se estudian las técnicas de estimacion para este parametro distinguiendo
cuando el numero de variables auxiliares es uno o mayor, asumiendo en cual-
quier caso que la varianza de la variable o variables auxiliares es conocida y que
nos sirve para intentar mediante las técnicas de estimacion indirectas mejorar
la precision en la estimacion de la varianza de la variable de interés.

Los estimador univariantes indirectos conocidos son el estimador de razén y
regresion dados por [saki (1983) y las posteriores modificaciones para mejorar
el estimador de razén dado por Isaki debidas a Prasad y Singh (1990) (para
aumentar la precision) y a los mismos autores en 1992 para disminuir el sesgo.
Al margen de otras contribuciones (adaptacion del estimador de razén de Isaki
a muestreo aleatorio simple, observacion que el estimador propuesto por Prasad
y Singh (1992) es esencialmente el estimador de regresion), presentamos dos
técnicas nuevas: la estimacién de producto y el método repetido de
sustitucién. Comprobamos como la estimacion de producto tiene sentido ser
planteada, al igual que en el caso de la estimacién de producto de la media,
y puede mejorar en precision a la estimacion directa y de razon, presentando
la ventaja sobre la estimacién de regresion de que el estimador resultante
tedrico se puede calcular siempre. El método repetido de sustituciéon, andlogo
al dado por Srivastava (1967) para la estimacion de la media, proporciona un
estimador insesgado que para muestras grandes es igual de preciso que el de
regresion y presentando la ventaja sobre éste, en caso de "normalidad”, de
requerir sélo de informacién sobre la correlacidon entre las variables principal
y auxiliar para ser computado exactamente ademas de ser mas preciso que el
estimador directo, el de razon y el de producto en cualquier tipo de poblacién.

Los estimadores multiples indirectos de la varianza son tratados en el dl-
timo capitulo y son debidos a [saki (1983). El desarrolla las técnica de razén
y regresion miltiples bajo la suposicién de que el vector (y,zy,...,z;) tenga
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los mismos momentos hasta el orden cuatro que una normal multivariante y
que los coeficientes de correlacion entre todas las variables sean iguales. Noso-
tros estudiamos la técnica de estimacién de razén en una poblacion cualquiera
y en muestreo aleatorio simple. Ademads presentamos una técnica nueva, el
método de exponenciacién como alternativa a la estimacion de razén y re-
gresién muiiltiple, extension del método repetido de sustitucién univariante, que
proporciona un estimador, en cualquier poblacién, insesgado, que para mues-
tras grandes es igual de preciso que el de regresién miltiple y presentando la
ventaja sobre éste, bajo el modelo de Isaki, de requerir sélo de informacién
sobre la correlacién comin a todas las variables para ser computado exacta-
mente ademas de ser mas preciso que el estimador directo, el de razén multiple
y el de razén o producto construido con cualquier variable auxiliar.



Parte 1

Mejora de estimadores multiples
de la media.



Capitulo 1

Variables auxiliares con
correlacién positiva con la
variable de interés: Estimadores
miultiples de razoén.

§1.1 Introduccién.

En las encuestas por muestreo, es frecuente disponer de una o varias variables
correladas con el caracter objeto de estudio, y la informacién que proporcio-
nan estas variables auxiliares puede producir estimadores més precisos. Esta
informacién auxiliar puede utilizarse bien para modificar el diseio muestral
(estratificacién de la poblacidn, seleccién de unidades con probabilidades des-
iguales, etc.) o bien para modificar los estimadores usuales (que sélo utilizan la
informacién muestral de la variable principal) mediante estimadores indirectos.

La literatura de muestreo en poblaciones finitas es abundante en ejemplos
en los cuales los métodos indirectos son usados para estimar medias y tota-
les. Ya en el afio 1802 Laplace utilizé un estimador tipo razén para estimar
la poblacién de Francia y han sido ampliamente considerados en los 1ltimos
cincuenta anos.

Entre estos métodos, el que ha centrado el interés de los investigadores
ha sido el de estimacion de razén puesto que su error cuadritico medio es
mas pequefio que la varianza del estimador de expansién simple (si el coefi-
ciente de correlacion entre las variables es positivo y alto) y es mas sencillo

10
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computacionalmente que el método de regresion.
La investigacién sobre estimacién de razén ha seguido fundamentalmente
dos caminos:

1. Construir estimadores tipo razén que disminuyan el sesgo como los es-
timadores insesgados y cuasi-insesgados estudiados por Hartley y Ross
(1954), Quenouille (1956), Ruiz y Santos (1989), y otros. (Una recopi-
lacién amplia de los estimadores insesgados indirectos puede verse en la
bibliografia)

2. Construir estimadores tipo razén que disminuyan el error cuadratico
medio bajo ciertas condiciones, como los estudiados por Ray y Sahai
(1980), Prasad (1986), Menéndez y Ferrales (1989), Srivastava (1980),

etc.

Estos desarrollos estan realizados generalmente bajo un esquema de mues-
treo aleatorio simple. Otro camino para mejorar la precision de los estimadores
es utilizar estimadores de razon bajo otros disefios muestrales mas complejos.
Asi hay trabajos sobre estimadores de razén en muestreo estratificado, Hansen,
Hurwitz y Gurney (1946), muestreo bifasico Rao (1975 a, 1975 b, 1981), mues-
treo polietapico Williams (1961, 1962) y Rao (1964) y muestreo sistematico
Swain (1964) y Singh (1966).

En este primer capitulo el ambiente en que nos movemos es la estimacion de
la media poblacional de una variable de interés disponiendo de la informacién
de varias variables auxiliares correladas positivamente con la variable objeto
de estudio, presentando en la segunda seccion estimadores de razén multiples
conocidos, como el estimador de Olkin (1958), los estimadores condensados y
el estimador iterado de razon y proponiendo en la tercera seccién otra forma
de utilizar toda la informacién que nos proporcionan las variables auxiliares a
través del estimador iterado de razén con repeticiones.

§1.2 Estimadores multiples de razén.

Una primera posibilidad para estimar la media poblacional de la variable de
interés disponiendo de varias variables auxiliares correladas positivamente con
la objeto de estudio consiste en determinar la variable con mayor correlacién
con la variable principal y construir a partir de ella el estimador de razon,
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despreciando el resto de las variables. Sin embargo es obvio que este procedi-
miento implica un importante desprecio de recursos.

Olkin (1958) inici6 los trabajos para la utilizacién de varias variables auxi-
liares. La idea de su trabajo es construir con cada variable auxiliar el estimador
de razén usual y hacer una combinacion lineal de ellos con un cierto criterio
de 6ptimo, consiguiendo asi un estimador de razén maultiple.

Para intentar solventar algunos de los incovenientes que presenta el esti-
mador de Olkin, Rueda y otros (1992) proponen un nuevo método de construir
estimadores multiples de razon mediante los estimadores condensados y pos-
teriormente (Rueda (1993)) desarrolla otro método diferente de construccion
de estimadores de razon muiltiples que denomina método iterado de razon,
que se basa en un procedimiento iterativo en el que el estimador obtenido en
un paso se utiliza para construir el estimador en el paso siguiente, presen-
tando grandes ventajas para su puesta en practica respecto a los estimadores
condensados y de Olkin.

1.2.1 Notacién y definiciones.

Sea N el tamano de la poblacion, de la que se extrae una muestra de tamaiio n
en la que se observan la variable principal y y z,, 4, .. ., z; variables auxiliares.
Notamos con:

f la fraccion de muestreo.

Y, X, las medias poblacionales de las variables y y z;, 1 =1,...k,
respectivamente.
¥, Z; las medias muestrales de las variables y y z;, ¢« = 1,...k,
respectivamente.

5 SZ las cuasivarianzas poblacionales.

sf,, s2 las cuasivarianzas muestrales.
ST R
‘YT P X, By T XX,

Pyz, = Pis Poiz, = Pij los coeficientes de correlacion entre las varia-
bles y, x; y z;, z;, respectivamente.

~

R; = = el estimador del cociente R; =

e
X~

Sl
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Ur, = %X‘,- el estimador de razén de la media Y usando la variable
auxiliarlx,-.

1.2.2 El estimador multiple de Olkin.

A partir de ahora consideramos un disefio de muestreo aleatorio simple.

Definicion.

Se llama estimador de razén multiple de Olkin de la media

Yo =wYp, + wYp, + -+ wYp,
k

con w;, Wy, ..., wy pesos definidos de forma que Z wy = L.

=1

Propiedades.
1. El estimador es consistente.
2. El estimador es asintéticamente normal.
3. Una cota del sesgo viene dada por la expresion:
| sesgo (Jo) |Smée (o7, - 0z,
0
y una aproximacion del sesgo del estimador es
= 1~ f 2 W;

sesgo (Jo) ~ — 2 (Risz,- = PiSny.-) X

4. Una aproximacién de orden O (n~?) del error cuadratico medio viene

dada por

. 1-for &
ECM (gp) ~ " Y Z w;W;a;;

1,j=1

con a;; = C% — p;C,Cy, — piCyCo, + pijC:,Co; 0 en forma matricial
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1— f
ECM (7,) ~ —n—f—YzW’AW
donde W = (wy,...,w;) y A= (a,-j)

kxk’

5. Si A > 0 los pesos 6ptimos que minimizan el error cuadratico medio del
estimador vienen dados por

. A~le
W= e'Ale
donde e(xy) = (1,..., 1) y el valor minimo del error cuadratico medio
es:
_ l—f_2 1
ECM (7o) ~ - Y e
Ventajas.

1. El estimador de razén 6ptimo es al menos tan preciso como el estimador
univariante.

Inconvenientes.
1. El estimador es sesgado.

2. El estimador multiple 6ptimo es funcién de una matriz A construida
a partir de parametros poblacionales desconocidos. En la practica se

) . . = s -
solventa este inconveniente estimando Y A por la matriz A = (a,-j)

donde

i (ys — rimit) (yt - T’jﬂfjt)

=1

Q)

= -1

con, ¥; = R, i= | X
3. El célculo del estimador de razén 6ptimo y de su error cuadratico medio

es mas complejo que el de expansién simple y sin embargo no tiene por
qué ser mas preciso que éste.
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1.2.3 El estimador de razén condensado de minima varianza (Esti-
mador RCMV).

Para intentar resolver los inconvenientes del estimador de Olkin, Rueda y otros
(1992) proponen un estimador cuya idea basica es la siguiente:

Si se dispone de varias variables auxiliares se pueden ”condensar” en otra
variable que sea una funcion lineal de las primeras y utilizar esta nueva variable
condensada como variable auxiliar para construir un estimador tipo razon
univariante.

Determinacion de la variable condensada.

Considerando la funcidn lineal de las variables auxiliares

k
z =) a;z; o matricialmente z = a'z

=1
. /
siendo a = (ay,...,a;) el vector de pesos y ¢ = (zy,...,z;) y para obtener
minima varianza, se considera la variable condensada que haga minimo el error
cuadratico medio del estimador de razén que se puede construir a partir de
ella.
Definicién.

Dada la variable

k
z = Cllil? = Za,-:z:,-
1=1

se define a partir de ella el estimador de razén condensado de minima varianza
Ccomo

Yremv =

nl <
Nl

conz=d7Ty 7Z=dX.
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Determinacién del vector a.

21— f|S2 a'Sa 2a'50-
ECM (g ~Y’ v =z
(yRCMV) " 72 (a'Y)z Ya' X
o en forma alternativa
[s2x X 28°X’]
a — -+ - a
_ =8l —F Y Y |
ECM (Yremv) = n ( /7)2
a
Llamando
B $2X X g 25°X’
kxk — —2 - 5
Y
se llega a que
—l—f 1
ECM (g >Y?
(Yromv) 2 " XBx

y se da la igualdad para a = CB™'X para alguna constante no nula C'.
Asi, se define:

:=CX B 'z
_Y ¥p'x

y =h =
ROMV = g1

Propiedades.

1. El estimador es consistente.

2. El estimador es asintoticamente normal.

3. El estimador es sesgado y una aproximacién del sesgo viene dada por

_1-f|XB'SB'X  XBS
n | (XB'X) YXB'X

5es80 (Yromv ) =
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4. Es igual de preciso que el estimador de Olkin.

5. Si p < g, el error cuadratico medio del estimador de razén condensado de
minima varianza construido a partir de ¢ variables auxiliares es menor
que el del estimador construido con p variables auxiliares.

1.2.4 El estimador de razén condensado de minima varianza e in-
sesgado (Estimador RCMVI).

Para obtener insesgadez, Rueda y otros (1992) consideran la combinacién lineal

/
2 =apg+adzx

Imponiendo que la recta de regresion de z' sobre y pase por el origen, se
obtiene

Yad'Sa —
iy = —adX
0 a’ 50

Considerando ahora el estimador

Yremvi = %7Z

se determina

1-f

ECM (Jromvi) =

.. 1
que es minimo para a = CS~ S0
Por tanto, se define el estimador de razén como:

Yremvi = SO/S_yl (_f ~ 7)

1 =
* Y
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Propiedades.

1. El estimador es asintéticamente normal.
2. El estimador es insesgado.
3. El estimador es consistente.

4. Una aproximacién del error cuadratico medio viene dado por la expresion

ECM (Yremvi) = S 8y — §5s

n

Ventajas.

1. Es el estimador mas eficiente que se puede construir a partir de una
funcion lineal de las variables auxiliares.

2. Es sencillo su célculo y el de su precision.
3. Es mas preciso que el estimador de expansion simple.

4. El estimador es insesgado.

Inconvenientes.

1. Depende de las covarianzas poblacionales. En la practica, éstas se susti-
tuyen por sus valores muestrales.

1.2.5 El estimador de razén condensado (Estimador RC) y el esti-
mador de razén condensado e insesgado (Estimador RCI).

Considerando la funcién lineal de las variables auxiliares

2 =ag+a'z
d . . = . . - . . . l 1 L I
y determinando @ con otro criterio distinto, el de maximizar la correlacion 2z
con la variable principal y, Rueda y otros, imponiendo para la determinacién
de ay la misma condicion que para el estimador RCMVI, es decir, imponiendo
0 p ’ ’
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mde ply2) = mde ———=
Leiose) Sy (a’Sa) :
’S°
V —
4 Sa
obtienen estimadores condensados que denominan estimador de razén conden-
sado (Estimador RC) y estimador de razén condensado e insesgado (Estimador

=1l

RCI), comprobando que el estimador Y pepvy coincide con el estimador Y pey,
teniendo por tanto de las mismas propiedades, ventajas e inconvenientes.

1.2.6 El estimador iterado de razén (Estimador IR).

Para resolver el problema de que los coeficientes de las combinaciones lineales
de los tipos de estimadores multiples citados, para ser optimos, deben tomar
ciertos valores que dependen de parametros desconocidos, Rueda (1993) intro-
duce los estimadores iterados de razon.

Definicién.

Se define el estimador de razon iterado de la media a partir de las variables
By By« wny By COFHO

[l
<
s

Yir

3<|
51| >
X

La motivacion es la siguiente:
Dada la variable auxiliar z,, el estimador de razén que se construye a

X
partir de ella, g = J— es mejor (si la correlacién entre y y , es alta) que
i

1
el estimador de expansion simple, §. Entonces para construir el estimador de
razén utilizando la variable auxiliar z,, se puede considerar Jp, en vez de 7, y
por tanto definir

_ X, _Xi
YR, = YR, = 7 = U=
T T,

.gzt| ><|

Se puede utilizar este estimador en vez de § para construir el estimador
para x3 y obtener asi:
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><|

X, X,
:y_ _—
Ty Tp T3

|><|

YRi23 — YR,

81|

y se puede continuar el proceso hasta agotar las k variables auxiliares:

X,

T

82 |
>

U =Rz 5 =%

-

Propiedades.

1. El estimador es consistente.
2. El estimador es asintdticamente normal.
3. El estimador es sesgado y una aproximacién de su sesgo viene dada por

la expresion

1
S€sgo (yIR) E ny + Z Cx;:t:, ¥ Z sz,]
1#]

4. Una expresién aproximada del error cuadratico medio del estimador de

razon iterado viene dada por la expresion:

2 1=Fl k
ECM(yIR) C + Z Ty + zcxt:':] QZC:‘/xi
1#7 i=1

5. Bajo ciertas condiciones, mejora al de k — 1 variables auxiliares. En

efecto,

ECM (yRm“ ‘k) < ECM (le.z,...,k_n) si se verifica:

k-1
2 Z Cr.‘rk + C.gk S Qnyk
=1

6. Eleccién de la mejor variable auxiliar para la iteracion.

Es mas conveniente utilizar z, que z, si
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Co 423 Capoy =205, > €7, +23  Crfp, — 20,
J=1

i=1
Por tanto, son mas deseables aquellas variables auxiliares que

(a) Tengan un coeficiente de variacion mas pequeno.
(b) La covarianza con el resto de las variables auxiliares sea menor.
(¢) La covarianza con la variable principal sea mayor.

Para aplicar el método iterado de razén de forma optima se plantea un

método forward que permite decidir en qué orden seleccionar las variables y
hasta cuando continuar el proceso.

Método forward.

1. Antes de realizar una nueva iteracién, se elige la variable z, tal que la
funcién

F (xp) =C2 +2 Z: Cejzp = 2Cys,
]:

sea minima (siendo z;, 7 = 1,...,t, las variables utilizadas en las itera-
ciones anteriores)

o

Una nueva iteracion sera conveniente si
F (xp) < 0.

Ventajas.

1. El estimador iterado no depende de ningin parametro desconocido y por
tanto se puede calcular siempre.

2. El procedimiento iterativo para construir el estimador y evaluar su error
cuadratico medio es computacionalmente sencillo.

3. Es siempre al menos tan preciso como el de expansién simple.
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4. No utiliza todas las variables disponibles sino sélo las que producen una
mejora en la precisién de la estimacién.

Inconvenientes.

1. El estimador es sesgado.

2. De antemano no se sabe si es mas o menos preciso que los estimadores
condensado y de Olkin.

§1.3 Estimador iterado de razén con repeticiones.

1.3.1 Introduccién.

Utilizando la informacién auxiliar de varias variables auxiliares correladas posi-
tivamente con la variable objeto de estudio y mediante la técnica de estimacién
indirecta de razén proponemos un estimador de razén miltiple que va a englo-
bar como caso particular al estimador iterado de razén dado por Rueda (1993).
Este estimador es una alternativa a otros estimadores de razén miltiples antes
expuestos como el de Olkin (1958), o los estimadores condensados y los va a
mejorar, pues aparte de ser insesgado aumenta la precisién hasta el punto de
ser igual de preciso que el estimador de regresién miltiple.

Para el caso en que existan varias variables auxiliares correladas positi-
vamente con la variable principal, una primera solucién a los inconvenientes
que plantean los estimadores de Olkin (1958) y Rueda y otros (1992) es el
estimador de razon iterado anteriormente expuesto:

XX, X

2
Ty T Tk

~p

Proponemos en esta seccién un nuevo estimador miltiple de tipo razon
para la media poblacional. Este estimador, que se obtiene mediante un proceso
iterativo que elige en cada paso la mejor variable auxiliar para la iteracion, no
depende de parametros desconocidos, se puede calcular siempre y es al menos
igual de preciso que el estimador de expansién simple, englobando a éste, a los
estimadores de razén univariados, al estimador iterado de razén de la seccién
anterior y al estimador dado por Srivastava (1967) con cada variable auxiliar.
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1.3.2 Definicién y justificacién del estimador.

Definicién 1.3.1 Definimos el estimador de razén iterado con repeticiones de

la media a partir de las variables auziliares z,, T4, ..., Ty como
=va a x5 a v o
_ Tl ) =7 X\ ([ X2\ X\ "
= A1, Q9. .., O ) = = — vew | —
Yirr = YIRR\@15 (25 -+ = z, T
donde a;, as,, ..., a; son enteros no negativos.

Una posible justificacién de esta definicién seria la siguiente: Sea z; la
variable auxiliar que permite construir el estimador de razén Jp, mas preciso.
Si Y, es "mejor” que § podemos utilizarlo en vez de este dltimo para construir
el estimador de razén con otra variable auxiliar z;, obteniendo el estimador:

1

Yr, =Y

8

>4
I

1

Podria ocurrir que entre todas las variables auxiliares, la mejor para hacer
una iteracién fuera la misma variable auxiliar que ya ha sido usada, por lo que
se podria obtener un estimador:

< \ 2
X;

Yru=U z;

Del mismo modo si el estimador obtenido en el segundo paso (Jg,; 6 Fr,)
es mas preciso que ¥ podria volverse a utilizar en vez de éste para construir
el estimador de razén con la variable z,. Podria ocurrir que la mejor variable
auxiliar para la iteracién, zj, fuera alguna de las variables utilizada u otra
nueva por lo que al continuar el proceso se irfa obteniendo un estimador de
razén que puede usar diversas veces una misma variable, es decir, obtendriamos
lo que hemos llamado estimador iterado de razén con repeticiones:

71)(11 (72 a2 Yk (o973

YiIRR=Y (Tl 5 .

siendo a;, as, ..., a; el nimero de veces que se utilizan las variables z,, ,,
..., &% en el procedimiento iterativo.
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1.3.3 Propiedades del estimador.

Este estimador tiene las propiedades de consistencia y normalidad asintética,
como muestran las proposiciones siguientes:

Proposicién 1.3.2 El estimador Y pp es consistente, en el sentido de con-
sistencia en poblaciones finitas.

Demostracion.-

El estimador es obviamente consistente, en el sentido de consistencia en
poblaciones finitas, pues es una funcién racional de estimadores consistentes.

Vamos a estudiar el comportamiento asintético del estimador propuesto y
para ello consideremos la poblacién finita U como una sucesién de poblaciones
{U,} donde n, y N, tienden a infinito de forma que N, —n, también tienda
a infinito cuando v lo haga.

Teorema 1.3.1 Si las variables {y,} vy {z:,} (i =1,...,k) satisfacen la con-
dicion de Lindeberg-Hdjek (Hdjek 1960), entonces para un muestreo aleatorio
simple el estimador Y,pp €s asintoticamente normal.

Demostracion.-

Segiin el Teorema Central del Limite para poblaciones finitas se tiene que
U,, Tiy, Tous - - Tk, se distribuyen nomalmente cuando v — oo pues todas
cumplen la condicién de Lindeberg-Héjek.

Consideremos ahora la funcién de §,, T,,, Tq,, - - ., Zk, dada por

Sy

v

H (yuajlu’?f?w v 7fku) = yu

S
<

donde

k
Bu:HXzO:y bu=HTﬁf7é0
=1 1=1

Entonces H es una funcién continua con derivadas parciales de primer y
segundo orden, continuas en un entorno de centro (?,,71,,,72,,, o X ) Y
aplicando el resultado obtenido por Cramér (1946), H (J,,T1.,, Tays - - - yEpy) €8
asintoticamente normal.

En cuanto al sesgo tenemos la siguiente proposicion:
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Proposicién 1.3.3 El estimador Y;pp €s sesgado y una aprozimacion del
sesgo viene dada por la expresion

5€sgo (y IRR

k
20126'2 Za,-ajCz'.ij = Za,-ny'. (131)
=1

i#]

Demostracion.-
Para obtener esta expresion se consideran las variables

a partir de las cuales se puede expresar el estimador:

Yrr =Y (1+a)(14+e) ™ (1+e) ™ - (14e)**

Sile |<ly|ae;|<li=1,...,k, podemos desarrollar en serie cada tér-
mino (1 + e;)””" y obtenemos la aproximacién (una justificacién de este tipo
de aproximaciones puede verse en Sukhatme y David 1973, 1974)

k k
?13327(1+a—zai€ Za ae; +Zaae +Za?e?) (1.3.2)
i=1 i=1

1#]

y entonces

sesgo (Yipp) = E (yIRR - 7) =~

( Zae -Zaae +Zane,eJ+Za262)

i#] 1=1

y dado que E(a) =0y E(e;) =0,: =1,...,k, se tiene

k
sesgo (Y pr) =~ [ ST 0B (ae) + ) aia; E(ee)-i-ZazE( )
=1

=1 1#£]
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g A . W .
- Y - Y =L+ o L+ ) a;—
n ; Y X; ; "X X; Z 2
obteniéndose la expresion anterior, y puesto que en muestreo aleatorio simple
Cov (7, Z; 1-—
E (ae;) = *7—(?\—‘—)7 Cov (,7:) = ——n—]iSyz'.

siendo S, la cuasicovarianza poblacional.
Vamos a estudiar a continuacion su precision. Para ello probamos la si-
guiente proposicion:

Proposiciéon 1.3.4 Una aprozimacion del error cuadrdtico medio del estima-
dor Yrpgr viene dada por la expresion

ECM (7 ypp) ~ Ve Y= F v (1.3.3)

siendo A = A (k1) (k+1) la matriz de coeﬁczentes de variacion y U = Ugyy) =
/

(1,—al,“ag,...,—ak)(k+l).

Demostracion.-
De la aproximacion (1.3.2) obtenemos

ECM (Yirr) = E (yIRR - ?)2 =

, k k .
ZVZE(a—Zaie Zaae +Zaae +Za?e?)
t=il

i=1 1#]

A k k k
~Y’E (a2 + Z aler —2 Z aa,e; + Z aiajeiej)

=1 1=1 1#7

reteniendo solo los términos de orden inferior o igual a dos en a y e;, obtenemos:

n

Ll-f[VE & V(@
ECM (1pp) 2 Y [%2 + 3
=1

i

5 O]

Cov

Cov (7,T:)
Y X, XXy

-25a
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I | k k
~Y’ f Cj + Z a?Cﬁi + Z T Z o Con;
- =1 i#j i=1
Si lamamos U = U4y = (1, —ay, —ag, ..., _ak)l(k+l) podemos escribir el
error cuadratico medio de la forma
—l—
ECM (F;rp) ~ 1=y Ay

n

siendo A = A(k+1)><(k+1) la matriz de coeficientes de variacion.

1.3.4 Determinacién del estimador éptimo.

Segiin razonabamos en la justificacién de este estimador las potencias a;, as,
..., a; indican el nimero de veces que se utiliza la variable z; en la estimacién
de razén. Nos planteamos entonces el problema de ver cuales son los valores
de a,, oy, ..., a) que hagan éptimo el estimador iterado de razén en el sentido
de mayor precision.

El problema seria minimizar la expresion

F (al,az, o 1wy ak) = ECM (yIRR(al? Og,y .. .,ak)) o

, k k

27 |2 S a0 4 e, 2 @G
=1 1#] =1

en a;, Q,, ..., a; con la restriccion de que los a; son enteros y no negativos.

Estariamos pues ante un problema de programacion entera no lineal con res-

tricciones, no teniendo pues garantizados ni la obtencién de éptimos globales

ni la convergencia en un ndimero finito de pasos.

Para resolver el problema vamos a formular un algoritmo analogo al defi-
nido para el estimador iterado de razén de la seccién anterior, que permitira
a partir del estimador de expansién simple, construir el estimador iterado de
razén con repeticiones, éptimo en el sentido de mayor precisién. Para ello
hemos de considerar dos cuestiones:

1. ;Qué variable auxiliar se debe seleccionar en cada paso?

2. ;Cuéando debe pararse el proceso?
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Vamos a resolver estas cuestiones. Si denotamos por ECM (e, ay, ..., ;)
al error cuadritico medio del estimador ¥;gpg(0, g, ..., a;), tenemos que el
estimador J,pp(ay, ag,.. ., +1,...,ax) es mejor (més preciso) que el esti-
mador Y, pp(a, @y, ...y Qpy ... o) Si

ECM (a,ag,...;an +1,...,a;) — ECM (g, g, ..., ap,...,a5) <0
si y solo si

721 f

k
(02+Z 202+22aa0z1. QZa,-Cyz‘.)—
1=1

2=l 1<J

n

k
— | C2 3 a?C? + (an +1)2CE + 2 0, Cyg,

L #£h 1<5
. i£h

+2201j(ah+1 —_ ZZa g = ah-{—l)Cyzh)] =

i#h i#h

_yrl=f o2

vyl — |(1+204)C3, +2 Y 40, — 20y,
i#h

Llamando
F (ah) = (1 + 2Qh)0§h +2 Z ajcz:j:z:h - 2Cy.7:h
J#h
en cada paso se elegira la variable auxiliar z;, que haga F'(a}) lo menor posible.
Ademas sera conveniente realizar la iteracion sélo si F'(a;) < 0.

1.3.5 Meétodo Forward.

Para conseguir el estimador iterado de razén con repeticiones de forma 6ptima
procederemos de la siguiente forma:

1. Paso 1.-

Partimos del vector «
estimador 7.

Vo= (o, 0055000 500) = (0:05..+,0); e decir, del
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2. Paso 2.-

Se elige la variable z;, tal que F'(ay) es minimo. Ademas:

(a) Si F'(ay) <0 se realiza la iteracién.

(b) Si F'(ay) > 0 se detiene el proceso.

3. Paso 3.-

El vector o® se actualiza sumando una unidad a la componente corres-
pondiente a la variable encontrada y se vuelve al paso 2.

El procedimiento para, ya que Yz, existe n, entero tal que n; > C’y;h y
Th

para ese n, se tiene que F' (n,) > 0 Vo, ¢ # h, lo que implica que el nimero de
iteraciones con la variable z, () no puede ser mayor de n,. Por tanto todos
los ay, son finitos.

Esta funcién F' (aq, ay, ..., a;) depende de los coeficientes de variacion que
en general son desconocidos. No obstante es facil de estimar sustituyendo los
coeficientes de variacion poblacionales por sus respectivos valores muestrales.

1.3.6 Mejoras.

Este método tiene una serie de ventajas como son:

1. El estimador iterado con repeticiones no depende de ningin parametro
desconocido y por tanto se puede calcular siempre.

2. El procedimiento iterativo para construir el estimador y evaluar su error
cuadratico medio es computacionalmente sencillo.

3. Esta garantizado que es siempre al menos tan preciso como el estimador
directo.

4. No utiliza forzosamente todas las variables auxiliares disponibles sino
sélo las que producen una mejora en la precisién de la estimacion.

5. Engloba como casos particulares el estimador directo, los estimadores de
razon univariados y al estimador de razon iterado:
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(a) Sia; = a; =+ = a; = 0 el estimador §;pp resulta ser el estimador
de expansién simple

(b) Sia; = ay =+ = a; = 1 el estimador Yy resulta ser el estimador
de razon iterado.

(e} Blog=10 Vit j ¥ o; =1 el estimador §;pp resulta ser el estimador

de razon univariado Yg. .

1.3.7 El estimador iterado de razén con repeticiones insesgado.

De una forma mas general podemos definir un estimador iterado de razén con
repeticiones en el que los exponentes no sean necesariamente enteros.

Definicién 1.3.5 Definimos el estimador de razon iterado con repeticiones de

la media a partir de las variables auziliares z,, z,, ..., Tx como
=va aq Eva a2 Eva (37
_ _ [ X, X, Xk
Uirr = Yirrlar, a2, ..., ) =7 | — —— =
Ty ) T
donde ay, ao, ..., o, son numeros reales.
1) 2 ) k

Las propiedades de consistencia y normalidad asintética son analogas,
siendo también validas las aproximaciones del sesgo y del error cuadratico
medio obtenidas. Sin embargo, en la determinacién del estimador 6ptimo se
obtienen unos valores de ay,...,qy reales que hacen al estimador insesgado,
como demostramos en la proposicion siguiente:

Proposicién 1.3.6 Para oy = C~'C, el estimador Ypp es optimo, en el
sentido de mayor precision, insesgado y su varianza aprozimada viene dada
por la expresion:

[c2 - ci071Cy)

Demostracion.-
Reescribiendo
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21— f g £
=1

L i=1 itj

en la forma

P
ECM (Y;rr) =~ YZTf [Cyz +dCa— 2a’Co] (1.3.4)
siendo C = C(kxk) = (Cij) con ¢;; = Cz,'z]', CO — CO(kxl) — (cOz) con ¢g; = C!/-"-‘i
Yy @ = oy = (@, a9, - ., ), minimizar en « la expresién (1.3.4) equivale

a minimizar en « la expresion

a'Ca—2d'Cy

Asumiendo que C tiene inversa, esta expresion tiene su minimo en

Qpg = C-lc()

y para dicho valor de « el estimador iterado es insesgado, puesto que

1= | & £
sesgo (Y rr) ! > aiCh + 30 0iaiCh,Coy = 3 0iCy | =
i=1

o= i#]

L ¢
_ =) [&'Ca—d'Cyl,
n

y para a = ag = C7'Cy se tiene

{ s
sesgo (Yipr) =~ —n—f [C(')C'ICC’_ICO — C(')C_ICO] =0.

y su varianza aproximada viene dada por

v @me) = 7 (02 - i)

Es evidente pues, que el estimador obtenido es siempre mas preciso que el
estimador de expansién simple, el estimador de razén univariante para cada
variable y el estimador de razén iterado, puesto que estos estimadores se ob-
tiene como casos particulares para determinados valores de «ay,...,a. Pero
ademads, como demostramos en el apartado siguiente, la precisién del estimador

propuesto es tan buena como la del estimador de regresion.
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1.3.8 Comparacién con el estimador de regresion.

Cuando existen varias variables auxiliares z,, ..., z; se define (véase Kris-
hnaiah y Rao (1988)) el estimador de regresién mediante la férmula:

k
Z—jreg == g + Zbl (71 - —51)
g=1

siendo b; constantes fijadas.

Si el vector b = b(xx1) = (b, .-, b.)" es el vector de coeficientes de regresién
de y sobre z; (¢ = 1,...,k) el estimador obtenido es 6ptimo, en el sentido
de mayor precisioén, insesgado y su varianza aproximada viene dada por la
expresion:

e 1 - fyn [IN — oy (avan)™) T x?v] YN
\/ (yreg) = n N _ 1 (1’3'5)

siendo =_:1:N(ka) e (5:]‘1,‘) con 53]'1' = (xji = .Xi), YN = YN(Nx1) = (37]) con

gj:(yj—Y) parat=1,...,.kyj=1,...,N.

Proposicién 1.3.7 El estimador iterado de razén con repeticiones dptimo,
T1rr con ag = C71Cy, es igual de preciso que el estimador de regresion mail-
tiple.

Demostracion.-
Reescribiendo la expresion (1.3.5) en la forma:
= 1 - f 2 ro—-1
V (Frey) = =[5 — S657'50)
siendo So = SO(chl) = (51) con Si = Syx'. y B = S(kxk) = SS,) con S,'J' =
Sy s considerando ahora la expresién de la varianza aproximada del estimador
iterado de razon con repeticiones 6ptimo dada en la proposicion 1.3.6

N e i
Vi(Yirr) = Y’ n

[C2 - C4071Cy)

y llamando T' = T{sxx) = diag (7(—1—1, ) ..,7;1), obtenemos C = T'ST y Cy =
s,

¥




ANTONIO ARCOS CEBRIAN. TESIS DOCTORAL. 33

Entonces

1 54818
G = ?S{,TT'IS‘IT‘ITSO = = !

de donde se deduce que

1— o
V(Yirr) = g [53 — 505 150]

n

que coincide con la varianza del estimador de regresion.

1.3.9 Mejoras.

Este estimador tiene una serie de ventajas como son:

—

. Es insesgado.

o

Es igual de preciso que el estimador de regresion.

3. Engloba como casos particulares el estimador directo, los estimadores de
razoén univariados, el estimador de razon iterado y el estimador dado por
Srivastava (1967) con cada variable auxiliar:

(a) Sia, = a; = = a; = 0 el estimador ;g resulta ser el estimador
de expansion simple

(b) Sia, =a, =+ = a; = 1 el estimador §;pp resulta ser el estimador
de razon iterado.

(€) Sioy=0 Yi£jy a; = 1 el estimador §;zp resulta ser el estimador

de razon univariado Y'g .

(d) Sia; =0 Vi # 5y a; #0 el estimador J;gp resulta ser el estimador
de Srivastava (1967) con la variable auxiliar z;.

siendo por tanto mas preciso que todos ellos.
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1.3.10 Ejemplos numéricos.

Incluimos aqui los resultados de la aplicacion de los métodos de razén ante-
riormente expuestos para tres ejemplos clasicos de la literatura de muestreo
en poblaciones finitas.

En cada ejemplo se especifican las variables principal y auxiliares consi-
deradas y se da una tabla con el error cuadratico medio de cada estimador
(expansién simple, Olkin, iterado de razén con repeticiones e iterado), su efi-
clencia respecto al de expansion simple y si tiene o no sesgo.

1. Olkin (1958)

Se quiere estimar el nimero de habitantes de las 200 ciudades mas gran-
des de Estados Unidos a partir de una muestra de tamano 50.

y = Numero de habitantes en 1950

z,; = Numero de habitantes en 1940

z, = Numero de habitantes en 1930

Estimador ECM Eficiencia Sesgo
Expansién simple N2> . 40260.4 1 NO
Olkin N?1=L.9188 438 SI
7 - N?1=L.8429 477 NO
Iterado N21=L . 2303 17.4 SI

2. Sukhatme y otros (1934)

Se quiere estimar la cosecha de guayaba en el distrito de Allahabad
(India) a partir de una muestra de 27 pueblos elegida mediante muestreo
aleatorio simple de entre 153 pueblos.
y = produccion total de guayaba
z, = numero de arboles de guayaba plantados
xy = superficie cultivada de guayaba
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Estimador ECM Eficiencia Sesgo
Expansién simple N21=L.1268 1 NO
Olkin N?1=L . 540 2.35 SI
T N*1=L.3024  4.19 NO
Iterado N?=L.4038 3.1 SI

3. Singh y otros (1983)

Los datos provienen del Instituto Indio de Investigacion Estadistica para
la Agricultura y corresponden a

y = peso por parcela de azicar de cana

z, = altura de las canas

z, = numero de cafias por parcela
z3 = diametro de las canas

Estimador ECM Eficiencia Sesgo
Expansién simple N21=L.51.744 1 NO
Olkin N2L=L.925278  2.046 SI
- N%1=L.24.924 2.076  NO
Iterado N?=L.34.413  1.503 SI

En los ejemplos se observa como aumenta la eficiencia con respecto al es-
timador de expansién simple, siendo el estimador iterado de razon con repeti-
ciones el mas preciso en los tres ejemplos. La eficiencia con respecto a los otros
dos estimadores, de Olkin e iterado, es variable, siendo especialmente signifi-
cativa con respecto al estimador iterado en el primer ejemplo y con respecto
al estimador de Olkin en el segundo.



Capitulo 2

Variables auxiliares con
correlacion negativa con la
variable de interés: Estimadores
multiples de producto.

§2.1 Introduccion.

En este segundo capitulo el ambiente en que nos movemos es la estimacion de
la media poblacional de una variable de interés disponiendo de la informacién
de varias variables auxiliares correladas negativamente con la variable objeto
de estudio, presentando en la segunda seccion el estimador de producto mul-
tiple més conocido, el estimador de Singh (1967), estudiando sus propiedades
y proponiendo en la tercera secciéon un estimador alternativo para la media
poblacional siguiendo la idea de Rueda y otros (1992), condensando la infor-
macién en una unica variable para construir con ella un estimador maultiple
tipo producto.

Es conocido (véase Murthy (1964)) que el uso del estimador producto cons-
truido con la variable z;:

E

yP, :? l.»

|

cuando existe una relacion del tipo y;z; = cte., proporciona una mejora en la
precision de la estimacion respecto al estimador directo.

36
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El sesgo exacto de este estimador producto viene dado por la expresion

sesgo (yp..) = - f%_ﬂ

n

y su tiene por error cuadratico medio aproximado es

- L=p
ECM (7p,) ~ — (82 + RS2, + 2Rip,s, 52,5, -

Este estimador proporciona un aumento en precisiéon con respecto al esti-
mador de expansion simple (si py,;, < _:%;') e incluso respecto al estimador de

razén Yp, = y% (véase Chaubey, Dwivedi y Singh (1984)).

§2.2 Estimadores multiples de producto.

De acuerdo con lo anterior y siguiendo la idea de Olkin (1958) se pueden
construir estimadores tipo producto cuando se disponga de varias variables
auxiliares correladas negativamente con la variable objeto de estudio, como el
estimador dado por Singh (1967), que a continuacién exponemos, sefialando
sus propiedades mas importantes.

2.2.1 El estimador maultiple de Singh.
Definicién.
Se llama estimador de producto muiltiple de Singh de la media a

Us = w\Yp, + w2yp, + -+ wklYp, (2.2.1)

k

con wy, Wy, ..., wy pesos definidos de forma que Z R = 1.
i=1

Propiedades.

1. El estimador es consistente.

2. El estimador es asintoticamente normal.
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3. El estimador es sesgado y su sesgo exacto viene dado por la expresién

kol

yz,

sesgo (Yg) =

4. Llamando D = D(kxlc) = (d,']') con di]' = 55+styzj+RiSy.1:,' +R,’stz'.zj,
i,7 =1,...,k una aproximacién del error cuadratico medio del estimador
es

l=J

n

ECM (7g) ~ W'DW
donde W = (wy,...,wy)"

5. Si D > 0 los pesos éptimos que minimizan el error cuadratico medio del
estimador vienen dados por

x D7 le
€D le
donde e(kx1) = (1,..., 1) y el valor minimo del error cuadratico medio
es:
N

6. El estimador multiple éptimo es funcién de una matriz D construida
a partir de parametros poblacionales desconocidos. En la practica se

solventa este inconveniente estimando D por la matriz D= c?,]) donde
d;; = Sz + PiBgw, + Pilys; + Tili8mam) 17 = Lssvag
donde
T:E , sy = 1 Xn:(yt—y)z
T YV ia—-1&
S‘.’JI: = i i (yt - y) (33“ ft) ’ S:L‘.‘:L'J = _1_ Zn: (-'13” .’l:,) 3"1: z]
n-—1 n—1
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§2.3 Estimador producto condensado.

Como el estimador producto propuesto por Singh (1967) es una combinacién li-
neal de estimadores producto univariantes, es 1gico que para que tenga buenas
propiedades deberia de existir una relacion inversa entre la variable principal
y las variables auxiliares. Parece dificil que en la préactica se de esta situacion,
pero es mas creible que pueda existir una relacion inversa entre la variable
principal y una combinacion lineal de variables auxiliares. Esta nueva varia-
ble puede ser adecuada para construir el estimador producto condensado, que
presentaimos a continuacion.

2.3.1 Definicién del estimador.

Sean z,, ..., T; variables auxiliares correladas negativamente con la variable
objeto de estudio y.
Consideremos la variable condensada z definida de la forma

k
z :Zaiwi =a'z con a = (ay,...,a) , = (Tp,...,7)
1=1

y por tanto

Sean las matrices
S= Spexky = (Sij) , i = Cov (z,-,:cj)

S = S?kxl) = (S’ya,‘x"“’syfk) y Sy, = Cov (y,:cj)

Construimos el estimador producto condensado de la forma

(2.3.1)

N i

Ypc =Y

2.3.2 Propiedades.

Ahora estudiamos dos propiedades de este estimador.
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Estudio del error cuadratico medio.

Proposicién 2.3.1 Una aprozimacion de orden O (n™?) del error cuadrdtico
medio del estimador producto condensado viene dada por expresion:

_ o2l =1) _S_'g‘_ a'Sa 3’ S
ECM (Fpc) =Y ” 7 + (a/_)z + Ya'X (2.3.2)

Demostracion.-
Consideramos las variables

7-Y A
01 = ——=—,; 09 = s

4 Z

Dependiendo de estas variables podemos expresar el estimador §p. de la
siguiente forma:
Ype =Y (1 +01) (1 +0p)

Entonces
Upo — Y = (01 + 03+ 0,07) Y.

Elevando al cuadrado y quedandonos sélo con los términos de orden igual
o inferior a dos en 0; y 0, obtenemos la aproximacion:

(Frc = ¥) =V (o} + 0} + 20100)

y asi

ECM (gpo) = Y [E (o) + E (03) + 2E (0100)] -

Sustituyendo los valores de E (0}), E (03) y E (0,0;) en muestreo aleatorio

simple:

| 52 /S /SO
S

obtenemos una aproximacién de orden O(n~2) del error cuadratico medio:
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(1= f) | S? a'Sa 2a'S°
Upc) =~ Y2( = T
ECM (yPC) T 72 + (a'Y)2 + Ya'X

El orden de la aproximacion nos lo proporciona el siguiente lema:

Lema 2.3.1 Sea una sucesion de poblaciones {S,} de tamarios {N, } eztrai-
das mediante muestreo aleatorio simple de una superpoblacion infinita S =
{U;, V.}. Sea {N,} estrictamente creciente y tal que

nlirgotn:nlg&[\%:t O<t<lyl<t,<1Vn

Suponiendo que para algunos enteros positivos fijados v y s, los momentos
de orden r + s e inferiores de S, permanecen acotados. Sean U y T las me-
dias muestrales basadas en una muestra de tamano n extraida de S, mediante
muestreo aleatorio simple. Entonces si U y V son las medias poblacionales
para S,, se tiene

B|(@-0) (o-7)]=

En nuestro caso, llamando ECM,; (Jpo) a la aproximacién tomada (que
segtn el lema contiene los términos de o, y 0, hasta los de orden O (n~?2)),
obtenemos

O n‘r‘}u) st r+ s es par
O

_rtstl . ;
n- o2 ) st T+ S es impar

ECM (Fpc) — ECM, (7p) = Y (E (o}0}) + 2E (0}0,) + 2E (0103))
cuyos sumandos son de orden O (n~2).

Estudio del sesgo.
Proposicion 2.3.2 El sesgo exacto del estimador producto condensado viene
dado por la expresion

(1-f a8
n a'X

sesgo (Ypc) =
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Demostracion.-
Calculamos el sesgo del estimador dado en (2.3.1):

sesgo (Ypce) = E (Ype) =Y =Y E (01 + 0z + 0105) =

(1-f)Cov(z,y) (1—f)a'S
n YZ  n X

Podemos observar que el sesgo tiende a cero cuando n aumenta.

=YE(0,0,)=Y

2.3.3 El estimador éptimo.

Hasta ahora hemos supuesto que la variable condensada es conocida. Pero si
esto no es cierto, podemos seleccionar la mejor combinacién lineal. Dos vias
son posibles:

1. Considerar la variable condensada z que maximice la correlacién (en
valor absoluto) con la variable principal.

2. Considerar la variable condensada que proporcione el estimador mas
preciso.

Obviamente seleccionamos el segundo camino.

Determinacién del vector a.

Vamos a determinar el vector a de forma que haga minimo el error cuadratico
medio del estimador §p. construido a partir de la variable condensada.

De (2.3.2), minimizar en a el valor ECM (Fp¢) equivale a minimizar en a
la expresion

SZ_*_ a'Sa +2a’50
Y’ (a,—)2 Ya'X

o equivalentemente
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donde

SIX X' LS4 25°X’
Y’ ¥

Si la matriz B es definida positiva, aplicando la desigualdad extendida de
Cauchy-Schwartz (véase al final de este apartado), obtenemos

(%)’
a'Ba

- 5 5 s 1<
Por tanto el error cuadratico medio alcanza su valor minimoena = CB~ X
para alguna constante no nula C y ese minimo vale

Ll—f 1
ECM (Tpr) = Y -
(yPC) n X B_IX

5= B(kxk) =

<X B'X

Entonces definimos

:=CXB 'z
con lo que obtenemos

z=CXB 'z, Z=CX'B'X
y asi elegimos el estimador de producto

= Y ~ o-1-
cuyo error cuadratico medio viene dado por

ol—f 1
ECM (gpp) = Y ——
(yPC) n XBlX

Desigualdad extendida de Cauchy—Schwartz.

Sean bkx1) Y dkx1) vectores y Biixy) definida positiva. Entonces
(b'd)* < (b'Bb) (¢'B~'d) (2.3.4)

y la igualdad es cierta si y solo si b= cB~'d para alguna constante c
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Comparacién con el estimador producto miiltiple.

En este apartado comparamos la precision del estimador de producto mul-
tiple dado por Singh con la del estimador alternativo que proponemos, conclu-
yendo que ambos son igual de precisos, para muestras grandes. Para muestras
de tamano moderado presentamos los resultados de un estudio de simulacién
en el que se comprueba que el estimador de producto condensado presenta una
precision mayor que el estimador de Singh.

Proposicién 2.3.3 Si n es suficientemente grande, el estimador producto
condensado es igual de eficiente que el estimador multiple de Singh.

Demostracion.-
Una aproximacion del error cuadratico medio del estimador producto muil-
tiple

k k =
Z; ..
Js=> wip , D wi=1, §p =F=(i=1,...,k)
i=1 =1 Xi
la podemos obtener reescribiendo la expresién (2.2.2) en la forma:
l—f 1
ECM (75) ~ Iy

n e'A-le

siendo ¢’ = (1,...,1), A= Afkxk) = (a"j) s

ai; = Cj + pjcycz, + piCyCz.' + pijC:c.'C:c_,

La aproximacion del error cuadratico medio del estimador propuesto, §ps,
puede tranformarse de la forma

—z21—f|S2 a'Sa 24’ S°
ECM (Fpp) ~ Y sl
(yPC) n ?2 ‘3 (a'7)2 + Ya’X

52, 1 QO3 5'¢ 4
l_fa’X%Xa—}—a'Saﬁ-aSD_Xd-{—a ?Soa
o - ,
n o) ")
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donde

Fx X5
(i = Sy X X +54+ =+ —.
Y? & Y + ¥
Si asumimos que C es definida positiva (es como minimo semidefinida)
podemos aplicar la desigualdad extendida de Cauchy—Schwartz y obtenemos
que el valor minimo de ECM (yp.) adopta la forma
gl

ECM Y o
@po) = n XC'X

Ahora bien, llamando M = M.,y = diag (7;1,7;1,. ..,7;1), obtene-
mos C'= MAM y por tanto

XC'X=XM" A" M X =A™

Entonces concluimos que ECM (¥ps) ~ ECM (7s) y ambos estimadores
son igual de eficientes.

Estimaciéon del error cuadratico medio.

De acuerdo con la proposicién anterior, directamente de (2.2.2) y siguiendo
Olkin, un estimador del error cuadratico medio viene dado por

=71 I
n  eDe

con D = (dij) un estimator de la matriz D es como sigue:

ECM (p¢) ~ ECM (7s) ~

Jii = 312/ + RJ'SW; T Risyr.’ ‘3 Riﬁjsl‘il'j‘

Generalmente, este estimador es sesgado y su sesgo tiene orden O(n™!)
(véase Cochran (1971)).

Estimacién de los pesos.

El estimador §p. de (2.3.3) depende de B, que es funcién de momentos po-
blacionales desconocidos, pero en la practica pueden ser estimados a partir de
los datos muestrales de la forma:
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con

2
g i =~ S
= ¢ 2. . =Y
S = (Sij>, Sz] 31’.1‘,) Cy —9
Y

~ S

g __ . - Ty

C - (cyxz) ’ cyxi - U T

Y T

Sustituyendo la matriz B en (2.3.3) obtenemos una aproximacién del esti-
mador optimo teodrico.

Para estudiar el efecto de la estimacion de los pesos consideramos el esti-
mador producto condensado

Ypc = XB 'z T=9f(B,T)

donde B es un parametro desconocido. Siguiendo Fuller (1976; Ch 5) tenemos
que

[(B,7) - f(B,7) = 0, (n?)

y por tanto el estimador obtenido de

Upc =Tf (B,f)

despreciando los términos de orden O, (n‘%) tiene la misma varianza que Ypc,
costruido con la variable condensada z.

De esta forma, el efecto producido al sustituir B en lugar de B es asinté-
ticamente despreciable.

El estimador producto condensado e insesgado.

Construimos a continuacién un estimador producto condensado que no
tenga sesgo. El procedimiento que utilizamos para ello es muy simple.

Segun la proposicion 2.3.2, el estimador condensado es en general sesgado
y su sesgo exacto viene dado por la expresion
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1-fXB'S
n XB'X

Entonces podemos modificar el estimador Jp, de la forma

sesgo (Tpc) =

Ypcr = Ypc —

n XB'X XB'X
que evidentemente es un estimador sin sesgo de la media poblacional, cuya
precision es la misma del estimador producto condensado dado en 2.3.3.

1-fXB'8 XB [_y_l;fso]

Distribucién asintética.

Vamos a estudiar el comportamiento asintético del estimador propuesto y para
ello consideremos la poblacién finita U como una sucesién de poblaciones {U, }
donde n, y N, tienden a infinito de forma que N, —n, también tienda a infinito
cuando v lo haga.

Teorema 2.3.1 Si las variables {y,} y{z;\} (i =1,...,k) satisfacen la con-
dicion de Lindeberg-Hdjek (Hdjek 1960), entonces para un muestreo aleatorio
simple el estimador §p, es asintoticamente normal.

Demostracion.-
Andlogamente a la demostracién dada en el teorema 1.3.1 y considerando
ahora la funcion de g, Z,,, Ty, - .., T4, dada por

S

v

H (yyvfluvf%n o0 e 7xku) = y,,

|

v

donde

k
1_)1/ = Z @iy Ty ¥ Fu = Zaiuyiu # 0
1=1 1=1

se obtiene el resultado enunciado. Evidentemente, el resultado también es
cierto para el estimador Jp;.



Capitulo 3

Variables auxiliares con
correlacion positiva y negativa con
la variable de interés: Estimadores
multiples de razén—producto.

§3.1 Introducciodn.

En este tercer capitulo estudiaremos cémo utilizar la informacién auxiliar que
proporcionan varias variables auxiliares con correlacién de cualquier signo con
la variable objeto de estudio, para la estimacién de la media poblacional de
ésta, presentando en la segunda seccion el estimador miltiple més usual dado
por Raoy Mudholkar (1967) con sus propiedades mas relevantes y aportando
en la tercera seccion un estimador alternativo llamado estimador iterado de
razon-producto.

Cuando sélo son dos las variables auxiliares, = con correlacién positiva con
la variable principal y y la variable auxiliar z con correlacién negativa, Singh
(1967a) di6 una primera forma de combinar la informacién auxiliar proporcio-
nada por las dos variables, mediante un estimador de razén—producto. Notar
que estos dos estimadores indirectos (de razén y de producto) son, por sepa-
rado y bajo ciertas condiciones, (si py, > 2—%‘; Y sl pgy < gg;, respectivamente,
donde C, es el coeficiente de variacién de la variable t) mds precisos que el
estimador de expansién simple.

48
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Singh (1967a) define el estimador de razén—producto de la media poblacio-

nal como
L X (‘z‘)
Yrrs = Y z Z

Este estimador es sesgado y aproximaciones del sesgo y del error cuadratico
medio vienen dadas por las expresiones:

N—-—n—
sesgo (Yrps) ~ N ¥ {Cf - pyszCr + pyszCZ - ptszCZ}

Ne-nes .
ECM (Jpps) = —N—"Y2 {C2+C2+ C? - 2p,,C,C. + 20,.C,C. — 20,,C,C }

n

Singh y Biradar (1992), usando la técnica jackknife, formulan una clase
general de estimadores de razéon—producto cuasi-insesgados

Usg = {1 = A (1 = 0)} 7+ A\Yrps — A0Yrps]

donde 6§ = gf(—;,"_%%l e Jrpsy €s el estimador jackknife obtenido apartir del

estimador de razon—producto al dividir la muestra de tamafio n en g muestras

de tamano m, es decir,
L2 X\ (=
_ _ j
s =5 £ (5) (3)

siendo f;- la media muestral de la variable ¢t obtenida omitiendo el j—ésimo
grupo, obteniendo después el 6ptimo en esta clase.

Otra forma de combinar la informacién de las variables z y z es sumando
los respectivos estimadores de razon y de producto obtenidos con cada una de
las variables y ponderandolos de forma que la precision sea maxima. Es decir:

Ta = w0l + il
con w; + wy, = 1 y eligiéndolos de forma que el error cuadratico medio del
estimador ¥, sea minimo.

Esta idea de combinar estimadores de razoén y de producto adecuadamente
se puede utilizar para el caso en que exista mas de una variable de cada tipo,

como veremos a continuacion.
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§3.2 Estimadores miiltiples de razén—producto.

Sean z;, Z3, ..., ) las variables auxiliares disponibles y supongamos que

Pyo; >0 t1=1,.005p ¥

Pys: < 0 s =410, 0

3.2.1 El estimador de Rao y Muldholkar.

Siguiendo la dltima idea del apartado anterior, Rao y Muldholkar (1967) con-
sideran el estimador

con Zwi = L.

d=]

El sesgo de este estimador es
p y p+q W:
sesgo (Y ) ; w; Cov (‘:E_,-’fi) + Z ft Cov (9,7;)

y una aproximacion de orden 0(71'2) viene dada por la expresion

sesgo (Ypn )

k
[Zw (C2=piC,Co) + Y wipiCyCh,

i=p+1
En cuanto al error cuadréatico medio del estimador, una aproximacion es

1

DW

f
Z w;w;d;; =

1,5=1

ECM (Frum)

donde W = (w,,.. -vwk)l y D= (dij)(kxk) con

d,‘J = Cy = piCyCI, = ijyC'xJ + p,-]-C'I'.C'zJ. si l,] == 1, s ww g
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di; = Cy + piCyCy, + p;C,Co; + pi;C,Cy; sit,j=p+1,...,k

d,’j = Cy —p,-CyCzl -+‘ijny] —piquCxJ 514 = 1,...,p; ]:p+ 1,...,k‘

Asumiendo que la matriz de coeficientes de variacion es definida positiva,
el vector de pesos 6ptimos viene dado por

D™ 'e
W= ~—
eD-le
donde g1y = (1« v+ 1)" y el valor minimo del error cuadratico medio es:
Ll—f 1

ECM@nm) =Y —5p1e

Evidentemente este estimador va a tener los mismos inconvenientes que el
de Olkin especialmente en cuanto a su sesgo y a que su 6ptimo no se puede
calcular al depender de pardmetros poblacionales en general desconocidos.
Para resolver algunos de estos problemas proponemos un estimador alternativo
en la siguiente seccion.

§3.3 Estimador iterado de razén—producto.

El método empleado por Rao y Muldholkar para construir estimadores multi-
ples combinando variables con correlacion positiva y con correlacion negativa
requiere el conocimiento de ciertos parametros, en general desconocidos, como
los coeficientes de variacién entre todas las variables. Ademas no garantiza
que la precisién sea mayor que la de los estimadores de expansién simple.

Para resolver estos problemas vamos a definir un estimador de razén-
producto que se va a poder construir siempre, puesto que no va a depender
de ningin parametro desconocido y es siempre como minimo igual de preciso
que el de expansion simple.
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3.3.1 Definicién del estimador

Sea una poblacién de tamafio N de la que extraemos una muestra aleatoria
simple de tamano n.

Sean z,, z,, ..., z; las variables auxiliares disponibles e y la variable prin-
cipal.
Dada la variable auxiliar z;, el estimador de razén o el estimador producto

que se construye a partir de ella, Jp = yT—' oYp = y;(——_'—_, es mejor (bajo ciertas
condiciones) que el estimador de expansi(%n simple, 7. IAdemés, la correlacion
entre la variable z; y la variable principal y nos indica si es mejor construir el
estimador de razon o el producto. Suponiendo z; correlada positivamente con
y, construimos gg .

Suponiendo ahora la variable auxiliar z; correlada negativamente con la va-
riable principal, podemos considerar 7, para construir el estimador producto

en vez de , y por tanto definirifamos

Yre, =Yri5 =Y
J

Ahora bien, si este estimador es mejor que 7, podemos repetir el procedi-
miento sustituyéndo en la expresion del estimador de razén o producto (segin
sea positiva o negativa la correlacién) que se construye con la variable auxiliar
x; y continuar el proceso hasta agotar las k variables auxiliares, obteniendo,
reordenando las variables si fuese necesario, el estimador iterado de razén—

producto de la media a partir de las variables z, z,, ..., T
— _—— __.‘Xl X2 Xp Ep+1 fp+2 :—B_k 331
Yirp = YRP .6 = yT_—“‘:——X——X—"'—X— (3.3.1)
L1 T2 Tp App1 Apt2 k
donde z;, 2, ..., z, estan correladas positivamente con la variable principal
Y Tpi1s Tpyas - - - Ty estan correladas negativamente con la variable principal,

y.

3.3.2 Propiedades.
Consistencia.

Proposicién 3.3.1 El estimador G pp es consistente, en el sentido de con-
sistencia en poblaciones finitas.
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Demostracion.-
Es inmediato que el estimador es consistente puesto que para n = N se
tiene

Yrp =Y

Distribucién asintética del estimador iterado.

Teorema 3.3.1 Si las variables {y,} y {z} (1 =1,...,k) satisfacen la con-
dicion de Lindeberg-Hdjek, entonces para un muestreo aleatorio simple el es-
timador iterado de razén—producto es asintéticamente normal.

Demostracion.-
Es analoga a la del teorema 1.3.1 considerando la funcién

><|

X1

X,

X f +1v Tp+2u Tky

Xp+lu Xp+2u Xku

H (yuvl—fluvf%n’ £ % a:l:/w) = y

8]
0
<

Sesgo.
El estimador iterado de razén—producto es sesgado, como lo prueba la siguiente

proposicion:

Proposicién 3.3.2 El estimador Y pp e€s sesgado y una aprozimacion del
sesgo viene dada por la expresion

1 —
Sesgo (yIRP) = Z lcyl‘; + Z Cxlx] + 202 - 3 Z C:L‘.J:]
1#5=1 1<i<p
p+1<]<k
Demostracion.-
Consideramos las variables:
Y . §
a="—:; ,:z'_ ~i=1,...,k
Y X;

con las que el estimador iterado de razén-producto adopta la forma:
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=Y (1+a)J[(1+e)” J[ A1+e)
=1 i=p+1
Sile;] <1,i=1,...p, podemos desarrollar en serie de Taylor cada término
(1+e)”
P k
Grp =Y 1+ ) [[(1-e+ef+-) T (1+e)
r=il 1=p+1

y conservando solo los términos de grado inferior o igual a dos en a y e;
(:=1,...,k), obtenemos la aproximacion:

Urp =Y (1-}—(1—26 + E €; —Zae—f-

i=p+1

k k P
+ > ae+ > ee;—3 Z eie;+ > € (3.3:2)
=1

St AR s
Entonces
- . k
st (i) = B [Funp — V] = ¥ |- 1B (ae) +
i=1

+ Zk: E (eiej) -+ Zp: E (e?) -3 Z (e,-e]-)
L k=T

sustituyendo los valores de

Cov (xzal]) (30\’(?;5&) 2 ‘/(5%)
) = ——Y—I‘Y_—J—— 2 E (aei) = ?—X_ 3 E (Ci) = _YT (333)
en un muestreo aleatorio simple se tiene la siguiente expresién aproximada del

E (c,e]
i
Sesgo

L =
PRI (y[RP) = Z ’Cyz' 7 1;1 C":'-TJ * 203' o 1<X-2p Cfﬂ’:
p+l<1<k
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Error cuadratico medio.

Estudiemos el error cuadratico medio del estimador.

Proposicién 3.3.3 Una aprozimacion del error cuadrdtico medio del estima-
dor Y pp viene dada por la expresion

iy | =
BCM (7p) = T /62+202+ZC”] 22[03,&

1

—4)" Cpy,

i 1 1<i<p
= pHI< <k

Demostracion.-
Segiin la aproximacion (3.3.2) podemos escribir:

ECM (pp) = E [?IRP - V]Q =~

~Y'E |d* +Ze—>2ae+ Zae—}»Ze,eJ 4 Z

i=p+1 1 1<i<p
=t b P+ <k
reteniendo sélo los términos de orden inferior o igual a dos en a y e;, y susti-
tuyendo los valores deducidos de (3.3.3) para muestreo aleatorio simple obte-
nemos la expresion:

3.1
ECM (Fipp) = ¥

(""JrZC2 + Z Cloiay = 22|ny SdY Bl

1 1 1<i<p
;I:J p+1<5<k

3.3.3 Determinacién del estimador éptimo.

Estudiamos el problema de determinar si es mejor utilizar todas las variables
auxiliares o habra algin paso en el que no convenga hacer una nueva iteracién.
El problema es importante pues es claro que el estimador de razén o el esti-
mador producto no siempre mejoran el estimador de expansion simple, y por
tanto el pasar de Ypp,, ., @Yrp,, , DO tiene por qué producir estimadores
Mas precisos.

Lk
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Sean z,, &, ... L) variables auxiliares y sean Ypp,, . . € Yrp,, , los
estimadores iterados de razon-producto construidos a partir de las variables
Ry, Ty +os oy ¥ Tyy Ba, =~ Ly TESpEctivamente.

De la aproximacién del error cuadratico medio se deduce la expresion:

ECM <yRP1,2,A..,k> ~ ECM (gRPlyzv-~”‘—‘) *

72 1 - f ¥ 2 =
+Y — [—2 G| G, F 2 Z Curiz, — 4G (z4)
1=1
Ccon
P
ZC’x‘z i g <l
Glz] = =
Z Lo 8 Py >0
1=p+1
donde se supone que se han realizado k — 1 iteraciones: ¢ = 1,...,p de corre-
lacién positiva con la variable principal e 1 = p+1,...,k — 1 de correlacién
negativa.

Esta expresion da las condiciones para las cuales el estimador iterado con
k variables es mejor que el que utiliza s6lo k — 1 variables. Asi el estimador

Yrp,, , €S mas preciso que el estimador Ygp,, ,_, sl se verifica:

k—1

2 O, +C2, < 2|y,

t
+4 Z Gy 8l Py < 0,
i=1

o bien

’Z(uk +C2, < 2|Cy, | +4 Z Coa, Sl pysy > 0.

=1 i=t+1
Consideramos ahora el problema de qué variable auxiliar elegir entre las
disponibles para realizar una nueva iteracion. Es decir, si
- o
X z;
z

P
yRPl,z,m,u = yH H ')(T
J

j=1 %I j=p+1

y notando las u iteraciones anteriores de la misma forma, 1 = 1,...,p de
correlacién positiva con la variable principal e ¢ = p+1,...,k—1 de correlacién
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negativa, aunque podrian no haberse utilizado todas las variables de cada tipo
de correlacién, jcudl de las k — u variables que no han sido utilizadas sera la
mejor para construir el nuevo estimador? La contestacion a esta pregunta se
deduce también de la expresién aproximada del error cuadratico medio:

Sera mas conveniente el uso de la variable z, que de la variable z, si

F (a:p) < F (:cq>
donde

F(z) = -2|C,

N 220_,“2 — 4G (2)
i=1

con

P
ZCIIZ 8i Py <0
=1

Z Ccp 81 Pyl

1=p+1

Por tanto serian tanto mas deseables las variables z, en cuanto que

1. Tengan un menor coeficiente de variacién.

2. La covarianza con el resto de las variables auxiliares sea mas pequena,
en valor absoluto.

3. La covarianza con la variable principal sea mas grande, en valor absoluto.

En vista de los resultados anteriores parece logico que para plantear el
método iterado de razén-producto de forma dptima en el sentido de menor
error cuadratico medio, hemos de considerar dos cuestiones:

1. En qué orden seleccionar las variables

2. Hasta cuando continuar el proceso

Esto nos ha llevado al siguiente método forward:
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3.3.4 Método forward.

Para conseguir el estimador iterado de forma éptima en el sentido de menor
error cuadratico medio, debemos proceder de la forma siguiente:

L

2.

Antes de realizar una nueva iteracion, elegir la variable z, tal que la
funcién F (z) sea menor (siendo z;, j = 1,...,u, las variables utilizadas
en las iteraciones anteriores)

Una nueva iteracion sera conveniente si

F(z,) <0.

Esta funcién F'(z) depende de los coeficientes de variacién que en general
son desconocidos. No obstante se pueden estimar por sus valores muestrales.

3.3.5 Mejoras.

El método forward para la determinacién del estimador éptimo tiene una serie
de ventajas, como son:

L

o

El estimador iterado no depende de ningin parametro desconocido y por
tanto se puede calcular siempre.

El procedimiento iterativo para construir el estimador y evaluar su error
cuadratico medio es computacionalmente sencillo.

Es siempre al menos tan preciso como el de expansién simple.

No utiliza todas las variables disponibles sino sélo las que producen una
mejora en la precisién de la estimaciéon. Ademas decide en cada paso la
mejor variable para realizar la iteracién, qué estimador, razén o producto,
construir e itera si este estimador mejora en precision al anterior.

En el caso particular en que todas las variables estén correladas posi-
tivamente con la variable principal se obtiene el estimador iterado de
razon.

En el caso particular en que todas las variables estén correladas nega-
tivamente con la variable principal se obtiene un estimador iterado de
producto.
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3.3.6 Estimador iterado de razén—producto insesgado.

A continuacién modificamos el estimador iterado de razén—producto mediante
la técnica jackknife para hacerlo insesgado.

El estimador iterado de razén-producto se va construyendo mediante un
procedimiento iterativo que parte del estimador de expansién simple y elige
en cada paso la variable que al iterar produzca un estimador mas preciso. El
estimador asi obtenido

e no depende de ningin parametro desconocido (y por tanto se puede
calcular siempre),

e es siempre al menos tan preciso como el estimador de expansion simple
b §

e no utiliza todas las variables disponibles sino sélo las que producen una
mejora en la precision del estimador.

Asi pues, este estimador resuelve los dos inconvenientes considerados del
estimador muiltiple dado por Rao y Mudholkar. Sin embargo, ambos estima-
dores son sesgados.

A continuacién vamos a utilizar la técnica jackknife introducida por Que-
nouille (1956) para modificar el estimador iterado de razén—producto haciendo
que sea insesgado.

Formacién del estimador iterado de razén—producto insesgado.

Consideremos una muestra de tamafio n extraida mediante muestreo aleatorio
simple de una poblacién finita de tamafio N. Sea el estimador de razén-
producto iterado dado en 3.3.1 (haciendo la observacién que para simplificar
la notacién en la definicién de este estimador intervienen sélo las variables
seleccionadas por el anterior método forward):

p B == .
_ =TT N i Pyz; > 0 2=1,...,p
vire =711 11 X, " p < 0 i=p+l,..k

Segtin la proposicion 3.3.2, este estimador es sesgado y una expresion apro-
ximada de su sesgo es
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_ 1—-f—
sesgo (Yrp) - YA
con
k k p
A= - |Cpu|+ X Cow; +D.C2 -3 Y Cug, (3.3.4)
=1 i#j=1 =1 1<i<p
p+1<,<k

Consideremos ahora la muestra dividida aleatoriamente en g grupos de
tamafio m (n = mg). Definimos el estimador iterado de razén—producto jack-
knife de la forma:

ZiG)

X,

-,

=1 Tils) icpa
siendo g, y Ty(;) las medias muestrales basadas en las n—m unidades obtenidas
omitiendo el j—ésimo grupo. Por tanto:
_ _ ny—my;
Y0) n—m
donde y; es la media muestral del subgrupo j.

Calculamos seguidamente el sesgo de este nuevo estimador de forma apro-

ximada:

1 & N—-(n—m)
sesgo (Yrps) = EZ 5€sgo (?IRP(J')) = —N(,E —m) )y 4

o=

Entonces

sesgo (Jrrp) = (1]1\/(]; i)fzn +—T:Z;) sesgo (Yirpy)

Definimos el estimador iterado de razén-producto insesgado

_ N—-n+m _ N —n _
Yirr1 = TgleP Y (9 - 1)y1RPJ

que es insesgado como se puede comprobar facilmente.
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Precision.

Estudiemos su precision.

Proposicién 3.3.4 En un primer grado de aprozimacion, el estimador ite-
rado de razén—producto, Y;pp, €l estimador iterado de razon-producto jack-
knife, Yy ppy y el estimador iterado de razon—producto insesgado, Y;pp; tienen
la misma precision.

Demostracion.-
N -—-—n+m 2
V (Urrp1) = (—_N_> g ECM (y;pp) +

N —n\?
+ (T) (9 —1)*ECM (Yppy) —

N-un+m N-n 3 .\ .
2 N N gl - DE (yIRPJ - Y) (yIRP = Y) (3.3.5)

En la proposicién 3.3.3 comprobamos que una aproximacion del error cua-
dratico medio del estimador §;pp es

_ ol f 3
ECM (J;pp) ~ Y~ - [Cj+ZC§‘.+
1=1

k k
+ Z CxtTJ - 2 Z |ny.- - 4 Z C:L‘,‘.‘L'J‘ (3.3.6)
= = pi15:<§gk

Se puede comprobar también, siguiendo un procedimiento analogo al dado
por Sukhatme y otros (1984) para el estimador de razén, que en un primer
orden de aproximacion

ECM (F,pps) = E (?71RPJ - 7) (?IRP - V) = ECM (Yrp) (3.3.7)

Por tanto, sustituyendo 3.3.6 y 3.3.7 en 3.3.5 y simplificando se llega a que
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- N — N—2 2 k 2
V(ymm): Nn Y Cy +ZCx‘.+

=1

k k
¥ Z Ca:.'x, _QZ’CW.' = Z Cfil”j
i#£i=1 =1 1<i<p
p+1<5<k

y por tanto los estimadores §;zp, Urrps Y Urrpr tienen igual precision.

3.3.7 Mejoras.

Hemos obtenido un estimador indirecto que utiliza informaciéon auxiliar de
variables con correlacion de cualquier signo con la variable principal y con las
siguientes caracteristicas:

L.

2.

Es insesgado.
Es siempre mas preciso que el estimador de expansion simple.

Es siempre mas preciso que el estimador de razon, el estimador de pro-
ducto y el estimador de razon—producto que se pueda construir utilizando
cualquiera de las variables auxiliares.

No depende de ningun parametro desconocido, por lo cual se puede calcu-
lar siempre.

Para el caso p = 1 y k = 1, el estimador coincide con el estimador de
razon jackknife 7, considerado por Sukhatme et al. (1984).

Para el caso p =1 y k = 2, el estimador coincide con un caso particular
de los estimadores propuestos por Singh y Biradar (1992).

Por ultimo hacer notar que todo este estudio de extension muiltiple se
ha hecho bajo la suposiciéon de trabajar con un muestreo aleatorio simple,
puesto que es el disefio muestral mas simple y sirve de base para comparar la
eficiencia de disenos muestrales mas complejos. Las ideas que se proponen para
la construccion de estimadores pueden utilizarse también para otros disefos
muestrales, dando lugar a nuevos estimadores que bajo ciertas condiciones
mejoraran los respectivos estimadores simples de cada disefio muestral.



Parte 11

Mejora de estimadores de la
varianza.
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Capitulo 4

Estimadores univariantes.

§4.1 Introduccion.

El uso de informacion auxiliar proporcionada por una variable z altamente
correlada con la variable principal y es comuin en la estimacion de medias o
totales poblacionales. Los estimadores de razén y regresion utilizan la infor-
macién que proporciona la variable z para modificar los estimadores directos,
consiguiendo estimadores mas precisos del parametro en cuestion.

De una forma similar, es razonable suponer que estas técnicas de estima-
cion se puedan utilizar, bajo las condiciones adecuadas, para proporcionar
estimadores eficientes de la varianza.

Fuller (1970) propone un estimador de regresion de la varianza del estima-
dor de Horvitz—Thompson del total poblacional usando como variable auxiliar
z, las cantidades m;m; — m;; y (mym; —m;;)(2 —7)?, siendo m; y m;; las probabili-
dades de inclusion individual y conjunta de cada unidad, respectivamente.

Ogus y Clark (1971) proponen el uso de estimadores de razén y diferencia de
la varianza bajo un disefio de muestreo de Poisson, con el propésito de reducir
el efecto del tamano muestral aleatorio, en la estimacion de la varianza.

Bajo un disefio muestral en el que se selecciona una unidad en cada estrato
con probabilidad proporcional al tamafio (PPS), Hansen, Hurwitz y Madow
(1953) proponen el uso de una variable correlada junto con la técnica de es-
tratos colapsados, para estimar la varianza, y prueban que el estimador esta
positivamente sesgado.

Bajo el mismo disefio muestral, Hartley, Rao y Kiefer (1969) proponen
un estimador de la varianza basado en suponer una buena regresion entre las

64
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verdaderas medias de los estratos y algunas variables auxiliares. Sus ejemplos,
que utilizan una séla variable, indican una mejora considerable en términos
del sesgo absoluto respecto al estimador propuesto por Hansen, Hurwitz y
Madow. No obstante, el primer método es mas sencillo de aplicar. Ademas el
estimador de Hartley no se ha comprobado que sea no negativo bajo todas las
condiciones.

Posteriormente, Shapire y Bateman (1978) consideran la reduccién del
sesgo del estimador de la varianza en un disefio con una unidad por estrato,
utilizando como estimador de la varianza el estimador de Yates—Grundy, para
un disefio con dos unidades por estrato con probabilidades m;; calculadas en
base a un esquema de muestreo de Durbin (1967).

En este capitulo vamos a estudiar el problema de definir estimadores in-
directos de la varianza poblacional, utilizando la informacién que proporciona
alguna variable auxiliar r para la cual es conocida su varianza poblacional.

En la primera seccion se estudia el método de estimacion de regresion
introducido por Isaki (1983) en la estimacién de la varianza poblacional.

En la segunda seccion se hace lo mismo con distintos estimadores de razén
de la varianza: el estimador de Isaki (1983) para muestreo aleatorio simple y
para muestreo con probabilidades iguales con reemplazamiento y las posterio-
res mejoras de éste debidas a Prasad y Singh (1990, 1992) para aumentar la
precision y disminuir el sesgo.

En la tercera seccién presentamos el método de estimacién de producto en
la estimacion de la varianza poblacional.

En la cuarta seccion presentamos un estimador de razén alternativo al dado
por Isaki para estimar la varianza poblacional, bajo muestreo con reemplazo,
con las propiedades de ser siempre mas preciso que el estimador de expansion
simple (la cuasivarianza muestral), igual de preciso que el estimador de regre-
sién y englobando como caso particular al estimador de Isaki y al estimador
producto.

Finalmente, en la tltima seccién comparamos algunos de los métodos indi-
rectos de estimacion de la varianza en general y particularizamos a poblaciones
"normales”.



ANTONIO ARCOS CEBRIAN. TESIS DOCTORAL. 66

§4.2 Estimacion de regresion.

Consideremos una poblacién finita U = (Uy,...,Uy) de unidades de las cuales
nos interesa el estudio de una variable principal y. Supongamos que se extrae
una muestra aleatoria simple (suponiendo grande el tamaiio de la poblacion
para poder prescindir del factor de correccion por finitud) o una muestra alea-
toria con reemplazo, de tamano n, en cuyas unidades se observa la variable y.
El problema es estimar la varianza poblacional

N 2 1 V4
N—lgy con Uy:NZ(yi_Y)

=1

2
o2 __
52 = .

El método de estimacion directa proporciona un estimador, la varianza
muestral, dado por

1 =2
n_llﬁw—w-

1

n
2 e
by =
4.2.1 Definicién del estimador de regresion.

Sea z una variable auxiliar correlada con y, de la que se conoce la varianza
poblacional

N

Oy = mai con azz —jlvi::(xi—_)?)z.

1

Si escribimos

donde

o= 5 (55 -7) (2-%)°

en un primer grado de aproximacién (véase Kendall y Stuart (1977)):

V() = 28 Baw) — 1) 5V (sE) = S (Bae) ~ 1)
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Cov (52 32) o ﬁ(ﬁ— 1}

TR n

Definicién 4.2.1 Se define el estimador de regresion de la varianza poblacio-
nal de la forma

&2 2 ¥ g
Sreg = 8y +b (Sz - sz)
donde s} y s% son las varianzas muestrales de las variables z e y, respectiva-
mente.
4.2.2 Propiedades.
Consistencia.

Obvia, pues paran = N, §fey =50

Sesgo.

El estimador S2

reg

es insesgado puesto que E (5'369) = 53.

Precision.

Para medir su precisién comprobamos que su varianza aproximada es:

V(82,) = — (S3(Buly) — 1) + 284 (Ba(e) — 1) — 2bS2S2(6 — 1)) .

n

Escribimos
Vv (82%,) =V (s2) + 07V (s2- s2) +2bCov (s2,82—s2) =
=V (33) + bV (si) — 2bCov (sz,si) ~
= 158 (Balu) — 1) + 5S4 () — 1) ~ 2652520 ~ 1) =

(54 (Bx(y) — 1) + 6252 (Ba(z) — 1) — 2bS252(0 — 1))

S|+
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Ademas, en el caso general, el valor de b que minimiza la varianza viene
dado por la expresion:

B Cov (33, sﬁ) 55(9 = 1]

= = 4.2.1
VD) SHA@ - D) i
valor que se obtiene de
ov (52,)
reg) _ 2 2 2\ _
0 - 26V (sx) —2Cov (sy,sz) =10
y de
0*V (82,)
Te _ 2
Asi el estimador 6ptimo viene dado por la expresion
- . Cov(s?,s?
Stegs, = Sy + L) (Sﬁ ~ si) (4.2.2)

V (s)

Para este valor la varianza tiene por minimo

sz’n (gzeg) = %Sz ((ﬂ2(y) B 1) B (7(20(}%)

pues sustituyendo se obtiene

| —

Vinin (Sfeg> = (S; (B2(y) — 1) +

S

53(0 — 1)2 4 1Y) 53(0 — 1) 2Q2(p _ _
+ SH(By(z) — 1)2 Sz (Ba2(z) — 1) 2""—53(132(:6) = 1)Sy51.(0 1)) =

1o B (0—1) B (0-1)* \ _

_ngﬁmm D+ s %mm—n)‘

zéngm—U—éiﬁgﬁ'
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Precisién en caso de normalidad.

Comprobamos que si los momentos de la distribucién (y, z) son los mismos de
una normal bivariante hasta el orden cuatro el valor minimo de la varianza del
estimador de regresion es

Vimin (§3e9> -

donde p = p(x,y).
En efecto, si los momentos de la distribucién (y, ) son los mismos de una
normal bivariante hasta el orden cuatro se tiene
_ Hoa

H22 2
B = =142p° ; g)=——=3
H20M02 d IB2( ) N%z

y entonces
- S2(6—1) :S§(1+2p2—1)=§§
S3(Ba(x) — 1) 523-1) SH

siendo 3 el coeficiente de regresion de y sobre z.
En este caso

P2=ﬁ2

Vinin (32 = =53 (2 - ‘%) =251 (1- o)

Comparacién con el estimador de expansiéon simple.

Comprobamos que el estimador de regresion 6ptimo es siempre mas preciso
que el estimador de expansién simple, comparando sus respectivas varianzas.
En el caso mas general

a2 2 L i 0 —1)
sz'n (Sreg) -V (Sy) = ;Sy (—(7(2(5_)—1)) < 0,

puesto que [y(z) > 1.
Notar que si hay "normalidad”, ambos estimadores son igual de precisos
en caso de independencia de las variables puesto que

Vimin <§726g) ~ ¥ (33) = %S;(—P4) =0.
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§4.3 Estimacion de razon.

Dedicamos esta seccién al estudio de los estimadores indirectos de razén de la
varianza poblacional mas usuales. Entre ellos, el estimador de Isaki (1983) en
disenos de probabilidades iguales sin y con reemplazamiento y los estimadores

dados por Prasad y Singh (1990, 1992).

4.3.1 El estimador de Isaki bajo diseno SRSWOR.

Supongamos que una muestra de tamafio n se selecciona mediante un disefio
SRSWOR (muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento), en la cual se ob-
serva la variable principal y, y una variable auxiliar z. Supongamos ademas
que la varianza poblacional de z, S2, es conocida.

El problema es estimar la varianza poblacional

N 1 X i 2
SZ: N—1U§ con UizNZ(yi—Y) .
=1

Puesto que podemos expresar en forma alternativa

2 1 L 2
Uy:_—_N(N—l)g(yi—yj) ]

parece razonable pensar que si la relacién entre los pares (y;—y;)? y (z;—z;)% es

grande, entonces la utilizacion del cociente %— en la modificacion del estimador
directo de S} (s2) puede producir mejoras en la estimacién de la varianza de
y, al igual que ocurre en el caso de la estimacién de razén para la media o el
total de y.

De esta manera se obtiene el estimador de razén de la varianza poblacional
propuesto por Isaki (1983):

2
Sf= sgf—g. (4.3.1)

A continuacién procedemos al estudio de sus propiedades bajo el disefio
muestral dado (SRSWOR), que nos serviran para proponer modificaciones del
método que supongan, bajo ciertas condiciones, mejoras bien en su sesgo o en
su precision.
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Propiedades.
Consistencia.

Es clara la consistencia del estimador, en el sentido de consistencia en pobla-
ciones finitas.

Sesgo.

El estimador de Isaki es sesgado y su sesgo exacto es

2
Sesgo (5?) = — Cov (j—g,si) 2 (4.3.2)

En efecto,

sesgo (§2) =& (52S—§> ~ 8= E <ﬁ> E (52) - FE (32) = — Cov (ﬁ 52)
1 Vg2 Y s2 T y s27°7 )

Sin embargo, esta expresion exacta del sesgo es poco practica puesto que la
covarianza que aparece en la expresion es desconocida. A continuacion damos
una expresién aproximada del sesgo, mas util desde el punto de vista practico.

Una expresion aproximada del sesgo del estimador 5% es, continuando con
la notacion de la seccion anterior,

(N —n)

sesgo (87) = =2

KSz (ﬁZ(x) - 0) ’
donde

(N-1)(Nn—=N-n-1)
(n—1)N(N —3)

Para comprobarlo, consideramos las variables

K= (4.3.3)

R
€ = 53 ) €1 = Sg ’
mediante las cuales podemos expresar el estimador de razén en la forma
~ l1+e
8 = 53——( )
(1+e1)
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que podemos desarrollar en serie de Taylor (1 + €;) si | ¢; |[< 1, (en este caso

la condicién requerida es equivalente a que se verifique la condicién s2 < 252

para todas las posibles muestras de tamafio n) obteniendo
St=Si(l+e)(l—e +ef—:).

Reteniendo ahora los términos de orden inferior o igual a dos en e y ey,

57 ~ SH1— e+ €l + € — e16),

y tomando esperanzas queda:

E (§f) oo 52 (E (ef) - E(eleo)) .

Ahora bien, siguiendo el método dado por Kendall y Stuart (1977), se tiene
que en muestreo aleatorio simple

2 N-—n

E <ef) = V‘(S;x) = (N —2)71 (K/B2(x) - M)’

Cov(sZ,s2) N-—-n

- y19z) _ .
E(eoel) - 835'3 = (N—Z)n (K9+K101 Kz),
%
donde K ests dada en (4.3.3), 6, = ——,
H20H02
K - 2(IN-1)(N-n-1)
T T -DN(N-3)

(N*n —2Nn — N> +2N —n —1)

ke = (n—1)N(N —3) ;
2
_ (N?n—3N?+4+6N —3n—23)
M = (n = DN(N —3) (4.3.4)
Sustituyendo se llega a
~ N-—-n
S€Sgo (S?) o S.;(_EV'T)n)) (1\’ (ﬁ2(l') — 0) -M - Klal + Kz) ’
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expresion que se aproxima a la que queriamos comprobar cuando la correlacién
entre las variables es alta, pues en tal caso

M+ K6, — K, ~ 0.

Precisién.

Para estudiar la precision de este estimador, damos una expresion aproximada
de su error cuadratico medio:

(N —n)
(N =2)n

12

ECM (53) K Sy (Ba(y) + Ba(z) — 26).

Para comprobarlo se procede como en el caso de la obtencién de la apro-
ximacién del sesgo, obteniendo

a2 2 2 2
S[—Sy'l’sy (el+eo—el—eleo),

que elevando al cuadrado y reteniendo los términos de orden dos, como maxi-
mo, en €y y €;, queda

(3? — 53)2 r~ S; (eg +6f — 26061)

y tomando esperanzas y operando se llega a

_ V(sy) V(s2) _Covl(si,s}
ECM(%):S;(‘g)—kA;”—Q(i§%8)>=
__N=n s 20) — 2(M + K0, — K,)) ~
= W 2y (K (Baly) + o) — 20) — 2(M + Kr6, — Ky)) =

N —
~ =g S (Baly) + a(z) — 26),

si py, es alta.
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Comparacién con el estimador de expansién simple.

Veamos bajo que condiciones el estimador de razén de Isaki mejora en precision
al estimador de expansién simple, s2. Se verifica que cuando

1CV(s2)
2 2y o = z
P(Szasy)> QCV(S%;)

el estimador de Isaki es mas preciso que el estimador directo, s
En efecto, la eficiencia relativa entre los dos estimadores viene dada por la

2
v

expresion
v (s) v (s) _
ECM (3%) B V( ) + S Véiz) —2Cov (sx,sg) —%’;
1+ 82% 2RSC°:, Gorletg)”
donde Rg = —;—

Por tanto, ‘el estimador de razén sera mas eficiente si la eficiencia relativa

es mayor que 1, es decir, si

2 2

2
p(sz,8y) > 30V(st)’

Caso particular de normalidad.

Si los momentos de la distribucién (y, z) son los mismos de una normal biva-
riante hasta el orden cuatro, el sesgo y el error cuadratico medio del estimador

de Isaki tienen por expresiones aproximadas

a2 N 2
sesgo (SI) o~ ((]\’—2))_2KS (1 - )

ECM (5) ~ ((—Iirv—z)—)—4KS“ (1-467).

Comparando con la precisién del estimador de expansién simple que en

este caso tiene la expresion
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V(s2) = ((TN__—;)%S;‘ (3K — M),

se obtiene que el estimador de razén S} es mas eficiente que sy si

K (1 = 4p2) < <M,

si y solo si

, M+K 1 N?n —3N?+6N —3n—3
pre—m—=zllst )
4K 4 (N-1)(Nn—-N—-n—1)

que conduce a la condicion

DN =

cuando N es grande.

4.3.2 El estimador de Isaki bajo diseno SRSWR.

Si la muestra de tamaifio n de la poblacién de tamano N se extrae mediante
un disefio de probabilidades iguales con reemplazamiento, es facil deducir,
siguiendo analogos procedimientos a los dados anteriormente, las propiedades
del estimador de Isaki

2
g2 _ 252
T =8y 52 °
T
teniendo en cuenta que en este caso

i
n

E (€f> = %(ﬂz(x) =i} &£ (eg) = %(ﬂz(y) —1); E(eer)==(0-1)

y por tanto, bajo este esquema de muestreo, podemos resumir a continuacion:

Propiedades.

Consistencia.

Es clara la consistencia del estimador, en el sentido de consistencia en pobla-

ciones finitas.
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Sesgo.

Una expresién aproximada del sesgo del estimador S7 es

SZ(Ba(z) —0). (4.3.5)

S|~

sesgo (3”%) 5

Precisién.

Una expresion aproximada del error cuadratico medio es:
a2 1 4
ECM (5}) ~ —5; (B2(y) + Ba(z) — 26). (4.3.6)

Comparacién con el estimador de expansién simple.

El estimador de razon de [saki mejora en precision al estimador de expansion
simple, s? cuando

3 3 lCV(sg)
p(SI,Sy) - 9 CV(82)

y

Caso particular de normalidad.

Si los momentos de la distribucién (y, ) son los mismos de una normal biva-
riante hasta el orden cuatro, el sesgo y el error cuadratico medio del estimador’
de Isaki tienen por expresiones aproximadas

sesgo (g?) ~ %253 (1 - p2)

ECM (57) ~ %454 (1-0%).

Comparando con la precision del estimador de expansion simple que en
este caso tiene la expresion

V(<) = 2sp,

se obtiene que el estimador de razén S} es mds eficiente que s2 si y sélo si
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p? >

N| —

4.3.3 Los estimadores de Prasad y Singh.

o g .
Al observar que el estimador de Isaki, S? = 525—2” depende de s2 y s2, estima-

T
dores insesgados de S2 y SZ, Singh, Pandey e Hirano (1973) sugieren modificar
el estimador de la varianza poblacional S;‘;‘ de la forma sj * = Asz, donde A se
determina con el criterio de minimizar el error cuadratico medio del estimador

s2 . De esta forma obtienen el estimador éptimo
1
2 % 2
Sy Sys

14 (Bal) - )

para el que se obtiene un error cuadratico medio minimo de

I
s (Baly) = 1
e (s ) - 20D o

L+ - (Ba(y) = )

que mejora al estimador directo s2 puesto que V (52) = %S; (Ba(y) — 1).

Por tanto, el disponer de informacién a priori sobre 35(y), el coeficiente de
curtosis de y, permite construir estimadores de la varianza poblacional S: mas
precisos que el estimador directo s2.

Disponiendo de esta informacién a priori, Prasad y Singh construyen un
estimador tipo razon

2 x
Yy
83

~ S
VR:'

2
ara el cociente de varianzas Vg = — y un estimador tipo razén
R 52
T

52

_ 2xYz
t2—3y _32
&

para la varianza poblacional S?.
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Para comparar la eficiencia de este estimador respecto a los estimadores
directo y de Isaki, se estudia su error cuadratico medio. En este sentido, una
aproximacién de orden O (n™!) del error cuadrdtico medio del estimador ¢,
como estimador de la varianza poblacional viene dada por la expresion

Baly) —1—2(6—1)
L+ (Baly) ~ 1)

Para su calculo, escribimos el error cuadratico medio del estimador del

+ By(z) — 1

1
ECM (t;) ~ -5}

cociente de varianzas Vp:

2
ECM(VR):E(VR—VR)2:E<SZ _Sy;) =

! : A
82 _ S2
(siempre que | 152 = 1< 1)

1
:S_;‘E

(reteniendo s6lo el primer término que es de orden O (n™'))

2

o 5B [(s27 = Vist)'] = B [(5 - 52) ~ Va (2 - 52)] =

= i [E (=52 4 VBB (2 - 52)" ~ 2V Cov (3 7,52)] =
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1 £ @2)? 2 2 2\ 2
-5 [E (s2* 53 + VAE (& - 52)" -
:
-2 Vg Cov (sz, .s?;)

1
I 4 - (Ba(y) — 1)
Asi, sustituyendo los valores
> (By(y) — 1)
ECM (s27) = £ (s - 52)* = —1] S,
1+ o (Ba(y) — 1)

1 1
E (s} - 5;{)2 = V() = =52 (Ba(z)=1) 'y Cov (s2,52) = 8,5, (0 - 1),
operando y teniendo en cuenta que ECM (¢,) = Si ECM (VR), se llega a la
expresion antes indicada.
De esta forma, comparando el estimador ¢, con el estimador de Isaki, S7,
se obtiene que si

0 < Baly) + 1,
2
entonces ECM (t,) < ECM (?%)

En efecto, la diferencia ECM (g?) — ECM (¢,) se expresa como

Bl (5?) — ECM (t2) = %S; Bo(y) — 20 +1 — Ba(y) —1—2(0-1) _

1+~ (Baly) - 1)

_ <£>2 5452@)2 —20B,(y) +20 — 1
T \n y 1
1+ 2 (B(y) - 1)

y es positiva si se verifica la condicién anterior.
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Ademés, como el estimador de Isaki es mds preciso que el estimador de
expansion simple sf, siempre que se verique

Ba(z) + 1

()>2,

se obtiene que si

Ba(z) +1 Ba(y) + 1
S meh bl a

entonces

ECM (t;) < ECM (5}) <V (s2) .

En el caso particular de normalidad antes expuesto, las condiciones ante-
riores por separado indican:

Si p’< entonces ECM (t;) < ECM (S’?) , Yy

N =

’ 1 o
si p? > 3 entonces ECM (S?) <V (s§> :
Posteriormente, en vez de condiderar un estimador especifico (s2*) para
la varianza poblacional, Prasad y Singh consideran una clase de estimadores

tipo razén
52
_ Ag2°z
tA = ASy 32
T
2
para S,.
= §2
Procediendo como en el caso de t,, tomando Vz = —* como un estimador
s

T
2

del cociente de varianzas —%, obtienen el error cuadratico medio aproximado

23
Sz

del estimador

ECM (t4) ~ S [A2 (1 + %(ﬂz(y) = 1)) =

—2A(1+—71{(0—1)>+%(ﬁ2(m)—1)+1],
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y las condiciones bajo las cuales este estimador mejora al estimador de Isaki,
que son

1
14—(20~8s() —1)
1< A< 'l’ll 3

L+~ (Ba(y) — 1)

o bien,

L4 = (20~ By(y) ~ )

L+~ (Baly) - 1)

Para obtener el estimador éptimo de la clase, derivando respecto de A en
la expresién del error cuadratico medio ECM (t,), se obtiene el minimo para

<A<l

1
i 1 $=(#=1}

L+~ (Baly) - 1)

para el cual el estimador 6ptimo

1
1+=(6-1) g2

ty3 = T Sy —
L+—(By)-1)

tiene por error cuadratico medio aproximado

Baly) - (0= 1) (70— 1) +2) -1

S|+

ECM (t3) ~ =S | By(z) — 1 +

La relacion

ECM (S7) = ECM (t3) + (512(_7;) B (1)254
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que se verifica siempre, indica que ECM (t3) < ECM (gf) para cualesquiera
valores de (5(y), B2(z) y 0, e indica ademds la ganancia en precisién con el
estimador t; frente a S}.

Con respecto al estimador t,, la relacién

ECM (t) = ECM (t0) + — 2~ (1)25;‘,
1+~ (B -1 "

que también se verifica siempre, indica ECM (t3) < ECM (t;) y la ganancia en

precision conseguida.
Asi, t5 es siempre mas preciso que t,, mejor que S} si

]
0< @< Baly) +
2

y 5? es mejor que 512/ si

0> Ba(z) + 1.

2
Por tanto, si
1 1
,82(152) + . 52(?!2) +

t3 es un estimador de S? mas eficiente que .s;, S? y t,, pues en este caso

ECM (t;) < ECM (t,) < ECM (§7) < V (s7).

Finalmente, Prasad y Singh, en el mismo trabajo, definen otra clase de
estimadores para la varianza poblacional de la forma

32
— Yy Q2
ts = 5152
S.’L‘

y determinan é minimizando ECM (¢5). Indicar que la diferencia entre 3, el
estimador éptimo para ¢4 y el estimador 6ptimo para i, 5'12:3 radica en que
antes de obtener la aproximacién de los respectivos errores cuadraticos medios
para despues minimizar se han hecho dos aproximaciones en el caso de t,
y una en el caso de t;. Sus propiedades mas importantes las estudiamos a
continuacion.
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Propiedades.
Consistencia.

Es clara la consistencia del estimador, en el sentido de consistencia en pobla-
ciones finitas.

Sesgo.

El sesgo exacto del estimador ¢; tiene por expresion

2
Sy

sesgo (t5) = —6 Cov (;—5,32) + (6 — 1).5'3.
En efecto, operando y teniendo en cuenta (4.3.2), se tiene
= A S?
sesgo (33s) = E (84 - 57) = E (5535_; _ s;) _
= £ (85} — 652+ 682 — S2) = bsesgo (5}) + (6 - 1)S; =
2

= -6 Cov (z—g,si) + (6 -1)S2.

T

Precisién.

Al ser el estimador sesgado, su precisién se medira pues por su error cuadratico
medio:

ECM(4;) = E (t; - 52)" = E(§ (82 - 82) + (6 - 1)S2) =

- (52 (52— 52)" + (5 — 1)254 +26(5 — 1) (82 - 52) 53) =

= 62 ECM (57) + (6 — 1)2S; + 26(5 — 1) sesgo (5%) .

Sustituyendo los valores obtenidos en (4.3.6) y (4.3.5) como aproximaciones
del sesgo y del error cuadratico medio del estimador de Isaki (y por tanto sélo
se realiza una aproximacién antes de minimizar el error cuadratico medio, y
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no dos como en el caso de t4) obtenemos la aproximacién del error cuadratico
medio del estimador ¢4 bajo disefio de muestreo aleatorio con reemplazamiento:

= 53[5 (14 2 (Ba(9) + 35u(2) ~ 40)) — 26 (14 2 (Bal) — 0)) +1] .

Minimizando ahora en § este error cuadratico medio, tenemos

OECM ()

T = 5,26 (1 + i‘(@(y) + 30,(x) — 40) — 2 (1 + %(ﬁz(l‘) - 0)))] ,

igualando a cero se obtiene un minimo para

L+ (Ba(a) — 0)

L+ = (Ba(y) + 36a(z) — 46)

Considerando ahora el estimador éptimo, con este valor de 4,

61:

L+ (@) -0)
L+ 2 (Baly) + 36a(z) — 20)

una aproximacion de su error cuadratico medio es

a2
Sps =

Ba(y) + Bale) — 20~ (Bu(e) — )

L+ (Baly) +3a(e) — 46)

~ 1

2 \ o Lo4
ECM (S}s) ~ =5,
Comparacién con el estimador de Isaki.
Bi

ofa) 1> 220

entonces ECM (51235) < ECM (t3).

De esta forma, si
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0 < 5 y )

se tiene la relacion

ECM (S%s) < ECM (ts) < ECM () < ECM (53).

Si ademas

Pa(z) +1

g > 5

entonces

ECM (S%s) < ECM (t3) < ECM (t) < ECM (5F) < ECM (s2).

Caso particular de normalidad.

Si los momentos de la distribucién (y, z) son los mismos de una normal biva-
riante hasta el orden cuatro, los errores cuadraticos medios de los estimadores
ty y St tienen por expresiones aproximadas

ECM (t3) ~ %S; (1-0%) (1 - %)
ECM (S3s) = =55 (1- 77).

Comparandolas se puede deducir que el estimador §}2°s €s mas preciso que
t3 siempre que
3
2
< =,
P

Por tanto, para p? < 1, el estimador ¢, mejora al estimador de Isaki.

En otro trabajo, Prasad y Singh (1992) proponen un estimador insesgado
alternativo al de Isaki. El razonamiento que les lleva a construir este estimador
es que en determinadas situaciones practicas el sesgo del estimador de Isaki
puede ser importante, ademas de que en general este sesgo exacto no puede

ser computado en la préactica, teniendo que recurrir a aproximaciones. Para,~"
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solventar estos problemas, estos autores sugieren un estimador insesgado de
Sf, , calculan su varianza exacta y estudian sus propiedades de precision com-
parandolas con el estimador de Isaki y con el estimador insesgado usual, s2.
El estimador es el siguiente:

2 Sz
d, =8, — @y + a. (4.3.7)

Obviamente E (d,) = S;. Su varianza exacta viene dada por la expresion:

V(d) =V (s2) +a? Véf) 22 sz)

a la que se llega sin mas que escribir

2
2 _ g2 _ a(Sﬁ - 53))
y y Sz

_ 2\2 E 2_52 (32_52)

2 2, o E(s:-57) (Sy y) z Vg

:E'<.sy—5y) +GT—2a 52 :

De la expresion de la varianza se sigue que el estimador d, es mas preciso
que el estimador de expansion simple 337} si

252 Cov (32 sg)

Yy

V (s2)

O<ax<

o bien

252 Cov (s;‘;, 32)

V (s)

puesto que la diferencia entre varianzas se expresa

<a<l;

z x
Asi, para poblaciones en las que se cumplan la igualdad entre los momentos
antes citada, las condiciones anteriores se traducen, en un primer grado de
aproximacion, en que el estimador d, mejora en precision al estimador simple

2 .
Sy Sl
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0 < a< 29057

o bien

20252 <a <0,

pues en tales poblaciones

V (si) = s

A

S (Bale) - 1) = =

S|

1 2
Cov (sj,si) P ;SﬁSj(a —1) ~ ESiSjpz.

Con respecto al estimador de Isaki, comparando sus precisiones se obtiene
que el estimador d, mejora al estimador de Isaki siempre que

2 2 2
Sz Cov (sy, gn

V(s2)

S§<a<2 )—SZ

o bien

952 Cov (53, 82
S Vi(sE)

Notar que en este caso, llamando

)—S§<a<SZ.

2 g .2
- B r)Sap Cov (sy,sx) _ o
o = Yy Qy = 2 V(Sz.) Yy
se tiene la igualdad
Vst
V (da) — V (Sz) == —é’_tll [(1,2 — a(al +(12) + alag] "

Ahora bien, sustituyendo los valores que en muestreo aleatorio simple tie-
nen las expresiones

N —-n

V(si) = 5§m(

KﬁZ(m) - M)a
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Cov(sz,si) = S;Sﬁ

N —n
m(K&"‘Klal—Kz),

donde K esta dada en (4.3.3), y 0, K, K, y M estan dadas en (4.3.4), de las
condiciones anteriores resulta que el estimador ¢, mejora al estimador de Isaki
siempre que

S:<a<(26-1)S2
o bien

(26— 1)SZ <a< S3,
donde

KO0+ K0, - K,
~ Kpy(z)-M

Asi, para poblaciones normales (en el el contexto anterior), las condicio-
nes anteriores se traducen, en un primer grado de aproximacion, en que el
estimador d, mejora en precision al estimador simple 33 si

S§<a<(2p2—1)53

o bien

(2p2— 1) S2<ac< SZ.

En su trabajo Prasad y Singh no obtienen el 6ptimo de la clase de estima-
dores que presentan, d,. El estudio de este optimo lo tratamos en el siguiente
apartado, dando una respuesta a porqué no determinaron el estimador 6ptimo
de la clase.

Comparacion con el estimador de regresion.

Hay que hacer notar que si se determina el estimador 6ptimo de la clase de
estimadores propuestos por Prasad y Singh en este trabajo, d,, con el criterio
de minimizar su varianza, se obtiene que el estimador 6ptimo es precisamente
el estimador de regresion.
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Proposicién 4.3.1 El estimador dptimo de la clase de estimadores dada por
Prasad y Singh es el estimador de regresion S%,, dado en ({.2.2):

€9bq
2 2
Cov (sy,sx) (

a2 2
Srea = S+ 7 (52)

2 2
regog Sz: - Sa:)

Demostracion.-
En efecto, derivando en la expresion

174 (32) Cov (sg, sg)
S — 2a 52 ,

respecto de a e igualando a cero, se tiene

V (d,) :y(sj) e

oV (d) _, Vish _,Cov (92,43} .y
da TS T sz -
que proporciona el minimo para
Cov (s S ) 52
Vi(si)

y para este minimo el estimador éptimo es

ag =

2
dyy = 82~ aog_iz‘ a0 = 5y = COVK(/(si)) = 53 " = ‘(/SZ:)I) =
= sy + 90—\{/‘%_)8'& (Sﬁ ) Srzegb‘”

donde 52, denota el estimador de regresién éptimo.

regb

Proposicion 4.3.2 Para cada valor de a que define d, es posible encontrar
dos valores

a 2 Cov (s;‘;, si) a
~ T 8 T

para los que



ANTONIO ARCOS CEBRIAN. TESIS DOCTORAL.

90

Ademds se tiene

gz —_ 9Q2 a2
da = Sregbla ) da =25 - Sre_q,,1 s

regbo

Demostracion.-
Expresando

V(da) =V (52) =

= bV (si) — 2bCov (sg,si) —a? Véi?") 2a Cov SE,SZ) = {,

se tiene el discriminante de la ecuacién de segundo grado en b:

, 2)2 V (s2) Cov (s2,s2
A:4(Cov2(sz,8§)+azv(;f) —2a (s2) S};(y ))

_ (a Véiz) — Cov (33,33))2 ,

y por tanto los valores

a B 2 Cov (sz,sz) _a

=Y B Sz

satisfacen el enunciado puesto que

Cov (sz, sf,) +VA
Ve

by

De una forma mas sencilla:

2

s a 5

.~ _ 2 2 _ 2\ _ a2

d, = &, a52+a—sy+52(5'z S:L')_Sregbl'
T z
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Ademss, notar que el estimador que inicialmente consideran en su trabajo

Sz

dlzsz—ﬁ'{'—l,

- ‘ : s G2 _
para a = 1 no es mas que el estimador de regresién Sy, con b = Ik
T

En este sentido afirmamos que la clase de estimadores d, de la varianza
poblacional 53 propuesta por Prasad y Singh puede verse como un caso especial
del estimador de regresion.

En este mismo trabajo Prasad y Singh concluyen con un estudio empirico
considerando unos datos de Cochran (1977, Cap 6) y que nosotros retomare-
mos para terminar el estudio tedrico del estimador construido con el método
repetido de sustitucién o método de exponenciacién, que presentaremos des-
pués del estudio de la técnica de estimacién de producto que desarrollamos a
continuacion.

§4.4 Estimacion de producto.

4.4.1 Introduccion.

Es conocido que el estimador producto de la media se utiliza si la correlacion
entre las variables es negativa y que mejora al estimador simple siempre y
cuando

x

ply, ) < 3C,’

donde C, y C, son los coeficientes de variacién de las variables z e y, respec-
tivamente.

Isaki para significar el estimador de razén argumentaba que la correlacién
alta y positiva entre y; y z; (las razones L. 1,...,N son aproximada-

1

. > 2
mente constantes) podria llevar a una correlacion también entre (y,- — yj) y

2 . .
(;r:,- -z j) . De esta forma, al poder escribir el parametro varianza poblacional

en la forma
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tendria sentido intentar mejorar la precisién del estimador de expansién simple
s2 por medio de un estimador tipo razon.

;Sera esto también cierto si la correlacién es negativa? o equivalentemente,
si los productos y;z; ¢ = 1,..., N son aproximadamente constantes, ;podrian

serlo también los pares (y,» - yj)2 y (:c,- — a:j)z?. En caso afirmativo sera ra-
zonable definir un estimador producto de la varianza que mejore, bajo ciertas
condiciones, al estimador simple.

Consideremos un muestreo aleatorio simple con tamafio muestral lo sufi-
cientemente grande para prescindir del factor de correccién por finitud.

4.4.2 Definicién del estimador.

De esta forma se define

2
~ S
52:.32

i 2
P vz
Sz
Las propiedades mas importantes de este estimador las estudiamos a con-

tinuacion.

4.4.3 Propiedades.

Proposicién 4.4.1 El estimador §Z es consistente.

Demostracién.- Es evidente, en el sentido de consistencia en poblaciones
finitas.

Proposicién 4.4.2 FEl estimador §3 es sesgado y su sesgo ezacto viene dada
por la expresion:

Sesgo (33) = 5 [% (0 — 1)] g

que como vemos tiende a cero cuando n aumenta. Ademds, para § =1 el sesgo
es cero.

Demostracion.-
Consideremos las variables
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o2 2 2 2
Sy — Sy Sy — Sz

VTV L e =
2 ) 1 2
S? S?

Eg =
Mediante ellas expresamos el estimador §;‘,’ de la forma

S2=S52(1+e)(1+e)=S2(1+eo+ e +eger)
Asi,

A2'—S2 ’:S; (60+61+€081). (4.41)

P Yy

Tomando esperanzas se tiene

sesgo (gz) = S2E (€9 + €; + €ge;)) = S2E (epey) =

2 2
, Cov (sy, sx)
v
Sustituyendo los valores dados en (4.3.4) (prescindiendo del factor de co-
rrecion por finitud) obtendriamos las aproximaciones:

V(s?) 1
5;1 - E (ﬁz(l’) - 1)’

Cov(sZ,s2) 1

—gigs =, (0—1), (4.4.2)

Tt R

a partir de la cuales se llega a la aproximacién expuesta en el enunciado de la
proposicion.

Su precisién la medira por tanto su error cuadratico medio, siendo una

expresion aproximada de este error la que proporciona la siguiente proposicion:

Proposicién 4.4.3 Una aprozimacion del error cuadrdtico medio del estima-
dor S? viene dada por la expresion:

S|

ECM (82) ~ —S; [Ba(y) + Ba(z) + 26 — 4]. (4.4.3)
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Demostracion.-
Partiendo de (4.4.1) obtenemos

ECM (52) = E (52— 52) =~

~ S;E (eg $2 28061) =8 (E (eg) +FE (ef) +2F (eoel)) .

Procediendo como en el cédlculo del sesgo, tenemos

o 1% (sf,) N V (s2) N 2 Cov (si,sz)

L 5 557 (4.4.4)

ECM (57)
Sustituyendo el valor dado en (4.4.2) llegamos a la expresiéon de la propo-
sicion.
4.4.4 Caso particular de normalidad.

Si los momentos de la distribucién (y,z) son los mismos de una normal biva-
riante hasta el orden cuatro

B=1+20% ; By(z)=3

y asi si las variables son incorreladas el estimador es insesgado y conforme
mayor sea la correlacién (en valor absoluto) mayor sera el sesgo, puesto que

sesgo (§Z) = Sg%f.

Una aproximacién del error cuadratico medio del estimador, en este caso
"normal”, S? viene dada por la expresién:

ECM (33) o %S;‘ [1 4 p2] .

4.4.5 Comparacién con el estimador de expansién simple.

El problema es pues determinar si bajo ciertas condiciones el error cuadratico
medio del estimador producto es mas pequefio que la varianza V' (3;2;) . Com-
parando la precisién de ambos estimadores se obtiene el siguiente resultado:
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Proposicién 4.4.4 El estimador producto .§Z es mds preciso que el estimador
simple sz st y solo st
3 — Ba(x)

e s
b< 2

Demostracion.-

BOM (82) = V (52) = =3 [Baly) + Bala) +20 4] — S} Ba(y) ~ 1] =

- L@ +w-s<o 0< 780
Asi pues tendra sentido definir el estimador producto siempre y cuando
haya poblaciones para las cuales sea cierta la condicién anterior. De esta forma
queda descartado el uso del estimador producto para poblaciones en las que
los momentos sean los mismos hasta el orden cuatro de una normal bivariante
pues en ellas B,(z) = 3 y la condicién § < 0 no puede darse. Ademas, si (y,z)
es "normal bivariante” (en el sentido anterior),

ECM (52) -V (s2) = %S; [1+20%] > 0.

y

De igual forma, si la variable z verifica B5(z) > 3 (leptocirtica) su uti-
lizacién como variable auxiliar en la estimacién producto de la varianza no
mejorara la precisién de la estimacion directa obtenida a partir de 8.

Sin embargo, la desigualdad de la proposicién anterior puede ser cierta,
como muestra el siguiente ejemplo:

¢ 4.61 4.99 440 4.49 529 4.96 4.62 4.44 5.09 4.79
y 032 406 4 153 197 18 0.66 0.85 2.16 10.39

para el que se obtienen los valores:

Ba(z) = 1.82350; 0 = 0.20129.

Por tanto puede haber poblaciones para las cuales la estimacién de la va-
rianza mediante la técnica de estimacién de producto puede mejorar en preci-
sién a la estimacién simple. Ademés el estimador producto se puede calcular
siempre, en contraposicién con el estimador de regresién éptimo.
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En la dltima seccién comparamos este estimador con el estimador de ra-
z6n de Isaki y comprobamos que la condicién 6 < 1 produce una mejora en
precisién respecto al estimador de razon.

§4.5 Meétodo repetido de sustitucién.

4.5.1 Introduccién.

En este apartado se propone un nuevo estimador de la varianza poblacional, en
una poblacién finita, que utiliza informacién auxiliar. Demostramos que este
estimador mejora al estimador simple y al estimador de razén de la varianza
dado por Isaki (1983) y al estimador de producto antes expuesto.

Supongamos que el problema sigue siendo estimar la varianza poblacional.
Hemos estudiado ya los estimadores dados por Prasad y Singh (1990, 1992)
y el estimador de Isaki (1983). En este apartado proponemos un nuevo es-
timador de razén insesgado para la varianza, obtenido siguiendo la idea del
método de sustitucién repetida dado por Srivastava (1967) para la media po-
blacional. Este nuevo estimador va a tener la propiedad de ser siempre mas
preciso que el estimador de expansién simple, que el estimador de Isaki, que
el estimador producto y asintéticamente igual de preciso que el estimador de
regresién para estimar la varianza de y. Ademas va a ser sencillo de computar,
generaliza al estimador de Isaki, al estimador producto, es cuasi-insesgado y
s6lo precisa del conocimiento de la correlacién entre las variables, en el caso
”normal bivariante”, para ser computado.

4.5.2 Definicién del estimador 52.

Definimos el nuevo estimador de razén para la varianza Sy2 de la forma

SEN"
e =g | = l
a_Sy - con « reail.
z

La justificacién de la definicién es la siguiente. Consideremos el estimador
de razon
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1C0V(s? o1
Si este estimador es mejor que s2 (si p(sZ,s2) > 50—‘,%;5%) podemos utilizar

S% en vez de s en la estimacién de razén, por lo que obtendremos el estimador
2 2 o2 2\ 2
o g 882
. Ls 52 sz v\s?

Si este estimador es a su vez mejor que s2 podemos repetir el proceso
obteniendo, en la siguiente iteracion

52\’
53 = S ( 2 ¢
S.Z'
Repitiendo el proceso a veces, donde a es un entero, llegamos al estimador

2 o
=g
o Y 33:

Asi, aunque en esta justificacion a debe ser entero, nosotros consideraremos
el estudio del estimador S2 con a cualquier nimero real.

4.5.3 Propiedades.
Proposicion 4.5.1 El estimador 52 es consistente.

Demostracion.- Es evidente, en el sentido de consistencia en poblaciones
finitas.

Proposicién 4.5.2 El estimador S% es sesgado y una aprozimacion de su
sesgo viene dada por la expresion:

sesgo (33) o~ % (a2 (Be(z) = 1) — (0 — 1)) .

Demostracion.-
Consideremos las variables

Mediante ellas expresamos el estimador 52 de la forma



ANTONIO ARCOS CEBRIAN. TEsIS DOCTORAL. 98

S2=82(14e)(l+e) =

(siempre que |e; |[< 1y |ae [<1)
= S2(1 + e) (1 —ael+a2el—---) ~ S2(1 + e) (1——ael+a2ef) ~
= 55 (1 + &5 — aey + azef — aegpe; + a2eoef) .
Asi,

5% 8 o= 85 (eo — ae; + el — aegey + azeoef) . (4.5.1)

Tomando esperanzas y reteniendo sélo los términos de grado dos en ey y
e,, se tiene

sesgo (53,) ~ Sf,E (eo — ae, + a’e? — aeoel) =52 (aZE (ef) —aF (eoel)) =

Yy

= §2 (a2v (s2) — aCOV (53,82))
v\ ¥ TS I

Sustituyendo los valores dados en (4.4.2) en la aproximacién del sesgo nos
lleva a la expresion de la proposicién.

Su precision la medira por tanto su error cuadratico medio, siendo una
expresion aproximada de este error la que proporciona la siguiente proposicién:

Proposiciéon 4.5.3 Una aprozimacion del error cuadrdtico medio del estima-
dor S? viene dada por la expresion:

ECM (82) ~ %3 [Ba(y) = 1+ o® (By(z) — 1) — 22 (6 - 1)] . (4.5.2)

Demostracion.-
Partiendo de (4.5.1) obtenemos

ECM (52) = E (82 - 57)" =~
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~ S;‘E (eg + a’e? - 2aeoel) = S;‘ (E (eg) + o’E (ef) —2aF (eoel)) :

Procediendo como en el calculo aproximado del sesgo, tenemos

V |2 Vi(s2) 2aC ‘&
‘g‘;y) E é; )_ =k ;"gg‘; Sy)

ECM (52) ~ S (4.5.3)

Finalmente, sustituyendo los valores dados en (4.4.2) se llega a la aproxi-
macién expuesta en el enunciado de la proposicién.

4.5.4 El estimador 6ptimo.

El problema ahora seria seleccionar de entre toda la clase de estimadores S?2
aquél que sea 6ptimo en el sentido de mayor precision, es decir, determinar el
valor a que minimice ECM (53,)

Proposicién 4.5.4 El estimador dptimo que minimiza el error cuadrdtico
medio del estimador S? se obtiene para
-1
o= ———7

Ba(z) — L

Para este valor o, el estimador

(4.5.4)

oy — Sy

6—1
:2 2 Sg ﬁgizs—l
. =S8 ;7
T

es cuasi—insesgado y su varianza aprozimada viene dada por la expresion:

V(E) 2V () (- (3).

Demostracion.-
Derivando en « la expresién (4.5.3) e igualando a cero

OECM (52) _ 54 (M(sb P ()) =0

da S 5237
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se obtiene

B Cov (sﬁ,si) 5 0—1

g =

Vi (s) 5—3 R(z) =1

Para este valor o el estimador obtenido S2 es cuasi—inses ado uesto
1y oy )
que

st (32) = 5 ( (85) = ) — (6 - 1) =

N B Uk ) P SO el SEPPUNSTA B
(G 6= 0= gy 0-D) =0

n
Ademis, para este valor de a la varianza aproximada del estimador es

5 Vis) | ;V(sh) 20Cov(shs
v (82,)~5; g;y) +a? ;2 ) 2o ;;é; sy)} _
V (Si) Cov? (si, .9;‘;) SV (s2) 200:,(3353 % Cov (si,sg)
=% Ts fTveyE s s 5257 =
N4 (s;‘;) Cov? (sﬁ, 33) 2 Cov? (si, s;‘;)

2 (.2 .2
Cov (sz,sy)

v () V@ﬁj@}=vgﬂuw%@gﬂ.

Por tanto este estimador es siempre mas preciso que el estimador de ex-
N . 2
pansioén simple, s;.

1 =

4.5.5 Caso particular de normalidad.

Proposicién 4.5.5 Si los momentos de la distribucion (y,z) son los mismos
de una normal bivariante hasta el orden cuatro, el valor de o que mazimiza la
precision y hace cuasi-insesgado al estimador S2 es
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a =p,

donde p es el coeficiente de correlacion entre las variables y y z. Para este
valor de oy, el estimador adopta la forma

S2 P

gz _ 2 =2

Sz =3y ( 2) (4.5.5)
SI

y su varianza aprozimada viene dada por la expresion:

4
V(s =B ).

Demostracion.-
Teniendo en cuenta que en una poblaciéon "normal bivariante”

0=1+2p" ; Pyz)=3
se llega a que el valor 6ptimo de a es

g¢~1
a; = ﬂ2(—.’1,‘)———1 = p2, (456)

y para este valor

(- T) - 2 - 027) - ),
n 2 n
dandose la igualdad en la precisién de este estimador y el de expansién simple
en caso de independencia de las variables.
Comentario 1.- Se observa que sélo depende de p%, y no de S?2.
Comentario 2. En la practica es comin disponer de informacién rela-
tiva a la correlacién entre las variables. Utilizando esta informacion podemos
determinar el estimador sz obteniendo asi un aumento en precision respecto

al estimador simple (sZ) y al estimador de razén usual (5%). Ademis en este
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caso "normal” el estimador producto, como caso particular del estimador 52
no mejora al estimador de expansién simple puesto que a; = p? > 0.

Comentario 3.- Notar también que de (4.5.6) deducimos que para el caso
de "normalidad” el valor éptimo estd comprendido entre 0 y 1 y de acuerdo
con la justificacién del método, no se realizard mas de una iteracion.

4.5.6 Comparacién con el estimador de regresién.

El estimador de regresién para el parametro varianza se define
32 _ .2 2 2
Sreg =8, +0 (Sx - sz)

siendo b una constante fijada.
Este estimador es insesgado como vimos al estudiar sus propiedades y su
varianza aproximada viene dada por la expresion

V (82,) = = (53 (Baly) — 1) + BS2 (Bu(e) — 1) — 253520 — 1))

El valor de b que porporciona el estimador mas preciso es, como vimos en

(4.2.2)
, _ Cov(shst) __sio-1)
STV SBE D)

y para este valor el estimador obtenido Sfegbo es 6ptimo en el sentido de tener
menor varianza. Este minimo viene dado por

V ($hay) = 253 (000 -1 - 55527

que se puede escribir de la forma

a2 2 2(.2 2
V (Shan) =V () (1= (),
expresién que coincide con la obtenida para el estimador que hemos propuesto,
52 . Por tanto este estimador tiene las mismas propiedades de precisién que

el estimador de regresion.
En caso "normalidad” el estimador de regresién éptimo lo proporciona
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52

bO Szp ’

con lo que el estimador de regresién éptimo tiene la expresion

52
Sfegb & Sg + S_zpz (S3 - SZ’) 1

y por tanto, para calcular el estimador éptimo es preciso conocer ply 53.
En el caso del estimador que presentamos, hacer notar que ademas de ser
igual de preciso que el estimador de regresion es mds sencillo de computar ya

que su expresion es
2 P
5'2 Sz
=82 =)
s2

que sélo depende de p*.

4.5.7 Estudio empirico.

Por dltimo, como ilustracién, presentamos los datos dados por Cochran (1977)
utilizados posteriormente por Prasad y Singh (1992) para ilustrar su método.
Los datos corresponden a
y = nimero de casos de paralisis de polio en el grupo placebo
z = numero de casos de paralisis de polio en el grupo no inoculado
Los calculos intermedios dan los valores siguientes:

S2=9.9528 ; S2=10.8451 ; 0=3.2825
Ba(y) = 4.2998 ; PBa(z) = 5.3661

N=8 ; n=10

A partir_de ellos se obtienen las precisiones de los estimadores 57 (4.3.1),
d, (4.3.7), 52, (4.54) y S,egb (4.2.2):

V(s?) =24.7695 ; ECM (57) = 23.4293
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V(d)=217045 ; V(82)=159798=V (%, )

y la eficiencia relativa de los diferentes estimadores de razén respecto al esti-
mador directo s? es

E. R. (87, 57) = 1.0572
E. R. (dy,s?) = 1.1412

E. R. (52,,52) = 1.5508

a1 vy

Por tanto es claro que el estimador propuesto, S2 , es notoriamente superior
en precision a los otros estimadores 33, S?y d,, ademas de ser cuasi-insesgado.

4.5.8 Mejoras.
El estimador propuesto presenta las siguientes mejoras:
o es cuasi-insesgado,
e es facil de computar,
e generaliza al estimador de Isaki y al estimador producto,
e es mas preciso que el estimador de expansion simple,
e es mas preciso que el estimador de Isaki,
e es mas preciso que el estimador producto,
e es asintéticamente igual de preciso que el estimador de regresion,

e el conocimiento acerca de la correlacién entre las variables, en el caso
de poblaciones en las que los momentos sean los mismos de una normal
bivariante hasta el orden cuatro, permite determinar el estimador, cosa
que no es posible con el estimador de regresién, consiguiendo un aumento
en precisién respecto a los estimadores simple, de Isaki y de producto.
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§4.6 Comparacién entre estimadores indirectos de la va-
rianza poblacional.

El objetivo de esta seccion es comparar entre si los métodos indirectos de
estimacién de la varianza poblacional y respecto a la estimacion directa, dando
condiciones bajo las cuales unos estimadores son preferibles a otros, intentando
asi sintetizar las técnicas de estimacion expuestas en esta segunda parte del
proyecto.

A continuaciéon vamos a hacer una comparacion entre las precisiones de
los distintos estimadores considerados y determinar bajo qué condiciones un
estimador es preferible a los demas, en funciéon de los momentos de orden
cuatro de la distribucion (y, z), mas concretamente en funcién de By(z), B2(y)
y 6.

Haremos el estudio para una poblaciéon cualquiera y al final particulariza-
remos al caso de poblaciones en las que los momentos de la distribucién (y, z)
sean los mismos hasta el orden cuatro de una normal bivariante. Segin hemos
visto a lo largo de los capitulos cuatro y cinco, la precisiéon aproximada de los
estimadores

S7, S° 52

regbo ) g

a2
S,

viene dada, expresada en funcién de B,(y), B2(z) y 6 por

BCM (1) = 22 [8,(4) + fule) — 2],

95}

v (St) = (32) = |80 -1 - 552 .
st

[(B2(y) = 1) + (Ba(z) = 1) +2(6 - 1)],

respectivamente. Ademas

ECM (852) ~

v (s2) = 2 (Ba(y) - 1)

Entonces se pueden deducir los siguientes resultados, en los que el término
mejor alude a la precisiéon de los estimadores:
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Proposicién 4.6.1 El estimador de razén S} es mejor que s2 si y sdlo si

ﬁ2($2)+1 <9

Demostracién.-

ECM (53) =V (s2) =
85

n

~

[62(y) + Ba(2) — 20 — (Ba(y) — 1)] =

1
= ;S;‘ [Ba(z) —204+1] <0
si se verifica el enunciado de la proposicién.

2

Proposicién 4.6.2 El estimador producto §3 es mejor que s,

st y solo st

Demostracién.-
ECM (52) V (s2) ~
= 57; [(B2(y) = 1) + (Ba(2) = 1) +2(0 — 1) — (Ba(y) — )] =
_ %5; [Ba(z) + 20 — 3] < 0

siempre que se verifique la condicién de la proposicion.
Proposiciéon 4.6.3 El estimador 53 es mejor que S’? sty solo si 6 < 1.

Demostracion.-

ECM (82) - ECM (5%) =

- % [(B2(y) + Ba(z) + 20 — 4) — (Ba(y) + Ba(z) — 20)] =
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g4
=-—¥4[0-1] <0,
n
siy sélosi 8 < 1.

Proposicién 4.6.4 Los estimadores 52 y St.,,, son mejores que s siempre,

independientemente de los valores de 0 y [y(z).

Demostracion.-

V(3) -V ()~

~ 5 PTGl Y _ S [ (-1
n (/BZ(y) 1) /62(1,)_1 132(y)+1] = ” [ ,@2(31)—1] <0
siempre.

Proposicién 4.6.5 Los estimadores 5% y 52 son mejores que St siempre.

Demostracion.-
v (82,) - ECM (8}) ~
Sy (6-1)° _
S [(ﬂz(y) = ) o m)—;—l — Ba(y) — Ba(z) + 20} =
B, =1
—F[ZH—W—,BQ(ZE)—I <0

siempre. Para comprobarlo, operando

0 —1)° —02 + 2B,(z)0 — 22

29— 0= 51 = 20 +25(2)0 = Byla) — 2(=)
Ba(z) — 1 Ba(z) — 1

y por tanto el signo de la fraccién es el del polinomio de segundo grado del

numerador que es siempre negativo puesto que su discriminante es —80,(z) <

0.
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Proposicién 4.6.6 El estimador de regresion 52 es mejor que el estimador

rege,

producto §3 a no ser que =2 — By(x) en cuyo caso son iguales.

Demostracion.-
v (52,,) - ECM (52) ~
st (01

(B0 = 1) = S~ ) 4 1= Blo) + 1= 20+2] <

n
siempre y para § = 2— [35(z) la diferencia es cero. Para comprobarlo, operando
(60— 1) —02 4+ 20(2 — Ba(x)) + 482(z) — 4 — By(z)?

N OET Boz) - 1 )

=07 +20(2 — Ba(®)) + 48a(z) — 4 = Ba(2)? _ —(8— (2= Ba(x))?
= Bo(z) — 1 =T Bl -1

Las figuras siguientes ilustran, para los diferentes valores de los parametros
Ba(z) y 0, los niveles de precision de cada uno de los estimadores considerados.

< 0.
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Figura 1. (B3(z) > 3)
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Figura 2. (B5(z) < 3)
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En ambas graficas se observa que en cualquier caso el estimador propuesto
obtenido por el método repetido de sustitucion es, asintéticamente, igual de
preciso que el estimador de regresion y ambos mas precisos que los estimadores
de razén, producto y simple.

Si el coeficiente de curtosis de la variable auxiliar  es mayor o igual que
tres, la técnica de estimacion de producto no mejora en precision a la simple,
pero si puede mejorar a la de razon.

Si el coeficiente de curtosis de la variable auxiliar z es menor que tres (meso-
curtica), la técnica de estimacion de producto puede mejorar similtaneamente
en precision a la de razon y a la que no utiliza informacién auxiliar.

En todos los casos, la técnica de estimacion de producto presenta la ventaja
frente a la de regresion o al método repetido de sustitucién de proporcionar
un estimador que se puede calcular exactamente siempre.



Capitulo 5

Estimadores multiples.

§5.1 Introduccidn.

En una poblacién finita, los métodos de estimacién mas conocidos y simples
consideran estimadores que sélo utilizan los valores del caracter de estudio, y,
observados sobre cada una de las unidades de la muestra. Sin embargo, fre-
cuentemente se presenta el problema de utilizar la informacién de una variable
auxiliar z con valores observables para todas las unidades de la poblacidn, ya
estudiados anteriormente.

Cuando la informacién auxiliar de la que se dispone es multiple z,, z,, ...,
z; es importante obtener estimadores que utilicen la informacién que propor-
cionan todas estas variables.

En este capitulo pretendemos estudiar las técnicas de estimacién multiple
de la varianza de una variable y en una poblacién finita conocidas para intentar
mejorarlas y proponer otras técnicas de estimacién nuevas.

Entre estas técnicas Isaki (1983) propuso una de estimacién de razén mul-
tiple al modo del estimador de Olkin (1958), proporcionando un estimador
de razén como combinacién lineal de estimadores de razon de la varianza
univariantes y determinando la combinacién lineal éptima con el criterio de
minimizar el error cuadratico medio del estimador construido de esta forma.
De este estudio y de algunas mejoras nos ocupamos en la primera seccion de
este capitulo.

En el mismo trabajo Isaki (1983) propone una técnica de estimacién de
regresién muiltiple obteniendo un estimador para la varianza poblacional, es-
tudiado por nosotros en la segunda seccién de este capitulo.

111
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Las dos técnicas anteriores se aplican bajo un modelo poblacional muy
restrictivo, bajo el cual calculan los estimadores 6ptimos. Nosotros calculamos
el estimador multiple 6ptimo de razén en una poblacion cualquiera.

Finalmente, en la udltima seccién presentamos un nuevo estimador tipo
razén para la varianza poblacional que solventa varios de los problemas que
presentan los estimadores multiples de razén y regresion dados por Isaki, de-
sarrollado sin restringir el tipo de poblacidn.

§5.2 Estimadores de razén.

5.2.1 Introduccién.

Se esta interesado en estimar la varianza de una poblacién finita y se dispone de
informacion suplementaria proporcionada por varias variables auxiliares. Un
modo de utilizar esta informaciéon mediante estimadores tipo razoén lo propuso
[saki (1983), en muestreo con probabilidades iguales con reemplazo, en el caso
en que la poblacién tenga los mismos momentos hasta el orden cuatro de una
normal multivariante (y, z,, ..., z,) y suponiendo también que los coeficientes
de correlacion entre variables son todos iguales.

Estudiamos en esta seccidn esta técnica de estimacion generalizando al caso
de una poblacién cualquiera, (y,zy,...,z,). Posteriormente la adaptamos a
un muestreo con probabilidades iguales sin remplazo.

5.2.2 El estimador de Isak:.

Supongamos que se extrae una muestra de tamafo n de una poblacién finita
de tamarnio N con probabilidades iguales y con reemplazo. Se pretende estimar
la varianza de una variable y, S2. Se conocen las varianzas poblacionales SZ,
de las variables auxiliares z; ( = 1,...,k) y se observan en la muestra las
varianzas muestrales sii de las variables auxiliares z; (z = 1,...,k) y de la
variable principal.

Supongamos ademas que (y,z,,...,Zx) sigue una distribucién cuyos mo-
mentos son iguales a los de una normal multivariante hasta el orden cuatro,
tal que

Pyz; = Pziz; = Ps Vi, J, (521)
y que —k~' < p < 1.
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A partir de los estimadores de razén univariantes

s 52
2 2T -
SR‘—Sy—,‘,', l—l,...,k,
T

Isaki propone un estimador de razén miltiple siguiendo la idea de Olkin (1958)
de la forma:

k 52.
yM—ZwSR _Z 3 S_zx"
1=1 T

k
donde los pesos w; verifican Zw,- = L.

=1
Propiedades.

Este estimador es sesgado y una aproximacion de su error cuadratico medio,
bajo el modelo dado en (5.2.1) viene dada por la expresion

i#]

Omitimos la comprobacién pues la haremos en el siguiente apartado en un
caso mas general, sin suponer el modelo dado por Isak:.

ECM(§3M)~i2( )(2Zw +wa]).

Determinacién del estimador 6ptimo.

I[saki determina los pesos que hacen minimo el error cuadratico medio del
estimador, minimizando

ECM (82) ,

con la condicion
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con un error cuadratico medio minimo aproximado de

BCM, (82) = 222 (1-2) £EL,

Para comprobarlo, construimos la funcién

k k
1=1 =1

i#]

y derivamos

‘ k
O S i+ Y w+r=0, i=1,....k

dwi J=1 p2

o equivalentemente

l—w,=-A—4; w; =5+,

y donde imponiendo

wi=1; Y(5+A)=k(B+A) =1,

k k
= y=1].

1

se obtiene

con lo que

1-5k 1
kK

wl:5+ i=1,...,k.

Comparacién con el estimador directo.

Bajo el modelo (5.2.1), se tiene

V (32) ~ %2.

Y

Asi, el estimador SZ, es més preciso que el estimador s} si y sélo si
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BCM, (Si) - V () = 222 (1 - 1) AEL - Sip

si y solo si

si y solo si

2
> .
P kTl
Notar que para k = 1, la condicién es la obtenida al comparar la precision
del estimador de razén univariante con la variable auxiliar z; con el estimador
de expansion simple, ya vista en el capitulo anterior:

p* >

| —

5.2.3 Extensién al caso de una poblacién cualquiera.
Definicién del estimador.

Supongamos que se extrae una muestra de tamafo n de una poblacién finita
de tamanio N con probabilidades iguales y con reemplazo. Se pretende estimar
la varianza de una variable y, SZ. Se conocen las varianzas poblacionales 5
de las variables auxiliares z; (1 = 1,...,k) y se observan en la muestra las
varianzas muestrales s2. de las variables auxiliares z; (i = 1,...,k) y de la
variable princial.

A partir de los estimadores de razon univariantes

&
2700
¥y 20

85,

gfg‘:s N -
proponemos un estimador de razén muiiltiple siguiendo la idea de Olkin (1958)
de la forma:

k k SZ
a2 a2 2 Mz
Syg = ZwisRa o Zw,-sy 2
i=1 i=1

B2,
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k
donde los pesos w; verifican Z wy = 1.

i=1
Sesgo.
El estimador anterior es sesgado y una aproximacion de su sesgo viene dada

en la siguiente proposicion:

Proposicién 5.2.1 Una aprozimacion del sesgo del estimador 530 viene dada
por la expresion:

N S2 k k
sesgo (SgG> s 7‘1’ (Z w; (Ba(zs) — 1) — Z:w,- (Byx‘. - 1) ,> ;

Demostracion.-
En efecto, llamando

2 2 2 2
eo=—8y_sy' e~——-—sz"—Sz" i=1 k
) 1 k) S RCRL T ML ]
g 5%
obtenemos
-~ 1+€0 =
2 a2 o2 1
= SR =S (e (e =

(siempre que | ¢; |< 1)

=52 (14 e) (1—e,~+e?—...) =5 (1+€0—6;—eoe;+e?+---).
De esta forma, aproximamos la diferencia

S — 53 r~ 5'3 (eo —e; — €ege; + e?)

con lo que

sesgo (glzg) ~ S2 (—E’ (eo€;) + E (e?)) :
Ahora bien
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sesgo (ng) =i g (gjc - 53) =F (Zk: wigﬁi. - S’g) =
i=1

k

=F (Xk: w,'S‘]Zg'. - Xk:wzég) =Y wE (glz%‘ - Sj) = Xk:wi sesgo (g}zz') ~
i=1 i=1

=1 =1

~ §? (‘ S eo)+ L8 (e?)) i

i=1 1=1

5 3 2
= SZ (— Xk: w; —COVS(g‘SSyI;‘_SE‘) b i w; V‘g;"") ) .

| 1=1

Entonces, en muestreo con probabilidades iguales con reemplazo, se tiene

C 2a 3,‘ |4 g.‘
%%fj:%(ayzi_l); g )

~y

(Ba(z:) = 1), (5.2.2)

S|+

con lo que, sustituyendo se llega a la expresion aproximada para el sesgo antes
expuesta.

Precisién.

El estimador SZ; es sesgado por lo que su precisién la medira su error cua-
dratico medio. Una expresion aproximada de éste la proporciona la siguiente
proposicion:

Proposicién 5.2.2 Una aprozimacion del error cuadrdtico medio del estima-
dor S es

3|2

k k
ECM (Szg) o (ﬂz(y) e Z w?ﬂ2($i) + Ewiwjez.'rj -2 X; wioyz-‘) -
= 1=

i#]
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Demostracion.-
Para comprobarlo, partimos de la expresion

ECM (8%) = 3" w? ECM (84) + X wiw; & (32, - 57) (33, - 52).

i=1 i#]
Calculamos aproximadamente la expresion
a2 2\ (&2 2
E (5%, - 52) (8%, - 52),
mediante las variables ey y €;, 1 = 1,...,k, como en el caso del sesgo:

Q2 2 2
SR.- - Sy 2 Sy (60 —iEy— 606,‘) ’

con lo que

(Sh = S2) (S, — S2) =~ S (e — eoe: — eoe; + eie;)

y de esta forma

E (Sk — 51) (Sk, — 53) = 57 (E (&) ~ E (eoes) = E (eoe;) + E (ese;)) =

) V(sg) Cov (si,si) Cov (sz,sfc]) Cov (sﬁ‘,,sf:].)
25@'( Si (T L T ¥ ) )

y sustituyendo

V (s2 C 2;7 2,-
g) = 2 (Ba(y) - 1), —5(—5——) = (00, -1),

n

y los valores dados en (5.2.2), se tiene

4
E (8% - S2) (8%, - S7) ~ % (Ba(y) = Oy, — Oy, + o)

Sustituyendo ahora en la expresién del error cuadratico medio del estima-
dor 52, teniendo en cuenta la aproximacién del error cuadritico medio del
estimador de razén univariante dada en capitulo cuatro (4.3.6):
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ECM (glzg.) = %S; (ﬂ2(y) I B2(1"z') - 203/1.‘) ;

se llega a que

ECM (5%;) = zk: w?ECM (83,) + Y wiw,E (83, - S2) (S&, - 82) ~

i=1 i#]
k
~ 3w (Baly) + Balei) = 2W,,) + 3 witw; (B2(y) — Oy, — Oy, + Osic,) =
t=1 1#£]
o4 k
el % I: (Zw +wa) +Zw?ﬁ2($i)+zwiwj0r;zj'-
i£5 i=1 i#j

(2 Yo Wiy, + Y wiwifye, + ) wa'wjayz,-) ] =

i#] i#]

2%[ +Zw2ﬂ2(x)+2ww0x.x]

1#]
k k

(Zsz - +Zw,~(l ~ Wiy} Oy, +ij (1 — wj) nyj)} )
1=1 7=1

k
~ 2 [162 y 3 Z w2ﬂ2 + Z wiwjax.'z‘j - QZ wiayl‘-‘:l :

i#j i=1
Determinaciéon del estimador 6ptimo.

Para determinar los pesos que hacen el error cuadratico medio del estimador
minimo, reescribimos su expresion aproximada en la forma:

= S“
ECM (5}g) = Zu'Auw,
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donde w = w(kx1) = (Wi, .-, Wi)', A= Agexr) = (a;;) con

a;; = /82(3/) - oyz'; - eyzj + 01.-1,-]-,

y haciendo notar que para ¢ = 3
a;; = /BZ(y) - eya:, - Hyr, + 02:,'1‘" = B2(y) e ﬁ?(xi) - 20y.1:."

Proposicién 5.2.3 Los pesos que minimizan el error cuadrdtico medio del
estimador S%g son

A7 le

T e'A-le’

0
w

y el error cuadrdtico medio minimo es, aprorimadamente,

5 1
n eA-le

ECM, (5%;) =~
donde e = e(;x1) = (1,...,1)".

Demostracion.-
Minimizar el error cuadratico medio del estimador S?- equivale a calcular
. yG

1

min w' Aw = ———
e'A-le’

siempre que A~! exista.
De esta forma, los pesos que minimizan el error cuadratico medio son
A7le
e'A-le’

y el error cuadratico medio minimo es, aproximadamente,

W =

ECM, (S)q) ~ ~*
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Caso particular del modelo propuesto por Isaki.

En el caso en que la poblacién tenga los mismos momentos hasta el orden
cuatro de una normal multivariante (y, z,, ..., ,) y suponiendo también que
los coeficientes de correlacién entre variables sean todos iguales:

p(y,xi)=p($,~,xj) =P Viaja

la aproximacién del sesgo, teniendo en cuenta que bajo este modelo

(ewlq):zp?, (Bolz:) —1)=2 i=1,...,k,
conduce a
2 52 252
sesgo( )N-—(ZZw—Zpr):—’i@ 2p ) ny(l—p).

De la misma forma, el error cuadratico medio es aproximadamente y bajo
el modelo

4 k
ECM <§3a) o %’— ( )+ ZwZﬁg z;) + Zw Wil . — 2Zwi9yz;) =
1#7 =1
Sg k 5 k
= 3+3Zw +2p° wa +Zw, 2Zw,~—4p Zw,— =
1#£7 147 i=1 =1

- %— (4 —4p* + Y wiw; (-2 + 2P2)) = % (2-27) (2 - wawa') :

] i#]
Finalmente, teniendo en cuenta de nuevo que

I—Zw +Zw, W,

i#]

se obtiene
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ECM (gjc) ~

2(1-p?) (2;w?+2wiwj) :

i#]
Para la determinacién de los pesos que proporcionan el estimador éptimo
hay que notar que, bajo el modelo (5.2.1) se tiene

20 i i#j
' 4(1—p2) s1 l:J7

y por tanto

2 1 1

Al 12

A=2(1-p)] . | =2(1-0")B
1 1 .
Tenemos

2 1 1\ ! k=1 =1
k+1 k-}c—l k+1
1 2 ... 1 = e = 8
B1l=]| . . = | H
11 2 B B 51

1 1

/
k
) y € B~'e = ——. De esta forma, los

y por tanto B~ 'e = ( P

' k+1""" k41
pesos que minimizan el error cuadratico medio son

g A e 2(1 — p?) k4—1( 1 1 )’ (1 1)’
w = — — =7 9sess T .
e'A-le 1 . k \k+1""""k+1 k' Tk

y el error cuadratico medio minimo es, aproximadamente,

BOM, (3i) = 2L =2 (1-p%) 212
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5.2.4 Extension a SRSWOR.
Definicién del estimador.

Supongamos que se extrae una muestra de tamano n de una poblacién finita
de tamano N con probabilidades iguales y sin reemplazo, que se se conocen
las varianzas poblacionales SZ, de las variables auxiliares z; (1 = 1,...,k) y se
observan en la muestra las varianzas muestrales s2, de las variables auxiliares
z; (1=1,...,k) y si.

Para estimar la varianza de la variable y, SZ, proponemos en este disefio
muestral el estimador

2

yO—ZU)SR —sz 2 ;',

Ty

k
donde los pesos w; verifican }: w; = 1.
i=1

Sesgo.

El estimador anterior es sesgado y una aproximacion de su sesgo viene dada
en la siguiente proposicion:

Proposicién 5.2.4 Una aprozimacién del sesgo del estimador 52 4o viene dada
por la expresion:

(N—-n

sesgo (§3O) ~ SjZN——Q)ZL Zw; (K (ﬂz(z,) — OyIi)) :

s=1

Demostracion.-

Procediendo como en el caso del estimador S? ,c se llega a la expresién
aproximada

2 .2 3
Sesgo (gjo) ( Xk:w CovS(sz; ) + iw;————v g;z') ) y

=1

Recordando las expresiones dadas en (4.3.3) y (4.3.4), podemos escribir
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_ k
sesgo <§30) o Sﬁﬁ (- ;wi (KOW', - Klpfm - Kz) +

+ Y s (KBa(ai) - M)) |

y operando

sesgo ( ) B 52 Z w; (R (ﬁz ) -M- Klpzxi + Kz) )

z=1

expresién que se aproxima a la que queriamos comprobar cuando la correlacion
entre las variables es alta, pues en tal caso

M + I{ngz, = 1{2 o 0

Precisién.

Proposicién 5.2.5 Una aprozimacidn del error cuadrdtico medio del estima-
dor 520 es

~ N—n
2 4
ECM (5%) ~ S; N w'Cw
donde w = wx1) = (wy, .- ), 0= Clrxk) = (cij) con

Cij = K (132(19) - ()yx, - Hy:z] =+ 02.‘:1:]') r Kl (‘sz; - p?/:vj + ngz‘j = 1) .

Demostracion.-
Procediendo como en el diseio SRSWR llegamos a la expresion

2 2 2
BOM (3) = 5 [Zw? {v (4,7 gf..) s ,,)}+

Yy i~y
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+)_ wiw;

o 53 5252, S257 ' SLSE

{ V (sg) Cov (312,, s'ﬁ‘,) Cov (sg, sﬁj) Cov (s?m, sﬁj) }]
De las expresiones dadas en (4.3.3) y (4.3.4) obtenemos
k
ECM (Sjo) = S; [Z w; {(KBa(y) — M) + (KBy(z:) — M) —
=1

~2 (K0,q, + Kipls, — Ka) } + X;E: wiw; {(KBa(y) — M) —
¥

— (KOs, + Kip2s, — K2) = (KOys, + Kiple, — K>) +

t+ (KOs, + Kiplo, — Ka) }] =

= St [Z w? {K (Baly) + Bule:) — 20,2,) + 2Ky (1 - o)} +

+ Z w;wW; {[\, (/82(1/) - ay:v.- - Oya:_, + 0:.‘1’,‘) + K, (pz.':c] - p!2/$i - p‘.lzlzj + 1)} =
i#]

N-—-n B
= S;(N _ 2)7’1. ;wiwj {A (ﬁ?(y) - gy:c.- = ayzj + 0.7:.’1:_,‘) F
s f 2 2 g N-n
+A1 (px‘x, — Pyz; — Psz + 1)} = Sy(N—-Z)—ﬁw Cw.

Determinacién del estimador 6ptimo.

Proposicién 5.2.6 Los pesos que minimizan el error cuadrdtico medio del
estimador SZp son

-1
" C e

w = ———
e'C-le’
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y el error cuadrdtico medio minimo es, aprozimadamente,

N —n i

&2\ o o4
B (Syo> ™ Sy (N —2)ne'C-le

donde e = e(ix1) = (1,...,1).

Demostracion.-
Minimizar el error cuadratico medio del estimador SZ, equivale a calcular

1
eC-le’
siempre que C~! exista. Como en el caso del diseio SRSWR, aplicando la

desigualdad extendida de Cauchy-Swartz, el error cuadratico medio minimo
es, aproximadamente,

min w'Cw =

N-—-n 1
(N =2)ne'C-le’

ECMO (Ajo) o S;
y se alcanza para los pesos

=)
o CTle

w = —.
e'C-1le

Casos particulares.

Si el tamano de la poblacién, NV, es suficientemente grande,

N —-n
N -2
por lo que las expresiones aproximadas de los errores cuadraticos medios de
los estimadores §30 y §§’G coinciden. Por tanto, el inconveniente que supone
trabajar con los coeficientes que aparecen en el caso del muestreo sin reemplazo
puede solventarse, si el tamafnio de la poblacién es suficientemente grande,
utilizando los resultados obtenidos para el muestreo con reemplazo, puesto
que son equivalentes.

Destacar también que si ademas la poblacion es "normal multivariante” y
se cumple el modelo de Isaki

=

Kel: Kiyz=0 ¥
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’ a2 ’ a2 S; 2 = 2
min ECM (Syo) ~ min ECM (SyG) o 72 (1 —-p ) QZw; + Zw;wj ,
=1 i#j

y los pesos 6ptimos son

1 1\’
0— — —
w = (k’”"k> ;

puesto que en ese caso ¢;; ~ a;;, V1, J.

De esta forma, el estimador S2, es mas preciso que el estimador simple s2
si y solo si

L _ .
E+1 P

§5.3 El estimador de regresion.

5.3.1 El estimador de Isaki.

A continuacion estudiamos la extension multiple del estimador de regresion
dado en el capitulo cuatro al caso de varias variables auxiliares para estimar
la varianza poblacional de la variable objeto de estudio y.

Definicién.

Isaki define el estimador multiple de regresion para la varianza poblacional de
y de la forma

k
Swr=s:+Y Bi(S% —sk). (5.3.1)
=1

Precisién.

El estimador Sy es insesgado y su precisién la proporciona su varianza que
tiene por expresion exacta

V (Sr) =V (s2) 230 B Cov (52, 52) + 3 B2V () +
=1

=1
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k
+ Z B;B; Cov (si‘, 33,) . (5.3.2)
i#]

5.3.2 Determinacién del estimador 6ptimo.

Para determinar el estimador 6ptimo hay que minimizar su varianza, dada
en (5.3.2). La derivada parcial de ésta con respecto a B; viene dada por la
expresion

oV (Sir)

35 = 2B,V (s2,

t

) —2Cov (532,,5325.-) + Y B; Cov (32;’521-) =
J#

= 2BV (si‘) —2Cov (3273;) + 2 E B; Cov (si‘,sij) 5 B L s n gty
=1
J#

De esta forma los pesos que minimizan la varianza, B?, ¢ = 1,...,k, son
las soluciones del sistema

a2
.a‘/g%tm):o, = Dyenesl (5.3.3)

Para su resolucién y puesto que depende de parametros desconocidos como
Vv (szi), Cov (sz,szi), Cov (sZ:,., sf;]), Isaki propone que éstos sean sustituidos,

en el caso de que la poblacién (y,zy,..., ;) sea "normal multivariante” (en el
5 . ) 2
sentido antes expuesto), por estimadores consistentes como (sii) : s;‘;z‘., sﬁ_.xj.

De esta forma, escribiendo A = A;xx) = a;; con

a“_{ i) o i=j

v i . o y
Cov (sgi,szJ si 1#7,

"
G — (Sz;) sl 1=
(¥ 2 . . .
S:z:gz, 511 #Ja
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C = Cx1) = (¢1,...,¢x) con ¢; = Cov (sz,si‘), R . C = C'(kxl) =

(Bryos-sBk) COB & = 805,51 = ;... , Kk, el sistema original se escribe 0

AB = C,
donde B = Bxx1) = (B, - - -» B.)', y el sistema con las sustituciones se escribe
como

AB=C.

Asli, si A-! existe, y suponiendo que B° sean las soluciones del sitema
aproximado, usando un resultado debido a Fuller (1976), se tiene

B°-B=0, (n'lf).

De esta forma, [saki define el estimador

k
82 g = si + Z B; (53; — si'.) ; (5.3.4)

=1

y comprueba que, bajo el modelo

Pyz; = Pziz; = P Vi, J,
la varianza del estimador de regresién miltiple con los B; 6ptimos, V (§§4 R) y

la, varianza del estimador de regresién multiple con los B? éptimos, V (§§4RE),
son asintoticamente iguales.
Ademas, bajo este modelo, V (S;%,,R) es minima para

1

0_ __— 2R =

B, 1+(k—l)p2pR“ 15 Lo e g s
52

dondeR,-::S—g.

En efecto, ;;uesto que bajo el modelo
2
2) _ Zc4
vV (Sz.-) — nSz‘.,

Cov (sz,si‘) = %S;S;.ﬁ
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Cov (52”33 ) E= %Sﬁisszz,

J

el sistema (5.3.3) se escribe

BiSi +S§|P2ZB]S:1 ——S:S_Z'.p2 :0, $ = ].,...,k
=1

J#E
B,-Sﬁl. = psz — pZZ BjS;‘:J., =15k
s
Sumando
k k
S B:SZ =kp*S2 - p*(k—1)>_ B;S2,
=1 =1
de donde

S Bist = kS
= 1+p(k-1)

y sustituyendo

k
B,S%, = 51— p? (z B,S, - Bis:,.) ,

=1

de donde

2 kp’Sy
P I+ p(k—1)

B;S2. (1 - p2) == p?5%
kp? 1 =g
_ 2027 _ _ 202
_pSy(l 1+p2(k—1)) PN T k= 1)’
y finalmente

B,Sz = pzSg p2

5 1+p2(k'—1)’ B; = 1+p2(k—1)Ri'

: - - _3
La varianza minima es, salvo términos de orden 0,, (n 2),
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= 1 1
2 = o2 —— . 4

Aqui es donde se presenta uno de los inconvenientes del estimador miiltiple
de regresién propuesto por Isaki, puesto que para el célculo del estimador
6ptimo es necesario conocer SZ, inconveniente que Isaki solventa definiendo el
estimador aproximado Sy

En la siguiente seccidon presentamos un nuevo estimador que no va a tener
este inconveniente.

§5.4 Meétodo de exponenciacion.

5.4.1 Introduccién.

En la presente seccién estudiamos como se aplica el método de exponenciacién
en el caso de disponer de varias variables auxiliares para estimar la varianza po-
blacional. Proponemos un nuevo estimador de razén multiple cuasi-insesgado,
mas preciso que el estimador de razén miltiple propuesto por Isaki e igual de
preciso que el estimador de regresién multiple estudiado en la seccién anterior.
Ademas este estimador salva uno de los grandes inconvenientes que presentaba
el estimador de regresién miiltiple pues para la determinacién del estimador
éptimo y su calculo, bajo el modelo en el que desarrolla Isaki el estimador
de regresién, pues no precisa tener conocimiento sobre SZ, como ocurre con
el estimador de regresién, sino sélo sobre la correlacién entre las variables
disponibles, hecho que puede ser usual. Proponemos por tanto un estimador
multiple tipo razén, que tiene igual precisién que el estimador de regresion.
Ademds para el modelo considerado por Isaki, este nuevo estimador es mucho
mas sencillo de computar que el de regresion.

5.4.2 Definicién del estimador.

Sea una poblacién finita U = (U,,...,Ux). Sea y la variable principal y
supongamos que se extrae una muestra aleatoria con reemplazo. Si asumimos
que disponemos de informacién auxiliar de varias variables zi,...,z; (cuyas
varianzas S2, son conocidas, i = 1,..., k), definimos el estimador de la varianza
poblacional de y
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2 agq 2 3
§2 — g2 Srl . S-‘vk
Q] geesy X Yy S%l SZ"‘ b
donde ay, ..., a; son numeros reales..

Se observa que:

e si k=1, el estimador 321,_“,% coincide con el estimador propuesto en el
capitulo cuatro obtenido con el método repetido de sustitucion,

o sia; = - = a; = 0 el estimador coincide con el estimador de expansién
simple, sz,

e sio; =1y a; =0Vi # j el estimador coincide con el estimador de razén
univariante que se puede constuir a partir de la variable z;,

esia; =—1ya; =0V # j el estimador coincide con el estimador de
producto univariante que se puede constuir a partir de la variable z;.

5.4.3 Propiedades.

Proposicién 5.4.1 El estimador S2 . ,, es consistente.
Demostracion.
Obvia, en el sentido de consistencia en poblaciones finitas.

Proposicién 5.4.2 El estimador S% ., es sesgado y una aprozimacion de

k
su sesgo la proporciona la expresion

~

sesgo (Szu..-,ak) 2 ﬁ

n

(g of (Ba(z:) — 1) - Xk:a,- (0% = 1) +) _

i=1
+ Z a;Q; (02‘.:] = ].)
i#]

Demostracion.-
Considerando las variables
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2 2 3 2
& = s5. — Sz,

€g = 5 e = ——+
0 53 ) ) Sg' )

i=1,...,k,

k
o =Sy (L+e) [I(1+e)™ =

g=1

.....

(siempre que | ¢; [< 1, |aze; [<1 1=1,...,k)

k
:Sz(l—i—eo)n(1—a,~e,~+a?‘e?—-~-)’:Sj(l-l—e@H(l—a,—e,-%—a?e?)z

k
1=1 =1

(reteniendo sélo hasta el orden dos)

k k k
2 2.2
e 5y (l + eg + Z aje; — Za,—e,- - Zaieoei + Z aiajeiej) .

=1 i#]

Asi,

k k k
a2 2 2 9.3
Oy iy, = Dy Sy et Z aje; — Z a;e; — Zaieoei + Z o;05658;
t=1 1=1 t=1 1#]
(5.4.1)

Tomando esperanzas

sesgo (5'21 _____ ak) 2 52 (Zk: o’E (e?) - ia;E(eoe;) + > oo E (eiej)) .

Sustituyendo los valores:

E(ef) = Visz) _ l([32(gc,.)-1), i=1,...,k,

l Si T n

E() =2 = Ligw) -,
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B Cov(si, s2)

1 -
E(eoei)— 5252 =E(0y,;i—1), Z-_—'].,...,k,
Y=z

E (cie;) :C—W%zg(awq), fil .k

en la expresién de la aproximacion del sesgo, nos lleva a la expresion

Su precisién la medird por tanto su error cuadratico medio, siendo una
expresion aproximada de este error la que proporciona la siguiente proposicion:

Proposicién 5.4.3 Una aprozimacion del error cuadrdtico medio del estima-

o _ o
dor Sy, . o, viene dada por la expresion:

k

ECM (82, .a,) ~ 53% [ﬂg(y) — 1+ ia? (Ba(z:) — 1) — 2i o (0e — 1) +

i=1
+Zaiaj (ez.'a:, - 1):| . (5.4.2)
i#£]

Demostracion.-
Partiendo de (5.4.1) obtenemos

ECM (52,

i#]

k k
4 2 2 2
~ 5, E (‘30 5 Zai € — QZa,-eoe,- + Za,-aje,-ej) =
g=1 1=1
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= i, (E (eg) + Za?E (e?) -2 ZaiE(eOe,-) - ZaiajE (eiej)) .

1=1 =1 g

Procediendo como en el calculo aproximado del sesgo, tenemos

V(sz) k 2V(.s;‘;'.)_ k a; Cov (sgi,sz)
— -+ 5 2y 523 +

g==1

Cov( i‘)
+Z¢:ala1 52 52 }
1#] Ty

54 k
= 2 [ﬁz(y) -1+ Y ad(Balw) - 1)-

k
_QZai(ﬂyz‘. - 1) + Za,-aj(eij == 1)] e
=1

i#]

5.4.4 El estimador multiple 6ptimo: 52

Qopt *

Nos planteamos el problema de seleccionar de entre todos los estimadores de
la forma SZ . aquél que tenga mayor precisién, o lo que es igual elegir

.....

ay,...,a; de forma que minimicen el error cuadratico medio.

Proposicién 5.4.4 El valor de a = o1y = (@q,..., %) que minimiza el

error cuadrdtico medio del estimador S% . es

Qopt = A_IAO‘;
donde A = A(ixr) = (a,-]-) con a;; = (01:;33_, - 1) y Ao = Ag (kx1) = (ag;) con
ag, = (Oyz' - 1).

Ademds el error cuadrdtico medio minimo aprozimado es

ECM (S2,,) ~S ;‘%[,@2(y)—1—A6A‘1AO],

Qopt

y el estimador multiple 52 es cuasi-insesgado.

Qopt
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Escribiendo el error cuadratico medio en forma matricial, con la notacion
de la proposicién, y teniendo en cuenta que 8., = B2(z;),

Pu L
ECM (52, .,) = Sy~ [Ba(y) — 1 + o/ A = 20/ 4.

Si A tiene inversa, el error cuadratico medio minimo tiene por expresion
aproximada

-----

El valor de a que hace minimo el error cuadratico medio es

— A-1
aopt =A AO?

y para él la aproximacion del sesgo del estimador es cero puesto que, reescri-
biendo la expresion aproximada del sesgo en forma matricial

2 k
sesg0 (S210) = 22 (Z of (Bafwd) =1) = 30 (B4 — 1) +

+> aaq; (HWE] - 1)) = SZ% [o' Aa — 20/ Ay],
i#]

y para a = gy, se tiene

5€sgo (§2 ) = S;Tll- [a,optAaopt - 2a;ptA0] =

Qopt

1
= S;— [AAT AAT Ao ~ 245471 4y = 0.
Para k& =1 el valor optimo de a es

Qopt = (0 - 1)/(182(33) - 1)

que como se puede ver en el capitulo cuatro proporciona un estimador igual
de preciso que el estimador de regresién y cuasi-insesgado.
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5.4.5 Comparacién con el estimador de regresién muiltiple.

Proposicién 5.4.5 El estimador miltiple .§2opt y el estimador de regresion
dptimo son igual de precisos, para muestras grandes.

Demostracion.-
El estimador de regresién muiiltiple propuesto por Isaki (1983) viene dado
por

k
a2 _ .2 2 %
SMR = Sy + ZBt (Sz.‘ - Sz,—) )
1=1
y su varianza por la expresion

V (Skr) =

()+ZB2 (s2 )—?ZBCOV( 2) + 3 BiB; Cov (s2,,52) .

=1 1#7
(5.4.3)
Este estimador es insesgado y los coeficientes que proporcionan el estimador
de regresién 6ptimo vienen dados por las soluciones del sistema:

BiV(s;‘;) Cov(s s2 )+ZB Cov( J.)=0, i=1,...,k. (54.4)
1#£]

Consideremos ahora el estimador propuesto S2, . ,,. Obtuvimos

R k 54 k SZ
BCM (82, ,,) =~ [v (59) + LotV (s2) 5 — 23 s Cov (&,53) 5+
i=1 25

v(sz,152,)

Cov(
4
+) e 52 32 — o Y|
i#) Ty
2
Llamando v, = o;R;, 1 =1,...,kcon R; = 52 , se tiene
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ECM (5*21%) ~ [V (35) + Zk:'y,-zV (sii) - 2i’y,- Cov (sﬁl.,sf,) +

i=1 =1

+ Y ¥v; Cov(ss,, s3;)
1#£]

Asi pues los valores que minimizan ECM (Sgh__”ak) son las soluciones del
sistema

vV (Si) — Cov (53735;) + 271‘ Cov (sii,szj) = 1=1....k,
i#)

que coincide con el sistema (5.4.4).
Los +; 6ptimos que minimizan ECM (Sf;h___,ak), 7?2, y los B; éptimos que

minimizan V (§§4R), B?, son iguales:
B=+"=0dR;, i=1,...,k (5.4.5)

De esta forma, de (5.4.3) y omitiendo los términos de orden O, (n'%),
min V (8}z) = min MSE (52, _..),

de regresion multiple, 5‘1%41?,-
5.4.6 El estimador §§op¢ bajo el modelo propuesto por Isaki.
Si la distribucién de (y, z,,...,z;) tiene los mismos momentos hasta el orden
cuatro de una normal multivariante,
Priz;, = Pys; =Py V1, ] (5.4.1)

y—1<p<lV (§12\4R) es minima para

ZR‘
sl JUROY UL . WY 4

B gttt o
Yol4+(k-1)p
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De (5.4.5), ECM (52, .

ak) €S MmINImo para

2
T 1+ (k—1)p*

Asi, bajo el modelo (5.4.1) no se necesita conocer la varianza poblacional 53

:...:az

para calcular SZ  , puesto que este estimador sélo depende de la correlacién
entre variables. En este caso

a(k, 2)
5’2 :.82 (Sgl Sg") ’
Q] goueyOX *

1Ak y

) i -y _1
Ademas, omitiendo términos de orden OP (n 2), tenemos

253 . kp*
""" | _1+(k—1)p2 ’

Es comun que en la practica se tenga alguna informacién acerca de la
correlacion entre las variables y en ese caso se puede calcular de forma sencilla
el estimador propuesto y medir su precision.

5.4.7 Ventajas.

El estimador propuesto presenta las siguientes mejoras:

® es cuasi—insesgado,

e resuelve el problema de la determinacién del estimador 6ptimo en una
poblacién cualquiera, en contraposiciéon con el estimador de regresion en
el cual sélo se calcula el 6ptimo en el caso de que la poblacién tenga
los mismos momentos hasta el orden cuatro de una poblaciéon normal
multivariante,

e generaliza al estimador 52 obtenido por el método repetido de sustitu-
cion con cualquier variable auxiliar, al estimador de razén que se puede
construir con cualquier variable auxiliar, al estimador de producto que
se puede construir con cualquier variable auxiliar y al estimador de ex-
pansion simple,
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e es asintéticamente igual de preciso que el estimador de regresién y por
tanto asintéticamente mas preciso que el estimador de razén multiple y
que el estimador directo,

e el estimador 6ptimo bajo el modelo en que Isaki estudia el estimador
de regresién éptimo sélo precisa del conocimiento de la correlacién en-
tre las variables, conocimiento del que puede ser habitual disponer en
la practica, mejorando al estimador de regresion multiple que precisa
ademds del conocimiento de la varianza poblacional de y, SZ, para ser
computado.
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