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INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales son un modelo matemdtico para el
estudio de multitud de problemas que surgen de las disciplinas mds di-
versas. Desde sus comienzos en el siglo XVII, la teoria de ecuaciones
diferenciales ha contribuido decisivamente a solucionar muchas cues-
tiones y a interpretar numerosos fendmenos de la naturaleza.En la ac-
tualidad, la teoria de ecuaciones diferenciales sigue teniendo un in-
gente desarrollo, tanto en su aspecto cualitativo (existencia, unici-
dad y comportamiento de las soluciones), como en su aspecto cuantita-
tivo (aproximacidn de soluciones).

El ejemplo mds sencillo de ecuaciones diferenciales lo cons-
tituyen las ecuaciones diferenciales ordinarias. Una ecuacidn dife-
rencial ordinaria es una relacidén funcional entre una funcidn desco-
nocida x, de una variable independiente t, y algunas de sus derivadas.

Una clase bastante general de estas ecuaciones se escriben de la forma

x' = g(t,x) (1)

donde g : RxR" > Rn, y x' indica la derivada de x respecto de t (R es
el conjunto de los niimeros reales). Una solucidn de (1) es una funcidn
x definida en un intervalo real y con valores en R"” , tal que exis-
te su derivada en todo punto del intervalo y verifica (1). Generalmen
te, las ecuaciones del tipo (1) constituyen un modelo matemdtico para
aquellos sistemas en los que su evolucidn en el tiempo depende sblo
del estado presente.

Una generalizacién de las ecuaciones diferenciales ordinarias
son las ecuaciones diferenciales funcionales con retraso. Estas ecua-
ciones constituyen un modelo matemdtico para aquellos sistemas en los
que su evolucidn en el tiempo depende no solamente del estado presente,
sino también del estado pasado. En la mayoria de los casos, con este

tipo de ecuaciones se logra un modelo mis préximo a la realidad que



con las ecuaciones diferenciales ordinarias. 3in embargo, a veces, y
debido a lo complicado del modelo, es preferible que el modelo obte-
nido sea una ecuacidn del tipo (1).

Un ejemplo muy simple de ecuacidn diferencial funcional con

retraso es una ecuacidn de la forma

x'(t) = g(t,x{t),x(t - h)) (2)

siendo h un nimero real dado no negativoy g : RxR"xR" = R".
Observemos que si h = 0, tenemos una ecuacidn diferencial ordinaria.
La primera diferencia fundamental que se advierte entre los dos ti-
pos de ecuaciones considerados es el concepto de problema de valores
iniciales para (1) y (2). Para (1), este problema, también llamado
problema de Cauchy, consiste en hallar una solucidn x de (1) tal que
se tenga x(to) = x4 En cambio, para (2), es distinto. En efecto,
supongamos que queremos estudiar la existencia de una solucidn x de
(2) definida para t >tO€R. Sih>0yt€ [to,to + h), entonces

t -h <to, y por tanto x debe estar definida para todo t€ [to - h,tO] .
Asi, el problema de valores iniciales para (2) consiste en especifi-

car x en el intervalo [t - h,tO] por una funcidn conocida y. Para

0
simplificar la notacidén tomamos ty = 0.

Sea C el espacio normado de funciones continuas y: [-h,0] ->R%,

con la norma uniforme, es decir, Iyl = sup  Iy(e) |, donde | * |
8 € [-h,0]
es una norma cualquiera en R". siA>0y x: [-h,A) > R" es.continua,

para cada t €[0,A) podemos definir una funcidn xtE Cc por
x,(8) = x(t +8), para todo 86€[-h,0] . Sea g : RxC R, (t,9) = glt,p)
una funcidn continua. Una ecuacidén diferencial funcional gon retraso

es una. relacidn de la forma

x'(t) = g(t.,xt) (3)



Sih=0, x, se identifica naturalmente con x(t), C con R" y (3) es
por tanto wuna ecuacidn diferencial ordinaria.

Una solucidén de (3) es una funcidn continua x :[-h,A) - Rn,
tal que tiene derivada para todo tE€[0,A) y satisface (3). Si Xy TP
diremos que x tiene valor inicial y.

Hasta hace pocos afios, la mayoria de los resultados relaciona-
dos con la existencia, unicidad y propiedades de soluciones de ecua-
ciones diferenciales funcionales con retraso se habian obtenido con-
siderando la variable dependiente como un elemento del espacio eucli-
deo ordinario R”. Se desarrolld incluso una teoria de ecuaciones line-
ales con coeficientes constantes (ver[5] ). Sin embargo, este trata-
miento dificultd el descubrimiento de algunas propiedades interesantes
de fales ecuaciones, tales como algunas propiedades de estabilidad.
Fué Krasovskii en 1.959 ([44]) quien sugirid que el estudio natural de
estas ecuaciones debe partir de considerar las soluciones como curvas
en C y no en R". Esta observacidn dié lugar a un rapido desarrollo
de la teoria de ecuaciones diferenciales funcionales con retraso, debi-
do principalmente a Hale y sus colaboradores ( ver[37]).

Una generalizacidn de las ecuaciones diferenciales funcionales
con retraso son las ecuaciones diferenciales funcionales de tipo neutro.
En éstas, el retraso h puede aparecer también en la derivada de la
funcidn incdgnita x . Si D : RxC—> R%, (t,y) = D(t,y) es lineal en y
para cada t€R y uniformemente no atdmico en cero (ver cap. IV), y
g : RxC = Rn, (t,p) > g(t,p), una ecuacidn diferencial funcional de

tipo neutro es una relacidn de la forma

d
—EE-(D(t,xt)) = g(t,xt) (w)

Una solucidn de (4) es una funcidn x : [-h,A) = Rn, continua, tal que
D(t,xt) es derivable para todo t€[ 0,A) y su derivada satisface (4).
Si X =) €C, se dice que x tiene valor inicial y. Observemos que

cuando D(t.y) = y(0), entonces D(t.xt) = x(t) v (4) es entonces una



2cuacidn diferencial funcional con retraso del tipo (3). Una diferen-
cia fundamental entre las ecuaciones del tipo (3) y (4) es que en (i)
la solucidn x no tiene porqué ser derivable, lo cual hace su estu-
dio mas dificil ( ver[37]).

Dentro de los anteriores tipos de ecuaciones diferenciales des
tacan las ecuaciones periddicas. Diremos que la ecuacidn (1) es T-pe-
riddica (T un nlimero real mayor que cero), si g(t + T,x) = g(t,x)
para todo (t,x)€RxR". (Evidentemente la definicidn es la misma pa-
ra las ecuaciones (3) y (4) sustituyendo x por Xy teniendo en cuen
ta que en (4) D debe ser también T-periddica).

La importancia de este tfpo de ecuaciones se da porque muy
frecuentemente el estudio de problemas de diversa indole (fisicos,
biologicos, econdmicos, astrondmicos, etc.) conduce a un modelo mate-
mitico dado por una ecuacidn diferencial periddica. Por esta misma
razdn se comprende la importancia que tiene el estudio de existencia de
soluciones periddicas de ecuaciones diferenciales periddicas.

Cuando las ecuaciones consideradas son lineales(es decir, g es
lineal en Xt)’ el teorema de la alternativa de Fredholm es un método
bastante Gitil para el estudio de la existencia de soluciones periddicas.
Fundamentalmente, este teorema afirma la existencia de soluciones pe-
riddicas cuando el término independiente de la ecuacidn lineal consi-
derada es, con un cierto producto escalar, ortogonal a las soluciones
periddicas de la ecuacidn adjunta. (ver [Bul para ecuaciones diferencia-
les ordinarias, 7] para ecuaciones diferenciales funcionales con retra
so yB6] para ecuaciones diferenciales funcionales de tipo neutro).

Sin embargo, la mayoria de los problemas que Se presentan en
el mundo real, y por lo tanto lamayoria de los modelos matemiticos que
se construyen para estudiarlos, tienen un cardcter no lineal. En este
caso, el problema de existencia de souluciones periddicas es en gene-
ral bastante dificil y estd relacionado con otros numerosos problemas
de la matemdtica (ver[7] ,[R9] ,Bul ,B8] ). La dificultad estd rela-

cionada directamente con el tipo de soluciones periddicas que admite
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la parte lineal homogénea de la ecuacidn ( casos critico o no critico
seglin que existan o no soluciones periddicas distintas de la trivial).
el cardcter del término no lineal g vy el orden y dimensidén de la e-
cuacidn. Aparte de todo esto. este tipo de problemas llevan implicita
la dificultad de que son problemas de tipo global v no local ( es de-
cir. las soluciones periddicas deben existir en todo el intervalo

10.T} . en contraste con los problemas de valores iniciales. donde las
soluciones deben existir en un entorno del tiempo inicial considerado).

El problema de existencia de soluciones periddicas de ecuacio-
nes diferenciales ha dado lugar. numerosas veces. al nacimiento de mu-
chas partes de la matemdtica. Por ejemnlo. este problema en el caso
de ecuaciones diferenciales ordinarias fué lo aue motivd a Poincaré
a estudiar mds nrofundamente la teoria cualitativa de ecuaciones dife-
renciales. de la cual sureid la teoria moderna de sistemas dindmicos
(ver[8] ) e importantes ramas de la tovoloelia diferencial v algebraica.
El estudio de los problemas de contorno (el problema periddico es un
caso particular de e;los) motivd a Birkhoff. Lerav. Schauder v otros
matematicos a extender la teoria de puntos fijos a espacios normados
de dimensidn infinita.

En la actualidad. un método muv Gtil v que ha demostrado ser
muy potente (en el sentido de que a partir de pocos datos puede pro-
porcionar bastante informacidn) para el estudio de existencia de so-
luciones periddicas de ecuaciones diferenciales veriddicas no lineales.
consiste en formular el problema de forma abstracta. Es decir, el pro-
blema de encontrar una solucidén periédica de la ecuacidn diferencial
dada se transforma en el problema de encontrar una solucidn x de una

cierta ecuacidn de oneradores

Lx = Nx (5)

siendo L una aplicacidn lineal v N una aplicacidn no lineal. defini-

das entre ciertos espacios normados X v Z aue dependen de la naturaleza




del problema. Generalmente L corresponde a la parte lineal de la
ecuacién considerada y N es el operador de Nemitski de la parte no
lineal.

Si L_lexiste, es decir ker L (nficleo de L) es trivial (lo que
corresponde al caso no critico anteriormente citado), entonces (5) es
equivalente a

x = L7Nx (6)
y estamos ante un problema de puntos fijos x = Tx, donde T es la com-
posicién de una aplicacion iineal y otra no lineal. In este caso, T se
ilama un operador de Hammerstein y los métodos desarrollados para su
estudio son numerosos (ver[68 ] ). Entre ellos destaca el teorema del
punto fijo de Leray-Schauder para el caso en que X = Z es un espacio
normado y T es compacta (es decir, continua y aplicando conjuntos aco
tados en conjuntos relativamente compactos). En la actualidad, bién
generalizando el espacio X o bién generalizando la clase de la apli-
cacién T , la teoria de Leray-Schauder se ha extendido considerable-
mente, obteniéndose muchos teoremas del punto fijo que se aplican all
estudio de (6). (ver, por ejemplo [11 1 ,[12],[ 85l ).

Si L_1 no existe, es decir ker L no es trivial (lo cual corres-
ponde al caso critico), el problema (5) es mas complicado y el estudio
de este tipo de problemas fué iniciado por Poincaré,Lyapunov y Schmidt
a principios de este siglo, siguiendo la linea del Llamado método al-
ternativa.

Basicamente, el método alternativa consiste en transformar el
problema (5) en un problema alternativa que debe ser mis fdcil de es-
tudiar. Para ello, bajo determinadas hipdtesis sobre L (ver[20] ),
pelacionadas con ker L'y coker L = Z/Im L (Im L es la imagen de L),

se transforma el problema (5) en un problema equivalente

x - Px = K

P,QNX, QNx = 0 (7)

10



donde P y Q son proyecciones (o;eradoreé lineales idempotentes)
continuas en X y Z respectivamente, tales que ker L = Im P,
ker Q =ImL ¥y KP,Q es la inversa generalizada de L (ver cap. I).
Las ecuaciones en (7) se conocen con los nombres de ecuacidén au-
xiliar y de bifurcacién'respectivamente.

Si llamamos y = Px , x -~ Px = z, (7) es

z N(y + z), QN(y + z) =0 (8)

= KP,Q
txisten dos métodos fundamentales de resolver el sistema (8).
El primero se conoce con el nombre de método de Lyapunov-Schmidt
(ver [20] , [35]) y consiste en lo siguiente : imponiendo ciertas con-
diciones a N (tales como que i nx | es "pequefio" para x€X o algu-
na condicibn de cardcter Lipschitziano), se puede conseguir resolver
la primera ecuacidn en (8) en la forma z(y).(Esto se hace utilizando,
por ejemplo, el teorema de la funcidn implicita o el teorema del pun-
to fijo de Banach). Por consiguiente, el sistema (8) es ahora equiva-

lente a la ecuacidn

ON(y + z(y)) = 0 (9)

Este es el problema alternativa a (5). ¢Qué ventajas tiene este método?.

Observando la ecuacidn (9) vemos que se trata de encontrar los ceros

de una funcidn cuyo dominio es Im P y cuya imagen es Im Q. Si Im P

e Ilm Q son de dimensidn finita se logra una gran ventaja, pues los

métodos para estudiar ecuaciones en espacios vectoriales de dimensidn

finita estan mucho mis desarrollados que cuando la dimensién es infinita.
EL otro método consiste en resolver primero la segunda ecuacidn

en (8) en la forma y(z). Una vez hecho esto, el sistema (8) es equi-

valente a la ecuacidn

z N(y(z) + 2)

= K
P,Q

11



que es un problema de puntos fijos (ver[31] para bibliografia sobre
este método).

En el caso de que exista una aplicacién lineal biyectiva
I : coker L = ker L, existe un tercer camino para estudiar la ecua-

cién (5). En este caso, la ecuacidn (5) es equivalente a la ecuacidn

x = Px + (T0 + KP,Q)NX (10)

donde I : Z —> coker L es la sobreyeccidn candnica. Este camino se
diferencia fundamentalmente de los dos anteriores en que la ecuacidn
(5) no se transforma en un sistema como (7), sino en un problema de
puntos fijos. Utilizando (10) v la teoria del grado topoldgico de
Leray-Schauder, Mawhin ([53]) desarrolla una teoria de existencia de
soluciones para ecuaciones del tipo (5), llamada teoria del grado de
coincidencia, en el caso en que L es una aplicacidn lineal de Fredholm
de indice cero y N satisface ciertas condiciones de compacidad. La
teoria del grado de coincidencia generaliza las cldsica teoria del
grado de Brouwer (para aplicaciones continuas definidas entre espa-
cios de dimensidn finita) y la teoria del grado de Leray-Schauder
(para perturbaciones compactas de la aplicacidn identidad enun espa-
cio normado real cualquiera).

En esta memoria aplicamos la teoria del grado de coincidencia
al estudio de existencia de soluciones periddicas de ecuaciones dife-
penciales ordinarias, ecuaciones diferenciales funcionales con retra-
so y ecuaciones diferenciales funcionéles de tipo neutro. Asi, en el
capitulo I exponemos de forma resumida los principales hechos relati-
vos a la teoria del grado de coincidencia. Para ello seguimos las 1li-
neas marcadas por Mawhin en [58 ]. En primer lurar se definen los con-
ceptos de aplicacidn lineal de Fredholm de irdice cero y L-compacidad
de aplicaciones no lineales (este concepto es una generalizacidn del
concepto de aplicacidn compacta). A continuacidn exponemos de forma

axiomadtica la teoria del grado para las perturbaciones L-compactas de

12



aplicaciones lineales de Fredholm de indice cero. Damos también algu-
nas indicaciones sobre la construccién del grédo de coincidencia, co-
menzando con los grados de Brouwer y Leray-Schauder.A continuacidn, y
utilizando las propiedades de L y N , es posible transformar la e-
cuacidén ILx = Nx en una ecuacidn de puntos fijos x = Mx tal que M

es compacta. Esto, junto con el grado de Leray-Schauder ya definido,

nos permite definir el grado de coincidencia de L y N. Seguidamente

presentamos algunas propiedades sobre el cédlculo del grado que serdn

utilizadas en las aplicaciones.

El segundo apartado del capitulo I esté.dedicado a la exposi-
cidn de dos teoremas de existencia para ecuaciones del tipo (5), los
cuales generalizan el teorema cldsico de existencia de Leray-Schauder
para L = I, y que serén aplicados en los capitulos siguientes.

En el capitulo II estudiamos la existencia de soluciones
T-periddicas (T>0) de ecuaciones diferenciales ordinarias vectoriales

y de orden arbitrario de la forma

(m)+ Am_ix(m'1)+...+ Alx' = g(t,x,...,x(mnl)) + £(t) (11)
donde m=>1, Ai’ i=1,...,m1, son matrices reales cuadradas de orden
ny

g rRx(RH)™ ~ 7, (t,xl,...,xm)'* g(t,xl,...,xm)
F: R—>RY, t = £(t)

son Funciones continuas y T-periddicas en t.

Para ello, transformaremos la ecuacidn (11) en una ecuacidén abstracta
del tipo (5), a la que aplicaremos los teoremas de existencia dados

en el capitulovanterior. La aplicacidn de estos teoremas lleva consi-
go dos grandes dificultades : demostrar que las soluciones de una cier
ta familia de ecuaciones estdn acotadas a priori y demostrar que el

grado de una cierta &plicacidén no es cero. La dificultad para solu-

13



cionar estas dos cuestiones estd relacionada de forma muy directa,
como dijimos anteriormente,con la forma que tenga ker L(es decir,
con la clase de soluciones T-periddicas que admite la parte lineal
de 1a ecuacidn (11)) y con el cardcter del término no lineal N (esto
depende por supuesto de la clase del término no lineal g). Ademds,
estas dificultades se ven acrecentadas con el orden, m, ¥y la dimen-
sién, n, de la ecuacidn. Nosotros estudiamos el caso en que la par-
te lineal de la ecuacidn (11) admite sblo como soluciones T-periddicas
a las aplicaciones constantes, €s decir, un caso critico (resénancia) . Las
principales hipétesis impuestas a g son de dos clases : una condi-
cidn de "crecimiento' y una condicién "asintdtica'. Nuestros resul-
tados constituyen una generalizacidn de los de Mawhin[57] , Lazer[50],
Reissig [70) y Villari[78] en cuanto que el tipo de términos no linea-
les permitidos por nuestra condicidn de crecimiento incluye de forma
estricta a los considerados por ellos; en particular, nosotros . in-
cluimos términos no lineales acotados, asintdticos a cero y de tipo
exponencial. También se generalizan los resultados de Ward[80], en
cuanto que extendemos su condicidn al caso vectorial. Ademd@s nuestra
condicidén asintdética generaliza la de los autores citados, y en el
caso escalar (n = 1), generaliza las cldsicas condiciones del tipo
Landesman-Lazer [49] , ya que este tipo de condiciones vienen impues
tas mediante desigualdades estrictas, mientras que nuestra condicién
asintética viene impuesta mediante desigualdades no estrictas.

Para poder aplicar los teoremas del cap. I, demostramos que
L es una aplicacidn lineal de Fredholm de indice cero y que N es
L-compacta. Utilizamos para ello el teorema dela ilternativa de Fredholm
(ver [34] ) vy el teorema de Ascoli-Arzeld, asi como élgunas nociones
sobre la topologia de los espacios Ck(R,Rn) de funciones periddicas.
En el apartado segundo deducimos el teorema principal de este capitu-~
lo, utilizando la fdrmula de variacién de constantes para ecuaciones
diferenciales ordinarias con objeto de solucionar el problema de la

existencia de cotas a priori. Después estudiamos el caso escalar y por

Gltimo damos algunos ejemplos para demostrar que nuestros resultados
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A )

constituyen efectivamente una generalizacidén de los de los autores
citados. Los resultados de este capitulo han sido aceptados para su
publicacién en 'Nonlinear analysis"( verfl6] ).

Si nos planteamos la generalizacidén de los anteriores resul-
tados a ecuaciones diferenciales funcionales, puede ocurrir que el
método utilizado en el capitulo IT sea inviable, debido aque alll
se utilizaban algunos hechos concretos de ecuaciones diferenciales
ordinarias no generalizables facilmente a otro tipo de ecuaciones. Sin
embargo, los problemas de existencia de soluciones periddicas de ecua-
ciones diferenciales funcionales con retraso y ecuaciones diferenciales
funcionales de tipo neutro considerados aqui, se‘pueden reducir al es-
tudio de ecuaciones del tipo Lx = Nx. Es pues muy importante el ob-
tener un teorema abstracto de existencia de soluciones para ecuaciones
del tipo Lx = Nx, donde L y N estdn definidos entre ciertos espa-
cios normados X y Z. Esto lo hacemos en el capitulo IIT, cuando L es
una aplicacidn lineal de Fredholm de indice cero y N es L-compacta.
Nuestros resultados son una generalizacién de los obtenidos por Mawhin

[55] , el cual considerd el caso en queé N es cuasiacotada, y gene-
ralizan el conocido teorema del punto fijo de Granas. En la segunda
parte de este capitulo se estudia el caso en que Xy Z son espacios
de funciones, obteniéndose en este caso pesultados mds concretos y
Faciles de comprobar en la préactica. Los pesultados obtenidos en es-
te capitulo son de una gran importancia en prelacién con su aplicacidn,
no sdlo a los tipos de problemas considerados en el capitulo siguiente,
sino a otros muchos tipos de problemas los cuales se pueden reducir al
estudio de ecuaciones del tipo Lx = Nx, tales como algunas ecuaciones
en derivadas parciales, ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales
en espacios de Banach, etc. Los resultados de este capitulo junto con
algunos del capitulo siguiente, han sido aceptados para su publicacién
en"Journal of Differential Eqnations"(ver [19])

En el capitulo IV aplicamos los pesultados obtenidos en el capi
tulo anterior al problema de existencia de soluciones periddicas de

ecuaciones diferenciales funcionales con retraso y de tipo neutro.
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Pn la primera parte, estudiamos este tipo de problemas para ecuaciones

del tipo

x(m)(t)+A

m_ix(m_l)(t)+...+A1x'(t)=g(t,x (m—1))

£rer oKy (12)

donde Ai son como antes y

SRR (OLE SN CRIPS I g (R PP )

es continua, T-periddica en t y aplica conjuntos acotados en conjun-
tos acotados. '

Nuestros resultados en este capitulo, constituyen una extensidn
a ecuaciones del tipo (12) de los obtenidos en el capitulo II para ecua
ciones diferenciales ordinarias y una generalizacidén de los obtenidos
?or Fennell [27] , Hale[37]y Mawhin[56] , ya que ellos consideran no
1inealidades cuasiacotadas o asintdticas a cero. También generalizamos
103 resultados de Fucik [281 , ya que 81 considerd el caso escalar y g
ds 1a forma g(t,x(t - h)), h=>0. En la segunda parte de este capitulo
estudiamos la existencia de soluciones peridédicas de ecuaciones dife-

renciales funcionales neutras del tipo

o (b(e,x,)) = £itxy) + altax,) (13)

siendo D : RxC— R%, (t,¥)~> D(t,¥), continua, lineal en ¢y , unifor-
memente no atdmica en cero y uniformemente estable;L : RxC™> Rn,
ft ) = L£lt,y) es continua, y lineal en ¥ y g : RxC™> Rn (t,0) > glt,¥)
es continua y aplica conjuntos acotados en conjuntos acotados. Ademds
suponemos naturalmente que D, Ly gson T- perlodlcas en t.

Estudiamos el caso resonante y el caso no resonante. Los resul-
tados obtenidos aqui son una extensidn a este tipo de ecuaciones de los
obtenidos anteriormente para ecuaciones diferenciales funcionales con

retraso y ecuaciones diferenciales ordinarias. Ademis nuestros resulta-
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dos generalizan los obtenidos por Hale y Mawhin [39] , ya que ellos
consideraron el caso en que g es asintdtica a cero. En este capi-
tulo damos también algunos ejemplo para mostrar las generalizaciones
obtenidas.

En el capitulo V estudiamos la existencia de soluciones pe-
riéddicas para ecuaciones diferenciales funcionales con retraso de

primer orden; concretamente para ecuaciones del tipo

x'(t) = g(t,x(t),xt) (1)

Para este tipo de ecuaciones son por supuesto védlidos los
pesultados obtenidos en el capitulo IV. Sin embargo, el hecho de que
las ecuaciones consideradas sean de primer orden hace que podamos ob-
tener otros resultados en una linea distinta. La diferencia con los
capitulos anteriores estriba fundamentalmente en que se impone a g
una condicidn de tipo geométrico, mediante el producto por la deri-
vada de una cierta funcién V, semejante a las funciones de Liapunov
en teoria de estabilidad. Los resultados de este capitulo extienden
los de Gossez [32 ], el cual ha considerado el caso ordinaria, y gene-
ralizan los de Mawhin y Walter [59] a un tipo més amplio de no linea-
lidades. También suponen una generalizacidn del clidsico método de las
funciones guia introducido por Krasnosels'kii[43] . Las cotas a priori
las deducimos en este caso de inecuaciones diferenciales semejantes
a aquellas que aparecen en el método directo de Liapunov sobre esta-
bilidad en ecuaciones no lineales.

En las notas finales exponemos algunas posibles lineas de
continuacidn de Ta'investigacidn, relacionadas con la extensidn a otro
tipo de ecuaciones, tales como algunas ecuaciones en derivadas par-
ciales de tipo eliptico y ecuaciones diferenciales en espacios de Hil-
bert, asi como otros tipos de problemas de contorno distintos del pro-

blema periddico considerado aqui.
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Capitulo 1
TEORIA DEL GRADO DE COINCIDENCIA

APLICACION A LA RESOLUCION DE ECUACIONES
DE OPERADORES

I.1. Aplicaciones lineales de Fredholm de indice cero y resultados

basicos sobre teoria del grado de coincidencia para aplica-

ciones L-compactas.

Sean X y Z espacios normados reales y L :domLCX=Z,
una aplicacidn lineal.

Definictdén I.1. Diremos que L es una aplicacidn (lineal) de
Fredholm de indice cero si se cumplen las dos siguientes condiciones

i) Im L es cerrado en Z.

ii) dim ker L = codim Im L< + 0.
Entendemos que ker L e Im L son el nficleo y la imagen de L respec-
tivamente, y que codim Im L = dim (Z/Im L).
' De la anterior definiciédn y de resultados bisicos de andlisis

funcional (ver[ 61 ), se sigue que existen proyecciones continuas

P:X>X,Q:27>2

tales que Im P = ker L, Im L = ker Q. Ademds, X = ker L®ker P,
7 = Im L®Im Q, como sumas directas topolégicas. Si LP es la restric-
cién de L a dom LNker P, entonces L, : dom LNker P > Im L es
biyectiva. Sea KP . Im L = dom LNker P su inversa. Entonces
KPL(x)=x - Px, Yx € dom L, LKP(z) =z, YzE€Em L.

Notaremos por KP,Q . 7 —>dom LNker P tal que KP,Q: KP(I - Q).
KP,Q es llamada la inversa generalizada de L.

Sea Y un espacio métricoy N : Y- Z una aplicacidn (no nece-

sariamente lineal).
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Definicidn I.2. Diremos que N es L-compacta en Y si las

aplicaciones QN : Y™ Z, K : Y—X son compactas, es decir, con-

P,QN
tinuas y tales que para todo subconjunto acotado A de Y , QN(A) v
KP,QN(A) son relativamente compactos.
Se puede ver en[31] que esta definicidn no depende,por supues-

to, ni de P ni de Q.

En el caso en que § sea un abierto acotado de X tal que
dom LNQ #¢ y N .0 > 2 ( 0 es la clausura de Q en X), entonces, N
es L-compacta en Q siy solo si QN 18> 2, KP,QN i@ - X son con-
tinuas y QN(Q), KP,QN(Q) son relativamente compactos.

Ejemplos.
1.- Si Xy Z don ambos de la misma dimensidn finita y L = 0, entonces
0 : X > Z es una aplicacién de Fredholm de indice cero. Tomando P = I
(identidad en X) y Q = I (identidad en 2Z), entonces trivialmente P
y Q son proyecciones continuas tales que Im P = ker L, Im L = ker Q
y KI,I = 0. En este caso, N es O-compacta en Q si y solamente si N
es continua en @ .
2.-81 X=7ZyL=1I:X> X, entonces I es una aplicacién de Fredholm
de indice cero. Tomando P = Q = 0 en X, P y Q son proyecciones conti-

nuas verificando que Im P = ker I, ImI = ker Q y K = I. Ademis,

N es I-compacta en Qsi y solamente si N es compactg,gn Q.

Sean L y @ como antes. Vamos a notar por CL(Q) el conjunto
de aplicaciones F : dom LNQ = 2Z 1las cuales son de la forma
F=L-N, con N T/ ,L-compacta en Q y las cuales satisfacen la
condicidn 0 & F(domLN3Q). ( 32 es la frontera de Q ). Bajo estas con

diciones se puede definir (ver[58] ) una aplicacién

DL(', Q) : CL(Q) >Z,F —>DL(F,Q)

(Z es el conjunto de los niimeros enteros) no idénticamente cero y que

satisface los siguientes axiomas:
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1) Axtoma de aditividad., Si 9 v 9, son dos subconjuntos abier

tos 4y disjuntos de Q tales que
0 & F(dom L 05\(91 U 5‘22)), entonces

DL(F,Q) = DL(F,Q 1) + DL(P,Q 2)

2) Axioma de invarianza por homotovia. Si F:(dom LN R )x [0, > 2

es de la forma F(x,A) = Lx - N(x,A), con N: @ x[0,1] *Z L-compacta
en 8 x[0,1] ysi 0€F((dom L N 32 )x[0,1]), entonces la aplicacién
de [0,1] en Z tal que A —’DL( F(+,)),0 ) es constante.

En este caso, el nlimero entero DL(F,Q) se llama el grado topo-
légico de F en Q relativo a L.

Una propiedad importantisima del grado topolésico viene dada por
la siguiente proposicidn, la cual se puede ver en [58].

Proposieién I.1. Si FECL(Q) y DL(F,Q) # 0, entonces la ecua-

cidn

Lx = Nx (1.1)

tiene al menos una solucidén en dom L N Q.
Demostracidn. Si 0 & F(dom LN Q), entonces 0 & F(dom LN Q),
pues FECL(Q), y asi, por el axioma 1), tomando @, = 2, = ¢, tendre-

1 2
mos

DL(F,Q) =2 DL(P,¢)

’ Ahora bién, usando nuevamente el axioma 1), con 91 =Q, 92 =¢ ,
entonces DL(F,¢) = 0, con lo cual DL(F,Q) = 0, lo cual es una con-
tradiccidn. _

Hay diferentes formas de construir una teoria del grado satis-
faciendo los axiomas 1) y 2). Vamos a indicar una de ellas que es inte-

resante porque aparecen conceptos que vamos a necesitar después.
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Grado de Brouwer.

Sean X y Z de la misma dimensidn finita y tomemos unas orientaciones
fijas en ellos. Como vimos en el ejemplo 1, CO(Q) es el conjunto de a-
plicaciones F i@ — 2, continuas y tales que 0 & F(3Q ). Si suponemos
que F es de clase Ci(Q) y que F'(x) es un isomorfismo de X en 2
para todo x € @ tal que Fx = 0, se sigue por el teorema de la funcidn
inversa que los ceros de F son aislados. Por tanto, por ser F_l{O}

compacto, F_l{O} es un subconjunto finito de Q . Podemos pues definir

DO(F,Q) = Z—l sign det F'(x)
x€r {0}

donde sign det F'(x) es +1 si det F'(x) es positivoy -1 si
det F'(x) es negativo (det F'(x) es el determinante de la matriz que
representa a la aplicacidén lineal F'(x) respecto de unas bases en X
v Z compatibles con las orientaciones tomadas).

Utilizando el lema de Sard (ver[21]) y el teorema de aproxi-
macidn de Weirstrass (ver[25] ), podemos aproximar, de manera unifor-
me en 57, cualquier funcidn FfECO(Q) por funciones Fn ;o Z,

del tipo anterior. Se puede ver =n[76] que existe el lim DO(Fn’Q)

n—>+oo
y que este limite es independiente de la sucesidn tomada. Por tanto,

podemos definir

DO(F,Q) = 1lim DO(Fn,Q)

n—) + o0
para toda funcidn P‘ECO(Q). DO(F,Q) se llama generalmente grado da
Brouwer de F en £ y 0 y se nota también por dB(F,Q,O).

Si dim X = dim Z = 0, entonces definimos

dB(I, {0},0) = 1
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Grado de Leray-Schauder.

Sea ahora X = Z un espacio normado real arbitrarioy L = I.
Entonces, tal como vimos en el ejemplo 2, CI(Q) es el conjunto de a-
plicaciones de la forma F =1 - N, con N :§ = X, compacta en §

y tales que 0 & (I - N)(3Q).

Tal como se puede ver en [76]. se puede encontrar una sucesidn
de aplicaciones continuas Nn 10 > X, n€WN, tales que (Nn) tiende a N
uniformemente @an Q y para cada nEN, la imagen de Nn estd conteni-
da en un subespacio de X de dimensidn finita. Cemo 0 & (I - N)(3Q ),

0 & (I - Nn)(aﬂ ) para n suficientemente grande, y asi, utilizando el
grado de Brouwer, podemos ‘definir dB(Fn, an Xn,O), donde X es un
subespacio de dimensidn finita de X cal que Im (Nn) CXn v Fn es la
restriccién a QN X, de T - N . Se puede ver en 76 1 que existe el

lim dB(Fn, Slan,O) y que este limite es independiente de la suce-
T~ +eco
sidn (Nn) tomada. Podemos pues definir para cada FE CI(Q),

= 1 N
DI(F,Q) 1lim dB(Fn,Q Xn,O)

n> + *
DI(F,Q) se llama generalmente grado de Leray-Schauder de F enQy Oy
se nota por dLS(I - N, 2,0).
Se puede demostrar facilmente que si X es de dimensidn finita,
entonces CO(Q) = CI(Q) y para toda FE€ CO(Q), DI(F,Q) = DO(P,Q).

Grado de coincidencia.

Vamos a considerar ahora el caso en que FECL(Q), siendo L
una aplicacidn de Fredholm de indice cero.Con las notaciones expuestas
al comienzo del capitulo, tenemos el siguiente resultado ([31] ).

Proposicidn I.2. Sea x€dom L N Q. Entonces, x es una solucién

de la ecuacidn (1.1) si y solamente si

- 1.2
x = Px + JQNx + KP,QNX ( )

donde J es cualquier isomorfismo entre Im Q y ker L.
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Demostracidn. Supongamos que x es una solucidn de (1.1). Enton
ces QNx = 0 y asi JQNx = 0. Por tanto, Lx = (I - QNx vy asi

KPLx

JQNx

KP(I - Q)Nx. O sea x - Px = KP QNx, lo cual, juntamente con
E]

0, nos dard (1.2).

Reciprogamente, si x es una solucifn de (1.2), entonces

Lx = LPx + LIQNx + LK,(T - Q)Nx. O sea, Lx = (I - Q)Nx. Ahora bién,

aplicando P a ambos miembros de (1.2), tendremos QNx =0 y asi
Lx = Nx. .

La importancia de la anterior proposicién se pone de manifies-
to en la siguiente observacidn : El conjunto de puntos de coincidencia
de LyN en Q , es decir, el conjunto de puntos x&dom LN atales
que Lx = Nx, es igual al conjunto de puntos fijos del operador
M:Q - X, definido por M= P + JQN + L

L-compacta en @ y P ‘tiene una imagen de dimensién finita, M es com-

N. Ahora bién, como N es

pacta en  y como ademds 0 & (L - N)(dom L N 3Q ), entonces
0 ¢ (T - M)(3Q ). Asi pues, I - MGCI(Q) y por lo tanto podemos defi-
nir dLS(I - M,Q ,0).

Se puede demostrar facilmente que dLS(I - M,Q ,0) no depende

de P nide Q. Ademds, si J' : Im Q- ker L es cualquier otro iso-

morfismo y M' : Q> X estd definida.por M ' = P + J'QN + KP QN,
2

entonces 3

. -1
dLS(I - M';Q ,0) = sign det (J'J )dLS(I - M,2 ,0)

Por lo tanto, si fijamos orientaciones en ker L e 'Im Q y cogemos sdlo

aquellos isomorfismos J que conserven las orientaciones tomadas,

dLS(I - M, 2,0) estd determinado de forma finica por L,N yQ . Tenien-

do en cuenta esto, Mawhin[53] define el grado de coincidencia de L y N
~en £ , que se nota por DL[ (L,N),2 ] , de la siguiente forma

.

DL[ (L,N),Q 1= D (F,0) = d (I - M, 90,0)

LS
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Trivialmente, si L = 0, entonces DO [ (O,N) @] = dB(N, Q,0)
y si L = I, entonces DI[ (I,M),0] = g (I - N,0 ,0). Esto muestra
la compatibilidad existente entre las tres definiciones hechas de gra-
do topoldgico. Es fécil ver, a partir de las correspondientes propie-
dades del grado de Brouwer, que la aplicacidn DL( *, Q) satisface los
axiomas 1) y 2) antes mencionados ( ver[31]).

Vamos a exponer a continuacidén algunas de las propiedades basi
.cas sobre DL(F,Q )y DO(F,Q ). Las demostraciones se pueden encontrar
enf31] y[58] .

Propogicién I.53. Sea F = L - NEC (), con N(R)CZ,, siendo
Zlun subesnacio vectorial de Z de dimensién finita tal que

Z = Im Lgiﬁl, algebraicamente. Entonces, si N es la restriccidn

ker L
de N aker LN Q , se tiene que Neer LE CO( Q@ Nker L) y
| =1 N oo ) r
DL(F,Q) DO(Nker L> & Nker L) dg(N . 12 N ker L,0)

Teorema de Borsuk. Si FECL(Q) con 9 simétrico respecto de
cero (es decir, si x€ Q, entonces -x€ Q), 0E @ y F(-x) = -F(x) pa
"ra todo x€dom L M 3R, entonces DL(F,Q) es un nimero impar (y por
lo tanto distinto de cero).

Teorema de Krasmosels’ kii. Sea V : R®= R de clase C- tal que:

i) lim V(x) = +° (I°1 es una norma cualquiera en RV).
l X |4

ii) Existe r*1> 7 tal que V'(x) = grad V(x) # 0 para todo x
tal que [ |>r'1.

Entonces, si r>r1, se tiene que

D, (grad V,B(r)) #0

donde B(r) es la bolaabierta en R" de centro cero y radio r.
NOTA.- El1 teorema a'fqter-ior‘ es trivialmente cierto si i) se

sustituye por 1lim V(x) = - o0
x|l > o0
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Teorema de Poincaré—Bohl. Sea Q un abierto acotado de R" y

F:q~ Rn, G : 9= R" dos aplicaciones continuas tales que para todo
%€ 3Q , el segmento que une F(x) y G(x), (es decir, el conjunto de
puntos de R” de la forma (1 -A)F(x) + AG(x),x €[0,1] ), no contimne al

origen. Entonces
Dy(F,2) = Dy(G,Q).
La proposicidén y los teoremas anteriores, junto con la propie-
dad de invarianza por homotopia, permiten demostrar que el grado de un

gran niimero de aplicaciones es distinto de cero.

I.2. Teoremas de existencia del tipo de Leray-Schauder para ciertas

ecuaciones no lineales en espacios normados.

Vamos a terminar este capitulo con dos teoremas de existencia
del tipo Leray-Schauder para ecuaciones de operadores en espacios
normados de la forma (1.1). Ambos se pueden ver en[58 |.

Teorema I.4.Sea  un abierto acotado de X, L -9 = HGCL(Q)_ y
F=L-N con N :2 > Z, L-compacta en f tal que

i) AFx + (1 -A)Hx # 0 para todo (x,A)€(dom L MN3Q )x lo,af .

ii) p [ (r,0),2] # 0.

Rntonces, la ecuacidn (1.1) tiene al menos una solucidn en
dom L NG .

Demostracidn. Si existe algin xSdom L N3Qtal que Lx = Nx,
el teorema es obvio. Si no es asi, definamos la aplicacidn
v 2 x [0,1]1 #2, (x,1) > ANx + (1-1)% x. Como N y & son L-compactas
en 0 s NV es L-compacta en Q x {0,1]1. Sea 1a aplicacidn
F: (domL.NEQ)x [0,1] > 2 , (x,A) > Lx - ¥(x,1); entonces. por la hi-
pdtesis i), 0 € F ((dom L N39x[0,1] ) y por la propiedad de invarianza

por homotopia, tendremos que

D¢ F(e,1),9) = DL(F(',O),Q ).
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Es decir, DL[ (L,N),q] = DL[ (L,¢).0 i # 0, por ii). Por lo tanto, por

la proposicidn I.1, existe al menos una solucidn de Lx = Nx en dom LN Q.

El siguiente teorema es de un especial interés, porque en &1
aparece el grado de Brouwer. Se obtiene combinando el teorema anterior
con la proposicidn I.3.

Teorema I.5. Sea F = L - N, con N L-compacta en Q » YV supon-
gamos que se cumplen las siguientes condiciones :

i) Lx #A Nx para todo (x,A) € (dom LN32 )x Jo,1[ .

ii) QNx # 0 para todo x€ker L N 3Q

iii) DO(QNker L’ QNker L) # 0

Entonces, la ecuacidn (1.1) tiene al menos una solucidn en
domLNSK .

Demostracidn. Si existe algin x€dom L N3Qtal que Lx = Nx, el
teorema es obvio. Si no es asi, tomemos ¢ = QN en el teorema anterior.
Trivialmente ¢ es L-compacta en Q y si Lx =% x, entonces, QNx = 0. Por
tanto Lx = 0 y asi xE€ker L. Luego por ii) del teorema I.5., x &R
y por tanto, L -¢ ECL( ). Por otra parte, si L - ¢ = H,

A Fx + (1 -A)Hx = A(Lx - Nx) + (L -A)(Lx - QNx) = Lx - ANx - (1 -A)QNx.

Asi pues, si existe (x,2)E (dom LN3A)x ]0,1[ tal que AFx + (1 -A)Hx = 0,

tendremos
L x = ANx+ (1 -A)QNx

Ahora, aplicando Q a ambos miembros de la anterior igualdad, se tendri
QNx = 0. Luego Lx = ANx, lo cual contradice i) del teorema I.S.

Por otra parte, teniendo en cuenta la proposicidn I.3, con
21 = Im Q, tendremos

| DL(H, Q) =l Dy [(n,on), el =1 Dy QN . QNker L)1 £ 0

L’
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por iii) del teorema I.5.
Asi pues, se cumplen todas las hipdtesis del teorema I.4. y

por tanto se tiene la conclusidn del teorema I.S.

Los teoremas I.4 y I.5 son muy generales, pero precisamente es-
ta generalidad les confiere algunas limitaciones para llevarlos a la prdc-
tica. Observemos, por ejemplo, la hipdtesis i) del teorema I.4%. Una for-
ma cldsica de resolver esta cuestidn es hallar una cota apriori para las

soluciones de la familia de ecuaciones
A Fx + (1 -2)Hx = 0, A € Jo,1[

Es decir, si demostramos que existe r) >0 tal que |xk<r1para toda so-
lucidn x de la ecuacidn anterior, entonces Q = Bx(rl), cumple i) del
teorema I.4. Al aplicar estos teoremas en los capitulos siguientes, la
obtencidn de cotas a priori se hard utilizando diferentes métodos adap-
tados a la teoria de las ecuaciones que se tratan. Ahora bién, la ob-
tencidn de cotas a priori no es una cuestién fdcil. Esto depende de

ker I, y de la clase de no linealidad debida a N.

La hipbtesis ii) se estudiard combinando la propiedad de homotopia del
grado con las propiedades aqui expuestas (teoremas de Poincaré-Bohl,

Borsuk y Krasnosels'kii).

28



Capitulo 11

EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS DE
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS NO
LINEALES VECTORIALES DE ORDEN SUPERIOR
EN RESONANCIA

II.1. Resultados previos sobre operadores diferenciales L con coe-

ficientes constantes y L-compacidad de algunos operadores no

lineales.

Sean g : Rx(RM)" ->Rr", (t,xl,...,xm) *'g(t,xl,...,xm) vy
£:R=>RY, t = £(t)
funciones continuas y T-periddicas (T> 0) respecto de t, es decir,
n\m
g(t + T,xl,...,xm) = g(t,xl,...,xm) para todo (t,xl,...xm)e Rx(R) vy
f(t + T) = f(t), para todo t€ R.
Vamos a estudiar la existencia de soluciones T-periddicas de

la ecuacidn diferencial ordinaria

x(m) + A x(m—1)

(m-1)
m-1 X

+...+A1x' = g(t,Xy0n., ) + £(t), m=>1, (2.1)

donde Ai’ i=1,...,m-1, son matrices reales constantes de orden nxn.
Notaremos por Z el espacio de Banach de aplicaciones

n . ca s
z : R> R, las cuales son continuas y T-periddicas con la norma

i z“ozméx I z(£) | = max | z(¢) | , 2€Z
t€ R t€[0,T]

- n
donde Ixl = max |xi| para X = (xl,...,xn)ffR .
1< i<n

Por X notamos al espacio de Banach de aplicaciones x :R-> R"

las cuales son continuas y T-periddicas junto con sus primeras m - 1
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derivadas, con la norma

(1) .
= ma s o< i m-
I =l l max { Ix “0 : 0<<i<m-1 }

donde x(l) es la i-ésima derivada de x€ X.

Consideremos el operador diferencial con coeficientes constan-
tes L : dom LC X > Z definido por
(m)

Lx = x + A x(mnl)

]
_ +...+A1x donde

dom L ={xXE€X : x es de clase Cm}

.Proposicién II.1. Supongamos que se cumple la hipdtesis:

1) La ecuacidn

det(AmIn L

o1 TeeethA) =0 (2.2)

(Irl es la matriz identidad de orden n), no tiene raices de la forma
2 .
A =-J£Ej; , con k un entero no nulo.
T
Entonces, L es una aplicacidén de Fredholm de indice cero.

Demostracién. Al ser L un operador lineal con coeficientes

constantes, ker L es no trivial si y sblo si la ecuacién (2.2) tiene
2k w 1

T .

En este caso, ker L estd formado por los elementos dé dom L que se

. .

obtienen tomando las partes real e imaginaria de las aplicaciones com-

raices de la forma A= , con k un nimero entero ([Buy ] ).

plejas

2k mi

tER 2> e T c

.

donde ‘¢ es un vector formado por las primeras n componentes del
2k 7 i

vector propio correspondiente al valor propio - de la matriz
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donde 0n es la matriz cuadrada nula de orden n .

En nuestro caso, sdlo tenemos una raiz de este tipo con k = 0

y por tanto ker L ={ x€dom L : X es una aplicacidn constante }.

8i identificamos una aplicacidn constante x : R—> Rn, con el elemento

de R" dado por su valor constante, entonces ker L = R y

dim ker L = n.

Para ver quién-es Im L, necesitamos el operador adjunto L de

L definido por

r o= u(m) - u(mhl)A oot (—1)m_1u'A

m-1 1
donde u : R~ (Rn)‘ es T-periddica y tiene m derivadas continuas.

\( '(Rn)"t es el espacio vectorial de vectores fila reales de dimensidn n).
Como ker L = Rn, ker L‘ = (Rn)‘ y entonces, por el teorema de la al-
ternativa de Fredholm(ver|34] ).

T
ImnL ={z€27 : Jz(t)dt:O}
0
Im L es cerrado en Z. En efecto, si z€Im L, entonces existe una suce-
sidn (Zn)’ anIm L, tal que zn" 2z en Z; es decir, zn(t)" z(t) de
manera Pnifome en [0,7]. Como zn€ Im L, tendremos que

T T
J zn(t) dt = 0, para todo n€N, y por tanto J z(t) dt
0 0

n
o

Luego z€Im L. Ahora bi&n, para todo z€3Z, se tiene =z = z, + 2., donde

1 2°
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1 (T 1 (T
z, = -TJ z(t) dt ZQ:T—J z(t) dt .

T
Como j zl(‘c) dt = 0, 216 ImL y ZQGRH. Ademds, Im LN R" = {0} y
0

por tanto Z = Im L®R" algébraicamente. Asi pues, codim Im L = n, y
teniendo en cuenta la definicidén I.1., L es una aplicacidén de Fredholm
de indice cero.

El hecho de que ker L esté formado por las aplicaciones cons-
tantes, nos permite obtener proyecciones P y Q asociadas a L muy
simples y adecuadas para los problemas que trataremos a continuacidn.

En efecto, si definimos los operadores

P: X X, x> Px :-% JTx(t) dt , Q: 2> 2, 2= Qz =% JT z(t) dt
0 0
entonces tendremos que ambos son proyecciones continuas verificando
ImnP=ker L, ImnL =ker Qy X = ker L®ker P, Z = Im L®Im Q, como
sumas directas topoldgicas. ‘

Tal como vimos al comienzo del capitulo I, la aplicacién LP’
restriccidn de L a dom LMker P, es biyectiva sobre Im L. Ademds, su
inversa Kp es continua (ver[3%4] ). La forma que tiene el operador L
y las normas consideradas en X y Z nos permiten demostrar la siguien-

te proposicidn.

Proposieién II. 2. K, es compacta.
Demostracidn.Sea B un subconj’unto cualquiera acotado de
Im L. Existe pues M1> 0 tal que ||z||0< M, para todo z€B. Entonces,

como K_ es lineal y continua, existe M2>0, tal que "sz" n <M

P -1 2
para todo z€B. Como LKP =1, (LKP)(z) = z para todo z€B. Es decir,
(KPZ)(m) + Am_l(KPz)(m_l) + ...+ Al(KPz)' = z para todo z&B

m-1
Esto implica que "(KPZ)(m)“0< M, iZ—1| Al.i +M o,y asi, el conjunto
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{(sz)' : z€B } es acotado en X. Por tanto, por el teorema de As-
coli-Arzeld, KP(B) es relativamente compacto en X, y entonces, Ky
es una aplicacidn compacta.

Consideremos ahora la aplicacién
N i X >z, (W08) = gle,x(0),... 8" D)) + £(1)

Propogieién II.3. Si Qes un subconjunto cualquiera abierto y

acotado de X con dom LNQ# ¢ , entonces N es L-compacta en § .

Demostracidn.Basta demostrar que N es continua y que N(R) es
acotado. En efecto, si esto es cierto, al ser Q : 2 = % lineal, conti-
nua y con imagen de dimensidn finita, Q es una aplicacidn compacta, y
por tanto, teniendo en cuenta la proposicidn anterior QN : Q> Z,

y KP,QN ) - X serdn compactas.

Ver que N es continua es trivial a partir de la continuidad
de f y g. Para ver que N(Q) es acotado, sea x € fcualquiera. Enton-
ces, con}oa.es acotado en X, existiri k1> tal quel xl m'—1< k-

0 sea, |x(l)(t)| < kl’ 0<is<m-1, t€ [0,1 . Como f y g son conti-
nuas y definidas entre espacios de dimensién finita, aplican conjuntos

acotados en conjuntos acotados, y asi, existe k2>0tal que
Lo = 1 gle,x(e),. . 8" 0) + 801 < k. Es decir,
I nxli Og k2 para todo x€Q .

Asi pues, el problema de existencia de soluciones T-periddicas de la
ecuacidn (2.1) es equivalente a resolver la ecuacién de operadores

Lx = Nx, donde L y N estdn definidas como antes. Al ser L una apli-
cacién de Fredholm de findice cero y N L-compacta en subconjuntos a-
cotados de X, podemos aplicar la teoria desarrollada en el capitulo

anterior.
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1, IT.2. Algunos teoremas y consecuencias sobre la existencia de solu-

ciones periddicas.

Teorema II.4.Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:
i) ker L = { x€dom L : x es una aplicacidn constante }.
ii) Existen a€R", ai> 0, i =1,...,my una aplicacidn con-

tinua B: R >R, t —(t), tal que

m
|g(t,x1,...,xm)|<<a,g(t,x1,...,xm)> + .Zai ! Xil + g(t)
. i=1

para todo (t,xl, . ,xm) €Rx(RMH",
(<, > indica el producto escalar ordinario en R™Y).

iii) Existe una aplicacidn continua ¢: X —*Z, aplicando conjun-
tos acotados en conjuntos acotados, a;._? 0, i=1,...,my, ¥y
una aplicacidn continua y : R >R, t = y(t), tal que

m
I (ax) (1) IS <a,(8x)(£)> + ) a + y(t)

(i-1)
PN llo
para todo x€X, tE€R.
iv) Existe r>0, tal que para todo X = (X,,...,x_ ) €dom L, con
1 n

min | xj(t)|> r, para algfin j, 1< j< n, se tiene
t

T T (m-1)
<J ((bx)(t)dt,J (gt,x(t),...,x " (t)+E(LNNAS> = 0,
0 0

‘ donde ambas integrales no son simultdneamente nulas.
i v) L -¢ = HECL(BX(S)) y DL[ (L,@),Bx(s)] # 0 , para todo

s>r.(Bx(s) es la bola abierta en X de centro cero y radio s).

al Entonces, existe uo>0, tal que si a= méx{ai, ai,’i=1,...,m} < ags

la ecuacidn (2.1) tiene al menos una solucién T-periddica.
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Demostracidén. Vamos a aplicar el teorema I.4., con F=L-N
y H=1L-¢ . Basta demostrar la hipétesis i) de dicho teorema, pues
v) del teorema II.4. es ii) del teorema I.4. Para ello es suficiente

que las posibles soluciones de la familia de ecuaciones
AFx + (1 ~MHx = Lx -ANx - (1 -A)¢ x = 0, A€ Jo,1[

estén acotadas a priori. Esto es equivalente a demostrar que las posi-

bles soluciones T-periddicas de la familia de ecuaciones

x(m—1)

X A = gtk M) wa £ ¢ (1 - 0GR, (2.3)

parar€ ]0,1[ , estdn acotadas en X.
Sea x(t) una solucidn T-peribddica de (2.3). Definimos
b: R R, £ *Agt,x(6), ... x ™ () AE(0)+(1 )03 (1),
Como x(t) es T-periddica, Qb = 0, y por tanto, la ecuacidn

(m)

y +A 1y(m—l )+

...+A1y' = b(t) (2.4)

tiene soluciones T-periddicas. Ademds, si y(t) es una solucidn T-pe-
riddica de (2.4), entonces L(x - y) = 0, y por tanto x - y €ker L;
es decir, x(l)(t) = y(l)(t) para t €R, 1<i<m, v

La ecuacidn (2.4) es equivalente a

Y' = AY + B(t) (2.5)
(m-1)
donde y=y1, y' = Vgseees ¥ Sl A
0
yl 0n In On on B
Yo e BlO)y
Y = A= On 0 «....0 In 0
; n \b(t)
m 0n ~A1 Ceesee _Am—l
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Como la ecuacidn (2.5) es lineal, cualquier solucidn T-perid-

dica, Y(t), de (2.5) es de la forma

t
-1
Y(t) = ¥y, + v(t) J vy “(s)B(s) ds
0
donde W(t) es la matriz solucidn principal en t = 0 de Y' =AY e

Yo satisface la ecuacidn EY0 =C,donde E=1- y(t) y

T -1
C = J y(T)y ~(s)B(s) ds
0
E viene representado por una matriz nmxnm y por lo tanto define una
aplicacidn lineal y continua E : R™ > R™, Sea E* una aplicacidn
) ¢
lineal, inversa a la derecha de E, o sea, BE* = I. Tomemos Yo = E C.

Entonces, EYO = C y por lo tanto

-1 v
w1y v 1($)B(s)ds + ¥(t) J v ()8(s)ds

T
Y(t) = \l’(t)E’QJ
0

0
es una solucidn T-periddica de (2.5).
X
Ahora bidn, teniendo en cuenta que ¥(t) y E son continuas,
existird kg > 0y independiente de B(t) (y por lo tanto, indepen-
diente de x(t) y de A ) tal que
T

max |Y(’c)|<k1 f

T
I B(s)| ds = ky J I b(s)lds
t€ [0,T] .

0 o]

Ahora bién, teniendo en cuenta 1la definicidn de b(t), y las hipdte-

sis 1ii) y 1ii), tendremos

T .
mix | v(o)l< klj I Ag(s,x(s),...,x(m-l)(s)) + Af(s) + (1-2)ex)(s)l ds
t€ [o,T] 0 :

1 T (m-1) T
<k1 AI I £(s)ldas +AJ | g(s,x(s),...,x "~ (sNI ds +(1-)\)J I @x)(s) ds
0 0 0
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T T (m-1) & i
<k1 AJ | £(s)l ds +)\J (<a,gls,x(8),...,x' ™ .(s))>+zai| x(l_l)(S)l)ds
0 0 i=1

T

T m .
+)\J g(s)ds + (1—)\)1 (<a,@x)(s)> + Za'i'llx(l'l)llo + y(s)) ds
] 0 i=1

T
<K, J <as g(s,x(8), .. ,x™(8)) + (1 D Gx)(8)> ds
0

+ 2ma T leIlm_1 + k, ,

donde k2> 0, es tal que
T

T T
k> A TE(s)lds +a | B(s) ds + (1 -1) [ y(s) ds ,a€]o,1f
2 0 0 .0

Ahora bi&n, integrando ambos miembros de (2.3) entre 0 y T, se tiene

T (m-1) T
J (Ag(s,x(8),...,x (s)) + (1 —A)(éx)(s))ds:-xj £(s) ds
0 0

y por tanto,

T
mix | ()< ky < a,—AI f(s)ds> + 2mag Thx 1 me1 * K
t€ [o0,T] 0

<k, +k,2maT Ixl , donde k es una constante tal
3 1 m-1 3

que
T
ky >k <a, -AJO £(s)ds > + k ky,2 e]o,1[
Si k = max {ka, k12mT } ., entonces

max LY ()< x + kall x |

t € [0,T] m-1

Como Y(t) = col (yl(t),...,ym(t)), tendremos que
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(i-1) . -
||yillo=||y ||o<k+ka||x||m_1,1-—1,...,m

(1) (i)

Como x = y' =7, para 1< i< m, se tiene

n

I < kot kal x|y, i= 2,0000m (2.6)

1]

Ademds, para cada solucidn T-periddica x(t) (xl(t),...,xn-(t)) de
(2.3) existen niimeros tje [0,T] con | xj(tj)|<r, j =1,...,0. En
efecto, si no fuese asi, entonces para algin Jj, 1< Jj<n, se ten-
dria que | xj.(t)l)r para todo t € [0,T] . Por tante, min | xj(t)|>r.

Entonces, integrando (2.3) entre 0 y T, se tiene

T (m-1) ‘ T
AJ (£(£) + glet,x(t),...,x% (£))dt = -(1 -A)I (ex)(t) at .
0 0
Si representamos esta ecuacidn por Av = - (1 -A)w, entonces
1 -2

<v,w>= —-<——~5‘———— w,w > <0 . Por la hipdtesis iv), <v,w>>0;
luego <w,w >=0 yasi w=v =0, lo cual es una contradiccidn.
Asi pues, si x(t) = (xl(t),...,xn(t)) es una solucidn
T-periddica de (2.3), para cada j, 1< i< n, existe tjE [0,T] tal que
I x.(t.3 <p. Como
13

t
x.(t) = x.(t.) + J
] J 3]

xé(s) ds , t€[0,T] , obtenemos
t.
J T
de (2.6), con i = 2 que ixj(t) I<r +j | x:'].(s)l ds . Es decir,
0

| xj(t) I € v+ kT + kTall xi n para todo t€ [0,T],

-1

y para todo j con 1< §< n. Por lo tanto,

Ikl < r+ kT + kTel xl .
0 : m-1

Pero por {(2.6), | x(l_l)u 0 S kot ko llxl met> 1 = 2,...,m. Luego si
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ko = méx {k, » + kT }, Ixl i <k0 +a koll x| met® Asi, siq . es un

0
- . -1
nimero positivo cualquiera tal que ay <k0 Vv as< o o> tendremos
k
Il <—2 -y
m

-1 1 -a k0

Es decir, las posibles soluciones T-periddicas de (2.3) estdn acotadas
a priori en X por r,.
Tomando Q = BX(P2), r2> max { r,ri} , Se cumplirdn todas las

hipétesis del teorema I.4. y la demostracién estd acabada.

NOTAS.
1.- La relacidn que existe entre la hipdtesis ii) y las condiciones
impuestas sobre las componentes de g queda de manifiesto en esta nota.
La hipdtesis ii) se satisface si existen aje R,a ij> 0,
j=1,...,n, 1 = 1,...,m y una funcidn continua B:R = R tal que
m
| gj(t,xl,...,xm) I < ajgj(t,xl,...,xm) +§:a i3 | xi| +B8(t); 5 =1,...,n
i=1
para todo (t,xl, - ,xm) €Rrx(RM™.
En efecto, bastaria sumar en j, 1S §Sn, y tener en cuenta que
todas las normas en R" son equivalentes.
Observemos que si aj =1y gj(t,xi,...,xm) es no negativa,
la anterior desigualdad no supone ninguna restriccidn para g..
2.- La hipdtesis iv) es mids general que la siguiente : Existe > 0,

tal que para todo xE€dom L, con min | x(t) | 2 r, se tiene
t

T T (m=1) . -
<| Cex)(t) at, | (glt,x(t),...,x (t)) + £(¢)) at >=0.
0 0

donde ambas integrales no son simultdneamente nulas. N

Esto es trivial, pues si para algin j, 15 3<n, minl x.(t) | =
t

3
entonces min ! x(t) [ = .
t
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3.- Se podrian obtener resultados similares suponiendo que g satis-

1
face las condiciones de Caratheodory ([34] ) y tomando 2 = L ([0,7 ,R%).

Como iremos viendo en lo que sigue, el teorema II.4. unifica
y generaliza muchos resultados debidos a diversos autores.
‘ El siguiente teorema nos permite reducir el estudio de la
hipdtesis v) del teorema II.4. al estudio de otra hipdtesis donde apa-
rece el grado de Brouwer, mds fdcil de calcular en la practica. Es-
te teorema se puede demostrar utilizando el mismo método de demostra-
cidn que el teorema anterior pero aplicando el teorema I.5. (ver[15] ).
Aqui vamos a obtenerlo del teorema anterior.

Teorema II.5.Supongamos que se cumplen las siguientes hipdtesis:

a) ker L ={x€dom L, : x es una aplicacidn constante }.
b) Existen aGRn, ai> 0, i=1,...,m, y una aplicacién conti-

nua B:R >R, tal que

m
|g(t,x1,...,xm)|< <a,g(t,x1,...,xm)> +i=Z1ai I xiI +B (t)

para todo (t,xl,...,xm)ERx(Rn)m.
c) Existe r>0, tal que, para todo x = (xl,...,xn)edom L, con

min | xj(t)I Zr, para algin j, 1<j<n, se tiene
t

T
I (g(t,x(t),...,x(m'“(t)) + £(t)) dt # 0
0 .

d) El1 grado de Brouwer dB( d’ker L’BX(S)n ker L,0) # 0 , para
todo s r, donde ¢

ker L estd defln.lda por
n n 1 T
d’ker LR PR, ¢ "TJ (g(s,c,0,...,0) + f(s)) ds
Entonces, existe ‘ao> 0, tal que si o= mix {ai, i=1,...,ms a5

la ecuacidn (2.1) tiene al menos una solucién T-periddica.
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Demostracidn. Tomemos en el teorema II.4., la aplicacidn

1 (T (m-1) ,
¢ : X >Z, donde (&x)(t) = TJ (g(s,x(8),...,x (s + £(s)) ds

0

Entonces, trivialmente, y debido a la continuidad de gy £, es con-
tinua y aplica conjuntos acotados en conjuntos acotados.Ademis

T T
I @)l <L J lgs,x(s),y..,x™ sy las + f I £(s) lds

0 0

T T m .
<%" I <a,g(s,x(s),...,x(m_l)(s))> ds + %I > o Ll ()1 ds. +
0 o} i=1 1
1 (T 1 TI |
St joB(s) ds + T Jo f(s) ds

T m .
<i <a,g(s,'x(s),...,x(m_i)(s)) + £(s)>ds + ol e +
T Jo i=1 t 0

T
+ % I (B(s) + eyl - <a,f(s) >) ds =
0

m .
<a, (#x)(t) > + Z o i x(l_l)uo + Y , donde
i=1

T
1 J (B(s) + | £(s)! - <a,f(s) >) ds
0

<
1}

T

Asi pues, se verifica la condicidn iii) del teorema IT.4, con al. = ai .
i=1,...,m y ¥t) =v.

La hipdtesis iv) del teorema II.4 es ahora

T T . T y _
<_J %I(g(s,x(s),...,x("““(s))+f(s))dsdt,J'(g(s,x(s>,...,x"“‘l’(s))+f(s))as>;~
0°)o 0

T T
<J (g(s,x(s),...,x(m-i)(s))+f(s))ds,J (5(s,%(5). . x ™ A s))4E(s))ds > 0
0 0
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¥ como ambas integrales no deben ser simultédneamente nulas, esta con-
dicidn es la hipdtesis c).

Por otra parte, tal como se hizo con N al comienzo del ca-
pitulo, ¢ es L-compacta en subconjuntos acotados de X.Para ver que
L -¢ GCL(BX(S)), para s suficientemente grande, consideremos la

ecuacidn Lx =¢ x. Es decir,

T
x(m)+A x(m_1)+...+A x' = lJ (g(s,x(s),...,x(m—l)(&)-)+f(s)) ds (2.7)
m-1 1 T 0

Integrando entre 0 y T ambos miembros de esta i‘gualdad, se tendria que

T (m-1)
(g(s,x(s8),...,x% (s))+£f(s)) ds = 0 ,
0

con lo cual x€ker L y asi x es constante. Por lo tanto, la ecua-

cidén (2.7) queda reducida a

T
J (g(s,x,0,...,0) + f(s)) ds = 0
0

Por consiguiente, por la hipdtesis c), { xj|< r, para todo j tal que
1< 4<n y asi | xI<p. Con esto tenemos que las posibles soluciones
periddicas de la ecuacidn (2.7) estdn acotadas a priori en X por r

y por tanto L —<I>€CL(BX(S)) para s= r. Puesto que Cb(BX(s))C 245 donde

Zl = {z€2Z : z es una aplicacidn constante }y Z=1Im LQZI, apli-
cando la proposicidn I.3. con § = Bx(s) , tendriamos que
€ i = -
® er L CO(BX(S) MNker L) y si H =1L -0
I | =1 = =
D, (H,By(s)) D [ (1,0),B,(s)11 =1 DoCa B (s) Nker L) I =

= |
dp(® . ,By(s) Nker L,0) Il #0 , por d).

Por lo tanto, la condicidn v) del teorema II.4. se satisface y

la demostracidén estd acabada.
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NOTAS. |

1.- E1 teorema II.5. generaliza, para ecuaciones diferenciales ordina-
rias, el teorema 6.1. de Mawhin [56], pues la condicidn b) del teorema
es mds general que la condicidén (Q) impuesta por Mawhin. Se dice que

g satisface la condicidn (Q) si para todo € > 0, existe v> 0, tal que
| g(t,xl,...,xm)lﬁe ( |:'<11 oot xml) +y

para todo (‘c,x1 seen ,xm) ERrx(RM",

En particular, si g es acotada o si

[ g(t,x, 5.0 ,x )
1lim 1 m =0

Ix, b +ooelx 2000 ITx !l 4, ¢l |
1 m 1 m

uniformemente en t, entonces g verifica la condicidn Q).

La clase de aplicaciones que verifican la condicién b) incluye
aquellas que son de tipo exponencial (tomemos, por ejemplo, a = 1 en
el caso escalar), que evidentemente no son de tipo (Q). '
2.~ Como dijimos al comenzar este teorema, es mas facil comprobar la
hipdtesis d) del teorema II.5., que la hipdtesis v) del teorema IT.4.
En efecto, supo‘niendo que se verifica c¢), vamos a ver a continuacidn
algunas condiciones bajo las cuales se cumple d).

‘ 1) Existen r1> 0 y una funcidn V : Rn—’ R, de clase Cl,con
lim V(x) = + 20y V'(x) # 0 para | x|>r, tal que
x| =>4 o0 : !

<v'(x), Oop L(x)> = 0

“

(%)

para todo x con | x| >r’1. En efecto, el segmento (1-%)V'(x)+Mker L

15[0,1] » No contiene al origen para I %1 >r2, r, = max {r,ri} .
pues para A= 0, V'(x) # 0; para A= 1, % er L(X) # 0 por la hipdtesis

c) y si existeAE]O,i[ tal que (1-A)V'(x) +A @ L(X) = 0 , entonces

ker
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(x) =

Yer L, V'(x) y por tanto

vi(x)>= 0

1 -2
<v'(x), LI I_'(x)> =<V'(x), - )
Esto es absurdo, pues V'(x) # O.

Asi pues, por el teorema de Poincaré-Bohl (ver cap. I),

d_(

- 1
B L. L(x),BX(s) Nker L,0) = dB(V (%), BX(s)nker L,0)

y por el teorema de Krasnosels'kii, &ste Gltimo término es distin-
to de cero si s r,.

2) La aplicacidn ¢ es impar. Esto es trivial, aplicando

ker L
el teorema de Borsuk (ver cap. I).

3) Existe r1> 0, tal que si & = diag (¥1,...,11) y xER", en-
tonces

<Eg x, 2 0

>
¢ker' L*
para todo x con I x |>r1. La demostracidn se haria igual que en la nota
1), teniendo en cuenta el teorema de Poincaré-Bohl y la proposicidn

IT.17. de Mawhin [58] . (ver también Bates-Ward[ 3] ).

A continuacidn vamos a obtener un corolario del teofema II.5.
que es {itil porque en 81 sdlo aparecen tres hipdtesis, que se verifi-
can en bastantes situaciones.

Corolario II.6. Supongamos que se verifican las siguientes con-
diciones :

1) Las hipdtesis a) y b) del teorema II.5.

2) Existe una funcidn V : R~ R, de clase C1 con lim V(x) =+

% | o0
.y r>0 tal que
T T
<J V'(x(t))dt, J(g(t,x(t),...,x(m_l)(t))i-f(t)) dt >< 0
0 0
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para todo x = (xi,...,xn)e dom L, con min |’xj(t){>r‘ para algin
tal que 1 <j <n. t
Entonces, existe a0> 0, tal que si a= méx{ai, i=1,... m} = %o
la ecuacidn (2.1) tiene al menos una solucidn T-periddica.
Demostracidn. La hipdtesis c) se sigue trivialmente de la
hipétesis 2). Por otra parte, si x = (xl,...,xn) es una funcifn cong
tante con | % | > r para algtn j, 1< < n, entonces la hipbtesis 2)
quedaria
T T i
<J V' (x)dt, J (g(t,x,0,...,0) '+ £(t)) dt > <0
0 0
con lo cual, la hipdtesis d) se sigue del apartado 1) de la nota 2.-

del teorema anterior.
II1.3. E1 _caso escalar.

En el caso escalar (n = 1), los resultados obtemnidos em &l
apartado anterior se pueden concretar mids, y por tanto, ss pusdem ofb-
tener unas condiciones sobre g y f mis ficiles de comprobar em La
prdctica. Comenzamos con una proposicidén que nos permite pasar de mm
cierto grado de coincidencia al grado de Brouwer,

Proposieién II.7. Supongamos que se verifican las sigwiemtes

condiciones:
1) ker L = { x€dom L : x es una aplicacidén constamte }

2) Existen V : R 2> R de clase Ci, a€R, c 0y 80 tall que
Fvrx) | <avi(x) +alx! + 8

para todo x €R.
3) Existe r> 0 tal que para todo x Edom L, con mim | x{t) =, se

tiene €
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T
J V'(x(t)) dt # O
0

Entonces, existe “d> 0 vy r1>-0 tal que si o <=a0 v s>=r1,

! D[ (L,6),B,(s)] =1 dp(V',By(s)N ker L,0) I

donde G : X ='Z, (Gx)(t) = V'(x(t)) para toda x€X y t€R.

Demostracién. Consideremos la aplicacibn
F : dom Ix[0,1] > Z, (x,A) > Lx - AGx - (1 -A)QGx .

Debido a que V' es continua, G es continua y aplica conjuntos acotados

en conjuntos acotados. Asi pues, la aplicacidn
N : xx[0,1] > Z, (x,)) > AGx + (1 -A1)QGx

es L-compacta en subconjuntos acotados de xx[0,1].

Por otra.parte, si x€dom L es una solucidn de la familia de

ecuaciones
Lx = AGx + (1 -1)QGx A€[0,1 (2.8)
entonces
(m (m-1) ) 1 T
xMyea ™ (0w (6) = AVHx(D)+ ‘H)TJ V(x(t)) dt
0

Integrando entre O y T ambos miembros de la ecuacidh anterior, tendremos
T
J V!(x(t)) dt = 0
0

y asi, x cumple la ecuacidn
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x MM 6) =1 v (e (2:9)

Sea b : R =R definido por b(t) =i V'(x(t)). Entonces, la ecuacidn
“(2.9) es equivalente, tal como hicimos en el teorema IT.4, a una ecua-

cidn del tipo
Y' = AY + B(t)

Procediendo como en la demostracidn de dicho teorema, tendriamos que

existe kl >0 (independiente de A y de x ), tal que

T T
mix | y(e)l<k J | b(t)lat = k1AJ Ly (x(e))lat
t€ [0,T] 0 0

Ahora, teniendo en cuenta la hipdtesis 2),

T
méx | y(e)l< k1AJ (av' (x(t))+ al () | +8 )at
t€ [0,T] 0
T . ,
y comoI V'(x(t)) dt = 0, max I y(e) ! <k1}\ (a TI xllo +8 T)
) 0 t€[0,T]

< ' <
\kla T Ixl ot k2 \qu T Ixl met + k2

donde k2> kA8 T,2€0,1 . Por 1o tanto,

(1), < . ,
I x g Skpa Tl 4k, 121,00 ,m1 (2.10)
Ahora bién, si xedom L es una soluc1on de (2. 8), entonces, teniendo en
cuenta la hlpotesls 3), se deduce, igual que se hizo en el teorema IT.4

que existe t€ [0,7] tal que | x(to)| <r. Como

t
x(t) = x(to) +J x'(s) ds

o
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T T
| x(t)l< r +J | xi(s)l ds < o +I (e Thxl

+ k,) dt
0 0 2

-1
2 2
< < .
< r+ko T Ixl o+ kT, 0 sea,lxl < r +kp17xl _, +Xk,T. Esto,
juntamente con (2.10) daria la existencia de cotas a priori para x.
Sir,es dicha cota, sea r, >méx{r',r1} y Q= BX(S)’ s>r1 ; entonces
0 € F((dom L N3n)x[0,1]) y por la propiedad de invarianza por homo-

topia tendremos que
= . = F ' = -
DL[ (L,G),Bx(s)] DL( F(.,1),2) DL( (¢,0),92) DL(L QG,92)
Pero QGC Z1 =Ry 2= ImL®R. Por lo tanto, por la proposicién I.3.,
- = - [g] = | ' n
ID_L(L Qe,q) | ldB( Gy, 1,22 N ker L,0)l dg(v',2 N ker L,0)!
como se queria demostrar.

La anterior proposicidn, junto con el teorema II.4. nos per-
miten demostrar el siguiente teorema, que se puede considerar como un
paso intermedio para llegar a condiciones del tipo Landesman-Lazer.

Teorema II.8.Supongamos que se verifican las siguientes con-
diciones:

i) ker L ={ x€dom L : x es una aplicacién constante }

ii) Existen a€R, ai> 0o, i=1,...,m, y una funcidn continua

B : R >R, tal que

m
I Bts% 5 nsx) Kag(t,xl,...,xm) +i§=:zi | Xil + B(t)

para todo (t,x, ,... ,xm) ERxR".

1’
iii) Existe una funcidén V : R > R de clase C1 tal que lim V(x) =oo
x 14

y a'=0, B0, tal que

lvr(x) I<av'(x)+ a'lxl + B
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para todo x €R.
iv) Existe r>0 tal que, para todo xEdom L con min | x(t)I>rp,
t

se tiene
T

Vi(x(t)) dt # 0 y
0

T T (m-1)
J Vi(x(t)) dtoj (g(t,x(t),...,x "/ (£))+£(t)) dt > o
0 0

Entonces, existe oc0> 0 tal que si o= mix{ a', ai,i=1,. ..,m} <a0,

la ecuacidn (2.1) tiene al menos una solucidn T-periddica.

Demostracidén. Tomemos ¢ : X—> Z, (<l>x)(t).= V'(x(t)) en el
teorema II.4. Debido a la continuidad de V', ¢ es continua y trans-
forma conjuntos acotados en conjuntos acotados. Ademds, si x€ X,

entonces, por iii),

F(ax) ()] =1 vi(x()) < av'(x(t)) +a' | x(t)! +8

< alex)(t) + o' xllo + B.
Luego se verifica la hipdtesis iii) del teorema IT.4., tomando
ai =o', ai =0, 1=2,...,m, y(t) = B .

La hipdtesis iv) del teorema II.8. es la misma que la hip&te-

sis iv) del teorema II.4. Por Gltimo, por la proposicidn II.7.
I Dl (L,0),By()]l =1 a (V',B,(s) Nker L,0)
que es distinto de cero por el teorema de Krasnosel'skii.
Asi pues, se verifican todas las hipdtesis del teorema II.u.

¥y por tanto, se sigue la conclusidn del teorema II.S8.

En el siguiente corolario, damos una condicidn asintdtica muy

facil de comprobar en la préctica.
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Corolario II.9. Supongamos que :

a) Se cumplen las condiciomes 1) y ii) del teorema II.8., con
a=1.

b) Existe r>0 tal que

T (m-1)
sign x(t) J (glt,x(t),...,x (t)) + £(t)) dt> 0
0

U para todo xE€dom L con minl x(t) | = r.
Entonces, existe a0>0 tal 1c:lue si o = max {ai 2 iz 1,0, M) age

1a ecuacién (2.1) tiene al menos una solucidén T-periddica.
€ x2

: 2

ma anterior. Entonces V'(x) =€x y si a'> 2¢ , se tiene que

Demostracidn. Sea €€ Rt y tomemos V(x) = en el teore-~

lex | <ex + o'l x| + 8. Ademds, si x€dom L y min Ix(t)l >r 0 , en-
t
tonces trivialmente

T
I ex(t) at # 0
0

pues x debe tener signo constante, y la condicidn iv) quedaria

T T (m-1)
ex(t)dts | (glt,x(t),...,x (£)) + £(t)) dt= 0
0 0
que evidentemente es la misma que b).

Tomando 2e < oy en el teorema II.8, tendremos el corolario

demostrado.

El corolario II.9. generaliza para ecuaciones diferenciales
ordinarias el teorema 8.1. en Mawhin [56], el cual considerd términos
no lineales de tipo (Q). Por lo tanto, el corolario II.9. generaliza
los resultados de Villari [78]y Lazer [s0].

Vamos a demostrar a continuacidn una consecuencia del corola-
rio II.9. Para ello, sea f(t) = - h(t), y supongamos que existen cons-

tantes 6+ y 8 - tales que
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g(t,xl,...,xm) >§ + para x1> 0, g(t,xl,...,km)< § - para x1<0 .

Consideremos las funciones 1y ¥ : R = RU{-oo0 ,+c0}definidas por

u +(t) = lim inf g(t,x
X1 > 4 o0

1,...,xm)

u -(t) = 1lim sup g(t,xl,...,xm)
X, > -
1
uniformemente en X,,...,X .
2 *“m

Corolario II.10. Supongamos que se cumplen :

i) ker L = {xEdom L : x es una aplicaciéﬁ constante }

ii) Existen ai> 0, i=1,...,my, B =0, tales que

mn
|g(t,xl,...,xm)lgg(t,xl,...,xm) + iz=1ai ! xil +B
para todo (t,xi,.. .,xm)GRme.
iii)

T T T
J u-(t) dt <J h(t) dt <J p+(t) dt
0 0 0

Entonces, existe a0> 0 , tal que sig = méx{ai,i=1,...,m }<a0,
la ecuacidn (2.1) tiene al menos una solucidn T-periddica.
Demostracidn.Veamos que la hipdtesis iii) implica la hip&te-

sis b) del corolario II.9. En efecto, si no fuese asi, para todo n€N,

debe existir xnedom L, con min ! xn(t)l> n y
t

T

sign xn(t) J (g(t,xn(t),...,xl(lm_l)(t)) -h(t)) dt < o

0

Como min Ixn(t)l 2n, X debe tener signo constante, y por lo tanto,
existe tna subsucesién de (xn), a la que seguimos llamando (Xn) con
signo o bién positivo o bién negativo. Supongamos que estamos en el

primer caso. Entonces,
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T
I (g(t,xn<t),...,xrﬂm‘“(tn - h(t)) dt < 0
0

y asi

T T
J h(t) dt >J g(t,xn(t),.v..,xl(lm-i)(t)) dt
0 0

Aplicando el lema de Fatou, tendremos que (ver[77])

T T
J h(t) dt 2 lim inf J g(t,xn(t),...,xr(lm-l)(t)) dt
0 n =+ 0

a o . (m-1)
> 1im inf g(t,x _(t),...,x (t)) dt
n n
On—>+oo

T T
>j lim inf g(t,xl,...,xm) dt =‘[ n +(t) dt
OX1—>+oo 0

lo cual contradice iii). Si el signo de (xn) fuese negativo, el razo-
namiento seria idéntico, teniendo en cuenta, por supuesto, la otra

desigualdad de iii).

1.- El corolario II.10., ha sido probado por Ward [80] , de una forma
: diferente.
- 2.- Observemos que si g es no negativa, la hipdfesis ii) no es
pestrictiva.

3.~ Este corolario es cierto si la hipdtesis ii) se sustituye por

m
! g(t,xi,...,xm)hQ - g(t,xl,...,xm) + }: ail xil + B .
i=1

' (Basta tomar a = - 1 en el teorema II.8.).

4,- Las condiciones asintdticas del tipo iii) son condiciocnes del tipo

Landesman-Lazer, en honor al trabajo pionero de estos autores, los
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cuales tomaron condiciones de este tipo en el estudio de existencia
de soluciones para problemas de contormo en ecuaciones en derivadas

parciales elipticas ( ver [49] ).
IT.4. Ejemplos.

1.- Consideremos la ecuacidén diferencial ordinaria escalar de segun-
do orden

x"' + cx' = xe* + sen t (2.11)

donde - ¢ es un nlimero real cualquiera. En.este caso,
X
g : RxR »> R, (t,x) = xe
f: R—’R, t = sent
Entonces, X ={ x : R>R : x es de clase 01 y 2% -periddica }
dom L ={ Xx€X : x es de clase C2}
Z={2z:R>R : z es continua y 27 -periddica }
L :dom LCX 2> Z, x > x'' + cx'
N : X=>2Z, (Nx)(t) = x(t)eX(t) + sent
Es trivial que Ker L estd formado por las aplicaciones constantes de
X y que N es L-compacta en subconjuntos acotados de X. Ademds, si

x>0, entonces
lgx) | = Ixe®l < xe® +a Ixl + 38

para cualquier ay B positivos, y si x es negativo, entonces, la funcién
X - . . ia X X

xe” estd acotada; sea B una cota positiva de la funcidn | xe™l -xe

cuando x es negativo. Tomando o cualquier ndmero positivo menor que

G5s tendremos que

Pg()I<g(x) + o Ixi+ g para todo x €R.
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Ademds, si xEdom L tal que min |x(t)!=1r>0, entonces x debe te-
t
ner signo constante, y por lo tanto es trivial que

2 x(t)

m
(x(t)e + sen t)dt =0

sign x(t) J
0

Por lo tanto, se cumplen todas las hipdtesis del corolario II.S., y la
ecuacidn (2.11) tiene al menos una solucidn 2w -periddica.
Es evidente que la funcidén g(x) no satisgace la condicidn (Q),

g(x)

x = + o , Por lo tanto, la ecuacidn (2.11) no se

pues lim
X > 40
puede estudiar a partir de los resultados de Mawhin (ver [56] ).
Ademés, o
sent dt = 0 ypu-(t) = lim sup g(x) = 0.

0 X > -~ ™
Luego tampoco se puede aplicar el teorema de Ward [80] para probar

la existencia de soluciones 27 -periddicas de (2.11).
El ejemplo (2.11) ha sido estudiado tambié&n por Bebernes y
Martelli [ 4 ]. Sin embargo, el método empleado por nosotros es distinto.

2.- Sea la ecuacidn diferencial ordinaria vectorial -

(m) _ 1 .
®y = xe T+ oexy 4 fi(t)
x2 x2
(m) _ Tt T2 2
%, = x,e sen't + f2(t)

donde m>1, y fl’f2 : R > R, continuas, 2m -periddicas y tales que

2% 2w
£,.(t) dt = F.(t) dt = 0 .
Jouw -] 5

En este caso, X

2
g : RX(RQ) - RQ,(t,xi,xz,xi,xé) -
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es continua y 27 -periddica en t.

Ademés, X= {x:R~—> R2 : x es de clase "1 Yy 2n -periddica }
dom L = {x€X : x es de clase C" }
Z= {z2:R>R: zes continua y 27 -periédica }

*1
Si x =(x ) , entonces
2

(m)
*1
L : dom L=> Z, x >
(m)
X
2
xl(t)
xl(t)e +e xé’(t) + flltt)
N Xz, (N)(t) = xP(E) - x2(8)
x2(t)e sen’t + fg(tﬁ

Es trivial que ker L esti formado por las aplicaciones constantes de
Xy que N es L-compacta en subconjuntos acotados de X.
Vamos a ver que se verifican todas las condiciones del teorema IT.5.

En efecto, si g, ¥ 8, son las componentes de g, se tiene

X X )
|g1(t,x1,x2,xi,xé)|<| x1| et +e | xé|< x e 1+ ex!+2e (I x“ w1 x%ﬂi B

2 1

- ] ] 1 | Tt 3
= gl(t,xl,x2,xl,x2) + 2e ( lxl| +1 x5 by & %l

X
donde 81 es una cota de la funcidn -2x1e : para x1< 0.Tambié&mn,
-x2 - x2
ng(t,xl,XQ,xi,xé)Igl x2| e ! 2 sen’t < B2sen2t .

‘xi T %
donde 62> 0 es una cota de la funcidn | X, l e .

Asi pues, teniendo en cuenta la nota 1. del teorema IT.4., g werifioa la

condicidn b) del teorema II.S5. con a =(1 , ¥ 8= mix {mi,‘i:tl,...,,mx} = Z= .

1
Para comprobar la hipdtesis ¢), sea x€dom L, con min ﬂxﬂt]m? >0,

i
Para algtin j, 1S §< 2. Entonces, si j = 1, min | xi(tFEWQW 0, ¥ por Lo
t
tanto, Xl debe tener signo constante. Luego
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Por lo tanto
27 xl(t) 27 Xl(t)
€, (t) + x,(t)e + ex!(t)) dat = | x,(t)e dt £ 0,
0 1 1 2 0 1

y se cumpliria c¢). Igual se haria si j = 2.

Por Gltimo, observemos que

2 2 (31 2% a 27 .
Yer 1 B TR o1 (£ (t)ta e Hyat, | (F(t)+ae T 2ar)
a2 2% 0 1 1 0 2 2

a a2 a2 a a2 a2
1 1 1% 1 7%

= 5 col(2 Taje T,2mase ) = col (ale rage ).
;a a ra

Sea V R2 - R,( 1)" %(af+a§) , entonces, V'( 1} :K 1 y
2l a2 a2

‘ 3 e a a2 a2
<y St -aj -
SV Pher L sale t4ale 2>
a, ay; 1 2

Asi pues, por el teorema de Poincaré-Bohl y el teorema de Krasnosels'kii,
se cumpliria también d). '

Tomando a = 2e < oy Se cumplirian todas las condiciones del
teorema II.5. y por lo tanto, la ecuacidn (2.12) tiene al menos una
solucidn 27 -periddica.

La aplicacidén g no verifica la condicidn de tipo (Q), pues

g, (x)
lim -———i—————- = 40 . Asi pues, para estudiar la ecuacién (2.12),
x, > +*® 1
1

no se puede aplicar el teorema 6.1. de Mawhin[56] .
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Capitulo IIT
TEOREMAS DE EXISTENCIA PARA ALGUNAS

ECUACIONES DE OPERADORES NO LINEALES
EN ESPACIOS NORMADOS

III.1. Teoremas de existencia.

Sean X y Z espacios normados reales y L : dom LC X = Z una
aplicacidén lineal de Fredholm de indice cero. Sabémos (ver cap. I),
que existen proyecciones continuas P : X > X, Q : Z - Z tales que
Im P = ker L, Im L = ker Q y que la aplicacidn LP:dom INker P> Im L
es biyectiva. Notemos por KP : Im L > dom LNker P , su inversa.

Sea N : X = Z una aplicacidén (no necesariamente lineal),
L-compacta en subconjuntos acotados de X. Notemos por I+l 1as
normas tanto en X como en Z. Referente a la existencia de solucio-

nes de la ecuacidn
Lx = Nx (3.1}

tenemos el siguiente teorema

Teorema ITI.1. Supongamos que se cumplen las siguientes con-
diciones:

1) Existen un funcional lineal Yq f Z 7> R y constantes k=0,

a1>0, 3120 tales que
| Kp(I - QNxl <k Y, (Nx) + oy I xl + By (3.2)
para todo x €X.

2) Existen una aplicacidn continua : X = Z, L-compacta en

subconjuntos acotados de X; un funcional Yot Z7R v cons
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tantes a2> 0, 82.> 0 tales que

IKP(I -Qex! € kx Yy(0x) + a, I 1+ 8, (3.3)

para todo x €X.

3) Toda solucidn x de la familia de ecuaciones
AQNx + (1 -2)Qex = 0, A € Jo,1[
satisface las relaciones

i) A Yl(Nx) + (1 -2) yg(tbx) =0 (3.4)

i) lpxl< pl(r-pxl +r (3.5)

para algiin r>0 y u 20 , independientes de x y A.
4) L - ¢ GCL(BX(S)) y Dl (L,8),B,(s)] # 0 para todo s>r.
Entonces, existe a0> 0 tal que si a= a; + o, < ags la ecuacidn
(3.1) tiene al menos una solucidn.
Demostracidn.Vamos a demostrar que se verifican todas las con-
diciones del teorema I.4., para un cierto subconjunto Q de X. Para
ello, si F=L-NyH=1L- ¢ , consideremos la familia de ecua-

ciones
AFx + (1 -A)Hx = Lx - ANx - (1 -A)éx = 0,A€]0,1] (3.6)

y sea x una solucidn de ella. Aplicando Q a ambos miembros de

(3.6) y teniendo en cuenta que Im L = ker Q, tendremos
AQNx + (1 -1)Qdx = O (3.7)

También, aplicando KP(I - Q) a ambos miembros de (3.6), y teniendo
I

en cuenta que KPL = - P, tendremos
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x = Px = K(I - QC atx + (1 -2 %) (3.8)

Reciprocamente si x satisface (3,7) y (3.8) para algtn AE]O,l[,
entonces x - Px = KP(A Nx + (1 -A)éx) y aplicando L a ambos miem-—
bros de esta ecuacidn y teniendo en cuenta que Im P = ker L y que
LKP =1, se tiene Lx =X Nx + (1 -1)ox.

Asi pues, (3.6) es equivalente al sistema (3.7) y (3.8). (Las ecua-
ciones (3.7) y (3.8) se conocen con el nombre de ecuacidn de bifur-
cacidn y auxiliar respectivamente).

A partir de (3.8), se tiene -

lx - pxl<h<P(I - QM Nx + (1 -DexI<a | K (T - Qwx |+
+ (1 -2) | KP(I - Q¢x | . Luego, por la hipbtesis 1) vy 2),
Ix - Px I<A(k yl(Nx) + ooy Izl 4+ 61) + (1 -2 (k vplex) + a, txl + By) =

= k(a Yl(NX) + {1 -1) 72(¢x)) + alxl +38 ,

donde a= a ta, y B= B1 + 82 . Pero, por la hipdtesis 3), y
por cumplir x (3.7), A Yl(NX) + (1 -2) Y2(‘I’X) = 0 . Luego
Ix - Px | <alxl + g . Ahora bign, Ixl < Ipexl + (1 - p)xl .

Luego, por la relacidn anterior y por la hipétesis 3),

Ixl <ul(z-p)xl +r + (1 - Pxl < (p +1)( al xl +8)+r =

= (p+1)alxl +»

4> donde r, = (u +1)8 + r.

Asi pues, si tomamos como a cualquier nfimero real positivo tal que

o, < 1 , Se tiene que si a <a.o, entonces x| (1- a(1+p )< v,
1+ qp
es decir,

1
1 - a(l+p)

Ixl<
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r
Tomando v, > - , ¥y Q= BX(P2), se cumplirdn todas las hi-
1 -all+p)

pdtesis del teorema I.4.

NOTA.
Dos condiciones suficientes para la L-compacidad de N y¢ en subcon-
juntos acotados de X son las siguientes

a) K. es continua y N,d : X > Z son compactas.

b) Kz es compacta y N,& : X > Z son continuas y aplicando
subconjuntos acotados de X en subconjuntos acotados de Z.
En efecto, supongamos que estamos en el caso a); entonces si Q
es un subconjunto acotado de X, N :Q —>Z es compacta y como
Q: 2%, y KP(I - Q) : Z X son continuas, QN :9 > 2y
,KP(I - Q)N:Q = X son compactas. Igual se haria para ¢ .
Para el caso b), si Q es un subconjunto acotado de X, N:Q = Z,
es continua y acotada. Como Q : 2 >72 vy KP(I - Q) : Z—=X son com-
pactas (Q tiene una imagen de dimensidn finita), QN :@ =2 y

KP(I - Q)N :2 2> X serian compactas. Lo mismo para ¢ .

El siguiente teorema se puede demostrar siguiendo el mismc método de
demostracidén que el anteridr y utilizando el teorema I.4., pero noso-
»t?os vamos a obtenerlo como un caso particular del teorema anterior.
' Teorema III.2. Supongamos que se cumplen las siguientes condi-
ciones:

a) KP es continua y N, ¢ son L-compactas en subconjuntos aco-

tados de X.
b) Existen un funcional lineal y: Z >R con Im LC kery y

constantes cx3> 0, 83> 0, tales que
I Nx 1< y(Nx) + oy I x|+ By (3.9)

para todo x €X.
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€) Existen constantes a4> 0y 64> 0 tales que

lex! < y(ox) + “ul x|+ 8y

para todo x €X.

d) Toda solucidn x de la familia de ecuaciones

AQNx + (1 -2)Qex = 0 2 €]0,1[ cumple la re-
lacidn
Ipxl <pl(1-P)x | + »p

para alglin r>0 y y >0, independientes de x y dex .
e) L - (bECL(BX(S)) y DL[ (L,@),Bx(s))] £ 0 para todo s> p.
Entonces existe o 0>0 tal que si oy + o, an, la ecuacidn
(3.1) tiene al menos una solucidn.
Demostracién. Tomemos Yy =Y, =Y en el teorema anterior.
Entonces, si k es tal que IKP(I - Qzl<x Izl para todo 2€7Z, ten-

dremos, teniendo en cuenta b) y c) ,

IKP(I - Nxl < xlux sk y(Nx) + ka I xl+ k By
‘Andlogamente,

NG - Qexl <k o xI<k y(ox) + k o, I xi+ k8, .

Por otra parte, si x es una solucidn de la ecuacidn
AQNx + (1 -A)Qex = Q(ANx + (1 -A)dx) = 0 , entonces
ANx + (1 -2)ex €ker Q = Im LCkery ; luego
y(A Nx + (1 -A)ox) = A Y(Nx) + (1 ~1) y(¢x) = 0 y por tanto se cum-
ple la relacidn (3.4).

Asi pues, si o, = k Ugs B1 = k 83, a, = k L 32 =k Bu’ se
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cumplen todas las hipdtesis del teorema III.1 y por tanto se sigue la

conclusidn del teorema III.2, con el mismo oqe

NOTA.
Si y es continuo con norma menor que uno, entonces Ny ¢ aplican con-
juntos acotados en conjuntos acotados. En efecto , esto es trivial, pues

si |yl es la norma de y , entonces INxISlyllNxl + ay Ixl+ g, y entonces

%3 B3
|l +

[nxl< -
1= Iyl 1 -yl

El siguiente teorema se puede demostrar utilizando el mismo
método de demostracidn que en el teorema III.1. y utilizando el teore-
ma I.5. Sin embargo, vamos a deducirlo a partir del teorema III.1.

Teorema III.3. Supongamos que se cumplen las siguientes con-
diciones :

}i) KP es continua y N es L-compacta en subconjuntos aco-
tados de X.
ii) Existe un funcional lineal y: Z >R con Im LCkery y

constantes =0, 35> 0, tales que

%5

Il < y(Nx) + o 1zl + B - (3.10)

5
para todo x €X.
iii) Si x es una solucidn de la ecuacidén QNx = 0, entonces

x satisface la relacidn
Ipxl<y I(1 - P)xl + (3.11)
para algn r> 0, p 2 0 independientes de x.
iv) dB(QNker L,Bx(s)ﬂkep L,0) # 0 para todo s=r.

Entonces existe a0> 0 tal qie si asg @y, la ecuacidn (3.1)

tiene al menos una solucidn.
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Demostracibén. Tomemos en el teorema III.1., Yy T ¥ vy = 0,

¢ = QN, a, = B, = 0. Entonces,
IKP(I - QNx | < k v(Nx) + k ag I x| + x By > que es (3.2).

Por otra parte, al ser Q compacta y N verificando i), ¢= QN es
L-compacta en subconjuntos acotados de X y

IKP(I - Qexl = | KP(I - QoNxl =0 , que es (3.3) con Yy = 0, a,= 0,
82 = 0. También, teniendo en cuenta que 02 = Q, la ecuacidn

A QNx + (1 -1)Q¢ x = 0 es ahora QNx =0. Luego si QNx = 0, Nx€ker Q =
Im LCkery . Asi vy(Nx) = 0, que es ahora la relacidn (3.4).

Queda pues sdlo por ver que se verifica la hipdtesis 4) del
teorema III.1. Para ver que L -¢€ECL(BX(S)), consideremos la ecua-
cidn

Lx =¢ x (3.9)
Tal como hicimos en la demostracidn del teorema IIT.1., la ecuacidn

(3.9) es equivalente al sistema de ecuaciones

Qdx = 0
KP(I - Q)ex

X - Px

Teniendo en cuenta que &= QN, quedaria QNx = 0, x = Px; es decir,
Qx = 0 y x€ker L. Si x€ker L y QNx = 0, por iii), y teniendo en
cuenta que (I - P)x = 0, tenemos que | x/<p. Luego, sil xl>r,

Lx #¢ x y por tanto, como ¢ es L-compacta en subconjuntos acotados
de X,L—tbGCL(BX(s)). Ademds, como Im Q es de dimensién finita y

Z = Im L®Im Q, teniendo en cuenta la proposicién I.3., con Q= BX(s),

I'o [ (5,0),8,()]1 =l dp(@ 1 By(s)N ker L,0)] =
=l dB(QNker L,Bx(s)nker L,0) | # 0 por iv).

Asi pues, la demostracidn del teorema III.3. esta completa.
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NOTA.
El teorema III.3. generaliza el teorema 4.1 en Mawhin[55] , ya que &1
considerd términos no lineales N cuasiacotados. Una aplicacidn

N : X > Z se dice cuasiacotada si el niimero

1 Nx|

inf { sup T
0<p<t+oo Ixl=,p xl

es finito. En este caso, dicho nimero se llama la cuasinorma de N
y se representa por NI
La relacidn que existe entre el concepto de cuasiacotacidn
¥ la condicidn ii) del teorema III.3. viene dada por la siguiente pro-
posicidn

Proposicidn IIT.4. Sea N : X = Z cuasiacotada y aplicando

conjuntos acotados en conjuntos acotados. Entonces N verifica la
 condicidn ii) del teorema III.3 con y = O.
Demostracién. Sea Nl 1la cuasinorma de N. Entonces si e€R+,
debe existir p tal que 0 <p<txoy

sup -M——<|N|+g

le> o] Ix|
Luego IN(x)! < ( INl + ¢) Ixl para todo x con !x|>p. Ahora bién,
como N aplica conjuntos acotados en conjuntos acotados existe B >0,

tal que IN(x)| <8 para todo xEBx(p). Luego INGOIS (INl + e)lxl + 8

para todo x €X, que es (3.10) con ag

:lNl+g,Y:0, BS:B_

Es trivial que si existen constantes o> 0, B 20 tales que

Inkl < olxl + 8 , para todo x€X, entonces N es cuasiacotada y
INl <o ; tambin, si N es asintética a cero, es decir,
In(x)!

b];:lim o = 0, entonces N es cuasiacotaday IN I= 0.
>4 o0 X
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Como veremos en las aplicaciones que se harédn de este capi-
tulo, la condicidn (3.10) se satisface para algunas no linealidades
N no cuasiacotadas.

El siguiente corolario es el conocido teorema del punto fijo
de Granas.

Corolario IIT.5. Sea N : X = X una aplicacidn compacta, tal

que existen dos constantes no negativas o <1 y B tales que
I wx I<a lxl + 8

para todo x €X. Entonces la ecuacidn x = Nx tiene al menos una so-
lucidn.

Demostracidén. Tomemos en el teorema III.3. X = Z, y= 0,
ay =@, BS =B, L=1I.Como ImP=ker I, P =0 y como Im I =ker Q,
Q = 0. También KP = I. Entonces, las hipdtesis i) y ii) son triviales.
Por otra parte, (3.11) se satisface tomando u = 0 y r arbitrario y
positivo. La hipdtesis iv) quedaria dB( % 0} {0} ,0) = 1. Luego se

cumplen todas las hipdétesis del teorema IIT.3., tomando o <=ad< 1.

ITI.2. El caso de espacios de funciones.

En este apartado vamos a ver que es posible concretar las
hipdtesis d) del teorema III.2. y la hipdtesis iii) del teorema IIT.3.,
en el caso en que el espacio X sea un espacio de funciones. Concre-
tamente, sea S un subconjunto de R y tomemos como X un subespacio del
espacio de Banach de funciones acotadas x : S~ Rn, (n=>1), con una

norma satisfaciendo I xl X:> sup Ix(t)! , con igualdad para las fun-
t€s

ciones constantes.

Sea L : dom LC X > Z, donde Z es un espacio normado real, tal que

ker L = {x€dom L : x es una aplicacidn constante}, Im L es cerrado
en 7 y de codimensidn n. En este caso, L es una aplicacidn de

Fredholm de indice cero, y por lo tanto existen proyecciones continuas
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P:X—>X,Q: 2—>2Z verificando que ImP = ker L, Im L = ker Q.
En este caso, pues, Px es una funcidn constante de S en Rn para
cada x €X.

Propostcién III.6. Con las notaciones del teerema III.2.,

supongamos que se cumplen las siguientes condiciones :
1) ker L = { x€dom L : X es una aplicacidén constante} .
2) Existe r>0 tal que A QNx + (1 -2)Qex # 0 para todo

A€19,1[ v todo xE€dom L , con min | x(t)|=r.
t
Entonces, existen yu =0, r'1> 0 tal que

||lelx< p I - PY)x “X + 1

para toda x&dom L que satisfaga la ecuacidn

A ONx + (1 -1)Qox = 0 x € Jo,1[

Demostracidn.Sea xE€dom L y A 6]0,1[ tales que
AQNx + (1 -1)Qéx = 0. Entonces, por la hipbtesis 2) debe existir
t€S tal que | x(t)l <r. Luego, como ||le|X = 1 (Px)(t)! , tendremos

IIPxHX = Lp) () = 1(Px) () + ((I - P)x)(t) - ((I - P)x)(t)l

<lz() + 1T -P)x)(e) | < »+ (T - P)x"X
Asi pues, tomando ry =r y u =1, la proposicidn estd demostrada.

NOTAS.
1.~ En el caso en que &= QN, la hipétesis 2) quedaria asi : ekiste
r>0 tal ge QNx #°0 para todo x€dom L con min Ix(t)|>r. asi, a
partir de esta condicidn y de 1) se deduciria lathip(‘)tesis iii) del
teorema III.3.

2.- En el caso en que XCZ y Im Q = ker L, entonces 2) viene im-
plicada por la condicidn de que <QNx,Qdx > = 0, para todo x € domL

con min Ix(t)I>r, siendo <, > el producto escalar ordinario en R".
t
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Capitulo IV

EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS DE
ECUACIONES DIFERENCIALES FUNCIONALES NO
LINEALES CON RETRASO Y DE TIPO NEUTRO

IV.1. Resultados previos y transformacidn de la ecuacidn diferencial

funcional con retraso en una ecuacién abstracta.

Sea Z el espacio normado de aplicaciones z : R = Rn, las

cuales son continuas y T-periddicas (T >0), con la norma

T
b J l2(t)] at
1
0
donde |+ les 1a norma en R" definida por Ixl = max |xi| , para
<i<<
xE€R". Notemos por X el espacio de Banach de apliclzeﬁﬁo\ngs % : R—>R"

las cuales son de clase Cm_1 y T-periddicas con la norma
!l = max { "x(l)" : 0si<m-1}
m-1 0

"x(i)" = max lx(i)(t)l = mix |X(i)(t)3

donde 0
tE€R t€ [0,T]

Sea h=20 y C el espacio de Banach de aplicaciones continuas

¥ : [-h,0] =R, con la norma

Iyl= max Ty(e)l
8 € {-h,0]
para todo pE€C.
) Si x?X, t€R, y 0Si<m-1, se define x-(ti)e. C por
xfcl)w) = x40y, Vee [-n,0] .
Sea g : Rx(c)™ —’Rn, (t,wl,...,wm) "’Q;(t,t,bl,...,wm) » continua, T-pe-

riddica respecto de t y aplicando conjuntos acotados en conjuntos aco-
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tados. Queremos estudiar la existencia de soluciones T-periddicas

de la ecuacidn diferencial funcional con retraso

(m-1)

N ),m=21, (4.1)

x(m)(t)+Am_1x(m‘1)(t)+...+A1x'(t) = g(t,xt,...,x

donde Ai’ i=1,...,m-1 son matrices constantes reales de orden nxn.

Si definimos los operadores L : dom LCX—Z por

dom L ={x€X : x es de clase C" }

Ix = x(m)+A x(m—l)

t
o1 +. .+A1x

vy N: X—=>2Z, por (Nx)(t) = g(t,xt,...,xim—i)),

el problema de estudiar la existencia de soluciones T-periddicas de

para todo x€X, t€R,

(4.1) es equivalente al problema de estudiar la existencia de solucio

nes de la ecuacidn
Lx = Nx (4.2)

Sabemos (ver cap. I), que si ker L estd formado por las aplicaciones
constantes, entonces L es una aplicacidn de Fredholm de indice ce-

ro y que existen proyecciones continuas

1 T
P:X"X,x"Px=TJ x(t) dt
0

T
Q:2Z 22, z>Qz =%J z(t) dt
0
tales que Im P = ker L, Im L = ker Q. Ademis, la apliceicién
LP : dom N ker P > Im L es biyectiva y tiene una inversa
KP : Im L 2> dom LMNker P. En este casc, a pesar de que la norma consi-
" derada en Z es distinta a la considerada en el cap. II, tenemos la

siguiente proposicidn.



Proposicidn IV.1. Kp es continua.

Demostracidn. Sea z€Im L. Entonces, como LKPz = 2, tenemos
(m) (m-1) . .
(Kpz) "7 (e)+A (Kp2) (£)+.. . +A, (Ky2) ('t) = z(t)
para todo tE€R. Consideremos la ecuacidn diferencial ordinapia
s ™oy sV a0 = 200 (4.3)

Entonces, KPz es la finica solucidn T-periddica de (4.3) tal que

PKPz =0, y si y es cualquier solucidn T-peribédica de (4.3), entonces
KPZ =y - Py. Realizando ahora con la ecuacidn (4.3) el mismo proceso
que hicimos con la ecuacién (2.4), tendriamos que existe una solucidn
y(t) de (4.3) tal que

. T

max Iy(l)(t)l <klj lz(e)ldat = X, llzll1 »1i=0,...,m-1.
t €[0,T] 0

con k1 independiente de z€1Im L. Como ademis Py€ker L, Py es una

aplicacidn constante y asi

T T
1 1
= == < <
lpyl . "Py"o |TJ0y(t) dtl TJO ly(e)l dt\"y"m-l .

Por lo tanto, “KPz"m_1 < Ilyllm_1 + eyl < :2]<:1 llzll1 y asi

m-1
KP es continua.

Proposicidn IV.2.Sea 2 un subconjunto abierto y acotado de

X con dom LNQ # ¢ . Entonces N es L-compacta en 2 .
Demostracidn.Tenemos que ver que las aplicaciones

W :Q=>z y K : © 2 X son compactas. Para ello, sea (x ), n €W

PQ

una sucesidn tal que X €q yox, ~ x en X. Entonces el con]unto

{ X, im ENJ es acotado en X y por lo tanto el conjunto {N(xn): n €}
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es acotado en Z. Como Q : Z = Z es compacta, el conjunto {QN(xn): n€ N }

estd contenido en alglin subconjunto compacto de Z. Luego admite una

subsucesidn (QN(xn )) convergente a un punto z €Z.Ahora bién, como

k (i), (1)
(Xn)t xt

g es continua, y en C para todo t€R y todo

i tal que 0 <i<m-1, tenemos que

(x )(m-i)

(m—i))
£ n e

glt, (x ) +

) = g(t,xt,... WX
para todo t €R. Ademds, existe k>0 tal que

(m-1)
lg(t,(xn)t,...,(xn)t W< x
para todo n€ N, t €R. Asi, por el teorema de la convergencia domi-

nada de Lebesgue,

1 T
QN(xn ) = :[.—J g(t,(x_ )
k 0

T
-1
o el )M D)ae —»TJ Blt,xg,. o™ D) ae

t
y por lo tanto

(m—l)) at

4 T
z = :I.—Jog(t,xt,...,xt = QNx.

Por el mismo razonamiento se demuestra que toda subsucesidn de (x )
debe admitir a su vez una subsucesién convergente a QNx, y asi, rfa
sucesidn (QN(xn)) debe converger a QNx. Esto demuestra que
QN :% - Z es continua. Ahora bién, al ser Q acotado en X, N(E) es aco
tado en Z, y por ser Q compacta, QN(E) es relativamente compagto en
Z. En definitiva, QN es compacta.

Para ver que KP,QN 0> Xes compacta, basta hacerlo en el
caso m = 1, pues si m>1, mediante un conveniente cambio de variable
la ecuacidn considerada se puede reducir a otra de primer orden. En el

caso m = 1,
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t T
(Kp M) = (K (T = Q)Nx)(t) :Jo(g(s,xs)- %Jog(u,xu)du)ds-Py,
t

donde vy : R—>Rn, t—*J
0

T
1

(g(s,xS)— TJOg(u,xu)du)ds .
Como @ es acotado, exite k >0 tal que |g(s,x )< k2 para todo
x€EQ » S€R. Luego, al ser KP QNx T- per'lodlca existird k >O tal
que ||KP,QNx“0< k2 para todo XEQ Adem3s, si tyst, € [O,T], entonces
| =1 K L’

(K QM0 (£)=( M) ()] = Jt (g(s,xs)-fj 8l )ands |

2

< -
2k, It1 t2|

Asi pues, el conjunto { K. Nx : x€0 Jes equiacotado y equicontinuo

P,Q

en X; por lo tanto, por el teorema de Ascoli-Arzeld, K P QN(Q) es
relativamente compacto en X.

La demostracidn de que KP,QN es continua se realizaria en-
tonces de forma idéntica a como se hizo con Q.

Ahora estamos en condiciones de aplicarle a la ecuacién

(4.2) los resultados del capitulo ITI.

IV.2. Algunos teoremas de existencia y consecuencias. El caso escalar.

Teorema_IV.3. Supongamos que se verifican las siguientes con-
diciones :

1) ker L ={x€dom L : x es una aplicacién constantel} .

2) Existen aERn, ai> 0, 1i=1,...,m y una aplicacidn con-

tinua B: R > R, tales que
let g, e ) 1S<a,p(, Yysees )>+Za Iyl + 8e)
i=1

para todo (t,tpl, .. ,\pm) ERx(c)™
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3) Existen una aplicacidn continua ¢: X—> Z, L-compacta en
subconjuntos acotados de X; una aplicacidén continua

B' : R >R y constantes a'i> 0, 1 =1,...,m, tales que

m
I (ex)(t) | < <a,@x)(£)> + D al

! le(i_l)ﬂo + B'(t)
i=1

para todo t€R, xEX.
4) Existe r >0, tal que para todo xEdom L, x=(x1,...,xn), con

min Ix.(t)| = r, para algin j, 1<j<n, se tiene
t

T T (m-1)
<] @x)(t)dt, | glt,x _,...,x )at>2= o
t t
0 0
donde ambas integrales no son simultdneamente nulas.
5) L —QECL(BX(S)) y DI!(L,¢),BX(S)] # 0 para todo s =r.
m
Entonces, existe a0> 0, tal que si o = ZT( @+ ai) < ays
i=1
la ecuacidn (4.1) tiene al menos una solucidn T-periddica.
Demostracidn. Vamos a aplicar el teorema III.2., para lo cual
vamos a ver que se cumplen todas las condiciones alli impuestas. En

efecto, como K, es continua, y N y & son L-compactas, se cumple la

P
hipétesis a) del teorema III.2.

Definamos ahora el funcional lineal Y : Z >R por

T T
vy (z) = J <a,z(t)> dt = <a,J z(t) dt>
0 0
T
Como Im L = ker Q, si z€Im L, entonces J z(t) dt = 0 y por tanto
0

¥ (2) = 0. Es decir, Im LCker ¥ . Por otra parte, teniendo en cuenta
la hipdtesis 2), si x€X, se tiene
(m-1)

T T
||Nx||1 =JO|(NX)(t)| dt =J0|g(t,xt,...,xt Y dt
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T T
(m-1) o i (1-1)
<| <a,glt,x_,..., Y>at+ | (2L a, | I
Jo a,g(t,x, Xy +J A =% Iy + B(t)) dt

T . T
< <a, g(t,xt,...xim—i)) &t > + 7T iu. Hx(l_l)ll +| B(t)dt
0 iz 1 0 0

T
<< a,J (Nx)(t)dt > + Ta lIxl +8 ! =
0 m-1

T
y (Nx) + T allxl + B'' , donde B8'' =J B(t) at
m-1 0

Asi pues, se cumple la hipdtesis b) del teorema III.2., con ay = Ta ,
B = BI 1] .

Andlogamente, a partir de la hipbtesis 3), se deduciria

3
T
que "tbx"l Sy(dx) + T a "x"m—l + B''', donde B''! = 0 B'(t) at,

que es la hipdtesis c¢) del teorema IIT.2., con o, =Ta, Bu = Brrr,
Como la hipdtesis 5) es lo mismo que la hipbtesis e) del teo-

rema III.2., s6lo queda por demostrar la hipétesis d) de dicho teo-

rema. Para ello, si x = (xl,... ,xn) €X satisface la ecuacidn

AQNx + (1 -2)Q@x = 0, A€]0,1[ , se tiene

T (n-1) T

A oglt,x, ,...x )dt + (1 —A)J (ex)(t) dt = 0
t t

0 0

¥y por lo tanto, para cada j, 1<j<n, debe existir 1:j €[o,T] tal que

Ix.(t.)! <p. En efecto, si no fuese asi, existiria al menos un j,

1<j<n, para el cual min |x].(t)l> r, y teniendo en cuenta la hipdte-

sis 4) t
< Q¥x,QNx > = - —TA—_—T< QNx,QNx > > 0 . Es decir, QNx = 0,

con lo cual Q®x = 0. Esto contradice 4). Asi pues, para cada j, 1<j<n,

existe tje [0,T] con lxj(tj)I <r. Entonces, como Px es constante,

lpx 0 = Ipxl . = max L(px) . (t.)!
m-1 0 1<j <n j 3
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< mix I (Px).(t.) + (I - P)x).(t )l + 1((T - P)x).(t)l
1<j<n it i j i

- < -
<r+ Nr-Pxly < e+ bx-2x
con lo cual se demuestra la hipdtesis d) con u= 1 y la demostra-

cidén estd completa.

NOTAS.

1.- E1l teorema IV.3. extiende a ecuaciones diferenciales funcionales
con retraso el teorema II.4, que era vilido para ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. En efecto, basta tomar h = 0; en este caso, C
se identifica con R y si x€X y t€R, xii) se identifica con
x(.i)(t), para i = 0,...,m-1. También, si h = 0, como C = Rn, al ser
g : Rx(Rn)m - R" continua, g transforma conjuntos acotados en conjun-
tos acotados, con lo cual esta Ultima condicidn seria superflua.

2.- La hipdtesis de que g : rRx(c)™ = R? aplique conjuntos acotados
en conjuntos acotados es superflua si lal< 1, ya que en este caso,

teniendo en cuenta la desigualdad de Cauchy-Schawartz, tendriamos
m
I L U T N e L iz_lai Ty I+ 8Co)

m
y por tanto |g(t,w1,...,\pm)| <(1-la |)'1( Zai
i=1

hy I+ 8()).

La misma observacidn vale para ¢ .Observemos también que en este caso
Iyl <a.¢ 0yl es la norma del funcional lineal continuo Yy ).
3.- El teorema IV.3. se puede demostrar siruiendo el mismo método de
demostracidn que el teorema II.4. (ver[17]). Sin embargo, la demos-

" tracién dada aqui es mucho mis simple.
“'4.- La condicidn 2) se satisface si existen ajER, uij.> 0,
; i=1,...,m; j =1,...,n y una funcidn continua B: R~ R tal que

m
l el <
sz(t,wl, W< ajgj(t,wl,...,me gl @5 Ihpill + B(t)
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i=10m y (£, ) ERR(O™.
5.~ También, la condicidn 4) es mis general que la siguiente :
Existe »>0 tal que para todo x€dom L, con min Ix(t)l > r, se tiene

t

T T
<J («px)(t)dt,J Btx e x M )ae> > 0
0 0

donde ambas integrales no son simultdneamente nulas.

6.- Como iremos viendo en lo que sigue, el teorema IV.3. unifica v
generaliza algunos resultados de Fucik[28 | , Mawhin[56] ,[57] ,

Lazer [50] , Fennell[27] , Reissig[71] , Villari[78] y Ward [80] , bién
porque ellos consideran el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias,
bién porque las no linealidades que ellos consideran estdn incluidas

en la condicidn 2), o bién porque nuestra condicidén asintética 4)
generaliza a las suyas. Esto se verd con detalle en lo que sigue.

7.~ E1 teorema IV.3. se podria demostrar también suponiendo sélo

condiciones de Caratheodory para g.

Igual que se hizo en el caso de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, es conveniente disponer de un teorema donde la hipdtesis 5)
del teorema IV.3. se sustituya por otra donde aparezca el grado de
Brouwer. Esto viene dado por el siguiente teorema, que se puede demos-
trar, tal como hicimos en el caso ordinario, a partir del teorema an-
terior. Sin embargo, en este caso y con objeto de ilustrar las aplica-
ciones de los teoremas abstractos demostrados en el capitulo III, va-
mos a demostrarlo utilizando el teorema III.3.
TFeorema IV.4. Supongamos que se verifican las siguientes con-
diciones
i) ker L = { x€dom L : X es una aplicacidn constante } .
ii) Existen aERn, @, 20, i =1,...,m y una funcidn conti-

nua B : R ? R, tales que

m
Te(t,vy sy ) S <asg(tvy,...000> Zlai Iy I+ 8Ce)
1=

75



£

para todo (t,xpi,...,zpm)ERx(C)m.
iii) Existe r>0 tal que para todo x€dom L, x= (xi,...,xn)
con min Ixj(’c)l 2> r para algln j, 1< j< n, se tiene
t

T
J g(t,xt,...,xim-i)) at £ 0
0

i =
iv) dB(ler' L,Bx(s)nker L,0) # 0 para todo s=r, donde

n 1

T
:Rn*R,c-’TJ g(t,e,0,...,0) dt
0

ler‘ L
(En este caso, al ser c¢ constante, c, se identifica con
¢ para todo tER, c€ERT). n
Entonces, existe uo>0 tal que si o = Z T ai< a5 la
ecuacidn (4.1) tiene al menos una soluci’grll T-peribdica.
Demostracidn. Veamos que se cumplen todas las hipdtesis del
teorema IIT.3. La hipdtesis i) se ha visto anteriormente y ii) es igual

que en el teorema anterior con

T
Yy : Z>R, v(z) =J <a,z(t)> dt
0

Por otra parte, si x = (xl,...,xn) es una solucidn de la ecuacidn

QNx = 0, es decir,

T

J g(t,x ,...,x(m-l)) =0
t t

0]

entonces debe existir para cada j, 1Si%n un t]. €[o,T] tal que

Ixj(tj)l <r. Entonces, procediendo igual que en el teorema anterior se
tendria que

I px Il < v+ (1 - pyxl
m m

-1 -1

que es la hipdtesis iii) del teorema ITI.3., con M = 1. Por dltimo, la
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hipétesis iii) de este teorema es la misma que iv) del teorema IIT.3.

NOTAS.

1.- El teorema IV.4. extiende a ecuaciones diferenciales funcionales
con retraso el teorema II.5. que era vdlido para ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. Asi mismo, el teorema IV.4, generaliza el teorema
6.1. de Mawhin[56] tal y como se explica en la nota 1. - del teorema
II.5. Sin embargo, en este caso hay algunas particularidades que con-

viene resaltar.

Se dice que g satisface la condicién (Q) si para todo ¢ >0,
existe y > 0 tal que

|g(t,xb1,...,wm)'< e("rplll +...+Ilq;m|l) +y

para todo (t,wl,...,wm)eRx(C)m. En particular, si

'E(t,wla---,'ﬁm)'

lim
H¢1ﬂ +...+"¢mﬂ = 4 oo leﬂ S| wmﬂ

y g transforma conjuntos acotados en conjuntos acotados, g verifica
la condicidn (Q). Por lo tanto, el teorema IV.3. generaliza los re-
sultados de Fennell [27].

2.~ Algunas condiciones bajo las cuales se verifica iii) del teorema

IV.4. vienen especificadas en la nota 2 del teorema II.S.

Tal y como hHicimos en el capitulo If, a partir del teorema
IV.3. se pueden obtener otros teoremas de existencia de soluciones
periddicas para la ecuacién (4.1) distintos de los resefiados en este
capitulo (ver [18]).
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El caso escalar

Vamos a estudiar la existencia de soluciones T-periédicas de

ecuaciones diferenciales funcionales escalares de la forma
x™ora 2P0 e xtmwxe - b)) - £0), m>1,  (4.)
donde ;s i=1,...,m-1 son constantes reales, h=>0 es constante y

g : RxR >R, (t,y) = g(t,y)
f: R=R, t > f(t)

son continuas y T-periédicas respecto de t.
Sea Z el espacio normado de aplicaciones z : R *R que

son continuas y T-periddicas, con la novma"‘"1 y X es el espacio
de Banach de aplicaciones x : R > R, que son de clase Cm-1

T-peridédicas, con la norma Il * | Notemos por dom L el conjunto

m-1°
formado por todas las aplicaciones de X que son de clase c™ .Si de

finimos

x(m) L (m-1)

L:domL—>Z , Lx +a

N: X—=>2Z, (Nx)(t)

+...+a,x'
m-1 1

g(t,x(t - h)) - f(t)

"

entonces, si ker L estd formado por las aplicaciones constantes de
X, L es una aplicacidén lineal de Fredholm de indice cero y Nes
L~compacta en subconjuntos acotados de X.

Supongamos que existen constantes § + y & - tales que
g(t,y) 2 6+ para v 0 y g(t,y) < 6- péra y 0. Definamos las
funciones ut : R?>R U{ -0 ,+ o por

ut(t) = lim inf  g(t,y) , p=(t) = lim sup g(t,y)
¥ ™ 4oo ¥y > -0
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Corolario IV,5. Supongamos que se verifican :
a) ker L ={x€dom L : x es una aplicacidn constante }.
b) Existen constantes o =0 y una funcidn continuag :R - R,

tales que

gl < glt,y) +a |yl + p(t)

para todo (t,y) ERxR.

c)

T T T
J p=-(t) dt <J £(t) dt <J ut(t) dt
0 0

0

Entonces, existe a, >0 tal que si agao, la ecuacidn (4.4)

tiene al menos una solucién T-periddica.

(Las integrales que aparecen en c¢) pueden no ser finitas).

Demostracidn.Vamos a ver que se verifican todas las condiciones
del teorema IV.4. Las condiciones i) y ii) son inmediatas con a = 1.
Supongamos ahora que la condicidn iii) de dicho teorema no se cumple.
Entonces, existe una sucesidn (xn), xne dom L y min I xn(t)l Zn

tales que t

T T
J g(t,x (t - h)) = J £(t) dt
n

] 0
Como min |xn(t)|> n, es evidente que debe existir una subsucesidn de
(xn), at1a que seguimos llamando por sencillez (xn), con signo constan
te. Supongamos, por ejemplo, que este signo es positivo. Entorices
min xn(t) 2 n y aplicando el lema de Fatou, se tendrd

t

T T T
£(t) dt = lim inf (t,x_(t - h))dt >J lim inf g(t,x (t - h)) 4t
JO n"+mJ0g n On»%w n

t

T T
> | lim ing d
jog"lﬂ ing g(t,y) JO u+(t) dt
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lo cual contradice c). Si el signo de x, es negativo, llegariamos
también a una contradiccidn teniendo en cuenta la otra desigualdad
de ¢). Por lo tanto, se cumple iii) del teorema IV..4.

Por otra parte, la aplicacidn ¢ ker L - QN. es ahora

ker L

1 T
R >R, (e) = —J (g(t,e) - £(t)) dt
0

er 1 ¢ Yer L T

Entonces, existe c1> 0, tal que o L(c:)> 0 para c>c1. En efecto,

er
si no fuese asi, existiria una sucesidn (cn) de nfimeros reales tales

que lim e, =t y o

(c.)<0 para todo n€ N. Entonces

ker L

T T
I g(t,e )at <J £0t) at
0 0]

Nuevamente, aplicando el lema de Fatou, tendriamos una contradiccidn
con la hipdtesis c). Andlogamente debe existir un c2<0 tal que
Yo L(c) <0 para c<02. $i e, = max { cys |02| } , entonces
L. L(c)>0 Y an L(—c) < 0 parac > cy- Esto implica, por el
teorema de Poincaré&-Bohl, la condicidn iv) del teorema IV.4. La de-

mostracién del corolario estd pues acabada.

NOTAS.
1.- El corolario se puede también demostrar tomando
u+(t) = lim inf  g(t,y) , w-(t) = lim sup g(t,y)

¥y > - o0 VY > + oo
y existiendo, por supuesto, constantes &+ y 6- tales que

glt,y) = 68+ siy=<o0, g(t,y) < 6- siy=0.

También, la condicidn b) se puede sustituir por la condicién

telt,y) 1< —glt,y) + olyl + B(o)

3.~ El corolario IV.5. generaliza un resultado de Fucik [28], el cual

considerd el caso en que
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g,y _

lim y siendo u-(t) y u+(t) verdaderos limites, es
Iyl = 4oo Iyl '
decir, p+(t) = lim g(t,y), u-(t) = lim glt,y) .

y >+ o Yy -
El corolaric IV.5. es también una extensidn del teorema 1 de Ward [80],

a ecuaciones diferenciales funcionales con retraso.

IV. 3. Ejemplos.

1.- Consideremos la ecuacidn escalar
™ (e) 4 apg® (e (6) = XE D) gy (4.5)

donde h=0 es constante y £ : R>R es continua y T-periddica (T>0),
PR T
verificando que J £(t) dt>0

0
Entonces, si la ecuacidn

Ata A m_1+...+a1A= 0 (4.6)

. . 2k wi
no tiene soluciones de la forma —7T — » con k un entero no nulo, la
ecuacién (4,5) tiene al menos una solucidn T-periddica.
En efecto, vamos a aplicar el corolario IV.5. En este caso

Yy como g(t,y) 20, la condicién b) es trivial. La condi-

glt,y) = e
cidn a) es equivalente a la condicidn impuesta en la ecuacidn (4.6).
Por Gltimo, podemos tomar &+ = 1, 6~ = 1 y entonces,

u+(t) = lim inf e =+ oo y w-(t) =limswp & =0 , con lo
y =+ 00 y > - o

cual se verifica tambi&n c¢). Como o = 0, trivialmente o < @y y

(4.5) tiene una solucidn T-periédica. Como g no verifica la condiciédn
de tipo (Q), los resultados citados de Mawhin no se pueden aplicar a la
ecuacidn (4.5).

2.- Sea ahora la ecuacidn escalar
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)ex(t - h)

: x(m)(t) =x(t - h + sent (4.7)

2
En este caso, tomando g(t,y) =y ¥ y f(t) = - sent ,J sent dt = 0
0

y u-(t) = lim sup g(t,y) = 0 . Por lo tanto, no se cumple la
> . ©0

hipétesis c¢) del corolario IV.5. y asi, los resultados de Ward

no se pueden aplicar. Tampoco se pueden aplicar los resgltados

citados de Mawhin ni de Fucik, pues g no verifica la condicién de

tipo (Q). Vamos a ver, en cambio, que es posible comprobar‘que se

.verifican todas las hipdtesis del teorema IV.4. Para ello, considere-
W _ mos la funcidn

g : RxC > R, (t,9) - p(-n)e?M)

+ sent
Entonces, la ecuacidn (4.7) se puede poner en la forma
x™ (1) = glt,x,)
‘; con g continua, 2w -periddica y aplicando conjuntos acotados en con
..juntos acotados. Ademds, por la forma que tiene la parte lineal de la

ecuacién (4.7), la hipdtesis i) del teorema IV.4. es ahora trivial.
Sea p € C, si p(-h)>0, lglt,y) | = | \b(-h)ew(-h) + sent |

¥(-h)

< y(-h)e + |sentl
Si ¢(-h) <0, la funcidn tb(—h)e‘b(-h) estd acotada. Sea B una cota de

dicha funcidn; entonces, para todo (t,y) ERxC

lg(t,m) < g(t,0) + max { g, 2 lsentl }

que es la condicidén ii) cona =1, y a, = 0, i= 1,...,m.

Por otra parte, si x€dom L y min Ix(£)!>1r>0, se tiene que

21 27 t
g(t,x ) dt = x(t - h) eX(t - h) dt # 0
0 t 0
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por tgner X signo constante. Por G1ltimo, si tomamos V : R - R,
c > ;—- » entonces
27
1
v'(C)¢ker L(c) = ez J (ce® + sent) dt = chC:>0 si-e# 0,
0

con lo cual, iv) se sigue del teorema de Poincaré-Bohl y del teorema

de Krasnosels'kii.
3.- Consideremos la ecuacidn diferencial funcional escalar

x'(t) = -bx(t) + e~X(t - h)

+ f(t), b>0, h=>o0, (4.8)
donde f : R ? R es continua, T-periddica (T >0) y no idénticamente
cero. Esta ecuacidn estd relacionada con la ecuacidn elaborada como
modelo por Lasota-Wazewska [ 24]para la supervivencia de células rojas
de la sangre. En su caso, f = 0 (ver también [75]).

Vamos a aplicar el teorema IV.4. para demostrar la existencia
de al menos una solucidn T-periddica de (4.8) para b suficiente-
mente pequefio.

La condicién 1) es trivial con Ix = x'. Por otra parte, to-
mando g : RxC * R, (t,y) > -by(0) + e V(-h) + F(t) , tenemos que

le(t,w) 1<b 1yl + e ™My £(e) = _by(0) + buco) + b 1p(o)l +

¢ V(D) + £(t) < g(t,y) + 2nlyll.

Luego ii) se verifica con a = 1, a, = 2b, a, = 0, i=2,...,m y B= 0.

Para verificar iii), si x€dom L talque min lx(t)I=r>0,
t
entonces x debe tener signo constante y

T
J (-bx(t) + e X(t -h)

0

+ f(t)) £ 0
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En efecto, si r es suficientemente grande y x(t)>0, entonces

min x(t)=r, e_X(t - 0, -bx(t) = - ooy si x(t)< D, entonces
R : -x(t - h)

min (-x(t))>r . Es decir, x(t)<-r . Luego e > 4ooy
t

-bx(t) —>2+ o, Por Gltimo, para verificar iv), tomemos V : R 2R,
c —>- —g—- . Entonces.

T
V'(c) L I(c) = -c —,},—J (-be + ™% + F(t)) dt =
. - 0

be? - ce™© - c%-

T
J f(t) dt >0 para lc|l suficien-
0

temente grande. Luego iv) se sigue del teorema de Poincaré-Bohl y el

teorema de Krasnosels'kii.

IV.4. Introduccidn a las ecuaciones diferenciales funcionales de tipo

neutro y transformacién de la ecuacidén en una ecuacidn abstracta.

Sean £ :RxC - R", (t,p) = (t,p)
L :RxC »> R", (t,p) - L(t,yp)
aplicaciones continuas. T-periddicas en t vy lineales en Y para cada
t€R, .
g: RxC - R, (t,9) —> g(t,y)

continua, T-periddica en t y aplicando conjuntos acotados en con-

juntos acotados. Consideremos la ecuacién diferencial funcional

S OC,%) = £(tx) + glt,x) (4.9)
donde D(t,p) = p(0) - (t,y) para todo (t,y) ERxC.

Por el teorema de representacidn de Riesz [73], podemos repre-

sentar los funcionales D(t,*) y £(t,*) como integrales de Stieltijes
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0
D(t,9) = $(0) -J [a, wt.o]uco)
~h
0
L(it,p) = J [de n (t,e)] v (o) .
-h
2 n2
para (t,y) €ERxC, donde M.y : R =R son matrices de orden nxn

y de variacidn acotada en 6 para cada t. Supondremos que y es uni-
formemente no atdmico en cero. Esto quiere decir que existe una fun-
cidn continua m : [0,+ ) = R, no decreciente, tal que m(0) =0y

verificando que
o
J 4 wE0]y (| < n@)lyl
s .

para todo $€C y s€ [-h,0] . En este caso la ecuacidn (4.9) se

dice que es una ecuacidn diferencial funcional de tipo neutro.
Definicidn. El operador D se dice que es uniformemente

estable si la solucidn cero de la ecuacidn funcional D(t,yt) =0

es uniforme asintdticamente estable ; es decir, existen constantes

b, ¢>0 tales que si y(y) es la solucidn de la ecuacidn D(t,yt) = 0,

con y, = ¢, entonces

Iy, (I <ae™ gl , t>0,y €c.

m
Ejemplo. Sea D(y) = ¢(0) - k2;1 Ak w(—hk), donde —hk
k=1,...,m y A son matrices constantes nxn. Entonces, se puede ver

€ [-h,0],

m

en [22]lque si S lAkI <1, el operador D es uniformemente es-
k=1

table. En particular, D(y) = $(0), es decir, el operador que da lugar

a las ecuaciones diferenciales funcionales con retraso es uniformemen-
te estable.

En lo que sigue, supondremos que el operador D es uniformemen-
te estable.
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A continuacidn vamos a transformar el problema de existencia de so-
luciones T-periddicas de (4.9) en un problema abstracto. Para ello,
sea X el espacio de Banach de funciones x : R = Rn, continuas y

T-periddicas con la norma

I I o = méx Ix(t)] = max Ix(t)!

y Z el espacio de Banach de funciones continuas z : R = Rn, de la

forma z(t) = dt + x(t), con dERn, x€X y x(0) = 0, con la norma
ﬂzllz = lal + llxll0

Si definimos los operadores

t
L: X7, (Lx)(t) = D(t,xt) - D(O,xo) - j -C(s,xs) ds

0

t
N X2z, (N)(t) J g(s,x ) ds

0

i nuestro problema es equivalente a encontrar una solucidn de la ecua-

cidn de operadores
Lx = Nx (4.10)

NOTA. Para ver que L estd bién definido,' observemos que

D(t,xt) - D(O,xO)EZ con d = 0. También ,

t t . (T . (T _
J f(S,xS) ds = J L(s,x ) ds - T J L(s,x ) ds + = L(s,x ) ds =
0 0 s 0 s T)o s

t T
x,(t) + dt, donde x, (1) =J0 £(s,x8) ds - -;— Jo -c(s,xs) ds y

T
1
d = T J £(s,xs) ds . Ahora bién, Xl(t) es una funcidn continua de R
0
en R y
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t+T + T T
x (£t +T) = L(s,x_)ds - = L(s,x )ds - L(s,x ) ds =
0 s T 0 s 0 ‘8

u

T t+T £ T T
J L(s,x ) ds + L(s,x_ ) ds - = | L(s,x ) ds - | L(s,x ) ds =
0 s T s T 0 s 0 s

t t T
JOL'(S,XS) ds - T JO -c(s,xs) ds = xl(t).

Por lo tanto x1€X y asi Lx€Z. Andlogamente se haria para ver que

N estd bién definida.

IV. 5. Caso no resonante. Teorema de existencia.

Supongamos que la ecuacidn —3—{ (D(t,xt)) = f(t,xt) sélo

tiene como solucidn T-periddica la solucidn trivial. Entonces
ker L ={0}, y ademds, por el teorema de la alternativa para este tipo

de ecuaciones ( [36]), Im L = Z. Luego en este caso Py Q son las
proyecciones nulas en X y 7 respectivamente. Ademds KP = KO = L—l.

Proposicién IV.6. 1! es continua.

Demostracifn.Basta ver que L es continua. En efecto, si L
es continua, L serd cerrada y por lo tanto L-1 es cerrada. Ahora
bi&n, como X y Z son espacios de Banach, por el teorema de la grafi-
ca cerrada, L—:l es continua.

Para ver que L es continua, observemos que

lLxl _ = max { In(t,x.) - po,x )}
Z telo,m t 0 ,
t 4 (T byt
+ max J ( Lis,x ) - = J L(s,x_)ds)dt|+ TJ L(s,x )ds
t€o,1l|J o s T )y "s ' 0 s

<k1 "x"o ,» ya que D(t,¥) y L(t,y ) son operadores lineales y

continuos en y .

Proposicidn IV.7. N es compacta.
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Demostracidn. Veamos en primer lugar que N transforma sub-
conjuntos acotados de X en subconjuntos relativamente compactos de Z.
En efecto, si BCX es acotado, entonces existe bf> 0 tal que

(9] 0 <b1 para todo x€B, o sea llxt||< b, para todo tERy
como g transforma conjuntos acotados en conjuntos acotados, exis-
tird b2> 0 tal que [g(t,xt)|< b, para todo x€B y por tanto exis

tird b3> 0 tal que INxl 7S by. Por otra parte, si t,»t,€ 0,1,

3
le(tl) - Nx(t2)| <b2 ltl -t | , con 1o cual, el conjunto {Nx: x €B}

es equiacotado y equicontinuo zn Z. Por el teorema de Ascoli-Arzeld,
toda sucesidn de dicho conjunto admite una subsucesidn uniformemente
convergente y por lo tanto convergente en Z. Asi, el conjunto N(B)
es relativamente compacto.

Para ver que N es continua se procede de idéntica forma a
como se hizo en la proposicién IV.2., utilizando el hecho anterior y
el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.

Teniendo en cuenta la nota correspondiente al teorema III.1.
y la proposicidn anterior, N es L-compacta en subconjuntos acotados
de X y podemos aplicarle a la ecuacidn (4.10) los teoremas de exis—
tencia abstractos dados en el capitulo III. Asi, tenemos el siguien-
te teorema.

Teorema IV.8. Supongamos que existen constantes a,B =0
tales que

lg(t, i< alpl + 8

para todo (t,P) ERxC y que la ecuacidn a%— (D(t,xt)) = f(t,xt)
sb6lo tiene como solucidn T-periddica la solucidn trivial. Entonces,
1

1+ 2T
T-periddica.

sia<

» la ecuacidén (4.9) tiene al menos una solucidn

Demostracidn. Vamos a ver que se verifican todas las condi-
ciones del teorema III.3. La hipétesis i) esta ya demostrada con las
dos proposiciones anteriores,y las hipétesis 1ii) y iv) son triviales

‘con = 0, ya que P =0, Q = 0. Veamos pues que se cumple 1i) con
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vy = 0.. En efecto, teniendo en cuenta que

t t £ T . T
(Nx)(t) = JO g(S,xS)ds =Jog(s,xs)ds -7 J Og(s,xs)ds Wjog(s,xs)ds

y la definicidén de la norma en Z, se tiene

I nxl L JT< | ’ L ("
Nx = | = g(s,x_)ds | + mix [ (g(s,x )- —J g(s,x )ds)ds
Z T 0 s I t €l0,71' 0 s T 0 s
1 T t T
< T J |g(s,xs)|ds + mix [ (lgls,x )+ = J lg(s,x )ds) ds
0 t €[0,T} 0 s 0 S

1 T T 1 T
<7 Jo( a lleII + g)ds + JO( a llxsll B+ jo allxsll + g)ds)ds

<oLIIx|I0 +B+Ta|lxll0 + TR+ Ta llxllo +Tg =
= a(l + 2T) llxll0 + (1 + 2T)

Asi pues, se verifica (3.10) con ag = a(l + 2T) y Bg = g(1 + 2T) .

Como o, en este caso es menor estrictamente que 1, si

al(l + 2T) < @, <1, o sea,a <X , la demostracitn esti
1+ 2T

acabada.

NOTAS.

1.~ El teorema se puede demostrar también transformando la ecuacidn
Lx = Nx en la ecuacidén equivalente x = L nx y utilizando el coro-
lario III.5. (teorema del punto fijo de Granas). (ver también [37]).
2.- El1 teorema IV. 8. generaliza el teorema 5.1. de Hale y Mawhin [391],
ya que ellos consideraron el caso en que g es continua, transforma

conjuntos acotados en conjuntos acotados y es tal que

1im sup M = inf { sup _Ig_(}:_,L)_l_ }: 0
Il >+ oo (] 0<p<so lyp I>p hy I
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uniformemente en t€R.
El teorema IV.8. generaliza también el teorema 1 de Fennell [27],
ya que &l considerd el casc en que #= 0 y g verificando la condi-

cidn anterior.

IV. 6. Caso resonante. Teoremas de existencia.

Vamos a considerar ahora el caso en que la ecuacidn

—%%—-(D(t,xt)) = £(t,xt) tiene soluciones T-periddicas distintas

de la trivial. En este caso, la condicién del teorema IV.8.,
lg(t,p)I< alyl+g  no es suficiente para la existencia de soluciones
T-periddicas de la ecuacidn (4.9) (por ejemplo, en el caso en que
(4.9) es una ecuacidn diferencial ordinaria lineal no homogénea, el
término g(t) debe ser ortogonal, con un cierto producto escalar, a
las soluciones T-periddicas de la ecuacidn adjunta ). Es necesario,
pues, afadir otras hipdtesis sobre g. Generalmente estas hipdtesis
son de naturaleza asintdtica, tal como vimos en el capitulo II y en
la primera parte de este capitulo.

Nuestro objetivo es aplicar los teoremas demostrados en el
capitulo III. Observindolos detenidamente se ve que es muy conveniente
(a veces casi necesario), el conocimiento de las proyecciones P y Q.
Esto no es fdcil en general. (Incluso en ecuaciones diferenciales or-
dinarias lineales, P y Q vienen dados en funcidn de una matriz
fundamental de la ecuacidn homogénea y sabemos que la matriz fundamen-
tal no se puede calcular en general ). (ver [34]). Por todas estas

razones, vamos a considerar aqui el caso L= 0, es decir, la ecuacidn
—d (D(t,x,)) = g(t,x.) (4.11)
dt >t AR 4 )

. . . . n .
Bajo las anteriores consideraciones, para todo ¢€R, existe una

inica solucién T-periddica de la ecuacidn D(t,xt) = c. Existe pues
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una aplicacidn lineal M : R" -+ X, ¢ > Mc tal que D(t,(Mc)t) =c

para todo t €R. Ademd3s, M es continua ( ver [3‘9]) . Ahora bién,
xEker L © D(t,xt) = D(O,xo) para todo tE€R & x = M(D(O,xo)).
Por lo tanto ker L = { x€X : existe cer? con x = Mc } y como M
es lineal e inyectiva, dim ker L = n.

Por el teorema de la alternativa para ecuaciones del tipo
D(t,xt) = z(t) ( ver [36]), dim ker L = codim Im L. Sea

Q: 22, (Qz)(t) = % z(T)t, tER. Entonces, si z€Im L , existe

|

x E€X tal que D(t,xt) - D(O,xo) = z(t), tER. Luego z(T) = D(T,xT) -

- D(O,xo) = 0, ya que D es T-periddica en t. Asi, Qz =0y
Im LCker Q. Como n = codim ker Q = codim Im L, ker Q = Im L. Ade-

" . 2
mids Q es continua y Q° = Q. En efecto

1 1
10zl g = |z(T)|<—T-(T +1) Izl 7

=i

| =

v %(z)(t)

"

0(Qz) (1) = %-(Qz(T))t =L DTt = Q) (1)

2

3

Tambi&n Im L = ker Q es cerrado en Z. Por otra parte, podemos de-
finir P : X > X, Px = M(D(O,xo)). Entonces

P2x = P(Px) = P(M(D(O,xo))) = Py, donde M(D(O,xo)) = y. Entonces ,
D(t,yt) = D(O,xo) y por tanto D(O,yo) = D(O,xo). Como P2x = Py =
= M(D(O,yo)) = M(D(O,xo)) = Px, P2 = P. Ademds, como M es lineal y
continua, P es lineal y continua y evidentemente Im P = ker L. Sea
LP la restriccidn de L a ker P. Entonces LP: ker P> Im L es
lineal, continua y biyectiva y ker P e Im L son subespacios cerrados
de Xy 72 respéctivamente. Luego, por el teorema de la grdfica ce-
rrada, la inversa KP : Im L > ker P es continua. Hemos demostrado
asi la siguiente proposicidn.

Proposicidn IV.9. L es una aplicacidn lineal de Fredholm de

indice cero y K_ es continua. Ademds, N es L-compacta en subconjuntos

P
acotados de X.
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Teorema IV.10. Supongamos que se verifican :

n
1) Existen constantes =0, 31> 0, a€R" tales que

%1
lglt, << a,glt,y) > + a Iy I+ By

para todo (t,y) €RxC.
2) Existe una funcién f£ : RxC = Rn, (t,y) > £(t,y) , continua,
T-periddica en t y aplicando conjuntos acotados en con-

juntos acotados, y constantes a2> 0, s2> 0, tales que
(e, pI<<a,f(t,y) > + ay Iyl + 8,

para todo (t,y) ERxC. t

3) Sea ¢: X > Z, (ox)(t) = f(s,xs)ds . Entonces, existen
0
constantes r >0, v 2 0 tales que toda solucidn xEX de la

familia de ecuaciones
AQNx + (1 -A)Qax = 0, A€ J0,1] (4.12)

verifica lpxil 0 < r+ oz - p)xl 0
4) L —@ECL(BX(S)) para todo s>r vy DL[(L,<1>),BX(S)] £0 .
Entonces, existe ao> 0 tal que si a + @, < a,, la ecuacién
(4.11) tiene al menos una solucidn T-periddica.

Demostracidn. Vamos a comprobar que se verifican todas las hi-
pStesis del teorema III.2. La hipdtesis a) es trivial, puesto que sabe-
mos que KP es continua y que N yé son compactas.

Tomemos ahora el funcional y: Z ® R, y(z) = (1 + 2T) <a,%— z(T)> .
8i z€Im L, 2z€ker Q y como (Qz)(t) = :lIL,— z(T)t, entonces z(T) = 0;

luego v(z) = 0 y asi Im LCkery . Ademds, si xE€X, entonces

1 T t 1 T
Inx 2 5 J g(s,xs)ds + max J(g(s,xs)—-,fj g(s,xs)ds)ds
0 t €lo,Tl| /o 0
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1 (T T , (T
sTjolg(s,xS)I ds + J(:)( g(s,xs)l +¥jo [g(s,xs)ds[ )ds -

1

T
( % + 2) j Ig(s,xs)| ds . Utilizando la hipétesis 1), se tiene

o

Inxl 7 < (

RETIN

T
+ 2) J é < a,g(s,xs) > + ay nxsﬂ + 81 ) ds

T .
1, -
< 7 ¢ 1+ 2T )Jo<a,g(s,xs)> ds + a1(2T + 1) IIxIIO +81(2T + 1) =

u

T
1
(1 +2T) <a, 7 Jog(s,xs)>ds + o, lello + B4, donde

a, = a1(2T + 1), 33 = 31(21‘ + 1)

3

Como (Nx)(t)

t
J g(s,x ) ds, v(Nx) = (1 + 2T) <a,-1- Nx(T)> =
0 s T

T
(1 +21) <a, L J g(s,x_) ds > . Luego
T 0 s

Inx "Z < y(Nx) + aq "X"O + 63 .
Asi, se cumple la hipbtesis b). La comprobacién de que se verifica c),
a partir de 2), es aniloga a lo hecho anteriormente. También, d) y e)

son lo mismo que 3) y 4). Luego la demostracién estd acabada.

En el caso en que ker L esté formado por las funciones cons-
tantes (por ejemplo, si D(t,xt) no depende de t), se puede concretar
la hipdtesis 3) andlogamente a como se ha hecho en los teoremas de
los capitulos anteriores. Asi tenemos la siguiente proposicién.

Proposieidn IV.11. Supongamos que ker L estd formado por las

aplicaciones constantes de X y que existe r>0 verificando que para
todo xE€X, x = (xi,...,xn), con min Ixj.(t)' 2 r para algin j, 1<j<n,

. t
se tiene
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T T
<J g(t,x_)dt, J F(t,x )dt >= 0 (4.13)
t t
0 0
no siendo simultdneamente nulas ambas integrales.

Entonces se verifica la hipdtesis 3) del teorema IV.10., con
v =1,

Demostracidén. Andloga a la verificacidn de la hipdtesis 4)

hecha en el teorema 4.3.

Combinando el teorema IV.10. y la proposicidn IV.11l., se tiene
Corolario IV.12. Supongamos :

1) ker L ={x€dom L : x es una aplicacién constante }.

2) Existen constantes a1> 0, 812 0, .aGRn, tales que

lglt,I<<a,glt,p)>+ a, | pll + 8,

para todo (t,y) ERxC.
3) Existe una funcién f : RxC — Rn, continua, T-peribdica en
t y aplicando conjuntos acotados en conjuntos acotados, y

constantes a2> 0, 62> 0, tales que
l£(t,9)1<<a,f(£,9)> +a, Iy | + 8,

para todo (t,y) ERxC.
4) Existe r>0 tal que para todo x€X, x = (x1,...,xn), con

min |xj(t)| 2 r para algin j, 1 S§<n, se tiene
t

T T
<} s(t,x )dt, F(t,x )dt > =0
0 t 0 t

no siendo nulas simultdneamente ambas integrales.

. t
5) Si &: X > 27, (ox)(t) = f(s,xs)ds, entonces
0
L —'DGCL(BX(S)) y D [(L,@),BX(S) ] # 0 para todo s>r.
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Entonces, existe q 0> 0 tal que si ay + a, < ago la ecuacidn

(4.11) tiene al menos una solucién T-periddica.

NoTAS .
1.- La relacibén que existe entre 2) y las condiciones impuestas sobre
las componentes de g viene dada por la nota 4. del teorema IV.3.
2.- La hipStesis de que g aplique conjuntos acotados en conjuntos
acotados es superflua si lal<1,
3.- El corolario IV.12. es la extensidn a ecuaciones diferenciales
funcionales de tipo neutro del teorema IV.3., que era vidlido para
ecuaciones diferenciales funcionales con retraso.
4,- El caso en que ker L no estd formado por las aplicaciones cons-
tantes es mds dificil. Hale y Mawhin [39]han introducido el concepto
de propiedad "u " para estos casos. Se dice que la aplicacién M
tiene la propiedad '"u " si existe u >0 tal que | (Me)(t)I= ylel
para todo c€R", tE€R. Por ejemplo, si D(t,y) es independiente de
t, entonces ker L estd formado por las aplicaciones constantes,
M=I y u-=1.

En este caso, el corolario IV.12. seguiria siendo vdlido si la
hipdtesis 1) se sustituye por la hipbtesis de que M tenga la propie-
dad "u ". En efecto, tenemos la siguiente proposicidn.

Propostieidén IV.13. Supongamos que el operador M asociado a

la ecuacidn (4.11) tiene la propiedad "u " y que existe r >0 verifi-

cando que para todo x €X, con min |x{(t)|>r, se tiene
t

T T
<J g(t,x )dt, f(t,x )dt >>0 (4.14)
0 0 .
no siendo simultdneamente nulas ambas integrales.

Supongamos ademds que se verifican las hipdtesis 1),2) y
4) del teorema IV.10. Entonces la conclusidn de dicho teorema es cierta.

Demostracidn. Sea x€X y A€ ]0,1[ tales que
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XQNx + (1 -A\)Qgx = O . Entonces )\%(Nx)(T)t + (1—}‘)%(<px)(T)t =

Es decir, A(Nx){(T) + (1 -A)(#x)(T) = 0. O sea,

T T
AJ glt,x, )dt + (1 -A) j f(t,xt)dt =0
0 t 0

Por (4.14), debe existir t€ [0,T], tal que Ix(t)I<»r . Por tanto,

si Px = Mc, tenemos

ulel < Me)(0)! < T(px)(0)] < Ix(e)l +  1((T - P)x)(t)I

< r+ Iz~ P)x“o .

ast,  Iexl  <lullel <bul [u™he + w7 1 (2 - Paxl, ] que es

lpxl 0 < R1 + iz - p)xll o con Ry = Iul u_ir' y v= Iml u—l.
Ahora, utilizando el teorema III.3., tendriamos
Teorema IV.14. Supongamos que se verifican las siguientes con-
diciones :
a) ker L = {x€dom L : x es una aplicacidn constante}. .
b) Existen constantes a1> 0, Bl> 0, a€R", tal que

lg(t,wI< <a,glt,p) > +a 1 I ypl+ B,

para todo (t,y) ERxC.
c) Existe r>0 tal que para todo x€X, x = (xi,...,xn) con

min |xj(t)' 2 r para algln j, 1< §<n, se tiene
t

T
J g(t,x )dt # 0
0 t

4d) dB(JC,BX(S) Nker L,0) # 0 para todo s>r, donde
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T
¥I: R" >R, ¢ *%—, J g(t,c)dt
0

Entonces, existe a0> 0, tal que si oy < g la ecuacidn (4.11)

tiene al menos una solucidén T-periddica.

Demostracibdn. Es trivial a partir del teorema III.3., tomando
vy igual que en el teorema IV.10. y siguiendo las mismas lineas que

en este filtimo teorema.

NOTAS.

1.~ E1 teorema IV.14. generaliza, en el caso en que ker L esti
formado por las aplicaciones constantes, el teorema 5.2. de Hale y
Mawhin [ 39] pues ellos consideraron t&rminos g no lineales asinté-
ticos a cero. En el caso de ker L arbitrario, el teorema IV.14.
sigue siendo v&lido si a) se sustituye por la hipdtesis de que M
satisfaga la propiedad "u ".

2.~ Las formas de que se verifique d) son muchas, tal como se indica
en el capitulo I.

3.- E1 teorema IV.14. es la extensidn a ecuaciones diferenciales fun-
cionales de tipo neutro del teorema IV.4., que era vdlido para ecua-

ciones diferenciales funcionales con retraso.

IV.7. El caso escalar resonante. Ejemplos.

Esta proposicidn se puede considerar como la extensidn a
ecuaciones diferenciales funcionales de tipo neutro de la proposicidn
II.7. y servird para establecer condiciones asintdticas relacionadas

con el signo de x(t), cuando min Ix(t)| es suficientemente grande.
t
Proposieién IV.15. Supongamos que se verifican las siguientes

condiciones
1) ker L = { x€dom L : x es una aplicacidn constante }.
1
2) Existen una funcidén V : R >R, VEC (R), a€R, a1> 0,

612 0, tales que
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lvix)l < av'(x) + oy Izl + B, » para todo xER.

3) Existe r>0 tal que para todo x€X, con minlx(t)| >r, se
tiene T t
J Vi(x(t))dt # 0

0

Entonces, existen o >0y r1> 0 tal que si a1< ag> Se tiene
I D [ (L,e),By(s)]] = |dB(V',Bx(s)ﬁker L,0) |

t
para todo s> ry, donde ¢ : X >Z, (ex)(t) = V'(x(s)) ds.
Demostracidn. Evidentemente ¢ es L-compacta enoconjuntos aco-

tados de X. Consideremos ahora la aplicacidn

F: xx[0,1] =7, (x,)) > Lx - Aa¢x - (1 -1)Qex
Como A¢ x + (1 -1)Q% x es L-compacta en subconjuntos acotados de X,
si existe Q , abierto y acotado de X, con £ # ¢ tal que
F(x,1) # 0 para todo (x,A) €(3q )x[0,1] , entonces, por la propie-
dad de invarianza por homotopia,

|DL[(F(',1), Q) 1l= IDL[(L,cb),n 1= 1 b (FCe,0),0)] =

L
= | o[ (L,8),0 11

y como Q (Z) C21 =ImQ tal que Z = Im L@Zi, entonces

IDL [(L,9),0] I= ldB(cm xep 1> @ Nker L,0)

L

Ahora bién, si x€ker L, x es constante, y por tanto

t
(ex)(t) = J Vi(x)ds = tV'(x)
0

Luego, IdB(Q@ ker L* & N ker L,0) | = |dB(V', QNker L,0)l

como queriamos demostrar. Lo Gnico que queda pues es encontrar 9 .
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Para ello, consideremos la familia de ecuaciones

Lx = a¢x + (1 -MQex , ¥ [0,1] , x€X, (4.15)
que es equivalente al sistema de ecuaciones

Q¢ x = 0, x - Px =2 K (I - Q)¢ x (4.16)
Siy: Z—2>R, y(z) = (1 + 2T) %Z(T), entonces ker QC kery y

1

T
I|d>x||z =5 Jo V'(x(s))ds

t 1 (T
+ max J (V’(X(S))'TJ V'(x(u))du )ds
t €[0,T] 0 0

1 T T 1 T
<T J v (x(s))lds + J(‘V’(x(s))|+ Tj Ivi(x(u))ldu )ds =
0 0 0
a+on (T, (1 +21) (T
= e J V'(x(s)) las <=2 227 J(aV'(x(s))+a1|x(s)|+ 8, )ds
0 T 0

T
<(1 + 27) %- J av'(x(s)) ds + a, (1 + 27) lello + B
0

y(ox) + al(l + 2T) llxﬂo + B, y como Qd¢x = 0, dxE€ker Q C kery

luego y(¢x) = 0 y asi
“Qi“z < o1 +om) bkl o+ (4.17)

Aplicando Q a ambos miembros de (4.15) se tiene Q¢x = O . Luego

T
J V'(x(t))dt = 0 y asi, por la hipétesis 3), debe existir t €[0,T]
0

tal que |x(t)! <r. Luego, como Im P = ker L, se tiene

"Px"o = lpx) (D)< Ix(0) + 11 - P)x)() < ¢ (T - Pxll ) (4.18)
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Por Gltimo, teniendo en cuenta (4.16), (4.17) y (4.18), se tiene

fix 0 < Ix - pxlf ot Ipx| <k loxl gt Tt Itz - p)xi

0 0
<k  loxl gtrtk lox | g =r+ 2k o xit 7 S r 2k [a1(1+2T) le"o+6] =

=r+ 2k B+ 2k o,(1 + 2T) le||o.
Si 1 - 2k a1(1 + 2T) > 0, entonces

Ixl ) < (1 - 2k a (1 + 21) (2 + 28 )
como queriamos demostrar.

‘Teniendo en cuenta esta proposicidn, deducimos el siguiente
corolario.

Corolario IV.16. Supongamos que se verifican :

i) ker L ={ x€dom L : X es una aplicacibén constante }.

ii) Existen constantes @,> 0, 8,>0, tales que
lg(t,w)| <glt,p) + a,ly I+ 8,

para todo (t,§) ERxC.

iii) Existe r>0 tal que para todo x€X, con min Ix(t)!> r, se

tiene t

T
sign x(t) J g(t,xt)dt =0
0

Entonces, existe a0>0 , tal que si @y < ays la ecuacidn

(4.11) tiene al menos una solucidn T-periéddica.

Demostracidn. Tomemos en el corolario IV.12. 9
£ : RxC >R, (t,p) > V'(y(0)), donde V : R >R talque V(x) = EX

2
+ . . .
y €€R’; es decir, f(t,p) = ep(0) . Evidentemente, f es continua,

T-periddica en t y aplica conjuntos acotados en conjuntos acotados.
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Ademds, [|£(t,p)l = lep(0)I< ¢ ¢(0) + 2y Mg = Flt,p)+2e By I,
Asi, se verifican las condiciones 1),2) y 3) del corolario IV.12., con
a = 1. La hipbtesis 4) seria ahora

T T
g(t,x, )dt ex(t)dt = 0
0 t 0

y como min Ix(t)I>r>0, x debe tener signo constante y por lo tanto
: t .
la hipdtesis 4) del corolario IV.12. es ahora la hipdtesis iii).

Por otra parte

t t t
d: X >7Z, (ex)(t) =J' f(s,xs)ds = J e x(s)ds =J V' (x(s))ds
0 0 0

y V estd en las condiciones de la proposicién IV.15. Luego existe

r13>0 tal que

I DL[(L,Q),BX(S)] f= ldB(V',BX(s)’Wker L,0)l # 0 para todo s;>r1.
Por lo tanto, se verifican todas las condiciones del corolario IV.12.

y la demostracidén estd completa.

NOTAS.
1.- El corolario IV.16. sigue siendo cierto si‘la condicidn ii) se
sustituye por

lglt, ) < —g(t,p) + a gl + B, -
El inter&s de este tipo de condiciones es que no suponen restriccién
para g cuando g tiéne signo constante.
2.- Andlogamente a como se hizo en el capitulo II, a partir de este
corolario se pueden obtener condiciones asintdticas de tipo Landesman-
Lazer en el caso en que g(t,y) = G(t,P(~h)). Esto supondria la ex-
tensidn a ecuaciones diferenciales funcionales de tipo neutro del
corolario II.10., que era vdlido para ecuaciones diferenciales ordi-

narias y delcorolario IV.5., que era vdlido para ecuaciones diferen-
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ciales funcionales con retraso.
3.~ También, el corolario IV.16. se podria haber demostrado susti-
tuyendo la condicidn i) por la condicidén de que M satisfaga la

propiedad "qu".
Ejemplos.

1.~ Consideremos la ecuacidn de tipo neutro

B e (4.19)

& (e(e) - > ax(t - b)) = &XCE
R A s L
k=1
dondem —th [-h,0] y a, k =1,...,m, son constantes reales tales
que Z |ak|< 1 . Supongamos también que f : R > R es continua, T-pe-
k=1

T
riddica (T>0) y que J f(s)ds <0 . Entonces, la ecuacidén (4.19) tiene
0

al menos una solucidn T-periddica. En efecto, si
m
D : RxC >R, (t,p) = ¢(0) - D a y(~h )
=1 k k

entonces D verifica las condiciones impuestas en el apartado IV..4,
(ver [22]) y en particular, D es uniformemente estable. Como D no
depende de t, ker L estd formado por las aplicaciones constantes.
Por otra parte, si
. > - w(-h)

g : RxC >R, (t,p) > e + £(t)
entonces, g es continua, T-periddica en t y aplica conjuntos acota-
dos en conjuntos acotados. Ademds, si (t,}) €ERxC, tenemos que

lg(t,¥)! <g(t,y) + B,, donde B, >0. Por otra parte, si lx(t)I1=r>o0,
1 1

para todo t€R, y r es suficientemente grande,

T
J (Xt =B ey ae
0
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tiene el mismo signo que x(t). Por tanto, se cumplen todas las con-
diciones del corolario IV.16., con a, = 0.
2.~ Sea ahora la ecuacidn

ex(t -h

T (x(t) - ax(t - b)) = x(t - h) ) 4 £)

donde h>0, y lal <1. Sea f : R > R continua, T-periédica tal que

T .
J f(t)dt = 0 . Entonces, aplicando nuevamente el corolario IV.16.,
0

esta ecuacidén tiene al menos una solucidn T-periddica (ver la dis-

cusidn del ejemplo 2. en IV.3.)
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Capitulo V

EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS DE
ALGUNAS ECUACIONES DIFERENCIALES
FUNCIONALES NO LINEALES CON
RETRASO DE PRIMER ORDEN

Consideremos la ecuacidn diferencial funcional con retraso
x'(t) = g(t,x(t),xt) (5.1)

donde g : RxRxC — Rn, (t,x,p) = g(t,x,p) es continua, T-periddica
en t (T>0) y aplica conjuntos acotados en conjuntos acotados. La

ecuacidn (5.1) es un caso particular de ecuaciones del tipo
x'(t) = f(t,xt) (5.2)

donde f : RxC - R", (t,y) = £f(t,y) . En efecto, si tomamos
f(t,xt) = g(t,Q(xt)), donde 2 : ¢ = R"xC, ¥ = (p(0),y) , entonces

'f(t,xt) = g(t,x(t),xt). Sin embargo, nosotros vamos a adoptar la
forma (5.1) porque es mis conveniente para el tipo de hipdtesis que
se hacen sobre g.

Queremos estudiar la existencia de soluciones T-periddicas
de la ecuacidn (5.1). Para ello, en primer lugar, planteamos este

problema de forma abstracta.

Sea X el espacio de Banach de aplicaciones x : R = Rn, con-
tinuas y T-periddicas con la norma ||x"0 = méx Fx(t)] , donde
t €[0,T]

I * | es una norma cualquiera en R". Consideremos los operadores
L : dom LC X > X definido por

dom L = {Xx€X : x es de clase C1 } o, Lx = x'
N : X=X, (Nx)(t) = g('t,x(t),xt)
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Entonces, nuestro problema es equivalente a estudiar la existencia

de soluciones para la ecuacidén de operadores
Lx = Nx ' (5.3)

Es trivial que ker L = { xE€dom L:x es una aplicacidn constante}
y.- por lo tanto, por el teorema de la alternativa de Fredholm,

: T
ImL = { y€X :J y(t)dt = 0 } . Ademds, teniendo en cuenta la norma
0
definida en X, Im L es cerrado en X y n = dim ker L = codim Im L. Por

lo tanto L es una aplicacidn de Fredholm de indice cero y existen
proyecciones continuas P : X > X, Q : X > X , tales que

ImP =ker L, Im L = ker Q. En este caso podemos tomar Px = x(0),

T
Qx = L J x(t)dt, para todo x€X. La aplicacién L es
0

T p - L' ker P
biyectiva sobre Im L y su inversa, KP : Im L = dom LNker P, viene

dada en este caso por
t

(KPy)(t) =J y(s)ds para todo y€Im L .
0

Como IIKPYHO <T “y"o, K, es continua y si B es cualquier subconjun-
to acotado de Im L, entonces KPB es acotado en X. Ademds, para
todo y B, LKPy = y, es decir, (KPy)'(t) = y(t). Luego el conjunto
{(K.Py)' : YEB } es acotado en X y por el teorema de Ascoli-Arzeli,

KP(B) es relativamente compacto en X. Por tanto, K es compacta.

La demostracién de que N es L-compacta enPsubconjuntos
acotados de X seria la misma que en la profxosicién Iv.2.

Estamos, pues, en condiciones de aplicarle a la ecuacién (5.3)
los teoremas de existencia del capitulo I.

Teorema V.1. Supongamos que existen funciones

U,V : R" > R; de clase C' (Rg =kt U {0})

106



J : X »> X, continua y aplicando conjuntos acotados en conjun-
tos acotados
a, b :R —>R+, continuas
Yy R; —>R+, continua

y nimeros reales o , a1> 0, a2> 0, tales que

+ u
1) 1im  r(U(x)) = +, donde T:R =R, u - —(—rds X
1%l =4 oo ’ 0 ’ oY S

< U'(x),g(t,x,p)> <q <U'(x),g(t,x,y)>
y(U(x)) y(U(x))

2) + ooy r(u(x))+a(t)

para todo (t,x,p) ERxR'xC. ( < > es el producto escalar ordinario enR") .

<U'(x(£)),(Ix)(£)> <q< U'(x(t)),(dx)(£)>
y(U(x(t))) y(U(x(t)))

3) +a, r(u(x(t)))+b(t) .

para todo x€X, t€ER.

4) Existe r>0 tal que para todo x€X con min | x(t)I>r, se tiene

t
T T
<V’(x(t))..g(t,x(t),xt)> <V'{(x(t)),(I)(t)>
dt . dt =2 0
0 y(V(x(t))) a y(V{x(t)))

no siendo nulas simultdneamente ambas integrales.

5) L-J€E c (By(s)) y DL[ (L,J),BX(S)] # 0 para todo s=>p.
Entonces, existe a0> 0 tal que si a1+ a, an, la ecuacidn
(5.1) tiene al menos una solucidn T-periddica.
Demostracién. Vamos a aplicar el teorema I.4., con & = J. Para
demostrar que se cumplen todas las hipdtesis de este teorema, basta

probar que las soluciones de la familia de ecuaciones
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MIx - Nx) + (1 - (1x - Jx) = 0, 1 €]0,1] (5.4)
estdn acotadas a priori. Sabemos que (5.4) es equivalente a
x' () = aglt,x(t),x) + (1 -0W@R(E) A€ Jo,[ (5.5)

Supongamos que las soluciones T-periddicas de (5.5) no estdn acotadas
a priori. Entonces, para todo n€ N, existen ).nE]O,l[ v xn, solu-

cién T-periddica de (5.5) con A =) , tal que ﬂxnllo > n.

Consideremos para cada n€ N, la aplicacidn

FeUex™ : R >R, t = r(U(x"(t))).T-Uex” es una aplicacién de clase
C1 y T-periddica, pues %" 1o es y 'y U son aplicaciones de clase
Cl. Por tanto, para cada n€ N, existen ti N ti en[0,T] donde

n _. - P .
IeUex  tiene su mdximo y minimo absolutos respectivamente. Entonces,

1
t
n
(revex™ (t1) - (rouex™(£2) = (TeUex™'(¢) dt =
t2
n
tl
T el Ghiw> o
2 Y(U(x™(£)))
/ n
/tl
n
- <uv(x“<t>),xng<t,x"(t),x‘t‘) (- )@ >
- dt =
) 2 Y(U(x"(£))) ‘
n
tl
n <u'<x“<t)>,g(t,x“<t>,x§) >
= An 5 dt +
) y(U(x (1))
t" .
n
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1

t
n
1 (1 n
P | Sueteehe>
. VUG
t
n

Teniendo en cuenta las hipdtesis 2) y 3), se tendrd

T

UG, g(t,x (1) ,x0) > |
(rousx™(t1) - (rouex™(£2) <2 t

at +

VU= (£)))
o ,
T

<u(x"(1)),Ix) (1) > ar
Y(U(x"(£)))

+ (1 - 2)
n

0

T
<y (k" (£)),g(t,x (t) e ) >
<2 (a rU(x"(£)))+alt)) dt +
n YU (£)))

0

T

b -] 6 SUEEOLOBO>, o rueten)mnm) @ <
Y(U(x™(£)))

0
/T ’ .
< a< U (), g, (1), X+ (1-2 ) (3N () > .
J 0 Y(U(x"(£)))
¢ T
(Cagta ,) TU(E))) +alt) + b)) dt <
/7 0

T
< | o (Teuex™'(t) dt + T(a +a,) I‘(U(xn(ti))) +8 =
0

= T(a1+a2) I‘(U(xn(ti))) + B , pues el primer sumando es cero, y
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T

B = J (a(t) + b(t)) at.
0

Asi pues,

(retex™) (£) - (PeUsx®)(£2) < aptap) TCreUex™(£)) + g

0 sea,

(1 - (agta D@0 (D) < (revex™(e2) + 8 .

3
Sea, para cada n, tiE [0,T], tal que lenﬁo = |xn(tn) |l 2n .

Entonces
(rouex™)(£1) > (rovox™ ()
y como lim lxn(ti) | = e, se tiene, por la hipéteFis 1) que
n >+ o°

lim  (reUex™(}) = + w . 8i 1>(a,+a,)T, es decir, a,+a, <a < =

T n 1792 172 S0oS T
n >+ =
lim (I‘°U°xn)(ti) = + oo, y por tanto, existe nOG N tal que
n=—=>+ o

min Ix™t)!l >r para todo n>n0. Multiplicando escalarmente ambos
t

yron
miembros de (5.5) con A= A_, X = xn, por —‘—,—(Xn(;)) e inte-
" Y(V(x"()))
grando entre 0 y T, se tiene :
T
<VHET(0)), g0, x" (1) ,x]) >
0 =2, = at o+
y(V(x (£)))
0
T
'y n
(1 - )‘n) <V'(x (t)r)),(Jx )(t) > dt
y(V(x (t)))
0
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lo cual contradice la hipdtesis 4). Asi pues, la demostracién estd

completa.

NOTAS.

1.- El1 teorema V.1. extiende y generaliza los resultados de Gossez [32],
y Mawhin-Walter [59], ya que ellos consideraron ecuaciones diferenciales
ordinarias y el caso en que 0y =0, = 0, a=t 1.
2.,-8i a=1 (resp. -1 ) y
<U'(x),g(t,x,9) >
y(U(x))

2 0 (resp. < 0)

la hipdtesis 2) no supone ningfin tipo de restriccidn para el término
no lineal g.

3.- La aplicacién J puede venir dada por una aplicacién

i ¢ RxR"xC —~ r", (t,x,¢) = j(t,x,p), continua, T-periddica en t y

aplicando conjuntos acotados en conjuntos acotados tal que cumpla

1y [ S0 G0, 3CE,x,0) >!<cl < U (x),35(t,%x,9)>

+ aQF(U(x)) + b(t)
y(U(x)) v(U(x))

para todo (t,x,nﬁ) E€RxR"xC.

ii) Existe r>0 tal que para todo x €X con min Ix(t)| >r, se tiene

t
T T
<V (x(1)),e(t,x(£) %) > <V (x(£)),3(t,x() %, ) >
dt e at=> 0
Y(V(x(£))) y(V(x(t)))
0 0

no siendo nulos simult&neamente ambos factores.

Para ello, basta tomar J : X > X, (Jx)(t) = j(t,x(t),xt)
4.~ Puede ser de utilidad disponer de criterios para saber cudndo
L - JECL(BX(S)). En el caso, en que J : RxR"xC = R", sea continua,

T-periédica en t y aplicando conjuntos acotados en conjuntos acotados
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y cumpla las condiciones

0 <U'(x),3(t,x,p)> < a< U'(x),j(t,x,p)>

+ 4y T.(U(x)) + b(t)

y(U(x)) y(U(x))
ii) Existe r>0 tal que para tode x X con min |x(t)I >r, se tiene
t
T
<V'(x(t)),j(t,x(‘c),xt)>
dt # 0

0 YV (x()))

con Uy V como en el teorema V.1., entonces existe r1> 0 tél que

L - JECL(BX(S)) para todo s>r1, donde J :X > X, (IJx)(t) = j(t,x(t),xt).
En efecto, basta tomar en (5.5) ) = 0 y realizar el mismo

proceso de demostracidn que en el teorema V.1.

S.- El teorema V.1. se podia haber demostrado suponiendo sdlo condi-

ciones de Caratheodory para g y entendiendo el concepto de solucidn

en el sentido de Caratheodory. En este caso, habria que tomar

z = 1! o,1].
Corolario V.2. Supongamos que existen funciones :
v : R? "RS , veck®RY) , 1im V(x) = + o
X “> 4 oo
+°0
+ . ds
: R?>R cont = oo
Y , continua con JOWS—)—— +
a: R~ R+, continua
tales que

1) <V (0,e(t,%,9)> <2 alt) y(V(x)) para todo (t,x,) ERxR"xC.
ii) Existe r>0 tal que para todo x€dom L con min Ix(t)I>r , se

tiene . t

T
<wv (x(t)),g(t,x(t),xt) >

dt <0
y(V(x(t)))
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$ii) V'(x) # 0 para todo x €ER" tal que IxI>r .
Entonces, la ecuacidn (5.1) tiene al menos una solucidn

T-periddica.

Demostracidn. Tomemos en el teorema V.1., U =V, g = -1,
@ T o, = 0, b(t) = a(t) y J: X=>X, (Jx)(t) = -V'(x(t)). Entonces
v(x)
lim T (V(x)) = lim 45 4w
ixl =+ oo Ixl >+ o y(s)
0
pues lim V(x) = + o0, Ademds, la hipdtesis 2) del teorema V.1.,

|x| > 4+ oo

con a= -1, queda ahora

< V' (%) ,g(t,%x,9)> < <V'(x),g(t,x,P)>
Sy (V%)) y(V(x))

+ a(t)

que es equivalente a la hipbtesis i).

La hipétesis 3) del teorema V.5. es inmediata, pues

<VIx(t)), - V'(x(t)) > o
y(V(x(t)))

0

La hipdtesis 4) del teorema V.5. es equivalente a ii) y V'(x) # 0. Ade-
mis, por el lema VI.1. en Mawhin [58], L - JECL(BX(S)) para s mayor

que un cierto r, >0 vy
= ' N
I oy [ (L,3),By(s)] l= 1 a,(v',B,(s) Nker Lol #o0
por el teorema de krasnosels'kii.

Asi pues se verifican todas las condiciones del teorema V.1i. y la de-

mostracidén estd completa.
NOTAS.

1.- El corolario V.2. constituye una generalizacién de un resultado de

Mawhin y Walter [59]ya que ellos consideraron la hipbtesis
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<V'(x),g(t,x,9) > < 0

1lim sup
n—>+0 Ixl>n y(V(x))
yEC

0

que es menos general que la hipdtesis ii).

5.- El corolario V.2. constituye también una generalizacidn del mé-
todo de las funciones guia para ecuaciones diferenciales funcionales
(ver Mawhin [52]). En efecto, una funcidn guia para la ecuacidn
(5.1) es una funcidén V : R" >R, VECl(Rn) y tal que existe r>0
verificando que < V'(x),g(t,x,p)><0 para todo x€R" con IxI>r.
3.- Tomando, en el caso n =.1, V(x) = x2, v(s) = 2( Vs + 1), obten-
driamos condiciones de tipo Landesman-Lazer para la ecuacidén (5.1)
(ver {591]).

Utilizando el teorema I.5., obtenemos el siguiente teorema
Teorema V.3. Supongamos que existen funciones

U : Rn -> R; de clase C1

+ .
a: R—>R continua
+ o

Yot Rz > R" continua tal que J X ds = + o

o y(s)
tales que :
1) <U'(x),g(t,x,p) ><a(t) y(U(x)) para todo (t,x,w)GRanxC.
ii) Existe pr>>0 tal que para todo xEdom L, con min Ix(t)I=r, se

tiene t

T
J g(t,x(t),xt) at # 0

0
iii) dB( dJ,BX(s)nker* L,0) # 0 para todo s=2r, donde

T
o: R© ~ Rn, c “’% J glt,e,(ec) )dt
0 t
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Entonces, la ecuacidén (5.1) tiene al menos una solucidn
T-periddica.

Demostracidn. Consideremos la familia de ecuaciones
x'(£) =\ g(t,x(£),x), A€]o,1[ (5.6)

Entonces, multiplicando escalarmente ambos miembros de (5.6) por

1
g_ﬁfifll___ , se tiene

y(U(x(t))
<U'(x(1)),x'(t)> :A<U'(x(t)),g(t,x(t),xjc:)> < a(t)
y(U(x(t))) y(U(x(t)))
Entonces, (reUex)'(t)< a(t). Procediendo anilogamente a como se

hizo en el teorema V.1., se deduce que si las soluciones de (5.6)
no estdn acotadas a priori, entonces existe alguna solucidn x tal

que min Ix(t)I=>r, lo cual contradice ii). Ademds, si xE€ker L, x
t
es constante y sitxPr,

QNx =

3|

T
J g(t,x,x )dt # 0 por ii).
t
0

Por otra parte, las hipdtesis iii) del teorema I.5. y del teorema
V.3. son equivalentes. Por tanto, se verifican todas las hipbtesis

del teorema I.5. y la demostracidn estd completa.
Los resultados de este capitulo forman parte del trabajo de

investigacién [18] ,premiado por la Academia de Ciencias Matemdticas,

Fisico-Quimicas y Naturales de Granada.
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NOTAS FINALES

En estas notas finales vamos a exponer algunas posibles lineas
de continuacidn de la investigacidn iniciada en los capitulos ante-
riores. Todas ellas estdn muy relacionadas entre si y si las separa-
mos por apartados es con el objetivo de clarificarlas separadamente.
1.- Observemos que en los teoremas demostrados generalmente aparecen
dos tipos de condiciones : una condicidn de "crecimiento" y otra con-
dicidén de tipo "asintdtico". Por ejemplo, en el teorema II.5., la
condicidn

a) Existen aGERn, “f> 0, i =1,...,m y una aplicacidén continua

v B: R > R tal que

m

lg(t,x ..,xm)|<<a,g(t,x1,...,xm)>+ Zai |xi| +8(t)

1°° i=1

para todo (t,xl,...,ﬁn)ERx(Rn)m
es de tipo "crecimiento" y la condicidn
b) Existe r>0 tal que para todo x = (xl,...,xn)edom L , con

min Ix.(t)| >r, para algtn j, 1<j<n, se tiene
t

T (m-1)
J (glt,x(t),...,x (£)) + £f(t)) dt £ 0
0

es de tipo'asintdtico".

La condicidn a) incluye términos no lineales g de tipo ex-
ponencial y de tipo (Q), asi como funciones g con componentes de sig-
no constante. Seria muy interesante tratar de generalizar la condicién
de tipo a) para tener un tipo de términos no lineales mds amplio. Eviden
temente, esta tarea no es facil, ya que el problema de calcular las
cotas a priori se complicaria enormemente. Pero esta dificultad hace

el problema interesante por dos motivos : el primero, porque podriamos
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considerar un espectro mis amplio de té&rminos no lineales y el segun-
do, porque nos veriamos seguramente obligados a buscar nuevos métodos
de cdlculo de cotas a priori. Esto tendria aplicaciones a otros tipos
de ecuaciones, no solamente a las clases de ecuaciones diferenciales

consideradas en esta memoria.

Referente a la condicidn b), dicha condicidn la hemos expre-
sado en el caso escalar mediante las condiciones de tipo Landesman-
Lazer, generalmente mis ficiles de comprobar en la practica. ¢Cémo
se generalizan las condiciones de Landesman-Lazer a dimensiones supe-
riores?. iQué otro tipo de condiciones asintdticas son interesantes
a considerar?. Evidentemente, estas preguntas por si solas definen
una linea de investipacidn bastante amplia. Los trabajos de Bates-
Ward [ 3], Chaneg [23], Fucik y Lovicar [30], Gupta [33], Palmer |67]
y Reissig [72], junto con los teoremas desarrollados en esta memoria,
pueden considerarse un buen punto de partida.

2.- En los teoremas que hemos demostrado se observa también que im-
ponemos la hipdtesis de que g aplique conjuntos acotados en conjun-
tos acotados y ademds, g no puede depender de la derivada de mayor
orden en la ecuacidn considerada. Estas restricciones se imponen para
que la aplicacidén no lineal N sea L-compacta, condicidn necesaria
para poder aplicar la teoria del grado de coincidencia. Mediante teo-
rias del grado mis generales, tales como la teoria del grado para las
aplicaciones A-propias (ver [69]), y para las k-contracciones
(ver [40], [#1]), se pueden a veces eliminar estas restricciones. Sin
embargo, las no linealidades consideradas por nosotros no han sido
consideradas afin en este contexto. Podriamos, pues, intentar exten-
der nuestros resultados a no linealidades del tipo mencionado utili-
zando estas teorias del grado mds generales que la que aqui hemos con-
siderado.

3.- Los teoremas demostrados en el capitulo III tienen un abanico mds
amplio de posibilidades de aplicaciones que las que aqui hemos consi-~

derado. Interesaria ver cdmo se pueden aplicar estos teoremas a otros
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tipos de problemas de contorno y no sélo al problema de contorno
periddico; por ejemplo, problemas de contorno del tipo Neumann

(ver [54]) e incluso problemas de contorno con condiciones de contor-
no no lineales (ver [26], [31], [79]). Probablemente serd necesario
modificar algunas hipbdtesis para que sean aplicables a estos tipos de
problemas, o incluso intentar obtener nuevos teoremas abstractos que
generalizen los ya demostrados. Asi, podriamos aplicarlos a otro tipo
de ecuaciones, tales como las ecuaciones en derivadas parciales de
tipo eliptico (ver [54]) y ecuaciones diferenciales en espacios de
Hilbert (ver [60]). En este Gltimo caso, el niicleo del operador L
suele ser de dimensidén infinita y serd necesario combinar herramien-
tas de andlisis funcional no lineal y operadores monbtonos (ver [9D),
para llegar a teoremas de existencia. En este sentido se pueded con-
sultar los trabajos de Mawhin y Willem [ 61], [62], [63]y de

Nirenberg y Brezis [10].

L.- En otro contexto diferente, las soluciones periddicas pueden
aparecer cuando se presenta una bifurcacién de Hopf (ver [421, [51]).
Esto se da en ecuaciones diferenciales dependientes de un pardmetro;
por ejemplo, en ecuaciones diferenciales del tipo

x' = g(t,x,u)

donde g : Ranka'+ RY, (t,x,u) > glt,x,w).

Sucede a veces que estas ecuaciones presentan un estado de
equilibrio para cada valor de LIGRk y que el equilibrio pierde la
estabilidad cuando W cruza un cierto valor critico Hy- Esta pérdida
de estabilidad puede deberse a la aparicidn de soluciones periéd;cas
estables distintas de la solucién de equilibrio y cercanas a ellas.
Este hecho es lo que se conoce con el nombre de Bifurcacidén de Hopf,
1a cual estd relacionada con el fendmeno de la turbulencia (ver[74] ).
La aplicacién de la teoria del grado topoldgico al estudio de la bifur

cacidn de Hopf ha sido hecha por Laloux fus], [u6], [u7], [48], y son
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también a considerar los trabajos de Ashkenazi [1 ], y Ashkenazi-

Chow [ 2 ], para ecuaciones diferenciales funcionales. Podriamos

tratar de continuar los trabajos citados para obtener otros teoremas

de bifurcacidén de Hopf més generales que los conocidos. Esto se po-
dria despues aplicar a ecuaciones diferenciales funcionales con re-
traso infinito y de tipo neutro (ver [38], [66]).

5.- Las soluciones periédicas pueden a veces desempefiar un papel im-
portante en la determinacidn de las superficies de bifurcacidén que
separan las regiones de estabilidad e inestabilidad en ecuaciones dife-

renciales que dependen de ciertos parémetros (ver [13], [14]).
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