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INTRODUCCION

Los procesos estocasticos de segundo orden sirven como modelo matemi
tico para una gran cantidad de fendémenos fisicos, bioldgicos y econdmicoes;
como ejemplos tenemos: El recorrido aleatorio de una particula en movi——-—
miento browniano,el crecimiento de poblaciones, el nimero de electrones -

emitidos desde un foco luminoso,etc.

En ocasiones, para poder evaluar de forma simplificada tales proce—-—
sos, interesa descomponerlos en un conjunto finito, o al menos numerable,
de componentes ortogonales. Este procedimiento es usual en el estudio de
la estimacién y deteccidn de sefiales. La razén fisica de dichas descompo-
siciones radica en que las componentes ortogonales pueden aislarse experi

mentalmente mediante el empleo de filtros adecuados.

Existen diversas formas de representar un proceso de segundo orden -
en términos de un conjunto numerable de componentes ortogonales. Asi, Bel
yaev (1959) y Bartlett (1966) han establecido un desarrollo numerable de
un proceso de segundo orden, en términos de sus derivadas sucesivas en me
dia cuadréatica (m.c.), imponiendo condiciones adicionales a su funcidn de
covarianza para que dicha representacidn sea ortogonal. La utilidad prac-
tica de esta representacién esti limitada por el hecho de tener que ser -

la funcidén de covarianza del proceso, infinitamente derivable.

Cuando el proceso es periddico en m.c., Papoulis (1965) demuestra —-—
que admite una representacidn ortogonal del tipo Fourier,en términos de -
exponenciales complejas. En tal caso ya no hay que exigir que existan de-
rivadas sucesivas en m.c. del proceso, sino tan solo que éste sea conti—-

nuo en m.c. ademis de periddico.

Sin embargo existe una representacién numerable general, vAalida para
un proceso de segundo orden y continuo en m.c. cualquiera, en términos de

variables aleatorias incorreladas. Dicha representacién se basa en el teo



rema de Karhunen (1947), y se construye de forma que los coeficientes del
desarrollo son las autofunciones de una ecuacién de Fredholm de segunda -
especie, homogénea, cuyo niicleo es la funcién de covarianza del proceso.

Se denomina desarrollo de Karhunen-Lodve, y su estudio es el objeto cen—

tral de esta tesis,

Concretamente, el capitulo 1 estéd dedicado al estudio del desarrollo .

general de Karhunen-Lo&ve. Asi tras repasar los cbnceb%os fundamentales -
§

sobre procesos de segundo orden, describimos la deduccién formal del desa :

rrollo, construyendo para ello un espacio de Hilbert conveniente sobre el

que se realiza el desarrollo. Asi mismo se considera el caso de que el —-—

proceso sea Gaussiano, resultando entonces que su desarrollc de Karhunen-

Loéve converge casi seguramente.

Posteriormente se estudian los desarrollos de Karhunen-Loéve de algu

nos procesos conocidos, tales como el Wiener y el Puente Browniano, y se

aplica dicho desarrollo a la resolucibén de algunos problemas fisicos ——
(construccién de un filtro lineal éptimo, deteccién de sefiales en presen-—

cia de ruido, etc.).

También se estudian en este capitulo algunas propiedades estructura-

les del desarrollo, entre las que cabe destacar su caricter doblemente &p

timo, y su diferenciabilidad, para finalizar construyendo un desarrollo -

~generalizado a familias finitas de procesos.

En el capitulo 2 se estudia el desarrollo de Karhunen-Log&ve para pro
cesos débilmente estacionarios. Como consecuencia de esta propiedad se in
duce que el Andlisis Espectral va a desempefiar un importante papel en su
estudio, y que la ecuacibén integral asociada al desarrollo, que habfamos
establecido en el capitulo 1, va a ser de tipo convolutorio. Esta analo—
gia con los filtros lineales estacionarios nos va a permitir inducir'un

tipo de solucién a dicha ecuacién integral, como se ve en el §2,2.

Seguidamente estudiamos el desarrollo de Karhunen-Lod&ve de algunos -




procesos débilmente estacionarios conocidos, entre los que cabe destacar
el de Ornstein-Uhlenbeck, ya que para él1, procedemos de dos formas distin

tas: Una, directamente, y otra, partiendo de que dicho proceso puede obte

nerse a partir del proceso de Wiener mediante una transformacién adecuada.

Asi mismo, demostramos que el desarrollo de Fourier de un proceso periddi

Co es un caso particular del desarrollo de Karhunen-Loéve.

También se demuestra en este capitulo 2 que la ecuacidn integral aso
ciada al proceso tiene solucidn siempre que su densidad espectral sea de

tipo racional, y se obtienen explicitamente sus soluciones.

Por (ltimo se estudia la ecuacién de Wiener—Hopf, que como es sabido

surge en diversos problemas de estimacién y prediccién.

A lo largo de estos dos primeros capitulos se utiliza el desarrollo
explicito de Karhunen-Lod&ve del proceso. Sin embargo no existe un método
general valido para resolver la ecuacidn integral de Fredholm asociada al
proceso y poder obtener la expresién explicita de sus autovalores y auto-
funciones, salvo en el caso antes indicado de tratarse de un proceso con
densidad espectral racional. Ello es lo que nos ha inducido en el capitu—
lo 3 a construir un desarrollo "aproximado" de Karhunen-Loéve, en el sen-—

tido de que se obtenga tras resolver numéricamente su ecuacidn integral -

asociada.

El método numérico utilizado es el de Rayleigh-Ritz, y de ésta forma

siempre puede obtenerse un desarrollo ortogonal del proceso gue converge—

rd hacia el de Karhunen-Lodve cuando las autofunciones y autovalores apro

Ximados sean convergentes hacia los formales. Evidentemente, al utilizar

un tal desarrollo aproximado en lugar del desarrollo formal, se comete un

error; la expresidén de dicho error es evaluada en el §3.5.

Asi mismo, se estudian en este capftulo los desarrollos aproximados

de Karhunen-Loéve de varios importantes procesos conocidos (Wiener, Puen-

te Browniano y Ornstein-Uhlenbeck), para finalizar haciendo una breve re-

ferencia al modo de proceder en el caso débilmente estacionario.




|

El capitulo 4 esté dedicado a caracterizar distintas clases de proce
sos Gaussianos mediante sus desarrollos de Karhunen-Loé&ve. Concretamente,
comeﬁzamos caracterizando la élase de procesos de cuarto orden con incre-
mentos estacionarios independientes, para pasar seguidamente a estudiar -
diversas clases de procesos coh la misma funcién de covarianza; asi consi

|
|
deramos las funciones de covarianza: min(t,s); min(t,s)[T-max(t,s)], sien

_alt—s|'

do T la amplitud del espacio paramétrico del proceso; y ke tenien-

do en este Giltimo caso que recurrir a un procedimiento mas sofisticado pa

ra su caracterizacién.

Por Gltimo se estudia la ‘caracterizacién Gaussiana de la clase de —-
X ! . . .
procesos con densidad espectral racional, considerando especialmente el -

caso en que el proceso en cuestién se obtenga tras filtrar un ruido blan-

CO.

La tesis concluye con dos apéndices en los que se estudia la exten--

sién del desarrollo de Karhunen-Loéve a procesos vector-valuados, en pri-

mer lugar, y a campos aleatorfos, en segundo lugar, quedando abierto el -

problema de estudiar la expreﬁién de dicho desarrollo en el caso de proce

sos valuados en un espacio de Hilbert cualquiera, y en espacios de Banach

en general.

Quisiera finalmente expresar mi profundo agradecimiento, al Director
de esta memoria Dr.D.Ramén Gutierrez Jaimez, Catedritico de Estadistica e

i
1.0., por su constante apoyo y estimulo, tanto personal como intelectual.

Granada, 20 de Julio de 1984




CAPITULO 1

EL DESARROLLO DE KARHUNEN-LOEVE PARA UN PROCESO DE SEGUNDO ORDEN.

1.1. GENERALIDADES SOBRE PROCESOS DE SEGUNDO ORDEN.

Un proceso de segundo orden (complejo)es una familia uniparamétrica -

\
oy

de variables aleatorias complejo-valuadas con momentos de segundo orden -|

2
finitos {thteT}, es decir: E[IXt| ]<e,  YteT.

Para estudiar las propiedades de segundo orden de un proceso, empeza-

remos considerando las operaciones lineales con procesos.

Diremos que una variable aleatoria Y se deriva de un proceso de segun

do orden {thteT} mediante una operacidén lineal, si puede expresarse de la

forma

y= %ax (1.1.1)
i=1 1 ti

0 bién como limite en media cuadrdtica (m.c.) de una sucesién de tales com

binaciones lineales finitas.

El conjunto de todas las variables aleatorias obtenidas a partir de -

un proceso de segundo orden X

{thteT} mediante operaciones lineales, lo

notaremos H . En dicho conjunto podemos establecer una relacién de equiva-
X

lencia de la forma siguiente: Dos variables aleatorias Y,Y'eH son indis—-—

% indis——

tinguibles si y solamente si son iguales en m.c., es decir E[|Y-Y'|2] = O.

Asi H se convierte en espacio cociente, aunque lo seguiremos notando
: x

igual.
Definimos, entonces, en H un producto interno de la forma:
X
<Y|z> = E[YZ], VY, ZeH (1.1.2)

Claramente se trata de un producto escalar, y H es asi un espacio prehil-
X

bertiano.
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Dicho producto escalar define autom&ticamente una norma:
2
Yl = /<Y]Y> = VE[|Y|"], WeH (1.1.3)

y una métrica:
ay,z) = |v-zll , ¥,zeH (1.1.4)

Se demuestra fAcilmente [47]que H es completo respecto a la métrica
x - '

definida, por lo que se trata de un espacio de Hilbert.

Dicho espacio H desempefia un papel importante en el estudio de los -
x
desarrollos de Karhunen-Loéve, como posteriormente veremos, asi como en la

resolucidén de problemas de prediccién lineal y filtrados.

Asociado a todo proceso de segundo orden {thteT} tenemos los siguien

tes conceptos:
— Funcidn media: u(t) = E[Xt]

- u de correlacibn: R(t,s)

E[Xtié]

de covarianza: R(t,s) E[(Xt-u(t))(Xs—u(s))]

Observemos, no obstante, que al ser el resultado de una operacidn 1i-
neal sobre el proceso {thteT} igual a la suma de los resultados de reali-
zar la misma operacidn lineal sobre los procesos {xt-u(t)lteT} y {e(t)|teT}
por separado, podemos suponer que el proceso en cuestién es centrado (la -
funcién media es nula). Asi las funciones de correlacién y covarianza se-

rén iguales, R(t,s) = R(t,s), por lo que a partir de ahora hablaremos solo

de funciones de covarianza.

Por consiguiente, se puede decir de modo informal, que las propieda-——
des de segundo orden de un proceso son aquellas que pueden deducirse a par
tir de su funcibén de covarianza. En particular, veremos que toda propiedad

del espacio Hx es de segundo orden.

En vista de la importancia que tiene la funcibn de covarianza de un -

proceso de segundo orden, pasemos a estudiar sus propiedades fundamentales.




Propiedades de la funcidén de covarianza:

1) Es semidefinida positiva, pues th,...,tneT y ¥a1,...,ane ¢, es

n n 2
Z a R(t, ,t = E I a:X > 0 1.1.5
iZ1 5k i R( 30850 = BllgEyesXe 7] 2 ( )

Reciprocamente, para toda funcién semidefinida positiva R(t,s) siem--
pre existe un proceso de segundo orden {thteT} que la tiene por ﬁunqiép -
de covarianza. Mas alin, siempre pueden hallarse dos procesos reale§ —————
{YtlteT} y {Zt|teT} conjuntamente Gaussianos tales que el proceso ——————-—

{Yt+iZt|teT} tenga por funcidn de covarianza R(t,s),[16].

2) Como consecuencia, la parte real de una funcién de covarianza, es una -

funcidén de covarianza, yé que si notamos Xt = Yt+izt’ ¥teT, se tiene:

R(t,s):E[(Yt+iZt)(YS—iZS)]=E[YtYS]+E[ZtZS]+i(E[ZtYS]—E[YtZS])

(1.1.6)
de donde:
Re{R(t,s)}=E[YtYs]+E[ZtZS] (1.1.7)
y asi
1
E[YtYS]=E[ZtZS]= 5 Re{R(t,s)} (1.1.8)

La parte imaginaria de R(t,s), en general, no es una funcidén de cova-

rianza.

3) Tiene simetria Hermitica, pues:

R(t,s):E[XtXS]zE[XtXS]=E[szt]=R(s,t) (1.1.9)

4) Verifica la desigualdad de Schwartz, o sea:

IR(t,s)| < /R(t,t).R(s,s) (1.1.10)

ya que:

E[X, E[X, x ] . E[itxs] _
OE| X - ——~ ]—E[ xs>< T o xs> =
E[1X, %] E[IX ] %) ELIX 1)
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E[X X ] E[X X ) E[xti JE[X. X ) )

=E[X X ]- ——E[X X ]- —=2-g[x X_]+ 2 : E[1x 1] =

=R(t,t)-

tt s t
E[IXSI ] E[IXSI (E[|XS|2])

R(t,s)R(s,t) R(t,s)R(s,t) R(t,s)R(s,t) IRSt,szl2
- + =R(t,t)-
R(s,s) R(s,s) R(s,s) R(s,s)

5) Es cerrada para las siguientes operaciones:

a)

b)

c)

d)

Adicibén.- Si Rl(t,s) y Rz(t,s) son dos funciones de covarianza, su

suma es otra funcién de covarianza, ya que siempre pueden encon-—
trarse dos procesos Gaussianos independientes {Yt|teT} y {ZtlteT},
que las tengan respectivamente por covarianzas, y asi su suma -—-

{Xt+Yt|teT} tendri por funcién de covarianza Rl(t,s)+R2(t,s).

Multiplicacién.- Andlogamente, el producto de dos funciones de co-

varianza es una covarianza.

Producto _externo.- Si R(t,s) es una covarianza y A es una constan-

te positiva, entonces AR(t,s) es una covarianza, ya que toda cons-
tante positiva A puede considerarse la funcién de covarianza del -
proceso {Xt=X|teT} siendo X una variable Gaussiana centrada y con

varianza A. Asi por b) se concluye.

En general, si Rl(t,s),RZ(t,s),...,Rn(t,s) son funciones de co-

varianza en TxT, y Al,xz,...,l son constantes positivas, entonces
n

zlle (t, s) es también una covarianza en TxT.

Limite puntual.- Si {Rk(t,s)}k N &S una sucesién de funciones de -
€

covarianza en TxT que converge puntualmente hacia la funcién R(t,s

en todo punto de TxT, entonces R(t,s) es también una covarianza en
TxT, ya que en virtud de la propiedad 1), las Rk(t,s) son semidefi
nidas positivas, y asi R(t,s) también lo es, puesto que:
B
Z 1°® a R(t t )= &1m Z 7 a. a R (t t )20 (1.1.11)
i= 1 i +o j=1 j=1 i j




por lo que aplicando nuevamente la propiedad 1) se concluye.

e) Formas bilineales.- Un proceso de segundo orden {thteT}, siempre -

puede expresarse de la forma:
Xt=f(t)X, ¥teT (1.1.12)

siendo f(t) una funcién arbitraria y X una variable Gaussiana tipi-

ficada. Asi su covarianza es: \ (N

R(t,s)=E[xt>'(s]=E[f(t)xF(Z)i]=f(t)f_(§)E[IXI2]=f(t)f(_s)

(1.1.13)

Por tanto el producto f(t)f(s) es la funcibén de covarianza de al

n
gin proceso. Asi por a), toda suma bilineal finita kglfk(t)fk(s) es

o0
una covarianza, y también los es toda serie infinita _Z

k_lfk(t)fk(s)'

Mas ain, por d), todo limite puntual de una sucesidén de sumas bi

lineales { ¥ (t)f (s)} es una covarianza, lo que incluye inte-
k=1 k k ke

N

b
grales de la forma J f(t,A)f(s,A)dA.
a

A partir de c) y d) se tiene el siguiente resultado, anteriormente —--

mencionado:

Proposicién 1.1.1.- Toda propiedad del espacio H es de segundo orden.
p'd

Estudiemos a continuacién algunas operaciones de segundo orden con -

procesos estocisticos.

Continuidad en m.c. .- Un proceso de segundo orden {Xt|tsT} se dice -

que es continuo en m.c. en teT, si

2.
-X_|"]=0 1.1.14
pX ( )

lim E[ |X
h+o t+
Si esta condicién se verifica ¥teT, se dice simplemente que el proceso es

continuo en m.c.

La continuidad en m.c. de un proceso de segundo orden estd intimamen-
te ligada a la continuidad de su funcién de covarianza como muestra el si-

guiente teorema [47];
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Teorema 1.1.2.- Sea {thtsT} un proceso de segundo orden con funcién de co

varianza R(t,s). Entonces se verifica:

i) {thteT} es continuo en m.c. en teT si y s8lo sf R(.,.) es conti-

nua en el punto diagonal (t,t)eTxT.

ii) si {thteT} es continuo en m.c. W¥teT, entonces R(.,.) es continua

¥(t,s)eTxT.

\
iii) Si una funcién semidefinida positiva en TxT es continua en todo -~

punto diagonal, eritonces también lo es en todo punto de TxT.

Como aplicacidn tenemos el siguiente resultado fundamental sobre el -

espacio H :
X

Teorema 1.1.3.- E]l espacio H es separable.
x .

Demostracibén: Basta ver que el proceso XE{XtIteT} es separable ya que todo
elemento de Hx es combinacién lineal de variables de X, o bién limite en -
m.c. de tales combinaciones. Pero esto es cierto, ya que si consideramos -
TCcR, y notamos T'=TNQ, al ser T' denso en T, se verifica que ¥teT existe -

una sucesién {t } CT' tal que {t } —> t; y como {X |teT} es conti—
n neN - n neN t

nuo en m.c., se verifica que %&g X —Xt en m.c., por lo que {thteT} es se
n

parable, y se concluye.

Derivacién en m.c. .— Dado un proceso de segundo orden {Xt|teT}, se define

su derivada en m.c. enelipunto th como:

X, h X, '
X)=lim ——= — = e nm.c. (1.1.15)

1
Observemos que XéeHx, ya que si notamos h= § , la definicién (1.1.15)

se expresa de la forma:

X'=1im n(X N -x) " en m.c. (1.1.16)
) t4g t/ .

A ser Hx un espacio completo, la convergencia en m.c. equivale a la -
convergencia mitua en m.c., por lo que se verifica que Xé existe si y sélo

si
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ey Ko X2
+ + -
im E - =0 (1.1.17)
+0 h h!
h'+o
2
p . . 9_R(t,s) .

y a su vez si y sélo si 3 tos existe en el punto (t,t).

Es decir, para que el proceso {thteT} sea derivable en m.c. en teT,

es condicibén necesaria y suficiente que su funcién de covarianza R(t,s) ad
\ Hx -
mita derivada generalizada segunda finita en (t,t), y en tal caso es:

2
- 3 R(t
E[x'x'] = SR{E8) (1.1.18)
t s 9atos
En efecto
- Xt+h_Xt xs+h'—X
s
EIX'X'"]= Ejtlim —m™—— im ————} |=
[xx:] [<hi'3 h ><}:m h >]
+0
- Lop(x, X)X . X))
= 1 T - - =
3 hh! t+h t’  s+h' s
h'+o
= %}g Py [R(t+h,s+h')-R(t+h,s)-Rt,s+h')+R(t,s)]=
h'+o

- 1linm 1 IR(t+h,s+h')—R(t+h,s) R(t,s+h')-R(t,s)]
h*o h h' h'
h'+o

2

) 1 [aR(t+hJs) BR(t,s)] 3 R(t,s)

= lim - =
h*o h 9s 9s atas

Este resultado se extiende inmediatamente al siguiente:

s n+m '
gxMx(my o L_R{t;s) (1.1.19)
t s atnasm

n
donde Xi ) denota la derivada n-sima de Xt respecto de t en el sentido da-

do anteriormente.

Integracién en m.c. .- Sea {thteT} un prodeso de segundo orden, y conside

remos una sucesidén de particiones {T } N de T tales que cuando n+e, la —-
n ne

particién T sea densa en T. Concretamente consideremos T=[a b]CR, y -
n
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(n) . (n) (n) (n)  (n)
= = < < ee e < =b -— - 1.1.20
Tn {a to t1 , , tn }/1g§§n{ti ti-l} =0 ( )
Asi, para una funcién f:[a,b] — ¢ , definimos la integral en m.c.

t — £(v)

de f(t)xt en el intervalo [a,b), de la forma:

b n=1 n
JOR(t)X dt= lim I £(t! )X (tfn)-tf )) en m.c. (1.1.21)

a t n*® i=o i ° t! i-1 i .
a - n i, \ Uy

)
. . n)_,, (n)
donde los ti son una sucesién de puntos verificando: ti ﬁti < ti+1 .
n n

la integral en m.c. tal y como la hemos definido en (1.1.21) es un —-

elemento de Hx' y es independiente de la particidn considerada.

Al igual que en la derivacidn en m.c., la existencia de la integral -
en m.c. puede caracterizarse mediante la funcién de covarianza del proceso,

de la forma siguiente,[25],[26]:

Teorema l.l.4.— Sea {thte[a,b]} un proceso de segundo orden. Entonces la

integral en m.c. definida en (1.1.21) existe si y sblo si la integral ——-
b b rr . . .
IaIaR(t,s)f(t)f(s)dtds existe en el sentido Riemann.

Observemos entonces que si el proceso {thte[a,b]} es continuo en m.c.,
entonces una condicién suficiente para la existencia de (1.1.21) es que la
funcién f sea contfnua en [a,b], ya que en virtud del teorema 1.1.2 la fun
cibén de covarianza del proceso serd continua en TxT, y asi R(t;s)f(t)f(s) -

también lo serd, y por tanto R-integrable.

b
Sin embargo, en la practica puede ser preferible definir Iaf(t)Xt(w)dt
como la integral de Lebesgue de una trayectoria {X, (w)|te[a,b]} del proce-
(%)
so. En tal caso para que exista dicha integral, el proceso ha de ser medi-

ble y ha de verificarse que
b
Ialf(t)lE[Ith]dt<~ (1.1.22)

en virtud del teorema de Fubini [26]
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1.2. DESARROLLO DE KARHUNEN-LOEVE PARA UN PROCESO DE SEGUNDO ORDEN.

En éste parigrafo vamos a obtener un desarrollo en serie (numerable)
para un proceso de segundo orden, en términos de variables aleatorias orto
gonales, y cuyos coeficientes sean, asf mismo, ortogonales. Dicho desarro-

llo "doblemente ortogonal" serid el de Karhunen-Lod&ve.

Para su construccién vamos a basarnos en las propiedades del espacio
}
de Hilbert, H , asociado al proceso de segundo orden XE{Xt{teT}, donde TCR
x

serd un intervalo finito o infinito.

Diremos que una familia S de H es ortogonal si
X

<Y|Z>=0, W¥Y,ZeS(Y$Z) (1.2.1)

donde <|> es el producto escalar de H definido en (1.1.2).Si ademis se ve
X £

rifica que

Iyl = 1, ¥Yes (1.2.2 )
siendo || || 1a norma de H definida en (1.1.3), diremos que S es ortonormal.
X

Una familia ortonormal S en H se dice que es completa si el Gnico —-
b'e

elemento de H ortogonal a todo elemento de S es el cero.
X

Como consecuencia de ser H separable se tiene el siguiente resultado
X

[10]:

Proposicién 1.2.1.- Toda familia ortonormal en H es finita o infini-
be

ta numerable.

Consideremos entonces un proceso de segundo orden y contfnuo en m.c.
{thteT}, y una familia ortonormal {Zn}n N en H . Construyamos para cada -
€ X
N
YeHx una combinacidén lineal finita de la forma Zocnzn’ cuya distancia en

n=
m.c. a Y sea minima. Es decir, calculemos los coeficientes ¢ para los que
n

N .
Y- £ ¢ Z | sea minima.
n=o n n

Evidentemente una norma seri minima cuando su cuadrado lo sea. Por ——

tanto hagamos el siguiente desarrollo:
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N N - N——
[Y- T c Z |F= E[(Y=-Z cZ )(Y-Xc 2)]=
n=o n n n=o0 n n m=0 m m

E[YY]- Z c E[YZ ]- L cE[Z Y]+ £ ZIccE[z2Z]=
m=0 m m n=on n n=o0 M=O0 n m nm

2 - = N— _ —_ N 2
E[{Y]|7])- Q c E[YZ J-Z c E[YZ ]+ Z [c | =
n=o n n n=0n n n=0 n

2 N 2 N 2
E[{Y|T]=- X {<Y|Z >|"+ T E[|<Y|Z > |"] (1.2.3)
n=o n n=o noony
\ \
Este resultado serd minimo para cn=<Y|Z >, y asi la combinacién li—
n

N
neal buscada seré n£o<YlZn>Zn' A los productos escalares <Y|Zn> se les de-

nomina coeficientes de Fourier de Y respecto de {Z }n » ¥y se verifica en-
n

eN
tonces que:

. N 2 2 N
O<|ly- Z <Y|Z >2 = |]Y - 1L |<Yi{Z > (1.2.4
<li= Z <viz >z |° = 11Y)° - I j<viz >| )

con lo que se obtiene la conocida desigualdad de Bessel:

2 2
) I<ylz >|" < || (1.2.5)
n=o0 n -

- o
Asi, en virtud del teorema de Riesz-Fischer |40],la serie n_2_‘._O<Y|Zn>zn

esti bien definida.

Supongamos adems que {Zn} N es completa en Hx. Entonces dado el ele
ne =
[~ -]
mento Y- I <Y|Z >Z eH tenemos:
n=o0 n n x

@ © i
<Y- I <Y|Z >Z |Z >=<Y|Z >~z <YIZ ><Z IZ >=<YIZ >—<YIZ >=0 (1.2.6)
n=o0 n n m m n=o n n m m m

para cualquier Z de la familia. Por tanto ha de ser:
m .

o
Y= I <Y|Z >Z (1.2.7)
n=o n n
o sea, todo elemento YeH admite una representacién de la forma (1.2.7).
x

Observemos que entonces es

N 2 N 2
Wif- ¥ j<viz >1%ov- ¥ <vjz >z %0 (1.2.8)
n=o0o n n=o0 n n
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con lo que se obtiene la identidad de Parseval, a saber:

® 2 2
T |<yjz >| =|ly] (1.2.9)
n=o n

A partir de esta representacidén ortogonal efectuada en el espacio H
X
vamos a obtener un desarrollo para la funcibén de covarianza del proceso.
Para ello supongamos que nos hallamos en las mismas condiciones anteriores
\ l\l\“ -

de disponer de una familia ortonormal \completa {Zn}neN’ y por tanto numera

ble, en H .
X

Como la expresidén (1.2.7) es valida para cualquier YEHX, en particu--

lar para XtEH tendremos
X

w
X=Xo (t)z |, VteT (1.2.10)
t n=o0o n n

siendo

o (t) =<X 1z >, ¥teT (1.2.11)
n t n

Estas funciones cn(t) son continuas y linealmente independientes. En

efecto:

i) Son continuas ya que por la desigualdad de Schwartz es:

Ion(t+h)—on(t)|= |E[xt+hzn]-E[xtznj|=|E[(xt+h-xt)zn]|§

2. 2.

< /ﬁ X =X /ﬁ Z 1.2.12

< Alx X 1% /EllZ_17) (1.2.12)
y al ser el proceso continuo en m.c. se verifica (1.1.14), por lo que

lim|o (t+h)-o (t)]| =0 (1.2.13)
h+o n n
y se concluye.

ii) Son linealmente independientes ya que ¥teT, VWelN y Vao,al,...,aNgR

se tiene:

N
TaZ>=0 (1.2.14)

N N
Zao (t)=0 =>32a <X |Z >=0=><X_|
n=o n n n=on t'n t'n=onn

N -
y al ser I a Z ortogonal a X , ¥teT, también lo serd a Z ¥neN, ya que
n=o n n t n

T
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{2 } es una base de H . Por tanto:
n neN X

<z | Yaz>- O, ¥meN =>a =0, ¥n=.0,1,...,N (1.2.15)
mn=onn n )

y se concluye

Pues bien, a partir de (1.2.10) tenemos:

R(t,s) = E[X.X ]<E[( 2 o ()2 )( T o (s)z )]=
I n=0 n n. mw=o-m m

\

\
|

\
(- -] o0 ]
= T Io(t)o (s)E[2Z)=°Z0o (t)o (8) , Wt,seT
n=0 m=0 n m nm n=x0on n

(1.2.16)

Y reciprocamente, dada una familia de funciones continuas y linealmen

te independientes {on(t)}n tales que la funcién de covarianza admita una

eN

representacién del tipo (1.2.16), siempre existe una familia ortonormalcmmﬁd&

{Zn}nEN en el espacio Hx tal que el proceso puede desarrollarse como en —

(1.2.10), ya que para ello han de existir unas funciones finitas Yn(t) ta-

[ . 2
les que n§°|YthM sea convergente en T y la funcifén de covarianza pueda -

[y
expresarse de la forma R(t,s)=n§oyn(t)yn(s) , Wt,seT [23], y las funcio—-—

nes on(t) definidas en (1.2.11)-verifican dichos requisitos.

En definitiva, dadas las funciones {on(t)}ncN’ la covarianza R(t,s) -
se expresa como en (1.2.16)si y s6lo si existe una familia ortonormalcmqﬁdm
{zZ }

n'n

EN_en Hx tal gue el proceso puede representarse de la forma (1.2.10).

' Sin embargo en todo esto se presenta una dificultad practica, que ra-

dica en elegir convenientemente el sistema ortonormal {Zn}n de manera -

eN’
que el desarrollo (1.2.10) pueda ser tratado analiticamente. Para ello las

variables Zn deben poder expresarse facilmente en funcidén del proceso.

Una forma de resolver este problema es la que a continuacién vamos a

estudiar y dard lugar a una representacién concreta del proceso llamada de

sarrollo de Karhunen-Lodve, por ser debida a dichos autores (Kari Karhunen:
"Uber lineare methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung" en 1947; Michel

Lodve: "Fonctions aléatoires de second order" en 1945). El procedimiento -

e e et e s

SR
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es el siguiente:

Teorema 1.2.2.- Sea {thte[a,b]} un proceso de segundo orden y continuo -
en m.c. (a partir de ahora consideraremos que el espacio paramétrico T es
el intervalo cerrado [a,b]). Supongamos que existe una familia ortonormal

{Zn}n N en H. tal que el proceso admite una representacién del tipo —————-
€ x

(1.2.10), y supongamos asi mismo que las funciones ¢ (t) definidas en ———-

Loy n .
Y

(1.2.11) son ortogonales en [aub], es decir:

b
S7o (t)o (t)dt = 2 & , ¥tela,b] (1.2.17)
am n n m,n

Entonces dichas funciones o (t) son las autofunciones de una ecuacidén inte
n €
gral de Fredholm homogénea de segunda especie,con niicleo la funcién de co-

varianza del proceso, es decir:
b
faR(t,s)¢(s)ds = A¢(t), W¥te[a,b] (1.2.18)

Los A que figuran en (1.2.17) seréan, por tanto, los autovalores de dicha —
n

s s
ecuacidn integral.

Demostracién: Empecemos viendo que la convergencia de la serie (1.2.16) es

acotada. En efecto; por la desigualdad de Schwartz tenemos:

N N 2
| Lo (tho (s)|I< T |o (t)|, ¥t,se[a,b] (1.2.19)
n=o n n —h=0' n
y por la desigualdad de Bessel (1.2.5),se verifica:
N 2 N 2 2 2
z t = I |<KX |Z >} <{|X =E[ | X ¥t bj. 1.2.20
n=olt’n( ) no! MESRG IS el [ t| 1, ¥tela,b]. ( )

Por tanto se tiene la siguiente cadena de desigualdades:

N 2 2
sup | ¥ o (t)o (s)|< sup ¥ o (8)1%<  sup E[|X |%]<e
n=o n n - n=o0 n - t
t,sel[a,b] t,sefa,b] t,sela,b]

(1.2.21)

donde la Gltima procede de ser el proceso de segundo orden.
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Asi la convergencia de la serie (1.2.16) es acotada.

Multiplicando entonces la serie (1.2.16) por om(s), e integrando en

[a,b] respecto a s, tenemos:

R(t,s)= T o (t)o (s) => R(t,s)s (s)= I o (t)o _(s)o (s) =>
n=0 n n m n=on n m

b Ut « b o«
=>J R(t,s)o\(s)ds: L o (t)S o (s)o (s)ds= I o (t)A ¢
a mi n=o n am n n=o n n

| ?
1

=x o (t)
mm

(1.2.22)

y se concluye.

Por consiguiente vemos que el estudio de los desarrollos ortogonales -
del proceso se reduce al estudio de tales ecuaciones integrales, cuyo ni—
cleo es simétrico en virtud de (1.1.9); as{ sus autovalores serén reales.
Ademis al ser R(t,s) semidefinida positiva por (1.1.5), los autovalores se

rén no negativos [49].

El desarrollo fundamental que buscamos viene dado explicitamente en -

el siguiente teorema.

Teorema 1.2.3 (Desarrollo de Karhunen-Lodve).- Sea {thte[a,b]} un proceso

de segundo orden, continuo en m.c., y con funcién de covarianza R(t,s).

i) si {¢n}n es un sistema ortonormal de autofunciones de la ecua——

eN
cién integral (1.2.18), asociado al sistema de autovalores {An}neN' enton-

ces podemos expresar:

X, = im Y /30 (0)p (1.2.23)
t +® N=0 n n n

siendo dicho 1imite en m.c. y uniformemente ¥te[a,b], y donde {bn}nEN es -

una sucesidn de variables aleatorias de la forma

1 b——-—
= =V x d . . 1. 024
bn /ih Ia ¢n(t) N t en m.c (1.2.24)

ii) Reciprocamente, si el proceso admite una representacidén del tipo -
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(1.2.23), siendo las funciones ¢ (t) ortonormales y b definidas como en
n n

(1.2.24), entonces {A }n son, respectivamente, un sistema de -
n

eN‘y wn}neN

autovalores y de autofunciones de la ecuacién integral (1.2.18).

Observacibén: Los bn definidos en (1.2.24) son ortonormales. En efecto:

Tl T 1 b o7 gk
E[bnbm]=E_{</i.n J’ad)m(t‘)?(‘tdt) <A—m fa¢m(s)xsds)},=
|
1 b b—— -
= ﬂnﬁm .ra Ia¢n(t)E[Xth]¢m(s)dtds =

1 b b
C — (e =
/A /X fafa R(t,s)¢m\,)¢n(t)dtds

n m

1 b, .b —_
= ’/"—nﬁ fa[fa R(t,s)¢m(s)ds]¢n(t)dt =
m

1 —

- K_—/T_ J-a“mq)m(t):|¢n(t)dt -

n m
A b A
m —_ m
= ———— f t t)dt = ——— § =6 1.2.25
A N a¢m( )q)n() A YA m,n m,n ( )
n m n m
A A
a que si n=m => L = L 1
va d A oo b
m m n

Demostracibn;:

. N 2 Lo
i) Calculemos E[|X - I vX ¢ (t)b | ]. Para ello evaluemos préviamente
t n=0 nn n

E[X b E[b X_
[ t n] y [bn t

].

— 1 b — 1 b —
E[thn]zE[Xt(/Th fa¢n(s)XSds)]= /X.nfaE[XtXSMn(s)ds =
- = ;be(t Yo (s)ds = L’A (t) = V% ¢ (t) (1.2.26)
- /7; a 1B ¢n 8,08 = /X; n¢n - n¢n e
E[bnxt]= E[xtbn]=./rn¢n(t). (1.2.27)
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As{ tenemos:
E[1x.- ¥ /o ()b 1Z1=E[(x.~ } /T ¢ ()b (X~ /T e ()b )]=
tn=0 nn n tn=0o nn n tm=0o mm m

XX 1-Y /T e (0EXD I- I /T e (£)E[b X, ]+
tt m=0o mm tm n=0 nn nt

+¥ ¥ /e (0)e (0E[D D =
mn m nm

n=o0 m=0 n

\ 1 [} \

\ \\l\‘ B -
=R(t,t)- '§ Ao (L)X o (t)- ¥ Ao ()N ¢ (t) +
m=0 mim mm n=o nn nn

+ 3/ e (e (B) =
n n

n=o n n

R(t,t)- Y2 1o ()13 a e 1% ¥ e (1% -
n=0o n n n=0o n n n=o n n

=R(t,t)-§ A e (1;)|2 (1.2.28)
n=on n

Pero al ser R(t,s) simétrico, continuo, y semidefinido positivo, por -

el teorema de Mercer [3&] tenemos que:

N

&_J;.m Zx¢ (t)e (s) = R(t,s), ¥t,se[a,b] (1.2.29)

®n=onn n _
uniforme y absolutamente.
En.particular, haciendo t=s en(1.2.29) se tiene:
_ 2 2

'EX—E‘/.‘.- t ='Rtt-l§x t)| }=0

&}2 [l t n=o n¢n( )bnl ] %}E{ (t,¢) n=o0 n|¢n( )

(1.2.30)

uniformemente ¥tela,b], y por tanto se verifica (1.2.23).

ii) Reciprocamente, supongamos gque Xt puede expresarse ¥te[a,b] de la for-

ma (1.2.23). Entonces se tiene:

R(t,8)= E[X X )= 1im E[( Y/iae o ) ¥ /A% ()0 )=
t s + n=0 nn n m=0 mnm m

= lim ¥ 9:'/1‘/;7¢ (t)e (s)E[b b_]= &im Irfx ¢ (t)e (s)
+® N=0 M=0 1 mMmn m nm +® N=0 N n n
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y asi es

PR(t,8)6 (s)ds= 1im ¥ A ¢ (£)/% (8)6 (s)ds =
a m N+® n=o n n an m

—1im Y a e (£)6 =1 6 (v)
n=onn n,m mm

N*o ,

por lo que las ¢ (t) y las A satisfacen la ecuacién integral (1.2.18), y -
\m\‘\\_ m .

se concluye. |

i

El teorema 1.2.3 puede mejorarse en el caso de que el proceso conside
rado en &l sea normal. En efecto, dada una forma bilineal semidefinida po-—

sitiva tal y como R(t,s), existen siempre dos procesos reales conjuntamen—

te normales {Yt]te[a,b]} y {Ztlte[a,b]} tales que el proceso —————
{Yt+izt|te[a,b]} tiene por funcién de covarianza R(t,s), segin vimos al es

tudiar las propiedades de la funcién de covarianza.

Asi, como en el caso de procesos normales real-valuados la ortogonali
dad equivale a la independencia, se tiene que la convergencia en probabili
dad equivale a la convergencia casi segura, sin méds que aplicar el lema de

convergencia mejorada para series de variables aleatorias independientes -

[26].

Resumiendo, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.2.4.— Sea {thte[a,b]} un proceso de segundo orden y continuo en

m.c. Entonces se verifica:

i) {XtItE[a,b]} es normal si y s6lo si las variables bn definidas en

(1.2.24) son normales.

ii) Si ademés dicho proceso es real-valuado, entonces las variables b
n
son independientes, y el desarrollo en m.c. de Karhunen-Lod&ve converge ca-

si seguramente.

Demostracidn:

i) Al ser la clase de las variables aleatorias normales cerrada para las -
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operaciones lineales y limites en m.c., también lo es para las derivacio—
nes en m.c. € integraciones en m.c. Por tanto el proceso {xtltc[a,b]} es -

P
normal s{ y sblo si Ia¢n(t)xtdt es normal s{ y sblo si bn es normal.

ii) Es consecuencia inmediata de las consideraciones efectuadas préviamen-

te al teorenma.

AN : \
\ 1.3. EJEMPLOS Y APLICACIONES. |

b

Vamos a estudiar a continuacién los desarrollos de Karhunen-Loéve de
algunos procesos concretos de importancia, tales como el proceso de Wiener

y el Puente Browniano. As{ mismo vamos a aplicar dicha técnica de represen

tacién ortogonal para resolver tres problemas clisicos en la teoria de de-

teccién y de sistemas lineales, a saber: Construccién de un filtro lineal
éptimo para estimacién de sefiales; deteccidn y estimacién ante ruido Gaus-
siano; y estudio de los estadisticos de fotoconteo de electrones proceden—

tes de luz Gaussiana.

I) Proceso de WIENER.- Un proceso {thte[O,T]} es de Wiener si es cen

trado, tiene incrementos independientes estacionarios, cada trayectoria si

gue una distribucidén normal, y ademés XO=O.[29].

El ejemplo mis caracteristico del proceso de Wiener es el movimiento
Browniano, es decir, el movimiento irregular e incesante de una particula
sumergida en un liquido o gas, o bien de particulas de humo suspendidas en

el aire.

Su funcibn de covarianza viene dada por:
s, si O0<s<t
R(t,s) = min(t,s) = (1.3.1)
t, si t<s<T
Vamos a calcular el desarrollo de Karhunen-Loéve para este proceso.

Por comodidad supondremos el proceso definido sobre el intervalo [0,1].

o ey ey e el

T
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El primer paso consiste en resolver la ecuacidn (1.2.18),que en este

caso se expresari de la forma
t 1
fos¢(s)ds+tft¢(s)ds = Ap(t), te[0,1] (1.3.2)
Derivando respecto a t, tenemos:
byt 1 1
A¢'gt)=t¢(t)+ft¢(s)ds+t[—¢(t)]=ft¢(s)ds, te[0,1] (1.3.3)
)
Derivando nuevamente respecto a t, tenemos:

A0M"(t) = -¢(t), te[0,1] (1.3.4)

A partir de (1.3.2) y (1.3.3) se obtienen las siguientes condiciones

de contorno:

A6(0) = J'Zs¢(s)ds+0.fi¢(s)ds=0 —> ¢(0)=0

L (1.3.5)
Ad' (1) =fl¢(s)ds=0 =>¢'(1)=0

Por tanto se trata de resolver la ecuacién diferencial (1.3.4), o sea,

A¢"(t)+¢(t)=0, con las condiciones de contorno (1.3.5).

Integrando (1.3.4) se obtiene

t t
¢(t)=Clsen(/X.) + 02 cos(/x. (1.3.6)

Aplicando la condicidén ¢(0)=0, tenemos:

t
.0 =0 => =0 =>¢(t)=C == 1.3.7
Cl +C2 02 o(t) 1 sen(/x- ( )

Y aplicando la condicién ¢'(1)=0, resulta:

/—; cos(%):O ==> cos(Fi')=O (1.3.8)

Por tanto el sistema de autovalores {)\n}n N viene dado por la condi--
E

cibén (1.3.8), es decir:
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1 1
cos(/i-)=0 => 7= = (n+ 3)7 => An = > ¥neN
n n (n+ l) 72
2 (1.3.9)

Y el sistema de autofunciones {¢ } eN viene dado por la condicién —--
nn

(1.3.7), es decir:

¢n(t) = ¥2 sen {(n+ %)wt] , ¥neN (1.3.10)

. \‘\\‘
ya que normalizando es C1 = /2, puesto que:

2 1 2 2.1 2 1
¢ = = - = —
i n“2 Io1¢n(t)| dt leosen [(g+ 2)-nt]dt

2
y para que sea "¢n"2 = 1, ha de ser C, = /2.

Por tanto el desarrollo de Karhunen-Loé&ve del proceéo de Wiener viene
dado por:
1
sen[(n+ 3)7t]
X = Jim ngolz' " b, . -

(n+ )=
(1.3.11)
Ly, /51 Ly i
b = (n+ S)m Zfosen[(n+ 2)nt]xtdt

donde ambas igualdades lo son en m.c., y el limite es uniforme ¥te[O,1].

Conocido el desarrollo (1.3.11) para el proceso de Wiener, podemos de
terminar el desarrollo para todos los procesos que se obtengan a partir =-
del Wiener mediante una transformacién funcional conveniente, como nos =—-

muestra el siguiente teorema: T

Teorema 1.3.1.- Sea {Xt|t30} un proceso de Wiener y sean f(t) y t(t) dos -

funciones continuas para t>0 tales que 1(t) es no decreciente y t(0)=0. En

puede repre—

tonces todo proceso Yé{Ytlte[O,T]} de la forma Ytzf(t)xt(t)’ "

sentarse como:

z t b (1.3.12
t ﬁlm n—oun( ) ) !
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donde {b } N es un sistema ortonormal de variables aleatorias Gaussianas
n ne

e independientes.

Ademés bneH » ¥neN si y sblo si existe un subconjunto S de [0,t(T)],
y

-1
denso en €1, y tal que f(1 ~(t))#£0 ¥teS.

Demostracidn: Al ser {thtZO} un proceso de Wiener y 1(t) no decreciente y

tal que 1(0)=0, {XT(t)|te[O,T]} también es de Wiener, por lo que admite —
|
una representacién del tipo (1.3.11), es decir:

. N
X(6)™ M0 2ot (10 (1.3.13)

siendo dichc limite en m.c. y uniformemente vte[O,T].

Como el proceso de Wiener es Gaussiano, las variables b definidas co
n °

mo en (1.3.11) también lo son, por lo que al ser ortonormales son también —

independientes.

Multiplicando los dos miembros de (1.3.13) por f(t) tenemos:

. N . N
Ytzf(t)XT(t)= ﬁiz nﬁo/x;f(t)¢n(T(t))bn= &22 nioan(t)bn (1.3.14)

en m.c. y uniformemente ¥te[0,T], siendo

a (t) = /X £(t)e (z(t)) (1.3.15)
n n n
Para demostrar la segunda parte definamos la funcidén 1(t) de la forma:

T_l(t) = min{s|1(8)=t} (1.3.16)

Y —r(x"1(e))x , ¥te[0,1(T)] (1.3.17)
-1 t
T (t)

Como XE{thte[O,T(T)]} es continuo en m.c., el espacio Hx queda tam-—
bién generado por {Xt|teS}, siendo S cualquier subconjunto denso de ————-
[0,7(T)]. Por tanto b eH , W¥neN si y s6lo si existe un subconjunto S de -

n

N
-1
[0,7(T)] denso en é1 y tal que f(t (t))#0 , WteS.
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II) Proceso Puente Browniano.- Un proceso {thte[O,T]} es un Puente -
Browniano si Xt tiene ¥te[0,T] la misma distribucién que la variable condi

cionada wtle=o donde {wtltzp} es un proceso de Wiener.

Una forma alternativa de definir el proceso Puente Browniano es la si
guiente: Si {wtlte[O,T]} es un proceso de Wiener, entonces el proceso =—-

{thte[O,T]} definido por:

IR
X =W -tw
t t T |

¥

es un Puente Browniano independiente de WT. Su funcién de covarianza viene

dada en:[0,1] por:
s(1-t), si 0<s<t
R(t,s)=min(t,s)[1—max(t,s)]=={ : (1.3.18)
t(1l-s), si t<s<X

Igual que en el caso anterior consideraremos al proceso definido so-—-

bre [0,1].

El proceso de obtencién del desarrollo de Karhunen-Lodve para el Puen
te Browniano seré similar al seguido para el proceso Wiener. En este caso

se trata de resolver la eguacién integral:
t 1l
(1-t)fos¢(s)ds+tft(1-s)¢(s)ds=x¢(t), te[0,1] (1.3.19)
Derivando respecto a t, se obtiene:
t 1
A (t)= —fos¢(s)ds+(1-t)t¢(t)+ft(1-s)¢(s)ds-t(1—t)¢(t)=
t 1 '
= - Ios¢(s)ds+ft(1-s)¢(S)ds . te[0,1] (1.3.20)

Derivando nuevamente respecto a t, tenemos:
At (t)= —to(t)-(1-t)e(t)= —¢(t), te[0,1] (1.3.21)

A partir de (1.3.19) se obtienen las siguientes condiciones de contor

no:
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M(O)=J'Zs¢(s)ds+0fi(1—s)¢(s)ds:O —> ¢(0)=0

1 1 (1.3.22)
A¢(1)=OIOS¢(S)dS+fl(l—S)¢(S)dS=0 => ¢{(1)=0

Por tanto se trata de resolver la ecuacidn (1.3.21) con las condicio-
nes de contorno (1.3.22). Como hemos indicado anteriormente, la solucidn -

| '.'vde la ecuacién diferencial (1.3.21) viene dada por (1.3.6)
}

|
Aplicando la condicién ¢(0)=0, se tiene (1.3.7), y aplicando la condi
cidén ¢(1)=0, se tiene:

1 1
C1 sen( /T)=O => sen( /T)=O (1.3.23)

Por tanto, el sistema de autovalores {A }ne viene dado ahora por —-
n

(1.3.23), es decir:

1 1
)= > = => A = e Je
sen(/x 0 * nm N > 5 ° ¥neN (1.3.24)
n n n w

Y el sistema de autofunciones {¢ } viene dado por (1.3.7), o sea:
n

neN

cpn(t):/'z‘ sen(nmt), ¥neN (1.3.25)

ya que normalizando es C1 = /2, puesto que:

2
c

.2 .1 2 2.1 2 1
He ii =r"1¢ (t)]| dt=C"S sen"(nrt)dt=—"—
ne2 o n 1o 2

2
y para que sea ”¢n”2 = 1, ha de ser C1 = ¥/2.

Por tanto el desarrollo de Karhunen-Lodve del proceso Puente Brownia-

no viene dado por:

N sen(nnt
X =1lim 3 /2 “—i—-—l b
t N+o n=o nmw n
(1.3.26)
1
b =n»/2f sen(nwt)X dt
n o) t

donde ambas igualdades lo son en m.c., y el limite es uniforme ¥te[O,1].



- 28 =

III) Filtro lineal &ptimo.- Estudiemos ahora, como aplicacibn, el pro

blema de estimar un mensaje en presencia de un ruido interferidor. Para ——
ello construiremos un filtro lineal real a través del cual pasaremos la sg
flal recibida. E1 esquema seréd el siguiente:

n(t)

% r(t) | SISTEMA]

LINEAL

a(t) —> a(t)

donde: ‘

a(t) es la trayectoria de un proceso de segundo orden, centrado, y ——

con funcién de covarianza Ra(t,s).

n(t) es un ruido constituido por un proceso con funcién de covarianza

Rn(t.s), e incorrelado con el anterior.
r(t)=a(t)+n(t) es el proceso observado para te{[0,T].
a4(t) es la estimacidén de a{t) que se obtiene tras filtrar r(t).

El filtro que emplearemos se va a caracterizar por su funcidén impulso

de respuesta h(t,s), es decir, el valor de la salida en el instante t co-—-

rrespondiente a un impulso unitario de entrada en el instante s. Ademés si
el sistema es fisicamente realizable, entonces h(t,s)=0 para t<s, ya que -

la salida no puede preceder a la entrada.
Supongamos que r(t)=0 para t¢[0,T]. Asi la salida &(t) del sistema 1i
neal, puede expresarse de la forma:

a(t)=fzh(t,s)r(s)ds (1.3.27)

Pasemos, entonces, a construir el filtro 6ptimo. Como criterio de op-
timizacién para h(t,s) tomaremos el siguiente: La funcién impulso de res——

puesta a elegir serid aquella que minimice la integral promediada en [0 T]

del error en m.c., es decir:

& =E[2r (a(t)-a(t)) 2at)=E[2r T (a(t)-sTh(t,s)r(s)ds)2at] (1.3.28)
I T o T o o)
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£I se denomina estimacién del error por intervalos.

Anédlogamente podemos definir una estimacidén puntual del error, de la

forma:

Cp(t)zE[(a(t)—IZh(t,s)r(s)ds)2], te[0,T] (1.3.29)

Una vez minimizado E%(t) se tendri minimizado 81.

Llamemos h (t,s) a la funcién impulso de respuesta del filtro 8ptimo,
o
es decir, el que minimiza Sp(t), y supongamos que h (t,s) es continua para
o)

t,s [0,T]. Asi cualquier otro filtro de la misma clase se expresari como:

h(t,s):ho(t,s)+eh€(t,s), Vt,se[0,T] (1.3.30)

Entonces se demuestra [43 ]que una condicidn necesaria y suficiente para ——

que Sp(t) sea minimo es que:
T B
Ra(t,s)=foho(t,v)Rr(s,v)dv, vte[0,T], wsejo,T| (1.3.31)

Observemos que ho(t,O) y h (t,T) estan definidos por la continuidad,-
o

de la forma:

h (t,0)= 1im h (t,s) ; h (t,T)= 1im h (t,s) (1.3.32)
o + O o -0
s*+0 s+T

En el caso particular de que n(t) sea un ruido blanco, es Rn(t,s) =
N N

= = 8(t-s), y asi R (t,s)= —26(t-s)+R (t,s)
2 r 2 a

Por tanto la condicién (1.3.31) se expresa de la forma:
N

R (t,s)= =hn (t,s)+fTh (t,v)R (s,v)dv , ¥te[O0,T], ¥se]O,T|
a 2 o 0 o a

(1.3.33)
Estudiemos ahora el error que se comete en la estimacidén puntual con
el filtro 6ptimo, que notaremos 8P (t). Para ello consideremos la expre-—-
o rd ”
sién (1.3.29) de 8P(t), y sustituyamos en ella (1.3.30). Asi agrupando tér

minos segin las potencias de e€ resulta:
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€ _(t)=R (t.t)-szh(t,s)R (t,s)ds+ITITh(t,v)h(t,s)R (s,v)dsdv =
P a o a 0o 0 r

T TT
=R (t,t)-2/"h (t,s)R (t,s)ds+/ J h (t,v)h (t,s)R (s,v)dsdv-
a oo a 00O o r

-ZeJTh (t,s)[R (t,s)—ITh (t,v)R (s,v)dv]ds+
O € a O 0 . r

+ eZJ‘TITh (t,v)h (t,s)R (s,v)dsdv (1.3.34)
oo € € r

Py e
donde en la primera -igualdad hemos tenido en cuenta que los\grocesbs a(t) y
1

n(t) son incorrelados , y asi:
E[a(t)r(s)]=E[a(t)(a(s)+n(s))]=Ra(t,s)+E[a(t)n(s)]=Ra(t,s).
Por tanto,tenemos:

£ (t)=R (t,t)-2/Th (t,s)R (t,s)ds+S S h (t,v)h (t,s)R (s,v)dsdv =
Po a oo a 00O o r

- R (t,t)=/h (t,5)R (t,s)ds=STh (t,s)[R (t,s)=/"h (t,v)R (s,v)dv]ds
a [o e} a OO0 a [e o] r

(1.3.35)
Pero al ser &ptimo el filtro se verifica (1.3.31), por lo que:

& _ (t)=R (t,t)-fTh (t,s)R (t,s)ds (1.3.36)
Po a 0o a

y esta es la expresidén del error puntual para el filtro éptimo.

Consideremos ahora el caso de ruido blanco. Su funcidén de covarianza
8(t-s) puede desarrollarse por el teorema de Mercer, enunciado en (1.2.29),

de la forma:

§(t-s) = n§1¢n(t)¢n(s) (1.3.37)

siendo {¢nhﬁmfl sistema de autofunciones asociado al sistema de autovalores

{An}n N de la ecuacién integral (1.2.18) con niicleo 6(t-s) en [0,T], donde
€

por comodidad hemos notado im 2 en m.c. y uniformemente en [o,T].

+ n=]

Anflogamente se puede expresar:

R (t,s) = LA ¢ ()¢ (s) (1.3.38)
a n=lnn n



Por tanto:

N N
R (t,s) = — §(t-s)+R (t,s)= £ (A + =)0 ()¢ (s) (1.3.39)
r 2 a n=1l n n n

Supongamos que el sistema {¢ } N es completo. Entonces probando en la
n ne
-]
ecuacién fundamental (1.3.31) una solucidn del tipo ho(t,s)=n21hn¢ (t)¢n(S),
= n

y sustituyendo en ella (1.3.38) y (1.3.39), resulta que el impulso de res——

puesta O6ptimo para el ruido blanco viene dado por:
¢ (t)e (s) (1.3.40)
n n

En este caso, los errores se expresan de la forma:

N N - A N
0 o) n
t)=—"h (t,t)="—H Z —m— t ¥te|O,T|.
£, (£)=— h (t,8)= 5 I —= ¢ (1), [0, 7]
© A+ —_
~ 2
1 7T N A T N - A
o n , o) n
==/ t)dt=— I J t t)dat . = — I ———
81 T oaP (t) 2T n=1 N o¢n( )¢n( ) . 2T n=1 N
© A 2 A 4
n 2 n 2
(1.3.41)

Resumiendo, hemos estudiado el impulso de respuesta correspondiente a
un filtro lineal 6ptimo, y hemos visto que, en general, queda caracterizado
por la ecuacién (1.3.31) siendo el error puntual cometido en la estimacidn,

dado por (1.3.36).

En el caso particular de ruido blanco, el impulso de respuesta Sptimo,
puede expresarse explicitamente mediante (1.3.40), siendo dado el error por

(1.3.41).

La expresién (1.3.40) del impulso de respuesta 6ptimo para el ruido —-
blanco es de gran utilidad tebrica y préctica en diversos problemas de esti

macién y filtrado. Sin embargo,para que a efectos de cdmputo el algoritmo -
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sea sencillo, el nimero de términos de dicho desarrollo ha de ser finito.

Por consiguiente vamos a estudiar a continuacibén un procedimiento apro
ximado para la obtencién de-ho(t,s), que va a consistir en obtener un desa-

rrollo finito que converja hacia ho(t;s) cuando el nimero de términos crez-

ca indefinidamente.

Para ello empecemos considerando el desarrollo de Karhunen-Lo&ve del -

oy Vv
proceso a(t), pero truncado en el N-simo término, que\notaremos aNdﬁ): \
| \

a ()= 3¢ ¢ (t)]e =rTe (v)alt)at (1.3.42)
N n=lnn n on

siendo la igualdad anterior en m.c. (para el fin que perseguimos basta con-
siderar un desarrollo ortogonal, es decir, que las variables aleatorias En
sean ortogonales y no necesariamente ortonormales). Claramente aN(t) es una

aproximacién de a(t).

La covarianza de aN(t) vendréd dada por:
R (t,s)= ¥ ¢ (t)e (s) (1.3.43)
N n=l nn n

y aproxima a Ra(t,s).

El conjunto finito de wvariables {El,Cz,...,CN} puede calcularse me-
diante un conjunto de estimadores facilmente derivables, que sean las solu-

ciones de un conjunto de ecuaciones integrales con nicleo RN(t,s).

Vamos entonces a demostrar que el estimador lineal 6ptimo realizable -

para el proceso aN(t), tiene por impulso de respuesta:

h (£,5)= f (et N—Z—Iz‘l’N(t)?qu(s)ds)_l‘!’N(s), para t>s
(1.3.44)
siendo !N(t) un vector cuyas N componentes son las funciones ¢n(t), y AN
una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son los autovalores An. Asi
mismo demostraremos que hn(t,s) se aproxima al impulso de respuésta éptimo

ho(t,s) cuando N tiende a infinito.



Para la obtencién de (1.3.44), vamos a considerar para el proceso —-
aN(t) dado por (1.3.42) el siguiente sistema lineal N-dimensional en tiem—

po variable como modelo de estado:

ﬁN(t)=o
T
aN(t)=WN(t)xN(t) (1.3.45)

rN(t)zaN(t)+n(t)

T
siendo XN(t)=(£l,£2,...,£N) y tal que XN(O) es una variable aleatoria cen-

trada verificando:

T
E[XN(O)XN(O)]=AN (1.3.46)

Bajo tales hipltesis, el estimador lineal &ptimo realizable aN(t) de

aN(t) puede expresarse como la salida de un filtro de Kalman-Bucy de la for

ma [17]:
2 " 2 -
X =0X + NOPN(t)TN(t)[rN(t)—aN(t)]
iN(o)=o (1.3.47)

PN T ~
a (t)= Y ()X (t
N( ) N( ) N( )
donde PN(t) satisface la ecuacidén de Riccati:

2 T
B (t)= - = P (1)¥ (£)¥ (E)P (t)
© (1.3.48)

P (0)=A
N( ) N
El error de estimacién en m.c. viene dado por:

R 2. T - -T LT
E[(aN(t)—aN(t)) ]=WN<t)E[xN(t)xN(t)]wN(t)-wN(t)PN(t)wN(t)

(1.3.49)

siendo X =X —2 .
N N N

Para resolver (1.3.48) planteamos la ecuacidén diferencial correspondien
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-1
te a PN (t), asi como su condicidén de frontera. De tal forma se obtiene una

-1
férmula explicita para PN (t) que invertida nos da:

N
o

-1 2t T -1
PN(t)= (AN + IOYN(S)YN(s)ds) (1.3.50)

Al ser las autofunciones ¢n(t) ortonormales, tenemos:

B 11 \ = \
2
1+ —2
+N01
-1 2 -1 A
P.(T)=(A — 1 =
N()(N+No ) 22
=
1+ N 5
o]
A
N
1+ —g—k
L N N
. o] p—
(1.3.51)

Asi, a partir de (1.3.47) y (1.3.48) se deduce facilmente que

dt" N N

d o112 2
[P (t)XN(t)]= o‘l’N(t)rN(t)

P;l(t)f(N(t)= —fl—fz\l’N(s)rN(s)ds (1.3.52)

Por tanto a partir de (1.3.47) obtenemos una expresidén explicita para
aN(t) de la forma:
& (t)= == v (£)P_(¢)ST¥ (s)r (s)ds  (1.3.53)
N TE NCUN o NN "o

N
o

Por tanto el estimador lineal &ptimo realizable aN(t) para aN(t) tiene




por impulso de respuesta

2 T
hN(t,s)= No wN(t)PN(t)WN(s)

donde PN(t) viene dado por (1.3.50), con lo gue se obtiene la expresién —-

(1.3.44) buscada.

2
Falta demostrar que en L ([0,T]), hN(t,.) aproxima uniformemente a —-
ho(t,.) cuando N tiende a infinito. Para ello hace falta suponer que ———-—

R (t,s) es continua.
a
Asi tenemos:

N

t
—h (t,s)+/ h (t,v)R (s,v)dv=R (t,s)
2 o oo a a

N =D
[e) t
> hN(t,s)+IOhN(t,v)RN(s,v)dv=RN(t,s)

2 2
==>||ho(t,.)-hN(t,.)l|5 N IIRa(t,.)—RN(t,.)II(1+ . IIRN(t,.)II) <

(o] o)
P 2 :
<N uN(1+ N BN) e O ¥te[O,T].
@] o]
(1.3.54)
siendo
a = max ||R(t,.)-R_(t,.)]] > 0
N N N+
te[0,T] ”
(1.3.55)

B = max ||R (t,.)|]|< max ||R(t,.)|]|
te[O,T] te[O,T]

Yy se concluye.

En definitiva hN(t,s) es un impulso de respuesta Sptimo para el proce-

s0 aN(t), y aproxima al impulso 6ptimo de respuesta realizable h (t,s) para
o

el proceso original a(t). Por tanto podemos considerar hN(t,s) como un fil-

tro "subbptimo"
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para a(t), que da lugar a un estimador de la sefial, de la forma:
- t
aN(t)=fohN(t,s)r(s)ds

Evidentemente, el error en m.c. cometido cuando utilizamos este filtro
subéptimo es mayor que cuando se utiliza el filtro 6ptimo, y ambos errores

se relacionan de la forma siguiente [17]:
\ r\‘l\
N
o, 2 2

B[ (a(t)-E, () *]<E[ (a(£)-8(6) J+(a__ + =) (—a)®. (24 2%
Q

(1.3.56)

siendo A = el mayor autovalor de R(t,s),yyaNnyN definidos como en (1.3.55)
max

Por tanto, tenemos:

N

T - 2 T TR ) o, g o= 2 .2

IOE[(a(t)-aN(t)) ]dtgfoE[(a(t)-a(t)) ]dt+(xmai+ -ET ), [i=ﬁ+1( N_ Ai) ).
(1.3.57)

2 2
(1+ N BN)

IV) Deteccidn y estimacidn ante ruido Gaussiano "coloreado".-

Como aplicacidn del desarroilo realizado en el ejemplo anterior para -
el filtrado lineal, vamos a estudiar dos problemas clésicos que surgen en la
teoria de transmisidén y comunicacibén: La deteccidén y la estimacibén de los pa
rémetros de las sefiales, pero suponiendo que el ruido interferidor es Gaus-

siano y "coloreado" o no blanco.

Ambos problemas guafdan una estrecha relacidén. De hecho tanto la detec-
cién como la estimacién se basan en la construccién de una funcidén de vero
similitud que se obtiene a partir de mecanismos de transicién aleatorios, y
en gran parte de los casos, dichos mecanismos actilan independientemente de

si el problema a considerar es de deteccién o de estimacidn.

Esquemiticamente, un problema de deteccidn consta de las siguientes —

componentes:
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H MECANISMO
FUENTE - % DE TRANSICION [—— > Act0 DB >DECISION
I
> OBSERVACION
H ALEATORIA

La "fuente" genera una salida que en el caso mas simple puede ser una

de dos, asociada a dos hipétesis H y Hl; pero en general puede haber mis -
o

hipbtesis Ho,Hl,HZ,....

El "mecanismo de transicién aleatoria" selecciona aquella hipbtesis -
que es verdadera, generando un punto en el "espacio de observacidn", segin

una determinada ley probabilistica.

Finalmente, mediante una regla de "decisidén" asignamos a cada punto ——

una de las hipbtesis, con objeto de averiguar cual de ellas era verdadera.

Un esquema del problema de estimacién es el siguiente:

APLICACION
ESPACIO DE

ESPACIO PROBABILISTICA { OBSERVACION j=—————> ESTIMACION
PARAMETRICO

El "espacio paramétrico' estd formado por un conjunto de puntos que no
son mas que las salidas posibles de la fuente. Es decir, cada salida de 1la

fuente es un parametro que consideraremos un punto del espacio.

El "espacio de observacién" estd formado por las imigenes de los paré-
metros anteriores mediante la ley probabilistica que gobierna el efecto de

la sefial a estimar en la observacién.

Finalmente, mediante una determinada regla de "estimacidén" inferimos a

partir del espacio de observacién, el valor estimado de la sefial.

En el caso concreto que vamos a estudiar, la sefial transmitida bajo la
hipdtesis H1 la notaremos /Es(t) para te[0,T] (E representa la energfa de -
la sefial recibida). Para los valores t¢[0,T] la consideraremos nula. Ademis
supondremos que antes de ser recibida la sefial, estid "viciada" por un ruido

Gaussiano aditivo n(t) siendo te[Ti,Tf] (con Tiso y szT).
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Por tanto, la onda recibida r(t) estd definida en [Ti'Tf] por:

vEs(t)+n(t) segin Hl

r(t) = (1.3.58)

n(t) " H
o

La razbén de que la onda sea recibida aiin cuando la sefial emitida sea -
nula, es que existe correlacidén entre el ruido,fuera y dentro del intervalo,
1 ) -
y as{ mientras me'jor se conozca el ruido dentro del intervalo, mejor podri
\

]
combatirse, y optimizarse nuestro sistema de ejecucidn.

El ruido que consideramos no es blanco, segin indic&bamos al comienzo;
sin embargo conviene introducir una componente blanca con objeto de simpli-

ficar nuestro desarrollo. Es decir, consideraremos:
n(t):w(t)+nc(t) (1.3.59)

donde w(t) serd la componente blanca, y nc(t) la componente coloreada, que

supondremos cuadrado integrable.

Asi notando Rc(t,s) a la funcidén de covarianza de nc(t), la correspon-

diente del proceso ruido seré:
No
R (t,s)= —6(t-s)+R (t,s ¥t,se|T.,T
n( »S) > (t-s) C( »8) , ,sel i f]

(1.3.60)

Pasemos a resolver nuestro problema de estimacidn.

Para ello vamos a representar el proceso r(t) definido en (1.3.58) me-
diante un desarrollo de Karhunen-Loéve, y construiremos directamente la fun
cién de verosimilitud. (Al igual que en el ejemplo anterior basta exigir —
que las variables aleatorias que aparecen en los desarrollos de Karhunen-

Loéve que vamos a utilizar sean ortogonales y no necesariamente ortonorma——

les).

El desarrollo de Karhunen-Loéve para el proceso n(t), viene dado por:
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T
. f
n(t)= iim iglni¢i(t)l ni=fTin(t)¢i(t)dt, Vte[Ti'Tf] (1.3.61)

siendo ambas igualdades en m.c., y el limite uniforme en [Ti'Tf]' y siendo

¢i(t) las autofunciones de la ecuacién integral:

T : :
.f T (t,s)o(s)ds=A¢(t), wte[T ,T_] (1.3.62)
Ti c i’ f

N

o
Se tiene entonces que E[n.}=0 y E[n.n J=(A .+ —)¢
ave B(n;1=0 y B[n;n J=(2 + )5,

Desarrollemos, asi mismo, vEs(t) y r(t) respecto al mismo sistema orto

gonal {¢_}. _; asi tenemos:
i“ieN

T
YEs(t)= lim _¥ s.¢.(t) /s_=f f/Es(t)cb.(t)dt, yte[T, ,T_] (1.3.63)
Neew i=1 i 1 i Ti i i*

T
. N f
r(t)= &32 iilri¢i(t) Iri=];ir(t)¢i(t)dt R vte[Ti,Tf] (1.3.64)

]

siendo todas las igualdades en m.c. y los limites uniformes en [Ti’Tf

Por tanto:
(t)= 2im .2 r o, (t)= 1im Y s.¢. (t)+ 1im > n.¢. (t) , ¥te[T ,T_]
r = 11 = n €
Ne i2171%% FAD 29805 fim (Iomgty ’ ithr
(1.3.65)

Calculemos la funcidén de verosimilitud, que en general viene dada por:

P RIH
,r|Hl( | 1)
AR)= ——————— 1.3.66)
(R) P (RIH ) (
r|H o
o

Si consideramos las N primeras coordenadas tenemos:
P (R_,R R_|H ) ﬁ P (R,{H.) (1.3.67)
rl,rz,...,rn|H_ 172N T = ri|H_ il U

Ademas como el ruido es Gaussiano y la componente sefial solo aparece en la
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hipbtesis Hl' resulta:

(R -s )
_ 1 i
2 N
f!] 1 Nt
y 1;1/_.‘— TO"C
ip 1|H1(R lHl) 2ﬂ(1i+ —E_)
l\(rN(t))= H . - .
P I (R H_) 1 R;
1 - 2 N
o]
f\‘] . ; vy
i=1 / N C
2ﬂ(l.+52)
* (1.3.68)

/ N
0
ya que los R bajo la hipbtesis H siguen una ley‘N(s , l+ 'Er> y bajo la

1/ o
hipbtesis H , una leycN(b A i pues

E[s(t)] , segin H
Elr(t))=Els(t)]+Eln(t)]=Els(t)]= {

1
0 ’ " H

Operando y simplificando, tenemos:

2
(R.-s.)Z-R? - - 2R 5.
_1 g i i i _ 1 § [ i i
2 -1 N 2 i=1 N

li + 52 A+ —g
wm e - © (1.3.69)

Aplicando logaritmos neperianos a los dos miembros de (1.3.69) tenemos:

2
s.-2R.s R.s s
1 %5 N 1 N '
LA(r ()= - = ¥ 2s T —2_=73 =
N 2 i=1 N i1 N T 2= N_
A — A 4= A +—
it o2 it it 2
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Haciendo tender N+«, resulta:

LA(r(t))= 2im LA(r (t))= I G g i (1.3.71)
rit))= fim LA(n (t))= .2, N, T2 im1 N_ e
A+ =2 A 4=
i+ 2 1+2

1
Ahora bien, teniendo en cuenta las expresiones de r. \9/ s

i !
(1.3.63) y (1.3.64), podemos escribir:
Tf f
R.S.="E/ / r(t)¢ (t)¢. (u)s(u)dtdu en m.c.
ii TJT. i i
iTi «
(1.3.72)
fjrf
= E/ / s(t)e (t)¢ (u)s{(u)dtdu en m.c.
TJT, i i
iTi
Asi sustituyendo (1.3.72) en (1.3.71) resulta:
L] (t)¢ (u) ¢ (t)¢l(U)
LA(r(t))—/-Z{l lN s(u)dtdu- l / N ————s{u)dtdu=
o
A — ——
it 2 Aot

¢ (t)e (u) T _ (T ¢ (t)e (u)
g i Ej £ £f e i i
—v’_[ / i N )r(t)s(u)dtdu— 2[’1‘ /T (iil_—-N )s(t)s(u).

0 i i
+ A+
2

m lo

i
.dtdu (1.3.73)

¢ (t)e, (s)
@® 1 1

Si notamos Q (t,s)= I ———— , entonces:
n i=1 N

A.+—O
i 2

T T T /T
LA(r(t)):.fE'/ f/ To (t,u)r(t)s(u)dtdu- Ef ff o (t,u)s(t)s(u)dtdu
y Ti Ti n 2 Ti Ti n

(1.3.74)
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que es la funcibén de verosimilitud buscada.

Observemos que:

/'rf /'rf . o 0. (v)e ()
Tinn(t.u)on(v.t)dt= Ti(igloi(t)¢i(u))(j5£~l———-ﬁ;-)dt -

A+ 2
J 2
\ ‘y“'v‘

i
\

T
2z 0.(u)¢.(V)—1—/ ftt».('c)o_('c)dt =
J=11 J No Ti i J

i=1

w
=z

Zo (We (v) (A + =26 = L0 (w6, (v)=b(u-v)
i=1 j=1'i J i iji=1'i i

0 sea, podemos definir Qn(t,s) como una especie de nicleo inverso de -

Rn(t,s), en el sentido de ser:

el
l'fR (t,u)Q (v,t)dt=8(u-v)
Ti n n

V) Estadisticos de fotoconteo para luz Gaussiana.— Supongamos que un

fotodetector percibe una corriente de electrones emanados desde un foco lu-
minoso ideal, y que dicho campo Sptico incidente en el fotodetector se pue-
de modelar por un proceso de Gauss. Una tal situacifén se presenta, por ejem
plo, cuando un cierto campo de sefiales que se quiere observar, se propaga a
través_de un medio difuso tal como nubes o humo; o bien cuando un radar 6p-
tico que clasifica vibraciones o pulsaciones es reflejado desde una superfi

cie rugosa [19],[ 24].

En este ejemplo nos proponemos estudiar los estadisticos de conteo pa-

ra dicho fotodetector, es decir, el nimero de electrones contabilizados por




€l en un cierto intervalo de tiempo. Tales estadisticos de conteo vienen -
definidos por la probabilidad de que el proceso de conteo N tome un valor

concreto en el instante t, P(Nt=n).

Los estadisticos de fotoconteo son de gran utilidad, cuando se quiere
determinar el error en el funcionamiento de un fotodetector que contabili-
za solamente el numero de fotoelectrones incidentes en &1 dur?nte\gn inter
valo de tiempo, pero no tiene en cuenta sus tiempos de llegadd, es decir,

los tiempos que transcurren entre cada dos fotoelectrones recibidos.

Antes de enunciar formalmente el problema vamos a dar una definicidn

que posteriormente utilizaremos:

Sea,{Vt|te[O,T]} un proceso vector-valuado y continuo por la izquier-

da, y consideremos un proceso puntual cuyo proceso de conteo asociado es —

NsﬂNtlte[O,T]}. Diremos que N es un Proceso Doblemente de Poisson (P.D.P.)
con proceso intensidad {Xt(thlte[O,T]}, si para casi todas las trayecto--

rias dadas del proceso {VtTte[O,T]}, N es un proceso de Poisson con funcidn

intensidad A (V ).
t t

Es decir, un P.D.P. es un proceso de Poisson con intensidad Xt(Vt), -

condicionado al proceso {thte[O,T]} llamado proceso informacién. Asi los -

estadisticos de conteo para un P.D.P.{ Ntlte[O,T]} con intensidad At(Vt) -

vienen dados por:

17 0 -ITA (Vd)do
P(Nt=n)=E [P(Nt=nl{voloe[o,T]j}')]=E[I-1—!(IOAG(vo)do) e

(1.3.75)
. . T
ya que para un proceso de Poisson con parémetro At=fokod0 es
T
1 T n - Aodo
o
P(N =n)= —(S A do) e
t n!t oo
y en el caso del P.D.P. hay que integrar o tomar esperanzas sobre los V0 -

con o€e{0,T].

Ahora bién, la esperanza que figura en (1.3.75) es muy dificil, si no
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imposible de calcular. Para evaluarla en nuestro caso vamos a recurrir al -

desarrollo de Karhunen-Loéve.

Vamos, por tanto, a formular rigurosamente el problema de fotoconteo -

para luz Gaussiana, y a continuacién lo resolveremos.

Supongamos que un foco luminoso proyecta luz sobre una superficie foto
sensitiva, y que dicha luz incidente puede caracterizarse por el campo esca

lar eléctrico [38]:

s(t,F) = /3 Re[S(t,n)e "} (1.3.76)

->
en el instante t y posicién ;, siendo v la frecuencia 6ptica, y S(t,r) un -
espacio complejo de tiempos,envolvente del campo Sptico escalar, que varia

lentamente en comparacién a v.

' . +> + 2
La intensidad de luz en el instante t y posicién r es |Sgt,r2] . La ~
tasa o intensidad con que los electrones emanan desde el foco esti referi-

da a la intensidad luminosa incidente en su superficie sensitiva segin 1la

expresidn:

22
A== s S(t,r)|“dr + a (1.3.77)
t hv a o]

donde n es la eficiencia cuéntica del detector, o sea, la probabilidad de -
que un cuantum de energia luminosa sea convertido en un electrén, h es la -
constante de Plank, a es la superficie sensitiva del detector, y 10 es la -

tasa de generacidn de electrones extrafios en el detector.

Mandel prob6é en 1958 que la corriente de fotoelectrones producida al -
proyectar la luz sobre el receptor, se ajusta a un proceso de Poisson no ho
mogéneo. Ahora bién, si se supone que el campo Sptico incidente en el foto-
detector varia. aleatoriamente a lo largo del tiempo, entonces dicha corrien
te de fotoelectrones forma un P.D.P. ya que es un proceso de Poisson condi—-

cionado al campo 6ptico (proceso informacién en este caso).

A su vez vamos a suponer que el campo Sptico varfia aleatoriamente debi-

do a fluctuaciones en las propiedades del medio en que se propaga la onda 6p

D R
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tica, como ya habiamos indicado anteriormente (turbulencias atmosféricas, -

cambios aleatorios en el indice de refraccién atmosférico, etc.)

Nuestro problema consiste, pues, en calcular los estadisticos de con——

teo para dicho P.D.P.. Pasemos entonces a resolverlo.

Para simplificar el modelo tebrico, consideremos que la superficie sen
sitiva a del fotodetector es lo suficientemente pequefia para que cualquier
variacién espacial de S(t,;) pueda ser despreciada (Clgrk y Hoversten proba
ron en 1970 que esta restriccibn puede ser ficilmente suprimida). Entonces

podemos expresar:

Y
s(t,r) = Xt (1.3.78)
s
y la ecuacibn At = At - A, siendo At definido en (1.3.77) puede escribirse
o
como:
2 na -
A (X = a|X a= — 1.3.79
t( t) | t| v ( )

En estas circunstancias, el proceso {thte[O,T]} es la envolvente com-

pleja de un campo cuya parte real es:

i2rvt
x =2 Re[Xtel ] (1.3.80)

Ahora bién, la salida del fotodetector ideal puede modelarse como un -
proceso de Poisson {Nt|te[O,T]} condicionado al proceso {Xt|te[O,T]}, o sea,
como un P.D.P. con funcidn intensidad (1.3.79). Asi podemos considerar ———-
{thtE[O,T]} como un proceso Gaussiano centrado,'que esti motivado por la -

radiacidén lejana.

> 2
Como la intensidad |S(t,r)| integrada en t es siempre finita, se tie-

ne que
2 + 2
ELIX 17)= E[IS(t,r) | J<e (1.3.81)
y asi el proceso {thte[O,T]} es de segundo orden.

Ademés {Xt|te[O,T]} es claramente continuo en m.c. por lo que admite -
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un desarrollo de Karhunen-Loéve de la forma:

= 1i z I X dt, ¥te{O0,T 1.3.82
X,= Jin £ lEk¢k(t)| e =re (t) -e[ ] ( )

donde las igualdades 1o son en m.c., y el limite es uniforme en [0,T]). Ade-
mis, igual que en ejemplos anteriores, basta considerar un desarrollo en —-—

términos de variables ortogonales y no ortonormsles.

Si en (1.3.79) integramos los dos miembros respecto a t y aplicamos el

desarrollo (1.3.82), resulta:

sTa (% )do=sTa|x |%dt=asT X X dt=aS ( I E ¢ (), p RN
00 © 0 t o tt

ok=1kk
O f t t)dt= Z
=a I it 1zk5 oty ( )¢ ( ) “k_l 3—1 k zkc W2 1|ckl
(1.3.83)
donde por comodidad hemos notado = &1m § én m.c.

y uniformemente en [0,T].

Consideremos la funcidn caracteristica FN {u) de la variable aleatoria
. . t
(nGimero de fotones detectados en el instante t). Como {Ntlte[O,T]} es un

P.D.P. con proceso informacién {thte[O,T]}, tenemos:

o iuNt (eiu-l)jixo(x )do
Fy (u)=E[e ]=E[e ° ] (1.3.84)

t
iu T
(e -l)foAO(Xa)do
(Para un proceso de Poisson no homogéneo es FN (u)=e )
t
Sustituyendo (1.3.83) en (1.3.84) tenemos:
iu ® 2
(e -1a x|, | iu £ |2
k21 !5k ~1)al€ |
F (u)=E[e = EE[‘e(e Y4 ™k ] (1.3.85)
N, k21|

Ahora bién, se tiene que:
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i 2 iu 2 .
(elu—l)a|g | (e”"-1lalt. | iu
E[e k ]:;”e K (e 1D)armel® TDozg
o} k (o}

(1.3.86)
sin mas que notar z=|gk|

.. . . 1 .
Es facil que z siga una ley exponencial con parametro Y ' asl que va-
k
1 1 .
mos a resolver el problema suponiendo tal hipétésish\(En cualquier otro caso,
)
|
la resolucién se harfia de forma andloga). En dicho caso se tiene:

~Z_
dp B \
Z 1 k
P (Z)= — = o
Z dz A
y asi es:
iu
. . - == 1-ax (e -1)
(elu—l) z 1 (elu—l)az k © - k z
E[ = Je e dz= —f e Ay dz=
N o o
iu
l-g) (e -1)
- Ak w0
-1 M A ‘ 1
= . e = .
iu iu
l—axk(e -1) o l—alk(e -1)
(1.3.87)
Por tanto la funcidén caracteristica (1.3.85) es de la forma:
F_(u)= T 1 (1.3.88)
u)= .3.
N k iu
t l—a)‘k(e -1)

Observemos que la transformada inversa de Fourier:ide cada factor es:

n
k
k ( 0;\] )

P(N, (k)=nj )= = .3.
( t( )=ny) 2_ﬂf_m ™ du S (1.3.89)

k-
1+ GA
(1+ k)

0 sea se trata de la funcibén de probabilidad de la distribucidén de Bose——

Einstein.
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Por tanto los estadisticos de conteo para el proceso que genera la co-

rriente de fotoelectrones vienen dados por:

"k
(akk)

P(Nt=n)= kg (1.3.90)

=0 nk+1
1+al
{(1+a k)

y se.concluye.

| ) \

1.4. OPTIMALIDAD DEL DESARROLLO DE KARHUNEN-LOEVE.

Sea {Xt|tc[a,b]} un proceso de segundo orden y continuo en m.c., y con
sideremos su desarrollo de Karhunen-Lodve en términos de variables ortogona

les y no ortonormales:
N b=
X = &im T E ¢ (t)]g =r ¢ ()X dt (1.4.1)
t +o® Nn=0 N n n an t
siendo ambas igualdades en m.c., y €l limite uniforme en [a,b].

Entonces el desarrollo (1.4.1) es doblemente &ptimo en el sentido si—

guiente:
1) Minimiza el error en m.c. cometido al aproximar el desarrollo com--
pleto por un nimero finito de términos. Es decir, la esperanza
2
E[|X - g y (t 1.4.2
[l t n=ocn n( A ( )
es minima cuando las funciones ?n(t) son las N+l primeras autofunciones del
desarrollo de Karhunen-Lod&ve del proceso, o sea: Yn(t)=¢n(t), n=0,1,...,N.

2) Minimiza la funcién de entropfa definida sobre la distribucién de

probabilidad de los coeficientes coordenados {¢n}n . 0 sea, si pn es la —

eN
funcién de probabilidad de En' n=0,1,..., entonces:

=—o .4.
H({¢n(t)}neN) niopnlogpn (1.4.3)

es minima.



— 49 —

En efecto:

1 E[Ix - Y ey (0)1%)=El(x - ¥ £ v Nx-Ye v (t))]=
t n=onn tn=0onn tm=omm

N - — N - ,
=R(t,t)-mioE[XtEm]Wm(t)-nﬁoE[;nxt]wn(t)v+

N - _—
) ¥ E[£ £ J¥Y ()Y (t) =
n=0 m=o0 nm n m

|
)

=R(t, t)— ? A ¢ (t)w (t)- g

(t )v (t)+ ? Al (t)l
n n

N 2 N 2
=R(t,t)— I A o (t)| + X a |o (t)=¥ (t)|
n=on n n=0 n n n

(1.4.4)

ya que andlogamente a (1.2.25), (1.2.26) y (1.2.27) es:

E[thm]z)‘mq’m(t) ; E[Cnxt] nn

1]

>
©
—~

ct
~—
-

E[g £ =2 &
nm° mmn
Por tanto,para que (1.4.4) sea minimo, ha de ser:

o (t)=y (t) , n=0,1,...,N
n n

y en tal caso es:

E[1X - 2 £ o (£)[2]=R(t,t)= 2 & | o (£)]2
tn=onn n=o n n

como ya sabemos por (1.2.28).

2) Observemos en primer lugar que si el proceso {thte[a,b]} se considera

normalizado, o sea:

b 2
J X} at =1 (1.4.5)
a t

entonces podemos tomar como funcién de probabilidad:

2
p =E[]¢ | ]= 2 , n=0,1,... (1.4.6)
n n n

ya que
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© 2 ® ® — —
X=1im YEo ()= £ o (0)=>IX =T TEELo (t)e (t) =>
t +® N=0 N N n=onn t n=o M=0 N mn m

b 2 ® © - b — © « — © 2
=>f |X |“dt=L I £t S o (t)e (t)dt=Z I EE S =1 ||
a t n=om=onm an m n=o0 m=O0 N m N,m N=0 n
(1.4.7)
Es decir, se obtiene la identidad de Parseval ya vista para el caso general
en (1-2-?).\ yl\‘ \ \‘I\
§ {
| )
Por tanto, considerando pn como en (1.4.6) se tiene:

y T 2 b 2
“nto” = X = 1.4.
n=opn neo “Enl ] E[fal tl dt]=1 (1.4.8)

Veamos, entonces, que la funcidn de entropia se minimiza para los coe-
ficientes coordenados {¢n}neN asociados al sistema de variables aleatorias
{En}neN' En efecto, por ;a forma en que hemos definido pn, se demuestra que
para cualesquiera an, distintas de las pn, asociadas a cualquier otro siste
ma de funciones ortonormales {?n(t)}neN, se verifica que [44]

by

> E 1.4.9
k=opk - k=oak ( )

Por tanto, tenemos:

n n
L p loge 2 zou

n
l =>-= 1 l
k=o'k Bk = k oga k=o' k&P

n
< =Xral ==>
x O8% N

k k

=> H({¢ (t)} ) < H{{Y (¢)} ) _
n neN" - n neN

y se concluye.

Un planteamiento reciproco al formulado en 1) es el siguiente: Quere—
mos que el error de truncamiento sea menor de un determinado nivel ez. y -
que el nimero de términos considerados en el desarrollo sea el menor posi-—-
ble. E1 problema consiste en buscar un sistema de funciones ortonormales ta

les que el desarrollo truncado del proceso para dichas funciones verifique

la anterior propiedad.

Observemos que dichas funciones dependerdn de la distribucidén de proba




bilidad del proceso, por lo que en general no quedan Gnicamente determina—
das por la funcién de covarianza del proceso. No obstante, cuando el proce
so sea Gaussiano, su distribucidén de probabilidad si dependerd de su cova-

rianza, y las funciones buscadas también.

Asi parece intuirse que tales funciones van a ser las del desarrollo
de Karhunen-Loéve del proceso. En efecto; Algazi y Sakrison [1 ] han proba-

| v
do que si el proceso es Gaussianoly de energia finita, o sea:

b N
S R(t,t)dt= 1im I A <= (1.4.10)
a N+ n=o n

entonces el nimero minimo de términos que hay que considerar en el desarro-

llo para que sea
N 2 2
E[1X,-Z € ¥ (t)|"] <e
tn=onn
se consigue considerando como funciones ortonormales las del desarrollo de
Karhunen-Loé&ve del proceso, o sea

¥ (t)=¢ (t) , n=0,1,...,N.
n n

Observemos que este teorema no nos dice cual es dicho nimero minimo, -

sino tan s6lo que se logra tomando dichas funciones.

1.5. DIFERENCIACION DEL DESARROLLO DE KARHUNEN-LOEVE,

Sea {Xt|te[a,b]} un proceso de segundo orden y continuo en m.c., y con

sideremos:su desarrollo de Karhunen-Lod&ve del tipo (1.4.1).

Al ser la convergencia del desarrollo, uniforme en [a,b], podemos inte
grarlo término a término, de modo que el desarrollo de Karhunen-Lodve inte—
grado del proceso, converge nuevamente en m.c. y uniformemente en [a,b] a -
la integral del proceso, es decir, se tiene:

t N t
J Xds=1im £ £ S ¢ (s)ds (1.5.1)
a S +® Nn=0nan

en m.c. y uniformemente ¥tel[a,b].
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Sin embargo, la diferenciacién término a término del desarrollo, no -
es, en general, vAlida aunque todas las autofunciones On(t) sean diferencia
bles, ya que segin el clésico teorema de Weierstrass para series de funcio-
nesen Andlisis Funcional [27], la serie derivada ha de ser uniformemente —-—
convergente, y ello implicaria en nuestro caso, imponer ciertas restriccio-

nes a las autofunciones, lo que no es conveniente ya que éstas no son, en -

general, expliqitamepte conocidas. Lo
\ t

]
Las condiciones habrd que imponerlas directamente sobre la funcién de
covarianza del proceso. Asi, en el caso particular de que el proceso sea -
Gaussiano, éste queda caracterizado exclusivamente por su covarianza, y to

das las condiciones deben reducirse a condiciones sobre ella.

Busquemos, por tanto, una condicidn suficiente para que la diferencia-
cién del desarrollo de Karhunen-Loéve pﬁeda llevarse a cabo. Para ello va—-
mos a basarnos en el siguiente resultado debido a Kadota [21],[22] que es -

una versién diferenciada del teorema de Mercer.

Teorema 1.5.1.- Sea R(t,s) una funcién de covarianza para t,se[a,b], y su-

pongamos que

2k
3 R(t,s)

k k
at 9s
es continua. Entonces las autofunciones ortonormalizadas ¢n(t) correspon=-—

dientes a R(t,s), tienen derivadas n-simas continuas, y se verifica que:

Y

BZkR(t ) (k)
E Rts) ¥a ¢ (m () (1.5.2)
atkask' N*w n=o0

en m.c. y uniformemente ¥t,se[a,b], siendo An, n=0,1,... los autovalores -

asociados a R(t,s)

Como consecuencia de éste teorema, se verifica:

1+J

R(t,8) _ o N ¢( )(t)¢(j)(8) , 0<i,j<n
at asJ oo i

(1.5.3)

e i e g

Rt
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en m.c. y uniformemente ¥t,s,e[a,b].

La condicidén suficiente que buscamos, es la siguiente:

Teorema 1.5.2.~ Sea {thte[a,b]} un proceso tal que existe su derivada k-

k k) 2
sima en m.c. Xi ), y E[|X( )| J<= . Entonces se verifica:
\ \\l\.
k | N b ———
x( )= 1im I & ¢( )(t) E =/ ¢ (t)X dt (1.5.4)
t N+« n=0'n n an t

siendo ambas igualdades en m.c., y el limite uniforme vte[a,b].

Demostracidén: Por (1.1.19) sabemos que

- 2k
E[x(k)x(k)]= 3_R(t,s)
t s k k

ot 9s

Por otra parte tenemos:

(k)E—J E[X (k)f KN (s)x ds]= IZE[Xik)

E[X
t m t

X ]¢ (s)ds=
S n

b BkR(t ) (k)
= ——;{S— 0 (s)ds = (t)

A ¢ (1.5.5)
nn
at

Por tanto:

E[lx(k)— Y e o) P e xF N g ‘ )<t»(x(k) YT o (e
n=onn t n=o n m=O0'm m
(k) (k) N (k)= . (k) N (k) (k)
=E[xt xt j- z E[X £ j¢ (t)— I E[ t hn (t)+
N N - k) (k)
+nﬁo mﬁoE[gngm]¢n (t)¢m (t) =
Ke(t,t) N (k) .2 N (k)
= é——;——;—- -z le ()] - |e (t)|
n=0o n n n=o n n
ot 3t
+ g A |¢(k)(t)|2=
n=o n n
dsz(t t) N (k) 2
=T - Lo (t)] (1.5.6)

2k n=o0 n
dt
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Tomando limites cuando N+ , uniformemente en [a,b], y aplicando el -

teorema 1.5.1, se tiene:

k) (k

) (631210
n

. ( N
fim E[IX,"'-Z ¢ ¢
= t n=o n

y se concluye.

Una particularizacién de este resultado es la siguiente:
\ \“‘\\\I\l .
{

|
Teorema 1.5.3.~ Si bajo las hipdtesis del teorema 1.5.2., el proceso real ——

{thte[a,b]} es Gaussiano, entonces el desarrollo diferenciado de Karhunen-

Lodve converge casi seguramente en [a,b].

)

n
Demostracién: Al converger el dssarrollo en m.c. hacia Xi ’ ¥t€[a,b], tam

bién converge en probabilidad. Pero al ser ahora el proceso Gaussiano, los
términos del desarrollo son mituamente independientes, por lo que la serie

n
converge casi seguramente hacia xi ) en [a,b].

1.6. DESARROLLO GENERALIZADO DE KARHUNEN-LOEVE.

Sea {Xi(t)lte[a,b]}i una familia de m procesos centrados y de

=1,2,400.,M
segundo orden, y notemos Pi a la probabilidad de que se presente el i-simo -
proceso. Asi es

P =1 (1.6.1)
i=1 i

Estudiemos qué condiciones tienen que cumplirse para poder expresar:

X (t)= &im § vV, ¢ (t), i=1,2,...,m (1.6.2)
1 +® N=0 1n n

en m.c. y uniformemente ¥te[a b], siendo las Vin variables aleatorias cen--

tradas, y {¢ (t)}nEN un sistema ortonormal en [a,b], es decir:
n

E[v. ]=0

. in (1.6.3)
S ¢ (t)e (t)dt = 8
an m

n,m
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Definiremos la funcibén de covarianza conjunta para €l m-proceso —————

{Xi(t)lte[a,b]} , de la forma:

i=1,2,...,m

R(t,s)=_ 2 P E[X ()X (s)]= 3 P E[(ZV. o (£)(ZV. ¢ (s)]=
i=1 1 1 i i=1 i n=0 in n e=0 lie e

©

=1 I (t)e (s)(EpE[V.V ) (1.6.4)
n=o0 e=o n e i=1l i in ie -

\ \‘l\“

-]
donde al igual quelen ocasiones anteriores, hemos notado por comodidad I =

. N .
= ﬁiﬂ nio en m.c. y uniformemente en [a,b].

La condicidén necesaria que debe verificarse para que el m-proceso admi

ta una representacién del tipe (1.6.2) es que [ 9]:

- i? Pi Var[Vin]=on , Si n=e
ZPElV v ]= {7 (1.6.5)

in ie .
0 , si n#e

es decir, las variables V. del desarrollo correspondientes a dos procesos
in

distintos de la familia han de ser incorrelados.

Observemos que entonces se tiene:

R(t,s)= T o ¢ (£)s () (1.6.6)
n=o0 nn n

y asi es:

-]

b b
IaR(t,S)¢n(S)ds=Ia(k£Ook¢k(t)¢k(S))¢n(S)dS=on¢n(t) (1.6.7)

siempre que dicha integral exista y conmute con la sumatoria.

La condicibén (1.6.5) es efectivamente necesaria para que la covarianza

R(t,s) admita una representacién del tipo (1.6.6), ya que si notamos:

V., =/ ¢ (£)X (t)dt, i=1,2,...,m (1.6.8)
in an 1

se verifica entonces:
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T ppiv, v, 1= 2 p E[(/% ()X (£)at)(/0s _(8)X (s)ds)]=
i=1 i ~ in ie” i=11i an i ae i

PP B b E[X ()X (s)]e (s)ds)e (t)dt =
aai=1li1i i i e n

P (PRt 8)6 (s)ds)e (t)dt=o S 6 (£)e (t)dt =
a a e n e a e n

o , si n=e
n
=‘\0 5“\: 1 \ Yy
e e,n ! !
0

| , |81 n#e

En definitiva, a la representacién del m-proceso:

N o
X (t)= pim 2V o (t)' v. =% (O)X_(t)at, i=1,2,...,m
1 +® N=0 1n n in an 1

(1.6.9)
siendo ambas igualdades en m.c., y €l 1limite uniforme en [a,b], se le deno-

mina desarrollo generalizado de Karhunen-Lo&ve para {Xi(t)ltc[a,b]}i_1 o
=lyesy

Optimalidad del desarrollo ggneralizado de Karhunen-Loé&ve.-—

El desarrollo generalizado de Karhunen-Loé&ve (1.6.9) para el m-proceso

{Xi(t)lte[a,b]}i verifica dos propiedades 6ptimas similares a las

=l’2’0-o,m .
vistas en el §1.4 para el desarrollo de Karhunen-Loéve en general.

Tales propiedades de optimalidad para (1.6.9) son las siguientes:
1) Minimiza el error en m.c. cometido al aproximar el desarrollo com——

pleto de un m—-proceso por un niimero finito de términos. Es decir, la sumato

ria:
m N 2.
I PE[|X (t)- TV ¥ (t)] (1.6.10)
i=1 i i n=o0 in n
es minima cuando las funciones Wn(t) son las N+1 primeras autofunciones del

desarrollo generalizado de Karhunen-Loéve del proceso, o sea: !n(t)=¢n(t),

n=0,1,...,N

2) Minimiza la funcién de entropia definida sobre la distribucibn de -

r

[P ,“,
O T A

e



probabilidad de los coeficientes coordenados {¢n} N’ conjuntamente para -
n

i=1,2,...,m; o sea, si
m
p =2

2 ;
L PE[|V, |"]=0 , neN (1.6.11)
n i= 1 in n

1

entonces la funcién de entropia:

H({6 ()} ) = - I p loge (1.6.12)
n neN n=0 n n

es minima.

La demostracién de ambas propiedades es parecida a la desarrollada en

el §1.4.

D Erelix (0-Y v v ()12 T e rlx (0)12)- ¥ ( ¥ P.E[V. X (£)])¥ (t)-
i=1 1 i n=o0 in n i=1 i i n=o0 i=1 i in 1 n

- Beelv x by @+ kL ¥ Yorw Ty (0)v (oe
n=o i=1 i in i n i=]l n=o0 e=o i in ie  n e

N N N 2
=R(t,t)- 2 0 ¢ (£)¥ (t)- 2 0 ¢ (t)¥ (t)+ X o [y (t)] =
n=0onn n n=0 nn n n=0o n n

N N 2
=R(t,t)- I o |¢ (t)|2+ Lo |y (t)-o (t)] (1.6.13)
n=on n n=on n n

sin mas que aplicar (1.6.5), y tener en cuenta que

E[X, (0)V, 1=E[X_(£)/ 6 ()X (3)ds)=rPE[X ()X (8)]o (s)ds —>
1 in 1 an 1 a 1 1 n

— b
=> .? P E[X (t)V, ]=s (.? P E[X, (£)X_(s)])¢ (s)ds=f R(t,s)¢ (s)ds =
i=1 i i in ai=11i1 i i n a n
=0 ¢ (t) (1.6.14)
nn
Por tanto, para que (1.6.13) sea minimo ha de ser:

¢ (t) =¥ (t), n=0,1,...,N
n n

y en tal caso es:

N 2 N 2
ZPE[|X (t)- IV o (t)]%=R(t,t)- % o | (t) | (1.6.15)
i=1 i i n=o0 in n n=o0on n
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Es decir se obtiene un resultado similar a (1.2.28).

2) Observemos en primer lugar que los p definidos en (1.6.11) son los au-
n
tovalores de la ecuacibén integral asociada al m-proceso. Asi si considera-

mos normalizados todos los Xi(t) de la familia, es decir

b 2
falxi(t)l dt =1, i=1,2,...,m (1.6.16)

Ty » Lo

entonces se tiene a partir de (1.6.2) que

IV V. 6 ()6 (t) = X (£)]%==> T |v. |1%rP|x (v)|%at=1, i=1,2,...,m
n=0 €=0 1n i1e n e 1 n=o0 ain a 1

(1.6.17)

Por tanto los {p } constituyen una distribucidén de probabilidad asociada
nn

eN
a {¢ (t)} » ya que
n neN

© @ m 2 « 2
Ip=2: EpPE[IV =¥ L E[|V =¥pa
n=opn n=o0 i=1 i [I inl ] i=1Pi(n=o [| in| N i=1 i
sin mis que aplicar (1.6.17) y (1.6.1).

Por la forma en que hemos definido p , se demuestra que para cualesquie
. n -
ra an, distintas de las p , asociadas a cualquier otro sistema de funciones
n

ortonormales {¥(t)} se verifica que
'n neN

L.p > % a
k=0 k — k=0 k

y asi razonando como en §1.4. se concluye.
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CAPITULO 2

EL DESARROLLO DE KARHUNEN-LOEVE PARA UN PROCESO DEBILMENTE ESTACIONARIO

2.1. PROCESQOS DEBILMENTE ESTACIONARIOS Y APLICACION DEL ANALISIS ESPECTRAL.

\Un 'proceso de segundo orden {thtc[a,b]}, donde [a,b] puede ser R, se

dice que es débilmente estacionario, estacionario de covarianza, o estacio

nario en sentido &mplio, si su funcién de covarianza es funcidn solamente

de la diferencia de sus argumentos, es decir:
R(t,s)=R(t-s)=R(1)/1=t-s, ¥t,se[a,b] (2.1.1)

Observemos, por tanto, que

R(t+h,s+h)=R(t+h-s-h)=R(t-s)=R(t,s), W¥heR
(2.1.2)
0 sea, la funcién de covarianza de un proceso débilmente estacionario es in

variante frente a traslaciones iguales de sus argumentos.

Esta caracteristica induce a pensar que el Andlisis Espectral va a de-
sempefiar un papel importante en el estudio de los procesos débilmente esta-

cionarios, y en particular, en su desarrollo de Karhunen-Lodve.

Por consiguiente, vamos a repasar seguidamente los conceptos y resulta
dos fundamentales de Anflisis Espectral aplicados a procesos. Asi, a partir
de ahora, y salvo que se diga lo contrario, los procesos que manejaremos se
rén débilmente estacionarios contfnuos en m.c. y con espacio paramétrico la

recta real R.

Asf mismo supondremos que la funcién de covarianza R(1), es absoluta—

mente integrable, o sea.
o
J |R(1)}dr<= (2.1.3)
-l

Como estamos suponiendo que el proceso es contfinuo en m.c., y ademls -
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toda funcibén de covarianza es semidefinida positiva, R(1) seri ademis con-
tinua y acotada, por el teorema 1.1.2. Asi podemos considerar su transfor-
mada de Fourier.

[ ..'2
S(v)= S _R(1)e " 'dr, WveR (2.1.4)

a la que denominaremos densidad espectral del proceso. Claramente S(v) se-

ré también semidefinida positiva, contfnua y acotada. O

b
\
La transformada inversa de Fourier de S(v) seri precisamente la fun-——
cién de covarianza R(1):

i2nvt
e

R{t)= ftm S(v) dv, V1eR (2.1.5)

Para precisar estas nociones consideremos un filtro lineal de tiempo
invariante, caracterizado por una funcién impulso de respuesta h. Suponga-
mos que la entrada es la funcidén muestral de un proceso débilmente estacio
nario Xt' teR. Entonces la salida puede considerarse como la funcidén mues~

tral de otro proceso Yt’ teR, y podemos escribir:

Y=/ h(t-1)X dz (2.1.6)
t — 1

Picha iﬂtegral convolutoria ha de considerarse como una integral de -
Lebesgue absolutamente convergente. Pero al contener en su integrando una
trayectoria XT del proceso X, habria que imponer a éste, propiedades que -
se salen fuera del Ambito de las propiedades de segundo orden hasta ahora

consideradas.

Por tanto es mis correcto considerar la anterior integral convoluto—
ria como una integral en m.c. Y para que dicha integral exista en m.c., en

virtud del teorema 1.1.4, es necesario y suficiente que

® o
I={_af_gh(t-1)h(s—o)R(t-o)dtdo (2.1.7)
exista como integral de Riemann.

Veamos entonces que (2.1.7) existe como integral de Riemann, con lo -
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que quedard probada la existenciacsztdada por(2.1,6). Para ello nos basa-
remos en que R(1) es absolutamente integrable, continua y acotada, y h es

cuadrado-integrable. Se trata entonces de demostrar que:

@ i2tv{t-s)
e

—0

~ 2
I=J fh(v)| s(v)dv (2.1.8)
siendo I la integral definida en (2.1.7)

En efecto ; aplicando (2.1.5) tenemos:

® jipnv(1-0)
e

-0

1=~ I n(t-1)h(s=0)[/ S(v)dv]drdo=

w @ ) —— i2 -
=S 5 J - h(t—T)h(s—o)el mv(t C)S(v)dvdrdo

-0 D

iva(t-s)

Multiplicando y dividiendo por e tenemos:

© @ w ' —6) i2nv(t-s) —i2mv(t-
I=57 17 1™ h(tet)h(sg)e 2™V (1m0) 12mv(t-s) -i2mv(t-s)

—C0 =—0) =00

S(v)dvdrdo=

o o o — . oy s _ . e
=f [5 s h(t—r)h(s—o)elznv(T o)e 12mv(t S)d1do]612ﬂv( S)S(v)dv

—C0

Pero como:

i2rv(t~0) -i2nv(t-s) i2nv(t—0-t+s) e—i2nv(t-T)612nv(s—c)
(S e ) =

tenemos:

@©

1= [ f h(t-1)e

—i2nv(t=1) i2rv(s-0) eiZwv(t—s)

dts h(s-o)e do | S(v)dv

Asi, notando ﬁ(v) a la transformada de Fourier de h(v), o sea:

A ® —izmvt
h(v)=/" h(t)e "4t (2.1.9)

se tiene:

izav(t-s) 2 iZFV(t—S)C

1=5" [(-R(v))(=R(v)) e S(v)dv=s"_|h(v)|% S(v)dv

-—C0

con lo que resulta la expresién (2.1.8) buscada. Asi en el caso particular

de ser t=s, tenemos:
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1=r"_|h(v)|%5(v)dvee (2.1.10)

y se concluye.

Sin embargo, en la préctica, conviene interpretar (2.1.6) tanto como

una integral en m.c. que como una integral de Lebesgue para casi todas las

trayectorias.

Observemos que segun la definicién de Yt, se tiene:

E[Yt§S]=Ij°!imh(t—t)h(S-o)R(1-o)d1do=fjmlﬁ(v)|2ei2“v(t_s)s(v)dv

lo que significa que el proceso salida del filtro es también débilmente es
tacionario, y su funcidn espectral de densidad es:
SY(v)=|ﬁ(v)|zs(v) (2.1.11)
La ecuacidn (2.1.5) representa la funcidén de covarianza del proceso -
como una combinacibn lineal positiva de sinusoides. El criterio general re

ferente a la representacién armbénica de la funcidn de covarianza de un pro

ceso débilmente estacionario nos la da el siguiente teorema [47]:

Teorema 2.1.1.- (Teorema de Bochner). Una funcién R(1), 7teR, es la fun——

cibén de covarianza de un proceso débilmente estacionario y continuo en m.c.
si y solo si es de la forma:

R(T):!jweiZ“VT.F(dv) (2.1.12)

donde F es una medida de Borel finita en R llamada medida espectral.

Si definimos la funcidn espectral de distribucién @ de la forma

P(v)=F(]—=,v[) (2.1.13)

entonces § es una funcién acotada y no decreciente tal que la integral ——

® 127wy
(2.1.12) puede sustituirse por la integral de Stieltjes /S e Tdﬁ(v).
-l

Ademas, si @ es absolutamente continua, es decir, si F es una medida

absolutamente continua respecto a la medida Lebesgue,entonces existe una -
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A
funcién no negativa S(v), tal que @(A)=/S S{v)dv. Evidentemente S es la ——
-0

densidad espectral del proceso.

Propiedades de R(1).- Al ser R(1) la funcién de covarianza de un pro-

ceso débilmente estacionario, verifica las mismas propiedades que la cova-
rianza de un proceso de segundo orden cualquiera (ver capitulo 1, pag. 7 ).

Pero debido al especial caricter de tener como argumento la diferencia de
\\I\‘

. . . \
los dos instantes en que se considera el proceso, la covarianza R(T) veri-

fica algunas propiedades especificas, a saber:

1) La densidad espectral s(v), o sea, la transformada de Fourier de R(t1) -

es no negativa. En efecto:

-i2mvt 2

T T. ~i2mv
E[|/ X e dat| J=E[(/ X e 1em
ot ot

t T— i2mvs
dt)(S°X e ds)]=
O S

T T —i27V (4
T TR(bms) e 18D s
o O -

Haciendo el cambio de variable T=t-s, e integrando respecto a t la an

terior expresidn tenemos:

27V

T T —iomvt T —iomyT
OEIOJTR(T)e 12m dtd1+fon +TR(T)€ * dtdr=
-T o

i2mnv —iz2nvt

:fZR(T)(T—T)e— Tdr+fiTR(T)(T+T)e dr

Dividiendo ahora por T, resulta:

—-i2mv1 —-iz2nv1

T
OEIOR(T)(l‘ %)e dT+fiTR(T)(1+ %)e di=

T |I| —-i2mvt
=f R 1- — d
7 (t)( - Je T

Finalmente, como R(1) es absolutamente integrable, haciendo tender T
hacia infinito, se tiene:

T lT —-i27VvT « T —izmvTt
0< limS~ R(1)(1=- ‘—l)e * dt=S R(1)[1lim(1- l—l)]e di=
= Toeo _T T — T+ T

@ -iz2nrvTt
=S wR(I)e dt=S(v)

y se concluye.
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2) Al suponer, como estamos haciendo, que R(1) es absolutamente integrable,
puede ocurrir que R(1) no sea periddica a menos que se trate de la funcién

nula, ya que por el lema de Riemann-Lebesgue [45] se verifica que:

® ~i2nv
lim S(v)= lim S R(1)e " d1=0 (2.1.14)
\)-PQ V@ - QD .
Por tanto, si descomponemos R(1) como suma de una parte periédica y -
otra 'parte integrable, entonces S(v) es la suma de una serie de impulsos -
espaciados a intervalos regulares, mds un término que tiende a cero cuando

la frecuencia tiende a infinito.
3) En general se verifica que

|R(t) |<R(0O) (2.1.15)

ya que:

i2nvz

IR() [ e S(v)|dv=!"_S(v)dv=R(0)

4) Si el proceso débilmente estacionario es real, entonces R(1) es una fun

cibén par de su argumento, y S(v), por tanto, también lo es. En efecto; al

ser el proceso real se tiene:

R(t)=R(t-s)=R(t,s)=R(s,t)=R(s,t)=R(s-t)=R(-1)

Y para la funcidén espectral de densidad es:

-i2nvrt i2nvt

S(v)=ftoR(r)e dt=lj@R(1)e d1=S(-v)=S(-v)

5) Si el proceso débilmente estacionario es real, entonces:

R(O)-R(1)> 'l;[R(O)—R(ZnT)] (2.1.16)
4
En efecto:

296 2

2 6 1 2 1
l1-cos6=2sen > >2sen > cos = < sen 6= Z(l—cosze)

8
2 2
Asi se tiene:

R(O)-R(1)=Itcs(v)[1—cosva1]de %ft@s(v)[l-cosdnvr]dv=
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= %[R(O)—R(Zr)]

ya que por 1), S(v) es no negativa, y por 4), tanto R(1) como S(v) son fun

ciones pares, y asi es

S(V)ZfimR(T)(COSZﬂvT)dT ; R(T):fmwS(v)(COS2ﬂvT)dv

Continuando el proceso, se prueba la propiedad por induccién. Lo

|
{

Representacidn espectral del proceso.- Sea {tht € R} un proceso débilmente

estacionario y continuo en m.c.. Hemos visto en el teorema de Bochner (teo
rema 2.1.1) que su funcidén de covarianza queda caracterizada como la inte-
gral de Stieltjes de una_exponencial compleja, respecto a la funcibdn de den
sidad espectral, y por tanto puede representarse como combinacién lineal -

positiva de sinusoides.

Asi mismo, al estudiar las propiedades de R(71),hemos considerado inte
grales de Fourier de la forma

® -i2nvt
J X e dt

- -}

Por tanto, mediante la férmula de inversibn, podemos expresar también Xt -

comc combinacidn lineal de sinusoides.

El problema que surge es que una tal integral no tiene por qué exis—-
tir como integral en m.c., o como cualquier otro tipo de integral, por lo

que no es posible obtener una representacién espectral de dicho proceso, -

en general.

Para subsanar este problema vamos & introducir una clase de integra-

les de Fourier {XAIAeR}de la forma siguiente:

i) %}Tw ixzo en m.c.

AY
11

Si a y b son puntos de continuidad de la medida espectral F, entonces

A A @ b —-i2nvt
X=X =J (J e
a

dv)X dt (2.1.17)
b a —= t
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iii) En los puntos de discontinuidad de F, iA estd definido de forma que

{iA|AeR} es continuo en m.c. por la izquierda.

Dicho proceso {iAIAeR} se denomina proceso espectral de {thteR}, y ve-

rifica que:

E[(X ~X )(X -X )])=F([a,b[n[c,d[) (2.1.18)
b a d ¢ !

| A

Asi, si notamos

~ -~ -~

dxx‘xx+dx'xx

(2.1.19)

F(ar)=F([x,x+a1][)

la igualdad (2.1.18) se escribe de la forma:
-~ ——
E[(aX )(dX )]=8. F(dAr) (2.1.20)
A u A,H
siendo GA la delta- de Kronecker. Por tanto {iA]AcR} €s un proceso con
?

incrementos ortogonales.

-] -~
Vamos a definir, a continuacién, integrales de la forma I_nf(x)dxx.

Para ello consideraremos tres casos:

i) si f=I[a b (funcién indicador de [a,b[ en R), definimos:
b A s 4
S f(A)aX =X =X (2.1.21)
a A bt a
ii) si f=,9?,f_, imponemos que:
i=Ii"i

S rax.= % a 5 £ ()X (2.1.22)
~® A i=13i —= i A

L 2
iii) si I_Qlfh(x)—f(x)l F(dx) - > 0 , imponemos que:

L] ~ (- ~
%}Q I_mfn(l)dxx=fdnf(l)dxx en m.c. (2.1.23)

[- -] ~
De esta forma,vf_cf(k)dxx estd bién definida para toda funcién f para

la que exista una sucesidn de funciones escalonadas {f} (o sea, combi-
nn

eN
naciones lineales de funciones indicadores), verificando que:



fimlfn(k)—f(l)le(dA)

> 0 (2.1.24)

nr«

La clase de dichas funciones es precisamente L2(F), O sea, la clase -

de funciones f que verifican

f_m|f(x)|2F(dA)<m (2.1.25)

[

) IR
El resultado fundamental sobre representacidn espectral de procesos es
|

el siguiente [47]:

Teorema 2.1.2 (Teorema de representacidn espectral).- Un proceso contfnuo -

en m.c. {thteR} es débilmente estacionario si y solo si existe un proceso

- a 2.
con incrementos ortogonales {XAIAER} tal que E[IXAI | esté acotada, y sea

©  i2mAt A
X =f &< dxA (2.1.26)

t —c0

Este teorema no solo permite representar el proceso {thtsR} como com-—
binacién lineal de sinusoides, sino que también proporciona una caracteriza
cidén del espacio de Hilbert H generadoe por el proceso, de la forma siguien

X a

te:

Proposicién 2.1.3.- Ses {XklxeR} el proceso espectral asociado @ ————
{Xt}teR}, y F la medida espectral. Entonces una variable aleatoria Y perte-

nece a H si y solo si existe una funcién neLZ(F) tal que -
x

Y=/~ n(x)d;“(A : (2.1.27)

-0

2.2. DESARROLLO DE KARHUNEN-LOEVE PARA PROCESOS DEBILMENTE ESTACIONARIOS.

Cuando el proceso {thte[a,bj} es débilmente estacionario, el procedi
miento de construccidén del desarrollo de Karhunen-Loéve seguido en el capi

tulo 1, puede repetirse, obteniéndose un resultado similar.

En efecto; una vez construido el espacio de Hilbert H , y selecciona-
X

do el sistema ortonormal completo {Zn}nEN’ podemos expresar Xt en la forma
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(1.2.10), donde los coeficientes {qn}ns sean, asi mismo, ortogonales.

N
A ser la covarianza R(t,s) contfnua ¥t,se[a,b], tenemos:
N t———
sup lngoo (t)on(s)li sup sup R(0)<=
t,se(a,b] te[a,b] te[a,b]

e 2

(2.2.1)

s;nkmés que aplicar en primer lugar la desigualdad de Schwartz, y poste—-~

riormente la desigualdad de Bessel. ‘

w
Por tanto, la convergencia de la serie R(t—s):nZ on(t)on(s) es acota-
=0
da, y razonando igual que para procesos de segundo orden en general, se ——

llega a que
b
S R(t-s)o (s)ds=x o (t), ¥tel[a,b] (2.2.2)
a m mim

es decir, las {o } son las autofunciones de una ecuacibén integral de —
nn

eN
Fredholm de segunda especie homogénea.
Asi se puede establecer un teorema de desarrollo de Karhunen-Lodve —-

andlogo al visto en el caso general.

La Unica peculiaridad que, en principio, muestra este razonamiento pa
ra procesos débilmente estacionarios, es que la ecuacién integral (2.2.2)

representa un filtro lineal en tiempo invariante, con impulso de respuesta

R, o0 sea:

R¥c =X o , ¥meN (2.2.3)
m mm

Esta consideracién nos seri (itil seguidamente para inducir un tipo de
soluciones para dichas ecuaciones integrales. No obstante, sefialemos en —-
primer lugar, que el problema de calcular los autovalores y autofunciones
de ecuaciones del tipo (2.2.2) sigue en pie para casi todos los casos. Es
decir, hay que recurrir a métodos indirectos para calcular sus soluciones,
de igual forma a como haciamos en los ejemplos del parigrafo 1.3, o bien -

a métodos aproximados, como veremos en el capftulo siguiente,.
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Solo hay un caso en el gue la ecuacidn integral (2.2.2) puede resol-
verse directamente para autovalores y autofunciones. Se trata del caso en
que la funcidén de covarianza del proceso sea la transformada de Fourier de

una funcidn racional. Dicho caso lo estudiaremos detalladamente en el §2.5.

A continuacién vamos a deducir un posible tipo de soluciones para la
ecuacidén integral en cuestién, sobre un intervalo finito. Consideremos pa-

\\l{
ra ello el problema simple de filtrado lineal, de ecuacidn:

4

z(t):fjmh(t—s)y(s)ds, ¥teR (2.2.4)

y{(t)=Input (entrada)
(t) > h(1) 2lt) z(t)=Output (salida)

h(1)=Impulso de respuesta

Comparando la ecuacién (2.2.4), con
A6 (t)=s" R(t-s)é(s)ds,  WteR (2.2.5)

observamos que la solucién de (2.2.5) es, simplemente, una funcidn o(t) —
que colocada en un sistema lineal con impulso de respuesta R, da como sali

da la misma funcién multiplicada por un factor constante.

A partir de la teoria elemental de gigtemas lineales, se sabe que —-

las exponenciales complejas cumplen este requisito [43], 0 sea:

i2nvt
o(t)=e""""",  VeR, WteR (2.2.6)

Sustituyendo (2.2.6) en la ecuacién (2.2.5), resulta:

i2rvt 127V ® ~i2nv(t-s
e " =S R(t—s)el E Sds ==> A= f R(t-s)e * ( )ds=S(v)

A
(2.2.7)

O sea, el autovalor correspondiente a un v particular es la densidad espec

tral del proceso particularizada para dicho v.

El inconveniente gque surge es que no disponemos, en principio, de un
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sistema numerable de autovalores y de autofunciones con los que establecer

el desarrollo, ya que la densidad espectral toma un conjunto infinito no -

numerable de valores para veR.

Para subsanar este problema, vamos a razonar sobre un intervalo fini-

to cerrado, para después hacerlo crecer indefinidamente. Asf consideremos

la ecuacidn integral:
\ by T T !

\ 2 | T T
A¢(t)=[ _ R(t-s)é¢(s)ds, vte[- =, =] (2.2.8)
T 2’ 2
2
Y probemos una solucién de la forma:
iznv_t 1
¢ (t)=e n", v=nv , v==<= (2.2.9)
n n o} o T
Asi, teniendo en cuenta (2.1.5), se tiene:
I I
i2mv 2 i2nv i2rv(t-
X ¢ (t)7['2R(t-s)el‘2 nsds=/ 17 s(vyetdmns i2mv(t=s) .
nn T T
2 2
T
® j2nvt E i2n(v, -v)s ® izavt Sen."T(\)n_\))
=/ S(v)e ( e n ds)dv=S S(v)e dv
— T —co (v -v)
- n
2
(2.2.10)
ya que:
i2n(v_=v)t :
el m( n v) =cos[21r(vn—v)t]+isen[2‘ﬂ(\)n-\’)t]
y asi:
T T T
2e12ﬂ(vn—v)sd i sen[2n(vn—v)s] > i.cos[.21r(\.vn--v)s] 2
‘T - 2n(v -v) |IT 2n(v_-v) T
- n - n -
2 2 2
sen[w(vn—V)T]
(2.2.11)

(v =v)
n



sen[m(v =v)T]
P . . r . . .
Gréficamente, la funcibn ( ) es una sinusoide amortiguada
(v —v
n

de la forma: T

N
7 N— 1 Ve 1N h
1 T

1 P . . .
Observemos que para T+«, es E-»O, y asl dicha funcidn tiende a ser un

impulso en v=v . Por tanto se tiene:
n

® i2nvt i2rv_t
Ao (t) =5 S(v)e §(v=v )dv=S(v )e n ==>
nn — n n

iZ2nrv_t i2rv_t n
=> X e N7=g5(v e 07 ==> A =25(v y=8(=) (2.2.12)
n n n n T

y las autofunciones ortonormalizadas son, por tanto:

1 iomv_t T T
t): —= nvo, o te[-=, 2 2.2.13
¢ (t)= —=e el-3 5l ( )

para T suficientemente grande.

El tamafio de T para que la aproximacién sea lo mas precisa posible de

pende de la forma como S(v) varie en un entorno de v .
n

Una vez determinados Ay ¢ (t) mediante (2.2,12) y (2.2.13), el desa
n n

rrolio de Karhunen-Lodve queda establecido.

2.3. EJEMPLOS Y APLICACIONES.

I) Proceso de ORNSTEIN-UHLENBECK.- Existen otros modelos del movimien

to Browniano, algo mis realistas que el del proceso de Wiener. Uno de ———
ellos es el proceso de Ornstein-Uhlenbeck que se define como un proceso —
nornal, centrado, y débilmente estacionario, con funcién de covarianza:

-alt-s]|
R(t,s)=ke , k>0, a>0 (2.3.1)
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En este ejemplo vamos a obtener el desarrollo de Karhunen-Love para
dicho proceso, perc lo vamos a hacer por un procedimiento indirecto; o sea,
nos vamos a basar en que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck puede obtenerse a
partir del proceso de Wiener mediante una transformacién funcional conve——
niente, y asi, a partir del desarrollo (1.3.11) obtendremos el buscado me-

diante aplicacién del teorema 1.3.1.

\ l\ln‘\‘ \ "l‘
En el ejgmplo siguiente obtendremos directamente el desarrollo de Ka-

rhunen-Loéve para procesos con funcién de covarianza (2.3.1), pero mis ge-

nerales que el de Ornstein-Uhlenbeck.

Proposicién 2.3.1.~ Sea {YtlteR} un proceso normal, centrado y débil-

lt-s| )
(es decir, se trata del -

mente estacionario con covarianza R(t,s):e_
proceso de Ornstein-Uhlenbeck con pardmetros k=a=1). Entonces existen dos
funciones reales continuas convenientes f(t) y g(t) tales que {YtlteR} pue

de expresarse de la forma:

Y, =f(t)X (t) (2.3.2)
f(t)

siendo {thtZO} el proceso de Wiener.

-|t-s
(E1 hecho de considerar la covarianza e | l, en vez de la general -

(2.3.1) es por simplificar el cdlculo, pero este teorema puede extenderse

al caso general de forma inmediata).

Demostracidn: Supongamos que Yt admite una expresién de la forma (2.3.2),y

calculemos explicitamente las funciones f(t) y g(t).

g(t) £f(t) * f(s)
£(t) f(s)

E[Y Y_J=E[£(£)x_ . £(s)X__ J=f(t)f(s)min{El  &Ls),
t s g(s)

g(t)

es no decreciente. Asi es
f(t)

Podemos suponer que

S g(min{t,s}) .
E[YtYs]_f(t)f(s)f(min{t,s}) =f(max{t,s})g(min{t,s}) (2.3.3)
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sin més que simplificar.

Por otra parte se tiene:

‘ -max{t,s}
= . —lt-s| —(max{t,s}-min{t,s}) e ’ (2.3.4)
E[Y Y ]=e =e = T
t s -min{t,s}
e
Asi igualando (2.3.3) y (2.3.4) resulta:
\ v‘y‘.\~ t
e—max{t,s}§ 1%)f(t)=2e [A40
f(max{t,s})g(min{t,s})=s —————— ==>
-min{t,s} 22)£(1) 1
e = = T
g(t)
Por tanto:
t
g(t) 1 1 e 2 A
£(t) 2 -t2_()\)==>Yt: T
[£(t)] (xe ) e [et)\2
A
(2.23.5)
y queda asi establecida la expresién (2.3.2).
Observemos entonces, que si definimos la funcidn
to
g(t) e
t)= === = (=) ,  ¥teR 2.3.6
(t)= T (A) e ( )

nos hallamos bajo las hipétesis del teorema 1.3.1, ya que el proceso Yt es
t&4 ahora definido en todo R, y asi la condicidén 1(0)=0 equivale ahora a —-

1(—=)=0, lo cual si se verifica claramente a partir de (2.3.6).

Por tanto, a partir del désarrollo de Karhunen-Loé&ve para el proceso
de wiener (1.3.11) establecemos ahorael desarrollo de la forma (1.3.12):
. N
Yt= lim Za (t)o

n=0 n n
Now

(en m.c., y uniformemente ¥teR), donde

t
1 2
X X ) . ) sen{ (n+ E)n(g‘) ]
. e 2
an(t): T~ sen| (n+ E)n(;-) j=v2 "
(n+tT)m e 1. e
2 (n+ =)n —
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en m.c., y b esté definido como en (1.3.11).
n

II) Sedal telegrafica aleatoria.- Vamos a estudiar seguidamente el de

sarrollo de Karhunen-Loé&ve de un proceso que tiene la misma covarianza que

el de Ornstein-Uhlenbeck, pero que carece ddl caracter Gaussiano de aquel.
Consideremos un proceso {Ytlte[O,T]} definido de la forma:

. _{’ 1, si el héimerd total de puntos en JO,T[ es par
t 1 -1, si el nimero total de puntos en JO,T[ es impar
Saberios que la probabilidad de tener k puntos en ]J0,T[ viene dada —
por:

-2t (1t)
P(k)ze (2

k!
Asi la probabilidad de tener un nimero par de puntos seré:

2 2k
_ -t (at) (at)
P(0)+P(2)+...4P(2Kk)+...=e " "[1+ 2r Ttk

-at
+...]=e 2Ch(2t)
y la probabilidad de tener un nimero impar de puntos seré:

-1t (At)3 (At)2k+l
P(1)+P(3)+...+P(2k+1)+...=e " [at+ 31 T (2ke1) !

... )= sn(at)

Por tanto:

At

P(Yt=1)=e— Ch(at)

P(Yt=—1)=e_AtSh(At)

- Asi es:

A A

-t -t
E[Yt]=l.P(Yt=l)—l.P(Yt=—l)=e Ch(At)-e Sh(At)=

-t -At - -
= ¥ [ch(at)-sh(at) Jme e At m2AL

Se demuestra ficilmente que [28]:

E[Y ¥ oo 22(tS)



Al proceso {Ytjtc[O,TJ} asi definido se le denomina sefial telegrafica

semialeatoria.

Consideremos ahora una variable aleatoria A que tome los valores +1 y

-1 con igual probabilidad:

1
P(A=1)=P(A=-1)= 5

Asi es: \ M
\
1
E[A]=1.P(A=1)-1.P(A=-1)= = - S=0
e 101
E[A ]:12P(A=l)+(—1)2P(A=-1)= St o= 1.

Supongamos que A es independiente de Yt’ ¥te[0,T], y consideremos el

proceso {thAYtjte[O,T]}. Asi Xt es igual a Yt 6 a —Yt, y se verifica que:

E[Xt]=E[AYt]=E[A]E[Yt]=O

R(t,s)=E[XtXS]=E[(AYt)(AYSH=E[A

Al proceso {thte[O,T]} asi definido se le denomina sefial telegrafica

aleatoria.

Vamos a obtener entonces, el desarrollo de Karhunen-Loéve para una se—
nal telegréfica aleatoria, o més generalmente, para un proceso con funcidén

de covarianza (2.3.1), mediante un procedimiento directo. Consideraremos,

asi mismo, un intervalo simétrico con objeto de simplificar el célculo.
La ecuacién integral asociada al proceso serd entonces:

ITTke_a’t—sl¢(s)ds=l¢(t), ¥te[-T,T] (2.3.8)

0 eguivalentemente:

a(t-s)

t e-a(t_s)¢(s)ds+kfie ¢(s)ds=2¢(t), ¥tel[-T,T] (2.3.9)

-T

kS

~

Para resolver (2.3.9), derivaremos respecto a t dos veces, llegando a -
una ecuacidn diferencial con dos condiciones de contorno obtenidas a partir

de las dos derivaciones efectuadas.
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Derivando (2.3.9) respecto a t, se tiene:

t t -
-kae_Otf e°s¢(s)ds+kaeu fTe Ols¢(s)ds=u¢'(t), ¥te[-T,T] (2.3.10)

-T t %

Derivando (2.3.10) respecto a t, se tiene:
2T -—-oajt- 2

non(£)=ka®s e g0 ao-aan () a2h0( 1) akan (1) =

2, 2k Lo

=a {(A- -—G)¢(t) \ (2.3.11)

En definitiva hemos llegado a la ecuacién diferencial:

o"(t)- %—(A— g§)¢(t)=0 (2.3.12)

Las soluciones de (2.3.12) pueden ser de cuatro tipos segin sea: A=0; ———

2k 2k 2k .
o<k ;— 3 A=—"; A> = . Examinémoslas detenidamente.
a o

Claramente, A=0 no es solucidn de la ecuacidn pues, por definicién,-
los autovalores son no nulos (observemos ademis la expresibén de (2.3.12)

para A=0).

. 2k
Estudiemos el caso de ser A>—; .

2
A>g'1’S ==>A- 2k >0 ==> x (A= g5)>0
a a A a a 2k 2
2 > ==> O<"7( A— —)<G
a
2k 2k a 2k, a 2
Q a A ( Q) A a

2 2
Asi existe un némero a €]0,a"{ tal que

2
2 2k
a“= —(a- = (2.3.13)
A o
¥ la ecuacidén diferencial se expresa entonces de la forma:
2
¢"(t)-a ¢(t)=0 (2.3.14)

cuya solucién es conocida y es del tipo:

t -at
¢(t)=c1ea +02e a (2.3.15)
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Sustituyendo la expresidn (2.3.15) en la ecuacidén (2.3.9) tenemos:

t —o(t-s as —-as T a(t-s ] -as at
kS e ( )(c e +Cc e Jds+k/S e ( )(c ea +Cc 2 Jds=A{c e +c e
=T 1 2 t 1 2 1 2

-at

Operando y agrupando convenientemente resulta:
(a=a)T —-(a+a)T
c.e

c e
at, 1 1 -at, 1 1 —atf"p 1
k[c e ( - —)4C e ( - —)+e - +
1 a+a a-o 2, ., a+a a-a a-o a+Q

(a—a )T —{a+a)T
e c e

c
at{ 1 2 at -at
+e < - )]: Ac_ e +Ac e (2.3.16)
a-a a+a 1 2
. . . . at
Para que ambos miembros sean efectivamente iguales, los términos en e
—-at
ye han de ser nulos, o sea:
—(a+a)T (a~a)T -aT aT
c e c e c_e c e
1 S _
a+a - a~a ata  a-a
(2.3.17)
(a—a)T —(a+a)T aT -aT
c e c e c_e c e
a-a = at+a = a-a a+o

Sumando miembro a miembro las dos Gltimas igualdades de (2.3.17), se

tiene:
-aT aT
= (c_+c )= E—‘(c +C ) (2.3.18)
ata 1 27 a-a 1 2 U

Asi puede ocurrir, o bien  que cl# —02, €n cuyo caso & partir de ———
(2.3.18) se tiene:

2aT a—
e =

(2.3.19)
a+a

o bien, que clz -02, en cuyo caso a partir de (2.3.17) se tiene:
e = = — (2.3.20)

2 2
Pero como O<a <a , claramente no pueden cumplirse ni (2.3.19) ni ——-

(2.3.20). Por tanto la ecuacién integral (2.3.9) no puede verificarse para

2k
>,
o



2k
De igual forma se prueba que tampoco se verifica para A= — ,

a
. 2k
Queda por estudiar el caso 0<A< ‘; .
2k 2k ** 2k a 2k
O<AS =™ =D A= — <0 ==> _(A— _)<0 ==> = _(A_ '—)>O
a a A a A a
r'd . » 2
Asi existe un nimero b >0 tal que
2 1 LY N
2 a 2k,
b= - ——(x- =) (2.3.21)
A o]
y la ecuacidn diferencial se expresa entonces de la forma:
2
" (t)+b ¢(t)=0 (2.3.22)
cuya solucidn es conocida y es del tipo:
ibt ~-ibt
*(t)=c " ee e * (2.3.23)

Observemos que para a=ib se tiene (2.3.15). Por tanto, para que ————
(2.3.23) satisfaga la ecuacién integral (2.3.8), tendran que verificarse

unas expresiones similares a (2.3.17):

—-ibT ibT
c. e c e
1 2
ib+a = ib-a
2.3.24
ibT —ibT ( )
c e c e
1 _ 2
ib~-a 7 ib + a

Se prueba facilmente que para cl# icz, no puede verificarse (2.3.24).
Para c1=c2, las expresiones (2.3.24) se reducen a

e2ibT -a+ib
~ a+ib

de igual forma que en (2.3.19). Asf{ operando, se tiene:

2ab
5 sen2bT = ‘—5‘75
. —a+ib) (a-ib ~a +b +2iab a +b
cos2bT+isen2bT= (g L ) = ==> ==>
2 2 2 .2
a +b a +b 2 2
—-a +b
cos2bT = ——



a
2ab b
==> tg 2bT= a = ==> tg bT = g (2.3.25)
2 2 b
-a +b 1-(

De igual forma se demuestra que si c1= —02, entonces
b ‘
tg bT= ~ = (2.3.26)
Qa

Resumiendo, la ecuacién integral (2.3.8) tiene solucidn solo para —-

2k
0<A< == . En tal caso los autovalores son de la forma
a

2ka
A= ——— | N (2.3.27)
n 2 2
a +b
Il
ya que
2
2 o 2k 2 2ka 2 2 2ka 2ka
b:—_(x—_>:—a+—=:>Q-{-b:—::) A= —
A o] p\ A 2 2

a +b

donde {b } N es un sistema de soluciones de una de las dos ecuaciones
n ne

(2.3.25) & (2.3.26).

Y las autofunciones son de la forma:

a
¢ (t)= C. cos b t, si los b verifican tg b T= — , (c_=c )
n 1 n n n b 1 2
by
¢ (t)= C sen b t, si los b_ verifican tg b T= = — , (c_ = —c )
n 2 n ni n v 1 2
(2.3.28)

Por tanto el desarrollo de Karhunen-Lodve para la sefial telegrafica -
aleatoria generalizada con covarianza (2.3.1), tendra dos bloques de térmi
nos, unos seran combinaciones lineales de sinusoides, y otros combinacio-—

nes lineales de cosinusoides.

Los b pueden calcularse por métodos aproximados. Van Trees [ 43] desa
N a

rrolla un procedimiento gréfico para el caso concreto de ser T=2, que con

siste en combinar las expresiones (2.3.25) y (2.3.26), v hallar los puntos



. . aT bT
de interseccidn de la linea tangente con g} y con = :;:

(hipérbola)
b

—
[\ |w

_bI__bT (recta)
«T 2

a
Las intersecciones superiores corresponden a tg bT = g » ¥ las infe—

riores a tg bT= - e

Los autovalores son de la forma (2.3.27),y al estar ordenados los bn

de la forma: b_<b <..., se tendrd que A_>A >...
1 2 1 2

Las correspondientes autofunciones serén, por tanto, de dos tipos se

gin n sea par o0 impar. Asi:



cosb T
n
¢ (t)= » sin es impar (c_=c )
n 2

sen2b T
n

)Z
2bnT
(2.3.29)

senb T
n
¢ (t)= si n es par (c ==c’
, P ( 1 \2)

sen2b T ' . _—-

(1o ——2)% o
2bnT

Cuando T crece, los b decrecen mondétonamente y los autovalores A —-
n n

crecen mondtonamente. Ademds cuando bT crece, las intersecciones superio—-

. (n-1)7
res se aproximan a los puntos ———

: n-1)n . .
aproximan a los puntos {n=b)n » con n par. Asi, en tal caso se tiene:
(n-1)m . . . .
cos[———t]

¢ (t)= y Sin es impar (c_=c )
n ST sen{ (n-1)7T] . % 12
T(1+ )
(n=1)=T

» Con n impar, y las inferiores se ——

(ne1)n (2.3.30)
=]

¢ (t)= ,», Sin es par (cl= -c )

sen[(n—l)nT])Z

(n-1)7T

Por tanto, las autofunciones son :asint&ticamente funciones periddicas

de senos y cosenos, segin n sea par o impar respectivamente.

I1I) Transmisidén binaria aleatoria.- Consideremos un proceso {Yt|t30}

definido de la forma:

1, si se obtiene éxito en la n-sima prueba

Y =
t . . .
-1, si se obtiene fracaso en la n-sima prueba

siendo n-1<t<n.

A partir de é1, definamos otro proceso {Xt=Yt eItZO} donde ''e" es una
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variable aleatoria uniformemente distribuida en ]0,1[, independiente de Y .

¥t>0. A dicho proceso se le denomina transmisién binaria aleatoria. Es un

proceso centrado, y su funcién de covarianza viene dada por [28]:

1-|t-s| , si O<|t-s|<1
0, en caso contrario

R(t,s)= { (2.3.31)

Calculemos el desarrollo de Karhunen-Logve para el proceso transmisidn
binaria aleatoria, pero con espacio paramétrico ﬁo.é] ; (el objeto de consi
derar dicho intervalo es para simplificar las condiciones de contorno que -
posteriormente aplicaremos). Se trata, por tanto, de resolver la ecuacidn -

integral

J'fR(t,sM(s)ds:M(t), Vte[o,ﬁl

o0 equivalentemente

fz(l—t+s)¢(s)ds+ff(1-s+t)¢(s)ds=x¢(t). ute[o,i] (2.3.32)
Derivando (2.3.32) respecto a t, tenemos:
—fzw(s)ds+ff¢(s)ds=l¢'(t), Vte[O,i] (2.3.33)
Derivando (2.3.33) respecto a t, tenemos:
AT (t)=—0(t)+[-0(t)]=—-20(t), Vte[O,é] (2.3.34)

A partir de (2.3.33) se tiene:

t=0 ==> J’fq»(s)ds = A¢'(0Q)

==> ¢'(O)= —¢'(';-) (2.3.35)
t= 3 ==> - Ie(s)as - 20" (3)

A partir de (2.3.32) se tiene:



% % %
t=0 ==>fo(1—s)¢(s)ds=x¢(0) ==> fo¢(s)ds— fos¢(s)ds=x¢(0)

==>
1_ %L ca(dy 1 % % L
t= 5 ==> f0(2 +s)¢(s)ds—x¢(2) ==> > fo¢(s)ds+ fos¢(s)ds—A¢(2)
3 3 1 3 1
=>3 ff¢(5)dS=A[¢(0)+¢(E)]==> EA¢'(0)=A[¢(0)+¢(E)] ==>
==>4(0)+6(3)= 24" (0) (2.3.36)
==>¢ "',\‘¢ 5/ 2¢ : .

Se trata; por tanto, de integrar la ecuacién diferencial (2.3.34), con las

condiciones de contorno (2.3.35) y (2.3.36). La solucién general de (2.3.34)

2 2
= b «3.37
o(t) clcos(’;t)+ czsen(,xt) (2.3.37)

es de la forma:

Asi

teye |2 2 12 2
o (t)f—cn/:sen(\/:th cz‘/:cos( At)

Aplicando entonces la condicién (2.3.35), se tiene:
2 2 1 2 2
~-fT ¢ ==[Tc sen([T.Z)+[~ c_ cos([J=.=) ==
A2 A1 A2 A 2 A2

1f2 1j2
==>C_ sen{3|7)=c [l+cos(=f=)]==> ¢ =c
1 ( A) 2[ ( A)] 1

|+

2
sen(l‘fg)
2V A

Asi (2.3.37) puede escribirse de la forma:

¢(t)=C cos[ﬁ(i - 1)) (2.3.38)

1P
cos(4 x)
1
sen(l‘lg)
2V

rar convenientemente.

siendo C=2c¢ » como puede probarse sin més que sustituir y ope—

Aplicando ahora la condicién (2.3.36) se tiene:
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1[2 -
¢(0)=C cos(AJ:3
@(é)= C cos(i/% - ig):C cos(-i/%):C cos(%ﬁ) > ==>
¢'(0)=\/-§_C sen('l' %) ]

. I
| 1z, 3fz 12 12, 3[2

==>2C ==y =J= =J= J— ==Y =f— }
2C cos/( A) ZJ:.C sen( A) > cotg( A) 4/: |

Por tanto los autovalores vienen dados por la ecuacidn:

1/]2 372
cotg(= ;): - ;’ . VneN (2.3.39)
n n

y las autofunciones ya normalizadas por:
2 1
¢ (t)=2cos[{=(t- =)}, ¥neN (2.3.40)
n A 4
n
Observemos que la ecuacidn (2.3.39) puede escribirse de la forma:

) 1 J2 ) . .
cotgx=3x, siendo x= z :—. Dicha ecuacidn trascendente puede resolverse
n ,
numéricamente mediante diversos métodos aproximados: Biseccidn, Whittaker,

regula-falsi,... [20].

IV) Procesos de ruido blanco.- Un proceso débilmente estacionario se

dice que es un ruido blanco si su densidad espectral es constante:

S(v)=s , ¥veR
o

Por tanto su funcidén de covarianza es de la forma:

L i2 i )
R(1)=r" S e Tav=s S~ 2™ gv=s (1)
—® O o - o

siendo 6(1)=6(t-s) la funcidén salto de Dirac.

En realidad un ruido blanco no puede ser nunca un proceso fisico ya

que

PPN



R(0)=/" S dy=w
-0 o

Sin embargo muchos procesos pueden aproximarse bastante bien mediante un -

ruido blanco [29], de ahf su importancia matemitica.

Una forma de obtener un ruido blanco, es derivando el proceso de Wie-
ner [28]. Esta caracterizacidn es de gran utilidad practica, y basindonos
P

en ella vamos a obtener el desarrollo de Karhunen-Lodve para un proceso de

ruido blanco.

Como sabemos, el desarrollo de Karhunen-Loéve del proceso de Wiener

en el intervalo [0,T] viene dado por:

N T '2 1, t
X = 1i < =) =1b
t &iﬁ nZo 1 \T sen((n+ 2)"T] n
(n+ z)n
1 (2.3.41)
(n+ E)'n > T 1 "
b = —— |= s sen{(n+ =)s~1X dt
n T JT Josenl{nt 2w 1X

siendo ambas igualdades en m.c., y el limite uniforme en [O+T]. Ademas se

verifica que

E{b b |=
[ n m] 6n,m

Notemos Xt N al desarrollo truncado:

N T 2 1, t
Xt,N= nﬁo 1 Jg.sen[(n+ E)n;]bn. en m.c. (2.3.42)
(rH- -2')17

Derivando respecto a t, tenemos:

N T 2 1.n 1, t
X! = ———-——-Jz =) cos[(n+ S)p=]b =
£,N nZo 1 Y7t By coslint Ddab
(n+ <)a
2

2 N 1.t
=_ - - . . D3l 3
‘/T LE cosl (n+ 2)nT]bn , en m.c (2.3.43)

Observemos que
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2]2 1, t 1, 8 ™
E[xt,NXS,N]=ngo mgoJ;J;.cos[(n+ 2)WT]cos[(m+ 2)ﬂT]E[bnbm]_

=ngo % cos| (n+ %)ﬂ%]cos[(n+ é)ﬂ?] (2.3.44)

y efectivamente (2.3.44) es la derivada parcial segunda respecto a "s" y
"t" de la covarianza del proceso de Wiener expresada segin el teorema de

a s . bty
Mercer, y truncada en el N-simo término. \ \
) |

i

Por tanto el desarrollo de Karhunen-lLoéve del proceso derivado X% -

viene dado por:
. [2 4\
X%z &}m'T ngocos[(n+ 2)T t]bn (2.3.45)

en m.c., y uniformemente VtE[O,T], donde las variables aleatorias bn estén

definidas como en (2.3.41).

Sin embargo la funcidén de covarianza del ruido blanco, es:

82[min(t,s)]
8tds

R(t,s)= =8(t-s) (2.3.46)

y asi su ecuacidn integral asociada
T
Ioé(t—s)¢(s)ds=x¢(t), vte[0,T] (2.3.47)

se satisface para cualquier ¢(t) asociada al autovalor A=1.

Por tanto, cualquier sistema ortonormal completo de funciones puede -
ser utilizado para desarrollar el proceso. La no unicidad en m.c. del desa
rrollo de Karhunen-Loé&ve para el ruido blanco, es debida a que la funciébn

6 de Dirac no es cuadrado-integrable.

V) Procesos paso-bajo.— Un proceso débilmente estacionario y contfinuo

en m.c. se dice que es paso-bajo si su densidad espectral S(v) es nula fue-

ra de una determinada banda -a<v<a.
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Tales procesos pueden obtenerse haciendo pasar un ruido blanco a tra-—
vés de un filtro conveniente, y admiten claramente una representacidén es--
pectral de la forma

a 1i27vt -

X = e ax .
t -a v

Un ejemplo simple de proceso paso-bajo es aquel cuya densidad espec—-

tral viene dada por:

S}
%£ —S , si |[vi<a
S(V) =

0, si |v|>a

P (2.3.48)

- oC

Su funcidén de covarianza seri, por tanto:

@ i2nvt a 7P i2wvt nana
R(t)=S S(v)e " dv=S aﬂz e12" dv= Pﬁg—zl—l (2.3.49)
- - T

T T
y la ecuacién integral asociada al proceso paso-bajo {thte[—z R E]} seré:

T
2_ sen[2ma(t-s)] T T

j_IP a(t=s) ¢(s)ds=2¢(t), Vte[—z, 2] (2.3.50)
2

o bien, haciendo el cambio 2ma=y, sera:

T
2 sen{y(t-s)|] T T

2"?{; T(tog) t(s)ds=xe(t), ¥te[~>, 7] (2.3.51)
2

Procediendo como en ocasiones anteriores, o sea, derivando dos veces
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respecto a t y operando, se obtiene una ecuacién diferencial de segundo or

den de la forma [43]:

2 22
(1-t ) f"(t)-2tf' (t)+(p=c t )f(t)=0, -1<t<1 (2.3.52)
T A
siendo c¢= IE =naT, y u=k — .

[
|

La ecuacién (2.3.52) tiene solucibn para determinados valores de p a |
\
los que se les denomina funciones de onda esferoidales, y se notan Son(c,t).

Dichas funciones satisfacen la ecuacidén integral:

2[R ( )(c D]s_ (c,t)= s+ senicltes) 5_(c,s)ds,  ¥te(-1,1]

-1 c(t-s)

o bien, realizando un cambio de variable:

T
1 t- T 2
on PT[R( ), xT 1)]2 YT 2t) 2 2mpPsen|y(t-s)] S (1_, 28, 4o
2’ on 2 Y{t-s) on 2° T
2

TT
¥te|-—,—
[503]

T
donde las funciones R( ) Yz,l) se denominan funciones de onda esferoidales
on

radiales. Por tanto, los autovalores son de la forma:

(1) YT

_2wPT[R 2,1)] neN

Las funciones de onda esferoidales estin tabuladas en funcidn de los

valores de c [28], [43]. De dichas tablas pueden deducirse las autofuncio-

nes y autovalores buscados.

VI) Proceso de covarianza cos{2n(t-s)].- Estudiemos finalmente el de-—

sarrollo de Karhunen-Loéve de un proceso débilmente estacionario con fun——

cién de covarianza
R(t,s)=cos[2n(t-s)] (2.3.53)

El procedimiento que vamos a seguir seri, como en ejemplos anteriores,

reducir la ecuacién integral asociada al proceso en cuestidn, a un problema

——
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de contorno mediante derivaciones sucesivas. Pero previamente vamos a de-
ducir el nimero de términos que va a tener su desarrollo de Karhunen-lLo&-

ve, bas&ndonos en las propiedades estructurales del espacio H asociado -
X

al proceso, definido en el §1.1.

Concretamente vamos a demostrar que el espacio H asociado al proce-
X

so de covarianza (2.3.53) es bidimensional, y asi todo desarrollo en tér-

[ Lo
minos de una base ortonormal completa de H » tendrd solo dos términos.\
X

En efecto; probemos que {X ’Xl/d} €s una base ortonormal de H :
o X

z 9 1 = O A N=L
E[XOX1/4]=R(O,4)=R( 4)—cos( p Y=cos( 2)_o
E[lX012]=R(0,0)=R(0)=0050=1

2 11
E[|X 4| ]=R(4,4)=R(O)=cosO=1

1/
Luego efectivamente es una base ortonormal.

Probemos que, ademés, es completa:
X 2. 1
E[|X =X cos2nt-X_, sen2nt| I=R(t,t)-R(t,0)cos2nt-R(t,~)sen2nt-
t o 1/4 4
2 1
~R(0,t)cos2nt-R(0,0)cos 2ﬂt+R(O,Z)0052ntsen2nt-
1 1 11 2
-R(=,t)sen2nt+R(=,0)sen2ntcos2nt+R(=,~)sen  2nt=
4 4 4°4
2 1 2 2
=l-cos 2nt-sen2ntcos[(t—z)Zn]-cos 2nt+cos 2nt-
1 2 2 1
—sen2ntcos[2n(t—z)]+sen 2ﬂt=25en2wt-25en2ntcos[2n(t—z)]=

1
=25en2nt(sen2nt—cos[2n(t—z)])=Zsen2ﬁt(sen2nt—sen2ﬂt)=0
Por tanto se verifica que:

X =X cos2nt+X sen2nt €n m.c.
t o 1

/4

y la familia {X ,Xl/4} es completa en H , segin razonébamos en el §1.2.
o) x
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Los autovalores y autofunciones dependen del intervalo [0,T] conside-

rado.

Supongamos que TeN, y consideremos la ecuacibn

!zcos[Zn(t—s)]o(s)ds=x¢(t). vte[0,T] (2.3.54)

Derivando (2.3.54) respecto a t, tenemos Lo

—2nI:sen[2n(t-s)]¢(s)ds=A¢'(t), ¥te[O,T)

(2.3.55)

Derivando (2.3.55) respecto a t, tenemos

-AWZIZcos[Zn(t—s)]¢(s)ds=1¢"(t). vtel{0,T]
(2.3.56)

A partir de (2.3.54)‘y (2.3.56) se tiene
2 2
=4n Ad(t)=2¢"(t) ==> ¢"(t)+47 ¢(t)=0 (2.3.57)

Operando y normalizando se obtienen como autofunciones

{ 1 iz2nt 1 —iznt}
7T 7 €

¢ equivalentemente

2 2
{/T—COSZﬂt, 7 sen2nt}

Si T¢N, entonces las autofunciones serdn combinaciones lineales de —

sen2nt y cos2rt.

2.4. PARTICULARIZACION A PROCESOS PERIODICOS.

Sea {thtcR} un proceso débilmente estacionario y contfnuo en m.c. con

funcidén de covarianza R(71)=R(t-s). Se dice que dicho proceso es peribédico -

en m.c. si

R{1+T)=R(1), V1eR (2.4.1)
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Al menor nimero T que verifica (2.4.1) se le denomina periodo del proceso.

Si la funcidn de covarianza es peribdica, admite un desarrollo en se-

rie de Fourier de la forma:

i2mnt
T
R(q1)= ; R e
N==—wo N
. (2.4.2)
i2sn1 | Pty
1T T
R = =/ R(1)e "dr \
n To

Asi el proceso también puede representarse como suma de exponenciales com~

plejas con coeficientes aleatorios, de la forma:

i2mnt

X 1i ? Z T
= lim e en m.c.
t N+o n=-N n ’

. (2.4.3)
12mnt

T

1T
Z == Xe dt, en m.c.
n Tot

donde los coeficientes {2 }n N son ortogonales ya que
n ne

i2n(mt-ns)

. - T
E[Z Z j= — E[X X dtds =
[ J fofo [ t s]e S

i2nk(t-s) i2n(mt-ns)

1 TT T T
== I RJ Je e dtds =
T2 k=-= * 0 0

i2n(k-m)t i2¢(n-k)s
l] = TT T T
Z RJ S e e dtds
K o0

T2 K=-=

sin mas que aplicar (2.4.2). Pero se tiene que

i2n (k-m)t

T T
dt= ———— - i - -] =
s e t Zn(k_m)[sen2n(k m)+i(l-cos2n(k-m))]

0, si kim

=T 2.4.4
ck’m ( )

T, si k=m
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Y andlogamente

i2n(n=-k)s
T T

Ie " ds = Té (2.4.5)

° n,k

Por tanto,

-— 1 [} [}
E[Z Z J]=—F7Z _I R,T6 TS = R ¢
[ ] k" k,m \n,k k=—= k km®nk n m,n
\
Para probar (2.4.3) se empieza demostrando que

i2nnt
E[X.Z ]J=R e
tn n .
i2nmt

<, = T
E[{Zz X ]=R e
mt m

de forma andloga a la realizada anteriormente. Asi es

i2nnt i2rmt i2nnt

N T 2 N T — N
X - =Ej (X - Z X - =
E[' t ni Zne l ] [( t mg—N me ) t E-Nzne )]

_i2mnt i2wmt
- N - T N - T
=E[X X ]- ¢ E[X Z - E X
[X X - 2 \EBXZ Je mentiZpX le *
i2n(m-n)t
T

NN
E[Z z -
*ni N niy ElZ, 2 )e

N N N
—R(0)- > R-Y R R =R(0)- £ R
(0= % R i imtni i RO)- L (R

Por tanto
iZ2ant
. N T 2 @ =
im Ellxt—ni—NZne | ]=R(0)-m£—= =0

ya que

y se concluye.

=R § (2-4.6)



En definitiva (2.4.3) es un desarrollo ortogonal del proceso periddi-

co con coeficientes aleatorios también ortogonales.

Vamos a demostrar seguidamente, que dicho desarrollo es del tipo Ka-
rhunen-Loéve. Para ello hay que probar que las funciones

i2mnt

T
€

\ \’\3‘

|
son las autofunciones de una ecuacidén integral con nicleo la funcidén de co

varianza R(1) del proceso. Es decir:

i2mrn(t-s)
@ T T
I RS e ¢(s)ds=a¢(t), ¥te[0,T) (2.4.7)
N==x I1 O
i2mmt
.. T
Ensayemos en (2.4.4) la solucién ¢ (t)=e :
m
i2rmt i2an(t-s) i2wms i2nnt i2n{m-n)s
T « T T T T T T
A e = RJ e e ds=;Re J e ds=
m n=—e n o N==» n o
i2nnt i2vmt
@ T T
=X Re TS =R e T
N=—® N m,n m

sin mas que aplicar (2.4.4). Asi se tiene que los autovalores son de la ~-

forma:
A =R T (2.4-8)
m m

Por tanto (2.4.3) es un desarrollo de Karhunen~Lodve.

Con objeto de expresar dicho desarrollo en la forma estandard (1.2.23),
podemos considerar que un proceso periddico {thte[O,T]}con funcién de cova
rianza (2.4.2) tiene asociada una ecuacidn integral del tipo (2.4.7), cuyos
autovalores son los coeficientes del desarrollo de R(1) multiplicados por -
el periodo T, o sea, son de la forma (2.4.8), y cuyas autofunciones ortonor

malizadas son exponenciales complejas de la forma:



i2mnt

1 T
¢n(t)= /'i‘- € (2-4.9)

que, como sabemos, constituyen un sistema completo.

Sobre los procesos peribdicos cabe destacar que su densidad espectral

viene dada por: C
o 7 | .

2mn
T )

i2nn« omn
ya que la transformada de Fourier de e T es 218(v- —/).

S{v)= 27 '; R &(v-
n=—= p

2.5. SOLUCION EN EL CASO DE ESPECTRO RACIONAL.

Como sabemos, una de las principales dificultades para obtener el de~
sarrollo explicito de Karhunen-Lo&ve de un proceso de segundo orden y con-
tinuo en m.c., estriba en la dificultad de obtener los autovalores y auto-
funciones de la ecuacidén integral asociada al proceso, ya que s0lo en un -

nimero muy limitado de casos es posible calcularlos.

Para procesos débilmente estacionarios en general, dicho problema con
tinua en pie. Sin embargo, dentro de ellos existe un caso especial de gran
importancia practica, tal que siempre puede resolverse directamente su ——-—
ecuacién integral asociada. Se trata del caso en que la densidad espectral
del proceso es cociente de dos polinomios en (i2ﬂv)2, y asi su covarianza
es la tranformada de Fourier de una tal funcidn racional. La resolucidn —

del problema en tal caso puede sintetizarse de la forma siguiente:

Teorema 2.5.1.~ Sea {thte[a,b]} un proceso débilmente estacionario y con-

tinuo en m.c. cuya funcién de covarianza puede expresarse de la forma

T b (2niv)®
ki1
= k=0 k i2nv(t-s)
R(t,s)= . on € d
kgoak(Zﬂiv)

v, n<d

(2.5.1)
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Entonces la ecuacidn integral

b
faR(t,s)¢(s)ds=A¢(t), ¥tela,b) (2.5.2)
satisface una ecuacidn diferencial homogénea de la forma:

d 2k) n 2k)
xkg a ¢ (t):kiobk¢ (t) (2.5.3)

A bt

R |
Demostracidén: Derivando 2k veces (2.5.1) respecto a t, tenemos:

q2k - kE bk(2n1v)
O—J"“ f (27iv)

2k 12 t-s
QL2mvit-s) k=0,1,...,d

at k=0ak(Zniv) ’

(2.5.4)

fultiplicando (2.5.4) por ak, para k=0,1,...,d respectivamente, y su-

mandco todas las expresiones obtenidas resulta:

2k E b (2n1v)
d s R(t,s o k=0 d 2k, i2mwv(t-
Ia 3——-i—4-l=f [ I a (2riv) Je il s)d
k=0 k 2k - d 2k" k=0 k
at kE a (2miv)

n ® 2k i2nv(t-s) 13 32k ® j27v(t-s)
=2<b f i - = I Al
k2ol _a(2TiV) e d¥= 2ok atzk[ —=® 4]

2k

]
o3
o’

k=0 k

ot

—&(t-5) (2.5.5)
2K

Por otra parte, a partir de la ecuacién (2.5.2) se tiene:

2k
! 2 R t!s)¢( )ds _x ¢(t)

2k 2k
at at

k=0,1,...,d (2.5.6)

Multiplicando (2.5.6) por ak. para k=0.1....,d respectivamente, y su-

mando todas las expresiones obtenidas resulta:

C 2k
d R t

= T k= a k=0 k 2k
k=0 k at2k k=0 k a at 5t

(2.5.7)



- 4l -

Pero en virtud de (2.5.5) podemos escribir:

2k 2k
» 2o o =Pl o BB s By s ies)eeras)
= &%= Bt at”" @
=k?obk°2k) (t) a<t<db.

con' 1o que se obtiene (2.5.3) y se conélu}éf
\ }

Si notamos P=2riv, y llamamos:

2. n 2k 2. d 2k
N(P )=L b P = P .5.
(P7) kgo W . D(P ) kﬁoak (2.5.8)

el teorema 2.5.1 puede enunciarse diciendo que si la funcién de covarian-

za admite una expresidén de la forma:

R(1)=Jt° e 'dv (2.5.9)

entonces los autovalores y autofunciones de la ecuacidn integral (2.5.2)

verifican la ecuacién diferencial homogénea

d2 d2
RD(“E)¢(t)=N("E)¢(t) , a<t<b (2.5.10)
dt dat
: d2 d2
donde los operadores D(—'E) y N(-_E) estén definidos por:
dt dt
2k
D(d2 )= g o N( 2) 7 b d (2.5.11)
— Y a ’ ————— = . .
2 =0 k k k=0 2k
dt k=o dt2 dt2 dat

Observemos que en el ejemplo II del §2.3 estamos bajo las hipbtesis -
del teorema 2.5.1 ya que la funcidén de covarianza del proceso sefial tele—
gréfica aleatoria es la transformada de Fourier de una funcién racional.

En efecto

® -2 -i2
S(v)=r"_R(1)e 2 aras” keI g



O a1 =i2nv1 ® -1 =i27v1
=kS e e dt+kS e e di=
o

-

k/° ola—iznv) ® —(a+i2nv) 2k
= -1caT T -{a+127V)1 a
—=8 di+kS e diz —————— (2.5.12)
(o) 2
a +(2mv)

Una de las principales aplicaciones del teorema 2.5.1 se tiene al es
tudiar problemas de prediccién y optimizacién., En lineas generales, el —-
problemayde optimizacibn para una sefial skt) y un ruido n(t), ambos de du
racidén finita, que atraviesan un filtro, consiste en hallar una funcién -

h(t) que minimice

E{(s(t+n)—§(t+n))2]

siendo

g(t+n)=I:_1p(t—u)y(u)du=!2h(a)y(t—a)da | (2.5.13)

donde y(t)=s(t)+n(t).

Para resolverlo se puede seguir un procedimiento formal de minimiza-
cidén, o bien imponer que, para que s{t+n) sea el mejor estimador en el ——
sentido de minimos cuadrados, el error debe estar incorrelado con y(a), =-

¥ae[t-T,t], o sea [47]:
E[ (s(t+n)-s(t+n))y(u)]=0 , Wue[t-T,t] (2.5.14)
Asi sustituyendo (2.5.13) en (2.5.14) tenemos:
0=E[ (5(t4n)=3(t+n) )y (w) }=E[ (s (+n) =/ th(a)y (t-a)da)y (u) |-
=E[s(ten)y (u) ]~/ _h(a)E[y(t-a)y(u)da
Por tanto, despejando:
IZRy(t—u—a)h(o)da:E[s(t+n)y(u)] (2.5.15)

Notando t-u=v, y E{s(t+n)y(u) [=2z(v), la ecuacidén (2.5.15) se expresa
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de la forma:

!TR (v=a)h(a)da=2(v) (2.5.16)
Y

que ya es del tipo (2.5.2) estudiado.

Volviendo al significado del teorema 2.5.1, observemos que segin €1,
cualquier solucién de la ecuacidén integral (2.5.2) debe satisfacer la ——
\

i 1
ecuacibén diferencial homogénea (2.5.10). Pero la solucidén general de (2.5.

10) contiene al pardmetro A y ademas 2d constantes indeterminadas c 3C _gee

1
...,c2d, o sea, es de la forma:
d
¢(t)= ¢ c ¢ (t,r) (2.5.17)

Para calcular A y ver si cualquier eleccién de dichas constantes nos
proporciona una solucibén de la ecuacién integral (2.5.2), tenemos que sus-
tituir en ella la solucién general (2.5.17). Procediendo asi, se demuestra,
como posteriormente veremos, que para que una determinada eleccién de las
constantes proporcione una solucién de (2.5.2), es condicién necesaria y -
suficiente que se verifiquen ciertas condiciones de contorno. Ademids la —

ecuacibn integral (2.5.2) se satisface solo para un conjunto discreto de -

valores de A.

En el estudio que haremos nos centraremos en una ecuacidn integral —-

mis general que (2.5.2), de la forma:

I:R(t-s)x(s)ds=y(t), ¥te[a,b] (2.5.18)
cuya covarianza o niicleo sea real.

El proceso a seguir serd estudiar una condicién necesaria y suficien-

te para que la solucidén de la ecuacidén diferencial

d2 d2
N(“E)x(t)=D(‘—E)y(t), a<t<b (2.5.19)
dt dt

(que puede obtenerse mediante un proceso anidlogo al seguido para obtener -



(2.5.10)), sea una solucidn de la ecuacidn integral (2.5.18), en primer lu

gar considerando N(P2)=1, Y posteriormente en el caso general.

Teorema 2.5.2.- La solucidn x(t) de la ecuacién diferencial

| 2
x(t):D(‘gE)y(t) , a<t<b (2.5.20)
dt

safisféce la ecuacidén integral (2.5.18)'si y solo si se verifican las con-
| \

) |
diciones lineales y homogéneas de contorno:

2d ) k)

-2 Kk
L LY, R (t-a)+2 R (b=t)]=0 , W¥te[a,b]

(2.5.21)

Demostracidn: Comencemos estudiando el comportamiento de R(1), que en el -

caso particular que estamos considerando seri de la forma:

R(t)=/__ —9———5— dv (2.5.22)
D(P )

Derivando k veces respecto a 1, tenemos:

P
k) k Pt
R

(1)=Iim dv,  k=0,1,...,2d-2 (2.5.23)

D(P )

que existe por ser dicha integral absolutamente convergente.

Pt
. - rd e
Sea I' un recinto cerrado que contiene todos los residuos de —_

p(p%)

del semiplano positivo, y I'' otro recinto cerrado que contiene todos los -

Pt
residuos de del semiplano negativo. Entonces se tiene:
D(P )
Pt
R{1)=S dv, para 1>0
(P (2.5.24)
Pt
R(t):fr'*—g—‘- dv, para 1<0



Por tanto, para k=0,1,...,2d-2, seré:

K) PkePt
R (1):!r > para 120
D(P")
.5.
K Pt (2.5.25)
k) Pe
R (1)=Ir' -—2 y para 1<0

D(P")
| Py \ LN

2d 2
Notemos a2d al coeficiente de P en D(P ). Asi, para 1>0 se verifica:

2d~1 d-1 i2
2d-1) (2ni) p2a-i tamv
R (1)= J dv=
a, (20)%2% 7 (vez.),euis(vmz, )
2d 1 ,l.., 2d
l rd - - »
= ;" IZ(residuos en el semiplano positivo)
2d
d-1 28-1 -i
RZd—l)( . (2ﬂi)2 - 1e i2nv1t o
e @® T oz
8.2d nl \’—zl ,--.,\)sz
= - ;—* t(residuos en el semiplano negativo)
2d
Por tanto:
2d-1 2d-1 1
R )(1)-R )(-t)= ;T— I(todos los resfiduos)

24

En particular, para 1=0 es:

2d-1 2d-1 - 1 1
R )(O+)—R )(0 )= =™ 1lim z(todos los resfduos)= ;"
-
8yq T° 2d
(2.5.26)

2
Ahora bien, el polinomio D(P ) puede factorizarse de la forma [14) :
2 + . - }
D(P )=D (2xiv)D (2niv) (2.5.27)

+ cas - .
donde D tiene todos sus ceros en el semiplano positivo, y D en el semipla

no negativo. Asi por (2.5.24) se tiene:
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4 Pt
D" ()R(7)=S dv=0 , G
dr r 4+
D (P) &2
pr ==> D("E)R(T):O ¥140
- d € dt
DGR =y v=0 4 <0 (2.5.28)

Tras estudiar el comportamiento de R(T1) pasemos a obtener las condicio
' nes de contorno buscadas. El procedimiento consistird, como hemos indicado
anteriormente, en sustituir en la ecuacién integral la expresién de x(t) ob

tenida a partir de la ecuacibn diferencial. As{ si escribimos

> 4 2k
D(P)=$ a P
(P)=1a,

tenemos
d. 2k
)y

x(t):kg a (—

t <t<b ©(2.5.29
LN P (t), a ( )

Sustituyendo entonces en (2.5.18) resulta:
b d t 2k) d b 2k)
R(t-s ds= R{t- d R(t-s s)d
Ia ( )x(s)ds kioazk!a (t-s)y " (s)ds+ anzkjt ( )y (s)ds
Integrando por partes tenemos:
k-1)

7R (t-5)y 7 (8)as=R(t-8)y 2 (s )4 1R (1o8)y 2L (5)4s

u(s)=R(t-s) ==> du(s)=R'(t-s)ds

dv(s):ka)(s)ds ==> v(s)=y2k-l)(s)
Por tanto:
b d 2k-1 .t d t 2k-1)
IaR(t-s)x(s)ds:kilazk[R(t—s)y )(s)Ja+k£1a2kIaR'(t—s)y (s)ds+
d 2k-1), . b d b_, 2k-1)
+k£la2k[R(t_S)y (s)]t+ ElaZkItR (t-s)y (s)ds+
b
+a J R(t~s)y(s)ds=
o a
= - g a R(t—a)yzk-l)(a)+ g a R(t—b)yzk_l)(b)+

k=1 2k k=1 2k



t 2k-1 b 2k-1
+kglakIaR'(t—s)y )(s)ds+kglftR'(t-s)y )(s)ds+

b
+a J R(t-s)y(s)ds
oa

Procediendo, igualmente, por partes con las integrales sucesivas

T )(t-s) 2 l) (s)ds, 1=2,3,...,2k \ .

y sustituyendo, resulta:

IbR(t-s)x(s)ds=Y R(t-a)+Z R(t-b)+Y R'(t-a)+Z R'(t-b)+,...,+
a o o 1 1

2d-2) 2d-2) 2d-1) , +
+Y2d-2R (t—a)+22d_2R (t-b)+a2dR (0 )y(t)-
-a2d 2d 1)(O Jy(t)+S y(s)[ 9 a2kR )(t—s)]ds

(2.5.30)

siendo Yk y Zk combinaciones lineales de las derivadas de y(t), en ay b

respectivamente.

Por (2.5.28) se tiene que:

b 2d 2k)
Iay(s)[kﬁoasz (t-s) ]ds=0 (2.5.31)

y por (2.5.26):

28-1), «+ 2d-1)

- 1
a, 4R (o )yft)—azdR (o )y(t)=a2dy(t)a2d =y(t) (2.5.32)

Asi a partir de (2.5.31) y (2.5.32) se verifica que:

b 2d-2 k 24-2 k
J R{t-s)x(s)d8s=1I Y R )(t—a)+ I ZR )(b—t)+y(t) (2.5.33)
a k=0 k k=0 k
Por tanto para que x(t) verifique la ecuacién integral (2.5.18) es ne
cesario y suficiente que:
2d 2 k k
k [Y R )(t-a)+ZkR )(b-t)]=0, ¥te[a,b]

y se concluye.



o
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Observemos que una condicién suficiente, aunque no necesaria, para —-

que se verifiquen las condiciones de contorno (2.5.21) anteriores, es que
Yk=Zk=o’ ¥k=0,1,...,24=-2

-+
De hecho, como D (P) es de grado d, en virtud de (2.5.28) cada ————

k)
R (t-a), k=d,d+1,...,2d-2, puede expresarse como combinacién lineal de —-

! [
4

| o
las d-1 primeras derivadas de R(t-a), ¥t>a. Ademis como las primeras 2d-2
derivadas existen y son contfnuas, esta propiedad también se cumple para -
= k

t-a=0, o sea t=a. Asi z YkR )(t—a) puede sustituirse por una suma de ——
o

d-1 términos linealmente independientes.

- 2d-2 k
Analogamente podemos razonar con & ZkR )(b—t), y reemplazarla por -
o

otra sumatoria de d-1 términos linealmente independientes.

En definitiva, y(t) y sus derivadas sucesivas deben satisfacer 2d-2 -

condiciones linealmente independientes en los puntos extremos a y b.

Si la ecuacién integral (2.5.18) no tuviera solucién, propiamente ha—
hablando, debido a que y(t) no satisfaciera las condiciones de contorno —
(2.5.21), siempre existiria una solucidn singular que comprenderia funcio-—
nes impulsos y sus derivadas sucesivas. En efecto; reemplacemos x(t) en la

ecuacibén (2.5.18) por la sumatoria

24d--2

k) k)
X(t)+k£o (b, & (t-a)+c & " (t-b)]

k

donde los coeficientes bk y ckson indeterminados.

Asi se tiene:

b 2d-2 k) k)
y(t):J’aR(t—s){x(s)+k£0 [bk5 (s-a)+ck5 (s-b)]1ds=

=fZR(t-s)x(s)ds+i§;2[kak)(t—a)+c;ﬂk)(t-b)]

Luego para que se verifique la igualdad (2.5.18), ha de ser:

2d-2 k k
Wio [ka )(t—a)+ckR )(t-b)]=0
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Asi tomando bk=-Yk y ck=—Zk, las condiciones de contorno pueden suprimir-

se, y la ecuacibn integral siempre se satisface.

2
Generalicemos el teorema 2.5.2 al caso general, o sea, para N(P )#1.

En tal caso R(1) es de la forma (2.5.9)
\ \\lw\» N \

3 v

Teorema 2.5.3.—\La solucién x(t) de la ecuacibn diferencial (2.5.19) sa—-

tisface la ecuacidn integral (2.5.18) si y solo si x(t) es solucibén de la

ecuacidn

fZﬁ(t—s)x(s)ds:z(t), ¥tel[a,b] (2.5.34)

donde z(t) verifica:
2

N(lz)z(t)=y(t) (2.5.35)
dt

Demostracidn: Observemos que en (2.5.34) es

Pt

~ ® N .5.36
R(o=r" —— av (2.5.36)

D(P )
Por tanto, como

2
N(“g‘)fbﬁ(t—s)x(s)ds:be(t—s)x(s)ds=y(t)
at® @ a

se verifica que si x(t) es una solucibén de (2.5.34) para cualquier z(t) ——-

que satisfaga (2.5.35), entonces x(t) es solucibén de la ecuacibn integral

(2.5.18).

Reciprocamente, si x(t) es solucidn de (2.5.18), entonces

2 2
N(‘Q—E)f:ﬁ(t—s)x(s)dS=N(‘gE)Zl(t):
at dt

siendole(t) una solucién arbitraria de (2.5.35). Asi notando

e(fq;;Zﬁ(t;s)x(s)as-zl(t), vte[a,b]



se verifica que

2
N(d—z‘)e(t)=0
dt

Por tanto E(t):zl(t)+e(t) es una solucibén de (2.5.35) y también lo es de -

la ecuacidén (2.5.34) para z(t)=z(t).

Sintetizando ambos teoremas, el procedimiento préctidd para resolver
la ecuacién (2.5.18), consiste en operar mediante

42

D —
(=)
dt

en la solucidén general de (2.5.35), y sustituir la expresidn resuitante en
(2.5.18). Si ésta tiene solucidn propia, entonces queda garantizado que pa
ra alguna eleccibén de las constantes indeterminadas, dicha solucidén es la

buscada. En caso contrario deben sumarse funciones impulso y sus derivadas

sucesivas como haciamos en el teorema 2.5.2.

Todo el razonamiento que hemos realizado ha sido en base a la ecua———
cién (2.5.18). Claramente se traslada a la ecuacién (2.5.2) asociada al —

proceso, tomando

y(t)=xx(t), x(t)=0(t).

Existe una familia particular de espectros que sirve como modelo Gtil
para muchos procesos fisicos. Se trata de la familia espectral de Butter-—

worth {Sn(V)} N definida de la forma [43]:
n

m
onp. 573 - -
S (v)=(=%) 2 ¥neN (2.5.37)
n a
v _2n
1+(—)
Q

Dicha familia conduce también a ecuaciones integrales de ficil solu—

cién.



En el limite cuando n+«, se tiene un proceso paso-bajo (ejemplo V —-

del §2.3)

Procedimientos alternativos. Capon [ 8 ] ha desarrollado un procedi-—

miento diferente al estudiado anteriormente para obtener explicitamente ~

los autovalores y autofunciones de la ecuacidédn integral (2.5.2). Asi ha -

demostradq que si

1
b n(j+§)
n ~2(d=-n) 2(d-n)=-2
d-n= => ) = -] 3 1< 3
n=par = [ ba + 0(j ), NASR
d
(2.5.38)
d-n=impar ==>) = _g[_lj]—Z(d—n)+ O(_Z(d—n)-Z) i<j
et == j-'ad b-a J ’ =

siendo jl un numero natural par suficientemente pequefio, y los autovalo—

res estan ordenados de la forma AO<A1<...

Las autofunciones son entonces de la forma

(j+3)
w(j+T
. 2 ) 2 n(d-n-1) . .
d-n=par ==>¢j(t)=(g:;)2cos[ ba © ¥ 2 ]+ 0(3), JSJ1
¥te[a,b]

. 2 % nj.  1(d-n-1) i ..

d-n=impar ==>Qj(t)=(‘:;)2c08[b-ab + 2 ]+ O(J)' 3531
(2.5.39)

vDicho procedimiento consiste en aplicar la transformada bilateral de
Laplace [11] a la autofuncidén ¢ (t), suponiendo que ¢j(t) esti definida —
J

¥teR, pero vale cero para t¢{[a b] . Asi se tiene

] D*(z)Pj(z)—e'Z(b'a)D‘(z)oj(z)
¢ (2)= (2.5.40)
J AJD(zz)-N(zz)

donde P (z) y Q (z) son polinomios con coeficientes reales de grado d-1 a
J J

lo sumo, tales que
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o (2)=tp (-2); p(z)=0%(2)p7(2) ; DY(z)=D (-2)

+ 2
donde las raices de D (z) son las raices de D(z" ) situadas en la parte iz-

quierda del plano.
. . ' . . 2
Entonces se halla la expresién de las raices del denominador A D(z)-
J

2
-N(z ), que vendrén en funcién del autovalor 2. a calcular. Notemos dichas
5

oy
!
voob

raices: *w_ ., *w_ ,..., *tw_ ., y Supongamos que\Rew >0, k=1,2,...,d. Asi
1 2] dj kj

X, se despeja en funcién de dichas raices.
J

Para hallar el valor concreto de iwk_, k=1,2,...,d, Capon se basa en
J

el siguiente resultado de Youla [50]:

) d-1 k .
Si P (z)=5 p .z , entonces los coeficientes p . deben verificar el siste
J k=0 “kj kj -

ma de ecuaciones

D (w ) ~w .(b-a)
B L R
k=0 D (mhj) hJ kJ

h=1,2,...,d.

Al tratarse de un sistema lineal homogéneo, para que sea compatible,-
el determinante de los coeficientes ha de ser nulo. Asi, haciendo operacio
nes se despejan las raices wkj’ y se sustituyen en la expresién de Aj antes
mencionada, obteniéndose los autovalores de forma explicita, que dependeran

de la diferencia d-n.

Las autofunciones (2.5.39) se obtienen a partir de la expresidén de la
transformada bilateral de Laplace (2.5.40), una vez calculados los autova—

lores.

Pierre [33] ha refinado el resultado obtenido por Capon para las auto-

funciones, demostrando que si

(J+ ) o _
d-n=par ——>¢ (t)= [(—‘—) +0( J)]COS[ t+ x(d Z 1)] n d+l), jﬁjl
% j d-n-1 ~d+1
d-n=impar ==>¢j(t)=[(g%;)2+O(j)]COS[bjiL+ ult 4n )]+0(jn ¥ ), jﬁjl

(2.5.41)
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Finalmente indiquemos que los resultados de esta seccidén no son dema-—
siado restrictivos ya que casi todas las densidades espectrales de interés

pueden aproximarse mediante una funcién racional.

2.6. LA ECUACION DE WIENER-HOPF.

[ oy T

En el §2.5 hemos planteado el problema de estimacién sobre un interva-—

lo finito. En tal caso, la solucién al problema venfa dada por la ecuacidn

(2.5.186).

En el problema de prediccién se desea conocer el valor futuro de una -
sefial, conociendo gys Qalores presente y pasado. Por tanto se puede partir
de que el proceso estocéstico de los datos es igual a la sefial, y por tan-—
to no existe ruido interferidor, es decir, y(t)=s(t) en el intervalo en —

cuestibén.En tal caso es

E[{s(t+n)y(u)]=E[s(t+n)s(u)]=R(t+n-u)

pues suponemos que el proceso de datos es débilmente estacionario., y asi la

ecuacidén (2.5.16) se escribe de la forma:

IZR(V—O)h\G)dG=R(V+n), ¥v>0 (2.6.1)

siendo v=t-u.

Vamos a considerar ahora el caso de que la sefial se perciba durante un

intervalo infinito.

Si dicho intervalo es toda la recta real, entonces s{t+n) es uno de ——
los datos y no se precisa estimacidn alguna. Pero si el intervalo en cues—-

tién es del tipo (—=,t), la estimacidén de la sefial se expresard de la forma:
8(t+n)=s h(t—u)s(u)du=foh(a)s(t-a)da (2.6.2)
-0
y la ecuacidén (2.6.1) seri entonces

I R(v-a)h(a)da=R(v+n), W20 (2.6.3)



Esta igualdad (2.6.3) se conoce con el nombre de ecuacidn integral de Wie-

ner—-Hopf.

Para una funcién h(t) definida por la ecuacién (2.6.3),el error en m.

c. gue se comete al considerar §(t+n) como s(t+n) es
2
]

E[ (s(t+n)-&(t)) =E[ (s(t+n)-8(t+n))s(t+n)]-E[ (s(t+n)-8(t+n))&(t+n)]=

\ Voo
! [

=E[(s(t+n)—f:h(a)s(t—a)da)s(t+n)j:R(O)—f:R(—n-a)h(a)da=
=R(O)—f:R(n+a)h(a)da (2.6.4)
Sin los datos, el error en m.c. seria

2.
E{ (s(t+n)) |=R(0)
Por tanto vemos que los datos reducen el error en la cuantia de
o
J R(n+a)h(a)da.
o

La expresién (2.6.3) puede interpretarse como la ecuacidén de un siste-
ma lineal con impulso de respuesta h(v), tal que a una entrada R(v) corres—

pone una salida R{v+n).

Antes de estudiar la resolucidn de la ecuacibn, de Wiener-Hopf, obser-
vemos que cuando la funcidén de covarianza del proceso de sefiales sea anali-
tica, entonces s(t+n) puede predecirse exactameute en funcién de s(t) y de
sus derivadas sucesivas mediante un desarrollo en serie de Taylor [42]:

n) "

«© n
s(t+n)=Z s "(t) — , en m.c.
n=o n!

Tal es el caso en que s(t) sea un proceso paso-bajo.

Pasemos ya a resolver la ecuacidén (2.6.3). Nosotros vamos a limitarnos
a estudiar el caso particular de que el proceso de sefiales tenga densidad -
espectral racional. Como indic&bamos en el §2.5, tal hipbtesis no es muy —
restrictiva ya que casi toda densidad espectral puede aproximarse por una -

funcidén racional.
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Asi, si notamos S(v) a la densidad espectral del proceso, la funcidn

S(Efz) podri expresarse de la forma:
2
P
(=) - 2l (2.6.5)
2n1

e(a%)

2 2 2
donde P(q ) y Q(g ) son dos polinomios en q con coeficientes reales, ta--

2 2. |
les que grP(g )<grQ(q ).

Solucibn de la ecuacidn de Wiener-Hopf. Vamos a esquematizar uno de -

los métodos mas eficaces para resolver la ecuacién (2.6.3), que consiste -

en hallar la funcibdn de transferencia H(q) del sistema (o transformada de
: 2

Fourier del impulso de respuesta), en funcién de los polinomios P(q ) y --

Q(q ).

2
Partimos de que si qi es raiz del polinomio P(q ), entonces —qi tam—-
2 oy .
bién lo es, por lo que las raices de P(q ) son simétricas respecto al eje

2
imaginario. Y andlogamente para Q(q ). Asi, S(Efz) puede factorizarse de -

la forma:

a -q P(q2) A(q)A(=q)

1x x 2 o=y 2la ) _ Alg)al=g

oni 2 B(q)B(-q)

ea®)  °
a; —a, (2.6.6)
< < donde A(q) y B(q) contienen todas las -
- 2 2

9 4 raices de A(q ) y B(q ) respectivamente,

situadas en el semiplano izquierdo.

Notando
A
F(q)= Ala) (2.6.7)
B(q)
la expresién (2.6.6) puede escribirse de la forma
S(=3=)=F(q)F(-q) (2.6.8)
2rl
Sean ql,qz,...,q las raices de B(q); supongamos gue Reqiso, i=1,2,..
n

...y, y que, por comodidad, todas son simples (no habria ninguna dificul--
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tad matemética en considerar que alguna raiz es miltiple). Descomponiendo

F(g) como suma de fracciones simples, se tiene:

A(q) al a2 a
n
. + toeot (2.6.9)
B(q) aq-q q-q a-q
1 2 n
donde
A(q.)
i . \
8= 5i(q)’ 1=Ls2s-eeim (2.6.10)
l i
Formemos entonces la funcibn
q don an
ale 1 a2e ae n Al(q)
n
F_(q)= + tooot = (2.6.11)
1 a—q qQ-q a-q B(q)
1 2 n

siendo n la constante que aparece en (2.6.3), y Al(q) el numerador resul—-
tante de la suma de términos
q.n
i
’ i=1,2,...,n.
a:n
Claramente Fl(q) es una funcidbn racional de g, ya que los e , i=1,2,..,n,

son constantes.

A partir de (2.6.11) se deduce que
qiD
A (g, )=A(q )e = ,. i=1,2,...,n (2.6.12)
1 1 i
La funcidn de transferencia buscada viene entonces dada por:
F A
l(q) l(q)

F(q)  Aq)

H(q)= (2.6.13)

En efecto; para demostrarlo nos basamos en que si una funcidn f(t) es
causal, y su transformada de Fourier es f(v), entonces
f(‘gf)
2n1
es analitica en el semiplano derecho Re g>0 , por tratarse de una exponen——

cial.
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Asi, si g(t) es una funcién tal que

g(t)=0, ¥t>0 (2.6.14)

v
y &(v) es su transformada de Fourier, entonces 2(5;7) es analitica en el -
i

semiplano izquierdo Re g<O0.

Consideremos la funcidn A

}
i

g(v):R(v+n)-J:R(v-cx)h(u)dcx (2.6.15)

que por (2.6.3) serd del tipo (2.6.14), y apliquémosle transformadas de —--
Fourier a ambos miembros de laigualdad. Asi, por el teorema de convolucibn,

(2,6,15) se transforma en

i2nvn s i2nvn

g(v)=s(v)e (v)H(iv)=S(v)[e H(iv)] (2.6.16)

siendo H(iv):ﬁ(v) la funcidén de transferencia. Por tanto:

B(5 )= s<5§;>[eq“_n<q)] (2.6.17)

que segin lo antes dicho, debe ser analitica en el semiplano izquierdo. Asi

como nuestro sistema es causal, la funcibén desconocida

_ M(q)
H(q)= L(q)

debe ser analitica en el semiplano derecho.

A partir de (2.6.6) y de (2.6.17), se tiene:

q, A@A(-g)[ e*"L(g)-M(q)
2ri’ B(q)B(-q) L(q)

g( (2.6.18)

Para que (2.6.18) no tenga polos en el semiplano izquierdo, hay que —-

elegir M(q) de forma que

M(q)=A(q) (2.6.19)
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Y para cancelar B(q), hay que elegir L(q) de forma que:

aq.n
i
e L(qi)=M(qi), i=1,2,...,n (2.6.20)

Si suponemos que grM(q)=n-1, el polinomio M(q) queda univocamente de-

terminado a partir de (2.6.20), de modo que

q.n

.

M(qi)%e l‘A‘(qi) - (2.6.21)

Por tanto, segin (2.6.12) ha de ser

M(q)=Al(q) (2.6.22)

¥y queda asi demostrado (2.6.13).

Otras formas alternativas para la resolucidn de la ecuacién de Wiener-—

Hopf pueden verse en [18] ,[43].

Ejemglos.—

a) Consideremos la sefial telegrafica aleatoria, cuya funcién de covarianza
es

- | T
R(t)=ke |

¥y su densidad espectral, segiin vimos en (2.5.12), es

S(V): 21{0'
2 2
a +(21v)

Vamos a resolver la ecuacibén de Wiener-Hopf asociada, siguiendo la técnica

que hemos desarrollado anteriormente.

2ka 2ka /2ka A(q)=/2ka

= = . ==>

a -q - B(q)=a+q



A(q)
F = = ==> = -
(a) B(q) a+q 9 ¢
/2Kg —an
F_(q)= - e
1 a+q
Por tanto
Fl(q) —an
H(q)= =e |
(q F(q) |
Asi

-an
h{t)= e ~ 6(t)
y nuestra estimacidén es:
' -
8(ten)= e Ms(t)

El error resultante viene dado por:
-an =2an
R(0)-e ~ 'R(n)=k(1-e ) en m.c.

b) Consideremos ahora el proceso cuya covarianza sea

3 -[t] 11 -3|1|
— e + T_e

R(t)= 5 3

Asi, operando de igual forma que en (2.5.12), se obtiene que su densidad -

espectral viene dada por

2 2
4941007 v

S(v)=
(l+4ﬂ2V2)(9+4ﬂ2V2)

Resolvamos su ecuacién de Wiener-Hopf asociada.

2 A(q)=7+5
q 49-25q 7+5q 7-5q (a) 4

I i = A ==>
2ni (1_q2)(9_q2) (1+q)(3+q) (1-q) (3-q)

B(q)=(q+1)(q+3)

A(q) 7+5q 1 4 1
= = + ==>
B(q) (q+1)(qg+3) q+l  g+3

F(q)=
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1 1
2 2 +2
F_(q)= + = d
1 a+l = q+3  (g+1)(q+3)
Por tanto A
!
3
F (q) =
H(q)= ='1'+ 2
F(q) 5  5q+7
Asi
7t
1 3 5
h(t)= —¢(t - t
(t) 5()+25e u(t)

Observemos que debido al gran valor de 7 considerado, el error en m.c.

es préximo a R(0), de modo que nuestro estimador no es muy Gtil.
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CAPITULO 3

EL DESARROLLO APROXIMADO DE_KARHUNEN-LOEVE

3.1. NECESIDAD DE RECURRIR A METODOS NUMERICOS.

El desarrollq de‘&arhunen-Loéve para un proceso de segundo orden con-
tinuo en m.c., establecido en el capitulo 1, es de gran utilidad teérica y
practica como hemos visto en diversos ejemplos. Sin embargo, su aplicacién
practica estd limitada por dos hechos fundamentales: El primero consiste -
en que se trata de un desarrollo con un nimero infinito, aunque numerable,
de términos (en el limite en m.c.); y el segundo es que sus coeficientes -
son las autofunciones de una ecuacién integral con nidcleo la covarianza ——

del proceso, del tipo (1.2.18), que, en general, no puede resolverse.

El primer problema es de ficil soluciédn, ya que el error en m.c. que
se comete al aproximar el proceso por los N+l primeros términos del desa——
rrollo de Karhunen-Loéve, viene explicitamente dado por la expresifn —————

(1.2.28), a saber:
N 2 N 2
E[|X,- 2 /X ¢ ()b |"]=R(t,t)- Z A |¢ (t)]
tn=0 nn n n=on n

Por tanto, cuando interese podri utilizarse el desarrollo truncado, sabien
do cual es el error preciso (en m.c.) que se comete. Ademids, en el §1.4 he
mos demostrado que un tal desarrollo de Karhunen-Lodve truncado es doble—

mente S6ptimo para el proceso.

El segundo problema es maAs complicado, ya que no existe una teoria ge
neral itil para resolver ecuaciones del tipo (1.2.18). A excepcién del ca-
so en que el procesokestocéstico sea débilmente estacionario y con densi—
dad espectral racional, como hemos demostrado en el §2.5, o bien tenga una
funcién de covarianza muy particular, como las de ejemplos vistos en los -
capitulos anteriores, en los cuales la ecuacidn integral pueda reducirse —

tras sucesivas derivaciones a un problema de contorno, no va a ser posible
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calcular los autovalores y autofunciones de la ecuacién (1.2.18).

Una forma de resolver este segundo problema es la que vamos a desarro
llar en este capitulo, que va a consistir en resolver la ecuacidn integral
(1.2.18) mediante un algoritmo numérico, y a partir de las autofunciones y
autovalores aproximados, construir un desarrollo de Karhunen-Loéve también
aproximado que converja hacia el desarrollo formg}xcuando los autovalores
y autofunciones aprokimados converjan hacia los verdaderos. Asi mismo, es-

tudiaremos el error que se comete al considerar el desarrollo aproximado -

como el formal, deduciendo una expresidén explicita para é1.

5.2. EL METONO DE RAYLEIGH-RITZ.

En la actualidad existen diversos procedimientos numéricos para resol
ver ecuaciones integrales de Fredholm de segunda especie homogéneas. Asi -
tenemos los distintos métodos de cuadratura, el método de colocacidn, el -

método de Galerkin, etc.

Una particularizacién del método de Galerkin al caso en que la ecua—-—
cidén integral tenga nicleo simétrico es el método de Rayleigh-Ritz [2 ].
Como la ecuacidn (1.2.18) tiene por niicleo la funcién de covarianza del —
proceso, que es simétrica segin vimos en (1.1.9), pensamos que dicho méto-

do es el iddneo para su resolucién.

El método numérico de Rayleigh-Ritz consiste en resolver la ecuacién
(1.2.18), mediante la construccién de un problema matricial de autovalores
tal que sus autovalores aproximen a los de la ecuacién (1.2.18),y sus auto
vectores también aproximen, en el sentido gque a continuacién vamos a ver,
a las autofunciones de (1.2.18). M&s alin, los autovalores y autofunciones
aproximadores, son las soluciones de otra ecuacidn integral cuyo niicleo ~

aproxima a R(t,s).

Concretamente, en el método de Rayleigh-Ritz se parte de un sistema -
. 2
de funciones linealmente independientes {fo,fl,...,fk} de L [a,b], que --

constituirédn una base de un subespacio suyo de dimensién k+l,y se supone -



que las autofunciones aproximadas son de la forma:

$(t,k)=_§ af (t), a ,a ,...,a €R (3.2.1)
Jj=0 3 J o 1 k

Para calcular los coeficientes 5_ de este desarrollo, se sustituye —
J

(3.2.1) en la ecuacibén (1.2.18), obteniéndose:
k.~ b ~ § ~
Z a J R(t,s)f (s)ds = X(k) ¥ a f (t) (3.2.2)
j=0"j a J j=0"3j

donde X(k) es un autovalor aproximado del autovalor real A. Entonces se im

pone que si se multiplican los dos miembros de (3.2.2) por fi(t), i=0,1,..

-++,K, e integramos en [a,b] respecto a t, se de la igualdad, o sea:

k. bb —_— ~ k~ b -
Z a g JR(t,s)f (s)f (t)dtds=X(k) L a.f f (t)f (t)at, i=0,1,...,k
j=o j a a j i j=o j aj i
(3.2.3)
Asi, notando
b b -_— b -
A =7 R(t,s)f.(s)f_(t)dtds, B, =f £ (t)f_ (t)at (3.2.4)
ij a a. J i ij "a’j i
la igualdad (3.2.3) puede escribirse de la forma:
k ~ -~ k o .
L aA =X(k)IaB, ., i=0,1,...,k (3.2.5)
J=0 J 1] J=0 7 1]

Es decir, tenemos el siguiente problema matricial de autovalores:
Aa=X(k)Ba (3.2.6)

donde:

A=(A, ). . , B
13 1,

~ g~ o~ ~ T
(B,.). . , az(a ,a_,ee.,a ) (3.2.7)
iji,J o 1 k

Asi, el problema (3.2.6) puede ser ya facilmente resuelto bien direc—

tamente o mediante algoritmos numéricos [46].

Al ser las funciones f (t) linealmente independientes, la matriz B es
i
siempre no singular ya que se trata de una matriz de Gram [15]. Por tanto

el problema matricial (3.2.6) puede reducirse a su forma estandard:



- 120 -

(871a)a = X(k)3

Una gran simplificacién se consigue eligiendo las funciones fi(t) de
forma que constituyan un sistema ortonormal respecto al producto escalar de
finido en Lz[a,b], lo cual siempre es posible sin més que aplicar el proce-
80 de ortogonalizacidén de Gram-Schmidt. De tal forma B es la matriz identi-
dad, y el p?oblema queda reducido a la expresidn:

\ \;«\“

i
\

(A-2I)a = 0 (3.2.8)

Observaciones.

1) La matriz A definida en (3.2.7) es hermitica, ya que R(t,s) tiene sime-

tria hermitica. En efecto:

b b b t
A, =f I R(t,s)f (s)f (t)dtds=S J R(s,t)f (s)f (t)dtds =
ij aa j i aa J i

b b -_
=f J R(s,t)f (s)f (t)dtds = A _,
aa J 1 Ji

2) Las autofunciones aproximadas ¢(t,k) no tienen por qué ser ortogonales

aunque las autofunciones verdaderas s{ lo sean. En efecto

b.. - b k . ~I -
%% (4,10% (6 rat=r( 5 3 (e (¥ T (e)at =
an m aj=o j j i=oi’i

=j§0 igoégé?f2fj(t);:?;)dt=i§oazé? 0
3) Respecto a la eléccién de las funciones bésicas fi(t), puede ocurrir —-
que tengamos cierta informacién acerca de como han de ser las autofuncio——
nes, de manera que nos oriente sobre la eleccidén de las fi(t). En caso de
carecer de tal informacidn, podemos elegir en este orden: Funcicnes trigo-
nométricas, polinomios de Legendre, polinomios de Chebyshev, funciones ——

spline, etc.

En ocasiones se sugiere que una vez determinada f (t), se obtengan --
o

las restantes funciones b&sicas mediante la ley de recurrencia:



b
£, _(t)=S R(t,s)f (s)ds, i=0,1,...,k~1.
i+l a i

Pero el sistema asi obtenido puede no ser linealmente independiente.

Convergencia del método.~ E1 algoritmo numérico de Rayleigh~Ritz que

acabamos de describir no es, en general, convergente. Para que lo sea, hay
que imponer al sistema {f ,fl,...,fk} que sea ortonormal y ademis forme --
o
Lo 2 .
parte de\un sistema completo en L [a,b]. En tal caso se prueba.[35] que si

- ‘ ~ ~ ~ T
(k) es un autovalor y (a ,al,...,ak) un autovector de la matriz A defini
o

o~ ~ k ~
da en (3.2.7), entonces A(k) y ¢(t,k)=_% a f (t) son respectivamente un -
J=0 J J

autovalor y una autofuncién de la ecuacidn integral:
b~
faRk(t,s)¢(s)ds=A¢(t) , tela,b] (3.2.9)

cuyo nicleo viene dado por:

R (t,s):,% f,(s)IbR(t,s)f,(s)ds (3.2.10)
k i=o0 i a i

Ademés dicho nilcleo ﬁk(t,s) tiene los mismos autovalores que

k k
(t,5)=5 $a £ (0T (s)=5 5 /2P R(t,s)r (s)T.(t)atds].
i=o i J i=o j=o a'a- N i

R
(k) j=o ij

(8 f (s) (3.2.11).
i J

Ahora bién, bajo nuestras hipbétesis se verifica que [13]

b b ~ 2
limfaf |R(t,s)-R (t,s)] dtds = 0 (3.2.12)
a - .

k+ oo (k)

Finalmente, Baker [ 3 | demuestra que si Ry R son operadores integrales

(k)
con niicleos hermiticos R(t,s) y R (t,s) respectivamente, entonces:

(k)

2_ bbb

~ ~ ~ ~ 2
A-A(k)ﬁllR—R(k)Ilz ,Y ||R-R(k)|lzgfafalR(t,s)—R(k)(t,s)] dtds

(3.2.13).

Por tanto, para la convergencia de autovalores concluimos el siguien-

te resultado:
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Teorema 3.2.1.- Sea (fo,fl,...,fk) un sistema ortonormal de funciones 1i-

nealmente independientes, que forma parte de un sistema completo en

Lz[a,b], Yy supongamos que la funcién R(t,s) es cuadrado—integrable. Enton-
ces es
im X(k) = a

En lo referente a\aqtqfunciones surge el problema de que 'un: autovalor
de multiplicidad p tiene asociado un espacio de autofunciongs de dimensidn
p. No obstante la aproximacibén puede plantearse considerando la proyeccion
de una autofuncién en el espacio de las autofunciones aproximadas, y reci-
procamente, donde por proyeccién de un punto de un espacio en un subespa-—
cio suyo se entiende aquel punto del subespacio cuya distancia al punto ~--
del espacio con la métrica considerada sea la menor posible, o sea, la dis
tancia a cualquier otro punto del subespacio sea mayor que la distancia a

su proyeccibn.

El resultado fundamental referente a la convergencia de autofunciones

aproximadas, es el siguiente [35]:

Teorema 3.2.2.- Bajo las condiciones del teorema 3.2.1, si P$(t,k) repre-—
senta la proyeccién de la autofuncién aproximada ¢(t,k) en el espacio de -

las autofunciones asociadas al autovalor A, entonces
HinlIPe(t,k)=-¢(t,k) ||, = O

Reciprocamente, si Q¢(t) representa la proyeccién de la autofuncidn -
¢(t) en el espacio de las autofunciones aproximadas asociadas al mismo ——-

autovalor A, entonces

ginl1Qe(t)-e(t) 11, = 0

En el caso particular de que A sea un autovalor simple, si ¢(t) es 1la
autofuncién asociada, y ¢(t,k) su autofuncién aproximada, entonces la con-

clusién del teorema 3.2.2, puede expresarse de la forma:



Liml e (£)-§(t,k) || =0

Puede ser Gtil reseflar que una condicién suficiente para que un auto-

valor de la ecuacidén (1.2.18) sea simple, es que se verifique [12]:
b b 2 2
S ITiR(t,s) | “dtds=|A|
aa

vy Por G4ltimo, en lo referente al calculo y convergencia de las autofun-
ciones aproximadas, conviene indicar que como lo que se pretende es la ob-
tencién de un algoritmo numérico, y éste necesita basarse en un niimero fi-
nito de puntos, la aproximacién en m.c. que hemos desarrollado puede no -—-

ser (til para tal fin, aunque si lo sea desde un punto de vista tedrico.

Vamos entonces a esbozar el procedimiento puntual a seguir en el caso

numérico.

En primer lugar, el nicleo R(t,s) ha de verificar dos condiciones adi

cionales llamadas "hip&tesis de continuidad'", a saber:

b 2
1) sup J |R(t,s)] ds < =
te[a,b] °

b 2
2) 1lim S IR(tl,s)—R(t2,5)| ds=0
t—=t
1 2
Ademés en vez de trabajar con el nficleo degenerado ﬁk(t,s). trabajare

mos con su adjunto ﬁk(t,s), que tiene los mismos autovalores gque ﬁk(t,s).

Asi, notando ¥(t,k) a las autofunciones de ﬁk(t,s), podemos enunciar

un teorema andlogo al teorema 3.2.2, pero considerando la norma uniforme:

ISl = max |£(0)]
te[a,b]

en vez de la norma |||E.

Teorema 3.2.3.—- Bajo las condiciones del teorema 3.2.1, y R(t,s) verifican

do las hipbtesis de continuidad, si P¥(t,k) representa la proyeccidn de —-



=

n
L
I

¥(t,k) en el espacio de las autofunciones asociadas al autovalor A, enton-

ces:
ﬁiﬂ P¥(t,k) = ¥(t,k)
uniformemente en [a,b].

Reciprocamente, si Q¢(t) representa la proyeccidn de ¢(t) en el espa-

LY

. . . = LN . . | it
cio de las autofunciones aproximadas ¥{t,k) ‘asociadas al mismo autovalor A,
' 1

entonces:
Lin Qo (t) = o(t)
uniformemente en [a,b].

En el caso particular de que ) sea un autovalor simple, si ¢(t) es la
autofuncidn asociada, y ¥(t,k) su autofuncién aproximada, entonces la con-

clusidén del teorema 3.2.3, puede expresarse de la forma:
k_];m ?(t,k) = ¢(t)

uniformemente en [a,b].

3.3. CONSTRUCCION DEL DESARROLLO APROXIMADO DE KARHUNEN-LOEVE.

Sea {thtc[a,b]} un proceso de segundo orden y continuo en m.c.. En el
§1.2 hemos establecido el desarrollo formal de Karhunen-Loéve para el proce
so mediante las expresiones (1.2.23) y (1.2.24). En dicho desarrollo, los -
coeficientes eran las autofunciones de la ecuacibén integral (1.2.18) con na

cleo R(t,s) = E[X X }.
(t,s) [ ¢ S]

Pues bien, baséndonos en ello, y en el método numérico desarrolilado en

el §3.2, establecemos un desarrollo aproximado de Karhunen-Loéve para =—-—-

{thte[a,b]} de la forma:
N . br———
X (k)= ¢ (t,k)S ¢ (t,k)X dt, en m.c. ¥te[a,b] (3.3.1)
t n=o0 n an t

donde 3n(t,k) denota la proyeccién de la autofuncidn 0n(t) asociada al auto
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valor An, en el espacio de las autofunciones aproximadas, o sea, $n(t,k) =
= Q¢{t), y siendo N<k, ya que segin el método de Rayleigh-Ritz, la matriz
A=(Aij)i,j definida en (3.2.7) es cuadrada y de dimensidn k+1, por lo que
el nimero maximo de autovalores aproximados in(k) que puede obtenerse a —-
partir del sistema {fo,fl,...,fk} es k+l, y de proyecciones $n(t,k), tam-
bién.

Supondremos qué los autovalores y autofunciones aproximados se cons—-
truyen por el método de Rayleigh-Ritz con k+1 funciones linealmente inde—-
pendientes y ortonormales {fo,fl,...,fk}, que forman parte de un sistema -

completo en Lz[a,b].

El hecho de haber suprimido en (3.3.1) la expresién de los autovalo--
res, se debe a que dicho desarrollo no es, en principio, ortogonal, y mu——
cho menos ortonormal, respecto a los coeficientes ni respecto a las varia-

bo——
bles Ia¢n(t,k)xtdt, por lo que su presencia solo dificultarfa el cilculo.

Observemos, en efecto, que

bz b - - —_
E[(/ ¢ (t,k)X dt)(S $ (s,k)X ds)]:IbIbE[X X Jé (s,k)§ (t,k)dtds =
am t an s a a ts n m

=P 1R(4,9)F (s,K)ds]F (L.0)dt (3.3.2)
a a n m

Ahora bien, al estudiar la convergencia del método de Rayleigh-Ritz,
hemos visto que Xn(k) y $n(t,k) son las soluciones de la ecuacidn integral

(3.2.9) con niicleo dado en (3.2.10), es decir:
b. < -~ ~
I R (t,s)¢ (s,k)ds=X (k)¢ (t,k), ¥te[a,b] (3.3.3)
ak n n n
Asi notando:

v (£,K)=/"R(¢,8)% (s,Kk)ds—sP (t,8)§ (s,Kk)ds =
n a n a k n

_°[R(t,8)-R (t,5)1F (s,k)ds (3.3.4)
a k n

se verifica que:



IPR(t,8)8 (s5,K)ds=/ R (£,8)8 (s,k)ds+y (£,K)=X (K)¥ (t,K)+y (t.k)
a n a k n n n n n

(3.3.5)

sin m&s que sustituir la expresibn (3.3.3).

Por tanto, sustituyendo (3.3.5) en (3.3.2) resulta
b b. - b, ~ ~ e
E[(s ¢ (t,k)X _dt)(S ¢ (s,k)X ds)]=/"[X (K)$ (t,k)+y (t,k)]¢ (t,k)dt =
an t an s a n n n m

~

=X (k)fb$ (t,k)¢ (t,k)dt+!by (t,k)¢ (t,k)dt £+ 0 (3.3.6)
n an m an m

Por tanto, vemos que las variables aleatorias que figuran en el desa-
rrollo aproximado (3.3.1) no son ortogonales. Posteriormente veremos que -

asintbticamente si lo son al crecer k indefinidamente.

Convergencia del desarrollo aproximado.- Veamos ahora que el desarro-

1lo definido en (3.3.1) converge en m.c. en k hacia el desarrollo formal -

de Karhunen-Loéve del proceso, y que, por tanto, constituye una buena apro

ximacién.
Para simplificar, notemos:

N b—
I= 1 ¢ (t)S ¢ ()X dt
n=o0 n an t

¥te[a,b] (3.3.7)

- N . b—

T(k)=I ¢ (t,k)J ¢ (t,k)X @&t
n=o n an t

Se trata entonces de probar que
&}E||E—Z(k)||= 0] (3.3.8)
en m.c. y uniformemente en [a,b].

En efecto; observemos en primer lugar que para una funcién cualquiera

fell[a,b], se tiene:
b 2 b 2 b b— -
||faf(t)xtdt|| =E[|faf(t)xt| ]gE[(faf(t)xtdt)(faf(t)xtdt)] =

b b 2 — b b 2 2
=S J E[|X | ]f(r)f(t)dtat=s 5 ||X || |f(t)]| dtdt =
aa t aa t

e N



=(b-a) 7> 1x_ 1121 £(t) |2ate(boa) 2| £(£) | Zatam(baa) || £ ||2
a t a 2

ya que al ser el proceso de segundo orden, se verifica que:
2
Ej |X = MK<K »
L1, 1%
2
y ||]5 representa la norma en L™ [a,b].

Por tanto seri:

b
Jlfaf(t)Xtdt||= /ﬁ(b-a)||fH2 (3.3.9)
donde || || es la norma en el espacio H asociado al proceso, definida en —-
x

(1.1.3).

En particular se verifica:

||f 200 (t)X dt-[ (t k)X dt||—||I [¢ (t)-¢ (t, k)]X dt| |=

=/M(b-a)||¢n(t)-¢n(t,k)||2 (3.3.10)

Asi podemos escribir:

z-Ek) [ 1< & o (£)f° o8 (D)X at-F_(x, k).l' (X a) |=
n=0 n
= ? ||¢ (t)f 20 b (1)X dt—¢ (t, k)I 200 (t)X dt+
+¢ (t, k)f 20 ()X dt—¢ (t, k)f (t k)X dt{|<
<3 {16 (05 (5,011 126 (DX dt
=0 l“’n _¢n i IlZ" a¢n t I+

+li¢ (t,k) ]| III ¢ (t)X dt—f (t k)X Latl [}

y en virtud de (3.3.10) tenemos:

~ N - b
IIZ-Z(k)IIﬁngoll¢n(t)—¢n(t.k)l|2||fa¢n(t)xtdtll+

AIB=a) B 15 (6,1 || {19 ()% (S 00|
n=o n 2 n n 2
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Asi, haciendo tender k+«, por el teorema 3.2.2 se concluye (3.3.8) -

con lo que queda probada la convergencia.

3.4. APLICACION A PROCESQS CONOCIDOS.

Vamos a construir el desarrollo aproximado de Karhunen-Lo&ve para los
procesos de Wiener, Puente Browniano, y Ornstein-Uhlenbeck. En todos los.-‘_
casos consideraremos un sistema ortonormal con solo dos funciones lineél-—
mente independientes {fo,fl}, que forma parte de un sistema completo en L2.
Tales funciones fi(t) van a ser, o0 bien polinomios de Legendre, o bien fun

ciones trigonométricas.

I) Proceso de Wiener.- Empecemos considérando el siguiente sistema de poli

nomios de Legendre en el intervalo [0,1]:
{fo(t)=1, fl(t)=2/§ t-/3} (3.4.1)

(En general, los polinomios de Legendre estan definidos en el intervalo —-

[-1, 1], con funcién peso w(x)=1, mediante:

2n+1 n
tP (t) - == P (t), n1
1 R - Py (8 m21)

P (t)=1, P (t)=t, P _(t)= =
o 1 n+l n+

Vamos entonces a calcular los autovalores y autofunciones aproximados

de la ecuacibn integral

fimin(t,s)¢(s)ds=k¢(t), vte[O 1] (3.4.2)

mediante el método de Rayleigh-Ritz, utilizando el sistema (3.4.1)

1.1 1, .t 1
A =f"J min(t,s).1.1 dtds=/"[/ sds+tS ds]dt =
o0 O © o o0 t

2

1.t 1
=f°[2 + t(1-t)]dt = 3

1.1 t 1
Aol=!ofomin(t,s).1.(2/§ s5-/3)dtds=/3/ [fos(2s-l)+t!t(2s—l)ds]dt:

2 2

1.2t t 2 3 1t t /3

=/3S (7 - = 4+ £t °t7)dt=V3S (= =— 4 =)gt= =
o3 p + v -t)des/ss (- T+ Tlat= o

W o
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1.1 1t 1
A =S min(t,s).1.(2/3t—/3)dtds=/3/ [/ sds+tS ds](2t-1)dt=
lo oo o © t
2
1 t 1. 3 5 2 /3 —
=3/ (t- =) (2t-1)dt=/3S (-t + = t =t)dt= — = A _.
o 2 fo) 2 12 ol

Como era de esperar.

A11=Iifimin(t,s)(2/§ s—/3) (2/3t—/3) dtds=

\
2 3

3 [ min(t,s) (2s-1)as] (2t-1)at=3s" (= - £y (2t-1)at=
0 0 o2 3

4 4 3 t°

3!1( 2 t t —)dt 2
oz n Tt T 2% 0
Por tanto tenemos
i B
3 12 1 0
A = ; B = 3.4.3
G (6 (3.4.3)
12 10

Asi la ecuacién (3.4.2) puede reducirse al siguiente problema matricial de

autovalores:

> (3.4.4)
0

N
SI:R w =

[}

N
~——
TN
H

(o]
~——

I

P

Su polinomio caracteristico viene dado por:

1 1 3 > 13 1
A=AIl=0 ==2>(= =A)(—™ =pA)= — =0 ==> A - = A+ ™ =0D==>
' | (3 -V - 14z 30 ** 80

X (1)=0'4022589
==>{ © (3.4.5)

i1(1)=0'0310744

y estos son los autovalores aproximados.

Sustituyendo (3.4.5) en el problema (3.4.4), obtenemos las autofuncio

nes aproximadas:



(o)

o

(&
1

-0'0689256 0'1443375 a

~ o 0
X _(1)=0'4022589 ==> ) =(o) s
0'1443375 -01'3022589 El
==> al= 0'47753a ==> $o(t,1)=1+o'47753t (3.4.6)
[¢]
0'3022589 0'1443375 ao 0
L i1(1)=0'0310744 == ( b ) ( )=( ) —=>
‘ 0'1443375 0'0689256 ‘él o}
== 51=-2'09411§0 ==> '&1(t,1)=1-2'09411t (3.4.7)

Por tanto queda establecido el desarrollo (3.3.1) para el proceso de

Wiener con sistema de funciones (3.4.1).

Vamos a considerar ahora para el proceso de Wiener, el sistema de fun

ciones trigonométricas en [0,1]:

{fo(t)=1 , fl(t)=/5 cosnt} (3.4.8)

Asi, razonando igual que en el caso anterior se obtiene

1 o2
A E< 3 n2 ) 3 B= 1 O) (3.4.9)
0 1
=2 _1
2 2

n

=

con lo que el problema matricial de autovalores asociado a la ecuacién —

(3.4.2) es
1 —/7 -
( 3 “2 o\ _ (o)
5 1 ) <~ > 0 (3.4.10)
2 2 1
n n

Su polinomio caracteristico viene entonces dado por:

1 1 2 2 1 1 1 P
A<)21]=0 ==> (= - - - — =0 => A =2(— —_— —_— - =)= 0 ==>
| | (3 A)( > )+ 2 (3 + 2)+( > 4)
n n " 3n n
io(1)=o'4016892
==>q_ 3.4.11
{A1(1)=0'0329652 ( )
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Sustituyendo (3.4.11) en el problema matricial (3.4.10) obtenemos las

autofunciones aproximadas:

-~

-0'0683667 -0'1432897 a 0
» (1)=0'4016892 ==> ( °)= ( )===>
o) ~
~-0'1432897 -0'3003789 a, 0
==> §1= —0'477122250 ==>¢ (t,1)=1-0'67475 cosmt
(o]
C (3.4.12)
_ 0'3003681 -0'1432897 a 0
X (1)=0'0329652 =» ) ( °)=( )==>
~0'1432897 0'068356 51 0

==> al= 2'096227150 ==> 61(t,1)= 1+42'9645cosTt

(3.4.13)
con lo que queda establecido el desarrollo (3.3.1) para el proceso de Wie-

ner con sistema de funciones (3.4.8).

Para mas detalles ver [41]

11) Proceso Puente Browniano.- Vamos a construir ahora el desarrollo apro-

ximado del proceso Puente Browniano en [0,1]. Para ello habri que resolver

numéricamente la ecuacibn.

!imin(t,s)[l—max(t,s)]¢(s)ds=k¢(t), ¥te[0,1]

(3.4.14).

Comencemos considerando el sistema de funciones trigonométricas =————-—
(3.4.8). Asi tenemos:
11 1 t 1
A =J"J R(t,s).l.1.dtds=S"[(1-t)S sds+tS (1-s)ds]dt=
00 © © o o t
2 2 2
1 t 1 t 1t t 1
=S 1-t)— t(1l- = =t+ =) ]dt=S (= - —/)dt= — = 0'0833333
O[( ) St ( S Tt 2)] o(2 > ) 1o

1.1 1,1
A = JR(t,s)v/Z cosnt.l.dtds=/2S [ R(t,s)ds]cosntdt=
lo oo o ©°

1t t 11 2
=/§IO(E - E—)cosntdtz 7§fo(t—t Jcosntdt=



1 11 2, 1 2 2 = —
Tl s Al 2)=0 = A= Ay
n n n m ]

11 1 1
A =S J R(t,5)/2 cosrs/Z cosntdtds=2s" | R(t,s)cosnsds ]Jcosntdt=
11 oo o ©
1 t 1
=2fo[(1-t)IOSCOSnSdS+tIt(l—S)COSnSdS]COSntdt=

1 1 1 1 1 1 1
P =2JO[(1—t)(;t sennt+ —cosut- _E)+t(_5 - T sennt + < t senst+

m R
n L L

1 1,1 1 2
+ —ECOSnt)]COSﬂtdt=2fo(_ECOSnt- >t t)cosntdt=

n n L iy

21 2 1 41
= —J cos yptdt- -g! cosntdt+ ——s tcosntdt=
2 0 2 0 2 0

v n "
1 4-1 -1 1 &8 1 8 |
22 o, B2 L 1 & _ —=(1- =—)=0'0191933
22 222 27 27 a4 2 2

n n n n n T T n

Por tanto, tenemos:

0'0833333 0 10
H s .4.
( o 0'0191933) » B ( ) (3.4.15)

s -
m

con lo que el problema matricial asociado a la ecuacién (3.4.14) tiene como

autovalores

io(l) 0'0833333

N (3.4.16)
11(1)

0'0191933

Por tanto las autofunciones aproximadas son:

X (1)=0'0833333 ==> a_=0 , ¥3 eR

o) 1 (o)

Luego podemos considerar 5°=1, y asi

3o(t.1)=1 (3.4.17)

%.(1)=0'0191933 ==> @ =0 , ¥3 eR

1 (o] 1

Luego podemos considerar §1=1, y asi

Sl(t.1)=/§ cosmt (3.4.18)
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Asi podemos establecer el desarrollo aproximado de Karhunen-Lodve pa-

ra el proceso Puente Browniano con dos términos.

Si eligiésemos el sistema de polinomios de Legendre (3.4.1) para re——

solver la ecuacidn integral (3.4.14), tendriamos

(l O
0 1) (3.4.19)

sin m&s que seguir un proceso anilogo al anterior.

A=

0'0833333 0
( ) s s

"o 0'0166666

Asi los autovalores del correspondiente problema matricial son:

-~

X (1)=0'0833333
o

~ 3.4.20
A1(1)=O'0166666 ( )
por lo que las autofunciones aproximadas, entonces son:
X (1)=0'0833333==>a_=0, ¥a eR*a =1==>¢ (t,1)=1 (3.4.21)
o) 1 o} o o

Xl(1)=o'0166666==>5 =1, valeR+al=1==>¢l(t,1)=2/§t-/§ (3.4.22)
(0]

Y asi puede establecerse el desarrollo aproximado (3.3.1) para el sis

tema (3.4.1).

I1I1) Proceso de Ornstein-Uhlenbeck.- Estudiemos finalmente el desarrollo -

aproximado de Karhunen-Lc2ve para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Por —
simplificar supondremos que estd definido en el intervalo [-1,1], Yy que la

constante k que aparece en (2.3.1) es igual a uno. Asi tendremos que resol

ver numéricamente la ecuacidn:

1 —aft-s]|
e
-1

s ¢(s)ds=r¢(t), wte[-1,1]) (3.4.23)

Utilizaremos para ello el sistema de polinomios de Legendre en [~1,1]:

3
{fo(t)=1 . fl(t)= J; t} (3.4.24)



Asi, operando como en casos anteriores tenemos:

1l 1 ~ajt- 1 t —-o(t- 1l a(t-
2t sl arasart (0F eV g 1B (NS e
oo -1 -1 -1 ~1 t
1 —at .t as -0 1.1 -0t at -a at =0 -0t
=S~ [e S e ds+ f L€ s dsldt==/"_le (e -e )-e (e -e )ldt=
-1 -1 a -1
1.1 -0 t -« ut a - a o
-Q -
== (2-e e lee )dt-—[4+ E (7)™ ™) )=
a -1 a a
L -Pa -2a
1 2 2 2 1 e
=(as S=— - 5)- 52 2 )
a a a a a

1 |1 ~ojt- 3 3.1 1 -aft-
A =" J e | sl.l.ﬁtdtds: /;f 1[ fle | slds]tdt:

1l 3.1 -0 ~=at -aat
= /;} (2-e e

= dt_
ajz -1 —€ ) _
1 - -a o a o a - —-a
e e e e
= F[-e (— - e _&, —)-e (— - L5y e—)]:O:A
a e a 2 a 2 a 2 a 2 ol
a o a
1 .1 -ojt- 3,1 t —-a(t- 1l a(t-s
A =I" T e lt-s| [3 J— dtds= =/" [ J _e ( S)sds+f e ( )sds]tdt=
11 -1 -1 2 -1 -1 t
3 1 -at t oas at 1 -—as
~f J J =
= -l[ _® sds+e £ sds]tdt
at at -0 - -Q - -at -at
_§jl [e-at(te e _,&e__ ¢ )+eat( e e_ . te . & )] tdt=
2 a 02 @ 52 a a2 a o2 -
2 - —-at - —-at -a at -0 at
3.1 2t e e t e e t e e t €
=f _( + + - - )dt=
2 -1 a a 2 a u2
-a -Q -a a —-a ~a -a a o
.—[—— e e et . &y, E—(_ 8 € e, &
2"3a a 2 o« 2 o 2 © 2
-0 a a —a u—a - ¢ ¢ - - @
e e e e e € e e® e e
—(— - + )- (= ==+ — + —)]=
a 2 a 2 2 a 4,2 o a
320 -2a ° -2Q
§(_ﬂ 2e 4e 2e 2)
= - - - -4 T )=
2 3a a2 a3 04 a2 48
-2Q -2a =-2Q -
N R S S S S W U
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Por tanto tenemos:
-2
1 e
=(2- = ) (o}
N (2 a a 2 2 ) (1 0)
) o 32_1,1 _e ze-"’,)01
a3 o' 3 a 2 3
a a

a
(3.4.25)



En el caso particular de ser a=1, se tiene

=g
"

-2 \
(2(1+e ) 0 . ) ==(2 27067 0 ) (3.4.26)
)

0 2(1-6e 0 0'37598

Por tanto los autovalores aproximados de la ecuacién (3.4.23) son

i0(1)=2'27067

PO 3.4.27
ixl(1)=o-37598 ( )
y sus correspondientes autofunciones aproximadas son:
X (1)=2'27067 ==> a_=0, ¥a eR+*a =1 ==>§ (t,1)=1 (3.4.28)
o} 1 o} 0 .0

- - - . . 3
X (2)=0'37508 ==> 3 -0, ¥a cRvd =1 ==>¢l(t,;)= J;ht (3.4.29)

Por tanto queda establecido el desarrollo (3.3.1) para el proceso de

Ornstein-Uhlenbeck para el sistema (3.4.24).

3.5.ESTUDIO DEL ERROR DE APROXIMACION.

En el §3.3 hemos demostrado que el desarrollo aproximado de Karhunen-—
Loéve con N+1 términos, converge hacia el desarrollo formal cuando el nime
ro de funciones fi(t) consideradas tiende a infinito. Este resultado es —

fundamental para asegurar que la definicién (3.3.1) es consistente.

Sin embargo, en la préctica para aproximar las autofunciones, siempre
se utiliza un sistema finito {fo,fl,...,fk}, y asi el desarrollo aproxima-

'~ do de Karhunen-Loé&ve tendri a lo sumo k+l términos, es decir, N<k.

Vamos a estudiar el error en m.c. que se comete al aproximar el proce
so {thte[a,b]} mediante (3.3.1). Para ello tendremos que evaluar  —————

IlXt-fll, siendo I definido en (3.3.7), y || || la norma en el espacio Hx.

E(X_(/°F (s,))% as))=/PR(t,5)8 (s,k)ds=X (K)F (t,K)+y (£.K)
t an S a n n n n
(3.5.1)

Asi operando y agrupando convenientemente, resulta:
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-~ 2 o -~ 2
llXt-ZII =E[(xt-z)(xt-f)]=R(t.t)—2ngOAn(k)Ion(t.k)l -

—2rel ¥ ¥ (v (6,001 2 ¥ X (0F (4,007 (T,
n=on n m=0 nN=0 n . m n

b. — N - - b =
J ¢ (t,k)¢ (t,k)dt+ I § ¢ (t,k)é (t,k)/ v (t,k)¢ (t,k)dt
an m m=0 N=0m n an m

C , (3.5.2) \

El 51stema de autofunciones aproximadas {¢ (t,k)} HeN no es ortogonal,

pero podemos ortonormalizarlo por el método de Gram-Schmidt. En tal caso,

(3.5.2) se expresa de la forma:

~ 2 . N . - 2 N =
PIX =ZI1 '=Riz,t)= T X (x)|§ (t,k)| -2Re[ I § (t,k)y (t,k)]+
t n=o n n n=o n n

+ ¥ z ¢ (t, k)¢ (t, k)f aTn (t, k)¢ (t,k)dt (3.5.3)
m=0 N=0m

Por tanto, el error en m.c. cometido en la aproximacién viene dado —-

por la raiz cuadrada positiva de (3.5.2) o de (3.5.3).

Estas expresiones no son demasiado manejables; asi, con objeto de sim-

plificarlas y hacerlas mis operativas, vamos a realizar el siguiente proce-

so [41]):

Integramos (3.5.3) en [a,b] respecto a t

b 2 N b 2 N - b, . 2
J_ X -E||Tdat= I A S |e ()| dt- I X (k)S |% (t,k)| at-
a t n=o0na n n=o n a n

-2Re[ z I (t k)Y (t,k)dat]+

+ go nz (f (t k)¢ (t, k)dt)(! R (t, k)o (t,k)dt)=

= z {x Y (k))- z f (t k)Y (t,k)dt (3.5.4)

ya que estamos suponiendo ortonormalizado el sistema {3n(t,k)}n NY ademés
€
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por el teorema de Mercer sabemos que:

N 2
R{(t,t)= 1im ¥ 2 [¢ (t)| , en m.c.
Now P=O DD

Ahora bien, se tiene que:

b b b ~ ~ .
S ¢ (t,k)y (t,k)dt=S f [R(t,s)-R (t,s)]$ (t,k)¢ (s,k)dtds=
an n aa k n n

R
i:)(J'bﬁ (t,s)an(s,k)ds).

b.,b .
= J R(t,s)¢ (t,k)¢ (s,k)dtds-S"!
aa n n a ak

- b - A
% (t,K)dt=r"sPR(t,8)F (£.1)§ (s,k)dtds—
n a a n n

3 0% (6,007 (tk)dt=x_[§ 1-X (k) (2.5.5)
n an n R n n

donde AR[an] denota el cociente de Rayleigh [ 3 ], que se define como aquel

autovalor que minimiza ||Yn(t,k)|12.
Por tanto, sustituyendo (3.5.5) en (3.5.4) resulta:

b 2 N N . N
JIX =E|] dt= T A =L X (k)= 12
a t n =

~ N . N -~
Ao+ X (K)=2 {2 -2 [¢ ]}
=0 n n=0 n n R  n” n=0n n=c n R n

o]

(3.5.6)
Finalmente, por el primer teorema del valor medio para integrales de

funciones continuas, existird algin punto £e[a,b] tal que

b ~ 2 = 2
X -I dt=(b~ X =1 3.5.7
FONX B de=(bma) | X, || (3.5.7)

donde Eg denota el valor de la sumatoria 3 para t=t.
Asi a partir de (3.5.6) y (3.5.7) concluimos que:

- 1 N - pA (3.5.8)
llXE_zﬁilz /5—a(n£o{xn_AR[¢n]})

que se puede interpretar como un error "promediado" de la aproximacidn con

N+1 términos en el intervalo [a,b].
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3.6. EL DESARROLLO APROXIMADO DE KARHUNEN-LOEVE PARA PROCESOS DEBILMENTE ES-

TACIONARIOS.

El procedimiento desarrollado en los apartados anteriores para cons—-
truir un desarrollo aproximado de Karhunen-Logve para un proceso de segun-=
do orden y continuo en m.c. {thtC[a,b]}, es también de gran utilidad cuan
do el proceso en cpes;;ép es débilmente estacionario, ya que salvo en el -
caso de tener densidaébesﬁectral racional, no existe un método general va-
lido para calcular las soluciones de la ecuacién integral asociada a él1, -

segin vimos en el capftulo 2.

No existe un algoritmo especifico para resolver numéricamente la ———

ecuacidn:

JZR(t-s)¢(s)ds=x¢(t), ¥tel[a,b]

donde R(t-s) es la covarianza del proceso débilmente estacionario ——————-
{thtc[a,b]}. Por tanto el desarrollo aproximado de Karhunen-Lod&ve para di

cho proceso, se definird como en el §3.3 (ver ejemplo I1II del §3.4).

Para el caso particular de que la ecuacién integral asociada a un pro

ceso {XtItZO} sea la ecuacibén de Wiener-Hopf:

I:R(t-s)¢(s)ds=k¢(t), ¥t>0

si existen procedimientos numéricos para su resolucién. Entre ellos cabe —-
destacar el método de Stenger [39] que se basa en la transformada de Fou—
rier. Concretamente, para calcular una autofuncibn aproximada, lo que se ha
ce es aproximar la transformada de Fourier de la autofuncién real, y poste-

riormente se invierte la transformacidn.

Otro método eficaz para tratar la ecuacién de Wiener-Hopf es el desa—
rrollado por Shinbrot [37], que se basa en las propiedades analfticas de la
proyeccién ortogonal. Ademés, bajo ciertas hipbtesis adicionales, extiende
su estudio a ecuaciones integrales cuyos lfmites de integracién son -1 y +1,

sin m&s que definir un operador acotado conveniente.
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CAPITULO 4

CARACTERIZACION DE PROCESOS GAUSSIANOS MEDIANTE SUS DESARROLLOS DE KA-
RHUNEN-LOEVE.

! 4.1. 'FUNDAMENTO DE LAS CARACTERIZACIONES.
4

A
En capitulos anteriores hemos visto la importancia de conocer el desa-
rrollo de Karhunen-~lo&ve de un proceso de segundo orden, en problemas esta-

disticos tales como la inferencia, y en problemas fisicos tales como la de-

teccibn de sefizles y construccién de filtros &ptimos.

Para obtener el desarrollo de Karhunen-Lo2ve de un proceso de segundo
orden, imponiamos Gnicamente que Este fuera cont{nuo en m.c. Sin embargo,-
en algunos casos hay que imponer hipbtesis adicionales tales como conside-
rar que el proceso sea Gaussiano, con objeto de gue las variables aleato——
rias del desarrollo no sean solamente incorreladas (ortogonales), sino ade-
més estadisticamente independientes, como es el caso en que hay que evaluar
un procesador 6ptimo de datos; o mas afin, suponer que para algunas represen

taciones del proceso, las variables mleatorias incorreladas son independien

tes, aungue el proceso no sea Gaussiano.

En esie capitulo vamos a caracterizar un proceso real con incrementos
independientes estacionarios y momentos de cuarto orden finitos, como un —

proceso de Gauss, en términos de su desarrollo de Karhunen-Lodve.

Posteriormente generalizaremos la caracterizacibén, & clases de proce—
505 con la misma covarianza. En particular nos referiremos a las covarian—
zas min (t,s), min (t,s)[T-max (t,s)] siendo T la amplitud del espacio pa-

-a]t-s]

ramétrico del proceso, y ke

Por ultimo estudiaremos el caso de que el proceso sea débilmente esta-
cionario con densidad espectral racional, centréndonos de forma especial en

el caso de un proceso lineal resultante de filtrar un ruido blanco.
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4a.2. CARACTERIZACION DE UN PROCESO DE GAUSS REAL, DE CUARTO ORDEN, CON_ IN-

CREMENTOS ESTACIONARIOS INDEPENDIENTES.

Le caracterizacibn que vamos a estudiar en esta seccibn se basa en --
las propiedades de una clese especial de procesos: lLos procesos lineales.

Comencemos, pues, estudiando dicha clase de procesos.

. Un proceso real {thtc[a.b]} es lineal si puede expresarse como la Si

guiente integral en m.c.:

d
X =S h(t,A)dz y ==<c<de (4.2.1)
t ¢ A - -

donde

i) {lelc[c,d]} es un proceso real, centrado, con incrementos estacio
narios independientes, continuidad muestral c.s., y tal que E[Zi]:O. Su -

funcién de covarianza es Rz(l’°)=E[ZA Zc]. y su funcibn caracteristica —--

c(d,u) viene dada por

- i 1
log c(A,u)= AJ (elux—l-iux)"‘ dk(x)
= 2
x

siendo k(x) una funcidén monétona acotada tal que k(=)=1.

ii) {h(t,2)|(t,2)ela,blx[c,d)} es un proceso bidimensional real, inde-
pendiente de {lelc[c,d]}. Si notamos su covarianza por Rh(t,X,o) =

= E[h(t,2)h(t,0)]}, entonces
4. d '
b | A
IcIth(t, ,o)dAdORz( »0)
existe como integral de Riemann-Stieltjes,y es finita Vtc[a,b].

d dad.d
4ii) La integral S J J S E[h(t,A)h(t,e)h(t,1)h(t,n)]d d d d E[z.z22 2]
ccecec A o1y Ao Ty
existe y es finita ¥te[a,b].
En general, los procesos lineales no tienen por que ser Gaussianos

Un funcional del proceso lineal {Xt|tc[a,b]} de la forma:
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b
=! x dL 4-2.
1 RN ( 2)

se dice que es un funcional lineal. Lt puede ser aleatorio también, y es

independiente de (lelc[c,d]) y de {h(t,2)|t,2)ela,b] x [c,8))

NMediante el empleo de funcionales lineales podemos aleatorizar medi-

das del proceso {X ltc[a b}). Asf notando

¥(3)=sPh(t,2)aL (4.2.3)
a t
tenemos:
b d db d
= X dL = by =S A =J ¥(2
1l Ia . Lt Ia!ch(t, )lest cfah(t, )stdZA . ( )dzA

(4.2.4)
Pierre [30] ha probado el siguiente resultado

Proposicibn 4.2.1. Sean 11 y 12 funcionales lineales del proceso li-

neal {thtc[a,b]}, ¥y supongamos que Yl(A) y 72(1), definidas como en (4.2.

3.), son independientes, y que
a. .2 2
ElY (A)y (a A>0
JElY () 5{)]a

Entonces 11 y 12 son independientes si y solo si {lel elc,d]} es Gaussia

d
no, e Ic!l(A)YZ(A)dA=O con probabilidad 1.

Sea {thtc[a,b]] un proceso lineal real de segundo orden, y contfnuo

en m.c. Asi admite un desarrollo de Karhunen-Lodve de la forma:

= &1m § { 0 (t) en m.c.

donde

[ 4 =fbx ¢ (t)dt:!b(ldh(t,A)dz )é (t)at (4.2.5)
n atn a ¢ A 'n
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Se prueba [16] que las dos integrales de (4.2.5) permutan si h(t,X) es no -

aleatorio y ademés

1 =Id(!b|h(t.l)l|0 (t)ldt)ZEIIdz |21<°
l ¢ a n A
(4.2.6)
1 =!b(!d|h(t.1)I2l¢ (t)I2£lIdz Izl)%dt<°
2 &a ¢ n A

oy
Ll

' En nuestro caso, segun la forma como ﬁemos definido el proceso =-—-

{ZAlKCICJﬂ}, se tiene que
2
E[leal J=ax

Ademis, las autofunciones que aparecen en el desarroiio de Karhunen-Loéve

. son ortonormales. Asi, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene:

1 <3Pt 1) 1%at)ar
1/ c =a
(4.2.7)
1 4
1 =P e 120 % e (0) 1t (20 nce ) Parat)
2 a ¢ n - act

Por tanto, para que se verifique (4.2.6) es condicibn suficiente que

las integrales del miembro derecho en (4.2.7) sean finitas.

Bas&ndonos en estos razonamientos se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.2.2. Sea {thtc[O,l]} un proceso real, centrado, con incrementos
estacionariés independientes, y momentos de cuarto orden finitos. Entonces
dos variables cualesquiera de su desarrollo de Karhunen-loéve, Cn y (m, —

son independientes si y solo si el proceso es Gaussiano.

Demostracién: Consideremos la funcibn

1, si A<t
h(t,A) =
0, si >t

As{ podemos expresar:

t 1
= = L o | 2.
xt !odxA Ioh( , )dxx (4.2.8)
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por lo que (thtclo.ll} es un proceso lineal
Supongamos s<t; as{ tenemos:

R(t.s):ﬁ[xtxs]=£[(xt-xs+xs)xs]=£[(xt-xs)xs]+£[xsxs]=

2
=E[X X }=var[Xx ]=025, ¢ >0
E B 3

ya que el p}oceé6 tiene incrementos estacionarios indepe?diepyes.

Anélogamente, si t<s, se verifica ‘
R(t,s)=Var[Xt]=02t , 02>0

Por tanto, la covarianza de)l proreso en cuestibn es

R(t,5)=0°min(t,s)

Sus autovalores y autofunciones asociados viengn dados por (ejemplo 1

del §1.3):

t

A s —— . = —

N 12 5 : on(t)—/éo xsen(',T ),  V¥neN
(n+ E) L i n

Ademas las integrales I1 e 12 definidas en (4.2.6) son finites ya —

que en nuestro caso es:

b d 2 1.1 2 1,1
J S {h(t,A)| dtda=s s {h(t,2)| dtdr=s (S dt)da=
ac Lo I o) o 2

2
1l A1 1 1
= (1=2)dr=d= ] =1- = = = <
o) 2 1o™2 2

-

2

Por tanto podemos intercambiar leas integrales que figuran en el miembro de

recho de (4.2.5), obteniéndose:

1
t =J (:1h(t.x)o (t)at)ax =111 ())ax
n o o n A on A
donde

1 1 1 t
vn(a)=foh(t.A)on(t)dt=11¢n(t)dt= JEE!Asen(JT;)dt

AsfS !n(l) es continua, por lo que Cn es un funcional lineal. Ademfs, se —



- 144 -

prueba sin més que integrar que:
12 2
77y (a)y_(2)aa40
on m

por lo que

IlElvz(A)Yz(l)]dA>O
© n m

Si gupoﬁémos entonces que dos variables cualesquiera En y (m del de-
sarrollo de Karhunen-logéve del proceso {Xt‘tc[O.lp son independientes, por

la proposicién 4.2.1 dicho proceso seréd Gaussiano.

La demostracidn reciproca es trivial, ya que dado un proceso de Gauss,
ja incorrelacidén equivale a la independencia, y al ser incorreladas, por -

construccidn, todas las variables del desarrollo de Karhunen-Loéve del pro

ceso, serén independientes.

Resumiendo, observemos que para que un proceso que cumple los reguisi
tos del teorema 4.2.2 sea Gaussiano, basta imponer que solo dos coeficien-

tes de su desarrollo de Karhunen-Loéve seanindependientes.

El teorema 4.2.2. fué generalizado por Buhlmann [7 ] que demostrd que
2
si {thte[a.b]] es una L -martingala y todas las variables de su desarro—

1lo de Karhunen-Lo&éve son independientes, entonces el proceso es Gaussiano.

Como puede observarse, al considerar una clase mi&s amplia de procesos
2 . X - .
como son las L -martingalas, hay que imponer una condicién més fuerte para

que el proceso sea Gaussiano como es el considerar que todas las variables

de su desarrollo sean independientes.

A BuU vez estos resultados pueden generalizarse a una clase ain mas am

plia de procesos y de representaciones. Asi se demuestra [31] que si

{thtcR} es un proceso separable, con incrementos independientes, y contf-

nuo en probabilidad, entonces dicho proceso puede representerse de la for-

ma:
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xt=i§1yi(t) en probabilidad

siendo {Yj(t))i N una sucesibn de procesos independientes no degenerados,
€

y con continuidad muestral c.s. si y solo i (thtcR) es Gaussiano.

Observemos que esta caracterizacién comprende procesos sin momentos

de segundo orden finitos, y representaciones cuyas componentes no tienen

que ser ortogonales.

4.3. CARACTERIZACION DE PROCESOS GAUSSIANOS ENTRE CLASES CON LA MISMA FUN
CION DE COVARIANZA.

En el $§4.2 hemos caracterizado la clase de procesos‘réales, con incre
mentos‘estacionarios independientes, y momentos de cuarto orden finitos, -
como procesos de Gauss, en términos del desarrollo de Karhunen-lotve. A —
continuacibén vamos & caracterizar las clases de procesos con covarianzas -
de uno de estos tres tipos: min(t,s), min(t,s)[T-max(t,s)] siendo T la am-

—alt-s]

plitud del espacio paramétrico del proceso, y ke . Para ello necesita

remos conocer los desarrollos de Karhunen-Logve de cada proceso sobre dos

intervalos distintos.

Un resultado basico en el que nos apoyaremos contfnuamente es el si—

guiente [32].

Teorema 4.3.1 (Teorema de Ramachandran). Sea {z }  , una sucesién de varia
€

N

bles aleatorias mGtuamente independientes, y sean {an}n y (bn) dos su
€

N neN

cesiones de nimeros reales tales que verifican:

a b
n
i) Las subsucesiones (Eglanbn#O}ncN y {;;[anbnfO]n:N estén acotadas.
n

ii) Las series ; az y ; b Z convergen en probabilidad hacia las va
n=o n n n=o nn =

riables aleatorias X e Y respectivamente.
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iii) X e Y son independientes.

Entonces para todo neN tal que anbn+0. Zn es Gaussiana.

1) Clase de procesos COn covarianze R(t,s)=min(t,s) .-

Sea Xt un proceso con funcibn de covarianza

Y

:\ ',,“ '
R(t,s)= min(t,s) v {(4.3.1)
y consideremos su desarrollo de Karhunen-Lodve sobre dos intervalos reales

11 e 12 tales gue Ilc 12:

X = gdm igozi(ll)fpi(t;ll):iioci(ll)Qi(t;Il), Vtcll

= 2i § 1 t; = ; 31 ), t
xt &33 j=o;j( 2)¢j( 12) J.=O£J.(I?_)ej(*c 2) ¥ 512

(4.3.2)

en m.c. y uniformemente sobre los respectivos intervalos, siendo:

- t)I x dt €en . .
(4.303)
,i 2) 1 .i( 2) t m

y donde los miembros derechos en (4.3.2) son simple notacibn.

Notando, entonces

1 I1;I )= ) H t 4.3.
ji( > 1) flloj(t 12)¢i(t Il)d (4.3.4)

se tiene:

I)=f_X t;I =J
£.(1)=/, 0 (ti1,)at

T (1 t;1 t;1 )dt=
1 o e 10 (61)

I1 J

= 1r
J=0

Iji(lz:ll)lj(lz) (4.3.5)

en virtud de le convergencie uniforme del desarrollo de Karhunen-lLoéve.

La caracterizacibn buscada es la siguiente:
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Teorems 4.3.2.- Sea Xt un proceso con covarianza dada por (4.3.1),y consi-

deremos sus desarrollos de Karhunen-Lodve (4.3.2) sobre dos intervalos de

la forma Ilc[O.Tl] e I2=[0.72]. donde T1<T2. Supongamos que nT1+mT2 ¥n,me

€Z impares, y que las variables (i(lz) son mGtuamente independientes entre

sf, ¥ieN. Entonces dos variables (i(Il) y tj(ll) son independientes si y -

8010 si Xt es Gaussiano.

Demostracibn:

La condicibn suficiente es trivial, sin mas Que razonar como

en el teorema 4.2.2.

Para demostrar la condicibn necesaria consideremos los mrtovalores y
autofunciones asociados & la covarianza (4.3.1) que rerdn de la forma ——

.(ejemplo I del §1.3):

T2

2 t
;iz —2—1-5 ; Qi(t)=g sen(F) y 1=0,1,2,...
T (i+ E) i

Asf tenemos:

(I ,1 ) f 0 (t;1 )0 (t;I )dt—fT sen(—— )J' sen(

)dt:
5 A (I ) 1 ) T T1
sen( Jeos( )
vI T A (I )—1 (I ) 6 1(11) ijtlzs

sin mas que integrar.

Ahora bien

T
COS(JP;T_;7)=COS( ) ):cos[(3+ )t-T2
"5+ 3)
Por tanto
COS(%)=O<=> *(j+ é)"r_l = (ke 3)n , keZ <=>

2
J 2 2
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1 1
<==>(j+ ;)le(k-t -2-)12. ktZ<==>(2j+1)’I1=(2k+1)72. ke

Pero por hipbtesis es nT1+mT2, ¥m,ncZ impares. Por tanto ha de ser

Tl
COS(/TfTT_W)tO
. J 2
.‘ 1 ]

Asi mismo sé tiene:

T T
1
sen('fii—(——)-—;l_hsen(—T) = sen[n(i+ é)];-gl_
e 3)

Por tanto 1 I ;1 0 ademés se verifica:
J.i( 5 1)# s ¥

T
1
. sen(———)
1.,U51) i A, (1) 3, 3= (1) AT _
1j1(12;11) 11(11) xi(ll)-x.(lz) T

1
—)
se"(.’a_]‘ﬁ?

1.2
o (*3) .2 T,
17 . 122 sen(——=)
(j+ ) /(1)
2 i 1
1
2 (i 5)2 2 sen(-——-zl——)
7" 1.2 T, "1“1’ .
(j+ ‘5)

T

sin mis que sustituir y operar.
Por tanto, considerando:
(1.)= T 1, (131 )¢(1)
= H . € «C.
R IS AL PLES AT ALY nm
(4.3.6)

- K I ; - .
El(Il) jﬁo 51(12 Il)zj(lz) en m.c

se verifica:
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I, (1_;1) 1, (1;1)
i) 21 y i3 2 1 estén acotadas, e I_ (I ;1 ) ba-
1.(1.;1) I (1.:;1)) ji 2"
jJi2’"1 ji "2’

jo nuestras hipbtesis es no nulo.

ii) Las series (4.3.6) convergen en m.c., y por tanto en probabilidad

hacia (i(Il) y {1(11) respectivamente. .

iii) Por hipbtesis (i(Il) y (1(11) son independientes.

As{ por el teorema de Ramachandran (4.3.1), las variables {Ej(Iz)}th
son Gaussianas, y por tanto, el proceso también lo es. '

1I) Clase de procesos con covarianza R(t,s):min(t,s)[T—max(t,s)].—

Sea Xt un proceso con funcién de covarianza

R(t,s)=min(t,s)[T-max(t,s)] (4.3.7)
siendo T la amplitud del espacio paramétrico del proceso.

Para obtener el desarrollo de Karhunen-lLogve de dicho proceso sobre -

el intervalo [0,T], se procede como er: el ejemplo II del §1.3. Asi se tiene
la ecuecibn integral
t T )
(T-t)!oso(s)ds+tft(T-S)0(s)ds=l¢(t), ¥te[0,T] (4.3.8)

que tras ser derivada dos veces respecto a t, se reduce a
Ae"(t)= -Te(t), ¥te[O,T] (4.3.9)

La solucibén general de la ecuacién (4.3.9) viene dada por:

T T
0(t)=clsen(!;t)+czcos(J;t) (4.3.10)

A partir de (4.3.8) se obtienen las condiciones de contorno:

¢(0)=0 ; ¢(T)=0 (4.3.11)

-,

e
< LAk E?C"\
f’.‘.A
1
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que sustituidas en (4.3.10) nos dan:

T VT
¢(t)=clsen( ;t) ; sen(/. )=0

De igual forma que en (1.3.10), para que las esutofunciones sean ortonorma-

les ha de ser c1=J§-. Por tanto, las autofunciones son de la forma:

- 0,(t)=Fsen(Ft) (4.3.12) "“‘
n ¥T Xn X

y los amutovalores:

3
/T /T T
Sen(%’l)=0<==> I =0<==> 'T—=n‘ﬂ, ¥ne <==>1n= > ynel

(4.3.13)

En este caso, la caracterizacibén buscada es la siguiente:

Teorema 4.3.3.- Sea Xt un proceso con covarianza dada por (4.3.7), y consi
deremos sus desarrollos de Karhunen-loéve (4.3.2) sobre dos intervalos de -
la forma Il=[O,T1] e 12=(0,T2] donde T1<T2. Supongamos que nT14mT y ¥n,meZ ,
y que las variables Ei(Iz) son matuamente independientes entre si ¥ieN. En-

tonces dos variables {i(Il) y Cj(Il) son independientes si y solo si Xt es

Gaussiano.

Demostracién: La condicién suficicnte es trivial. Para demostrar la necesi-

dad, partiendo de los autovalores y autofunciones del proceso, hagamos los
célculos siguientes:
T

T
I (151 )=0 o(t 1)e (£:1 )dtes 1F‘sen(‘]—) Zcen(t)at-
ji 2’ (o} T2 1

1 jnt in
!o sen(Jgfﬁsen(l—E)dt=
12 2 1

j“Tl
myo
T -2ng ) T2 sen( Tz Jeos(iT)
! 2

N
-
LV LV
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iT /T_T. "T
—E-12 sen(J )

T2 22

joln-i Tzﬂ T2

sin m&s que integrar.

Ahora bien

j“Tl Tl : R
sen( )=0<==> jn == = kv , KkeZ <==> JT_=kT_, keZ
T T 1 2
2 2
ijl
Pero por hipbtesis es nTl#mTz. ¥n,meZ . Por tanto ha de ser sen( T )40 ,
2
11 1;1 0.
Razonando entonces como en el teorema 4.3.2, se concluye.
I11) Clase de procesos con covarianza R(t.s):ke-alt-sl.-
Sea xt un proceso con funcibn de covarianza
t-s
R(t,s)=ke °! | %0, o0 (4.3.14)

y consideremos su desarrollo de Karhunen-Lo&éve sobre el intervalo

1=[-T,T], que como sabemos (ejemplo 1I del §3.2) viene dado por
© ® ~
Xt=i£°£i(1)ki(I)c05[bi(1)t]+i£0zi(1)Ri(I)sen[Bi(I)t] (4.3.15)

ya que las autofunciones son senos o cosenos segiin el fndice sea par o im-

par respectivamente. (En la expresibén (4.3.15) hemos notado directamente —
-

N
por simplificacién i£o= &32 iio en m.c. y uniformemente ¥tel).

Como en los casos anteriores consideraremos dos intervalos 11=[-T1,Tl]
e 12=[-T2,T2]. donde T1<T2. Asi las variables {i(Il) y Ei(Il) del desarro-
llo (4.3.15) respecto al intervalo I1 vienen dadas por:

T
- 1
(i(ll)=j£°(j(Iz)kj(lz)ki(Il)I_Tlcos[bi(Il).]cos[bj(IZ)t]dt en m.c.
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T
- ®© -~ -~ b -~ -~
(i(]1)=j£o‘j(12)kj(12)¥511)J—Tlsenlbi(ll)t]sen[bj(lz)t]dt en m.c.

(4.3.16)

Sin embargo, en este caso no podemos recurrir a le independencia de -
las variables esleatorias del desarrollo (4.3.15) para caracterizar Gaussia
{ ‘vl\
namente le clase de procesos con covarianza (4.3.14), mediante aplicacibn
1 [ .

del teorema de Ramachandran, ya que tal hipbtesis de independencia no es,-

en general, cierta como nos prueba el siguiente teorema [32]:

Teorema 4.3.4.- Sea Xt un proceso con funcibn de covarianza dada por -——
(4.3.14), y consideremos sus desarrcllos de Karhunen-Loéve (4.3.15) sobre

dos intervalos 11=[—T1,T1] e 12= [-TZ,TZ]. Si las variables (Ej(Iz)]jEN
son mituamente independientes y

nn mlT2
r. Bl
271 271

- )41,  ¥nez"

entonces ningin par de variables Ei(Il) son independientes.

Y reciprocamente, si las variables {Ej(lz)}j . son matuamente indepen-

eN
dientes y

nnT2

n »
B cotg(—=)41,  W¥nez
T =T T_~T

2 2 1

entonces ningin par de variables Ei(ll) son independientes.

Vamos, pues, & buscar una solucibn a este problema por un camino dis—
tinto. Para ello haremos un planteamiento general que comprenderi una suce-
sién infinita de intervalos, y que seri aplicable & una clase de procesos -

més &mplia que agquella definida por la covarianza (4.3.14).

El resultado general bisico de caracterizacién, &l que hemos hecho re-

ferencia es el siguiente [32]:
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Teorema 4.3.5.- Sea Xt un proceso centrado, y continuo en m.c., y sean —

11=[-T1.T1] e 12=I-T2,T2]. con T1<T » dos intervalos de una sucesién —-

1
{Ak=[-5k-5k])ch tal que S&*a cuando k+=. Supongamos que:

2. .2
i) E[1g (A )| ]I, (A ;1 )+0 ¥i,j, uniformemente respecto a j cuando
J k Ji k1
S ¢ , T
. [N §

ii) Para cualquier j, existen i, 1 distintos tales que

13101, (XI_;1 )40.
Iji( 2 1) 51( 2' 1)*

‘s . bt 2 2. 2. .4 .
iii) Existe od-jio(E[lcj(;z)| ]f3|E[(£j(12)) 11 )Iji(12.11)<.

Entonces las variables {l;j(Ak)}j del desarrollo de Karhunen-lLogve -

eN
de Xt son mituamente independientes para cada intervalo de le sucesibn ——

{Akz[-sk,sk]}ch con Sk+n para k+e, gi y so0lo si xtes Gaussiano.

La conclusibn de este teorema es mAs débil que la obtenida mediante -
el teorema de Ramachandran, pues comprende un conjunto infinito de interva

los en vez de dos. Sin embargo, sus hipbtesis pueden ser verificadas con —

mayor facilidad.

La hipbtesis i) del teorema 4.3.5 corresponde & la conjetura intuiti-
va de que para procesos débilmente estacionarios, la energfa de cada auto-
funcidn se distribuye uniformemente sobre el intervalo de desarrollo, es -

decir

b 2 b-a
t;1 t~——
!a|¢i( 2)I d 2T

2

para T2 suficientemente grande.

Los procesos con funcién de covarianza (4.3.14), satisfacen las tres —

hipétesis del teorema 4.3.5 ya que las autofunciones verifican:
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1 1
Oi(t.lz) /F'COS(bit) [ Oi(t.lz) JTésen(biT)

y asf dicha clase de procesos queda caracterizada Gaussianamente.

4.4. CARACTERIZACION DE PROCESOS GAUSSIANOS CON DERSIDAD ESPECTRAL RACIO-
NAL.

En esta seccidn vamos a comenzar caracterizando como procesos de ===
Gauss, una clase especial de procesos con densidad espectral racional: lLa

obtenida haciendo pasar un ruido blanco a través de un filtro lineal con-

veniente.

Posteriormente estudiaremos una conjetura que nos permitiré caracte-

rizar Gaussianamente, un proceso débilmente estacionario con densidad es-

pectral cualquiera.

Para la primera caracterizacifén vamos a considerar un proceso lineal

{n(t)|te[0,1]} definido por

n(t)= j:.h(t,l)dzl (4.4.1)
donde " o (t-2)
iEle * .(aicos[wi(t-l)]+bisen[mi(t—l)]), Bi tOA
ECHVEICEIEE SN
(4.4.2)

siendo o _>0.
i

Asf {n(t)|te{0,1]) es un proceso débilmente estacionario con densidad

espectral racional, que puede concebirse como un ruido blanco filtrado con

venientemente.

El teorema de caracterizacibn buscado es el siguiente:

Teorema 4.4.1.- Sean Ci, (J, y Ck tres variables del desarrollo de Karhu-

nen-Loéve del proceso {n(t)]|te[0,1]) definido en (4.4.1). Entonces {i. £,
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y (k son mituamente independientes si Yy 8010 i el proceso es Gaussiano.

Demostracibn: La suficiencie es trivial, al igual que en teoremas anterio-

res.

Para demostrar la necesidad nos basamos en que las autofunciones aso-
ciadas {¢,(t)},cN satisfacen una ecuacibn diferencial lineal con coeficien
a b \ !

tes constantes enI[O.l], y son por tanto, sumas finitas de funciones trigo

nométricas segin el'teorema 2.5.1, Ademés, considerando

1
th(t-l)Oi(t)dt , Bi 0<A<1
Y (2) = .rlh(t-x)o_(t)dt , Bi A<D o (4.4.3)
1 o] - . A
o |, , Bi A>1

las funciones {Yi(l)licN son también sumas finitas de funciones trigonomé-

tricas.
Por otra parte, observemos que para t-)>0, es

Ih(t-3)|<ke ™ (F)

/2 2
siendo k=Nmax( aiﬁbi), y 0<o<oi, i=0,1
i

les I1 e I2 definidas en (4.2.6) son finitas, de forma que podemos expre—

s++e,N. Esto implica que las integra
sar

=L ¥ (a (a.a.

Ci - i( )dZA (4.4.4)
que es un verdadero funcional lineal.

.. . = 2 2

Por la proposicién 4.4.1 tenemos que si I_.Yi(l)Yj(l)dl>0, entonces

Ei y Ej son independientes solo si {Za|lc[—°.°]} es Gaussiano. Y i ———u
- 2 2 .
J !i(x)vj(x)dx=0 es porque una de las funciones vi(x) 6 !j(x) es idéntica
—. 2

mente nula para A¢[0,1], mientras que la otra lo es para )<0.

En tal caso, los dos pares (Ei. Ek) y (Cj. {k) no pueden ser indepen-
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dientes ya que una de las dos integrales
2 2 .. - 2 .2
P e e S B AN L C S L AL
- 3 k - j k
debe ser positiva. Por tanto, si (i. cj. y (k son mOtuamente independien-

tes, el proceso {n(t)|te[0,1)) es Gaussiano, y se concluye.

! 4

\
|

Pasemos ya @ deducir una conjetura sobre el comportamiento del desa-
rrollo de Karhunen-lodéve para grandes intervalos, que nos serviré para ca

racterizar de forma general la clase de procesos con densidad espectral -

racional. Para ellco definamos
2 2
X (I )=x (1)1 (151 4.4.5
3 2) J 2) ji 2 1) ( )
Se trata de probar que %iﬂLX§(12)=O uniformemente en j.
5 :

Sustituyendo Iji(IZ;Il) en (4.4.5) por su valor, tenemos:

2 T o  Tp Ty #4081 2
Xj(12)=xj(12)(I.Tloi(t;ll)Qj(t;Ia)dt)=(!_T21_T17%§?T:T—R(t,s)oi(t;Il)dtds)

(4.4.6)
donde suponemos continuas todas las funciones en sus respectivos intervalos,

con objeto de poder intercambiar integrales.

Notemos

T

1
m(s)=!_T

IR(t,s)Qi(t;Il)dt. Vse[-TZ.TZ] (4.4.7)

Como T2+°. la funcién m(s) esté definida en todo R. Por tanto, si

(Mj(lz))j N son los coeficientes de Fourier de m(s) respecto al sistema —
€

{Qi(t;lz)}icn, podemos expre;ar
¥ (1)

N J
xj(lz)- “3(12) (4.4.8)
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Sea Xt un proceso débilmente estacionario con densidad espectral S(v),

Yy supongamoOs qQue

B= sup S(v)<=
veR

. . 2 .. .
Consideremos una funcién fel” (== =) cuyos coef1c1entes‘d§ Fourier res
bt =

pecto aml sistema {Oj(t;Iz)]jCN son (fj(lz)]jtn. y sea T(v) su trahgformada

de Fourier.

Finalmente, sea O<L<B, y consideremos el conjunto de fndices
J(L)={§IL<xr (1)<B)
J 2=
y la regién
f(L)={v]L<S(v)<B)

La conjetura buscada es, entonces, la siguiente | 32)

Conjetura.- Sea £'(L)=Q(L)N{v|S(v)40}; entonces

2
£9(1,) .
3 2 T(v)
JET(L) A (1) Te= © “ar(L)  s(v) @ (4.4.9)
T2l T2

para todo L>0 tal que u(S(v)=L)=0, siendo ¥ la medida Lebesgue en R, y los

términos significativos finitos.

Esta conjetura es cierta para la covarianza (4.3.14). Adem8s, si la —
covarianza de un proceso es de clase Ll(-,-) y p(n(Ll)-ﬂ(Lz))-——> 0 cuan-
do L11L2 uniformemente en cualquier intervalo acotado lejano del origen, en

tonces la conjetura es una condicibn suficiente para probar que

2
lim X (I _)=0 uniformemente en j.
T »= 2

La caracterizacién buscada es la siguiente [32]:

Teorema 4.4.2.- Sea Xt un proceso con densidad espectral racional. Suponga-
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mos que verifica la conjetura, y ademfs que existe
[ ] a . 2,,2,.4
A )= (E[t (A )])-3 A ;A )<w
o, (A iA) j=o( ltj( k)] IEl(tj(Ak)) J1 )Iji( h k)

1 i A -S =|-S ,S ta <S . Entonces les
para cualesquiera h:[ h'sh] y A [ " k] les que Sh . n
variables del desarrollo de Karhunen-lLoéve del proceso, {tj(Ak))jCN, son
independientes para cada intervalo de una sucesién {[-S_,S. ]) corn Sk¢°,

: . . kK k° keN
si y solo si Xt es Gaussiano.

Observemos que las condiciones i) y ii) del teorema 4.3.5 pueden reem
plazarse, entonces,por la condicibn de tener X, -densidad espectral racio--

nal. Asi para demostrar el teorema 4.4.2 basta probar que lim X?(I )=0.

T »=
2
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APENDICE 1

EL DESARROLLO DE KARHUNEN-LOEVE PARA PROCESOS VECTOR-VALUADOS

Un proceso estocéstico vector-valuado es una {amj}ag uniparamétrica
,de vectores, cuyas componentes son procesos unidiménsiohalég‘definidos s0
‘bre el mismo espacio paramétrico que el proceso vectorial. El nimero de -
componentes de cada vector puede ser finito o infinito. Nosotros nos limi

taremos & estudiar el caso finito.

La razén fisica de tales procesos vector-valuados se halla en algu—
nos problemas de recepcién de sefiales, en los que conviene considerar va-

rias de ellas simulténeamente como si se tratase de una sola sefial con va

rias componentes.

El objetivo de este apéndice es estudiar el desarrollo de Karhunen-
Loéve para un proceso vector-valuado con dos componentes, siendo trivial
la extensibén de los resultados obtenidos a un proceso vectorial con un -

nimero finito de componentes mayor que dos.

(t)

X

1

Concretamente, sea {%ts(x (1) ltc[a,bi} un proceso vector-valuado de
2

‘segundo -orden, es decir:

1-:[|xt|2]=E[int]=E[lxl(t)121+}:[|x2(t)|2]<u #tc[a,b]

Supongamos que dicho proceso es centrado, y que sus componentes son & su -

vez procesosunidimensionales de segundo orden, que estén correlados, o sea:

E[X_(t)]

. 1 o —

E[X |= = y E[X_(t)X (t)]#o. ¥te[a,b]
t (E[Xz(t)]) o) 1 2

Notemos R (t,s) & la matriz de covarianza del proceso:
x
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E[X (£)X_(s)] E[X_(t)Xx _(8)}
Rx(t.s)z}:[xt{r]:( 1 2 2 2

E[Xz(t)xl(s)] E[Xz(t)xz(s)] Rzl(t.s) Rzz(t,s)

_(Rn(t's) Rlz(t.S))

(1.1)
Si Xl(t) y xz(t) fuesen incorrelados, tendriamos

Rlz(t,s)=R21(},s)=b
y la matriz de covarianza seria diagonal.

Para estudiar el desarrollo de Karhunen-lLoéve del citado proceso va-
mos a seguir dos caminos distintos. El primero va a consistir en construir
un espacio de Hilbert asociado al proceso bidimensional, sobre el que po-——

- dr& desarrollarse directamente; mientras que en el segundo vamos a basar—
nos en los desarrollos de Karhunen-Loéve de sus componentes, que como he--

mos indicado son procesos unidimensionales de segundo orden.

A) Desarrollo global del proceso.- Sea un proceso bidimensional de segundo

X_(t)
orden {th( 1 )l tc[a,bi}, y supongamos que es continuo en m.c., o sea:
X_(t)
2
im{E[ | X_ (t+h)-X (t)|2] E[|X_(t+h)=X (t)|2]}-0 (1.2)
P2 1 1 CELIR IR = y

Sea Hx el espacio formado por todas las combinaciones lineales fini—

tas del proceso, de la forma:
Y X (t))
1 .
2 - X_(t
2( i)
asf{ como los limites en m.c. de sucesiones de elementos del tipo (I.3).
- 2
Definimos en Hx un producto escalar de la forma
Y yA Y Z :
«Y2 2, =E[v,2 J+E[Y 2]} , v ) €H (1.4)

Z
2
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As{ se demuestra que Hz es un espacio de Hilbert separable, por lo que —
x

existiré una base ortonormal numerable
1
Z
7 & n
n (22)
n JneN

tal que el proceso puede representarse de la formag

| o
b

i X (6, 2}
Xt= E o (t)Z <==> ( ) = E o (t) ( ;) (1.5)
n=o n n xz(t) n=o n Zn

Las funciones ¢ (t) son contfnuas y linealmente independienrtes.
. n :

Asi mismo, podemos definir una norma a partir de (1.4), de la forma:

(

NG - maTgm L o)

(I.6)

Teniendo en cuenta la expresién (1.5), la matriz de covarianza del pro

ceso puede escribirse de la forma:

R(t,6)E[(To ()2 ) 5 ()2)]=F Fo (t)s (8)E[Z 2 -
X n=o n n m=o m m n=0 m=0 n m nm

oo E[Zi ii] | s[zi Zi]
= I Lo (t)om(s)(

Nn=0 M=0 n b1

=1 2 =2 )
E[z 2] E[Z Z)
(1.7)

Supongamos la siguiente hipStesis adicional:

r 1, O
E - = .
1z, 2= e, p= )+ e
0 2
1
siendo A >0 y 12>0.
n n

Asi (I1.7) se expresa de la forma:
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- )1 (o] .E- A o0 (t)O (S) 0
R (t.s): E o (t)o (S)( n 2)___(n—o nn n ., )
x n=o n n 0O A 0 I 20 (t)o (s)
n n=onn n
(1.9)

Observemos que al afiadir la hipéﬁesistkl,B),‘estamos restringiendo la
matriz de covarianza del proceso & ser diagonal. Sin embargo, la hipbtesis
(1.8) es necesaria para construir el desarrollo de Karhunen-Loéve, como =——

posteriormente veremos.

Supongamos as{ mismo, que el sistema {on(t))neN es ortonormal en |a,b),

es decir

% (t)o (t)dt=s (1.10)
an m n

o

Multiplicando entonces el primer y Gltimo miembro de (1.9) por om(s),

e integrando en [a,b] respecto a s, tenemos:

b 3 Aion(t)fzﬁn(S)Um(E)ds 0
IR (t,s)0 (5)d5=( - - — )=
a x m 0 ? 2% (£)/ (s)o_(s)as
n=onn an m
a o (t) 0 e
=( mom ) =( m )0 (t)
0 Azo (t) 0 12 =
- mm m (1.11)

O sea, bajo las hipbtesis (1.8) y (I1.10), las on(t) son las autofun—

ciones de la ecuacibn integral:

IZRx(t,s)o(s)ds=(A)¢(t) , Wwtela,b] (1.12)

siendo (A) una matriz diagonal real positiva.

Pasemos entonces a establecer el desarrollo de Karhunen-lLoéve para —

procesos vector-valuados.
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(t)
Teorema 1.1.- Sea E(: )Itc[a,b] un proceso vector-valuado, centrado,
(t)

de segundo orden, y contfnuc en m.c., Yy supongamos Que se verifica (I.8).
Entonces si(& (t)) neN es un sistema ortonormal de autofunciones de la ——-
ecuacibn integral (1.12), asociado al shstema de autovalores matr1c1ales

\
{(A )} nen’ el proceso vectorial puede representarse de la forma

X (t)) N y
xts (Xz(t) = lim ngo(an) ¢n(t)13n (1.13)

siendo dicho limite en m.c., y uniformemente ¥tela, bj, y donde (B }n N
€
es una sucesién de variables aleatorias vectoriales cuasi-ortonormales, de

la forma:

b———

B =(A) I Q (t)X dt en m.c. (1.14)
n n

Y reciprocamente.

Demostracidén: Empecemos demostrando el caracter ortogonal de las B
n

x ,(t)dt
X (%)

)b’T) X (t))dt‘( )

.r ¢ (t)x (t)dt

y |
o N
o
‘iﬁlu

:%I
=5\

Por tanto

be (s)x (s)ds
am

-

-

[

E[B B ]-E[( J ¢ (t)X (t)at —fb¢ (t)X (t)dt)
1( Ve (

n - !2¢ (8)X,(e)as

s"l
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e ——%Pr (t,8)¢ (5)¢ (t)dtdse
l/A_ Al g a 11 m n
n m

——

(t s)¢ (s)o (t)dtds=
fﬂ

Al 12 | co

m m
= é + =¢ +6 =286
M n,m ]/AZ A2 n,m n,m n,m n,m
nm n m

Pasemos ya a demostrar el teorema. Para ello evaluemos las expresio—-

nes

T Y T Y— T Y Yo
E[X (s ) ], E[Bn<An)4xt] y E[B(a) (Am)éﬁm]-

j’!bo (81X (s)as

E[X (A )XB ]-E[(V/F; (t), v/—% (t))( )]=
J 2t (s)x( )d
.‘/A' 8 S

n

b b 1l 2
=IaRn(t,s)on(S)dSHaRzz(t,S)Qn(s)dsﬂnon(t)ﬂnon(t) .

T Y T } c
E[Bn(An)éxt]=E[xt(An)A‘€]=x ¢ (D)naie (1)

WE o ‘
n m B]=
0 'Vf%ﬁ?g) m

n m

8w

E[B" (s )%(n )4§_j=E[BT(
n n m m n

l1 b Pramrad
‘/A.,r Qm(s)xl(s)ds
-s((v/—} I (t)X (t)dt v/_} a*n ()X (t)dt)( N )]=

‘/5! ¢ (s)X (s)ds

bb — bb —_—
=JaJaR11(t,s)om(s)on(t)dtds+!aIaR22(t,s)om(s)on(t)dtds=

1 2
=2 ¢ +A 6
L m,n MW mn
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Por tanto, tenemos:

Elix - ¥ ()% (0B 1Zel(- ¥ o T yHE - Y e moe ).
t n=0 n n n t n=on n n t m=om m m
=£[x X ]- § o¢ (t)E[X (A )8 ]— § otn (t)ElB (A ) ]+

« 3 ¥ o (e oEis’a k0% - o
n=0 m=0 n m nn’ mom ‘:

1

¥alie ()2
_ ¥ )< -
Rp (B teR,(t,0)= 1 a0 e (1)]

If M2

2 2 N 1 2
fe ()] -2 27 |e (1)) -
n=0on n n=ocn n

_§a2 A |¢ (t)l + § A Io (t)l Azlo (t)l2=
n=0 n=0n n

={R__(t,t)= § AIIO (t)|2}+{R (t,t)- 1210 (t)lz} {(1.15)
11 n=on n 22 n=on n

Observemos ahora que tanto Rll(t,s) como R22(t,s) son funciones contf-

nuas, pues son las covarianzas de dos procesos unidimensionales continuos -
en m.c. Por tanto para ambas se verifica el teorema de Mercer, y asi, cuan-

do N+=, la expresibn (1.15) tiende hacia cero uniformemente, y se tiene en-

tonces (1.13).

El reciproco se demuestra trivialmente.

B) Desarrollo del proceso componente a componente.~ Vamos a obtener ahora -

€l desarrollo de Karhunen-Loéve del proceso

iXt [(x (t)) | cela, b)}

x (t)
baséndonos en los de sus componentes, que hemos supuesto correladas.

Como xl(t) y Xz(t) son componentes de un mismo proceso (por ejemplo, -
varios mensajes enviados simulténeamente), podemos suponer que son del mis-
mo tipo, aunque no iguales, y asfi los espacios de Hilbert que generan son -

idénticos, por lo que ambos pueden desarrollarse en funcibn de una misma ba

se ortonormal completa {Z ) . Asfi tenemos:
n neN



« ]
X (t)=T o (t)2
1 n=o n n

- 2
X (t)=I o0 (t)2z
2 n=o n n
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X_(t)

()

xz(t)

1 . -
lo_ (t)=E{X_(1)Z |

2 -
lon(t)=£[x2(t)zn]

ol(t)
n

Por tanto, la matriz de covarianza se expresa:

— -
Rx(t,s)=E[Xthj=E[ {n};o(

T ol(t)o(s) T
n

_=on
= . 2

T ol(t)oi(s) To
on n =

(t

(t

ﬁNSH

o (t)el(s) o
m

62 ()0’ (8)
m

Cem—

n=o

= BN,V e B o

n=o0

Supongamos que:

J (O (t)'o (t))(

As{ tenemos:

J R (t,s) (

o (S)

° (s)

o (t)

o (t)
m

) <2

)

)

) Z 10 T (01(8),0°(s))Z 1)=
n m=0 m m m

i(t)o:(s)) _
E[z Z )=
2(t)02(s) n m
n m

(t)o(s)

n
(t)o (s)

n

[l

o]
0

unl

l
n
2
°n

o (t)o (s)
n

(t)ol(s)
n

[ ]
i
n=

H ol(t)oz(S)
n=o n n

2 2

c (t)o_(8)
on n

==>

(1.16)

(1.17)

-) dt=r (ol (£)o > (t)+0-(t)o2(t) jdter &
a n m n m nn

(1.18)

)

BNBH

(s)
) ds

(s)



- 167 -

1 b 1
T o7 (t)/s ol(s)ol(s)ds+o (t)lboz(s)oz(s)ds)
(n:o n an m n an m
- b— e =
I [02(1) % ()0 (5)dse02(t) %02 (8)02(5) ds)
n=0 n an m n an m
1 1
(t) (t)
m m m o
= > = An | 2"“\ ) \ b v
t \
m m(t) m( ) 1 (1.19)
n('c)
Por tanto, los vectores ( > son les autofunciones vectoriales de
(t)
n
la ecuacidn integral:
b
JaRx(t,s)!’(s)ds=A!’(t). Vic|a,b] (1.20)

E]l desarrollo de Karhunen-lodve puede enunciarse ahora de la forma si

guiente
X (t)
Jeorema 1.2.- Sea {j ( tc[a,b{] un procesc vector-valuado,cen—
x (t)
trado, de segundo orden, y contfnuo en m.c. Entonces si (Yn(t)] N €5 un -
ne

sistema ortonormal de autofunciones vectoriales de la ecuacidn integral —

(1.20), asociado al sistema escalar de autovalores {xn)n N’ el proceso vec
€

torial puede representarse de la forma:

X (t)

X = ( ) = Aim nxo/'v (t)b (1.21)
+> N=
X (t)
siendo dicho limite en m.c., y uniformemente ¥te[a,b], y donde {bn}n N es
€

una sucesibn de variables aleatorias escalares ortonormales, de la forma:

1
bn- /T (t)x dt en m.c. . (1.22)

Y reciprocamente.
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pemostraciébn: Comencemos probando la ortonormalidad de las variables bn

T 2 b T b
E[bn bm]=}:[(” Ia!n(t)xtdt)(” 5 X

n m

n 9

Y (s)ds) )=
m

——— l ———
bbb T m
= ﬁn/._mf Jy (t)R (t, s)? (s)dtds= ',-',_ ! !’ (t)? (t)dt=

'\.v“v‘A \ \yx\
[N O m

= é =6 . i
/A Y/X n,m n,m \
n m -

e—

Pasemos ya a demostrar el teorema. Para ello evaluemos E[X‘t bnj y

E[b X ]j.
[ n t]
Observemos que a partir de (I.22), se tiene:

X (t)
1 1

b= a(¢n(t) e (t))( )dt— R (s° ¢ (t)x (t)ates® o 2(1)x NELD

n X (t) n

Asi es:

— 1 b 1 b 2
E[x (t)b ]= /;Tnl’aRn(t's)"n(S)ds*"aRlz(t’s)“’n(s)ds]=

2 1 1
=7 xnon(t)ﬁnon(t)

n

ya que a partir de (1.20). se verifica

1

fb (Rn(t,s) Rlz(t'S)) (0 (s)) s ( ¢
a . B 2
é(s) o

Ral(t.s) R22(t.5)

b h | b 2l 1
—=>(! Rn(t,s)on(s)ds+J'aR12(t,s)¢n(s)ds i ( n n(t))
. 1 b 2 - 2

J Rzl(t.S)on(S)dS+JaR22(t.s)¢n(s)ds n n(t)

Anélogamente se tiene:

— 1 b 1 b 2 I S 2
E[xz(t)bn]' /*; [IaRZI(t.S)¢n(s)GS+IER22(t.S)¢n(S)dS]- /xhhnon(t)=/7;on(t)-



- 169 -

Por tanto:

T— — — 1 2
1-:[)4,c bn]=E[(X1(t)bn. xz(t)bn)]=(v’1'non(t). /Tnon(t))

y anélogamente:

E[b X J=E[X_ b J=(/% ¢ (1), /% ¢“(t))
n t t n nn nn .
\ ‘\“‘,, D \“ .
con lo que se verifica: \

1
_— ¢ (t)
E[X] b J¥ (0)=(/T ¢ (t),/% 02(1:))(-—“— /% 12 ()12 162 (1))2
t n°n nn nn e2(1) n n n n
n

.!T(t)}:[b 3(_]=E[xT ?]v (t)="2 |ol(t)|2+.’i’ |02(t)12
n n t t n'n n n n n
En definitiva tenemos:
ELIX - % /Ay (o 121el - Y v T o v ¥ /3 S (t)b )]=
tn=0 nn n tn=o nn n tm=0 mm m
T— N T — N T —_—
=E[Xt xtj-mﬁoﬁmr:[xt bm]Ym(t)-ng:__o/A—n!n(t)E[bn X |+
2 Y AT OFb b )=
n=0 m=0o n mn m n m
2 2. N 1 2 2 2
=E[|X1(t)| ]+£[|x2(t)| ]-mionm(/rmum(m +/A_m|0m(t)| )-
N N
= I /T 1o (015 10200194 Y a6l 21620 13)-
n=0 n n n n n n=0 n n n

N 1 2 N 2 2
={Rll(t,t)—n§__oxn|on(t)l }+{R22(t,t)-n£oxn|on(t)| } (1.23)

Asi aplicando el teorema de Mercer a Rll(t's) y R22(t's) se verifica

que la expresién (1.23) tiende a cero uniformemente cuando N+w, y Se con-

cluye (1.21).
La demostracibn reciproca es trivial.

C) Conclusibén.- Tanto el procedimiento A como el B ge basan en que las -
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componentes del proceso vectorial son & su vez procesos unidimensionales

contfinuos en m.c,

El procedimiento A es més intuitivo que el B, pues repite el razona-
miento realizado en el capitulo 1 para desarrollar un proceso unidimensio
nal, pero trasladado a vectores. A través de A se llega & una ecuacibn in
tegral con autovaioréé matriciales y autofunciones escalares. Sin\emgé;go

para que el desarrollo obtenido sea tratable mateméticamente; hay que im-

poner una restriccién muy fuerte, la (1.8), que reduce la matriz de cova-

rienza a una matriz diagonal.

El método B conduce & uia ecuacibén integral con autovalores escala—
res y autofunciones vectoriales, y si bien, parte de que los espacios de
Hilbert asociados & ambas componentes son idénticos, el algoritmo que em-

plea es mucho més l6gico y directo, que el utilizado en A.
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_APENDICE 11

EL DESARROLLO DE KARHUNEN-LOEVE PARA CAMPOS ALEATORIOS

Vo
1

R . I P < as .
Un proceso=estocést1co Cuyo espacio paramétrico sea multidimensional,
\ i

\

se denomina campo aleatorio. Los campos aleatorios més simples son agque—

- > - - n
llos cuyos espacios paramétricos son subconjuntos de R , o sea, son de la

forma:

] n
x LK N ] I .0 R
{ (t,,t .....tn)'(tl't veeert JeI I x...xICR)

La definicién de esperanza se exfiende inmediatamente a campos alea~
torios, sin mas que considerar la medida de probabilidad sobre el corres-
pondiente espacio probabilistico; y en general, pueden extenderse sin di-
ficultad todas las definiciones y propiedades de los procesos estoc&sti—

cos que no dependan del hecho de ser unidimensional su espacio paramétri-

CO.

Observemos, por tanto, que el casoc débilmente estacionario no puede
trasladarse de forma tan triviel, ya que en campos aleatorios pueden exis

tir transformaciones paramétricas, distintas de las traslaciones, que pre

4

serven la distancia entre los argumentos de la funcidn de covarianza del

canpo aleatorio. De tal forma surgen los llamados campos isotrdpicos ho--

mogéneos [48].

El objetivo de este apéndice es estudiar el desarrollo de Karhunen-
Loéve para un campo aleatorio general de segundo orden. Ademas, nos limi-

taremos al caso de que el campo aleatorio sea bidimensional, es decir, de

la forma {X(t . )I(tl.tz):[a,b] x [c,d]} , y supondremos que es centrado,
1’72

y contfinuo en media cuadrética.

Su funcibén de covarianza se define de la forma:



R(t yt_is_,8_)=E[X X |
2 (tl,tz) (sl,sz) (11.1)

2 1

Al igual que para procesos estochsticos, para deducir el desarrollo de Kg
rhunen-Loéve de un campo aleatorio, comenzamos construyendo un espacio de

Hilbert Hx sobre el que desarrollar el campo. Los elementos de H serén
2 \ -‘ ‘l.‘ . \
de la forma ‘ L ' -

i
\ \
i

y=,9 oX . (11.2)
1=1 (t t )

o bien, 1fmites en m.c. de sucesiones de elementos del tipo (11.2)

En Hx se define el producto escalar
2

<y|z>=E[Y Z], W,ZeH (11.3)

2
con el que se demuestra que es un espacio de Hilbert separable. De tal —
forma, existird una base ortonormal numerable {Z } de H

de manera -

x
. 2
que el campo aleatorio podra representarse de la forma:

(tl,tz)znj

(t t )—n_ o (t.t.)2 lo (t .t )=E[X
(11.4)

Las funciones on(tl.tz) son continuas y linealmente independientes.
Asi mismo, & partir de (11.3) definimos la norma:

LY =/<YTY> = /Ellvl VY:HX (11.5)

2

La funcibn de covarianza del campo podri expresarse entonces de la —
forma

R(tl,t2;51,52)=E[(nﬁoon(tl.tz)zn)(mgoom(s y8_)2 )]=

- S ——————————— -
= t =
nZo m§o°n( l.tz)om(sl.sz)E[Zn'I;] nioon(tl,tz)o (s_,5_)

(11.6)



ya que el sistema {2 ) es ortonormal.
n neN

Observemos que esta serie (11.6) es convergente, como puede deducir-
se repitiendo el razonamiento realizado en (1.2.21), ya que las desigual-
dades de Schwartz y de Bessel se siguen verificando para funciones de dos
variables.

[ A
\ L

{
\

Supongamos que las funciones {o (t yt )} son ortogonalec dos @ -
' n 1 2 neN :

dos, es decir:

b d ————————
JJ t t )3t _at =) ¢
a com( l'tz)on(tl' 2) ld 2 nm,n

(11.7)
Multiplicando entonces el primer y Gltimo miembro de (11.6) por © (sl.s ),
m

e integrando en [a,b] x [c,d] respecto a (sl.sz). tenemos

b.d - b g———
I J 16, =1 , JJ .
o R(tyrt,i)08, )0 (5),8 )ds ds = T o (t 8 g onte s e (s 08,)

1
L]
- ds = I t ,t ) ¢ =2 o (t ,t 11.8
mﬁ 2nw%§1'2)nmm m%( 'g ( )
Es decir, bajo la hipdtesis (I1I1.7), las funciones {on(t »t )}n:N son las

autofunciones de una ecuacién integral del tipo:

JJR ; , =)
. (t1 t2 sl,sz)o(s s )ds ds Q(tl,tz)

(11.9)

Baséndonos en todo este razonamiento, podemos enunciar un resultado

andlogo al del teorema 1.2.3, pero aplicado a campos aleatorios. Tal re—

sultado es el siguiente:

Teorema II1.1.- Sea {X(t t )I(t t )c[a b] x [c,d]) un campo aleatorio -

de segundo orden (E[I)((t £ ) ] =), contfnuo en m.c.
1’72

2
i E X =X = 3 3 -
(ﬁ1n [ (t +h,t2+k) (tl't )I l 0), y con.fu§c16n de covarjanza
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R(t ,t 5 .s ). Entonces, si {¢ (t_,t.))
1 2 1 n

autofunc;ones de le ecuacibn integrel (11.9), asociado al sistema de auto

neN es un sistema ortonormal de -
€

valores {a } N’ el campo mleatorio puede representarse de le forma:
n ne

)=k1m z .fn (t .t )b (11.10)

+® N=0

Yo
.‘l i v

siendo dicho limite en m.c., y uniformemente W¥(t_,t )e|e,b) x le,d), y =

donde (bn)n N es una sucesibn de variables aleatorias ortonormales dé la ~
[ 4

forma:

i1 b d—m
b x - ®
n /T r—at ) I on(t t ) (t t )dt dt en m.c
(11.11)
Y reciprocamente.
Demostracidn: Comencemos probando que el sistema de variables {b }n N de-
€
finidas en (JI1.11), es ortonormal.
E b b =E ——-I I t t X dt at ) {"— I I s X ds_ds =
[ ] [( n ¢n( ) (t ¢ ) )\/_. o ( 1'%, ) (51.52) 1 2)]

1 bdb d

— st 5., t dt_dt =
A_n”mi 5 J .r R(t1 t2 5, sz)o (s ,s )¢ (t ) 1 2dsld52

]

A
= JT;/TgIaJ A ot (t ,t )¢ (t t )dt dt2 /_./_. m n 6m n

(11.12)

Luego efectivamente {b } es ortonormal.
n neN

Pasemos a& demostrar (I1.10). Para ello evaluemos préviamente las expre-

siones E[X(t t ) ] y E[b X(t t )]

1’

—_ b
E[X (t 't )b 1= a R(t 't 38 45 )0 (S s, )ds ds —/_'o (t 't )

1
5y 1* 72" 2
n



- 175 -

E[bnx(t ,t )]=E[x(t ,t )E;]=/xg¢n(t1’t2)'
1’72 1’72

Asi tenemos:

2
E[|X (t t )— z /‘;¢ (t 't )b N 1=

z /“¢ (t ,t >b ) (X /‘ o (t ,t2)bm)]=

=E[(x t 't ) n (t ,t ) mZo 1

=R(t tyit t ) - p /X n® (tl,tZ)E[X

b 1-
1’ 2" m=o (tl’t2) m]

N N Y Fa——
_nio/ik¢n(tl’t2)E[an(tl’t2)]+nzo mzo/_-/_ ¢ (t ' )¢ (t 't )E[b oy ]=

=R(t_,t ;t_,t )- § A (t t\)‘ (t ,t ) § (t ,t)e (t ,t )+
1772 "1 o o et T Ty 1’2 Tk ntn ' by 2% 40

+ ? A (t.,t)e (t t )=R(t_,t _;t_,t )- N (t ,t) 2
nZo*n®n 'y’ 2%\t 1’2’12 n— |¢n 1’72 '

y esta expresidén tiende a cero uniformemente cuando N+w, ya que al ser ———
R(.,.;-,-) un operador compacto, se verifica el teorema de Mercer generali-
p ’

zado, a saber:

N ————————
R(t_,t 1i t ,t
(T8, )=im 3 X o (t,, oo, (s,.5,)

uniformemente ¥(tl,t2),(sl,s2)g[a,b] x [c,d] . Asi se concluye (II.10) .

El reciproco se demuestra de forma trivial.

El teorema II.l se generaliza inmediatamente a campos aleatorios multi-

dimensionales.

Queda, sin embargo, abierto el problema de estudiar el desarrollo de Ka
rhunen-Loéve para campos aleatorios débilmente estacionarios, teniendo en —

cuenta las consideraciones préviamente realizadas.
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