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[RNTRODUCCTOH

La idea expuesta por C. Ehresmann en 1950, segur la cual
sobre una variedad diferenciable de dimensidn adecuada pueden ser
definidas cierto tipo de estructuras geométricas con sdlo dotar
a dicha variedad de un fibrado adecuado subordinado al fibrado
tangente, es basica para el desarrollo actual de la Geometria
Diferencial. En efecto, C. Ehresmann adelanta en ella el impor-
tante concepto de G-estructura sobre una variedad diferenciable,
concepto que serila formalmente definido por 5.5. Cnern en 1953,
al cual se puede considerar como el auténtico lmpulsor de 1la
Geometria Diferencial global.

El objetivo principal de la presente memoria es estudiar
una cierta G-estructura de una variedad diferenciable, centran-
do el problema en un aspecto particular de la misma. Concreta-
mente, nos interesamos, en primer lugar, en el estudio de los
llamados invariantes de tipo algebraico (tensor de Ricci y curva-
tura) de la G-estructura, para, en funcidn de dichos invariantes,
obtener informacidn global sobre la misma Y, a la vez, tratar de
identificar algin elemento caracteristico de 1la geometria de di-
cha G-estructura.

Por otro lado, un buen conocimiento de 1la G-estructura en 1la
linea anteriormente citada facilita el estudio de las subvarie-
dades que admite dicha G-estructura. Como se veréd, la G-estruc-
tura que en esta memoria se va a considerar impone fuertes res-
tricciones sobre la geometria de sus subvariedades naturales,
hasta el extremo de que el estudio de las mismas resulta trivial

desde ciertos puntos de vista. Precisamente esas restricciones,



mediante el uso de una técniéaadecuada, pernmiten obtener una
importante informacién acerca de la geometria de una cierta fa-
milia de subvariedades en los espacios modelo de esta G-estruc-
tura.

Es conocido que una G-estructura sobre una variedad dife-
renciable M de dimensién n es dar una reduccidén del grupo es-
tructural del fibrado de las referencias lineales sobre M, L(HM),
al subgrupo de Lie G de GL(n,R). Asi, por ejemplo, si Gzos(n),
una 0°(n)-estructura sobre M es equivalente a dar una métrica
pseudo-Riemanniana de indice s sobre M. Si G=GL(n,C), conside-
rado como subgrupo de GL(n,R), dar una GL(n,C)-estructura sobre
una variedad diferenciable M, de dimensidn 2n, es equivalente a
considerar una estructura casi-compleja sobre ii.

La definicidn que C. Ehresmann dio en 1950 de estructura
casi-cuaternidénica sobre una variedad diferenciable W, que con-—
siste en la existencia sobre M de tres campos globales de tenso-
res de tipo (1,1) I,J,K verificando las mismas propiedades que
las unidades del &lgebra de los cuaternios, es decir, I=J“=K"=
-Id., IJ=-JI=K, etc., fuerza a que la dimensidén de M sea malti-
plo de cuatro, y equivale a dar una GL(n,Q)-estructura sobre M,
considerando GL(n,Q) como subgrupo de GL(4n,R). El propio C.
Ehresmann ya sefialé que, en este caso, la variedad M es local-
mente afin y, por tanto, trivial en cierto sentido, (ver [15]).

Es conocido, sin embargo, que el espacio proyectivo cuater-—.
nidénico no admite ninguna estructura casi-compleja y, por tanto,
no puede admitir ninguna casi-cuaternidnica en el sentido de
C. Ehresmann.

Si (M,g) es una variedad pseudo-Riemanniana, es decir, una

variedad diferenciable M dotada de una OS(n)—estructura, es



sabido que M. Berger en 1955 estudid qué grupos son admisibles
como grupos de holonomia por dicha variedad. Entre ellos se en-
cuentran 1o0s grupos Sps(n) y Sps(n).Sp(1):Sps(n)xSp(1)/{t1}.

Asi pues, el primer objetivo de la presente memoria es el es-—
tudio geométrico, en el sentido anteriormente expuesto, de las
Sps(n).Sp(1)—estructuras sobre una variedad diferenciable.

Hasta ahora, diversos autores han estudiado, en distintas
direcciones, las Sp(n).Sp(1)-estructuras sobre una variedad di-
ferenciable M. Asi, E. Martinelli, en 1959, prueba que al espa-
cio proyectivo cuaternidnico se 1le puede dotar de una estructura
de variedad diferenciable que no es localmente afin Y que puede
ser dotado de una métrica de forma que la estructura resultante
se ajusta en realidad a una Sp(n).Sp(1)-estructura y que é1
llama estiructura casi-hermitica cuaternidnica generalizada, sobre
la cual obtiene algunos resultados interesantes que ya seflalan
diferencias esenciales entre la geometria de las Sp(n).Sp(1)-
estructuras y las U(n)-estructuras (ver [31},[32] y [33]).

E. Bonan en 1967, en su tesis dedicada a estudiar diversas
G-estructuras de tipo cuaternidnico, define 1o que llama varie-
dad casi cuaternal: "Sea M una variedad diferenciable de dimen-
sién n y Q(M) un espacio fibrado localmente trivial definido
sobre M, de fibra tipo el &lgebra Q de 1los cuaternios, cén gfupo'
eéstructural isomorfo a SO(3); entonces una estructura casi cua-—
ternal sobre M es dar un campo global R sobre M, que asocia a
cada punto XeM una representacién efectiva R, de la fibra sobre
x en Q(M) en la fibra sobre x en TM. Se sigue de forma inmediata
que en estas condiciones n=4m".

Es de especial interés, para un posterior desarrollo ten-

sorial de la geometria de dichas variedades, el siguiente resul-



tado de E. Bonan:

wLa variedad diferenciable M es casi cuaternal si y sblo si
existe un recubrimiento de M por abiertos U,V,... cada uno de
los cuales es una variedad casi-cuaternidénica en el ‘sentido de
C. Ehresmann. Ademas, si IU,JU,KU e IV,jV,KV son 10S correspon-—
dientes campos de tensores sobre Uy Vv, para todo punto xeU N V#4,
las algebras que engendran IU,JU,KU e IV,JV,KV coinciden'.

También E. Bonan define el concepto de estructura casi-
hermitial como una estructura riemanniana sobre una variedad
casi cuaternal invariante por las estructuras casi-cuaternidni-
cas. Y demuestra que dar una estructura casi hermitial sobre
M equivale a dar una Sp(m).sp(1)-estructura (ver [61).

Entre otros autores que han estudiado este tipo de geome-
tria, utilizando distintas técnicas, en afios posteriores, cabe
citar a V.Y. Kraines,[26], A. Gray,[19], v D.V. Alekseevskii,
1]y [2]).

En 1974 S. Ishihara traduce la definicidén de variedad casi
hermitial de E. Bonan a un lenguaje tensorial que le permite
obtener, de forma sensiblemente mas simple, importantes resul-
tados ya obtenidos con técnicas mucho més sofisticadas por
D.V. Alekseevskii ([11]). Ademés, da el nombre de variedades Kaeh-
lerianas cuaternidnicas a dichas variedades, denominacidn actual-
mente utilizada, ([23]).

Precisamente, nuestraMdefinicién de las variedades cuya
geometria es el objeto de estudio de la presente memoria, va a
estar motivada en el tratamiento que da S. Ishihara a las
‘Sp(m).Sp(1)-estructuras.

‘Asi, en el Capitulo I, se da la definicidén de variedad

Kaehleriana cuaternidénica de indice 4s, como una variedad pseudo-
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Riemanniana (M,g) con métrica g de indice t sobre la que esta de-
finido un fibrado tensorial de dimensidn tres, V, de tensores de
tipo (1,1), con base local de estructuras casi hermiticas I,J,K
verificando las siguientes condiciones: “

a) IJ==JI=K

b) Para toda seccién cruzada ¢ de V y todo campo de vectores
X sobre M, vx¢ es otra seccidn cruzada de V, donde vy denota la
diferenciacién covariante asociada a la conexién de Levi-Civita
de (M,gqg).

La condicidén b) es equivalente a la condicidn

b') oI = r(X)J - qg(X)K

X
VXJ = -r(X)I + p(X)K

vy K g(X)I - p(xX)J
donde p,q y r son 1-formas locales sobre M y X un campo de vecto-
res arbitrario sobre M.

Obsérvese que, de la definicidn anterior, se deduce que el
indice t de g debe ser un miltiplo de cuatro, t=4s, Y que cuando
t=0 se tienen las variedades Kaehlerianas cuaternidnicas defini-
das por S. Ishihara. Asimismo, un proceso analogo al utilizado
por E. Bonan prueba la equivalencia de dicha definicién con la
existencia de una Sps(m).Sp(1)—estructura sobre M.

En el caso de admitir el fibrado V una bace global de es-
tructuras casi hermiticas, la geometria resultante es trivial,
caso que corresponde a las Sps(m)—estructuras sobre M.

Teniendo en cuenta el importante resultado obtenido para
variedades Kaehlerianas cuaterniénicas, segin el cual, si su
dimensidn es > 8, todas son espacios Einstein, el Capitulo I esté

dedicado al estudio del tensor de Ricci de una variedad Kaehle-



riana cuaternidénica de indice 4s.

A partir de la definicién de dichas variedades, se estudia
la relacidn del tensor de curvatura con las bases locales (I,J,K
de V, obteniéndose tres 2-formas locales sobre 1, eXpresables
en funcién de las 1-formas locales p,q y r. Estas 2-formas estéan
intimamente relacionadas con el tensor de Ricci de la variedad
y permiten demostrar que este es paralelo.

Dicho paralelismo y la generalizacidén hecha por H. Wu del
Teorema de descomposicidn de de Rham para el caso pseudo-Rieman-—
niano, (47], permiten demostrar el siguiente resultado fundamen-—
tal de este Capitulo:

- TEOREMA.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidénica de indice
4s y dimensidn > 8. Entonces M es un espacio kinstein.

En el Capitulo II se estudia la curvatura de una variedad
Kaehleriana cuaternidnica de indice 4s. En este sentido, cabe
resaltar la existencia de secciones que, en cilerto modo, son ca-
racteristicas de dicha geometria y tales que el conocimiento de
la curvatura sobre ellas permite obtener informacidn acerca del
comportamiento de la curvatura sobre la variedad. Asi, dado
XeTpM y una base local {I,J,K} de V en p, los vectores X,IX,JX
¥y KX generan un subespacio de dimensidén 4 de TpM que se puede con-
siderar adaptado a la geometria de M, pues es invariante por V.
La curvatura seccional para cualquier seccidn no degenerada de
dimensidén dos de dicho subespacio se llama curvatura seccional
cuaternidnica y las variedades sobre las cuales esta es constan-
te son destacables en esta geometria.

El Capitulo se inicia dando una caracterizacidn del tensor

de curvatura de una variedad Kaehleriana cuaternidnica de indice



4s y de curvatura seccional cuaternidnica constante, si su dimen—
sidén es > 8, expresédndose dicho tensor de curvatura en funcidn de
la métrica y de las bases locales {I,J,K} de V.

A continuacidén se construye el espacio proyectivo cuaternid—
nico QPQ de indice 4s Yy se calcula su tensor de curvatura, obte-
niéndose un ejemplo de variedad Kaehleriana cuaternidnica de in-
dice 4s y curvatura seccional cuaternidnica constante positiva.
El espacio hiperbdlico cuaternidénico de indice 43, QHZ, se obtie-
ne a partir de Qanl_S tomando la métrica opuesta de 1la obtenida
sobre QPg_S, siendo un ejemplo de variedad Kaehleriana cuater-
niénica de indice 4s Y curvatura seccional cuaternidnica constan—
te negativa. Por Ultimo, se obtiene que Qg €s una variedad Kaeh-
leriana cuaternidnica de indice 4s Y curvatura seccional cuater-—
nidénica constante nula.

Estos espacios son los espacios modelos de la familia de va-
riedades Kaehlerianas cuaterniénicas de indice 4s y curvatura
secciona} cuaternidnica constante que verifican ciertas condi-
ciones topoldgicas y, debido a la importancia de dichos espacios,
el resto del Capitulo esti dedicado a obtener condiciones sufi-
cientes para que una variedad Kaehleriana cuaternidnica de indi-
ce 4s tenga dicha propiedad.

En este sentido, cabe destacar la existencia de las llamadas
secciones totalmente reales, ya que si la curvatura seccional
sobre ellas es constante, entonces es también constante la curva-
tura seccional cuaternidnica.

Por Gltimo, cabe destacar que si 0O<4s<dim M, las curvaturas
seccionales cuaternidnicas y totalmente reales tienen un Ccompor-

tamiento especial, el cual marca diferencias importantes con el
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caso de indice 4s=0. Asimismo, la anulacién de la curvatura 50D
ciertas secciones degeneradas da una condicidn suficiente para la
constancia de la curvatura seccional cuaterniénica.

Como se ha visto en el Capitulo II, la curvatura seccional
cuaterniénica de una variedad Kaehleriana cuaternidnica de indice
4s, sl1 es constante, determina completamente la curvatura de di-
cha variedad. Por otro lado, es bien conoclido gue la curvatura
seccional de una variedad de Riemann determina completamente 1la
curvatura de la variedad. La primera parte del Capitulo III esta
dedicada a probar si la curvatura seccional cuaterniénicg de una
variedad Kaehleriana cuaternidnica determina completamente su
curvatura.

En efecto, en 52 de dicho Capitulo, se prueba que la curvatu-
ra seccional cuaternidnica de una variedad Kaehleriana cuaternid-
nica determina, algebraicamente, la curvatura seccional de 1la
misma y, en consecuencia, por el resultado anterior de geometria
de Riemann, determina la curvatura de dicha variedad.

Este hecho hace pensar que la curvatura seccional cuaternié-—
nica pueda ser el elemento caracteristico anteriormente citado.

R.S. Kulkarni en 1970 plantea el problema de dar una especie
de reciproco al clisico Teorema Egregium de Gauss, en el sentido
siguiente: ¢La curvatura seccional de una variedad de Riemann
puede determinar completamente la geometria de la misma? En esta
linea demuestra el siguiente Teorema, [27],: "Sean M y M' dos
variedades de Riemann y f un difeomorfismo entre ellas que con-
serva las curvaturas seccionales. Si din1byi4, entonces, o bien
M y M' son de curvatura seccional constante y, por tanto, local-

mente isométricas, o f es una isometria".



El mismo R.S. Kulkarni, en 1974,[ 28], demuestra que la cur-
vatura seccional holomorfa de una variedad Kaehleriana caracteri-
za su geometria, en el sentido anterior.

La Gltima parte del Capitulo III se dedica a probar que,
efectivamente, la curvatura seccional cuaternidnica es el elemen-
to caracteristico de la geometria Kaehleriana cuaternidnica. Con-
Cretamente, se prueba el siguiente:

TEOREMA.- Sean M y M dos variedades Kaehlerianas cuaternidnicas
y f un difeomorfismo entre ellas que conserva las curvaturas
seccionales cuaternidnicas. Si la dimensién de M es > 8, entonces:

1) Las curvaturas seccionales cuaternidnicas de M y M son
constantes, y, por tanto, M y M son localmente isométricas, 6

2) f es una isometria.

La formulacidn anterior en términos de aplicaciones que
conservan la curvatura seccional cuaternidnica es un tipo de for-
mulacién del llamado "problema de equivalencia para este tipo
de G-estructuras. El planteamiento general de dicho problema es
debido a E. Cartan, (ver [24]).

Obsérvese que el resultado anteriormente expuesto es vAali-
do, trivialmente, en el caso de dimensidn 4. )

Aunque a lo largo de dicho Capitulo el indice que se ha con-
siderado es 0, los resultados obtenidos son vélidos también para
variedades Kaehlerianas cuaternidnicas de indice estrictamente poO-
sitivo, si bien no han sido expuestos en la presente memoria.

El conocimiento de la G-estructura, al nivel hasta aqui
desarrollado, permite, en principio, empezar a abordar el estu-
dio de sus subvariedades.

Es conocida la importancia fundamental que tiene para el

estudio de la teoria de subvariedades el conocimiento de 1la segun-
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da forma fundamental de la inmersién. Fn este sentido, la no ne-
cesaria diagonalizacidn de la misma, en el caso de que la varie-—
dad ambiente esté dotada de una métrica pseudo-RkRiemanniana, atia-
de nuevos elementos de dificultad a su estudio, por lo que, has-—
ta ahora, sélo se han podido obtener resultados demasiado aisla-
dos como para considerar dicho estudio como sistematico.

En el caso de una variedad Kaehleriana cuaternidnica son
conocidos bastantes resultados acerca de sus subvariedades, fun-
damentalmente sobre las subvariedades que, en cierto sentido,
responden a un comportamiento 16gico de la estructura cuaternid-
nica sobre ellas (subvariedades cuaternidnicas, totalmente rea-
les, totalmente complejas, CR-subvariedades cuaternidénicas). De
entre estas, las subvariedades cuaternidnicas son las mas adap-
tadas a la estructura de la variedad ambiente, ya que heredan
totalmente su geometria, como se deduce del hecho de ser todas
totalmente geodésicas (ver [11] vy [19]).

Este hecho que, en principio, trivializa el estudio de di-
chas subvariedades serd de especial importancilaen el estudio de
las hipersuperficies reales pseudo-Einstein del espacio proyec-
tivo cuaterniénico, siendo este el objetivo del Capitulo IV.

En 1938, A. Fialkow clasifica las hipersuperficies Eins-
tein de una variedad de Riemann con curvatura seccional cons-
tante, (ver [16]). Posteriormente, M. Kon en 1979 se plantea el
problema de clasificacidén de las hipersuperficies Einstein del
espacio proyectivo complejo, pero en el desarrollo de dicho
problema encuentra que no existen tales hipersuperficies, hecho
que le induce a debilitar la condicién de que sean Einstein,
definiendo una familia més general de hipersuperficies, que

llama pseudo-Einstein, familia que clasifica basandose en re-



sultados anteriores de R. Takagil. Pdara dicha clasificacidn es
fundamental el conocimiento de las algebras de Lie semisimples
hermiticas, y, siendo aln desconocida una clasificacién de este
tipo para el caso cuaterniénico, la técnica empleada por Kon no
es, en principio adaptable para el caso que nos ocupa, (ver (251,
(42] y [43]). En 1982, T.E. Cecil y P.J. Ryan, utilizando la
teoria de puntos focales, obtienen la misma clasificacién que da
M. Kon, ( ver [10]).

Es bien conocido que toda hipersuperfice totalmente umbili-
cal del espacio euclideo es un abierto de un hiperplano o de una
esfera, hecho facilmente demostrable teniendo en cuenta que 1la
}ﬁnica curvatura principal i sobre la hipersuperficie es constan-
te y entonces, si 1=0 se sigue la primera parte de la afirmacidn
y si i#0, se obtiene que los puntos focales fx(X) = X + —%-g,
donde ¢ es el normal unitario de la hipersuperficie, coinciden
todos, y, en consecuencia, la hipersuperficie queda sobre la es-
fera de radio %% centrada en el Unico punto focal.

Esta idea sugiere una forma de atacar 1os problemas de cla-
sificacién de hipersuperficies en términos de la naturaleza de
las curvaturas principales de las mismas. En esta linea, T.E.
Cecil y P.J. Ryan demuestran, en (9], que el conjunto de puntos
focales correspondientes a una curvatura principal, bajo ciertas
condiciones, tiene estructura de variedad diferenciable que 1la
hace subvariedad del espacio ambiente.

Se comienza el Caplitulo IV estudiando las férmulas basicas
para una hipersuperficie real de una variedad Kaehleriana cuater—
niénica. Sobre tal hipersuperficie existen tres campos de vecto-
res tangentes destacados, correspondientes a las imégenes por las

bases del fibrado V del Unico campo de vectores normales a la
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hipersuperficie. Se obtiene el resultado de que si dichos campos
de vectores tangentes son autovectores de la segunda forma funda-
mental de la inmersidn con lgual autovalor, entonces este es lo-
calmente constante sobre la hipersuperficie, resultado de gran
importancia para el posterior desarrollo del Capitulo.

A continuacidn se estudia la segunda forma fundamental de
las hipersuperficies pseudo-Einstein de una variedad Kaehleria-
na cuaternidnica con curvatura seccional cuaternidnica constante,
obteniéndose como resultado mas general el siguiente:

TEOREMA.- Si M es una hipersuperficie real pseudo-Einstein de

una variedad Kaehleriana cuaternidénica de curvatura seccional cua-
ternidnica constante, entonces M tiene, como maximo, cuatro curva-
turas principales distintas.

A continuacidn, si M es una subvariedad real del espacio pro-
yectivo cuaternidnico, se encuentra una férmula para la localiza-
cién de sus puntos focales en funcién de la segunda forma fundamen-
tal de la inmersién. Dicha férmula da la méxima informacidn en el
caso de ser M una subvariedad cuaternidénica o una hipersuperfi-
cie real sobre la que los tres campos antes mencionados son prin-
cipales. Esta informacidén acerca del conjunto focal de una subva-
riedad cuaternidénica no aflade, lbégicamente, nada nuevo al conoci-
miento de la geometria de la subvariedad, pero, no obstante, seréa
de capital importancia en el problema que nos ocupa.

Sobre la estructura del conjunto focal para el caso“de Qna
hipersuperficie se obtiene el siguiente resultado:

TEOREMA.- Sea M una hipersuperficie real conexa y orientable de
QPm sobre la que Ig,J¢ y Kt son vectores principales con curvatu-
ra principal localmente constante p=2cot 2r. Si 1la aplicacibén fo-
ca1f¢r correspondiente a dicha curvatura principal tiene rango
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constante q sobre M, entonces

a) q es miltiplo de 4 y todo punto XOeM tiene un entorno U
tal que ¢rU es una subvariedad cuaternibdnica de dimensidn q de
op™.
| b) U queda sobre el tubo de radio r sobre o, U.

Con este resultado se estéd en condiciones de demostrar el

Teorema Fundamental del Capitulo:
TEOREMA.- Sea M una hipersuperficie real conexa y pseudo-
Einstein del espacio proyectivo cuaterniédnico QPm. Si Ig, Jg
y K¢ son vectores principales con la misma curvatura principal,
entonces M es un subconjunto abierto de

a) Una hiperesfera geodésica, &

b) Un tubo de radio r sobre el espacio proyectivo cuaternié-
nico QPk, O<k<m-1, convO<r<n/2 y cot2 r = Z§§£é:§

Aunque esta clasificacidn de hipersuperficies reales pseudo-
Einstein de QPm no es completa, dgeneraliza un resultado de J.S.

Pak, en el que clasifica las hipersuperficies Q-casi umbilicales

del espacio proyectivo cuaternidnico, (ver [35]).

Deseo hacer constar mi mds sincero agradecimiento al Direc-—
tor de esta memoria, Prof. F. Garcia Santos, por su constante
ayuda y estimulo durante la elaboracién de la misma, asi como al
Prof. L. Esteban Carrasco, Director del Departamento de Geome-
tria y Topologia de la Universidad de Granada.

Finalmente, quisiera agradecer a los Profesores J. Castella-
no y A. Martinez, su gran ayuda en la realizacidén de la presente

memoria.



CAPITULDO I

VARIEDADES KAEHLERIANAS CUATERNIONICAS DE INDICE 4s

§1.— Definicidn y algunas propiedades.-

En el presente epigrafe se definen las variedades que van a

ser objeto de estudio en la presente memoria.

DEFINICION I.17.1.-[23].- Sea M una variedad diferenciable de dimen-
sién n y supongamos que existe sobre M un fibrado vectorial, V,

de dimensidén 3 de tensores de tipo (1,1) tal que en todo entorno
coordenado U de M existe una base local de V, (I,J,K} verificando

a) 12=J2=K2=-Id

IJ==-JI=K
b) JK==KJ=1I

KI=-IK=]J

donde Id es el tensor identidad de tipo (1,1) sobre M. Con estas

condiciones (M,V) se dice una variedad casi cuaternidnica.

A partir de esta definicidn es facil ver que la dimensiédn real,
n, de una variedad casi cuaternidnica ha de ser miltiplo de cuatro,
n=4m (m>1).

Sean U y U' dos entornos coordenados sobre M con {I,J,K} e
{I',J',K'} bases locales de V sobre U y U', respectivamente. Enton-

ces, sobre UNU', 1',J" y K' han de ser una combinacidn lineal de

I,J y K, o sea:

11
(I.1.1) J' = as I + a22J + a23K

I'" =a..I + a12J + a13K

Kl

a31I + a32J + a33K

- 14 -



donde a;; (1 <i<3,1<j<3) son funciones sobre ullu'. De las con-
diciones a) y b) en la Definicidn I.1.1 se sigue facilmente que
la matriz A=(aij) es un elemento del grupo SO(3).

si se considera Q" como espacio vectorial a la derecha sobre

el algebra de los cuaternios Q, an{(x1,...,xn), donde xlzx%+ixé+
+jxé+kxz, con x%eR para i=1,2,3,4, 1=1,...,n}, se puede identifi-
car Qn con R4n de la siguiente forma: (x1,...,xn)eQrl se identifi-
1 .2 n _1 2 n _1 n _1 2 n
ca con (x1,x1,...,x1,x2,x2,...,x2,x3,...,x3,x4,x4,...,x4) De es-
ta manera, considerando en Qn el producto por 1,j y k, respectiva-
4n

mente, aparecen sobre R tres endomorfismos que se notaran I,J y

K, dados como sigue:

I(x1,x2,...,x4n) z(x1+ixn+1+jx2n+1+kx3n+1,x2+ixn+2+jx2n+2+
+kx3n+2,...,xn+ix2n+jx3n+kx4n).i = (—xn+1+ix1¢jx3n+1~kx2n+1,—xn+2+
+ix2+jx3n+2—kx2n+2,...,—x2n+ixn+jx4n-kx3n) 5("Xn+1’"xn+2""’—x2n’
x1’x2"'"Xn’x3n+1’x3n+2""’X4n’-x2n+1’—x2n+2""’—x3n)'

Es decir, I(x1,x2,...,x4n9 = (—xn+1,—xn+2,...,—x2n,x1,xg,...,
Xn’x3n+1’X3n+2""’x4n’—x2n+‘l’_x2n+2"'°’—x3n)'

Andlogamente, J(x1,x2,...,x4n) = (-X2n+1""’_X3n’~x3n+1”"’
—x4n,x1,x2,...,xn,xn+1,xn+2,...,x2n)

K(x1,x2,...,x4n) = (_x3n+1’_x3n+2""’—X4n’X2n+1’x2n+2""’
x3n,—xn+1,—xn+2,...,—x2n,x1,x2,...,xn).

4n

Si sobre R se considera la base candbnica, entonces I,]J y K

se pueden representar, respectivamente, por las siguientes matrices

[ ) \

0 -E 00 00-E 0 000 -E
E 0 00 00 0 -E 0O0E O
(I.1.2) I= 15 o0 0kE| *J%E0 0 o *X=lo-c0 0
0 0 -EO 0OE 0 0 EO0O0 O

N / N / AN /
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donde E representa la matriz identidad de orden n.

De esta forma, sobre R4n

mos I,J,K que verifican 12=J2=K2

=-Id., IJ=-JI=K, JK=-KJ=I, KI=-IK=]J.
Sea M una variedad casi cuaterniédnica e {I,J,K} una base local

de V sobre un entormo coordenado U de M. Supongamos que sobre U

existe un sistema de coordenadas (xj) con respecto al cual I,J vy

K tienen componentes numéricas de la forma (I.1.2). En este caso

- se dird que el fibrado V o la base local {I,J,K} es integrabie.

DEFINICION I.1.2.- Sea M una variedad casi cuaternibnica. Si sobre
M se tiene definida una métrica pseudo-Riemanniana g con indice

t>0 tal que
(I.1.3) g(eX,Y) + g(X,eY) = 0O

para cualquier seccidn cruzada ¢ de V, siendo X,Y campos de vecto-

res arbitrarios sobre M, entonces se dird que (M,V,g) es una varie-

dad casi cuaternidnica de indice t.

NOTA I.1.3.- En el caso en que t=0 se tienen las llamadas varieda-
des métricas casi cuaternidnicas,[23). Notese también que t=4s,

seN [J{O}.

Sea v la diferenciacidn covariante asociada a la conexidn de

Levi-Civita de (M,V,g).

DEFINICION I:#.1.4.- Sea (M,V,g) una variedad casi cuaternidnica de

indice 4s. Si se verifica la siguiente condicidn

Para toda seccidén cruzada ¢ del fibrado V,v,¢ es otra

X

(I.1.4) seccidén cruzada de V, cualquiera que sea el campo de vec-

tores X sobre M,

se dice que (M,V,g) es una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

- 16 -
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indice 4s.

A partir de las condiciones a) y b) de la Definicién I.1.1,

es facil ver que (I.1.4) es equivalente a la siguiente condicién:

Si {I,J,K} es una base local de V sobre un abierto coordena-

do U de M, entonces

vl = r(X)J - q(X)K
(I.1.5) VXJ = -r(X)I + p(X)K
vy K = q(X)I - p(xX)J

para cualquier campo de vectores X sobre M, donde p,q y r son

1-formas locales definidas sobre U.

Consideremos el &lgebra de 1los cuaterniones Q, y sea Q2 el

espacio Qm dotado con la forma bilineal

oL m
by (z,w) = — 1 zdwd o 7 ZK
! j=1 k=s+1
donde z=(z1,...,zm), w=(w1,...,wm), con zl,wleQ, 1=1,...,m. Sea

Sps(m)={AeGL(m,Q)/bS m(Az,Aw):bS m(z,w)}. Se considera la represen-
tacién real de este grupo, es decir, el subgrupo de SO4S(4m) que
deja invariante los tensores I,J y K de componentes respectivas

dadas por (I.1.2), respectomdé una base ortogonal del espacio vec-

torial métrico RZ@, es decir, R con la forma
4s . . 4m
as. an(X¥) = = T3yl oy xKyK
! J=1 k=4s+1
siendo X=(x1,...,x4m), Y=(y1,...,y4m).

Se denota Sp°(m).Sp(1) el subgrupo sp°(m)xSp(1)/{+Id} de s0%°(4m)

y por Sps(m) el subgrupo Sps(m).Id, donde Id es la transformacidn

4m
4s”

Teniendo en cuenta las representaciones reales de dichos gru-

identidad de R
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’

- pPos y con un razonamiento andlogo al de Bonan [6, pag. 51], se tie-

.ne la siguiente

PROPOSICION I.1.5.- Una variedad pseudo-Riemanniana es una varie-

dad Kaehleriana cuaternidnica de indice 4s si y sbdlo si su grupo

de holonomia es un subgrupo de Sps(m).Sp(1).

NOTA I.1.6.- En el caso de que la base del fibrado V fuese global,
se obtendria que el grupo de holonomia seria un subgrupo de Sp°(m).
Este hecho generaliza la definicidn de estructura casi cuaternid-
nica que en principio dio Ehresmann, [15]. Véase también Martinelli,

(31],[32],[33] e Ishihara, [23].

§2.— Tensor curvatura de una variedad Kakhleriana cuaterniodnica

de indice 4s.-

A partir de ahora una variedad Kaehleriana cuaternibnica se
notard simplemente por M, sin hacer mencién a la métrica g ni al
fibrado V.

Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidbnica de indice 4s.

Sea R su tensor de curvatura Riemanniano, definido por

(I.2.1) R(X,Y)Z = v,9,2 -

x"y% T Ty"x% T Vix,v)?
para cualesquiera campos de vectores X,Y,Z sobre M. El objetivo
del presente epigrafe es estudiar el comportamiento de dicho ten-
sor frente a la estructura cuaternidnica.

Sea {I,J,K} una base local de V sobre el abierto U. Teniendo

en cuenta las expresiones (I.1.5) y la fdérmula de Maurer-Cartan,

se tiene sobre U

R(X,Y)IZ

(1Z) - v

[X,Y](IZ) =

VXVY(IZ) VyVy

1]

(I.2.2)‘ vX(vYI)Z + vX(IvYZ) - VY(VXI)Z -
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X,Y]I)Z - IV[X,Y]Z =

vx(r(Y)JZ - q(Y)KZ) + vX(IvYZ) -

VY(IVXZ) - (v[

vY(r(X)JZ - q(X)Kz) - vY(IvXZ) -

r([X,Y])JZ + q([X,Y])KZ - Iy ]Z =

[X,Y
X(r(Y))Jz + r(Y)vX(JZ) - X(q(Y))Kz -

q(Y) vy (KZ) + r(X)Jv,2Z - q(X)KvyyZ +
IvyvyZ ~ Y(r(X))JZ - r(X)VY(JZ) +
Y(q(X))KZ + q(X)vYKZ - r(Y)JvXZ +

aQ(Y)KvyZ - Tvy,v,2 - r([X,Y])JZ +

YVx
q([X,Y])KZ - IV[X’Y}Z = IvyvyZ -

Iv,v,Z - Iy ]Z + X(r(Y))JZ +

Y'X [X,Y
r(Y)(-r(X)IZ + p(X)KZ + Jsz) - X(q(Y))KzZ -
q(Y)(q(X)IZ - p(X)JZ + Kv,Z) + r(X)Jv,2 -
q(X)KvYZ - Y(r(X))JZ - r(X){(-r(Y)IZ +
p(Y)KZ + Juy2) + Y(q(X))KZ + q(X)(q(Y)IZ -
p(Y)JzZ + KVYZ) - P(Y)JVXZ + q(Y)KVXZ -
r([X,Y])JZ + q([X,Y])KZ = T9yvyZ = Ivyv,Z ~
IV[X,Y]Z + X(r(Y))JZ - Y(r(X))JZ - r([X,Y])JZ +
P(X)q(Y)JZ - q(X)p(Y)JZ - X(q(Y))KZ + Y(q(X))KZ +
q([X,Y])KZ - r(X)p(Y)KZ + r(Y)p(X)KZ =

IR(X,Y)Z + (dr+paq)(X,Y)JZ - (dg+rap)(X,Y)KZ

Se notaréa

C(X,Y)
B(X,Y)

(dr+pag) (X,Y)
(dg+rap) (X,Y)

para cualesquiera X,Y campos de vectores sobre M, donde C y B

son 2-formas locales definidas sobre el abierto U para el cual

{I,J,K} es una base de V.

(I.2.2) puede escribirse en la forma

- 19 -



(I.2.4) R(X,Y)IZ = IR(X,Y)Z + C(X,Y)JZ - B(X,Y)KZ

Desarrollos analogos dan

(I.2.5) R(X,Y)JZ = JR(X,Y)Z - C(X,Y)IZ + A(X,Y)KZ
donde
(I.2.6) A(X,Y) = (dp+gar)(X,Y)

para cualesquiera campos de vectores X,Y sobre M, y
(1.2.7) R(X,Y)KZ = KR(X,Y)Z + B(X,Y)IZ - A(X,Y)JZ.
De (I.2.4), (I.2.5) vy (I.2.7) se tiene la

PROPOSICION I.2.1.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica

de indice 4s. Entonces se tiene:

[R(X,Y),I] = C(X,Y)J - B(X,Y)K
(I.2.8) [R(X,Y),J] = -C(X,Y)I + A(X,Y)K
[R(X,Y),K] = B(X,Y)I - A(X,Y)J

para cualesquiera X,Y campos de vectores sobre M, donde A, B vy

C _son 2-formas locales sobre M dadas por (I.2.3) y (I.2.6).

El tensor de Ricci de una variedad pseudo-Riemanniana M

esta definido por
(I.2.9) S(X,Y) = Traza {U —> R(U,X)Y}

donde X,Y,U son campos de vectores sobre M.

Si M es una variedad pseudo-Riemanniana y X,YeTpM, peM, se
dice que X e Y son vectores ortonormales si g(X,Y)=0 y |g(X,X)|=
lg(Y,Y)|=1.

Un vector XeTpM es definido positivo, definido negativo, o
nulo si g(X,X)>0, g(X,X)<0 6 g(X,X)=0, respectivamente. Es facil

ver que estas propiedades se conservan por cualquier base local

de V.
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Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de indice 4s vy

de dimensidén 4m, y sea {E5}5 1 una base local ortonormal

y oe e 4m
de campos sobre M. Entonces
4m
(I.2,10) S(X,Y) = izigiR(X’Ei’Ei’Y)

para cualesquiera X,Y campos de vectores sobre M, donde ci:g(Ei,Ei)
y R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W), para cualesquiera X,Y,Z,W campos de

vectores sobre M,

PROPOSICION I.2.2.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica

de indice 4s y dimensidén 4m. Si 4m > 8, entonces se tienen las si-

guientes expresiones para A,B y C:

ax,y) = 8X10)
S(X,JY)

(I.2.11) B(X,Y) s

_ S(X,KY)

C(X,Y) m+2

para cualesquiera X,Y campos dei:vectores sobre M.

Demostracidén.- Sean X e Y campos de vectores unitarios sobre M (nd-

tese que esto impide que X e Y sean nulos). Consideramos una base
local ortonormal de campos de vectores sobre M de la forma siguien-

te: {Y,EZ,...,Em,IY,IEg,...,IEm,JY,JE2,...,JEm,KY,KE s ooy KE ).

2 m
Suponiendo que g(Ei,Ei)zoi, que puede ser 1 & -1, se tiene

S(X,Y) = g(Y,Y){R(X,IY,IY,Y) + R(X,JY,JY,Y) +

m
(I.2.12) + R(X,KY,KY,Y)} + §

; {R(X,Ei,Ei,Y) + R(X,IEi,IEi,Y) +

2

+ R(X,JEi,JEi,Y) + R(X,KEi,KEi,Y)}oi
Sea 1>2. De (I.2.8) y la primera identidad de Bianchi,

(I.2.13) R(X,IY,Ei,IEi) = —R(X,IEi,IY,Ei) - R(X,Ei,IEi,IY) =

]

R(X,IEi,Y,IEi) - R(X,Ei,Ei,Y)
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(1.2.14) R(X,IY,JEi,KEi) = —R(X,KEi,IY,JEi) + R(X,JEi,IY,KEi; =

= R(X,Khi,Y,KEi) + R(X,JEi,Y,JEi)
De nuevo, por (I.2.8), se tiene

(I.2.15) R(X,IY,Ei,IEi) + R(X,IY,jBi,KEi) = R(X,IY,Ei,IEi) -

- R(X,IY,Ei,IEi)'+ A(X,IY)oi = oiA(X,IY).
Por otro lado, desarrollando como antes, se tiene
(I.2.16) R(X,IY,Y,IY) = —-R(X,IY,IY,Y)

(I.2.17) R(X,IY,JY,KY) = -R(X,KY,IY,JY) - R(X,JY,KY,IY) =
= R(X,KY,Y,KY) - C(X,KY)g(Y,Y) + R(X,JY,Y,JY) -

- B(X,JY)g(Y,Y).

(I.2.18) R(X,IY,Y,IY) + R(X,IY,JY,KY) = R(X,IY,Y,IY) -

- R(X,IY,Y,IY) + A(X,IY)g(Y,Y)

De (I.2.12), (I.2.13), (I.2.14), (I.2.15), (I.2.16), (I.2.17)

y (I.2.18) se sigue que
(I.2.19) -S(X,Y) = mA(X,IY) + B(X,JY) + C(X,KY)

Aplicando los mismos desarrollos a R(X,JY,Ei,JEi), R(X,JY,KEi,IEi),

R(X,JY,Y,JY) y R(X,JY,KY,IY), se tiene
(I.2.20) =S(X,Y) = A(X,IY) + mB(X,JY) + C(X,KY)

Desarrollando ahora R(X,KY,Ei,KEi), R(X,KY,IEi,JEi),

R(X,KY,Y,KY) y R(X,KY,IY,JY), se obtiene
(I.2.21) -S(X,Y) = A(X,IY) + B(X,JY) + mC(X,KY)

Del sistema formado con las expresiones (1.2.19), (I.2.20) y
(I.2.21), y teniendo en cuenta que 4m > 8, se sigue el resultado
para campos de vectores X,Y no nulos.

Si se supone que cualquiera de los campos X,Y & los dos fue-

sen nulos, es decir, por ejemplo, g(X,X)=0, entonces, como g(X,X)
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es una funcidén polindmica de las coordenadas de X en una base fi-
ja, el conjunto de ceros de g(X,X) no contiene ningin conjunto
abierto. Por lo tanto, debe existir una sucesién de campos no nu-
los {Xn} tales que {Xn}——4>X. Por tanto, {IXn}——e>IX, {an}——e>JX
y &KX} —>KX. Lo mismo seria valido en el caso de que Y fuese nu-
lo. Por lo tanto, y por continuidad, se seguiria el resultado pa-

ra cualesquiera campos de vectores sobre M.

§3.- Tensor de Ricci de una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

indice 4s.-

En este epigrafe se probard que toda variedad Kaehleriana cua-

ternidénica de indice 4s y dimensién 4m > 8 es un espacio Einstein.

LEMA I.3.1.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidénica de indi-

ce 4s y dimensidn 4m. Si 4m > 8, entonces el tensor de Ricci de i

es paralelo.

Demostracidn.- Suponiendo 4m > 8, se tiene, en primer lugar, de

(I.2.11) y aplicando que A,B y C son 2-formas

S(X,Y) = =(m+2)A(X,IY) = (m+2)A(IY,X) = S(IY,IX) =
= S(IX,IY)
(I.3.1) - S(X,Y) = S(JX,JY)

S(X,Y) = S(KX,KY)

De (I.3.1), se tiene

S(IX,Y) = -5(X,IY)
(I.3.2) S(JX,Y) = -5(X,JY)
S(KX,Y) = -5(X,KY)

para cualesquiera X,Y campos de vectores sobre M.

Usando (I.1.5) se obtiene
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VZ(S(X,IY)) (VZS)(X,IY) + S(VZX,IY) + S(X, v, IY) =

Z
(v,8)(X,IY) + S(v,X,IY) + r(Z2)S(X,JY) -

.3)

q(Z)8(X,KY) + S(X,Iv,Y)

V7 (8(IX,Y)) = (v,8)(IX,Y) + S(v,IX,Y) + S(Ix,yZY) =
.4) = (v,8)(IX,Y) + r(Z)S(JX,Y) - q(Z)S(KX,Y) +

+ S(IX,v,Y) - S(Iv,X,Y)

Z Z

De (I.3.2), (I.3.3) y (I.3.4) se sigue
.5) (VZS)(X,IY) + (VZS)(IX,Y) =0

De (I.3-5):

.6) (VZS)(X,Y) (VZS)(IX,IY)

Razonando anadlogamente para J y K se tiene

-7) (v,8)(X,Y) = (v,8)(JX,JY)
(v,8)(X,Y) = (v,8) (KX,KY)

Por otra parte, de (I.2.3) y (I.2.6),

dA + gqaC - raB = 0O
.8) dB + raA - paC =0

dC + paB - qaAA = 0
‘Entonces, de (I.2.11) y (I.3.8) se sigue

(VZS)(X,IY) + (VXS)(Y,IZ) + (VYS)(Z,IX) =

(m+2) {Z(A(X,Y)) + X(A(Y,Z)) + Y(A(X,Z)) -
.9)

A(vzx,Y) - A(vXY,z) - A(v,Z,X) - r(Z)B(X,Y) +

Y
q(Z)C(X,Y) + A(VZY,X) - r(X)B(Y,2) + g(X)C(Y,2Z) +

+

+ A(VXZ,Y) - r(Y)B(Z,X) + q(Y)C(Z,X) + A(VYX,Z)}z

(m+2) (dA + qAC - raB)(X,Y,Z) = O

i

Si en (I.3.9) se sustituye Y por IY, se tiene
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(I.3.10) (VXS)(Y,Z) - (vzs)(x,Y) = ( $)(JZ,KX)

Y1y
Haciendo desarrollos andlogos, pero tomando en (I.3.9) J vy

K en lugar de I se obtienen, respectivamente

(I.3.11) (v,8)(Y,2) - (v,8)(X,Y) = (VJYS)(KZ,IX)
(I.3.12) (VXS)(Y,Z) - (VZS)(X,Y) = (VKYS)(IZ,JX)

De (I.3.10), (I.3.11) y (I.3.12),
(I.3.13) (VIYS)(JZ,KX) = (VJYS)(KZ,IX) = (V81 (1Z,JX)

Si en la primera igualdad de (I.3.13) se sustituyen Y por KXY,

Z por IZ y X por JX, se tiene

(I.3.14) - ( SY(KZ,IX) = (v.,8)(JZ,KX)

Y1y 1Y

De (I.3.13) y (I.3.14), se obtiene

(I.3.15) (vIYs)(Jz,Kx) =0

Asi, como X,Y,Z son arbitrarios, también lo son los campos
de vectores que aparecen en (I.3.15), de donde se sigue el resul-

tado.

En la linea de probar el resultado central de este Capitulo

se tiene el siguiente

LEMA I.3.2.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de indi-

ce 4s y dimensidén 4m > 8. Si el tensor de Ricci de M no es idénti-

camente nulo, entonces M es irreducible.

Demostracidn.- Supongamos que el tensor de Ricci de M no es idén-

ticamente nulo y que M sea reducible. En particular, M no es lla-
na. Siendo, ademés, el tensor de Ricci paralelo, existe, teniendo
en cuenta [20] y [47], un entorno coordenado U de M tal que la va-

riedad pseudo-Riemanniana (U,g) se puede descomponer como producto
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de variedades pseudo-Riemannianas (U1,g1), (U2,g2),..., (Uj’gj)’

con J 22, tales que

J
I.3.16) (X,Y) = ¥ - X,ns Y)
(I.3 g ii1 95 “1* ”1*
y )
. J
(I.3.17) S(X,Y) = Iegging Xomg ¥)

*

para cualesquiera campos de vectores X,Y en U, donde las p; SON

constantes tales que py<--+<py ¥y m; es la diferencial de la pro-

*

J
yeccidn natural n; de U sobre u,.

Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que j=2. Enton-
ces, como g(eX,eY)=g(X,Y) y S(eX,eY)=S(X,Y), para ¢ =I,J,K, don-
de {I,J,K} forman una base local de V sobre U, de (I.3.16) y

(I.3.17) se obtienen

(I.3.18) 91(n1*¢X,n1*¢Y) + 92(n2*¢X,n2*¢Y) =
= g1(n1*X,n1*Y) + gg(nz*X,ng*Y)

y

(I.3.19) 0191(H1*¢X,H1*¢Y) + pggz(n2*¢X,n2*¢Y) =
= °191(“1*X’“1*Y) *oepdp(my Xompy Y)

para cualesquiera campos de vectores X,Y sobre U.
Sea X un campo:.de vectores sobre U tal que m, X=0. De (I.3.18)
*
y (I.3.19) se sigue que (p2—p1)92(n2*¢X,n2*¢X)=O, y COMO p,<p,,

se tiene que g2(n2 oX,n, ¢X)=0. De aqui se obtiene
* ¥*

(1.3.20) gi(ni*¢X,Hi*¢Y) = gi(ni*xyni*Y)

para i=1,2 y X,Y campos de vectores arbitrarios sobre U.
Sean entonces (y“)=(y1,...,yr), (z*)=(zr+1,...,z4m) sistemas

coordenados sobre U1 y U2, respectivamente. Entonces (xh)=(y“,zx)
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es un sistema de coordenadas sobre U. Se supone que los indices
que se denotan por «,8,y varian en {1,...,r} y 1los a,yu,v recorren
{r+1,...,4m}. Entonces, con respecto a este sistema de coordenadas,

g tiene componentes de la forma

donde (gey) y (guv) son, respectivamente, las componentes de g, v
92-

Sean entonces {E1,...,E }, {E } bases ortonormales

r r+1""’E4m

de campos de vectores sobre U1 y U2, respectivamente.

Por (I.2.11) y (I.3.17) se tiene

S(EQ,IEu)
AE LE ) = ——ep—— = mrz P9y (g Eoomy IE ) + 0,05(n, E L1y IE D)
Ahora bien, I, E =0, luego
. % @
.

Por (I.3.20),

g1(n1*Ea,n1*IEu) —gq(n1*IEa,n1*Eu)

y de ser 1 Ep:O, se sigue que

Ty

A(E ,E )
a K

Il
(@)

Anadlogamente, se tiene que
B(E ,E ) = C(E ,E ) =0
a’ a n
Luego
(I.3.21) A(E ,E ) = B(E ,E ) =C(E ,E ) =0
a’ a u a’ u
Por otro lado, de (I.2.8) se tiene que

R(Ex’Ep'IEa’JEa) + R(EA’Ep’Ea’KEa) = C(Ex’hu)g(Ea’Ea)
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y aplicandole la primera identidad de Bianchi se 1llega a que

R(EX’JEa’IEa’Eu) - R(EX’IEQ’JEa’Ep) + R(Ex’KEa’Ea’Ep) -
- R(EA’EQ’KEq’Ep) = C(EA’Eu)g(Eu’Ea)
De nuevo por (I.2.8) y (I.3.20),

- R(JEN,Eq,IEQ,Eu) + R(EX’IEG’EQ,JEH) + R(EA’KEG’EQ’Eu) -

- R(EX,EQ,KEG,EH) = C(EA,Eu)g(Ea,Eu)
Utilizando otra vez la primera identidad de Bianchi,

R(JEA’Ep’Ea’IEa) + R(JEA’IEa’Ep’Ea) + R(EA’JEp’Ea’IEa) -

- R(E_,E ,JE ,IE ) + R(E_,KE ,E ,E ) - R(E.,E ,KE ,E ) =
AT a n a A a o U A o o1 M

C(EX,Eu)g(Ea,E )

o

Por (I.2.8) se tiene

- C(IEa,Ea)g(IEu,EX) + A(IEQ,Ea)g(KEu,E ) + R(E“,Ea,JE ,IE )

X

- R(E_,E ,JE ,IE ) - R(E ,E ,E ,KE ) + R(E ,E ,E ,KE ) =
A a H a U a a A a M a

A
= C(Ek’Ep)g(Ea’Ea)

Pero de (I.2.8) y (I.3.21) se sigue que

1
~
=3
=1
=1

R(EN,EG,ng,IEa)

R(E_,E ,JE ,IE )
u a

2 Eg R(EA’Ea’Ep’KEa)

Luego, de la expresidn anterior,
-C(IEG,EG)Q(IEu,EX) + A(IEu,Ea)g(KEp,EK) = C(EX,Eu)g(Ea,Ea)
Por (I.2.11), (I.3.17) y (I.3.20),

1 & _
C(IEG,EQ) = T S(IEa,KEa) = ﬁiﬁ{p1g1(n1*IEa,n1*KEa) +

+ 9292(n2*IEa,n2*KEa) =0
Luego C(IEQ,EQ)=O y, en definitiva, se tiene que

A(IE ,E )G(KE ,E ) = C(E,,E JG(ELE )
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De (I.2.11), (I.3.16) y. (I.3.17) se tiene
019(EG,EG)9(KEp,EA) = ogg(Ex,KEp)g(Ea,Ea)
es decir,
(91—02)9(EX,KEH) =0

para cualesquiera x y u, lo que implica, necesariamente, que PELPE
De esta forma se contradice el hecho de que py<p, Y, €N consecuen-

cia, M debe ser irreducible, lo que prueba el Lema.

TEOREMA I.3.3.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

indice 4s y dimensidén 4m > 8. Entonces M es un espacio Einstein.

Demostracidn.- Por el Lema I.3.1 se ha visto que el tensor de

Ricci de M es paralelo.

Si el tensor de Ricci de M no es idénticamente nulo, por el
Lema I.3.2 se tiene que M es irreducible.

E1l Teorema se sigue de estos dos hechos y un resultédo bien
conocido de [20], que asegura que toda variedad pseudo-Riemannia-
na con tensor de Ricci paralelo es producto pseudo-Riemanniano de

espacios Einstein.

Teniendo en cuenta el Teorema I.3.3 y la Proposicidn I.2.2

- se sigue

COROLARIO I.3.4.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

indice 4s y dimensidn 4m > 8. Entonces

_ p
A(X,Y) = - ) g(IX,Y)
_ P
(I.3.22) B(X,Y) = - ) g(JX,Y)
_ p
C(X,Y) = - 4D g(KX,Y)

para cualesquiera campos de vectores X,Y sobre M, donde 4mp es 1la

curvatura escalar de M.
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CAPITULO [

VARIEDADES KAEHLERIANAS CUATERNIONICAS DE INDICE

4s CON CURVATURA SECCIONAL CUATERNIONICA CONSTANTE

§1.— Curvatura y curvatura seccional cuaternidnica.-

Sea M una variedad Kaehleriana cuaterniénica de indice 4s y di-
mensidén 4m. A continuacién se definiran las secciones adaptadas

a esta geometria y la curvatura seccional sobre ellas.

Un subespacio n de TpM , PeM, se llama no degenerado si la
restriccién de g a 1 es no degenerada. En particular, un subespa-
cio de dimensidn 2, 1, en TpM es no degenerado si y sblo si tiene
una base X,Y que verifica

2

alm) = g(X,X)g(Y,Y) - g(X,Y)° £ 0

Sea XeTpM, peM. Entonces X, IX, JX, KX, donde {I,J,K} es
una base de V en un entorno U de p, son vectores linealmente in-
dependientes que generan un subespacio de dimensién 4 que se no-

tard Q(X). Un subespacio de este tipo se llamaréa un 4-plano cua-

terniénico. Un subespacio de dimensién 2 en TpM, peM, generado por

los vectores X,Y se llamard plano semicuaternidénico si Q(X)=Q(Y),

y se dird plano totalmente real si Q(X)L Q(Y). Nétese que si X es

un vector no nulo de TpM, entonces Q(X) es un subespacio no dege-
nerado.
Si m es un subespacio no degenerado de dimensidén 2 de TpM,

generado por X,Y, su curvatura seccional estid definida por

R(X,Y,Y,X)

o(X,Y) = o(n) = &

Es conocido que dicha curvatura no depende de la base de 1
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que se considere.
En particular, la curvatura seccional para un plano semicua-

ternidénico se llama curvatura seccional cuaternidnica, y la cur-

vatura seccional para un plano totalmente real se llama curvatu-

ra seccional totalmente real.

El resto del epigrafe se dedica a estudiar el tensor de cur-
vatura para una variedad Kaehleriana cuaterniénica de indice 4s
y con curvatura seccional cuaternidnica constante, esto es, tal
que todas las curvaturas seccionales para planos semicuaternidni-
‘cos coinciden, para todo punto de M.

Se considera el campo de tensores RO sobre M dado por

a1

RO(X,Y)Z = 2 {g(Y,Z2)X - g(X,2)Y + g(IY,Z)IX - g(IX,Z)IY +
+ 29(X,IY)IZ + g(JY,Z)JX - g(JX,Z2)JY + 2g(X,JY)JZ +
+ g(KY,Z)KX - g(KX,Z)KY + 2g(X,KY)KZ}

para cualesquiera X,Y,ZeTpM, siendo {(I,J,K} una base local de V
en p.
A partir de la expresidn de RO se siguen facilmente las si-

guientes propiedades:

1)'Ro es independiente de la base (I,J,K} de V escogida en

un entorno de cada punto.

]

2) RO(X,Y,Z,W) -RO(Y,X,Z,W) = —RO(X,Y,W,Z)

]

3) RO(X,Y,Z,W) RO(Z,W,X,Y)

4) RO(X,Y,Z,W) + RO(X,Z,W,Y) + RO(X,W,Y,Z) =0
para cualesquiera X,Y,Z,weTpM, peM, donde RO(X,Y,Z,W):g(RO(X,Y)Z,w).

PROPOSICION IT.1.1.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica

de indice 4s y de dimensidén 4m> 8. Entonces todo plano semicuater—

niénico no degenerado de TpM, peM, tiene la misma curvatura seccio-
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nal cuaternibnica, c, si y sdlo si R=CR .

Demostracibdn.- Sea XeTpM, peM, un vector no nulo y supongamos que

la curvatura seccional en Q(X) es c. Sea R'zR—cRO. Entonces R'(Y,Z,2,Y)=
=0 para cualquier plano {Y,Z} en Q(X); en efecto, si Y,ZeQ(X), en-
tonces Y=aX+bIX+dJX+eKX, Z=a'X+b'IX+d'JX+e'KX, para ciertos a,b,
d,e,a',b',d' y e' nOmeros reales.

De la expresibn de R, se sigue que

RO(Y,Z,Z,Y) = {(a2+b2+d2+e2)(a'2+b'2+d'2+e'2) - (aa'+bb0+dd'+ee')2}

g(X,x)2

Por otro lado, de ser la curvatura seccional en 0O(X) constan-
te ¢ se tiene que

R(Y,Z,2,Y) = c{(a2+b2+d2+e2)(a'2+b'2+d'2+e'2) - (aa'+bb'+dd'+ee')2}

g(X,X)2

Luego R'(Y,Z,Z,Y)=0.

Como g(X,X) es una funcidn polindmica de las coordenadas de
X en una base fija, el conjunto de ceros de g(X,X) no contiene nin-
gin conjunto abierto. Asi, si X es un vector nulo de TpM, existe
una sucesidn {Xn} de vectores no nulos tales que {Xn}——e»X. Enton-
ces {IXn} — IX, an}———>JX y {Kxn}——4>KX, siendo (I,J,K} una
base local de V en p.

Supbéngase, pues, que Y,Z generan un plano de Q(X). Asi,
Yﬁaox+a1IX+a2JX+a

KX y Z=bo+b IX+b2JX+b KX.

3 1 3

Considerando entonces los vectores Ynzaoxn+a IXn+a2JXn+a KXn

, 1 3
yan=bOXn+b1Ixn+b2JXn+b3KXn, el plano {Yn’zn} esta contenido en
s ] —
ngn), para cada n. Asi, R (Yn,zn,zn,Yn)—O.
‘ Se ha demostrado, por tanto, que para cualquier XeTpM, peM,

y cualquier plano {Y,Z}.de Q(X), R'(Y,Z,Z,Y)=0.
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Para terminar la demostracidén de la Proposicidn basta con ver
que R'(X,Y,Y,X)=0 para cualesquiera vectores no nulos X,YeTpM. An-
tes de proseguir la demostracidédn de la Proposicidén II.1.1 se prue-

ba el siguiente Lema

LEMA II.7.2.- En las condiciones de la Proposicidén II.1.1 se tiene

[R'(X,Y),I] = 0O
(IT.1.1) [R'"(X,Y),J] =0
[R'(X,Y),K] = 0O

para cualesquiera campos de vectores X,Y sobre M.

Demostracidén.- Por la Proposicién I.2.1, el Corolario I.3.4 y la

expresidn de R, se tiene

[R'"(X,Y),I] = kg(X,KY)J - kg(X,JY)K
[R'"(X,Y),J] = =kg(X,KY)I + kg(X,IY)K
[R'(X,Y),K] = kg(X,JY)I - kg(X,IY)]
_ _p
donde k = 775 — C.

Sea XeTpM, PeM, un vector no nulo. Por las expresiones ante-

riores, y teniendo en cuenta lo ya probado de la Proposicién II.1.1,

se sigue
R'(X,IX,JX,KX) = =R'(X,IX,X,IX) - kg(X,X)2 = —kg(X,X)?2
R'(X,KX,IX,JX) = -R'(X,KX,X,KX) ~ kg(X,X)° = —kg(X,X)?
R'(X,JX,KX,IX) = -R'"(X,JX,X,JX) - kg(x,x)2 = —kg(x,x)2

Sumando las anteriores expresiones y aplicando la primera iden-
tidad de Bianchi, se tiene que kg(X,X)2=O. Como X es no nulo, k=0,

lo que prueba el Lema.

Ahora se continlGa con la demostracibén de la Proposicidén II.1.1.

Sean X,YsTpM,peM, dos vectores arbitrarios. Por el Lema II.1.2 se
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tiene
(II.1.2) R'(X,IX,JY,KY) = -R'"(X,IX,Y,IY)

De nuevo por el Lema II.1.2 y la primera identidad de Bian-

chi, se sigue que

-(II.1.3) R'(X,IX,JY,KY) = -R'"(X,KY,IX,JY) + R'(X,JY,IX,KY) =

= R'(X,KY,X,KY) + R'(X,JY,X,JY)

y
(I1.1.4) R'(X,IX,Y,IY) = -R'(X,IY,IX,Y) - R'(X,Y,IY,IX) =
= R'(X,IY,X,IY) - R'(X,Y,Y,X)
De (II.1.2), (II.1.3) y (II.1.4), aparece
(I1.1.5) R'(X,Y,Y,X) + R'(X,IY,IY,X) + R'(X,JY,JY,X) +

+ R'(X,KY,KY,X) =0

Teniendo en cuenta 1lo ya probado de la Proposiciédn IT.1.1,
O=R' (X+Y,IX+IY,IX+IY,X+Y), y desarrolléndolo y aplicando la prime-

ra identidad de Bianchi y el Lema IT.1.2, se tiene

(IT.1.6) 0= 4R'"(X,IX,IX,Y) + 4R'(X,IY,IY,Y) + 2R' (X,Y,Y,X) +

+ 6R'(X,IY,IY,X)
El mismo razonamiento aplicado a O=R'(X-Y,IX-IY,IX-IY,X-Y) da

(I1.1.7) 0 = =4R'"(X,IX,IX,Y) - 4R'" (X, IY,IY,Y) + 2R' (X,Y,Y,X) +

+ 6R'(X,IY,TIY,X)
De (II.1.6) y (II.1.7),
(II.1.8) 0 = R'(X,Y,Y,X) + 3R'(X,IY,IY,X)

Aplicando lo anterior a O0=R'(X+JY,IX+KY,IX+KY,X+JY) y

O=R'(X-JY, IX-KY,IX-KY,X-JY),

(IT.1.9) 0 = R'"(X,JY,JY,X) + 3R" (X, KY,KY,X)
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Finalmente, O=R'(X+KY,IX-JY,IX-JY,X+KY) y O=R'(X-KY,IX+]JY,

IX+JY,X-KY) dan

(I1.1.10) 0 = R'(X,KY,KY,X) + 3R'(X,JY,JY,X)
De (II.1.9) y (II.1.10) se sigue que

(IZI.1.11) R'(X,JY,JY,X) = R'"(X,KY,KY,X) =0

Ahora, de (II.1.5), (II.1.8) y (II.1.11) se tiene que
R:(X,Y,Y,X)zo para cualesquiera vectores X,YeTpM, peM. Pero enton-
ces , es bien conocido por las propiedades que verifica el tensor
R', que R'(X,Y,Z,W)=0 para cualesquiera X,Y,Z,WETPM, peM, lo que
dgmuestra la condicidén necesaria de la Proposiciédn.

El reciproco es trivial y termina la demostracidn.

De la Proposicidén II.1.1 y teniendo en cuenta que si la dimen-
sién de M es 4m > 8, entonces M es un espacio Einstein, se tiene

el siguiente

TEOREMA II.1.3.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

indice 4s y dimensibn 4m > 8. Entonces M tiene curvatura seccional

cuaternidnica constante_c=ﬁ%§ si y sbélo si

<
4
+ 29(X,IY)IZ + g(JY,Z)JX - g(JX,Z2)JY + 2g(X,JY)JZ +

R(X,Y)Z = (g(Y,Z2)X - g(X,2)Y + g(IY,Z)IX - g(IX,Z)IY +

+ g(KY,Z)KX - g(KX,Z)KY + 2g(X,KY)KZ}

para cualesquiera campos X,Y,Z sobre M.

Derivando la expresidén de la curvatura que se ha obtenido en
el Teorema II.1.3 y teniendo en cuenta (I.1.5) se sigue facilmen-

te el siguiente

COROLARIO II.1.4.- Toda variedad Kaehleriana cuaternidnica de in-

dice 4s, dimensidén 4m > 8 y de curvatura seccional cuaternidnica
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constante es un espacio localmente simétrico.

EJEMPLOS.- Se considera en Q2+1, que seria Qm+1 con la parte real

de la forma

s m+1
b (q,w) = - § quw, + [ q.w.
S,m+1 Koq KTk j=s41 I3

donde q,WeQm+1, la esfera (ver [46])

sAM+3 (4

m+1
4s /b

= {qeQ s, msq (LA)I=1}

sea QPL=1qeQ™"" /b

=322+3(1) — QPE, dada por 1 (q)=q.Q permite dotar de

(q,q) Q" Asi, la fibracié
by m4r(1:2)>03/Q, Q =Q-{0}. Asf, la fibracién
de Hopf 1

‘estructura de variedad Kaehleriana cuaternidnica de indice 4s a

4m+3
4s

: m+1
punto. Considerando la estructura cuaternidnica natural de QS

QPz de la siguiente forma: Sea N el vector normal a § en cada

{I,J,K} , los campos IN,JN,KN definen una estructura 3-Sasakiana

m . . ..
sobre Sis+3' A partir de esta se induce una estructura cuaternid-

nica sobre QPE (ver [22]).

4m+3
4s (1)

distribucidén {IN,JN,KN} es involutiva al definir una estructura

Por otro lado, las fibras de 1 son q.S3 para geS (la

3-Sasakiana); n constituye una "submersidén Riemanniana" en el sen-

tido de O'Neill,[34]. Entonces se tiene que si X',Y',Z',W' son le-

4m+3
4s

es decir, g(X',IN)=g(X',JN)=g(X',KN)=0 y condiciones an&logas pa-

vantamientos horizontales a § (1) de campos X,Y,Z,W sobre QPQ,

ra¥Y',Z'y W', (ver [34]), pag. 464)

R(X,Y,Z2,W) = R(X',Y',Z2',W') - ZQ(AX,Y',AZ,W') + g(A V2V LAL W) -

X 1
- g(Ay, 2" Ay, W)
donde R es el tensor de curvatura de QP? y R el de la esfera vy,

para campos de vectores arbitrarios U,V sobre sz+3(1),

(HV)) + H(GHU(VV))

AV = V(v
U HU

donde H y V denotan las correspondientes partes horizontales y ver-
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ticales de los campos sobre los que se aplican. Asi, para X' e Y!
horizontales
Ay IN = H(VX,IN) = H(IEX'N) = HIX' = IX'
y, anadlogamente, Ay JN = JX' y A, KN = KX'.
Ahora bien, A/, Y' = V(VX,Y'), es decir,

AX,Y' = g(AX,Y',IN)IN + g(AX,Y',JN)JN + g(AX,Y',KN)KN, donde

g(AX'Y"IN) = g(-V-X'Y"IN) = _g(Y|’H(-€X'IN)) = —g(Y',AX,IN) -
= -g(Y',IX"),
y, analogamente, g(AX,Y',JN) = -g(Y',JX") y g(AX,Y',KN) = —=g(Y',KX").
De aqui,
Ay, Y' = =g(Y',IX')IN - g(Y',JX')JN - g(Y',KX')KN

Por tanto, teniendo en cuenta la relacidn de métricas, se tie-

ne

R(X,Y,Z,W) = g(Y,Z)g(X,W) - g(X,2)g(Y,W) - 2g(-g(Y,IX)IN -
- g(Y,JX)JN - g(Y,KX)KN,-g(W,IZ)IN - g(W,JZ)JN -
- g(W,KZ)KN) + g(-g(Z,IY)IN - g(Z,JY)JN - g(Z,KY)KN,
~g(W,IX)IN = g(W,JX)JN = g(W,KX)KN) - g(-g(Z,IX)IN -
- g(Z,JX)JN - g(Z,KX)KN,~g(W,IY)IN - g(W,JY)JN -
- g(W,KY)KN) = g(¥,Z)g(X,W) - g(X,2)glY,Ww) -
- 2g(Y,IX)g(IZ,W) - 2g(Y,JX)g(JZ,W) - 2g(Y,KX)g(KZ,W) +
+ g(Z,IY)g(IX,W) + g(Z,JY)g(JX,W) +g(Z,KY)g(KX,W) -
- g(Z,IX)g(IY,W) - g(Z,JX)g(JY,W) - g(Z,KX)g(KY,W) =
= g(Y,2) g(X,W) - g(X,2)g(Y,W) + g(IY,Z)g(IX,W) -
- g(IX,Z2)g(IY,W) + 2g(X,IY)g(IZ,W) + g(JY,Z)g(JX,W) -
- g(JX,2)g(JY,Ww) + 2g(X,JY)g(JZ,W) + g(KY,Z)g(KX,W) -
- g(KX,Z)g(KY,W) + 2g(X,KY)g(KzZ,W)

m . . .. .
lo que prueba que QPS es una variedad Kaehleriana cuaternidnica de
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indice 4s con curvatura seccional cuaternidénica constante 4.

El espacio hiperbdlico cuaternidnico de indice 4s, QHE, se
obtiene a partir de QPrInn_S tomando la métrica opuesta de la obte-
nida sobre este y es un ejemplo de variedad Kaehleriana ;uater—
niénica de indice 4s y curvatura seccional cuaternidnica cons-
tante negativa.

El espacio euclideo cuaternidbnico de indice 4s, Qg, es un
ejemplo de variedad Kaehleriana cuaternidénica de indice 4s con
curvatura seccional cuaternidnica nula.

Estos tres espacios son los espacios modelo para este tipo
de geometria; es decir, toda variedad Kaehleriana cuaternidnica
de indice 4s y curvatura seccional cuaternidnica constante, en
las condiciones topoldgicas usuales, es isométrica a uno de 1los
tres espacios anteriores, hecho que se sigue facilmente por el

Tedrema II.1.3.

§2.- Curvatura seccional cuaternidnica y curvatura seccional total-

mente real.-

En este epigrafe se demostrarid la equivalencia entre la cons-
tancia de la curvatura seccional cuaterniénica y la curvatura
seccional totalmente real para una variedad Kaehleriana cuaternid-

nica de indice 4s y dimensién 4m > 8.

PROPOSICION II.2.1.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica

de dimensién 4m>8 y de indice 4s. Sea X un vector unitario de

TDM’ peM (es decir, [gfX,X)|=1). Si existe una base local de V

en p, {I,J,K} tal que

1) o(X,IX) = o(X,JX) = o(X,KX)

<

1i) R(X,IX,X,JX) = R(X,IX,X,KX) = R(X,JX,X,KX) = 0O

- 38 -



entonces la curvatura seccional cuaternidnica en Q(X) es constan-—

te y su valor es p/m+2.

Demostracién.- De (I.2.8) y el Corolario I.3.4 se tiene

_ P 2
o(X,IX) = —= g(X,X)% + R(X,IX,JX,KX)
(II.2.1) o (X,JX) = =2 g(X,X)° + R(X,JX,KX,IX)
m+2
_ P 2
o (X,KX) = = 9(X,X)° + R(X,KX,IX,JX)

Sumando miembro a miembro las expresiones de (II.2.1) y apli-

cando la primera identidad de Bianchi,

(II.2.2) o(X,IX) = o(X,JX) = o(X,KX) = ﬁgﬁ
y
(II1.2.3) R(X,IX,JX,KX) = R(X,JX,KX,IX) = R(X,KX,IX,JX) = O

Sean Y,Z dos vectores unitarios en Q(X), es decir,

Y

ax + bIX + dJX + eKX
Z =a'X + b'IX + d'JX + e'KX
con a,b,d,e,a',b',d',e'eR tales que a2+b2+d2+e2=a'2+b'2+d'2+e'2=1.
Desarrollando o(Y,Z) y teniendo encuenta (II.2.2), (II.2.3)

y la hipétesis ii), se obtiene el resultado.

PROPOSICION II.2.2.-~ Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica

de indice 4s y dimensiédn 4m > 8, p un punto de M, XeTpM un vector

unitario e {I,J,K} una base local de V en un entorno coordenado

de M en p. Si o(Y,eY) es constante para cualquier vector unitario

YeQ(X) y para algun ¢=1,J,K, entonces la curvatura seccional cua-

ternidnica en Q(X) es constante.

Demostracién.- Supdngase que o(Y,IY) = a = constante para todo

vector unitario YeQ(X).

Sea el plano de Q(X) generado por los vectores Y=coseX + seneJX,

IY= coselX+seneKX. Entonces llamando g a la curvatura seccional
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de este plano, se tiene

a=o,= cos4eo(X,IX) + sen4eR(JX,KX,KX,JX) +
+ 2cos3esene R(X,IX,IX,JX) + 2cos3eseneR(X,IX,KX,X) +-
+ 2coszesen20R(X,IX,KX,JX) + 2c032@sen29R(X,KX,IX,JX)

(1II.2.4) + coszesenzeo(X,KX) + 2cosesen3eR(x,KX,KX,JX) +
+ cos2esen29R(JXKIX,IX,JX) + 2cosesen39R(JX,IX,KX,JX)
= (cosae - sen2e)2o(X,IX) + 4sen2OCOSZGc(X,KX) +

+ 4 senecose(c0529 - senze)R(KX,X,X,IX)

Ahora bien, teniendo en cuenta que o¢(X,IX) = a, si en la an-

terior expresidn se toma e=n/4, se obtiene
(II.2.5) o(X,KX) = o(X,IX) = a

Sustituyendo (II.2.5) en (II.2.4)

2

O = 4senecose(cos“e - senze)R(KX,X,X,IX),

lo cual implica
(II1.2.6) R(KX,X,X,IX) = 0O

Si ahora se considera el plano de Q(X) dgenerado por Y=CcoseX+

+senoekKX, IY=coseIX-seneJX y se repite el razonamiento anterior,

se sigue que
(I1.2.7) o(X,IX) = o(X,JX) = a y R(IX,X,X,JX) =0

Finalmente, considerando el plano de Q(X) generado por
' Y%1/(/§)(X+JX+KX), IY=1/(/3) (IX+KX-JX) y desarrollando a=o¢(Y,IY),

teniendo en cuenta (II.2.5), (II.2.6) y (II.2.7), se obtiene
(II.2.8) R(JX,X,X,KX) = 0O

El resultado se sigue, entonces, de (II.2.5), (II.2.6),

(II.2.7), (I1.2.8) y la Proposicidén II.2.1.

Un 2-plano 1 de TpM se llamara de tipo (:), () 6 (t), respec-
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tivamente, si la restriccidén de g a n es definida positiva, defi-

nida negativa o indefinida, respectivamente.

LEMA II.2.3.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de in-

dice 4s. Si la curvatura seccional totalmente real de M es una

constante a, y si {X,Y} es un plano totalmente real de tipo (i),

entonces
i) R(X,Y,¢Y,X) =0
1i) R(X,¢X,X,Y) + R(Y,eY,X,Y) =0

para cualquier ¢=I,7J,K, siendo {I,J,K} una base local del fibrado

V.

Demostracidén.- i) Sea Z= j&_(Y4¢Y). Entonces {X,Z} es un plano to-
2
talmente real también del tipo (t), y se tiene

-a = %%R(X,Y+¢Y,Y+¢Y,X) = —-a + R(X,Y,0¢Y,X),

luego R(X,Y,¢Y,X) = 0.
ii) Sean a,beR-{0} tales que a2»b2=1. Se toman X'=aX+bY, Y'=
=b¢X+aeY. E1 plano que generan estos vectores es totalmente real

y de tipo (t). De i) se sigue que

0

R(X',Y',9Y',X'") = R(ax+bY,boeX+aseY,-bX-a¥Y,aX+by) =

(-ab> + aSb)R(X,eX,X,Y) + (-ab> + aSb)R(Y,eY,X,Y)

Con las condiciones que se han impuesto sobre a y b, se sigue

el resultado.

PROPOSICION II.2.4.~ Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica

de indice 4s y dimensidn 4m > 8. Si para cualquier peM existe una

base local ({I,J,K} de V en p tal que para cualesquiera vectores

ortonormales X,YeTpM que generen un plano totalmente real,

R(X,Y,eX,X)=0 para algun ¢=I,J,K, entonces M tiene curvatura seccio-

nal cuaternidnica constante.




Demostracién.- Se supone, en primer lugar, que {X,Y} es un plano

totalmente real de tipo (i) 6 (7). Entonces se ve, facilmente, que

para cualquier v¥=I,]J,K, {j%(X+Y),J:(wX—wY)} es un plano totalmen-
2 /2
te real del mismo tipo que {X,Y}. Asi, por hipdtesis, se sigue

0 = R(X+Y ¥X—-vY oX+90Y X+Y
/2 /3 S22

para cualquier v¥=I,J,K.

)

Si se toma, precisamente, v=¢, se tiene

0 = R(X+Y,0X-0Y, oX+0Y,X+Y) = o(X,0X) - o(Y,0Y) + 2R(X, ¢X,¢X,Y) +
+ 2R(Y,oY,Y, ¢X)

Aplicando 1i) del Lema II.2.3, se sigue que
(II.2.9) o(X,oX) = o(Y, oY)

para algin ¢=I,J,K.
Sea ahora ({X,Y} un plano totalmente real de tipo (i). Se eli-
gen a,beR-{0} tales que a2—b2=1 y X'=aX+bY, Y'=be¢X+aeY. Entonces

{X',Y'} es un plano totalmente real del mismo tipo que {X,Y}, vy,

por hipdtesis,

(iI.2.10) 0 R(X',Y',eX',X') = R(aX+bY,boeX+aseY,aeX+boY,aXx+by) =

v

a%5(X,8X) + b2a(Y,e¥Y) + (a2 + b2) (R(X,eX,0Y,Y) +

i

+

R(X,eY,eX,Y) + R(X,oY,oY,X)}
.Cambiando X por Y en (II.2.10), se sigue

(II.2.11) 0 = a%a(Y,0Y) + bZa(X,eX) + (a° + b2) (R(Y,sY,sX,X) +

+ R(Y,06X,0Y,X) + R(Y,0eX,0X,Y)}

Teniendo en cuenta que R(X,9¢Y,oY,X) = R(Y,oX,9X,Y), restando
(II.2.11) de (II.2.10), se obtiene

2

(I1.2.12) (a® - b%)(X,0X) + (b2 = a%)e(Y, oY) = O

y, por tanto,
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(I1.2.13) o(X,eX) = o(Y, oY)

para algun ¢=I,J,K.

Sea ahora U un vector unitario de TpM y ZeQ(U)L, donde Q(U)'L
es el complemento ortogonal de Q(U) en TPM' Entonces, para cual-
quier XeQ(U), {X,Z} es un plano totalmente real. Asi, de (II.2.9)

y (II.2.13), se tiene
(IT.2.14) o(X,¢X) = o(Z,02)

para algun ¢=I,J,K. Asi, o(X,¢X) es constante para cualquier
XeQ(U). Por tanto, de la Proposicidn II.2.2, la curvatura seccio-
nal cuaternidénica en Q(U) ha de ser constante. Como esto es cier-
to para todos loslvectores unitarios UeTpM y para cualquier peM,
M tiene curvatura seccional cuaternidnica puntualmente constante,
y, en consecuencia, M tiene curvatura seccional cuaternidnica

constante por ser Einstein.

TEOREMA II.2.5.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

indice 4s y dimensidén 4m > 8. Entonces M tiene curvatura seccional

totalmente real constante si y sdlo si M tiene curvatura seccional

‘cuaternidbnica constante.

Demostracidén.- En primer lugar, se supone que M tiene curvatura

seccional totalmente real constante.

Sean X,Y vectores ortonormales de TpM generando un plano to-
talmente real de ‘tipo (:) é (:). Entonces, para cualquier ¢=I,]J,K,
base local de V en p, {;L(X+Y),;L(¢X—®Y)} es un plano totalmente

/2 /2
real del mismo tipo.
Si la curvatura seccional totalmente real es la constante a,

se tiene

(I1.2.15) o = o(X+Y, oX-0Y) = R(X+Y’¢X—¢Y o X-0Y X+Y

’ 9)=
2 /2 2 /2
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= 2 @X,0X) + o(Y,0Y) = 2dX,Y) - 20(,0 V)
Como o(X,Y)=o(X,0Y)=a , de (II.2.15) se sigue
(II1.2.16) o(X,¢X) + o(Y,0Y) = 8a

Sea ahora un plano totalmente real {X,Y} de tipo (t). Sean

2

a,beR-{0} tales que a —b2=1; X'=aX+bY, Y'=beX+aseY, ¢=I,J,K, son

vectores que dgeneran un plano totalmente real del mismo tipo.

Entonces,

(I1.2.17) -a

R(aX+bY,beX+asY,beX+aeY,aX+by) = a2b20(x,¢x) +

a2b2o(Y,¢Y) + (4a2b2 + a4 + b4)R(X,¢Y,¢Y,X) +

+ 2a2b20(X,Y) + (2ab3 + 2a3b){R(X,¢X,¢X,Y) +

+

+ R(Y,eY,0Y,X)}

De ii) del Lema II.2.3, se tiene que R(X, oX,0X,Y)+R(Y,0Y,0Y,X)=

=0. Por tanto, sustituyendo en (II.2.17), o(X,Y)=0(X,0Y)=—a, y te-
niendo en cuenta que a2=1+b2, se obtiene

(I1.2.18) a(X,eX) + o(Y,0Y) = 8a

Se toma ahora un vector unitario U de TpM, Yy sea Z un vector

. . L .
unitario en Q(U) . De (II.2.16) y (II.2.18), se tiene

o(X,eX) + o(Z,92)

8a

o(Y,oY) + 0(Z,0Z) = 8a

para cualesquiera vectores unitarios X,YeQ(U). Por tanto, o(X,eX)=
=o(Y,¢Y). Entonces, de la Proposicidén II.2.2 se tiene que la cur-

vatura seccional cuaternidnica en Q(U) es constante. Como esto es

cierto para cualquier vector unitario UeTpM, Yy para cualquier

peM, M tiene curvatura seccional cuaternidnica puntualmente cons-

tante, en consecuencia, M tiene curvatura seccional cuaternidnica

constante por ser Einstein.

El reciproco se obtiene directamente del Teorema IT.1.3. Con
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esto termina la demostracidn.

§3.- Algunas condiciones suficientes para la constancia de la

curvatura seccional cuaternidnica .-

Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de indice 4s.

Se dice que M verifica el axioma de 4-planos cuaternidnicos

si para cada peM y cada 4-plano cuaternidénico no degenerado 1,
existe una subvariedad totalmente geodésica de dimensidn 4, N,
tal que peN y TpNzn.

M verifica el axioma de planos semicuaternidnicos si para ca-

da peM y cada plano semicuaternidnico 1 no degenerado, existe
una subvariedad totalmente geodésica de dimensiédn 2, N, tal que
peN y TpN:II.

M verifica el axioma de planos totalmente reales si para ca-

da peM yAcada plano totalmente real no degenerado,n , existe una
subvariedad totalmente geodésica de dimensién 2, N, tal que peN

T N=m.
v T,

TEOREMA II.3.1.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

indice 4s. Si la dimensidén de M es 4m>8 y M verifica el axioma

de 4-planos cuaternidnicos, entonces M tiene curvatura seccional

cuaternidnica constante.

Demostracidn.- Sea p un punto arbitrario de M, e {I,J,K} una base

ldcal de V en un entorno coordenado de M en p. Sean X,Y vectores
ogtonormales €n p que dgeneran un plano totalmente real. Entonces
QCX) es un 4-plano cuaternidnico no degenerado. Sea N una subvarie-
d%d totalmente geodésica tal que peN y TpN:Q(X). Entonces es cono-
cido que R(¢X,X)XeTpN para cualquier ¢=I,J,K. Asi, como X e Y ge-

neran un plano totalmente real, Y es normal a N, luego R(¢X,X,X,Y)=0.

Asi, 1a Proposicidén I1I.2.4 proporciona el resultado.
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TEOREMA II.3.2.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

indice 4s. Si la dimensidén de M es 4m>8 y M verifica el axioma

de planos semicuaternidnicos, entonces M tiene curvatura seccio-

nal cuaternidnica constante.

Demostracidn.- Sea peM, e {I,J,K} una base local de V en-un entor-_

no coordenado de M en p. Si X e Y son vectores ortonormales en p
que dgeneran un plano totalmente real, entonces X y ¢X, ¢=I,7J,K,
generan un plano semicuaternidénico no degenerado n. Por tanto,
existe una subvariedad totalmente geodésica N tal que peN y
TpN:n. Asi, se verifica que R(¢X,X)XeTpN. Al ser Y normal a N,

se tiene que R(¢X,X,X,Y)=0. Por la Proposicidén II.2.4 se sigue el

resultado.

TEOREMA II.3.3.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

indice 4s. Si la dimensidén de M es 4m>8 y M verifica el axioma

de planos totalmente reales, entonces M tiene curvatura seccio-

nal cuaternidnica constante.

Demostracidén.- Sea p un punto arbitrario de M. Sea {I,J,K} una

base local de V en un entorno de p en M. Sean X e Y vectores orto-
nérmales que deneran un plano totalmente real n no degenerado.
Existe, pues,una subvariedad totalmente geodésica N tal que peN

y TpN:n. Por tanto, R(X,Y)XeTpN. Como ¢X es normal a N para cual-

quier ¢=I,J,K, por la Proposicidn II.2.4 se obtiene el resultado.

A continuacidén se destacan ciertos tipos de curvaturas cuya
constancia es equivalente a la de la curvatura seccional cuater-

nidénica.

TEOREMA II.3.4.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

indice 4s y dimensién 4m > 8. Si para alguna base local {I,J,K de

V en P y cualquier plano totalmente real {X,Y} de TpM, peM,

- 46 -~



las curvaturas del tipo R(X,¢X,eY,Y), ¢=I1,J,K, son constdntes,

entonces M tiene curvatura seccional cuaternidnica constante.

Demostracidn.- Siendo {X,Y} un plano totalmente real, se tienen

las siguientes igualdades, aplicando la primera identidad de

Bianchi,

(II.3.1) ' CR(X,IY,IY,X) = R(X,IX,IY,Y) - R(X,Y,Y,X)
(II.3.2) R(X,JY,JY,X) = R(X,JX,JY,Y) - R(X,Y,Y,X)
(II.3.3) R(X,KY,KY,X) = R(X,KX,KY,Y) - R(X,Y,Y,X)

Siendo las curvaturas del tipo R(X,¢X,eY,Y) para un plano
totalmente real {X,Y} constantes, para ¢=I,J,K, se supone que
su valor es b. Entonces de (II.3.1), (II.3.2) y (II.3.3), se

tiene

(II1.3.4) S3R(X,Y,Y,X) + R(X,IY,IY,X) + R(X,JY,JY,X) +

+R(X,KY,KY,X) = 3b
S1 se cambia Y por IY en (II.3.4), se obtiene

(II.3.5) R(X,Y,Y,X) + 3R(X,IY,IY,X) + R(X,JY,JY,X) +

+ R(X,KY,KY,X) = 3b
De (II.3.4) y (II.3.5), se sigue
(II1.3.6) R(X,Y,Y,X) = R(X,IY,IY,X)

Cambiando en (II.3.4) Y por JY y por KY, respectivamente, se

obtiene

(I1.3.7) R(X,Y,Y,X) = R(X,JY,JY,X)
y

(I1.3.8) R(X,Y,Y,X) = R(X,KY,KY,X)

Sustituyendo (II.3.6), (II.3.7) y (II.3.8) en (II.3.4), se

sigue
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(II.3.9) R(X,Y,Y,X) = =

Por tanto, la curvatura seccional totalmente real de M es constan-

’te, y por el Teorema II.2.5 se sigue el resultado.

§4.- Comportamiento especial de las curvaturas seccionales cuater—

nidénica y totalmente real para variedades Kaehleriaras cua-

ternidénicas de indice estrictamente positivo.-

En este epigrafe se supondra que M es una variedad Kaehle-
riana cuaternidénica indefinida, es decir, se supone que el 1indice
de g es 4 <4s <4m-4, siendo 4m la dimensidn de M.

Los resultados que siguen ponen de manifiesto diferencias
‘esenciales entre el caso de variedades Kaehlerianas cuaternidni-
cas definidas e indefinidas, pues entre otras cosas, el Teorema
II.4.3 no tiene sentido plantearlo en el caso definido y el
Teorema II.4.1 demuestra que los conocidos problemas de rigidez
en términos de la curvatura seccional cuaternidnica no son plan-

teables en el caso indefinido.

TEOREMA II.4.1.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

dimensidén 4m > 8 y de indice 0<4s<4m. Si la curvatura seccional

cuaternidnica de M estd acotada superior e inferiormente, enton-

ces M tiene curvatura seccional cuaternidnica constante.

Demostracidn.- Se supone que existe un punto peM tal que la curva-

tura seccional cuaternidnica no tiene el mismo valor para todos
los planos semicuaternidénicos no degenerados de TpM.

Sea {X,Y} un plano totalmente real de tipo (t) de TpM con
g(x,X)=1y g(Y,Y)==-1.

Sea xeR-{-1,1}. Entonces iX+Y es un vector no nulo de T M.

p
Entonces
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(I1.4.1) o(AX+Y,r0X+0Y) = ———l——gixq'dX,oX) + 4A3R(X,¢Y,¢X,X) -

(x%-1)

- 6A20(X,0Y) - 2x20(X,Y) + 4aR(Y, oY, ¢X,Y) + o(Y,0Y)}

para cualquier ¢=I,J,K, base local de V en p.

Por hipbtesis, existen e,»€,eR, tales que

2

(I1.4.2) 51.§G(XX+Y,A¢X+¢Y).352
De (II.4.1) y (II.4.2), se tiene

(II.4.3) Z-1%e (X, 00 + DPRK, 67, 8X,%) = 6220(X, oY) -

- 23%6(X,Y) + 4AR(Y, oY, 0X,Y) + o(Y, oY) < (1%-1)%,
Por continuidad, de (II.4.3) se sigue que

o (X, 0X) + 4a3R(X, 07, 0%, %) = 6220 (X, oY) - 2320(X.Y) +

+ 4AR(Y,0Y,0X,Y) + o(Y,0Y) = 0O

si A=1 &6 a=-1. Sustituyendo estos valores se obtiene

(II1.4.4) o(X,9X) + o(Y,0Y) = 60(X,0Y) + 20(X,Y)
y
(II.4.5) R(X, Y, 0X,X) + R(Y,oY,eX,Y) = O

Cambiando Y por ¢Y en (II.5.4),
(II1.4.6) o(X,eX) + o(Y,0Y) = 60(X,Y) + 20(X,0Y)
De (II.4.4) y (I1.4.6) se sigue que
(I1.4.7) o(X,Y) = o(X,0Y)
y, por tanto, de (II.4.4),
(I1.4.8) o(X,eX) + o(Y,0Y) = 84(X,Y)
De (II.4.3), (II.4.5), (Ii.4.7) y (II.4.8) se sigue
e, (A%-1) < (1%41)0(X, 0X) - 8a(X,Y) + 4AR(X, 0, 0X,X) < e, (12-1),
si |a|>1, ¥y
e, (3%-1) < (1241) 0 (X, 0X) - 8a(X,Y) +AAR(X, 0X, 0Y,X) < e (12-1)
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si[al<1. Asi, por continuidad, se tiene que
(II.4.9) (324100 (X, 8X) = 84(X,Y) + 41R(X, 6Y, sX,X) = O

si a=1 6 a=-1. Por tanto, de (I1.4.7), (I1.4.8) y (II.4.9),

(II.4.10) U(X,QX) = G(Y,th) = 4G(X,Y) = 40’(X;®Y)
y
(II.4.11) R(X,Y,sX,X) = R(sY,Y,X,Y) = O

para cualquier ¢=I,J,K. El resultado se sigue entonces de 1la

Proposicidén II.2.2.

TEOREMA II.4.2.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

dimensiénAmn312 e indice 0<4s<4m. $i M tiene curvatura seccional

totalmente real acotada superior 4 inferiormente, entonces M

tiene curvatura seccional cuaternidnica constante.

Demostracibén.- Se supone que la curvatura seccional totalmente real

estd acotada superiormente. Si estuviera acotada inferiormente,

la demostracidn seria andloga.

Sean X,Y,ZeTpM tales que g(X,X)=g(Y,Y)=1y g(Z,Z)=-1, y con
QIX)1Q(Y), Q(X)x1Q(2Z) y Q(Y)1Q(Z). Como la dimensidn es > 12, es
posible elegir tales vectores.

Sea xeR-{-1,1}. Entonces {AX+Z,Y} es un plano totalmente real

no degenerado y, por hipdtesis, existe eeR tal que
(II.4.12) o (AX+Z,Y) < ¢

De (II.4.12), desarrollando o(AX+Z,Y), se tiene
(II.4.13) 220(X,Y) + 2aR(X,Y,Y,Z) - o(Y,2) < e(a®=1)
si [af>1, ¥y
(I1.4.14) e(1%-1) <226 (X,Y) + 20R(X,Y,Y,Z) - o(Y,Z)

si [x|<1. Asi, de (II.4.13) y (II.4.14), se sigue, por continuidad,
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que
(I1.4.15) 220(X,Y) + 2AR(X,Y,Y,2Z) - o(Y.Z) = O

si A=1 6 Ar=-1. Sustituyendo estos valores en (IT.4.15) se obtiene
o(X,Y)=0(Y,Z) y R(X,Y,Y,2Z)=0.

Andlogamente se obtiene que o(X,Y)=0¢(X,Z). Por tanto, la cur-
vatura seccional totalmente real es constante para todo plano to-
talmente real no degenerado de TpM y para cualquier peM. El resul-

tado se sigue del Teorema II.2.5.

Es claro que una variedad Kaehleriana cuaternidnica de indi-
ce 0<4s<4m con curvatura seccional cuaternidnica constante veri-
fica que R(X,¢X,¢X,X)=0 para cualquier vector nulo XeTpM, peM,
¢=I,7J,K.

Reciprocamente, se tiene el siguiente

TEOREMA II.4.3.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

dimensidén 4m > 8 e indice 0<4s<4m. Si para cada peM existe una

base local {I,J,K} de V en p tal que R(X,¢X,0¢X,X)=0 para cualquier

vector nulo XeTpM y _algin ¢=I,J,K, entonces M tiene curvatura sec—

cional cuaternidnica constante.

Demostracidén.- Sean Y,Z dos vectores ortonormales de TpM que ge-
neran un plano totalmente real de tipo (t). Si xeR, AY+Z es un

vector nulo si y sélo si a=1 6 -1. Luego, por hipbétesis,
(I1.4.16) ROAY+4Z,20Y+0Z,x0Y+0Z,AY+Z) = O

para =1 6 x=-1 y algtn ¢=I,J,K. Desarrollando (II.4.16) y toman-
do los valores ir=1 y r=-1, se tiene

(I1.4.17) o(Y,0Y) + o(Z,02) = 84(Y,Z) = 8o(Y,02Z)

Yy

(I1.4.18) R(Y,9Z,¢Y,Y) + R(Z,0Z,0Y,Z) = O
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Sean {8 } y {pn} dos sucesiones de nUmeros reales tales que
n
para cada n, Bn>1, pn<—1, l%m Bn:1 y l%m un=—1. De (II.4.16) y

por continuidad, se tiene

(I1.4.19) lﬁm R(BnY+Z,en¢Y+¢Z,en¢Y+¢Z,enY+Z) =0
y
(II.4.20) l%m R(unY+Z,un¢Y+¢Z,un¢Y+¢Z,unY+Z) = 0

Sea ahora {5n} una sucesidén de nimeros reales positivos, tal
8

que 1%m

5 = 0. De (II.4.19), para cada s , existe un n (m) tal
821 m o)
que n
2 2 2
(IT1.4.21) -6m<(8n(m)—1)(sn(m)+1)o(Y,¢Y) - 8(8n(m)—1)o(Y,¢Z) +
+ 48 (82 -1)R(Y,¢Z,0Y,Y)<s
n(m) "n(m) PR TS m

‘para cualquier n(m)>no(m).

Como s§—1 es siempre positivo y si n — «, n(m)—> =,
$m
l%m ——— = 0, de (II.4.21) se obtiene
(I1.4.22) 20(Y,0Y) - 80(Y,Z) + 4R(Y,¢Z,0Y,Y) = O

De (II.4.20) y con un razonamiento andlogo,
(I1.4.23) 2o(Y,0Y) - 80(Y,2) - 4R(Y,9Z,9Y,Y) = O

De (II.4.17), (II.4.18), (II.4.22) y (II.4.23), se tiene que
o(Y, ¢Y)=0(Z,92)=40(Y,Z)=40(Y,92), y R(Y,Z,0Y,Y)=R(4Z,Z,Y,Z)=0,

para algin ¢=I,J,K. El resultado se sigue de 1la Proposicidn II.2.2.
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CAPITULDO I T1
CURVATURA SECCIONAL CUATERNIONICA Y GEOMETRIA CUATERNIONICA

§1.— Preliminares.-

Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de indice 4s.
Sea Q su funcidn curvatura seccional cuaternidnica. Como se ha
visto, Q se obtiene de forma candénica a partir de la estructura
cuaterniénica de M y de su métrica. A partir de esto es 1dgico
plantearse la siguiente cuestidn: ;Es Q caracteristica de 1a geo-
metria cuaternidnica? En otras palabras, dadas dos variedades Kaeh-
lerianas cuaterniénicas de indice 4s y una funcidn entre ellas
que conserve las funciones curvaturas seccional cuaternidnica
de ambas variedades, ¢seria dicha funcién una isometria?

Respuestas a esta pregunta han sido dadas por R.S. Kulkarni
para las geometrias Riemanniana y Kaehleriana en [27] v [28], res-
pectivamnete.

A lo largo de todo este Capitulo se supone que las variedades
son Kaehlerianas cuaterniédnicas, aunque 1los resultados son validos
para el caso de variedades Kaehlerianas cuaternidnicas de indice
4s, hecho que no se desarrolla en la memoria por facilitar los
cdlculos.

En 52 se usard la siguiente notacidn: o(X,Y) denotarid la curva-
tura seccional determinada péé'los vectores ortonormales X e Y,
K(X,Y) = R(X,Y,Y,X), para cualesquiera vectores X,Y; por H(X,Y)
se notard R(X,Y,Y,X) para Cualesquiera X,Y que generen un plano

semicuaternidénico y, en particular, H (X) = H(X,¢ X), r=1,2,3,



donde ¢1=I, ¢2=J y ¢.,.=K.

3

§2.- Relacidn entre 1la curvatura seccional y la curvatura seccio-

nal cuaterniénica.-

LEMA III.2.7.~ Sea M una variedad Kaehleriana cuaterniénica de di-

mensidn 4m > 8. Sean X,YeTpM, peM, dos vectores ortonormales. Enton-

ces

- o, 2 2
o(X,Y) + K(X,IY) + K(X,JY) + K(X,KY) = st oo {g(IX,Y)" +

+ g(JX,Y)2 + g(KX,Y)2}

donde 4mp es 1la curvatura escalar de M.

Demostracién.- De la Proposicidén I.2.1 y el Corolario I.3.4, se

tiene

(I11.2.1) R(X,IX,JY,KY) = —-R(X,IX,Y,IY) - E%E

Por otra parte, también de 1la Proposicién I.2.1 y el Corola-

rio I.3.4, mediante 1la primera identidad de Bianchi se sigue

(II1.2.2)  R(X,IX,JY,KY) = -R(X,KY,IX,JY) - R(X,JY,KY,1X) =
= —K(X,JY) - K(X,KY) + 22 g(IX,Y)?
m+2
y
(IT1.2.3)  R(X,IX,Y,IY) = =R(X,IY,IX,Y) - R(X,Y,IX,IY) =

= -KIX,IY) - K(X,Y) + 225 (g(gx, )2 + g(kx,¥)2 )

El resultado se obtiene sumando (III.2.2) y (III.2.3) y sus-

tituyendo en (III.2.1).

NOTA.- Obsérvese que en las condiciones del Lema ITT.2.1, si X,Ye

TbM, PeM, generan un plano totalmente real, entonces

o(X,Y) + o(X,IY) + o(X,JY) + o(X,KY) = ﬁ%§
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LEMA III.2.2.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica con

- dimensidn 4ny38. §i X,YeTpM, PeM, son vectores ortonormales, en-

. tonces

4

- v (. -
. {H, (X+Y) + Ho(X-Y)} + 3 § {Hr(X+¢SY) + H o (X-0 Y)}

1 r#s
3

_ v _ - 2
= 20 r:1 {HP(X) + HP(Y)} 96 o(X,Y) + 120 s {(g(IX,Y)° +

S

+ g%, Y% 4 g(kx,Y)2) + 144 L
Demostraciébn.-

Hy (X+Y) R(X+Y, IX+IY,IX+IY,X+Y) = R(X,IX,IX,X) + R(X,IX,IX,Y) +
+ R(X,IX,IY,X) + R(X,IX,IY,Y) + R(X,IY,IX,X) +
+ R(X,IY,IX,Y) + R(X,IY,IY,X) + R(X,IY,IY,Y) +
+ R(Y,IX,IX,X) + R(Y,IX,IX,Y) + R(Y,IX,IY,X) +
+ R(Y,IX,IY,Y) + R(Y,IY,IX,X) + R(Y,IY,IX,Y) +

+ R(Y,IY,IY,X) + R(Y,IY,IY,Y)

Agrupando términos en la expresién anterior y teniendo en

cuenta que R(Y,IX,IX,Y) = R(X,IY,IY,X), se obtiene

(I1I1.2.4) H1(X+Y) o(X,IX) + 2R(X,IX,IX,Y) + 2R(X,IX,IY,X) +
+ 2R(X,IX,IY,Y) + 2R(X,IY,IX,Y) + 2K(X,IY) +

+ 2R(X,IY,IY,Y) + 2R(Y,IX,IY,Y) + o(Y,IY).
Mediante un desarrollo andlogo,

(I11.2.5) H, (X-Y)

o(X,IX) - 2R(X,IX,IX,Y) - 2R(X,IX,IY,X) +
+ 2R(X,IX,1IY,Y) + 2R(X,IY,IX,Y) + 2K(X,IY) -

- 2R(X,IY,IY,Y) - 2R(Y,IX,IY,Y) + a(Y,IY)
Sumando (III.2.4) y (III.2.5), se sigue

(I11.2.6) H1(X+Y) + H1(X—Y) = 20(X,IX) + 4R(X,IX,IY,Y) +

+ 4R(X,IY,IX,Y) + 4K(X,IY) + 20(Y,IY)



Aplicando la primera identidad de Bianchi, se tiene

R(X,IX,IY,Y) = -R(X,Y,IX,IY) - R(X,IY,Y,IX)
y asi,
(IT11.2.7) H1(X+Y) + H1(X-Y) = 20(X,IX) + 20(Y,IY) - 4R(X,Y,IX,IY) + .
+ 8R(X,IY,IX,Y) + 4K(X,IY)
Sustituyendo
R(X,Y,IX,IY) = —o(X,¥) + =2 (g(Jx,1)? + g(xx,)? )
y
R(X,IY,IX,Y) = K(X,IY) - =2 (g(JX,¥)2 + g(KX,Y)2 )

en (III.2.7), se sigue que

8o(X,IX) + 8o(Y,IY) + 160(X,Y) +

(II1.2.8) 4 H1(X+Y) + H1(X—Y)

+ABK(X,IY) - 48 =5 (g(JX, )% + g(xx,Y)?)

Andlogamente, desarrollando Hq(X+JY) y teniendo en cuenta que

RJY,IX,IX,JY) = K(X,KY) y R(JY,KY,KY,JY) = o(Y,IY), se obtiene

(III.2.9) H1(X+JY) = o(X,IX) + o(Y,IY) + 2R(X,IX,IX,JY) +
+ 2R(X,IX,KY,X) + 2R(X,IX,KY,JY) + 2R(X,KY,IX,JY) +

+ 2K(X,KY) + 2R(X,KY,KY,JY) + 2R(JY,IX,KY,JY)

Andlogamente,

(III.2.10) H1(X—JY) o(X,IX) + o(Y,IY) - 2R(X,IX,IY,JY) -

2R(X,IX,KY,X) + 2R(X,IX,KY,JY) +

+ 2R(X,KY,IX,JY) + 2K(X,KY) - 2R(X,KY,KY,JY) -

2R(JY,IX,KY,JY)
Sumando (III.2.9) y (III.2.10) se tiene

(ITT1.2.11) H1(X+JY) + H1(X—JY) = 2¢(X,IX) + 20(Y,IY) +

+ 4R(X,IX,KY,JY) + 4R(X,KY,IX,JY) +
¥ ﬂﬁ(%;KYf
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Por la primera identidad de Bianchi, R(X,IX,KY,JY) =

-R(X,JY,IX,KY) - R(X,KY,JY,IX). Asi, de (III.2.11) se obtiene

(I1I1.2.12) H1(X+JY) + H1(X—JY) = 20(X,IX) + 2 o(Y,IY) -

- 4R(X,JY,IX,KY) + 8R(X,KY,IX,JY) +

+ 4K(X,KY)
Como, por otra parte, R(X,JY,IX,KY) = -K(X,JY) + 5%5 g(IX,Y)2,
y R(X,KY,IX,JY) = K(X,KY) - ﬁ%ﬁ g(IX,Y)Q, sl se sustituye en
(III.2.12), se tiene
(I1I.2.13) 3H1(X+jY) + 3H1(X—JY) = 60(X,IX) + 60(Y,IY) +

o 2
+ 12K(X,JY) + 36K(X,KY) - 36 e g(IX,Y)

Siguiendo un proceso anilogo para H1(X+KY) y H1(X—KY), se

tiene
(II11.2.14) 3H1(X+KY) + 3H1(X—KY) = 60(X,IX) + 60(Y,IY) +
o 2
+ 12K(X,KY) + 36K(X,JY) - 36 ) g(IXx,Y)
Sumando (III.2.8), (III.2.13) y (III.2.14) y aplicando el

Lema ITI.2.1, se obtiene

(III.2.15) 4H1(X+Y) + 4H1(X—Y) + 3H1(X+JY) + 3H1(X+KY) +

+ 3H1(X—JY) + 3H1(X—KY) = 200(X,IX) + 200(Y,IY) -

2

- 320(X,Y) + 48 &5 (g(1x,¥)% & g(Jx, V)% + g(xx, )2 -

2

o]

Aplicando el mismo razonamiento seguido hasta ahora a
H2(X+Y) y H2(X—Y), H2(X+IY) y H2(X—IY) y H2(X+KY) y H2(X—KY) Y,

de nuevo, por el Lema III.2.1, se obtiene

(III.2.16) 4H2(X+Y) + 4H2(X—Y) + 3H2(X+IY) + 3H2(X-IY) +
+ 3H2(X+KY) + 3H2(X—KY) = 200(X,JX) + 200(Y,JY) -
= 320(X,Y) + 48 =B (g(IX, )% + g(UX, V)% + g(kx,V)? ) -
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2 P
- 24515 g(JX,Y)< + 48 2

Analogamente, de H (X+Y) Y H (X—Y) HB(X+IY) y H3(X—IY) y

'H (X+JY) y H (X-JY) se sigue, aplicando el Lema I1I1.2.1,

(III.2.17) 4 Hy(X4Y) + 4H(X-Y) + 3H(X+IY) + 3H,(X-IY) +
t BH(X4JY) + 3Hg(X-JY) = 200(X,KX) + 200(Y,KY) -
- 320(X,Y) + 48 =B5 (g(IX,Y)2 4 g(Jx, V)2 + g(KX,Y)25-
p 2 p
- 24 ) g(KX,Y)" + 48 )

El resultado se sigue de (III.2.15), (III.2.16) y (I11.2.17).

LEMA III.2.3.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

dimensidn 4m > 8. Entonces, para cualesquiera X,YeTpM, peM, vecto-

res ortonormales, se tiene

=3 _°_ 2 2 2
39(X,Y) = 5 mes 9(IX,Y)T + g(JX,Y)° + g(KX,Y) }o+
L3 3
+ g5 {31 {Hr(x+°rY) + Hr(x_¢rY)} - L {H(X+Y) +
r=1 r=1
3
+ H (X-Y)} - 4 7] {H_(X) + H.(Y)})
r=1
Demostracién.-
H1(X+IY) = R(X+IY,IX—Y,IX—Y,X+IY) = R(X,IX,IX,X) +

+ R(X,IX,IX,IY) - R(X,IX,Y,X) - R(X,IX,Y,IY) -
- R(X,Y,IX,X) - R(X,Y,IX,IY) + R(X,Y,Y,X) +
+ R(X,Y,Y,IY) + R(IY,IX,IX,X) + R(IY,IX,IX,IY) -

- R(IY,IX,Y,X) - R(IY,IX,Y,IY) - R(IY,Y,IX,X) -

R(IY,Y,IX,IY) + R(IY,Y,Y,X) + R(IY,Y,Y,IY)
Agrupando términos en la expresidn anterior se tiene

(III.2.18) Hi (X+IY) = o(X,IX) + o(Y,IY) + 2R(X,IX,IX,IY) —

- 2R(X,IX,Y,X) - 2R(X,IX,Y,IY) - 2R(X,Y,IX,IY) +

+ 20(X,Y) + 2R(X,Y,Y,IY) - 2R(IY,IX,Y,IY)
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Anélogamente,

(IIT1.2.19) H1(X—IY) = o(X,IX) + o(Y,IY) - 2R(X,IX,IX,IY) +
+ 2R(X,IX,Y,X) - 2R(X,IX,Y,IY) - 2R(X,Y,IX,IY) +

+ 20(X,Y) - 2R(X,Y,Y,IY) + 2R(IY,IX,Y,IY)
De (III.2.18) y (III.2.19) se sigue

(III.2.20) H1(X+IY) + H1(X—IY) = 20(X,IX) + 20(Y,IY) - -

- 4R(X,IX,Y,IY) - 4R(X,Y,IX,IY) + 40(X,Y)

Por la primera identidad de Bianchi, R(X,IX,Y,IY)=—-R(X,IY,IX,Y)+
+R(X,Y,IX,IY). Asi,

(ITI1.2.21) H1(X+IY) + H1(X—IY) = 20(X,IX) + 20(Y,IY) +

+ 4R(X,IY,IX,Y) - 8R(X,Y,IX,IY) + 4¢(X,Y)

Como

K(X,IY) - £ {g(JX,Y)2 + g(KX,Y)g}

R(X,IY,IX,Y) i)

—o(X,Y) + =2= (g(JX,Y)° + g(KX,Y)?)

R(X,Y,IX,IY) D

de (III.2.21), se tiene

(ITI.2.22) 3H1(X+IY) + 3H1(X—IY) = 60(X,IX) + 60(Y,IY) +

+ 12K(X, IY) + 360(X,Y) - 36 &5 (g(JX,Y)? + g(kx,¥)?)

De (III.2.8) y (III.2.22), se sigue

1

(I11.2.23) o(X,Y) = 35 {3H1(X+IY) + 3H1(X—IY) - Hq(X+Y) - H1(X~Y) -
3 o 2
- 4H1(x) - 4H1(Y)) + 7T W {(g(JX,Y)" +
+ g(KX,Y)2}

Repitiendo el proceso anterior para H2(X+JY) y H2(X—JY), se

obtiene

(III.2.24) 3H2(X+JY) + 3H2(X—JY) = 60(X,JX) + 60(Y,JY) +

+ 12K(X,JY) + 360(X,Y) - 36 £ (g(IX, V)2 + g(xx,Y)?)
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De (III.2.24) y de la expresién andloga a (III.2.8) que se
obtiene para J, desarrollando H2(X+Y) y H2(X—Y), se sigue

(III.2.25) o(X,Y) = é% (3H, (X+JY) + 3H,(X-JY) - Hy(X+Y) -

- Y) - _ 3 o 2
Hy (X=Y) — 4H,(X) 4H,(Y)} + 7 s 19(IX,Y)" +
+ g(KX,Y)Z}
Andlogamente, si se desarrolla, siguiendo un proceso andlo-

go al anterior, HB(X+KY) y HS(X-KY), se obtiene

1
(ITI.2.26) o(X,Y) = T {3H3(X+KY) + 3H3(X—KY) - H3(X+Y) -

3 2
- H3(X—Y) - 4H3(X) -4H3(Y)} * I e {g(IX,Y)" +
+ g(JX,Y) %)

El resultado se sigue de (III.2.23), (III.2.25) y (III.2.26).

De los Lemas III.2.1, III.2.2 y II1.2.3 se sigue el siguien-
te teorema que indica que, algebraicamente, la curvatura seccional
cuaternidénica de una variedad Kaehleriana cuaternidnica determina

la curvatura seccional de la misma:

TEOREMA III.2.4.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de

dimensidén 4m > 8. Entonces

3
o (X,Y) = é% I ISH,(X+e Y) + SH (X-o.Y) + H_(X+¥) + H_(X-Y) -
r=1

1 T
20Hr(X) - 20 HT(Y)} + 78 rés{Hr(X+¢SY) + Hr(X—oSY)} _

m+2

para cualesquiera vectores ortonormales X,YeTpM, peM.

§3.— Difeomorfismos que conservan la curvatura seccional cuaternid-

nica.-
Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica. Sea {E1,...,Em,
IE1,...,IEm,JE1,...,JEm,KE1,...,KEm} una base ortonormal de campos
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sobre M localmente definida. A una base de este tipo se le llama-

ra base adaptada sobre M.

Un punto peM se dice que es isdtropo con respecto a la curva-
tura seccional cuaternidnica si esta tiene el mismo valor para

todos los planos semicuaternidénicos en p.

LEMA IIT.3.7.- Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica Y peM

un punto no isdétropo. Entonces, si la dimensién de M es 4m > 8, exis-

te una base adaptada en p tal que

2 2
1) R(Ei,¢Ei,Ej,Ei) + (R(Ei,¢Ei,¢Ei,Ei) - R(Ej,¢Ej,¢Ej,Ej)) #0

para todo (i,j) con i#j y ¢=I,J,K. Y existe una base adaptada tal

que
2 2
2) R(Ei,®Ei,¢Ej,Ei) + (R(Ei,¢Ei,¢Ei,Ei) - R(Ej,¢Ej,¢Ej,Ej)) #0

para todo (i,J) con i#j y ¢o=I,J,K.

Demostracidén.- Si se supone demostrado 1), 2) se sigue facilmente

reordenando la base, y tomando °Ej en lugar de Ej'
Para demostrar 1) se puede suponer, sin perderse generalidad,

que m=2. Supdngase que se tiene una base adaptada en p, {E1,E2,

IE1,IE2,JE1,JE2,KE1,KE2}. Al ser p un punto no isétropo, la curva-

tura seccional cuaterniénica de M no puede ser constante. Enton-

ces, por la Proposicidén II.2.4, y la definicidén de base adapta-
da en p, deben existir dos vectores ¢E1, WE2 (donde ¢ y ¥ pueden

ser la identidad sobre TpM, I, J 6 K) tales que

(ITT.3.1) R(¢E1,vE2,I¢E1,¢E1) # 0
(III.3.2) R(®E1,?E2,J¢E1,®E1) # 0
y )
(III.3.3) R(¢E1,WE2,K¢E1,¢E1) # 0
De (III.3.1), (III.3.2) y (III.3.3), si se toma E1=¢E1, E2=

?Ez, se sigue, bbviamente, el resultado.
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Se supone ahora que M y M son dos variedades Kaehlerianas
cuaterniéniéas conexas cuyas funciones curvatura seccional cuater-
nidénica son, respectivamente, Q y (. Se supondri, ademis, que
dim M = dim M = 4m>8 y que existe un difeomorfismo f:M —s» N
tal que f*6=o. De esta segunda condicidn, se sigue que f aplica

4-planos cuaternidnicos en 4-planos cuaternidnicos.

LEMA ITII.3.2.- En las condiciones anteriores, f conserva la es-—

tructura cuaternidnica.

Demostracibén.- E1 Lema se prueba para 4m=8, pues los demds casos

se obtienen, trivialmente, a partir de este. Sea {E1,E2,IE1,IE2,
JE1,JE2,KE1,KE2} una base adaptada en peM. Sean
FLBj=Ej, F,IEg=H;, fJE=L; y FKE,=M. i=1,2

donde f, denota la aplicacidn inducida por f entre los campos de
vectores sobre M y los campos de vectores sobre M.

Entonces,

H. = a.E. + b,IE. + c.JE. + d.KE.

1 1 1 1 1 1 1 1 1
T — (B ' TR ' TR 7dn
Li = aiEi + biIEi + ciJE1 + diKE1
M — " " 1 ngn
M1 = alE + bYWIE. + ciJE + diKE:i

i=1,2, donde {I,J,K} es una base local del fibrado V sobre M en

p=f(p). Entonces

f‘*{xE1 + yEz,xIE1 + yIEz,xJE1 + yJEz,xKE1 + yKE2} =

= {xE1,+ yE2,xH1 + yHg,xL1 + yL2,xM1 + yM2}
es un 4-plano cuaternidénico si (x,y)#(0,0). Por tanto
xH + d1KE1) +

+ d. KE,) = MXE, + yEz) +



+ w(xIE; + yI§2) + Y(xj§1 + yjﬁ2) + G(XKE1 + yKEz)
para i,u,y ¥ & adecuados. Esto implica
a, = a, = a =1, b1 = b2 = b =y, Cq =C, =C =y,
d1=d2=d=5
Por tanto, se tiene
(IT11.3.4) Hi = aEi + bIE:i + cJEi + dKEi
y, analogamente,
= _ .= - — ——
(II1.3.5) Ly =a'E; +b IE; + c'JE; + d'KEi
(I1I.3.6) Mi = a”Ei + b“IEi + c"JE:.L + d"KEi

para i=1,2.

Se consideran ahora los siguientes 4-planos cuaternidnicos

n1 = {xE14-)EE2,xIE1 - yE2,xJE1 - yKE2,xKE1 + yJEQ}
I, = {xE:1 + yJEz,xIE1 + yKE2,xJE1 - yEz,xKE1 - yIE2}
n3 = {xE:1 + yKEz,xIE1 - yJEQ,xJE1 + yIEz,xKE1 - yE2}

donde (x,y)#(0,0). Entonces, -1os siguientes 4-planos

f*(n1)s {XE1

f*(nz)s {xE1 + yL2,XH1 + yMz,xL1 - yE2,xM1 - yH2}

7t yMz,xH1 - yL2,xL + yH2,xM1 - yE

f*(n3)§ {XE .

son también 4-planos cuaternidnicos, y, por tanto,

xH1 - yE2 = x(aE1 + bIE.l + cJE1 + dKE1) - yE2 =

= A(XE1 + y(ak, + bIE, + cJE, + dKE,)) +
+ u(xf§1 + y(aTE2 - bE2 + cKE, - dJE,)) +

+ y(xj§1 + y(ajE2 - bKE2 - cE, + dTEz)) +
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+ c(xKE1 + y(aKE2 + bJE, - CIE, - dE,))
para i,u,y Y § adecuados. Entonces, i=a, u=b, y=c, &=d y
-1 = xa - pyb - yc - &d
O = aAb + pa + yd - sc

O = ¢ - yd + vya + &b

0 =2d + pc - yb + sa

es decir,
-1 =a% - p% - c?_g°
0 = 2ab
0 = 2ac
0 = 2ad

y, por consiguiente,

(II1.3.7) a=20, b + ¢ + d° =1

Si1 se aplica el mismo razonamiento a xf1 - yEz, se obtiene

b2 2 2

(IT1.3.8) a' =20 +C'S +d'¢ =1

s

y de xﬁ1 - y§2, se sigue, anélogamente,

(III.3.9) a" =0 , b"? 4 cn? 4 gn? =

De (I11.3.7), (III.3.8) y (III.3.9), se tiene

xL1 - yM2 = x(b'IE1 + c'JE1 + d'KE1) - y(b"IE2 + c"JE
= ).1(xE1 + y(bIE:2 + CJE2 + dKEZ)) +
+ u1(XIE1 + y(—-bE2 + CKE, - dJEz)) +
+ Y1(xJE1 + y(-bKE2 - CE, + dIE2)) +
+ 61(XKE1 + y(bJE, - cIE, - dE,))

para ciertos AqaHqaYqa 8y, Entonces se sigue que A1=O, p1=b', v,=¢",

61=d' y
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0 = -bb' - cc' - da:
-b" = dc' - d'c
(IIT.3.10) v = _gp' + bd:
-d" = c¢cb' - bc!

Por un razonamiento andlogo aplicado, respectivamente, a xM, +

1

+ yL2 y xM1 - sz, se obtiene, respectivamente,

O = -bb" - cc" - ddn»

bl = dcll - Cd"
(III.3.11) oy o _gpn 4 bgo
d' = cb'" -~ bc"
Yy
O = =b'b" = c'c" - d'gv
-b = d'c" - c'd"
(III.3.12) —-C = —d'b" + bldll
_d - c|b|| - b|c||
Las ecuaciones (III.3.4),...., (III.3.12) aseguran que, lla-

mando I'=bI+cJ+dK, J'=b'I+c'J+d'K y K'=b"I+c"J+d"K, verifican

/

b bl bll
(1,7,%X) c c¢c' cn = (I',J',K")

d dl dn

\ )

y entonces

/ \
b bl bll
c c¢c' ¢ e S0O(3)
d dl dll

\ /

2=—Id, I'J'==J'I'=K"', J'K'=-K'J‘=I',

y, ademas, I'2=J'2=K'
K'I'=-I'K'=J'. Por tanto, {I',J',K'} es una base local de V en f(p)
y se tiene que f, conserva las estructuras cuaternibdnicas de M y

M, en el sentido de que f,I=I'f,, f J=J'f,, f,K=K'f,, donde
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{I,J,K} es base local de V en peM e (I',J',K'} es base local de

V en f(p)eM. Esto demuestra el Lema.

Sea, pges, {Eq,...,Em,IE1,....,IEm,JE1,...,JEm,KE KE_ 1}

1" m
~una base adaptada de M en p, donde (I,J,K} es una base local de

Ven p. Sean f,E.=E., i=1,...,m. Del Lema III.3.2, se tiene,

£ IE;=IE,, f*JEi=TEi y P*KEi=KEi, donde (I,J,K} es una base 1lo-
cal de V en f(p)eM.

- 2 : — ) _ . 5 B L 5 .
o MEGIT = HTE NS = TS = IRE; IS = a;
(III1.3.13) Q(Ei.Ej) = Q(IEi,IEj) = g(JEi,JEJ) = g(KEi’KEJ) = a3,
g(El’IEJ) = bij) g(Ei:JEj) = clJ ’ g(Ei,KEJ) = ij

siempre que i#j.

LEMA III.3.3.- Si peM es no isbdtropo, entonces £y =(df)p es una

P
homotecia.

Demostracidén.- Con la notacidén de (III.3.13) se tiene que demostrar

d. . =0 si i#].

que a;=a, y que ai'=bij=cij= i3

J J
Como f conserva Q, para cualquier (x,y)#(0,0), X,yeR, se

tendra que

(III.3.14) R(in+ij,XIEi+ yIEj,xIEi+ yIEj,in+ ij) B
(£2+ y2)2
_ ﬁ(x§i+ ij,xfﬁi+ yfﬁj,xfﬁi+ nyj,in+ ij)
(aix2 + 2aijxy +‘ajy2)2
E1l numerador del término superior se escribe en la for-
ma:
Ax4 + Bx3y + Cx2y2 + ny3 + Ey4
donde
(iII.3.15) A = R(EL’IEi'IEi'Ei)’ B = 4R(Ei’IEi’IEj’Ei)

|
C = 2(R(Ei,IEi,IEj,Ej) + 2R(Ei,IEj,IEj,Ei))
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D = 4R(E.,IE.,IE.,E.), = . ) . E.
( i i i J) E R(EJ,IEJ,IEJ,EJ)

Andlogamente se puede escribir el numerador del término

inferior como

AxY 4 §x3y + (_:x2y2 + 13xy3 + §y4
donde
(I1I1.3.16) A = R(Ei’IEi’IEi’Ei) B = 4R(Ei’IEi’IEj'Ej)
C =2 R(Ei’IEi’IEj’EJ) + R(El’IEj’IEl’Ej) +
B(E. IE..TF..©
+ R(El’IEj’IEj’“i)
D = 4R(E.,IE.,IE.,E E = R(E.,IE.,IE.,E
4R( j i i J) E R(EJ ; IEJ EJ)

(III.3.17) A = a%A ., E = a?E
(ITI.3.18) B =a’B + 4a.a..A, D =a%D + 4a.a..E
e 1 1137 J J 1]
2A + C = 2(a.a. + 2a2.)A + da.a..B + a°C
i7j ij 1913 i
(ITI.3.19) _ 5 5
2E + C = 2(aiaj + 2aij)E + 4aiaijD + ajC
= 2 2
2B + D = 4ajaijA + 2(aiaj + 2aij)B + 4aiaijc + aiD
(II1.3.20) 3 ) 2
2D + B = 4aiaijE + 2(aiaj + 2aij)D + 4ajaijC + ajB
(III.3.21) E+2C +F = a%A + 4a.a..B + 2(a.a. + 2a2.)C + a2g +
J J 1] 1] 1J 1

+ 4aiaijD

Sustituyendo (III.3.17) en (III.3.19) se sigue que

P 2 2 2

C —2(2aij + aiaj - ai)A + 4aiaijB + aiC

= 2 2 2
= . . ., - . .a. .D a-c

C 2(2alJ + alaJ aJ)E + 4aJ i3 + E

Sustituyendo (III.3.17) y (III.3.22) en (III.3.21), se tiene

2 2 2 2 _ :
(III.3.23) (4(2aij + aiaj - ai) +aj - aj)A + (Saiaij 4ajaij)3 +
2 2 2 2 ~
+ (2a - 2(aiaj + 2aij))C - 4aja; b+ (aj - ajlE =0
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2 2 2 2
I1.3.24) ar. - a%)a - .a. . - .a. T
(I 3 ( 7 J) 4aJa1JB + (2aJ 2(a1aJ + 2alJ))C +
2 2 2 2
+ (8a.a.. - .a. . ~ . .a. - a“ . —aS ) E=
( 3313 4a1a13)D + (4(2alJ + alaJ aJ) + a5 al)u 0

Sumando (III.3.23) y (III.3.24), se tiene

(III.3.25) (4a°. - (a. - a.)°

ij i 3 J(A + E - C) + 4(ai - a.)aij(B - D)=0

Sustituyendo (III.3.18) en (III.3.20) se obtiene

2 2
(III.3.26) (Baiaij 4ajaij)A + (2ai - 2(aiaj + 2aij))B -

2 2
4aiaijC + (a\j - ai)D + 4ajaijE =0

2 2
(ITI.3.27) 4aiaijA + (ai - aj)B - 4ajaijC +

2

2 . _
+ (aj - 2(aiaj ¥ 2qij))D + (8ajai - 4aiai.)E =0

J J

Restando (III.3.27) de (III.3.26) se obtiene

, _ 2 2 _
(I11.3.28) 4(ai - aj)aij(A + E -C) - (4aij - (ai - aj) (B = D) =0

Considerando (III.3.25) y (III.3.28) como un sistema homogé-

. p . 2 2
neo con incégnitas 4aij - (ai - aj) y 4(ai - aj)aij
2 + (B - D)2 # 0, entonces la uUnica solucidn del

se sigue que,
si (A + = - C)

sistema es

2 _ _
(I11.3.29) 4aij - (ai - aj) = 0, (ai - aj)ai‘j =0

Claramente, de (III1.3.29) se sigue que ai:aj y aij=

Supéngase, pues, que el determinante del sistema (A + E - C)2+

0,

+(B - D)2=O, es decir, A + E - C=B - D=0. Al sustituirlo en las
ecuaciones de (III.3.22) se sigue

2 2 o
(IT1.3.30) (4aij - (ai - aj) Y(A - E) + 4(ai - aj)aijB =0

y sustituyendo en (III.3.26),
vEED L, st (.

CELD L Y 5
(ITI.3.31) 4(ai - aj)aij(A - E) - (4aij - (a. - a.)

i 3 )JB =0
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Todo 1o que se ha hecho hasta ahora es vilido para cual-
quier base adaptada de M en p. A partir de ahora se considera
una base adaptada que verifique 2) del Lema IIT.3.1, lo cual
es posible al ser p no isbtropo. Esta condicidén, precisamente,

2 } . .
es que (A - E)° + B2 # 0. Por lo tanto, discutiendo el sistema
homogéneo dado por (III.3.30) y (III.3.31) se llega de nuevo a

(II1.3.29) y, por tanto, a;=a 0.

.y d. .=
J 1]

Andlogamente, se considera ahora (x,y)#(0,0), con X,yeR, y
por conservar f la curvatura seccional cuaternibnica,

R(XE, :  ~yE | . ~yE ., XE. .
(XE;+yIE;,XIE;~YE 4, XIE; YE ,XE +Y1E ;)

(IT1.3.32) (X2 N y2)2 =
. E(xﬁl+yfﬁj,xfﬁi—yﬁj, TEi—yEJ,xE1+yTEj)
) ((x° + y2)ai + 2xybij)2
E1l numerador del término superior se puede expresar
como
Ax4 + Bx3y + Cx2y2 + ny3 + Ey4
donde
A = R(Ei’IEi’IEi’Ei) B = 4R(Ei’IEi’Ei’Ej)
(III.3.33) C = 2(R(Ei,IEi,IEj,Ej) + 2R(Ei,Ej,Ej,Ei))
D = 4R(Ei’Ej’Ej’IEj) E = R(Ej,IEj,IEj,Ej)
Se escribira también el numerador inferior en la forma
Axd 4 §x3y + éxgy2 + Bxy3 + Ey4
donde
A = R(E;,IE;,IE;,E}) B = 4T(Ei,TEi,Ei,Ej)
C = 2(§(Ei,TEi,TEJ,Ei) + E(El,EJ,TEj,TEi) +
(III.3.34) + E(El’ﬁj’gj’ﬁl )
D = 4§(Ei,ﬁj,ﬁj,fﬁj) E = E(EJ,TEJ,TEJ,EJ)

Por tanto, de (III.3.32) se sigue

- 69 -



(III.3.35) A= a?A E = aig
_ 2 = 2 .
(I1II1.3.36) B 4a1leA + a: B D = a“© D + 4a1 ljh
2A + C = 2(2b2. + a%)A + 4a b, B + acc
(III.337) L 5 5 >
2B + C = 2(20ij + l)L + 4a b b + alc
= = 2 2
2B + D = 4a.b. .A T ) .b. . -
(I11.3 38) 4 iP5 3 + ¢(2le + al)B + 4alleC + alD
= = 2 2 2
2D B = .b. . T i .b.. :
+ 4alleE + 2(2b13 + at)D + 4alleC + alB
(II1.3.39) A + 2C + E = a?A + 4a;b, 5B+ 2(2b + a?)c + 4aibijD +
+ a?E

Sustituyendo (III.3.35) en (III.3.37), se sigue que

C 4b A + 4a by B + a<c

(III.3.40)

1]

4b E + 4a b D + a:cC

[SAC I =L\

Sustituyendo (III.3.35) y (III.3.40) en (III.3.39) se obtie-

ne
(II1.3.41) 2b A + a;b. B - b c - a;b; D =0
Yy
(ITI.3.42) —a b B - b C + a b D + 2b E =0
Sumando (III.3.41) y (III.3.42), se sigue
(III.3.43) bij(A +E-C) =0
Sustituyendo (III.3.36) en (III.3.38), se tiene
2 -
(I1I1.3.44) aibijA + aib JE - b B - ay b, C = 0
Yy
2
(I11.3.45) aibijA + aibijE - bijD - aibijc =0
Restando (III.3.45) de (III.3.44), se sigue
(III.3.46) b§j<B - D) =0

De (III.3.43) y (III.3.46), se tiene que bijzo A +E~-C =
= B - D = 0. Si se supone esta ultima posibilidad, es decir,

C=A+E, B=D, entonces sustituyéndolo en (III.3.40) se obtiene
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. 2 )
(III.3.47) bi (A - E) =0

y sustituyendo en (III.3.44) y (III.3.45) y restando,

2
(III.3.48) bIiB =0

Asi, de nuevo, bij:O 0 bien, A - E =B = 0, pero con el mis-
mo razonamiento anterior, aplicando 1) del Lema III.3.1, se sigue
que la posibilidad A - E = B = 0 es imposible, en consecuencia,
bij=o.

Un proceso analogo al seguido para probar que bij:O’ apli-
cado a (in+yJEj,xJEi—ij) (respectivamente, a (in+yKEj,XKni—ij))
.=0 (respectivamente, d..=0).

J 1]
Todo ello prueba el Lema.

demuestra que cy

TEOREMA III.3.5.- Sean M y M variedades Kaehlerianas cuaterniéni-

cas con funciones curvatura seccional cuaternidnica Q y Q, respec-

tivamente. Si la dimensidén de M es 4m >8 y existe un difeomor-

-— *_
fismo f:M — M tal que f Q=Q, entonces

1) Q=5=constante y, por tantc, My M son localmente

isométricas, 6

ii) f es una isometria.

, .. * . .o .
Demostracidn.- La condicidn f Q=Q implicitamente requiere que f

aplique 4-planos cuaternidnicos de M en 4-planos cuaternidnicos
de M y que si Q=0= constante, la condicidn es redundante y la con-
clusidn de i) es bien conocida.

Ademds, si todos los puntos de M son isdtropos, (=zconstante.
Asi, si Q#constante, por analiticidad, los puntos no isétropos
formarian un conjunto denso. Por tanto, del Lema III1.3.3 se sigue
que M es conforme. Si f es conforme y conserva Q entonces, por

el Lema III.2.1, se sigue que la curvatura escalar de M es igual
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a la curvatura escalar de M. Por el Teorema I11.2.4 sé obtiene que

f conserva la curvatura seccional.

Finalmente, el resultado se sigue aplicando el Teorema Funda-

mental de [27].

- 72 -



CAPITULO [V

HIPERSUPERFICIES REALES PSEUDO-EINSTEIN DEL

ESPACIO PROYECTIVO CUATERNIONICO

s1.—- Fbérmulas basicas.-

Sea M una variedad Kaehleriana cuaternidnica de indice 4s
y dimensidn 4m y M una hipersuperficie real no degenerada de H.
Sea t el campo de vectores normal unitario de M en . Se notaréa

por —U1:15, —U2=Jg, -U.,=Kg.

3
Sea X un campo de vectores tangente a M arbitrario. Enton-

ces se escribe

IX = ¢1X + f1(X)£
(IV.1.1) JX = ¢2X + f2(X)€
KX = ¢3X + f3(X)g

donde ¢1X, o2X y ¢3X son, respectivamente, la componente tangente
de IX, JX y KX, respectivamente.

Entonces, g(IX,g) = -g(X,It) = g(X,Uq) = g(¢1x,g) + £1(X)g(g,g):
£,(Xg(e,¢).

Analogamente, g(JX,g) = £,(X)gle,8) = g(X,U,), g(KX,¢) =

= f3(x)g(s,a) = g(X,U Es.decir,

3).

f1(X) = g(X,U1)g(C,£)
(Iv.1.2) f2(X) = g(X,U2)g(€,£)
f3(X) = g(x,U3)g(€,g)
. o 2 2 )
De (IV.1.1) y teniendo en cuenta que I =J"=K"=-Id, se tiene
0% = =X + £ (X)U
1 = 1 1
2
(IV.1.3) 05X = =X + fg(X)U2
2 = -
¢3X = =X + f3(X)U3
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(Iv.1.4)

para cualquier campo

De aqui, igualando componentes

2
IU1 = -1"¢
Asi,
(IV.1.5)
También se
¢3x + f3(X)g
0 X + PQ(X)E
¢1X + f1(X)g
¢1X =
(IV.1.6) 0 X =
®3X =
y
f1(X)
(IV.1.7) fg(x)
f3(X)

f1(¢1x)
£2(¢2X)

X)

f3(03

£

It

0

0]

<x>1U1 + f1(U1)g

= ¢1U1 + g
¢1U1 =0
¢2U2 =0
¢3U3 =0

obtiene de (IV.1.1)

]

KX = IJX = I(¢2X + fg(X)g)
- fz(x)U1

JX = KIX = K(¢1X + f1(X)g)
- f1(X)U3

IX = JKX = J(¢3X + f3(x)g)
- f3(X)U2

i

¢1U1 + g(U1,U1)9(€,€)g

4),] ¢2

d>3¢1

]

2

¢

3

de vectores X tangente a M. Ademds,

X + f1(¢2X)g -

X + f3(¢1x)g -

(@BX)

X + f2 £

tangenciales y normales,

050X - f3(X)U2 = —0,0,X + fz(X)U3
0,0, X = f1(X)U3 = —0,0,X + fB(X)U1
0,0,X - £, (XU, = =0 0,X + £,(X)U,
£,(6,X) = —F4(0,X)
f3(¢1X) = —f1(¢3X)
f1(¢2X) = —f2(¢1X)

Ademds, teniendo en cuenta que g(U1,U2)=g(U1,U3)=g(U2,U3)=O,
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se tiene

37 = Uy = e,
(IV.1.8). *, U, = U3 = -e, U,
¢2 3 = U1 = —¢3U2
De ser g(IX,Y) = -g(X,IY) y andlogamente para J y K, se obtie-
ne
g(®1X,Y) + g(X,¢1Y) =0
(IV.1.9) g(¢2X,Y) + g(X,¢2Y) =0
g(®3X,Y) + g(X,¢3Y) =0

para cualesquiera campos de vectores X,Y tangentes a M.

Por otro lado, de (IV.1.1), se obtiene

g(x,Y)

g(IX,IY) = g(¢1x + f1(X)g,¢1Y + Ej(Y)a) =

gle X,0.Y) + £ (X)f, (Y)g(g,&)

y expresiones analogas para ¢2 y ¢3. Es decir,

g(¢1x,¢1Y) = g(X,Y) - fq(X)f1(Y)g(5,£)
(IV.1.10) g(¢2X,¢2Y) = g(X,Y) - EQ(X)f2(Y)g(E,£)
g(¢3X,®3Y) = g(X,Y) - f3(X)f3(Y)g(£,g)

para cualesquiera campos de vectores X,Y tangentes a M.

Sea ahora 7V el operador de diferenciacidn covariante en M y

v el inducido sobre M. Las férmulas de Gauss y Weingarten estan

dadas por
(IV.1.11) VXY
(IV.1.12) V&

]

V.Y + g(g,g)g(AX,Y)

X

-AX

para cualesquiera campos de vectores X,Y tangentes a M, donde A

es el endomorfismo de Weingarten de la inmersidn.

Las ecuaciones de Gauss y Codazzi vienen dadas, respectivamen-—

te, por
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R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + g(¢,€)g(AX,Z)AY - g(&,¢)g(AY,Z)AX

(R(x,Y)z2)" = gl(v,A)Y,Z)g - g((v,A)X,2) ¢

donde R y R denotan los tensores de curvatura de M y M, respecti-
vamente y 1 denota la componente normal, siendo X,Y,Z campos de
vectores arbitrarios tangentes a M.

Se supone ahora que M es una variedad Kaehleriana cuaternid-—
ca de indice 4s con curvatura seccional cuaternidnica constante
4c. Entonces, del Teorema II.1.3, (IV.1.11), (IV.1.12) y las ecua-

ciones de Gauss y Codazzi se obtiene

(IV.1.13) R(X,Y)Z = c(g(Y,Z)X - g(X,Z)Y + g(IY,Z)IX - g(IX,Z)IY +
+ 29(X,IY)IZ + g{JY,Z)JX = g(JX,Z)JY + 2g(X,JY)JZ +
+ g(KY,Z)KX - g(KX,Z)KY + 2g(X,KY)KZ} + g(&,£)g(AY,Z)AX -

- g(g,e)g(AX,Z)AY - g((VXA)Y,Z)g + g((VYA)X,Z)g

para cualesquiera campos de vectores tangentes a M, X,Y,Z.
Considerando entonces las componentes tangenciales y nor-

males de (IV.1.13), se tiene, si la dimensidén de M es 4m > 8,

(IvV.1.14) R(X,Y)Z = c{g(Y,Z)X - g(X,Z)Y + g(¢1Y,Z)¢1X -

- g(¢1X,Z)¢1Y + 2g(X,¢1Y)¢1Z + g(¢2Y,Z)¢2X -

g(¢2X,Z)¢2Y + 2g(X,¢2Y)¢2Z + g(¢3Y,Z)¢3X -

Z} + g(g,g)g(AY,Z)AX -

g(¢3X,Z)¢3Y + 29(X,¢3Y)¢3

glg,e)g(AX,Z)AY

y

(IV.1.15) (v A)Y — (v A)X = c(f, (X)e,¥Y - £ (Y)o X +
+ 2g(g,8)g(X, 0, YIU, + £,(X)e,Y = £,(Y)e X +-
+ 2g(g,£)g(X,0,Y)U, + £,(X)e Y - Fa(Y)e X +

+ 29(E,E)Q(X,¢3Y)U3}

En particular, de (IV.1.15) se obtiene, teniendo en cuenta
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todas las férmulas obtenidas anteriormente,

Q((VXA)U1,U1) = g((VU1A)X,U1)

9((VU2A)X,U2)

g((vXA)Ug,UQ)

) g((v

g((v,A)U,,U A)X,U
X 3 ) 3)

3 U

3

De (IV.1.14) y escogiendo una base ortonormal {E1,. ’E4m 13

de campos de vectores tangentes a M, considerando oi=g(Ei,Ei)=i1,

se sigue que el tensor de Ricci de la hipersuperficie estd dado

por
4m-1
(IV.1.16) S(X,Y) = § %R(Ei,X,Y,Ei) = (4m-2)cg(X,Y) +
i=1
4m- 1
+ C i£1 oi{3g(Ei,¢1Y)g(¢1X,Ei) + 3g(Ei,¢2Y)g(¢2X,hi) +
4m-1
+ 39(Ei,¢3Y)g(¢3X,Y)} + g(g,¢) i£10i{g(AX’Y)g(AEi’Ei) -

g(Ei,AY)g(AX,Ei)} = (4m-2)cg(X,Y) + 3c{g(¢1x,o1Y) +

+

g(¢2X,¢2Y) + g(¢3X,o3Y)} + gleg,g){traza Ag(AX,Y) -
= g(A%X,Y)}
y aplicando (IV.1.2) y (IV.1.10) en (IV.1.6), aparece

(IV.1.17) SX = (4m+7)cX - 3C{f1(X)U1 + £,(X)U

2

5 f3(X)U }o+

3

+ g(e,&) {hAX - A2X}

para cualquier campo de vectores X tangente a M, donde S(X,Y)=
=g(SX,Y) para cualquier Y campo de vectores tangente a M y hs=
=Traza A.

De (I.1.5), (IV.1.11) y (IV.1.12), se tiene

WU, + g(e,£)g(AX,U )¢ = 5x”1 = —5XIE = ~(€XI)5 - IGXg = -r(X)Jeg +
+ q(X)Kg + 0 AX + f1(AX)g

y ecuaciones analogas si se deriva U2 Y% U3. Luego

__‘77__



l

VU, = r(X)U2 - q(X)U3 + 0, AX

+ ¢,.AX

(IV.1.18) VXU2 = -r(X)U, + p(X)U3 5

1

VXU3 = q(X)U1 - p(xX)U, + ¢,.AX

2 3

Anadlogamente, se tiene

r(X)JY - q(X)KY = (v,I)Y = VyIY - Iv,Y = Vo, Y + fo1(Y)£ -

- I(VXY + g(e,8)g(AX,Y)e) = Voo Y + g(g,g)g(AX,¢1Y)g +
+ X(f1(Y))5 - f1(Y)AX - f1(vXY)g + 0,9, Y 4 g(é:,z:)g(AX,Y)U1

y expresiones andlogas desarrollando (FXJ)Y y (EXK)Y, de donde,

considerando las componentes tangenciales, se sigue

(v, 9.)Y

%01 r(X)o

oY - q(xX)e

- g(g,g)g(AX,Y)U

3Y + fT(Y)AX -

1

(v ,0,)Y = —r(x)¢1Y + p(X)e

¥ %5 Y + f2(Y)AX -

3
(IV.1.19) - g(g,£)g(AX,Y)U,

(9,9,)Y

q(X)e Y - P(X)e Y + f3(Y)AX -

Se supone, pues, ahora que M es una hipersuperficie real del

espacio M(4c) con c#0 y dimensidén de M(4c) 4m > 8. Entonces, se

tiene
LEMA IV.1.1.- En las condiciones anteriores, si A es diagonaliza-
ble y U1,U2,U3 son vectores propios de A con la misma curvatura

principal a, entonces esta es localmente constante.

Demostracidén.- Sean U1,U2 y U, vectores propios de A con valores

3
propios respectivos o, a, ¥ a,. ES decir, AU,=a,U,, AU,=a,U,,

AU3=u3U3. Entonces, de (IV.1.18), se tiene

(vXA)U1 = Vya Uy - AV, U, = X(a )0y + o r(X)U, - a1q(X)U3 +
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+ o 0 AX - agr(x)u2 + u3q(X)U3 = Ao, AX

De aqui,
(IV.1.20) g((VXA)Y,U1) = g(Y,(vXA)U1) = X(a1)g(Y,U1) +

+ a1g(¢1AX,Y) - g(A@TAX,Y) + P(X)(a1 - a2)g(Y,U2) +

+ q(X)(a3 - a1)g(Y,U3)

De (IV.1.15) y (IV.1.20) se obtiene
(IV.1.21) c{2g(X,¢1Y) + f2(X)g(¢2Y,U1) - EZ(Y)g(¢2X,U1) +
+ £3(X)g(®3Y,U1) - 53(Y)g(¢3X,U1)} = X(a1)g(Y,U1) +
+ a1g(¢1AX,Y) - g(A¢1AX,Y) + r(x)(a1 - 02)9(Y,U2) +
+ q(X)(a3 - a1)g(Y,U3) - Y(aq)g(X,U1) - u1g(®1AY,X) +

+ g(A®1AY,X) - F(Y)(a1 - a2)g(X’U2) -

- q(Y)(a3 - a1)g(X,U3)

Si en (IV.1.21) se toma Y=U se sigue

»] b

(IV.1.22) X(a1) = U1(a1)f1(X) + P(U,I)(a1 -«

+ QU (ay = a))f

JEL(X) +

272

3(X)
y expresiones andlogas para X(a2) % X(a3), siendo X un campo de
vectores arbitrario tangente a M.
Asl, si X| <U1,U2,U3>, donde <U1,U2,U3> denota el subespacio
generado por U1, U2 y U3, se tiene que X(a1)=X(a2)=X(a3)=O.
Ademés, de (IV.1.22) se tiene que

U2(a1) = (oz1 - a2)P(U1)

U3(a1) (a3 - a1)Q(U1)

Asi, si se supone que @y =ay=ag=a, el resultado se sigue de

las expresiones anteriores.
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52.- Hipersuperficies reales pseudo-Einstein de una variedad Kaeh-

leriana cuaterniénica de indice 4s con curvatura seccional

cuaternidnica constante.-

DEFINICION IV.2.1.- Sea M una hipersuperficie real no degenerada
de una variedad Kaehleriana cuaternidénica M. Se dice que M es una

hipersuperficie pseudo-Einstein si su tensor de Ricci tiene una

expresidén del tipo siguiente
(IVv.2.1) SX = aX + b{f1(X)U1 + f2(X)U2 + f3(X)U3}

para todo campo de vectores X tangente a M, siendo a y b funcio-

nes C -diferenciables sobre M.

En este epigrafe se supondrd que M es una hipersuperficie real
pseudo-Einstein de una variedad Kaeﬁleriana cuaternidnica M(4c)
de curvatura seccional cuaternidnica constante 4c. Entonces, lla-
mando t=g(¢,¢), de la Definicidn anterior y teniendo en cuenta

(IV.1.17) se tiene, si la dimensidén de M(4c) es > 8,

(IV.2.2) (A% = hA + o)X = G (8, (U, + £,(X0)U

1 2

5t f3(X)U3}

donde p=t(a-c(4m+7)) y 0=f1(b+3c); siendo 4m la dimensidn de

M(4c), la cual, a partir de ahora se supone siempre >38.

TEOREMA IV.2.2.- Sea M una hipersuperficie real no degenerada

pseudo-Einstein de una variedad Kaehleriana cuaternidnica M(4c)

de indice 4s. Si o#0 en un abierto U y si el endomorfismo de

Weingarten A es diagonalizable, existe una base local de V,

{I',J',K'}, tal que los correspondientes Uj=-I'e, U,==J'g y

U3=—K'£ son principales y, al menos, dos de ellos tienen la mis-

ma curvatura principal. Ademés, en cada punto de U existen, como

maximo, cuatro curvaturas principales distintas.
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Demostracion.- - Teniendo en cuenta (IV.2.2) se considera T:Ag_hA,

que es un tensor simétrico. Entonces se tiene TU1=(0—Q)U1,

TU2:(0—Q)U2, TU3=(0—p)U3. Por lo tanto, U1,U2 y U3 son autovecto-

res de T correspondientes al mismo autovalor os~p. S1 X es orto-
gonal a U,,U, y Uy, se tiene que TX=-pX. Asi, siendo ¢#0, o-p

es un autovalor de T de multiblicidad 3y -p es otro autovalor de
T de multiplicidad 4m-4. Ademds, claramente si X es un autovector

de A también lo es de T. Sea, pues, (X } una base or-

EERT o
tonormal de autovectores de A. Sera también una base ortonormal
de autovectores de T. Por tanto, deben existir exactamente tres
vectores X, X, 4 ¥ X, o tales que 1 <k<k+l<k+2 <4m-1 y TX.=(o-p)X,,

i=k,k+1,k+2. Por consiguiente, <Xk’xk+1’xk+2> = <U1,U2,U3> y asi,

debe existir una matriz CeSO(3) tal que

¢ / / W
Xk U1 I
Xk+1 - ¢ U2 =-C J &
Xk+2 L U3 K
N /
I I
Asi, C J = J! es una nueva base local del fibrado V.
K K'

Si se sigue 1llamando U1=—I'g,U2=—J'g y U3=-K'g , €stos son auto-
vectores de A. Como ademds sus curvaturas principales han de
cumplir la condicidn A2—xh+(p—o)=0, al menos dos de ellos han de
tener la misma curvatura principal.
21 se nota por Ao la restriccidén de A al complemento ortogo-
A deja dicho subespacio invariante y ha de
1ﬂ~hAO+p=O, luego A tiene, como maximo, dos cur-

Lo distintas, Le aqul se sigue el resultado.
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TEOREMA IV.2.3.- Sea M una hipersuperficie real no degenerada

pseudo-Einstein de una variedad Kaehleriana cuaterniénica f(4c)

de indice 4s. Si o0=0 sobre un abierto U y A es diagonalizable,

entonces existen, como maximo, dos curvaturas principales distin-

tas,» y u en cada punto de U, cumpliendo r+u=h, Au=p. Ademés,

U1,U2 y U3 son autovectores de A.

Demostracidn.- Siendo o0=0, de (IV.2.2) se obtiene (A2-hA+p)X:O,

para cualquier campo de vectores X tangente a M. Asil, como ma-
ximo, hay dos autovalores distintos de A. Haciendo el mismo ra-
zonamiento que en el Teorema IV.2.2, se obtiene que U1’U2 y U3

son también autovectores de A.

En lo que sigue se considera que el endomorfismo de Wein-

garten A no es diagonalizable, para lo cual 4s>0.

PROPOSICION IV.2.4.- Sea M una hipersuperficie real pseudo-Eins-

tein no degenerada de una variedad Kaehleriana cuaternidnica M(4c)

de indice 4s>0. Si ¢#0 sobre un abierto U y A no es diagonalizable,

entonces A2¢O.

Demostracidén.- Se supone que AZ:O. Entonces de (IV.2.2) se tiene

(—hA+p)X=c{f1(X)U1+f2(X)U2+f (X)U,}, para todo campo de vectores

3 3
X tangente a M. Asi, sobre U, donde ¢#0, si h=0, se tendria

oX=c{f1(X)U1+f2(X)U2+f3(X)U3}, lo cual es imposible. Por tanto,

h#0 y, por continuidad, se tendria que (A- {%)X:— {%{f1(X)U1+

+f2(X)U2+f (X)US}, con lo cual A seria diagonalizable, en contra

3
de la hipdtesis.

TEOREMA IV.2.5.- Sea M una hipersuperficie real pseudo-Einsteiln

no degenerada de una variedad Kaehleriana cuaternidnica M(4c),

con indice 4s>0. Si 0=0 sobre un abierto U y A no es diagonaliza-

ble, en cada punto de U,A se puede escribir de la forma
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\ ° )

respecto de una cierta base.

Demostracidn.- Seglin Petrov,[40], si A es no diagonalizable, al

ser un operador simétrico sobre un espacio con métrica pseudo-

Riemanniana, se puede escribir de la siguiente forma

/
B1
By
A = C1
Cn
N\ Vd
donde
’ N\
dixi dl
0 dfi dl
5 -
i
d.
1
- dirg
. /

/ N\
. 0
QJ BJ
- 0 1
By %
1 0
aJ BJ
_g. 0 1
C. = By %
J
By 9y
N
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donde B;#0 y C; es de orden 2t;x2t,. (Ver también Magid, [30]).

De (IV.2.2), siendo o¢=0, se tiene, sobre U, pId=hA—A2. Se

tiene, ademéas,

/ , N
A{ 2).1 1 0 0
2
0 Ai 2x. 1 . 0
0
2
Bi = 1
. 2xi
2
A
N 7/
y by \
- 2 . 2 .
a BJ aJBJ aJ QBJ 1 0 O ......
—2a.B. a —82. -28 2a . 0] 1 0O ......
JJ J J J ’
0 0 - 20.B: 2 2 1 .o
a:-8 aJBJ o BJ
c2=
J
a —32
J 7
N /
Por tanto, se tiene que 51152, tj <1 y 1los bloques
que aparecen en A deben ser de la forma
(p.) o) 4 b
X -B..
1 O J J ic ak

cuyos cuadrados respectivos seran de la forma
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2 ; 2 D
A 2. -
] * ;5 % "By 2ay By
(u2)
i ' 2 ’ 2 2
0 : - _
Y 2ay 8y OBy

Cambiando de base, se puede suponer que en A se tienen blo-

ques de la forma

(Ul)

O~
O~

Como hA—A2=pId, entonces

(IvV.2.3) h—2kj=0 , h8k~2ak8k=0
y

2 2 2
(IV.2.4) hui—ui=p ) hkj—)\j=p ) hak—ak"'si:p

Si existe algin bloque del tercer tipo, como sk#o, de (IV.2.3)

. h h
se obtiene - = xj, >

xj y a, son iguales. Por tanto, de (IV.2.4) también todos los B

seran iguales. Asi, (IV.2.3) y (IV.2.4) se transforman en

= a,, para cualquier j y k; asi, todos 1los

(IV.2.5) h-2x=0 , h-2a=0
Yy
(IV.2.6) hpi—p§=p , hx—x2=p , ha—a2+82=o

Sustituyendo (IV.2.5) en (IV.2.6), se tiene

2 2
(IV.2.7) hy -us=e » %20, a8 =0

De ser i=a, Se tendria 32=O. Asi, como 8#0, puede haber blo-
ques con « & bloques con A, pero no ambos a la vez. Ademés, en

ambos casos se tiene

(Iv.2.8) ny = "

2 h
Asi, si p=x2, como 2i=h, 4p=4X2=h y, entonces, p;= .
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. 2 .2 2 2 2 2 -
Si p=a"+8", h"=4p=h"-4(a+3 )=402~402~482=—482 <0, con lo cual
no pueden existir My

Por consiguiente, si existe un bloque con i, entonces i= é;

y wi= & para cada 1i. Sea p el nlmero de Ky que aparecen en Ay

2q el numero de . Entonces

(IV.2.9) h = pu + 2qx2 = %; h + gh

De (IV.2.9), se tiene, h(1 - q - %}):O. Pero al ser p+2q > 3,
%;+-c11—%u luego h=0. Entonces A seria de la forma

4 N

\ /
Si existe un bloque con un 8, no puede existir otro tipo de
bloque. Luego la dimensidén de M seria par, lo que es imposible.

Esto concluye la demostracidn.

§3.- Conjunto focal para una subvariedad del espacio proyectivo

cuaternidnico.-

Se comienza este epigrafe recordando la construccidén de 1la
. s , m .
estructura Kaehleriana cuaternidnica candénica en QP (4), debido
a su constante utilizacién a lo largo del mismo. (Véase Capitulo

II,[3] vy [22]).

Se considera Qm+1 con la base natural {eo,...,em}. Se define

s s m+1
el producto simpléctico natural sobre Q por
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=

n

(p,q) = § piq?
1=0
moa noq 1
donde p = | p'e;, ¢ = | qe; yp es el conjugado cuaterniénico
1=0 120t
de pl.
La métrica euclidea sobre QmJ"| viene dada entonces por

g(p,q) = Real(p,q)
1

4m+3_

para cualesquiera p,q€0m+

La esfera unidad S {q€0m+1l g(gq,q) = 1} es un fibrado

. . m
principal sobre QP con grupo estructural 83 y proyeccidén n. Con

la identificacidn natural de vectores tangentes a S4m+3 y vectores

m+1 .
en Q , el espacio tangente en un punto q a S4m+3

, representado por
Tq(S4m+3), es

Tq(S4m+3) m+1l

= {PeQ g(p,q)=0}

Sea T, = pe@™ | g(p,q)=g(p,iq)=g(p,ja)=g(p,kq)=0)

Este subespacio de Tq(84m+3) tiene por complemento ortogonal un
subespacio de dimensién 3 de Tq(S4m+3) generado por {iq,Jjq,kq},
donde i, Jj,k son las unidades cuaternidnicas.

La distribucién T' define asi una conexidn en el fibrado prin-
cipal S4m+3(QPm(4),SS) en la que T& es complementario del subespda-
cio <iq, jg,kg> tangente a la fibra en q, Yy Té es invariante por la
3

accidén de S Asi 1la proyeccién @ induce un isomorfismo (dn)q de T!

q
sobre Tn(q)QPm(4) tal que (dn)q aplica el subespacio <iqg,jq,kg> en el

cero para cada qES4m+3.
Se define la métrica natural g de curvatura seccional cuater-
niénica constante 4 por
g(x,Y) = 4g(x',Y")
para cualesquiera X,YeTaQPm(4), siendo X' e Y' los levantamientos

horizontales de X e Y, respectivamente, a Ta, donde n(qg)=a.

‘La estructura cuaternibnica en Té definida por multiplicacidn
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por i,J y k, induce la estructura cuaternidnica canbénica {I,J,K}
m C
sobre QP (4) de la siguiente forma:

Si XeTaQPm, se define
IX = (d X! X = iX! X = '
( H)q(lX ) JX (dn)q(ax ) KX = (dn)q(kx )

donde X' es el levantamiento horizontal a Té de X, con n(q)=a.
Por Gltimo, n, induce la conexién 7 sobre QP™ de la mane-
ra siguilente: Si X,Y son dos campos de vectores sobre op™ y X' e

Y' sus respectivos levantamientos horizontales a S4m+3, entonces

V.Y = (Vg Y")

define la conexidn Kaehleriana cuaternidnica en QPm, siendo v' la
diferenciacién covariante en sM*3,

Sea ahora M una subvariedad de dimensidén n embebida en QPm.
Se notaréa TLMz{(X,E)/XeM,CeT:M}, donde T;M representa el espacio
normal en x a M, al fibrado normal de M con proyeccidén P. Sea,
para (x,g)eTLM, F(x,¢) el punto de QPm que se alcanza tomando

una distancia |¢| a lo largo de la geodésica en QP™ que pasa por

X en la direccidn de .

DEFINICION IV.3.1.- Un punto chPm se llama un punto focal de mul-

tiplicidad v>0 de (M,x) si p=F(x,£) y el jacobiano de F tiene
multiplicidad v en (x,¢).

Sea, pues, & un vector arbitrario normal unitarioa Men el

weS4m+3

punto x,y con n(w)=x. Sea ¢' el levantamiento horizon-

tal de ¢ a T'. La geodésica en QPm en la direccidn de ¢ viene
w

dada por
y(r) = (cosr w + senr ¢')

Se sigue, naturalmente, que esta geodésica no depende de 1la
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eleccion de w. Ademas, al ser y(r)=vy(r+1) y usando, si es necesa-
rio, —¢ en lugar de ¢, sblo se necesita considerar re(0,n/2] para
calcular (dF)(x,rg)' Por otro lado, si r=0, claramente F, es la
identidad, y en este caso no pueden existir puntos focales. Asi,
se puede suponer O<r <1n/2.

Sea {51,52,...,gk} una base ortonormal para el espacio T;M,
con g,=¢. Sea U un entorno coordenado de x suficientemente peque-
flo. Se extienden entonces g1,...,gk a campos de vectores normales
y ortonormales sobre U por traslado paralelo, con respecto a la
conexidn normal VL, a lo largo de geodésicas en M. Sea uelU y

1
neTuM .Entonces,

Por tanto,

n gin,&,) g(n,t&,) gln,g,)
= L £. + e Ea e, 4 Tk £
1 , 2 k
In| Inl Inl [nl

por 1o que

2 2
g(n,51)2 g(n,gg)‘Z gln, )
1 = 5 + 5 L -
[nl Inl [ nl
Es decir,
2
gln,g,) k g(n,g.)
L R TR S N
- L 2
Ini j=2 Inl
g(r\,g\]) .
Llamando tj = —————  j=2,...,k, se tiene
[n|
k 2.1
n = |{nl((1 —‘.2 tj) g, + Tyt + . o+ tkgk) =
J=2
k 2.1 )
= w((1 - ] tj) £+ Loy + +es +\tkgk
Jj=2
k 2
con O«<y, 0_§|tj| <1 para cualquier J y {2 tj.i1

J
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0 sea, u=|n| y los tj son los cosenos directores de n. Asi,

. L
el espacilo tangente a T M en el punto (u,n) se puede considerar

como

T (TLM 9
(u,n) ) = T M8 < (=) J(

. 2
3y (u’n) st ) ""y(at ) >

2 (U»n) k (U,n)

donde es claro que, considerando la trivialidad local de T M por

xR X pl ()
(U,p,t2,..,tk) > (u,n)
entonces
(=2) =(dv) (=) | =2, ..,
at . .o . J=e, .. K
j (u’n) (usU’tzy ,tk) BPJ (u’u’ t2,--.,tk)
(=2 = (dv) (=)
SH (U, n) (W, tyseveyty ) ary (Wowstyyenssty)
siendo r1,...,rk las coordenadas usuales de Rk. Luego
(J
d
(_E—) = (W(U’U9O) ,t,O, 90)) =
atj (U,n) az t=0
- é% (w,u(A1-t? g+ te)) =2,k
J
t=0
d
(L = (‘{/(U,p + t,O, ,O)) B
v, Tl
d
= (u,(p + tleg,)
dt £20 1

Asi, (u,u(/1—t2 g, + tgj)) y (u,(p + t)gq) son las curvas

L .. .. . ]
de T M con condiciones iniciales respectivas ((u,n),(33—) ),
j (uvn)

i=2,...,k vy ((u,n),(-fg) ), siendo u=|nl.

(u, n
El objetivo que se persigue a continuacién es identificar los
puntos focales de M, para lo cual, en primer lugar, se procede al

’ a ~ . .
calculo de (dF) (—) . Se considera el diagrama
(x,re) atj (x,7c)
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S4m+3

F ln

L
T M > op"
F
donde F(x,r&) = z = cosrw + senr ¢', siendo £' el levantamiento
: 4m+3 .
horizontal a T! de £xs con we§ tal que n(w)=x. Asi, F(x,re)=

=lIoF(x,rg)=n(cosrw + senr ¢')=n(z). Por tanto,

3
(x,re) (3T7) =

] ~
(dF)(x,rg)(_a-t—f) = (dn)z(dF)
J J (x,rg)

(x,rg)

1l

(dn)z(g% lt:O (?(X,PG/1-t2 Eq + tgj))) =

(dn)z(é% (cosrw + senr(JW—te £+ tgly)) =
t=0 L J

(dn)Z (senr gi).

Ahora bien, senrgj no es horizontal en z. Luego, teniendo en
cuenta que su parte vertical es g(senr gj,iz)iz + g(senr gj,jz)jz

+ g(senr aj,kz)kz, se tiene

9 — (A | I DR T L N T S
(dF) 3?—) = (du)z(senr(gj senr g(gJ,lg iz

(
(x,reg) i (x,re)

- senr g(gj,jg')jz - senr g(gs,kg')kz))

siendo gj el levantado a TL de gj(x), y ahora el vector de la de-
recha pertenece a Té.

Andlogamente se obtiene

2 = (d 4 (cos{r+t) w +
(IvV.3.1) ,(dF)(x,rg)(a “)(x,rg) ( n)z(dt o o) +t) w
+ sen(r+t) g{)) = (dn)z(-senr(u+ cosr g{)

donde ahora el vector de la derecha ya estd en Té.

Sea ahora XeTxM. A continuacidn se calcula (dF)(x'rg)(X,O).
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Sea 8(t) una curva en M tal que g(0)=x y é% | g(t) = X. Sea

=0
«(t) el levantamiento horizontal de g a $¥*3 con a(0)=uw y

d
IF t=Oa (t) = X! . Entonces F(s(t),re, (8(t))) es la imagen bajo

n de la curva
n(t) = cosr a(t) + senr E%(a(t)) = 5(8(t),rg1)

y, por tanto, se tiene

d

(Iv.3.2) (dF)(X,rg)M,O) = (dn)z( I n{t))
t=0
Si se considera ahora n(t) como una curva en Qm+1, se tiene
que
(IV.3.3) n(0) = ( d n{t)) = cosr X' + senr D,,¢&!
T dt =0 w X!

4m+4

siendo D la derivacidn covariante en R Como g(x;,g%)zo, te-

niendo en cuenta que la esfera es totalmente wabilical en R4m+4
y la férmula de Gauss, se tiene que D Ademas, por

definicidén de v,

pues gi es un campo horizontal y XLETL. Por la fdérmula de Wein-
garten,
- ¥ 1
Tt = _Ag1 T Vx5

-"' »
Pero, por construccién del campo Eq VX£1:O. Asl, represen-
tando por (AEX)' el levantamiento horizontal de AgX a T;, se
w

sigue
(IV.3.4) Vil By = -(AgX)L + g(vkLa4,iw)iw + g(VQAg{,jw)jw +

+ g(V)'((LCfl 1kw)kw
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con (dm) (iw) = (dn)wUuD = (dn)w(kw) = 0, por construccién. Co-

mo, ademés, Q(E%(a(t)),ia(t)) = g(g%(a(t)),ja(p)) = Q(E%(u(t)),ka(t)):

=0, aplicando el razonamiento hecho anteriormente, se obtiene

g(v;(;)a%,iw) = ~g(£',iX(L) = g(X('D,ia')
(IV.3.5) g(v)'%q,jw) = ~g(£',jX;)) = g(Xl'”,J'E;')
g(vk;g%,kw) = —g(g',kX;) = g(X;,jg')

Por tanto, de (IV.3.2), (IV.3.3), (IV.3.4) y (IV.3.5), se

tiene

(dF)

(x,rg)(x’O) = (dn)z(cosr XL - senr ((AgX)

; - g(X;;i&')iw -
- Q(XL,JE')jw - g(X;,kg‘)kw))
donde ahora el vector de la derecha no esta, necesariamente, en

Té. En resumen, se ha demostrado la

PROPOSICION IV.3.2.- Con las notaciones anteriores, y para

O<r <n/2, se tiene

a) (dF) (=2 = (dn) (senr (¢! — senr g(el,ic')iz —
(x,reg) atj (x,re) z J J

- senr g(gs,ja')jz - senr g(gj,kg')kz))

b) (d4dfF) ) = (dn)z(—senr w + cosr ¢')

(=2
(x,re) ap (x.re)

c) (4dfF) (X,0) = (dn)z(cosr XL - senr ((AgX)L -

(x,re)
- g(X;,ig')iw - g(X;,jg')jw - g(X&,kg')kw))

donde el vector de la derecha estéd en Té en los casos a) y b), pe-

ro no necesariamente en el caso C).

Para calcular los puntos focales se hacen restricciones adi-
cionales sobre la subvariedad. Sélo se trataran dos casos: Cuan-

do Ig,J¢ y Kg son normales (es decir, M es una subvariedad
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cuaternidnica) 6 cuando Ig,J¢ y K¢ sean vectores principales de

Ag, que es el caso de algunas hipersuperficies reales importantes

de QPm.

»

Caso 1.- Se supone que 52:Ig, 53:Jg, g4=Kg son normales a M en x.

Entonces

PROPOSICION IV.3.3.- En las condiciones anteriores

a) (dF)(x,rg)(X’O) =0 si r=n/2

b) (dF) (=) = (dF) (=2 -
(x,rg) at, (x.7E) (x,rg) 9ty (x,re)
= (dF) (=) = 0 , para r=n/2
(x,reg) aty, (x.7¢) pald 1=14/¢<
c) (dF)<X rg)(X’V) # 0, excepto en los dos casos anteriores.

Demostracién.- De la Proposicidén IV.3.2 y de ser £=It, 53=Jg

y 54=Kg normales a M en x, se sigue

(dF) (=) = (dn)_(senr (ig¢' - senr 1z)) =
(x,re) at, (x.7¢) z
= (dn)z(senr (i¢' - senr (cosr iw + senr ig')))=
1 2 7 3 ety
= (dn)zésenr ig' - sen“r cosr iw - sen”r ig') =
3. 2 ., 2 B
= (dn)z(sen r ig' + senr cos“r ig' - sen'r COSr iw -
- sen3r ig') = (dn)z(senr cosr (-senr 1w + coOsr ig')) =
= (dn)z(ég sen?2r (-senr iw + cosr ig'))
9 L 1 _
(aF) (=) = (dn)_(senr (jg' - senr jz)) =
(x,re) at3 (x,re) z
= (dn)z(senr (jg' - senr (cosr jw + senr jg'))) =
. 2 : 3 'I)_
= (dn)z(senr je' - senr cosr Ju - senvr Jg =
3 . . 2 L 2 "——
= (dn)z(sen r je' + senr cos'r Jjg' - senr CoOsr Juw
- sen3r je') = (dn)z(ég sen?2r (-senr Jjw + cosr Jjg'))
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Andlogamente se obtiene
(dF‘)(X r&)(E%_) = (dn)z(%;senQP (-senr ke + cosr kg'))
’ 4 (x,rg)

Ahora b) es inmediato de lo anterior.

Por otro lado, al imponer que Ig,J¢ Y K¢ sean normales para
cualquier geTLM, se tiene que M es una subvariedad cuaternidnica
de QPm. Es conocido ([11],[19]) que estas subvariedades son total-
mente geodésicas. Por tanto, del apartado c) de 1la Proposicidn 1IV.3.2

se sigue a).

c) Los resultados anteriores prueban que si V = a1(7§—) +
H

+
Il ~m %X
oY)

3 L ’ .
j=2 J(gfg) € T(x,rg)(T M), entonces (dF)(x,rg)V = 0 sblo si

aj=O para todo j, en virtud de (IV.3.1)

n

L _ 3 L

Si X = j£1 bj(axj)e T(x,rg)(T M), es claro que para O<r <n/2,
salvo en los casos ya tratados, (dF)(X rg)(X’V) £ 0.

Los casos degenerados de esta Proposicidén sbélo se obtienen,
pues, para r=*n/2, por lo que son independientes de M o del punto
XeM. Es decir, no se obtiene informacibn sobre la propia M. Por
lo tanto esta técnica no tiene sentido aplicarla para estudiar sub-

variedades cuaternidnicas.
Se considera ahora el segundo caso:

Caso 2.- Se supone que Ig,Jg y Kg son vectores principales de Ag.

Se tiene entonces la

PROPOSICION IV.3.4.- Sean Ig,Jt y Kg autovectores de AE con auto-

valores A,u y v, respectivamente. Entonces:

a)(dF)( g)(X,O) = 0 si X es autovector de A€ con autovalor
X,r

cot r, siendo ademis, X ortogonal a Ig,Jg y Kg.
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b) ﬁdF){X’rﬁjflinﬂl = 0 51 i=2cot 2r
c) WﬁFl{wag)fjﬁsﬂl = 0 31 y=2cot 2r
d) dehﬂxypgmeEnOl = 0 si w=2cot 2r

e} (dF) (X,V) # 0 excepto para los casos a), b), c) y d).

(x,rg)

Demostracidn.- Del apartado c) de la Proposicidém IV.3.2 se sigue a).

95}

ea, pues, It un autovector de ﬂF con auwtovalor i. Entonces,

del apartado c) de la Proposicidm IV.3.2 se sigue, al considerar

la componente horizontal,

{(IV.3.6) (dF) (I,0) = ﬁdmﬂzﬁcwsm ig" — senr (aig" — iw) -

(x,rg)
-~ g{cosr 1¢' - senr iiz" + senr iw,Cosr lw + semr ig")
{cosr 1w + senr 1g")) = &ﬁmﬂzﬁﬁcagm ig" - asenr Lg" +

"

. ™y d - R
+ senr iw) - (2cosr senr - asen rjicosr le + senr Lg"l) =

, . . . . ) .
= (uﬂ}zicmsr i1g' — izenr 1L + Sens Ly — 2005 I Semr Lw —
-~ 2 ., e o . K I
— 2cosr sen r ig' 4+ isen’r COSr iw + Sen r 1g") =
SEN&r
= (dn)_({cos2r —» == j{-sear iw + cosr ig'})

por tanto, de (Iv.3.6), (dFj, __.(Ig,0) = O si

il i’n]f'r‘;)jl
(cos2r - x§§gﬁf J{-senr iu + cosr iz") = O, puss @@m)z s un 1so—

morfismc sobre T, lo gque lleva z gque i=2COL 2r.
Si Je¢ es un autovector de &_ Con autovalor g, mediante un de-—

sarrocllc andlogo se tiens

ne -
(IV.3.7) @dFB(X PEEKJE,U} = @dmh ({cos2r -meE%—iﬁﬁ —-senr Jjw +COSr Ji

y razonando como antes se sigue ).

snidlogamente, d) se obtiene de

- - * o Es 3k “ -
(Iv.3.5) (dF) y(Ke,0) = (dnj, {{cos2r —v =7 }{(—senr kutcosT K
X, I <

e B \wl )
o &

E—




Los apartados a) y e) se obtienen directamente del apartado
c) de la Proposicidn IV.3.2.

Nétese que, como cot 2(r - %%) = cot 2r, existirdn entonces
dos puntos focales a distancia 1/2 uno del otro correspondiendo
a cada una de las curvaturas principales i,y y v a lo largo de
cada geodésica normal.

S1 M es una subvariedad de dimensidn real n de QPm, se nota-

L .
réd por U(T M) al fibrado de vectores normales unitarios a M.

DEFINICION IV.3.5.- Se define el tubo de radio r sobre M por 1la

. L
aplicacion L U(T M)

> QP™ dada por ¢r(x,g) = F(x,rg).

N6étese que, al ser dim U(TLM) = 4m-1, o determina, al menos
para valores suficientemente pequefios de r, una hipersuperficie
real de QPm.

S1 se parte de una hipersuperficie real M, se suele conside-

m . .
> QP de la manera siguiente: si ¢ es

rar directamente 0.t M
un campo local de vectores normales unitarios, ®r(x) = F(x,rg(x)).
A continuacidn se calcula el endomorfismo de Weingarten, AL

iR

para la inmersidn . en el punto (x,¢) de U(T M). Con la triviali-

. L .
zacidén local que antes se hizo para T M, resulta que se puede iden-

. L _ 3 3 -
C g —_— —_— T
tificar T(x,g)U(T M) con TXM ) <at2""’atk> (ahora es siempre
3 . .
= 5 - X, colinci-
u=1). Los calculos de (d¢r)(x,g)(atj) y (d¢p)(x,g)( 0)

den con los calculos de (dF sobre los mismos vectores y

)(x,rs)
los resultados se tienen por la Proposicién IV.3.2.

E1 vector n = (dn)z(-senr w + cosr ¢'), que es tangente en
n{z) a la geodésica en op™ que pasa por x en la direccidn g, es
normal unitario a ¢. en n(z). Para ello basta ver, teniendo en
cuenta que para los valores de r que se toman ¢, seria una inmer-

L
sidn, que g(n,(dor) (7))=0 para cualquier ZET(x,g)U(T M), y

(x,€)




esto se sigue directamente de la Proposicién IV.3.2.

Entonces, para (X,V)e’l“(X g)U(TLM), se tiene que

(IV.3.9) (de_)

r (X’E)(Ar(x,v ) = —(%

Y(x,0) (¢r)*(X,V)”)n(z)

siendo n una extensidn del vector anterior a un campo de vectores
normales uniltarios a lo largo de o

Se tiene entonces:

PROPOSICION 1V.3.6.- Sean It=t,, Ji=c, y Ke=¢, normales a M en x.

Sean X1,‘...,Xn una base de vectores principales de Ag con curva-

turas principales Aj:cot n/2, j=1,...,n. Entonces Ar viene dado

en términos de sus vectores principales por

]

a) A (=) = =2cot 2r (—)
r at2 at2
b) Ar(E%—) = -2cot 2r (3%—)
3 3
c) AP(3%~) = -2cot 2r (5%—)
4 4
3 _ 3 .
d) AI‘(W) = —-Ccot r (at.) 5535_1(
o Jd J
. 3 o i
e) Ar(xj,O) = cot (= r)(Xj,O) 1<Jj<n.

Demostracién.- De la demostracidén de la Proposicidén IV.3.3, se

tiene que

(de_) (—3—) = (dn)z( sen?2r(-senr 1w + CcOSr ig¢'))

r (x,cg) at2

rof =

Por tanto, de (IV.3.9) y de la definicién de v, para calcu-

lar Ar(S%—) es preciso conocer v' n

2 (7? sen?2r (-senr iw + cosr ig'))

Notese que g(%% sen2r (-senr 1w + COST ig'),nz)zo, luego se
puede hacer la derivacidn en R4m+4, razonando de forma similar a
como se ha hecho anteriormente en la Proposicidn IV.3.2.

2
Entonces la curva ar(t) = cosr w + senr (/1-t7 g' +
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. 2 .
+ t(-senr cosr iw + cosr i¢')) en g4 pasa por z en la di-

.’ 1 . . ”,
recciéon (= sen2r)(-senr iw + cosr ig¢'). As{,

(v, | ), cax | | apo) -
(5 sen2r (-senr iw + cosr ig')) t=0 T lp T
d /L2
= Ix (-senr w+ cosr (/1-t%)¢' + (-2senr cos2r + sen3r)tim +
t=0
3 2 vy L 2 3 4.
+ (cos™r - 2cosr sen'r)ig') = (-2senr cos“r + sen>r)iw +
3 2 vi o, 2 2 .
+ (cos”r - 2cosr sen'r)ig¢' = (2cos“r - sen“r)(-senr iw) +
2 2 . . .
+ (cos“r - 2sen”"r)(cosr ig¢') = (cos2r)(-senr iw + cosr it') -
- cosr senr (cosr iw + senr i¢').
. 3 3 . .
Asi, (d@r)(x’g)(Ar(at ) )= —(dn)z(cos2r (-senr iw + cosr ig') -

2

— cosr senr (cosr iw + senr 1it'))

Pero el vector de la derecha no es horizontal. Su parte horizontal

es, precisamente, cos2r (-senr iw + cosr i¢'). Teniendo en cuen-

(=) y que ¢ es una inmer-

ta, ademds, la expresidén de (de¢_)
. r 3L,

X, %)
sién, se sigue el apartado a).

Los apartados b) y ¢) son analogos, teniendo encuenta las

3
(aT) Yy (dtbr,)(

expresiones de (d¢_)
r’( 3

3 .
— btienen
X, €) x,g)(at4) que se obtien

en la Proposicidén 1IV.3.3.

Sea ahora 5 < Jj <k. Entonces, de la Proposicidn IV.3.2,

3 1
(IV.3.10) (d«br) ( ) = (dn), (senr £l)

T, J
(x,8) "3 ;
Asi, ur(t) = cosr w + senr ( 1—t2 e+ t gi) es ahora una cur-
va en S4m+3 que pasa por z en la direccidn senr g&. Asi,
2 )) = - ' ) = =(dmn)(cosr g!)
(d¢r)(x,£)(Ar(atj)) = ~(dm), (Vgeny 53” z z J

razonando como antes. Teniendo en cuenta, ademas, (Iv.3.10), se
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sigue el apartado d).

Para el apartado e), ndtese . j
que XJ, 1<J<n, ha de ser cot (n/2) =
=0, al ser M totalmente geodésica. De la demostracién de 1la Propo-

sicién IV.3.2, se tiene que

(IV.3.11) (d<1>r)(X E)(xj,o) = (dn)z(cosr X")
y w

Asi, la curva cosr w + senr ( 1-t2 E' + t cot r X') es una
W
curva que pasa por z en la direccidn cosr X' en R4m+4, (se vuelve
w

a tener g(cosr X;,né) = 0, siendo n' el levantamiento horizontal

de n), luego

(d¢r)(x,g)(Ar(Xj‘O)) = —(dn)z(—senr X&)
y por (IV.3.11),
(d¢r)(X,£)(AP(XJ’O)) = tg r (d¢r)(x,g)(XJ’O) =
_ o
= cot ( 5 r) (d¢r)(x,g)(xj’0)

lo que termina la demostracidn.

Nétese que, teniendo en cuenta la Proposicidn IV.3.3, se si-
gue que

3 - 8y 1
(d°r)(x,c)(3?5) = - sen2r In, (d¢r)(x,5)(at3)— 5 sen?2r Jn

1

3 = e—
(d¢r)(x’€)(w) =5

4

sen2r Kn

Se tiene entonces el siguiente

. oo m
COROLARIO IV.3.7.- Sea V una hipersuperficie real en QP que que-

da sobre un tubo de radio constante sobre una subvariedad cuater-

nidnica de QPm. Sea n un vector normal unitario. Entonces, In,

Jn y Kn son autovectores del operador An con el mismo autovalor

-2cot 2r.
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pDemostracidn.-

AIn=-V_n=-% Sp— 2
" In 3 n-m(da)*(/\ (=)) =
senar (°r)*(3E5) ; A
= —2 (o), ((-2cot 2r)(=2)
sen2r . r’* r 5?; ) =
= —2_ (—2cot 2r) 4 2
= Soho -5 sen2r In = (-2cot 2r)Iy.

Andlogamente se sigue el resultado para Jn y Kn.

Sea, pues, M una subvariedad cuaternidnica y r tal que V=¢ M
r

es una hipersuperficie real. Se tiene

COROLARIO IV.3.8.- En las condiciones anteriores, el conjunto

focal de o1 consiste en la unidén del conjunto focal de M y el

propio M.

Demostracidn.- Los puntos focales de M, segun la Proposiciédn

IV.3.3, se obtienen uUnicamente para r=1/2.

Por la Proposicidén IV.3.4 y teniendo en cuenta el Corolario

IV.3.7 se obtienen puntos focales de @rM, a distancia %} - r de
°rM y seglin geodésicas de direccidn "1(z) que corresponden, pues,

a los que estaban a distancia 1n/2 de M en la direccidén de ¢. Es
decir, estos primeros puntos focales de ¢rM son los puntos foca-
les de M. La otra posibilidad corresponderia a puntos a distan-
cia r de ¢ M en la direccidn “nniz)r Vo de nuevo, teniendo en

cuenta la Proposicién IV.3.4, estos son los puntos de M.

§4.— Estructura de variedad de las hojas del conjunto focal.-

En este epigrafe se consideran 1las componentes del conjunto
. m .
focal de una hipersuperficie real M de QP, demostrandose que
se pueden considerar como auténticas subvariedades bajo ciertas

restricciones. La primera restriccién que se impone es que Te, Je

- 101 -




y K¢ sean vectores principales de AE’ donde ¢ es el campo de vec-
tores normales unitario a M. Por el Corolario IV.3.7, esto se ve-
rifica para todo tubo sobre una subvariedad cuaternidnica. La se-
gunda restriccién es que la curvatura principal respecto de la

cual se obtiene la hoja en cuestidn, tenga multiplicidad constan-

te.

Sea, pues, M una hipersuperficie real orientable de QPm con
campo de vectores normal unitario ¢, tal que I¢,Jg¢ y Kg son vec-
tores principales de AC con la misma curvatura principal. Enton-
ces, del Lema IV.1.1, se sigue que dicha curvatura principal ha
de ser localmente constante. Se puede escribir, por tanto, eésa
curvatura principal como p=2cot 2r, para alguna constante O<r<n/2
cuando se hacen calculos locales. Sea L M ——4>QPm, donde
°r(X) - F(x,re(x)).Por tanto, de la Proposicién IV.3.4 se obtiene

que existen dos conjuntos de puntos focales correspondientes a

w: Una hoja es ¢rM y la otra ¢._ nM. En lo que sigue, se consi-
2

dera sdlo °rM’ aunque todo es igualmente aplicable a ¢,_ M.
2

De la Proposicidén IV.3.4 se sigue que ¢, tiene rango cons-
tante 4m-4 en cualquier abierto donde las otras curvaturas prin-
cipales de Ag no tomen el valor cot I. i alguna de estas curvd-
turas principales xrzcot r en un abierto U, entonces el rango de
v, en U seria 4m-4-v, siendo v la multiplicidad de x.

A continuacidén se demuestra el siguiente Teorema que prueba
que una hoja del conjunto focal tiene estructura de subvariedad
cuaternibénica siempre que la aplicacidn ¢, tenga rango constante.
n tubo de radio constante

Ademis, la hipersuperficie real seria u

sobre dicha subvariedad.
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TEOREMA IV.4.1.- Sea M una hipersuperficie real conexa y orienta-

om ] o
ble de QP sobre la que I¢,Je¢ y Ke son vectores principales con

curvatura principal localmente constante p=2cot 2r. S1 ¢

t]‘ﬂ.‘w
" ene

pango constante g sobre M, entonces:

a) q es maltiplo de 4 y -todo punto erM tiezne un entorno U

tal que @rU es una subvariedad cuaternidnica de dimensidn cuater-

niénica q/4, embebida en QPm.

b) Para todo xeU, la hoja de la distribucidn Tﬁ:{XETM/&@F»%K:
)

=0} que pasa por x corta a U en un abierto de una hiperesfera geo-—

désica en el me—(q/4) totalmente geodésico ortogonal a Tp«wrwﬁ

en p=°r(X)' s decir, U queda sobre el tubo de radio r sobre @r@“

Demostracidn.- Si se supone que ¢ tiene rengo constamte g sobre

M, es conocido que para todo Xelt existe um Eniormo coordenzdo U

1 drm—T _—
de x con coordenadas locales U e .,u T, com origem em X ¥ ttal
. . " - w ] -i’rﬂ ml—T'
que ¢ €5 un embebimientc de la "slice w™ =...=W -0 em QP .
Asi, @rM es una subvariedad de cimensidn real g ez wn SNTONIO de

o (x). (véase [7], Remark 4.2 y Lemma 5.2). Adents, es facil com-

probar que la distribucidn TO(xbzzﬁET?M/ﬁ@@Fﬁxﬁﬁ@H es Imwolutiva

y que sus hojas tlenen dimensidn 4m—T-9-

Sea xOgM v, segun 1o anterior, U un entorno de % em B
1o suficientemente pequeflo para Jue V=0 U sea Wia subwariedad
embebida de dimensidn real q.

Para demostrar que V €5 una subvariedad cuaterniénica de

L " 3 "
me 10 que se hace es probar que para todo pPeV, pr es imvariante
por I,J y K. En este sentido, se prueba la existencia de uma base

L
de Tpv formada integramente poT yectores de la forma

nlx) = (dmﬁzﬁ—agnf s + cosr g')

|
—
]
a2
|




donde xeU, & es el normal unitario a M en x y el resto de las no-
taciones son las usadas en 53. Es entonces una aplicacidén directa
de las Proposiciones IV.3.2 y IV.3.4 el comprobar que In(x),Jn(x)
y Kn(x) son ortogonales a (°r)*(TxU) y, por tanto, a T_V.

p
Para demostrar que existe una base del tipo que se pretende,

obsérvese que, en primer lugar, n aplica U en el fibrado U(TLV) de

<

m

normales unitarios a V. Ademds, notando por wr:U(T¢V) > QP
la aplicacidén sobre el tubo de radio r sobre V, es inmediato, se-
gin la definicidn de v, el que wr(—n(x))zx, para todo xeU. Asi,
n tiene una inversa a la 1lzquierda y es un difeomorfismo sobre un
abierto n(U) en U(TJV). Notando por Up(TJV) a la fibra de U(Tiww
en p, n(U) Up(TiV) es un abierto en Up(TiV) que, por tanto, con-
tiene una base para T;V de la forma buscada.

Se na probado,pues, que T;V es invariante por I1,J y K. Como
V es una subvariedad embebida, se sigue que V es una subvariedad

W
-

C mo. . . ~
cuaternidnica de QP . Con esto se concluye la demostraciom de a)

Para demostrar el apartado b), sea XeU y a un punto arbi-

5!

trario de la hoja de TO que pasa por x. Por la comstruccidém amte-
. L . , -
riormente hecha, n(a) eUp(T V), por lo que a depe estar a dis-—
B ’ . e "w A %
tancia r de p a lo largo de una geodésica de QP normal a ¢ M.
m—-{q/4)

totalmente

Por otro lado, T_V determina un proyectivo QP

1
p
geodésico en QPm, y, por lo anterior, la hoja en cuestion es una
subvariedad de la hiperesfera geodésica de centro p ¥y radio r en
dicho proyectivo. Dicha hoja tiene dimensién 4m-gq-1, que es la
dimensidn de dicha hiperesfera geodésica, luego ha de ser una sub-
variedad abierta suya. Esto termina la demostracion.

Si se supone ahora que la hipersuperficie M queda sobre el

tubo de radio r sobre una subvariedad cuaternidénica M, o sea,
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=0 U, dond= U es un abierto de U(TLM), al ser M totalmente geodé-
sica en oP™ 1a Gnica curvatura principal (que, por tanto, tiene
multiplicidad constante 4k sobre U) es X=0=cot (1/2).Asi, a X le
corresponde, por la Proposicidén IV.3.6, una curvatura principal

de M, i=cot((m/2)-r), con la misma multiplicidad. Asi, el conjun-
to de puntos focales determinado por i es, simplemente; °(n/2)—rM’
como se deduce de la Proposicidn IV.3.4, que es una de las hojas
determinadas por u=-2cot 2r discutidas en el anterior Teorena.

En definitiva, el Teorema IV.4.1 estd en condiciones de po-
der aplicarse para toda hipersuperficie real M que quede sobre un
tubo obtenido a partir de una subvariedad cuaternidnica, hecho
que serd utilizado en el siguiente epigrafe.

A continuacidén se dan dos ejemplos de hipersuperficies rea-
les de QPm que ilustran la situacidén descrita por el Teorema

IV.4.1 y que, ademds, dan pie a la clasificacidén que se llevara

a cabo en el siguilente epigrafe.

EJEMPLO IV.3.2.- Hiperesferas geodésicas en QPm‘-

Una hiperesfera geodésica en QPm de centro el punto peQPm y
radio r, O<r <1n/2, es el conjunto de puntos de QPm a distancia
fija r del punto p. Se notaré dicha hiperesfera geodésica por
G(p,r). Se puede considerar G(p,r) como un tubo de radio r sobre
la subvariedad O-dimensional {(p}. Asi, por la Proposicidén IV.3.6,
se tiene que G(p,r) tiene dos curvaturas principales distintas
r=cot r, de multiplicidad 4m-4, y p=2cOt or, de multiplicidad 3,
en cada punto. |

Es claro que G(p,n/2)=QPm"1, también llamado el hiperplano
dual en QP™ a distancia n/2 del punto peQPm.

Para r<n/2 fijo, es claro que G(p,r) es también el tubo de
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- m-1
radio (1/2)-r sobre QP Y las curvaturas principales sobre

G(p,r) se pueden también calcular usando este hecho.

Por el Corolario IV.3.8 se sigue que el conjunto focal de

m-1
G(p,r) es {p} yQP » donde el punto p, por 1a Proposicién

IV.3.4, es un punto focal de multiplicidad 4m-1 de (G(p,r),x),

para todo xeG(p,r).
Por otro lado, para cada qeQP™', existe una esfera de radio

(1/2)-r de puntos en G(p,r) teniendo a q como punto focal de mul-

tiplicidad 1. Esta esfera es una hoja de 1la foliacidén T =

1!
<I¢,Je,Kg> , interseccidn de M con el QP1 totalmente geodésico

a través de g y ortogonal a me-1 en q, hecho que se sigue por
aplicacién directa del Teorema IV.4.1 al caso de M=G(p,r), vy
teniendo en cuenta que la aplicacibdn ¢(n/2)—r tiene rango cons-

tante, 4m-4, sobre M.

EJEMPLO IV.4.3.- Tubos sobre la subvariedad cuaternidnica QPk

de QP™ (1 <k gm-2).-

Sea k un entero fijo con 1<k <m-2 y sea O<r<n/2. Sea la

hipersuperficie M'(4m+2,k,r) de SA'm+3 definida por

k , m
(Iv.4.1) y 1q.|2 = COSQP, y Iq.|2 = sen®r
j=o0 Y - j=k+1 Y
1 2
Luego M'(4m+2,k,r) es un producto S4k+3(1/cos2r‘)xs4 +3(1/sen ri,

donde l=m-k-1.

La proyeccidn 1 sumerge M'(4m+2,k,r) en una hipersuperficie
real de QPm, que se notard por M(4m-1,k,r). Si se toma r=0 en
(IV.4.1) se obtiene la esfera S4k+3 como subvariedad totalmente
geodésicua en S4m+3, cuya imagen bajo m es la subvariedad cuater-

k

niénica QP de QP™. De esta construccidén se sigue que M(4m-1,k,r)

es el tubo de radio r sobre QPk, para lo cual basta tener en
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cuenta la definicidn que se ha dado de los tubos.

De la Proposicidn IV.3.6,se tiene que M(4m-1,k,r) tiene tres
curvaturas principales constantes xqzcot r, A2:cot (r-(n/2))=
=-cot ((n/2)~r) y u=2cot 2r, con multiplicidades respectivas
41, 4k y 3. NOtese que M(4m-1,k,r) es también un tubo de radio
(n/2)-r sobre la subvariedad cuaternidbnica QPl de QPm, que se
obtiene tomando r=n/2 en (IV.4.1) y proyectando sobre QPm. Por
el Corolario IV.3.8, se tiene que el conjunto focal de M(4m-1,k,r)

k C . o,
es QP UQPl. La foliacion To,para la aplicacion focal ., €S

T ® T v para ¢ ' qci
A " Yy P r—(n/2) ©° sz@ Tp, donde Tv denota el autoespacilo

correspondiente al autovalor v.

NOTA.- En el ejemplo anterior el caso k=m-1 coincidiria con el

Ejemplo IV.4.2, por 1o que no se ha incluido.

§5.- Una clasificacidén de hipersuperficies reales pseudo-Einstein

del espacio proyectivo cuaternidnico.-

Sea M una hipersuperficie real del espacioc proyectivo cua-

ternidnico QPm. Se dice que M es Q-casi umbilical (ver [21]) si

la segunda forma fundamental A de la inmersidn verifica

(IV.5.1) AX = aX + b{g(X,U,I)U1 + g(X,U2)U2 + g(X,Ug)U3}

siendo a y b funciones diferenciables sobre M y X cualquier cam-
po de vectores tangente a M.

Es facil ver, sustituyendo (IV.5.1) en (IV.1.17), que toda
hipersuperficie Q-casi umbilical de QPm es pseudo-Einsteln y que
U1,U2 y U3 son principales con la misma curvatura principal. Por
tanto, las hipersuperficies reales (Q-casi umbilicales y 1los
Ejemplos IV.4.2 y IV.4.3 son hipersuperficies reales de QPm con

U U2 y U3 principales y con la misma curvatura principal.

1 b
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El objetivo del presente epigrafe es obtener la clasifica-
cién de las hipersuperficies reales pseudo-Einstein de QPm que

verifiquen la condicidn anterior sobre U0,y U3.

TEOREMA IV.5.1.- Sea M una hipersuperficie real, conexa y pseudo-

Einstein del espacio proyectivo cuaternidnico oP™. si U

1°U2 ¥ Uy

son principales con la misma-curvatura principal, entonces M es

un subconjunto abierto de

a) una hiperesfera geodésica, 6

b) un tubo de radio r sobre el espacio proyectivo cuater-

nidnico QPk, O<k<m-1, donde O<r<n/2 y cotgr 4k+2

L “adm-4k-2

Demostracién.- Por el Lema IV.1.1 se tiene que la curvatura prin-

cipal cdrrespondiente a U1,U2 % U3 es localmente constante.

Al ser U1’U2 y U3 principales con la misma curvatura princi-
pal, se sigue de los Teoremas IV.2.2 y IV.2.3 que, como maximo,
existen tres curvaturas principales distintas en cada punto de .
Por otro lado, es conocido,[11], que no existen hipersuperficies
reales totalmente umbilicales en QPm. Por tanto, se consideraran

dos casos por separado:

a) Caso en que M tiene, como méximo, dos curvaturas princi-

pales distintas en cada punto.

En primer lugar, se prueba que todos los puntos de M son no
umbilicales. En efecto, sea XeM un punto no umbilical de M y
sea £ un campo de vectores normales unitario definido en un en-
torno del punto x. Se considera u=2cot 2r, O<r<n/2, la curvatura
principal de M correspondiente a U1, U2 y U3 en dicho entorno del
punto x. Si la otra curvatura principal de M no es cot r en el
punto x, entonces, por la Proposicidn IV.3.4,se sigue que o

tiene rango 4m-4 en x. Por el contrario, si la otra curvatura
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principal de M en x es cot r, entonces, por la misma Proposicidn
anterior, ¢ tendria rango 0 en x.

Si ¢r tiene rango 4m-4 en x, esto ocurre en algun entorno U
del punto x, donde U tiene todos sus puntos no umbilicales. Por
el Teorema IV.4.1, U se puede elegir de forma que N:@rU sea una
subvariedad cuaterniénica en QP" de dimensién 4m-4. Ademis, U es-
t4 sobre un tubo de radio r sobre N. Puesto que toda subvariedad
cuaternidénica de una variedad Kaehleriana cuaternidnica es total-
mente geodésica, se sigue que N ha de ser un subconjunto abierto

m-1

de QP , Visto como el hiperplano proyectivo cuaternidnico en

QP™.

Por la Proposicidén IV.3.6, los autovalores del endomorfismoc
de Weingarten sobre U son -2cot 2r=cot (2(n/2)-r) y cot ((n/2)-r),
6, lo que es igual, cambiando la direccidn del normal, u=
=2cot 2r y i=cot (r-(m/2)). Luego si ¢ tiene rango 4m-4 en el
punto no umbilical x, se sigue que las curvaturas principales
de M son localmente constantes en x. Por otro lado, si o, tuvie-—
ra rango O en el punto no umbilical x, por la Proposicidn IV.3.4,
se tendria que cot r es autovalor de A en x; entonces, consideran-
do, también en virtud de la Proposicién IV.3.4, la aplicacidn

focal ¢ ),se tendria que dicha aplicacidén ya tiene rango

r-(n/2
4m-4 en x, por lo que se puede utilizar el razonamiento anterior
para concluir también que las curvaturas principales de M son
localmente constantes en x. Utilizando la conexidén de M, se sigue
que todo punto de M es no umbilical, lo cual permite definir

un campo de vectores normal‘i unitario sobre todo M, ¢, imponien-
do que la curvatura principal » de multiplicidad 4m-4 sea posi-

tiva, ya que, por la Proposicidén IV.3.6, no puede ser nula. Por
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tanto, se puede escribir i=cot s, O<s<n/2, siendo s=r 6 (n/2)-r.

En cualquiera de los casos, u=2cot 2s y L tendria rango 0 so-

bre todo M. Luego * M seria un Unico punto en oP™ v, por el

Teorema IV.4.1, M estaria sobre un tubo de radio s sobre el

punto ¢SM. Dicho tubo sobre ¢SM es una hiperesfera geodésica en
m . . .

QP centrada en ese punto y, al tener M la misma dimension que

la hiperesfera geodésica, se sigue que M es un abierto de di-

cha hiperesfera geodésica.

b) Caso en que M tenga, como maximo, tres curvaturas princi-

pales distintas en cada punto.

Sea I el conjunto de puntos de M sobre el cual existen tres
curvaturas principales distintas. Es facil probar que f es abier-
to en M. Sea ¢ un campo de vectores normales unitario definido en
un entorno V del punto Xei. Y sea u=2cot 2r, O<r<n/2, la curva-
tura principal de UT’ U2 y U3 en dicho entorno V.

Localmente, existen dos aplicaciones focales, oL Y ¢r—(n/2)’
obtenidas a partir de y,cuyo rangc es computable por la
Proposicidén IV.3.2.

Sea j el maximo rango alcanzado por cualquiera de las apli-
caciones focales anteriores sobre . El conjunto @ ¢ sobre el
cual, al menos una de las aplicaciones focales tiene rango Js
es un abierto de M. Sea xeqQ y £ un campo de vectores normales
unitario tal® que ®r tenga rahgo j en un entorno de x. Por el
Teorema IV.4.1, existe un entorno U de X tal que N=¢PU es una
subvariedad cuaternidnica de oP" de dimensidén real j y, ademés,

U estd sobre un tubo de radio r sobre N.
N no puede ser una hipersuperficie cuaternidbnica de QPm

ya que, por la Proposicidn IV.3.6, U no tendria tres curvaturas
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principales distintas en cada punto. Luego, también de la Proposi-
cidén IV.3.6, se sigue que la unica posibilidad para que existan
tres curvaturas principales distintas en cada punto de U es que
N sea un subconjunto abierto de un QPk visto como una subvarie-
dad cuaternidnica de QPm, con O<k = j/4 <m-1.

Asi, las tres curvaturas principales son constantes sobre U,
y, €n consecuencia, localmente constantes sobre o. Por las propic-
dades del rango de una aplicacidn se sigue que o es cerrado en
M y, en consecuencia, por la conexidn de M, ¢« coincide con M. Lue-
go sobre M existen tres curvaturas principales localmente constan-
tes que, debido de nuevo a la conexidn de M, son constantes y, por
tanto, ¢rM es un abierto de QPk. En consecuencia, por el Teorema
IV.4.1, se tiene que M seria un abierto del tubo de radio r cons-
truido sobre QPk. De entre todos 1los tubos construidos sobre QPK,
solamente el dado por el apartado b) del Teorema es pseudo-
Einstein, lo cual se sigue de la construccidn del Ejemplo IV.4.3,
teniendo en cuenta la expresidén del tensor de Ricci de la hiper-

superficie de S4m+3

que se proyecta sobre dicho tubo, las formu-
las de 0'Neill,[34], que relacionan las curvaturas de dicha hiper-
superficie y del tubo, y el comportamliento respecto a la curva-
tura de los campos verticales de la hipersuperficie de S4m+3

(ver [41]). Esto concluye la demostracidn.

NOTA.- E1 Teorema IV.5.1 generaliza la clasificacidn de hiper-
superficies reales Q-casi umbilicales de QPm dada por Pak en

[35], donde sblo aparece el caso a) de dicho Teorema.

COROLARIO IV.5.2.- No existen hipersuperficies reales Einstein de

QPm con U,‘,U2 y U, principales con la misma curvatura principal.

3
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