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1.- RESUMEN

La adopcidon de densidades de fuerzas en las estructuras tensadas o de compresion resulta un factor
determinante en la forma de equilibrio obtenida. Al utilizar el Método de Densidad de Fuerzas junto
con el Mallado Topoldgico y la consideracion del Peso Propio (MDF-MT-PP) se pueden obtener
infinidad de formas de equilibrio dependiendo basicamente de las densidades de fuerza aplicadas en
cada rama del mallado. Una pequefia modificacién de estos parametros lleva a una forma de
equilibrio sustancialmente diferente a la inicial. El resto de las variables del sistema o bien resultan
conocidas, como las coordenadas de los puntos de apoyo o el peso especifico del material, o bien
tienen una menor influencia en la forma de equilibrio obtenida, como la densidad de nodos empleada
o la tipologia de malla escogida. Teniendo en cuenta que generalmente el disefiador parte de una idea
preconcebida, resulta muy interesante estudiar métodos de obtencién de las densidades de fuerzas
necesarias para aproximar la forma de equilibrio al disefio inicial de la estructura. El presente articulo
proporcionard un algoritmo para obtener las densidades de fuerza en las estructuras cldsicas de
compresidon mas conocidas, bévedas y cupulas, a partir de parametros del disefio original. Finalmente
se aplicara este algoritmo a un caso particular que permita comprobar la utilidad practica del método.
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Dentro de la arquitectura contempordnea, el campo de las Estructura Tensadas ha ido evolucionado,
ampliando su concepto con la utilizacién de diferentes materiales y nuevas patentes constructivas.
Inicialmente las estructuras tensadas se asociaban a cubiertas o carpas formadas por tejidos o cueros
sometidos a traccion, pero hoy en dia el término engloba sistemas estructurales sustancialmente
diferentes como son las mallas de cables o las estructuras neumaticas. Por ello no basta con conocer
sus caracteristicas y ventajas constructivas para tener una vision adecuada de esta tipologia estructural
sino que es importante analizar las diferentes tipologias y clasificaciones de esta gran familia
estructural.

Aunque a priori pueda parecer lo contrario, existe una gran similitud entre este tipo de estructuras y
las clasicas estructuras de compresion obtenidas a partir de formas antifuniculares. La Unica diferencia
radica en el signo de las tensiones, pero desde el punto de vista del cdlculo estructural se trata de un
mismo concepto y la ausencia de momentos flectores permite emplear los mismos métodos de calculo
para ambos casos. El método de la inversién de las formas funiculares utilizado ampliamente por el
gran arquitecto Antoni Gaudi es un ejemplo claro de equivalencia entre unas y otras formas
estructurales.

El calculo de este tipo de estructuras no se aborda como es habitual en las obras de ingenieria y
arquitectura tradicionales, en las que se parte de un estado de reposo con una geometria
completamente definida. En este caso la forma de equilibrio inicial resulta una incégnita mas que
dependera de las tensiones a las que se somete el sistema estructural. El Método de Densidad de
Fuerzas (MDF) permite obtener la forma de equilibrio de este tipo de estructuras de una forma sencilla
gracias a la potencia de cdlculo informatico disponible en la actualidad. Esto ha permitido mejorar el
método de célculo con la consideracidn del peso propio (PP) e implementarlo en un mismo algoritmo
junto con técnicas de automallado como es el Mallado Topoldgico (MT).

Con este tipo de algoritmos que implementan las técnicas del MDF-MT-PP, se simplifica la obtencion
de la forma de equilibrio. El concepto de Densidad de Fuerza definida como Fuerza de traccion o
compresion por unidad de longitud para cada elemento estructural adquiere un papel fundamental en
la forma de equilibrio obtenida. Partiendo de unos puntos de apoyo definidos e invariables, este
pardmetro nos permite modificar la forma de equilibrio hasta conseguir la geometria deseada. No
obstante, este proceso no resulta nada sencillo. Con la consideracion del peso propio el sistema de
ecuaciones que plantea el MDF pierde su linealidad con lo que no siempre existe una solucién al
problema. Ademas no es facil relacionar el valor de la densidad de fuerzas de determinados elementos
o barras con la forma geométrica que se desea obtener.

El objeto de este trabajo es facilitar al disefiador la obtencion de las densidades de fuerza que definen
la forma de equilibrio buscada. En primer lugar se ayudara a adquirir una mejor comprensién practica
de estos pardametros y su relacion con la forma de equilibrio. Se describirdn metodologias de
agrupacion en anillos y conexiones radiales para reducir la complejidad del problema. Por ultimo se
facilitard un algoritmo que permita relacionar estos pardmetros con datos adquiridos directamente del
disefio preliminar, tales como la altura o el perimetro de una seccion radial.
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2.1.- OBJETIVOS

Para la elaboracion del presente estudio, se fijan los siguientes objetivos:

Realizar una introducciéon a las estructuras tensadas describiendo sus caracteristicas
principales a través de una amplia clasificacién de las mismas.

Andlisis de las estructuras de compresion describiendo su evolucion en la historia y la
aportacién del gran maestro Antonio Gaudi a través del desarrollo del método de inversién de
las curvas funiculares. Se estudiaran las caracteristicas y formulas matemadticas de la curva
catenaria y la curva funicular.

Descripcion detallada del Método de Densidad de Fuerza, el procedimiento del Mallado
Topolégico vy la consideracion del peso propio en este procedimiento de calculo.
Implementacion del método en un programa informatico: Programa Gaudi desarrollado por el
Departamento de Estructuras de la Universidad de Granada.

Andlisis practico del concepto de densidad de fuerza y su relacion con la forma de equilibrio.
Método de agrupacion de densidades de fuerza anulares y radiales.

Propuesta de un algoritmo que permite la obtenciéon de densidades de fuerza de formas
sencillas, cupulas y bévedas, a partir de datos del disefio inicial.

Aplicacion a un caso particular para validar el algoritmo propuesto. Proyecto de Gran
Estructura.
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2.2.- LAS ESTRUCTURAS TENSADAS

2.2.1.- CARACTERISTICAS GENERALES

Las estructuras tensadas también conocidas como estructuras flexibles o tenso-estructuras, son
ampliamente utilizadas hoy en dia dentro del campo que denominamos Arquitectura textil o, de una

forma mas apropiada, a través del término anglosajén equivalente tensile architecture.

Fig. 2.1: Pabellén de Alemania en la Exposicion Universal de 1967. Gutbrod, Otto y Leonhard. Montreal
(Canadd)

Dentro de esta gran familia se engloban multitud de estructuras, tales como: las mallas de cables, las
membranas tensadas y las estructuras neumadticas y son conocidas por la simplicidad de sus
elementos, asi como por su facil ensamblaje, minimo consumo de materiales, minimo desperdicio y
eficiencia energética. Aspectos estos que les permiten sobrepasar a cualquier otro sistema estructural
en términos de ligereza y capacidad para cubrir grandes luces. Con formas atractivas, vistas sin
obstaculos, e interiores iluminados estas estructuras a tensidén constituyen generalmente notables
manifestaciones arquitecténicas de gran impacto visual y belleza.

Los origenes de esta tipologia constructiva se remontan a la historia de los pueblos trashumantes, a
través de las construcciones ligeras realizadas con cueros tensados y materiales textiles. Pero fue en el
siglo XIX, a partir de la revolucién industrial y el mecanizado en la produccion de tejidos, cuando se
desarrolla con mayor profundidad esta tecnologia ampliando el concepto para contemplar nuevos
materiales y sistemas constructivos innovadores.
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Fig. 2.2: Estadio Olimpico de Munich, Behnisch, Otto y Leonhardt, 1.972

Las estructuras tensadas actualmente se encuentran en constante evolucién, proyectdndose con
mayor tamafo y sofisticacion. Su uso se ha extendido para construcciones temporales o ambulantes
asi como permanentes o de larga duracion.

Fig. 2.3: Proyecto de Transformacion de la Estacion Central de Stuttgart (Alemania)
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| 2.2.2.- CLASIFICACION

Este tipo de estructuras se pueden clasificar en funcidn de cada una de sus caracteristicas principales.

Esta clasificacién no pretende ser restrictiva, sino mas bien evidenciar la multitud de soluciones

aplicables a cada funcidén arquitecténica demandada.

0 Por suforma:

Las formas de las estructuras superficiales tensadas son ilimitadas. El proceso de busqueda de

la forma de equilibrio, parte de una completa comprensidn de este tipo de estructuras.

1.

Abiertas , cerradas o abatibles:
Las primeras son ampliamente utilizadas en forma de marquesinas, carpas en porticos
o puntos de referencia y atraccién arquitecténica.

o
L

Fig. 2.4: Estructura tensada abierta. Proyecto “Assembly tent”. Malassia

Las estructuras cerradas tienen numerosas aplicaciones empleandose en muchas
ocasiones con multiples hojas al objeto de mejorar el aislamiento acustico, térmico o
disminuir la transmisién de la luz.

!. w L] # i i
r

Fig. 2.5: Estructura tensada cerrada. Cupula del Milenio, Londres (Reino Unido)
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Por ultimo las estructuras abatibles son utilizadas por su adaptabilidad, de manera que
la tela tensada puede adoptar diferentes configuraciones dependiendo del uso. Estas
estructuras retractiles son mas complicadas de disefiar al disponer de elementos
moviles y tener que asegurar la tension de la tela en la posicién abierta.

Anticlasticas o Sinclasticas:

Las primeras, con doble curvatura gaussiana negativa, son las mds comunes de las
estructuras tensadas. Los cascarones anticlasticos o reglados tienen forma de silla de
montar, por lo que se obtiene diferentes curvaturas en cada direccion. Los conoides,

paraboloides hiperbélicos e hiperboloides se encuentran dentro de esta clasificacion.

Fig.2.6: La estructura anticldstica mds simple: Velaria de cuatro puntas, forma de silla de montar

Las formas sincldsticas, de curvatura similar en cada direccidén, se consiguen mediante
una diferencia de presién del fluido o gas a ambos lados de la superficie.

Fig. 2.7: Estructura neumdtica sincldstica: Modern Teahouse 2007. Frankfurt/Main (Alemania)
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3. De formas simples o compuestas:

Basicamente existen tres tipos de superficies bdsicas, cuya curvatura es anticlastica en
todos sus puntos: El paraboloide de revolucidn, el conoide de revolucién y el
paraboloide hiperbdlico.

PARABOLCIDE HIPERBOLICO

PARABOLOIDE DE REVOLUCION

Fig.2.8: Formas simples mas comunes: Conoide de revolucion y Paraboloide hiperbdlico y
Paraboloide de revolucion.

No obstante existen infinidad de variantes de estas formas a las que se pueden llegar a
través de deformaciones lineales o puntuales.

A——

Fig. 2.9: Variantes de dos formas simples: Conoide (izqda..) y Paraboloide hiperbdlico (derecha).
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Las formas compuestas se forman por la combinacion de las formas simples descritas o

de sus variantes.

e

Fig. 2.10: Estructura copesta de conoides asimétricos. AVANGARDEN. Estambul (Turquia)

0 Por su temporalidad:
1. Modviles o Permanentes:

Aunque inicialmente la Arquitectura textil se empleaba en instalaciones moviles o
desmontables, hoy en dia se utilizan a menudo en estructuras permanentes.

Fig. 2.12: Palacio de tuwaiq. Frei Otto y Buro Happold ,1985. Riyadh (Saudi Arabia)
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0 Por su disposicidn:
1. Enfachada, en cubierta o de cerramiento completo.

Podemos encontrar numerosos ejemplos de aplicaciones en fachada, cubierta o ambos:

e - j [ TS v
Marte. Tarragona (Esparfia)

Fig. 2.15: Disposicion en cerramiento y cubierta. Chateau Circo del Sol.
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2. Interiores o Exteriores:

También podemos clasificar las estructuras tensadas en funcion de su ubicacién: en el
exterior o en el interior de un edificio.

Unido)

0 Por su tipologia estructural y composicidn:
Podemos distinguir tres grandes grupos:
1. Las membranas y laminas tensadas

Consisten en elementos superficiales sin rigidez a la flexion. Una membrana es una hoja de
material tan delgada que, para todo fin practico, puede desarrollar solamente traccion.
Buenos ejemplos de membrana constituyen un trozo de tela o de caucho. En general, las
membranas deben estabilizarse, principalmente porque su forma funicular para cargas
horizontales difiere de las de las cargas verticales. La estabilizacidon se obtiene por medio
de un esqueleto interno o por pre-tensién’ producido por las fuerzas externas o por
presion interna.

Las membranas utilizadas en la fabricacién de estructuras tensadas estan constituidas
generalmente por una serie de fibras entrecruzadas en las dos direcciones principales, que
aportan las caracteristicas mecanicas a la tela.

Son numerosos los materiales utilizados entre los que podemos destacar:

= Algodon

= Poliamida (nylon)

= Fibra de Poliéster (Trevira, Terylene, Dacron, Violen)
=  Fibra de vidrio

= Fibra de aramida

'se podria distinguir entre membranas sin pretensado y membranas pretensadas aunque las primeras, cuya
forma mas simple es la de la béveda catenaria, no suelen emplearse dada la poca estabilidad de las mismas. Este
pretensado suele realizarse en dos direcciones dando lugar a las membranas curvas frente al pretensado en una
Unica direccion que presentan las membranas planas

Manuel Canete Gleto Pagina 13
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PVC (policloruro de vinilo): El tejido de PVC se emplea habitualmente a modo de lona
impermeable.

PVDF: Polifluoruro de vinilideno

El ETFE, (etileno-tetra-flior-etileno) es un co-polimero modificado Unico en su
inalterabilidad bajo efectos de rayos ultravioleta o bajo poluciéon atmosférica, con un
alto grado de transparencia. Gracias a que el ETFE es extremadamente duradero,
puede ser usado como parte del revestimiento permanente de las cubiertas.

PTFE: Poli-TetraFluoroEtileno, mas conocido como Tefldn. Este polimero es ideal para
estas estructuras debido a su elasticidad, y a su escasa fragilidad. El uso de este
material se ha ido incrementando recientemente, gracias a las bondades del mismo.
Sus cualidades translicidas permiten el ahorro de luz durante el dia y el uso escaso de
luminarias reflejadas en la noche y sus propiedades reflectantes mantienen una baja
temperatura en el interior, y son ademas resistentes al fuego. Por esto, su desarrollo
ha tenido un impacto monumental principalmente en el Medio Oriente, Australia y Sur
América, donde el calor es mas intenso y las necesidades de ahorro en aire
acondicionado e iluminacidn se hacen mds importantes.

Es habitual en la actualidad recubrir estas fibras con resinas que protegen y mejorar el
acabado superficial. Asi se obtienen materiales compuestos de:

= Material textil simple (habitualmente poliéster o fibra de vidrio).

= (Coating o cobertura
= Top coat o acabado superficial

Entre los mas utilizados se encuentran:

O Fibra de poliéster recubierta de PVC: Este tipo de material es el mas extendido en
las estructuras tensadas. Se utiliza para estructuras permanentes, siendo su vida
de 15 a 20 afios.

Fig. 1: Estructura del PES-PVC

O Fibra de vidrio recubierta de PTFE (tefl6n): Su uso estd también extendido para
estructuras permanentes, siendo su vida de unos 30 afos. Se considera no
combustible. Los niveles de transmisiéon de luz pueden llegar al 25%. Se ha de
manipular con cuidado, evitando doblar. Esta fibra ha sido utilizada en proyectos
de gran envergadura como el Georgia Dome, el aeropuerto de Denver o el
Millenium Dome.

Fig. 1: Estructura de la fibra de vidrio recubierta de PTFE
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Fibra de vidrio recubierta de Silicona: Este recubrimiento es mas flexible que el
teflén por lo que es mas sencilla su manipulacidn y transporte. Su transparencia
varia del 25% al 40%. El uso de la silicona como recubrimiento ocasionaba
problemas de uniones entre telas en los comienzos y se considera un
recubrimiento que puede atraer la suciedad.

Fibra de PTFE recubierta de PTFE: Es completamente resistente a UV y a la accién
de acidos. La textura recuerda a una seda fina, siendo extremadamente flexible y
utilizada frecuentemente como material para estructuras retractiles. La
transparencia es del 40%, pudiendo disminuirse si fuese necesario.

Fibra de aramida, recubierta de PVC, PTFE o silicona: Dada su gran resistencia, se
utiliza para aplicaciones especiales. Su poca resistencia a UV hace que haya que
protegerla, disminuyendo su transparencia. Se ha utilizado recubierta de PVC en la
cubierta del estadio olimpico de Montreal, por las elevadas tensiones que ha de
soportar debido a las cargas de nieve.

Fibras de PVDF :Es un material relativamente nuevo, que puede ser recubierto con
Fluoropolimeros o Poliuretano. El nivel de transparencia llega al 95%. Esta
disponible también en blanco con un nivel de transparencia del 40%. Se utiliza
como material retardante para el fuego. Resistente a acidos, es facil de colorear y
reciclable.

Laminas de ETFE: Este material no estd compuesto de fibras, sino que se utiliza en
[dminas de 50 a 250 micras de espesor, por lo que no es un elemento estructural.
Se utiliza como material de cierre en paneles de aire y su transparencia es del 95%.
Su resistencia al fuego es buena. La principal ventaja es su bajo peso comparado
con el vidrio y la posibilidad de ser adaptable a formas. Por lo tanto, es un material
ideal para aquellas soluciones que requieran alta transparencia y libertad en
formas

2. Estructuras neumaticas:

También estan constituidas por membranas compartiendo algunos de los materiales vistos
en el apartado anterior, pero su estabilizacion se produce por la diferencia de presion en
toda su superficie. Es decir, las estructuras neumaticas desafian la gravedad de una
manera completamente original, pues contrariamente a las estructuras comunes cuyo
peso debe ser distribuido en el suelo, imponen una carga que actua en sentido contrario a
la gravedad, la presion de un gas interior. Las formas logradas son siempre sincldasticas.

g g g - L 'I‘-H-!!'.‘r*ﬂ—
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Fig. 2.17: Estadio Allianz Arena. Herzog & de Meuron. Munich (Alemania)
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Cabe distinguir entre estructuras soportadas por aire y las estructuras formadas por
elementos hinchados superficiales. Entre estas ultimas son habituales las de doble l[dmina
de ETFE con las que se crean cubiertas calidas que tienen gran transparencia.

Fig. 2.19: Cubierta de elementos hinchados del Castillo de Dresde. Form T.L. Dresde (Alemania)

En las estructuras soportadas por aire no hacen falta elementos de soporte rigidos como
columnas, muros, arcos, etc. Son las construcciones mas ligeras y minimas creadas por el

hombre.
Ambos tipos poseen un peso estructural extremadamente bajo (el cual estd determinado

por el tipo de membrana que se utiliza).

Manuel Canete Glieto Pagina 16
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3. Las mallas de cables:

Los cables son también elementos que sélo resisten esfuerzos de traccion. Para
simplificacion del lenguaje, se habla de cables puesto que casi siempre se emplean las
cuerdas o cables de acero, pero este papel puede ser desempefiado por cualquier material
que sea flexible y resistente a la traccidon, bien sean metdlicos (alambre, haces de
alambres, cintas, redondos, perfiles de acero o incluso cintas de plancha y cadenas) y no
metalicos( cuerdas de fibras organicas como el cafiamo o el algodén o bien cuerdas
sintéticas o incluso madera, especialmente, tiras a base de ldminas de madera).

Es muy reciente el uso de este tipo de estructuras. Fue en 1953 cuando se construyé el
primer edificio con cubierta de este tipo: Arena de Raleigh, proyectado por Nowicki y

situado en Carolina del Norte (Estados Unidos).

Fig. 2.20: Cubierta de membranas suspendidas por malla de cables. Nowicki y Deitrick. Carolina N. (EEUU)

Otros ejemplos de grandes estructuras de mallas de cables son los ya mencionados Estadio
Olimpico de Munich de 1972 o el Pabellén de Alemania de la Exposicién Universal de 1967
ambos de Frei Otto. Se tratan de estructuras que utilizan al mismo tiempo las membranas
tensadas y las mallas de cables caso frecuente en la Arquitectura Textil.

Este tipo de mallas se asemejan a las telas de Arafa de forma sorprendente. Las arafias
tejen figuras que parecen desordenadas pero que obedecen a ciertas razones. Primero
hilan un corddn grueso (equivalente a las cuerdas de contorno de nuestras mallas abiertas)
cruzando un rincén entre muros, y con un ir y venir lo refuerzan convenientemente.
Aunque por distintos caminos, el hombre y la arafa llegan a soluciones de un gran
parecido exterior.

De forma andloga a las membranas podemos distinguir entre mallas de cables sin
pretensar, libremente colgantes, y pretensadas cuya forma es practicamente
independiente de su peso propio. Estas Ultimas son las mas habituales al permitir figuras
curvadas mas bellas y al mismo tiempo mds estables.
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El pretensado se distingue del empleado ordinariamente en el hormigdn, pues en nuestro
caso los cables se mantienen en tension independientemente de las cargas exteriores, es
decir, nunca dejan de estar sometidas a traccion.

Segln la forma del esqueleto de apoyo se pueden distinguir entre mallas de cables
cerradas y abiertas.

Las primeras se forman cuando el contorno lineal de apoyo es cerrado. La forma mas
conocida es la formada por la red que cuelga de dos arcos de pardbola como es el caso del
Arena de Raleigh. No obstante la forma de pardbola no es la mas favorable para tejer una
malla de cables pretensados puesto que en la zona préxima al vértice de parabolas la red

no resulta pretensada.

Fig. 2.21: Velédromo de Londres para las olimpiadas de 2012. Hopkins architects. Londres (Reino Unido)
Malla de cables cerrada (eliptica) con doble curvatura que sustenta los paneles.

Las mallas abiertas se tienden entre superficies o puntos de apoyo o reaccién y no sobre

un anillo cerrado. En este tipo de mallas se distinguen los cables denominados relingas y

los cables de tensién o soportantes. Una de las formas mdas empleadas dentro del grupo de

mallas abiertas es la de la silla de montar de cuatro puntos de apoyo y la combinacion o

modificacién de este tipo de figuras.

Fig. 2.22: Mallas abiertas del arque O//'m/co.. Frei Otto. Munich (Alemania)
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2.3.- METODO DE INVERSION DE LA TRACCION. ESTRUCTURAS DE COMPRESION.

2.3.1.- LA CATENARIA

A lo largo de la historia, los matematicos se mostraron fascinados por la forma que adoptaba una
cuerda, cable o cadena que se combaba bajo su propio peso e intentaron descubrir cudl era la curva
que la describia. El problema no era facil y hasta el propio Galileo erré al suponer que la curva
adoptaria la forma de una parabola.

En 1669 el matematico alemdn Joachin Jungius fue capaz de demostrar que una cadena colgante
no adoptaba una forma de parabola pero fue necesario que pasara casi medio siglo, para
encontrar la solucién verdadera.

—— T
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
x

Fig. 2.23: Parecido entre la curva parabdlica y la catenaria en el punto mds bajo.

catenaria pardhola |

En 1690 el suizo Jakob Bernoulli propone un desafio en la prestigiosa Acta Eruditorum, descubrir la
férmula matematica que definiera la verdadera forma de la curva de la cadena colgante. La respuesta
no tardo en llegar y en 1691 la ecuacidén fue obtenida, de forma independiente, por su hermano menor
Johann Bernoulli, con el que tenia gran rivalidad, y por Gottfried Leibniz y Chistiaan Huygens en 1691.
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Fig. 2.24: Soluciones remitidas por Leibniz y Huygens a Bernouille para su publicacion en Acta Eruditorum (1691)
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Consideremos una cuerda ideal perfectamente flexible, con masa distribuida uniformemente por
unidad de longitud, suspendida por sus extremos y sometida a la accién de un campo gravitatorio
uniforme. Planteando el equilibrio de fuerzas horizontales y verticales en una porcién de esta cuerda
que incluya el punto mas bajo de la catenaria (punto A) y con una longitud s:

A
Y
a |
e) } |
X
/// \\\
/ \
/ \
I B\
choAre e r |
\A /
\ \
\ 7\
N /7
N 7 \\
YFy =0 > Tcosa—Ty, =0 €Y N T
v
YFy=0 >Tsena—21-s=0 (2)
S
B
Siendo: Ty
] A
o el angulo formado por la catenaria y la horizontal
M,s-g =4S

A el peso por unidad de longitud.

La primera ecuacidn implica que Tcosa = T, = cte, es decir, la tensién horizontal permanece
constante a lo largo de toda la catenaria.

Dividiendo la ecuacién (2) entre (1) queda:

na =25 3
ana = T, 3)
Y puesto que
tan a = dy/dx y ds* = dy* + dx* 4)

Derivando (3) y sustituyendo (4) obtenemos que:

i(tan a) = i(d_y) =

dx dx \dx ©
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Realizando el cambio de variable u = dy/dx:

d—u:i'\/1+u2 (6)

dx T,

Separando variables, integrando y teniendo en cuenta que para X =a/ 2, (en el punto mas bajo A de
lacurva) dy/dx =0 se puede escribir

f” du y) f" J @
= — X
a Vi+uz To Jgp
A a A a
-1 = . - = — - =
senh™(u) = T (x 2) - u = senh [To (x 2)] (8)
Integrando nuevamente, para X = al2 , Y= —h se encuentra
Ty | T,
y h + 1 cosh [ZTO (2x a)] + 1 9

Dada la simetria de la curva anterior (catenaria) para X =a e y =0 se obtiene

T lal T
0 h[—a _o (10)

de donde se encuentra que la ecuacion de la catenaria queda como

y = %{cosh [ZLTO - (2x — a)] — cosh [;Tao]} (11)

Por otro lado, la longitud de la catenaria esta dada por

L=fds=.’;a ’1+<%)2dx=foacosh[2i%-(Zx—a)]dx (12)



g

Con lo que queda que

L = —senh |—

A 2T,

2T, Aa] (13)

La ecuacién (13) es una ecuacién trascendente, la cual se resuelve numéricamente y permite

determinar T, para luego representar la ecuacion de la catenaria (11), se suponen conocidos, o como

datos del sistema: La longitud del cable (L), la densidad lineal del cable (1) y la distancia (a) de la

catenaria

Hemos definido el término de densidad lineal A como el peso por unidad de longitud. Mas adelante,
cuando se describa el método de cdlculo para la obtencidn de la forma de equilibrio de las estructuras
tensadas o a compresién, se definird un nuevo pardmetro denominado densidad de fuerza (q) que
corresponde a la tension del cable por unidad de longitud: q=T/L.

Si se desarrolla en series de Taylor la funcidn coseno hiperbdlico, cosh (x), se obtiene que:

X2
cosh(x) =1 + -+ 0*(x)

Esto corresponde a la ecuacién de una pardbola mds un término de cuarto orden. Es por este motivo
que las graficas son tan parecidas en el entorno de cero.

Si observamos superpuestas las graficas de una catenaria y una parabola podemos entender porqué
los antiguos matematicos en un principio suponian que era la parabola la curva que se combaba bajo
Su propio peso.

El desarrollo de las formulas matematicas de una catenaria y una pardbola coincide en sus tres
primeros términos (y = a+ bx+ cx’) y solo a partir del cuarto ambas expresiones se diferencian
(pudiendo existir en los ultimos términos de la expresion de la catenaria x elevadas a potencias
mayores). Esto hace que las graficas de ambas curvas se parezcan para valores pequefios de la x,
acusando mas su diferenciacion seglin aumentan los valores de ésta.

La mayor diferencia entre las curvas corresponde a sus respectivas tangentes, en la catenaria el valor
de la tangente tiende a la verticalidad mientras que en la parabola este valor tiene a una constante.
Esto condiciona que en la catenaria, para valores infinitos de la y, la x tiende a valores limitados,
mientras que en la parabola para los valores infinitos de la y se obtienen valores infinitos de la x.

251

204

T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
x

catenaria pa.réhnlal

Fig. 2.25: Diferencia entre la curva parabdlica y la catenaria en la base
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2.3.2.- LA CURVA FUNICULAR

En el apartado anterior, se ha adoptado una densidad continua del material, que equivaldria a un cable
o cuerda de peso uniforme. Pero si consideramos ahora un sistema de masas concentradas unidas por
un hilo de peso despreciable, la curva de equilibrio obtenida adoptaria una forma diferente que
dependeria del nimero de cargas y del valor de cada una de estas cargas o masas concentradas.

una carga
puntual
seis cargas
puntuales
b4
dos cargas <
untuales B
P E—
carga
continua
hvd =7
tres cargas
puntuales
b W
W

Fig. 2.26: Aproximacion de las curvas funiculares a la curva catenaria

Esto es lo que se denomina caso discreto de la curva catenaria o curva funicular. Resulta mas sencilla la
obtencidn de las ecuaciones matematicas que las definen como se verd a continuacién.

Considerando N masas concentradas la curva de equilibrio obtenida podria definirse por el dngulo que
forma cada masa concentrada con la horizontal.

A

Y

Sobre la masa i actuaran las siguientes fuerzas:
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Si consideramos todas las masas idénticas, la condicién de equilibrio (estatico) para la masa i-ésima

m; =M queda expresada como:

Eje x: > F,=0= T, cosd, =T, cosb, , (14)

i+1

Eje y: > F,=0= T,sen®, - T, send,,, =mg (15)

i+1

Dado que todas las componentes horizontales de la tensién del hilo T, son iguales, se puede escribir.

T, =T,cos6, =T, cosb, =T, cosé, =T, cosb, (16)

i+1
Por otro lado, dividiendo la ecuacién (15) por T, se tiene

Tisend, T, send,, mg
T T T

X X X

(17)

De la expresion anterior, es posible encontrar la relacién entre 8, y 6,

(16) en (17) obteniéndose

i1, para lo cual reemplazamos

tang,, =tand, — g (18)

X

m
Definiendo: y = T_g como el cociente entre el peso de cada elemento y la componente horizontal de

X

la tensidn, la relacion de recurrencia a partir de (18) se puede expresar como:

tang, =tan g, —y
tang, =tand, —y

: : (19)
tang, =tané, , —y

tand, =tang, , -y

Sumando miembro a miembro se obtiene el dngulo €y, en términos de del angulo inicial &, en la

forma:

tand, =tand, — N y (20)
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Para el caso particular en que los extremos del cable estdn a la misma altura, por simetria, se tiene

tang, =—tané, lo cual permite escribir

tand, :%N 4 (21)

Al sumar miembro a miembro la relacién de recurrencia (19) hasta el término N =i, luego utilizando

(20) es posible determinar la relacion entre los angulos 6, y 6,
2

tang, =tanfg, —iy =

Los angulos @, y 6, se determinan a través de la siguiente relacién
N —2i .
0, = arctan(%) i=0123..N (23)

Las coordenadas ( X;, Y;) del elemento i-ésimo se obtienen sumando las proyecciones sobre el eje X
(d COSHJ- ), ysobreeleje Y (—dsen 0;, j=0...,i—1), donde d es la distancia entre dos elementos

consecutivos, luego d = L/(N +1), de donde se obtiene

(24)
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2.3.3.- LA INVERSION DE LA CATENARIA: EL ARCO CATENARIO.

Como una cuerda o cadena no es capaz de transmitir los esfuerzos de compresién ni de flexién sélo es
posible que alcance el equilibrio en estado de traccion de todos sus elementos. La catenaria tiene la
caracteristica de ser el lugar geométrico de los puntos donde las tensiones horizontales del cable se
compensan y por ello carece de tensiones laterales por lo que la cadena permanece inmovil sin
desplazarse hacia los lados. Las fuerzas que actlan son una componente vertical, la de la gravedad, y
una tensién tangente a la cadena en cada punto que es la que la mantiene estirada.

Si invertimos la figura obtendremos un arco catenario sometido Unicamente a compresién y sin
esfuerzos laterales. Esta es la forma ideal para el arco que soporta su propio peso. Cuando esta
construido de elementos individuales cuyas superficies son perpendiculares a la curva del arco, no
existen fuerzas de cizalla significativas en las uniones y el empuje al apoyo se transmite a lo largo de la

/ f

VAVA

Fig. 2.27: Arcos funiculares y sus curvas funiculares equivalentes

linea del arco.

\

Del arco catenario se derivan los arcos funiculares que tienen igualmente éptimas caracteristicas
constructivas y que se pueden obtener con facilidad reproduciendo (invertidos) los efectos de cargas
puntuales sobre una curva catenaria.

En la medida que la forma de los arcos se corresponde con la antifunicular de la carga, la estructura
funcionara a compresion y en la medida que se separe lo hara utilizando mecanismos auxiliares de
flexién. Visto asi un pértico es un arco mal disefiado que evacua la carga a base de flexiones. Se podria
incluso afirmar que todas las estructuras funcionan como un arco y es importante descubrir el arco
que albergan en su interior.
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Ademas para arcos catenarios de igual longitud, cuanto mayor es la altura, mas pequefio es el empuje
horizontal en los puntos de arranque, con lo que se pueden obtener grandes alturas con minimos
empujes laterales.

Posiblemente fue Robert Hooke en 1675 el primero en intuir este método al afirmar: “Del Mismo
modo que cuelga el hilo flexible, asi, pero invertido se sostendra el arco rigido”. La idea de Hooke de
entender el comportamiento de los arcos por analogia con el comportamiento de los cables
colgantes es una de las mas geniales de la historia de la arquitectura. Afios después, en 1697,
Gregory anadidé un interesante matiz. La forma ideal de un arco seria en efecto la de una catenaria
invertida y si el resto de arcos se sostienen es porque hay una catenaria en su interior.

Fig. 2.28: Idea de Gregory de que un arco
cualquiera se sostiene si contiene un arco
catenario en su interior

Aunque Hooke fue incapaz de hallar la ecuacién de la curva, es decir, no resolvié el problema
matematico, algunos autores defienden que si resolvié el problema técnico: el saber cdmo funciona un
arco, y un arco funciona como un cable invertido

En la cultura occidental no se emplean los arcos catenarios hasta mediados del siglo XIX. Desde la
época romana, el disefio de arcos y bdvedas se realizaba a partir curvaturas menos eficientes
derivadas del circulo, mas faciles de construir pero menos estables. Los arcos de medio punto del
Romanico tendian a abrirse por lo que eran necesarios grandes muros de contencién que los
sostuvieran para evitar que se agrietaran. Ni siquiera los arquitectos del Goético consiguieron dar con la
forma adecuada de transmitir los esfuerzos laterales y pese a que los arcos ojivales fueron una
aproximacion a la forma de la catenaria, mas afortunada que razonada, aln era necesario el empleo
de robustos arbotantes para que absorbieran las fuerzas horizontales y las trasladasen hacia los
cimientos.

No ocurre lo mismo en otras culturas donde si aparece formas similares al arco catenario obtenidas de
forma intuitiva. En la arquitectura tradicional de Noreste de Africa, se encontré la forma de construir
amplias habitaciones circulares cubiertas con una cupula catenaria utilizando Unicamente adobe y sin
necesidad de entibar, pues mientras dura la construccion los empujes horizontales son tan pequefios
gue los adobes se mantienen en su posicién simplemente con el rozamiento de los ya instalados y una
vez cerrada la clpula, ésta adquiere una resistencia extraordinaria. El desarrollo de ésta técnica surgié
como respuesta a la escasez de madera. En esa zona la madera es tan escasa y valiosa, que es
inaccesible para la construccién de viviendas pobres, ni por supuesto para realizar los andamiajes.

Una situacidn andloga se da en las latitudes mas septentrionales y existen estudios geométricos que
parecen demostrar que los iglis de los esquimales canadienses no son semiesferas, tal como los
solemos representar, sino que su morfologia se aproxima mas a catenoides de revolucidon con una
relacién altura/diametro éptima.
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Uno de los arcos mds antiguos con una forma aproximada a la de la catenaria es el Gran Arco de
Ctesifonte o Tag-i Kisra, que es el Unico resto visible de la antigua ciudad de Ctesifonte en la antigua
Persia, actual Irak. Este arco, construido sin cimbras, era parte del palacio imperial de la ciudad que
durante siete siglos fue la capital de seléucidas, partos y sasanidas que constituyd un bastidon en esta
parte del mundo contra el imperio romano. A pesar de que las inundaciones que se produjeron en la
zona durante el siglo pasado derribaron una de las alas de la construccion existente, el gran arco que

sigue en pie en la actualidad.

.?Ii'ﬂillﬁiillilal.--t.
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Fig. 2.29: Gran Arco de Ctesifonte o Taq-i Kisra

El método de inversidn de las catenarias o curvas funiculares permite calcular arcos utilizando modelos
colgantes sencillos. Fue aplicado por los ingenieros ingleses del siglo XVIIl en la construccién de
puentes y recogido por Thomas Young en 1845 en su Course of lectures on natural philosophy and
mechanical arts. En Europa continental tuvo menos difusién aunque se cita en tratados de varios

autores franceses y alemanes.

A partir del siglo XX han sido numerosas las obras que han empleado arcos catenarios en su

constitucion.

Fig. 2.30: Hangar del Aeropuerto de Orly de hormigon pretensado. Eugéne Freyssinet 1916 . Paris (Francia)
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Probablemente la obra arquitecténica con forma de arco catenario mds famosa del siglo XX es el
Gateway Arch de San Luis (Missouri), con 192 metros de altura, obra del arquitecto norteamericano de
origen finlandés Eero Saarinen que constituye una maravilla de la construccidn, sobre todo si tenemos
en cuenta que fue proyectado en una época anterior a las computadoras.

Fig. 2.31: Gateway Arch. Eero Saarinen. San Luis — Missouri (EEUU)
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|2.3.4.— LAS ESTRUCTURAS DE COMPRESION.

Sin duda uno de los hitos histéricos mas importantes en relacién con el método de inversidn de las
curvas funiculares corresponde a la obra de Antoni Gaudi i Cornet (1852-1926) cuya gran aportacion
fue el desarrollo y la aplicacion sistematica de estos modelos en algunas de sus obras mds conocidas.

Fig. 2.32: Maqueta funicular utilizada por Gaudf

Si nos centramos en el aspecto del calculo de estructuras, la caracteristica mas relevante de Gaudi y la
que lo diferencia del resto de arquitectos de su época, es que, desde el inicio, hay una preocupacion
por el disefio de una estructura estable y no una mera comprobacién de estabilidad a posteriori. Este
interés en construir estructuras estables, apoyado en una buena formacidn técnica, es él que le lleva a
buscar soluciones originales centradas en la raiz de los problemas y por ello, desde sus primeras obras,
al empleo de arcos catenarios y parabdlicos que eran muy poco habituales en la arquitectura
occidental.

“u

Ademds Gaudi si fue capaz de apreciar la belleza de estos arcos llegando a manifestar que “... la
catenaria da elegancia y espiritualidad al arco, elegancia y espiritualidad a la construccién entera”,
“evita contrafuertes, el edificio pesa menos, gana una gracia vaporosa y se aguanta sin raros

accesorios ortopédicos”.

Otra aportacion de este gran arquitecto fue la observacion que la catenaria es una forma natural y la
naturaleza es un referente continuo para Gaudi que imita sus formas y crea formas inspirandose en la
misma. Para el arquitecto “... el gran libro siempre abierto y que hay que hacer el esfuerzo de leer es él
de la naturaleza, los otros libros han sido extraidos de este y ademds contienen las equivocaciones y las
interpretaciones de los hombres”.
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Fig. 2.33: Pilares arbolados con formas catenarias.

En la obra de Gaudi hay muchos ejemplos del uso de arcos catenarios, destacando los del Colegio de
las Teresianas (1889-90), la casa Batllo (1904-06), la casa Mila (1906-10) o la cripta de la colonia Giell
(1908-15).

I &
Fig. 2.34: Arcos catenarios en la casa Batllé. Gaudi. Barcelona (Espafia)

Por otro lado, esta curva es sencilla de realizar para los trabajadores. Existen referencias de que el
proceso de construccion era simple, se fijaba la luz del arco, se clavaban dos clavos en la parte alta, se
suspendia una cadena hasta que el punto mas bajo coincidia con la flecha deseada del arco, se
dibujaba la forma resultante utilizando la cadena como guia y el carpintero construia la cercha
correspondiente que luego se invertia y se situaba en su sitio.

Gaudi también experimenté con nuevas formas geométricas para las bévedas empleando superficies
regladas: paraboloides hiperbdlicos e hiperboloides de revolucién. De nuevo se trata de una
aportacién completamente original. Como ejemplo, las bdvedas del pértico que rodea la cripta de la
Colonia Guell tienen forma de paraboloide hiperbdlico. Comprendié que esta era una forma que,
debido a su doble curvatura gaussiana negativa, trabaja a compresidén en todos sus puntos a pesar de
presentar un abombamiento que parece contradecir la esencia de toda construccidn de fabrica.
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Fig. 35: Cripta de la Colonia Giiell. Gaudi. Barcelona (Espafia)

También podemos apreciar la utilizacién de la
catenaria en algunos edificios de Santiago
Calatrava, como ejemplo, la Galeria BCE Place
(1992) de Toronto, donde se puede ver cierta
influencia de Gaudi. Si nos fijamos en la
imagen de la Galeria (Figura 16), uno puede
apreciar cierto parecido con imagenes del
Colegio de las Teresianas o del interior de la
Sagrada Familia. Ademas, las vigas, que luego
se cierran en un arco parabdlico, recuerdan a
los arboles (de nuevo, la presencia de Gaudi);
mas concretamente, la Galeria nos muestra
un “camino entre arboles” que la comunica
con la ciudad. La Galeria se cierra con una
cubierta acristalada por la que entra la luz
natural.

Manuel Canete Glieto
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Fig.2.36: Galeria BCE Place. S. Calatrava.
Toronto (Canadd)
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2.4. CALCULO DE LA FORMA DE EQUILIBRIO EN ESTRUCTURAS TENSADAS Y DE
COMPRESION

Mediante la aplicaciéon de una simetria en el plano horizontal se puede transformar las estructuras
tensadas en estructuras sometidas a compresién. Esto implica que los métodos de calculo de la forma
de equilibrio de las estructuras tensadas son validos también para estas ultimas.

Una caracteristica fundamental de estas estructuras es que existen infinidad de soluciones de
equilibrio para cada caso. De igual forma que existen infinitas curvas funiculares que compartan los
puntos de sujecidn o base, en funcidn de la longitud de la cadena o de la distribucion de masas, existen
infinitas soluciones de equilibrio para una misma superficie tensada o una forma antifunicular. Ademas
cada solucién al problema estara intimamente ligada a su estado tensional y viceversa.

Esta caracteristica de las estructuras tensadas y de compresiéon es la que condiciona su método de
calculo que parte necesariamente de la busqueda de forma de equilibrio y que, a diferencia de las
estructuras estaticas tradicionales, esta forma es una variable mds del problema que puede adoptar
infinidad de soluciones en virtud de los parametros escogidos. Se trata de un proceso iterativo en el
que, partiendo de unos parametros denominados densidades de fuerza, se van obteniendo distintas
formas de equilibrio hasta escoger la forma deseada o la que se aproxime a la idea preconcebida del
disefador.

DEFINICION DE MALLA
ESTABLECIENDO NODOS FIJOS
W RESTO ESTRUCTURA DE
NODOS-CONEXIONES

'

ELECCION DE
PARAMETROS
DE CALCULO

'

OBTEMCIGN DE LA
FORMA DE
EQUILIERIC

COINCIDE COM DISERG

51 PRECONCEEIDO

o

CALCULO DE
ESTADOS
TENSIONALES Y
DEFORMACIONES

o]

La dificultad radica en que no existe una relaciéon clara entre estos parametros y la forma obtenida ya
gue estos estan relacionados con los estados tensionales y estos no se conocen hasta el ultimo paso. El
presente trabajo pretende facilitar la obtencion de la forma deseada a través la compresién del
significado de estos parametros y de la descripcién de técnicas de calculo de los mismos a partir de
magnitudes tomadas de nuestro disefio original.

Una vez obtenida/escogida la forma de equilibrio, se aplicaran sobre la estructura las cargas a las que
se encuentra sometida para obtener los estados tensionales y de deformacion frente a las mismas.

En el presente trabajo se empleard como método para la busqueda de la forma de equilibrio el
denominado “Método de la Densidad de Fuerza”, (Linkwitz et al., 1.971 y Schek, 1.974).
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2.4.1- METODO DE DENSIDAD DE FUERZAS

Este método permite calcular la forma de equilibrio de una tensoestructura o de una estructura

antifunicular a partir de la resolucién de un sistema de ecuaciones.

Se parte de los siguientes datos conocidos:

1.

Estructura de nodos-conexiones: aunque desconozcamos la forma de equilibrio si podemos
equiparar nuestra estructura a una malla de nodos conectados a través de unas ramas en la
gue unos nodos poseen unas coordenadas conocidas y otros nodos tienen por coordenadas las
variables de nuestro sistema de ecuaciones. La originalidad de este método radica en definir
una MATRIZ DE CONECTIVIDAD “C” que indica las conexiones entre nodos. Cada fila de la
matriz define una rama de la malla mientras que cada columna equivale a un nodo de nuestra
estructura. En cada fila “i” sélo existiran dos valores distintos de cero, con valor 1y -1, que
indican precisamente los nodos conectados por la rama i. Con el signo se define la direccion de
la rama o conexion. Por lo tanto la matriz C tentra tantas filas como ramas posea nuestra malla
y tantas columnas como nodos existan.

Si tenemos una malla con “n” nodos unidos a través de “r” ramas o conexiones, la fila i de
nuestra matriz de conectividad “C” (de dimensién rxn) indicard que la rama “i” une los nodos
“I”'y “k” siempre que tome los siguientes valores:

Z Z 2 2 z
2f g i
[ N — = >
I 4 l ! l
ramal — H
rama 2 —
ramai — o0 ... 0010 .. 0 -1 0 .. 0}=cC

| o . ramar—1—
R . ¥ ramar —

—

Por otra parte, podemos definir los VECTORES DE COORDENADAS x’,y’,z’, formados por las
coordenadas x;, Vi, z; de todos los nodos (vectores de dimensién n).

X1 Y1 Al
— X2 - Y2 — Z)
X = . ’ y - H ] zZ = H

Xn Yn A

Algunos de estos valores x;, y; , zi seran conocidos (puntos de apoyo o fijos) mientras que el
resto son las incognitas a resolver mediante el método aqui descrito.

Densidades de fuerzas de cada conexion. Se definen como la relacién entre la fuerza de

wu_n

traccion o compresién “s” y la longitud

MIII

de cada conexidén o rama.

Es decir, para cada rama i:
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Por tanto podemos definir la MATRIZ DE DENSIDAD DE FUERZAS Q como la matriz diagonal,
de dimensidn rxr, formada por todas las densidades de fuerzas de cada ramas:

qg O .. O
[0 q .. O
Q= o 0 -~
0 0 .. gy

3. Las fuerzas aplicadas en determinados nodos. Por ultimo las fuerzas nodales se introducen en

el sistema mediante VECTORES DE FUERZA f_x),f_y),ﬁ, de longitud n, formados por las
componentes fy;, f,i, f; de cada nodo i:

le /fyl fZl
)
fen fyn fn

Definidos estos vectores y matrices, las ECUACIONES DEL METODO DE DENSIDAD DE FUERZAS
expresan las ecuaciones de equilibrio de los nodos con forma sistema de ecuaciones matricial:

(€T-Q-C)-x+f,=0
€T Q-C)-y+f,=0 (25)
(€T-Q-C)-z+f,=0

Estas ecuaciones constituyen un sistema lineal donde los valores conocidos son las coordenadas de los
puntos fijos, los vectores de fuerza aplicados en los nodos y las densidades de fuerza de cada rama.

Para comprender la equivalencia de estas ecuaciones con las ecuaciones de equilibrio consideraremos
a modo de ejemplo una malla de cuatro nodos definida como muestra la siguiente figura:

. -
& O @ T

1 2

La matriz de conectividad de esta estructura es:

1 0 -1 O
c={0 0 1 -1
01 -1 0
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Las ecuaciones de equilibrio para el nodo 3 se pueden expresar igualando la suma de las proyecciones

de las fuerzas internas a lo largo de cada uno de los ejes cartesianos, con la proyeccién de la fuerza
externa aplicada en dicho nodo:

S S S
o a2 () 2 (= ) = —fan
ll lZ l3
51 S2 S3

Nodo 3 E'(VS_Y1)+E'(J’3_Y4)+E‘(}’3_3’2):_f3y
S1 S2 S3
— @3-zt~ (23— z) + 7 (23— 23) = —f3,
ll lZ l3

Andlogamente se pueden obtener las ecuaciones de equilibrio para el resto de los nodos:

S1
l_. (1 — x3) = —fix
1
S1
Nodo 1 E (1 —y3) = —fiy
S1

l_. (z1 — 73) = —f1,
1

l_' (X — x3) = —fox
3
S3
Nodo 2 < o (2 —y3) = _ny
3
S3

l_' (22 —23) = —f2,
3

l_. (x3 —x4) = —fax
2
S2

Nodo 4 < . (73 —ya) = —fay
2
S

\l_z' (23— 24) = ~fa
2

La primera ecuacién de cada uno de estos sistemas se puede obtener descomponiendo el primer
término en el producto de la matriz de conectividad traspuesta C'y otra matriz auxiliar:

— (X — X
1 0 0 11( ! 3)\ fix
0 0 1 || | fox
— (X, — X = —
11 . 12( 3= X4) [
— S
0 -1 0/ %G, —x) fax

Esta matriz auxiliar a su vez se puede descomponer en el producto de estas tres matrices

S S S

l—1(x1 —x3) 1—1 0 0 1—1 0 0 .

s Lo, (x1 — x3) Lo, 10 -1 0\[y

1_(x3 —x4) [=| 0 N 0 (x3—x4) =10 N 0Of1to o 1 -1 %5 | = QCx
2 2 2

S3 53 (XZ - X3) 53 O 1 _1 O X4

_(xz - xg) 0 0 e 0 0 T

15 15 I3

Por lo que podemos afirmar que las ecuaciones que representan el equilibrio de las componentes de
fuerzas en el eje x para cada nodo se pueden expresar como:

CTQCx+f,=0
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Expresion que coincide con la primera ecuacién del Método de Densidad de Fuerzas.

Andlogamente se comprueba la equivalencia del resto de ecuaciones del sistema, con lo que podemos
afirmar que estas expresiones representan el equilibrio de nuestra estructura de nodos-conexiones
desacopladas para cada componente x, y, z.

(CT-Q-C)-x+f,=0
ECUACIONES DE EQUILIBRIO ={(CT-Q-C)-y+f, =0
€™ Q-C)z+f,=0

Imaginese que se ha de resolver esta estructura que se ha tomado como ejemplo, donde el nodo 3
queda libre (desconocemos su posicidon) y los nodos 1, 2, y 4 son fijos con las siguientes coordenadas:

X1 0 Y1 0 Z 0
¥ = X\_[4). - (Y2)_[2]. 7 = Z21_[1
X3 X3 |’ Y3 yz |’ Z3 Z3
X4 5 Ya 0 Zy 3

Supdngase que la densidad de fuerzas de las conexiones es:

1 0 0
Q=10 1 0
0 0 1

Resolviendo el sistema de ecuaciones del MDF se obtienen lo siguientes resultados:

X3=3; fa=3; fo=-1; fua=-2
Y3=0.67,' fy1=0.67,' fy2=-1.33,' fy4=0.67
73=1.33; f;1=1.33; f;,=0.33; f4=-1.67

Con estos resultados se ha obtenido las coordenadas del nodo 3, pudiendo representar ahora la forma

de equilibrio de la estructura planteada asi como su estado tensional para las densidades de fuerza
3

consideradas. f|\
/N
e
fory
v, 9
o |
oy
/ : y
/ ® |
4 || '\ Z

VISTA ISOMETRICA



ﬂ B ugr

|2.4.2.— EL MALLADO TOPOLOGICO

En el apartado anterior se ha analizado el MDF que permite obtener la forma de equilibrio y las
reacciones en los apoyos partiendo de los siguientes datos iniciales: La estructura nodos-conexiones,
las densidades de fuerzas y las fuerzas nodales.

La dificultad inicial que plantea este método en relacidon con la definicion de la estructura nodos-
conexiones, es precisamente la de generar la malla o red de conexiones y nodos partiendo de los
nodos fijos o puntos de apoyo. En esto consiste la técnica del Mallado Topolégico introducida por
Hernandez-Montes et al. [1]

La caracteristica principal del mallado topoldgico es que con unas pocas reglas topoldgicas un mallado
se puede realizar independientemente de la configuracién geométrica final. Sobre la base de este
nuevo concepto pueden seleccionarse y realizar muchos tipos de redes topoldgicas.

En primer lugar es preciso distinguir entre red cerrada y red abierta. En las primeras a partir del primer
paso el nodo inicial coincide con el nodo final generdndose los denominados anillos. Es el caso de las
redes tipo cupula.

Fig. 2.37: Ejemplo de Red Cerrada.

En las redes abiertas los nodos iniciales y finales no coinciden como ocurre en los mallados de las estructuras tipo
béveda.

Fig. 2.38: Ejemplo de Red Abierta
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| método describe tres redes basicas, tipo A, tipo B, y tipo C, figura 2.39. Dentro de cada tipo podremos
distinguir entre redes cerradas y en redes abiertas.

_— - -
e
AN

\
R
/\T\

PO

T T T I\
REDTIPO A REDTIPO B REDTIPOC

— CONEXIGN

— CONEXION REPETIDA (REDES CERRADAS)
© NODO

© NODO REPETIDO (REDES CERRADAS)

Fig. 2.39: Tipos de redes topoldgicas

En el caso de las redes topoldgicas cerrada tipo A, B o C, la conectividad entre los nodos esta
representada por lineas continuas azules, y las lineas discontinuas rojas indican conexiones repetidas.
Asimismo los circulos azules representan nodos, y los circulos grises representan nodos repetidos.

La red basica tipo A corresponde a un patron en el que cada nodo esta conectado en un paso dado a
los adyacentes, asi como al doble mds tres nodos de la etapa siguiente. De esta manera el nimero de
nodos de cada paso es el doble de la cantidad de la anterior para la configuracién cerrada, y doble mas
un nodo para la configuracién abierta. )

NUMERQ DE MODOS

RED CERRADA / RED ABIERTA
LPAsOr 1 1

— COMEXISN
— = COMEXION REPETIDA (REDE S CERRADAS)
o NODO

NODO REPETIDO (REDES CERRADAS)

LEAEZ

n@ n4)
PASO 3 n n+1
JPAS0d 4n dn+3

Fig. 2.40: Red topoldgica tipo A. Numero de Nodos en cada paso

La red basica tipo B es similar a la tipo A con la diferencia de que cada nodo en un paso determinado
estd conectado a dos nodos de la etapa siguiente. Con la red B el nUmero de nodos de cada paso es
igual a la de la etapa anterior para la configuracion cerrada y al de la etapa anterior mds uno para la
configuracién abierta.
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NUMERC DE NODOS
RED CERRADA [ RED ARIERTA

RSO 1 1
SRRSO N Ny
LLEESOS n e

— COMEXION

- CONEXI@NREPETIDA[REDES CERRADAS)

2 NODO

MODO REPETIDO (REDES CERRADAS)
PASO 4
n n+2
; : PASO S
i
PR
[
;

Fig. 2.41: Red topoldgica tipo B. Numero de Nodos en cada paso

El patrén de la red basica tipo C es tal que cada nodo en un paso determinado estd conectado
alternativamente a uno y a tres nodos de la etapa siguiente. De esta manera el nimero de nodos sigue
siendo el mismo en cada paso tanto en redes abiertas como en redes cerradas.

HOMER O DE NODOS
BED CERRADA J RED ASIERTA

........................................................... 1 1

Q ..................... . n(4 n(s)

I's: T - R o TIPSR n n
¢ P
|
— CONEXION }
—= CONEXIONREPETIDA (REDES CERRADAS) I
9 NoDO |
NODO REPETIDO (REDES CERRADAS) ‘ PasCd
Li i ¢ [RSURDIR IS e et SO n n
|
|
|
|
|
|
g > B R PAs0s n n

Fig. 2.42: Red topoldgica tipo C. Numero de Nodos en cada paso

Las redes basicas descritas se originan a partir de un nodo inicial que esta conectado a los nodos n de
la segunda etapa.

Sin embargo, este nodo inicial puede ser
suprimido en redes abiertas, asi como redes :
cerradas cuando se desea crear un nuevo
contorno interior en el interior de la red.

4
Con el fin de ser capaz de resolver el

problema de configuraciones complejas con 0
varios agujeros, se pueden unir redes simples
abiertas y/o cerradas. Estas combinaciones ¥ T
conducen al concepto de redes combinadas. N 3

Fig. 2.43: Ejemplo de supresion de nodos en red cerrada



Fig. 2.44: Formacion de figuras compuestas a partir de formas simples. Redes combinadas.

Los algoritmos que generan las redes cerradas requieren una entrada de datos reducida y sencilla: la
ubicaciéon de los nodos fijos, las densidades de fuerza, y la topologia de la red. La topologia se
caracteriza por el nimero de nodos de la segunda etapa, el nUmero de pasos y el patrén basico.

La distribucion de los nodos del ultimo paso a lo largo del contorno, asi como los puntos fijos se realiza
en un modo automatico para redes cerradas. De esta manera para cualquier contorno dado, es posible
generar directamente una configuracidon de equilibrio. Por otro lado, con una red abierta es mas
complicada, ya que todos los pasos comparten nodos en el contorno determinado.

Para las redes cerradas los nodos del ultimo paso son los nodos situados en el exterior de la
configuracion final, asi como los nodos fijos. La cantidad de nodos entre puntos fijos consecutivos es
proporcional a la longitud entre ellos. En el caso de las redes abiertas los nodos fuera corresponden a
la parte exterior del arbol gréfico. Si el nodo de la primera etapa se elimina, el primer paso puede
producir una parte fija de la estructura, y aparecerd una red con un agujero interior (ver fig. 2.43).

Las redes basicas pueden presentar varios problemas si se aplican de forma independiente. Por
ejemplo, los tipos B y C requieren un elevado nimero de nodos en su segundo paso para redes
cerradas. Por otro lado, la red A produce un elevado nimero de nodos justo después de unos pocos
pasos. Estas limitaciones pueden ser eliminadas mediante el uso de combinaciones de topologia de las
redes de base A, By C, para formar lo que se llama redes simples. En este caso, el usuario tiene que
definir la secuencia deseada de combinaciones.

e
L

Ol Nl Bl g Pk g P g
A e P T v )
B

Paso n? Tipo de Red LU '
3 A

v P g g o
vEay
™

O o0 NOOU B
W W wWw>w>w
1
PSS Nt N ]

PR\

B Al St
o a -

Fig. 2.45: Mallado de un paraboloide hiperbdlico combinando redes tipo A y B. Esquema, vista en planta y perspectiva
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2.4.3.- LA CONSIDERACION DEL PESO PROPIO EN EL METODO DE DENSIDAD DE FUERZA

Se ha visto hasta ahora como con la conjuncién del Método de Densidad de Fuerzas y el Mallado
Topoldgico (MDF+MT) se pueden obtener las formas de equilibrio de cualquier tensoestructura o
estructura de compresion.

Se podria pensar que el peso propio no es mas que una fuerza externa que podemos introducir como
fuerza nodal conforme se ha explicado en el MDF. No obstante, con un analisis mas profundo de la
cuestién, se comprende que el peso propio depende de la forma de equilibrio obtenida por lo que no
puede tratarse como un dato inicial, siendo preciso un calculo iterativo.

Para considerar el peso propio, las ecuaciones del MDF inicialmente lineales en las tres componentes
X, ¥, Z, son alteradas perdiendo la linealidad en la coordenada z:

(CT-Q-C)'x+fx=0
C"-Q-C0)-y+f,=0 (26)
C€T-Q-C) z+ f,(x,y,2) =0

Las fuerzas nodales de componente vertical que inicialmente eran una constante, ahora son una
variable de la forma de equilibrio, es decir, de las coordenadas nodales. El peso de la estructura
dependera de los tamafios de los triangulos definidos en su mallado.

Para calcular el peso de los tridngulos que contienen un nodo concreto i, primero habra que obtener
su area y multiplicarla posteriormente por el peso especifico y del material empleado en la
construccion. El drea de cada tridangulo puede calcularse como la mitad de la norma del producto de
dos vectores v; y v; que conformen dos de sus lados.

v, __
[§ (E oy Vﬂfk“)] con {v;, vi|ai; # 0, ay. # 0, a3 # 0} @7)

N =

fzi =

n
i,jk=1

Donde cada elemento aj;; vale 1 si el nodo v;, comparte una rama con el nodo v; (son abyacentes) y 0 en
el caso contrario.

La sumatoria de la ecuacion anterior es multiplicada por % debido a que el tridngulo que parte del
nodo i formado por los nodos i,j,k se puede formar igualmente partiendo del nodo i a través de los
nodos i,k,j.

Volviendo al ejemplo del apartado anterior, el peso que soporta el nodo 3 equivale al area sombreada
en la figura siguiente: 4
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Si no intervienen otras fuerzas aparte del peso propio, la tercera ecuacién del MDF posee ahora una
parte lineal, solo afectada por la densidad de fuerza, y un parte no lineal que depende del tamafio de
los triangulo que afectan al nodo 3 y del peso especifico:

3qz3 — q(z1 + 2,+2,) — %(”vs% X V30|l + |[v3vy X v3vsll + |lv3v, X vavsll) =0 (28)

— S S— _—
~— ——

Parte lineal Parte no lineal

Esta ecuacidon no siempre tendra solucion. Si se representa graficamente descomponiéndola en su
parte lineal y no lineal, podemos observar que tendra solucién o no en funcién de la forma de la
funcién no lineal:

" 150+

Caso (a): Existe solucion f(z )=0 Caso (b): No existe solucidn.

Funcion de equilibrio para la coordenada z
- Parte lineal de la funcion de equilibrio

Parte no lineal de la funcidn de equilibrio

Fig. 2.46: Representacion de la parte lineal, no lineal y funcion completa de la funcion de equilibrio (28).

La forma de entender la solubilidad del problema es a través de la similitud de una rama de la malla
con la densidad de fuerza g y un muelle recto con una constante de elasticidad de valor k. Ambos
parametros q y k expresan la relacién existente entre los incrementos de longitud y la fuerza.

Si del muelle cuelga un peso constante de valor P, para cualquier valor de k existird siempre una
solucién del problema, es decir, siempre encontraremos una longitud / para la que la fuerza que ejerce

el muelle F se iguale al peso soportado P:
Ep

> |

» | I, L I

Fig. 2.47: Analogia del problema con un muelle cargado con peso constante. Existe solucion al problema para cualquier k;



ﬁ "or

En cambio si el peso que colgamos no es constante sino que depende de la longitud de la rama
P=Py+y:l, el problema puede no tener solucion.

F=k-l=py+y-l=p

l

I):Pn+?i

Fig. 2.48: Analogia del problema con un muelle cargado con peso que varia con la longitud del muelle.
No existe solucion al problema para valores de ki<y

Por lo tanto, el problema de la solubilidad del Método de Densidad de Fuerzas con la consideracidon del
peso propio, se puede entender de esta misma forma: la fuerza de las conexiones debera crecer a un
ritmo mayor con la que lo hace el peso de los tridngulos cuando la longitud de estas conexiones se
incrementa. La diferencia aqui es que la condicién a imponer a las densidades de fuerza no es tan
simple como en el caso del muelle, ya que existen no linealidades que deben ser tenidas en cuenta.
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2.4.4.- ALGORITMOS DEL METODO DE DENSIDAD DE FUERZAS CON MALLADO
TOPOLOGICO Y CONSIDERACION DEL PESO PROPIO. PROGRAMA GAUDI.

El departamento de estructuras de la Universidad de Granada, a traves del grupo de investigacién TEP-
190 “INGENIERIA E INFRAESTRUCTURAS”, ha desarrollado un algoritmo escrito en cédigo Matlab© que
permite obtener formas de equilibrio para este tipo de estructuras. El programa denominado GAUDI
tiene implementado las tres técnicas descritas anteriormente: MDF-MT-PP.

Puesto que el sistema de ecuaciones obtenido con la consideracién del peso propio resulta no lineal es
necesario aplicar el cdlculo iterativo y al no existir siempre una solucién al problema es necesario
establecer un nimero maximo de iteraciones a realizar comprobando la convergencia.

En una primera iteracién se ignora el peso propio de los triangulos y se obtienen las coordenadas x e y
de la estructura, que se mantienen constantes a lo largo del proceso. También se obtiene un primer
valor de la coordenada vertical z; que utilizaremos para comprobar la convergencia. A partir de este
momento se calcula el peso de los tridngulos y se vuelve a introducir en el MDF como carga exterior. Al
obtener una nueva cota z,, comprobaremos si la diferencia con respecto z, es relevante en cuyo caso
volveremos a realizar una nueva iteracion calculando nuevamente el peso de los tridngulos formados
con la nueva forma geométrica y obteniendo una nueva coordenada z;. Asi se realizaran nuevas
iteraciones hasta conseguir, en su caso, la convergencia a un valor z, determinado.

MDF sin peso propio

(Xo. Yo. Zo)

n=1
v

Pznr(xo' .‘-D' Zyy :' -+

v

MDF (z,)

:

Resituo, = [|(Za- Zn)]|

n=n+l

FIN: converge (Residua, > Residuo,,;.?

FIN: no converge

FIN: usuario debe comprobar
convergencia

Fig. 2.49: Diagrama de flujo para el cdlculo iterativo del MDF-MT-PP
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El programa Gaudi realiza un mallado topolégico tipo B por lo que el nimero de nodos permanece
constante en cada paso o anillo. Los Unicos datos que precisa el programa para realizar el mallado son

el niumero de anillos o pasos, el nUimero de nodos del primer anillo y las coordenadas de los puntos
fijos. Por otra parte es preciso indicar la densidad y el espesor de la superficie para el calculo del peso
propio. Establecidos estos datos de partida se obtendran infinidad de formas de equilibrio en funcién
de las densidades de fuerza que se adopten para cada conexion.

) Figure 1

— Entrada de deto: File
i Y A& E E (|
Me nodos fiios | 4 | Densidad (i) 2 | Q2 de | R4 9E(QEHE
M° e anillos | 10 | Espesar material (m) 2 !
M nodos 1 er anila | 40 |
Coordenadas nodos fjog—— Densidades de fuetza
(m)
Coord X Coord Coord £ q Radiales o Anillos
(000000 | 000000 A |[000000 A 5 ~l[s -
1000000 | 000000 ||000000 3 W G B
i1 0.00000 10.00000 0.00000 & 5
a 10.00000 0.00000 & 5
1 a
g s —
» v v ] |5 b
— Control
N® teraciones Difetencia para parada
Ejecutar modelo | =0 | 05 |
[ Salvar datos ] | Escriba el nombre de su archivo con la extensidn (i o dat) |

Fig. 2.50: Interfaz de introduccion de datos del programa Gaudi e interfaz grdfica de salida
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3.- INFLUENCIA DE LA DENSIDAD DE FUERZA EN LAS FORMAS DE EQUILIBRIO DE LAS
ESTRUCTURAS DE COMPRESION.

Las densidades de fuerzas introducidas en una estructura de nodos-conexiones, como se ha explicado
anteriormente, influye en gran medida en la forma de equilibrio alcanzada.

Este concepto, definido como la fuerza por unidad de longitud, es de comprension tedrica sencilla pero
aunque resulta muy dificil su aplicacidn practica. Unas ligeras variaciones en algunas densidades de
fuerza de nuestra estructura provocan importantes transformaciones en la forma de equilibrio de la
misma y ademas estas diferencias se generan de una forma no proporcional.

Para comprender su significado practico, resulta muy util realizar un simil de nuestra estructura de
nodos y ramas con un sistema de muelles y bolas.

Fig. 3.01: Simil de una estructura simple de cuatro nodos con un sistema de muelles y bolas

Cuanto mayor sea la densidad de fuerza de la rama mayor sera la resistencia del muelle y menor sera
la deformacidn del mismo a causa del peso que soporta. Asi es posible obtener formas muy diversas
con la simple modificacidon de este pardmetro. En el caso de la forma catenaria podemos obtener
mayor altura con la modificacion del tipo de muelle empleado.

1 I X y
Y 7 A" 5
A A N

WA

=

Fig. 3.02: Cambio de la forma catenaria al aumentar la constante K del muelle empleado

La forma de obtener estructuras simétricas con la forma deseada es agrupar estas densidades de
fuerza segln pertenezcan a un anillo o a una rama radial o de unién.
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En las estructuras abiertas tipo béveda el paralelismo de los anillos se conseguira a través del uso de
iguales densidades de fuerza para las ramas que unen los arcos entre si con un valor muy bajo, casi
nulo. Como ejemplo en la figura siguiente se muestra como se pierde el paralelismo de los arcos o
anillos con la modificacion de un solo valor en las densidades de fuerza radiales (densidades de fuerza
de las ramas que unen dos anillos). Asimismo esta modificacion afecta a los anillos contiguos.

a) Densidad de fuerza q=0.000001 para todas las ramas radiales
Densidad de fuerza q=5.7 para las ramas anulares interiores y
densidad de fuerza q=2.9 para las ramas anulares de los extremos

Fig. 3.03: Pérdida del paralelismo de los arcos con la modificacion de las densidades de fuerza radiales

b) Igual que el caso a pero aumentando la densidad de fuerza de las
ramas que unen los anillos 4 y 5 hasta un valorq = 1.0

En cambio, modificando las densidades de fuerza de los anillos o arcos en las estructuras abiertas
conseguiremos aumentar la altura de la béveda. La densidad de fuerza de los arcos extremos, debera
de ser siempre la mitad de la densidad de fuerza de los anillos centrales puesto que estos ultimos
soportan el doble de peso.

a) Densidad de fuerza q=0.000001 para todas las ramas radiales
Densidad de fuerza q=2.9 para las ramas anulares centrales y
Densidad de fuerza q=1.4 para las ramas anulares de los extremos

a) Densidad de fuerza q=0.000001 para todas las ramas radiales
Densidad de fuerza q=5.7 para las ramas anulares interiores y
densidad de fuerza q=2.9 para las ramas anulares de los extremos

Fig. 3.04: Cambio de altura de los arcos con la modificacion de las densidades de fuerza anulares.
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Intuitivamente todo esto se puede deducir utilizando el simil de bolas-muelles con forma catenaria.
Utilizando muelles de mayor resistencia se alcanzara menor separacidn entre las masas.

Andlogamente para las mallas cerradas, tipo cupula, las ramas radiales son las que modifican la altura
de la béveda mientras que las ramas anilladas controlan la forma mas o menos abierta de la clpula sin

afectar en gran medida su altura.

10

a) Densidad de fuerza =6 para todas las ramas (anulares y radiales)
Altura de la béveda 6.17 metros
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b) Densidad de fuerza ¢=6.0 para las ramas anulares y q=20.0 para las ramas radiales
Altura de la boveda 1.64 metros

¢) Densidad de fuerza ¢=20.0 para las ramas anulares y ¢=6.0 para las ramas radiales
Altura de la boveda 5.35 metros
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4.- METODO DE ESTIMACION DE LAS DENSIDADES DE FUERZA PARA LA OBTENCION DE

FORMAS DE EQUILIBRIO DESEADAS EN LAS ESTRUCTURAS DE COMPRESION.

El arquitecto o ingeniero proyectista, parte generalmente de un disefio preconcebido o conoce unas
dimensiones o limitaciones que ha de cumplir necesariamente su obra. Aunque resulte intuitivo la
utilizacion de las densidades de fuerza en la obtencién de formas de equilibrio deseadas resulta de
gran utilidad conocer un orden de magnitud de las mismas en el empleo del Método de Densidad de
Fuerzas con Mallado Topolégico y Peso Propio.

Si se analizan las formas mas habituales de estructuras de compresién, bévedas y cipulas, podemos
distinguir la forma catenaria como parte integrante de todas ellas. Incluso podemos generar estas
formas con la simple traslacién o giro de linea catenaria o funicular.

MA FUNICULAR] : e

++1-... JFORMAS FUNIGULARE!

Fig. 4.1: Identificacion de curvas funiculares en cupulas y bévedas (mallas cerradas y abiertas)

Como ya se ha visto en el apartado 2.3.1., las cuvas catenarias y funiculares tienen una férmula hoy en
dia conocida que nos permite dibujar la misma partiendo de tres puntos conocidos. Se podria por
tanto obtener la forma de una catenaria con peso unitario A, que parte de dos puntos fijos separados
entre si una distancia a, y que tiene una altura determinada, obteniendo previamente la componente
de la tension horizontal a la que estdn sometidos todos sus puntos a través de la ecuacion:

TO Aa TO
—cosh|—|——=——-h =0 (4.1)
A 2T,

Aunque quizas resulte menos practico también podriamos obtener este valor de T, conociendo
longitud L de la catenaria:

2T, b [Aa

L=— — 4.2
1 sen 2T, (4.2)

Resolviendo las ecuaciones 4.2 y 4.1 podemos conocer el valor del parametro g definido como:

I 4.3
9= (43)
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Una vez obtenido este valor de g la forma de la catenaria se obtiene a través de la siguiente expresion:

y = %{cosh[g - (2x — a)] — cosh[g - a]} (4.4)

Si se compara la forma de la catenaria obtenida a través de este método con la seccion de nuestra
clpula o béveda calculada mediante el MDF-MT-PP, utilizando el programa Gaudi, observamos unos
resultados sorprendentes. Con los mismos puntos fijos e igual perimetro o altura, comprobaremos que
existe una buena coincidencia entre ambas formas. Las diferencias pueden corregirse modificando
ligeramente las densidades de fuerza empleadas para los anillos.

Como ejemplo, si se considera una clpula con veinte metros de didmetro e igual densidad de fuerza
para todas sus ramas, de valor g= 8, la forma obtenida presenta una seccidn radial con una altura de
4,283 metros.

B ' %’fﬁniﬁinﬁ‘i\\%
L o
| VY MR

g
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Fig. 4.2: Ejemplo propuesto: Cupula con q=8.0 para todas las ramas (radiales y anulares)

La interseccidon con un plano radial facilita una curva funicular que si se compara con la curva catenaria
que posee la misma altura podemos comprobar su aproximacion.

---------- GATENARIA
—— SECGION DE LA FORMA DE EQUILIERIO

Fig. 4.3: Comparacion de la seccion radial de la cupula ejemplo con la curva catenaria de igual altura
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La parte esencial de este método radica en descifrar el valor de la densidad de fuerza de la forma
catenaria calculada para después introducirla en el MDF-MT-PP obteniendo una forma de equilibrio
con la altura o perimetro deseado, préximo al de la catenaria.

Pero esto no resulta tan sencillo como puede parecer en un primer momento debido a que una
catenaria con peso especifico constante, no posee la misma densidad de fuerza en todos sus puntos
sino que esta varia desde un extremo hasta el otro de la misma. Esto es asi debido a que la tensidn en
la catenaria varia en cada punto y la densidad de fuerza, definida como tension divida por la longitud,
I6gicamente varia con la primera.

No ocurre lo mismo curva funicular en la que, al poder utilizar masas de distinto tamafio o peso,
podemos conseguir la misma densidad de fuerza en todos sus ramas. Sin embargo el empleo de
diversas masas complicaria el método de forma que no seria apropiado para el fin que se busca:
obtener el pardametro de densidad de fuerza de una forma rapida y sencilla.

Por este motivo acudimos a la curva catenaria, tomamos el valor de la densidad de fuerza en sus
extremos y lo adoptamos para nuestro cdlculo con MDF-MT-PP. Como se podrd comprobar a
continuacién resulta un método rapido y bastante aproximado.

Conociendo el valor de la componente horizontal de la tension Ty, que conforme lo estudiado en el
apartado 2.3.1. permanece constante a lo largo de toda la curva y, puesto que conocemos la forma
exacta de la catenaria, podemos saber el angulo formado en el extremo y deducir el valor de la tensidn

+

mediante la siguiente expresion:

T =0 4.5
" cos6 (4:5)

Donde 6 se puede obtener de forma
aproximada a partir de valores de x; e y;
que corresponden a la coordenada de la
primera masa:

El valor de x; se puede calcular mediante la expresion:

X, = (4.6)

a
N
Siendo N el nimero de ramas de la curva funicular.

Por otra parte, sustituyendo en la ecuacidn (4.3) obtendriamos el valor de y;:

yi=9 {cosh [% -(2x — a)] — cosh [%]} (4.7)



W0

Por lo que podria obtenerse la densidad de fuerza de la catenaria en su origen como:

’ T TO _To'leﬁ

1 =L_1=L1~cost9_ Li-xy x

(4.8)

Por ultimo el valor de T, se puede obtener conociendo A (peso por unidad de longitud de la catenaria)
teniendo en cuenta que por equilibrio de fuerzas verticales en el apoyo:

AL ]

2-tanf (4.9)

|

A través de las ecuaciones 4.1 (0 4.2), 4.6, 4.7 y 4.8, conociendo los valores de h, a y A de la catenaria
se pueden obtener valores de densidades de fuerza g’ préximos a los valores de fuerza de la estructura
g que proporcionan idénticas caracteristicas, altura o longitud perimetral, a la seccién de la estructura
y a la catenaria.

Pero no se debe de olvidar que la catenaria no posee un parametro q’ constante sino que su valor
varia a lo largo de la curva. En cambio la curva funicular a aproximar si posee un Unico valor de g para
todas las ramas que la componen. Es por esto que el método no deja de ser una aproximacion y
dependiendo del punto de la catenaria donde se calcule su densidad de fuerza q’ esta se aproximara
mejor a la densidad de fuerza correspondiente a la curva funicular correspondiente.

A continuacion se presenta un algoritmo realizado en lenguaje Matlab© que calcula la densidad de
fuerza necesaria para obtener la altura deseada de una cupula o béveda a través de este Método de
aproximacién Catenaria, en adelante MAC:

% % METODO DE APROXIMACION CATENARIA (MAC)
% % PARA OBTENCION DE DENSIDAD DE FUERZA
% % Manuel Cafnete Gleto 29/06/12

% % Programa que estima la Densidad de fuerza de una
% % cupula o boveda a partir de la altura de la misma.

% %

% % ENI programa necesita como "inputs':

% % - Distancia entre los apoyos

% % - Altura de la cupula o béveda

% % - Numero de ramas o discretizacion realizada
% % - Peso por unidad de longitud de la catenaria

%% Limpieza de memoria

clc

clear all

%% ENTRADA DE DATOS

% Distancia entre los apoyos

a=20;

%Altura de la boveda o cupula deseada
h=40;

%Numero de Nodos de la catenaria

N=12;

%Peso por unidad de longitud (parametro landa)
r=0.98;

%% CALCULOS

%Callculo del coeficiente g=landa/(2*T0)
syms g
g=solve(1/2/g*cosh(g*a)-1/2/g9-h,q);
%Calculo y dibujo de la catenaria
x=0:0.1:20;
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y = 1/2/g*(cosh(g*(2*x-a))-cosh(g*a));
plot(x,y);

%Calculo de la longitud de la catenaria
L=1/g*sinh(g*a);

%Calculo del la densidad de fuerza

x1 = a/N;

yl = 1/2/g*(cosh(g*(2*x1-a))-cosh(g*a));
teta = atan(yl/x1);
TO=landa*L/2/tan(teta);

q=abs(T0/x1)

El parametro A definido como peso unitario de la catenaria se puede utilizar como herramienta para
calibrar este algoritmo. Puesto que existe una Unica catenaria para una altura y apoyos determinados,
variando el parametro A se puede obtener el valor de Ty que se desee siempre que el paradmetro
g =X/ (2T,) permanezca constante. Esto implica que una misma catenaria puede tener la densidad de
fuerzas que se desee simplemente modificando su peso unitario A. Si se tiene con el programa Gaudi
un primer resultado mediante el cual, con una densidad de fuerza g, se converge a una cupula o
béveda de altura h; se puede calcular el peso por unidad de longitud de la catenaria A a través de las

ecuaciones:
2-tan@ - T,
_canv o (4.10)
L
TO = ql . x1 (411)
1
L= Esenh lg - al (4.12)

Donde los valores de g y x; se pueden obtener a través del valor conocido de h; , a y N mediante las
ecuaciones 4.1y 4.6.

Se propone el siguiente algoritmo que calcula el valor de A a introducir en el MAC a partir de una
forma de equilibrio obtenida (Proceso de Calibracién):

%% CALCULO DEL PESO UNITARIO DE LA CATENARIA
% % CALIBRACION DE MAC
% % Manuel Cafete Gleto 29/06/12

% % Programa que calcula el valor del peso unitario de una catenaria

% % equivalente a la seccidén funicular de una cupula o boveda de compresion
% %

% % EI programa necesita como "inputs':

% % - Altura de la cupula o bdéveda

% % Distancia entre los apoyos

% % - NUmero de ramas o discretizacidén realizada

% % Densidad de fuerzas empleada en el calculo de la forma de % equilibrio

%% Limpieza de memoria

clc

clear all

%% ENTRADA DE DATOS

%Altura de la bdéveda o cupula obtenida
h=4_.283;

% Distancia entre los apoyos
a=20;

%NUumero de Ramas

N=12;

%Densidad de fuerza utilizada
q=8;

%% CALCULOS



TRABAJO FIN DE MASTER

MASTER EN ESTRUCTURAS
CURSO 2011-2012

%Calculo del coeficiente g=r/(2*T0)

syms g

g=solve(1/2/g*cosh(g*a)-1/2/g9-h,qg);

%Calculo de la longitud de la catenaria
L=1/g*sinh(g*a);

%Calculo del angulo teta

x1 = a/N;

yl = 1/2/g*(cosh(g*(2*x1-a))-cosh(g*a));

teta = atan(yl/x1);

%Calculo de la componente horizontal de la tension (TO)
TO=g*x1;

%Calculo del peso unitario de la catenaria (landa)
landa= abs(2*tan(teta)*T0/L)

Aplicando el MAC al ejemplo de la cupula de 20 m de didmetro de base para diferentes alturas de la
clpula y calibrado previamente para los valores de q=8 y h=4.283 calculados previamente con Gaudi

(A=0.98) se obtienen los siguientes valores de densidad de fuerza aproximada q:

2 16.31 1.95
4 8.53 3.97
6 6.06 6.09
8 4.88 8.32
10 4.20 10.67
15 3.34 16.81
20 291 23.57
30 2.50 37.24
40 2.28 52.14

APROXIMACION DEL METODO

50

Altura de la curva funicular

45 - Altura de la curva catenaria

40 -
35 -
30 -

25

Altura (m)

20
15

10

Densidad de fuerza
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Como muestra el grafico anterior, a través del MAC puede obtenerse una muy buena aproximacion y
solo existen diferencias considerables para valores de densidad de fuerza muy alejados al de la
calibracion realizada (g=8). En estos casos, si se desea, se puede realizar una segunda calibracion
evitando asi un mayor nimero de tanteos que habria que realizar con el programa Gaudi para lograr
el objetivo: la obtencién de las caracteristicas geométricas del disefio.

El caso de las bovedas es similar al de las cupulas pero teniendo en cuenta que las densidades
obtenidas han de aplicarse a las ramas anulares Unicamente. Las densidades de las conexiones
radiales, conforme a lo explicado en el apartado anterior, deben de introducirse con valores préximos
a cero, a menos que no se desee mantener el paralelismo de los arcos. También es importante
recordar que para los arcos inicial y final la densidad de fuerza sera la mitad que en el resto de arcos
del mallado puesto que soportan la mitad del peso propio.



5.- APLICACION DEL METODO PROPUESTO A UN CASO PARTICULAR

Alumnos del curso 2011-2012 del Master de Estructuras de la Universidad de Granada han
desarrollado un Proyecto de Gran Estructura a partir del disefio inicial que muestra la figura siguiente.
El conjunto se compone de una serie de estructuras de compresion basicas abiertas (tipo boveda) que
se integran en una estructura cerrada central (tipo cupula).

VISTA LATERAL

1.2 20

NUMERACION DE BOVEDAS / I

PLANTA GENERAL

Fig. 5.1: Disefio general del Proyecto de Gran Estructura y esquema con identificacion de bovedas principales

En este apartado se obtendrdn, a través del método de aproximacién catenaria (MAC) descrito en el
apartado anterior, las densidades de fuerza de las cinco bévedas principales de la estructura cuyas
caracteristicas geométricas se definen a continuacion.

- ALTURA DE ARCOS | ANCHURA DE ARCOS
BOVEDA

INICIAL FINAL INICIAL FINAL
1 13.65 14.66 15.00 15.00
2 17.08 19.00 20.00 20.00
3 17.08 19.77 27.06 27.89
4 17.03 17.33 20.25 23.75
5 13.43 14.66 20.37 15.63

COORDENADAS LOCALES DE LOS VERTICES DE APOYO

BOVEDA
X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3 X4 Y4
0.00 | 0.00 13.50 | 0.00 | 0.00 15.00 13.50 15
0.00 | 0.00 18.00 | 0.00 | 0.00 20.00 18.00 20
0.00 | 0.00 | 3500 | 0.00 | 6.76 27.06 35.00 20

0.00 0.00 11.50 0.00 0.00 23.75 16.41 19.65
5.00 0.00 16.50 0.00 0.00 19.75 16.50 15.63

VI |W|IN|F
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En primer lugar se obtiene con el programa Gaudi una primera forma de equilibrio para cada béveda.

Los inputs establecidos en el programa y las alturas establecidas son:

DATOS INTRODUCIDOS EN PROGRAMA GAUDI
) NeDE | RAMASPORARCO (N) | PENSIDADDEFUERZAEN W cipaD DE
BOVEDA | Arcos ARCOS FUERZA RADIAL
INICIAL | FINAL INICIAL FINAL
1 2 75 76 400 411 1.00E-10
2 2 75 76 450 459 1.00E-10
3 2 75 76 950 950 1.00E-10
4 2 75 76 950 950 1.00E-10
5 2 75 76 600 600 1.00E-10
BOVEDA ALTURA OBTENIDA. PROGRAMA GAUDI (m)
ARCO INICIAL ARCO FINAL
1 18.34 18.44
2 36.23 36.95
3 29.92 29.48
4 7.46 7.59
5 11.33 11.19

Con estas densidades de fuerza y alturas obtenidas se procede a calibrar nuestro algoritmo calculando
el peso unitario de cada arco catenario. Se utiliza para ello el algoritmo propuesto en el apartado
anterior que arroja los siguientes resultados:

. PESO UNITARIO DE LA CATENARIA (N/m)
BOVEDA
ARCO INICIAL ARCO FINAL
1 28.03 28.5
2 37.18 37.45
3 63.5 61.34
4 31.93 28.14
5 27.15 314

Introduciendo estos pesos unitarios junto con el resto de inputs necesarios en el algoritmo MAC se
obtienen directamente las densidades de fuerza que es preciso aplicar a cada rama para lograr la
béveda disefiada.

- DENSIDADES DE FUERZA MAC
BOVEDA
INICIAL FINAL
1 462.48 459.01
2 634.67 611.99
3 1293.27 1179.03
4 549.63 531.73
5 538.21 516.54
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Fig. 5.2: Forma de equilibrio obtenida para la Boveda n® 1

Fig. 5.3: Forma de equilibrio obtenida para la Béveda n® 2
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Fig. 5.4: Forma de equilibrio obtenida para la Béveda n? 3
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Fig. 5.5: Forma de equilibrio obtenida para la Béveda n® 4
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Fig. 5.6: Forma de equilibrio obtenida para la Béveda n® 5

Comparando las alturas obtenidas con las originales del proyecto se pueden comprobar las
desviaciones o errores cometidos con este método.

- ALTURA DE ARCOS

BOVEDA ALTURA DE ARCOS DE DISENO CALCULADA ERROR COMETIDO
INICIAL FINAL INICIAL FINAL INICIAL FINAL

1 13.95 14.66 13.95 14.60 0.00% -0.41%

2 17.08 19.00 17.84 19.32 4.45% 1.68%

3 17.08 19.77 17.43 18.73 2.05% -5.26%

4 17.03 17.33 16.61 17.29 -2.47% -0.23%

5 13.43 14.66 13.68 14.27 1.86% -2.66%

Las desviaciones no superan el 5.3 % por lo que no se considera necesario realizar una segunda
iteracion.
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6.- CONCLUSIONES

El campo de las estructuras tensadas ha evolucionado de manera espectacular en los ultimos afos.
Con la utilizacion de diferentes materiales y nuevas patentes constructivas, ha logrado alcanzar una
importante cuota de mercado dentro de la arquitectura contemporanea. Hoy en dia el término
engloba sistemas estructurales sustancialmente diferentes, incorporando a las ya conocidas
membranas tensadas, las mallas de cables y las estructuras neumaticas.

Existe un importante nexo de unidn entre este tipo de elementos y las cldsicas estructuras de
compresion obtenidas a partir de formas antifuniculares. Desde el punto de vista del célculo
estructural se trata de un mismo concepto y la ausencia de momentos flectores permite emplear los
mismos métodos de calculo para ambos casos.

El calculo de este tipo de estructuras se aborda resolviendo en primer lugar la forma de equilibrio que
adopta el conjunto sometido a su propio peso y con las condiciones de contorno establecidas. El
Método de Densidad de Fuerzas (MDF) permite obtener la forma de equilibrio de este tipo de
estructuras de una forma sencilla gracias a la potencia de cdlculo informatico disponible hoy en dia.
Esto ha permitido mejorar el método con la consideracion del peso propio (PP) e implementarlo en un
mismo algoritmo junto con técnicas de automallado como el Mallado Topolégico (MT). Con este tipo
de algoritmos MDF-MT-PP, se simplifica la obtencion de la primera forma de equilibrio a la eleccion de
un parametro denominado Densidad de Fuerza.

El concepto de Densidad de Fuerzas adquiere un papel fundamental en la forma de equilibrio
obtenida. Partiendo de unas condiciones de contorno definidas, este pardmetro nos permite modificar
la forma de equilibrio hasta conseguir la geometria deseada. No obstante, el proceso no resulta nada
sencillo. Con la consideracién del peso propio el sistema de ecuaciones que plantea el MDF pierde su
linealidad con lo que no siempre existe una solucién al problema. Ademas no es facil relacionar el valor
de la densidad de fuerzas de determinados elementos con la forma geométrica que se busca.

Mediante una serie de ejemplos sencillos, se han descrito diversos métodos de optimizacién de las
densidades de fuerza para obtener formas de equilibrio similares a las preconcebidas por el disefiador
o proyectista. Partiendo de las ecuaciones de la curva catenaria, se ha propuesto un algoritmo que
permite dimensionar estas formas calculando las densidades de fuerza necesarias.

Finalmente el algoritmo propuesto ha sido testado convenientemente, obteniendo resultados muy
satisfactorios que simplifican el trabajo de aproximacién a la forma de equilibrio buscada.
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