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Introducción

Un semigrupo afı́n es un subsemigrupo finitamente generado de Nk para algún k. El
estudio de semigrupos afines surge de forma natural cuando se estudian las soluciones po-
sitivas de un sistema de ecuaciones con coeficientes enteros. Los semigrupos afines han
tenido, a partir de los años 60, un resurgimiento debido en parte a la Geometrı́a Algebrai-
ca. Esto es debido a que dado un semigrupo afı́n contenido en Nk, se puede considerar el
subanillo de K[t1, . . . , tk] generado por los elementos de la forma ts = ts1

1 · · · t
sk
k . Este anillo

es isomorfo al anillo de semigrupo K[S]. De esta forma, salvo isomorfismos, existe una
correspondencia biyectiva entre semigrupos afines y variedades afines que vienen para-
metrizadas por conjuntos finitos de monomios. Uno de los primeros en tratar esta equiva-
lencia fue Herzog en [19], que demostró la equivalencia entre dar la presentación de un
semigrupo y un sistema de generadores del ideal asociado a la variedad antes menciona-
da (dichos ideales son ideales binomiales; un estudio bastante amplio de estos ideales se
puede encontrar en [40]). Más tarde Kunz, en 1970, demostró que si el semigrupo de va-
lores de un anillo local noetheriano con Spec(A) = {0,m} es simétrico, entonces el anillo
es Gorenstein. Decir además que el primer ejemplo de anillo que no es Cohen-Macaulay,
dado por el propio Macaulay a principios de siglo, fue K[t4

1 , t
3
1 t2, t1t3

2 , t
4
2 ] ([24]) y que,

analizando este ejemplo, Gröbner ([18]) propuso el problema de clasificación de los ani-
llos generados por monomios del mismo grado respecto de su “Cohen-Macaulayneidad”
(aparte de este problema, Gröbner propuso otros problemas, uno de los cuales fue a su
alumno Buchberger, y que dio lugar a las bases de Gröbner).

Empezó ası́ una lı́nea de investigación que trataba de caracterizar la propiedad del
anillo de semigrupo de ser Cohen-Macaulay en términos del propio semigrupo. El primer
paso dado en esta lı́nea se debe a Hochster, que estudió este problema para semigrupos
normales (su anillo de semigrupo es ı́ntegramente cerrado). Su estudio fue aprovechado
más adelante por Goto, Suzuki y Watanabe para estudiar el problema sin poner la res-
tricción de ser normal, llegando a dar una caracterización primero para semigrupos afines
simpliciales ([15]) y luego para semigrupos afines en general ([16]). La caracterización
dada por Goto y Watanabe en [16], se basa en dar una extensión S′ del semigrupo S de
forma que S′ = S equivale a que el anillo de semigrupo K[S] sea Cohen-Macaulay. Más
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adelante, Trung y Hoa ([41]), demostraron que esa condición no era suficiente, y que por
tanto el trabajo de Goto y Watanabe era incorrecto. Ellos demostraron que tal condición
era necesaria, pero no suficiente, hacı́a falta imponer una segunda condición topológica a
un complejo simplicial asociado al semigrupo para tener la equivalencia. Dicha condición
es trivial en el caso de semigrupos afines simpliciales, por lo que la caracterización dada
por Goto, Suzuki y Watanabe es correcta para el caso simplicial. Por esta misma lı́nea
continuó el trabajo de Schäfer y Schenzel ([35]). Este trabajo y otros como el de Stan-
ley ([36], [37]) versan sobre el estudio de la homologı́a del complejo asociado al cono
generado por el semigrupo.

Nuestro principal objetivo a la hora de realizar la presente memoria fue el de propor-
cionar herramientas efectivas que permitan determinar propiedades del anillo de semigru-
po en función del semigrupo. El problema de la caracterización dada por Goto, Suzuki,
Watanabe, Trung, Hoa, etc. es que no es algorı́tmicamente comprobable. Desde el punto
de vista teórico es importante saber qué propiedades del anillo de semigrupo se pueden
estudiar a partir de propiedades del semigrupo en sı́. Nuestra preocupación se centró en
el hecho de que dado un ejemplo de anillo de semigrupo afı́n, cómo se puede determinar
realmente si dicho anillo es Cohen-Macaulay, Gorenstein o intersección completa. Más
aún, cómo podemos encontrar un sistema de generadores minimal para el ideal asociado
a la variedad (problema equivalente a encontrar una presentación del semigrupo). Es más,
hasta ahora no habı́a forma de determinar si dada una variedad de este tipo en función de
su ideal asociado, ésta era o no una variedad afı́n parametrizada por monomios. Ese fue
otro de los problemas a resolver, el cual se traduce en determinar si un semigrupo dado
por una presentación es o no afı́n.

Los contenidos de esta memoria se organizan de la siguiente forma:
En el capı́tulo cero, damos los conceptos necesarios para comprender el resto de la

memoria.
En el primer capı́tulo, resolvemos el problema de encontrar una presentación minimal

para un semigrupo afı́n dado. Como antes dijimos, esto se traduce en encontrar un sistema
de generadores minimal para el ideal asociado a la variedad. Hasta la fecha, este problema
se podı́a “resolver” usando el algoritmo de implicitación (véase por ejemplo [9] y [11]).
El problema que entraña usar ese algoritmo es que hace uso de bases de Gröbner, y por
tanto su complejidad es doblemente exponencial. Un segundo problema relacionado con
el algoritmo de implicitación radica en que tal algoritmo devuelve una base de Gröbner, y
no un sistema minimal de generadores del ideal. Esto impide saber directamente el núme-
ro de generadores de un sistema minimal de generadores del ideal, y por tanto saber si el
semigrupo es intersección completa. El algoritmo que exponemos en el primer capı́tulo es
una generalización del algoritmo dado por Rosales en [28] y en su tesis para semigrupos
numéricos, y se basa en asociar a cada elemento del semigrupo un grafo, de forma que los
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grafos no conexos proporcionan generadores del ideal (o visto desde el punto de vista se-
migrupista, relatores del semigrupo). La ventaja de nuestro algoritmo, es que proporciona
un sistema minimal de generadores, y no sólo eso, estudiando los grafos, obtenemos todos
los posibles sistemas minimales de generadores del ideal. Además, la complejidad de este
algoritmo es simplemente exponencial, lo que supone una mejora sobre el uso de bases de
Gröbner. Otro de los puntos tratados, en el primer capı́tulo, es el de proporcionar una cota
para el mı́nimo número de relatores para un semigrupo afı́n. Bresinski, en [4], demuestra
que dicha cota no puede depender exclusivamente del número de generadores del semi-
grupo. La cota que obtenemos depende de los generadores del semigrupo, ası́ como de la
diferencia entre el número de generadores y la dimensión del semigrupo.

En el segundo capı́tulo, nos preocupamos de resolver el problema inverso. Dada una
presentación del semigrupo, cómo podemos saber si el semigrupo es un semigrupo afı́n, y
en caso afirmativo, cómo podemos calcular un semigrupo isomorfo a él que esté contenido
en Nk para algún k. Desde el punto de vista de la Geometrı́a Algebraica, este problema
viene a traducirse en, dado un ideal generado por binomios (y que es radical), cómo
se puede saber si la variedad asociada al ideal viene parametrizada por monomios con
coeficientes en Nk. Esto implica, entre otras cosas, que el anillo de la variedad sea un
dominio de integridad (teorema 8.1 de [14]). Este problema lo resolvemos usando que un
semigrupo es afı́n si y sólo si es cancelativo, libre de unidades y sin torsión. Estudiamos
primero cuando un semigrupo es libre de unidades, cosa que podemos estudiar mirando
una base de Gröbner del ideal. Luego estudiamos cuando, siendo libre de unidades, es
cancelativo y libre de torsión. Por último, obtenemos un semigrupo de Nk para cierto k
que es isomorfo al semigrupo de partida (en el caso en que sea afı́n).

En el tercer capı́tulo, resolvemos el problema de determinar cuándo un semigrupo
afı́n y simplicial es Cohen-Macaulay. Un semigrupo es simplicial si su cono asociado
está generado por tantos rayos extremales como dimensión tiene el semigrupo. Damos un
método algorı́tmico para determinar si un semigrupo afı́n simplicial dado es o no Cohen-
Macaulay. El método se basa en ver si los elementos de la intersección de los conjuntos de
Apéry asociados a los rayos extremales del semigrupo verifican que sus diferencias no se
encuentran en el grupo generado por dichos rayos extremales. La intersección de dichos
conjuntos es calculable, y la condición de que un elemento esté o no en un grupo también
lo es. Esto hace que el método se pueda usar en la práctica. Este método surgió, por raro
que parezca, debido a la gran similitud entre los semigrupos numéricos y los semigru-
pos Cohen-Macaulay simpliciales. Observamos que todo elemento se podı́a expresar de
forma única como una combinación de los rayos extremales del semigrupo sumado con
un elemento de la intersección de los conjuntos de Apéry de los rayos extremales. Lo
mismo ocurre en semigrupos numéricos: todo elemento se puede poner como combina-
ción de un rayo extremal (cualquier generador) más un elemento del conjunto de Apéry
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de dicho generador. De hecho, pudimos demostrar que esta unicidad, en la escritura de
los elementos del semigrupo, es condición necesaria y suficiente para que el semigrupo
sea Cohen-Macaulay. Para los semigrupos afines simpliciales que son Cohen-Macaulay,
demostramos que la cota dada para el mı́nimo número de relatores del semigrupo es me-
nor que la cota que obtuvimos en el primer capı́tulo para semigrupos afines en general.
Finalizamos este tercer capı́tulo haciendo un estudio de los semigrupos Cohen-Macaulay
de máxima codimensión generalizando ası́ los MED-semigrupos estudiados por Rosales
en [29]. Este tipo de semigrupos alcanzan la cota antes mencionada.

En el cuarto capı́tulo, se resuelve el problema de determinar si un semigrupo afı́n, sim-
plicial y Cohen-Macaulay es Gorenstein. Al igual que antes, pensábamos que tenı́a que
existir una fuerte relación entre semigrupos numéricos simétricos y semigrupos afines
simpliciales Gorenstein. La caracterización para semigrupos numéricos es la siguiente:
el semigrupo es simétrico si y sólo si el conjunto de Apéry de un elemento del semigru-
po tiene máximo respecto del orden inducido por la suma en el semigrupo. Por tanto,
intentamos ver si la intersección de los conjuntos de Apéry de los rayos extremales del
semigrupo tenı́a o no máximo. La respuesta fue afirmativa, y este hecho caracteriza a los
semigrupos afines simpliciales y Gorenstein. Determinar si un conjunto conocido tiene o
no un único elemento maximal es siempre posible, por lo que tenemos una forma efecti-
va de calcular si un semigrupo dado es Cohen-Macaulay y si además es Gorenstein. Al
igual que en el caso Cohen-Macaulay, demostramos que, para el caso Gorenstein, la cota
para el mı́nimo número de relatores del semigrupo es mejorable sobre el caso general e
incluso sobre el caso Cohen-Macaulay. Hacemos además un estudio de los semigrupos
afines simpliciales y Gorenstein de máxima codimensión, generalizando el estudio hecho
por Rosales sobre los MEDSY-semigrupos en [30].

En el quinto capı́tulo, introducimos el concepto de pegada de semigrupos afines. Un
semigrupo afı́n es pegada de dos subsemigrupos suyos si el sistema minimal de genera-
dores del semigrupo se puede dividir en dos conjuntos, de forma que cada uno genera a
los dos subsemigrupos y verificando que el conjunto de relatores del semigrupo se divide
en tres clases: la primera relaciona sólo elementos del primer conjunto, la segunda del se-
gundo conjunto, y la tercera, compuesta por un único relator que relaciona elementos del
primer conjunto con los del segundo. Damos además un método algorı́tmico de compro-
bar si un semigrupo es o no pegada de dos subsemigrupos suyos. El concepto de pegada
de semigrupos afines es crucial para el desarrollo de los capı́tulos sexto y séptimo.

En el sexto capı́tulo, estudiamos los semigrupos afines que son intersección completa.
Generalizamos el resultado dado por Delorme en [10] para semigrupos numéricos. Con
los resultados expuestos en ese capı́tulo, llegamos a la conclusión de que un semigrupo
afı́n es intersección completa si y sólo si es pegada de dos subsemigrupos suyos que
son intersección completa. Los casos estudiados son el simplicial y los semigrupos de
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dimensión menor o igual que tres. Demostramos además que en N3 un semigrupo cuyo
cono asociado tenga más de cuatro caras no puede ser intersección completa.

En el capitulo siete, se introduce el concepto de matriz mezclada dominante y su rela-
ción con los semigrupos afines intersección completa. Los resultados expuestos en dicho
capı́tulo se deben a Fischer, Morris y Shapiro, ([12],[13]) y fueron demostrados parale-
lamente por nosotros con la ayuda de J. Garcı́a Miranda. El trabajo realizado se llevó a
cabo gracias a un intercambio de información promovido por Sturmfels entre nosotros y
los profesores Fischer y Shapiro. Se consiguió demostrar el caso general no demostrado
en el capı́tulo anterior (que demostraba el caso simplicial y los casos de dimensión menor
o igual que tres). Se llegaba ası́ a la conclusión de que un semigrupo afı́n es intersección
completa si y sólo si es pegada de dos subsemigrupos suyos que son intersección com-
pleta. Esto fue posible gracias a la idea de Shapiro y Fischer de asociar a cada semigrupo
una matriz (la matriz de relaciones) y observar que cuando el semigrupo es intersección
completa entonces dicha matriz es mezclada y dominante. El resultado se concluyó cuan-
do se dio un teorema de descomposición de dichas matrices, que coincidı́a con la idea
de pegada expuesta en el capı́tulo quinto. En este capı́tulo se muestra además un resulta-
do que afirma que un semigrupo afı́n con más de 2d− 2 rayos extremales no puede ser
intersección completa, donde d es la dimensión del semigrupo.

En el capı́tulo número ocho, centramos nuestra atención en un tipo de semigrupos
intersección completa: los semigrupos libres. Estos semigrupos son una generalización
de los semigrupos (numéricos) libres estudiados por Bertin y Carbonne ([2]), Watanabe
([42]) y Rosales ([27]). Desde el punto de vista de anillos de semgrupo, estos semigrupos
verifican que su anillo de semigrupo se construye haciendo extensiones radicales (de mo-
nomios) sucesivas de un anillo de polinomios. Relacionados con estos semigrupos, apare-
cen los semigrupos cuyos restos primarios (elementos pertenecientes a la intersección de
los conjuntos de Apéry de los rayos extremales del semigrupo) tienen escritura única. Una
clase particular de este tipo de semigrupos son los semigrupos simples. Vemos que estos
semigrupos contienen, entre otras clases destacadas, a los semigrupos afines, simpliciales
y Cohen-Macaulay de máxima y mı́nima codimensión.

En el último capı́tulo, estudiamos las soluciones de los sistemas de ecuaciones con
coeficientes enteros. Dichas soluciones conforman un semigrupo afı́n. Damos un método
para encontrar un sistema minimal de generadores para ese tipo de semigrupos y demos-
tramos que todo semigrupo con teorı́a de divisores es isomorfo a un semigrupo de ese
tipo. Proporcionamos además un método para saber si un semigrupo afı́n tiene teorı́a de
divisores, basándonos en la caracterización de Lettl ([23]). Los semigrupos con teorı́a de
divisores fueron introducidos por Clifford en 1938 ([6],[7]). El problema de semigrupos
con teorı́a de divisores está fuertemente relacionado con Teorı́a de Números tal y como
puede verse en los trabajos de Clifford y Lettl.
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Capı́tulo 0

Preliminares

0.1. Conceptos básicos
Un semigrupo es un par (S,+) verificando que S es un conjunto, + una operación

binaria en S que cumple la propiedad asociativa y tiene elemento neutro. (Normalmente
en la literatura, a este tipo de estructuras se les conoce con el nombre de monoide. Tal
distinción no es trascendente, ya que a cualquier conjunto con una operación binaria aso-
ciativa le podemos añadir un elemento neutro.) El semigrupo es abeliano o conmutativo
si + verifica la propiedad conmutativa. Si T es un subconjunto de S, decimos que es un
subsemigrupo de S si la operación + es una operación interna en T y con esa operación
(T,+) es un semigrupo. Normalmente denotaremos por 0 al elemento neutro de S.

Un semigrupo es cancelativo si verifica la propiedad cancelativa, esto es, si a+ c =
b+c, con a,b,c∈ S entonces a= b. Claramente, todo grupo conmutativo es un semigrupo
cancelativo

Un semigrupo es libre de torsión si verifica que simpre que ka = kb, con 0 6= k ∈ N y
a,b ∈ S, entonces a = b.

Dados dos semigrupos conmutativos (S,+) y (T,+), un morfismo de semigrupos es
una aplicación que preserva las operaciones de los semigrupos y el elemento neutro, esto
es, que la imagen de la suma de dos elementos de S es la suma, en T, de las imágenes de
dichos elementos y la imagen del cero es el cero.

f : (S,+)→ (T,+)
f (a+b) = f (a)+ f (b)

f (0) = 0

El concepto de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo se definen de la forma
usual.



0.1. CONCEPTOS BÁSICOS (14)

Un elemento a de un monoide conmutativo (S,+) es una unidad si existe b∈ S tal que
a+b = 0. Los isomorfismos conservan unidades y la propiedad cancelativa.

Una relación de equivalencia, ∼, sobre un semigrupo (S,+) es una congruencia si
verifica que dicha relación es compatible con la operación +, esto es que si a ∼ b en-
tonces para todo c ∈ S, se tiene que (a+ c)∼ (b+ c). Dada una congruencia ∼ sobre un
semigrupo (S,+) podemos construir el conjunto cociente S/∼ y dotarle de una operación
binaria interna definida por [a]+ [b] = [a+b]. Del hecho de que ∼ sea compatible con la
operación +, se deduce que (S/ ∼,+) es un semigrupo. A dicho semigrupo lo vamos a
llamar semigrupo cociente de S por la congruencia ∼ .

Al igual que en grupos, espacios vectoriales, etc. tenemos que en semigrupos conmu-
tativos se verifica el primer teorema de isomorfı́a:

Teorema 0.1.1 Sea f : (S,+)→ (T,+) un morfismo de semigrupos conmutativos, enton-
ces se verifica:

1. La imagen de f , Im( f ), es un subsemigrupo de (T,+).

2. La relación binaria definida sobre S por: a ∼ f b si y sólo si f (a) = f (b), es una
congruencia.

3. Los semigrupos (Im( f ),+) y (S/∼ f ,+) son isomorfos.

Dado un semigrupo conmutativo (S,+), y A un subconjunto de S, se define el semi-
grupo generado por A como el conjunto

〈A〉= {
k

∑
i=1

biai : bi ∈ N,k ∈ N,ai ∈ A}.

Un semigrupo (S,+) es finitamente generado si existe A⊆ S finito tal que S = 〈A〉.
Dado un semigrupo finitamente generado S = 〈s1, . . . ,sk〉, definimos el siguiente mor-

fismo de semigrupos

ϕ : Nk→ S
ϕ(a1, . . . ,ak) = ∑

k
i=1 aisi

Si denotamos por σ a la congruencia núcleo de este morfismo ((a,b) ∈ σ si y sólo si
ϕ(a)=ϕ(b)), tenemos que, usando el primer teorema de isomorfı́a, Nk/σ es un semigrupo
isomorfo a S. En lo que sigue, nos referiremos a σ como la congruencia asociada al
semigrupo S. De esta forma, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 0.1.2 Todo semigrupo finitamente generado es isomorfo a un cociente de Nk

para algún entero positivo k.
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0.2. La congruencia asociada a un subgrupo de Zn

Sea σ una congruencia sobre Nn, definimos el grupo asociado a σ y lo denotamos por
Mσ, al conjunto

Mσ = {a−b : aσb}.

Por otro lado, si M es un subgrupo de Zn, definimos la congruencia asociada a M y la
denotamos por ∼M a la congruencia

a∼M b si y sólo si a−b ∈M.

Si consideramos el semigrupo cociente (Nn/ ∼M,+) y tenemos que [a]+ [c] = [b]+
[c], entonces [a+c] = [b+c] y por tanto (a+c)−(b+c) = a−b∈M, lo que implica que
[a] = [b]. Esto demuestra el siguiente resultado.

Lema 0.2.1 Si M es un subgrupo de Zn, entonces el semigrupo cociente (Nn/∼M,+) es
un semigrupo cancelativo.

La pregunta natural que surge ahora es si σ =∼Mσ
. La respuesta es negativa en gene-

ral. Una inclusión es siempre cierta, a saber, σ ⊆∼Mσ
. Esto se debe a que si (a,b) ∈ σ,

entonces a− b ∈ Mσ, lo que lleva a que (a,b) ∈∼Mσ
. La otra inclusión sólo se da si

(Nn/σ,+) es un semigrupo cancelativo. De hecho se tiene el siguiente teorema, que no
es difı́cil de probar:

Teorema 0.2.2 El semigrupo (Nn/σ,+) es cancelativo si y sólo si σ =∼Mσ
.

Un elemento de Qn es fuertemente positivo si todas sus coordenadas son estrictamente
positivas. De igual forma, un elemento de Qn es positivo si todas sus coordenadas son
positivas. Destacamos estos elementos por el siguiente resultado:

Teorema 0.2.3 Si M es un subgrupo de Zn, entonces Nn/∼M es un grupo si y sólo si M
contiene un elemento fuertemente positivo.

0.3. Grupos conmutativos finitamente generados
En esta sección, vamos a fijar la notación referente a Z-módulos que usaremos poste-

riormente. Los resultados expuestos en esta sección pueden encontrarse en cualquier libro
de Álgebra que explique la teorı́a de grupos abelianos.

Sea M un subgrupo de Zn. Un subconjunto {m1, ...,mr} de M es una base de M si
verifica:
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1. Para cada m ∈M existen z1, ...,zr ∈ Z tales que m = z1m1 + ...+ zrmr.

2. Si z1m1 + ....+ zrmr = 0, entonces zi = 0 para todo i = 1, ...,r.

Es bien conocido que todo subgrupo de Zn posee una base con a lo sumo n elementos.
Dos bases de un mismo subgrupo de Zn tienen igual número de elementos. A dicho

número lo llamaremos el rango del subgrupo.
También es sabido que todo subgrupo de Zn de rango k es isomorfo a Zk.
Sean A y B dos matrices sobre Z del mismo tamaño. La matriz B es equivalente a A

si existen E1, ...,Ek matrices elementales por filas y G1, ...,Gt matrices elementales por
columnas tales que B = E1...EkAG1...Gt . Se tiene el siguiente resultado:

Proposición 0.3.1 Toda matriz A de orden s× t con coeficientes en Z es equivalente a
una matriz diagonal de la forma:

D =


d1 0 . . . 0 . . . 0
0 d2 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . dr . . . 0
0 0 . . . 0 . . . 0
0 0 . . . 0 . . . 0


donde r = min{s, t}, di ∈ N y di+1 es un múltiplo de di para i = 1, ...,r−1.

A los di se les conoce con el nombre de factores invariantes de la matriz.

Teorema 0.3.2 Dos matrices del mismo tamaño son equivalentes si y sólo si tienen los
mismos factores invariantes.

Teorema 0.3.3 Si M es un subgrupo de Zn de rango r, entonces existe una base
{ f1, ..., fr, fr+1, ..., fn} de Zn y existen d1,d2, ...,dr ∈N\{0} tales que di+1 es un múltiplo
de di para i = 1, ...,r−1, verificando que {d1 f1, ...,dr fr} es una base de M.

Los di son conocidos con el nombre de factores invariantes de M.

Teorema 0.3.4 (Teorema de estructura de los grupos conmutativos finitamente generados)
Todo grupo conmutativo finitamente generado es isomorfo a uno de la forma
Zd1× ...Zdr ×Zk donde además di+1 es un múltiplo de di para todo i = 1, ...,r−1.
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0.4. Finita presentación de los semigrupos conmutativos
finitamente generados

Dado un semigrupo (S,+), y ρ un subconjunto de S×S, la congruencia generada por
ρ, que vamos a denotar por 〈ρ〉, es la menor congruencia sobre (S,+) que contiene a ρ.

Proposición 0.4.1 La congruencia 〈ρ〉 se puede construir en los siguientes pasos:

(1ρ) = ρ∪ρ−1∪δ, donde ρ−1 = {(a,b) : (b,a) ∈ ρ} y δ es la diagonal, es decir el
conjunto de elementos de la forma (a,a).

(2ρ) = {(a+ c,b+ c) : (a,b) ∈ (1ρ),c ∈ S}

Un par (a,b) está en 〈ρ〉 si y sólo si existe una secuencia c0, . . . ,ct tales que c0 =
a, ct = b y (ci,ci+1) ∈ (2ρ) para todo i ∈ {0, . . . , t−1}.

Si σ es una congruencia sobre (S,+) y ρ es un subconjunto de σ tal que σ = 〈ρ〉,
entonces decimos que σ está generada por ρ o bien que ρ es un sistema de generadores
de la congruencia σ. Si ρ es finito, entonces diremos que S es finitamente presentado. El
siguiente resultado es un resultado clásico de la teorı́a de semigrupos:

Teorema 0.4.2 Todo semigrupo finitamente generado es finitamente presentado.

Este resultado es equivalente a asegurar (por ser todo semigrupo finitamente generado
isomorfo a un cociente de Nn para algún entero positivo n) que toda congruencia sobre
Nn tiene un sistema de generadores finito.

Decimos que ρ es un sistema minimal de generadores de σ si ρ genera a σ y si además
su cardinal es minimal entre los conjuntos que generan a σ.

0.5. Semigrupos afines
Un semigrupo es un semigrupo afı́n si es isomorfo a un subsemigrupo de (Nr,+)

finitamente generado (para algún r entero positivo). No todo subsemigrupo de (Nr,+) es
finitamente generado, tómese por ejemplo el conjunto

{(a,b) ∈ N2 : a≥ 2, b≥ 2},

que es cerrado para la suma (y por tanto un subsemigrupo de N2) y sin embargo no
es finitamente generado, ya que un sistema de generadores de ese semigrupo deberı́a
contener a los conjuntos {(2,a) : a ∈ N},{(a,2) : a ∈ N}.
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En lo que sigue, vamos a usar por defecto la operación definida en S como la operación
denotada por +, y escribiremos S en vez de (S,+). La operación + será, a partir de ahora,
para subsemigrupos de Nr la operación de adición usual, a saber, la suma coordenada a
coordenada.

Dado un semigrupo afı́n, S = 〈s1, . . . ,sk〉 ⊆ Nr, definimos la dimensión de S como el
rango del grupo abeliano generado por {s1, . . . ,sk} (a este grupo lo vamos a denotar por
G({s1, . . . ,sk})).

Herzog demuestra en [19] que una cota inferior para el número de elementos de un
sistema de generadores de la congruencia asociada a S es el número de elementos de un
sistema minimal de generadores de S menos la dimensión de S.

Dado un semigrupo afı́n S ⊆ Nr con dim(S) = n, siempre es posible encontrar un
semigrupo afı́n isomorfo a S de forma que esté contenido en Nn. Si S = 〈s1, . . . ,sk〉 ⊆Nr,
sea σ = Kerϕ, donde ϕ es la aplicación

ϕ : Nk→ S⊆ Nr

ϕ(a1, . . . ,ak) = ∑
k
i=1 aisi

Sea M = Mσ = {z ∈ Zk : z = a−b, con (a,b) ∈ σ}. Se tiene que z = (z1, . . . ,zk) ∈M
si y sólo si verifica las ecuaciones

s1
1z1 + · · ·+ s1

kzk = 0
...

sr
1z1 + · · ·+ sr

kzk = 0


con si = (s1

i , . . . ,s
r
i ).

Por ser Nk/σ cancelativo, tenemos que σ =∼M .
Además, al ser dim(S) = n, existen n filas del sistema anterior que son linealmente

independientes, de forma que las las ecuaciones de M son

si1
1 z1 + · · ·+ si1

k zk = 0
...

sin
1 z1 + · · ·+ sin

k zk = 0


Esto lleva a que

S' Nk/∼M' 〈(si1
1 , . . . ,s

in
1 ), . . . ,(s

i1
k , . . . ,s

in
k )〉 ⊆ Nn.

Gracias a esta observación, a partir de ahora vamos a considerar sólo semigrupos
afines de máxima dimensión, esto es, si tomamos S⊆ Nr, entonces r = dim(S).
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0.6. Semigrupos y anillos de semigrupo. El ideal asociado
a un semigrupo

Dado un semigrupo, S, podemos definir el anillo K[S] =
⊕

s∈S Kys, cuya suma se
define coordenada a coordenada y cuyo producto queda determinado por la regla ysys′ =
ys+s′.

Sea S = 〈s1, . . . ,sk〉 ⊆ Nr. El morfismo de semigrupos

ϕ : Nk→ S⊆ Nr

ϕ(a1, . . . ,ak) = ∑
k
i=1 aisi

induce el morfismo de anillos

ϕ : K[x1, . . . ,xk]→ K[T s1, . . . ,T sk ]

inducido por
ϕ(xi) = T si,

donde T si = ts1
i

1 · · · t
sr

i
r , si si = (s1

i , . . . ,s
r
i ).

Dado un elemento (a,b) de σ, definimos f(a,b) = Xa−Xb, donde como antes Xa =

xa1
1 · · ·x

ak
k . Herzog prueba en [19] lo siguiente.

Proposición 0.6.1 El ideal IS = Kerϕ está generado por los elementos de la forma f(a,b)
con (a,b) ∈ σ. Es más, ρ = {(a1,b1), . . . ,(am,bm)} genera σ, si y sólo si IS está generado
por { f(a1,b1), . . . , f(am,bm)}.

De esta forma se tiene una clara conexión entre los ideales binomiales y las presenta-
ciones de semigrupos.

Conocido un sistema de generadores para IS, podemos calcular una base de Gröbner
de dicho ideal. El cálculo de s-polinomios con binomios da como resultado binomios,
por lo que una base de Gröbner para IS sigue estando formada por elementos de la for-
ma f(a,b). Supongamos que { f(a1,b1), . . . , f(at ,bt)} es una base de Gröbner normalizada de
IS. Entonces el conjunto {(a1,b1), . . . ,(at ,bt)} es un sistema de generadores de σ, al que
llamamos sistema canónico de generadores de σ (Rosales en [32] lo denomina buen siste-
ma de generadores de σ). Al igual que una base de Gröbner resuelve, mediante sucesivas
reducciones, el problema de si un elemento está o no en un ideal (calculando su forma
normal respecto de esa base), si ρ es un sistema canónico de generadores de 〈ρ〉, pode-
mos determinar si un elemento (a,b) pertenece a 〈ρ〉. Este problema es conocido como el
problema de palabras asociado a ρ, y por lo que acabamos de ver es resoluble.
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El cálculo de un sistema canónico de una congruencia, conocido un sistema de gene-
radores de ésta y prefijado un orden, se hace mediante la completación de pares crı́ticos
de Knuth-Bendix, véase [32] para más detalles. El sistema canónico de generadores es
único para un orden fijo.



Capı́tulo 1

Cálculo de una relación minimal para
un semigrupo afı́n

Introducción

Cuando nos dan un subsemigrupo finitamente generado de Nr, éste puede venir dado
de dos formas distintas: como el semigrupo generado por un subconjunto (finito) de Nr

o bien por una presentación de dicho semigrupo, a saber, un conjunto de generadores y
relatores. Si el subsemigrupo viene dado como el semigrupo generado por un conjunto de
elementos de Nr, es posible calcular una presentación de dicho semigrupo haciendo uso
de algunos resultados conocidos en teorı́a de la eliminación. La idea es la siguiente. Dar
un semigrupo S por medio de un conjunto de generadores n1, . . . ,nr+m ∈ Nr nos permite
considerar el anillo K[Xn1 , . . . ,Xnr+m] y el morfismo de anillos definido de la siguiente
forma

ψ : K[x1, . . . ,xr+m]→ K[Xn1 , . . . ,Xnr+m]
ψ(xi) = Xni.

Como ya vimos en el capı́tulo anterior, dar un sistema minimal de generadores para
IS =Kerψ, equivale a dar un sistema minimal de generadores para la congruencia asociada
a S, y por tanto, una presentación para el semigrupo S. La pregunta ahora es, ¿cómo
calcular un sistema de generadores para IS? Una posible respuesta es el algoritmo de
implicitación dado por Cox, Little y O’Shea en su libro [9]. Este algoritmo hace uso del
cálculo de una base de Gröbner para un determinado ideal, y por tanto es de complejidad
doblemente exponencial.

En este capı́tulo nos proponemos dar un algoritmo para calcular una presentación del
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semigrupo S (una relación mı́nima para la congruencia asociada a S), que sea puramen-
te semigrupista, esto es, que no haga uso de la equivelencia probada por Herzog antes
mencionada. El algoritmo expuesto en este capı́tulo es una generalización del algoritmo
dado por Rosales en [28] y que vamos a describir en la primera sección de este capı́tulo.
El problema con el que nos encontramos en su dı́a para generalizar dicho algoritmo era
encontrar una cota para los elementos del semigrupo tales que su grafo asociado no era
conexo. Esta cota fue posible encontrarla gracias al uso de resultados dados por Sturmfels
en [38, 39].

1.1. Cálculo de un sistema de generadores minimal para
la congruencia asociada a un semigrupo numérico

Un semigrupo numérico es un subsemigrupo de N que genera como grupo a Z. Se
demuestra que todo semigrupo numérico es finitamente generado y tiene un único sistema
minimal de generadores. El que el semigrupo genere a Z como grupo se traduce en que el
máximo común divisor de sus generadores sea uno.

A continuación damos un método para calcular un sistema de generadores minimal
para la congruencia asociada a un semigrupo numérico. Este método se debe a Rosales y
aparece publicado en el primer capı́tulo de su tesis y en [28].

Dado m ∈ N, un conjunto de números naturales forma un sistema de números incon-
gruentes módulo m, cuando sus restos respecto de este módulo son todos distintos. Un
sistema de m números incongruentes módulo m se llama un sistema completo módulo m.

Sea S un semigrupo numérico y m ∈ S \ {0}. Definimos el conjunto de los restos
primarios de m en S como un sistema completo de elementos de S módulo m,

S(m) = {w(0),w(1), ...,w(m−1)}

verificando que para cualquier n ∈ S, si w(i)≡ n(mod m) entonces w(i)≤ n.
El conjunto de restos primarios es conocido también con el nombre de conjuntos de

Apéry.

Proposición 1.1.1 Sea S un subsemigrupo de N. Entonces son equivalentes:

1. S es un semigrupo numérico.

2. Existe C = max{x ∈ N / x 6∈ S}.

A C lo llamaremos el conductor del semigrupo numérico S.
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Sea S un semigrupo numérico con sistema minimal de generadores

{n0,n1, ...,np}.

Sabemos que S es isomorfo a Np+1/σ donde σ es la congruencia núcleo asociada al
homomorfismo de semigrupos

ϕ : Np+1→ S

definido por ϕ(a0, ...,ap) = a0n0 + ...+apnp.
Sea X un conjunto, P = {Xi}i∈I una partición de X y γ ⊆ X ×X una relación binaria

sobre X . El grafo G(γ,P ) asociado a γ y a la partición P , tiene los conjuntos Xi como
vértices y existe un lado XiX j entre los vérices Xi y X j en G(γ,P ) si existen x ∈ Xi e y ∈ X j
tales que (x,y) ∈ γ o (y,x) ∈ γ.

Para cada n ∈ N denotamos [n] = ϕ−1(n).
Definimos la siguiente relación de equivalencia ϖ sobre Np+1: a está ϖ-relacionado

con b si y sólo si a = b = 0 o existe n ∈ N y elementos k0,k1, . . . ,kt ∈ [n] tales que
a = k0, b = kt y el producto escalar (ki|ki+1) 6= 0, para todo 0≤ i < t.

Dado n ∈ N denotamos nϖ al número de ϖ-clases contenidas en [n].
Para una relación binaria γ en [n] denotamos Gγ al grafo asociado a γ y a la partición

de [n] formada por las ϖ-clases.
Si γ⊆ σ es una relación binaria sobre Np+1 denotamos γn = γ

⋂
([n]× [n]).

Teorema 1.1.2 Una relación binaria γ ⊆ σ genera a σ si y sólo si para todo n ∈ N el
grafo Gγn es conexo.

Dado n ∈ S definimos el grafo Gn de la siguiente forma: los vértices de Gn son los ni
del sistema minimal de generadores de S tales que n− ni ∈ S y existe un lado entre dos
vértices ni y n j ( i 6= j ) si n− (ni + n j) ∈ S. Denotamos por Π0(Gn) el conjunto de las
componente conexas de Gn.

Proposición 1.1.3 Para todo n ∈ S \ {0} existe una correspondencia biyectiva entre el
conjunto Π0(Gn) y el conjunto [n]/ϖ de ϖ-clases en [n].

Proposición 1.1.4 Si nϖ ≥ 2, entonces existe w ∈ S(n0) \ {0} y 1 ≤ j ≤ p tal que n =
w+n j.

Proposición 1.1.5 Para todo n ∈ S existe un único elemento

a = (a0,a1, . . . ,ap) ∈ [n],
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tal que

ai+1ni+1 +ai+2ni+2 + . . .+apnp ∈
i⋂

j=0

S(n j),

para todo 0≤ i≤ p−1.

Dicha expresión la llamaremos la forma canónica de n.
ALGORITMO PARA CALCULAR UN SISTEMA MINIMAL DE GENERADORES PARA

LA CONGRUENCIA σ

Input: {n0 < n1 < .. . < np} sistema minimal de generadores del semigrupo numérico
S.

Output: Un sistema minimal de generadores de σ.

1. Calculamos el conductor C(S) y el subconjuto W ⊆ S cuyos elementos son los
elementos de S menores o iguales que C(S)+n0 +np.

2. Calculamos el conjunto S(ni) para todo 0≤ i≤ p.

3. Calculamos el conjunto K = {s+n j : s ∈ S(n0)\{0} y 1≤ j ≤ p}.

4. Para cada n ∈ K calculamos Gn y formamos el conjunto F ⊆ K con elementos
aquellos n ∈ K para los cuales Gn es no conexo.

5. Para cada n∈ F elegimos un vértice en cada componente conexa de Gn y formamos
el conjunto Hn = {ni1,ni2, . . . ,ninϖ

} con elementos los vértices que hemos elegido.

6. Para cada n ∈ F y cada vértice ni j ∈ Hn, calculamos el único elemento s j ∈ S(ni j)
tal que n≡ s j (mod ni j) y el único natural b j tal que n = b jni j + s j. Formamos los
conjuntos, Mn = {s1,s2, . . . ,snϖ

}

7. Para cada n ∈ F y cada s j ∈ Mn, calculamos la expresión canónica de s j, a j =
(a j0,a j1, . . . ,a jp) ∈ [s j]. Formamos el conjunto Rn = {d1,d2, . . . ,dnϖ

} ⊆ [n], con

d j = a j +(0, i j−1. . . ,0,b j,0, . . . ,0) = (a j0, . . . ,a ji j−1,a ji j +b j,a ji j+1, . . . ,a jp).

8. Para cada n ∈ F tomamos

ρn = {(d1,d2),(d1,d3), . . . ,(d1,dnϖ
)}

9. Entonces ρ =
⋃

n∈F ρn es un sistema minimal de generadores de σ.

Teorema 1.1.6 El cardinal de una relación mı́nima para σ es menor o igual que

(2n0− p)(p−1)
2

+1.
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1.2. Una cota para los elementos de un semigrupo afı́n
cuyo grafo asociado es no conexo

En lo que sigue, sea S = 〈n1, . . . ,nr+m〉 ⊆ Nr y sea σ la congruencia asociada a S, a
saber, la congruencia núcleo del morfismo de semigrupos

ϕ : Nr+m→ Nr

ϕ(ei) = ni.

Supondremos que dimS = r y que det(n1, . . . ,nr) = máx{det(ni1, . . . ,nir) :
{i1, . . . , ir} ⊆ {1, . . . ,r+m}}.

Si se observan las demostraciones de los resultados obtenidos en la sección anterior, se
puede ver que el teorema 1.1.2 es generalizable a semigrupos afines, y que se verifica que
ρ =

⋃
n∈S ρn es un sistema minimal de generadores para σ (nótese que si Gn es conexo,

entonces ρn = /0). El único problema es que en semigrupos afines no tenemos conductor y
por tanto no podemos usar la cota C+n0 +np, que nos asegura que todo elemento mayor
que ese tiene grafo asociado conexo. En esta sección, vamos a ver cómo se soluciona este
problema. Para ello, usaremos varios resultados de Sturmfels que aparecen en sus notas
[38], por lo que necesitamos introducir algunos conceptos previos.

Para cada elemento (a,b) ∈ σ, tenemos que a− b ∈ Zr+m. Dado un elemento u =
(u1, . . . ,ur+m) ∈ Zr+m, definimos su conjunto soporte como

supp(u) = {i ∈ {1, . . . ,r+m} : ui 6= 0}.
El elemento u puede ser escrito de forma única como u = u+− u−, con u+,u− ∈

Nr+m. Decimos que u es un circuito si (u+,u−) ∈ σ, supp(u) es minimal con respecto
a la inclusión y las coordenadas de u son primos relativos entre sı́. Vamos a ver que
todo elemento v, tal que (v+,v−) ∈ σ, puede ser escrito como una combinación lineal
de circuitos con una propiedad adicional, lo que pone de manifiesto la importancia del
concepto de circuito.

Dados u,v ∈ Zr+m, decimos que u es conformal para v si se verifica que supp(u+) ⊆
supp(v+) y que supp(u−)⊆ supp(v−).

Lema 1.2.1 Si (a,b) ∈ σ, entonces a−b puede ser escrito como una combinación lineal
de m circuitos con coeficientes racionales no negativos, verificando que cada uno de
dichos circuitos es conformal para a−b.

La demostración de este lema se puede encontrar en [38].
El siguiente resultado da una cota para las coordenadas de un circuito, ası́ como para

el cardinal de su soporte.
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Lema 1.2.2 Si u = (u1, . . . ,ur+m) es un circuito, entonces:

#supp(u)≤ r+1.

|ui| ≤ det(n1, . . . ,nr).

Definición 1.2.3 ([38]) El elemento Xm+−Xm− ∈ IS se dice que es primitivo si no existe
ningún elemento X l+−X l− ∈ IS tal que X l+ divide a Xm+

y X l− divide a Xm−. Traducido
en términos de σ, el elemento (a,b) es primitivo si no existen dos elementos de σ, (a1,b1)
y (a2,b2) tales que (a,b) = (a1,b1)+(a2,b2).

El siguiente lema nos asegura que todo elemento de un sistema minimal de generado-
res, ρ, es primitivo.

Lema 1.2.4 Sea γ un sistema de generadores de σ y sea (a,b) ∈ γ. Si existen (a1,b1) y
(a2,b2) en σ tales que (a,b) = (a1,b1)+(a2,b2), entonces γ no es un sistema minimal de
generadores de σ.

Demostración:
Probemos que {(a1,b1),(a2,b2)} ⊆ 〈γ \ {(a,b)}, y en consecuencia tendremos que

〈γ〉= 〈γ\{(a,b)}〉, con lo que γ no serı́a un sistema minimal de generadores de σ.
Supongamos que (a1,b1) 6∈ 〈γ \ {(a,b)}〉. Como (a1,b1) ∈ 〈γ〉, tenemos que deben

existir v0, . . . ,vt ∈ S, tales que v0 = a1, vt = b1 y (vi,vi+1) ∈ (2γ). Al no estar (a1,b1) en
〈γ \ {(a,b)}〉, tiene que darse que algún (vi,vi+1) sea (a+ c,b+ c) ó (b+ c,a+ c), con
c∈ S. Nótese que ϕ(a1) = ϕ(v0) = · · ·= ϕ(vt) = ϕ(b1). Por tanto, ϕ(a1) = ϕ(a)+ϕ(c) =
ϕ(a1)+ϕ(a2)+ϕ(c), lo que es una contradicción.

Por un razonamiento análogo, podemos probar que (a2,b2) ∈ 〈γ\{(a,b)}〉.
�

Teorema 1.2.5 Sea ρ un sistema minimal de generadores de σ. Para todo (a,b) ∈ ρ se
tiene que

‖a‖1,‖b‖1 ≤ (r+1)mdet(n1, . . . ,nr),

donde ‖(u1, . . . ,ur+m)‖1 = ∑
r+m
i=1 ui.

Demostración: Este resultado es una reformulación del teorema 4.7 de [38], teniendo en
cuenta que todo elemento de ρ es primitivo (por lo visto en el lema anterior) en el sentido
de Sturmfels. �
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Este teorema da una cota para los elementos que aparecen en un sistema minimal
de generadores de σ. Si queremos calcular un sistema de generadores minimal de σ,
necesitamos saber para que n ∈ S se verifica que el grafo Gn no es conexo. Este problema
se resuelve en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.6 Sea n ∈ S. Si Gn no es conexo entonces

n≤ mdet(n1, . . . ,nr)(n1 + · · ·+nr+m).

Demostración: Si Gn no es conexo, entonces ρn no es vacı́a y por tanto existe (a,b)∈ ρn⊆
ρ. Está claro entonces que ϕ(a) = ϕ(b) = n. Por tanto, sabemos que existen c1, . . . ,cm
circuitos que son conformales para a−b y λ1, . . . ,λm ∈Q+ tales que

a−b =
m

∑
i=1

λici,

lo que implica que

(a,b) =
m

∑
i=1

λi(c+i ,c
−
i )

(esto es debido a que (a− b)+ = a por estar (a,b) en ρ, que es un sistema minimal de
generadores para σ, y al hecho de que los ci son conformales para a− b). Por tanto,
a = ∑

m
i=1 λic+i y n = ϕ(a) = ∑

m
i=1 λiϕ(c+i ). Es más, como (a,b) no puede ser puesto como

suma de dos elementos de σ (por el lema anterior), los λi tienen que ser menores que uno
y en consecuencia n ≤ ∑

m
i=1 ϕ(c+i ). Por otro lado, las coordenadas de los circuitos son

menores que det(n1, . . . ,nr) lo que implica que ϕ(c+i )≤ det(n1, . . . ,nr)(n1 + · · ·+nr+m).
Con todo esto, se tiene lo que querı́amos demostrar. �

De esta forma podemos “barrer” la caja formada por los elementos menores que
mdet(n1, . . . ,nr)(n1 + · · ·+ nr+m) y determinar cuales de ellos tienen grafo asociado no
conexo.

1.3. Un algoritmo para calcular un sistema minimal de
generadores de la congruencia asociada a un semi-
grupo afı́n

Antes de describir el algoritmo, vamos a hacer un serie de observaciones que nos
llevarán a ver de forma clara cómo funciona el algoritmo. Sea

(B1, . . . ,Br) = mdet(n1, . . . ,nr)(n1 + · · ·+nr+m).
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1. Todos los elementos n ∈ S que verifican que Gn es no conexo están en la caja

Γ = ([0,B1]×·· ·× [0,Br])∩Nr.

2. Usando el orden lexicográfico, todos los elementos de esa caja están ordenados y
podemos recorrerlos todos del más pequeño al más grande.

3. Dado n ∈ Γ, si tenemos resuelto el problema de si los elementos que le preceden
(respecto del orden lexicográfico) están o no en S, podemos ver si n está en S usando
el siguiente método: si n está en S, entonces existe i∈ {1, . . . ,r+m} tal que n−ni ∈
S, y como n− ni es menor que n, entonces debe ser alguno de los que hemos ya
estudiado.

4. Al mismo tiempo que vamos viendo si un determinado elemento está o no en S
(nótese que se empieza por el cero y luego se continúa en orden ascendente), po-
demos encontrar los elementos de V(Gn), ya que podemos ver si n− ni ∈ S, con
i ∈ {1, . . . ,r+m}.

5. Una vez que tenemos los vértices de los grafos asociados a los elementos de S que
son menores que n, podemos calcular las componentes conexas de Gn teniendo en
cuenta las siguiente observaciones:

a) Si n− ni ∈ S, entonces V(Gn−ni) ⊆ V(Gn). Es más, V(Gn−ni) está contenido
en la componente conexa de Gn que contiene a ni.

b) V(Gn) =
⋃

n−ni∈S(V(Gn−ni)∪{ni}).
c) Si V(Gn−ni)∩V(Gn−n j) 6= /0, entonces es que ambos conjuntos están en la

misma componente conexa de V(Gn).

d) Si tenemos que V(Gn) = {ni1, . . . ,nik}, definimos B0
j = V(Gn−ni j

)∪ {ni j} y

P0
n = {B0

1, . . . ,B
0
k}. Construimos Pl

n de la siguiente forma: si Pl−1
n tiene dos

elementos no disjuntos Bl−1
i ,Bl−1

j , tomamos Pl
n = {Bl−1

h : h 6= i, j}∪{Bl−1
i ∪

Bl−1
j }. Es fácil ver que este proceso para cuando Pl

n es el conjunto de los
vértices de las distintas componentes conexas de Gn.

6. Una vez que conocemos las componentes conexas de Gn, tenemos que construir
ρn. Para ello, tenemos que encontrar los αi

n que aparecen en la definición de ρn.
Supongamos que G1

n, . . . ,G
tn
n son las componentes conexas de Gn. Tomemos ni1 ∈

V(Gi
n). Por definición, n− ni1 ∈ S. Si n− ni1 = 0 entonces tomamos αi

n = ei1. En
caso contrario, debe existir ni2 ∈V(Gi

n) tal que n−(ni1 +ni2)∈ S. Este proceso debe
acabar, obteniendo n−∑

k
j=1 ni j = 0, y por tanto debemos tomar αi

n = ∑
k
j=1 ei j .
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DESCRIPCIÓN DEL ALGORITMO

Siguiendo los pasos antes indicados, es posible construir ρ. Lo único que tenemos que
hacer es definir las funciones apropiadas para presentar el algoritmo en pseudocódigo.
Necesitamos calcular SΓ = S∩ Γ, T = {n : n ∈ SΓ y Gn no conexo} y P = {Pn : n ∈
T}, donde Pn es la partición en componentes conexas de Gn. Para ello vamos a usar las
siguientes funciones:

1. succ: dado un elemento n ∈ Γ. calcula l = mı́n≺{k ∈ Γ : n≺ k} y si ese mı́nimo no
existe, entonces devuelve cero. (≺ es el orden lexicográfico.)

2. vertices: calcula el conjunto V(Gn) para un n ∈ Γ dado. Devuelve /0 si n 6∈ S.

3. partición: devuelve una partición del conjunto de vértices de Gn para un n ∈ SΓ

dado, de forma que los elementos de esa partición son los vértices de las distintas
componentes conexas de Gn.

function succ

Input: n = (k1, . . . ,kr) ∈ Γ

Output: 0, si n = (B1, . . . ,Br); min≺{k ∈ Γ : n≺ k}, en caso contrario

i = 0;
while kr−i = Br−i do

i = i+1;
if i = r then

return (0, . . . ,0);
else

return (k1, . . . ,kr−i +1,0, . . . ,0);

function vertices

Input: n ∈ Γ, el conujunto Sn
Γ
= {k ∈ S∩Γ : k ≺ n}

Output: /0, si n 6∈ S; V(∆n), en caso contrario

V = /0;
for i = 1 to r+m do

if n−ni ∈ Sn
Γ

then
V =V ∪{ni};

return V ;

function particion

Input: n ∈ Γ, el conjunto V(∆n)

Output:
una partición cuyos elementos son el conjunto
de vértices de las componentes conexas de ∆n.
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P = /0;
for ni ∈ V(∆n) do

P = P∪{vertices(n−ni)∪{ni}};
part = f also;
while part = f also do

if existen A,B ∈ P tales que A∩B 6= /0 then
P = (P\{A,B})∪{A∪B};

else
part = verdadero;

return P;

Nos encontramos en condiciones de describir la función calcula ρ

function calcula ρ

Input: A, el conjunto de generadores minimal de S
Output: ρ

SΓ = 0;ρ = /0;
T = {0};P = /0;
n = succ(0);
while n 6= 0 do

V = vertices(n,SΓ);
if V 6= /0 then

Pn = particion(n,V );
SΓ = SΓ∪{n};
if #Pn > 1 then

P = P∪{Pn};
T = T ∪{n};

n = succ(n);
for n ∈ T do

for i = 1 to #Pn do
αi

n = 0;
while n 6= ϕ(αi

n) do
for n j en el io elemento de Pn do

if n−ϕ(αi
n)−n j ∈ SΓ then

αi
n = αi

n + e j;
ρ = /0;
for n ∈ T do

for i = 2 to #Pn do
ρ = ρ∪{(αi

n,α
1
n)};
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return ρ;

Ejemplo 1.3.1 Sea S = 〈(2,0),(0,1),(1,2),(3,1)〉 ⊂ N2. Tenemos que el máximo deter-
minante de dos generadores de S es det((3,1),(1,2))= 5. Por tanto, los n∈ S para los que
Gn puede ser no conexo son los que están por debajo de 2 · 5 · ((2,0)+ (0,1)+ (1,2)+
(3,1)) = (60,40). Por tanto, Γ = {(n,m) ∈ N2 : n ≤ 60,m ≤ 40}. Si barremos esa ca-
ja en busca de elementos de S tenemos que S∩ Γ = SΓ = Γ \ ({(2n + 1,0) : 0 ≤ n ≤
29}∪{(1,1)}). Los grafos no conexos son

Grafo Componentes conexas Relatores
G(3,2) {(2,0),(1,2)},{(0,1),(3,1)} e1 + e3 = e2 + e4
G(6,2) {(2,0),(0,1)},{(3,1)} 3e1 +2e2 = 2e4
G(4,3) {(2,0),(0,1)},{(1,2),(3,1)} 2e1 +3e2 = e3 + e4
G(2,4) {(2,0),(0,1)},{(1,2)} e1 +4e2 = 2e3

De lo que se deduce que

ρ = {((1,0,1,0),(0,1,0,1)),((3,2,0,0),(0,0,0,2)),
((2,3,0,0),(0,0,1,1)),((1,4,0,0),(0,0,2,0))}.

Ejemplo 1.3.2 Sea S = 〈5,7,9,11〉. En este caso dim(S) = 1 y su codimensión es m = 3.
Tenemos por tanto, que si n ∈ S tiene grafo asociado no conexo, entonces n ≤ 3 · 11 ·
32 = 1056. Nótese que esta cantidad es desorbitante. Si quisiésemos hacer a mano los
cálculos nos llevaria un buen rato. Calcular 1056 grafos puede resultar un poco tedioso.
Para ahorrarnos trabajo, vamos a usar lo que conocemos para semigrupos numéricos.
Es fácil observar que N\S = {1,2,3,4,6,8,13}. Luego todo n > 13 está en S. Esa es una
propiedad que no hay que desaprovechar en los semigrupos numéricos. Si n ≥ 14+ 16,
entonces

14≤ n− (5+7) ∈ S
14≤ n− (5+9) ∈ S

14≤ n− (5+11) ∈ S

lo que implica que Gn es conexo. Si además usamos la proposición 1.1.4, tenemos que si
Gn es no conexo entonces n ∈ {w+ni : w ∈ {0,7,9,11,16},ni ∈ {7,9,11}}. Si hacemos
las cuentas (sólo tenemos que calcular hasta n = 29), llegamos a que los únicos grafos
no conexos son

Grafo Componentes conexas Relatores
G14 2 {((1,0,1,0),(0,2,0,0))}
G16 2 {((1,0,0,1),(0,1,1,0))}
G18 2 {((0,0,2,0),(0,1,0,1))}
G20 2 {((4,0,0,0),(0,0,1,1))}
G22 2 {((0,0,0,2),(3,1,0,0))}
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Tenemos ası́ que un sistema minimal de generadores de σ es

{((1,0,1,0),(0,2,0,0)),((1,0,0,1),(0,1,1,0)),((0,0,2,0),(0,1,0,1)),

((4,0,0,0),(0,0,1,1))}

Veremos más adelante que si el semigrupo afı́n es simplicial y Cohen-Macaulay, en-
tonces podemos usar métodos parecidos a los usados en semigrupos numéricos, tal y
como se ha ilustrado en el ejemplo anterior, en el que se usaba la proposición 1.1.4.



Capı́tulo 2

Cómo determinar si un semigrupo
finitamente presentado es un semigrupo
afı́n

Introducción

En el capı́tulo anterior, resolvimos el problema de encontrar una presentación para un
semigrupo afı́n dado mediante un conjunto finito de generadores. Ahora bien, si nos dan
un semigrupo mediante una presentación (finita) suya, ¿cómo podemos determinar si di-
cho semigrupo es un semigrupo afı́n? La respuesta a este problema la vamos a dar en este
capı́tulo. De hecho, vamos a presentar un método para construir un semigrupo isomorfo
al dado de forma que éste venga descrito mediante un sistema finito de generadores. Visto
de esta forma, el problema que nos proponemos resolver en este capı́tulo es el inverso del
problema planteado en el capı́tulo anterior.

El método que vamos a emplear se basa fundamentalmente en el siguiente resultado:
un semigrupo S es isomorfo a un subsemigrupo de Nr para algún entero positivo r si y sólo
si S es cancelativo, libre de torsión y no tiene unidades. Este resultado fue demostrado por
Rosales en [33].

Lo primero que vamos a hacer es mostrar cómo determinar si un semigrupo dado
por una presentación finita no tiene unidades. A continuación, una vez que sepamos que
el semigrupo es libre de unidades, determinaremos si el semigrupo es libre de torsión y
cancelativo.

En lo que sigue, supongamos que el semigrupo dado es S = Nk/σ con σ una con-
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gruencia con sistema canónico de generadores ρ. (Recuérdese que estamos asumiendo
que ρ es finito.) Por otro lado, si σ no viniese dado por un sistema canónico reducido
de generadores, siempre podemos calcular uno, bien sea usando el algoritmo de Rosales
(véase [32]) o calculando una base de Gröbner del ideal asociado al semigrupo.

2.1. Cómo decidir si un semigrupo finitamente presenta-
do no tiene unidades

Antes de empezar a describir cómo saber si el semigrupo S no tiene unidades, tenemos
que eliminar de ρ algunos elementos que pueden molestarnos más adelante. Nótese que
si (ei,0) ∈ σ, entonces (ei,0) debe de estar en ρ. Esto se debe a que ρ es un sistema
canónico de generadores. Como además ρ es un sistema reducido, para cualquier (a,b) ∈
ρ\{(ei,0)}, tiene que verificarse que la coordenada i-ésima de a y b son cero. Podemos
definir a partir de ρ el conjunto ρ′ ⊂ Nk−1×Nk−1, quitando el elemento (ei,0) de ρ y
eliminando la i-ésima coordenada de cada uno de los pares de ρ. Si definimos σ′ como

σ′ = {((x1, . . . ,xk−1),(y1, . . . ,yk−1)) ∈ Nk−1×Nk−1 :
((x1, . . . ,xi−1,0,xi, . . . ,xk−1),(y1, . . . ,yi−1,0,yi, . . . ,yk−1)) ∈ σ},

no es difı́cil probar el siguiente resultado:

Proposición 2.1.1 El conjunto ρ′ es un sistema canónico reducido de generadores de la
congruencia σ′ y Nk/σ es isomorfo a Nk−1/σ′.

De esta forma, podemos eliminar todos los elementos de la forma (ei,0) de ρ. A partir
de ahora, supondremos que nuestro conjunto de relatores no contiene elementos de esa
forma. El motivo de esta maniobra se verá a continuación. De cualquier manera, parece
natural que si tenemos un relator del estilo (ei,0), entonces debamos eliminar ese relator
y al generador ei de nuestra presentación.

Proposición 2.1.2 Si ρ no contiene elementos de la forma (ei,0), entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

Nk/σ no tiene unidades.

Para cualquier x ∈ Nk tal que (x,0) ∈ σ, se verifica forzosamente que x = 0.
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Demostración: Supongamos que Nk/σ no tiene unidades y que (x,0) ∈ σ, con x 6= 0.
Como σ no contiene elementos de la forma (ei,0), tenemos que x 6= ei para todo i, por lo
que debe existir un j tal que x− e j ∈ Nk. Ahora bien [e j]+ [(x− e j)] = [x] = [0], por lo
que Nk/σ tiene unidades, lo cual es imposible por hipótesis.

Supongamos ahora que σ no contiene elementos de la forma (x,0) con x 6= 0. Si Nk/σ

tuviese unidades, entonces tendrı́amos que existirı́an a,b∈Nk de forma que [a]+[b] = [0],
con [a] 6= 0 6= [b], lo que implicarı́a que a 6= 0 6= b. Tendrı́amos ası́ que el par (a+ b,0)
estarı́a en σ, lo cual no es posible. �

Apoyándonos en este resultado es fácil probar el siguiente teorema:

Teorema 2.1.3 Si ρ no contiene elementos de la forma (ei,0) y ρ =
{(a1,b1), . . . ,(as,bs)}, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

Nk/σ no tiene unidades.

Para todo i ∈ {1, . . . ,m}, se tiene que bi 6= 0.

Demostración: Si σ contuviese elementos de la forma (x,0) con x 6= 0, entonces serı́a
posible, mediante reducciones sucesivas por elementos de ρ llegar de x a 0. Y para ello
alguno de los bi tendrı́a que ser nulo. Ası́, si suponemos que todos los bi son no nulos,
usando el lema anterior, tenemos que Nk/σ no tiene unidades.

Por otro lado, si ρ tuviese un elemento de la forma (ai,0) tendrı́amos que σ tiene un
elemento de la forma (x,0), a saber el elemento (ai,0), por lo que Nk/σ tendrı́a unidades.

�

Por tanto, si tenemos el conjunto ρ, podemos decidir de una forma muy sencilla si S
tiene o no unidades. Nótese que ρ tiene elementos de la forma (a,0) si y sólo si cualquier
sistema de generadores de σ tiene un elemento de dicha forma, ya que por completación
de pares crı́ticos no podemos obtener elementos de la forma (a,0) si no partimos de
elementos de esa forma. Parece por tanto absurdo imponer que ρ sea un sistema canónico
de generadores, pero no es ası́. El que sea un sistema canónico nos sirve para determinar
si hay elementos de la forma (ei,0), ya que podrı́amos tener en el sistema de generadores
dos elementos como éstos: (2ei,0) y (2ei,ei). Si no calculamos un sistema canónico de
generadores, no obtenemos (ei,0), el cual al pasar a σ′ eliminarı́a el elemento (2ei,0).
Veremos más adelante que ésta no es la única razón para tomar ρ como sistema canónico
de generadores de σ.
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2.2. Cómo decidir si un semigrupo finitamente presenta-
do libre de unidades es cancelativo y libre de torsión

Nuestro objetivo es ver si S es o no isomorfo a un semigrupo afı́n. Por tanto, S debe ser
cancelativo, libre de torsión y sin unidades. En la sección anterior hemos mostrado cómo
saber si S es libre de unidades. Si el semigrupo de partida tuviese unidades, entonces
nuestra comprobación ya ha acabado. Una vez que sabemos que S no tiene unidades, nos
interesa saber si S es libre de torsión y cancelativo. Las respuestas a estos dos puntos
vienen dadas por los siguientes resultados que pueden verse, por ejemplo, en [26] y [33]
respectivamente.

Lema 2.2.1 El semigrupo S es cancelativo si y sólo si σ =∼Mσ
.

Lema 2.2.2 Sea M un subgrupo de Zk. Entonces el grupo abeliano Zk/M es libre de
torsión si y sólo si el monoide cociente Nk/∼M es libre de torsión.

Usando el primero de los resultados, tenemos que si S es cancelativo, entonces S tiene
que ser isomorfo a Nk/∼Mσ

. Por tanto, si queremos que S sea libre de torsión, entonces
Nk/∼Mσ

tiene que ser libre de torsión. Esto último podemos comprobarlo calculando los
factores invariantes de Mσ. Si Nk/∼Mσ

no es libre de torsión entonces hemos acabado: S
no es un semigrupo afı́n. Si Nk/ ∼Mσ

es libre de torsión, entonces nos queda comprobar
si σ es igual que ∼Mσ

. Como σ ⊆∼Mσ
, lo único que tenemos que hacer es calcular un

sistema de generadores de ∼Mσ
y comprobar si está incluido en σ. Para ello vamos a usar

los resultados expuestos en el capı́tulo anterior.
Si partimos de que ρ = {(a1,b1), . . . ,(as,bs)}, es fácil comprobar que Mσ está gene-

rado como Z-módulo por {a1− b1, . . . ,as− bs}. Podemos ası́ calcular las ecuaciones de
Mσ. Supongamos que las ecuaciones de Mσ son las siguientes:

Mσ =

(x1, . . . ,xk) ∈ Zk :
a11x1 + · · ·+a1kxk = 0

...
an1x1 + · · ·+ankxk = 0


(Nótese que al ser Zk/Mσ libre de torsión, las ecuaciones de Mσ son homogéneas.)
Sea S′ el subsemigrupo de Zn generado por {mi = (ai1, . . . ,ain) : i∈ {1, . . . ,k}}. Existe

un isomorfismo entre Nk/∼Mσ
y S′, a saber:

ψ : Nk/∼Mσ
→ S′

ψ([(c1, . . . ,ck)]) = ∑
k
i=1 cimi.
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Nótese que ∼Mσ
es la congruencia núcleo del morfismo

ϕ : Nk→ S′

ϕ(a1, . . . ,ak) = ∑
k
i=1 aimi.

En principio, S′ es un subsemigrupo de Zn, y por tanto no podemos utilizar el algo-
ritmo expuesto en el capı́tulo anterior, ya que dicho algoritmo se aplica a subsemigrupos
de Nn. El problema se arregları́a si consiguiesemos que las ecuaciones de Mσ tuviesen
coeficientes naturales. Veamos que esto es posible siempre que S sea un semigrupo afı́n.
Hemos supuesto que el semigrupo de partida no tiene unidades, por lo que Nk/ ∼Mσ

no
puede tener unidades. Si las tuviese, S y Nk/ ∼Mσ

no serı́an isomorfos. Podemos usar el
siguiente resultado que nos asegura que Nk∩Mσ = {0}.

Lema 2.2.3 (lema 1.2 de [33]) Sea M un submódulo de Zk verificando que ei 6∈M para
todo i ∈ {1, . . . ,k}. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

Nk/∼M no tiene unidades.

El único elemento en M que tiene todas sus coordenadas mayores o iguales que
cero es 0 ∈M.

Obsérvese que si ei ∈Mσ, entonces (ei,0) ∈∼Mσ
, y por tanto, ∼Mσ

6= σ, ya que hemos
eliminado esos elementos de la congruencia σ. Con el resultado que acabamos de expo-
ner, podemos usar el siguiente lema, que nos dice que los elementos de Mσ verifican una
ecuación cuyos coeficientes son todos números enteros estrictamente positivos. Multipli-
cando esta ecuación por valores suficientemente grandes y sumándole el resultado a las
ecuaciones que ya conocemos de Mσ, podemos conseguir que todos los coeficientes de
las ecuaciones sean positivos.

Lema 2.2.4 (lema 1.5 de [33])
Sea M un subgrupo de Zk tal que M∩Nk = {0}. Entonces, existe un elemento fuer-

temente positivo a = (a1, . . . ,ak) ∈ Zk tal que todo elemento x = (x1, . . . ,xk) ∈M verifica
la ecuación

a1x1 + · · ·+akxk = 0.

El problema de decidir ahora si Nk/ ∼Mσ
es libre de unidades, se ha trasladado a

determinar si un determinado módulo (en este caso Mσ) tiene o no elementos con todas
sus coordenadas mayores o iguales que cero y que no sea el elemento cero. En el artı́culo
[33], Rosales da un algoritmo para determinar un elemento con el máximo número de
coordenadas mayores o iguales que cero. Si el resultado de aplicar este algoritmo (cuyo
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nombre es MCP) a Mσ es el elemento cero, entonces es que no hay elementos del tipo
que andamos buscando. Tenemos ası́ una forma algorı́tmica de determinar si Nk/ ∼Mσ

tiene o no unidades. Si aplicamos el citado algoritmo a M⊥σ , obtendremos un elemento a,
cumpliendo las condiciones del lema anterior. En realidad podemos ahorrarnos la primera
aplicación del algoritmo MCP, ya que si al aplicar MCP a M⊥σ (cuyos generadores son los
vectores formados por los coeficientes de las filas de las ecuaciones de Mσ) el resultado
es que no hay elementos fuertemente positivos, entonces es que Mσ tiene un elemento
positivo, por lo que Nk/∼Mσ

tendrı́a unidades y por tanto σ 6=∼Mσ
, lo que llevarı́a a que

S no sea un semigrupo afı́n.
Una vez que sabemos que S′ está contenido en Nk, podemos aplicar el algoritmo del

capı́tulo anterior para calcular un sistema minimal de generadores para ∼Mσ
, con el que

podemos comprobar si σ =∼Mσ
. Para ello utilizamos el hecho de que ρ es un sistema

canónico.
Resumamos el proceso de determinar si S es un semigrupo afı́n:
PASOS A SEGUIR PARA DETERMINAR SI S ES UN SEMIGRUPO AFÍN

1. Determinar si S tiene o no unidades. Esto se puede hacer usando lo expuesto en la
sección anterior. Si S tiene unidades, entonces hemos acabado: S no es un semigrupo
afı́n.

2. Calcular Mσ y sus factores invariantes. Esto se puede hacer usando Álgebra ele-
mental. Si Zk/Mσ no es libre de torsión, entonces S no es un semigrupo afı́n.

3. Calcular las ecuaciones de Mσ y determinar si se pueden poner de forma que sus
coeficientes sean todos números naturales. Esto se puede hacer usando los resulta-
dos expuestos en esta sección y los algoritmos dados en [33] (secciones primera y
segunda). Si no podemos poner las ecuaciones con coeficientes naturales, entonces
S no es un semigrupo afı́n.

4. Calcular un sistema minimal de generadores de ∼Mσ
, haciendo uso del algoritmo

expuesto en el capı́tulo anterior. Si dicho sistema de generadores no está incluido
en σ, entonces hemos acabado: S no es un semigrupo afı́n. En caso contrario, S sı́ es
un semigrupo afı́n.

Ejemplo 2.2.5 Veamos si el semigrupo

S = 〈e1,e2,e3,e4|
e1 + e3 = e2 + e4,3e1 +2e2 = 2e4,
2e1 +3e2 = e3 + e4,e1 +4e2 = 2e3

〉

es o no afı́n (obsérvese que debe serlo, ya que sus relatores son los relatores del semigrupo
que pusimos de ejemplo al final del capı́tulo anterior).
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Lo primero que tenemos que comprobar es si S tiene unidades. Para ello tenemos
que calcular un sistema canónico de generadores para la congruencia. Dicho sistema es
{e1 + e3 = e2 + e4,3e1 +2e2 = 2e4,2e1 +3e2 = e3 + e4,e1 +4e2 = 2e3,5e2 + e4 = 3e3},
de lo que se sigue que S no tiene unidades.

Pasemos ahora a ver que pasa con N4/ ∼Mσ
. Primero tenemos que calcular Mσ.

Por ser {e1 + e3 = e2 + e4,3e1 + 2e2 = 2e4,2e1 + 3e2 = e3 + e4,e1 + 4e2 = 2e3} un
sistema de generadores para σ, se tiene que Mσ está generado como Z-módulo por
{(1,−1,1,−1),(3,2,0,−2),(2,3,−1,−1),(1,4,−2,0)}. Si tomamos la matriz formada
por esos vectores, vemos que es equivalente a la matriz

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


y por tanto Z/Mσ es libre de torsión. Por otro lado, es fácil calcular las ecuaciones

de Mσ que son las siguientes:

Mσ ≡
{

2x1 + x3 +3x4 = 0
x2 +2x3 + x4 = 0

Con lo que S′ = 〈(2,0),(0,1),(1,2),(3,1)〉. De esta forma, tenemos que S′ es precisa-
mente el semigrupo que aparece en el ejemplo al final del capı́tulo anterior. Si calculáse-
mos un sistema de generadores para ∼σ obtendrı́amos {e1 + e3 = e2 + e4,3e1 + 2e2 =
2e4,2e1 +3e2 = e3 + e4,e1 +4e2 = 2e3}. Esto concluye la comprobación: S es un semi-
grupo afı́n isomorfo a S′.

Ejemplo 2.2.6 Sea

S = 〈e1,e2,e3|2e1 = e2 + e3,e1 + e2 = 3e3,2e2 + e3 = e1〉.

Un buen sistema de generadores para σ es

{2e1 = e2 + e3,e1 + e2 = 3e3,2e1 + e3 = e1,e1 +3e2 = e1 +2e3}.

El módulo Mσ está generado por {(2,−1,−1),(1,1,−3),(1,−2,−1)}. La matriz
asociada a Mσ es equivalente a  1 0 0

0 1 0
0 0 9
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Las ecuaciones de Mσ son

x− y+3z≡ 0(mod 9)

Por lo que S no es afı́n, ya que N3/∼Mσ
no es libre de torsión.

Ejemplo 2.2.7 Sea

S = 〈e1,e2,e3|2e1 + e3 = 3e2,e2 = e1 +4e3〉.

Un sistema canónico de generadores de σ es

{2e1 + e3 = 3e2,e2 = e1 +4e3}

El módulo Mσ está generado por {(2,−3,1),(−1,1,−4)}. La matriz formada por
estos dos vectores es equivalente a (

1 0 0
0 1 0

)
La ecuación de Mσ es

11x+7y− z = 0.

El ortogonal de Mσ está generado por (11,7,−1), por lo que es imposible que haya
un elemento fuertemente positivo en M⊥σ . Esto lleva a que S no es afı́n.

Todos los sistemas canónicos que aparecen en estos ejemplos han sido calculados ha-
ciendo uso de la función gbasis del paquete grobner que viene con el software MAPLE.
El orden usado es el tdeg de dicho programa, que se corresponde con el orden de grado
total lexicográfico inverso. El paquete antes mencionado calcula bases de Gröbner de un
ideal, dados sus generadores, por lo que hemos tenido que hacer uso de la correspondencia
que dimos en los preliminares entre generadores de σ y del ideal IS.



Capı́tulo 3

Semigrupos afines simpliciales que son
Cohen-Macaulay

Introducción

Dado un semigrupo S, podemos construir el anillo de semigrupo K[S] =
⊕

s∈S Kys. En
este anillo de semigrupo la suma se hace coordenada a coordenada y el producto aten-
diendo a la regla ysys′ = ys+s′, junto con la propiedad distributiva. Algunas propiedades
del anillo K[S] se pueden caracterizar en términos del semigrupo S. La que nos ocupa en
este capı́tulo es la de ser Cohen-Macaulay. Si S es un semigrupo afı́n, se conocen las pro-
piedades que debe verificar dicho semigrupo para que K[S] sea Cohen-Macaulay, véanse
por ejemplo los trabajos [20],[15],[41] y [21]. En [41] se da una caracterización del he-
cho de que K[S] sea Cohen-Macaulay en términos de una propiedad que debe verificar
el semigrupo y una propiedad de la cohomologı́a extendida de un complejo simplicial
asociado al semigrupo S. Dicha propiedad no es directamente comprobable en la prácti-
ca para un semigrupo afı́n arbitrario. Si el semigrupo de partida es simplicial, a saber, el
cono generado por el semigrupo es el cono generado por exactamente dim(S) generadores
suyos, la condición homológica siempre se verifica. Nuestro objetivo en este capı́tulo es
dar una condición alternativa a la dada por Trung, Hoa, Goto, Suzuki y Watanabe que sea
algorı́tmicamente comprobable y que determine si K[S] es Cohen-Macaulay en el caso de
que S sea un semigrupo afı́n y simplicial.

La idea que nos llevó a la realización de este capı́tulo fue la gran similitud existente
entre los semigrupos numéricos ampliamente estudiados por Rosales y los semigrupos afi-
nes simpliciales. Para cada elemento de un semigrupo numérico, existe un conjunto finito
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llamado el conjunto de Apéry. Dicho conjunto verifica que cualquier otro elemento del
semigrupo numérico puede ser expresado como suma de un elemento de dicho conjun-
to y un múltiplo del elemento dado, siendo esta expresión única. Para semigrupos afines
simpliciales también podemos definir el conjunto de Apéry asociado a un elemento. El
problema aparece cuando observamos que dichos conjuntos son infinitos. Ahora bien, si
tomamos la intersección de los conjuntos de Apéry de los rayos extremales del semigrupo
(los rayos extremales son los generadores que generan el cono asociado al semigrupo),
observamos que todo elemento del semigrupo se puede poner como combinación lineal
(con coeficientes naturales) de los rayos extremales y un elemento de dicha intersección.
Es más, el que dicha expresión sea única es equivalente a que K[S] sea Cohen-Macaulay.
Esta idea nos llevó automáticamente a una caracterización algorı́tmica del hecho de que
K[S] sea Cohen-Macaulay.

Por último, en este capı́tulo refinamos el algoritmo dado en el primer capı́tulo para el
caso de semigrupos afines simpliciales verificando que K[S] es Cohen-Macaulay. Para es-
te tipo de semigrupos damos cotas para el número de elementos de un sistema minimal de
generadores asociado a la congruencia del semigrupo. Estas cotas nos sirven para caracte-
rizar los semigrupos afines simpliciales con K[S] Cohen-Macaulay y que además alcanzan
las cotas: los semigrupos afines simpliciales y Cohen-Macaulay de máxima codimensión.

En lo que sigue diremos que un semigrupo es Cohen-Macaulay si su anillo de semi-
grupo asociado es Cohen-Macaulay (en el caso de que S sea simplicial, el que K[S] sea
Cohen-Macaulay no depende de K). El semigrupo que vamos a considerar es de la forma

S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 ⊆ Nr,

con A= {n1, , . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m} un sistema minimal de generadores de S y LQ+(S) =
LQ+({n1, . . . ,nr}) (donde por LQ+(S) entendemos el conjunto de todas las combinacio-
nes lineales con coeficientes racionales positivos de elementos de S). El entero r es la
dimensión del semigrupo y m la codimensión. Como siempre σ va a ser la congruencia
asociada a S, que no es otra que la congruencia núcleo del morfismo:

ϕ : Nr+m→ S
ϕ(a1, . . . ,ar+m) = ∑

r+m
i=1 aini.

3.1. Cómo determinar si un semigrupo afı́n simplicial es
Cohen-Macaulay

Empezamos esta sección introduciendo la notación de Trung y Hoa, ası́ como los
resultados obtenidos por éstos para el caso simplicial.
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Definimos la i-ésima cara de LQ+(S) como Fi = LQ+({n1, . . . ,nr}\{ni}). Definimos
el conjunto Si = S− (S∩Fi), esto es, el conjunto de elementos de G(S) que son diferencia
de un elemento de S y otro de la i-ésima cara del cono generado por S que también está en
S.

Teorema 3.1.1 En las condiciones anteriores, las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

1. K[S] es Cohen-Macaulay.

2. Para cualesquiera α,β ∈ S, tales que α+ni = β+n j (1≤ i 6= j ≤ r), se tiene que
α−n j = β−ni ∈ S.

3. Para todo α ∈Nk, si α−ni ∈ S y α−n j ∈ S entonces α− (ni+n j) ∈ S (1≤ i 6= j≤
r).

4. S =
⋂r

i=1 Si.

Demostración: La equivalencia entre 1, 2 y 4 viene dada en [41]. La equivalencia entre 2
y 3 es trivial. �

Recordemos la definición de conjunto de Apéry (véase [1]).

Definición 3.1.2 Dado n ∈ S−{0}, el conjunto de Apéry asociado a n es

S(n) = {s ∈ S : s−n 6∈ S}.

Estos conjuntos van a jugar un papel importantı́simo en este capı́tulo y en el siguiente.
Veamos que el conjunto

⋂r
i=1 S(ni) es finito. Como veremos más adelante, esto nos

servirá para dar una cota para el número de elementos de un sistema de generadores
minimal de la congruencia asociada a S.

Lema 3.1.3 Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 un semigrupo afı́n simplicial con
LQ+(S) = LQ+({n1, . . . ,nr}). Entonces

⋂r
i=1 S(ni) es finito.

Demostración: Por ser S simplicial, tenemos que para cada i∈ {1, . . . ,m} existe un núme-
ro natural cr+i definido como sigue

cr+i = mı́n{k ∈ N−{0} : knr+i ∈ 〈n1,n2, . . . ,nr〉}.

Nótese además que estos números se pueden calcular de la siguiente manera: podemos
considerar ni como un vector de Qr. Por ser {n1, . . . ,nr} una base de Qr (recuérdese que
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estamos suponiendo que dim(S) = r), para cada i ∈ {1, . . . ,m} existen λi1 , . . . ,λir tales
que

nr+i =
r

∑
j=1

λi jn j,

donde los λi j se pueden calcular de la siguente forma:

λi j =
det(n1, . . . ,n j−1,nr+i,n j+1, . . . ,nr)

det(n1, . . . ,nr)
.

Es fácil comprobar que

cr+i =
det(n1, . . . ,nr)

mcd{det(n1, . . . ,n j−1,nr+i,n j+1, . . . ,nr) : j ∈ {1, . . . ,r}}
,

donde mcd es el máximo común divisor.
Definimos

Γ = {
m

∑
i=1

γr+inr+i : γr+i < cr+i f or all i ∈ {1, . . . ,m}}.

Si n ∈
⋂r

i=1 S(ni) entonces trivialmente n ∈ Γ, y por tanto
⋂r

i=1 S(ni) es finito. �

Veamos que en un semigrupo afı́n simplicial todo elemento se puede expresar como
una combinación de los rayos extremales y un elemento de la intersección de los conjuntos
de Apéry de los rayos extremales.

Lema 3.1.4 Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 ⊂ Nr un semigrupo afı́n simplicial con
LQ+({n1, . . . ,nr}) = LQ+(S). Entonces todo elemento s ∈ S se puede escribir como

s =
r

∑
i=1

aini + x,

donde x ∈
⋂r

i=1 S(ni) y ai ∈ N para todo i ∈ {1, . . . ,r}.

Demostración: Sea s∈ S. Si s∈
⋂r

i=1 S(ni) entonces ya hemos acabado. En caso contrario
debe existir un i tal que s 6∈ S(ni), lo que implica que s1 = s−ni ∈ S. Si s1 ∈

⋂r
i=1 S(ni),

tenemos que s = ni + s1 y ya está. Si no es ası́, es porque existe j tal que s1 6∈ S(n j), por
lo que s2 = s1− n j = s− ni− n j ∈ S. Una vez que tenemos sk nos hacemos la misma
pregunta y en caso negativo podemos definir sk+1. Está claro que sk+1 < sk con el orden
(parcial) usual de Nr, por lo que la sucesión {sk} no puede ser infinita. Esto implica que
en algún momento sk ∈

⋂r
i=1 S(ni), con lo que, pasando todos los ni a un lado tenemos lo

que buscábamos. �
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Lo sorprendente es que en el caso en que S sea Cohen-Macaulay, la escritura que
aparece en el lema anterior es única. Es más, ese hecho caracteriza que S sea Cohen-
Macaulay.

Teorema 3.1.5 Bajo las anteriores hipótesis, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. K[S] es Cohen-Macaulay.

2. Para cada s ∈ S tal que

s =
r

∑
i=1

aini + x =
r

∑
i=1

bini + y

con x,y ∈
⋂r

i=1 S(ni), y ai,bi ∈ N para todo i ∈ {1, . . . ,r}, se tiene que ai = bi para
todo i ∈ {1, . . . ,r} y x = y.

Demostración: Supongamos que K[S] es Cohen-Macaulay y que no se verifica la segun-
da condición. Sea α el menor elemento de S (respecto de algún orden total fijo en Nr

compatible con la suma) verificando que

α =
r

∑
i=1

aini + x =
r

∑
i=1

bini + y

con ai 6= bi para algún i o que x 6= y. Nótese que no todos los coeficientes ai,bi pueden
ser cero, ya que en ese caso se tendrı́a que x = y y que los ai son los bi (que serı́an ambos
nulos). Obsérvese además que no todos los ai pueden ser cero, ya que de ser ası́, al no ser
todos los bi cero tendrı́amos que x no estarı́a en

⋂r
i=1 S(ni). Lo mismo ocurre con los ai.

Por tanto, deben existir i, j tales que ai 6= 0 6= b j. (Esto lleva, por la minimalidad de α a que
a j = bi = 0.) Del hecho de que ai 6= 0 y de que b j 6= 0 se deduce que α−ni,α−n j ∈ S, y
por tanto, usando 3.1.1, obtenemos que α−(ni+n j)∈ S. Como α−(ni+n j)∈ S, el lema
anterior nos dice que deben existir c1, . . . ,cr ∈N y z∈

⋂r
i=1 S(ni), tales que α−(ni+n j)=

∑
r
i=1 cini + z. En consecuencia, tenemos la siguiente igualdad:

α
′=α−ni = a1n1+· · ·+(ai−1)ni+· · ·+arnr+x= c1n1+· · ·+(c j+1)n j+· · ·+crnr+z,

con a j = 0 6= (c j + 1), lo que es una contradicción con el hecho de que α era el menor
elemento de S verificando que la escritura no era única.

Supongamos ahora que la escritura es única. Probemos que K[S] es Cohen-Macaulay.
Para ello vamos a usar la caracterización dada en 3.1.1. Sea α ∈ S tal que α− ni ∈ S y
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α−n j ∈ S. Tenemos que probar que α− (ni +n j) ∈ S. Usando el lema anterior, tenemos
que existen ak,bk,x,y tales que

α−ni = ∑
r
k=1 aknk + x

α−n j = ∑
r
k=1 bknk + y

y por tanto,

a1n1 + · · ·+(ai +1)ni + · · ·+arnr + x = b1n1 + · · ·+(b j +1)n j + · · ·+brnr + y.

Usando la hipótesis, obtenemos que ai +1 = bi, lo que lleva a que bi 6= 0, y en conse-
cuencia

α− (n j +ni) = b1n1 + · · ·+(bi−1)ni + · · ·+brnr + y ∈ S.

�

Como consecuencia inmediata de este teorema, tenemos el siguiente resultado, que
nos lleva a una forma algorı́tmica de determinar si un semigrupo afı́n simplicial es Cohen-
Macaulay.

Corolario 3.1.6 Bajo las hipótesis anteriores, los siguientes enunciados son equivalen-
tes:

1. K[S] es Cohen-Macaulay.

2. Para cada x,y ∈
⋂r

i=1 S(ni), si x 6= y, entonces x− y 6∈ G({n1, . . . ,nr}).

Como podemos calcular las ecuaciones de G({n1, . . . ,nr}) y el conjunto
⋂r

i=1 S(ni)
(al estar contenido en Γ), podemos verificar de forma directa si un semigrupo cumple la
segunda condición del corolario anterior, y por tanto si un semigrupo afı́n simplicial es
Cohen-Macaulay.

Ejemplo 3.1.7 Sea
S = 〈(2,0),(0,1),(1,2),(3,1)〉.

Calculemos c3 y c4. Tenemos que

2(1,2) = (2,0)+4(0,1)
2(3,1) = 3(2,0)+2(0,1)

por lo que c3 = c4 = 2. Esto hace que

Γ = {(0,0),(1,2),(3,1),(4,3)},
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y por tanto,
S(n1)∩S(n2) = {(0,0),(1,2),(3,1)}.

Por otro lado, G = G({(2,0),(0,1)}), cuya ecuación es

x1 ≡ 0(mod2).

Para comprobar si S es Cohen-Macaulay, tenemos que ver si x−y∈G para x,y∈ S(n1)∩
S(n2).

(0,0)− (1,2) 6∈ G
(0,0)− (3,1) 6∈ G
(1,2)− (3,1) ∈ G,

por lo que S no es Cohen-Macaulay.

Ejemplo 3.1.8 Sea
S = 〈(2,0),(0,2),(3,0),(2,1),(3,1)〉.

Calculamos c3,c4 y c5 y obtenemos que c3 = c4 = c5 = 2. Los elementos de Γ son

Γ = {(0,0),(3,0),(2,1),(3,1),(5,3),(6,1),(5,1),(8,2)}

y los de S(n1)∩S(n2) son

S(n1)∩S(n2) = {(0,0),(3,0),(2,1),(3,1)}.

Veamos si S verifica la condición del corolario anterior.

(0,0)− (3,0) 6∈ G({(2,0),(0,2)})
(0,0)− (2,1) 6∈ G({(2,0),(0,2)})
(0,0)− (3,1) 6∈ G({(2,0),(0,2)})
(3,0)− (2,1) 6∈ G({(2,0),(0,2)})
(3,0)− (3,1) 6∈ G({(2,0),(0,2)})
(2,1)− (3,1) 6∈ G({(2,0),(0,2)})

Por lo que S es Cohen-Macaulay.

Por último, antes de finalizar esta sección damos un resultado que nos habla de los
elementos del grupo generado por S cuando S es afı́n, simplicial y Cohen-Macaulay.

Corolario 3.1.9 Si S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 es un semigrupo afı́n, simplicial y
Cohen-Macaulay, entonces:
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1. G(S) = {∑r
i=1 zini + x|zi ∈ Z,x ∈

⋂r
i=1 S(ni)}.

2. Todo elemento de G(S) es igual a una única expresión de la forma z1n1 + · · ·+
zrnr + x con zi ∈ Z y x ∈

⋂r
i=1 S(ni).

3. El elemento z1n1 + · · ·+ zrnr + x con zi ∈ Z y x ∈
⋂r

i=1 S(ni) está en S si y sólo si
zi ≥ 0 para todo i.

Demostración: Para probar el primero de los apartados del corolario, basta con verifi-
car que la diferencia de dos elementos x,x′ de

⋂r
i=1 S(ni) se puede escribir como una

combinación con coeficientes enteros de los rayos extremales más otro elemento de⋂r
i=1 S(ni). Por estar x− x′ ∈ G(S), deben existir z1, . . . ,zr+m ∈ Z tales que x− x′ =

z1n1 + · · ·+ zrnr + zr+1nr+1 + · · ·+ zr+mnr+m. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, tómense qi ∈ Z y
bi ∈ N tales que zr+i = qicr+i + bi (recuérdese que cr+i era el menor entero positivo que
hacı́a que cr+inr+i fuese una combinación con coeficientes naturales de los rayos extre-
males). Tenemos por tanto que x− x′ = z′1n1 + · · ·+ z′rnr + b1nr+1 + · · ·+ bmnr+m, para
algunos z′i ∈Z. Por otro lado, b1nr+1+ · · ·+bmnr+m ∈ S, por lo que existen d1, . . . ,dr ∈N
e y ∈

⋂r
i=1 S(ni), tales que b1nr+1 + · · ·+bmnr+m = d1n1 + · · ·+drnr + y.

La segunda y tercera parte son consecuencias inmediatas de la unicidad de la escritura
en los semigrupos Cohen-Macaulay. �

3.2. Presentaciones de los semigrupos afines, simpliciales
y Cohen-Macaulay

En esta sección, damos una cota para el cardinal de un sistema de generadores mini-
mal de la congruencia asociada a un semigrupo afı́n simplicial que es Cohen-Macaulay.
En el primer capı́tulo presentamos un método para construir una relación mı́nima para se-
migrupos afines. El método se basaba en determinar los n ∈ S tales que su grafo asociado
Gn no fuese conexo. El número de relatores que surge de cada Gn no conexo es el número
de componentes conexas de dicho grafo menos uno. La idea que vamos a utilizar para
encontrar una cota para el número de elementos de un sistema minimal de generadores
de la congruencia, σ, asociada a S. es ver que dichos elementos se pueden escribir de
una forma especial. Recúerdese que en el caso de semigrupos numéricos, los elementos
que verificaban que su grafo asociado no era conexo se podı́an escribir como suma de un
elemento de S(n0) y de un generador distinto de n0. En el caso que ahora nos preocupa,
el papel de S(n0) lo juega

⋂r
i=1 S(ni), tal y como vamos a ver a continuación.

Lema 3.2.1 Si S es un semigrupo afı́n, simplicial y Cohen-Macaulay, entonces los ele-
mentos del conjunto {n1, . . . ,nr}∩V(Gn) están todos en la misma componente conexa.
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Demostración: Este resultado es una consecuencia directa de 3.1.1. �

Lema 3.2.2 Bajo las mismas hipótesis del lema anterior, si Gn no es conexo, entonces
existen j ∈ {1, . . . ,m} y s ∈

⋂r
i=1 S(ni) tales que

n = s+nr+ j.

Demostración: Supongamos que el enunciado es falso, a saber, que para todo elemento
nr+k ∈ V(Gn) existe un i ∈ {1, . . . ,r} tal que n− nr+k 6∈ S(ni). Esto implicarı́a que n−
(nr+k + ni) ∈ S y por tanto nr+k estarı́a en la misma componente de Gn que contiene a
los elementos de {n1, . . . ,nr}∩V(Gn), y en consecuencia Gn serı́a conexo (ya que eso
ocurrirı́a con todos los nr+k, k ∈ {1, . . . ,m}). �

Ejemplo 3.2.3 Calculemos un sistema minimal de generadores de la congruencia aso-
ciada al semigrupo

S = 〈(2,0),(0,2),(3,0),(2,1),(3,1)〉.

Sabemos que
S(n1)∩S(n2) = {(0,0),(3,0),(2,1),(3,1)}

y que S es Cohen-Macaulay (véase el ejemplo 3.1.8).
Si intentásemos aplicar la cota vista en el primer capı́tulo tendrı́amos que m =

3, máx(|det(ni1 ,ni2)|) = 6, por lo que si n es tal que Gn es no conexo, entonces

n≤ 3 ·6 · (2+3+2+3,2+1+1) = (180,72).

Luego tendrı́amos que buscar entre los elementos que están en S, cuya primera coorde-
nada es menor que 180 y cuya segunda coordenada es menor que 72. Veamos que usando
el lema anterior, nos ahorramos una cantidad enorme de trabajo.

Por lo visto en el lema anterior, si n es tal que Gn es no conexo, entonces

n = s+n2+ j,

con s ∈ S(n1)∩S(n2), y 1≤ j ≤ 3. Por lo que

n ∈ {(6,0),(5,1),(6,1),(4,2),(5,2),(6,2)}.

Hemos reducido ası́ el número de grafos a estudiar a seis, lo que es una reducción consi-
derable.
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Grafo Componentes conexas Relatores
G(6,0) {(2,0)},{(3,0)} 3e1 = 2e3
G(5,1) {(2,0),(3,1)},{(3,0),(2,1)} e1 + e5 = e3 + e4
G(6,1) {(2,0),(2,1)},{(3,0),(3,1)} 2e1 + e4 = e3 + e5
G(4,2) {(2,0),(0,2)},{(2,1)} 2e1 + e2 = 2e4
G(5,2) {(2,0),(0,2),(3,0)},{(2,1),(3,1)} e1 + e2 + e3 = e4 + e5
G(6,2) {(2,0),(0,2),(2,1),(3,0)},{(3,1)} 3e1 + e2 = 2e5

Por lo que ρ tiene seis elementos.

Como sabemos que
⋂r

i=1 S(ni) ⊆ Γ y #Γ ≤ ∏
m
i=1 cr+i, tenemos que puede haber co-

mo mucho m∏
m
i=1 cr+i elementos en S tales que su grafo asociado no es conexo. Como

cada grafo puede tener como mucho m+ 1 componentes conexas (todos los elementos
de {n1, . . . ,nr}∩V(Gn) están en la misma componente conexa), tenemos que el número
máximo de elementos de un sistema minimal de generadores de σ es m2

∏
m
i=1 cr+i.

La cota que acabamos de dar se puede mejorar considerablemente, pero para ello te-
nemos que dar un par de resultados previos. La idea de esta mejora se debe a la gran
similitud que existe entre los semigrupos numéricos y los semigrupos afines que son sim-
pliciales y Cohen-Macaulay. Dicha similitud nos llevó a intentar comprobar si las cotas
encontradas por Rosales para el caso de semigrupos numéricos servirı́an para semigrupos
afines, simpliciales y Cohen-Macaulay, siendo el resultado bastante positivo (compárense
las cotas que aparecen en esta sección y las del trabajo [28]).

Lema 3.2.4 Bajo las condiciones anteriores, si Gn no es conexo, entonces existen k > r y
un elemento s ∈

⋂k−1
j=1 S(n j) tales que

1. n = nk + s,

2. n 6∈
⋂k−1

j=1 S(n j),

3. Para todo s′ ∈ S, tal que s′ 6= s y s 6∈ S(s′), se tiene que s′+nk ∈
⋂k−1

j=1 S(n j).

Demostración: Sean i = mı́n{ j : n j ∈ V(Gn)}, y Ci la componente conexa que contiene a
ni. Tómese k = mı́n{ j : n j ∈ V(Gn) \Ci} (tiene sentido la definición de k, por ser Gn no
conexo). Veamos que k es mayor que r. Si {n1, . . . ,nr}∩V(Gn) 6= /0, entonces claramente
i ≤ r y por tanto k > r, puesto que nk no está en la componente conexa que contiene a
{n1, . . . ,nr} ∩V(Gn). Si, en caso contrario, {n1, . . . ,nr} ∩V(Gn) = /0, entonces i > r y
como i < k, tenemos que k > r. Tenemos ası́ probado que, en cualquier caso, k > r.

Ahora bien, como nk ∈ V(Gn), entonces n−nk ∈ S. Sea s = n−nk. Por la definición
de k, para cualquier j < k, no puede existir un lado que una n j con nk, por lo que s−
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n j = n− (nk +n j) 6∈ S. De este hecho se deduce que s ∈
⋂k−1

j=1 S(n j), con lo que tenemos
probados los dos primeros apartados del enunciado.

Sea ahora s′ ∈ S tal que s 6= s′ y s 6∈ S(s′). Se tiene entonces que 0 6= s− s′ ∈ S y por
tanto debe haber un generador nt tal que s− s′− nt ∈ S. Por ser n− nt = (s− s′− nt)+
s′+ nk ∈ S, tenemos que nt es un vértice de Gn. Es más, se tiene además que n− (nt +
nk) ∈ S, por lo que nt y nk están en la misma componente conexa de Gn. Veamos que
s′+ nk ∈

⋂k−1
j=1 S(n j). Si existiese un j ≤ k− 1 tal que s′+ nk− n j ∈ S, tendrı́amos que

n− n j = (s− s′− nt)+ nt +(s′+ nk− n j) ∈ S, y por tanto n j serı́a un vértice de Gn, que
claramente estarı́a en la misma componente conexa que nt , que a su vez está en la misma
componete conexa que nk. Pero una cosa es clara: nk es tal que k es el menor ı́ndice de
los vértices que están en su componente conexa, y por otro lado j < k, lo que es una
contradicción. �

El primer apartado de este último resultado describe aún mejor la forma de los n con
Gn no conexo.

Lema 3.2.5 Para todo k tal que r+1≤ k ≤ r+m, sea el conjunto

Dk = {s ∈
⋂k−1

j=1 S(n j) : s+nk 6∈
⋂k−1

j=1 S(n j) y para todo s′ ∈ S, con s′ 6= s

y s 6∈ S(s′),s′+nk ∈
⋂k−1

j=1 S(n j)}

y sea
⋃̇r+m

k=r+1Dk la unión disjunta de los conjuntos Dk. Sea ρ un sistema minimal de
generadores de σ. Entonces existe una aplicación inyectiva i : ρ→

⋃̇r+m
k=r+1Dk.

Demostración: Para todo n∈ S, sean G1
n, . . . ,G

tn
n las componentes conexas de Gn. Podemos

suponer sin pérdida de generalidad que G1
n contiene al vértice de Gn con menor ı́ndice.

Recuérdese que ρn es de la forma

ρn = {(α2
n,α

1
n), . . . ,(α

tn
n ,α

1
n)},

donde cada αi
n está asociado a Gi

n. Para cada n y cada (αi
n,α

1
n), sea i(αi

n,α
1
n) = n− nk,

donde k =mı́n{q : nq ∈V(Gi
n)}. Usando un razonamiento similar al empleado en el tercer

apartado del lema anterior, se puede probar que i(αi
n,α

1
n) = n−nk ∈ Dk.

Supongamos que i(a,b) = i(a′,b′). Debe existir k tal que i(a,b) = i(a′,b′) ∈Dk, y por
tanto ϕ(a)− nk = i(a,b) = i(a′,b′) = ϕ(a′)− nk. Esto implica que ϕ(a) = ϕ(a′), por lo
que b = b′ (esto es por la forma que tiene ρϕ(a)). Si se tuviese que a 6= a′, entonces los
dos corresponderı́an a componentes conexas distintas, por lo que, por la definición de k,
se tendrı́a que i(a,b) e i(a′,b′) estarı́an en distintos Dk, lo que es una contradicción. �
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Juntando los resultados anteriores, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.2.6 El cardinal de un sistema minimal de generadores de σ es menor o igual
que

(2d−m)(m−1)
2

+1,

donde d = #
⋂r

i=1 S(ni).

Demostración: Lo único que tenemos que hacer es estimar el número de elementos de
todos y cada uno de los Dk.

Sea c el menor entero positivo verificando que cnr+m ∈ 〈n1, . . . ,nr+m−1〉. Nótese que
por ser {n1, . . . ,nr+m} un sistema minimal de generadores de S, tenemos que c > 1. Por
otro lado, c≤ cr+m. Se observa fácilmente que

r+m−1⋂
i=1

S(ni) = {0,nr+m, . . . ,(c−1)nr+m}.

Por otro lado, el único elemento de Dr+m es (c − 1)nr+m. (Tenemos que (c −
1)nr+m ∈

⋂r+m−1
i=1 S(ni) y (c− 1)nr+m + nr+m 6∈

⋂r+m−1
i=1 S(ni). Además si s− s′ ∈ S,

con s′ 6= s, es fácil comprobar que s′ ∈
⋂r+m−1

i=1 S(ni) y por ser s′ 6= s, tenemos que
s′+ s ∈

⋂r+m−1
i=1 S(ni).)

Para r+1≤ k ≤ r+m−1, tenemos que

Dk ⊆
k−1⋂
i=1

S(ni)\{0} ⊆
r⋂

i=1

S(ni)\{0,nr+1, . . . ,nk−1}.

Por tanto, #Dr+i ≤ d− i para todo i∈ {1, . . . ,m−1}, y en consecuencia, usando 3.2.5,
tenemos que

#ρ≤ 1+
m−1

∑
i=1

(d− i) =
(2d−m)(m−1)

2
+1.

�

Ejemplo 3.2.7 En el ejemplo 3.2.3, tenemos que d = 4, m = 3 y #ρ = 6.

(2d−m)(m−1)
2

+1 = 6.

Por lo que ese semigrupo alcanza la cota.
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Si m = 1, tenemos que #ρ ≤ 1. Por otro lado, la cota inferior para el cardinal de ρ

dada por Herzog en [19], hace que #ρ≥ r+m− r = m = 1. Por tanto, #ρ = 1, y la cota se
alcanza. Como veremos en la siguiente sección, éstos no son los únicos semigrupos para
los que la cota se alcanza.

En principio, d puede ser difı́cil de calcular, ya que uno tiene que calcular todos los
elementos de

⋂r
i=1 S(ni). Ahora bien, en la cota que antes hemos presentado, d puede

ser substituido por det(n1, . . . ,nr), tal y como mostramos a continuación. Sea el grupo
cociente Zr/G({n1, . . . ,nr}). Todas las clases de equivalencia de ese grupo cociente tienen
un representante en la caja cuyos vértices son los elementos de la forma ∑

r
i=1 εini, con

εi ∈ {0,1} para todo i. Nótese además, que como S es Cohen-Macaulay, para cualesquiera
x,y ∈

⋂r
i=1 S(ni), se tiene que x−y 6∈ G({n1, . . . ,nr}), por lo que los representantes de las

clases de x e y en la caja son distintos. Esto implica que #
⋂r

i=1 S(ni)≤ det(n1, . . . ,nr), ya
que el número de elementos que hay en la mencionada caja es det(n1, . . . ,nr). Por tanto,
una segunda cota (menos refinada que la dada en el teorema anterior) serı́a:

(2det(n1, . . . ,nr)−m)(m−1)
2

+1.

Podrı́a parecer que la acotación #
⋂r

i=1 S(ni) ≤ det(n1, . . . ,nr), es demasiado grosera,
pero hay casos para los que la desigualdad se convierte en igualdad, como el siguiente
ejemplo muestra.

Ejemplo 3.2.8 Sea r = m = 2 y S = 〈(2,0),(0,4),(1,2),(1,1)〉. Usando los resultados
dados en esta sección, no es difı́cil probar que

r⋂
i=1

S(ni) = {(0,0),(1,2),(1,1),(2,2),(3,3),(2,3),(3,4),(4,5)},

y en consecuencia, #
⋂r

i=1 S(ni) = det((2,0),(0,4)).

3.3. Semigrupos afines, simpliciales y Cohen-Macaulay
con máxima codimensión

Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 ⊂Nr un semigrupo simplicial tal que
⋂r

i=1 S(ni) =
{0,x1, . . . ,xd−1}. Está claro que m tiene que ser menor que d, por ser {n1, . . . ,nr+m} un
sistema minimal de generadores de S. Parece natural decir que S es de máxima codimen-
sión cuando m = d− 1. Para este tipo de semigrupos, es más fácil calcular ρ que para
el resto de semigrupos afines. Este hecho se pone de manifiesto en la demostración del
siguiente teorema:
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Teorema 3.3.1 Sea S un semigrupo afı́n, simplicial y Cohen-Macaulay con máxima co-
dimensión. Entonces #ρ = d(d−1)/2.

Demostración: Por ser m = d−1, tenemos por 3.2.6 que #ρ≤ d(d−1)/2. Por otro lado,
recuérdese que ρn tiene tantos elementos como componentes conexas tiene Gn menos uno.
Lo que tenemos que hacer es contar las componentes conexas de todos los Gn no conexos.
Para ello, obsérvese que:

1. Por ser m = d − 1 y por verificarse siempre que {nr+1, . . . ,nr+m} ⊆
⋂r

i=1 S(ni),
tenemos que

r⋂
i=1

S(ni) = {0,nr+1, . . . ,nr+m}.

2. Si Gn no es conexo, entonces por 3.2.2, existe s ∈
⋂r

i=1 S(ni) y j ∈ {1, . . . ,m} tal
que n = s+nr+ j (esto a su vez implica que s 6= 0). Por tanto, n = nr+i +nr+ j para
algún i. Hemos probado por tanto que si Gn no es conexo, entonces n es de la
forma nr+i + nr+ j. El recı́proco también es cierto, tal y como se demuestra en los
siguientes dos puntos.

3. Si n = nr+i +nr+ j, entonces n 6∈ {0,nr+1, . . . ,nr+m}=
⋂r

i=1 S(ni). Esto lleva a que
existe un k∈ {1, . . . ,r} tal que n 6∈ S(nk), lo cual implica que {n1, . . . ,nr}∩V(Gn) 6=
/0.

4. Si n = nr+i +nr+ j, entonces

a) Si i 6= j, entonces {nr+i,nr+ j} es una componente conexa de Gn. Esto se debe
a que nr+i,nr+ j ∈ V(Gn), y a que si n− (nr+i + nk) ∈ S, con k 6= r + j, se
tendrı́a que nr+ j−nk ∈ S, lo cual no es posible.

b) Si i = j, razonando de forma análoga, obtenemos que {nr+i} es una compo-
nente conexa de Gn.

Tenemos ası́ que ρn tiene tantos elementos como posibles expresiones de la forma
n = nr+i +nr+ j, 1≤ i, j ≤m, ya que tiene Gn la componente conexa cuyos vértices están
en {n1, . . . ,nr} y las componentes {nr+i,nr+ j}. Tenemos por tanto que #ρ es el número
de posibles sumas de la forma nr+i +nr+ j y por tanto tiene d(d−1)/2 elementos. �

El recı́proco del resultado anterior también es cierto.

Teorema 3.3.2 Sea ρ un sistema minimal de generadores de σ. Si #ρ = d(d−1)/2, en-
tonces S tiene máxima codimensión.
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Demostración: Por 3.2.6, #ρ ≤ (2d−m)(m− 1)/2+ 1. Por consiguiente, d(d− 1)/2 ≤
(2d−m)(m− 1)/2+ 1. Pasando todo a un miembro y agrupando términos obtenemos
que m2− (2d+1)m+d2+d−2≤ 0, inecuación que nos lleva a que m ∈ [d−1,d+2], y
como m < d, tenemos que m = d−1. �

A continuación damos un método para construir semigrupos simpliciales, afines y
Cohen-Macaulay de máxima codimensión a partir de semigrupos afines, simpliciales y
Cohen-Macaulay. La idea está en cambiar el conjunto de generadores del semigrupo,
haciendo intervenir los elementos de la intersección de los conjuntos de Apéry de los
rayos extremales.

Teorema 3.3.3 Sea S un semigrupo afı́n, simplicial y sea
⋂r

i=1 S(ni) = {0,x1, . . . ,xd−1}.
Sea S = 〈n1, . . . ,nr,n1+x1, . . . ,n1+xd−1〉. Si S es Cohen-Macaulay, entonces las siguien-
tes afirmaciones son ciertas:

1. El conjunto {n1, . . . ,nr,n1 +x1, . . . ,n1 +xd−1} es un sistema minimal de generado-
res de S.

2. El semigrupo S es simplicial.

3. El semigrupo S verifica

r⋂
i=1

S(ni) = {0,n1 + x1, . . . ,n1 + xd−1}.

4. El semigrupo S es Cohen-Macaulay de máxima codimensión.

Demostración:

1. Supongamos que

n1 + xd−1 = a1n1 + · · ·+arnr +b1(n1 + x1)+ · · ·+bd−1(n1 + xd−1),

entonces

n1 + xd−1 = (a1 +b1 + · · ·+bd−1)n1 +a2n2 + · · ·+arnr +b1x1 + · · ·+bd−1xd−1.

Pueden pasar dos cosas:
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a) Si a1 + b1 + · · ·+ bd−1 = 0, entonces n1 + xd−1 = a2n2 + · · ·+ arnr. Como
n1+xd−1 6= 0, debe existir un i tal que ai 6= 0. Esto significa que (n1+xd−1)−
n1 ∈ S y (n1+xd−1)−ni ∈ S, lo que, por 3.1.1, implica que (n1+xd−1)−(n1+
ni) = xd−1−ni ∈ S, lo que es imposible por estar xd−1 en

⋂r
i=1 S(ni).

b) Si a1 + b1 + · · ·+ bd−1 6= 0, entonces, como xd−1 ∈
⋂r

i=1 S(ni), se tiene que
verificar que a1 +b1 + · · ·+bd−1 = 1 y a2 = · · ·= ar = 0. Aparecen dos sub-
casos:

1) Si a1 = 1 y bi = 0 para todo i, entonces n1 + xd−1 = n1, lo cual es impo-
sible.

2) Si a1 = 0 y bi = 1 para algún i (y por tanto b j = 0 para todo j 6= i), tenemos
que n1 + xd−1 = n1 + xi, lo que lleva de nuevo a una contradicción.

Tenemos por tanto que n1+xd−1 no se puede escribir como combinación lineal con
coeficientes naturales del resto de los generadores de S. Para el resto de generadores
de la forma n1+xi, la demostración es análoga (y está claro que los generadores de
la forma ni no se pueden escribir como combinación del resto, ya que ellos forman
base de Qr).

2. Trivial, por ser S simplicial.

3. Como {n1, . . . ,nr,n1 + x1, . . . ,n1 + xd−1} es un sistema minimal de generadores de
S, tenemos que {0,n1 + x1, . . . ,n1 + xd−1} ⊆

⋂r
i=1 S(ni). Para ver la otra inclusión,

probemos que todo elemento s ∈ S\ 〈n1, . . . ,nr〉 se puede escribir de la forma

s = a1n1 + · · ·+arnr +(n1 + xi),

para algún i. Como s ∈ S\ 〈n1, . . . ,nr〉, tenemos que

s = b1n1 + · · ·+brnr + c1(n1 + x1)+ · · ·+ cd−1(n1 + xd−1)

con ck 6= 0 para algún k. Por estar c1x1 + · · ·+ cd−1xd−1 ∈ S, entonces existen
f1, . . . , fr ∈N y j tales que c1x1+ · · ·+cd−1xd−1 = f1n1+ · · ·+ frnr +x j. Por tanto,

s=(b1+c1+· · ·+ck−1+· · ·+cd−1+ f1)n1+(b2+ f2)n2+· · ·+(br+ fr)nr+(x j+n1).

4. Es trivial usando 3.1.6, que S es Cohen-Macaulay y que
⋂r

i=1 S(ni) = {0,n1 +
x1, . . . ,n1 + xd−1}.
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�

Este proceso lo podemos repetir sucesivas veces para otros rayos extremales que no
sean n1, e incluso para combinaciones de los rayos extremales, tal y como se muestra en
el siguiente resultado:

Corolario 3.3.4 Bajo las mismas hipótesis del teorema anterior, sea b∈ 〈n1, . . . ,nr〉, b 6=
0 y S̃ = 〈n1, . . . ,nr,b+x1, . . . ,b+xd−1〉. Si S is Cohen-Macaulay, entonces S̃ es simplicial
y Cohen-Macaulay con máxima codimensión.

Ejemplo 3.3.5 Sea
S = 〈(2,0),(0,2),(3,0),(2,1),(3,1)〉.

Ya hemos visto que S es Cohen-Macaulay y que

S(n1)∩S(n2) = 〈(0,0),(3,0),(2,1),(3,1)〉.

Tomemos b = (4,8), tenemos que

S̃ = 〈(2,0),(0,2),(7,8),(6,9),(7,9)〉

es Cohen-Macaulay de máxima codimensión.

3.3.1. Algunos semigrupos afines, simpliciales y Cohen-Macaulay
con máxima codimensión

En esta sección, mostramos otra forma de construir semigrupos afines, simpliciales y
Cohen-Macaulay de máxima codimensión.

Sea ni = kiei, con ki ∈ N. Sea ≺ un orden de grado total compatible con la adición
en Nr. Sea ρ = {(ni,0) : i ∈ {1, . . . ,r}} y sea σ = 〈ρ〉 la congruencia generada por ρ.
Podemos definir la aplicación:

µ : Nr/σ→ Nr

µ([n]) = min<[n]

Es fácil probar el siguiente lema (véase [32]).

Lema 3.3.6

1. El conjunto ρ es un sistema canónico de generadores de σ.

2. Para cada n ∈ Nr existen a1, . . . ,ar ∈ N tales que n = µ([n])+∑
r
i=1 aini.
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3. Im(µ) es el conjunto de elementos incluidos en la caja cuyos vértices son los puntos
∑

r
i=1 εini con εi ∈ {0,1}, sin contar las caras que no contienen al cero.

4. El elemento (x,y) ∈ σ si y sólo si x− y ∈ G({n1, . . . ,nr}).

Antes de continuar, necesitamos dar la definición de sistema completo módulo un
subgrupo de Zr.

Definición 3.3.7 Sea H un subgrupo de Zr y sea {x1, . . . ,xp} ⊂ Zr. El conjunto
{x1, . . . ,xp} es un sistema completo módulo H si y sólo si las siguientes condiciones se
verifican:

1. Para todo i, j ∈ {1, . . . , p}, si xi− x j ∈ H entonces i = j.

2. Para todo i, j ∈ {1, . . . , p} existe k ∈ {1, . . . , p} tal que xi + x j− xk ∈ H.

El siguiente lema relaciona el concepto de sistema completo y el de conjunto de Apéry.

Lema 3.3.8 Sea {n1, . . . ,nr} ⊂ Nr, H = G({n1, . . . ,nr}), y sea {0 = x0,x1,x2, . . . ,xd−1}
un sistema completo módulo H. Sea S = 〈n1, . . . ,nr,x1, . . . ,xd−1〉 ⊆Nr un semigrupo afı́n
simplicial como de costumbre. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1.
⋂r

i=1 S(ni) = {0 = x0,x1, . . . ,xd−1}.

2. Para todo i, j ∈ {1, . . . ,d−1} existen k ∈ {0,1, . . . ,d−1} y (a1, . . . ,ar) ∈ Nr tales
que xi + x j = ∑

r
i=1 aini + xk.

Demostración: Supongamos que
⋂r

i=1 S(ni) = {0 = x0,x1, . . . ,xd−1}. Como xi + x j ∈ S,
tenemos entonces que, por 3.1.4, existe (a1, . . . ,ar) ∈ Nr tal que xi + x j = ∑

r
i=1 aini + xk,

lo que implica el segundo apartado.
Supongamos ahora que el segundo apartado es cierto. Demostremos que

{0 = x0,x1, . . . ,xd−1} ⊆
r⋂

i=1

S(ni).

De no ocurrir esto, existirı́an i, j tales que xi− n j ∈ S. Por tanto, xi− n j = ∑
r
i=1 aini +

∑
d−1
i=1 bixi. Usando varias veces la hipótesis, obtenemos que ∑

d−1
i=1 bixi = ∑

r
i=1 cini + xk, y

en consecuencia xi−n j = ∑
r
i=1(ai+ci)ni+xk lo que conduce a xi−xk ∈H. Por hipótesis

esto implica que xi = xk. Pero esto es una contradicción ya que −n j no puede ser igual
que ∑

r
i=1(ai + ci)ni.

Tómese ahora s ∈
⋂r

i=1 S(ni). Tenemos entonces que s = ∑
d−1
i=1 bixi. Como antes, po-

demos aplicar varias veces el segundo apartado obteniendo s = ∑
r
i=1 cini + xk para algún

(c1, . . . ,cr)∈Nr y algún k ∈ {0,1, . . . ,d−1}. Al estar s en
⋂r

i=1 S(ni), tenemos que ci = 0
para todo i, y por tanto s = xk. Esto concluye la demostración. �



CAPÍTULO 3. SEMIGRUPOS AFINES SIMPLICIALES QUE SON COHEN-MACAULAY (59)

Volvemos a tomar ahora ni = kiei. Tenemos el siguiente resultado:

Proposición 3.3.9 Sea {0 = x0,x1, . . . ,xp−1} ⊆ Im(µ) un sistema completo módulo
G({n1, . . . ,nr}). Entonces S = 〈n1, . . . ,nr,n1 + x1, . . . ,n1 + xp−1〉 es un semigrupo afı́n,
simplicial y Cohen-Macaulay de máxima codimensión.

Demostración: Es suficiente probar que
⋂r

i=1 S(ni) = {0,n1 + x1, . . . ,n1 + xp−1} y que
{n1, . . . ,nr,n1 + x1, . . . ,n1 + xp−1} es un sistema minimal de generadores de S.

Para probar el primer punto, vamos a usar 3.3.8. Nótese que, por ser {0,x1, . . . ,xp−1}
un sistema completo, tenemos que para todo i, j existe un k tal que xi + x j − xk ∈
G({n1, . . . ,nr}). Obsérvese también que xi + x j − µ([xi + x j]) ∈ G({n1, . . . ,nr}), y que
xk ∈ Im(µ), lo que implica que xk = µ([xi +x j]). Usando el lema 3.3.6, tenemos que exis-
ten a1, . . . ,ar ∈ N tales que xi + x j = xk +∑

r
i=1 aini. Por tanto, (n1 + xi) + (n1 + x j) =

2n1 +∑
r
i=1 aini + xk = (n1 + xk)+(a1 +1)n1 +∑

r
i=2 aini.

Probemos ahora que {n1, . . . ,nr,n1 + x1, . . . ,n1 + xp−1} es un sistema minimal de ge-
neradores de S. Es suficiente probar que n1 + xi no puede escribirse como n1 + xi =

∑
p−1
j=1, j 6=i b j(n1 + x j). Si existiese una expresión como esa, entonces ∑b j tiene que ser

mayor que uno, ya que {0,x1, . . . ,xp−1} es un sistema completo módulo G({n1, . . . ,nr}).
Aplicando varias veces la misma idea de antes, tenemos que deben existir c1, . . . ,cr ta-
les que ∑b jx j = xk +∑cini, para algún k ∈ {0, . . . , p−1}. Por tanto, xi = xk + y, con y ∈
G({n1, . . . ,nr}), y como {0,x1, . . . ,xp−1} es un sistema completo módulo G({n1, . . . ,nr}),
tenemos que i tiene que ser igual a k y en consecuencia y = 0, lo que conduce a que ci = 0
para todo i y ∑b j = 1, lo que es una contradicción.

Finalmente, comprobar que S es Cohen-Macaulay es fácil usando la definición de
sistema completo módulo un grupo y 3.1.6. �

Al igual que hicimos en 3.3.4, podemos obtener:

Corolario 3.3.10 Si {0,x1, . . . ,xp−1} ⊆ Im(µ) es un sistema completo módulo
G({n1, . . . ,nr}), entonces S = 〈n1, . . . ,nr,b+ x1, . . . ,b+ xd−1〉 es un semigrupo afı́n, sim-
plicial y Cohen-Macaulay de máxima codimensión para todo b ∈ S\{0}.

Nótese que, en particular, Im(µ) es un sistema completo módulo G({n1, . . . ,nr}).

Ejemplo 3.3.11 Sean n1 = (2,0) y n2 = (0,3). Tenemos que

Im(µ) = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)}.

Por lo visto en esta sección,

S = 〈(2,0),(0,3),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1),(3,2)〉

es Cohen-Macaulay de máxima codimensión.
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Capı́tulo 4

Semigrupos afines simpliciales que son
Gorenstein

Introducción

Vimos en el capı́tulo anterior que el hecho de que K[S] fuese Cohen-Macaulay podı́a
ser caracterizado en términos de propiedades del semigrupo. En el caso de semigrupos
afines y simpliciales dimos una caracterización que era efectivamente comprobable. En
este capı́tulo nos centramos en una subclase de los anillos de semigrupo Cohen-Macaulay:
los anillos de semigrupo Gorenstein. Una vez más hemos usado nuestros conocimientos
en el campo de semigrupos numéricos para transformar la caracterización dada por Trung
y Hoa, véase [41], en una caracterización que sea algorı́tmicamente comprobable. Es co-
nocido que un semigrupo numérico es simétrico si el conjunto de Apéry de un elemento
del semigrupo tiene máximo (con respecto del orden s ≤ s′ si y sólo si s′− s ∈ S). En
la primera sección probamos que lo mismo ocurre con los semigrupos afines simplicia-
les Cohen-Macaulay, cambiando el término simétrico por Gorenstein, y el conjunto de
Apéry de un elemento del semigrupo por la intersección de los conjuntos de Apéry de
los rayos extremales del semigrupo dado. Esta caracterización nos permite comprobar de
forma relativamente fácil, si un semigrupo afı́n simplicial dado es Gorenstein o no, ya que
podemos calcular la intersección de los conjuntos de Apéry y luego comprobar si tienen
o no máximo.

En este capı́tulo, se estudian además las presentaciones de los semigrupos simplicia-
les, afines y Gorenstein, al igual que se hizo en el capı́tulo anterior para los semigrupos
Cohen-Macaulay. Damos una cota para el número de elementos de un sistema de genera-
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dores minimal para la congruencia asociada al semigrupo, y vemos que esta cota refina la
conseguida en su momento para semigrupos Cohen-Macaulay.

Por último, exponemos cómo se pueden construir semigrupos Gorenstein de máxima
codimensión a partir de semigrupos afines, simpliciales y Gorenstein. La construcción
difiere levemente de la hecha en el capı́tulo anterior para el caso Cohen-Macaulay. Esto
se debe a la existencia de un máximo en la intersección de los conjuntos de Apéry de los
rayos extremales.

Al igual que en el capı́tulo anterior, el semigrupo que vamos a considerar es de la
forma

S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 ⊆ Nr,

con A= {n1, , . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m} un sistema minimal de generadores de S y LQ+(S) =
LQ+({n1, . . . ,nr}). Como siempre, vamos a denotar por σ a la congruencia asociada a S,
que no es otra que la congruencia núcleo del morfismo:

ϕ : Nr+m→ S
ϕ(a1, . . . ,ar+m) = ∑

r+m
i=1 aini.

4.1. Cómo determinar si un semigrupo afı́n simplicial es
Gorenstein

Antes de dar el resultado que caracteriza los semigrupos afines simpliciales Gorens-
tein, necesitamos recordar algunas definiciones que dimos en el capı́tulo anterior. El
conjunto Fi es la cara i-ésima de LQ+(S) y Si = S− (S ∩ Fi). Definimos el conjunto
G[1,r] = G(S)\

⋃r
i=1 Si.

La versión de 3.1.1 para el caso Gorenstein dado por Trung y Hoa es el siguiente:

Teorema 4.1.1 Sea S un semigrupo afı́n, simplicial y Cohen-Macaulay. Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. K[S] es Gorenstein.

2. Existe g ∈ G(S) tal que g−S = G[1,r].

Este resultado traslada una propiedad del anillo de semigrupo al semigrupo. Nuestro
objetivo en esta sección es transformar la condición dada sobre el semigrupo por otra que
sea equivalente y que sea algorı́tmicamente comprobable. Vamos a demostrar que K[S] es
Gorenstein si y sólo si

⋂r
i=1 S(ni) tiene máximo respecto del orden s≤ s′ si y sólo si existe
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s′′ ∈ S tal que s′ = s+ s′′. Esta condición se puede comprobar algorı́tmicamente ya que
sabemos calcular

⋂r
i=1 S(ni), y si s′ = s+ s′′ con s y s′ en

⋂r
i=1 S(ni), entonces s′′ tiene

que estar a la fuerza en
⋂r

i=1 S(ni).
Los siguientes lemas estudian paso a paso qué debe ocurrir para que exista g ∈ G(S),

tal que g−S = G[1,r].

Lema 4.1.2 El conjunto S∩Fi está formado por los elementos de S cuya coordenada
i-ésima respecto de la base {n1, . . . ,nr} es nula.

Demostración: Trivial, teniendo en cuenta que Fi es la cara i-ésima del cono LQ+(S). �

Lema 4.1.3 Sea g ∈ G(S) tal que g− S = G[1,r]. Dado s ∈ S, g+ s ∈ S si y sólo si s 6∈⋃r
i=1(S∩Fi).

Demostración: Supongamos que g+ s ∈ S. Entonces −s = g− (g+ s) ∈ G[1,r], lo que
significa que −s 6∈

⋃r
i=1 Si, y esto implica que s 6∈

⋃r
i=1(S∩Fi).

Demostramos ahora la otra implicación. Supongamos ahora que s 6∈
⋃r

i=1(S ∩ Fi).
Si −s ∈

⋃r
i=1 Si, entonces −s = s′ − si para algún s′ ∈ S, algún si ∈ S ∩ Fi y algún

i ∈ {1, . . . ,r}. Por tanto, si = s+ s′ y en consecuencia, la coordenada i-ésima de s con
respecto a la base {n1, . . . ,nr} es nula. El lema anterior nos dice que s ∈ S∩Fi, lo que es
una contradicción. Esto demuestra que −s 6∈

⋃r
i=1 Si, y por tanto −s ∈ G[1,r] = g−S. De

esta forma, −s = g− s′ para algún s′ ∈ S, lo que lleva a que g+ s = s′ ∈ S.
�

Lema 4.1.4 Sea g ∈ G(S) tal que g−S = G[1,r]. Entonces, g− x ∈ S para todo x ∈ G[1,r].

Demostración: Sea x ∈G[1,r] = g−S. Entonces, existe s ∈ S, tal que x = g− s y por tanto,
g− x = s ∈ S. �

Lema 4.1.5 Sea g ∈ G(S) tal que g− S = G[1,r]. Entonces, g+(n1 + · · ·+ nr) es un ele-
mento maximal de

⋂r
i=1 S(ni).

Demostración: Nótese que −(n1 + · · ·+nr) ∈ G[1,r], ya que de no ser ası́, existirı́an s ∈ S
y si ∈ S∩Fi tales que −(n1 + · · ·+ nr) = s− si y por tanto, si = n1 + · · ·+ nr + s. Esto
implica que si tiene todas sus coordenadas mayores que cero, y eso contradice el hecho
de que si ∈ S∩Fi. Como por hipótesis G[1,r] = g− S, entonces −(n1 + · · ·+ nr) ∈ g− S,
lo que lleva a que g+(n1 + · · ·+nr) ∈ S.

Obsérvese también que, para cada i ∈ {1, . . . ,r}, (n1 + · · ·+ nr)− ni ∈ S∩Fi y en
consecuencia ni− (n1 + · · ·+ nr) ∈ Si. Esto implica que ni− (n1 + · · ·+ nr) 6∈ G[1,r] para
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todo i ∈ {1, . . . ,r}. Por tanto, g− (ni− (n1 + · · ·+nr)) = (g+(n1 + · · ·+nr))−ni 6∈ S, lo
que conduce a que g+(n1 + · · ·+nr) ∈

⋂r
i=1 S(ni).

Probemos que g+(n1 + · · ·+ nr) es un elemento maximal de
⋂r

i=1 S(ni). Para ello,
demostremos que g+(n1+ · · ·+nr)+ s, no pertenece a

⋂r
i=1 S(ni), para todo s ∈ S\{0}.

Sean (x1, . . . ,xr) las coordenadas de (n1 + · · ·+ nr)+ s respecto de la base {n1, . . . ,nr}.
Está claro que xi ≥ 1 para todo i, y como s 6= 0, entonces tiene que haber un j ∈ {1, . . . ,r}
tal que x j > 1, lo cual implica que (n1 + . . . ,nr) + s− n j tiene todas sus coordenadas
mayores que cero, y en consecuencia no puede estar en S∩Fi para ningún i. Por 4.1.3
tenemos que g+(n1 + · · ·+nr)+ s−n j ∈ S. Por tanto, g+(n1 + · · ·+nr)+ s 6∈ S(n j). �

Lema 4.1.6 Sea g = x− (n1 + · · ·+nr), con x ∈
⋂r

i=1 S(ni). Entonces g ∈ G[1,r].

Demostración: Supongamos que g 6∈ G[1,r]. Esto significa que g ∈ Si para algún i. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que g∈ S1. Entonces, g = s−s1 con s∈ S, s1 ∈
S∩F1. Por tanto, g+ s1 ∈ S, lo que implica que g+ s1 + s′ ∈ S para todo s′ ∈ S. Como
s1 ∈ F1, existe k ∈ N tal que ks1 ∈ 〈n2, . . . ,nr〉. En consecuencia, g+ s1 + (k− 1)s1 =
g+(a2n2 + · · ·+ arnr) ∈ S con ai ∈ N. Por 3.1.4 tenemos que g+(a2n2 + · · ·+ arnr) =
b1n1+ · · ·+brnr+y con bi ∈N para todo i e y∈

⋂r
i=1 S(ni). Al ser g = x−(n1+ · · ·+nr),

tenemos que a2n2 + · · ·+ arnr + x = (b1 + 1)n1 +(b2 + 1)n2 + · · ·+(br + 1)nr + y y por
3.1.5 obtenemos que x = y y b1 +1 = 0 lo que es una contradicción.

�

Estamos ya en condiciones de demostrar una de las implicaciones del resultado prin-
cipal: si S es Gorenstein, entonces

⋂r
i=1 S(ni) tiene un único elemento maximal.

Teorema 4.1.7 Si S es Gorenstein, entonces
⋂r

i=1 S(ni) tiene máximo.

Demostración: Al ser S Gorenstein, g−S =G[1,r] para algún g∈G(S). Por 4.1.5, sabemos
que g+(n1+ · · ·+nr) = x es un elemento maximal de

⋂r
i=1 S(ni). Tómese otro elemento,

y, maximal de
⋂r

i=1 S(ni). Por el lema anterior, tenemos que y− (n1 + · · ·+nr) ∈ G[1,r], y
por tanto y− (n1 + · · ·+nr) ∈ g−S. Esto implica que y+ s = x, para algún s ∈ S. Como
y es maximal, s tiene que ser cero y x = y.

�

Antes de demostrar el recı́proco, tenemos que probar un lema previo.

Lema 4.1.8 Si S es Cohen-Macaulay, entonces

G[1,r] ⊆ {z1n1 + · · ·+ zrnr + z|zi < 0,z ∈
r⋂

i=1

S(ni)}.
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Demostración: Por 3.1.9, sabemos que

G[1,r] ⊆ G(S) = {z1n1 + · · ·+ zrnr + x|zi ∈ Z,x ∈
r⋂

i=1

S(ni)}.

Tómense z1, . . . ,zr ∈ Z, x ∈
⋂r

i=1 S(ni), tales que z1n1 + · · ·+ zrnr + x ∈ G[1,r]. Si zi ≥
0 para algún i, entonces ∑z j≥0 z jn j + x− (∑z j<0−z jn j) ∈ S− (S∩ Fi) = Si, lo cual es
imposible. �

Teorema 4.1.9 Si S es Cohen-Macaulay y
⋂r

i=1 S(ni) tiene máximo, entonces S es Go-
renstein.

Demostración: Sea x el máximo de
⋂r

i=1 S(ni). Definamos g = x− (n1 + · · ·+nr) y pro-
bemos que g−S = G[1,r].

Tómese un elemento h ∈ G[1,r]. Por el lema anterior, h se puede expresar como h =
z1n1+ · · ·+ zrnr + z, con zi ∈ Z, zi < 0, z ∈

⋂r
i=1 S(ni). Al ser x el máximo de

⋂r
i=1 S(ni),

debe existir s ∈ S tal que z+ s = x. Por tanto,

h = x− (n1 + · · ·+nr)− s+((z1 +1)n1 + · · ·+(zr +1)nr) =
= x− (n1 + · · ·+nr)− (s+(−(z1 +1)n1−·· ·− (zr +1)nr),

y como zi < 0, tenemos que −(zi +1)≥ 0, lo que implica que h ∈ g−S.
Tomemos ahora g− s ∈ g− S. Si g− s 6∈ G[1,r], entonces g− s ∈ Si para algún i. Por

tanto, existen s′ ∈ S,si ∈ S∩Fi tales que g− s = s′− si, y por tanto g = (s′+ s)− si ∈ Si,
lo que es una contradicción con 4.1.6. �

Ejemplo 4.1.10 Sea
S = 〈(3,0),(0,2),(4,0),(3,1)〉.

Calculamos c3 y c4 y obtenemos que c3 = 3 y c4 = 2, por lo que

Γ = {(0,0),(4,0),(8,0),(3,1),(7,1),(11,1)}.

A partir de Γ calculamos

S(n1)∩S(n2) = {(0,0),(4,0),(8,0),(3,1),(7,1),(11,1)}.

Veamos si S es Cohen-Macaulay. Sea

G = G({(3,0),(0,2)})≡−2x+3y≡ 0(mod6).
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(0,0)− (4,0) 6∈ G (4,0)− (11,1) 6∈ G
(0,0)− (8,0) 6∈ G (8,0)− (3,1) 6∈ G
(0,0)− (3,1) 6∈ G (8,0)− (7,1) 6∈ G
(0,0)− (7,1) 6∈ G (8,0)− (11,1) 6∈ G
(0,0)− (11,1) 6∈ G (3,1)− (7,1) 6∈ G
(4,0)− (8,0) 6∈ G (3,1)− (11,1) 6∈ G
(4,0)− (3,1) 6∈ G (7,1)− (11,1) 6∈ G
(4,0)− (7,1) 6∈ G

Por lo que S es Cohen-Macaulay. Tenemos además que

(11,1)− (4,0) = (7,1) ∈ S
(11,1)− (8,0) = (3,1) ∈ S
(11,1)− (3,1) = (8,0) ∈ S
(11,1)− (7,1) = (4,0) ∈ S

por lo que S(n1)∩S(n2) tiene máximo y por tanto S es Gorenstein.

Ejemplo 4.1.11 Sea

S = 〈(2,0),(0,2),(3,0),(2,1),(3,1)〉.

Vimos en el capı́tulo anterior que S es Cohen-Macaulay y que

S(n1)∩S(n2) = {(0,0),(3,0),(2,1),(3,1)}.

Ahora bien, este conjunto no tiene máximo con el orden de S ((3,1)− (2,1) 6∈ S) y por
tanto S no es Gorenstein.

4.2. Presentaciones de los semigrupos afines, simpliciales
y Gorenstein

En el capı́tulo anterior, vimos que para los semigrupos afines, simpliciales y Cohen-
Macaulay, la cota para el cardinal de un sistema minimal de generadores de la congruencia
asociada al semigrupo es menor que para los semigrupos afines en general. En esta sec-
ción, probamos que esa cota se puede refinar aún más para los semigrupos Gorenstein.

A lo largo de esta sección, S es un semigrupo afı́n, simplicial y Cohen-Macaulay con
sistema minimal de generadores {n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m}, con m> 1. No consideramos
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el caso m = 1, porque en ese caso el semigrupo S es intersección completa, y por tanto
el número de elementos de un sistema minimal de generadores para σ es m = 1 (véase el
próximo capı́tulo dedicado a semigrupos intersección completa).

Al igual que hicimos en su momento para el caso Cohen-Macaulay, vamos a estudiar
los n ∈ S tales que Gn es conexo.

Lema 4.2.1 Si S es Gorenstein y x=máx
⋂r

i=1 S(ni), entonces Gx+nr+i es un grafo conexo.

Demostración: Obsérvese que:

1. Si n j ∈ V(Gx+nr+i), j ∈ {1, . . . ,r}, entonces para cada k ∈ {1, . . . ,r}, k 6= j tal que
nk ∈ V(Gx+nr+i) tenemos que [n j,nk] ∈ E(Gx+nr+i) (esto se debe a que S es Cohen-
Macaulay).

2. Claramente nr+i ∈ V(Gx+nr+i).

3. Como nr+ j ∈
⋂r

i=1 S(ni) y x = máx
⋂r

i=1 S(ni) tenemos que x−nr+ j ∈ S, y por tanto
(x+nr+i)−nr+ j ∈ S. Se tiene ası́ que, nr+ j ∈ V(Gx+nr+i).

4. Para cada j ∈ {1, . . . ,m}, j 6= i, se tiene que (x+nr+i)−nr+ j−nr+i = x−nr+ j ∈ S.

En consecuencia, todos los elementos de {n1, . . . ,nr} ∩ V(Gx+nr+i) están conectados
(tal y como ocurrı́a en el caso Cohen-Macaulay). Lo mismo ocurre con el conjunto
V(Gx+nr+i)∩{nr+1, . . . ,nr+m}. Esto implica que el número de componentes conexas de
Gx+nr+i es menor o igual que dos.

Veamos que Gx+nr+i tiene exactamente una componente conexa. Supongamos que no
es ası́. Tómese y ∈

⋂r
i=1 S(ni)\{x}. Como x es mayor que y, existe s ∈ S tal que y+ s = x.

El elemento s tiene que estar en
⋂r

i=1 S(ni), y en consecuencia, deben existir dr+ j ∈N, j ∈
{1, . . . ,m} tales que s = dr+1nr+1 + · · ·+ dr+mnr+m. Si y+ nr+i 6∈

⋂r
i=1 S(ni), entonces

existen ck ∈ N, k ∈ {1, . . . ,r+m} tales que

y+nr+i = c1n1 + · · ·+ crnr + cr+1nr+1 + · · ·+ cr+mnr+m,

con c1 + · · ·+ cr > 0 (ya que y+nr+i 6∈
⋂r

i=1 S(ni)). Esto implica que,

x+nr+i = y+s+nr+i = c1n1+ · · ·+crnr +(cr+1+dr+1)nr+1+ · · ·+(cr+m+dr+m)nr+m.

Como hemos supuesto que el número de componentes conexas es dos, cr+1 +dr+1 =
· · ·= cr+m+dr+m = 0. Esto lleva a que s= 0 y en consecuencia x= y, lo cual es imposible.
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Por tanto, y+ nr+i ∈
⋂r

i=1 S(ni) para todo y ∈
⋂r

i=1 S(ni) \ {x}. De este hecho se deduce
que existe k ∈ N tal que

r⋂
i=1

S(ni) = {0,nr+i, . . . ,knr+i = x}.

Pero nr+ j ∈
⋂r

i=1 S(ni) para j > 0 y esto conducirı́a a que nr+ j = tnr+i, para un cierto
t ∈ N, lo que es una contradicción con el hecho de que {n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m} es un
sistema minimal de generadores para S. Con esto tenemos que el número de componentes
conexas es uno. �

Con este resultado estamos en condiciones de dar la cota antes mencionada

Teorema 4.2.2 Si S es Gorenstein y ρ es un sistema minimal de generadores para la
congruencia asociada a S, entonces

#ρ≤ (2d−m)(m−1)
2

+2−m,

con d = #
⋂r

i=1 S(ni).

Demostración: Recordemos que en su momento dimos la cota para el caso Cohen-
Macaulay acotando el número de elementos que hay en ciertos conjuntos que denota-
bamos por Dk (véase 3.2.5 en el capı́tulo anterior). La idea que vamos a seguir para
demostrar el presente resultado es ver que, en el caso Gorenstein, dichos subconjuntos
tienen un elemento menos que en el caso Cohen-Macaulay general. Dicho elemento es
x = máx

⋂r
i=1 S(ni). Para ello, como Dk ⊆

⋂k−1
i=1 S(ni), basta probar que x 6∈

⋂k−1
i=1 S(ni)

(r+ 1 ≤ k < r+m). Como x = máx
⋂r

i=1 S(ni), x− nr+ j ∈ S, para todo j ∈ {1, . . . ,m}.
Esto implica que x 6∈ S(nr+ j) para todo j ∈ {1, . . . ,m}. Por otro lado, x 6∈ {nr+1, . . . ,nr+m}
(en otro caso {n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m} no serı́a un sistema minimal de generadores de
S, por ser x = máx

⋂r
i=1 S(ni)).

Por tanto, tal y como se demostró en 3.2.6, Dk ⊆
⋂r

i=1 S(ni) \ {0,nr+1, . . . ,nk−1,x} y
en consecuencia

#ρ≤ 1+
m−1

∑
i=1

(d− i−1) =
(2d−m)(m−1)

2
+2−m.

�
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4.3. Semigrupos afines, simpliciales y Gorenstein de
máxima codimensión

Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 ⊂Nr un semigrupo simplicial tal que
⋂r

i=1 S(ni) =
{0,x1, . . . ,xd−1}. Recordemos que por ser {n1, . . . ,nr+m} un sistema minimal de genera-
dores, m tiene que ser menor o igual que d−1. Veamos que si el semigrupo S es Gorens-
tein, entonces m tiene que ser estrictamente menor que d−1.

Lema 4.3.1 Si S es Gorenstein, entonces m < d− 1, con d = #
⋂r

i=1 S(ni). (Nótese que
estamos considerando m > 1.)

Demostración:
Sabemos que m ≤ d − 1. Supongamos que m = d − 1. Entonces

⋂r
i=1 S(ni) =

{0,nr+1, . . . ,nr+d−1}. Como S es Gorenstein, debe existir i ∈ {1, . . . ,d − 1}, tal que
nr+i = máx

⋂r
i=1 S(ni). Esto significa, que para cada j ∈ {1, . . . ,d − 1}, j 6= i, existe

s j ∈ S tal que nr+ j + s j = nr+i. Obsérvese que s j tiene que estar en
⋂r

i=1 S(ni). Por tan-
to, debe existir un k tal que s j = nr+k, y esto es una contradicción con el hecho de que
{n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m} es un sistema minimal de generadores de S.

�

Del resultado anterior se deduce que, si queremos considerar semigrupos Gorenstein
de máxima codimensión, tenemos que considerar semigrupos Gorenstein con m = d−2.

El siguiente teorema nos dice el número de elementos de un sistema minimal de gene-
radores para la congruencia asociada a S, si éste es Gorenstein de máxima codimensión.
La cota alcanzada es aún más fina que la conseguida en el capı́tulo anterior para semigru-
pos Cohen-Macaulay.

Teorema 4.3.2 Sea S un semigrupo afı́n, simplicial y Gorenstein de máxima codimensión
(m = d−2). Entonces, #ρ = (d−1)(d−2)/2−1.

Demostración: Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉. Como S es Gorenstein de máxima
codimensión,

⋂r
i=1 S(ni) = {0,nr+1, . . . ,nr+m,x}, con x = máx

⋂r
i=1 S(ni). Para calcular

#ρ, tenemos que ver para qué n ∈ S, Gn no es conexo. Si Gn no es conexo, entonces, por
3.2.2, n = y+nr+ j con y ∈

⋂r
i=1 S(ni). Nótese además que, por 4.2.1, y 6= x. Por tanto, si

Gn no es conexo, entonces n = nr+i +nr+ j, para algunos i, j ∈ {1, . . . ,m}. Probemos que
el recı́proco también es cierto. Tómese i, j ∈ {1, . . . ,m}, probemos que Gnr+i+nr+ j no es
conexo. Hay que tener en cuenta dos posibles casos:
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1. Si nr+i +nr+ j ∈
⋂r

i=1 S(ni), entonces, al ser {n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m} un sistema
minimal de generadores para S y

⋂r
i=1 S(ni) = {0,nr+1, . . . ,nr+m,x}, tenemos que

nr+i + nr+ j = x. Por estar x en
⋂r

i=1 S(ni), tenemos que {n1, . . . ,nr}∩V(Gx) = /0.
Nótese que, como x = máx

⋂r
i=1 S(ni), entonces para cada l ∈ {1, . . . ,m}, existe un

k ∈ {1, . . . ,m} tal que nr+l +nr+k = x. Esto implica que V(Gx) = {nr+1, . . . ,nr+m}
y que E(Gx) = {nr+lnr+k : nr+l +nr+k = x}.

2. Si nr+i+nr+ j 6∈
⋂r

i=1 S(ni), procedemos como en 3.3.1 y obtenemos que Gnr+i+nr+ j

no es conexo con una componente conexa cuyos vértices están en {n1, . . . ,nr}.

Por tanto, para cada n= nr+i+nr+ j, #ρn es igual al número de expresiones de la forma
n = nr+l +nr+k, l,k ∈ {1, . . . ,m}, si n 6= x, y es igual al número de expresiones de ese tipo
menos uno, si n = x (esto se debe al hecho de que si n 6= x, hay una componente extra cu-
yos vértices están contenidos en {n1, . . . ,nr}). Por tanto, debemos contar las expresiones
de la forma nr+i +nr+ j, 1≤ i, j ≤ m y quitar una, obteniendo (d−1)(d−2)/2−1.

�

Al igual que vimos en el capı́tulo anterior, si se alcanza la cota, entonces el semigrupo
es de máxima codimensión.

Teorema 4.3.3 Si S es Gorenstein y #ρ = (d−1)(d−2)/2−1, entonces S es de máxima
codimensión (m = d−2).

Demostración: Por 4.2.2, sabemos que #ρ≤ (2d−m)(m−1)/2−2−m, lo que conduce
a que

(d−1)(d−2)
2

−1≤ (2d−m)(m−1)
2

+2−m.

Haciendo algunos cálculos elementales obtenemos que

m2 +m(1−2d)+d2−d−4≤ 0,

lo que implica (tras resolver la inecuación) que m ∈ [d − 2,d + 1], y como, por 4.3.1,
m < d−1 tenemos que m = d−2. �

En el capı́tulo anterior mostramos cómo contruir semigrupos afines, simpliciales y
Cohen-Macaulay de máxima codimensión a partir de un semigrupo que no es de máxi-
ma codimensión. La idea era considerar el semigrupo generado por los rayos extrema-
les y los elementos de la intersección de los conjuntos de Apéry de los rayos extre-
males, sumados a un rayo extremal arbitrario pero fijo. En el caso de semigrupos Go-
renstein, no podemos añadir todos los elementos de

⋂r
i=1 S(ni) sumado un rayo extre-

mal. Esto se debe a que, si bien el resultado serı́a Cohen-Macaualay, no podrı́a ser Go-
renstein, ya que la intersección de los conjuntos de Apéry de los rayos extremales del



CAPÍTULO 4. SEMIGRUPOS AFINES SIMPLICIALES QUE SON GORENSTEIN (71)

semigrupo resultante no tendrı́a un elemento maximal. Lo que se hace en el caso Go-
renstein, siempre que queramos obtener un semigrupo Gorenstein de máxima codimen-
sión, es no tomar la suma de un generador con el máximo de

⋂r
i=1 S(ni). Concretemos

más esta idea. Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 ⊂ Nr un semigrupo simplicial Go-
renstein tal que

⋂r
i=1 S(ni) = {0,x1, . . . ,xd−1} y sea xd−1 = máx

⋂r
i=1 S(ni). Definimos

S = 〈n1, . . . ,nr,n1+x1, . . . ,n1+xd−2〉. Es fácil de probar, tal y como hicimos en 3.3.3 que

1. El conjunto {n1, . . . ,nr,n1 +x1, . . . ,n1 +xd−2} es un sistema minimal de generado-
res de S.

2. El semigrupo S es simplicial.

Teorema 4.3.4 Bajo las hipótesis anteriores se tiene que,

r⋂
i=1

S(ni) = {0,n1 + x1, . . . ,n1 + xd−2,2n1 + xd−1}.

Demostración: La demostración es directa usando que {0,n1 + x1, . . . ,n1 + xd−2,2n1 +
xd−1} es un sistema completo módulo G(S) y el resultado 3.3.8. �

Corolario 4.3.5 Bajo las hipótesis anteriores, S es Gorenstein.

Demostración: Usando 3.1.6, es fácil probar que S es Cohen-Macaulay. También está cla-
ro que 2n1 + xd−1 = máxS

⋂r
i=1 S(ni), porque xd−1 = máxS

⋂r
i=1 S(ni). �

Por último, podemos construir algunos ejemplos de semigrupos afines, simpliciales
y Gorenstein de máxima codimensión tomando subconjuntos de Im(µ) (véase la sección
3.3.1) que son sistemas completos módulo G({n1, . . . ,nr}), pero con un elemento maxi-
mal.

Ejemplo 4.3.6 Sean n1 = (2,0) y n2 = (0,3). Tenemos que

Im(µ) = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)}.

Sea
S = 〈(2,0),(0,3),(3,0),(3,1),(2,1),(2,2)〉

(nótese que no hemos tomado como generador a (3,2) = (2,0)+ (1,2)). Veamos que es
Gorenstein. Lo primero que vamos a ver es que
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r⋂
i=1

S(ni) = {(0,0),(3,0),(3,1),(2,1),(2,2),(5,2)},

y para ello vamos a usar 3.3.8. Al ser

(3,0)+(3,1)− (2,1) ∈ 〈n1,n2〉
(3,0)+(2,1)− (3,1) ∈ 〈n1,n2〉
(3,0)+(2,2)− (5,2) ∈ 〈n1,n2〉
(3,0)+(5,2)− (2,2) ∈ 〈n1,n2〉
(3,1)+(2,1)− (5,2) ∈ 〈n1,n2〉
(3,1)+(2,2)− (3,0) ∈ 〈n1,n2〉
(3,1)+(5,2)− (2,1) ∈ 〈n1,n2〉
(2,1)+(2,2)− (0,0) ∈ 〈n1,n2〉
(2,1)+(5,2)− (3,0) ∈ 〈n1,n2〉
(2,2)+(5,2)− (3,1) ∈ 〈n1,n2〉
(3,0)+(3,0)− (0,0) ∈ 〈n1,n2〉
(3,1)+(3,1)− (2,2) ∈ 〈n1,n2〉
(2,1)+(2,1)− (2,2) ∈ 〈n1,n2〉
(2,2)+(2,2)− (2,1) ∈ 〈n1,n2〉
(5,2)+(5,2)− (2,1) ∈ 〈n1,n2〉

tenemos que se verifica el segundo apartado de 3.3.8, y por tanto el segundo apartado de
la definición de sistema completo (el primer apartado de la definición de sistema completo
también se verifica). Tenemos ası́ que

r⋂
i=1

S(ni) = {(0,0),(3,0),(3,1),(2,1),(2,2),(5,2)},

y por tanto S es Cohen-Macaulay (por ser
⋂r

i=1 S(ni) un sistema completo módulo
G({n1,n2})). Además, está claro que

(5,2)− (0,0) ∈
⋂r

i=1 S(ni)
(5,2)− (3,0) ∈

⋂r
i=1 S(ni)

(5,2)− (3,1) ∈
⋂r

i=1 S(ni)
(5,2)− (2,1) ∈

⋂r
i=1 S(ni)

(5,2)− (2,2) ∈
⋂r

i=1 S(ni)

con lo que
⋂r

i=1 S(ni) tiene máximo y por tanto S es Gorenstein.
Calculemos ahora un sistema minimal de generadores para σ. Vamos a usar para ello

el algoritmo del primer capı́tulo junto con las ideas vistas en este capı́tulo, que hacen que
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busquemos n ∈ S cuyo grafo es no conexo sólo en el conjunto de elementos de la forma
s+nr+ j con s ∈

⋂r
i=1 S(ni), s 6= x = (5,2) y 1≤ j ≤ 4. Dicho conjunto es

{(6,0),(6,1),(5,1),(5,2),(6,2),(5,3),(4,2),(4,3),(4,4)}

Calculamos los grafos asociados a dichos elementos, y tenemos:
Grafo Componentes conexas Relatores
G(6,0) {(2,0)},{(3,0)} 3e1 = 2e3
G(6,1) {(2,0),(2,1)},{(3,0),(3,1)} 2e1 + e5 = e3 + e4
G(5,1) {(2,0),(3,1)},{(3,0),(2,1)} e1 + e4 = e3 + e5
G(5,2) {(3,1),(2,1)},{(3,0),(2,2)} e4 + e5 = e3 + e6
G(6,2) {(2,0),(2,2),(2,1)},{(3,1)} 2e1 + e6 = 2e4
G(5,3) {(2,0),(0,3),(3,0)},{(3,1),(2,2)} e1 + e2 + e3 = e4 + e6
G(4,2) {(2,0),(2,2)},{(2,1)} e1 + e6 = 2e5
G(4,3) {(2,0),(0,3)},{(2,1),(2,2)} 2e1 + e2 = e5 + e6
G(4,4) {(2,0),(2,1),(0,3)},{(2,2)} e1 + e2 + e5 = 2e6

De esta forma #ρ = 9 = (d− 1)(d− 2)/2− 1. Obsérvese que en el caso Gorenstein
(d−1)(d−2)/2 6= (2d−m)(m−1)/2+2−m.
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Capı́tulo 5

Pegada de semigrupos afines

Introducción
En este capı́tulo, vamos a definir el concepto de pegada de semigrupos afines. Los

resultados aquı́ expuestos serán imprescindibles para el desarrollo del siguiente capı́tulo.
El concepto de pegada de semigrupos radica en la siguiente idea. Un semigrupo es

pegada de dos subsemigrupos suyos cuando podemos obtener un sistema de generadores
para la congruencia asociada al semigrupo y dos subconjuntos del sistema de generadores
del semigrupo, de forma que los relatores del semigrupo se dividen en tres conjuntos: unos
que relacionan generadores del primer subconjunto, otros que relacionan elementos del
segundo subconjunto y por último uno que relaciona elementos del primer subconjunto
con el segundo.

A lo largo de este capı́tulo vamos a suponer que el semigrupo S ⊂ Nr está generado
(minimalmente) por A = {n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m}. Como es costumbre definimos el
morfismo

ϕ : Nr+m→ S
ϕ(a1, . . . ,ar+m) = ∑

r+m
i=1 aini.

y denotamos por σ la congruencia núcleo de ϕ. Suponemos, además, que ρ es un sistema
de generadores de σ.

5.1. Pegada de semigrupos afines
Antes de dar la definición concreta de pegada de semigrupos afines, necesitamos in-

troducir alguna notación, que vamos a seguir usando en el siguiente capı́tulo.
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Dado un subconjunto B ( A, B = {ni1, . . . ,nil}, denotamos por σB al subconjunto de
σ formado por los elementos ((a1, . . . ,ar+m),(b1, . . . ,br+m)) de σ tales que a j = b j = 0
para todo j 6∈ {i1, . . . , il}. Dado un elemento n ∈ S, definimos EA(n) = ϕ−1(n) y EB(n) =
ϕ−1(n)∩〈ei1 , . . . ,eil〉. Por último, denotamos por FB al subsemigrupo de Nr+m generado
por {ei1, . . . ,eil}.

Definición 5.1.1 Sea S = 〈A〉 y {A1,A2} una partición de A. El semigrupo S es pegada
de 〈A1〉 y 〈A2〉 si existe un sistema de generadores ρ de σ tal que ρ = ρ1∪ρ2∪{(a,b)},
con ρ1 y ρ2 sistemas de generadores para σA1 y σA2 respectivamente y (0,0) 6= (a,b) ∈ σ

verifica que a ∈ FA1 y b ∈ FA2 .

El siguiente resultado es parte de un resultado más amplio de Rosales que aparece en
[31]:

Teorema 5.1.2 Si {A1,A2} es una partición de A, son equivalentes:

1. El semigrupo S es pegada de 〈A1〉 y 〈A2〉.

2. Existe un sistema de generadores de σ de la forma ρ = ρ1 ∪ ρ2 ∪ {(a,b)}, con
ρ1 ⊆ σA1 , ρ2 ⊆ σA2 , (a,b) ∈ σA, (a,b) 6= (0,0), a ∈ FA1 y b ∈ FA2 .

3. Existe un α ∈ 〈A1〉∩ 〈A2〉 tal que α 6= 0 y G({α}) = G(A1)∩G(A2).

4. Existe un (a,b)∈ σA, (a,b) 6= (0,0), a∈ FA1 , b∈ FA2, tal que ρ = ρ1∪ρ2∪{(a,b)}
es un sistema de generadores de σA para cualesquiera ρ1 y ρ2 sistemas de genera-
dores de σA1 y σA2 respectivamente.

5.2. Un algoritmo para determinar si un semigrupo es
pegada de dos de sus subsemigrupos

Sea A = {n1, ...,np} un subconjunto de Nr \ {0}, A1 = {n1, ...,nk} y A2 =
{nk+1, ...,np}. Para determinar si 〈A〉 es pegada de 〈A1〉 y 〈A2〉 realizaremos los siguientes
pasos:
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1. Calculamos las ecuaciones de G(A1):

a11x1 +a12x2 + . . .+a1rxr ≡ 0 (mod d1)
a21x1 +a22x2 + . . .+a2rxr ≡ 0 (mod d2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 +an2x2 + . . .+anrxr ≡ 0 (mod dn)
an+11x1 +an+12x2 + . . .+an+1nxr = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
at1x1 +at2x2 + . . .+atrxr = 0

2. Calculamos las ecuaciones de G(A2):

b11x1 +b12x2 + . . .+b1rxr ≡ 0 (mod c1)
b21x1 +b22x2 + . . .+b2rxr ≡ 0 (mod c2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bs1x1 +bs2x2 + . . .+bsrxr ≡ 0 (mod cs)
bs+11x1 +bs+12x2 + . . .+bs+1rxr = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bl1x1 +bl2x2 + . . .+blrxr = 0

3. Calculamos la dimensión del subespacio vectorial V de Qr generado por

{(an+11, ...,an+1r), ...,(at1, ...,atr),(bs+11, ...,bs+1r), ...,(bl1, ...,blr)}

4. Si dim(V ) 6= r− 1, entonces 〈A〉 no es pegada de 〈A1〉 y 〈A2〉. En caso contrario,
calculamos (z1, ...,zr) ∈V⊥ tal que

(z1, ...,zr) ∈ Zr, (z1, ...,zr) 6= (0, ...,0) y mcd{z1, ...,zr}= 1.

5. Si existen i, j ∈ {1, ...,r} tales que ziz j < 0, entonces 〈A〉 no es pegada de 〈A1〉 y
〈A2〉. En caso contrario, calculamos la menor solución positiva b del sistema de
congruencias

x(a11 | z1 |+a12 | z2 |+ . . .+a1r | zr |) ≡ 0 (mod d1)
x(a21 | z1 |+a22 | z2 |+ . . .+a2r | zr |) ≡ 0 (mod d2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x(an1 | z1 |+an2 | z2 |+ . . .+anr | zr |) ≡ 0 (mod dn)
x(b11 | z1 |+b12 | z2 |+ . . .+b1r | zr |) ≡ 0 (mod c1)
x(b21 | z1 |+b22 | z2 |+ . . .+b2r | zr |) ≡ 0 (mod c2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x(bs1 | z1 |+bs2 | z2 |+ . . .+bsr | zr |) ≡ 0 (mod cs)

donde | z | es el valor absoluto de z.
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6. Si (b | z1 |, ...,b | zr |) ∈ 〈A1〉
⋂
〈A2〉, entonces 〈A〉 es pegada de 〈A1〉 y 〈A2〉. En caso

contrario, 〈A〉 no es pegada de 〈A1〉 y 〈A2〉.

Antes de justificar el buen funcionamiento del algoritmo que acabamos de exponer,
necesitamos dar un lema previo.

Lema 5.2.1 Sea M un subgrupo de Zr cuyas ecuaciones son

b11x1 +b12x2 + . . .+b1rxr ≡ 0 (mod d1)
b21x1 +b22x2 + . . .+b2rxr ≡ 0 (mod d2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bt1x1 +bt2x2 + . . .+btrxr ≡ 0 (mod dt)
c11x1 + c12x2 + . . .+ c1rxr = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cs1x1 + cs2x2 + . . .+ csrxr = 0

Entonces, existe un elemento α ∈ Zr tal que α 6= 0 y M = G({α}) si y sólo si el
subespacio vectorial V de Qr generado por

{(c11, . . . ,c1r), . . . ,(cs1, . . . ,csr))}

tiene dimensión r−1.

Demostración: Sea V⊥ el espacio ortogonal a V en Qr. Probar que dim(V ) = r−1 equi-
vale a probar que dim(V⊥) = 1. Probemos que el α que buscamos es precisamente una
base de V⊥.

Supongamos que α es tal que G(α) = M. Sea (q1, . . . ,qr)∈V⊥. Por estar qi ∈Q, exis-
ten números enteros hi,ki tales que qi = hi/ki. Claramente d1 · · ·dtk1 · · ·kr(q1, . . . ,qr)∈M,
por lo que existe un z∈Z tal que d1 · · ·dtk1 · · ·kr(q1, . . . ,qr) = zα, por lo que α es un siste-
ma de generadores de V⊥. De este hecho se sigue que dim(V⊥) = 1 y que dim(V ) = r−1.

Supongamos ahora que dim(V⊥) = 1. Podemos tomar (z1, . . . ,zr) ∈ V⊥∩Zr tal que
mcd({z1, . . . ,zr}) = 1 y que V⊥ esté generado por (z1, . . . ,zr). Sea H el conjunto de solu-
ciones enteras de

x(b11z1 +b12z2 + . . .+b1rzr) ≡ 0 (mod d1)
x(b21z1 +b22z2 + . . .+b2rzr) ≡ 0 (mod d2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x(bt1z1 +bt2z2 + . . .+btrzr) ≡ 0 (mod dt).

El conjunto H es un subgrupo (no trivial) de Z, por lo que existe un b ∈ H tal que H
está generado por b como grupo. Sea α = (bz1, . . . ,bzr). Demostremos que M = G(α).
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Sea (a1, . . . ,ar) ∈ M, entonces (a1, . . . ,ar) ∈ V⊥, por lo que existe un q ∈ Q tal que
(a1, . . . ,ar) = q(z1, . . . ,zr). Esto a su vez implica, por la definición de H, que q ∈ H,
por lo que existe c ∈ Z tal que q = cb. Tenemos ası́ que (a1, . . . ,ar) ∈ G(α). Por estar
α ∈M, tenemos que M = G(α). �

Estamos ya en condiciones de comprobar que el algoritmo que hemos presentado
determina si 〈A〉 es o no pegada de 〈A1〉 y de 〈A2〉.

El lema anterior nos asegura que el cuarto paso es correcto, esto es, que si dim(V ) 6=
r−1, entonces se tiene que 〈A〉 no es pegada de 〈A1〉 y de 〈A2〉.

Por otro lado, si existiesen i, j tales que ziz j < 0 entonces G(A1)∩G(A2)∩Nr = {0},
por lo que no verificarı́a las condiciones de 5.1.2. Si se tuviese que para cualesquiera
i, j, ziz j ≥ 0, y dim(V⊥) = 1, entonces tendrı́amos, por lo visto dentro de la demostración
del lema anterior, que G(A1)∩G(A2) =G({(b|z1|, . . . ,b|zr|)}) y por tanto 〈A〉 serı́a pegada
de 〈A1〉 y de 〈A2〉 si y sólo si (b|z1|, . . . ,b|zr|) ∈ 〈A1〉∩ 〈A2〉.

Ejemplo 5.2.2 Sea A= {(8,0),(0,8),(4,4),(5,5),(6,6)} con A1 = {(8,0),(0,8)} y A2 =
{(4,4),(5,5),(6,6)}.

Las ecuaciones de G(A1) son

x1 ≡ 0(mod8)
x2 ≡ 0(mod8)

y la de G(A2) es
x1− x2 = 0

El espacio vectorial V es el espacio generado por {(1,−1)}, y por tanto {(1,1)} es un
sistema de generadores para V⊥. La solución positiva más pequeña para el sistema de
congruencias

x≡ 0(mod8)
x≡ 0(mod8)

es b = 8. Como (8,8) ∈ 〈A1〉∩ 〈A2〉, tenemos que 〈A〉 es pegada de 〈A1〉 y 〈A2〉.
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Capı́tulo 6

Semigrupos afines intersección
completa

Introducción

En este capı́tulo, estudiamos los semigrupos afines que son intersección completa, es-
to es, semigrupos que alcanzan la cota mı́nima para el número de elementos en un sistema
minimal de generadores para la congruencia asociada al semigrupo. Si S es intersección
completa, entonces el anillo de semigrupo K[S] es el anillo de coordenadas de una va-
riedad V que viene parametrizada por monomios y cuyo ideal asociado tiene un sistema
minimal de generadores con el mı́nimo número de generadores posible. El mı́nimo núme-
ro de generadores al que nos referimos es precisamente el número de elementos de un
sistema minimal de generadores de S menos la dimensión de S.

Nuestro objetivo al iniciar el trabajo realizado en este capı́tulo era el de generalizar
los resultados obtenidos por Delorme sobre semigrupos numéricos que son intersección
completa. Delorme demuestra en [10] que un semigrupo numérico es intersección com-
pleta si el conjunto de generadores del semigrupo se puede dividir en dos subconjuntos
de forma que los relatores del semigrupo se dividan en relatores que relacionan elementos
del primer grupo de elementos, relatores del segundo grupo y un relator que relaciona los
del primer grupo con los del segundo, y verificando que los subsemigrupos generados por
los dos subconjuntos son a su vez intersección completa. Tras conseguir generalizar los
resultados de Delorme para los subsemigrupos de N2, resolvimos el caso N3 y el caso
de semigrupos simpliciales en general (nótese que todo semigrupo de dimensión dos es
simplicial). El caso general fue resuelto más adelante haciendo uso de matrices mezcladas
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dominantes, hecho que vamos a exponer en el próximo capı́tulo.

Notación y preliminares
A lo largo de este capı́tulo vamos a suponer que el semigrupo S ⊂ Nr está generado

(minimalmente) por A = {n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m}. Como es costumbre definimos el
morfismo

ϕ : Nr+m→ S
ϕ(a1, . . . ,ar+m) = ∑

r+m
i=1 aini.

y denotamos por σ la congruencia núcleo de ϕ. Suponemos, además, que ρ es un sistema
de generadores de σ.

Los resultados y conceptos expuestos en el capı́tulo anterior son imprescindibles
para el desarrollo del presente capı́tulo, por lo que vamos a recordar la notación que
allı́ adoptamos. Dado un subconjunto B ( A, B = {ni1, . . . ,nil}, denotamos por σB al sub-
conjunto de σ formado por los elementos ((a1, . . . ,ar+m),(b1, . . . ,br+m)) de σ tales que
a j = b j = 0 para todo j 6∈ {i1, . . . , il}. Dado un elemento n∈ S, definimos EA(n) = ϕ−1(n)
y EB(n) = ϕ−1(n)∩〈ei1, . . . ,eil〉. Por último definimos

A(B) = {n ∈ 〈B〉 : n−a ∈ S, para algún a ∈ A\B},
y denotamos por M(B) al conjunto de elementos minimales de A(B) respecto del orden
parcial usual de Nr.

El siguiente lema es fundamental para el desarrollo de los resultados obtenidos en este
capı́tulo. Su importancia se verá más adelante. Como veremos, este lema se utiliza para
demostrar que hay determinados relatores en ρ.

Lema 6.0.3 Si A(B) 6= /0, entonces para todo n ∈ M(B), existen nB ∈ EB(n) y nA ∈
EA(n)\EB(n) tal que (nB,nA) ∈ ρ∪ρ−1.

Demostración:
Supongamos, sin pérdida de generalidad que B = {n1, . . . ,nk} y que por tanto A\B =

{nk+1, . . . ,nr+m}. Sea n ∈M(B), entonces n ∈ 〈B〉, y por tanto existen h1, . . . ,hk ∈ N,
tales que n = h1n1 + · · ·+hknk. Más aún, existe ni ∈ A\B tal que n−ni ∈ S, y por tanto
existen h′1, . . . ,h

′
r+m ∈ N tales que n = h′1n1 + · · ·+ h′r+mnr+m, con h′i 6= 0. Tenemos, en

consecuencia, que ((h1, . . . ,hk,0, . . . ,0),(h′1, . . . ,h
′
r+m)) ∈ σ. Por estar generado σ por ρ,

tenemos que deben existir v0, . . . ,vl ∈ Nr+m tales que

(h1, . . . ,hk,0, . . . ,0) = v0,
(h′1, . . . ,h

′
r+m) = vl y

(ve,ve+1) ∈ (2ρ) para todo 0≤ e≤ l−1.



CAPÍTULO 6. SEMIGRUPOS AFINES INTERSECCIÓN COMPLETA (83)

Supongamos que ve = (ve1, . . . ,ver+m). Como vl = (h′1, . . . ,h
′
r+m) y h′i 6= 0, con i ∈

{k+1, . . . ,r+m}, tenemos que existe

t = mı́n{e ∈ {0, . . . , l} : veq 6= 0 para algún q ∈ {k+1, . . . ,r+m}}.

Claramente, vt−1 ∈EB(n) y vt ∈EA(n)\EB(n). Veamos que (vt−1,vt)∈ ρ∪ρ−1. Como
(vt−1,vt) ∈ (2ρ), entonces existe (u,v) ∈ ρ∪ ρ−1 ∪ δ y w ∈ Nr+m tal que (vt−1,vt) =
(u+w,v+w). Obsérvese que:

1. (u,v) 6∈ δ, ya que vt−1 6= vt .

2. Si w = (w1, . . . ,wr+m), entonces wk+1 = · · · = wr+m = 0, por ser u+w = vt−1 ∈
EB(n).

3. w1 = · · ·=wk = 0, ya que de no ser ası́, existirı́a s∈ {1, . . . ,k} tal que ws 6= 0, lo que
implicarı́a que vt−1s 6= 0 6= vts. Esto lleva a que n− ns ∈ 〈B〉. Por otro lado, como
vtq 6= 0, para algún q ∈ {k+1, . . . ,r+m}, tenemos que n−ns−nq ∈ S, lo que lleva
a que n−ns ∈ A(B), que es una contradicción con el hecho de que n ∈M(B).

Podemos concluir, por lo visto, que w = 0, y en consecuencia, (vt−1,vt) = (u,v) ∈
ρ∪ρ−1. �

Ejemplo 6.0.4 Sea S = 〈(2,0),(0,3),(1,2),(2,1)〉. El elemento 3(2,1) = 3(2,0) +
1(0,3) está en M({(2,1)}) por lo que, usando lo expuesto en la demostración de 6.0.3,
tenemos que ((3,1,0,0),(0,0,0,3)) ∈ ρ∪ρ−1.

6.1. Semigrupos afines simpliciales que son intersección
completa

En esta sección, vamos a considerar semigrupos S tales que LQ+({n1, . . . ,nr}) =
LQ+(S), a saber, semigrupos afines simpliciales. Vamos a suponer también que m > 0,
ya que si m = 0, entonces trivialmente S es intersección completa. Nótese que, ba-
jo estas hipótesis, si S es intersección completa, entonces podemos tomar ρ tal que
#ρ = r+m− r = m.

Lo primero que vamos a hacer es buscar elementos en ρ, y para ello vamos a usar
6.0.3. Por tanto, tenemos que encontrar subconjuntos B de A, tales A(B) no sea vacı́o.

Lema 6.1.1 Sea B ( A. Si B∩{n1, . . . ,nr}= /0 ó {n1, . . . ,nr} ⊆ B, entonces A(B) 6= /0.
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Demostración:

1. B∩{n1, . . . ,nr}= /0. Tómese ni ∈B. Como ni ∈ S⊂LQ+({n1, . . . ,nr}), tenemos que
ni se puede poner como combinación lineal con coeficientes racionales positivos de
n1, . . . ,nr. Eliminando los denominadores de dicha combinación lineal, obtenemos
bni = ∑

r
j=1 a jn j, con a j ∈N y 0 6= b ∈N. Como b 6= 0, entonces existe un j tal que

a j 6= 0, lo que implica que bni−n j ∈ S, y por tanto bni ∈A(B) (porque n j ∈ A\B).

2. Si {n1, . . . ,nr} ⊆ B, entonces LQ+(B) = LQ+(A) = LQ+(S). Tómese ni ∈ A\B. Por
ser LQ+(A) = LQ+(B), tenemos que, al igual que antes, ni se puede poner como
combinación lineal con coeficientes racionales positivos de {n1, . . . ,nr}. Eliminan-
do denominadores, tenemos bni = ∑

r
j=1 a jn j, con a j ∈ N y 0 6= b ∈ N. Tenemos

ası́ que bni− ni ∈ S, pero bni− ni = ∑
r
j=1 a jn j− ni, y por estar ∑

r
j=1 a jn j ∈ 〈B〉 y

ni ∈ A\B, tenemos que A(B) 6= /0.

�

Tenemos por tanto, que para los conjuntos B

{n1. . . . ,nr},{nr+1}, . . . ,{nr+m}

el conjunto A(B) es no vacı́o y por tanto, usando 6.0.3, tenemos que cada uno da un
elemento de ρ (en principio no todos los elementos deben ser distintos). Esta idea se
plasma en la siguiente definición.

Definición 6.1.2 Definimos recurrentemente el par (Pk,γk), para cualquier entero natu-
ral k ≥ 1, donde Pk es una partición de A y γk es un subconjunto de ρ, de la siguiente
forma:

P1 = {{n1, . . . ,nr},{nr+1}, . . . ,{nr+m}} y γ1 = /0.

Una vez definido Pk = {B1, . . . ,Bt} y γk, definimos el par (Pk+1,γk+1) de la siguiente
forma:

1. Si existe (nBi,nB j) ∈ ρ con n ∈ Nr+m, i, j ∈ {1, . . . , t}, i 6= j, nBi ∈ EBi(n) y nB j ∈
EB j(n). Entonces, definimos

Pk+1 = {B1, . . . ,Bi−1,Bi∪B j,Bi+1, . . . ,B j−1,B j+1, . . . ,Bt} y

γk+1 = γk∪{(nBi,nB j)}.
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2. En otro caso, definimos Pk+1 = Pk y γk+1 = γk.

Ejemplo 6.1.3 En el primer capı́tulo demostramos que un sistema minimal de generado-
res para la congruencia asociada a

S = 〈(2,0),(0,1),(1,2),(3,1)〉

es

ρ =

{
((1,0,1,0),(0,1,0,1)),((3,2,0,0),(0,0,0,2)),
((2,3,0,0),(0,0,1,1)),((1,4,0,0),(0,0,2,0))

}
.

Tenemos por tanto que

P1 = {{(2,0),(0,1)},{(1,2)},{(3,1)}}, γ1 = /0.

El elemento ((3,2,0,0),(0,0,0,2)) ∈ ρ verifica que (3,2,0,0) ∈ E(B1) y que (0,0,0,2) ∈
E(B3), por lo que podemos tomar

P2 = {{(2,0),(0,1),(3,1)},{(1,2)}},

γ2 = {((3,2,0,0),(0,0,0,2))}.

Tomamos ahora el elemento ((1,4,0,0),(0,0,2,0)) y hacemos

P3 = {{(2,0),(0,1),(3,1),(1,2)}},

y
γ3 = {((3,2,0,0),(0,0,0,2)),((1,4,0,0),(0,0,2,0))}.

Obsérvese que ρ 6= γ3.

La idea que venimos persiguiendo al dar la definición anterior, es la de ir pegando
subconjuntos de la partición de forma que vayan dando elementos de ρ. El siguiente
lema nos asegura, entre otras cosas, que en el caso en que el semigrupo de partida sea
intersección completa, γk coincide con ρ, para algún k.

Lema 6.1.4

1. #γk = (m+1)−#Pk.

2. Si Pk = {B1, . . . ,Bt}, entonces γk ⊆ σB1 ∪ . . .∪σBt .

3. Si (0,0) 6∈ ρ, Pk = {B1, . . . ,Bt} y {n1, . . . ,nr} ⊆ B1, entonces dim(〈Bh〉) = 1 para
todo 2≤ h≤ t.
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4. Si #ρ = m, entonces existe k ∈ N tal que ρ = γk,#Pk = 1 y #Pk−1 = 2.

Demostración: Los dos primeros apartados son consecuencia inmediata de la definición
de (Pk,γk).

Para probar el tercer apartado, vamos a hacer inducción sobre k. El caso k = 1 es
trivial. Si tenemos demostrado el enunciado para k y queremos probarlo para k + 1, el
único caso interesante a tener en cuenta es cuando

Pk+1 = {B1, . . . ,Bi−1,Bi∪B j,Bi+1, . . . ,B j−1,B j+1, . . . ,Bt}

con i, j ∈ {2, . . . , t} e i 6= j, ya que el resto de los casos son de inmediata demostración.
En este caso, existe (nBi,nB j) ∈ ρ con 0 6= n ∈ 〈Bi〉∩ 〈B j〉, nBi ∈ EBi(n) y nB j ∈ EB j(n).
Por ser dim(〈Bi〉) = dim(〈B j〉) = 1, tenemos que existen zi,z j ∈ Z tales que G(Bi) =
G({zi}) y G(B j) = G({z j}). Como n ∈ G(Bi)∩G(B j), deben existir xi,x j ∈ Z tales que
n = xizi = x jz j. Por tanto, rank(G(Bi ∪B j)) = rank(G({zi,z j})) = 1, de lo que se sigue
que dim(〈Bi∪B j〉) = 1.

Para demostrar el último apartado, demostremos que el hecho #Pk ≥ 2 implica forzo-
samente que #Pk+1 < #Pk. Sea Pk = {B1, . . . ,Bt}, el lema 6.0.3 nos asegura que existen

(n1
B1
,n1

A), . . . ,(n
t
Bt
,nt

A) ∈ ρ∪ρ
−1

con ni ∈M(Bi), ni
Bi
∈ EBi(n

i) y ni
A ∈ EA(ni) \ EBi(n

i) para todo 1 ≤ i ≤ t. Sea ζ =

{(n1
B1
,n1

A), . . . ,(n
t
Bt
,nt

A)} y sea β el conjunto que se obtiene de ζ reemplazando (a,b)
por (b,a) si (a,b) 6∈ ρ. Entonces, γk ∪ β ⊆ ρ, y como γk ⊆ σB1 ∪ . . .∪σBt y β∩ (σB1 ∪
. . .∪σBt ) = /0, tenemos que #γk +#β≤ #ρ. Por tanto, m+1− t +#β≤ m, lo que implica
que #β ≤ t− 1 y en consecuencia, existen i, j ∈ {1, . . . .t}, i 6= j tales que (ni

Bi
,n j

B j
) ∈ β.

Concluimos por tanto que #Pk+1 < #Pk. Claramente, se tiene entonces que existe un k ∈N
tal que #Pk = 1 y #Pk−1 = 2. Finalmente, para ese k, se tiene que #γk = m+1−1 = m, y
como γk ⊆ ρ y #ρ = m, tenemos que ρ = γk.

�

Obsérvese que S es intersección completa si y sólo si un sistema minimal de gene-
radores para σ es γm+1. Este hecho proporciona una forma de verificar si un semigrupo
afı́n y simplicial, S, es o no intersección completa. Si S es intersección completa, entonces
Pm = {B1,B2} y por tanto S es pegada de los semigrupos 〈B1〉 y 〈B2〉, ya que γm+1 = ρ

verifica la definición de pegada. Tenemos ası́ el siguiente resultado.

Teorema 6.1.5 Si S es un subsemigrupo simplicial finitamente generado de Nr, entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:
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1. S es un semigrupo intersección completa.

2. Existen S1 y S2 subsemigrupos intersección completa de S tales que dim(S1) = r,
dim(S2) = 1 y S es pegada de S1 y S2.

Este teorema engloba el resultado obtenido por Delorme para semigrupos numéricos
ası́ como para subsemigrupos de N2 (todo subsemigrupo de N2 es simplicial).

Corolario 6.1.6 Un semigrupo numérico es intersección completa si y sólo si es pegada
de dos subsemigrupos suyos que son intersección completa.

Corolario 6.1.7 Si S es un subsemigrupo de N2 y dim(S) = 2, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. S es un semigrupo intersección completa.

2. Existen S1 y S2 subsemigrupos intersección completa de N2 tales que dim(S1) = 2,
dim(S2) = 1 y S es pegada de S1 y S2.

Ejemplo 6.1.8 Sea
S = 〈(2,0),(0,3),(1,2),(2,1)〉.

Tenemos que
P1 = {{(2,0),(0,3)},{(1,2)},{(2,1)}},

γ1 = /0.

El elemento 3(2,1) = 3(2,0)+1(0,3) está en M({(2,1)}) por lo que, usando lo expuesto
en la demostración de 6.0.3, tenemos que ((3,1,0,0),(0,0,0,3)) ∈ ρ∪ρ−1. Tomamos ası́

P2 = {{(2,0),(0,3),(2,1)},{(1,2)}},

γ2 = {((3,1,0,0),(0,0,0,3))}.

Seguimos buscando y vemos que el elemento 2(1,2)∈M({(1,2)}), y una vez más usando
la demostración de 6.0.3, tenemos que (((0,1,0,1),(0,0,2,0)) ∈ ρ∪ρ−1.

De esta forma
P3 = {{(2,0),(0,3),(2,1),(1,2)}}

y
γ3 = {((3,1,0,0),(0,0,0,3)),((0,1,0,1),(0,0,2,0))}.

Veamos si S es intersección completa. Para ello comprobemos que S es pegada de
〈A1〉 y 〈A2〉, con A1 = {(2,0),(0,3),(2,1)} y A2 = {(1,2)}, y luego que tanto 〈A1〉 como
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〈A2〉 son intersección completa. Para ver si S es pegada de 〈A1〉 y 〈A2〉, vamos a usar el
algoritmo expuesto para tal fin en el capı́tulo anterior.

Si calculamos las ecuaciones de G(A1) y de G(A2), obtenemos

G(A1)≡ {x1−2x2 ≡ 0(mod2)

G(A2)≡ {−2x1 + x2 = 0

El espacio vectorial V está generado por (−2,1) por lo que dim(V ) = 1 = r− 1.
Tomamos (z1,z2) = (1,2) =V⊥. Tenemos que calcular la menor solución positiva, b, del
sistema de congruencias:

x(1 ·1−2 ·2)≡ 0(mod 2)

Tenemos ası́ que b = 2, y como 2 · (1,2) ∈ 〈A1〉 ∩ 〈A2〉, S es pegada de 〈A1〉 y 〈A2〉.
Veamos ahora si 〈A1〉 y 〈A2〉 son intersección completa. Claramente 〈A2〉 es intersección
completa. Para ver si 〈A1〉 es intersección completa, comprobemos si 〈A1〉 es pegada de
〈B1〉 y 〈B2〉, con B1 = {(2,0),(0,3)} y B2 = {(2,1)}, y que tanto 〈B1〉 como 〈B2〉 son
intersección completa.

Las ecuaciones de G(B1) son

G(B1)≡ {3x1−2x2 ≡ 0(mod 6)

y las de G(B2) son
G(B2)≡ {x1−2x2 = 0

El espacio vectorial V está generado por {(1,−2)}, por lo que podemos tomar (z1,z2) =
(2,1) ∈V⊥. La menor solución para la congruencia

x(3 ·2−2 ·1)≡ 0(mod 6)

es b = 3, y como tenemos que 3(2,1) ∈ 〈B1〉∩ 〈B2〉, entonces 〈A1〉 es pegada de 〈B1〉 y
〈B2〉. Como tanto 〈B1〉 como 〈B2〉 son intersección completa, 〈A1〉 es intersección com-
pleta. Con esto concluimos que S es intersección completa.

Ejemplo 6.1.9 Consideremos ahora el semigrupo

S = 〈(2,0),(0,2),(3,0),(2,1),(3,1)〉.

Veamos si es intersección completa.

P1 = {{(2,0),(0,2)},{(3,0)},{(2,1)},{(3,1)}}, γ1 = /0.
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El elemento (6,0) está en M({(3,0)}). Siguiendo la demostración de 6.0.3, obtenemos
que ((3,0,0,0,0),(0,0,2,0,0)) ∈ ρ∪ρ−1. Tenemos ası́,

P2 = {{(2,0),(0,2),(3,0)},{(2,1)},{(3,1)}},

γ2 = {((3,0,0,0,0),(0,0,2,0,0))}.
Buscamos un elemento de M({(2,1)}) y obtenemos el (4,2), lo que nos lleva a que

((2,1,0,0,0),(0,0,0,2,0)) ∈ ρ∪ρ−1. En consecuencia,

P3 = {{(2,0),(0,2),(3,0),(2,1)},{(3,1)}},

γ3 = {((3,0,0,0,0),(0,0,2,0,0)),((2,1,0,0,0),(0,0,0,2,0))}.
Por último, tenemos que (6,2) ∈ M({(3,1)}, que nos da un nuevo relator:
((0,1,2,0,0),(0,0,0,0,2)) ∈ ρ∪ρ−1. Llegamos a

P4 = {{(2,0),(0,2),(3,0),(2,1),(3,1)}},

γ4 =

{
((3,0,0,0,0),(0,0,2,0,0)),((2,1,0,0,0),(0,0,0,2,0)),

((0,1,2,0,0),(0,0,0,0,2))

}
.

Si S fuese intersección completa, entonces γ4 serı́a un sistema minimal de generadores
de σ. De ser ası́, S serı́a pegada de 〈(2,0),(0,2),(3,0),(2,1)〉 y de 〈(3,1)〉. Y dichos
semigrupos tendrı́an que ser intersección completa. Veamos si es ası́.

Sea A1 = {(2,0),(0,2),(3,0),(2,1)} y A2 = {(3,1)}. Como G(A1) = Z2, G(A1) no
tiene ecuaciones. Las ecuaciones de G(A2) son

G(A2)≡ {x−3y = 0

El espacio vectorial V está generado por {(1,−3)} y su ortogonal por (3,1). Como no
hay congruencias, el elemento menor entero positivo que es solución de las congruencias
es b = 1. Como 1(3,1) 6∈ 〈A1〉∩〈A2〉, tenemos que S no es pegada de 〈A1〉 y de 〈A2〉, por
lo que S no es intersección completa.

6.2. Subsemigrupos de N3 que son intersección completa
En esta sección, estudiamos los subsemigrupos de N3 que son intersección completa,

dando un método para reconocer si un subsemigrupo de N3 es o no intersección completa,
tal y como se hizo en la sección anterior para semigrupos simpliciales. Demostraremos
además que los subsemigrupos de N3 con más de cuatro rayos extremales no pueden ser
intersección completa.
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Si el semigrupo a considerar tuviese dimensión uno o dos, entonces serı́a isomorfo
a un semigrupo numérico o a un subsemigrupo de N2, y por tanto podrı́amos aplicar
los resultados vistos en la sección anterior. Por tanto, nos vamos a centrar en el caso
dim(S) = 3.

Sea π el plano afı́n de Q3 definido por la ecuación π ≡ x+ y+ z = 1. Para cada ni ∈
A, π∩LQ+({ni}) es un punto, que vamos a denotar por pi. Claramente, P= π∩LQ+(S) es
la clausura convexa en el plano π de los puntos pi. Es más, P es un polı́gono. Sea B⊆ A tal
que tenga mı́nima cardinalidad entre los subconjuntos C de A tales que LQ+(C) =LQ+(S).
El conjunto de los pi asociados a los elementos de B es por tanto el conjunto de vértices
de P, y el número de lados de P es igual al cardinal de B, que es a su vez el número de
rayos extremales de LQ+(S). Decimos por tanto que LQ+(S) tiene #B caras y que ni y n j
están en la misma cara de LQ+(S), si pi y p j forman un lado de P.

Lema 6.2.1 Si ni,n j ∈ A no están en la misma cara de LQ+(A) entonces

LQ+({ni,n j})∩LQ+(A\{ni,n j}) 6= {0}.

Demostración:
Si se diese que LQ+({ni,n j}) ∩ LQ+(A \ {ni,n j}) = {0}, entonces el segmento

LQ+({ni,n j})∩ π = pi p j y el polı́gono (o segmento) LQ+(A \ {ni,n j})∩ π son disjun-
tos en π. Esto implica que pi p j es una lado de P. �

(Obsérvese que puede darse que LQ+({ni,n j})∩LQ+(A\{ni,n j}) 6= {0} y que ni,n j
estén en la misma cara.)

Vamos a dividir el estudio de los subsemigrupos de N3 tridimensionales en los si-
guientes casos:

1. El cono LQ+(S) tiene tres caras.

2. El cono LQ+(S) tiene cuatro caras.

3. El cono LQ+(S) tiene más de cuatro caras.

El primer caso es un caso particular del problema estudiado en la sección anterior, ya
que en este caso el semigrupo es simplicial. Por otro lado, estos tres casos cubren todas
las posibilidades para semigrupos de N3 con dimensión tres.
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6.2.1. Conos con cuatro caras
En esta sección, estudiamos los subsemigrupos de N3 tales que su cono asocia-

do tiene cuatro caras. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que LQ+(S) =
LQ+({n1,n2,n3,n4}), y que ni+1,ni+2 (tomando los ı́ndices módulo cuatro) están en la
misma cara de LQ+(S). Tal y como hicimos en la sección anterior, vamos a introducir
una partición P1 de A para poder determinar cuándo un semigrupo, con las mismas carac-
terı́sticas antes señaladas, es intersección completa. Para crear una partición que cumpla
las funciones de la presentada para semigrupos simpliciales, tenemos que asegurar que los
elementos de dicha partición (y de la secuencia de particiones) verifican que A(B) 6= /0.

Tal y como ocurre con el caso en que el semigrupo tenga sólo tres generadores, en el
caso en que sólo tenga cuatro generadores y éstos sean rayos extremales, el semigrupo en
cuestión es intersección completa.

Lema 6.2.2 Si S = 〈n1,n2,n3,n4〉 y LQ+(S) tiene cuatro caras, entonces S es intersección
completa.

Demostración:
Como n1,n2,n3,n4 son linealmente dependientes en Q3, debe existir una combinación

lineal con coeficientes racionales q1n1 + q2n2 + q3n3 + q4n4 = 0. Es más, q1q2q3q4 6=
0, por tener LQ+(S) cuatro caras y ser por tanto los generadores tres a tres linealmente
independientes. Eliminando denominadores, obtenemos

z1n1 + z2n2 + z3n3 + z4n4 = 0,zi ∈ Z\{0}. (6.1)

Esta expresión es única salvo producto por escalares, ya que las coordenadas de n1
son únicas respecto de la base {n2,n3,n4}. Sea J = {i ∈ {1,2,3,4} : zi > 0}. Como no
todos los zi pueden ser negativos, ya que en ese caso (6.1) serı́a negativa, se tiene que
J 6= /0. Nótese también que #J = 2, ya que en caso contrario uno de los generadores se
podrı́a poner como combinación positiva del resto, lo que es una contradicción con el
hecho de que LQ+(S) tenga cuatro caras. Tómese C = {n j : j ∈ J}, tenemos entonces
que ∑ j∈J z jn j ∈ 〈C〉∩ 〈A \C〉. Por otro lado, se tiene claramente que rank(G(C)∩G(A \
C)) = 1, y por tanto existe z ∈ Z3 tal que G(C)∩G(A \C) = G({z}). En consecuencia,
z = ∑ j∈J x jn j = ∑i 6∈J xini, con xi ∈Z. Esto lleva a que ∑ j∈J x jn j+∑i6∈J(−xi)ni = 0. Como
(6.1) es única salvo multiplicación por escalares, tiene que existir un elemento q ∈Q, tal
que x j = qz j para todo j ∈ J y −xi = qzi, para todo i 6∈ J. Esto implica que podemos
tomar z ∈ N3 (podemos elegir entre z y −z) y z ∈ 〈C〉∩ 〈A\C〉. Por 5.1.2, tenemos que S
es pegada de 〈C〉 y 〈A\C〉, y como 〈C〉 y 〈A\C〉 son intersección completa (son isomorfos
a N2), tenemos que S es intersección completa. �
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Ejemplo 6.2.3 Sea

S = 〈(1,0,0),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,1)〉.

Se observa fácilmente que LQ+(S) tiene cuatro caras. Sea A1 = {(1,0,0),(0,1,1)} y
A2 = {(0,1,0),(1,0,1)}. Veamos que S es pegada de A1 y de A2. De hecho, la pegada es
la que da precisamente el único relator que genera a la congruencia asociada a S.

Las ecuaciones de G(A1) y G(A2) son las siguientes:

G(A1)≡ {−x2 + x3 = 0

G(A2)≡ {−x1 + x3 = 0

El espacio vectorial V está generado por {(0,−1,1),(−1,0,1)}. Por tanto, V⊥

está generado por {(1,1,1)}. Como no hay congruencias, la menor solución positiva
posible a un sistema con cero congruencias es b = 1. Como 1(1,1,1) ∈ 〈A1〉∩ 〈A2〉, te-
nemos que S es pegada de 〈A1〉 y de 〈A2〉. Como además 〈A1〉 y 〈A2〉 son intersección
completa, S es intersección completa. (El que 〈A1〉 sea intersección completa, se debe a
que (1,0,0) y (0,1,1) son linealmente independientes, por lo que no puede haber ningún
relator relacionándolos, con lo que el número de relatores es 0 = dim(〈A1〉)−2. Lo mis-
mo ocurre con 〈A2〉.)

Nótese además que la elección de A1 y de A2 no es fortuita, ya que el que (1,0,0)
y (0,1,1) no estén en la misma cara de LQ+(S) hace que exista realmente una pegada.
Si hubiesemos tomado A1 = {(1,0,0),(0,1,0)} y A2 = {(0,1,1),(1,0,1)}, las cosas no
hubiesen funcionado.

El siguiente lema da lugar a la partición a la que nos referı́amos al principio de es-
ta sección. Como ya hemos estudiado el caso de cuatro generadores, a partir de ahora
consideraremos semigrupos con más de cuatro generadores.

Lema 6.2.4 Sea B ( A verificando alguna de las condiciones siguientes:

1. {n1,n2,n3,n4}∩B = /0.

2. {n1,n2,n3,n4} ⊆ B.

3. {n1,n3} ⊆ B y {n2,n4}∩B = /0.

4. {n2,n4} ⊆ B y {n1,n3}∩B = /0.

Entonces A(B) 6= /0.
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Demostración: Para los casos del primer y segundo apartados, la demostración es análoga
a la realizada en 6.1.1. Los dos últimos apartados son una consecuencia inmediata del
lema 6.2.1.

�

Estamos ya en condiciones de definir la secuencia de particiones y conjuntos de rela-
tores.

Definición 6.2.5 Definimos recurrentemente el par (Pk,γk), para todo k≥ 1, donde Pk es
una partición de A y γk es un subconjunto de ρ:

P1 = {{n1,n3},{n2,n4},{n5}, . . . ,{n3+m}} and γ1 = /0.

Una vez definido Pk = {B1, . . . ,Bt} y γk, definimos (Pk+1,γk+1) de la siguiente forma:

1. Si existe (nBi,nB j)∈ ρ con n∈N3, i, j∈{1, . . . , t}, i 6= j, nBi ∈EBi(n) y nB j ∈EB j(n),
definimos

Pk+1 = {B1, . . . ,Bi−1,Bi∪B j,Bi+1, . . . ,B j−1,B j+1, . . . ,Bt} y

γk+1 = γk∪{(nBi,nB j)}.

2. En caso contrario, definimos Pk+1 = Pk y γk+1 = γk.

Ejemplo 6.2.6 Sea

S = 〈(1,1,0),(0,1,1),(0,0,2),(1,0,1),(1,1,1)〉.

Un sistema de generadores para la congruencia asociada a S es

ρ =

{
((1,1,0,1,0),(0,0,0,0,2)),
((1,0,1,0,0),(0,1,0,1,0))

}
.

Tenemos que

P1 = {{(1,1,0),(0,0,2)},{(0,1,1),(1,0,1)},{(1,1,1)}}, γ1 = /0.

El elemento ((1,0,1,0,0),(0,1,0,1,0)) está en ρ, por lo que

P2 = {{(1,1,0),(0,0,2),(0,1,1),(1,0,1)},{(1,1,1)}},

y
γ2 = {((1,0,1,0,0),(0,1,0,1,0))}.
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Consideramos ahora el elemento ((1,1,0,1,0),(0,0,0,0,2)) ∈ ρ, por lo que tenemos

P3 = {{(1,1,0),(0,0,2),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1)}},

y
γ3 = ρ.

El siguiente resultado juega el papel que jugó en su momento el lema 6.1.4.

Lema 6.2.7

1. #γk = (m+1)−#Pk (recuérdese que S está generado por 3+m elementos).

2. Si Pk = {B1, . . . ,Bt}, entonces γk ⊆ σB1 ∪ . . .∪σBt .

3. Si (0,0) 6∈ ρ, Pk = {B1, . . . ,Bt} y {n1,n2,n3,n4}⊆B1, entonces dim(〈Bh〉) = 1 para
todo 2≤ h≤ t.

4. Si (0,0) 6∈ ρ,Pk = {B1,B2, . . . ,Bt},{n1,n3} ⊆ B1 y {n2,n4} ⊆ B2 entonces
dim(〈B1〉) = dim(〈B2〉) = 2, y dim(〈Bh〉) = 1 para todo 3≤ h≤ t.

5. Si #ρ = m, entonces existe k ∈ N tal que ρ = γk,#Pk = 1 y #Pk−1 = 2.

Demostración:
Los dos primeros apartados son consecuencia directa de la propia definición de

(Pk,γk).
El apartado tercero y cuarto son disjuntos. Usemos inducción en k para probarlos.

Para k = 1, el cuarto apartado es el que se verifica. Si para k se verifica el tercer apartado,
entonces siguiendo los mismos pasos que en 6.1.4, tenemos que para k+1 sigue dándose
el tercer apartado. Si el apartado que se da para k es el cuarto, entonces, dependiendo de
los valores que tomen i, j en la definición de Pk+1, tenemos que considerar los siguientes
casos:

Si {1,2}= {i, j}, entonces trivialmente el tercer apartado es el que se da para k+1.

Si {1,2}∩{i, j}= /0, razonando como en 6.1.4, tenemos que el cuarto apartado se
da para k+1.

Si #({1,2} ∩ {i, j}) = 1, entonces vamos a ver que para k + 1 se da el cuarto
apartado. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que i = 1 y que j > 2. En
este caso existe (nB1,nB j) ∈ ρ con 0 6= n ∈ 〈B1〉 ∩ 〈B j〉. Tómense n′,n′′,n j tal
que G(B1) = G({n′,n′′}) y G(B j) = G({n j}). Como n ∈ G(B1)∩G(B j), existen
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a′,a′′,a j ∈ Z tal que n = a′n′ + a′′n′′ = a jn j lo que implica que rango(G(B1 ∪
B j)) = rango({n′,n′′,n j}) = 2, y por definición, esto es lo mismo que decir que
dim(B1∪B j) = 2, lo que hace que sea cierto el cuarto apartado.

Por último, el quinto apartado se puede probar como en 6.1.4.
�

Si el semigrupo S es intersección completa, usando el último apartado del resultado
anterior, γm+1 es un sistema minimal de generadores de σ. Al igual que en el caso de tres
caras, Pm tiene dos elementos y tenemos que S es pegada de dos subsemigrupos suyos que
son intersección completa.

Teorema 6.2.8 Si S es un subsemigrupo de N3 con cuatro rayos extremales, entonces S
es intersección completa si y sólo si existen S1 y S2 subsemigrupos intersección completa
de S con dim(S1) = dim(S2) = 2 o dim(S1) = 3 y dim(S2) = 1, tales que S es pegada de
S1 y S2.

Ejemplo 6.2.9 Sea

S = 〈(3,0,0),(0,4,0),(0,1,1),(1,0,1),(2,1,1),(1,2,1)〉.

Tenemos que

P1 = {{(3,0,0),(0,1,1)},{(0,4,0),(1,0,1)},{(2,1,1)},{(1,2,1)}}

γ1 = /0

El elemento 3(2,1,1) está en M({(2,1,1)}). Usando la demostración de 6.0.3, tene-
mos que ((2,0,3,0,0,0),(0,0,0,0,3,0)) ∈ ρ∪ρ−1. De esta forma,

P2 = {{(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)},{(0,4,0),(1,0,1)},{(1,2,1)}}

y
γ2 = {((2,0,3,0,0,0),(0,0,0,0,3,0))}.

Tomamos ahora (2,4,2) ∈ M({(1,2,1)}), por lo que
((0,1,0,2,0,0),(0,0,0,0,0,2)) ∈ ρ∪ρ−1. Ası́,

P3 = {{(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)},{(0,4,0),(1,0,1),(1,2,1)}}

y
γ3 = {((2,0,3,0,0,0),(0,0,0,0,3,0)),((0,1,0,2,0,0),(0,0,0,0,0,2))}.
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Buscando una vez más, obtenemos que (2,2,2) ∈M({(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)}), y en
consecuencia ((0,0,1,0,1,0),(0,0,0,1,0,1)) ∈ ρ∪ρ−1. Llegamos ası́ a que

P4 = {{(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1),(0,4,0),(1,0,1),(1,2,1)}}

y

γ4 =


((2,0,3,0,0,0),(0,0,0,0,3,0)),
((0,1,0,2,0,0),(0,0,0,0,0,2)),
((0,0,1,0,1,0),(0,0,0,1,0,1))

 .

Intentemos aplicar el teorema que acabamos de enunciar. Sea A1 =
{(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)} y A2 = {(0,4,0),(1,0,1),(1,2,1)}. Veamos si S es pe-
gada de 〈A1〉 y de 〈A2〉, y en caso afirmativo, si 〈A1〉 y 〈A2〉 son intersección completa.

Las ecuaciones de A1 y de A2 son

G(A1)≡ {−y+ z = 0

G(A2)≡
{

y≡ 0(mod 2)
−x+ z = 0

Por tanto, el espacio vectorial V está generado por {(0,−1,1),(−1,0,1)}. Podemos to-
mar (z1,z2,z3) = (1,1,1) ∈V⊥. La menor solución positiva para la congruencia

x≡ 0(mod 2)

es b = 2. Por estar 2(1,1,1) ∈ 〈A1〉∩ 〈A2〉, tenemos que S es pegada de 〈A1〉 y 〈A2〉.
Veamos ahora si 〈(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)〉 es pegada de 〈(3,0,0),(0,1,1)〉 y de

〈(2,1,1)〉. Las ecuaciones de G({(3,0,0),(0,1,1)}) y de G({(2,1,1)}) son

G({(3,0,0),(0,1,1)})≡
{

x≡ 0(mod 3)
−y+ z = 0

G({(2,1,1)})≡
{

x−2y = 0
−y+ z = 0

Por lo que V en este caso está generado por {(0,−1,1),(1,−2,0)} y V⊥ por {(2,1,1)}.
La menor solución de la congruencia

x ·2≡ 0(mod 3)

es b = 3, y por estar 3(2,1,1) ∈ 〈(3,0,0),(0,1,1)〉 ∩ 〈(2,1,1)〉,
〈(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)〉 es pegada de 〈(3,0,0),(0,1,1)〉 y de 〈(2,1,1)〉. De aquı́ tam-
bién se deduce que

〈(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)〉



CAPÍTULO 6. SEMIGRUPOS AFINES INTERSECCIÓN COMPLETA (97)

es intersección completa.
Veamos por último si 〈(0,4,0),(1,0,1),(1,2,1)〉 es pegada de 〈(0,4,0),(1,0,1)〉 y de

〈(1,2,1)〉. Las ecuaciones de G({(0,4,0),(1,0,1)}) y de G({(1,2,1)}) son

G({(0,4,0),(1,0,1)})≡
{

y≡ 0(mod 4)
−x+ z = 0

G({(1,2,1)})≡
{
−2x+ y = 0
−x+ z = 0

Por lo que V está generado por {(−1,0,1),(−2,1,0)} y V⊥ por {(1,2,1)}. La menor
solución de la congruencia

x ·2≡ 0(mod 4)

es b = 2, y por estar 2(1,2,1) ∈ 〈(0,4,0),(1,0,1)〉 ∩ 〈(1,2,1)〉,
〈(0,4,0),(1,0,1),(1,2,1)〉 es pegada de 〈(0,4,0),(1,0,1)〉 y de 〈(1,2,1)〉. De aquı́ tam-
bién se deduce que

〈(0,4,0),(1,0,1),(1,2,1)〉

es intersección completa.
Tenemos ası́ que S es pegada de dos intersecciones completas, por lo que S es inter-

sección completa.

6.2.2. Conos con más de cuatro caras

Vamos a empezar estudiando el caso en el que S tiene exactamente 3+m ≥ 5 caras.
Veremos que en este caso S no es intersección completa. Más adelante, usaremos este
caso para ver que si el cono asociado a S tiene más de cuatro caras, entonces S no es
intersección completa. La idea va a ser buscar elementos en ρ y comprobar que en ρ

hay más de m elementos, con lo que S no podrá ser intersección completa. Para buscar
elementos de ρ nos vamos a apoyar en el lema 6.0.3 una vez más. Para ello, necesitaremos
subconjuntos B de A verificando que A(B) no sea vacı́o.

Lema 6.2.10 Si LQ+(S) tiene 3+m≥ 5 caras, entonces A({ni,n j}) 6= /0 para cualesquie-
ra ni,n j que no estén en la misma cara de LQ+(S).

Demostración: Este resultado es una consecuencia directa de 6.2.1.
�
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Tomando B = {ni,n j} con ni,n j verificando que no están en la misma cara de
LQ+(S), tenemos que, para todo n ∈M(B), existe un elemento (nB,nA) ∈ ρ∪ρ−1. Sea
ςi j = (nB,nA) ∈ ρ∪ρ−1 y ς

−1
i j = (nA,nB) ∈ ρ∪ρ−1. A partir de ahora, cada vez que es-

cribamos ςi j estaremos suponiendo que ni y n j no están en la misma cara de LQ+(S).
Obsérvese que:

1. El elemento ςi j = (aiei + a je j,∑a′kek) y ai,a j no son nulos (en otro caso LQ+(S)
tendrı́a una cara menos), y por minimalidad de los elementos que se tomaron para
definir ςi j, se tiene que a′i = a′j = 0.

2. ςi j 6= ςkl si {k, l} 6= {i, j}.

3. Si ςi j = ς
−1
kl , entonces {ni,n j} ⊆ A\{nk,nl} y esto implica que {i, j}∩{k, l} = /0.

Por tanto, si {i, j}∩{k, l} 6= /0 entonces ςi j 6= ς
−1
kl .

4. Si ςi j = ς
−1
kl entonces, no existe ningún conjunto {m,n} con {i, j} 6= {m,n} 6= {k, l},

tal que ςi j = ς−1
mn.

Con esta información, es fácil probar el siguiente teorema, que asegura que si S tiene
tantos generadores como caras tiene LQ+(S) y éstos son más de cuatro, entonces S no es
intersección completa.

Teorema 6.2.11 Si LQ+(S) tiene 3+m caras y 3+m≥ 5, entonces S no es intersección
completa (en este caso, todos los generadores son rayos extremales).

Demostración: Por conveniencia de notación, supongamos que las aristas ni,ni+1 son con-
secutivas (esto es, ni−1 y ni están en la misma cara, ası́ como ni,ni+1). Bajo esta hipótesis,
tenemos que ς13,ς14, . . . ,ς1(m+2) son todos distintos y también ς1i 6= ς

−1
1 j para cualesquie-

ra i 6= j ∈ {3, . . . ,m+ 2}. Si ρ es un sistema minimal de generadores de σA, entonces
esos elementos tienen que estar en ρ∪ρ−1. Si #ρ = m, entonces cada elemento de ρ se
corresponde con ς1i o ς

−1
1i , para algún i ∈ {3, . . . ,m+ 2}. Por otro lado, tenemos que lo

mismo ocurre con ς24,ς25, . . . ,ς2(m+3). Estos elementos son distintos y ς2i 6= ς
−1
2 j para cua-

lesquiera i 6= j. Por tanto, para todo i tiene que existir un i1 tal que ς2i = ς
−1
1i1 , ya que todos

ellos entán en ρ∪ρ−1. Nótese además que i1 es único para todo i ∈ {4, . . . ,m+3}, y que
no puede existir ningún conjunto {m,n}, con {1, i} 6= {m,n} 6= {2, j}, tal que ςmn = ς

−1
1i .

Ahora bien, como 3+m ≥ 5, tenemos además los elementos ς35, . . . ,ς3(m+3) que están
también en ρ∪ρ−1, lo que es una contradicción. Esto significa que #ρ es mayor que m,
por lo que S no puede ser intersección completa.

�
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Ejemplo 6.2.12 Sea

S = 〈(2,1,0),(1,2,0),(0,1,1),(0,0,1),(1,0,1)〉.

Tomamos (2,2,1)∈M({(2,1,0),(0,1,1)}), por lo que ς13 = ((1,0,1,0,0),(0,1,0,0,1)).
Hacemos lo mismo con el resto de las posibles combinaciones obteniendo:

(2,1,3) ∈M({(2,1,0),(0,0,1)}),ς14 = ((1,0,0,3,0),(0,0,1,0,2)),

(1,2,3) ∈M({(1,2,0),(0,0,1)}),ς24 = ((0,1,0,3,0),(0,0,2,0,1)),

(2,2,1) ∈M({(1,2,0),(1,0,1)}),ς25 = ((0,1,0,0,1),(1,0,1,0,0)),

(1,2,3) ∈M({(0,1,1),(1,0,1)}),ς35 = ((0,0,2,0,1),(0,1,0,3,0)),

Como {ς13,ς14,ς24,ς25,ς35} ⊆ ρ∪ρ−1, tenemos que #ρ≥ 3, por lo que S no es intersec-
ción completa.

Antes de probar que en el caso general, si LQ+(S) tiene más de cuatro caras entonces
no es intersección completa, necesitamos una secuencia de “particiones” que nos vayan
generando elementos de ρ tal y como hicimos para el caso simplicial y el de cuatro lados.
Mostraremos con ello que ρ tiene más elementos de los deseados.

A partir de ahora vamos a suponer que LQ+(S) tiene exactamente s caras, con s > 4
y s < m+ 3 (ya que el caso s = m+ 3 ya lo hemos tratado). Reordenando los elementos
de A, podemos suponer que los s primeros elementos {n1, . . . ,ns} son las aristas del cono
LQ+(S), y que además están ordenados de forma que LQ+({ni})∩π estén ordenados en
sentido de las agujas del reloj. Sea:

Ai = {n ∈ A : n ∈ LQ+({ni})}, para cada i ∈ {1, . . . ,s}.

Podemos suponer, reordenando una vez más si es necesario, que

A = A1∪ . . .∪As∪{nk, . . . ,n3+m}.

Definición 6.2.13 Definimos recurrentemente el par (Pl,γl), para cualquier número na-
tural l ≥ 1, donde Pl es un subconjunto de P (A) y γl es un subconjunto de ρ:

P1 = {A1∪A3, . . . ,A1∪As−1,A2∪As,{nk}, . . . ,{n3+m}} y γ1 = /0.

Una vez que tenemos definido Pl = {B1, . . . ,Bt} y γl, definimos (Pl+1,γl+1) como:
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1. Si existe (nBi,nB j)∈ ρ con n∈N3, i, j ∈ {1, . . . , t}, i 6= j, nBi ∈ EBi(n), nB j ∈ EB j(n),
nBi 6∈ EB j(n) y nB j 6∈ EBi(n). Entonces definimos

Pl+1 = {B1, . . . ,Bi−1,Bi∪B j,Bi+1, . . . ,B j−1,B j+1, . . . ,Bt} y

γl+1 = γl ∪{(nBi,nB j)}.

2. En caso contrario, definimos Pl+1 = Pl y γl+1 = γl .

Obsérvese que en este caso P1 no es una partición de A, por lo que la definición se
complica un poco.

Ejemplo 6.2.14 Sea

S = 〈(4,2,0),(2,4,0),(0,2,2),(0,0,3),(2,0,2),(2,2,2),(3,3,3)〉.

Los conjuntos Ai son

A1 = {(4,2,0)}, A2 = {(2,4,0)}, A3 = {(0,2,2)}, A4 = {(0,0,3)}, A5 = {(2,0,2)}.

Los Pi y los γi son:

P1 = {{(4,2,0),(0,2,2)},{(4,2,0),(0,0,3)},{(2,4,0),(2,0,2)},{(2,2,2)},{(3,3,3)}},

γ1 = /0,

P2 = {{(4,2,0),(0,2,2)},{(4,2,0),(0,0,3)},{(2,4,0),(2,0,2)},{(2,2,2),(3,3,3)}},
γ2 = {((0,0,0,0,0,0,2),(0,0,0,0,0,3,0))},

P3 = {{(4,2,0),(0,2,2),(2,4,0),(2,0,2)},{(4,2,0),(0,0,3)},{(2,2,2),(3,3,3)}},
γ3 = {((0,0,0,0,0,0,2),(0,0,0,0,0,3,0)),((1,0,1,0,0,0,0),(0,1,0,0,1,0,0))},
P4 = {{(4,2,0),(0,2,2),(2,4,0),(2,0,2),(2,2,2),(3,3,3)},{(4,2,0),(0,0,3)}},

γ4 =


((0,0,0,0,0,0,2),(0,0,0,0,0,3,0)),
((1,0,1,0,0,0,0),(0,1,0,0,1,0,0)),
((0,1,1,0,2,0,0),(0,0,0,0,0,0,2))

 ,

P5 = {{(4,2,0),(0,2,2),(2,4,0),(2,0,2),(2,2,2),(3,3,3),(4,2,0),(0,0,3)}},

γ5 =


((0,0,0,0,0,0,2),(0,0,0,0,0,3,0)),
((1,0,1,0,0,0,0),(0,1,0,0,1,0,0)),
((0,1,1,0,2,0,0),(0,0,0,0,0,0,2)),
((0,0,1,0,2,0,0),(1,0,0,2,0,0,0))

 .
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Los dos siguientes resultados se prueban directamente a partir de la definición.

Lema 6.2.15 Si i 6= j, entonces Bi∩B j ⊆ A1.

Lema 6.2.16 γl ⊆ σB1 ∪σB2 ∪ . . .∪σBt .

Necesitamos ahora saber el número de elementos de γl. Veremos que con esos no es
suficiente, por lo que necesitaremos encontrar elementos adicionales en cada σAi, ası́ co-
mo otros elementos que veremos más adelante.

Lema 6.2.17 Para todo l ≥ 1,#γl = (m+3)− (∑s
i=1 #Ai)+(s−2)−#Pl.

Demostración: Hagamos inducción sobre l.
Para l = 1 el resultado es cierto, basta con contar.
Supuesto que el resultado es cierto para l, probémoslo para l +1. Tenemos dos posi-

bles casos:

1. Si Pl+1 = Pl, entonces no hay nada que probar.

2. Si
Pl+1 = {B1, . . . ,Bi−1,Bi∪B j,Bi+1, . . . ,B j−1,B j+1, . . . ,Bt},

entonces γl+1 = γl ∪ {(nBi,nB j)}, para algún n verificando las condiciones de la
definición. Por tanto, es suficiente con probar que (nBi,nB j) 6∈ γm. Si no fuese ası́,
existirı́a p ∈ {1, . . . , t}, tal que (nBi,nB j) ∈ σBp . Podemos asegurar que Bi 6= Bp y
B j 6= Bp, ya que de no ser ası́ nB j ∈ EBi(n) ó nBi ∈ EB j(n) lo cual no es posible por
la definición de γl+1. Por otro lado, (nBi,nB j)∈ σBi∪B j ∩σBp y por tanto (nBi,nB j)∈
σA1 . Pero esto fuerza a que nBi ∈ EB j(n), ya que A1 debe estar contenido en B j, y
esto es una contradicción con la definición de γl+1.

�

El siguiente resultado nos sirve para encontrar más elementos de ρ, correspondientes
a cada Ai.

Lema 6.2.18 Para todo i ∈ {1, . . . ,s}, existe un conjunto, τi, de generadores para la re-
lación σAi contenido en ρ.
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Demostración: Nótese que si

∑
n j∈Ai

a jn j = ∑
nk∈A

bknk,

con a j,bk ∈ N, entonces

∑
n j∈Ai

(a j−b j)n j = ∑
nk∈A\Ai

bknk,

y por tanto, como LQ(Ai)=LQ({ni}), entonces existe q ∈ Q tal que qni = ∑nk∈A\Ai bknk.
En consecuencia, qni ∈ LQ+(A\Ai) lo que implica que q = 0, ya que ni 6∈ LQ+(A\Ai) y
en caso contrario, LQ+(S) tendrı́a menos de s caras. Como consecuencia de este hecho,
bk = 0 para todo nk ∈ A\Ai. Como σAi ⊆ 〈ρ〉, no es difı́cil probar, teniendo en cuenta lo
que acabamos de demostrar, y usando la definición de 〈ρ〉, que ρ∩σAi genera a σAi.

�

Obsérvese que, al ser dim(〈Ai〉) = 1, se tiene que #τi ≥ #Ai− 1. Veamos que τi y γl
no tienen elementos en común.

Lema 6.2.19 Para todo i ∈ {1 . . . ,s} y l ≥ 1,τi∩ γl = /0.

Demostración: Hagamos inducción sobre l.
Para l = 1 el resultado es trivial, ya que γ1 = /0. Supuesto cierto para l, probemos este

resultado para l + 1. Si Pl+1 = Pl, entonces no hay nada que probar. En caso contrario,
tenemos que γl+1 = γl ∪{(nBi,nB j)} para algún n verificando las condiciones de la defini-
ción. Como por hipótesis de inducción tenemos que τi∩ γl = /0, entonces si τi∩ γm+1 6= /0

el único elemento que puede estar en la intersección es (nBi,nB j). Tenemos dos posibles
casos:

1. i = 1. Como (nBi,nB j) ∈ τ1 ⊆ σA1, entonces tenemos que Bi∩A1 y B j ∩A1 son no
vacı́os. Esto lleva a que A1 ⊆ Bi y A1 ⊆ B j. Por tanto, nBi ∈ EB j(n), lo que es una
contradicción.

2. i 6= 1. Como (nBi,nB j) ∈ τi ⊆ σAi, entonces Bi ∩Ai y B j ∩Ai son no vacı́os. Esto
conduce a que Bi = B j, lo que es, de nuevo, una contradicción.

�

Con estos últimos resultados tenemos bastantes elementos de ρ, pero no son suficien-
tes.
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Lema 6.2.20 Si Pl = {B1,B2, . . . ,Bt} y t ≥ 2, entonces A(Bi) 6= /0, para todo i∈{1, . . . , t}.

Demostración: Esta demostración es análoga a la demostración del lema 6.2.4. �

Usando este último lema y el lema 6.0.3, tenemos que para todo Bi ∈Pl tenemos por lo
menos un ni ∈M(Bi) tal que (ni

Bi
,ni

A)∈ ρ∪ρ−1, con ni
Bi
∈ EBi(n

i) y ni
A ∈ EA(ni)\EBi(n

i).

Sea ςi = (ni
Bi
,ni

A), si (ni
Bi
,ni

A) ∈ ρ o ςi = (ni
A,n

i
Bi
) si (ni

A,n
i
Bi
) ∈ ρ. Con estos elementos de

ρ tenemos el siguiente resultado.

Lema 6.2.21 Si
Pl = {B1,B2, . . . ,Bt}

y Pl = Pl+1, con #Pl = t ≥ 2, entonces el conjunto

λ = {ς1,ς2, . . . ,ςt} ⊆ ρ

verifica las siguientes condiciones:

1. #λ = t.

2. λ∩ γl = /0.

3. λ∩ τi = /0, para todo i ∈ {1, . . . ,s}.

Demostración:

1. Es suficiente probar que (ni
Bi
,ni

A) 6= (n j
B j
,n j

A), y que (ni
Bi
,ni

A) 6= (n j
A,n

j
B j
), para todo

i 6= j.

a) Si (ni
Bi
,ni

A) = (n j
B j
,n j

A), entonces ni = n j y ni
Bi
= n j

B j
∈ EBi(n

i)∩EB j(n
j). Por

tanto, ni
Bi
∈ EA1(n

i), lo que implica que ni
A ∈ EA1(n

i)⊆ EBi(n
i), lo que es una

contradicción con el hecho de que ni
A ∈ EA(ni)\EBi(n

i).

b) Si (ni
Bi
,ni

A) = (n j
A,n

j
B j
), entonces (ni

Bi
,ni

A) = (ni
Bi
,n j

B j
), y ni = n j. En conse-

cuencia, (ni
Bi
,ni

B j
) ∈ ρ, y por tenerse que ni

Bi
= n j

A, se tiene que ni
Bi
6∈ EB j(n

i),

y lo mismo ocurre con n j
B j
, con lo que Pl 6= Pl+1, lo que es de nuevo una

contradicción.

2. Si (ni
Bi
,ni

A) ∈ γl, entonces existe p ∈ {1,2, . . . , t} tal que (ni
Bi
,ni

A) ∈ σBp . Tenemos
que Bp 6= Bi, ya que si no ni

A ∈ EBi(n
i). Por tanto, (ni

Bi
,ni

A) ∈ σBp ∩σBi ⊆ σA1, lo
que lleva a que ni

A ∈ EBi(n
i), lo cual es imposible.
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3. Si (ni
Bi
,ni

A) ∈ τ j, para algún j, entonces (ni
Bi
,ni

A) ∈ σA j . Esto es una contradicción,
ya que lleva una vez más a que nA(ni) ∈ EBi(n

i).

�

Podemos usar esta información para demostrar el siguiente lema, que resuelve nuestro
problema parcialmente.

Lema 6.2.22 Si Pl = Pl+1, #Pl ≥ 2 y LQ+(S) tiene más de cuatro caras, entonces S no es
intersección completa.

Demostración: Demostremos que #ρ≥ m+1. Obsérvese que

#(γl ∪
s⋃

i=1

τi)≥ m+3− (
s

∑
i=1

#Ai)+(s−2)−#Pl +
s

∑
i=1

(#Ai−1) = m+1−#Pl.

Obsérvese además que

γl ∪λ∪
s⋃

i=1

τi ⊆ ρ.

Por tanto, #ρ ≥ m+1−#Pl +#Pl = m+1, y en consecuencia S no es intersección com-
pleta. �

Estudiemos ahora el caso en el que Pl = Pl+1 y #Pl = 1.

Lema 6.2.23 Si Pl = Pl+1, #Pl = 1, y LQ+(S) tiene más de cuatro caras, entonces S no
es intersección completa.

Demostración: Como #P1 > 1, entonces Pl−1 = {B1,B2} con B1,B2 ⊆ A.
Pueden pasar dos cosas:

1. B1∩B2 = A1. Si esto ocurre, entonces existen i, j ∈ {3, . . . ,s− 1}, i 6= j, tales que
A1∪Ai ⊆ B1, y A1∪A j ⊆ B2. Por otro lado, As ⊂ A = B1∪B2, por lo que As ⊂ B1
ó As ⊂ B2. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que As ⊂ B1. Tenemos por
tanto que

γl ∪
s⋃

i=1

τi ⊆ ρ,

y en consecuencia

#ρ≥ (m+3)−
s

∑
i=1

#Ai +(s−2)−1+
s

∑
i=1

(#Ai−1) = m.
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Si queremos probar que S no es intersección completa, necesitamos un elemento
que esté en ρ, y que no esté ni en γl ni en τi. Nótese que As ⊂ B1,As 6⊂ B2, y
A j 6⊂ B1,A j ⊂ B2. Si j fuese igual a s−1, en lo que sigue en vez de As consideramos
A2, que por construcción también está incluido en B1. Esto lo hacemos para que
j y s no sean consecutivos. Dicho esto, está claro que A(A j ∪As) es no vacı́o y,
por 6.0.3, esto implica que debe existir un elemento (nA j∪As,nA) ∈ ρ∪ ρ−1 para
algún α, verificando las condiciones impuestas en 6.0.3. Sea ς js = (nA j∪As,nA) si
(nA j∪As,nA)∈ ρ, ó ς js =(nA,nA j∪As) si (nA,eA j∪As)∈ ρ. Si demostramos que ς js 6∈ γl
y que ς js 6∈ τk para todo k, entonces habremos acabado.

Si ς js ∈ τk entonces ς js ∈ σAk . Sin embargo, esto lleva consigo que j = k o que
s = k y por tanto nA ∈ EA j∪As(n), lo cual es imposible.

Demostremos que ς js 6∈ γl. Para ello basta probar, por la definición de γl, que
ς js 6∈ σB1,ς js 6∈ σB2, que ς js 6= (n′B1

,n′B2
) y que ς js 6= (n′B2

,n′B1
) para todo n′.

Si ς js ∈ σB1 entonces nA j∪As ∈ EAs(n), ya que A j 6⊂ B1. Usando un razona-
miento similar al usado en 6.2.18, llegarı́amos a que nA ∈ EAs(n) lo que es
una contradicción. Por una razonamiento análogo, se descartan el resto de las
posibilidades.

2. B1∩B2 = /0. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que A1 ⊂ B1. Por definición
de Pl,

⋃s−1
i=3 Ai ⊂ B1. Una vez más, tenemos dos casos:

Si A2∪As ⊂ B2, entonces, es fácil ver que dim(B1) = 3, y que dim(B2) = 2.
Si S es intersección completa, entonces #ρ = m y por tanto, γl ∪

⋃s
i=1 τi = ρ.

Como γl−1 ⊂ σB1 ∪σB2, podemos tomar

ρ1 = (γl−1∩σB1)∪ τ1∪
⋃s−1

i=3 τi,
ρ2 = (γl−1∩σB2)∪ τ2∪ τs.

Claramente, ρ = ρ1∪ρ2∪{(a,b)}, donde (a,b) es tal que γl = γl−1∪{(a,b)}.
Por el teorema 5.1.2, S es pegada de 〈B1〉 y de 〈B2〉. Sin embargo, esto es
imposible, ya que rank(G(B1)∩G(B2)) = 2 y por tanto el propio teorema
5.1.2 asegura que S no es pegada de 〈B1〉 y de 〈B2〉, una contradicción.

Si A2∪As ⊂ B1, entonces, en este caso S es también pegada de 〈B1〉 y de 〈B2〉.
Tomando

ρ1 = (γl−1∩σB1)∪
⋃s

i=1 τi,
ρ2 = γl−1∩σB2.
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No es difı́cil probar que dim(B1) = 3 y que dim(B2) = 1 y que si S es intersec-
ción completa, entonces también lo es 〈B1〉. Usando inducción sobre m+ 3,
y tomando como caso base 6.2.11, podemos probar que esto es imposible.
(En este caso, al eliminar B2, se eliminan generadores del interior del cono,
quedando los mismos rayos extremales que antes.)

�

Juntando los dos últimos resultamos obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.2.24 Sea S un subsemigrupo de N3. Si LQ+(S) tiene más de cuatro caras,
entonces S no es intersección completa.

Todos los resultados obtenidos para subsemigrupos de N3 en este capı́tulo se pueden
resumir en el siguiente resultado:

Teorema 6.2.25 Sea S un subsemigrupo de N3. Sea S es intersección completa, entonces
LQ+(S) tiene menos de cinco caras. Es más,

Si LQ+(S) tiene cuatro caras, entonces S es intersección completa si y sólo si S es
pegada de dos subsemigrupos suyos que son intersección completa de forma que,
o bien los dos son dos dimensionales, o bien uno es de dimensión uno y el otro de
dimensión tres.

Si LQ+(S) tiene tres caras, entonces S es intersección completa si y sólo si S es pe-
gada de dos subsemigrupos suyos que son intersección completa, uno de dimensión
tres y el otro de dimensión uno.



Capı́tulo 7

Matrices mezcladas dominantes

Introducción
En este capı́tulo, exponemos el concepto de matriz mezclada dominante y su conexión

con los semigrupos intersección completa. Los resultados expuestos en este capı́tulo se
deben a Fischer y Shapiro. Nuestro propósito inicial, al empezar la investigación que nos
llevó a los resultados expuestos en el capı́tulo anterior, fue demostrar que un semigrupo
afı́n es intersección completa si y sólo si es pegada de dos subsemigrupos suyos que son
intersección completa. Una de las implicaciones es consecuencia directa del concepto de
pegada. Si S = 〈A〉 es pegada de S1 = 〈A1〉 y S2 = 〈A2〉, con A = A1 ∪A2, y si σ es la
congruencia asociada a S, entonces tenemos que un sistema minimal de generadores de
σ es ρ = ρ1∪ρ2∪{(a,b)}, donde ρi es un sistema de generadores de σAi y el par (a,b)
es tal que a ∈ FA1 y b ∈ FA2. Si además S1 y S2 son intersección completa, entonces
#ρi = #Ai−dim(Si). Por lo visto en 5.1.2, dim(S) = dim(S1)+dim(S2)−1, por lo que

#ρ = #ρ1 +#ρ2 +1 = #A1−dim(S1)+#A2−dim(S2)+1 = #A−dim(S).

En consecuencia S es intersección completa.
Para demostrar la otra implicación intentamos, infructuosamente, utilizar las mis-

mas herramientas usadas en las secciones del capı́tulo anterior referentes a semigrupos
simpliciales y subsemigrupos de N3, pero nos encontramos con grandes dificultades a
partir de subsemigrupos de N4. El problema principal es que no pudimos demostrar un
resultado análogo a 6.2.1, y la dificultad estriba en que al cortar LQ+(S) con el plano
x1 + · · ·+ xn = 1, lo que queda no es un polı́gono, y el concepto de vértices contiguos
se pierde. Gracias a Sturmfels, tuvimos conocimiento de un trabajo de Fischer y Shapiro
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([12]), en el que se llegaba al resultado de Delorme sobre semigrupos numéricos hacien-
do uso de manipulaciones con un tipo especial de matrices. Nos pusimos en contacto
con ellos, les enviamos nuestro trabajo [34] y les propusimos generalizar su trabajo para
semigrupos afines en general. Con la ayuda de Jesús Garcı́a Miranda, conseguimos gene-
ralizar nuestros resultados, haciendo uso de grafos de colores. Al mismo tiempo, Fischer,
Shapiro y Morris nos enviaron su trabajo ([13]) en el que conseguı́an los mismos resulta-
dos, haciendo uso de un teorema de descomposición de grafos de colores demostrado por
Graham y Pollak que aparece en [17].

Los resultados de Fischer y Shapiro se basan en asignar a cada semigrupo una matriz,
la matriz de relatores, y ver que un semigrupo afı́n intersección completa tiene una forma
especial de matriz. El resultado que buscamos se traduce en ver que dicha matriz se puede
descomponer en cajas, cada una de ellas con la forma apropiada para corresponder a un
semigrupo intersección completa y dar lugar a la pegada.

7.1. Matrices mezcladas dominantes
Sea S = 〈n1, . . . ,nr+m〉 un subsemigrupo de Nr. Recordemos que asociado a S hay un

morfismo ϕ definido de la siguiente forma:

ϕ : Nr+m→ S
ϕ(a1, . . . ,ar+m) = ∑

r+m
i=1 aini.

Como de costumbre, vamos a denotar por σ a la congruencia núcleo de ϕ. Sea

ρ = {(a1,b1), . . . ,(ak,bk)}

un sistema minimal de generadores de σ. Podemos considerar la matriz, BS, con coefi-
cientes en Z cuyas filas son los vectores ai− bi. A esta matriz la vamos a denotar por
matriz de relatores de S. Nótese que como S no tiene unidades, no puede haber ningún
ai−bi que tenga todas las coordenadas del mismo signo (véase el segundo capı́tulo). Por
tanto, todas las filas de la matriz BS, contienen entradas positivas y negativas.

Definición 7.1.1 Una matriz M es una matriz mezclada si todas sus filas contienen coe-
ficientes positivos y negativos.

Ası́ pues, si S es un subsemigrupo de Nr, su matriz de relatores es mezclada.
Si además S es un semigrupo intersección completa, su matriz es aún más especial.

Definición 7.1.2 Una matriz M es dominante si no contiene submatrices cuadradas mez-
cladas.
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Ejemplo 7.1.3 La matriz  3 2 −1 0
−1 1 2 3

2 1 −1 1


es mezclada pero no es dominante. Lo contrario ocurre con la matriz 3 2 −1 0

1 1 2 3
0 0 −1 1


que es dominante pero no mezclada. La matriz 0 2 −1 0

−1 1 0 0
2 1 1 −1


es mezclada y dominante.

Del trabajo de Fischer y Shapiro ([12]) se deduce el siguiente resultado (véase el
corolario 2.10 de dicho trabajo):

Teorema 7.1.4 Si S es intersección completa, entonces su matriz de relatores es mezclada
dominante.

Ejemplo 7.1.5 Sea
S = 〈(2,0),(0,3),(1,2),(2,1)〉.

Vimos en el capı́tulo anterior que S es intersección completa y que

ρ = {((3,1,0,0),(0,0,0,3)),((0,1,0,1),(0,0,2,0))}

es un sistema minimal de generadores de σ.
Su matriz de relatores es

BS =

(
3 1 0 −3
0 1 −2 1

)
que es mezclada y dominante.

El siguiente resultado nos da la descomposición que buscamos para matrices mez-
cladas y dominantes. Descomposición que corresponde exactamente con el concepto de
pegada, tal y como vamos a ver a continuación.
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Teorema 7.1.6 (Teorema 2.2 de [13])
Sea M una m× (r+m) matriz mezclada y dominante con m > 0. Entonces existe una

reordenación de las filas y las columnas de M de forma que el resultado tiene la forma A 0
0 B
a b


donde A y B son matrices mezcladas dominantes de tamaños t× (t + d1) y s× (s+ d2)
respectivamente, con t ≥ 0, s ≥ 0, s+ t + 1 = m y d1 + d2− 1 = r. Es más, a y b son
matrices no mezcladas y no nulas de tamaño 1× (t +d1) y 1× (s+d2) respectivamente,
y de signo contrario.

Si S es un semigrupo intersección completa, entonces su matriz de relatores es mez-
clada y dominante. Reordenar filas es cambiar el orden de los elementos de ρ, lo que no
altera para nada la estructura de S. Por otro lado, reordenar columnas es cambiar el orden
de los generadores de S, por lo que S queda inalterado. Tras la transformación descrita en
el resultado anterior, la matriz de relatores de S quedarı́a de la forma A 0

0 B
a b


por lo que S serı́a pegada de los subsemigrupos S1 y S2, donde S1 es el subsemigrupo
de S generado por los generadores de S correspondientes a las d1 primeras columnas
de la matriz anterior, y S2 es el subsemigrupo de S generado por los generadores de S
correspondientes a las d2 siguientes columnas. Ası́, S1 tiene por relatores los relatores
correspondientes a las primeras t filas y S2 los correspondientes las siguientes s filas. La
última fila es precisamente el relator de la pegada. De esta forma queda demostrado el
siguiente resultado.

Corolario 7.1.7 Sea S un subsemigrupo de Nr. Si S es intersección completa, entonces S
es pegada de dos subsemigrupos suyos que son intersección completa.

Ejemplo 7.1.8 En el ejemplo anterior, la matriz podrı́a quedar reordenada como(
3 1 −3 0
0 1 1 −2

)
Por lo que S serı́a pegada de S1 = 〈(2,0),(3,0),(2,1)〉 y S2 = 〈(1,2)〉. En este caso
t = 1, d1 = 2, s = 0, d2 = 1, a = (011) y b = (−2). La matriz A es (31−3). La matriz B
es vacı́a.



CAPÍTULO 7. MATRICES MEZCLADAS DOMINANTES (111)

Ejemplo 7.1.9 Sea

S = 〈(3,0,0),(0,4,0),(0,1,1),(1,0,1),(2,1,1),(1,2,1)〉.

Este semigrupo ya fue estudiado en el capı́tulo anterior. Sabemos que

ρ =


((2,0,3,0,0,0),(0,0,0,0,3,0)),
((0,1,0,2,0,0),(0,0,0,0,0,2)),
((0,0,1,0,1,0),(0,0,0,1,0,1))


es un sistema minimal de generadores de σ. Por tanto, la matriz de relatores de S es 2 0 3 0 −3 0

0 1 0 2 0 −2
0 0 1 −1 1 −1


(se puede observar que es mezclada y dominante) que se puede reordenar de la forma: 2 3 −3 0 0 0

0 0 0 1 2 −2
0 1 1 0 −1 −1


Por lo que en este caso S es pegada de S1 = 〈(3,0,0),(0,1,1),(2,1,1)〉 y S2 =

〈(0,4,0),(1,0,1),(1,2,1)〉.

En el capı́tulo anterior vimos que si S es un semigrupo de N3 con más de cuatro
caras no podı́a ser intersección completa. Este resultado se puede extender a dimensión
arbitraria usando la idea de que un semigrupo intersección completa es pegada de dos
intersecciones completas.

Corolario 7.1.10 (Corolario 3.4 de [13])
Sea S un semigrupo afı́n n dimensional con n ≥ 2. Si S es intersección completa,

entonces el número de rayos extremales de S es menor o igual que 2n−2.
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Capı́tulo 8

Semigrupos libres y semigrupos simples

Introducción
En este capı́tulo, presentamos un tipo especial de semigrupos afines, simpliciales y

Cohen-Macaulay: los semigrupos libres. Para el caso numérico, estos semigrupos han
sido estudiados por Bertin y Carbonne, en [2], por Watanabe, en [42], y por Rosales en
su tesis [27]. Lo que hacemos en este capı́tulo es generalizar el concepto introducido por
Bertin y Carbonne a semigrupos afines, simpliciales y Cohen-Macaulay, junto con los
resultados obtenidos por los autores antes mencionados para el caso numérico.

Los semigrupos libres resultan ser, a posteriori, semigrupos Gorenstein e intersección
completa, cuyos relatores tienen una forma muy especial. Podrı́a decirse que el anillo de
semigrupo asociado al semigrupo se construye a partir de un anillo de polinomios, tras
sucesivas extensiones radicales de monomios. Demostramos, además, que un semigrupo
afı́n, simplicial y Gorenstein, cuyo máximo de la intersección de los conjuntos de Apéry
asociados a los rayos extremales admite escritura única es libre. Esta idea de escritura úni-
ca nos lleva a otro tipo de semigrupos: los semigrupos simples, introducidos por Rosales
en su tesis [27]. La intersección entre la clase de semigrupos simples y la clase de semi-
grupos Gorenstein es la clase de los semigrupos cuya codimensión es uno (y por tanto son
libres).

Vemos además, que los semigrupos simples contienen a los semigrupos afines, sim-
pliciales y Cohen-Macaulay de máxima y mı́nima codimensión.

En lo que sigue
S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 ⊂ Nr

es un semigrupo simplicial afı́n con LQ+(S) = LQ+({n1, . . . ,nr}) y dim(S) = r. Como
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viene siendo usual, denotaremos por σ a la congruencia asociada a S.

8.1. Semigrupos libres
Una de las caracterizaciones que vamos a dar de semigrupos libres se basa en la igual-

dad de una serie de cotas asociadas al semigrupo. Antes de dar la definición y caracteri-
zación de semigrupo libre, vamos a ver que estas cotas proporcionan algunos resultados
interesantes asociados al semigrupo en sı́.

Definición 8.1.1 Dado un semigrupo simplicial afı́n S, definimos para cada i ∈
{1, . . . ,m}

1. cr+i = mı́n{k ∈ N\{0} : knr+i ∈ G({n1, . . . ,nr+i−1})}.

2. c∗r+i = mı́n{k ∈ N\{0} : knr+i ∈ 〈n1, . . . ,nr+i−1〉}.

3. cr+i = mı́n{k ∈ N\{0} : knr+i ∈ 〈{n1, . . . ,nr+m}\{nr+i}〉.

La existencia de estas cantidades viene asegurada por el hecho de que {n1, . . . ,nr} es
base de Qr.

Nota 8.1.2 Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, se tiene que

1. cr+i ≤ c∗r+i.

2. cr+i ≤ c∗r+i.

Lema 8.1.3 Sea S un semigrupo afı́n simplicial. Todo elemento x ∈ G(S) se puede expre-
sar de forma única como

x = λ1n1 + · · ·+λrnr +λr+1nr+1 + · · ·+λr+mnr+m,

con λ1, . . . ,λr ∈ Z y λr+i ∈ {0, . . . ,cr+i−1}, para todo i ∈ {1, . . . ,m}.

Demostración: Como x ∈ G(S), existen µ1, . . . ,µr+m ∈ Z tales que x = µ1n1 + · · ·+
µr+mnr+m. Podemos calcular qr+m tal que µr+m = qr+mcr+m + λr+m, con λr+m ∈
{0, . . . ,cr+m−1} y qr+m ∈ Z. Al estar cr+mnr+m en G({n1, . . . ,nr+m−1}), tenemos que

x = γ1n1 + · · ·+ γrnr + γr+1nr+1 + · · ·+ γr+m−1nr+m−1 +λr+mnr+m,

con γi ∈ Z y λr+m ∈ {0, . . . ,cr+m− 1}. Repitiendo el proceso con r+m− 1 hasta r+ 1,
obtenemos la expresión deseada.
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Veamos ahora que dicha expresión es única. Supongamos que

x = λ1n1 + · · ·+λr+mnr+m = β1n1 + · · ·+βr+mnr+m,

con λi y βi verificando las condiciones antes indicadas. Si ocurriese que λr+m 6= βr+m, en-
tonces tendrı́amos que 0 < |λr+m−βr+m|nr+m ∈ G({n1, . . . ,nr+m−1}), y |λr+m−βr+m|<
cr+m, lo que es una contradicción con la minimalidad de cr+m. Tenemos ası́ que λr+m =
βr+m. Repetimos el proceso hasta r+1, y obtenemos que λr+i = βr+i y, por tanto, que

λ1n1 + · · ·+λrnr = β1n1 + · · ·+βrnr.

Ahora bien, sabemos que LQ+(S) = LQ+({n1, . . . ,nr}) y que dim(S) = r, por lo que
{n1, . . . ,nr} es una base de Qr, lo que lleva a que λ1 = β1, . . . ,λr = βr. �

Lema 8.1.4 Sea S un semigrupo afı́n simplicial. Entonces

r⋂
i=1

S(ni)⊆ {λr+1nr+1 + · · ·+λr+mnr+m : λr+i ∈ {0, . . . ,c∗r+i−1}, i ∈ {1, . . . ,m}},

y, por tanto,

#
r⋂

i=1

S(ni)≤ c∗r+1 · · ·c∗r+m.

Demostración: Sea x ∈
⋂r

i=1 S(ni). Tenemos, en consecuencia, que x = µr+1nr+1 + · · ·+
µr+mnr+m, con µr+i ∈N. Tomamos qr+m ∈N y λr+m ∈ {0, . . . ,c∗r+m−1} tales que µr+m =
qr+mc∗r+m+λr+m. Como qr+mc∗r+mnr+m ∈ 〈n1, . . . ,nr+m−1〉 y x∈

⋂r
i=1 S(ni), tenemos que

qr+mc∗r+mnr+m ∈ 〈nr+1, . . . ,nr+m−1〉. Esto nos lleva a que x admite una expresión en la que
la componente nr+m verifica que es menor que c∗r+m. Repitiendo el proceso conseguimos
el resultado deseado.

�

Lema 8.1.5 Si S es Cohen-Macaulay, entonces

#
r⋂

i=1

S(ni) = cr+1 · · ·cr+m.

Demostración: Definamos

η :
r⋂

i=1

S(ni)→ T = {λr+1nr+1+ · · ·+λr+mnr+m : λr+i ∈ {0, . . . ,cr+i−1}, i∈ {1, . . . ,m}},
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de forma que sea biyectiva. Dado x∈
⋂r

i=1 S(ni), por 8.1.3, podemos escribir x de la forma

x = λ1n1 + · · ·+λrnr +λr+1nr+1 + · · ·+λr+mnr+m,

con λ1, . . . ,λr ∈ Z y λr+i ∈ {0, . . . ,cr+i−1}, para todo i ∈ {1, . . . ,m}. Además esta escri-
tura es única, lo que hace que si definimos

η(x) = λr+1nr+1 + · · ·+λr+mnr+m,

la aplicación esté bien definida. Veamos ahora que η es inyectiva y sobreyectiva. Su-
pongamos que η(x) = η(y). Esto implica que x− y ∈ G({n1, . . . ,nr}), pero como S es
Cohen-Macaulay, tenemos que, por 3.1.6, x debe ser igual que y.

Para ver la sobreyectividad, tomemos y = λr+1nr+1 + · · ·+ λr+mnr+m ∈ T. Si y ∈⋂r
i=1 S(ni), entonces claramente η(y) = y, y hemos acabado. En caso contrario, deben

existir a1, . . . ,ar ∈ N tal que y− a1n1− ·· · − arnr ∈
⋂r

i=1 S(ni), por lo que η(−a1n1−
·· ·−arnr + y) = y.

�

El siguiente teorema es el que nos va a proporcionar la definición de semigrupo libre
y, a su vez, nos proporciona la primera de las caracterizaciones de semigrupo libre.

Teorema 8.1.6 Sea S un semigrupo afı́n, simplicial y Cohen-Macaulay. Son equivalentes:

1. #
⋂r

i=1 S(ni) = c∗r+1 · · ·c∗r+m.

2.
⋂r

i=1 S(ni) = {λr+1nr+1+ · · ·+λr+mnr+m : λr+i ∈ {0, . . . ,c∗r+i−1}, i∈ {1, . . . ,m}}.

3. Para todo i ∈ {1, . . . ,m}, se tiene que cr+i = c∗r+i.

Demostración: Demostramos en 8.1.4, que

r⋂
i=1

S(ni)⊆ {λr+1nr+1 + · · ·+λr+mnr+m : λr+i ∈ {0, . . . ,c∗r+i−1}, i ∈ {1, . . . ,m}},

luego si #
⋂r

i=1 S(ni) = c∗r+1 · · ·c∗r+m, entonces se tiene la igualdad de ambos conjuntos.
Supongamos ahora que se da

r⋂
i=1

S(ni) = {λr+1nr+1 + · · ·+λr+mnr+m : λr+i ∈ {0, . . . ,c∗r+i−1}, i ∈ {1, . . . ,m}}.
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Sabemos que cr+i ≤ c∗r+i para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}. Supongamos que existe un i tal
que cr+i < c∗r+i. Entonces, por hipótesis, cr+inr+i ∈

⋂r
i=1 S(ni). Por otro lado, en virtud de

la definición de cr+i, tenemos que

cr+inr+i = z1n1 + · · ·+ zr+i−1nr+i−1.

Tal y como hemos hecho en otras ocasiones, podemos dividir los coeficientes que acom-
pañan a nr+1, . . . ,nr+i−1 por cr+1, . . . ,cr+i−1 respectivamente y obtener que

cr+inr+i = λ1n1 + · · ·+λrnr +ar+1nr+1 + · · ·+ar+i−1nr+i−1,

con ar+k < cr+k y λi ∈ Z. Como siempre se da que cr+k ≤ c∗r+k, tenemos que ar+1nr+1 +
· · ·+ar+i−1nr+i−1 ∈

⋂r
i=1 S(ni), llegamos ası́ a que

cr+inr+i = λ1n1 + · · ·+λrnr + x,

con x ∈
⋂r

i=1 S(ni). Ahora bien, cr+inr+i ∈
⋂r

i=1 S(ni), y por ser S Cohen-Macaulay tene-
mos que la escritura en G(S) es única (como suma de combinación de rayos extremales
más elemento de

⋂r
i=1 S(ni), véase 3.1.9), por lo que λi = 0, lo que lleva a que

cr+inr+i = ar+1nr+1 + · · ·+ar+i−1nr+i−1,

y por definición de c∗r+i, cr+i ≥ c∗r+i, lo cual es una contradicción con nuestra suposición
inicial.

Por último supongamos que cr+i = c∗r+i para todo i. Como S es Cohen-Macaulay,
sabemos que #

⋂r
i=1 S(ni) = cr+1 · · ·cr+m = c∗r+1 · · ·c∗r+m. �

Obsérvese que, por estar

r⋂
i=1

S(ni)⊆ {λr+1nr+1 + · · ·+λr+mnr+m : λr+i ∈ {0, . . . ,c∗r+i−1}, i ∈ {1, . . . ,m}},

la segunda condición del teorema anterior es equivalente a

4. máx
⋂r

i=1 S(ni) = (c∗r+1−1)nr+1 + · · ·+(c∗r+m−1)nr+m.

Nótese que, por la misma razón, para todo semigrupo Gorenstein máx
⋂r

i=1 S(ni) ≤
(c∗r+1−1)nr+1 + · · ·+(c∗r+m−1)nr+m (con el orden inducido por S).

Definición 8.1.7 Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 un semigrupo afı́n, simplicial y
Cohen-Macaulay. El semigrupo S es libre (para esa ordenación de los generadores) si
y sólo si verifica alguna de las condiciones del teorema anterior.
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Para saber si un semigrupo es libre, por lo visto en el teorema anterior, tendrı́amos
que calcular c∗r+i para todo i y, o bien

⋂r
i=1 S(ni), o bien cr+i para todo i. A continuación

damos una caracterización más asequible, que nos permite usar los conocimientos que
ya tenemos de pegada y la caracterización de semigrupos afines y simpliciales que son
intersección completa.

Teorema 8.1.8 Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 un semigrupo afı́n, simplicial y
Cohen-Macaulay. Son equivalentes:

1. S es libre para esa ordenación de los generadores.

2. S es pegada de 〈n1, . . . ,nr+m−1〉 y 〈nr+m〉, y 〈n1, . . . ,nr+m−1〉 es un semigrupo libre
(para esa ordenación de los generadores).

Demostración: Supongamos que S es libre. Veamos que S es pegada de 〈n1, . . . ,nr+m−1〉
y de 〈nr+m〉. Para ello busquemos α ∈ 〈n1, . . . ,nr+m−1〉 ∩ 〈nr+m〉 tal que G({α}) =
G({n1, . . . ,nr+m−1})∩G({nr+m}). Si tomamos α = cr+mnr+m, por la propia definición
de cr+m se tiene lo deseado. Veamos ahora que S′ = 〈nr+1, . . . ,nr+m−1〉 es libre. Defini-
mos

c′r+i = mı́n{k ∈ N\{0} : knr+i ∈ G({n1, . . . ,nr+i−1})}

c∗′r+i = mı́n{k ∈ N\{0} : knr+i ∈ 〈n1, . . . ,nr+i−1〉},

para i < m. Está claro que cr+i = c′r+i y que c∗r+i = c∗′r+i y por ser S libre se tiene que
cr+i = c∗r+i, por lo que c′r+i = c∗′r+i, y por tanto S′ es libre.

Supongamos ahora que se da el segundo apartado del enunciado del teorema. Al igual
que antes, está claro que cr+i = c∗r+i para i < m, por lo que nos queda probar que cr+m =
c∗r+m. Como S es pegada de 〈n1, . . . ,nr+m−1〉 y 〈nr+m〉, existe un α ∈ 〈n1, . . . ,nr+m−1〉∩
〈nr+m〉 tal que G(α) = G({n1, . . . ,nr+m−1})∩G({nr+m}). De esta forma, α tiene que ser
igual a knr+m, con k > 0. Por ser G(α) = G({n1, . . . ,nr+m−1})∩G({nr+m}), se tiene que
k = cr+m. Ahora bien, knr+m ∈ 〈n1, . . . ,nr+m−1〉, por lo que cr+m = k ≥ c∗r+m. La otra
desigualdad siempre se da, por lo que se tiene la igualdad. �

Nótese que al ser 〈n1, . . . ,nr+m−1〉 libre, éste es pegada de 〈n1, . . . ,nr+m−2〉 y de
〈nr+m−1〉. El proceso se repite hasta llegar a 〈n1, . . . ,nr〉, que es libre trivialmente.

Obsérvese que este resultado no sólo caracteriza de forma algorı́tmica a los semigru-
pos libres, sino que además proporciona un método para construir semigrupos libres (que
como veremos más adelante son semigrupos Gorenstein).
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Ejemplo 8.1.9 Vimos en 6.1.8, que

S = 〈(2,0),(0,3),(1,2),(2,1)〉

es pegada de 〈(2,0),(0,3),(2,1)〉 y de 〈(1,2)〉, y que a su vez, 〈(2,0),(0,3),(2,1)〉 es
pegada de 〈(2,0),(0,3)〉 y de 〈(2,1)〉, por lo que S es un semigrupo libre.

Corolario 8.1.10 Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 un semigrupo libre. Entonces

1. S es intersección completa.

2. El conjunto 
c∗r+1er+1 = ∑

r
i=1 a1iei

c∗r+2er+2 = ∑
r
i=1 a2iei +a2r+1er+1

· · ·
c∗r+mer+m = ∑

r
i=1 amiei +∑

m−1
i=1 amr+ier+i


es un sistema minimal de generadores para σ.

Demostración: Sabemos que S es intersección completa si y sólo si es pegada de dos
subsemigrupos suyos que son intersección completa. Hagamos inducción sobre m. Para
m = 0 el resultado se tiene trivialmente, ya que 〈n1, . . . ,nr〉 es intersección completa y
no tiene relatores. Supongamos que el resultado es cierto para m = k, y probémoslo para
m = k+1. El semigrupo 〈n1, . . . ,nr+k+1〉 es pegada de 〈n1, . . . ,nr+k〉 y de 〈nr+m〉, y am-
bos son intersección completa (el primero por hipótesis de inducción y el segundo lo es
trivialmente), por lo que el total es intersección completa.

El segundo apartado es una consecuencia directa del lema 6.1.4(ρ = γk). �

Nótese que si K[S] es el anillo de semigrupo asociado a S, entonces K[S] es isomorfo
al anillo

K[x1, . . . ,xr,xr+1, . . . ,xr+m]

〈xc∗r+1
r+1 −∏

r
i=1 xa1i

i , . . . ,xc∗r+m
r+m −∏

r+m−1
i=1 xami

i 〉
que a su vez es isomorfo a

K[x1, . . . ,xr][(
r

∏
i=1

xa1i
i )1/c∗r+1] · · · [(

r+m−1

∏
i=1

xami
i )1/c∗r+m].

Corolario 8.1.11 Todo semigrupo libre es Gorenstein.

Demostración: Como S es Cohen-Macaulay y existe máx
⋂r

i=1 S(ni), el semigrupo S es
Gorenstein (véase 4.1.9). �
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Corolario 8.1.12 Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 un semigrupo afı́n, simplicial y
Cohen-Macaulay. Son equivalentes:

1. S es libre.

2. Existe un sistema minimal de generadores para σ de la forma:
kr+1er+1 = ∑

r
i=1 a1iei

kr+2er+2 = ∑
r
i=1 a2iei +a2r+1er+1

· · ·
kr+mer+m = ∑

r
i=1 amiei +∑

m−1
i=1 amr+ier+i

 ,

con kr+i ∈ N\{0}.

Demostración: Si S es un semigrupo libre, por el teorema anterior, podemos tomar cr+i =
c∗r+i.

Por otro lado, si el conjunto
kr+1er+1 = ∑

r
i=1 a1iei

kr+2er+2 = ∑
r
i=1 a2iei +a2r+1er+1

· · ·
kr+mer+m = ∑

r
i=1 amiei +∑

m−1
i=1 amr+ier+i


es un sistema minimal de generadores para σ, entonces se tiene claramente que S es
pegada de 〈n1, . . . ,nr+m−1〉 y de 〈nr+m〉. La demostración de que S es libre se reduce a
aplicar una simple inducción. �

8.2. Semigrupos cuyos restos primarios tienen expresión
única

En esta sección, estudiamos los semigrupos afines, simpliciales y Cohen Macaulay
verificando que los elementos de la intersección de los conjuntos de Apéry de sus rayos
extremales (estos elementos son denominados por Rosales, en [27], restos primarios),
admiten una expresión única. Veremos que los semigrupos Gorenstein verificando esta
condición son semigrupos libres, y presentaremos otro tipo de semigrupos, los semigrupos
simples, que verifican la propiedad de unicidad de escritura de sus restos primarios.

Definición 8.2.1 Sea S= 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 un semigrupo afı́n y simplicial, y sea
s ∈ S. Decimos que s tiene expresión única siempre que

s =
r+m

∑
i=1

aini =
r+m

∑
i=1

bini
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implique que ai = bi para todo i ∈ {1, . . . ,r+m}.

Lema 8.2.2 Sea S un semigrupo afı́n, simplicial y Gorenstein. Entonces máx
⋂r

i=1 S(ni)
tiene escritura única si y sólo si todo elemento de

⋂r
i=1 S(ni) tiene escritura única.

Demostración: Claramente, si todo elemento de
⋂r

i=1 S(ni) tiene escritura única, en-
tonces lo mismo ocurre con su máximo. Veamos el recı́proco. Supongamos que x =
máx

⋂r
i=1 S(ni) tiene escritura única y que no ocurre lo mismo con y ∈

⋂r
i=1 S(ni). Por

ser y < x, existe un z ∈
⋂r

i=1 S(ni) tal que y+ z = x, lo que proporciona dos escrituras
distintas de x, lo cual es una contradicción. �

Teorema 8.2.3 Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 un semigrupo afı́n, simplicial y Go-
renstein. Sea x = máx

⋂r
i=1 S(ni), y supongamos que x tiene expresión única. Entonces S

es libre (para alguna ordenación de sus generadores).

Demostración:
Por definición de cr+i,

cr+inr+i =
r+m

∑
j=1

ai jn j,

con ai j ∈N y air+i = 0. Por tener x expresión única, todo elemento de
⋂r

i=1 S(ni) tiene ex-
presión única, lo que hace que cr+inr+i no esté en

⋂r
i=1 S(ni), ya que al menos admite dos

expresiones distintas al ser air+i = 0. De esta forma, cr+inr+i debe admitir una expresión
como la de antes de forma que ∑

r
i=1 ai j 6= 0.

Veamos ahora que (cr+i− 1)nr+i sı́ está en
⋂r

i=1 S(ni) para todo i ∈ {1, . . . ,m}. Su-
pongamos que existiese un i tal que eso no fuese ası́. El elemento (cr+i− 1)nr+i deberı́a
admitir una expresión de la forma

(cr+i−1)nr+i =
r+m

∑
j=1

b jn j,

con b j ∈ N y ∑
r
j=1 b j 6= 0. Si br+i ≥ cr+i−1, entonces tendrı́amos que

0 =
r+i−1

∑
j=1

bini +(br+i− (cr+i−1))nr+i +
r+m

∑
j=r+i+1

bini,

por lo que ∑
r
j=1 b j = 0, contradicción. Si por el contrario br+i < cr+i−1, tendrı́amos que

(cr+i−1−br+i)nr+i =
r+i−1

∑
j=1

bini +
r+m

∑
j=r+i+1

bini,
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lo que entra en contradicción con la minimalidad de cr+i. En cualquier caso llega-
mos a una contradicción, por lo que (cr+i − 1)nr+i está en

⋂r
i=1 S(ni). Por ser x =

máx
⋂r

i=1 S(ni), tenemos que para cada i ∈ {1, . . . ,m}, debe existir xi ∈
⋂r

i=1 S(ni) tal
que (cr+i−1)nr+i + xi = x. Llegamos, de esta forma, a que

x = (cr+1−1)nr+1 + x1 = · · ·= (cr+m−1)nr+m + xm.

Por ser la expresión de x única, y por no ser cr+inr+i un resto primario, y en conse-
cuencia no tener xi componente nr+i, obtenemos que

x = (cr+1−1)nr+1 + · · ·+(cr+m−1)nr+m.

(Esto lleva a que si λi ≤ cr+i−1, entonces λ1nr+1 + · · ·+λmnr+m ∈
⋂r

i=1 S(ni).)
Sabemos que cr+i ≤ c∗r+i. Veamos que c∗r+i = cr+i, con lo que tendremos que x =

(c∗r+1−1)nr+1 + · · ·+(c∗r+m−1)nr+m, lo que llevará a que S es libre.
Veamos que existe un j ∈ {r+1, . . . ,r+m} tal que ai j = 0 para todo i ∈ {1, . . . ,m}.

De no ser ası́, para cada j ∈ {r+1, . . . ,r+m}, existirı́a un i ∈ {1, . . . ,m} tal que ai j 6= 0,
por lo que

(cr+1−1)nr+1 + · · ·+(cr+m−1)nr+m =

(a11 + · · ·+am1)n1 + · · ·+(a1r + · · ·+amr)nr+

+(a1r+1 + · · ·+amr+1−1)nr+1 + · · ·+(a1r+m + · · ·+amr+m−1)nr+m ∈ S

y ∑
m
i=1 ∑

r
j=1 ai j 6= 0, por lo que x 6∈

⋂r
i=1 S(ni), lo cual es absurdo.

Tenemos ası́ que existe un j ∈ {r + 1, . . . ,r + m} tal que ai j = 0 para todo i ∈
{1, . . . ,m}. Cambiamos el generador nr+m por el generador nr+ j, y obtenemos ası́ que
nr+m no aparece en las expresiones de cr+inr+i para todo i ∈ {1, . . . ,m}.

Repetimos ahora el proceso con

(cr+1−1)nr+1 + · · ·+(cr+m−1−1)nr+m−1,

que también está en
⋂r

i=1 S(ni).
Obtenemos ası́ que

cr+1nr+1 = ∑
r
i=1 a1ini

cr+2nr+2 = ∑
r
i=1 a2ini +a2r+1nr+1

· · ·
cr+mnr+m = ∑

r
i=1 amini +∑

m−1
i=1 amr+inr+i

y por la minimalidad de c∗r+i, obtenemos que c∗r+i ≤ cr+i, lo que lleva a que c∗r+i = cr+i
para todo i ∈ {1, . . . ,m}, lo que concluye la demostración. �
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Definición 8.2.4 Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 un semigrupo afı́n, simplicial y
Cohen-Macaulay. El semigrupo S es simple (para esa ordenación de los generadores)
si y sólo si

d−1 = (cr+1−1)+ · · ·+(cr+m−1),

con d = #
⋂r

i=1 S(ni).

Para un semigrupo afı́n, simplicial y Cohen-Macaulay, sabemos que (cr+i− 1)nr+i
son todos restos primarios, por lo que los elementos de la forma λinr+i, con λi ≤ cr+i−1
también lo son. Obsérvese que λinr+i 6= λ jnr+ j, ya que lo contrario entrarı́a en contradic-
ción con la minimalidad de cr+i y de cr+ j. Esto hace que d−1≥∑

m
i=1(cr+i−1). Por otro

lado, si S es simple, entonces
r⋂

i=1

S(ni) = {0,nr+1, . . . ,(cr+1−1)nr+1, . . . ,nr+m, . . . ,(cr+m−1)nr+m},

y por tanto los restos primarios tienen expresión única.
Nótese además, que si S es Cohen-Macaulay de máxima codimensión, entonces m =

d−1, y cr+i = 2, por lo que d−1 = m = ∑
m
i=1(cr+i−1), lo que hace que S sea simple.

También los semigrupos afines y simpliciales de codimensión uno son simples, ya que
para este tipo de semigrupos

r⋂
i=1

S(ni) = {0,nr+1, . . . ,(cr+1−1)nr+1},

y por tanto, d−1 = cr+1−1.
De esta forma, los semigrupos simples son un tipo especial de semigrupos afines, sim-

pliciales y Cohen-Macaulay que contiene a los semigrupos afines, simpliciales y Cohen-
Macaulay de máxima y mı́nima codimensión.

Ejemplo 8.2.5 Sea S el semigrupo numérico

S = 〈4,5,7〉.

Es fácil ver que S(4) = {0,5,7,10}, c2 = 3 y c3 = 2. Por lo que d− 1 = (c2− 1)+
(c3−1). De esta forma S es simple, pero no es ni de máxima ni de mı́nima codimensión.

Para los semigrupos simples, el algoritmo para calcular una presentación minimal
suya se puede mejorar con respecto al caso Cohen-Macaulay y Gorenstein, tal y como
muestra el siguiente resultado. La mejora se produce gracias a que los n ∈ S tales que
Gn no es conexo son menos que en el caso general y, además, tienen una forma bastante
simple.
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Proposición 8.2.6 Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 un semigrupo simple, y n ∈ S. En-
tonces Gn es conexo si y sólo si n = nr+i + nr+ j ó n = cr+inr+i, con i, j ∈ {1, . . . ,m} e
i 6= j.

Demostración: Veamos primero que Gnr+i+nr+ j y Gcr+inr+i no son conexos. Por ser

r⋂
i=1

S(ni) = {0,nr+1, . . . ,(cr+1−1)nr+1, . . . ,nr+m, . . . ,(cr+m−1)nr+m},

tanto nr+i + nr+ j como cr+inr+i no están en
⋂r

i=1 S(ni), por lo que V(Gnr+i+nr+ j) ∩
{n1, . . . ,nr} 6= /0, y V(Gcr+inr+i) ∩ {n1, . . . ,nr} 6= /0. Por ser S Cohen-Macaulay, todos
los elementos de V(Gnr+i+nr+ j)∩{n1, . . . ,nr} están en la misma componente conexa de
Gnr+i+nr+ j y lo mismo ocurre con los de V(Gcr+inr+i)∩{n1, . . . ,nr}. Otra componente co-
nexa de Gnr+i+nr+ j tiene por vértices a {nr+i,nr+ j}. Otra componente conexa de Gcr+inr+i

tiene por vértice a nr+i.
Veamos ahora el recı́proco. Si Gn es no conexo, entonces n admite más de una ex-

presión, por lo que n 6∈
⋂r

i=1 S(ni). Esto viene a decir que V(Gn)∩{n1, . . . ,nr} 6= /0. Por
ser S Cohen-Macaulay, los vértices correspondientes a V(Gn)∩ {n1, . . . ,nr}, están to-
dos en la misma componente conexa. Por ser Gn no conexo, existe un nr+i tal que nr+i
no está en la componente conexa que V(Gn)∩{n1, . . . ,nr}. De esta forma n = nr+i + s
con s ∈ S. Si s 6∈

⋂r
i=1 S(ni), entonces nr+i estarı́a en la misma componente conexa que

V(Gn)∩{n1, . . . ,nr}, lo cual serı́a una contradricción. Por tanto, s ∈
⋂r

i=1 S(ni), por lo
que n = nr+i + knr+ j, con 0 6= k ≤ cr+ j−1; ó n = knr+i, con 0 6= k ≤ cr+i.

1. Si n = nr+i + knr+ j y k > 1, entonces n = nr+i +nr+ j +(k−1)nr+ j (y k−1 6= 0).
Por darse que nr+i + nr+ j 6∈

⋂r
i=1 S(ni), entonces existe nl, con l ∈ {1, . . . ,r}, tal

que nr+i+nr+ j−nl ∈ S. Por tanto, n− (nl +nr+ j) ∈ S, por lo que nr+i estarı́a en la
componente conexa de V(Gn)∩{n1, . . . ,nr}, lo que es una contradicción.

2. Si n = knr+i y k < cr+i, entonces Gknr+i, por la minimalidad de cr+i, tiene como
único vértice a nr+i, por lo que Gn serı́a conexo, lo que es de nuevo una contradic-
ción.

Por tanto, los únicos posibles casos son nr+i +nr+ j y cr+inr+i.
�

Por último, cabrı́a preguntarse qué pasa si un semigrupo es simple y Gorenstein a la
vez. La respuesta a esta pregunta viene dada en el siguiente resultado.
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Proposición 8.2.7 Sea S = 〈n1, . . . ,nr,nr+1, . . . ,nr+m〉 un semigrupo simple. Si S es Go-
renstein, entonces m = 1.

Demostración: Sabemos que

r⋂
i=1

S(ni) = {0,nr+1, . . . ,(cr+1−1)nr+1, . . . ,nr+m, . . . ,(cr+m−1)nr+m},

por lo que máx
⋂r

i=1 S(ni) = (cr+ j−1)nr+ j para algún j. Es fácil comprobar que para que
(cr+ j−1)nr+ j−nr+i ∈ S, a la fuerza tiene que darse que m = 1, ya que si no se atentarı́a
contra la minimalidad de cr+ j.

�
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Capı́tulo 9

Semigrupos afines con teorı́a de
divisores

Introducción
En este capı́tulo, damos un método para calcular las soluciones enteras positivas de

un sistema de ecuaciones homogéneo con coeficientes enteros. El conjunto de tales solu-
ciones forman un semigrupo afı́n. La importancia de este tipo de semigrupos es que todos
ellos tienen teorı́a de divisores. Es más, todo semigrupo afı́n con teorı́a de divisores es iso-
morfo a un semigrupo de soluciones positivas de un sistema homogéneo con coeficientes
enteros.

Una teorı́a de divisores para un semigrupo afı́n S, es un morfismo ∂ : S→Nl, con l un
entero positivo, verificando las siguientes condiciones:

(D1) Para cualesquiera a,b ∈ S, se tiene que a≤S b si y sólo si ∂(a)≤ ∂(b).

(D2) Para todo n ∈ Nl, existen a1, . . . ,am ∈ S tales que n = ı́nf({∂(a1), . . . ,∂(am)}).

Donde a≤S b si y sólo si existe c ∈ S tal que b = a+ c, y el ı́nfimo de dos elementos
ı́nf((a1, . . . ,al),(b1, . . . ,bl)) = (mı́n(a1,b1), . . . ,mı́n(al,bl)).

Normalmente el concepto de teorı́a de divisores se usa con notación multiplicativa, lo
que hace que≤S sea la relación de divisibilidad en S y el ı́nfimo el máximo común divisor.
Lettl, en [23] demuestra que S tiene una teorı́a de divisores si y sólo si S = LQ+(S)∩
G(S). Una de las inclusiones es siempre cierta. Para comprobar la otra inclusión damos
un método para calcular un sistema minimal de generadores de LQ+(S)∩G(S).
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9.1. Cálculo de las soluciones enteras positivas de un sis-
tema homogéneo con coeficientes enteros

En esta sección, vamos a estudiar semigrupos de la forma S = M ∩Nk con M un
subgrupo de Zk definido mediante ecuaciones homogéneas, esto es, un semigrupo con
ecuaciones de la forma

(c1 . . .ck)

 x1
...

xk

= 0

con ci ∈ Zn para algún entero positivo n. Por tanto, S es el conjunto de soluciones del
sistema de ecuaciones cuyas coordenadas son todas números naturales.

Aparte de la importancia geométrica o computacional que este tipo de semigrupos
tenga, para nosotros, una de las principales caracterı́sticas de este tipo de semigrupos es
que cualquier semigrupo afı́n con una teorı́a de divisores es isomorfo a un semigrupo de
este tipo.

Para calcular un sistema minimal de generadores de S, tenemos que dar un resultado
previo, que nos dice que estos semigrupos están generados por sus elementos minimales
respecto del orden usual (obsérvese que el conjunto de elementos minimales de S es finito,
por el lema de Dickson). Usando esta idea y algunos resultados dados por Sturmfels en
[39] y [38] vamos a ser capaces de dar un método para calcular un sistema minimal de
generadores de S.

Lema 9.1.1 Sea {s1, . . . ,st} el conjunto de elementos minimales de S \ {0} respecto del
orden usual, entonces

S = 〈s1, . . . ,st〉.

Demostración: Sea s ∈ S. Si s 6= 0 entonces existe un i ∈ {1, . . . , t} tal que si ≤ s. Por
tanto, s− si ∈ Nk y en consecuencia s− si ∈ S, ya que s− si está en M. Ahora bien,
si s− si 6= 0 podemos repetir la misma idea. Este proceso tiene que acabar, ya que si
no encontrarı́amos una cadena infinita descendente respecto del orden parcial ≤, lo cual
no es posible. Cuando este proceso acaba, es porque el elemento resultante es el cero,
obteniendo una expresión de la forma s−∑aisi = 0, con ai ∈ N, que nos lleva a que
s ∈ 〈s1, . . . ,st〉. �

Obsérvese que este lema no es cierto para semigrupos afı́nes en general, ya que s− si
no tiene porqué estar en el semigrupo.

Sabemos que el morfismo
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ϕ : Nk/∼M→ S′ = 〈c1, . . . ,ck〉 ⊆ Zn

ϕ([(a1, . . . ,ak)]) = ∑aici

induce el morfismo de K-álgebras:

ϕ : K[x1, . . . ,xk]→ K[S′]
ϕ(Xa) = yϕ(a)

cuyo núcleo es
IS′ = 〈Xa−Xb : (a,b) ∈∼M〉.

Obsérvese que S = [0], donde [0] es la clase del cero en Nk/∼M, esto es, si tomamos
un elemento s ∈ S, entonces (s,0) ∈∼M y, si tomamos un elemento (s,0) ∈∼M entonces
s tiene que estar en S.

Dado un elemento m ∈M, éste se puede escribir como m = m+−m−, con m+,m− ∈
Nk. Por tanto, para cada m∈M, tenemos que Xm+−Xm− ∈ IS′. Por otro lado, si Xa−Xb ∈
IS′, entonces a−b ∈M.

Definición 9.1.2 ([38]) El elemento Xm+−Xm− ∈ IS′ se dice que es primitivo si no existe
ningún elemento X l+−X l− ∈ IS′ tal que X l+ divide a Xm+

y X l− divide a Xm−.

Nótese que si s es un elemento minimal de S entonces X s− 1 ∈ IS′ es un elemento
primitivo. Este hecho es el que nos va a permitir encontrar los elementos minimales de S,
y por tanto un sistema minimal de generadores de S.

Teorema 9.1.3 (Teorema 4.7 de [38]) Sea n = dim(S′) y D(S′) = máx{|det(ci1, . . . ,cin)| :
1≤ i1 < · · ·< in ≤ k}. El grado total de cualquier binomio primitivo de IS′ es menor que
(n+1)(k−n)D(S′).

El teorema anterior se puede traducir de la siguiente forma: si s = (a1, . . . ,ak) ∈ S es
un elemento minimal de S, entonces ∑

k
i=1 ai ≤ C = (n+ 1)(k− n)D(S′). Tanto n como

D(S′) son fáciles de calcular, esto nos permite calcular los elementos minimales de S, ya
que nos basta con barrer la región determinada por los elementos que tienen grado total
menor que C, y esa región es finita.

Ejemplo 9.1.4 Sea M el grupo abeliano cuyas ecuaciones son:

x+ y− z− t = 0
2x−5z = 0

}
El semigrupo S′ es el semigrupo generado por {(1,2),(1,0),(−1,−5),(−1,0)}. El
máximo valor absoluto de un determinante de orden dos es D(S′) = 5, por lo que
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C = 3×2×5 = 30. Ası́ pues, la región a barrer es {(x,y,z, t) ∈ N4 : x+ y+ z+ t ≤ 30},
que es igual a

{(0,0,0,0),(0,1,0,1),(0,2,0,2),(0,3,0,3),(0,4,0,4),(0,5,0,5),
(0,6,0,6),(0,7,0,7),(0,8,0,8),(0,9,0,9),(0,10,0,10),(0,11,0,11),

(0,12,0,12),(0,13,0,13),(0,14,0,14),(0,15,0,15),(5,0,2,3),
(5,1,2,4),(5,2,2,5),(5,3,2,6),(5,4,2,7),(5,5,2,8),(5,6,2,9),

(5,7,2,10),(5,8,2,11),(5,9,2,12),(5,10,2,13),(10,0,4,6),(10,1,4,7),
(10,2,4,8),(10,3,4,9),(10,4,4,10),(10,5,4,11),(15,0,6,9)}.

Los minimales de dicho conjunto (quitando el cero) son {(0,1,0,1),(5,0,2,3)}. Por
lo que S = 〈(0,1,0,1),(5,0,2,3)〉.

La siguiente proposición demuestra que los semigrupos afines con teorı́a de divisores
son isomorfos a uno de la forma S = M∩Nk.

Proposición 9.1.5 Sea S ⊆ Nk un semigrupo y sea ∂ : S→ Nl una teorı́a de divisores en
S. Entonces G(∂(S))∩Nl = ∂(S).

Demostración: Sea ∂(s1)− ∂(s2) ∈ Nl. Entonces, ∂(s2) ≤ ∂(s1) y como ∂ es una teorı́a
de divisores, tenemos que s2 ≤S s1. Por tanto, existe un t ∈ S tal que s2 + t = s1 y en
consecuencia ∂(s2)+∂(t) = ∂(s1). De esto se sigue que, ∂(s1)−∂(s2) = ∂(t) ∈ ∂(S). �

Como ∂(S) es isomorfo a S (esto se debe a que ∂ es inyectiva cuando S no tiene
unidades) y como ∂(S) verifica que G(∂(S))∩Nl = ∂(S), basta tomar M = G(∂(S)).

Por otro lado, si S = M∩Nk, entonces G(S)∩Nk = M∩Nk. Además, se tiene clara-
mente que LQ+(S)∩G(S)⊆ G(S)∩Nk, por lo que LQ+(S)∩G(S)⊆ S y la otra inclusión
es trivial, de lo que se sigue que S tiene una teorı́a de divisores. Es más todo semigrupo
isomorfo a S tiene una teorı́a de divisores, ya que las teorı́as de divisores se mantienen por
isomorfismos.

Tenemos probado el siguiente teorema:

Teorema 9.1.6 Sea S un semigrupo afı́n. Entonces, S tiene una teorı́a de divisores si y
sólo si S es isomorfo a un semigrupo de la forma M∩Nk con M un subgrupo de Zk cuyas
ecuaciones son homogéneas.
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9.2. Cálculo de un sistema de generadores para la inter-
sección del cono y del grupo asociado a un semigrupo
afı́n

Recordemos que un semigrupo afı́n, S, tiene una teorı́a de divisores si y sólo si verifica
que S = LQ+(S)∩G(S). Una de las inclusiones siempre se da, a saber, S ⊆ LQ+(S)∩
G(S). Para ver si se da la otra inclusión, lo que vamos a hacer es calcular un sistema
de generadores de LQ+(S)∩G(S) y ver si está contenido en S. La idea que usamos para
calcular dicho sistema de generadores se basa en que todo elemento de un sistema minimal
de generadores de LQ+(S)∩G(S) tiene que ser primitivo (esto es, no puede ponerse como
suma de otros dos elementos de LQ+(S)∩G(S)). Encontramos una cota para los elementos
que son primitivos, y al igual que hicimos en la sección anterior, basta con barrer la región
determinada por dicha cota.

Proposición 9.2.1 Sea S ⊆ Nk un semigrupo generado por {s1, . . . ,st}. Si x es un gene-
rador minimal de LQ+(S)∩G(S), entonces x = ∑

t
i=1 λisi, con λi ∈ [0,1]∩Q para todo

i ∈ {1, . . . , t}.

Demostración: Claramente λi≥ 0 por estar x∈LQ+(S). Supongamos que λi > 1, entonces
x = si + y, donde y = (λi− 1)si +∑

t
j=1, j 6=i λ js j. Por tanto, x no es primitivo ya que si ∈

LQ+(S)∩G(S) e y ∈ LQ+(S)∩G(S), por lo que no puede ser un generador minimal. �

Este resultado nos proporciona la mencionada cota:

Corolario 9.2.2 Bajo las hipótesis anteriores, si x es primitivo, entonces x≤ ∑
t
i=1 si.

Ahora bien, un sistema minimal de generadores de LQ+(S)∩G(S) tiene que estar con-
tenido en el conjunto de elementos primitivos de LQ+(S)∩G(S), y éste a su vez está con-
tenido en la caja B = {x ∈ Nk : x≤ ∑

t
i=1 si}. Podemos calcular las ecuaciones de G(S), y

en consecuencia podemos siempre decidir si un elemento pertenece o no a G(S). Para de-
cidir si un elemento está en LQ+(S), podemos usar los resultados obtenidos en la sección
anterior, de la siguiente manera: si queremos saber si existen λ1, . . . ,λr ∈Q tales que

r

∑
i=1

λici = cr+1
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con ci ∈ Nk, eliminando denominadores, es equivalente a encontrar una solución positiva
con xr+1 6= 0 del sistema:

(c1 . . .cr− cr+1)


x1
...

xr
xr+1

= 0

Y este sistema tiene solución si y sólo si existe un generador minimal del semigrupo
de soluciones positivas del sistema cuya última coordenada sea no nula. Esto lo podemos
hacer usando la sección anterior.

Con todo esto, tenemos una forma concreta de comprobar si S tiene o no una teorı́a de
divisores.

Ejemplo 9.2.3 Sea

S = 〈(2,0,0),(0,3,0),(0,0,5),(1,1,1),(0,2,3)〉.

Tenemos que G(S) = Z3, y como es simplicial, LQ+(S)∩G(S) = N3∩Z3 = N3 6= S,
por lo que S no tiene teorı́a de divisores.

Ejemplo 9.2.4 Sea

S = 〈(2,0,0),(0,2,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)〉.

En este caso, G(S)=Z3. Para ver si LQ+(S)∩G(S)= S, tenemos que ver que todos los
elementos menores que (2+1+1,2+1+1,1+1+1) = (4,4,3) que estén en LQ+(S)∩
G(S) están en S. Pero (1,0,0) = 1/2(2,0,0) ∈ LQ+(S)∩G(S)\S, por lo que son distintos
y S no tiene teorı́a de divisores.

Ejemplo 9.2.5 Un ejemplo de semigrupo con teorı́a de divisores podrı́a ser

S = 〈(0,1,0,1),(5,0,2,3)〉,

ya que S es el semigrupo de soluciones positivas del sistema de ecuaciones

x+ y− z− t = 0
2x−5z = 0

}



CAPÍTULO 9. SEMIGRUPOS AFINES CON TEORÍA DE DIVISORES (133)
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