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RESUMEN

El objetivo general de esta investigacion es la caracterizacion de los
conocimientos sobre la idoneidad didactica de procesos de estudio del calculo
integral para la formacion de profesores de matematicas. Se trata de aportar
conocimientos sistematicos y fundamentados sobre como elaborar disefios
instruccionales de calidad para la formacién de profesores de matematicas de
secundaria sobre un tema especifico, la integral, en el marco socio-profesional
de la licenciatura de matematicas en Brasil. Dicha caracterizacién se hace
mediante la articulacion de los resultados de la investigacién en didactica del
calculo con los conocimientos de profesionales expertos en la formacion de
profesores de matematicas de secundaria. La determinacién de los
conocimientos aportados por la investigacion en didactica del calculo se hace

mediante estudios documentales y tiene tres focos de atencion:

e investigaciones sobre pensamiento matematico avanzado, en particular,

sobre procesos de ensefianza y aprendizaje de la integral.

e estudio historico - epistemoldgico orientado hacia la reconstruccion de

los significados parciales de la integral y su articulacion.

e analisis de libros de texto usados en el contexto de la licenciatura en

matematicas en Brasil.

La determinacion de los conocimientos profesionales de formadores expertos
se ha realizado mediante entrevistas a una muestra de diez formadores de
profesores y su posterior analisis sistematico. Dichos conocimientos se
categorizan teniendo en cuenta las dimensiones epistémica, ecoldgica,
cognitiva, afectiva e instruccional (interacciones y recursos) de los procesos de

estudio del calculo.

Se trata de una investigacion cualitativa, basada en el estudio de casos de un
contenido matematico y un contexto educativo particulares, que aplica y
desarrolla las categorias de analisis del enfoque ontosemiotico del
conocimiento y la instruccidon matematica, y de manera mas especifica la
nocion de idoneidad didactica de procesos de ensefianza y aprendizaje de las

matematicas.






ABSTRACT

The overall objective of this research is to characterize the knowledge about the
didactical suitability of the study processes in Integral calculus to the formation

of mathematics teachers.

This is to support systematic and grounded knowledge based on how to
elaborate instructional designs of quality for the formation of math teachers in
high school on a specific topic, the Integral, in the socio-professional context of

mathematics graduation in Brazil.

This characterization will be performed through the articulation of researched
results in Didactics of Calculus with educators’ professional knowledge, experts
in the training of mathematics teachers in secondary education. The
determination of the knowledge anchored by research in Didactics of Calculus

is done by documentary studies and has three foci of attention:

o Investigations about the Advanced Mathematical Thinking, in particular

on the integral’s teaching and learning processes.

o Historical- epistemological study oriented to the reconstruction of partial

meanings of the Integral and its articulation.

o Analysis of textbooks used in the context of the graduation in

mathematics in Brazil.

The determination of the professional knowledge of mathematics teacher
educators as conducted through interviews with a sample of ten professionals
and their subsequent systematic analysis. The categorization of this knowledge
took place from the epistemic dimensions, ecological, cognitive, affective and

instructional (interactions and resources) of the study processes of Calculus.

This is about a qualitative investigation based on case studies of mathematical
content in a particular educational context, in which it applies and develops the
categories of analysis to the Onto-semiotic Approach of the knowledge and the
mathematics instruction, specifically, the notion of didactical suitability for
mathematics teaching and learning processes.






INDICE

Pagina
10X 10T o o ] o P 15
Capitulo 1: Problematica general y antecedentes: El calculo como 21
campo de investigacion en Educacion Matematica...........................
1.1. Problematica general de la investigacion........................coni 21
1.2. El Calculo Integral como campo de investigacion en Educacion
MatematiCa .........ooeiii 25
1.2.1. Panorama de las investigaciones realizadas en Didactica de
la Matematica relacionadas con laintegral..............................l. 25
1.2.2. Estudios epistemolOgiCoS. .........ouiiiiiiiiiiiiiiiee 27
1.2.3. Estudios cognitivos.........coooiiiiiii i 32
1.2.4. Estudios instruccionales. ... 45
1.2.5. Profesores-formadores y el proceso de estudio de Calculo:
Panorama de las investigaciones en el contexto de la formacion de
profesores de matematicas en Brasil....................oo 52
1.3. Conclusiones del capitulo...........cooiiiii i, 58
Capitulo 2. MarCo tEOFICO .. . ettt 61
2.1. Sintesis de las principales teorias enmarcadas en el Pensamiento 61
Matematico Avanzado...........coviieiiiiii i
2.1.1. El Pensamiento Matematico Avanzado ........................... 61
2.1.2. Sintesis de las teorias y constructos tedricos del PMA....... 65
2.2. Formacion de profesores de matematicas y el conocimiento
profesional....... ..o 69
2.3. El Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instruccién
MAtEMALICA ... 77
2.3.1. Configuraciones de objetos y procesos matematicos.......... 81
2.3.2. Enfoque ontosemidtico de los conocimientos didacticos....... 85
24, Conclusiones del capitulo. ..o 91
Capitulo 3: Problema, objetivos y organizacion de la investigacion..... 93
3.1. Problema planteado ... 93
3.2. Objetivos Yy SUINErES ... 95
3.3. Hipotesisde trabajo ... 98
3.4. Metodologia y fases de la investigacion......................cooeennn. 100
3.5. Sintesis de la recogida y el analisis de datos.............................. 103
3.6. Concusiones del capitulo...........coooviiiiii 104
Capitulo 4. Estudio historico-epistemolédgico-didactico de laintegral.. 105
4.1. INTrOdUCCION. ... 105
4.2. Las ideas primitivas del Calculo: su evolucion anterior al siglo XVII 107
4.3. El Calculo en el siglo XVII: las aportaciones de Newton y Leibniz 110



4.4, Evolucién de los fundamentos tedricos del calculo. Implicaciones
enlaintegral. ...
Las contribuciones de Cauchy y Riemann en la fundamentacion
del Calculo: el conceptodeintegral............cccooiiiiiiiiiinnn.
4.4.2. Algunos fundamentos del Analisis no estandar..................
4.4.3. La generalizacion de los fundamentos del Calculo: el
conceptode integral...........oooiiiiiii i
4.5. La evolucion del concepto de integral y sus implicaciones en los
procesos de ensefianza y aprendizaje del Calculo.....................
4.6. Significado de referenciade laintegral .....................ool
4.6.1. Configuracion Epistémica Intuitiva..................cooni
4.6.2. Configuracion Epistémica Primitiva................................l.
4.6.3. Configuracion Epistémica Geométrica.................c.cooeene...
4.6.4. Configuracion Epistémica Sumatoria...............................
4.6.5. Configuracion Epistémica Aproximada..............cccoevvennn...
4.6.6. Configuracion Epistémica Extramatematica.......................
4.6.7. Configuracion Epistémica Acumulada...................c.ooeeee.
4.6.8. Configuracion Epistémica Tecnoldgica..................ccoeeene.e.
4.7. Conclusiones del capitulo............ooviiii i,

Capitulo Capitulo 5. El curriculo de Calculo en la formacion de
profesores de MatemaAtiCas..........o.vieiiiiiiiii e
5.1. El sistema educacional brasilefio................c.cooiiiiiiiii i
5.2. El curriculo de la Licenciatura en Matematicas en Brasil..............

Directrices curriculares para la formacién de profesores de
MatEMALICAS. ... .o

Las Directrices Curriculares Nacionales de los Cursos de
Matematicas: Licenciatura y “Bacharelado”................................

El curriculo del Calculo en la Licenciatura en Matematicas............

5.3. Conclusiones del capitulo. ..o

Capitulo 6. Analisis de la integral en libros de texto de Calculo...........
6.1. Analisis de textos mediante el uso de herramientas tedricas del

6.2. Analisisde laintegralenel libroL1............coiiii,
Esquema generaldel libro L.
Configuracion epistémica global de la integralen L1...................
Configuracion epistémica intermedia de la integralen L1.............
Configuraciones epistémicas puntuales de la integral en el libro
I

6.3. Analisisdelaintegralenel libroL2 ...,
6.3.1. Esquema general del libro..............cooiiiiiiiiii,
Configuracion epistémica global de la integralen L2...................
Configuracion epistémica intermedia de la integralen L2.............
Configuraciones epistémicas puntuales de la integral en

6.4. Conclusiones del capitulo............cooooiiiiiii

119

121
125

128

133
137
140
143
145
147
150
152
154
156
162

165
165
169

169

173
180

185

187

187
190
191
195
204

214
218
219
223
228

234
239



Capitulo 7. Significados personales de Pl sobre el proceso de
estudio de laintegral..........ccoiiiiii i e,
7.1. Analisis de las entrevistas..............ccoii
7.1.1. Analisis de las narrativa relacionadas con las experiencias
personales y profesionales de los profesores-formadores
7.1.2. Sintesis de las dimensiones de analisis: una aplicacion del

B S
7.2. Descripcién y analisis de la experiencia profesional de P1...........

7.2.1. La formacion y experiencia profesional de P1...................

7.2.2. El libro de texto de Calculo..........c.cvviiiiiiiiiie
7.3. Significados personales de P1 sobre la Didactica del Calculo........
7.4. Dimension epistémica..........c.oviiiiii
7.5 Dimension cognitiva............cooeiuiiii
7.6. Dimension mediacional.............ccooiiiiii
7.7. Dimension afectiva.........ccooooiiiii
7.8 Dimension interaccional...............cooiiiii i
7.9 DIimension €COIOQICA. . ... .ouetiee e
7.10  Sintesis de los significados personalesde P1...........................

Capitulo 8. Significados personales de P2 sobre el proceso de
estudio de lalntegral...... oo

8.1. Descripcidn y analisis de la experiencia profesional de P2............
8.1.1. Analisis de la formacion académicade P2........................
8.2. La experiencia profesionalde P2............coiiiiiiiiiiiiiiiie
8.3. Dimension epistémica.........ccoviii i
8.4. Dimension Cognitiva..........o.oiiiiiii
8.5. Dimension mediacional............ ..o
8.6. Dimension afectiva.........cccooiiiii
8.7 Dimension interaccional..............ccoiiiiiiiii
8.8 DIimension €COIOQICA. . ... .uuetiee e
8.9 Sintesis de los significados personalesde P2.............................

Capitulo 9. Memoria compartida de los profesores-formadores sobre
el proceso de estudio de laintegral...........coooiiiiiiiiiiiii i
9.1. Sintesis de la formacién académica de los profesores-formadores..
9.1.1. La Graduacion y el Master de los profesores-formadores......
El Doctorado y el Pos doctorado de los profesores-
fOrMAadores. ...
Algunas consideraciones de los profesores-formadores sobre su
formacion en CalCUlO...........oiii i
9.2. La experiencia profesional de los profesores-formadores.............
9.2.1. La experiencia académica de los profesores-formadores: La
docencia universitaria previa al doctorado..................ccooiil
9.2.2. La experiencia académica de los profesores-formadores en
la ensefianza del Célculo Integral............coooiiiiiiii
9.3. DIimension epistemiCa.........ooeiiiii i
9.4. Dimension cognitiva........ ..o
9.5. Dimension mediacional..............c.oooiiiiiii

242

246
248
250
261
266
268
286
290
297
301
305
308

309

359
359
360
362

365
366

366



9.6. Dimension afectiva ..o 412

9.7. Dimension interaccional..............coooiiiiii i, 416
9.8 DIimension €COIOQICA. ... ..ccueeiie i 420
9.9. Conclusiones del capitulo...........coooiiiiiii 422
Capitulo 10. Sintesis, aportaciones y cuestiones abiertas.................... 425
101, INEFOAUCCION......iiii s 425
10.2. Conclusiones con relacion a los objetivos y las hipotesis ............ 426

10.3. Caracterizacion de los procesos de estudio de la integral: La
idoneidad didactica y los conocimientos profesionales de los

profesores-formadores. ............oooiiiiiiiii i 440
10.4. Limitaciones del estudio y cuestiones abiertas ........................... 452
Referencias bibliografiCas.......ccccceeeeiiiiiiiiiiieeee e, 455

Resumo da Tese em Portugués
Idoneidade de processos de estudo do Calculo Integral na formagao de

professores de matematica: uma aproximacado desde a investigacdo em

didatica do calculo e do conhecimento profissional.................cccccceoviieiinnnnn. 477
Anexos

Anexo 1: Guidn de las entrevistas semiestructuradas............................. 517
Anexo 2: Transcripcion de la entrevista del profesor-formador P1............ 521

Anexo 3: Transcripcion de la entrevista del profesor-formador P2............. 533



INTRODUCCION

El foco de interés de nuestra investigacion es la formacion de profesores de
matematicas de los niveles de educacion secundaria en el marco institucional
de la Licenciatura en Matematicas que se imparte en las universidades
brasilefias. Nuestra experiencia como formador de profesores durante mas de
19 afios nos ha llevado a reconocer la variedad y complejidad de elementos
que hay que tener en cuenta cuando pretendemos disefiar, implementar y
evaluar planes de formacién matematica y didactica de la mayor calidad
posible. Es necesario tener en cuenta los diversos planteamientos
epistemologicos sobre la propia matematica, las diversas teorias del
aprendizaje (dimensién cognitivo — afectiva), los modelos instruccionales y la
necesaria adaptacion al contexto socio-profesional en el que tienen lugar los

procesos formativos.

La gran cantidad de investigaciones realizadas hasta la fecha sobre formacion
de profesores de matematicas, como se pone de manifiesto a través de los
capitulos de los “Handbooks” dedicados al tema (Jaworski y Gellert, 2003;
Zaslavsky, Chapman y Leikin, 2003; Ponte y Chapman, 2006; Swoder, 2007;
Wood, 2008; Ponte y Chapman, 2008), revistas especializadas y actas de
congresos obligan a centrar el contenido matematico especifico sobre el cual
se pretende investigar. En nuestro caso, apoyados también en nuestra propia
experiencia como formador, hemos optado por centrar la investigacion en el
campo del “Pensamiento matematico avanzado”, Didactica del Caélculo, y mas
concretamente sobre el “objeto matematico” integral. También, sobre Didactica
del Calculo existe una abundante bibliografia (Tall, 1996; Harel, Selden y
Selden, 2006; Artigue, Batanero y Kent, 2007; Mamona-Downs y Downs,
2008).

La eleccion de la integral como objeto matematico de investigacion didactica se
justifica, ademas de por nuestra experiencia profesional, por la relevancia del
mismo dentro de las matematicas y sus aplicaciones en otras areas de
conocimiento. Como afirma Koroupatov y Dreyfus (2009, p. 3-417),

Ciertamente, no es posible imaginar la cultura cientifica moderna sin las integrales.

Junto con la derivada, la integral forma el nucleo de un dominio matematico que es un

lenguaje, un dispositivo, y una herramienta util para otros campos como la fisica, la
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ingenieria, la economia, y la estadistica. Ademas, el concepto de integral representa
una idea filoséfica para la comprensiéon del mundo: la contemplacion de la totalidad de
las partes pequefas de un todo aporta conclusiones sobre el todo en su globalidad, asi
como sobre su estructura interna y propiedades.

Surge asi una primera formulacion general de nuestras preguntas de

investigacion:

e ;Qué formacion matematico — didactica deberian recibir los profesores
de matematicas de secundaria para que puedan realizar su labor

docente de la manera mas idonea posible?

e ;Como se deberian disefiar, implementar y evaluar los procesos de

formacion de los profesores para el logro de dicho objetivo?

Las cuestiones asi formuladas corresponden a una problematica propia de un
“formador reflexivo”, y sin duda son significativas y relevantes, pero
excesivamente generales para ser directamente investigables. La aproximacién
progresiva al campo de la Educacion Matematica nos ha llevado a aplicar
sucesivos ‘recortes” y determinaciones a estas preguntas iniciales de
investigacion. La primera se refiere al contexto formativo de la Licenciatura en
Matematicas en Brasil, la segunda, el tema matematico (Didactica del Calculo,
la integral). Falta aun una tercera determinacion que vendra dada por las

herramientas teoricas y metodoldgicas aplicables.

En nuestro caso, teniendo en cuenta la diversidad de enfoques y paradigmas
de investigacion, los cuales con frecuencia enfatizan una de las dimensiones
implicadas (frecuentemente el componente cognitivo o el pedagdgico), hemos
optado por aplicar el “Enfoque ontosemiético del conocimiento y la instruccién
matematica” (EOS) (Godino y Batanero, 1998; Godino, 2002; Godino, Batanero
y Font, 2007). La nocion de idoneidad didactica de los procesos de estudio
matematico nos ha atraido la atencion por su potencialidad para articular las
diversas facetas y componentes que caracterizan la complejidad de los

procesos formativos en educacion matematica.

De este modo, el “estudio de caso”, formacion de profesores sobre la integral

en el contexto institucional de la Licenciatura en Matematicas en Brasil,

pretende tener un caracter paradigmatico desde el punto de vista teorico y

metodoldgico. Las cuestiones generales iniciales de investigacion se pueden
16



formular de manera mas operativa usando las seis dimensiones que propone el
EOS para analizar los procesos de estudio matematico (epistémica, cognitiva,
afectiva, interaccional, mediacional y ecoldgica), teniendo en cuenta, ademas,
los indicadores empiricos identificados para cada una de las idoneidades

parciales:

¢, Qué caracteristicas deberian reunir los procesos formativos de los
profesores de matematicas de secundaria para que alcancen un grado

optimo de idoneidad en las diversas dimensiones y factores implicados?

La informacién necesaria para responder a esta cuestion puede provenir de
dos fuentes que consideramos complementarias: (1) Las investigaciones
publicadas sobre formacion de profesores y Didactica del Calculo; (2) La
experiencia profesional de los propios formadores “expertos” en la ensefanza

del Calculo en el contexto especifico investigado.

La separacion entre la “teoria” y la “practica”, entre los resultados de la
investigacion académica y la practica de la ensefianza de las matematicas es
un tema de reflexion frecuente, como describe Ruthven (2002). Este autor
analiza los vinculos entre la investigacion y la ensefanza, proponiendo una
cooperacion entre los conocimientos derivados de la investigacion académica y
los conocimientos derivados de la practica profesional. “Una preocupacion
particular se refiere a como se puede promover una mayor sinergia entre estas
dos practicas especificas, sus formas caracteristicas de conocimiento, y los

procesos asociados de creacién de conocimiento” (Ruthven, 2002, p. 581).

Nuestra investigacion se orienta, de manera central y usando herramientas
tedricas del EOS, hacia la caracterizaciéon del conocimiento profesional de
formadores de profesores de matematicas de secundaria sobre la idoneidad
didactica de los procesos formativos relacionados con la ensefianza del

Calculo.

La Memoria de Tesis Doctoral la hemos organizado en diez capitulos, los

cuales precisamos a continuacion:

El Capitulo 1 esta organizado en dos partes. En la primera se contempla la
problematica general de la investigacion relacionada con el proceso de estudio

del Calculo en la ensefianza universitaria, especialmente en la Licenciatura en

17



Matematicas en Brasil. En la segunda parte se realiza una sintesis de los
antecedentes de las investigaciones en Didactica del Calculo, resaltando
aquellas desarrolladas en el marco del “Pensamiento matematico avanzado”, y
de los estudios sobre la formacién de profesores de matematicas de

secundaria.

En el Capitulo 2 se explicitan las nociones tedricas usadas en la investigacion.
El Enfoque Ontosemidtico (Godino y colaboradores, 1998; 2002; 2007)
constituye el marco tedrico principal. EI Pensamiento Matematico Avanzado
(Tall, 1991a; 1991b; 1996; Selden y Selden, 2005; Mamona-Downs y Downs,
2008; Artigue, Batanero y Kent, 2007), y el Conocimiento profesional del
profesor de matematicas (Ruthven, 2002; Ponte, 1998; Zaslavsky, Chapman y
Leikin, 2003; Jaworski, 2008) constituyen asi mismo referentes para nuestro

trabajo.

La metodologia de la investigacidn ha sido descrita en el Capitulo 3, en el cual
se fundamenta su enfoque cualitativo. El uso de las narrativas (Chapman,
2008), como metodologia de investigacion, desempefa un papel fundamental
para la “extraccion” de los significados personales de los profesores-
formadores sobre el proceso de estudio de la integral. Asi mismo, se describe

el problema de investigacion, los objetivos y las hipétesis.

En el Capitulo 4 se realiza un estudio histérico-epistemolégico-didactico de la
integral, donde se analiza la génesis y evolucion de dicha nocion a lo largo de
la historia, asi como sus implicaciones en el proceso de estudio de la integral

en la ensenanza universitaria de Calculo.

El Capitulo 5 esta dedicado a la descripcion del curriculo de la Licenciatura en
Matematicas en Brasil. Se hace una sintesis del Sistema Educacional Brasilefio
y se discute el curriculo de la Licenciatura en Matematicas y el curriculo del
Calculo Diferencial e Integral en el contexto de la formacion de profesores de

matematicas en Brasil.

El Capitulo 6 incluye un analisis de libros de texto de Calculo actualmente
utilizados en los primeros cursos de la Licenciatura en Matematicas,
poniéndose en practica una metodologia para andlisis de textos matematicos

desarrollada a partir de las herramientas teoricas del Enfoque Ontosemidtico.
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Los Capitulos 7 y 8 se analizan las narrativas de dos profesores-formadores
sobre su formacién académica, experiencia y sus conocimientos profesionales
sobre los procesos de estudio de la integral, en el contexto de formacion de

profesores de matematicas de secundaria en Brasil.

La memoria compartida de los diez profesores-formadores entrevistados esta
contemplada en el Capitulo 9. Se realiza un analisis condensado de sus
formaciones y experiencias respectivas, y se sintetizan sus conocimientos
profesionales acerca de las caracteristicas de la idoneidad didactica de los

procesos de ensefianza y aprendizaje de la integral.

En el Capitulo 10 se realiza una sintesis de la investigacion, destacando los
aportes de la misma y concluyendo con la descripcion de algunas cuestiones

abiertas relevantes.

Finalmente, esta memoria se cierra con las referencias bibliograficas utilizadas
en su elaboracién, con un resumen de la Tesis en Portugués como uno de los
requisitos para optar a la Mencion de Tesis Europea, y con los anexos del
guion de entrevistas y de las transcripciones de dos de las entrevistas
realizadas con los profesores-formadores, expertos en el proceso de estudio

del Calculo en la ensefanza universitaria.
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Capitulo 1

I?ROBLEMATICA GENERAL Y ANTECEDENTES:
EL CALCULO COMO CAMPO DE INVESTIGACION EN
EDUCACION MATEMATICA

“Para Thales... la cuestion primaria no era qué sabemos, sino cémo lo
sabemos”.
Aristoteles.

Este capitulo esta organizado en dos partes. En la primera abordaremos la
problematica general de interés de esta investigacion relacionada con los
procesos de estudio del Calculo Integral en la ensefianza universitaria,
particularmente en la formacién de profesores de matematicas. En la segunda
parte sintetizaremos los antecedentes de interés para nuestra investigacion, a
partir de las seis dimensiones desarrolladas en el Enfoque Ontosemiotico:
epistémica, cognitiva, mediacional, afectiva, interaccional, y ecoldgica.

1.1.  PROBLEMATICA GENERAL DE LA INVESTIGACION

La investigacion educativa en el ambito de la ensefianza universitaria de la
Matematica viene siendo desarrollada desde hace poco mas de veinte afos,
con especial énfasis en los procesos de ensefianza y aprendizaje del Calculo.
En el referido periodo se han logrado importantes resultados en lo que
concierne al intento de mejora de la comprensién de las dificultades de los
estudiantes, las disfunciones de los sistemas educativos y las posibles vias
para superar dichos problemas (Artigue, 2003b). La creciente cantidad de
investigaciones en didactica de las matematicas relacionadas con el proceso
de ensefanza y aprendizaje de las matematicas en los primeros niveles

universitarios ha puesto de manifiesto, no solamente el interés surgido por esta
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linea de investigacion, sino la gran cantidad de problemas educativos que

suelen presentarse en dicho proceso (Holton, 2003).

Muchas investigaciones han sido desarrolladas dentro de la linea del
“Pensamiento Matematico Avanzado” (Tall, 1991a; 1996; Harel, Selden y
Selden, 2006; Mamona-Downs y Downs, 2008); ademas, podemos sefalar las
aportaciones encontradas en los PME de los ultimos afos a través de los
trabajos de Bezuidenhout and Olivier (2000); Czarnocha et al. (2001); Rasslan
y Tall (2002); Carlson et al. (2003) que estan centradas en la problematica
relativa a la ensefianza y aprendizaje del Calculo. Para Dreyfus y Eisenberg
(1990), esto esta ligado no solamente con el hecho de que el Calculo es la
rama de la matematica avanzada, a la que se dedica una mayor cantidad de
tiempo en los estudios cientificos-técnicos, sino por el nUmero de problemas no
triviales que suelen presentarse en su proceso de aprendizaje. Artigue (1998,
2003b) apunta también a la formalizacion que se requiere en niveles
universitarios y que obliga al alumno a romper con el trabajo algebraico
ordinario y a reconstruir significados, como el de igualdad. Asimismo, Artigue
(1991) sefalod las dificultades que surgen para los estudiantes en un curso
introductorio de Calculo en la ensefanza universitaria, destacando que en su
ensefianza tradicional esto se resuelve a través de una excesiva algebrizacion,
resaltando, principalmente: el predominio de la manipulacion de formulas en
lugar de las funciones; el empleo de los algoritmos para hallar derivadas en
lugar de la teoria de aproximaciones lineales; la determinacion de primitivas en
lugar de la busqueda de significados para la integral; y la utilizacion de
algoritmos (o recetas) para calcular ecuaciones diferenciales en lugar de

solucionarlas a través de aproximaciones numéricas y graficas.

Al sintetizar los resultados de algunas investigaciones realizadas en Calculo,
ésta investigadora ha sefialado algunos aspectos negativos, poniendo de
manifiesto que dichos resultados proporcionan evidencias estadisticas de las
limitaciones tanto de las practicas educativas tradicionales como de las
practicas educativas que favorecen los enfoques formales y tedricos que
reflejan el estilo Bourbaki (Artigue, 1991,p. 119).

En este sentido, la investigadora considera que:

[...]) También debemos reconocer que la investigacion no nos da una forma general de
mejorar facilmente los procesos de ensefianza y aprendizaje. Algunas razones pueden
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ser encontradas en el actual estado de la investigacién: hasta ahora, se han
concentrado esfuerzos en unos pocos dominios ensefiados en el nivel universitario.
Ademas, la preparacion de futuros matematicos, a pesar de la gran diversidad de
estudiantes que toman cursos de Matematicas en la Universidad, ha sido mas o menos
privilegiado de forma implicita (pp. 129-130).

Ademas, la significativa presencia del curso de Calculo en los curriculos

iniciales de distintas carreras universitarias (en las areas de ciencias exactas y
tecnoldgicas, sociales, bioldgicas, y de humanidades), y los elevados niveles
de fracaso escolar y, consecuentemente, de reprobacion y desercion de los
estudiantes revelan no solamente la complejidad existente en su estudio, sino
la necesidad de desarrollar nuevas investigaciones relativas a la problematica
especifica relacionada al proceso de estudio del Calculo en la ensefianza

universitaria.

La problematica didactica general que abordamos en esta investigacién se
refiere a la caracterizaciéon de los conocimientos sobre la idoneidad didactica de
los procesos de ensefianza y aprendizaje de un contenido matematico
especifico, la integral, en el contexto socio-profesional de la formacion de
profesores de matematicas de secundaria. De manera sintética, el problema
general que planteamos se relaciona con la idoneidad de los procesos de
estudio del Calculo Integral en el contexto de la formacion de profesores de
matematicas de secundaria en Brasil. La complejidad del referido problema
ante las diversas facetas y dimensiones a tener en cuenta, nos lleva a

abordarlo desde dos aproximaciones complementarias:

(1) estudio sistematico de los resultados de investigaciones académicas

realizadas en el campo;

(2) caracterizacion de los conocimientos didactico-matematicos de

profesores-expertos en la ensefianza del Calculo en el nivel universitario.

La ensefianza de cualquier contenido matematico, sea en los niveles de
educacion basica o secundaria, o bien orientada a la formacién de
profesionales es el tema central de la investigacion didactica, y también el
ambito de actuacion y reflexion de los profesores de matematicas. En ambas
comunidades de practicas (investigacion y docencia) se desarrollan y aplican
conocimientos sobre una misma realidad, aunque con frecuencia dichas
comunidades estdn desconectadas. La separacion entre la “teoria” y la

“practica”, entre los resultados de la investigacion académica y la practica de la
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ensefanza de las matematicas es un tema de reflexién frecuente, como
describe Ruthven (2002). Este autor analiza los vinculos entre la investigacion
y la ensefianza, proponiendo una cooperacion entre los conocimientos
derivados de la investigacion académica y los conocimientos derivados de la
practica profesional. “Una preocupaciéon particular se refiere a como se puede
promover una mayor sinergia entre estas dos practicas especificas, sus formas
caracteristicas de conocimiento, y los procesos asociados de creacién de
conocimiento” (Ruthven, 2002, p. 581).

En general, las investigaciones desarrolladas en el campo del “pensamiento del
profesor de matematicas” y sobre “Didactica del Calculo” suelen abordar
aspectos parciales del problema, centrandose principalmente en cuestiones de
tipo cognitivo. El disefio y desarrollo curricular, tanto a nivel macro como micro-
didactico, requiere tener en cuenta, ademas de las “concepciones, errores y
dificultades” de los estudiantes, las dimensiones epistémicas (significados
institucionales), la mediacional (uso de recursos tecnoldgicos y temporales), los
modos de interaccion docente-discente en el clase, asi como los aspectos que
podemos calificar de ecoldgicos, esto es, el estudio de los condicionantes

sociales, econdémicos, etc.

Por otra parte, conocer lo que piensan, opinan y creen los profesores sobre las
matematicas y su ensefianza es una tema de investigacion necesario para
poder abordar con fundamento las cuestiones del desarrollo profesional de los
profesores de matematicas. “Extraer y codificar este conocimiento artesanal
tiene el potencial de mejorar la efectividad con que se puede realizar la
formacion de profesores, proporcionando marcos mas explicitos para analizar
los procesos de ensefianza, para articular mecanismos y funciones, y para
comprender su adaptacién a condiciones diferentes” (Ruthven, 2002, p. 596).
Se trata, por lo tanto, de establecer un concurso activo y concertado entre el
conocimiento profesional de los profesores-formadores y el conocimiento
académico sobre la idoneidad de los procesos de estudio del Célculo Integral

derivado de las investigaciones didacticas.

En este sentido, el contenido matematico general, en el que fijamos nuestra
atencion, sera el Calculo Integral, y el énfasis de esta investigacién estara

centrado en caracterizar los conocimientos profesionales de los profesores-
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formadores sobre la idoneidad de los procesos de estudio del Calculo Integral
en la ensefanza universitaria, en el contexto de la formacion de profesores de
matematicas de la ensefianza secundaria. Se trata de elaborar una
metodologia de estudio sistematico de las diversas facetas o componentes,
implicadas en la Didactica del Calculo que tenga en cuenta los aportes de la
investigacion académica y el conocimiento profesional de los profesores-
formadores. Utilizaremos para este fin el marco tedrico desarrollado por Godino
y colaboradores (Godino y Batanero, 1998; Godino, 2002; Godino, Batanero y
Font, 2007), que se describe como “Enfoque ontosemidtico del conocimiento y
la instruccion matematica” (EOS), al considerar que aporta una perspectiva
global sobre las dimensiones epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional,
mediacional, y ecologica, asi como las herramientas de analisis potentes para

abordar nuestro problema de investigacion.

A continuacion, sintetizamos algunos antecedentes de interés para nuestra

investigacion.

1.2. El CALCULO INTEGRAL COMO CAMPO DE INVESTIGACION EN
EDUCACION MATEMATICA

En esta seccion realizamos una sintesis de los principales resultados de las
distintas investigaciones desarrolladas en Didactica de la Matematica en la
Ensefanza Superior relacionadas con el Calculo Integral. En la seccién 1.2.1
presentamos un panorama de las investigaciones realizadas en Didactica de la
Matematica relacionadas con la integral; en la seccidon 1.2.2 sintetizamos los
estudios epistemoldgicos, los cognitivos estan contemplados en la seccidn
1.2.3, y los instruccionales en la seccion 1.2.4; en la seccidn 1.2.5 sintetizamos

las investigaciones relacionadas con el profesor-formador y con el Calculo..

1.2.1. Panorama de las investigaciones realizadas en Didactica de la

Matematica relacionadas con la integral

Las investigaciones desarrolladas en Didactica de la Matematica, sobre el
Calculo Diferencial e Integral, estan se incrementando en los ultimos afos y se

realizan bajo diferentes enfoques tedricos y metodoldgicos. La complejidad del
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proceso de estudio del Calculo requiere de estudios que puedan aportar
nuevos conocimientos sobre el tema y contribuir con el aprendizaje de los

contenidos matematicos por los estudiantes universitarios.

En este sentido, consideramos util entender las concepciones predominantes
sobre las Matematicas. Segun Fischbein (1994), las Matematicas superior,
incluyéndose el Calculo, pueden ser consideradas bajo los puntos de vista

siguientes:

[...] (@) Matematicas como un cuerpo de conocimiento riguroso, formal y deductivo, tal
como se presenta en los tratados y en los libros de texto de elevado nivel; (b)
Mateméatica como una actividad humana. El hecho de considerar la Mateméaticas como
un cuerpo de conocimientos légicamente estructurados no excluye la necesidad de
considerarla también como un proceso creativo: en la realidad, lo que se pretende son
estudiantes que entiendan que las Matematicas se constituyen, esencialmente, en una
actividad humana. El proceso de creacion matematica implica en momentos de
iluminacion, hesitacion, aceptacion y refutacién; muy frecuentemente, lleva siglos de
esfuerzos, correcciones sucesivas y refinamientos. Nosotros queremos estos
estudiantes para ensefarles no solamente lo formal, las secuencias deductivas de
resultados relacionados a un teorema, sino para que sean capaces de construir las
respectivas justificaciones, para evaluaren de manera formal e intuitiva la validez de las
proposiciones matematicas. (Fischbein, 1994, citado por Igliori, 2009, pp. 14-15).

La complejidad del proceso de estudio de las Matematicas, y del Calculo en
particular, permite considerar que las expectativas del estudiante, del profesor
universitario, del profesor de la educacion secundaria, y el estudio de los
conceptos del Calculo constituyen una fuente inagotable de cuestiones de
investigacion (Silva, 2011). Asimismo, el autor ha afirmado que en lo que se
refiere a las investigaciones desarrolladas en el Programa de Postgrado en
Educacion Matematica de la Pontificia Universidad Catdélica de Sao Paulo,
relacionadas con las representaciones de los estudiantes, con la formacién de
profesores y con los libros de texto centradas en la integral se ha realizado seis
investigaciones (Tesis de Fin de Master): tres relacionadas con el libro
didactico, una esta basada en analizar los efectos de un ambiente
computacional en la introduccion de la nocién de integral, la otra se relaciona
con las concepciones reveladas por un grupo de profesores al evaluar las
producciones de los estudiantes, y la ultima consiste en averiguar que
componentes del concepto de integral permanecen para el estudiante tras

algunos semestres de la realizacién del curso de Calculo.

Lo anterior, nos permite considerar la relevancia de las investigaciones

centradas en el conocimiento profesional de los profesores-formadores sobre el
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proceso de estudio de la integral en el contexto de la formacion de profesores
de matematicas de la ensefianza secundaria en Brasil. En este ambito, se situa
nuestra investigacion, en la cual tenemos en cuenta las distintas dimensiones
inherentes a dicho proceso. Ademas, encontramos en la literatura
especializada que la significativa cantidad de investigaciones sobre los
contenidos de Calculo “se justifica tanto por el fracaso de los estudiantes en
Calculo como por su condicion privilegiada en la formacion del pensamiento
avanzado en Matematicas” (Igliori, 2009, p. 13). Consideramos que existen
otros factores que justifican el desarrollo de las investigaciones en Didactica del
Analisis, los cuales requieren pueden ser identificados a partir de una revisiéon
de los antecedentes de las investigaciones que han sido desarrolladas
relacionadas con el Calculo Integral. A continuacion sintetizamos los principales
estudios epistemoldgicos relacionados con el proceso de estudio del Calculo

Integral.

1.2.2. Estudios epistemoldgicos

Calvo (1997) desarrollé un estudio para establecer las bases de una propuesta
dirigida a la construccién de un esquema conceptual (concepto imagen en el
sentido de Vinner, 1991) de la integral definida, contemplando no solamente su
definicion formal, sino también sus relaciones con los esquemas conceptuales
de areas y derivadas. En las conclusiones, el autor propone que se elija la
definicion de integral de Darboux (en términos de supremos de sumas
inferiores y de infimos de sumas superiores) y considera que las facetas
algebraica, numérica y grafica son las que, ademas de establecer las
conexiones, enriquecen el esquema conceptual de la integral definida; las
imagenes visuales de los estudiantes pueden ser potenciadas con la
exploracion de las conexiones entre los esquemas conceptuales de integral

definida y del area.

Una de las primeras investigaciones epistemoldgicas realizadas en Brasil,
abordando (sucintamente) el concepto de integral definida, consiste en la tesis
doctoral de Sad (1998). La autora desarroll6é una investigacion cualitativa de los

aspectos epistemolégicos de la produccién de determinados significados en el
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proceso de ensefianza y aprendizaje del Calculo diferencial e integral,
enmarcada en el “Modelo Tedrico dos Campos Semanticos — MTCS” (Lins,
1984, citado por Sad, 1998). La relacion de los campos semanticos con el
Calculo fue caracterizado, principalmente, por cuatro tipos de estipulaciones
locales: visuales—geométricas, del tipo algoritmo, con respeto al limite y con
respeto a los infinitésimos. La investigadora busca establecer los significados
de limite, derivada, diferencial, e integral definida. En las conclusiones, destaca
la necesidad de comprension de las relaciones entre los distintos elementos
que constituyen los procesos de ensefanza y aprendizaje del Calculo, tales
como sujeto del conocimiento, interlocutor, enunciados, enunciacion,

conocimiento, campo semantico y demanda social.

Al realizar un analisis epistemologico de las aportaciones de algunos
matematicos como Cavalieri, Wallis y Roberval al desarrollo de la integral
definida, Czarnocha, Dubinsky, et al. (2001) estudiaron el desarrollo de dicho
concepto en un grupo de 32 estudiantes que ya habia completado un curso de
Calculo Los datos fueron obtenidos a través de la “Entrevista Calculo Integral’
realizada con cada uno de los estudiantes. Los principales aspectos resaltados
en las conclusiones fueron: la visidbn mostrada por los estudiantes era distinta
de la desarrollada en su proceso de instruccion, algunos de los estudiantes
imitaban los argumentos I6gicos de grandes matematicos, y la necesidad de
tener en cuenta la intuicion natural de los estudiantes en la organizacién de la
instruccion de los temas fundamentales al desarrollo de un método riguroso de

evaluacion de la integral definida.

El informe de Czarnocha, Loch, Prabhu y Vadakovic (2002) presenta los
resultados del experimento de ensefianza referente a la comprension de los
conceptos del Calculo por parte de los estudiantes de Ingenieria, Ciencias y
Matematicas de una universidad del oeste de Estados Unidos. La pregunta de
la investigacion fue: ;Cual es el desarrollo mental del esquema de integral
definida entre estudiantes? El andlisis, basado en las entrevistas clinicas,
sugirio la construccion del concepto de integral definida con la coordinacion de
dos construcciones distintas: del esquema visual de las aproximaciones
geométricas al area y del esquema numérico de las series convergentes

infinitas. Para los autores, entre las principales dificultades para comprender
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dicho concepto estan la ausencia de una comprension clara de la serie y de
sus limites, y de estos con el esquema visual de las sumas de Riemann. En las
conclusiones fue resaltada la necesidad de coordinacion entre diversos
registros (en el sentido de Duval) como forma de suplir las dificultades

conceptuales de los estudiantes.

Contreras y Ordofiez (2006) han desarrollado un estudio basado en la
aplicaciéon del Enfoque Ontosemidtico (EOS) para realizar un analisis de la
integral definida, en el sentido de la integral de Cauchy-Riemann. Para ello, se
ha elegido el area de una region plana en un fragmento de un libro considerado
representativo en el contexto del 2° curso de bachillerato en Espafia. A partir de
una revision de los antecedentes, los autores identificaron los principales
obstaculos epistemoldgicos ligados a la integral definida, y tras aplicacion de
las herramientas tedricas del EOS concluyeron que ha aflorado diversos
conflictos semidticos. Entre los aspectos resaltados en el estudio, se encontra
la consideracion que si el docente es consciente de “las posibles dificultades a
las que se enfrentan los estudiantes, se puede interpretar mejor sus errores y
evitar lagunas de significados que suelen conducir al uso de métodos

algebraicos de calculo sin sentido” (p. 81).

Contreras, Ordonez y Wilhelmi (2010) han realizado un analisis de una muestra
representativa de libros de matematicas con el objetivo de “mostrar algunas
posibilidades para la mejora de la idoneidad didactica de los procesos de
ensefanza y aprendizaje potenciales relativos al calculo integral en el
bachillerato” (p. 368). Se ha identificado, inicialmente, cuatro configuraciones
epistémicas (CE) de la integral definida: CE geométrica, CE resultado de un
proceso de cambio, CE inversa de la derivada, y CE aproximacion al limite.
Posteriormente se ha identificado ademas, la presencia de la CE algebraica.
Tras analizar los libros de texto y las Pruebas de Acceso a la Universidad, los
autores sugieren que se debe tener en cuenta los siguientes aspectos:
proponer procesos de estudio que posibiliten el transito entre las distintas
configuraciones epistémicas, solicitar a las universidades la inclusion de
situaciones que requieran un conocimiento de la integral definida relacionado
no solamente a las configuraciones epistémicas geométrica y algebraica,

utilizar el calculo numeérico y la geometria elemental “como medios de control y
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prediccidn, en situaciones complejas de modelizacion e interpretacion” (p. 381),
e incluir las calculadoras graficas y programables en las clases de matematicas

del bachillerato y en las Pruebas de Acceso a la Universidad.

En su tesis doctoral, Ordéfiez (2011) ha realizado una investigacion
relacionada con las Pruebas de Acceso a la Universidad y de su efecto en el
significado implementado para la integral definida en el 2° curso de bachillerato
en Espafia. A partir de un estudio historico-epistemologico del tema, la autora
utilizé las herramientas tedricas desarrolladas por el Enfoque Ontosemidtico
para sistematizar el significado global de la integral definida en dicho contexto,
asi como para establecer los significados implementados y su concordancia
con las referidas pruebas. Ademas, se aplicO un cuestionario para los
estudiantes con la finalidad de caracterizar los significados personales que
éstos ponen de manifiesto sobre la nocidn matematica de la integral definida.
Entre las principales conclusiones, la autora ha resaltado la ausencia de
significado y las dificultades presentadas por los estudiantes en lo que se

refiere al proceso de aprendizaje del tema.

Hemos realizado algunas investigaciones previas relacionadas con el proceso
de estudio de la integral en el contexto de la Licenciatura en Matematicas en
Brasil. En el estudio desarrollado por Crisostomo, Ordéfiez, Contreras y Godino
(2006) realizamos un acercamiento a la reconstruccion del significado global de
la integral definida, utilizando las herramientas tedricas del Enfoque
Ontosemidtico, a partir de un marco institucional nombrado histérico-
epistemoldgico-didactico. En los resultados, a partir de los significados
emergentes de la evolucion historica de la integral definida, sistematizamos
siete configuraciones epistémicas parciales, las cuales fueron interpretadas
como el significado global de la integral definida. Sin embargo, al centrar
nuestro interés en la identificacion de los significados puestos de manifiesto por
los profesores-formadores de profesores de matematicas de la ensefanza
secundaria en Brasil sobre el proceso de estudio de la integral, ampliamos el
referido estudio contemplando las configuraciones epistémicas de la integral
que se suele utilizar en el curso introductorio de Calculo en el referido contexto

socio-profesional.
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En este sentido, en nuestra Tesis de Master realizamos un estudio de caso
intitulado Caracterizacion del proceso de estudio de la integral en la formacion
de profesores de matematicas (Crisostomo, 2008). El objetivo de esta
investigacion consisti6 en caracterizar el proceso de estudio del Calculo
Integral en el contexto socio-profesional de la formacion de profesores de
matematica de secundaria en Brasil. Se trata de una investigacion cualitativa e
interpretativa realizada con los profesores-formadores, expertos en la
ensenanza del Calculo en el nivel universitario, especialmente en el contexto
de la Licenciatura en Matematicas, teniendo en cuenta los resultados de las
investigaciones realizadas tanto en el area de la Didactica del Calculo, como de
formacion de profesores de matematicas. Utilizamos de manera sistematica las
herramientas conceptuales elaboradas por el llamado “Enfoque ontosemidtico
del conocimiento y la instruccion matematica” para analizar, con detalle y
profundidad, la entrevista “piloto” que hemos realizado con uno de los
profesores-formadores. La sistematizacion de los relatos del profesor-formador
ha sido realizada teniendo en cuenta una pauta de analisis elaborada a partir
de las herramientas del modelo tedrico utilizado y contempla indicadores que
pueden ser utiles para analizar la idoneidad del referido proceso de estudio a
partir de las dimensiones epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional,
mediacional y ecoldgica. Posteriormente, realizamos otro estudio parcial
relacionado con este tema (Crisostomo, 2011), en el cual abordamos el
problema de la identificacion de criterios para el disefio y desarrollo curricular
de contenidos matematicos especificos teniendo en cuenta los conocimientos
profesionales de los profesores-formadores, y su articulacion con los resultados
de la investigacion en el tema correspondiente. Se trata de un estudio de casos
centrado en la ensefianza de la integral a futuros profesores de matematica de
secundaria. Utilizamos de manera sistematica las herramientas conceptuales
elaboradas por el Enfoque Ontosemidtico, las cuales se han revelado potentes
para caracterizacion de dicho conocimiento sobre el proceso de estudio de la
integral. Hemos profundizado nuestros estudios y ampliado los resultados
parciales de nuestras investigaciones previas que culminaron con la

elaboracién de nuestra tesis doctoral.
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1.2.3. Estudios cognitivos

Los constructos desarrollados en el marco del Pensamiento Matematico
Avanzado - PMA propician explicaciones para diversas investigaciones
cognitivas desarrolladas sobre el Calculo Integral. Sin embargo, aunque para
nuestro estudio es relevante contemplar, no solamente la dimension cognitiva,
sino las demas dimensiones propuestas por el EOS, consideramos que dichos
constructos pueden contribuir, de manera complementaria, con la interpretacion
necesaria para la sistematizacion del significado de referencia (o global) de la
integral, como para la caracterizacion de los conocimientos profesionales
expresados por los profesores-formadores sobre el proceso de estudio de la
integral. Iniciamos esta seccion con un abordaje de algunos de los estudios
mas generales desarrollados en el PMA relacionados con el proceso de estudio
de la integral y, a continuacion, realizamos una sintesis de los estudios

cognitivos realizados sobre dicho proceso.

1.2.3.1. El Pensamiento Matematica Avanzado como linea de investigacion

A partir de la formacion del “grupo de trabajo” con foco en el “Pensamiento
Matematico Avanzado — PMA” (1985) en el seno del International Group for the
Psycology of Mathematics (PME) la produccién cientifica enmarcada en el PMA
ha sido significativa. En este sentido, podemos considerar que a partir de la
publicacién de la obra Advanced Mathematical Thinking, editada por Tall
(1991a), ha convertido el PMA en una de las linea de investigacion mas
utilizadas en los estudios cognitivos desarrollados en Educacion Matematica en
la Ensefianza Superior, especialmente en lo que se refiere a los temas de

Calculo y de Analisis Matematico.

Dicha obra esta constituida por un capitulo introductorio, en el cual Tall
fundamenta la psicologia del pensamiento matematico avanzado, y por tres
partes distintas. La primera estd centrada en la naturaleza del pensamiento
matematico avanzado y comprende el estudio de los procesos involucrados en
la concepcion del PMA, la creatividad matematica y la demostracion
matematica; en la segunda, intitulada Teoria cognitiva del pensamiento

matematico avanzado, se aborda el rol de las definiciones en la ensenanza y
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aprendizaje de las matematicas, el rol de las entidades conceptuales y de sus
simbolos en la introduccion de los conceptos matematicos, y la abstraccién
reflexiva en el PMA; la tercera parte contempla algunas investigaciones en la
ensefianza y aprendizaje del pensamiento matematico avanzado, relacionadas
con el desarrollo cognitivo y con las dificultades conceptuales y de aprendizaje
asociadas a algunos temas como funciones, limites, infinito, demostraciones y

con el uso de los ordenadores.

Para Tall (1991b), la caracterizacién del ciclo de actividad en el pensamiento
matematico avanzado se basa en que “desde la actitud productiva de
considerar la contextualizacion de un problema en una investigacion
matematica, conduce a la formulacion productiva de conjeturas y a la etapa
final de refinamiento y demostracion” (p. 3). Al postular que muchas de las
actividades ocurren simultaneamente tanto en este ciclo como en la solucion de
problemas de las matematicas elementales, el referido autor considera que la
distincién entre ambos radica en la posibilitad de definicion y deduccién

presentes en el PMA. Ademas, afirma que:

El cambio del pensamiento matematico elemental para el pensamiento matematico
avanzado involucra una significativa transicion: desde la descripcion a la definicion,
desde el convencimiento a la demostracion de manera légica basada en las
definiciones. Esta transicidon requiere una reconstruccién cognitiva, que se manifiesta
durante los conflictos iniciales de los estudiantes universitarios con las abstracciones
formales enfrentadas por ellos en el primer afio de universidad (p. 20).

La reconstruccién cognitiva es analizada a partir del aspecto de la teoria de
Piaget relacionado con la transicion de un estadio mental para otro. Esto se
concreta a través de la complementariedad entre los procesos de asimilacion y
acomodacion. Para Tall, la asimilacion consiste en una apropiacion individual
de un nuevo dato, mientras que la acomodacién se refiere a un posible cambio
en la estructura cognitiva individual. Ademas, esta idea es corroborada por la
distincion hecha por Skemp (1979) entre los casos en que el proceso de
aprendizaje provoca una simple expansion de la estructura cognitiva del
individuo, y aquellos en los cuales el conflicto cognitivo requiere una
reconstruccion mental, cuyas dificultades producidas ocurren durante la fase de
transicion (Ibid. p. 9), lo que implica que hay que tenerlas en cuenta en la
ensefianza y aprendizaje de nociones matematicas, como por ejemplo de la

integral.
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En el capitulo 11 de dicha obra, intitulado Analysis, Artigue (1991) empieza
presentando brevemente los principales aspectos de la evolucion historica de
los conceptos, alrededor de los cuales se estructuraron las nociones del
Célculo; ademas, aborda los conflictos existentes en las nociones de diferencial
y derivada, y discute los impactos de dichos conflictos en la educacién, asi

como también del Analisis no Standard.

Al presentar distintas investigaciones tedricas e interpretaciones empiricas
sobre las concepciones mentales construidas por los estudiantes sometidos a
la ensefianza tradicional, la autora comenta algunos de los distintos conceptos
a priori que suelen ser atribuidos a las nociones del Caélculo. En el caso de la
integral, por ejemplo, Artigue sefala diferentes concepciones que le son
atribuidas: inversa de la diferenciacion; proceso para hallar longitud, area y
volumen; forma continua lineal en un espacio de funciones; o, de manera mas

general, como un proceso de medicion.

Finalmente, la autora presenta estudios en Ingenieria Didactica enfocados en
desarrollar y testar nuevos métodos para la ensefianza y aprendizaje de
conceptos del Calculo, como derivadas, integrales y ecuaciones diferenciales.
Concluyendo la autora considera importante enfatizar algunos aspectos

convergentes en dichos estudios, tales como:
v poner el foco en la construccion y control de significados;

v buscar un mejor equilibrio entre las diferentes representaciones de un
concepto, particularmente preocuparse con el mejor uso de un contexto
grafico;

v’ preocuparse con las posibilidades ofrecidas por el ordenador para repensar
el contenido de la educacion en términos de adecuaciéon epistemologica de
los dominios considerados y de las capacidades cognitivas de los

estudiantes (p. 195).

Posteriormente, en su articulo L’évolution des problématiques en didactique
de l'analyse, Artigue (1998) aborda una problematica que ha jugado un papel
fundamental en la Didactica del Analisis, ejemplifica sus potencialidades y
limites, y, postula que el desarrollo de este campo depende tanto de su

evolucién global como de las condiciones culturales y sociales, en las cuales
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se desarrolla el proceso de ensefianza y aprendizaje del Analisis. En dicho

trabajo la autora discute:

¢ los obstaculos epistemoldgicos (destacandose el concepto de limite y la

heterogeneidad de las dimensiones);
¢ |a transicion entre procesos y objetos;

e los sistemas didacticos y de la ingenieria didactica (destacandose una

situacion fundamental para el aprendizaje de la integral);

e aspectos institucionales y ecologicos (destacandose la Didactica del

Analisis y las tecnologias informaticas).

En las conclusiones, la autora resalta la necesidad de desarrollar una
estructuracion y reconstruccidon  epistemoldgicamente coherentes vy
ecolégicamente viables para la evolucion del Analisis, tanto en la ensefianza
universitaria como en la secundaria, teniendo en cuenta las diferentes culturas

y los distintos contextos educativos.

Otro trabajo que consideramos relevantes para nuestra investigacion y que
posibilita un panorama general sobre la problematica existente en el proceso
de ensefanza y aprendizaje del Calculo, consiste en el capitulo sobre

Funciones y Calculo (Tall, 1996).

Dicho estudio centra su foco en los cambios ocurridos en la percepcién de las
funciones y Calculo en los ultimos afos, en términos de investigaciones sobre
el desarrollo de conceptos, asi como también del curriculo a través del uso de
ordenadores. Al entender que el propésito de las funciones es representar
como las cosas cambian, afirma que dicho significado “lleva a considerar
naturalmente los conceptos de tasa de variacion (diferenciacion) y crecimiento
acumulado (integracion) junto con el teorema fundamental del Calculo que

explica ambos conceptos como procesos inversos” (p. 289).

El referido autor discute las diferentes maneras con que suelen desarrollarse
los curriculos de Calculo en distintos paises. En algunos, los conceptos son
introducidos de manera mas intuitiva; en otros, por medio de la definicidon
formal basada en las teorias de Analisis Matematico; existen también los que

se quedan en una posicidn intermedia entre estos dos extremos, como es el
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caso de Estados Unidos. Sin embargo, Tall comenta que algunos estudios
situan el nivel de reprobacién en Calculo, de los estudiantes del primer afo

universitario, entre el 30% y 50%.

Segun Tall (1996), el desarrollo de las tecnologias introdujo, a partir de los
afios 1970, los ordenadores y las calculadoras graficas en el proceso de
ensefanza y aprendizaje del Calculo, contribuyendo asi con el surgimiento del
movimiento de reforma del Calculo en Estados Unidos. Dicho movimiento no
pretendia que el Caélculo fuera un “filtro” para los estudiantes, sino que su
aprendizaje fuera extendido a todos ellos. Entre los factores presentes en las
motivaciones de esta reforma, se encontraba la gran aspiracion de investigar la
comprension de los procesos de aprendizaje de los conceptos de Calculo. Al
discutir el desarrollo cognitivo, Tall considera la transformaciéon de algunos
procesos en conceptos, lo que genera el constructo procepto, abordado en el
Capitulo 2. Ademas, resalta la importancia de las representaciones por

posibilitar que un concepto sea enfocado desde distintos puntos de vista.

En este sentido, el autor considera que para construir o reconstruir un
concepto, como el de integral, el constructo concepto imagen juega un papel
esencial. Dicho constructo es entendido como el proceso mas amplio, pues
‘incluye todas las imagenes mentales, propiedades y procesos que se

relacionan en la mente del individuo” (lbid, p. 298).

El autor destaca que el crecimiento cognitivo propiciado por las Matematicas a
partir de los afios 1960 (en el cual el concepto de funcién juega un papel
fundamental) y las dificultades conceptuales cognitivas son, actualmente, mejor
comprendidas. Resalta también la ampliacion del significado de Calculo desde
las técnicas simbodlicas tradicionales hasta una ciencia de cdmo las cosas
cambian (considerando su razén de cambio y el crecimiento acumulado) y la
accesibilidad del Calculo a los estudiantes. Finalmente, concluye que aunque el
“descubrimiento” del Calculo se constituyd en uno de los hechos mas
significativos en la historia de la civilizacion en los ultimos tres siglos, el actual
desarrollo de las tecnologias de la informacién caracteriza su apice, donde el

Calculo sigue jugando un papel central.
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1.2.3.2. Estudios cognitivos relacionados con la integral

En este apartado, sintetizamos algunos de los estudios cognitivos relacionados
con el proceso de estudio de la integral, resaltando sus principales

aportaciones para nuestra investigacion.

Orton (1983) al desarrollar un estudio relativo a la comprensién de los
estudiantes sobre distintos aspectos relativos al concepto de integral de
Riemann, y tras aplicar un cuestionario (cuyas cuestiones estaban relacionadas
con limites, areas de rectangulos y bajo una curva, calculo de integrales y de
volumenes de cuerpos de revolucion), concluyé que el principal obstaculo
estaba relacionado con la comprensién de la integral como el limite de una
suma. Este autor resaltd, ademas, que el probable descuido del concepto de
limite en los niveles mas elementales dificulta la introduccion de la integracion;
el calculo del area bajo una curva es facilitado por el uso de calculadoras vy, es
aconsejable la utilizacion de diagramas y graficos en la introduccién del

Calculo.

En el estudio realizado por Mundy (1984) sobre la comprension visual de los
estudiantes asociada a la integracion de funciones positivas, se evidencié que
los estudiantes no relacionan la integral de dichas funciones con el area bajo

una curva.

En su articulo, Tall (1991c) analizé las dificultades que los estudiantes

universitarios del primer afo presentan en relaciéon al significado de las

notaciones ay y jf(x)dx, considerando que dichas dificultades estan

dx
asociadas, en muchos casos, a las “deficiencias” de los conceptos de Calculo
transmitidos por los profesores en la ensefianza preuniversitaria. También
presentd la relacion entre la diferencial y la integral (en el sentido de Leibniz),
asociandola al concepto de integral definida a través del triangulo

caracteristico.
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Baldino (1995), tras cuestionar ¢ cual es la relacion del “curso” de Calculo con
el “curso” de Andlisis?’, reflexiona sobre la ensefianza del Calculo,
especialmente a partir de las dificultades generadas por el concepto de integral,
tomando como punto de partida el libro de texto de Swokowski (1995). El autor
basado en el “analisis no estandar” (en el sentido de Robinson, 1966, citado
por Baldino), presenta una propuesta alternativa, que consiste en seguir los
caminos de la historia, para enfatizar y fundamentar los contenidos de integral
y derivadas. Dicha propuesta sugiere la ensefianza de los contenidos a partir

de los infinitésimos.

Thomas & Ye Yoon Hong (1996) hacen la descripcion de algunos fallos
conceptuales presentes en la comprension y en el pensamiento instrumental de
los estudiantes. Para eso, utilizaron los resultados de un cuestionario, aplicado
a los estudiantes de Calculo del ultimo afio de bachillerato, cuyo disefio tenia
como objetivo medir la comprensién de los conceptos asociados a la integral de

Riemann en dichos estudiantes.

Para Hitt (1998), la utilizacion errénea de interpretaciones visuales puede
conducir a representaciones incorrectas. El estudio fue ejemplificado por
medio de una propuesta, realizada por un profesor de matematicas de
ensefanza media superior, sobre la “comprension” del teorema fundamental
del Calculo y la aplicacion de una propiedad de la integral definida. En dicho
ejemplo, el autor utilizé la transcripcion literal de dicha propuesta para analizar
los aspectos erréneos en la interpretacion equivocada del profesor. De este
analisis, el autor infiere que el profesor parece no darse cuenta de su
contradiccion entre lo algebraico y su idea geométrica asociada al teorema
fundamental del Calculo; ademas, aunque era consistente en su idea intuitiva
del area bajo una curva, no articulaba coherentemente los aspectos

geomeétricos de dicho concepto.

El estudio histérico, desarrollado por Prabhu y Czarnocha (2000) sobre el
concepto del area bajo una curva, reveld que la imagen formada por los

estudiantes corresponde al mismo punto de vista anteriormente utilizado por

" En los distintos curriculos de la Licenciatura en Matematica desarrollada en Brasil, son
contempladas dos disciplinas: Calculo Diferencial e Integral (generalmente con enfoque mas
intuitivo) y Analisis Matematico (con enfoque formal, riguroso y practica en demostraciones).
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Argimedes, Cavalieri, y Wallis. Por esto, consideran que entender la integral
definida como el limite de una suma se constituye en un considerable obstaculo
para muchos estudiantes de Calculo. Tras aplicar un supuesto método de los
indivisibles en el proceso de ensefanza del Calculo, los autores discuten dicho

meétodo y relatan sus experiencias de ensefanza.

Czarnocha, Dubinsky, Loch, Prabhu y Vidakovic (2001) realizaron un trabajo
centrado en la comprension de las sumas de Riemann por los estudiantes.
Mientras los autores tenian la expectativa de que los estudiantes tuvieran
dificultades para hallar las integrales definidas, se quedaron sorprendidos al
observar que algunos de ellos no basaban sus respuestas en un acercamiento
explicito a la suma de Riemann. Al contrario del razonamiento continuo que se
esperaba de ellos, utilizaron los indivisibles atémicos de Cavalieri. Este
redescubrimiento de como la intuicion de los indivisibles se presentaba en el
pensamiento de los estudiantes mientras ellos analizaban la nocion del area
bajo una figura irregular, es un testigo de la persistencia del punto de vista

atébmico en la estructura del espacio.

La tension entre el rigor y la intuicion en Calculo y Analisis fue el foco de la
tesis doctoral de Reis (2001). La investigacién, desarrollada en el contexto
de formacion de profesores de matematicas, fue centrada en la compresion
de dicha tensién en la ensefianza universitaria y llevada a cabo a través del
anadlisis de manuales didacticos y de las entrevistas semiestructuradas
realizadas con cuatro investigadores y autores de libros de texto de dichas
disciplinas. En las conclusiones, el autor senald la necesidad de ruptura de
la visién dicotdmica entre rigor e intuicion en la ensefianza de Calculo y de

Analisis Matematico.

Rasslan y Tall (2002) investigaron el concepto imagen de la integral definida
en un grupo de estudiantes del ultimo afo del bachillerato, tras el desarrollo
de un curriculo en el cual se introdujo la integracién por medio de
estimacion de actividades del area comprendida por un grafico dado y el eje
de las abscisas. En las conclusiones, los autores destacaron la gran
dificultad de la mayoria de los estudiantes para definir la referida integral y
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para utilizarla en la interpretaciéon de los problemas asociados al calculo de

areas en un contexto mas amplio.

El articulo de Acosta y Wills (2002) esta centrado en las ideas y ejercicios
sobre dos asuntos relacionados con el tratamiento estandar del Calculo
integral. El énfasis de los conceptos abordados ha sido en la intuicion de los
estudiantes, con la finalidad de ayudarlos en lo que se refiere a facilitar la

comprension de la integral definida como un limite de las sumas de Riemann.

El estudio desarrollado por Kleiner (2002) tiene en cuenta el papel esencial que
lo infinitamente pequeno y lo infinitamente grande juegan en Calculo y
considera que estos estuvieron presentes en su historia de distintas maneras:
infinitesimales, indivisibles, diferenciales, cantidades evanescentes, momentos,
magnitudes infinitamente grandes e infinitamente pequefas, sumas infinitas,
serie de potencia, limites, y numeros hiperreales. Ademas, resalta la
importancia fundamental de dichas nociones en los niveles técnicos y
conceptuales del Calculo, y ejemplifica cdmo lo infinitamente pequefo y lo
infinitamente grande se revelaron en la historia del Calculo desde el siglo XVII
hasta el XX.

Carlson, Persson y Smith (2003) han elaborado materiales curriculares para
promover la comprension y destrezas de razonamiento en estudiantes
relacionados al Teorema Fundamental del Calculo - TFC. En la revisién
bibliografica desarrollada, los autores apuntan que: (a) la mayoria de los
estudiantes del primer semestre del curso de Caélculo no adquieren la
comprension de dicho concepto y tampoco parecen estar desarrollando las
destrezas de razonamiento fundamentales para entender y utilizar la FTC en
situaciones aplicadas, basandose en los resultados de los estudios
desarrollados por Bezuidenhout y Olivier (2000), y por kaput (1994)% (b) las
dificultades presentadas por los estudiantes sobre el TFC han sido atribuidas al
estudio superficial de funcién, segun Carlson (1998) y Thompson (1994) y de
tasa de cambio (Thompson, 1994). La investigacidon propone realizar una
“articulacion mas cuidadosa de las destrezas de razonamiento y las

concepciones relacionadas con la acumulacion y el Teorema Fundamental del

2 Carlson, Persson y Smith (2003) ha citado los trabajos de (Bezuidenhout y Olivier, 2000;
kaput, 1994; Carlson, 1998; Thompson, 1994).
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Calculo” (p. 166). Entre las principales conclusiones, los autores consideran
que aunque hay deficiencias de los estudiantes relativas a las tareas, su
rendimiento relacionado con la nocion de acumulacion y el FTC ha sido
relativamente bueno y que el marco para este estudio sirve como una
herramienta util para el analisis de las destrezas de razonamiento y
comprension de los estudiantes relativos a los conceptos y a las notaciones del
FTC.

Gonzalez-Martin y Camacho (2004) analizan las respuestas de un grupo de
estudiantes de matematicas, del primer afo de la universidad, a un cuestionario
elaborado con el objetivo de determinar las dificultades que tienen dichos
estudiantes al realizar tareas no rutinarias relacionadas con las integrales
impropias. Tras categorizacidn de las respuestas, llegaron a la conclusion de
que varios estudiantes tienen dificultades en la articulacion de los diversos
sistemas de la representacion, y problemas para conectar y relacionar este
conocimiento como una generalizacién de conceptos anteriores, tales como

integrales definidas, series y secuencias.

Las dificultades en los conocimientos previos de conceptos del Calculo también
ha sido destacado en la tesis doctoral de Olimpio Junior (2006) al investigar las
comprensiones que emergen en estudiantes del primer afio de la Licenciatura
en Matematicas sobre los conceptos de funcion, limite, continuidad y derivada.
Para ello, realiz6 experimentos basados en la integracion oralidad-escrita-
sistema algebraico computacional (CAS) con una muestra de ocho estudiantes
voluntarios de una universidad publica de Sédo Paulo (Brasil). En la recogida de
dados se contempld las respuestas escritas individuales de los estudiantes
participantes, asi como también las videograbaciones de las actividades
realizadas por las parejas de estudiantes. En su analisis inicial de los cuatro
episodios descritos en la investigacion, el autor ha identificado cinco categorias
de interacciones producidas entre las parejas de estudiantes y el CAS, y tres
niveles de compatibilidad entre las comprensiones previas de los estudiantes y
las emergentes de sus interacciones con el CAS. En las consideraciones
finales, dos aspectos han sido resaltados: la atribucién de los “conflictos

cognitivos” de los estudiantes a la baja comprension que ellos presentaron del
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concepto de funcion y la sugerencia de potenciacion de los aspectos dinamicos

en el proceso de estudio del Calculo en el nivel universitario.

La utilizacién de recursos tecnoldgicos en “experimentos de ensefanza” viene
constituyéndose en una via de investigacion en Didactica del Calculo. En este
sentido, Scucuglia (2006) ha realizado una discusion, sobre como estudiantes
usando la calculadora grafica investigan el Teorema Fundamental del Calculo.
El autor afirma que la utilizacion de programas y comandos de la calculadora
grafica TI-83 ha condicionado el desarrollo del pensamiento de las parejas de
estudiantes investigados, del primer aio de la Licenciatura en Matematicas,
sobre los conceptos de Suma de Riemann e Integral, inherentes al Teorema
Fundamental del Calculo (TFC). En actividad posterior, los estudiantes en
interaccién con las calculadoras graficas propusieron conjeturas relacionadas al
TFC. Para demostrar dicho teorema, los estudiantes han utilizado nociones
intuitivas y notaciones simplificadas, argumentandolas a partir de los datos
experimentales obtenidos. El paso al rigor de la Matematica axiomatica, a partir
de las discusiones de los procesos deductivos, bien como la utilizacion formal
de la simbologia matematica ocurrid¢ posteriormente, teniendo en cuenta los

resultados obtenidos con el referido experimento de ensefanza.

Camacho, Depool y Garbin (2008) realizaron una investigacién con el objetivo
de estudiar como la utilizacion del “CAS ayuda a identificar aspectos que se
consideran importantes al resolver problemas en distintos contextos [...], asi
como analizar si la interpretacion de la integral definida como area determina la
concepcion de los estudiantes” (pp. 34-35) mientras realizan las actividades
propuestas. Tras desarrollar las practicas de laboratorio con la utilizacion del
software DERIVE y analizarlas, los autores han observado que: (a) para los
problemas situados en un contexto matematico los estudiantes han
identificado, por una parte, las informaciones contempladas en los problemas
relacionados con funciones continuas y, asi como utilizado las distintas
representaciones y realizado la conversion entre las mismas (en el sentido de
Duval (1993). Por otra parte, presentaron dificultades tanto en la interpretacion
de las informaciones como en el calculo de la integral, cuando se trataba de
problemas relacionados con funciones continuas a trozos; (b) elevada

incidencia de dificultades relacionadas con la interpretacion incorrecta de las
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informaciones y con la resolucién inadecuada de los problemas relacionados
con el contexto extramatematicos, cuando la integral no se encontraba
asociada al concepto de area sino a un valor que puede medir longitudes
(desplazamientos, arcos de curvas, etc.). En la conclusién de la investigacion,

encontramos la afirmacion siguiente:

En cuanto al uso del CAS, hemos visto que contribuye eficientemente a promover la
construccion del concepto de integral definida cuando aparece asociado al célculo del
area. Sin embargo, en otros contextos distintos al matematico, se convierte en un
simple artefacto de calculo y se queda incompleto el proceso de génesis instrumental
necesario para una apropiacion total de la herramienta tecnolégica como un
instrumento de aprendizaje de los conceptos matematicos (p. 55).

Por otro lado, el rol de la visualizacion en el aprendizaje de las matematicas,
basado en la interpretacion visual del Calculo Integral, ha sido investigado por
Rosken y Rolka (2006). El interés del estudio esta centrado en la imagen visual
utilizada por los estudiantes para resolver problemas especificos y como ellos
lidian con las representaciones dadas. Las autoras consideran que la
visualizacion puede ser una herramienta potente para explorar problemas
matematicos, dar significado a los conceptos y establecer las relaciones entre
ellos. Afirman, ademas, que su estudio esta centrado solamente en el aspecto

visual de la imagen del concepto.

En diferentes contextos, la visualizacién es discutida como parte de la imagen del
concepto (Tall y Vinner, 1981), que incluye imagenes visuales, propiedades vy
experiencias relativas a un cierto concepto matematico. Para la comprension formal de
un concepto matematico se requiere que el aprendiz genere una imagen conceptual del
mismo (p. 458).

En los resultados se ha resaltado la importancia de la visualizacién en el
proceso de aprendizaje, e identificadas las siguientes dificultades presentadas
por los estudiantes al resolvieren las tareas propuestas: el concepto de integral
puesto de manifiesto es parcial; no establecen la diferencia entre integral y
area; falta de comprension de que el integrando puede ser dado por una
funcidon constante; no visualizan el area de la parte de la grafica que esta bajo
el eje x; inclinacion a la utilizacion de un enfoque algoritmico en lugar de la
visualizacion para tares que serian resueltas sencillamente por medio de la

visualizacion.

En el estudio de Thompson y Silverman (2007) se asume que el concepto de
acumulacion es central para la nocion de integracién. Aunque la idea de

acumulacidon sea considerada trivial, desde la perspectiva intuitiva, ésta es

43



compleja desde el punto de vista matematico. Ademas, se analiza la
comprension de la funcidn de acumulacién por los estudiantes y su conexion
con contenidos de Calculo, tales como funcién, derivada, integral, etc. Una idea
interesante planteada en este estudio consiste en que “cuando algo cambia,
algo se acumula. Cuando algo se acumula, se acumula con alguna tasa.
Comprender la tasa de cambio significa, por tanto, que uno ve acumulacion y
su tasa de cambio como dos caras de una misma moneda” (p.127). Segun los

autores:

Para tener una concepcion del proceso de definicion de una férmula de una funcién
implica que se debe tener lo que Gray y Tall (1994) nombran de una comprensién
proceptual del que la formula representa. La persona debe tener en mente un conjunto
bien estructurado de procedimientos para evaluar la férmula junto con la capacidad y la
tendencia para ver que la férmula de "auto-evaluacion” (P. W. Thompson, 1994), lo que
significa que uno lo ve como la evaluacion instantanea propiamente dicha para
cualquier numero (p. 118).

En las conclusiones los autores resaltan las ventajas de utilizacion de la funcion
acumulacion en lugar del abordaje tradicional con las cuales suelen
implementarse el proceso de estudio de la integral. Sugieren también que se
ponga mayor énfasis en el Teorema Fundamental del Calculo, en el cual la
funcion acumulacion desempefa un papel central, en el sentido de dar
explicaciones para la relacién entre la acumulacion de pequefas cantidades y
las tasas a las cuales éstas se acumulan. Finalmente, apuntan en la direccion
de realizacion de nuevas investigaciones sobre este enfoque, aunque lo mismo
sea mas complejo que el abordaje tradicional, afirmando que la importancia de

los beneficios justifica el esfuerzo.

Tras revisar los antecedentes de las investigaciones relacionadas con la
comprension del concepto de la integral definida, Boigues, Llinares y Estruch

(2010) han afirmado que:

Los resultados de estas investigaciones sefialan que la comprension de la integral
definida encierra multiples objetos qua van mas allda de una mera definicién formal
teniendo en cuenta la necesidad de diferenciar el objeto matematico de integral definida
de su representacion, de relacionar la nocion de sucesion y de limite con la de suma de
Riemann para potenciar una comprension que vaya mas alla de la pura manipulacién
procedimental y considerar la comprension de la integral definida como concepto
dindmico que va incorporando nuevos elementos (p. 257).
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1.2.4. Estudios instruccionales

Lemke y Store (1980), realizaron un trabajo cuyo objetivo consistia en explicar
(técnica y metodologicamente) como la introduccion de la integral definida,
segun los programas de estudio de Calculo, se basaba en las secuencias de
sumas superiores e inferiores obtenidas por las sucesivas biparticiones de los

intervalos iniciales.

El trabajo de Vaupel (1981) se centra en la preparacion y presentacion de dos
enfoques para la ensefianza del concepto de integral basada en la idea de
aproximacion. Empieza con las integrales que pueden ser interpretadas
geométricamente; posteriormente utiliza los procesos de integracion de Cauchy
y de Riemann para mejorar la aproximacion vy, finaliza con el estudio del
Teorema Fundamental del Calculo a través de aplicaciones y consideraciones
numéricas. En la conclusion destaca que la fiabilidad del método fue
constatada a través de su aplicacion al desarrollo de series de potencia y en la

regla de Simpson.

La propuesta realizada por Wenzelburger (1993) esta basada en la introduccion
del Calculo por medio de un acercamiento intuitivo a las matematicas de los
cambios, segun su proceso de desarrollo historico. Asi, propone regresar a la
geénesis del Calculo integral (resaltando sus conceptos basicos), a través de un
enfoque intuitivo relacionado con sus aplicaciones. Considera que realizé una
cierta “reconstruccion didactica” del Calculo integral, pues tomé las sumas
como punto de partida e interpretd (geométricamente como area) el concepto
de integral definida como limite de una suma. La determinacién de dichas
sumas fue realizada, inicialmente, por medio de métodos graficos y numéricos
y, posteriormente, para intervalos finitos. Las aplicaciones son ejemplificadas a
través de problemas relacionados a la Fisica y a la Economia, con amplia

utilizacién de las representaciones graficas.

En esta misma direccién, en su tesis doctoral, Turégano (1993) tras realizar un

estudio del curriculo del bachillerato en Espana y otros paises, desarrollé6 un

estudio centrado en la integral definida, enmarcado en la linea de investigacién

del Pensamiento Matematico Avanzado. La autora consideré que las causas

del bajo rendimiento presentado por los estudiantes en Calculo (en el

bachillerato y en la universidad) se situan en los planos psicoldgico, didactico y
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epistemoldgico. La investigacién se desarrollé en dos fases. La primera fue
orientada a la elaboracibn de un modelo matematico que propiciara
condiciones de disefiar una propuesta didactica para la presentacion de la
integral definida a los estudiantes en un curso inicial de Calculo y, la segunda,
tenia por finalidad el estudio de las imagenes de la integral definida (en dichos

estudiantes) tras una etapa de aprendizaje.

Al considerar que dicha propuesta consiste en iniciar a los estudiantes en un
curso de Calculo a partir de una secuenciacion del curriculo y de un enfoque de
la integral, Turégano (1998) propone introducir el curso de Calculo a través de
la integral definida (independientemente de la diferencial y como primera
introduccién al concepto de limite). En las conclusiones, resalté que la génesis
historica debe primar sobre su orden logico en la secuenciaciéon de los
contenidos y la formacién de los conceptos puede ser lograda cuando éstos
son introducidos mediante la resolucidon de los problemas que se presentaron

en su geénesis.

El trabajo de Allen (2001) esta centrado en una serie de problemas disefiados
para dotar a los estudiantes de oportunidades para desarrollar la comprension
de las aplicaciones de la integral definida. Para esto, el autor utilizé ejercicios
no rutinarios que deberian ser resueltos por los estudiantes sin el empleo de
meétodos pre-concebidos. El disefio de dichos problemas puede ser incorporado
al tema de integral en un curso tradicional de Calculo. Aunque estas tareas son
generalmente convenientes para los pequenos grupos, algunos de los
problemas son apropiados, como cuestiones de evaluacién, para ser
trabajadas individualmente por los estudiantes; algunas tareas requieren la

utilizacion de una calculadora basica.

Enmarcado en la socioepistemologia, Cantoral (2003) considera que las tres
representaciones mas conocidas para la introduccién de la integral definida
consisten en la integral de Cauchy-Riemann, la de Newton-Leibniz y la de
Wallis. En sentido, afirma que existe una explicacién distinta asociada a cada
una de estas representaciones: la integral de Cauchy-Riemann se refiere a la
aproximacion, la integral de Wallis a la nocién de promedio vy, la integral de
Newton-Leibniz se relaciona con la nocion de acumulacion. Resalta este autor

que hay un cierto consenso en el ambito institucional para centrar el proceso de
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estudio de la integral en la en la nocién de integral de Cauchy-Riemann,
justificando que no hay evidencias empiricas sobre qué representacion de la
integral mas favorece el aprendizaje de los estudiantes. Sin embargo, en las
conclusiones de su investigacion, Cordero (2005) sugiere que en las
situaciones de ensefianza relacionadas con el proceso de estudio de la
integral, se debe enfocar “mas la atencion en situaciones especificas de
variacion continua y cambio, como en la nocidon de acumulacién, y no
directamente en los conceptos de funcion derivada o suma de Riemann” [...] (p.
280).

En su tesis doctoral, Gonzalez-Martin (2004) ha realizado un estudio la de la
integral definida desde la perspectiva numérica, grafica y computacional.
Basado en la “Ingenieria Didactica”, el autor realizd el disefio e implementacion

de una propuesta didactica sobre la integral, utilizando o Maple V.

En relacion con la secuencia didactica propuesta e implementada en la
investigacién, teniendo en cuenta las posibles dificultades que el aprendizaje

de la integral impropia puede suscitar, el autor considera:

Indispensable poder reorganizar los contenidos, conocer el estado real de
conocimientos de los estudiantes y enfrentarse a ciertas restricciones institucionales: el
estatus habitual dado al registro grafico, el papel del debate y del trabajo en grupos, el
papel del estudiante en la generacién de conocimiento, la formaciéon fuertemente
algoritmica (pero con graves deficiencias) y poco conceptual... que suponen una
primera barrera a superar en la integracion de este tipo de secuencias (p. 422).

En el referido estudio han sido constatados los obstaculos y errores siguientes:
dominio del trabajo algebraico sobre el grafico, lo que puede generar
dificultades posteriores; ausencia de significados de herramientas
fundamentales para la comprension de la nocién de integral impropia;
dificultades relacionadas con el uso del limite potencial que lleva los
estudiantes a considerar que como siempre se afade area a una figura infinita,
ésta no puede ser acotada; dificultades relacionadas con las sumas de
Riemann y con serie asociada a una funcién originadas por la falta de
visualizacion de dichos conceptos que suelen ser desarrollado formalmente;
concepcion erronea de que la integral definida es siempre un area y que su
valor ha que ser positivo; posibles obstaculos para conceptualizacion de la
funcioén integral, producidos por las concepciones meramente operativas de la

integral; obstaculos relacionados con la heterogeneidad de las dimensiones
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(Schneider, 1991) (errores producidos por la descripcion del volumen como un
agregado de muchas superficies) y con la ligacion a la compacidad (asociados
al infinito potencial). Entre los principales errores de los estudiantes, el autor
destaca la tendencia de aplicar resultados en situaciones en que no son
validos, o técnicas en casos innecesarios. Sin embargo, han sido resaltados la
existencia de errores no esperados en el calculo de primitivas, o de caracter

aritmético.

En las conclusiones de la investigacion, el referido autor ha afirmado que:
1. Es posible mejorar el aprendizaje de los estudiantes si entienden los conceptos en
estudio, los objetivos y como seran evaluados.

2. La educacién y ejercitacion de un pensamiento matematico complejo y flexible
requiere el desarrollo de la capacidad de utilizar al menos dos representaciones en
paralelo.

3. La visualizacion juega un papel fundamental en la actividad matematica y es un
proceso mediante el cual las representaciones mentales se pueden hacer
presentes.

4. Las variaciones en el contrato didactico usual y la explotacion del medio pueden
provocar una mejora en la actitud de los estudiantes e incentivar un aprendizaje
mas activo.

5. El uso activo de ejemplos y contraejemplos enriquece las experiencias de los
estudiantes y los prepara para tareas no rutinarias.

6. Es posible transmitir a los estudiantes de Universidad una vision de las
Matematicas como una ciencia que permite la observacion, la experimentacion y el

descubrimiento.

7. Un uso responsable de los ordenadores puede contribuir a una mejora de la
significatividad del aprendizaje (p. 412).

Depool Rivero (2005) elaboré un trabajo de sintesis de su tesis doctoral, en el
cual afirma que estudio las actitudes de los estudiantes de Ingenieria que han
participado de un curso de Calculo, centrado en la integral definida,
implementado por medio de un Mddulo Instruccional que contempla practicas
de laboratorio estructuradas a partir del Programa de Calculo Simbdlico
DERIVE. En esta perspectiva, ha realizado la inclusion de los recursos
tecnolégicos en el proceso de ensenanza de Calculo en oposicion a los
procedimientos algoritmicos largamente utilizados. Segun este autor:

Desde la inclusion de las materias de Calculo en las carreras de Ingenieria ha habido
diferentes enfoques de los métodos para ensefnarlo, aunque existe una predisposicion
al uso casi exclusivo de procedimientos algoritmicos para la resolucion de los
diferentes problemas que se plantean (p. 5).
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Se ha estudiado, ademas, el nivel de competencia que puede ser lograda por
los estudiantes universitarios sobre la comprension de la integral definida.
Segun este autor, el modulo instruccional disefiado ha facilitado el estudio de la
integral definida desde las perspectivas grafica y numérica al posibilitar la
visualizacion de los procedimientos aproximados. Por otra parte, fue resaltada
a importancia de la interaccién de los estudiantes con los ordenadores. El autor
considerd que dicha interaccion ha contribuido con la mejora de la confianza y
seguridad, de la motivacion y del compromiso de los estudiantes durante la

resolucion de las actividades.

En otro estudio realizado basado en la socioepistemologia, Cabafias y Cantoral
(2007) han presentado una propuesta alternativa, basada en el disefio de
situaciones didacticas, que conecta la nocion de area abordada en la
ensefanza basica con la integral definida en la ensefianza superior por medio
de actividades relacionadas con repartir, comparar y reproducir, medir y
cuantificar, y conservar. En los resultados los autores afirmaron que pretenden
hacer aportaciones que contribuyan con el proceso de ensefanza del calculo
integral, y que su interés consiste en estudiar el fendmeno de reproducibilidad.
Para ello, las actividades llevan en cuenta el uso sistematico de aspectos de la
conservacion del area de triangulos o poligonos de pocos lados cuando,
cuando estos son sometidos a ciertas transformaciones. Ademas, han puesto
de manifiesto, mediante la utilizacion de recursos tecnoldgicos, que el método
del cambio de variable para la integracion aunque produzca cambios en la
grafica de la funcién a integrar y en los limites de integracion, conserva el valor
del area. Asimismo, analizaron la conservacion del area de una figura cuando

se aplica el teorema del valor medio para integrales.

Se contempla, ademas, en la literatura, estudios relacionados con la Historia de
las Matematicas. En este sentido, Farmaki y Paschos (2007) han utilizado lo
que han nombrado como “ideas genéticas de Oresme”, desarrolladas en el
siglo XIV, incluyendo la representacion grafica de velocidad-tiempo, asi como
las transformaciones geomeétricas y las reconfiguraciones, para elaborar
modelos matematicos que pueden ser utiles para la solucion de los problemas
relativos al movimiento lineal. De esta manera, conectan la historia de las

matematicas con las practicas educacionales propuestas. La nocion de
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movimiento es desarrollada basada en las trasformaciones geométricas, las
cuales aplicadas a una gama mas amplia de problemas de movimiento
permiten introducir los conceptos basicos calculo integral. Afirman, ademas,
que la extension de dicho método puede ser de interés para la ensefianza de
los conceptos basicos y de resultados del Calculo desde la ensefianza

secundaria.

En su estudio llevado a cabo sobre la integral como acumulacion, Kouropatov y
Dreyfus (2009) consideran que hay dos ideas centrales relacionadas con la
integral: La integral definida, para la cual se resaltan sus diversas aplicaciones
en las Matematicas, Fisica y Astronomia; y, la integral indefinida, referida como
el centro del método de integracién de funciones para resolucion de ecuaciones
diferenciales. Dichas ideas con consideradas por los autores como relevantes
para el proceso de ensefianza de la integral, aunque resaltan la falta de

conexidon entre ambas. Ademas, afirman que:

[...] considerar la integral como una funcidon de acumulacion puede servir de base para
la elaboracién de una unidad sobre la integracion para la ensefianza superior, que
tenga el potencial de llevar a una comprensién mas profunda de este concepto vy, al
mismo tiempo, permitir el desarrollo de habilidades del area computacional. En este
sentido, la acumulacion es entendida en su sentido basico: una suma de acumulacion
que tiene un numero grande de muchos pequefios términos. La idea central consiste en
la integral de Riemann que permite desarrollar tanto la integral definida como la
indefinida y establecer sus conexiones por medio del Teorema Fundamental del
Calculo (Kouropatov y Dreyfus, 2009, pp. 419-420).

Otro estudio interesante, relacionado con el desarrollo de una propuesta de
ensefianza de la integral basada en el uso de las tecnologias, ha sido
desarrollado por Lois y Milevicich (2009), con el objetivo de analizar el impacto
de la utilizacién de las tecnologias en un curso de Calculo Integral. Para ello,
implementaron una secuencia didactica, a través de la plataforma virtual
Moodle, basada en situaciones-problema relacionadas a las nociones area bajo
una curva, volumen de sélidos de revolucidon, e integrales impropias. El
concepto de la integral definida fue abordado, por una parte, por medio de la
estimativa de la aproximacion al area bajo la curva de y=x? en el intervalo [0, 1],
realizada por medio de las sumas de Riemann inferiores y superiores para una
cantidad de particiones del intervalo variando entre cuatro y cien. Ademas,
dicha aproximacion fue analizada por medio de una tabla de las sumas de las
areas de los rectangulos de aproximacién, y de una serie que representaba los

valores de las sumas superiores € inferiores de las areas de dichos rectangulos
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para las sucesivas subdivisiones del intervalo. Por otra parte, se han aplicado
la integral definida para hallar tanto el volumen de un sodlido de revolucion
generado por la rotacion del area entre dos curvas en torno de los ejes x e y,
como el area bajo la curva de una integral impropia utilizando las
representaciones grafica y numérica. Los autores han resaltado que hubo una
considerable mejora en el aprendizaje del concepto de integral definida por los
estudiantes de Ingenieria participantes del curso. Entre las potencialidades del
software, han sido resaltadas la visualizacion, la transicion entre las distintas
representaciones de la integral definida, y la innecesaria manipulacion
algebraica. Las ventajas de la utilizacion de la plataforma Moodle también han
sido destacadas a partir de las respuestas de un cuestionario aplicado a los
estudiantes. En las conclusiones, en el sentido de Ruthven (2007), “consideran
la tecnologia adecuada para apoyar enfoques de ensefianza basada en guiar a
los estudiantes a descubrir propiedades para si mismos”, argumentando que
los profesores pueden guiar a los estudiantes hacia la conclusion matematica,
pero los estudiantes podian averiguarlas sin la necesidad de que se les digan
lo que pueden considerar que estan descubriendo, obteniendo asi una mejor
comprension sobre un concepto (pp.1067-1068), como el de la integral
definida.

Ribeiro (2010) ha desarrollado una investigacién, que culminé con su Tesis de
Master, en la cual ha elaborado un proyecto de estudio del concepto de la
integral basado en la Historia de las Matematicas, Resolucion de Problemas y
en la metodologia Ensefianza-Aprendizaje-Evaluacion. El proyecto fue aplicado
a los estudiantes de Ingenieria de una universidad privada, siendo éstos
considerados corresponsables por la construccion del conocimiento de la
integral. En las consideraciones finales el autor expresé que la metodologia
utilizada resultd eficiente, integradora, motivadora y capaz de aumentar el
autoestima de los estudiantes por favorecer un proceso activo de ensenanza.
Ademas, produjo un cambio relacionado con el significado de la investigacion
para los futuros ingenieros, ayudandoles a enfrentar nuevos desafios que les

requiere una toma de decisiones.

El estudio que desarrollamos, centrado en la utilizacion de las tecnologias en el

proceso de estudio de la integral definida (Crisostmo, Mota, Brito y Ferreira,
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2012), analizamos una actividad investigativa de Calculo, centrada en el
concepto intuitivo de integral definida, elaborada a partir de los problemas
generadores cuya solucion se apoya en un proceso de construccion realizado
con el GeoGebra. Dicha actividad fue realizada en el laboratorio de informatica,
con los estudiantes del primer afio de Sistemas de Informaciéon que no habia
iniciado el estudio de la integral. La visualizacion fue bastante utilizada en la
resolucion de la actividad. Hemos constatado que, tras dibujar las graficas con
el GeoGebra, los estudiantes evocaron conocimientos intuitivos sobre la
integral al aplicar las sumas de Riemann y la nocion de limite de los
rectangulos de aproximacion en el calculo del area bajo una curva en un

intervalo cerrado especificado.

Entre las conclusiones, hemos resaltado: algunas relaciones del concepto
emergente con los conocimientos previos de los estudiantes; las
representaciones graficas de las figuras y la visualizacion de los aspectos
dinamicos propiciados por el GeoGebra; el articulacion de las configuraciones
epistémicas intuitiva, geométrica, y tecnoldgica de la integral; e la identificacion
de las dificultades de los estudiantes durante la realizacion de las actividades
propuestas. Estos resultados, aunque parciales, han permitido considerar la
potencialidad del GeoGebra en el disefio e implementacién de actividades
destinadas a la comprensién de los significados de las nociones matematicas,

como de la integral, en el ambito de la ensefianza superior de Calculo.

1.2.5. Profesores-formadores y el proceso de estudio de Calculo:
Panorama de las investigaciones en el contexto de la formacién de
profesores de matematicas en Brasil.

En la literatura especializada, encontramos algunos estudios relacionados con
los profesores-formadores de profesores de matematicas, los cuales
consideramos de interés para nuestra investigacion y sintetizamos a

continuacion.

Zaslavsky, Chapman y Leikin (2003) han realizado algunas reflexiones acerca
de los modelos utilizados en los programas destinados al desarrollo profesional
de los profesores, resaltando: (1) El modelo de la “racionalidad técnica” (en el

sentido de Schon, 1983; 1991) que considera que la ensefianza puede ser
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mejorada y, al mismo tiempo, estar lista para ser transmitida para los
participantes. (2) Programas de “reforma orientada” en la perspectiva del
aprendizaje, en el cual sus disefiadores tiene una expectativa de que el
profesor juega un papel activo en su propio desarrollo profesional. En este
sentido, consideran que hay un acuerdo tacito de que "los docentes deben
tener sentido de los cambios propuestos en el contexto de su propio
conocimiento a priori y creencias acerca de la ensefianza, el aprendizaje, y la
naturaleza del contenido que se ensefia" (Grant et al., citado por Zaslavsky,
Chapman y Leikin, 2003, p. 878). Una suposicion dominante referente al
conocimiento profesional es que éste “no puede ser trasferido; es activamente
construido individual y socialmente por medio de las experiencias personales
con el entorno y de las interacciones con los demas, lo que implica en la
reflexion y adaptacion” (lbid., p. 878). (3) Programas basados en la teoria de la
practica social, que se originan de la teoria de Vygotsky sobre el caracter social
del proceso de aprendizaje y consideran que el conocimiento de los profesores
se encuentra en desarrollo en el seno de las comunidades de practicas; en este
sentido, la principal practica de los profesores-formadores consiste en propiciar

oportunidades para el aprendizaje matematica y pedagogica de los profesores.

Consideran, ademas, que la tendencia de las investigaciones realizadas sobre
el tema é de pensar en los programas destinados al desarrollo profesional de
profesores de matematicas en el contexto de la practica. En este sentido,
presentan un marco conceptual teniendo en cuenta las interrelaciones entre las
categorias comprendidas por el término “educadores matematicos”, lo cual
reconoce el rol de las tareas y programas en que participan los profesores para
facilitar la reflexion sobre la complejidad y los procesos subyacentes
involucrados en el desarrollo profesional en el ambito de la Educacion

Matematica.

Postulan que la investigacion narrativa contribuye con el desarrollo del
profesor, y consideran que el enfoque narrativo suele centrarse en los relatos
de las experiencias vividas por el profesor en las clases y esta orientado a la
ampliacion de su conocimiento practico. Al abordar las investigaciones

realizadas por Schifter (1996) utilizando las narrativas, las autoras afirman que:
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Los lectores de estas narrativas han aprendido acerca de los objetivos de los
profesores para las lecciones, acerca de lo que estaba sucediendo ante un problema
particular planteado, y lo que sucedié después. También aprendieron acerca del las
preguntas realizadas por los estudiantes, las ideas propuestas, como se relacionaban
entre si y con el profesor, acerca del aprendizaje de los estudiantes, y del que el
profesor aprendié. Otras narrativas abordan cuestiones que probablemente los
profesores enfrenten en la clase al intentar implementar una nueva propuesta
pedagdgica de matematicas. ;Como ensenar a los estudiantes a escuchar a los
demas, trabajar en colaboracidn, y participar en investigacion matematica? ; Cémo se
puede llegar a todos los estudiantes? ;Qué papel puede desempefar la tecnologia
computacional en la construccion de los conceptos matematicos por los estudiantes?
(p. 889).

Otro estudio interesante, dedicado al Desarrollo del profesor-formador de
profesores de matematicas y su relacién con el desarrollo de la ensefianza
(Jaworski, 2008), esta contemplado en el Capitulo 4 del Handbook editado por
Jaworski y Wood (2008).

Tras discutir algunos aspectos del desarrollo profesional desde los marcos
tedricos tradicional y constructivista, reconociendo problemas en ambos,

Jaworski (2008) ha planteado algunas resignificaciones, sugiriendo un cambio:

En el tono y los matices en las formas de los educadores escribir sobre la formacién de
profesores. Hay poca garantia en los modelos de practicas que los educadores
promueven con los profesores y mucho mas una sensacion de incertidumbre en la
investigacién, con la cual, proviene, casi paraddjicamente, una firmeza de propésito,
nuevas formas de hablar sobre formacion de docentes en matematicas, y los nuevos
paradigmas de la practica. Estos se basan en la nocién de reflexion, tanto para los
profesores como para los profesores-formadores, en el modelo de profesor como
investigador y, simultaneamente, del profesor-formador como investigador, y sobre el
creciente reconocimiento de la epistemologia, y de la complejidad y la importancia de
no intentar ser demasiadamente simplistas (Jaworski, 2008, p. 338).

La autora utiliza el término “mentoria” para poner el énfasis en el rol del

profesor o del profesor-formador como facilitador, y la categoriza como:

1) Acciones de los agentes humanos, actuando como amigos criticos [...] promoviendo
el aprendizaje de los demas.

2) Acciones de los agentes humanos en la practica influyen su propio desarrollo
mediante alguna forma de "auto mentor".

3) Acciones de agentes humanos trabajando colaborativamente al mismo tiempo,
mentoria mutua - "co-mentoria" (Jaworski y Watson, 1994).

En este sentido, la autora considera estos modelos como una parte de las
actividades desarrolladas regularmente por el profesor-formador, tales como
asistir a seminarios y mantener conversaciones profesionales. Sin embargo,
considera que al actuar (formal o informalmente) como mentores de los
colegas, “revisores para una revista, o supervisores de investigacion del
doctorado, entramos en una practica didactica que es una extension de

nuestras normas de la practica habituales” (Ibid., p. 355).
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Finalmente, la autora afirma que el hecho de los profesores-formadores
cuestionarse, “;quién somos nosotros?” ha proporcionado la oportunidad para
que se vean como colaboradores de los profesores de matematicas,
compartiendo reciprocamente los conocimientos y supliendo las necesidades.
Todo ello es considerado como “un camino potencialmente fructifero a recorrer”
(Ibid., p. 359).

Por otra parte, hemos buscado los antecedentes de las investigaciones
realizadas en Brasil relacionadas con el profesor-formador de profesores de
matematicas de la ensefianza secundaria, particularmente con los profesores-

formadores que actuan en el area de Calculo.

Al comentar la revision del tipo “estado del arte” realizada con 112
investigaciones desarrolladas en Brasil hasta el afo 2002, referentes a la
formacion de profesores, Fiorentini y otros (2002) han constatado que la
problematica detectada en dichas investigaciones en las décadas de los 1970 y
1980 aun se presenta en los programas de las Licenciaturas en Matematicas
hasta el inicio de los afios 2000. La referida problematica fue sintetizada por los

autores a partir de la:

Desarticulacion entre teoria y practica, entre la formacion especifica y pedagoégica y
entre formacion y realidad escolar; menor prestigio de la licenciatura con relacién al
‘bacharelado” en Matematicas; ausencia de estudios histérico-filoséficos vy
epistemolégicos del saber matematico; predominancia de un abordaje técnico-formal
de las disciplinas especificas; falta de formacion tedrico-practica de los profesores-
formadores en el area de la Educacién Matemética (Fiorentini y otros, 2002; Fiorentini,
2008, p. 50).

En lo que se refiere a las cuatro investigaciones relacionadas con los
profesores-formadores y con el Calculo, sintetizados en dicho estudio, los
autores constataron solamente la existencia de dos tesis doctorales. El estudio
de Souza Junior (2000) esta relacionado con la trayectoria de un grupo de
profesores de Calculo, y el de Reis (2001), con el papel que juegan el Calculo y
el Analisis Matematico en el curriculo de la Licenciatura en Matematicas. Este
ultimo ya fue comentado anteriormente y se constituye en una de la referencias
para nuestra tesis doctoral, especialmente en lo que se refiere a la metodologia
utilizada para la recogida de los datos y a la muestra de profesores-formadores
y autores de libros de texto de Calculo destinados a la ensefianza universitaria

de esta asignatura.
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Por otra parte, Souza Junior (2000) realiz6 un estudio relacionado con la
produccion de conocimientos sobre la ensefianza y el aprendizaje del Calculo
en el contexto de una universidad publica. En este sentido, estudié la dinamica
de un grupo, y como los individuos se involucraban en el trabajo colectivo, y la
produccion de los conocimientos sobre el Calculo. A partir de las reflexiones y
discusiones sistematica, se identifico, especialmente, las posibilidades de
utilizacidon de los recursos tecnoldgicos para favorecer la relacion entre a

ensefanza y la investigacion del Calculo en ambito de la universidad.

Sin embargo, hay una tesis (Gongalves, 2000) desarrollada con el objetivo de
investigar la formacion y el desarrollo profesional de un grupo de ocho
profesores-formadores de profesores de Matematica, basado en la historia de
vida estudiantil y profesional. En los resultados el autor ha destacado la
predominancia de una formacién casi que exclusivamente matematica de los
formadores, desvinculacion entre la formacion técnico-cientifica y la
pedagogica de estos formadores, los conocimientos profesionales relacionados
con la formacion de profesores de matematicas habian sido adquiridos por
medio de la practica o de la experiencia previa en la docencia en la ensefanza

secundaria.

En la sintesis de los antecedentes realizada por Ferreira (2003) en su tesis
doctoral, las investigaciones realizadas sobre la formacion de profesores de
matematicas. La autora afirmé que los estudios relativos a la formacioén de los
profesores universitarios en Brasil han surgido desde la mitad de la década de
1990. Sin embargo, el foco ha cambiado desde la practica de los profesores
formadores y sus impactos en la formacion inicial de profesores, para el estudio
de las creencias y concepciones de los profesores formadores. Ultimamente el
interés reside en investigar la formacién y el desarrollo profesional de dichos
profesores, especialmente por medio de procesos colectivos o colaborativos (p.
28).

En este sentido, Traldi Junior (2006) investigo las posibilidades de constituir un
grupo colaborativo a partir de un grupo colectivo de profesores de Calculo. La
investigacion cualitativa fue desarrollada por medio de un estudio de caso. En
las conclusiones el autor afirmd que la colaboracién se constituye en uno de los

paradigmas promisores para el desarrollo profesional del profesor-formador.
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Analiz6, ademas, las dificultades enfrentadas por un grupo colectivo para

realizar un trabajo colaborativo.

Mometi (2007) realizé una investigacion sobre la propia practica de un grupo de
profesores de Calculo, basandose en los discursos de éstos sobre sus
practicas, especialmente relacionadas con el proceso de estudio de la integral
de Riemann para funciones de una variable real. Los argumentos y las
metaforas utilizadas por los profesores han revelado una tension entre rigor e
intuicion en el proceso de ensefanza del Calculo. La participacion de los
profesores ha sido destacada por el autor, al considerar que éstos han
involucrado en las actividades del grupo, asi desarrollado un proceso reflexivo

que les permitid repensar su propia practica e mejorarla.

En su tesis doctoral Melo (2010) ha desarrollado una investigacion relacionada
con la formacion de los profesores-formadores que actuan en la Licenciatura en
Matematicas en el contexto de los cambios curriculares. Para ello, se realizd
un analisis centrado en las narrativas de éstos por medio de una aproximacion
de la formacion inicial y continuada de los profesores-formadores al concepto
de aprendizaje como participacion en las comunidades de practicas y en la
relacion poder-saber en el sentido de Foucaut. El autor constaté que tanto las
narrativas como las perspectivas tedricas adoptadas han contribuido con
nuevas posibilidades de pensar sobre la formacidon de los profesores-
formadores, asi como con las reflexiones, analisis y comprensién de sus
practicas. Como principales resultados fueron destacados algunos caminos de
como los profesores-formadores son histérica y socialmente constituidos a
partir de las practicas, y la influencia de los discursos producidos por los
referidos profesores en las practica de formacion de los futuros profesores de

matematicas de la ensefianza secundaria.

Al referirse al rol de la investigacion en la practica profesional de los
profesores-formadores, Fiorentini (2004b), citado por Melo (2010), considera

que:

Aunque el reconocimiento del profesor universitario, en este inicio de siglo, permanezca
centrada mas en su actuacion técnico-cientifica del que en su desempefo didactico-
pedagdgico, se puede encontrar actualmente, en diferentes departamentos e institutos
universitarios, docentes que priorizan la docencia y su funciéon de formadores de
profesionales. Estos, ademéas de buscaren una formacion didactico-pedagdgica en
cursos de master o de doctorado en el area educacional, desarrollan investigaciones
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relacionadas a la ensefianza o a la formacion de profesionales en su area de actuacion.
De esta manera, han emergido en las distintas areas los nuevos campos de
conocimiento que conectan los saberes de un area especifica con la docencia y sus
saberes didacticos-pedagdgicos (p. 13).

En este contexto, Fiorentini (2004a) postula que en el ambito de la Licenciatura

en Matematicas en Brasil existen tres categorias de profesores universitarios:

El profesor-investigador, el investigador profesor y el formador-practico. El profesor-
investigador es el profesor universitario que asume la docencia como su funcién
principal de su trabajo en la universidad; la investigacién se constituye en el suporte
principal para realizacién y desarrollo de dicha funcion. Por otra parte, nombramos de
investigador-profesor a los profesionales de la ensefianza superior que centran la
investigacion en su area de conocimiento especifico en primer lugar y la docencia como
actividad complementaria que posibilita una oportunidad para socializacion de los
conocimientos producidos. Por ultimo, nombramos formador-practico tanto al profesor
contratado temporariamente y con jornada parcial para sustituir otro docente, como al
profesor eventual — generalmente es un docente de la ensefanza secundaria,
considerado también como “formador de campo” — el cual se invita para colaborar,
esporadicamente, en las licenciaturas como tutores de los académicos durante el
desarrollo de sus practicas en las escuelas o a través de alguna actividad formativa en
la universidad (Citado por Melo, 2010, p. 62).

1.3. CONCLUSIONES DEL CAPITULO

La revisién de los antecedentes ha permitido identificar una gran cantidad de
investigaciones realizadas sobre los temas del Calculo Diferencial e integral,
utilizando distintos marcos tedricos y metodologicos, las cuales han sido
sistematizadas por medio de los estudios epistemologicos, cognitivos e
instruccionales del Calculo. Asimismo, hemos contemplado, brevemente,
algunos de los estudios realizados el Calculo y relacionados con los

profesores-formadores de profesores de matematicas en Brasil.

Hemos constado que los principales aspectos que han sido investigados se
refieren a las dificultades de comprension de los estudiantes universitarios y a
las disfunciones del sistema educativo, ademas de la busqueda de vias para

mejorarlos (Artigue, 2003).

En lo que se refiere a la problematica relativa al proceso de ensenanza del

Calculo en el nivel universitario, corroboramos con Moreno (2005) en que:

La ensefanza de los principios del Calculo resulta bastante problematica, y aunque
seamos capaces de ensefar a los estudiantes a resolver de forma mas o menos
mecanica algunos problemas estandar, o bien, realizar algunas derivadas o integrales,
tales acciones estan muy lejos de lo que supondria una verdadera comprensién de los
conceptos y métodos de pensamiento de esta parte de las matematicas.

Los métodos tradicionales de ensefianza de las matematicas en el nivel universitario
tienden a centrarse en una practica algoritmica y algebraica del Calculo, que acaba
siendo rutinaria (Artigue, 1995; Yusof y Tall, 1999), y a menudo intentan inculcar desde
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los inicios, los tradicionales métodos rigurosos de demostracion matematica (Yusof y
Tall, 1999). Asimismo, el profesor evalla las competencias adquiridas por el estudiante
en este dominio algoritmico y algebraico, generalmente a partir de ejercicios similares o
iguales a los presentados en clase, ejercicios que responden exactamente al mismo
esquema de pensamiento (p. 82).

Las investigaciones con abordaje cognitivas son predominantes en Calculo y se
enmarcan, especialmente, en el Pensamiento Matematico Avanzado. Se
reconoce otros enfoques emergentes en las investigaciones realizadas sobre el
pensamiento y el aprendizaje matematico en la educacién superior (Artigue,
Batanero y Kent, 2007), entre los cuales el Enfoque Ontosemiotico. Segun
estos autores, entre las principales evoluciones realizadas en dichos estudios,
se destaca [...] “la creciente atencidén que se presta a la dimension semidtica de
actividad matematica y sobre el papel esencial desempenado por las
conexiones entre las representaciones, valores, y perspectivas en pensamiento

y aprendizaje matematico” (p. 1043).

La utilizacion de los recursos tecnoldgico esta ocupando gran parte de los
estudios instruccionales, donde se constata, ademas, la utilizacién de la
Historia de la Matematica para elaboracibn de propuestas didacticas
alternativas para la ensefianza del Calculo, especialmente de la integral. Las
dificultades de aprendizaje y los obstaculos cognitivos estan contemplados
diversos estudios y se tiene en cuenta en el analisis de la comprensién de los
estudiantes sobre el tema, en la elaboracién de propuestas didacticas, en el
analisis de libros y en analisis de los significados personales e institucionales

de un objeto matematico o didactico.

En los estudios epistemoldgicos, su principal interés consiste en atribuir
significados a las nociones de Calculo y suelen relacionarse con la evolucién
historica del tema abordado. También constatamos que hay una tendencia de
las investigaciones educacionales, realizadas sobre los temas relacionados con
la matematica universitaria, cambiaren su énfasis del estudiante para los

profesores o de compartir el interés entre ambos (Moreno, 2005).

Sin embargo, segun Fiorentini (2002), todavia hay pocas investigaciones
centradas en estudiar, discutir y reflexionar sobre la practica de los profesores
universitarios responsables por la formacion de profesores de matematicas, asi
como también sobre el rol y relevancia de disciplinas, como Calculo, para la

formacion de profesores de matematicas en Brasil “puede ser apuntado como
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un campo fértil y abierto para las investigaciones en Educaciéon Matematica” (p.
155). En esta direccion realizamos nuestra investigacion que ha culminado en

esta tesis doctoral.
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Capitulo 2

MARCO TEORICO

En este capitulo presentaremos una sintesis del Enfoque Ontosemioético de la
Cognicién y la Instruccion Matemética, abordaremos algunos de los constructos
tedricos del Pensamiento Matematico Avanzado y fundamentaremos los
aspectos de la formacion de profesores que consideramos utiles para nuestra
investigacion. Destacamos, asi mismo, el conocimiento profesional de los
profesores de matematicas, haciendo hincapié en los profesores-formadores en

el contexto de la Licenciatura en Matematicas.

2.1. SINTESIS DE LAS PRINCIPALES TEORIAS ENMARCADAS EN EL
PENSAMIENTO MATEMATICO AVANZADO

Esta seccidn realizamos una sintesis de las principales teorias (o constructos
tedricos) desarrolladas en el marco del Pensamiento Matematico Avanzado,
(PMA) que se utiliza largamente en las investigaciones realizadas en el ambito

de la Didactica del Calculo.

2.1.1. Panorama general del Pensamiento Matematico Avanzado

La sistematizacion del pensamiento matematico, desde la perspectiva

cognitivista ha sido realizada por Tall (1995)%. Este autor parte de tres

¥ Citado por Domingos (2003).
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componentes de la actividad humana: la percepcibn como entrada, el
pensamiento como procesamiento interno y la accion como salida. Esto nos
permite considerar las actividades matematicas como percibir objetos, pensar

sobre ellos y realizar acciones sobre los mismos.

Tall considera relevante la transicion del pensamiento matematico elemental
hacia el avanzado. En este sentido, afirma que el pensamiento matematico
comienza tanto por la percepcion de los objetos del mundo externo, como por
las acciones sobre los mismos. Ademas, éste se desarrolla simultaneamente
por medio de dos procesos dirigidos a la inspiracion de un pensamiento
creativo basado en la definicion formal y en la demostracion sistematica de las
nociones matematicas. El primer proceso consiste en la evolucion del objeto
desde su desarrollo visual-espacial hacia el verbal deductivo; el segundo se
basa en una sucesiva encapsulacion de procesos en objetos a través de la

manipulacion de simbolos.

A partir de la teoria de Bruner sobre las representaciones (motoras, iconicas y
simbdlicas), Tall (1995) hace la distincidon entre la matematica elemental, en la
cual los objetos son descritos y la matematica avanzada, en la que se definen
los objetos. Aunque en ambas se utiliza el lenguaje para la formulacion de las
propiedades, en la matematica elemental dichas propiedades son descritas a
partir de la experiencia con el objeto mientras que en la matematica avanzada
estas emergen de las definiciones. En consecuencia, de las dificultades que se
producen en los estudiantes al iniciar el estudio de nociones relacionadas a la
matematica avanzada, Tall propone que se incluyan las representaciones
motoras (procesos fisicos), iconicas (procesos visuales), asi como tres formas
de representaciones simbolicas: verbal (descripcion), formal (definicion) y

proceptual (dualidad proceso-objeto).

Segun Tall (1991b), la caracterizacion del ciclo de actividad en el pensamiento
matematico avanzado conduce “desde la actitud productiva de considerar la
contextualizaciéon de un problema en una investigacion matematica, hasta la
formulacion productiva de conjeturas y a la etapa final de refinamiento y
demostracién” (p. 3). Al postular que muchas de las actividades ocurren
simultaneamente tanto en este ciclo como en la resolucion de problemas

especificos del pensamiento matematico elemental, el autor considera que la
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distincién entre ambos radica en la posibilitad de definicion y deduccidn propias

del pensamiento matematico avanzado.

La reconstruccidn cognitiva es analizada a partir del aspecto de la teoria de
Piaget relacionado con la transicion de un estadio mental a otro. Esto se
concreta a través de la complementariedad entre los procesos de asimilacion y
acomodacion. La asimilacion consiste en una apropiacion individual de un
nuevo dato, mientras la acomodacion se refiere a un posible cambio en la
estructura cognitiva individual. Ademas, esta idea es corroborada por la
distincion que Skemp (1979) ha realizado entre las situaciones en que el
proceso de aprendizaje provoca una simple expansion de la estructura
cognitiva del individuo, y aquellos en los cuales el conflicto cognitivo requiere
una reconstruccién mental. Las dificultades producidas ocurren durante la fase
de transicion, lo que implica que hay que tenerlas en cuenta en el desarrollo de
investigaciones relacionadas al proceso de estudio de nociones matematicas

en la ensefianza universitaria, especialmente del Calculo Integral.

Dreyfus (1991) ha considerado que en ambos tipos de pensamiento estan
presentes los procesos de representacion y abstraccion. Ademas, a través del
nivel de detalle desarrollado en dichos procesos se puede gestionar la
complejidad existente cuando se transita entre el pensamiento matematico
elemental y el avanzado. Segun el autor, la representacién se compone de los
procesos de representacion (externa, mental, y visualizacion), el cambio de
representaciones y la traduccion entre ellas, y la modelacion. Mientras la
abstraccion requiere ademas de la representacion, de la generalizacién y de la
sintesis. Estas caracteristicas del pensamiento matematico avanzado pueden
presentarse en la caracterizacion de la idoneidad didactica del proceso de
estudio del Calculo Integral en el contexto de la formacion de profesores de

matematicas en Brasil.

Como una caracterizacion alternativa para el pensamiento matematico
avanzado, Rasmussen, Zandieh, King & Teppo (2005) proponen lo que
nombran actividad matematica avanzada. Al considerar que las matematicas
no se constituyen en algo pronto y acabado, han elaborado y desarrollado tres
actividades matematicas practicas, por medio de las cuales plantean que los

estudiantes pueden crear, organizar y sistematizar las matematicas. La idea de
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actividad matematica avanzada es entendida como la construccion y la
progresion de las practicas, lo que es considerado matematizacion progresiva.
En aprendizaje es asumido como la participacion de los estudiantes en dichas
practicas y los cambios que se produce en ellas. Segun postulan las autoras,
“nuestro trabajo estrechamente integrado de investigacion, ensefianza y disefio
instruccional ha servido de escenario unico desde el cual el constructo de la

actividad matematica avanzada ha crecido” (p. 55).

Por dltimo, en qué medida el énfasis instruccional y curricular en el actividad
matematica avanzada puede facilitar lo que suele considerarse como una dificil
transicion "desde una posicién donde los conceptos tienen una base intuitiva fundada
en la experiencia para otra en la que estos estan especificados por las definiciones
formales y sus propiedades reconstruidas mediante deducciones logicas" (Tall, 1992, p.
495). Esta transicion es realmente muy dificil cuando la base intuitiva de los estudiantes
fundada en la experiencia es una isla (kaput, 1994) separada de su razonamiento
basado en las definiciones formales y deducciones légicas. En contraste con una
separacion de razonamiento, el constructo de la actividad matematica avanzada ofrece
a los maestros, disefiadores de materiales didacticos, e investigadores una manera
practica orientada a pensar en la transicion del razonamiento matematico informal para
lo mas formal (Rasmussen, Zandieh, King & Teppo, 2005, p. 71).

Aunque haya considerable desarrollo sobre los constructos tedricos y de su
utilizacion en las investigaciones realizadas sobre el proceso de estudio de la
matematica universitaria, aun no hay consenso sobre la linea limitrofe entre el
pensamiento matematico elemental y el pensamiento matematico avanzado.
Tampoco existe dicho consenso en lo que concierne a la definicion del
pensamiento matematico avanzado; parece que una opinion aceptada por el
grupo del PME sobre el pensamiento matematico avanzado es la que
considera los temas matematicos del ultimo nivel de la matematica elemental
como preliminares para el pensamiento matematico avanzado. Asi, los temas
matematicos ensefiados en las clases a partir de los 16 afos serian situados

en el pensamiento matematico avanzado.

Segun Artigue, Batanero y Kent (2007), la discusion relativa a la naturaleza y
desarrollo del pensamiento matematico avanzado no ha sido resuelta con la
publicacién del libro “Advanced Mathematical Thinking” (Tall, 1991a). En este
sentido, los autores han descrito algunas de las discusiones que se han llevado
a cabo tanto en el seno del grupo del PME-NA titulado “El rol del Pensamiento
Matematico Avanzado en la reforma de la Educacién Matematica”, como por la
edicion especial del Journal of Mathematical Thinking and Learning (Selden y

Selden, 2005) que ha emergido de dicho trabajo. De esta manera, son
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presentadas algunas definiciones del PMA, tales como: ‘PMA es el
pensamiento que requiere un razonamiento deductivo y riguroso sobre
nociones matematicas que no son enteramente accesibles a nuestros cinco
sentidos” (Edwards, Dubinsky y McDonald, 2005, pp. 17-18). En la opinién de
Mamona-Downs y Downs (2008, p. 155), “A lo largo del tiempo, ha habido
diversidad de opiniones expresadas sobre este tema y no hay una definicion de
PMA que sea unanimemente aceptada”. Para estos autores la opcion mas
simple es que PMA comprende las necesidades cognitivas para abordar los
contenidos matematicos asociado a dominios usualmente tratados en la
universidad. Harel y Sowder (2005) definen el PMA a partir de las
caracteristicas de obstaculos epistemologicos de Brousseau. Por su parte,
Artigue, Batanero y Kent (2007) discrepan de algunas definiciones del PMA que
han sido incluidas en la referida edicion especial (especialmente la de
Rasmussen, Zandieh, King, y Teppo), las cuales no consideran el PMA como

especifico de un nivel particular de escolaridad (p. 1017).

A partir del desarrollo y caracteristicas del pensamiento matematico avanzado
que consideramos relevantes para nuestra investigacion, sintetizaremos los
principales constructos tedricos desarrollados y enmarcados en esta linea de
investigacion, los cuales se han utilizado con frecuencia en las investigaciones
relacionadas con la dimension cognitiva del proceso de estudio del Calculo

Integral.

2.1.2. Sintesis de las teorias y constructos tedricos del PMA
Definicién del concepto e imagen del concepto

Estas nociones tedricas han sido introducidas en la literatura especifica a partir
del trabajo de Tall y Vinner (1981). Su aplicacion en los estudios cognitivos se
centra en la comprension de conceptos matematicos abstractos que suelen ser
desarrollados desde el final de la ensefianza secundaria hasta la ensefianza

superior.

Al ver u oir una palabra asociada a un concepto matematico, esto nos produce
un estimulo y, consecuentemente, suscita algo en nuestra memoria. De esta

manera, la imagen del concepto se refiere a todo lo que se asocia a nuestra
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mente relacionado al nombre del concepto. De esta manera, la imagen del
concepto no se refiere a una definicién usual, aunque ésta exista, sino se utiliza
para “describir la estructura cognitiva total asociada al concepto que incluye
todas las imagenes mentales, procesos y propiedades ligadas al mismo” (Tall y
Vinner, 1981, p. 152). En este sentido, los autores proponen la definicion

siguiente:

Vamos a utilizar término imagen del concepto para describir la estructura cognitiva total
que estd asociado con el concepto, que incluye todas las imagenes mentales y
propiedades y procesos asociados. Esta construido en los afos a través de
experiencias de todo tipo, cambiando a medida que la persona pasa por nuevos
estimulos y madura. ... El desarrollo de la imagen del concepto no necesita ser
coherentes en todo momento. El cerebro no funciona de esa manera. Entrada
Sensorial estimula ciertas vias neuronales e inhibe otros. De esta manera estimulos
distintos pueden activar diferentes partes del concepto imagen, desarrollandolas de una
manera que no necesita crear un todo coherente (Citado por Artigue, Batanero y Kent,
2007, p. 1014).

La imagen del concepto® puede referirse a una representacion visual interna de
un concepto (en el caso de que exista), asi como a una colecciéon de
impresiones y experiencias que pueden ser traducidas a formas verbales.
Asimismo, el empleo coherente de dicha nocidén se relaciona con un sujeto
especifico, aunque el mismo pueda reaccionar de distintas maneras con
relacion a la imagen producida para una misma a lo largo del tiempo. En este
sentido, Tall y Vinner han utilizado la expresion imagen del concepto evocado
(evoked concept image) para describir la parte de la memoria recordada en un

contexto especifico (Domingos, 2003).

Por otro lado, la definicién del concepto se asocia a la definicion verbal que
explica el concepto de manera exacta y no circular (Vinner, 1983). De esta
manera las demas representaciones asociadas al concepto se incluyen en la
imagen del concepto, fundamental para su comprension, pues segun Vinner
(1991), ésta no se logra solamente a partir de la definicion del concepto.
Asimismo, la nocién de definicion del concepto se utiliza para el desarrollo de
las nociones matematicas contempladas al final de la ensefianza secundaria y

en la ensefianza universitaria, debido a su creciente grado de complejidad.

Vinner (1983) ejemplifica algunas acciones relacionadas con su modelo de

construccion del conocimiento matematico y considera que los modelos

* En los estudios publicados en la lengua espafiola que hemos revisado, encontramos también
como traduccién de concept image, las expresiones “esquema conceptual” y “concepto
imagen”.
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implicitamente asumidos por los profesores pueden ser descritos por medio de
dichas acciones. Aunque Vinner considera que ambos constructos desarrollen
un papel central en la explicacion del proceso cognitivo de formacion de los
conceptos, Tall (2003)° los utiliza de manera diferente. En este sentido, no
considera la separacién entre la definicion del concepto y la imagen del
concepto, sino que la imagen del concepto describe la estructura cognitiva total
asociada al concepto. De esta manera, la definicion del concepto es concebida

como una parte de la imagen del concepto total que existe en nuestra mente.

La nocion de procepto en el proceso de estudio del Calculo
Al discutir el desarrollo cognitivo, Tall (1996) considera la transformacion de
algunos procesos en concepto, lo que genera el constructo procepto. En este

sentido, afirma que:

El crecimiento del conocimiento humano empieza con acciones (primeramente en el
entorno), algunas de las cuales llegan a constituir procesos que pueden repetirse y
luego ser considerados objetos para que sean manipulados en un nivel mas alto en
otros procesos mentales. Gray y Tall (1994) han denominado procepto a la
combinaciéon de procesos y conceptos producidos, por lo cual ambos pueden ser
evocados a través de un mismo simbolo. Esto es particularmente util en el estudio del
Calculo porque funcién, derivada, integral y la nocion fundamental de limite son
ejemplos de proceptos. Entonces la teoria de funciones y del Calculo pueden ser

resumidos como el estudio del hacer y deshacer de los procesos involucrados (Tall,

1996, p. 293).
En esta misma direccion, Gray e Tall (1994) consideran que un procepto
consiste en una amalgama de tres componentes: un proceso que produce un
objeto matematico y un simbolo que representa simultaneamente el proceso y
el objeto. Ademas, Tall (1996) atribuye una importancia especial a las
representaciones, pues considera que ellas posibilitan enfocar un concepto
desde distintas perspectivas. Asimismo, sintetiza en una figura un abanico de
representaciones de funciones y Calculo. Por el interés de nuestra
investigacién, reproduciremos en la figura 2.1 solamente la parte relacionada

con el procepto integral.

Para desarrollar el proceso de estudio del Calculo Integral en la ensefianza
universitaria, se requiere discutir los significados atribuidos al concepto de
integral desde las perspectivas institucional y personal; tanto la nocion de

imagen del concepto, como el procepto asociado a la integral juegan un papel

® Citado por Domingos (2003).
67



importante. Estos constructos se presentan en diversas investigaciones sobre
el tema; ademas, deben ser encontrados en los textos didacticos y en los
significados personales que los profesores-formadores ponen de manifiesto
sobre el proceso de estudio de la integral en el contexto de la formacién de

profesores de matematicas.

Procepto Representaciones
Visual-espacial Numérica Simbdlica Grafica Formal
Actuativo Cuantitativo Manipulativo Cualitativo Deductivo
Observando Estimacion Manipulando Visualizacion Definicién
Experimentando | Aproximacion Limitando Conceptualizacion Deduccién
Haciendo | Longitud a partir | Area numérica Integral Area bajo el grafico Integral
Crecimiento del grafico simbdlica como formal de
Acumulado Tiempo- limite de una Riemann
INTEGRAL velocidad suma
Des- Calculando Conociendo Teorema Conociendo area- Teorema
haciendo | velocidad a partir area-hallar fundamental hallar el grafico fundamen-
de la longitud La funcion (simbdlicamente) tal (formal)
numeérica
CALCULO EN
EL MUNDO CALCULO TEORETICO ANALISIS
REAL

Figura 2.1: Representaciones de la integral (adaptado de Tall, 1996)

Ademas, la literatura especializada contempla una diversidad de teorias (o
constructos teoricos) desarrollados en el marco del PMA en los ultimos afios.
Segun Artigue, Batanero y Kent (2007),

desarrolladas con el Pensamiento Matematico Avanzado, incluyéndose los

entre las principales teorias
enfoques para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en el nivel
“pos secundaria” basados en las practicas sociocultural e institucional, pueden
ser resaltadas: La Teoria APOS (Dubinsky, 1991; Dubinsky y McDonald,
2001), Obstaculos Epistemologicos (Cornu, 1983, 1991; Sierpinska, 1985,
1987; Schneider, 1991), Dualidad Proceso-Objeto (Dubinsky, 1991, Sfard,
1991), Enfoque Epistemolégicos (Dorier, 2000; Sierpinska, 2000), Cognicion
Corporificada (Lakoff y Nufez, 2000), Enfoques Antropolégico (Chevallard,
1992; Bosch y Chevallard, 1999), Enfoque Ontosemiético (Godino y Batanero,
1998), Sociomatematica (Cantoral y Farfan, 2003).

Dichas teorias han jugado un papel fundamental en el desarrollo de las
investigaciones realizadas en el nivel superior, particularmente, con las

relacionadas con la Didactica del Calculo. En nuestra investigacion, tenemos
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en cuenta las aportaciones de las investigaciones centradas en el Pensamiento
Matematico Avanzado y, utilizamos como principal marco teérico el Enfoque
Ontosemidtico de la cognicion y la instruccion matematica (Godino vy
Colaboradores). Asimismo, como nuestro objetivo se relaciona con la
caracterizacion del proceso de estudio de la integral en el contexto de la
formacion de profesores de matematicas de la ensefianza secundaria en Brasil,
nuestra investigacion requiere, ademas, apoyarse en los estudios desarrollados
sobre la formacion de profesores de matematicas, y particularmente de los
profesores-formadores que actuan en la docencia de Calculo, lo que

sintetizamos en la seccion siguiente.

2.2. FORMACION DE PROFESORES DE MATEMATICAS Y EL
CONOCIMIENTO PROFESIONAL

La investigacion sobre el pensamiento, creencias, conocimientos y procesos de
formacion de profesores de matematicas ha recibido una atencion creciente por
parte de los investigadores, como se pone de manifiesto en los capitulos de los
“handbooks” dedicados al tema (Grouws, 1992; Bishop, et al., 1996; English,
2002; Bishop, et al., 2003; Lester, 2007; English, 2008), y con la reciente
publicaciéon del The International Handbook of Mathematics Teachers
Education (Wood, 2008).

Las investigaciones sobre el conocimiento del profesor de matematica suelen
contemplar aspectos de su formacion inicial o continuada. Esta situacion
también se pone de manifiesto en nuestra investigacion, centrada en el proceso
de estudio del Calculo Integral y, especificamente, en lo que se refiere a la
sistematizacion de los conocimientos profesionales declarados por los
profesores-formadores en el contexto de la formacion de profesores de
matematica de la ensefianza secundaria, a partir de los cuales buscaremos
identificar indicadores para caracterizar la idoneidad del referido proceso de
estudio. Esto conlleva a la necesidad de definir algunas nociones teéricas
relacionadas tanto con la formacion de profesores de matematica como con los
conocimientos profesionales producidos y declarados por una muestra de

profesores-formadores. Por ello, trataremos de sintetizar algunas nociones
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tedricas que seran utilizadas en el analisis e interpretacion de los datos

recogidos en esta investigacion, particularmente a través de las entrevistas.

Ponte (2002) ha sintetizado un diagnostico, demasiado negativo, realizado por
Lampert y Ball (1999) sobre la formacion inicial de profesores de matematicas.
Asimismo, ha declarado que estas investigadoras consideran que lo mas
importante para los profesores de matematica es saber como se puede adquirir
las competencias necesarias para desarrollar la docencia de acuerdo con las
actuales perspectivas curriculares y necesidades demandadas por los sistemas
educativos. Es decir, lo fundamental para dichos profesores es saber como se
produce el conocimiento necesario para el ejercicio de su profesién. En este
sentido, “la formacién de profesores puede ser concebida como un proceso de
induccidn en una comunidad de practica y de discurso que tiene sus propias

herramientas, recursos, ideas compartidas y debates” (Ponte, 2002. p. 5).

Por otra parte, Traldi (2006) ha utilizado la definicion de formacion de
profesores propuesta por Garcia (1999) como un area de conocimiento,

investigacion, y propuestas teoricas y practicas. En esta perspectiva:

La Formacion de Profesores consiste en el area de conocimiento, investigacién, y
propuestas teoricas y practicas que, en el ambito de la Didactica y Organizacién
Escolar, estudia los procesos a través de los cuales los profesores — en formacién o en
activo — se implican individualmente o en equipo, en experiencias de aprendizaje, a
través de las cuales adquieren o mejoran sus conocimientos, competencias y
disposiciones y que les permite intervenir profesionalmente en el desarrollo de su
ensefianza, del curriculo y de la escuela, con el objetivo de mejorar la calidad de la
ensefanza recibida por sus alumnos (p. 26).

Sin embargo, los conocimientos producidos por los profesores de matematicas
sobrepasan las fronteras de su formacion en el seno de las universidades y se

han constituido en objeto de estudio de diversas investigaciones.

En nuestra investigacion hemos interesado por investigar el conocimiento
profesional declarado por los profesores-formadores sobre la idoneidad del
proceso de estudio del Calculo Integral en el contexto de la formacion de
profesores de matematicas. Para ello, hemos investigado, por una parte, como
ellos han concebido y desarrollado su formacion y experiencia profesional
relacionadas con la ensefanza e investigacion sobre el Célculo Integral en el
contexto universitario (a través de las narrativas). Por otra parte, nos
interesamos por investigar sus distintos conocimientos sobre el proceso de

estudio de la integral, teniendo en cuenta las herramientas tedricas
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desarrolladas en el Enfoque Ontosemidtico, resaltando las dimensiones
epistémica, cognitiva, mediacional, afectiva, instruccional y ecologica de la
idoneidad didactica (Godino, Batanero y Font, 2007).

Para enmarcar el sentido en que utilizamos el constructo conocimiento
profesional de los profesores-formadores en nuestra investigacion, realizamos
una breve sintesis de la literatura relacionada con las creencias, concepciones

y conocimiento del profesor.

Como se afirma en Font y Ramos (2005), hay basicamente dos maneras de
enfocar la investigaciéon sobre creencias, concepciones y conocimiento del
profesor que son el trasfondo de la clasificacion que habitualmente se utiliza.
Una tiene como trasfondo la filosofia de la conciencia mientras que la otra se
basa en la filosofia de la accién. Dicha clasificaciéon (Marcelo, 2002) distingue
entre las investigaciones sobre el pensamiento del profesor y las que se
interesan por el conocimiento del profesor. La investigacion sobre el
pensamiento del profesor, mayoritaria en los afios 80, se realizd

fundamentalmente bajo un enfoque cognitivo.

En la ultima década este tipo de investigacion dio paso a una preocupacion por
el conocimiento del profesor, ya que se tomo6 conciencia de que los profesores
generan conocimiento sobre la ensefanza a partir de su practica que conviene
ser investigado. En este sentido, en esta nueva etapa, las investigaciones
estan centradas en estudiar el conocimiento y las concepciones del profesor,

asi como sus procesos de formacion y desarrollo profesional.

Segun el estudio de Pires (2006), para referirse al conocimiento profesional
docente (Fenstermacher, 1994; Munby, Russell y Martin, 2001), se suele
utilizar dos categorias: el conocimiento formal y el conocimiento practico del
profesor. Mientras el conocimiento practico, construido por el profesor a partir
de su propia practica u orientado a las actividades practicas, se caracteriza por
ser mas personal, situado, tacito, relacional o ligado al saber-hacer, el
conocimiento formal se acerca al conocimiento proposicional, declarativo,

tedrico o cientifico. En este sentido, Pires ha afirmado que:

Esta diferenciacion, aunque con diferentes matices, ha inspirado el cambio de
paradigma en los abordajes de la construccion del conocimiento profesional (Montero,
2001; Ponte, Matos e Abrantes, 1998), pasando de la vision inicial de esa construccion,
como algo exterior al profesor, para el reconocimiento actual del valor del conocimiento
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que el profesor construye y posee a partir de su actividad docente. Como
consecuencia, ademas del conocimiento elaborado por los investigadores con una
intencion mas normativa y en una perspectiva de su generalizacion para orientar y
prescribir la actividad del profesor, sefialando lo que este precisa saber, se ha pasado
a la valorizacion del conocimiento generado por el propio profesor como resultado de
sus experiencias y reflexiones profesionales, enfatizando el que efectivamente conoce

(p- 2).

Para el referido autor, tanto la psicologia cognitiva (Borko y Putman, 1995)
como la identificacion y sistematizacién de los dominios de conocimiento
profesional (Bromme, 1994; Elbaz, 1983; Grossman, 1995; Guimaraes, 1999;
Ponte, 1999; Shulman, 1986) contribuyen para la mejor comprension del
conocimiento formal. Por otra parte, el conocimiento practico — concebido a
partir de la integracion de los saberes experienciales y de los saberes tedricos
— presenta una naturaleza contextualizada y se modeliza a través de valores e
intenciones del profesor (Clandinin, 1989; Elbaz, 1983); ademas, puede ser
caracterizado como un conocimiento en accion enmarcado en la practica
reflexiva de Schon (1992).

Segun Hielbert, Gallimore y Stigler (2002), citados por Pires (2006), el
conocimiento practico se desarrolla como respuestas a los problemas
especificos de la practica de la cual se originan. Se trata, por tanto, de un
conocimiento integrado, pormenorizado, concreto y especifico que se convierte
en conocimiento profesional al tornarse publico, acumulable y comunicado en

una comunidad de practicas.

Ponte (1998) considera un conjunto de roles involucrados en el conocimiento
profesional y establece su relacion con el desarrollo profesional docente. En

este sentido, afirma que:

El conocimiento profesional del profesor involucra el conocimiento relativo a su practica
en la clase y otros roles profesionales, tales como: la tutoria de los estudiantes, la
participacion en proyectos y actividades de la escuela, la interaccién con miembros de
la comunidad y la actuacién en asociaciones profesionales. Asimismo, el conocimiento
profesional incluye aun, en otro plano, la visién del profesor sobre su propio desarrollo
profesional (p. 2).

En la literatura especifica también se utiliza la expresion “craft knowledge”
(conocimiento artesanal) para referirse al conocimiento que los profesores usan
en la ensefanza que diariamente realizan en su clase. Se trata de un
conocimiento orientado a la accion, que generalmente no se hace explicito por
el profesor y que puede ser para ellos dificil de articular, o que incluso pueden

ser inconscientes de su uso.
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Desde un punto de vista cognitivo, el conocimiento profesional se desarrolla como un
producto de la accién profesional, y se establece en si mismo mediante el trabajo y el
ejercicio de la profesidon, no simplemente mediante la acumulacién del conocimiento
tedrico, sino mediante la integracion, ajuste y reestructuracion del conocimiento tedrico
a las demandas y restricciones de las situaciones practicas (Bromme y Tillema, 1995,
p. 262; citado por Ruthven, 2002, p. 590).

Nosotros compartimos la idea de Ruthven que la “conversidén” del conocimiento
no tiene que darse solo en la direccion de la “teoria” hacia la “practica”, sino
que también puede tener lugar en la direccion opuesta, esto es, mediante la
“extraccion y codificacion” del conocimiento profesional. “Articulado mediante la
investigacion, el conocimiento profesional puede llegar a contribuir al desarrollo

del propio conocimiento académico” (p. 590).

En la literatura especializada, encontramos diversos estudios relacionados con
los conocimientos profesionales de los profesores-formadores de profesores de
matematicas (Zaslavsky, Chapman y Leikin, 2003; Jaworski, 2008; Chapman,
2008; Tardif, 2011).

Al discutir los saberes profesionales de los profesores y el conocimiento
universitario, Tardif (2011) apoyandose tanto en la sintesis de las
investigaciones realizadas en Estados Unidos cuanto en sus propios estudios,
ha caracterizado los saberes profesionales de los profesores. En este sentido,

el autor considera que:

e Los saberes profesionales de los profesores son temporales (provienen
de su historia de vida; son decisivos en estructuracion de la practica
profesional; son utilizados y se desarrollan en el ambito de su trayectoria

profesional).

e Los saberes profesionales de los profesores son plurales vy
heterogéneos (provienen de diversas fuentes; no se constituyen en un
repertorio unificado de conocimientos; la practica profesional de los
profesores es heterogénea en lo que se refiere a los objetivos internos
de la accion y a los saberes movilizados; tienen una cierta unidad

pragmatica).

e Los saberes profesionales son personalizados y situados (se trata de
saberes apropiados, incorporados, subjetivados, saberes dificiles de

disociarse de las personas, de su experiencia y situacion de trabajo; son
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situados en el sentido de ser construidos y utilizados en funcién de una

situacion particular de trabajo, en la cual adquieren sentido).

e Los saberes profesionales llevan las marcas del ser humano (posibilitan
al docente desarrollar habilidad y disposicion para conocer y comprender
los estudiantes en sus particularidades individuales y situacionales, y su
evolucion en las clases; el saber profesional siempre comporta un
componente ético y emocional; necesidad de motivar los estudiantes
hacia su aprendizaje y desarrollo de un ambiente de tolerancia y respeto

mutuo en la clase) (pp. 260 -268).

El autor declara que utiliza la nociéon de saber “en un sentido amplio, que
incluye los conocimientos, las competencias, las habilidades y las actitudes, o
sea, a lo que ha sido nombrado saber, saber hacer, y saber ser” (p. 255). Sin
embargo, en esta investigacion, estamos usando la expresién conocimiento
profesional de los profesores para referirnos tanto a los conocimientos
producidos en la formacién universitaria, como para aquellos que se
desarrollan a partir de las experiencias practicas de los docentes. En este
sentido, entendemos que los conocimientos profesionales de los profesores-
formadores de profesores de matematicas abarcan las caracteristicas de los

saberes profesiones postuladas por Tardif (2011).

Zaslavsky, Chapman y Leikin (2003) han considerado que el desarrollo
profesional de los “educadores matematicos” (profesores, profesores-
formadores, y formadores de profesores-formadores) consiste en un proceso
continuo, que se desarrolla a lo largo de la vida del docente de manera tanto
informal como formal (incluso por medio de la participacién en Programas de
Postgrado). Corroborando con la posicion asumida por distintas investigaciones
(Dewey, 1933; Schon, 1983, 1987, 1991; Calderhead, 1989; Jaworsky, 1994;
krainer, 1998), postulan que “una de las preocupaciones principales en casi
todos los programas de desarrollo profesional contemporaneo es la necesidad
de fomentar la reflexion de los profesores sobre sus practicas y experiencias de
aprendizaje” (lbid., p. 879). En este sentido, afirman que las nociones de
reflexion sobre la accion y de reflexion en la accion han emergido, a partir de la
transicion de las perspectivas tedricas relacionadas con la reflexion y la accién

para posiciones mas practicas, y son consideradas como un componente eficaz
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para el desarrollo del conocimiento profesional de los profesores sobre sus
practicas. Basandose en el concepto de “practica reflexiva”, en el sentido de
Lerman (2001), las autoras consideran que “los profesores y los profesores-
formadores pueden ser vistos como aprendices que continuamente reflexionan
sobre su trabajo y dan sentido a las historias, a sus practicas y a otras

experiencias” (Ibid., p. 879).

Jaworski (2008) al considerar la complejidad del proceso de ensefianza de las
matematicas, ha resaltado que los profesores-formadores necesitan conocer:
Matematicas, Pedagogia (relacionada con las Matematicas), Didactica de la
Matematica, elementos del sistema educacional (incluyéndose el curriculo y
evaluacion), sistemas sociales y entornos culturales, los estudiantes, las
particularidades de la escuela (o universidad), la literatura profesional y la
relacionada con las investigaciones sobre el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas, las teorias de aprendizaje y de ensefianza, y la metodologia
cientifica relacionada a las investigaciones en el contexto de la escuela y del
sistema educacional. En este sentido, afirma que tanto los profesores como los
profesores-formadores tienen el objetivo comun de posibilitar una oportunidad

para mejorar el aprendizaje matematicas de los estudiantes.

Por otra parte, desde una perspectiva cognitiva, Chapman (2008) ha
sintetizado el aprendizaje de los profesores-formadores a partir de la
investigacion sobre su practica instruccional en el contexto de la formacion de
profesores de matematicas. La autora infiere que “la practica instruccional por
si misma puede ser la base para el aprendizaje del profesor-formador” (Ibid., p.
117). Asi, seria posible aprender, por medio de las investigaciones llevadas a
cabo, qué los profesores-formadores investigadores han aprendido de manera
auténoma y cédmo lo ha aprendido desde la investigacion. Asimismo, considera
que la mayoria de los profesores-formadores que han involucrado en la
investigacién sobre sus propias practicas “ha mejorado su comprension y
perfeccionado su conocimiento profesional acerca de las practicas de
formacién de los profesores de matematicas” (Ibid., p. 130). Ademas, el disefio
de la investigacién sobre su practica instruccional es importante para facilitar el
desarrollo profesional del profesor-formador y debe contemplar los aspectos

siguientes: (1) Basarse en un enfoque que es, o deberia de ser, parte de la
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ensefanza del profesor-formador; (2) Posibilitar a los futuros profesores la
exposicion de sus ideas durante el proceso y como parte central del enfoque
instruccional; (3) posibilitar el auto reflexion del profesor-formador antes,

durante y después del proceso de investigacion.

En las conclusiones, la autora resalta que si el objetivo de los estudios sobre el
profesor-formador como investigador se relaciona con el desarrollo profesional,
es necesario investigar como éste reflexiona, cual conocimiento practico ha
adquirido, y como dicho conocimiento deberia impactar su futura conducta de
trabajo con sus estudiantes. Estas investigaciones posibilitarian realizar
aportaciones relacionadas tanto con la comprension tedrica sobre la formacién
de profesores de matematicas y el aprendizaje del profesor-formador, como

con la mejora de la practica.

Tratandose de los profesores-formadores de profesores de matematicas, en el
sentido planteado por Mometi (2007), consideramos que su conocimiento
profesional es producido durante su formacion inicial y continuada, a lo largo de
su practica docente, a partir de sus vivencias sobre la ensefianza y el
aprendizaje de los estudiantes, la investigaciéon académica, la dinamica de la
universidad y de la clases, la didactica, los estudiantes, los temas y disciplinas
especificas, el curriculo y todos los demas aspectos que estan contemplados

en su ambiente de trabajo.

A partir de esta concepcioén del conocimiento profesional del profesor-formador,
nos parece oportuna la siguiente caracterizacion del profesor universitario, en
términos de lo deseable, realizada por Benedito y otros (1995), desde una

perspectiva de ensefianza y aprendizaje constructivista:

[...] El profesor universitario deberia provocar procesos de aprendizaje en el aula,
conocer la dinamica de la misma, seleccionar, organizar los contenidos, facilitar el
surgimiento y formulacion de interrogantes, alimentar la discusién y el debate,
establecer relaciones positivas, evaluar el trabajo de los alumnos vy facilitar la busqueda
y construccion con sus alumnos del conocimiento cientifico. El profesor ha de
comprender como se utiliza y elabora o reconstruye el conocimiento cientifico, se
resuelven situaciones inciertas y desconocidas, se elaboran o modifican rutinas, se
toman decisiones, se experimentan hipétesis de trabajo, se utilizan técnicas,
instrumentos y materiales nuevos o conocidos, se recrean estrategias, se inventan
procedimientos, tareas y recursos, se realizan las tareas de evaluacién, se modifican
sus teorias previas en contraste con la realidad, etc. (citado por Moreno, 2005, p. 87).

Las caracteristicas deseables para el profesor universitario no se generan en

su proceso de formacién académica graduada o posgraduada. Tampoco
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pueden ser obtenidas a partir de los estudios cognitivos desarrollados en las

investigaciones relacionadas al conocimiento del profesor.

Segun Tardif (2011), “es necesario, por lo tanto, que la investigacion
universitaria se apoye en los saberes de los profesores con la finalidad de
preparar un repertorio de conocimientos para la formacion de profesores” (p.
258).

Sin embargo, el conocimiento profesional producido a lo largo de su profesion,
desde su formacion académica inicial y teniendo en cuenta su experiencia
académica (docencia, desarrollo de proyectos e investigacion), se convierte en
una via de aproximacibn a dichas -caracteristicas, siendo por tanto
indispensable para el disefio e implementacion del proceso de estudio de las
distintas nociones matematicas en la ensefanza universitaria, especialmente
de aquellas relacionadas al Calculo Integral, objeto de estudio de nuestra

investigacion.

Tanto la planificacion de un tema, particularmente de la integral, como de las
clases sobre el mismo proviene de una matriz del conocimiento profesional del
profesor, obtenido a lo largo de su experiencia de ensefianza y aprendizaje del
tema o extraida de los materiales curriculares disponibles. En dicha
planificacion se incluye las tareas a realizarse, las representaciones que se han
de emplear, el formato de las actividades que seran utilizadas, y la prevision de

las dificultades previas de los estudiantes (Ruthven, 2007).

Al poner de manifiesto este conocimiento profesional sobre la idoneidad del
proceso de estudio de la integral, y teniendo en cuenta la relatividad
institucional, personal y contextual, dicho conocimiento puede ser interpretado
en términos de la dualidad personal-institucional de los significados de la
integral que emergen de los relatos de los profesores-formadores, constituidos
por los sistemas de practicas que éstos usan como referencia para la
planificacion, implementacion, y evaluacién del proceso de estudio de la
integral en el contexto socio-profesional especificado. La nocién de idoneidad
didactica, la dialéctica entre los significados personales e institucionales de los
profesores-formadores, asi como de las demas herramientas tedricas

desarrolladas en el Enfoque Ontosemiotico de la cognicion y la instruccion

77



matematica que se utiliza en esta investigacibn seran sintetizados a

continuacion.

2.3. EL ENFOQUE ONTOSEMIOTICO DEL CONOCIMIENTO Y LA
INSTRUCCION MATEMATICA

De acuerdo con Godino, Batanero y Font (2007), los postulados o supuestos
basicos del EOS se relacionan principalmente con la antropologia, la ontologia
y la semidtica, pero también se articulan de manera coherente supuestos
socioculturales y psicologicos. La matematica se concibe como una actividad
humana, intencionalmente orientada a la solucion de cierta clase de
situaciones-problema, realizada en el seno de instituciones o comunidades de
practicas; dicha actividad esta mediatizada y apoyada por los recursos
linguisticos y tecnoldgicos disponibles. De los sistemas de practicas realizadas
para resolver los problemas emergen dos categorias primarias de entidades:
institucionales (sociales, relativamente objetivas) y personales (individuales o
mentales); de esta manera se asume que la matematica es, ademas de una
actividad, un complejo de objetos culturales (institucionales), axiomatica y
deductivamente organizados. Se atribuye un papel esencial al lenguaje (en sus
diversas modalidades), que tiene una funcién no sélo representacional sino

también instrumental o constitutiva de los objetos matematicos.

Para hacer operativos estos principios el EOS propone como herramientas
analiticas el par de nociones, “sistema de practicas operativas y discursivas” y
“configuracion ontosemidtica”, ambas en la doble version personal e

institucional.

Las configuraciones articulan los siguientes tipos de objetos matematicos

primarios:

e Lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos, ...) en sus

diversos registros (escrito, oral, gestual, ...)
e Situaciones-problema (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios, ...)
e Conceptos-definicion (introducidos mediante definiciones o}

descripciones) (recta, punto, numero, media, funcién, ...)
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e Proposiciones (enunciados sobre conceptos, ...)
e Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, ...)

e Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las

proposiciones y procedimientos, deductivos o de otro tipo,...).

La nocién de “sistema de practicas” es util para ciertos analisis de tipo macro-
didactico, particularmente cuando se trata de comparar la forma particular que
adoptan los conocimientos matematicos en distintos marcos institucionales,
contextos de uso o juegos de lenguaje. Para un analisis mas fino de la
actividad matematica es necesario introducir los seis tipos de entidades
primarias indicadas anteriormente: situaciones, lenguaje, definiciones,
proposiciones, procedimientos y argumentos. En cada caso, estos objetos
estaran relacionados entre si formando configuraciones, definidas como las
redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas y las
relaciones que se establecen entre los mismos. Estas configuraciones pueden
ser epistémicas (redes de objetos institucionales) o cognitivas (redes de objetos
personales). Los sistemas de practicas y las configuraciones se proponen
como herramientas tedricas para describir los conocimientos matematicos, en

su doble version, personal e institucional.

La relatividad socioepistémica y cognitiva de los significados, entendidos como
sistemas de practicas, y su utilizacion en el analisis didactico lleva a introducir
la siguiente tipologia de significados institucionales (Godino, Batanero y Font,
2007):

e Implementado: en un proceso de estudio especifico es el sistema de

practicas efectivamente implementadas por el docente.

e Evaluado: el subsistema de practicas que utiliza el docente para evaluar

los aprendizajes.

¢ Pretendido: sistema de practicas incluidas en la planificacion del proceso

de estudio.

o Referencial: sistema de practicas que se usa como referencia para
elaborar el significado pretendido. En una institucion de ensefanza
concreta este significado de referencia sera una parte del significado
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holistico6 del objeto matematico. La determinacion de dicho significado
global requiere realizar un estudio historico — epistemologico sobre el
origen y evolucion del objeto en cuestion, asi como tener en cuenta la

diversidad de contextos de uso donde se pone en juego dicho objeto.
Respecto de los significados personales se introducen los siguientes tipos:

e Global: corresponde a la totalidad del sistema de practicas personales
que es capaz de manifestar potencialmente el sujeto relativas a un

objeto matematico.

e Declarado: da cuenta de las practicas efectivamente expresadas a
proposito de las pruebas de evaluacion propuestas, incluyendo tanto las

correctas como las incorrectas desde el punto de vista institucional.

e Logrado: corresponde a las practicas manifestadas que son conformes
con la pauta institucional establecida. En el analisis del cambio de los
significados personales, que tiene lugar en un proceso de estudio,
interesara tener en cuenta los significados iniciales o previos de los

estudiantes y los que finalmente alcancen.

En la figura 2.3 se presenta un esquema de los tipos de significados y sus

relaciones mutuas.

® Wilhelmi, Lacasta y Godino (2007)
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Logrado
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Operativas Discursivas

TRASFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS
(Material, biolégico y social)

Figura 2.3: Tipos de significados institucionales y personales

[ SISTEMA DE PRACTICAS }

En la parte central de la figura 2.3 se indican las relaciones dialécticas entre
ensefanza y aprendizaje, que supone el acoplamiento progresivo entre los
significados personales e institucionales. Asi mismo, la ensefanza implica la
participacion del estudiante en la comunidad de practicas que soporta los
significados institucionales, y el aprendizaje, en ultima instancia, supone la

apropiacién por el estudiante de dichos significados.

2.3.1 Configuraciones de objetos y procesos matematicos

La nocioén de “sistema de practicas” se considera util para ciertos analisis de
tipo macro-didactico, particularmente cuando se trata de comparar la forma
particular que adoptan los conocimientos matematicos en distintos marcos
institucionales, contextos de uso o juegos de lenguaje. Para un analisis mas
fino de la actividad matematica es necesario introducir los seis tipos de
entidades primarias comentadas anteriormente: situaciones, lenguaje,
definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos. En cada caso, estos
objetos estaran relacionados entre si formando configuraciones, definidas
como las redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de
practicas y las relaciones que se establecen entre los mismos. Estas

configuraciones pueden ser epistémicas (redes de objetos institucionales) o
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cognitivas (redes de objetos personales). Los sistemas de practicas y las
configuraciones se proponen como herramientas tedricas para describir los

conocimientos matematicos, en su doble version, personal e institucional.

La constitucion de los objetos y relaciones (configuraciones), tanto en su faceta
personal como institucional, tiene lugar a lo largo del tiempo mediante procesos
matematicos, los cuales son interpretados como “secuencias de practicas”. Los
objetos matematicos emergentes constituyen la cristalizacién o reificacion
resultante de tales procesos (dialéctica instrumento — objeto de Douady, 1986;

dualidad objeto — proceso de Sfard, 1991).

En el EOS se interpretan los procesos matematicos como secuencias de
practicas, en correspondencia con los tipos de objetos matematicos primarios;
esto proporciona criterios para categorizar los procesos. La constitucion de los
objetos linguisticos, problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos y
argumentos tiene lugar mediante los respectivos procesos matematicos
primarios, de comunicacion, problematizacion, definicion, enunciacion,
elaboracion de procedimientos (algoritmizacion, rutinizacion, ...) vy

argumentacion.

La resolucion de problemas, y de manera mas general, la modelizacién debe
ser considerada mas bien como “hiper-procesos” matematicos, al implicar
configuraciones complejas de los procesos matematicos primarios
(establecimiento de conexiones entre los objetos y generalizacion de técnicas,
reglas y justificaciones). La realizacién efectiva de los procesos de estudio
requiere, ademas, la realizacion de secuencias de practicas de planificacion,

control y evaluacion (supervision) que conllevan procesos meta-cognitivos.
Atributos contextuales

La nocidén de juego de lenguaje (Wittgenstein, 1953) ocupa un lugar importante
en el EOS, al considerarla, junto con la nocién de institucion, como los
elementos contextuales que relativizan los significados de los objetos
matematicos y atribuyen a éstos una naturaleza funcional. Los objetos
matematicos que intervienen en las practicas matematicas y los emergentes de

las mismas, segun el juego de lenguaje en que participan, pueden ser
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consideradas desde las siguientes facetas o dimensiones duales (Godino,

2002):

Personal — institucional. Si los sistemas de practicas son compartidas en
el seno de una institucion, los objetos emergentes se consideran
“objetos institucionales”, mientras que si estos sistemas son especificos
de una persona se consideran como “objetos personales” (Godino y
Batanero, 1994, p. 338). La cognicion matematica debe contemplar las
facetas personal e institucional, entre las cuales se establecen
relaciones dialécticas complejas y cuyo estudio es esencial para la
educacion matematica. La “cognicion personal” es el resultado del
pensamiento y la accion del sujeto individual ante una cierta clase de
problemas, mientras la “cognicion institucional” es el resultado del
dialogo, el convenio y la regulacion en el seno de un grupo de individuos

que forman una comunidad de practicas.

Ostensivo — no ostensivo. Se entiende por ostensivo cualquier objeto
que es publico y que, por tanto, se puede mostrar a otro. Los objetos
institucionales y personales tienen una naturaleza no-ostensiva (no
perceptibles por si mismos). Ahora bien, cualquiera de estos objetos se
usa en las practicas publicas por medio de sus ostensivos asociados
(notaciones, simbolos, graficos, ...). Esta clasificacion entre ostensivo y
no ostensivo es relativa al juego de lenguaje en que participan. EI motivo
es que un objeto ostensivo puede ser también pensado, imaginado por
un sujeto o estar implicito en el discurso matematico (por ejemplo, el

signo de multiplicar en la notacién algebraica).

Expresion — contenido: antecedente y consecuente de cualquier funcién

semiodtica.

La actividad matematica y los procesos de construccion y uso de los
objetos matematicos se caracterizan por ser esencialmente relacionales.
Los distintos objetos no se deben concebir como entidades aisladas,
sino puestas en relacion unos con otros. La relaciéon se establece por
medio de funciones semiéticas, entendidas como una relacién entre un

antecedente (expresion, significante) y un consecuente (contenido,
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significado) establecida por un sujeto (persona o institucion) de acuerdo

con un cierto criterio o coddigo de correspondencia.

Extensivo — intensivo (ejemplar - tipo). Un objeto que interviene en un
juego de lenguaje como un caso particular (un ejemplo especifico, p.e.,
la funcién y = 2x + 1) y una clase mas general (p.e., la familia de
funciones y = mx + n). La dualidad extensivo-intensivo se utiliza para
explicar una de las caracteristicas basicas de la actividad matematica: el
uso de elementos genéricos (Contreras y cols, 2005). Esta dualidad
permite centrar la atencion en la dialéctica entre lo particular y lo
general, que sin duda es una cuestiéon clave en la construccidon y
aplicacion del conocimiento matematico. “La generalizacion” es esencial
porque este es el proceso que distingue la creatividad matematica de la

conducta mecanizable o algoritmica.

Unitario — sistémico. En algunas circunstancias los objetos matematicos
participan como entidades unitarias (que se suponen son conocidas
previamente), mientras que otras intervienen como sistemas que se
deben descomponer para su estudio. En el estudio de la adicidon vy
sustraccion, en los ultimos niveles de educacion primaria, el sistema de
numeracién decimal (decenas, centenas,...) se considera como algo
conocido y en consecuencia como entidades unitarias (elementales).
Estos mismos objetos, en el primer curso tienen que ser considerados

de manera sistémica para su aprendizaje.

Estas facetas se presentan agrupadas en parejas que se complementan de

manera dual y dialéctica. Se consideran como atributos aplicables a los

distintos objetos primarios y secundarios, dando lugar a distintas “versiones” de

dichos objetos a través de los siguientes procesos cognitivos/ epistémicos:

institucionalizacion — personalizacion;

generalizacion — particularizacion;
analisis/descomposicion — sintesis/reificacion;
materializacién /concrecién — idealizacion/ abstraccion;

expresion/representacion — significacion.
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Comprension y conocimiento en el EOS

Los enfoques cognitivos en la Didactica de las Matematicas, en el fondo,
entienden la comprension y el conocimiento como "proceso mental". Los
posicionamientos pragmatistas del EOS, en cambio, llevan a entender, de
entrada, la comprension basicamente como competencia y no tanto como
proceso mental (se considera que un sujeto comprende y conoce un
determinado objeto matematico cuando lo usa de manera competente en

diferentes practicas).

El hecho de considerar que las funciones semiéticas tienen un papel esencial
en el proceso relacional entre entidades, o grupos de ellas, que se realiza en
las practicas matematicas (dentro de un determinado juego de lenguaje),
permite entender en el EOS el conocimiento también en términos de funciones
semidticas. En efecto, podemos interpretar el conocimiento de un objeto O por
parte de un sujeto X (sea individuo o institucion) en términos de las funciones
semidticas que X puede establecer, en unas circunstancias fijadas, en las que
se pone en juego O como funtivo (expresion o contenido). Cada funcién
semiodtica implica un acto de semiosis por un agente interpretante y constituye
un conocimiento. Hablar de conocimiento equivale a hablar del contenido de
una (o muchas) funcién semidtica, resultando una variedad de tipos de
conocimientos en correspondencia con la diversidad de funciones semiéticas
que se pueden establecer entre las diversas entidades introducidas en el

modelo.

2.3.2. Enfoque ontosemidtico de los conocimientos didacticos

El EOS ha sido desarrollado inicialmente para caracterizar los significados de
objetos matematicos (funcién, derivada, integral, ...). Pero en Godino, Batanero
y Font (2007) se inicia su aplicaciéon y desarrollo para los conocimientos

didacticos. En este caso los problemas tendran una naturaleza distinta:
e ;Qué contenido ensefar en cada contexto y circunstancia?

e ;Como distribuir en el tiempo los distintos componentes y facetas del

contenido a ensenar?
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e ;Qué modelo de proceso de estudio implementar en cada

circunstancia?

e ;COomo planificar, controlar y evaluar el proceso de estudio y

aprendizaje?
e ;Qué factores condicionan el estudio y el aprendizaje?, etc.

En este caso, las acciones (practicas didacticas) que se pongan en juego, su
secuenciacion (procesos didacticos) y los objetos emergentes de tales
sistemas de practicas (objetos didacticos) seran diferentes respecto del caso

de la solucion de problemas matematicos.

En la “Teoria de las Configuraciones Didacticas” Godino, Contreras y Font,
(2006) modelizan la ensefianza y aprendizaje de un contenido matematico
como un proceso estocastico multidimensional compuesto de seis subprocesos
(epistémico, docente, discente, mediacional, cognitivo y emocional), con sus
respectivas trayectorias y estados potenciales. Como unidad primaria de
analisis didactico se propone la configuracién didactica, constituida por las
interacciones profesor-alumno a propdsito de un objeto o contenido matematico
y usando unos recursos materiales especificos. El proceso de instruccion sobre
un contenido o tema matematico se desarrolla en un tiempo dado mediante una

secuencia de configuraciones didacticas.

Una configuraciéon didactica lleva asociada una configuracion epistémica, esto
es, una tarea, los procedimientos requeridos para su solucion, lenguajes,
conceptos, proposiciones y argumentaciones, las cuales pueden estar a cargo
del profesor, de los estudiantes o distribuidas entre ambos. Asociada a una
configuracion epistémica habra una configuracion instruccional constituida por
la red de objetos docentes, discentes y mediacionales puestos en juego a
proposito del problema o tarea matematica abordada. La descripcion de los
aprendizajes que se van construyendo a lo largo del proceso se realiza
mediante las configuraciones cognitivas, red de objetos intervinientes y
emergentes de los sistemas de practicas personales que se ponen en juego en

la implementacién de una configuracion epistémica.

Las nociones tedricas precedentes se complementan con la nocién de

idoneidad didactica de un proceso de instruccion que se define como la
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articulacion coherente y sistémica de las seis componentes siguientes (Godino,
Bencomo, Font y Wilhelmi, 2007; Godino, Batanero, y Font, 2007).

Idoneidad epistémica. Se refiere al grado de representatividad de los
significados institucionales implementados (o pretendidos), respecto de

un significado de referencia.

Idoneidad cognitiva. Expresa el grado en que los significados
pretendidos/ implementados estén en la zona de desarrollo potencial
(Vygotski, 1934) de los alumnos, asi como la proximidad de los
significados personales logrados a los significados pretendidos/

implementados.

Idoneidad interaccional. Un proceso de ensefanza-aprendizaje tendra
mayor idoneidad, desde el punto de vista interaccional, si las
configuraciones y trayectorias didacticas permiten, por una parte,
identificar conflictos semioticos potenciales (que se puedan detectar a
priori), y por otra parte resolver los conflictos que se producen durante el

proceso de instruccion.

Idoneidad mediacional. Grado de disponibilidad y adecuacion de los
recursos materiales y temporales necesarios para el desarrollo del

proceso de ensefanza-aprendizaje.

Idoneidad afectiva. Grado de implicacion (interés, motivacion, ...) del

alumnado en el proceso de estudio.

Idoneidad ecoldgica. Grado en que el proceso de estudio se ajusta al
proyecto educativo del centro, la escuela y la sociedad y a los

condicionamientos del entorno en que se desarrolla.

Estas idoneidades deben ser integradas teniendo en cuenta las interacciones

entre las mismas, lo cual requiere hablar de la idoneidad didactica como criterio

sistémico de adecuacién y pertinencia respecto del proyecto educativo global.

Esta idoneidad se debe interpretar, no obstante, como relativa a unas

circunstancias temporales y contextuales cambiantes, lo que requiere una

actitud de reflexién e investigacion por parte del profesor y demas agentes que

comparten la responsabilidad del proyecto educativo. En la figura 2.4, extraida
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de Godino (2011), se presenta una sintesis de la idoneidad didactica propuesta
por el EOS.

Dialogo o
Interaccion Recursos técnicos
Comunicacion Tiempo
INTERACCIONAL MEDIACIONAL
(Negociacion) (Disponibilidad)
X A
AFECTIVA N ECOLOGICA
(Implicacién) B > (Adaptacion)
Actitudes " ;
Emociones Sociedad
Motivaciones Escqela
ALJA Curriculo
¥ X
COGNITIVA EPISTEMICA
(Proximidad) (Representatividd)

Acoplamiento
Participaciéon
Apropiacion

Figura 2.4: Idoneidad didactica propuesta por el EOS

La sintesis de la nocién de idoneidad didactica ha sido realizada por Godino

(2011) en los siguientes términos:

Representamos mediante el hexagono regular la idoneidad correspondiente a un
proceso de estudio pretendido o planificado, donde a priori se supone un grado maximo
de las idoneidades parciales. El hexagono irregular interno corresponderia a las
idoneidades efectivamente logradas en la realizacion del proceso de estudio
implementado. Situamos en la base las idoneidades epistémica y cognitiva al
considerar que el proceso de estudio gira alrededor del desarrollo de unos
conocimientos especificos (p. 6).

La Teoria de las Configuraciones Didacticas, junto con los criterios de
idoneidad de los procesos de estudio de un contenido u objeto matematico (O),
son herramientas tedricas que permiten identificar y estructurar los
conocimientos didacticos acerca de la ensefianza y el aprendizaje de O. La
teoria de los significados sistémico/pragmaticos podra ser aplicada para

analizar los significados de estos nuevos objetos didacticos.

En el marco del EOS tanto los objetos matematicos como sus significados son

relativos a los marcos institucionales, contextos de uso o juegos de lenguaje,
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por lo que resulta conveniente hablar del “objeto O relativo al contexto C” (O/¢).
Por ejemplo, O/c puede ser “la integral en el contexto socioprofesional de
formacion de profesores de matematicas de secundaria en Brasil”. Asociado al
objeto matematico O/c existe otro objeto didactico, “la didactica de O/c” que
vamos a representar por D(O/c). El sistema de practicas operativas y
discursivas en las que interviene D(O/¢) sera considerado como su significado

que representaremos por S[D(O/¢)].

El significado de este objeto didactico sera relativo a marcos institucionales (1) y
a las personas P sujetas a dichas instituciones; tales significados seran
representados por la notacion, S, [D(O/¢)], y Sp [D(O/¢)], respectivamente. De
los sistemas de practicas se postula que emergen nuevos objetos
(matematicos o didacticos, institucionales o personales). La tipologia de
significados institucionales y personales mencionada anteriormente sera
también aplicable a estos nuevos “significados didacticos”, los cuales se
describiran asi mismo mediante las correspondientes configuraciones
epistémicas y cognitivas, pero en este caso referidas a los tipos de objetos

didacticos introducidos en el modelo teodrico.

La figura 2.5 resume la progresiva ampliacién del modelo ontosemiotico, desde
el objeto matematico O (un concepto, una idea, un tema, como la integral)
hasta las configuraciones epistémicas y cognitivas formadas por los objetos
emergentes de los sistemas de practicas operativas y discursivas en las que el
objeto O desempefia un papel relevante. Se destaca la aplicacién del mismo
modelo a la doble vertiente matematica y didactica, junto con el reconocimiento
de la relatividad institucional, personal y contextual de objetos, significados y

configuraciones.
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Fiaura 2.5: Obietos. sianificados v confiauraciones en el EOS

Una de las cuestiones fundamentales que abordamos en este trabajo podemos
formularla dentro del marco tedrico descrito en los siguientes términos: ¢ Cuales
son los significados personales de profesores expertos en Calculo sobre el
proceso de estudio de la integral en el contexto de la formacion de profesores
de matematicas de secundaria en Brasil? La relacion que el EOS establece
entre funciones semidticas y conocimiento permite traducir esta cuestion en
términos cognitivos: ¢Cuales son los conocimientos de los profesores —
formadores expertos sobre las caracteristicas que deben reunir los procesos

de estudio de la integral en un contexto institucional fijado?

La caracterizaciéon de estos significados personales expertos, junto con el
significado institucional global u holistico, determinado mediante la indagacion
de las investigaciones didacticas realizadas en el campo de la Didactica del
Calculo, proporcionara criterios para elaborar significados de referencia para
los procesos de formacion de profesores de matematicas en el contexto

institucional objeto de nuestra investigacion.

Consideramos que este “enfoque ontosemiotico” de los conocimientos

didacticos aporta una nueva aproximacion a los problemas sobre
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conocimientos, concepciones y creencias del profesor sobre las matematicas y

sSu ensefanza.

2.4. CONCLUSIONES DEL CAPIiTULO

Consideramos que el marco tedrico para esta investigacion contempla, de
manera complementaria, algunos de los constructos tedricos relacionados con
el Pensamiento Matematico Avanzado, la formacion de profesores de
matematicas, y el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion

Matemaética.

Los constructos desarrollados por el PMA han sido abundantemente aplicados
en las investigaciones cognitivas y resultan utiles para la caracterizacion del
proceso de estudio de la integral, desde la perspectiva de las investigaciones
realizadas en Didactica del Calculo. Nos interesa, principalmente, los estudios
relacionados con el analisis del referido proceso, y con la identificacion de los
principales obstaculos epistemoldgicos y didacticos asociados a la integral en
el contexto socio-cultural especificado en nuestra investigacion. Resaltamos,
ademas, que algunas de las investigaciones recientemente desarrolladas
enmarcadas en el PMA han sido orientadas para aspectos sociales o
culturales, al considerar las implicaciones del rol del contexto para la

comprension del desarrollo cognitivo (Harel, Selden y Selden, 2006).

En lo que se refiere a la formacion de profesores de matematicas de la
ensefanza secundaria, centramos nuestra investigacion en el conocimiento
profesional puesto de manifiesto por los profesores-formadores sobre la

idoneidad del proceso de estudio de la integral.

Esta nocién de idoneidad didactica, juntamente con otras herramientas teoricas
desarrolladas por el Enfoque Ontosemidtico, son largamente utilizadas en esta

investigacién, desde su disefio hasta la recogida y analisis de los datos.
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Capitulo 3

PROBLEMA, OBJETIVOS Y ORGANIZACION DE LA
INVESTIGACION

En este capitulo plantemos el problema de investigacion, describimos los
objetivos y su interés, y las hipétesis iniciales. Asimismo, sintetizamos la
metodologia que hemos utilizado resaltandose las etapas de la investigacion.

3.1. PROBLEMA PLANTEADO

En el ambito de las investigaciones sobre Didactica del Calculo y de formacion
de profesores de matematicas que hemos descrito en el capitulo 1 en esta

investigacién nos planteamos las siguientes cuestiones:

e ;Qué formacion matematico — didactica deberian recibir los profesores
de matematicas de secundaria para que puedan realizar su labor

docente de la manera mas idénea posible?

e ;COomo se deberian disefar, implementar y evaluar los procesos de

formacion de los profesores para el logro de dicho objetivo?

Las cuestiones asi formuladas corresponden a una problematica propia de un
“formador reflexivo”, y sin duda son significativas y relevantes, pero
excesivamente generales para ser directamente investigables. La aproximacion
progresiva al campo de la Educacién Matematica nos ha llevado a aplicar
sucesivos ‘recortes” y determinaciones a estas preguntas iniciales de

investigacion. La primera se refiere al contexto formativo de la Licenciatura en
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Matematicas en Brasil, la segunda, el tema matematico (Didactica del Calculo,
la integral). Falta aun una tercera determinacion que vendra dada por las

herramientas tedricas y metodologicas aplicables.

En nuestro caso, teniendo en cuenta la diversidad de enfoques y paradigmas
de investigacion, los cuales con frecuencia enfatizan una de las dimensiones
implicadas (frecuentemente el componente cognitivo o el pedagdgico), hemos
optado por aplicar el “Enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccién
matematica” (EOS) cuyos supuestos y herramientas tedricas han sido
sintetizadas en el capitulo 2. La nocion de idoneidad didactica de los procesos
de estudio matematico nos ha atraido la atencion por su potencialidad para
articular las diversas facetas y componentes que caracterizan la complejidad

de los procesos formativos en educacion matematica.

Nuestro objetivo es que el “estudio de caso”, formacion de profesores sobre la
integral definida en el contexto institucional de la Licenciatura en Matematicas
en Brasil, tenga, en la medida de lo posible, un caracter paradigmatico desde el
punto de vista tedrico y metodoldgico. Las cuestiones generales iniciales de
investigacion se pueden formular de manera mas operativa usando las seis
dimensiones que propone el EOS para analizar los procesos de estudio
matematico (epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y
ecoldgica), teniendo en cuenta, ademas, los indicadores empiricos identificados

para cada una de las idoneidades parciales:

¢, Qué caracteristicas deberian reunir los procesos formativos de los
profesores de matematicas de secundaria para que alcancen un grado

optimo de idoneidad en las diversas dimensiones y factores implicados?

La informacidon necesaria para responder a esta cuestion puede provenir de
dos fuentes que consideramos complementarias: (1) Las investigaciones
publicadas sobre formacion de profesores y Didactica del Calculo; (2) La
experiencia profesional de los propios formadores “expertos” en la ensefanza

del Calculo en el contexto especifico investigado.

La separacion entre la “teoria” y la “practica”, entre los resultados de la
investigaciéon académica y la practica de la ensefianza de las matematicas es

un tema de reflexion frecuente, como describe Ruthven (2002). Este autor
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analiza los vinculos entre la investigacion y la ensefianza, proponiendo una
cooperacion entre los conocimientos derivados de la investigacion académica y
los conocimientos derivados de la practica profesional. “Una preocupacion
particular se refiere a como se puede promover una mayor sinergia entre estas
dos practicas especificas, sus formas caracteristicas de conocimiento, y los

procesos asociados de creacion de conocimiento” (Ruthven, 2002, p. 581).

Nuestra investigacion se orienta también, usando herramientas tedricas del
EOS, hacia la caracterizacion del conocimiento profesional de formadores de
profesores de matematicas de secundaria sobre la idoneidad didactica de los

procesos formativos correspondientes.

En consonancia con las preguntas de investigacion formuladas, definimos los

objetivos que seran descritos a continuacion.

3.2. OBJETIVOS Y SU INTERES

El objetivo general de esta investigacion consiste en caracterizar los procesos
de estudio de la integral en el contexto de la formacion de profesores de
matematicas de la ensefianza secundaria por medio de la nocion de idoneidad

didactica.

Teniendo en cuenta las investigaciones realizadas sobre la Didactica del
Calculo y el conocimiento profesional puesto de manifiesto por los profesores-
formadores sobre dicho proceso, trataremos de aportar conocimientos
sistematicos y fundamentados a tener en cuenta en la elaboracion de disefios
instruccionales de calidad para la formacion de profesores de matematicas de
secundaria sobre un tema especifico, la integral, en el marco socio-profesional

de la Licenciatura en Matematicas en Brasil.

Este objetivo general puede ser desdoblado en cuatro objetivos especificos, los
cuales seran planteados conjuntamente con la exposicion de su interés en esta

investigacion:

Objetivo 1. Reconstruir el significado institucional de referencia de la integral a

partir de un estudio histérico-epistemoldgico-didactico del Calculo.
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Este objetivo sera desarrollado a partir de un estudio que llevaremos a cabo
para contextualizar y precisar el origen de la nocién de integral y como esta
emergi®6 a lo largo del desarrollo historico del Calculo. Asimismo,
identificaremos los conceptos fundamentales con los cuales se relaciona la
integral y el papel que ésta desempenfa en el curriculo de la Licenciatura en
Matematicas. Para ello realizaremos un estudio histérico-epistemoldgico-
didactico de la integral, contemplado en el Capitulo 4. En este sentido, su
interés consiste, inicialmente, en caracterizar el significado institucional global
de la integral en el contexto de la formacion de profesores de matematica.
Dicho significado se convertira en el significado de referencia y debera
proporcionar, por una parte, una pauta de analisis del curriculo del Calculo y de
los capitulos relacionados con la nocion de integral en los libros de texto que se
utilizan en la Licenciatura en Matematicas. Por otra parte, sera usado tanto en
la sistematizacion de los significados que los profesores-formadores atribuiran
a la integral y a su proceso de estudio, como en el analisis de la idoneidad del

referido proceso en el contexto de la formacion de profesores de matematica.

Objetivo 2. Sintetizar el curriculo propuesto para la Licenciatura en
Matematicas en Brasil y, particularmente, el curriculo de Calculo Diferencial e

Integral.

El interés de este objetivo consiste en discutir y sintetizar las normativas
referentes a la formacion de profesores en Brasil, particularmente en lo que
concierne a la Licenciatura en Matematicas y al curriculo del Calculo. Para ello
analizaremos las directrices curriculares propuestas para la formacion de
profesores de matematica en Brasil, especialmente las Resoluciones
(Resolucion CNE/CES 1/2002 y Resolucién CNE/CES 2/2002) y el Parecer
CNE/CES 1320/2001.

A partir de este anadlisis podremos identificar y sintetizar los significados
pretendidos para la Licenciatura en Matematicas basandonos tanto en las
orientaciones curriculares como en la literatura especifica que hemos
consultado. Todo esto nos aportara criterios para inferir los significados
pretendidos para el proceso de estudio del Calculo Diferencial. Este analisis
sera realizado en el Capitulo 5.
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Objetivo 3. Analizar los significados de la integral contemplados en los libros de

texto de Calculo utilizados en la Licenciatura en Matematicas.

Este objetivo permitira caracterizar los significados institucionales planificados
para el proceso de estudio del Calculo Integral en el curriculo de la Licenciatura
en Matematicas, asi como la secuencia didactica utilizada en una muestra de
dos de los libros de texto mas indicados por los profesores-formadores para el

proceso de estudio del Calculo Integral (Avila, 2003; Stewart, 2003).

Aunque en varios estudios desarrollados en didactica de las matematicas se
han realizado analisis de textos, no hemos encontrado, en la literatura revisada
hasta este momento, una metodologia especifica que permita identificar,
interpretar y sistematizar la red de configuraciones epistémicas ligadas al
proceso de estudio de una cierta nocion matematica, en nuestro caso, la
integral. En funcion de la complejidad del analisis que se requiere, hemos
adaptado una metodologia basada en las herramientas del Enfoque
Ontosemidtico, la cual aplicaremos, en el Capitulo 6, para analizar y
sistematizar los procesos de estudio del Calculo Integral planificados en libros

de texto de Calculo.

Objetivo 4. Sistematizar los conocimientos profesionales que los profesores-
formadores ponen de manifiesto sobre el proceso de estudio de la integral en el
contexto de la formacion de profesores de matematicas de la ensehanza

secundaria en Brasil.

Para la concrecion de este objetivo elaboramos un instrumento de entrevista
semiestructurada. El analisis de las referidas entrevistas seran realizadas a
través de dos estudios de casos, teniendo en cuenta la utilizacion de las
narrativas y de las herramientas tedricas desarrolladas por el Enfoque
Ontosemiodtico, especialmente relacionadas con la nociéon de idoneidad
didactica. En el Capitulo 7 sistematizaremos el Caso | y, el Caso Il en el
Capitulo 8. La sintesis de las entrevistas sera plasmada en el Capitulo 9 a
través de la memoria compartida de los profesores-formadores.

El interés de este objetivo consiste en ampliar y aplicar las herramientas

tedricas del Enfoque Ontosemidtico en la conexidén y articulacién de la doble
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vertiente en la cual desarrollaremos esta investigacion: (1) la caracterizacion de
los significados institucionales de los procesos de estudio de la integral en el
contexto de la formacion de profesores de matematica (contemplada en los
Capitulos 4, 5y 6), y (2) la sistematizacion de los conocimientos profesionales
puestos de manifiesto por los profesores-formadores y autores de libros de

texto de Calculo usados en Brasil (Capitulos 7, 8 y 9).

Asimismo, consideramos que este objetivo posibilitara, por una parte, el
analisis de la dialéctica entre los significados personales, manifestados por los
profesores-formadores y autores de libros de texto de Calculo sobre el proceso
de estudio de la integral, y los significados institucionales pretendidos,
plasmados en los materiales didacticos y documentos curriculares. Por otra
parte, estos conocimientos profesionales deberan aportar criterios para el
analisis de la idoneidad de los procesos de estudio del Calculo Integral en el

contexto de la formacién de profesores de matematica.

3.3. HIPOTESIS DE TRABAJO

Enunciamos a continuacion las hipétesis de nuestra investigacion, entendidas

como expectativas, y justificando la pertinencia de las mismas.

Hipotesis 1. El proceso de estudio del Calculo Integral en la ensefianza
universitaria es complejo y su disefio e implementacién en la formacién de
profesores de matematicas debe tener en cuenta la reconstruccion cognitiva
requerida por la transicion de la matematica elemental hacia la matematica

superior y los distintos significados de la integral.

El desarrollo de los procesos de estudio del Calculo Integral centrados en la
construccion de significados para la nocion de integral en lugar de la excesiva
algebrizacion, con la cual suele implementarse dicho proceso, ha sido resaltado
por Artigue (1991), al abordar las principales dificultades que los estudiantes
enfrentan en un curso introductorio de Calculo en la ensefianza universitaria.
Asimismo, el referido proceso requiere del estudiante la formalizacion de las
nociones matematicas y, consecuentemente, una ruptura del procedimiento

algebraico rutinario y la construccion de significados (Artigue, 1998; 2003). Al

98



abordar la transicion del pensamiento matematico elemental hacia el avanzado,
Tall (1991b) afirma que los conflictos iniciales enfrentados por los estudiantes
con las abstracciones formales, al iniciar su carrera universitaria, requieren que

estos desarrollen una reconstruccion cognitiva para superarlos.

En este sentido, esperamos identificar tanto en la literatura especifica como en
los conocimientos profesionales de los profesores-formadores indicadores que
caractericen la complexidad de dicho proceso de estudio, que éste requiere
tener en cuenta, ademas de las “concepciones, errores y dificultades” de los
estudiantes, las dimensiones epistémicas (significados institucionales), la
mediacional (uso de recursos tecnolégicos y temporales), los modos de
interaccion docente-discente en el clase, asi como los aspectos que podemos
calificar de ecoldgicos, esto es, el estudio de los condicionantes sociales,

econdmicas, etc.

Hipotesis 2. Los profesores-formadores consideran que los libros de texto de
Calculo juegan un papel importante en los procesos de estudio del Calculo
Integral, y que éstos son representativos en cuanto a los significados de la
integral que deben ser implementados en el contexto de la formacion de

profesores de matematicas.

La importancia del libro de texto como recurso didactico fue resaltada por
diversos investigadores, como Rico (1990), y Reis (2001). Para algunos de
ellos, el libro didactico, juntamente con el curriculo, constituye un nivel de
transposicién didactica cuya ayuda es inestimable para los profesores en sus
clases. Asimismo, consideran que los libros de texto reflejan la postura, los

saberes particulares y la experiencia de sus autores.

Con base en lo anterior, esperamos que los profesores-formadores confirmen
no solamente la importancia atribuida a los libros de texto de Calculo que se
utilizan en la formacién de profesores de matematicas, sino que los referidos
libros contemplan los significados de la integral que deben ser implementados
en dicho contexto.

Aplicaremos una metodologia de analisis de libros de texto, teniendo en cuenta

las herramientas tedricas del Enfoque Ontosemiédtico. Dicha metodologia sera
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aplicada al analisis de los procesos de estudio de la integral, planificados en
algunos de los libros didacticos de Calculo utilizados en la formacion de
profesores de matematicas en Brasil. La descripcion de la complejidad de
dichos procesos y de la articulacién de los significados de las distintas nociones

matematicas puestas en juego en el mismo sera de gran interés didactico.

Hipotesis 3. La extraccion, codificacion y sistematizacion del conocimiento
profesional de los profesores-formadores sobre el proceso de estudio de la
integral aportaran criterios para caracterizar la idoneidad del referido proceso

en el contexto de la formacion de profesores de matematicas.

Esta hipdtesis se apoya en el hecho de que estos conocimientos profesionales
podran ser, extraidos y codificados (Ruthven, 2002) desde la practica
profesional docente. Asimismo, la sistematizacion de la experiencia académica
y de la practica profesional de los profesores-formadores sera realizada a partir
de las narrativas (Connelly y Clandinin, 1990; Riessmann, 1993; Cortazzi,
1993, Chapman, 2008). No obstante, la sistematizacion del proceso de estudio
de la integral en el contexto de esta investigacion sera realizada a través de la
utilizacion de las herramientas tedricas del Enfoque Ontosemidtico, entre las
cuales se destacan las nociones de significado institucional y personal de una
nocion matematica, configuraciones epistémicas y de criterios de idoneidad, las

cuales seran afinadas y aplicadas en nuestra investigacion.

3.4. METODOLOGIA Y FASES DE LA INVESTIGACION

El enfoque metodolégico general de nuestra investigacion es esencialmente
cualitativo-interpretativo. Gall, Borg y Gall (1996, p. 767)" define la investigacion
cualitativa como, “indagacion que se basa en el supuesto de que los individuos
construyen la realidad social en la forma de significados e interpretaciones, y
que estas construcciones tienden a ser transitorias y situacionales. La
metodologia dominante consiste en descubrir estos significados e
interpretaciones mediante el estudio de casos en profundidad”.

" Citado en Hart et al. (2009), p. 28.
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En este sentido, desarrollaremos, por una parte, un estudio documental, a partir
del analisis epistémico del Calculo Integral, tanto en los textos relacionados con
su evolucion histoérica, epistemoldgica y didactica, como en los libros de texto
de Calculo y en las propuestas curriculares concernientes a la formacién de
profesores de matematicas. Y, por otra parte, un estudio de caso, para analizar
los conocimientos profesionales manifestados por una muestra de profesores-
formadores y autores de libros de texto de Calculo en el contexto de la

formacion de profesores de matematicas en Brasil.
Las principales fuentes teéricas que utilizaremos en el primer estudio son:

1. Investigaciones recientes relacionadas con el proceso de estudio del

Calculo Integral y con la ensefianza universitaria de matematicas;

2. Fuentes histéricas, libros de texto y propuestas curriculares
relacionados con el proceso de estudio del Calculo en el nivel
universitario. El analisis de estos textos sera realizado a partir de un
analisis de contenido desarrollado con las herramientas tedricas del

enfoque ontosemidtico.

Por otra parte, desarrollaremos un estudio de casos que servira para analizar
los conocimientos profesionales de los profesores-formadores y autores de
libros de texto de Calculo utilizados en el contexto de la formacion de
profesores de matematica. Dicho estudio se llevara a cabo a través del analisis
de las entrevistas semiestructuradas, que desarrollaremos con los profesores-
formadores. La metodologia que usaremos en esta parte central de nuestra
investigacion es descrita en la bibliografia como analisis de narrativas
(Riessman, 1993; Cortazzi, 1993). De acuerdo con Chapman (2008, p. 17) las

narrativas han sido usadas en el campo de la educacién como,

e Un método de investigacion en el que el proceso y el producto implica

relatos de las experiencias de profesores e investigadores;

e Una herramienta para recoger datos sobre, por ejemplo, los
conocimientos, las creencias, actitudes, historias de vida, y practicas de

los profesores;

e Un objeto de andlisis en el estudio de la ensefianza;
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e Una base, 0 una herramienta, para el desarrollo profesional del profesor

o la formacioén del profesor;
¢ Una base para el pensamiento reflexivo.

En la secciéon 7.1 describimos con detalle el uso que haremos de esta
metodologia en nuestra investigacion. Esta metodologia cualitativa permitira
interpretar las respuestas de los entrevistados sobre el proceso de estudio del
Calculo Integral y sistematizar sus conocimientos profesionales sobre el
referido proceso. Todo ello debera aportar indicadores para caracterizar la
idoneidad del proceso de estudio del Calculo Integral en el contexto de la

formacion de profesores de matematica.

En una primera fase hemos desarrollado una investigacion previa centrada en
el origen y evolucion historica de la integral, asi como en un acercamiento a su
proceso de estudio en la ensefianza universitaria de Calculo. Asimismo hemos
revisado los antecedentes, los cuales han sido sintetizados a partir de los
estudios desarrollados en el marco del Pensamiento Matematico Avanzado, y
de otros estudios que hemos agrupado en cognitivos, histéricos e

instruccionales.

La segunda etapa ha consistido en la definicién del problema de investigacion,
centrado en analizar el proceso de estudio del Calculo Integral en el contexto
de la formacion de profesores de matematica. Las respuestas al referido
problema en consonancia con el principal marco tedrico utilizado, Enfoque
Ontosemiotico, han requerido la adecuacién del mismo y, consecuentemente,
su ampliacion para aplicaciones al estudio de objetos didacticos. Apoyados en
el referido marco teérico elaboramos, por una parte, el guion de las entrevistas
semiestructuradas realizadas con una muestra de expertos en la ensefianza
universitaria de matematica (profesores-formadores y autores de libros de
texto de Calculo). Por otra parte, desarrollamos una metodologia y la aplicamos
al andlisis de dos libros de texto de Calculo utilizados en la formacién de

profesores de matematica en Brasil.

La tercera etapa consisti6 en una estancia en Brasil para planificacién y
realizacion de diez entrevistas a profesores de Calculo con una dilatada

experiencia profesional. Para llevar a cabo las entrevistas hemos contactado
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con los profesores-formadores vy, posteriormente, desplazado para
entrevistarlos en Belo Horizonte y Ouro Preto (Minas Gerais), Campinas (S&o
Paulo), Vitoria (Espirito Santo), Florianopolis (Santa Catarina), y Brasilia
(Distrito Federal). Enseguida, nos dedicamos a la transcripcion de una
entrevista “piloto”, y a la adecuacion de una pauta de analisis de las

informaciones, aplicando herramientas del marco teorico.

La codificacion y analisis de las entrevistas han sido realizadas en la cuarta
etapa de la investigacién. Para la sistematizacion de las referidas entrevistas
hemos optado por subdividirlas en tres momentos: dos estudios de caso, en los
cuales desarrollamos un analisis en profundidad de las entrevistas realizadas
con los profesores-formadores que designaremos como P1y P2, y una sintesis
general a partir de la memoria compartida de todos los profesores-formadores
entrevistados. Asimismo, tras reunirnos e intercambiar experiencias sobre el
analisis de las narrativas con investigadores de la “Universidade de Lisboa”
(Portugal), optamos por analizar la formacion y experiencia profesional de los
profesores-formadores y sistematizarlas a partir de las narrativas. El
conocimiento profesional manifestado por los profesores-formadores sobre el
proceso de estudio del Calculo Integral en el contexto de la formacion de
profesores de matematica fue extraido, codificado y sistematizado a partir de
las herramientas tedricas desarrolladas en el Enfoque Ontosemidtico para el

estudio de los objetos didacticos.

3. 5. SINTESIS DE LA RECOGIDA Y DEL ANALISIS DE LOS DATOS

En la eleccion de los libros de textos que vamos a analizar seguimos los

siguientes criterios:

e EIl libro debe ser utilizado en la Licenciatura en Matematicas en varias

universidades brasilenas.

¢ Uno de los autores es brasilefo, siendo ademas uno de los profesores —
formadores entrevistados. Otro de los autores de libros es extranjero
pero es uno de los libros mas utilizados tanto en Brasil como en otros

paises.
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Para el analisis de los libros de texto hemos aplicado una metodologia, a partir
del enfoque ontosemiotico, basada en cuatro niveles: estructura general del
texto, analisis epistémico global del texto, analisis epistémico intermedio del
texto y analisis epistémico puntual. Esto permite inicialmente describir y
establecer algunas conexiones relativas a la estructura del texto y, en seguida,

reinterpretarlo por medio de la nocién de configuracion epistémica.

En cuanto a los diez profesores-formadores que participaron de esta
investigacion, todos son profesores universitarios, doctores, con amplia
experiencia profesional en el proceso de estudio de Calculo; cinco poseen su
doctorado y/o pos doctorado en Educacion Matematica, y los otros cinco en
Matematicas o Ingenieria. Resaltamos, ademas, que cinco de los entrevistados

son autores de libros de Calculo.

Los datos han sido recogidos por medio de entrevistas semiestructuradas
realizadas con esta muestra de expertos. En el analisis, en detalle y
profundidad, de las entrevistas utilizamos, de manera sistematica, las
herramientas tedricas del EOS, resaltandose la nociéon de idoneidad didactica,

asi como los demas constructos contemplados en el marco tedrico.

3.6 CONCLUSION DEL CAPITULO

En este capitulo presentamos el disefio de nuestra investigacion cualitativa e
interpretativa, basada en estudio de casos. El acercamiento al objeto de
estudio se realiza por medio de dos aproximaciones complementarias: las
investigaciones realizadas en Didactica del Calculo y el conocimiento
profesional de los profesores-formadores sobre el proceso de estudio de la
integral en el contexto de la formacion de profesores de matematicas en Brasil.
El andlisis de los datos se basa tanto en la utilizacion sistematica de las
herramientas tedricas desarrolladas por el EOS como en la metodologia de las
narrativas, especialmente en lo que se refiere a los relatos sobre la formacion y

experiencia profesional de los profesores-formadores.

104



Capitulo 4

ESTUDIO HISTORICO-EPISTEMOLOGICO-DIDACTICO DE LA
INTEGRAL

Este capitulo esta organizado en dos partes. En la primera realizamos un
estudio histérico-epistemologico-didactico de la integral con la finalidad de
conocer el origen de la nocion matematica de integral, su desarrollo histérico y
sus implicaciones en el proceso de estudio del Célculo. La segunda parte
consiste en la sistematizacion de los significados de referencia de la integral a

partir de las herramientas tedricas desarrolladas en el Enfoque Ontosemiético.

4.1. INTRODUCCION

El Calculo Diferencial e Integral, desde su consolidacién en el siglo XVII a
través de los estudios de Newton y Leibniz, es considerado como el lenguaje
por excelencia del paradigma cientifico, como una potente herramienta para el
desarrollo del pensamiento humano y resolucion de una diversidad de
problemas, lo que ha justificado su inclusion casi obligatoria en los curriculos

de distintas carreras universitarias en la actualidad.

Sin embargo, algunos de los problemas relativos a su origen, tales como los de
medicion rectilinea y curvilinea que aparecen en los papiros egipcios y en las
tablas cuneiformes babilonicas, se remontan a mas de tres milenios (Boyer,
1992, p. 1).
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Por lo tanto, creemos que el hecho de situarnos en el proceso de evolucion
histérica de sus ideas y conceptos fundamentales es imprescindible para la
comprension del Calculo como un conocimiento cultural y histéricamente
construido. Los avances en distintos aspectos ocurrieron, en algunos
momentos, simultaneamente en diversos paises; en otras épocas, se
concentraban mas en determinadas regiones y grupos de cientificos. Sin
embargo, en ambas situaciones se tenia como foco, principalmente, la solucién
de problemas practicos surgidos en cada contexto, asi como también en

distintas ramas de la ciencia.

También merece la pena destacar que los conocimientos relativos al Calculo
evolucionaron desde la forma intuitiva hasta su formalizacidn rigurosa, siendo
que dicha formalizacion generalmente no se producia simultaneamente a la
construccion de nuevos conceptos por las mentes mas brillantes; al contrario,
demandaba tiempo y mucho esfuerzo para su madurez, comprension y
superacion de los distintos obstaculos. Ademas, era necesario que se
adoptaran acciones conjuntas por los matematicos de la época en el sentido de
intercambiar experiencias, apoyandose en sus conocimientos previos vy,
principalmente, en aquellos procedentes de los grandes matematicos que los

antecedieron.

Por esto, consideramos imprescindible desarrollar un estudio histérico-
epistemoldgico-didactico (HED) orientado a la comprension de la evolucion de
algunos de los problemas, ideas y conceptos fundamentales del Calculo. El
énfasis, como ya mencionamos, sera en la integral, particularmente, en la
integral definida, concepto central en nuestra investigacion. Dicho estudio, que
sera desarrollado en este capitulo, se orienta a identificar los principales
meétodos y conceptos asociados a la integral, que surgieron desde la génesis
del Calculo hasta la actualidad (relacionados con las funciones reales de una
variable real), y discutir sus implicaciones en la evolucién del concepto de

integral definida.

A continuacién, en el apartado 4.2 expondremos las ideas del Calculo en el
periodo anterior al siglo XVII para identificar la problematica que originé sus
conceptos “primitivos”; el 4.3 se destina al estudio de la génesis del Calculo en

el siglo XVII a partir de las aportaciones de Newton y de Leibniz; en el 4.4
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abordaremos la evolucion de los fundamentos del Calculo, y sus implicaciones
en el concepto de la integral definida a lo largo de la historia de la matematica
y, por ultimo, la evolucion del concepto de integral definida y sus implicaciones

en el proceso de ensefianza y aprendizaje del Calculo sera tratada en el 4.5.

4.2. LAS IDEAS PRIMITIVAS DEL CALCULO: SU EVOLUCION ANTERIOR AL
SIGLO XVII

Los procesos infinitos en las matematicas se remontan al periodo del
descubrimiento de los inconmensurables. Este hecho produjo una crisis en la
matematica antigua, lo que llevé a los matematicos griegos a la busqueda de

alternativas que tornaran “innecesarios” dichos procesos.

Segun Avila (2001), el descubrimiento de los inconmensurables tuvo su origen
con los pitagodricos. Pitagoras al observar ciertas relaciones numéricas entre
diversos fendmenos naturales, intuyé que el numero fuera la esencia de dichos
fendmenos. Por lo tanto, se esperaba que la razon entre dos segmentos de
recta pudiera ser expresada a través de una razén de dos numeros naturales, o
sea, si la razon entre dos segmentos A y B es la fraccion m/n, entonces debe

existirun o,talqueA=mo yB=no.

Sin embargo, con el descubrimiento de los inconmensurables se hizo explicito
que la referida proposicion no siempre es verdadera, lo que lleva a la siguiente
cuestion: ¢ Cémo puede ser el nimero el fundamento de todos los fenémenos
naturales, si dicho numero no es suficiente para mostrar al menos la razén de
dos segmentos? (Avila, 2001, p. 24)

La solucién para tal problema, presentada por Eudoxio (480-355 a.C.
aproximadamente), consistia en la creacion de una teoria de las proporciones
que dependia solamente de los nimeros naturales’. Dicha teoria puede ser

expresada por la definicidon (de Eudoxio):

Dadas cuatro magnitudes A, B, C y D de la misma naturaleza (segmentos, areas o
volumenes), se dice que A es a B asi como C es a D, si para cualesquiera que sean los
nameros [naturales] m y n, se tiene: NnA>mB < nC >mD; nA=mB < nC =mD; nA
<mB <> nC < Md (Avila, 2001, p. 26).

! La referida teoria esta expresada en el Libro V de los Elementos de Euclides.
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Aunque la solucion presentada por Eudoxio para la crisis de los
inconmensurables haya sido genial para su época, ésta contribuyé al retraso
del desarrollo de la aritmética y del algebra por mas de un milenio, pues
subordinaba estas disciplinas al estudio de la geometria. La “matematica
numérica” llegd a Europa solamente en el siglo Xlll con los arabes y el
desarrollo del algebra ocurrié tres siglos después, preparando asi las bases

para el desarrollo de la Geometria Analitica y del Calculo en el siglo XVII.

Eudoxio también sugirio, en forma geométrica, uno de los mas antiguos
teoremas sobre limites, a través de un abordaje parecido irrefutable por los
matematicos y que satisfacia a los mismos propdsitos de un proceso infinito.

Comenzd con un axioma:

‘Se dice que dos magnitudes tienen una razén, una con la otra, si, por

producto, una sea capaz de exceder la otra” (Boyer, 1992, p. 4).

Para Boyer (1992), dicha “definicion”, que de hecho es una proposicion, fue
utilizada de manera muy semejante a la empleada por Euclides en el Libro X, 1
(y ademas por Arquimedes) para demostrar el procedimiento basico en el

“‘método de exhauscion”, el equivalente griego del Calculo:

Si de cualquier magnitud sustraemos una parte no inferior que su mitad, y si del resto
sustraemos de nuevo una cantidad no menor que su mitad, y si continuamos repitiendo
este proceso de sustraccion, terminaremos por obtener como resto una magnitud
menor que cualquier magnitud del mismo tipo dada de antemano (p. 4).

En lenguaje actual, la referida proposicidon puede ser enunciada por:

Sean a y A dos magnitudes positivas, con a < A; si U, :24, entonces

imU, =0<a.

n—oo

La demostracion esta basada en que dado un numero ¢>0, tan pequefio
como se quiera (lo equivalente a la magnitud a en la proposicion de Euclides),
debemos hallar un numero entero N (lo que equivale a decir en la proposicién
de Euclides: “si continuamos repitiendo el proceso de sustraccion”) tal que para

n> N vale larelacion U, <¢.

El referido autor afirma que aunque haya semejanzas entre el método de la
exhaucion y la formulacion moderna del Caélculo, se pueden considerar dos

diferencias basicas: el primero consiste en hacer una demostracion de un
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teorema, mientras que el valor del Calculo moderno esta centrado en su
eficacia para realizar nuevos descubrimientos cuantitativos. Ademas, considera
dos aspectos relevantes en el origen del Calculo integral: el riguroso método de
exhaucion anteriormente mencionado (relativamente similar a los conceptos del
siglo XIX) y el otro relacionado con el método de Arquimedes (proveniente de
una vision atomistica asociada a Demacrito y al Calculo del siglo XVII) que

sintetizaremos a continuacion.

El método de Arquimedes seguramente fue una aportacion de los griegos muy

significativa para la invencion de la integracion. Dicho método consistia:

En un esquema para equilibrar entre si los elementos de las figuras geométricas. Un
segmento de recta, por ejemplo, debe ser considerado formado por puntos; un area de
una figura geométrica plana es imaginada como siendo constituida por una cantidad
indefinidamente grande de segmentos de rectas paralelos; y, una figura sélida es
considerada como una totalidad de elementos planos paralelos (Boyer, 1992, p. 5).

Un ejemplo de la aplicacion del referido método se produjo a través del
teorema descubierto, a partir de la condicidn de equilibrio de las secciones
circulares de una esfera y un cono, por una parte, y los elementos circulares de

[

un cilindro, por otra parte. Dicho teorema puede ser enunciado como: ‘el
volumen de la esfera es el cuadruplo del volumen de un cono cuya base es
igual al circulo maximo de la esfera y cuya altura es igual a su radio”. Este

resultado es equivalente, en lenguaje actual, a que el volumen de la esfera es

gzzﬁ (Boyer, 1992, pp. 6-7).

El método de Arquimedes posibilitd enunciar teoremas relativos al area,
volumen y centro de gravedad. Ademas, el método de la exhaucion le permitio

realizar la demostracién “tradicionalmente rigurosa” de dichos teoremas.

Siguiendo la historia, Papus (320 d.C.) fue el ultimo matematico importante de
la antigledad; después de aproximadamente un milenio de estancamiento,
motivado por un cambio de las matematicas y fisica, estaticas hacia otras mas
dinamicas, surgieron problemas esencialmente del campo del Calculo, lo que
produjo el “desarrollo de un Calculo integral primitivo” por parte de los
sacerdotes de las universidades inglesas, francesas e italianas, teniendo como
uno de sus lideres a Nicole Oresme (1323-1382), responsable de la primera
idea de lo que hoy conocemos como grafico de una funcién, que se basaba en

“‘una representacion funcional de la velocidad con relacion al tiempo”. El area
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bajo una curva era interpretada como distancia, basandose en la idea de area
como “suma de todos los incrementos de distancia correspondientes a las
velocidades instantaneas”. También era capaz de realizar la integracion en los
casos de tasa de variacion uniforme (constante) y uniformemente diforme (no

constante). El resultado expresado por Oresme, en lenguaje geométrico, era

Kt?

equivalente a afirmar que el area (S) puede ser obtenida por S = J: Ktdt =

Hasta el periodo medieval no se encontrdé ningun método o incluso terminologia
que se relacionara con el concepto de diferenciacién, lo que implica que desde
el punto de vista historico, el concepto de integracion precedid al de
diferenciacion en aproximadamente dos milenios (Boyer, 1992, p. 10), estando
por lo tanto la integracion, relacionada con su aplicacion en problemas
practicos. Esto nos propicia condiciones para ubicar la integral definida en la

génesis del Calculo diferencial e integral.

Por lo tanto, consideramos pertinente profundizar en un estudio del Calculo
centrado en la integral definida como concepto fundamental, lo que nos
conduce a las siguientes cuestiones, con las cuales concluiremos este

epigrafe:
e ;Qué es la integral definida?

e ;Como evoluciond el concepto de integral definida a lo largo de la historia

de la matematica?

e ;Cuales son las implicaciones y potencialidades de la integral definida en
el proceso de ensefianza y aprendizaje del Calculo, particularmente en la

Licenciatura en Matematicas?

4.3. EL CALCULO EN EL SIGLO XVII: LAS APORTACIONES DE NEWTON Y
LEIBNIZ

Las bases para el nacimiento del Calculo estaban practicamente construidas.
Las ideas necesarias para desarrollar los conceptos centrales en Calculo
(integral y derivada) y establecer su relacién ya se tornaban consistentes. Los

avances anteriores hacian la “creacion” del Calculo, aunque sencillos vy
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puntuales, imprescindibles para su gigantesco desarrollo, principalmente en la
segunda mitad del siglo XVII, con las aportaciones de Newton y Leibniz, a
quienes se atribuye los méritos de la “creacion” del Calculo diferencial e integral

como nueva rama de la matematica ya existente.

Antes de abordar las referidas aportaciones, seguiremos analizando otras
contribuciones que fueron relevantes para la estructuracién del Calculo en el
siglo XVII.

El periodo comprendido entre el final del siglo XVI e inicio del XVII se
caracterizd por el reencuentro con las obras de los griegos, y por el
deslumbrante desarrollo del algebra y de la geometria analitica, precursoras del
desarrollo del Calculo. En esta misma direccion, Koyré (1978) afirmé que la
reanudacion y la asimilacién de la obra de Arquimedes sirvieron de base para

la revolucion cientifica del siglo XVIII.

En este sentido, Stevin (1548-1620) tuvo un papel relevante tanto en el
desarrollo de las Matematicas como del Calculo. Su contribucién consistio, por
una parte, en el uso de las fracciones decimales y, por otra, en los primeros
intentos explicitos para desprenderse de las demostraciones rigurosas que

eran realizadas al estilo de la geometria de Euclides.

La influencia de dicha ideas se puede apreciar, por ejemplo, en la obra de
Galileo (1564-1642) que tras dos siglos y medio, llegé a un resultado de
integral basado en el mismo tipo de razonamiento que Oresme, cuya vision era
similar a la utilizada por Arquimedes en su Método, es decir, un area era

formada por una cantidad infinita de lineas geométricas.

Por otra parte, Kepler (1571-1630) introdujo el uso de infinitesimales en el
calculo de areas. Se entendia por infinitesimales los pequefios elementos que

componen las figuras y que conservan sus dimensiones.

Aunque Galileo y Kepler hayan utilizado los métodos de Arquimedes en la

solucién de problemas, sus procesos de:

Integracion...fueron eclipsados por un tratado escrito en 1635 por Cavalieri...en este
libro los indivisibles o infinitésimos fijos eran aplicados con tanto éxito a problemas de
medicién de areas y volumenes, que su postulado fundamental, que generalmente es
nombrado Teorema de Cavalieri, ha permanecido intacto en los textos elementales
hasta los dias de hoy (Boyer, 1992, p. 11).

El referido teorema es enunciado por Boyer (1974) de la siguiente forma:
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Si dos sdlidos tienen la misma altura, y si las secciones formadas por los planos
paralelos a las bases y que se encuentran a las mismas distancias de dichas bases
estan siempre en una dada razdn, entonces los volimenes de los referidos sélidos
también estan en esa razén (p. 242).

En la transicion desde las tradiciones medievales al renacimiento de la
matematica se producian tensiones entre las ideas antiguas y las nuevas. En
este proceso de interaccion, lo que se buscaba eran caminos que simplificara
el Calculo integral, evitando las sutilezas logicas, con las cuales se

desarrollaban las demostraciones a través del método de la exhaucion.

Asi, surge el concepto de los indivisibles en oposicion al de infinitesimal
desarrollado por Kepler. Para Cavalieri (1598-1647), lo indivisible no era lo
infinitamente pequefo, mas bien se trata del elemento que diferia de la
respectiva magnitud de (n) dimensiones (area, volumen, etc.) por su dimension,
una unidad menor que la de la referida magnitud, o sea, el indivisible poseia (n-
1) dimensién(o dimensiones) con respecto a la magnitud estudiada. Dicho
indivisible seria encontrado en la interseccién de los referidos objetos con

planos o rectas que les atraviesan. Segun esa idea:

Un plano era constituido de un ndamero infinito de rectas paralelas equidistantes, y, un
solido, de un numero infinito de planos paralelos. Una recta (o plano) — expresado
como “regula” — se mueve paralelamente a si mismo, generando intersecciones (rectas
o planos) en cada una de las figuras (plano o solido), hasta que dichas figuras
coincidan con sus bases. Estas intersecciones (segmentos de recta o secciones
planas) constituyen los elementos o indivisibles que componen la totalidad de las
figuras (Baron, 1985, p. 12).

Dicho de otra manera, lo que se pretendia era comparar, a través de la nocién
de los indivisibles, las areas de figuras planas con sus volumenes. Se debe
tener en cuenta, que la relacion establecida por medio de la proporcionalidad

se restringe a los elementos homologos de las figuras estudiadas.

Turégano (1993) considera que la idea de Cavalieri se fundamentaba en el
pensamiento analitico, es decir, a partir del cuerpo, del plano, de la linea se

descubre el plano, la linea y el punto. Ademas, para la referida autora:

El empleo de los indivisibles en lugar de lo infinitamente pequefo esta destinado, en la
intencién de Cavalieri, a liberarnos del paso al limite con sus dificultades, o, mas
exactamente, sus imposibilidades logicas, reemplazéndolo por la intuicion geométrica,
y a permitirnos, al mismo tiempo, conservar las ventajas de los métodos infinitesimales
cuya fecundidad habia demostrado Kepler, mucho mas econdémicos que el largo
recorrido y el particularismo de las demostraciones arquimedianas”. La concordancia
de sus demostraciones con las de Arquimedes y, en general, con la geometria griega
era para Cavalieri una prueba de la validez de su método (p. 70).
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La principal contribucién de Cavaliri para el Calculo fue el enunciado de un
teorema geomeétrico extremamente util, que interpretado en lenguaje actual es

lo equivalente a la integral:
'[axzdx 1y
0 3

Y, su generalizacion a través de la integral:

n+l

a
n+1

ij”dx =

No hay dudas de que la unificacion y generalizacion de estos resultados
previos se constituyd en considerable avance hacia el desarrollo de los
algoritmos del Calculo. El ejemplo anterior caracteriza la integral definida como
un proceso de “cuadratura” independiente de la nocién de “tangentes”, muy
frecuentemente usado en la resolucion de problemas antes del siglo XVIIl. Otra
considerable contribucion de Cavalieri fue la relacion que él establecié entre la
espiral y=a# (de Arquimedes) y la parabola x> =ay (de Apolonio), a partir de
la comparacion de los indivisibles segmentos rectilineos y los indivisibles
curvilineos. Las ideas utilizadas en su trabajo estaban impregnadas de
elementos del Calculo y de la geometria analitica, aunque ninguna de estas
dos areas de conocimiento de las matematicas hubiera sido de hecho

“creadas”.

Con la invencion de la Geometria Analitica (Descartes y Fermat), el Calculo (o
analisis infinitesimal) empezé a pasar por un proceso de aritmetizacion,

surgiendo trabajos, como el de Wallis que llevd a cabo, por ejemplo, una

probable demostracién de la integral de Kn?a través de una nitida
aritmetizacioén del Calculo (Boyer, 1992, p. 13). Fermat desarrollé un método de
integracion muy similar a la integral de Riemann; ademas, su contribucion fue
decisiva para el desarrollo del Calculo diferencial. También merecieron
destacarse Barrow (con la publicacion de una regla de tangentes), René de
Sluse y Hudde (con la percepcioén del rol de los coeficientes y exponentes en la
determinacién de tangentes y extremos de polinomios), Torricelli y Gregory
(con el probable conocimiento de la relacién inversa entre los problemas de

cuadratura (integral) y los de tangentes (diferencial), y muchos otros.
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Todo lo anterior contribuyd al cambio de los conceptos y lenguaje estaticos de
los matematicos griegos para un analisis de la variabilidad y, constituyé en el

cimiento para la construccion del actualmente conocido como Calculo.

Los problemas surgidos en la segunda mitad del siglo XVII requerian una
matematica mucho mas amplia que la anteriormente desarrollada, donde la
mayoria de las reglas se aplicaban a problemas que abarcaban polinomios, o

que podian ser facilmente expresados en forma de polinomios.

El interés explosivo por la cicloide, por la catenaria y por otras curvas expresadas como
funciones trigonométricas y logaritmicas conferia respetabilidad a una gama de
problemas mucho mas amplia. Las reglas de Cavalieri, Fermat, Wallis y Barrow
relacionadas con el aumento o disminucion de exponentes no parecian aplicables a las
funciones trascendentes. Los matematicos del decenio 1666-1676 necesitaban
intensamente un algoritmo general que se aplicara a todas las funciones. [...] La clave
del nuevo analisis estaba en el descubrimiento, realizado por Newton y Leibniz, de la
gran utilidad de los desarrollos en series infinitas (Boyer, 1992, p. 17).

Asi, Newton llegé a cuadraturas originales para su tiempo, como es el caso de

1

la integracion de (x— x2)2 y la integracién de algunas funciones trascendentes.

Segun Baron (1985), Newton explicd, en su libro “La cuadratura de las curvas”
(1693), el método de las fluxiones en término de las primeras y ultimas razones

de la siguiente manera:

LA CUADRATURA DE LAS CURVAS.

No he considerado aqui las cantidades matematicas como siendo compuestas de
partes extremamente pequefias, sino como siendo generadas por un movimiento
continuo. Las lineas son descritas y, al describirlas son generadas. No por un
lineamiento de partes sino por un movimiento continuo de puntos. Las superficies son
generadas por el movimiento de lineas, los soélidos por el movimiento de superficies, los
angulos por la rotacion de sus lados, el tiempo por un flujo continuo, etc. Esta génesis
esta basada en la naturaleza y puede ser vista en lo cotidiano por los movimientos de
los cuerpos.

Y, de esta manera, los antiguos nos han ensefiado a generar rectangulos por la
yuxtaposicion de lineas rectas méviles a lo largo de rectas inmdviles en una posicién o
situacién normal a ellas.

Se percibe que las cantidades que aumentan en tiempos iguales y que son generadas
por dicho aumento seran mas grandes o mas pequefias de acuerdo con su velocidad,
en la cual aumentan y son generadas, sea mas grande o mas pequefia; he realizado un
esfuerzo por encontrar un método que determinara las cantidades de las velocidades,
de los movimientos o incrementos que las generaron. Llamando fluxiones a las
velocidades de los movimientos o de los aumentos y de fluentes a las cantidades
generadas, esclareci, poco a poco (en los afios 1665 y 1666) el método de las fluxiones
que aprovecho aqui en la cuadratura de las curvas.

Las fluxiones son semejantes a los aumentos de los fluentes, los cuales son generados
en intervalos de tiempos iguales, pero son infinitamente pequefios; y para ser mas
exacto, diria que estan en la primera razén de los aumentos nacientes, aunque puedan
ser representados por cualesquiera lineas proporcionales a ellas (pp. 31-32, traduccion
y negritas nuestras).
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Podemos observar que la concepcion de Newton se basaba en el movimiento,
a partir del cual se generaban las magnitudes. Por lo tanto, no hacia referencia
ni tampoco utilizaba el concepto de los indivisibles en su teoria. Ademas,
coincidimos con autores como Boyer y Baron, en el sentido de afirmar que el
lenguaje y la simbologia que Newton utilizaba se convertian en obstaculos para
la comprensién de lo que él de hecho queria expresar en su teoria de la
cuadratura de las curvas. Quizas semejante problematica puede estar
afectando el proceso de ensefianza y aprendizaje del Calculo hasta la

actualidad.

En esa idea de movimiento, las fluxiones se referian a las derivadas, mientras
los fluentes a las integrales. Esto es equivalente, en lenguaje moderno, a
considerar que si X, y, z son los fluentes, sus fluxiones son, respectivamente

%%% (Baron, 1985, p. 33).
Inicialmente Newton trataba sistematicamente todos los problemas referentes a
las propiedades de las lineas curvas. Sin embargo, tras el reconocimiento de la
naturaleza inversa entre la diferenciacion y la integracién, y que el proceso de
diferenciacién era lo mas sencillo de los dos, elabord tablas que le posibilitara
los resultados directos de dichos procesos, con la finalidad de minimizar los
esfuerzos en la busqueda de identificar las propiedades de las curvas

conocidas en su tiempo.

La idea anterior nos hace reflexionar sobre el proceso de ensefianza y
aprendizaje del Calculo diferencial e integral, que hoy dia sigue siendo
desarrollado, en muchas universidades, a través del énfasis en largos procesos
para encontrar los resultados para cada problema (o actividad) especifico. En
estos casos, poca o ninguna importancia se atribuye a las propiedades y a la
comprension de los conceptos que se pretenden desarrollar. Lo que se evalua
en los estudiantes, que son sometidos a este tipo de ensefianza, no es la
comprension que les permita establecer las relaciones entre los conceptos
involucrados en los objetos matematicos que se estudia, ni el desarrollo de la
capacidad de extrapolacion de dichos conceptos y, su consecuente aplicacion
en nuevas situaciones o problemas, sino su habilidad en las operaciones

meramente algebraicas.
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Los problemas que Newton resolvio, en el campo del Calculo, se relacionaban
con la naturaleza inversa entre la integracion y la diferenciacion; su formulacion
fue realizada sobre dos problemas fundamentales desarrollados en el tratado

de 1671 sobre fluxiones y enunciados de la forma siguiente:

e dada la relacidon mutua entre las cantidades fluentes, determinar la relacion

entre las fluxiones;

e cuando se enuncia una ecuacién que contenga las fluxiones de las
cantidades, determinar la relacién de las cantidades entre si. (Baron,
1985, p. 36).

e Otras caracteristicas que consideramos relevantes resaltar en el trabajo de

Newton son:

e los problemas a resolver eran redactados en términos generales; se
deducia primeramente los métodos, formulas, reglas y algoritmos, y por
ultimo se ejemplificaba detalladamente su posibilidad de aplicacién en una

“amplia” clase de curvas.

¢ |os estudios desarrollados estaban relacionados a los puntos de maximo,

minimo e inflexién y a los problemas de curvaturas.

A obra de Newton fue relevante en el desarrollo del Calculo. Consistia en la
busqueda de solucidén para problemas de naturaleza practica, sin dejar de

considerar el “rigor” matematico.

A partir de las consideraciones que explicitamos sobre la significativa
contribucién de Newton al desarrollo del Calculo, vamos a sintetizar los
aspectos que consideramos mas relevantes con respecto a las aportaciones

de Leibniz en esta misma direccién y con similar importancia.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) realizé algunos estudios relevantes
para la “creacion” de su Calculo, entre los cuales destacaremos, de acuerdo
con Baron (1985):

e l|as secuencias de diferencias: la idea central consiste en el hecho de que
Leibniz se dio cuenta de que “sumar secuencias y tomar sus secuencias
de diferencias son operaciones mutuamente inversas en cierto sentido” (p.

46). Dicha idea no fue solamente aplicada a la adicibn de numerosas
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series distintas, sino extendida a la geometria considerando la cuadratura
como la suma de una secuencia de ordenadas equidistantes. De este
modo, por analogia, la suma de secuencias corresponderia a la cuadratura
de las curvas, mientras su diferencia se relacionaba con la determinacion
de tangentes. Asi, si la distancia entre las ordenadas es igual a una
unidad, la suma de estas ordenadas es equivalente al area de la curva; lo
que implica decir que si tomaramos la unidad infinitamente pequena, la

aproximacion al area seria practicamente exacta;

e el triangulo caracteristico: al estudiar las obras de Descartes, Sluse,
Pascal, y de Gregory entre otros, Leibniz percibié la posibilidad de
generalizar el uso que Pascal hacia del triangulo caracteristico (en el caso

de circulo y la relacién con otros triangulos) a otras curvas arbitrarias;

e |a transmutacion: se refiere al establecimiento de una regla general de
transformacién de un area bajo la curva a través del uso del triangulo
caracteristico. La referida regla reduce la cuadratura de una cierta curva a
la cuadratura de otra curva construida a partir de las tangentes de la
primera. Su importancia consiste en la toma de conciencia de Leibniz con
relacion a la necesidad de introducir un “lenguaje simbdlico general para la
matematica infinitesimal; ademas, que el referido lenguaje deberia

englobar, en general, esas reglas de transformacion” (p. 52).

e La serie para 7. Con la aplicacién de la regla de la transmutacion, Leibniz
dedujo, por ejemplo, la cuadratura de la parabola y de las hipérbolas
superiores. También encontrd la siguiente serie a partir de la cuadratura

del circulo:

1
—+
11

1 11
==+ ==
5 7 9

z_, 1
° 4 3

Para Leibniz, los conceptos basicos utilizados en el desarrollo del Calculo son,

segun Baron (1985), principalmente:

e Diferenciales:

La diferencial de una variable y es la diferencia infinitamente pequefa entre dos valores
consecutivos de y. [...] dy es la diferencia infinitamente pequefia entre dos ordenadas y;
dx es la diferencia infinitamente pequefia entre dos abscisas x; por lo tanto, dx es la
distancia entre dos ordenadas y consecutivas (p. 59).
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¢ Integrales o sumas:

La suma o integral J ydx es la suma de rectangulos infinitamente pequefios ydX ; por

lo tanto, J ydXx es el area de la curva y(x). Leibniz aunque no indicaba los intervalos

de integracion, explicita las constantes de integracioén (p. 60).
¢ Diferenciales de 6rdenes superiores:
Si los dy son diferentes [...] esa diferencia es la diferencial de segundo orden: es

infinitamente pequefia comparada con las diferenciales de primer orden y sera
denotada por: ddy = dy* —dy (p. 60).

Con razonamiento semejante fueron introducidas las diferenciales de 6rdenes
superiores a dos.

Los conceptos de Leibniz, asi como el lenguaje y simbologia utilizados por él,
constituirian aspectos de los mas relevantes en el desarrollo posterior del
Calculo, aunque eran insatisfactorios en los aspectos que se refieren al rigor

matematico (Baron, 1985, p. 61).

Las diferencias basicas entre las teorias de Newton y Leibniz fueron

sintetizadas por Zuin (2001, p. 31) a través del cuadro siguiente:

Newton

Leibniz

Consideraba las variables
dependientes del tiempo aplicando el
concepto de movimiento.

Entendia las variables como
desplazandose en secuencias de
valores infinitamente proximos. En su
Calculo hay poco uso de conceptos
de movimiento.

El concepto cinematico sugiere la
velocidad o tasa de cambio de la
variable como concepto fundamental:
la “fluxion”.

(La fluxibn no era una cantidad
pequefia, sino una velocidad finita).

La nocion de variable enfatizaba la
diferencial como diferencia de dos
valores sucesivos en la secuencia.
Las variables adquieren nuevos
valores continuamente y no por
saltos. Las diferencias no podian ser
finitas, sino infinitamente pequenas.

La integral es la “tarea de determinar
las cantidades fluentes para fluxiones
dadas’.

La integral es una sumatoria.

fundamental esta
la definicion de la

El teorema
contenido en
integral.

El teorema fundamental no esta
contenido en la definicibn de la
integral.

Figura 3: Diferencias entre el Céalculo de Newton y el de Leibniz
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Mientras el Calculo de Newton se habia quedado mas préximo a la geometria,
el de Leibniz se desarrollaba hacia el analisis, con manipulacion de férmulas y
poca o ninguna utilizacién de figuras o interpretacion geométrica (Zuin, 2001, p.
34).

Posteriormente, el estudio relativo al Calculo tuvo continuidad con la familia
Bernoulli, Euler y Lagrange; ademas, L'Hospital, en el afio 1696, public el
primer libro texto de Calculo: Analyse des infiniments petits, basado en las
clases que habia tenido con Johann Bernoulli, aunque también contenia sus

propias conclusiones.

Concluiremos este apartado con la constatacion de que el principal problema
detectado hasta esta etapa de desarrollo del Calculo se referia a la carencia de
formalizacién de su teoria y, consecuentemente, de su fundamentacién tedrica.
Estos aspectos fueron los que constituyeron el principal foco de interés de los
matematicos del siglo XVIII, cuyas contribuciones fueron imprescindibles para
la evolucién de los conceptos del Calculo, enmarcados en una constante
busqueda de fundamentacion y generalizacién del Calculo a una clase cada
vez mas amplia de situaciones. Lo anteriormente expuesto marcd una “nueva
etapa” en la historia del Calculo y, consecuentemente, en el desarrollo del
concepto de la integral definida. Estas ideas, asi como las implicaciones de la
evolucion del concepto de la integral definida para el proceso de ensefianza y
aprendizaje del Calculo | en la ensefanza universitaria seran discutidas a

continuacion.

4.4. EVOLUCION DE LOS FUNDAMENTOS TEORICOS EN CALCULO.
IMPLICACIONES EN LA INTEGRAL

En su proceso de evolucion, el concepto de integral permanecié por mucho
tiempo ligado a sus aplicaciones (principalmente en la solucién de problemas
practicos de cuadraturas, asi como de los relacionados con la Geometria y con

la Fisica).

Posteriormente, a partir del siglo XVIII, dicho concepto pasé por un amplio

proceso de fundamentaciéon tedrica, como sucedié en el Calculo de manera
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general. Esto implicé en el distanciamiento de los factores que motivaron su
génesis (ligados a las aplicaciones a través de procesos mas intuitivos y
primitivos). Asi, su evolucion fue historicamente caracterizada por el proceso de
fundamentacion tedrica, basado en el rigor, precisién de los conceptos y en la
constante busqueda de su generalizacidn a una clase cada vez mas amplia de

funciones.

Aunque Jacques Bernoulli (1654-1705) fue quien us6 por primera vez la
expresion “integral” en su obra sobre la isocrona en la Acta Eruditorum de
1690, anteriormente (en 1680) él ya habia sugerido dicha expresion a Leibniz,
que utilizd la expresidn calculus integralis (en sustitucion a calculus
summatorius) para referirse al proceso inverso del calculus differentialis (Boyer,
1974, pp. 306-307).

En 1742, fue publicado por Jean Bernoulli (1667-1748), en su Opera omnia, el
primer texto expositivo de Calculo integral considerado satisfactorio. En dicha
obra, la integral esta definida como la inversa de la diferencial, por lo tanto
distinta de la concepcidén de Leibniz, que la consideraba como una suma de

cantidades infinitamente pequenas.

Entre los matematicos que contribuyeron al desarrollo de Calculo, tales como
Taylor, Mac Laurin, y D'Alembert, los que mas se destacaron fueron Euler y
Lagrange. Para Euler, el papel de las funciones es preponderante en su obra;
el reconocimiento de las funciones como objeto de estudio en matematica en
lugar de las curvas posibilitd el desarrollo del proceso de aritmetizacién del
analisis y su consecuente separacion de la geometria. Lagrange desarroll6 el
Calculo en la perspectiva de eliminar las referencias a diferenciales,

infinitesimales y conceptos de limites.

A continuacién centraremos nuestro énfasis en los aspectos que consideramos
mas relevante sobre a busqueda de los fundamentos tedricos de la integral a
partir del siglo XIX. Esto sera concretado a través de la sintesis de las
principales ideas de Cauchy (1789-1857), Riemann (1826-1866) y Lebesgue
(1875-1941). Ademas, abordaremos la integral numeérica resaltando su actual
utilizacién en el proceso de integracion y, finalmente, comentaremos el modelo
de la integral basado en el Analisis no Standard, lo cual ejemplificaremos con el
trabajo de Baldino (1995).
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4.4.1. Las contribuciones de Cauchy y Riemann en la fundamentacion del

Calculo: el concepto de integral

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) fue el fundador del rigor matematico. En la
opinién de Sanchez y Valdés (2004):

Es interesante notar que Cauchy siguio la tradicion euleriana de no presentar ningun
grafico, ni motivacién, ni aplicacion geométrica o fisica del Calculo. Las aplicaciones
geomeétricas, también con ausencia total de ilustraciones graficas, las relegaria a los
complementos publicados posteriormente (p. 142).

En la fundamentacién del Calculo, Cauchy presenté como principales

conceptos (o definiciones) los que expondremos a continuacion:

Limite: se trata del valor fijo del cual se aproximan indefinidamente todos los
sucesivos valores atribuidos a una variable, tal que la diferencia entre ambos

valores sean tan pequefia como se quiere.

Infinitesimal (o cantidad infinitamente pequefa): se refiere a una variable cuyo

limite es cero.

Funcion continua: una funcién sera continua con respecto a una determinada
variable x comprendida entre dos limites dados, si entre estos limites un
pequeino incremento atribuido a dicha variable siempre produce un incremento
infinitamente pequeno en la propia funcidén. Esto significa que Cauchy no
consideraba la continuidad en un punto, sino en un intervalo. Es decir, para él
una funcién f es continua entre dos valores a y b de un intervalo si el valor

absoluto  de la diferencia expresada por f(x+a)-f(x) decrece

indefinidamente con «.

Convergencia: sea S, la suma de los primeros n términos de una secuencia
cualquiera (donde n es alguno entero), si la suma S, tiende a un cierto limite

en la medida que se le atribuyen valores cada vez mas grandes para n, la
serie es denominada “convergente” y, el referido limite, es la “suma de la
serie”. En el caso contrario, se dice que la serie es “divergente” y, por tanto,

no tiene suma.

Derivada. Es definida para las funciones continuas en forma muy similar a la
definicion contemporanea, basado en la existencia del limite de un cociente
incremental cuando el incremento de la variable independiente tiende a cero.
Dicha definicion consistia en que:
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Cuando una funcién es continua entre dos limites dados en la variable x y se le asigna
un determinado valor entre dichos limites, un incremento infinitesimal AX de la variable
produce un incremento infinitesimal en la propia funcién. Asi, tomando AX = h, los dos

o , Ay  f(x+h)-f(x) y o

términos del cociente A_ = h también seran infinitesimales. Cuando
X

ambos términos tienden simultdneamente a cero, su razén converge para un cierto

limite. Cuando existe éste limite, tiene un valor definido para un x particular, aunque

varia con x... dicho limite es la derivada de f y puede ser indicado por Yy'0 f'(X)

(Fauvel y Gray, 1988, p. 568).

Diferencial. Fue definida a partir de una funcion y = f(x), de un infinitesimal h y

de de una cantidad finita k de la siguiente manera:

Si establecemos la relacion h=a.k, o también sera una cantidad infinitesimal

y podemos tener la identidad

f(x+h)—f(x)  f(x+ah)-1f(x)

h ak

que nos lleva a concluir que

f(x+ah)-f(x)
a h

El limite del cociente cuando « tiende a cero y k permanece constante es

denominado diferencial de la funcion y= f(x) y es representado por los
simbolos dy o df (x) . La relacion entre la derivada (y' o f'(x)) y la diferencial
(dy o df(x) ) puede ser generalizada por df (x)=k.f'(x) (Fauvel y Gray, 1988,
pp. 568-569).

La motivacién para la definicion de la integral definida, independiente del
calculo de primitivas dificiles o imposibles de encontrarse, estuvo caracterizada
por dos factores principales. De una parte, la concepcion de la integracion
como proceso inverso de la diferenciacion, que habia sido tan fructifera en el
calculo de primitivas de funciones racionales, y de determinadas funciones
irracionales y trascendentes, no era capaz de dar respuestas a la
determinaciéon de primitivas de expresiones analiticas, aunque sencillas; por
otra parte, el considerable desarrollo de la fisica requeria considerar ademas
de las funciones analiticas, procesos no analiticos e incluso discontinuos para

la solucioén de la problematica que surgia en su estudio.
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La esencia del concepto de integral definida de Cauchy, se baso en la forma de
aproximacion que Euler realizaba para las funciones que €l no conseguia
encontrar las primitivas. En 1822, Cauchy introdujo dicha definicién a través
del Resumé des legcons données a I'Ecole Royale Polytechnique sur les calcul
infinitesimal. Empezd con la suposicidn de que la funcion y = f(x) es continua
respecto la variable x entre dos limites finitos. En seguida, designoé por

Xos X1 %o, Xy 108 nuevos valores de x situados entre los dos limites

considerados; ademas supuso que los referidos valores siempre crecen o
siempre decrecen entre el primero y el segundo limite. Asi, la diferencia

X —X, puede ser dividida en los elementos

Xy = Xgs Xg = Xpy Xg = Xy ey X =X

n-1?

n
los cuales son asociados a la suma aproximada S = Z f (x4 X —X.,), que se
i=1

obtiene a partir de la suma de las areas de los rectangulos, cuyas bases son

los elementos de la particidn vy, la altura consiste en sus respectivas imagenes.

. - . .7 X r .
En estas condiciones, definio la j f(xJdx como el limite de la suma S, cuando
Xo

la mayor de las longitudes x, —X; , tiende a cero. Por lo tanto, esta integral es

determinada por un cierto limite que depende unicamente de la forma de la

funcion f(x) y de las extremidades (x,, X ) del intervalo de x. La justificacion de

la referida definicion consistia en la demostraciéon de la existencia y unicidad de
dicho limite y en la constatacion de que si los valores numéricos de los
referidos elementos fueren muy pequefnos y el nimero n muy grande, el modo
de la divisién tendra solamente una influencia imperceptible sobre el valor de la

suma S.

Segun Sanchez y Valdés (2004), posteriormente “Cauchy dio la nocién de
primitiva de una funcién como la integral definida con el limite superior
variable”, subordinando asi la nocidon de integral indefinida a la de integral
definida, “convirtiéndose ésta en el concepto principal’. Los referidos autores

consideran que para Cauchy:
[...] esta manera de concebir la integral definida debe ser adoptada preferentemente ya

que es igualmente valida en todos los casos incluso cuando no podemos pasar de la
funcién colocada bajo el signo de integral a la funcién primitiva. Ademas cuando se
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adopta, de esta manera, puede facilmente demostrarse que una integral tiene un valor
finito Unico, cuando la funcién permanece continua entre los dos valores en los que se
toma la integral (p. 144).

Esta idea corrobora nuestra posicion de considerar el concepto de integral
definida como central en el estudio del Calculo y, por lo tanto, de centrar el
énfasis de esta investigacion en la busqueda de pistas que contribuyan a la
reconstrucciéon del concepto de la integral definida, desde una perspectiva
historico-epistemoldgica-didactica, como ya hemos declarado en el primer

capitulo.

La definicion de integral formulada por Cauchy, y posteriormente
complementada por Riemann, asi como su rigurosa formulacion del teorema
fundamental del Calculo suele ser lo que se reproduce en los libros de texto en
la actualidad. En este sentido, él demostré que si f es continua entre los valores
X, Y X, entonces

F(x)= I t f(tut satisface F'(x)= f(x).

Como cualquier otra primitiva es de la forma F(x)+c (y ¢ es una constante),

concluyé demostrando que LX f(t)ht = F(x)—F(x,).

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), en su memoria “Sobre la
posibilidad de representar una funcion por una serie trigonométrica”
(Habilitationschriff, 1854) aclaré la necesidad de preceder dicho estudio por una
Nota sobre la nocion de integral definida, y sobre el dominio en que esta nocion
es aplicable (Sanchez y Valdés, 2004, p. 175).

En dicha nota, Riemann planted la cuestion general:
, b
¢Qué debe entenderse por L f(x)x ?

A partir de esto, extendio la definicion de integral definida de Cauchy a una
clase mas amplia de funciones, contemplandose también las funciones
discontinuas. El procedimiento que Riemann adoptd para contestar la referida
pregunta general sigue siendo muy similar a la forma con la cual los libros de
textos presentan la definicion de integral definida en la actualidad y puede ser

descrito de la siguiente forma:
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Para establecer esto, tomamos una sucesion de valores X, X,,...,X,; entre a y b,
ordenados por tamarios; denotamos X, —a=0;, X, =X =0,,..., b=X,,=0,;y

las fracciones propias positivas por &;. Entonces el valor de la suma

S=6,f(a+&0,)+8,f(x +&,8,)+5,F (X, +£8,)+...+ 5, F(X,_, +&,5,)depe
ndera de la eleccion de los intervalos de las cantidades ¢;. Si ésta tiene la propiedad
de que, de cualquier forma que sean elegidas O, y &, tiende a un valor limite A fijo

b
cuando 0, se hace infinitamente pequefio, entonces este valor se llama J. f(XﬁX. Si
a

b
no tiene esta propiedad, entonces j f(X)iX no tiene significado. A partir de aqui,
a

Riemann elige un punto arbitrario X; = X; ; + &;0; en el i-ésimo subintervalo [Xi_l, Xi]

de esta particion i=1..,n y define la integral por
I: f(x)x = Iélirglznl: f(X_iXXi —X,_, )donde & denota el maximo de las longitudes &,
de los subintervalos de la particién [a, b] (Turégano, 1993, pp. 90-91).
En dicha teoria, la existencia de una funcion arbitraria esta condicionada a la
existencia del limite de una suma. Por lo tanto, se puede integrar funciones que
no son derivadas de alguna otra, o incluso funciones que no poseen primitiva
para cualquier intervalo considerado. Este nuevo abordaje de la integral (como

suma de limite), surgié en un contexto especifico de fundamentacion teorica y

evidencid una crisis en la concepcion de la integral como primitiva.

4.4.2. Algunos fundamentos del Analisis no estandar

Sin embargo, la teoria de los infinitésimos se opone a la referida concepcion de
integral y contribuye al surgimiento de otras “técnicas” de integracion

generalmente conocidas como el analisis no estandar.

Para Baldino (1995), desde que Newton y Leibniz enunciaron, de manera

independiente, el teorema fundamental del Calculo:

El Calculo viene constituyéndose por justificaciones diferentes de esta creencia: una
justificacion en el campo semantico del continuo-geométrico, centrada en la nocién de
los infinitésimos, y otra en el campo discreto-numeérico, centrada en la nocion de limite.
En el tiempo de Leibniz, eran los infinitésimos los que predominaban... A los fines del
pasado siglo, la concepcion discreta —numérica empezd a sobresalir en el debate
matematico, impulsado por Cauchy que trajo definitivamente el concepto de limite para
el primer plano de las matematicas, por Weistrass que lo formalizé y, por Dedekind
que lo utilizd en la fundamentacién del numero real. A partir de entonces, las
realizaciones de las matematicas son debidas al concepto de numeros reales que
garantizan la completitud de la recta (p. 13).
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Lo anteriormente expuesto sintetiza claramente las dos concepciones
presentes en Calculo. Aunque el concepto de limite sea predominante en la
fundamentacion del Calculo, algunas criticas hechas a dicha concepcion
(considerando que la integral como limite de una suma no responde a la logica
de los infinitésimos y genera obstaculos en su proceso de ensefianza y
aprendizaje) estimularon el desarrollo de propuestas alternativas para la
ensefanza del Calculo, basado en los infinitésimos (Robinson, 1966, citado por
Baldino).

Esta idea del Calculo, basado en la teoria de los infinitésimos, presupone como
estructura basica los numeros hiper-reales (*R). Dichos numeros pueden ser
pensados como constituidos por los reales, afadidos de los infinitésimos
(¢ e*R), de los infinitos (Q) y de las ménadas. Los infinitesimales (&) se
refieren a las cantidades cuyo valor absoluto es mas pequeno que cualquiera
de los numeros reales positivos; los infinitos (Q) tienen valor absoluto mas
grande que cualquier numero real positivo; y, la ménada de cualquier numero
real x se constituye por todos los y €*R, tal que la diferencia y-x es un
infinitésimo. Asi, *R es un cuerpo ordenado y no completo; la ménada de un
cierto elemento de *R es limitada, pero no posee supremo ni infimo; el inverso

de un infinitésimo, no nulo, es un numero infinito y viceversa.

Tras caracterizar *R, vamos a sintetizar la aplicacion del analisis no estandar
en la determinacion de una integral definida por una funcién. La idea general
consiste en ampliar las ménadas por medio de un microscopio de poder infinito

en lugar de usar diagramas sobre limites (Kiesler, 1986, p. 57).

Inicialmente debemos considerar una funcién f; un punto P(x, f(x))e f; una

recta t tangente a f en P, y una recta s secante a f, infinitamente préxima de t,
que contenga los puntos P y Q(x+dx, f(x+dx)). Amplidndose la ménada de P,

los puntos P y Q son vistos como distintos. Suponiendo
y = f(x) , tenemos, por definicion que:
(1) la diferencial dy = d(f(x))= f(x+dx)— f(x);

(2) la pendiente de s sera el cociente (;I_y :

X
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(3) la derivada sera la parte real del numero hiperreal obtenido en (2), o sea,

dy
f(x)=re .
(x)=re ™

El area A bajo el grafico de f, en el intervalo [a,b] puede ser hallada por el
proceso de integracion infinitesimal (Baldino, 1995), que consiste en pensar en
el segmento S partido en una infinidad de trozos infinitesimales de area dA.

Esto nos permite interpretar dicho area como
(4) A(S)=re|dA.

De ahi, podemos utilizar una parametrizacion x para [a, b] y describir S como la

parte del plano bajo el grafico de f. Considerandose un numero infinito @ vy

dividiendo [a, b] en @ partes iguales (cada una de longitud dx=£) y
a

situandonos sobre el punto de abscisa x, a partir de la ampliacion de la ménada
de P, dA puede ser expresado como la suma de las areas de un rectangulo y
de un triangulo de base infinitesimal dx. Asi, la integral es una suma de los

infinitos resultados obtenidos en ese proceso y, podemos expresar dA como:

(5) dA= f(x)dx+%d(f (x))dx .
Lo que nos conduce (a partir de (4)) a la siguiente expresion, cuya solucion nos

da el area de S por medio de la aplicacion de la integral definida:

6) A(S)=re[ dA

En este proceso, ningun infinitésimo fue despreciado hasta que se llegara al
final, por lo tanto, el error global fue mantenido bajo control. Ademas, para
Baldino (1995), puede ser caracterizado para funciones con derivadas
continuas en el primer curso de Calculo, pues realizandose una particion infinita
de [a, b] se obtiene una particion infinita de [c, d] (en el caso de la funcién

monaotona). Asi, c-d es equivalente a la suma infinita de los infinitésimos dy que

son iguales al producto de la pendiente de la secante (g—yj por dx, es decir:
X

c-d:fdy:j:%dx.
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Este resultado, “bastante evidente para las funciones mondétonas, no requiere

ni el paso al limite, ni el uso del teorema de la media” (p. 21).

La concepcion del referido autor se fundamenta en considerar que el objetivo
central del Calculo consiste no en ensefiar la teoria de los limites o de los
infinitésimos, sino en aplicarlas en las situaciones didacticas. Ademas,
considera que “en Calculo, el alumno tiene que aprender procesos basicos de
resolver problemas con los conceptos de derivadas e integral. La justificacion
matematica (cientifica) y las limitaciones de los modelos utilizados deben ser
objeto de estudio del analisis matematico” (p. 16). En este sentido, la practica
de demostraciones se constituye en uno de los objetivos principales de la
disciplina “Analisis Matematico™, ya que una de las ocupaciones centrales de
todo profesor o estudioso de matematicas se refiere a su capacidad para

enunciar y demostrar teoremas (Avila, 2001).

En este estudio, no tenemos la pretension de discutir el analisis standard y el
analisis no standard. Por esto nos restringiremos a la exposicidn, sintesis y
discusion de los distintos métodos y procesos encontrados a lo largo de la
historia de las matematicas, en que suelen presentarse el concepto de integral

y, particularmente, de integral definida.

4.4.3. La generalizacion de los fundamentos del Calculo: el concepto de

integral

La integral de Riemann constituy6 el marco para la entrada de las matematicas
en el mundo de las funciones discontinuas, aunque esto se produjo tras las
publicaciones de su memoria (post mortem) en 1867 en aleman y en 1873

traducida al francés.

Este hecho propicié el desarrollo (simultaneamente independiente en 1875) de
distintos trabajos relacionados con las sumas superiores e inferiores de la
particion de un intervalo, (Thomae, Ascoli, Smith, Darboux) para demostrar que
la siguiente condicién de Riemann era necesaria y suficiente para la unicidad

del limite de las sumas integrales:

2 Analisis Matematico, en el sentido expresado, se trata de una disciplina generalmente
ministrada en los ultimos semestres de la Licenciatura en Matematicas en Brasil.
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Para que una funcién acotada sea integrable (R) en [a, b], es necesario y suficiente que
para cada par de numeros, @ > 0,& > 0, exista una particion tal, que sea <& la suma
de subintervalos donde la oscilacidn supera a @ (Rey Pastor et al., 1969, p. 686).

Jean Gaston Darboux (1842-1917), aunque sus principales contribuciones a las
matematicas se realizaron en geometria diferencial, se torné6 muy conocido en
analisis por su trabajo relacionado con la integral de Riemann. En su Mémoire
sur la théorie des fonctions discontinues desarrollé6 un exhaustivo estudio de las

funciones discontinuas, ademas:

Demostré las proposiciones basicas de la teoria de funciones e ilustr6, con gran
claridad de ejemplos, la necesidad de las hipétesis para la validez de los teoremas.
Entre otras cuestiones, justificd, para series que convergian uniformemente, la
integracion término a término y el hecho de que esta propiedad no es valida sin
hipotesis adicionales (Sanchez y Valdés, 2004, p. 177).

Segun los referidos autores, dicha memoria comienza con la afirmacion:

Hasta la aparicion de la Memoria de Riemann sobre las series trigonométricas no se
habia presentado ninguna duda sobre la existencia de derivada de las funciones
continuas... La publicacién de la memoria de Riemann ha decidido la cuestién en el
sentido contrario... El solo hecho de que existan funciones discontinuas susceptibles de
integracion, es suficiente para probar, como se vera, que hay funciones continuas que
no tienen derivada... (p. 177).

Las ideas basicas de la integral de Darboux, consistian en:

e demostrar que una funcion f es integrable en el intervalo [a, b], si y solo si

sus discontinuidades constituyen un conjunto de medida cero;

e b
e definir las sumas L f(x) (superior) y L— f(x) (inferior);

e demostrar el teorema fundamental del Calculo para funciones integrables

en el sentido amplio:

[[ £ (xpx=f(0)- f ().

cuando f es integrable en sentido Riemann- Darboux. La demostracion de dicha

férmula se basa en el hecho que

con relacion al teorema del valor medio, la demostracion se apoya en que

Z f(xi )_ f(xi—l): z f '(ti )(Xi - Xi—l)' con gy e (Xi—l’ Xi )

129



Si el maximo de los A, - 0= jb f'(x)}x = f(b)- f(a) (Contreras, 2003, pp. 23-
24).

En los afos 1880 surgieron varias definiciones en el sentido de caracterizar la
integrabilidad de una funcién basada en la idea de “medida”. Todo esto
conllevd a la necesidad de precisar conceptos adecuados al estudio de
continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad de funciones. Los primeros
conceptos desarrollados en esta direccién fueron los de contenido (Stolz, 1881;
Cantor, 1884; Harnack, 1885). Sin embargo, algunos de los problemas
existentes y que motivaron el desarrollo de la teoria de la medida y su
utilizacién en la fundamentacion de la integral continuaron sin respuestas tras
los referidos conceptos de contenido, destacandose, principalmente: la
carencia de relacion con la integral definida, falta de aclaracién del concepto de
area, consideracion que siempre existia el area de una region acotada por un
grafico (independientemente de la existencia de la integral de la funcién que

determinaba la regién) (Sanchez y Valdés, 2004, pp. 180-181).

En la perspectiva de contribuir con la solucién de la problematica anteriormente
referida, Peano (1887):

Observo la estrecha relacion entre los conceptos de medida y de integral. Si f(x) era no
negativa en un intervalo [a, b], entonces el contenido exterior e interior de la region E
acotada por el gréfico de f coincidian respectivamente con las integrales superior e
inferior de f sobre [a, b]. Asi, resulté que la funcién f era integrable si y solo si el
conjunto E tenia area. Peano tiene el mérito doble de relacionar el problema de la
medida del area con la integral y de llamar la atencion sobre la importancia que tiene
las ideas conjuntistas de Cantor para estas cuestiones (Sanchez y Valdés, 2004, p.
181).

Posteriormente, Jordan (1893) al introducir las ideas de Cantor en el analisis no
solamente contribuyé para la aceptacion de dichas ideas por la comunidad
matematica, sino con la generalizacion de las teorias de la integracion y de la
medida de conjuntos; Borel aunque introdujo el concepto de medida para
estudiar la representacion analitica de funciones, propicié las condiciones
satisfactorias para que Lebesgue la aplicara en la generalizacion de la integral
de Riemann. En la aplicacion de dicha integral surgian como principales
insuficiencias la necesidad de hipotesis adicionales para mantener la relacion
entre primitiva e integral definida, y la convergencia del limite de algunas

sucesiones de funciones integrables en un intervalo | (incluso uniformemente
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acotadas) a una funcién no integrable en el referido intervalo. Por lo tanto se
evidenciaba la dificultad del paso al limite de integrales tomadas en el sentido

de Riemann.

En respuesta a estos problemas, Henri Lebesgue (1875-1941) combinando la
lectura del curso de Jordan, centrado en la definicidén de la integral de Riemann
y las ideas de medida de Borel, no solamente preciso la definicion de medida,
sino la utiliz6 como base de la definicion de integral (asociado a los conceptos

de supremo e infimo de una funcién).

Inicialmente la definicién de integral de Lebesgue consistia en la generalizacion
de la idea de area bajo la curva (definicidbn geométrica): “si f es acotada en [a,
b] y positiva, entonces la integral puede definirse como la medida del conjunto

E, de puntos del plano tales que 0<y< f(x), con xe[a,b], siempre que este

conjunto sea medible” (Sanchez y Valdés, 2004, p. 188).

Posteriormente, definid la integral analiticamente mediante la division del

conjunto imagen de f en particiones cada vez mas finas (definicién analitica):

Asi, si para Xe[a, b], m<f<My (an)era una particion de [m, M], el conjunto
(Ef )estaba comprendido entre los rectangulos generalizados de base

E = {x:ai < f(X)S ai+1}y alturas respectivas @; Y @,,;, es decir, su medida estaria

i+l

entre Zaim(Ei)yZai+1m(Ei). Desde luego, para ello debidé suponer que los

conjuntos E;eran medibles (o como seria costumbre mas tarde, que la funcion f es
medible). La diferencia entre estas dos sumas tendia a cero con la norma de la

particion [m, I\/I], asi que podia definirse I:f =lim Zaim(Ei): lim Zamm(Ei)
(Ibid, pp. 188-189).
La referida definicion fue extendida a las funciones medibles no
necesariamente acotadas sobre (—oo,+oo) siempre que las series anteriores

sean absolutamente convergentes. Ademas, Lebesgue “demostr6 que una
funcién acotada era integrable en el sentido Riemann si y solo si el conjunto de
sus puntos de discontinuidad tenia medida cero” (ibid, p. 189), lo que le
permitié ejemplificar funciones que eran integrables en el sentido Lebesgue,
pero que no lo era en el sentido de Riemann, como es el caso de la funcién de
Dirichlet.

Para los referidos autores, el descubrimiento del teorema del paso al limite en

la integral fue uno de los principales méritos de Lebesgue y el estudio de la
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relacion entre primitivas e integral definida lo que demandé mas esfuerzos.
Mientras la integral de Riemann se mostrara muy util en el marco de las
funciones continuas, no era suficiente para solucionar la dificil problematica que
se presentaba en el ambito de las funciones discontinuas. Dicha situacién es
presentada en uno de los ejemplos propuestos por Lebesgue en sus Lecons

en los siguientes términos:

Aplicando el teorema de la media se ve que la integral indefinida de f(x) es una funcion
continua, de variacién acotada, y que ella admita a f(x) por derivada en todos los
puntos donde f(x) sea continua.

¢, Qué pasa si en el punto @ no es continua f(x)? entonces puede que tenga una
derivada, éste es el caso para « =0, si f(x) es igual a 1cuando x es el reciproco de un
entero y nula para todo otro x; puede que tenga una derivada diferente de f(« ), éste es
el caso para a =0, cuando f(x) es en todas partes cero excepto para x=0; puede que no

tenga derivada, éste es el caso para o =0 cuando f(X)z COS(Iog|X|), parax #0 y
f(x)=0 (Ibid, p. 190).

La complejidad para determinar la integracion de las funciones no acotadas
trajo como consecuencia la necesidad de expansidn de la integral de Lebesgue
por otras teorias mas generales. Aunque este estudio no tiene el objetivo de
discutir dichas teorias, sintetizaremos algunas de las contribuciones mas
relevantes en lo que se refiere a la generalizaciéon de la teoria de la integracion,
lo que se concretd a partir de 1912, a partir del estudio de Denjoy y Perron que
amplié la teoria de la integraciéon de Lebesgue para solucionar el problema de

hallar una funcion g a partr de g’ no acotada y, por lo tanto, no

necesariamente integrable en el sentido de Lebesgue; también merecen
destacarse el concepto de integral definida propuesto por Stieltjes, en 1894,
basado en el concepto matematico de distribucion de masa positiva; Riez, en
1909, solucioné el problema de la representacion de los funcionales lineales
continuos por medio de la integral de Stieltjes; Radon (1913) proporcion6 una
definicion de integral (que incluia las definiciones de Lebesgue y de Stieltjes)
apoyada en una funcion completamente aditiva de conjuntos; Fréchet (1915)
senald en el sentido de la extension del resultado de Radon para las funciones
completamente aditivas definidas en ciertas partes de un conjunto E abstracto,
iniciando asi, la trayectoria hacia la generalizacion del analisis abstracto; v,
Nikodym que resolvio el problema de la falta de representacién de funciones de
conjunto mediante integral, demostrando que “si F(E) es una funcién
completamente aditiva definida en una clase T de conjuntos, en la que esta
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definida la medida u, entonces F(E):jfdy donde f es una cierta funcion
E

medible con respecto a u” (Sanchez y Valdés, 2004, pp. 191-195).

Concluiremos este apartado resaltando que, en nuestra opinion, los sistemas
de practicas, en cada momento historico, caracterizaron la génesis y evolucion
del concepto de la integral definida. En el apartado siguiente, trataremos de
analizar, brevemente, las implicaciones de la evolucidn del concepto de la

integral definida en su proceso de ensefianza y el aprendizaje.

45. LA EVOLUCION DEL CONCEPTO DE INTEGRAL Y SUS
IMPLICACIONES EN LOS PROCESOS DE ENSENANZA Y
APRENDIZAJE DEL CALCULO

Los significados parciales de integral surgidos fueron muy potentes
(considerando las caracteristicas relativas a la génesis de cada uno y su
momento de desarrollo histérico), y su evolucidon motivada por una constante
busqueda de fundamentacion y generalizacion del concepto de integral,
particularmente de la integral definida. Sin embargo, podemos constatar que la
existencia de algunas limitaciones de cada significado parcial se convirtid en
las situaciones motivadoras de otros “significados” mas consistentes. Estos no
se restringian a la solucién de los problemas que se generaban y se quedaban
sin respuestas (por las limitaciones propias de cada modelo), sino con la
fundamentaciéon de una teoria capaz de dar respuestas a una clase cada vez

mas amplia de situaciones.

Esta idea, fundamental en el proceso de evolucién de la integral definida, nos
revela que la construccién de una teoria (o de un concepto especifico) puede
perfectamente ser desarrollada a través de un proceso continuo, que parte de
la practica para la construccion (o reconstruccion) de una teoria y que vuelve
de dicha teoria para la practica, no solamente dando respuestas a los
problemas existentes, sino generando e incorporando nuevos problemas, que a
su vez demandan una nueva construccion (o reconstruccidén) de una teoria mas
amplia. Todo esto se debe concretar por medio de la investigacion.
Consideramos que ésta es |la forma mas apropiada y eficaz para el desarrollo
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del proceso de ensenanza y aprendizaje del Calculo cuando lo que se pretende
no es centrar el foco en los algoritmos y técnicas, sino en el significado y
comprension de los conceptos fundamentales del Calculo, que posibilite a los
estudiantes establecer distintas relaciones entre estos conceptos, aplicarlos e
incluso extrapolarlos a otras situaciones que requieren la solucion de “nuevos”

problemas.

Una considerable complejidad se puede notar también en el proceso de
ensefanza y aprendizaje del Calculo y, particularmente de la integral definida.
Por eso, pretendemos en este epigrafe, discutir sucintamente esta
problematica, resaltando algunas de las implicaciones, conflictos y obstaculos

que pueden generarse en el proceso de ensefianza y aprendizaje del Calculo.

Turégano (1998) afirma, de acuerdo con Filloy (1981), que

La finalidad ha sido precisar su desarrollo histérico en cuanto a creacién y transmision
del conocimiento se refiere para extraer de ahi pistas de reconstrucciéon del saber como
objeto de comunicacion en los procesos educativos actuales (p. 235).

Asi, Turégano identifico tres concepciones distintas para el concepto de integral

definida, a saber:

e el primer concepto de integral definida (cuadratura con independencia de
tangentes): en el periodo que precedié el siglo XVIII se puede apreciar una
gran cantidad de ejemplos relativos al calculo de areas bajo curvas

realizados independientemente del trazado de las tangentes;

e el Calculo integral como inverso del Calculo diferencial (siglo XVIIl y parte
del XIX): con la introduccién del concepto de funcion (Euler) en lugar de las
curvas fue gradual el proceso de aritmetizacidon del analisis, y el interés de la
integracion consistia en hallar la primitiva de una funcién conociendo su

derivada;

¢ la integral como limite de una suma (siglo XIX): el cambio conceptual de
funcidon de una variable real, que pasa a ser definida como correspondencia
arbitraria entre numeros reales conlleva a la necesidad de una nueva
definiciébn para la integral como limite de una suma, asi como a una
formulacién rigurosa del teorema fundamental del Calculo (Cauchy). Hemos
de resaltar que esta nueva definicion de la integral se ha mantenido

solamente en el campo de los fundamentos tedricos, pues una vez que se
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encuentra definida se “prescinde de ella para abordar las aplicaciones”
(Turégano, 1998, p. 235).

Las tres referidas concepciones todavia se presentan en el proceso de
ensefanza y aprendizaje de la integral definida. Sin embargo, iniciaremos
nuestra discusion relativa a las implicaciones de la evolucion del concepto de la
integral, conforme abordamos en el epigrafe anterior, con la alerta realizada por

Boyer (1992), al considerar que:

La historia de la matematica parece mostrar aqui, asi como anteriormente, que una
insistencia prematura en la precision légica, a costa del razonamiento imaginativo y
plausible, puede ser contraproducente para el desarrollo de la asignatura (p. 23).

Consideramos que uno de los problemas centrales en el proceso de ensefianza
y aprendizaje del Calculo y, particularmente de la integral definida, fue el
exceso de rigor con que generalmente se suele presentar dicho contenido a los

estudiantes®.

Corroborando esta idea, Barufi (2002) critica la tendencia de presentar una
estructura sistematizada de una teoria l6gico — formal deductiva en el primer
curso de Calculo relegando asi sus conceptos basicos y significados.
Reflexiones en ese sentido fueron foco de distintos estudios (Turégano, 1994;
Baldino, 1995; Reis, 2001; etc.) que buscan identificar los principales
obstaculos que se presentan en el proceso de ensefianza de algunos de los
objetos del Calculo y, en algunos de los casos, proponen alternativas didactica
o apuntan elementos que hay que tener en cuenta en la planificacion y
estructuracion de dichos procesos, en los cuales hay un nitido predominio del
considerado “aprendizaje” de las técnicas (a través de los algoritmos) en

detrimento de la formacion de los conceptos.

Por lo tanto, nos parece que la concepcion de la mayoria de los profesores de
Calculo esta centrada en el adiestramiento de los estudiantes a través de la
memorizacion de las técnicas. Los significados de los conceptos y sus

aplicaciones, asi como de dichas técnicas serian desarrollados por si mismos,

® Nos referiremos especificamente a los estudiantes de un primer curso de calculo,

principalmente en Brasil, por constituir nuestro contexto de actuacion docente.
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en la medida que los estudiantes los necesiten en la solucion de los problemas

practicos en general.

En esta misma direccién, Barufi (2002) afirma, en palabras de Brousseau
(1994), que:

Para el profesor es grande la tentacion de presentar el conocimiento establecido y
estructurado,..., siendo que al alumno le cabe la responsabilidad de apropiarse del
conocimiento como pueda. En ese sentido, un abordaje revelador del Calculo sin
construccion de significado es suficiente (p. 71).

Las consecuencias de lo anteriormente expuesto se reflejan, continuamente, a
través del ciclo en que los formadores de docentes de matematicas obtuvieron
una formacion (inicial y postgraduada) puramente matematica. El hecho de que
muchos de ellos no poseen una adecuada preparacion en educacion
matematica, area de conocimiento que consideramos indispensable en la
formacion del profesor de matematicas, dificulté la aceptacion institucional de la
necesidad de realizar los cambios necesarios para potenciar la calidad de la

ensefianza universitaria y, particularmente de la Licenciatura en Matematicas.

Para esto, es imprescindible que los formadores sean conscientes de los
problemas que se presentan en la Licenciatura en Matematicas y, a partir de
estos, actien de manera activa e innovadora para transformar la realidad

predominante en el seno de las universidades.

Particularmente en lo que se refiere a la ensefanza del Calculo y, por
supuesto, de la integral definida, lo anteriormente expuesto comprometié el
aprendizaje eficaz de los estudiantes, pues afecta directamente la esfera
afectiva-motivacional, lo que se manifiesta por la desilusion de los estudiantes
que no tienen sus expectativas alcanzadas, es decir, no perciben las relaciones
con los contenidos matematicos ya estudiados y, tampoco comprenden su
importancia y conexion con la resolucién de distintos problemas internos y

externos a las matematicas.

Para que se pueda comprender y aplicar determinados conceptos matematicos
(como es el caso de la integral definida) en la resolucién de problemas de
distinta naturaleza, los estudiantes necesitan, como punto de partida, ser
conscientes de las herramientas que disponen para identificar y elegir las mas
adecuadas para cada caso, es decir, han de evaluar (de manera critica,

creativa y comprensiva) el problema a ser resuelto.
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La importancia del proceso de ensefianza del Calculo fue resaltada por
Bressoud (1991), al considerar que: el Calculo es usado en distintos contextos
y disciplinas, la existencia de vastos recursos materiales y de aplicaciones
reales y, principalmente, se inserta en una visidbn de los fundamentos del
mundo cientifico moderno y muy significativamente en la propia concepcién de

las matematicas en cuanto ciencia.

La busqueda de nuevas directrices y enfoques didacticos, capaces de
potenciar el proceso de ensefianza y aprendizaje de la integral definida, debe
ser un reto a ser logrado tanto por proyectos institucionales que se desarrollen
en el seno de las universidades como por docentes e investigadores, cuyo

interés se centre en dicho proceso.

Baldino y Cabral (1997), consideran practicamente directa la relacién entre las

dificultades para ensefiar y la construccion de estrategias didactica:

Las estrategias formuladas en la literatura reposan en ideas de aprendizaje activo y
aprendizaje significativo y, para lograrlas, hay que actuar en el sentido de reforzar el
uso de inducciones y metaforas, construir nuevos softwares, trabajar con
manipulaciones simbdlicas, elaborar ingenieria didactica, usar mapas cognitivos,
resolucion de problemas, modelacion, entre otros (p. 2).

Este hecho puede estar directamente relacionado con la paradoja que se
produjo entre la busqueda de mejorar la calidad de la ensefianza y aprendizaje
del Calculo (preparacién del formador, tiempo destinado al curso, produccién
de materiales didacticos y demas medios de ensefianza, etc.) que se hace,
principalmente en el primer curso de las carreras universitarias, y el elevado

fracaso y reprobacion de los estudiantes tras pasar dichos cursos.

Creemos, por tanto, que todo esto debe ser tenido en cuenta en la organizacién
del proceso de ensefianza y aprendizaje de la integral definida en las distintas
carreras universitarias y, particularmente en la Licenciatura en Matematicas,
contexto especifico donde pretendemos llevar a cabo nuestra investigacion
futura para la realizacion de la tesis doctoral (solamente iniciada en este

estudio).

4.6. SIGNIFICADO DE REFERENCIA DE LA INTEGRAL

La nocion de “sistema de practicas” es util para ciertos analisis de tipo

macrodidactico, particularmente cuando se trata de comparar la forma
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particular que adoptan los conocimientos matematicos en distintos marcos
institucionales, contextos de uso y juegos de lenguaje. Un analisis mas fino de
la actividad matematica ha llevado a introducir en diversos trabajos los
“elementos del significado”, concretados en un conjunto de objetos clasificados
segun los seis tipos de entidades primarias: situaciones, procedimientos,
lenguajes, conceptos, propiedades y argumentos. En cada caso, estos objetos
estaran relacionados entre si formando “configuraciones epistémicas”
(asociadas a los significados institucionales) o “configuraciones cognitivas”
(asociadas a los significados personales), definidas como las redes de objetos
emergentes de los sistemas de practicas y las relaciones que se establecen

entre los mismos (Godino, Contreras y Font, 2006).

Los sistemas de practicas, y en consecuencia las configuraciones de objetos
emergentes, se pueden estructurar en subsistemas (y subconfiguraciones)
cada uno de los cuales constituyen significados parciales del objeto en

cuestion.

Estos significados parciales se van generando progresivamente a medida que
se amplian los tipos de problemas abordados, su posible reformulacion,
desarrollandose nuevas practicas operativas y discursivas. En la reconstruccion
del significado global del objeto interesa, por tanto, identificar los cambios que
se van afadiendo en cada categoria de objetos emergentes y que permitiran
caracterizar los obstaculos, rupturas y progresos en la evolucion de las

configuraciones epistémicas.

Los cambios se caracterizan por la solucidn que se presenta para la
problematica existente en una configuracion epistémica en un determinado
momento. Pueden implicar tanto la ruptura de la estructura de la configuracion,
como su evolucion para otra configuracidn epistémica inclusiva y (0)
complementaria. La inclusiva contiene la configuracién anterior y se genera
para dar respuestas (por lo menos parciales) a las situaciones preexistentes,
aunque se puedan producir (en muchos casos) también en sus ideas
fundamentales. La complementariedad esta asociada al incremento epistémico
que se produce en la transicion entre las distintas configuraciones vy
generalmente es motivada por la necesidad de ampliacion tedrica de una

nocion matematica.
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Sin embargo, aunque se produzca dicha transicion y, consecuentemente, un
nuevo significado parcial es generado para una determinada nocion
matematica, las distintas configuraciones epistémicas suelen coexistir en la
actualidad con diversas adaptaciones, manifestandose no solamente en las
significados personales de algunos estudiantes y profesores, sino también en
los libros de texto y reflejarse en los curriculos de Calculo. Esta idea es
corroborada en distintas investigaciones asociadas a la integral definida
(desarrolladas con enfoques cognitivos, epistemoldgicos e instruccionales) que
han sido revisadas y sintetizadas en los trabajos de Crisdstomo (2004) y
Ordoriez y Contreras (2003), entre otros.

A través del estudio historico-epistemologico-didactico de la integral que hemos
realizado, y teniendo en cuenta las aportaciones de Ordofiez y Contreras,
(2003), Crisostomo, Ordofiez, Contreras y Godino (2006); Ordofiez (2011),
hemos elaborado la tabla 4.6.1 en la que sintetizamos las caracteristicas de las
configuraciones epistémicas de la integral que vamos a utilizar como
significado de referencia en nuestra investigacion. Hemos considerado util
distinguir ocho tipos diferentes de configuraciones que designamos con los
nombres: configuracidén epistémica intuitiva, primitiva, geométrica, sumatoria,
aproximada, extramatematica, acumulada y tecnoldgica, las cuales seran

sistematizadas a continuacion.

El estudio histérico-epistemoldgico-didactico de la integral nos ha permitido
comprender y sistematizar los distintos significados atribuidos a la nocidn
matematica de integral. Esta sistematizacion se concreta teniéndose en cuenta
la evolucidén histérica de dicha nocion y sus conexiones con los estudios
desarrollados en la Didactica del Calculo, particularmente en la didactica de la
integral. En este sentido, resaltamos el estudio desarrollado por Ordofez
(2011) relacionado con los significados de la integral definida en el contexto del
bachillerato en Espana. En dicho contexto, ha sido sistematizado el significado
de referencia de la integral definida a partir de las seis configuraciones
epistémicas: geométrica, de resultado de un proceso de cambio, inversa de la

derivada, aproximada al limite, generalizada y algebraica.
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Aunque sean similares en algunos aspectos el referido estudio con este que
estamos desarrollando, también hay discrepancias justificadas por el cambio
del contexto. En nuestro caso, nos interesamos por sistematizar el significado
de referencia de la integral, teniendo en cuenta el contexto especifico y el uso
que se hace de la integral en la actualidad en dicho contexto, que consiste en
el curso introductorio de Calculo para los estudiantes del primer afo de la
Licenciatura en Matematicas en Brasil. Para ello, hemos profundizado y
reinterpretado un estudio previo que realizamos (Crisostomo, Ordéfiez,
Contreras y Godino, 2006), sistematizando el significado de referencia de la
integral, en el referido contexto, a partir de ocho configuraciones epistémicas

que describimos a continuacion.

4.6.1. Configuracion Epistémica Intuitiva (CEI)

A partir del estudio historico-epistemoldgico-didactico de la integral,
encontramos que mientras desarrollaban la geometria, los griegos pusieron de
manifiesto su gran intuiciéon respeto a las nociones del continuo, del infinito
matematico y del limite. Sin embargo, dichas nociones se quedaron solamente
en un plano implicito y el énfasis se centrdé en la busqueda de alternativas que
tornaran "innecesarios" los procesos infinitos (que se remontan al periodo del
descubrimiento de los inconmensurables) en la matematica. Como
consecuencia se separd definitivamente la Geometria de la Aritmética y se
acentud el “horror al infinito”, una caracteristica de la Matematica de aquella
época.

Una aportacion de los griegos muy significativa para la invencion del Calculo
Integral consiste en el “método” utilizado por Arquimedes para calcular algunas
areas y volumenes. Esto nos permite considerar que la génesis de la integral
se remonta al periodo de desarrollo y aplicacion de dicho método a la solucién
de problemas. Las ideas vinculadas al referido método se asemejan a las del

Calculo del siglo XVII, relacionadas con una vision atomistica del Calculo.

Segun Boyer (1992), el trabajo que Arquimedes habia enviado a Eratéstenes
(tratado redescubierto en 1906), no solamente explicitaba como llegd a algunos
de los resultados, sino que buscaba las respectivas pruebas, “casi efectuando
la integraciéon en muchos casos importantes” (p. 29).
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Algunas de las ideas intuitivas todavia estan presentes tanto en la literatura
especifica cuanto en los libros de Calculo y aun son utilizadas por los
estudiantes de Calculo en la ensefianza universitaria. En la revision
bibliografica que realizamos, encontramos investigaciones (Prabhu vy
Czarnocha, 2000; Czarnocha, Dubinsky, Loch, Prabhu y Vidakovic, 2001;
Wenzelburger, 1993) cuyos resultados han constatado la utilizacion de la
intuicion en la realizacion de las actividades por los estudiantes. La ruptura en
la vision dicotdomica entre rigor e intuicion ha sido resaltada en las conclusiones
de la investigacion de Reis (2000). El autor considera importante que las dos
coexistan armdnicamente en la ensefianza universitaria tanto de Calculo como
de Analisis Matematico en el contexto de la Licenciatura en Matematicas en

Brasil.

En esta direccion, en libros de Calculo utilizados actualmente en la Licenciatura
en Matematicas encontramos situaciones-problema relacionadas con:
determinar el area de un segmento parabdlico, hallar el area de un circulo por
medio de las sucesivas aproximaciones de poligonos regulares (de n lados
inscritos en dicho circulo) cuya cantidad de lados aumenta infinitamente.
Ademas, hay otros problemas relacionados con procedimientos basados en la
utilizacién implicita de las ideas intuitivas de la integral o situaciones-problema

similares a las resueltas por Arquimedes.

A continuacién, describiremos la configuracion epistémica intuitiva de la

integral.

4.6.1.1. Elementos de significado del EOS
Situaciones-problema

La problematica que se presenta en la CEI consiste, principalmente, en hallar el
area de regiones planas a través de procedimientos que requieren la utilizacién
implicita de la idea de integral. También pueden ser abordadas situaciones-
problema relacionadas con el calculo de volumenes sin utilizar explicitamente

la integral.
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Procedimientos
El principal procedimiento consiste en la utilizacion de métodos intuitivos para

la resolucion de problemas que contemplan el concepto de integral.

Lenguaje
En esta configuracion se utiliza con mas frecuencia el lenguaje geométrico,

algebraico y aritmético.

Conceptos

Entre los conceptos contemplados, resaltamos principalmente el concepto de
area de figuras planas comprendidas entre curvas. Son utilizados ademas los
conceptos previos de areas de poligonos, particion, limite, sumas de cuadrados

y de cubos, sumas inferiores y sumas superiores.

Aunque en esta configuracién el concepto de integral no ha sido formalizado (o
aun no ha sido estudiado), implicitamente se maneja las nociones del infinito y

del limite en la resolucion de los problemas planteados.

Proposiciones

Entre las propiedades presentes en esta configuracion, resaltamos las
propiedades de limites.

Argumentos

Se puede utilizar argumentos inductivos y deductivos. Los inductivos son utiles
para la comprobacion de formulas como la suma de cuadrados y la suma de
cubos, mientras los deductivos sirven para demostrar los resultados de los
problemas por medio del calculo del limite.

4.6.1.2. Sintesis de la configuracion epistémica intuitiva de la integral

El estudio histérico-epistemolégico-didactico del Calculo ha puesto de
manifiesto que aunque la solucion presentada por Eudoxio para la crisis de los
inconmensurables haya sido genial para su época, ésta contribuyé al retraso
del desarrollo de la aritmética y del algebra por mas de un milenio, pues
subordinaba estas disciplinas al estudio de la geometria. La “matematica
numeérica” llegd a Europa solamente en el siglo Xlll con los arabes y el
desarrollo del algebra ocurrio tres siglos después, preparando asi las bases

para el desarrollo de la Geometria Analitica y del Calculo en el siglo XVII.
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Ademas, desde el punto de vista histérico, los conceptos del Calculo fueran
desarrollados en el sentido contrario de las secuencias estructuradas en los
libros, es decir, primero surgieron los problemas relacionados con la integral,
posteriormente aquellos que demandaban el concepto de la derivada.
Finalmente, en la fundamentacion del Calculo fueron desarrollados los

conceptos de limite y de numero real.

4.6.2. Configuracién Epistémica Primitiva (CEP)

La universalizaciéon del Calculo tuvo como punto de partida los trabajos
independientes de Newton y de Leibniz, que no solamente generalizaron la
aplicacion de los algoritmos a las funciones (racionales, irracionales,
algebraicas y transcendentes) y vislumbraron la integracion y la diferenciacion
como procesos inversos, sino porque tomaron conciencia de que sus

descubrimientos constituian una nueva y universal rama de las matematicas.

El cambio de los conceptos y lenguaje estaticos de los matematicos griegos
para un analisis de la variabilidad, y la constante busqueda de la generalizacion
y universalizacion de las aplicaciones del Calculo proporciond su surgimiento,
independientemente, a través de las obras de Newton y de Leibniz. Esta
configuracion se caracteriza por la relacion inversa entre la integracion y la
diferenciacion que se establecié claramente desde el siglo XVII, a través del
Teorema Fundamental del Calculo, y estd contemplada tanto en las
investigaciones especificas (Artigue, 1991; Cordero, 2005) cuanto en los libros
Calculo que se usan actualmente en las clases de Calculo | en la Licenciatura

de Matematicas en Brasil.

4.6.2.1. Elementos de significado del EOS

Situaciones-problema

La principal problematica que se presenta en la CEP se refiere a hallar la
primitiva de una funcion cuando se conoce la primitiva o se puede calcular a
partir de las técnicas de integracién. Se trata, por lo tanto, de establecer la

relacion inversa entre la integracion y la diferenciacion.
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Procedimientos

Entre los principales procedimientos de la CEP, destacamos: el calculo de las
integrales como operacion inversa de las derivadas (primitivas inmediatas); uso
de las técnicas de integracion (integracion por partes, integracion por
sustitucion o cambio de variables, integracion de funciones racionales e

integracion por racionalizacion).

Lenguaje
En la CEP se utiliza principalmente un lenguaje algebraico y simbdlico para
calcular las primitivas de las funciones cuando éstas existen o pueden ser

calculadas a partir de las técnicas de primitivacion.

Conceptos
Entre los conceptos utilizados en la CEP resaltamos: primitiva, derivada,
funcién. Sin embargo, son utilizados conceptos previos relacionados con

polinomios, operaciones con expresiones algebraicas, trigonometria, etc.

Proposiciones
El Teorema Fundamental del Calculo es lo mas importante en esta
configuracion. Las propiedades de la integral indefinida constituyen las demas

proposiciones de la CEP.

Argumentos

Consiste en la utilizacion del proceso deductivo. En el contexto de la formacién
de profesores de matematicas estudiado, se suele demostrar el Teorema
Fundamental del Calculo y las propiedades de la integral indefinida y utilizar

estos resultados para justificar las cuestiones resueltas.

4.6.2.2. Sintesis de la configuracion epistémica primitiva de la integral

En la configuracién epistémica primitiva se establece concretamente la relacion
inversa entre derivadas e integrales indefinidas a partir del Teorema
Fundamental del Calculo. El estudio histérico-epistemoldgico-didactico de la

integral ha revelado que inicialmente Newton trataba sistematicamente todos
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los problemas referentes a las propiedades de las lineas curvas. Sin embargo,
tras el reconocimiento de la naturaleza inversa entre la diferenciacion y la
integracion, y que el proceso de diferenciacion era el mas sencillo de los dos,
elabord tablas que le posibilitara los resultados directos de dichos procesos,
con la finalidad de minimizar los esfuerzos en la busqueda de identificar las

propiedades de las curvas conocidas en su tiempo.

Es indiscutible la importancia de Newton en el desarrollo del Calculo a partir del
siglo XVII. Los procesos de integracion, inicialmente motivados por la busqueda
de solucién a los problemas practicos, evolucionarian hacia su fundamentacion
rigurosa. La busqueda del rigor también ya podia ser notada en la obra de
Newton, aunque la simbologia que él utilizaba y su propio lenguaje consistian
en elementos que dificultaron la comprension de sus ideas por parte de sus

seguidores.

En esta perspectiva, consideramos que es fundamentalmente importante tener
en cuenta el papel que deben jugar la simbologia y el lenguaje en el proceso de
ensenanza y aprendizaje del Calculo y, concretamente, de la integral. Este ha
sido uno de los méritos de Leibniz. Se le atribuye la creacion de una auténtica
algebra de los infinitamente pequefios al obtener reglas de Calculo. Todo ello le
permitié trabajar con dichos conceptos y utilizarlos en multiples problemas. El
Calculo desarrollado por Leibniz adquiere un gran auge debido a su
simplicidad, su notacion elegante y su formalismo. . En este sentido,
corroboramos con la afirmacion de Baron (1985) de que los conceptos y el
lenguaje (destacandose la simbologia) utilizados por Leibniz constituirian
aspectos de los mas relevantes en el desarrollo posterior del Calculo, aunque

eran insatisfactorios en los aspectos que se refieren al “rigor” matematico.

4.6.3. Configuracién Epistémica Geométrica (CEG)

Las situaciones-problema relacionadas con la Geometria estan presentes
desde la génesis del Caélculo. Los griegos desarrollaban calculos de areas y
volumenes desde la época de Archimedes. A lo largo de la historia de la
Matematica, los problemas geomeétricos asumiran mayor grado de complejidad,
lo que requeria métodos mas precisos para resolverlos. Entre los conceptos de
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la integral declarados por Artigue (1991) se encuentra el proceso para hallar
longitud, area y volumen. Estos conceptos geométricos estan contemplados
tanto en los libros de Calculo como en los curriculos del Calculo | propuestos
para la Licenciatura en Matematicas. En este sentido hemos considerado a la

configuracion epistémica geométrica de la integral.

4.6.3.1. Elementos de significado del EOS

Situaciones-problema

Las situaciones-problema que se presenta en la CEG son de naturaleza
geométrica que se resuelve por medio de la integracion, tales como: hallar el
area de regiones planas; hallar el volumen de sélidos (con énfasis en los
soélidos de revolucién); calcular la longitud de un arco de curva; calcular el area

de una superficie de revolucién.

Procedimientos

El procedimiento general que suele ser utilizado es esta configuracion consiste
en analizar los datos del problema interpretandole como una suma de
Riemann, luego se deduce la integral definida cuya solucion aportara el valor
numérico de la magnitud que se desea medir. Sin embargo, dicha integral se
calcula por medio de la primitiva y de la utilizacion de la Regla de Barrow. De
manera particular se utiliza el calculo de primitivas inmediatas y las técnicas de
integracion para hallar las primitivas; la Regla de Barrow para encontrar el valor
numeérico de la integral definida correspondiente a la magnitud que se desea
medir; las coordenadas polares para calcular el area encerrada por una curva;
los métodos de las secciones planas, de los discos y de las laminas para

calcular los volumenes de los sélidos.

Lenguaje
En esta configuracién se utiliza predominantemente el lenguaje geométrico,

algebraico y simboalico.
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Conceptos

Los conceptos contemplados son: areas de regiones planas; volumen de
soélidos; longitud de un arco de curva y areas de superficies de revolucién. Son
utilizados ademas los conceptos previos de areas de rectangulo, volumen del

cilindro, teorema de Pitagoras, limite, suma de Riemann, derivada y primitiva.

Proposiciones

Entre las propiedades presentes en esta configuracion, resaltamos el Teorema
Fundamental del Calculo, la Regla de Barrow y el Principio de Cavalieri.

Argumentos
Se utilizan argumentos deductivos para justificar los resultados de los

problemas de naturaleza geométrica.

4.6.3.2. Sintesis de la configuracion epistémica geométrica de la integral

Aunque se utiliza la idea del limite — de las sumas de las areas de los infinitos
rectangulos, en un intervalo cerrado, para hallar el area de una regién plana o
el limite de las sumas de los volumenes de los infinitos cilindros, en un intervalo
cerrado, para calcular el volumen de un soélido de revolucion, etc. —, en la
practica se abandona el concepto de limite, utilizandose la primitiva y la Regla
de Barrow para encontrar los valores de las magnitudes que se pretende medir.
En este sentido, las dificultades de los estudiantes suelen situarse mas en las
manipulaciones algebraicas en detrimento de los conceptos geométricos

involucrados.

4.6.4. Configuracion Epistémica Sumatoria (CES)

A partir del siglo XVIII, los conceptos de integral indefinida y de integral definida
pasaron por un amplio proceso de fundamentacion tedrica, como sucedié en el
Calculo de manera general. Esto implicd su distanciamiento de los factores que
motivaron su génesis (ligados a sus aplicaciones a través de procesos mas
intuitivos y primitivos). En este sentido, la integracion como suma de elementos
infinitesimales desarrollada a partir de la obra de Leibniz, evolucion6 hacia su
fundamentacion tedrica, basado en el rigor, precisién de los conceptos y en la
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constante busqueda de su generalizacion a una clase cada vez mas amplia de

funciones.

En esta direccidon, Cauchy, retomando el significado de Leibniz sobre la integral
definida, el cual tomd las areas y los volumenes como suma de rectangulos y
cilindros, dio una definicion precisa de integral definida, centrandose en sus
condiciones de existencia antes de definir las propiedades de la misma. A
continuacion describiremos los aspectos que consideramos mas relevante en el
estudio de la integral, particularmente de la integral definida, en dicho periodo.
Esto sera concretado a través de la configuracion epistémica sumatoria, cuyas
ideas y caracteristicas principales se encuentran en las obras de Cauchy y
Riemann. Siguiendo la tradicidon “euleriana”, Cauchy no presentaba graficos, ni
motivaciones y relegaba a un segundo plano las aplicaciones geométrica del

Calculo.

4.6.4.1. Elementos de significado del EOS

Situaciones-problema

La principal problematica surgida en esta configuracion puede ser expresada
por la necesidad de formalizacion y generalizacion de la integral a una clase
mas amplia de problemas y la busqueda del perfeccionamiento del lenguaje y

simbologia del Calculo.

Procedimientos

En esta configuracion se destaca la formalizacion del concepto de integral a
partir de la nocidn de limite, el calculo de la integral se realiza como el limite de
las sumas de Riemann o utilizandose la idea de las sumas de Riemann para
deducir la integral definida que se pretende calcular a partir de cada situacion-

problema.
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Lenguaje
En la CES se aplicaba fundamentalmente un lenguaje analitico, algebraico y

simbdlico para solucionar a una gran variedad de problemas.

Conceptos

Ademas del concepto de integral definida que emerge en esta configuracion y
es fundamental en el estudio del Calculo, también pueden ser contemplados
los siguientes conceptos: funcion, limite, infinitesimal, continuidad, funciones

discontinuas, convergencia de series, diferencial y derivada.

Proposiciones
Las principales proposiciones presentes en esta configuracion se relacionan
con: el Teorema Fundamental del Calculo, el Teorema del Valor Medio, la

continuidad de una funcion, las propiedades de la integral y la Regla de Barrow.

Argumentos
Los argumentos utilizados son predominantemente deductivos, basados en el

rigor matematico.

4.6.4.2. Sintesis de la configuracion epistémica sumatoria de la integral

El problema de la fundamentacion del Calculo todavia se quedaba sin solucién
hasta el siglo XVIII. Con las criticas de Berkeley, en 1734, se inicié un largo
debate y una nueva etapa en la busqueda de sus fundamentos, lo que se

concretd a partir del siglo XIX.

Como se senala en Dahan-Dalmedico y Peiffer (1986), fue Cauchy el principal
artifice de la introduccion del rigor en el Calculo infinitesimal, al lograr superar y
eludir los aspectos de tipo metafisico. En todo este proceso, el concepto de
limite aparece como fundamental para la construccion de los conceptos del
analisis matematico. La definicion que ha dado de este concepto rompid
definitivamente con el significado geométrico que subyacia en el mismo e hizo
del limite una nocion aritmética. Valiéndose de este concepto y de la
variabilidad de la funcioén, clarificd la nocion de infinitésimo (que no es mas que
una sucesion convergente que tiene por limite cero) y también la de derivada
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de una funcion continua (al definirla en términos de los limites), aunque las
relaciones entre ambas nociones no se tornaron explicitas hasta el trabajo de

Dirichlet con el desarrollo de las funciones en series trigonométricas.

Cabe resaltar ademas que a Weierstrass se le atribuye la responsabilidad por
la “aritmetizacion” del analisis. A través de una construccion precisa del numero
real y de una definicion estatica del concepto de limite, él depurd la definicidon
de Cauchy eliminando la subjetividad del término “se acerca” que sugiere una
idea de movimiento y de tiempo. Sin embargo, Riemann ha desarrollado una
teoria de la integral mas general que la de Cauchy, a través de la cual se
expande la aplicacion de la integral a una clase mas amplia de funciones.

La nocién de integral actualmente desarrollada en la ensefianza universitaria,
especificamente en el contexto de la formacién de profesores de matematicas
en Brasil esta basada en la integral de Cauchy-Riemann. Como es la primera
vez que se imparte la ensefianza de la integral para dichos estudiantes, se
considera importante adaptar tanto el contenido como la metodologia utilizada
en las clases a las necesidades de los estudiantes, teniendo en cuenta su
posterior actuacion profesional (profesores de matematicas de la ensefianza
secundaria). En este sentido, hay una discusion acerca del nivel de rigor
matematico que debe estar presente en las clases de Calculo | (en el primer
afo de la universidad) y lo que debe quedarse a cargo de la disciplina “Analisis
Matematico”, generalmente desarrollada en el ultimo afio de la Licenciatura en

Matematicas.

4.6.5. Configuracion Epistémica Aproximada (CEAp)

Siempre y cuando nos encontramos con la dificultad (o incluso con la
imposibilidad) de representar de manera algebraica una funcion y nos interesa
resolver una situacion-problema que requiere la utilizacion de una integral
definida, es necesario recurrir al calculo aproximado de dicha integral. Esto
requiere el uso de reglas especificas que pueden producir aproximaciones para
la integral definida que se desea calcular. En este contexto contemplamos la

configuracion epistémica aproximada de la integral.
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4.6.5.1. Elementos de significado del EOS

Situaciones-problema

La problematica en la CEAp de la integral se refiere basicamente a dos
situaciones. La primera consiste en como encontrar el valor exacto de la
integral definida para determinados problemas cuando no se puede determinar
la primitiva (o ésta es dificil de calcular). La segunda situacion esta relacionada
con el calculo de la integral definida cuando no hay una formula para la funcién
especifica, una vez que los dados pueden haber sido recogidos a través de un

experimento cientifico o por medio de la lectura de instrumentos.

Procedimientos

El procedimiento de referencia se relaciona con la idea de integracion
numeérica, concretandose a través de los métodos aproximados para calcular la
integral definida, tales como la Regla del punto medio, la Regla de Simpson y la

Regla del Trapecio.

Lenguaje
En la CEA se utiliza principalmente el lenguaje aritmético, tabular y grafico para

solucionar los problemas.

Conceptos

Entre los conceptos utilizados en la CEAp, resaltamos: integral definida,
aproximaciones (por la extremidad izquierda y por la extremidad derecha) y
error. Otros conceptos contemplados en dicha configuracion se relacionan con

las areas de Geometria, Fisica, Computacion, etc.
Proposiciones
Las principales proposiciones presentes en esta configuracion consisten en

Regla del punto medio, la Regla de Simpson y la Regla del Trapecio.

Argumentos

151



Consiste en la utilizaciéon del proceso deductivo y en el andlisis de los

resultados obtenidos para justificar las cuestiones resueltas.

4.6.5.2. Sintesis de la configuracidn epistémica aproximada de la integral

En esta configuracion son contemplados los mismos conceptos relacionados
con las aplicaciones matematicas y extramatematicas de la integral definida.
Las situaciones-problema asumen otra estructura una vez que no es posible
identificar una funcion especifica para cada caso o no se puede calcular la
primitiva. Dichas situaciones ocurren con frecuencia en problemas practicos
relacionados con conceptos geométricos o con datos obtenidos a través de
experimentos cientificos. Ademas, estas situaciones son contempladas en
algunos de los libros de Calculo actualmente utilizados en la Licenciatura en
Matematicas y se conectan con el Calculo Numérico estudiado en los anos de

final de la carrera.

4.6.6. Configuracion Epistémica Extramatematica (CEE)

Ademas de las situaciones-problema relacionadas con la Geometria,
encontramos en los libros de Calculo que se utilizan en el contexto de la
Licenciatura en Matematicas en Brasil gran cuantidad de situaciones-problema
relativa a otras areas del conocimiento, como Fisica, ingenieria, Biologia,
Economia, etc. Situaciones-problema extramatematicas se abordaron desde
antes de la “creacion” del Calculo, especialmente en el area de la Fisica, las
cuales han existido durante toda la evolucién histérica de la nocion de integral.
Sin embargo, el reconocimiento de estas situaciones como una integral definida
no ocurre de manera sencilla por parte de los estudiantes de Calculo del primer
afio de la ensefanza universitaria. Como la nocion de integral definida esta
principalmente asociada a la resolucion de problemas de la practica, por la
especificidad de dichos problemas en el ambito del Calculo |, en nuestra
investigacion consideramos la configuracidn epistémica extramatematica de la

integral, sistematizada a continuacion.
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4.6.6.1. Elementos de significado del EOS

Situaciones-problema

Las situaciones-problema que se presenta en la CEE se refieren a como aplicar
la integral en la resolucién de problemas extramatematicos que se resuelven
por medio de la integracion. En la configuracidén epistémica extramatemética de
la integral contemplamos una gama de conceptos relacionados con areas del
conocimiento distintas de las Matematicas, tales como: Fisica, Biologia,

Quimica, Economia, Ingenieria, Estadistica y Probabilidad, etc.

Procedimientos

El procedimiento general que suele ser utilizado en esta configuracion consiste
en analizar los datos del problema, identificar las férmulas relacionadas con los
conceptos abordados en cada problema e interpretarlos como el limite de las
Sumas de Riemann. Luego se deduce la integral definida cuya solucion
aportara el valor numérico del concepto involucrado en el problema. El calculo
de la integral definida suele desarrollarse por medio de la primitiva (siempre y
cuando sea posible) y de la utilizacién de la Regla de Barrow. La nocién de
Sumas de Riemann suele ser utilizada para deducir la integral definida que se

desea calcular.

Lenguaje
En esta configuracion se utiliza predominantemente el lenguaje algebraico,

simbdlico y grafico.

Conceptos
En el contexto de la Licenciatura en Matematicas en Brasil, entre los conceptos

extramatematicos mas utilizados en la CEE, resaltamos: presién, fuerza
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hidrostatica, momento, centro de masa, excedente del consumidor, funcién

densidad de probabilidad, distribucién normal, etc.

Proposiciones
Entre las propiedades presentes en esta configuracion, resaltamos el Teorema

Fundamental del Calculo, las Sumas de Riemann y la Regla de Barrow.

Argumentos
Se utilizan argumentos heuristicos y deductivos para justificar los resultados de

los problemas.

4.6.6.1. Sintesis de la configuracion epistémica extramatematica de la integral

En el contexto de un curso introductorio de Calculo, constatamos que uno de
los aspectos fundamentales que ha puesto en relieve el concepto de integral,
desde las distintas etapas de su desarrollo histérico, radica en la amplitud de
posibilidades de su aplicacién a situaciones-problema de distintas areas del
conocimiento (Kouropatov y Dreyfus, 2009). Esto requiere desarrollar
conocimientos basicos relativos a cada campo, lo que puede convertirse en un

desafio que debe ser enfrentado por los docentes y estudiantes de Calculo.

4.6.7. Configuracion Epistémica Acumulada (CEAc)

Tras un milenio de estancamiento de las ideas del Calculo, en el periodo de la
Edad Media, han surgido problemas esencialmente del campo del Calculo a
partir del estudio del cambio y del movimiento. Oresme realizo, en el siglo XIV,
el mayor progreso tedrico de la Edad Media a partir de sus estudios asociadas
a fendbmenos de movimiento, desarrollados a través de una representacion
grafica que le ayuda a explicar la variacion y que llama “figura”. Oresme era
capaz de realizar la “integracidn” en los casos de tasa de variacion uniforme
(constante) y uniformemente disforme (no constante). Sin embargo, en el
desarrollo del Calculo de Newton, encontramos que él considerd la integral
indefinida y calculé las areas y los volumenes a partir de su tasa de variacion.

Esta idea ha perdurado en el estudio de la integral y todavia sigue siendo
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trabajada en la ensefanza universitaria del Calculo |. En este sentido

entendemos la configuracion epistémica acumulada de la integral.

4.6.7.1. Elementos de significado del EOS

Situaciones-problema

La principal problematica presente en esta configuracion epistémica esta
basada en el estudio del cambio y del movimiento, y consiste en calcular el
cambio acumulado de una funcién que representa una tasa de variacion en un

determinado intervalo de tempo.

Procedimientos

El procedimiento general de la configuracion epistémica acumulada de la
integral puede ser sintetizado como deducir la integral definida relacionada con
el problema, interpretdndola como un cambio acumulado. A través de este
procedimiento, el énfasis no esta puesto en la memorizacién de las “reglas” que
relacionan las nociones matematicas y extramatematicas que se puede
desarrollar por medio de las aplicaciones de la integral, sino en el propio

concepto de la integral definida.

Lenguaje
Predominantemente se utiliza en esta configuracion el lenguaje grafico,

algebraico y computacional.

Conceptos

En lo que se refiere a los conceptos relacionados con la integral definida en
esta configuracion epistémica, emerge el concepto de cambio acumulado.
Ademas son contemplados los conceptos de funcion, particion, tasa de cambio,

limite, derivada, area, volumen, trabajo, velocidad, etc.

Propiedades
Las proposiciones consideradas mas importantes en la CEAc de la integral se

relacionan con las propiedades de la integral y con el Teorema del Valor Medio.
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Argumentos

Los argumentos estan orientados a justificar las proposiciones utilizadas en el

desarrollo de la integracion apoyandose en la visualizacion.

4.6.7.2. Sintesis configuracion epistémica acumulada de la integral

Los procesos intuitivos de “integracion” producidos en el periodo medieval (a
partir de la reanudacion de las obras de los griegos) se caracterizaran por el
estudio del cambio y del movimiento. Estas ideas han sido perfeccionadas a lo
largo de la evolucién histérica del Calculo, estando presentes también en el
periodo de “creacion” del Calculo en los trabajos desarrollados por Newton,
llegando hasta la actualidad. Distintos investigadores han puesto de manifiesto
la importancia de desarrollar el proceso de ensefianza de la integral utilizando
la nocion de acumulacion (Tall, 1996; Kouropatov y Dreyfus, 2009), resaltando
tres ventajas para su utilizacion en el proceso de ensefanza de Calculo: (1) la
idea de acumulacién establece los conceptos de integral definida e integral
indefinida de manera natural y conecta los conceptos de integral y derivada; (2)
la idea de acumulacion acerca de las aplicaciones de integral; y (3) la idea de
acumulacion posibilita realizar posteriormente la generalizacién del concepto de

integral de manera mas natural (Kouropatov y Dreyfus, 2009, pp. 3-420).

4.6.8. Configuracion Epistémica Tecnologica (CET)

El desarrollo y la popularizacién de las tecnologias han posibilitado un cambio
en el rol de profesores y en la produccion de recursos didacticos y
tecnoldgicos. Esto se refleja en la manera de introducir y desarrollar el proceso
de ensefianza de los contenidos matematicos, particularmente de la integral.
Aunque las situaciones-problema puedan ser relativamente similares, cambian
considerablemente los procedimientos utilizados para resolverlas. Las
tecnologias se encuentran accesibles para profesores y estudiantes y son

contempladas en diversas situaciones-problema propuestas en los libros de
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Calculo. En este sentido, consideramos la configuracién epistémica tecnolégica

de la integral sistematizada a continuacion.

4.6.8.1. Elementos de significado del EOS

Situaciones-problema

Las situaciones-problema que se presentan en la CET consisten en la
utilizacion de las tecnologias en la resolucion de problemas matematicos y
extramatematicos a través de la integracion. En esta configuracion
contemplamos una gama de conceptos relacionados con las Matematicas,

Fisica, Biologia, Quimica, Economia, Ingenieria, Estadistica y Probabilidad, etc.

Procedimientos

Consideramos que hay dos procedimientos generales en esta configuraciéon y
consisten en la utilizacion de las tecnologias en la resolucién de problemas que
requieren la aplicacién de la integral. El primero estd basado en deducir la
integral definida relacionada con la resolucién de cada situacion-problema y
luego utilizar un software especifico (u otro recurso tecnoldgico) que posea las
herramientas necesarias para resolver la integral. Finalmente se interpreta el
resultado obtenido para dar respuesta al problema. El segundo procedimiento
consiste en realizar un estudio exploratorio a partir de una situacion-problema.
En este caso, son realizadas secuencias logicas de construcciones y de
calculos auxiliares con el objetivo de lograr la comprension del concepto de
integral. De esta manera, se realiza un acercamiento gradual al referido
concepto. A partir de la visualizacion y de las distintas representaciones que
pueden ser apreciadas y manejadas simultaneamente en la pantalla se logra

resolver el problema propuesto.

Lenguaje
En esta configuracion se utiliza predominantemente el lenguaje tecnoldgico,

algebraico, simbdlico y grafico.
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Conceptos

En esta configuracion pueden ser contemplados distintos conceptos
relacionados con la integral definida (o indefinida). Sin embargo, nos parece
que el énfasis esta puesto en los problemas geométricos (area, volumen,
longitud, etc.), aunque pueden ser contemplados otros conceptos matematicos

y extramatematicos.

Proposiciones
Entre las propiedades presentes en esta configuracion, resaltamos el Teorema

Fundamental del Calculo, las Sumas de Riemann y la Regla de Barrow.

Argumentos

Se utilizan predominantemente argumentos basados en la visualizacion grafica
y de los resultados numéricos obtenidos en las etapas de resolucion del
problema. También pueden ser contemplados argumentos deductivos, que

pueden apoyarse en la visualizacidn de las representaciones en la pantalla.

4.6.8.2. Sintesis de la configuracion epistémica tecnoldgica de la integral

Las manipulaciones algebraicas pierden su importancia una vez que los
calculos generalmente son realizados utilizandose un software especifico. En
este caso, el énfasis se da en la interpretacion de los resultados obtenidos con
la utilizacion del software, en la visualizacion grafica, numérica y algebraica que
se puede contemplar simultdaneamente en la pantalla y en la habilidad de

utilizacién de las herramientas adecuadas del software.

El desarrollo de las tecnologias aunque es muy reciente comparado con la
evolucion del concepto de integral, viene creciendo rapidamente. Las
restricciones para la utilizacion de software en la ensefanza del Calculo se
reducen por la disponibilidad de softwares libres (por ejemplo, GeoGebra y
Winplot). La potencialidad de los aspectos dinamicos de los softwares para el
proceso de ensefianza y aprendizaje del Calculo en el nivel universitario ha
sido resaltada en el estudio de Olimpio Junior (2006). Por otra parte, Scucuglia
(2006) afirm6 que la interaccién intuitiva de los estudiantes universitarios con

las tecnologias favorece la transicidon hacia las Matematicas axiomaticas.
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En la Tabla 4.6.1, sintetizamos el significado de referencia de la integral en el

contexto de la Licenciatura en Matematicas en Brasil.
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TECNOLOGICA Como utilizar las tecnologias Utilizacién de las Tecnolégico, | Conceptos Teorema Intuitivo
en la resolucion de problemas | tecnologias en la algebraico, geomeétricos (area, | Fundamental del | (basados en la
matematicos y resolucién de simbdlico  y|volumen, longitud, | Calculo, las | visualizacion
extramatematicos a través de | problemas que grafico. etc.) y | Sumas de | grafica y en los
la integracion. requieren la extramatematicos. |Riemann y la |resultados

aplicacién de la Regla de Barrow. | numéricos y
integral. algebraicos
obtenidos).
Basadas en el estudio del Deducir la integral Grafico, Cambio Propiedades de | Argumentaciones

ACUMULADA cambio y del movimiento, y definida relacionada | algebraico y|acumulado, integral y con el |intuitivas
consiste en calcular el cambio | con el problema, computacional. | funcién, particion, | Teorema del basadas en la
acumulado de una funcioén que | interpretandola tasa de cambio, Valor Medio. visualizacion.
representa una tasa de como un cambio limite, derivada,
variacion en un determinado acumulado. area, volumen,
intervalo de tempo. trabajo, velocidad,

etc.

EXTRAMATEMATICA | Cémo aplicar la integral en la | Aplicacién de la Algebraico, Conceptos Teorema Intuitivo y
resolucion de problemas integral en la simbdlico vy | extramatematicos; | Fundamental del | deductivo
extramatematicos. resolucion de gréfico. Presion, fuerza | Calculo, las

problemas de otras hidrostatica, Sumas de
areas del momento, centro | Riemanny la
conocimiento de masa, | Regla de Barrow.
distintas de las excedente del
matemaéticas. consumidor,
distribucion
normal, etc.
Cémo encontrar el valor Integracion Aritmético, Integral  definida, | Regla del punto | Deductivo

APROXIMADA exacto de la integral definida numeérica a través tabular y | aproximaciones medio, la Regla

para determinados problemas |de métodos grafico. (por la extremidad | de Simpsony la

cuando no se puede
determinar la primitiva (o ésta
es dificil de calcular) y como
calcular de la integral definida
cuando no hay una férmula
para la funcion especifica.

aproximados para
calcular la integral
definida: Regla del
punto medio, la
Regla de Simpson y
la Regla del
Trapecio.

izquierda y por la
extremidad
derecha) y error.

Regla del
Trapecio.
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SUMATORIA Necesidad de formalizacion 'y | El calculo de la Analitico, Integral  definida, | Teorema Deductivo
generalizacion de la integral a | integral se realiza algebraico vy |funcion, limite, | Fundamental del
una clase mas amplia de como el limite de las | simbdlico. infinitesimal, Calculo, el
problemas y la busqueda del sumas de Riemann continuidad, Teorema del Valor
perfeccionamiento del lenguaje | o utilizandose la funciones Medio, la
y simbologia del Calculo. idea de las sumas discontinuas, continuidad de una

de Riemann para convergencia de | funcion, las
deducir la integral series, diferencial | propiedades de la
definida que se y derivada. integral y la Regla
pretende calcular. de Barrow.

GEOMETRICA Resolucién de problemas de Analisis de los datos | Geométrico, |Areas de regiones | Teorema Deductivo
naturaleza geométrica: area, del problema algebraico y|planas; volumen |Fundamental del
volumen, longitud de arco, interpretandole simbdlico. de sdlidos; Calculo, la Regla
area de superficie de como una suma de longitud de un arco | de Barrow y el
revolucion. Riemann. de curva y areas Principio de

Deduccidn y calculo de superficies de | Cavalieri.
de la integral revolucion.
definida.

PRIMITIVA Hallar la primitiva de una Relacién inversa | Algebraico y | Primitiva, derivada | Teorema Deductivo
funcion cuando se conoce la entre integracion vy | simbdlico. y funcion. fundamental  del
primitiva o se puede calcularla | derivacion. Calculo,

a partir de las técnicas de propiedades de la
integracion. integral.

INTUITIVA Hallar el &rea de regiones Utilizacion de Geomeétrico Areas, areas de Propiedades de Inductivo y
planas utilizando métodos intuitivos Ordinario poligonos, limites. deductivo.
implicitamente la idea de para la resolucion particion, limite,
integral. de problemas que sumas de
Calcular volumenes utilizando | contemplan el cuadrados y de
implicitamente la idea de concepto de cubos, sumas
integral. integral. inferiores y sumas

superiores.
SITUACIONES PROCEDIMIENTOS | LENGUAJE CONCEPTOS PROPOSICIONES | ARGUMENTOS

Figura 4.6.1. Sintesis de las configuraciones epistémicas de la integral.
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4.7. CONCLUSIONES DEL CAPITULO

El estudio histérico-epistemoldgico-didactico de la integral ha posibilitado
sistematizar las configuraciones epistémicas que conforman el significado de
referencia de la integral, en el contexto de la formacion de profesores de
matematicas de Brasil en la actualidad. Dicho significado sera utilizado para el
anadlisis y sistematizacion de los libros de Calculo | y de las entrevistas
realizadas con los profesores-formadores.

Para determinar cada configuracion epistémica hemos tomado como punto de
partida las situaciones-problema que se pueden resolver en cada caso.
Cambiando dichas situaciones-problema, consecuentemente cambiaran los
elementos de significados del EOS vy, por tanto, el significado parcial
contemplado a través de cada configuracion. Aunque las situaciones-problema
parezcan similares, consideramos que los procedimientos distintos caracterizan

la nueva configuracion.

Consideramos que la revisidbn de la literatura especializada y el estudio
histérico-epistemoldgico-didactico que realizamos sobre el desarrollo del
Calculo vy, particularmente de la integral, nos posibilité caracterizar las
configuraciones epistémicas asociadas al significado de referencia de la
integral. Ademas, nos han permitido constatar la complejidad existente en la
evolucion de la nocién de integral y, consecuentemente, reflexionar sobre
posibles dificultades que pueden presentarse en su proceso de ensefianza y

aprendizaje en un primer curso universitario.

Hemos constatado que, a lo largo de la historia de las matematicas desde el
“‘Método” de Archimedes hasta la actualidad, la evoluciéon de la nocién de
integral fue caracterizada por tres periodos bien especificos: el primero se
refiere a la “integral” antes de la creacion del Calculo; el segundo contempla la
“creacion” del Calculo por Newton y Leibniz y fue caracterizado por la integral
como inversa de la derivada; y, en el tercero se produjo la fundamentacién
tedrica de la integral. Aunque en cada periodo habia ideas divergentes y que
los problemas se tornaron obsoletos o han sido replanteados para adecuarse al
contexto, consideramos relevante las aportaciones de la historia del Calculo
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para la sistematizaciéon del significado de referencia de la integral en la

actualidad.

En este sentido, encontramos que la génesis de la integral esta ligada a las
aplicaciones intuitivas de esta nocion a la resolucion de problemas en los
cuales se utiliza implicitamente la nocién de integral (configuracidén epistémica
intuitiva). Posteriormente, con el establecimiento de la relacion inversa entre
derivada e integral surgen los problemas relacionados con hallar la funcién
primitiva de una funcién continua (configuracion epistémica primitiva). Las
aplicaciones geométricas de la integral surgen desde los tiempos mas remotos
y se mantienen en la actualidad (configuracion epistémica geométrica). En la
fundamentacion de la integral, ésta es entendida como el limite de las Sumas
de Riemann (configuracion epistémica sumatoria). Para algunas situaciones en
las cuales la funciéon no era conocida se utiliza las aproximaciones para
encontrar la integral numérica (configuracion epistémica aproximada). Basada
en el Calculo de Newton, la idea de crecimiento acumulado surge en la
actualidad como una alternativa didactica para la ensefianza de la integral
(configuracion epistémica acumulada). Sin embargo, hay problemas
extramatematicos que exigen unos procedimientos especificos basados en
conceptos de diversas areas del conocimiento (configuracion epistémica
extramatematica). Y, finalmente para nuestro estudio, consideramos que el
desarrollo de las tecnologias y su utilizacion en el proceso de ensefianza
universitaria de Calculo nos llevan a sistematizar la configuracion epistémica

tecnoldgica de la integral.

Para concluir este apartado, aunque estos aspectos no se relacionan con
nuestro contexto de estudio, resaltamos que el concepto de integral llegd a su
generalizacion apoyada en la teoria de la medida. A partir de ahi, camino, a
pasos amplios, hacia un elevado grado de generalizacién y abstraccion
existentes en la actualidad, que son fundamentales para el desarrollo de varias
ramas de las ciencias (como la teoria de la probabilidad, la teoria ergddica,
teoria espectral, analisis armonico, etc.). Estas configuraciones seran utilizadas
para analizar los libros de textos (Capitulo 6) e interpretar los significados de

los profesores — formadores caracterizados en los capitulos 7, 8 y 9.
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Capitulo 5

EL CURRICULO DE CALCULO EN LA FORMACION DE
PROFESORES DE MATEMATICAS

En este capitulo describimos el curriculo de Caélculo en la formacion de
profesores de matematicas en Brasil. Realizamos una sintesis de la
organizaciéon del sistema educativo brasilefio explicitando los ambitos de
formacion y actuacién de los docentes de matematicas. Ademas, discutimos las
directrices curriculares para la formacion de profesores de la ensefianza
primaria y secundaria, asi como las directrices curriculares nacionales para la
carrera de matematicas. Finalmente, resaltamos el curriculo del Calculo en el

proceso de formacién de profesores de matematicas.

5.1. El sistema educativo brasilefio

En las ultimas décadas, Brasil ha avanzado considerablemente en el campo
educacional, con significativos cambios en la ensefianza primaria y secundaria
y con la expansion de la ensefianza universitaria. Segun los datos estadisticos
disponibilizados por el Ministerio de Educacion, en 2010 habia 57.929.188
estudiantes matriculados en todos los niveles de ensefianza, de los cuales,
51.549.889 eran estudiantes de la educacion basica (primaria y secundaria) vy,

6.379.299 estudiantes de la ensefianza universitaria. Estos datos revelan un
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crecimiento en la escolarizacién de los brasilefhos, asi como en el descenso

del analfabetismo en el pais en la década de los afios 1990.

En lo que se refiere a la ensefianza universitaria, la expansién de la cantidad
de Instituciones de Ensefianza Superior (IES) se constituye en un importante
indicador para caracterizar su rapido crecimiento, especialmente en la ultima
década. En 1808 la “Escola de Cirurgia e Medicina da Bahia” era la unica IES
brasilefia. En el afio 2000, la cantidad de IES en Brasil llegé a 1.180%. En Ia
década siguiente el pais contaba con 2.378 IES. Para atender a la demanda de
dichas IES, el sistema educacional brasilefio contaba, con 366.882 docentes,
de los cuales 140.742 trabajaban en las IES publicas y 226.140 en las
instituciones privadas. En lo que se refiere a la Licenciatura en Matematicas, en
2010 habia 59.464 estudiantes matriculados en la carrera, desarrollada en 609
Instituciones de Enseflanza Superior distintas®. Estos datos revelan la
complejidad del Sistema Educacional Brasilefio, en el cual se desarrolla la

formacion de profesores de matematicas de la ensefianza secundaria®.

La Ley de Directrices y Bases de la Educacion Nacional — LDB (Ley 9394, de
1996) supuso un gran avance en el sistema educativo brasilefio. En dicha ley
se plantea la transformacion de la escuela en un espacio de participacion
social, valorando la democracia, el respeto, la pluralidad cultural y la formacién
del ciudadano. Al ser una ley de la Unién de Estados’ (confederacion entre los
26 Estados y el Distrito Federal de la Republica Brasilefia, con sus respectivas

autonomias) se aplico a todo el pais.

El sistema educativo brasilefio se organiza en régimen de colaboracion entre la
Union, los Estados (analégicamente se corresponde con una comunidad
auténoma), el Distrito Federal y los Municipios. El Ministerio de Educacion y

Deportes del Gobierno Federal organiza la ensefianza y presta asistencia

* Datos disponibles en la pagina web del Ministerio de la Educacion de Brasil:

http://download.inep.gov.br/download/censo/2000/Superior/sinopse_superior-2000.pdf

Datos disponibles en la pagina web del Ministerio de la Educacion de Brasil:
http://portal.inep.gov.br/superior-censosuperior-sinopse. Acceso en 09 abril 2012.
® Nos referimos a los docentes responsables por las clases de Matematicas en los anos finales
de la ensefianza fundamental: 6 al 9" afio, y de la ensefianza media: 1° al 3" afio.
4 Corresponde a la Unién coordinar la politica nacional de educacion, articular los diferentes
niveles y sistemas, ejercer una funcién normativa, redistribuidora y supletiva en relacién a las
demas instancias educacionales (Art, 8°-1°LDB/1996).
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técnica y financiera a todo el pais para el desarrollo de su sistema de

ensefanza.

Hemos de sefalar que la nomenclatura que se emplea en Brasil para
denominar las instituciones de Educacion Superior no coincide con la de uso en
Espafa. Consideramos necesario esta aclaracion, para entender cémo y dénde
se implementan la formacion de profesores de matematicas. Asi, en el sistema
educativo brasilefio hay dos tipos de Instituciones de Ensefanza Superior: las

universitarias y las no universitarias. Las universidades se caracterizan por:

e Poseer autonomia didactica, cientifica, administrativa y financiera.

e Expediry registrar sus titulos académicos.

¢ Integrar la ensefianza, la investigacion y la extension.

e Tener al menos un tercio de los docentes con titulacion de Master o Doctor y

dedicarse integralmente a la universidad (Articulos 52 y 53 de la LDB/96).

Sin embargo, las IES no universitarias se distinguen de las universidades

especialmente en lo que se refiere a:

¢ Falta de autonomia (estan subordinadas directamente al MEC).
e No poder registrar los titulos expedidos (el registro se realiza en una
universidad).

e Centrar su actuacion solamente en la ensenanza.

Las instituciones universitarias pueden constituirse por las universidades,
universidades especializadas o centros universitarios, mientras las no
universitarias se organizan como facultades, institutos superiores de educacion,

o centros de educacion tecnologica.

Lo anterior refleja la complejidad del sistema educativo brasilefio. La
enseffianza no universitaria ha sido contemplada en la sintesis anterior por
constituirse en el ambito de actuacion profesional de los docentes de
matematicas graduados a través de la Licenciatura en Matematicas. No
obstante, nuestro principal interés consiste en analizar la organizacion vy

desarrollo de dicha licenciatura en las IES.

En el sistema educacional brasileno hay una diversidad de IES v,
consecuentemente, muchas maneras de organizarlas. Entre las 2378 IES
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publicas o privadas, universitarias o no universitarias actualmente existentes en
Brasil, 609 ofrecen la Licenciatura en Matematicas. Esto requiere unas
directrices comunes como referencia para el disefio y desarrollo de dicha
carrera, pues cada IES se encarga por un disefio especifico del Proyecto
Politico Pedagoégico (PPP) de la Licenciatura en Matematicas que se

implementa.

En el caso de las universidades, estos proyectos suelen ser propuestos por un
departamento, instituto o centro y son aprobados internamente. Tratandose de
las IES no universitarias, la aprobacién de dichos proyectos se realiza tras
evaluacion de los mismos y de la estructura de la IES para desarrollarlo. En
todos los casos, el MEC evalua periédicamente la estructura de las
licenciaturas y el nivel de conocimiento de los académicos, aunque en las
universidades estatales (constituidas y mantenidas por los Estados de la
Republica Federativa Brasilefia), los sistemas de ensefianza de cada Estado se
hacen responsables por el reconocimiento de las licenciaturas, bien como por

su evaluacion especifica.

A partir de la creacion de la Universidad de “Sao Paulo” (USP), en 1934 —
primera universidad publica brasilefia y donde se desarrollé por primera vez la
carrera de Matematica en Brasil — la extraordinaria expansion de las IES v,
consecuentemente, de las que ofrecen la Licenciatura en Matematicas. La
complejidad para organizar y estructurar una adecuada formacién de
profesores, contemplando las diferencias culturales y sociales de las distintas
regiones del pais, que sea coherente con las nuevas exigencias educacionales
requeridas por una sociedad cambiante en un mundo globalizado requiere de

principios que orienten el curriculo de la formacion de profesores.

Aunque se presente unas lineas generales para la organizacion del curriculo de
las licenciaturas, estos deben ser flexibles para contemplar los intereses y
necesidades tanto institucionales como personales y profesionales de los
profesores. En este sentido, en cumplimiento de los objetivos de la LDB/96 que
no solamente organiza el sistema educacional brasilefio, sino delega a la
“Union” la competencia para elaborar el Plan Nacional de Educacion (PNE) que
articule los distintos niveles de ensefianza (en conjunto con los Estados,

Distrito Federal y Municipios) y establezca las normas generales tanto para la
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graduacion como para el postgrado. En este sentido, el Consejo Nacional de
Educacion (CNE) se quedo a cargo de la organizacidn y aprobacion de las
Directrices Curriculares para la formacion de profesores que analizamos a

continuacion.

5.2. El curriculo de la Licenciatura en Matematicas en Brasil

En esta seccion sistematizamos algunos aspectos curriculares propuestos
tanto para la formacion de profesores de las ensefianzas primaria y secundaria
de distintas areas, cuanto especificamente para la formacién de profesores de
matematicas. Ambos aspectos han sido contemplados en las Directrices
Curriculares para la Formacion de Profesores de la Educacion Basica, en nivel
superior; y en las Directrices Curriculares Nacionales para los Cursos de
Matematica, Licenciatura y Bacharelado, (Parecer CNE/CES 1302/2001) que

analizamos en las secciones 5.2.1y 5.2.2.

5.2.1. Directrices Curriculares para la formacién de profesores de matematicas

La propuesta del documento precursor de las Directrices Curriculares
Nacionales para la Educacion Basica fue remetida por el MEC para apreciacion
del CNE en el ano 2000. Dicho documento fue elaborado por un equipo de
trabajo compuesto por representantes de la Secretaria de Ensefianza
Fundamental, Secretaria de Ensefianza Secundaria y Tecnoldgica, y de la
Secretaria de Ensefanza Superior del MEC. EI CNE designé una comision
bicameral (compuesta por Consejeros y la Camara de Educacion Basica y de la
Camara de Educacion Superior). Tras intensas discusiones de dicha propuesta
junto a la comunidad académica y sociedades cientificas, el CNE aprobo el
Parecer sobre las Directrices Curriculares Nacionales para la Formacién de
Profesores de la educacion Baésica, en nivel superior (Parecer CNE/CP

009/2001) que sintetizamos a continuacion.

Segun se explicita en el documento, la propuesta de las referidas Directrices

Curriculares

Busca describir tanto el contexto global como el nacional de la reforma educacional en
Brasil, el marco legal que le da soporte, y las lineas orientadoras de los cambios de los
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cursos de formacion de profesores. Basado en el diagnostico de los problemas
detectados en la formacion de los profesores, dicha propuesta presenta amplios
principios orientadores y directrices para una politica de formacién de profesores, para
su organizacién en el tiempo y espacio y para la estructuracion de las carreras.
Ademas, incluye la discusién de las competencias y areas de desarrollo profesional que
se espera promover la referida formacioén, y las sugerencias para evaluacion de los
cambios. Es suficientemente flexible para abrigar diferentes disefos institucionales, es
decir, las Directrices constantes de este documento se aplicaran a todas las carreras
de formacién de profesores en nivel superior, cualquiera que sea el locus institucional -
Universidad o Instituto Superior de Educacion (ISE) - areas del conocimiento y/o etapas
da escolaridad basica. Por lo tanto, son orientadoras para la definicion de las
Propuestas de Directrices especificas para cada etapa de educacién basica y para
cada area del conocimiento (Parecer CNE/CP 009/2001, pp. 6-7).

En este sentido, las referidas directrices apuntan a los principales problemas
que suelen ser enfrentados por la formacion de profesores (a través de las

diversas licenciaturas) tanto en el campo institucional, como curricular.
En el campo institucional, la principal problematica se refiere a:

e Segmentacion de la formacion de profesores y discontinuidad en la
formacion de los alumnos de la educacion basica.

e Sumisién de la propuesta pedagogica a la organizacion institucional.

¢ Aislamiento de las escuelas de formacion.

e Distanciamiento entre las instituciones de formacion de profesores y los
sistemas de ensefianza de la educacion basica.

e Por otra parte, la problematica apuntada en el campo curricular se relaciona
a:

e Desconsideracién del repertorio de conocimiento de los profesores en
formacion.

e Tratamiento inadecuado de los contenidos.

e Falta de oportunidades para el desarrollo cultural de los profesores en
formacion.

e Tratamiento restrictivo de la actuacién profesional.

e Concepcidn restrictiva de la practica.

¢ Inadecuacion del tratamiento de la investigacion.

e Ausencia de contenidos relativos a las tecnologias de la informacién y
comunicacion.

e Desconsideracion de las especificidades propias de los niveles o
modalidades de ensefianza en los cuales son atendidos los alumnos de la

educacion basica.
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e Desconsideracion de las especificidades propias de las etapas de la
educacioén basica y de las areas de conocimiento que compone la estructura
curricular de la educacion basica.

Dicha problematica debe ser afrontada por las instituciones formadoras de

profesores en Brasil. Esto presupone un nuevo rol de las instituciones, de los

curriculos especificos de cada licenciatura y de los profesores. Por ello, segun

dicho Parecer:

Las nuevas tareas atribuidas a la escuela y las dinamicas generadas por ellas imponen
la revision de la formacion docente vigente en la perspectiva de fortalecer o instaurar
procesos de cambio en el seno de las instituciones formadoras, respondiendo a las
nuevas tareas y a los desafios apuntados, que incluyen el desarrollo de la disposicion
para constante actualizacion, de modo a enterarse e incorporar los avances del
conocimiento en las diversas areas, asi como profundizar en la comprension de la
complejidad del acto educativo en su relacion con la sociedad. Para ello, se requiere
mas que cambios superficiales. Tornase necesaria una profunda revision de aspectos
esenciales de la formacién de profesores, tales como: la organizacion institucional, la
definicién y estructuracion de los contenidos para que respondan a las necesidades de
actuacion del profesor, los procesos formativos que involucren aprendizaje y desarrollo
de las competencias del profesor, la vinculacién entre las instituciones de formacion y
los sistemas de ensefanza, de modo a asegurarles la indispensable preparacion
profesional (pp. 10-11).

Teniendo en cuenta lo anterior, el documento plantea los siguientes principios

orientadores para una reforma en la formacion de profesores:

e La concepcion de competencia es nuclear en la orientacion de la formacion
de profesores.

e La imprescindible coherencia entre la formacién de profesores y la practica
esperada de los futuros profesores.

e La investigacion es un elemento esencial en la formacién profesional del
profesor.

e Apoyandose en estos principios, en el referido documento estan
contempladas las siguientes Directrices para la Formacién de Profesores:

e Concepcion, desarrollo y ambito de actuacion: la formacion debe garantizar
los conocimientos de la educacién basica; el desarrollo de las competencias
exige que la formacion de profesores comprenda diferentes ambitos del
conocimiento profesional del profesor; la seleccién de los contenidos debe
ser mas amplia que aquellos que el profesor va a ensefar; articulacion de
los contenidos que seran ensefiados en la educaciéon basica con sus
didacticas especificas; la evaluacion debe tener como finalidad orientar la

actuacion profesional del formador, la autonomia de los futuros profesores
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relativa a su aprendizaje, y la calificacion de profesionales para iniciar su
practica docente.

e Las competencias que se pretende desarrollar en la formacion de profesores
de la educacion basica deben ser referentes: al compromiso con los valores
inspiradores de una sociedad democratica; a la comprension del papel social
de la escuela; al dominio de los contenidos (temas), de sus significados en
diferentes contextos y de su articulacion interdisciplinaria; al dominio del
conocimiento pedagdgico; al conocimiento de los procesos de investigacion
que contribuyan con el perfeccionamiento de la practica pedagdgica
docente; a la gestion de su propio desarrollo profesional.

e Conocimiento para el desarrollo profesional: cultura general y profesional;
conocimientos relativos a nifios, jovenes y adultos; conocimiento referente a
la dimension cultural, social, politica y econdmica de la educacion;
conocimientos de los contenidos del area especifica; conocimiento
pedagogico; conocimiento procedente de la experiencia (conocimiento
experiencial).

e Organizacion institucional de la formacion de profesores, contempla:
autonomia e identidad propia de la formacion de profesores; mantener
estrecha relacién con institutos, departamentos y centros especificos;
constituir direccion y colegiados propios; prever la formaciéon de los
formadores; las instituciones formadoras deben garantizar los recursos
pedagogicos y tecnoldgicos necesarios; garantir el desarrollo de actividades
culturales; las instituciones formadoras que no poseen la autonomia
universitaria deben crear sus Institutos Superiores de Educacion (ISE) a
través de los cuales desarrollaran sus proyectos de formacion de profesores.

e Evaluacion de la formacion de profesores para la educacién basica:
evaluacion periodica y sistematica de la carrera; evaluacion interna y externa
de la licenciatura; procesos de autorizacion de funcionamiento,
“credenciamiento” de las IES, reconocimiento y evaluacion externa deben

ser en locus.

Tras identificar las competencias y ambitos de conocimientos y desarrollo
profesional, el documento referente al Parecer CNE/CP 009/ 2001 indica los

criterios a tener en cuenta en la organizacién y disefio de una matriz curricular
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de las licenciaturas. “Estos criterios se expresan a través de ejes, en torno de
los cuales se articulan las dimensiones que deben ser contempladas en la
formacion profesional docente y apuntan al tipo de actividades de ensefanza y
aprendizaje que materializan la planificacién y la accidon de los formadores de
formadores” (p. 52). Dichos criterios de organizacién de la matriz curricular de
las licenciaturas han sido contemplados en el Articulo 11 de la Resolucion
CNE/CP 1/2002 de la siguiente manera:

Art. 11. Los criterios de organizacion de la matriz curricular, asi como la especificacion

de tiempos y espacios curriculares se expresan en ejes en torno de los cuales las

dimensiones a ser contempladas se articulan en la siguiente forma:

| - eje articulador de los diferentes ambitos de conocimiento profesional;

Il - eje articulador de la interaccion y de la comunicacion, asi como del desarrollo de la
autonomia intelectual y profesional;

[l - eje articulador entre disciplinaridad e interdisciplinaridad;

IV - eje articulador de la formacién comun con la formacion especifica;

V - eje articulador de los conocimientos a ser ensefiados y de los conocimientos
filoséficos, educacionales y pedagdégicos que fundamentan la accién educativa;

VI - eje articulador de las dimensiones tedricas y practicas (p. 5).

Otro aspecto que podemos resaltar se refiere a las actividades practicas, las
cuales deben estar contempladas en todas las disciplinas de la licenciatura.
Asimismo, las practicas de formacion deben ser introducidas desde el inicio de
la licenciatura y desarrollarse durante todo el tiempo destinado a su conclusion.
En lo que se refiere a la “practica curricular” (practicum), ésta debera
desarrollarse en una escuela de educacion basica, a partir del periodo

subsiguiente a la mitad de la carrera.

Tomandose como referencia el Parecer CNE/CP 009/2001 y la Resolucién
CNE/CP 1/2002 (con sus posteriores adecuaciones: Resolucion CNE/CP
n°2/2004 y Resolucion CNE/CP n°1/2005) que instituyeron las Directrices
Curriculares Nacionales para la Formacion de Profesores de la Educacion
Basica, en nivel superior; el Consejo Nacional de Educacion emprendié sus
esfuerzos para organizar las directrices especificas para las licenciaturas
ofrecidas en las diversas areas del conocimiento. En este sentido, han sido
instituidas las Directrices Curriculares Nacionales de los Cursos de Matemética,

Licenciatura y “Bacharelado”, que analizamos a continuacion.
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5.2.2. Las Directrices Curriculares Nacionales de los Cursos de Matematica:

Licenciatura y “Bacharelado”

En el voto del relator de las Directrices Curriculares Nacional para los Cursos
de Matematica, Licenciatura y “Bacharelado”, aprobadas por el Parecer
CNE/CSE 1302/2001, de 06/11/2001, estan explicitados los siguientes
objetivos:
e Servir como orientacion para mejoras y trasformaciones en la formaciéon del
“Bacharel” y del Licenciado en Matematica;

e Asegurar que los egresados de cursos credenciados de “Bacharelado” y
Licenciatura en Matematicas hayan sido adecuadamente preparados para una
carrera en la cual la Matematica sea utilizada de manera esencial, asi como para un
proceso continuo de aprendizaje (Parecer CNE/CES 1302/2001, 2002, p. 2).

Las caracteristicas presentadas en dichas directrices para los egresados del

“Bacharelado” en Matematica son:

e Una solida formacion en los contenidos matematicos;

e Una formaciéon capaz de prepararles para enfrentar los desafios de las rapidas
trasformaciones de la sociedad, del mercado de trabajo, y de las condiciones del
ejercicio profesional.

Y para el Licenciado en Matematica, se desea las siguientes caracteristicas:

e Visién de su papel social de educador y capacidad de insertarse en diversas
realidades con sensibilidad para interpretar las acciones de los educandos;

e Visién de la contribucion que el aprendizaje de Matematica puede ofrecer a la
formacién de los individuos para el ejercicio de la ciudadania;

e Visién de que el conocimiento matematico puede y debe ser accesible a todos, y
conciencia de su papel en la superacion de perjuicios, traducidos por angustia,
inercia o rechazo, que todavia suelen presentarse en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de la Matematica (p. 3).

A partir de las caracteristicas planteadas, respectivamente, para los egresados
del “Bacharelado” y de la Licenciatura en Matematicas, las referidas directrices
mencionan las siguientes “capacidades y habilidades” comunes a ambas

carreras:

a) Capacidad de expresarse escrita y oralmente con claridad y precision;
b) Capacidad de trabajar en equipos multidisciplinarias;

c) Capacidad de comprender, criticar y utilizar nuevas ideas y tecnologias para la
resolucién de problemas;

d) Capacidad de aprendizaje continuado, convirtiendo su practica profesional también
en fuente de produccion de conocimiento;

e) Habilidad de identificar, formular y resolver problemas en su area de aplicacién,
utilizando rigor I6gico-cientifico en el analisis de la situaciéon-problema;

f) Establecer relaciones entre la Matematica y otras areas del conocimiento;
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g) Conocimiento de cuestiones contemporaneas;

h) Educacién amplia necesaria al entendimiento del impacto de las soluciones
encontradas en un contexto global y social;

i) Participar en programas de formacion continuada;
j) Realizar estudios de postgrado;

k) Trabajar en la interaccién de la Matematica con otros campos del saber (Parecer
CNE/CES 1302/ 2001, 2001, pp. 3-4).

Asimismo, en dichas directrices han sido contempladas las siguientes

“‘competencias y habilidades” especificas del Licenciado en Matematica:

a) Elaborar propuestas de ensefanza y aprendizaje de Matematica para la educacién
basica;
b) Analizar, seleccionar y producir materiales didacticos;

c) Analizar criticamente propuestas curriculares de Matematica para la educacion
bésica;
d) Desarrollar estrategias de ensefianza que favorezcan la creatividad, la autonomia y

la flexibilidad del pensamiento matematico de los educandos, buscando trabajar con
mas énfasis en los conceptos que en las técnicas, formulas y algoritmos;

e) Percibir la practica docente de Matematica como un proceso dinamico, cargado de
incertidumbres y conflictos, un espacio de creacién y reflexién, donde nuevos
conocimientos son generados y modificados continuamente;

f) Contribuir para la realizacion de proyectos colectivos en la escuela basica (Parecer
CNE/CES 1302/2001, 2001, p. 4).

La estructura del Curso de Matematica, propuesta a través de las directrices
curriculares, debe ser organizada tomando como punto de partida las
representaciones previas tanto de los conceptos matematicos como de los
procesos escolares en el desarrollo de los abordajes que se implementaran a lo
largo de la carrera. Asimismo, preveé la construccion de una visién global de los
contenidos de manera tal que estos sean significativos para los estudiantes.
Por otra parte, esta prevista una estructura flexible en cuanto a la organizacion
de las asignaturas/ disciplinas en modulos y a la forma de organizacién de los
Cursos de Matematica (permitiéndose Cursos Secuenciales y aprovechamiento
de estudios, segun el Articulo 44 de la LDB/96).

En consonancia con las “competencias” anteriormente mencionada, segun las
referidas directrices, los contenidos curriculares de los Cursos de Matematica
(“Bacharelado” y Licenciatura) deben contemplar una parte comun, y otra
especifica a criterios de la IES. Tratandose del “Bacharelado” en Matematica,

son comunes las siguientes disciplinas:

e Calculo Diferencial e Integral;
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o Algebra Linear;

e Topologia;

¢ Analisis Matematico;
e Algebra;

¢ Analisis Complejo;

e Geometria Diferencial.

Ademas, se sugiere la inclusion de Fisica General y Nociones de Fisica
Moderna en el referido “Bacharelado” y Ila utilizacibn de recursos
computacionales. En su parte diversifcada de los contenidos, la
complementacion de la formacién del “Bacharel” en Matematica puede ser
realizada a través de la profundizacion de los estudios de contenidos
matematicos o de las areas de aplicacion de la Matematica. Todo ello debe ser
organizado de manera coherente con las disciplinas propuestas en la parte

comun de los contenidos curriculares.

En el caso de la Licenciatura en Matematicas, la parte comun de los contenidos

curriculares contempla:

e Calculo Diferencial e Integral;

e Algebra Linear;

¢ Fundamentos de Analisis;

e Fundamentos de Algebra;

e Fundamentos de Geometria;

e Geometria Analitica.

Asimismo, en la parte comun debe incluirse:

¢ Contenidos matematicos presentes en la educacién basica en las areas de

Algebra, Geometria, y Analisis;

e Contenidos de areas afines a la Matematica, los cuales son fuentes

generadoras de problemas y campos de aplicacion de sus teorias;
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e Contenidos de Ciencias de la Educacion, Historia y Filosofia de las Ciencias

y de la Matematica.

Ademas, se sugiere la utilizacion de recursos computacionales y los contenidos
de la educacidén basica referentes a la formacién profesional de los profesores
de matematica, en consonancia con las orientaciones contenidas en las
directrices especificas (Parecer CNE/CES 1302/2001, 2001, pp. 5-6).

Las actividades complementarias referentes a las practicas realizadas para la
conclusién de ambas carreras, segun dichas directrices curriculares deben
contemplar la produccién de monografia y la participacién en actividades de
investigacion (o de docencia) para los “Bacharéis” en Matematica. No obstante,
para los Licenciados en Matematica no se contemplan las mismas actividades,
sino resalta la importancia de las actividades practicas (referentes al “Estagio
Curricular”), proponiendo el desarrollo de una secuencia de acciones que
conduzcan al aprendiz a la responsabilidad por tareas en orden creciente de
complejidad y a la toma de conciencia de los procesos formativos, y al

aprendizaje guiado por profesionales de reconocida competencia (pp. 6-7).

Estas directrices curriculares han sido muy criticadas por los educadores
matematicos. En este sentido, resaltamos las criticas realizadas por la
Sociedad Brasileia de Educacion Matematica (SBEM). Tras realizacion de
diversas discusiones regionales sobre la Licenciatura en Matematicas, la SBEM
promovio un “Foérum Nacional de la Licenciatura en Matematicas™ en el cual
las discusiones se han centrado en la Directrices Curriculares para los Cursos

de Matematica, Licenciatura y “Bacharelado”.

En dicho evento se elaboré un documento, en el cual las referidas directrices
han sido duramente criticadas, especialmente en los siguientes aspectos
relacionados a la formacién de profesores de matematica: la no contemplacion
de algunos aspectos considerados fundamentales en la formacion de
profesores de matematicas por la comunidad cientifica de educadores
matematicos y la negativa de otros aspectos, y las contradicciones entre el
Parecer CNE/CES 1302/2001 y la Resolucion CNE/CES 1/2002. En este

® Dicho evento se realizé en la Universidad Catdlica de “Sao Paulo”, en los dias 25 y 26 de
agosto de 2002, y contd con la participacion de mas de cien profesionales involucrados en la
docencia e investigacion sobre la formacién de profesores de matematica en Brasil.
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sentido, los educadores matematicos han considerado que en las Directrices
Curriculares para los Cursos de Matematica no ha sido contemplada la
formacion profesional necesaria al docente para la ensefianza de la
Matematica, lo que requiere una solida formacion tanto del area de la
Matematica como de la Educacion Matematica. Otra critica se refiere a la
“superficialidad” relativa a la formacion de los profesores de matematica
presente a lo largo del referido Parecer, lo que se ha explicitado a través de la
afirmacién que solamente al “Bacharel” en matematica le sera contemplada
una formacion orientada tanto a la investigacion como a la ensefianza
universitaria. Asi, en las conclusiones del documento de la SBEM se reivindica
la reapertura de un espacio para la participacion de las IES, sociedades
cientificas y representativas de profesores en la elaboracion de una nueva
propuesta de las Directrices Curriculares Nacionales de los Cursos de
Licenciatura en Matematicas (SBEM, 2002, p. 12).

A pesar de lo anteriormente descrito, la formacion de profesores de matematica
para la ensefanza basica en Brasil sigue normalizada por las referidas
Resoluciones y Parecer (Resolucion CNE/CES 1/2002, Resolucion CNE/CES
2/2002 y Parecer CNE/CES 1320/2001). La Resoluciéon CNE/CES 3/2003
corrobora esta afirmacion. En dicha resolucion, encontramos la siguiente
redaccién en su Articulo 1" “Las Directrices Curriculares para los Cursos de
,Bacharelado’ y Licenciatura en Matematicas, integrantes del Parecer
CNE/CES 1320/2001, deberan orientar la formulacién del proyecto pedagdgico
del referido curso”, y en el Articulo 3° dispone que “la carga horaria de los
Cursos de Matematica debera obedecer a lo dispuesto en la Resolucion que
normaliza la oferta de esa modalidad y la carga horaria de la Licenciatura
debera cumplir el establecido en la Resolucion CNE/CP 2/2002, resultante del
Parecer CNE/CP 28/2001”.

No obstante, la construccion de la identidad propia de la Licenciatura en

Matematicas:

Pasa a ser construida con base en elementos constitutivos del conocimiento
profesional, tales como: énfasis en el conocimiento didactico-pedagdgico de la
matematica, vinculacién de la formacién académica con la practica profesional, y
practicas investigativas que posibiliten la articulacién entre la teoria y la practica (Traldi
Junior, 2006, p. 22).
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Para el referido autor, la identidad de la Licenciatura en Matematicas debe ser
reflejada a través de su abordaje metodologico, de los diferentes espacios de
convivencia de los estudiantes, de las relaciones entre los formadores de
profesores y los licenciandos (profesores en formacion), de las dinamicas de

las clases, y de los procesos de evaluacion (p. 23).

Todo ello se debe llevar a cabo por medio del proyecto pedagodgico
contemplado en la Resolucion CNE/CES 3/2003). Segun lo que se establece
en dicha resolucion, el proyecto pedagogico de la Licenciatura en Matematicas
debe contemplar: el perfil de los graduandos; las competencias y habilidades
de caracter general, comun y especifico; los contenidos curriculares de la
formacién general y los contenidos de formacion especifica; las actividades de
“estagio”; las caracteristicas de las actividades complementarias; la estructura
del Curso; y las formas de evaluacion. El proyecto pedagdgico debe ser
organizado colectivamente por los profesores formadores y los profesores en
formacién. En este sentido, uno de sus indicadores de calidad esta conformado
por la coherente articulacion y responsabilidad mutua entre los profesores
formadores (responsables del disefio e implementacion del referido proyecto) y
los profesores en formacion (responsables de participar en la elaboracién del
referido proyecto, ademas de tener la oportunidad de vivenciar una experiencia
formativa que posteriormente podra adaptarla a su practica profesional

docente).

A partir de la promulgacién de la LDB/96 y de las Directrices Curriculares
Nacionales (para la Formacion de Profesores de la Ensefianza Basica, y para
los Cursos de Matematica) y de sus respectivas reglamentaciones, se propone
un cambio de rol para los futuros profesores de matematica. Esto significa que
dicho profesor debe convertirse en un profesional dotado de un conocimiento
profesional que le capacite para el eficaz ejercicio de la docencia de
matematica en la ensefianza basica. Esto presupone dominar no solamente los
conocimientos de los contenidos matematicos especificos, sino conocer sus
aspectos historicos, epistemoldgicos y didacticos. Asimismo, es necesario
articular coherentemente los contenidos curriculares de formacion general y

especifica, y desarrollar la investigacion educacional especialmente dirigida a la
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experiencia profesional del docente de matematica y su articulacion con las

teorias educativas pertinentes.

Lo que se pretende desarrollar a partir de las orientaciones curriculares
previstas en la legislacion especifica para la formacion de profesores de la
ensefanza basica, particularmente de matematica, es la formacién de
profesionales competentes y reflexivos. La idea de competencia ha sido
ampliamente utilizada por los investigadores educacionales en Brasil a partir de
los estudios de Perrenaud (2000) y han sido propuestas en las
reglamentaciones de las directrices como la base para la organizacion
curricular de la licenciatura. La reflexion en y sobre la accion también ha sido
bastante estudiada a partir de los trabajos de Schon (1992) y se conecta con la
idea de conocimiento profesional por medio del aspecto eminentemente

practico de la docencia.

Por otra parte, el cambio en el rol del profesor de matematica en formacion
implica no solamente en la proposicion de una nueva estructura curricular para
la Licenciatura en Matematicas, sino que se torna imprescindible conocer las
opiniones de los profesores formadores sobre los diversos aspectos
relacionados con la formacion de los profesores de matematicas. Ademas,
consideramos importante cuestionar cual es el nuevo papel que se espera para
los formadores de profesores de matematicas, contrastandole con las
opiniones expresadas por una muestra de profesores-formadores e

investigadores expertos en la ensefianza universitaria de Calculo.

Para acotar la idea anterior, desarrollada en nuestro estudio, hemos
investigado el proceso de estudio del Calculo integral en la formacion de
profesores de matematicas. Por ello consideramos importante discutir, en la
siguiente seccion, algunas ideas relativas al curriculo de Calculo en el contexto

de la Licenciatura en Matematicas.

5.2.3. El curriculo del Calculo en la Licenciatura en Matematicas

Actualmente el Calculo Diferencial e Integral consiste en una disciplina
presente en el curriculo de una diversidad de carreras universitarias,

especialmente en las que se relacionan con las ciencias y tecnologias. En este
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estudio nos interesamos particularmente por los aspectos referentes a la
organizacion articulada y coherente del curriculo de Calculo en la Licenciatura
en Matematicas. Esto implica en que dicho curriculo debe contemplar, entre
otras cuestiones, los objetivos propuestos para la ensefianza de la matematica
en los sistemas escolares y las orientaciones curriculares presentes en las

directrices curriculares para la formacién de profesores.

Segun D’Ambrosio (2002), los dos grandes objetivos que justifican la
ensefianza de las Matematicas en los sistemas escolares son: Preparar al
individuo para la ciudadania y servir de base para una carrera de ciencia y
tecnologia. A los referidos objetivos el autor afade otro: Estimular la
creatividad. Entretanto, las acciones desarrolladas para lograr dichos objetivos
muchas veces son afectadas por la ensefianza tradicional y por su
problematica donde se resalta los bajos niveles de rendimiento de los

estudiantes. En este sentido, D’Ambrosio (2002) considera que:

Parece haber un rechazo a un andlisis de la naturaleza de lo que se esta ensefiando.
Probablemente, y asi creo, que el desacierto esté no con el profesor o con el alumno,
pero si con el contenido que se espera ensefar. La matematica que viene dominando
los programas es, en gran medida, no interesante, obsoleta e inudtil para las
generaciones actuales (p. 29).

Lo que defiende el referido autor es la desmitificacion de la ensefianza de las
Matematicas y que ésta se lleve a cabo a partir de un enfoque innovador. Esta
idea ha sido ejemplificada a partir de las referencias hechas al Calculo. El autor
resalta, por una parte, los dos extremos que se ha producido en el proceso de
ensenanza del Calculo: La preocupacion con los cursos rigurosos de Calculo —
predominantes en la ensefianza universitaria en el final del siglo XIX — vy, el
abandono de lo conceptual tanto en la asignatura como en los libros de
Calculo, restringiéndose solamente a un elenco de ejercicios (fase en que el
autor considera que todavia se encuentra el curso de Calculo). Sin embargo,
refiriéndose al libro Calculo tornado facil, de Silvanus P. Thompson, el autor
explicita la base de la desmitificacion de la matematica consiste en familiarizar
el aprendiz con las ideas matematicas a través de ilustraciones sencillas y

presentar las principales nociones matematicas de manera sucinta®. Por otra

° El autor asocia dicha estrategia con las propuestas de Carl Roger y de Daniel Goleman
(Inteligencia Emocional). En este sentido, considera que familiarizar al aprendiz, reforzar su
autoestima, y crear confianza en sus habilidades pueden convertirse en excelentes
instrumentos pedagdgicos.
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parte, el autor sugiere que los profesores universitarios desarrollen e
implementen propuestas alternativas que innoven el proceso de ensefianza del
Calculo, incorporandole las tecnologias (calculadoras graficas), la resolucion de

problemas (modelacion), etc.

Nos resulta interesante la posiciéon de D’Ambrosio que atribuye la problematica
relativa al bajo nivel de aprovechamiento de los estudiantes universitarios de
matematicas al contenido que se espera ensefar. Esto corrobora nuestro
interés de estudiar un contenido matematico especifico, la integral. No
obstante, consideramos que ademas de centrar el interés de la investigacion en
un contenido matematico especifico, es fundamental analizar el proceso de
ensefanza vy aprendizaje de dicho contenido en un contexto socio-profesional

especifico, como es el caso de la formacion de profesores de matematica.

En su articulo “El Calculo en el Curso de Licenciatura en Matematicas”, Barufi
(2002) cuestiona la razén por la cual, a pesar de la importancia atribuida al
Calculo tanto por profesores como por estudiantes universitarios, esta
asignatura genera tantos problemas y provoca tanta frustracion en ambos.
Partiendo del presupuesto que los estudiantes universitarios, particularmente
de la Licenciatura en Matematicas, al empezar su carrera universitaria han que
pasar por un curso basico de Calculo, el cual no consiste solamente en
prerrequisito para otras disciplinas, sino en una expectativa de articulacion (por
parte de los estudiantes) con los contenidos de Matematicas que ellos van a
trabajar en la ensefianza secundaria. Las principales razones presentadas por

la autora como respuesta a su cuestionamiento pueden ser sintetizadas por:

e La no contemplacion de las nociones de Calculo en los niveles

preuniversitarios.

¢ El insatisfactorio dominio de las técnicas operatorias y del lenguaje logico-
formal de matematica por los estudiantes que empiezan la carrera

universitaria.

e Precario equilibrio entre el abordaje conceptual del Calculo y el aprendizaje

de las técnicas.

¢ Reduccién de conceptos de Caélculo a algoritmos.

182



e Necesidad de definicion y eleccion de mecanismos de negociacidon que
posibiliten la apropiacion de los significados de referencia deseados para las

nociones matematicas desarrolladas en el curso de Calculo.

Afirmando que en la resolucién de problemas es imprescindible, a priori,
“conocer el significado de las herramientas disponibles. Solamente después es
posible tomar decisiones sobre qué herramientas utilizar” (p. 70), la autora,
citando a Bressoud, aborda, por una parte, la cuestion de la adecuacion del
curso de Calculo y, por otra parte, la importancia de la ensefianza del Calculo.

Al referirse al curso de Calculo, Bressoud (1991) considera que:

[...] Este curso no es adecuado de la manera como se presenta. Nuestros estudiantes
se aproximan del Calculo como una mezcla de trepidacion y antelacion. Ellos saben
que sera dificil, pero también esperan que sea un curso que unificara las matematicas
que han estudiado, transformandolas en un instrumento para explicar el mundo que
nos rodea. Sabemos que dicha herramienta existe, pero no es percibida por nuestros
estudiantes. Ellos salen desilusionados y desencantados (Citado por Barufi, 2002, p.
70).

En cuanto a la importancia de la ensefianza del Calculo, el referido autor ha

presentado las siguientes razones:

El primer motivo por el cual estudiamos Calculo es que éste es usado en una variedad
de contextos y en varias disciplinas. Si nosotros, matematicos, no lo ensefiamos otros
lo haran. [...] Fisicos, ingenieros, bidlogos han sido admitidos en la discusién sobre la
reforma del Caélculo. Los textos utilizan aplicaciones reales y actualmente existe una
fuente muy rica de materiales. Nuestra utilizacion de los referidos materiales, muchas
veces, es incorrecta — frecuentemente es postergada en lugar de ser incorporada en la
motivacion para el concepto que se desea introducir. [...] Sin embargo, la utilidad del
Calculo no consiste en un motivo suficiente para mi cuestion. Existen tdpicos de
matematica discreta — analisis estadistico, programacién lineal — que son mucho mas
utiles para nuestros estudiantes. Mi segunda respuesta, que tiene consecuencias
radicales sobre el por qué ensefiamos Calculo, es que el Calculo se encuentra en los
fundamentos de nuestra visién del mundo cientifico. El pensamiento cientifico moderno
fue formado a partir de conceptos del Calculo y no tiene sentido fuera de este contexto.
Cuando hablo de ciencias no me restrinjo a otras disciplinas. En una manera muy
significativa, la propia matematica pasé a ser vista de esta forma con el desarrollo del
Célculo (Ibid., p. 70).

La aceptacién de esta doble importancia para la ensefanza del Calculo —
utilidad en distintas disciplinas y areas de la ciencia, y fundamentacion de la
vision del mundo cientifico — implica la estructuracion de un curriculo
coherentemente articulado, que contemple la adquisicion de competencias
relacionadas a su desarrollo conceptual y aplicado a la multiplicidad de
problemas que requieren las nociones tedricas del Calculo en su solucion. De
esta manera, en la implementacién de los significados de las nociones tedricas

del Calculo, particularmente de la integral, se produciria un cambio relativo al
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“‘pasar del contexto légico-formal riguroso, en el cual predominan las
Matematicas y sus técnicas operatorias, para un contexto en que la realidad,

con sus problemas fundamentales es lo mas importante” (Barufi, 2002, p. 70).

Consideramos que esta posicion es coherente con las orientaciones generales
emanadas de las normas que regulan el disefio, planificacién e implementacion
de las disciplinas y, consecuentemente, de cada nocidbn matematica cuyos
significados deben ser logrados por los estudiantes en un contexto previamente
filado, como el de la Licenciatura en Matematicas. La formacién de profesores
de matematica de la ensefilanza basica en Brasil esta reglamentada

especialmente por las directrices curriculares anteriormente sintetizadas.

Segun las Directrices Curriculares Nacionales para los Cursos de Matematica,
el Calculo Diferencial e integral se constituye en una de las disciplinas comunes
tanto al “Bacharelado” como a la Licenciatura en Matematicas. Esto corrobora
la importancia de esta disciplina en el curriculo de ambas carreras de
Matematicas. Ademas, en el Parecer que da soporte a las Directrices
Curriculares Nacionales para la Formaciéon de Profesores de la Educacion
Bésica, se le atribuye un papel central no solamente a los contenidos definidos
para el curriculo de formacién profesional, sino al tratamiento metodoldgico que

se va a utilizar en su implementacion.

Al considerar que la construccidn y desarrollo de las competencias se da
basicamente en el proceso de aprendizaje de los contenidos, en el referido
Parecer se propone que el conjunto de contenidos curriculares contemple las
dimensiones conceptual, procedimental y actitudinal. Nos parece que las
referidas dimensiones son insuficientes para analizar un contenido especifico
con un nivel satisfactorio de detalles y profundidad. Por ello, coherentemente
con el Enfoque Ontosemidtico (EOS), hemos propuesto a desarrollar el analisis
de la integral a partir de las dimensiones epistémica, cognitiva, mediacional,

afectiva, interaccional y ecoldgica de la integral.

184



5.3. CONCLUSIONES DEL CAPITULO

Segun el EOS, los conceptos y los procedimientos son contemplados en la
dimension epistémica del EOS; su articulacion con las situaciones-problemas,
lenguaje, proposiciones y argumentos se describen por medio de las
configuraciones epistémicas que caracterizan los significados de referencia de
la integral. Las actitudes tanto de discentes como de docentes, juntamente con
sus intereses y necesidades, y con sus emociones son analizadas en la
dimension afectiva relacionada al proceso de ensefianza y aprendizaje de la
integral. De manera complementaria, a través del EOS podemos analizar los
conocimientos sobre la integral a partir de las demas dimensiones: la
dimension cognitiva, relacionada con el aprendizaje de los estudiantes; la
dimensién mediacional relacionada a los recursos materiales, tecnologicos y
temporales utilizados en la ensefanza de la integral; las interacciones que se
producen entre discentes, docentes o entre ambos, asi como la autonomia de
los estudiantes y su evaluacion formativa son analizados en la dimension
interaccional; y la apertura hacia la innovacion didactica y la adaptacién socio-
profesional y cultural de los profesores en formaciéon son contemplados en la

dimension ecologica .

Segun el Parecer CNE/CP 9/2001, “para que el aprendizaje sea significativo es
necesario que los contenidos sean analizados y abordados de tal modo que se
constituyan en una red de significados” (p. 33). No obstante, nos parece que
tanto el andlisis de un cierto curso (el Calculo, por ejemplo) como de un
contenido especifico (la integral), con el propésito de contemplarlos en el
curriculo de la formacion de profesores de matematicas, requieren la utilizaciéon
de herramientas analiticas potentes, que permitan realizar un analisis detallado
y en profundidad. Dichas herramientas, desarrolladas en el EOS seran
aplicadas tanto en el analisis de la integral como en la construccion de una red
de significados de referencia de la referida nocion matematica, teniendo en
cuenta las especificidades de la carrera para la cual estara dirigido el proceso
de ensefanza y aprendizaje de dicho curso o nocion matematica. Esto debera
posibilitar el disefio de un curriculo de Calculo Integral articulado y coherente
con las investigaciones en el campo de ensefianza universitaria de matematica

y con las orientaciones curriculares pertinentes.
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Otro aspecto relevante en el curriculo de la integral consiste en el andlisis de
esta nocion matematica en los libros de texto de Calculo utilizados en el
curriculo de la Licenciatura en Matematicas. Este aspecto sera abordado en el

capitulo 6.
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Capitulo 6

ANALISIS DE LA INTEGRAL EN LIBROS DE TEXTO DE
CALCULO

En este capitulo aplicamos una metodologia, desarrollada a partir de las
herramientas tedricas del enfoque Ontosemibtico, para analizar la integral en
dos libros de texto utilizados en el curso introductorio de Célculo de la
ensefianza universitaria, especialmente en la Licenciatura en Mateméticas. A
partir del referido analisis, identificamos la estructura general de los capitulos
relacionados con la integral y sistematizamos las configuraciones epistémicas

global, intermedia y puntual de la integral.

6.1. ANALISIS DE TEXTOS MEDIANTE EL USO DE HERRAMIENTAS
TEORICAS DEL EOS

El libro de texto generalmente ocupa una posicién central en la ensefanza
universitaria convirtiéndose en un documento de trabajo que define los
significados planificados y de referencia de los procesos de estudio. En dicho
nivel de ensefianza, la adquisicidén de los significados pretendidos se asocia al
importante trabajo desarrollado de manera personal y autonoma por los

estudiantes.

Desde la perspectiva ontosemiética, el analisis de un libro de texto contempla
la sistematizacion de las distintas configuraciones epistémicas de las nociones
matematicas desarrolladas en el texto y su posible articulacién a lo largo de la

trayectoria instruccional implementada (Godino, Font y Wilhelmi, 2006). Este
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tipo de analisis puede ser util al profesor de matematicas en la seleccion de
materiales y planificacion de sus clases con la utilizacion del libro de texto

como documento de apoyo en las sesiones presenciales o de tutoria.

El inicio del analisis del texto se da a partir de la elaboracion de un esquema
general del texto. Esto nos permite describir la estructura utilizada por el autor,
la forma con la cual propone el desarrollo del tema, los recursos tecnoldgicos
que se sugiere, las actividades propuestas, los posibles criterios de evaluacion,
etc. Por ello, desarrollamos el analisis relacionado con la dimension epistémica
por el hecho del libro didactico de Calculo constituirse en una importante fuente

de los significados institucionales de las distintas nociones que se estudian.

La dimensién epistémica de la nocion matematica que se pretende desarrollar
sera sistematizada por medio de las configuraciones epistémicas global,
intermedia y puntual del texto. Dichas configuraciones pueden ser descritas en

este estudio de la siguiente manera:

1. Configuracion epistémica global del texto: red de objetos institucionales
que se pone en juego en una actividad matematica; descrita e
interpretada a partir de los elementos de significados del enfoque
ontosemidtico, teniendo en cuenta las relaciones que pueden ser
establecida por dichos elementos. En nuestro caso, tomamos como
punto de partida las situaciones/ problema que implicita o explicitamente

pueden ser identificadas en un texto matematico.

2. Configuracion epistémica intermedia del texto: Cada una de las
subconfiguraciones que componen la configuracién epistémica global del
texto. Los problemas globalmente identificados puede ser
descompuestos en problemas intermedios lo que implica en nuevos
procedimientos, propiedades, argumentos, conceptos Yy lenguajes

puestas en juego, constituyéndose en una nueva configuracion.

3. Configuracion epistémica puntual del texto: son las subconfiguraciones
de la configuracion epistémica intermedia del texto. Un problema
intermedio puede ser descompuesto en problemas puntuales que a su

vez da lugar a una nueva configuracion. Para operacionalizar el analisis
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del texto, se deben elegir solamente los problemas puntuales que sean

relevantes para el tema en cuestion.

El punto de partida de una configuracién consiste en la identificacion de los
problemas. Es probable que haya una estrecha relacion entre la extension del
texto a analizar y la cantidad de problemas matematicos que se presentan en el
texto. En este caso el analisis de las configuraciones puntuales puede ser
excesivamente prolijo y desarticulado. Por lo tanto, simultaneamente a estas
configuraciones “puntuales” nos interesa identificar también otras “intermedias”
y mas “globales”. Esto debera concretarse a partir del agrupamiento de los

problemas (o tareas puntuales) en cuestiones mas generales.

Dichas configuraciones pueden ser reagrupadas o descompuestas segun el
interés y finalidades de cada investigacion y pueden quedarse expresadas de
manera implicita, o bien describiendo las redes de objetos y su progresiva
reconstruccion alrededor de entidades de naturaleza conceptual o
proposicional. Ademas creemos que es necesario progresar en la tipificacion
de las configuraciones y su articulacion a lo largo de un proceso de estudio,
tratando de identificar las relaciones entre los distintos elementos de significado

que las componen.

Para la representacion de los significados globales del texto analizado,
utilizaremos una técnica basada en una adaptacion de los llamados diagramas
de Ishikawa (o de causa y efecto). El significado implementado en un libro de
texto matematico, o el correspondiente al desarrollo de una secuencia
instruccional, se puede considerar como el resultado de distintos factores o
“causas” (los distintos componentes o elementos del significado y su manera

particular de estar articulados)

En nuestro estudio el punto de llegada del diagrama va a ser el descriptor
léxico del significado institucional del objeto — S(O). Lo que pretendemos
representar es el proceso de construccién del S(O), es decir, el sistema de
practicas que se va implementando en cada trayectoria epistémica presente en
un libro de texto, unidad didactica o clase de matematicas. Este puede ser un
medio eficaz para analizar tanto los componentes en su conjunto, como su

secuenciacion temporal.
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Consideramos que dicho diagrama funciona como una forma compacta de
sintetizar una gran cantidad de informacion por medio de la nocidon de
configuracion. En nuestro estudio, realizamos un analisis de un capitulo (o
capitulos) de un libro de texto de Calculo del nivel universitario — relacionado
con la integral — para caracterizar, describir e interpretar sus distintas
configuraciones.

Para representar las configuraciones epistémicas intermedias del texto, hemos
optado por utilizar una representacion tabular en la cual se describen
sintéticamente los elementos de significado del enfoque ontosemidtico. A partir
de esta sintesis se puede analizar e interpretar con mas detalles las

informaciones, asi como sus posibles relaciones.

Las configuraciones epistémicas puntuales del texto seran representadas
sintéticamente a partir de un esquema elaborado con la utilizacion del software
Inspiration 7, tomandose como punto de partida cada uno de los problemas
especificos y relevantes del tema, evidenciandose la articulacién de la referida
situacion-problema con los procedimientos, proposiciones, conceptos,

argumentos y lenguaje.

A continuacion desarrollamos el analisis de los libros de Calculo a partir de la
metodologia que comprende el esquema general del texto y las

configuraciones epistémicas global, intermedia y puntual.

6.2. ANALISIS DE LA INTEGRAL EN EL LIBRO DE CALCULO L1

El primer libro de texto que vamos a analizar se compone de 11 capitulos (311
paginas) y aborda los siguientes temas: Numeros Reales y Coordenadas en la
recta; Ecuaciones y Graficos; Funciones; Derivadas y Limites; Calculo de
Derivadas; Derivadas de Funciones Trigonométricas; Funciones Logaritmica y
Exponencial; Maximos y Minimos; Comportamiento de las Funciones; Calculo

Integral; Métodos de Integracion.

El analisis se centrara en el capitulo que se relaciona con la nocion de integral.
Particularmente en el libro L1 se trata del capitulo 10. A continuacién

presentamos la sintesis de dicho capitulo a través de un esquema general del
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texto. Los apartados del capitulo han sido mantenidos en el referido esquema

en la misma secuencia propuesta en L1.

6.2.1. Esquema general del libro L1

EL CONCEPTO FUNCIONES CON INTEGRALES | | LA INTEGRAL | _| NOTAS
PRIMITIVAS == e vTEGRAL | ™ SALTOS Y I IMPROPIAS DE RIEMANN HISTORICAS
DESIGUALDADES

}

EL CALCULO
INTEGRAL
INTERPRETACION (presentacion inchuye SSSSE%S;‘;“SS’Y
GEOMETRICA del capitulo) SOLUCIONES )
: EJERCICIOS |
RESOLUCION DE | \ RESUELTOS
PROBLEMAS NOTAS HISTOR.ICAS] i
2 4 | DEMOSTRACIONES J desamua

utiliza
GRAFICAS ¥ AREAS | INTEGRACION |
BAJOGRAFICA | DE FUNCIONES J

APLICACIONES INTRA Y
EXTRAMATEMATICAS

INTE,GRAL DEFINIDA

Figura 6.2: Esquema global de la integral en el libro de texto L1

Como podemos apreciar en la figura 6.2, el capitulo titulado El Calculo Integral
esta elaborado a partir de seis apartados. Inicialmente el autor presenta el
concepto de primitivas. En seguida, introduce la integral por medio del area
bajo la grafica de una funcion. Segun el autor, esta manera de introducirla
proporciona la ventaja de la “intuicion geométrica” considerada bastante util
para el abordaje del Teorema Fundamental del Calculo y, posteriormente, para

calcular la integral de varias funciones.

La nocidén de integral como area bajo una curva es desarrollada en el apartado
El Concepto de Integral. Dicho concepto esta presentado intuitivamente. Segun

se explicita en el propio texto:
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La definicion de integral que estamos presentando carece de una solida
fundamentacion logica; dicha fundamentacion se desarrollé después del 1850. Como
esto corresponde a un tema especifico de un curso de Analisis Matematico, no sera
tratado en este curso de Calculo. Para nuestros propésitos, basta la nocién intuitiva de
integral que, como veremos, nos llevara bastante lejos en la obtencién de las
propiedades y aplicaciones (Avila, 2003, p. 240).

Ademas, se resaltan en el referido apartado las funciones integrables, la
integracion cuando el integrando es negativo, algunas propiedades de la
integral, el Teorema Fundamental del Calculo, la integral definida y la integral

indefinida, y el uso de primitivas para calcular integrales.

Se introduce la integral impropia, después de abordar las Funciones con
Saltos'®. Asimismo, se discute la integrabilidad de la funcion f(x) = x* para los
distintos valores que a puede asumir, buscando generalizar los casos en que
dicha funcion es integrable. Este tema es considerado indispensable para los

estudiantes en este primer curso de Calculo.

La definicion de integral se desarrolla en el apartado La Integral de Riemann,
en el cual el autor argumenta que las limitaciones de la nocion de integral como
area requieren su introduccién como limite de una suma, para aplicarla a
situaciones donde la idea de area no aparezca, como por ejemplo en las
situaciones-problema relacionadas con las nociones de trabajo y energia.
Basandose en la nocion intuitiva del area de una region comprendida por la
grafica de f(x), el eje de las abscisas y el intervalo [a, b], el autor desarrolla un
razonamiento para justificar las definiciones de la integral de Riemann que
presenta en las paginas 240 y 241, considerandose, respectivamente, la
particion del intervalo [a, b] en n subintervalos iguales y suponiendo que los
subintervalos sean distintos. Segun la observacion del autor, “la integral de
Riemann consiste en un concepto mas amplio y tiene una extension mucho
mayor que el simple concepto de area. La nocidén de area se convierte apenas
en un caso particular de la integral” (L1, 2003, p. 259). Las situaciones-
problema resaltadas en este apartado se refieren a trabajo y energia,

movimiento de caida libre, y velocidad de escape.

En el ultimo apartado del capitulo, Notas Histéricas, el autor realiza una breve

sintesis de la evolucion de la integral en la historia de la matematica. Empieza

10 Segun el autor de L1, “un valor x, es considerado como una discontinuidad del tipo salto de
una funcién si dicha funcién tiene los limites laterales finitos y distintos en el punto x,” (L1,
2003, p. 247).
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comentando los procesos de Arquimedes para determinar el area del circulo y
de un segmento de parabola. Ademas, resalta la fundamentacién del Calculo
en el siglo XIX por Cauchy y Riemann, lo que culmin6 con el desarrollo tanto
del Analisis Matematico como de la Teoria de las Funciones. Finalmente
comenta los trabajos de Einstein — sobre la Relatividad General — y de Maxwell
con el descubrimiento de las Ecuaciones del Electromagnetismo, a partir de los
cuales se desarrollaron los trabajos de Riemann y aplicaciones a la descripcidn

de fenédmenos fisicos.

Por otra parte, consideramos pertinente destacar la estructura utilizada por el
autor en la elaboracion del texto, cuyos elementos mas relevantes hemos
sintetizado en la parte de abajo del esquema general. Dichos elementos fueron
agrupados segun la “accion” que desempena en el texto y, en este estudio han

sido descritos por los verbos: incluye, requiere, utiliza o desarrolla.

En este sentido entendemos que el texto analizado incluye un resumen
introductorio en cada apartado, ejercicios propuestos, y respuestas,
sugerencias o solucion de ejercicios (lo que podemos observar también a
través de los ejemplos). Tanto en la introduccién del capitulo analizado como
cada apartado, el autor sintetiza los temas que seran abordados e intenta
conectarlos con los contenidos anteriormente abordados. Ademas, explicita
algunas razones por las cuales incluye dichos temas en el texto y, en algunos
casos, incluye una sencilla sintesis histérica. Todos los apartados finalizan con
las secuencias de ejercicios propuestos (procedimentales, aplicativos o
conceptuales) seguidas de sus respuestas generales, asi como de sugerencias

y soluciones de algunas cuestiones consideradas mas complejas por el autor.

Consideramos que en la estructura del referido capitulo se requiere la
interpretacion geométrica, demostraciones y resolucién de problemas. Con
excepcion del primer apartado (Primitivas), todos los demas se apoyan en
figuras y graficas para explicitar o motivar las nociones que se pretende
desarrollar a partir de la “intuicion geométrica”. Debido a la complejidad de la
mayoria de las demostraciones de los teoremas y propiedades, el autor aclara
que dichas demostraciones no son pertinentes para un curso introductorio de
Calculo, sino que seran desarrolladas posteriormente en el curso de Analisis

Matematico; sin embargo, otras demostraciones, cuyo desarrollo el autor
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considera importante y viable para el curso de Calculo |, estan propuestas a
través de ejercicios o problemas que se quedan bajo la responsabilidad de los
estudiantes. Generalmente, tras proponer diversos ejercicios relacionados al
tema, se propone en el capitulo algunas situaciones-problemas cuya solucion

requiere estrategias relacionadas a la resolucion de problemas.

El autor utiliza bastante las graficas y la idea de area bajo una curva en la
organizacion de practicamente todos los temas abordados a lo largo del
capitulo. Las aplicaciones intramatematicas estan contempladas por medio de
ejemplos, ejercicios y situaciones-problema, mientras las extramatematicas se
encuentran en el apartado cinco, “La Integral de Riemann”, y estan
especialmente relacionadas con la Fisica. Cuando se trata de las aplicaciones
extramatematicas, la integracidon se realiza con independencia de la nocion de

area.

Finalmente consideramos que el capitulo desarrolla las nociones de integral y
de integral definida. En este sentido el autor trata de realizar la articulacion
entre los distintos apartados con la finalidad de desarrollar, con un determinado
orden de complejidad, las referidas nociones. Ademas, nos parece relevante
resaltar que el autor no realiza una nitida separacién entre ambas nociones
matematicas. No obstante, ellas se articulan de manera bastante armoénica a lo
largo de todo el capitulo. En los distintos apartados, la nocién de integral se
desarrolla a partir de su aplicacion en: (i) los procesos de cuadratura de
Arquimedes, como la forma mas primitiva de dicha nocion; (ii) el calculo de
area, la mas utilizada en el texto; (iii) el calculo del limite de las sumas de
Riemann, que se propone para hacer una distincién entre el significado
atribuido a la integral y el significado de la integral como el area de una region;
(iv) la integracién de funciones continuas por partes'’, que permite escribir la
integral en un intervalo como la suma de las integrales en los subintervalos; (v)

el calculo de la integral impropia, en un intervalo semiabierto I.

El esquema general del texto nos posibilita sintetizar su estructura. Sin
embargo, nuestro interés radica en analizarlo con detalle y profundidad, por

" Segun la definicién planteada en L1, f es una funcién continua por partes en el intervalo [a, b]
cuando esta definida y es continua en un intervalo [a, b], excepto en una cantidad finita de
puntos X4, X2, ..., X; (Avila, 2003, pp. 248-249).
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tratarse de un capitulo de un libro de Calculo usado en la Licenciatura en
Matematicas. Para ello realizamos un analisis usando algunas herramientas
tedricas aportadas por el Enfoque Ontosemidtico. En este sentido utilizaremos
las dimensiones desarrolladas en el referido enfoque: epistémica, cognitiva,

mediacional, afectiva, interaccional y ecolégica.

A continuacién realizamos el analisis del capitulo centrando la atencién en la
dimensién epistémica. Esto se llevara a cabo por medio de la descripcion de

las configuraciones epistémicas global, intermedias y puntuales del texto.

6.2.2. Configuracion epistémica global de la integral en L1

La configuracion epistémica global de la integral en el libro L1 puede ser
descrita a partir de seis configuraciones epistémicas intermedias: intuitiva,
primitiva, geométrica, sumatoria, aproximada y extramatematica. Las
configuraciones epistémicas se estructuran a partir de las situaciones-problema
y pueden ser interpretadas en términos de los significados institucionales
pretendidos para la integral en el libro L1. La nocion de integral definida es
presentada desde el inicio del capitulo de manera intuitiva y esta mezclada con
la nocion de integral indefinida; ambas nociones van desarrollandose hasta la
definicion formal de la integral (integral de Riemann), contemplando las

aplicaciones intra y extramatematicas.

Para cada una de la situaciones-problema hemos identificado y sintetizado los
procedimientos utilizados en su resolucidon, los conceptos/ definiciones
emergentes, las proposiciones (teoremas y propiedades) relacionadas con la
nocion matematica de integral, el lenguaje utilizado en el texto, y los

argumentos utilizados.

Aunque la estructura de L1 se basa en las definiciones, ejemplos y ejercicios,
consideramos que las situaciones-problema relacionadas con el proceso de
estudio de la integral, generalmente presentadas de manera implicita a lo largo
del capitulo 10, pueden ser resumidas de la siguiente manera:

SP1: Hallar el area de un segmento parabdlico a partir de procesos intuitivos.
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SP2: Hallar la primitiva de una funcion, cuando se conoce dicha primitiva o se

puede encontrarla por medio de las técnicas de integracion.
SP3: Calcular el area de figura planas por medio de la integracion.

SP4: Aplicar la definicion de integral en la solucién de situaciones- problema

con independencia de la nocion de area.

SP5: Como encontrar el valor de la integral definida para determinados
problemas cuando no se puede determinar la primitiva (o ésta es dificil de

calcular).
SP6: Como aplicar la integral en la resoluciéon de problemas extramatematicos.

En consonancia con las referidas situaciones-problema hemos sistematizado
los conceptos contemplados en el capitulo 10 del libro L1. Se presupone que
los estudiantes ya tengan el dominio de los conceptos previos necesarios para
lograr entender los significados de los objetos matematicos caracterizados por
los conceptos emergentes, como el de integral. En este sentido podemos
considerar que la emergencia del concepto de integral presupone la asimilacion
previa de los conceptos de funcién, limite, derivada, y area por los estudiantes.
No obstante, la no adquisicion de estos prerrequisitos por parte de los
estudiantes puede convertirse en un obstaculo cognitivo en el proceso de

aprendizaje de la integral.

Las principales proposiciones que han sido explicitadas en el capitulo 10 de

dicho libro se relacionan con:

e La primitiva: si f es la primitiva de F, F + C, siendo C una constante, también
lo es (p. 237).

e Las propiedades de la integral: aditividad, producto por un escalar, y

aditividad en intervalos.

e Aditividad: siendo f y g funciones integrables en el intervalo [a, b], entonces f

+ g también es integrable en dicho intervalo y

_[:[f (x)+g(x)px = J.: f (x)dx + I:g(x)ix ;
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e Producto por un escalar: siendo f una funcion integrable en el intervalo [a, b]
y C una constante, entonces el producto Cf también es integrable en dicho

intervalo y
I:Cf (x)x = CI: f(x)ox

e Aditividad en intervalos: siendo una funcién integrable en los intervalos [a, c]
y [c, b], entonces la referida funcion es integrable en el intervalo [a, b] y

_[:f(x)jx = J: f(x)oix + Lb f (x ol (0. 241),

e El Teorema Fundamental del Calculo: si f es una funcidon continua en un

F(x)= [ f(t)t
intervalo [a, b], entonces la funcién (X) L (h

dF(x)

T

puntos x internos a ese intervaloy  dX (p. 242).

es derivable en todos los

¢ La integral definida (Regla de Barrow): la integral de f, de a hasta b, es igual
a la resta G(b)-G(a) entre los valores de una primitiva cualquiera de f en los

puntos b y a, respectivamente (p. 244).

e La integral de una funcién con discontinuidad tipo “salto”: si una funcién f
tuviere discontinuidad del tipo salto en un punto x0, ella sera continua a la

derecha de X si tomasemos
f(x,)=lim (x);
X=> X4
y sera continua a la izquierda en ese punto si tomasemos

f(x,)=lim f(x) (p. 248).

X—=Xo

Desigualdades: considerando que a<b, y que fy g son funciones “continuas por

partes” en [a, b], entonces:

a) [ f()dx=0 si (x)20;
b) I:f(x)szj:g(x)jx si f(x)>g(x);

0) ‘ [t (x)jx‘ < [1t(c)x (p. 249).
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En los procedimientos que se utilizan en la solucién de las distintas actividades
propuestas en el libro L1, se aplican las distintas propiedades relacionadas a la
integral. Ademas, nos parece interesante resaltar las tres secuencias seguidas
por el autor a lo largo del capitulo 10, en las cuales identificamos los principales

procedimientos utilizados para la resolucion de las situaciones propuestas.

La primera empieza con el desarrollo de la primitivacién de funciones, presenta
enseguida el concepto de integral, algunas de sus propiedades, el teorema
fundamental del Calculo, la integral definida y la integral indefinida, y el uso de
primitivas para calcular integrales. Todo ello se utiliza basicamente en la
resolucion de las actividades relacionadas con hallar la integral definida de
distintas funciones, asi como de encontrar el area de ciertas regiones del plano.
Para ello se ha utilizado como procedimientos el calculo de integrales a partir
de la nocion de primitivas, la aplicacion de las propiedades, la interpretacion

geométrica de la integral definida y el calculo de area de regiones planas.

En la segunda parte el autor desarrolla la tematica relativa a las funciones con
salto e integrales impropias. En este caso, identificamos dos procedimientos. O
primero consiste en remover la discontinuidad de la funcion. Para ello se le
atribuye a la imagen de la funcion en el punto de discontinuidad x, el valor
correspondiente al limite lateral (a la derecha o a la izquierda) de la referida
funcién cuando x tiende a xp; posteriormente se utiliza el mismo procedimiento
para los demas puntos (cantidad finita) de discontinuidad de la funcién que se
pretende integrar. Por tanto, “la extension de f a los puntos [de discontinuidad]
X1, ... , X se produce solamente para que f se torne continua, por tanto
integrable en cada subintervalo” |, de [a, b], donde |1= [a, Xx1], I2= [X4, X2],...,
l+1= [Xr, b] (p. 249). De esta manera, se considera la integral de f en el intervalo

[a, b] como la suma de las integrales en los respectivos subintervalos. Es decir:
b _ X Xo b
L f(x)dx_J‘a f(x)dx+'[x1 f(x)dx+...+_[Xr f(x)dx.

El segundo procedimiento se refiere a la integral impropia y esta basado en
hallar, caso de que exista, el limite de la integral que se obtiene una vez que se
ajusta la(s) extremidad(es) del intervalo en su(s) punto(s) de singularidad(es)
afiadiéndole o restandole un &€ — 0; caso que el punto de singularidad sea un

cierto c, interior al intervalo de integracion [a, b], se halla, caso de que exista, la
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suma de los limites de la funcién que se pretende integrar en los subintervalos

[a,c—¢] y [c+&,b], con & —-0; caso de que una de los extremos del intervalo
de integracion (o ambos extremos) sea(n) +o 6 —oo el procedimiento para

hallar la integral impropia consiste en calcular, caso de que exista, el limite de
la funcién que se pretende integrar en un cierto intervalo que se obtiene
sustituyéndose oo por una constante R, con R—>«. Con el abordaje de la
integral impropia el autor concluye los apartados relacionados con el desarrollo
de la integral con la utilizacién de primitivas. En este sentido, en el libro L1 el
autor contempla, por una parte, la integrabilidad de funciones continuas
(definidas en un intervalo cerrado) y de funciones continuas por partes, con
finitos puntos de discontinuidad en un intervalo [a, b]. Por otra parte, el autor
realiza la conexidén entre la integral de funciones continuas o continuas por
partes en cierto intervalo cerrado y la integral impropia. De esta manera el autor
plantea la definicion de la integral impropia y, enseguida, desarrolla su calculo

para algunas funciones. Segun lo que esta explicitado en el libro didactico L1:

En general, sea una funcién integrable en el sentido ordinario en cualquier subintervalo
[a+ &, b], con & > 0. Supongamos que la integral de f tenga limite finito con ¢ — 0.
Naturalmente, caso de que f sea continua o continua a trozos en [a, b], dicho limite
sera la propia integral de f en este intervalo. Caso contrario, definimos la integral
impropia de f en el intervalo [a, b] como el referido limite [...] (p. 251).

Segun parece, el autor aborda la integracién de las funciones continuas por
partes para mostrar que la integral puede ser extendida a dichas funciones. No
obstante, no profundiza en dicho tema, presentandolo apenas a través de un
pequefio apartado titulado “Funciones con saltos y desigualdades”. En lo que
se refiere a la integral impropia, el autor aclara en la introduccién del capitulo
que aunque abordara solamente las funciones que poseen primitivas
inmediatas (dejando los demas casos para el curso de Calculo Il) justifica la

introduccién del referido concepto para atender la necesidad de que los

estudiantes desarrollen satisfactoriamente las integrales de x“, con diferentes

valores de «.

La tercera parte comprende la definicion de la integral de Riemann y sus
aplicaciones a la Fisica: trabajo y energia, movimiento de caida libre, y
velocidad de escape. El procedimiento utilizado en esta parte consiste en hallar
la integral de una funcion, definida en un intervalo [a, b], con independencia de
la nocion de area. Para ello se determina el limite de la suma de Riemann o lo
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utiliza en la deduccioén de formulas relacionadas con las referidas aplicaciones

de la integral a la Fisica.

Asimismo, cabe resaltar que el capitulo 11 del referido libro se dedica
exclusivamente a los métodos (o técnicas) de integracion, consideradas por el
autor “importantes no solamente para calcular efectivamente primitivas de
ciertas funciones, sino como instrumentos poderosos para el desarrollo de
varios métodos y técnicas tanto en el propio Calculo como en otras disciplinas”
(p. 267). Entre dichos métodos destaca la importancia del estudio de la
integracion por sustitucion e integracion por partes. No obstante, el autor
aunque reconozca la potencialidad de los softwares existentes para calcular
integrales (citando Maple y Matematica), él resalta la importancia del estudio
de las técnicas matematicas que soportan la elaboracion de dichos softwares.
En este sentido, en el libro L1 se abordan los “métodos numéricos” de
integracion, donde se describe el procedimiento de la aproximacion trapezoidal,
considerado como un método general de integracion numeérica que da una
mejor aproximaciéon con la misma cantidad de puntos. Segun se explicita en el

referido libro, dicho método consiste en:

Dividir el intervalo [a, b] en n subintervalos iguales, por los puntos

(b-a)i

=a+———, 1=012,..,n, con xg =a y x, =h.
n

Xj

Calculando los valores f(x;), podemos determinar el area del trapecio A;.1Bi.B/A;,

dada por

f(xi_1)+ f(xi).b—a.

2 n

Entonces la integral es obtenida, aproximadamente, como la suma de las areas

de estos trapecios, es decir,

P (xydx= f(xil)”(xi).ba_ba{f("")”(b)ﬂzlf(x.)]

i=1 2 n n 2 i=1

Aunque la expresion anterior sea un valor aproximado de la integral, su
aproximacion sera tanto mejor cuanto mas grande se toma el valor de n (p.
277).
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La utilizacién eficaz de los procedimientos exige un considerable conocimiento
del tema por parte de los estudiantes. Su eleccién adecuada debe basarse en
el tipo particular de funcién que se desea integrar. Ademas, particularmente
tratandose de los métodos numeéricos, la eleccion del método depende
también del grado de aproximacion que se pretende obtener, entre otros. Por
tanto, la eleccidon del procedimiento puede consistir en una de las principales
dificultades para los estudiantes cuando ellos afrontan las situaciones-
problemas y los ejercicios sobre la integral, incluyéndose aquellos propuestos

en el libro L1.

Respecto de las situaciones-problema y ejercicios propuestos en el libro L1,
hemos constatado que el autor presenta, inicialmente, algunos ejemplos
generales seguido de sus resoluciones; a continuacion plantea ejercicios
procedimentales — relacionados con el calculo de la integral y de la integral
definida, incluyéndose los que necesitan aplicacion de las “técnicas de
integracion” abordadas en el capitulo 11 — (75,9% de los ejercicios
propuestos); un 6,2% de los ejercicios son conceptuales — relacionados con
algunas demostraciones de teoremas y propiedades — y los aplicativos
constituyen un 17,9%, de los cuales un 3,3% se refieren al calculo de areas y el

mismo porcentaje es atribuido a los problemas fisicos de mecanica.

También observamos la diversidad del lenguaje utilizado por el autor en la
organizacion y exposicion del texto, resaltandose el lenguaje verbal, algebraico,
grafico y analitico. A partir del lenguaje verbal y de las ilustraciones graficas el
autor desarrolla el tema sobre la integral de manera bastante clara, lo que debe
proporcionar la comprension del texto por los estudiantes. No obstante, la
considerable cantidad de simbolos y expresiones matematicas especificas del
Calculo pueden convertirse en obstaculos cognitivos para los estudiantes que

desarrollan su proceso de estudio de la integral.

En lo que se refiere a las demostraciones, el autor argumenta que algunos
teoremas y propiedades, dada su complejidad, no son demostrables en el nivel
inicial de la ensenanza universitaria, sino posteriormente en el curso especifico
de Andlisis Matematico, pues ambos cursos integran el curriculo de la
Licenciatura en Matematicas. Sin embargo, resalta también que el estudiante

debe desarrollar la capacidad de demostrar algunas propiedades y teoremas
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relacionados a las distintas nociones matematicas. En el libro L1, el autor
desarrolla algunas demostraciones, planteando las demas a través de
ejercicios, con el propdsito de que sean desarrolladas, de manera autonoma,
por los estudiantes. Nos parece que la eficacia de esta estrategia adoptada en
el referido libro es discutible, pues habria que investigar, por una parte, si los
estudiantes de hecho son capaces de realizar demostraciones matematicas al
ingresar en la carrera de Licenciatura en Matematicas; por otra parte, hasta qué
punto las capacidades argumentativas pueden ser desarrolladas (o logradas)
por los estudiantes cuando ellos asumen la responsabilidad por la realizacion
de las demostraciones de algunos teoremas y propiedades matematicas

propuestas en el libro L1.

A lo largo del capitulo 10, el autor desarrolla su argumentacion apoyandose en
ejemplos, en graficas y en el razonamiento deductivo. Lo que se evidencia en
el texto es que en el nivel inicial de ensefianza universitaria no siempre es
posible o conveniente realizar una argumentaciéon matematicamente rigurosa.
No obstante, es importante justificar, de manera légica y convincente, los
resultados de los teoremas relacionados al tema y las propiedades utilizadas

en la solucion de los ejercicios y situaciones-problema planteadas.

Lo anterior nos permite tener una visidbn general de la forma, estructura y
secuencia utilizadas por el autor para abordar la integral en el libro L1. A partir
de las situaciones-problema, conceptos/ definiciones, proposiciones,
procedimientos, lenguajes, y argumentos podemos describir las
configuraciones epistémicas utilizadas en el referido libro. Segun el marco
tedrico que estamos utilizando, la red de configuraciones epistémicas que
emerge del texto sobre la integral es interpretada como el significado global de
la integral en el libro de texto L1. A continuacién, hemos sintetizado el
significado global de la integral que hemos extraido del referido libro de Calculo

en la figura 6.3.
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Figura 6.3: Significado global de la integral en el libro de texto L1.
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En la seccion 6.2.3, analizaremos, sintéticamente, las configuraciones

epistémicas intermedias contempladas en el libro de texto L1.

6.2.3. Configuraciones epistémicas intermedias de la integral en L1

El significado global de la integral sistematizado en el referido libro corresponde
a las seis configuraciones epistémicas intermedias de la integral: intuitiva,
primitiva, geométrica, sumatoria, aproximada vy, extramatematica. Dichas

configuraciones seran analizadas a continuacion.

Configuracion epistémica intuitiva de la integral en el libro didactico L1

La configuracion epistémica intuitiva de la integral esta contemplada en las

notas histéricas del libro L1y puede ser sintetizada a través de la figura 6. 4.

CONFIGURACION EPISTEMICA INTUITIVA

SITUACIONES-PROBLEMA
Hallar el area de un segmento parabolico.
Hallar el area del circulo de radior.

: ™

CONCEPTOS/ DEFINICIONES
Area de poligonos.
Poh’gopos inscritos y circunscritos.
Areas de figuras planas.

INTERVIEN

¥ E

Y SOPORTA

PROCEDIMIENTOS
Aproximacion al area del segmento parabolico por
medio de la suma de de una cantidad indefinida de
LENGUAJE triangulos con os veértices inscritos en la parabola, de
Geomeétrico modo que una de las bases sea paralela a una recta
Ordinario tangente trazada por el vértice opuesto.

REGULA T =
EL USO PROPOSICIONES
El area del circulo es igual al area de un triangulo de
base igual a su circunferencia y la altura igual al radior.
El area de un segmento parabolico es igual a 4/3 del
area del triangulo ABC inscrito en dicho segmento.

_

[ —

ARGUMENTOS
Intuitivo (baseado no Método de la exshausion).

Figura 6.4: Configuracion epistémica intuitiva de la integral en el libro L1
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El autor considera que las situaciones-problemas que consistian en hallar el
area de una figura geométrica plana o el volumen de un sélido eran cuestiones
centrales en la antigua Grecia. En este sentido, afirma que Arquimedes (287-
212 a. C.) perfeccion6 el método de la exhaucién atribuido a Eudoxio (406-365
a. C.), aplicandolo en las demostraciones de algunos de los resultados que
inicialmente obtenia de manera intuitiva y poco rigurosa (p. 264). Sin embargo,
en dicho libro han sido tratadas solamente dos situaciones-problema

relacionadas con el calculo del area del circulo y del segmento de parabola.

Estas situaciones-problema motivan la utilizacion de los conceptos previos de
areas de poligonos, poligonos inscritos e circunscritos a un circulo, rectas
tangentes y rectas paralelas. A partir de los referidos conceptos previos
emergen los conceptos del numero 77 y del area de figuras planas: area del

circulo y del segmento parabdlico.

Las proposiciones relacionadas con las situaciones-problema anteriormente

descritas son enunciadas en el libro didactico L1 de la siguiente manera:

e El area del circulo es igual al area de un triangulo de base igual a la

circunferencia del circulo y altura igual al radio r.

e El area del segmento de parabola es igual a 4/3 del area del triangulo ABC

inscrito en dicho segmento.

Los procedimientos utilizados consisten, por una parte en la inscripcion de
poligonos regulares en el circulo empezando con el hexagono y duplicando
sucesivamente el numero de lados de dichos poligonos; analogamente se
procedia con los poligonos circunscritos. Asi, el area del circulo quedaba
comprendida entre las areas de un poligono regular inscrito y de otro
circunscrito con n lados y ésta se aproximaba mas para valores cada vez
mayores de n. Por otra parte, el area del segmento parabdlico era obtenida a
partir de la suma de las areas de una cantidad indeterminada de triangulos
inscritos en el referido segmento, de tal manera que el vértice opuesto a una de
las bases de cada uno de los n triangulos consistia, respectivamente, en el

punto de tangencia de una recta paralela a cada una de las referidas bases.
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A partir de la obtencién de los resultados que solucionaban las situaciones-
problema, Arquimedes desarrollaba su demostracion por medio del método de

la exhaucion.

La principal dificultad encontrada en los procedimientos utilizados por
Arquimedes para hallar el area de figuras geométricas planas (o el volumen de
los solidos) consistia en la falta de generalizacion de sus procedimientos, lo

que implicaba en buscar una solucion particular para cada situacion-problema.

Configuracién epistémica primitiva de la integral en el libro L1

El autor empieza el capitulo “El Calculo Integral” del libro por medio de la
configuracion epistémica primitiva de la integral. La situacion-problema general
consiste en hallar la primitiva de ciertas funciones cuando ésta es conocida o
puede ser encontrada por medio de un procedimiento que no requiere
demasiada complejidad. Ademas, en los ejercicios propuestos se plantea
determinar la primitiva de una funcién que satisfaga a ciertas condiciones
(ejercicios 34-37, p. 238), asi como verificar algunas ecuaciones
trigonométricas usando la primitivaciéon (ejercicios 38-40, p. 238). Estas
situaciones-problema motivan el empleo de los conceptos previos de funcion y
derivadas, y la emergencia del concepto de primitiva. Estos conceptos son
utiles en el desarrollo de los procedimientos para solucionar las referidas
situaciones-problema y consisten en encontrar la primitiva general de una
funcion a través del proceso inverso del calculo de derivadas, o por medio de
los métodos de integracion (ampliamente desarrollados en el capitulo 11). Para
llevar a cabo dichos procedimientos se aplican algunas propiedades
relacionadas con la existencia de una infinidad de primitivas de una funcion, la
igualdad entre las derivadas de las primitivas particulares de una misma
funcién (lo que implica en que la resta entre dos primitivas particulares de una
misma funcion es una constante). Los argumentos para justificar las
propiedades son intuitivos y basados en la verificacion de algunos ejemplos o
ejercicios en los cuales se busca establecer la relacidn inversa entre el calculo
de primitivas y el de derivadas. Todo ello se lleva a cabo por medio del
lenguaje algebraico y simbdlico. Resaltamos que en esta configuracién no se
contemplan ilustraciones graficas, excepto la figura 11.2 que ilustra un método
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numérico (p. 278). La sintesis de la configuracion epistémica primitiva

contemplada en el libro L1 puede ser apreciada en la figura 6.5.

CONFIGURACION EPISTEMICA PRIMITIVA

SITUACION-PROBLEMA
Hallar la primitiva de una funcion cuando ésta es conocida o
utilizindose ténicas de integracion.

CONCEPTOS/ DEFINICIONES
Fundiones.
Derivadas.
INTERVIENE Primitivas.
Y SOPORTA \_

PROCEDIMIENTOS
Aplicacion de la relacion inversa entre primitivacion y derivacion.
LENGUAJE Aplicacion de los métodos (o técnicas) de integracion, especialmente
de la integracion por partes, por sustitucion trigonométrica.

Algebraico. "
Simbaélico.

PROPOSICIONES
SiF ¥ G son dos primifivas de una misma funcion f sus derivadas
son iguales y [F(x)}-G{x)]' = 0. _
SiF y G son dos primifivas de una misma fundon f _ entonces Ia

resta F(x)-G{x) es igual a C.

ARGUMENTOS
Intuitivo (basado en la comprobacion de los resultados).
J Deductivo.

REGULAEL
Uso

Figura 6. 5: Configuracion epistémica primitiva de la integral en el libro L1.

Configuracién epistémica geométrica de la integral en el libro L1

En la introduccion del concepto de integral, desarrollado en el apartado 10.2 del
capitulo 10 del libro L1, el autor afirma que el origen geométrico de la integral
“esta ligado al problema de determinar el area de una figura plana delimitada
por una curva cualquiera” (p. 239). Sistematizamos la configuracién epistémica
geométrica de la integral, segun el libro L1, a partir de las situaciones-problema
asociadas a la determinacion de areas de regiones comprendidas entre curvas.

La sintesis de dicha configuracion esta contemplada en la figura 6.6.
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CONFIGURACION EPISTEMICA GEOMETRICA

SITUACIONES-PROBLEMA
Resolver situaciones de naturaleza geométrica relacionados con el
Calculo de areas.

RESUELVEN

CONCEPTOS/ DEFINICIONES

INTERVIEN
E
X
SOPORTA

Areas de regiones planas

PROCEDIMIENTOS
Analisis de los datos del problema interpretandole como una
Caomelion. suma de Riemann. Deduccion y calculo de la integral definida.
Utilzacion de las técnicas de integracion.

LENGUAJE

Algebraico. h
Si e : ™
Simbolico. PROPOSICIONES
R .
E(‘;L;Lg =X Teorema fundamental del calculo; Regla de Barrow;
propriedades de la integral.
&

e

ARGUMENTOS

Intuitivo {(basada en la visualizacion geometrica).
_‘ Deductivo.

Figura 6.6: Configuracion epistémica geométrica de la integral en el libro L1

En la configuracion epistémica geométrica de la integral los conceptos previos
de funcion, derivada, y primitiva son ampliamente utilizados para encontrar el
area comprendida por una regién a partir del aplicacion de la integral definida.
Esto requiere la utilizaciéon de procedimientos asociados a la determinacién del
area de una region comprendida por: una curva y los ejes coordenados; una
curva y el eje de las abscisas (o de las ordenadas); una curva, el eje de las
abscisas y dos rectas verticales; una curva, el eje de las ordenadas y dos
rectas horizontales; una, dos o0 mas curvas. Todo ello se lleva a cabo a través
del calculo de la integral definida por medio de primitivas. Para esto el
procedimiento generalmente utilizado en el libro L1 consiste en esbozar una
grafica para visualizar la regidn para lo cual se pretende hallar el area;

interpretar lo que se requiere en la situacion-problema con el auxilio de la
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grafica; encontrar una integral definida que represente dicha situacion-
problema; y, finalmente, a partir de la resolucion de la integral obtener el area.
Las principales proposiciones estan contempladas en el apartado “Propiedades
de la integral”. aditividad, producto por escalar, y aditividad por intervalos
(descritas en la seccion 5.2.2.1, i-iv) y a través del Teorema Fundamental del
Calculo (seccién 5.2.2.1, v). La justificacion de las referidas proposiciones esta
basada tanto en argumentos deductivos, como intuitivos (a partir de la
visualizacion geométrica). En dicha configuracion son utilizadas diversas

formas de lenguaje, resaltandose el geométrico, algébrico y simbdlico.

En el libro L1 las situaciones-problemas que estan en la génesis de la
configuracion geomeétrica son todas referentes a la determinacion de areas de
figuras geométricas planas, especialmente de las figuras no poligonales. Las
demas situaciones-problema de naturaleza geomeétrica, como por ejemplo las
relacionadas con volumenes de solidos y areas de superficies de revoluciéon
son dejadas para el curso siguiente (Calculo IlI). De esta manera, la
conceptualizaciéon de la integral (indefinida y definida), las proposiciones dadas
por sus propiedades basicas y por el Teorema Fundamental del Calculo
conducen unicamente a las situaciones-problema relacionadas con el area. En
la solucion de dichas situaciones, el autor suele utilizar la primitivacion de

funciones continuas en un intervalo cerrado.

Ademas, el autor aborda en lineas generales, a través de la integral y funciones
continuas por salto, la integracion de funciones discontinuas en una cantidad
finita de puntos del intervalo [a, b]. Aunque el autor cumple con el propdsito de
generalizar un proceso de calculo de areas de figuras planas, consideramos
que la presentacion de los temas que tomamos para sistematizar esta
configuracion se queda débil en lo que se refiere a la potencialidad de
aplicacién de la nocion de integral en la resolucion de una gama de problemas
intra-matematicos. Una consecuencia de ello puede ser asociada con el
obstaculo cognitivo que suelen presentar los estudiantes de un curso

introductorio de Calculo al interpretar la integral solamente como un area.
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Configuracién epistémica sumatoria de la integral

En el libro L1, el autor se apoya en la nocion de area, a partir de su

visualizacion geométrica, para plantear la fundamentacién de la integral

definida como el limite de las sumas de Riemann cuando n tiende a infinito. En

este sentido, presenta la siguiente definicion de la integral de Riemann:

jg f(x)dx

n
= lim X f(fi )Ax (Definicion 10.4, p. 258), asi como también las

n—>owj=1

observaciones:

)

i)

La funcién f de la definicion anterior puede asumir valores positivos,
negativos o nulos al contrario de la definicion de integral dada a partir
de la nocion de area; ademas, no es necesario que los subintervalos
de particion del intervalo [a, b] sean todos iguales, bastando, en este
caso, que el subintervalo de mayor longitud tienda a cero. A partir de
esta motivacion (la particién de [a, b] en subintervalos de diferentes
longitudes) y considerando la existencia del limite, la integral de

Riemann también es definida por la expresion:

2 f(x)dx=lim 5 f(gi )Axi (Definicion 10.5, p. 259).
n—>woj=1

La definicidon de la integral (10.4 y 10.5) es puramente numérica y no
depende de la nocion de area. A partir de la definicion de la integral
de Riemann “invertimos las cosas y definimos el area de la figura
delimitada por la grafica de f, por el eje de las abscisas y por las
rectas x=a y x=b como la integral de dicha funciéon en el intervalo
[a, b]” (p. 259).

La definicion (10.5) nos lleva a cuestionar la existencia del limite de
la funcion f, lo que implica discutir la integrabilidad de la referida
funcién en [a, b]. No obstante, esto sera demostrado en el Curso de
Analisis. (L1, 2003, pp. 258-259).

A partir de las observaciones anteriores, el procedimiento adoptado para

resolver las situaciones-problema con la utilizar de la integral de Riemann

consiste en interpretar dicha situacién como el limite de una suma, y luego
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encontrar la integral definida para solucionarla. El libro propone desvincular la
integral definida de la nocién de area y utilizarla de manera meramente
numérica. Sin embargo, el area es definida por medio de la integral de
Riemann. Las proposiciones estan relacionadas con el Teorema Fundamental
del Calculo, el Teorema del Valor Medio, las propiedades de la integral y la
Regla de Barrow. El principal concepto que emerge de esta configuracion se
refiere a la integral de Riemann, la cual se justifica basado en argumentos del
tipo intuitivo (basado en la visualizacibn geométrica) o deductivo. Las
principales situaciones-problema abordadas en el texto que requieren la
utilizacion de la integral de Riemann son de naturaleza extramatematica, por
ello, seran tratadas con mas detalles en la configuracion epistémica

extramatematica de la integral.

Configuracién epistémica aproximada de la integral en el libro L1

Hemos sistematizado la configuracién epistémica aproximada de la integral a
partir de las situaciones-problema relacionadas con la determinacion de la
integral de una funcién que no posee una primitiva elemental o cuya diferencia
F(b) -F(a) sea muy dificil o inviable para cierta primitiva F. Los conceptos que
se ponen en juego en esta configuracion son: funciones, derivadas, sumatoria,
integral definida, y aproximacion. El procedimiento general consiste en la
aplicacion de los métodos basados en la idea de aproximacion del area
representada por la integral por areas mas simple. Se utiliza el método de
aproximacion trapezoidal, regla de Simpson o utilizacion de softwares (Maple o
Mathematica). Las propiedades contempladas se relacionan con la aditividad,
producto por un escalar, aditividad por intervalos y Teorema Fundamental del
Célculo. Se utiliza, principalmente, el lenguaje aritmético, tabular y grafico. Y

los argumentos son del tipo deductivo, basados en la visualizacion geométrica.

La sintesis de la configuracion epistémica aproximada de la integral, segun el
libro L1, pode ser contemplada a través de la figura 6.7.
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CONFIGURACION EPISTEMICA APROXIMADA

SITUACIONES-PROBLEMAS
Como encontrar el valor exacto de la integral definida para
determinados problemas cuando no se puede determinar la
primitiva {o ésta es dificil de calcular) y como calcular de la
integral definida cuando no hay una formula para la funcion
especifica.

CONCEPTOS/ DEFINICIONES
Integral numérica, aproximaciones y error.

INTERVIEN

LENGUAJE
Aritmético. PROCEDIMIENTOS

Tabular. Integracion numérica a través de métodos aproximados
Grafico. para calcular la integral definida

REGULA
EL USO

PROPOSICIONES
Regla del punte medio, l1a Regla de Simpson y |a Regla del
Trapecio.

INTERVIENEN
I -

ARGUMENTOS
Deductivo.
J Intuitivo, basada en la visualizacion geométrica

Figura 6. 7: Configuracion epistémica aproximada de la integral en el libro L1

Configuracién epistémica extramatemaética de la integral

La seccion 10.5 del capitulo 10 del libro L1 empieza con la aclaracion de que
“venimos trabajando con el concepto de integral como area bajo la grafica de
una funcion. Asi entendida, la integral tiene limitaciones, entre las cuales esta
su dependencia de la nocién de area. No obstante, precisamos de la integral
para aplicarla a situaciones donde la idea de area no esta presente [...] (p.
256). A partir de esta idea, sintetizamos la configuracion epistémica aplicada de

la integral en el libro por medio de la figura 6. 8.
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CONFIGURACION EPISTEMICA EXTRAMATEMATICA

SITUACIONES-PROBLEMAS
&Como aplicar la integral en la resolucion de problemas
extramatematicos?

RESUELVEN

CONCEPTOS/ DEFINICIONES
Sumas de Riemann
Integral definida. Integral de Riemann
Trabajo. Energia, etc.

o

INTERVIENE
Y SCPCRTA

P S N
PROCEDIMIENTOS
LENGUAJE Definicion de la integral de Riemann y su aplicacion en la
resolucion de las situaciones-problemas relacionadas a trabajo,
Algebraico. energia, movimiento de caida libre y velocidad de escape.
Simbblico. h
Grafico. -~ N
REGULA EL PROPOSICIONES
Uso Teorema de la conservacion de la energia.

Teorema fundamental del calculo.
Sumas de Riemann.
Regla de Barrow.

S
IN:TERVIENEN
e -

ARGUMENTOS
Intuitivo.
1 Deductivo.

Figura 6.8: Configuracion epistémica extramatematica de la integral en el libro
L1

El autor justifica la necesidad de presentar el concepto de integral como el
limite de una suma, para aplicarla en la resolucion de situaciones-problema de
naturaleza extramatematicas, que sean independientes de la nocién de area
(trabajo y energia, por ejemplo), por medio de la integral de Riemann. En este
sentido, dichas situaciones-problema se relacionan con los conceptos de
funciones, limites, derivadas, sumatoria, sumas de Riemann, integral definida,
integral de Riemann, trabajo y energia. Los procedimientos consisten en la
utilizacidn de la integral con independencia de la nocion de area. En el libro L1
la integral de Riemann es aplicada en las situaciones-problema relacionadas
con trabajo, energia, velocidad de escape, y caida libre. En las proposiciones,

el libro contempla, implicitamente, la aplicacién del Teorema Fundamental del
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Calculo y del Teorema de la conservacion de la energia en la resolucién de los
ejemplos. En la organizacion y sistematizacion de esta configuracion
epistémica son utilizados diversos lenguajes como el verbal, algebraico,
grafico, simbdlico, y analitico. Los argumentos son del tipo deductivo, utilizados
en la deduccién de formulas relacionadas con la Fisica a partir de la nocion de

integral de Riemann.

Consideramos que la aplicacion de la integral de Riemann solamente a algunas
de las situaciones-problema relacionadas con la Fisica no contempla la
potencialidad de la nocién de integral. Entretanto, las diversas situaciones,
posiblemente de interés de los futuros profesores de matematicas, en las
cuales es posible aplicar la referida nocion en su resolucién deberian ser
abordadas en los libros de texto de Calculo dirigidos a la ensenanza
universitaria de la integral. Asimismo, el hecho del referido libro contemplar
solamente algunas aplicaciones fisicas de la integral puede convertirse en un
factor que dificulta la comprension de los distintos significados y del éxito de su
utilizacion en un abanico de situaciones-problema que seguramente

enriquecerian la ensefianza de la integral en el nivel universitario.

6.2.4. Configuraciones epistémicas puntuales de la integral en L1

El dltimo nivel de analisis que proponemos consiste en la eleccidon y analisis de
un problema especifico de una configuracion epistémica intermedia. La
finalidad de ello es aclarar algunos aspectos de interés en algunos de los
problemas particulares. Por lo tanto, no se trata de desarrollar un analisis
exhaustivo de la totalidad de los problemas que se derivan de las éstas
configuraciones, sino de identificar y detallar aquellos que pueden ser de

interés en el estudio del tema.

En este sentido, hemos elegido un problema clasico de Calculo del area entre
curvas, descrito a continuacion, para ejemplificar una configuracién epistémica

puntual de la integral en el libro de texto L1.
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Vamos calcular el area de la figura comprendida entre la parabola y = x° y la recta y = 3-2x,
ilustrada en la figura siguiente. Este es el problema clasico de calcular el area de un segmento

de parabola, tratado por Arquimedes en la antigliedad.

Primero, observamos que las dos curvas se interceptan cuando x? = 3-2x, es decir, cuando

x =-3 yx = 1. Porlo tanto, el area correspondiente es dada por

3 1
X 2 2
I13(3—2x—x2)dx: 3x—x2_2- =1--(-9)=10-
B 3 3 3
-3
Como el lector puede notar, este es un calculo muy sencillo, principalmente cuando es

comparado con las dificultades encontradas por Arquimedes, justamente porque él no contaba

con los recursos analiticos que poseemos actualmente (L1, 2003, p. 245).

Este problema resuelto se trata del ejemplo 2, de la seccién 10.2 “El concepto
de integral”’. A partir del referido problema sintetizamos una configuracién

epistémica puntual de la integral en el libro L1, a través de la figura 6. 9.
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CONFIGURACION EPISTEMICA PUNTUAL DE LA INTEGRAL EN EL LIBRO L1
LENGUAJE

- verbal

- algebraico
- simbélico
- geométrico

interviene y/ interviene y
soporta soporta \ CONCEPTOS

PROBLEMA

Calcular el drea de la figura . . ; ;un_clog
comprendida entre la parébola interviehe : perir:]l;ijé
- . y soporta -
y=%y larectay = 3-2x //J - integral definida
V4 - drea

resuelven conectan
PROCEDIMIENTOS PROPOSICIONES

- determinacion de los puntos de interseccion de las dos curvas;
- planteamiento de la integral definida de un rectangulo genérico
cuya altura es igual a la diferencia entre log de larectay de la
parébola, resp ectivamente, y la base igua alx, en el intervalo
cerrado;

-aplicacion de la primitivacion y del teorema fundamental del
célculo para hallar el area requerida.

N -~

justifican justifican

- propiedade: la integral de la suma de las funciones fy gen
un cierto intervalo cerrado | es igual a la sumas de las integrales
de f y gendicho intervalo;

- teorema fundamental del calculo.

ARGUMENTOS

célculo)

- deductivo (demostracion anteriormente realizada del teorema fundamental del
- intuitivo (la propiedad esta solamente enunciaday no demostrada en L1)

Figura 6.9: Una configuracion epistémica puntual de la integral en el libro L1

La situacion-problema clasica se relaciona con la determinacion del area de un
segmento parabdlico. En este estudio el problema que utilizamos para
ejemplificar una configuracion epistémica puntual de la integral en el libro L1
consiste en “calcular el area de la figura comprendida entre la parabola y = x* y
la recta y = 3-2x”. Para solucionarla es necesario articular algunos conceptos,
tales como: funcion, derivada, primitiva, integral definida, y area de figuras
geomeétricas planas. Estos conceptos son utilizados en los procedimientos que
para encontrar el area requerida en el problema, que consiste en determinar los
puntos de interseccion entre las dos curvas, a partir de los cuales se especifica
el intervalo cerrado | para una cierta integral definida que represente el area de
la figura comprendida por las referidas curvas; el integrando consiste en la
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altura de un rectangulo genérico y es obtenida a través de la respectiva
diferencia entre las imagenes de la recta y de la parabola para cada valor
constante de x a lo largo del intervalo |; la base del rectangulo esta
representada por la diferencial dx. La integral es obtenida a partir del calculo de
la primitiva y el area por medio de la aplicacion del Teorema Fundamental del
Calculo para la determinacién del valor atribuido a la integral definida. Para
llevar a cabo dicho procedimiento el autor utilizé, implicitamente, la propiedad
relacionada con la integral de una suma de funciones en un intervalo cerrado I,
y el Teorema Fundamental del Calculo (demostrado en la misma seccion).
Todo ello regula el uso del lenguaje y éste, a su vez, interviene y soporta los
conceptos, procedimientos y proposiciones puestos en juego en la solucién del
referido problema. En este ejemplo, apreciamos el lenguaje verbal, algebraico,
simbdlico, y grafico. En cuanto a los argumentos, aunque aparecen de manera
implicita, consideramos que el autor utilizo, tanto argumentos deductivos (en la
demostracién del Teorema Fundamental del Calculo), como intuitivos (apoyado
en la visualizacion geométrica y en el resultado de la propiedad relacionada
con la integral de la suma de funciones continuas definidas en un intervalo

cerrado ).

El problema que hemos analizado consiste en uno de los problemas mas
elementales y sencillos relacionados con el calculo de areas de figuras
geométricas planas. El autor resalta el hecho de que su solucion es factible
porque se relaciona con la aplicacion de las herramientas analiticas del Calculo
por medio de la integracién. No obstante, comenta en las notas historicas, al
final del capitulo 10, la dificultad del método de Arquimedes para solucionar la
situacion-problema clasica representada para determinar el area de un

segmento de parabola.

La conexion que el libro L1 establece entre el Célculo y su evolucion histérica
es bastante pertinente, permitiendo al lector no solamente conocer distintos
aspectos relacionados a la génesis histérica de los temas, como la integral,
sino reflexionar sobre la problematica que estuvo presente en su desarrollo. En
este sentido, consideramos que las notas histéricas incluidas en el libro L1
contribuyen con la reflexién de los futuros profesores de matematicas relativa a

la dificultad de generalizacion de los procedimientos del Calculo integral, y de la
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justificacion (de manera axiomatica) de diversas proposiciones relacionadas
con la integral en el curso introductorio de Calculo en la ensefanza
universitaria. Asimismo, revelan la creatividad de los antiguos matematicos en
la solucion de los problemas clasicos intra y extramatematicos y la
potencialidad de la integral en contraste con los demas métodos primitivos de
calculo. Todo ello puede favorecer el aprendizaje de la integral por parte de los

estudiantes universitarios.

La percepcion de la potencialidad de aplicacion de la integral, como una
herramienta util en la solucion de muchas de las situaciones-problema relativas
al curriculo de la Licenciatura en Matematicas, o del uso de sus nociones
intuitivas en la planificacion e implementacién de las clases de matematicas de
la ensefianza secundaria puede convertirse en elemento motivacional para el
aprendizaje de la integral por los futuros profesores de matematicas de la

ensefanza secundaria.

A continuacién analizamos, sintéticamente, el liboro de Calculo L2. Este libro
esta entre los libros de Calculo mas utilizados en la Licenciatura en
Matematicas en Brasil. Aunque este analisis se basa en la misma metodologia
aplicada anteriormente, enfatizaremos apenas los aspectos generales de L2 y

las particularidades que le distinguen de L1.

6.3. ANALISIS DE LA INTEGRAL EN EL LIBRO L2

El libro de Calculo L2 se compone de 8 capitulos (579 paginas) titulados,
respectivamente: Funciones y Modelos; Limites y Derivadas; Reglas de
Diferenciacion; Aplicaciones de la Diferenciacion; Integrales; Aplicaciones de

Integrales; Técnicas de Integracion, y Mas Aplicaciones de Integracion.

En funcion del tema de interés de este estudio, el analisis que desarrollamos
estd centrado en los capitulos que se relacionan con la nocién de integral:
Capitulo 5 “Integrales”, Capitulo 6 “Aplicacion de la integracion, Capitulo 7
“Técnicas de Integracion”, y Capitulo 8 “Mas Aplicaciones de Integracion”. A
continuacion sintetizamos el esquema general referente a la integral a partir del

analisis de los referidos capitulos.
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6.3.1. Esquema general referente a la integral, sus aplicaciones y técnicas

de integracion

El autor empieza el estudio de la integral, en la seccién 5.1, a partir de los
problemas relacionados con el area de figuras geométricas planas con lados
curvilineos y a la determinacion de distancias. En la seccién 5.2, formaliza la
definicion de la integral definida como el limite de las sumas de Riemann,
aplicandola al calculo de las integrales; luego, presenta la “regla del punto
medio” sugiriendo su aplicacién a las situaciones-problemas cuyo proposito es
encontrar una aproximacion para la integral; enuncia, aplica y/o demuestra
diversas propiedades de la integral y propone una seccion de ejercicios. El
enunciado, demostracion y aplicacion del Teorema Fundamental del Calculo
estan contemplados en la seccion 5.3. A partir del teorema fundamental del
Calculo, en la seccion 5.4, el autor conecta la integral definida con la integral
indefinida, enuncia y ejemplifica el teorema de la variacién total, y propone
diversos ejercicios. En la seccion 5.5, el texto desarrolla la “regla de la
sustitucion de variables” para encontrar las antiderivadas de algunas funciones
compuestas, aplicandola al calculo de algunas integrales especificas; en esta
seccion se resalta la integracion de funciones simétricas. El capitulo 5 termina

con la proposicion de ejercicios de revision y problemas.

El capitulo 6 aborda las aplicaciones de la integral. Comienza con “areas entre
curvas” (seccion 6.1) contemplando una diversidad de situaciones-problemas
relacionadas con areas comprendidas por curvas. La seccion 6.2 esta dedicada
al estudio de los “volumenes” de distintos solidos; ademas, en la seccién 6.3
los volumenes de los solidos son determinados por medio del método de las
capas cilindricas. La seccion 6.4 aborda las situaciones-problemas para las
cuales se aplica la integral al estudio de la nocion de trabajo. Y, en la ultima
seccidn (6.5) se define el “valor medio de una funcion en un intervalo [a, b]”
seguido de la proposicion y aplicaciones del “teorema del valor medio para
integrales”. En la conclusion del capitulo el autor propone los ejercicios de
revision y los problemas de aplicacién del tema.

Las técnicas de integracion son contempladas en el Capitulo 7, en el cual el
autor aborda: integracion por partes, integrales trigopnométricas, Sustitucion

trigonométrica, integracion de funciones racionales por fracciones parciales,
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estrategias de integracion, integracion usando tablas y sistemas algebraicos
computaciones (CAS), integracion aproximada, e integrales impropias. Para
cada caso, el autor presenta el método especifico seguido por varios ejemplos
resueltos y propone diversos ejercicios. La conclusion del capitulo sigue la
estructura de los demas capitulos de L2, es decir, contempla los ejercicios de

revision y las situaciones-problemas referentes a todas las secciones.

El capitulo 8, “mas aplicaciones de integracion”, aborda la “longitud de un arco”
(seccion 8.1), donde se resalta la “funcién longitud de arco”; el “area de una
superficie de revolucién” esta contemplada en la seccién 8.2; en las
“aplicaciones de la integral en la Fisica y en la Ingenieria” (seccion 8.3), el autor
aborda situaciones-problemas relacionados con las nociones de Presion
hidrostatica y fuerza, momentos y centros de masa. La seccion 8.4 se refiere a
las “aplicaciones de la integral en la Economia y en la Biologia”, presentando
las nociones de excedente del consumidor, circulacién sanguinea, y capacidad
cardiaca. La “probabilidad” esta presente en la seccion 8.5, a partir de la cual

se desarrolla las nociones de valores medios, y distribuciones normales.

Cada apartado se estructura con una breve sintesis del tema, seguida de
ejemplos, definiciones y ejercicios. Al final de cada capitulo (o de los temas
centrales) se propone un proyecto para ser desarrollado, asi como unos
ejercicios de revision (o tests), asi como problemas de aplicacion. En la
resolucion de varios ejercicios propuestos el autor sugiere la utilizaciéon de un
CAS. A continuacion sintetizaremos la estructura general de los dos capitulos

que hemos analizado por medio de la figura 6.10.
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Figura 6.10: Estructura general de la integral en el libro de Calculo L2

En la figura 6.10, destacamos los aspectos mas relevantes utilizados por el
autor en la estructuracion de la secuencia didactica relativa a la integral en el
libro didactico L2. La estructura de los capitulos consiste en la subdivision del
tema en secciones. Cada seccién empieza con un breve resumen seguida de
la introduccién del tema a partir de situaciones-problemas, definiciones, o
proposiciones. En el desarrollo de las secciones el autor presenta algunos
ejemplos resueltos, donde se resaltan los procedimientos que se utilizan en
cada caso; al final de cada seccion, propone diversos ejercicios y situaciones-
problemas en que dichos procedimientos pueden resultar eficaces para su
resolucién. Las proposiciones (propiedades, teoremas, ...) se tornan operativas
por medio de los procedimientos que se utilizan para solucionar los ejercicios y
las situaciones-problemas propuestas. Los ejemplos suelen ser desarrollados
apoyandose en tablas y en figuras geométricas. También encontramos que las
demostraciones son del tipo intuitivas (basadas en la visualizacion geométrica)
o0 deductivas. Asimismo, cada capitulo contempla al menos un proyecto
asociado al tema tratado en una de las secciones vy, al final, un bloque de

ejercicios de revisidon y otro de problemas generales. Todo ello se desarrolla a
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través de distintos lenguajes: verbal, algebraico, simbdlico, grafico, tabular,

analitico y computacional.

De manera general, para efecto de la sistematizacion de este analisis,
consideramos que en el desarrollo de los capitulos el autor utiliza ejemplos,
interpretacion geomeétrica, definiciones, demostraciones, graficas y tablas, y
aplicaciones intra y extramatematicas. En lo que se refiere a los ejercicios
(procedimentales, aplicativos o conceptuales), algunos requieren la utilizacion
de un CAS y otros son de revision o tests y se ubican en el final del capitulo
juntamente con los problemas propuestos. Podemos constatar la inclusion de
algunas notas historicas a lo largo del texto y, de manera bastante expresiva, la
de figuras para explicitar o justificar las proposiciones relacionadas a las
distintas nociones matematicas que se pretende desarrollar. No obstante, la
principal novedad del libro L2 consiste en la inclusion de los proyectos en
todos los capitulos. Asociados al estudio de la integral encontramos los
siguientes proyectos: funciones areas (“Proyecto Descubrimiento” con la
finalidad de anticipar resultados o encontrar patrones); Newton, Leibniz y la
invencion del Célculo (“Proyecto Escrito”, para comparar métodos actuales con
otros utilizados al inicio de la historia de ciertas nociones matematicas); Dénde
sentarse en los cines (“Proyecto Aplicado”, involucra aplicaciones que
requieren de la imaginacion de los estudiantes); Patrones en integrales
(“Proyecto descubrimiento”, consiste en la sugerencia y demostracion de
férmulas para algunas integrales definidas a partir de la utilizacion de un CAS);
y Rotacién alrededor de una recta inclinada (“Proyecto descubrimiento” con la
finalidad de descubrir férmulas para determinar el volumen de soélidos de
revolucion y el area de superficies de revolucion cuando el eje de rotacion

consiste en una recta inclinada).

Las principales nociones matematicas que se desarrollan en el texto son:
integral definida, integral indefinida, funcion integral y aplicaciones de la
integracion en situaciones-problemas intra y extramatematicos. En las
aplicaciones de la integracion, el autor contempla un abanico de situaciones
relacionadas con las nociones de area (bajo curva y entre curvas), distancias,
volumenes, trabajo, predicciones poblacionales, excedente de consumo, flujo

tasa de variacion, etc. Entretanto, el autor resalta que ha empezado el capitulo
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“con los problemas de area y distancia y vamos a usarlos para formular la idea
de integral definida, que es el concepto basico del Calculo Integral” (L2, 2003,
p. 367).

Tras analizar el esquema general de la integral en el libro L2, sistematizamos,
a continuacion, las configuraciones epistémicas global, intermedias y puntual
de la integral enfatizando los aspectos en los cuales el libro L2 mas se

diferencia de L1.

6.3.2. Configuracion epistémica global de laintegral en L2

En esta seccidn presentamos una sintesis de la configuracién epistémica global
de la integral, segun el libro didactico L2, resaltando especialmente los
aspectos que diferencian o complementan los significados atribuidos a la
integral en L1 y L2. Dicha configuracion consiste en el segundo nivel del
analisis del texto matematico que estamos realizando y su sintesis puede ser

apreciada en la figura 6.11.
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Figura 6.11: Configuraciones epistémicas de la integral en el libro L2
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Las configuraciones epistémicas de la integral en el libro L2 pueden ser
sistematizadas a partir de siete configuraciones epistémicas intermedias:
intuitiva, primitiva, geométrica, sumatoria, aproximada, extramatematica y

tecnologica.

La configuracion epistémica aproximada ha sido sistematizada a partir de las
situaciones-problema relacionadas, por una parte, al calculo de areas y
distancias, con las cuales el autor introduce el capitulo 4 (Integrales). Las
referidas situaciones son resueltas a partir de la realizacion de estimativa del
area y de la distancia. Por otra parte, en el capitulo 7 (Técnicas de integracién)
el autor contempla la integral aproximada (seccion 7.7) explicitando que las
referidas técnicas deben ser utilizadas en los casos para los cuales la
antiderivada (o primitiva) es dificil de ser hallada o no existe. Esta configuracién
también ha sido contemplada en el libro L1. No obstante, aunque el autor de
L1 haya reconocido la importancia de esta configuracion, no desarroll6 su
aplicacion a lo largo del libro, limitandose a presentarla como una de las

técnicas de integracion.

Basado en la suma de Riemann, el autor formaliza la nociéon de integral
definida. Esta integral es considerada un tipo especial de limite que sucede en
una gran variedad de situaciones-problemas aunque la funcion que se pretende
integrar no sea necesariamente positiva. En este contexto sistematizamos la
configuracion epistémica sumatoria de la integral en el libro L2. La situacién
problema general que encontramos en la referida configuracidn esta
relacionada con hallar la integral definida de una funcion continua (o con una
cantidad finita de puntos de discontinuidad) a través de la suma de Riemann. El
procedimiento adoptado en L2 consiste en interpretar las situaciones-
problemas en términos de un limite de la suma de Riemann, resolver dicho
limite interpretando la solucion encontrada. Todo ello se realiza utilizando las
definiciones de limite, sumatoria, suma de Riemann, e integral definida. Estas
definiciones juntamente con las propiedades de la integral (integral de una
constante, integral de una suma o resta de funciones, e integral de un producto
de una constante por una funcién), asi como de las propiedades comparativas
de la integral y la “regla del punto medio” constituyen en las nociones vy

proposiciones claves que se pone de manifiesto en el calculo de la integral
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definida desarrollado en el libro didactico L2. El lenguaje presente en esta
configuracion es del tipo simbdlico, algebraico, grafico, verbal, tabular, y
computacional. En cuanto a los argumentos, son del tipo deductivo y las
demostraciones de la integral definida se basan en el proceso de encontrar el

limite de la suma de Riemann para una cantidad infinita de términos.

La configuracion epistémica primitiva de la integral esta sistematizada en la
seccion 5.3 del libro titulada “El Teorema Fundamental del Calculo”. La
situacion-problema general consiste en hallar la antiderivada (o primitiva) de
una funcion continua. El procedimiento consiste en establecer la relacion
inversa entre la integral y la derivada y aplicarla en la resolucion de integrales
sin la necesidad de recurrir al limite de la suma de Riemann. En esta
configuracion estan presentes los conceptos de derivada, antiderivada (o
primitiva), integral definida, e integral indefinida; ademas en el L2 se define el
logaritmo natural a partir de una integral y luego se utiliza la “funcién logaritmo
natural” para expresar el nimero e como un limite. EI Teorema Fundamental
del Calculo y el Teorema de la Variacion Total constituyen las principales
proposiciones desarrolladas en la referida configuracion. El lenguaje utilizado
es del tipo verbal, algebraico, geométrico, simbdlico, y tabular. Los argumentos
son deductivos; las demostraciones de los teoremas se apoyan en las nociones

matematicas de area y distancia.

La diversidad de situaciones-problema contempladas en el libro L2,
relacionadas con la aplicacién de la integracion en la solucion problemas
geométricos (especialmente en los capitulos 6 y 8), sirven de apoyo para la
sistematizacion de la configuracion epistémica geométrica de la integral. Dichas
situaciones-problema contemplan, ademas del calculo del area de figuras
planas y de volumenes, la determinacion de la longitud de un arco y el area de
superficies de revoluciéon. El procedimiento adoptado consiste en encontrar una
integral definida representativa de la situacidon-problema, resolverla a través de
la primitivacién e interpretar el resultado segun el problema que se pretende
resolver. Las definiciones basicas se refieren a las nociones geométricas de
area (bajo curva, entre curvas, y de superficies de revolucion), volumen y
longitud de un arco. Las proposiciones contemplan las propiedades

geométricas especificas relacionadas con las definiciones de areas, volumenes
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y longitud de arco. El lenguaje utilizado es del tipo geométrico, simbdlico, y
algebraico. Los argumentos son deductivos y se apoyan fuertemente en la

visualizacion geométrica.

Por otra parte, las situaciones-problema relacionadas con la aplicacion de la
integral, pero distintas de las geométricas, son contempladas de manera
abundante en el liboro L2. A partir de las referidas situaciones-problema
realizamos la sistematizacién de la configuracion epistémica extramatematica
de la integral. Dicha configuracién contempla una diversidad de conceptos
relacionados con las aplicaciones de la integral en distintas areas del
conocimiento. En Fisica e Ingenieria el autor resalta los conceptos de presion,
fuerza, momentos y centros de masa. En Economia y en Biologia, los
conceptos destacados son de excedente del consumidor, circulacion
sanguinea, y capacidad cardiaca. En Probabilidad estan contemplados los
valores medios y las distribuciones normales. Entre las principales
proposiciones relacionadas con esta configuracion, destacamos el Teorema de
la variacion total, el Teorema de Pappus y la ley de Hooke, ademas de las
propiedades especificas relacionadas con cada situacion-problema que se
desarrolla con la aplicacion de la integral. En el lenguaje, predominan el

simbdlico, algebraico, y grafico. Los argumentos utilizados son deductivos.

La configuraciéon epistémica tecnoldgica contempla las situaciones-problema
cuya solucion requiere el uso de recursos tecnologicos (al menos una
calculadora grafica) o un sistema algebraico computacional — CAS (Maple,
Derive, Matematica, T1-92). El procedimiento consiste en la utilizacion de una
herramienta tecnoldgica para “evaluar” las integrales, representar graficas, etc.
Los principales conceptos usados en esta configuracion se relacionan con
derivada, antiderivada, e integral definida. Las proposiciones no son
contempladas explicitamente en el libro L2, sino las que soportan los referidos
softwares. El lenguaje es del tipo Tecnoldgico, algebraico, simbdlico, y grafico
(visualizacion en la pantalla). Los argumentos son predominantemente
intuitivos (basados en la visualizacion grafica y en los resultados numéricos y

algebraicos obtenidos).
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6.3.3. Configuraciones epistémicas intermedias de laintegral en L2

Aunque las secuencias a través de las cuales los autores abordan los temas en
cada libro y que las propuestas metodologicas contempladas sean bastante
distintas, los significados asociados a la integral mantienen una cierta
regularidad como podemos apreciar a través de las dos sintesis del significado
global de la integral anteriormente sistematizadas. No obstante, consideramos
que dos de las configuraciones epistémicas de la integral contempladas en L2
merecen ser resaltadas por medio de un analisis mas detallado. Se trata de las
configuraciones epistémicas intermedias sumatoria y tecnolégica de la integral

que analizamos a continuacion.

Configuracién epistémica sumatoria de la integral en el libro L2

En la configuracién epistémica sumatoria de la integral, la resolucion de los
ejemplos es realizada usando el limite de la suma de Riemann. Las
situaciones-problema propuestas también deben ser resueltas de la misma
manera. Esto difiere de otros libros de textos de Calculo que solamente utilizan
las sumas de Riemann para definir la integral y luego desarrolla las
aplicaciones de la integral por medio de la primitivacién. En la figura 6.12

sintetizamos la referida configuracion.
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CONFIGURACION EPISTEMICA SUMATORIA

SITUACIONES-PROBLEMA
Formalizar y generalizar la integral a una clase mas amplia de
problemas,
por medio del limite de la suma de Riemann.

CONCEPTOS/ DEFINICIONES
Limite.
Sumatoria.

Suma de Riemann.
Integral Definida.

INTERVIENE
Y SOPORTA

~
/

PROCEDIMIENTOS
El calculo de la integral se realiza como el limite de las

LENGUAJE sumas de Riemann o utilizandose la idea de las sumas de
Analitico. Riemann para especificar la integral definida que modeliza
Algebraico. L la situacion que se pretende resolver.
Simbolico.
~ 2
REGULA EL PROPOSICIONES
uso Teorema Fundamental del Calculo, el Teorema del Valor
Medio, la continuidad de una funcion, las propiedades de la
integral y Ia Regla de Barrow.

-

ARGUMENTOS
Deductivos.

Figura 6. 12: Configuracion epistémica sumatoria de la integral en el libro L2

Las situaciones-problema contempladas en la configuracion epistémica

sumatoria de la integral en L2 se relacionan con:

e Expresar el limite de una suma de Riemann como una integral en un cierto

intervalo cerrado;

e Determinar la suma de Riemann para una funcién f, continua en un

intervalo [a, b], para un cierto valor n;

e Calcular la integral definida de una funcion f, continua en un intervalo

cerrado [a, b], a través del limite de la suma de Riemann;
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o Establecer una expresion para una cierta integral definida como un limite
de la suma de Riemann y usar un CAS para calcular el valor de la referida

expresion;

e Calcular la integral definida de cierta funcién e interpretar su resultado en

términos de area;

e Aplicar las propiedades de la integral para calcular la integral definida de

ciertas funciones;

e Estimar el valor de la integral definida para los valores de cierta funcion

presentados en una tabla;

Como conceptos/ definiciones asociados a la referida configuraciéon resaltamos
limite, sumatoria, suma de Riemann, e integral definida. No obstante, la
principal definicidn contemplada consiste en la siguiente definicién de la integral
definida:

Si f es una funcién continua definida por a < x < b, partimos el intervalo [a, b] en n

a
subintervalos de longitudes iguales Ax = . Sea xg(=a), xq, X, ..., Xp(=b) los

n
. . . * * *
extremos de dichos subintervalos y vamos a elegir los puntos x;, X5, ..., X, en estos

. * r . . .
subintervalos de manera que x; esta en el i-esimo subintervalo [xi_l, xi]. Entonces la
integral definida de f es

a nN—o0

jb f (x)dx = lim Zn: f (X )Ax (L2, 2003, p. 378).
i=1

Tras presentar la definicion de la integral definida, el autor comenta que si
asumimos que la funcion f es continua, puede ser demostrado que el limite de
la definicion anterior existe y proporciona el mismo valor independientemente
del punto escogido (puede ser una de las extremidades del intervalo o
cualquiera de sus puntos interiores). Ademas, aclara que dicho limite también
existe cuando f posee una cantidad finita de discontinuidad removible (o del
tipo “salto”). En cuanto a los intervalos, el autor explica que aunque en la
definicion de la integral definida el intervalo [a, b] fue dividido en partes iguales,
hay situaciones en las que es conveniente trabajar con intervalos de longitudes
diferentes; en estos casos es suficiente garantizar que el subintervalo tomado
con maxima longitud tienda a cero para asegurar que las longitudes de todos
los subintervalos también tiendan a cero en el proceso del limite (L2, 2003,
pp. 379-380).
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El procedimiento general consiste en calcular la integral definida como el limite
de las sumas de Riemann o en utilizar la idea de las sumas de Riemann para
especificar la integral definida que modeliza la situacion que se pretende
resolver. Con relacién a las proposiciones, ademas del Teorema Fundamental
del Calculo, del Teorema del Valor medio, y de la Regla de Barrow, en esta
configuracion estan contempladas las propiedades de la integral que

explicitamos a continuacion:

1. j: cdx =c(b—a), ces una constantecualquiera ;
2. Lb [f(x)+g(x)]dx = Jj f(x)dx + I: g(x)dx;
3. _[:cf (x)dx=c Lb f(x)dx, ces una constantecualquiera ;

4, _[b [f(x)—g(x)]dx = Ib f (x)dx —j: g(x)dx;

a a

5. jc f(x)dx + Lb f(x)dx = j:f (x)dx;

a

6. Si f(x)>0paraa<x<b, entonces.[: f(x)dx>0;

7. Si f(x)>g(x)paraa<x<b, entoncesj:f(x)dxzj:g(x)dx;

Sim< f(x)<M paraa<x<b, entonces

m(b-a)< [ f(x)ax <M (b-a)

El lenguaje utilizado por el autor es del tipo analitico, algebraico y simbdlico.
Mientras los argumentos son deductivos, siendo las demostraciones de

diversas propiedades contempladas en los apéndices del libro.

Otra configuracién epistémica intermedia de la integral que vamos a
sistematizar a partir de L2, consiste en la configuracion epistémica tecnolégica
de la integral. Dicha configuracion se caracteriza por los recursos tecnolégicos

contemplados en los capitulos del libro relacionados con la integral.
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Configuracién epistémica tecnoldgica de la integral en el libro L2

Al describir el enfoque general del libro L2, su autor argumenta que el uso
adecuado de calculadoras y ordenadores contribuye con el descubrimiento y
con la comprensién de conceptos matematicos. Por ello en el referido libro no
solamente se ha utilizado la calculadora o un sistema algebraico computacional
para la resolucion de diversos ejemplos, sino se sugiere el empleo de dichos
recursos tecnologicos para solucionar diversos ejercicios y situaciones-
problema planteadas en el texto. Sin embargo, el autor aclara que “todavia la
tecnologia no torna obsoletos el lapiz y el papel. Calculos y esbozos manuales
son frecuentemente preferibles a la tecnologia para ilustrar y reforzar algunos
conceptos” (L2, 2003, p. viii). Asimismo, el autor considera que la habilidad
para decidir en qué circunstancias o para qué actividades son mas apropiadas
la utilizacion de las tecnologias deben ser desarrolladas tanto por los
profesores como por los estudiantes universitarios de Calculo. El énfasis
puesto en el uso de las tecnologias por el autor de L2 nos ha llevado a
considerar relevante sistematizar la configuracion epistémica tecnoldgica de la

integral, la cual sintetizamos en la figura 6. 13.

CONFIGURACION EPISTEMICA TECNOLOGICA

SITUACIONES-PROBLEMA
Como utilizar las tecnologias en la resolucion de problemas
matematicos
y extramatematicos a través de la integracion.

_/ ™
CONCEPTOS/ DEFINICIONES
Conceptos geométricos (area, volumen, longitud, etc.) y
INTERVIENE extramatematicos.
Y SOPCRTA
-
LENGUAJE PROCEDIMIENTOS
Te°“°|°9‘°° Utilizacion de las t logias en la resolucion de
Algebraico. problemas que requieren la aplicacion de la integral.
Simbolico.

Grafico.

REGULA EL
uso

PROPOSICIONES
Teorema Fundamental del Calculo, las Sumas de Riemann y
la Regla de Barrow

JUSTIFICAN )

ARGUMENTOS
J Intuitivo (basados en la visualizacion grafica y en los

resultados numéricos y algebraicos obtenidos).

Figura 6. 13: Configuracion epistémica tecnolégica de la integral en el libro L2
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Las situaciones-problema relativas a la integral que han sido contempladas en
la configuracion epistémica tecnoldgica requieren la utilizacion de una
calculadora grafica o de un sistema algebraico computacional para
solucionarlas. La utilizacién de calculadoras graficas esta sugerida para
diversas situaciones-problema relacionadas con el analisis basado en la
visualizacion de graficas de una o mas funciones en la pantalla. Entretanto,
para resolver las situaciones que requieren procedimientos mas complejos para
hallar expresiones algebraicas, solucionar ecuaciones, encontrar limites,
derivadas, integrales, etc., el autor propone la utilizacion de un sistema
algebraico computacional para auxiliar al estudiante en la comprension de los

conceptos matematicos y en la resoluciéon de dichas situaciones.

Aunque en los cuatro capitulos de L2 que abordan la integral son utilizadas o
propuestas actividades que requieren el uso de las tecnologias, consideramos
que los conceptos que se ponen de manifiesto en esta configuracion se
relacionan tanto con nociones matematicas como con nociones

extramatematicas.

El procedimiento general consiste en la utilizacion de tecnologias en la
resolucidn de situaciones-problema que requieren la nocién de integral. Para
ello, se puede determinar la integral definida o indefinida, representarlas
graficamente, analizar los resultados obtenidos y adecuar los resultados
mostrados en la pantalla (de la calculadora u ordenador) a la solucién de las
situaciones-problema. En este sentido, es importante que el usuario de los
sistemas algebraicos computacionales interprete los resultados dados en la
pantalla, ajustandoles a los aspectos tedricos de la integral (o de los demas
temas estudiados). Es decir, si se utiliza un sistema algebraico computacional
para encontrar una integral indefinida hay que observar que en la respuesta
dada en la pantalla se omite la constante. No obstante, si lo que se busca no se
trata de esta integral en particular es necesario afiadir dicha constante para
responder adecuadamente a esta cuestion. De manera similar, hay que
analizar la necesidad de insertar el médulo en algunas expresiones algebraicas
referentes a la determinacion de algunas integrales indefinidas realizadas por
un sistema algebraico computacional y realizar las adecuaciones necesarias.

Un aspecto muy interesante a resaltar es que cuando se utiliza los recursos
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tecnolégicos en el proceso de estudio de la integral, no es necesario que los
estudiantes realicen los calculos algebraicos, o que puede potencializar el
tiempo destinado a dicho proceso y contribuir con la comprensiéon de los

conceptos.

En lo que se refiere a las proposiciones, en el libro L2 no se explicitan teoremas
o propiedades relacionadas con la configuracidon epistémica tecnoldgica,
excepto por una mencion que se hace a la expansién de una potencia a través
del Teorema binomial. No obstante, en el proyecto descubrimiento titulado
“Patrones integrales” se propone la utilizacion de un sistema algebraico
computacional para investigar integrales indefinidas de una familia de
funciones. La actividad se basa en que a partir de la observacién de las
integrales de varios miembros de la familia el estudiante debe sugerir y luego
demostrar una féormula general para cualquiera de los miembros de dicha
familia (L2, 2003, p. 511). Esta actividad ejemplifica una manera de contribuir al

planteamiento de algunas proposiciones relacionadas con la integral.

El lenguaje que se requiere en esta configuracion epistémica es del tipo
tecnolégico, algebraico, simbdlico y grafico. Es imprescindible conocer los
comandos basicos de los sistemas algebraicos computacionales con los cuales

se va a trabajar.

Los argumentos son predominantemente del tipo intuitivo (basados en la
visualizacion geométrica). Pueden ser también del tipo inductivo (basados en

demostracién de conjeturas por medio de la induccion matematica).

A continuacion sistematizamos el analisis de la primera situacién-problema
contemplada en la introduccion de la integral (Capitulo 5) del libro didactico L2.
Se trata de un problema clasico del area de un arco de parabola que sera
analizado como ejemplo de una configuracion epistémica puntual de la integral
en L2.

6.3.4. Configuraciones epistémicas puntuales de la integral en L2

Entre las situaciones-problemas contempladas en la configuracion epistémica

intermedia aproximada de la integral, encontramos los ejemplos 1y 2 (Seccion
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5.1 “Integrales”) referentes al calculo del area bajo una curva. Dichos ejemplos

estan descritos y resueltos en el libro didactico L2 de la manera siguiente:

Ejemplo 1.
Use rectangulos para estimar el area bajo la parabola 'y = x? de 0 hasta 1.

SOLUCION: Primeramente el autor observa que el area de S esta contenida en un
cuadrado de lado igual a 1 unidad, luego el area estd comprendida entre 0 y 1 unidades
cuadradas. Posteriormente, empieza a dividir S en cuatro franjas trazando las rectas
verticales X =V4, X =%,y X =% representando graficamente esta situacion. A partir
de esto, propone aproximar el area de cada franja por el area de los rectangulos de base 4
y altura igual al valor de la funcién f(x) = x* en las extremidades derechas de los
subintervalos [0, V5], [ Y4, ¥2] , [V, %), [%4, 1].

Como la base de cada rectangulo mide Y4, y las alturas son, respectivamente, (%)2, (1/2)2,
(%)% y (1); indicando la suma de estos rectangulos por Ry, obtendremos

Ry = Va(Va)? +Va(Ve)? + Va(¥%4)? + Va(1)? = 15/32 = 0,46875
Observando la figura (c) constatamos que el area A de S es menor que R;, luego
A <0,46875

Analogamente, se determina el area L4 considerando que las alturas de los rectangulos son
las extremidades izquierdas de los subintervalos. Asi, tenemos que la suma de las areas de
dichos rectangulos “aproximantes” es

Ly = V4(0)? +Va(Va)* + Va(¥6)? + Va(%)? = 7/32 = 0,21875
De esta manera tenemos estimaciones inferior y superior para A:
0,21875 < A < 0,46875

Repitiéndose el proceso anterior para una cantidad mayor de franjas, el autor estima el
area a partir de las sumas de las areas de ocho rectangulos aproximantes, obteniendo que

0,2734375 < A < 0,3984375

Luego se concluye que se puede mejorar la estimacion aumentando la cantidad de franjas
y se presenta la tabla siguiente con calculos similares (realizados por un ordenador),
usando n rectdngulos cuyas alturas son encontradas tanto en los extremos izquierdos (L,)
como derechos (R,) de los subintervalos.

Ln Rn
N
10 |0,2850000 | 0,3850000

20 |0,3087500 | 0,3587500
30 |0,3168519|0,3501852
50 |0,3234000 | 0,3434000
100 |0,3283500 | 0,3383500
1000 | 0,3328335 | 0,3338335

A partir del analisis de los datos contenidos en la tabla anterior, el autor concluye que
cuando usamos n = 1000 conseguimos estrechar la desigualdad:

0,3328335 < A < 0,3338335
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Finalmente, se propone aproximar el area por medio de la media aritmética entre R, y Ly,
atribuyéndose al area el valor aproximado 0,3333335.

Ademas, el texto plantea que parece que los valores de R, se aproximan de 1/3 a medida
gue aumentamos el valor de n y propone confirmar este hecho en el ejemplo 2.

Ejemplo 2: Para la regiéon S del Ejemplo 1, muestre que la suma de las areas de los
rectangulos aproximantes a la derecha tiende a 1/3, es decir,

lim RA:%.

SOLUCION: R, es la suma de las areas de los n rectangulos cuyas bases miden 1/n vy, las
alturas, son los valores de la funcion f(x) = x* en los puntos 1/n, 2/n, 3/n, ..., n/n. Asi,

1[1]2 1(2)2 1(3)2 1(n)2
Ri=—|=| +=|=| +=|=| +..+=| =
n\n n\n n\n n\n

=H-F(12+22+32+...+n2)=%(12+22+32+...+n2)

Necesitamos la férmula de la suma de los cuadrados de los n primeros nimeros enteros
positivos:

n(n+1)2n+1)
6

P+2°+3+..+n*=

Sustituyendo la féormula anterior en la expresion encontrada para Ry, tendremos:

1 n(n+1)2n+1) (n+1)2n+1)
Rn = 73 . = 2
n 6 6n
Asi, tenemos
lim Rn = lim %zzn—i—l)
n—o n—o 6n

. 1(n+1)(2n+1)
= lim =] —=
n»o 6\ n n

= lim 1 1+1j(2+1j
n—o 6 n n
:}.1.2:1
6

Utilizandose un proceso analogo se puede demostrar que las sumas aproximantes e
inferiores también tienden a 1/3, es decir,

lim L. =;

A=lim R,23dim L, :;

n—oo n—oo




Para ejemplificar el analisis de una configuracion epistémica puntual de la
integral en el libro didactico L2 descrita anteriormente, empezamos realizando

una sintesis de dicha configuracion en el diagrama de la figura 6.14.

CONFIGURACION EPISTEMICA PUNTUAL DE LA INTEGRAL EN EL LIBRO L2

LENGUAJE
- Verbal.
- Algebraico.
- Simbélico.
- Geométrico.
- Tabualar.
interviene y interviene y
soporta soporta
PROBLEMA \ CONCEPTOS
i i i 2 - Estimativa
E1.Us’e rectangulos para estimar el area bajo interviehe - Aproximacion.
la parébolay = % de 0 hasta 1; \ y soporta - Rectangulos ap roximantes.
E2.Parala region S del Ejemplo 1, muestre \ - Funcién.
que lasuma de las érea de los rectangulos / - Area.
proximantes a la derecha tienden a 1/3. / - Limite.
S~ 7
resuelven conectan
PROCEDIMIENTOS PROPOSICIONES
Division de la regién parabélica en cuatro franjas a partir del trazado
de rectas verticales equidistantes y determinacion de suma de las areas
de los rectangulos comprendidos e (las alturas de dichos rect. las
extremidades superiores o inferiores de los subintervalos de particion). - Suma de los cuadrados de losn primeros nimeros enteros positivos.
Luego se amplié el nmera de divisiones del intervalo [0,1] en - Propiedades de limites.

subintervalos igualesn=8, 10, 20, 30, 50, 100, 1000), aproximando

el &rea de S por las sumas superioreR p, e inferioresL , de las areas

de los rectangulos. Posteriormente se demostra que el &rea es definida
como el limite deR p o de L p (con n tendiendo al infinito) y es igual a 1/3.

\ /

justifican justifican
- deductivos (demostracion del drea deS a través del limite de las sumas sup erioes e
inferiores de los rectangulos aproximantes).

ARGUMENTOS

Figura 6. 14: Una configuracion epistémica puntual de la integral en el libro L2

La situacién-problema que hemos elegido para ejemplificar una configuracion
epistémica puntual de la integral en L2 se basa en dos ejemplos contemplados
al inicio del capitulo 5. Concretamente, consiste en la utilizacion de rectangulos
para aproximar el area comprendida por la pardbola y = x?, el eje de las
abscisas y la recta vertical x=1. Es decir, se trata de hallar el area de la
superficie S, bajo la parabola y = x% en el intervalo [0,1]. El procedimiento
utilizado en la solucién presentada en el referido libro consiste en la estimacion
de las éareas de rectangulos, considerando la media aritmética entre las
estimaciones inferiores (las alturas fueron obtenidas a través de los extremos
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inferiores de los subintervalos considerados) y superiores (las alturas fueron
obtenidas por medio de los extremos superiores de los subintervalos
considerados). El procedimiento se inicia con la aproximacion del area de S por
las sumas de las areas de los rectangulos aproximantes (superiores e
inferiores) para n = 4; analogamente se realizaron los mismos calculos para
n = 8, verificandose que la aproximacion del area habia mejorado. A partir de
esto el autor presentd los datos relativos a la sumas superiores de los
rectangulos (designada por R,) y a las sumas inferiores de dichos rectangulos
(designadas por L,), para n = 10, 20, 30, 50, 100, y 1000. La aproximacién
propuesta para el area fue la media aritmética entre Lioo0 ¥ R1000. En cuanto al
procedimiento utilizado en el ejemplo 2, consiste en determinar al limite de Ry,
con n tendiendo al infinito; para ello fue necesario recurrir a la formula de la
suma de los cuadrados de los primeros enteros positivos. Al afirmar que
analogamente se puede determinar el limite de L,, con n tendiendo al infinito y
mostrar la igualdad de ambos limites, el autor concluye definiendo el area A de
la superficie S como el limite de las sumas de las areas de los rectangulos

aproximantes, es decir,

n—oo n—o

A=IlimR =IlimL, :%

En dicho procedimiento estan contempladas algunas propiedades relacionadas
con la suma de los cuadrados de los “n” primeros numeros enteros positivos y
al limite de secuencias numéricas. Ademas, constatamos en el texto los
conceptos de media aritmética, area, estimacion, aproximacion, secuencias, y
limites. Tras resolver la situacion-problema utilizando estimaciones, el texto
contempla la demostracion, a través del limite, que las sumas de las areas de
los “rectangulos aproximantes” superiores tienden a 1/3 y sugiere que lo mismo
pasa con el limite de las sumas de los “rectangulos aproximantes” inferiores.
Ademas, en el prefacio del libro L2, el autor declara focalizar en la
comprension conceptual por medio de la relacion entre los diferentes tipos de
lenguajes: geométrico, numérico, algebraico, y verbal (o descriptivo) (L2, 2003,
p. vii). No obstante, consideramos que en esta configuracion epistémica
puntual de la integral también esta contemplado el lenguaje del tipo simbdlico y

tabular.
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A partir de la resolucidon de dicha situacion-problema y de la demostracion, a
través del calculo de los limites, de que el area en cuestion es igual a 1/3, el
autor generaliza la definicion del area de la region que esta bajo la grafica de
una funcién continua como el limite de la suma de las areas de los “rectangulos
aproximantes”, cuando la cantidad n de los referidos rectangulos tiende al
infinito.

Aunque la situacién-problema propuesta en los ejemplos 1 y 2 de la seccion
(5.1) podrian ser resueltos de manera mucho mas sencilla por medio de la
aplicacién de la integral definida, nos parece muy interesante la estrategia
utilizada en L2 en el sentido de articular algunas nociones matematicas
basicas, supuestamente conocidas por los estudiantes de un curso
introductorio de Calculo, que seran utilizadas posteriormente en la definicion de
la integral definida. Esta manera de introducir la integral a partir de las “ideas”
subyacentes del Calculo, sin mencionar o utilizar explicitamente las nociones
de derivada e integral, segun hemos observado en nuestra practica docente,
contribuye a la comprensidon de la nocion de integral en los estudiantes de la

Licenciatura en Matematicas.

6.4. CONCLUSIONES DEL CAPITULO

Con relacién al analisis de libros de texto de Calculo, Baruffi (1999) tras realizar
un analisis sintético de 24 libros usados en el curso de Calculo introductorio,
constato: el acercamiento de algunas propuestas de los referidos libros a un
curso de Analisis Real, divergiéndose de las propuestas para el curso inicial de
Calculo es inadecuado para un curso destinado a todos los estudiantes de un
curso de Calculo; varios libros no ponen énfasis en las ideas del Calculo a
través de problemas importantes e innovadores, sin embargo aunque haya una
variedad de libros que no introducen los temas por medio de situaciones-
problemas resaltan que el Calculo tiene diversas aplicaciones en diferentes
areas del conocimiento; muchos de los libros analizados son significativos,
importantes y compatible con el modelo tedrico utilizado, concluyendo asi que

“libros buenos siempre han existido” (p. 127).
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Diferentemente del estudio anteriormente mencionado, la finalidad del analisis
de los libros que hemos realizado no consiste en abarcar una gran cantidad de
libros de texto disponibles para la ensefianza universitaria, sino en aplicar una
metodologia especifica que permita realizar un analisis con detalle y
profundidad de dos libros de Calculo que suelen ser utilizados en el curso de

Calculo introductorio en el contexto de la Licenciatura en Matematicas.

A partir de la metodologia que hemos desarrollado con la utilizacion de las
herramientas tedricas del Enfoque Ontosemidtico hemos realizado el analisis
de los libros L1 y L2. Dicho analisis ha permitido sistematizar las distintas
configuraciones epistémicas de la integral que han sido contempladas en los
referidos libros. A la red construida por complementariedad de dichas
configuraciones, le asociamos el significado de referencia de la integral
presente en los libros didacticos de Calculo en el contexto de la formacion de

profesores de matematica en Brasil.

El referido significado de referencia de la integral puede ser constituido por
todas las configuraciones epistémicas intermedias sistematizadas a través del
analisis de L1 y L2 (o por una sintesis de las mismas), segun el interés del
investigador. A cada configuracién epistémica intermedia (segundo nivel de
analisis) esta asociado uno de los significados parciales de la integral en dicho
contexto. Asimismo, a través de la configuracion epistémica puntual de la
integral (tercer nivel de analisis) podemos realizar un analisis mas fino de

algunas situaciones-problemas especificas.

Consideramos que el significado de referencia de la integral, sistematizado en
este analisis, es representativo del significado planificado para la integral en los
libros de texto de Calculo que suelen ser utilizados en el curso de Calculo
introductorio en la Licenciatura en Matematicas. No obstante, dichos
significados seran contrastados con el analisis de los antecedentes de este
estudio y con los significados personales de los profesores-formadores

expertos en la ensefianza universitaria de Calculo.

En los capitulos 7, 8 y 9 analizamos las opiniones de los referidos profesores-
formadores (investigadores y/o autores de libros de texto de Calculo para la
ensefianza universitaria) a la luz de las seis dimensiones del Enfoque
Ontosemidtico.
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Capitulo 7

SIGNIFICADOS PERSONALES DE P1 SOBRE EL PROCESO DE
ESTUDIO DE LA INTEGRAL

En este capitulo analizamos una de las entrevistas que hemos realizado con
los profesores-formadores, expertos en la ensefianza universitaria del Célculo.
Dicho andlisis ha posibilitado la caracterizacion de los significados personales
de un profesor-formador sobre la ensefianza de la integral en el contexto de la
formacion de profesores de matematicas de la enseflanza secundaria. La
estructura del capitulo consiste en una descripcion de las categorias de
andlisis, seguida de dos partes en las cuales realizamos el andlisis del primer
estudio de caso, a partir de la entrevista realizada con el profesor-formador y
autor de libro de texto de Calculo (P1). En la primera parte, aplicamos el
método de la narrativa para analizar la formacion, experiencia académica, y
motivos para la elaboracion del libro de texto de P1. En la segunda parte,
utilizamos algunas de las herramientas teoricas del enfoque ontosemiotico para
sistematizar y caracterizar los significados personales sobre la didactica de la

integral que emergen de los relatos de P1.

Dichos significados los interpretamos también como la manifestacion de sus
conocimientos profesionales e incluyen los criterios personales sobre la
idoneidad didactica de los procesos de estudio de la integral en el contexto de

la formacion de profesores de matematicas de secundaria.
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7.1.  ANALISIS DE LAS ENTREVISTAS

El analisis de las entrevistas realizadas con los profesores-formadores,
expertos en la ensefianza universitaria de Calculo, se basa, por una parte, en el
anadlisis de las narrativas de los referidos profesores sobre su formacion
académica, experiencia profesional y, la motivacion para la elaboracion del libro
de texto de Calculo para la ensefianza universitaria. Por otra parte,
consideramos que las herramientas tedricas desarrolladas en el Enfoque
Ontosemidtico nos permitiran analizar, detalladamente, dichas entrevistas en lo
que se refiere al proceso de estudio de la integral en el contexto de la
formacion de profesores de matematicas de la ensefianza secundaria en Brasil.
Esa opcion metodoldgica para la realizacion del analisis de las narrativas de los

profesores-formadores se explicada a continuacion.

7.1.1. Andlisis de las narrativas relacionadas con las experiencias
personales y profesionales de los profesores-formadores

Las narrativas son consideradas como potentes caminos a través de los cuales
los docentes no solamente recuerdan y detallan sus experiencias personales
pasadas, sino que ellos reconstruyen tanto sus propias historias como sus
significados y redefinen sus identidades personal y profesional, lo que permite
vincular la naturaleza del conocimiento de los profesores con sus narrativas
(Cortazzi, 1993). Corroborando con lo que la posicion de Connelly y Clandinin
(1988), el autor caracteriza el conocimiento practico personal del profesor,
como un conocimiento no académico que es construido a partir de sus
experiencias personales y profesionales, lo que permite “indicar como el
conocimiento de los profesores parece ser una forma particular de reconstruir
el pasado, combinada con una intencion para el futuro para enfrentarse a las
necesidades de las situaciones presentes” (lbid., p. 9). Ademas, para
comprender algo tan personal como la ensefianza, es necesario que sepamos
acerca de la persona que es el profesor (Goodson, 1992, citado por Cortazzi,
1993, p. 15). En esta investigacion, al interesarnos por caracterizar el proceso
de estudio de la integral en un contexto especifico, teniendo en cuenta los
conocimientos profesionales puestos de manifiesto por los profesores-
formadores sobre el referido proceso por medio de sus narrativas,
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consideramos necesario conocer, inicialmente, sus historias de vida personales
y profesionales, y posteriormente, sistematizar dicho proceso de estudio. Esto
requiere aplicar una metodologia especifica que permita analizar las narrativas

con detalle y profundidad.

Segun Cortazzi (1993), las narrativas de los profesores pueden ser construidas

a través de:

e Anécdotas de profesores, episodios que contemplan relatos de los
profesores sobre acontecimientos de sus clases, o bien sus historias como

aprendices;

e Historia del curriculo, descripciones realizadas por los profesores relativas a
sus clases y encorajamiento de los estudiantes para también hablar sobre

las mismas;

e Autobiografia, auto-reconstrucciéon consciente y reflexiva de distintos

aspectos de la vida personal y profesional del docente;

¢ Bibliografia colaborativa, descripcion e interpretacion de las experiencias de

vida del profesor realizadas colectivamente por el profesor y el investigador;

e Indagacion narrativa, consiste en la obtencion de significados de una
experiencia especifica durante la descripcion de una historia con la
colaboracién de los participantes, y es una via de construccion de la historia

de los profesores.

Otras perspectivas consideradas para la investigacion narrativa son
consideradas, ademas, en el estudio de Galvao (2005), tales como: historias de
vida, narrativas personales, entrevistas narrativas, etnobiografias, etnografias y
memorias populares y, acontecimientos singulares integrados en un cierto
contexto. Sin embargo, a las narrativas siempre se les asocia un “caracter
social explicativo de algo personal o caracteristico de una época” (p. 329). Esa

autora considera que:

El método de la narrativa, en la perspectiva de Cortazzi (1993), es ideal para analizar
historias de profesores, pues nos ofrece un medio para oir sus voces y entender su
cultura desde su punto de vista. [...] Las explicaciones contienen creencias y valores,
asi como también acciones de referencia, y en el método narrativo, los asuntos son
contextualizados en términos de acontecimientos que son posteriormente analizados
de manera personal, atribuyéndoles un significado situacional (p. 331).
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Las narrativas de los profesores son presentadas primordialmente en su forma
oral. El texto escrito suele comprender una etapa posterior en su construccion.
Para Riessman (1993), dicha construccion en la investigacion educativa
contempla las etapas siguientes, que constituyen los distintos niveles de la

experiencia:
e Presentacion, la experiencia vivida;

¢ Relato de la experiencia, informacion oral de la experiencia por parte de la

persona que la ha vivenciado;

e Trascripcidon de la experiencia, elaboracion del texto sobre la historia

relatada;

e Analisis de la experiencia, basada en seleccionar, enfatizar, relatar y
comparar las informaciones para la produccion de un nuevo texto

(generalmente escrito);

¢ Interpretacion, involucra una nueva comprension de la narrativa por la

comunidad educativa.

Las dos primeras etapas anteriormente descritas estan a cargo del profesor
que ha vivenciado la experiencia; la trascripcion y el analisis suelen ser
realizados por el investigador y la interpretacion generalmente se produce por

la comunidad educativa pertinente.

La investigacion basada en el uso de narrativas suele empezar con una
dificultad previa, cuyo interés en el fendmeno puede ser comprendido en el
camino de la narracion. Generalmente utiliza el método de investigacion
basado en la comprension y reconstruccion de las unidades narrativas de los
relatos a través de una amplia reflexion de los participantes (Connelly y
Clandinin, 1986, citado por Riessman, 1993).

Entre las diversas vias utilizadas para analizar la investigacion narrativa,
Riessman (1993) y Cortazzi (1993) destacan, en un enfoque sociolinguistico,
un modelo de analisis narrativa (Labov y Waletsky, 1967; Labov, 1972; citados
por Cortazzi, 1993, p. 44) que ha sido aplicado a las narrativas. En este modelo
se considera que la narrativa de la experiencia personal puede ser organizada

por medio de una estructura que contempla seis componentes:
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¢ Resumen, sumario de la sustancia de la narrativa;

e Orientacidn, consiste en tener en cuenta el tiempo, lugar, situaciones, y

participantes;

e Complicaciéon de la accion, identificacibn de la secuencia de

acontecimientos;
e Evaluacion, significado y sentido de la accién, actitud del narrador;

e Resolucion/decision, qué ha sucedido y cdmo ha sido resuelta la

complicacion presentada;

e Coda, termina la narrativa retornando a la perspectiva presente; la narrativa

sigue abierta a nuevas lecturas, interpretaciones y construcciones.

Ademas, entre las principales razones para utilizar dicho modelo en el analisis
de las narrativas de los profesores, Cortazzi (1993, p. 54) ha resaltado que: (1)
la metodologia utiliza cuestiones que involucran social y emocionalmente al
narrador; (2) las narrativas orales de experiencias personales tiene una clara
estructura interna, la cual también esta contemplada en las narrativas de
profesores y se puede aislarla sencillamente; (3) el modelo pone de manifiesto
la funcion social de las narrativas, lo que es importante para considerar las
perspectivas culturales de las narrativas de los profesores por medio de
entrevistas o de charlas informales. Asimismo, el autor destaca que un aspecto
metodologico relevante en el modelo de Labov consiste en que el narrador

provee tanto el contexto como la interpretacion.

Por otra parte, el la literatura consultada, encontramos la proposicion para la
utilizacion del analisis narrativa en conjunto con otros métodos de investigacion
educacional (Cortazzi, 1993; Riessman, 1993). En nuestra investigacion,
entendemos que la combinacién del analisis narrativa con las herramientas
desarrolladas por el Enfoque Ontosemiotico (EOS) posibilita realizar un analisis
en detalle y profundidad de las entrevistas, capturando e interpretando otras
informaciones que podrian perderse con la utilizacion de un método unico. Por
ello, ambos métodos seran utilizados de manera complementaria. Los métodos
especificos del analisis narrativa resultan bastante interesantes para dar

sentido a las narrativas de los profesores-formadores sobre su propia
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formacion y experiencia profesional en el contexto universitario. Y, la nocién de
idoneidad didactica, desarrollada en el EOS, permite realizar un analisis en
profundidad de las entrevistas, bien como la sistematizacion de los resultados
relacionados con la caracterizacion del proceso de estudio de la integral en el
contexto de la formacion de profesores de matematicas de la ensehanza

secundaria en Brasil.

Tras sintetizar la metodologia basada el analisis narrativa aplicaremos una
pauta de analisis desarrollada a partir de las herramientas teéricas del Enfoque
Ontosemidtico, a partir de la cual analizaremos, sistematicamente, los relatos
de los referidos profesores-formadores, en los cuales éstos ponen de
manifiesto sus conocimientos profesionales sobre un objeto didactico, el

proceso de estudio de la integral, en el referido contexto socio-profesional.

7.1.2. Sintesis de las dimensiones de analisis: una aplicacion del EOS

Las dimensiones de analisis que utilizamos, para la caracterizacion de los
significados personales que los profesores-formadores manifiestan sobre el
proceso de ensefianza y aprendizaje del Calculo en la formacion de profesores
de matematicas, se basan en la Pauta de analisis y valoracion de la idoneidad
didactica de procesos de ensefianza y aprendizaje matematico (Godino,
Bencomo, Font y Wilhelmi, 2007). Las adecuaciones que hemos introducido en
dicha pauta deben posibilitar la realizacion de un analisis coherente, amplio y
mas especifico, relacionado con nuestro objeto de estudio. Los componentes y
descriptores han emergido tanto de la revision bibliografica como de los relatos
de los profesores entrevistados, en consonancia con los constructos tedéricos
de EOS. La sintesis de las dimensiones que utilizaremos en dicho analisis la

presentamos en la tabla 7.1.

Tabla 7.1: Dimensiones de analisis de los significados personales de los
profesores-formadores

DIMENSIONES COMPONENTES DESCRIPTORES

Configuraciones | Organizacion de las distintas configuraciones

ﬁ epistémicas

zZ —

O | Intuitiva

O | Primitiva

é Geométrica Situaciqnes-problema

o - Lenguaje
Sumatoria Conceptos/Definiciones
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EPISTEMICA

Aproximada

Procedimientos

Extramatematica

Proposiciones

Acumulada

Argumentos

Tecnoldgica

Articulaciones y
conexiones

Articulacién de los objetos matematicos y
didacticos

Conexiones intra e interdisciplinares

ABORDAJES Y
ADAPTACIONES
CURRICULARES

Abordaje del curriculo de la Licenciatura en
Matematicas

Abordaje del curriculo de Calculo en la
Licenciatura en Matematicas

Adaptacion del Calculo al curriculo de
Matematicas de la ensefnanza secundaria

Los significados pretendidos y su evaluacion
se corresponden con las directrices
curriculares

COGNITIVA

CONOCIMIENTOS

Conocimientos previos de los estudiantes

Aprendizaje de los estudiantes

Adaptaciones curriculares a las diferencias
individuales de los estudiantes

MEDIACIONAL

RECURSOS
MATERIALES

Uso de materiales didacticos y tecnoldgicos
en las clases

Uso, caracteristicas y rol del libro de texto de
Calculo

TIEMPO

Adecuacion de los significados pretendidos/
implementados al tiempo disponible
(presencial o no presencial)

Inversion del tiempo en los contenidos mas
relevantes

Inversion del tiempo en los contenidos que
presentan mas dificultad de comprensién

AFECTIVA

INTERESES Y
NECESIDADES

Seleccioén de tareas de interés para los
estudiantes

Proposicién de situaciones que permitan
valorar la utilidad de la matematica y del
Calculo

Motivacion del estudiante hacia la ensefianza
y el aprendizaje

ACTITUDES

Implicacion de los discentes en las
actividades, la perseverancia,
responsabilidad, respeto mutuo, ...

Valoracion equitativa de los estudiantes y de
sus argumentaciones

EMOCIONES

Promocioén de la autoestima, evitando el
rechazo, fobia o miedo a las matematicas

Contemplacion de las cualidades estéticas y
precision de las matematicas

Contemplacién de las cualidades del buen
profesor de matematicas
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Se presenta adecuadamente los temas en las
clases

Reconocimiento y resolucion de los conflictos
de significados de los estudiantes

g\gggﬁ-?gION Uso de diversos recursos retoricos y
DISCENTE argumentativos para implicar y captar la

atencion de los estudiantes

Se facilita la interaccién de los estudiantes en
la dinamica de la clase

INTERACCION Se promueve la reflexion sobre la mejora de
ENTRE DOCENTES |la calidad de la ensefianza universitaria de
matematicas y de la formacién de prof. de
matematicas

INTERACCION Se favorece el dialogo y la comunicacion
ENTRE DISCENTES | entre los discentes

Se favorece la inclusion en el grupo y se evita
la exclusion

AUTONOMIA Se contemplan momentos en los que los
estudiantes asumen la responsabilidad del
estudio (exploracion, formulacion y validacion)

INTERACCIONAL

EVALUACION Observacion sistematica del progreso
FORMATIVA cognitivo de los estudiantes
APERTURA HACIA Innovacion basada en la investigacion y
LA INNOVACION practica reflexiva
DIDACTICA Integracion de nuevas tecnologias en el
) proyecto educativo

ECOLOGICA ADAPTACION Los significados contribuyen a la formacion
SOCIO- socio-profesional de los estudiantes
PROFESIONAL

Y CULTURAL

A continuacién, aplicamos la metodologia de las narrativas (sintetizada en al
apartado 7.1.1) y la nocién de idoneidad didactica del EOS para el analisis de
los conocimientos profesionales de los profesores-formadores sobre el proceso
de estudio de la integral, a partir de las dimensiones, componentes e

indicadores sintetizados en la Tabla 7.1.

7.2. DESCRIPCION Y ANALISIS DE LA EXPERIENCIA PROFESIONAL DE
P1

La metodologia de investigacion basada en el uso de narrativas sera utilizada
para analizar algunos de los relatos de las entrevistas que hemos realizado con
una muestra de profesores universitarios expertos en la ensefianza del Calculo.
Los fragmentos de la “historia” de P1 que hemos elegido, pueden ser
enmarcados, segun los “géneros narrativos” (Martin, 1996, citado por Galvao,
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2005), como Narrativa de una experiencia personal, que “consiste en el relato
de una accién del narrador sobre una adversidad, una situacion, para
restablecer el equilibrio o para cautivar una audiencia, incluyéndose, en
algunas de las veces una componente moral”’ (Galvao, 2005). Segun la referida
autora, la Narrativa de una experiencia personal no es solamente la mas
completa, sino la que cumple las exigencias de la estructura de analisis de
Labov (1972; 1982).

En este apartado analizamos tres narrativas. Las dos primeras se refieren a la
formacion académica y experiencia docente de P1. La tercera, a los factores

que le han motivado a elaborar su libro de texto de Calculo.

Segun las etapas propuestas por Riessman (1993), las experiencias relatadas
han sido vivenciadas por el narrador P1; la trascripcidn y el analisis han sido
producidas por nosotros en la condicion de investigadores; en la ultima etapa
se concluye la narrativa y regresa a la perspectiva presente. Asi, la
interpretacion de la narrativa queda abierta a nuevas lecturas, pues el analisis

siempre se produce bajo la perspectiva de unos especialistas en particular.

Las cuestiones previas que han desencadenado los relatos de P1 y orientado
el analisis que realizamos a continuacion, pueden ser enunciados,

respectivamente, de la siguiente manera:

(i) ¢, Coémo P1 concibe su formacion y experiencia académica?, ;Como
ha sido su experiencia docente en el proceso de ensefianza del

Calculo en el nivel universitario?

(i) ¢ Qué factores han guiado/ motivado P1 en la elaboracion de su

primer libro de texto de Calculo para la ensefanza universitaria?

A lo largo del relato de las experiencias vivenciadas por P1, buscamos
comprender como se produjo su formacion y experiencia académica,

especialmente relativas al proceso de ensefianza del Calculo.

A continuacion presentamos un analisis de dos fragmentos de la historia (o
narrativa de la experiencia personal) de P1, realizada a partir del modelo

propuesto por Labov.
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7.2.1. Laformacion y experiencia profesional de P1

La narrativa analizada a continuacion se refiere a un pequefio fragmento de
una entrevista semiestructurada que hemos realizado con P1, en su casa, con
duraciéon total de 1:35:04 h, cuyo objetivo era caracterizar los procesos de
estudio de la integral, en el contexto de la formacion de profesores de
matematicas de la ensefianza secundaria en Brasil, a partir de la nocion de
idoneidad didactica y teniendo en cuenta los significados personales puestos
de manifiesto a través de las narrativas de los profesores-formadores. La
referida entrevista fue videograbada y trascripta en el “Anexo 2”, por medio de
un texto fidedigno al relato oral. En la primera parte de la narrativa, P1 relata su
formacion académica (Licenciatura, Maestria y Doctorado), asi como su

experiencia académica en la ensefianza universitaria.

7.2.1.1. Aplicacion de las etapas de Labov a la narrativa de P1

En los relatos de P1 podemos apreciar su formacion académica y actuacién en
la docencia. Para efectos del analisis, hemos optado por sintetizar las etapas
de la narrativa sobre la formacion y experiencia académica de P1 utilizando el
modelo de Labov. Asimismo, hemos tratado de relacionar dichos relatos con
algunos de los resultados encontrados en la literatura especifica consultada

sobre el tema.

Hemos elegido los relatos de P1 que contemplan la formacién y experiencia
académica de un profesor-formador de los futuros profesores de matematicas
de la ensefianza secundaria. Todo ello nos parece fundamental para la
caracterizacion de los significados personales que han sido manifestados por
P1 sobre la integral en el contexto de la licenciatura en Matematicas. En dicha
historia podemos identificar las seis etapas de analisis de las narrativas
propuesta por Labov. Sin embargo, como P1 relata tanto su formacion
académica como su experiencia profesional, las etapas referentes a la
orientacion, complicacién de la accién, resolucion y evaluacion pueden ser
identificadas en momentos distintos de su relato y son sintetizadas en la figura

7.1 a continuacion.
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NARRATIVA 1: Formacion y experiencia profesional de P1
RESUMEN

Mi formacion de licenciatura fue en la década de los 50,
en la Facultad de Filosofia, Ciencias y Letras de la
Universidad de Sao Paulo (USP); Cursé la Licenciatura en
Matematica y mientras estaba en la graduacion yo
actuaba como profesor de ensefianza secundaria.

ORIENTACION

Luego que conclui la licenciatura empecé a
trabajar como profesor en el Instituto Superior
de Aeronautica, en Sdo José dos Campos

en la carrera de ingenieria. Alli trabajé en el
primer semestre de 1957, cuando se me
concedi6 una beca del CNPq para desarrollar
mi Master y Doctorado en Matematica en una
universidad del extranjero.

EVALUACION

Esto fue muy dificil para nosotros y solamente
tomé conciencia de esto posteriormente, cuando
ya estaba dando clases en la universidad y
tomando conocimiento de los nuevos libros que
surgian.[...]

Realicé mi Master en un afio, a partir de
septiembre de 1957; la formacién matematica
que recibi en Sao Paulo fue muy importante
y hasta me reconocieron disciplinas para la
maestria, por esto la conclui en un afo. Tres
afos después conclui también el Doctorado.

COMPLICACION DE LA
ACCION

En 1953 cuando empecé la Licenciatura en
Matematicas en Sao Paulo, el modelo que se
utilizaba era un modelo Francés e lItaliano, es
decir un modelo europeo basado en los cursos
de analisis matematico de autores franceses e
italianos; no habia una separacion entre lo que
era calculo y lo que seria el andlisis matematico.

RESOLUCION

Los libros americanos empezaron a entrar en
Brasil a partir de los afios

1960. De alli fuimos cambiando los libros
europeos por los estadounidenses que hacian
bien la separacion entre el calculo y calculo
avanzado. Estos

ultimos son actualmente nuestros cursos de
analisis matematico (analisis

en la recta y analisis en Rn); entonces
aprendimos esta separacion.

CODA

Posteriormente retorné a Sao Paulo y trabajé 10 meses en el
Instituto de Fisica Tedrica (actualmente integrante de la
Universidad Estadual Paulista-UNESP).

Figura 7.1: Narrativa 1. Formacién y experiencia profesional de P1

P1 ha introducido su narrativa resumiendo los principales aspectos de su
formacion académica (Licenciatura, Maestria y Doctorado), asi como el inicio
de su experiencia docente. Paralelamente, P1 situd, sintéticamente, los
acontecimientos relatados en el tiempo (periodos en que sucedieron) y en el

espacio (lugares donde se realizaran).
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En este sentido, P1 ha orientado los relatos referentes a su formacion
académica en la Universidad de S&o Paulo (Licenciatura en Matematica, en la
década de los 1950) y en una Universidad extranjera (Maestria y Doctorado, a
partir del afio 1957). Ademas, P1 comentd su corta experiencia docente en la
ensefanza secundaria (mientras cursaba la Licenciatura) y el inicio de su larga
carrera docente en la ensefianza universitaria (a partir de la conclusion de su

Licenciatura).

La primera complicacion de la accion abordada por P1 se refiere al hecho de
que no habia una separacion entre el curso de Calculo y el de analisis
matematico. Dicha problematica, presente en la formacion inicial de P1, se ha
convertido en una de las grandes dificultades del curriculo de la Licenciatura en
Matematicas que se implementaba en las Universidades brasilefias en la
década de los 1950. No obstante, P1 afirmé que no era consciente de esto

hasta que empezd a dar clases de Calculo en la ensefianza universitaria.

La resolucién de la referida complicacion ocurrid por medio de la sustitucion de
los libros europeos (principalmente italianos y franceses) por los libros
americanos de los afos 1960 que ya contemplaban la separacion entre los
cursos de Calculo y de Calculo Avanzado (actuales cursos de Analisis

Matematico).

Aunque P1 evalud su carrera de Licenciatura en Matematicas como muy dificil,
también ha reconocido que su formacion inicial fue muy importante para la
realizacion de su postgrado en Matematica. Esto permitié que le reconocieran
algunos cursos (tomados en la Licenciatura) en su Maestria en Matematica,

posibilitando concluirla en apenas un afo, y el Doctorado, tres afios después.

Termina esta narrativa con el retorno de P1 para “Sao Paulo” y empieza a
trabajar en el Instituto de Fisica Tedrica. En la figura 7.2 contemplamos una

narrativa relativa a la experiencia profesional de P1.
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NARRATIVA 2: Experiencia profesional de P1 y el libro de Calculo
RESUMEN

En 1962 me fue para Brasilia, en el periodo de la
fundacién de la Universidad de Brasilia (UNB).

ORIENTACION COMPLICACION DE LA
ACCION
Yo empecé a dar clases de Calculo en 1957,
tras concluir el doctorado, en 1961, regresando
Un afio y medio después surgié una crisis a Sao Paulo trabajé con el personal del Instituto
politica en la referida universidad, previamente de Fisica Tedrica y he dado cursos de
a la revolucion del afio 1964. Entonces me fui Ecuaciones Diferenciales Parciales y Funciones
para un Posdoctorado en el extranjero por un de Variables Complejas en un postgrado.
afio y me quedé alli por diez afios, «+——— Estos cursos eran dirigidos a los profesores de
aproximadamente. Pasé los dos afios iniciales Fisica. Después, en Brasilia, en 1962 y 1963
en una universidad; en los siguientes afios trabajé en un postgrado con cursos de Algebra
estuve como profesor de otra universidad Lineal y Analisis matematico. Cuando disefié mi
extranjera. primer curso de calculo, ya con la experiencia
que tenia (en la universidad extranjera y en la
Universidad de Brasilia).

EVALUACION RESOLUCION
Desde el periodo como alumno, estaba AR E e;tabg £omg prqfesor asistent’e,
definitivamente convencido de que los Cursos de s el unlver3|qu SHEBE GiE a}ctue o
calculo dirigidos a los estudiantes de Ingenieria, vez en lofadbieno encursos 2 CaEAR:
Matematica y Fisica no podrian ser como los sz (& es?ructurat.:l.on el o
cursos rigurosos de Analisis Matematico, el fegieseid Brgsﬂla 5
pretendidos por los libros de la época. en 1972 me involucré mucho en la graduacion

y en el postgrado.

En este periodo pensé en escribir mi primer libro de Calculo.

Figura 7.2: Experiencia académica de P1

Tras concluir su formacion académica (Licenciatura, Maestria y Doctorado) P1
volvié su docencia en la ensefanza superior, trasladandose para la Universidad

de Brasilia, en el periodo de su fundacion (1962).

Sin embargo, P1 ejerci6 la docencia en dichas universidades por
aproximadamente dos ainos, regresando al extranjero donde ha pasado cerca

de diez aflos como profesor e investigador en dos Universidades.

La complicacion de la accion que llevé P1 a decidir regresar al extranjero fue

una crisis politica que ocurrié en la Universidad de Brasilia previamente a la
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revolucion del afio 1964, que culmind con la implantacion de la dictadura militar

en Brasil.

La resolucion de dicha complicacidon se produjo con el desligamiento de P1 de
la Universidad de Brasilia y su permanencia en las Universidades extranjeras
por aproximadamente una década. En este periodo, P1 afirmé haber adquirido
experiencia no solamente en la investigacion en matematica, sino en la
docencia universitaria, inclusive del Calculo. Posteriormente P1 retorna a Brasil
para pasar un ano sabatico y decide retomar sus actividades académicas en la

Universidad de Brasilia, involucrandose en la graduacion y en el postgrado.

En la evaluacion de P1, la experiencia académica tanto en el extranjero como
en Brasil fue evocada en el momento de disefar su primero curso de Calculo,
pues estaba convencido de la necesidad de planificar e implementar un curso
introductorio de Calculo en la ensenanza universitaria que se alejase del rigor

que caracterizaba dicho curso en aquel periodo.

En la conclusion de la historia (coda), P1 afirma que en este periodo penso en
redactar el primer libro universitario de Calculo en Brasil, en contraposicion a
las traducciones y utilizacion de los libros extranjeros en la ensefanza

universitaria brasilefa.

La sintesis de las etapas de Labov para el analisis realizada nos ha permitido
identificar algunas fases bien definidas tanto en la formacion como en la
experiencia académica de P1, a partir de las cuales discutiremos algunas
categorias que emergen de la narrativa de P1 conectandolas con la literatura
especifica. En la formacion académica de P1, resaltamos: Licenciatura,
Maestria y Doctorado, y formacion en Calculo. En lo que se refiere a su
experiencia académica, contemplamos: el inicio de la docencia, docencia en
Estados unidos y Brasil, y docencia en Calculo. Asimismo, destacamos el
conocimiento profesional que P1 manifiesta sobre la integral en la ensefanza

universitaria.

7.2.1.2. Formacién académica de P1
Para abordar la formacion académica de P1, optamos por analizarla a partir de

tres categoria distintas: la Licenciatura en Matematica, la Maestria y el
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Doctorado, y la formaciéon de P1 en Calculo Diferencial e Integral. Este analisis
ha sido realizado por medio de la reconstruccion del texto, teniendo en cuenta
las ideas centrales de los fragmentos de los relatos de P1 sobre cada categoria

y los resultados de trabajos publicados sobre el tema.

7.2.1.3. La Licenciatura en Matematicas

P1 ha desarrollado su Licenciatura en Matematicas en la Facultad de Filosofia,
Ciencia y Letras, de la Universidad de Sao Paulo (USP) en el periodo de 1953-
1956. En su opinion, su formacion matematica inicial fue de elevado nivel, lo
que le ha posibilitado el reconocimiento de algunos cursos en la Maestria
cursada en una universidad extranjera. En otro momento de su entrevista, P1
resaltdé que el proceso de ensefianza impartido en la Universidad de Sao Paulo
era basado en la Licenciatura en Matematicas que se desarrollaba en Europa
en aquella época, mas especificamente con influencia de las escuelas ltaliana
y Francesa. La ensefianza era desarrollada, desde el inicio, de forma bastante

“rigurosa” (tedrica), lo que la hacia bastante dificil para los estudiantes.

Al estudiar la formacion de los profesores-formadores, Gongalves (2000)
concluyo que la formacion de los formadores de profesores de matematicas
suele desarrollarse, predominantemente, de manera técnico-formal con un
énfasis casi exclusivamente matematico. Este proceso de formaciéon
contempla, basicamente, el conocimiento del contenido especifico en

detrimento del conocimiento didactico (Shulman, 1986).

La subestimacion del conocimiento didactico ha sido estudiada por Scheibe
(1987), que afirma que esta posicion no es exclusiva del profesor universitario
de matematica, sino que es apoyada por las instituciones universitarias, que
priorizan, en muchos casos, la investigacion estrictamente matematica,
relegando a un segundo plano las investigaciones en el ambito de la Educacién
Matematica. Resaltamos que P1 se ha posicionado de manera contraria a

dichas ideas, aunque confirma su existencia en el seno de las universidades.

[...] las universidades exigen de los profesores una produccion en investigacion. Hay
que aclarar qué seria esta investigacion. El profesor universitario no esta tan motivado
a dedicarse a la ensefianza, sino a la investigacion. Estamos hablando de investigacién
en matematicas; esto es duro y requiere mucha energia del profesor. Algunos masteres
y doctores en matematicas van a desarrollar sus investigaciones en geometria, algebra,
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analisis, fundamentos de las matematicas, etc. Estos profesores, que estan
dedicandose a este tipo de investigacion, no son los mas adecuados para contribuir a
la mejora de la ensefianza en las licenciaturas. Esto es lo que tengo visto a lo largo de
los afios (P1).

7.2.1.4. La Maestria y el Doctorado de P1

En 1957 P1 partié para el desarrollo de su formacion posgraduada. Con el
apoyo del Consejo Nacional de Investigacion (CNPQ) por medio de una beca
recibida, él fue para el extranjero para desarrollar tanto su Maestria como el

Doctorado.

En 1958 concluyd su Maestria (Master of Science) y, tres afios después (1961)
recibio el titulo de “Doctor of Philosophy”. Sin duda esta formacion

posgraduada posibilitd que P1 obtuviera una sélida formacion matematica.

Aunque P1 no haya extendido sus comentarios relativos a su formacion
posgraduada, excepto para resaltar que concluyé su Maestria tan pronto por la
importante formacién matematica que recibié en su formacién inicial, este
hecho fue de extrema importancia para su larga y sélida carrera académica
como docente universitario, investigador, autor de libros de texto de la
ensenanza universitaria, y como formador de profesores de matematicas (de

las ensefianzas secundaria y universitaria).

En Brasil la formacion del formador (profesor universitario) se legitima con la
conclusién de la ensefanza posgraduada (Maestria o Doctorado). Aunque
dada la carencia de dicha formacion para atender la demanda de las
Instituciones de Ensefanza Superior (IES), se acepta la formacion
posgraduada de “Especializacdo”’ como requisito minimo para el acceso a la

funcion de profesor universitario.

Dicha formacién posgraduada suele desarrollarse en el area del conocimiento
especifico, no habiendo, por lo tanto, un proceso educativo dirigido a la
formacion del profesor universitario. En este sentido, consideramos oportuno
cuestionarnos, ¢Como adquiere/ construye el profesor universitario los
conocimientos didacticos necesarios para desempenar con eficacia sus

funciones docentes?

' Formacion posgraduada que se realiza, con una duraciéon minima de 360 horas, con la
finalidad de profundizar en un area especifica del conocimiento.
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Benedito y otros (1995), consideran que las investigaciones realizadas sobre la
formacion del profesor universitario han revelado, por una parte, la inexistencia
de una formacion especifica con tal finalidad y, por otra parte, que uno se
“convierte” en profesor universitario a través de un proceso de socializacion
que se realiza de manera empirica, autodidacta o siguiendo la rutina de otros.
Ademas, los autores subrayan que la experiencia discente, aunque juega un

papel relativamente importante en este proceso, no logra ser suficiente.

Como el tema de esta investigacion se relaciona con el proceso de ensefianza
de la integral en la formaciéon de profesores de matematica, nos interesa
comprender como ha sido la formacién de P1 en Calculo Diferencial e Integral.

Esto sera tratado a continuacion.

7.2.1.5. Laformacion de P1 en Calculo

Al iniciar su formacién universitaria, en el aino 1953, P1 ha pasado por un curso
de Calculo basado en el proceso de ensefanza francesa e italiana que se
desarrollaba en aquella época. Esta influencia europea en el proceso de
ensenanza del Calculo en la Universidad de Sao Paulo tuvo su origen con la
contratacion de profesores italianos en la década de los 1930 (cuando fue
creada la referida universidad), y se materializaba a través de los libros de texto
que se utilizaban en dicho curso. En las palabras de P1, “no habia una
separacion entre lo que era el Calculo y lo que seria el Analisis Matematico.
Esto fue muy dificil para nosotros”. Es decir, los estudiantes de la Licenciatura
en Matematicas pasaban por un curso de Analisis Matematico, con todo su

rigor y formalismo, en el primer afio de la carrera universitaria.

Aunque P1 considera que fue muy dificil para él, como estudiante universitario,
pasar por un curso de Analisis Matematico en el primer afio, no era consciente
de la necesidad de separacion entre ambos cursos. Sin embargo, cuando
comenzo a dar clases en la universidad él tuvo contacto con libros americanos,
los cuales abordaban de manera diferenciada los cursos de Calculo y los de
Calculo Avanzado.

De alli fuimos cambiando los libros europeos por los estadounidenses que hacian bien
la separacion entre el Calculo y Calculo avanzado. Estos ultimos son actualmente
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nuestros cursos de analisis matematico (andlisis en la recta y analisis en R"); entonces
aprendimos esta separacion (P1).

La problematica anteriormente descrita por P1, la cual él vivenci6 en la década
de los 1960, cuando se convencié de la necesidad de abordar el curso de
Calculo diferentemente del de analisis matematico, todavia se presenta en la
Licenciatura en Matematicas en Brasil y se ha constituido en objeto de algunas

investigaciones en el area de la educacion matematica.

Barufi (2002) ha discutido el papel del Calculo en la formacion de profesores de

matematicas. La autora resalta que:

En muchos casos, observamos la estructura sistematizada de esta disciplina [Calculo],
con la intencion de presentar una teoria légico-formal deductiva en el primer curso. De
esta manera, dejan de tener las ideas fundamentales la importancia que merecen”

(p.70).
En este sentido, en su Tesis Doctoral, Reis (2001) discute el rigor y la intuicion

en el proceso de ensefianza de Calculo y analisis matematico. El investigador
resalté que hubo un acuerdo unanime por parte de todos los formadores que
participaron de su investigacion al afirmar que el curso de Calculo debe ser
“‘menos formal, fuertemente basado en las aplicaciones y situaciones-problema,
haciendo el péndulo entre rigor e intuicion inclinarse mas hacia la intuicion, sin

que con esto deje de existir algun rigor, de preferencia no formal” (p. 200).

Asimismo, Reis considera, por una parte, que el Calculo tiene un papel de
‘puente” y de sintesis entre un pensamiento matematico mas elemental y un
pensamiento matematico mas avanzado (en el sentido de Tall, 1991b). No
obstante, esto no significa que en el proceso de ensefanza del Calculo se
produzca la transicion de un pensamiento mas intuitivo hacia un pensamiento
mas riguroso. Por otra parte, en lo que se refiere al papel que debe
desempeniar el curso de Analisis Matematico en la formacion de profesores de
matematicas de la ensenanza secundaria, se asume el analisis matematico
como “desencadenador de la autonomia intelectual del futuro profesor, por
ampliar, flexibilizar y diversificar su conocimiento de los contenidos de Calculo
(Fiorentini, Souza Junior y Melo, 1998)” (pp. 201-202).
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7.2.1.6. La experiencia profesional de P1

Entre las distintas maneras existentes para estudiar el conocimiento profesional
del profesor, el uso de las narrativas sobre el proceso de ensefianza y
aprendizaje se convierte en una de las mas interesantes (Galvao, 2005;
Chapman, 2008).

En este apartado abordamos la experiencia profesional de P1 desde el inicio de
docencia, pasando por su experiencia académica en Brasil y en Estados
Unidos. Ademas, resaltamos su experiencia académica en el proceso de

ensenanza del Calculo.

7.2.1.7. Las primeras experiencias docentes de P1

P1 ha tenido una corta actuacion docente en la ensefanza de la matematica de
la educacion secundaria. Esto ocurrio simultdneamente al desarrollo de su
carrera universitaria. Tras concluir la Licenciatura en Matematica, P1 empezo a
desarrollar su labor en la ensenanza universitaria en el afo 1957, como
docente del Instituto Superior de Aeronautica. En dicho afio P1 empezé a
actuar como profesor de Calculo en la ensefianza universitaria. Sin embargo,
su larga experiencia profesional en la docencia, investigacion y preparacion de
libros de texto se produjo en la ensefanza universitaria, tras concluir su

doctorado en el afno 1961.

Al regresar a Brasil, P1 retom6 su carrera académica. Actuo, inicialmente,
como docente del Instituto de Fisica Tedrica (Sdo Paulo) — donde trabaj6é con
algunos cursos de un postgrado dirigido a profesores de fisica —, trasladandose
enseguida para la “Universidad de Brasilia", en el periodo de su fundacién
(1962), donde ha dado clases en los cursos de Algebra Lineal y Andlisis

Matematico en una Maestria en Matematicas recién implementada.

Sin embargo, los efectos de una crisis politica previa a la “revolucién del afio
1964”2 llevo P1 a interrumpir sus actividades en la Universidad de Brasilia y
regresar al extranjero para cursar un Pos doctorado, previsto para realizarse en

un afo. Como consecuencia de esta problematica, P1 optdé por desarrollar su

2 Con la revolucion del afio 1964 se instalé la dictadura militar en Brasil.
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carrera académica en dos universidades extranjeras por aproximadamente

nueve anos.

7.2.1.8. La experiencia académica de P1 en Brasil

Al regresar al Brasil para pasar un afo sabatico, P1 decidid retomar,
definitivamente, su carrera académica en Brasil. En este sentido, él reasumié la
docencia en la Universidad de Brasilia, involucrandose tanto en la graduacion,
como en el postgrado. En este periodo, a partir del afio 1972, P1 actu6 como
docente de cursos de Calculo y resolvio redactar su primer libro de texto de

Calculo universitario.

Un aspecto relevante que encontramos en la narrativa de P1 consiste en la
toma de conciencia con relacion a la dificultad producida por el abordaje
“riguroso” de los temas del curso de Calculo. Esto se produjo, segun su

afirmacién, cuando cambid su rol (de discente para docente universitario).

P1 declara haber utilizado su experiencia — discente y docente en las
universidades extranjeras y brasilefas — para disefar un curso de Calculo que
se adecuara a los estudiantes de las carreras de Ingenieria, Fisica vy
Matematicas. El ha sido categérico en declarar que estaba definitivamente
convencido de la inviabilidad del desarrollo de un curso “riguroso” de Calculo,
como lo que se pretendia en los libros de texto que se utilizaban en la
ensefnanza universitaria en aquella época. Consideramos que el conocimiento
practico de P1 ha sido manifestado en el momento de disefar su primer curso
de Calculo, tras reasumir su carrera académica en la Universidad de Brasilia.
Este conocimiento practico se desarrolla como respuestas a los problemas
especificos de la practica de la cual se originan convirtiéndose en conocimiento
profesional al tornarse publico, acumulable y comunicado en una comunidad de

practicas (Hiebert, Gallimore y Stigler, 2002).

De manera complementaria, Ponte (1998), considera que el conocimiento
profesional consiste en una mezcla del saber con el saber hacer que se apoya
en la experiencia acumulada de la profesiéon y se elabora constantemente por
el docente en el contexto de trabajo, a partir de sus necesidades profesionales

y como respuesta a las distintas situaciones enfrentadas en su quehacer.
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La experiencia en la ensefianza del Calculo que P1 habia acumulado hasta
aquel periodo, manifestada a través de su conocimiento profesional, hizo que
llevara a cabo la elaboracién de una propuesta alternativa para desarrollar el
proceso de ensefianza del Calculo en las carreras universitarias en que

actuaba como docente.

A continuacion, analizamos una narrativa de P1 relacionada con la elaboracion
de su primer libro de texto libro de texto de Calculo dirigido a la ensefianza

universitaria en Brasil.

7.2.2. El libro de texto de Calculo

En la narrativa de P1 podemos apreciar la referencia a su trayectoria
académica (docente y como coordinador del curso de Calculo 1) y la motivacion
declarada para elaborar su primer libro de texto de Calculo para la ensefanza
universitaria. El conocimiento profesional ®* de P1 emerge en los distintos
momentos de su entrevista. A partir de sus narrativas, observamos que su
formacion académica y experiencia profesional (docencia, coordinacion de
curso, investigacion, ...) han sido evocadas al reconstruir y revivir su historia
profesional en la ensefianza universitaria y, en este momento especifico, al
explicitar las razones que le guiaran/motivaran a la elaboracién de su libro de

texto libro de texto de Calculo.

La aplicacion de las etapas propuestas por Labov nos ayuda a sintetizar los

distintos momentos de la historia de P1 sobre su primer libro de Calculo.

® Nos refiriendo al “conocimiento profesional” de P1 en su sentido amplio, entendido como un
conocimiento plural, emergente no solamente de las préacticas (formales e informales) de
formacién docente en sus distintos niveles educativos, sino de su experiencia personal y
académica adquirida tanto a través de la docencia como de la investigacion educativa.
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NARRATIVA 3: El libro de Calculo de P1
RESUMEN

Cuando llegué en la Universidad Brasilia, habia una
coordinacion para el Calculo; eran unos quince o
dieciocho grupos de estudiantes. [...] En determinado
periodo me tocd la coordinaciéon de Calculo |, estdbamos
utilizando un libro de Sergio Lang.

ORIENTACION

Era un libro bastante "simpatico", con una
caracteristica interesante, fue escrito como una
alternativa a los libros muy extensos que se
usaban en Estados Unidos. Entonces él
escribié dos libros de calculo | y I,
relativamente cortos y que contemplaban los
contenidos considerados esenciales para la
licenciatura. Esto fue considerado una
innovacion en Estados Unidos.

COMPLICACION DE LA
ACCION

El libro de Lang era distinto de los demas,
por esto me he inspirado en él, ademas del
libros del Courant. Para mi era importante
tener un libro de texto de Calculo elaborado
en Brasil en lugar de seguir traduciendo
otros que habian en el exterior.

EVALUACION

RESOLUCION

Por la importancia de estos aspectos, yo los he
contemplado en mis libros de texto. [...] Cuando
iniciabamos la carrera universitaria se asumia

el presupuesto que los conocimientos previos
ya estaban consolidados. Por esto ya
empezabamos con un curso formal

de analisis matematico.

Entonces fue uno de los primeros autores
brasilefios de libro de texto de Calculo y esto
fue muy bueno, fue una buena experiencia.
[...] Yo busqué alejarme de la idea del "rigor
prematuro” - dejandole para un curso de
analisis matematico - y desarrollar pronto las
"ideas" del Calculo, pues los alumnos de las
carreras de Fisica, Ingenieria y Matematica
necesitan aprender luego los recursos y las

técnicas del Calculo.

Hoy dia necesitamos retomar los contenidos algebraicos basicos
con los estudiantes, repasar un poco de geometria analitica, de
trigonometria, etc. Es decir, hemos que retomar los temas de la
ensefianza secundaria.

Figura 7.3: Narrativa sobre el libro de Calculo de P1

Inicialmente P1 ha hecho un resumen seguido de la orientacion de la historia.
En este sentido, situa los relatos sobre el libro de texto de Calculo que se
utilizaba cuando reasumi6 sus actividades académicas en la Universidad de
Brasilia y le toco la coordinacion de Calculo I. Resaltd que dicho curso era
dirigido a muchos grupos de estudiantes (quince o dieciocho grupos). Por lo
tanto, no se trataba solamente de los estudiantes de la carrera de matematicas,
sino de las distintas carreras que de desarrollaba en la Universidad de Brasilia
que contemplaban el curso de Calculo en su estructura curricular. En funcion
de esta diversidad, era natural que el coordinador juntamente con el colectivo
de profesores responsables por un cierto curso, como el de Calculo I, se
propusieran a seguir una misma planificacion en el ambito de la Universidad.

Como consecuencia, ellos indicaban un libro de texto de Calculo como
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referencia para la organizacion del proceso de ensefanza y aprendizaje del

Calculo para las distintas carreras universitarias.

Aunque consideraba que el libro de Sergio Lang era un libro “simpatico”,
relativamente corto, y que contemplaba los temas esenciales para las carreras
desarrolladas en dicha Universidad, surge una complicacion de la accion,
caracterizada, segun P1, por la importancia de “tener un libro de texto de
Calculo elaborado en Brasil en lugar de seguir traduciendo otros que habian en
el exterior”. En este sentido, el libro de texto de Lang, considerado como una
innovacion entre los libros de texto de Calculo que se producia en Estados
Unidos en la época, juntamente con el libro de texto de Courant han inspirado
al formador a encontrar una soluciéon para la referida complicacion de la
accion, basada en la necesidad de elaboracion de un libro de texto de Calculo,
por autores brasilefios, que se adecuara a las caracteristicas de los estudiantes
de las distintas carreras universitarias en Brasil. Asi, resalté un aspecto crucial
para el disefio de los materiales didacticos de Calculo para la ensefanza

universitaria

La idea anterior se encuentra manifestada en la evaluacion que P1 realiza de
su libro de Calculo. La primera edicién del referido libro se realizé en el afio
1978. Entretanto, dicho libro sigue actualmente en el mercado brasilefio en su
séptima edicién, del afio 2003. Otro aspecto evaluado en la narrativa de P1 es
referente a los conocimientos previos, que se consideraba estar consolidados
en los estudiantes al iniciaren su carrera universitaria, razén por la cual los
estudiantes pasaban directamente por un curso de Analisis Matematico en el

primero ano de la Licenciatura en Matematicas.

Sin embargo, en la conclusién de su relato (coda), P1 propone la necesidad de
los profesores universitarios retomaren los conocimientos previos de los
estudiantes antes de introducir los temas matematicos del nivel universitario.
En el caso del Calculo, enfatiza la necesidad actual de los profesores
universitarios repasaren los temas basicos de la secundaria mientras
implementan los contenidos del curso introductorio de Calculo. Consideramos
que esta posicion, aunque es compartida por gran parte del colectivo de
docentes de Calculo I, no es unanime en las distintas universidades, carreras o

mismo en el seno de los departamentos responsables por asignatura de
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Calculo. Por esto nos parece interesante que los profesores universitarios de
Calculo reflexionen sobre cual es el nivel del conocimiento matematico previo
de los actuales estudiantes de la Licenciatura en Matematicas (o de las demas
carreras universitarias), y qué estrategias se puede desarrollar para lograr éxito

en el desarrollo del proceso de ensefanza y aprendizaje del Calculo.

En consonancia con la utilizacién de la narrativa en la investigacion en el area
de educacion matematica, identificamos dos dificultades centrales en el relato
de P1, a partir de las cuales abordaremos otros aspectos y profundizaremos en
el analisis de la narrativa sobre el libro de texto. La primera se refiere a ¢ qué
factores han motivado a P1 para elaborar un libro de texto de Calculo para la
ensefanza universitaria? y, la segunda, esta relacionada con ;qué debilidades
existian en los libros de texto de Calculo que eran utilizaban en la Licenciatura

en Matematicas?

P1 afirm6 que a partir de los afios 60 fueron introducidos los libros de texto
americanos en la ensefanza universitaria brasilefia, con un abordaje de
Calculo que le ha posibilitado percatarse de la diferencia existente entre los

cursos de Calculo y los de Analisis Matematico.

En este sentido, P1 ha comentado la influencia que tuvo tanto del libro de texto
de Lang, como del de Courant. Asimismo, ha resaltado sus principales
caracteristicas: (i) eran relativamente cortos en comparacién a los extensos
libros de la época; (ii) presentaban los contenidos de Calculo considerados
fundamentales para la ensefianza universitaria; (iii) presentacién intuitiva de los
contenidos; (iv) énfasis en la visualizacion geométrica y en las aplicaciones del

Calculo.

Teniendo en cuenta las referidas caracteristicas, P1 ha llevado a cabo la
elaboracién de su primer libro de texto de Calculo. El desarrollo profesional de
P1 y su conocimiento didactico (Shulman, 1986) sobre Calculo han sido
reflejados en su trayectoria docente y, por supuesto, en sus libros de texto para
la ensefanza universitaria. EI enfoque central de dicho libro consistia, en su
opinidn, en abordar de inmediato las “ideas” fundamentales del Calculo,
dejando el “rigor prematuro” para los posteriores cursos de Analisis

Matematico.
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La motivacién de P1 para elaborar su primer libro de texto de Calculo surgié al
involucrarse en la docencia y en la coordinacion de Calculo en las distintas
carreras universitarias que se desarrollaban en la Universidad de Brasilia. P1
se dedicé a la elaboracion de libros de texto universitarios (entre los cuales ha
producido una coleccién de tres libros de texto de Calculo para la ensefianza
universitaria) y, recientemente, ha publicado un libro de texto especialmente
dirigido al curso de Analisis Matematico que integra el curriculo de la formacién

de profesores de matematica de la ensefanza secundaria en Brasil.

En relacién a la segunda cuestion, P1 resalto la dificultad inherente al curso de
Calculo cuando era discente de la Licenciatura en Matematicas. En su opinion,
el excesivo rigor con que se desarrollaba el curso introductorio de Calculo en la
Universidad de Sao Paulo, era debido a la suposicion institucionalmente
aceptada de que los estudiantes universitarios ya tenian consolidados sus
conocimientos previos al ingresarse en la universidad. No obstante, la
experiencia académica de P1 le demostré que esta no era la estrategia mas
adecuada para lograr el éxito del proceso de ensenanza del Calculo en la
universidad. Al contrario, apunta la necesidad de los docentes universitarios de
Calculo retomar algunos temas basicos de la ensefianza secundaria, tales
como los contenidos algebraicos, vy tépicos de Geometria Analitica, de

Trigonometria, etc.

Posteriormente, cuando P1 reasumio la docencia en la Universidad de Brasilia
(1972) y, consecuentemente, la coordinacién del curso introductorio de Calculo
(Calculo 1), su experiencia profesional imbuida de sus conocimientos teoricos y
practicos adquiridos tanto en Brasil como en el extranjero le permitio replantear

el desarrollo del curso de Calculo que se encontraba bajo su responsabilidad.

La resolucion presentada por P1 para las dificultades que generalmente se
producen en el proceso de ensefianza del Calculo en la ensefianza
universitaria estaba centrada en alejarse de la idea de “rigor prematuro”,
dejandolo este aspecto formal para un curso de Analisis Matematico (que
integra el curriculo de la Licenciatura en Matematicas en los ultimos afos), y
desarrollar pronto las “ideas” del Calculo que son fundamentales para los

estudiantes de distintas carreras universitarias. Estos aspectos, considerados

265



importantes por P1, han sido contemplados en sus libros de texto de Calculo

para la ensefianza universitaria.

El analisis de los relatos de P1 nos ha permitido entender mejor las trayectorias
de su formacion y experiencia académica, bien como de los factores que le ha
motivado a la elaboracion de su libro de texto de matematica. Esto nos aporta
unas informaciones relevantes que nos ayudaran a identificar y caracterizar el
conocimiento didactico que emerge del analisis de los significados personales
de P1 sobre la didactica de la integral en el proceso e ensefianza y aprendizaje
del Calculo en la formacion de profesores de matematicas de la ensehanza
secundaria. Para ello, utilizaremos las dimensiones y descriptores extraidos a
partir de los estudios tedricos, antecedentes y de las entrevistas. Dichas
dimensiones y descriptores se encuentran sintetizados en la Tabla 7.1 y han
sido aplicados en el analisis de los significados personales de P1 sobre la

didactica de la integral que desarrollamos a continuacion.

7.3. SIGNIFICADOS PERSONALES DE P1 SOBRE LA DIDACTICA DE LA
INTEGRAL

En el capitulo 3 describimos los constructos y herramientas tedricas del
Enfoque Ontosemidtico. Una de las nociones centrales en el EOS consiste en
los significados personales de un objeto (matematico o didactico), entendidos
en términos de “sistemas de practicas en las que el objeto es determinante
para su realizacion”. Por otra parte, la nocion de comprension, desde los
posicionamientos pragmatistas asumidos en el EOS, es considerada
“‘basicamente como competencia”. Asi, “un sujeto comprende un determinado
objeto matematico cuando lo usa de manera competente en diferentes

practicas” (Godino, Batanero y Font, 2007).

Aunque ambas nociones suelen ser utilizadas en el EOS para analizar los
significados personales de los estudiantes y su relacion con la comprensién de
determinado objeto (matematico o didactico), abordamos en nuestra
investigacion los significados personales que ponen de manifiesto los

profesores-formadores (expertos en la ensefanza universitaria de Calculo)
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sobre la didactica de la integral en la formacién de profesores de matematicas

de la ensenanza secundaria.

Consideramos que los significados personales de los profesores-formadores
sobre ciertos objetos didactico se articulan coherentemente con el constructo
conocimiento didactico® de los profesores (Schulman, 1986). Segun Schulman,
para que el profesor pueda ensefar es necesario que €l comprenda
previamente la disciplina que ira ensefar. Ademas, considera que se requiere
una trasformacion de las ideas comprendidas por el profesor con la finalidad de

ensenarlas.

El conocimiento didactico de los profesores-formadores sobre la didactica de la
integral, en consonancia con las seis dimensiones propuestas y desarrolladas
en el EOS, debe contemplar un conjunto de conocimientos de los referidos
docentes que involucren, entre otros aspectos: (i) conocimiento de los distintos
significados de la integral en el contexto de la Licenciatura en Matematicas, asi
como de las posibles relaciones y conexiones que deben establecerse entre los
referidos significados, asi como con el curriculo del Calculo y de la Licenciatura
en Matematicas; (ii) conocimientos de los significados que los formadores
esperan que sean logrados por los estudiantes y su adecuacion a los
significados pretendidos/ implementados por los profesores; (iii) conocimientos
de los diversos recursos didacticos, materiales, tecnoldgicos y temporales
(mediacionales) disponibles para el desarrollo del proceso de ensefianza y
aprendizaje de la integral en la formacién de profesores de matematicas de la
ensefianza secundaria; (iv) conocimientos de las vias que puedan estimular los
intereses y necesidades, actitudes positivas, y las emociones de los
estudiantes hacia el proceso de ensefanza y aprendizaje de la integral y de las
matematicas en general; (v) conocimientos de las distintas interacciones que se
producen entre docentes, discentes o0 ambos, asi como de la autonomia de los
estudiantes (cuando estos se responsabilizan por el desarrollo de actividades
en la clase) en su proceso de estudio; (vi) conocimientos de las posibilidades
de implementacion de propuestas de innovacion curricular (basadas en los

resultados de investigaciones o en la propia practica en el proceso de

* Estamos usando la expresion “conocimiento didactico” como traduccion del “Pedagogical
Content Knowledge” (PCK) de Schulman (1986).
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ensenanza y aprendizaje del Calculo) y de las adaptaciones de la ensehanza
de la integral y del Calculo al entorno socio-profesional de los futuros

profesores de matematicas de la ensefianza secundaria.

A continuaciéon presentamos el analisis del conocimiento didactico de P1 sobre
el proceso de estudio de la integral en el contexto de la formacion de
profesores de matematicas de la ensefanza secundaria en Brasil. Estos
conocimientos son identificados y organizados a partir de la caracterizacion de
la idoneidad didactica de dicho proceso de estudio, lo que requiere desarrollar
una articulacion coherente y sistémica entre las seis dimensiones propuestas
en el EOS (epistémica, cognitiva, mediacional, afectiva, interaccional y

ecologica).

7.4. DIMENSION EPISTEMICA

7.4.1. Significado de las configuraciones epistémicas de la integral para
P1

En este apartado tratamos de poner de manifiesto los significados manifestado
por P1 sobre las seis configuraciones epistémicas de la integral (intuitiva,
primitiva, geométrica, sumatoria, aproximada y extramatematica), asi como sus
conexiones Yy relaciones. Cada una de las referidas configuraciones toma como
punto de partida las situaciones-problema o los procedimientos que se utiliza
para resolverlas, articulandolos con las demas entidades primarias de analisis

del EOS (conceptos-definicion, lenguaje, proposiciones, y argumentos).

7.4.1.1. Las situaciones-problema

Segun P1, existe una tipologia de problemas especificos para introducir y
desarrollar el estudio de la integral en la ensefianza universitaria. El resalto la
importancia de tener en cuenta la evolucion histérica de la integral, ubicando su
geénesis en los procesos de “integraciéon de Arquimedes”, cuya problematica
inicial todavia se presenta en algunos libros de texto. En este sentido,
considera que:

La sistematizacion de la integral se remonta a los siglos XVII-XVIII, aunque la integral
es mas antigua que la derivada, empez6 con los métodos de Arquimedes. Dichos
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métodos son muy trabajosos, pero todavia pueden ser encontrados en algunos libros
procesos de integracion a partir del referido método, por ejemplo, para calcular el area
de un segmento de parébola.

Podemos identificar en este fragmento de la entrevista una de las mas antiguas
situaciones-problema intramatematicas que ha sido resuelta por medio del
Método de Arquimedes. Aunque la solucion dada a dicha situacion-problema
se produjo basaba en un proceso intuitivo, en el procedimiento realizado eran
contempladas ideas matematicas muy similares a las actualmente presentes en
el proceso de integracion (Boyer, 1992). La referida situacion-problema puede
ser, particularmente, formulada por hallar intuitivamente el area de un
segmento parabolico. En términos mas genéricos, las situaciones-problema
que requieren la utilizacion de procedimientos que abordan implicitamente la
nocion de integral caracterizan, en este estudio, la “configuracion epistémica
intuitiva” de la integral. Aunque Arquimedes haya aplicado su método no
solamente para encontrar intuitivamente las areas de diversas figuras planas,
sino también para calcular intuitivamente los volumenes de algunos sélidos, P1
se refiere solamente al problema de Calculo de area de figuras planas, razén
por la cual no hemos incluido el Calculo intuitivo de volumen en el problema

genérico que planteamos anteriormente.

Ademas, resalta que el Calculo de areas de regiones planas con la utilizacion
de procesos intuitivos resulta muy trabajoso y complejo. Esto justifica la
imposibilidad de generalizar la aplicacién de procesos intuitivos en el Calculo
del area. En consecuencia, cada situacién-problema necesita ser analizada
especificamente para que se busque su solucidon. No obstante, podemos
desarrollar la integraciéon de manera mas sencilla. En este sentido, P1 sugiere
que encontrar la “primitiva” de una funcion consiste en la principal técnica para
realizar calculos formales tanto de la integral indefinida como también de la
integral definida, cuando se trata de funciones conocidas. Por lo tanto,
podemos identificar la “configuracion epistémica primitiva” de la integral. La
problematica general que caracteriza la referida configuracion puede ser

enunciada por: ;Como encontrar la primitiva de una funcion conocida?

Al abordar la introduccion de la integral en el curso introductorio de Calculo en
la Licenciatura en Matematica, P1 ha afirmado que “los problemas interesantes,
mas convenientes [...] son problemas de calculo de areas”. Los problemas de
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naturaleza geométrica vienen ocupando un importante papel en el desarrollo de
la matematica (por ejemplo, el calculo de areas y volumenes de ciertas figuras
geométricas era un foco de atencion de matematicas desarrollada en Grecia en
la época de Arquimedes) y se constituyen en temas de interés en el estudio del
Calculo. En el curso de introductorio de Calculo, dirigido a los futuros
profesores de matematicas de la ensefianza secundaria, las nociones
geomeétricas también ocupan un papel relevante y constituyen la “configuracion

epistémica geométrica” de la integral.

Otras aplicaciones de la integral, distintas de las geométricas, también integran
el actual curriculo del curso introductorio de Calculo en la ensefianza
universitaria. En la opinién de P1, “la integral es el limite de una suma de
Riemann y esto traera la nocion de trabajo en Fisica (mecanica), luego se
puede dar el Teorema de Conservacion de Energia, electricidad, magnetismo y
las aplicaciones en otras areas del conocimiento (Economia, Biologia, etc.)”
(P1). En esta investigacion, identificamos la “configuracion epistémica
sumatoria” a partir del procedimiento utilizado para solucionar situaciones-
problema tanto en el area de conocimiento de Matematica como en areas

distintas.

No obstante, entre las aplicaciones de la integral, aquellas relacionadas con las
situaciones-problema de Fisica son las mas resaltadas por P1 (esto se
constata en distintos momentos de la entrevista). La “configuracion epistémica
extramatematica” de la integral engloba las distintas aplicaciones que requieren
la utilizacion de la integral, exceptuandose las geométricas (contempladas en

una configuracion especifica).

Ademas, para las funciones mas complejas, “muchas veces es bastante
complicado encontrar la primitiva; en estos casos es mucho mas sencillo usar
métodos numéricos: suma de Riemann, la regla de Simpson u otro método”
para hallar la integral. Los métodos numeéricos, aproximados, suelen ser
aplicados a las situaciones-problema que requieren el Calculo de una integral
definida de una funcion cuya primitiva no existe o es “dificil” de ser encontrada.
En este caso, la problematica general que se contempla sobre la “configuracién
epistémica aproximada” consiste en determinar la integral definida de una

funcion cuya primitiva no existe o es dificil de ser encontrada.
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Lo anterior expresa los distintos significados personales manifestados por P1
sobre la integral. Consideramos que al argumentar que la integral,
originariamente, se refiere a la integral definida, P1 explicita su posicion respeto
a la introduccién y al desarrollo del tema “integral” en la ensefianza universitaria
de matematica: “siempre que se puede se introduce las aplicaciones” (P1).
Asi, nos parece importante resaltar la relevancia que se atribuye a las
situaciones-problema en el proceso de ensefianza y aprendizaje del Calculo,

particularmente de la integral en la ensefianza universitaria.

7.4.1.2. Los procedimientos en el estudio de la integral

A continuacion describimos los principales procedimientos utilizados en el

proceso de ensefianza de la integral, en la opinién de P1.

Inicialmente, P1 ha resaltado la importancia de introducir la integral de la
“‘manera moderna”. Esto presupone que se desarrolle el proceso de ensefianza
de la integral a partir de la integral de Cauchy-Riemann. Sin embargo, también
manifiesta que la “concepcioén intuitiva” de la integral debe incluirse en este

proceso. Segun ha declarado:

Es mas conveniente introducir la integral directamente de la manera actual como ésta
es modernamente concebida, aunque en su concepcion intuitiva como la del siglo XVII,
usando aquella manera geométrica de unir los infinitésimos y "generar" un numero
finito que es la integral de todos los elementos infinitesimales(P1).

En lo que se refiere al proceso de integracion de una funcién, con la finalidad
de obtener tanto la integral definida como la integral indefinida, P1 considera
que el principal procedimiento consiste en la primitivacién (o antiderivacion). En

este sentido, P1 asume que:

La primitiva de funciones es la nocidon mas importante; consiste en la principal técnica
para hacer calculos formales de integral indefinida e incluso de la definida (a partir de la
primitivacion). Es la manera mas "facil" porque generalmente lo que se utilizan son
funciones conocidas: logaritmos, exponenciales. Se integra y se utiliza la diferencia de
valores para calcular la integral definida.

En cuanto a la nocion de area, P1 resalta que la importancia de su inclusion en
el curso introductorio de Calculo consiste, por una parte en la “motivacion” para
la introduccion de la integral y, por otra parte, en permitir la visualizacion

geométrica. Parece que la referida “motivacion” puede ser entendida como una
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via de convencimiento de los estudiantes de la utilidad de la integracién en la
resolucion de situaciones-problema practicas de Matematicas, como es el caso
del calculo del area de regiones curvilineas. Segun la consideracion de P1, se
utiliza:

El concepto de area como motivacion para introducir la integral y luego, en un curso de
Analisis Matematico, se define la integral numéricamente por las sumas de Riemann,
que fueron inspirados por la nocion de area. [...]. El area es solamente para tener una
visualizacion geométrica de una integral.

Aunque P1 considere dicha nocidn relevante para la introduccion vy
visualizacion de varios temas relacionados con la integral, observa el hecho
curioso de que cuando se formaliza la integral de Riemann — desde la
perspectiva rigurosa del analisis matematico — se produce la ruptura entre la
integral y la nocién de area. En este caso, la definicion de area es la que se
apoya en las herramientas del Analisis Matematico para su formalizacién como
el limite de una Suma de Riemann.
Por otra parte, P1 defiende la utilizacion de los métodos numeéricos para la
resolucion de algunos de los problemas que requieren la nocion de la integral
definida. La complejidad encontrada en la determinacion de la primitiva de una
funcién en estos casos puede convertirse en un cambio de estrategia que debe
estar dirigida a los procedimientos numéricos. Segun ha afirmado P1:
Calcular una integral definida no es necesariamente mas simple solo porque tenemos
su primitiva. La primitiva puede ser compleja. En muchos casos la integral definida
debe ser calculada a través de un método numérico, si lo que se desea es encontrar un
namero. [...] En estos casos es mucho mas sencillo usar métodos numéricos: la Suma
de Riemann, la Regla de Simpsom u otro método.
Ademas, P1 destaca la importancia de la utilizacion de las aproximaciones
numeéricas en la practica profesional de los profesores de matematicas de la
ensefianza secundaria para solucionar distintos problemas. En este sentido,
considera que a través del curso de Calculo se puede contribuir con el
desarrollo de esta competencia en los futuros profesores de matematicas.
Asimismo, los procedimientos utilizados en la resolucion de situaciones-
problema de naturaleza extramatematica, consisten en las aplicaciones de la

nocion de integral a otras areas del conocimiento distintas de las Matematicas.

272



7.4.1.3. Las proposiciones en el proceso de estudio de la integral

Al ser cuestionado sobre las principales proposiciones (propiedades vy
teoremas) relativas a la integral que deben ser abordadas en un curso
introductorio de Calculo en la ensefanza universitaria, P1 contesté que en el
proceso de ensefanza de la integral se necesita desarrollar las siguientes
proposiciones: “integral de una suma, desigualdades, médulo de una integral, y
el Teorema Fundamental del Calculo”. En su opinién, estas proposiciones
basicas deben ser contempladas en el desarrollo de la integral en el referido

nivel educativo.

7.4.1.4. Las definiciones relacionadas con la integral

Podemos identificar en la entrevista realizada con P1 algunas definiciones que
se relacionan con la nocién de integral en un curso introductorio de Calculo en
la ensenanza universitaria. Se trata de las nociones matematicas explicitas en

la mas usual definicion de la integral, la integral de Riemann.

Podemos observar, a través del siguiente fragmento de la entrevista, que se
refiere a las nociones de limite, sumas de Riemann y a diversas nociones
fisicas. P1 afirmd que la “integral es el limite de una suma de Riemann y esto
traera la nocion de trabajo en fisica — mecanica —, luego se puede dar el
teorema de conservacion de energia, electricidad, magnetismo y las

aplicaciones en otras areas”.

Por otra parte, P1 ha resaltado la importancia de las funciones exponenciales y
logaritmicas para el estudio de una fenomenologia ligada a la Matematica y
considera que “el logaritmo puede ser representado por una integral; la mejor
definicién de logaritmo natural es la integral definida en el intervalo de 1 a x de
dt/t; esto nos permite deducir las propiedades de logaritmo y definir la funcién
exponencial”. Ademas, P1 se refiere también a otras nociones matematicas
componentes del curriculo de Calculo en la ensehanza superior, como es el

caso de las derivadas, series de potencias, etc.
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7.4.1.5. Lenguajes utilizadas en la ensefianza universitaria de la integral

En la concepcidén de P1, “todas las representaciones deben ser usadas, en la
medida que una sea mas adecuada que otra’. Dicho de otra manera, el
estudiante debe comprender y articular coherentemente los distintos
significados relativos a la nocion matematica que se estudia. Esto implica en el
desarrollo de competencias necesarias a la comprension, articulacion vy
utilizacién del lenguaje mas adecuado para interpretar, expresar, desarrollar,
solucionar vy justificar cada una de las situaciones-problema propuestas en el

proceso de estudio de la integral.

Aunqgue no encontramos, de manera explicita, la referencia de P1 a los tipos de
lenguaje que se debe utilizar en la introduccion y desarrollo de la integral,
podemos constatar la importancia atribuida a la visualizacion geométrica, al
dominio de los temas y procedimientos algebraicos, a la aplicaciéon de las
aproximaciones numericas a ciertos problemas de integracion, y a la adecuada

justificacion de las proposiciones referentes a la integral.

Por lo tanto podemos inferir, a partir de los relatos de P1, que es importante
que los docentes y estudiantes utilicen articulada, coherente y adecuadamente
diversos lenguajes en el proceso de estudio de la integral en la ensefanza
universitaria de Calculo, entre los cuales destacamos el lenguaje natural,

simbdlico, grafico, algebraico, numérico, tabular y computacional.

7.4.1.6. Laargumentacion en la ensefianza de la integral

Al reflexionar sobre las proposiciones que deben ser demostradas en el estudio
de la integral en la ensefanza universitaria, especialmente en la formacién de
profesores de matematicas, P1 aclara qué se entiende por demostrar. En su
opinion, hay dos sentidos de la demostracion en Matematicas. Uno es mas
intuitivo y se basa en convencer al alumno, a través de la utilizacién de una
argumentacién coherente, que el resultado presentado es verdadero. El otro se
refiere a la presentacion de una demostracion matematica l6gicamente

organizada, es decir, en su sentido mas axiomatico.

En lo que se refiere al curso introductorio de Calculo en la ensefanza

universitaria, P1 resalta la necesidad de justificar las proposiciones. Sin
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embargo, no deja dudas de que lo que se debe utilizar es el primer sentido

atribuido a la demostracion, al considerar que:

Debemos presentar los contenidos de manera que se satisfaga la curiosidad de los
alumnos, responderles por qué los resultados son verdaderos, aunque sea por medio
de una visualizacién geométrica. jEs necesario contestar a los alumnos y no solamente
decirle que se trata de un resultado verdadero! Tengo que presentar un teorema,
explicarlo y justificarlo.

Para P1 la visualizacidn geométrica consiste en uno de los medios aceptables
para llevar a cabo una argumentacidn coherente para algunas de las
proposiciones contempladas en un curso introductorio de Calculo. Este recurso
posibilita la justificacion de propiedades y teoremas para los estudiantes.
Ademas, permite la posterior aplicacion de estas proposiciones al desarrollo de
las nociones matematicas que se estudia en Calculo. Las demostraciones
axiomaticas también resultan imprescindibles en su opinidon. No obstante, ellas
son objeto del curso de Analisis Matematico que generalmente se imparte en
los ultimos afios de la Licenciatura en Matematicas en Brasil. En esta
asignatura, la comprensién de las nociones matematicas anteriormente
estudiadas en Calculo es fundamental para su desarrollo exitoso.

En la figura 7.4 a continuacidn, sintetizamos las seis configuraciones
epistémicas de la integral (intuitiva, primitiva, geométrica, sumatoria,

aproximada y extramatematica) identificadas y extraidas de los relatos de P1:
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CONCEPTOS
EMERGENTES

PROPOSICIONES/
LENGUAJE

ARGUMENTOS

PROCEDIMIENTOS

SITUACIONES-
PROBLEMA

CONFIGURACIONES
EPISTEMICAS

INTEGRAL
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FUNCIGN
PARTICION INTEGRAIS VOLUMEN DE SOLIDOS i APROXIMACIONES e il o
LIMITE
SUMAS DE CUADRADOS LONGITUD DE UN ARCO DERIVADA. ERROR DISTRIBUCION NORMAL
Y DE CUBOS
Teorema TFC, Regla de TFC, Teorema del TFC, Teorema del
fundamental Barrow y Principio Valor Medio, Regla del punto medio, Valor Medio,
Propiedades del calculo de Cavalieri . propiedades de la Regla de Simpson y propiedades de la
de limites N integral y la Regla de Regla del Trapecio. integral y la Regla de
Barrow. Barrow.
Geomeétrico, Analitico ) Aritmético, Algebraico,
Geométrico _a—algebraico y Gréfico Analitico, tabulary simbdlico y
=%~y Ordinario simbglico. i Computacional . a;?ril:)réalliizy gréfico. grafico.
INDUCTIVO Y
T ceauovo cecuco oY
Gletaizacon) (no axiomatico) (GreETEiey) QGHSRRCY) fsuslzadin) wisualizacidn)
Uﬂrlrl'Z;oC‘::Sde M?deli;‘aci‘;Snly Elecraeha:ll.:lzg de la integral . - Aplicacion de la integral
L aplicacién de la f . : i6
mtultlvos‘;')ara la integral con las sumas de Riemann través de métodos :g:erf::sludcleogvzz
resolucion de Primitivacién independencia para deducir 1a integral aproximados para 4reas del conocimiento
problemas. de funciones de la nocion de 3 definida que se calcular la integral distintas de las
rea pretende calcular. definida. matemdticas.
AR ¢ COMO ENCONTRAR EL VALOR A
HALLAR EL AREA o CCOMO ARLICAR LA LCOMO SE PUEDE EXACTO DE LAINTEGRAL COMO APLICAR LA
UTILIZANDO ¢COMO ENCONTRAR LA INTEGRAL EN LA SOLUCION & EFINIDA PARA DETERMINADOS INTEGRACION EN LA
i PRIMITIVA DE UNA DE PROBLEMAS FORMALIZAR Y DEFINIDA HIN =
IMPLICITAMENTE LA . 55 A GENERALIZAR LA PROBLEMAS CUANDO NO SE SOLUCION DE SITUACIONES-
v FUNCION CONOCIDA? GEOMETRICOS (AREA, AERbeod e PROBLEMA
VOLUMEN, LONGITUD, ..)? z e EXTRAMATEMATICAS?
( INTUITIVA ) ( PRIMITIVA ) ( GEOMETRICA ( SUMATORIA ) ( APROXIMADA ) EXTRAMATEMATICA

Figura 7.4: Configuraciones epistémicas de la integral segun P1
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7.4.2. Articulaciones y conexiones

7.4.2.1. Articulacidon de los objetos matematicos y didacticos

Las seis configuraciones epistémicas de la integral que hemos sistematizado
anteriormente, pueden ser interpretadas en el Enfoque Ontosemiético como el
significado personal global de la integral manifestado por P1. Cada
configuracion epistémica contempla las relaciones entre los elementos de
analisis primario (situaciones-problema, lenguaje, procedimientos, definiciones,

proposiciones, y argumentos) y, se articulan en una red de configuraciones.

Podemos describir las relaciones internas que se producen en cada
configuracion epistémica a partir de la siguiente estructura genérica: tomando
como punto de partida una situacién-problema especifica, que requiere la
utilizacién de la integracidon para su solucién, identificamos el procedimiento
mas adecuado para solucionarla; para desarrollar dicho procedimiento,
generalmente recurrimos tanto a las definiciones como a las proposiciones
(previamente enunciadas a través de propiedades y teoremas); los argumentos
aceptados como validos son utilizados para justificar, aunque implicita o
intuitivamente, el resultado encontrado para la referida situacién-problema.
Todo ello se lleva a cabo por medio del lenguaje, que debe estar articulado y
adecuado para enunciar y expresar coherentemente las distintas etapas que se
producen en la proposicion y resolucion de las distintas situaciones-problema

relacionadas con la integracion.

En lo que se refiere a las relaciones que se establecen entre las distintas
configuraciones epistémicas (o significados intermedios) de la integral,
consideramos que el uso de los procesos intuitivos colabora con la
comprension necesaria a la transicion del pensamiento elemental para el
pensamiento mas avanzado en matematicas (Tall, 1996; Pinto, 1999). En este
sentido, la comprension de la idea matematica que soporta el proceso de
integracion debe ser movilizada por los estudiantes en el momento de elegir o
decidir el procedimiento mas apropiado para solucionar cada situacion-
problema. El principal procedimiento declarado por P1para la integracién

consiste en la primitivacion. La determinacion de la primitiva de cierta funcion
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suele ser utilizada en la solucion de las situaciones-problema relacionadas con
la integral indefinida. No obstante, se utiliza dicho procedimiento muy
frecuentemente como una etapa previa en las soluciones de situaciones-
problema que requieren la aplicacion de la integral definida. Cuando dichas
situaciones se relacionan con las nociones geométricas, evocamos la
configuracion epistémica geométrica; en el caso contrario, la configuracion
epistémica extramatematica contempla las situaciones-problema que consisten
en las aplicaciones extradisciplinares de la integral definida. En ambas, la
configuracion epistémica sumatoria puede estar contemplada siempre y cuando
los procedimientos utilizados se relacionan con la el significado de la integral
como el limite de las Sumas de Riemann. También hay casos en los cuales la
integral definida puede ser determinada a partir de métodos numeéricos, lo que

se realiza a partir de la configuracién epistémica aproximada de la integral.

La comprensién del profesor-formador referente a los distintos significados de
la integral contemplados en el curriculo de Caélculo es fundamental para
transformar el conocimiento del contenido matematico, la integral, en un
conocimiento didactico (Schulman, 1986) de la integral. En esta direccion, ha
evolucionado el Enfoque Ontosemidtico hacia los significados de los objetos
didacticos. Esto ha permitido la adaptacién y aplicacién de las herramientas
tedricas del EOS en la doble vertientes, matematica y didactica. Consideramos
que la comprension de las configuraciones epistémicas de la integral en el
contexto de la formacion de profesores de matematicas consiste en una etapa
fundamental para la transformacién del conocimiento que el profesor-formador
posee sobre la integral en un conocimiento “ensefable” a los futuros profesores

de matematicas de la ensenanza secundaria.

7.4.2.2. Conexiones intradisciplinares e interdisciplinares de la integral

Las situaciones-problema, tomadas como punto de entrada en cada una de las
seis configuraciones epistémicas anteriormente mencionadas, pueden contener
implicita o} explicitamente conceptos matematicos (conexiones
intradisciplinares) o la asociacién de conceptos matematicos con conceptos de
otras areas del conocimiento (conexiones extradisciplinares). Por lo tanto

dichas conexiones se producen a partir de los conceptos/ definiciones previas o
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emergentes que se ponen en juego en cada una de las configuraciones

epistémicas de la integral.

Segun P1, las conexiones intradisciplinares de la integral contemplan algunos
conceptos matematicos de la ensefianza secundaria (especialmente con los
geométricos), y conceptos especificos de la ensenanza superior. Las
conexiones extradisciplinares son abordadas relacionadas con una diversidad
de fendmenos que pueden ser estudiados en un curso universitario inicial de
Calculo. Ademas, P1 resalta la importancia de conectar el Calculo con la
Fisica, y con el curso de Analisis Matematico en la Licenciatura en

Matematicas.

En lo que se refiere a las conexiones interdisciplinares, P1 resalta la
importancia de de las funciones exponenciales y logaritmicas para el estudio de
una fenomenologia ligada a la Matematica. Ademas, considera la integral como
una herramienta 0til para la definicion de algunos de los conceptos
matematicos, como por ejemplo, del concepto de logaritmo. Segun ha relatado,
“la mejor definicion de logaritmo natural es la integral definida en el intervalo de
1 a x de dt/t; esto nos permite deducir las propiedades de logaritmo, definir la
funcién exponencial”. Asimismo, resaltoé las conexiones de la integral con otras
nociones matematicas contempladas en el curriculo de Calculo en la

ensefianza superior, tales como derivadas, series de potencias, etc.

Las conexiones extradisciplinares de la integral, han sido destacadas en la
configuracion epistémica sumatoria, por medio de la cual se puede abordar las
nociones relacionadas con la Fisica, entre las cuales P1 ha destacado: trabajo,
mecanica, electricidad, magnetismo y las aplicaciones en otras areas del

conocimiento.

7.4.3. Abordaje curricular de laintegral

En este apartado sistematizamos los relatos de P1 referentes a los aspectos
curriculares de la integral. Para esto, utilizaremos las siguientes categorias de
analisis: abordaje de curriculo de la Licenciatura en Matematicas, abordaje del

curriculo de Célculo en la Licenciatura en Matematicas, abordaje del curriculo
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de matematicas de la ensefianza secundaria, y la correspondencia de los

significados implementados con las directrices curriculares.

7.4.3.1. Abordaje del curriculo de la Licenciatura en Matematica

Uno de los aspectos resaltados por P1 consiste en la distincion que necesita
ser realizada entre las formaciones del matematico y del profesor de
matematicas de la ensefianza secundaria. Este aspecto es considerado
fundamental tanto para el disefio del curriculo de cada carrera universitaria,
como de cada curso a ser implementado. En este sentido, P1 ha realizado una
distincién entre el curriculo del curso de Analisis Matematico para la formacién

del matematico y del profesor de matematica, expresando que:

En lo que se refiere al Analisis Matematico, estoy muy convencido que lo que se trabaja
en la formacion de profesores de matematicas tiene que ser distinto de lo que se
ensefia en la carrera de matematica. Por esto he escrito un libro de Andlisis
Matematico para la licenciatura en matematicas. [...] Mi libro de introduccion al Analisis
Matematico era un libro para ser usado en la formaciéon del matematico; cuando lo he
utilizado en la formacién de profesores de matematicas he percibido que habia
problemas para implementar dicho curso. Entonces conclui que no era esto lo que se
deberia hacer, sino un curso diferenciado.

Ademas, P1 considera que en el curriculo de la Licenciatura en Matematicas
deben ser articuladas, armoénicamente, las distintas disciplinas. En este sentido,

ha afirmado que dicho curriculo:

Debe permitir la integracion armoénicas de las distintas disciplinas, tales como: Algebra
Moderna y Algebra Linear, Teorias de los Numeros, Calculo, Analisis Matematico,
Geometria, etc. Esto debe permitir una buena formacién a los futuros profesores de
matematicas; en la licenciatura se requiere un grupo de disciplinas bien integradas para
posibilitarles una amplia formacion.

En esta concepcion, teniendo en cuenta la necesidad de contemplar un
curriculo articulado en la Licenciatura en Matematicas, P1 considera que
ademas de las disciplinas que tradicionalmente componen dicho curriculo, las
disciplinas del area de educacion son imprescindibles para la formacién de un
buen profesor de matematicas de la ensefianza secundaria. En este sentido,
afirmé que “naturalmente, toda preparacion que obtenga para ayudarle a ser
un buen profesor es importante” resaltando “la preparacion pedagdgica, la
Psicologia educacional, etc.”

Ademas, P1 ha destacado la importancia de contemplar la Historia de la

Matematica en los distintos cursos del curriculo de la Licenciatura en
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Matematicas, aunque esto diverge de la actual organizacién del referido

curriculo. En este sentido, ha afirmado el siguiente:

Me parece que debe ser trabajada de manera integrada en cada una de las disciplinas
de la licenciatura. Por ejemplo, un profesor que da un curso de Estructuras Algebraicas
va a ensefar grupos, cuerpos, anillos, etc., tiene la obligacién de contestar a los
alumnos de donde viene cada uno de estos objetos matematicos, por qué estudiar
anillos, [...]. El profesor de cada contenido es quién debe mostrar los aspectos
histoéricos. [...] Tengo la impresion de que el futuro de la Historia de la Matematica esta
en incluirla en cada disciplina. Lo que hacemos actualmente es que damos las distintas
disciplinas y, posteriormente, en el tercer afio, un profesor da un curso de Historia de
las Matematicas. El se queda con una tarea muy grande. [...] No es sencillo para un
profesor prepararse en los distintos aspectos de la historia de las matematicas.

Segun P1, el curriculo de la Licenciatura en Matematicas debe ser “integrado”.
Esto presupone no solamente la articulacion entre las disciplinas especificas
del area de Matematicas, sino entre las disciplinas extramatematicas que
generalmente forman parte del referido curriculo (por ejemplo las disciplinas

relacionadas con la Fisica, Computacion y Educacion).

7.4.3.2. Abordaje del curriculo de Calculo en la Licenciatura en Matematicas

P1 ha resaltado que el curriculo de Calculo en la Licenciatura en Matematicas
debe ser abordado contemplando los siguientes aspectos: aplicacion del
Calculo para destacar su importancia, los distintos significados de sus nociones
basicas, la adecuacién a la formacion de profesores de matematicas, su
distincion del curso de Analisis Matematico, el Calculo como prerrequisito para
el curso de Analisis Matematico y la aplicacién de las nociones de Calculo en la

Fisica.

Para mostrar la importancia del Calculo para los estudiantes, P1 sugiere
diversas situaciones que pueden ser abordadas por los profesores

universitarios de Calculo. En su opinion:

En el primer afio de un curso de Calculo podemos mostrar a los alumnos cémo estas
cosas funcionan: el logaritmo natural, la funcidon exponencial, su importancia en
estudios de datacién geolégica, los métodos de carbono 14 para datacion histéricas y
arqueoldgicas, decaimiento radioactivo, crecimiento poblacional, estadistica y otros
fendmenos”.

En el relato anterior, P1 pone de manifiesto la importancia del Célculo no
solamente para la definicion de algunas nociones matematicas (como logaritmo
natural y funciéon exponencial), sino para su aplicacién a multiples situaciones-

problema enmarcadas en distintas area del conocimiento. Estas aplicaciones
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del Calculo en contextos tan diversos demandan sistematizar sus conceptos a

través de distintos significados.

Aunque de manera implicita, P1 admite la existencia de multiples significados
de los conceptos del Calculo. Esto puede ser constatado en el relato que
presentaremos a continuacién, referente a sus afirmaciones sobre la
motivacion para definir las nociones de derivada e integral. En su opinion,

abordar los significados de la integral:

Es como en el caso de la derivada, que puede ser definida como el limite de la razén
incremental o como la recta tangente. Esta segunda idea motiva el desarrollo del
concepto de derivada; posteriormente tu vas a estudiar la derivada que va mucho mas
alld de este significado. Con la integral pasa algo similar; definiéndose la integral,
defines muchas magnitudes fisicas, como trabajo de una fuerza. Esto no tiene relacion
con area; es el limite de una suma de Riemann. El area entra inicialmente como
motivacion y luego introduce el concepto de una suma de Riemann, que es muy
importante.

Por lo tanto, P1 establece una conexion de la derivada con la recta tangente
(que en su opinion motiva el desarrollo de su definicidn), pero reconoce que
sus significados sobrepasan esta idea. De manera similar, intenta relacionar las
nociones de integral y de area, argumentando que el area motiva la definicion
de la integral como limite de la suma de Riemann, a partir de la cual se estudia

los significados de la integral con independencia de la nocion de area.

Por otra parte, P1 considera necesario que se establezca la diferencia entre la
formacion del matematico y la formacién del profesor de matematicas de la
ensefanza secundaria, asi como también entre el curso de Calculo y el de
Analisis Matematico en ambas carreras universitarias. Coincidimos con estas
afirmaciones y consideramos que es imprescindible adecuar el curriculo de
Calculo a las distintas carreras universitarias. Para esto, se requiere una
flexibilizacién y ajuste de los significados institucionales pretendidos para el
curso de Calculo en correspondencia con las finalidades de la carrera a que se

dirige dicho curso.

En la opinidn de P1, estos aspectos han sido contemplados en el disefio de su
primer curso de Calculo, asi como en la elaboracion de su libro de texto de
Calculo. La experiencia de P1, empezando con su formacion universitaria y
desarrollada a lo largo de su actuacion como docente universitario, le ha
llevado a constatar la necesidad de aplicacion de una metodologia que
diferenciara el proceso de ensefanza del Calculo en algunas carreras (por
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ejemplo, en la Licenciatura en Matematicas) del de Analisis Matematico
pretendidos por los libros de texto de la época®. Ademas, considera la
diferencia que debe existir entre la formacidn universitaria del matematico y la

del profesor de matematicas.

Para ejemplificar dicha diferencia, P1 comenta que en el curso universitario de
Calculo mientras demostraria una propiedad de la integral de manera
axiomatica en la formacion del matematico, argumentaria dicha propiedad de
manera intuitiva en la formacion de profesores, dejando el rigor para el curso

de Analisis Matematico. En este sentido, P1 considera que:

Demostrar que la integral de una suma de funciones es igual a la suma de las
integrales. En un curso para matematicos — y no lo haria asi en cursos de formacién de
profesores de matematicas — yo presentaria una demostracion en el aspecto
axiomatico. En un curso de Calculo no hay necesidad alguna de hacer dicha
demostraciéon como hago en un curso de Analisis Matematico; he de utilizar la intuicion.
Necesito tener claro que en la formacién de profesores de matematicas, lo que
formamos no es un matematico.

Por lo tanto, es necesario que la adaptacion que debe realizarse en el curriculo
de Calculo tenga en cuenta la carrera para la cual se dirige éste curso. En este
sentido, el perfil profesional del egresado de la Licenciatura en Matematicas,
por ejemplo, se convierte en uno de los elementos a considerar en el disefio del

curriculo del Calculo en la referida carrera.

Ademas, los conceptos del Calculo, como el de derivada e integral, deben ser
comprendidos por los estudiantes pues se convertiran en conocimientos
previos para el posterior curso de analisis matematico. P1 considera que la
comprension de los conceptos fundamentales de un curso introductorio de
Calculo es imprescindible para dar continuidad a otros cursos del curriculo de
la Licenciatura en Matematicas. En su opinién, "en la formacion de profesores
de matematicas el alumno tiene que saber derivadas e integrales bien, para
pasar satisfactoriamente a un curso de Analisis Matematico. Asi, ademas de
afirmar que el desarrollo del curriculo de Calculo aporta una base necesaria al
curso de Analisis Matematico, P1 considera también que la fundamentacién
rigurosa de otras nociones matematicas, como de Geometria se apoya en el

Analisis Matematico.

Por otra parte, P1 resalta que:

® Se refiere al periodo en que P1 empezo a desarrollar sus actividades académicas.
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El desarrollo del Calculo esta estrictamente relacionado con las aplicaciones fisicas [...].
Para hacer un curso universitario de mecanica, optica, electricidad, electromagnetismo,
termodinamica, etc. — disciplinas basicas de Fisica — ellos estudiaron mucho mas
aplicaciones, pues en los cursos de Calculo no hay como profundizar en toda esta
tarea”.

Aunque P1 considera que en los cursos introductorios de Calculo se abordan
parcialmente las aplicaciones fisicas, ha resaltado que a través de los temas o
cursos de Fisica, que integran el curriculo de la Licenciatura en Matematicas,

se debe profundizar en las aplicaciones de los conceptos del.

La articulacion coherente y armonica entre las diversas disciplinas de la
Licenciatura en Matematicas es un factor fundamental para asegurar la amplia
formacion del profesor de matematicas de la ensefianza secundaria. En este
sentido, es importante realizar la interaccién entre el curriculo de Caélculo con
los de otras asignaturas contemplados en la organizacién curricular de la
Licenciatura en Matematicas. Asimismo, debe haber una articulacion del

curriculo del Calculo con las matematicas de la enseinanza secundaria.

7.4.3.3. El curriculo de Calculo y la matematica de la ensefianza secundaria

En su relato relativo a la conexion del Calculo con la matematica de la
ensefanza secundaria, P1 resaltd que se debe planificar la Matematica de la
ensefanza secundaria de manera modesta y adecuada, para contemplar las
nociones de Calculo en la secundaria. En este sentido, abordd los siguientes
aspectos: estudio de algunas nociones de Calculo (como la derivada) en la
ensefianza secundaria, conexidén de la integral con las nociones geomeétricas
de area y volumen en la ensefanza secundaria, y desarrollo del estudio de la

“‘matematica aproximada”.

Segun ha relatado P1:

Las derivadas son importantes en la educacion secundaria, pero no necesitan ser
precedidas de una teoria de limites. Las derivadas han que ser ensefiadas
directamente y aplicadas a la Fisica, por ejemplo. Es posible estudiar, en pocas clases
del primer afio, como se puede desarrollar el estudio del movimiento — estoy
escribiendo unos articulos sobre este tema — y, con esto, posibilitar que el alumno
aprenda un concepto rico de derivadas.

En la ensefianza secundaria, el abordaje de algunas nociones del Calculo debe
realizarse de manera intuitiva y con un propdsito especifico. Entendemos que

dicho propésito se refiere al desarrollo intuitivo, operatorio y aplicado de dichas
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nociones a la resolucion de situaciones-problema que pueden ser

adecuadamente implementadas en la ensefianza secundaria de matematicas.

En cuanto a la nocién de integral en la ensefianza secundaria, P1 opina que los
profesores deben estar preparados para presentar dicha nociéon a través del
abordaje de “temas de Geometria — nociones de areas y volumenes — en los
cuales se desarrollan nociones de integral. [...] Sin embargo, no puede ser de

manera sofisticada, sin proposito”.

El tercer aspecto que P1 considera importante incluir en el curriculo de
matematicas de la enseffianza secundaria se refiere a las “matematicas

aproximadas”. En este sentido, ha declarado el siguiente:

Otra cosa que echo de menos en la educacion secundaria se trata de las matematicas
aproximadas, de los métodos numéricos y aproximaciones numéricas. Los alumnos de
la educacion secundaria piensan que solamente se solucionan las ecuaciones
cuadraticas; que tiene una férmula complicada para encontrar las raices de las
ecuaciones del tercer y cuarto grado y que las demas ecuaciones algebraicas serian
imposibles de solucionarlas. Esto no es cierto; los alumnos han que saber, por ejemplo,
que la formula de Baskara no siempre es la mejor via para determinar las raices de una
ecuacion del segundo grado, muchas veces un método numérico es mas adecuado y
esto no se suele hacer en dicho nivel educativo.

De acuerdo con lo anteriormente expuesto, P1 defiende el desarrollo de las
nociones de derivada, integral y de aproximaciones en el curriculo de
matematicas de la ensefianza secundaria. Todo ello, de manera intuitiva y
centrada en las aplicaciones de estos conceptos de Calculo en la solucion de
problemas especificos. En su opinién, la no contemplacion de las referidas
nociones en la ensefianza secundaria de matematicas en Brasil es todavia
consecuencia de la influencia legada por la matematica moderna, que ponia el
énfasis “en el rigor y formalismo [...] en detrimento de los recursos de la
intuicion y de la visualizacion geométrica. Esto ha creado barreras en el

proceso de la ensefanza de las matematicas de la educacidon secundaria”.

En esta investigacion somos conscientes de la dialéctica que se establece
entre los significados institucionales y personales de la integral. Al extraer los
significados a partir de las narrativas de los profesores-formadores, expertos en
la ensefianza universitaria de Calculo, claro estd que se trata de los
significados personales que ellos manifiestan sobre el proceso de ensehanza y

aprendizaje de la integral en el nivel universitario. Sin embargo, los relatos de
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los referidos profesores-formadores reflejan, en cierta manera, los significados
institucionales de la integral por tratarse de la expresion de las opiniones de
los expertos universitarios que desarrollan la docencia, investigacion y
produccion de libros de texto de Calculo en el contexto de la Licenciatura en
Matematicas en Brasil. En este sentido, consideramos que sus experiencias
personales, analizadas y sistematizadas a la luz de los resultados de las
investigaciones sobre la ensefianza y aprendizaje del Calculo y la formacion de
profesores de matematicas, convierten los distintos significados que ellos han
expresado sobre la ensefanza y aprendizaje de la integral y sus aspectos
curriculares, en los significados institucionales de la integral en el contexto de la

formacion de profesores de matematicas de la ensefianza secundaria en Brasil.

7.5. DIMENSION COGNITIVA

En la dimension cognitiva, analizamos los relatos de P1 relativos al
conocimiento y aprendizaje del Calculo que se pone de manifiesto en los
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas. Para ello, hemos utilizado las
siguientes categorias: conocimientos previos de los estudiantes, aprendizaje de
los estudiantes, y adaptaciones curriculares a las diferencias individuales de los

estudiantes.

7.5.1. Los conocimientos previos de los estudiantes

Al abordar los conocimientos previos de los estudiantes, P1 afirmé que la
problematica relativa a las debilidades de los conocimientos matematicos
previos (algebraicos, geométricos, trigonométricos, etc.) consiste en una de las
principales dificultades para el aprendizaje de la integral en la ensefianza

universitaria.

Aunque hay controversias sobre las causas del bajo desempefio de los
estudiantes universitarios en los cursos de Calculo, los profesores suelen
establecer una relacién entre los conocimientos previos de los estudiantes y su
desempefo en los cursos universitarios. Sin embargo, nos parece que es
practicamente unanime la posicion de que un aprovechamiento satisfactorio en

un curso introductorio de Calculo requiere que los estudiantes tengan
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desarrolladas algunas competencias y consolidados unos ciertos

conocimientos matematicos previos.

En la opinion de P1, dadas las actuales condiciones que los estudiantes suelen
ingresar en las carreras universitarias, es necesario que el profesor del curso
introductorio de Calculo realice un repaso de los temas fundamentales de la
ensefianza secundaria, como medio de dotarles de los conocimientos previos
necesarios para el desarrollo de los temas especificos del Calculo. En esta

direccion, ha afirmado que:

A lo largo de mi experiencia profesional, me he dado cuenta de los problemas que los
estudiantes presentan de falta de conocimientos previos en el algebra de la ensefianza
secundaria: productos notables, fracciones algebraicas, etc. Las principales dificultades
para trabajar con la integral o incluso con las derivadas vienen generalmente de esto.

La problematica relativa a las debilidades de los conocimientos matematicos
previos (algebraicos, geométricos, trigonométricos, etc.) en parte de los
estudiantes que inician la Licenciatura en Matematicas es apuntada por P1
como una de las principales dificultades para el aprendizaje de la integral. En
este sentido, P1 afirma que existen conocimientos previos indispensables para

el éxito de un curso introductorio de Calculo.

Barufi (2002) corrobora dicha idea. En su opinidn, los estudiantes noveles de la
Licenciatura en Matematicas “presentan grandes dificultades generalmente en
consecuencia de su formacién en la ensefianza secundaria de matematicas y
buscan, inicialmente, quizds de manera inconsciente, nuevas formas de
construir el conocimiento porque lo que desean es tornarse profesores” (p. 72).
En esta direccion, la referida investigadora comenta que en el primer afo de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad de “Sao Paulo”, son ofrecidos
dos cursos semestrales de Calculo Diferencial e Integral, en los cuales se hace
hincapié con la ensefianza secundaria de matematicas a partir del nuevo

énfasis puesta en el estudio de las funciones elementales.

Ademas de retomar los conocimientos matematicos previos de los estudiantes
como una posible via para contribuir con su éxito en el curso introductorio de
Calculo, P1 plantea la necesidad de “aplicar luego los contenidos trabajados;
en el caso contrario, los alumnos no van a aceptar el proceso de ensefanza y
tomaran las matematicas como algo desagradable, sin sentido para ellos”.

Asimismo, P1 defiende la propuesta de aplicacion de algunos contenidos del
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Calculo, como derivadas e integrales, en la ensefianza secundaria de
matematica. En su opinion, las referidas nociones pueden ser abordadas
intuitivamente en los curriculos de matematicas de la ensefianza secundaria y
posteriormente aplicadas, por ejemplo, en la resolucidon de problemas de

naturaleza geomeétrica o fisica.

En la entrevista con P1 identificamos otra cuestion cuya reflexion sobre la
misma nos parece crucial para el curriculo de matematicas de la ensefianza
secundaria en Brasil. Se refiere al estudio de algunas nociones del Calculo en

dicho nivel educativo, bien como a la forma de abordarlas.

En este sentido, P1 ha revelado su posiciéon favorable a la ensefanza de
tépicos de Calculo en la ensefianza de secundaria. Su argumentacién esta
dirigida a que se debe dotar a los estudiantes de la ensefianza secundaria de
las nociones matematicas fundamentales para resolver los problemas
extradisciplinares propios de este nivel educativo, con el uso de herramientas
matematicas mas efectivas, como las nociones intuitivas de derivadas e

integrales.

Segun esta consideracion, las derivadas van a auxiliar a los estudiantes en la
simplificacion de estrategia utilizada para solucionar algunos problemas, como
por ejemplo los relacionados al estudio del movimiento. Aunque esta
problematica ha estado estrechamente relacionada con la evolucion histérica
del Calculo, en muchos casos no se establece su relacion con la ensefianza
secundaria de la Fisica. Generalmente esta asignatura se desarrolla sin aplicar
los conceptos y las herramientas del Calculo en la resolucion de las
situaciones-problema especificas. En esta misma direccién, la nocion de
integral también puede ser introducida en la ensefanza secundaria cuando se
trabaja con la Geometria Plana y Espacial (areas, volumenes, etc.). Entretanto,
esto requiere una coherente adaptacion metodolégica para que su énfasis se
centre en los significados intuitivos y geométricos de la integral. Lo que se
defiende en este caso, es la introduccidon de la integral para resolver
determinadas situaciones-problema de naturaleza geométrica inherente a la

ensefanza secundaria de matematica.
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7.5.2. El aprendizaje en la ensefianza universitaria

El aprendizaje en la ensefianza universitaria requiere que los estudiantes sean
conscientes de sus necesidades y se involucren de manera activa en sus
procesos de estudio presencial (en las clases, actividades de tutoria, ...) 0 no
presencial (en la biblioteca, en la casa, ...). P1 ha comentado que se puede
lograr la mejora en el proceso de aprendizaje de los estudiantes al proponer
situaciones en la clase que les posibiliten actuar activamente en la resolucion

de situaciones-problema, asi como en cuestionamientos y respuestas.

En este sentido P1 afirma que, cabe al profesor universitario realizar menos
exposiciones y promover mas la participacion de los alumnos. Al comentar
algunos de los logros en el aprendizaje del estudiante cuando se le atribuy6 un
papel activo a lo largo de las clases, concluyé que “los resultados en este
proceso son considerablemente mejores que en las situaciones que el profesor
llega en la clase, expone su contenido, demuestra los teoremas, indica una lista

de ejercicios y se marcha”.

Si lo que se pretende es mejorar el aprendizaje del estudiante universitario de
la Licenciatura en Matematicas referente a la integral, la practica docente debe
ser distinta de la sintetizada anteriormente, la cual todavia es muy frecuentes

en la formacion de los profesores de matematicas.

En el proceso formativo, debe ser contemplada una formaciéon amplia y general
del educador. Esto presupone un aprendizaje mucho mas alla del conocimiento
de las matematicas que ellos van a ensefar en este nivel. En las palabras de
P1, “los alumnos de la licenciatura en matematicas necesitan aprender no
solamente lo que van a enseiar, sino aprender lo necesario para ampliar sus

horizontes; para tener seguridad al realizar su trabajo”.

7.5.3. Las adaptaciones curriculares a las diferencias individuales de los

estudiantes

La adaptacion de los temas matematicos, especialmente del Calculo, a las
necesidades individuales (y profesionales) de los futuros profesores de
matematicas de la ensefianza secundaria fue bastante enfatizada por P1. En

este sentido, él comenté la importancia de una buena formacion en Calculo
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para que el profesor de matematicas pueda abordar, de manera adecuada,
algunos de los temas propuestos en el curriculo de matematicas de la

ensefianza secundaria. En este sentido, ha declarado que:

El estudio del Calculo es fundamental para la buena formacién del profesor para
abordar estos temas, no de la manera que se propone en los libros de secundaria, que
se parecen mas con un curso universitario y no se adecuan al nivel secundario. Hay
que desarrollar un curso mas modesto y adecuado para la secundaria.

Segun ha relatado P1, una sdlida formacion en Calculo y en Analisis
Matematico  contribuiria para que los profesores estructurasen,
adecuadamente, los curriculos de matematicas de la ensefianza secundaria.
Para esto, se torna necesario conocer la evolucion historica de los conceptos
matematicos, asi como la importancia de las definiciones aceptadas
actualmente en matematicas. Sin estas informaciones no es posible entender

por qué se debe ensefar dichos conceptos.

En este aspecto, P1 propone una adaptacion relativa al estudio de la Historia
de la Matematica, considerando la complejidad existente en la preparacion de
un profesor en los distintos aspectos de la historia de las matematicas, pues el
conocimiento matematico especifico es imprescindible para la comprension de
su historia. Reconocemos la complejidad de preparar los estudiantes de la
Licenciatura en Matematicas de acuerdo con las demandas legales que
reglamentan dicha carrera y, especialmente, de atender a las necesidades de
un sistema educativo dirigido a una satisfactoria preparacion de los
ciudadanos, adaptados a su contexto social y necesidades laborales. Sin
embargo, consideramos imprescindible que dicha licenciatura se desarrolle de
manera flexible, auténoma y adaptada a las necesidades e intereses

individuales de los estudiantes en su proceso formativo.

7.6. DIMENSION MEDIACIONAL

Los descriptores recursos materiales y tiempo han sido utilizados en la
sistematizacion de la dimension mediacional de la integral. En los recursos
materiales contemplamos los descriptores: uso de materiales didacticos y
tecnoldgicos en las clases; y uso, caracteristicas y rol del libro de texto de
Célculo. El tiempo ha sido descrito a través de: adecuacion de los significados

pretendidos/ implementados al tiempo disponible (presencial o no presencial);
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inversion del tiempo en los contenidos mas relevantes; e inversion del tiempo

en los contenidos que presentan mas dificultades de comprension.

7.6.1. Uso de materiales didacticos y tecnolégicos

P1 ha hecho referencia a algunos de los recursos materiales que pueden ser
utilizados en las clases de Calculo, entre los cuales se encuentran la pizarra y

los recursos tecnologicos.

Segun ha relatado, el profesor universitario de Calculo debe generar
condiciones para que los estudiantes puedan realizar la resolucion de ejercicios
en la pizarra. Las ventajas apuntadas para ello consisten en generar un amplio
cuestionamiento de los estudiantes sobre los temas matematicos que se esta
desarrollando en la clase y, consecuente aclaracioén, por parte del profesor, de
los puntos que todavia no hayan sido comprendidos. En este sentido, P1
considera que “para aumentar el interés de los alumnos hay que involucrarles
en las actividades en la clase; exigirles la solucion de problemas en clase, en la

pizarra”.

En lo que se refiere a los recursos tecnoldgicos, P1 reconoce su relevancia en
el proceso de ensefianza de las matematicas universitarias, especialmente de
Calculo. Sin embargo, alerta sobre el “peligro” de una mala utilizacién de dichos
recursos tanto por los docentes como por los discentes. Al comentar sobre la
existencia de “softwares” bastante sofisticados, con muchas herramientas
disponibles para la ensefianza de las matematicas, P1 resalté la necesidad de
una planificacién creativa de las actividades docentes que requieran la
utilizacién de “softwares”, en lugar de usarlos como una simple herramienta
para encontrar los resultados directos de algunos ejercicios de matematicas.
En este sentido, P1 ha afirmado que actualmente hay muchos softwares que
son muy valiosos para la ensefianza. Sin embargo, alerté para el peligro de no
usarlos adecuadamente, con énfasis en las Matematicas que se utilizan como

soporte en el desarrollo del software matematico.
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7.6.2. Uso, caracteristicas y rol del libro de texto

Entre los recursos didacticos mencionados para el desarrollo del proceso de
ensefianza de la integral, P1 ha resaltado la importancia del libro de texto de
Calculo. Tras presentar un panorama histérico de los libros de texto de Calculo
en Brasil, aclar6 las razones que le motivaron a elaborar su primer libro de
Calculo. Asimismo, mencion6 las principales caracteristicas que deben
contemplar los referidos libros y el papel que juegan en la ensefanza

universitaria.

7.6.2.1. Panorama histérico de los libros de texto de Calculo en Brasil

En la década de los 50, la ensefianza universitaria del Céalculo en Brasil estaba
basada en el modelo europeo, siendo fuertemente influenciado por los modelos
franceses e italianos. Esto significa que desde su introduccién en el inicio de
las carreras universitarias, el curso de Calculo era desarrollado de manera
rigurosa y axiomatica no diferenciandose de lo que actualmente se considera

como cursos de Analisis Matematico en las universidades brasilenas.

Hay una consideraciéon bastante interesante mencionada por P1. Su
experiencia docente le convencié de que los significados a implementar en los
cursos de Calculo para los estudiantes de la Licenciatura en Matematicas
(entre otras carreras) no se adecuaban a los significados pretendidos por los
libros de Calculo de la época. Anteriormente se utilizaban — en Estados Unidos
y en Brasil — algunos libros que, en cierta medida, influenciaron a P1 a escribir

su propio libro de texto de Calculo. P1 ha afirmado que:

Se usaba en Estados Unidos como un gran libro de Calculo, el de Courant [...]. Sin
embargo, dicho libro era considerado "pesado" en los afios 1960. Distintos libros
empezaron a surgir, entre los cuales estan el de Lang y el de Thomas. Habia uno en
esta época que lo utilizamos aqui en Brasilia; un libro tedrico, bien escrito, de autoria
de Johnson y Kiokemeister.

A partir de la década de los 1970 han surgido distintos libros de Calculo de
autores brasilefios. Algunos de los cuales son tradicionalmente utilizados en
distintas universidades (Avila, Guidorizzi, Gongalves y Flemming, Boulos).
Observamos aun el énfasis puesto por algunos autores actuales de libros de

texto de Célculo en la matematica aplicada y en las tecnologias, y la reciente
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edicion de un libro de Calculo basado en proyectos (Figueiredo, Xavier y
Santos, 2011).

Sin embargo, los libros extranjeros de Calculo, especialmente los
estadounidenses, siguen siendo traducidos y utilizados en distintas carreras

universitarias en Brasil como bibliografia principal o complementaria.

7.6.2.2. Caracteristicas y papel del libro de texto de Calculo

Consideramos que es consensual entre los docentes de matematicas atribuir
importancia a los libros de texto en el proceso de ensefianza de los distintos
niveles educativos. En la ensefanza universitaria de Calculo, se parte del
presupuesto que el libro de texto contempla los significados pretendidos e
implementados por los profesores. Ademas, parece existir una relacién entre
las concepciones pedagdgicas de los profesores y los libros de texto que estos

seleccionan para el desarrollo de sus cursos.

La seleccion y utilizaciéon de un mismo libro de texto de Calculo es considerado
por P1 como una necesidad para las universidades que tiene varios profesores
de Calculo. En este sentido, el libro de texto de Calculo contribuye con el

desarrollo de una misma secuencia. Segun P1, se debe:

Seguir una misma secuencia para no crear problemas para los alumnos, principalmente
en los cursos siguientes. Por esto adoptabamos un libro y lo seguiamos. Es relevante
resaltar que seguir un libro no significa repetirlo en el aula. El profesor tiene la libertad
para conducir sus clases con exposiciones enriquecidas con otras fuentes no
restringiéndose solamente al libro.

En este sentido, aunque se utilice un mismo libro de texto de Calculo, compete
a los profesores complementarlo y enriquecerlo con otros materiales didacticos
adecuados. La eleccion del libro de texto (realizada por el colectivo de
profesores o por el coordinador del area) generalmente se realiza a partir de su
“estructura”, la cual posiblemente contempla los significados personales
manifestados implicita o explicitamente por los profesores responsables por su

eleccion.

En general, el libro de texto se convierte en una guia de estudio en el proceso
de ensefianza de Calculo. P1 considera también que “el libro debe ser utilizado
por los alumnos como material de estudio y, eventualmente ellos deben

consultar otras fuentes de informaciones”. Se supone que el libro de texto
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adoptado como referencia para la ensefianza de la integral contempla, de
manera satisfactoria, los significados a implementar en el proceso de estudio.
No obstante, cabe a los estudiantes, aunque eventualmente, consultar otros
textos para complementar y profundizar el estudio de las nociones matematicas
que se implementan en las clases. Esto es fundamental para ampliar y

consolidar su aprendizaje de las nociones matematicas fundamentales.

Para P1, el libro “debe ser una guia que mantenga los alumnos informados
sobre lo que esta sucediendo”. En este sentido, el libro asume el papel de guia,
que orienta al estudiante en la secuencia didactica que sera desarrollada en su
curso y ofrece algunas “pistas” sobre los posibles enfoques (tedrico,

metodoldgico y practico) que deben ser dados por los profesores en las clases.

El mercado se constituye en uno de los factores relevantes que influye en la
estructuracion de los libros de texto. Sin embargo, a pesar de dicha influencia,
parece que lo que mantiene un libro de texto universitario en el mercado es
esencialmente su calidad y el grado de adaptacion a los significados
pretendidos por los profesores universitarios para las carreras especificas en
que actuan. En esta direccion P1 ha declarado que ha realizado algunas
modernizaciones, mejoras y correcciones puntuales en los libros y ellos siguen

en el mercado.

Finalmente, nos parece relevante la contestacion de P1 sobre cuales son los
significados que deben ser atribuidos a la integral en la Licenciatura en
Matematicas. En su opinion, “ya existe, en los libros de texto, un acuerdo sobre
lo que se debe hacer en los cursos de Calculo”, o sea, el significado
institucional de referencia para la integral se encuentra en los libros de texto de
Calculo de manera relativamente consensuada. Segun esta posicion, el libro de
texto representa, en cierto nivel, los significados de referencia de las nociones
matematicas que se van a implementar. Asi, el analisis de los libros de texto de
Calculo que se utiliza en la formacién de los profesores de matematicas suele
permitir la identificacion y sistematizacion de los significados de referencia (o
pretendidos) para la ensefanza universitaria, especialmente de la integral. Sin
embargo, cabe al docente universitario precisar, segun el curriculo de cada
carrera y necesidades formativas de los graduandos, los significados de las

nociones matematicas que pretende implementar en cada carrera.
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P1 considera que el libro de texto de Calculo debe:

e Ser una guia para orientar el proceso de estudio.

e Contemplar un lenguaje adecuado para que los estudiantes lo lean.
e Abordar los temas alejandose del rigor prematuro.

e Contemplar las notas historicas en sus diversos capitulos.

e Agregar los recursos tecnologicos disponibles.

Ademas, podemos sintetizar el papel que juegan los referidos libros en el
proceso de ensefanza universitaria de Calculo, segun el relato de P1, de la

manera siguiente:
e Asegurar el desarrollo de la misma secuencia.

e representar, en cierto nivel, los significados de referencia de las nociones

matematicas que se pretende implementar.

A continuacion, utilizamos los tres descriptores anteriormente mencionados

para analizar el tiempo en la dimensién mediacional.

7.6.3. Adecuacion de los significados pretendidos al tiempo disponible

Los docentes deben tener en cuenta la adecuacion de los significados
pretendidos al tiempo disponible en la planificacion e implementacion de un
eficaz proceso de ensefianza y aprendizaje de Calculo en la ensefanza
universitaria. El tiempo que efectivamente tiene el docente para implementar,
de manera presencial, su curso debe ser utilizado con el foco en el aprendizaje

de los estudiantes.

P1 ha observado las consecuencias de una inadecuada utilizacion del referido
tiempo por los profesores universitarios de Calculo. Al reflexionar sobre esto,
comento: “en los ultimos afos he empezado a administrar mi tiempo de manera
mas equilibrada”. En su opinidn, si la practica pedagdgica del docente de
Calculo esta centrada en las clases expositivas esto constituye un problema en
el proceso de ensefanza y genera una actitud pasiva en los estudiantes. En
esta direccidén, resalta la necesidad de equilibrar el tiempo entre las

exposiciones del profesor y las diversificadas actividades que él implementa en
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la clase para el desarrollo de un proceso activo de ensefianza con los

estudiantes universitarios de Calculo. En este sentido, P1 afirmo que:

En los ultimos afios he empezado a administrar mi tiempo de manera mas equilibrada.
Por ejemplo, hago una exposicion de 20 6 30 minutos sobre determinado tema y, en
seguida, propongo que los estudiantes se involucren en un trabajo en el aula (solucién
de problemas en grupos o participacion en actividades de cuestionamientos y
respuestas); los estudiantes tienen que trabajar. Si el profesor sigue con las clases
expositivas y repitiendo lo que esta en los libros no da resultado positivo.

Es fundamental que los docentes administren eficazmente el tiempo destinado
al desarrollo de cada uno de los temas que se implementa, aunque la
delimitacién del tiempo no se produce de una manera tan sencilla. Hay diversas
variables interviniendo directamente en el proceso de ensefanza de la integral,
tales como el nivel de conocimientos previos de los estudiantes, su disposicion
hacia los estudios, la adaptacion del curso a la carrera, y la experiencia

profesional del docente.

Por otra parte, el docente necesita adecuar la utilizacion del tiempo no
presencial para la implementacion de los distintos temas del curso. Hay que
tener en cuenta que los estudiantes generalmente llevan varios cursos a la vez
y necesitan optimizar su tiempo de estudio, distribuyéndole adecuadamente
entre los cursos. P1 es consciente de esta situacion y la ha abordado
refiriéndose a la utilizacion de los libros de texto. En su opinion, “los estudiantes
toman varios cursos; ellos no tienen tiempo de leer un libro completo” de cada
asignatura, pero son capaces de estudiar la parte tedrica, elegir y/o resolver las

actividades propuestas, etc.

7.6.4. Inversion del tiempo en los contenidos mas relevantes y que
presentan mas dificultades

En los relatos de P1, encontramos algunas referencias a los contenidos mas
relevantes del curso de Calculo: derivadas e integrales. Ademas, observamos
su preocupacion con la consolidacion de los conocimientos basicos de los
estudiantes para que sea posible avanzar en los cursos y en los temas que
considera mas relevantes. La mencidn principal que encontramos en sus
relatos es referente a la importancia de que se desarrolle adecuadamente los
temas centrales de cada curso de la Licenciatura en Matematica. En este

sentido, P1 considera que:
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Lo que es necesario es enseiar pronto los conceptos de Calculo y las técnicas basicas
relacionadas con maximos y minimos, derivadas, integrales, etc. Estas cosas no puedo
ensefarlas en un curso de Analisis Matematico, asi como en un curso de Calculo no
podemos estar preocupandonos en ensefiar a los alumnos a trabajar con fracciones
algebraicas; esto el alumno tiene que aprenderlo en Algebra. En caso contrario, no
puedo avanzar con los contenidos del curso. [...] En la formacién de profesores de
matematicas el alumno tiene que saber derivadas e integrales bien, para pasar
satisfactoriamente por un curso de Analisis Matematico.

En consonancia con la afirmacion anterior, el abordaje de los conceptos de
Calculo y de las técnicas basicas consiste en los aspectos que permiten al
docente universitario realizar las aplicaciones de las nociones de Calculo.
Ademas, le permite invertir el tiempo en los contenidos mas relevantes o que

presentan mas dificultad de comprension.

Al ejemplificar como se puede optimizar el empleo del tiempo en el desarrollo
de la integral, P1 sugiere la viabilidad de la estrategia siguiente: “relacionamos
la derivada con la integral a través del Teorema Fundamental del Calculo, que
puede ser realizado de manera bastante intuitiva y sin tomar mucho tiempo; ya

tienes los recursos para mostrar las aplicaciones”.

Siguiendo las ideas de P1, la inversién del tiempo debe ser centrada en las
aplicaciones de las nociones del Calculo y no en las demostraciones
axiomaticas. En este caso, la intuicibn ocupa un papel relevante en la
optimizaciéon del tiempo invertido por el docente en los contenidos mas

relevantes y mas dificiles del curso introductorio de Calculo.

7.7. DIMENSION AFECTIVA

En la dimensién afectiva contemplamos los intereses y necesidades, las
actitudes, y las emociones de los estudiantes en el proceso de ensefianza y

aprendizaje de Calculo.

7.7.1. Los intereses y necesidades en el proceso de estudio del Calculo

Integral

En lo que se refiere a los intereses de los estudiantes, P1 considera que los
docentes universitarios deben involucrarles en las actividades en la clase,
exigirles la solucion de problemas, etcétera. Esto contribuye con el aumento del

interés de los estudiantes mientras se desarrolla su proceso de ensefianza y
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aprendizaje. Implementar un proceso de ensefianza activa, con la participaciéon
de los estudiantes, suele motivarles para un cambio positivo de actitudes. En

esta direccion, P1 afirma que ellos:

Empiezan a hacer preguntas sobre los contenidos, entonces me voy a ayudarles,
porque si no cuestionan son genios o estan “desligados” de la clase. jLos genios no
son tan frecuentes! Entonces esta pasividad es deplorable. Este proceso de motivacion
puede ser dificil inicialmente, pero requiere poner los alumnos a trabajar activamente
en la clase.

Ademas, P1 sugiere que los profesores de matematicas de la ensefianza
secundaria deben actuar con la finalidad de desarrollar estrategias que

promuevan el interés y motivacion de sus estudiantes.

Yo tengo la costumbre de comentar con los profesores de la educacién secundaria, que
dicen que sus alumnos no tienen interés en las clases, que deben cambiar su discurso.
Ellos necesitan buscar las estrategias que estimulen la participacion activa de los
alumnos, cambiar el estilo de la clase, proponer cuestiones, estimularlos a preguntar;
no tener miedo de las preguntas; caso no sepan la respuesta inmediata, deben
buscarla para la proxima clase. Los alumnos necesitan también saber las flaquezas de
los profesores. jNadie es bueno lo suficiente que sepa contestar a todo!

La dinamica de la clase es considerada por P1 como un factor que estimula el
interés de los estudiantes. Basado en esta concepcién, P1 instiga a los
profesores de secundaria a que se atrevan a crear un ambiente en sus clases
propicio a los cuestionamientos de los estudiantes. Esto implicaria en que el
docente saliera de su “zona de dominio seguro” y se colocara en un ambiente
susceptible a los imprevistos, a las situaciones ajenas y no planificadas, sin
miedo a los cuestionamientos que quizas no supieran contestar prontamente,
dejando expuestas sus debilidades. Esto es un reto para los futuros profesores

de matematicas.

En lo que se refiere a la proposicion de situaciones que permitan valorar la
utilidad de las Matematicas y del Calculo, P1 declard, por una parte, que “los
contenidos basicos del Calculo han que ser trabajado por estudiantes de
distintas carreras (Matematica, Fisica, Quimica, Ingenieria, Psicologia, etc.).
Gran parte del Calculo es importante para todos ellos”. Por otra parte, al
comentar la manera que muchos profesores universitarios utilizan los
“softwares”, P1 resalté “la necesidad de buenos cursos, como los de Calculo y
Analisis Numérico, para que los profesores puedan estar al dia con las
Matematicas que estan en la base de estos softwares [...]. Hay que utilizar los
softwares con inteligencia sin olvidar de las Matematicas que soportan su
construccion”.
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Ademas, P1 ha resaltado la necesidad de estructurar el curriculo de la
Licenciatura en Matematicas a partir de un conjunto de disciplinas bien
integradas como via para obtencion de una amplia formacion de los futuros
profesores de matematicas, asi como la necesidad del estimulo institucional

para los docentes que se dedican a la Educaciéon Matematica.

7.7.2. Las actitudes en el proceso de estudio del Calculo Integral

P1 considera que las actitudes que deben ser desarrolladas en los discentes
estan relacionadas con su motivacion ante el desarrollo de un proceso de
ensefanza activa y su disponibilidad para el aprendizaje continuo. Dar voz a
los estudiantes universitarios implica no solamente en desarrollar su
responsabilidad y compromiso con su aprendizaje, sino en la posibilidad del
docente de conocer los significados que ellos han logrado y las dificultades que
todavia perduran sobre los contenidos estudiados. Esto puede llevar a los
docentes a aclarar los aspectos erroneos de los contenidos, profundizar en los
temas cuyos significados no se han logrado, resolver los conflictos epistémicos

0 cognitivos, etc.

Otra actitud enfatizada se refiere a la disponibilidad de los jovenes hacia su
proceso de aprendizaje. En este sentido, P1 resaltd que le gustaria pasar el
siguiente mensaje no solamente para nosotros, como investigadores, sino a los

joévenes (refiriéndose a los nuevos profesores de matematicas).

Tenemos que pasar para los jovenes este mensaje de valentia para estar siempre
disponibles para aprender més, porque ellos tienen energia y nosotros, los mayores, ya
no la tenemos mas. Energia para trabajar y trazar nuestra trayectoria de vida. Sin
embargo, dicha trayectoria, a lo largo de la vida, no es solo en la ensefianza y todo es
un aprendizaje continuado, un crecer permanente. Si me es posible me gustaria pasar
este mensaje, ademas de para ti, de valentia, de idealismo, de ganas de trabajar, de
creer; tenemos muchas cosas que nos desestimula, principalmente mirando el contexto
del pais y del mundo, pero el ser humano posee una extraordinaria capacidad de
renovarse y tornar a creer. Cada afo y cada aula de clase es un nuevo inicio y
necesitamos estar siempre creyendo y trabajando para cambiar y hacer las cosas cada
vez mejor.

Quizas los docentes universitarios que actuan en la licenciatura en
Matematicas pudieran compartir con esta actitud de optimismo y de esperanza
de P1 hacia la educaciéon. La expectativa de mejora del quehacer diario de los

profesores de matematicas de la ensefanza secundaria es, sin duda, una
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importante actitud a tener en cuenta en el contexto de la formacién de

profesores.

7.7.3. Las emociones en el proceso de estudio del Calculo Integral

En lo que se refiere a las emociones en el proceso de ensefianza y aprendizaje
del Calculo, P1 ha caracterizado un buen profesor de matematicas como
siendo el profesor que le gusta su profesion, las matematicas y sus

estudiantes.

“La primera condicion es que el profesor debe tener amor a su profesion; tiene
que gustarle ser profesor. No puede ir a la clase pensando que estara con
alumnos desinteresados; estos jamas seran buenos profesores”. EI amor a la
profesién docente es la principal caracteristica resaltada por P1 para un buen
profesor de matematicas. Esto genera una actitud positiva hacia la docencia,
contraponiéndose al pesimismo y desaliento de aquellos profesores que
desarrollan su quehacer diario enfocandose en los problemas inherentes a la

docencia.

Sin embargo, esto no es suficiente para un buen profesor de matematica, pues
‘cuando va a la clase, sabe que encontrara los grupos de alumnos, que le
guste los alumnos, que sea su amigo, que sepa arreglar el problema de
disciplina”. En la docencia, las relaciones humanas entre profesor y alumno son
responsables en gran medida del éxito del proceso de ensefanza vy
aprendizaje. Las condiciones en las cuales se desarrolla la clase deben ser
armonicas, pacificas, basada en un respeto mutuo, y propicia al desarrollo de la
autoestima de los estudiantes. La amistad para con los alumnos implica en
conocerles como personas, valorarles y contribuir con su bien estar.
Consideramos que este rol del profesor, aunque parezca que sobrepasa su
campo de actuacion profesional, es fundamental para el ejercicio eficaz de la

docencia de matematicas.

¢ De qué valdria tener gusto por su profesion y por sus estudiantes si no lo
tuviera por las Matematicas? En la opinién de P1, ser un buen profesor de
matematicas requiere del docente desarrollar el gusto por las Matematicas. En

este sentido, él considera necesario para un buen profesor de matematicas
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‘que le guste las Matematicas, que esté buscando solucionar problemas,
aclarar cuestiones, aprender continuamente”. Esto implica tener un amplio
conocimiento matematico, especialmente en el area de actuacion profesional y
motiva al docente a estar inmerso en el mundo de las Matematicas, valorando

su belleza, estética, y su proceso de aprendizaje continuo.

7.8. DIMENSION INTERACCIONAL

Esta dimension abarca las interacciones docente-discente, interacciones entre
docentes, interacciones entre discentes, autonomia, y evaluacién formativa
relacionados con el proceso de ensefianza y aprendizaje de la integral en la

formacion de profesores de matematicas de la educacion secundaria.

En la concepcion de P1, mientras la interaccion docente-discente esta centrada
en estimular la participacién de los estudiantes en las clases de Calculo, la
interaccidn entre docentes se enfoca en el proceso de mejora de la calidad de
la Licenciatura en Matematicas. Por otra parte, la interaccién entre discentes
esta asociada a la comunicacion e inclusion de los estudiantes en los grupos
de trabajo; la autonomia en los momentos de la clase que se quedan bajo la
responsabilidad de los estudiantes, y la evaluacion formativa, relacionada con

la observacion sistematica del progreso cognitivo de los estudiantes.

A continuacién, analizamos los relatos de P1 relativos a la dimension
interaccional en el proceso de ensefianza de la integral, a partir de las

categorias anteriormente mencionadas.

7.8.1. Las interacciones docente-discente

Al referirse a la estrategia que debe ser utilizada por los docentes universitarios
en sus clases, con la vista puesta en el buen uso del tiempo disponible, P1
critica una de las practicas que todavia se realiza en las clases universitarias
de Calculo. La referida practica consiste en la exposicion de los temas por los
profesores, seguida de la demostracidon de los teoremas que ellos consideran
necesarios, e indicacion de la lista de los ejercicios que deben ser resueltos por

los estudiantes. Segun ha afirmado P1:
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Si el profesor seguir con las clases expositivas y repitiendo lo que esta en los libros,
esto no da resultado positivo. Por lo tanto, se debe aprovechar muy bien el tiempo [...]
hay que hacer menos exposiciones y promover mas la participacién de los alumnos.
Los resultados en este proceso son considerablemente mejores que en aquellos en los
cuales el profesor llega en la clase, expone su contenido, demuestra los teoremas,
indica una lista de ejercicios y se marcha.

Esto pone de manifiesto la posicion de P1 favorable al desarrollo de la
interaccién docente-discente en las clases de Calculo, considerando necesario
que los profesores universitarios promuevan la interaccion con sus estudiantes

y estimulen su participacion activa en las clases.

Nos parece que muchas veces los profesores universitarios de Calculo tienen
dificultades para extrapolar su “campo de dominio seguro” de los contenidos, lo
que consistiria no solamente en el cambio de la metodologia utilizada, sino en
promover la participacion activa de los discentes en las clases de Calculo. En la
ensefanza de la integral esto se torna evidente en muchos docentes que optan
por destinar gran parte de su tiempo presencial al estudio de las técnicas (o
métodos) de integracion, por considerar que este es un “campo de dominio
seguro” de sus conocimientos matematicos. La consecuencia es inevitable y se
manifiesta principalmente por la pasividad de los alumnos y baja interaccion

docente-discente.

Otro aspecto que ha sido resaltado en la interaccion docente-discente es
relativo a algunos conflictos de significados que se producen en los estudiantes
mientras se desarrolla el proceso de ensefanza de la integral. Esto puede ser

apreciado en el siguiente ejemplo dado por P1:

Los alumnos a veces poseen una concepcion que no es cierta. Para ellos para integrar
hay que saber calcular la primitiva. Pero si les pregunto cual es la integral de 1/x me
contestan qué es el logx; cuando les cuestiono sobre qué es el logx, me dicen que es el
exponente al cual se debe elevar la base; ;qué base? Dicen que es la base €; y les
pregunto qué es el numero e. Cada una de estas preguntas nos remite a otras que son
mas complicadas.[...] Por lo tanto, calcular una integral definida no es necesariamente
mas simple solo porque tenemos su primitiva — la primitiva puede ser compleja; en
muchos casos la integral definida debe ser calculada a través de un método numérico,
si lo que se desea es encontrar un namero.

En el referido ejemplo, P1 pone de manifiesto un conflicto de significados que
suele ocurrir cuando se estudia la integracion en un curso introductorio de
Célculo en la ensefianza universitaria. Conforme podemos percibir, los
estudiantes suelen atribuir a la integracion solamente el significado de integral

como una primitiva. Sin embargo, la complejidad que se produce muchas veces
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cuando se trata de determinar la primitiva de una funcion (caso de que exista),

requiere que los estudiantes conozcan otros significados de la integral.

Ademas, la interaccidn docente-discente contribuye con el fortalecimiento de
las relaciones interpersonales en el ambito de la universidad. Esto se refleja en
la libertad de los estudiantes como participes de la dinamica de la clase,

convirtiéndoles en sujetos activos de su proceso de ensefianza y aprendizaje.

7.8.2. Lainteraccion entre docentes

La interaccion entre los docentes universitarios es enfocada por P1 con el
proposito de promover la reflexion sobre la calidad de la formacion de los
futuros profesores de matematicas de la ensefianza secundaria.

En su opinion, el foco de las reflexiones realizadas por los profesores
universitarios que actuan en la formacion de los profesores de matematicas de
la ensefianza secundaria es la mejora de la calidad de dicha carrera. En este

sentido ha afirmado que:

Lo que se requiere ahora es la calidad. ;Qué escuela es la que necesitamos? Me
parece que hay mucho a ser realizado en el sentido de mejorar la formacion de los
licenciados. ¢Estan dichos licenciados capacitados para desarrollar adecuadamente
sus actividades profesionales en la ensefianza de las matematicas en la educacién
secundaria? Considero que la respuesta todavia es insatisfactoria. No estamos
realizando un buen trabajo; hay mucho que hacer y no sabria decirselo. Necesitamos
reflexionar sobre esto con los demas colegas, profesores universitarios.

Al considerar insatisfactoria la formacion de los docentes de matematicas que
estamos desarrollando en nuestras universidades, P1 pone de manifiesto la
necesidad de interaccidn entre docentes en el sentido de realizar una reflexion
amplia y profunda a cerca de dicha formacion, y de proponer estrategias
dirigidas a su mejora. En su opinién, “necesitamos estimular a los colegas del
departamento que se interesan por buscar estrategias para mejorar el proceso
de ensefanza y aprendizaje de las matematicas en la ensefianza universitaria;
hay profesores interesados en actuar en esta cuestion. Ellos van a descubrir

qué se puede hacer”.

Lo anterior sugiere la existencia, en el ambito de la universidad, de un grupo de
profesores interesados en promover discusion y reflexion de los problemas
inherentes al proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas en la

ensenanza universitaria. Por lo tanto, P1 se manifiesta favorablemente a que
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esta tarea se quede bajo la responsabilidad de dichos docentes. De ahi, apunta
en la direccion de estimular y valorar equitativamente tanto los docentes
universitarios que se dedican a la investigacion educativa como aquellos que

se dedican a la investigacion matematica.

7.8.3. Lainteraccion entre discentes y la autonomia

En la opinién de P1, la interaccion entre los discentes debe ser propiciada en el
desarrollo de las clases en el ambito universitario. Al mismo tiempo que los
profesores universitarios proporcionan condiciones para que los estudiantes
puedan interactuar, por medio de cuestionamientos en las clases, de
actividades en grupo, etc., también les posibilita el desarrollo de la autonomia
en su proceso de ensefianza y aprendizaje. P1 ejemplifica como se puede
lograr tanto la interaccidon como la autonomia entre los discentes en sus clases

de Calculo.

La coherente distribucion del tiempo presencial de las clases entre las
actividades desarrolladas por los profesores universitarios y por los discentes
en torno del estudio de una nociéon matematica especifica, como la integral,
implica en compartir las responsabilidades del proceso de ensefianza y
aprendizaje del Calculo entre docentes y discentes. Sin embargo, P1 resalta
que esta estrategia contribuye para aumentar la participacién e interaccion de

los estudiantes en las clases de Calculo.

La referida estrategia posibilita compartir el tiempo presencial de las clases con
los estudiantes y requiere que estos asuman la responsabilidad de participar
activamente de su proceso de ensehanza, llevando a cabo algunas de las
actividades que se implementan en las clases. Como consecuencia de esto, los
estudiantes realizan cuestionamientos sobre el tema de estudio, posibilitando al
docente esclarecerles sus dudas, ademas de constatar el nivel de los
significados efectivamente logrados. Esto es muy util para que el docente
pueda replantear sus futuras clases procurando el maximo acercamiento a los

significados pretendidos para cada tema.

La participacion de los estudiantes en las actividades desarrolladas en las

clases de Calculo posibilita al docente identificar y evaluar su nivel de
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comprension relacionado con la resolucion de las situaciones-problema, la
satisfactoria utilizacion de los procedimientos, las nociones matematicas que se
estudia, el dominio del lenguaje pertinente al objeto de estudio, la validez de
los argumentos que utilizan para justificar las proposiciones. Todo ello debe
posibilitar a los estudiantes articular coherentemente los conceptos
matematicos contemplados por medio de las distintas configuraciones de la
nocion matematica que se estudia. Y, a los profesores, tomar las decisiones

que contribuyan con la mejora del proceso de estudio del Calculo.

7.9. DIMENSION ECOLOGICA

En esta dimension analizamos los aspectos mencionados en la
entrevista con P1 referentes a la adaptacion socio-profesional y cultural,

y apertura hacia la innovacion didactica.

7.9.1. La adaptacién socio-profesional y cultural de los futuros profesores

de matematicas

En lo que se refiere a la adaptacion socio-profesional y cultural, P1 ha
comentado que las politicas publicas educacionales deben estar dirigidas a
fomentar, incentivar y desarrollar la calidad de la carrera docente en
matematica. En este sentido él comentd la importancia de creacion de una
agencia de fomento para apoyar la formacion de profesores de la ensefanza

secundaria. Segun ha relatado P1:

En el gobierno ya se discute la posibilidad de crear una agencia parecida con la
CAPES (creada para formar a los profesores de ensefianza superior). Para mi, una
agencia para formar, dar becas, desarrollar la educaciéon continuada y estimular la
mejora de formacion en las licenciaturas” es imprescindible para lograr y consolidar la
calidad del proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas en la ensefianza
secundaria. [...] La mayoria de las licenciaturas, incluso en las grandes universidades,
todavia no son consideradas satisfactorias; las universidades exigen de los profesores
una produccién en investigacion.

Asimismo, P1 afirma que la Licenciaturas en Matematicas que se desarrollan
en Brasil todavia no contemplan, satisfactoriamente, las necesidades
formativas y profesionales de los profesores de matematicas de la ensefianza
secundaria. La justificativa presentada para dicha situacién se basa en la

valoracion, en el ambito de las universidades (o de los departamentos de
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matematicas), de las investigaciones estrictamente matematicas en detrimento
del desarrollo del proceso de ensefianza y de las investigaciones educativas.
En su opinion, los profesores universitarios que actuan en la Licenciatura en
Matematicas no se interesan por la ensefianza de las matematicas, sino por las

investigaciones matematicas.

La cuestién entonces es qué es lo que se debe hacer. En este particular, me parece
que estamos entrando en una fase importante de mejora de la ensefianza; la sociedad
esta cobrando esto. El pais esta empefiandose para ofrecer la escolaridad basica a
practicamente la totalidad de los nifios y jovenes. Por lo tanto, lo que se requiere ahora
es la calidad. ;Qué escuela es la que necesitamos? Me parece que hay mucho a ser
realizado en el sentido de mejorar la formacién de los licenciados. ¢Estan dichos
licenciados aptos para desarrollar adecuadamente sus actividades profesionales en las
matematicas de la educacién basica? Considero que la respuesta todavia es
insatisfactoria. No estamos realizando un buen trabajo; hay mucho a ser realizado y no
sabria decirselo. Necesitamos reflexionar sobre esto con los demas colegas,
profesores universitarios.

Ademas, P1 reconoce que el pais estd empefiado en la mejora de la educacion
en los distintos niveles, atendiendo a las demandas sociales que se producen
en esta direccion. Sin embargo, considera que no estamos realizando un buen
trabajo en lo que se refiere a la formacion de profesores de matematicas de la
ensefianza secundaria. En este sentido, propone que se debe desarrollar una
amplia reflexibn en el seno de la comunidad universitaria para buscar
alternativas que contribuyan con el cambio de esta realidad y contribuyan con

la innovacion didactica.

7.9.2. Apertura hacia lainnovacion didactica

P1 considera que hay una cierta resistencia de los profesores universitarios,
que actuan en la formacion de profesores de matematicas de la ensefianza
secundaria, tanto en lo que se refiere al desarrollo y valoracion de las
investigaciones educativas como a las discusiones referentes a las propuestas

de innovacion didactica.

En este sentido, ha afirmado que “debiamos hablar de manera general de la
implicacién del profesor universitario en dichos procesos, de qué hacer para
involucrarlos”. Ademas, P1 ha resaltado la importancia del estrechamiento de
relaciones y de la colaboraciéon entre los docentes universitarios de la
Licenciatura en Matematicas y los profesores de matematicas de la ensefianza

secundaria. En este sentido, él considera que:
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Es necesario también estrechar las relaciones de los profesores universitarios con los
de ensefanza secundaria, involucrando mas a los profesores universitarios. A través
de estas relaciones ellos se daran cuenta de qué deben hacer. Se debe colaborar con
la produccion de textos, contribuir con la planificaciéon de las clases, con la eleccion de
los contenidos, y en la complementacién de los textos.

A través de dichas relaciones los profesores universitarios pueden obtener un
feedback de la Licenciatura en Matematicas, constatando las necesidades que
posiblemente deberan ser contempladas por medio de las propuestas de

innovacion didactica.

Otro aspecto que nos parece importante resaltar, se refiere a la insercion de los
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas en las actividades practicas que
se desarrollan en los colegios e institutos. Esto es fundamental para el
establecimiento de relaciones entre las universidades (formadoras de
docentes) y las demas instituciones (ambito de actuacién profesional de los
licenciados en matematicas). Las referidas practicas pueden ser utilizadas
como fuente de informacion util y ambito de investigacion educativa entre
ambas instituciones. Esto debe aportar elementos para el disefio e
implementacion de propuestas de formaciéon continuada dirigidas al
perfeccionamiento profesional de los profesores de matematicas de la
ensefianza secundaria, contribuyendo, por una parte, con la mejora de la
practica profesional de los profesores de la ensefianza secundaria y, por otra
parte, con la implementacion de propuestas de innovacion didactica en el

ambito de la propia Licenciatura en Matematicas.

Sin embargo, para que todo ello obtenga éxito, “la universidad debe prestigiar y
reconocer a los profesores que estan actuando en las investigaciones
educacionales”. La investigacién y la innovacion, basada en la reflexion, deben
jugar un papel fundamental en el disefo, implementacion, evaluacion y

retroalimentacion de los procesos de innovacion didactica.

Al ejemplificar las “innovaciones” realizadas en algunos de los temas de sus
libros de texto de Calculo, P1 abordd un conflicto entre los “Calculos formales”

y el uso de las tecnologias, expresandose de la manera siguiente:

Al estudiar las series de Taylor, en funciones de varias variables, abordamos
problemas de maximos y minimos; entonces una cosa interesante es que se puede
hacer una critica en el sentido de que esto no es mas necesario porque se puede hacer
un grafico en el ordenador y con esto obtener la ilustracién que muestra el maximo y el
minimo. Sin embargo, esto no es cierto, pues debemos cuestionar acerca de como se
desarrollan dichos programas. Ellos son desarrollados con base en aquellas
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Matematicas que ensefia como encontrar maximos y minimos; pero para esto se hacen
necesarios los recursos de las series de Taylor. A partir de dichos recursos hacemos
aproximaciones numericas con los programas para que sean capaces de construir los
graficos. No obstante, muchas veces no posibilitan visualizar los maximos y minimos
en la pantalla, pues en muchos casos, para esto, se necesita restringir los intervalos de
los parametros para que la figura “crezca” en determinado punto. [...] Con los calculos
matematicos desarrollados a la moda antigua, yo encuentro los puntos con cierta
aproximacion y, por lo tanto, establezco un intervalo conveniente para los parametros x
e y, que posibilite visualizarlos en la grafica construida por el software. Asi, logro
encontrar una figura bonita que permite “ver” los puntos de maximo y minimo. Esto
solamente es posible, en este caso, si ya conozco dichos puntos. Lo que pretendo
argumentar, es que haya una iteracién entre los métodos matematicos y los recursos
graficos. Con esto si puede conseguir resultados bastante satisfactorios.

Aunque P1 reconoce la necesidad de utilizacion de los softwares en el proceso
de ensefianza y aprendizaje del Calculo, también resalta la importancia de la

interaccidn entre los métodos matematicos y los recursos graficos.

Con la cita siguiente, utilizada por P1 en su entrevista para concluir este tema,

también concluiremos este apartado:

Tenemos mucho que aprender mientras se desarrollan estos softwares; la vida
universitaria consiste en un proceso de aprendizaje continuo porque todo esta en una
continua evolucién. Por lo tanto es necesario aprender, por ensayo y error, a utilizar
bien los nuevos recursos tecnologicos que van surgiendo en nuestra practica
educativa.

7.10. SINTESIS DE LOS SIGNIFICADOS PERSONALES DE P1

En el caso | tratamos de caracterizar los significados personales de P1
(profesor-formador y autor de libro de texto de Calculo) sobre la didactica de la
integral en el contexto socio-profesional de la formacion de profesores de
matematicas de la ensefianza secundaria en Brasil. Para esto, hemos utilizado
algunas herramientas tedricas del Enfoque Ontosemiotico de la Cognicién e
Instruccién Matematica (EOS). Asimismo, la metodologia de las narrativas
posibilité analizar la formacién, experiencia profesional, y la motivacién de P1
para elaborar su primer libro de texto de Calculo de la ensefianza universitaria.
Las seis dimensiones del EOS: epistémica, cognitiva, mediacional, afectiva,
interaccional y ecoldgica se han revelado potentes para la sistematizacién y
caracterizacion de los significados personales de P1, a partir del analisis de su
entrevista. Los relatos de P1 han sido interpretados como los significados
personales sobre los procesos de estudio de la integral, los cuales se
convierten en aportaciones para caracterizar la idoneidad didactica de dichos

procesos.
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Capitulo 8

SIGNIFICADOS PERSONALES DE P2 SOBRE EL PROCESO DE
ESTUDIO DE LA INTEGRAL

En este capitulo analizamos detalladamente otra entrevista que hemos
realizado con un profesor-formador que actia en el contexto de la formacion de
profesores de matematicas de la ensefianza secundaria. La estructura del
capitulo consiste en la presentacion de un estudio de caso sistematizado a
partir de la entrevista realizada con el profesor-formador (P2). En la primera
parte, aplicamos el método de la narrativa para analizar la formacion y
experiencia profesional de P2. En la segunda parte, utilizamos algunas de las
herramientas tedricas del Enfoque ontosemibtico para sistematizar y
caracterizar los significados personales sobre la didactica de la integral que
emergen de los relatos de P2. Dichos significados los interpretamos también
como la manifestaciébn de sus conocimientos profesionales los procesos de
estudio de la integral en el contexto de la formacion de profesores de
matematicas de secundaria, sistematizados a partir de la nocién de idoneidad

didactica.
8.1. DESCRIPCION Y ANALISIS DE LA EXPERIENCIA PROFESIONAL DE
P2

En esta seccion analizamos la parte de la entrevista semiestructurada realizada
con P2 (Anexo 3), referente a su experiencia profesional. Dicha entrevista fue

videograbada y trascrita posteriormente.
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8.1.1. Analisis de la formacién académica de P2

En el analisis de la narrativa de P2 sobre su formacioén académica utilizaremos,

inicialmente, las etapas de Labov para orientar, sintéticamente, dicho analisis.

8.1.1.1.  Aplicacion de las etapas de Labov a la narrativa de P2

NARRATIVA 4: Formacién y experiencia profesional de P2

RESUMEN

Bueno, hice un "Bacharelado” en matematica. Después cursé un
master en matematica también en la universidad X. Ese master era el
inicio de un postgrado, que estaba empezando en el departamento.
Luego, empecé un doctorado en Rio de Janeiro, lo que resulté en la
necesidad de trasladarme a esta ciudad.

ORIENTACION

Pero por problemas personales regresé a

mi ciudad y me quedé por un largo tiempo
trabajando en el Departamento de Matematica
de la universidad, en el cual me involucré
mucho en la formacion de profesores, siendo
mas tarde coordinadora de un curso de
formacion continua. Entonces, me senti muy
involucrada en un area donde yo no tenia

una sistematizacion de la forma como estaba
trabajando.

A

RESOLUCION i

COMPLICACION DE LA
ACCION
2o

A partir de una gran reforma del curriculo en la
licenciatura en los afios 80, donde se crearon
determinadas asignaturas [...]. He sido una de
las personas elegidas para pensar sobre las
nuevas asignaturas y lo acepté. Cuando me
enteré ya estaba totalmente involucrada en esta
discusion de la Educacion [...]. Posteriormente
he ido cursar el doctorado en el extranjero; me
fui con una curiosidad en dos momentos
distintos del trayecto de la vida académica de un
estudiante de exactas, que se referia al primer
momento (o al encuentro con el Calculo) primer
afio del Calculo y al primer afio de Analisis
Matematico, lo que me parecia muy curioso [...].
Fue entonces que percibi que tendria que optar
por una u otra, y opté por hacer mi investigacion
en Analisis Matematico.

i EVALUACION

Observe la transicion de los estudiantes del

En Calculo se decia que sus dificultades eran
debidas a las debilidades de conocimientos
previos en la ensefianza secundaria y el
momento del Analisis Matematico me parecia
muy significativo, pues tras dos afios de
convivencia con nosotros, en el departamento,
los alumnos seguian con las dificultades en la
transicién del Calculo para Analisis Matematico,

curso de Calculo para el de Analisis Matematico.

Si pensaba en hacer un Doctorado en
Educacion Matematica, tendria sentido estudiar
o realizar mi igacion sobre la

superior, puesto que toda mi experiencia ha
sido en dicha ensefianza; entonces hice el

lo que no tendria como echar la culpa en nadie,
ya que habiamos trabajado dos afios con los
estudiantes.

doctorado en este area.

2 CODA
Ak

[...] no sabemos hasta qué punto somos concientes de la
existencia de tecnologia para realizar determinados calculos, si
vamos a tener el mismo desempefio que antes.

Figura 8.1: Formacion y experiencia profesional de P2

P2 inicia su relato a partir de un resumen de su formacién académica en Brasil:
Graduacion (Bacharelado) y Master en Matematica, por la Universidad X; inicio

de un Doctorado en “Rio de Janeiro”, para donde tuvo que trasladarse.

Por cuestiones personales, P2 afirmd haber regresado a su ciudad, dando
continuidad a sus actividades docentes en la Universidad X. En su largo de
actuacion profesional en la referida universidad, P2 ha tenido la oportunidad de
trabajar en la formaciéon de profesores de matematicas, llegando a ser la

coordinadora de un programa de formacién continua. En la parte de la narrativa
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que aborda este aspecto podemos identificar la etapa de la orientacion. La
complicacion de la accidn se produjo a partir de la propuesta de reforma
curricular de los afos 1980. P2 integraba un equipo que tenia la meta de
establecer una interrelacion entre las disciplinas del Departamento de
Matematicas con las del Departamento de Educacion de la universidad. A
pesar de su formacién estrictamente matematica, las demandas surgidas
desde la practica profesional han involucrado a P2 en las discusiones
educacionales realizadas en el ambito de la Licenciatura en matematicas de la

universidad, como consecuencia de dicha reforma.

Todo ello ha contribuido para que P2 percibiera que tenia sentido realizar su
Doctorado en el area de la Educacion Matematica. En este sentido, encamind
la resoluciéon de la complicaciéon anteriormente descrita. Asimismo, traté de
centrar su investigacién en los estudiantes del curso de Analisis Matematico,
por considerar que el contexto social y cultural de dichos estudiantes le
permitiria investigar, con mas logica, una problematica que habia sido

identificada en su practica docente.

Asi, P2 observo la transiciéon de los estudiantes del curso de Calculo para el de
Analisis Matematico. En su evaluacion, constatd que las dificultades en dicha
transicion persistian aunque los estudiantes investigados ya hubiesen sido sus
alumnos (asi como también de los demas profesores de la Universidad del
extranjero) por dos afos, lo que no les permitia echar la culpa de las
dificultades presentadas por ellos en nadie. Ademas, ha resaltado que no habia
desarrollado, en su tesis, estudios relacionados con la aplicacion de las nuevas
tecnologias en la ensefanza universitaria de matematicas, y que su
“orientador”® le advirti6 que observase la demanda por este tema cuando
retornase a su trabajo en Brasil. P2 constaté que efectivamente “habia una
gran demanda por el uso de ordenadores, lo que me llevd a hacer mi pos
doctorado sobre este tema, ya que tuve la oportunidad de volver a la

Universidad del extranjero y discutir con mi “orientador” sus ideas”.

En la conclusién de la narrativa anterior, coda, P2 recuerda la metodologia que
se utilizaba en el curso de Calculo, en su época de estudiante de graduacion,

enfocada en una excesiva cantidad de técnicas de derivadas e integrales y

®La expresion “orientador” esta siendo utilizada para referirse al Director de la Tesis Doctoral.
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cuestiona: ;es esto lo que debemos ensefiar actualmente?, ;somos
conscientes de la utilizacién de las tecnologias para la realizacion de algunos
calculos y de nuestro desempefio docente al utilizarlas en el proceso de

ensenanza universitaria de Calculo?

A continuacion, analizamos detalladamente la narrativa de P2 sobre su
formacion académica. Para esto, utilizamos las siguientes categorias:
Graduacion y Maestria, Doctorado y pos doctorado. En la Graduacion y
Maestria en Matematicas, abordaremos algunos aspectos relativos a la
formacion basica de un formador de profesores de matematicas de la
ensefanza secundaria en Brasil. En el Doctorado y Pos doctorado,
resaltaremos, por una parte, la importancia atribuida por P2 a su formacion
posgraduada en el area de la Educacién Matematica, relacionada con su
carrera académica; por otra parte, la relacion de dicha formacioén con su labor

en la Licenciatura en Matematicas.

8.1.1.2. La Graduacién y la Maestria en Matematicas

P2 concluyo su Graduacion en Matematicas (Bacharelado) en la Universidad X,
en el aino 1972. Enseguida, desarroll6 su Maestria en Matematicas en la
referida universidad, concluyéndola en el afio 1976. Esta formacion,
estrictamente matematica, esta dirigida al matematico profesional. Sin
embargo, consiste en la formacién mas comun de los profesores universitarios

del area de Matematicas en Brasil.

En nuestra opinion, la formacion del docente suele reflejarse en su actuacion
profesional. Sin embargo, en el ejercicio de la profesion docente surgen las
mas diversas situaciones que les sefala la direccién para donde debe estar
dirigida su formacion continua, tanto formal como no formal. Esto nos lleva a
analizar, paralelamente, la formacién docente de P2 y su actuacion profesional.
De esta doble vertiente, generalmente surgen las necesidades e intereses

formativos de los profesores universitarios.

Conforme nos ha relatado P2, en los afios iniciales de su carrera académica, a
partir del 1974, se dedicd, especialmente, a algunos cursos de matematicas

destinados a la Ingenieria. Sin embargo, al involucrarse con una reforma de las
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licenciaturas que ocurrid en la década de 1980, P2 fue el representante del
Departamento de Matematicas que participoé de las discusiones que se produjo
en el contexto de dicha reforma, relativas a los nuevos cursos propuestos para

el curriculo de la Licenciatura en Matematicas.

Con la referida propuesta de “cambio e innovacion curricular”, P2 se involucrd
en las discusiones relativas a los temas predominantemente del area de
Educacion Matematica. La pretendida interrelacion entre el Departamento de
Matematicas y la Facultad de Educacion, aunque sea fundamental tanto para el
diseio como para la puesta en practica del curriculo de la Licenciatura en
Matematicas, todavia consiste en una meta de dificil acceso en la estructura

universitaria.

Sin embargo, el hecho de sumergirse en las discusiones educacionales le
desperto el interés por desarrollar su doctorado relacionado con la Educacion
Matematica. Los problemas que emergian del proceso de ensefanza y
aprendizaje de la matematica del nivel universitario se constituirian en el foco
de su investigacion en el Programa de Doctorado. Segun P2, en la propuesta
de innovacion curricular que se pretendia implementar en la Licenciatura en

Matematicas en el afio 1986:

Habia ideas excelentes de establecer una interrelacion entre las asignaturas del
Departamento de Matematicas y las de la Facultad de Educacion. [...] Cuando me
enteré de la propuesta de reforma, ya estaba totalmente involucrada en esta discusion
de la Educacién, mas pedagégica que cualquier otra cosa, asi que en un cierto
momento, tuvo un sentido completo el hecho de hacer un doctorado en educacién.

Al involucrarse en las discusiones pedagodgicas que se producian en el
contexto de la propuesta de innovacion curricular, ha surgido el interés de P2

en desarrollar su doctorado en el area de la Educacion Matematica.

8.1.1.3. El Doctorado y el Pos doctorado de P2

Segun el relato de P2, la conciliacion entre su interés personal y necesidad
profesional con la oportunidad ha sido decisiva para que se animara a
desarrollar su Doctorado. Tras ser estimulada por una colega que pretendia
irse para una universidad extranjera para participar del Doctorado, y superadas

sus dificultades/ temores personales iniciales, P2 resolvio complementar su
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formacion posgraduada a través del Programa de Doctorado realizado en el

extranjero, en el periodo de 1993 a 1998.

El interés por su tema de investigacion, relacionado con la comprension de
nociones de Analisis Matematico por los estudiantes de la Licenciatura en
Matematicas surgid de su experiencia académica. Conforme ha afirmado P2,
“si yo pensaba en participar de un Programa de Doctorado en Educacion
Matematica, tendria sentido estudiar o hacer mi investigacion sobre la
ensefianza superior, puesto que toda mi experiencia ha sido en la ensefianza

superior”.

En esta perspectiva, P2 ha encontrado la problematica de interés de su
investigacién a partir de su experiencia practica en la ensefanza universitaria.
Mas precisamente, se interesé por el proceso de transicién de los estudiantes
de la Licenciatura en Matematicas del curso de Calculo para el de Analisis

Matematico.

Por algunas razones de orden practico para el desarrollo de su investigacion,
P2 ha optado en centrar su atencion en los estudiantes del curso de Analisis
Matematico desarrollado en la universidad extranjera, por considerar que las
diferencias sociales y culturales entre ellos y los estudiantes brasilefios, aunque
existente, no eran tan significativas como pensaba ser en el caso de los
estudiantes de Calculo. Sin embargo, P2 ha comentado que tras dos anos de
clases con los profesores de la universidad extranjera, los estudiantes de
Andlisis Matematico seguian con las mismas dificultades en la transicion del
Calculo para el analisis. Esto le ha llevado a reflexionar sobre la veracidad de la
premisa, aceptada por gran parte de los profesores universitarios de Calculo,
que atribuyen a la problematica generalmente presentada por los estudiantes
de Calculo, incluyéndose el bajo aprovechamiento y el elevado nivel de
reprobacion, las deficiencias de sus conocimientos matematicos previos.
Basado en la referida concepcion, la problematica referente a las dificultades
de aprendizaje de los estudiantes del curso introductorio de Calculo radicaria
en su inadecuada preparaciéon en los temas de las matematicas de la

ensefanza secundaria.

En el caso vivenciado por P2, los estudiantes tras tomar los cursos de
matematicas por dos afios, mientras desarrollaban su licenciatura con el
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colectivo de docentes tanto del Departamento de Matematicas como del
Instituto de Educacién de la universidad extranjera, seguian con dificultades en
la transicion del curso de Calculo para el de Analisis Matematico,
encontrandose pocos estudiantes capaces de comprender y utilizar los
contenidos abordados en el curso de Analisis Matematico. No se podria
justificar dicha dificultad por medio de las deficiencias de los estudiantes en sus
conocimientos matematicos previos. Los estudiantes habian sido sus alumnos
en la universidad y, supuestamente, lograran satisfactoriamente los significados
personales coherentes con los significados institucionales efectivamente

implementados y evaluados por los profesores universitarios.

La observacion de este hecho fue relevante en la investigacion de P2,
conduciendo sus estudios hacia la discusion del papel del Analisis Matematico
en el proceso de formacién de los “no matematicos especialistas”, como es el
caso de los profesores de matematicas de la ensefianza secundaria. En las
conclusiones de su Tesis Doctoral, P2 resalta que la principal dificultad en el
proceso de ensefanza del Analisis Matematico se ha demostrado que radica
en los conceptos, que se requieren de los estudiantes, relacionados con las
definiciones y con las demostraciones formales. Esto se debe, en su opinion, a
que la ensenanza del Analisis Matematico se encuentra en el centro de la
transicion del pensamiento elemental hacia el pensamiento matematico

avanzado de los estudiantes.

P2 relaté también que su orientador (Director de la tesis) le habia advertido
que, al regresar a Brasil, observara la demanda por los estudios relacionados
con las tecnologias. Tras constatar la necesidad relacionada con las
aplicaciones de los recursos tecnoldgicos en el proceso de ensenanza de la
matematica universitaria, P2 volvié a la misma universidad del extranjero para

desarrollar su Pos doctorado sobre este tema.

En su concepcion, ademas de interesante, es importante desarrollar el trabajo
con las nuevas tecnologias en la Licenciatura en Matematicas. Por una parte,
aunque esto consiste en la utilizacion de unos recursos tecnologicos
disponibles en el entorno docente, se estd produciendo una formacion de
profesores de matematicas de la ensefianza secundaria deficiente en lo que se

refiere a la destreza en el uso de las tecnologias por los futuros profesores de
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matematicas. Por otra parte, P2 ha resaltado la dificultad existente en los
profesores universitarios de romper con su formacion académica y desarrollar
un trabajo, en la universidad, que contemple una experiencia de utilizacion de
las tecnologias disponibles en la practica profesional de los profesores de

matematicas de la ensenanza secundaria.

La dificultad expresada por P2, relativa al cambio de postura del profesor
universitario hacia la utilizacion de las tecnologias en sus clases, parece estar
relacionada con la falta de preparacion de dichos docentes para aplicar la
potencialidad de los recursos tecnoldgicos disponibles para lograr un proceso
de ensefianza activa con los futuros profesores de matematicas de la
ensefanza secundaria. Sin embargo, el hecho de no facilitar el acceso de los
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas a los recursos tecnoldgicos
puede ser uno de los factores que les cohibe para llevar a cabo experiencias
educativas con la utilizacién de las nuevas tecnologias en su futura practica

profesional.

8.1.1.4. Laformacion de P2 en Calculo

Mientras P2 relatando la metodologia utilizada en la ensefianza del Calculo, ha
reflexionado sobre el abordaje excesivo de las reglas de derivadas e integrales
y cuestionado la ensenanza del Calculo a partir de su formacién universitaria.
Segun su recuerdo, “la metodologia utilizada con nosotros era bastante distinta;
lo que hemos aprendido de reglas de derivacién e integracién fue mucho, ¢Es

esto lo que tenemos que ensefar actualmente?”

Consideramos que la respuesta a la cuestidon anterior es, definitivamente, “no”.
Aunque no se trata de ofrecer una “receta” de qué y del como ensenar los
temas fundamentales del curso universitario de Calculo, el formador necesita
tener claras, entre otras cuestiones, las caracteristicas de la carrera y el rol del
futuro profesional para planificar e implementar adecuadamente la ensefianza
del Calculo. Segun Barufi (2002):

Percibimos que el precario equilibrio entre el desarrollo de los conceptos y el
aprendizaje de las técnicas [del Calculo] esta inclinAndose fuertemente para un unico
lado. Por las dificultades de los estudiantes, en muchos casos, los profesores
desarrollan sus programas limitandose al adiestramiento de los estudiantes, pensando
que es suficiente la memorizacion de las técnicas, y que en el futuro dichos estudiantes
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seran capaces de descubrir tanto los significados de los conceptos como la utilizacién
de las técnicas al enfrentarse a los problemas cuya resolucion los exijan. Sin embargo,
para resolver problemas es necesario tener ideas y, para esto, se requiere conocer los
significados de las herramientas disponibles. Solamente a partir de esto se puede
tomar decisiones sobre qué herramientas utilizar (p. 70).

En nuestra practica académica hemos observado/ constatado la concepcion,
por parte de algunos de los profesores de Calculo, que lo importante en el
proceso de ensefianza del Calculo es abordar formalmente sus conceptos y
técnicas, dejando sus significados y aplicaciones a cargo de los estudiantes,
que los pondrian de manifiesto tan pronto como su practica asi lo exigiera. Sin
embargo, estamos convencidos de la necesidad de una ensefianza que
privilegie los distintos significados de las nociones del Calculo. En este sentido,

coincidimos con Barufi (2002) al afirmar que:

El hecho de que otras disciplinas y otros profesionales necesiten herramientas del
Calculo, asi como de la existencia de varios problemas en los cuales el conocimiento
del Calculo es indispensable, podria ser un gran motor para propiciar una integracion
real e interdisciplinaria, poniendo de manifiesto toda la potencia y grandeza de esa
disciplina. Esto permitiria salir del contexto Iégico-formal riguroso, en el cual domina las
Matematicas y sus técnicas operatorias, y entrar en un contexto en que lo mas
importante es la realidad con sus problemas fundamentales (Ibid.).

Para lograr esa integracion real e interdisciplinaria del Calculo en el contexto de
la formacion de profesores de matematicas de la ensefianza secundaria, es
fundamental que el formador tenga un conocimiento integrado del curriculo de
la Licenciatura en Matematicas, asi como de las necesidades formativas de
futuros profesores de matematicas aptos para enfrentar las demandas actuales

del sistema educativo.

En este sentido, las investigadoras brasilefias Diniz y Smole, al abordar el
conjunto de competencias que se propone en las Directrices Curriculares
Nacionales para la Ensefianza Secundaria — PCNEM (Brasil, 1999), discuten
algunos cambios que se deben producir en el curriculo de la Licenciatura en
Matematicas. En esta perspectiva, la formacion de profesores de matematicas
de la ensefianza secundaria debe contemplar tres grandes grupos de
competencias, que han sido definidos para dicha ensefianza en Brasil. En la
opinién de las autoras, en primer lugar se deberia revisar los contenidos,
métodos de ensefianza y los criterios de evaluacién tanto de los programas
como de las disciplinas para contestar a las cuestiones: ;Qué profesor
pretendemos formar? Y, ;Cual debe ser la contribucién de ésta disciplina en

dicha formaciéon? En segundo lugar, se deberia analizar las relaciones entre las
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disciplinas del curriculo de la Licenciatura en Matematicas, asi como las
contribuciones practicas de las distintas disciplinas en la formacién de los
profesores de matematicas de la ensefianza secundaria. En tercer lugar las
autoras han contemplado la coherente articulacion entre los contenidos
especificos de cada curso y su proceso de ensefianza y aprendizaje. Dichas
competencias exigen del profesor universitario no solamente el conocimiento
referente a su area especifica, sino también de como ensefarla y de cémo se
han generado historica y epistemolégicamente los conocimientos especificos
de sus cursos. Ademas, las autoras consideran necesario cuestionar el modelo
académico enciclopédico de formacién’, a través del cual el profesor dialoga
solamente con sus contenidos especificos no cuestionandose para quién y qué

se ensefa (p. 42).

8.2. LA EXPERIENCIA PROFESIONAL DE P2

8.2.1. Aplicacion de las etapas de Labov al relato sobre la experiencia

profesional

Analizamos a continuacion un fragmento de la narrativa de P2 sobre su

experiencia profesional.

" Las autoras se refieren al modelo académico enciclopédico de formacion segun Pérez Gomez
(1998).
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NARRATIVA 4: Experiencia profesional de P2

RESUMEN

En el Departamento de Matematica, nosotros atendemos a los alumnos del
area de exactas de toda la universidad, pues somos los responsables de la
ensefianza de las disciplinas de matematicas para todas las carreras en
nuestra universidad; ademas, tenemos nuestros propios cursos: la Licenciatura
en Matematica y el "Bacharelado" en Matematica.

ORIENTACION

/\

COMPLICACION DE LA
ACCION

Entonces, el transito entre los diversos cursos es muy
comun, y en la década de los 1980, de 1986 en
delante, me involucré realmente con la licenciatura a
causa de una "reforma curricular”. En la Licenciatura
en Matematica he dado el curso de Calculo por
muchos afios, principalmente después que terminé

el doctorado. Entonces, al retornar del doctorado mis
compafieros estaban con un proyecto de coordinacion
vertical de los cursos de licenciatura. Este proyecto
estaba pensado en tratar las licenciaturas como un
grupo especial, pues en el contexto del Instituto de
Ciencias Exactas, hay un tratamiento homogéneo del
contenido para todos los cursos. En aquella época, la
propuesta era tratar de manera especial la
Licenciatura en Matematica y, por esto, la carga
horaria de los cursos de Calculo de dicha licenciatura
habia sido diferenciada de los otros cursos.

Hasta entonces, el Analisis era trabajada de manera idéntica tanto
para el "Bacharelado" como para la Licenciatura en Matematica. En
este periodo, fue cuando se planteé la propuesta del abordaje
diferenciado de este contenido para dichas carreras. [...] Ademas de
esta disciplina, yo trabajaba con las otras que pretendian esta
interlocucion entre las matematicas, la escuela de ensefianza
secundaria y la Facultad de Educacion.

[...] Cuando percibiamos alguna dificultad de los alumnos en ciertos
contenidos, pedimos ayuda a otros profesores [...] esto fue una
experiencia con resultados muy positivos. En la época utilizabamos el
libro de Simmons. [...] cuando regresé del doctorado, la propuesta de
los profesores que habian hecho este proyecto era de trabajar con el
libro del Leithold. Cuestioné porqué le habian cambiado el libro y me
contestaran que era un libro dificil. El Leithold, en ese sentido, les era
mas conveniente por su estructura.

[...] Cuando estaba trabajando simultdneamente con las Licenciaturas
en Matematicas y en Biologia, utilicé la misma secuencia didactica y
tuve una gran reprobacién entre los estudiantes de Biologia.

I EVALUACION

RESOLUCION I

En fin, no seguia la misma secuencia didactica

que mis colegas.

[...] Sin embargo, en los examenes que yo aplicaba
habia cuestiones bastante complejas, de contenidos
trabajados en las clases. Ellos percibian y comentaban
que mis evaluaciones eran mejores y mas complejas
que las suyas y esto permitié disminuir esta resistencia.
Yo priorizaba los contenidos principales de Calculo | y
pasaba algunos de los temas para el Calculo II.
Ademas, en mis clases buscaba discutir los temas y
trabajarlos de manera mas conceptual.

Me parece que los intereses son muy diferentes en cada carrera y,
por lo tanto, es necesario tener en cuenta las caracteristicas de cada
carrera, asi como repensar y adecuar nuestra practica. En lo que se
refiere a la Licenciatura en Matematica, creo que mi trabajo tuvo éxito
porque los estudiantes siguieron en su carrera, aunque mientras
desarrollabamos el curso habia mucha resistencia por su parte.

[...] Yo aplicaba cuatro evaluaciones, con algunas cuestiones
abiertas para permitir que los estudiantes se expresaran; esto
contribuyé para que ellos tuvieran respeto mutuo, confianza y,
libertad para participar y hacer los cuestionamientos en las clases.
[...] En general, la experiencia fue considerada un éxito por los
alumnos. Aunque ellos tuvieron dificultades en este proceso, hemos
conseguido desarrollar un trabajo que les desperto la curiosidad y
les dejaba con ganas de seguir estudiando. Esto era lo opuesto a lo
que teniamos anteriormente [...].

Seria interesante si hubiera oido mas las opiniones de los
estudiantes con relacién al curso de Calculo. Sin embargo, ellos
llegaron a comentar que estando en una pizzeria en el fin de
semana, discutian la integral. Esto yo jamas habia conseguido

con los estudiantes.

Figura 8.2: Experiencia profesional de P2

P2 ha comentando la estructura y el rol del Departamento de Matematicas de
su universidad, responsable por todos las asignaturas del area de matematicas
que se dan en la universidad. Ademas, se encarga de las carreras de la
Licenciatura y del “Bacharelado” en Matematicas. La referida estructura
posibilita una considerable movilidad entre los estudiantes de distintas carreras
para tomar los cursos comunes. En este contexto, P2 hace un resumen y

orientacion de la manera que se ha involucrado en la Licenciatura en

319




Matematicas a partir de una reforma curricular que se produjo en su

universidad en la década de los 1980.

La complicacién de la accion se produce cuando P2 asume la responsabilidad
de dar las clases de “Fundamentos del Analisis”, que consistia en un curso
dirigido a la Licenciatura en Matematicas y, por lo tanto, deberia implementarse
de manera especifica en el contexto de la formacion de profesores de
matematicas de la ensefianza secundaria. No obstante, P2 ha declarado que
“hasta entonces, el Analisis Matematico era un curso idéntico tanto para el
“Bacharelado” como para la Licenciatura en Matematicas. En este periodo
(reforma curricular de 1986), fue cuando se plante6 la propuesta del abordaje
diferenciado de este contenido para dichas carreras”. Ademas, a P2 le
competia dar otros cursos relacionados con la interlocucion de la referida
licenciatura con las escuelas de ensefianza secundaria. En este sentido, P2 ha

planteado la siguiente problematica:

¢, Qué seria importante discutir para la ensefianza secundaria de matematicas?,
¢, De qué manera estos contenidos deberian ser abordados en las clases de la

Licenciatura en Matematica?

La resolucion de la accion fue realizada a través de un proceso de ensayo y
error, en el cual P2 buscaba estructurar unas actividades que pudieran
contemplar las especificidades de los estudiantes de la Licenciatura en
Matematicas y del Calculo. En este sentido, afirmé que su trabajo se orientaba
mas a los aspectos concepuales del Calculo y que no seguia la misma
secuencia de contenidos que sus colegas del departamento al implementar el
proceso de estudio de Calculo. Asimismo, en el Departamento de Matematicas
fue desarrollado un proyecto que diferenciaba la Licenciatura en Matematicas
de las demas carreras. A través de dicho proyecto se implementé una
“coordinacion vertical” que auxiliaba los estudiantes de Calculo, por ejemplo, en
la superacion de sus dificultades de aprendizaje. En el caso especifico del
Calculo, se mantuvo su carga horaria expandida en comparacion con las

demas carreras en las cuales se han reducido su carga horaria.

A partir de los relatos de P2, podemos constatar dos fases bien definidas en su

experiencia académica: antes de la realizacién del doctorado y, posteriormente,
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cuando ha obtenido gran experiencia en Calculo especialmente en el contexto

de la Licenciatura en Matematicas.

En la evaluacion de P2, tras concluir su curso introductorio de Calculo en la
Licenciatura en Matematicas, su “trabajo tuvo éxito porque los estudiantes
siguieron en su carrera, aunque mientras desarrollabamos el curso habia
mucha resistencia por su parte”. En la época era comun que los estudiantes
abandonaran la Licenciatura en Matematicas luego después de tomar el curso
inicial de Calculo. Sin embargo, a pesar de la resistencia que se produjo por
parte de los estudiantes a la estrategia de ensefanza desarrollada por P2 ellos

siguieron los estudios en la licenciatura.

En la coda P2 considera que seria interesante que hubiera oido mas las
opiniones de los estudiantes sobre el proceso de ensenanza del Calculo que se
desarrollaba. Pero, al relatar que ellos llegaron a comentarle que discutian la
integracion cuando se encontraban en una pizzeria, P2 concluye afirmando que

“esto yo jamas habia conseguido con los estudiantes”.

Tras aplicar las etapas de Labov en el analisis sintético de parte del relato de
P2, realizamos un analisis detallado sobre su experiencia académica en la
ensefianza universitaria, resaltandose el proceso de ensenanza del Calculo.
Para organizar el apartado siguiente, hemos optado por analizar la experiencia
profesional de P2 en dos momentos distintos: antes y después de la conclusion

de su Doctorado.

8.2.2. La experiencia académica: la docencia universitaria anterior al

doctorado

P2 asumié la docencia en la Universidad X a partir del ano 1974. Sus clases se
concentraban, basicamente, en los cursos de matematicas para las carreras de
Ingenierias. Sin embargo, a partir de una propuesta de innovacién curricular,
que se produjo en el ano 1986, P2 se involucr6 en la Licenciatura en
Matematicas. Segun ha afirmado, “en aquella época no me involucraba mucho
con las disciplinas como Calculo, o mejor, he dado algunas veces el curso de
Fundamentos del andlisis, antes de irme al extranjero”. Ademas, después de la

reforma curricular del afio 1986, le correspondia también dar las clases de los
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cursos dirigidos a la articulacién de las matematicas con la escuela de

ensefanza secundaria y con la Facultad de Educacién.

La experiencia de P2 con las clases de Fundamentos del analisis parece haber
sido relevante para su desarrollo profesional. En dicho curso, lo que se
pretendia era abordar, de manera diferenciada, el curso de Analisis Matematico
en la Licenciatura en Matematicas. Una de las dificultades para esto consistia
en la inexistencia de libros de texto de Analisis Matematico dirigidos a la
formacion del profesor de matematicas de la ensefianza secundaria. Por lo
tanto, P2 tuvo que asumir el reto de interpretar las concepciones de dicho
curso, preparar los materiales que se adecuara a los significados pretendidos
por la referida propuesta y llevar a cabo su ensefianza a través del ensayo y

error.

Por otra parte, el curso dirigido a la interlocucion entre las matematicas
universitarias, las escuelas de ensefianza secundaria y la Facultad de
Educacion era otro desafio a ser enfrentado por P2. En su opinion, la finalidad
general de dicho curso consistia en pensar en los aspectos relevantes de la
Matematica en la ensefianza secundaria y en el como implementarlos en las
clases. En la actualidad, todavia no hemos logrado una integracion armodnica
en el curriculo de la Licenciatura en Matematicas, que articule los diversos
cursos universitarios de las areas de Matematicas y de Educacion con la
practica docente que se requiere de los profesores de matematicas de la

ensefanza secundaria.

Tras su experiencia académica en la ensefianza de matematicas y los nuevos
retos profesionales asumidos, los cuales le conducia a involucrarse mucho mas
en la docencia de algunos de los cursos que requerian una interlocucion con el
area de Educacion, P2 ha tomado conciencia del sentido de realizar su

doctorado en el area de Educacion Matematica.

8.2.3. La experiencia académica de P2 tras la realizacién de su doctorado

Al regresar al Brasil, tras concluir su doctorado en el extranjero, P2 se ha
dedicado, con mas frecuencia, a la docencia de algunas asignaturas, entre las

cuales, el Calculo en la Licenciatura en Matematicas. Al comentar su
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experiencia, resaltdé que “daba clases de Calculo en otras carreras, pero
especificamente en la Licenciatura en Matematicas he trabajado con el Calculo

por muchos afios, principalmente después que terminé el doctorado”.

Una importante experiencia relatada por P2, ocurrida en su universidad, era
relativa a un proyecto especifico que se llevo a cabo con la finalidad de dar un
tratamiento especial a la Licenciatura en Matematicas. En dicho proyecto los
docentes han logrado mantener la carga horaria semanal de Calculo (superior
a la de las demas carreras), bien como el establecimiento de una coordinacién
para cada area especifica. En el caso del Caélculo, los profesores al constatar
dificultades en los académicos en sus contenidos, solicitaban ayuda a los

demas profesores de esta asignatura.

El empefio de los docentes universitarios y su interés por un nivel satisfactorio
de aprendizaje de sus estudiantes pueden producir un cambio positivo de las
actitudes de los referidos estudiantes hacia el curso y la carrera de
matematicas. En este sentido, P2 ha relatado que “hemos conseguido
desarrollar un trabajo que les despertd la curiosidad y les dejaba con ganas de
seguir estudiando. Esto era lo opuesto de lo que teniamos anteriormente”. Esto
permite considerar el factor motivacional como un componente imprescindible
en el proceso de ensefianza y aprendizaje del Calculo. Los docentes
universitarios deben no solamente tenerlo en cuenta, sino contribuir para
despertar el interés de los estudiantes por el estudio de los temas de esta

disciplina.

Otro aspecto que merece destacarse se relaciona con la utilizacién de una
misma secuencia de Calculo para distintas carreras o incluso por distintos

profesores de la misma carrera.

En la primera situacion, P2 ha descrito una experiencia de fracaso al
implementar una misma secuencia de Calculo para los estudiantes de dos
Licenciaturas: Matematicas y Biologia. En su constatacion, mientras los
estudiantes de matematicas han tenido éxito en el referido curso, hubo una
gran reprobacion por parte de los estudiantes de Biologia. Este hecho ha
llevado P2 a considerar que los intereses son muy diferentes en cada carrera.

Por ello, se hace necesario no solamente tener en cuenta las caracteristicas
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especificas de las distintas carreras, sino repensar y adecuar la practica

docente a cada contexto particular de formacion.

En la segunda, P2 ha demostrado autonomia al relatar que implementd una
secuencia distinta de sus colegas en el curso de Calculo que ellos
desarrollaban simultaneamente en la misma carrera. Es probable que su
conocimiento profesional le haya posibilitado un cambio de concepcion del
proceso de ensefanza y aprendizaje del Calculo. Como consecuencia, P2 ha
optado por realizar una adecuacion que consideraba relevante el curso de
Calculo bajo su responsabilidad. Dicha secuencia se basaba en priorizar los
contenidos que consideraba esenciales para el curso introductorio de Calculo

(Calculo 1), pasando los demas temas para el curso de Calculo Il.

En su opinién, la metodologia empleada en el desarrollo del referido curso ha
propiciado condiciones para que los estudiantes pudieran discutir los temas y
para que se enfatizara los contenidos del Calculo a través de una ensefianza
mas conceptual. Ademas, la estrategia utilizada era propicia para desarrollar en
los estudiantes el respeto mutuo, la confianza, y la libertad para participar y
cuestionar en las clases. Por otra parte, P2 considera el hecho de que sus
colegas reconociesen que sus evaluaciones eran mas complejas y mejores que
las de ellos contribuyé para minimizar la resistencia que tenian a su trabajo

diferenciado.

El conocimiento que P2 ha adquirido, a partir de su propia experiencia en la
ensefianza del Calculo, le propicid una autonomia docente capaz de llevar a
cabo “la integracion, ajuste y reestructuracion de su conocimiento teorico a las
demandas y restricciones de las situaciones practicas” (Bromme y Tillema,
1995, p. 262; citado por Ruthven, 2002, p. 590).

Sobre la base del conocimiento profesional, constantemente elaborado y
reelaborado por el profesor en funcién de sus contextos de trabajo y de las
necesidades oriundas de las situaciones que él va enfrentando, debe ser
construido el conocimiento didactico (Schulman, 1986) del profesor de Calculo.

Siendo una de las categorias del conocimiento propuestas por Schulman
(1986), el conocimiento didactico del profesor de Calculo comprende un

conjunto de conocimientos que ponen de manifiesto la distincion entre los
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profesores que saben Calculo y aquellos que saben ensefarlo. El autor
considera, por una parte, que el profesor debe comprender ampliamente la
disciplina que va a ensefar y, por otra parte, que las ideas comprendidas
deben ser transformadas para ser ensefiadas. Dicha transformacién requiere
tanto el uso de multiples representaciones en el abordaje de los contenidos
(eleccion de modelos, uso de metaforas, analogias, simulaciones, ejemplos,
etc.) como el establecimiento de conexiones entre los significados

institucionales de referencia y los significados pretendidos para los estudiantes.

Las distintas dimensiones de analisis de los procesos de estudio matematico
emergen de la entrevista de P2, a través de algunas experiencias académicas

descritas a lo largo de su practica docente.

A continuacion, sintetizaremos los conocimientos didacticos de P2 segun las
seis dimensiones de la idoneidad didactica propuestas en el EOS (epistémica,
cognitiva, mediacional, interaccional, afectiva y ecologica) y adaptadas para la
realizacién de este estudio sobre el conocimiento didactico de los referidos

profesores-formadores sobre la didactica de la integral.

8.3. DIMENSION EPISTEMICA

En este apartado analizamos las aportaciones de P2 relativas a la dimensién
epistémica en los procesos de estudio de la integral. Para sistematizar este
analisis, utilizamos las configuraciones epistémicas de la integral, resaltando
sus componentes, relaciones y articulaciones, asi como los abordajes y

adaptaciones curriculares.

8.3.1. Las situaciones-problemas en la vision de P2

P2 considera que se puede introducir y desarrollar las nociones de Calculo, en
la ensefianza universitaria, a partir de algunos problemas prototipicos. En esta
direccion, P2 ha comentado el abordaje de las nociones de derivada e integral
que considera mas apropiadas para esta finalidad en un curso introductorio de
Calculo. Segun ha declarado P2:

Pienso que es posible trabajar las nociones del Calculo a partir de los problemas. En el
libro “Calculo y Aplicaciones”, lo interesante es la idea de derivada como tasa de
variacion; de ahi puedes hablar de muchas otras cosas, como velocidad y muchos
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otros problemas. Tradicionalmente lo que se hablaba era del calculo de la velocidad y
del calculo de areas. Sin embargo, en este libro se puede abrir el abanico de las
aplicaciones de las derivadas relacionadas con problemas de crecimiento. [...] La
cuestidén entonces es como pasar de esta situacion introductoria para la generalizaciéon
de la integral en el ambito de las Matematicas. Esto tiene que realizarse con cautela.
Pienso que la idea de tasa de acumulacion es interesante, porque hay momentos que
se gana (acumula positivamente) y otros que estara perdiendo (restando). Asi que la
nocion del area orientada es mas sencilla que cuando introducimos la integral como
area y después intentamos generalizarla.

Las nociones de tasa de variacion y tasa de acumulacion (o crecimiento
acumulado) son sugeridas por P2 como una alternativa al proceso tradicional
de ensefianza de las nociones de derivada e integral, que suelen desarrollarse
en los cursos de Calculo a partir de los problemas de velocidad y de areas,
respectivamente. Tall (1996) corrobora esta idea, afirmando que “la teoria de
funciones y Calculos puede ser resumida como el estudio del hacer y deshacer
de los procesos involucrados” (p. 293). En este sentido, este autor propone que

la integral sea desarrollada a partir del crecimiento acumulado.

Las nociones de derivada e integral, centrales en el curso introductorio de
Calculo, posibilitan un abanico de aplicaciones del Calculo. Particularmente en
lo que se refiere a la integral, P2 aclara que tratandose de la tasa de

acumulacion:

Si tienes una tasa constante de acumulacion durante un periodo de tiempo, el valor
acumulado sera el producto de dicha tasa por el tiempo. Entretanto, si la tasa (de
crecimiento o decrecimiento) varia, entonces es necesario pensar qué aconteceria si la
tasa fuera constante en determinados intervalos, que cantidad se acumularia en el
referido intervalo. Esto puede ser aplicado para analizar un problema de desintegracion
radioactiva, para analizar la cantidad de la sustancia que ha disminuido en un intervalo
de tiempo.

En este fragmento, P2 distingue las situaciones-problema en las cuales la tasa
de acumulacion es constante con el tiempo de aquellas donde dicha tasa varia
con el tiempo, ejemplificando el segundo caso con un problema de
desintegracion radioactiva. P2 argumenta que la ventaja de desarrollar la
integracion a partir de la tasa de acumulacion (o crecimiento acumulado) se
basa en la posibilidad de utilizacién de dicha nocion para abordar tanto las
situaciones-problema que se relacionan con una ganancia, como aquellas en
las cuales se produce una perdida. Ademas, considera que el crecimiento
acumulado emerge, naturalmente, de la nocion de integral definida (sumandose
o restandose en el caso de que la funcibn sea positiva o0 negativa,
respectivamente). En otras palabras, P2 considera que los problemas

prototipicos para introducir y desarrollar la integral en los cursos universitarios
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de Calculo son aquellos relacionados con tasa de acumulacién (o crecimiento

acumulado). En su opinion:

Si empezamos con la tasa de variaciéon, podemos plantear un problema del tipo: si
cierta funcion representa una tasa de variacion de una variable, después de un
intervalo de tiempo, ¢cual fue el crecimiento acumulado? Estamos hablando de la
integral definida; esta es una manera que me gustaria empezar actualmente.

Esta concepcidon de la integral, emergente de los relatos de P2, nos lleva a
considerar la configuracion epistémica acumulada como otro significado de la
integral en el contexto de la formacion de profesores de matematicas de la
ensefianza secundaria. En esta concepcion, la problematica general de la
integracion: integral definida (crecimiento acumulado) e integral indefinida
(curvas que tienen derivadas conocidas) han sido sintetizadas por P2 de la

siguiente manera:

Tenemos las curvas cuyas tangentes son dadas por determinadas expresiones que
podemos obtenerlas por medio de las integrales indefinidas; en el caso de la integral
definida tenemos areas, volumenes,..., 0 sea, se refiere a las tasas de acumulacién de
manera general. Al pensar en la integral indefinida, la cuestidon seria cuales son las
curvas cuya derivada es conocida.

Por otra parte, hemos identificado en la entrevista de P2 algunas situaciones-
problema especificas relacionadas con algunas de las demas configuraciones
epistémicas de la integral sintetizadas en la tabla 7.1, las cuales seran

sintetizadas a continuacion.

P2 considera que la construccién de la nocién de integral indefinida esta
basada en la problematica relacionada con cuales son las curvas cuya derivada
es conocida. No obstante, resalta que “generalmente los estudiantes suelen
resumir todo el significado de la integral al de antiderivada”. Todo ello revela la
fuerte presencia de la configuracién epistémica primitiva en el proceso de

estudio de la integral en la ensefianza universitaria.

Por otra parte, P2 ha afirmado que el desarrollo de la integral en los libros de
texto de Calculo, tradicionalmente se realiza por medio de las nociones de
areas y volumenes. Sin embargo, asume que es fundamental que los
estudiantes universitarios comprendan la nocién de integral definida y sepan
utilizarla en la resolucion de las situaciones-problema de naturaleza

geométrica. En este sentido, presento el siguiente ejemplo:

Si tienes un buen concepto de la integral definida, para hallar la integral de la funcién
f(xX)= senx, en el intervalo cerrado de 0 a 2m, si la representas geométricamente, si
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sabes qué representa la integral definida sabes que el resultado es igual a cero sin
necesidad de hacer ningun Calculo.

Por lo tanto, P2 ha resaltado no solamente la utilizacion de la integracion en los
tipicos problemas geométricos de areas y volumenes, sino en la interpretacion
de la integral definida a partir de su representacién grafica y del significado de
la referida nocidon matematica. Asi, la configuracion epistémica geométrica

también emerge del relato de P2.

No obstante, P2 ha discutido la problematica presente en los estudiantes
relativa a los diversos significados que asume la integral definida (a partir de las
distintas situaciones-problema) y su actitud de simple memorizacién de los
conceptos que requieren el empleo de la referida integral en su solucion. En la

opinion de P2:

Los estudiantes deben percibir que la lectura de la integral definida depende de su
contexto de uso, lo que cambia son los problemas. Es decir, los problemas pueden
producir distintos significados de la integral y, en muchos casos, los estudiantes
solamente memorizan los conceptos. Por ejemplo, memorizan el concepto de trabajo,
pero no saben por qué es una integral.

En este sentido, P2 resalta la necesidad de la visualizacion geométrica como
recurso para atribuir una integral adecuada para la solucién de cada situacion-
problema que requiere su aplicacion. Asimismo, en lo que se refiere a las
aplicaciones de la integracién a las situaciones-problema extramatematicas, P2
ha relatado la siguiente situacion, la cual habia sido planteada en sus clases de

Calculo:

Yo proponia un problema relacionado con la integral definida de la siguiente manera: si
consideras que la fuerza es constante en determinado intervalo y el trabajo es X, ¢ Cual
puede ser una idea para resolver esta situacion cuando la fuerza no sea constante?
Les dejaba discutir y presentar las ideas vy, luego les preguntaba cuadl seria la integral
que representaria esta situacion.

Esta situacion-problema se relaciona con la configuracion epistémica
extramatematica. Entretanto, cabenos resaltar que el énfasis ha sido puesto
por P2 en su interpretacion de la referida situacion-problema por los
estudiantes y, consecuentemente, en el hecho de asociarla con una integral
definida aplicada a un problema fisico. Lo que P2 ilustra, con este ejemplo, es
la importancia del profesor de propiciar las condiciones para que los
estudiantes reflexionen y desarrollen un coherente razonamiento sobre

determinados tipos de problemas, que pueden ser resueltos por medio de la
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integracion. Ademas, se les propone que expliciten una integral que a través de

la cual se podria solucionar dicha situacién-problema.

Consideramos que lo que sugiere la situacion anteriormente ejemplificada por
P2 es un cambio del énfasis en la presentacion de la integral en un curso
introductorio de Calculo en la ensefianza universitaria. Es decir, el énfasis no
debe ser colocado en la presentacion de ciertas nociones (como la de trabajo)
a través de una integral, sino en la proposicion de situaciones-problema que
posibiliten a los estudiantes interpretarlas y modelarlas por medio de una

integral.

En la opinidon de P2, es importante que los profesores universitarios de Calculo
promuevan la resolucién de algunos problemas “sencillos”, relacionados con
las nociones de particion y de suma de Riemann, para que los estudiantes
puedan entender las ideas intuitivas que soportan la nocion de integral (en el
sentido de la integral de Riemann). En este sentido, consideramos en esta
investigacion la configuracion sumatoria de la integral.

P2 ha sugerido, ademas de la solucion tradicional de dichos problemas, la
utilizacion de los “applets” especificos que posibiliten visualizarlos v,
consecuentemente, contribuyan con su comprensién por parte de los

estudiantes universitarios. En este sentido, afirma:

Me parece interesante resolver algunos ejercicios — que suelen venir en los libros en la
introduccién a la integral — del tipo "encontrar el area bajo la curva f(x) = X%, en un
intervalo cerrado dado, utilizando el procedimiento de la suma de las areas de
rectangulos. Uno de los proyectos que desarrollamos con el "Grafic Calculus" consiste
en encontrar estas sumas a partir de un "applet" que permite, dada una funcion,
visualizar la particion para un intervalo dado y el valor de las sumas superiores e
inferiores. El ordenador nos posibilita discutir estas ideas de manera mucho mas
sencilla que con la utilizacion de los métodos tradicionales.

La utilizacion del ordenador o de otros recursos tecnoldgicos en la resolucion
de situaciones-problema que requieren a nocién de integral es contemplada en
este estudio en la configuracidén epistémica tecnologica de la integral. En este
caso, las configuraciones epistémicas sumatoria y tecnolégica de la integral se
relacionan con los procedimientos que se utilizan en la resolucion de las

situaciones-problema.

329



8.3.2. Los procedimientos en el estudio de la integral

Segun las consideraciones de P2, el énfasis del proceso de ensefianza de la
integral en el nivel universitario no debe estar centrado en los métodos y
técnicas de integracion, sino en la percepcion, comprension y modelizacién por
parte de los estudiantes, de las distintas situaciones-problema que pueden ser
resueltas por medio de la integracion. En este sentido, en lo que se refiere al

procedimiento basico para la integracion, P2 ha declarado que:

Desarrollar los calculos a partir de las sumas de las areas de los rectangulos posibilita
la visualizacion; es como si estuviéramos “deduciendo” cada una de las supuestas
aplicaciones. Esto requiere que los estudiantes perciban que hay una manera de
proceder para resolver determinados problemas: pensar en una funcién continua en un
cierto intervalo y, a partir de esto, obtener la nocién que se busca. [...] Lo que mas
importa no es tener una lista, un elenco de representaciones y aplicaciones, sino
comprender el procedimiento necesario para resolver cada problema. Esto esta
intimamente ligado a la nocién de suma de rectangulos y no estoy hablando de la
formalizacién de la definicion de integral a través del limite de las sumas de Riemann.
Usamos esta nocion para entender el significado de cada problema. En lo que se
refiere a la integral indefinida yo comento como siendo “algo” que esta deshaciendo la
derivada.

En el relato anterior, P2 evidencia su posicion relativa a la utilizacion de la idea
de suma de rectangulos para atribuir el significado de la integral para cada
situacion propuesta. Esto prescinde de la memorizacion de las distintas
nociones que pueden ser abordadas por medio de la integracion. El énfasis
esta en la comprension del procedimiento que puede ser aplicado en las
distintas configuraciones de la integral. Sin embargo, P2 explicita que esto no
implica en la formalizacion de la integral como limite de las sumas de Riemann,
sino en la utilizacion intuitiva de sumas de rectangulos para visualizar el
procedimiento a ser utilizado en la resolucién de la diversidad de situaciones

que involucran la nocién de integral.

Otro procedimiento resaltado por P2 es referente a la utilizacion de las
tecnologias en el proceso de ensefianza de la integracidén. En este sentido, P2

ha planteado el siguiente:

El problema de la practica seria como usar estas tecnologias. El uso del “applet”
posibilita trabajar la vision dinamica (el movimiento, cambiar los intervalos, realizar los
calculos y visualizar todo en la pantalla); esto puede ser interesante. Es necesario
reflexionar sobre qué tiene sentido de lo que estamos ensefiando, cuando se usan las
nuevas tecnologias. La consulta a la tabla de integrales ya no tendra sentido; ademas,
al admitir que el “Maple” o el “Mathematica” resuelve las integrales, ¢Ensefiariamos a
los estudiantes a usar los “softwares” para resolver las integrales? No sé cémo
debemos actuar en este caso. Para mi hay ventajas en desarrollar algunos temas
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(como las sumas de Riemann) sin la utilizacion de los “softwares”, pero tengo la
preocupacion de que esto pueda ser un conservadurismo de mi parte.

La utilizacién de los softwares en las clases practicas de Calculo se convierte
en un procedimiento deseable, especialmente cuando se pretende establecer
las interacciones entre los distintos procedimientos utilizados en la solucién de
diversas situaciones-problema que se ponen en juego en el proceso de
ensefanza y aprendizaje de la integral. P2 ejemplifica la utilizacion de la idea
de suma de areas de rectangulos en la solucidn de ejercicios corrientes
propuestos en libros de Calculo, a través de un proyecto que viene

desarrollando con el “Grafic Calculus”.

8.3.3. Las proposiciones en el proceso de estudio de la integral

Cuando preguntamos sobre qué proposiciones relacionadas con la integral
deben ser demostradas en el proceso de ensefianza universitaria, P2 contesto
que:

Considero que podemos hacer todo geométricamente; justificar las propiedades
relacionadas con la suma de integrales, el producto por constante, el Teorema del
Valor Medio. Es importante justificar por qué valen las proposiciones; necesitamos
trabajar la manera de argumentar en matematicas y pienso que puede ser a través de
la visualizacién. Sin embargo, esto no sera formal porque no voy a presentar la
definiciéon formal. Esto no implica que no se deba utilizar la argumentacién de manera
clara, légica y coherente.

Segun ha expresado P2, en la ensefianza universitaria de la integral son
especialmente relevantes las propiedades relacionadas con la suma de
integrales, el producto de la integral por una constante, y el Teorema del Valor
Medio. Ademas, afirma que es importante justificar las proposiciones, pero
basada en la visualizacién, correspondiendo a la manera con la cual se

desarrolla el contenido.

8.3.4. Las definiciones relacionadas con la integral

Entre las definiciones relacionadas con la integral, P2 resalta la nocion de
funcion, las ideas que subyacen a la integral definida (crecimiento acumulado)

e indefinida (curvas cuyas derivadas son conocidas), y la nocién de particion.

En lo que se refiere a la nocién de crecimiento acumulado y su relacion con la

nocién de funcion, P2 ha comentado la necesidad de desarrollar la nocién de
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area orientada. En este sentido, P2 resalt6 que es fundamental que “los
estudiantes entiendan que estan calculando un area orientada. Esto requiere
las nociones de simetria, periodicidad, etc., o sea, es necesario tener una cierta
"intimidad" con la nocién de funcion que me parece importante”. Ademas, P2

considera que:

La idea de la particién, de necesidad de utilizar una gran cantidad de partes ha de estar
presentes. Esto no implica utilizar un lenguaje formal. [...] Lo esencial no es que ellos
conozcan diversas nociones, sino que sepan de donde viene cada concepto.

8.3.5. Lenguajes utilizados en la ensefianza de la integral

Segun P2, es fundamental posibilitar a los estudiantes la interlocucién entre los
distintos lenguajes relacionados con la integral. En este sentido, P2 comenté

que su investigacién del pos doctorado:

Ha sido relacionada con estas representaciones, especialmente las graficas. He
trabajado con el Grafic Calculus, de David Tall, que posibilita esta interlocucion multiple
entre movimiento, las representaciones graficas y las ecuaciones algebraicas.
Tratamos de relacionar estas ideas, lo que en general no es sencillo, aunque
importante.

Por la importancia que atribuye a la visualizacibn geométrica y a la transicion
entre los distintos lenguajes (grafico, algebraico, computacional, etc.) en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de la integral, P2 destaca que para los

estudiantes de Calculo:

No es suficiente solamente conocer las distintas representaciones, sino relacionarlas.
Es necesario que los estudiantes sepan justificar los resultados. La interlocucién entre
las distintas representaciones es igualmente importante y también es compleja.

Por otra parte, P2 comenta que algunas nociones relacionadas con la integral,
como la de “suma de areas de rectangulos” deben ser utilizadas intuitivamente,
pues “es muy pesado desarrollar formalmente esta nocion por medio del

lenguaje analitico”.

8.3.6. La argumentacioén en la ensefianza de la integral

P2 ha resaltado la importancia de la argumentacion en el curso introductorio de
Calculo en la ensefanza universitaria. Ademas, ha clarificado que a través de
la visualizacion geométrica se puede desarrollar una argumentacién coherente
sobre las proposiciones relacionadas con la integral. En este sentido, P2 ha

resaltado la coherencia que debe haber entre la forma con la cual se presenta
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la definicion de la integral y la argumentacion requerida de los estudiantes. En
este sentido P2 ha declarado que en un curso introductorio de Calculo no se
necesita definir formalmente la integral. Por lo tanto, no se requerira una
argumentacion rigurosa (axiomatica) de los estudiantes, aunque ellos deben

argumentar de manera clara, logica y coherente.

La idea basica defendida por P2 es que los estudiantes sean capaces de
utilizar intuitivamente la nocién de Suma de Riemann para encontrar una
integral, a partir de la cual se pueda resolver cada uno de los distintos

problemas asociados a la integracion.

Tratdndose de la integral indefinida, P2 considera que deben usar la idea del
hacer y deshacer para establecer la relacion entre la integral indefinida y la

derivada, desarrollandose asi la primitivacion.

No obstante, P2 afirma que para algunos de los temas que seran ensefados
por los profesores de secundaria, el profesor universitario debe definirlos

formalmente. Segun su comentario:

Habra otros momentos en los cuales vamos a realizar deducciones a partir de
definiciones mas proximas de lo formal. Me refiero, por ejemplo, al estudio de la
exponencial y logaritmo para los cuales las deducciones se hacen a partir de las
definiciones con una estructura mas formal; ademas son temas que el profesor va a
trabajar en la ensefianza secundaria.

8.3.7. Sintesis de las configuraciones epistémicas de la integral segun P2
A partir de las situaciones-problema (descritas en el apartado 8.3.1) podemos
sistematizar los significados personales que emergen de la entrevista de P2
sobre la integral relacionados con seis configuraciones epistémicas: primitiva,

geométrica, sumatoria, aproximada, acumulada, y tecnolégica.

Las cuatro primeras configuraciones ya han sido descritas en el capitulo 7. Por
esta razon vamos sistematizar solamente las configuraciones epistémicas
acumulada y tecnolégica de la integral, las cuales seran sintetizadas a

continuacion.

Las situaciones-problema contempladas en la configuracion epistémica
acumulada, segun ha expresado P2, son del tipo: “si cierta funcién representa
una tasa de variacién de una variable, después de un intervalo de tiempo,

¢cual fue el crecimiento acumulado?
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Los procedimientos utilizados para resolver este tipo de problemas pueden
estar basados en las sumas de rectangulos; la forma de la integral propuesta
para la solucién de los problemas es relativa al razonamiento desarrollado en
cada caso. A través de este procedimiento, el énfasis no estad puesto en la
memorizaciéon de las “reglas” que relacionan las nociones matematicas y
extramatematicas que se puede desarrollar por medio de las aplicaciones de la

integral, sino en el propio concepto de la integral definida.

Las proposiciones que P2 considera importantes para las aplicaciones de la
integral a partir de la idea de crecimiento acumulado son las relacionadas con
las sumas de integrales, producto de constante por la integral y el Teorema del
Valor Medio.

En lo que se refiere a los conceptos/ definiciones relacionados con la integral
en esta configuracion epistémica, P2 ha resaltado los aspectos que
comprenden la nocién de funcion y la nocion de particion. Sin embargo, otras
nociones han sido mencionadas como limite, derivadas, areas, volumenes,

trabajo, velocidad, etc.

Aunque en la entrevista de P2 emergen distintos lenguajes relacionados con el
proceso de ensefianza y aprendizaje de la integral, las formas de lenguaje mas
destacadas en esta configuracion han sido: grafico, algebraico vy
computacional. Ademas, P2 considera la necesidad de transicion de los
estudiantes entre los distintos lenguajes y significados de la integral. No
obstante, reconoce la complejidad inherente a la realizacion de dicha

transicion.

Los argumentos deben ser claros, légicos y coherentes. Sin embargo, esto no
significa la realizacion de las demostraciones rigurosas (axiomaticas) basadas
en el lenguaje analitico. Mas bien se trata de justificar las proposiciones

utilizadas en el desarrollo de la integracion por medio de la visualizacion.

Con relacion a la configuracion epistémica tecnologica, ésta se relaciona a los
procedimientos utilizados para solucionar las distintas situaciones-problema
relacionadas con la nocién de integral y ha sido bastante enfatizada en las

narrativas de P2.
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Las situaciones-problema contempladas en la configuracion epistémica

acumulada, segun ha expresado P2, pueden ser intra o extramatematicas.

Los procedimientos utilizados para resolver las situaciones estan basados en la
utilizacidon de softwares o de applets especificos, los cuales posibilitan
visualizar los aspectos dinamicos do Calculo en la pantalla del ordenador, asi

como distintas representaciones relacionadas con la integral.

Las principales proposiciones relacionadas con la configuracion epistémica
tecnologica de la integral se relacionan con las sumas de integrales, producto

de constante por la integral y con el Teorema del Valor Medio.

P2 ha resaltado los siguientes conceptos relacionados con esta configuracion:
funcién, particion, suma de Riemann, limite, derivadas, areas, volumenes,

trabajo, velocidad, etc.

Los principales lenguajes resaltados en esta configuracion han sido: grafico,
algebraico y computacional. Ademas, P2 considera relevante a posibilidad de
visualizacion simultanea de las distintas representaciones de la integral en la

pantalla.

Los argumentos estan basados en la justificativa de las proposiciones utilizadas
en el desarrollo de las situaciones-problema por medio de la visualizacién

contemplada por los recursos de los softwares utilizados.

La sintesis de conocimientos sobre las configuraciones epistémica de la
integral que emergen de los relatos de P2 puede ser apreciada en la figura 8.3

a continuacion.
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8.3.8. Articulaciones y conexiones

A partir de los relatos de P2, analizamos las articulaciones y conexiones entre
las seis configuraciones epistémicas de la integral: primitiva, geométrica,
sumatoria, acumulada y extramatematica. Para esto, utilizamos los siguientes
descriptores: Articulacion de los objetos matematicos y didacticos, y
conexiones intra y extradisciplinares de la integral en el proceso de ensefianza

y aprendizaje del Calculo en la ensefianza universitaria.

8.3.8.1. Articulacién de los objetos matematicos y didacticos

En el Enfoque Ontosemidtico, las configuraciones epistémicas de la integral
anteriormente sistematizadas pueden ser interpretadas como el significado
personal global de la integral manifestado por P2. Asimismo, en dichas
configuraciones epistémicas se establecen relaciones tanto entre los elementos
de analisis primario (situaciones-problema, lenguaje, procedimientos,
definiciones, proposiciones, y argumentos), como entre las referidas

configuraciones epistémicas.

Las articulaciones entre los elementos primarios, tal y como comentamos en el
capitulo 7 (Apartado 7.4.8.1), se producen tomando como punto de partida las
situaciones-problema, cuya solucion requiere el desarrollo de los
procedimientos mas apropiados. En este proceso recurrimos a las definiciones
matematicas (o intradisciplinares) que son evocadas y utilizadas en la
resolucion de dicha situacion-problema, asi como las proposiciones
relacionadas con el procedimiento adoptado. Los argumentos justifican la
utilizacién de las proposiciones especificas en cada caso, y el lenguaje consiste
en el medio para la descripcidbn y comunicacion de los demas elementos
primarios tornandoles operativos en la estructura de cada configuracion

epistémica.

Por otra parte, podemos identificar una cierta articulacién entre las seis
configuraciones epistémicas que hemos sistematizado a partir de los relatos de
P2. Aunque las referencias explicitas de P2 hayan sido al crecimiento
acumulado (al referirse a la integral definida) y deshacer la derivada (al
referirse a la integral indefinida), hemos optado por sistematizar sus relatos a

partir del conjunto de las informaciones aportadas.
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En esta direccion, la idea de deshacer la derivada asociada a la integral
indefinida, consiste en lo que hemos denominado en este estudio de
primitivacion. Por esto, hemos utilizado la configuracion epistémica primitiva en
la sistematizacién de los significados personales manifestados por P2 sobre la
integral. En dicha configuracién contemplamos todas las situaciones-problema
asociadas a la integral indefinida. P2 resaltd que los estudiantes del curso
introductorio de Calculo suelen resumir el estudio la integracion a la
determinacion de la integral indefinida y sefiala que esto puede estar asociado
a la practica de los profesores de Calculo, pues “tradicionalmente lo que

desarrollamos en las clases es el uso del TFC con las técnicas de integracion”.

Sin embargo, P2 considera el conflicto que generalmente se produce al
desarrollar la integral definida a partir de la nocion de area y luego tener que
abordar las “sumas negativas” (refiriéndose a las regiones comprendidas por
las curvas bajo el eje de las abscisas). En este sentido, P2 afirma que le
“gustaria empezar por la idea de tasa de acumulacion. Mi expectativa es poder,
sin mucha dificultad, abordar la suma negativa desprendiéndome de la nocién
inicial de area”. A partir de esta idea, P2 pretende cambiar su estrategia
didactica, desarrollando la integral definida a partir de la nociéon de crecimiento
acumulado. Por el énfasis puesto en este aspecto, sistematizamos la
configuracion epistémica acumulada para contemplar el significado personal
que mas ha sido evidenciado para la integral definida cuando se tiene la tasa

de variacion y se pretende determinar la variacién total.

Aunque dicha configuracién pueda abarcar una diversidad de situaciones-
problema relacionadas con la integral definida, por la relevancia de las
situaciones-problema asociadas a las nociones geométricas en el contexto de
la formacion de profesores de matematicas de la ensefianza secundaria, y las
referencias hechas por P2 a la geometria revelan la presencia de un significado
personal relacionado con las situaciones-problema de naturaleza geométrica.
Las referidas situaciones han sido sistematizadas en este estudio a través de la
configuracion epistémica geomeétrica. Asimismo, las demas situaciones-
problema extradisciplinarias han sido contempladas en la configuracion
epistémica extramatematica. No obstante, hay otras configuraciones que se

estructuran a partir de los procedimientos utilizados para resolver las
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situaciones-problema. En este sentido, sistematizamos las configuraciones
epistémicas sumatoria (cuyos procedimientos se basa en las sumas de
Riemann) y la configuracidn epistémica tecnolégica (basada en la utilizacién de

softwares matematicos u otros recursos tecnologicos).

8.3.8.2. Conexiones intra e interdisciplinares de la integral

En las conexiones intradisciplinares de la integral, analizamos algunos de los
aspectos que han sido resaltados por P2 referentes la ensefianza universitaria
del Calculo. En lo que se refiere a las conexiones extradisciplinares
establecemos algunas conexiones entre la ensefianza de la integral con otras

disciplinas del curriculo de la Licenciatura en Matematicas.

Uno de las conexiones que P2 ha establecido con la integral fue la necesidad
de una sélida comprensién de las ideas y propiedades matematicas que
soportan la nocion de funcion, como la simetria, periodicidad, etcétera. La
visualizacion grafica de dichas propiedades suele simplificar la modelacién y

resolucion de situaciones-problema que requieren la utilizacion de la integral.

Por otra parte, P2 comenta la dificultad de comprension de la nocion de
diferencial por los estudiantes universitarios. En este sentido P2 considera que
dicha nocion requiere una mejor explicacion de dicho tema en el proceso de
ensenanza del Calculo, pues este puede convertirse en un obstaculo
epistémico en el proceso de ensefanza de la integral. En su opinién, “tenemos
que explicar mejor la nocién de diferencial, pues utilizamos su simbologia como
si fuera familiar para los estudiantes. Esta es una nocion todavia mal trabajada,

que puede comprometer el aprendizaje de la integral”.

Ademas, P2 resalta la conexién de la integracion por partes con la derivada,
afirmando que “si pensamos en la integracién por partes, es interesante que
mostremos su relaciéon con la derivada del producto de funciones; la idea que

se utiliza viene de esto”.

En cuanto a las conexiones extradisciplinares, P2 considera que “el Calculo
puede proporcionar una buena base para que el profesor dialogue con otras
areas del conocimiento, como Fisica, Biologia, Economia, etc., a través de

proyectos multidisciplinarios”. Asimismo, explicita la importancia de los
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problemas fisicos en el proceso de ensefanza de la integral como via de

sistematizacion de las ideas del Calculo.

8.3.9. Adaptaciones curriculares

En este apartado analizamos los relatos de P2 a partir de los siguientes
descriptores: Abordaje del curriculo de la Licenciatura en Matematicas,
abordaje del curriculo de Calculo en la Licenciatura en Matematicas, el
curriculo de Calculo y la Matematica de la ensefianza secundaria, y los

significados de la integral y las directrices curriculares de matematicas.

8.3.9.1. Abordaje del curriculo de la Licenciatura en Matematicas

Al abordar el curriculo de la Licenciatura en Matematicas, P2 ha comentado

que:

Estamos siempre insatisfechos con el actual curriculo de la licenciatura. Aunque
podriamos planificarlo bien, esto no significa que seria llevado a cabo por los
profesores de acuerdo con lo que esta planificado. En este sentido, los profesores son
muy importantes en este proceso.

Entendemos que la problematica planteada por P2 se refiere, por una parte, a
la importancia de involucrar a los profesores universitarios en la
implementacion del curriculo planificado (o propuesto) para la Licenciatura en
Matematicas. Nos parece que esto solamente sera logrado si los referidos
profesores participaren de las discusiones y toma de posiciébn sobre los
aspectos curriculares que consideran necesarios para implementar, asi como si

asumen el compromiso de llevarlos a cabo.

Por otra parte, P2 plantea la importancia de articular la elaboraciéon e
implementacion del curriculo de la Licenciatura en Matematicas con las
necesidades oriundas de la practica docente de los profesores de matematicas
de la ensefianza secundaria, egresos de la Licenciatura en Matematicas. En

esta direccion, P2 considera que:

Hemos avanzado en este sentido, estamos moviéndonos en un nuevo proceso de
reforma curricular de la licenciatura que ya estd casi listo. Entretanto, actualmente
seguimos con el curriculo de la década de los 1980. Dicha reforma cambiara la practica
de formacién de los futuros docentes de matematicas y esto lo veo de manera muy
positiva. Las horas para las referidas practicas han sido considerablemente
incrementadas. En el caso de que seamos capaces de supervisar las referidas
actividades practicas, asi como de ayudar a los estudiantes a desarrollar buenas
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reflexiones acerca de las clases y de los contenidos trabajados, tendriamos una
direccion mas clara de como organizar mejor el curriculo de la Licenciatura en
Matematicas, de modo que contribuya a la formacién de los profesores de matematicas
de secundaria.

P2 aclara que aunque estamos en un nuevo periodo de reforma curricular, en
el cual los cambios mas considerables se producen en la componente practica
del curriculo de la Licenciatura en Matematicas, todavia el actual curriculo se
basa en una reforma curricular de los afos 1980. No obstante, entendemos
que la contribucibn con la formacion de profesores de matematicas
capacitados para ejercieren, de manera eficaz, sus actividades docentes, y la
integracion del curriculo de la Licenciatura en Matematicas con la practica
profesional de los futuros profesores de matematicas debe ser un reto de todas
las disciplinas integrantes del referido curriculo, entre las cuales se encuentra

el Calculo.

8.3.9.2. Abordaje del curriculo de Calculo en la Licenciatura en Matematicas

En este apartado contemplaremos las opiniones de P2 relativas al curriculo del
Calculo en la Licenciatura en Matematicas y el papel de los docentes

universitarios en la organizacion de dicho curriculo.

En la opinién de P2, se requiere el desarrollo de una actitud reflexiva en los
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas para que ellos puedan actuar
satisfactoriamente en las multiples situaciones que deben afrontar en sus

futuras clases. Segun P2 ha declarado:

Me gustaria que el estudiante de la licenciatura desarrollara una actitud reflexiva y una
cierta flexibilidad, para que ellos puedan afrontar satisfactoriamente la complejidad de
las situaciones que van a encontrar en su practica profesional. En las escuelas, las
clases suelen ser heterogéneas y esto demanda una actitud reflexiva de los profesores
para trasformar esta realidad.

Ademas, al Calculo se le atribuye un papel de interlocucién con las demas
areas del conocimiento a través del desarrollo de proyectos multidisciplinarios.
El Calculo debe contribuir con el desarrollo de la habilidad de manipulacion
algebraica necesaria para la practica profesional de los futuros profesores de
matematicas. En este sentido, P2 ha afirmado que:

Si pensamos especificamente en el contenido, el Calculo puede proporcionar una
buena base para que el profesor dialogue con otras areas del conocimiento [...].
Espero que el estudio del Calculo propicie esta base e incluso, en Matematica, es muy
importante para el desarrollo de la habilidad de manipulaciéon algebraica de los
conceptos que se trabajan en la ensefianza secundaria.

341



No obstante, P2 critica el tradicional proceso de ensefanza de Calculo,

considerando que:

Seguir trabajando el Calculo como se viene trabajando las Matematicas en la
secundaria: con muchas reglas sin conocer su origen y con las aplicaciones sin
motivacion. Con esto no estariamos contribuyendo para la formacién de los futuros
profesores de matematicas [...] nuestra contribucion sera efectiva si fuéramos capaces
de desarrollar el Calculo con argumentos matematicos.

Ademas, P2 considera que en el ambito de la universidad se concibe la
formacion de profesores de matematicas de maneras distintas. Este hecho esta
relacionado con la divergencia de opiniones de los docentes universitarios
debido a su propia formacion y al rol desempefado por la universidad en la
planificacion e implementacion del curriculo de la Licenciatura en Matematicas.
Tratandose de las opiniones de los docentes del departamento de matematicas
de su universidad sobre formacién de los profesores de matematicas, P2 ha

expresado que:

No hay un acuerdo relativo a como desarrollar la formacién del profesor de matematica.
Sin embargo, esta tensidon es interesante desde que no se pierda el espacio de
discusion de dicha formaciéon. Nuestro departamento de matematicas ha producido
cinco doctores en Educacion Matematica y hemos buscado discutir y reflexionar, con
otros colegas del departamento, sobre la formaciéon de profesores de matematicas.
Otros profesores ven esta formacion de manera distinta y expone su punto de vista
basado en su formacién profesional.

En esta perspectiva, P2 considera interesante que se fomente la discusion y
reflexion sobre la formacion de profesores de matematicas en el ambito
departamental. La riqueza de las reflexiones se produce a partir de las distintas
perspectivas aportadas por el profesorado universitario. Ademas, en el proceso
formativo de dichos profesores, aunque se toma como base las Directrices
Curriculares para la Licenciatura y Bacharelado en Matematica, la organizaciéon
curricular se produce de manera distinta en cada universidad como

consecuencia de su autonomia didactico-pedagogica.

8.3.9.3. El curriculo de Calculo y la Matematica de la ensefianza secundaria

Al opinar sobre la introduccion de las nociones del Caélculo en la ensefianza
secundaria, P2 ha expresado que las ideas de tasa de variacién necesitan ser
introducidas en la ensefianza secundaria con una metodologia distinta de la

que se utiliza en la ensenanza universitaria. No obstante, P2 no es favorable a
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la introduccién de nociones de derivadas e integrales en dicho nivel educativo.
La justificacion presentada para este hecho se basa en la no contemplacion
clara de las areas de conocimiento en el curriculo de la ensefanza secundaria.

Segun ha expresado P2:

En Brasil, mientras tengamos una misma ensefianza secundaria para todos, pienso
que no es viable trabajar con derivadas e integrales, porque eso no tiene sentido para
la formacion general del ciudadano. Quizas seria diferente si tuviéramos una reforma
educacional que contemplara una ensefianza secundaria por areas especificas de
conocimiento.

Por otra parte, P2 ha considerado que se debe evaluar la preparacion de los
profesores en el desarrollo de sus actividades desde su actuacion profesional.
Al reflexionar sobre los proyectos que han sido realizados en las escuelas,
apunta la dificultad que suelen presentar los profesores de matematicas de la

ensefianza secundaria en su labor docente. En este sentido, P2 resalté que:

Tenemos conocimiento de que en los proyectos que han sido desarrollados en las
escuelas de ensefianza secundaria, los profesores presentan muchas dificultades.
Nuestra expectativa es llevar esta discusion a través de los proyectos de practica. Esto
nos posibilita tener un “feedback” de qué sucede en las escuelas.

Sin embargo, para llevar a cabo los proyectos dirigidos a la articulacion entre
las Matematicas, las disciplinas de la Facultad de educacion y la ensefanza
secundaria, P2 al recordar la reforma de los afnos 1980, afirmé la importancia
de involucrar a la Universidad para que se pueda llevar a cabo dichos
proyectos. En este sentido, P2 relaté una de las dificultades presentadas
cuando era profesora de un curso que deberia realizar dicha articulacion. Sin
embargo, este curso “no pudo desarrollarse segun su concepcidn porque
estaba previsto un contacto con el campo de la practica que nuestro

departamento no podria resolver, seria necesario el apoyo institucional”.

A continuacidn desarrollamos el analisis de la dimension cognitiva en los
procesos de estudio de la integral desde la perspectiva del profesor-formador
P2.

8.4. DIMENSION COGNITIVA

En el analisis de la dimensidn cognitiva de la integral hemos utilizados los
siguientes descriptores: los conocimientos previos de los estudiantes, el

aprendizaje de los estudiantes, y las adaptaciones curriculares a las diferencias
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individuales de los estudiantes. Basado en dichos descriptores sistematizamos
los relatos de P2 referentes al conocimiento y aprendizaje de los estudiantes

universitarios de Calculo.

8.4.1. Los conocimientos previos de los estudiantes

Al comentar los conocimientos previos necesarios para el éxito de los
estudiantes en el curso introductorio de Calculo, P2 considera que “hay
dificultades relacionadas con la falta de los conocimientos algebraicos, y con
las dificultades de comprension de las funciones trigonométricas,

exponenciales y logaritmicas”.

Ademas, al analizar el desempefo de los estudiantes del curso de Analisis
Matematico, tras dos afos de estudio con los profesores de la universidad
extranjera en la cual se desarrollaba su investigacion, P2 ha constatado que las
dificultades presentadas por los estudiantes en la transicion del curso de
Calculo para el curso de Analisis Matematico no habian sido superadas. Por lo
tanto, aunque los estudiantes hubieran logrado éxito en Calculo, esta no era
una condicion suficiente para que ellos superaran las dificultades en el curso de

Analisis Matematico.

No obstante, P2 considera que ademas de tener en cuenta los conocimientos
previos de los estudiantes de Calculo, los docentes deben reflexionar sobre
qué herramientas se utiliza y cdmo las utiliza. Asi, al expresarse sobre los
recursos tecnoldgicos en la construccion de los conocimientos de los

estudiantes, P2 advierte que:

Estamos con mucha exigencia en la construccion del conocimiento con una
herramienta, mientras en la practica estamos utilizando otra; quizas necesitamos
repensar qué es lo que ensefiamos. [..] No sabemos hasta qué punto somos
conscientes de la existencia de tecnologia para realizar determinados calculos, si
vamos a tener el mismo desempefio que antes. Es dificil quitar esto. Por otra parte, es
de gran importancia que la escuela “alfabetice” a los estudiantes que todavia no han
tenido acceso a las tecnologias y para esto deben estar preparados los futuros
profesores de matematicas (P2, 2006, p.).

A través del relato anterior P2 pone de manifiesto la relacion entre la
construccion del conocimiento por parte de los estudiantes universitarios y la
preparacion del docente universitario para la adecuada utilizacion de las

herramientas tecnoldgicas para lograr esta finalidad. También resalta la
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importancia del conocimiento de las herramientas tecnoldgicas para los
estudiantes que todavia no han sido preparados para su utilizacion en su

practica profesional.

8.4.2. El aprendizaje de los estudiantes en Célculo

Segun ha relatado P2, la problematica relativa al aprendizaje del Calculo en la
ensefianza universitaria no esta relacionada con el hecho que sus nociones no
han sido estudiadas en la ensefanza secundaria, sino con la propia
complejidad de comprension de algunas nociones del Calculo y del lenguaje

que generalmente se utiliza en su proceso de ensefianza y aprendizaje.

En este sentido, P2 considera, por ejemplo, la necesidad de trabajar mejor la
nocion de diferencial, la cual puede convertirse en un obstaculo en el proceso
de aprendizaje de la integral. Es decir, el profesor universitario debe tener en
cuenta que el desconocimiento o la falta de utilizacién usual, por parte de los
estudiantes, de la simbologia utilizada en Calculo puede constituirse en un

obstaculo para el aprendizaje de las nociones de Calculo.

Otra problematica presentada por P2 se refiere a las propuestas didacticas
contempladas en algunos de los libros de texto de Calculo, las cuales afiaden
al desarrollo habitual de las actividades propuestas en el libro, otros proyectos.

Segun su afirmacion:

Podemos pensar en la extensién del libro de “Stewart”, que propone que se desarrolle
todo el contenido de la manera usual y ademas que realicemos las actividades con la
utilizacion de las tecnologias. Esto es muy dificil de llevar a cabo, pues no es posible
hacerlo asi. Es necesario tener conciencia de que tenemos herramientas diferentes y
que esto requiere nuevas practicas.

8.4.3. Las adaptaciones curriculares a las diferencias individuales de los

estudiantes

P2 ha comentado una experiencia negativa en la cual utiliz6 una misma
secuencia de Calculo para las licenciaturas en Biologia y en Matematicas.

Segun su relato:

Cuando estaba trabajando simultdneamente con las Licenciaturas en Matematicas y en
Biologia, utilicé la misma secuencia y tuve una gran reprobacion entre los estudiantes
de Biologia. Me parece que los intereses son muy diferentes en cada carrera y, por lo
tanto, es necesario tener en cuenta las caracteristicas de cada carrera, asi como
repensar y adecuar nuestra practica.
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Tras dicha experiencia, P2 ha constatado la necesidad de adecuar su practica
profesional a las caracteristicas de cada carrera y, por supuesto, a los intereses
especificos de los estudiantes. En dicha experiencia, P2 consideré que los
resultados han sido satisfactorios con los estudiantes de la Licenciatura en
Matematicas. Ademas, al incluir algunas cuestiones en sus evaluaciones que
exigian que los estudiantes se expresaran, P2 considera que se producia en
sus clases un ambiente propicio a la participacion activa de los estudiantes. En

este sentido, P2 ha afirmado que:

En lo que se refiere a la Licenciatura en Matematicas, creo que mi trabajo tuvo éxito
porque los estudiantes siguieron en su carrera, aunque mientras desarrollabamos el
curso habia mucha resistencia por su parte. Yo aplicaba cuatro evaluaciones, con
algunas cuestiones abiertas para permitir que los estudiantes se expresaran; esto
contribuyé para que ellos tuvieran respeto mutuo, confianza vy, libertad para participar y
hacer los cuestionamientos en las clases. En fin, no seguia la misma secuencia que
mis colegas.

El hecho de P2 no seguir la misma secuencia implementada por sus colegas
en el desarrollo del proceso de ensefianza de Calculo, le posibilitaba tener en
cuenta las necesidades individuales de los estudiantes y, consecuentemente,
ajustar los significados implementados a las necesidades de los estudiantes y a

las particularidades de la Licenciatura en Matematicas.

Aunque P2 ha tratado de involucrar a los estudiantes en su proceso de
ensefianza y aprendizaje, dejandoles responsables por la resolucion de
algunas situaciones-problema en la clase con la expectativa de que esto les
ayudara a comprender las nociones matematicas estudiadas, P2 afirmé que
ellos todavia presentaran dificultades en la resolucién de las actividades. “Por
lo tanto, si ellos no se responsabilizan por estas situaciones, no van a

entenderlas; no es suficiente que resolvamos las actividades en la pizarra”.

8.5. DIMENSION MEDIACIONAL

En la dimensiéon mediacional de la integral analizamos los relatos de P2
relacionados al uso de materiales didacticos y recursos tecnolégicos; uso,
caracteristicas y rol del libro de Calculo; adecuacién de los significados
pretendidos/ implementados al tiempo disponible; y la inversion del tiempo en
los contenidos mas relevantes y que presentan mas dificultades.
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8.5.1. Uso de materiales didacticos y recursos tecnoldgicos

P2 ha puesto el énfasis general en los recursos tecnologicos que deben ser
utilizados en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la integral en la

ensenanza universitaria de Calculo. En su opinion:

Ademas de interesante es importante desarrollar este trabajo con las nuevas
tecnologias en la licenciatura. Se trata de unos recursos tecnolégicos que estan
presentes en nuestro entor