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Introduccion General

Podemos pensar que el estudio de los problemas isoperimétricos en superficies tiene su
origen en una propiedad geométrica bien conocida que poseen las circunferencias:

entre todas las curvas cerradas del plano que encierran una cantidad prefijada de drea,
la correspondiente circunferencia es la que tiene menos longitud.

Esta propiedad ya era conocida por los matematicos de la Antigua Grecia. En el libro
Mathematical Collection de Pappus de Alejandria [61] ya aparecia una demostracién, debi-
da a Zenodoro, que prueba que el circulo tiene menos perimetro que cualquier poligono
de igual area, lo que nos conduce a la anterior propiedad mediante un argumento de
aproximacion.

Es natural plantear esta cuestion en una superficie general, surgiendo asi el problema
isoperimétrico en su versién mas habitual:

Dada una superficie riemanniana M, buscamos el conjunto contenido en M
que encierra una cantidad de drea prefijada usando el menor perimetro posible.

Por supuesto, la existencia de un tal conjunto no esta asegurada, en un principio. En caso
de existir, se le denomina region isoperimétrica.

El conocimiento de estas regiones proporcionara desigualdades isoperimétricas en las su-
perficies, muy ttiles en la resolucién de diversos problemas [7], [47]. Incluso sinos centra-
mos en el caso plano, las desigualdades que se obtengan, combinadas con otras técnicas
(por ejemplo, argumentos de simetrizacién), pueden aplicarse en problemas planteados
en dimensiones superiores.

El estudio de las regiones isoperimétricas en superficies es una cuestion interesante,
que ha sido resuelta completamente s6lo en algunas superficies concretas, debido a las
dificultades que surgen al tratar este tipo de problemas.

En primer lugar, tal y como hemos comentado antes, la existencia de soluciones iso-
perimétricas no estd garantizada en cualquier superficie. Por ejemplo, en las catenoides
minimales no hay regiones isoperimétricas para ningtin valor del drea que se considere
(analizaremos tales superficies a lo largo de nuestro trabajo). Por otro lado, puede tam-
bién ocurrir que, en una superficie concreta, existan soluciones isoperimétricas para cier-
tos valores del area, pero no para otros (es lo que ocurre, por ejemplo, en los hiperboloides
de una hoja, como se vera con posterioridad).

No hay muchos resultados generales que traten la existencia de regiones isoperimétri-
cas en una superficie. Razonamientos propios de la Teoria Geométrica de la Medida
[72] permiten probar que cuando nuestra superficie es compacta, existen regiones isope-
rimétricas para todo valor del drea. En superficies no compactas, las técnicas habituales
consisten en estudiar la convergencia de sucesiones minimizantes y la eventual pérdida
de area en infinito (se pueden consultar aplicaciones de dichas técnicas, por ejemplo, en
los trabajos de F. Morgan [70], o de M. Ritoré [82], [83]). Nosotros profundizaremos en
estos métodos mas adelante, ya que seran utilizados en el Capitulo ] de esta Memoria.
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\%! INTRODUCCION GENERAL

Otro resultado referente a la existencia, que se puede consultar en el libro de Morgan [72],
es el siguiente: dada una superficie M, si el cociente M/G es compacto, donde G es el
grupo de isometrias asociado a M, entonces también podemos afirmar que hay regiones
isoperimétricas para cualquier valor del drea. Dicho resultado es aplicable, por ejemplo,
en el caso de un cilindro circular completo.

Por otra parte, en cuanto a las propiedades que satisfacen las regiones isoperimétri-
cas, se tiene en primer lugar que estardn bordeadas por curvas cerradas, embebidas y di-
ferenciables [72]. A partir de ahi, las férmulas clasicas de variacion del 4rea y del perime-
tro implican que dichas curvas tendrdn curvatura geodésica constante (con respecto al
vector normal que apunta hacia el interior) [89], [7], [72]. Estas condiciones permiten
hacerse una idea de cuales pueden ser las regiones isoperimétricas en una superficie, co-
nociendo las curvas con curvatura constante. En algunos casos, determinaran casi com-
pletamente dichas regiones.

Todas estas cuestiones han resultado muy interesantes en los tltimos afios, siendo
estudiadas en diversos trabajos de la literatura. Sin embargo, la clasificacion completa de
las regiones isoperimétricas s6lo ha sido obtenida en algunas superficies concretas.

En las superficies simplemente conexas con curvatura de Gauss constante (plano, esfe-
ra 'y plano hiperbélico), las regiones isoperimétricas existen y son discos geodésicos (véase
el trabajo de E. Schmidt [88]). Para el plano y del plano hiperbélico, este hecho es con-
secuencia de las desigualdades isoperimétricas clasicas (recogidas por R. Osserman [78,
p- 1207], o en la obra de Y. Burago y V. Zalgaller [22]), si bien existen muchas demos-
traciones en el caso del plano, utilizando diversas técnicas (tales como argumentos de
simetrizacién o comparacion directa de perimetros, véase la recopilacion de H. Howards
y otros [56]). En el caso de la esfera, las soluciones (que existirdn por compacidad) han de
ser discos geodésicos en virtud de las condiciones de regularidad.

Otras superficies para las que las que se conocen las soluciones isoperimétricas son
los cilindros circulares, y los toros, botellas de Klein y cintas de Moebius llanas [56} § 6 y 7].
Dichas soluciones consisten en discos, y en bandas bordeadas por geodésicas de longi-
tud minima (ademds de los complementarios de estos conjuntos en el caso de érea total
finita), y se obtienen casi inmediatamente a partir de las condiciones de regularidad.

Recientemente, se han producido avances en el estudio de este problema en superfi-
cies de revolucién con alguna hipétesis de monotonia sobre la curvatura de Gauss. Por
ejemplo, se sabe que en planos de revolucién con curvatura decreciente desde un polo,
las regiones isoperimétricas son discos geodésicos centrados en el polo (obtenido parcial-
mente por I. Benjamini y J. Cao en [9], y de forma general por Morgan y otros [75] y por
Ritoré [82]). Un ejemplo de estas superficies es el paraboloide de revolucién [9, Th. 5y 8].

En [82] también se consideran otras superficies de revolucién con curvatura de Gauss
creciente o decreciente, planteando su estudio a partir de la clasificacién de las regiones
estables. En planos con curvatura creciente desde un polo, las regiones isoperimétricas
s6lo pueden ser discos contenidos en zonas donde la curvatura de Gauss sea constan-
te, de forma que si hay crecimiento estricto, no existira ninguna solucién isoperimétrica.
En anillos con curvatura decreciente desde un final de area finita, las soluciones siem-
pre existen, y estardn bordeadas por un paralelo. En el caso de las esferas de revoluciéon
simétricas, si la curvatura es decreciente desde el ecuador, las soluciones consistirdn en
una familia de discos que constituyen una foliacién, mientras que si la curvatura es cre-
ciente, las soluciones estardn bordeadas por uno o dos paralelos (obteniéndose discos
centrados en los polos, o anillos simétricos o no simétricos). Finalmente, las regiones iso-
perimétricas en planos proyectivos con curvatura creciente o decreciente son discos, para
cualquier valor del drea (algunos de estos resultados también se recogen en [75]).
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Siguiendo otras técnicas, Ritoré ha demostrado que las regiones isoperimétricas en
planos completos con curvatura de Gauss no negativa existen y son discos [83]; por
otro lado, en superficies hiperbélicas dichas regiones también han sido clasificadas por C.
Adams y Morgan [1], obteniéndose cuatro posibles tipos distintos de soluciones isope-
rimétricas.

Actualmente, la nocién de problema isoperimétrico no sélo se refiere a las cuestiones
descritas hasta ahora (hallar el conjunto de menos perimetro en una superficie, entre
todos los que encierran una cantidad de drea prefijada), sino que engloba también pro-
blemas de otra indole, siempre con la idea de

minimizar el funcional perimetro bajo ciertas restricciones sobre el drea.

De esta forma, se pueden plantear los problemas isoperimétricos miiltiples, en los que se
consideran varios valores para el 4rea, y se busca la configuracién de curvas con la menor
longitud posible, que delimita regiones encerrando dichas cantidades de area. Entre los
problemas mds interesantes de este tipo se encuentra el de la pompa plana miiltiple, que se
enuncia y desarrolla en el plano euclideo, y que serd tratado en el Capitulo (8| Remitimos
al lector a la Introduccién de la Parte Il (Capitulo [5), en la que se exponen cuestiones
generales sobre este problema, y los resultados que se han obtenido hasta ahora en este
contexto.

Otro problema isoperimétrico, relacionado con el anterior, podriamos denominarlo
como el problema de las particiones isoperimétricas. En este caso, lo que se pretende es di-
vidir o descomponer nuestra superficie en regiones de drea prefijada, utilizando la menor
longitud total posible. Un ejemplo corresponde a la particién isoperimétrica de una esfera
bidimensional, sobre la que se pueden consultar bastantes articulos interesantes, debidos
a J. Hass y Morgan [51], J. Masters [65], o A. Heppes [54], [53], [52]. Nosotros examina-
remos una de estas cuestiones en el Capitulo(7| dedicado a la particién isoperimétrica de
un disco plano.

Las particiones (o divisiones) isoperimétricas también pueden plantearse en ambien-
tes no acotados, como es el caso de la divisién del plano euclideo en regiones de igual
area. La conjetura del panal de abejas establece que la mejor divisién posible se logra a
partir de hexdgonos regulares, y ha sido recientemente probada por T. Hales [49]. Este
problema requiere realizar ciertas consideraciones particulares, ya que la longitud total
de cualquier divisién del plano no serd finita. Nosotros no profundizaremos en esta di-
reccion, si bien indicaremos que es necesario recurrir a las nociones de perimetro y area
truncados (restringiendo la divisién a discos centrados en el origen de radio creciente,
para que el perimetro sea finito), y que se pretende minimizar el limite superior de los
cocientes de esas dos magnitudes. Un tratamiento riguroso de este problema puede en-
contrarse en [72, § 15].

Otra posibilidad que puede considerarse dentro de los problemas isoperimétricos es
trabajar con funcionales de area y perimetro ponderados por una funcién positiva, llama-
da densidad. El estudio de superficies y variedades dotadas de una densidad esta desper-
tando cierto interés en los dltimos afios, lo que hace que también se esté analizando el
problema isoperimétrico en este contexto. Nosotros trataremos algunas cuestiones rela-
cionadas en el Capitulo[9} no s6lo centréandonos en superficies, sino en el espacio euclideo
general.

Otra variante de los problemas isoperimétricos se conoce como el problema de fron-
tera libre, en el que la frontera de la superficie, en caso de que exista, no contribuye al
perimetro total de los conjuntos, de forma que tenemos libertad de apoyarnos en la parte
de la frontera que resulte mads eficiente.
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En definitiva, las cuestiones isoperimétricas pueden presentar diversos planteamien-
tos, que implicardn distintas técnicas y argumentos para obtener la correspondiente so-
lucién.

Esta Memoria, estructurada en tres partes, trata algunos de los problemas anterior-
mente expuestos. En la introduccién a cada una de las partes se encontrardn destacados
los principales resultados que hemos obtenido.

La primera parte se dedica al estudio del problema isoperimétrico cldsico, concreta-
mente en superficies de revolucion. El Capitulo [3[se ocupa del problema isoperimétrico
en toros de revolucién simétricos y con curvatura de Gauss decreciente desde el paralelo
de mayor longitud. Logramos clasificar completamente las regiones estables, ademas de
discutir cuales de estas regiones pueden ser isoperimétricas. Por otra parte, en el Capitulo
M| nos centramos en anillos de revolucion simétricos y con curvatura de Gauss crecien-
te desde el paralelo de menor longitud, clasificando completamente las regiones isope-
rimétricas de dichas superficies.

En la segunda parte de esta Memoria consideramos los problemas isoperimétricos
mdltiples, indicando las principales propiedades de existencia y regularidad en el Capi-
tulo[6] En el Capitulo[7]resolvemos el problema de la particion isoperimétrica de un disco
plano en dos y tres regiones, mientras que en el Capitulo |8 enfocamos el problema de la
pompa plana multiple desde un nuevo punto de vista, gracias a la caracterizacién de las
configuraciones estacionarias en funcién de figuras reciprocas.

Finalmente, el Apéndice de la tercera parte de la Memoria recoge algunos resultados
interesantes referentes al problema isoperimétrico en el espacio euclideo con una densi-
dad. Esta Parte [llIl de la Memoria se aleja un poco de la temaética tratada a lo largo del
trabajo, y por ello hemos decidido afiadirla de forma complementaria.



Parte I

Problema isoperimétrico en superficies de
revolucion






CAPITULO 1

Introduccion Parte[l

En esta primera parte de la Memoria centraremos nuestra atencion en el estudio del
problema isoperimétrico en superficies de revolucion. Describiremos un método que permi-
te abordar esta cuestiéon, ademads de aplicarlo a dos familias particulares de superficies:
toros de revolucion simétricos con curvatura de Gauss decreciente desde el paralelo de
mayor longitud, y anillos de revoluciéon completos, simétricos y con curvatura de Gauss
creciente desde el paralelo de menor longitud.

Nuestro estudio viene motivado por varios trabajos que han tratado el problema
isoperimétrico en superficies de revolucién con alguna hipétesis sobre la monotonia de
la curvatura de Gauss en los dltimos afios. En 1996, I. Benjamini y J. Cao [9] probaron que
en planos con curvatura total positiva menor o igual que 27, y con curvatura de Gauss
decreciente desde un polo, las regiones isoperimétricas son discos geodésicos centrados
justamente en el polo. En dicho trabajo, deducen una desigualdad isoperimétrica (a partir
del flujo por curvatura geodésica) que proporciona igualdad para tales discos.

Posteriormente, F. Morgan, M. Hutchings y H. Howards [75] resolvieron este pro-
blema en 1999 en el caso general de curvatura de Gauss decreciente (sin hipétesis sobre
la curvatura total), y también para planos proyectivos reales, anillos con un final de drea
finita, y determinadas esferas (con métricas rotacionalmente simétricas), obteniendo que
las soluciones son discos geodésicos o anillos bordeados por paralelos.

Estos dos resultados, y alguno més (como los de P. Pansu [80] o P. Topping [93]]), se
han obtenido mediante el uso de ciertas desigualdades isoperimétricas, que establecen
relaciones entre el perimetro y el drea encerrada por un conjunto ([78], [22]).

Nosotros proponemos un enfoque distinto, similar al que utiliza M. Ritoré [82], basa-
do en un trabajo de E. Schmidt [88]. Nuestro punto de partida se centra en el estudio de
las curvas cerradas y embebidas con curvatura geodésica constante. Como el borde de cual-
quier regioén isoperimétrica estd formado por curvas de este tipo (todas con la misma cur-
vatura), la clasificacion de dichas curvas en nuestras superficies nos proporcionara una
primera lista de candidatos.

En este punto, conviene recordar un concepto importante, relacionado con estas cues-
tiones: la estabilidad. Las regiones isoperimétricas pueden entenderse como minimos glo-
bales del funcional perimetro, bajo una restriccién sobre el drea encerrada. En particular,
serdan minimos locales de dicho funcional, cuando consideremos deformaciones infinite-
simales que preserven el drea encerrada, y estaran bordeadas por curvas con curvatura
geodésica constante, con respecto al normal que apunta hacia el interior. Precisamente,
los conjuntos o regiones estables son estos minimos locales (de segundo orden), por lo que
se tiene que toda regién isoperimétrica es una regién estable. Este concepto de estabilidad
también se aplica a las curvas, de forma que toda region estable se encontrard bordeada
por curvas estables.

El hecho de considerar la estabilidad permite que se usen todas las herramientas pro-
pias del Célculo de Variaciones, con el objetivo de obtener propiedades, de tipo geo-
métrico y topolégico, caracteristicas de las regiones estables, y en consecuencia, de las

3



4 1. INTRODUCCION PARTE I

soluciones isoperimétricas. De esta forma, la idea que seguiremos consistira en clasificar
previamente las regiones estables de nuestras superficies (minimos locales), para luego
discutir cuales de ellas son realmente regiones isoperimétricas (minimos globales).

Este esquema ya posibilit6 a Ritoré [82] resolver estas cuestiones en planos de re-
volucién, en esferas que presentan una simetria con respecto al ecuador, y en planos
proyectivos, con curvatura de Gauss decreciente, y también creciente, y en anillos con
curvatura decreciente desde un final de area finita. Las soluciones en estos casos son dis-
cos delimitados por curvas con curvatura geodésica constante, o anillos bordeados por
paralelos de la superficie, si bien en algunas situaciones no hay existencia de regiones iso-
perimétricas (planos con curvatura estrictamente creciente desde un polo). Un resumen
de los resultados obtenidos en [82], y también en [9], [75], puede consultarse en [25].

Por otro lado, dada una superficie, la clasificacion de las regiones estables es una cues-
tién interesante por si misma, y no sélo por su conexién con el problema isoperimétrico,
ya que desde un punto de vista fisico y en términos de energia, tales regiones representan
modelos que describen satisfactoriamente el comportamiento observable empiricamente.

En esta Parte|l|de la Memoria aplicamos estas ideas para estudiar el problema isope-
rimétrico en dos tipos distintos de superficies de revolucién, con ciertas propiedades co-
munes: superficies rotacionalmente simétricas, que presentan una simetria horizontal con
respecto a un paralelo concreto, y con curvatura de Gauss monétona desde dicho para-
lelo. Més concretamente, lograremos describir las regiones estables e isoperimétricas en
toros de revolucién simétricos y con curvatura decreciente desde el paralelo de mayor
longitud [23], y en anillos de revolucién completos, simétricos y con curvatura creciente
desde el paralelo de menor longitud [27].

La aplicacién de nuestro enfoque se basa en la consideracion de superficies tipo cilin-
dro S! x I, donde S! C R? es la circunferencia unidad e I es un intervalo real, dotadas
de métricas warped. Trabajar con este modelo va a permitir clasificar completamente las
curvas con curvatura geodésica constante. Obsérvese que, identificando adecuadamente
los bordes de dicho cilindro, se obtienen, por ejemplo, superficies difeomorfas a anillos,
esferas, planos y toros de revolucion, y que el tipo de métrica que consideremos determi-
naré las propiedades de simetria de la superficie, ademads de la curvatura de Gauss.

Una observacién que es necesario destacar es que admitiremos que la curvatura de
Gauss de nuestras superficies sea una funcién con una cantidad finita de discontinuida-
des de salto, lo que hace que nuestro estudio sea mas amplio. Esto se debe, esencialmen-
te, a que los resultados basicos para obtener la clasificacion de las curvas con curvatu-
ra geodésica constante son también ciertos cuando se tienen estas discontinuidades. Un
ejemplo interesante en esta situacién, y que estudiaremos mds adelante, viene dado por
la superficie que se obtiene a partir de una esfera, a la cual se le quitan dos discos abiertos
idénticos centrados en los polos, y se le afaden apropiados anillos hiperbélicos acotados.

En el Capitulo |2| presentamos una serie de resultados generales en superficies de re-
volucién del tipo S' x I con métricas warped. En particular, describiremos el sistema de
ecuaciones diferenciales y la primera integral asociada, que permiten clasificar las curvas
con curvatura geodésica constante, ademds de mostrar las primeras propiedades de estas
curvas. También se tratard la estabilidad, a partir del anélisis de las férmulas de variacién
del 4rea y del perimetro, proporcionando criterios que impondrén ciertas restricciones
sobre las curvas y regiones estables contenidas en S x I.

Una parte importante de este Capitulo se dedica al estudio en profundidad de ciertas
curvas con curvatura geodésica constante que van a aparecer en nuestras superficies: los
onduloides (Seccién [2.5). Estas curvas no son cerradas y embebidas en general, y hasta
ahora, no habian formado parte del borde de ninguna regién isoperimétrica en ninguna
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superficie, al menos bajo nuestro conocimiento. De hecho, en las superficies de revolucion
tratadas en los trabajos anteriormente citados, tales curvas resultan ser inestables o no
llegan a ser embebidas, por las caracteristicas intrinsecas de tales superficies.

Nosotros mostraremos que, si la superficie satisface determinadas hipétesis (no exce-
sivamente exigentes), hay existencia de onduloides cerrados y embebidos (Lema [2.5.4).
Y en tal caso, daremos un criterio para discutir su estabilidad (Lema . Esto nos con-
ducird a una de las consecuencias mds interesantes que se derivan de nuestro trabajo:
una curva de tipo onduloide puede formar parte del borde de una regién isoperimétrica.
Este fenémeno se da tanto en los toros de revolucién como en los anillos de revolucién
completos que consideraremos, y puede resultar sorprendente e inesperado en un princi-
pio; sin embargo, estas curvas ya habian aparecido como generadoras de hipersuperficies
bordeando algunos dominios isoperimétricos en St x Q¢ (para n > 9), en un trabajo de
Pedrosa y Ritoré [81, Prop. 3.4], donde Qy, es el espacio modelo n-dimensional simple-
mente conexo (con c iguala —1,0, 6 1).

En el Capitulo|3|tratamos en profundidad el problema isoperimétrico en toros de re-
volucién simétricos y con curvatura de Gauss decreciente desde el paralelo de mayor
longitud. Siguiendo el enfoque anteriormente descrito, clasificaremos las regiones esta-
bles que pueden aparecer en el Teorema obteniendo que:

en un toro de revolucion simétrico y con curvatura de Gauss decreciente desde el
paralelo de mayor longitud, las regiones estables son discos, anillos simétricos o
asimétricos (bordeados por dos paralelos), uniones de anillos verticales, uniones
de anillos bordeados por hélices, anillos bordeados por un onduloide y un paralelo,
o uniones de un disco y un anillo simétrico.

Ademas, discutiremos cuales de ellas se presentan como regiones isoperimétricas, que
gracias a la compacidad de estas superficies, existirdn para cualquier valor del drea que
consideremos. Los resultados de este Capitulo aparecen en [23].

Finalmente, el Capitulofestd dedicado a los anillos de revolucién completos, simétri-
cos y con curvatura de Gauss creciente desde el paralelo de menor longitud. En este caso,
la existencia de regiones isoperimétricas no va a estar garantizada en general, y de hecho,
daremos ejemplos (catenoides minimales, estudiadas en el Ejemplo donde tales regio-
nes no existen (la idea es considerar discos geodésicos que van tendiendo hacia un final
del anillo, con lo que su perimetro ird decreciendo por el crecimiento de la curvatura de
Gauss). Sin embargo, a partir de la caracterizacion de las regiones estables y de ciertos
argumentos sencillos, podremos determinar también las regiones isoperimétricas en este
tipo de superficies, en caso de que existan. Asi, el Teorema muestra que

las regiones isoperimétricas en un anillo de revolucion completo, simétrico y con
curvatura de Gauss creciente desde el paralelo de menor longitud, en caso de exis-
tir, son discos con curvatura de Gauss constante, anillos simétricos o asimétricos,
o anillos bordeados por un onduloide y un paralelo.

Como caso particular, analizaremos el comportamiento de los hiperboloides de una hoja,
obteniendo en el Corolario que

las regiones isoperimétricas en un hiperboloide de una hoja, en caso de existir, son
anillos horizontales simétricos o asimétricos.
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Dicho resultado completa el estudio del problema isoperimétrico en la familia de cuddri-
cas de revolucion no degeneradas de R® (Corolario 4.5.6):

las regiones isoperimétricas de una cuddrica de revolucién no degenerada de IR?,
en caso de existir, consisten en discos o anillos horizontales.

Todos estos resultados también se encuentran en [27].

Queremos destacar también que, a partir del Lema [3.4.15| referente a los toros de
revolucion anteriormente descritos, y del Lema 4.4.21} en los anillos de revolucién de
nuestro estudio, se tiene la siguiente consecuencia interesante:

un anillo bordeado por un onduloide y un paralelo puede aparecer como region
isoperimétrica de una superficie.

Es de esperar que los métodos aqui descritos puedan aplicarse con éxito para otras su-
perficies de revolucién, con alguna hipétesis de monotonia sobre la curvatura de Gauss,
e incluso en otras situaciones. Aun asi, y en términos generales, la descripcién de las
regiones isoperimétricas en superficies no deja de ser un problema de cierta complejidad.



CAPITULO 2

Resultados generales en supetficies

En este capitulo vamos a introducir la notacién que se utilizard en esta parte de la
Memoria, dedicada al estudio del problema isoperimétrico en el contexto de superficies
de revolucién. Se estableceran una serie de resultados generales, principalmente referidos
a superficies de tipo S! x I, que serdn aplicados en los posteriores capitulos; algunos de
ellos se referirdn a superficies que presentan algtn tipo de simetria o de hipétesis sobre
la curvatura de Gauss.

2.1. El problema isoperimétrico en superficies

En esta primera parte de la memoria nos vamos a centrar en el estudio del problema
isoperimétrico en superficies del espacio euclideo tridimensional R3. Asi, dada una super-
ficie arbitraria M C R3, y fijado un valor positivo a > 0 (menor o igual que el 4rea total
de la superficie M), nuestro objetivo es encontrar los conjuntos contenidos en M que en-
cierran drea a usando el menor perimetro posible. Tales conjuntos, en caso de existir, se
denominaran regiones isoperimétricas.

Empecemos recordando las nociones habituales de drea y perimetro de un conjunto
[45], [89]. La nocién de area vendréd dada de la forma usual, a partir de la medida asociada
a la métrica euclidea restringida a la superficie. De esta forma, dado un subconjunto (2
de una superficie M, el area encerrada por () serd

A(Q) = H(Q),
donde H* representa la medida de Hausdorff k-dimensional de M.

En cuanto al perimetro de (), no es conveniente definirlo directamente a partir de la
medida de Hausdorff unidimensional, sino que es mas apropiado hacerlo de la siguiente
manera (asi evitaremos que el perimetro se vea afectado por conjuntos de area nula):

P(Q) = sup { / divX dH?: X € Xo(M), |X]| < 1},
Q

donde Xy (M) representa el conjunto de campos diferenciables definidos en M y de so-
porte compacto, y divX es la divergencia de un campo X € Xy(M). Destacamos que para
conjuntos diferenciables Q) C M, se tiene que P(Q) = H!(9Q)).

A partir de estos conceptos, podemos realizar la siguiente definicién rigurosa de re-
gion isoperimétrica:

Definicién 1. Dada una superficie M, diremos que (2 C M es una region isoperimétrica
paraédreaa € [0,A(M)]si A(Q)) =a,y

P(Q) < P(QY),
para cualquier subconjunto )’ C M con A(QY') = a.

En este contexto, es habitual considerar la siguiente funcién relacionada con el pro-
blema isoperimétrico.
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Definicién 2. Dada una superficie M, el perfil isoperimétrico asociado a M es la funcién
1:[0,A(M)] — R definida por

I(a) = inf{P(B): BC M, A(B) = a}.

Es claro entonces que una regién isoperimétrica (2 C M para drea a satisface que
A(Q) =a, P(Q)=I(a).
En ocasiones, nos referiremos a tales regiones como soluciones isoperimétricas.

La existencia de regiones isoperimétricas no estd garantizada en una superficie ge-
neral. En el contexto de las superficies compactas, gracias a argumentos derivados de
la Teoria Geométrica de la Medida [72], si se puede asegurar que existen regiones isope-
rimétricas para cualquier valor del drea que consideremos. Sin embargo, en ambientes no
compactos esta es una cuestiéon compleja para la que no se disponen de demasiadas he-
rramientas. De hecho, en [82] se muestran ejemplos de superficies donde no hay regiones
isoperimétricas para ningtin valor del drea; nosotros también daremos algunos ejemplos
en el Capitulo 4]

La forma habitual de tratar la existencia de regiones isoperimétricas es considerar,
para cada valor a € (0, A(M)), una sucesioén de conjuntos cuyos perimetros se aproximen
al perfil isoperimétrico I(a).

Definicién 3. Una sucesién minimizante para drea a > 0 es una sucesién de conjuntos
{0 }nen, tales que A(Q),) = a, paratodon € N,y

lim P(Q,) = I(a).

Veremos més adelante como el estudio de la convergencia de sucesiones minimizan-
tes nos permitira discutir la existencia de regiones isoperimétricas. Para acabar esta Sec-
cién, mostramos el siguiente resultado general, que indica que las sucesiones minimi-
zantes se pueden descomponer de una forma particular.

Lema 2.1.1. ([82, Lemma 1.8]) Sea M una supetficie riemanniana, a > 0, y sea {Qy }neN
una sucesion minimizante para drea a. Entonces, para cada n € IN, Q) puede descomponerse
como una uniéon Q, = QF U fol, donde

i) {Q }nen es una sucesion que converge a un conjunto Q) C M, con A(Q)) € [0, A],
i) {Q4},cN es una sucesion divergente,
iii) si notamos L. = lim P(Q%) y Ly = lim P(Q%), entonces L. + Ly = I(a), y
iv) Q) es una region isoperimétrica para drea A(Q).

Notese que, a partir de este Teorema, se tiene como consecuencia que si el drea en
infinito
Ay = lim 4rea (Q4)
n—oo
es nula, entonces A(Q}) = A, de donde se concluye que () es una regién isoperimétrica
para drea A.

2.2. Generalidades sobre superficies S! x [

A lo largo de esta parte de la memoria, denotaremos por M a la superficie S' x I,
donde S' C IR? es la circunferencia unidad e I C R es un intervalo conexo y simétrico
respecto al origen (no necesariamente acotado), con la métrica warped

(2.1) ds* = f(t)*do* + dt?,

paraf € S}, t € Iy f: I — R una funcién positiva diferenciable.
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Nota 2.2.1. En principio, teniendo en cuenta las caracteristicas diferenciables de las
superficies que vamos a tratar mas adelante, basta exigir que f sea de clase C! y C? a
trozos (esto es, f” existe y es continua en I, salvo quizas en un ntmero finito de puntos).

Resaltamos que las superficies S' x I que estamos considerando son rotacionalmente
simétricas, es decir, son invariantes bajo el grupo uniparamétrico de rotaciones de R®
de eje vertical, en virtud de la métrica (2.1). Ademads, asumiremos que tales superficies
poseen una simetria horizontal adicional, entendida de la siguiente manera:

A partir de este instante, nos referiremos al paralelo S! x {0} como ecuador de M. Nuestro
estudio se centrard en superficies que sean simétricas con respecto a dicho ecuador. Esta
imposicién obliga a la funcion f a ser simétrica, es decir,

f(t)=f(~1), tel
Como primera consecuencia, se tiene que f'(0) = 0.
Tal y como se ha comentado en la Introduccién, otra de las caracteristicas de las su-
perficies que vamos a tratar es que la curvatura de Gauss presentard alguna hipétesis de

monotonia. Teniendo en cuenta la métrica (2.1), es rutinario comprobar que la curvatura
de Gauss K de S! x I con una métrica (2.1) s6lo depende de la coordenada t, y viene dada

por
1! (t)
2.2) K(t) = -2~
f(t)
Obsérvese que, debido a las condiciones de diferenciabilidad de la funcién f, la curvatura
de Gauss K resulta, en general, continua a trozos.

Llamaremos paralelos o circulos de revolucién a las curvas horizontales S! x {t}. Cla-
ramente, estas curvas pueden ser parametrizadas de la forma

(6(s),t(s)) = (s, t), con s € [0,27],

con lo que la longitud de S! x {t}, vista como grafo horizontal, seré igual a

23) o= [P0 +rerds= [ f6)=2mf0)

La curvatura geodésica de los circulos de revolucién también se puede expresar de forma
sencilla, en términos de la funcién f. Asi, calculada respecto del vector normal —d;, la
curvatura geodésica h(t) de un paralelo S! x {t} esigual a

(2.4) h(t) = f/((:))

En efecto: como el vector tangente unitario a S' x {t} coincide justamente con 9y, la cur-
vatura geodésica vendra dada por

(2.5) h(t) = <D39 dg, —at> = <Da€ ot 89> ,

donde D representa la conexiéon de Levi-Civita de M. A partir de (2.1), se tiene que
Dy, (f(t) 9r) = f'(t) 99, de donde

f()
D,, 0t = = 0p.
' f()
Sustituyendo en (2.5), se obtiene inmediatamente (2.4).
Por otro lado, las curvas verticales {6} x I, para cada 6 € [0,27], son geodésicas

para la métrica (2.1), y las llamaremos geodésicas verticales. De hecho, estas curvas son las
curvas generadoras de S! x I, vistas como superficies de revolucién.
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Nota 2.2.2. A partir de y @2.4), es trivial comprobar la siguiente igualdad:
(f)? = ff" = @2m) 2 LK+ 1),
Si hallamos la derivada de esa funcion, se tiene que

[F2=£FV (O =1 = ££71(8),
que coincide con la derivada de la curvatura de Gauss K, salvo un factor positivo:
1L i t)
i P = FF0)
W=y

En consecuencia, las funciones (f')? — ff” y K tienen el mismo caracter monétono. Este
hecho se usaré repetidamente a lo largo del trabajo.

2.3. Curvas con curvatura geodésica constante en S' x [

Las curvas con curvatura geodésica constante de nuestras superficies van a jugar un
papel importante en esta parte de la Memoria. No hay que olvidar que las regiones isope-
rimétricas estaran bordeadas por este tipo de curvas.

Siguiendo el esquema que aparece en [82, Section 1], es posible determinar el sistema
de ecuaciones diferenciales que satisfacen las curvas con curvatura geodésica constante
contenidas en una superficie S' x I con métrica (2.1). Dicho sistema nos permitira obtener
la clasificacion completa de este tipo de curvas en las familias de superficies tratadas en

los Capitulos 3y

Sea | C R un intervalo real, y consideremos una curva -y contenida en S! x I, parame-
trizada por el arco:

y:] =S %I, v(s) = (0(s),t(s)), s € .

Supongamos que la superficie estd orientada segtun dt A df. Denotemos por dvy/ds al
vector tangente unitario a vy, y por ¢ al d&ngulo orientado Z (9;,d7y/ds). A partir de dicho
angulo o, la direccién del vector dvy/ds vendrd dada por

sin o dg + cos 0 9;.

Asi, teniendo en cuenta la métrica (2.1) para normalizar, se tiene que

dl— @ﬂ ——Sima +coso oy = Lina Ccos o
ds — \ds'ds)  f(t)°° ERNIOK '

En consecuencia, el vector normal unitario asociado N vendra dado por

(2.6) N = ij’(s’t;’ g — sincd; = (ij’(“}t‘)f— sina>.

Como

dy (do  f(t) .
D% e <ds+ [i0 sma) N,

denotando por # la curvatura geodésica de y con respecto al vector normal N, se tiene

que
_ dy _do (1)
h_<D”,§Z ds'N> = s + Fib) sino.

A partir de estos célculos, se tiene demostrada la siguiente Proposicién, que muestra el
sistema de ecuaciones diferenciales que satisface una curva -y contenida en S x I:
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Proposicién 2.3.1. ([82, Prop. 1.1]) Sea y(s) = (6(s), t(s)) una curva contenida en S* x I,
parametrizada por el arco. Sea h la curvatura geodésica de vy, calculada con respecto al vector nor-
mal N definido por (2.6), y o (s) el dngulo orientado definido anteriormente. Entonces se verifica
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

dt
(2.7) i cos o,

dﬁ _ sino

ds (1)

do . f(t) .

e h 10 sino.
Ademds, si h es constante, entonces para cualquier ¢ € I, la funcién

t

2.8) f®)sino—n [ f(e)de

es constante sobre cualquier solucion del sistema (2.7).

Nota 2.3.2. La funcién (2.8) se suele llamar primera integral de (2.7). Su obtencién se
puede consultar en un trabajo de N. Korevaar y otros [63]. Para cada curva solucién de
(2.7) con curvatura geodésica constante, denotaremos normalmente por E al valor cons-
tante tomado por (2.8). Veremos que serd de gran importancia a la hora de caracterizar
las curvas con curvatura geodésica constante de nuestras superficies.

DEMOSTRACION. Las ecuaciones del sistema surgen de los razonamientos ante-
riores. En cuanto a que la primera integral sea constante sobre curvas con curvatura
geodésica constante, se obtiene de forma inmediata, comprobando que la derivada con
respecto a s de tal expresion se anula (a partir de las ecuaciones del sistema (2.7)). O

Nota 2.3.3. Unas primeras propiedades relativas a las curvas solucién del sistema
(2.7) con curvatura geodésica constante se pueden encontrar en [82, Prop 1.2]. Asi, para
una tal curva v, se tiene que <y es una curva simétrica con respecto a cualquier punto
critico de f|,. Es decir, si (dt/ds)(sg) = 0, entonces la curva 7 es simétrica con respecto a
la geodésica vertical {6(so)} x I.

Ademas, cualquier traslacién horizontal (segiin la direccién marcada por el eje 0) de ¥
resulta ser también una solucién del sistema (2.7), con la misma curvatura geodésica
constante.

Nos ocupamos ahora de algunas de las curvas con curvatura geodésica constante
que surgen a partir del sistema (2.7). Ya se ha comentado que dos de estas curvas son los
circulos de revolucién y las geodésicas verticales. Las segundas tienen curvatura nula, al
ser geodésicas; en cuanto a los circulos de revolucién, el siguiente resultado describe las
principales propiedades de la curvatura h(t).

Lema 2.3.4. La curvatura geodésica h(t) de los circulos de revolucion S' x {t}, calculada
respecto del vector normal —0y, satisface las siguientes propiedades:

i) h(t) es una funcion antisimétrica en [—to, to).
ii) h(t) es creciente en el intervalo donde (f')> — ff" < 0, y decreciente donde (f')* —
ff"=0.
DEMOSTRACION. Recuérdese que h(t) = %, y que f(t) = f(—t), parat > 0.
i) Por la simetria de la funcién f, es claro que h(—t) = —f'(t)/f(t) = —h(t), para
todo t > 0, lo que nos da el cardcter antisimétrico de h(t).
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ii) Es consecuencia de que la derivada de h(t) sea igual a

o LU=
W(t) = — 0L = —(K+H1)(1).
O

El siguiente resultado va a caracterizar las curvas con curvatura geodésica constante
que presentan puntos criticos para la coordenada t. Nétese que esta propiedad no la
poseen ni los circulos de revolucién ni las geodésicas verticales.

Proposicién 2.3.5. ([82] Prop. 1.3]) Sea v = (6,t) una solucién de con curvatura
geodésica constante, tal que t(so) es un mdximo estricto para t|,, y sinco(sg) = 1. Supongamos
ademds que s1 > s es otro punto critico para t|y, y que no hay mds puntos criticos en el intervalo
(so,s1). Entonces

i) Sisino(s;) = 1, entonces la curva <y es un grafo sobre el eje 0, periédico en 6. En tal
caso, 7y es cerrada y embebida si y sélo si la 6-distancia entre dos mdximos (o minimos)
consecutivos de t|., es igual a 27t/ k, para algiin k € IN.

ii) Sisino(sy) = —1, entonces hay puntos de la curva y con vector tangente vertical (por
lo que «y no serd un grafo horizontal). En tal caso, <y es cerrada y embebida si y sélo si

0(sg) = 0(s1).

DEMOSTRACION. Previamente notemos que para un punto critico s’ de t|,, se tiene
que
(dt/ds)(s") = coso(s') =0,

a partir de las ecuaciones del sistema (2.7), y entonces sino(s’) = +1, y necesariamente

o(s) € {7;32”}

Nosotros supondremos que sy es un maximo estricto de tlv' con sino(sg) = 1. Es decir,
o(so) = /2. Para el siguiente punto critico s, los dos casos del enunciado de la Propo-
sicién representan las dos posibilidades para sin o (s;).

De las hipétesis deducimos que la funcion ¢ es decreciente en (sg,s1) (f presenta un
maximo estricto en s = sp, por lo que sera estrictamente decreciente paras > sy préoximos;
como no hay mds puntos criticos en (sg, s1), se concluye que t es estrictamente decreciente
en dicho intervalo).

Sea ahora ¢ < t(s1). Entonces, a partir de (2.8), es facil ver que f(t(s)) sinco(s) es una
funcioén estrictamente monétona o constante, para s € (so, s1). En efecto, como

t(s

Fts)sina(s) = E+n [ p@)az,

con E € R constante, se sigue que sih = 0, f(t(s))sino(s) = E constante. Y si h # 0, la
funcién

NG

es estrictamente decreciente en s (al ser t estrictamente decreciente en s); En tal caso,
f(t(s))sinc(s) serd estrictamente monétona (decreciente si i > 0, creciente si h < 0)
como funcién de s.

Supongamos ahora que sinc(s1) = 1, con lo que o(s1) = 71/2. Al ser f(t(s))sino(s)
estrictamente mondétona o constante en (so,s1), y tomar valores positivos para s = sp y
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s = sy, se tiene que f((s)) sinco(s) > 0 para todo s € (so, s1). Entonces, claramente
d  sinc 0
s~ fe)
para s € (so,s1). Esto ya implica que la curva -y es un grafo sobre el eje 6 en dicho inter-
valo, ya que
dt  dt/ds
do — do/ds
existe para cualquier s € (so,s1), con lo que f resulta ser grafo sobre 6. Por la Nota[2.3.3]
este comportamiento se repetird periédicamente a lo largo del eje 8, con lo que efectiva-
mente, y es un grafo periédico en 6.

Finalmente, como 6 € S!, podemos considerar que 0 toma valores en el intervalo
[0,27] (0 en algan “multiplo”de este intervalo). Entonces, si v es una curva cerrada y
embebida, su #-periodo serd un divisor de la amplitud de dicho intervalo, o equivalen-
temente, coincidird con 27t/k, para k € IN. El reciproco de esta afirmacién también es
inmediato.

Supongamos ahora que sinc(s1) = —1, por lo que o(s1) = 377/2. Entonces, como
f(t(so))sinc(sg) >0,
f(t(s1))sinco(s1) <O,

y tal funcién es estrictamente monétona en (sp, s1) (obsérvese que serd decreciente, y en
consecuencia, necesariamente i1 > 0 por lo comentado antes), existird un tnico instante
s’ en dicho intervalo donde la funcién se anule. Equivalentemente, sinco(s’) = 0. Eso
implica que (d0/ds)(s’) = 0y cosco(s’) = %1, por lo que o(s") € {0, }. Asi, el vector
tangente a la curva en (0(s'), t(s")) sera vertical:

d
d—Z(s’) = £+(0,1) = +d,.

Por tanto, la curva no puede ser escrita como grafo sobre 6. Mas concretamente, el hecho
de que o(sp) = /2, 0(s1) = 37/2y sy < s1, fuerza a que los valores tomados por o (s)
en (sg, s1) tengan valores negativos para el coseno, por lo que o(s’) = 71, y entonces

dy

—(s') = —0¢.

ds () !

Finalmente, por la Nota la curva <y sera simétrica respecto a las geodésicas verti-
cales {6(s0)} x I'y {6(s1)} x I (yaques = spys = s; son puntos criticos para t). Si
8(so) = 6(s1), dicha simetria implica que 7y es curva cerrada y embebida. Si 6(sp) # 6(s1),
las simetrias correspondientes nos dan autointersecciones en 7y, que entonces no serd em-

bebida. -

La principal consecuencia de la Proposicién[2.3.5lanterior es que caracteriza las curvas
de curvatura geodésica constante que presentan algtin maximo estricto para la coorde-
nada t. Este hecho nos permite distinguir las dos posibilidades que se pueden presentar.
Asi, llamaremos onduloides a las curvas descritas en la Proposicion[2.3.5/que son grafos so-
bre el eje 0, y nodoides a las que presentan puntos con vector tangente vertical. Nétese que
estas curvas no son cerradas y embebidas en general, y que en cada caso, la Proposicién
anterior nos proporciona un criterio para discutir tal caracteristica.

Cualquier onduloide 7y es siempre un grafo periédico sobre 6; de hecho, en la demostra-
cién de la Proposiciéon se ha visto que sinc > 0 en todo instante. Asi, cuando 7 sea
cerrado y embebido, podremos expresarlo como

v(8) = (6, t(9)), 6 € [0,27).
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S

FIGURA 2.1. Nodoide y onduloide en S x I

Esto permite calcular su longitud de la manera habitual para un grafo, obteniendo que

2.9) L(7) = /O o \ F(£(6))2 + (dt/d6)2 do.

Por otro lado, en lo que sigue, llamaremos periodo de un onduloide -y a la 6-distancia entre
dos méximos (0 minimos) consecutivos para la coordenada ¢|,.

Nota 2.3.6. La expresion (2.9) es cierta en general, para cualquier curva de la superfi-
cie que sea un grafo sobre 6.

A partir de la primera integral (2.8), es posible encontrar una expresion para la cur-
vatura geodésica de los onduloides.

Lema 2.3.7. Sea y un onduloide contenido en 8! x I, y sea h su curvatura geodésica respecto
del vector normal definido en (2.6)). Entonces,

(2.10) p = f(ts2)) = f(t(s1))
i £(8) de

donde sy, sy son dos instantes en los que <y alcanza sus puntos minimo y maximo, respectivamente.

DEMOSTRACION. Sea E(s) la primera integral (2.8) asociada a v, para ¢ = t(s1). Sa-
bemos que E(s) es constante, para todo s. Por consiguiente, E(s;) = E(sy). Como
t(s2)

E(s) = f(ts1), Els2) = f(s2)) —h [ f@) e,

se obtiene (2.10) de forma inmediata. O

Nota 2.3.8. Veremos que las condiciones de monotonia que impongamos sobre la
curvatura de Gauss K, determinardn el comportamiento monétono de f. Teniendo en
cuenta este hecho, a partir de la expresion (2.10), podremos determinar el signo de la
curvatura geodésica de los onduloides en ciertas situaciones.

En cuanto a un nodoide, en la demostracion de la Proposiciéon se ha visto que
su curvatura geodésica es positiva. Ademas, es claro que, en caso de que sea cerrado y
embebido, bordeard un disco en nuestra superficie.

Los siguientes resultados referentes a nodoides cerrados y embebidos, aparecen en
[82] en el contexto de superficies S! x I con métrica determinada por funciones de
clase C2. Sin embargo, son ciertos también para funciones de clase C!, y C? a trozos, como
vamos a comprobar. La razén es que el resultado analitico en el que se basan, debido a
Osserman [79, Lemma 7], se verifica bajo esas hipdtesis mds débiles. Por ello, a la vista de
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(2.2), nuestro estudio va a incluir a superficies con curvatura de Gauss continua a trozos,
y algunos resultados de [82] se van a poder extender en tal situacion.

Lema 2.3.9. ([82, Lemma 2.3]) Sea C un nodoide cerrado y embebido de Sl x I. Entonces, C
no puede estar contenido en una region donde la curvatura de Gauss sea monétona no constante.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién[2.3.5, C presentara puntos con tangente vertical,
donde el dngulo ¢ es igual a 0, y por tanto cos ¢ es igual a 1. Con una adecuada rotacion,
podemos suponer que uno de esos puntos se halla sobre = 0, y que la curva esta con-
tenida en {0 > 0}. Ademads, parametrizaremos C para que sinc tome el valor 1 en los
puntos donde t|¢ alcanza su maximo.

Sean ahora 6y, 0; > 0 las proyecciones sobre el eje 6 de los puntos de C con angulo
o = —mn/2y o = m/2, respectivamente. Dichos puntos corresponden con los valores
minimo y méximo de t|c. Por la Proposicion sabemos que y = 61, al ser C un
nodoide cerrado y embebido.

Nos centramos ahora en dos trozos del nodoide que son grafos sobre 6. Los puntos
de C que tienen angulo o en el intervalo [—71/2,0), se corresponden con la parte Cy de
la curva C que va desde el minimo #(6y) hasta el punto con tangente vertical para 6 = 0.
Es claro que Cy es un grafo sobre [0, 6y]. Andlogamente, los puntos de C con angulo o
en (0,71/2] se corresponden con la parte C; C C que va desde el punto con tangente
vertical en 6 = 0 hasta el maximo ¢(6; ). Como antes, C; resulta ser un grafo sobre [0, 61 ].
Restrinjamos la funcién cos o a cada grafo C; y C,, donde se puede ver como funcién de
6. Obsérvese ademas que para 6 = 0,

cosc(0) =1, dc;;a(o) = —hf,

a partir del sistema (2.7).
No es dificil comprobar [82, Lemma 1.4] que uy(6) = cosc(6) es solucion de
dZ
@11) = ffu=0,
en el intervalo [0, 6y]. Ademds ug es positivaen [0,6y), yaque c(0) € (—7/2,0], y se anula
por primera vez para 6 = 6.

Igualmente, u1(6) = cosc(6) es solucion de (2.11) en el intervalo [0,6;], y también es
positiva en [0, 61 ), anuldndose tinicamente en 6 = 6.

Supongamos ahora que C estd contenida en una regién con curvatura de Gauss K
creciente. Entonces (f')? — ff” tendra el mismo comportamiento monétono, segtin la
Nota por lo que serd mayor sobre los puntos de C; que sobre los de Cy (C; se
encuentra por encima de Cp). Aplicando [82, Lemma 1.5], se concluye que 6y > 6;. En el
caso de que C esté contenida en una regién con K decreciente, se llega de forma similar a
que 0y < 6. Ambas situaciones contradicen el hecho de que C sea cerrado y embebido,
lo que concluye la demostracion. O

Nota 2.3.10. A partir del Lema se sigue que dado un nodoide cerrado y embe-
bido, o bien esta contenido en una regién donde la curvatura de Gauss K es constante,
o intersecara simultineamente a una region de la superficie donde K es estrictamente cre-
ciente, y a otra donde K es estrictamente decreciente.

Lema 2.3.11. ([82, Lemma 3.4]) Sea M = S! x I una superficie con métrica 2.1), simétrica
y con curvatura de Gauss K mondtona con respecto a la distancia al ecuador S* x {0}. Sea C C M
un nodoide cerrado y embebido, no contenido en una region con curvatura de Gauss constante.

Entonces, C cortaa S' x {0} de forma simétrica y ortogonal.
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DEMOSTRACION. Denotemos por T,S € I a los valores maximo y minimo alcanza-
dos por t|c. Por el Lema[2.3.9) C ha de cortar al ecuador S x {O} porloque S <0 < T.
Parametricemos el nodoide C como una solucién (6(s), t(s)) de (2.7) con condiciones ini-
ciales t(0) = T, 0(0) = /2. Podemos suponer sin pérdida de generahdad queh > 0
(equivale a recorrer el nodoide con adecuada orientacién, para que el normal apunte ha-
cia el interior). Sea E el valor constante tomado por la primera integral asociada a C,
parac € I, ¢ < min{S, —T}. Entonces, necesariamente que E < 0 (si E > 0, a partir de
(2.8) se tendréd que

t
E+h [ f(&)dg
f(t(s))
en todo instante s, con lo que el nodoide resultaria ser un grafo sobre 6, lo que es contra-

dictorio). Por otra parte,

sino(s) = >0,

T
E=E(0) = f(T)~h | f(&)de

mientras que si evaluamos en el instante en el que f|¢ alcanza su minimo, se tiene que
S
212) E=—f(5)~h [ f@)ae

Sea ahora s’ tal que t(s') = 0 (existird un tal instante porque C corta al ecuador).
Entonces

E = E(s') = f(t(s')) sinc (s h/ (@

SiE= hft s/ &)d¢, entonces f(t(s')) sinc(s") = 0, de donde sinco(s’) = 0, y por
tanto o(s’) € {0, r}. Entonces, el corte con el ecuador seria ortogonal y ademds, C resul-
tarfa simétrico al ser cerrado y embebido, lo que concluiria la demostracién. Supongamos

entonces que E # —h fct(s/) f(&)d¢, y razonemos hasta llegar a contradiccion.

Consideremos la reflexién C del nodoide C con respecto al ecuador, y parametricemos
C como solucion (8, f) del sistema (2.7), con condiciones iniciales f(0) = —S, 5(0) = /2,
y sea E el valor constante de la primera integral (2.8) asociada, que serd igual a

-S
o LGLS
Téngase en cuenta que —c > 0. Como

0 —c
2 [ F@dg =1 [ F(@)de

[ f@e= [ e

por la simetria de f, es facil comprobar que

(2.13) E+h /Cof(g)d(f v Eth /Cof(é)dg —0.

Asi, podemos suponer que

0
(2.14) E+h / F(@)dE >0
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(en caso contrario, basta reemplazar C por su reflexiéon C). En consecuencia, para los
puntos de Ccont > 0,

0<E+h/ofgdg=f(t( ) sinc(s h/ G d§+h/f
= f(t(s)) sino(s h/ f(¢

por lo que sino(s) > 0. De ahi deducimos que C N {t > 0} es un grafo sobre 6.

Probemos ahora el siguiente resultado técnico: para cualquier #' € I tal que el valor
—t" es tomado por t|c, se tiene que

) - [ f@dE < E.

En efecto,

1) = [ f@de =50y - [ g@de+ (0 [ s@de-n [ see)

C
—

= —f(=t)+h | f@wg—hccf@MC
= —f(~t)+h Jf(C dC—2h/0f(§)d§

< —f(—t) sinoy+ h 7f )dE — Zh/f
< E4+2E=E

donde en la segunda y tercera igualdad hemos usado que

@ = [ @, [ pie=2 [ r@ae

por la simetria de f, en la cuarta linea oy es el valor del angulo ¢ correspondiente al
punto de C a altura —#/, y en la tltima linea utilizamos el valor de E en funcién de —t' y

la desigualdad (2.14).

Nota . Notese que las hip6tesis sobre t’ se hacen para poder calcular E correctamente;
si t|c no tomase el valor —#/, entonces no tendria sentido E(—t').

En el caso de que el valor —S € I fuera tomado por t|c, entonces aplicando la anterior
desigualdad a ' = S se tiene que

[ S <E,

lo que contradice (2.12). Por tanto, t|c no tomara dicho valor, y en consecuencia, S < —T.

Veamos ahora que C queda por debajo de C, para t > 0. Cada vez que ambas curvas
se cruzan, se tiene que ¢ = f. Como

E=f(t) sinc—h [ f(e)a

g
E=f(f)sine —h | f(&)de

C
concluimos que, en dichos puntos,

E—E = f(t) (sinc —sin&).
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El signo de la constante E — E se puede determinar a partir de la igualdad anterior, eva-
luando en t = f = #(s') (a partir de la definicién de s’, ambas curvas C y C se cruzaran en
dicho instante).

Como t(s’) > 0, por lo que se ha visto antes se tiene que sinc(s’) > 0, con lo que
sind(s’) < 0, al ser C la reflexién de C con respecto al ecuador. Consecuentemente,
E—E >0,y por tanto
sino > sind,

cada vez que las curvas se crucen. Ademads, como sind(s') < 0 < sino(s’), se sigue que
o(s') € (0,71) y &(s') € (71,27), y entonces > t al inicio, o equivalentemente, C est4 al
principio por encima de C,en t > 0.

Supongamos que hay un primer instante 6 en el que las curvas se cruzan. En tal instante,
la curva C, que se hallaba por debajo de C, tendra mas pendiente. Como ambas curvas

seran grafos sobre 6 en un intervalo centrado en 6y (C es grafo para t > 0, y por tanto, C
no puede ser vertical en el punto de interseccién, por ser nodoide cerrado y embebido),
podemos comparar las pendientes:

dt dt
— >
a6\ %) > g0
lo que implica que coto(6y) > cotd(6y), a partir de (2.7).

Por otro lado, como sinc(6y) > sind(6y) (al ser 6y un instante de corte), y ademas
sing(6p) > 0 (si fuera negativo, el nodoide cerrado y embebido C no podria ser la re-
flexion de C), se sigue que
1 1
- < =
sinc(6y)  sind(6y)
coso(0y) < cos(by),

lo que nos da que coto < cot &, llegando a contradiccién. Por tanto, las curvas no pueden

cruzarse nunca, y asi C quedara por encima de C en t > 0. Este hecho se usara ahora de
forma indirecta.

Sean ahora (6, t1), (6o, t2) dos puntos de C, con t1,t, € I, t; < t. Supongamos que
la curvatura de Gauss K es decreciente desde el ecuador (en caso de que sea creciente,
se obtendran las desigualdades contrarias y se llegard a la misma conclusién). Entonces,
también lo serd la funcién (f')? — ff".

Sit, < 0, entonces t; < t, < 0, conlo que [(f')> — ff"](t1) < [(f)? — ff"](t2).

Sit, > 0, podemos considerar C, que estard por encima de C, y entonces —t; > t,
conlo que t; < —t; < 0, teniéndose finalmente que

()2 = ££71(0) < [(F)? = f£7) (=) = [(f)* = ff"](R2),
por la simetria de f.

Por tanto, de una u otra forma, se puede afirmar que si t; < t,, entonces

[(F)? = ££71(1) < () = fF)(t2)-
Ademas, existira un par de puntos verificando tal desigualdad de forma estricta, ya que la

curva C no estd contenida en una regién con K constante, y por tanto (f')? — ff” tendr4 el
mismo crecimiento estricto que K.

En esta situacion ya podemos aplicar el mismo argumento usado en la demostracion
del Lema para concluir que el nodoide C no sera cerrado, luego tampoco embebido,
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lo que es contradictorio. Por tanto, necesariamente

0
—r
y entonces el corte con el ecuador es ortogonal y el nodoide resulta simétrico. O

Nota 2.3.12. Es claro que si un nodoide C contenido en una superficie 81 x I simétrica,
interseca al ecuador ortogonalmente de forma simétrica, entonces C serd necesariamente
cerrado y embebido, debido a su forma general (véase la Figura2.T). Por tanto, el recipro-
co del Lema también se cumple.

2.4. Curvas estables en S! x [. Operador de Jacobi y valores propios asociados

En esta Seccién recordaremos el concepto de estabilidad de una curva, e introducire-
mos el operador de Jacobi. El estudio de dicho operador, y especialmente del problema
de valores propios asociado, nos proporcionara criterios de estabilidad para las curvas
con curvatura geodésica constante de nuestras superficies.

Sea C C M una curva, no necesariamente conexa, encerrando un determinado valor
del drea. Consideremos una variacién {q)t}ltl ¢ de C, esto es,

¢r:C— M, paratodot e (—¢c¢),
difeomorfismo de C en ¢;(C), con ¢o(C) = C. Llamemos C; = ¢;(C).

Denotemos por A(t) al drea encerrada por la curva C;, y por L(t) al perimetro de C;.
Con esta notacion, diremos que la variacion preserva el érea si A(t) = A(0), para todo
instante t € (—¢,¢). En este contexto variacional, estamos en disposicién de definir las
nociones de curva estacionaria y curva estable.

Definicién 4. Sea C una curva contenida en M, no necesariamente conexa, con peri-
metro finito, y encerrando un determinado valor del area.

Diremos que C es una curva estacionaria si £'(0) = 0 para cualquier variaciéon de C
que preserve el area.

Diremos que C es una curva estable si es estacionaria y L ’(0) > 0, para cualquier
variacion de C que preserve el drea.

Las curvas estables constituyen los puntos criticos del funcional perimetro, al consi-
derar variaciones preservando el drea, mientras que las curvas estables son los minimos
locales de dicho funcional [4]. Evidentemente, las regiones isoperimétricas estardn bor-
deadas por curvas estables.

Las expresiones de las derivadas de los funcionales 4rea y perimetro asociados a una
variacion {¢; } ;| <, de una curva C, conocidas en la literatura como férmulas de variaci6n,
pueden ser calculadas explicitamente [89]. Dichas férmulas van a suponer una impor-
tante herramienta analitica para nuestros intereses. Denotemos por X al campo vectorial
infinitesimal asociado a dicha variacién (campo velocidad inicial), definido por

X = ;t Pt
t=0
que es diferenciable sobre la curva C. Consideraremos también la componente normal
interior u : C — R de dicho campo, definida por u = (X, N), donde N es el vector
normal a la curva C apuntando hacia el interior. Con esta notacion se tiene el siguiente
resultado,
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Lema 2.4.1. ([89, § 9]) Sea C una curva contenida en M, y sea { ¢+ } 4| . una variacion de C.
Entonces, las derivadas de los funcionales A(t) y L(t) en t = 0 vienen dadas por

A'(0) = —/Cu(s) ds,
£'(0) = —/Ch(s)u(s)ds,

donde h es la curvatura geodésica de C con respecto al normal que apunta hacia el interior.

Las primeras consecuencias que se extraen del Lema son bien conocidas: las
curvas estacionarias (y por tanto, también las estables) han de tener curvatura geodésica
constante [7], y una variacién de C preservaré el drea si y solo si

/Cu(s) ds = 0.

En cuanto a la segunda derivada del perimetro, para variaciones preservando el
perimetro, se tiene lo siguiente:

Lema 2.4.2. Dada una curva estacionaria C contenida en M y una variacion {@; } ;<. pre-
servando el drea hasta segundo orden, la sequnda derivada del perimetro L(t) en t = 0 viene dada
por

d2
(2.15) £"(0) = —/Cu {dsg‘ + (K + h?) u}ds,

Nota 2.4.3. Sea C una curva estacionaria y consideremos una funciéon u : C — R
diferenciable. A partir de [4, Lemma 2.4], es posible construir una variacién de C, de
forma que u sea la componente normal asociada a dicha variacién. Ademés, si la funcién
u tiene media nula, entonces la variaciéon inducida preservara el rea.

La Nota [2.4.3|anterior nos conduce a la siguiente interpretacion analitica de la estabi-
lidad. A partir de este instante, dada una curva C C M y una funcién diferenciable
u : C — R, denotaremos por I(u) a la expresiéon de la segunda derivada del funcional
perimetro asociado a la variacién que induce u sobre la curva C. Entonces, a partir de

(2.15) se tiene que

2
(2.16) I(u) = —/Cu{flszljt(K—%hz)u}ds.

Asi, la estabilidad de una curva estacionaria C serd equivalente a que

(2.17) I(u) > 0, para cualquier funcién u : C — R tal que / uds =0.
c

La expresion (2.16) define una forma bilineal cuadrética en el espacio de funciones
diferenciables en C, que llamaremos forma indice asociada a C:

2
(2.18) Q(u,v) = — /C u {fils;) + (K +1?) v}ds,

con u,v : C — R funciones diferenciables.

Ademas, el operador autoadjunto asociado

2
(2.19) J(u) = fzsl; +(K+1)u

serd el operador de Jacobi asociado a C.
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Fijada una curva C C M, una funcién u : C — R que satisfaga J(#) = 0 serd deno-
minada como funcién de Jacobi para C.

Por ejemplo, es facil comprobar que la componente normal del campo vectorial de Killing
dg (campo de rotaciones en nuestra superficie), respecto del vector normal definido por
(2.6), vendra dada por

u=(N,dy) = f(t) coso,
teniendo en cuenta la métrica (2.1). Pues u es siempre una funcién de Jacobi para cual-
quier solucién de (2.7). En efecto, es trivial ver que

du , . du 7
ngzf(ﬂ——hfﬁ)ana, E?—:(f (t) — B f(t)) cos o,

a partir de (2.7), con lo que, usando (2.2), se llega a que
J(u) = (f"(t) = h? f(t)) coso + (K+ 1) f(t) coso = (f"(t) + K f(t)) coso = 0.

Ademas, las variaciones de una curva que preserven la curvatura geodésica a lo largo
de toda la deformacién también proporcionardn funciones de Jacobi. En general, una
variacion deforma la curva en cada instante, por lo que también cambia la curvatura
geodésica. La variacion de la curvatura en el instante inicial viene dada por (véase [6,
Th. 2.7])

K )= (),
dt |,y

donde u es la componente normal de la variacién. Asi, si consideramos una variaciéon
que mantenga constante la curvatura de la curva en todo instante, tendremos que (2.20)
se anula y, por tanto, u serd una funcién de Jacobi.

(2.20)

Para estudiar la estabilidad, nos va a resultar de gran utilidad considerar el problema
de valores propios del operador de Jacobi (2.19) asociado a una curva cerrada C:

(2.21) J(u)+Au=0,
donde u : C — R es una funcién no nula de clase C2.

Llamaremos valores propios a los nliimeros reales A para los que existen funciones veri-
ficando (2.2T). Nos referiremos a dichas funciones como funciones propias asociadas a los
valores propios. Algunas propiedades bien conocidas de este problema se resumen en el
siguiente lema.

Lema 2.4.4. ([33, Chapter 8, Theorem 2.1],[30]) Dada una curva cerrada C C M, los
valores propios asociados al operador de Jacobi forman una sucesion creciente {A;}i>1. Ademds, el
espacio vectorial V). de funciones propias asociadas a A;, para un problema de valores propios con
condiciones en la frontera, es unidimensional, y cada ¢; € V), tiene exactamente i — 1 ceros.

Nota 2.4.5. Notese que si u es una funcién de Jacobi definida en una curva C, entonces
u es una funcién propia para el operador de Jacobi, con cero como valor propio asociado.

Los siguientes resultados nos van a proporcionar informacién sobre los primeros
valores propios del operador de Jacobi (2.19) asociado a algunas curvas de curvatura
geodésica constante de nuestra superficie: circulos de revolucién, nodoides, onduloides
y geodésicas verticales.

Lema 2.4.6. Sea S x {t} un circulo de revolucién contenido en M. Entonces, el primer valor
propio Ay (t) asociado al operador de Jacobi viene dado por

_ 2=
M) = — 0E = —(K+H)(t).
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DEMOSTRACION. Considérese cualquier funcién constante v : S! x {t} — Rnonula.
Es claro entonces que

N2 _ "
J(0) = (K+12)(t) 0 = [(f)f(tfz 1w,

de donde se tiene que
PO (V0 ed 7 010
f()?
es valor propio asociado a (2.19), con funcién propia v. Como dicha funcién no se anula
nunca, necesariamente serd la primera funcién propia (véase el Lema2.4.4), y por tanto,

N2 _ "
A:Al(t):_[(f)f(t{z 1)

como habiamos anunciado. O

El siguiente lema muestra que el primer valor propio del operador de Jacobi asociado
a cualquier geodésica es nulo.

Lema 2.4.7. Sea C una geodésica contenida en M. Entonces, el primer valor propio del ope-
rador de Jacobi asociado a C es cero.

DEMOSTRACION. Como C es una geodésica, se tiene que su curvatura geodésica /1 es
nula. Tomando u = f|c : C — R, a partir de (2.2) se sigue que

Ju)=f"+(K+1)f=f"+Kf =0,

con lo que u = f|c resulta ser una funcién propia positiva con valor propio asociado
cero. Como u no se anula, concluimos que ha de ser la primera funcién propia, y asi,
AM(C)=0.

Antes de enunciar algunos resultados referentes a los valores propios de onduloides
y nodoides, realizamos previamente la siguiente definicién. Dada una curva C y una
funcién de Jacobi u para C, nos referiremos por region nodal de C (determinada por u) a
cualquier componente conexa del complementario en C del conjunto {x € C : u(x) =
0}. El Teorema del Dominio Nodal de Courant [30, Ch. I, p. 19] nos va a proporcionar
una importante herramienta que relaciona los valores propios del operador de Jacobi
asociado a una curva, con las regiones nodales de dicha curva.

Teorema 2.4.8. (Teorema del Dominio Nodal de Courant) Sea C una curva contenida en M,
yseau : C — R una funcién de Jacobi que determina k regiones nodales. Entonces u es funcién
propia del subespacio V), con cero como valor propio asociado, satisfaciendo que i > k.

Como consecuencias inmediatas de dicho teorema, se obtienen los siguientes resulta-
dos.

Lema 2.4.9. Sea C un onduloide cerrado y embebido contenido en M. Entonces el primer
valor propio del operador de Jacobi asociado a C es negativo, y el segundo valor propio es no-
positivo.

DEMOSTRACION. Consideremos el campo de rotaciones asociado a M, y sea u la
componente normal asociada. Entonces, u|c es una funcién de Jacobi para el onduloi-
de C, y por tanto, una funcién propia asociada a (2.21), con valor propio cero.

Como C es cerrado y embebido, su periodo sera igual a 27t /k (k € IN), por la Proposi-
cién Entonces C presentara k puntos donde se alcanza el méximo para t|c, y otros k
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puntos donde se alcanza el minimo. Es claro que u|¢ se anula justamente en los extremos
relativos de t|¢c, y de esta forma, u|c determinard, al menos, dos regiones nodales en C.

Por el Teorema del Dominio Nodal de Courant concluimos que el segundo valor pro-
pio de C es menor o igual que cero, y en consecuencia, el primer valor propio serd nece-
sariamente negativo. O

Corolario 2.4.10. Sea C un onduloide cerrado, embebido y estable contenido en M. Entonces
el primer valor propio del operador de Jacobi asociado a C es negativo, y el segundo valor propio es
nulo.

DEMOSTRACION. Dada cualquier curva conexa estable, el segundo valor propio para
el correspondiente operador de Jacobi es siempre mayor o igual que cero. Esto se debe a
que, en caso contrario, a partir de dos funciones propias asociadas al primer y segundo
valor propio, es posible obtener una funcién v de media nula tal que I(v) < 0 (los deta-
lles se pueden consultar en la demostracién del Lema posterior), lo que contradiria
la estabilidad de la curva (véase (2.17)). Asi, a partir del Lema se concluye que el
segundo valor propio de C ha de ser igual a cero. ]

Nota 2.4.11. El enunciado del Lema se da también para nodoides cerrados y em-
bebidos, aplicando el mismo razonamiento. Por tanto, dichas curvas también presentan
primer valor propio negativo.

Enunciamos ahora algunos resultados que usaremos a lo largo de este trabajo, rela-
cionando la estabilidad de una curva con los conceptos de regién nodal y valor propio
anteriormente definidos.

Lema 2.4.12. Sea C una curva conexa y estable, y sea u : C — R una funcién de Jacobi.
Entonces u determina, a lo sumo, dos regiones nodales en C.

DEMOSTRACION. Supongamos que u da lugar a tres 0 mds regiones nodales en C.
Como J(u) = 0, se sigue que u es una funcién propia para el operador de Jacobi, con
cero como valor propio asociado. Entonces, denotando por {A;}; al conjunto de valores
propios, y por A, al valor propio asociado a u, el Teorema del Dominio Nodal de Courant
implica que

0=A, 2 As.

De ahi se deduce que A1, A, < 0. Sean ¢4, ¢, las correspondientes funciones propias
definidas sobre C.

Consideremos v : C — R definida por v = a1 ¢1 + &z ¢, con a1, a € R. Como

/;Uzﬂél/cflh—ﬂxz/cq?z,

es posible hallar valores reales no nulos para a1, a;, de forma que

/020.
C

Concretamente, basta tomar a; € Rnonuloy

recordando que el denominador no se anula al ser ¢; una funcién propia de signo cons-
tante.
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Asf, la variacién asociada a v preservara el drea encerrada por C. Ademas,
1(0) == [[0)0) =~ [[911(91) ~ a3 | 42](¢2)

:ﬁhéﬁ+@héﬁ<a

lo que contradice (2.17) y, por tanto, que C sea estable. Por tanto, se cumple lo enunciado.
O

Corolario 2.4.13. Si una curva conexa posee una funcién de Jacobi con tres o mds regiones
nodales, entonces la curva no es estable.

Lema 2.4.14. Sean Cy, C; dos curvas cerradas, embebidas y conexas contenidas en M, con
la misma curvatura geodésica constante (con respecto a los vectores normales interiores). Supon-
gamos que A1(C1) < 0y A1(Ca) < 0. Entonces, C; U C; es inestable.

DEMOSTRACION. En efecto, tomemos ¢; : C; — R una funcién propia asociada al
primer valor propio A1(C;). Entonces J(¢;) + A1(Ci) ¢i = 0. Ademads, como ¢; es funcién
propia asociada al primer valor propio A;(C;), tendrd signo constante y por tanto

/C ,» ¢i # 0.
Es posible hallar « € RR tal que
o + / =0.
/;1 4)1 (@) (Pz
En realidad, basta tomar
_ - J o 2
N=——
fcl P

Asf, la funcién u : C; U C, — R dada por
U= u 4)1/ in Cl/
| ¢, InGy

tiene trivialmente media nula. Por tanto, la variaciéon de C; U C; asociada preservara el
area encerrada. Como

1w =~ [ ¢ 190~ [ ¢21(92)

— (@) [ gi+m(C) [ ¢<o,
C] CZ
se sigue que C; U C; es inestable, en virtud de (2.17). O

Nota 2.4.15. Es facil probar que el anterior Lema|2.4.14|es cierto no s6lo en superficies
tipo S x I, sino en cualquier superficie riemanniana.

Concluimos esta Seccién mostrando algunos resultados que tratan la estabilidad de
las distintas curvas de nuestra superficie con curvatura geodésica constante. Empezamos
indicando la condicién para que un circulo de revolucién contenido en ! x I sea estable.

Lema 2.4.16. ([82, Lemma 1.6]) Un circulo de revolucion S' x {t} es estable si y sélo si

2

(2.22) (K+12)(t) < 2T

20 o equivalentemente  [(f')* — ff"](t) < 1.
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DEMOSTRACION. A partir de (2.2) y (2.4), es trivial comprobar que, sobre el circulo
S! x {t},1a funcién K + h? es constante e igual a

[(f)? = ££71()
fr
Eso hace que la estabilidad de tal curva sea equivalente a que el primer valor propio no
nulo AL(t) del laplaciano en S! x {t} sea mayor o igual que dicha constante [5, Prop. 2.13].
Noétese que S x {t} es isométrico a un circulo de radio f(t). Considerando la funcién
u(s) = cos(6(s)), es facil ver, a partir de y teniendo en cuenta que o(s) = /2,
t(s) = tenS! x {t}, que

Entonces,

por lo que la estabilidad equivaldra a que
1= ff
> t),
ORI

con lo que se obtiene lo enunciado. O

Nota 2.4.17. Sea f € I tal que [(f')?> — ff"](f) = 1. En tal caso, el operador de Jaco-
bi (2.19) en el circulo de revolucién S! x {f} viene dado por

1
Ju)=u"+ —=u.
f(£)?
Es facil ver, de manera analoga a lo visto en la anterior demostracién, que las funciones
definidas por sin((s)) y cos(6(s)) son funciones de Jacobi en S x {f}.

El siguiente resultado nos da una propiedad que verifican los nodoides cerrados y
embebidos que son estables, cuando nuestra superficie presenta ciertas caracteristicas.
Mas concretamente, nos determina su posicion en las superficies simétricas con curvatura
de Gauss monétona.

Lema 2.4.18. ([82, Lemma 3.4]) Sea M = S! x I una superficie dotada de una métrica 2.1)),
simétrica y con curvatura de Gauss K creciente con respecto a la distancia al ecuador S' x {0}.
Sea C un nodoide cerrado y embebido en M, no contenido en una regién con curvatura de Gauss
constante. Entonces, C es inestable.

DEMOSTRACION. En primer lugar, sabemos por el Lema[2.3.11|que C ha de intersecar
ortogonal y simétricamente a S' x {0}. Sea ¢ € I, ¢ < mint|c < 0, y consideremos la
funcién

' dz i)
u(s) = £/(HE) = h £ (1)) sina(s) = 2 [ F(@)z,
que es de media nula sobre C (al ser una curva cerrada), y se anula en los instantes donde
C interseca a §! x {0} (debido a la ortogonalidad con el ecuador y porque f’(0) = 0).
A partir de (2.7), es facil ver que

a2t . '
@:—sma h—751n(7 ,
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por lo que en los puntos criticos de t|c, como (dt)/(ds) = coso, se tendrd sinc = £1,y
entonces

&) _ (o)

ds?|;  f((s))

Asi, u resulta positiva en los minimos de t‘Cﬁ[C,O]r y negativa en los maximos de t’Cﬁ[O,fc}'

Por otra parte, es rutinario comprobar que J(u) = —K'(t) f(t) cos® o, y entonces
J(u) > 0 donde K es decreciente, es decir, en (c,0),y J(u) < 0en (0, —c).

Centrémonos ahora en | crfeo) 4 J(u). Como estamos suponiendo que C corta al pa-

ralelo S! x {0}, se sigue que el maximo local de ¢|¢ estard contenido en se encontrara en
S! x [0, —c]. Por tanto, u resulta negativa en C N [0, —c]. Entonces

—/ uf(u) <0.

CNI[0,—c]

—/ uf(u) <0,
CN[c,0]

1w =~ [ BRI(OE /. o0 <0,

lo que nos da la inestabilidad de C, como queriamos demostrar. 0

Nota 2.4.19. A partir de los Lemas[2.3.11]y 2.4.18|se sigue que si tenemos un nodoide
C cerrado, embebido y estable en una superficie simétrica con curvatura de Gauss K
monétona, entonces C intersecard al ecuador (si es ahi donde K alcanza su miximo valor),
o estarad contenido en una regién con curvatura constante.

Analogamente se tiene que

y en consecuencia,

Nota 2.4.20. Concluimos esta Seccién con un comentario referente a la estabilidad de
las geodésicas verticales. Obsérvese que estas curvas no encierran un drea por si solas. Aun
asi, es posible estudiar la estabilidad de una tal curva C, fijando otra curva C' que no
interseque a C, y viendo si la curva C U C’ es estable (tal curva ya encerrara un drea), para
variaciones que sélo afecten a C, preservando el drea de la region bordeada por dicha
curva.

Por otro lado, la expresién analitica de la estabilidad (2.17) que hemos obtenido ante-
riormente, es aplicable en estos casos sin ningtin problema, al involucrar tnicamente
funciones definidas sobre la curva en cuestion.

En el Lema posterior se verd que cualquier curva obtenida a partir de una deforma-
cion infinitesimal de una geodésica vertical, tiene siempre mds perimetro; por tanto, las
geodésicas verticales son siempre curvas estables.

2.5. Existencia de onduloides cerrados, embebidos y estables

El propésito de esta Seccion es estudiar con detalle las propiedades de las curvas
de tipo onduloide, que ya hemos que tienen curvatura geodésica constante. Mds con-
cretamente, estamos interesados en estudiar la existencia y la estabilidad de los onduloi-
des cerrados y embebidos. Tal y como se indic6 en la Introduccién, este tipo de curvas
apenas ha aparecido en trabajos anteriores que versan sobre el problema isoperimétrico
en superficies.

Para ello, primero estableceremos las condiciones que debe satisfacer una superficie
S! x I con métrica (2.1) para que existan onduloides cerrados y embebidos (recuérdese
que estas curvas no son siempre cerradas), siguiendo ciertas ideas que aparecen en [81].
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Tales condiciones no son muy restrictivas, lo que asegura la existencia de tales curvas en
gran cantidad de las superficies que consideraremos mas adelante.

En cuanto a los onduloides (cerrados y embebidos) estables, la primera condicién que
veremos es que se han de intersecar a un paralelo S' x {f} donde

[(F)? = f£1(B) =1,

0, en caso de que no exista dicho paralelo, intersecaran al circulo de revolucién donde
(f")? — ff" pase de ser menor que 1 a ser mayor que 1.

Dado un onduloide, la condicién de estabilidad se obtendra a partir de ciertos resul-
tados que aparecen en [59] (también en [62]), involucrando las derivadas de la curvatura
geodésica y del area encerrada, respecto variaciones del onduloide por onduloides, surgi-
dos al modificar su punto maximo. Las hipétesis para poder aplicar dichos resultados
requieren el estudio previo de los valores propios del operador de Jacobi en onduloides.
Dichos valores propios seran analizados usando ideas que aparecen en [81], y que los re-
lacionan con la derivada del periodo de un onduloide, cuando se consideran variaciones
manteniendo fija la curvatura geodésica.

Lema 2.5.1. Sea C un onduloide cerrado, embebido y estable en M, que no estd contenido en
la region {(f')* — ff" = 1}. Entonces hay puntos de C satisfaciendo (f')? — ff" > 1,y otros
puntos satisfaciendo (f')? — ff" < 1.

En consecuencia, caso de que la anterior region se reduzca a un paralelo, los onduloides cerra-
dos, embebidos y estables intersecardn a dicho paralelo.

DEMOSTRACION. Veamos primero que el cardcter cerrado y embebido de C implica
que no puede estar enteramente contenido en la regién {(f')> — ff" < 1}.

Recordemos que los onduloides son grafos periédicos sobre 6, y que sinc > 0 en todo
instante. Veamos el onduloide C como una solucién (6, £(6)) del sistema (2.7). Mediante
adecuada rotacién, podemos suponer que el minimo valor de t|c se alcanzaen 6§ = 0, y
que el primer instante en la region {6 > 0} donde se alcanza el maximo valor (siguiente
punto critico para t|c) es en 6y > 0. Claramente se tendra sinc(0) = sino(6y) = 1,y
cosc(0) = cosc(fp) = 0.

Noétese que el periodo de C es justamente 2 6. Al ser el onduloide cerrado y embebi-
do, se tiene 6y = 71/k, para algtin k € IN, por el Proposicién[2.3.5]

Es un célculo trivial (véase [82, Lemma 1.4]), comprobar que u = cosc(f) es una
solucion de la ecuacién diferencial

dzu 1\2 1"
(2.23) gz T = =0,

salvo en el eventual conjunto finito de puntos donde la funcién f no sea de clase C2,
donde 1" tampoco estaréd definida. Ademas, u(0) = 0.

Comprobemos ademds que u es positiva en (0,6p). Comoen 8 = 0y 6 = 6 se alcan-
zan un minimo y un méximo (relativos) consecutivos para t|c, entonces dt/df se anula
en ambos instantes, y tendrd signo en el intervalo (0, 6p). Mds aun, al ser t|¢ creciente en
tal intervalo, dt/d6 serd estrictamente positiva en (0, 6y). Pero a partir de (2.7),

ﬂ _ coso
d6  sinc

f#),

por lo que u = coso > 0 en (0,6)) (recuérdese que f > 0, y sinc > 0 en onduloides).
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Supongamos ahora que C est4 contenida en la regién {(f')> — ff” < 1}. Entonces, a
partir de (2.23), se tiene que

#u
do?
en el intervalo (0, 6y), gracias a la positividad de u.

+u =0,

Consideremos ahora la funcién v(6) = sin(6), solucién de la ecuaciéon
' +0v=0,
y verificando v(0) = 0, v'(0)=1.

Estamos en condiciones de aplicar [79, Lemma 7] (nétese que u es de clase C!, y que
la segunda derivada estd definida salvo en un conjunto finito de puntos), para concluir
que

u(0) > u'(0) 0(6),
para 6 € [0,r1], donde r; = min{6y, t} = 6y (ya que 6y = 7t/k (k € N)).

Evaluando en 6 = 6, como u(6y) = v(6y) = 0, la anterior desigualdad es en realidad
una igualdad. Entonces, un analisis del caso de igualdad en [79, Lemma 7] nos lleva a que
u" +[(f)? = ff"u=u"+uen 0,60, conlo que (f')> — ff" es constantemente igual a
1, en todos los puntos del onduloide. Esto contradice nuestras hipétesis iniciales, de for-
ma que, como habiamos anunciado, no pueden existir onduloides cerrados y embebidos
contenidos en la region {(f')? — ff" < 1}.

Veamos ahora que cualquiera de estos onduloides, si estd contenido en una regién
donde {(f")?> — ff” > 1} no idénticamente 1, es inestable. Es decir, la condicién de es-
tabilidad determina también la posicién del onduloide. Nétese que, una vez visto es-
to, un onduloide que sea cerrado y embebido, y ademads estable, tendrd puntos con
()2 — ff" < 1y otros con (f')> — ff” > 1, o estar4 totalmente contenido en una re-

gién donde {(f")? — ff" =1}.

Veamos pues que un onduloide cerrado y embebido contenido en {(f")? — ff" > 1}
es inestable.

Procediendo como antes, y con la notacién anterior, sea u(8) = coso(0) solucion
positiva de en (0,6p), con 6y > 0 el primer instante donde se alcanza el maximo
de t|c. Notese que u(0) = u(6p) = 0. Y sea también v(6) = sin(6), una solucién de la
ecuacion

v +v=0,
que es positiva en (0, 77), y se anula en los extremos.

Aplicando ahora [79, Lemma 8] de forma analoga, como en este caso (f/)> — ff” > 1,
se llegaré a que 6y < 7t (desigualdad estricta ya que (f')? — ff” no es idénticamente 1).

Como el periodo del onduloide, por la construccién hecha, coincide con 2 6, tendre-
mos entonces que dicho periodo es estrictamente menor que 271. Asi, para obtener un
onduloide cerrado y embebido, se necesitaran, como minimo, dos trozos fundamentales
(trozo del onduloide comprendido entre dos méximos para la coordenada t). Eso dar4, al
menos, dos minimos y dos maximos de t|¢ distintos. En tal caso, la componente normal
del campo X de rotaciones

u(@) = (X,N) = f(t) cosc(0)

se anulard, al menos, en cuatro puntos distintos, y en consecuencia, determinard cuatro
regiones nodales como minimo. Por el Corolario [2.4.13, se concluye que C es inestable.
]
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Nota 2.5.2. Remarcamos que, en la demostracién anterior, el hecho de que un on-
duloide C sea cerrado y embebido implica que C no puede estar contenido en la regién
donde (f')? — ff"” < 1,y que, si ademas C es estable, entonces no puede estar contenido
en la regién de donde (f')? — ff” > 1. Como nosotros estamos interesados en los ondu-
loides cerrados, embebidos y estables, hemos englobado ambos resultados en el anterior

Lema 2511

Nota 2.5.3. Los argumentos usados en la demostracién del Lema pueden apli-
carse sin problemas, incluso en el caso de que la funcién f sea de clase C!, y C? a tro-
zos, y por tanto, u = cosc(6) tenga las mismas propiedades de diferenciabilidad. Los
resultados bdsicos que se utilizan vienen demostrados en [79], y son ciertos bajo tales
condiciones. Ademads, afiadimos que el Lemma 1.5 que aparece [82] puede probarse con
estas hipotesis mds débiles de diferenciabilidad, lo que permitiria usar el Lemma 2.3 y el
Lemma 2.13 de [82] para llegar a las mismas conclusiones que en Lema anterior.

El siguiente lema nos indica las condiciones (intrinsecas a la superficie) que se han de
verificar para garantizar la existencia de onduloides cerrados y embebidos.

Lema 2.5.4. Supongamos que existe un paralelo S' x {f} contenido en M satisfaciendo
[(f")2 — ff")(F) = 1,y que ademds K es diferenciable y estrictamente mondtona en un entorno
de S' x {f}.

Entonces, existen onduloides cerrados y embebidos en M, préximos a S! x {f}.

DEMOSTRACION. Recuérdese que los onduloides se pueden expresar como grafos
sobre 6. Asi, escribiendo t = £(0), ¢ = ¢(8), como

it dt 1 £(t)

a0 dsdojds Y sing’

y
do do 1 fi(t) . f(t)
=z = (h—
40~ ds do/ds < i) M ) sino’
se tiene que el sistema de ecuaciones diferenciales que verifican tales curvas es
dt
. — = f(t
(2.24) 7 f(t) cot o,
do o f() o
o "sno f10).

Denotemos por (6, T, h) = (0,t(0,T,h),0(6,T,h)) ala solucién de con condi-
ciones iniciales t(0, T,h) = T, (0, T, h) = 7t/2 y curvatura geodésica h. Para T > [, estas
condiciones equivalen a que T sea el méximo valor tomado por ¢(6, T, h). Llamaremos
también i = f/(F)/ f(F).

Notemos que para condiciones iniciales T = ,h = I1,1a solucién a es justamente
el circulo de revoluciéon S! x {f}. Lo que vamos a demostrar es que para valores de T
proximos a f, existen soluciones al sistema (2.24) que son onduloides de periodo 27t/k
(para cierto k € IN), con lo que seran cerrados y embebidos por la Proposiciénm

En primer lugar, se tiene que las curvas (6, T, h), para (T, h) préximos a (£, 1), serén
circulos de revolucién u onduloides, ya que ¢(0,T,h) = 7/2, y sinc > 0. Esto tltimo
es consecuencia de que, tomando ¢ = f en (2.8), es facil ver que la primera integral E es
positiva para ! x {f}, y por tanto, también lo serd para (6, T, ). Asi

sino(6) = f(i@)) <E +h /t "o f(g)dg) >0,



30 2. RESULTADOS GENERALES EN SUPERFICIES

eligiendo f < 0 (para que /1 sea positivo, y por tanto, & también lo sea).
Definamos la funcién auxiliar F dada por
(2.25) E(T,h) =o(m, T, h).

Obsérvese quesi F(T,h) = /2 ylacurvay(6, T, h) es un onduloide, entonces su periodo
es justamente 27t/k, con k € IN (si la curva es un circulo de revolucién, entonces ¢ =
71/2 constantemente). Nuestro objetivo va a ser encontrar una funcién h(T) tal que para
T proximo a £, se tenga que F(T,h(T)) = /2 (asi, las curvas (6, T,h(T)) vendran
determinadas tnicamente por el punto méaximo T, y serdn onduloides de periodo 27t /k
o circulos de revolucién).

Para ello, seguiremos las ideas que aparecen en [81), Prop 3.1]; lo primero que haremos
sera calcular las derivadas parciales de la funcién F en el punto (, /), que claramente
coinciden con las derivadas parciales de ¢ en el punto (77, £, h).

Denotaremos por t1(6), t;,(60), ... (resp. or(6), 03,(0), . ..), a las derivadas parciales de
la funcién ¢(T,0,h) (resp. o (6, T, h)) en el punto (6, 1). Entonces, a partir de los desa-
rrollos de Taylor en (6, £,h) de las funciones t(6, T, h) y 0(0,T,h), y teniendo en cuenta
que

t,Fh) =1 o(6,fh) =m/2,

se obtiene
(226)  t(0,T,h) =Ff+ (T —¥F)tr (6

+5 (T —E)*trr (6
o0, T,h) =mn/24+ (T —1f)or(0) +

+ % (T — P2 orr(6) + % (h— R0 (6) + % (T — PP orr(0) + ...

Ademas, evaluando tales expresiones en 8 = 0, se obtiene inmediatamente que
(2.27) tr(0) =1, t,(0) = t7;(0) = trr(0) = t4,(0) = trrr(0) =0,
or(0) = 0,(0) = o, (0) = o7r7(0) = 031 (0) = or77(0) = 0.
Intentemos ahora obtener un sistema de ecuaciones diferenciales que involucre a las

funciones tr y or, para poder hallar asi sus expresiones explicitas. Para ello, partiremos
de las ecuaciones del sistema (2.24), viendo la segunda ecuacién como

do ( sinc  sino
(conviene escribirla asi porque en la expresion de (6, T, ) anteriormente obtenida, apa-
recen factores de tipo (h — h)).

A partir de (2.24), escribiendo los términos a la izquierda de la igualdad a partir de los
desarrollos (2.26), y los términos de la derecha a partir de los correspondientes desarrollos
de Taylor (de f(t), f'(t), sino, coto) usando también (2.26), se obtiene, tras igualar los
términos que acompafian al monomio (T — ), que

dtT

(2.28) —o = —f(Hor,
dUT _ tr
POk

cuya solucién, teniendo en cuenta las condiciones iniciales dadas en (2.27), es t7(0) =

cos(6), or(8) = sin(9)/ f(F).
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Anélogamente, igualando ahora los términos que acompanan al monomio (h — h) se
llega a

229 = —f(Bon
doy . t
a8 = O+ 5

que tiene por solucién t;,(0) = f(F)? (cos(0) — 1), 03,(8) = f(F) sin(6).

Asi, el gradiente de F en el punto (f, /) es igual a
(2.30) VE(t k) = (or(7),0,()) = (0,0).

Notese que, en este caso, no podemos aplicar el Teorema de la Funcién Implicita a F (si
pudiéramos, ya obtendriamos las funciones /(T) que buscamos). Usamos otro argumen-
to, para el que necesitaremos hallar el hessiano de F en (F, fl) ; calcularemos entonces las
derivadas parciales de segundo orden de forma anéloga.

Igualando ahora los términos que acompafian a (t — f)2, (h — h)?>y (T — F)(h — ), se
obtienen los siguientes sistemas de ecuaciones:

(231) d;% = —f({) <0’TT — 2i:l tr 0'T>,
dU’TT 1

= O (gt + KO B+ ot),

(2.32) % = —f(F) (om + 20ty ah),
dc‘;’;’f = f(F) <2fzth+f(1f) tn + K'(F )th—i—hah)
(2.33) %h — _£(F) <(7Th—|—fz(tT(7h—|-th aT)>,
dg;’“ = f(F) <htT+f(1) try -+ K'(F )thtT+haTUh>

Estos sistemas se pueden resolver, proporciondndonos las expresiones de las deriva-
das parciales de segundo orden de (0, T, h) y o (6, T, h) en el punto (6, £, h); es decir, las
funciones tr7(6), or7(6), tn(8), o (8), tr1,(0) v o1y (6). Como el hessiano de F en (F, /)
viene dado por

V2R = ( orT(m) oru(r) > ,
(&) ( orn(7) o (7r)

evaluando, se obtiene finalmente que

(2.34) V2E(Eh) = ( p?z p%?)z )
donde p = 7 f(F)® K'(¥).

Como por hipétesis, la curvatura de Gauss es estrictamente monétona en un entorno de
S! x {f}, se sigue que K'(f) # 0y por tanto, V2F(f, /1) es no degenerada.
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Con todo esto, (F, /) € R? es un punto critico no degenerado de F. Aplicando el Lema
de Morse [68, Lemma 2.2], existird un entorno coordenado (U, ¢) de (), con U C R?,
¢:U— VyV CR?entorno de (0,0) tales que

¢(f, 1) = (0,0)

T
2
para (x,y) € V. Esto nos permite trabajar con una expresion explicita y sencilla de F,
salvo un difeomorfismo previo.

(Fop ) (xy) = FER) + 2 —y2 = & 422,

Asi, para (T, h) € U, si ¢(T,h) = (x,y), tendremos que

F(Th) =2 < Fe ' (xy) = 5
S0=x"-=(x-y)(x+y)
Sy e{x,y)eV:X=yIu{(x,y)eVv:¥=—y}
Llamemos B, B, alascurvas {(«/,y') e V:x' =y}, {(¥,y') € V: ¥’ = —y'} contenidas
en V, respectivamente; nétese que ambas son secantes, con (0,0) € Bc N Bo- Entonces,

F(T,h) = 3 & (x,y) € BeUBo & (T,h) € 97 (B) U9~ (o),
usando el difeomorfismo ¢.
En conclusién, se obtienen dos curvas planas
a0 (—ge) — U,

de forma que
a:(0) = a,(0) = (£ 1),

y ademads, cumpliendo que, para cualquier punto (T,%) € U (es decir, préximo a (f, 1)),
se tiene que F(T,h) = /2 siy s6lo si, (T, h) se halla en la unién de las trazas de las
curvas &, &, (es decir, (T, h) = a.(s) 6 (T, h) = a,(s), cons € (—¢,¢)).

De esta forma, los valores (T, 1) de la traza de alguna de las curvas a,, a, satisfaran
F(T,h) = /2, que es lo que queremos. Veamos ahora que ambas curvas se pueden poner
como grafo sobre el eje T, lo que nos permitird expresar los valores de /1 en funcién de los
valores de T (y asi obtendremos la funcién h(T) deseada). Esto lo hacemos estudiando
los vectores tangentes de dichas curvas en el origen.

Denotemos por « a cualquiera de dichas curvas. Por la construccién hecha, se tiene
que F oa = 71/2. Derivando tal igualdad, llegamos a que

<VPa(s),0c’(s)> =0,
y derivando una vez mas,
0=a/(s) <VF(X(S),OC/(S)>
= <Da/(s)VFa(s),zx’(s)> + <VFD‘(S),DD/(S)DC/(S)>
= V2Ey) (#'(5),'(5)) + { VEy(s), Do)’ (s) )
Evaluando en s = 0, como VF, () = VF(M) = (0,0), por (2.30), se llega a
V2F i (a'(0),4'(0)) = 0.
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A partir de (2.34), y notando «'(0) = ), concluimos que

x >(p92 S )( ) =2y (e +urE2) =0
(F)?

De ahi se deduce que y = 0, 6 x +y f(f)
cativa,

(2.35) «'(0)=(1,0) 6 &'(0)=(1,-1/f(F)?).
Asi hemos logrado identificar los vectores tangentes en el origen de las dos curvas a, y
«, obtenidas anteriormente.

= 0, por lo que, salvo una constante multipli-

Como ambas curvas tienen vectores tangentes no verticales en el origen, es posible para-
metrizar las curvas «., «,, de forma que sean grafos sobre T de ciertas funciones h.(T),
ho(T), definidas en un entorno de f. Asi, para cada instante s/, existirdn T/, T” proximos
a f tales que

(2.36) ac(s) = (T',he(T")),  ao(s") = (T", 1o (T")).

En principio, T' y T" son distintos en general, si bien podrian coincidir (por ejemplo, para
s’ =0, se tiene que T' = T = ).

Notese que F(T,he(T)) = F(T,ho(T)) = m/2, con lo que a partir de T, estamos
hallando valores para la curvatura geodésica tales que la curva solucién de (2.24), con
dichas condiciones iniciales, tiene periodo 27t /k.

Al variar el punto méximo T, una de las soluciones a (2.24) para la correspondiente
curvatura geodésica h(T), serd un circulo de revolucién. A partir de (2.35), (2.36), se tiene
que

() =-1/f(f) = h/(~)
por lo que se sigue que las condiciones iniciales (T, h:(T)) en (2.24) dan lugar a circulos

de revolucién, y por tanto, (T, h,(T)) daran lugar necesarlamente a onduloides. Notese
ademads que

(2.37) K (F) = 0.

Finalmente, como
(2.38) F(T, ho(T)) =m/2,

se concluye que los onduloides y(60, T, h,(T)), solucién al sistema (2.24) con punto méxi-
mo T préximo a f, y curvatura geodésica h,(T), tienen periodo 27t / k con k € IN, por lo
que son onduloides cerrados y embebidos. O

Ahora nos centraremos en estudiar la estabilidad de onduloides cerrados y embe-
bidos. Una primera observaciéon es que un onduloide estable presenta un iinico punto
maximo para la coordenada t (y en consecuencia, también un tinico minimo). En caso
contrario, la componente normal del campo de rotaciones daria lugar a mds de dos regio-
nes nodales (cada regién nodal queda limitada por un punto maximo y un punto mini-
mo), por lo que nuestro onduloide seria inestable en virtud del Corolario A partir
de la Proposiciéon este hecho equivale a que el periodo de un onduloide cerrado y
embebido que sea estable es justamente 277.

El estudio de los valores propios del operador de Jacobi (2.19) asociado a estas curvas
va a ser una herramienta importante para tratar la estab1hdad Mas concretamente, nos
interesaran los dos primeros valores propios, ya que apareceran en las hipétesis del resul-
tado principal de esta Seccién, que nos permitird determinar la existencia de onduloides
estables.
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0 2 2]

FIGURA 2.2. Onduloide cerrado, embebido y estable en ! x I

Recordemos que en el Lema ya se vio que cualquier onduloide cerrado y em-
bebido C tiene primer valor propio A1(C) negativo, y segundo valor propio A;(C) no
positivo. Y que en caso de estabilidad, A,(C) ha de ser necesariamente nulo (véase Coro-
lario 2.4.10). Esencialmente, esas son las hipotesis que necesitaremos que se cumplan.

Para asegurar que tales hipétesis se verifican, nuestro razonamiento se apoyard en los
problemas de valores propios con condiciones de Neumann y Dirichlet. Empezaremos
discutiendo la relacién existente entre los valores propios asociados a estos problemas, y
los asociados al operador de Jacobi, en trozos fundamentales del onduloide.

Sea C un onduloide cerrado y embebido contenido en M,y u# : C — R una funcién
propia del operador de Jacobi (2.21) asociado a C, de valor propio A. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que uno de los puntos méximos de t|c se alcanza en 6 = 0
(aplicando adecuada rotacion). A partir de la reflexién vertical » con respecto a la recta
{6 = 0}, dada por

r(0,t) =(—6,t), (0,t) €C,
podemos considerar las funciones u;, u, : C — R definidas por
utuor U—uor

Ms = 72 ’ l,[a — 2
Es facil ver que us es funcién simétrica y u, es funcién antisimétrica con respecto a la
recta {6 = 0}, y que u = u; + u,.

En general, llamaremos trozo fundamental de un onduloide C a cualquier subconjunto
de C limitado por un punto méximo de t|¢ y el punto minimo consecutivo.

En nuestro caso, sea C’ el trozo fundamental determinado por el punto maximo que
se alcanza para 6 = 0. Entonces se tiene que la correspondiente restriccién de u; es una
funcién propia para el operador de Jacobi en C’, verificando la condicién de Neumann
por ser simétrica, y que la restricciéon de u, es una funcién propia para el operador de
Jacobi en C’, verificando la condicién de Dirichlet por ser antisimétrica, ambas con valor
propio asociado A.

Denotemos por AN(C’) y AP(C’) a los valores propios de C’ para los problemas de
Neumann y Dirichlet, asociados al operador de Jacobi en C'. A continuacién, veamos la
relacion existente entre estos valores propios en C', y los del onduloide C.

Consideremos el primer valor propio A; del onduloide C, que sabemos negativo por el
Lema Asi, aplicando el razonamiento anterior, obtenemos un valor propio de Diri-
chlet negativo en C’, lo que no es posible ya que AP(C’) > 0. Por tanto, necesariamente
u, = 0,y entonces u = u;, con lo que A; = A{\](C’).

Consideremos ahora el segundo valor propio del onduloide A;. Si es estrictamente nega-
tivo, un razonamiento anélogo al anterior nos lleva a que A, = AY(C’). En caso contrario,
si es mayor o igual que cero, necesariamente A, = 0 por el Lema[2.4.9]
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En particular, se tiene el siguiente lema.

Lema 2.5.5. Sea A; un valor propio del operador de Jacobi en un onduloide cerrado y embebido
C,coni =1, 2. Supongamos que A; < 0. Entonces,

AN =2, i=1,2,

con AN(C') el i-ésimo valor propio de Neumann del operador de Jacobi en cualquier trozo funda-
mental C' de C.

Nuestro siguiente objetivo, en relaciéon al Lema anterior, va a ser obtener informacién
sobre los valores propios asociados al problema de Neumann para el operador de Jacobi
en un trozo fundamental de un onduloide. Dichos valores propios son, en general, difici-
les de calcular, por lo que nos centraremos en relacionarlos con una cantidad que si va
a resultar computable: la derivada del periodo de los onduloides, cuando se consideran
variaciones donde mantenemos fija la curvatura geodésica, y vamos moviendo el pun-
to méximo de los onduloides. Esta relacion se lograra siguiendo las ideas que aparecen
en [81].

Recordemos que dado un onduloide (6, Ty, h) arbitrario, (no tiene que ser cerrado
y embebido), con curvatura geodésica constante & y punto maximo Ty, su periodo se
define como la 6-distancia entre dos puntos méaximos (0 minimos) consecutivos para la
coordenada t. Si mantenemos constante la curvatura geodésica, y variamos ligeramente
el punto méximo T, a partir del sistema (2.7) obtendremos otro onduloide (6, T, i), cuyo
periodo s6lo dependerd de T. Asi, podemos ver el periodo de estos onduloides como una
funcién de T, y considerar la derivada de dicho periodo evaluada en T = Tj. Esto no es
mads que considerar la deformacién del onduloide original al variar el punto maximo
y mantener fija la curvatura geodésica, y estudiar como varia el periodo de los nuevos
onduloides.

El siguiente resultado pone en relacion esta derivada con el segundo valor propio de
Neumann para el operador de Jacobi restringido a un trozo fundamental del onduloide
original.

Lema 2.5.6. ([81] Corollary 2.8]) Sea C un onduloide contenido en M, préximo a S x {f},
y denotemos por C' a un trozo fundamental de C.

Entonces el segundo valor propio para el problema de Neumann AY (C') asociado al operador
de Jacobi en C' es positivo si y sélo si la derivada del periodo de los onduloides con respecto al
punto mdximo es positiva (derivada computada bajo curvatura geodésica constante).

DEMOSTRACION. Nos basaremos en la demostracién que aparece en [81], omitiendo
algunos detalles rutinarios.

Sea C = (0, Tp, h) y consideremos la variacién por onduloides (6, T, ), inducida
al variar el punto maximo T y mantener la misma curvatura /i, con T préximo a Tp. Re-
cuérdese que podemos ver los onduloides como grafos sobre el eje 6. Asi, dicha variacién
vendra dada por

(2.39) o1(0) = v(6, T, h) = (6,(6, T, h)),
cuyo campo variacional es

d

(2.40) X(6) = (0, o

t(0, T,h)),

T=T,

para @ € [0,27].
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Se puede comprobar que la funcién variacional asociada

u(0) = (X(0), N(8)) = sino(0) aaT e,

es una funcion de Jacobi, que satisface u(0) = 1, 4/(0) = 0y u”(0) < 0, de manera que
u'(e) < 0 parae > 0 proximos a 0.

Supongamos que la derivada del periodo es positiva. En primer lugar, encontrare-
mos una expresion adecuada para dicha derivada, que nos permite extraer alguna infor-
macién. Sea 6, > 0 el primer instante en el que t|c alcanza un minimo, de forma que
[0, 6] determine un trozo fundamental de C, que llamaremos C’. Ademas, es claro que
0(62) = 7/2,y que o es decreciente en dicho instante (por ser C un onduloide), por lo
que ¢’ (62) < 0.

Aplicando el Teorema de la Funcién Implicita a (6, T) en el punto (62, Ty ), se obtiene
una funcién 0(T) tal que

(2.41) 0(Ty) = 60,, o(6(T), T) = m/2,

por lo que 6(T) nos da el periodo (mdas concretamente, medio periodo) del onduloide
(60, T, h). Calculando 6'(T), a partir de (2.41) y de la derivada de u, se sigue que la deri-
vada del periodo en T = Ty es igual a

2u/(6,)
f(t(02,To)) o’ (02)

Como estamos suponiendo por hipétesis que tal derivada es positiva, se deduce que
/
u (92) < 0.

Centrémonos ahora en el intervalo (0, 6,). En dicho intervalo, la funcién u se anula,
a lo sumo, una vez. Esto se debe a que, en caso contrario, si consideramos dos ceros
consecutivos 63, 84 de u, se sigue que el primer valor propio del problema de Dirichlet en
(03,04) es cero (recuérdese que u es funcién de Jacobi, y que en (63, 64) tiene signo cons-
tante), y entonces AP (C’) serd estrictamente negativo, por la monotonia de los valores
propios [30], lo que es contradictorio.

(2.42)

Por otro lado, #’' no se anula en el intervalo (0,6,). Como u/(¢) < 0 parae > 0,y
u'(62) < 0 (es decir, u’ serd negativa cerca de los extremos de (0,6,)), si u’ se anulara
en algun instante, forzosamente u” tendria dos ceros en (0, 6,). Entonces, la funcién u
también tendria dos ceros en dicho intervalo, ya que u” + (K + h?) u = 0 (debido a que
J(u) = 0). En tal caso podriamos razonar como antes, para llegar a contradiccion. Asi, u'’
resulta estrictamente negativa en el intervalo (0, 6,).

Sea 63 > 60, el primer cero de u’. Como 1’ es estrictamente negativa en (0,03) y se
anula en los extremos, se tiene que u” necesariamente cambiara de signo en dicho inter-
valo (esto es, se anula en algtn instante). Por esto, como u es estrictamente decreciente
en (0,63), u se anulard una tinica vez en dicho intervalo. Aplicando el Lema u es
la segunda funcién propia del problema de Neumann en dicho intervalo, y entonces el
correspondiente valor propio serd cero. Y de nuevo usando la monotonia de los valores
propios, concluimos que AY(C’) > 0.

Supongamos ahora que AY(C’) > 0. Si la derivada del periodo fuese negativa, apli-
cando directamente [81, Cor. 2.8] se obtiene que Aé\] (C") < 0,1o que resulta contradictorio.
Y sila derivada del periodo es nula, aplicando el mismo razonamiento anterior obtendre-
mos, a partir de (2.42), que u/(62) = 0, conlo que 63 = 6> y Aé\’(C’) = 0, de nuevo una
contradiccién. Asi que la derivada debe ser positiva, lo que se prueba lo enunciado.  [J
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Nota 2.5.7. El punto clave de la demostraciéon anterior es que la funcién variacional
asociada u es una funcién propia para el problema de Neumann en un trozo fundamental
(dandonos informacién sobre el signo del correspondiente valor propio asociado), cuya
derivada aparece en la expresion de la derivada del periodo. Este hecho hace que poda-
mos relacionar ambos conceptos por medio del Lema

El siguiente resultado nos permite determinar el signo de la derivada del periodo de
onduloides cerrados y embebidos (préximos a S! x {f}),a partir de la siguiente condicién
propia de la superficie. Gracias a él, podremos discutir el signo del segundo valor pro-
pio de Neumann en un trozo fundamental de un onduloide, sin necesidad de calcularlo
explicitamente, aplicando el Lema anterior.

Recordemos que en el Lema demostrdbamos la existencia de onduloides cerrados y
embebidos en toros para los que existe un paralelo S! x {f} tal que [(f')?> — ff"](F) =1,y
donde la curvatura de Gauss K es diferenciable y estrictamente monétona en un entorno
def.

Lema 2.5.8. Sea S x I una superficie con una métrica (2.1), y supongamos que existe F € I
satisfaciendo que [(f')? — ff"](F) = 1, y que la curvatura de Gauss es diferenciable y estricta-
mente monétona en un entorno de f.

Entonces, la derivada del periodo de un onduloide cerrado y embebido con respecto al punto
mdximo T es estrictamente positiva, para T >  suficientemente proximos, si y solo si

(2.43) 3f(H)? (hK'(F) — K"(F)) +5 f(D)*K'(F)* > 0.

DEMOSTRACION. Sea T > f suficientemente préximo, y h,(Tp) la curvatura geodési-
ca correspondiente al onduloide cerrado y embebido con altura méxima Tj, sobre el que
queremos hallar la derivada del periodo (seguiremos la notacién del Lema [2.5.4).

Es claro que la derivada del periodo en T = T, calculada bajo curvatura geodésica
constante h,(Tp), tendra el mismo signo que la derivada del periodo en T = f, bajo cur-
vatura geodésica i1 = h(f), ya que la derivada conservara el mismo signo en un entorno
de (£, fz). Asi pues, pasaremos a calcular la derivada del periodo de onduloides en T = £
bajo curvatura geodésica /1.

Denotemos por £(0,T), 0(0,T) a las soluciones de con condiciones iniciales
t(0,T) = T, ¢(0,T) = /2 y curvatura geodésica /1, y sea (6, T, 1) el correspondiente
onduloide.

Buscamos una funcién 0 : R — R verificando ¢(6(T), T) = 7t/2. Si tal funcién existe,
el periodo de (8, T, i) vendra dado justamente por 20(T).

Consideremos la funcién auxiliar F definida por

(2.44) o(0,T) — /2= (T—F)F®6,T),

extendida de forma continua en (6, ). Es decir, en dichos puntos, F tomar4 el valor del

correspondiente limite:

o0, T)—m/2
(T-1

F(6,F) = lTlint

a partir de (2.28). Notese que F(7,f) = 0. Ademas, para T # f, se tiene que F(0,T) = O si
ysolosio(0,T) = /2.
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Mas atin, a partir del desarrollo de Taylor (2.26) de o(6, T) del Lema haciendo i = h,
se obtiene una expresion cémoda de tal funcién F:

(2.45) F(6,T) = or(0) + %UTT(G) (T—5)+ %UTTT(G) (T—H*+0((T~1)°).

Derivando ahora con respecto a 6, y evaluando en el punto (7, f), llegamos a
S D =ah(m) = 7o 0
Por tanto, podemos aplicar el Teorema de la Funcién Implicita, para afirmar la existencia
de una funcion 6(T), definida sobre un entorno de £, tal que 6(f) = 'y
(2.46) F(O(T), T) =0,
lo que equivale a que ¢(6(T), T) = /2. Asi, por lo comentado anteriormente, esta fun-

cion 0(T), para T proximo a £, nos da el periodo del onduloide (6, T, I) (recuérdese que
tal onduloide no tiene que ser cerrado y embebido).

Ahora nos interesa calcular la derivada de 6(T). Como
0(T) =06(F)+60'(F) (T—1F) + %0”(?) (T-H2+0((T -3,

se sigue que
(2.47) 0'(T) =0/ (F) + 0" (F) (T —F) + O((T — F)?).

Derivando (2.46)) se obtiene

oF /0T

~3F/a0 (6(T), T).
Evaluando en T = f y teniendo en cuenta (2.45), tenemos que

0'(T) =

0(0) = S5 = 3 orr().

A partir de (2.34), o1 (7r) = 0, y entonces ¢’ (f) = 0.
Derivando una vez mas (2.46) y evaluando en T = , como ' (f) = 0 se tiene que

ZOERT by = ST L (8 o).

%) = —3F a0 30%(7)

Tal y como indica (2.47), y teniendo en cuenta que ¢’ (f) = 0, es claro que el signo de
0'(T), para T > I, coincidira con el signo de orrr(7r). Para calcular este valor, hemos de
resolver previamente el sistema de ecuaciones diferenciales que involucra a trrr, or71T,
que se obtiene de forma anédloga a como se hizo en el Lema E (habra que considerar,
en este caso, los términos que acompafian al monomio (T — )°). Asi, se tiene

trrr = —2f(F) o3 =3 f'(F) (trorr + trr or)
=3 f"(F) ty or — f(F) orrr,
f'()?
o ) ~f(f?)
+f(t)f (t)f(_i')f (8) f(B) (Btrtrr+£).

Tras resolver el sistema y evaluar, se sigue que

{3f(f)2 (RK'(F) — K'(D)) +5 £(B)* K'(f)Z}.

trr

orrr = f(f; +3f'(F)ororr +3 tr or

s

(248) UTTT(T[) = 8f(if)
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Es claro entonces que 6'(T) > 0, con T > £, siy s6lo si
3f(B? (hK'(F) — K" (F)) +5 f(D)*K'(F)* >0,

con lo que el Lema queda demostrado. O

Finalmente enunciamos el resultado clave que usaremos para probar la existencia de
onduloides cerrados, embebidos y estables. La idea consiste en aplicar los resultados que
aparecen en [59] (véase también [62]).

Consideremos una superficie M = S! x I bajo las condiciones del Lema y sea
Y1, = ¥(6, To, ho(Tp)) un onduloide cerrado y embebido, con Ty préximo a f, Ty > f. Sa-
bemos por dicho Lema que y(0, T, h,(T)), con T préximo a Ty, da lugar a una variacién
por onduloides, todos ellos cerrados y embebidos. Esto es, en cada instante de la defor-
macion, se tiene una curva con curvatura geodésica constante. En estas condiciones, si se
cumple cierta hipétesis sobre los valores propios asociados al operador de Jacobi en 7y,
se tiene que la estabilidad del onduloide depende tinicamente del signo que tengan las
derivadas de la curvatura geodésica y del drea asociadas a la variacién.

Lema 2.5.9. ([59, Lemma 2],[62, Theorem 1.3]) Sea yt, un onduloide cerrado y embebido
contenido en S x 1, con punto maximo Ty, y sea (6, T, hy(T)) una variacién por onduloides
cerrados y embebidos con curvatura h,(T), para T préximos a Ty (que sabemos que existe por el
Lema . Supongamos que A1 < 0 < Ay para el problema de valores propios (2.21) asociado al
operador de Jacobi en el onduloide yt,. Entonces <yt, es estable si y solo si

dho do _
dT dT
en T = Ty, donde j—% indica la variacién de drea inducida por la familia (6, T, ho(T)).

0,

Nota 2.5.10. La variacién de érea inducida por la familia de curvas y(0, T, h,(T)),
que no encierran ningdn area por si solas, se calcula de la forma habitual: considérese un
circulo de revolucién arbitrario, suficientemente alejado de las curvas de la familia para
que no haya interseccién. Entonces, la unién del circulo de revolucién y cada curva de la
familia si bordea una regién acotada Rt en la superficie, encerrando una cantidad de 4rea.
Asf, la derivada del 4rea encerrada por dichas regiones Rt es justamente la variacién del
area inducida (es un método similar al expuesto en la Nota anterior).

Remarcamos que la variacion considerada, a diferencia de la definida por (2.39), no man-
tiene constante la curvatura geodésica de cada curva de la deformacién; en cada instante
T, la curvatura geodésica es igual a 1,(T) (y de esta forma, los onduloides que van sur-
giendo son cerrados y embebidos).

2.6. Regiones estables

En esta Seccion recordaremos el concepto de region estable en una superficie, ademads
de proporcionar algunos criterios que nos permitirdn discutir el caracter estable de cier-
tos conjuntos de S! x I, cuyo borde estd compuesto por curvas con curvatura geodésica
constante. Dichos criterios seran usados mas adelante, para clasificar las regiones estables
de las superficies consideradas en los Capitulos 3]y 4

Las regiones isoperimétricas constituyen minimos globales del funcional perimetro,
bajo una restriccién sobre el area encerrada. Con vistas a encontrar tales regiones, resulta
de gran utilidad introducir un concepto mds débil, el de regiones estables, que se van a co-
rresponder con los minimos relativos (de segundo orden) del perimetro, para variaciones
preservando el 4rea encerrada. De esta manera, se puede pensar que las regiones estables
son soluciones locales del problema isoperimétrico.
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Definicién 5. Sea M una superficie, y () un subconjunto de M. Diremos que () es
una region estable si d() es una curva embebida estable, no necesariamente conexa (con
curvatura geodésica constante respecto del vector normal interior).

De esta forma, las regiones estables estaran bordeadas por curvas estables, que son
minimos locales de segundo orden para el perimetro, para variaciones infinitesimales que
preservan el area encerrada. Asi, toda regién isoperimétrica (minimo global del perime-
tro) es también una region estable de la superficie. A lo largo de nuestro trabajo, dado un
conjunto () C M, diremos indistintamente que () es una regién estable, o que su borde
0Q) es estable.

Nuestro esquema de trabajo se basara en la clasificacién de las regiones estables de
una superficie para determinar las regiones isoperimétricas. En vistas a obtener dicha
clasificacién, presentamos ahora varios resultados que nos proporcionan criterios de es-
tabilidad para ciertos conjuntos bordeados por curvas con curvatura geodésica constante.
Empezaremos mostrando la condicién que han de verificar los anillos horizontales bor-
deados por dos circulos de revolucién, contenidos en nuestras superficies.

Lema 2.6.1. ([82, Lemma 1.7]) Sea B = S! x [t1,t5] un anillo contenido en M = S' x I,
bordeado por dos circulos de revolucion. Entonces, 0B es estable si y sélo si, cada una de sus
componentes S' x {t;} es estable (i = 1,2) y

K + h? K+ h?
T (t1) +

En el caso de que B sea un anillo simétrico S' x [—t, t], las condiciones anteriores se reducen a
que

(2.49)

(K+h?)(t) 0.

Nota 2.6.2. Recalcamos que las condiciones expresadas en el Lema se pueden
expresar en funcién de f, teniendo en cuenta que

K+ h? (t) — [(f/)z — f N](t)
L 2 f()3

Sea ahora M una de nuestras superficies. Llamaremos anillo vertical al dominio de M
bordeado por dos geodésicas verticales. El siguiente lema demuestra que una unién de
anillos verticales es siempre una regién estable.

Lema 2.6.3. Cualquier union finita de anillos verticales disjuntos es estable.

DEMOSTRACION. Consideremos una geodésica vertical C de M. Veamos que su lon-
gitud es menor o igual que cualquier otra curva D cerrada y embebida, del mismo tipo de
homotopia y suficientemente préxima a C. Noétese que dicha curva D puede verse como
un grafo definido sobre C.

Sea N el campo normal unitario al conjunto de todas las geodésicas verticales, que
puede extenderse a toda la superficie M. De hecho, a partir de (2.6)), como el vector tan-
gente a C es vertical (y coincidente con 9;), se tiene que

1
(0
Entonces, como C es una geodésica, su curvatura geodésica  es igual a cero, por lo que

(DyN,v) = —(Dyv,N) = —h =0,

siendo v el vector tangente correspondiente. De ahi se deduce que div(N) = 0.

N(6,t) = d9, paracada (0,t) €S! xI.
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Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que la curva hométopa D interseca
a C (en caso de que esto no ocurra, se puede aplicar un giro infinitesimal, que preserva
longitudes, hasta que haya interseccién). Sean p1, p> dos puntos de interseccién consecu-
tivos, y denotemos por Cy, D; a las restricciones de las curvas C y D entre los puntos p;
y p2. Llamemos ahora X al dominio bordeado por C; y D; (véase la Figura2.3).

FIGURA 2.3. Regién X delimitada por C; y Dy

Si aplicamos el Teorema de la divergencia al campo N sobre el dominio X, notando
por u al normal exterior a %, se tiene

250 0= [ dio(N)= [ (N = [ N+ [ (N

(2.50) LAoN) = [ (N = [ N+ [ (N

Es claro que, dependiendo de que 6|¢, sea mayor o menor que 6|p,, el normal exterior
#|c, coincidird con N|¢,, o con —N|c,.

Supongamos que u|c, = N|c,. Entonces (N|¢,, #|c,) = 1, por lo que (2.50) se reduce

0=1(@)+ [ (Nw),
donde L indica longitud. Por otra parte, aplicando el lema de Schwartz,
(N, ) = [N[|p| cos(p) = —1,
donde B denota el &ngulo formado entre N y u. Asi, la expresion resulta
0> L(Cy) — L(Dy),
lo que implica que L(D;) > L(Cy).
Sip|c, = —N]|c,, teniendo en cuenta ahora que
(N, ) = [N [p] cos(p) < 1,
un razonamiento andlogo nos llevara a que la expresion (2.50) implica que
0< —L(Cy) + L(Dy),

concluyendo de igual manera que L(D;) > L(C;). Repitiendo este proceso en cada region
determinada por las curvas C y D, finalmente obtenemos que L(C) < L(D).

Con esto, ahora es claro que si tomamos un anillo vertical (), cualquier variacién infi-
nitesimal de d(), preservando el drea encerrada, tendrd mds longitud (ya que cada curva
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del borde del anillo pasara a ser una curva hométopa D, de mayor longitud por el razo-
namiento anterior). Esto nos dice que d() es un minimo local para el funcional longitud,
cuando el drea considerada es constante, y por tanto () es una regién estable. Claramente,
este mismo argumento también se cumple para uniones arbitrarias de anillos verticales
disjuntos. U

Enunciamos ahora un criterio general para estudiar la estabilidad de uniones de un
disco (con curvatura de Gauss constante), y un anillo simétrico.

Lema 2.6.4. Sea S! x I una superficie dotada con una métrica de tipo (2.1). Consideremos
un disco D contenido en una region con curvatura de Gauss constante e igual a Ko, y un anillo
simétrico B = S' x [—t,t], de forma que 9D y OB tienen la misma curvatura geodésica h respecto
al normal interior a () = D U B.

Entonces, () es estable si y sélo si D y B son conjuntos estables y
(2.51) L(dD) ! (Ko +h?) + L(dB) ! (K(t) + 1) <0,

donde L denota el perimetro.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que tanto D como B son estables y que se sa-
tisface la condicién (2.51)). Sea 1 una funcién de media nula definida en 9Q), y denotemos
por uj, up a las restricciones de u a dD, dB, respectivamente. Es posible expresar cada
restriccién como u; = ¢; 4+ v;, con ¢; una constante real y v; una funcién de media nula,
parai = 1, 2. De hecho, basta tomar

_ Jop _ Jop 12

T LDy’ 7 L(3B)’

0; = Uu; — ¢4, i:1,2.
Entonces, a partir de (2.16), se tendra que
I(u1) = I(c1 +01) = I(c1) + I(v1) +2Q(c1,01)

—— ([ k) + o) =2 [ oK+ )

= _C% L(aD) (KO + hz) + 1(01) -2 (K() + hz) C1 /3D (%]
> —cf L(aD) (Ko + h?),
ya que v1 es de media nula, y D es estable, con lo que I(v1) > 0 en virtud de (2.17).

Anélogamente,
I(uz) = I(Cz + ’02) = I(Cz) + I(Uz) +2 Q(Cz, ’02)

—-( [ d&+m) 116 -2 [ ks

— —ZL(3B) (K() + 12) + I(02) — 2¢5 (K(£) + 12) /aB 2

> —c5 L(dB) (K(t) + h?).

Entonces,
(2.52) I(u) = I(u1) + I(uz2)
> —c} L(0D) (Ko + h?) — ¢ L(9B) (K(t) + 1?).
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Por otro lado, como u es una funcién de media nula, se tiene que

0:/ u:/ u1+/ Uy
290) oD 0B
:/ <C1—|—01)+/ (C2+Z)2) =0 L(E)D)—l—ch(aB),
oD oB

de donde
0 L(aD)

T TLEB)

Asi, sustituyendo en (2.52) se sigue que

() > ~& L@D) (Ko + 1) - Iﬁﬁfg) L(@B) (K(t) + 1)
= _%%1)3) (L(aB) (Ko + H?) + L(®D) (K(t) + h2)> >0,

porque estamos suponiendo que se cumple (2.51). A partir de (2.17), se concluye que
es estable.

Supongamos ahora que () es estable. Entonces, necesariamente D y B son también
estables. Consideremos la funcién

_ [ —L(®B), 9D,
(2.53) u—{ L(3D), 3B,

que trivialmente tiene media nula. Por la estabilidad de Q) se tendra que I(u) > 0. Pero

I(u) = —/aD L(3B)2(K + 12) —/aBL<aD)2(1<+h2)

= —L(oB) L(9D) (L(E)B) (Ko + h?) + L(oD) (K(t) + h2)>,

de donde se obtiene (2.51). O

Nota 2.6.5. Hemos preferido enunciar el Lema imponiendo que el disco D es-
té contenido en una regién con curvatura de Gauss constante. Esto se debe a que en las
Secciones posteriores, lo aplicaremos en dicha situacién. En el caso de que D no tenga
curvatura de Gauss constante, es facil ver que la condicién vendra dada por

(2.54) L(3B) (/BD(K + h2)> + L(dD)? (K(t) + H?) < 0.

Para acabar esta Seccién, mostramos un resultado que nos asegura la estabilidad de
un anillo bordeado por un onduloide y un paralelo, si se satisfacen ciertas condiciones.

Lema 2.6.6. Sea una superficie M = S! x I tal que existe f € I con [(f')* — ff"](F) = 1.

Supongamos que K es estrictamente mondtona y diferenciable en un entorno de t, y que el anillo
asimétrico asociado a  es estable y satisface estrictamente la condicion (2.49).

Sea yr un onduloide cerrado, embebido y estable contenido en M, con altura maxima T su-
ficientemente préxima a t, y sea Qi el anillo bordeado por yr y por el paralelo S* x {t(T)} con
la misma curvatura geodésica que <yt (con respecto al normal interior a la regién que bordean).
Supongamos ademds que (K + h?)(+(T)) < 0.

Entonces, Qt es una region estable.
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DEMOSTRACION. Sea u una funcién de media nula arbitraria, definida en 0Qr, y
normalizada para que
/ u? =1.
Q)

Denotemos por uj, iy a las restricciones de la funcién u a o1 y S! x {#(T)}, respec-
tivamente. Tal y como se hizo en la demostracién del Lema es posible expresar
u; = ¢; + v;, con ¢; una constante real y v; una funcién de media nula, parai = 1,2.

Noétese que las hipétesis implican que el paralelo S' x {#(T)} es estable, ya que se sa-
tisface la condicién (2.22)). Teniendo en cuenta también la estabilidad de <y, y denotando
por h su curvatura geodésica, se sigue que

I(u) = I(uq) + I(uz)
> —c} <A (K+h2)> —2c1<A vy (K+h2)> — S L(t(T)) (K + h?)(t(T)).

Por otro lado, el hecho de que u tenga media nula implica que

_ —c L(7)

0=
tOLE™)
donde L(7yr) indica la longitud del onduloide yr. Asi,

(255  I(u) >~ (/W(K+h2)> —zcl(/W o, (K+h2))

g L(yr)?

LT L(K(T)) (K+h7)((T))

K+ I? 2
= —alm’ <IWL(<7T+>2 ) <2a | e

Analicemos ahora los signos de cada sumando de (2.55). Como T estd proximo a £,
se sigue que el onduloide T estard préximo al circulo de revolucién S' x {f}. En conse-
cuencia,

L(yr) — L(F)
y
/ (K+H?) — L(F) (K + 12)(P),
yr

cuando T tiende a f, y ademés Qr estara proximo al anillo asimétrico asociado a . Co-
mo dicho anillo satisface estrictamente la condiciéon (2.49) por hipétesis, concluimos que
el primer sumando en (2.55) es positivo, para T suficientemente proximo a t, por este
argumento de aproximacion. Centrémonos ahora en el segundo sumando de (2.55).
Sean v{ = méx{vy,0}, v; = — min{vy,0}. Entonces,
v =0 — ;.

Como la curvatura geodésica i de yT es constante y v; es una funcién de media nula,

(2.56) / 01(K+h2):/ v K+ vlhzz/ 1 K
T s s

yr
= voyK—[ v/ K
rr yr
<K(s1) [ of =K(s2) [ or,
YT rr

con sy, sy € (0,tp) tales que K(s1) = max,, Ky K(sp) = min,, K.
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Como T es proximo a f, podemos suponer que el onduloide 77 se encuentra conteni-
do en una banda horizontal alrededor de S! x {f}, concretamente en la banda delimitada
por los paralelos S! x {s1} y S! x {s2} (debido a la monotonia de la curvatura de Gauss,
los extremos absolutos de K|, corresponderan con los puntos de maxima y minima al-
tura del onduloide). Llamando

ET = K(Sl) — K(S2) >0,
se tiene que K(s1) = K(s2) + €7, y entonces (2.56) queda

AT 1 (K+h2) < (K(s2) +8T)/ 01+ — K(s9) / o

T T

—k(e2) ([ (oF =o0)) +er [rof
([ o) e e

ya que v; es de media nula.

FIGURA 2.4. El onduloide 7y y el circulo de revolucién S! x {f}

Consecuentemente, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz [21, Chapter V.1],

se tiene :
2
/01(K—|—h2) /vl+ <ST</ (01*)2) L(yr)2.
T rr rr

Obsérvese que tanto K(s1) = méx,, K como K(s;) = min,, K tienden a K(f) cuando T se

aproxima a f. Por ello, e7 también tiende a cero. Intentamos ahora acotar | v (0)2.

<er

Descompongamos 7 en dos conjuntos disjuntos A = {p € yr : v1(p) > 0} y B =
{p € yr : v1(p) < 0}. Es claro que v} |4 = v1]4, y que v |5 = 0. Entonces

| =+ [z [ == [ ey [er=] @

Por otro lado, como 11 = v1 4 ¢1, con v; funcién de media nula, se sigue inmediatamente

que
/u%:/v%—k/c%}/v%.
¥ ¥ ¥ ¥
Con todo ello, se tiene
[wr< [ i< = w<y,
T YT yr YT

/Wvl (K+1?)

de forma que el segundo sumando en (2.55) es despreciable, para T proximo a f.

y finalmente

<erL(yr)?,
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Asi, concluimos que I(u) es positivo, y aplicando (2.17), Qr resulta ser una regién
estable, para valores de T suficientemente préximos a . O

2.7. Generalidades sobre superficies de revolucién

Dedicamos esta tltima Secciéon del Capitulo [2{a recordar ciertas nociones bésicas re-
ferentes a las superficies de revolucion de IR?, que necesitaremos especialmente a lo largo
del Capitulof} Consideremos la superficie

M={(x,y,2): x* +y* = g(2)*},
con ¢ : R — R una funcién diferenciable y simétrica, esto es, g(z) = g(—z), z € R.
Supongamos también que g es funcién creciente para z > 0. N6tese que esta superficie
se genera a partir de la rotacién alrededor del eje vertical de la gréfica de la funcion g.

Algunos de los ejemplos que estudiaremos en el Capitulofdvendran dados de esta forma.
Por ello, nos serd de gran utilidad conocer la funcién f asociada a una métrica de tipo
(2-1), que nos permita ver M como una superficie de tipo S* x R. De esta forma, se podran
aplicar los resultados de este Capitulo 2| para estudiar dicha superficie.

Denotando por 7(z) a la longitud del arco determinado por z > 0 de un meridiano de M,

se tiene que
(@) = [ 14500

Asi, para cada z > 0, obtenemos el pardmetro t = 7(z) asociado a altura z, a considerar
en S! x R. Ademads, como 7/(z) > 0 para todo z > 0, podemos considerar la funcién
inversa 771, y entonces la funcién f vendra dada por

(2.57) f(t) =gt (1))

Desafortunadamente, en algunas ocasiones no sera posible hallar explicitamente la fun-
cién f, bien porque el cdlculo de la inversa 7! sea complejo, o bien porque las expresio-
nes resultantes no resulten comodas para nuestros intereses. En tales situaciones, tendre-
mos que trabajar directamente con la funcién g. A partir de se puede comprobar
que la longitud y curvatura geodésica de un circulo de revolucién S! x {z} vendran da-
das por

L(z) = L(x(z)) = 278(2),
N PEE) g1
ME =hE) =) T sl it g Gr

Analogamente, se obtienen las siguientes expresiones, a las que haremos referencia més
adelante:

K(Z) — —g”(Z) 1

8(z) (1+g'(z)?)*
2

AV 1/ _ g/(z) _ g(z) g”(Z)
[(f)" = ff"](=) 1+¢()?) (1+¢()?)?
Finalmente, el 4rea encerrada por un anillo horizontal, bordeado por dos paralelos, se-
rd igual a

A x [z1,20) = [ g(@)/1+g/(@)2de.

J2z1



CAPITULO 3

El problema isoperimétrico en toros rotacionalmente simétricos

En este Capitulo trataremos el problema isoperimétrico en una familia concreta de
superficies: toros rotacionalmente simétricos, que presentan una simetria horizontal con res-
pecto al paralelo de mayor longitud, y con curvatura de Gauss decreciente como funcién
de la distancia a dicho paralelo. Un ejemplo de superficie de esta familia es el toro de
revolucién estandar.

El principal resultado que obtenemos es la clasificacién completa de las regiones esta-
bles que pueden aparecer en estas superficies (Teorema [3.3.6), ademds de discutir cuales
de esos conjuntos constituyen regiones isoperimétricas. Téngase en cuenta que la compa-
cidad de las superficies asegura, en este caso, la existencia de soluciones isoperimétricas.

Seguiremos el esquema descrito en el Capitulo|1} Para ello, y con vistas a utilizar los
resultados referentes a superficies de tipo S' x I, nos centraremos en un intervalo acota-
do, y seréd necesario identificar los paralelos del borde de S x I, para que la superficie
resultante sea un toro rotacionalmente simétrico.

En la Seccién clasificamos las curvas con curvatura geodésica constante en estas
superficies (Teorema [3.2.5), a partir de los resultados generales de la Seccion 2.3} Dichas
curvas resultan ser los circulos de revolucién (o paralelos), las geodésicas verticales, los
nodoides, los onduloides, y un tipo de curvas particular, las hélices.

A partir de estas curvas, se obtiene en la Seccién [3.3|1a lista de regiones estables que
pueden aparecer:

i) discos bordeados por curvas de curvatura geodésica constante (simétricos respecto
del paralelo de mayor longitud, o contenidos donde la curvatura de Gauss es constante),

ii) anillos horizontales bordeados por dos circulos de revolucién (simétricos o no
simétricos respecto del paralelo de menor longitud),

iii) uniones de anillos verticales, cada uno de ellos bordeado por dos geodésicas ver-
ticales, o uniones de anillos bordeados por curvas tipo hélice,

iv) anillos bordeados por un onduloide y un circulo de revolucion,
v) uniones de un disco y un anillo simétrico.

Mostraremos ademads que todas estas posibilidades realmente pueden darse, comproban-
do su existencia y su caracter estable en ejemplos concretos.

Finalmente, en la Seccién analizamos qué regiones estables pueden ser isope-
rimétricas. Se descartardn las uniones de anillos bordeados por hélices, y las formadas
por més de un anillo vertical, y proporcionaremos ejemplos en los que discos, anillos ho-
rizontales, anillos verticales y anillos bordeados por onduloide y circulo de revolucién
son soluciones isoperimétricas. El caso de las uniones de un disco y un anillo simétri-
co no ha podido ser descartado en general, si bien no son soluciones en ninguno de los
ejemplos que hemos estudiado.

47
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Resaltamos que soluciones isoperimétricas en un toro llano de dimensién dos se pue-
den determinar de forma sencilla, y consisten en discos para valores pequefios del &rea,
y en bandas bordeadas por dos geodésicas de longitud minima (véanse [55], [56]). Sin
embargo, el mismo problema en el toro de revolucién estdndar ha permanecido sin resol-
ver durante mucho tiempo (tal y como se comenta en [34]), a pesar de ser una superficie
con caracteristicas y propiedades bien conocidas. A partir de nuestra clasificacién de re-
giones estables, conseguimos reducir el problema a una comparacién de perimetros entre
los distintos candidatos. En la Seccién 3.4} describiremos las distintas soluciones que apa-
recen en diversos toros de revolucién estandar, caracterizando totalmente las regiones
isoperimétricas en ciertos casos (Teorema 3.4.9).

3.1. Descripcion de nuestras superficies

Alo largo de este Capitulo, las superficies que consideraremos serdn toros rotacional-
mente simétricos, esto es, dotados con un grupo uniparamétrico de isometrias. Ademas,
supondremos que dichas superficies son simétricas y con curvatura de Gauss decreciente
desde el paralelo de mayor longitud.

Realizaremos nuestro estudio apoydndonos en los resultados obtenidos en el Capitu-
lo 2} por lo que primero hemos de precisar que dichos toros de revolucién pueden verse
como superficies S! x I con adecuada métrica de tipo 2.I). En realidad, serd necesario
realizar cierta identificacién adicional sobre los paralelos del borde de S' x I para que se
obtenga un toro de revolucion. Describamos inicialmente esta identificacion.

Sea I = [—ty, tp] un intervalo real acotado, con ty € R, y consideremos la superficie
S! x I con métrica de tipo (2.1), definida por medio de una funcién f : I — R positiva,
simétrica, de clase C?, y C? a trozos. Ademds, asumiremos que

3.1 f'(to) = f'(=t0) = 0.
Notese que esta superficie se corresponde con un anillo de revolucién acotado, cuya cur-

vatura de Gauss K es, en general, continua a trozos. Supondremos también que K es
decreciente con respecto a la distancia al ecuador S x {0}.

Mediante la identificacion de los paralelos S' x {ty} y 8! x {—t¢} que componen el borde
de dicho anillo acotado (identificaciéon que se hace de forma diferenciable gracias a (3.1)),
la superficie que se obtiene finalmente es un toro rotacionalmente simétrico, que en lo
que sigue denotaremos por M, que es simétrico y con curvatura de Gauss decreciente
desde el ecuador.

De esta manera, las principales magnitudes geométricas, como la curvatura de Gauss, o
la longitud y la curvatura geodésica de los circulos de revolucién, vendran dados por las
expresiones que aparecen en la Seccién[2.2] y los resultados obtenidos en el Capitulo2]se
podran aplicar en este contexto.

Nota 3.1.1. La anterior parametrizaciéon de nuestros toros de revolucién, y la hipétesis
de monotonia sobre la curvatura de Gauss K, hace que el valor maximo de K se alcance
sobre el ecuador S! x {0}, mientras que el minimo se realiza sobre el paralelo S! x {t,} =
Sl X {—to}.

Las hipétesis anteriores determinan algunas propiedades de la superficie, que quedan
recogidas en el siguiente Lema.

Lema 3.1.2. Sea M un toro de revolucion, simétrico y con curvatura de Gauss decreciente
desde el ecuador. Entonces,

i) La funcion f es estrictamente decreciente en el intervalo [0, to].
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ii) La funcién (f')*> — ff" es creciente en el intervalo (—to,0), y decreciente en el intervalo
(0,t0).

iii) La curvatura geodésica h(t) de un circulo de revolucién S' x {t} es negativa en el in-
tervalo (0, ty), y positiva en (—to,0). Como consecuencia, h(t) sélo se anula para t = 0
O parat = t.

DEMOSTRACION.

i) Como nuestra superficie es compacta, contendrad puntos elipticos (esto es, puntos
con curvatura de Gauss positiva), por lo que K(0) > 0. Por otra parte, al ser un toro de
revolucién, también contendra puntos hiperbélicos (esto es, con curvatura negativa), por
lo que K(fg) < 0. A partir de la monotonia de K, se sigue que serd estrictamente positiva
en [0,t1), nula en [t1, t]], y estrictamente negativa en (#],t], siendo t;,#] dos puntos del
intervalo (0, t) que podrian coincidir.

Como (f") = f” = —K f a partir de (2.2), el anterior razonamiento determina el signo
de f”, y en consecuencia, el crecimiento de f’. Teniendo en cuenta la hipétesis (3.1) y que
f/(0) = 0, es fécil deducir que f’ es estrictamente negativa en (0, ), lo que prueba i).

ii) Es consecuencia de que (f’)? — ff" y K tengan el mismo comportamiento monéto-
no (véase la Nota[2.2.2).

iii) En el apartado i) hemos visto que f’ es negativa en (0,t), por lo que h(t) =
f'(t)/ f(t) también serd negativa en dicho intervalo. Por otro lado, se deduce de las
hipétesis sobre f que h(0) = h(tp) = 0. La demostracion se concluye teniendo en cuenta
la antisimetria de h(t) dada por el Lema O

Nota 3.1.3. Como la funcién f es simétrica, se deduce del apartado i) del Lema
que el ecuador S! x {0} es el paralelo de mayor longitud de M, mientras que S' x {0}
es el de menor longitud.

Nota 3.1.4. Ya hemos comentado que la funcion (f')? — ff” presenta el mismo caréc-
ter mondtono que la curvatura de Gauss. Por tanto, serd decreciente en el intervalo (0, p).

Notese que
[(F) = ££"1(0) = £(0)* K(0) >0,

[(f")? = ff"1(to) = f(t0)*K(to) <O.
Asi, en caso de que la funcién f es de clase C?, existird por continuidad algtin instante
donde (f’)? — ff" se anule. Si eso ocurre inicamente para un instante #; € (0, ty), enton-
ces (f')? — ff" serd positiva en [0, 1) y negativa en (t1, to]. En virtud del Lema[2.3.4] eso
implica que h(t) es decreciente en [0, t1) y creciente en (1, fo]. Si por el contrario, hay un
intervalo | C (0,t) donde (f')? — ff" se anula, el comportamiento serd el mismo, con la
salvedad de que h(t) serd constante sobre el intervalo J.

Yy que

Si f es de clase C? a trozos, podria no haber puntos para los que (f')?> — ff" no se anule.
Sin embargo, si ha de existir un instante ] € (0, fp) en el que tal funcién cambia de signo.
En este caso, el mismo razonamiento anterior nos dira que h(t) es decreciente en [0, #}) y
creciente en (t], o).

De esta manera, el comportamiento de /(t) queda totalmente determinado (teniendo en
cuenta la antisimetria existente).
Mostramos ahora dos ejemplos de superficies incluidas en esta familia de superficies.

Ejemplo 3.1. El toro de revolucién estandar, obtenido al girar un circulo de radio r
alrededor de un eje contenido en el mismo plano que el circulo, y cuyo centro se encuen-
tra a una distancia 2 > 0 de dicho eje, con a > r, es una de las superficies que estamos
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considerando. En este caso, el intervalo I puede tomarse como [—7tr, 7tr], y la métrica
(2.1) vendré dada por la funcién

f(t)=a+rcos(t/r), tel
Dicha funcién es positiva y de clase C*, y la curvatura de Gauss serd igual a
cos(t/r)
K(t) =
(*) r2(a+r cos(t/r))’

que es continua y estrictamente decreciente en (0, 7r).

tel,

Ejemplo 3.2. Otro ejemplo viene dado por la siguiente superficie: sea S una esfera de
radio a > 0, a la que se le han quitado dos discos abiertos idénticos, cada uno centrado
en un polo. Denotemos por t* y —t* las alturas verticales a las que se encuentran las dos
componentes del borde de S. La métrica (2.1) en S vendra dada por

£(t) = % cos(at), te [t t].

Pegamos un anillo hiperbélico acotado de curvatura constante —b* (con b > 0) a cada
una de las componentes de dS, de forma adecuada para obtener una superficie de clase
C!, y C? a trozos (ver la Nota posterior). Denotemos por H; al anillo hiperbélico
superior, de altura maxima d/b. Entonces, la métrica en H; vendra dada por

f(t) =ccosh(d—0bt), te][t’,d/b],

conc¢ > 0. Deigual manera, en el anillo hiperbélico inferior Hy, la métrica (2.1) vendra de-
terminada por la correspondiente simetrizacién de f.

Nota 3.1.5. Imponemos que la altura maxima de H; sea d/b por comodidad, para que
el minimo valor alcanzado por f sea f(d/b) = c.

Nota 3.1.6. Es posible construir una superficie de clase C!, y C? a trozos mediante la
construccion anterior; equivalentemente, los pardmetros a, b, ¢, d y t* que aparecen en la
definicién de la funcién f pueden determinarse apropiadamente, tal y como se detalla a
continuacion.

Fijemos a > 0y consideremos la esfera de IR® de radio a centrada en el origen. Elija-
mos t* € (0,71/2), que serd la altura a la que se encontrard el disco, centrado en el polo
norte, que serd suprimido de la esfera (nétese que para cada t*, hay un tnico disco ho-
rizontal a dicha altura). Veamos qué condicién ha de verificar b, lo que determinard el
anillo hiperbélico a considerar.

En el paralelo S! x {t*}, como queremos que la superficie esté bien definida y sea
de clase C!, f y f’ han de estar bien definidas; eso es equivalente a que se den las dos
igualdades siguientes:

(3.2) % cos(at*) = c cosh(d — bt*),
(3.3) —sin(at*) = —bc sinh(d — bt").
Como

cosh?(d — bt*) —sinh?(d —bt*) =1,
se sigue que

1
oy cos?(at*) — 2 sin(at*) = 1.

Despejando, nos queda

1 o1 .
(34) = 2 cos?(at*) — 7 sin(at*).
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De ahi se sigue que, necesariamente,
1 1

2 cos?(at*) — » sin(at*) >0,
de donde obtenemos que

, sin?(a t*)

b >a® =
¢ cos?(at*)

= a? tan®(at*),
y entonces
(3.5) b > a tan(at®),

condicién que debe verificar b para que f y f’ estén bien definidas, y nuestra superficie
sea de clase C1. Seguidamente, tomando b satisfaciendo (3.5), a partir de (3.4), se tiene

1 1
c= \/az cos?(at*) — = sin?(a t*)

= alib \/(a2 + b?) cos?(at*) —a?,

que s6lo depende de los pardmetros ya fijados a, b y t*. Finalmente, de la ecuacion (3.2)
se deduce que

(3.6) d = bt + cosh™! <C°S§“Ct>>

Esto prueba que la funcién f estd bien definida en [—d/b,d/b], y que es de clase C.
Como la curvatura de Gauss K toma constantes distintas en S y en Hj, se tiene que K es
continua a trozos en [0,d/b], y decreciente desde el ecuador. Ademas, f resulta simétrica
respecto de ! x {0}, y

f'(d/b) = —bc sinh(0) =0,

por lo que se satisfacen todas las hipdtesis necesarias para que la funcién f proporcione
un toro rotacionalmente simétrico de nuestra familia.

= S'x{t,}

TN S'x{t"}

> §'x{0}

S'x{-t)

S'x{-t,}

FIGURA 3.1. Toro rotacionalmente simétrico, con curvatura de Gauss de-
creciente desde el ecuador y continua a trozos
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Nota 3.1.7. Este segundo ejemplo también podria considerarse a partir de la funcién
f(t) =cos(at), te[—t* "]

en S, obteniendo otro tipo de superficies distintas, si bien nosotros no profundizaremos
en su estudio particular.

3.2. Curvas con curvatura geodésica constante

En esta Secciéon pretendemos clasificar las curvas con curvatura geodésica constante
que aparecen en nuestros toros de revolucion. Para ello, nos serviremos del sistema (2.7),
descrito en la Proposicic’)n para superficies S! x I, y de la primera integral aso-
ciada. Empecemos caracterizando las curvas con curvatura constante que no tocan a los
paralelos ! x {—ty}, S x {to}.

Teorema 3.2.1. Sea M un toro rotacionalmente simétrico con curvatura de Gauss decreciente
desde el ecuador. Supongamos ademds que M presenta una simetria horizontal. Sea C una curva
conexa, cerrada y embebida en M con curvatura geodésica constante, que no corta al paralelo
St x {to}.

Entonces C es un circulo de revolucion, un nodoide o un onduloide.

DEMOSTRACION. Parametricemos la curva C como (0(s), t(s)), solucion del sistema
[2.7), contenida en S! x [—to, ty], con las hipétesis e identificacién anteriores.

La primera observacion es que tanto el minimo como el maximo de f|c se han de
alcanzar. Si esto no ocurriese, como t|¢ toma valores en el intervalo acotado [—t, fo], la
tinica posibilidad es que existan dos lineas horizontales S' x {h;}, S! x {h,} tales que
t(s) € (hy,ha), y que t(s) se aproxime asintéticamente a cada una de ellas. Pero como la
curva es cerrada, esto no puede ocurrir. Por tanto, t|c alcanzard sus valores maximo y
minimo.

Si t|c es constante, entonces C es un circulo de revolucion.

Supongamos ahora que t|¢ alcanza un méximo estricto en sy (es decir, f|c no es cons-
tante). Sea s; > sp el siguiente punto critico de t|¢, que resultara ser un minimo. Entonces,
usando la Proposiciéon se concluye que C es un onduloide o un nodoide. ]

Nota 3.2.2. En el Teorema anterior, el hecho de que la curvatura de Gauss sea de-
creciente desde determinado paralelo no juega ningtin papel, esencialmente porque la
Proposicién [2.3.5se verifica con independencia del comportamiento que presente la cur-
vatura. Este hecho si se usard de manera esencial en la siguiente demostracion.

Tratemos ahora las curvas que tocan al paralelo S' x {fo}. Dentro de dichas curvas se
van a encontrar las curvas tipo hélice (véase la Figura [3.2). Dichas curvas son geodésicas
de nuestra superficie, y en general, no siempre son curvas cerradas; si las vemos conteni-
das en S! x I, resultan disconexas cuando ¢ € (0,7t/4) (en estos casos, la identificacién
del paralelo S! x {—t;} con S! x {—ty} permite que lleguen a ser cerradas).

El siguiente Teorema completa la clasificaciéon de curvas cerradas y embebidas con
curvatura geodésica constante en nuestras superficies.

Teorema 3.2.3. Sea M un toro rotacionalmente simétrico con curvatura de Gauss decreciente
desde el ecuador. Supongamos ademds que M presenta una simetria horizontal. Sea C una curva
conexa, cerrada y embebida en M con curvatura geodésica constante, que corta al paralelo S' x
{to}.

Entonces C es una geodésica vertical, una curva tipo hélice, o una de las curvas indicadas en

el Teorema
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'to 'ta
0 2m 0 s

FIGURA 3.2. Dos hélices cerradas para uno de nuestros toros, vistas en
[0,27'(] X [—to, to]

DEMOSTRACION. Consideremos la curva C contenida en S! x [—tfo, ty], parametri-
zada como solucion (6(s), t(s)) de 2.7).

Supongamos que C toca tangencialmente al paralelo S' x {t;} en un instante s, y sea
Bp = 6(so). Se tendra que o(sp) = 7/2. Entonces, para cada t* préximo a ty, existirdn
dos instantes s, s tales que #(s1) = #(s2) = +*. Como la curva tiene curvatura geodésica
constante, se sigue que la primera integral asociada E(s) sera también constante, con
lo que E(s1) = E(sp). Pero esto implica que sino(sy) = sino(sy), de donde 0(s1) = 0(s2),
00(s1) = m—0(s2). Es claro que la primera opcién no puede darse, y entonces, repitien-
do este razonamiento para cada valor +* tomado por t|¢c, concluimos que C presenta una
simetria respecto del eje vertical {6y} x [—to, fo].

El argumento anterior implica ademas que si C toca también al paralelo S' x {—ty},
lo hara de forma tangencial (témense s; = s, y s, el instante de contacto con St x {—to},
y téngase en cuenta que o (sg) = 71/2). En tal caso, se puede aplicar la Proposicién
para concluir que C es un nodoide o un onduloide tocando tangencialmente a S' x {t,}.
En el caso del nodoide, se creara un contacto irregular tras identificar los paralelos que
forman el borde de S' x [—to, o).

Por otro lado, si la curva C no toca al paralelo S' x {—t(}, por la simetria vertical exis-
tente se deduce que existen paralelos de la superficie que no cortan a C. Sea p uno de tales
paralelos, y reparametricemos S! x I de manera que los bordes a identificar (para obtener
un toro) coincidan con p. Asi, se obtiene una nueva superficie S! x I (que habra perdi-
do la simetria y la monotonia de la curvatura de Gauss), y nuestra curva no tocard el
borde de la nueva superficie. Estamos en situacién de aplicar el Teorema (para el
que no son necesarias las hipétesis sobre la curvatura de Gauss, tal y como se indica en
la Nota [3.2.2), para concluir que C es un paralelo, un nodoide o un onduloide (tocando
tangencialmente S! x {to}).

Supongamos ahora que C corta transversalmente a S' x {t,}. Si existe un paralelo que
no interseca a la curva, podemos proceder como antes para afirmar, via una reparametri-
zacién, que C es un paralelo, un nodoide o un onduloide (cortando transversalmente
a 8! x {to}). Nos centraremos entonces en el caso de que todo paralelo de S! x [—t, t(]
corte a nuestra curva. Hacemos la siguiente discusién: que exista una componente conexa
de C uniendo los paralelos S! x {to} y S' x {—to}, 0 que no exista tal componente.

i) En el caso de que dichos paralelos no estén conectados por C, consideremos una
componente de la curva que corte a uno de estos paralelos, por ejemplo, a S! x {to}.
Entonces, necesariamente dicha componente partiré y llegara al paralelo S* x {fo}, esto
es, sus extremos se hallardn en este paralelo (esto es debido a que la componente no
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puede llegar a S! x {—t9}, y a que C es una curva cerrada). Usando el argumento del
principio de la demostracion, para cada altura t* de dicha componente, los correspon-
dientes instantes s1, s; tales que t(s1) = t(sy) = t* verificaran que 0(s1) = ™ —0(s2), y
en consecuencia, la componente serd simétrica verticalmente.

La consecuencia del anterior razonamiento es que existe de un paralelo que no corta a
la componente de C que estamos considerando. La existencia de dicho paralelo se deduce
a partir de la primera integral (2.8). Sea s3 el instante tal que #(s3) alcanza su minimo valor
sobre la componente. Como todo paralelo corta a C, necesariamente habré otro instante
s4, correspondiente a otra componente distinta, tal que t(s3) = #(s4). Como E(s3) = E(sa),
se tiene que o (s3) = 0(s4), con lo que 0 (s4) = 7/2, y por tanto, ¢(s4) serd un maximo o
minimo local. Asi, S' x {t(s3)} tocara tangencialmente a la curva C. Reparametrizando
S! x I como antes, para que los paralelos a identificar coincidan con S! x {t(s3)}, con-
cluimos, como antes, que C es un onduloide o un nodoide (este tltimo presentando un
contacto irregular).

ii) En el caso de que los paralelos S' x {—to} y S' x {t¢} estén conectados por una
componente de C, llamemos s, s; a los instantes tales que t(sg) = —to, t(s1) = to. To-
mando ¢ = 0 en la primera integral (2.8), se tendra que

—ty

E(so) = f(—to) sino(so) — h ; f(&)dg,
E(s1) = flto) sina(sr) —h [ f(&)ac.

Es claro que f(ty) = f(—t9), que fo_tof((f)d(f = — Otof((f)d(;‘, y que sino(sg) = sino(sq)
(siO(sp) = 0(s1), es claro por la continuidad y diferenciabilidad de la curva, tras la iden-
tificacion; y si 6(sg) # 0(s1), se puede obtener a partir de la primera integral, que cada
interseccién de la curva con el paralelo S! x {ty} se produce con el mismo dngulo). Con
todo esto, como E(sg) = E(s1), se llega a que h = 0, luego la curva es una geodésica de
S! x [—tg, to] , esto es, una geodésica vertical o una hélice. O

Nota 3.2.4. En la anterior demostracién se ha usado que la primera integral es
constante sobre la curva cerrada C vista en el toro; lo que ocurre es que al verla contenida
en el S! x [—tg, ], puede que dicha curva se descomponga en varias componentes, pero
la primera integral seguird tomando el mismo valor constante en cada componente.

Como conclusién, se tiene el siguiente Teorema, que engloba lo obtenido en los Teo-
remaB 21y

Teorema 3.2.5. Sea M un toro de revolucion, simétrico y con curvatura decreciente desde el
ecuador. Sea C C M una curva cerrada y embebida con curvatura geodésica constante.

Entonces, C es un circulo de revolucién, un nodoide, un onduloide, una geodésica vertical o
una hélice.

3.2.1. Existencia de onduloides estables. Pasamos ahora a demostrar, utilizando
los resultados de la Seccién la existencia de onduloides cerrados, embebidos y esta-
bles en nuestra familia de superficies. Para ello, nos centraremos en los toros de revolu-
cién estdndar del Ejemplo que vienen determinados por la funcién

f(t) =a+rcos(t/r), te|[—mr, mr].

En primer lugar veremos que hay existencia de onduloides cerrados y embebidos en
cualquiera de estos toros, aplicando el Lema Y después, usando el Lema jus-
tificaremos que hay onduloides estables en determinados toros de revolucion estandar.
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La primera observacién que hacemos es que las hipétesis del Lema se verifican
en cualquier toro estdndar, ya que es inmediato comprobar que

[(F)? = ff"](F) =1, paraf=mr/2.
Ademas,
_—f"() cos(t/r)
K(#) = f(t)  r(a+rcos(t/r))

que es una funcién diferenciable, con

B a sin(t/r)
r2 (a+r cos(t/r))?

K'(t) =

Como K'(f) = —a~1r=2 < 0, se sigue que la curvatura de Gauss K es estrictamente de-
creciente en t = f. Con esto ya podemos concluir, a partir del Lema que existe una
familia y(0, T, ho(T)) de onduloides cerrados y embebidos, con T proximo a f, parametriza-
dos por el punto méximo T alcanzado por la coordenada ¢.

En cuanto a la estabilidad, resefiamos en primer lugar que la condicién (2.43) que apa-
rece en el Lema también se verifica, ya que el término de la izquierda de es
igual, en este caso, a

5a%+912
!
que es estrictamente positivo. En consecuencia, la derivada del periodo de un onduloide
cerrado y embebido (de la familia anterior) con respecto al punto maximo T es positiva,
para T > f (derivada calculada manteniendo fija la curvatura geodésica). Esto nos va a
permitir determinar el segundo valor propio para el operador de Jacobi asociado a tales
curvas (necesario para poder aplicar el Lema[2.5.9).

4

Lema 3.2.6. Sea C un onduloide cerrado y embebido en un toro de revolucién estindar, sufi-
cientemente préximo a S' x {f}. Entonces el sequndo valor propio A, del operador de Jacobi en C
es iqual a cero.

DEMOSTRACION. Por el Lema sabemos que Ay < 0. Supongamos que Ay < 0.
Entonces, a partir del Lema se sigue que A1, A; satisfacen la condiciéon de Neumann
en cualquier trozo fundamental C’ de C, y ademas, AIZV (C") = Ay < 0. Pero esto contradice
el Lema ya que hemos visto anteriormente que la derivada del periodo es positiva.
Por tanto, necesariamente A, = 0. O

Ahora ya estamos en condiciones de probar el resultado que asegura la existencia de
onduloides cerrados, embebidos y estables, en ciertos toros de revolucion estandar.

Lema 3.2.7. Sea M un toro de revolucion estandar del Ejemplo[3.1} conr < a < 3r. Entonces
hay onduloides cerrados y embebidos en M que son estables.

DEMOSTRACION. Sea (6, T, h,(T)) la familia de onduloides cerrados y embebidos,
con T > f suficientemente proximos, que existe gracias al Lema Sea C una de estas
curvas. Por los Lemas y se tiene que el primer valor propio del operador de
Jacobi en C es negativo, y el segundo valor propio es igual a cero; estoes, A} < 0 = Ay,
por lo que se puede aplicar el Lema para estudiar la estabilidad del onduloide C.

Nos ocupamos primero de calcular la derivada de la curvatura geodésica &, de los on-
duloides de la familia, para valores de T mayores que {; mds concretamente, nos interesa
conocer su signo. Ya se ha visto que K, (f) = 0 (recuérdese la expresion (2.37), vista en
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la demostracién del Lema [2.5.4). Por otra parte, derivando sucesivamente se tiene
ue

! Fr+F,h, =0

y

(37) Frr +2 Fry, by + Fwy (y)? + Fy by = 0.

Pretendemos determinar el valor de /;(f), que nos permitird conocer el signo de /(7).

Si sustituimos directamente, como Fy,(f,h) = 0;,(71) = 0 (véase (2.30)), no obtenemos

ninguna informacién de la anterior igualdad (3.7). Pero si derivamos dicha igualdad una
vez mds, evaluando en T = {, es rutinario ver que

Frrr(Eh) + 3 Fr,(ER) K (F) =0,
y entonces

- —Frrr(ER) - _
(3.8) W) = TTTE ) _ —orrr(m) _ ‘TTTT(N),
3 Fry(t h) 3oru(m) 3p/2
donde hemos tenido en cuenta la definicién (2.25) de F y la expresion (2.34) de su hessiano

en (f,11) (recuérdese que el valor de p, ya definido en (2.34), es 7 f(£)® K'(F)).

El valor de orr7(7) ya ha sido calculado en (2.48); en este caso, es facil comprobar que

m(5a%+91?)
o) = =g

y

—ra?

frg r2 ,
con lo que finalmente
. 5424972

3.9 W(f) = ————5—.
( ) 0 ( ) 12 a3 12

Como 1)/ (f) > 0, esto implica que K, es una funcién estrictamente creciente en T = F;
luego para T > £, concluimos que h,(T) > k) (f) = 0 (en virtud de (2.37)); en definitiva,

W(T)>0, paraT >F
Nos centramos ahora en discutir el signo de la variacion del drea inducida por esta
deformacién por onduloides (detallada en la Nota|2.5.10), dada por
(3.10) or(0) =7(0, T, ho(T)) = (6,t(0, T, ho(T))).
Es facil ver que el campo vectorial asociado es igual a

o010) = (@) + 1,1 .,

con lo que la derivada del drea a lo largo de esta deformacién viene dada por

27
£ (11(6) -+ H,(T) 1) ) d.

0

Para T =, teniendo en cuenta (2.28) y que /() = 0, esa expresion se reduce a

2 _ 27T
0 f(£)tr(0)do = f(¢) /0 cos(0) do,

que claramente se anula.
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Derivando una vez mas, resulta que la segunda derivada del area, en T = , es igual

L7 (7@ i@+ ) Grrlo) + WD 1) ) o,

donde de nuevo se ha tenido en cuenta que K, (f) = 0. En nuestro caso, a partir de las
expresiones (2.28), (2.31), y (2.29), dicha integral se puede calcular, obteniendo finalmente

(a>—91r) 1
T

ya que a < 3r por hipétesis. Asi, la variacién del drea es una funcién estrictamente de-
creciente en T = £, por lo que serd estrictamente negativa para T > t.

Con estos calculos, se Concluye, aphcando el Lema[2.5.9] que C es un onduloide esta-
ble, para valores de T préximos a f, con T > F. O

Esto muestra, en general, que en nuestros toros de revolucién pueden existir onduloi-
des cerrados, embebidos y estables, por lo que dichas curvas han de ser tenidas en cuenta
como posibles componentes del borde de regiones estables e isoperimétricas.

Nota 3.2.8. Precisamos brevemente que, aunque una curva C cerrada de tipo hélice
no encierra por si misma drea alguna, se puede estudiar su estabilidad, tal y como se
indicé en la Nota para geodésicas verticales. De hecho, el mismo razonamiento u-
sado en el Lema ermite llegar a idéntica conclusién: cualquier curva cerrada del
mismo tipo de homotopia y préxima a C tendrd mds perimetro que C (esto se debe a que
estas curvas también son geodésicas, y entonces la misma demostracién se puede adap-
tar). Asi, igual que para las geodésicas verticales, se tiene que todas las hélices cerradas
de nuestra superficie son estables.

3.3. Regiones estables

El principal resultado de esta Seccioén es la clasificacién de las regiones estables que
aparecen en nuestros toros de revolucion, detallada en el Teorema Dicha clasifica-
cién va a derivarse del estudio de las posibles combinaciones de curvas con curvatura
geodésica constante, descritas en el Teorema Ademds, veremos con ejemplos con-
cretos que todas las posibilidades enunciadas en el Teorema [3.3.6| pueden llegar a darse,
por lo que dicho Teorema proporciona una caracterizacién completa de las regiones es-
tables. Dicha caracterizacion nos servird de punto de partida para encontrar las regiones
isoperimétricas de nuestras superficies.

En primer lugar, nos centramos en los anillos horizontales bordeados por dos parale-
los. El Lema y las hip6tesis de monotonia sobre la curvatura de Gauss van a permitir
describir la evolucién que presentan los anillos horizontales estables en este tipo de toros.

3.3.1. Evolucién de los anillos horizontales estables. Ya comentamos en la No-
ta que la funcién (f’)? — ff" pasaba de ser positiva a ser negativa a lo largo del in-
tervalo [0, fo]. Denotemos por t. € R al infimo de los puntos en [0, tp] donde (f')? — ff"
es menor o igual que cero. Asi, t. representa el instante donde dicha funcién deja de ser
positiva (dicho instante es el primer momento donde se anula, o donde cambia de signo).

Como (f’) g
2 _
K+h 7

en virtud del Lema se sigue que los anillos horizontales simétricos S! x [—t, t] seran
estables si y sélosit € [t to].
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Dicho de otra forma, si partimos del paralelo de menor longitud S! x {t¢} y vamos con-
siderando los anillos simétricos S! x [—t,t] a medida que t tiende a 0, resulta que los
anillos estables se corresponden con los valores de t entre ty y t., y a partir de ahi, los
anillos simétricos pasan a ser inestables. Por tanto, los anillos simétricos estables se con-
centrardn en torno al paralelo de menor longitud sl x {to}, siendo sl x [—tc, tc] el que
encerrara un drea mayor.

A partir de S! x [—t,, t.], surgiran los anillos horizontales asimétricos S! x [t1, t,] es-
tables. La primera observacion a tener en cuenta es que las curvaturas geodésicas de los
paralelos del borde, respecto del normal interior, han de coincidir. Eso implica, segtn el
Lema que t; <0, t > 0. Ademds, ambos paralelos han de ser estables, por lo que

()2 = £ <1, i=12,
aplicando el Lema [2.4.16, Denotando por f € (0,t.) al supremo de los puntos en (0, t.)
donde (f')? — ff" > 1,sesiguequet, > fyt < —F.

Teniendo en cuenta cémo es la curvatura geodésica h(t) de los circulos de revolucion,
cuyo comportamiento se describié en la Nota (decreciente en (—t, t.) y creciente
en (—to, —tc) U (t, to)), se tiene que para cada t, € (£, t.), existe un tnico valor t; € R,
contenido en (—fg, —t.), tal que Sl x [t1, t2] es un anillo asimétrico cuyo borde estd forma-
do por paralelos estables con curvatura geodésica constante respecto del normal interior.

Esos son todos los posibles anillos asimétricos estables, a los que habrd que aplicar la con-
dicién (2.49) para determinar su estabilidad.

Nota 3.3.1. Hacemos notar que, dado un anillo asimétrico estable S! x [t1, 5], satisfa-
ciendo las condiciones anteriores, se tiene, a partir del Lema que

[(f")> = ff"](t2) 2
M(b) = — =—(K+h%)(t) <0,
1( 2) f(fz)z ( )( 2)
ya que t, € (f,tc). A la vista del Lema [2.4.14] el primer valor propio correspondiente
al paralelo sl x {t1} debe ser necesariamente positivo. Como t; € (—to, —tc), eso se

tendra siempre que [(f')? — ff"](t1) # 0.

Asi, los anillos asimétricos estables S! x [t1, t5] se irdn obteniendo para valores de t,
desde t. hasta f. En este ultimo instante, segun el Lema podran aparecer los ondu-
loides estables, y por tanto, los anillos estables bordeados por un onduloide y un circulo
de revolucién, con curvatura geodésica constante. Ademads, como los onduloides tienen
primer valor propio asociado negativo, los paralelos del borde de tales anillos se hallardn
contenidos en S! x [—ty, —t] (en caso contrario, tendran primer valor propio negativo).
Un criterio para estudiar la estabilidad de estos anillos viene dado en el Lema

El siguiente resultado nos describe como son los discos estables de nuestras superfi-
cies, que estardn bordeados por nodoides cerrados, embebidos y estables.

Lema 3.3.2. Sea C un nodoide cerrado, embebido y estable contenido en M. Entonces, C se
encuentra contenido en una region con curvatura de Gauss constante, o interseca al ecuador de
forma ortogonal y simétrica.

DEMOSTRACION. Supongamos que C no se halla contenido en una regién con curva-
tura de Gauss K constante. A partir del Lema se sigue que C intersecard al ecua-
dor S! x {0} o al paralelo S! x {to}, de forma simétrica y ortogonal (bajo las hipétesis
de nuestras superficies, los nodoides cerrados y embebidos cortan los paralelos respec-
to de los cuales la curvatura es monétona). Pero si dicha interseccion es con S! x {ty},
como K es creciente desde dicho paralelo, aplicando el Lema se concluye que C es
inestable. ]
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Nota 3.3.3. En la demostracién anterior, al aplicar los Lemas[2.3.11|y 2.4.18} conviene
tener presente que nuestros toros de revolucién también pueden parametrizarse de forma
que el paralelo S' x {0} sea el de menor longitud.

Antes de enunciar el Teorema que nos da la clasificacion de las regiones estables en
nuestras superficies, tratemos la estabilidad de las regiones cuyo borde contiene curvas
de tipo hélice. Recuérdese que tales curvas son siempre geodésicas estables. Diremos que
dos hélices C, C’ son paralelas si C se obtiene a partir de C’, mediante una rotacién cuyo
eje es el mismo que el de nuestro toro de revolucién. Es claro que para que dos hélices no
se intersequen, han de ser necesariamente paralelas.

Lema 3.3.4. Sea ) una region estable de M, con una curva tipo hélice contenida en o).
Entonces () es una union de anillos bordeados por hélices paralelas.

DEMOSTRACION. En primer lugar, es evidente que dQ) debe contener un namero par
de hélices, ya que en caso contrario no se bordearia una regién cerrada. Ademads, tales
hélices han de ser todas paralelas, para evitar que se produzcan intersecciones.

Por otro lado, es claro que cualquier hélice interseca a paralelos, onduloides y geodé-
sicas verticales. Por ello, Q2 s6lo puede contener nodoides cerrados y embebidos, ademéds
de las hélices. Pero si hubiera algtin nodoide en d(), como tienen primer valor propio
negativo segun la Nota Q) resultaria inestable, aplicando los Lemas y[R.4.14
Asi, () consistird necesariamente en una unién finita de anillos bordeados por hélices
paralelas. O

Lema 3.3.5. Sea () una unién finita de anillos disjuntos bordeados por hélices paralelas.
Entonces, () es una region estable.

DEMOSTRACION. Es facil ver que se puede aplicar el mismo razonamiento que en el
Lema para demostrar que un anillo bordeado por dos hélices (y en consecuencia,
una union finita de anillos de este tipo) constituye siempre una regién estable. O

Ahora establecemos nuestro resultado principal, que describe todas los posibles re-
giones estables en nuestras superficies.

Teorema 3.3.6. Sea M un toro rotacionalmente simétrico con una simetria horizontal, y con
curvatura de Gauss (posiblemente discontinua) decreciente desde el paralelo de mayor longitud.
Sea () una region estable en M. Entonces () es uno de estos conjuntos:

i) un disco bordeado por una curva de curvatura geodésica constante, simétrico con res-
pecto al paralelo de mayor longitud, o contenido en una region con curvatura de Gauss
constante, o su complementario,

ii) un anillo horizontal simétrico con respecto al paralelo de menor longitud, bordeado por
dos circulos de revolucién contenidos cada uno de ellos en la region K + h? < 0,0su
complementario,

iii) un anillo horizontal asimétrico bordeado por dos circulos de revolucién contenidos en la
region K + h? < 472/ L2 y verificando la condicion 2.49), o su complementario,

iv) una unién de anillos verticales, bordeados por geodésicas verticales,

v) una union de anillos bordeados por hélices paralelas,

vi) un anillo bordeado por un onduloide estable, en las condiciones del Lema y un
circulo de revolucién contenido en la region K + h? < 0,

vii) una unién de un disco y un anillo simétrico con la misma curvatura geodésica, en las
condiciones indicadas, o su complementario.
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DEMOSTRACION. Como () es una regién estable, se tiene que 0() es una curva embe-
bida y estable (no necesariamente conexa) de curvatura geodésica constante, con respec-
to al normal interior. Por el Teorema d() se compondra de circulos de revolucion,
geodésicas verticales, nodoides, onduloides y hélices. Ahora razonaremos qué combina-
ciones de estas curvas resultan estables.

El hecho de que las curvas que conforman d() tengan curvatura geodésica constante
respecto del normal interior, implica que, a lo sumo, habrad dos circulos de revolucién
en dQ). En efecto, supongamos que hubiera tres de estos circulos. Entonces, llegamos
a contradiccién teniendo en cuenta el Lema ya que dos de ellos se hallarian en
una misma mitad de M (en S' x (—t(,0) o en S' x (0,t)), por lo que no se satisfaria la
condicién de curvatura geodésica constante (recuérdese que en cada mitad, la curvatura
h(t) de los paralelos, calculada respecto el normal —0o;, tiene signo constante).

En el caso de que un onduloide pertenezca a 9(), se sigue por el Lema que no
podré estar acompafiado de nodoides, geodésicas verticales o hélices, ya que el primer
valor propio asociado a estas curvas es no positivo. Tampoco puede aparecer otro on-
duloide, aplicando el mismo resultado. Por ello, () se reducird a un anillo bordeado por
el onduloide y un #inico circulo de revolucién (no tendria sentido si apareciesen dos de
ellos, y ya hemos comentado que més de dos no pueden aparecer), con primer valor pro-
pio estrictamente positivo (es decir, cumpliendo (K + h?)(t) < 0 a la vista del Lema ,
dando lugar a una regién estable de tipo vi).

En el caso de que un nodoide pertenezca a d(), un razonamiento andlogo al ante-
rior impide que en d() aparezcan onduloides, geodésicas verticales, hélices o algtn otro
nodoide, por lo las posibilidades se reducen a que el nodoide esté solo, obteniendo una
region de tipo i), y en las condiciones que establece el Lema 0 que venga acom-
pafiado de dos circulos de revolucién (si hubiera uno solo, no se encerraria ningtin &rea).
En este altimo caso, se ha de tener necesariamente un anillo simétrico, porque para anillos
asimétricos, uno de sus paralelos tiene primer valor propio negativo, al estar contenido
en la region donde K + h? > 0 (véase la Nota , y entonces el Lemanos volveria
a dar inestabilidad. Asi, se obtendrd una regién estable de tipo vii).

Supongamos ahora que 92 no contiene ni onduloides ni nodoides. Si aparece algtin
circulo de revolucién en d(), las geodésicas verticales y las hélices quedan descartadas,
ya que intersecarian a dichos circulos. Teniendo en cuenta la primera observacién hecha
en esta demostracion, las posibilidades que quedan a () son ser un anillo simétrico de
tipo ii), verificando la condicién establecida en el Lema o ser un anillo asimétrico

de tipo iii), por el Lema|2.4.16

Finalmente, por los Lemas y se tiene que las regiones de tipo iv) y v) son
siempre regiones estables. O

El Teorema muestra las posibles regiones estables que pueden aparecer en nues-
tras superficies. Acabamos la Seccidén justificando que efectivamente todas ellas se dan
en ciertas superficies.

Obviamente, existen discos de curvatura geodésica constante que son estables; en rea-
lidad, para 4reas pequerias, la solucién isoperimétrica es de este tipo, como se podrd ver
en posteriores ejemplos en la Seccion 3.4]

En cuanto a la existencia de anillos horizontales simétricos y asimétricos estables, es
facil encontrar superficies (por ejemplo, toros de revolucion estdndar apropiados), donde

la condicién (2.49) del Lema se cumple.
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Por otra parte, ya sabemos que toda unién finita de anillos verticales, o anillos bor-
deados por curvas tipo hélice, es estable en cualquier toro de revolucion, en virtud de los

Lemas263)y B35

Nos centramos ahora en probar, en las posteriores Notas y la existencia
de regiones estables de tipo vi) y vii), es decir, anillos bordeados por un onduloide y un
circulo de revolucién, y uniones de un disco y un anillo simétrico, en las condiciones
descritas en el Teorema [3.3.6] Empezaremos comprobando que hay superficies en las que
conjuntos de tipo vi) son efectivamente estables.

Nota 3.3.7. Consideremos un toro de revolucién estandar descrito en el Ejemplo
conr < a < 3r. Siguiendo la notacién del Lema[3.2.7) sea yr = (6, T, ho(T)) un ondu-
loide cerrado, embebido y estable, con condicién inicial T préxima a f = mr/2. Sea Qr
el anillo bordeado por 7, y por el circulo de revoluciéon S' x {#(T)} que tiene la misma
curvatura geodésica que <yt (con respecto al normal interior a la regién que bordean), y
contenido ademds en la regién K + h? < 0 (equivalentemente, con primer valor propio
asociado al operador de Jacobi positivo). Obsérvese que como h,(T) estard préximo a
h = h(F), es posible encontrar dicho paralelo S' x {(T)} cumpliendo las condiciones
anteriores en nuestro toro estandar (por las propiedades de la curvatura geodésica h(t)
de los paralelos descritas, en el Lema y en la Nota 3.1.4).

Veamos que estamos en condiciones de aplicar el Lema [2.6.6) para asegurar la estabilidad
de Q7. En primer lugar, para cualquier toro de revolucién estdndar, se tiene que [(f/)? —
ff"](f) = 1parat = rtr/2. Ademas, la curvatura de Gauss K es estrictamente decreciente
en entornos de f. Finalmente, es rutinario comprobar (véase el Lema posterior) queel
ultimo anillo asimétrico de la superficie (asociado a f) satisface estrictamente la condicién

de estabilidad (2.49).

Por tanto, estamos en condiciones de aplicar el Lema para concluir que Q7 es una
regién estable de nuestro toro de revolucion.

Nota 3.3.8. El hecho de que a < 3r, considerado en la anterior Nota sblo se
requiere para asegurarnos de la existencia de onduloides cerrados, embebidos y estables.

Lema 3.3.9. Sea M un toro de revolucién estindar, descrito en el Ejemplo[3.1} y consideremos
el ulltimo anillo asimétrico B = S' x (', ] asociado a t = 7tr /2, de forma que 9B tiene curvatura

geodésica constante respecto al normal interior. Entonces B es estable, satisfaciendo estrictamente
la condicion de estabilidad (2.49).

DEMOSTRACION. Recordemos que la funcién f de estos ejemplos viene dada por

f(t) =a+rcos(t/r), te[—mr mr].

Entonces, es inmediato comprobar que
a
(2= F£"100) =1+ % cos(t/r),
que es estrictamente decreciente en [0, 7r], con [(f')? — ff"](F) = 1.

Como cada componente de dB ha de tener la misma curvatura geodésica con respecto
al normal interior a B, se sigue que h(f) = —h(#'). En este caso

_f() —sin(t/r)

MO =50 = a5 r cos(t/r)’

con lo que es posible determinar explicitamente el valor de #/, teniendo en cuenta que ha

de ser negativo:
, —2ar
t = —rarccos | —— |.
ac+r
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Ahora ya podemos usar el Lema para estudiar la estabilidad de B = S! x [t/, f].
Es facil ver que S' x {t'} es estable, a partir del Lema ya que trivialmente

2a?
1\2 1/ /
— t=1-———5 <L
L e e
Ademas, como
K+ h? K+h . —272

RALYEY S e L
L L a7 (a2 —r?)?
la condicién de estabilidad (2.49) se satisface estrictamente, por lo que concluimos que B
es estable. ]

(3.11) <0,

Veamos ahora que también existen toros de nuestra familia en los que los conjuntos de
tipo vii), es decir, uniones de un disco y un anillo simétrico de igual curvatura geodésica,
son estables. Concretamente, aplicaremos el Lema para demostrar que hay uniones
de ese tipo estables, en ciertas superficies del Ejemp

Nota 3.3.10. Sea M una de las superficies descritas en el Ejemplo obtenida a partir
de una esfera con curvatura de Gauss igual a 42, y dos anillos hiperbdlicos de curvatura
—b2. Consideremos un disco D C M, contenido en la parte esférica y bordeado por un
nodoide cerrado y embebido, y sea i = h(dD) su curvatura geodésica positiva. Sea tam-
bién B = S! x [—t,] C M un anillo simétrico contenido en la parte hiperbélica, de forma
que h(—t) = h. Asi, los paralelos de dB tendran la misma curvatura que 9D, con respecto
al normal interior a la region () = D U B. Noétese que tanto D como B son estables (D
puede verse como un disco contenido en una esfera, y [(f')> — ff"](t) = —b*c*> < O en
la parte esférica). En esta situacion, la condicién de estabilidad de (), dada por 2.51)), es
equivalente a

(3.12) L(3B) (a* + h?) — L(aD) (b* — 1) < 0.

Determinemos en primer lugar las longitudes de 9D y 9B. Como B = S! x [—t, ] est4 con-
tenido en la parte hiperbdlica, entonces
L(dB) = L(—t) + L(t) =4 f(t) = 4mc cosh(d — bt)
Nos va a interesar expresar L(dB) en funcién de h. Como h = h(—t) = —f'(t)/f(t),
entonces es facil comprobar que
_ bc sinh(d — bt)
¢ cosh(d — bt)

= b tanh(d — bt),

de donde .
tanh(d — bt) = b
Por otro lado, a partir de la expresién cosh?(x) — sinh?(x) = 1, se puede obtener que
cosh?(x) = ;2,
1 — tanh”(x)
con lo que
— = # — 2 1,2\—-1/2
cosh(d bt)—\/l_hz/bz—b(b h=)=%,
y entonces
(3.13) L(dB) = 4rmcb (b* — h?)~1/2,

Por otro lado, sabemos que el disco D estd contenido enteramente en la parte esférica de
M. Esto nos va a permitir hallar la longitud de 9D, en funcién de su curvatura geodésica
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h, de la siguiente manera (remarcamos que se podria usar la desigualdad isoperimétrica
para obtener una expresion de esa longitud en funcién del drea encerrada, pero eso no
seria de utilidad para nuestros razonamientos):

La idea es ver 0D como un circulo de revoluciéon de una esfera. Pensemos momentanea-
mente en que el disco D esta contenido, o en la parte esférica de M, sino en la esfera S de
la que se partia al principio. Como dD tiene curvatura geodésica constante, resulta ser un
circulo geodésico, de forma que si rotamos la esfera hasta que el centro de dD coincida
con el polo sur de S, 9D pasara a ser una curva de altura constante en la esfera, es decir,
un circulo de revolucién o paralelo.

Notese que la longitud, el area encerrada por la curva, y la curvatura geodésica no han
variado en ningtin momento, y que este movimiento rigido que se aplica permite ver 0D
de manera sencilla (como un paralelo) para obtener su longitud.

Por medio de este movimiento rigido que hace que 0D sea un circulo de revolucién, la
esfera S salvo sus polos resulta ser una superficie isométrica a la superficie S x (0, 77)
bajo la métrica

d3? = dt* + g(t)* do?,
donde 6 € [0,27t] y t € (0,71), con g : (0, r) — R definida por

() = %sin(at).

Por tanto, podemos pensar en dD como un circulo de revolucién S' x {t} en S! x (0, ),
con0 < T < 7r/2 (ya que 9D estd contenido en un hemisferio de S, por la construccién
de M), de forma que

L(3D) = L(S' x {1}) = 27 g(7) = 27” sin(at).

Como antes, pretendemos expresar L(dD) en funcién de la curvatura geodésica h. Al
estar viendo 9D inmerso en S! x (0, 77), su curvatura ser4 igual a

(1)
h(s! x {t}) = 810 g cot(at).
8(7)

Dicha curvatura esté calculada con respecto al vector normal —d; en S! x (0, 7). Re-
cuérdese que h se computaba respecto al normal interior a (), por lo que ambos nor-
males coinciden tras aplicar el anterior movimiento rigido. Asi, el valor y el signode h 'y
h(S' x {t}) coinciden, por lo que

h = a cot(at).
Despejando,

cot(at) = h/a.
Por otra parte, usando que cos?(x) = 1 — sin?(x), se puede obtener facilmente que
1
sin”(x) = 1+ cot?(x)’

de donde deducimos que

. 1 2 2\—1/2
sm(ar):wil_i_hz/azza(a +h7)7,
y entonces

(3.14) L(dD) = 2 (a* + h?)~1/2,
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Asi, a partir de (3.13) y (3.14), la expresion (3.12) serd equivalente a
(3.15) 2bc (a* +H?)%% — (* —1*)%¥% L.

Ahora simplemente particularizaremos a una superficie M concreta, de forma que se
satisfaga (3.15). Obsérvese que para valores de c suficientemente pequefios, es de esperar
que se cumpla dicha condicién.

Empecemos determinando los pardmetros que van a caracterizar a la superficie M. Elija-
mos a = 1y t* = 71/6. A partir de la expresién que aparece en el Ejemplo para
dichos valores hemos de tomar b > a tan(at*) = 0,577. Tomemos b = 0,578; consecuen-
temente, a partir de (3.4), resultard que ¢ = 0,0410512. Con estos datos también se puede
obtener el valor de d, a través de (3.6), quedando la superficie M totalmente determinada.

Conocida la superficie M, hay que tener en cuenta varias cuestiones referentes a los no-
doides y paralelos contenidos en dicha superficie:

- Los nodoides cerrados y embebidos pueden ser parametrizados en funcién del
punto maximo que alcanzan. Esto permite determinar numéricamente los datos
que necesitaremos.

- Como dD ha de ser una curva cerrada y embebida, hemos de comprobar que no
aparezcan autointersecciones en los nodoides que consideremos.

- Existen superficies del tipo descrito en el Ejemplo para las que ninguna
unién de disco y anillo simétrico verifica la condicién de curvatura geodésica
constante en el borde (respecto del normal interior). Habra que cuidar que no se
nos presente esta situacion.

Para la superficie M determinada por los parametros anteriores, hemos comprobado,
haciendo los cédlculos explicitos, que existen discos D bordeados por nodoides cerrados
y embebidos (sin autointersecciones), y anillos simétricos B contenidos en la parte hi-
perbolica de M, tales que h(dD) = h(dB) = h, con respecto al normal interior a la unién
D U B. Por ejemplo, para h = 0,33, nos encontraremos en dicha situacién; y ademads, el
término de la izquierda de la condicién (3.15) es estrictamente negativo; concretamente,
se obtiene un valor igual a —0,0514.

Con ello concluimos, a partir del Lema que en efecto, las regiones de tipo vii) son
estables en ciertas superficies. Por tanto, todas las posibilidades enunciadas en el Teore-
ma pueden aparecer en general.

Nota 3.3.11. Remitimos al lector a la Nota de la siguiente Seccién, en la que
se mostrard que también existen regiones estables de tipo vii) en toros de revoluciéon
estdndar. Esto se obtendrd a partir de la condicién expuesta en la Nota para lo que
serd necesario determinar el perimetro de un nodoide cerrado y embebido en estas su-
perficies. Dicho calculo se explica con detalle en la Seccién 3.4} por lo que nos parece mas
adecuado demostrar este hecho méas adelante.

3.4. Regiones isoperimétricas

En esta Seccién aplicaremos los resultados obtenidos anteriormente para determinar
cuales son las regiones isoperimétricas que pueden aparecer en nuestras superficies, es
decir, en toros rotacionalmente simétricos presentando una simetria horizontal y con cur-
vatura de Gauss decreciente desde el paralelo de menor longitud.

La existencia de regiones isoperimétricas en una superficie no siempre esta garantiza-
da, y en general, no es una cuestion trivial. Sin embargo, en el caso que estamos tratando
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en este Capitulo, las superficies son compactas, por lo que, a partir de resultados derivados
de la Teoria Geométrica de la Medida [72], podemos asegurar la existencia de soluciones
al problema isoperimétrico para cualquier valor del drea que consideremos.

Precisamos que nuestro objetivo no consiste en determinar las regiones isoperimétri-
cas para cada superficie concreta de nuestra familia, debido a la extensién de la misma. Lo
que pretendemos es dar una clasificacion general de los conjuntos que pueden aparecer
como soluciones. Esto nos permitird, dada cualquier superficie de la familia, determinar
las regiones isoperimétricas usando algtin razonamiento adicional, particular a la super-
ficie (por ejemplo, mediante comparaciones numeéricas del perimetro de los candidatos o
aplicando adecuados movimientos rigidos que creen contactos irregulares).

Debido a que toda regioén isoperimétrica es estable, nuestro punto de partida seré la
caracterizacion de regiones estables realizada en el Teorema Algunos de los con-
juntos descritos en dicho Teorema van a poder ser descartados como soluciones isope-
rimétricas en un primer paso, lo que reduciré el nimero de candidatos a tener en cuenta.

Por otra parte, se vera que algunos conjuntos estables, cuando son regiones isoperi-
métricas de la superficie, han de verificar ciertas condiciones. Es decir, el cardcter isope-
rimétrico va a determinar, de alguna manera, la posicién de algunos conjuntos en la su-
perficie.

Por ultimo, estudiaremos en detalle dos superficies concretas de nuestra familia: los
toros de revolucion estandar del Ejemplo[3.1} y las superficies descritas en el Ejemplo[3.2}
En ambos casos, se pueden realizar los calculos explicitos de drea y longitud de cada
candidato, lo que nos permitird clasificar las regiones isoperimétricas en determinadas
situaciones.

El primer resultado que vamos a ver se refiere a los conjuntos de tipo v), descritos en
el Teorema Dichos conjuntos, a pesar de ser siempre regiones estables, no pueden
aparecer como soluciones isoperimétricas.

Lema 3.4.1. Sea M una de nuestras superficies. Entonces, ninguna union de anillos bordea-
dos por hélices resulta ser solucion isoperimétrica en M.

DEMOSTRACION. Es facil ver que cualquier curva cerrada de tipo hélice C tiene es-
trictamente mds longitud que una geodésica vertical C’, en S' x [—tg,to]. Asi, para ca-
da anillo bordeado por hélices, es posible considerar un anillo vertical (bordeado por
dos geodésicas verticales), encerrando la misma 4rea, pero con menos perimetro. Esto ya
prueba lo enunciado. O

El siguiente resultado descarta de forma sencilla los conjuntos de tipo iv), uniones
de anillos verticales disjuntos, cuando la unién estd compuesta por dos o mas anillos.
Asi, si en el borde de una regién isoperimétrica hay una geodésica vertical, dicha region
necesariamente consistird en un tnico anillo vertical.

Lema 3.4.2. La unién de dos o mds anillos verticales en M no es una region isoperimétrica.

DEMOSTRACION. Sea () una tal unién, y ()1 uno de los anillos verticales. Es claro
que, tras aplicar adecuada rotacién a )1, una de las geodésicas verticales de d(); se en-
contrard con otra geodésica vertical de 92, no contenida en 9();. Obsérvese que dicho
movimiento preserva el drea encerrada, y si eliminamos las dos geodésicas que se han
solapado, obtenemos un nuevo conjunto con estrictamente menos perimetro, por lo que (2
no podra ser region isoperimétrica. O

Nota 3.4.3. Notese que el anterior argumento no puede aplicarse si () consta tnica-
mente de un anillo vertical
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El siguiente Lema trata las regiones de tipo vi), anillos bordeados por un onduloide y
un circulo de revolucién. Para que estos conjuntos sean estables, ya sabemos que se han
de satisfacer las propiedades enunciadas en el Teorema el onduloide intersecara al
paralelo donde la funcién (f')? — ff” pasa de ser menor que 1 a ser mayor que 1, y el
circulo de revolucién estara contenido en la regién donde K + h? < 0. Cuando ademas
sean soluciones isoperimétricas, han de cumplirse las siguientes condiciones adicionales,
que determinan la posicién del onduloide y del circulo de revolucién en la superficie.

Para demostrar este resultado, viendo la superficie como Sl x [—to, to], llamaremos mitad
inferior de S' x [—to, to] a S' x [—to, 0], y mitad superior a S! x [0, to].

Lema 3.4.4. Sea Q) una region isoperimétrica contenida en S' x [—to, to], bordeada por un
onduloide C y un circulo de revolucion S' x {t}. Entonces,

i) Cy S! x {t} no estin contenidos en la misma mitad de la superficie.
ii) C no intersecaa S' x {—t}.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el circulo de
revolucion S' x {t} se encuentra contenido en la mitad inferior, es decir, t € [—t,0].
Como ademas, por el Teorema se ha de verificar que (K + h?)(t) < 0, se sigue que
t € (—to,—t), siendo t. € (0,ty) el primer instante donde K + h? (o equivalentemente
(f")? — ff") se anula, o donde cambia de signo (ya definimos f. al inicio de la Subseccién
3.3.1).

i) Supongamos que el onduloide C se encuentra contenido también en la mitad infe-
rior 8! x [—#p,0]. Denotemos por ty, ty a los puntos minimo y méximo de ¢|¢, respecti-
vamente.

Sit = —ty, como f'(—tg) = 0, entonces la curvatura geodésica de S! x {t} serd igual
a cero, por lo que C también tendrd curvatura nula (dQ2 ha de tener curvatura geodésica
constante respecto del normal interior). Sin embargo, teniendo en cuenta y que f
es estrictamente creciente en [—ty, 0] (visto en el Lema , esto ultimo no es posible (ya

que f(tpm) > f(tm)); por tanto, t # —to.

Ademas, por el Lema el onduloide C ha de intersecar el paralelo donde (/)% —
ff" = 1pasa de ser menor que 1 a ser mayor. Como (f’)?> — ff” es monétona en la mitad

inferior y
[(f1)? = f£71(8) = f(D)? (K+ 1) (t) <0,
entonces C estard contenido en S! x [t,0] (en el otro caso, las curvas del borde de Q)

se intersecarfan). Veamos que en esta situacién, podemos construir una nueva regién
encerrando la misma 4rea y con menor perimetro estricto.

Considérese un paralelo S! x {t*} que interseque a C, con t* préximo a ty;, y reem-
placemos la parte de C por encima de dicho paralelo, por el correspondiente segmento
de paralelo. Obsérvese que esto hace que la nueva curva tenga menos perimetro que C,
ya que, si llamamos (61, 6;) al 6-segmento donde estamos realizando la modificacién, la
longitud del correspondiente segmento de S! x {+*} serd igual a

(3.16) /992 \ f(£(0)2d0 = (62— 61) f(£7),

mientras que la longitud de la parte eliminada del onduloide es

/ " JF @) + (dt/doyde,

que es estrictamente mayor que (3.16).
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Cambiemos también S x {t} por otro paralelo S' x {f},cont < t. Como f(f) < f(t),
por la monotonia estricta de f, el nuevo paralelo tendra menos longitud que el original.

Es claro que existen adecuados * y f para los que el nuevo conjunto encierra la misma
area que (). Como ademas se reduce perimetro en cada componente, esto contradice el
caracter isoperimétrico de (), y por tanto, las curvas de dQ2 no pueden hallarse en la
misma mitad de la superficie.

ii) Supongamos ahora que C interseca al paralelo S' x {—t}, que estard contenido en
la mitad superior de la superficie. En este caso, es posible obtener un conjunto encerrando
la misma cantidad de &rea y con el mismo perimetro, pero con frontera irregular. La
construccion es la siguiente:

Sea C' C C la parte del onduloide C que queda contenida en S! x [—t, to], es decir, la
parte de C por encima del paralelo §! x {—t}. Reemplacemos C’ por el correspondiente
segmento del paralelo S' x {—t}. Por otro lado, reflejemos C’ respecto de S! x {0}. Dicha
reflexion llevard los extremos de C’ sobre S! x {t}. Eliminando el segmento de S! x {t}
que se encuentra entre dichos extremos, obtenemos un nuevo conjunto ()’ que claramente
encierra la misma é4rea y tiene el mismo perimetro. Por tanto, como () es isoperimétrico,
Q) también lo serd. Pero 0Q)' no es regular (no es diferenciable), por lo que de nuevo
llegamos a contradiccién. O

Nota 3.4.5. Indiquemos de forma concisa otra manera de probar el primer apartado
del anterior Lema Supongamos que las curvas que forman el borde de () se hallan
en la misma mitad. Entonces, a partir del Lema[3.1.2]y del Lema[2.3.7} se sigue que el signo
de las curvaturas geodésicas de ambas curvas coincide, medida con respecto al vector
normal definido por (2.6). En consecuencia, con respecto al normal que apunta hacia
el interior de (), las curvaturas tienen signo distinto, por lo que 9Q) no tiene curvatura
geodésica constante, y no puede bordear una region isoperimétrica (ni siquiera resulta
ser una curva estable).

Centrémonos ahora en los nodoides cerrados y embebidos, que bordeardn discos en
nuestras superficies. Ya hemos visto que, para que estos discos sean estables, o bien in-
tersecaran simétrica y ortogonalmente al paralelo S! x {0}, o bien estaran contenidos en
regiones donde la curvatura de Gauss es constante. Precisemos ciertas propiedades que
se han de cumplir, cuando uno de estos discos, con curvatura de Gauss constante, forma
parte de una region isoperimétrica.

Sea D un disco bordeado por una curva de curvatura geodésica constante, encerran-
do drea @ > 0y contenido en una regién con curvatura de Gauss K constante. Sea D’
otro disco encerrando drea 4, tal que dD’ es también de curvatura geodésica constante,
cumpliendo que
K |D < K ’D“

Entonces, a partir de [82, Lemma 2.7], se deduce que
L(oD) > L(aD’).

A partir de esto, y teniendo en cuenta que K(0) es el valor maximo alcanzado por la
curvatura de Gauss en nuestros toros de revolucion, se obtiene el siguiente resultado:

Lema 3.4.6. Sea D C M un disco bordeado por una curva con curvatura geodésica constante,
contenido en una region donde la curvatura de Gauss K es constante. Supongamos que D es
una componente de una regién isoperimétrica (que podria ser conexa). Entonces, necesariamente
ocurrird una de estas posibilidades:

i) K|p coincide con el valor mdximo de la curvatura de Gauss K(0), 6
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ii) K|p < K(0) y no existe ningiin disco D' encerrando la misma cantidad de drea que D y
bordeado por una curva de curvatura geodésica constante, con K|p < K|pr.

Nota 3.4.7. La interpretacion adecuada de Lema es que los discos isoperimétri-
cos, con o sin curvatura de Gauss K constante, tienden a situarse donde la curvatura de
Gauss se hace méaxima.

Pasamos ahora a estudiar las regiones isoperimétricas en dos tipos de superficies de
nuestra familia. A partir del Teorema y de los resultados vistos en esta Seccién, se
tiene que los candidatos a ser soluciones isoperimétricas son discos (bordeados por cur-
vas con curvatura geodésica constante), anillos horizontales (simétricos o asimétricos),
anillos verticales, anillos bordeados por un onduloide y un paralelo, y uniones de un
disco y un anillo simétrico.

3.4.1. Regiones isoperimétricas en toros de revolucién estindar. Empezaremos
estudiando las soluciones isoperimétricas de los toros de revolucién estdndar, descritos
en el Ejemplo[3.1] En estos casos, es posible realizar las comparaciones de perimetro nece-
sarias que permiten determinar las soluciones para cada toro estdndar que se considere.

Estas superficies quedan totalmente determinadas una vez conocidos los valores de
r>0ya>0,cona > r. Recordemos que la métrica (2.1) de esta superficie viene dada
por la funcién

f(t) =a+rcos(t/r),

cont € I = [—ty,ty] = [—mr, tr]. A partir de dicha funcién, facilmente derivable e
integrable, es posible realizar explicitamente todos los célculos, referentes a longitudes y
areas, que se precisan.

En primer lugar, denotemos por S el drea total de una de estas superficies. Entonces

B=2m /m (a+r cos(t/r))dt = 4mar.

—7tr

La longitud de un circulo de revolucién S' x {t} vendra dada por
L(t) =2m f(t) = 2m (a+r cos(t/r)),

y la de cualquier geodésica vertical {6} x I serd igual a 27tr (longitud del circulo que se
rota para obtener la superficie).

Por lo que ya se ha visto, un onduloide C cerrado y embebido puede verse como grafo
sobre 6, de la forma

{(6,t(8)) € S x [—tg, to] : 8 €[0,27]},

con lo que su longitud sera

(3.17) L(C) = /02” VL F((8))2 + (at/d6)? de.

Dado un nodoide cerrado y acotado C, que sea estable, necesariamente estara centra-
do en el ecuador S! x {0}, por el Lema Para dichos nodoides, también es posible
obtener su longitud y el 4rea que encierra, a partir del sistema (2.7). Los calculos que rea-
lizamos en la practica consisten en considerar C como una curva solucion (6(s), t(s), o (s))
parametrizada por el arco s, de forma que el instante inicial s = 0 se corresponde con el
punto de méxima altura del nodoide. Entonces, se halla el primer instante s; en el que
o(s1) = 7, que corresponderd a recorrer un cuarto de C. Asi, se deduce que la longitud
del nodoide es justamente 4 s;.
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En cuanto al drea, usamos una idea similar; la cuarta parte del drea encerrada coinci-
dira con

‘ /0 " F(#(s)) 6(s) coso(s) ds| = — /0 " £(#(s)) 6(s) cos o (s) ds,

donde estamos viendo C como curva parametrizada por s, de la forma (f(s), 6(s)); nétese
que coso(s) < 0, para todo s € [0, s1]. En este caso, tomamos la curva como grafo sobre
el eje vertical para facilitar los calculos (la funcién f es constante horizontalmente, para
cada valor de t(s), y no lo es verticalmente para los valores de 6(s)).

Ambas cantidades son numéricamente computables para cada toro de revolucién estan-
dar que se considere.

Por otro lado, dado un anillo simétrico S' x [, t], su perimetro es igual a 2 L(t), y el
area de la regién que encierra resulta ser

27'(( e+ tm £(8) dt> —ar [7 ) ar.

t

Para un anillo asimétrico S! x [t1,t], con t; € [—ty,0] y t2 € [0,¢0], la condicién de
curvatura geodésica constante respecto al normal interior

h(t) = —hi(tz)

va a permitir expresar t; en funcion de t;. Su perimetro serd L(t1) + L(t), y el 4rea ence-

rrada serd igual a

£ mTr
o [ f(dt+2m [ F(b) .
—7tr ty

Nota 3.4.8. Téngase en cuenta que cualquier anillo horizontal (simétrico o asimétrico)
determina dos regiones en nuestros toros de revolucién, una que contendrd al paralelo de
menor longitud S! x {ty}, y la complementaria a ésta. Las anteriores expresiones del 4rea
se refieren, tal y como se deduce de los correspondientes intervalos de integracién, a las
regiones que contienen a 8! x {to}.

Finalmente, un anillo vertical bordeado por dos geodésicas verticales, tendra siempre
perimetro 477, sea cual sea el drea que encierre.

A partir de estos cdlculos explicitos, se obtiene facilmente el siguiente resultado:

Teorema 3.4.9. Sea M un toro de revolucién estindar, parametrizado por r y a, de forma que
r < a/2. Entonces las regiones isoperimétricas son discos con curvatura geodésica constante, y
anillos verticales, y sus complementarios.

DEMOSTRACION. Como S! x {—7nr} = S! x {7r} es el paralelo de menor longitud, y
la funcién f es estrictamente creciente en [—7t7, 0], y estrictamente decreciente en [0, 77|,
entonces se sigue que

L(t) > L(—nr) =2nf(—mnr) =2m(a—r) > 2ntr, parat € (—mr, mr),

ya que v < a/2 por hipétesis. Esto ya nos dice que cualquier circulo de revolucién
S! x {t} tiene estrictamente més longitud que cualquier geodésica vertical. Por tanto,
un anillo horizontal bordeado por dos circulos de revolucién (sea simétrico o asimétri-
co) tendra estrictamente mas longitud que un anillo vertical, por lo que aquellos pueden
ser descartados. Ademds, la unién de un anillo simétrico y un disco tampoco podra ser
una regién isoperimétrica en este caso, ya que el anillo simétrico podra sustituirse por un
anillo vertical, reduciéndose el perimetro.
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Finalmente, como cualquier onduloide se puede expresar como grafo sobre 6, su lon-
gitud serd mayor que L(—7tr). Aplicando el mismo razonamiento anterior, los ani-
llos bordeados por un onduloide y un circulo de revolucién tampoco pueden ser solucio-
nes isoperimétricas.

Asi, de los candidatos mostrados en el Teorema s6lo nos quedan los discos de
curvatura geodésica constante (que son las soluciones isoperimétricas para dreas peque-
fias), y los anillos verticales. Hemos comprobado que estos anillos también aparecen co-
mo solucién en dichos toros de revolucién (es maés, aparecen incluso antes de que los
discos dejen de ser embebidos en la superficie). Por ejemplo, para r = 0,24, ambos tipos
de conjunto son regiones isoperimétricas. O

1 2 3 4 2 4 6 8

r=02a r=045a

FIGURA 3.3. Perfiles isoperimétricos correspondientes a dos toros de re-
volucién estandar conr < a/2

Nota 3.4.10. La Figura [3.3lmuestra las dos posibles situaciones que presenta el perfil
isoperimétrico de los toros de revolucion estdndar, cuando r < a/2. Aunque en ambos
casos las soluciones son discos y anillos verticales, merece la pena resaltar un hecho que
los diferencia.

Cuando r es suficientemente pequefio, el toro resulta muy estrecho, por lo que los nodoi-
des (que bordean a los discos) dejan de ser embebidos a partir de cierto instante. De
hecho, para r = 0,24, no hay discos de 4rea mitad (véase la grafica en la Figura[3.3).

Por otro lado, cuando r toma valores mayores, si que existen discos embebidos encerran-
do area mitad, aunque siempre tienen perimetro mayor que los anillos verticales, bajo la
hipétesis de que r < a/2 (un ejemplo de este hecho se tiene cuando r = 0,45).

Para los casos en los que r > a/2, la descripcioén de las regiones isoperimétricas re-
sulta mas variada, al aparecer soluciones de tipos distintos a los del caso anterior. Des-
afortunadamente, no hemos encontrado ningtin argumento que proporcione resultados
generales en estos casos (que, por otra parte, resultarian de interés relativo). Por tanto,
procederemos a enumerar qué tipo de regiones isoperimétricas van apareciendo para los
distintos valores de los parametros que determinan esta superficie.

Tal y como se hizo en el caso previo, a partir de las expresiones anteriores sigue siendo
posible calcular explicitamente el perfil isoperimétrico de cada toro de revolucion estandar.
Describimos ahora los resultados obtenidos, a medida que r aumenta. Nos centraremos
en valores del d4rea comprendidos en el intervalo (0, 5/2), ya que para valores superiores
las soluciones vendran dadas por los correspondientes conjuntos complementarios.

Para valores de r préximos a a/2, el comportamiento es el mismo que el descrito en el
Teorema al principio, las soluciones son discos para areas pequefias, y a partir de
cierto valor del area, las soluciones pasan a ser anillos verticales. Dicho comportamiento
se corresponde con la idea de que el perfil isoperimétrico presenta una cierta continuidad
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con respecto al pardmetro r, de forma que no muestra cambios bruscos al modificar li-
geramente dicho pardmetro.

La Figura 3.4 muestra el comportamiento comentado en el parrafo anterior, para los ca-
sosder = 0,52a y r = 0,7a. En esas graficas (y en las sucesivas), la curva que parte
del origen se corresponde con el perimetro de los discos, mientras que la recta horizontal
indica el perimetro de los anillos verticales. La otra curva que parte del eje vertical mues-
tra el perimetro de los anillos simétricos estables (hasta el primer punto grueso), de los
anillos asimétricos estables (hasta el segundo punto grueso) y finalmente el de los anillos
asimétricos inestables. Ademads, la curva que no toca al eje vertical se corresponde con el
perimetro de las uniones de un disco y un anillo simétrico (esto es debido a que dichos
conjuntos no encierran nunca dreas proximas a cero).

” P ;
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r=052a r=07a
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FIGURA 3.4. Perfiles correspondientes a dos toros de revolucién estdndar,
donde las soluciones isoperimétricas son discos y anillos verticales

Seguidamente, existe un intervalo de valores de r para el que las regiones isope-
rimétricas estaran bordeadas por nodoides, y por tanto serdn discos, para cualquier can-
tidad de rea (véase la Figura[3.5). Esto es consecuencia de que, al aumentar r, la longitud
de las geodésicas verticales y, por tanto, de los anillos verticales también aumenta, lo que
hace que éstos no puedan ser solucion.
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N S o @
N S o @

2 4 6 8 10 12 14 2.5 5 7.5 10 12.5 15

r=20,75a r=08a

FIGURA 3.5. Perfiles correspondientes a toros de revolucién estdndar pa-
ra los que los discos son las regiones isoperimétricas, para cualquier valor
del 4rea

Después, existe otro intervalo de valores de r para los que los anillos horizontales ya
aparecen como solucién. Asi, las regiones isoperimétricas en estos casos vienen dadas
por discos al principio, luego anillos simétricos y finalmente discos de nuevo, hasta llegar
a drea /2 (tal y como se observa en la Figura[3.6). Precisamos ademés que este rango de
valores de r es muy pequefio, en comparacion con situaciones anteriores, por lo que este
comportamiento se aprecia en relativamente pocos toros de revolucién.

Finalmente, a medida que r toma valores més préximos a 4, los tiltimos anillos simé-
tricos son regiones isoperimétricas para el area que encierran, y entonces los anillos hori-
zontales asimétricos también aparecen como solucién (véase la Figura[3.7). En estos casos,
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2.5 5 7.5 10 12.5 15

r=20,82a

FIGURA 3.6. Perfil correspondiente a un toro de revolucién estandar, para
el que las soluciones son discos y anillos simétricos

las soluciones vendran dadas por discos, anillos simétricos y anillos asimétricos, para
acabar con discos, cuando el drea considerada es cercana al valor /2.
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r=20,84a r=09a

FIGURA 3.7. Perfiles correspondientes a dos toros de revolucién estdndar,
donde hay anillos asimétricos que son soluciones isoperimétricas

Nota 3.4.11. Por la Nota sabemos que en los toros de revolucién estandar con
a < 3r, existen dominios bordeados por un onduloide y un circulo de revolucién que son
regiones estables. Sin embargo, a la vista de los resultados obtenidos, se sigue que dichos
dominios no aparecen como soluciones isoperimétricas, en ninguno de estos toros (su
perimetro viene indicado en algunas de las gréaficas anteriores, correspondiéndose con
una curva que parte del segundo punto grueso y se mantiene por debajo de la asociada a
los anillos asimétricos inestables).

Recuérdese que la estabilidad de tales dominios era consecuencia de que el anillo asimé-
trico S' x [, f] correspondiente a f = 71r/2, es siempre una region estable (Lema .
Pero tal anillo no es solucién isoperimétrica, para el drea que encierra, en ningtn caso. De
hecho, tiene més perimetro que un anillo vertical, sir < a/2 (ya visto en el Teorema ,
o que el correspondiente disco, si r > a/2. En consecuencia, debido a la continuidad del
perfil, los primeros dominios bordeados por un onduloide y un circulo de revolucién,
que surgen a partir del anillo S! x [#, 7], tendran demasiado perimetro para ser regiones
isoperimétricas.

Nota 3.4.12. Tal y como se anunci6 en la Nota [3.3.11] estamos ahora en condiciones
de demostrar que los conjuntos de tipo vii) del Teorema [3.3.6] consistentes en uniones de
un disco y un anillo simétrico, pueden aparecer como regiones estables en algunos toros
de revolucién estindar. Recuérdese que ya se vio que dichas regiones si que aparecen en
las superficies del Ejemplo

Como en los toros de revolucién estdndar la curvatura de Gauss no es constante en ningu-
na region, la condicién de estabilidad de dichas uniones vendra dada por (2.54), obtenida
en la Nota
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Centrémonos en un toro de revolucién estdndar M determinado por pardmetros a > 0,
r € (0,a).Sea D C M un disco estable bordeado por un nodoide cerrado y embebido de
curvatura geodésica constante (necesariamente intersecara al paralelo S' x {0}, en virtud
del Lema . Denotaremos por & a la curvatura positiva de dD. Sea B = S! x [—t, ]
un anillo simétrico estrictamente estable (equivalentemente, verificando (K + h?)(t) < 0),
tal que h = h(—t). Asi, la unién D U B tendrd borde con curvatura geodésica constante
respecto al normal que apunta hacia el interior.

Como K(0) > K(t), para todo t € [—7tr, 77|, bastard comprobar que

L(3B) < /a (K(O)+ h2)> + L(OD)? (K(f) + 1?) <0,

o equivalentemente
(3.18) L(3B) (K(0) + k) + L(aD) (K(t) + 1*) <0,

para afirmar que se cumple (2.54).

Particularicemos ahora al toro determinado pora = 1, r = 0,7, y para una unién D U B
concreta. Consideremos el disco D bordeado por un nodoide cuya altura maxima es igual
aT =1,7 < rtr. A partir de lo comentado al inicio de esta Seccién, se puede comprobar
que la longitud del nodoide es L(dD) = 8,4738, y que el drea que encierra es igual a
10,3349. Obsérvese que la correspondiente grafica de la Figura muestra que dicho
disco es region isoperimétrica para el drea que encierra, por lo que también serd estable.
Por otro lado, la curvatura geodésica de dD puede hallarse gracias a la primera integral
E, definida por (2.8), para ¢ = 0. Asi, como E(0) = 0 trivialmente, se tiene que E es
constantemente nula. Entonces
0=E(T) = f(T)~h [ _f@)dz,
de donde
h = ﬂ = 1,10873.
Jop £(8)dS
Se puede comprobar que t = 1,91403 determina el anillo simétrico B = S! x [, #] tal que
dD U 0B tiene curvatura geodésica constante respecto del normal apuntando al interior
de la unién. Ademas,
(K+H1)(t) <0,
por lo que el anillo B también resulta ser estable, por el Lema Notese también que
0D y 9B no se intersecan. Finalmente, es inmediato comprobar que

L(dB) (K(0) + h?) + L(aD) (K(t) + h*) = —11,405 < 0,

por lo que se satisface la condicién (3.18), y por tanto D U B es una regién estable en dicho
toro de revolucién estandar.

Nota 3.4.13. Hemos visto en la Nota que las uniones de un disco y un ani-
llo simétrico (con curvatura geodésica constante) pueden ser estables en algunos toros
de revolucién estdndar. Sin embargo, en ninguno de los ejemplos que hemos estudiado
acaban siendo soluciones isoperimétricas (las graficas anteriores muestran como siempre
tienen excesivo perimetro). Aunque no hemos encontrado un razonamiento general que
las descarte, pensamos que dichas uniones no son soluciones en ningtin caso.

Nota 3.4.14. En la descripcion de las regiones isoperimétricas en toros de revolucién
estdndar se aprecia que para area mitad B/2, la solucién viene siempre dada por un disco
o por un anillo vertical, sea cual sea el toro estdndar que se considere. Este no es un hecho
general para los toros de revoluciéon de nuestra familia, tal y como se verd mds adelante.
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3.4.2. Regiones isoperimétricas en M. Estudiemos ahora las regiones isoperimétri-
cas en otro tipo de toros de revolucién, concretamente en las superficies M descritas en el
Ejemplo Recuérdese que estas superficies se obtienen a partir de una esfera S C R®
a la que se le quitan dos discos abiertos idénticos centrados en los polos, afiadiendo pos-
teriormente un anillo hiperbélico adecuado en cada una de las componentes del borde.

Estas superficies son interesantes porque nos van a permitir justificar que los anillos
bordeados por un onduloide y un circulo de revolucién pueden ser regiones isoperimétri-
cas, cosa que no sucedia en los toros de revolucién estdndar de la Subseccién anterior. En
consecuencia, se deduce que los onduloides pueden realmente formar parte de la frontera
de las regiones isoperimétricas de una superficie en general. Este es un hecho que no
aparece en ningtn trabajo previo, al menos en los que nosotros conocemos, aunque di-
chas curvas si generan hipersuperfices que bordean dominios isoperimétricos en ciertos
productos riemannianos de dimensién alta, como se demuestra en [81]. Aparte de esto,
también describiremos cémo evolucionan las soluciones isoperimétricas en este tipo de
superficies.

Remitimos al lector al Ejemplo[3.2]de la Seccién 3.1} donde se explicaron con detalle
este tipo de superficies. Simplemente recordaremos que éstas se parametrizaban, en la
parte esférica, con la funciéon

£t) = % cos(at), te [t t],

siendo a > 0 el radio de la esfera inicial; y en la parte hiperbdlica superior, la parametri-
zacion venia dada por

f(t) =ccosh(d —bt), telt',d/b],
donde —b? (b > 0) es la curvatura de Gauss de los anillos hiperbélicos que se pegan a
la parte esférica, y ¢, d son nimeros reales positivos, cuya expresién se determiné en la
Nota Finalmente, el paralelo S! x {t*} es el paralelo donde se unen ambas partes

esférica e hiperbdlica. En la parte hiperbdlica inferior se considera la correspondiente
simetrizacién de f.

El area total B de estas superficies serd igual a
t /b 1 c
ﬁ:227t</ f(t) dt+/ f(t) dt) =4n (az sin(at*)+bsinh(d—bt*)>.
0 t

La longitud de un circulo de revolucién S! x {t} sera

L(t) = 27f(t),
por lo que su expresiéon dependerd de la parte de la superficie en la que se encuentre.
Ademas, su curvatura geodésica vendrd dada por

h(t) = & _ { —a tan(a t), t e [O,t*],

f(t) | —btanh(d —bt), t € [t*,d/b]

y por la correspondiente expresion antisimétrica, para los valores negativos.

Igual que antes, la longitud de un onduloide cerrado y embebido vendra dada por (3.17),
y dado un nodoide cerrado y embebido, la longitud y el area que encierra se pueden
calcular de manera analoga a como se hizo para toros de revolucién estandar, en la Sub-
seccion anterior. Finalmente, la longitud de una geodésica vertical es justamente 2d/b.

Para estas superficies, la funcién (f')? — ff" toma valores constantes: es igual a 1 en
la parte esférica, y es igual a —b? ¢? en la parte hiperbélica. Por tanto, todos los circulos
de revolucién son estables, por el Lema [2.4.16| Ademas, aplicando el Lema todo
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anillo simétrico contenido en la parte hiperbdlica sera estable, y los contenidos en la parte
esférica serdn inestables.

Dado un anillo simétrico S! x [—t,t], con t € (t*,d/b), es decir, contenido en la parte
hiperbdlica y por tanto estable, se tiene que su perimetro viene dado por 471/ (¢). Ademas,
el area de la region delimitada por dicho anillo y conteniendo al paralelo de menor lon-
gitud S! x {d/b}, es igual a

d/b 47tc
4 f(s)ds = - sinh(d — bt).
t

En cuanto a los anillos asimétricos S! x [t1, t2], como consecuencia de la condicion de

curvatura geodésica constante

(3.19) h(t1) = —h(t2)

y del comportamiento monétono de la funcién k(t), se deduce facilmente que uno de
los paralelos del borde se ha de hallar en la parte esférica inferior, y el otro en la parte
hiperbdlica superior. Asi, podemos suponer a partir de ahora que t; € (—t*,0) y que
ty € (t%,d/b).

Ademés, es posible expresar t; en funcién de t;, gracias a la condicién (3.19), de forma
que

1 (—b tanh(d — btz))
t = - arctan .

a

El perimetro de S! x [t1,t,] serd

L(t) + L(t2) = 27e(f (1) + f(£2)),

y el 4rea que encierra la correspondiente regién, conteniendo a S! x {d/b}, vendra dada

por
h d/b
27 f(t)dt+2m f(t)dt.
—d/b ty

Los discos estables bordeados por nodoides cerrados y embebidos que formen parte
de una region isoperimétrica pueden, en principio, hallarse contenidos en la parte esféri-
ca, en la parte hiperbélica, o intersecando al paralelo S! x {¢*}. En virtud de [82, Lem-
ma 2.7], o aplicando el Lema se sigue que los discos en la parte esférica tendran
menos perimetro que los contenidos en la parte hiperbdlica, para areas iguales.

En cuanto a los discos que intersequen a S! x {t*}, se deduce a partir del Lema
(véase la Nota que también han de cortar al paralelo S' x {—t*}. En caso con-
trario, la funcién (') — ff” resultaria monétona sobre los puntos del nodoide vy, tal y
como se vio en la demostracién del Lema eso implicarfa que la curva no es cerrada
y embebida. Sin embargo, en los ejemplos que hemos estudiado, ningtin disco en esta
situacion acaba siendo solucién isoperimétrica.

No olvidemos que uno de nuestros objetivos es justificar que un anillo bordeado por
un onduloide y un paralelo puede ser una regién isoperimétrica en estas superficies.
Por tanto, hemos preferido centrarnos, principalmente, en aquellas en las que los ani-
llos verticales tienen excesivo perimetro y no son soluciones; para ello, basta tomar la
parte hiperbdlica suficientemente alargada. Mds concretamente, como el paralelo de mayor
longitud es S' x {0}, con perimetro igual a L(0) = 27t/4, y la longitud de una geodésica
vertical es justamente 2d /b, se tiene que cuando

(3.20) d/b > rt/a,
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cualquier anillo vertical tendrd mas perimetro que el anillo horizontal (simétrico o asimé-
trico) para la misma cantidad de area, por lo que los anillos verticales podran ser descar-
tados como candidatos isoperimétricos.

Por tanto, empezaremos centrandonos en las superficies que verifican la desigual-
dad (3.20). Destacamos que esta superficie, tal y como se precisé6 en la Nota queda
totalmente determinada a partir de tres parametros (los valores de a, t* y b). Describimos
ahora los distintos comportamientos observados en la evolucién de las regiones isope-
rimétricas de estas superficies M, para valores del 4rea en el intervalo (0, 8/2).

Caso 1. En ciertas situaciones, las soluciones resultan ser discos bordeados por curvas
de curvatura geodésica constante (que se encontrardn contenidas en la parte esférica),
para valores pequefios del area, y luego anillos simétricos (bordeados por circulos de
revolucién contenidos en la parte hiperbélica), hasta llegar a drea mitad /2.

Un ejemplo que ilustra este comportamiento viene dado por la superficie construida a
partir de una esfera con curvatura de Gauss igual a 1 (es decir, tomando 2 = 1), y un
anillo hiperbdlico con curvatura de Gauss —b?, para b = 0,536. Para t* = m1/7, estos
datos dan lugar a una de nuestras superficies, para la que la mitad del 4rea total es igual
a

B/2 =12,2152,

y el perfil isoperimétrico que se obtiene es el siguiente:
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FIGURA 3.8. Perfil isoperimétrico correspondiente a la superficie M, de
pardmetrosa =1,b= 0,536y t* = /7

La curva horizontal de la Figura representa a los anillos verticales, cuyo perimetro
es siempre constante. La curva que parte del origen es la correspondiente a los discos,
y se aprecia que éstos son soluciones para valores pequefios del drea (hasta llegar a un
cierto valor ap). Las otras dos curvas vienen determinadas por la longitud de los ani-
llos simétricos y asimétricos (la que no toca el eje vertical es la correspondiente a anillos
asimétricos). Se ve que, para los valores del area en el intervalo (ag, f/2), las soluciones
son los anillos simétricos.

El valor B/2 correspondiente a la mitad del area total encerrada por la superficie es justa-
mente el valor donde terminan las curvas correspondientes a anillos verticales y a discos.
Se tiene que, en este caso, la mayoria de los anillos asimétricos encierran un area superior

ap/2.

Ademas, en este ejemplo se tiene que no hay dominios formados por uniones de un disco
y un anillo simétrico, debido a que cualquier unién verificando la condicién de curvatura
geodésica constante presentard autointersecciones (es decir, el borde del anillo y del disco
se intersecan).
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Caso 2. Hay otras ocasiones en las que las regiones isoperimétricas de M son discos
para dreas pequefias, ciertos anillos simétricos, y finalmente anillos asimétricos para va-
lores del area préximos a /2 (con un circulo de revolucién en la parte esférica y otro en
la parte hiperbélica). En particular, el anillo asimétrico S! x [0,d/b] es la solucién para
area mitad.

Por ejemplo, la superficie M obtenida con los datos a = 1, b = 0,578 y t* = 71/6, presenta
regiones isoperimétricas que siguen la anterior evolucién, como se aprecia en la Figu-
ra correspondiente al perfil isoperimétrico. La mitad del drea total de esta superficie
es

B/2 =12,5452.
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FIGURA 3.9. Perfil isoperimétrico correspondiente a otra superficie M

En la Figura[3.9} la curva horizontal corresponde a anillos verticales, siempre con perime-
tro constante y, en este caso, muy grande, por lo que nunca son soluciones. Como antes,
la curva que parte del origen representa la longitud de los discos, que son las soluciones
para un pequefio intervalo de éreas (0,49). Seguidamente, las regiones isoperimétricas
son anillos simétricos (cuya longitud viene representada por la otra curva que parte del
eje vertical) para areas pertenecientes a otro intervalo (ao,a7), y anillos asimétricos para
valores del drea en (a1, 5/2).

En este caso, se produce un fenémeno llamativo: el drea encerrada por los anillos simétri-
cos estables va aumentando hasta llegar a S x [—#*, *], de forma que los iiltimos en apare-
cer encierran un drea superior a 8/2. Tras éstos, los primeros anillos asimétricos ! x [t1, 5]
que surgen, a medida que t, se mueve desde t* hasta d/b, presentan 4rea cada vez me-
nor, hasta llegar a los anillos asimétricos que son soluciones isoperimétricas, para los que
el drea encerrada vuelve a ser creciente, hasta alcanzar el valor 8/2 para sl x [0, d/ b}.
Se tiene que los tltimos anillos simétricos y los primeros anillos asimétricos encierran la
misma cantidad de drea, con el mismo perimetro (véase la Figura3.9), lo que concuerda,
en particular, con el hecho de que S! x [—t*,t*] sea estable (minimo del perimetro para
variaciones infinitesimales). Esta evolucién puede compararse con la que veremos més
adelante, en el Ejemplo[4.4)del Capitulo[} dedicado a otro tipo de superficies distintas.

En esta superficie, si hay que tener en cuenta las uniones de un disco y un anillo simétri-
co, ya que se satisface la condicién de curvatura geodésica constante. Sin embargo, la
longitud de estos conjuntos es siempre mayor que la de los discos, para dreas iguales
(dicha longitud se corresponde con la curva de la Figura 3.9/ que no toca al eje vertical), y
por tanto, nunca constituyen soluciones isoperimétricas.

Como antes, el valor /2 de la mitad del drea de la superficie coincide con el valor donde
las curvas que representan la longitud de anillos verticales y discos terminan. Finalmente
remarcamos que los anillos asimétricos son las regiones isoperimétricas para cierto inter-
valo de dreas, incluyendo al valor /2.
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Veamos ahora una consecuencia importante que se puede deducir de los resultados
obtenidos para las superficies de tipo M: los anillos bordeados por un onduloide y un
circulo de revolucién pueden aparecer como soluciones isoperimétricas en nuestras su-
perficies.

Este hecho pone de manifiesto que las curvas de tipo onduloide forman parte del
borde de las regiones isoperimétricas de una superficie. Esta situacién no aparece refleja-
da en ninguno de los trabajos que conocemos, y el tinico resultado de naturaleza similar
aparece en [81, Prop. 3.4], donde en el espacio producto S'(r) x R”, cuando n > 9, di-
chas curvas generan hipersuperficies que forman parte de la frontera de algunas regiones
isoperimétricas. Sin embargo, en dimensiones bajas, y en particular en superficies, no co-
nocemos ninguna referencia en la literatura en la que una curva tipo onduloide bordee
una solucién isoperimétrica.

Procedamos a describir nuestro razonamiento: considérese una superficie M del E-
jemplo en la que existan anillos asimétricos que sean soluciones isoperimétricas (el
Caso 2 anterior muestra una superficie verificando esta propiedad), y fijemos B = S! x
[t1, t2] uno de dichos anillos.

Por lo comentado previamente sabemos que uno de los paralelos de 0B, sea por ejem-
plo S! x {#}, se encontrard en la parte esférica, donde (f')> — ff” es constantemente
igual a 1, y que el otro paralelo ! x {t,} estar4 contenido en la parte hiperbélica. Nues-
tro argumento consiste en rotar ligeramente la parte esférica de M, manteniendo tija la
parte hiperbélica, de forma que la curva S! x {t;} se mantenga contenida, en todo instan-
te, en la parte esférica. Dicho movimiento rigido no provoca cambios en las propiedades
que satisface M, y hace que del anillo B se pase a tener una nueva regién B/, que clara-
mente encierra la misma cantidad de area y tiene el mismo perimetro que B. Por tanto, B’
resultard ser también una regién isoperimétrica, bordeada por el paralelo S* x {t,} (que
no ha sido modificado), y por una curva C contenida en la parte esférica, que aparece al
aplicar la rotacion. Justifiquemos ahora que dicha curva C es una curva tipo onduloide.

En principio, es claro que C no es un circulo de revolucién, ya que esta curva no tiene
altura constante. Sin embargo, la curvatura geodésica de C si que es constante (obsérvese
que el paralelo S! x {t;}, visto contenido en la esfera, no cambia su curvatura geodésica
al aplicar el movimiento rigido). Por tanto, C ha de ser una de las curvas descritas en el
Teorema Como trivialmente no es una geodésica vertical, ni tampoco un nodoide
(recuérdese que aplicamos una ligera rotacién, de forma que el paralelo original no llega
a tocar la parte hiperbélica), se concluye que necesariamente C es un onduloide.

Consecuentemente, podemos enunciar el siguiente Lema, que resume lo que acaba-
mos de demostrar: los anillos bordeados por un onduloide y un circulo de revolucién
son, realmente, regiones isoperimétricas en nuestros toros de revolucion.

Lema 3.4.15. Existen anillos bordeados por un onduloide y un circulo de revolucién que son
soluciones isoperimétricas en ciertos toros de revolucién con curvatura de Gauss decreciente y con
una simetria horizontal.

Nota 3.4.16. En este tipo de superficies M es facil comprobar que, cuando la parte
hiperbdlica es suficientemente corta, de forma que

L(d/b) =2mc>2d/b,

entonces cualquier circulo de revolucién tiene méas longitud que una geodésica vertical,
y consecuentemente las regiones isoperimétricas, en tal caso, son discos (contenidos en la
parte esférica) para dreas pequefias, y posteriormente anillos verticales. Esto ocurre, por
ejemplo, si consideramos las superficie M determinada por los parémetrosa = 1,b = 1y
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t* = m/7,conlo que c = 0,7896 y d = 0,9738 (la Figura muestra el correspondiente
perfil isoperimétrico).

10//

FIGURA 3.10. Discos y anillos verticales son las regiones isoperimétricas
en algunas superficies M

3.4.3. Consideraciones finales. A la vista de los resultados obtenidos a lo largo de
esta Secciéon podemos enunciar el siguiente resultado, referente a las regiones isope-
rimétricas que pueden aparecer en los toros de revolucién de nuestra familia.

Teorema 3.4.17. Sea M un toro de revolucion, simétrico y con curvatura de Gauss decre-
ciente desde el paralelo de mayor longitud. Sea ) una regién isoperimétrica de M

Entonces, Q) consistird en un disco bordeado por una curva de curvatura geodésica constante,
un anillo horizontal simétrico o asimétrico, un anillo bordeado por un onduloide y un circulo de
revolucion, un anillo vertical, o posiblemente una unién de un disco y un anillo simétrico (con la
misma curvatura geodésica constante), o el complementario de uno de estos conjuntos.

Nota 3.4.18. En el Lema se vio que hay regiones formadas por la unién de un
disco y un anillo simétrico que son estables en este tipo de superficies M. Sin embargo, al
igual que en los toros de revolucién estandar, no hemos encontrado ninguna superficie
concreta donde tales regiones resulten isoperimétricas (los cdlculos numéricos realizados
asi nos lo muestran). De hecho, la condicién de que las componentes del borde tengan
la misma curvatura geodésica se verifica en pocas ocasiones, por lo que dichas uniones
no llegan a aparecer en muchas de estas superficies. Aun asi, no hemos hallado un razo-
namiento general que permita descartar este tipo de conjuntos, debido principalmente a
que esta familia de superficies es muy amplia.

Pensamos que para este tipo de conjuntos, s6lo un argumento de comparacion directa del
perimetro permitird descartarlos, o determinar que son regiones isoperimétricas, tanto
para las superficies de los tipos descritos en los ejemplos anteriores, como en cualquier
otro toro rotacionalmente simétrico con simetrfa horizontal y curvatura decreciente.

Nota 3.4.19. Hacemos notar que, en las superficies del tipo descrito en el Ejemplo
que se han estudiado, las regiones isoperimétricas para drea mitad /2 han resultado ser
un anillo horizontal (simétrico o asimétrico), un anillo bordeado por un onduloide y un
circulo de revolucién, y un anillo vertical.

Nota 3.4.20. Nétese que no existen toros de revolucién con curvatura de Gauss K cre-
ciente desde el ecuador. En caso de existir, se tendria que K < 0 en todo punto, ya que los
puntos del paralelo de menor longitud son hiperbélicos, y K resultaria decreciente desde
dicho paralelo. Esto da lugar a contradiccién, porque los toros son superficies compactas,
y por tanto, con puntos elipticos.






CAPITULO 4

El problema isoperimétrico en anillos de revolucién completos

Pasamos ahora a estudiar el problema isoperimétrico en otra superficie rotacional-
mente simétrica, en esta ocasién en un contexto no compacto: anillos de revolucién com-
pletos, simétricos y con curvatura de Gauss creciente desde el paralelo de menor longitud.
Dentro de esta familia se hallan superficies bien conocidas como las catenoides y los hi-
perboloides de una hoja.

Nuestro principal logro es determinar totalmente las regiones isoperimétricas de las
superficies de esta familia (Teorema . Ademds, como consecuencia interesante,
completamos la clasificacién de las regiones isoperimétricas en las cuddricas de revo-
lucién no degeneradas de IR® (Corolario .

Aligual que en Capitulo anterior, nuestro punto de partida es la caracterizacion de las
curvas con curvatura geodésica constante. En este caso, las tinicas curvas de este tipo con
longitud finita resultan ser los paralelos, los nodoides y los onduloides (Teorema 4.2.1)).

En la Secciéon mostraremos las regiones estables de estas superficies (Teorema
4.3.2), confirmando su existencia en algunos ejemplos concretos.

La Seccién [4.4| estd dedicada al estudio de las regiones isoperimétricas. Téngase en
cuenta que nuestros anillos no son superficies compactas, por lo que, en principio, la
existencia de soluciones isoperimétricas no estd asegurada (a diferencia de lo que ocurria
con los toros de revolucién tratados en el Capitulo3).

Nosotros nos ocuparemos de esta cuestion usando las técnicas habituales, conside-
rando sucesiones minimizantes y estudiando su convergencia. De esta forma, veremos
que hay situaciones en las que no hay solucién para ningtn valor del 4rea (por ejemplo,
en las catenoides minimales), mientras que en otras ocasiones, la existencia sélo se tiene
para determinados valores del &rea.

Para este tipo de superficies, si obtenemos un argumento general que permite descar-
tar las uniones de un disco y un anillo simétrico como posible regién isoperimétrica, de
forma que éstas, en caso de existir, vendrdn dadas por los siguientes conjuntos:

i) discos contenidos en regiones donde la curvatura de Gauss es constantemente igual
a su maximo valor,

ii) anillos horizontales bordeados por dos circulos de revolucién (simétricos o no
simétricos con respecto al paralelo de menor longitud),

iii) anillos bordeados por un onduloide y un circulo de revolucién.

Ademas, se estudiardn en detalle varios ejemplos de anillos de nuestra familia, deter-
minando las soluciones isoperimétricas en cada una de ellas.

Finalmente, en la Seccién aplicamos los resultados anteriores para examinar el
comportamiento isoperimétrico que presentan los hiperboloides de una hoja (Teorema
[4.5.1). Como consecuencia, logramos completar la clasificacién de las regiones isope-
rimétricas en las cuddricas de revolucién no degeneradas, descritas en el Corolario
asi como para el paraboloide hiperbélico recto.

81
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4.1. Descripcion de nuestras superficies

En este Capitulo estudiaremos el problema isoperimétrico en otra familia de superfi-
cies rotacionalmente simétricas, en este caso no acotadas: anillos de revolucién comple-
tos, simétricos y con curvatura de Gauss creciente desde el paralelo de menor longitud.

Al igual que el Capitulo 3| pretendemos abordar este problema utilizando los resul-
tados del Capitu Asfi, veremos los anillos de revolucién como superficies Sl X R, con
métrica de tipo (2.1) definida a partir de una funcién f : R — R positiva, simétrica, en
general de clase C!, y C? a trozos.

La simetrfa de la funcién f implica que la superficie S' x R es simétrica respecto del
ecuador S! x {0}. Ademas, se tendra que

fi()==f(-1), teR
de donde se tiene, en particular, que f'(0) = 0. Finalmente, asumiremos que la curvatura
de Gauss K es una funcién creciente con respecto a la distancia al ecuador.

Asi, con estas consideraciones, la superficie M = 8! x R es un anillo de revolucién com-
pleto, simétrico y con curvatura de Gauss creciente respecto del ecuador, y estaremos en
posicién de poder aplicar los resultados generales descritos en el Capitulo

Nota 4.1.1. La hipétesis de monotonia impuesta sobre la curvatura de Gauss K pro-
voca que ésta presente las siguientes propiedades:

1. El minimo valor de K se alcanza sobre el paralelo S! x {0}.
2. Como no existen finales completos con curvatura positiva, se sigue que
K(t)<0, teR.
Por tanto, como K es creciente y acotada en RT, el limite
Koo = R X
necesariamente existe. En particular, se tiene que K, < 0. Dicho valor no siempre se

alcanzara en la superficie, y en caso de que eso ocurra, se correspondera con el maximo
valor de K.

3. Es evidente que si K(tp) = 0 para algun t; € R™, entonces K sera idénticamente
nula en [fo, +0), con lo que nuestro anillo §! x R seré llano en entornos de sus dos finales.

4. En particular, si K(0) = 0, entonces K sera idénticamente nula y el anillo Sl xR
resultard ser un cilindro recto completo, donde las regiones isoperimétricas estan total-
mente clasificadas (son discos, y anillos horizontales bordeados por dos paralelos [56]).
Por tanto, asumiremos de aqui en adelante que K(0) < 0 en nuestras superficies.

El siguiente Lema muestra otras propiedades que satisfacen este tipo de superficies,
consecuencia de las hipétesis realizadas.

Lema 4.1.2. Sea M un anillo de revolucién completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador. Entonces,

i) La funcion f es creciente en R™.
ii) La funcion (f')? — ff" es decreciente en R~ y creciente en R™.

DEMOSTRACION.
i) Como K es no-positiva, se sigue a partir de (2.2) que f” = —K f > 0y por tanto, f’
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sera creciente. Como f'(0) = 0, concluimos que f" > 0, para t > 0, por lo que f resulta
ser creciente para t > 0.

ii) Recuérdese que las funciones (f')? — ff” y K presentan el mismo carécter monéto-
no (véase la Nota [2.2.2). Por tanto, (f')? — ff" serd decreciente en R~ y creciente en
R*. O

Nota 4.1.3. Justifiquemos que S! x {0} es el paralelo de menor longitud de M. Né6tese
que f es creciente en R™, por el Lema Supongamos que f es constante en un inter-
valo [0,¢], con € > 0. Entonces, K = 0 en dicho intervalo, lo que implica que M seria un
cilindro recto, en virtud de la Nota (y todos los paralelos tendran la misma longi-
tud). En caso contrario, como f serd estrictamente creciente en un entorno del origen, el
ecuador S! x {0} resulta el paralelo de menor longitud de M.

Nota 4.1.4. Veamos que en este caso, la curvatura geodésica h(t) de los circulos de
revolucion S! x {t} puede presentar diversos comportamientos, a diferencia de lo que
ocurria al considerar toros de revolucién, véase la Nota Gracias a la antisimetria de
h(t), podemos centrar nuestro estudio en R*.

En primer lugar, destacamos que en la demostracion del Lema se ha visto que
f'(t) = 0, para todo t > 0. Eso implica inmediatamente que h(t) = f'(t)/f(t) > 0,
para todo t > 0.

Por otro lado, a partir del Lema sabemos que el crecimiento de h(t) vendrd deter-

minado por el signo que tome la funcién (f')? — ff”, que es funcién creciente en R* en
virtud del Lema Ademas,

[(f1)? = ££"](0) = K(0) £(0)* < 0.
Analizando detenidamente las distintas alternativas que presentaré el signo de la funcién
(f")2 — ff", es facil concluir que h(t) se comportara siguiendo una de estas cuatro pautas:

i) h(t) es estrictamente creciente en R™.
ii) Existe ' € R" tal que h(t) es creciente en (0,t'), y constante para t > t'.
iii) Existen t/,t’ € R™ tales que h(t) es creciente en (0,t'), constante en (,t") y
decreciente para t > t”.
iv) Existe ' € R tal que h(t) es creciente en (0, ') y decreciente en (#', +00).

Teniendo en cuenta que h(0) = f/(0)/f(0) = 0, que h(t) > 0 en RT, y que una vez que
h(t) es decreciente, no puede anularse (dicha situacién llevaria a contradiccién con el cre-
cimiento de (f’)? — ff"), las cuatro posibilidades anteriores determinan completamente
el comportamiento de h(t).

Del anélisis anterior se deduce adicionalmente que h(t) sélo se anula en t = 0, y conse-
cuentemente /i(t) > 0sit > 0. Por la antisimetria concluimos que la curvatura geodésica
de los circulos de revolucion tiene distinto signo en cada mitad de nuestro anillo.

4.2. Curvas con curvatura geodésica constante

Pasamos ahora a clasificar las curvas con curvatura geodésica constante contenidas
en nuestros anillos. Al igual que hicimos en el Capitulo(3} a partir del sistema ydela
primera integral (2.8), se llega al siguiente Teorema, de forma analoga a como se hizo en
el Teorema[3.2.5] Debido a que estamos interesados en las curvas con curvatura geodésica
constante cerradas 'y embebidas, 1o enunciamos en dicho contexto.

Teorema 4.2.1. Sea M un anillo de revolucioén, simétrico y con curvatura de Gauss creciente
desde el ecuador. Sea C una curva cerrada y embebida con curvatura geodésica constante.
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Entonces, C es un paralelo, un nodoide o un onduloide, satisfaciendo estos dos iiltimos las
condiciones expresadas en la Proposicion|2.3.5]

Nota 4.2.2. De forma similar a lo que ocurria para toros de revolucioén, las curvas
generadoras del anillo $! x R, visto como superficie de revolucién, y las curvas de tipo
hélice, son también curvas con curvatura geodésica constante. Sin embargo, no son ce-
rradas ni embebidas, y de hecho, tampoco tienen longitud finita. Por tanto, ni siquiera
constituyen curvas estables, de ahi que no se vayan a tener en cuenta.

4.2.1. Existencia de onduloides estables. En esta Subseccién vamos a dar un ejem-
plo concreto de un anillo de revolucién simétrico y con curvatura creciente, donde existen
onduloides cerrados, embebidos y estables. De esta forma, habra que considerar a estas curvas
como posibles componentes del borde de regiones estables e isoperimétricas. Seguiremos
un esquema similar al utilizado en la Subseccién[3.2.1}

Consideremos la funcién f : R — R definida por
f)=r+L, teR,

con L > 0. Dicha funcién es diferenciable, simétrica y positiva, por lo que si consideramos
M = S! X R con métrica (2.1) determinada por f, se obtendra un anillo de revolucién M
simétrico con respecto al ecuador S! x {0}. Ademas,

k()= L0 =2

f ~ e+
con lo que la curvatura de Gauss de M resulta estrictamente creciente desde el ecuador, y
por tanto, M es una superficie contenida en la familia de anillos que estamos consideran-
do. Veamos que en M existen onduloides cerrados, embebidos y estables, aplicando los
resultados de la Seccion 2.5

Nos ocupamos en primer lugar de la existencia de onduloides cerrados y embebidos,
que viene dada por el Lema Como

[(F)? = ££1(8) =2( - L),
se sigue que
[(F)?=ff"1() =1 siysolosi t=+VL+1/2.
Fijemos f = /L +1/2.

Entonces, las hipétesis del Lema se satisfacen trivialmente en esta superficie, ya
que la curvatura de Gauss K es claramente diferenciable y estrictamente creciente en
un entorno de f (de hecho, lo es en todo R). Como consecuencia, podemos asegurar la
existencia de una familia de onduloides cerrados y embebidos y(6, T, h,(T)) contenidos

en M, parametrizados por su punto maximo T, con T préximo a t.

Pasemos a discutir la estabilidad de dichos onduloides cerrados y embebidos. A par-
tir del Lema se deduce que la derivada del periodo de dichos onduloides con res-
pecto al punto maximo T (y curvatura geodésica fija) es positiva para T > f, ya que es
rutinario comprobar que el término de la izquierda de la condicién esigual a

100 + 336 L + 320 L2
1+4L ’

que es estrictamente positivo. Esto nos permite demostrar el siguiente Lema, de forma
idéntica a la realizada en el Lema[3.2.6

Lema 4.2.3. Sea C un onduloide cerrado y embebido contenido en el anillo de revolucién
S! x R, con métrica 2.1 determinada por la funcion f(t) = >+ L, yseat = /L+1/2.
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Supongamos que C estd suficiente proximo al paralelo S' x {F}. Entonces, el sequndo valor propio
asociado al operador de Jacobi en C es igual a cero.

Para enunciar el proximo Lema, andlogo al Lema que se vio en el Capitulo
fijaremos previamente el valor
3461

8

Lema 4.2.4. Sea M = S' x R el anillo de revolucién con métrica de tipo R.1) determinada
por la funcién f(t) = t> + L. Entonces, si L < Ly, existen onduloides cerrados y embebidos
contenidos en M que son estables.

Lo

DEMOSTRACION. La demostracion sigue el mismo esquema que el de la demostra-
cién del Lema Sea (6, t,hy(T)) la familia de onduloides cerrados y embebidos en
M, que sabemos que existe gracias al Lema para T > f suficientemente proximos.
Sea C uno de los onduloides de dicha familia. Gracias a los Lemas y estamos
en disposicion de aplicar el Lema [2.5.9 para estudiar la estabilidad de C.

Empecemos discutiendo el signo de la derivada de h, para T > f = v/L+1/2. A
partir de (2.37), sabemos que 4’ (f) = 0. En cuanto a 1" (f), a partir de y teniendo en

cuenta (2.48), se tiene que
B! (T) = -2 (TTTT(N)~ _ —25-84L—80 L? /
3mf(EPK(f) 3VL+1/2(1+4L)°
que es estrictamente negativo. Por tanto, /), es estrictamente decreciente en £, por lo que,
para T > £, concluimos que 1, (T) < K, (f) = 0.

Pasamos a estudiar el signo de la variacion del drea inducida por la deformacién por
onduloides dada por (véase también la Nota en T = f. Al igual que vimos
en el Lema se tiene que la primera derivada del 4rea a lo largo de la deformacién se
anula en T = f, mientras que la segunda derivada en T = f se puede comprobar que es
igual a

(13+12L—-16L2)y/L+1/2
6+12L '
Dicho valor es positivo si L < Ly, y en tal caso, la primera derivada del drea es creciente
enT = fy positiva para T > L.

Asf, aplicando el Lema se concluye que C es un onduloide estable contenido en
M, para T > f suficientemente proximoy L < L. U

4.3. Regiones estables

Nos centramos ahora en las regiones estables de nuestros anillos de revolucién. La
clasificacién de estas regiones, obtenida en el Teorema nos permitird discutir cudles
son las soluciones isoperimétricas en estas superficies. Tal y como se hizo en el Capitulo
el estudio de las combinaciones de curvas con curvatura geodésica constante serd el
punto de partida que nos conduzca a dicha clasificacién. Ademads, mostraremos que to-
das las posibilidades descritas en el Teorema se dan, considerando varios ejemplos
concretos.

Antes de enunciar el Teorema de clasificaciéon de regiones estables, comentaremos
brevemente algunos aspectos sobre la evolucién que llevan a cabo los anillos horizontales
estables en nuestros anillos de revolucion. La progresion descrita en la Subseccion [3.3.1]
del Capitulo |3} dedicado a los toros de revolucién, se ajusta, en general, a lo que ocurre
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para anillos. Sin embargo, pueden aparecer ciertas diferencias en algunas situaciones,
provocadas por las propiedades especificas de cada anillo de revolucién.

Por ejemplo, la curvatura geodésica de los circulos de revolucién puede presentar ahora
comportamientos diversos (véase la Nota ; en caso de que sea estrictamente crecien-
te en todo IR, la condicién de curvatura geodésica constante para los anillos asimétricos
no se verificard, lo que imposibilitara la aparicién de éstos. Por otro lado, en el Ejemplof4.4]
de la Seccién [4.4] posterior, veremos otra situacién en la que la evolucién de los anillos ho-
rizontales estables presenta ciertas particularidades. Por tanto, en estas superficies, dicha
evolucién dependerd en gran medida del anillo de revolucién que se considere.

Recuérdese que la curvatura de Gauss de nuestros anillos es creciente desde el ecua-
dor. Este hecho va a provocar que los tnicos nodoides cerrados, embebidos y estables se
hallen contenidos en regiones con curvatura de Gauss constante.

Lema 4.3.1. Sea C C M un nodoide cerrado y embebido, no contenido en una regién con
curvatura de Gauss constante. Entonces C es inestable.

DEMOSTRACION. Consecuencia del Lema[2.4.18] O

Pasamos a demostrar el resultado que clasifica las regiones estables en nuestros ani-
llos de revolucién. El lector puede comparar este resultado con el Teorema que
describe las regiones estables en toros de revolucién simétricos y con curvatura de Gauss
decreciente desde el ecuador.

Teorema 4.3.2. Sea M un anillo rotacionalmente simétrico completo, simétrico y con curva-
tura de Gauss (posiblemente discontinua) creciente desde el ecuador. Sea () una regién estable de
M. Entonces () es uno de estos conjuntos:

i) un disco bordeado por una curva con curvatura geodésica constante, contenido en una

regién con curvatura de Gauss constante,

ii) un anillo horizontal simétrico con respecto al ecuador, bordeado por dos circulos de re-
volucién contenidos cada uno de ellos en la region K + h? <0,

iii) un anillo horizontal asimétrico bordeado por dos circulos de revolucién contenidos en la
region K + h? < 472/ L2 y verificando la condicién (2.49),

iv) un anillo bordeado por un onduloide estable, en las condiciones del Lema y un
circulo de revolucion contenido en la region K + h? <0,

v) una union de un disco (con curvatura de Gauss constante) y un anillo simétrico con la
misma curvatura geodésica constante, en las condiciones indicadas.

DEMOSTRACION. Sea () una regién estable contenida en M. Como el primer valor
propio del operador de Jacobi asociado a una curva tipo nodoide u onduloide es
negativo (véanse el Lema y la Nota 2.4.11), se sigue que 9Q) contendrd, como mu-
cho, a una de estas curvas. Por otro lado, ya hemos comentado en la Nota que la
curvatura geodésica h(t) de los paralelos tiene distinto signo en cada una de las mitades
del anillo, por lo que 9Q) contendr4, a lo sumo, un paralelo en cada mitad.

Si 0Q) no contiene ni nodoides ni onduloides, entonces () se reducird a un anillo ho-
rizontal de tipo ii) o iii), satisfaciendo las condiciones descritas en el Lema[2.6.1] Ademas,
como los paralelos del borde han de ser estables, en el caso de un anillo asimétrico se ha
de satisfacer la condicion (2.22).

Si 0Q) contiene a un nodoide, por el Lema se sigue que () es una region de tipo
i) ov).

Si 0Q) contiene a un onduloide, entonces () debe ser una region de tipo iv), cumplien-
do la condicién del Lema Ademés, el primer valor propio del operador de Jacobi en
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el paralelo del borde, ha de ser estrictamente positivo, y por tanto, contenido en la regién
donde K + h? < 0, a partir del Lema O

Nota 4.3.3.

1. Conviene remarcar que, a diferencia de lo que ocurria al considerar toros de
revolucion, los anillos bordeados por curvas generadoras del anillo de revolucién, o por
curvas tipo hélice, no aparecen ahora como regiones estables. Como ya se comento, tales
curvas no tienen perimetro finito en este caso.

2. Ademas, los tnicos nodoides cerrados, embebidos y estables son los contenidos
en regiones con curvatura de Gauss constante. Esto es consecuencia de la monotonia
existente en nuestros anillos (véase Lema4.3.1).

3. Los conjuntos complementarios a los descritos en el Teorema encierran un
drea no finita, por lo que no los consideraremos regiones estables.

Veamos ahora que todas las regiones descritas en el Teorema[4.3.2]se dan efectivamen-
te en nuestros anillos de revolucion. Obviamente, los nodoides con curvatura de Gauss
constante son estables, como consecuencia de la desigualdad isoperimétrica. Por ejemplo,
en un anillo donde K, = 0, y se alcance en un entorno de un final, los discos contenidos
en dicho entorno serdn claramente estables (de hecho seran las regiones isoperimétricas
para areas pequenas).

En cuanto a los anillos horizontales (simétricos o asimétricos), es facil encontrar ejem-
plos donde se satisfagan las condiciones de estabilidad del Lema (sin ir més lejos,
basta considerar el ejemplo descrito en la Subsecciéon como parcialmente se ve en
la siguiente Nota [4.3.4). En cualquier caso, en la Seccion 4.4]se mostraran superficies de
nuestra familia donde tales anillos son soluciones isoperimétricas.

Nos centramos ahora en describir dos anillos de revoluciéon donde existen regiones de
tipo iv) y v) del Teorema que son estables.

Nota 4.3.4. Consideremos el anillo de revolucién M = S! x R descrito en la Subsec-
ciéon[#.2.1} determinado por la funcién

fiR—R, f(t)=t*+L, teR.

Ya demostramos en el Lema que existen onduloides cerrados, embebidos y estables
en M, cuando L < Ly. Veamos ahora que hay anillos bordeados por uno de esos onduloi-
des y por un paralelo, que son estables en M. Para ello nos serviremos del Lema

En el estudio realizado a lo largo de la Subseccién se vio que, para f = /L +1/2,
se tiene que
()= £ =1,
Ademas, la curvatura de Gauss
-2
2 4+L
es diferenciable y estrictamente creciente en todo IR.

K(t)

Fijemos 71 un onduloide cerrado, embebido y estable, con punto maximo T préximo a
f, y sea Qr el anillo bordeado por yr y por el paralelo S! x {+(T)}, de forma que dQr
tenga curvatura geodésica constante con respecto al normal interior a Q1. Nétese que la
curvatura geodésica de los paralelos contenidos en M viene dada por

2t

(4.1) h(t) = 211
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que es una funcién creciente en (0, ﬁ) y decreciente en (ﬁ, +00). Por tanto, como la
curvatura de 7 serd proxima a h(f), es posible hallar tal paralelo S' x {¢(T)}, verificando
ademas que (K + h?)(t(T)) < 0.

Veamos finalmente que el anillo asimétrico correspondiente a f, es estable y satisface
estrictamente la condicién (2.49). Es fécil comprobar, a partir de (4.1), que dicho anillo
S! x [, ] se corresponde con
;. —L

VL+1/2
Entonces, la condicién es equivalente a

-1

iranea S

que se cumple trivialmente de manera estricta.

Asfi, estamos en condiciones de aplicar el Lema para afirmar que efectivamente, Q1
es una region estable de M.

Nota 4.3.5. Mostremos un ejemplo de superficie donde existen uniones estables de
un disco y un anillo simétrico. Consideremos la funcién

1+5, 0<t<t,
f(t)Z{ o 0
t > to,

51

definida de forma simétrica en IR™. Dicha funcién es de clase Ct, y C? a trozos. Denote-
mos por M = S! x R al anillo completo con métrica (2.1) asociada a f. En este caso, la
curvatura de Gauss de M es igual a

—2
K(t): m/ O<t<t0/
0, t>ty,

que es creciente, por lo que M es una superficie dentro de nuestro estudio. Ademds, como
K« se alcanza, existirdn nodoides cerrados, embebidos bordeando discos estables en M.
Por otro lado,

212242 0<t<t

2 4 ’ ~X 7
(TAENAORR S I
%/ > to,

con lo que los anillos simétricos S! x [—t, t] serdn estables para t € [0, t), segin el Lema
Fijemos ahora t € [0,ty) y By = S' x [—t,t]. N6tese que h(t) > 0, por lo comentado en
la Nota Sea D C M el disco con curvatura de Gauss nula y curvatura geodésica
h(oD) = h(t), que tendra radio 1/h(t). Entonces es claro que

2

h(t)

En este caso, la condicién (2.51) que nos da la estabilidad de (3 = D U B; es equivalente a

2f' (1) + (1) — f(O)f"(¢)
: <0,
ff (1)
ya que Ko = K = 0. Es rutinario comprobar que dicha condicion se satisface, por ejem-

plo, tomando t) =2y t € (0,1), por lo que las correspondientes uniones D U B; resultan
estables en esta superficie.

L(3D) =




4.4. REGIONES ISOPERIMETRICAS 89
4.4. Regiones isoperimétricas

En esta Seccién nos ocuparemos de describir las regiones isoperimétricas de los ani-
llos de revolucién completos, simétricos y con curvatura creciente desde el ecuador. Tal y
como se ha comentado previamente, la existencia de estas regiones no estd garantizada,
al tratarse de superficies no compactas (de hecho, se veran situaciones en las que no hay
regiones isoperimétricas para ningtn valor del drea). Por ello, comenzaremos discutiendo
varias cuestiones relativas a la existencia.

El principal propésito de esta Seccion es encontrar las regiones isoperimétricas en este
tipo de superficies. A partir del Teorema[4.3.2} que describe las regiones estables, lograre-
mos nuestro objetivo, clasificando todas las soluciones isoperimétricas (Teorema .
Ademas, se analizard la evolucién de estas soluciones en varios anillos de revolucién
particulares.

Finalmente, y como una consecuencia derivada de nuestro estudio, nos ocuparemos
de los hiperboloides de una hoja, determinando su comportamiento isoperimétrico en
todo caso (Teorema [4.5.T). Esto nos permitird dejar zanjada la cuestién isoperimétrica en
la familia de cuédricas de revolucién no degeneradas de IR® (Corolario

4.4.1. Existencia de regiones isoperimétricas. Tratemos ahora la existencia de re-
giones isoperimétricas en nuestros anillos. Tal y como se ha comentado antes, ésta no es
una cuestion trivial, ya que estamos trabajando con superficies no compactas, y por tan-
to, la existencia de dichas regiones no estd asegurada. Esto se debe, esencialmente, a que
una sucesiéon minimizante podria tener una parte que diverja, lo que conllevara pérdida
de drea en infinito (véase el Lema de la Seccion2.7).

De hecho, en este ambiente de superficies de revolucién no compactas (con alguna
hipétesis de monotonia sobre la curvatura de Gauss) en el que estamos trabajando, hay
ejemplos de superficies en las que no hay existencia de regiones isoperimétricas para
ningtin valor del area. Por ejemplo, en [82] se muestra que en planos de revolucién con
curvatura de Gauss estrictamente creciente no existen dichas regiones.

En este sentido, dentro de la familia de anillos que estamos considerando, veremos
algunos ejemplos de no existencia, como es el caso de las catenoides minimales. También
mostraremos, por medio de varios ejemplos, que la existencia de regiones isoperimétricas
no presenta un comportamiento uniforme, en el sentido de que en una misma superficie
puede ocurrir que haya soluciones isoperimétricas para ciertos valores del area, mientras
que para otros valores no se tenga esa existencia.

Intuitivamente, en nuestros anillos de revolucién, parece 16gico pensar que si una su-
cesion minimizante {Q), },eN tiene una parte que diverge hacia un final, los conjuntos de
dicha parte se han de aproximar a un disco (debido al cardcter minimizante de la suce-
sién, y a que la curvatura de Gauss es creciente). El siguiente resultado deja patente este
hecho, asi como la repercusion que tiene sobre el conjunto limite de la parte convergente
de {Q) }nen: bajo tales condiciones, dicho conjunto limite ha de ser un anillo simétrico.

A partir de este momento, denotaremos por M(Ks) al plano completo con curvatura de
Gauss constante Keo.

Teorema 4.4.1. Sea M un anillo de revolucién completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador. Consideremos A > 0, y una sucesion minimizante {Qy, }neN para drea
A.

Entonces, si el drea A, de la parte convergente y el drea Ay de la parte divergente de {0y, }neN
son estrictamente positivas, se tiene que el valor del perfil isoperimétrico I( A) vendri dado por la
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suma de los perimetros de un anillo simétrico estable en M, y de un disco contenido en M(Ks),

ambos con la misma curvatura geodésica. Ademds, la union de esos dos conjuntos es estable en
MU M(Ky).

DEMOSTRACION. Denotemos por Q4, Q) a los conjuntos de la parte divergente y
convergente, respectivamente, en los que se descompone (),;, para todo n € IN. Recuérde-
se que

Ay = lim 4rea (%), A; = lim é&rea (Q)).
n—00 n—oo
Como K < K, aplicando la desigualdad isoperimétrica cldsica y tomando limites se
llega a que
LI > 4mA; — Ko A,
donde Ly = lim,, . L(0Q)4).

Por otro lado, considérese un disco D C M(K«) de drea A; > 0. De nuevo aplicando
la desigualdad isoperimétrica se tiene que

L(dD) = 4mAy — Ko A? < L3,

Afirmamos que L(dD) = L;. En efecto, siempre resulta posible aproximar el disco D
mediante una sucesion {D, },cN de discos geodésicos en M (centrados en una sucesion
divergente de puntos), de forma que

érea(D,) = area(Q)?), paratodon € N.

Asi, si L(0D) < Ly, se tendra que la sucesion {Q), U D, },en mejora la sucesion minimi-
zante {Q), }nen, 1o que es contradictorio. Por tanto, necesariamente L(0D) = L.

Denotemos por () al conjunto limite de la sucesién convergente {Q), },en, que se-
ra distinto del conjunto vacio ya que A, > 0. El razonamiento anterior implica que I(A)
viene dado por el perimetro de la unién (Y U D. Es claro que dicha unién ha de ser esta-
ble en M U M(K): en caso contrario, se podria encontrar un conjunto (suficientemente
proximo) contenido en M U M(Ky ), encerrando la misma 4rea y con menos perimetro,
cuya aproximacioén en M daria lugar, como antes, a contradiccién con el cardcter minimi-
zante de { Q) }ren.

Recuérdese que, en particular, () es una region estable, al ser la solucién isoperimétri-
ca para drea A, > 0. Por tanto, ha de consistir en uno de los conjuntos descritos en
el Teorema Como el primer valor propio del operador (2.19) asociado al disco
D C M(K) es negativo, la tnica posibilidad que no contradice la estabilidad de Q U D
es que () sea un anillo simétrico (nétese que los discos, onduloides y uno de los paralelos
de los anillos asimétricos en M tienen primer valor propio asociado estrictamente negati-
vo, lo que implicaria la inestabilidad de Q) U D, a partir del Lema [2.4.14]y la Nota [2.4.15).
Asi, se tiene lo enunciado. O

Nota 4.4.2. Hacemos énfasis en el hecho de que, para poder afirmar que (2 coincide
con un anillo simétrico, es fundamental que A; > 0. Eso asegura la existencia del disco D
en el anterior razonamiento, lo que conlleva la determinacién de (2. Si A; = 0, entonces el
argumento empleado no da ninguna informacién sobre (), que es, en general, una regién
estable de la superficie.

Una lectura interesante del Teorema es la siguiente: dada una sucesién minimi-
zante para drea A > 0, si tanto A, como A; son estrictamente positivos, entonces existe
una unién de un anillo simétrico en M y un disco en M(K) que proporcionan el valor
del perfil isoperimétrico para drea A = A. + A,. Eso quiere decir que ningtin conjunto de
area A contenido en M puede tener estrictamente menos perimetro que dicha unién. Sin
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embargo, la Proposicion va a afirmar que ese tipo de uniones son siempre mejora-
das por ciertos conjuntos de M. La consecuencia final de todo esto es que para cualquier
sucesion minimizante, o bien A; = 0, o bien A, = 0.

Antes de demostrar la Proposicion [4.4.4) necesitamos el siguiente Lema de tipo anali-
tico, referido a anillos horizontales simétricos contenidos en este tipo de superficies.

Lema 4.4.3. Sea M un anillo de revoluciéon completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador. Si R C M es un anillo simétrico estable con curvatura geodésica h,
perimetro L y drea A, entonces

(4.2) L > hA.
DEMOSTRACION. Sea R = 8! x [—t,t], con t > 0. Entonces,

=L A—47t/tf(s)ds

£’ ' Jo '
Para demostrar el enunciado, basta probar la desigualdad L> — LhA > 0, equivalente-
mente

4.3) FO2 = (1) /O ' f(s)ds >0, t>0.

Denotemos por g a la derivada con respecto a t del término de la izquierda de (4.3).
Entonces

44 8 = FO 10— (1) [ f)ds
= £ F 0+ KO £0) [ F5) s

y derivando una vez mds, se puede comprobar que
(4.5) §'(t) = h(t) g(t) +m(t),
donde m(t) = K'(t) f(t) [, f(s) ds.

Teniendo en cuenta que, a partir de {#.4), se tiene claramente que g(0) = 0, es posible
hallar la expresién explicita de g, resolviendo la ecuacion diferencial (4.5). Asi, se tiene
que [50| Cor. 2,1, p. 48]

o(t) = ehis)ds / Lo 0y 53 g,
0

Es evidente que g(t) > 0, para todo t > 0. Eso implica que el término de la izquierda
en (4.3) es una funcién no decreciente, de donde se deduce la desigualdad deseada. [

Proposicion 4.4.4. Sea M un anillo de revolucién completo, simétrico y con curvatura de
Gauss creciente desde el ecuador. Sea h > 0. Entonces la union de un anillo simétrico estable Ry,
en M, y un disco Dy, en M(Ks), con la misma curvatura geodésica h, tiene mds perimetro que el
disco D contenido M(K«) de drea A(Ry,) + A(Dy,).

DEMOSTRACION. Demostremos que
(4.6) (L(dDy) + L(3Ry))* > L(3D)2.
Llamando —b? = Ke, y A = A(Ry,) + A(Dy,), se sigue, por la desigualdad isope-
rimétrica en M(—b?), que
L(dDy,)? = 4 A(Dy) + b*A(Dy,)?,
L(dD)* = 4 A + b*A>.
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Usando el Lema para el anillo Ry, se tiene que

(4.7) (L(3Dy) + L(3R,))” = L(3Dy)? + L(3R)? + 2 L(aD;,) L(3Ry)
= (47t A(Dy) + b*A(Dy)?) + L(9R;)* +2 L(dDy,) L(9Ry,)
> 471 A(Dy) + b* A(Dy)* +h? A(Ry)* +2h L(0Dy,) A(Ry,).

Para completar la demostracién, es necesario relacionar la curvatura geodésica h con
L(aDy,) y A(Dy,). Distinguimos dos posibles situaciones.

Caso 1. Supongamos que b # 0.

El disco D, estara contenido en el plano M(—b?), que se puede ver como una supet-
ficie S! x [0, +o0) con métrica

ds* = g(t)>do +dt*>, 0eS!, t>0,

con g(t) = b~! sinh(bt). De esta manera, 9D, se correspondera con un circulo de revolu-
cién 8! x {r} enS! x [0, +0), con r > 0. Entonces

(4.8) L(dDy,) = 2 g(r) = 2w b~ ! sinh(br),
A(Dy) =271 /Org(s) ds = 27tb~2( cosh(br) — 1),

y
_ g _
(4.9) h= rORS b coth(br) > b,
de donde
(4.10) br = coth ' (h/b).

Asi, usando (4.10) en las expresiones de (4.8), se tiene que

L(dDy) = 27t b~ sinh(coth ™! (h/b)) = 27t (h? — b?)~1/2,

A(Dy,) = 2mb~2( cosh(coth™ (/b)) — 1) = 27tb~% (h(h* — b*) /2 — 1),
de donde se deduce que

(4.11) hL(dDy) = 27t + b* A(Dy,).

Con todo, usando y en (4.7), se tiene
(L(3Dy) + L(3R,))” > 47 A(Dy) + b* A(Dy)? + b A(Ry,)> + 21 L(3D,) A(Ry,)
> 471 A(Dy,) 4+ b* A(Dy)? + b* A(R,)? +2 (21 + b* A(Dy)) A(Ry,)
= 47 (A(Dy) + A(Ry)) + b*(A(Dy) + A(Ry))?
=47A +b*A? = L(aD)?,
como se queria demostrar.
Caso 2. Supongamos que b = 0.
En este caso, el disco Dj, se halla contenido en el plano euclideo, con lo que
L(0Dy) = 2mh 7},
por lo que se deduce de que
(L(3Dy) + L(3Ry))” > 47 A(Dy) + 12 A(Ry,)* + 47t A(Ry,)
> 47 (A(Dy,) + A(Ry)) > 4mA = L(3D)?,

como queriamos demostrar. O
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Corolario 4.4.5. Sea M un anillo de revolucién completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador, y consideremos una sucesion minimizante para drea A > 0. Entonces,
las dreas A, A de las partes divergente y convergente no pueden ser simultdneamente positivas.

DEMOSTRACION. Supongamos que A., A; son ambos positivos, y lleguemos a con-
tradiccion. En virtud del Teorema[4.4.1} el valor del perfil isoperimétrico I(A) vendra da-
do por una unién de un anillo simétrico contenido en M, y un disco contenido en M(K).
Sin embargo, gracias a la Proposicién [4.4.4} se puede hallar un disco D de drea A conte-
nido en M(K) tal que

L(dD) < I(A).

Es posible aproximar el disco D por discos geodésicos D,, contenidos en M, n € IN, todos
de 4rea A. Asi, encontraremos un disco D,,, C M, con érea(D,,) = A, tal que

L(dDy,) < I(A),

lo que es contradictorio. O

Destacamos el siguiente resultado, cuya prueba se deduce de la anterior demostra-
cion.

Corolario 4.4.6. El valor del perfil isoperimétrico de M para un drea dada A > 0, no puede
obtenerse mediante la suma de los perimetros de un anillo simétrico estable, y un disco contenido
en M(Ke).

A efectos précticos, estos tltimos resultados proporcionan la siguiente informacién
referente a la existencia de regiones isoperimétricas. Dada una sucesién minimizante para
drea A > 0, se sigue, a partir del Corolario[4.4.5, que

Ad:O, é AC:O.

Si A; = 0, entonces necesariamente A, = A, por lo que ya se deduce la existencia de
una region isoperimétrica para drea A: el conjunto limite de la parte convergente de la
sucesion.

Por otro lado, si Ac = 0, entonces se tiene que el perfil isoperimétrico I(A) vendra dado
por un disco con curvatura de Gauss constante e igual a K. Si dicho disco se encuentra
contenido en nuestro anillo (esto es, si K. se alcanza), entonces constituird una regiéon
isoperimétrica para drea A; = A.

Una consecuencia de esta discusion es el siguiente Lema, que nos asegura la existen-
cia de soluciones isoperimétricas en ciertas situaciones, y que usaremos mds adelante.

Lema 4.4.7. Sea A > 0,y sea D un disco contenido en M(Kx) encerrando drea A. Supon-
gamos que existe un conjunto Q) en M, encerrando drea A y satisfaciendo que L(9Q)) < L(dD).
Entonces, existe una region isoperimétrica en M para drea A.

DEMOSTRACION. Consideremos una sucesion minimizante para drea A, y sus partes
convergente y divergente. A partir del Corolario se tiene que, o bien A, = 0, o bien
A;=0.

Supongamos que A. = 0. Entonces, se deduce, tal y como se ha razonado antes, que el
valor del perfil isoperimétrico I(A) vendra dado por el perimetro del disco D. Pero eso
es contradictorio, ya que L(dQ2) < L(dD). Asi, necesariamente A; = 0, lo que implica la
existencia de solucién isoperimétrica para area A. O
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4.4.2. Regiones isoperimétricas en anillos de revolucién. Pasamos a describir en
esta Subseccion las regiones isoperimétricas que aparecen en nuestros anillos. Los conjun-
tos candidatos vendrén dados por la clasificacién de regiones estables del Teorema[4.3.2]
Veremos que, salvo las uniones de un disco y un anillo simétrico, el resto de posibilidades
pueden ser soluciones isoperimétricas en nuestras superficies. Ademds, demostraremos
que la existencia de dichas regiones no siempre esta garantizada, es decir, hay anillos en
los que no hay regiones isoperimétricas para ningtn valor, o para un cierto intervalo de
valores del &rea.

Empezamos poniendo de manifiesto que los conjuntos formados por la unién de un
disco y un anillo simétrico nunca constituyen una regién isoperimétrica en nuestros ani-
llos. Esto se deriva inmediatamente de razonamientos anteriores.

Lema 4.4.8. Sea M un anillo de revolucion completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador. Entonces, ninguna union de un disco y un anillo simétrico es region
isoperimétrica en M.

DEMOSTRACION. Independientemente de que el valor K, se alcance en M, el enun-
ciado se deduce del Corolario O

Corolario 4.4.9. Las regiones isoperimétricas de un anillo de revolucién completo, simétrico
y con curvatura de Gauss creciente desde el ecuador son siempre conexas, en caso de existir.

DEMOSTRACION. Cualquier region isoperimétrica es estable, y por tanto, ha de coin-
cidir con alguno de los conjuntos descritos en el Teorema La tinica posibilidad no
conexa ha quedado descartada en el Lema O

Nota 4.4.10. Este tiltimo Corolario garantiza la conexién de las regiones isoperimétri-
cas en nuestras superficies. Nosotros no vamos a profundizar en esta cuestién; simple-
mente indicaremos que, en general, esta propiedad no esta asegurada. Por ejemplo, en
ambiente rotacionalmente simétrico, se ha demostrado que en esferas simétricas con cur-
vatura de Gauss creciente desde el ecuador, hay anillos horizontales que son soluciones
isoperimétricas [82, § 3.1]. En consecuencia, los complementarios de dichos anillos, que
son conjuntos 1o conexos, también seran soluciones.

A raiz del Teorema y del Lema se sigue que si estamos interesados en
describir las regiones isoperimétricas en nuestros anillos, hemos de centrarnos en

i) discos contenidos en regiones con curvatura de Gauss constante,
ii) anillos horizontales simétricos estables,
iii) anillos horizontales asimétricos estables, y
iv) anillos estables bordeados por un onduloide y un circulo de revolucién.

Comprobaremos que esos cuatro tipos de conjuntos son realmente soluciones isoperi-
métricas en ciertos anillos de nuestra familia.

Antes de eso, veamos en el siguiente resultado como los discos con curvatura de
Gauss constante han de situarse en la regién donde la curvatura es maxima, en caso de
que sean isoperimétricos. Este hecho va en concordancia con una idea general, para este
tipo de problemas, que se deriva de la desigualdad isoperimétrica: los mejores discos al
considerar cuestiones isoperimétricas se encuentran donde la curvatura de Gauss es mayor. La
idea de la demostracion reside de nuevo en un argumento de aproximacién, analogo a
los usados en el Teorema o en el Corolario

Lema 4.4.11. Sea M un anillo de revolucién completo, simétrico y con curvatura creciente
desde el ecuador. Supongamos que un disco D, bordeado por un nodoide cerrado y embebido, es
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una region isoperimétrica de M. Entonces D estd contenido en un entorno de un final de M, con
curvatura de Gauss constantemente igual a Ke.

DEMOSTRACION. Supongamos que D encierra drea A > 0. Por el Teorema sa-
bemos que, en particular, el disco estard contenido en una regién con curvatura de Gauss
constante. Sea K, dicha constante. Entonces se tiene que

L(0D)? = 4w A — K, A%

Por otro lado, consideremos el plano M(Kx ), y sea Do un disco en M(Ks) encerrando
area A. Entonces

[*(dDs) = 4 A — Koo A%
Si K. < K, entonces es claro que L(0D) > L(0D). En tal caso, aproximando D por
discos geodésicos D, C M de drea A, n € IN, serd posible encontrar D,, C M con
estrictamente menos perimetro que D, lo que nos lleva a contradicciéon. Por tanto, nece-
sariamente K, = K, lo que demuestra lo anunciado. O

Corolario 4.4.12. Si la curvatura de Gauss es estrictamente creciente en entornos de los
finales de M, entonces ningiin nodoide bordea una region isoperimétrica de M.

El siguiente Lema nos muestra que el hecho de que el valor supremo K, de la cur-
vatura de Gauss K se alcance, implica existencia de soluciones isoperimétricas para cual-
quier valor del drea, ademads de determinar las soluciones para valores pequerios del drea.

Lema 4.4.13. Sea M un anillo de revolucién completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador. Supongamos que la curvatura de Gauss K alcanza el valor Ke.

Entonces, existen regiones isoperimétricas en M para cualquier drea que se considere, y ade-
mds, para dreas pequefias, dichas regiones son discos con curvatura de Gauss igual a K.

DEMOSTRACION. Fijemos A > 0, y consideremos una sucesién minimizante para
area A. Entonces, el Corolario implica que A; = 0, 0 que A, = 0.

i) Supongamos que K, se alcanza. Si A; = 0, se tiene existencia de forma inmediata;
y si Ac = 0, entonces el perfil isoperimétrico I(A) vendra dado por un disco contenido
en M(K« ), que en este caso se hallard en la superficie. De aqui se deduce la existencia de
regiones isoperimétricas para cualquier valor del 4rea.

Ademds, a partir del Teorema [4.3.2]y del Lema los candidatos a ser soluciones son
los anillos horizontales, los anillos bordeados por un onduloide y un paralelo, y los discos
con curvatura de Gauss constante e igual a K. Es claro que el perimetro de cualquier
anillo sera estrictamente mayor que ¢ = 471 L(0) > 0, mientras que el perimetro de un
disco encerrando 4rea A vendra dado por (471 A — Ko A%)1/2, que serd menor que c para
valores de A suficientemente pequetios. Por tanto, para dichas éreas, la solucién ha de
ser un disco con curvatura de Gauss K. ]

Nota 4.4.14. En el caso de que la curvatura de Gauss K no alcance el valor K (0
equivalentemente, si K es estrictamente creciente en un entorno de un final), entonces no
habra regiones isoperimétricas en M para dreas pequenas.

Esto se debe a que, teniendo en cuenta el Lema [4.4.8y el Corolario las tnicas re-
giones estables de M candidatas a ser isoperimétricas serdn los anillos horizontales, y
los anillos bordeados por un onduloide y un paralelo. Sin embargo, siguiendo los razo-
namientos de la demostracion anterior, para valores del drea suficientemente pequefios,
existiran discos contenido en M(Ks) con menos longitud que cualquiera de los candi-
datos. Tales discos se podran aproximar mediante discos geodésicos contenidos en M,
también con menos longitud que los candidatos. En consecuencia, para dichos valores
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del drea (que constituirdn un intervalo real), no habra existencia de soluciones isoperi-
meétricas.

Nota 4.4.15. Indicamos que las regiones isoperimétricas consistentes en anillos bor-
deados por un onduloide y un circulo de revolucién en estas superficies también han
de satisfacer las condiciones expresadas en el Lema [3.4.4] (las demostraciones se pueden
adaptar a esta situacion).

Seguidamente, centraremos nuestra atencién en algunos ejemplos concretos de ani-
llos de revolucién de nuestra familia. Nuestra intencion principal es mostrar qué conjun-
tos aparecen como soluciones isoperimétricas, ademas de poner de manifiesto algunas
situaciones de no existencia. A partir de lo comentado anteriormente, la determinacién
de las regiones isoperimétricas se va a reducir a una comparacién de perimetros entre los
distintos candidatos a tener en cuenta. Estudiaremos en detalle cada ejemplo para des-
cribir el correspondiente comportamiento isoperimétrico.

El primer ejemplo trata la familia de catenoides minimales, para las que no existen re-
giones isoperimétricas, para cualquier valor del drea que se considere.

Ejemplo 4.1. Sea M una catenoide minimal definida por
x2 42 = g(z)* = A2cosh?(z/A), A > 0.

Esta superficie pertenece a la familia de anillos que estamos considerando. En efecto,
M tiene la topologia de un anillo de revolucién completo, es simétrica con respecto al
paralelo {(x,y,0) : x> + y*> = A%}, y su curvatura de Gauss viene dada por

-1
K(z) = 5—5
A2 cosh®(z/A)
que es estrictamente creciente desde dicho paralelo.

Ademds, como la longitud de un meridiano de M viene dada por (véase Seccion [2.7)

Hz) = /O J14¢/(s)2ds = A sinh(z/A),

se sigue que M puede verse como una superficie S! x R con métrica
ds> = f(t)>d6* +dt*>, 0eS!, teR,
de tipo (2.1), con
F(t) = g(t () = A cosh (sinh ' (t/A)) = VA2 + 2.
De esta forma, el ecuador de nuestro anillo se correspondera con el paralelo S! x {0}.

Asi, viendo la catenoide como una superficie S' x R con métrica de tipo (2.1), se tiene
que la longitud y la curvatura geodésica de un circulo de revolucién S! x {t} seran

L(t) =2 VA2 + 12, h(t) = ﬁ
y la curvatura de Gauss serd igual a
—A2
Obsérvese que K es estrictamente creciente, por lo que no habra nodoides cerrados y

embebidos que sean estables, en virtud del Lema y en consecuencia, ningtn disco
serd region isoperimétrica de M. Ademéds, Ko, = 0.

K(t) =
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Por otro lado, se tiene que

a2
(2= FF0) = Sy
Entonces,
[(f)?— ff"](t) =0 siysélosi t==+A,
y

[(f)?— ff"](t) <1, paratodot € R.
Esto nos da las siguientes consecuencias importantes:
i) Todos los circulos de revolucién S! x {t} de M son estables, por el Lema[2.4.16
ii) Los anillos simétricos S! x [—t, #] son estables para t € (0, A], segtin el Lema

iii) A partir del Lema se tiene que no existen onduloides cerrados y embebidos
que sean estables en M.

Todo esto hace que los tinicos candidatos a ser regiones isoperimétricas sean los ani-
llos horizontales estables (simétricos y asimétricos). El perimetro y el drea encerrada por
estos conjuntos se puede calcular explicitamente de la siguiente manera.

Es rutinario comprobar que
VA2 L 2
F(t) = ;(t\//\z—i—tz—i—)\z log <t+ g R >)

es una primitiva de f. Entonces, para un anillo simétrico estable S' x [—t,t],cont € (0, ],
el perimetro y el drea encerrada son

L(S' x [~t,t]) = 4m f(t) = 4 /A2 + 12,
A(S! x [~t,1]) = 471/()tf(s) ds = 470 F(1).

En cuanto a los anillos asimétricos, estos aparecen a partir del mayor anillo simétrico
estable contenido en M, haciendo que uno de los paralelos del borde tienda a un final,
mientras el otro se va aproximando al ecuador de M, de forma que se preserve la condi-
cién de curvatura geodésica constante.

Precisamente, este tltimo hecho nos va a permitir expresar uno de los paralelos del borde
en funcién del otro. Asi, dado un anillo asimétrico estable S! x [t1,t2], conty > A, 1 €

[—A,0), la condicién h(t;) = —h(t1) se satisface si y sélo si
—)\?
tl — T

Dicho calculo nos permite calcular el perimetro y el drea encerrada por un anillo asimétri-
co arbitrario By, = S! x [—A? /1, t,], obteniéndose que

L(B,) =27t (f(=A*/t2) + f(t2)),

A(By) = 27r/t;/t2f(s) ds = 271(F(t2) — F(=A2/1)).

Ademas, se puede comprobar que la condicién de estabilidad (2.49) para estos anillos
asimétricos es equivalente a

N2 N28-8<0,

que se satisface porque f, > A. Por tanto, todos los anillos asimétricos en M resultan
estables.
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Fijemos ahora un valor a > 0, y sea D un disco contenido en M(K«) = M(0), esto es,
en el plano euclideo, que encierre area a. Entonces, su perimetro sera

L(dD) = V4ra.

Centrémonos ahora en la catenoide M; asociada a A = 1. Los célculos anteriores
nos permiten comparar los conjuntos candidatos a ser soluciones isoperimétricas (ani-
llos horizontales) con los discos contenidos en M(0), para determinar el comportamiento
isoperimétrico que muestra dicha catenoide.

Asi, para cualquier valor positivo a > 0, se tiene que el anillo simétrico o asimétrico
que encierra drea a tiene mds perimetro que el correspondiente disco contenido en M(0).
Dicha comparacién de perimetros se puede hacer explicitamente, obteniéndose la grafica

de la Figura
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FIGURA 4.1. Comparacién de los perimetros de anillos horizontales en
M; y discos en M(0)

La curva de la Figura 4.1|que parte del origen corresponde al perimetro de los discos de
M(0), y siempre se mantiene por debajo de la curva correspondiente a los anillos horizon-
tales. El punto donde se pasa de tener anillos simétricos a asimétricos queda representado
de forma mads gruesa.

La conclusién que se extrae de este ejemplo es que, aproximando los discos de M(0)
mediante discos geodésicos en M; (que no tendrdn curvatura geodésica constante y con-
secuentemente, no son ni siquiera estables), se obtienen conjuntos con menos perimetro
que los candidatos a ser regiones isoperimétricas. Por tanto, no existen tales regiones en
M;.

Nota 4.4.16.

1. Hemos comprobado que para otros valores del parametro A, se obtiene el mismo
comportamiento isoperimétrico, es decir, no hay existencia de regiones isoperimétricas
(véase la Figura [£.2). Es de esperar que este hecho se repita para todas las catenoides
de esta familia, lo que se obtendria demostrando dos desigualdades de tipo analitico,
concretamente las que relacionan los perimetros de los anillos horizontales con el de los
discos para areas iguales. Atendiendo a nuestra pretensién original de mostrar algunos
ejemplos significativos, sin llegar a estudiar todas las superficies de nuestra familia de
anillos, hemos preferido detener el andlisis de las catenoides minimales en este punto,
indicando simplemente el comportamiento que se espera.

2. La idea que subyace de los célculos anteriores es que en cualquier catenoide
minimal, es posible encontrar una sucesién de discos geodésicos inestables, todos ellos
encerrando una cantidad de area prefijada, que van aproximdndose a uno de los finales
de la catenoide, de forma que el perimetro va decreciendo de manera estricta.

3. El estudio de cuestiones isoperimétricas en superficies minimales es un tema de
gran interés en los dltimos afios [31], [32]. A partir del Ejemplo se extrae que el perfil
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FIGURA 4.2. Graficas correspondientes a otras catenoides minimales

isoperimétrico en las catenoides minimales coincide justamente con el perfil del plano
euclideo,

I(a) = (4ma)'?, a>0,
lo que implica que se verifica la desigualdad isoperimétrica plana en dichas catenoides.

Esto concuerda con la conjetura que afirma que en cualquier superficie minimal, dicha
desigualdad isoperimétrica plana ha de satisfacerse [31]].

El anterior ejemplo muestra que existen superficies en las que no hay regiones isope-
rimétricas para ningtn valor del 4rea. Sin embargo, puede darse el fenémeno de que,
dada una superficie concreta, existan dichas regiones para ciertos valores del area, mien-
tras que para otros valores no haya soluciones isoperimétricas. Este hecho se manifiesta,
por ejemplo, en la siguiente familia de catenoides no minimales.

Ejemplo 4.2. Sea M una catenoide no minimal dada por
X* +y? = g(z)> =a*cosh(z)?, acR,a#1.
Se puede comprobar que la curvatura media de M es igual a a® — 1.

Aligual que ocurria para las catenoides minimales del Ejemplof4.T} este tipo de super-
ficies tiene la topologia de un anillo de revolucién completo, son simétricas con respecto
al paralelo {(x,y,0) : x> + y> = 4}, y su curvatura de Gauss

-1
(1+ a2 sinh(z)z)2
es estrictamente creciente con respecto a la distancia a dicho paralelo. Por tanto, son

superficies dentro de nuestra familia de anillos de revoluciéon. Obsérvese ademads que
K = 0, lo que da lugar a que estas superficies también tengan finales llanos.

K(z) =

En este caso, no resulta sencillo hallar la funcién f : R — R que permite considerar M
como una superficie S* x R con métrica de tipo (esencialmente porque la longitud de
los meridianos no presenta una expresiéon comoda que permita trabajar con su inversa).
Por tanto, en este ejemplo, realizaremos los calculos utilizando la funcién que genera la
superficie de revolucioén, es decir,

g(z) =acosh(z), z€R,
y las igualdades de la Seccic’)n Asi, para un circulo de revolucién S! x {z},conz € R,
tanh(z)
V/1+aZsinh(z)?’

con lo que el paralelo S! x {0} es el de menor longitud, y al que nos referiremos por
ecuador.

L(z) =2macosh(z), h(z) =
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Se tiene también que
a*(a® sinh(z)* — 1)
) 27
(1+ a?sinh(z)?)

[(F)? = £"1(2) =

de donde se obtiene que [(f')?> — ff"](z) < 1, para todo z € R, por lo que, como en el
Ejemplo 4.1 anterior, todo paralelo de M es estable, y no existen onduloides cerrados y
embebidos que sean estables en M.

Ademas,
[(f)?=ff"](z) =0 siysélosi z=+sinh '(a /?),
por lo que un anillo simétrico 8! x [z, z] serd estable si y s6lo si z € (0,sinh ™! (a—1/2)].

Como K es estrictamente creciente, se sigue que no existen nodoides cerrados, em-
bebidos y estables en M, lo que implica que los tinicos candidatos a ser regiones isope-
rimétricas seran, como antes, los anillos horizontales.

En este caso, es posible de nuevo hallar explicitamente el perimetro y el drea que en-
cierran los anillos simétricos y asimétricos en M, lo que nos permite compararlos con los
discos contenidos en el plano euclideo M(Ks) = M(0). Hemos observado tres compor-
tamientos diferentes, dependiendo del pardmetro a considerado, que describimos en los
siguientes ejemplos concretos.

Caso a. Para a = 2, hemos observado que el disco contenido en M(0) tiene siempre
menos perimetro que el correspondiente anillo horizontal (simétrico o asimétrico) ence-
rrando la misma 4rea. Por tanto, en esta situacién, tal y como ocurre para las catenoides
minimales del Ejemplo no hay regiones isoperimétricas para ningtn valor del area.

Caso b. Sin embargo, si a = 0,52 se tiene una situacién diferente. Para valores peque-
fios del area, se tiene que los discos contenidos en M(0) tienen menos perimetro que los
correspondientes anillos simétricos; por tanto, no habrd existencia para tales valores. Al
ir aumentando el drea, hay un intervalo de valores para los que los anillos simétricos son
mejores que los discos en M(0), por lo que tales anillos son soluciones isoperimétricas, en
virtud del Lema (nétese que no hay otros candidatos para dichos valores del 4rea).
Finalmente, para dreas grandes, se vuelve a tener que los discos en M(0) tienen menos
perimetro que los anillos simétricos restantes, y que los anillos asimétricos (para areas
iguales), y en consecuencia, tampoco habrd regiones isoperimétricas.

Caso c. Por dltimo, para a = 0,45, se tiene un comportamiento similar al anterior,
s6lo que en este caso, existe un intervalo I de valores del 4rea para los que los tltimos
anillos simétricos, y los primeros anillos asimétricos, tienen menos perimetro que los
correspondientes discos en M(0) de igual drea, por lo que dichos anillos son regiones
isoperimétricas. Para valores del area fuera del intervalo I, los discos en M(0) son mejores
y no se tiene existencia de regiones isoperimétricas.
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FIGURA 4.3. Gréficas correspondientes a catenoides no minimales, para
distintos valores de a
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La Figura[d.3lmuestra las gréficas correspondientes a las tres catenoides no minimales
estudiadas. Al igual que en la Figura la curva que parte del origen de coordenadas
corresponde a los discos contenidos en M(0), mientras que la otra curva representa el
perimetro de los anillos simétricos y asimétricos.

Nota 4.4.17.

1. Los tres comportamientos descritos anteriormente son los tinicos observados en
esta familia de catenoides no minimales, al considerar distintos valores del parametro a.

2. Las catenoides anteriores correspondientes a los pardmetros a = 0,52 y a = 0,45
muestran dos ejemplos de superficies donde se tiene existencia de regiones isoperimétri-
cas para ciertos valores del drea, mientras que para otros valores, no se da tal circunstan-
cia. Este es un fendmeno interesante y llamativo, que no aparece de forma destacada en la
literatura que trata estas cuestiones en ambientes no compactos, al menos en los trabajos
que conocemos.

En los dos ejemplos anteriores, se ha visto que para dreas grandes, no hay regiones
isoperimétricas. Este hecho no se cumple en general, tal y como se va a mostrar en el
Ejemplo existen superficies dentro de nuestra familia para las que, a partir de un
cierto valor del area, todas las soluciones isoperimétricas son anillos asimétricos.

Ejemplo 4.3. Consideremos M = S! x R con la métrica (2.1) dada por la funcién

f()=V1+a, teR,

con a < 1. Noétese que f es una funcién simétrica y diferenciable y que la curvatura de
Gauss de M vendra dada por

[ (A+ar)?
que es estrictamente creciente desde el paralelo S! x {0}, con K« = 0. Por tanto, M es un
anillo de revolucién dentro de nuestra familia.

La primera observacién que realizamos es que debido a la monotonia estricta de la
curvatura de Gauss K, se sigue que no encontraremos nodoides cerrados, embebidos y
estables en estas superficies.

Sea S! x {t}, con t € R, un paralelo contenido en M. Entonces, su longitud y su
curvatura geodésica seran

L(t) =2m f(t), h(t) = j;((:)) = —Ztatz.

También se tiene que
2
\2 " a (th — 1)
_ )=~ -/
(2 = £ = 2
que se anula tnicamente cuando t = +a~1/2. Esto implica que los anillos simétricos
Sl x [—t,t] seran estables solamente cuando t € (0,2~ /2].

7

Ademads, comoa < 1, es facil ver que [(f')? — ff"](t) < 1,paratodot € R. Por tanto, todo
paralelo es estable, y en virtud del Lema[2.5.1} no existen onduloides cerrados, embebidos
y estables en M.

En cuanto a un anillo asimétrico S! x [t1,t2], con t, > a= V2, t; € (—a"12,0), la
condicién de curvatura geodésica h(tp) = —h(t1) se cumple siy sélo si

-1
4.12 th=—.
(412) =
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Ademas, los paralelos del borde siempre son estables, y la condicion de estabilidad (2.49)
es equivalente a que
_ 2\2
_a(=1+at”) <o,
27t (1 + at2)5/2
que se satisface trivialmente. Por tanto, todos los anillos asimétricos S! x [t1,t,], para
tr > a~1/2 son estables (a partir de (4.12), se tendra que t; € (—ail/Z,O)).

A tenor de lo expuesto anteriormente, los tinicos candidatos a ser soluciones isope-
rimétricas, en este caso, son los anillos horizontales. Las expresiones de sus longitudes y
areas encerradas se pueden calcular explicitamente, y asi compararlas con los discos con-
tenidos en M (K«) = M(0). Hemos apreciado dos posibilidades distintas, que se mues-
tran en la Figura

Para a = 0,1, no hay regiones isoperimétricas para dreas pequefias, ya que los dis-
cos en M(0) tienen menos perimetro que los correspondientes anillos simétricos. Luego,
a partir de determinado valor del 4rea, si hay soluciones isoperimétricas, consistentes
primero en anillos simétricos y luego en anillos asimétricos.

Por otro lado, si a = 0,6, se sigue que todos los anillos simétricos y los primeros
anillos asimétricos tienen mds perimetro que los discos en M(0) (lo que conlleva la no
existencia de regiones isoperimétricas), y a partir de cierto instante, las soluciones son
anillos asimétricos.

100 200 300 400 500 600 700 ' 100 200 300 400 500

a=20,1 a=20,6
FIGURA 4.4. Posibles comportamientos de las superficies del Ejemplo

Nota 4.4.18. Justifiquemos que para areas grandes, los anillos asimétricos tienen me-
nos perimetro que los discos contenidos en M(0) (siempre que a < 1).

Fijemos un valor del 4rea, y consideremos el anillo simétrico By, = S! x [t1,t2] C M, y el
disco D C M(0) que encierran dicho valor. Si denotemos por G a la funcién que expresa
la diferencia entre el perimetro de B; y la longitud de 9D, se tiene que

G(t;) =L(B;) — L(dD) = 271{, 1+ alt% +4/1+ats

14+ L 1 1 1/2
a3 5 . csch™ " (y/atp) +sinh™ " (y/aty)
- — 1 .
( o te/lras NG

El signo de dicha funcién nos dird qué conjunto tiene menos perimetro. Nétese que cuan-

do t; tiende a +oo, dichos conjuntos encierran areas grandes. Como a < 1, se tiene que
(4.13) lim G(ty) = —oo,

t2*>+00

por lo que concluimos que las soluciones isoperimétricas serdn anillos asimétricos.

Nota 4.4.19. Si se trata el Ejemplo anterior tomando a = 1, el comportamiento
isoperimétrico cambia, ya que todos los discos contenidos en M (0) tienen menos perime-
tro que los anillos horizontales (para dreas iguales). Por tanto, ese seria otro caso de no
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existencia de soluciones, ya que no hay otros candidatos isoperimétricos (al igual que
antes, no existirdn onduloides cerrados, embebidos y estables). De hecho, es f4cil ver que
el limite (4.13) esigual a 277, lo que implica que, para dreas grandes, los discos son mejores
que los anillos asimétricos.

Nota 4.4.20. No hemos estudiado en profundidad las superficies del Ejemplo[4.3|para
valores de a estrictamente mayores que 1, aunque si hemos detectado ciertas diferencias
respecto a los casos anteriores, que pasamos a resumir brevemente.

En primer lugar, la funcién (f’)? — ff” toma valores mayores que 1; concretamente,

V1ta

Vaz—a

Este hecho conlleva una consecuencia importante: pueden existir onduloides cerrados,
embebidos y estables, por lo que habra que tener en cuenta a los anillos bordeados por
una de estas curvas, y por un paralelo, como posibles regiones isoperimétricas. Ademds,
los anillos horizontales asimétricos S x [t1,t2] dejardn de ser estables cuando t, tome
valores mayores que (1 +a)'/2(a? —a)~1/2.

[(F2—ff"1(t) =1 siysolosi t=

En esta situacién, y aunque no lo podemos justificar rigurosamente (ya que resulta dificil
hallar la longitud de los onduloides cerrados y embebidos), ciertos calculos y estimacio-
nes que hemos realizado, nos hacen pensar que tampoco habra existencia de regiones
isoperimétricas en ninguna de estas superficies.

Mostramos ahora un ejemplo de anillo de revolucién en el que el valor Ky, es alcan-
zado por la curvatura de Gauss. En consecuencia, a partir del Lema las soluciones
isoperimétricas siempre existen, y para areas pequefias son discos contenidos en la re-
gion donde la curvatura de Gauss es constantemente igual a Ko.. Ademas, esta superficie
presenta un comportamiento poco habitual en la evolucion de los anillos horizontales.

Destacamos que la superficie descrita en el Ejemplo posterior es de clase C? a trozos,
por lo que su curvatura de Gauss resulta discontinua.

Ejemplo 4.4. Consideremos M = S! x R, con la métrica (2.1) determinada por la
funcién f : R — R, con

—t, t< =2,

fy=1¢ B4 te[-22,
L, t>=2.

Dicha funcién f es positiva, simétrica y de clase ct, y C? a trozos. Ademads, la curvatura
de Gauss de M vendré dada por

0, t< -2
K(t) =3 #5, te(-22),
0, t>2

que es creciente con respecto a la distancia al paralelo S* x {0}. Por tanto, M es un anillo
de revolucién perteneciente a la familia que estamos considerando.

Noétese que, en este caso, K, = 0, y que hay regiones donde K es constantemente igual
a K, por lo que habra existencia de soluciones isoperimétricas para cualquier valor del
drea que se considere, a partir del Lema [£.4.13]y ademas, los discos contenidos en tales
regiones pueden ser soluciones isoperimétricas (de hecho son las soluciones para areas
préximas a cero).
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Dado un circulo de revolucién S! x {t}, con t € R, su longitud serd L(t) =2 f(t),y
su curvatura geodésica vendra dada por

1, t< -2
h(t) =< 75, te[-22],
1 t>2

Remarcamos que / es una funcién continua.

Ademaés
1, t< -2,
(4.14) () = f(1) =S E4, te[-2,2,
1, t>2.

En particular, (f/)? — ff” < 0,parat € (=2,2),y (f)?>— ff" >0,parat < —26t > 2.

A partir de los Lemas [2.4.16|y se tiene que todos los paralelos de la superficie
seran estables, y que los anillos simétricos S' x [—t, ] seran estables para t € (0,2).

Para los anillos asimétricos S! x [t1,t,], con t; € (—t,0), t2 > to, la condicién de
curvatura geodésica constante implica que

th=—t+/t5—4

Para discutir su estabilidad, s6lo hay que estudiar cuando se satisface la condicién de
estabilidad (2.49), ya que, tal y como se indic antes, todos los paralelos son estables. Se
puede comprobar que dicha condicién es equivalente a que

204 — 4ty /12— 4)
1+ <0,
(—tr+4/t3 —4)3

que se cumple s6lo cuando t, > ' = 2,17868.

Hemos estudiado con detalle la evolucién de los anillos horizontales en este ejem-
plo, porque presentan un comportamiento particular. Tal y como se ha comentado antes,
los anillos simétricos S! x [—t, ] son estables, para t € (0,2). A partir del Gltimo anillo
simétrico, surgen los anillos asimétricos estables S' x [t1, t,], para t > 2.

- Los primeros anillos asimétricos que aparecen, concretamente para t, € (2,t'), son
inestables; de hecho, encierran valores del drea ya tomados por los tltimos anillos hori-
zontales, y éstos lo hacen con ligeramente menos perimetro.

- Sea ahora t"" = 2,3198. Para cada t, € (¢,t"), se tiene que el anillo asimétrico corres-
pondiente es estable, pero hay un anillo simétrico estable encerrando la misma area, con
menos perimetro.

- Finalmente, para cada f, > t”, el anillo asimétrico seré estable, y tendra menos
perimetro que el anillo simétrico de igual 4rea.

En cuanto a los onduloides cerrados, embebidos y estables, el Lema los obliga a
estar enteramente contenidos en las regiones de M donde (f')? — ff" = 1.

Para realizar la comparacion entre los perimetros de los anillos horizontales, y los dis-
cos contenidos en la regiéon de M donde K = K, es necesario hallar las expresiones del
perimetro y area encerradas. No es dificil calcular dichas expresiones, para obtener final-
mente que los discos tienen menos perimetro que los anillos horizontales, para cualquier
area que se considere, tal y como muestra la Figura
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FIGURA 4.5. Detalle de la evolucidon de los anillos horizontales
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FIGURA 4.6. Los discos son mejores que los anillos horizontales

A partir de ahi, y aunque hay que tener en cuenta los anillos bordeados por un ondu-
loide y un circulo de revolucién como posibles candidatos, se intuye que las soluciones
isoperimétricas han de ser discos de M contenidos en la regién donde K es constante-
mente igual a K. Al menos para dreas pequefias, dicha afirmacién es cierta, segtin el

Lema

Pasamos ahora a describir un ejemplo donde los anillos bordeados por un onduloi-
de y un circulo de revolucién son regiones isoperimétricas. Nuestra demostracién es de
cardcter constructivo, es decir, vamos a construir un anillo de revolucién que verifique
dicha propiedad.

Ya vimos en el Capitulo [3{que estos conjuntos son regiones isoperimétricas en ciertos
toros de revolucién. En aquella ocasién, eso era consecuencia de girar ligeramente uno
de los paralelos del borde de un anillo asimétrico que fuera solucién isoperimétrica.

Nuestra idea consiste en partir de un anillo de revolucién acotado M' donde el ultimo
anillo asimétrico sea mejor que el disco contenido en M(0) de igual 4rea. Asi, extendiendo
adecuadamente M’, de forma que la curvatura de Gauss sea estrictamente creciente y tien-
da a cero, se tendré que tal tltimo anillo asimétrico serd una region isoperimétrica en el
anillo extendido. Y consecuentemente, los primeros anillos bordeados por un onduloide
y un paralelo también lo seran.

Ejemplo 4.5. Consideremos la funcién
f(t)=a—rcos(t/r), te[—mnrmnrr],
cona > r > 0. Nétese que f es la funciéon asociada a un toro de revolucién estandar
(constiltese el Ejemplo3.1)), parametrizada en este caso de forma que el paralelo de mini-
ma longitud del toro sea S! x {0}. De manera andloga a la que usada en el Lema m
es sencillo comprobar que el mayor anillo asimétrico estable se corresponderd ahora con
R =S8!x [ty, 1], parat; = 7tr/2,y

2ar
to = —r cos [ —— ).
aZ + 72
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Ademés, el area A y el perimetro L de este anillo vienen dados por

B dar 2ar
A = mar n—m—i—Zarccos 2+2))
3

a
L=47r ——.
Tioipe
Es fécil ver que, cuando a tiende a 7, se verifica que
(4.15) L% < 4m A.

Eso implica que R tiene menos perimetro que el disco contenido en M(0) de 4rea A. Sin
embargo,

K(t) =0, [(f)*—ff'l(t1) =0.

Eso nos impide considerar como anillo acotado inicial a sl x [—t1, 11], porque nuestro
razonamiento requiere extender la curvatura de Gauss (y en consecuencia, la funcién
(f")? — ff") de forma estrictamente creciente (eso garantizara que en la nueva superficie,
el altimo anillo asimétrico estable coincida justamente con R). En este caso, tal extensiéon
haria que K tomase valores positivos, con lo que no obtendriamos un anillo de revolucién
de nuestra familia. Para solventar este obstaculo, realizamos la siguiente modificacién.

Fijemos dos valores para a y r, de forma que se satisfaga (4.15), y consideremos la
funcién
fs(t) =a—rcos(t/s), te[—ms, ms],
con s < r. Notese que f; tiende a f cuando s se aproxima a .

Denotemos por M; el anillo de revolucién acotado asociado a la funcién f;. La curva-
tura de Gauss K; de M; es

—r cos(t/s)
s2(a—r cos(t/s))’

que es estrictamente crecienteent > 0,y

Ks(t) =

r(r—a COS(t/S))‘

(2= 10 = =2

Dicha funcién toma el valor 1 para

s -1 72_52
1=scos  [—),
ar

por lo que el mayor anillo asimétrico de M; se corresponderd con Ry = S! x [t5, £}], con
ty € (—rs,0) satisfaciendo la condicién de curvatura geodésica constante; de hecho,

. (02— 282 28R
ty = —s cos .
ar(a®? — r? + 2s?)

Ademas, como s < 7, se tiene que

2, 2
—r°+s
Ks(t]) = <0,
s(11) 2 (a2 — 12 + s2)
y si hacemos que s se aproxime a r, se sigue que t;, t] tienden a fy, t;, por lo que R;
tenderd a R. Entonces, es claro que

(4.16) L?(9Rs) < 4 A(Ry),

para s suficientemente proximo a r, en virtud de (4.15).

Fijemos ahora s préximo a r, de forma que se verifique (4.16), y tomemos M, como
anillo acotado inicial. En este caso, si va a resultar posible extender la curvatura de Gauss



4.5. CUADRICAS DE REVOLUCION 107

Ks : [~#£,£] — R auna funcién K : R — R de forma simétrica, negativa, diferenciable,

y estrictamente creciente en R, con lim;_,, K(t) = 0.

Es claro que dicha funcién K nos proporcionara un anillo de revolucién simétrico M,
con curvatura de Gauss K, sin més que resolver la ecuacién diferencial

W +Ku=0,

con condiciones iniciales #(0) = f;(0), u’(0) = 0, y tomar la funcién solucién u para
definir la correspondiente métrica (2.1). Ademads, M; estard contenido en M.

Para ]\71, tendremos que el mayor anillo asimétrico estable sera R, ya que K se ha
extendido de forma estrictamente creciente, y por tanto,

()2 —uu|(t) > 1, sit>t.

Dicho anillo R, tiene menos perimetro que el disco contenido en M(Ko,) = M(0) de igual
drea, porque se satisface. Esto dltimo implica que R; es una regién isoperimétrica
en M. Por la continuidad del perfil isoperimétrico, concluimos que los primeros anillos
bordeados por un onduloide y un paralelo (que surgen tras dicho tltimo anillo asimétrico
R;) también serdn soluciones isoperimétricas. Asi, podemos enunciar el siguiente resul-
tado:

Lema 4.4.21. Existen anillos de revolucién completos, simétricos y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador donde anillos bordeados por un onduloide y un paralelo son regiones
isoperimétricas.

El Teorema clasifica las regiones estables en anillos de revolucién completos,
simétricos y con curvatura de Gauss K creciente desde el ecuador. Dichas regiones pro-
porcionan los conjuntos candidatos a ser soluciones isoperimétricas. A partir del Lema
las uniones de un disco con K constante y un anillo simétrico quedaron descarta-
das, por lo que, a la vista de los Ejemplos anteriores, se tiene el siguiente Teorema, que
enumera las posibles soluciones isoperimétricas en estas superficies.

Teorema 4.4.22. Sea M un anillo de revolucién completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador. Entonces, cualquier region isoperimétrica, en caso de existir, ha de
coincidir con uno de los siguientes conjuntos:

i) Un disco bordeado por un nodoide cerrado y embebido, y con curvatura de Gauss cons-

tante Keo.

ii) Un anillo horizontal, bordeado por dos circulos de revolucién, simétricos respecto del
ecuador, y contenidos en la region donde la funcién K + h?* es menor o iqual que cero.

iii) Un anillo horizontal asimétrico estable, bordeado por dos circulos de revolucion conteni-
dos donde la funcién K + h? es menor o iqual que 1.

iv) Un anillo bordeado por un onduloide cerrado, embebido y estable, y un circulo de revo-
lucién contenido en la regién donde K + h? es menor que cero.

A tenor de los resultados obtenidos en los Ejemplos que aparecen en esta Seccioén, se

tiene que los cuatro tipos de conjuntos descritos en el Teorema {4.4.22| realmente pueden
ser regiones isoperimétricas en alguno de los anillos de nuestra familia.

4.5. Cuddricas de revolucién

En particular, los resultados obtenidos en la Seccién anterior se pueden aplicar pa-
ra estudiar el problema isoperimétrico en una familia de superficies bien conocida, los
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hiperboloides de una hoja, definidos por
x2+y2—A222—y2 =0, Au#0.

Estas superficies se pueden ver como anillos de revolucion simétricos con curvatura de
Gauss creciente desde el paralelo de menor longitud, por lo que son superficies de nues-
tra familia. El Teorema describe el comportamiento isoperimétrico en estos hiperbo-
loides.

Por otro lado, si nos centramos en el contexto de las cuddricas de revolucién de R3, la
Unica familia de la que se desconocian las soluciones isoperimétricas era, precisamente,
la de los hiperboloides de una hoja. El resto de cuadricas ya habian sido estudiadas en
diversos trabajos de forma indirecta, como sefialaremos méas adelante [9], [82], [75]. Asf,
una consecuencia interesante que se deriva de nuestro estudio es que se completa la cla-
sificacion de las regiones isoperimétricas en las cuddricas de revolucién de R* (Corolario

4.5.6).

El siguiente resultado pasa a describir las regiones isoperimétricas que pueden pre-
sentarse en un hiperboloide de una hoja. Adelantamos que los anillos bordeados por un
onduloide y un paralelo no van a aparecer, mientras que los otros tipos de candidatos
si proporcionardn valores del perfil isoperimétrico.

Teorema 4.5.1. Consideremos un hiperboloide de revolucién de una hoja en R3, definido por
PhyP A2 -y =0, Au#0.
Entonces, para cualquier valor A > 0, el perfil isoperimétrico I1(A) vendri dado por el perimetro
de los siguientes conjuntos:

i) un disco contenido en M(Ks) = M(0), 0
ii) un anillo simétrico estable, o
iii) un anillo asimétrico estable.

DEMOSTRACION. Es evidente que cualquier hiperboloide de una hoja M puede verse
como una superficie de revolucién, definida por

4y’ =g(2)%
con g(z) = (u? + A2z%)1/2,
Para este tipo de superficies, no es facil tratar con la funcién f que permite ver M
como S! x R con una métrica de tipo (2.1), ya que la inversa de la longitud de los meri-

dianos no presenta una expresién cémoda. Por tanto, tal y como hicimos en el Ejem-
plo}4.2} trabajaremos sobre esta superficie con la funcién g, y las expresiones de la Seccién

De esta forma, la curvatura de Gauss de M vendré dada por
_ /\2 2
K(Z) — I’l 7
(12 4 (A2 + A4)22)2
que es estrictamente creciente con Koo =0,y

2,4 61 18 4
(4.17) [(F)? = ff"(z) = (22]1 (_;2(:\_ ;)AZZ); ’

que resulta estrictamente menor que 1, para todo z € RR. Por tanto, no existirdn onduloides
cerrados, embebidos y estables contenidos en M. Esto ya implica, teniendo en cuenta el
Teorema que los conjuntos candidatos a proporcionar el perfil isoperimétrico son
los anillos horizontales, y los discos contenidos en M (Ks) = M(0). O
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Nota 4.5.2. Tal y como se ha hecho en Ejemplos anteriores, es posible calcular explici-
tamente los perimetros y dreas encerradas por los anillos horizontales estables, a fin de
compararlos con los discos contenidos en M(0) y determinar las soluciones isoperimétri-
cas en cada hiperboloide concreto.

Dado cualquier hiperboloide de una hoja, se puede comprobar que la funcién asociada
(f')?> — ff", definida por (&17), se anula tGnicamente cuando z = zyp = b (A* + A®)~1/4,
Por tanto, los anillos horizontales simétricos S x [—z,z], con t > 0, seran estables si y
solosi t € (0,zg].

Por otro lado, como

Az
h(Z) == ’
g(z) /U2 + 2222 + A422
se sigue que un anillo asimétrico S! x [z1,2;], con z; € (—2,0), z2 > z, verificara la
condicién de curvatura constante si y sélo si
— ]/12
A1+ A%z
A partir de las expresiones del perimetro y el drea encerrada por los anillos simétricos

y asimétricos de M, y tras comparar estos conjuntos con los discos contenidos en M(0),
hemos observado dos comportamientos distintos, que se muestran en la Figura

Z1 =

-Para A = 0,8, 4 = 1, se tiene que los discos son mejores para dreas pequefias, y a
partir de un instante, las soluciones vendran dadas por anillos asimétricos.

-Para A = 0,3, u = 1, el perfil isoperimétrico viene dado primero por discos, después
por anillos simétricos y finalmente por todos los anillos asimétricos.
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FIGURA 4.7. Dos comportamientos distintos en los hiperboloides de una hoja

En consecuencia, los tres tipos de conjuntos descritos en el Teorema proporcio-
nan el perfil isoperimétrico en distintas situaciones. Cuando para cierto valor del drea
a > 0, dicho perfil venga dado por un disco contenido en M(0), se tendrd que no existen
regiones isoperimétricas para drea a, mientras que en el resto de los casos, la solucién
isoperimétrica consistird en un anillo simétrico o asimétrico, en virtud del Lema m

Corolario 4.5.3. Las regiones isoperimétricas en un hiperboloide de una hoja, en caso de
existir, son anillos horizontales simétricos y asimétricos.

Nota 4.5.4. Realizamos ahora algunas observaciones encaminadas a determinar de
forma precisa el perfil isoperimétrico de un hiperboloide de una hoja. Recordamos pre-
viamente que, mediante la aplicacion de adecuada homotecia, podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que y = 1.

1. Hemos comprobado numéricamente que el altimo anillo simétrico estable, que
es S! x [—zg, zo], tiene menos perimetro que el disco de M(0) de igual drea si y sélo si
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A < 0,582684. Ademas, se puede demostrar analiticamente que la funcién

L(S! % [~2,2]) — /47 A(S! x [,2])

es estrictamente decreciente o negativa, para todo z € (0, zp). De ahi se deduce que, salvo
a lo sumo para un valor del area, el perimetro de discos y el de anillos simétricos nunca
van a coincidir.

Combinando ambas propiedades, se obtiene que habra anillos simétricos que son isope-
rimétricos si y s6lo si A < 0,5682684; y también que cuando un anillo simétrico es mejor
que el correspondiente disco, el resto de anillos simétricos de la evolucién verifican la
misma propiedad.

2. De manera similar, se puede comprobar que la funcién dependiente de z,

L(S! x [z1,22]) — \/47'5 A(S! X [z1,22])

tiene limite —co cuando z; tiende a +-oc0. Eso implica que los anillos asimétricos son me-
jores que los discos en M(0) para areas grandes, y por tanto, serdn las regiones isope-
rimétricas a partir de cierto valor (en virtud del Lema y de la inestabilidad de los
anillos simétricos que encierran grandes areas).

3. Aunque no hemos logrado demostrarlo de forma general, a la vista del com-
portamiento observado en los distintos ejemplos, pensamos que el perimetro de anillos
asimétricos y de discos (para dreas iguales) s6lo coincidirdn una vez como mucho. Esto
determinaria completamente el perfil isoperimétrico en hiperboloides de una hoja, que
se reduciria tiinicamente a las dos posibilidades mostradas en la Figura

Nota 4.5.5. Aunque no hemos logrado hallar un argumento que lo justifique rigurosa-
mente, pensamos que en los hiperboloides de una hoja, todo anillo asimétrico satisfacien-
do la condicién de curvatura geodésica constante es estable, es decir, satisface (2.49). De
hecho, es lo que ocurre en todos los ejemplos concretos que hemos considerado, aunque
una demostracion en general de tal hecho resulta mds compleja. Ademads, en la Nota
anterior, se ha justificado, en el caso general, el cardcter isoperimétrico de tales conjuntos
a partir de un cierto instante, lo que también implica su estabilidad.

El Teorema nos permite cerrar el estudio del problema isoperimétrico en el

conjunto de cuddricas de revolucién no degeneradas. Recordemos la lista completa de tales
cuédricas de R3.

Cuddricas de revolucién no degeneradas

Cilindro circular recto x> +y? = p? u#0
Esfera x> +y?+2z2=p? n#0
Elipsoide con curvatura de Gauss decreciente | x2+y? +A2z2 =p2 A2 <1, u#0
Elipsoide con curvatura de Gauss creciente 4y + A2 =u2 A2>1,u#0
Paraboloide (eliptico) X2 +y?=Az A#£0
Hiperboloide de una hoja X2y A2 -2 =0 Au#0
Hiperboloide de dos hojas 24y = A2+ 2 =0 Au#0

Queremos destacar que el problema isoperimétrico en estas cuddricas no se ha abor-
dado de manera particular, sino que ha sido a través del estudio de familias més amplias,
a las que algunas de estas superficies pertenecen. Gracias a diversos trabajos previos y a
los resultados de esta Seccién, se tiene el siguiente resultado.
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Corolario 4.5.6. Las regiones isoperimétricas en las cuddricas de revolucion son:

i) En el cilindro circular recto, discos geodésicos o anillos horizontales.

ii) En paraboloides y en las componentes conexas de los hiperboloides de dos hojas, discos

geodésicos centrados en el punto de mdxima curvatura.
iii) En esferas, discos geodésicos.

iv) En elipsoides con curvatura creciente, discos centrados en los polos, y sus complementa-
rio0s.

v) En elipsoides con curvatura decreciente, una familia de discos bordeados por curvas con
curvatura geodésica constante, simétricas respecto al paralelo de mayor longitud, y sus
complementarios.

vi) En hiperboloides de una hoja, en caso de existir, son anillos horizontales simétricos o
asimétricos respecto al paralelo de menor longitud.

DEMOSTRACION. El caso del cilindro circular recto es un ejemplo clasico, tratado por
ejemplo en [56]. De hecho, esta superficie puede verse como una superficie S' x R con
métrica de tipo dada por una funcién constante. Asi, usando técnicas andlogas a
las de este Capitulo, se tendra que las soluciones isoperimétricas son discos geodésicos y
anillos horizontales (los discos seran solucién hasta que se autointersequen o tengan més
perimetro que los anillos).

El problema isoperimétrico en el paraboloide de revolucién fue estudiado en [9]. Di-
cho trabajo es el primero en el que se trata este problema en superficies con alguna hipéte-
sis de monotonia sobre la curvatura de Gauss, y es mas general, porque versa sobre pla-
nos de revolucién con curvatura decreciente desde un polo. En [75] y en [82] se obtienen
las mismas conclusiones usando técnicas diferentes: las regiones isoperimétricas existen
para cualquier drea que se considere, y son discos geodésicos centrados en el punto de
curvatura de Gauss maxima.

En cuanto a las componentes conexas del hiperboloide de dos hojas, se tiene que la
curvatura de Gauss, en funcién de z, viene dada por

/\2‘,”2

K(z) = (CiZ F A22 1 A2

Como es positiva y decreciente desde un punto, se pueden aplicar los resultados obteni-
dos en [9] (y también los que aparecen en [75], [82]) para concluir igualmente que las
soluciones existen y son discos centrados en dicho punto de curvatura méxima.

El caso de las esferas es otro ejemplo bien conocido, y se deduce de forma inmediata
de la desigualdad isoperimétrica clasica.

Los elipsoides fueron tratados en [82, § 3], tanto para curvatura de Gauss creciente
como decreciente (de hecho, se trabaja en un ambiente més general, admitiendo incluso
que la curvatura tome valores negativos). En el caso creciente, las soluciones son discos
centrados en los polos, mientras que en el caso decreciente, existe una familia de nodoi-
des cerrados y embebidos que bordean las regiones isoperimétricas. Las curvas de dicha
familia son simétricas con respecto al paralelo de mayor longitud, y dan lugar a una fo-
liacién del elipsoide. En [75] § 3] se pueden encontrar también ciertos resultados (no tan
generales) referentes al caso de curvatura creciente. Como los elipsoides son superficies
compactas, también habra que tener en cuenta a los correspondientes complementarios
como soluciones isoperimétricas.

Finalmente, en nuestro Teorema se describen las regiones isoperimétricas en
hiperboloides de una hoja, en caso de existir. Dichas regiones (que no existen para valores
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pequerfios del area) son anillos horizontales bordeados por dos circulos de revolucién
(simétricos o0 no simétricos con respecto al paralelo de menor longitud). ]

Nota 4.5.7. Conviene destacar que, en virtud del Corolario no todas las regiones
isoperimétricas en las cuddricas de revolucién son invariantes por el grupo uniparamétri-
co de isometrias, si bien al aplicarle una rotacién a una de ellas, seguiremos teniendo una
solucién del mismo tipo. S6lo para algunas cuddricas particulares se tiene dicha inva-
riancia.

Nota 4.5.8. Finalmente afiadimos que el paraboloide hiperbélico, dado por
z=Axy, A>0,

no es invariante por la accién del grupo de rotaciones de R3, aunque sf posee un grupo
uniparamétrico de isometrias intrinsecas. Es fécil ver que la curvatura de Gauss es ne-
gativa, estrictamente creciente, y que ademds K., = 0. Estas superficies han sido tratadas
en [82], donde se muestra que no hay regiones isoperimétricas para ningtn valor del
area. De hecho, el perfil isoperimétrico para estas superficies coincide con el del plano
euclideo.



Parte 11

Problemas isoperimétricos planos miltiples






CAPITULO 5

Introduccién Parte [T

En esta parte de la Memoria vamos a ocuparnos del estudio de algunos problemas
isoperimétricos miiltiples en el plano euclideo. En general, en este tipo de problemas se
busca la configuracién de curvas que determina n regiones de &reas ay,...,a, prefija-
das, usando la menor longitud total posible. Nosotros nos centraremos en un ambiente
plano, si bien estos problemas se pueden proponer, en general, en cualquier superficie
riemanniana (por ejemplo, existen interesantes articulos en la literatura, a los que nos
referiremos mds adelante, que los discuten en esferas [65] o en conos [64]).

Dentro del Célculo de Variaciones, este tipo de problemas ha despertado bastante in-
terés en los ultimos afios, debido a las multiples aplicaciones en diversos fenémenos fisi-
cos. Resultan modelos adecuados para el estudio de multitud de fenémenos naturales,
como la forma que adopta un tejido celular, el comportamiento de una membrana sepa-
rando dos fluidos, y otros més, como se describe en el libro de D’ Arcy W. Thompson [91]
o en el trabajo de D. Weaire y S. Hutzler [94]. Se pueden consultar interesantes articulos
que hacen hincapié en los aspectos fisicos de este problema, como por ejemplo [46] y [38],
con aplicaciones a diversas areas.

El estudio de este tipo de problemas en un subconjunto dado & C R? conlleva tratar
algunas cuestiones de cierta complejidad. En principio, tal y como ocurre al considerar
problemas isoperimétricos en general, la existencia de una solucién no estd garantizada.
Sin embargo, utilizando argumentos propios de la Teoria Geométrica de la Medida [72],
los trabajos de F. Almgren [2] y F. Morgan [71] permiten asegurar la existencia de una
configuracién de curvas encerrando areas prefijadas con longitud total minima. Ademas,
dichos resultados nos proporcionan las primeras condiciones de regularidad de las con-
figuraciones minimizantes. Estas estaran formadas, en general, por segmentos o arcos de
circunferencia (esto es, curvas con curvatura geodésica constante) que se encuentran de
tres en tres en ciertos puntos del interior de S y formando dngulos de 120 grados, y que
intersecan a dS, cada curva en un punto distinto. Adicionalmente, se han de satisfacer
también otras dos condiciones mds: la suma ordenada de las curvaturas de las tres cur-
vas que se encuentran en cada punto del interior de S es nula, y las curvas que intersecan
a S lo hacen ortogonalmente. En el Capitulo [p| precisaremos rigurosamente estas condi-
ciones de regularidad.

Si bien los anteriores resultados de existencia y regularidad pueden llegar a redu-
cir considerablemente el conjunto de configuraciones de curvas a tener en cuenta, dicho
conjunto seguird siendo muy amplio. Esta es la principal dificultad que nos encontramos
al tratar estos problemas. No olvidemos que las regiones determinadas por las confi-
guraciones no tienen, en principio, que ser conexas, por lo que cada una podria estar
formada por varias componentes. Ademads, la region complementaria a la unién de las re-
giones determinadas por cualquier configuraciéon, que llamaremos region exterior, tam-
bién podria ser disconexa, presentando alguna componente acotada (nos referiremos a
estas componentes acotadas del exterior como cdmaras vacias). Estos dos hechos hacen
que el conjunto de posibles configuraciones a considerar sea demasiado grande.
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Intuitivamente es de esperar que cualquier configuracién minimizante presente todas
sus regiones conexas, pero desafortunadamente no se ha encontrado, hasta el momento,
un argumento que permita afirmar eso en general.

En esta Parte |l de la Memoria nos ocuparemos de dos problemas multiples planos
particulares, utilizando enfoques distintos. En el Capitulo|7| trataremos el problema de la
particién isoperimétrica de un disco, consistente en encontrar la configuracién de curvas
que divide a un disco plano en n regiones de dreas prefijadas, con la menor longitud po-
sible. El principal resultado que probamos, que aparece en [26], resuelve completamente
el problema en el caso de tres regiones (Teorema|[7.5.1):

La particion isoperimétrica de un disco en tres regiones de dreas prefijadas viene
dada por la configuracion estindar de la Figura

FIGURA 5.1. Particién isoperimétrica del disco en tres regiones de dreas dadas

El tratamiento de este problema incluye la hipétesis de que la suma de los valores ini-
ciales de las dreas coincida con el 4rea total del disco. En nuestro trabajo, la solucién se
obtiene gracias a que logramos reducir el conjunto de posibles configuraciones, a partir
de una cota sobre el niimero de componentes de una determinada regién con caracteristi-
cas especiales. De esta forma, el andlisis de las distintas posibilidades nos conduce a la
configuracién minimizante (o particion isoperimétrica).

En el Capitulo|§| discutiremos el problema de la pompa plana multiple, que persigue
determinar la configuracién de curvas en el plano, que delimita n regiones de areas ini-
cialmente dadas, con longitud minima. Para este problema, recordaremos las principales
propiedades de las soluciones, y mostraremos una nueva direccién de trabajo para abor-
dar dicho problema. Concretamente, nuestro principal logro es la caracterizacién de las
configuraciones que satisfacen las propiedades de regularidad con ciertos objetos geo-
métricos, las figuras reciprocas, introducidas por J. C. Maxwell [66], [67] (véase también
un trabajo posterior de C. Moukarzel [77]) en siglo pasado dentro de un marco fisico. Si
bien nuestro estudio, siguiendo esta direccién, todavia no se ha completado, creemos que
esta caracterizacién nos permitira tratar este problema de forma que se logren progresos
significativos.

En los ultimos afios, el problema de la pompa plana ha sido especialmente tratado
en diversos trabajos. M. N. Bleicher obtuvo unos primeros resultados generales (véan-
se [11], [12]), que més tarde han sido usados en el tratamiento (y resolucién) de estos
problemas. En 1993, ]. Foisy y otros [44] resolvieron el problema para el caso n = 2,
demostrando que la pompa doble estindar en R? es la tinica solucién. Su idea reside en
suponer que el exterior es conexo, lo que permite aplicar ciertas transformaciones a las
componentes (reflexiones con un efecto similar al de los giros) que provocan contactos
irregulares, concluyendo que las regiones han de ser conexas. Una vez visto eso, prueban
que el perimetro de las soluciones es creciente respecto cualquiera de las 4reas, lo que
implica que no puede haber cdmaras vacias y que la solucién es, por tanto, la pompa do-
ble estandar. Destacamos también un trabajo posterior de Morgan y W. Wichiramala [76]],
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en el que demuestran que, de hecho, la pompa doble estdndar es la tinica configuraciéon
estable para dos regiones.

Si bien el caso n = 2 se resuelve con razonamientos relativamente sencillos, para tres
regiones el problema se torna algo mas complejo. Por ello, en un principio, su estudio se
llevé a cabo afiadiendo alguna hipétesis adicional que permitiera abordarlo. Asi, C. Cox
y otros [36] probaron en 1994 que la pompa triple estindar es la que minimiza el perime-
tro para tres dreas cualesquiera de forma tnica, bajo la suposicion de que cada regiéon
sea conexa (incluyendo el exterior, lo que implica que asumen que no aparezcan cdmaras
vacias). Bajo dicha hipétesis de conexién, s6lo aparecen tres tipos distintos de candidatos,
y usando un argumento rotacional (para obtener contactos irregulares en las dos configu-
raciones no minimizantes) acaban obteniendo la solucién. En 1996, Bleicher [13] dio un
paso mas y demostré que, bajo la hipétesis de que las regiones R;, i > 0, sean conexas,
la solucién al problema para tres y cuatro valores del drea no puede presentar cdmaras
vacias. En 1998 R. P. Devereaux [39] obtuvo que la pompa triple estdndar es la solucién
al problema si se impone que no existan cdmaras vacias y que todas las regiones tengan
la misma presién. Esta segunda hipétesis implica que las curvas separando regiones ad-
yacentes tienen curvatura cero y por tanto, son segmentos. Este hecho permite descartar
las configuraciones que presentan regiones disconexas, gracias a las simetrias adicionales
que presentan muchas componentes (por lo que se podrdn intercambiar, logrando asi re-
ducir el perimetro total). En la Subsecci()n definiremos de forma precisa el concepto
de presion de una region.

Finalmente, W. Wichiramala [96] resolvi6 el problema para tres regiones de drea pre-
fijada de forma general en 2004 (si bien dicha resolucién ya aparecié en 2002 en su te-
sis doctoral [95]), apoyandose, en parte, en trabajos anteriormente citados ([36], [39])). E1
principal logro de Wichiramala es obtener una cota sobre el ntimero de componentes con-
vexas que presenta una configuracion minimizante, lo que le permite clasificar, mediante
un cuidadoso estudio, todas las configuraciones candidatas a ser solucién. A partir del
andlisis de las propiedades geométricas de las componentes, atendiendo al niimero de
lados y a su disposiciéon en la configuracién, y utilizando también algunos argumentos
variacionales, consigue descartar todas las posibilidades salvo la pompa triple estdndar,
concluyendo asi que esa es la solucién al problema general.

Doble pompa estandar Triple pompa estandar

FIGURA 5.2. Las configuraciones minimizantes paran =2yn =3

Destacamos también que Wichiramala hace uso en su trabajo del enfoque débil intro-
ducido previamente en [44], y usado también en [39], lo que le permite centrarse en las
configuraciones que no presentan cdmaras vacias. A grandes rasgos, dicho enfoque se ba-
sa en lo siguiente: fijadas dreas ay, ..., a,, se define la configuracion minimizante débil para
dichas dreas como la configuracién con menor perimetro de todas las que encierran areas
mayores o iguales que a4, . . ., a,. Claramente, cualquier configuracién minimizante débil
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no tiene cdmaras vacias (asignese el drea de dichas cdmaras vacias a componentes adya-
centes, y estaremos reduciendo el perimetro con una nueva configuracion que encierra
areas mayores). Asi, probando que toda configuracién minimizante débil es una pompa
triple estandar, la solucién al problema general también sera la pompa triple estandar,
gracias a que el perimetro de estas configuraciones es creciente con respecto a cualquiera
de las tres areas consideradas (tal y como ocurria para las pompas dobles estandar).

Indiquemos ademads que, centrandonos en el plano y para valores prefijados del area,
la pompa doble estdndar y la pompa triple estdndar son tinicas, salvo aplicacién de las
isometrias de R?. Este hecho, demostrado en ambiente mas general por A. Montesinos
Amilibia [3] y para el caso de dos regiones en el plano en [44], permite hablar de unicidad
de soluciones para el problema de la pompa plana, en los casos de dos y tres regiones.

En cuanto a la particién isoperimétrica del disco, no hay apenas trabajos previos al
nuestro, si bien se hacen algunos comentarios en un trabajo de Bleicher [12, § III] (sobre
particiones de un tridngulo equiladtero, de un cuadrado y de un disco en regiones de igual
area), y en otro de Y. Tomonaga [92]. Resaltamos también un trabajo posterior de S. Cox
[37], en el que se presentan los candidatos a ser particiones isoperimétricas del disco para
n regiones conexas de igual drea, con n < 43, a partir de simulaciones computacionales.

En general, la cuestion més interesante que atin esta por resolver en este tipo de pro-
blemas, desde el punto de vista matematico, es demostrar que las configuraciones mini-
mizantes han de tener regiones conexas, tanto en IR? como en un disco plano.

Por otro lado, el estudio de este problema también se ha llevado a cabo en otros am-
bientes distintos a los que nosotros hemos considerado. Por ejemplo, el problema de fron-
tera libre de la pompa doble en esquinas del plano (sin que éstas aporten perimetro a las
distintas configuraciones) ha sido resuelto parcialmente (véase G. Hruska y otros [57]).
Una recopilacién de los resultados referentes a todos estos problemas planos puede en-
contrarse en [24].

Finalmente, indicaremos que el problema de la pompa doble en toros llanos fue so-
lucionado por J. Corneli y otros [34], describiendo los cinco posibles tipos que pueden
presentar las soluciones (dependiendo de las 4reas consideradas, y del toro concreto con
el que se trabaje). En cuanto a ambientes no planos, por citar algunos ejemplos, destaca-
mos el trabajo de J. Masters [65], que resolvi6 el problema de la pompa doble en la esfera
§%, y el de R. Lopez y T. Borawski [64] que solventan el mismo problema en conos de R>.



CAPITULO 6

Preliminares

A lo largo de este Capitulo, denotaremos por S al espacio ambiente donde plantee-
mos nuestro problema, que se correspondera con el plano Euclideo IR?, o con con un disco
cerrado D C IR?, centrado en el origen y de radio unidad (aunque los resultados obteni-
dos son ciertos en un disco arbitrario). La mayoria de las definiciones y resultados que se
van a obtener serdn aplicables a ambas situaciones, si bien iremos indicando las distintas
particularidades en cada uno de los espacios a medida que se vayan presentando.

En términos precisos, el problema isoperimétrico que vamos a considerar en S es el
siguiente: dados a4, . . ., 4, ntimeros reales positivos, buscamos la configuracion de curvas
en S que determina n regiones R; (no necesariamente conexas), cada una de ellas de
4rea a;, con la menor longitud total posible. En el caso de que S sea un disco D C RR?,
impondremos ademds que

(6.1) am +...+a, = éarea(D).

Cuando exista una tal configuracién de longitud minima, la llamaremos configuracién
minimizante en S para areas ay, . ..,a, (y, en ocasiones, solucién para los valores del drea
considerados). Con frecuencia, nos referiremos a la longitud de una configuracién como
perimetro de la configuracion.

Nota . Cuando nos centremos en un disco plano, la hipétesis adicional anterior
implica que nuestro problema consiste en hallar la configuracién de curvas que divide al
disco en n regiones de dreas dadas, con el menor perimetro posible. Para que nuestro es-
tudio tenga la mayor generalidad, permitiremos que las curvas toguen el borde del disco.
La longitud de dicho borde no se tendré en cuenta a la hora de computar el perimetro
total de las distintas divisiones, ya que es una cantidad constante que no va a cambiar en
ningtin momento. Asi, en el caso de que S sea un disco plano, nuestro problema puede
verse encuadrado dentro de los denominados problemas isoperimétricos de frontera libre.

6.1. Existencia de configuraciones minimizantes. Condiciones de regularidad

Como siempre que se tratan problemas de tipo isoperimétrico, la existencia de solu-
ciones no es una cuestion trivial. El siguiente resultado, consecuencia de los trabajos de
F. Morgan [69], [71], nos asegura la existencia de configuraciones minimizantes para cua-
lesquiera valores del drea que consideremos, ademas de darnos las primeras propiedades
de regularidad que se han de cumplir.

Teorema 6.1.1. ([71] Th. 2.3]) Sean ay, ..., a, niimeros reales positivos. Entonces, existe
una configuracion minimizante C en S para dreas ay, . . ., ay.

Ademds, C estard formada por curvas con curvatura geodésica constante, que se encuentran
de tres en tres en puntos del interior de S formando dngulos de 120 grados, y que intersecan a
oS en puntos distintos cada vez. Asimismo, todas las curvas de C separando componentes de dos
regiones especificas tendrdn la misma curvatura.
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Nota 6.1.2. Alolargo de toda esta parte de la Memoria, el espacio ambiente en el que
nos moveremos serd el plano euclideo o un disco cerrado plano, como ya se ha comen-
tado. Entonces, la curvatura geodésica de un curva coincidira con la curvatura usual de
una curva plana. Por tanto, del Teorema se deduce que las curvas que conformen
una configuracién minimizante en S seran segmentos de recta o arcos de circunferencia.

Nota 6.1.3. El Teorema también es cierto cuando consideramos este problema
en superficies riemannianas compactas [71, Re. 2.4].

6.1.1. Configuraciones admisibles. Pasamos a realizar algunas definiciones y a in-
troducir la notacién que emplearemos en lo sucesivo.

Definicién 6. Una configuracién de curvas en S se dice admisible si es un grafo con-
tenido en S formado por un ntmero finito de vértices y lados, de forma que

i) los vértices en el interior de S son de grado tres (es decir, en cada uno de ellos se
encuentran tres lados), y
ii) los vértices en dS son de grado uno.

Noétese que si S = R?, entonces 98 se reduce al conjunto vacio, y la segunda condicién
no tendrd ninguna significacién.

El conjunto de configuraciones admisibles en S constituye el menor espacio donde
hemos de centrar nuestro estudio, con objeto de encontrar las configuraciones minimi-
zantes, en virtud del Teorema Veremos que el resto de propiedades descritas en
dicho Teorema se pueden obtener a partir de técnicas que desarrollaremos en la Subsec-
ciéonl6.2.3

Admitiremos que una configuracién admisible C determina 7 regiones acotadas en
S, que denotaremos por Ry, ..., R, y que, en general, no tienen que ser conexas.

Dadas dos regiones adyacentes R;, R;, denotaremos por C;; la curva que las separa.
Dicha curva tampoco serd necesariamente conexa, y estard compuesta por todos los lados
que separan componentes de las regiones R; y R;. Sea

I(i) = {j # i : Rj es adyacente a R;}.
Entonces se tiene que
oR; = J G
JEI()
Finalmente, denotaremos por N;j; al vector normal unitario a la curva C;; que apunta

hacia el interior de la region R;, y por h;; a la curvatura geodésica de C;; con respecto al
normal Nj;.

6.1.2. Condiciones de regularidad. El Teorema nos ha proporcionado las pri-
meras propiedades geométricas y topolédgicas que verifican las soluciones de nuestro pro-
blema. Asi, cualquier configuracién minimizante estard compuesta por curvas

- con curvatura geodésica constante,

- encontrandose de tres en tres en puntos del interior de &, formando dngulos de
120 grados, y

- cada curva que interseque a dS lo hard en un punto distinto.

Nos referiremos a estas propiedades como condiciones de regularidad de las configuracio-
nes minimizantes. Las siguientes dos observaciones muestran otras condiciones de regu-
laridad importantes, que no se deducen del Teorema 6.1.1}
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Nota 6.1.4. M. N. Bleicher [11] demostré6 en el afio 1987, con anterioridad a [71], que
una configuracién minimizante, en caso de existir, ha de satisfacer las condiciones de
regularidad descritas en el Teoremal6.1.1] En dicho trabajo no se trata la cuestion de exis-
tencia de soluciones, y se centra en el caso del plano, aunque sus argumentos se extienden
de forma inmediata si consideramos un disco.

Ademas de algunas propiedades interesantes de las configuraciones minimizantes en ge-
neral, Bleicher probé que, dado un vértice interior donde se encuentren tres lados Cijs Cik,
Cii, se verifica la siguiente condicion referente a las curvaturas:

(6.2) hi]‘ + h]'k + h; = 0.

Es decir, en una configuracién minimizante, la suma ordenada de las curvaturas de las
(tres) curvas que se encuentran en el interior de S es nula. Esta propiedad se ha de
considerar también como una condicién de regularidad mds, y en particular, nos per-
mitird definir un concepto fundamental en nuestro estudio, la presién de una regién, en
la Subseccién

Nosotros veremos mds adelante que, a partir del tratamiento variacional y de la primera
formula de variacién de la longitud , se obtiene la condicién (6.2) anterior, junto con
el resto de condiciones de regularidad descritas en el Teorema (a excepcién de que
en cada vértice interior se encuentren justamente tres lados de la configuracién, y que en
cada vértice del borde de S llegue sélo un lado).

Nota 6.1.5. En el caso de que S sea un disco plano D se obtendrd, también como
consecuencia de la primera férmula de variacion de la longitud (6.5), una condicién de
regularidad adicional sobre los puntos donde una configuracién minimizante interseca
a dD. Concretamente, dichas intersecciones se producen de forma ortogonal (véase la
Proposicién|6.2.6).

6.2. Formulas de variacién. Configuraciones estacionarias

Una primera forma de abordar este problema isoperimétrico, habitual en este contex-
to, es utilizar un enfoque puramente variacional. No hay que olvidar que, en realidad,
estamos buscando minimos globales de un cierto funcional relacionado con el perimetro,
dentro de la familia de configuraciones admisibles, bajo una restriccién de 4rea. Asi, pare-
ce natural intentar clasificar previamente los minimos locales asociados a dicho funcional
perimetro, o al menos describir sus propiedades principales. Estos minimos locales se van
a corresponder con las configuraciones estacionarias. Ademads, estas técnicas variacionales
nos proporcionardn herramientas con las que podremos detectar, en ciertas ocasiones,
configuraciones admisibles que no son minimizantes.

En esencia, la idea bésica de estas técnicas es la misma que reside en los problemas de
optimizacién para funciones reales de variable real. Fijemos n valores positivos del drea
y sea C una configuracién en S que determine 7 regiones encerrando dichos valores. Es
claro que si podemos deformar ligeramente C, de forma que se preserven las areas ence-
rradas y se reduzca el perimetro, entonces C no podra ser una configuracién minimizante.
Por otro lado, cualquier deformacién infinitesimal de una configuracién minimizante,
que mantenga constantes las dreas encerradas, dard lugar a configuraciones con mayor
perimetro.

Esto nos conduce a que, dada una configuracién minimizante C C S, si tenemos
una funcién suficientemente buena que exprese el perimetro de las deformaciones infini-
tesimales de C que mantienen constante el area encerrada, se sigue que dicha funcién
ha de tener primera derivada nula y segunda derivada no negativa en el instante inicial
(que corresponderd a la configuracién original C). Gracias a técnicas propias de la Teorfa
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Geométrica de la Medida [89], es posible llevar a la practica este esquema, obteniendo
explicitamente las expresiones de dichas derivadas, conocidas como férmulas de variacién
de la longitud, asi como la condicién analitica que ha de satisfacer una deformacién para
que preserve las areas encerradas. Describamos de forma rigurosa estas ideas.

6.2.1. Variaciones de una configuracién admisible. Sea C C S una configuracién
admisible determinando 7 regiones de &reas prefijadas. A partir de ahora, llamaremos va-
riacion de C en S a cualquier deformacioén infinitesimal de C en S, diferenciable y depen-
diente de un pardmetro. Analiticamente, una variacion se corresponderd con una familia
de aplicaciones diferenciables

{pr:C =S, te(—¢e)},

de forma que ¢ sea la inclusién de C en S (por tanto, ¢o(p) = p, para todo p € C), y que
¢:(C) sea una configuracién admisible determinando 7 regiones, para todo t € (—¢,¢).

Ademds, estamos interesados en que los vértices de C que se hallan en 0S5, permanezcan
en todo momento contenidos en dS. Esto es equivalente a que

P (CNaS) CaS, te(—¢e¢).

Denotaremos por X al campo vectorial infinitesimal asociado a la variacion ¢;, definido
por

d(Pt

dt |,_y

que es diferenciable en cada lado C;; C C, y por u;; a la componente normal de X en C;;.
Es decir,

X =

MZ']' = <X, N1]> .
Obsérvese que X(p) resulta tangente a 0S, para todo p € CN9S.

Estas variaciones deformaran nuestra configuracion de forma diferenciable, haciendo
que tanto las dreas encerradas como la longitud de cada curva varien. Fijada una de estas
variaciones, denotaremos por A;(f) al 4rea encerrada por la region R; correspondiente al
instante ¢, y L(t) representard la longitud total de la configuracién ¢;(C). Por los resul-
tados que aparecen en [89], se sigue que estos dos funcionales son diferenciables en el
instante inicial y ademads, dichas derivadas pueden calcularse explicitamente.

La siguiente Proposicién muestra, a partir de las nociones anteriores, la condicién
analitica que ha de satisfacer una variacién, para que las dreas encerradas se preserven
hasta primer orden.

Proposicién 6.2.1. Sea C C S una configuracion admisible, y ¢; : C — S una variacion
diferenciable con t € (—eg, €). Sea X el campo asociado a la variacion. Entonces, la derivada del
drea encerrada por la region R; de ¢;(C) viene dada por

dA;
== ) / Uij.-

6.3)
at |y &

DEMOSTRACION. En efecto, a partir de los resultados obtenidos en [89) § 9], se sigue
que
dA; d

dt|,_, dt

H?*(¢+(R /alwx_—/a XNz—Z/(XNZ]

t=0 jeI(i)
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Nota 6.2.2. A partir de la anterior Proposicién, se tiene que una variacién preser-
vard las dreas hasta primer orden si y sélo si

(64) Y [ u=0 i=1..n

jel(i)  Cii

6.2.2. Primera férmula de variacién de la longitud. Para cualquier variacién de
una configuracién admisible, la derivada de la longitud total viene dada por el siguiente
resultado.

Proposicién 6.2.3 (Primera variacion de la longitud). Sean C C S una configuracion
admisible, y ¢; : C — D una variacién diferenciable con t € (—¢,€) y campo asociado X.
Entonces, la primera derivada de la longitud L(t) de ¢;(C) en el instante t = 0 es

dL
= {/ hijuig+ ) (X(p),vi(p >}
t=0 16{1

dt p€IC;;
jel( )

donde v;j(p) es el conormal interior a p en Cj.

(6.5)

DEMOSTRACION. Fijemos una region R;. De nuevo usando los resultados que apare-
cen en [89], se tiene que la variacién de la longitud de dR; vendréd dada por

66 L L(q)t(aRi)):i H'(¢:(aR) / div X = /de
jel(i)

dt],_,

t=0

Para aplicar el teorema de la divergencia en este caso, hemos de centrarnos en la parte
tangente de X. Asf, descomponiendo X = X 4+ XN y centrdndonos en cada curva Cjj, se

tendréd que
/CijdivXT:_ Y (X)) ()= X (%) ()

peaCi]- pEaC,’j

donde v;j(p) es el vector conormal interior a p en C;; (es decir, el vector tangente a C;;
apuntando hacia el interior). Por otro lado, en la curva Cij,

dio XN = div ((X, Nyj) Nij) = <DVU (uij Nig), 1/1]>
= ((vij uij) Nij, vij) + w;j <DV”N1],vlj>
= ujj <D1,1/ N1],1/1]> —hijujj,
ya que, por definicién, la curvatura geodésica h;; de C;; es
hy = —dio Ny = — ( Dy Nij v ) -

Con todo, sustituyendo en (6.6), se tiene que

2 LR = ¥ L X)) - ¥ o

dt t=0 jEI(i) Peacij ]EI

Finalmente, teniendo en cuenta que la longitud total de ¢;(C) es la mitad de la suma,
coni = 1,...,n, de las longitudes de dR; (al sumar los términos de todas las regiones,
cada curva se cuenta dos veces) se concluye que

dL B { / .
t=0

dt 16{1
]EI

Y (X(p),vii(p)) }

pEIC;;
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O

Nota 6.2.4. En general, para una superficie S contenida en R?, y una curva C C §,
el vector conormal a C en S, en un punto p € C, se define como el vector normal a C'y
tangente a S en p. En nuestro caso, para una curva C;; contenidaen § C R?,dado p € Cij,
el vector conormal a p en C;; se reduce simplemente al vector tangente a la curva en el
punto.

6.2.3. Configuraciones estacionarias. A partir de la igualdad (6.3), conocida como
primera variacién del drea, y de la primera variacién de la longitud (6.5), pasamos a
definir un concepto importante, el de configuracién estacionaria.

Definicién 7. Diremos que una configuracién admisible es estacionaria si (6.5) se anula
para cualquier variacién que preserve las areas.

De la propia definicién se sigue que las configuraciones estacionarias son justamente los
puntos criticos del funcional longitud, cuando consideramos variaciones que preservan el
area. Notese que dichas variaciones satisfardn la condicion analitica (6.4).

Es claro que cualquier configuracién minimizante serd, en particular, estacionaria.

6.2.3.1. Obtencién de variaciones para una configuracion estacionaria. Dada una confi-
guracion estacionaria C C S, es posible obtener una variacién de C a partir de adecuadas
funciones diferenciables definidas sobre cada curva C;; de C, de forma que las compo-
nentes normales del campo asociado a dicha variacién sean justamente las funciones
iniciales. Esta propiedad, basada en [4, Lemma 2.4] y utilizada habitualmente en este
contexto variacional, va a resultar fundamental a la hora de considerar deformaciones de
una configuracién estacionaria, tal y como se vera en el resto del Capitulo. Sean funciones
diferenciables

Mi]‘ : Cl] I ]R,
para cada lado C;; de C. La hipétesis basica que se ha de cumplir para que ocurra lo

anterior es que, dado cualquier vértice p de C contenido en el interior de S, las anteriores
funciones han de verificar que

(6.7) uij(p) + ui(p) +uki(p) =0,

donde Cjj, Cj, Cy; son los tres lados de C que se encuentran en p. Dicha expresién debe
entenderse como una cierta compatibilidad en el vértice p, donde hay definidas tres de las
funciones iniciales.

Ademds, si las funciones tomadas satisfacen la condicién (6.4), la correspondiente varia-
cion asociada se podrd tomar de forma que preserve, en todo instante, el drea encerrada
por las distintas regiones determinadas por C.

Para S = R?, esta propiedad de obtencién de variaciones aparece explicitamente en [60,
Lemma 3.2]. En el caso del disco plano, aunque los argumentos son esencialmente los
mismos, el hecho de que exista borde hace que haya que cuidar ciertos detalles ([26) § 1]).

Lema 6.2.5. Sea C C S una configuracion estacionaria, y sean u;; : C;j — R funciones
diferenciables satisfaciendo las condiciones vy (6.7). Entonces, existe una variacién de C que
mantiene constante el drea encerrada en cada instante, y cuyo campo infinitesimal asociado tiene
a las funciones u;; como componentes normales.

DEMOSTRACION. En el caso de que § = R?, el resultado estd demostrado en [60,
Lemma 3.2]. Detallamos la demostracion para el caso en el que S sea un disco plano.
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Es posible tomar un campo vectorial X definido en C, de forma que en cada curva
Cjj se cumpla que u;; = (X, Nj;), y que ademds sea tangente a 9D en los vértices del bor-
de. Nétese que la cond1c10n determinara las componentes normales en los vértices
interiores, pero tendremos 11bertad para definir las componentes tangentes. Razonemos
ahora que es posible encontrar una variacion uniparamétrica ¢; : C — D, t € (—¢,¢€), con
campo vectorial velocidad inicial X, tal que ¢(p) = exp(t X(p)), para los puntos p fuera
de un pequefio entorno arbitrario de oD.

En primer lugar, fijemos un entorno U de dD que no contenga ningtin vértice interior
de C, y modifiquemos X de manera que sea normal a C en U. Sea ahora v el campo
normal a dD apuntando hacia el interior del disco, extendido a U de manera tangente a
los lados de C. También consideraremos el campo X extendido a U N D por medio de la
funcién exponencial (de forma que p — exp,(t X(p)) sea la variacién asociada a X en

U N D). Sea A una funcién diferenciable con soporte sop(A) contenido en U, que tome el
valor 1 cerca de dD.

Consideremos el campo ¥ = X — (X, Av) Av, y el grupo local uniparamétrico ¥;
generado por Y. Fuera de U, los campos Y y X coinciden, ya que A se anula; y, como por
nuestra construccion, v es tangente a C y X es normal a C en U, concluimos que Y = X en
C. Ademés, para p € 0D, se tiene que Y (p) coincide con X(p), y por tanto es tangente a
dD. Asi la deformacién ¥, (C N U) tiene campo vectorial velocidad inicial Y, que coincide
con X, y es tangente a dD. La variacion ¥;(C) también coincidird con exp » (tX(p))enU,

fuera del soporte de A. Por ello, finalmente podemos definir la variacién ¢; como

(1) _{ exp,, (tX(p)), fueradesop(A)

Pe(p ) en U.
Asi,
d d d
ar t_OfPt(P) =7 . exp,(tX(p)) = 7 t:Ofy(p, tX(p),1)
Zd“ﬂﬂnX@LﬂzX@L

con lo que en efecto, dicha variacién tiene a X como campo asociado.

La anterior variacion preservard las dreas encerradas hasta primer orden, ya que se
cumple (6.4). Veamos que podemos conseguir que la variacién mantenga constantes las
areas en todo instante.

Renombremos las regiones R;, si fuera necesario, de forma que R; sea adyacente a
Ritq1,parai =1,...,n — 1. Eligiendo funciones positivas v; con soporte en el interior de
la curva Cj(;11) y fuera del entorno U, se tendra que la variacion inducida por el campo
vectorial v; Nj;11) hace que el drea A; encerrada por la regién R; disminuya, y que A; 1
aumente, manteniendo constante el drea encerrada por el resto de las regiones.

Considérese ahora la variacion dada por

(t,sl,...,sn_l)'—>exp —|—st, i+ (p)), pecCn(D-U),

e igual a ¢;(p), para p € CNU. Sea (A;y,...,A,—1) la funcién de (¢,s1,...,5,-1) dada
por las dreas de las regiones Ry, ..., R,_1 en cada instante de la anterior deformacién. A
partir de lo comentado anteriormente,

24, A1

55 <0 >0,
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Ademés, el resto de derivadas parciales son nulas. Asi, se tiene que la matriz jacobiana
d(A1,...,An-1)
o(s1,--,51-1)

es triangular inferior, con entradas no nulas en su diagonal principal, y por tanto regular.
Ahora se puede aplicar el Teorema de la Funcién Implicita a (Ay,...,A,—1) en el punto
(t,81,...,5,-1) = (0,0,...,0), obteniéndose funciones diferenciables s1(t),...,s,_1(t) ta-
les que A;(t,s1(t),...,s,—1(f)) es constantemente igual a A;(0,0,...,0) en todo instante
t,paracadai = 1,...,n — 1, y en consecuencia, el drea encerrada por Ry,...,R, — 1 se
mantendra constante. Ademads, A, también permanecerd constante y por ello, la anterior
variacion preserva las dreas.

El campo velocidad inicial asociado a dicha variacién es igual a X, en C N U, e igual
a X + Y- 'sl(0) viNj(i+1), en CN (D — U). Nétese que, como la variacién {¢;} preser-
va el drea hasta primer orden, se tiene que s;(0) = 0 (derivese la expresion constante
Ai(t,s1(t),...,sn—1(t))), por lo que concluimos que el campo velocidad inicial coincide
con X en toda la configuracién C. O

El anterior Lema nos permite construir variaciones de configuraciones estacio-
narias, a partir de funciones adecuadas. La primera consecuencia que obtenemos de este
hecho es el siguiente resultado, que recoge las principales propiedades de dichas confi-
guraciones.

Proposicion 6.2.6. Dada una configuracion estacionaria C C S, se verifican las siguientes
condiciones:

i) La curvatura geodésica hj; de cada curva C;; es constante.
ii) Los lados de C se encuentran de tres en tres formando dngulos de 120 grados en los
vértices interiores.
iii) Se verifica la condicién de equilibrio: dados tres lados Cjj, Cj, Cy; que se encuentran en
un vértice interior, sus curvaturas geodésicas satisfacen

hij + hj + hy; = 0.

iv) Los lados de C que intersecan a oS lo hacen ortogonalmente.

DEMOSTRACION. Todas las propiedades se obtienen como consecuencia de las fér-
mulas de variacion (6.3) y (6.5), y del Lema
i) Consideremos una curva Cjj, y una funcion ¢ con soporte contenido en el interior

de Cj;, tal que
¢ =0.
/Cl‘]'

Noétese que la variacion asociada a dicha funcién ¢, y a las funciones nulas definidas en
el resto de lados de C, preservara el drea en virtud del Lema y entonces, como C es
estacionaria, la primera variacion de la longitud (6.5) serd nula. Pero en este caso

dil‘ __1/ h.,q’
dt |, 2Je; 7

ya que la variaciéon deja invariantes los vértices de C. Asi,
/ hijp =0,

para toda funcién ¢ de media nula en el interior de C;;, de donde se deduce necesaria-
mente que hi]' es constante en Cij.
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ii) Sea ahora p un vértice interior. Por el Teorema denotemos por Cj;, Cj, Cy; a
las tres curvas que se encuentran en dicho vértice. Veamos que el angulo que forman cada
9 q guloq
par de estas curvas es de 120 grados. Fijemos inicialmente un vector unitario v € R2.

Tomemos una funcién u;; con soporte contenido en C;j;, con media nula, y tal que
uij = (v, Njj(p)). Es claro que es posible elegir una tal funcién. De igual forma, tomemos
funciones ujy, uy; definidas en Cj, Cy; cumpliendo las mismas condiciones.

La variacion definida por dichas funciones (y por las funciones nulas en el resto de
lados de C) preservara el drea, ya que, por ejemplo,

dA;
— :_/ “ij+/ ug; = 0.
dt |,_ Cij Cri

Como C es estacionaria, entonces (6.5) sera nula. Pero

£ E [ EnLe B owno)

dt t=0 jel(i) JEI(i) 9€9C;;

= (X(p), vij(p) +vix(p) +vii) (p),

ya que sabemos que las curvaturas geodésicas son constantes (por el primer apartado),
las funciones son de media nula, y el tnico vértice que mueve la variacién es justamente
p. Asi,

(X(p),vij(p) +vir(p) +vii) (p) = 0.

Eso implica necesariamente que X (p) = v. En efecto, si X(p) — v # 0, entonces,

<X(p) - Nij(P)> = u;j(p) — (v, Nyj(p)) =0,

por lo que X(p) — v € T,C;;, para todo v, lo que es imposible. Por tanto, X(p) = v, y en
consecuencia,

(v,vij(p) + vie(p) +via(p)) = 0,
para cualquier vector v € IR?, lo que nos lleva a que
(6.8) vij(p) + Vi (p) + vii(p) = 0,
y equivalentemente
Nij(p) + Nix(p) + Nui(p) = 0.
El hecho de que los vectores sean unitarios implica que los &ngulos que forman dos a dos
son justamente de 120 grados: el coseno del éngulo formado entre v;; y vji serd igual a
{vij, Vi)
vill il

Por otro lado, a partir de (6.8), se tiene que

<Vuf Jk>

HVkZHZ =| - 1/]kHz = ||V1]||2 + HV]k||2 +2 <V1]/V]k>

de donde (vjj, vjx) = —1/2. Luego el coseno anterior es igual a —1/2, y entonces el co-
rrespondiente d&ngulo ha de ser de 120 grados.

iii) Denotemos por p al vértice interior donde se intersecan las curvas Cij, C]-k, Criry
tomemos una curva cerrada vy cuyo interior contenga a p y corte a dichas curvas. Fijemos
también a > 0.

Tomemos ahora una funcién u;; con soporte contenido en cierto entorno prefijado de
Cij N C (que no contenga al vértice p), tal que f c u;j = a. Sean también u, uy; funciones
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cumpliendo las mismas condiciones. Como

dA;
! :_/ ui]-—/ uik:—/ uz-]-+/ Uy =—-a+a=0,
0 & Cik Gij Cik

dt

se tiene que la variacién definida por dichas funciones preservara dreas. Entonces, como
C es estacionaria, se sigue que

dL
= | = ahj+hjt h),
t=0

ya que tal variacion deja invariantes los vértices, y cada curvatura geodésica es constante.
Asi, se concluye que hjj + hjx + hy; = 0.

0

iv) Consideremos ahora un vértice p € d§, tal que p € Cj;. Sea u una funcién definida
en p y en el interior de C;;, de media nula.

Como en los casos anteriores, la variacion asociada preservara el area, y entonces

dL
0= ar = <X(P):Vij(l7)>-
t=0
Como X(p) € Tp0S, concluimos que v;;(p) es ortogonal a dS en el punto p. O

Nota 6.2.7. Resaltamos que la primera propiedad obtenida en la Proposicién
indica que la curvatura geodésica h;; de un lado C;; (posiblemente disconexo) de una
configuracion estacionaria es constante; es decir, todas las componentes de C;; tendra la
misma curvatura constante.

Nota 6.2.8. Notese que, salvo las condiciones referidas a cuantas curvas se encuentran
en los vértices (de tres en tres en los vértices interiores, y sélo una curva en cada vértice de
dD), el resto de condiciones de regularidad de una configuracién minimizante, descritas
en el Teoremal6.1.1} se obtienen como consecuencia de las férmulas de variaciéon. Ademas,
la condicién (6.2)) en los vértices interiores también queda probada, asi como la condicién
de ortogonalidad de los lados que intersecan a dS en una configuracion minimizante.

Nota 6.2.9. Sea p un vértice interior de una configuracién estacionaria C, y sean C;j,
Cik, C; las tres curvas que se encuentran en p. La condicién ii) de la Proposicion
implica que la suma ordenada de los vectores tangentes (unitarios) en p a las curvas es
cero, esto es,

vij + Vi + v = 0,
donde dicha suma sélo tiene sentido evaluada en el vértice p. Eso implica que
(6.9) Nij + Njx + Ny = 0,

y consecuentemente, para cualquier variaciéon de C que se considere, las correspondientes
componentes normales del campo variacional asociado cumplirdn que

uij(p) + u(p) + uri(p) = 0.

6.2.4. Presién de una regién. Ahora introduciremos un concepto importante en
nuestro estudio: la presiéon de una region. Este concepto ya ha aparecido en otros tra-
bajos [39], [96], y permite comprender varias consideraciones fisicas [46], [38]. El hecho
fundamental para que la siguiente definicién tenga sentido es que se cumpla la condicién
de equilibrio (6.2), tal y como se vera mas adelante.

Definicién 8. Sea C una configuracion estacionaria. Definimos la presién de cada
regién R; como un namero p; € R tal que

(6.10) hij = p; — p;, para todo lado C;;.
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Nota 6.2.10. En el caso de que S = IR?, para configuraciones estacionarias contenidas
en el plano, es posible definir también la presién py de la region exterior Ry, siguiendo la
misma definicién (6.10). Esto es debido a que en los vértices de la configuracién que tocan
dicha regién Ry, la condicién (6.2) se cumple igualmente (se pueden ver como vértices
contenidos en el interior de R?).

Nota 6.2.11. La determinacién de las presiones en una configuracién estacionaria da-
da se lleva a cabo mediante un proceso recurrente: fijada una regiéon Ry, se le asigna
arbitrariamente una presion py, y a partir de la expresién (6.10), se van obteniendo las
presiones del resto de regiones. Este proceso podria hacer que se le asignaran dos presio-
nes diferentes a una regién con varias componentes conexas, pero justamente la condi-
cién (6.2) evita que se llegue a esa situacion.

Para ilustrar esta tltima afirmacién, consideremos tres regiones R;, R]-, Ry que se encuen-
tran en un vértice. Definida la presion py, se tendra a partir de que p; = hijx + pr, y
pj = hjx + pk. Pero a partir de la presién p;, también es posible definir una presion p; en
la region R; por p; = hj; + p;. Sin embargo, usando la condicién (6.2),

pi = (=hjx =) +pj = (px — pj + pi — Px) + pj = Pis
con lo que ambas definiciones coinciden. La reiteracién de este proceso permite afirmar

que las presiones en una configuracién estacionaria pueden determinarse correctamente,
aunque las regiones presenten varias componentes.

Nota 6.2.12. Obsérvese que estas presiones estdn definidas salvo una constante adi-
tiva, de manera que no estaran univocamente determinadas; dadas py, ..., p, presiones
correspondientes a una configuracién estacionaria C, si consideramos p; = p; + ¢, con
¢ € R, se tiene que pj, ..., p,, también constituyen presiones para las regiones de C.

Nota 6.2.13. A partir de las presiones, es posible expresar la primera variacién de la
longitud (6.5) para configuraciones estacionarias de la siguiente manera:
dL
dat {,_,

n

dA;
= Z pl
i=1

En efecto; consideremos una configuracién estacionaria C. Usando ii) y iv) de la Proposi-
cion es facil ver que los sumandos que aparecen en (6.5) evaluados en los vértices
de C se anulan, y aplicando l) nos queda

(6.11)

t=0

dL
6.12) =l = /hljuzj
t=0 16{1, ,n}
jeI(i)
= /pzuz] )3 /PJ”U
16{1 16{1

]6[ jel(i )

Sl x / =]

16{1 ..... n} ]6{1
/plul]

jel(i) zel(
7

= / pi u1]
t=0

16{1 ]6{1
]6[ iel(j

== ¥ nif o= Zpldt

ie{l,..n} Gij
jEl()
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donde hemos usado la igualdad en la tltima linea.

Obsérvese que, si se considera una constante ¢ € R y presiones p; = p; + ¢, la anterior
expresion (6.11) no varia, ya que, como )/ ; A;(t) = 7, entonces Y ;' ; dA;/dt = 0, y por
tanto no aparecera ningtn término adicional.

6.2.5. Segunda férmula de variacién de la longitud. Podemos ahora enunciar el
siguiente resultado, donde se muestra la expresion de la segunda variacion de la longitud
para configuraciones estacionarias, y deformaciones que preservan el drea hasta segundo
orden:

Proposicién 6.2.14 (Segunda variacién de la longitud). Sea C C S una configuracion
estacionaria, y sea ¢y : C — S una variacién que preserva dreas hasta segundo orden, con
t € (—¢,¢€) y con campo vectorial asociado X. Entonces, la sequnda derivada de la longitud L(t)
de ¢:(C) en el instante t = 0 viene dada por

1 du;;
©13) -5 ) { /c,(“%hzzf“z‘j)“fﬁ )3 <—‘7ij“?j+“ijav7) (p)
z;l,..:,n 1 peBCi]- D
Jel(i) p€Eint(S)
ouj;
+ ) <u12j+uijav?>(p)}/
peac,'j g
peoS

donde q;j(p) = (hxi + hij) (p) /V/3, y Ry es la tercera region tocando el vértice p.

DEMOSTRACION. Derivando los términos integrales de (6.5)), nos queda (no indica-
remos en lo sucesivo la dependencia con respecto al pardmetro t)

(L)~ G on] (o)
t=0 \ /Cjj T c; \dt t=0 \ /Cjj !

dt t:ohij> iy + Wi dt

La expresion de la derivada de la curvatura geodésica, con respecto a la variacién ¢,

se computa segun [6, Th. 2.7], obteniendo
d
dt

2y
Ohij uij—i—hi]-ul].
t=

7

t=0

Por otro lado, operando como en (6.12), es facil ver que
d T d2A;
L gl ) =2 B
] ol Ty
=t Atlizo\Jey ot
JE(@)
que se anula al estar considerando una variacién que preserva las 4reas hasta segundo
orden (nétese que es necesario descomponer la curvatura geodésica h;; en funcién de
las presiones, para que los indices vayan bien y se pueda usar (6.3), haciendo asi que
aparezca la segunda derivada de A;).

Por otra parte, derivando el segundo término en (6.5), se tiene
d
T (X,vij) = (DxX,vij) + (X, Dxvyj) .
t=0
Expresando X como suma de su parte normal XV = (X, Njj) Njj y su parte tangente
XT=(X, vij) vij, es claro que
(X, Dxvij) = (X, Nig) (Nij, Dxvij) + (X, vij) (vij, Dxvij)
= wij (Nyj, Dxvij) -
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Usando un célculo andlogo al que aparece en [60, Lemma 3.4] (que detallaremos en la
Nota |6.2.15|posterior), se puede comprobar finalmente que

au,]
(Nij, Dxvi) = hij (X, vij) + E
donde a = vjj ujj. Asi se concluye que
d dujj
(6.14) pr (X, vij) = (DxX,vij) +ujjhij (X, vij) + Wij=—
Vij

t=0

Para p € int(S), la sumatoria correspondiente al primer término de (6 se anula,
ya que vjj + Vjx + v = 0, por (6.8). Ademas, el segundo término es igual a quu a partir
de ciertos calculos [60], que detallamos en la Nota

Para p € 9§, consideremos la curva C;; que corta a dS en el vértice p. Denotemos
por tp, 1, los vectores tangente y normal interior a dS en p. Como la configuracién es
estacionaria, C;; corta ortogonalmente a dS en p, y entonces 1, = v;;j(p). Ademads, como
X(p) es un vector tangente (no unitario) a dS en p, se obtiene que X(p) = u;;(p)tp. En
consecuencia, (X, v;;) (p) =0,y

<Dxx,1/i]'>( <DX X 1/1] > = 1/[1](}7) <Dtp(ul']’ t),np>
= u; (P) <Dfpt np) +uii(p) (tpwij) (tp,mp)
= u3(p) Has(p) = uz(p),

ya que, en el caso de que S sea un disco, dS es una circunferencia de radio unidad y su
curvatura es igual a uno. Esto nos conduce a (6.13)), concluyendo asila demostracion. [

l]’

Nota 6.2.15. Detallemos los calculos que aparecen en [60, Lemma 3.4], y que demues-
tran que

aui'
(6.15) (Nij, Dxvij) = hij (X, vij) + 37]
ij

En efecto: Como v;; y Njj son ortogonales, se sigue que
(Nij, Dxvij) = — (DxNij, vij) .

Tomemos un campo tangente arbitrario Z, que verifique que [X, Z] = 0, y comprobemos
que DxN = —Vz({X,N)) — An(XT).

Es claro por las hipétesis sobre Z que

(DxN, Z) = — (N,DxZ) = — (N, DzX) = — <N, DZ(XN)> - <N, DZ(XT)>.

Como

Dz(XN) = Dz({X,N)N) = (X,N) DN+ Z ((X,N)) N,
entonces
(6.16) <N DZ(XN)> Z (X,N),

ya que (N,N) =
Por otro lado, para X', Y’ campos tangentes cualesquiera, como
o(X,Y') = (DxY")N = (DxY,N) N,

entonces
(DxY,N) = (¢(X',Y'),N) = (An(X'),Y),
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donde estamos denotando por Ay al endomorfismo autoadjunto de Weingarten. Parti-
cularizando para X' = Zy Y’ = X7, se tiene que

(6.17) (N,Dz(X")) = (An(2),X") = (An(X"), Z).
A partir de y se sigue que
(DxN,Z) = =Z (X,N) - (An(X"), Z)
= —(Z,V2((X,N})) = (An(X"), Z)
= (=V2((X,N)) - An(X"), Z),
para todo campo Z. De ahi se deduce que
DxN = =Vz({(X,N)) = An(X").
Particularizando ahora a Z = vjj, N = Njj, nos quedara
DxNjj = =V, (X, Nij) — An,(XT),
y con ello
(Ny Dxvig) = = (DxNij v = (Vo (1) + A (XT), v5)
— <AN,,J.(XT),1/1-]-> + <V1,,].uz-]-, 1/1-]->
= <(7(XT, vij), Ni]-> + Vi ujj

du;;
= O'Z'j(XT,Vi]') + -

ovjj
Finalmente, como
03 (X, vip) = (o ((X, vis) vij), vis), Nij)
= (X,vy) ((Dyvy)™, Ny )
= (X,vij) ( Dy Ny ) = (X,vi) b
se tiene la igualdad deseada (6.15).
Nota 6.2.16. Veamos que

1 1 ,
5 X X wihy Xy =—5 ) ) —qyu
i;l,..:,n peaCij i;l,..:,n peac,'j
JEI(i) peint(D) j€1(i) peint(D)

En efecto; denotemos por V al conjunto de vértices interiores de la configuracién, y vea-
mos la anterior sumatoria indizada en los vértices de V.

Sea p € V, ysean Cj;, Cyy y Cy; las tres curvas que se encuentran en el vértice p.
Los vectores normales y conormales interiores, tras aplicaciéon de adecuado giro, pueden
suponerse dispuestos segtn la Figura

Recuérdese que

ujj = —uji, hij = —hjj,
y que v;; = vj; (los vectores conormales son interiores a p en cada curva). A partir de
la Figura y teniendo en cuenta los dngulos que forman entre ellos, dichos vectores
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FIGURA 6.1.

pueden expresarse en coordenadas de la siguiente manera:

vij = (1,0), vix = (_1 _\/§> Vi = (_1\/§>

27 2 2° 2
y
V3 1 -3 —1
Nj= 00, Ne= (B 5 ) M= (5.
Por ello,
1
vij = %(_Nki + Nik),
1
Vik = %(_Nij + Nki),
1
ki = %(_Njk + Nyj),
y consecuentemente,
1
(X,vij) = %(_Mki + ujk),
1
(X, ) = ﬁ(—“ij + ki),
1
(X, vh) = %(_”jk + ujj).

Eso nos lleva a que

(Nij hij (X, vij) + Nixhjx (X, vik) + Nii b (X, ves) ) (p) =

1 1 1

—= Njihji (Wi — uyi) + —= Nig hjx (ug; — wij) + —= N hyi (ui; — u;j > =
<\/§ ij z]( jk kz) \/g jk ]k( ki 1]) \/§ ki kl( i ]k) (P)

1
75 <Nij uij (hjx — hii) + Njg wjg (i — hij) + Ny ugi (hij — hjk)) (p) +

1
75 (Nij (hii wjk — hjk ugi) + Nig (hij ugi — hgg wij) + Nig (hj uig — hj ”jk)) (p),

donde hemos reagrupado adecuadamente tras usar las identidades N;; = —Nj — Ny,

N]‘k = _Nki — Ni]', Nki = _Ni]' — Njk en la ultima igualdad.
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Al indizar en p € V, el sumando correspondiente a la curva C;; aparecerd dos veces,
ya que u;; hij (X, vij) = ujihji (X, vj;). Teniendo eso en cuenta, se sigue que
1
-5 XL il (X)) =
i;l,,.:,n peac,*]‘
JeI(i) p€int(D)

1 hjk — hyi hii — hij hij — hij
~5 )y 2<“zzj]\ﬁ+”]2'k1\f3]+”ii1]\@])(l9>

W p;vz (Mij(hkz‘ Wik — hje ki) + e (hij ug — i i)+

uki (hj wij — hij ujk)) (p)
1
=73 GEVZ( — qiju; — gty — qki”é) (p),
p

ya que la segunda sumatoria se anula debido a que el determinante

Nl" ui]' h1]
Njg ujpe hj
N ugi

es cero (la suma de las tres filas da lugar a la fila nula). Finalmente, volviendo a indizar
eni=1,...,n,jc I(i)y p € 9Cjj, p € int(D), se tiene lo anunciado.

6.2.6. Variaciones por configuraciones estacionarias. Presentamos ahora de forma
breve un tipo de variaciones que usaremos en posteriores Capitulos.

Dada una configuracion estacionaria C, y una variacion
{pt:C—=S, te(—¢ge)},

diremos que la variacion es por configuraciones estacionarias si en cada instante de la defor-
macion, se obtienen configuraciones estacionarias, es decir,

¢¢(C) es configuracion estacionaria , t € (—¢,¢).

En virtud de la Proposicién[6.2.6se tendréd que dichas variaciones preservaran los angulos
entre los lados en vértices interiores, y la ortogonalidad en los vértices de dS, en todo
instante. Ademds los lados se mantendrdn con curvatura geodésica constante en cada
instante (no necesariamente la misma constante).

Dada una de estas variaciones, que preserve el drea de todas las regiones hasta primer
orden, siguiendo los argumentos de la demostracién del Lema anterior, es posible
modificarla adecuadamente para que las areas se mantengan constantes a lo largo de
toda la deformacion. En tal situacion, a partir de (6.11) se puede obtener que la segunda
derivada de la longitud viene dada por

4L dpa dAs
(6.18) ar ; dt dt’

donde a se refiere ahora a las componentes de la configuracién estacionaria, y no a las
regiones, y dp,/dt representa la derivada de la presion de la componente a-ésima con
respecto a la variacion. Dicha expresion serd de gran utilidad en los siguientes Capitulos.
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En general, si las dreas no se preservan hasta segundo orden, la segunda derivada de la
longitud, para una variacién de C por configuraciones estacionarias, vendra dada por

Z dpy dA, d*A,
dt2 gt at < Pae
que también se obtiene a partir de (6.11). Nétese que cuando la variaciéon preserva las
areas de las regiones hasta segundo orden, entonces
B?Ap
a2
y el segundo sumando anterior puede reagruparse indizando en las distintas regiones,
de forma que

noPA,

PAq
Lp g =L Pgg =0
=t drr T dre

Nota 6.2.17. Téngase en cuenta que la derivada de la curvatura geodésica h;; a lo
largo de la deformacién, dada por
u' o Ui,
s6lo depende de la componente normal u;; del campo vectorial asociado X, y que la mo-
dificacién resultante de aplicar el Lema s6lo modifica la aceleracion de la variacion.
Ademas, la condicién de preservar angulos s6lo depende del campo velocidad inicial.

Nota 6.2.18. Obsérvese que, en particular, dada una variacién que preserve los dngu-
los entre los lados de la configuracién en todo instante, se tiene que

Dx(vij +vix +vxi) =0,

ya que Vjj + Vi + Vi se anulara constantemente.

6.3. Configuraciones estables

Terminamos este Capitulo recordando la nocién de configuracién estable. Tal y como
se ha comentado anteriormente, las configuraciones estacionarias representan los pun-
tos criticos del funcional longitud, para variaciones que preservan las 4reas encerradas.
Apoyandonos en esta idea, definimos ahora el concepto de configuracién estable.

Definicién 9. Diremos que una configuracién estacionaria C C S es estable si es un
minimo local de segundo orden del funcional longitud, para cualquier variacién preser-
vando dreas. En caso de que una configuracién no sea estable, diremos que es inestable.

Asi, si deformamos ligeramente una configuracion estable C preservando las dreas ence-
rradas, obtendremos en cada instante configuraciones con mayor longitud que C.

Por otro lado, como las configuraciones minimizantes son minimos globales del funcional
longitud, se sigue de la definicién anterior que toda configuracién minimizante es, en
particular, estable. Sin embargo, no toda configuracion estable es minimizante, como se
verd en los posteriores Capitulos.

Pasamos ahora a realizar ciertas definiciones, con el fin de obtener una condicién que
permita discutir la estabilidad.
Sea C C S una configuracion estacionaria. Diremos que una funcién u : UJ;; C;j — R

es admisible si las restricciones u;; = u|c, pertenecen al espacio de Sobolev Wl 2(Ci]-), y
verifican que, para cualquier vértice p de la configuracién, contenido en el interior de S,

uij(p) + ui(p) +uki(p) =0,
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con Cjj, Cjx, Cy; las tres curvas que se encuentran en p. Estas funciones, a la vista de
los resultados de esta Seccién, se corresponden con las variaciones de C que tienen co-
mo componentes normales del campo variacional asociado justamente las funciones u;;
(véase el Lema|6.2.5). En consecuencia, a partir de la expresién (6.3), dichas variaciones
preservaran las dreas si y sélo si

(6.19) Y [ ug=0 i=1..n
) Ci

jel(i

Diremos que una funcién admisible u definida sobre C es una funcién de Jacobi si la
variacion asociada preserva la curvatura geodésica de cada lado C;; C C, y los dangulos
en cada vértice. Esto quiere decir que la curvatura geodésica h;; del lado C;; se mantiene
constante a lo largo de la deformacién. En consecuencia, se tendrd que la derivada de la
curvatura geodésica h;; de C;j respecto de la variacion se anula, es decir,

(6.20) U+ h%juij =0.

Es claro que la componente normal del campo de Killing generado por el grupo unipa-
ramétrico de rotaciones alrededor del origen siempre dan lugar a una funcién de Jacobi.

Por otro lado, la segunda variacién de la longitud (6.13) permite definir una forma
bilineal inducida sobre el espacio de funciones admisibles, que llamaremos forma indice
asociada a C, y que viene dada por

Z /C (uf; + hfjuij) vjj

i=1,...n " ~ij
jel(i)

oujj oujj
(6.21) + < = qijiij + a”) (p)oij(p) + X <”i]’ + 81]> (p) Uij(ﬁ)}/
peaCij VZ] peaCi,- Vl]
peint(S) peasS
donde u, v son funciones admisibles, y g;; son las funciones ya definidas en la Proposi-

cién

Con esta notacién, resulta posible establecer una condicién analitica para determinar
si una configuracion es estable o no. Asi, por las definiciones realizadas, se sigue que una
configuracion estacionaria C sera estable si y s6lo si

(6.22) Q(u,u) >0, paratoda funcién admisible u : C — R satisfaciendo (6.19).



CAPITULO 7

Particiones Isoperimétricas de un disco plano

En este Capitulo, nos centraremos en un disco D contenido en el plano Euclideo R2
y estudiaremos el problema isoperimétrico consistente en dividir D en n regiones de
areas prefijadas mediante una configuraciéon de curvas con la menor longitud posible.
En virtud del Teorema y de la Proposicién sabemos que dicho problema tie-
ne solucién, sea cual sea el niimero n de regiones que consideremos, y ademds, dicha
solucion consistird en un grafo contenido en el disco, cuyos lados son curvas con cur-
vatura geodésica constante, encontrdndose de tres en tres en vértices en el interior de D
formando angulos de 120 grados y satisfaciendo la condicién (6.2), y cortando 9D orto-
gonalmente, cada curva en un punto distinto.

Dado que las configuraciones admisibles en este caso, inducen divisiones del disco en
n regiones, normalmente nos referiremos a ellas como particiones. Ademaés, denomina-
remos particiones isoperimétricas a las configuraciones minimizantes para dreas prefijadas.
La notacién que utilizaremos serd la introducida en el Capitulo E]anterior, donde también
aparecen varios de los resultados que aplicaremos en nuestro estudio.

Tal y como indicdbamos en el Capitulo |5 introductorio, la mayor dificultad con la
que nos enfrentamos es la posible no conexién de las regiones en una configuracién mi-
nimizante o particion isoperimétrica. Este hecho hace que el conjunto de candidatos a ser
solucién sea muy amplio, obligdindonos a admitir, en un principio, configuraciones de
diversos tipos topolégicos.

El esquema de este Capitulo es el siguiente. En primer lugar, veremos que en caso de
considerar dos regiones, la correspondiente configuracién minimizante se obtiene, casi de
forma inmediata, a partir de las condiciones de regularidad descritas en el Teorema

y la Proposiciéon

FIGURA 7.1. Particién isoperimétrica del disco en dos regiones de 4reas dadas

Desafortunadamente, en el resto de situaciones, determinar la solucién se convierte
en una tarea més compleja. Un resultado fundamental en nuestro trabajo es el Lema
que proporciona una cota sobre el nimero de componentes conexas de la regién de ma-
yor presién. Esta cota nos permitird, para el caso de tres regiones, reducir el nimero de
candidatos considerablemente, hasta quedarnos con las diez configuraciones que mues-
tra la Figura[7.4] A partir de ahi, tras descartar las posibilidades que no son minimizantes
(usando, entre otros, ciertos argumentos de estabilidad), concluiremos que la solucién es

137
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la configuracion estdndar de la Figura consistente en tres lados que se encuentran en
un Gnico vértice del interior del disco.

FIGURA 7.2. Particién isoperimétrica del disco en tres regiones de 4reas dadas

Destacamos que las soluciones obtenidas para dos y tres regiones son tinicas, salvo rota-
ciones del disco.

Finalmente, concluiremos este Capitulo con varias observaciones relativas a este pro-
blema, cuando el ntimero de regiones aumenta.

7.1. Particién isoperimétrica para dos regiones

Comencemos nuestro estudio considerando en esta Seccién el problema consistente
en hallar la particiéon isoperimétrica del disco D en dos regiones de dreas dadas. En este
caso, la resolucién del problema resulta relativamente sencilla, gracias a los resultados
anteriormente expuestos y, obviamente, al hecho de que estemos dividiendo al disco en
s6lo dos regiones. El siguiente Teorema, consecuencia de las condiciones de regularidad
descritas en el Teorema y en la Proposicion caracteriza completamente las
configuraciones minimizantes para dos regiones.

Teorema 7.1.1. Sea C una configuracion minimizante, dividiendo al disco D en dos regiones
de dreas dadas. Entonces C es un arco de circunferencia o un segmento que interseca ortogonal-
mente a 0D.

DEMOSTRACION. Sabemos que existe una tal configuracién minimizante C en virtud
del Teorema Dicho Teorema, junto con la Proposicién nos da las propiedades
de regularidad que satisface C.

En primer lugar, es claro que no puede haber vértices de C en el interior del disco,
al estar considerando tinicamente dos regiones. Por tanto, C estard compuesta por ar-
cos de circunferencia o segmentos (esto es, curvas con curvatura geodésica constante),
que cortan ortogonalmente a dD. Supongamos que hubiera més de una de estas curvas.
Entonces, aplicando adecuada rotacién, con centro en el origen, a una de las curvas, es
posible obtener una nueva configuracién C’, de igual perimetro y encerrando los mis-
mos valores del area que C, que presenta un vértice en dD de donde partirdn dos curvas
distintas (basta girar una curva hasta que entre en contacto con otra). Esto impide que C’
pueda ser minimizante, lo que implica que C ha de estar formada por una sola curva. [

Nota 7.1.2. La unicidad de la particién isoperimétrica del disco, en el caso de dos
regiones, es evidente, salvo rotaciones del disco con centro en el origen.

Nota 7.1.3. Se deduce del Teorema que la particién isoperimétrica del disco en
dos regiones de igual drea viene dada a partir de cualquiera de sus didmetros.
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7.2. Algunos resultados sobre particiones isoperimétricas

Enunciaremos en esta Seccién algunos resultados generales referentes a las configu-
raciones minimizantes, que serdn usados mds adelante. El primer Lema nos proporciona
una cota superior global sobre el perimetro total de una configuracién minimizante.

Lema 7.2.1. Dada una particién isoperimétrica C del disco en n regiones, se tiene que el
perimetro total de C es menor o igual que n.

Ademds, la igualdad nunca se alcanza si n > 4. Si la igualdad se da en el caso n = 3, entonces
C consiste en tres segmentos dividiendo al disco en tres regiones de igual drea.

DEMOSTRACION. Es siempre posible dividir el disco en n regiones usando n radios
de manera adecuada, para cualesquiera valores del drea. De ahi ya se deduce que el
perimetro de C serd menor o igual que n.

Para el caso n > 4, la divisién anterior presenta una singularidad no permitida en el
origen (es un vértice donde se encuentran n lados), y por tanto no puede ser minimizante.
En consecuencia, cualquier solucién tendra longitud estrictamente menor que 7 (si dicha
longitud minimizante fuese 1, entonces cualquier particién de longitud n seria solucién,
incluyendo la anterior, que es irregular).

En el caso de que se dé la igualdad para n = 3, la divisién anterior serd minimizante
y, en particular, estacionaria. Esto implica que los tres radios han de formar dngulos de
120 grados entre si, y entonces las tres regiones encerrardn la misma area. 0

La idea utilizada en la demostracién del Teorema basada en la aplicacién de
rotaciones centradas en el origen para demostrar que una particién del disco no es mini-
mizante, inspira la demostracién de los dos siguientes resultados.

Lema 7.2.2. Una configuracion minimizante debe ser conexa.

DEMOSTRACION. Cualquier configuracién no conexa puede ser descartada como mi-
nimizante, aplicando una rotacién centrada en el origen a una de sus componentes cone-
xas. Este movimiento preservara la longitud y las areas encerradas por la configuracion,
y dara lugar a un vértice irregular cuando dicha componente toque a otra. O

Nota 7.2.3. Sea C una configuracién estacionaria y (2 una componente conexa de
D — C (es decir, una componente de una regién). Supongamos que d{2 N dD no es conexo.
En esta situacién, se puede aplicar el Lema anterior, para concluir que C no puede
ser minimizante.

Ya hemos comentado que, en principio, dada una configuracién admisible C C D,
una region puede estar compuesta por varias componentes. Nos referiremos a las com-
ponentes que toquen a dD como componentes del borde, mientras que las que no toquen
dicho borde seran componentes interiores. Ademas, llamaremos m-componente de una re-
gién a una componente conexa bordeada por m curvas, que no necesariamente han de
ser lados de C, ya que pueden ser curvas contenidas en 9D.

Lema 7.2.4. ([96, Cor. 2.22], [39, Lemma 3.1]) En una configuracién minimizante para tres
0 mds regiones, no puede haber ninguna 2-componente.

DEMOSTRACION. Sea C una configuracién minimizante, y supongamos que presen-
ta una 2-componente (). Si () es una componente del borde, aplicando una rotacién de
centro el origen, se podremos girar () hasta producir un vértice irregular, lo cual con-
tradice el cardcter minimizante de C. Por otro lado, si (2 es una componente interior, se



140 7. PARTICIONES ISOPERIMETRICAS DE UN DISCO PLANO

sigue a partir de [96, Lemma 5.1] que los lados adyacentes a () pertenecen a una misma
circunferencia. Asi, aplicando de nuevo una rotacién (alrededor del centro de la anterior
circunferencia), iremos trasladando () hasta llegar a un contacto irregular, lo que vuelve
a resultar contradictorio. U

Nota 7.2.5. Otra idea interesante que permite demostrar el Lema(7.2.4]es la que apare-
ce en [44, Lemma 2.4]. Usando una reflexién construida a partir de una 2-componente,
van obteniendo configuraciones de igual perimetro, que encierran las mismas areas, con
un efecto similar al producido por las rotaciones anteriores. Remitimos al lector interesa-
do en los detalles al trabajo original [44].

7.3. Cota para el niimero de componentes de la regién de mayor presién

En la Subseccién definfamos la presién de una regién, que es una asignacion
numérica, de forma que para un lado C;; en una configuracion estacionaria, su curvatura
geodésica h;; viene dada por

hij = pi — pj,
siendo p;, p; presiones correspondientes a las regiones R;, R;.

A partir de dicha definicién, es inmediato observar que un lado que separe dos regiones
adyacentes tendrad curvatura geodésica positiva respecto al normal que apunta hacia la
regién con mayor presion; por tanto, la regiones de mayor presién curvan los lados que
las separan de las regiones con una menor presion.

En esta Seccién nos centraremos en la region de mayor presion de las configuraciones
estables, que denotaremos por R; en lo sucesivo. Notese que consideramos configuracio-
nes satisfaciendo la condicién de estabilidad , aunque las presiones se definen, en
general, para configuraciones estacionarias.

Tal y como se ha comentado anteriormente, la principal dificultad con la que nos en-
frentamos es que, como las regiones pueden presentarse con varias componentes en un
grafo minimizante, el conjunto de posibilidades a tener es muy amplio. Nuestro objeti-
Vo es encontrar una cota sobre el niimero de componentes conexas de Rj, en cualquier
configuracién estable que divida al disco en n regiones. Veremos que, en tal situacion,
R; tendra a lo sumo n — 1 componentes no-hexagonales (las componentes hexagonales, o
6-componentes, también se podrdn controlar). Como todo grafo minimizante es, en parti-
cular, estable, esta cota nos permitird reducir el campo de posibilidades para el problema
de tres regiones, y obtener un listado (finito) de candidatos para la correspondiente par-
ticion isoperimétrica.

Lema 7.3.1. Sea C una configuracién estable dividiendo a un disco D en n regiones de
dreas dadas. Entonces la regién de mayor presion Ry tiene, a lo sumo, n — 1 componentes no-
hexagonales.

DEMOSTRACION. Supongamos que R; tiene como minimo # componentes no-hexa-
gonales )y, ..., Q),. En tal caso, vamos a encontrar una variacién preservando areas con
forma indice (6.21) negativa, lo que contradice el cardcter estable de C, segtn (6.22).

Paracadai € {1,...,n}, consideremos la variacion dada por la funcién u; que toma
el valor uno en d();, y cero en el resto de la configuracién (es facil ver que cada funcién
u; asi definida verifica la condicién en los vértices de d();, y por tanto, a partir de
ella se puede construir la correspondiente variacion, segtin el Lema [6.2.5). Distingamos
previamente dos casos distintos.
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a) Si (); es una componente que toca a dD, entonces

2
(7.1) Qujuj) =— ) {/C o i+ )Y, —mip+ ) 1}~
jer(r) L/&notd pedCy;MAQY pEdCy;MOQY
peint(D) peoD
Hay que tener en cuenta en este calculo que la funcién u; es constantemente igual a uno
en
U Gjnoqy;,

jel(1)
y cero en el resto de la configuracién, por lo que sus derivadas se anulan. Ademads, en
esta situacion, cada término en la forma fndice (6.21) aparecera repetido , ya que g;; = g;;
por definicién, y los factores con u;; y hjj aparecen cuadraticamente, lo que hace que no
les afecta el cambio de orden en los indices al ir sumando. Por esta razén no aparece el
factor multiplicativo 1/2 en (7.1).

Para p € Cy1j N Cyx N 9CY;, se tiene

hia + i + hjn + e hia + hj
=ay(p) —du(p) = === () = == = (p) 20,

ya que R; es la regién de mayor presion. En consecuencia, la segunda sumatoria resulta
negativa, pon lo que (7.1) es estrictamente negativa.

b) Si Q); es una componente interior, entonces Q(u;, u;) se calcula igual que antes, sin
que aparezca en este caso la tltima sumatoria (que corresponde a vértices de dD). Asi,
se obtendra que Q(u;, u;) < 0. Ahora no se tiene asegurada la desigualdad estricta; de
hecho, es facil comprobar que se dara la igualdad si y solo si cada lado de 9(); es un
segmento, equivalentemente 11;; = 0, para cada Cy; C 9();. Veamos, sin embargo, que en
este caso, como (); es componente no-hexagonal, si se tiene que Q(u;, u;) < 0:

Aplicando el Teorema de Gauss-Bonnet [40, § 4-5, p. 269] a la componente interior ();, se
tiene que

7.2) Y Ly
jEI(1)
CUEBQ,'

(6—m)m
B E—

donde I3, h1j son la longitud y la curvatura geodésica (respecto del normal que apunta al
interior de ;) de cada lado de d();, y m el nimero total de lados. En el caso de que todas
las curvaturas hy j sean cero, necesariamente m = 6. Y reciprocamente, si m = 6, como las
curvaturas son siempre mayores o iguales que cero (al ser (); componente de la region de
mayor presion), se tendra finalmente que éstas son todas cero. En resumen, h; = 0 para
todos los lados de una componente interior si y sélo si m = 6 (para tres regiones, es facil
ver que en este caso todas las presiones seran tienen que coincidir).

Como consecuencia de lo anterior, se tiene que sélo las 6-componentes (interiores) satis-
facen Q(u;, u;) = 0.

Ahora vamos a justificar la existencia de ntimeros reales no nulos Ay, ..., A, tales que
la funcion

M:

u = Ai Ui, en U aQi,

i=1,...n
extendida por cero al resto de la configuracién, sea la componente normal de un campo
X asociado a una variacion que preserva areas hasta primer orden Como una tal funcién
satisface trivialmente la condicion (6.7) en los vértices interiores, a la vista del Lema|6.2.5

basta imponer que se preserven las dreas de las regiones Ry, ..., R,,_1 hasta primer orden

Il
—
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(cumpliéndose eso, también se tendrd que el drea de R, se conserva). En virtud de (6.4),
eso es equivalente a que

dA,
_ e X ,N‘
Wy~ " B L N == T, ()
= AU = A L(CiNnaQ)) =0,
. Z /Cj1ﬂ30i i i:lZ,..:.,n l ( 1 l)

paraj = 1,...,n — 1. Nos surge asi un sistema lineal homogéneo a resolver, con n — 1
ecuaciones y n incognitas {A;};—1 . Tal sistema resulta siempre compatible indetermi-
nado, por lo que tanto existirdn soluciones (A4, ...,A,;) € R" no nulas.

Asi, la variacion asociada a u = Y ; A; u; preservard dreas, y ademads

Z )\2 Q(uj,u;) <0,

al ser (); componente no hexagonal, i = 1 ..., n. Esto contradice el hecho de que C sea
estable, y por tanto, Ry presentard, a lo sumo, n — 1 componentes no hexagonales. ]

Nota 7.3.2. Argumentos andlogos a los de la demostracién anterior permiten demos-
trar que en una configuracién estable dividiendo D en n regiones, no puede haber ningu-
na regién con n componentes no-hexagonales convexas, con alguna de ellas estrictamente
convexa, entendiendo por convexidad el hecho de que todas las curvaturas geodésicas
de los lados que bordean la componente sean mayores o iguales que cero, respecto del
normal apuntado hacia el interior de dicha componente.

El Lema nos permite clasificar los candidatos minimizantes, cuando se consi-
deran divisiones del disco en tres regiones.

Lema 7.3.3. Sea C C D una configuracion minimizante dividiendo D en tres regiones de
dreas dadas. Entonces C es una de las configuraciones de la Figura

DEMOSTRACION. Supongamos primero que todas las presiones son iguales. En tal
caso, todos los lados son segmentos. Si hubiera una componente interior, el mismo razo-
namiento del Lema nos dice que tiene que ser un hexdgono. Es facil ver entonces
que los lados que parten de los vértices del hexagono, tienen que llegar a 0D (en caso
contrario, existirfan dos rectas paralelas que intersecan a dD de manera ortogonal, lo que
no es posible). Esto implica que C ha de coincidir con la configuracién de la Figura
y entonces las regiones R, y R3 (que en este caso, también son las regiones de mayor
presi6n) tendran tres componentes, lo que da inestabilidad aplicando el Lema[7.3.1]

A
N

FIGURA 7.3. Una configuracién con una componente hexagonal interior

Si no hubiera componentes interiores (y las presiones fueran iguales), entonces C tiene
que corresponderse con la configuracién estindar((10)} ya que solamente habra un vértice
interior (si hubiera dos o mas, cada uno determinaria una 3-componente que toca 0D
cuyos lados son segmentos, y en consecuencia, el disco tendria més de un centro).
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N
o
>

3) a, pe{1,2}

@ a, B € {1,2}

(7) «,

=

€ {2,3}

(10)

FIGURA 7.4. Las diez posibilidades para una configuracion minimizante

Supongamos ahora que p; = p2 = p3, con p; > p3 (esto es, las presiones no son
todas iguales). Entonces ninguna componente de R; estard totalmente bordeada por seg-
mentos, y por lo tanto, no serd hexagonal. En consecuencia, R; tendréd a lo sumo dos
componentes, aplicando el Lema

Si () es una componente interior de Ry, aplicando el Teorema de Gauss-Bonnet
(teniendo en cuenta que todas las curvaturas son mayores o iguales que cero, y alguna
estrictamente positiva por la suposicién sobre las presiones) se llega a que d() consta, a
lo mas, de cinco lados. Como en total tenemos tres regiones, dicho ntiimero de lados debe
ser necesariamente par. Por el Lema () no puede ser una 2-componente, por lo que
concluimos que () serd una 4-componente.
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Por otro lado, si ) es una componente de R; que toca dD, a partir del Teorema de
Gauss-Bonnet se tendra que

(7.3) 100N3D) + Y hihy = G-mm
icl(1) 3
Cy1;€00)

donde m es el nimero de lados de 2 (incluyendo la curva contenida en 0D), y Iy;, h1; son
la longitud, y la curvatura geodésica de dichos lados, respecto del normal apuntando
hacia Q). Como antes, hy; > 0, para todo i, por lo que () serd una 3-componente o una
4-componente.

Un detalle que se ha de tener en cuenta en la siguiente discusiéon es que, dado un
vértice interior de nuestra configuracién, necesariamente serd un vértice donde las tres
regiones Rq, Ry y R3 se encuentran.

Supongamos que R; es conexa, esto es, consta de una tinica componente. Si R; toca
dD y tiene tres lados, entonces tenemos la configuracion estandar (el lado que parte
del vértice interior de R y no esta contenido en dR; debe llegar a 0D. En caso contrario,
tendriamos un segundo vértice interior y Ry no podria ser conexa). Si por el contrario, R4
esta bordeada por cuatro lados, un razonamiento analogo, unido a la Notaposterior,
nos lleva a que C se corresponde con la configuracion[(1)] Finalmente, si Ry es interior, en-
tonces tendra cuatro lados. Como antes, los lados que salen de los vértices de R; llegaran
a dD, por lo que nos aparece la configuracion [(3)}

Supongamos ahora que R; tiene dos componentes conexas, A y B. Dichas componen-
tes pueden ser interiores, o tocar a dD. Analicemos cada situacion.

a) Ambas componentes tocan a dD, y por tanto estardn bordeadas por tres o cuatro
lados.

i) Supongamos que A y B tienen tres lados cada una. Entonces los tinicos vértices
interiores de la configuraciéon son los correspondientes a estas componentes. Si ambos
vértices se unen mediante un lado, obtenemos la Conﬁguraci(’)n En otro caso, los lados
que parten de dichos vértices y no pertenecen a Ry, intersecardn a dD, obteniéndose una
configuracién disconexa, que no serd minimizante por el Lema

ii) Supongamos ahora que una de las componentes, por ejemplo A, tiene cuatro la-
dos, y que B tiene tres lados. El lado que sale del vértice interior de B no contenido en
0B no puede llegar a 9D, ya que entonces la configuracion seria disconexa. Por tanto,
dicho lado ha de llegar a uno de los vértices interiores de A, y entonces tendremos la

configuracion

iii) Si tanto A como B tienen tienen cuatro lados, como los tinicos vértices interiores
son los de tales componentes, teniendo en cuenta que no pueden aparecer 2-componentes
y que la configuracién ha de ser conexa, se obtendran las configuraciones ((2)| (teniendo
en cuenta la Nota y En este dltimo caso, la 4-componente interior resultante
no puede ser de la region R, regién de menor presion, ya que aplicando el Teorema de
Gauss-Bonnet se llegaria a contradiccién (en este caso, las curvaturas serian todas
menores o iguales que cero, con alguna estrictamente negativa).

b) A es una componente tocando dD y B es una componente interior; entonces A
tendré tres o cuatro lados, y B tendra cuatro.

i) Supongamos primero que A tiene tres lados. Necesariamente el vértice interior de
A se unird mediante un lado a la componente B. Como no pueden aparecer mds vértices
interiores, se llega a la configuracion [(4)}
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ii) Supongamos ahora que A tiene cuatro lados. Como C ha de ser conexo y no puede
haber ninguna 2-componente, en este caso las posibilidades son, o bien que un vértice
interior de A se una con uno de B, o bien que los dos vértices interiores de A se unan
con dos de B. De ahi surgen las configuraciones |(5)| y (8)| (obsérvese, como antes, que la
4-componente interior no puede pertenecer a R3).

c) Tanto A como B son componentes interiores, y en consecuencia, ambas tendran
cuatro lados. Ademas, los tinicos vértices interiores serdn los de las componentes. Si éstas
no se unen por medio de ningtin lado, C resultara disconexa, y por tanto no minimizante.

Si las componentes se unen por un tinico lado, entonces nos aparece la configuracién

Si se unen a través de dos lados, C se corresponde con la configuracién |(9)f (con la com-
ponente interior de cuatro lados perteneciendo a R, y no a R3).

Si se unen tres veces, se puede comprobar que habrd una 4-componente interior de R3,
region de menor presiéon, dando lugar, como antes, a contradiccién con (7.2).

Finalmente, si cada vértice de A se une con uno de B, la configuracién no tocara al borde
del disco, y entonces desplazdndola hasta que haya un contacto con 9D, crearemos un
vértice irregular y el grafo tampoco serd minimizante. ]

Nota 7.3.4. Noétese que no pueden existir simultdineamente dos 3-componentes de R3
tocando a dD, ya que entonces el origen (que es el centro del disco) estarfa contenido
en dos componentes disjuntas (esto se debe a que las intersecciones de los lados con 0D
serdn ortogonales, y las curvaturas de tales lados serdn menores o iguales que cero).

7.4. Configuraciones inestables y no-minimizantes

En esta Secciéon obtendremos las herramientas que nos permitiran descartar las con-
figuraciones que, aunque aparecen descritas en la Figura no son solucién a nuestro
problema. Asi, proporcionaremos algunos resultados que probaran la inestabilidad de al-
gunas configuraciones, y otros que nos servirdn para justificar el cardcter no minimizante
de ciertas posibilidades (aunque sean estables).

El objetivo de los primeros resultados que mostramos a continuacién es obtener un
primer criterio de inestabilidad, aplicable a las configuraciones que determinen una re-
gi6én con dos 3-componentes tocando 0D (Proposicién [7.4.10). Este criterio se basa en la
existencia de ciertas variaciones que preservan, en todo instante, las propiedades geo-
métricas de las configuraciones estacionarias (Proposicién [7.4.8), e involucra el uso de
transformaciones de Mobius. Ademads, deduciremos como consecuencia importante la
unicidad de la configuracion estandar para tres regiones (Proposicion y Teorema
7.4.5).

Lema 7.4.1. Sea Cio C D un arco circular o segmento que corta ortogonalmente a oD,
separando dos regiones R} y R} con presiones asociadas p1 y p» (la curvatura geodésica de Cip
con respecto al normal apuntando a R serd igual a p1 — p2).

Entonces, para cualquier v € Cyp, existen tinicas curvas Co3, Cs1 de curvatura geodésica
constante que dan lugar a una configuracion estandar|[(10)} Ademds, la presion p3 correspondiente
a la tercera regién Rz es una funciéon mondtona en v, tomando todos los valores entre —oo y 400,
y todas las regiones RY estdn anidadas.

DEMOSTRACION. Fijemos v € Cyp. Sea g € Cyp N9D. Consideremos la transforma-
ciéon de Mobius f : C — C dada por
_ i(z+9q)
fa =22
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Recordemos que las transformaciones de Mdbius son aplicaciones conformes (preservan
los &ngulos entre curvas) y que mantienen invariante el conjunto de curvas de curvatura
constante.

Como 9D es una curva de curvatura constante, y f lleva el punto g € 9D al infinito,
se sigue que f(9D) es una recta (curva de curvatura constante cero que pasa por infinito),
que podemos asumir que es el eje real. Consecuentemente, f transforma el interior del
disco en el semiplano superior. Por la misma razén, f(Cjy) serd una recta L que corta
ortogonalmente a f(dD).

Supongamos que existen curvas Cp3, C31 de curvatura geodésica constante, encontrando-
se en el punto v de forma que Cjp U Cy3 U C3;1 es una configuracion estdndar. Veamos
primero su unicidad:

Como f es una aplicacion conforme, la suma de las curvaturas geodésicas de f(C;)
es cero. Ademds, f(Ca3), f(Cs1) intersecaran ortogonalmente el eje real. En consecuencia,
f(Ca3), f(Cs1) seran arcos circulares centrados en el eje real, con el mismo radio por la
condicion (nétese que la curvatura de f(Cip) es cero). Entonces f(Cz3), f(Cs1) son
tnicos y por tanto, Cp3 y C31 también lo son, una vez fijado v. Es claro que las regiones
determinadas por f(Cz3) vy f(Cs1) resultan anidadas, cuando vamos variando el punto v
alo largo de Cyy, lo que implica que R también lo seran.

Por otro lado, a partir de f(v) € L, es posible construir dos arcos de circunferencia
centrados en el eje real, que pasen por f(v) y que formen dngulos de 120 grados con
f(C12). Aplicando la inversa de la funcién f, se obtienen curvas que formaran una confi-
guracion estdndar en el disco, de donde también deducimos la existencia.

Hallemos ahora la curvatura de las curvas Cps, C31, en funcién del punto v, a partir
de la situacién en el semiplano, tras aplicar la transformacién f. Sea d > 0 la distancia del
punto f(v) al eje real, y sea x el punto de interseccion de la recta L y el eje real. Denotemos
por zg al centro del arco f(Cs1), y por r a su radio. Centrandonos en el tridngulo de
vértices x, zo, f(v), es facil ver que

d . 2d
V3’ V3
Anélogamente, el centro z{ y el radio de f(Cp3) seran
d o, _2d
a V3
Aplicando la inversa de f y el Lema posterior, se pueden calcular las curvaturas
geodésicas h31, h3 de las curvas Czq, C3p, obteniéndose

zZo0 =X+

20 = X —

(7.4) h31:1<—\f3d—2x+\@(1d+xz)>,
2
(7.5) h32:i<—f3d+2x+\@(ld+x)>.

Entonces p3 = p1 + h31 decrece desde +o0 a —oo, cuando d va desde 0 a +oo, por la
monotonia de h3;. O

Nota 7.4.2. En la anterior construccion, resaltamos que las presiones p1, p» se mantie-
nen constantes, ya que el arco Cq, no varia.

Demostramos ahora el siguiente Lema técnico, del que haciamos uso anteriormente,
y que nos indica como cambia la curvatura de una circunferencia al aplicar una transfor-
macién de Mdobius.
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Lema 7.4.3. Sea C una circunferencia de centro zq y radio r > 0, y consideremos una trans-
formacién de Mébius f : R> — R? dada por
_az+b

fz) = cz+d’

Entonces, la curvatura geodésica de f(C) viene dada por

|c|? 7% — |czg + d|?
r|bc — ad|

DEMOSTRACION. Es fécil comprobar que f puede escribirse como composicién de
traslaciones, homotecias e inversiones (identificando IR? con C); de hecho, se tiene que
f =s4083085p 051, con

d 1 bc —ad
=7

s1(z) =z + = s2(z) ==, s3(z)

a
. ER s4(2) :z—i—E.

Al aplicar una traslacién a la circunferencia C, obtendremos una nueva circunferencia,

que tendrd como centro al trasladado del anterior, con el mismo radio.

Es trivial comprobar que, si aplicamos una homotecia de razén A, la circunferencia
C(zo, ) pasard a ser C(A zo, |A| 7).

Para una inversion s, trabajando con la ecuacién general de una circunferencia se
puede ver que el centro wy y el radio rg de s(C) vendran dados por

Zo r

T Tl T P el

Entonces,
51(Clz) = Clzo + 2,7,
(s2051)(C(z0,7)) = s2(C(z0 + i,r))

cf - zo+d/c r
r2—|zo+d/c|? |r2—|zo+d/c]?| )’
Anélogamente, (s3 053 051)(C(z0,7)) vendra dada por
c _bc—ad  zo+d/c |bc — ad)| r
2 r2—lzo+d/c)? e |2 —|zo+d/c]?)

Finalmente, como s; es una traslacién, se concluye que (s4 053053 051)(C(zo,7)) =
f(C(zo,7)) serad una circunferencia de radio

|bc — ad| r
je> [ = lzo+d/c]?|

y por tanto, la curvatura geodésica de f(C) serd

e[ 7% — |ezo + dJ?|
r|bc — ad|

O

Una primera consecuencia importante que se deriva del Lema es la unicidad de
la configuracién estdndar del disco D para tres regiones, con respecto a las presiones, y
también con respecto a las areas encerradas.
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Proposicion 7.4.4. Dadas tres presiones cualesquiera, existe una configuracion estindar di-
vidiendo D en tres regiones con las presiones dadas. Tal configuracion resulta tinica, salvo movi-
mientos rigidos del disco.

DEMOSTRACION. Sean p1, pa, p3 las presiones dadas. Es claro que existe un arco cir-
cular o un segmento Cy, de curvatura geodésica p; — p, dividiendo D en dos regiones
y intersecando ortogonalmente 0D (ffjese un punto de 9D, considérese la recta tangente
al borde y tomese adecuado centro para que el arco correspondiente tenga el radio dado,
esto es, |p1 — p2| 7!, si |p1 — pa| # 0.Si p1 = po, entonces bastara tomar un didmetro).
Aplicando el Lema se puede encontrar un vértice v € Cyp y tnicas curvas Cp3 y C3q
tales que C12 U Cp3 U C31 es una configuracion estandar dividiendo D en tres regiones, jus-
tamente con presiones p1, p2 y p3 (nétese que al ir variando el punto v, p3 se moverd desde
—oo hasta +00). La unicidad se deduce de la propia construccién y del Lemal[7.4.1] l

Teorema 7.4.5. Dados tres niimeros reales positivos ay, a, az con a; + a, + az = drea(D),
existe una tinica configuracion estdandar, salvo movimientos rigidos del disco, dividiendo D en tres
regiones de dreas a;.

DEMOSTRACION. Consideremos dos configuraciones estandar
C=CpUC3sUCs,
C' = Cj, UCyUCY,
dividiendo al disco en regiones de area a;, con érea (R;) = area (R]) = a;,i =1,2,3.

En caso de que hip = h,, se puede aplicar adecuada rotacién para conseguir que
los vértices de los lados Cyp, Cj, que tocan 0D coincidan, y ademds, que dichos lados
también coincidan, en un entorno de los vértices. Aplicando ahora el Lema al la-
do Cyy, se concluye que los vértices interiores de C y C’ han de coincidir, ya que ambas
configuraciones dividen al disco en regiones de igual drea (téngase en cuenta que mo-
viendo el vértice interior de Cyy, las correspondientes regiones resultan anidadas). Por
tanto, C = C/,

Supongamos ahora que hy; > hb. Aplicando el Lema sobre el lado Cy3 de la
configuraciéon C, encontraremos una variacion de C para la que la presiéon p; de la re-
gion R; disminuye de forma continua, sin que cambien las presiones p, y p3. Por ello
existira un instante en la deformacion en el que la correspondiente configuraciéon C” sa-
tisfard que h{, = h}, (la curvatura geodésica viene dada por la diferencia de presiones,
y la presién de R; va decreciendo continuamente). Ademds, como p; > pY, se sigue que
drea (RY) > ay (ya que R/ estard contenida estrictamente en Ry, segtin el Lema[7.4.1) y, en
consecuencia, drea (R!) < a;, para i = 2, 3, ya que las configuraciones son tipo estandar.

Apliquemos ahora adecuada isometria del disco para que los lados Cj, y Cy, coinci-
dan en un entorno del vértice no interior de Ci, (nétese que dichos lados tienen idénticas
curvaturas geodésicas y por lo tanto, es posible considerar tal isometria). Como

area (RY) > a; = area (R}),
una nueva aplicacién del Lema sobre el lado C}, implica que
area (RY) > éarea (R}) = a»,
lo que nos lleva a contradiccién (antes vimos que drea(R}) < a3). Por tanto, C y C’ han

de coincidir. ]

El siguiente resultado resultard fundamental para la demostracién de la posterior
Proposicién|[7.4.8|
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Proposicién 7.4.6. Consideremos tres arcos circulares o segmentos C1, Cp, C3 contenidos
en un disco D, que se encuentran en un vértice interior, formando dngulos de 120 grados y sa-
tisfaciendo la condicion (6.2). Si Cy y C, intersecan oD ortogonalmente, entonces C3 también lo
hace.

DEMOSTRACION. Sea () la componente bordeada por C1, C, y 0D, y fijemos p € 9D —
0Q). Consideremos una transformaciéon de Mobius f que que lleve el interior del disco en
el semiplano superior, y el punto p a infinito. Con esto se tendra que la imagen mediante
f de 9D es una recta, que podemos pensar que coincide con el eje real. Pretendemos
ver ahora que la prolongacién de f(C3) interseca ortogonalmente al eje real. Visto eso,
aplicando la inversa de f se tendra lo enunciado.

Por las hipotesis es claro que f(Cq) y f(Cz) son curvas de curvatura constante, que se
encuentran formando 120 grados, y que cortan ortogonalmente al eje real. Ademas, como
f es una aplicacién conforme, la condicién (6.2) se preservara.

En caso de que f(C3) sea una recta, su curvatura geodésica serd nula, y entonces, en
virtud de (6.2), f(C1), f(Cz) tendradn la misma curvatura. Como dichas curvas se cortan
formando angulos de 120 grados, se concluye que (la prolongacion de) f(Cs) es una recta
totalmente vertical, que corta al eje real ortogonalmente.

f(Cy)

f(c,) f(C)

FIGURA 7.5. Si f(Cs) es una recta, cortard ortogonalmente al eje real

En caso de que f(C3) sea un arco circular, entonces las prolongaciones de f(Cy),
f(C2), f(C3) daran lugar una pompa doble plana estdndar (véase [96, Lemma 5.1]), por
lo que los centros de los tres arcos estaran alineados (mds concretamente, la mediatriz del
segmento que une los dos vértices de la pompa doble plana contendra a los centros de
los tres arcos, al ser una cuerda comun a las tres circunferencias). Como los centros de
f(C1)y f(Cy) se encuentran en el eje real (ya que lo cortan ortogonalmente), se sigue que
el centro de f(C3) también lo estard. Asi, concluimos que f(C3) también interseca al eje
real de manera ortogonal.

FIGURA 7.6. Si f(C3) es un arco circular, serd ortogonal al eje real

O

Nota 7.4.7. Remarquemos que, en la anterior demostracién, cuando f(Cs) es una
recta, es fundamental que se cumpla (6.2), para que coincidan las curvaturas de las otras
dos curvas y en consecuencia, f(Cs) sea una recta vertical.
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El siguiente resultado justifica la existencia de variaciones preservando las propieda-
des geométricas de las configuraciones estacionarias, descritas en la Proposicion [6.2.6,
para configuraciones estacionarias con una 3-componente tocando el borde del disco.

Proposicién 7.4.8. Dada una configuracién estacionaria C con una 3-componente () que
toca 0D, existe una variacién de C por configuraciones estacionarias tal que

i) la presion de Q) crece estrictamente, manteniéndose constante en el resto de componentes,
ii) el drea de Q) decrece estrictamente, y
iii) deja invariante los lados de C que no pertenecen a 9.

DEMOSTRACION. Sea v el vértice interior de (2, y £ el lado de C que parte de v y
no pertenece a 9Q). La prolongacién de ¢ cortard ortogonalmente a 0D, por la Proposi-
cion en un punto p no contenido en d(). La variacién del enunciado surge al ir
moviendo v a lo largo de ¢, hacia el interior de (), y aplicar el Lema Como nos va-
mos alejando del punto p, se tendrd que la presiéon de la 3-componente ird en aumento, y
el drea encerrada ird decreciendo, sin que cambien las presiones del resto de componentes
de la configuracién. Ademas, los tnicos lados que se modifican son los de 0Q). O

Nota 7.4.9. Las configuraciones que se van obteniendo en la variacioén descrita en la
Proposicién no cumplen, en general, la condicién i) de la Proposicién es de-
cir, las curvaturas geodésicas de todas las componentes de una curva Cij, si bien seguirdn
siendo constantes, no tomardn el mismo valor constante. Esto se debe a que al cambiar la
curvatura de los lados que forman 0(), los nuevos valores no coincidiran con las curvatu-
ras de otros lados separando las mismas regiones (que no son modificados). Asi, no seran
configuraciones estacionarias en el sentido estricto, aunque siguen satisfaciendo las con-
diciones de regularidad referidas a los angulos, y la condicién (6.2), en cada uno de sus
vértices Por la misma razén, si () es una componente de una regién R, su presién () no
coincidird con la presion de las otras componentes que formen R, a medida que vamos
deformando Q.

De hecho, si obviamos las regiones y nos centramos en las componentes que induce la
configuracién inicial, si se tienen grafos estacionarios en cada instante. Como nosotros
usaremos la Proposicién [7.4.8 para obtener la inestabilidad de ciertas configuraciones,
considerando las componentes que determinan, nuestros razonamientos y conclusiones
no se verdn afectados por estos detalles.

Proposicién 7.4.10. Sea C una configuracion estacionaria con una regién R que tiene, al
menos, dos 3-componentes que tocan a 0D. Entonces C es inestable.

DEMOSTRACION. Sean (), (); dos 3-componentes de R que tocan a dD. Veamos en
primer lugar que ()7 y () son congruentes, esto es, coinciden tras adecuado giro cen-
trado en el origen. Por la Proposicién a partir de cada 3-componente (); podemos
considerar una configuracién estandar, sin mas que prolongar el lado de C que interseca a
0Q);. Por la unicidad obtenida de la Proposicion[7.4.4} se sigue que ambas configuraciones
estandar son la misma, salvo cierta rotacién, y por tanto, ); y {2, han de coincidir.

Por otro lado, se puede aplicar la Proposicién obteniendo una variacién inde-
pendiente en cada componente ();. Las componentes normales u; de los campos asocia-
dos a cada variacién tienen soportes disjuntos (cada variacién deforma solamente la com-
ponente ();), y satisfacen la condicién (6.7) en cada vértice (al preservarse los dngulos
en cada instante). Ademds, como la presion crece y el drea encerrada disminuye en cada
componente, se sigue que

dp,‘ dAi
dt dt

<0, i=1,2,
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donde p;, A; indican la presion y el drea encerrada por cada componente ();, y la derivada
se toma a lo largo de la variacion.

La idea es construir ahora una variacion global de C que preserve el drea de cada re-
gion. Como () y () son congruentes, cada variacion anterior deforma a la 3-componente
en la misma medida, de manera que u = u; — uy verificard la condicién , y tam-
bién (6.7), y por tanto la variacién asociada a u preservard el drea. Ademas, se tiene por
construcciéon que tal variacion global serd por configuraciones estacionarias (ya que las
originales lo son, y tienen soportes disjuntos). A partir de (6.18), se tendré que

dp; dA;
dt dt

Q(u,u) = Q(ur,u1) + Q(uz, uz) Z <0,

con lo que se concluye que C es inestable, segtin (6.22). O

Dada una configuraciéon C y una funcién de Jacobi u definida sobre C (introducidas
en la Secci6n [6.3), se dice que x € C es un punto nodal si u(x) = 0. Un dominio nodal
para la funcién u es una componente conexa del complementario en C del conjunto de
puntos nodales. El siguiente resultado muestra la inestabilidad de las configuraciones
estacionarias que tienen muchos dominios nodales.

Proposicién 7.4.11. ([60, Proposition 5.2]) Sea C una configuracion estacionaria separan-
do el disco en tres regiones. Supongamos que u es una funcion de Jacobi con, al menos, cuatro
dominios nodales, de forma que ningiin punto nodal es un vértice de C. Entonces C es inestable.

DEMOSTRACION. Sean Mj, ..., My cuatro dominios nodales para la funcién u. Su-
pongamos que C es estable. Para i = 1,...,4 definimos u; como la restricciéon de u a
M;, extendiendo por cero al resto de la configuracién. Aplicando [60, Lemma 3.7], se
tendrd que cada funcién u; es derivable (ndtese que estamos extendiendo por cero y
uilop, = 0), y ademads, como u es funcién de Jacobi y por tanto, admisible, u; serd una
funcién admisible, con Q(u;, u;) = 0.

Es posible encontrar una combinacién lineal no trivial v de uy, up, us,

3
0 = ZAl u;
i=1

de forma que se cumpla la condicién de media nula (6.4) para las regiones R;, Ry y Rs.
En efecto, basta asegurarse de que

/0:0, / v=0,
oRy 9R,

para que la variacion asociada a v (obsérvese que v satisface (6.7), porque las funciones u;
son admisibles con soporte disjunto, y se podré aplicar el Lema [6.2.5) preserve las areas
de las regiones R, Ry, y en consecuencia, también la de R3. Pero

/ U:)\l/ 1/l1+)\2/ 1/[2—1-)\2/ U,
R, R, R, aR,
/ 027\1/ u1+)t2/ Mz-l-)\z/ u,
aRz aR2 aRz aRZ

de donde surge un sistema de dos ecuaciones lineales con tres incégnitas Ay, Ay, A3, que
serd compatible indeterminado. Sea (A1, Az, A3) € R3 una terna trivial que sea solucién
a dicho sistema, y sea entonces v = 213:1 A .

Claramente v es funcién admisible, Q(v, v) = 0y la variacién asociada preserva dreas.
Como C es estable, a partir de [60, Lemma 3.6] podemos afirmar que, en cada lado Cjk de
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C, v es diferenciable y v+ h]-k v es constante. Pero dicha constante serd justamente cero,
ya que u; verifica la condicién de Jacobi (6.20) en cada lado, al ser u funcién de Jacobi.
Asi,

0" +hjxv =0, entodolado Cj.

Sea ahora x un punto nodal tal que x € dMy N M3 (si es necesario, reordenamos
los subindices para que eso sea posible), y llamemos ¢ el lado que lo contiene. Como
uilpm, = Oparai =1, 2, 3, se sigue que v y v se anulan en M. Sea q € ¢ N My préximo
a x. Como v(q) = v'(q) = 0y v verifica una ecuacién diferencial de segundo orden en ¢,
entonces v = 0 en /. Pero si tomamos g’ € £ N M3,

o(q') = Asus(q’) #0,
ya que g’ no es un punto nodal, y podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Az # 0. Esto nos lleva a contradiccién, y prueba el resultado. ]

Nota 7.4.12. La misma demostraciéon anterior se puede adaptar para afirmar que una
configuracioén estacionaria dividiendo al disco en # regiones, que posea una funcién de
Jacobi con n 4+ 1 dominios nodales, es inestable.

Nos ocupamos ahora de otra caracteristica topolégica que puede presentar una con-
figuracioén: la cocircularidad entre lados. Este concepto ya aparece en [96, Remark 5.32],
donde se analiza en detalle la estructura de las configuraciones con dicha propiedad.

Definicién 10. Dados dos lados no rectos de una configuracién C, diremos que son
cocirculares si tienen el mismo centro y el mismo radio de curvatura. Una componente se
dice cocircular si es una 4-componente con dos lados cocirculares opuestos.

Nota 7.4.13. Dada una 4-componente interior, no puede ocurrir que los dos pares de
lados opuestos sean cocirculares; en caso de que eso ocurriese, se tendria que los cuatro
vértices de la componente pertenecen a dos circunferencias distintas, cosa que es imposi-
ble (tres puntos determinan univocamente una circunferencia).

El siguiente resultado nos va a permitir describir la estructura de las distintas com-
ponentes de una configuracion estacionaria, y se usard de manera esencial mas adelante,
en repetidas ocasiones.

Lema 7.4.14. ([96, Lemma 5.3]) Sean e, f, g tres lados consecutivos de una componente,
y sean v1, vy los correspondientes vértices. Supongamos que e y g tienen la misma curvatura
geodésica, y que los dngulos en cada vértice son los mismos. Sea R la mediatriz del segmento que
une 01 Yy 0.

Entonces los lados e y g son simétricos respecto de R. Ademds, si e y g son cocirculares, el
centro comiin se halla en R, y si e y § no son cocirculares, R coincide con la mediatriz que une los
centros de dichos lados.

DEMOSTRACION. Es claro que la simetria respecto de R lleva el vértice v1 a v,. Ade-
mas, como R es la mediatriz del segmento 71 U; (que es una cuerda de f), se tiene que
el vector tangente a f en v; es simétrico al vector tangente a f en v,. En consecuencia,
como los dngulos en los vértices coinciden, se sigue que el vector normal al lado e en v;
es simétrico al vector normal a g en v,, y entonces, los centros de los arcos e y ¢ también
son simétricos. Al tener la misma curvatura, y por tanto el mismo radio, se concluye que
e'y g son simétricos respecto de R.

Si ademas de tener centros simétricos, e y g son cocirculares, ambos arcos tendran
el mismo centro, que necesariamente se hallard en R (porque serd un punto fijo de la
simetria).
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Si, por el contrario, e y ¢ no son cocirculares, al tener centros simétricos, el punto
medio del segmento que los une ha de reposar sobre R, con lo que R serd la mediatriz de
dicho segmento. U

Lema 7.4.15. ([96, Lemma 5.38]) Sea C una configuracion estacionaria con una cadena de,
al menos, tres 4-componentes cocirculares, de manera que la primera y la tiltima son componentes
tocando 9D vy el resto son componentes interiores (la cocircularidad se refiere a los lados de las
componentes que tocan el borde del disco). Supongamos ademds que las componentes adyacentes
a la cadena pertenecen a una misma region.

Entonces existe una deformacion continua que preserva perimetro y dreas, y que crea un vérti-
ce irregular. En consecuencia, C no puede ser minimizante.

DEMOSTRACION. Indicaremos un breve esquema de la demostracién, que puede se-
guirse en detalle en [96]. Llamemos (); a las 4-componentes de la cadena, con ()4, (), las
componentes tocando el borde del disco y (); adyacente a ();11. Sea c; el centro de los
lados cocirculares de ();.

Aplicando el mismo argumento que aparece en [96, Lemma 5.36 y Lemma 5.37], es
posible mover estos puntos, manteniendo las distancias d(c;, ¢;11), d(c1,0), d(c,,0) (para
asi preservar los angulos en cada vértice de la configuracién) de forma que c; y ¢, se en-
cuentren cada vez més préximos. Este movimiento de los centros, manteniendo ademds
los radios de cada arco, provoca una deformacién continua en C (por configuraciones es-
tacionarias, ya que los dngulos no cambiaran), que acabard creando un vértice irregular.

Ademas, se tiene que dicha deformacién preservara perimetro y dreas; esto es conse-
cuencia de que, dadas dos circunferencias secantes, si movemos un centro c;, colocamos
el otro centro c;;1 a la misma distancia d(c;, ¢;+1) y no cambiamos los correspondientes
radios, la cuerda determinada por los puntos de interseccién de las nuevas circunferen-
cias tendra la misma longitud que la determinada por los originales. Asi, el perimetro
de los arcos de la nueva configuracién, y las dreas encerradas, se mantendrdn constantes
(véanse expresiones explicitas de la longitud y drea determinadas por un arco en [44],
s6lo dependientes de la cuerda asociada a dicho arco). Otra consecuencia de este hecho
es que, en la deformacion, los lados que conectan cada par de lados cocirculares de C son
los originales, salvo un movimiento rigido. 0

Nota 7.4.16. En la anterior demostracion, la cocircularidad existente es la que per-
mite mover la poligonal formada por los centros cy,...,c, y el origen, manteniendo las
distancias indicadas anteriormente. Sin esa cocircularidad, habria més centros de arcos a
tener en cuenta, y no seria posible moverlos preservando las distancias ([96, Lemma 5.36
y Lemma 5.37]).

La idea intuitiva de la deformacién es desplazar cada componente de la cadena sobre la
adyacente como si se estuviese aplicando un giro (cada par de componentes adyacentes
se pueden ver como dos circunferencias secantes), hasta que se produzca un contacto.

En esta dltima parte de la Seccién mostraremos algunos resultados referentes a la
particion del disco en tres regiones de dreas dadas. Mds concretamente, nuestro interés se
centrard en hallar un argumento que permita descartar la configuracién |(8)| de la Figu-
ra[7.4, como minimizante (también aplicable a la configuracién [(9)). En primer lugar, la
Nota [7.4.17 impedira que la cocircularidad aparezca en este tipo de configuraciones, y
finalmente, un argumento geométrico pondra de manifiesto su caracter no minimizante.

Nota 7.4.17. ([96, Lemma 5.35]) Consideremos una configuracién dividiendo al disco
en tres regiones, que presenta una cadena de 4-componentes interiores. Supongamos que
una de las 4-componentes, sea (1, es cocircular. Llamemos [; y l{ los lados con el mismo
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centro, y sea e; uno de los lados que unen /5 con I}, de vértices v y v'. Sea también I, el
tercer lado que sale del vértice v, y I} el tercer lado que sale de v’ (véase la Figura[7.7).

FIGURA 7.7. Cadena de 4-componentes interiores

Como se cumple la condicién (6.2) referente a las curvaturas, al prolongar los lados
l1, e1, I (que se encuentran en v) se obtendra una pompa doble plana B [96, Lemma 5.1].
Anélogamente, prolongando los lados 11, €1, I; se obtendra otra pompa doble plana B'.
Como I1 y l{ son cocirculares, tienen el mismo centro y el mismo radio, por lo que sus
prolongaciones coincidirdn (ambas son la misma, uniendo v y v'). Consecuentemente,
B = B'. Eso ya nos dice que las prolongaciones de I, y I} también coincidirdn, y por tanto
serdn arcos cocirculares, con lo que (), la componente adyacente a ()1 conteniendo a v
y a v/, es también una 4-componente cocircular. Repitiendo el proceso, se concluye que
todas las 4-componentes de la cadena son cocirculares.

Proposicién 7.4.18. La configuracién (8)|de la Figura[/.4no es minimizante.

DEMOSTRACION. Supongamos que esta configuracién es minimizante. Denotemos
por (01 C Ry, 3o C R; a las componentes interiores, y por Q’l C Ry, 0’2 C R, alas
componentes que tocan oD.

N LN
S N

FIGURA 7.8. Deformacién de una cadena de 4-componentes simétricas,
obteniendo una configuraciéon con vértices irregulares

Consideremos los lados I,, [, de 02, que también pertenecen a dR3. Supongamos que
son cocirculares. Entonces, por la Nota se sigue que todas las 4-componentes de la
cadena seran cocirculares, y aplicando el Lema [7.4.15| la configuracién no serd minimi-
zante.

En consecuencia, los lados I, y I, no pueden ser cocirculares. Sea I, el lado comun
a ()1 y (3. Aplicando el Lema alg, l12 y Iy, se tiene que existe una simetria con
respecto a la mediatriz del segmento que une los centros de I, y I, que intercambia los
lados I, y I, y deja invariante l1,. Sea ahora [}, el lado comtn a Q] y . De nuevo
aplicando el Lema al, 1i, y I, resulta que tal simetria también deja invariante
I1,, y por tanto es una simetria horizontal para la componente (), (para poder afirmar
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que no aparecen dos ejes de simetria distintos, uno en cada aplicacién del Lema
es fundamental que [, y I, no sean cocirculares, ya que tales ejes vienen determinados
por la mediatriz del segmento que une los centros de tales lados; si fuesen cocirculares,
la mediatriz no estaria univocamente definida).

Repitiendo el proceso en cada componente, se concluye que existe una simetria ho-
rizontal global para la cadena de 4-componentes (obsérvese que gracias a la Nota
ninguna de esas 4-componentes presentara cocircularidad en sus lados superior e infe-
rior). El eje de dicha simetria coincidird con la mediatriz a la cuerda que determinan los
vértices de 92, N dD, por lo que cortara ortogonalmente a dD. Asi, lo que realmente se
tiene es una simetria horizontal global para toda la configuracion.

Usando el mismo Lema|7.4.14} se puede comprobar que (), y ()1 presentan simetrias
verticales (se tienen las correspondientes no-cocircularidades entre I1 y I},, y entre l1, y
001 N 90, en virtud de [96, Lemma 5.34]).

Recurramos ahora a las presiones p; de las regiones R;, i = 1,2,3. Si p; = p2, usando
las simetrfas obtenidas previamente, se sigue que ()1 y (), son congruentes, esto es, son
componentes idénticas y por tanto encierran igual drea. Entonces, intercambiando di-
chas componentes y eliminando lados innecesarios (lados que separan componentes de
la misma regién), obtendremos una configuracién con estrictamente menos perimetro y
encerrando las mismas dreas, lo que contradice el cardcter minimizante de la configura-
cién original.

Si p» = ps, aplicdndole a (), la igualdad (7.2), obtenida a partir del Teorema de Gauss-
Bonnet, se llega a contradiccion (ya que hp; < 0y hp3 = 0).

Asi, podemos suponer que p; > pz > ps. Sea z el vértice superior de 000, N dD (véase
la Figura , y 0 el &ngulo entre el segmento 0z y una linea recta horizontal (paralela al
eje de simetria horizontal de la configuracién). Distingamos dos casos:

Supongamos que 0 es mayor o igual que 71/4, y veamos que en este caso, la con-
figuracién tiene demasiada longitud para ser minimizante. Como 6 > /4, la segunda
coordenada de z serd mayor o igual que sin(7t/4) = v/2/2. Entonces, viendo Q) — dD
como un grafo vertical, se tiene que la longitud de 9Q), — dD serd mayor o igual que
/2. Usando un argumento similar, y teniendo en cuenta que el punto de 9Q; de méxima
altura estd por encima de z, tendremos que la longitud de d(); serd mayor o igual que
V2 4+ /2 = 2 /2. Sumando ambas estimaciones, se tiene que el perimetro de la configu-
racion es mayor que tres, y no puede ser minimizante, aplicando el Lema

Supongamos ahora que 6 es menor que 77/4. Sea I el lado comtn a 9Q); y 9()), y sean
v, v sus vértices. Denotemos por [ a la curva simétrica a I con respecto al segmento v/,
y llamemos T a la porcién de Q) encerrada por [ y I. Es posible trasladar (), hasta que to-
que a T, y por otro lado, se puede reflejar (31 — T respecto de un eje vertical y trasladarla
horizontalmente, hasta que la reflexién de I coincida con I1, (todos estos movimientos se
pueden hacer porque los correspondientes lados tienen la misma curvatura, y la misma
longitud por las simetrias verticales existentes). Tras eliminar un lado innecesario, la nue-
va configuracién resultante, con idénticos perimetro y 4reas encerradas que la original,
presenta un vértice irregular, y por tanto, ninguna de ellas podrd ser minimizante.

El tnico detalle que falta para completar este argumento es comprobar que dicha
nueva configuracién permanece contenida en el disco D. Para probar esto, es suficiente
mostrar que la porcién de la configuracién original por encima de la linea recta horizontal
L que pasa por z no se sale del disco, con los distintos desplazamientos.
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Sea ¢, la parte de I, que queda por encima de la linea L, y sea I, el lado de 9Q)), que
contiene a z. Como [, y I, tienen la misma curvatura hy3, y por la simetria existente en ();
parten de vértices (v y el simétrico vertical de v) situados a la misma altura, y formando el
mismo angulo (por la regularidad en los vértices), se sigue que formaran dngulos idénti-
cos con la recta L. Asi, ¢, formara un angulo 6 con L. Si trasladamos ¢, horizontalmente
hasta que toque a z, como estamos suponiendo que 6 < 71/4, se tiene que el angulo for-
mado por el trasladado de ¢, con 0z (que es un radio) es igual a 26 < 71/2, por lo que
dicho trasladado se quedara dentro de D. Eso ya nos dice que los movimientos aplicados
a () en la construccién anterior mantienen a tal componente dentro del disco. Por otro
lado, como el dngulo que forma el lado 0(2; N 0R3 que toca a v, con la linea horizontal
que pasa por v, es menor que el formado por I, (se comprueba facilmente estudiando los
vectores tangentes en el vértice v, teniendo en cuenta que p; > p, y por tanto, el lado
que separa ()1 y (), se curva hacia €)), la componente (); se halla a menor altura que (),
por lo que los desplazamientos anteriores también la mantendran dentro del disco, tal y
como se deseaba. O

7.5. Particién isoperimétrica para tres regiones

En esta Seccién demostraremos que la particién isoperimétrica de un disco en tres
regiones de dreas dadas es justamente la configuracion estiandar de la Figura[7.2} apoyén-
donos en los resultados que previamente hemos obtenido.

Teorema 7.5.1. Sea C C D una configuracion minimizante, dividiendo al disco en tres
regiones de dreas dadas. Entonces C es una configuracion estdandar |(10), tinica salvo movimientos
rigidos del disco.

DEMOSTRACION. Sabemos por el Teorema que existe una tal configuracién mi-
nimizante C. Ademads, por el Lema se tiene que C debe ser una de las configuracio-

nes de la Figura
Las configuraciones|(1)| y|(2)|son inestables, por la Proposicioén|7.4.10

La configuracion [(3)| es también inestable: es facil ver que los lados correspondientes
a C12 no son cocirculares [96, Lemma 5.34]. Entonces, por la Nota ningdn par de
lados opuestos de las componentes de dR3 serdn cocirculares, por lo que podemos aplicar
repetidamente el Lema para afirmar que C presenta una simetria vertical. Por otra
parte, los lados correspondientes a Ci3 no pueden ser cocirculares si C es minimizante
(si lo fuesen, usando la Nota[7.4.17)y el Lema[7.4.15]llegariamos a contradiccion). Enton-
ces, de nuevo el Lema [7.4.14/ nos da la existencia de una simetria horizontal en nuestra
configuracion. Ambos ejes de simetria se encontrardn en el origen (ya que son didme-
tros del disco), y ademds lo haran ortogonalmente (ya que coinciden si se componen en
6rdenes distintos). Asi, la componente normal 1 del campo de Killing asociado al grupo
uniparamétrico de rotaciones alrededor del origen, es una funcién de Jacobi en C, que se
anula en cuatro puntos (uno en el interior de cada lado de la 4-componente central). De
esta forma, u tiene como minimo cuatro dominios nodales, y por la Proposicion[7.4.11] se
concluye que C es inestable.

Descartemos ahora las configuraciones|[(4)]y[(5)] Ambas presentan una 4-componente
interior de R;, de la que parten tres lados que tocan dD. Si se prolonga el cuarto la-
do que parte de tal componente, tal prolongacién cortard a dD ortogonalmente, por la
Proposicién [7.4.6) (para la configuracién [(5)] se ha de aplicar dos veces, primero para la 3-
componente exterior de R,, y después para la 4-componente de R que toca el borde), ob-
teniendo entonces una configuracién de tipo|(3)} Aplicando los argumentos anteriores, la
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4-componente interior presentard dos simetrias ortogonales encontrdndose en el origen,
y como antes, se tendrd inestabilidad debido a la existencia de cuatro dominios nodales.

Consideremos ahora la configuracién [(6)] Fijemos una de las 4-componentes interio-
res de Ry, y llamémosla (). La prolongacién del lado que sale de Q) y no llega a 9D cor-
tard ortogonalmente la frontera del disco, debido a la existencia de una simetria en ()
(apliquese Lema([7.4.14), que en realidad es una simetria para el disco. Asi, se obtiene una
configuracién de tipo|(3)} Como antes, Q) presentara dos simetrias ortogonales, cuyos ejes
de simetria se intersecan en el origen (esto nos dirfa que el origen pertenece a la compo-
nente ()), lo que nos permite encontrar cuatro dominios nodales y concluir inestabilidad
por la Proposicién Notese ademads, que si aplicamos el mismo razonamiento a
la otra 4-componente de R;, llegaremos a que el origen pertenece a dos componentes
distintas, lo que indica que geométricamente, esta configuracion nunca puede darse ve-
rificando las condiciones de regularidad.

Sea ahora la configuracién|[(7)} Aplicando el Lemal[7.4.14} las dos 4-componentes seran
simétricas respecto de dos ejes r1, r, que pasan por el centro del disco (obsérvese que los
correspondientes lados no son cocirculares). Para fijar ideas, sea r1 el eje de simetria en
la 4-componente de R;. Denotemos por 41, 42 a los puntos de interseccién de cada eje
con los lados interiores de las 4-componentes, que por las simetrias existentes seran ceros
de la funcién de Jacobi u inducida por el grupo de rotaciones alrededor del origen (la
interseccién de los ejes con los lados es ortogonal). Por cémo es la simetria de eje 77, es
facil ver que la reflexién con respecto a dicho eje lleva el punto q; sobre un punto de la
frontera de la 3-componente de Ry, que no es un vértice de la configuracién. Este nuevo
punto es otro cero de la funcién de Jacobi u, que entonces presentard cuatro dominios
nodales. En virtud de la Proposicién se sigue que la configuracién es inestable.

La configuraci6n [(8)|no es minimizante, aplicando directamente la Proposicién|[7.4.18

Veamos finalmente que la configuracion |(9)|es inestable. Si los lados superiores e in-
feriores de cada componente fueran cocirculares, entonces el Lema nos diria que
la configuracién no es minimizante. Asi, dichos lados no pueden ser cocirculares, por lo
que es facil obtener una simetria horizontal para la configuracién (que es también una
simetria del disco), a partir del Lema Ademas, aplicando el mismo Lema se sigue
que cada 4-componente interior tiene una simetria vertical, de donde se deduce que las
componentes interiores de R; son idénticas. Gracias a este hecho, podemos considerar
la funcién que vale 1 en una de estas componentes, —1 en la otra componente y cero en
el resto de la configuracién, de forma que la variacién asociada a u preservaré las dreas
de cada region, esto es, se verifican las ecuaciones (6.4). Es inmediato comprobar que la
forma indice (6.21), evaluada en esta funcién constante a trozos, es igual a

(7.6) - ) {/cljh%ﬁ ). —qu(P)}

]6{2,3} pGaCl]
peint(D)

=- ) {/ h%j +) (— q12(p) — 413(P)> },
jef23r (/G peV

donde V representa el conjunto de vértices interiores de la configuracién. Como

hsy + I
—q12(p) — q3(p) = —731\@ 2

concluimos que (7.6)) es negativa, con lo que se tiene la inestabilidad de la configuracién
Se podria usar también un argumento analogo al de la Proposicién [7.4.18) para ver que
esta configuracién [(8)|no es minimizante.
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Asi, la tinica posibilidad que nos queda es la configuracién la configuracién
estdndar. La unicidad, para areas fijas, se obtiene a partir del Teorema ]

7.6. Consideraciones finales

Los Teoremas|[7.1.1]y[7.5.]|muestran las particiones isoperimétricas de un disco en dos
y tres regiones de dreas fijas, obteniéndose en ambos casos que dichas regiones son cone-
xas. Obviamente, se puede seguir estudiando este problema para un nimero superior de
regiones.

Sin embargo, resultaria mds interesante obtener propiedades generales que satisfagan
las particiones isoperimétricas. En esta direccién, y a la vista de los resultados consegui-
dos, y de lo que ocurre en otros problemas de naturaleza similar, resulta natural enunciar
la siguiente Conjetura.

Conjetura 7.1. Una particion isoperimétrica, que divida al disco en n regiones de
areas dadas, tendra todas sus regiones conexas.

La Conjetura [7.1| resulta muy interesante (no sélo para este problema, sino en con-
textos isoperimétricos mds generales), a la vez que compleja de demostrar. De hecho, en
muchos estudios de problemas similares se impone tal condicién como hipétesis inicial,
como por ejemplo en [36], [39], [57] y en todos los trabajos que tratan estas cuestiones
desde un punto de vista fisico.

Por otro lado, es posible abordar el problema general para n regiones de la misma
forma que hemos resuelto el caso n = 3; el Lema nos da una cota sobre el niimero
de componentes conexas no-hexagonales de la regiéon de mayor presién. Concretamente,
la configuracién minimizante tendré, a lo sumo, n — 1 componentes no-hexagonales. Me-
diante argumentos combinatorios se podria obtener la lista de posibles candidatos a ser
solucién, para cada valor de n.

La dificultad ahora reside en que el ntimero de candidatos aumenta notablemente al con-
siderar un nimero mayor de regiones. No obstante, muchos de los resultados de este
Capitulo permitirdn descartar algunas de las posibilidades que se presenten. En el caso
de que la Conjetura|7.1|fuera cierta, este problema resultaria més tratable, al reducirse el
nimero de posibles candidatos.

Ahora mostraremos las configuraciones que pensamos que resuelven este problema,
para determinado ntiimero de regiones.

Conjetura 7.2. La configuracién minimizante que divide el disco en cuatro regiones
de areas prefijadas viene dada por la configuracioén|(1)|de la Figura

Conjetura 7.3. La configuraciéon minimizante que divide el disco en cinco regiones

de dreas prefijadas viene dada por la configuracién |(2){de la Figura

» 2

FIGURA 7.9. Particiones isoperimétricas conjeturadas paran =4yn =5
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Para cada caso anterior, pensamos que hay otra posible configuracién estable: para
n = 4, la configuracion en la que tres regiones tocan el borde del disco, bordeando una
region interior de tres lados; y paran = 5, la configuracién con cuatro regiones tocando el
borde del disco, y bordeando una regién interior de cuatro lados. Pero ciertas estimacio-
nes, realizadas con el programa computacional Surface Evolver [20] para dreas iguales,
sugieren que no son minimizantes.

El siguiente resultado demuestra que, al considerar el problema para cuatro regiones
conexas en el disco, para valores del area (a1, ay, a3, a4) proximos a (7t/4,7t/4, t/4, w/4),
la solucién viene dada por la configuracién [(I)] de la Figura [7.9](lo que refuerza, en parte,

la Conjetura[7.2).

Lema 7.6.1. La configuracion (T)|de la Figura[7.9|tiene menos perimetro que la configuracién
dada por una region interior de tres lados, rodeada por tres regiones exteriores de cuatro lados,
cuando se consideran regiones de igual drea 7t /4.

En consecuencia, la particién isoperimétrica del disco en cuatro regiones conexas, de dreas
(a1,ap,a3,a4) proximas a (1t/4,7t/4,t/4, 70/4), es la configuracién|(1)|de la Figura

DEMOSTRACION. Debido a la hipétesis de conexién, es facil ver que las tnicas confi-
guraciones a tener en cuenta son las que aparecen en el enunciado del Lema. Veamos que
la configuracién con una region interior bordeada por tres regiones exteriores, todas de
area 71/4, tiene perimetro mayor que 4, por lo que no puede ser minimizante, en virtud

del Lema[7.2.11

Es natural pensar para dreas iguales, dicha configuracién se obtiene a partir de tres ra-
dios (formando angulos de 120 grados), y que la regién interior surge del vértice interior,
de forma que la configuracién resulta ser 3-rotacionalmente simétrica.

En estas condiciones, la region interior ha de corresponder necesariamente a Ry; en
caso contrario, como las presiones de las tres regiones exteriores coinciden (al estar se-
paradas por radios) y entonces, tales regiones son las de mayor presién (justamente la
de R;), se sigue que la region interior tendrd presion menor o igual que el resto, y por
tanto, se corresponderd con Ry4. Pero entonces, aplicando el Teorema de Gauss-Bonnet
llegamos inmediatamente a contradiccion. Asi, R; es la region interior, lo que implica
que tal region es convexa.

Es inmediato ver que el perimetro de dRy, en virtud de la desigualdad isoperimétrica
clasica, serd mayor o igual que 7t. Por ello, si vemos que cada uno de los lados que parten
de dR; y llegan a 9D tiene longitud mayor o igual que 0,3, el perimetro de la configuracion
serd mayor que cuatro, y por tanto no sera minimizante, segtin el Lema[7.2.1

Sea I, uno de esos lados, y supongamos que su longitud es menor que 0,3. Bajo esta
suposicién, vamos a hacer una estimacién del area encerrada por la regién interior, obte-
niendo un valor estrictamente mayor que 7t/4, lo que resultard contradictorio. Si consi-
deramos el tridngulo equilatero inscrito en dR;, determinado por los vértices interiores,
dicha 4rea se puede descomponer en el drea encerrada por el tridngulo, y el 4rea de las
tres porciones p; restantes.

Se tiene, tras realizar los calculos, que el area del tridngulo equilédtero inscrito es igual

aT:3\fx2,

donde x es la longitud del segmento que une un vértice con el baricentro del tridngulo
(que coincide con el centro del disco, por la simetria existente). Por otro lado, el area
encerrada por una porcién p; se puede calcular explicitamente (por ejemplo, véase [44),
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Prop 2.1]), obteniéndose

2
ap, = 7 (27 —3V3).
Asi, el area de la region interior serd igual a
3 2
ar +3a,, = [x2+31 27 —3v3) > 1,03 > g,

donde se ha usado que x > 0,7, ya que la longitud de I, es menor que 0,3. Por tanto,
se tiene que tal estimacién es contradictoria, con lo que necesariamente la longitud de I,
ha de ser mayor o igual que 0,3. Entonces el perimetro de la configuracién serd mayor o
igual que 7 + 3 (0,3) > 4, lo que nos permite concluir que no puede ser minimizante.

Por tanto, la particién isoperimétrica del disco en cuatro regiones conexas de areas
iguales es la configuracién ()] de la Figura[7.9] Por la continuidad del perfil isoperimétri-
co, se sigue que para areas suficientemente proximas a (77/4, /4, /4, t/4), la configu-
racién minimizante serd del mismo tipo. O

En el caso de dividir el disco en seis regiones, establecemos la siguiente Conjetura.

Conjetura 7.4. La configuracién minimizante que divide el disco en seis regiones de
areas prefijadas viene dada por la configuracién de la Figura

FIGURA 7.10. Particiéon isoperimétrica conjeturada paran = 6
Como antes, pensamos que las configuraciones de la Figura son estables, pero

nuevamente estimaciones hechas con el programa Surface Evolver, considerando areas
iguales, nos indican que no son minimizantes.

@ G0 0

FIGURA 7.11. Otras configuraciones, posiblemente estables, paran = 6



CAPITULO 8

El Problema de la Pompa Plana Maltiple

En este Capitulo nos centraremos en el plano Euclideo R?, y trataremos el proble-
ma isoperimétrico consistente en encontrar la configuracién de curvas planas que de-
termina n regiones de dreas prefijadas, con la menor longitud total posible. Gracias al
Teorema podemos afirmar que existe una solucion a este problema, para cualquier
nuimero de regiones que se considere. Nos referiremos a dicha solucién como configu-
racion minimizante. Ademas, en virtud de la Proposicion [6.2.6] se tiene que cualquier con-
figuracién minimizante serd un grafo plano cuyos lados tienen curvatura geodésica cons-
tante, que se encuentran de tres en tres formando angulos de 120 grados, y verifican la
condicién (6.2).

Esta cuestion ha sido estudiada en espacios euclideos de dimensién mayor. De he-
cho, en el caso tridimensional, este problema modela el comportamiento que siguen las
pompas de jabén, lo que ha hecho que se encuentren en la literatura bastantes trabajos
relacionados con esa temaética, debido, en cierto modo, al interés fisico que suscita (véan-
se [72, § 13], [91]). Por esta razén, en este Capitulo denominaremos pompa plana a cual-
quier configuracién de curvas que determine 7 regiones en el plano de dreas dadas (como
usualmente ocurre al tratar este tipo de problemas).

En este caso, al igual que en el Capitulo[7} la principal dificultad vuelve a residir en el
hecho de que, en una configuracién minimizante C, las correspondientes regiones pue-
den ser disconexas. Ademas, la region exterior de C, esto es, el conjunto complementario
en IR? de la unién de todas las regiones y que denotaremos por Ry, también puede pre-
sentar varias componentes conexas acotadas. A dichas componentes conexas acotadas de
Rg las llamaremos cimaras vacias.

Sin embargo, es razonable creer que las soluciones tendrdn una composicién mds
simple, y que presentardn todas sus regiones conexas (tal y como ocurre cuando consi-
deramos el problema para un tinico valor del area). Por otra parte, resulta intuitivo pen-
sar que si contraemos las cdmaras vacias de una pompa plana hasta que desaparezcan,
el perimetro total decrecerd. Por tanto, la siguiente Conjetura, que aparece en todos los
trabajos relacionados con este problema y que es andloga a la Conjetura|7.1]anterior, debe
ser cierta.

Conjetura 8.1. Una configuracién minimizante para dreas a4y, ..., a, tiene todas sus
regiones conexas, y la region exterior también es conexa.

En el caso de dos y tres regiones, este problema ya ha sido resuelto: J. Foisy y otros
[44], y W. Wichiramala [96] demostraron, respectivamente, que la pompa doble estandar
y la pompa triple estdndar (véase la Figura son las configuraciones minimizantes, y
ambas satisfacen la Conjetura

En nuestro estudio, todavia inacabado, presentamos algunas ideas y resultados que
pueden ayudar a la comprensién y resolucién generales de este problema. Nuestro prin-
cipal logro es la caracterizacion del conjunto de pompas planas estacionarias en términos
de figuras reciprocas. Estos objetos geométricos (introducidos por J. C. Maxwell [66], [67])
consisten, basicamente, en una serie de puntos en el plano (tantos como el nimero de

161
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Doble pompa estdandar Triple pompa estandar
FIGURA 8.1. Las configuraciones minimizantes paran =2y n =3

componentes que tenga la pompa), definidos en relacién a los centros de los lados de la
pompa.

A partir de dicha caracterizacién, nuestro objetivo es encontrar variaciones de una
configuracién estacionaria, mediante variaciones de los puntos de su figura reciproca
asociada. Dichas variaciones permitiran, por ejemplo, discutir el cardcter estable de la
configuracién inicial.

En este esquema, basado en ciertas ideas que aparecen en [77], jugaran un papel im-
portante las presiones introducidas en la Subsecciéon ya que también formaran parte
de las figuras reciprocas asociadas a pompas planas estacionarias.

Previamente a exponer nuestros resultados, mostramos algunos resultados generales
para pompas planas minimizantes, obtenidos en otros trabajos.

8.1. Algunos resultados sobre pompas planas minimizantes

Este problema ha sido tratado en diversos trabajos en los tltimos afios, lo que ha
permitido obtener muchas propiedades que han de satisfacer las configuraciones mi-
nimizantes. En esta Seccién recordaremos principalmente los mas generales, algunos de
ellos analogos a los que aparecen en la Seccién[7.2]

Una primera consecuencia inmediata que se extrae del Teorema es la conexion
de las configuraciones minimizantes.

Lema 8.1.1. Toda configuracién minimizante, vista como un grafo plano, es conexa.

DEMOSTRACION. En caso de que una configuracién minimizante sea disconexa, po-
demos desplazar una de sus componentes hasta que toque de manera tangencial a otra
componente. Dicho movimiento creara una nueva configuracion que seguira siendo mini-
mizante, ya que encerrard las mismas areas y tendré el mismo perimetro. Pero dicha nue-
va configuracién es irregular, porque presenta un vértice donde confluyen cuatro lados,
lo que contradice el Teoremal6.1.1} O

Al igual que en el Capitulo [/, denominaremos m-componente de una regién a una
componente conexa de bordeada por m lados. El siguiente Lema indica que las pompas
planas minimizantes no pueden presentar ninguna 2-componente.

Lema 8.1.2. ([39, Lemma 3.1]) Una configuracién minimizante no puede presentar ninguna

2-componente.

DEMOSTRACION. Dado un vértice donde se encuentren tres lados formando dngu-
los de 120 grados, se puede comprobar que se obtiene una pompa doble plana estdndar
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al prolongar dichos lados [96, Lemma 5.1]. A partir de dicha propiedad se deduce que
los lados adyacentes a cualquier 2-componente pertenecen a un mismo circulo. Por tan-
to, podemos aplicar una rotacion que deslice la 2-componente hasta obtener un contacto
irregular, llegando asi a contradiccion. ]

Lema 8.1.3. ([13, Lemma 6], [96, Prop. 2.21]) En una configuracion minimizante, dos
componentes distintas no pueden tener dos lados en comiin.

DEMOSTRACION. Comentamos brevemente la idea de la demostracién, omitiendo
los detalles técnicos. Supongamos que e, e2 son lados comunes a dos componentes dis-
tintas en una configuracién minimizante. Un argumento basado en la técnica de cortar
y pegar, permite construir una nueva configuracion, de igual perimetro y encerrando las
mismas dreas (es fundamental que e; y e, sean lados comunes a ambas componentes para
que se preserven las areas). Esencialmente, dicho argumento produce una reflexién en las
componentes que conectan los lados e; y e, pero provoca que uno de los nuevos lados
sea irregular. O

El siguiente resultado, referente a configuraciones estacionarias, se utilizard mas ade-
lante.

Lema 8.1.4. ([36, Lemma 4.1], [13, Th. 1]) Sea C una pompa plana estacionaria, y sea
I' € R? una curva cerrada que corta tangencialmente a los lados de C, evitando los vértices de C.
Entonces, las curvaturas geodésicas de los curvas de C que son intersecados por I' suman cero.

Remitimos al lector a los trabajos de Bleicher [13] y Devereaux [39], donde se mues-
tran otras propiedades generales que verifican las configuraciones estacionarias y mini-
mizantes, y también al de Wichiramala [96], donde se estudia detalladamente la estruc-
tura que tienen las m-componentes, y las simetrias que éstas presentan.

Nota 8.1.5. El ntimero de lados y de vértices de una configuracién, que sea conexa
vista como grafo plano, que presente regiones conexas y que no tenga cdmaras vacias,
se puede determinar a partir de la caracteristica de Euler [40] § 4-5]. Por la conexion,
podemos considerar la configuracién topolégicamente como un disco plano, por lo que

l=n—e+uo,
donde 7 es el nimero de caras (que son las regiones de nuestra configuracién), e el ntime-

ro de lados y v el nimero de vértices. Como se tiene que cada lado da lugar a dos vértices
diferentes, y de cada vértice salen tres lados distintos, se cumple la relaciéon

3v=2e,
de donde deducimos que
(8.1) e=3n-1), v=2n-1).

Si permitimos que la configuracién tenga regiones disconexas y cdmaras vacias, se puede
obtener de la misma manera el namero de lados y vértices, considerando como caras a
las componentes de las regiones y las caAmaras vacias.

8.2. Resultados principales

Tal y como se ha comentado antes, nuestro principal resultado es la caracterizaciéon de
las configuraciones planas estacionarias, a partir de ciertos objetos de cardcter geométri-
co, que son intrinsecos a las configuraciones: las figuras reciprocas asociadas. Estas fi-
guras reciprocas van a a venir dadas por las presiones de las componentes (determina-
das, en esencia, por las curvaturas geodésicas de los lados), y por una serie de puntos en
el plano, relacionados con los centros de los lados.
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En esta Seccién veremos como asignar a cada pompa plana estacionaria una figu-
ra reciproca particular, que denominaremos figura reciproca estindar, y como recuperar la
pompa a partir de ella. Ademads, estudiaremos bajo qué condiciones una figura reciproca
arbitraria constituye la figura reciproca estdndar de una configuracién estacionaria.

De esta forma, la anterior caracterizacién nos permitiré olvidarnos de las pompas esta-
cionarias, para centrarnos en las figuras reciprocas estandar asociadas. Bajo este enfoque,
nuestro objetivo serd encontrar variaciones de una figura reciproca estdndar a partir de
figuras reciprocas adecuadas, que den lugar a variaciones de la pompa plana original.

Los primeros resultados que pasamos a mostrar van encaminados a justificar que
podemos restringirnos a configuraciones estacionarias cuyos lados sean de curvatura no
nula. Las figuras reciprocas se definen, en general, sobre grafos planos cuyos vértices son
de grado tres, y cuyos lados son arcos circulares. Por ello, necesitaremos asumir que en
nuestras configuraciones, los lados no sean segmentos de recta.

En principio, esto supone una restriccion importante en nuestro estudio; de hecho, las
soluciones de nuestro problema al considerar dos y tres regiones de igual drea presentan
lados rectos. Sin embargo, un razonamiento que involucra a la proyeccion estereografica
va a permitirnos aproximar cualquier pompa plana estacionaria por medio de pompas
estacionarias con lados no rectos, con lo que la anterior restriccién no restard generalidad
a nuestro trabajo.

Realizamos previamente la siguiente definicién, que en cierto sentido generaliza el
concepto de configuracién estacionaria (o pompa estacionaria) a cualquier superficie rie-
manniana.

Definicién 11. Sea M una superficie riemanniana sin borde. Llamaremos configura-
cién regular (o pompa regular) a cualquier grafo en M formado por un ntimero finito de
vértices y lados verificando las siguientes propiedades:

i) todos los lados tienen curvatura geodésica constante,
ii) los lados se encuentran en los vértices, de tres en tres, formando angulos de 120
grados, y
iii) se satisface la condicién (6.2), es decir, la suma ordenada de las curvaturas geodé-
sicas de los tres lados que se encuentran en un vértice arbitrario es igual a cero.

La nocién de pompa regular hace referencia a las configuraciones que satisfacen
las propiedades de regularidad de las configuraciones estacionarias planas (Proposicién
6.2.6). Asi, es claro que toda pompa plana estacionaria es una pompa regular.

Proposicién 8.2.1. Consideremos la proyeccion estereogrifica
m:8>—{N} — R?
con N el polo norte de la esfera euclidea tridimensional. Sea C una pompa plana estacionaria.

Entonces, 7t~ 1(C) es una pompa reqular en S> — { N'}. Reciprocamente, dada C' una pompa
reqular contenida en S*> — { N}, se tiene que 7t(C) es una pompa regular plana.

DEMOSTRACION. Como la proyeccién estereografica es un difeomorfismo conforme
entre S> — {N} y R?, la condicién referente a que los vértices se encuentren formando
angulos de 120 grados se cumplird para 77 1(C) y 71(C’). Ademas, tanto 71 como 77!
preservan el conjunto de curvas con curvatura geodésica constante. Por tanto, basta pro-
bar que dado un vértice de 77~!(C), se satisface la condicién referente a la suma
ordenada de las curvaturas geodésicas. Veamos esto tltimo en ambiente general.
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Sea (M, g) una superficie riemanniana, y sea g’ = ¢* ¢ una métrica conforme, donde
u es una funcién definida en M. Dada una curva arbitraria I' C M, con T, N los campos
tangente y normal unitarios con respecto a la métrica g, la curvatura geodésica kg de T’
con respecto dicha métrica es

ke = ¢(DrT,N).
Por otro lado, denotando por T, N’ los campos tangente y normal unitarios con respecto
a la métrica g, es facil ver que
T'=e™T, N =e*N,

y entonces la curvatura geodésica ko de I con respecto a g’ es

ky =g (DL T',N') = e ¢'(D;T, N).

Para relacionar kg y ko1, hacemos uso de la siguiente propiedad de la conexién de Levi-
Civita [41, Th. 3.6]: dada una métrica arbitraria /1 y tres campos vectoriales diferenciables
X, Y, Z, denotando por D a la conexién de Levi-Civita asociada a h, se tiene que

2h(DxY,Z) =X(h(Y,2)) +Y(h(X,Z)) — Z(h(X,Y))+
h([X,Y],Z) = h([X, Z],Y) = h([Y, Z], X),
donde [, | denota al corchete de Lie. Entonces,
2¢'(DrT,N) =2T(g'(T,N)) = N(g'(T, T)) +g'([T, T], N) = 2¢'([T,N], T)
== N(e*g(T,T)) —2¢* g([T,N], T)
= — N(e®*) —2¢* ¢(DrN, T)
~ N() +2¢% g(DsT, N).

Asi,
1
kg/ = €_3u < — EN(EZL{) + 62” kg),
y por tanto,
e ky = —16_2”N(e2“) +k
8 2 8"
Finalmente, es facil ver que N(e?*) = 2¢?“N(u), con lo que se concluye que
(82) e kg/ = —N(M) + kg.

A partir de la relacién (8.2), se sigue de forma inmediata que fijado un vértice de
m=1(C), las tres curvas que se encuentran en dicho vértice tienen suma de curvaturas
geodésicas igual a cero, ya que la suma de los vectores normales también se anula (al ser
7t una aplicacién conforme). Esto completa la demostracion de la Proposicién. O

A partir de la Proposicién anterior también se deduce el siguiente Corolario.

Corolario 8.2.2. Sea C C R? una pompa plana estacionaria, y sea f : C — C una transfor-
macion de Mobius tal que f(C) N {co} es el conjunto vacio. Entonces f(C) C R? es una pompa
plana regular.

El siguiente Corolario muestra que podemos aproximar cualquier pompa plana esta-
cionaria por pompas regulares con lados de curvatura geodésica no nula. Este resultado
va a permitir que nos restrinjamos a configuraciones sin lados rectos, ya que gracias a esta
aproximacioén, lo que ocurra para tales configuraciones sera extensible a cualquier confi-
guracion general.

Corolario 8.2.3. Sea C C R? una pompa plana estacionaria arbitraria. Entonces existe una
sucesion {C; }iew de pompas regulares sin lados rectos, que converge a C de forma diferenciable.
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DEMOSTRACION. Sea 7t la proyeccion estereogréfica, y C' = 7~ 1(C) € S — {N}. La
idea de la demostracién se basa en hallar pompas regulares en S? proximas a C’, de forma
que sus lados no sean circulos que pasan por el polo norte. A partir de ahi, aplicando la
proyeccién estereogréfica y gracias a la Proposiciéon obtendremos una sucesion de
pompas planas regulares que no presentan segmentos de recta (recuérdese que 7 aplica
las rectas del plano en circulos de la esfera que pasan por N).

Consideremos el conjunto finito de todos los circulos en $% que se obtienen al extender
los lados de la pompa C’. Fijemos un entorno U C 52 de N. Notese que, aunque ningun
lado de C’ pasa por N, las extensiones si que podrian pasar por dicho punto. En cualquier
caso, es posible elegir una sucesién {N; },cn de puntos en U que se aproxime a N, de for-
ma que los puntos N; no pertenezcan a ninguna de las extensiones de los lados. Ademas,
dicha sucesién puede tomarse contenida en el complementario de la unién de las regio-
nes determinadas por C’ (es decir, en el exterior de C’). Fijemos un punto Nj, y rotemos
la esfera hasta que Nj se convierta en el polo norte. Con esta rotacién, C’ tendra lados (y
extensiones) que no pasan por el nuevo polo norte Nj, asi que su proyeccién C; sobre el
plano no presentard lados con curvatura nula. De esta forma surge una sucesion {C; }ien
que tiende a C (ya que N; tiende a N) de forma diferenciable. l

Nota 8.2.4. En la anterior demostracién, los puntos N; han de tomarse necesariamente
en el exterior de C’, para que al aplicar la proyeccion estereogréfica y obtener la sucesion
de pompas planas C;, ninguna componente de estas pompas pase a estar no acotada.

El siguiente resultado muestra que, dada una pompa plana estacionaria, si en un
vértice se encuentran tres lados circulares, se satisface una interesante propiedad referida
a los centros de dichos lados, gracias a las condiciones de regularidad.

Lema 8.2.5. Sea C una pompa plana estacionaria, y sea z un vértice arbitrario de C donde se
encuentran tres lados circulares. Entonces, los tres lados tienen sus centros alineados.

DEMOSTRACION. Denotemos por Cj;, Cit, Cki a los tres lados circulares que se en-
cuentran en z. Como C es estacionaria, se verificara la condicién (6.2), esto es,

hij + hjx + by = 0,
y ademads, se cumplird la condicién de la Nota evaluada en el vértice z, por lo
que
Nij + N]‘k + Ni; = 0.
Veamos que esas dos condiciones implican que los centros de los arcos estan alineados.
Sea c;; el centro del lado C;;. Entonces

r

Cij = Zijk + i Nij,

de donde
Nij = hij (cij — zijx)-
Asi, a partir de (6.9), se sigue que
hij (cij — zijk) + hjk (cjk — zije) + i (cki — zijk) = 0.

Sea ahora x € R%. A partir de la anterior expresi6n se tiene que

hij (cij — x) + hij (x — zjje) + hji (cje — x)+

ik (x = zijk) + hyi (ki — x) + Iy (x — zi%) = 0.
Sacando factor comun,

hij (cij — x) + hjx (cjk — x) + hxi (cxi — x) + (hij + hjx + i) (x — zij) = 0.
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Finalmente, a la vista de (6.2), concluimos que
(8.3) hi]' (Ci]' — x) + hjk (Cjk — X) + hy; (Cki — x) =0.

De ahi ya se deduce, sin méds que hacer x = 0 y teniendo en cuenta que todas las cur-
vaturas geodésicas son no nulas y que satisfacen (6.2), que los centros cjj, cjk, ck; estan
alineados. O

El anterior Lema se puede refinar, para ver en qué orden exacto se encuentran alinea-
dos los centros de los lados circulares asociados a un vértice de una pompa estacionaria,
en funcioén de las presiones.

Corolario 8.2.6. Sea z;j un vértice de una pompa estacionaria, con p; < p; < py. Entonces,
existe una linea recta en la que los centros cjj, cyi, cjx de los lados circulares que se encuentran en
Zijk, se hallan alineados en ese orden.

DEMOSTRACION. A partir de la condicién (8.3), se tiene que
(pi — pj) cij + (pj — px) ¢k + (P — pi) cki = 0.

Intercalando el sumando pj en el primer factor, se llega a

(pi — pi) cij + (px — pj) ik + (pj — i) cjx + (px — pi) ki = 0,

<pk P1> (cij = cxi) = cij — Cjk.
Pk — Pj

Como pi — pi > pkx — pj, el cociente de la anterior igualdad resulta estrictamente mayor
que uno. Entonces, si consideramos los vectores c;j — ¢k, ¢jj — jx de R?, se concluye que
el orden de los centros debe ser el anunciado. ]

de donde

8.2.1. Figuras reciprocas. Pasamos a introducir ahora la nocién de figura reciproca
de una pompa plana estacionaria. En virtud de los resultados anteriores, supondremos a
partir de este instante que dichas pompas tienen todos sus lados circulares.

La idea de asignar a cada pompa plana una figura reciproca surge a partir de un
trabajo de C. Moukarzel [77], en el que, desde un punto de vista fisico, se estudian las
propiedades de las configuraciones planas estacionarias. Una de estas propiedades es
que toda pompa plana estacionaria admite una de estas figuras reciprocas, que en esencia
ponen en correspondencia las componentes de la pompa con puntos del plano. Por ello,
a partir de este momento, se tendréd el cuenta el niimero de componentes (y no de regiones)
que posea una pompa, incluyendo a la region exterior y a sus posibles cdmaras vacias.

Definicién 12. Sea C una pompa plana estacionaria compuesta por n componentes
acotadas, tal que todos sus lados son arcos de circunferencia. Una figura reciproca asocia-
da a C es un par (p;,x;), con p; € R, x; € R?, i = 0,...,n, verificando las siguientes
condiciones:

i) p; esla presién asociada a la componente S;, y
ii) paratodolado Cjj de C, los puntos ¢jj, x;, x; estdn alineados, donde ¢;; es el centro
de CZJ
Nota 8.2.7. Destacamos que, en general, los puntos x; de una figura reciproca no

tienen que pertenecer a las componentes S; de la pompa considerada.

Nota 8.2.8. Tal y como se indica en [77], el concepto de figura reciproca es mas gene-
ral, y puede definirse sobre particiones circulares planas, esto es, grafos planos trivalentes
con todos los lados circulares.
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Asi, una figura reciproca asociada a una pompa estacionaria consta de las presiones
asociadas a cada componente, y de una serie de puntos del plano (tantos como compo-
nentes) satisfaciendo cierta propiedad de alineacién con los centros de los lados de la
pompa. La existencia de figuras reciprocas para una pompa plana estacionaria se detalla
en la siguiente Subseccién[8.2.2]

8.2.2. Figura reciproca estindar asociada a una pompa plana estacionaria. En [77,
Section IV] viene demostrada la existencia de figuras reciprocas asociadas a pompas pla-
nas estacionarias. De hecho, ahi se detalla la construccién de lo que nosotros llamaremos
figura reciproca estdndar. Procedemos ahora a describir dicha construccion.

Fijemos una pompa plana estacionaria. El primer paso consiste en fijar un punto x y
una presion pg correspondientes a una componente Sy (normalmente, dicha componente
suele ser la componente no acotada de la region exterior Ry). Esta eleccién es totalmente
arbitraria, por lo que, por simplicidad, se podria tomar como x al origen de R?, y pg = 0.

Recuérdese que, fijada una presion, las curvaturas geodésicas de los lados de la pom-
pa determinan univocamente el resto de presiones (tal y como se indicé en la Subsec-
cién. Asf, s6lo nos falta indicar como se obtienen los puntos x; restantes. El proceso
es el siguiente:

Consideremos una componente S; adyacente a S, y sea Cp; el lado que las separa.
Por la propia definiciéon de figura reciproca, el punto x; debe ser elegido sobre la linea
recta que pasa por Xg y por co1, que el es centro del lado C.

A partir de ahi, el resto de los puntos se determinardn a partir de intersecciones de
rectas. Para una componente S, adyacente a Sp y a S, con lados comunes Cpp, Cyp res-
pectivamente, el punto x; ha de estar simultdneamente en dos rectas distintas, la que
pasa por xg y co2, Y la que pasa por x1 y c12. En caso de que dichas rectas sean paralelas,
cosa que en principio, podria ocurrir, habria que reiniciar el proceso, ya que la eleccién
realizada para x; no es adecuada (de hecho, es suficiente tomar x; de forma que la recta
determinada por x; y c12 tenga una direccién distinta a la del vector X co). Reiterando
este proceso, iremos obteniendo todos los puntos de la figura reciproca.

Sin embargo, esta construccién presenta algunos problemas a primera vista. A priori,
no esta claro que al final, los puntos hallados acaben satisfaciendo todas las condiciones
de alineacién necesarias. Ademads, podria ocurrir, a lo largo de este procedimiento, que se
obtuvieran dos puntos distintos para una misma componente. Cualquiera de estas cosas
haria que nuestra construccion no fuera correcta.

Afortunadamente, ninguno de esos dos contratiempos ocurre en realidad. Pasemos a
comprobarlo, expresando de forma rigurosa el proceso descrito anteriormente mediante
un sistema de ecuaciones (cuyas incégnitas son los puntos de la figura reciproca), que
tendré solucién tnica.

Sea C una pompa plana estacionaria, con todos sus lados con curvatura geodésica no
nula. Centrémonos inicialmente en una n-componente Sy bordeada por n componentes
distintas S;, coni = 1...,n, y hallemos los puntos de la figura reciproca correspondien-
tes a dichas componentes. Podemos suponer, sin perder generalidad en virtud de la Nota
que las presiones p; de las componentes S; son no nulas, parai = 1,...,n (la pre-
sion asociada a la componente Sy si podria, en principio, ser igual a cero). Ordenaremos
las componentes de forma que S; sea adyacente a S;1, parai =1,...,n—1.

Nota. Gracias al Lema dada cualquier pompa estacionaria, es posible elegir una
componente Sy en las condiciones anteriores. Destacamos que alguna de las componentes
Si que bordean a Sy podria coincidir con la regién exterior Ro.
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Fijemos xo € R? como punto de la figura recfproca correspondiente a Sy. Veamos
qué ecuaciones han de satisfacer el resto de puntos x;, parai =1,...,n.

Para cada lado Cy;, coni = 1,...,n, tocando a la regioén exterior Ry, la alineacién de
X0, X; y el centro cy; del lado Cy; implica que se debe satisfacer

(8.4) x; — xo = A; (coi — X0),
con A; € R.
Para cada lado Ciig1y, i = 1,...,m, la alineacién de los puntos x;, x;11 y el centro
Ci(i+1) de Cj(i11) implica que
(8.5) Xip1 — Xi = Bj (Ci(iy1) — Xi),

con B; € R. Veamos que a partir del sistema definido por las ecuaciones (8.4) y (8.5), es
posible determinar los puntos x;.

Nota . Por la propia construccion, se sigue que el indice n + 1 se correspondera con el
indice 1, cada vez que aparezca en los centros, presiones y curvaturas de la configuracién.

A partir de (8.4), tenemos que
(8.6) xi =A; (coi — Xo) + Xo,

Xit1 =Ait1 (Co(it1) — X0) + o
Sustituyendo en (8.5), se sigue que
Ait (co(iv1) — Xo) — Ai (coi — x0) = Bi (ci(i1) — Ai (coi — x0) — Xo0)

Bi (ci(i+1) — X0) — Bi Ai (coi — x0),

de donde
(8.7) — A1 (coit1) — X0) + Ai (coi — x0) (1 = B;) + Bi (cj(i+1) — X0) =0,
que es una expresion que sélo involucra a los coeficientes A;, B;.

Por otro lado, considerando la expresién (8.3) asociada al vértice zy;(;11), haciendo
X = xp se tiene que

(8.8) — hois1) (Cofit1) — Xo) + hoi (coi — Xo0) + hiit1) (Cigipr) — %0) = 0.
Obsérvese que si encontrasemos valores y; € R no nulos, para i,...,n — 1, que sa-
tisfagan
Moy hoi MGy "
—Aiy1 Ai(1-B)) B; v
entonces los valores de A; y B; que se obtienen a partir de verificardn la ecuacién

(8.7), en virtud de la igualdad (8.8). Pasemos pues a encontrar dichos valores y;, a partir
del sistema definido por (8.9), que explicitamente vendra dado por

(8.9)

hO(i+1) = ,uiAi-H
(8.10) hoi = piAi (1 — B;)
hz’(i+1) = WiB;
Se tendra que
hoi = piAi (1 — Bi) = wiAi — wiAiBi = wiAi — by 1) A
ho;

Hi—1

= Ai(pi — hi(i1)) = (i = higi1)),
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de donde
Hi — hiig)
Hi—1 ’

1=

y equivalentemente
Hi = pio1 + Ry = pio1 + (i — piv1)-
De esta forma, fijado 1, se obtienen el resto de valores yi; de forma recurrente. Asi, por

ejemplo, tomando y; = —pp, se sigue que y2 = —p3, y en general,
(8.11) Ui=—pix1, i=1,...,n—1
Para dichos valores, se tiene que
A= hoi _ pi—po
—Pi Pi
g~ MG+ _ piv1 —pi
i= = .
—Pi+1 Pi+1

Finalmente, volviendo a las ecuaciones (8.4), (8.5), se tiene

(.12) 5=+ PP (o,

1
(i1 =pi)
Pi+1
expresiones que determinan los puntos de la figura reciproca.

Xiy1 = X + i(i+1) — Xi),

Nota 8.2.9. A partir de (8.12), se pueden obtener las siguientes expresiones equiva-
lentes:

(8.13) pixi — poxo = (pi — po) Coi,
Pit1 Xiv1 — PiXi = (Pit1 — Pi) Ci(ig1)-
Nota 8.2.10. Al explicar la idea de la construccién al inicio de esta Subseccién, co-

mentdbamos que en un primer paso se elegia el punto x; sobre la recta determinada por
X0y co1. Dicho grado de libertad se corresponde con la eleccién realizada para el valor ;.

Nota 8.2.11. Destacamos que el punto x; satisface la condicién de alineamiento con
xy, y el centro c1,. Esto se deduce de (8.6), una vez se compruebe que x,1, que se obtiene
a partir de x, y en realidad corresponde a la componente Sy, coincide con x1, 0 equivalen-
temente si el coeficiente A, coincide con A;. A la vista de (8.10), eso es equivalente a
que p1 = py41. Teniendo en cuenta (8.11)), esta tltima condicién se cumple en virtud del
Lema Asi, esta construccion se cierra de forma correcta.

Una vez obtenidos x1, ..., x,, el resto de puntos de la figura reciproca asociada a la
pompa C se obtienen extendiendo este proceso a las componentes adyacentesa Sy, .. ., Sy.
Dicho proceso estara bien definido siempre y cuando el punto asignado a una componen-
te no dependa de la componente adyacente que se considere para determinarlo. Esto es,
hemos de comprobar que, a partir de (8.12), a una misma componente no se le llega a
asignar dos puntos distintos. Veamos que eso es consecuencia, una vez mas, de la condi-
cién asociada a cada vértice de una pompa estacionaria.

Sea z;j; un vértice asociado a componentes S;, S;, S, y sean x;, x; puntos de la figura
reciproca correspondientes a S;, S;. A partir de (8.12), podemos determinar el punto x
usando el lado C, llegando a

L — D
Xk = X+ M(Cik - X;),
Pk
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o por otro lado, podemos usar el lado Cj, obteniendo

N (px — pj) (c

A Pk

k= X))
Ambas expresiones coincidiran si

(8.14) (xi — xj) + (pkp_k ) (cik — xi) — (Pkp_k 7) (

Operando, se llega a que la condicién (8.14) es equivalente a que
(8.15) hyi ci + h]'k Cik + (p, Xi — pj x]) =0.
Considerando el lado Cjj, y usando de nuevo (8.12), se llega a (8.15) es equivalente a que

C]'k - X]) =0.

piXi — pjXj = hijcij,
que se satisface trivialmente en virtud de la condicién (8.3). Por tanto, tal y como se desea-
ba, la definicién de los puntos de la figura reciproca es independiente de las componentes
adyacentes que se vayan considerando a lo largo del proceso, por lo que nuestra cons-
truccion de la figura reciproca estindar esta bien definida.

Nota 8.2.12. Consideremos un vértice Zijk de una pompa estacionaria C, y sean x;, Xj,
X, los puntos correspondientes a la figura reciproca estdndar de C. Entonces, esos tres
puntos no se hallan alineados. Esto es consecuencia de lo que se ha visto anteriormente:
el sistema que determina los puntos de la figura reciproca estdndar tiene una tinica so-
lucién, una vez determinados los dos primeros puntos. Fijados éstos, el resto de puntos
quedan definidos univocamente por las intersecciones apropiadas.

Si x;, xj, X estuvieran sobre una misma linea /, entonces los centros de los arcos c;j, cjk, ¢k
también se encontrarian en /. En tal caso, se puede comprobar que el punto x; no estarfa
definido de forma tinica, ya que seria posible elegirlo tomando cualquier punto de /.

Nota 8.%.13. U{l&l consecuencia de 'la Nota 8.2.12| anterior es que, dado un vértice z;j;
en una configuracién estacionaria, se tiene que

pi(pj — p)xi + pj(px — pi)x; + pi(pi — pj)xx # 0.
En caso de que se tuviera igualdad a cero, deduciriamos inmediatamente la alineacién de
los puntos x;, xj, xi.

8.2.3. Condiciones para obtener una pompa plana estacionaria. En la Subseccién
anterior, hemos visto que toda pompa plana estacionaria admite una figura recipro-
ca estdndar, compuesta por las presiones de las componentes de la pompa, y por los pun-
tos determinados por las expresiones (8.12).

Nuestro objetivo ahora es analizar el reciproco. Esto es, dados ntimeros reales p; y
puntos x; en el plano, coni = 1,...,n, pretendemos estudiar cuando se puede construir
una pompa plana estacionaria, con una estructura concreta, a partir del par (p;, x;), de
forma que tenga a dicho par como figura reciproca estandar asociada.

Veremos que si un par (p;, x;) satisface ciertas condiciones, serd posible obtener una
pompa plana estacionaria con una disposicién inicial (que nos dira qué vértices y qué la-
dos conforman la pompa), con (p;, x;) como figura reciproca estandar asociada.

Para la determinacién de una pompa plana que admita figura reciproca, los lados
serdn arcos circulares. Por tanto, solamente necesitamos conocer los centros y radios de
los distintos lados de la configuracién. Una vez conocidos éstos, la pompa plana estard to-
talmente definida. El computo de los radios es inmediato, ya que son los inversos (po-
sitivos) de las curvaturas geodésicas, que se pueden obtener a partir de las presiones. En



172 8. EL PROBLEMA DE LA POMPA PLANA MULTIPLE

cuanto a los centros, como pretendemos que el par original constituya una figura recipro-
ca estdndar de la correspondiente pompa, se determinardn a partir de las expresiones
(8.12), o equivalentemente, por medio de (8.13).

El calculo de los centros y los radios se realizara teniendo en cuenta qué lados forman
la pompa plana que estamos considerando. Ese dato nos lo proporcionard la estructura
inicial que consideremos. Nétese, por ejemplo, que dadas dos presiones p;, p; cualesquie-
ra, se podria considerar un valor p; — p; que no tuviera sentido, porque no exista un lado
separando las correspondientes componentes. Igualmente, sélo serd necesario aplicar las
expresiones para los centros de los lados que indique la estructura inicial.

En general, la particion circular obtenida a partir de estos centros y radios, no verifi-
card las condiciones de regularidad de las pompas estacionarias; siendo més precisos, la
condicién de que los lados se encuentren en los vértices formando dngulos de 120 gra-
dos no se obtiene al considerar un par inicial arbitrario. El andlisis de dicha propiedad
serd el que determine la condicién que ha de cumplir dicho par, para obtener realmente
una pompa satisfaciendo las condiciones de regularidad. Detallemos ahora este proceso.

Fijemos inicialmente py € R, xg € R?, y sean pj,..., p, naumeros reales no nulos, y
X1,..., X, puntos del plano. Sea también una configuracién plana, que nos sirva de estruc-
tura para saber qué lados C;; vamos considerar durante todo este proceso. Supondremos
ademds que p; # pj, siempre que el lado C;; tenga sentido segtin la estructura inicial.

A partir del par (p;, x;), i =1,...,n, definimos los radios

1
(8.16) rij = —— >0,
7 pi = pil
y, a partir de las expresiones dadas en (8.12), definimos los centros por
(817) Coi = Xo + r)iii;J()(xi — X()),
Pj pi
Cii = X; + Xi—Xxi) =x;+ Xi — Xj),
T A U A

para los lados que tengan sentido.

A partir de los centros ¢;; y los radios ;;, podemos considerar la configuracién circular
que determinan, a la que denotaremos por C. Estamos interesados en saber qué hipdtesis
se han de cumplir para que dicha configuraciéon sea una pompa estacionaria.

Recuérdese que en el Lema se vio que, dado un vértice de una pompa plana
estacionaria, los centros de los lados que se encuentran en dicho vértice estan alineados.
Comprobemos en primer lugar que este hecho se cumple, segin las definiciones (8.17)
anteriores.

Lema 8.2.14. Dados po,...,pn € R, xo,..., x5 € R?, consideremos la configuracion circu-
lar C que se determina a partir de las definiciones v anteriores, segtin una estructura
inicial. Sea Zjjk Un vértice de C. Entonces, los centros Cijs Ciks Cki de los lados que se encuentran en
zjjk estdn alineados.

DEMOSTRACION. Segtn las definiciones (8.17), el centro c;; satisfara que
(pj = pi) cij = (pj — pi) xi + pj (% — xi) = pj xj — pixi.
Considerando las igualdades andlogas para cj, cy;, y sumandolas, se llega a
(8.18) (pj — pi) cij + (px — pj) cix + (pi — px) cxi = O,

de donde se deduce que c;j, cjk, cx; estan alineados. [
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Obtengamos ahora la condicién analitica que ha de verificar un par (p;, x;) para que
la configuracion circular asociada C, construida a partir de y (8.17), sea una pompa
plana estacionaria. A la vista de la construccién realizada, basta centrarse en los vértices
de la configuracion, e imponer que los tres lados que se encuentran en cada uno de ellos,
lo hagan formando dngulos de 120 grados.

Sea z;j un vértice, y sean cjj, Cj, ¢x; los centros de los tres arcos, de radios 7;j, 7,
ki, que se encuentran en z;j. A partir del Lema podemos suponer sin pérdida de
generalidad que los centros se hallan alineados segun el orden c;j, ¢y, cjk, con p; < px
(si fuera necesario, reordénense los indices). Entonces, a partir de y siguiendo las
mismas ideas que en las demostraciones del Lema(8.2.5y del Corolario (8.2.6), se llegard a

0 < m < 1,
Px — Ppi
de donde se sigue que p; < p; < pi-
Como deseamos imponer que los lados se encuentren de dos en dos formando dngulos

de 120 grados, es facil ver que entonces los segmentos que unen dos centros consecutivos
con el vértice han de formar dngulos de 60 grados (véase [3, Prop. 3.1]). Es decir,

- los segmentos ¢;; Z;jx y Cx; Zijx forman un éngulo de 60 grados, y
- los segmentos ¢y; Zjjx y Cjk Zijk forman un dngulo de 60 grados,

y en consecuencia, ¢j; Zjjx y Cjk Z;jk formaran un dngulo de 120 grados. Notese que la longi-
tud de cada uno de estos segmentos es el radio del correspondiente arco circular. Gracias
a ello, es posible calcular las distancias entre los distintos centros para que se cumpla la
condicién deseada.

Lema 8.2.15. ([3] Prop. 3.1]) Dada una configuracion circular construida a partir de un
par (pi, xi), i = 1,...,n, segtin las definiciones (8.16)), (8.17), se tiene que los arcos asociados a
un vértice z;j de centros cij, Cjx, Cxi Y radios rij,rjk, rx;, respectivamente, se encuentran formando
dngulos de 120 grados si y sélo si,

(8.19) & (cij cxi) = 155 + 1 — Tij s

2 2 2
d (Cki/ Cjk) =Ty + T]-k — Tiki rjk-

DEMOSTRACION. Es consecuencia del Teorema del Coseno, aplicado a los tridngulos
cuyos vértices son cada par de centros consecutivos y z;j. O

Nota 8.2.16. La primera igualdad del Lema es la que asegura que los arcos
de centros c;; y c; forman angulos de 120 grados, y la segunda igualdad garantiza que
ocurre lo mismo con los lados de centros cy; y cjx. Como consecuencia de ambas, se sigue
que los lados de centros c;; y cjx también se cortardn formando idéntico angulo.

El Lema nos proporciona las condiciones necesarias y suficientes para que, a
partir de un par (p;, x;), obtengamos una pompa estacionaria, de forma que dicho par
sea una figura reciproca estdndar asociada. Tales condiciones vienen expresadas
en términos de los centros y los radios de los correspondientes arcos circulares. Pasamos
ahora a expresarlas explicitamente en funcién de los elementos que conforman el par.

Por un lado, a partir de (8.17), se tiene inmediatamente que
d(cij, cki) = |eij — cil
_ | pilpj — po)xi + pi(px — pi)x; + pr(pi — pj)x
(pi —pi)(px — pi)
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Por otro lado, como p; < p; < pi en nuestra situacion, se tiene que
1 1
;o Tk = ’
Pj — Pi Pk — Pi

T’i]‘ =

PP+ PE PR PiPj— PiPk— PP
(pj = pi)*(pk — pi)?
Por tanto, las expresiones (8.19) del Lema8.2.15[son equivalentes a que

2 2 _
rij + rki — 1’1']' T =

pi(pj — pi)xi + pi(px — pi)xj + pe(pi — pj) x|
= p} P} + Pk~ Pipj — PiPx— Pj Pro

o equivalentemente,

(820)  |pi(p; — pr)xi + pi(pe — pi)xj + pe(pi — pi)xil?
- (P?+P?+P%—Pin—PiPk—Pij) =0.

Nota 8.2.17. La condicién (8.20) surge al considerar la primera igualdad del Lema
8.2.15| que se refiere a un vértice fijo. Si considerasemos la segunda igualdad, obtendriamos
la misma condicién, (obsérvese que (8.20) es una expresién simétrica con respecto a los
indices).

La expresion (8.20) nos da la condicion analitica que nos va a permitir saber cuando
un par (p;, x;) dalugar a una pompa plana estacionaria, que ademads tenga a dicho par co-
mo figura reciproca estdndar asociada. Si dicha condicién se satisface en todos los vértices
de la configuracién considerada (la estructura inicial de la pompa nos dird qué vértices
hay que tener en cuenta), entonces a partir de (p;, x;), y de los centros y radios definidos
por (8.16), (8.17), se acabara obteniendo lo deseado.

Resumimos en el siguiente Lema la conclusién extraida de los argumentos de esta

Subseccién

Lema 8.2.18. Dados py,...,pn € R, xo,..., %, € R?, y una estructura inicial, se obtiene
una pompa plana estacionaria C a partir de las definiciones v (8:17), con figura reciproca
estdndar asociada justamente el par inicial (p;, x;), si y sélo si se verifica la condicion en
todo vértice de C.

Nota 8.2.19. Es rutinario comprobar que se tiene la siguiente igualdad, referida al
primer sumando de (8.20):

pi(pj — pi)xi + pj(pe — pi)x; + pi(pi — pj) %
= pipj(xi — X)) + pjpe(xj — xi) + pipi(xi — Xi),
y esta otra igualdad referida al segundo sumando de (8.20):

1
pitp Pk i pipk—pipe= 5 ((pi = p)* + (pj = po)* + (pic — pi)).

8.2.4. Aplicacién de estructura asociada a una pompa estacionaria. Nuestra inten-
cién ahora es utilizar herramientas analiticas que nos permitan estudiar, de forma global,
si un par arbitrario (g,y) satisface la condicién (8.20) en todos los vértices de la configu-
racion que estemos considerando. Para ello, vamos a definir una aplicacién, que llama-
remos aplicacion de estructura, que nos permita tratar dicha cuestiéon desde un punto de
vista funcional. Detallemos dicha aplicacién, indicando algunas de sus propiedades més
interesantes.
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Sea C una pompa plana estacionaria, compuesta por n componentes acotadas. Por
tanto, teniendo en cuenta la Nota C tendrd 3(n — 1) lados y 2(n — 1) vértices, que
consideraremos ordenados a lo largo de este momento. Fijemos py € Ry xo € R?, y sea
(p, x) la figura reciproca estandar asociada a C, con

p:(Plz---;Pn), x:(X1,...,xn),
Definicién 13. La aplicacion de estructura asociada a la pompa plana estacionaria C
es la aplicaciéon
F:R" x (R?)" — R2("1)

definida de la siguiente manera: para g = (q1,...,q1) € R, y = (y1,...,yn) € (R?)",
definimos

F(q,y) = (Fix(9,Y))z0
donde cada funcién coordenada F;j; de F se refiere a un vértice z;jx de C, y viene dada por

Fi(4,y) = |gij(a, ) > — fi (),
siendo

(0, y) = 9i(q; — 9 yi + 9;(q% — 90)y; + 9c(qi — 9;)yx € R?,

fi(q) = pr+pF+pi —pipj — pivk— PPk € R.

Es claro, teniendo en cuenta la condicién (8.20), que F(p,x) = 0. Ademads, por la
propia definicion realizada, se sigue que los pares

(7,y) € R" x (R?)" tales que F(q,y) =0,

dardn lugar a pompas estacionarias, tomando como radios y centros de los lados circu-
lares los determinados por (8.16) y (8.17). Ademads, dada una de estas pompas, su figura
reciproca estandar asociada serd justamente el par (g,y) del que proviene.

La anterior es la principal propiedad de la aplicacién de estructura: los elementos que
la anulan son justamente figuras reciprocas estandar asociadas a pompas planas estacio-
narias. Este hecho, tal y como veremos mds adelante, es clave en el esquema de nuestro
estudio, ya que nos va a servir de conexién entre el Andlisis Funcional y la biisqueda de
variaciones de pompas estacionarias por pompas estacionarias.

Describimos ahora algunas propiedades que verifica la aplicacién de estructura aso-
ciada a una pompa estacionaria. El primer resultado, que es inmediato a la vista de su de-
finicién, pone de manifiesto que estamos en condiciones de aplicar todas las herramientas
analiticas para funciones entre espacios euclideos.

Lema 8.2.20. La aplicacién de estructura F asociada a una pompa estacionaria es una funcion
analitica entre espacios euclideos.

Denotemos ahora por D, F a la diferencial de F con respecto a la segunda coordenada
y € (R?)", manteniendo fija la primera coordenada g € R" (méas adelante detallaremos
las razones de esta consideracién). En tal caso, dicha diferencial puede verse como una
aplicacion lineal entre los siguientes espacios:

D,F : (R?)" — R,

Veamos en primer lugar qué condiciones han de satisfacer los elementos del ntcleo de
D, F, y comprobemos también que dicho ntcleo tiene, al menos, dimension tres.
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Lema 8.2.21. Sea C una pompa estacionaria, y sea (q,y) € R" x (IR?)". Entonces se tiene
que e € (R?)" es un elemento del niicleo de DoF(q,y) si y sélo si

<gijk(q/y)/8ijk(q,e)> =0,
para todo z;j. vértice de C.

DEMOSTRACION. Sean ¢ = (q1,...,qn), ¥ = (Y1,---,Yu), e = (e1,...,en) € (R*)".
Sea A la matriz jacobiana de F con respecto a la segunda coordenada, en el punto (g,y),
cuyas filas se corresponderan con los vértices de C. Entonces, la imagen por D>F(q,y) del
vector e vendrd dada por el producto de la matriz A y el vector e. Fijemos un vértice z;j
de C, y estudiemos la coordenada de dicho producto correspondiente a z;jy.

La fila de la matriz A correspondiente a z;j puede identificarse con

3F;j 9F;j
ij 1] 2\n
<ax1 @) 5 <q,y)) e (R)"

Asi, la coordenada referida del producto A e serd igual a

JF;
(8:21) ). < 8x]rk (w),er> .

r=1,..n

Notese que parar ¢ {i, ], k}, se tiene que
aFi]'k
axr (q/ y) - 0/

mientras que, por ejemplo,
fj(q,y) =2pi(pj = p) i(4, y)-
Entonces, serd igual a
(2pi (p; = ) i@, y) i) + (2p; (px — pi) Qi (9,Y) ¢5)
+ 2 pk (pi = p)j) 8ie(a,y), i)
= 2(gijik(q,y), ijk(q.€)) -

De ahi se deduce claramente que e € KerD>F(q,y) siy sélo si gijx(q,y) y &iik(q,€) son
vectores ortogonales, para todo vértice zjj. O

Para el siguiente resultado, que muestra que el nticleo de la diferencial contiene ele-
mentos no triviales, denotaremos por R : R? — IR? a cualquier rotacién del plano, que es
una isometria 0 movimiento rigido de R?.

Lema 8.2.22. Sea C una pompa estacionaria y (q,y) € R? x (IR?)". Entonces,

i) el vector (v,...,v) € (R?)" es un elemento de KerDyF(q,y), para todo v € R?, y
ii) el vector (R(y1),...,R(yn)) € (R?)" es un elemento de KerDoF(q,y).

DEMOSTRACION. Comprobemos que en ambos casos se satisface la condicién indi-
cada en el Lema[8.2.21]
i) Tomemos un vector v € R? cualquiera y seae = (v,...,v) € (R?)". Como
8ijk(q,¢) = qi(9j — q1)v +4;(qx — 4:)0 + qe(q; — 4)
= (9:(qj — q) + q;(ax — 9:) + q(qi — q;))0 =0,
se sigue claramente que g;;x(q, ¢) es ortogonal a g;ix(q, ), por lo que e € KerD,F(q,y).
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ii) Denotemos ahora por ¢’ al vector (R(y1),...,R(y,)) de (R?)". Entonces
i(q,€) = qi(q; — q) R(x:) + q;(qx — )R (%)) + qx(9; — 9;) R (xx)
= R(qi(q; — qi)xi + q9;(qx — 9:)x; + 9k (9 — 9;)xx) = R(gi(9,y)),
de donde también se deduce que ¢ € KerD>F(q,y). O

Nota 8.2.23. La interpretacion que extraemos del Lema [8.2.22|es que, para presiones
fijas, el nicleo de la diferencial

D,F : (IRZ)n _ ]RZ(n—l),

en cualquier elemento de R" x (R?)", tiene dimensién mayor o igual que tres.

Existen ciertas configuraciones estacionarias para las que el ntcleo de la diferencial
de la aplicacion de estructura F asociada, calculada sobre su figura reciproca estandar,
tiene justamente dimension tres, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo. En estos
casos, los tinicos elementos que hay en el ntcleo son los indicados en el Lema

Ejemplo 8.1. Consideremos una pompa triple estdndar C, encerrando areas cuales-
quiera. Se tiene que C consta de tres regiones conexas, seis lados y cuatro vértices, que
denotaremos explicitamente por zo12, z023, Z013, Z123-

Tomemos py = 0, xp = (0,0), y sea
F:R®x (R?)® — R*
la aplicacion de estructura asociada a C; sea también (p, x) la figura reciproca estdndar

asociada, con p = (p1,p2,p3) € R3, x = (x1,x2,x3) € (R?)3. Veamos que KerD,F(p, x)
tiene dimension tres.

Fijemos e = (e1,e2,e3) € (R?)%. A partir del Lema e € KerDF(p, x) siy solo si
(8iik(p, %), gijx(p,e)) =0,
para todo z;j vértice. De ahi surgen las siguientes cuatro condiciones:
(x1 —x2,e1 —€2) =0,
(x2—x3,60—e3) =0,
(x3—x1,e3 —e1) =0,

(P1p2(x1 — x2) + papa(x2 — x3) + pap1(x3 — x1),
pip2(er —e2) + papa(ea —e3) + papi(es —e1)) = 0.
Consideremos ahora R/, la rotacién en el plano de angulo 7r/2. Entonces las tres
primeras condiciones pueden expresarse como
(8.22) e1 —ex = A2 Ry /a(x1 — x2),
ey —e3 = A Rya(x2 — x3),
e3 —e1 = M3 Rya(x3 — x1),
siendo A1y, A23, A13 niimeros reales. Sumando dichas expresiones, se tiene que
0 = Ry 2(M2(x1 — x2) + Aoz (x — x3) + A1z(x3 — x1)),

de donde
Aa(x1 — x2) + Aoz (x2 — x3) + Agz(x3 —x1) =0,
o equivalentemente

(8.23) (/\12 — )\13)X1 + ()\23 — /\12)362 + ()\13 — A23)X3 = 0.
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Por la Nota|8.2.12} sabemos que x1, x2, x3 no pueden encontrarse alineados (al ser puntos
de una figura reciproca estdndar). Eso implica que algtn coeficiente en (8.23) ha de ser
nulo, y en consecuencia, se deduce que

M2 = Az = Ass.
Sea A € R el valor comtn de esos tres coeficientes.
Analogamente, la cuarta condicién se puede expresar como
(824) pip2(er —e2) +p2ps(ex—es) + papi(es—er)
= M3 Rn/Z(pl p2 (x1 —x2) + pap3 (X2 — x3) + p3p1 (x3 — xl)),
para cierto A3 € R. Usando (8.22), y teniendo en cuenta el coeficiente A anteriormente
definido, llegamos a
Ap1p2Ryja(x1 — x2) + A pa p3 Reya(x2 — x3) + A p3 p1 R ja (x5 — x1)

= M3 Ry (Pl p2 (x1 — x2) + pap3 (x2 — x3) + p3 p1 (x3 — xl)),

por lo que, a partir de la inyectividad de R /,, concluimos que
Ap1pa (X1 —x2) + Apaps (x2 — X3) + Apa p1 (x3 — x1)

= M2 (Pl p2 (x1 —x2) + pap3 (x2 — x3) + p3 p1 (x3 — xl))-

Como
prp2 (x1 = x2) + paps (x2 = x3) + p3 p1 (33 — x1) = g123(p, X),

en virtud de la Nota[8.2.19) y dicho elemento es no nulo (por la Nota[8.2.13), se tendra que
Aoz = A.

Por tanto, todos los coeficientes que aparecen en (8.22), coinciden. Si todos son
nulos, se tendrad que e; = e, = e3, con lo que los tnicos elementos de KerD,F(p, x) son
los vectores de la forma

(¢,e,e), ¢ cR2
Por otro lado, si dichos coeficientes no son nulos, entonces a partir de se obtiene
que existe un vector ¢” € R? tal que

e = 6// — /\Rn/2<xi), l = 1,2,3,
con lo que los vectores de KerD,F(p, x) seran

(¢",¢",¢") + u(Rrja(x1),Rja(x2), Ruja(x3)), €' €R? p R,
Esto ya nos dice que la dimension de KerDyF(p, x) es igual a tres.

Nota 8.2.24. El mismo razonamiento, de forma trivial, es aplicable a la pompa do-
ble estdndar, obteniéndose el mismo resultado. Ademas, se puede comprobar, de manera
analoga, que las configuraciones estandar para cuatro y cinco regiones también satisfacen
la misma propiedad: el nticleo de la diferencial de la aplicacién de estructura, calculada
en la figura reciproca estdndar asociada, tiene dimension tres.

La siguiente definicién surge a partir de la Nota|8.2.23|y del Ejemplo 8.1} En general,
dada una configuracién estacionaria C y su aplicacién de estructura asociada F, sabemos
que el nicleo de la diferencial

DoF : (R?)" — R~

con respecto a la segunda coordenada (manteniendo fijas las presiones), tiene dimensién
mayor o igual que tres. Destaquemos el hecho de que la dimensién sea justamente igual a
tres, cuando se calcula D> F sobre la figura reciproca estandar asociada a C.
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FIGURA 8.2. Configuraciones estdndar para cuatro y cinco regiones

Definicién 14. Sea C una pompa plana estacionaria y (p, x) su figura reciproca estan-
dar asociada. Diremos que C es rigida si la dimensioén del ntcleo de DyF(p, x) es justa-
mente tres, siendo F la aplicacién de estructura de C.

Una consecuencia interesante que se deduce de la anterior definiciéon es que, dada
una pompa rigida, la diferencial de su aplicacién de estructura, calculada sobre la figura
reciproca estdndar, tiene siempre rango mdximo, igual a 2n — 3, donde n es el nimero
de componentes conexas acotadas de la pompa. Obsérvese que el codominio de dicha
diferencial tiene dimensién 2n — 2.

El Ejemplo8.1)anterior muestra que las configuraciones estdndar para dos, tres, cuatro y
cinco regiones son pompas rigidas.

8.3. Obijetivos de este enfoque

El principal objetivo que perseguimos con este tratamiento del problema de la pompa
plana multiple es encontrar variaciones de una pompa estacionaria por pompas estacio-
narias, a partir de la caracterizacién por figuras reciprocas estdndar. Es decir, dada una
configuracién estacionaria, pretendemos deformar su figura reciproca estandar asociada
adecuadamente, para ir obteniendo pares que satisfagan la condicién en los corres-
pondientes vértices y proporcionen configuraciones estacionarias en cada instante.

De hecho, nos interesa justificar la existencia de variaciones que sélo dependan de
cémo cambian las presiones, de forma que los puntos del plano de cada par se obten-
gan a partir de dichas presiones. Con tales variaciones, el estudio de la estabilidad de
las configuraciones estacionarias podra llevarse a cabo desde un enfoque distinto a los
considerados hasta ahora en este contexto.

8.3.1. Variaciones de la figura reciproca estindar. Empecemos viendo cémo los
elementos del ntcleo de la diferencial de la aplicaciéon de estructura de una pompa es-
tacionaria nos proporcionan variaciones infinitesimales de la figura reciproca estandar
asociada, que satisfacen la condicion en todos los vértices de la pompa inicial.

Sea C una pompa plana estacionaria con n componentes conexas acotadas, y denote-
mos por (p, x) a su figura reciproca estandar asociada, con

p:(Pll---,Pn), x:(X],...,xn).
Sea también F : R” x (R?)" — R?("~1) ]a aplicacién de estructura asociada a C.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que cualquier variacién infinitesimal
del punto x; viene dada por

xi(t) =x;+tv;, teR, v E]Rz.
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Sean x(t) = (x1(t),...,x4(t)), v = (v1,...,v4) € (R?)", y veamos que
F(p,x(t)) =0 siysolosi v & KerDyF(p,x).

En consecuencia, las tinicas direcciones que proporcionaran variaciones de la figura re-
ciproca (manteniendo constantes las presiones) adecuadas a nuestros propésitos, seran
las que constituyen el nticleo de dicha diferencial.

En efecto, sea v € KerDyF(p, x). Dado un vértice z;j de C, es facil comprobar que

Siik(p, x(t)) = Gijk(p, x) +t Qi (p, v).
Recuérdese que g;jx(p, x) es ortogonal a g;jx(p,v) en virtud del Lema [8.2.21] Se sigue
entonces que cuando t tiende a cero, g;j(p, x(t)) serd también ortogonal a g;jx(p, v), con
lo que v € KerDyF(p, x(t)).

Consideremos ahora la aplicacion
t— F(p,x(t)).

Se tiene que

d
g (. x(1)) = DaF(p, x(t))(v) =0,
por lo visto anteriormente.

Por tanto, F(p, x(t)) = 0, para valores de t préximos a cero, con lo que el par (p, x(t))
satisface la condicién (8.20) en todo vértice, y dard lugar a una pompa estacionaria.

Este hecho pone de manifiesto una interpretacion variacional de las pompas rigidas.
Para presiones constantes, los elementos del nticleo de la diferencial de la aplicaciéon de
estructura se reducen justamente a los descritos en el Lema Las variaciones infini-
tesimales que determinan dichos elementos se corresponden con traslaciones y rotaciones
del plano euclideo.

Asi, podemos afirmar que las pompas rigidas son las que, para presiones constantes,
solamente tienen a las traslaciones y a los giros como variaciones infinitesimales estacio-
narias. Si considerdsemos presiones variables, podrian existir otras variaciones de este
tipo para dichas pompas.

8.3.2. Direccién a seguir. Para acabar esta Seccién, indicaremos brevemente las i-
deas en las que estamos trabajando actualmente, continuando el enfoque mostrado en
este Capitulo. Adn nos quedan por resolver algunas cuestiones, que esperamos solventar
en breve, con el fin de aplicar los resultados que se extraigan al estudio, principalmente,
de las configuraciones con regiones disconexas.

Nuestro punto de partida es intentar aplicar el Teorema de la Funcién Implicita a
la aplicacién de estructura, con la idea de obtener variaciones (que sélo dependan de
las presiones) de la figura reciproca estdndar asociada a una pompa estacionaria, por
pares que satisfagan (8.20). Esto nos proporcionaria variaciones de la pompa original por
pompas estacionarias. Veremos que, para llevar esto a cabo, es necesario centrarse en las
pompas rigidas. Ademds, mostraremos unas expresiones particulares para las férmulas
de variacién del drea y de la longitud, en las que sélo intervienen, esencialmente, las
presiones.

Sea C una pompa plana estacionaria, y (p, x) su figura reciproca estandar. Conside-
remos también la aplicacion de estructura asociada a C,

F:R" x (R?)" — R*"1),
Ya hemos visto que F(p,x) = 0.
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Para poder aplicar el Teorema de la Funcién Inversa a F en el punto (p, x), necesi-
tariamos que la diferencial

DyF(p,x) : R" x (]Rz)” ., R2(n-1)

tuviera rango méaximo, es decir, igual a 2n — 2. Sin embargo, eso no se tiene en ningtn
caso ya que, a partir del Lema [8.2.22} se deduce que tal rango serd, a lo sumo, igual a
2n — 3. Este hecho nos obliga a recurrir a un planteamiento alternativo.

En principio, en este punto, parece razonable (y necesario) restringir nuestro estudio al
conjunto de pompas cuya diferencial tiene el mayor rango permitido en este contexto, esto
es, al conjunto de pompas rigidas. En cualquier otro caso, por la propia definicién, el nticleo
de la diferencial tendrd dimensién estrictamente mayor que tres, por lo que el rango
serd estrictamente menor que 2n — 3.

Por otro lado, denotemos por F 1 .. F2=3 F2n-2 4 1as funciones coordenadas de la apli-
cacién de estructura F. Establecemos la siguiente hipétesis.

Hipétesis 1. '
Sea (q,y) € R" x (R?)" tal que F'(q,y) = 0, parai =1,...,2n — 3. Entonces se tiene que

F?"~2(q,y) = 0.

Bajo dicha hipétesis, va a ser posible considerar la aplicaciéon
F:R" x (R*)" — R*?,
definida por las 2n — 3 primeras funciones coordenadas de F,
F=(F,... F2"=%
y usar el Teorema de la Funcién Inversa para obtener las variaciones deseadas.

En efecto; dada una pompa rigida C y su figura reciproca asociada (p, x), sabemos que
la dimensién de KerD,F(p, x) es igual a tres, y por tanto el rango de D>F(p, x) es 2n — 3.
Como la aplicacién F estd formada por las primeras 21 — 3 funciones coordenadas de F,
podemos suponer que el rango de D,F(p, x) es justamente 21 — 3, con lo que estaremos
en condiciones de aplicar el Teorema de la Funcién Inversa a F.

De esta forma, podemos afirmar la existencia de un entorno B C IR" de p, y de una
aplicacién x : B — (IR?)", tales que x(p) = x, y

F(g,x(q)) = 0, para todo g € B.
En virtud de la Hipétesis 1, se sigue que FZ'~2(gq,x(q)) = 0, por lo que se concluye que

F(q,x(q)) =0, g€B.

Es decir, los pares (g, x(q)) satisfacen la condicién (8.20) en todos los vértices de la confi-
guracion, para todo g € B.

Este procedimiento proporciona variaciones de una pompa rigida C por pompas esta-
cionarias, suponiendo que se satisface la Hip6tesis 1. Basta considerar la figura reciproca
estandar (p, x) asociada a C, y modificar las correspondientes presiones. Asi, para cada
q=1(q1,--.,9n) € R" suficientemente préximo a (p1, ..., p»), gracias a la anterior aplica-
cion x, tendremos que (g, x(q)) es un par que satisface la condicion en todo vértice,
y por tanto, a partir de las expresiones (8.16), (8.17), obtendremos una pompa estacionaria
con (q,x(q)) como figura reciproca estandar asociada.

Resumimos lo que acabamos de justificar en el siguiente resultado.
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Teorema 8.3.1. Sea C una pompa plana rigida, y supongamos que se satisface la Hipétesis 1.
Entonces, existen variaciones de C por pompas estacionarias, determinadas en cada instante por
las presiones de las regiones.

La caracteristica principal de dichas variaciones es que dependen tinicamente de las
presiones en cada instante, lo que nos permitird ajustar dichas presiones segin resulte
mas conveniente en cada ocasion.

En el anterior razonamiento se usa de manera fundamental la Hipétesis 1, ya que
en otro caso resulta imposible aplicar el Teorema de la Funcién Inversa. En este contexto,
dicha hipétesis parece razonable por varias razones. En primer lugar, es trivial comprobar
que si una configuraciéon presenta una 2-componente, entonces la Hipétesis 1 se cumple.
Esto es debido a que los dos vértices asociados a dicha componente dan lugar a funciones
coordenadas F!, F2 idénticas.

Por otro lado, una justificaciéon mas general de este hecho es la siguiente: vimos que la
obtencién de los centros de los lados de una pompa, a partir de un par que satisfaga la
condicién (8.20), mediante las expresiones (8.17), queda univocamente determinada usando
la informacién dada por todos los vértices salvo uno. Esto sugiere que si en todos los
vértices de una pompa, excepto en uno de ellos, se verifican las condiciones de regulari-
dad, entonces dichas condiciones se verificaran también en ese tltimo vértice.

De hecho, para alguna configuracién concreta, hemos probado que la Hipétesis 1 se cum-
ple. Por ejemplo, consideremos la pompa triple estdndar, y sean zp12, z013, Z023, Z123 SUS
cuatro vértices. La correspondiente aplicacién de estructura

F:R®x (R?)?® — R*
tendra una funcién coordenada asociada a cada vértice z;j.

Entonces, suponiendo que las funciones coordenadas asociadas a zg12, zp13, Zo23 se anulan
sobre un par, hemos comprobado que la funcién coordenada asociada a z1»3 también se
anula. Para ello, en lugar de trabajar directamente con las expresiones dadas por (8.20),
utilizamos las condiciones equivalentes descritas en el Lema referentes a
distancias entre centros. De esta manera es posible comprobar que, en esta situacién con-
creta, la Hipétesis 1 se cumple. Omitimos los detalles de este caso particular.

En resumen, aunque la Hipétesis 1 ha de ser demostrada en general, en nuestro con-
texto parece bastante razonable suponer que es veridica.

Nota 8.3.2. Para las pompas planas que no son rigidas, resulta necesario encontrar
otros métodos para abordar su estudio. Es de esperar que dichas configuraciones no sean
minimizantes en ninguna situacién, pero dicha afirmacién requiere un analisis mds pro-
fundo.

Concluimos este Capitulo mostrando expresiones particulares para las férmulas de
variacion del drea y del perimetro, donde explicitamente aparecen las presiones de cada
componente, para variaciones por pompas estacionarias. Previamente demostramos el
siguiente resultado, que se usa mas adelante.

Lema 8.3.3. Sea C una pompa plana estacionaria, y consideremos una variacion de C por
pompas estacionarias, con campo variacional asociado X. Entonces, en cada vértice Zijk de C, se
tiene que

Vki (X, Nii) + hii (X, vig) + vk (X, Nij) + b (X, v5) =0,

donde vs, N indican los vector tangente y normal a la curva Cs en Zjjk-
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DEMOSTRACION. Como estamos considerando una variacién por pompas estaciona-
rias, los dngulos se preservaran en todo instante. Asi, <Nki, Nkj> es constante a lo largo de
la deformacién, por lo que

0 = X (Nki, Nij) = (DxNii, Nij) + (DxNyj, Nj) -
Como
DxNyi = =V (X, Nii) — Agj({X, vii) vii),
DxNij = =V (X, Nj) — Axi((X, Nij) vij),
donde A es el endomorfismo de Weingarten de Cs con respecto al normal N, se llega a
que
(8.25) 0 =(V (X, Nii) , Nij) + (Axi({(X, vii) Vki), Nj)
+ (V (X, Nij), Nii) + (A ({(X, vij) vij), N ) -
Analicemos ahora los sumandos que aparecen en (8.25).

Se puede comprobar, de forma similar a un razonamiento que aparece en la No-

ta}6.2.16| que
V3 V3

(Nkj, Vki) Vii = 5 Vkis (Nki, Vij) Vij = > Vki-
Entonces,
V3 V3
(V (X, Nii), Nij) = <V (X, Nii) ;o Vi ) = TVki( (X, Nii) )-

Por otro lado, como Ay ((X, vki) Vki) = hyi (X, Vi) Vki, se tiene que

V3
(Aki((X, vii) vii), Nij) = hyi (X, via) (Vi Nij) = > i (X, vii) -

Anédlogamente, se tendrd que

(V (X, Ngh M) = L2y ((X,Ng)),

(Akj({X,vij) vij), Nii) = \fhkj (X, vig) -

Finalmente, sustituyendo en (8.25), se llega a la igualdad deseada. ]

En el siguiente Lema, omitiremos por simplicidad indicar la dependencia con respec-
to al pardmetro de la variacién considerada.

Lema 8.3.4. Sea C una pompa estacionaria, y consideremos una variacion de C por pompas
estacionarias. Entonces, la derivada del drea encerrada por una componente S; es igual a

- L <(pll)2;t(79i_pj)L(Cij)+(1 Y <X(p),vij(p)>>.

DEMOSTRACION. Sea X el campo variacional, y sea ujj = <X, Nij>. Sabemos que la
derivada del area A; encerrada por S; viene dada por (6.3),

dA;

dt = Z)/C,'juij.

jEI(i
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Por otro lado, como hij = pi — pj, se tiene que

d
g1 (Pi = i) = uij+ (pi = pi)? wij.

De ahi se obtiene, despejando u;; e integrando sobre C;;, que
1 d 1

b= A VLG _i/ A

/Cij ij (Pi_Pj)z dt(pl P]) ( 1]) (Pi_Pj)z ¢ ij

Como

/C,,“Z‘: — ) vi(p)((X,Nyp)),

gl peE)Ci/-
concluimos que
1 d
Y. / wij =y, i—p 2 <dt(Pz‘ —p) L(Cy) + ) vi(p)((X, Nz‘]’>)>-
jel(i) * Ci jei(i) \Pi = Pj peac;
Finalmente, aplicando el Lema se tiene que
Y 2 (XN = )} hi (X(p),vis(p)),
je[(i) PEaC,‘j jEI(i) peE)C,-]-
lo que prueba el resultado. O
Nota 8.3.5. Una demostraciéon andloga a la del Lema prueba que la primera
variacion de la longitud vendréd dada por
1 ( 1 d
5 T (ol - mLen+ T X)) ).
2 z-_;,(..j, (pi — pj) dt AR pezac,, !
jel(i
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CAPITULO 9

El problema isoperimétrico en espacios euclideos con densidad

9.1. Introduccidén

En los ultimos afos, las variedades riemannianas dotadas con una densidad estan
siendo objeto de estudio en diversos trabajos. Un ejemplo de esta situacién, con aplica-
ciones en Probabilidad y Estadistica, viene dado por la densidad gaussiana.

Resaltamos que el hecho de considerar una densidad en la variedad, que pondere el
calculo del volumen y del perimetro, no resulta equivalente a reescalar la métrica, por
lo que la generalizacion de las nociones y resultados de la Geometria Riemanniana a
variedades con densidad constituye una cuestién interesante. Remitimos al lector a los
recientes trabajos de V. Bayle [8], F. Morgan [74] e I. Corwin y otros [35], donde se exponen
los ultimos avances en estos temas.

También es posible estudiar el problema isoperimétrico, en este ambiente més gene-
ral. Por ejemplo, para la densidad gaussiana exp(—7 |x|>) en R" se sabe, gracias a los
trabajos de C. Borell [17], y V. N. Sudakov y B. S. Cirel’son [90] en la década de los setenta,
que los semiespacios son regiones isoperimétricas para cualquier volumen prefijado. En
1982 A. Ehrhard [42] encontré una nueva demostracién de esta propiedad isoperimétrica
de los semiespacios, adaptando las técnicas de simetrizacién a este ambiente gaussiano.
En 1997 S. Bobkov proporcioné una demostracion interesante de la desigualdad isope-
rimétrica gaussiana [15]. Un buen resumen de estos trabajos previos, incluyendo nuevos
avances en este sentido, pueden encontrarse en [85] § 3].

Mas recientemente, S. Bobkov y C. Houdré [16], centrdndose en densidades unimo-
dales con medida total finita en la recta real, lograron calcular explicitamente el perfil
isoperimétrico, determinando ademads algunas de las regiones isoperimétricas. En 2003
M. Gromov [48] estudi6 las variedades con densidad como “mm-espacios”, y mostré la
generalizacion natural de curvatura media en este contexto, obtenida a partir de la prime-
ra variacioén del perimetro.

El problema isoperimétrico en R? con algunas densidades particulares ha sido trata-
do por C. Carroll y otros [29], apoyandose en algunos resultados de este Capitulo. Con-
cretamente, demuestran que para la densidad f(x) = |x|?, con p € [-2,0), no existen
regiones isoperimétricas, y cuando p > 0, establecen la conjetura de que las soluciones
isoperimétricas (que existen en virtud de nuestro Teorema han de ser bolas con-
teniendo al origen, pero no centradas en él (éstas tiltimas son inestables, segtin nuestro
Corolario [9.4.11). Ademés, para la densidad f(x,y) = e* prueban que no hay existencia

.. . . . . 2_ .2
de minimizantes, y sugieren que lo mismo ocurre para la densidad f(x,y) = e* V.

En este Capitulo, nosotros tratamos varias cuestiones referentes al problema isope-
rimétrico en el espacio euclideo con densidad. Empezaremos demostrando en la Seccién
algunos resultados de existencia de regiones isoperimétricas para densidades defini-
das en el espacio euclideo con medida total infinita (Teoremas y[9.3.5).

187
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En la Seccion 9.4 usaremos un enfoque variacional para caracterizar la estabilidad de
las bolas centradas en el origen para densidades radiales (Teorema[9.4.9). A partir de este
resultado, se tiene el Corolario[9.4.10, que afirma que

las bolas centradas en el origen son estables para cualquier densidad diferenciable,
radial y log-convexa.

Por otro lado, en el Corolario[9.4.11{obtenemos que

las bolas centradas en el origen son inestables para cualquier densidad diferencia-
ble, radial y estrictamente log-concava.

Ademas, a partir del Corolario surge la siguiente conjetura natural: para una
densidad radial log-convexa en R"*!, las bolas centradas en el origen son minimizantes
para cualquier volumen. Dicha conjetura serd probada en el caso unidimensional, y para
la densidad exp(|x|?) en cualquier dimensién, en Secciones posteriores.

La Seccion 9.5 estd dedicada a la recta real, y en ella se describen completamente las
regiones isoperimétricas para el caso de densidades unimodales. Se usaran ciertos argu-
mentos por comparacién que derivardn a la vez existencia y unicidad de minimizantes.
Como consecuencias interesantes, se resuelve el problema isoperimétrico para densida-
des de tipo log-céncavo y log-convexo (Corolarios[9.5.5)y[9.5.8), mejorando los resultados
de S. Bobkov y C. Houdré [16], ademds de confirmar la conjetura anterior sobre densi-
dades log-convexas, en el caso estricto. Bajo las mismas técnicas, se trataran también los
casos de semirrectas cerradas [0, +o0) y de intervalos compactos, y el problema de fron-
tera libre en dichos ambientes.

da por f(x) = exp(c|x[?), x € R""L. El Teorema caracteriza completamente las
regiones isoperimétricas para esta densidad:

En la Secci6n 9.6/ nos ocuparemos de una densidad particular definida en R"*1, da-
i

En R"! con la densidad definida por f(x) = exp(c|x|?), para cada volumen
fijo, la correspondiente bola centrada en el origen es la tinica region isoperimétrica.

Este resultado, demostrado en dimensién arbitraria, refuerza la conjetura realizada en
la Seccién |9.4] sobre densidades radiales log-convexas. Esta densidad, a diferencia de la
densidad gaussiana, da lugar a volumen total infinito para ¢ > 0, por lo que la existen-
cia de minimizantes no es una cuestion trivial. La demostracién de dicha propiedad se
llevard a cabo usando resultados de las Secciones anteriores y con ciertas técnicas de si-
metrizacion. Destacamos que este resultado ya fue probado por C. Borell [14], aunque
de dicho trabajo no se deduce la unicidad que nosotros obtenemos. Como Corolario, se
obtiene finalmente una generalizacion de la desigualdad de Faber-Krahn.

Los resultados que aparecen en este tiltimo Capitulo también se pueden encontrar en
[86].

9.2. Preliminares

En esta Seccién recordaremos brevemente algunas nociones que necesitaremos a lo
largo de este Capitulo.

A partir de ahora, nos centraremos en el espacio euclideo R"t! 1 € IN. Consideremos
una densidad continua positiva f = e¥ definida en R"*! (n6tese que ¥ = log(f)). Para
cualquier conjunto de Borel () contenido en R"*!, el volumen o medida de Q vendra dado
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por
vol(Q) :/Qfdv,

y el perimetro de () vendrd dado por

P(Q) = /aOfda,

donde dv y da son los elementos de volumen y drea euclideos, que provendran en general
de la medida de Lebesgue y la medida de Hausdorff n-dimensional en R" 1.

De igual forma, el perimetro de Q) relativo a un conjunto abierto U C R"*! se define
como

PO, U) = / £ da.

0QNU

Nota 9.2.1. Considerar esta densidad en R"*! para ponderar volumen y perimetro
no equivale a reescalar por un factor A la métrica euclidea original de manera conforme,
en cuyo caso ambas magnitudes se reescalarian bajo diferentes potencias de A.

Definimos también el perfil isoperimétrico como la funcién
Ir: [0,vol(R"1)) = R,
dada por
I;(V) = inf{P(Q) : O C R"*" abierto diferenciable con vol(Q)) = V}.

A partir de esta definicion, una regioén isoperimétrica (o simplemente un conjunto minimi-
zante) para volumen V es un abierto Q) C R"*! tal que vol(Q)) = V'y P(Q) = I¢(V).

Finalmente, fijado un volumen V > 0, es posible considerar, a partir de la definicién
de perfil isoperimétrico, una sucesion minimizante para V, es decir, una sucesion {Q, }en
de conjuntos abiertos diferenciables contenidos en R"*!, de forma que

vol(Q),) =V, paratodon € N,

y cuya sucesion de perimetros { P(Q),) },en tienda al valor I(V).

9.3. Existencia y Regularidad

En esta Seccién trataremos la existencia y regularidad de regiones isoperimétricas
en los espacios euclideos IR"” con una densidad definida. En general, para una variedad
riemanniana con densidad, los razonamientos habituales de compacidad de la Teoria
Geométrica de la Medida (véanse [89, 27.3, 31.2] 0 [72} 5.5, 9.1] y [70] 4.1] o [84, Thm. 2.1])
pueden aplicarse para discutir la existencia de regiones isoperimétricas. En los casos en
los que la medida total sea finita, se deduce que las regiones isoperimétricas existen, para
cualquier volumen inicial que se considere. Por tanto, nosotros nos centraremos en las
situaciones en las que el volumen total sea infinito, proporcionando algunos resultados
de existencia (Teoremas y 0.3.5). Por otro lado, las soluciones isoperimétricas, en
caso de que existan, seran conjuntos abiertos cumpliendo las propiedades de regularidad
habituales en este contexto (Teorema(9.3.7).

Pasamos a demostrar el primer resultado de existencia.

Teorema 9.3.1. Sea f = e¥ una densidad definida en R"*? tal que f(x) — oo cuando
|x| — +o0. Supongamos que la sucesién definida por
C(m) = min{f(x) :m < |x| <m+2}
Comax {f(x) (D) s < x| < m 2}
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tiende a infinito. Entonces, para esta densidad, existen minimizantes de cualquier volumen dado
y son conjuntos acotados de R" 1.

Nota 9.3.2. Durante la demostracion de este resultado se verd que es suficiente supo-
ner que el cociente min f(x)/ max f(x)" ("+1) sobre divisiones ctibicas de R"*! tiende a
infinito.

DEMOSTRACION. Denotemos por v(Q)) y a(dQ2) el volumen y é4rea euclideos de un
conjunto Q). Consideremos una divisién de R"! por medio de cubos abiertos de didme-
tro 1 y volumen euclideo vg. Sea @ > 0 la constante isoperimétrica [72} § 12.3 (1)] tal que
cualquier conjunto () dentro de un cubo C de la divisién y con v(Q) < vy /2, verifica que

a(dQNC) > ao(Q)"/ "L,

Por otro lado, existird m = m(C) € N tal que el cubo C esté contenido en la regién
{m < |x| < m+ 2}. Entonces, a partir de las definiciones de volumen y perimetro dados
por la densidad f, y de la sucesion {{(m)}, no es dificil obtener la siguiente desigualdad:

(9.1) P(dQNC) > aZ(m)vol(Q)™ (1),
para cualquier conjunto Q) C C C {m < |x| < m+2}, conv(Q) < vy/2.

Fijemos ahora V' > 0, y consideremos una sucesién minimizante para volumen V en
R"*1; esto es, una sucesion de conjuntos abiertos diferenciables de volumen V para el
espacio euclideo con densidad, cuyos perimetros se aproximan al valor del perfil isope-
rimétrico Ir(V). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que dichos perimetros
estdn acotados superiormente por If(V) + 1. A partir del Teorema de Compacidad [73)
5.5y 9.1], es posible extraer una parcial convergente de dicha sucesién. Por esta razén,
podemos pensar que la sucesiéon minimizante es convergente.

Sea ahora ¢ > 0. Por la hipoétesis sobre la sucesion {(m), existird mp € N tal que
Z(m) = (1/¢)" (**1), para todo m > my. Por otro lado, como f diverge cuando |x| tiende
a +o00, podemos suponer que v(Q)) < v9/2 cuando QO C C C {|x| > mop}. En particular,
aplicando para los conjuntos (2 en la anterior situacion, se sigue que

P(Q,C)

(n+1)/n (n41)/n
— 7 <ed P(Q,C)"
) (0.€)

vol(Q) < (

cona’ = (1/a)r+1)/n,

Si ahora sumamos, sobre la coleccién de cubos Cy, contenidos {|x| > m}, la desigual-
dad anterior, se obtiene que para cualquier conjunto () de la sucesién minimizante, y
cualquier m > my,

(n+1)/n
vol (Qﬂ( U C)) gea’< ) P(Q,C))

celCpy CelCy
Lea'P(Q) I/ L ea! (Ip(V) +1)HD/m,

De ahi se deduce que los conjuntos de nuestra sucesién minimizante no pierden volumen
en infinito, y por tanto, el conjunto limite serd una region isoperimétrica para volumen
V.

Para demostrar que cualquier regién isoperimétrica () es un conjunto acotado de
R procederemos como en [72, Lemma 13.6], véase también [84, Prop. 3.7]. Consi-
deremos un cubo arbitrario C, = [—r,r]"*! alrededor del origen y dividamos en cu-
bos congruentes de didmetro 1, a lo sumo. Siguiendo la notaciéon V(r) = vol(Q —C;) y
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P(r) = P(Q,R*"*! — C,), se tiene como antes que
(9.2) V(r) <ea'P(r)"/" parar > 0 suficientemente grande.

Por otro lado, siguiendo las ideas de [72, Lemma 13.5], es posible encontrar una constante
H > 0, que depende de d(), de forma que cualquier variacién pequefia |[AV| de volumen
en C, da lugar a una variacion de perimetro |AP| acotada por

|AP| < H|AV.
Entonces, una variacién del volumen de () — C, supondra una variacién del perimetro
acotada por H|V(r)| + |V'(r)| (por la aportaciéon de dC,), para casi todo r (suficiente-

mente grande). Como () es un conjunto minimizante, se tiene que para casi todo r > 0
suficientemente grande,

(9.3) P(r) <HV(r)+|V'(r)].

Como V(r) es claramente no-creciente, y tiende a 0 cuando r — 400, combinando las
desigualdades (9.2) y (9.3) se llega a que, para cierto valor ¢ > 0,

c V(r)n/(n+1) < —V/(i’),

para casi todo r > 0 suficientemente grande. Si ahora suponemos que () es no acotado,
entonces V(1) # 0y se deduce facilmente que

(1’1 + 1) (Vl/(nJrl))/ _ an/(nJrl) \"d < —c<0,

para casi todo r > 0 suficientemente grande, lo que contradice el hecho de que V sea
positiva y no-creciente. O

Nuestro siguiente objetivo es mejorar el Teorema suavizando las hipétesis re-
queridas para dimensién dos. Para ello, necesitamos previamente el siguiente Lema, que
nos conducird al Teorema[9.3.5]

Lema 9.3.3. Sea f una densidad definida en R?, radial y no-decreciente en [rg, +0), con
ro > 0. Entonces, para cualquier conjunto abierto y diferenciable Q) C R? contenido en la region
{|x| = ro}, y verificando P(Q)) < P(dD(ry)) = 27tro f(r0), se tiene la siguiente desigualdad:

P(Q)? > 2 f(ro) vol(Q).
Nota 9.3.4. Para el disco D(rg) centrado en el origen y de radio rp, como la densidad

f esradial, es claro que P(dD(rg)) = 27trg f(70)-

DEMOSTRACION. Sin perdida de generalidad, podemos pensar que () es conexo.
Ademas, la hip6tesis sobre el perimetro implica que () estd acotado y que su clausura
) no puede contener ningtn circulo centrado en el origen. Asi, sean r7 y r; las distancias
minima y méxima de Q) al origen, respectivamente. Denotemos por () a la interseccién
de Q) con el circulo de radio t, para t € (r1,172). Es claro que la longitud euclidea de €); es
estrictamente menor que 27 ¢, y que 9(); consta al menos de dos puntos. Asi se tiene

9.4) P@) = [ fls)ds = /1< » f(s)ds> dt

- /rrzf(t) card(9Qy) dt = 2f (ro) (r2 — 1),

donde se ha usado que la densidad es no-decreciente en [rp, +0).
Por otro lado, consideremos la funcién F : (r1,72) x 902 — R?, definida por

F(t,x) = tx/|x|.
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Es facil ver que 3 C F(A), donde A es el conjunto abierto de pares (t,x) con t < |x|y
f(tx/|x]) < f(x) (dado xp € Q, basta tomar t = |xp| y x = Axp € dQ con |A| > 1).

Asi, la definicién del conjunto A junto con el teorema de Fubini nos dan

9.5) vol(Q) < vol(F(A)) :A(A)f<s)ds<Af( >d(t,x)

.
< / Fx)d(tx) < / ’ / F(x)dxdt = (r, — 1) P(Q).
A r [9)
Multiplicando las desigualdades y (9.5), se obtiene la desigualdad anunciada. [

tx
x|

Teorema 9.3.5. Consideremos R* con una densidad f radial y no-decreciente de forma que
f(x) — o0, cuando |x| — +oo. Entonces, existen minimizantes para cualquier volumen.

DEMOSTRACION. Tomemos una sucesién minimizante formada por conjuntos abier-
tos diferenciables, todos con volumen V' > 0 y perimetros tendiendo a I¢(V). Por el Teo-
rema de Compacidad [73} 9.1] podemos asumir que tal sucesién converge. También po-
demos suponer que cualquier conjunto () de dicha sucesion satisface P(Q)) < I¢(V) + 1.
Ademads, como la densidad tiende a oo, existe my € IN tal que I¢(V) +1 < 27tmf(m),
para m = myp. Con todo esto, para cada conjunto (), podemos aplicar el Lema a
la unién (), de todas las componentes conexas de () contenidas en {|x| > m} (para
m = my), llegando a que

’)? I;(V)+1)?
D<) <(f<)+), m z mo.
2f(m) S 2f(m)
Como limy, 1« f(m) = 400, se deduce que para cualquier conjunto de la sucesién no

hay pérdida de volumen en infinito, por lo que el conjunto limite encerrara volumen V,
y por tanto, serd minimizante para dicho volumen. U

vol(Q)),) <

Nota 9.3.6. Resaltamos que la hip6tesis de no-decrecimiento de la densidad es fun-
damental para que el Teorema sea cierto (incluso en dimensiones superiores). Por
ejemplo, considérese la densidad f(x) = 1+ |x|? definida en R**! (n > 1), modificada
adecuadamente de forma que cada volumen Vj racional positivo pueda ser encerrado
mediante un conjunto (homeomorfo a un disco) de perimetro 1/k (a medida que Vi sea
mayor, el correspondiente perimetro 1/k va decreciendo); esto es posible conseguirlo pro-
vocando que el grafo de f presente adecuada sucesién de minimos relativos que tienda a
cero. Entonces, dado cualquier volumen, sera posible encontrar una sucesién de conjun-
tos encerrando dicho volumen, con perimetro arbitrariamente pequefio, lo que implica
que no existen regiones isoperimétricas.

Acabamos esta seccion recordando las propiedades de regularidad del borde de un
conjunto minimizante en un espacio euclideo con densidad. El resultado es cierto tam-
bién para cualquier variedad riemanniana (diferenciable) con densidad.

Teorema 9.3.7. ([73, 3.10]) Consideremos una densidad diferenciable definida en R". Dada
una region isoperimétrica C), se tiene que X = 92 es una hipersuperficie embebida analitica, salvo
posiblemente un conjunto cerrado de singularidades con dimension de Hausdorff menor o igual
quen —7.

9.4. Formulas de Variacion

En esta Seccién usaremos un enfoque variacional para obtener interesantes propieda-
des de los conjuntos de R"*! que minimizan el perimetro hasta segundo orden, para
variaciones preservando el volumen. A partir del calculo de las férmulas de variacién,
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lograremos caracterizar la estabilidad de las bolas centradas en el origen para densidades
radiales en el espacio euclideo (Teorema[9.4.9). Ademas, enunciaremos la Conjetura
que afirma que dichas bolas son regiones isoperimétricas para cualquier volumen dado,
para las densidades radiales log-convexas.

Alo largo de esta Seccion, consideraremos densidades diferenciables f = e¥ definidas
en R"™!. Dicha hip6tesis de derivabilidad sobre la densidad facilitara nuestro tratamiento
variacional. Sea ) C R"*! un conjunto abierto diferenciable, y denotemos por £ a 9Q y
por N al vector normal unitario que apunta hacia el interior. También consideraremos
variaciones uniparamétricas

{pt} e : R"TT = R™,

con X = d¢/dt como campo infinitesimal asociado y u = (X, N) como componente
normal de X. Ademas, ¢9 = id|gs+1. Notaremos )y = ¢:(Q)) y Z; = ¢ (X).

Las funciones volumen y perimetro asociadas a la variacién vendran dadas por
V(t) =vol(Qy), P(t)=P(Qy), te(—¢e).

Las primeras derivadas de estas funciones ya aparecen calculadas explicitamente en [8),
Chapter 3]. Nosotros incluimos aqui otra demostracién de las mismas.

Lema 9.4.1. Consideremos R"*1 con una densidad diferenciable f = e¥ y sea Q un conjunto
diferenciable con 0Q) = X.. La primera derivada de las funciones volumen y perimetro asociadas a
una variacion con campo asociado X y componente normal u = (X, N) vienen dadas por

V'(0) = —/fudv, P'(0) = —/(nH— (V,N)) fuda,
z b
donde H es la curvatura media (euclidea) de 2. y V1 es el gradiente (euclideo) de .

DEMOSTRACION. Denotemos por div X (resp. divy X) a la divergencia de X (resp.
relativa a X). Sea X(f) = (Vf, X). Como

V()= [ fdo= [ (fop)lfac(pn)|dv,
se sigue que
Vi = [ x(do+ [ 7 (5] pectonl) e

= [(V£X)+f divX)do= [ div(FX)do=— [ fuda,

donde en la segunda igualdad hemos usado que (d/dt)|i—o |Jac(¢:)| = div X [89] § 9], y
en la tltima igualdad se ha aplicado el Teorema de la divergencia.

Anélogamente, para el perimetro se tiene
Loy d
P = [X(F)da+ [ £( G| Vactgn) do
= [UV£X)+ f dive X)da = [ ((Vf,uN) +divs(fX)) da

:/qu(ng,N> da—/Zanuda:—/Z(nH—(Vl,b,N>)fuda.

Para obtener la cuarta igualdad hemos tenido en cuenta que la integral sobre X de la
divergencia de la parte tangente de f X se anula, por otra aplicacién del Teorema de la
divergencia. 0
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Tal y como se hace en [8, Chapter 3], la expresion anterior sugiere la siguiente defini-
cion.
Definicién 15. Consideremos R"*! con una densidad diferenciable f = e¥. Sea Q un

conjunto abierto de R"*!, y & = 9Q). Se define la curvatura media (generalizada) de & con
respecto a N como la funcién

9.6) Hy = nH — (Vy,N),

donde N es el vector normal interior a ¥, y H es la curvatura media euclidea de X con
respecto a N.

Nota 9.4.2. Con la anterior definicién (9.6), la primera variacién del perimetro se pue-
de escribir como

P'(0) = —/ZH¢fuda.

De forma andloga a como se hizo en el Capitulo [2, diremos que una variacion {¢;}¢
preserva el volumen si V() es constante para todo t € (—¢,¢). Y diremos que un conjunto
Q) es estacionario si P'(0) = 0 para cualquier variacion preservando volumen. Asi, los
conjuntos estacionarios pueden verse como los puntos criticos del funcional perimetro.
Es claro que cualquier regién isoperimétrica es, en particular, estacionaria.

La siguiente caracterizacién de conjuntos estacionarios es similar a la establecida por
J. L. Barbosa y M. do Carmo [4, Proposition 2.7] en el caso de R"*! con la densidad
estindar f = 1. La demostracion estd basada en el Lema[0.4.1]y en el hecho de que cual-
quier funcién u ortogonal a f en L?(X) es la componente normal de un campo vectorial
asociado a una variacién que preserva el volumen [4, Lemma 2.2].

Proposicién 9.4.3. . Sea f = e¥ una densidad diferenciable definida en R"*1. Entonces,
para Q) un conjunto abierto y diferenciable, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Q) es estacionario.
(ii) X = 9Q) tiene curvatura media (generalizada) constante Hy.
(iii) Existe una constante Hy tal que (P — HyV')’'(0) = 0, para cualquier variacion de Q).

Ejemplo 9.1. Consideremos una densidad diferenciable f = e¥ definida sobre la recta
real. Entonces, es facil probar que un intervalo acotado (a,b) es estacionario si y sélo si

¥'(a) = —y' (D).

El siguiente ejemplo muestra algunas hipersuperficies de R"*! con curvatura media
(generalizada) constante, cuando la densidad que consideramos es radial.

Ejemplo 9.2. Sea f = e¥ una densidad radial definida en R"*!. Como necesariamente
 ha de ser una funcién radial en R"*!, podemos escribir

px) = o(|x[), xeR™,
para cierta funcién J. Es inmediato comprobar que

Vo) = L0 o,

por lo que la curvatura media Hlp de una hipersuperficie . con respecto al normal interior
N vendrd dada por

(x, N(x)), r=lx|,

donde H es la curvatura media euclidea de X con respecto a N.

Hy(x) = ni(x) - 21
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En particular, en el caso de que X es una esfera de radio r > 0, su curvatura media
generalizada Hy serd constante si y solo si X estd centrada en el origen. En tal situacion,
Hy =n/r+4(r).

Por otro lado, si ¥ es un hiperplano definido por {x € R**! : (x,w) = c}, con
w e R, |w| = 1, entonces la curvatura media de X con respecto al normal N = —w es

(9.7) Hy(x) = —c (V}(’r), r=|x|.

En este caso, se sigue que cualquier hiperplano que pase por el origen es una hipersuper-
ficie minimal de R"", para cualquier densidad radial.

En general, no podemos esperar que un hiperplano arbitrario de R"*!, que no pase
por el origen, tenga curvatura media generalizada constante para una densidad radial.
De hecho, a partir de se obtiene facilmente el siguiente lema, que caracteriza las
densidades para las que ocurre tal hecho.

Lema 9.4.4. Sea f = e¥ una densidad radial y diferenciable definida en R"'. Suponga-
mos que existe un hiperplano X de curvatura media Hy constante, y que no contiene al origen.
Entonces existen constantes a,b € R y ro > 0 tales que

P(x) = e para x| > 7.

Siguiendo el esquema variacional habitual, calcularemos ahora la segunda férmula
de variacion para el funcional P — Hy V, para cualquier deformacién de un conjunto
estacionario.

Proposicion 9.4.5. ([8 Section 3.4.6]) Sea ) un conjunto abierto estacionario en R™+1
dotado de una densidad diferenciable f = e¥. Sea N el vector normal unitario interior a ¥. = 0Q),
vy Hy la curvatura media constante de . con respecto a N. Entonces, si consideramos una variacién
de Q) con campo vectorial asociado X = u N en ¥, se tiene que

9.8) (P—HyV)"(0) = /Zf(\vzuyz — |o|?u?) da + /qu2 (V2y) (N,N)da,

donde Vsu es el gradiente de u relativo a %, |o|? es la suma al cuadrado de las curvaturas princi-
pales de ¥, y V> es el hessiano euclideo de 1.

DEMOSTRACION. A partir de las primeras férmulas de variacién para volumen y
perimetro del Lema se tiene que

(P— HlpV)/(t) = —/ (Hlp)tfut da; +H¢ /E, fllt day,

X

donde (Hlp)t es la curvatura media de ¥;. Derivando y evaluando en ¢t = 0, llegamos a

9.9) (P — HyV)"(0) = — /Z H,(0) fuda,

por lo que tenemos que calcular la derivada de la curvatura media generalizada a lo largo
de X;. Denotando por D;;V a la conexién de Levi-Civita en R"*! a partir de la expresion

(9.6), se tendré que
H{/,(O) =nH'(0) — (DxVy,N) — (V¢, DxN)
=nH'(0) — u (V*¢)(N,N) + (Vy, Vsu),
donde en la tltima igualdad se ha usado que DxN = —Vxu. Por otro lado, se sabe que

(9.10) nH'(0) = Asu + |o|*u,
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con Ay el Laplaciano relativo a X (véase [87]). Asi,
Hy(0) = Asu + |oPu — u (V) (N,N) + (Vzy, Vsu).
Sustituyendo en se concluye que
(9.11) (P—HyV)"(0) = — / fu (Asu + |o*u) da — / fu (Vsy, Vsu) da
b z

+ /)2 Fu? (V29) (N, N) da.

Finalmente, integrando por partes, llegamos a que

- / fu (Agu + |o|?u) da — / fu (Vsip, Vsu) da = / f(|Vsul® = |o*u?) da,
z z z
con lo que se tiene lo enunciado. O

Nota 9.4.6. En una variedad riemanniana diferenciable con densidad, en la segunda
variacién aparece un término adicional que depende de la curvatura de Ricci de la va-
riedad en la direccién normal N. Mas concretamente, dicho término proviene de (9.10), y
coincide con

—/ZRic(N,N)fuzda.

La expresion (9.8), o equivalentemente (9.11), define una forma cuadratica en C{° 1la-
mada forma indice asociada a X, que denotaremos por Q- Concretamente, para u,v € Cg’,

(9.12) Qy(u,v) = — /Zf(Agu + |o]*u) vda
- /Z £ (Vey, Vi) vda+ /Z Fuo (V2p) (N, N) da.

Estamos ahora en condiciones de definir la nocién de conjunto estable, que se co-
rresponde con los minimos locales para el funcional perimetro asociado a variaciones que
preservan el volumen encerrado.

Definicién 16. Sea () un conjunto abierto y diferenciable contenido en el espacio
euclideo R"*! con una densidad diferenciable. Diremos que () es un conjunto estable si es
estacionario, y verifica que P”(0) > 0 para cualquier variacion preservando el volumen.

Tal y como se hace en [4] Proposition 2.10], podemos caracterizar la estabilidad de un
conjunto en términos de la forma indice (9.12). Asi, se tiene el siguiente resultado.

Lema 9.4.7. Consideremos R" ! con una densidad diferenciable f = e¥, y sea Q) un conjunto

abierto y diferenciable de R"*1. Entonces, Q) es estable si y s6lo si es estacionario y la forma
indice (9.12)) de X = 92 satisface

Qy(u,u) > 0 para cualquier u € Cg’(X) tal que / fuda=0.
z
El Lema[9.4.7jnos da la condicién que ha de satisfacer la forma indice para que un con-

junto sea estable. A la vista de la definicién y de (9.8), dicha condicién es, explicitamente,
equivalente a que

9.13) / F(IVeul® — [o?u?) da + / Fu? (V29) (N, N) da > 0,
% Y
para toda funcién u € C{(X) tal que [;, fuda = 0.

Un analisis de (9.13) sugiere que el hecho de que la densidad f = e¥ considerada sea
log-convexa o log-céncava (equivalentemente, que la funcién i sea convexa o coéncava) va
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a influir en el estudio de la estabilidad de un conjunto. Téngase en cuenta que, en caso
de que f sea log-convexa, entonces (V2y)(w,w) > 0, mientras que si f es log-céncava,
entonces (V2y)(w,w) < 0, para todo w € R**1.

De esta forma, en vista del segundo sumando de (9.13), se sigue que la nocién de esta-
bilidad es mds restrictiva cuando la densidad es log-céncava, mientras que cuando sea
log-convexa, dicho sumando sera siempre mayor o igual que cero, haciendo que la es-
tabilidad de los conjuntos sea mas asequible. Los Corolarios y referentes a

bolas centradas en el origen, son una muestra de este fendmeno.

El siguiente resultado trata el cardcter conexo de los conjuntos estables cuando la
densidad considerada es log-céncava. Se obtiene como consecuencia del Lema sin
mas que utilizar funciones localmente constantes que no se anulen en ningtn instante en
la forma indice (9.12).

Corolario 9.4.8. Si Q) es una region diferenciable estable en R"*1 con una densidad dife-
renciable y log-concava, entonces la hipersuperficie ©. = 9Q) es conexa o totalmente geodésica.
Ademds, si la densidad es estrictamente log-céncava, se tiene que X es conexa.

El principal resultado de esta Secciéon también guarda relacién con el cardcter log-
convexo o log-céncavo de la densidad considerada en R""!. El siguiente Teorema
nos caracteriza la estabilidad de las bolas centradas en el origen, para densidades diferen-
ciables y radiales. Nos va a conducir, ademds, a formular una conjetura referente a las re-
giones isoperimétricas de R"*! para densidades diferenciables, radiales y log-convexas.

Teorema 9.4.9. Consideremos una densidad diferenciable y radial f = e¥ en R"T. Denote-
mos por 6 : R — R a la funcién definida por 6(|x|) = ¢(x), para todo x € R"*. Entonces, la
bola B, centrada en el origen y de radio r > 0 es estable si y sélo si 6" (r) > 0.

DEMOSTRACION. Usaremos el Lema[9.4.7 para caracterizar la estabilidad. Es eviden-
te que, en este caso, X = dB; es una esfera de radio r centrada en el origen. Entonces,
como la densidad es radial, se sigue que es constante sobre . En consecuencia, una fun-
cién u € C® es ortogonal a f en L?(Z) (y por tanto, dara lugar a una variacién diferen-
ciable preservando volumen) si y sélo si u tiene media nula en X. Ademads, se tiene que
(V2p)(N,N) = §"(r) en L, siendo N el vector normal unitario a &~ apuntando hacia el
interior.

Entonces, la forma indice (9.12)) resulta
(9.14) Q) = £(r) [V = |ofu?)da+ £(r) 8" (r) [ 1 da.
b b

Como las bolas son estables en R" ! al considerar la densidad estdndar f = 1, se tendra que
el primer sumando es no-negativo, anulandose en el caso de que la funcién u dé lugar a
una traslacién en R" "1,

Si ¢”(r) > 0, entonces la forma indice es no-negativa y la bola B, es estable, en vir-
tud del Lema Reciprocamente, si B, es estable, lo serd en particular al considerar
traslaciones infinitesimales, de donde se deduce necesariamente que 6 (r) > 0, lo que
concluye la demostracién.

Corolario 9.4.10. En un espacio euclideo con densidad diferenciable, radial y log-convexa,
las bolas centradas en el origen son estables.

A partir del Corolario anterior, formulamos la siguiente conjetura.
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Conjetura 9.1. Sea R"*! con un densidad diferenciable, radial y log-convexa. Enton-
ces, las bolas centradas en el origen son regiones isoperimétricas para cualquier volumen
dado.

En las Secciones 9.5y 9.6 veremos que la Conjetura [9.1| es cierta en algunas situaciones
particulares. Concretamente, se cumplird en el caso de la recta real y densidades estric-
tamente log-convexas (Corolario , y también para la densidad f(x) = exp |x?|, para
x € R"! (Teorema . Ademas, también se tendra que la unicidad de los conjuntos
minimizantes.

Otra consecuencia interesante del Teorema es que para una densidad estrictamen-
te log-concava en R"*!, las bolas resultan ser inestables, y por tanto no seran soluciones
isoperimétricas.

Corolario 9.4.11. En un espacio euclideo con densidad diferenciable, radial y estrictamente
log-concava, las bolas centradas en el origen son inestables.

DEMOSTRACION. Si usamos el criterio dado por el Lema con la componente
normal u correspondiente al campo de traslaciones de R"*!, que son variaciones pre-

servando el volumen, se puede razonar, de forma andloga a la demostracion del Teore-
ma que Qy(u, u) < 0, lo que da la inestabilidad. O

Elhecho de que las bolas puedan ser inestables en este contexto de espacios con densi-
dad nos lleva a pensar que el tratamiento del problema isoperimétrico, en ciertas situacio-
nes, puede ser complejo. El siguiente ejemplo muestra que existen densidades (radiales
y log-céncavas) para las que los conjuntos minimizantes no son ni bolas ni semiespacios.

Corolario 9.4.12. Hay densidades diferenciables, radiales y log-céncavas (con volumen total
finito) definidas en R? para las que las regiones isoperimétricas no son semiplanos ni bolas.

DEMOSTRACION. Consideremos la densidad f = e¥, con ¢(x) = —+/|x]2 + 1. El vo-
lumen total V) de esta densidad se puede comprobar que es finito, y por tanto, existiran
conjuntos minimizantes para cualquier volumen que se fije, tal y como se indica al co-
mienzo de la Seccién El Hessiano de ¢ en cualquier punto (x,y) € R? viene dado
por

2_ 2 2
(V) 08) = G
(1+x2+y2)%/

por lo que f resulta ser estrictamente log-concava. Se sigue por el Ejemplo 9.2| que las
tnicas bolas con curvatura media constante son las centradas en el origen, que por el
Teorema son inestables. Por otro lado, teniendo en cuenta el Ejemplo 9.2 y el Le-
ma los tnicos planos con curvatura media constante son los que pasan por el ori-
gen. Estos planos encierran volumen Vj/2, es decir, la mitad del volumen total, por lo
que para voltimenes diferentes el correspondiente minimizante no puede ser ni una bola
ni un semiplano. O

9.5. Larectareal con densidad

En esta Seccién pretendemos analizar el problema isoperimétrico en la recta real R,
con una densidad log-céncava o log-convexa. Para ello, empezaremos estudiando dicho
problema en un ambiente mas asequible, el de densidades unimodales.

Definicién 17. Diremos que una funcién f : R — R es unimodal si existe xg € (0, +0o0]
tal que f es creciente (respectivamente decreciente) en (—oo, xg), y creciente (respectiva-
mente decreciente) en (xg, +0).
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Notese que, en particular, y de acuerdo a esta definicién, las funciones que sean monéto-
nas, es decir, crecientes o decrecientes en todo IR, y no necesariamente de manera estricta,
también son funciones unimodales.

El estudio de las densidades de tipo unimodal, nos va a permitir resolver completa-
mente el problema isoperimétrico para densidades log-céncavas y log-convexas defini-
das en R (Corolarios y[9.5.8), describiendo los minimizantes que se pueden dar en
cada caso. Como consecuencia interesante, deduciremos que la Conjetura [9.1] se verifica
en el caso unidimensional, para densidades estrictamente log-convexas.

A modo de ejemplo de aplicacién, en otras situaciones, de las técnicas introducidas en
esta Seccion, discutiremos también el problema isoperimétrico en semirrectas y en inter-
valos reales acotados, para densidades unimodales. Finalmente también consideraremos
el problema de frontera libre en estos mismos espacios, para densidades del mismo tipo.

Resaltamos que el estudio del problema isoperimétrico para densidades de tipo uni-
modal ya ha sido previamente considerado por S. Bobkov y C. Houdré [16, Section 13],
con la hipétesis adicional de volumen total de R finito. En dicho trabajo, se calcula el
perfil isoperimétrico y se dan algunos ejemplos de regiones isoperimétricas. Nuestro en-
foque del problema, ademas de ser méds general, utiliza técnicas y procedimientos senci-
llos, que nos permitiran clasificar completamente los conjuntos minimizantes, ademds de
ser aplicables en otras situaciones.

9.5.1. El problema isoperimétrico para densidades unimodales. Comencemos dis-
cutiendo el problema isoperimétrico para densidades monétonas, que constituyen un ca-
so particular de las unimodales. Destacamos que para estas densidades, habra ocasiones
en las que los conjuntos minimizantes no existan para ningtin volumen prefijado.

Recordemos previamente que, dada una funcién f, se dice que un final E = £oo tiene
medida finita si f es integrable en un entorno de E.

Proposicion 9.5.1. Sea f una densidad monétona definida en R y denotemos por E el final
donde f alcanza su infimo valor.

Si E tiene medida finita, entonces para cualquier volumen que se considere, una semirrecta
conteniendo a E es la inica region isoperimétrica.

Si E tiene medida infinita, entonces el perfil isoperimétrico coincide con la constante 2f (E),
donde f(E) = limy_ f(x) € R, y dicho valor se alcanzard (caso de existencia de minimizante)
o se aproximard (caso de no existencia) por medio de intervalos acotados tendiendo a E.

DEMOSTRACION. En el caso de que E tenga medida finita, fijado un volumen V, cual-
quier candidato Q) diferente de una semirrecta conteniendo a E de volumen V cons-
tard de, al menos, dos puntos en el borde, con uno de ellos colocado fuera de la semirrec-
ta. Por la monotonia de f, se concluye que ()’ tiene estrictamente mas perimetro que la
semirrecta.

En el caso de que E tenga medida infinita, cualquier abierto U encerrando un vo-
lumen dado tendra como minimo dos puntos en el borde. Desplazando U hacia el final
E, se obtiene que el perfil isoperimétrico es justamente 2 f (E). Dicho valor serd alcanzado
por un intervalo acotado, en caso de que f se haga constante en un intervalo de E (y
entonces dicho intervalo serd la solucion isoperimétrica), o podrd aproximar por una
sucesion de tales intervalos (lo que implica la no existencia de regién isoperimétrica). [

Nota 9.5.2. Todas las posibilidades mostradas en la Proposicién anterior pueden
ocurrir. Para la densidad creciente f(x) = e*, el final E = —oo tiene medida finita y las
semirrectas (—oo,x) son los tinicos minimizantes para volumen fijo. Ademas, el perfil
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isoperimétrico viene dado por I¢(V) = V, para V > 0. Por otro lado, para la densidad
estandar f = 1 el perfil es constante y las regiones isoperimétricas resultan ser intervalos
acotados. Finalmente, con la densidad f(x) = e* 4 1, se tiene que el final E = —oo tiene
medida infinita, el perfil es constantemente igual a 2 f(E) = 2 y nunca se alcanza (puede
ir aproximandose por intervalos acotados que tienden a E), por lo que las regiones isope-
rimétricas no existen.

Pasamos a discutir ahora el caso de las densidades unimodales en general. Dada una
funcién unimodal f : R — R, diremos que f es creciente-decreciente (respectivamente
decreciente-creciente) si existe xop € R tal que f es creciente (resp. decreciente) en (—oo, xp)
y decreciente (resp. creciente) en (x0, +0), no necesariamente de manera estricta. El si-
guiente resultado describe cémo son las regiones isoperimétricas para densidades uni-
modales de tipo creciente-decreciente.

Teorema 9.5.3. Sea f una densidad creciente-decreciente en R. Entonces, si para un vo-
lumen dado existe minimizante, éste serd una semirrecta, un intervalo acotado donde f alcanza su
mdximo o su minimo, o el complementario de uno de estos conjuntos. Si no existe minimizante, el
perimetro infimo se aproximard a partir de un intervalo acotado tendiendo a £oo.

DEMOSTRACION. Consideremos un conjunto abierto diferenciable encerrando el vo-
lumen prefijado. Si su clausura contiene a un punto xo donde f alcanza su méximo, en-
tonces es posible reemplazar dicho conjunto por un intervalo conteniendo a x(, preser-
vando el volumen y reduciendo el perimetro. Y entre todos los posibles, existe uno con el
menor perimetro (siganse los argumentos rutinarios que se derivan de la compacidad).

Supongamos ahora que la clausura no contiene ningtin punto donde f alcance su
maéaximo valor. Entonces, como la densidad es monétona a ambos lados del maximo (o del
intervalo donde f alcance su maximo), por la Proposicién podemos centrarnos en
conjuntos que sean un intervalo en un lado, o la unién de dos intervalos (uno a cada lado).
Para los intervalos situados a un lado, desplazandolos hacia el final correspondiente,
se sigue que el minimizante serd una semirrecta (si algtin final tiene medida finita), o
el perimetro infimo serd 2min{f(—o0), f(+00)}, que podra ser alcanzado por interva-
los acotados contenidos donde f toma constantemente su minimo valor. Como la unién
de dos de estos intervalos (uno a cada lado) se puede sustituir por un tnico intervalo
del mismo tipo, reduciendo perimetro, se concluye que los posibles minimizantes son
los anunciados. Ademas, si no hay existencia, nos aproximaremos al perimetro infimo a
través de intervalos acotados, aproximédndose al correspondiente final. O

Los siguientes ejemplos muestran que todas las posibilidades enunciadas en el Teo-

rema se pueden dar.

Ejemplo 9.3. Consideremos la densidad f(x) = e~*|, que tiene medida total finita
(Figura 9.1). Es fécil ver que todos los candidatos para volumen V = 1 (semirrectas,
cualquier intervalo acotado conteniendo al origen, y complementarios) tienen el mismo
perimetro. Asi, todas las posibilidades ocurren realmente. Ademads, esto muestra que no
hay unicidad de minimizantes para V = 1, y que, aunque la densidad sea simétrica, las
regiones isoperimétricas (acotadas) no tienen que serlo.

Ejemplo 9.4. Consideremos ahora la siguiente densidad definida en IR:

x| x < log(6),

flx) = L x> log(6).
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FIGURA 9.1. Para la densidad e *!, todos los posibles minimizantes se dan

El final izquierdo tiene medida finita, mientras que el final derecho tiene medida infinita
(véase la grafica de la Figura [9.2). Asi, s6lo las semirrectas conteniendo a —co y los in-
tervalos acotados son los posibles minimizantes para un volumen dado. Para V = 1/3,
se puede probar que que las regiones isoperimétricas son la correspondiente semirrec-
ta, y cualquier intervalo acotado contenido en [1/6,+00). Sin embargo, para volumen
V > 1/3, sélo los intervalos acotados contenidos en [1/6,+0c0) son minimizantes. Este
hecho muestra que los minimizantes acotados no tienen que contener siempre al punto
donde f alcanza su maximo.

FIGURA 9.2. Para esta densidad, los minimizantes son semirrectas e in-
tervalos acotados

Ejemplo 9.5. Sea ahora la densidad definida por
—l < log(6)
e X % log ’
flx) = {1 1

9 + x—log(6)+18 Xz 10g(6),

a la que corresponde la gréfica de la Figura Como en el Ejemplo los finales —oo
y -+oo tienen medida finita e infinita, respectivamente. Se puede comprobar que para
voltimenes pequefios, las semirrectas conteniendo a —co son minimizantes. Sin embargo,
para volumen V = 1/3, es posible encontrar una sucesién de intervalos acotados de
volumen V que converge a 400, con perimetro tendiendo a 2/9. Como las semirrectas y
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cualquier intervalo acotado de volumen V' tienen mds perimetro, se concluye que para
volumen 1/3 no existen regiones isoperimétricas para esta densidad.

FIGURA 9.3. Para esta densidad, no siempre hay existencia de minimizantes

Estudiamos ahora el problema isoperimétrico para densidades unimodales de tipo
decreciente-creciente. Esto es, dada f : R — IR densidad real, existe xp € R tal que f
es decreciente en el intervalo (—o0, xp), y creciente en (xg, +0o0). Obsérvese que en estos
casos, siempre se alcanzard el minimo de f. Para tratar el problema isoperimétrico con
estas densidades reales, usaremos las mismas técnicas que anteriormente, obteniéndose
el siguiente resultado.

Teorema 9.5.4. Sea f una densidad decreciente-creciente definida en IR. Entonces, las regio-
nes isoperimétricas existen para cualquier volumen que se considere. Ademds, dichas regiones son
intervalos acotados en cuya clausura la densidad f alcanza su minimo valor.

DEMOSTRACION. Sea () un conjunto abierto encerrando un volumen finito, y sea
xo € R un punto donde f alcance su minimo. Consideremos el intervalo acotado I (con-
teniendo a xp) de forma que

vol(I N (—oo,xp]) = vol(QAN (—o0, xp]), vol(I N [xg, +00)) = vol(Q N [xg, +0)),

es decir, encerrando el mismo volumen que (), a cada lado de xy. Es f4cil ver que dicho
intervalo tiene menos perimetro que (). Asi, desde el punto de vista isoperimétrico, nos
podemos centrar en intervalos acotados cuyo clausura contiene a x(. Finalmente, como
entre todos esos intervalos existe uno de perimetro minimo, ese serd el minimizante en
cuestion. O

9.5.2. El problema isoperimétrico para densidades de tipo log-céncavo y log-con-
vexo. Ahora nos centraremos en las densidades de tipo log-céncavo y log-convexo, aplican-
do los resultados obtenidos para densidades unimodales en la Subseccion anterior.
El siguiente corolario es una consecuencia directa de la Proposicién[9.5.1} el Teoremal[9.5.3]
y de algunas propiedades elementales de las funciones céncavas.

Corolario 9.5.5. Sea f una densidad log-céncava definida en R. Entonces se tiene

i) Si la medida total es finita, entonces existen los minimizantes para cualquier volumen
prefijado, y éstos pueden ser semirrectas, uniones de dos semirrectas disjuntas, o inter-
valos acotados conteniendo al mdximo de f.

ii) Si ambos finales tienen medida infinita, entonces la densidad resulta necesariamente
constante y los minimizantes para cualquier valor del volumen son intervalos acotados.
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iii) Si la densidad tiene volumen infinito pero uno de sus finales tiene medida finita, entonces
las semirrectas conteniendo dicho final son las tinicas regiones isoperimétricas para vo-
Iumen fijo.

DEMOSTRACION. Sea f = e, con ¢ funcién céncava.

i) Como el volumen total es finito, existirdin minimizantes para cualquier valor del
volumen que se considere. Ademads, f ha de tender a 0 en cada uno de los finales. En-
tonces, ¥ ha de tender necesariamente a —oco para x — =00, con lo que serd una fun-
cién creciente-decreciente que presenta un méaximo, por concavidad. En consecuencia, f
también serd creciente-decreciente, alcanzando su maximo valor en un punto xop € R.
Aplicando directamente el Teorema los minimizantes serdn semirrectas, intervalos
acotados, o complementarios. N6tese que como f no alcanza su minimo valor, los inter-
valos acotados que pueden aparecer son los que contienen a xo.

ii) Si ambos finales tienen medida infinita, entonces 1 no puede tender a —co cuando
x — =oo. Como 1 es céncava, la tinica posibilidad es que sea constante, por lo que
la densidad también serd constante en IR. Entonces los minimizantes serdn intervalos
acotados, para cualquier volumen.

iii) En este caso, la densidad tiene un final con medida finita, y otro con medida infi-
nita (al tener volumen total infinito). Asi, ¢ tenderd a —oco en un final, pero no tendera a
—oo en el otro. Al ser concava, ¢ tiene que ser monétona, y por tanto también lo serd f. A
partir de la Proposicion los tinicos minimizantes serdn semirrectas conteniendo al
final de medida finita. O

El Ejemplo 9.3| anterior prueba que todos los posibles conjuntos minimizantes, que
aparecen en el Corolario[9.5.5)para el caso de densidad log-c6ncava con medida total fini-
ta, pueden aparecer. En este mismo contexto, C. Borell [18, Corollary 2.2] ya demostré que
las semirrectas son siempre regiones isoperimétricas (véase también [16, Corollary 13.8]).
En el siguiente Corolario daremos una demostracion diferente de este hecho, obte-
niendo ademas unicidad, para el caso de densidades estrictamente log-concavas.

Corolario 9.5.6. Sea f = e¥ una densidad log-céncava definida en R, con volumen total
finito. Entonces, las semirrectas son siempre regiones isoperimétricas para cualquier volumen.
Ademds, si la densidad es estrictamente log-concava, las semirrectas son los tinicos minimizantes.

DEMOSTRACION. En este caso, la densidad serd creciente-decreciente, alcanzando su
maximo valor en un punto xp € RR. Gracias al Corolario apartado i), y obviando
los correspondientes complementarios, basta comparar el perimetro de semirrectas e in-
tervalos acotados (conteniendo a xp) que encierren el mismo volumen. Fijemos V > 0, y
sea xy € R tal que vol((xy, +o0)) = V (es decir, consideramos la semirrecta (xy, +o0)
que encierra volumen V). Para cualquier x € (—oo,xy), sea y(x) > x el tnico valor
satisfaciendo que vol((x,y(x))) = V (esto es, todos los posibles intervalos acotados
encerrando volumen V). El perimetro de todos estos intervalos acotados de volumen
V vendra dado por la funciéon

P(x) = f(x) + f(y(x))-

Por otro lado, P(—o0) y P(xy) representan el perimetro de las dos semirrectas que encie-
rran volumen V. Asi, esta funcién nos da el perimetro de cualquier candidato de volumen
V, por lo que el minimo de P nos determinaré la regién isoperimétrica para volumen V.

Como y(x) aumenta a medida que x crece, y como la densidad es log-céncava, se
tiene que P(x) es una funcién absolutamente continua con derivadas por la derecha y
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por la izquierda en cada punto. De hecho, la derivada por la derecha P/, en cualquier
punto x € (—oo,xy ), viene dada por

(9.15) Pi(x) = f'(x) + f'(y(x)) ¥ (x)
—f( x) ' (x) + f(y(x) ¢'(y(x) ' (x)

= ) {yr(x) + ¢ (w(x)}
)

yaque f' = fy (recuerdese que f = ell’) y f (y(x)
do la igualdad vol((x,y(x))) = [ v) =V).

Teniendo en cuenta (9.15), y que 1p, es no-creciente por la concavidad de 1, se tiene
que P/(x)/f(x) es también no-creciente (recuérdese que y(x) es creciente). Asi, como
f > 0, se sigue que P/ serd siempre positiva, siempre negativa, o primero positiva y luego
negativa. De ello se deduce que P(x) es mondtona o creciente-decreciente en (—oo, xy ).
En cualquiera de los casos, es seguro que el infimo de P(x) se alcanzara en algan final,
por lo que la semirrecta de volumen V conteniendo dicho final serd la solucién isope-
rimétrica. Ademads, si en un entorno de dicho final, la funcién P es constante, el infimo
también se alcanzara en otros puntos del intervalo (—oo, xy ), por lo que los correspon-
dientes intervalos acotados también resultaran ser solucién.

y'(x) = f(x) (que se obtiene derivan-

Finalmente, en el caso de que f sea estrictamente log-céncava, se obtendrd que P
es mondtona, o creciente-decreciente, pero de forma estricta, con lo que el infimo de P
no podré alcanzarse en ningun punto de (—oo, xy), sino en alguno de los finales, obte-
niéndose asi la unicidad de las semirrectas como minimizantes, para cualquier volumen
V. O

Nota 9.5.7. Dos ejemplos interesantes, dentro de la rama de la Probabilidad y la Es-
tadistica, donde se puede aplicar el Corolario[9.5.6|corresponden a la densidad gaussiana
estandar f(x) = e y a la densidad logistica f(x) = e *(1+¢~*)~2. Tal y como se indica
en [14], resulta interesante estudiar los minimizantes para estas densidades con una res-
triccién de volumen sobre los funcionales vol(Q) + [—F, h]), para cualquier & > 0. En [16]
Remark 13.9] se comenta dicho problema, indicando que las soluciones son semirrectas.

Ahora estudiaremos el problema isoperimétrico para densidades reales log-convexas,

a partir de la Proposicién y el Teorema

Corolario 9.5.8. Sea f = e¥ una densidad log-convexa definida en IR. Entonces,

i) Si ambos finales tienen medida infinita y f(—oo) = f(400) = o0, entonces existen
las regiones isoperimétricas para cualquier volumen, y son intervalos acotados en cuya
clausura la densidad alcanza su minimo. Ademds, si f es estrictamente log-convexa, hay
unicidad de minimizantes.

ii) Siambos finales tienen medida infinita, y ademds un final E con f(E) < o0, entonces el
perfil isoperimétrico es constante, y se alcanzard o se aproximard por medio de intervalos
acotados tendiendo a E.

iii) Si un final tiene medida finita, entonces las semirrectas conteniendo a dicho final son los
linicos minimizantes para volumen fijo.

DEMOSTRACION.

i) En este caso, la densidad serd decreciente-creciente, por lo que aplicando el Teo-
rema se tiene la existencia de minimizantes, que ademads serdn intervalos acotados
conteniendo al minimo de f. Ademads, en el caso de que f sea estrictamente log-convexa,
usando el mismo argumento que en la demostracién del Corolario se obtiene que
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el perimetro de los intervalos acotados encerrando un volumen fijo alcanza su minimo
solamente en un punto, y por tanto, habra un iinico intervalo acotado minimizante.

ii) En esta situacion, necesariamente f serd monétona (por ser log-convexa), por lo
que aplicando la Proposicion [0.5.1} se concluye que el perfil serd constantemente igual a
2 f(E), y nos aproximaremos a él por medio de intervalos acotados, alcanzéndose si f es
constante en un entorno de E.

iii) Bajo estas hipotesis, de nuevo se tiene que f serd monétona, por lo que aplicando
la Proposicién se tiene lo enunciado. O

Como consecuencia del Corolario y del Ejemplo se deduce el siguiente re-
sultado, que demuestra la Conjetura [9.1|en dimensién uno en el caso estricto: los inter-
valos simétricos (bolas centradas en el origen en el caso unidimensional) son soluciones
isoperimétricas para cualquier volumen, para una densidad simétrica y estrictamente log-
convexa. En este caso, ademads, se tiene unicidad de soluciones.

Corolario 9.5.9. Sea f una densidad diferenciable, simétrica y estrictamente log-convexa
definida en R. Entonces, fijado un volumen, el intervalo simétrico encerrando dicho volumen es el
nico minimizante.

DEMOSTRACION. Bajo esas hipétesis, necesariamente nos encontraremos en el apar-
tado i) del Corolario ya que f no puede ser monétona por la simetria. Por tanto,
los minimizantes serdn intervalos acotados, teniéndose ademds unicidad. Finalmente, a
partir del Ejemplo se concluye que los tnicos intervalos acotados posibles son los
simétricos. O]

9.5.3. Semirrectas e intervalos cerrados acotados. Las técnicas usadas a lo largo de
esta Seccion para el caso real permiten también estudiar el problema isoperimétrico en
semirrectas y en intervalos cerrados acotados, con densidades unimodales, y también
el problema de frontera libre. Enunciamos brevemente los correspondientes resultados,
omitiendo las demostraciones.

En el caso del problema isoperimétrico en semirrectas e intervalos cerrados acota-
dos, se pueden obtener resultados similares a la Proposicién el Teorema y el
Teorema que resumimos en los siguientes teoremas.

Teorema 9.5.10. Sea f una densidad unimodal en [0, +c0). Entonces se tiene que:

i) Si la densidad es creciente, entonces los tinicos minimizantes son los intervalos de tipo
(0, x). Si la densidad es decreciente y existe el final E = +oo tiene medida finita, en-
tonces las semirrectas conteniendo a E son los tinicos minimizantes. Si la densidad es
decreciente y E tiene medida infinita, entonces el perfil isoperimétrico es constantemen-
te igual a 2 f(E), y se alcanza (caso de que f sea constante en un entorno de E) o se
aproxima por intervalos acotados que tienden a E.

ii) Si la densidad es creciente-decreciente, y hay existencia de soluciones isoperimétricas,
éstas deben coincidir con un intervalo de tipo (0, x), una semirrecta conteniendo a +oo,
un intervalo acotado donde f alcanza su mdximo o donde f toma constantemente su
minimo valor, o el complementario de uno de estos conjuntos. Si no hay existencia de
soluciones, entonces el perfil isoperimétrico se aproxima por intervalos acotados que tien-
den a +oo.

iii) Sila densidad es decreciente-creciente, entonces las soluciones isoperimétricas para cual-
quier volumen existen, y son intervalos acotados en cuya clausura f alcanza su minimo.
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Ahora enunciamos el resultado correspondiente al problema isoperimétrico en un
intervalo acotado [a, b], que puede tratarse con las mismas herramientas. Obsérvese que
en este caso, la existencia de regiones isoperimétricas esta asegurada por compacidad.

Teorema 9.5.11. Sea f una densidad unimodal definida en un intervalo acotado [a, b]. En-
tonces se tiene que

i) Si la densidad es mondtona, entonces cualquier region isoperimétrica es un intervalo
cuya clausura contiene el extremo del intervalo donde f alcanza su minimo.

ii) Si la densidad es creciente-decreciente, la solucién isoperimétrica serd un intervalo cuya
clausura contiene un extremo del intervalo, o donde f alcanza su mdximo, o donde f
iguala su minimo, o el complementario de uno de estos conjuntos.

iii) Si la densidad es decreciente-creciente, entonces cualquier solucion isoperimétrica con-
siste en un intervalo abierto en cuya clausura f alcanza su minimo.

Las mismas técnicas también nos permiten estudiar el problema de frontera libre en
semirrectas [0, +0), y en intervalos cerrados y acotados [a,b] (para la recta real, dicho
problema coincide con el problema isoperimétrico ya tratado). Recordemos que este pro-
blema busca los conjuntos minimizantes del perimetro relativo a [0, +o0) o a [a, b] bajo una
restricciéon de volumen. Esto quiere decir, en este caso, que los extremos de los intervalos
ambiente no contribuirdn al perimetro. Los resultados que se obtienen para este problema
son los siguientes.

Teorema 9.5.12. Sea f una densidad unimodal definida en [0, +c0). Entonces se tiene que

i) Sila densidad es creciente, entonces los tinicos minimizantes para el problema de frontera
libre en [0, +o00) son los intervalos de la forma (0,x). Si la densidad es decreciente y
el final E = +oo tiene medida finita, para cualquier volumen fijado existe solucién
isoperimétrica, que serd una semirrecta conteniendo a E. Si, por el contrario, E tiene
medida infinita, caso de que exista un minimizante, éste serd un intervalo de la forma
(0, x) 0 un intervalo acotado donde f sea constantemente igual a su minimo valor. Si no
hay existencia, entonces el perfil isoperimétrico serd igual a 2f (E).

ii) Si la densidad es creciente-decreciente, y existe un minimizante para un volumen fijado,
entonces coincidird con un intervalo de la forma (0,x), una semirrecta conteniendo a
+o00, un intervalo acotado donde f alcance su maximo o iguale su minimo por la derecha,
o el complementario de uno de estos conjuntos. Si no existe minimizante, entonces el
perfil isoperimétrico se aproximard por intervalos acotados tendiendo a +oo.

iii) Si la densidad es decreciente-creciente, entonces hay existencia de soluciones isoperimé-
tricas para cualquier volumen, y éstas vendrin dadas por intervalos de la forma (0,x) o
por intervalos acotados en cuya clausura f alcanza su minimo.

Teorema 9.5.13. Sea f una densidad unimodal definida en el intervalo [a,b]. Entonces se
tiene que

i) Si la densidad es monédtona, entonces los tinicos minimizantes para el problema de fron-
tera libre en [a, b] son intervalos en cuya clausura se encuentra algiin extremo de [a, b].
ii) Siladensidad es creciente-decreciente, entonces las regiones isoperimétricas vienen dadas
por intervalos conteniendo al madximo de f, por intervalos en cuya clausura se encuentra
un extremo de [a, b], o por los complementarios de estos conjuntos.
iii) Sila densidad es decreciente-creciente, entonces los minimizantes son intervalos en cuya
clausura se encuentra algiin extremo de [a,b] o un punto donde f alcanza su minimo
valor, o los complementarios de estos tiltimos intervalos.
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9.6. La densidad exp(|x|?)

En esta Gltima Seccién trataremos el problema isoperimétrico en R"*! para una den-
sidad radial log-convexa particular, concretamente para la densidad f : R"*! — R"*!
definida por

fx) =exp(clx’), xeR™,

donde ¢ es una constante positiva. De hecho, comprobaremos que la Conjetura se
verifica en este caso: las bolas centradas en el origen son las regiones isoperimétricas para
cualquier volumen que se fije (Teorema [9.6.2). Ademads, veremos que también se tiene
unicidad de minimizantes. Esta densidad ya fue estudiada por Borell [19, Theorem 4.1],
que prob6 que las bolas centradas en el origen son minimizantes. En su demostracién
se usa una desigualdad de Brunn-Minkowski, y, a diferencia de nuestro trabajo, no se
deduce unicidad.

Notese que los minimizantes son los mismos que en el espacio euclideo con densidad
estdndar f = 1 (caso que se corresponde con ¢ = 0), y distintos a los que aparecen con la
densidad gaussiana (¢ < 0), que es log-céncava y que, segtin el Corolario[9.5.6} tiene a las
semirrectas como soluciones isoperimétricas.

Para esta densidad, el volumen total no es finito (cosa que si ocurre en el caso gau-
ssiano), por lo que la existencia de minimizantes no es inmediata. Pero gracias a los resul-
tados de la Seccion[9.3} justificaremos que existen regiones isoperimétricas para cualquier
volumen que se considere.

La demostracién del Teorema se apoyara en la descripcién de minimizantes pa-
ra densidades log-convexas en el caso unidimensional, hecha en el Corolario [9.5.8} y la
simetrizacién en espacios con medidas producto, descrita en [85]. Se construirad asi un
analogo a la simetrizacién de Steiner para la densidad exp(c |x|?), que se aplicaré en la
direccién de los ejes (como hizo L. Bieberbach [10]), para obtener minimizantes central-
mente simétricos con frontera conexa. Finalmente, usando la simetrizacién de Hsiang
[58] concluiremos que dicho minimizante ha de ser una bola centrada en el origen.

Resaltamos que las cuestiones referentes a la unicidad de regiones isoperimétricas
son siempre dificiles de tratar. Para la densidad gaussiana, la propiedad minimizante
de los semiespacios (salvo un conjunto de medida nula) fue obtenida por E. A. Carlen
y C. Kerce [28] a partir de la caracterizacién completa de la igualdad en la desigualdad
isoperimétrica. Previamente, A. Ehrhard [43] habia proporcionado ciertos resultados de
unicidad en este ambiente gaussiano, a partir del estudio de una desigualdad de tipo
Brunn-Minkowski. Nosotros probaremos la unicidad de las bolas centradas en el origen
como minimizantes para la densidad exp(c |x|?). Esto se deberd al hecho de que las bolas
aparecen como resultado de una cantidad numerable de simetrizaciones, por lo que basta
comprobar que si la simetrizacién de un minimizante da lugar a una bola, entonces el
minimizante es una bola.

Recordemos previamente algunas de las propiedades que se derivan de la simetriza-
cion de Steiner (véase [85, Section 3.2]), que usaremos mds adelante. Nétese que en este
ambiente, como nuestra densidad f(x) = exp(c|x|?) puede verse como una medida pro-
ducto rotacionalmente invariante, es natural pensar en las aplicaciones de esta simetriza-
cién.

Sea Q) un conjunto compacto de R"*!. Consideremos un hiperplano 7 C R"*! con-
teniendo al origen. La restricciéon de la densidad a cualquier recta ortogonal a 7t resul-
tard ser una densidad diferenciable, simétrica (como la densidad es radial, tendremos
simetria con respecto a la interseccién de 7t con la recta) y estrictamente log-convexa.
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Se define la simetrizacién de ) respecto a 7t como el conjunto (), cuya interseccién con
cualquier recta R ortogonal a 77 es la regién isoperimétrica en R, con la densidad restringi-
da, correspondiente al volumen de (2 N R (como estamos en una recta, dicho volumen se
corresponderd con una longitud). Teniendo en cuenta el Corolario tal region isope-
rimétrica serd un intervalo centrado en 7w N R. Consecuentemente, se tendrd que ()}, es
un conjunto simétrico respecto de 7. La principal propiedad de esta construccién es que
se preserva el volumen, y disminuye el perimetro, obteniéndose asi un conjunto mejor,
desde el punto de vista isoperimétrico.

Lema 9.6.1. ([85, Proposition 8]) Para cualquier hiperplano 7 de R"*1 que contenga al
origen, la simetrizacion de Steiner Q% de un conjunto compacto Q) C R"*! satisface que

vol(Q%) = vol(Q), P(Q%) < P(Q).

Enunciamos ahora el resultado principal de esta Seccién, que describe las regiones
isoperimétricas para la densidad f(x) = exp(c|x|?), ¢ > 0.

Teorema 9.6.2. Consideremos R"*! con la densidad f(x) = exp(c|x|?), ¢ > 0. Enton-
ces, para cualquier volumen que se fije, la correspondiente bola centrada en el origen es el tinico
minimizante.

DEMOSTRACION. En primer lugar, para esta densidad tenemos asegurada la exis-
tencia de minimizantes acotados para cualquier volumen prefijado, por aplicacién del
Teorema ya que la correspondiente sucesion

exp(cm?) ) n n
= = 1-——)—4 —4
¢m) exp(c (m + 2)2)n/(n+1) p (cm ( n+ 1) M1 hr1)
tiende claramente a infinito. Veamos que las bolas centradas en el origen son regiones
isoperimétricas.

Sea () un minimizante para un volumen V > 0, y apliquemos sucesivamente la
simetrizacién de Steiner a Q) con respecto a los hiperplanos coordenados de R"*!. Asf ob-
tendremos un conjunto ()*, también minimizante para volumen V, que resultard simétri-
co con respecto a todos esos hiperplanos y con frontera conexa. En particular, ()* serd cen-
tralmente simétrico. Asi, cualquier hiperplano 7w que pase por el origen dividird a Q)" en
dos subconjuntos ()f, i = 1,2, cada uno contenido en el correspondiente semiespacio
abierto 77; (determinados por el hiperplano ), y con vol(Q)}) = vol(Q2;). Ademds se
verificard que

P(Ql, 7'[1) = P(Qz, 7'[2),
ya que en caso contrario, mediante la reflexiéon con respecto del hiperplano 7, seria po-
sible obtener un conjunto con igual volumen (ya que la densidad es radial) y menos
perimetro que (0¥, contradiciendo su carécter isoperimétrico.

Por tanto, cada ()} junto con su correspondiente reflexion serd un nuevo minimizante
para volumen V.Y esto ocurre para todo hiperplano pasando por el origen. A partir de
las propiedades de regularidad del Teorema y ciertos resultados para la curvatura
media constante generalizada, se sigue que d)* es simétrico respecto de cualquier plano
pasando por el origen, concluyendo entonces que (2* coincide con una bola centrada en
el origen.

Para probar la unicidad de estas bolas como regiones isoperimétricas, razonando por
induccién, bastaria probar que si una simetrizacién de un minimizante () respecto a un
hiperplano coordenado 7t da lugar a una bola B, entonces () es una bola.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que m = {x,11 = 0}.Sea D C 7 la
proyeccion de () sobre dicho hiperplano. Por el Teorema y por el Teorema de Sard,
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es posible obtener un recubrimiento de ¥ = d() como sigue: para casi todo punto p € D,
la recta ortogonal a 7T que sale de p intersecara transversalmente a X en una cantidad par
de puntos p; € X. De esta forma, podemos ver ¥ como la unién de los grafos de ciertas
funciones altura (diferenciables) h;, definidas sobre entornos D, C D de puntos p € D
(permitimos que p; sea £oo por si () fuese no acotado). Denotemos por A C D el conjunto
de tales puntos p. Por la definicién de la simetrizacion de Steiner, como vol(Q2) = vol(B),
se tendra

hiy h*
) / flx)dx =2 f(x)dx  sobre D,
i impar hi 0
donde /* es la funcién altura de 0B con respecto al hiperplano 7. Derivando,
Z (f(hi—H) Vhi—H - f(hl) Vhl) = Zf(h*) Vh* sobre Dp,
i impar
de forma que, al tomar normas, se llega a

Y () [Viy| > 2f (W) [VI*|  sobre D
)

Por otro lado, aplicando la propiedad isoperimétrica de los intervalos centrados en el
origen, que se deduce del Corolario se tiene que

Zf(hj) > 2f(h*) sobre Dy,
j

con igualdad si y sélo si la correspondiente seccién de () es un intervalo centrado en 7.

Ahora aplicaremos el Lema posterior a partir de dichas desigualdades, para

aj = f(hj(p)), aj = [Vhi(p)|, « = f(h*(p)) y a = |[Vh*(p)|. Se obtiene
(9.16) Y f(hi(p) 1+ [Vhi(p)|> = 2f (1" (p)) \/ 1+ [VE*(p)I?, P €A,
J

con igualdad si y sélo si [Vhj(p)| = |Vh*(p)| para todo j, y toda seccién de () pasando
por p es un intervalo centrado en 7t (esto tiltimo ya implicaria que, salvo un conjunto de
medida finita, () es necesariamente una bola).

Finalmente, a partir de la férmula de la codrea [72, § 3] y la desigualdad (9.16) se
obtiene

P@) = [ fdo> [ (L5 15190 ) i
)

> [ 200 (1) |1+ [V (p)]? da = P(B),

donde en la dltima igualdad se ha usado que D — A no contribuye al perimetro de B.
Como ) es un minimizante, lo que realmente se tiene es la igualdad, y consecuentemente,
también en (9.16). Se sigue que para cada punto p € A, la seccién de Q) que pasa por
p es un intervalo simétrico de la misma longitud que la correspondiente secciéon de B.
Asi concluimos que, salvo un conjunto de medida nula, () coincide con una bola centrada
en el origen. O

Enunciamos y demostramos ahora el Lema usado en la anterior demostracién.

Lema 9.6.3. Sean {«;}, {a;}, «, a niimeros reales positivos en cantidad numerable que veri-
fican Y aja; > 20a, y que Y ;o > 2 a. Entonces se cumple que

lej,/l—i—aZ}sz\/l—kaZ,
7 ]
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con igualdad si y sélo siaj = a para cada j, y ) ; o = 2a.

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién g(x) = v/1 + x2, para x > 0. Es claro que
' (x) = x/V1+x2, porlo que 0 < g'(x) < 1y, en particular, la funcién g resulta ser
creciente. Ademds, como ¢ (x) = 1/(1 + x2)%/2, se sigue que g es estrictamente convexa.
Denotemos por ag = }_; «;. Entonces se tiene que

“ .
(9.17) Y.L g(a) >g()
j Ao j o
La primera desigualdad es consecuencia de la convexidad de g. La segunda desigualdad
se debe, teniendo en cuenta las hipétesis, al crecimiento de g. La tercera desigualdad se
verifica trivialmente, en funcién de como hemos definido g, ya que 2a/a¢ < 1 en virtud

de las hipétesis. Dicha desigualdad ya nos da la enunciada en el Lema.

. Z0) > 2 g(a)

;) >8(070” Z

Supongamos ahora que en la cadena de desigualdades de se dan todas las
igualdades. La igualdad en la segunda desigualdad implica, por el crecimiento estric-
to de g, que }; aja; = 2a a. Se puede comprobar facilmente que la igualdad en la tercera
desigualdad implica que 2a = a9 = }J; ;. Si también tenemos igualdad en la primera
desigualdad, entonces se concluye que a; = 4, para todo j. O

Concluimos esta Secciéon con un teorema de comparacion de valores propios obtenido
como consecuencia de la desigualdad isoperimétrica del Teorema[9.6.2l Dado un dominio
diferenciable acotado () de R"*!, consideraremos el operador diferencial de segundo
orden L sobre C§’ definido por

(9.18) (Lu)(x) = (Au)(x) — 2c(x, (Vu)(x)), uecCrQ), xeq,

donde A denota el operador de Laplace euclideo en (). La medida invariante de este
operador tiene densidad f(x) = exp(c|x|?) (c = 0).

Corolario 9.6.4. Sea Q) un dominio diferenciable acotado de R"t1, Entonces, el menor valor
propio no nulo A1 (Q)) para el operador de segundo orden con condiciones de Dirichlet sobre
0Q) satisface

M(Q) = Aq(B),
donde B es la bola centrada en el origen con el mismo volumen que Q) para la densidad dada por
f(x) = exp(c|x|?), c > 0. Ademds, la igualdad se da si y sélo si Q) = B.

DEMOSTRACION. Esta comparacién de valores propios es una adaptacion de la técni-
ca de simetrizacién usada para probar la desigualdad de Faber-Krahn en R™*1 [30, p.- 87],
que se corresponde justamente con la desigualdad pretendida para el caso c = 0. ]
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