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Índice general

Introducción General V

Parte I. Problema isoperimétrico en superficies de revolución 1

Capı́tulo 1. Introducción Parte I 3

Capı́tulo 2. Resultados generales en superficies 7
2.1. El problema isoperimétrico en superficies 7
2.2. Generalidades sobre superficies S1 × I 8
2.3. Curvas con curvatura geodésica constante en S1 × I 10
2.4. Curvas estables en S1 × I. Operador de Jacobi y valores propios asociados 19
2.5. Existencia de onduloides cerrados, embebidos y estables 26
2.6. Regiones estables 39
2.7. Generalidades sobre superficies de revolución 46

Capı́tulo 3. El problema isoperimétrico en toros rotacionalmente simétricos 47
3.1. Descripción de nuestras superficies 48
3.2. Curvas con curvatura geodésica constante 52
3.3. Regiones estables 57
3.4. Regiones isoperimétricas 64

Capı́tulo 4. El problema isoperimétrico en anillos de revolución completos 81
4.1. Descripción de nuestras superficies 82
4.2. Curvas con curvatura geodésica constante 83
4.3. Regiones estables 85
4.4. Regiones isoperimétricas 89
4.5. Cuádricas de revolución 107

Parte II. Problemas isoperimétricos planos múltiples 113
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Introducción General

Podemos pensar que el estudio de los problemas isoperimétricos en superficies tiene su
origen en una propiedad geométrica bien conocida que poseen las circunferencias:

entre todas las curvas cerradas del plano que encierran una cantidad prefijada de área,
la correspondiente circunferencia es la que tiene menos longitud.

Esta propiedad ya era conocida por los matemáticos de la Antigua Grecia. En el libro
Mathematical Collection de Pappus de Alejandrı́a [61] ya aparecı́a una demostración, debi-
da a Zenodoro, que prueba que el cı́rculo tiene menos perı́metro que cualquier polı́gono
de igual área, lo que nos conduce a la anterior propiedad mediante un argumento de
aproximación.

Es natural plantear esta cuestión en una superficie general, surgiendo ası́ el problema
isoperimétrico en su versión más habitual:

Dada una superficie riemanniana M, buscamos el conjunto contenido en M
que encierra una cantidad de área prefijada usando el menor perı́metro posible.

Por supuesto, la existencia de un tal conjunto no está asegurada, en un principio. En caso
de existir, se le denomina región isoperimétrica.

El conocimiento de estas regiones proporcionará desigualdades isoperimétricas en las su-
perficies, muy útiles en la resolución de diversos problemas [7], [47]. Incluso si nos centra-
mos en el caso plano, las desigualdades que se obtengan, combinadas con otras técnicas
(por ejemplo, argumentos de simetrización), pueden aplicarse en problemas planteados
en dimensiones superiores.

El estudio de las regiones isoperimétricas en superficies es una cuestión interesante,
que ha sido resuelta completamente sólo en algunas superficies concretas, debido a las
dificultades que surgen al tratar este tipo de problemas.

En primer lugar, tal y como hemos comentado antes, la existencia de soluciones iso-
perimétricas no está garantizada en cualquier superficie. Por ejemplo, en las catenoides
minimales no hay regiones isoperimétricas para ningún valor del área que se considere
(analizaremos tales superficies a lo largo de nuestro trabajo). Por otro lado, puede tam-
bién ocurrir que, en una superficie concreta, existan soluciones isoperimétricas para cier-
tos valores del área, pero no para otros (es lo que ocurre, por ejemplo, en los hiperboloides
de una hoja, como se verá con posterioridad).

No hay muchos resultados generales que traten la existencia de regiones isoperimétri-
cas en una superficie. Razonamientos propios de la Teorı́a Geométrica de la Medida
[72] permiten probar que cuando nuestra superficie es compacta, existen regiones isope-
rimétricas para todo valor del área. En superficies no compactas, las técnicas habituales
consisten en estudiar la convergencia de sucesiones minimizantes y la eventual pérdida
de área en infinito (se pueden consultar aplicaciones de dichas técnicas, por ejemplo, en
los trabajos de F. Morgan [70], o de M. Ritoré [82], [83]). Nosotros profundizaremos en
estos métodos más adelante, ya que serán utilizados en el Capı́tulo 4 de esta Memoria.
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Otro resultado referente a la existencia, que se puede consultar en el libro de Morgan [72],
es el siguiente: dada una superficie M, si el cociente M/G es compacto, donde G es el
grupo de isometrı́as asociado a M, entonces también podemos afirmar que hay regiones
isoperimétricas para cualquier valor del área. Dicho resultado es aplicable, por ejemplo,
en el caso de un cilindro circular completo.

Por otra parte, en cuanto a las propiedades que satisfacen las regiones isoperimétri-
cas, se tiene en primer lugar que estarán bordeadas por curvas cerradas, embebidas y di-
ferenciables [72]. A partir de ahı́, las fórmulas clásicas de variación del área y del perı́me-
tro implican que dichas curvas tendrán curvatura geodésica constante (con respecto al
vector normal que apunta hacia el interior) [89], [7], [72]. Estas condiciones permiten
hacerse una idea de cuales pueden ser las regiones isoperimétricas en una superficie, co-
nociendo las curvas con curvatura constante. En algunos casos, determinarán casi com-
pletamente dichas regiones.

Todas estas cuestiones han resultado muy interesantes en los últimos años, siendo
estudiadas en diversos trabajos de la literatura. Sin embargo, la clasificación completa de
las regiones isoperimétricas sólo ha sido obtenida en algunas superficies concretas.

En las superficies simplemente conexas con curvatura de Gauss constante (plano, esfe-
ra y plano hiperbólico), las regiones isoperimétricas existen y son discos geodésicos (véase
el trabajo de E. Schmidt [88]). Para el plano y del plano hiperbólico, este hecho es con-
secuencia de las desigualdades isoperimétricas clásicas (recogidas por R. Osserman [78,
p. 1207], o en la obra de Y. Burago y V. Zalgaller [22]), si bien existen muchas demos-
traciones en el caso del plano, utilizando diversas técnicas (tales como argumentos de
simetrización o comparación directa de perı́metros, véase la recopilación de H. Howards
y otros [56]). En el caso de la esfera, las soluciones (que existirán por compacidad) han de
ser discos geodésicos en virtud de las condiciones de regularidad.

Otras superficies para las que las que se conocen las soluciones isoperimétricas son
los cilindros circulares, y los toros, botellas de Klein y cintas de Moebius llanas [56, § 6 y 7].
Dichas soluciones consisten en discos, y en bandas bordeadas por geodésicas de longi-
tud mı́nima (además de los complementarios de estos conjuntos en el caso de área total
finita), y se obtienen casi inmediatamente a partir de las condiciones de regularidad.

Recientemente, se han producido avances en el estudio de este problema en superfi-
cies de revolución con alguna hipótesis de monotonı́a sobre la curvatura de Gauss. Por
ejemplo, se sabe que en planos de revolución con curvatura decreciente desde un polo,
las regiones isoperimétricas son discos geodésicos centrados en el polo (obtenido parcial-
mente por I. Benjamini y J. Cao en [9], y de forma general por Morgan y otros [75] y por
Ritoré [82]). Un ejemplo de estas superficies es el paraboloide de revolución [9, Th. 5 y 8].

En [82] también se consideran otras superficies de revolución con curvatura de Gauss
creciente o decreciente, planteando su estudio a partir de la clasificación de las regiones
estables. En planos con curvatura creciente desde un polo, las regiones isoperimétricas
sólo pueden ser discos contenidos en zonas donde la curvatura de Gauss sea constan-
te, de forma que si hay crecimiento estricto, no existirá ninguna solución isoperimétrica.
En anillos con curvatura decreciente desde un final de área finita, las soluciones siem-
pre existen, y estarán bordeadas por un paralelo. En el caso de las esferas de revolución
simétricas, si la curvatura es decreciente desde el ecuador, las soluciones consistirán en
una familia de discos que constituyen una foliación, mientras que si la curvatura es cre-
ciente, las soluciones estarán bordeadas por uno o dos paralelos (obteniéndose discos
centrados en los polos, o anillos simétricos o no simétricos). Finalmente, las regiones iso-
perimétricas en planos proyectivos con curvatura creciente o decreciente son discos, para
cualquier valor del área (algunos de estos resultados también se recogen en [75]).
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Siguiendo otras técnicas, Ritoré ha demostrado que las regiones isoperimétricas en
planos completos con curvatura de Gauss no negativa existen y son discos [83]; por
otro lado, en superficies hiperbólicas dichas regiones también han sido clasificadas por C.
Adams y Morgan [1], obteniéndose cuatro posibles tipos distintos de soluciones isope-
rimétricas.

Actualmente, la noción de problema isoperimétrico no sólo se refiere a las cuestiones
descritas hasta ahora (hallar el conjunto de menos perı́metro en una superficie, entre
todos los que encierran una cantidad de área prefijada), sino que engloba también pro-
blemas de otra ı́ndole, siempre con la idea de

minimizar el funcional perı́metro bajo ciertas restricciones sobre el área.

De esta forma, se pueden plantear los problemas isoperimétricos múltiples, en los que se
consideran varios valores para el área, y se busca la configuración de curvas con la menor
longitud posible, que delimita regiones encerrando dichas cantidades de área. Entre los
problemas más interesantes de este tipo se encuentra el de la pompa plana múltiple, que se
enuncia y desarrolla en el plano euclı́deo, y que será tratado en el Capı́tulo 8. Remitimos
al lector a la Introducción de la Parte II (Capı́tulo 5), en la que se exponen cuestiones
generales sobre este problema, y los resultados que se han obtenido hasta ahora en este
contexto.

Otro problema isoperimétrico, relacionado con el anterior, podrı́amos denominarlo
como el problema de las particiones isoperimétricas. En este caso, lo que se pretende es di-
vidir o descomponer nuestra superficie en regiones de área prefijada, utilizando la menor
longitud total posible. Un ejemplo corresponde a la partición isoperimétrica de una esfera
bidimensional, sobre la que se pueden consultar bastantes artı́culos interesantes, debidos
a J. Hass y Morgan [51], J. Masters [65], o A. Heppes [54], [53], [52]. Nosotros examina-
remos una de estas cuestiones en el Capı́tulo 7, dedicado a la partición isoperimétrica de
un disco plano.

Las particiones (o divisiones) isoperimétricas también pueden plantearse en ambien-
tes no acotados, como es el caso de la división del plano euclı́deo en regiones de igual
área. La conjetura del panal de abejas establece que la mejor división posible se logra a
partir de hexágonos regulares, y ha sido recientemente probada por T. Hales [49]. Este
problema requiere realizar ciertas consideraciones particulares, ya que la longitud total
de cualquier división del plano no será finita. Nosotros no profundizaremos en esta di-
rección, si bien indicaremos que es necesario recurrir a las nociones de perı́metro y área
truncados (restringiendo la división a discos centrados en el origen de radio creciente,
para que el perı́metro sea finito), y que se pretende minimizar el lı́mite superior de los
cocientes de esas dos magnitudes. Un tratamiento riguroso de este problema puede en-
contrarse en [72, § 15].

Otra posibilidad que puede considerarse dentro de los problemas isoperimétricos es
trabajar con funcionales de área y perı́metro ponderados por una función positiva, llama-
da densidad. El estudio de superficies y variedades dotadas de una densidad está desper-
tando cierto interés en los últimos años, lo que hace que también se esté analizando el
problema isoperimétrico en este contexto. Nosotros trataremos algunas cuestiones rela-
cionadas en el Capı́tulo 9, no sólo centrándonos en superficies, sino en el espacio euclı́deo
general.

Otra variante de los problemas isoperimétricos se conoce como el problema de fron-
tera libre, en el que la frontera de la superficie, en caso de que exista, no contribuye al
perı́metro total de los conjuntos, de forma que tenemos libertad de apoyarnos en la parte
de la frontera que resulte más eficiente.
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En definitiva, las cuestiones isoperimétricas pueden presentar diversos planteamien-
tos, que implicarán distintas técnicas y argumentos para obtener la correspondiente so-
lución.

Esta Memoria, estructurada en tres partes, trata algunos de los problemas anterior-
mente expuestos. En la introducción a cada una de las partes se encontrarán destacados
los principales resultados que hemos obtenido.

La primera parte se dedica al estudio del problema isoperimétrico clásico, concreta-
mente en superficies de revolución. El Capı́tulo 3 se ocupa del problema isoperimétrico
en toros de revolución simétricos y con curvatura de Gauss decreciente desde el paralelo
de mayor longitud. Logramos clasificar completamente las regiones estables, además de
discutir cuales de estas regiones pueden ser isoperimétricas. Por otra parte, en el Capı́tulo
4 nos centramos en anillos de revolución simétricos y con curvatura de Gauss crecien-
te desde el paralelo de menor longitud, clasificando completamente las regiones isope-
rimétricas de dichas superficies.

En la segunda parte de esta Memoria consideramos los problemas isoperimétricos
múltiples, indicando las principales propiedades de existencia y regularidad en el Capı́-
tulo 6. En el Capı́tulo 7 resolvemos el problema de la partición isoperimétrica de un disco
plano en dos y tres regiones, mientras que en el Capı́tulo 8 enfocamos el problema de la
pompa plana múltiple desde un nuevo punto de vista, gracias a la caracterización de las
configuraciones estacionarias en función de figuras recı́procas.

Finalmente, el Apéndice de la tercera parte de la Memoria recoge algunos resultados
interesantes referentes al problema isoperimétrico en el espacio euclı́deo con una densi-
dad. Esta Parte III de la Memoria se aleja un poco de la temática tratada a lo largo del
trabajo, y por ello hemos decidido añadirla de forma complementaria.



Parte I

Problema isoperimétrico en superficies de
revolución





CAPÍTULO 1

Introducción Parte I

En esta primera parte de la Memoria centraremos nuestra atención en el estudio del
problema isoperimétrico en superficies de revolución. Describiremos un método que permi-
te abordar esta cuestión, además de aplicarlo a dos familias particulares de superficies:
toros de revolución simétricos con curvatura de Gauss decreciente desde el paralelo de
mayor longitud, y anillos de revolución completos, simétricos y con curvatura de Gauss
creciente desde el paralelo de menor longitud.

Nuestro estudio viene motivado por varios trabajos que han tratado el problema
isoperimétrico en superficies de revolución con alguna hipótesis sobre la monotonı́a de
la curvatura de Gauss en los últimos años. En 1996, I. Benjamini y J. Cao [9] probaron que
en planos con curvatura total positiva menor o igual que 2π, y con curvatura de Gauss
decreciente desde un polo, las regiones isoperimétricas son discos geodésicos centrados
justamente en el polo. En dicho trabajo, deducen una desigualdad isoperimétrica (a partir
del flujo por curvatura geodésica) que proporciona igualdad para tales discos.

Posteriormente, F. Morgan, M. Hutchings y H. Howards [75] resolvieron este pro-
blema en 1999 en el caso general de curvatura de Gauss decreciente (sin hipótesis sobre
la curvatura total), y también para planos proyectivos reales, anillos con un final de área
finita, y determinadas esferas (con métricas rotacionalmente simétricas), obteniendo que
las soluciones son discos geodésicos o anillos bordeados por paralelos.

Estos dos resultados, y alguno más (como los de P. Pansu [80] o P. Topping [93]), se
han obtenido mediante el uso de ciertas desigualdades isoperimétricas, que establecen
relaciones entre el perı́metro y el área encerrada por un conjunto ([78], [22]).

Nosotros proponemos un enfoque distinto, similar al que utiliza M. Ritoré [82], basa-
do en un trabajo de E. Schmidt [88]. Nuestro punto de partida se centra en el estudio de
las curvas cerradas y embebidas con curvatura geodésica constante. Como el borde de cual-
quier región isoperimétrica está formado por curvas de este tipo (todas con la misma cur-
vatura), la clasificación de dichas curvas en nuestras superficies nos proporcionará una
primera lista de candidatos.

En este punto, conviene recordar un concepto importante, relacionado con estas cues-
tiones: la estabilidad. Las regiones isoperimétricas pueden entenderse como mı́nimos glo-
bales del funcional perı́metro, bajo una restricción sobre el área encerrada. En particular,
serán mı́nimos locales de dicho funcional, cuando consideremos deformaciones infinite-
simales que preserven el área encerrada, y estarán bordeadas por curvas con curvatura
geodésica constante, con respecto al normal que apunta hacia el interior. Precisamente,
los conjuntos o regiones estables son estos mı́nimos locales (de segundo orden), por lo que
se tiene que toda región isoperimétrica es una región estable. Este concepto de estabilidad
también se aplica a las curvas, de forma que toda región estable se encontrará bordeada
por curvas estables.

El hecho de considerar la estabilidad permite que se usen todas las herramientas pro-
pias del Cálculo de Variaciones, con el objetivo de obtener propiedades, de tipo geo-
métrico y topológico, caracterı́sticas de las regiones estables, y en consecuencia, de las

3



4 1. INTRODUCCIÓN PARTE I

soluciones isoperimétricas. De esta forma, la idea que seguiremos consistirá en clasificar
previamente las regiones estables de nuestras superficies (mı́nimos locales), para luego
discutir cuales de ellas son realmente regiones isoperimétricas (mı́nimos globales).

Este esquema ya posibilitó a Ritoré [82] resolver estas cuestiones en planos de re-
volución, en esferas que presentan una simetrı́a con respecto al ecuador, y en planos
proyectivos, con curvatura de Gauss decreciente, y también creciente, y en anillos con
curvatura decreciente desde un final de área finita. Las soluciones en estos casos son dis-
cos delimitados por curvas con curvatura geodésica constante, o anillos bordeados por
paralelos de la superficie, si bien en algunas situaciones no hay existencia de regiones iso-
perimétricas (planos con curvatura estrictamente creciente desde un polo). Un resumen
de los resultados obtenidos en [82], y también en [9], [75], puede consultarse en [25].

Por otro lado, dada una superficie, la clasificación de las regiones estables es una cues-
tión interesante por sı́ misma, y no sólo por su conexión con el problema isoperimétrico,
ya que desde un punto de vista fı́sico y en términos de energı́a, tales regiones representan
modelos que describen satisfactoriamente el comportamiento observable empı́ricamente.

En esta Parte I de la Memoria aplicamos estas ideas para estudiar el problema isope-
rimétrico en dos tipos distintos de superficies de revolución, con ciertas propiedades co-
munes: superficies rotacionalmente simétricas, que presentan una simetrı́a horizontal con
respecto a un paralelo concreto, y con curvatura de Gauss monótona desde dicho para-
lelo. Más concretamente, lograremos describir las regiones estables e isoperimétricas en
toros de revolución simétricos y con curvatura decreciente desde el paralelo de mayor
longitud [23], y en anillos de revolución completos, simétricos y con curvatura creciente
desde el paralelo de menor longitud [27].

La aplicación de nuestro enfoque se basa en la consideración de superficies tipo cilin-
dro S1 × I, donde S1 ⊂ R2 es la circunferencia unidad e I es un intervalo real, dotadas
de métricas warped. Trabajar con este modelo va a permitir clasificar completamente las
curvas con curvatura geodésica constante. Obsérvese que, identificando adecuadamente
los bordes de dicho cilindro, se obtienen, por ejemplo, superficies difeomorfas a anillos,
esferas, planos y toros de revolución, y que el tipo de métrica que consideremos determi-
nará las propiedades de simetrı́a de la superficie, además de la curvatura de Gauss.

Una observación que es necesario destacar es que admitiremos que la curvatura de
Gauss de nuestras superficies sea una función con una cantidad finita de discontinuida-
des de salto, lo que hace que nuestro estudio sea más amplio. Esto se debe, esencialmen-
te, a que los resultados básicos para obtener la clasificación de las curvas con curvatu-
ra geodésica constante son también ciertos cuando se tienen estas discontinuidades. Un
ejemplo interesante en esta situación, y que estudiaremos más adelante, viene dado por
la superficie que se obtiene a partir de una esfera, a la cual se le quitan dos discos abiertos
idénticos centrados en los polos, y se le añaden apropiados anillos hiperbólicos acotados.

En el Capı́tulo 2 presentamos una serie de resultados generales en superficies de re-
volución del tipo S1 × I con métricas warped. En particular, describiremos el sistema de
ecuaciones diferenciales y la primera integral asociada, que permiten clasificar las curvas
con curvatura geodésica constante, además de mostrar las primeras propiedades de estas
curvas. También se tratará la estabilidad, a partir del análisis de las fórmulas de variación
del área y del perı́metro, proporcionando criterios que impondrán ciertas restricciones
sobre las curvas y regiones estables contenidas en S1 × I.

Una parte importante de este Capı́tulo se dedica al estudio en profundidad de ciertas
curvas con curvatura geodésica constante que van a aparecer en nuestras superficies: los
onduloides (Sección 2.5). Estas curvas no son cerradas y embebidas en general, y hasta
ahora, no habı́an formado parte del borde de ninguna región isoperimétrica en ninguna



1. INTRODUCCIÓN PARTE I 5

superficie, al menos bajo nuestro conocimiento. De hecho, en las superficies de revolución
tratadas en los trabajos anteriormente citados, tales curvas resultan ser inestables o no
llegan a ser embebidas, por las caracterı́sticas intrı́nsecas de tales superficies.

Nosotros mostraremos que, si la superficie satisface determinadas hipótesis (no exce-
sivamente exigentes), hay existencia de onduloides cerrados y embebidos (Lema 2.5.4).
Y en tal caso, daremos un criterio para discutir su estabilidad (Lema 2.5.8). Esto nos con-
ducirá a una de las consecuencias más interesantes que se derivan de nuestro trabajo:
una curva de tipo onduloide puede formar parte del borde de una región isoperimétrica.
Este fenómeno se da tanto en los toros de revolución como en los anillos de revolución
completos que consideraremos, y puede resultar sorprendente e inesperado en un princi-
pio; sin embargo, estas curvas ya habı́an aparecido como generadoras de hipersuperficies
bordeando algunos dominios isoperimétricos en S1 ×Qc

n (para n > 9), en un trabajo de
Pedrosa y Ritoré [81, Prop. 3.4], donde Qc

n es el espacio modelo n-dimensional simple-
mente conexo (con c igual a −1, 0, ó 1).

En el Capı́tulo 3 tratamos en profundidad el problema isoperimétrico en toros de re-
volución simétricos y con curvatura de Gauss decreciente desde el paralelo de mayor
longitud. Siguiendo el enfoque anteriormente descrito, clasificaremos las regiones esta-
bles que pueden aparecer en el Teorema 3.3.6, obteniendo que:

en un toro de revolución simétrico y con curvatura de Gauss decreciente desde el
paralelo de mayor longitud, las regiones estables son discos, anillos simétricos o
asimétricos (bordeados por dos paralelos), uniones de anillos verticales, uniones
de anillos bordeados por hélices, anillos bordeados por un onduloide y un paralelo,
o uniones de un disco y un anillo simétrico.

Además, discutiremos cuales de ellas se presentan como regiones isoperimétricas, que
gracias a la compacidad de estas superficies, existirán para cualquier valor del área que
consideremos. Los resultados de este Capı́tulo aparecen en [23].

Finalmente, el Capı́tulo 4 está dedicado a los anillos de revolución completos, simétri-
cos y con curvatura de Gauss creciente desde el paralelo de menor longitud. En este caso,
la existencia de regiones isoperimétricas no va a estar garantizada en general, y de hecho,
daremos ejemplos (catenoides minimales, estudiadas en el Ejemplo 4.1) donde tales regio-
nes no existen (la idea es considerar discos geodésicos que van tendiendo hacia un final
del anillo, con lo que su perı́metro irá decreciendo por el crecimiento de la curvatura de
Gauss). Sin embargo, a partir de la caracterización de las regiones estables y de ciertos
argumentos sencillos, podremos determinar también las regiones isoperimétricas en este
tipo de superficies, en caso de que existan. Ası́, el Teorema 4.4.22 muestra que

las regiones isoperimétricas en un anillo de revolución completo, simétrico y con
curvatura de Gauss creciente desde el paralelo de menor longitud, en caso de exis-
tir, son discos con curvatura de Gauss constante, anillos simétricos o asimétricos,
o anillos bordeados por un onduloide y un paralelo.

Como caso particular, analizaremos el comportamiento de los hiperboloides de una hoja,
obteniendo en el Corolario 4.5.3 que

las regiones isoperimétricas en un hiperboloide de una hoja, en caso de existir, son
anillos horizontales simétricos o asimétricos.
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Dicho resultado completa el estudio del problema isoperimétrico en la familia de cuádri-
cas de revolución no degeneradas de R3 (Corolario 4.5.6):

las regiones isoperimétricas de una cuádrica de revolución no degenerada de R3,
en caso de existir, consisten en discos o anillos horizontales.

Todos estos resultados también se encuentran en [27].

Queremos destacar también que, a partir del Lema 3.4.15, referente a los toros de
revolución anteriormente descritos, y del Lema 4.4.21, en los anillos de revolución de
nuestro estudio, se tiene la siguiente consecuencia interesante:

un anillo bordeado por un onduloide y un paralelo puede aparecer como región
isoperimétrica de una superficie.

Es de esperar que los métodos aquı́ descritos puedan aplicarse con éxito para otras su-
perficies de revolución, con alguna hipótesis de monotonı́a sobre la curvatura de Gauss,
e incluso en otras situaciones. Aun ası́, y en términos generales, la descripción de las
regiones isoperimétricas en superficies no deja de ser un problema de cierta complejidad.



CAPÍTULO 2

Resultados generales en superficies

En este capı́tulo vamos a introducir la notación que se utilizará en esta parte de la
Memoria, dedicada al estudio del problema isoperimétrico en el contexto de superficies
de revolución. Se establecerán una serie de resultados generales, principalmente referidos
a superficies de tipo S1 × I, que serán aplicados en los posteriores capı́tulos; algunos de
ellos se referirán a superficies que presentan algún tipo de simetrı́a o de hipótesis sobre
la curvatura de Gauss.

2.1. El problema isoperimétrico en superficies

En esta primera parte de la memoria nos vamos a centrar en el estudio del problema
isoperimétrico en superficies del espacio euclı́deo tridimensional R3. Ası́, dada una super-
ficie arbitraria M ⊂ R3, y fijado un valor positivo a > 0 (menor o igual que el área total
de la superficie M), nuestro objetivo es encontrar los conjuntos contenidos en M que en-
cierran área a usando el menor perı́metro posible. Tales conjuntos, en caso de existir, se
denominarán regiones isoperimétricas.

Empecemos recordando las nociones habituales de área y perı́metro de un conjunto
[45], [89]. La noción de área vendrá dada de la forma usual, a partir de la medida asociada
a la métrica euclı́dea restringida a la superficie. De esta forma, dado un subconjunto Ω
de una superficie M, el área encerrada por Ω será

A(Ω) = H2(Ω),

dondeHk representa la medida de Hausdorff k-dimensional de M.

En cuanto al perı́metro de Ω, no es conveniente definirlo directamente a partir de la
medida de Hausdorff unidimensional, sino que es más apropiado hacerlo de la siguiente
manera (ası́ evitaremos que el perı́metro se vea afectado por conjuntos de área nula):

P(Ω) = sup
{ ∫

Ω
divX dH2 : X ∈ X0(M), |X| 6 1

}
,

donde X0(M) representa el conjunto de campos diferenciables definidos en M y de so-
porte compacto, y divX es la divergencia de un campo X ∈ X0(M). Destacamos que para
conjuntos diferenciables Ω ⊂ M, se tiene que P(Ω) = H1(∂Ω).

A partir de estos conceptos, podemos realizar la siguiente definición rigurosa de re-
gión isoperimétrica:

Definición 1. Dada una superficie M, diremos que Ω ⊂ M es una región isoperimétrica
para área a ∈ [0, A(M)] si A(Ω) = a, y

P(Ω) 6 P(Ω′),

para cualquier subconjunto Ω′ ⊂ M con A(Ω′) = a.

En este contexto, es habitual considerar la siguiente función relacionada con el pro-
blema isoperimétrico.

7
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Definición 2. Dada una superficie M, el perfil isoperimétrico asociado a M es la función
I : [0, A(M)]→ R definida por

I(a) = ı́nf{P(B) : B ⊂ M, A(B) = a}.

Es claro entonces que una región isoperimétrica Ω ⊂ M para área a satisface que

A(Ω) = a, P(Ω) = I(a).

En ocasiones, nos referiremos a tales regiones como soluciones isoperimétricas.

La existencia de regiones isoperimétricas no está garantizada en una superficie ge-
neral. En el contexto de las superficies compactas, gracias a argumentos derivados de
la Teorı́a Geométrica de la Medida [72], sı́ se puede asegurar que existen regiones isope-
rimétricas para cualquier valor del área que consideremos. Sin embargo, en ambientes no
compactos esta es una cuestión compleja para la que no se disponen de demasiadas he-
rramientas. De hecho, en [82] se muestran ejemplos de superficies donde no hay regiones
isoperimétricas para ningún valor del área; nosotros también daremos algunos ejemplos
en el Capı́tulo 4.

La forma habitual de tratar la existencia de regiones isoperimétricas es considerar,
para cada valor a ∈ (0, A(M)), una sucesión de conjuntos cuyos perı́metros se aproximen
al perfil isoperimétrico I(a).

Definición 3. Una sucesión minimizante para área a > 0 es una sucesión de conjuntos
{Ωn}n∈N, tales que A(Ωn) = a, para todo n ∈N, y

lı́m
n→∞

P(Ωn) = I(a).

Veremos más adelante cómo el estudio de la convergencia de sucesiones minimizan-
tes nos permitirá discutir la existencia de regiones isoperimétricas. Para acabar esta Sec-
ción, mostramos el siguiente resultado general, que indica que las sucesiones minimi-
zantes se pueden descomponer de una forma particular.

Lema 2.1.1. ([82, Lemma 1.8]) Sea M una superficie riemanniana, a > 0, y sea {Ωn}n∈N

una sucesión minimizante para área a. Entonces, para cada n ∈ N, Ωn puede descomponerse
como una unión Ωn = Ωc

n ∪Ωd
n, donde

i) {Ωc
n}n∈N es una sucesión que converge a un conjunto Ω ⊂ M, con A(Ω) ∈ [0, A],

ii) {Ωd
n}n∈N es una sucesión divergente,

iii) si notamos Lc = lı́m P(Ωc
n) y Ld = lı́m P(Ωd

n), entonces Lc + Ld = I(a), y
iv) Ω es una región isoperimétrica para área A(Ω).

Nótese que, a partir de este Teorema, se tiene como consecuencia que si el área en
infinito

Ad = lı́m
n→∞

área (Ωd
n)

es nula, entonces A(Ω) = A, de donde se concluye que Ω es una región isoperimétrica
para área A.

2.2. Generalidades sobre superficies S1 × I

A lo largo de esta parte de la memoria, denotaremos por M a la superficie S1 × I,
donde S1 ⊂ R2 es la circunferencia unidad e I ⊂ R es un intervalo conexo y simétrico
respecto al origen (no necesariamente acotado), con la métrica warped

(2.1) ds2 = f (t)2 dθ2 + dt2,

para θ ∈ S1, t ∈ I y f : I → R una función positiva diferenciable.
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Nota 2.2.1. En principio, teniendo en cuenta las caracterı́sticas diferenciables de las
superficies que vamos a tratar más adelante, basta exigir que f sea de clase C1 y C2 a
trozos (esto es, f ′′ existe y es continua en I, salvo quizás en un número finito de puntos).

Resaltamos que las superficies S1× I que estamos considerando son rotacionalmente
simétricas, es decir, son invariantes bajo el grupo uniparamétrico de rotaciones de R3

de eje vertical, en virtud de la métrica (2.1). Además, asumiremos que tales superficies
poseen una simetrı́a horizontal adicional, entendida de la siguiente manera:

A partir de este instante, nos referiremos al paralelo S1×{0} como ecuador de M. Nuestro
estudio se centrará en superficies que sean simétricas con respecto a dicho ecuador. Esta
imposición obliga a la función f a ser simétrica, es decir,

f (t) = f (−t), t ∈ I.

Como primera consecuencia, se tiene que f ′(0) = 0.

Tal y como se ha comentado en la Introducción, otra de las caracterı́sticas de las su-
perficies que vamos a tratar es que la curvatura de Gauss presentará alguna hipótesis de
monotonı́a. Teniendo en cuenta la métrica (2.1), es rutinario comprobar que la curvatura
de Gauss K de S1× I con una métrica (2.1) sólo depende de la coordenada t, y viene dada
por

(2.2) K(t) = − f ′′(t)
f (t)

.

Obsérvese que, debido a las condiciones de diferenciabilidad de la función f , la curvatura
de Gauss K resulta, en general, continua a trozos.

Llamaremos paralelos o cı́rculos de revolución a las curvas horizontales S1 × {t}. Cla-
ramente, estas curvas pueden ser parametrizadas de la forma

(θ(s), t(s)) = (s, t), con s ∈ [0, 2π],

con lo que la longitud de S1 × {t}, vista como grafo horizontal, será igual a

(2.3) L(t) =
∫ 2π

0

√
f 2(t) + t′(s)2 ds =

∫ 2π

0
f (t) = 2π f (t).

La curvatura geodésica de los cı́rculos de revolución también se puede expresar de forma
sencilla, en términos de la función f . Ası́, calculada respecto del vector normal −∂t, la
curvatura geodésica h(t) de un paralelo S1 × {t} es igual a

(2.4) h(t) =
f ′(t)
f (t)

.

En efecto: como el vector tangente unitario a S1 × {t} coincide justamente con ∂θ , la cur-
vatura geodésica vendrá dada por

(2.5) h(t) =
〈

D∂θ
∂θ ,−∂t

〉
=
〈

D∂θ
∂t, ∂θ

〉
,

donde D representa la conexión de Levi-Civita de M. A partir de (2.1), se tiene que
D∂θ

( f (t) ∂t) = f ′(t) ∂θ , de donde

D∂θ
∂t =

f ′(t)
f (t)

∂θ .

Sustituyendo en (2.5), se obtiene inmediatamente (2.4).

Por otro lado, las curvas verticales {θ} × I, para cada θ ∈ [0, 2π], son geodésicas
para la métrica (2.1), y las llamaremos geodésicas verticales. De hecho, estas curvas son las
curvas generadoras de S1 × I, vistas como superficies de revolución.
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Nota 2.2.2. A partir de (2.2) y (2.4), es trivial comprobar la siguiente igualdad:

( f ′)2 − f f ′′ = (2π)−2 L2(K + h2).

Si hallamos la derivada de esa función, se tiene que

[( f ′)2 − f f ′′]′(t) = [ f ′ f ′′ − f f ′′′](t),

que coincide con la derivada de la curvatura de Gauss K, salvo un factor positivo:

K′(t) =
[ f ′ f ′′ − f f ′′′](t)

f (t)2 .

En consecuencia, las funciones ( f ′)2 − f f ′′ y K tienen el mismo carácter monótono. Este
hecho se usará repetidamente a lo largo del trabajo.

2.3. Curvas con curvatura geodésica constante en S1 × I

Las curvas con curvatura geodésica constante de nuestras superficies van a jugar un
papel importante en esta parte de la Memoria. No hay que olvidar que las regiones isope-
rimétricas estarán bordeadas por este tipo de curvas.

Siguiendo el esquema que aparece en [82, Section 1], es posible determinar el sistema
de ecuaciones diferenciales que satisfacen las curvas con curvatura geodésica constante
contenidas en una superficie S1× I con métrica (2.1). Dicho sistema nos permitirá obtener
la clasificación completa de este tipo de curvas en las familias de superficies tratadas en
los Capı́tulos 3 y 4.

Sea J ⊂ R un intervalo real, y consideremos una curva γ contenida en S1× I, parame-
trizada por el arco:

γ : J → S1 × I, γ(s) = (θ(s), t(s)), s ∈ J.

Supongamos que la superficie está orientada según dt ∧ dθ. Denotemos por dγ/ds al
vector tangente unitario a γ, y por σ al ángulo orientado ∠ (∂t, dγ/ds). A partir de dicho
ángulo σ, la dirección del vector dγ/ds vendrá dada por

sin σ ∂θ + cos σ ∂t.

Ası́, teniendo en cuenta la métrica (2.1) para normalizar, se tiene que

dγ

ds
=
(

dθ

ds
,

dt
ds

)
=

sin σ

f (t)
∂θ + cos σ ∂t =

(
sin σ

f (t)
, cos σ

)
.

En consecuencia, el vector normal unitario asociado N vendrá dado por

(2.6) N =
cos σ

f (t)
∂θ − sin σ ∂t =

(
cos σ

f (t)
,− sin σ

)
.

Como

D dγ
ds

dγ

ds
=
(

dσ

ds
+

f ′(t)
f (t)

sin σ

)
N,

denotando por h la curvatura geodésica de γ con respecto al vector normal N, se tiene
que

h =
〈

D dγ
ds

dγ

ds
, N
〉

=
dσ

ds
+

f ′(t)
f (t)

sin σ.

A partir de estos cálculos, se tiene demostrada la siguiente Proposición, que muestra el
sistema de ecuaciones diferenciales que satisface una curva γ contenida en S1 × I:
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Proposición 2.3.1. ([82, Prop. 1.1]) Sea γ(s) = (θ(s), t(s)) una curva contenida en S1× I,
parametrizada por el arco. Sea h la curvatura geodésica de γ, calculada con respecto al vector nor-
mal N definido por (2.6), y σ(s) el ángulo orientado definido anteriormente. Entonces se verifica
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

dt
ds

= cos σ,(2.7)

dθ

ds
=

sin σ

f (t)
,

dσ

ds
= h− f ′(t)

f (t)
sin σ.

Además, si h es constante, entonces para cualquier c ∈ I, la función

(2.8) f (t) sin σ− h
∫ t

c
f (ξ) dξ

es constante sobre cualquier solución del sistema (2.7).

Nota 2.3.2. La función (2.8) se suele llamar primera integral de (2.7). Su obtención se
puede consultar en un trabajo de N. Korevaar y otros [63]. Para cada curva solución de
(2.7) con curvatura geodésica constante, denotaremos normalmente por E al valor cons-
tante tomado por (2.8). Veremos que será de gran importancia a la hora de caracterizar
las curvas con curvatura geodésica constante de nuestras superficies.

DEMOSTRACIÓN. Las ecuaciones del sistema (2.7) surgen de los razonamientos ante-
riores. En cuanto a que la primera integral (2.8) sea constante sobre curvas con curvatura
geodésica constante, se obtiene de forma inmediata, comprobando que la derivada con
respecto a s de tal expresión se anula (a partir de las ecuaciones del sistema (2.7)). �

Nota 2.3.3. Unas primeras propiedades relativas a las curvas solución del sistema
(2.7) con curvatura geodésica constante se pueden encontrar en [82, Prop 1.2]. Ası́, para
una tal curva γ, se tiene que γ es una curva simétrica con respecto a cualquier punto
crı́tico de t|γ. Es decir, si (dt/ds)(s0) = 0, entonces la curva γ es simétrica con respecto a
la geodésica vertical {θ(s0)} × I.

Además, cualquier traslación horizontal (según la dirección marcada por el eje θ) de γ
resulta ser también una solución del sistema (2.7), con la misma curvatura geodésica
constante.

Nos ocupamos ahora de algunas de las curvas con curvatura geodésica constante
que surgen a partir del sistema (2.7). Ya se ha comentado que dos de estas curvas son los
cı́rculos de revolución y las geodésicas verticales. Las segundas tienen curvatura nula, al
ser geodésicas; en cuanto a los cı́rculos de revolución, el siguiente resultado describe las
principales propiedades de la curvatura h(t).

Lema 2.3.4. La curvatura geodésica h(t) de los cı́rculos de revolución S1 × {t}, calculada
respecto del vector normal −∂t, satisface las siguientes propiedades:

i) h(t) es una función antisimétrica en [−t0, t0].
ii) h(t) es creciente en el intervalo donde ( f ′)2 − f f ′′ 6 0, y decreciente donde ( f ′)2 −

f f ′′ > 0.

DEMOSTRACIÓN. Recuérdese que h(t) = f ′(t)
f (t) , y que f (t) = f (−t), para t > 0.

i) Por la simetrı́a de la función f , es claro que h(−t) = − f ′(t)/ f (t) = −h(t), para
todo t > 0, lo que nos da el carácter antisimétrico de h(t).
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ii) Es consecuencia de que la derivada de h(t) sea igual a

h′(t) = − [( f ′)2 − f f ′′](t)
f (t)2 = −(K + h2)(t).

�

El siguiente resultado va a caracterizar las curvas con curvatura geodésica constante
que presentan puntos crı́ticos para la coordenada t. Nótese que esta propiedad no la
poseen ni los cı́rculos de revolución ni las geodésicas verticales.

Proposición 2.3.5. ([82, Prop. 1.3]) Sea γ = (θ, t) una solución de (2.7) con curvatura
geodésica constante, tal que t(s0) es un máximo estricto para t|γ, y sin σ(s0) = 1. Supongamos
además que s1 > s0 es otro punto crı́tico para t|γ, y que no hay más puntos crı́ticos en el intervalo
(s0, s1). Entonces

i) Si sin σ(s1) = 1, entonces la curva γ es un grafo sobre el eje θ, periódico en θ. En tal
caso, γ es cerrada y embebida si y sólo si la θ-distancia entre dos máximos (o mı́nimos)
consecutivos de t|γ es igual a 2π/k, para algún k ∈N.

ii) Si sin σ(s1) = −1, entonces hay puntos de la curva γ con vector tangente vertical (por
lo que γ no será un grafo horizontal). En tal caso, γ es cerrada y embebida si y sólo si
θ(s0) = θ(s1).

DEMOSTRACIÓN. Previamente notemos que para un punto crı́tico s′ de t|γ, se tiene
que

(dt/ds)(s′) = cos σ(s′) = 0,

a partir de las ecuaciones del sistema (2.7), y entonces sin σ(s′) = ±1, y necesariamente

σ(s′) ∈
{

π

2
,

3π

2

}
.

Nosotros supondremos que s0 es un máximo estricto de t|γ, con sin σ(s0) = 1. Es decir,
σ(s0) = π/2. Para el siguiente punto crı́tico s1, los dos casos del enunciado de la Propo-
sición representan las dos posibilidades para sin σ(s1).

De las hipótesis deducimos que la función t es decreciente en (s0, s1) (t presenta un
máximo estricto en s = s0, por lo que será estrictamente decreciente para s > s0 próximos;
como no hay más puntos crı́ticos en (s0, s1), se concluye que t es estrictamente decreciente
en dicho intervalo).

Sea ahora c < t(s1). Entonces, a partir de (2.8), es fácil ver que f (t(s)) sin σ(s) es una
función estrictamente monótona o constante, para s ∈ (s0, s1). En efecto, como

f (t(s)) sin σ(s) = E + h
∫ t(s)

c
f (ξ) dξ,

con E ∈ R constante, se sigue que si h = 0, f (t(s)) sin σ(s) = E constante. Y si h 6= 0, la
función

s 7−→
∫ t(s)

c
f (ξ) dξ

es estrictamente decreciente en s (al ser t estrictamente decreciente en s); En tal caso,
f (t(s)) sin σ(s) será estrictamente monótona (decreciente si h > 0, creciente si h < 0)
como función de s.

Supongamos ahora que sin σ(s1) = 1, con lo que σ(s1) = π/2. Al ser f (t(s)) sin σ(s)
estrictamente monótona o constante en (s0, s1), y tomar valores positivos para s = s0 y
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s = s1, se tiene que f (t(s)) sin σ(s) > 0 para todo s ∈ (s0, s1). Entonces, claramente

dθ

ds
=

sin σ

f (t)
> 0,

para s ∈ (s0, s1). Esto ya implica que la curva γ es un grafo sobre el eje θ en dicho inter-
valo, ya que

dt
dθ

=
dt/ds
dθ/ds

existe para cualquier s ∈ (s0, s1), con lo que t resulta ser grafo sobre θ. Por la Nota 2.3.3,
este comportamiento se repetirá periódicamente a lo largo del eje θ, con lo que efectiva-
mente, γ es un grafo periódico en θ.

Finalmente, como θ ∈ S1, podemos considerar que θ toma valores en el intervalo
[0, 2π] (o en algún “múltiplo”de este intervalo). Entonces, si γ es una curva cerrada y
embebida, su θ-periodo será un divisor de la amplitud de dicho intervalo, o equivalen-
temente, coincidirá con 2π/k, para k ∈ N. El recı́proco de esta afirmación también es
inmediato.

Supongamos ahora que sin σ(s1) = −1, por lo que σ(s1) = 3π/2. Entonces, como

f (t(s0)) sin σ(s0) > 0,

f (t(s1)) sin σ(s1) < 0,

y tal función es estrictamente monótona en (s0, s1) (obsérvese que será decreciente, y en
consecuencia, necesariamente h > 0 por lo comentado antes), existirá un único instante
s′ en dicho intervalo donde la función se anule. Equivalentemente, sin σ(s′) = 0. Eso
implica que (dθ/ds)(s′) = 0 y cos σ(s′) = ±1, por lo que σ(s′) ∈ {0, π}. Ası́, el vector
tangente a la curva en (θ(s′), t(s′)) será vertical:

dγ

ds
(s′) = ±(0, 1) = ±∂t.

Por tanto, la curva no puede ser escrita como grafo sobre θ. Mas concretamente, el hecho
de que σ(s0) = π/2, σ(s1) = 3π/2 y s0 < s1, fuerza a que los valores tomados por σ(s)
en (s0, s1) tengan valores negativos para el coseno, por lo que σ(s′) = π, y entonces

dγ

ds
(s′) = −∂t.

Finalmente, por la Nota 2.3.3, la curva γ será simétrica respecto a las geodésicas verti-
cales {θ(s0)} × I y {θ(s1)} × I (ya que s = s0 y s = s1 son puntos crı́ticos para t). Si
θ(s0) = θ(s1), dicha simetrı́a implica que γ es curva cerrada y embebida. Si θ(s0) 6= θ(s1),
las simetrı́as correspondientes nos dan autointersecciones en γ, que entonces no será em-
bebida. �

La principal consecuencia de la Proposición 2.3.5 anterior es que caracteriza las curvas
de curvatura geodésica constante que presentan algún máximo estricto para la coorde-
nada t. Este hecho nos permite distinguir las dos posibilidades que se pueden presentar.
Ası́, llamaremos onduloides a las curvas descritas en la Proposición 2.3.5 que son grafos so-
bre el eje θ, y nodoides a las que presentan puntos con vector tangente vertical. Nótese que
estas curvas no son cerradas y embebidas en general, y que en cada caso, la Proposición
anterior nos proporciona un criterio para discutir tal caracterı́stica.

Cualquier onduloide γ es siempre un grafo periódico sobre θ; de hecho, en la demostra-
ción de la Proposición 2.3.5 se ha visto que sin σ > 0 en todo instante. Ası́, cuando γ sea
cerrado y embebido, podremos expresarlo como

γ(θ) = (θ, t(θ)), θ ∈ [0, 2π].
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FIGURA 2.1. Nodoide y onduloide en S1 × I

Esto permite calcular su longitud de la manera habitual para un grafo, obteniendo que

(2.9) L(γ) =
∫ 2π

0

√
f (t(θ))2 + (dt/dθ)2 dθ.

Por otro lado, en lo que sigue, llamaremos periodo de un onduloide γ a la θ-distancia entre
dos máximos (o mı́nimos) consecutivos para la coordenada t|γ.

Nota 2.3.6. La expresión (2.9) es cierta en general, para cualquier curva de la superfi-
cie que sea un grafo sobre θ.

A partir de la primera integral (2.8), es posible encontrar una expresión para la cur-
vatura geodésica de los onduloides.

Lema 2.3.7. Sea γ un onduloide contenido en S1× I, y sea h su curvatura geodésica respecto
del vector normal definido en (2.6). Entonces,

(2.10) h =
f (t(s2))− f (t(s1))∫ t(s2)

t(s1)
f (ξ) dξ

,

donde s1, s2 son dos instantes en los que γ alcanza sus puntos mı́nimo y máximo, respectivamente.

DEMOSTRACIÓN. Sea E(s) la primera integral (2.8) asociada a γ, para c = t(s1). Sa-
bemos que E(s) es constante, para todo s. Por consiguiente, E(s1) = E(s2). Como

E(s1) = f (t(s1)), E(s2) = f (t(s2))− h
∫ t(s2)

t(s1)
f (ξ) dξ,

se obtiene (2.10) de forma inmediata. �

Nota 2.3.8. Veremos que las condiciones de monotonı́a que impongamos sobre la
curvatura de Gauss K, determinarán el comportamiento monótono de f . Teniendo en
cuenta este hecho, a partir de la expresión (2.10), podremos determinar el signo de la
curvatura geodésica de los onduloides en ciertas situaciones.

En cuanto a un nodoide, en la demostración de la Proposición 2.3.5 se ha visto que
su curvatura geodésica es positiva. Además, es claro que, en caso de que sea cerrado y
embebido, bordeará un disco en nuestra superficie.

Los siguientes resultados referentes a nodoides cerrados y embebidos, aparecen en
[82] en el contexto de superficies S1 × I con métrica (2.1) determinada por funciones de
clase C2. Sin embargo, son ciertos también para funciones de clase C1, y C2 a trozos, como
vamos a comprobar. La razón es que el resultado analı́tico en el que se basan, debido a
Osserman [79, Lemma 7], se verifica bajo esas hipótesis más débiles. Por ello, a la vista de
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(2.2), nuestro estudio va a incluir a superficies con curvatura de Gauss continua a trozos,
y algunos resultados de [82] se van a poder extender en tal situación.

Lema 2.3.9. ([82, Lemma 2.3]) Sea C un nodoide cerrado y embebido de S1× I. Entonces, C
no puede estar contenido en una región donde la curvatura de Gauss sea monótona no constante.

DEMOSTRACIÓN. Por la Proposición 2.3.5, C presentará puntos con tangente vertical,
donde el ángulo σ es igual a 0, y por tanto cos σ es igual a 1. Con una adecuada rotación,
podemos suponer que uno de esos puntos se halla sobre θ = 0, y que la curva está con-
tenida en {θ > 0}. Además, parametrizaremos C para que sin σ tome el valor 1 en los
puntos donde t|C alcanza su máximo.

Sean ahora θ0, θ1 > 0 las proyecciones sobre el eje θ de los puntos de C con ángulo
σ = −π/2 y σ = π/2, respectivamente. Dichos puntos corresponden con los valores
mı́nimo y máximo de t|C. Por la Proposición 2.3.5 sabemos que θ0 = θ1, al ser C un
nodoide cerrado y embebido.

Nos centramos ahora en dos trozos del nodoide que son grafos sobre θ. Los puntos
de C que tienen ángulo σ en el intervalo [−π/2, 0), se corresponden con la parte C0 de
la curva C que va desde el mı́nimo t(θ0) hasta el punto con tangente vertical para θ = 0.
Es claro que C0 es un grafo sobre [0, θ0]. Análogamente, los puntos de C con ángulo σ
en (0, π/2] se corresponden con la parte C1 ⊂ C que va desde el punto con tangente
vertical en θ = 0 hasta el máximo t(θ1). Como antes, C1 resulta ser un grafo sobre [0, θ1].
Restrinjamos la función cos σ a cada grafo C1 y C2, donde se puede ver como función de
θ. Obsérvese además que para θ = 0,

cos σ(0) = 1,
d cos σ

dθ
(0) = −h f ,

a partir del sistema (2.7).

No es difı́cil comprobar [82, Lemma 1.4] que u0(θ) = cos σ(θ) es solución de

(2.11)
d2u
dθ2 + [( f ′)2 − f f ′′] u = 0,

en el intervalo [0, θ0]. Además u0 es positiva en [0, θ0), ya que σ(θ) ∈ (−π/2, 0], y se anula
por primera vez para θ = θ0.

Igualmente, u1(θ) = cos σ(θ) es solución de (2.11) en el intervalo [0, θ1], y también es
positiva en [0, θ1), anulándose únicamente en θ = θ1.

Supongamos ahora que C está contenida en una región con curvatura de Gauss K
creciente. Entonces ( f ′)2 − f f ′′ tendrá el mismo comportamiento monótono, según la
Nota 2.2.2, por lo que será mayor sobre los puntos de C1 que sobre los de C0 (C1 se
encuentra por encima de C0). Aplicando [82, Lemma 1.5], se concluye que θ0 > θ1. En el
caso de que C esté contenida en una región con K decreciente, se llega de forma similar a
que θ0 < θ1. Ambas situaciones contradicen el hecho de que C sea cerrado y embebido,
lo que concluye la demostración. �

Nota 2.3.10. A partir del Lema 2.3.9, se sigue que dado un nodoide cerrado y embe-
bido, o bien está contenido en una región donde la curvatura de Gauss K es constante,
o intersecará simultáneamente a una región de la superficie donde K es estrictamente cre-
ciente, y a otra donde K es estrictamente decreciente.

Lema 2.3.11. ([82, Lemma 3.4]) Sea M = S1× I una superficie con métrica (2.1), simétrica
y con curvatura de Gauss K monótona con respecto a la distancia al ecuador S1×{0}. Sea C ⊂ M
un nodoide cerrado y embebido, no contenido en una región con curvatura de Gauss constante.

Entonces, C corta a S1 × {0} de forma simétrica y ortogonal.
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DEMOSTRACIÓN. Denotemos por T, S ∈ I a los valores máximo y mı́nimo alcanza-
dos por t|C. Por el Lema 2.3.9, C ha de cortar al ecuador S1 × {0}, por lo que S < 0 < T.
Parametricemos el nodoide C como una solución (θ(s), t(s)) de (2.7) con condiciones ini-
ciales t(0) = T, σ(0) = π/2. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que h > 0
(equivale a recorrer el nodoide con adecuada orientación, para que el normal apunte ha-
cia el interior). Sea E el valor constante tomado por la primera integral (2.8) asociada a C,
para c ∈ I, c < mı́n{S,−T}. Entonces, necesariamente que E < 0 (si E > 0, a partir de
(2.8) se tendrá que

sin σ(s) =
E + h

∫ t(s)
c f (ξ)dξ

f (t(s))
> 0,

en todo instante s, con lo que el nodoide resultarı́a ser un grafo sobre θ, lo que es contra-
dictorio). Por otra parte,

E = E(0) = f (T)− h
∫ T

c
f (ξ)dξ,

mientras que si evaluamos en el instante en el que t|C alcanza su mı́nimo, se tiene que

(2.12) E = − f (S)− h
∫ S

c
f (ξ)dξ.

Sea ahora s′ tal que t(s′) = 0 (existirá un tal instante porque C corta al ecuador).
Entonces

E = E(s′) = f (t(s′)) sin σ(s′)− h
∫ t(s′)

c
f (ξ)dξ.

Si E = −h
∫ t(s′)

c f (ξ)dξ, entonces f (t(s′)) sin σ(s′) = 0, de donde sin σ(s′) = 0, y por
tanto σ(s′) ∈ {0, π}. Entonces, el corte con el ecuador serı́a ortogonal y además, C resul-
tarı́a simétrico al ser cerrado y embebido, lo que concluirı́a la demostración. Supongamos
entonces que E 6= −h

∫ t(s′)
c f (ξ)dξ, y razonemos hasta llegar a contradicción.

Consideremos la reflexión C̃ del nodoide C con respecto al ecuador, y parametricemos
C̃ como solución (θ̃, t̃) del sistema (2.7), con condiciones iniciales t̃(0) = −S, σ̃(0) = π/2,
y sea Ẽ el valor constante de la primera integral (2.8) asociada, que será igual a

Ẽ = f (−S)− h
∫ −S

c
f (ξ)dξ.

Téngase en cuenta que −c > 0. Como

2 h
∫ 0

c
f (ξ)dξ = h

∫ −c

c
f (ξ)dξ,

y ∫ S

c
f (ξ)dξ =

∫ −c

−S
f (ξ)dξ,

por la simetrı́a de f , es fácil comprobar que

(2.13) E + h
∫ 0

c
f (ξ)dξ + Ẽ + h

∫ 0

c
f (ξ)dξ = 0.

Ası́, podemos suponer que

(2.14) E + h
∫ 0

c
f (ξ)dξ > 0
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(en caso contrario, basta reemplazar C por su reflexión C̃). En consecuencia, para los
puntos de C con t > 0,

0 < E + h
∫ 0

c
f (ξ)dξ = f (t(s)) sin σ(s)− h

∫ t(s)

c
f (ξ)dξ + h

∫ 0

c
f (ξ)dξ

= f (t(s)) sin σ(s)− h
∫ t(s)

0
f (ξ)dξ,

por lo que sin σ(s) > 0. De ahı́ deducimos que C ∩ {t > 0} es un grafo sobre θ.

Probemos ahora el siguiente resultado técnico: para cualquier t′ ∈ I tal que el valor
−t′ es tomado por t|C, se tiene que

− f (t′)− h
∫ t′

c
f (ξ)dξ < E.

En efecto,

− f (t′)− h
∫ t′

c
f (ξ)dξ =− f (t′)− h

∫ t′

c
f (ξ)dξ +

(
h
∫ −t′

c
f (ξ)dξ − h

∫ −t′

c
f (ξ)dξ

)
= − f (−t′) + h

∫ −t′

c
f (ξ)dξ − h

∫ −c

c
f (ξ)dξ

= − f (−t′) + h
∫ −t′

c
f (ξ)dξ − 2 h

∫ 0

c
f (ξ)dξ

6 − f (−t′) sin σ0 + h
∫ −t′

c
f (ξ)dξ − 2 h

∫ 0

c
f (ξ)dξ

< −E + 2 E = E,

donde en la segunda y tercera igualdad hemos usado que∫ −t′

c
f (ξ)dξ =

∫ −c

t′
f (ξ)dξ,

∫ −c

c
f (ξ)dξ = 2

∫ 0

c
f (ξ)dξ,

por la simetrı́a de f , en la cuarta lı́nea σ0 es el valor del ángulo σ correspondiente al
punto de C a altura −t′, y en la última lı́nea utilizamos el valor de E en función de −t′ y
la desigualdad (2.14).

Nota . Nótese que las hipótesis sobre t′ se hacen para poder calcular E correctamente;
si t|C no tomase el valor −t′, entonces no tendrı́a sentido E(−t′).

En el caso de que el valor−S ∈ I fuera tomado por t|C, entonces aplicando la anterior
desigualdad a t′ = S se tiene que

− f (S)− h
∫ S

c
f (ξ)dξ < E,

lo que contradice (2.12). Por tanto, t|C no tomará dicho valor, y en consecuencia, S < −T.

Veamos ahora que C queda por debajo de C̃, para t > 0. Cada vez que ambas curvas
se cruzan, se tiene que t = t̃. Como

E = f (t) sin σ− h
∫ t

c
f (ξ)dξ

Ẽ = f (t̃) sin σ̃− h
∫ t̃

c
f (ξ)dξ,

concluimos que, en dichos puntos,

E− Ẽ = f (t) (sin σ− sin σ̃).



18 2. RESULTADOS GENERALES EN SUPERFICIES

El signo de la constante E− Ẽ se puede determinar a partir de la igualdad anterior, eva-
luando en t = t̃ = t(s′) (a partir de la definición de s′, ambas curvas C y C̃ se cruzarán en
dicho instante).

Como t(s′) > 0, por lo que se ha visto antes se tiene que sin σ(s′) > 0, con lo que
sin σ̃(s′) < 0, al ser C̃ la reflexión de C con respecto al ecuador. Consecuentemente,
E− Ẽ > 0, y por tanto

sin σ > sin σ̃,

cada vez que las curvas se crucen. Además, como sin σ̃(s′) < 0 < sin σ(s′), se sigue que
σ(s′) ∈ (0, π) y σ̃(s′) ∈ (π, 2π), y entonces t̃ > t al inicio, o equivalentemente, C̃ está al
principio por encima de C, en t > 0.

Supongamos que hay un primer instante θ0 en el que las curvas se cruzan. En tal instante,
la curva C, que se hallaba por debajo de C̃, tendrá más pendiente. Como ambas curvas
serán grafos sobre θ en un intervalo centrado en θ0 (C es grafo para t > 0, y por tanto, C̃
no puede ser vertical en el punto de intersección, por ser nodoide cerrado y embebido),
podemos comparar las pendientes:

dt
dθ

(θ0) >
dt̃
dθ

(θ0),

lo que implica que cot σ(θ0) > cot σ̃(θ0), a partir de (2.7).

Por otro lado, como sin σ(θ0) > sin σ̃(θ0) (al ser θ0 un instante de corte), y además
sin σ̃(θ0) > 0 (si fuera negativo, el nodoide cerrado y embebido C̃ no podrı́a ser la re-
flexión de C), se sigue que

1
sin σ(θ0)

<
1

sin σ̃(θ0)
,

cos σ(θ0) < cos σ̃(θ0),

lo que nos da que cot σ < cot σ̃, llegando a contradicción. Por tanto, las curvas no pueden
cruzarse nunca, y ası́ C̃ quedará por encima de C en t > 0. Este hecho se usará ahora de
forma indirecta.

Sean ahora (θ0, t1), (θ0, t2) dos puntos de C, con t1, t2 ∈ I, t1 < t2. Supongamos que
la curvatura de Gauss K es decreciente desde el ecuador (en caso de que sea creciente,
se obtendrán las desigualdades contrarias y se llegará a la misma conclusión). Entonces,
también lo será la función ( f ′)2 − f f ′′.

Si t2 < 0, entonces t1 < t2 < 0, con lo que [( f ′)2 − f f ′′](t1) 6 [( f ′)2 − f f ′′](t2).

Si t2 > 0, podemos considerar C̃, que estará por encima de C, y entonces −t1 > t2,
con lo que t1 < −t2 < 0, teniéndose finalmente que

[( f ′)2 − f f ′′](t1) 6 [( f ′)2 − f f ′′](−t2) = [( f ′)2 − f f ′′](t2),

por la simetrı́a de f .

Por tanto, de una u otra forma, se puede afirmar que si t1 < t2, entonces

[( f ′)2 − f f ′′](t1) 6 [( f ′)2 − f f ′′](t2).

Además, existirá un par de puntos verificando tal desigualdad de forma estricta, ya que la
curva C no está contenida en una región con K constante, y por tanto ( f ′)2− f f ′′ tendrá el
mismo crecimiento estricto que K.

En esta situación ya podemos aplicar el mismo argumento usado en la demostración
del Lema 2.3.9, para concluir que el nodoide C no será cerrado, luego tampoco embebido,
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lo que es contradictorio. Por tanto, necesariamente

E = −h
∫ 0

c
f (ξ)dξ,

y entonces el corte con el ecuador es ortogonal y el nodoide resulta simétrico. �

Nota 2.3.12. Es claro que si un nodoide C contenido en una superficie S1× I simétrica,
interseca al ecuador ortogonalmente de forma simétrica, entonces C será necesariamente
cerrado y embebido, debido a su forma general (véase la Figura 2.1). Por tanto, el recı́pro-
co del Lema 2.3.11 también se cumple.

2.4. Curvas estables en S1 × I. Operador de Jacobi y valores propios asociados

En esta Sección recordaremos el concepto de estabilidad de una curva, e introducire-
mos el operador de Jacobi. El estudio de dicho operador, y especialmente del problema
de valores propios asociado, nos proporcionará criterios de estabilidad para las curvas
con curvatura geodésica constante de nuestras superficies.

Sea C ⊂ M una curva, no necesariamente conexa, encerrando un determinado valor
del área. Consideremos una variación {ϕt}|t|<ε de C, esto es,

ϕt : C → M, para todo t ∈ (−ε, ε),

difeomorfismo de C en ϕt(C), con ϕ0(C) = C. Llamemos Ct = ϕt(C).

Denotemos por A(t) al área encerrada por la curva Ct, y por L(t) al perı́metro de Ct.
Con esta notación, diremos que la variación preserva el área si A(t) = A(0), para todo
instante t ∈ (−ε, ε). En este contexto variacional, estamos en disposición de definir las
nociones de curva estacionaria y curva estable.

Definición 4. Sea C una curva contenida en M, no necesariamente conexa, con perı́-
metro finito, y encerrando un determinado valor del área.

Diremos que C es una curva estacionaria si L′(0) = 0 para cualquier variación de C
que preserve el área.

Diremos que C es una curva estable si es estacionaria y L′′(0) > 0, para cualquier
variación de C que preserve el área.

Las curvas estables constituyen los puntos crı́ticos del funcional perı́metro, al consi-
derar variaciones preservando el área, mientras que las curvas estables son los mı́nimos
locales de dicho funcional [4]. Evidentemente, las regiones isoperimétricas estarán bor-
deadas por curvas estables.

Las expresiones de las derivadas de los funcionales área y perı́metro asociados a una
variación {ϕt}|t|<ε de una curva C, conocidas en la literatura como fórmulas de variación,
pueden ser calculadas explı́citamente [89]. Dichas fórmulas van a suponer una impor-
tante herramienta analı́tica para nuestros intereses. Denotemos por X al campo vectorial
infinitesimal asociado a dicha variación (campo velocidad inicial), definido por

X =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

ϕt,

que es diferenciable sobre la curva C. Consideraremos también la componente normal
interior u : C → R de dicho campo, definida por u = 〈X, N〉, donde N es el vector
normal a la curva C apuntando hacia el interior. Con esta notación se tiene el siguiente
resultado,
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Lema 2.4.1. ([89, § 9]) Sea C una curva contenida en M, y sea {ϕt}|t|<ε una variación de C.
Entonces, las derivadas de los funcionales A(t) y L(t) en t = 0 vienen dadas por

A′(0) = −
∫

C
u(s) ds,

L′(0) = −
∫

C
h(s) u(s) ds,

donde h es la curvatura geodésica de C con respecto al normal que apunta hacia el interior.

Las primeras consecuencias que se extraen del Lema 2.4.1 son bien conocidas: las
curvas estacionarias (y por tanto, también las estables) han de tener curvatura geodésica
constante [7], y una variación de C preservará el área si y sólo si∫

C
u(s) ds = 0.

En cuanto a la segunda derivada del perı́metro, para variaciones preservando el
perı́metro, se tiene lo siguiente:

Lema 2.4.2. Dada una curva estacionaria C contenida en M y una variación {ϕt}|t|<ε pre-
servando el área hasta segundo orden, la segunda derivada del perı́metro L(t) en t = 0 viene dada
por

(2.15) L′′(0) = −
∫

C
u
{

d2u
ds2 + (K + h2) u

}
ds,

Nota 2.4.3. Sea C una curva estacionaria y consideremos una función u : C → R

diferenciable. A partir de [4, Lemma 2.4], es posible construir una variación de C, de
forma que u sea la componente normal asociada a dicha variación. Además, si la función
u tiene media nula, entonces la variación inducida preservará el área.

La Nota 2.4.3 anterior nos conduce a la siguiente interpretación analı́tica de la estabi-
lidad. A partir de este instante, dada una curva C ⊂ M y una función diferenciable
u : C → R, denotaremos por I(u) a la expresión de la segunda derivada del funcional
perı́metro asociado a la variación que induce u sobre la curva C. Entonces, a partir de
(2.15) se tiene que

(2.16) I(u) = −
∫

C
u
{

d2u
ds2 + (K + h2) u

}
ds.

Ası́, la estabilidad de una curva estacionaria C será equivalente a que

(2.17) I(u) > 0, para cualquier función u : C → R tal que
∫

C
u ds = 0.

La expresión (2.16) define una forma bilineal cuadrática en el espacio de funciones
diferenciables en C, que llamaremos forma ı́ndice asociada a C:

(2.18) Q(u, v) = −
∫

C
u
{

d2v
ds2 + (K + h2) v

}
ds,

con u, v : C → R funciones diferenciables.

Además, el operador autoadjunto asociado

(2.19) J(u) =
d2u
ds2 + (K + h2) u

será el operador de Jacobi asociado a C.
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Fijada una curva C ⊂ M, una función u : C → R que satisfaga J(u) = 0 será deno-
minada como función de Jacobi para C.

Por ejemplo, es fácil comprobar que la componente normal del campo vectorial de Killing
∂θ (campo de rotaciones en nuestra superficie), respecto del vector normal definido por
(2.6), vendrá dada por

u = 〈N, ∂θ〉 = f (t) cos σ,
teniendo en cuenta la métrica (2.1). Pues u es siempre una función de Jacobi para cual-
quier solución de (2.7). En efecto, es trivial ver que

du
ds

= f ′(t)− h f (t) sin σ,
d2u
ds2 = ( f ′′(t)− h2 f (t)) cos σ,

a partir de (2.7), con lo que, usando (2.2), se llega a que

J(u) = ( f ′′(t)− h2 f (t)) cos σ + (K + h2) f (t) cos σ = ( f ′′(t) + K f (t)) cos σ = 0.

Además, las variaciones de una curva que preserven la curvatura geodésica a lo largo
de toda la deformación también proporcionarán funciones de Jacobi. En general, una
variación deforma la curva en cada instante, por lo que también cambia la curvatura
geodésica. La variación de la curvatura en el instante inicial viene dada por (véase [6,
Th. 2.7])

(2.20)
dh
dt

∣∣∣∣
t=0

= u′′ + (K + h2) u = J(u),

donde u es la componente normal de la variación. Ası́, si consideramos una variación
que mantenga constante la curvatura de la curva en todo instante, tendremos que (2.20)
se anula y, por tanto, u será una función de Jacobi.

Para estudiar la estabilidad, nos va a resultar de gran utilidad considerar el problema
de valores propios del operador de Jacobi (2.19) asociado a una curva cerrada C:

(2.21) J(u) + λ u = 0,

donde u : C → R es una función no nula de clase C2.

Llamaremos valores propios a los números reales λ para los que existen funciones veri-
ficando (2.21). Nos referiremos a dichas funciones como funciones propias asociadas a los
valores propios. Algunas propiedades bien conocidas de este problema se resumen en el
siguiente lema.

Lema 2.4.4. ([33, Chapter 8, Theorem 2.1],[30]) Dada una curva cerrada C ⊂ M, los
valores propios asociados al operador de Jacobi forman una sucesión creciente {λi}i>1. Además, el
espacio vectorial Vλi de funciones propias asociadas a λi, para un problema de valores propios con
condiciones en la frontera, es unidimensional, y cada φi ∈ Vλi tiene exactamente i− 1 ceros.

Nota 2.4.5. Nótese que si u es una función de Jacobi definida en una curva C, entonces
u es una función propia para el operador de Jacobi, con cero como valor propio asociado.

Los siguientes resultados nos van a proporcionar información sobre los primeros
valores propios del operador de Jacobi (2.19) asociado a algunas curvas de curvatura
geodésica constante de nuestra superficie: cı́rculos de revolución, nodoides, onduloides
y geodésicas verticales.

Lema 2.4.6. Sea S1×{t} un cı́rculo de revolución contenido en M. Entonces, el primer valor
propio λ1(t) asociado al operador de Jacobi viene dado por

λ1(t) = − [( f ′)2 − f f ′′](t)
f (t)2 = −(K + h2)(t).



22 2. RESULTADOS GENERALES EN SUPERFICIES

DEMOSTRACIÓN. Considérese cualquier función constante v : S1×{t} → R no nula.
Es claro entonces que

J(v) = (K + h2)(t) v =
[( f ′)2 − f f ′′](t)

f (t)2 v,

de donde se tiene que

λ = − [( f ′)2 − f f ′′](t)
f (t)2

es valor propio asociado a (2.19), con función propia v. Como dicha función no se anula
nunca, necesariamente será la primera función propia (véase el Lema 2.4.4), y por tanto,

λ = λ1(t) = − [( f ′)2 − f f ′′](t)
f (t)2 ,

como habı́amos anunciado. �

El siguiente lema muestra que el primer valor propio del operador de Jacobi asociado
a cualquier geodésica es nulo.

Lema 2.4.7. Sea C una geodésica contenida en M. Entonces, el primer valor propio del ope-
rador de Jacobi asociado a C es cero.

DEMOSTRACIÓN. Como C es una geodésica, se tiene que su curvatura geodésica h es
nula. Tomando u = f |C : C → R, a partir de (2.2) se sigue que

J(u) = f ′′ + (K + h2) f = f ′′ + K f = 0,

con lo que u = f |C resulta ser una función propia positiva con valor propio asociado
cero. Como u no se anula, concluimos que ha de ser la primera función propia, y ası́,
λ1(C) = 0. �

Antes de enunciar algunos resultados referentes a los valores propios de onduloides
y nodoides, realizamos previamente la siguiente definición. Dada una curva C y una
función de Jacobi u para C, nos referiremos por región nodal de C (determinada por u) a
cualquier componente conexa del complementario en C del conjunto {x ∈ C : u(x) =
0}. El Teorema del Dominio Nodal de Courant [30, Ch. I, p. 19] nos va a proporcionar
una importante herramienta que relaciona los valores propios del operador de Jacobi
asociado a una curva, con las regiones nodales de dicha curva.

Teorema 2.4.8. (Teorema del Dominio Nodal de Courant) Sea C una curva contenida en M,
y sea u : C → R una función de Jacobi que determina k regiones nodales. Entonces u es función
propia del subespacio Vλi , con cero como valor propio asociado, satisfaciendo que i > k.

Como consecuencias inmediatas de dicho teorema, se obtienen los siguientes resulta-
dos.

Lema 2.4.9. Sea C un onduloide cerrado y embebido contenido en M. Entonces el primer
valor propio del operador de Jacobi asociado a C es negativo, y el segundo valor propio es no-
positivo.

DEMOSTRACIÓN. Consideremos el campo de rotaciones asociado a M, y sea u la
componente normal asociada. Entonces, u|C es una función de Jacobi para el onduloi-
de C, y por tanto, una función propia asociada a (2.21), con valor propio cero.

Como C es cerrado y embebido, su periodo será igual a 2π/k (k ∈N), por la Proposi-
ción 2.3.5. Entonces C presentará k puntos donde se alcanza el máximo para t|C, y otros k
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puntos donde se alcanza el mı́nimo. Es claro que u|C se anula justamente en los extremos
relativos de t|C, y de esta forma, u|C determinará, al menos, dos regiones nodales en C.

Por el Teorema del Dominio Nodal de Courant concluimos que el segundo valor pro-
pio de C es menor o igual que cero, y en consecuencia, el primer valor propio será nece-
sariamente negativo. �

Corolario 2.4.10. Sea C un onduloide cerrado, embebido y estable contenido en M. Entonces
el primer valor propio del operador de Jacobi asociado a C es negativo, y el segundo valor propio es
nulo.

DEMOSTRACIÓN. Dada cualquier curva conexa estable, el segundo valor propio para
el correspondiente operador de Jacobi es siempre mayor o igual que cero. Esto se debe a
que, en caso contrario, a partir de dos funciones propias asociadas al primer y segundo
valor propio, es posible obtener una función v de media nula tal que I(v) < 0 (los deta-
lles se pueden consultar en la demostración del Lema 2.4.12 posterior), lo que contradirı́a
la estabilidad de la curva (véase (2.17)). Ası́, a partir del Lema 2.4.9, se concluye que el
segundo valor propio de C ha de ser igual a cero. �

Nota 2.4.11. El enunciado del Lema 2.4.9 se da también para nodoides cerrados y em-
bebidos, aplicando el mismo razonamiento. Por tanto, dichas curvas también presentan
primer valor propio negativo.

Enunciamos ahora algunos resultados que usaremos a lo largo de este trabajo, rela-
cionando la estabilidad de una curva con los conceptos de región nodal y valor propio
anteriormente definidos.

Lema 2.4.12. Sea C una curva conexa y estable, y sea u : C → R una función de Jacobi.
Entonces u determina, a lo sumo, dos regiones nodales en C.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que u da lugar a tres o más regiones nodales en C.
Como J(u) = 0, se sigue que u es una función propia para el operador de Jacobi, con
cero como valor propio asociado. Entonces, denotando por {λi}i al conjunto de valores
propios, y por λu al valor propio asociado a u, el Teorema del Dominio Nodal de Courant
implica que

0 = λu > λ3.

De ahı́ se deduce que λ1, λ2 < 0. Sean φ1, φ2 las correspondientes funciones propias
definidas sobre C.

Consideremos v : C → R definida por v = α1 φ1 + α2 φ2, con α1, α2 ∈ R. Como∫
C

v = α1

∫
C

φ1 + α2

∫
C

φ2,

es posible hallar valores reales no nulos para α1, α2, de forma que∫
C

v = 0.

Concretamente, basta tomar α2 ∈ R no nulo y

α1 = −
∫

C φ2∫
C φ1

α2,

recordando que el denominador no se anula al ser φ1 una función propia de signo cons-
tante.
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Ası́, la variación asociada a v preservará el área encerrada por C. Además,

I(v) = −
∫

C
v J(v) = −α2

1

∫
C

φ1 J(φ1)− α2
2

∫
C

φ2 J(φ2)

= α2
1 λ1

∫
C

φ2
1 + α2

2 λ2

∫
C

φ2
2 < 0,

lo que contradice (2.17) y, por tanto, que C sea estable. Por tanto, se cumple lo enunciado.
�

Corolario 2.4.13. Si una curva conexa posee una función de Jacobi con tres o más regiones
nodales, entonces la curva no es estable.

Lema 2.4.14. Sean C1, C2 dos curvas cerradas, embebidas y conexas contenidas en M, con
la misma curvatura geodésica constante (con respecto a los vectores normales interiores). Supon-
gamos que λ1(C1) 6 0 y λ1(C2) < 0. Entonces, C1 ∪ C2 es inestable.

DEMOSTRACIÓN. En efecto, tomemos φi : Ci → R una función propia asociada al
primer valor propio λ1(Ci). Entonces J(φi) + λ1(Ci) φi = 0. Además, como φi es función
propia asociada al primer valor propio λ1(Ci), tendrá signo constante y por tanto∫

Ci

φi 6= 0.

Es posible hallar α ∈ R tal que

α
∫

C1

φ1 +
∫

C2

φ2 = 0.

En realidad, basta tomar

α =
−
∫

C2
φ2∫

C1
φ1

.

Ası́, la función u : C1 ∪ C2 → R dada por

u =
{

α φ1, in C1,
φ2, in C2

tiene trivialmente media nula. Por tanto, la variación de C1 ∪ C2 asociada preservará el
área encerrada. Como

I(u) = −
∫

C1

α2 φ1 J(φ1)−
∫

C2

φ2 J(φ2)

= α2 λ1(C1)
∫

C1

φ2
1 + λ1(C2)

∫
C2

φ2
2 < 0,

se sigue que C1 ∪ C2 es inestable, en virtud de (2.17). �

Nota 2.4.15. Es fácil probar que el anterior Lema 2.4.14 es cierto no sólo en superficies
tipo S1 × I, sino en cualquier superficie riemanniana.

Concluimos esta Sección mostrando algunos resultados que tratan la estabilidad de
las distintas curvas de nuestra superficie con curvatura geodésica constante. Empezamos
indicando la condición para que un cı́rculo de revolución contenido en S1× I sea estable.

Lema 2.4.16. ([82, Lemma 1.6]) Un cı́rculo de revolución S1 × {t} es estable si y sólo si

(2.22) (K + h2)(t) 6
4 π2

L2(t)
, o equivalentemente [( f ′)2 − f f ′′](t) 6 1.
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DEMOSTRACIÓN. A partir de (2.2) y (2.4), es trivial comprobar que, sobre el cı́rculo
S1 × {t}, la función K + h2 es constante e igual a

[( f ′)2 − f f ′′](t)
f (t)2 .

Eso hace que la estabilidad de tal curva sea equivalente a que el primer valor propio no
nulo λL(t) del laplaciano en S1×{t} sea mayor o igual que dicha constante [5, Prop. 2.13].
Nótese que S1 × {t} es isométrico a un cı́rculo de radio f (t). Considerando la función
u(s) = cos(θ(s)), es fácil ver, a partir de (2.7) y teniendo en cuenta que σ(s) = π/2,
t(s) = t en S1 × {t}, que

u′(s) = −sin(θ(s))
f (t)

, u′′(s) = −cos(θ(s))
f (t)2 .

Entonces,

λL(t) =
1

f (t)2 ,

por lo que la estabilidad equivaldrá a que

1
f (t)2 >

( f ′)2 − f f ′′

f 2 (t),

con lo que se obtiene lo enunciado. �

Nota 2.4.17. Sea t̃ ∈ I tal que [( f ′)2 − f f ′′](t̃) = 1. En tal caso, el operador de Jaco-
bi (2.19) en el cı́rculo de revolución S1 × {t̃} viene dado por

J(u) = u′′ +
1

f (t̃)2 u.

Es fácil ver, de manera análoga a lo visto en la anterior demostración, que las funciones
definidas por sin(θ(s)) y cos(θ(s)) son funciones de Jacobi en S1 × {t̃}.

El siguiente resultado nos da una propiedad que verifican los nodoides cerrados y
embebidos que son estables, cuando nuestra superficie presenta ciertas caracterı́sticas.
Más concretamente, nos determina su posición en las superficies simétricas con curvatura
de Gauss monótona.

Lema 2.4.18. ([82, Lemma 3.4]) Sea M = S1× I una superficie dotada de una métrica (2.1),
simétrica y con curvatura de Gauss K creciente con respecto a la distancia al ecuador S1 × {0}.
Sea C un nodoide cerrado y embebido en M, no contenido en una región con curvatura de Gauss
constante. Entonces, C es inestable.

DEMOSTRACIÓN. En primer lugar, sabemos por el Lema 2.3.11 que C ha de intersecar
ortogonal y simétricamente a S1 × {0}. Sea c ∈ I, c < mı́n t|C < 0, y consideremos la
función

u(s) = f ′(t(s))− h f (t(s)) sin σ(s) =
d2

ds2

∫ t(s)

c
f (ξ)dξ,

que es de media nula sobre C (al ser una curva cerrada), y se anula en los instantes donde
C interseca a S1 × {0} (debido a la ortogonalidad con el ecuador y porque f ′(0) = 0).

A partir de (2.7), es fácil ver que

d2t
ds2 = − sin σ

(
h− f ′

f
sin σ

)
,
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por lo que en los puntos crı́ticos de t|C, como (dt)/(ds) = cos σ, se tendrá sin σ = ±1, y
entonces

d2t
ds2

∣∣∣∣
s
=

u(s)
f (t(s))

.

Ası́, u resulta positiva en los mı́nimos de t|C∩[c,0], y negativa en los máximos de t|C∩[0,−c].

Por otra parte, es rutinario comprobar que J(u) = −K′(t) f (t) cos2 σ, y entonces
J(u) > 0 donde K es decreciente, es decir, en (c, 0), y J(u) < 0 en (0,−c).

Centrémonos ahora en
∫

C∩[c,0] u J(u). Como estamos suponiendo que C corta al pa-
ralelo S1 × {0}, se sigue que el máximo local de t|C estará contenido en se encontrará en
S1 × [0,−c]. Por tanto, u resulta negativa en C ∩ [0,−c]. Entonces

−
∫

C∩[0,−c]
u J(u) < 0.

Análogamente se tiene que

−
∫

C∩[c,0]
u J(u) < 0,

y en consecuencia,

I(u) = −
∫

C∩[−t0,0]
u J(u)−

∫
C∩[0,t0]

u J(u) < 0,

lo que nos da la inestabilidad de C, como querı́amos demostrar. �

Nota 2.4.19. A partir de los Lemas 2.3.11 y 2.4.18 se sigue que si tenemos un nodoide
C cerrado, embebido y estable en una superficie simétrica con curvatura de Gauss K
monótona, entonces C intersecará al ecuador (si es ahı́ donde K alcanza su máximo valor),
o estará contenido en una región con curvatura constante.

Nota 2.4.20. Concluimos esta Sección con un comentario referente a la estabilidad de
las geodésicas verticales. Obsérvese que estas curvas no encierran un área por si solas. Aun
ası́, es posible estudiar la estabilidad de una tal curva C, fijando otra curva C′ que no
interseque a C, y viendo si la curva C∪C′ es estable (tal curva ya encerrará un área), para
variaciones que sólo afecten a C, preservando el área de la región bordeada por dicha
curva.

Por otro lado, la expresión analı́tica de la estabilidad (2.17) que hemos obtenido ante-
riormente, es aplicable en estos casos sin ningún problema, al involucrar únicamente
funciones definidas sobre la curva en cuestión.

En el Lema 2.6.3 posterior se verá que cualquier curva obtenida a partir de una deforma-
ción infinitesimal de una geodésica vertical, tiene siempre más perı́metro; por tanto, las
geodésicas verticales son siempre curvas estables.

2.5. Existencia de onduloides cerrados, embebidos y estables

El propósito de esta Sección es estudiar con detalle las propiedades de las curvas
de tipo onduloide, que ya hemos que tienen curvatura geodésica constante. Más con-
cretamente, estamos interesados en estudiar la existencia y la estabilidad de los onduloi-
des cerrados y embebidos. Tal y como se indicó en la Introducción, este tipo de curvas
apenas ha aparecido en trabajos anteriores que versan sobre el problema isoperimétrico
en superficies.

Para ello, primero estableceremos las condiciones que debe satisfacer una superficie
S1 × I con métrica (2.1) para que existan onduloides cerrados y embebidos (recuérdese
que estas curvas no son siempre cerradas), siguiendo ciertas ideas que aparecen en [81].
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Tales condiciones no son muy restrictivas, lo que asegura la existencia de tales curvas en
gran cantidad de las superficies que consideraremos más adelante.

En cuanto a los onduloides (cerrados y embebidos) estables, la primera condición que
veremos es que se han de intersecar a un paralelo S1 × {t̃} donde

[( f ′)2 − f f ′′](t̃) = 1,

o, en caso de que no exista dicho paralelo, intersecarán al cı́rculo de revolución donde
( f ′)2 − f f ′′ pase de ser menor que 1 a ser mayor que 1.

Dado un onduloide, la condición de estabilidad se obtendrá a partir de ciertos resul-
tados que aparecen en [59] (también en [62]), involucrando las derivadas de la curvatura
geodésica y del área encerrada, respecto variaciones del onduloide por onduloides, surgi-
dos al modificar su punto máximo. Las hipótesis para poder aplicar dichos resultados
requieren el estudio previo de los valores propios del operador de Jacobi en onduloides.
Dichos valores propios serán analizados usando ideas que aparecen en [81], y que los re-
lacionan con la derivada del periodo de un onduloide, cuando se consideran variaciones
manteniendo fija la curvatura geodésica.

Lema 2.5.1. Sea C un onduloide cerrado, embebido y estable en M, que no está contenido en
la región {( f ′)2 − f f ′′ = 1}. Entonces hay puntos de C satisfaciendo ( f ′)2 − f f ′′ > 1, y otros
puntos satisfaciendo ( f ′)2 − f f ′′ < 1.

En consecuencia, caso de que la anterior región se reduzca a un paralelo, los onduloides cerra-
dos, embebidos y estables intersecarán a dicho paralelo.

DEMOSTRACIÓN. Veamos primero que el carácter cerrado y embebido de C implica
que no puede estar enteramente contenido en la región {( f ′)2 − f f ′′ 6 1}.

Recordemos que los onduloides son grafos periódicos sobre θ, y que sin σ > 0 en todo
instante. Veamos el onduloide C como una solución (θ, t(θ)) del sistema (2.7). Mediante
adecuada rotación, podemos suponer que el mı́nimo valor de t|C se alcanza en θ = 0, y
que el primer instante en la región {θ > 0} donde se alcanza el máximo valor (siguiente
punto crı́tico para t|C) es en θ0 > 0. Claramente se tendrá sin σ(0) = sin σ(θ0) = 1, y
cos σ(0) = cos σ(θ0) = 0.

Nótese que el periodo de C es justamente 2 θ0. Al ser el onduloide cerrado y embebi-
do, se tiene θ0 = π/k, para algún k ∈N, por el Proposición 2.3.5.

Es un cálculo trivial (véase [82, Lemma 1.4]), comprobar que u = cos σ(θ) es una
solución de la ecuación diferencial

(2.23)
d2u
dθ2 + [( f ′)2 − f f ′′] u = 0,

salvo en el eventual conjunto finito de puntos donde la función f no sea de clase C2,
donde u′′ tampoco estará definida. Además, u(0) = 0.

Comprobemos además que u es positiva en (0, θ0). Como en θ = 0 y θ = θ0 se alcan-
zan un mı́nimo y un máximo (relativos) consecutivos para t|C, entonces dt/dθ se anula
en ambos instantes, y tendrá signo en el intervalo (0, θ0). Más aún, al ser t|C creciente en
tal intervalo, dt/dθ será estrictamente positiva en (0, θ0). Pero a partir de (2.7),

dt
dθ

=
cos σ

sin σ
f (t),

por lo que u = cos σ > 0 en (0, θ0) (recuérdese que f > 0, y sin σ > 0 en onduloides).
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Supongamos ahora que C está contenida en la región {( f ′)2 − f f ′′ 6 1}. Entonces, a
partir de (2.23), se tiene que

d2u
dθ2 + u > 0,

en el intervalo (0, θ0), gracias a la positividad de u.

Consideremos ahora la función v(θ) = sin(θ), solución de la ecuación

v′′ + v = 0,

y verificando v(0) = 0, v′(0)=1.

Estamos en condiciones de aplicar [79, Lemma 7] (nótese que u es de clase C1, y que
la segunda derivada está definida salvo en un conjunto finito de puntos), para concluir
que

u(θ) > u′(0) v(θ),

para θ ∈ [0, r1], donde r1 = mı́n{θ0, π} = θ0 (ya que θ0 = π/k (k ∈N)).

Evaluando en θ = θ0, como u(θ0) = v(θ0) = 0, la anterior desigualdad es en realidad
una igualdad. Entonces, un análisis del caso de igualdad en [79, Lemma 7] nos lleva a que
u′′ + [( f ′)2 − f f ′′] u = u′′ + u en [0, θ0], con lo que ( f ′)2 − f f ′′ es constantemente igual a
1, en todos los puntos del onduloide. Esto contradice nuestras hipótesis iniciales, de for-
ma que, como habı́amos anunciado, no pueden existir onduloides cerrados y embebidos
contenidos en la región {( f ′)2 − f f ′′ 6 1}.

Veamos ahora que cualquiera de estos onduloides, si está contenido en una región
donde {( f ′)2 − f f ′′ > 1} no idénticamente 1, es inestable. Es decir, la condición de es-
tabilidad determina también la posición del onduloide. Nótese que, una vez visto es-
to, un onduloide que sea cerrado y embebido, y además estable, tendrá puntos con
( f ′)2 − f f ′′ < 1 y otros con ( f ′)2 − f f ′′ > 1, o estará totalmente contenido en una re-
gión donde {( f ′)2 − f f ′′ = 1}.

Veamos pues que un onduloide cerrado y embebido contenido en {( f ′)2 − f f ′′ > 1}
es inestable.

Procediendo como antes, y con la notación anterior, sea u(θ) = cos σ(θ) solución
positiva de (2.23) en (0, θ0), con θ0 > 0 el primer instante donde se alcanza el máximo
de t|C. Nótese que u(0) = u(θ0) = 0. Y sea también v(θ) = sin(θ), una solución de la
ecuación

v′′ + v = 0,

que es positiva en (0, π), y se anula en los extremos.

Aplicando ahora [79, Lemma 8] de forma análoga, como en este caso ( f ′)2− f f ′′ > 1,
se llegará a que θ0 < π (desigualdad estricta ya que ( f ′)2 − f f ′′ no es idénticamente 1).

Como el periodo del onduloide, por la construcción hecha, coincide con 2 θ0, tendre-
mos entonces que dicho periodo es estrictamente menor que 2π. Ası́, para obtener un
onduloide cerrado y embebido, se necesitarán, como mı́nimo, dos trozos fundamentales
(trozo del onduloide comprendido entre dos máximos para la coordenada t). Eso dará, al
menos, dos mı́nimos y dos máximos de t|C distintos. En tal caso, la componente normal
del campo X de rotaciones

u(θ) = 〈X, N〉 = f (t) cos σ(θ)

se anulará, al menos, en cuatro puntos distintos, y en consecuencia, determinará cuatro
regiones nodales como mı́nimo. Por el Corolario 2.4.13, se concluye que C es inestable.

�



2.5. EXISTENCIA DE ONDULOIDES CERRADOS, EMBEBIDOS Y ESTABLES 29

Nota 2.5.2. Remarcamos que, en la demostración anterior, el hecho de que un on-
duloide C sea cerrado y embebido implica que C no puede estar contenido en la región
donde ( f ′)2 − f f ′′ 6 1, y que, si además C es estable, entonces no puede estar contenido
en la región de donde ( f ′)2 − f f ′′ > 1. Como nosotros estamos interesados en los ondu-
loides cerrados, embebidos y estables, hemos englobado ambos resultados en el anterior
Lema 2.5.1.

Nota 2.5.3. Los argumentos usados en la demostración del Lema 2.5.1 pueden apli-
carse sin problemas, incluso en el caso de que la función f sea de clase C1, y C2 a tro-
zos, y por tanto, u = cos σ(θ) tenga las mismas propiedades de diferenciabilidad. Los
resultados básicos que se utilizan vienen demostrados en [79], y son ciertos bajo tales
condiciones. Además, añadimos que el Lemma 1.5 que aparece [82] puede probarse con
estas hipótesis más débiles de diferenciabilidad, lo que permitirı́a usar el Lemma 2.3 y el
Lemma 2.13 de [82] para llegar a las mismas conclusiones que en Lema anterior.

El siguiente lema nos indica las condiciones (intrı́nsecas a la superficie) que se han de
verificar para garantizar la existencia de onduloides cerrados y embebidos.

Lema 2.5.4. Supongamos que existe un paralelo S1 × {t̃} contenido en M satisfaciendo
[( f ′)2 − f f ′′](t̃) = 1, y que además K es diferenciable y estrictamente monótona en un entorno
de S1 × {t̃}.

Entonces, existen onduloides cerrados y embebidos en M, próximos a S1 × {t̃}.

DEMOSTRACIÓN. Recuérdese que los onduloides se pueden expresar como grafos
sobre θ. Ası́, escribiendo t = t(θ), σ = σ(θ), como

dt
dθ

=
dt
ds

1
dθ/ds

= cos σ
f (t)

sin σ
,

y
dσ

dθ
=

dσ

ds
1

dθ/ds
=
(

h− f ′(t)
f (t)

sin σ

)
f (t)

sin σ
,

se tiene que el sistema de ecuaciones diferenciales (2.7) que verifican tales curvas es

dt
dθ

= f (t) cot σ,(2.24)

dσ

dθ
= h

f (t)
sin σ

− f ′(t).

Denotemos por γ(θ, T, h) = (θ, t(θ, T, h), σ(θ, T, h)) a la solución de (2.24) con condi-
ciones iniciales t(0, T, h) = T, σ(0, T, h) = π/2 y curvatura geodésica h. Para T > t̃, estas
condiciones equivalen a que T sea el máximo valor tomado por t(θ, T, h). Llamaremos
también h̃ = f ′(t̃)/ f (t̃).

Notemos que para condiciones iniciales T = t̃, h = h̃, la solución a (2.24) es justamente
el cı́rculo de revolución S1 × {t̃}. Lo que vamos a demostrar es que para valores de T
próximos a t̃, existen soluciones al sistema (2.24) que son onduloides de periodo 2π/k
(para cierto k ∈N), con lo que serán cerrados y embebidos por la Proposición 2.3.5.

En primer lugar, se tiene que las curvas γ(θ, T, h), para (T, h) próximos a (t̃, h̃), serán
cı́rculos de revolución u onduloides, ya que σ(0, T, h) = π/2, y sin σ > 0. Esto último
es consecuencia de que, tomando c = t̃ en (2.8), es fácil ver que la primera integral E es
positiva para S1 × {t̃}, y por tanto, también lo será para γ(θ, T, h). Ası́

sin σ(θ) =
1

f (t(θ))

(
E + h

∫ t(θ)

t̃
f (ξ)dξ

)
> 0,
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eligiendo t̃ < 0 (para que h̃ sea positivo, y por tanto, h también lo sea).

Definamos la función auxiliar F dada por

(2.25) F(T, h) = σ(π, T, h).

Obsérvese que si F(T, h) = π/2 y la curva γ(θ, T, h) es un onduloide, entonces su periodo
es justamente 2π/k, con k ∈ N (si la curva es un cı́rculo de revolución, entonces σ =
π/2 constantemente). Nuestro objetivo va a ser encontrar una función h(T) tal que para
T próximo a t̃, se tenga que F(T, h(T)) = π/2 (ası́, las curvas γ(θ, T, h(T)) vendrán
determinadas únicamente por el punto máximo T, y serán onduloides de periodo 2π/k
o cı́rculos de revolución).

Para ello, seguiremos las ideas que aparecen en [81, Prop 3.1]; lo primero que haremos
será calcular las derivadas parciales de la función F en el punto (t̃, h̃), que claramente
coinciden con las derivadas parciales de σ en el punto (π, t̃, h̃).

Denotaremos por tT(θ), th(θ), . . . (resp. σT(θ), σh(θ), . . . ), a las derivadas parciales de
la función t(T, θ, h) (resp. σ(θ, T, h)) en el punto (θ, t̃, h̃). Entonces, a partir de los desa-
rrollos de Taylor en (θ, t̃, h̃) de las funciones t(θ, T, h) y σ(θ, T, h), y teniendo en cuenta
que

t(θ, t̃, h̃) = t̃, σ(θ, t̃, h̃) = π/2,
se obtiene

t(θ, T, h) = t̃ + (T − t̃) tT(θ) + (h− h̃) th(θ) + (T − t̃)(h− h̃) tTh(θ)(2.26)

+
1
2

(T − t̃)2 tTT(θ) +
1
2

(h− h̃)2 thh(θ) +
1
6

(T − t̃)3 tTTT(θ) + . . . ,

σ(θ, T, h) = π/2 + (T − t̃) σT(θ) + (h− h̃) σh(θ) + (T − t̃)(h− h̃) σTh(θ)

+
1
2

(T − t̃)2 σTT(θ) +
1
2

(h− h̃)2 σhh(θ) +
1
6

(T − t̃)3 σTTT(θ) + . . . .

Además, evaluando tales expresiones en θ = 0, se obtiene inmediatamente que

tT(0) = 1, th(0) = tTh(0) = tTT(0) = thh(0) = tTTT(0) = 0,(2.27)

σT(0) = σh(0) = σTh(0) = σTT(0) = σhh(0) = σTTT(0) = 0.

Intentemos ahora obtener un sistema de ecuaciones diferenciales que involucre a las
funciones tT y σT, para poder hallar ası́ sus expresiones explı́citas. Para ello, partiremos
de las ecuaciones del sistema (2.24), viendo la segunda ecuación como

dσ

dθ
= (h− h̃)

f (t)
sin σ

+ h̃
f (t)

sin σ
− f ′(t)

(conviene escribirla ası́ porque en la expresión de σ(θ, T, h) anteriormente obtenida, apa-
recen factores de tipo (h− h̃)).

A partir de (2.24), escribiendo los términos a la izquierda de la igualdad a partir de los
desarrollos (2.26), y los términos de la derecha a partir de los correspondientes desarrollos
de Taylor (de f (t), f ′(t), sin σ, cot σ) usando también (2.26), se obtiene, tras igualar los
términos que acompañan al monomio (T − t̃), que

dtT

dθ
= − f (t̃) σT,(2.28)

dσT

dθ
=

tT

f (t̃)
,

cuya solución, teniendo en cuenta las condiciones iniciales dadas en (2.27), es tT(θ) =
cos(θ), σT(θ) = sin(θ)/ f (t̃).
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Análogamente, igualando ahora los términos que acompañan al monomio (h− h̃) se
llega a

dth

dθ
= − f (t̃) σh,(2.29)

dσh

dθ
= f (t̃) +

th

f (t̃)
,

que tiene por solución th(θ) = f (t̃)2 (cos(θ)− 1), σh(θ) = f (t̃) sin(θ).

Ası́, el gradiente de F en el punto (t̃, h̃) es igual a

(2.30) ∇F(t̃, h̃) = (σT(π), σh(π)) = (0, 0).

Nótese que, en este caso, no podemos aplicar el Teorema de la Función Implı́cita a F (si
pudiéramos, ya obtendrı́amos las funciones h(T) que buscamos). Usamos otro argumen-
to, para el que necesitaremos hallar el hessiano de F en (t̃, h̃); calcularemos entonces las
derivadas parciales de segundo orden de forma análoga.

Igualando ahora los términos que acompañan a (t− t̃)2, (h− h̃)2 y (T − t̃)(h− h̃), se
obtienen los siguientes sistemas de ecuaciones:

dtTT

dθ
= − f (t̃)

(
σTT − 2 h̃ tT σT

)
,(2.31)

dσTT

dθ
= f (t̃)

(
1

f (t̃)2 tTT + K′(t̃) t2
T + h̃ σ2

T

)
,

dthh

dθ
= − f (t̃)

(
σhh + 2 h̃ th σh

)
,(2.32)

dσhh

dθ
= f (t̃)

(
2 h̃ th +

1
f (t̃)2 thh + K′(t̃) t2

h + h̃ σ2
h

)
,

dtTh

dθ
= − f (t̃)

(
σTh + h̃ (tT σh + th σT)

)
,(2.33)

dσTh

dθ
= f (t̃)

(
h̃ tT +

1
f (t̃)2 tTh + K′(t̃) th tT + h̃ σT σh

)
.

Estos sistemas se pueden resolver, proporcionándonos las expresiones de las deriva-
das parciales de segundo orden de t(θ, T, h) y σ(θ, T, h) en el punto (θ, t̃, h̃); es decir, las
funciones tTT(θ), σTT(θ), thh(θ), σhh(θ), tTh(θ) y σTh(θ). Como el hessiano de F en (t̃, h̃)
viene dado por

∇2F(t̃, h̃) =
(

σTT(π) σTh(π)
σTh(π) σhh(π)

)
,

evaluando, se obtiene finalmente que

(2.34) ∇2F(t̃, h̃) =
(

0 ρ/2
ρ/2 ρ f (t̃)2

)
,

donde ρ = π f (t̃)3 K′(t̃).

Como por hipótesis, la curvatura de Gauss es estrictamente monótona en un entorno de
S1 × {t̃}, se sigue que K′(t̃) 6= 0 y por tanto, ∇2F(t̃, h̃) es no degenerada.
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Con todo esto, (t̃, h̃) ∈ R2 es un punto crı́tico no degenerado de F. Aplicando el Lema
de Morse [68, Lemma 2.2], existirá un entorno coordenado (U, φ) de (t̃, h̃), con U ⊂ R2,
φ : U → V y V ⊂ R2 entorno de (0, 0) tales que

φ(t̃, h̃) = (0, 0)

y

(F ◦ φ−1)(x, y) = F(t̃, h̃) + x2 − y2 =
π

2
+ x2 − y2,

para (x, y) ∈ V. Esto nos permite trabajar con una expresión explı́cita y sencilla de F,
salvo un difeomorfismo previo.

Ası́, para (T, h) ∈ U, si φ(T, h) = (x, y), tendremos que

F(T, h) =
π

2
⇔ F(φ−1(x, y)) =

π

2
⇔ 0 = x2 − y2 = (x− y)(x + y)

⇔ (x, y) ∈ {(x′, y′) ∈ V : x′ = y′} ∪ {(x′, y′) ∈ V : x′ = −y′}.

Llamemos βc, βo a las curvas {(x′, y′) ∈ V : x′ = y′}, {(x′, y′) ∈ V : x′ = −y′} contenidas
en V, respectivamente; nótese que ambas son secantes, con (0, 0) ∈ βc ∩ βo. Entonces,

F(T, h) =
π

2
⇔ (x, y) ∈ βc ∪ βo ⇔ (T, h) ∈ φ−1(βc) ∪ φ−1(βo),

usando el difeomorfismo φ.

En conclusión, se obtienen dos curvas planas

αc, αo : (−ε, ε)→ U,

de forma que
αc(0) = αo(0) = (t̃, h̃),

y además, cumpliendo que, para cualquier punto (T, h) ∈ U (es decir, próximo a (t̃, h̃)),
se tiene que F(T, h) = π/2 si y sólo si, (T, h) se halla en la unión de las trazas de las
curvas αc, αo (es decir, (T, h) = αc(s) ó (T, h) = αo(s), con s ∈ (−ε, ε)).

De esta forma, los valores (T, h) de la traza de alguna de las curvas αc, αo satisfarán
F(T, h) = π/2, que es lo que queremos. Veamos ahora que ambas curvas se pueden poner
como grafo sobre el eje T, lo que nos permitirá expresar los valores de h en función de los
valores de T (y ası́ obtendremos la función h(T) deseada). Esto lo hacemos estudiando
los vectores tangentes de dichas curvas en el origen.

Denotemos por α a cualquiera de dichas curvas. Por la construcción hecha, se tiene
que F ◦ α = π/2. Derivando tal igualdad, llegamos a que〈

∇Fα(s), α′(s)
〉

= 0,

y derivando una vez más,

0 = α′(s)
〈
∇Fα(s), α′(s)

〉
=
〈

Dα′(s)∇Fα(s), α′(s)
〉

+
〈
∇Fα(s), Dα′(s)α

′(s)
〉

= ∇2Fα(s)(α′(s), α′(s)) +
〈
∇Fα(s), Dα′(s)α

′(s)
〉

.

Evaluando en s = 0, como ∇Fα(0) = ∇F(t̃,h̃) = (0, 0), por (2.30), se llega a

∇2F(t̃,h̃)(α′(0), α′(0)) = 0.
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A partir de (2.34), y notando α′(0) = (x, y), concluimos que

(x, y)
(

0 ρ/2
ρ/2 ρ f (t̃)2

)(
x
y

)
= 2 y (x + y f (t̃)2) = 0.

De ahı́ se deduce que y = 0, ó x + y f (t̃)2 = 0, por lo que, salvo una constante multipli-
cativa,

(2.35) α′(0) = (1, 0) ó α′(0) = (1,−1/ f (t̃)2).

Ası́ hemos logrado identificar los vectores tangentes en el origen de las dos curvas αc y
αo obtenidas anteriormente.

Como ambas curvas tienen vectores tangentes no verticales en el origen, es posible para-
metrizar las curvas αc, αo, de forma que sean grafos sobre T de ciertas funciones hc(T),
ho(T), definidas en un entorno de t̃. Ası́, para cada instante s′, existirán T′, T′′ próximos
a t̃ tales que

(2.36) αc(s′) = (T′, hc(T′)), αo(s′) = (T′′, ho(T′′)).

En principio, T′ y T′′ son distintos en general, si bien podrı́an coincidir (por ejemplo, para
s′ = 0, se tiene que T′ = T′′ = t̃).

Nótese que F(T, hc(T)) = F(T, ho(T)) = π/2, con lo que a partir de T, estamos
hallando valores para la curvatura geodésica tales que la curva solución de (2.24), con
dichas condiciones iniciales, tiene periodo 2π/k.

Al variar el punto máximo T, una de las soluciones a (2.24) para la correspondiente
curvatura geodésica h(T), será un cı́rculo de revolución. A partir de (2.35), (2.36), se tiene
que

h′(t̃) = −1/ f (t̃)2 = h′c(t̃),
por lo que se sigue que las condiciones iniciales (T, hc(T)) en (2.24) dan lugar a cı́rculos
de revolución, y por tanto, (T, ho(T)) darán lugar necesariamente a onduloides. Nótese
además que

(2.37) h′o(t̃) = 0.

Finalmente, como

(2.38) F(T, ho(T)) = π/2,

se concluye que los onduloides γ(θ, T, ho(T)), solución al sistema (2.24) con punto máxi-
mo T próximo a t̃, y curvatura geodésica ho(T), tienen periodo 2π/k, con k ∈ N, por lo
que son onduloides cerrados y embebidos. �

Ahora nos centraremos en estudiar la estabilidad de onduloides cerrados y embe-
bidos. Una primera observación es que un onduloide estable presenta un único punto
máximo para la coordenada t (y en consecuencia, también un único mı́nimo). En caso
contrario, la componente normal del campo de rotaciones darı́a lugar a más de dos regio-
nes nodales (cada región nodal queda limitada por un punto máximo y un punto mı́ni-
mo), por lo que nuestro onduloide serı́a inestable en virtud del Corolario 2.4.13. A partir
de la Proposición 2.3.5, este hecho equivale a que el periodo de un onduloide cerrado y
embebido que sea estable es justamente 2π.

El estudio de los valores propios del operador de Jacobi (2.19) asociado a estas curvas
va a ser una herramienta importante para tratar la estabilidad. Más concretamente, nos
interesarán los dos primeros valores propios, ya que aparecerán en las hipótesis del resul-
tado principal de esta Sección, que nos permitirá determinar la existencia de onduloides
estables.
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FIGURA 2.2. Onduloide cerrado, embebido y estable en S1 × I

Recordemos que en el Lema 2.4.9 ya se vio que cualquier onduloide cerrado y em-
bebido C tiene primer valor propio λ1(C) negativo, y segundo valor propio λ2(C) no
positivo. Y que en caso de estabilidad, λ2(C) ha de ser necesariamente nulo (véase Coro-
lario 2.4.10). Esencialmente, esas son las hipótesis que necesitaremos que se cumplan.

Para asegurar que tales hipótesis se verifican, nuestro razonamiento se apoyará en los
problemas de valores propios con condiciones de Neumann y Dirichlet. Empezaremos
discutiendo la relación existente entre los valores propios asociados a estos problemas, y
los asociados al operador de Jacobi, en trozos fundamentales del onduloide.

Sea C un onduloide cerrado y embebido contenido en M, y u : C → R una función
propia del operador de Jacobi (2.21) asociado a C, de valor propio λ. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que uno de los puntos máximos de t|C se alcanza en θ = 0
(aplicando adecuada rotación). A partir de la reflexión vertical r con respecto a la recta
{θ = 0}, dada por

r(θ, t) = (−θ, t), (θ, t) ∈ C,
podemos considerar las funciones us, ua : C → R definidas por

us =
u + u ◦ r

2
, ua =

u− u ◦ r
2

.

Es fácil ver que us es función simétrica y ua es función antisimétrica con respecto a la
recta {θ = 0}, y que u = us + ua.

En general, llamaremos trozo fundamental de un onduloide C a cualquier subconjunto
de C limitado por un punto máximo de t|C y el punto mı́nimo consecutivo.

En nuestro caso, sea C′ el trozo fundamental determinado por el punto máximo que
se alcanza para θ = 0. Entonces se tiene que la correspondiente restricción de us es una
función propia para el operador de Jacobi en C′, verificando la condición de Neumann
por ser simétrica, y que la restricción de ua es una función propia para el operador de
Jacobi en C′, verificando la condición de Dirichlet por ser antisimétrica, ambas con valor
propio asociado λ.

Denotemos por λN
i (C′) y λD

i (C′) a los valores propios de C′ para los problemas de
Neumann y Dirichlet, asociados al operador de Jacobi en C′. A continuación, veamos la
relación existente entre estos valores propios en C′, y los del onduloide C.

Consideremos el primer valor propio λ1 del onduloide C, que sabemos negativo por el
Lema 2.4.9. Ası́, aplicando el razonamiento anterior, obtenemos un valor propio de Diri-
chlet negativo en C′, lo que no es posible ya que λD

i (C′) > 0. Por tanto, necesariamente
ua = 0, y entonces u = us, con lo que λ1 = λN

1 (C′).

Consideremos ahora el segundo valor propio del onduloide λ2. Si es estrictamente nega-
tivo, un razonamiento análogo al anterior nos lleva a que λ2 = λN

2 (C′). En caso contrario,
si es mayor o igual que cero, necesariamente λ2 = 0 por el Lema 2.4.9.
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En particular, se tiene el siguiente lema.

Lema 2.5.5. Sea λi un valor propio del operador de Jacobi en un onduloide cerrado y embebido
C, con i = 1, 2. Supongamos que λi < 0. Entonces,

λN
i (C′) = λi, i = 1, 2,

con λN
i (C′) el i-ésimo valor propio de Neumann del operador de Jacobi en cualquier trozo funda-

mental C′ de C.

Nuestro siguiente objetivo, en relación al Lema anterior, va a ser obtener información
sobre los valores propios asociados al problema de Neumann para el operador de Jacobi
en un trozo fundamental de un onduloide. Dichos valores propios son, en general, difı́ci-
les de calcular, por lo que nos centraremos en relacionarlos con una cantidad que sı́ va
a resultar computable: la derivada del periodo de los onduloides, cuando se consideran
variaciones donde mantenemos fija la curvatura geodésica, y vamos moviendo el pun-
to máximo de los onduloides. Esta relación se logrará siguiendo las ideas que aparecen
en [81].

Recordemos que dado un onduloide γ(θ, T0, h) arbitrario, (no tiene que ser cerrado
y embebido), con curvatura geodésica constante h y punto máximo T0, su periodo se
define como la θ-distancia entre dos puntos máximos (o mı́nimos) consecutivos para la
coordenada t. Si mantenemos constante la curvatura geodésica, y variamos ligeramente
el punto máximo T, a partir del sistema (2.7) obtendremos otro onduloide γ(θ, T, h), cuyo
periodo sólo dependerá de T. Ası́, podemos ver el periodo de estos onduloides como una
función de T, y considerar la derivada de dicho periodo evaluada en T = T0. Esto no es
más que considerar la deformación del onduloide original al variar el punto máximo
y mantener fija la curvatura geodésica, y estudiar como varı́a el periodo de los nuevos
onduloides.

El siguiente resultado pone en relación esta derivada con el segundo valor propio de
Neumann para el operador de Jacobi restringido a un trozo fundamental del onduloide
original.

Lema 2.5.6. ([81, Corollary 2.8]) Sea C un onduloide contenido en M, próximo a S1 × {t̃},
y denotemos por C′ a un trozo fundamental de C.

Entonces el segundo valor propio para el problema de Neumann λN
2 (C′) asociado al operador

de Jacobi en C′ es positivo si y sólo si la derivada del periodo de los onduloides con respecto al
punto máximo es positiva (derivada computada bajo curvatura geodésica constante).

DEMOSTRACIÓN. Nos basaremos en la demostración que aparece en [81], omitiendo
algunos detalles rutinarios.

Sea C = γ(θ, T0, h) y consideremos la variación por onduloides γ(θ, T, h), inducida
al variar el punto máximo T y mantener la misma curvatura h, con T próximo a T0. Re-
cuérdese que podemos ver los onduloides como grafos sobre el eje θ. Ası́, dicha variación
vendrá dada por

(2.39) ϕT(θ) = γ(θ, T, h) = (θ, t(θ, T, h)),

cuyo campo variacional es

(2.40) X(θ) =
(

0,
∂

∂T

∣∣∣∣
T=T0

t(θ, T, h)
)

,

para θ ∈ [0, 2π].
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Se puede comprobar que la función variacional asociada

u(θ) = 〈X(θ), N(θ)〉 = sin σ(θ)
∂

∂T

∣∣∣∣
T=T0

t(θ, T, h),

es una función de Jacobi, que satisface u(0) = 1, u′(0) = 0 y u′′(0) < 0, de manera que
u′(ε) < 0 para ε > 0 próximos a 0.

Supongamos que la derivada del periodo es positiva. En primer lugar, encontrare-
mos una expresión adecuada para dicha derivada, que nos permite extraer alguna infor-
mación. Sea θ2 > 0 el primer instante en el que t|C alcanza un mı́nimo, de forma que
[0, θ2] determine un trozo fundamental de C, que llamaremos C′. Además, es claro que
σ(θ2) = π/2, y que σ es decreciente en dicho instante (por ser C un onduloide), por lo
que σ′(θ2) < 0.

Aplicando el Teorema de la Función Implı́cita a σ(θ, T) en el punto (θ2, T0), se obtiene
una función θ(T) tal que

(2.41) θ(T0) = θ2, σ(θ(T), T) = π/2,

por lo que θ(T) nos da el periodo (más concretamente, medio periodo) del onduloide
γ(θ, T, h). Calculando θ′(T), a partir de (2.41) y de la derivada de u, se sigue que la deri-
vada del periodo en T = T0 es igual a

(2.42)
2 u′(θ2)

f (t(θ2, T0)) σ′(θ2)
.

Como estamos suponiendo por hipótesis que tal derivada es positiva, se deduce que
u′(θ2) < 0.

Centrémonos ahora en el intervalo (0, θ2). En dicho intervalo, la función u se anula,
a lo sumo, una vez. Esto se debe a que, en caso contrario, si consideramos dos ceros
consecutivos θ3, θ4 de u, se sigue que el primer valor propio del problema de Dirichlet en
(θ3, θ4) es cero (recuérdese que u es función de Jacobi, y que en (θ3, θ4) tiene signo cons-
tante), y entonces λD

1 (C′) será estrictamente negativo, por la monotonı́a de los valores
propios [30], lo que es contradictorio.

Por otro lado, u′ no se anula en el intervalo (0, θ2). Como u′(ε) < 0 para ε > 0, y
u′(θ2) < 0 (es decir, u′ será negativa cerca de los extremos de (0, θ2)), si u′ se anulara
en algún instante, forzosamente u′′ tendrı́a dos ceros en (0, θ2). Entonces, la función u
también tendrı́a dos ceros en dicho intervalo, ya que u′′ + (K + h2) u = 0 (debido a que
J(u) = 0). En tal caso podrı́amos razonar como antes, para llegar a contradicción. Ası́, u′
resulta estrictamente negativa en el intervalo (0, θ2).

Sea θ3 > θ2 el primer cero de u′. Como u′ es estrictamente negativa en (0, θ3) y se
anula en los extremos, se tiene que u′′ necesariamente cambiará de signo en dicho inter-
valo (esto es, se anula en algún instante). Por esto, como u es estrictamente decreciente
en (0, θ3), u se anulará una única vez en dicho intervalo. Aplicando el Lema 2.4.4, u es
la segunda función propia del problema de Neumann en dicho intervalo, y entonces el
correspondiente valor propio será cero. Y de nuevo usando la monotonı́a de los valores
propios, concluimos que λN

2 (C′) > 0.

Supongamos ahora que λN
2 (C′) > 0. Si la derivada del periodo fuese negativa, apli-

cando directamente [81, Cor. 2.8] se obtiene que λN
2 (C′) < 0, lo que resulta contradictorio.

Y si la derivada del periodo es nula, aplicando el mismo razonamiento anterior obtendre-
mos, a partir de (2.42), que u′(θ2) = 0, con lo que θ3 = θ2 y λN

2 (C′) = 0, de nuevo una
contradicción. Ası́ que la derivada debe ser positiva, lo que se prueba lo enunciado. �
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Nota 2.5.7. El punto clave de la demostración anterior es que la función variacional
asociada u es una función propia para el problema de Neumann en un trozo fundamental
(dándonos información sobre el signo del correspondiente valor propio asociado), cuya
derivada aparece en la expresión de la derivada del periodo. Este hecho hace que poda-
mos relacionar ambos conceptos por medio del Lema 2.5.6.

El siguiente resultado nos permite determinar el signo de la derivada del periodo de
onduloides cerrados y embebidos (próximos a S1×{t̃}),a partir de la siguiente condición
propia de la superficie. Gracias a él, podremos discutir el signo del segundo valor pro-
pio de Neumann en un trozo fundamental de un onduloide, sin necesidad de calcularlo
explı́citamente, aplicando el Lema 2.5.6 anterior.

Recordemos que en el Lema 2.5.4, demostrábamos la existencia de onduloides cerrados y
embebidos en toros para los que existe un paralelo S1×{t̃} tal que [( f ′)2− f f ′′](t̃) = 1, y
donde la curvatura de Gauss K es diferenciable y estrictamente monótona en un entorno
de t̃.

Lema 2.5.8. Sea S1 × I una superficie con una métrica (2.1), y supongamos que existe t̃ ∈ I
satisfaciendo que [( f ′)2 − f f ′′](t̃) = 1, y que la curvatura de Gauss es diferenciable y estricta-
mente monótona en un entorno de t̃.

Entonces, la derivada del periodo de un onduloide cerrado y embebido con respecto al punto
máximo T es estrictamente positiva, para T > t̃ suficientemente próximos, si y sólo si

(2.43) 3 f (t̃)2 (h̃ K′(t̃)− K′′(t̃)) + 5 f (t̃)4 K′(t̃)2 > 0.

DEMOSTRACIÓN. Sea T0 > t̃ suficientemente próximo, y ho(T0) la curvatura geodési-
ca correspondiente al onduloide cerrado y embebido con altura máxima T0, sobre el que
queremos hallar la derivada del periodo (seguiremos la notación del Lema 2.5.4).

Es claro que la derivada del periodo en T = T0, calculada bajo curvatura geodésica
constante ho(T0), tendrá el mismo signo que la derivada del periodo en T = t̃, bajo cur-
vatura geodésica h̃ = h(t̃), ya que la derivada conservará el mismo signo en un entorno
de (t̃, h̃). Ası́ pues, pasaremos a calcular la derivada del periodo de onduloides en T = t̃,
bajo curvatura geodésica h̃.

Denotemos por t(θ, T), σ(θ, T) a las soluciones de (2.24) con condiciones iniciales
t(0, T) = T, σ(0, T) = π/2 y curvatura geodésica h̃, y sea γ(θ, T, h̃) el correspondiente
onduloide.

Buscamos una función θ : R→ R verificando σ(θ(T), T) = π/2. Si tal función existe,
el periodo de γ(θ, T, h̃) vendrá dado justamente por 2 θ(T).

Consideremos la función auxiliar F definida por

(2.44) σ(θ, T)− π/2 = (T − t̃) F(θ, T),

extendida de forma continua en (θ, t̃). Es decir, en dichos puntos, F tomará el valor del
correspondiente lı́mite:

F(θ, t̃) = lı́m
T→t̃

σ(θ, T)− π/2
(T − t̃)

= σT(θ) =
sin(θ)

f (t̃)
,

a partir de (2.28). Nótese que F(π, t̃) = 0. Además, para T 6= t̃, se tiene que F(θ, T) = 0 si
y sólo si σ(θ, T) = π/2.
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Más aún, a partir del desarrollo de Taylor (2.26) de σ(θ, T) del Lema 2.5.4, haciendo h = h̃,
se obtiene una expresión cómoda de tal función F:

(2.45) F(θ, T) = σT(θ) +
1
2

σTT(θ) (T − t̃) +
1
6

σTTT(θ) (T − t̃)2 + O((T − t̃)3).

Derivando ahora con respecto a θ, y evaluando en el punto (π, t̃), llegamos a
∂F
∂θ

(π, t̃) = σ′T(π) =
−1
f (t̃)
6= 0.

Por tanto, podemos aplicar el Teorema de la Función Implı́cita, para afirmar la existencia
de una función θ(T), definida sobre un entorno de t̃, tal que θ(t̃) = π y

(2.46) F(θ(T), T) = 0,

lo que equivale a que σ(θ(T), T) = π/2. Ası́, por lo comentado anteriormente, esta fun-
ción θ(T), para T próximo a t̃, nos da el periodo del onduloide γ(θ, T, h̃) (recuérdese que
tal onduloide no tiene que ser cerrado y embebido).

Ahora nos interesa calcular la derivada de θ(T). Como

θ(T) = θ(t̃) + θ′(t̃) (T − t̃) +
1
2

θ′′(t̃) (T − t̃)2 + O((T − t̃)3),

se sigue que

(2.47) θ′(T) = θ′(t̃) + θ′′(t̃) (T − t̃) + O((T − t̃)2).

Derivando (2.46) se obtiene

θ′(T) = −∂F/∂T
∂F/∂θ

(θ(T), T).

Evaluando en T = t̃ y teniendo en cuenta (2.45), tenemos que

θ′(t̃) =
−σTT(π)
2 σ′T(π)

=
1
2

f (t̃) σTT(π).

A partir de (2.34), σTT(π) = 0, y entonces θ′(t̃) = 0.

Derivando una vez más (2.46) y evaluando en T = t̃, como θ′(t̃) = 0 se tiene que

θ′′(t̃) =
−∂2F/∂T2

∂F/∂θ
(π, t̃) =

−σTTT(π)
3 σ′T(π)

=
1
3

f (t̃) σTTT(π).

Tal y como indica (2.47), y teniendo en cuenta que θ′(t̃) = 0, es claro que el signo de
θ′(T), para T > t̃, coincidirá con el signo de σTTT(π). Para calcular este valor, hemos de
resolver previamente el sistema de ecuaciones diferenciales que involucra a tTTT, σTTT,
que se obtiene de forma análoga a como se hizo en el Lema 2.5.4 (habrá que considerar,
en este caso, los términos que acompañan al monomio (T − t̃)3). Ası́, se tiene

t′TTT =− 2 f (t̃) σ3
T − 3 f ′(t̃) (tT σTT + tTT σT)

− 3 f ′′(t̃) t2
T σT − f (t̃) σTTT,

σ′TTT =
tTTT

f (t̃)
+ 3 f ′(t̃) σT σTT + 3

f ′(t̃)2

f (t̃)
tT σ2

T

+
f ′(t̃) f ′′(t̃)− f ′′′(t̃) f (t̃)

f (t̃)
(3 tT tTT + t3

T).

Tras resolver el sistema y evaluar, se sigue que

(2.48) σTTT(π) =
π

8 f (t̃)

{
3 f (t̃)2 (h̃ K′(t̃)− K′′(t̃)) + 5 f (t̃)4 K′(t̃)2

}
.
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Es claro entonces que θ′(T) > 0, con T > t̃, si y sólo si

3 f (t̃)2 (h̃ K′(t̃)− K′′(t̃)) + 5 f (t̃)4 K′(t̃)2 > 0,

con lo que el Lema queda demostrado. �

Finalmente enunciamos el resultado clave que usaremos para probar la existencia de
onduloides cerrados, embebidos y estables. La idea consiste en aplicar los resultados que
aparecen en [59] (véase también [62]).

Consideremos una superficie M = S1 × I bajo las condiciones del Lema 2.5.4, y sea
γT0 = γ(θ, T0, ho(T0)) un onduloide cerrado y embebido, con T0 próximo a t̃, T0 > t̃. Sa-
bemos por dicho Lema que γ(θ, T, ho(T)), con T próximo a T0, da lugar a una variación
por onduloides, todos ellos cerrados y embebidos. Esto es, en cada instante de la defor-
mación, se tiene una curva con curvatura geodésica constante. En estas condiciones, si se
cumple cierta hipótesis sobre los valores propios asociados al operador de Jacobi en γT0 ,
se tiene que la estabilidad del onduloide depende únicamente del signo que tengan las
derivadas de la curvatura geodésica y del área asociadas a la variación.

Lema 2.5.9. ([59, Lemma 2],[62, Theorem 1.3]) Sea γT0 un onduloide cerrado y embebido
contenido en S1 × I, con punto máximo T0, y sea γ(θ, T, ho(T)) una variación por onduloides
cerrados y embebidos con curvatura ho(T), para T próximos a T0 (que sabemos que existe por el
Lema 2.5.4). Supongamos que λ1 < 0 6 λ2 para el problema de valores propios (2.21) asociado al
operador de Jacobi en el onduloide γT0 . Entonces γT0 es estable si y sólo si

dho

dT
da
dT

< 0,

en T = T0, donde da
dT indica la variación de área inducida por la familia γ(θ, T, ho(T)).

Nota 2.5.10. La variación de área inducida por la familia de curvas γ(θ, T, ho(T)),
que no encierran ningún área por si solas, se calcula de la forma habitual: considérese un
cı́rculo de revolución arbitrario, suficientemente alejado de las curvas de la familia para
que no haya intersección. Entonces, la unión del cı́rculo de revolución y cada curva de la
familia sı́ bordea una región acotada RT en la superficie, encerrando una cantidad de área.
Ası́, la derivada del área encerrada por dichas regiones RT es justamente la variación del
área inducida (es un método similar al expuesto en la Nota 2.4.20 anterior).

Remarcamos que la variación considerada, a diferencia de la definida por (2.39), no man-
tiene constante la curvatura geodésica de cada curva de la deformación; en cada instante
T, la curvatura geodésica es igual a ho(T) (y de esta forma, los onduloides que van sur-
giendo son cerrados y embebidos).

2.6. Regiones estables

En esta Sección recordaremos el concepto de región estable en una superficie, además
de proporcionar algunos criterios que nos permitirán discutir el carácter estable de cier-
tos conjuntos de S1 × I, cuyo borde está compuesto por curvas con curvatura geodésica
constante. Dichos criterios serán usados más adelante, para clasificar las regiones estables
de las superficies consideradas en los Capı́tulos 3 y 4.

Las regiones isoperimétricas constituyen mı́nimos globales del funcional perı́metro,
bajo una restricción sobre el área encerrada. Con vistas a encontrar tales regiones, resulta
de gran utilidad introducir un concepto más débil, el de regiones estables, que se van a co-
rresponder con los mı́nimos relativos (de segundo orden) del perı́metro, para variaciones
preservando el área encerrada. De esta manera, se puede pensar que las regiones estables
son soluciones locales del problema isoperimétrico.
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Definición 5. Sea M una superficie, y Ω un subconjunto de M. Diremos que Ω es
una región estable si ∂Ω es una curva embebida estable, no necesariamente conexa (con
curvatura geodésica constante respecto del vector normal interior).

De esta forma, las regiones estables estarán bordeadas por curvas estables, que son
mı́nimos locales de segundo orden para el perı́metro, para variaciones infinitesimales que
preservan el área encerrada. Ası́, toda región isoperimétrica (mı́nimo global del perı́me-
tro) es también una región estable de la superficie. A lo largo de nuestro trabajo, dado un
conjunto Ω ⊂ M, diremos indistintamente que Ω es una región estable, o que su borde
∂Ω es estable.

Nuestro esquema de trabajo se basará en la clasificación de las regiones estables de
una superficie para determinar las regiones isoperimétricas. En vistas a obtener dicha
clasificación, presentamos ahora varios resultados que nos proporcionan criterios de es-
tabilidad para ciertos conjuntos bordeados por curvas con curvatura geodésica constante.
Empezaremos mostrando la condición que han de verificar los anillos horizontales bor-
deados por dos cı́rculos de revolución, contenidos en nuestras superficies.

Lema 2.6.1. ([82, Lemma 1.7]) Sea B = S1 × [t1, t2] un anillo contenido en M = S1 × I,
bordeado por dos cı́rculos de revolución. Entonces, ∂B es estable si y sólo si, cada una de sus
componentes S1 × {ti} es estable (i = 1, 2) y

(2.49)
K + h2

L
(t1) +

K + h2

L
(t2) 6 0.

En el caso de que B sea un anillo simétrico S1 × [−t, t], las condiciones anteriores se reducen a
que

(K + h2)(t) 6 0.

Nota 2.6.2. Recalcamos que las condiciones expresadas en el Lema 2.6.1 se pueden
expresar en función de f , teniendo en cuenta que

K + h2

L
(t) =

[( f ′)2 − f f ′′](t)
2π f (t)3 .

Sea ahora M una de nuestras superficies. Llamaremos anillo vertical al dominio de M
bordeado por dos geodésicas verticales. El siguiente lema demuestra que una unión de
anillos verticales es siempre una región estable.

Lema 2.6.3. Cualquier unión finita de anillos verticales disjuntos es estable.

DEMOSTRACIÓN. Consideremos una geodésica vertical C de M. Veamos que su lon-
gitud es menor o igual que cualquier otra curva D cerrada y embebida, del mismo tipo de
homotopı́a y suficientemente próxima a C. Nótese que dicha curva D puede verse como
un grafo definido sobre C.

Sea N el campo normal unitario al conjunto de todas las geodésicas verticales, que
puede extenderse a toda la superficie M. De hecho, a partir de (2.6), como el vector tan-
gente a C es vertical (y coincidente con ∂t), se tiene que

N(θ, t) =
1

f (t)
∂θ , para cada (θ, t) ∈ S1 × I.

Entonces, como C es una geodésica, su curvatura geodésica h es igual a cero, por lo que

〈DνN, ν〉 = − 〈Dνν, N〉 = −h = 0,

siendo ν el vector tangente correspondiente. De ahı́ se deduce que div(N) = 0.
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Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que la curva homótopa D interseca
a C (en caso de que esto no ocurra, se puede aplicar un giro infinitesimal, que preserva
longitudes, hasta que haya intersección). Sean p1, p2 dos puntos de intersección consecu-
tivos, y denotemos por C1, D1 a las restricciones de las curvas C y D entre los puntos p1
y p2. Llamemos ahora Σ al dominio bordeado por C1 y D1 (véase la Figura 2.3).

C

D

1
C1

D

P
1

P2

t

FIGURA 2.3. Región Σ delimitada por C1 y D1

Si aplicamos el Teorema de la divergencia al campo N sobre el dominio Σ, notando
por µ al normal exterior a Σ, se tiene

(2.50) 0 =
∫

Σ
div(N) =

∫
∂Σ
〈N, µ〉 =

∫
C1

〈N, µ〉+
∫

D1

〈N, µ〉 .

Es claro que, dependiendo de que θ|C1 sea mayor o menor que θ|D1 , el normal exterior
µ|C1 coincidirá con N|C1 , o con −N|C1 .

Supongamos que µ|C1 = N|C1 . Entonces 〈N|C1 , µ|C1〉 = 1, por lo que (2.50) se reduce
a

0 = L(C1) +
∫

D1

〈N, µ〉 ,

donde L indica longitud. Por otra parte, aplicando el lema de Schwartz,

〈N, µ〉 = |N| |µ| cos(β) > −1,

donde β denota el ángulo formado entre N y µ. Ası́, la expresión (2.50) resulta

0 > L(C1)− L(D1),

lo que implica que L(D1) > L(C1).

Si µ|C1 = −N|C1 , teniendo en cuenta ahora que

〈N, µ〉 = |N| |µ| cos(β) 6 1,

un razonamiento análogo nos llevará a que la expresión (2.50) implica que

0 6 −L(C1) + L(D1),

concluyendo de igual manera que L(D1) > L(C1). Repitiendo este proceso en cada región
determinada por las curvas C y D, finalmente obtenemos que L(C) 6 L(D).

Con esto, ahora es claro que si tomamos un anillo vertical Ω, cualquier variación infi-
nitesimal de ∂Ω, preservando el área encerrada, tendrá más longitud (ya que cada curva
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del borde del anillo pasará a ser una curva homótopa D, de mayor longitud por el razo-
namiento anterior). Esto nos dice que ∂Ω es un mı́nimo local para el funcional longitud,
cuando el área considerada es constante, y por tanto Ω es una región estable. Claramente,
este mismo argumento también se cumple para uniones arbitrarias de anillos verticales
disjuntos. �

Enunciamos ahora un criterio general para estudiar la estabilidad de uniones de un
disco (con curvatura de Gauss constante), y un anillo simétrico.

Lema 2.6.4. Sea S1 × I una superficie dotada con una métrica de tipo (2.1). Consideremos
un disco D contenido en una región con curvatura de Gauss constante e igual a K0, y un anillo
simétrico B = S1× [−t, t], de forma que ∂D y ∂B tienen la misma curvatura geodésica h respecto
al normal interior a Ω = D ∪ B.

Entonces, Ω es estable si y sólo si D y B son conjuntos estables y

(2.51) L(∂D)−1 (K0 + h2) + L(∂B)−1 (K(t) + h2) 6 0,

donde L denota el perı́metro.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos primero que tanto D como B son estables y que se sa-
tisface la condición (2.51). Sea u una función de media nula definida en ∂Ω, y denotemos
por u1, u2 a las restricciones de u a ∂D, ∂B, respectivamente. Es posible expresar cada
restricción como ui = ci + vi, con ci una constante real y vi una función de media nula,
para i = 1, 2. De hecho, basta tomar

c1 =

∫
∂D u1

L(∂D)
, c2 =

∫
∂B u2

L(∂B)
,

y
vi = ui − ci, i = 1, 2.

Entonces, a partir de (2.16), se tendrá que

I(u1) = I(c1 + v1) = I(c1) + I(v1) + 2 Q(c1, v1)

= −
( ∫

∂D
c2

1 (K + h2)
)

+ I(v1)− 2
∫

∂D
v1 (K + h2) c1

= −c2
1 L(∂D) (K0 + h2) + I(v1)− 2 (K0 + h2) c1

∫
∂D

v1

> −c2
1 L(∂D) (K0 + h2),

ya que v1 es de media nula, y D es estable, con lo que I(v1) > 0 en virtud de (2.17).

Análogamente,

I(u2) = I(c2 + v2) = I(c2) + I(v2) + 2 Q(c2, v2)

= −
( ∫

∂B
c2

2 (K + h2)
)

+ I(v2)− 2
∫

∂B
v2 (K + h2) c2

= −c2
2 L(∂B) (K(t) + h2) + I(v2)− 2 c2 (K(t) + h2)

∫
∂B

v2

> −c2
2 L(∂B) (K(t) + h2).

Entonces,

I(u) = I(u1) + I(u2)(2.52)

> −c2
1 L(∂D) (K0 + h2)− c2

2 L(∂B) (K(t) + h2).
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Por otro lado, como u es una función de media nula, se tiene que

0 =
∫

∂Ω
u =

∫
∂D

u1 +
∫

∂B
u2

=
∫

∂D
(c1 + v1) +

∫
∂B

(c2 + v2) = c1 L(∂D) + c2 L(∂B),

de donde

c2 =
−c1 L(∂D)

L(∂B)
.

Ası́, sustituyendo en (2.52) se sigue que

I(u) > −c2
1 L(∂D) (K0 + h2)− c2

1 L(∂D)2

L(∂B)2 L(∂B) (K(t) + h2)

= − c2
1 L(∂D)
L(∂B)

(
L(∂B) (K0 + h2) + L(∂D) (K(t) + h2)

)
> 0,

porque estamos suponiendo que se cumple (2.51). A partir de (2.17), se concluye que Ω
es estable.

Supongamos ahora que Ω es estable. Entonces, necesariamente D y B son también
estables. Consideremos la función

(2.53) u =
{
−L(∂B), ∂D,
L(∂D), ∂B,

que trivialmente tiene media nula. Por la estabilidad de Ω se tendrá que I(u) > 0. Pero

I(u) = −
∫

∂D
L(∂B)2(K + h2)−

∫
∂B

L(∂D)2(K + h2)

= −L(∂B) L(∂D)
(

L(∂B) (K0 + h2) + L(∂D) (K(t) + h2)
)

,

de donde se obtiene (2.51). �

Nota 2.6.5. Hemos preferido enunciar el Lema 2.6.4 imponiendo que el disco D es-
té contenido en una región con curvatura de Gauss constante. Esto se debe a que en las
Secciones posteriores, lo aplicaremos en dicha situación. En el caso de que D no tenga
curvatura de Gauss constante, es fácil ver que la condición (2.51) vendrá dada por

(2.54) L(∂B)
( ∫

∂D
(K + h2)

)
+ L(∂D)2 (K(t) + h2) 6 0.

Para acabar esta Sección, mostramos un resultado que nos asegura la estabilidad de
un anillo bordeado por un onduloide y un paralelo, si se satisfacen ciertas condiciones.

Lema 2.6.6. Sea una superficie M = S1 × I tal que existe t̃ ∈ I con [( f ′)2 − f f ′′](t̃) = 1.
Supongamos que K es estrictamente monótona y diferenciable en un entorno de t̃, y que el anillo
asimétrico asociado a t̃ es estable y satisface estrictamente la condición (2.49).

Sea γT un onduloide cerrado, embebido y estable contenido en M, con altura máxima T su-
ficientemente próxima a t̃, y sea ΩT el anillo bordeado por γT y por el paralelo S1 × {t(T)} con
la misma curvatura geodésica que γT (con respecto al normal interior a la región que bordean).
Supongamos además que (K + h2)(t(T)) < 0.

Entonces, ΩT es una región estable.
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DEMOSTRACIÓN. Sea u una función de media nula arbitraria, definida en ∂ΩT, y
normalizada para que ∫

∂Ω
u2 = 1.

Denotemos por u1, u2 a las restricciones de la función u a γT y S1 × {t(T)}, respec-
tivamente. Tal y como se hizo en la demostración del Lema 2.6.4, es posible expresar
ui = ci + vi, con ci una constante real y vi una función de media nula, para i = 1, 2.

Nótese que las hipótesis implican que el paralelo S1× {t(T)} es estable, ya que se sa-
tisface la condición (2.22). Teniendo en cuenta también la estabilidad de γT, y denotando
por h su curvatura geodésica, se sigue que

I(u) = I(u1) + I(u2)

> −c2
1

( ∫
γT

(K + h2)
)
− 2 c1

( ∫
γT

v1 (K + h2)
)
− c2

2 L(t(T)) (K + h2)(t(T)).

Por otro lado, el hecho de que u tenga media nula implica que

c2 =
−c1 L(γT)

L(t(T))
,

donde L(γT) indica la longitud del onduloide γT. Ası́,

I(u) > −c2
1

( ∫
γT

(K + h2)
)
− 2 c1

( ∫
γT

v1 (K + h2)
)

(2.55)

− c2
1 L(γT)2

L(t(T))2 L(t(T)) (K + h2)(t(T))

= −c2
1 L(γT)2

(∫
γT

(K + h2)

L(γT)2 +
(K + h2)(t(T))

L(t(T))

)
− 2 c1

∫
γT

v1 (K + h2).

Analicemos ahora los signos de cada sumando de (2.55). Como T está próximo a t̃,
se sigue que el onduloide γT estará próximo al cı́rculo de revolución S1 × {t̃}. En conse-
cuencia,

L(γT) −→ L(t̃)
y ∫

γT

(K + h2) −→ L(t̃) (K + h2)(t̃),

cuando T tiende a t̃, y además ΩT estará próximo al anillo asimétrico asociado a t̃. Co-
mo dicho anillo satisface estrictamente la condición (2.49) por hipótesis, concluimos que
el primer sumando en (2.55) es positivo, para T suficientemente próximo a t̃, por este
argumento de aproximación. Centrémonos ahora en el segundo sumando de (2.55).

Sean v+
1 = máx{v1, 0}, v−1 = −mı́n{v1, 0}. Entonces,

v1 = v+
1 − v−1 .

Como la curvatura geodésica h de γT es constante y v1 es una función de media nula,∫
γT

v1 (K + h2) =
∫

γT

v1 K +
∫

γT

v1 h2 =
∫

γT

v1 K(2.56)

=
∫

γT

v+
1 K−

∫
γT

v−1 K

6 K(s1)
∫

γT

v+
1 − K(s2)

∫
γT

v−1 ,

con s1, s2 ∈ (0, t0) tales que K(s1) = máxγT K y K(s2) = mı́nγT K.
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Como T es próximo a t̃, podemos suponer que el onduloide γT se encuentra conteni-
do en una banda horizontal alrededor de S1×{t̃}, concretamente en la banda delimitada
por los paralelos S1 × {s1} y S1 × {s2} (debido a la monotonı́a de la curvatura de Gauss,
los extremos absolutos de K|γT corresponderán con los puntos de máxima y mı́nima al-
tura del onduloide). Llamando

εT = K(s1)− K(s2) > 0,

se tiene que K(s1) = K(s2) + εT, y entonces (2.56) queda∫
γT

v1 (K + h2) 6 (K(s2) + εT)
∫

γT

v+
1 − K(s2)

∫
γT

v−1

= K(s2)
( ∫

γT

(v+
1 − v−1 )

)
+ εT

∫
γTv+

1

= K(s2)
( ∫

γT

v1

)
+ εT

∫
γT

v+
1 = εT

∫
γT

v+
1 ,

ya que v1 es de media nula.

FIGURA 2.4. El onduloide γT y el cı́rculo de revolución S1 × {t̃}

Consecuentemente, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz [21, Chapter V.1],
se tiene ∣∣∣∣ ∫

γT

v1 (K + h2)
∣∣∣∣ 6 εT

∣∣∣∣ ∫
γT

v+
1

∣∣∣∣ 6 εT

( ∫
γT

(v+
1 )2
) 1

2

L(γT)
1
2 .

Obsérvese que tanto K(s1) = máxγT K como K(s2) = mı́nγT K tienden a K(t̃) cuando T se
aproxima a t̃. Por ello, εT también tiende a cero. Intentamos ahora acotar

∫
γT

(v+
1 )2.

Descompongamos γT en dos conjuntos disjuntos A = {p ∈ γT : v1(p) > 0} y B =
{p ∈ γT : v1(p) < 0}. Es claro que v+

1 |A = v1|A, y que v+
1 |B = 0. Entonces∫

γT

v2
1 =

∫
A

v2
1 +

∫
B

v2
1 >

∫
A

v2
1 =

∫
A
(v+

1 )2 =
∫

A
(v+

1 )2 +
∫

B
(v+

1 )2 =
∫

γT

(v+
1 )2.

Por otro lado, como u1 = v1 + c1, con v1 función de media nula, se sigue inmediatamente
que ∫

γ
u2

1 =
∫

γ
v2

1 +
∫

γ
c2

1 >
∫

γ
v2

1.

Con todo ello, se tiene ∫
γT

(v+
1 )2 6

∫
γT

v2
1 6

∫
γT

u2
1 =

∫
γT

u2 6 1,

y finalmente ∣∣∣∣ ∫
γT

v1 (K + h2)
∣∣∣∣ 6 εT L(γT)

1
2 ,

de forma que el segundo sumando en (2.55) es despreciable, para T próximo a t̃.
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Ası́, concluimos que I(u) es positivo, y aplicando (2.17), ΩT resulta ser una región
estable, para valores de T suficientemente próximos a t̃. �

2.7. Generalidades sobre superficies de revolución

Dedicamos esta última Sección del Capı́tulo 2 a recordar ciertas nociones básicas re-
ferentes a las superficies de revolución de R3, que necesitaremos especialmente a lo largo
del Capı́tulo 4. Consideremos la superficie

M = {(x, y, z) : x2 + y2 = g(z)2},
con g : R → R una función diferenciable y simétrica, esto es, g(z) = g(−z), z ∈ R.
Supongamos también que g es función creciente para z > 0. Nótese que esta superficie
se genera a partir de la rotación alrededor del eje vertical de la gráfica de la función g.

Algunos de los ejemplos que estudiaremos en el Capı́tulo 4 vendrán dados de esta forma.
Por ello, nos será de gran utilidad conocer la función f asociada a una métrica de tipo
(2.1), que nos permita ver M como una superficie de tipo S1×R. De esta forma, se podrán
aplicar los resultados de este Capı́tulo 2 para estudiar dicha superficie.

Denotando por τ(z) a la longitud del arco determinado por z > 0 de un meridiano de M,
se tiene que

τ(z) =
∫ z

0

√
1 + g′(ξ)2dξ.

Ası́, para cada z > 0, obtenemos el parámetro t = τ(z) asociado a altura z, a considerar
en S1 × R. Además, como τ′(z) > 0 para todo z > 0, podemos considerar la función
inversa τ−1, y entonces la función f vendrá dada por

(2.57) f (t) = g(τ−1(t)).

Desafortunadamente, en algunas ocasiones no será posible hallar explı́citamente la fun-
ción f , bien porque el cálculo de la inversa τ−1 sea complejo, o bien porque las expresio-
nes resultantes no resulten cómodas para nuestros intereses. En tales situaciones, tendre-
mos que trabajar directamente con la función g. A partir de (2.57) se puede comprobar
que la longitud y curvatura geodésica de un cı́rculo de revolución S1 × {z} vendrán da-
das por

L(z) = L(τ(z)) = 2π g(z),

h(z) = h(τ(z)) =
f ′(τ(z))
f (τ(z))

=
g′(z)
g(z)

1√
1 + g′(z)2

.

Análogamente, se obtienen las siguientes expresiones, a las que haremos referencia más
adelante:

K(z) =
−g′′(z)

g(z)
1

(1 + g′(z)2)2 ,

[( f ′)2 − f f ′′](z) =
g′(z)2

(1 + g′(z)2)
− g(z) g′′(z)

(1 + g′(z)2)2 .

Finalmente, el área encerrada por un anillo horizontal, bordeado por dos paralelos, se-
rá igual a

A(S1 × [z1, z2]) =
∫ z2

z1

g(ξ)
√

1 + g′(ξ)2 dξ.



CAPÍTULO 3

El problema isoperimétrico en toros rotacionalmente simétricos

En este Capı́tulo trataremos el problema isoperimétrico en una familia concreta de
superficies: toros rotacionalmente simétricos, que presentan una simetrı́a horizontal con res-
pecto al paralelo de mayor longitud, y con curvatura de Gauss decreciente como función
de la distancia a dicho paralelo. Un ejemplo de superficie de esta familia es el toro de
revolución estándar.

El principal resultado que obtenemos es la clasificación completa de las regiones esta-
bles que pueden aparecer en estas superficies (Teorema 3.3.6), además de discutir cuales
de esos conjuntos constituyen regiones isoperimétricas. Téngase en cuenta que la compa-
cidad de las superficies asegura, en este caso, la existencia de soluciones isoperimétricas.

Seguiremos el esquema descrito en el Capı́tulo 1. Para ello, y con vistas a utilizar los
resultados referentes a superficies de tipo S1 × I, nos centraremos en un intervalo acota-
do, y será necesario identificar los paralelos del borde de S1 × I, para que la superficie
resultante sea un toro rotacionalmente simétrico.

En la Sección 3.2 clasificamos las curvas con curvatura geodésica constante en estas
superficies (Teorema 3.2.5), a partir de los resultados generales de la Sección 2.3. Dichas
curvas resultan ser los cı́rculos de revolución (o paralelos), las geodésicas verticales, los
nodoides, los onduloides, y un tipo de curvas particular, las hélices.

A partir de estas curvas, se obtiene en la Sección 3.3 la lista de regiones estables que
pueden aparecer:

i) discos bordeados por curvas de curvatura geodésica constante (simétricos respecto
del paralelo de mayor longitud, o contenidos donde la curvatura de Gauss es constante),

ii) anillos horizontales bordeados por dos cı́rculos de revolución (simétricos o no
simétricos respecto del paralelo de menor longitud),

iii) uniones de anillos verticales, cada uno de ellos bordeado por dos geodésicas ver-
ticales, o uniones de anillos bordeados por curvas tipo hélice,

iv) anillos bordeados por un onduloide y un cı́rculo de revolución,

v) uniones de un disco y un anillo simétrico.

Mostraremos además que todas estas posibilidades realmente pueden darse, comproban-
do su existencia y su carácter estable en ejemplos concretos.

Finalmente, en la Sección 3.4 analizamos qué regiones estables pueden ser isope-
rimétricas. Se descartarán las uniones de anillos bordeados por hélices, y las formadas
por más de un anillo vertical, y proporcionaremos ejemplos en los que discos, anillos ho-
rizontales, anillos verticales y anillos bordeados por onduloide y cı́rculo de revolución
son soluciones isoperimétricas. El caso de las uniones de un disco y un anillo simétri-
co no ha podido ser descartado en general, si bien no son soluciones en ninguno de los
ejemplos que hemos estudiado.

47
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Resaltamos que soluciones isoperimétricas en un toro llano de dimensión dos se pue-
den determinar de forma sencilla, y consisten en discos para valores pequeños del área,
y en bandas bordeadas por dos geodésicas de longitud mı́nima (véanse [55], [56]). Sin
embargo, el mismo problema en el toro de revolución estándar ha permanecido sin resol-
ver durante mucho tiempo (tal y como se comenta en [34]), a pesar de ser una superficie
con caracterı́sticas y propiedades bien conocidas. A partir de nuestra clasificación de re-
giones estables, conseguimos reducir el problema a una comparación de perı́metros entre
los distintos candidatos. En la Sección 3.4, describiremos las distintas soluciones que apa-
recen en diversos toros de revolución estándar, caracterizando totalmente las regiones
isoperimétricas en ciertos casos (Teorema 3.4.9).

3.1. Descripción de nuestras superficies

A lo largo de este Capı́tulo, las superficies que consideraremos serán toros rotacional-
mente simétricos, esto es, dotados con un grupo uniparamétrico de isometrı́as. Además,
supondremos que dichas superficies son simétricas y con curvatura de Gauss decreciente
desde el paralelo de mayor longitud.

Realizaremos nuestro estudio apoyándonos en los resultados obtenidos en el Capı́tu-
lo 2, por lo que primero hemos de precisar que dichos toros de revolución pueden verse
como superficies S1 × I con adecuada métrica de tipo (2.1). En realidad, será necesario
realizar cierta identificación adicional sobre los paralelos del borde de S1 × I para que se
obtenga un toro de revolución. Describamos inicialmente esta identificación.

Sea I = [−t0, t0] un intervalo real acotado, con t0 ∈ R, y consideremos la superficie
S1 × I con métrica de tipo (2.1), definida por medio de una función f : I → R positiva,
simétrica, de clase C1, y C2 a trozos. Además, asumiremos que

(3.1) f ′(t0) = f ′(−t0) = 0.

Nótese que esta superficie se corresponde con un anillo de revolución acotado, cuya cur-
vatura de Gauss K es, en general, continua a trozos. Supondremos también que K es
decreciente con respecto a la distancia al ecuador S1 × {0}.
Mediante la identificación de los paralelos S1 × {t0} y S1 × {−t0} que componen el borde
de dicho anillo acotado (identificación que se hace de forma diferenciable gracias a (3.1)),
la superficie que se obtiene finalmente es un toro rotacionalmente simétrico, que en lo
que sigue denotaremos por M, que es simétrico y con curvatura de Gauss decreciente
desde el ecuador.

De esta manera, las principales magnitudes geométricas, como la curvatura de Gauss, o
la longitud y la curvatura geodésica de los cı́rculos de revolución, vendrán dados por las
expresiones que aparecen en la Sección 2.2, y los resultados obtenidos en el Capı́tulo 2 se
podrán aplicar en este contexto.

Nota 3.1.1. La anterior parametrización de nuestros toros de revolución, y la hipótesis
de monotonı́a sobre la curvatura de Gauss K, hace que el valor máximo de K se alcance
sobre el ecuador S1×{0}, mientras que el mı́nimo se realiza sobre el paralelo S1×{t0} =
S1 × {−t0}.

Las hipótesis anteriores determinan algunas propiedades de la superficie, que quedan
recogidas en el siguiente Lema.

Lema 3.1.2. Sea M un toro de revolución, simétrico y con curvatura de Gauss decreciente
desde el ecuador. Entonces,

i) La función f es estrictamente decreciente en el intervalo [0, t0].
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ii) La función ( f ′)2− f f ′′ es creciente en el intervalo (−t0, 0), y decreciente en el intervalo
(0, t0).

iii) La curvatura geodésica h(t) de un cı́rculo de revolución S1 × {t} es negativa en el in-
tervalo (0, t0), y positiva en (−t0, 0). Como consecuencia, h(t) sólo se anula para t = 0
ó para t = t0.

DEMOSTRACIÓN.
i) Como nuestra superficie es compacta, contendrá puntos elı́pticos (esto es, puntos

con curvatura de Gauss positiva), por lo que K(0) > 0. Por otra parte, al ser un toro de
revolución, también contendrá puntos hiperbólicos (esto es, con curvatura negativa), por
lo que K(t0) < 0. A partir de la monotonı́a de K, se sigue que será estrictamente positiva
en [0, t1), nula en [t1, t′1], y estrictamente negativa en (t′1, t0], siendo t1, t′1 dos puntos del
intervalo (0, t0) que podrı́an coincidir.

Como ( f ′)′ = f ′′ = −K f a partir de (2.2), el anterior razonamiento determina el signo
de f ′′, y en consecuencia, el crecimiento de f ′. Teniendo en cuenta la hipótesis (3.1) y que
f ′(0) = 0, es fácil deducir que f ′ es estrictamente negativa en (0, t0), lo que prueba i).

ii) Es consecuencia de que ( f ′)2− f f ′′ y K tengan el mismo comportamiento monóto-
no (véase la Nota 2.2.2).

iii) En el apartado i) hemos visto que f ′ es negativa en (0, t0), por lo que h(t) =
f ′(t)/ f (t) también será negativa en dicho intervalo. Por otro lado, se deduce de las
hipótesis sobre f que h(0) = h(t0) = 0. La demostración se concluye teniendo en cuenta
la antisimetrı́a de h(t) dada por el Lema 2.3.4. �

Nota 3.1.3. Como la función f es simétrica, se deduce del apartado i) del Lema 3.1.2
que el ecuador S1 × {0} es el paralelo de mayor longitud de M, mientras que S1 × {t0}
es el de menor longitud.

Nota 3.1.4. Ya hemos comentado que la función ( f ′)2− f f ′′ presenta el mismo carác-
ter monótono que la curvatura de Gauss. Por tanto, será decreciente en el intervalo (0, t0).
Nótese que

[( f ′)2 − f f ′′](0) = f (0)2 K(0) > 0,
y que

[( f ′)2 − f f ′′](t0) = f (t0)2 K(t0) < 0.
Ası́, en caso de que la función f es de clase C2, existirá por continuidad algún instante
donde ( f ′)2 − f f ′′ se anule. Si eso ocurre únicamente para un instante t1 ∈ (0, t0), enton-
ces ( f ′)2 − f f ′′ será positiva en [0, t1) y negativa en (t1, t0]. En virtud del Lema 2.3.4, eso
implica que h(t) es decreciente en [0, t1) y creciente en (t1, t0]. Si por el contrario, hay un
intervalo J ⊂ (0, t0) donde ( f ′)2 − f f ′′ se anula, el comportamiento será el mismo, con la
salvedad de que h(t) será constante sobre el intervalo J.

Si f es de clase C2 a trozos, podrı́a no haber puntos para los que ( f ′)2 − f f ′′ no se anule.
Sin embargo, si ha de existir un instante t′1 ∈ (0, t0) en el que tal función cambia de signo.
En este caso, el mismo razonamiento anterior nos dirá que h(t) es decreciente en [0, t′1) y
creciente en (t′1, t0).

De esta manera, el comportamiento de h(t) queda totalmente determinado (teniendo en
cuenta la antisimetrı́a existente).

Mostramos ahora dos ejemplos de superficies incluidas en esta familia de superficies.

Ejemplo 3.1. El toro de revolución estándar, obtenido al girar un cı́rculo de radio r
alrededor de un eje contenido en el mismo plano que el cı́rculo, y cuyo centro se encuen-
tra a una distancia a > 0 de dicho eje, con a > r, es una de las superficies que estamos



50 3. EL PROBLEMA ISOPERIMÉTRICO EN TOROS ROTACIONALMENTE SIMÉTRICOS

considerando. En este caso, el intervalo I puede tomarse como [−πr, πr], y la métrica
(2.1) vendrá dada por la función

f (t) = a + r cos(t/r), t ∈ I.

Dicha función es positiva y de clase C∞, y la curvatura de Gauss (2.2) será igual a

K(t) =
cos(t/r)

r2(a + r cos(t/r))
, t ∈ I,

que es continua y estrictamente decreciente en (0, πr).

Ejemplo 3.2. Otro ejemplo viene dado por la siguiente superficie: sea S una esfera de
radio a > 0, a la que se le han quitado dos discos abiertos idénticos, cada uno centrado
en un polo. Denotemos por t∗ y −t∗ las alturas verticales a las que se encuentran las dos
componentes del borde de S. La métrica (2.1) en S vendrá dada por

f (t) =
1
a

cos(at), t ∈ [−t∗, t∗].

Pegamos un anillo hiperbólico acotado de curvatura constante−b2 (con b > 0) a cada
una de las componentes de ∂S, de forma adecuada para obtener una superficie de clase
C1, y C2 a trozos (ver la Nota 3.1.6 posterior). Denotemos por H1 al anillo hiperbólico
superior, de altura máxima d/b. Entonces, la métrica (2.1) en H1 vendrá dada por

f (t) = c cosh(d− b t), t ∈ [t∗, d/b],

con c > 0. De igual manera, en el anillo hiperbólico inferior H2, la métrica (2.1) vendrá de-
terminada por la correspondiente simetrización de f .

Nota 3.1.5. Imponemos que la altura máxima de H1 sea d/b por comodidad, para que
el mı́nimo valor alcanzado por f sea f (d/b) = c.

Nota 3.1.6. Es posible construir una superficie de clase C1, y C2 a trozos mediante la
construcción anterior; equivalentemente, los parámetros a, b, c, d y t∗ que aparecen en la
definición de la función f pueden determinarse apropiadamente, tal y como se detalla a
continuación.

Fijemos a > 0 y consideremos la esfera de R3 de radio a centrada en el origen. Elija-
mos t∗ ∈ (0, π/2), que será la altura a la que se encontrará el disco, centrado en el polo
norte, que será suprimido de la esfera (nótese que para cada t∗, hay un único disco ho-
rizontal a dicha altura). Veamos qué condición ha de verificar b, lo que determinará el
anillo hiperbólico a considerar.

En el paralelo S1 × {t∗}, como queremos que la superficie esté bien definida y sea
de clase C1, f y f ′ han de estar bien definidas; eso es equivalente a que se den las dos
igualdades siguientes:

1
a

cos(a t∗) = c cosh(d− bt∗),(3.2)

− sin(a t∗) = −b c sinh(d− bt∗).(3.3)

Como
cosh2(d− b t∗)− sinh2(d− b t∗) = 1,

se sigue que
1

a2 c2 cos2(a t∗)− 1
b2 c2 sin2(a t∗) = 1.

Despejando, nos queda

(3.4) c2 =
1
a2 cos2(a t∗)− 1

b2 sin2(a t∗).
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De ahı́ se sigue que, necesariamente,

1
a2 cos2(a t∗)− 1

b2 sin2(a t∗) > 0,

de donde obtenemos que

b2 > a2 sin2(a t∗)
cos2(a t∗)

= a2 tan2(a t∗),

y entonces

(3.5) b > a tan(a t∗),

condición que debe verificar b para que f y f ′ estén bien definidas, y nuestra superficie
sea de clase C1. Seguidamente, tomando b satisfaciendo (3.5), a partir de (3.4), se tiene

c =

√
1
a2 cos2(a t∗)− 1

b2 sin2(a t∗)

=
1
ab

√
(a2 + b2) cos2(a t∗)− a2,

que sólo depende de los parámetros ya fijados a, b y t∗. Finalmente, de la ecuación (3.2)
se deduce que

(3.6) d = b t∗ + cosh−1
(

cos(a t∗)
a c

)
.

Esto prueba que la función f está bien definida en [−d/b, d/b], y que es de clase C1.
Como la curvatura de Gauss K toma constantes distintas en S y en H1, se tiene que K es
continua a trozos en [0, d/b], y decreciente desde el ecuador. Además, f resulta simétrica
respecto de S1 × {0}, y

f ′(d/b) = −b c sinh(0) = 0,

por lo que se satisfacen todas las hipótesis necesarias para que la función f proporcione
un toro rotacionalmente simétrico de nuestra familia.

S
1

×{ }t
0

S
1

×{0}

S
1

×{ }-t
0

S
1

×{ }t
*

S
1

×{ }-t
*

FIGURA 3.1. Toro rotacionalmente simétrico, con curvatura de Gauss de-
creciente desde el ecuador y continua a trozos
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Nota 3.1.7. Este segundo ejemplo también podrı́a considerarse a partir de la función

f (t) = cos(a t), t ∈ [−t∗, t∗]

en S, obteniendo otro tipo de superficies distintas, si bien nosotros no profundizaremos
en su estudio particular.

3.2. Curvas con curvatura geodésica constante

En esta Sección pretendemos clasificar las curvas con curvatura geodésica constante
que aparecen en nuestros toros de revolución. Para ello, nos serviremos del sistema (2.7),
descrito en la Proposición 2.3.1 para superficies S1 × I, y de la primera integral (2.8) aso-
ciada. Empecemos caracterizando las curvas con curvatura constante que no tocan a los
paralelos S1 × {−t0}, S1 × {t0}.

Teorema 3.2.1. Sea M un toro rotacionalmente simétrico con curvatura de Gauss decreciente
desde el ecuador. Supongamos además que M presenta una simetrı́a horizontal. Sea C una curva
conexa, cerrada y embebida en M con curvatura geodésica constante, que no corta al paralelo
S1 × {t0}.

Entonces C es un cı́rculo de revolución, un nodoide o un onduloide.

DEMOSTRACIÓN. Parametricemos la curva C como (θ(s), t(s)), solución del sistema
(2.7), contenida en S1 × [−t0, t0], con las hipótesis e identificación anteriores.

La primera observación es que tanto el mı́nimo como el máximo de t|C se han de
alcanzar. Si esto no ocurriese, como t|C toma valores en el intervalo acotado [−t0, t0], la
única posibilidad es que existan dos lı́neas horizontales S1 × {h1}, S1 × {h2} tales que
t(s) ∈ (h1, h2), y que t(s) se aproxime asintóticamente a cada una de ellas. Pero como la
curva es cerrada, esto no puede ocurrir. Por tanto, t|C alcanzará sus valores máximo y
mı́nimo.

Si t|C es constante, entonces C es un cı́rculo de revolución.

Supongamos ahora que t|C alcanza un máximo estricto en s0 (es decir, t|C no es cons-
tante). Sea s1 > s0 el siguiente punto crı́tico de t|C, que resultará ser un mı́nimo. Entonces,
usando la Proposición 2.3.5, se concluye que C es un onduloide o un nodoide. �

Nota 3.2.2. En el Teorema anterior, el hecho de que la curvatura de Gauss sea de-
creciente desde determinado paralelo no juega ningún papel, esencialmente porque la
Proposición 2.3.5 se verifica con independencia del comportamiento que presente la cur-
vatura. Este hecho sı́ se usará de manera esencial en la siguiente demostración.

Tratemos ahora las curvas que tocan al paralelo S1× {t0}. Dentro de dichas curvas se
van a encontrar las curvas tipo hélice (véase la Figura 3.2). Dichas curvas son geodésicas
de nuestra superficie, y en general, no siempre son curvas cerradas; si las vemos conteni-
das en S1 × I, resultan disconexas cuando σ ∈ (0, π/4) (en estos casos, la identificación
del paralelo S1 × {−t0} con S1 × {−t0} permite que lleguen a ser cerradas).

El siguiente Teorema completa la clasificación de curvas cerradas y embebidas con
curvatura geodésica constante en nuestras superficies.

Teorema 3.2.3. Sea M un toro rotacionalmente simétrico con curvatura de Gauss decreciente
desde el ecuador. Supongamos además que M presenta una simetrı́a horizontal. Sea C una curva
conexa, cerrada y embebida en M con curvatura geodésica constante, que corta al paralelo S1 ×
{t0}.

Entonces C es una geodésica vertical, una curva tipo hélice, o una de las curvas indicadas en
el Teorema 3.2.1.
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FIGURA 3.2. Dos hélices cerradas para uno de nuestros toros, vistas en
[0, 2π]× [−t0, t0]

DEMOSTRACIÓN. Consideremos la curva C contenida en S1 × [−t0, t0], parametri-
zada como solución (θ(s), t(s)) de (2.7).

Supongamos que C toca tangencialmente al paralelo S1×{t0} en un instante s0, y sea
θ0 = θ(s0). Se tendrá que σ(s0) = π/2. Entonces, para cada t∗ próximo a t0, existirán
dos instantes s1, s2 tales que t(s1) = t(s2) = t∗. Como la curva tiene curvatura geodésica
constante, se sigue que la primera integral (2.8) asociada E(s) será también constante, con
lo que E(s1) = E(s2). Pero esto implica que sin σ(s1) = sin σ(s2), de donde σ(s1) = σ(s2),
o σ(s1) = π− σ(s2). Es claro que la primera opción no puede darse, y entonces, repitien-
do este razonamiento para cada valor t∗ tomado por t|C, concluimos que C presenta una
simetrı́a respecto del eje vertical {θ0} × [−t0, t0].

El argumento anterior implica además que si C toca también al paralelo S1 × {−t0},
lo hará de forma tangencial (tómense s1 = s0, y s2 el instante de contacto con S1 × {−t0},
y téngase en cuenta que σ(s0) = π/2). En tal caso, se puede aplicar la Proposición 2.3.5
para concluir que C es un nodoide o un onduloide tocando tangencialmente a S1 × {t0}.
En el caso del nodoide, se creará un contacto irregular tras identificar los paralelos que
forman el borde de S1 × [−t0, t0].

Por otro lado, si la curva C no toca al paralelo S1×{−t0}, por la simetrı́a vertical exis-
tente se deduce que existen paralelos de la superficie que no cortan a C. Sea p uno de tales
paralelos, y reparametricemos S1× I de manera que los bordes a identificar (para obtener
un toro) coincidan con p. Ası́, se obtiene una nueva superficie S1 × I (que habrá perdi-
do la simetrı́a y la monotonı́a de la curvatura de Gauss), y nuestra curva no tocará el
borde de la nueva superficie. Estamos en situación de aplicar el Teorema 3.2.1 (para el
que no son necesarias las hipótesis sobre la curvatura de Gauss, tal y como se indica en
la Nota 3.2.2), para concluir que C es un paralelo, un nodoide o un onduloide (tocando
tangencialmente S1 × {t0}).

Supongamos ahora que C corta transversalmente a S1×{t0}. Si existe un paralelo que
no interseca a la curva, podemos proceder como antes para afirmar, vı́a una reparametri-
zación, que C es un paralelo, un nodoide o un onduloide (cortando transversalmente
a S1 × {t0}). Nos centraremos entonces en el caso de que todo paralelo de S1 × [−t0, t0]
corte a nuestra curva. Hacemos la siguiente discusión: que exista una componente conexa
de C uniendo los paralelos S1 × {t0} y S1 × {−t0}, o que no exista tal componente.

i) En el caso de que dichos paralelos no estén conectados por C, consideremos una
componente de la curva que corte a uno de estos paralelos, por ejemplo, a S1 × {t0}.
Entonces, necesariamente dicha componente partirá y llegará al paralelo S1 × {t0}, esto
es, sus extremos se hallarán en este paralelo (esto es debido a que la componente no
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puede llegar a S1 × {−t0}, y a que C es una curva cerrada). Usando el argumento del
principio de la demostración, para cada altura t∗ de dicha componente, los correspon-
dientes instantes s1, s2 tales que t(s1) = t(s2) = t∗ verificarán que σ(s1) = π − σ(s2), y
en consecuencia, la componente será simétrica verticalmente.

La consecuencia del anterior razonamiento es que existe de un paralelo que no corta a
la componente de C que estamos considerando. La existencia de dicho paralelo se deduce
a partir de la primera integral (2.8). Sea s3 el instante tal que t(s3) alcanza su mı́nimo valor
sobre la componente. Como todo paralelo corta a C, necesariamente habrá otro instante
s4, correspondiente a otra componente distinta, tal que t(s3) = t(s4). Como E(s3) = E(s4),
se tiene que σ(s3) = σ(s4), con lo que σ(s4) = π/2, y por tanto, t(s4) será un máximo o
mı́nimo local. Ası́, S1 × {t(s3)} tocará tangencialmente a la curva C. Reparametrizando
S1 × I como antes, para que los paralelos a identificar coincidan con S1 × {t(s3)}, con-
cluimos, como antes, que C es un onduloide o un nodoide (este último presentando un
contacto irregular).

ii) En el caso de que los paralelos S1 × {−t0} y S1 × {t0} estén conectados por una
componente de C, llamemos s0, s1 a los instantes tales que t(s0) = −t0, t(s1) = t0. To-
mando c = 0 en la primera integral (2.8), se tendrá que

E(s0) = f (−t0) sin σ(s0)− h
∫ −t0

0
f (ξ)dξ,

E(s1) = f (t0) sin σ(s1)− h
∫ t0

0
f (ξ)dξ.

Es claro que f (t0) = f (−t0), que
∫ −t0

0 f (ξ)dξ = −
∫ t0

0 f (ξ)dξ, y que sin σ(s0) = sin σ(s1)
(si θ(s0) = θ(s1), es claro por la continuidad y diferenciabilidad de la curva, tras la iden-
tificación; y si θ(s0) 6= θ(s1), se puede obtener a partir de la primera integral, que cada
intersección de la curva con el paralelo S1 × {t0} se produce con el mismo ángulo). Con
todo esto, como E(s0) = E(s1), se llega a que h = 0, luego la curva es una geodésica de
S1 × [−t0, t0] , esto es, una geodésica vertical o una hélice. �

Nota 3.2.4. En la anterior demostración se ha usado que la primera integral (2.8) es
constante sobre la curva cerrada C vista en el toro; lo que ocurre es que al verla contenida
en el S1 × [−t0, t0], puede que dicha curva se descomponga en varias componentes, pero
la primera integral seguirá tomando el mismo valor constante en cada componente.

Como conclusión, se tiene el siguiente Teorema, que engloba lo obtenido en los Teo-
rema 3.2.1 y 3.2.3.

Teorema 3.2.5. Sea M un toro de revolución, simétrico y con curvatura decreciente desde el
ecuador. Sea C ⊂ M una curva cerrada y embebida con curvatura geodésica constante.

Entonces, C es un cı́rculo de revolución, un nodoide, un onduloide, una geodésica vertical o
una hélice.

3.2.1. Existencia de onduloides estables. Pasamos ahora a demostrar, utilizando
los resultados de la Sección 2.5, la existencia de onduloides cerrados, embebidos y esta-
bles en nuestra familia de superficies. Para ello, nos centraremos en los toros de revolu-
ción estándar del Ejemplo 3.1, que vienen determinados por la función

f (t) = a + r cos(t/r), t ∈ [−πr, πr].

En primer lugar veremos que hay existencia de onduloides cerrados y embebidos en
cualquiera de estos toros, aplicando el Lema 2.5.4. Y después, usando el Lema 2.5.9, jus-
tificaremos que hay onduloides estables en determinados toros de revolución estándar.
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La primera observación que hacemos es que las hipótesis del Lema 2.5.4 se verifican
en cualquier toro estándar, ya que es inmediato comprobar que

[( f ′)2 − f f ′′](t̃) = 1, para t̃ = πr/2.

Además,

K(t) =
− f ′′(t)

f (t)
=

cos(t/r)
r (a + r cos(t/r))

,

que es una función diferenciable, con

K′(t) = − a sin(t/r)
r2 (a + r cos(t/r))2 .

Como K′(t̃) = −a−1 r−2 < 0, se sigue que la curvatura de Gauss K es estrictamente de-
creciente en t = t̃. Con esto ya podemos concluir, a partir del Lema 2.5.4, que existe una
familia γ(θ, T, ho(T)) de onduloides cerrados y embebidos, con T próximo a t̃, parametriza-
dos por el punto máximo T alcanzado por la coordenada t.

En cuanto a la estabilidad, reseñamos en primer lugar que la condición (2.43) que apa-
rece en el Lema 2.5.8 también se verifica, ya que el término de la izquierda de (2.43) es
igual, en este caso, a

5 a2 + 9 r2

r4 ,

que es estrictamente positivo. En consecuencia, la derivada del periodo de un onduloide
cerrado y embebido (de la familia anterior) con respecto al punto máximo T es positiva,
para T > t̃ (derivada calculada manteniendo fija la curvatura geodésica). Esto nos va a
permitir determinar el segundo valor propio para el operador de Jacobi asociado a tales
curvas (necesario para poder aplicar el Lema 2.5.9).

Lema 3.2.6. Sea C un onduloide cerrado y embebido en un toro de revolución estándar, sufi-
cientemente próximo a S1 × {t̃}. Entonces el segundo valor propio λ2 del operador de Jacobi en C
es igual a cero.

DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 2.4.9 sabemos que λ2 6 0. Supongamos que λ2 < 0.
Entonces, a partir del Lema 2.5.5, se sigue que λ1, λ2 satisfacen la condición de Neumann
en cualquier trozo fundamental C′ de C, y además, λN

2 (C′) = λ2 < 0. Pero esto contradice
el Lema 2.5.6, ya que hemos visto anteriormente que la derivada del periodo es positiva.
Por tanto, necesariamente λ2 = 0. �

Ahora ya estamos en condiciones de probar el resultado que asegura la existencia de
onduloides cerrados, embebidos y estables, en ciertos toros de revolución estándar.

Lema 3.2.7. Sea M un toro de revolución estándar del Ejemplo 3.1, con r < a < 3 r. Entonces
hay onduloides cerrados y embebidos en M que son estables.

DEMOSTRACIÓN. Sea γ(θ, T, ho(T)) la familia de onduloides cerrados y embebidos,
con T > t̃ suficientemente próximos, que existe gracias al Lema 2.5.4. Sea C una de estas
curvas. Por los Lemas 2.4.9 y 3.2.6, se tiene que el primer valor propio del operador de
Jacobi en C es negativo, y el segundo valor propio es igual a cero; esto es, λ1 < 0 = λ2,
por lo que se puede aplicar el Lema 2.5.9 para estudiar la estabilidad del onduloide C.

Nos ocupamos primero de calcular la derivada de la curvatura geodésica ho de los on-
duloides de la familia, para valores de T mayores que t̃; más concretamente, nos interesa
conocer su signo. Ya se ha visto que h′o(t̃) = 0 (recuérdese la expresión (2.37), vista en
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la demostración del Lema 2.5.4). Por otra parte, derivando sucesivamente (2.38) se tiene
que

FT + Fh h′o = 0

y

(3.7) FTT + 2 FTh h′o + Fhh (h′o)
2 + Fh h′′o = 0.

Pretendemos determinar el valor de h′′o (t̃), que nos permitirá conocer el signo de h′o(T).
Si sustituimos directamente, como Fh(t̃, h̃) = σh(π) = 0 (véase (2.30)), no obtenemos
ninguna información de la anterior igualdad (3.7). Pero si derivamos dicha igualdad una
vez más, evaluando en T = t̃, es rutinario ver que

FTTT(t̃, h̃) + 3 FTh(t̃, h̃) h′′o (t̃) = 0,

y entonces

(3.8) h′′o (t̃) =
−FTTT(t̃, h̃)
3 FTh(t̃, h̃)

=
−σTTT(π)
3 σTh(π)

=
−σTTT(π)

3 ρ/2
,

donde hemos tenido en cuenta la definición (2.25) de F y la expresión (2.34) de su hessiano
en (t̃, h̃) (recuérdese que el valor de ρ, ya definido en (2.34), es π f (t̃)3 K′(t̃)).

El valor de σTTT(π) ya ha sido calculado en (2.48); en este caso, es fácil comprobar que

σTTT(π) =
π (5 a2 + 9 r2)

8 a r4

y

ρ =
−π a2

r2 ,

con lo que finalmente

(3.9) h′′o (t̃) =
5 a2 + 9 r2

12 a3 r2 .

Como h′′o (t̃) > 0, esto implica que h′o es una función estrictamente creciente en T = t̃;
luego para T > t̃, concluimos que h′o(T) > h′o(t̃) = 0 (en virtud de (2.37)); en definitiva,

h′o(T) > 0, para T > t̃.

Nos centramos ahora en discutir el signo de la variación del área inducida por esta
deformación por onduloides (detallada en la Nota 2.5.10), dada por

ϕT(θ) = γ(θ, T, ho(T)) = (θ, t(θ, T, ho(T))).(3.10)

Es fácil ver que el campo vectorial asociado es igual a

∂

∂T
ϕT(θ) =

(
tT(θ) + h′o(T) th(θ)

)
∂t,

con lo que la derivada del área a lo largo de esta deformación viene dada por∫ 2π

0
f (T)

(
tT(θ) + h′o(T) th(θ)

)
dθ.

Para T = t̃, teniendo en cuenta (2.28) y que h′o(t̃) = 0, esa expresión se reduce a∫ 2π

0
f (t̃) tT(θ) dθ = f (t̃)

∫ 2π

0
cos(θ) dθ,

que claramente se anula.
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Derivando una vez más, resulta que la segunda derivada del área, en T = t̃, es igual
a ∫ 2π

0

(
f ′(t̃) tT(θ)2 + f (t̃) (tTT(θ) + h′′o (t̃) th(θ))

)
dθ,

donde de nuevo se ha tenido en cuenta que h′o(t̃) = 0. En nuestro caso, a partir de las
expresiones (2.28), (2.31), y (2.29), dicha integral se puede calcular, obteniendo finalmente

(a2 − 9 r2) π

6 r2 < 0,

ya que a < 3 r por hipótesis. Ası́, la variación del área es una función estrictamente de-
creciente en T = t̃, por lo que será estrictamente negativa para T > t̃.

Con estos cálculos, se concluye, aplicando el Lema 2.5.9, que C es un onduloide esta-
ble, para valores de T próximos a t̃, con T > t̃. �

Esto muestra, en general, que en nuestros toros de revolución pueden existir onduloi-
des cerrados, embebidos y estables, por lo que dichas curvas han de ser tenidas en cuenta
como posibles componentes del borde de regiones estables e isoperimétricas.

Nota 3.2.8. Precisamos brevemente que, aunque una curva C cerrada de tipo hélice
no encierra por si misma área alguna, se puede estudiar su estabilidad, tal y como se
indicó en la Nota 2.4.20 para geodésicas verticales. De hecho, el mismo razonamiento u-
sado en el Lema 2.6.3 permite llegar a idéntica conclusión: cualquier curva cerrada del
mismo tipo de homotopı́a y próxima a C tendrá más perı́metro que C (esto se debe a que
estas curvas también son geodésicas, y entonces la misma demostración se puede adap-
tar). Ası́, igual que para las geodésicas verticales, se tiene que todas las hélices cerradas
de nuestra superficie son estables.

3.3. Regiones estables

El principal resultado de esta Sección es la clasificación de las regiones estables que
aparecen en nuestros toros de revolución, detallada en el Teorema 3.3.6. Dicha clasifica-
ción va a derivarse del estudio de las posibles combinaciones de curvas con curvatura
geodésica constante, descritas en el Teorema 3.2.5. Además, veremos con ejemplos con-
cretos que todas las posibilidades enunciadas en el Teorema 3.3.6 pueden llegar a darse,
por lo que dicho Teorema proporciona una caracterización completa de las regiones es-
tables. Dicha caracterización nos servirá de punto de partida para encontrar las regiones
isoperimétricas de nuestras superficies.

En primer lugar, nos centramos en los anillos horizontales bordeados por dos parale-
los. El Lema 2.6.1 y las hipótesis de monotonı́a sobre la curvatura de Gauss van a permitir
describir la evolución que presentan los anillos horizontales estables en este tipo de toros.

3.3.1. Evolución de los anillos horizontales estables. Ya comentamos en la No-
ta 3.1.4 que la función ( f ′)2 − f f ′′ pasaba de ser positiva a ser negativa a lo largo del in-
tervalo [0, t0]. Denotemos por tc ∈ R al ı́nfimo de los puntos en [0, t0] donde ( f ′)2 − f f ′′
es menor o igual que cero. Ası́, tc representa el instante donde dicha función deja de ser
positiva (dicho instante es el primer momento donde se anula, o donde cambia de signo).
Como

K + h2 =
( f ′)2 − f f ′′

f 2 ,

en virtud del Lema 2.6.1 se sigue que los anillos horizontales simétricos S1× [−t, t] serán
estables si y sólo si t ∈ [tc, t0].
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Dicho de otra forma, si partimos del paralelo de menor longitud S1 × {t0} y vamos con-
siderando los anillos simétricos S1 × [−t, t] a medida que t tiende a 0, resulta que los
anillos estables se corresponden con los valores de t entre t0 y tc, y a partir de ahı́, los
anillos simétricos pasan a ser inestables. Por tanto, los anillos simétricos estables se con-
centrarán en torno al paralelo de menor longitud S1 × {t0}, siendo S1 × [−tc, tc] el que
encerrará un área mayor.

A partir de S1 × [−tc, tc], surgirán los anillos horizontales asimétricos S1 × [t1, t2] es-
tables. La primera observación a tener en cuenta es que las curvaturas geodésicas de los
paralelos del borde, respecto del normal interior, han de coincidir. Eso implica, según el
Lema 3.1.2, que t1 < 0, t2 > 0. Además, ambos paralelos han de ser estables, por lo que

[( f ′)2 − f f ′′](ti) 6 1, i = 1, 2,

aplicando el Lema 2.4.16. Denotando por t̃ ∈ (0, tc) al supremo de los puntos en (0, tc)
donde ( f ′)2 − f f ′′ > 1, se sigue que t2 > t̃ y t1 6 −t̃.

Teniendo en cuenta cómo es la curvatura geodésica h(t) de los cı́rculos de revolución,
cuyo comportamiento se describió en la Nota 3.1.4 (decreciente en (−tc, tc) y creciente
en (−t0,−tc) ∪ (tc, t0)), se tiene que para cada t2 ∈ (t̃, tc), existe un único valor t1 ∈ R,
contenido en (−t0,−tc), tal que S1× [t1, t2] es un anillo asimétrico cuyo borde está forma-
do por paralelos estables con curvatura geodésica constante respecto del normal interior.
Esos son todos los posibles anillos asimétricos estables, a los que habrá que aplicar la con-
dición (2.49) para determinar su estabilidad.

Nota 3.3.1. Hacemos notar que, dado un anillo asimétrico estable S1× [t1, t2], satisfa-
ciendo las condiciones anteriores, se tiene, a partir del Lema 2.4.6, que

λ1(t2) = − [( f ′)2 − f f ′′](t2)
f (t2)2 = −(K + h2)(t2) < 0,

ya que t2 ∈ (t̃, tc). A la vista del Lema 2.4.14, el primer valor propio correspondiente
al paralelo S1 × {t1} debe ser necesariamente positivo. Como t1 ∈ (−t0,−tc), eso se
tendrá siempre que [( f ′)2 − f f ′′](t1) 6= 0.

Ası́, los anillos asimétricos estables S1 × [t1, t2] se irán obteniendo para valores de t2
desde tc hasta t̃. En este último instante, según el Lema 2.5.1, podrán aparecer los ondu-
loides estables, y por tanto, los anillos estables bordeados por un onduloide y un cı́rculo
de revolución, con curvatura geodésica constante. Además, como los onduloides tienen
primer valor propio asociado negativo, los paralelos del borde de tales anillos se hallarán
contenidos en S1 × [−t0,−tc] (en caso contrario, tendrán primer valor propio negativo).
Un criterio para estudiar la estabilidad de estos anillos viene dado en el Lema 2.6.6.

El siguiente resultado nos describe cómo son los discos estables de nuestras superfi-
cies, que estarán bordeados por nodoides cerrados, embebidos y estables.

Lema 3.3.2. Sea C un nodoide cerrado, embebido y estable contenido en M. Entonces, C se
encuentra contenido en una región con curvatura de Gauss constante, o interseca al ecuador de
forma ortogonal y simétrica.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que C no se halla contenido en una región con curva-
tura de Gauss K constante. A partir del Lema 2.3.11, se sigue que C intersecará al ecua-
dor S1 × {0} o al paralelo S1 × {t0}, de forma simétrica y ortogonal (bajo las hipótesis
de nuestras superficies, los nodoides cerrados y embebidos cortan los paralelos respec-
to de los cuales la curvatura es monótona). Pero si dicha intersección es con S1 × {t0},
como K es creciente desde dicho paralelo, aplicando el Lema 2.4.18 se concluye que C es
inestable. �
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Nota 3.3.3. En la demostración anterior, al aplicar los Lemas 2.3.11 y 2.4.18, conviene
tener presente que nuestros toros de revolución también pueden parametrizarse de forma
que el paralelo S1 × {0} sea el de menor longitud.

Antes de enunciar el Teorema que nos da la clasificación de las regiones estables en
nuestras superficies, tratemos la estabilidad de las regiones cuyo borde contiene curvas
de tipo hélice. Recuérdese que tales curvas son siempre geodésicas estables. Diremos que
dos hélices C, C′ son paralelas si C se obtiene a partir de C′, mediante una rotación cuyo
eje es el mismo que el de nuestro toro de revolución. Es claro que para que dos hélices no
se intersequen, han de ser necesariamente paralelas.

Lema 3.3.4. Sea Ω una región estable de M, con una curva tipo hélice contenida en ∂Ω.
Entonces Ω es una unión de anillos bordeados por hélices paralelas.

DEMOSTRACIÓN. En primer lugar, es evidente que ∂Ω debe contener un número par
de hélices, ya que en caso contrario no se bordearı́a una región cerrada. Además, tales
hélices han de ser todas paralelas, para evitar que se produzcan intersecciones.

Por otro lado, es claro que cualquier hélice interseca a paralelos, onduloides y geodé-
sicas verticales. Por ello, ∂Ω sólo puede contener nodoides cerrados y embebidos, además
de las hélices. Pero si hubiera algún nodoide en ∂Ω, como tienen primer valor propio
negativo según la Nota 2.4.11, Ω resultarı́a inestable, aplicando los Lemas 2.4.7 y 2.4.14.
Ası́, Ω consistirá necesariamente en una unión finita de anillos bordeados por hélices
paralelas. �

Lema 3.3.5. Sea Ω una unión finita de anillos disjuntos bordeados por hélices paralelas.
Entonces, Ω es una región estable.

DEMOSTRACIÓN. Es fácil ver que se puede aplicar el mismo razonamiento que en el
Lema 2.6.3, para demostrar que un anillo bordeado por dos hélices (y en consecuencia,
una unión finita de anillos de este tipo) constituye siempre una región estable. �

Ahora establecemos nuestro resultado principal, que describe todas los posibles re-
giones estables en nuestras superficies.

Teorema 3.3.6. Sea M un toro rotacionalmente simétrico con una simetrı́a horizontal, y con
curvatura de Gauss (posiblemente discontinua) decreciente desde el paralelo de mayor longitud.
Sea Ω una región estable en M. Entonces Ω es uno de estos conjuntos:

i) un disco bordeado por una curva de curvatura geodésica constante, simétrico con res-
pecto al paralelo de mayor longitud, o contenido en una región con curvatura de Gauss
constante, o su complementario,

ii) un anillo horizontal simétrico con respecto al paralelo de menor longitud, bordeado por
dos cı́rculos de revolución contenidos cada uno de ellos en la región K + h2 6 0, o su
complementario,

iii) un anillo horizontal asimétrico bordeado por dos cı́rculos de revolución contenidos en la
región K + h2 6 4π2/L2 y verificando la condición (2.49), o su complementario,

iv) una unión de anillos verticales, bordeados por geodésicas verticales,
v) una unión de anillos bordeados por hélices paralelas,

vi) un anillo bordeado por un onduloide estable, en las condiciones del Lema 2.5.1, y un
cı́rculo de revolución contenido en la región K + h2 < 0,

vii) una unión de un disco y un anillo simétrico con la misma curvatura geodésica, en las
condiciones indicadas, o su complementario.
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DEMOSTRACIÓN. Como Ω es una región estable, se tiene que ∂Ω es una curva embe-
bida y estable (no necesariamente conexa) de curvatura geodésica constante, con respec-
to al normal interior. Por el Teorema 3.2.5, ∂Ω se compondrá de cı́rculos de revolución,
geodésicas verticales, nodoides, onduloides y hélices. Ahora razonaremos qué combina-
ciones de estas curvas resultan estables.

El hecho de que las curvas que conforman ∂Ω tengan curvatura geodésica constante
respecto del normal interior, implica que, a lo sumo, habrá dos cı́rculos de revolución
en ∂Ω. En efecto, supongamos que hubiera tres de estos cı́rculos. Entonces, llegamos
a contradicción teniendo en cuenta el Lema 3.1.2, ya que dos de ellos se halları́an en
una misma mitad de M (en S1 × (−t0, 0) o en S1 × (0, t0)), por lo que no se satisfarı́a la
condición de curvatura geodésica constante (recuérdese que en cada mitad, la curvatura
h(t) de los paralelos, calculada respecto el normal −∂t, tiene signo constante).

En el caso de que un onduloide pertenezca a ∂Ω, se sigue por el Lema 2.4.14 que no
podrá estar acompañado de nodoides, geodésicas verticales o hélices, ya que el primer
valor propio asociado a estas curvas es no positivo. Tampoco puede aparecer otro on-
duloide, aplicando el mismo resultado. Por ello, Ω se reducirá a un anillo bordeado por
el onduloide y un único cı́rculo de revolución (no tendrı́a sentido si apareciesen dos de
ellos, y ya hemos comentado que más de dos no pueden aparecer), con primer valor pro-
pio estrictamente positivo (es decir, cumpliendo (K + h2)(t) < 0 a la vista del Lema 2.4.6),
dando lugar a una región estable de tipo vi).

En el caso de que un nodoide pertenezca a ∂Ω, un razonamiento análogo al ante-
rior impide que en ∂Ω aparezcan onduloides, geodésicas verticales, hélices o algún otro
nodoide, por lo las posibilidades se reducen a que el nodoide esté solo, obteniendo una
región de tipo i), y en las condiciones que establece el Lema 3.3.2, o que venga acom-
pañado de dos cı́rculos de revolución (si hubiera uno solo, no se encerrarı́a ningún área).
En este último caso, se ha de tener necesariamente un anillo simétrico, porque para anillos
asimétricos, uno de sus paralelos tiene primer valor propio negativo, al estar contenido
en la región donde K + h2 > 0 (véase la Nota 3.3.1), y entonces el Lema 2.4.14 nos volverı́a
a dar inestabilidad. Ası́, se obtendrá una región estable de tipo vii).

Supongamos ahora que ∂Ω no contiene ni onduloides ni nodoides. Si aparece algún
cı́rculo de revolución en ∂Ω, las geodésicas verticales y las hélices quedan descartadas,
ya que intersecarı́an a dichos cı́rculos. Teniendo en cuenta la primera observación hecha
en esta demostración, las posibilidades que quedan a Ω son ser un anillo simétrico de
tipo ii), verificando la condición establecida en el Lema 2.6.1, o ser un anillo asimétrico
de tipo iii), por el Lema 2.4.16.

Finalmente, por los Lemas 2.6.3 y 3.3.5, se tiene que las regiones de tipo iv) y v) son
siempre regiones estables. �

El Teorema 3.3.6 muestra las posibles regiones estables que pueden aparecer en nues-
tras superficies. Acabamos la Sección justificando que efectivamente todas ellas se dan
en ciertas superficies.

Obviamente, existen discos de curvatura geodésica constante que son estables; en rea-
lidad, para áreas pequeñas, la solución isoperimétrica es de este tipo, como se podrá ver
en posteriores ejemplos en la Sección 3.4.

En cuanto a la existencia de anillos horizontales simétricos y asimétricos estables, es
fácil encontrar superficies (por ejemplo, toros de revolución estándar apropiados), donde
la condición (2.49) del Lema 2.6.1 se cumple.
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Por otra parte, ya sabemos que toda unión finita de anillos verticales, o anillos bor-
deados por curvas tipo hélice, es estable en cualquier toro de revolución, en virtud de los
Lemas 2.6.3 y 3.3.5.

Nos centramos ahora en probar, en las posteriores Notas 3.3.7 y 3.3.10, la existencia
de regiones estables de tipo vi) y vii), es decir, anillos bordeados por un onduloide y un
cı́rculo de revolución, y uniones de un disco y un anillo simétrico, en las condiciones
descritas en el Teorema 3.3.6. Empezaremos comprobando que hay superficies en las que
conjuntos de tipo vi) son efectivamente estables.

Nota 3.3.7. Consideremos un toro de revolución estándar descrito en el Ejemplo 3.1,
con r < a < 3 r. Siguiendo la notación del Lema 3.2.7, sea γT = γ(θ, T, ho(T)) un ondu-
loide cerrado, embebido y estable, con condición inicial T próxima a t̃ = πr/2. Sea ΩT
el anillo bordeado por γT, y por el cı́rculo de revolución S1 × {t(T)} que tiene la misma
curvatura geodésica que γT (con respecto al normal interior a la región que bordean), y
contenido además en la región K + h2 < 0 (equivalentemente, con primer valor propio
asociado al operador de Jacobi positivo). Obsérvese que como ho(T) estará próximo a
h̃ = h(t̃), es posible encontrar dicho paralelo S1 × {t(T)} cumpliendo las condiciones
anteriores en nuestro toro estándar (por las propiedades de la curvatura geodésica h(t)
de los paralelos descritas, en el Lema 3.1.2 y en la Nota 3.1.4).

Veamos que estamos en condiciones de aplicar el Lema 2.6.6 para asegurar la estabilidad
de ΩT. En primer lugar, para cualquier toro de revolución estándar, se tiene que [( f ′)2 −
f f ′′](t̃) = 1 para t̃ = πr/2. Además, la curvatura de Gauss K es estrictamente decreciente
en entornos de t̃. Finalmente, es rutinario comprobar (véase el Lema 3.3.9 posterior) que el
último anillo asimétrico de la superficie (asociado a t̃) satisface estrictamente la condición
de estabilidad (2.49).

Por tanto, estamos en condiciones de aplicar el Lema 2.6.6, para concluir que ΩT es una
región estable de nuestro toro de revolución.

Nota 3.3.8. El hecho de que a < 3r, considerado en la anterior Nota 3.3.7, sólo se
requiere para asegurarnos de la existencia de onduloides cerrados, embebidos y estables.

Lema 3.3.9. Sea M un toro de revolución estándar, descrito en el Ejemplo 3.1, y consideremos
el último anillo asimétrico B = S1 × [t′, t̃] asociado a t̃ = πr/2, de forma que ∂B tiene curvatura
geodésica constante respecto al normal interior. Entonces B es estable, satisfaciendo estrictamente
la condición de estabilidad (2.49).

DEMOSTRACIÓN. Recordemos que la función f de estos ejemplos viene dada por

f (t) = a + r cos(t/r), t ∈ [−πr, πr].

Entonces, es inmediato comprobar que

[( f ′)2 − f f ′′](t) = 1 +
a
r

cos(t/r),

que es estrictamente decreciente en [0, πr], con [( f ′)2 − f f ′′](t̃) = 1.

Como cada componente de ∂B ha de tener la misma curvatura geodésica con respecto
al normal interior a B, se sigue que h(t̃) = −h(t′). En este caso

h(t) =
f ′(t)
f (t)

=
− sin(t/r)

a + r cos(t/r)
,

con lo que es posible determinar explı́citamente el valor de t′, teniendo en cuenta que ha
de ser negativo:

t′ = −r arc cos
(
−2 a r
a2 + r2

)
.
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Ahora ya podemos usar el Lema 2.6.1 para estudiar la estabilidad de B = S1 × [t′, t̃].
Es fácil ver que S1 × {t′} es estable, a partir del Lema 2.3.4, ya que trivialmente

[( f ′)2 − f f ′′](t′) = 1− 2 a2

a π (a2 − r2)2 < 1.

Además, como

(3.11)
K + h2

L
(t′) +

K + h2

L
(t̃) =

−2 r2

a π (a2 − r2)2 < 0,

la condición de estabilidad (2.49) se satisface estrictamente, por lo que concluimos que B
es estable. �

Veamos ahora que también existen toros de nuestra familia en los que los conjuntos de
tipo vii), es decir, uniones de un disco y un anillo simétrico de igual curvatura geodésica,
son estables. Concretamente, aplicaremos el Lema 2.6.4 para demostrar que hay uniones
de ese tipo estables, en ciertas superficies del Ejemplo 3.2.

Nota 3.3.10. Sea M̃ una de las superficies descritas en el Ejemplo 3.2, obtenida a partir
de una esfera con curvatura de Gauss igual a a2, y dos anillos hiperbólicos de curvatura
−b2. Consideremos un disco D ⊂ M̃, contenido en la parte esférica y bordeado por un
nodoide cerrado y embebido, y sea h = h(∂D) su curvatura geodésica positiva. Sea tam-
bién B = S1× [−t, t] ⊂ M̃ un anillo simétrico contenido en la parte hiperbólica, de forma
que h(−t) = h. Ası́, los paralelos de ∂B tendrán la misma curvatura que ∂D, con respecto
al normal interior a la región Ω = D ∪ B. Nótese que tanto D como B son estables (D
puede verse como un disco contenido en una esfera, y [( f ′)2 − f f ′′](t) = −b2 c2 < 0 en
la parte esférica). En esta situación, la condición de estabilidad de Ω, dada por (2.51), es
equivalente a

(3.12) L(∂B) (a2 + h2)− L(∂D) (b2 − h2) 6 0.

Determinemos en primer lugar las longitudes de ∂D y ∂B. Como B = S1× [−t, t] está con-
tenido en la parte hiperbólica, entonces

L(∂B) = L(−t) + L(t) = 4π f (t) = 4πc cosh(d− bt)

Nos va a interesar expresar L(∂B) en función de h. Como h = h(−t) = − f ′(t)/ f (t),
entonces es fácil comprobar que

h =
b c sinh(d− bt)
c cosh(d− bt)

= b tanh(d− bt),

de donde
tanh(d− bt) =

h
b

.

Por otro lado, a partir de la expresión cosh2(x)− sinh2(x) = 1, se puede obtener que

cosh2(x) =
1

1− tanh2(x)
,

con lo que

cosh(d− bt) =
√

1
1− h2/b2 = b (b2 − h2)−1/2,

y entonces

(3.13) L(∂B) = 4πc b (b2 − h2)−1/2.

Por otro lado, sabemos que el disco D está contenido enteramente en la parte esférica de
M̃. Esto nos va a permitir hallar la longitud de ∂D, en función de su curvatura geodésica
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h, de la siguiente manera (remarcamos que se podrı́a usar la desigualdad isoperimétrica
para obtener una expresión de esa longitud en función del área encerrada, pero eso no
serı́a de utilidad para nuestros razonamientos):

La idea es ver ∂D como un cı́rculo de revolución de una esfera. Pensemos momentánea-
mente en que el disco D está contenido, no en la parte esférica de M̃, sino en la esfera S de
la que se partı́a al principio. Como ∂D tiene curvatura geodésica constante, resulta ser un
cı́rculo geodésico, de forma que si rotamos la esfera hasta que el centro de ∂D coincida
con el polo sur de S, ∂D pasará a ser una curva de altura constante en la esfera, es decir,
un cı́rculo de revolución o paralelo.

Nótese que la longitud, el área encerrada por la curva, y la curvatura geodésica no han
variado en ningún momento, y que este movimiento rı́gido que se aplica permite ver ∂D
de manera sencilla (como un paralelo) para obtener su longitud.

Por medio de este movimiento rı́gido que hace que ∂D sea un cı́rculo de revolución, la
esfera S salvo sus polos resulta ser una superficie isométrica a la superficie S1 × (0, π)
bajo la métrica

ds̃ 2 = dt2 + g(t)2 dθ2,
donde θ ∈ [0, 2π] y t ∈ (0, π), con g : (0, π)→ R definida por

g(t) =
1
a

sin(at).

Por tanto, podemos pensar en ∂D como un cı́rculo de revolución S1 × {τ} en S1 × (0, π),
con 0 < τ < π/2 (ya que ∂D está contenido en un hemisferio de S, por la construcción
de M̃), de forma que

L(∂D) = L(S1 × {τ}) = 2π g(τ) =
2π

a
sin(aτ).

Como antes, pretendemos expresar L(∂D) en función de la curvatura geodésica h. Al
estar viendo ∂D inmerso en S1 × (0, π), su curvatura será igual a

h(S1 × {τ}) =
g′(τ)
g(τ)

= a cot(aτ).

Dicha curvatura está calculada con respecto al vector normal −∂t en S1 × (0, π). Re-
cuérdese que h se computaba respecto al normal interior a Ω, por lo que ambos nor-
males coinciden tras aplicar el anterior movimiento rı́gido. Ası́, el valor y el signo de h y
h(S1 × {τ}) coinciden, por lo que

h = a cot(aτ).

Despejando,
cot(aτ) = h/a.

Por otra parte, usando que cos2(x) = 1− sin2(x), se puede obtener fácilmente que

sin2(x) =
1

1 + cot2(x)
,

de donde deducimos que

sin(aτ) =
√

1
1 + h2/a2 = a (a2 + h2)−1/2,

y entonces

(3.14) L(∂D) = 2π (a2 + h2)−1/2.
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Ası́, a partir de (3.13) y (3.14), la expresión (3.12) será equivalente a

(3.15) 2b c (a2 + h2)3/2 − (b2 − h2)3/2 6 0.

Ahora simplemente particularizaremos a una superficie M̃ concreta, de forma que se
satisfaga (3.15). Obsérvese que para valores de c suficientemente pequeños, es de esperar
que se cumpla dicha condición.

Empecemos determinando los parámetros que van a caracterizar a la superficie M̃. Elija-
mos a = 1 y t∗ = π/6. A partir de la expresión (3.5) que aparece en el Ejemplo 3.2, para
dichos valores hemos de tomar b > a tan(at∗) = 0,577. Tomemos b = 0,578; consecuen-
temente, a partir de (3.4), resultará que c = 0,0410512. Con estos datos también se puede
obtener el valor de d, a través de (3.6), quedando la superficie M̃ totalmente determinada.

Conocida la superficie M̃, hay que tener en cuenta varias cuestiones referentes a los no-
doides y paralelos contenidos en dicha superficie:

- Los nodoides cerrados y embebidos pueden ser parametrizados en función del
punto máximo que alcanzan. Esto permite determinar numéricamente los datos
que necesitaremos.

- Como ∂D ha de ser una curva cerrada y embebida, hemos de comprobar que no
aparezcan autointersecciones en los nodoides que consideremos.

- Existen superficies del tipo descrito en el Ejemplo 3.2, para las que ninguna
unión de disco y anillo simétrico verifica la condición de curvatura geodésica
constante en el borde (respecto del normal interior). Habrá que cuidar que no se
nos presente esta situación.

Para la superficie M̃ determinada por los parámetros anteriores, hemos comprobado,
haciendo los cálculos explı́citos, que existen discos D bordeados por nodoides cerrados
y embebidos (sin autointersecciones), y anillos simétricos B contenidos en la parte hi-
perbólica de M̃, tales que h(∂D) = h(∂B) = h, con respecto al normal interior a la unión
D ∪ B. Por ejemplo, para h = 0,33, nos encontraremos en dicha situación; y además, el
término de la izquierda de la condición (3.15) es estrictamente negativo; concretamente,
se obtiene un valor igual a −0,0514.

Con ello concluimos, a partir del Lema 2.6.4, que en efecto, las regiones de tipo vii) son
estables en ciertas superficies. Por tanto, todas las posibilidades enunciadas en el Teore-
ma 3.3.6 pueden aparecer en general.

Nota 3.3.11. Remitimos al lector a la Nota 3.4.12 de la siguiente Sección, en la que
se mostrará que también existen regiones estables de tipo vii) en toros de revolución
estándar. Esto se obtendrá a partir de la condición expuesta en la Nota 2.6.5, para lo que
será necesario determinar el perı́metro de un nodoide cerrado y embebido en estas su-
perficies. Dicho cálculo se explica con detalle en la Sección 3.4, por lo que nos parece más
adecuado demostrar este hecho más adelante.

3.4. Regiones isoperimétricas

En esta Sección aplicaremos los resultados obtenidos anteriormente para determinar
cuales son las regiones isoperimétricas que pueden aparecer en nuestras superficies, es
decir, en toros rotacionalmente simétricos presentando una simetrı́a horizontal y con cur-
vatura de Gauss decreciente desde el paralelo de menor longitud.

La existencia de regiones isoperimétricas en una superficie no siempre está garantiza-
da, y en general, no es una cuestión trivial. Sin embargo, en el caso que estamos tratando
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en este Capı́tulo, las superficies son compactas, por lo que, a partir de resultados derivados
de la Teorı́a Geométrica de la Medida [72], podemos asegurar la existencia de soluciones
al problema isoperimétrico para cualquier valor del área que consideremos.

Precisamos que nuestro objetivo no consiste en determinar las regiones isoperimétri-
cas para cada superficie concreta de nuestra familia, debido a la extensión de la misma. Lo
que pretendemos es dar una clasificación general de los conjuntos que pueden aparecer
como soluciones. Esto nos permitirá, dada cualquier superficie de la familia, determinar
las regiones isoperimétricas usando algún razonamiento adicional, particular a la super-
ficie (por ejemplo, mediante comparaciones numéricas del perı́metro de los candidatos o
aplicando adecuados movimientos rı́gidos que creen contactos irregulares).

Debido a que toda región isoperimétrica es estable, nuestro punto de partida será la
caracterización de regiones estables realizada en el Teorema 3.3.6. Algunos de los con-
juntos descritos en dicho Teorema van a poder ser descartados como soluciones isope-
rimétricas en un primer paso, lo que reducirá el número de candidatos a tener en cuenta.

Por otra parte, se verá que algunos conjuntos estables, cuando son regiones isoperi-
métricas de la superficie, han de verificar ciertas condiciones. Es decir, el carácter isope-
rimétrico va a determinar, de alguna manera, la posición de algunos conjuntos en la su-
perficie.

Por último, estudiaremos en detalle dos superficies concretas de nuestra familia: los
toros de revolución estándar del Ejemplo 3.1, y las superficies descritas en el Ejemplo 3.2.
En ambos casos, se pueden realizar los cálculos explı́citos de área y longitud de cada
candidato, lo que nos permitirá clasificar las regiones isoperimétricas en determinadas
situaciones.

El primer resultado que vamos a ver se refiere a los conjuntos de tipo v), descritos en
el Teorema 3.3.6. Dichos conjuntos, a pesar de ser siempre regiones estables, no pueden
aparecer como soluciones isoperimétricas.

Lema 3.4.1. Sea M una de nuestras superficies. Entonces, ninguna unión de anillos bordea-
dos por hélices resulta ser solución isoperimétrica en M.

DEMOSTRACIÓN. Es fácil ver que cualquier curva cerrada de tipo hélice C tiene es-
trictamente más longitud que una geodésica vertical C′, en S1 × [−t0, t0]. Ası́, para ca-
da anillo bordeado por hélices, es posible considerar un anillo vertical (bordeado por
dos geodésicas verticales), encerrando la misma área, pero con menos perı́metro. Esto ya
prueba lo enunciado. �

El siguiente resultado descarta de forma sencilla los conjuntos de tipo iv), uniones
de anillos verticales disjuntos, cuando la unión está compuesta por dos o más anillos.
Ası́, si en el borde de una región isoperimétrica hay una geodésica vertical, dicha región
necesariamente consistirá en un único anillo vertical.

Lema 3.4.2. La unión de dos o más anillos verticales en M no es una región isoperimétrica.

DEMOSTRACIÓN. Sea Ω una tal unión, y Ω1 uno de los anillos verticales. Es claro
que, tras aplicar adecuada rotación a Ω1, una de las geodésicas verticales de ∂Ω1 se en-
contrará con otra geodésica vertical de ∂Ω, no contenida en ∂Ω1. Obsérvese que dicho
movimiento preserva el área encerrada, y si eliminamos las dos geodésicas que se han
solapado, obtenemos un nuevo conjunto con estrictamente menos perı́metro, por lo que Ω
no podrá ser región isoperimétrica. �

Nota 3.4.3. Nótese que el anterior argumento no puede aplicarse si Ω consta única-
mente de un anillo vertical
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El siguiente Lema trata las regiones de tipo vi), anillos bordeados por un onduloide y
un cı́rculo de revolución. Para que estos conjuntos sean estables, ya sabemos que se han
de satisfacer las propiedades enunciadas en el Teorema 3.3.6: el onduloide intersecará al
paralelo donde la función ( f ′)2 − f f ′′ pasa de ser menor que 1 a ser mayor que 1, y el
cı́rculo de revolución estará contenido en la región donde K + h2 < 0. Cuando además
sean soluciones isoperimétricas, han de cumplirse las siguientes condiciones adicionales,
que determinan la posición del onduloide y del cı́rculo de revolución en la superficie.

Para demostrar este resultado, viendo la superficie como S1× [−t0, t0], llamaremos mitad
inferior de S1 × [−t0, t0] a S1 × [−t0, 0], y mitad superior a S1 × [0, t0].

Lema 3.4.4. Sea Ω una región isoperimétrica contenida en S1 × [−t0, t0], bordeada por un
onduloide C y un cı́rculo de revolución S1 × {t}. Entonces,

i) C y S1 × {t} no están contenidos en la misma mitad de la superficie.
ii) C no interseca a S1 × {−t}.

DEMOSTRACIÓN. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el cı́rculo de
revolución S1 × {t} se encuentra contenido en la mitad inferior, es decir, t ∈ [−t0, 0].
Como además, por el Teorema 3.3.6, se ha de verificar que (K + h2)(t) < 0, se sigue que
t ∈ (−t0,−tc), siendo tc ∈ (0, t0) el primer instante donde K + h2 (o equivalentemente
( f ′)2− f f ′′) se anula, o donde cambia de signo (ya definimos tc al inicio de la Subsección
3.3.1).

i) Supongamos que el onduloide C se encuentra contenido también en la mitad infe-
rior S1 × [−t0, 0]. Denotemos por tm, tM a los puntos mı́nimo y máximo de t|C, respecti-
vamente.

Si t = −t0, como f ′(−t0) = 0, entonces la curvatura geodésica de S1 × {t} será igual
a cero, por lo que C también tendrá curvatura nula (∂Ω ha de tener curvatura geodésica
constante respecto del normal interior). Sin embargo, teniendo en cuenta (2.10) y que f
es estrictamente creciente en [−t0, 0] (visto en el Lema 3.1.2), esto último no es posible (ya
que f (tM) > f (tm)); por tanto, t 6= −t0.

Además, por el Lema 2.5.1, el onduloide C ha de intersecar el paralelo donde ( f ′)2 −
f f ′′ = 1 pasa de ser menor que 1 a ser mayor. Como ( f ′)2− f f ′′ es monótona en la mitad
inferior y

[( f ′)2 − f f ′′](t) = f (t)2 (K + h2)(t) < 0,
entonces C estará contenido en S1 × [t, 0] (en el otro caso, las curvas del borde de Ω
se intersecarı́an). Veamos que en esta situación, podemos construir una nueva región
encerrando la misma área y con menor perı́metro estricto.

Considérese un paralelo S1 × {t∗} que interseque a C, con t∗ próximo a tM, y reem-
placemos la parte de C por encima de dicho paralelo, por el correspondiente segmento
de paralelo. Obsérvese que esto hace que la nueva curva tenga menos perı́metro que C,
ya que, si llamamos (θ1, θ2) al θ-segmento donde estamos realizando la modificación, la
longitud del correspondiente segmento de S1 × {t∗} será igual a

(3.16)
∫ θ2

θ1

√
f (t(θ)2 dθ = (θ2 − θ1) f (t∗),

mientras que la longitud de la parte eliminada del onduloide es∫ θ2

θ1

√
f (t(θ))2 + (dt/dθ)2 dθ,

que es estrictamente mayor que (3.16).
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Cambiemos también S1×{t} por otro paralelo S1×{t}, con t < t. Como f (t) < f (t),
por la monotonı́a estricta de f , el nuevo paralelo tendrá menos longitud que el original.

Es claro que existen adecuados t∗ y t para los que el nuevo conjunto encierra la misma
área que Ω. Como además se reduce perı́metro en cada componente, esto contradice el
carácter isoperimétrico de Ω, y por tanto, las curvas de ∂Ω no pueden hallarse en la
misma mitad de la superficie.

ii) Supongamos ahora que C interseca al paralelo S1 × {−t}, que estará contenido en
la mitad superior de la superficie. En este caso, es posible obtener un conjunto encerrando
la misma cantidad de área y con el mismo perı́metro, pero con frontera irregular. La
construcción es la siguiente:

Sea C′ ⊂ C la parte del onduloide C que queda contenida en S1 × [−t, t0], es decir, la
parte de C por encima del paralelo S1 × {−t}. Reemplacemos C′ por el correspondiente
segmento del paralelo S1×{−t}. Por otro lado, reflejemos C′ respecto de S1×{0}. Dicha
reflexión llevará los extremos de C′ sobre S1 × {t}. Eliminando el segmento de S1 × {t}
que se encuentra entre dichos extremos, obtenemos un nuevo conjunto Ω′ que claramente
encierra la misma área y tiene el mismo perı́metro. Por tanto, como Ω es isoperimétrico,
Ω′ también lo será. Pero ∂Ω′ no es regular (no es diferenciable), por lo que de nuevo
llegamos a contradicción. �

Nota 3.4.5. Indiquemos de forma concisa otra manera de probar el primer apartado
del anterior Lema 3.4.4. Supongamos que las curvas que forman el borde de Ω se hallan
en la misma mitad. Entonces, a partir del Lema 3.1.2 y del Lema 2.3.7, se sigue que el signo
de las curvaturas geodésicas de ambas curvas coincide, medida con respecto al vector
normal definido por (2.6). En consecuencia, con respecto al normal que apunta hacia
el interior de Ω, las curvaturas tienen signo distinto, por lo que ∂Ω no tiene curvatura
geodésica constante, y no puede bordear una región isoperimétrica (ni siquiera resulta
ser una curva estable).

Centrémonos ahora en los nodoides cerrados y embebidos, que bordearán discos en
nuestras superficies. Ya hemos visto que, para que estos discos sean estables, o bien in-
tersecarán simétrica y ortogonalmente al paralelo S1 × {0}, o bien estarán contenidos en
regiones donde la curvatura de Gauss es constante. Precisemos ciertas propiedades que
se han de cumplir, cuando uno de estos discos, con curvatura de Gauss constante, forma
parte de una región isoperimétrica.

Sea D un disco bordeado por una curva de curvatura geodésica constante, encerran-
do área a > 0 y contenido en una región con curvatura de Gauss K constante. Sea D′
otro disco encerrando área a, tal que ∂D′ es también de curvatura geodésica constante,
cumpliendo que

K|D < K|D′ .
Entonces, a partir de [82, Lemma 2.7], se deduce que

L(∂D) > L(∂D′).

A partir de esto, y teniendo en cuenta que K(0) es el valor máximo alcanzado por la
curvatura de Gauss en nuestros toros de revolución, se obtiene el siguiente resultado:

Lema 3.4.6. Sea D ⊂ M un disco bordeado por una curva con curvatura geodésica constante,
contenido en una región donde la curvatura de Gauss K es constante. Supongamos que D es
una componente de una región isoperimétrica (que podrı́a ser conexa). Entonces, necesariamente
ocurrirá una de estas posibilidades:

i) K|D coincide con el valor máximo de la curvatura de Gauss K(0), ó
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ii) K|D < K(0) y no existe ningún disco D′ encerrando la misma cantidad de área que D y
bordeado por una curva de curvatura geodésica constante, con K|D < K|D′ .

Nota 3.4.7. La interpretación adecuada de Lema 3.4.6 es que los discos isoperimétri-
cos, con o sin curvatura de Gauss K constante, tienden a situarse donde la curvatura de
Gauss se hace máxima.

Pasamos ahora a estudiar las regiones isoperimétricas en dos tipos de superficies de
nuestra familia. A partir del Teorema 3.3.6 y de los resultados vistos en esta Sección, se
tiene que los candidatos a ser soluciones isoperimétricas son discos (bordeados por cur-
vas con curvatura geodésica constante), anillos horizontales (simétricos o asimétricos),
anillos verticales, anillos bordeados por un onduloide y un paralelo, y uniones de un
disco y un anillo simétrico.

3.4.1. Regiones isoperimétricas en toros de revolución estándar. Empezaremos
estudiando las soluciones isoperimétricas de los toros de revolución estándar, descritos
en el Ejemplo 3.1. En estos casos, es posible realizar las comparaciones de perı́metro nece-
sarias que permiten determinar las soluciones para cada toro estándar que se considere.

Estas superficies quedan totalmente determinadas una vez conocidos los valores de
r > 0 y a > 0, con a > r. Recordemos que la métrica (2.1) de esta superficie viene dada
por la función

f (t) = a + r cos(t/r),

con t ∈ I = [−t0, t0] = [−πr, πr]. A partir de dicha función, fácilmente derivable e
integrable, es posible realizar explı́citamente todos los cálculos, referentes a longitudes y
áreas, que se precisan.

En primer lugar, denotemos por β el área total de una de estas superficies. Entonces

β = 2π
∫ πr

−πr
(a + r cos(t/r)) dt = 4π2ar.

La longitud de un cı́rculo de revolución S1 × {t} vendrá dada por

L(t) = 2π f (t) = 2π (a + r cos(t/r)),

y la de cualquier geodésica vertical {θ} × I será igual a 2πr (longitud del cı́rculo que se
rota para obtener la superficie).

Por lo que ya se ha visto, un onduloide C cerrado y embebido puede verse como grafo
sobre θ, de la forma

{(θ, t(θ)) ∈ S1 × [−t0, t0] : θ ∈ [0, 2π]},
con lo que su longitud será

(3.17) L(C) =
∫ 2π

0

√
f (t(θ))2 + (dt/dθ)2 dθ.

Dado un nodoide cerrado y acotado C, que sea estable, necesariamente estará centra-
do en el ecuador S1 × {0}, por el Lema 3.3.2. Para dichos nodoides, también es posible
obtener su longitud y el área que encierra, a partir del sistema (2.7). Los cálculos que rea-
lizamos en la práctica consisten en considerar C como una curva solución (θ(s), t(s), σ(s))
parametrizada por el arco s, de forma que el instante inicial s = 0 se corresponde con el
punto de máxima altura del nodoide. Entonces, se halla el primer instante s1 en el que
σ(s1) = π, que corresponderá a recorrer un cuarto de C. Ası́, se deduce que la longitud
del nodoide es justamente 4 s1.
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En cuanto al área, usamos una idea similar; la cuarta parte del área encerrada coinci-
dirá con ∣∣∣∣ ∫ s1

0
f (t(s)) θ(s) cos σ(s) ds

∣∣∣∣ = −
∫ s1

0
f (t(s)) θ(s) cos σ(s) ds,

donde estamos viendo C como curva parametrizada por s, de la forma (t(s), θ(s)); nótese
que cos σ(s) 6 0, para todo s ∈ [0, s1]. En este caso, tomamos la curva como grafo sobre
el eje vertical para facilitar los cálculos (la función f es constante horizontalmente, para
cada valor de t(s), y no lo es verticalmente para los valores de θ(s)).

Ambas cantidades son numéricamente computables para cada toro de revolución están-
dar que se considere.

Por otro lado, dado un anillo simétrico S1 × [−t, t], su perı́metro es igual a 2 L(t), y el
área de la región que encierra resulta ser

2π

( ∫ −t

−πr
f (t) dt +

∫ πr

t
f (t) dt

)
= 4π

∫ πr

t
f (t) dt.

Para un anillo asimétrico S1 × [t1, t2], con t1 ∈ [−t0, 0] y t2 ∈ [0, t0], la condición de
curvatura geodésica constante respecto al normal interior

h(t1) = −h(t2)

va a permitir expresar t1 en función de t2. Su perı́metro será L(t1) + L(t2), y el área ence-
rrada será igual a

2π
∫ t1

−πr
f (t) dt + 2π

∫ πr

t2

f (t) dt.

Nota 3.4.8. Téngase en cuenta que cualquier anillo horizontal (simétrico o asimétrico)
determina dos regiones en nuestros toros de revolución, una que contendrá al paralelo de
menor longitud S1 × {t0}, y la complementaria a ésta. Las anteriores expresiones del área
se refieren, tal y como se deduce de los correspondientes intervalos de integración, a las
regiones que contienen a S1 × {t0}.

Finalmente, un anillo vertical bordeado por dos geodésicas verticales, tendrá siempre
perı́metro 4πr, sea cual sea el área que encierre.

A partir de estos cálculos explı́citos, se obtiene fácilmente el siguiente resultado:

Teorema 3.4.9. Sea M un toro de revolución estándar, parametrizado por r y a, de forma que
r 6 a/2. Entonces las regiones isoperimétricas son discos con curvatura geodésica constante, y
anillos verticales, y sus complementarios.

DEMOSTRACIÓN. Como S1×{−πr} = S1×{πr} es el paralelo de menor longitud, y
la función f es estrictamente creciente en [−πr, 0], y estrictamente decreciente en [0, πr],
entonces se sigue que

L(t) > L(−πr) = 2π f (−πr) = 2π(a− r) > 2πr, para t ∈ (−πr, πr),

ya que r 6 a/2 por hipótesis. Esto ya nos dice que cualquier cı́rculo de revolución
S1 × {t} tiene estrictamente más longitud que cualquier geodésica vertical. Por tanto,
un anillo horizontal bordeado por dos cı́rculos de revolución (sea simétrico o asimétri-
co) tendrá estrictamente más longitud que un anillo vertical, por lo que aquellos pueden
ser descartados. Además, la unión de un anillo simétrico y un disco tampoco podrá ser
una región isoperimétrica en este caso, ya que el anillo simétrico podrá sustituirse por un
anillo vertical, reduciéndose el perı́metro.



70 3. EL PROBLEMA ISOPERIMÉTRICO EN TOROS ROTACIONALMENTE SIMÉTRICOS

Finalmente, como cualquier onduloide se puede expresar como grafo sobre θ, su lon-
gitud (3.17) será mayor que L(−πr). Aplicando el mismo razonamiento anterior, los ani-
llos bordeados por un onduloide y un cı́rculo de revolución tampoco pueden ser solucio-
nes isoperimétricas.

Ası́, de los candidatos mostrados en el Teorema 3.3.6, sólo nos quedan los discos de
curvatura geodésica constante (que son las soluciones isoperimétricas para áreas peque-
ñas), y los anillos verticales. Hemos comprobado que estos anillos también aparecen co-
mo solución en dichos toros de revolución (es más, aparecen incluso antes de que los
discos dejen de ser embebidos en la superficie). Por ejemplo, para r = 0,2 a, ambos tipos
de conjunto son regiones isoperimétricas. �

1 2 3 4

1

2

3

4

r = 0,2 a

2 4 6 8

2

4

6

8

r = 0,45 a

FIGURA 3.3. Perfiles isoperimétricos correspondientes a dos toros de re-
volución estándar con r 6 a/2

Nota 3.4.10. La Figura 3.3 muestra las dos posibles situaciones que presenta el perfil
isoperimétrico de los toros de revolución estándar, cuando r 6 a/2. Aunque en ambos
casos las soluciones son discos y anillos verticales, merece la pena resaltar un hecho que
los diferencia.

Cuando r es suficientemente pequeño, el toro resulta muy estrecho, por lo que los nodoi-
des (que bordean a los discos) dejan de ser embebidos a partir de cierto instante. De
hecho, para r = 0,2 a, no hay discos de área mitad (véase la gráfica en la Figura 3.3).

Por otro lado, cuando r toma valores mayores, sı́ que existen discos embebidos encerran-
do área mitad, aunque siempre tienen perı́metro mayor que los anillos verticales, bajo la
hipótesis de que r 6 a/2 (un ejemplo de este hecho se tiene cuando r = 0,45).

Para los casos en los que r > a/2, la descripción de las regiones isoperimétricas re-
sulta más variada, al aparecer soluciones de tipos distintos a los del caso anterior. Des-
afortunadamente, no hemos encontrado ningún argumento que proporcione resultados
generales en estos casos (que, por otra parte, resultarı́an de interés relativo). Por tanto,
procederemos a enumerar qué tipo de regiones isoperimétricas van apareciendo para los
distintos valores de los parámetros que determinan esta superficie.

Tal y como se hizo en el caso previo, a partir de las expresiones anteriores sigue siendo
posible calcular explı́citamente el perfil isoperimétrico de cada toro de revolución estándar.
Describimos ahora los resultados obtenidos, a medida que r aumenta. Nos centraremos
en valores del área comprendidos en el intervalo (0, β/2), ya que para valores superiores
las soluciones vendrán dadas por los correspondientes conjuntos complementarios.

Para valores de r próximos a a/2, el comportamiento es el mismo que el descrito en el
Teorema 3.4.9: al principio, las soluciones son discos para áreas pequeñas, y a partir de
cierto valor del área, las soluciones pasan a ser anillos verticales. Dicho comportamiento
se corresponde con la idea de que el perfil isoperimétrico presenta una cierta continuidad
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con respecto al parámetro r, de forma que no muestra cambios bruscos al modificar li-
geramente dicho parámetro.

La Figura 3.4 muestra el comportamiento comentado en el párrafo anterior, para los ca-
sos de r = 0,52 a y r = 0,7 a. En esas gráficas (y en las sucesivas), la curva que parte
del origen se corresponde con el perı́metro de los discos, mientras que la recta horizontal
indica el perı́metro de los anillos verticales. La otra curva que parte del eje vertical mues-
tra el perı́metro de los anillos simétricos estables (hasta el primer punto grueso), de los
anillos asimétricos estables (hasta el segundo punto grueso) y finalmente el de los anillos
asimétricos inestables. Además, la curva que no toca al eje vertical se corresponde con el
perı́metro de las uniones de un disco y un anillo simétrico (esto es debido a que dichos
conjuntos no encierran nunca áreas próximas a cero).
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FIGURA 3.4. Perfiles correspondientes a dos toros de revolución estándar,
donde las soluciones isoperimétricas son discos y anillos verticales

Seguidamente, existe un intervalo de valores de r para el que las regiones isope-
rimétricas estarán bordeadas por nodoides, y por tanto serán discos, para cualquier can-
tidad de área (véase la Figura 3.5). Esto es consecuencia de que, al aumentar r, la longitud
de las geodésicas verticales y, por tanto, de los anillos verticales también aumenta, lo que
hace que éstos no puedan ser solución.
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FIGURA 3.5. Perfiles correspondientes a toros de revolución estándar pa-
ra los que los discos son las regiones isoperimétricas, para cualquier valor
del área

Después, existe otro intervalo de valores de r para los que los anillos horizontales ya
aparecen como solución. Ası́, las regiones isoperimétricas en estos casos vienen dadas
por discos al principio, luego anillos simétricos y finalmente discos de nuevo, hasta llegar
a área β/2 (tal y como se observa en la Figura 3.6). Precisamos además que este rango de
valores de r es muy pequeño, en comparación con situaciones anteriores, por lo que este
comportamiento se aprecia en relativamente pocos toros de revolución.

Finalmente, a medida que r toma valores más próximos a a, los últimos anillos simé-
tricos son regiones isoperimétricas para el área que encierran, y entonces los anillos hori-
zontales asimétricos también aparecen como solución (véase la Figura 3.7). En estos casos,
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FIGURA 3.6. Perfil correspondiente a un toro de revolución estándar, para
el que las soluciones son discos y anillos simétricos

las soluciones vendrán dadas por discos, anillos simétricos y anillos asimétricos, para
acabar con discos, cuando el área considerada es cercana al valor β/2.
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FIGURA 3.7. Perfiles correspondientes a dos toros de revolución estándar,
donde hay anillos asimétricos que son soluciones isoperimétricas

Nota 3.4.11. Por la Nota 3.3.7, sabemos que en los toros de revolución estándar con
a < 3 r, existen dominios bordeados por un onduloide y un cı́rculo de revolución que son
regiones estables. Sin embargo, a la vista de los resultados obtenidos, se sigue que dichos
dominios no aparecen como soluciones isoperimétricas, en ninguno de estos toros (su
perı́metro viene indicado en algunas de las gráficas anteriores, correspondiéndose con
una curva que parte del segundo punto grueso y se mantiene por debajo de la asociada a
los anillos asimétricos inestables).

Recuérdese que la estabilidad de tales dominios era consecuencia de que el anillo asimé-
trico S1 × [t′, t̃] correspondiente a t̃ = πr/2, es siempre una región estable (Lema 3.3.9).
Pero tal anillo no es solución isoperimétrica, para el área que encierra, en ningún caso. De
hecho, tiene más perı́metro que un anillo vertical, si r 6 a/2 (ya visto en el Teorema 3.4.9),
o que el correspondiente disco, si r > a/2. En consecuencia, debido a la continuidad del
perfil, los primeros dominios bordeados por un onduloide y un cı́rculo de revolución,
que surgen a partir del anillo S1 × [t′, t̃], tendrán demasiado perı́metro para ser regiones
isoperimétricas.

Nota 3.4.12. Tal y como se anunció en la Nota 3.3.11, estamos ahora en condiciones
de demostrar que los conjuntos de tipo vii) del Teorema 3.3.6, consistentes en uniones de
un disco y un anillo simétrico, pueden aparecer como regiones estables en algunos toros
de revolución estándar. Recuérdese que ya se vio que dichas regiones sı́ que aparecen en
las superficies del Ejemplo 3.2.

Como en los toros de revolución estándar la curvatura de Gauss no es constante en ningu-
na región, la condición de estabilidad de dichas uniones vendrá dada por (2.54), obtenida
en la Nota 2.6.5.
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Centrémonos en un toro de revolución estándar M determinado por parámetros a > 0,
r ∈ (0, a). Sea D ⊂ M un disco estable bordeado por un nodoide cerrado y embebido de
curvatura geodésica constante (necesariamente intersecará al paralelo S1×{0}, en virtud
del Lema 3.3.2). Denotaremos por h a la curvatura positiva de ∂D. Sea B = S1 × [−t, t]
un anillo simétrico estrictamente estable (equivalentemente, verificando (K + h2)(t) < 0),
tal que h = h(−t). Ası́, la unión D ∪ B tendrá borde con curvatura geodésica constante
respecto al normal que apunta hacia el interior.

Como K(0) > K(t), para todo t ∈ [−πr, πr], bastará comprobar que

L(∂B)
( ∫

∂D
(K(0) + h2)

)
+ L(∂D)2 (K(t) + h2) 6 0,

o equivalentemente

(3.18) L(∂B) (K(0) + h2) + L(∂D) (K(t) + h2) 6 0,

para afirmar que se cumple (2.54).

Particularicemos ahora al toro determinado por a = 1, r = 0,7, y para una unión D ∪ B
concreta. Consideremos el disco D bordeado por un nodoide cuya altura máxima es igual
a T = 1,7 < πr. A partir de lo comentado al inicio de esta Sección, se puede comprobar
que la longitud del nodoide es L(∂D) = 8,4738, y que el área que encierra es igual a
10,3349. Obsérvese que la correspondiente gráfica de la Figura 3.4 muestra que dicho
disco es región isoperimétrica para el área que encierra, por lo que también será estable.
Por otro lado, la curvatura geodésica de ∂D puede hallarse gracias a la primera integral
E, definida por (2.8), para c = 0. Ası́, como E(0) = 0 trivialmente, se tiene que E es
constantemente nula. Entonces

0 = E(T) = f (T)− h
∫

∂D
f (ξ) dξ,

de donde

h =
f (T)∫

∂D f (ξ) dξ
= 1,10873.

Se puede comprobar que t = 1,91403 determina el anillo simétrico B = S1× [−t, t] tal que
∂D ∪ ∂B tiene curvatura geodésica constante respecto del normal apuntando al interior
de la unión. Además,

(K + h2)(t) < 0,
por lo que el anillo B también resulta ser estable, por el Lema 2.6.1. Nótese también que
∂D y ∂B no se intersecan. Finalmente, es inmediato comprobar que

L(∂B) (K(0) + h2) + L(∂D) (K(t) + h2) = −11,405 < 0,

por lo que se satisface la condición (3.18), y por tanto D∪ B es una región estable en dicho
toro de revolución estándar.

Nota 3.4.13. Hemos visto en la Nota 3.4.12 que las uniones de un disco y un ani-
llo simétrico (con curvatura geodésica constante) pueden ser estables en algunos toros
de revolución estándar. Sin embargo, en ninguno de los ejemplos que hemos estudiado
acaban siendo soluciones isoperimétricas (las gráficas anteriores muestran como siempre
tienen excesivo perı́metro). Aunque no hemos encontrado un razonamiento general que
las descarte, pensamos que dichas uniones no son soluciones en ningún caso.

Nota 3.4.14. En la descripción de las regiones isoperimétricas en toros de revolución
estándar se aprecia que para área mitad β/2, la solución viene siempre dada por un disco
o por un anillo vertical, sea cual sea el toro estándar que se considere. Este no es un hecho
general para los toros de revolución de nuestra familia, tal y como se verá más adelante.
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3.4.2. Regiones isoperimétricas en M̃. Estudiemos ahora las regiones isoperimétri-
cas en otro tipo de toros de revolución, concretamente en las superficies M̃ descritas en el
Ejemplo 3.2. Recuérdese que estas superficies se obtienen a partir de una esfera S2 ⊂ R3

a la que se le quitan dos discos abiertos idénticos centrados en los polos, añadiendo pos-
teriormente un anillo hiperbólico adecuado en cada una de las componentes del borde.

Estas superficies son interesantes porque nos van a permitir justificar que los anillos
bordeados por un onduloide y un cı́rculo de revolución pueden ser regiones isoperimétri-
cas, cosa que no sucedı́a en los toros de revolución estándar de la Subsección anterior. En
consecuencia, se deduce que los onduloides pueden realmente formar parte de la frontera
de las regiones isoperimétricas de una superficie en general. Este es un hecho que no
aparece en ningún trabajo previo, al menos en los que nosotros conocemos, aunque di-
chas curvas sı́ generan hipersuperfices que bordean dominios isoperimétricos en ciertos
productos riemannianos de dimensión alta, como se demuestra en [81]. Aparte de esto,
también describiremos cómo evolucionan las soluciones isoperimétricas en este tipo de
superficies.

Remitimos al lector al Ejemplo 3.2 de la Sección 3.1, donde se explicaron con detalle
este tipo de superficies. Simplemente recordaremos que éstas se parametrizaban, en la
parte esférica, con la función

f (t) =
1
a

cos(at), t ∈ [−t∗, t∗],

siendo a > 0 el radio de la esfera inicial; y en la parte hiperbólica superior, la parametri-
zación venı́a dada por

f (t) = c cosh(d− bt), t ∈ [t∗, d/b],

donde −b2 (b > 0) es la curvatura de Gauss de los anillos hiperbólicos que se pegan a
la parte esférica, y c, d son números reales positivos, cuya expresión se determinó en la
Nota 3.1.6. Finalmente, el paralelo S1 × {t∗} es el paralelo donde se unen ambas partes
esférica e hiperbólica. En la parte hiperbólica inferior se considera la correspondiente
simetrización de f .

El área total β de estas superficies será igual a

β = 2 2π

( ∫ t∗

0
f (t) dt +

∫ d/b

t∗
f (t) dt

)
= 4π

(
1
a2 sin(at∗) +

c
b

sinh(d− bt∗)
)

.

La longitud de un cı́rculo de revolución S1 × {t} será

L(t) = 2π f (t),

por lo que su expresión dependerá de la parte de la superficie en la que se encuentre.
Además, su curvatura geodésica vendrá dada por

h(t) =
f ′(t)
f (t)

=
{
−a tan(a t), t ∈ [0, t∗],
−b tanh(d− b t), t ∈ [t∗, d/b]

y por la correspondiente expresión antisimétrica, para los valores negativos.

Igual que antes, la longitud de un onduloide cerrado y embebido vendrá dada por (3.17),
y dado un nodoide cerrado y embebido, la longitud y el área que encierra se pueden
calcular de manera análoga a como se hizo para toros de revolución estándar, en la Sub-
sección anterior. Finalmente, la longitud de una geodésica vertical es justamente 2 d/b.

Para estas superficies, la función ( f ′)2 − f f ′′ toma valores constantes: es igual a 1 en
la parte esférica, y es igual a −b2 c2 en la parte hiperbólica. Por tanto, todos los cı́rculos
de revolución son estables, por el Lema 2.4.16. Además, aplicando el Lema 2.6.1, todo
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anillo simétrico contenido en la parte hiperbólica será estable, y los contenidos en la parte
esférica serán inestables.

Dado un anillo simétrico S1 × [−t, t], con t ∈ (t∗, d/b), es decir, contenido en la parte
hiperbólica y por tanto estable, se tiene que su perı́metro viene dado por 4π f (t). Además,
el área de la región delimitada por dicho anillo y conteniendo al paralelo de menor lon-
gitud S1 × {d/b}, es igual a

4π
∫ d/b

t
f (s) ds =

4πc
b

sinh(d− bt).

En cuanto a los anillos asimétricos S1 × [t1, t2], como consecuencia de la condición de
curvatura geodésica constante

(3.19) h(t1) = −h(t2)

y del comportamiento monótono de la función h(t), se deduce fácilmente que uno de
los paralelos del borde se ha de hallar en la parte esférica inferior, y el otro en la parte
hiperbólica superior. Ası́, podemos suponer a partir de ahora que t1 ∈ (−t∗, 0) y que
t2 ∈ (t∗, d/b).

Además, es posible expresar t1 en función de t2, gracias a la condición (3.19), de forma
que

t1 =
1
a

arctan
(
−b tanh(d− b t2)

a

)
.

El perı́metro de S1 × [t1, t2] será

L(t1) + L(t2) = 2π( f (t1) + f (t2)),

y el área que encierra la correspondiente región, conteniendo a S1 × {d/b}, vendrá dada
por

2π
∫ t1

−d/b
f (t) dt + 2π

∫ d/b

t2

f (t) dt.

Los discos estables bordeados por nodoides cerrados y embebidos que formen parte
de una región isoperimétrica pueden, en principio, hallarse contenidos en la parte esféri-
ca, en la parte hiperbólica, o intersecando al paralelo S1 × {t∗}. En virtud de [82, Lem-
ma 2.7], o aplicando el Lema 3.4.6, se sigue que los discos en la parte esférica tendrán
menos perı́metro que los contenidos en la parte hiperbólica, para áreas iguales.

En cuanto a los discos que intersequen a S1 × {t∗}, se deduce a partir del Lema 2.3.9
(véase la Nota 2.3.10) que también han de cortar al paralelo S1 × {−t∗}. En caso con-
trario, la función ( f ′)2 − f f ′′ resultarı́a monótona sobre los puntos del nodoide y, tal y
como se vio en la demostración del Lema 2.3.9, eso implicarı́a que la curva no es cerrada
y embebida. Sin embargo, en los ejemplos que hemos estudiado, ningún disco en esta
situación acaba siendo solución isoperimétrica.

No olvidemos que uno de nuestros objetivos es justificar que un anillo bordeado por
un onduloide y un paralelo puede ser una región isoperimétrica en estas superficies.
Por tanto, hemos preferido centrarnos, principalmente, en aquellas en las que los ani-
llos verticales tienen excesivo perı́metro y no son soluciones; para ello, basta tomar la
parte hiperbólica suficientemente alargada. Más concretamente, como el paralelo de mayor
longitud es S1 × {0}, con perı́metro igual a L(0) = 2π/a, y la longitud de una geodésica
vertical es justamente 2 d/b, se tiene que cuando

(3.20) d/b > π/a,
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cualquier anillo vertical tendrá más perı́metro que el anillo horizontal (simétrico o asimé-
trico) para la misma cantidad de área, por lo que los anillos verticales podrán ser descar-
tados como candidatos isoperimétricos.

Por tanto, empezaremos centrándonos en las superficies que verifican la desigual-
dad (3.20). Destacamos que esta superficie, tal y como se precisó en la Nota 3.1.6, queda
totalmente determinada a partir de tres parámetros (los valores de a, t∗ y b). Describimos
ahora los distintos comportamientos observados en la evolución de las regiones isope-
rimétricas de estas superficies M̃, para valores del área en el intervalo (0, β/2).

Caso 1. En ciertas situaciones, las soluciones resultan ser discos bordeados por curvas
de curvatura geodésica constante (que se encontrarán contenidas en la parte esférica),
para valores pequeños del área, y luego anillos simétricos (bordeados por cı́rculos de
revolución contenidos en la parte hiperbólica), hasta llegar a área mitad β/2.

Un ejemplo que ilustra este comportamiento viene dado por la superficie construida a
partir de una esfera con curvatura de Gauss igual a 1 (es decir, tomando a = 1), y un
anillo hiperbólico con curvatura de Gauss −b2, para b = 0,536. Para t∗ = π/7, estos
datos dan lugar a una de nuestras superficies, para la que la mitad del área total es igual
a

β/2 = 12,2152,

y el perfil isoperimétrico que se obtiene es el siguiente:
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FIGURA 3.8. Perfil isoperimétrico correspondiente a la superficie M̃, de
parámetros a = 1, b = 0,536 y t∗ = π/7

La curva horizontal de la Figura 3.8 representa a los anillos verticales, cuyo perı́metro
es siempre constante. La curva que parte del origen es la correspondiente a los discos,
y se aprecia que éstos son soluciones para valores pequeños del área (hasta llegar a un
cierto valor a0). Las otras dos curvas vienen determinadas por la longitud de los ani-
llos simétricos y asimétricos (la que no toca el eje vertical es la correspondiente a anillos
asimétricos). Se ve que, para los valores del área en el intervalo (a0, β/2), las soluciones
son los anillos simétricos.

El valor β/2 correspondiente a la mitad del área total encerrada por la superficie es justa-
mente el valor donde terminan las curvas correspondientes a anillos verticales y a discos.
Se tiene que, en este caso, la mayorı́a de los anillos asimétricos encierran un área superior
a β/2.

Además, en este ejemplo se tiene que no hay dominios formados por uniones de un disco
y un anillo simétrico, debido a que cualquier unión verificando la condición de curvatura
geodésica constante presentará autointersecciones (es decir, el borde del anillo y del disco
se intersecan).
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Caso 2. Hay otras ocasiones en las que las regiones isoperimétricas de M̃ son discos
para áreas pequeñas, ciertos anillos simétricos, y finalmente anillos asimétricos para va-
lores del área próximos a β/2 (con un cı́rculo de revolución en la parte esférica y otro en
la parte hiperbólica). En particular, el anillo asimétrico S1 × [0, d/b] es la solución para
área mitad.

Por ejemplo, la superficie M̃ obtenida con los datos a = 1, b = 0,578 y t∗ = π/6, presenta
regiones isoperimétricas que siguen la anterior evolución, como se aprecia en la Figu-
ra 3.9, correspondiente al perfil isoperimétrico. La mitad del área total de esta superficie
es

β/2 = 12,5452.
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FIGURA 3.9. Perfil isoperimétrico correspondiente a otra superficie M̃

En la Figura 3.9, la curva horizontal corresponde a anillos verticales, siempre con perı́me-
tro constante y, en este caso, muy grande, por lo que nunca son soluciones. Como antes,
la curva que parte del origen representa la longitud de los discos, que son las soluciones
para un pequeño intervalo de áreas (0, a0). Seguidamente, las regiones isoperimétricas
son anillos simétricos (cuya longitud viene representada por la otra curva que parte del
eje vertical) para áreas pertenecientes a otro intervalo (a0, a1), y anillos asimétricos para
valores del área en (a1, β/2).

En este caso, se produce un fenómeno llamativo: el área encerrada por los anillos simétri-
cos estables va aumentando hasta llegar a S1× [−t∗, t∗], de forma que los últimos en apare-
cer encierran un área superior a β/2. Tras éstos, los primeros anillos asimétricos S1× [t1, t2]
que surgen, a medida que t2 se mueve desde t∗ hasta d/b, presentan área cada vez me-
nor, hasta llegar a los anillos asimétricos que son soluciones isoperimétricas, para los que
el área encerrada vuelve a ser creciente, hasta alcanzar el valor β/2 para S1 × [0, d/b].
Se tiene que los últimos anillos simétricos y los primeros anillos asimétricos encierran la
misma cantidad de área, con el mismo perı́metro (véase la Figura 3.9), lo que concuerda,
en particular, con el hecho de que S1 × [−t∗, t∗] sea estable (mı́nimo del perı́metro para
variaciones infinitesimales). Esta evolución puede compararse con la que veremos más
adelante, en el Ejemplo 4.4 del Capı́tulo 4, dedicado a otro tipo de superficies distintas.

En esta superficie, sı́ hay que tener en cuenta las uniones de un disco y un anillo simétri-
co, ya que se satisface la condición de curvatura geodésica constante. Sin embargo, la
longitud de estos conjuntos es siempre mayor que la de los discos, para áreas iguales
(dicha longitud se corresponde con la curva de la Figura 3.9 que no toca al eje vertical), y
por tanto, nunca constituyen soluciones isoperimétricas.

Como antes, el valor β/2 de la mitad del área de la superficie coincide con el valor donde
las curvas que representan la longitud de anillos verticales y discos terminan. Finalmente
remarcamos que los anillos asimétricos son las regiones isoperimétricas para cierto inter-
valo de áreas, incluyendo al valor β/2.
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Veamos ahora una consecuencia importante que se puede deducir de los resultados
obtenidos para las superficies de tipo M̃: los anillos bordeados por un onduloide y un
cı́rculo de revolución pueden aparecer como soluciones isoperimétricas en nuestras su-
perficies.

Este hecho pone de manifiesto que las curvas de tipo onduloide forman parte del
borde de las regiones isoperimétricas de una superficie. Esta situación no aparece refleja-
da en ninguno de los trabajos que conocemos, y el único resultado de naturaleza similar
aparece en [81, Prop. 3.4], donde en el espacio producto S1(r) ×Rn, cuando n > 9, di-
chas curvas generan hipersuperficies que forman parte de la frontera de algunas regiones
isoperimétricas. Sin embargo, en dimensiones bajas, y en particular en superficies, no co-
nocemos ninguna referencia en la literatura en la que una curva tipo onduloide bordee
una solución isoperimétrica.

Procedamos a describir nuestro razonamiento: considérese una superficie M̃ del E-
jemplo 3.2, en la que existan anillos asimétricos que sean soluciones isoperimétricas (el
Caso 2 anterior muestra una superficie verificando esta propiedad), y fijemos B = S1 ×
[t1, t2] uno de dichos anillos.

Por lo comentado previamente sabemos que uno de los paralelos de ∂B, sea por ejem-
plo S1 × {t1}, se encontrará en la parte esférica, donde ( f ′)2 − f f ′′ es constantemente
igual a 1, y que el otro paralelo S1 × {t2} estará contenido en la parte hiperbólica. Nues-
tro argumento consiste en rotar ligeramente la parte esférica de M̃, manteniendo fija la
parte hiperbólica, de forma que la curva S1×{t1} se mantenga contenida, en todo instan-
te, en la parte esférica. Dicho movimiento rı́gido no provoca cambios en las propiedades
que satisface M̃, y hace que del anillo B se pase a tener una nueva región B′, que clara-
mente encierra la misma cantidad de área y tiene el mismo perı́metro que B. Por tanto, B′

resultará ser también una región isoperimétrica, bordeada por el paralelo S1 × {t2} (que
no ha sido modificado), y por una curva C contenida en la parte esférica, que aparece al
aplicar la rotación. Justifiquemos ahora que dicha curva C es una curva tipo onduloide.

En principio, es claro que C no es un cı́rculo de revolución, ya que esta curva no tiene
altura constante. Sin embargo, la curvatura geodésica de C sı́ que es constante (obsérvese
que el paralelo S1 × {t1}, visto contenido en la esfera, no cambia su curvatura geodésica
al aplicar el movimiento rı́gido). Por tanto, C ha de ser una de las curvas descritas en el
Teorema 3.2.5. Como trivialmente no es una geodésica vertical, ni tampoco un nodoide
(recuérdese que aplicamos una ligera rotación, de forma que el paralelo original no llega
a tocar la parte hiperbólica), se concluye que necesariamente C es un onduloide.

Consecuentemente, podemos enunciar el siguiente Lema, que resume lo que acaba-
mos de demostrar: los anillos bordeados por un onduloide y un cı́rculo de revolución
son, realmente, regiones isoperimétricas en nuestros toros de revolución.

Lema 3.4.15. Existen anillos bordeados por un onduloide y un cı́rculo de revolución que son
soluciones isoperimétricas en ciertos toros de revolución con curvatura de Gauss decreciente y con
una simetrı́a horizontal.

Nota 3.4.16. En este tipo de superficies M̃ es fácil comprobar que, cuando la parte
hiperbólica es suficientemente corta, de forma que

L(d/b) = 2π c > 2 d/b,

entonces cualquier cı́rculo de revolución tiene más longitud que una geodésica vertical,
y consecuentemente las regiones isoperimétricas, en tal caso, son discos (contenidos en la
parte esférica) para áreas pequeñas, y posteriormente anillos verticales. Esto ocurre, por
ejemplo, si consideramos las superficie M̃ determinada por los parámetros a = 1, b = 1 y
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t∗ = π/7, con lo que c = 0,7896 y d = 0,9738 (la Figura 3.10 muestra el correspondiente
perfil isoperimétrico).
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FIGURA 3.10. Discos y anillos verticales son las regiones isoperimétricas
en algunas superficies M̃

3.4.3. Consideraciones finales. A la vista de los resultados obtenidos a lo largo de
esta Sección 3.4, podemos enunciar el siguiente resultado, referente a las regiones isope-
rimétricas que pueden aparecer en los toros de revolución de nuestra familia.

Teorema 3.4.17. Sea M un toro de revolución, simétrico y con curvatura de Gauss decre-
ciente desde el paralelo de mayor longitud. Sea Ω una región isoperimétrica de M

Entonces, Ω consistirá en un disco bordeado por una curva de curvatura geodésica constante,
un anillo horizontal simétrico o asimétrico, un anillo bordeado por un onduloide y un cı́rculo de
revolución, un anillo vertical, o posiblemente una unión de un disco y un anillo simétrico (con la
misma curvatura geodésica constante), o el complementario de uno de estos conjuntos.

Nota 3.4.18. En el Lema 2.6.4 se vio que hay regiones formadas por la unión de un
disco y un anillo simétrico que son estables en este tipo de superficies M̃. Sin embargo, al
igual que en los toros de revolución estándar, no hemos encontrado ninguna superficie
concreta donde tales regiones resulten isoperimétricas (los cálculos numéricos realizados
ası́ nos lo muestran). De hecho, la condición de que las componentes del borde tengan
la misma curvatura geodésica se verifica en pocas ocasiones, por lo que dichas uniones
no llegan a aparecer en muchas de estas superficies. Aun ası́, no hemos hallado un razo-
namiento general que permita descartar este tipo de conjuntos, debido principalmente a
que esta familia de superficies es muy amplia.

Pensamos que para este tipo de conjuntos, sólo un argumento de comparación directa del
perı́metro permitirá descartarlos, o determinar que son regiones isoperimétricas, tanto
para las superficies de los tipos descritos en los ejemplos anteriores, como en cualquier
otro toro rotacionalmente simétrico con simetrı́a horizontal y curvatura decreciente.

Nota 3.4.19. Hacemos notar que, en las superficies del tipo descrito en el Ejemplo 3.2
que se han estudiado, las regiones isoperimétricas para área mitad β/2 han resultado ser
un anillo horizontal (simétrico o asimétrico), un anillo bordeado por un onduloide y un
cı́rculo de revolución, y un anillo vertical.

Nota 3.4.20. Nótese que no existen toros de revolución con curvatura de Gauss K cre-
ciente desde el ecuador. En caso de existir, se tendrı́a que K < 0 en todo punto, ya que los
puntos del paralelo de menor longitud son hiperbólicos, y K resultarı́a decreciente desde
dicho paralelo. Esto da lugar a contradicción, porque los toros son superficies compactas,
y por tanto, con puntos elı́pticos.





CAPÍTULO 4

El problema isoperimétrico en anillos de revolución completos

Pasamos ahora a estudiar el problema isoperimétrico en otra superficie rotacional-
mente simétrica, en esta ocasión en un contexto no compacto: anillos de revolución com-
pletos, simétricos y con curvatura de Gauss creciente desde el paralelo de menor longitud.
Dentro de esta familia se hallan superficies bien conocidas como las catenoides y los hi-
perboloides de una hoja.

Nuestro principal logro es determinar totalmente las regiones isoperimétricas de las
superficies de esta familia (Teorema 4.4.22). Además, como consecuencia interesante,
completamos la clasificación de las regiones isoperimétricas en las cuádricas de revo-
lución no degeneradas de R3 (Corolario 4.5.6).

Al igual que en Capı́tulo anterior, nuestro punto de partida es la caracterización de las
curvas con curvatura geodésica constante. En este caso, las únicas curvas de este tipo con
longitud finita resultan ser los paralelos, los nodoides y los onduloides (Teorema 4.2.1).

En la Sección 4.3 mostraremos las regiones estables de estas superficies (Teorema
4.3.2), confirmando su existencia en algunos ejemplos concretos.

La Sección 4.4 está dedicada al estudio de las regiones isoperimétricas. Téngase en
cuenta que nuestros anillos no son superficies compactas, por lo que, en principio, la
existencia de soluciones isoperimétricas no está asegurada (a diferencia de lo que ocurrı́a
con los toros de revolución tratados en el Capı́tulo 3).

Nosotros nos ocuparemos de esta cuestión usando las técnicas habituales, conside-
rando sucesiones minimizantes y estudiando su convergencia. De esta forma, veremos
que hay situaciones en las que no hay solución para ningún valor del área (por ejemplo,
en las catenoides minimales), mientras que en otras ocasiones, la existencia sólo se tiene
para determinados valores del área.

Para este tipo de superficies, sı́ obtenemos un argumento general que permite descar-
tar las uniones de un disco y un anillo simétrico como posible región isoperimétrica, de
forma que éstas, en caso de existir, vendrán dadas por los siguientes conjuntos:

i) discos contenidos en regiones donde la curvatura de Gauss es constantemente igual
a su máximo valor,

ii) anillos horizontales bordeados por dos cı́rculos de revolución (simétricos o no
simétricos con respecto al paralelo de menor longitud),

iii) anillos bordeados por un onduloide y un cı́rculo de revolución.

Además, se estudiarán en detalle varios ejemplos de anillos de nuestra familia, deter-
minando las soluciones isoperimétricas en cada una de ellas.

Finalmente, en la Sección 4.5, aplicamos los resultados anteriores para examinar el
comportamiento isoperimétrico que presentan los hiperboloides de una hoja (Teorema
4.5.1). Como consecuencia, logramos completar la clasificación de las regiones isope-
rimétricas en las cuádricas de revolución no degeneradas, descritas en el Corolario 4.5.6,
ası́ como para el paraboloide hiperbólico recto.
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4.1. Descripción de nuestras superficies

En este Capı́tulo estudiaremos el problema isoperimétrico en otra familia de superfi-
cies rotacionalmente simétricas, en este caso no acotadas: anillos de revolución comple-
tos, simétricos y con curvatura de Gauss creciente desde el paralelo de menor longitud.

Al igual que el Capı́tulo 3, pretendemos abordar este problema utilizando los resul-
tados del Capı́tulo 2. Ası́, veremos los anillos de revolución como superficies S1 ×R, con
métrica de tipo (2.1) definida a partir de una función f : R → R positiva, simétrica, en
general de clase C1, y C2 a trozos.

La simetrı́a de la función f implica que la superficie S1 × R es simétrica respecto del
ecuador S1 × {0}. Además, se tendrá que

f ′(t) = − f ′(−t), t ∈ R,

de donde se tiene, en particular, que f ′(0) = 0. Finalmente, asumiremos que la curvatura
de Gauss K es una función creciente con respecto a la distancia al ecuador.

Ası́, con estas consideraciones, la superficie M = S1 ×R es un anillo de revolución com-
pleto, simétrico y con curvatura de Gauss creciente respecto del ecuador, y estaremos en
posición de poder aplicar los resultados generales descritos en el Capı́tulo 2.

Nota 4.1.1. La hipótesis de monotonı́a impuesta sobre la curvatura de Gauss K pro-
voca que ésta presente las siguientes propiedades:

1. El mı́nimo valor de K se alcanza sobre el paralelo S1 × {0}.
2. Como no existen finales completos con curvatura positiva, se sigue que

K(t) 6 0, t ∈ R.

Por tanto, como K es creciente y acotada en R+, el lı́mite

K∞ = lı́m
t→∞

K(t)

necesariamente existe. En particular, se tiene que K∞ 6 0. Dicho valor no siempre se
alcanzará en la superficie, y en caso de que eso ocurra, se corresponderá con el máximo
valor de K.

3. Es evidente que si K(t0) = 0 para algún t0 ∈ R+, entonces K será idénticamente
nula en [t0, +∞), con lo que nuestro anillo S1×R será llano en entornos de sus dos finales.

4. En particular, si K(0) = 0, entonces K será idénticamente nula y el anillo S1 ×R

resultará ser un cilindro recto completo, donde las regiones isoperimétricas están total-
mente clasificadas (son discos, y anillos horizontales bordeados por dos paralelos [56]).
Por tanto, asumiremos de aquı́ en adelante que K(0) < 0 en nuestras superficies.

El siguiente Lema muestra otras propiedades que satisfacen este tipo de superficies,
consecuencia de las hipótesis realizadas.

Lema 4.1.2. Sea M un anillo de revolución completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador. Entonces,

i) La función f es creciente en R+.
ii) La función ( f ′)2 − f f ′′ es decreciente en R− y creciente en R+.

DEMOSTRACIÓN.

i) Como K es no-positiva, se sigue a partir de (2.2) que f ′′ = −K f > 0 y por tanto, f ′
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será creciente. Como f ′(0) = 0, concluimos que f ′ > 0, para t > 0, por lo que f resulta
ser creciente para t > 0.

ii) Recuérdese que las funciones ( f ′)2− f f ′′ y K presentan el mismo carácter monóto-
no (véase la Nota 2.2.2). Por tanto, ( f ′)2 − f f ′′ será decreciente en R− y creciente en
R+. �

Nota 4.1.3. Justifiquemos que S1 × {0} es el paralelo de menor longitud de M. Nótese
que f es creciente en R+, por el Lema 4.1.2. Supongamos que f es constante en un inter-
valo [0, ε], con ε > 0. Entonces, K = 0 en dicho intervalo, lo que implica que M serı́a un
cilindro recto, en virtud de la Nota 4.1.1 (y todos los paralelos tendrán la misma longi-
tud). En caso contrario, como f será estrictamente creciente en un entorno del origen, el
ecuador S1 × {0} resulta el paralelo de menor longitud de M.

Nota 4.1.4. Veamos que en este caso, la curvatura geodésica h(t) de los cı́rculos de
revolución S1 × {t} puede presentar diversos comportamientos, a diferencia de lo que
ocurrı́a al considerar toros de revolución, véase la Nota 3.1.4. Gracias a la antisimetrı́a de
h(t), podemos centrar nuestro estudio en R+.

En primer lugar, destacamos que en la demostración del Lema 4.1.2 se ha visto que
f ′(t) > 0, para todo t > 0. Eso implica inmediatamente que h(t) = f ′(t)/ f (t) > 0,
para todo t > 0.

Por otro lado, a partir del Lema 2.3.4 sabemos que el crecimiento de h(t) vendrá deter-
minado por el signo que tome la función ( f ′)2 − f f ′′, que es función creciente en R+ en
virtud del Lema 4.1.2. Además,

[( f ′)2 − f f ′′](0) = K(0) f (0)2 < 0.

Analizando detenidamente las distintas alternativas que presentará el signo de la función
( f ′)2− f f ′′, es fácil concluir que h(t) se comportará siguiendo una de estas cuatro pautas:

i) h(t) es estrictamente creciente en R+.
ii) Existe t′ ∈ R+ tal que h(t) es creciente en (0, t′), y constante para t > t′.

iii) Existen t′, t′′ ∈ R+ tales que h(t) es creciente en (0, t′), constante en (t′, t′′) y
decreciente para t > t′′.

iv) Existe t′ ∈ R+ tal que h(t) es creciente en (0, t′) y decreciente en (t′, +∞).

Teniendo en cuenta que h(0) = f ′(0)/ f (0) = 0, que h(t) > 0 en R+, y que una vez que
h(t) es decreciente, no puede anularse (dicha situación llevarı́a a contradicción con el cre-
cimiento de ( f ′)2 − f f ′′), las cuatro posibilidades anteriores determinan completamente
el comportamiento de h(t).

Del análisis anterior se deduce adicionalmente que h(t) sólo se anula en t = 0, y conse-
cuentemente h(t) > 0 si t > 0. Por la antisimetrı́a concluimos que la curvatura geodésica
de los cı́rculos de revolución tiene distinto signo en cada mitad de nuestro anillo.

4.2. Curvas con curvatura geodésica constante

Pasamos ahora a clasificar las curvas con curvatura geodésica constante contenidas
en nuestros anillos. Al igual que hicimos en el Capı́tulo 3, a partir del sistema (2.7) y de la
primera integral (2.8), se llega al siguiente Teorema, de forma análoga a como se hizo en
el Teorema 3.2.5. Debido a que estamos interesados en las curvas con curvatura geodésica
constante cerradas y embebidas, lo enunciamos en dicho contexto.

Teorema 4.2.1. Sea M un anillo de revolución, simétrico y con curvatura de Gauss creciente
desde el ecuador. Sea C una curva cerrada y embebida con curvatura geodésica constante.
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Entonces, C es un paralelo, un nodoide o un onduloide, satisfaciendo estos dos últimos las
condiciones expresadas en la Proposición 2.3.5.

Nota 4.2.2. De forma similar a lo que ocurrı́a para toros de revolución, las curvas
generadoras del anillo S1 ×R, visto como superficie de revolución, y las curvas de tipo
hélice, son también curvas con curvatura geodésica constante. Sin embargo, no son ce-
rradas ni embebidas, y de hecho, tampoco tienen longitud finita. Por tanto, ni siquiera
constituyen curvas estables, de ahı́ que no se vayan a tener en cuenta.

4.2.1. Existencia de onduloides estables. En esta Subsección vamos a dar un ejem-
plo concreto de un anillo de revolución simétrico y con curvatura creciente, donde existen
onduloides cerrados, embebidos y estables. De esta forma, habrá que considerar a estas curvas
como posibles componentes del borde de regiones estables e isoperimétricas. Seguiremos
un esquema similar al utilizado en la Subsección 3.2.1.

Consideremos la función f : R→ R definida por

f (t) = t2 + L, t ∈ R,

con L > 0. Dicha función es diferenciable, simétrica y positiva, por lo que si consideramos
M = S1 ×R con métrica (2.1) determinada por f , se obtendrá un anillo de revolución M
simétrico con respecto al ecuador S1 × {0}. Además,

K(t) =
f ′′(t)
f (t)

=
−2

t2 + L
,

con lo que la curvatura de Gauss de M resulta estrictamente creciente desde el ecuador, y
por tanto, M es una superficie contenida en la familia de anillos que estamos consideran-
do. Veamos que en M existen onduloides cerrados, embebidos y estables, aplicando los
resultados de la Sección 2.5.

Nos ocupamos en primer lugar de la existencia de onduloides cerrados y embebidos,
que viene dada por el Lema 2.5.4. Como

[( f ′)2 − f f ′′](t) = 2(t2 − L),

se sigue que
[( f ′)2 − f f ′′](t) = 1 si y sólo si t = ±

√
L + 1/2.

Fijemos t̃ =
√

L + 1/2.

Entonces, las hipótesis del Lema 2.5.4 se satisfacen trivialmente en esta superficie, ya
que la curvatura de Gauss K es claramente diferenciable y estrictamente creciente en
un entorno de t̃ (de hecho, lo es en todo R). Como consecuencia, podemos asegurar la
existencia de una familia de onduloides cerrados y embebidos γ(θ, T, ho(T)) contenidos
en M, parametrizados por su punto máximo T, con T próximo a t̃.

Pasemos a discutir la estabilidad de dichos onduloides cerrados y embebidos. A par-
tir del Lema 2.5.8, se deduce que la derivada del periodo de dichos onduloides con res-
pecto al punto máximo T (y curvatura geodésica fija) es positiva para T > t̃, ya que es
rutinario comprobar que el término de la izquierda de la condición (2.43) es igual a

100 + 336 L + 320 L2

1 + 4 L
,

que es estrictamente positivo. Esto nos permite demostrar el siguiente Lema, de forma
idéntica a la realizada en el Lema 3.2.6.

Lema 4.2.3. Sea C un onduloide cerrado y embebido contenido en el anillo de revolución
S1 × R, con métrica (2.1) determinada por la función f (t) = t2 + L, y sea t̃ =

√
L + 1/2.
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Supongamos que C está suficiente próximo al paralelo S1×{t̃}. Entonces, el segundo valor propio
asociado al operador de Jacobi en C es igual a cero.

Para enunciar el próximo Lema, análogo al Lema 3.2.7 que se vio en el Capı́tulo 3,
fijaremos previamente el valor

L0 =
3 +
√

61
8

.

Lema 4.2.4. Sea M = S1 ×R el anillo de revolución con métrica de tipo (2.1) determinada
por la función f (t) = t2 + L. Entonces, si L < L0, existen onduloides cerrados y embebidos
contenidos en M que son estables.

DEMOSTRACIÓN. La demostración sigue el mismo esquema que el de la demostra-
ción del Lema 3.2.7. Sea γ(θ, t, ho(T)) la familia de onduloides cerrados y embebidos en
M, que sabemos que existe gracias al Lema 2.5.4 para T > t̃ suficientemente próximos.
Sea C uno de los onduloides de dicha familia. Gracias a los Lemas 2.4.9 y 4.2.3, estamos
en disposición de aplicar el Lema 2.5.9 para estudiar la estabilidad de C.

Empecemos discutiendo el signo de la derivada de ho para T > t̃ =
√

L + 1/2. A
partir de (2.37), sabemos que h′(t̃) = 0. En cuanto a h′′(t̃), a partir de (3.8) y teniendo en
cuenta (2.48), se tiene que

h′′o (t̃) =
−2 σTTT(π)

3 π f (t̃)3 K′(t̃)
=
−25− 84 L− 80 L2

3
√

L + 1/2 (1 + 4L)3
,

que es estrictamente negativo. Por tanto, h′o es estrictamente decreciente en t̃, por lo que,
para T > t̃, concluimos que h′o(T) < h′o(t̃) = 0.

Pasamos a estudiar el signo de la variación del área inducida por la deformación por
onduloides dada por (3.10) (véase también la Nota 2.5.10) en T = t̃. Al igual que vimos
en el Lema 3.2.7, se tiene que la primera derivada del área a lo largo de la deformación se
anula en T = t̃, mientras que la segunda derivada en T = t̃ se puede comprobar que es
igual a

(13 + 12 L− 16 L2)
√

L + 1/2 π

6 + 12 L
.

Dicho valor es positivo si L < L0, y en tal caso, la primera derivada del área es creciente
en T = t̃ y positiva para T > t̃.

Ası́, aplicando el Lema 2.5.9, se concluye que C es un onduloide estable contenido en
M, para T > t̃ suficientemente próximo y L < L0. �

4.3. Regiones estables

Nos centramos ahora en las regiones estables de nuestros anillos de revolución. La
clasificación de estas regiones, obtenida en el Teorema 4.3.2, nos permitirá discutir cuáles
son las soluciones isoperimétricas en estas superficies. Tal y como se hizo en el Capı́tulo
3, el estudio de las combinaciones de curvas con curvatura geodésica constante será el
punto de partida que nos conduzca a dicha clasificación. Además, mostraremos que to-
das las posibilidades descritas en el Teorema 4.3.2 se dan, considerando varios ejemplos
concretos.

Antes de enunciar el Teorema de clasificación de regiones estables, comentaremos
brevemente algunos aspectos sobre la evolución que llevan a cabo los anillos horizontales
estables en nuestros anillos de revolución. La progresión descrita en la Subsección 3.3.1
del Capı́tulo 3, dedicado a los toros de revolución, se ajusta, en general, a lo que ocurre
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para anillos. Sin embargo, pueden aparecer ciertas diferencias en algunas situaciones,
provocadas por las propiedades especı́ficas de cada anillo de revolución.

Por ejemplo, la curvatura geodésica de los cı́rculos de revolución puede presentar ahora
comportamientos diversos (véase la Nota 4.1.4); en caso de que sea estrictamente crecien-
te en todo R, la condición de curvatura geodésica constante para los anillos asimétricos
no se verificará, lo que imposibilitará la aparición de éstos. Por otro lado, en el Ejemplo 4.4
de la Sección 4.4 posterior, veremos otra situación en la que la evolución de los anillos ho-
rizontales estables presenta ciertas particularidades. Por tanto, en estas superficies, dicha
evolución dependerá en gran medida del anillo de revolución que se considere.

Recuérdese que la curvatura de Gauss de nuestros anillos es creciente desde el ecua-
dor. Este hecho va a provocar que los únicos nodoides cerrados, embebidos y estables se
hallen contenidos en regiones con curvatura de Gauss constante.

Lema 4.3.1. Sea C ⊂ M un nodoide cerrado y embebido, no contenido en una región con
curvatura de Gauss constante. Entonces C es inestable.

DEMOSTRACIÓN. Consecuencia del Lema 2.4.18. �

Pasamos a demostrar el resultado que clasifica las regiones estables en nuestros ani-
llos de revolución. El lector puede comparar este resultado con el Teorema 3.3.6, que
describe las regiones estables en toros de revolución simétricos y con curvatura de Gauss
decreciente desde el ecuador.

Teorema 4.3.2. Sea M un anillo rotacionalmente simétrico completo, simétrico y con curva-
tura de Gauss (posiblemente discontinua) creciente desde el ecuador. Sea Ω una región estable de
M. Entonces Ω es uno de estos conjuntos:

i) un disco bordeado por una curva con curvatura geodésica constante, contenido en una
región con curvatura de Gauss constante,

ii) un anillo horizontal simétrico con respecto al ecuador, bordeado por dos cı́rculos de re-
volución contenidos cada uno de ellos en la región K + h2 6 0,

iii) un anillo horizontal asimétrico bordeado por dos cı́rculos de revolución contenidos en la
región K + h2 6 4π2/L2 y verificando la condición (2.49),

iv) un anillo bordeado por un onduloide estable, en las condiciones del Lema 2.5.1, y un
cı́rculo de revolución contenido en la región K + h2 < 0,

v) una unión de un disco (con curvatura de Gauss constante) y un anillo simétrico con la
misma curvatura geodésica constante, en las condiciones indicadas.

DEMOSTRACIÓN. Sea Ω una región estable contenida en M. Como el primer valor
propio del operador de Jacobi (2.19) asociado a una curva tipo nodoide u onduloide es
negativo (véanse el Lema 2.4.9 y la Nota 2.4.11), se sigue que ∂Ω contendrá, como mu-
cho, a una de estas curvas. Por otro lado, ya hemos comentado en la Nota 4.1.4 que la
curvatura geodésica h(t) de los paralelos tiene distinto signo en cada una de las mitades
del anillo, por lo que ∂Ω contendrá, a lo sumo, un paralelo en cada mitad.

Si ∂Ω no contiene ni nodoides ni onduloides, entonces Ω se reducirá a un anillo ho-
rizontal de tipo ii) o iii), satisfaciendo las condiciones descritas en el Lema 2.6.1. Además,
como los paralelos del borde han de ser estables, en el caso de un anillo asimétrico se ha
de satisfacer la condición (2.22).

Si ∂Ω contiene a un nodoide, por el Lema 4.3.1 se sigue que Ω es una región de tipo
i) o v).

Si ∂Ω contiene a un onduloide, entonces Ω debe ser una región de tipo iv), cumplien-
do la condición del Lema 2.5.1. Además, el primer valor propio del operador de Jacobi en
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el paralelo del borde, ha de ser estrictamente positivo, y por tanto, contenido en la región
donde K + h2 < 0, a partir del Lema 2.4.6. �

Nota 4.3.3.

1. Conviene remarcar que, a diferencia de lo que ocurrı́a al considerar toros de
revolución, los anillos bordeados por curvas generadoras del anillo de revolución, o por
curvas tipo hélice, no aparecen ahora como regiones estables. Como ya se comentó, tales
curvas no tienen perı́metro finito en este caso.

2. Además, los únicos nodoides cerrados, embebidos y estables son los contenidos
en regiones con curvatura de Gauss constante. Esto es consecuencia de la monotonı́a
existente en nuestros anillos (véase Lema 4.3.1).

3. Los conjuntos complementarios a los descritos en el Teorema 4.3.2 encierran un
área no finita, por lo que no los consideraremos regiones estables.

Veamos ahora que todas las regiones descritas en el Teorema 4.3.2 se dan efectivamen-
te en nuestros anillos de revolución. Obviamente, los nodoides con curvatura de Gauss
constante son estables, como consecuencia de la desigualdad isoperimétrica. Por ejemplo,
en un anillo donde K∞ = 0, y se alcance en un entorno de un final, los discos contenidos
en dicho entorno serán claramente estables (de hecho serán las regiones isoperimétricas
para áreas pequeñas).

En cuanto a los anillos horizontales (simétricos o asimétricos), es fácil encontrar ejem-
plos donde se satisfagan las condiciones de estabilidad del Lema 2.6.1 (sin ir más lejos,
basta considerar el ejemplo descrito en la Subsección 4.2.1, como parcialmente se ve en
la siguiente Nota 4.3.4). En cualquier caso, en la Sección 4.4 se mostrarán superficies de
nuestra familia donde tales anillos son soluciones isoperimétricas.

Nos centramos ahora en describir dos anillos de revolución donde existen regiones de
tipo iv) y v) del Teorema 4.3.2 que son estables.

Nota 4.3.4. Consideremos el anillo de revolución M = S1 ×R descrito en la Subsec-
ción 4.2.1, determinado por la función

f : R→ R, f (t) = t2 + L, t ∈ R.

Ya demostramos en el Lema 4.2.4 que existen onduloides cerrados, embebidos y estables
en M, cuando L < L0. Veamos ahora que hay anillos bordeados por uno de esos onduloi-
des y por un paralelo, que son estables en M. Para ello nos serviremos del Lema 2.6.6.

En el estudio realizado a lo largo de la Subsección 4.2.1, se vio que, para t̃ =
√

L + 1/2,
se tiene que

[( f ′)2 − f f ′′](t̃) = 1,

Además, la curvatura de Gauss

K(t) =
−2

t2 + L
es diferenciable y estrictamente creciente en todo R.

Fijemos γT un onduloide cerrado, embebido y estable, con punto máximo T próximo a
t̃, y sea ΩT el anillo bordeado por γT y por el paralelo S1 × {t(T)}, de forma que ∂ΩT
tenga curvatura geodésica constante con respecto al normal interior a ΩT. Nótese que la
curvatura geodésica de los paralelos contenidos en M viene dada por

(4.1) h(t) =
2 t

t2 + L
,
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que es una función creciente en (0,
√

L) y decreciente en (
√

L, +∞). Por tanto, como la
curvatura de γT será próxima a h(t̃), es posible hallar tal paralelo S1×{t(T)}, verificando
además que (K + h2)(t(T)) < 0.

Veamos finalmente que el anillo asimétrico correspondiente a t̃, es estable y satisface
estrictamente la condición (2.49). Es fácil comprobar, a partir de (4.1), que dicho anillo
S1 × [t′, t̃] se corresponde con

t′ =
−L√

L + 1/2
.

Entonces, la condición (2.49) es equivalente a

−1
L2 (1 + 4 L)2 π

6 0,

que se cumple trivialmente de manera estricta.

Ası́, estamos en condiciones de aplicar el Lema 2.6.6 para afirmar que efectivamente, ΩT
es una región estable de M.

Nota 4.3.5. Mostremos un ejemplo de superficie donde existen uniones estables de
un disco y un anillo simétrico. Consideremos la función

f (t) =

{
1 + t2

t2
0
, 0 6 t 6 t0,

2t
t0

, t > t0,

definida de forma simétrica en R−. Dicha función es de clase C1, y C2 a trozos. Denote-
mos por M = S1 ×R al anillo completo con métrica (2.1) asociada a f . En este caso, la
curvatura de Gauss de M es igual a

K(t) =

{
−2

t2+t2
0
, 0 6 t < t0,

0, t > t0,

que es creciente, por lo que M es una superficie dentro de nuestro estudio. Además, como
K∞ se alcanza, existirán nodoides cerrados, embebidos bordeando discos estables en M.
Por otro lado,

[( f ′)2 − f f ′′](t) =


2t2−2t2

0
t4
0

, 0 6 t < t0,
4
t2
0
, t > t0,

con lo que los anillos simétricos S1 × [−t, t] serán estables para t ∈ [0, t0), según el Lema
2.6.1.

Fijemos ahora t ∈ [0, t0) y Bt = S1 × [−t, t]. Nótese que h(t) > 0, por lo comentado en
la Nota 4.1.4. Sea D ⊂ M el disco con curvatura de Gauss nula y curvatura geodésica
h(∂D) = h(t), que tendrá radio 1/h(t). Entonces es claro que

L(∂D) =
2π

h(t)
.

En este caso, la condición (2.51) que nos da la estabilidad de Ω = D ∪ Bt es equivalente a

2 f ′(t)3 + f ′(t)2 − f (t) f ′′(t)
f (t) f ′(t)

6 0,

ya que K0 = K∞ = 0. Es rutinario comprobar que dicha condición se satisface, por ejem-
plo, tomando t0 = 2 y t ∈ (0, 1), por lo que las correspondientes uniones D ∪ Bt resultan
estables en esta superficie.
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4.4. Regiones isoperimétricas

En esta Sección nos ocuparemos de describir las regiones isoperimétricas de los ani-
llos de revolución completos, simétricos y con curvatura creciente desde el ecuador. Tal y
como se ha comentado previamente, la existencia de estas regiones no está garantizada,
al tratarse de superficies no compactas (de hecho, se verán situaciones en las que no hay
regiones isoperimétricas para ningún valor del área). Por ello, comenzaremos discutiendo
varias cuestiones relativas a la existencia.

El principal propósito de esta Sección es encontrar las regiones isoperimétricas en este
tipo de superficies. A partir del Teorema 4.3.2, que describe las regiones estables, lograre-
mos nuestro objetivo, clasificando todas las soluciones isoperimétricas (Teorema 4.4.22).
Además, se analizará la evolución de estas soluciones en varios anillos de revolución
particulares.

Finalmente, y como una consecuencia derivada de nuestro estudio, nos ocuparemos
de los hiperboloides de una hoja, determinando su comportamiento isoperimétrico en
todo caso (Teorema 4.5.1). Esto nos permitirá dejar zanjada la cuestión isoperimétrica en
la familia de cuádricas de revolución no degeneradas de R3 (Corolario 4.5.6).

4.4.1. Existencia de regiones isoperimétricas. Tratemos ahora la existencia de re-
giones isoperimétricas en nuestros anillos. Tal y como se ha comentado antes, ésta no es
una cuestión trivial, ya que estamos trabajando con superficies no compactas, y por tan-
to, la existencia de dichas regiones no está asegurada. Esto se debe, esencialmente, a que
una sucesión minimizante podrı́a tener una parte que diverja, lo que conllevará pérdida
de área en infinito (véase el Lema 2.1.1 de la Sección 2.1).

De hecho, en este ambiente de superficies de revolución no compactas (con alguna
hipótesis de monotonı́a sobre la curvatura de Gauss) en el que estamos trabajando, hay
ejemplos de superficies en las que no hay existencia de regiones isoperimétricas para
ningún valor del área. Por ejemplo, en [82] se muestra que en planos de revolución con
curvatura de Gauss estrictamente creciente no existen dichas regiones.

En este sentido, dentro de la familia de anillos que estamos considerando, veremos
algunos ejemplos de no existencia, como es el caso de las catenoides minimales. También
mostraremos, por medio de varios ejemplos, que la existencia de regiones isoperimétricas
no presenta un comportamiento uniforme, en el sentido de que en una misma superficie
puede ocurrir que haya soluciones isoperimétricas para ciertos valores del área, mientras
que para otros valores no se tenga esa existencia.

Intuitivamente, en nuestros anillos de revolución, parece lógico pensar que si una su-
cesión minimizante {Ωn}n∈N tiene una parte que diverge hacia un final, los conjuntos de
dicha parte se han de aproximar a un disco (debido al carácter minimizante de la suce-
sión, y a que la curvatura de Gauss es creciente). El siguiente resultado deja patente este
hecho, ası́ como la repercusión que tiene sobre el conjunto lı́mite de la parte convergente
de {Ωn}n∈N: bajo tales condiciones, dicho conjunto lı́mite ha de ser un anillo simétrico.

A partir de este momento, denotaremos por M(K∞) al plano completo con curvatura de
Gauss constante K∞.

Teorema 4.4.1. Sea M un anillo de revolución completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador. Consideremos A > 0, y una sucesión minimizante {Ωn}n∈N para área
A.

Entonces, si el área Ac de la parte convergente y el área Ad de la parte divergente de {Ωn}n∈N

son estrictamente positivas, se tiene que el valor del perfil isoperimétrico I(A) vendrá dado por la
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suma de los perı́metros de un anillo simétrico estable en M, y de un disco contenido en M(K∞),
ambos con la misma curvatura geodésica. Además, la unión de esos dos conjuntos es estable en
M ∪M(K∞).

DEMOSTRACIÓN. Denotemos por Ωd
n, Ωc

n a los conjuntos de la parte divergente y
convergente, respectivamente, en los que se descompone Ωn, para todo n ∈N. Recuérde-
se que

Ad = lı́m
n→∞

área (Ωd
n), Ac = lı́m

n→∞
área (Ωc

n).

Como K 6 K∞, aplicando la desigualdad isoperimétrica clásica y tomando lı́mites se
llega a que

L2
d > 4πAd − K∞ A2

d,

donde Ld = lı́mn→∞ L(∂Ωd
n).

Por otro lado, considérese un disco D ⊂ M(K∞) de área Ad > 0. De nuevo aplicando
la desigualdad isoperimétrica se tiene que

L(∂D) = 4πAd − K∞ A2
d 6 L2

d.

Afirmamos que L(∂D) = Ld. En efecto, siempre resulta posible aproximar el disco D
mediante una sucesión {Dn}n∈N de discos geodésicos en M (centrados en una sucesión
divergente de puntos), de forma que

área(Dn) = área(Ωd
n), para todo n ∈N.

Ası́, si L(∂D) < Ld, se tendrá que la sucesión {Ωc
n ∪ Dn}n∈N mejora la sucesión minimi-

zante {Ωn}n∈N, lo que es contradictorio. Por tanto, necesariamente L(∂D) = Ld.

Denotemos por Ω al conjunto lı́mite de la sucesión convergente {Ωn}n∈N, que se-
rá distinto del conjunto vacı́o ya que Ac > 0. El razonamiento anterior implica que I(A)
viene dado por el perı́metro de la unión Ω ∪ D. Es claro que dicha unión ha de ser esta-
ble en M ∪M(K∞): en caso contrario, se podrı́a encontrar un conjunto (suficientemente
próximo) contenido en M ∪ M(K∞), encerrando la misma área y con menos perı́metro,
cuya aproximación en M darı́a lugar, como antes, a contradicción con el carácter minimi-
zante de {Ωn}n∈N.

Recuérdese que, en particular, Ω es una región estable, al ser la solución isoperimétri-
ca para área Ac > 0. Por tanto, ha de consistir en uno de los conjuntos descritos en
el Teorema 4.3.2. Como el primer valor propio del operador (2.19) asociado al disco
D ⊂ M(K∞) es negativo, la única posibilidad que no contradice la estabilidad de Ω ∪ D
es que Ω sea un anillo simétrico (nótese que los discos, onduloides y uno de los paralelos
de los anillos asimétricos en M tienen primer valor propio asociado estrictamente negati-
vo, lo que implicarı́a la inestabilidad de Ω ∪ D, a partir del Lema 2.4.14 y la Nota 2.4.15).
Ası́, se tiene lo enunciado. �

Nota 4.4.2. Hacemos énfasis en el hecho de que, para poder afirmar que Ω coincide
con un anillo simétrico, es fundamental que Ad > 0. Eso asegura la existencia del disco D
en el anterior razonamiento, lo que conlleva la determinación de Ω. Si Ad = 0, entonces el
argumento empleado no da ninguna información sobre Ω, que es, en general, una región
estable de la superficie.

Una lectura interesante del Teorema 4.4.1 es la siguiente: dada una sucesión minimi-
zante para área A > 0, si tanto Ac como Ad son estrictamente positivos, entonces existe
una unión de un anillo simétrico en M y un disco en M(K∞) que proporcionan el valor
del perfil isoperimétrico para área A = Ac + Ad. Eso quiere decir que ningún conjunto de
área A contenido en M puede tener estrictamente menos perı́metro que dicha unión. Sin
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embargo, la Proposición 4.4.4 va a afirmar que ese tipo de uniones son siempre mejora-
das por ciertos conjuntos de M. La consecuencia final de todo esto es que para cualquier
sucesión minimizante, o bien Ad = 0, o bien Ac = 0.

Antes de demostrar la Proposición 4.4.4, necesitamos el siguiente Lema de tipo analı́-
tico, referido a anillos horizontales simétricos contenidos en este tipo de superficies.

Lema 4.4.3. Sea M un anillo de revolución completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador. Si R ⊂ M es un anillo simétrico estable con curvatura geodésica h,
perı́metro L y área A, entonces

(4.2) L > hA.

DEMOSTRACIÓN. Sea R = S1 × [−t, t], con t > 0. Entonces,

h =
f ′(t)
f (t)

, L = 4π f (t), A = 4π
∫ t

0
f (s) ds.

Para demostrar el enunciado, basta probar la desigualdad L2 − L hA > 0, equivalente-
mente

(4.3) f (t)2 − f ′(t)
∫ t

0
f (s) ds > 0, t > 0.

Denotemos por g a la derivada con respecto a t del término de la izquierda de (4.3).
Entonces

g(t) = f (t) f ′(t)− f ′′(t)
∫ t

0
f (s) ds(4.4)

= f (t) f ′(t) + K(t) f (t)
∫ t

0
f (s) ds,

y derivando una vez más, se puede comprobar que

(4.5) g′(t) = h(t) g(t) + m(t),

donde m(t) = K′(t) f (t)
∫ t

0 f (s) ds.

Teniendo en cuenta que, a partir de (4.4), se tiene claramente que g(0) = 0, es posible
hallar la expresión explı́cita de g, resolviendo la ecuación diferencial (4.5). Ası́, se tiene
que [50, Cor. 2,1, p. 48]

g(t) = e
∫ t

0 h(s) ds
∫ t

0
e−
∫ s

0 h(u) du m(s) ds.

Es evidente que g(t) > 0, para todo t > 0. Eso implica que el término de la izquierda
en (4.3) es una función no decreciente, de donde se deduce la desigualdad deseada. �

Proposición 4.4.4. Sea M un anillo de revolución completo, simétrico y con curvatura de
Gauss creciente desde el ecuador. Sea h > 0. Entonces la unión de un anillo simétrico estable Rh
en M, y un disco Dh en M(K∞), con la misma curvatura geodésica h, tiene más perı́metro que el
disco D contenido M(K∞) de área A(Rh) + A(Dh).

DEMOSTRACIÓN. Demostremos que

(4.6)
(

L(∂Dh) + L(∂Rh)
)2

> L(∂D)2.

Llamando −b2 = K∞, y A = A(Rh) + A(Dh), se sigue, por la desigualdad isope-
rimétrica en M(−b2), que

L(∂Dh)2 = 4π A(Dh) + b2A(Dh)2,

L(∂D)2 = 4π A + b2A2.
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Usando el Lema 4.4.3 para el anillo Rh, se tiene que(
L(∂Dh) + L(∂Rh)

)2 = L(∂Dh)2 + L(∂Rh)2 + 2 L(∂Dh) L(∂Rh)(4.7)

=
(
4π A(Dh) + b2A(Dh)2)+ L(∂Rh)2 + 2 L(∂Dh) L(∂Rh)

> 4π A(Dh) + b2 A(Dh)2 + h2 A(Rh)2 + 2 h L(∂Dh) A(Rh).

Para completar la demostración, es necesario relacionar la curvatura geodésica h con
L(∂Dh) y A(Dh). Distinguimos dos posibles situaciones.

Caso 1. Supongamos que b 6= 0.

El disco Dh estará contenido en el plano M(−b2), que se puede ver como una super-
ficie S1 × [0, +∞) con métrica

ds2 = g(t)2 dθ + dt2, θ ∈ S1, t > 0,

con g(t) = b−1 sinh(bt). De esta manera, ∂Dh se corresponderá con un cı́rculo de revolu-
ción S1 × {r} en S1 × [0, +∞), con r > 0. Entonces

L(∂Dh) = 2π g(r) = 2π b−1 sinh(br),(4.8)

A(Dh) = 2π
∫ r

0
g(s) ds = 2π b−2( cosh(br)− 1

)
,

y

(4.9) h =
g′(r)
g(r)

= b coth(br) > b,

de donde

(4.10) br = coth−1(h/b).

Ası́, usando (4.10) en las expresiones de (4.8), se tiene que

L(∂Dh) = 2π b−1 sinh(coth−1(h/b)) = 2π (h2 − b2)−1/2,

A(Dh) = 2π b−2( cosh(coth−1(h/b))− 1
)

= 2π b−2 (h(h2 − b2)−1/2 − 1
)
,

de donde se deduce que

(4.11) h L(∂Dh) = 2π + b2 A(Dh).

Con todo, usando (4.9) y (4.11) en (4.7), se tiene(
L(∂Dh) + L(∂Rh)

)2
> 4π A(Dh) + b2 A(Dh)2 + b2 A(Rh)2 + 2 h L(∂Dh) A(Rh)

> 4π A(Dh) + b2 A(Dh)2 + b2 A(Rh)2 + 2 (2π + b2 A(Dh)) A(Rh)

= 4π (A(Dh) + A(Rh)) + b2(A(Dh) + A(Rh))2

= 4πA + b2A2 = L(∂D)2,

como se querı́a demostrar.

Caso 2. Supongamos que b = 0.

En este caso, el disco Dh se halla contenido en el plano euclı́deo, con lo que

L(∂Dh) = 2πh−1,

por lo que se deduce de (4.7) que(
L(∂Dh) + L(∂Rh)

)2
> 4π A(Dh) + h2 A(Rh)2 + 4π A(Rh)

> 4π (A(Dh) + A(Rh)) > 4πA = L(∂D)2,

como querı́amos demostrar. �
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Corolario 4.4.5. Sea M un anillo de revolución completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador, y consideremos una sucesión minimizante para área A > 0. Entonces,
las áreas Ad, Ac de las partes divergente y convergente no pueden ser simultáneamente positivas.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que Ac, Ad son ambos positivos, y lleguemos a con-
tradicción. En virtud del Teorema 4.4.1, el valor del perfil isoperimétrico I(A) vendrá da-
do por una unión de un anillo simétrico contenido en M, y un disco contenido en M(K∞).
Sin embargo, gracias a la Proposición 4.4.4, se puede hallar un disco D de área A conte-
nido en M(K∞) tal que

L(∂D) < I(A).

Es posible aproximar el disco D por discos geodésicos Dn contenidos en M, n ∈N, todos
de área A. Ası́, encontraremos un disco Dn0 ⊂ M, con área(Dn0) = A, tal que

L(∂Dn0) < I(A),

lo que es contradictorio. �

Destacamos el siguiente resultado, cuya prueba se deduce de la anterior demostra-
ción.

Corolario 4.4.6. El valor del perfil isoperimétrico de M para un área dada A > 0, no puede
obtenerse mediante la suma de los perı́metros de un anillo simétrico estable, y un disco contenido
en M(K∞).

A efectos prácticos, estos últimos resultados proporcionan la siguiente información
referente a la existencia de regiones isoperimétricas. Dada una sucesión minimizante para
área A > 0, se sigue, a partir del Corolario 4.4.5, que

Ad = 0, ó Ac = 0.

Si Ad = 0, entonces necesariamente Ac = A, por lo que ya se deduce la existencia de
una región isoperimétrica para área A: el conjunto lı́mite de la parte convergente de la
sucesión.

Por otro lado, si Ac = 0, entonces se tiene que el perfil isoperimétrico I(A) vendrá dado
por un disco con curvatura de Gauss constante e igual a K∞. Si dicho disco se encuentra
contenido en nuestro anillo (esto es, si K∞ se alcanza), entonces constituirá una región
isoperimétrica para área Ad = A.

Una consecuencia de esta discusión es el siguiente Lema, que nos asegura la existen-
cia de soluciones isoperimétricas en ciertas situaciones, y que usaremos más adelante.

Lema 4.4.7. Sea A > 0, y sea D un disco contenido en M(K∞) encerrando área A. Supon-
gamos que existe un conjunto Ω en M, encerrando área A y satisfaciendo que L(∂Ω) < L(∂D).
Entonces, existe una región isoperimétrica en M para área A.

DEMOSTRACIÓN. Consideremos una sucesión minimizante para área A, y sus partes
convergente y divergente. A partir del Corolario 4.4.5 se tiene que, o bien Ac = 0, o bien
Ad = 0.

Supongamos que Ac = 0. Entonces, se deduce, tal y como se ha razonado antes, que el
valor del perfil isoperimétrico I(A) vendrá dado por el perı́metro del disco D. Pero eso
es contradictorio, ya que L(∂Ω) < L(∂D). Ası́, necesariamente Ad = 0, lo que implica la
existencia de solución isoperimétrica para área A. �
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4.4.2. Regiones isoperimétricas en anillos de revolución. Pasamos a describir en
esta Subsección las regiones isoperimétricas que aparecen en nuestros anillos. Los conjun-
tos candidatos vendrán dados por la clasificación de regiones estables del Teorema 4.3.2.
Veremos que, salvo las uniones de un disco y un anillo simétrico, el resto de posibilidades
pueden ser soluciones isoperimétricas en nuestras superficies. Además, demostraremos
que la existencia de dichas regiones no siempre está garantizada, es decir, hay anillos en
los que no hay regiones isoperimétricas para ningún valor, o para un cierto intervalo de
valores del área.

Empezamos poniendo de manifiesto que los conjuntos formados por la unión de un
disco y un anillo simétrico nunca constituyen una región isoperimétrica en nuestros ani-
llos. Esto se deriva inmediatamente de razonamientos anteriores.

Lema 4.4.8. Sea M un anillo de revolución completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador. Entonces, ninguna unión de un disco y un anillo simétrico es región
isoperimétrica en M.

DEMOSTRACIÓN. Independientemente de que el valor K∞ se alcance en M, el enun-
ciado se deduce del Corolario 4.4.6 �

Corolario 4.4.9. Las regiones isoperimétricas de un anillo de revolución completo, simétrico
y con curvatura de Gauss creciente desde el ecuador son siempre conexas, en caso de existir.

DEMOSTRACIÓN. Cualquier región isoperimétrica es estable, y por tanto, ha de coin-
cidir con alguno de los conjuntos descritos en el Teorema 4.3.2. La única posibilidad no
conexa ha quedado descartada en el Lema 4.4.8. �

Nota 4.4.10. Este último Corolario garantiza la conexión de las regiones isoperimétri-
cas en nuestras superficies. Nosotros no vamos a profundizar en esta cuestión; simple-
mente indicaremos que, en general, esta propiedad no está asegurada. Por ejemplo, en
ambiente rotacionalmente simétrico, se ha demostrado que en esferas simétricas con cur-
vatura de Gauss creciente desde el ecuador, hay anillos horizontales que son soluciones
isoperimétricas [82, § 3.1]. En consecuencia, los complementarios de dichos anillos, que
son conjuntos no conexos, también serán soluciones.

A raı́z del Teorema 4.3.2 y del Lema 4.4.8, se sigue que si estamos interesados en
describir las regiones isoperimétricas en nuestros anillos, hemos de centrarnos en

i) discos contenidos en regiones con curvatura de Gauss constante,
ii) anillos horizontales simétricos estables,

iii) anillos horizontales asimétricos estables, y
iv) anillos estables bordeados por un onduloide y un cı́rculo de revolución.

Comprobaremos que esos cuatro tipos de conjuntos son realmente soluciones isoperi-
métricas en ciertos anillos de nuestra familia.

Antes de eso, veamos en el siguiente resultado cómo los discos con curvatura de
Gauss constante han de situarse en la región donde la curvatura es máxima, en caso de
que sean isoperimétricos. Este hecho va en concordancia con una idea general, para este
tipo de problemas, que se deriva de la desigualdad isoperimétrica: los mejores discos al
considerar cuestiones isoperimétricas se encuentran donde la curvatura de Gauss es mayor. La
idea de la demostración reside de nuevo en un argumento de aproximación, análogo a
los usados en el Teorema 4.4.1 o en el Corolario 4.4.5.

Lema 4.4.11. Sea M un anillo de revolución completo, simétrico y con curvatura creciente
desde el ecuador. Supongamos que un disco D, bordeado por un nodoide cerrado y embebido, es
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una región isoperimétrica de M. Entonces D está contenido en un entorno de un final de M, con
curvatura de Gauss constantemente igual a K∞.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que D encierra área A > 0. Por el Teorema 4.3.2 sa-
bemos que, en particular, el disco estará contenido en una región con curvatura de Gauss
constante. Sea Kc dicha constante. Entonces se tiene que

L(∂D)2 = 4π A− Kc A2.

Por otro lado, consideremos el plano M(K∞), y sea D∞ un disco en M(K∞) encerrando
área A. Entonces

L2(∂D∞) = 4π A− K∞ A2.
Si Kc < K∞, entonces es claro que L(∂D) > L(∂D∞). En tal caso, aproximando D∞ por
discos geodésicos Dn ⊂ M de área A, n ∈ N, será posible encontrar Dn0 ⊂ M con
estrictamente menos perı́metro que D, lo que nos lleva a contradicción. Por tanto, nece-
sariamente Kc = K∞, lo que demuestra lo anunciado. �

Corolario 4.4.12. Si la curvatura de Gauss es estrictamente creciente en entornos de los
finales de M, entonces ningún nodoide bordea una región isoperimétrica de M.

El siguiente Lema nos muestra que el hecho de que el valor supremo K∞ de la cur-
vatura de Gauss K se alcance, implica existencia de soluciones isoperimétricas para cual-
quier valor del área, además de determinar las soluciones para valores pequeños del área.

Lema 4.4.13. Sea M un anillo de revolución completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador. Supongamos que la curvatura de Gauss K alcanza el valor K∞.

Entonces, existen regiones isoperimétricas en M para cualquier área que se considere, y ade-
más, para áreas pequeñas, dichas regiones son discos con curvatura de Gauss igual a K∞.

DEMOSTRACIÓN. Fijemos A > 0, y consideremos una sucesión minimizante para
área A. Entonces, el Corolario 4.4.5 implica que Ad = 0, o que Ac = 0.

i) Supongamos que K∞ se alcanza. Si Ad = 0, se tiene existencia de forma inmediata;
y si Ac = 0, entonces el perfil isoperimétrico I(A) vendrá dado por un disco contenido
en M(K∞), que en este caso se hallará en la superficie. De aquı́ se deduce la existencia de
regiones isoperimétricas para cualquier valor del área.

Además, a partir del Teorema 4.3.2 y del Lema 4.4.8, los candidatos a ser soluciones son
los anillos horizontales, los anillos bordeados por un onduloide y un paralelo, y los discos
con curvatura de Gauss constante e igual a K∞. Es claro que el perı́metro de cualquier
anillo será estrictamente mayor que c = 4π L(0) > 0, mientras que el perı́metro de un
disco encerrando área A vendrá dado por (4π A− K∞ A2)1/2, que será menor que c para
valores de A suficientemente pequeños. Por tanto, para dichas áreas, la solución ha de
ser un disco con curvatura de Gauss K∞. �

Nota 4.4.14. En el caso de que la curvatura de Gauss K no alcance el valor K∞ (o
equivalentemente, si K es estrictamente creciente en un entorno de un final), entonces no
habrá regiones isoperimétricas en M para áreas pequeñas.

Esto se debe a que, teniendo en cuenta el Lema 4.4.8 y el Corolario 4.4.12, las únicas re-
giones estables de M candidatas a ser isoperimétricas serán los anillos horizontales, y
los anillos bordeados por un onduloide y un paralelo. Sin embargo, siguiendo los razo-
namientos de la demostración anterior, para valores del área suficientemente pequeños,
existirán discos contenido en M(K∞) con menos longitud que cualquiera de los candi-
datos. Tales discos se podrán aproximar mediante discos geodésicos contenidos en M,
también con menos longitud que los candidatos. En consecuencia, para dichos valores
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del área (que constituirán un intervalo real), no habrá existencia de soluciones isoperi-
métricas.

Nota 4.4.15. Indicamos que las regiones isoperimétricas consistentes en anillos bor-
deados por un onduloide y un cı́rculo de revolución en estas superficies también han
de satisfacer las condiciones expresadas en el Lema 3.4.4 (las demostraciones se pueden
adaptar a esta situación).

Seguidamente, centraremos nuestra atención en algunos ejemplos concretos de ani-
llos de revolución de nuestra familia. Nuestra intención principal es mostrar qué conjun-
tos aparecen como soluciones isoperimétricas, además de poner de manifiesto algunas
situaciones de no existencia. A partir de lo comentado anteriormente, la determinación
de las regiones isoperimétricas se va a reducir a una comparación de perı́metros entre los
distintos candidatos a tener en cuenta. Estudiaremos en detalle cada ejemplo para des-
cribir el correspondiente comportamiento isoperimétrico.

El primer ejemplo trata la familia de catenoides minimales, para las que no existen re-
giones isoperimétricas, para cualquier valor del área que se considere.

Ejemplo 4.1. Sea M una catenoide minimal definida por

x2 + y2 = g(z)2 = λ2 cosh2(z/λ), λ > 0.

Esta superficie pertenece a la familia de anillos que estamos considerando. En efecto,
M tiene la topologı́a de un anillo de revolución completo, es simétrica con respecto al
paralelo {(x, y, 0) : x2 + y2 = λ2}, y su curvatura de Gauss viene dada por

K(z) =
−1

λ2 cosh4(z/λ)
,

que es estrictamente creciente desde dicho paralelo.

Además, como la longitud de un meridiano de M viene dada por (véase Sección 2.7)

t(z) =
∫ z

0

√
1 + g′(s)2 ds = λ sinh(z/λ),

se sigue que M puede verse como una superficie S1 ×R con métrica

ds2 = f (t)2 dθ2 + dt2, θ ∈ S1, t ∈ R,

de tipo (2.1), con

f (t) = g(τ−1(t)) = λ cosh
(

sinh−1(t/λ)
)

=
√

λ2 + t2.

De esta forma, el ecuador de nuestro anillo se corresponderá con el paralelo S1 × {0}.
Ası́, viendo la catenoide como una superficie S1×R con métrica de tipo (2.1), se tiene

que la longitud y la curvatura geodésica de un cı́rculo de revolución S1 × {t} serán

L(t) = 2π
√

λ2 + t2, h(t) =
t

λ2 + t2 ,

y la curvatura de Gauss será igual a

K(t) =
−λ2

(λ2 + t2)2 .

Obsérvese que K es estrictamente creciente, por lo que no habrá nodoides cerrados y
embebidos que sean estables, en virtud del Lema 4.3.1, y en consecuencia, ningún disco
será región isoperimétrica de M. Además, K∞ = 0.
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Por otro lado, se tiene que

[( f ′)2 − f f ′′](t) =
−λ2 + t2

λ2 + t2 .

Entonces,
[( f ′)2 − f f ′′](t) = 0 si y sólo si t = ±λ,

y
[( f ′)2 − f f ′′](t) < 1, para todo t ∈ R.

Esto nos da las siguientes consecuencias importantes:

i) Todos los cı́rculos de revolución S1 × {t} de M son estables, por el Lema 2.4.16.
ii) Los anillos simétricos S1× [−t, t] son estables para t ∈ (0, λ], según el Lema 2.6.1.

iii) A partir del Lema 2.5.1, se tiene que no existen onduloides cerrados y embebidos
que sean estables en M.

Todo esto hace que los únicos candidatos a ser regiones isoperimétricas sean los ani-
llos horizontales estables (simétricos y asimétricos). El perı́metro y el área encerrada por
estos conjuntos se puede calcular explı́citamente de la siguiente manera.

Es rutinario comprobar que

F(t) =
1
2

(
t
√

λ2 + t2 + λ2 log
(

t +
√

λ2 + t2

λ

))
es una primitiva de f . Entonces, para un anillo simétrico estable S1× [−t, t], con t ∈ (0, λ],
el perı́metro y el área encerrada son

L(S1 × [−t, t]) = 4π f (t) = 4π
√

λ2 + t2,

A(S1 × [−t, t]) = 4π
∫ t

0
f (s) ds = 4π F(t).

En cuanto a los anillos asimétricos, estos aparecen a partir del mayor anillo simétrico
estable contenido en M, haciendo que uno de los paralelos del borde tienda a un final,
mientras el otro se va aproximando al ecuador de M, de forma que se preserve la condi-
ción de curvatura geodésica constante.

Precisamente, este último hecho nos va a permitir expresar uno de los paralelos del borde
en función del otro. Ası́, dado un anillo asimétrico estable S1 × [t1, t2], con t2 > λ, t1 ∈
[−λ, 0), la condición h(t2) = −h(t1) se satisface si y sólo si

t1 =
−λ2

t2
.

Dicho calculo nos permite calcular el perı́metro y el área encerrada por un anillo asimétri-
co arbitrario Bt2 = S1 × [−λ2/t2, t2], obteniéndose que

L(Bt2) = 2π
(

f (−λ2/t2) + f (t2)
)
,

A(Bt2) = 2π
∫ t2

−λ2/t2

f (s) ds = 2π(F(t2)− F(−λ2/t2)).

Además, se puede comprobar que la condición de estabilidad (2.49) para estos anillos
asimétricos es equivalente a

λ5 + λ3 t2
2 − λ2 t3

2 − t5
2 < 0,

que se satisface porque t2 > λ. Por tanto, todos los anillos asimétricos en M resultan
estables.
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Fijemos ahora un valor a > 0, y sea D un disco contenido en M(K∞) = M(0), esto es,
en el plano euclı́deo, que encierre área a. Entonces, su perı́metro será

L(∂D) =
√

4π a.

Centrémonos ahora en la catenoide M1 asociada a λ = 1. Los cálculos anteriores
nos permiten comparar los conjuntos candidatos a ser soluciones isoperimétricas (ani-
llos horizontales) con los discos contenidos en M(0), para determinar el comportamiento
isoperimétrico que muestra dicha catenoide.

Ası́, para cualquier valor positivo a > 0, se tiene que el anillo simétrico o asimétrico
que encierra área a tiene más perı́metro que el correspondiente disco contenido en M(0).
Dicha comparación de perı́metros se puede hacer explı́citamente, obteniéndose la gráfica
de la Figura 4.1.
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FIGURA 4.1. Comparación de los perı́metros de anillos horizontales en
M1 y discos en M(0)

La curva de la Figura 4.1 que parte del origen corresponde al perı́metro de los discos de
M(0), y siempre se mantiene por debajo de la curva correspondiente a los anillos horizon-
tales. El punto donde se pasa de tener anillos simétricos a asimétricos queda representado
de forma más gruesa.

La conclusión que se extrae de este ejemplo es que, aproximando los discos de M(0)
mediante discos geodésicos en M1 (que no tendrán curvatura geodésica constante y con-
secuentemente, no son ni siquiera estables), se obtienen conjuntos con menos perı́metro
que los candidatos a ser regiones isoperimétricas. Por tanto, no existen tales regiones en
M1.

Nota 4.4.16.

1. Hemos comprobado que para otros valores del parámetro λ, se obtiene el mismo
comportamiento isoperimétrico, es decir, no hay existencia de regiones isoperimétricas
(véase la Figura 4.2). Es de esperar que este hecho se repita para todas las catenoides
de esta familia, lo que se obtendrı́a demostrando dos desigualdades de tipo analı́tico,
concretamente las que relacionan los perı́metros de los anillos horizontales con el de los
discos para áreas iguales. Atendiendo a nuestra pretensión original de mostrar algunos
ejemplos significativos, sin llegar a estudiar todas las superficies de nuestra familia de
anillos, hemos preferido detener el análisis de las catenoides minimales en este punto,
indicando simplemente el comportamiento que se espera.

2. La idea que subyace de los cálculos anteriores es que en cualquier catenoide
minimal, es posible encontrar una sucesión de discos geodésicos inestables, todos ellos
encerrando una cantidad de área prefijada, que van aproximándose a uno de los finales
de la catenoide, de forma que el perı́metro va decreciendo de manera estricta.

3. El estudio de cuestiones isoperimétricas en superficies minimales es un tema de
gran interés en los últimos años [31], [32]. A partir del Ejemplo 4.1, se extrae que el perfil
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FIGURA 4.2. Gráficas correspondientes a otras catenoides minimales

isoperimétrico en las catenoides minimales coincide justamente con el perfil del plano
euclı́deo,

I(a) = (4π a)1/2, a > 0,

lo que implica que se verifica la desigualdad isoperimétrica plana en dichas catenoides.
Esto concuerda con la conjetura que afirma que en cualquier superficie minimal, dicha
desigualdad isoperimétrica plana ha de satisfacerse [31].

El anterior ejemplo muestra que existen superficies en las que no hay regiones isope-
rimétricas para ningún valor del área. Sin embargo, puede darse el fenómeno de que,
dada una superficie concreta, existan dichas regiones para ciertos valores del área, mien-
tras que para otros valores no haya soluciones isoperimétricas. Este hecho se manifiesta,
por ejemplo, en la siguiente familia de catenoides no minimales.

Ejemplo 4.2. Sea M una catenoide no minimal dada por

x2 + y2 = g(z)2 = a2 cosh(z)2, a ∈ R, a 6= 1.

Se puede comprobar que la curvatura media de M es igual a a2 − 1.

Al igual que ocurrı́a para las catenoides minimales del Ejemplo 4.1, este tipo de super-
ficies tiene la topologı́a de un anillo de revolución completo, son simétricas con respecto
al paralelo {(x, y, 0) : x2 + y2 = a2}, y su curvatura de Gauss

K(z) =
−1(

1 + a2 sinh(z)2
)2

es estrictamente creciente con respecto a la distancia a dicho paralelo. Por tanto, son
superficies dentro de nuestra familia de anillos de revolución. Obsérvese además que
K∞ = 0, lo que da lugar a que estas superficies también tengan finales llanos.

En este caso, no resulta sencillo hallar la función f : R→ R que permite considerar M
como una superficie S1×R con métrica de tipo (2.1) (esencialmente porque la longitud de
los meridianos no presenta una expresión cómoda que permita trabajar con su inversa).
Por tanto, en este ejemplo, realizaremos los cálculos utilizando la función que genera la
superficie de revolución, es decir,

g(z) = a cosh(z), z ∈ R,

y las igualdades de la Sección 2.7. Ası́, para un cı́rculo de revolución S1× {z}, con z ∈ R,

L(z) = 2π a cosh(z), h(z) =
tanh(z)√

1 + a2 sinh(z)2
,

con lo que el paralelo S1 × {0} es el de menor longitud, y al que nos referiremos por
ecuador.
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Se tiene también que

[( f ′)2 − f f ′′](z) =
a2(a2 sinh(z)4 − 1

)(
1 + a2 sinh(z)2

)2 ,

de donde se obtiene que [( f ′)2 − f f ′′](z) < 1, para todo z ∈ R, por lo que, como en el
Ejemplo 4.1 anterior, todo paralelo de M es estable, y no existen onduloides cerrados y
embebidos que sean estables en M.

Además,

[( f ′)2 − f f ′′](z) = 0 si y sólo si z = ± sinh−1(a−1/2),

por lo que un anillo simétrico S1 × [−z, z] será estable si y sólo si z ∈ (0, sinh−1(a−1/2)].

Como K es estrictamente creciente, se sigue que no existen nodoides cerrados, em-
bebidos y estables en M, lo que implica que los únicos candidatos a ser regiones isope-
rimétricas serán, como antes, los anillos horizontales.

En este caso, es posible de nuevo hallar explı́citamente el perı́metro y el área que en-
cierran los anillos simétricos y asimétricos en M, lo que nos permite compararlos con los
discos contenidos en el plano euclı́deo M(K∞) = M(0). Hemos observado tres compor-
tamientos diferentes, dependiendo del parámetro a considerado, que describimos en los
siguientes ejemplos concretos.

Caso a. Para a = 2, hemos observado que el disco contenido en M(0) tiene siempre
menos perı́metro que el correspondiente anillo horizontal (simétrico o asimétrico) ence-
rrando la misma área. Por tanto, en esta situación, tal y como ocurre para las catenoides
minimales del Ejemplo 4.1, no hay regiones isoperimétricas para ningún valor del área.

Caso b. Sin embargo, si a = 0,52 se tiene una situación diferente. Para valores peque-
ños del área, se tiene que los discos contenidos en M(0) tienen menos perı́metro que los
correspondientes anillos simétricos; por tanto, no habrá existencia para tales valores. Al
ir aumentando el área, hay un intervalo de valores para los que los anillos simétricos son
mejores que los discos en M(0), por lo que tales anillos son soluciones isoperimétricas, en
virtud del Lema 4.4.7 (nótese que no hay otros candidatos para dichos valores del área).
Finalmente, para áreas grandes, se vuelve a tener que los discos en M(0) tienen menos
perı́metro que los anillos simétricos restantes, y que los anillos asimétricos (para áreas
iguales), y en consecuencia, tampoco habrá regiones isoperimétricas.

Caso c. Por último, para a = 0,45, se tiene un comportamiento similar al anterior,
sólo que en este caso, existe un intervalo I de valores del área para los que los últimos
anillos simétricos, y los primeros anillos asimétricos, tienen menos perı́metro que los
correspondientes discos en M(0) de igual área, por lo que dichos anillos son regiones
isoperimétricas. Para valores del área fuera del intervalo I, los discos en M(0) son mejores
y no se tiene existencia de regiones isoperimétricas.
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FIGURA 4.3. Gráficas correspondientes a catenoides no minimales, para
distintos valores de a
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La Figura 4.3 muestra las gráficas correspondientes a las tres catenoides no minimales
estudiadas. Al igual que en la Figura 4.2, la curva que parte del origen de coordenadas
corresponde a los discos contenidos en M(0), mientras que la otra curva representa el
perı́metro de los anillos simétricos y asimétricos.

Nota 4.4.17.

1. Los tres comportamientos descritos anteriormente son los únicos observados en
esta familia de catenoides no minimales, al considerar distintos valores del parámetro a.

2. Las catenoides anteriores correspondientes a los parámetros a = 0,52 y a = 0,45
muestran dos ejemplos de superficies donde se tiene existencia de regiones isoperimétri-
cas para ciertos valores del área, mientras que para otros valores, no se da tal circunstan-
cia. Este es un fenómeno interesante y llamativo, que no aparece de forma destacada en la
literatura que trata estas cuestiones en ambientes no compactos, al menos en los trabajos
que conocemos.

En los dos ejemplos anteriores, se ha visto que para áreas grandes, no hay regiones
isoperimétricas. Este hecho no se cumple en general, tal y como se va a mostrar en el
Ejemplo 4.3: existen superficies dentro de nuestra familia para las que, a partir de un
cierto valor del área, todas las soluciones isoperimétricas son anillos asimétricos.

Ejemplo 4.3. Consideremos M = S1 ×R con la métrica (2.1) dada por la función

f (t) =
√

1 + at2, t ∈ R,

con a < 1. Nótese que f es una función simétrica y diferenciable y que la curvatura de
Gauss de M vendrá dada por

K(t) =
− f ′′(t)

f (t)
=

−a
(1 + at2)2 ,

que es estrictamente creciente desde el paralelo S1× {0}, con K∞ = 0. Por tanto, M es un
anillo de revolución dentro de nuestra familia.

La primera observación que realizamos es que debido a la monotonı́a estricta de la
curvatura de Gauss K, se sigue que no encontraremos nodoides cerrados, embebidos y
estables en estas superficies.

Sea S1 × {t}, con t ∈ R, un paralelo contenido en M. Entonces, su longitud y su
curvatura geodésica serán

L(t) = 2π f (t), h(t) =
f ′(t)
f (t)

=
at

1 + at2 .

También se tiene que

[( f ′)2 − f f ′′](t) =
a (at2 − 1)

1 + at2 ,

que se anula únicamente cuando t = ±a−1/2. Esto implica que los anillos simétricos
S1 × [−t, t] serán estables solamente cuando t ∈ (0, a−1/2].

Además, como a < 1, es fácil ver que [( f ′)2− f f ′′](t) < 1, para todo t ∈ R. Por tanto, todo
paralelo es estable, y en virtud del Lema 2.5.1, no existen onduloides cerrados, embebidos
y estables en M.

En cuanto a un anillo asimétrico S1 × [t1, t2], con t2 > a−1/2, t1 ∈ (−a−1/2, 0), la
condición de curvatura geodésica h(t2) = −h(t1) se cumple si y sólo si

(4.12) t1 =
−1
at2

.
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Además, los paralelos del borde siempre son estables, y la condición de estabilidad (2.49)
es equivalente a que

− a (−1 + at2)2

2π (1 + at2)5/2 6 0,

que se satisface trivialmente. Por tanto, todos los anillos asimétricos S1 × [t1, t2], para
t2 > a−1/2, son estables (a partir de (4.12), se tendrá que t1 ∈ (−a−1/2, 0)).

A tenor de lo expuesto anteriormente, los únicos candidatos a ser soluciones isope-
rimétricas, en este caso, son los anillos horizontales. Las expresiones de sus longitudes y
áreas encerradas se pueden calcular explı́citamente, y ası́ compararlas con los discos con-
tenidos en M(K∞) = M(0). Hemos apreciado dos posibilidades distintas, que se mues-
tran en la Figura 4.4.

Para a = 0,1, no hay regiones isoperimétricas para áreas pequeñas, ya que los dis-
cos en M(0) tienen menos perı́metro que los correspondientes anillos simétricos. Luego,
a partir de determinado valor del área, sı́ hay soluciones isoperimétricas, consistentes
primero en anillos simétricos y luego en anillos asimétricos.

Por otro lado, si a = 0,6, se sigue que todos los anillos simétricos y los primeros
anillos asimétricos tienen más perı́metro que los discos en M(0) (lo que conlleva la no
existencia de regiones isoperimétricas), y a partir de cierto instante, las soluciones son
anillos asimétricos.
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FIGURA 4.4. Posibles comportamientos de las superficies del Ejemplo 4.3

Nota 4.4.18. Justifiquemos que para áreas grandes, los anillos asimétricos tienen me-
nos perı́metro que los discos contenidos en M(0) (siempre que a < 1).

Fijemos un valor del área, y consideremos el anillo simétrico Bt2 = S1 × [t1, t2] ⊂ M, y el
disco D ⊂ M(0) que encierran dicho valor. Si denotemos por G a la función que expresa
la diferencia entre el perı́metro de Bt y la longitud de ∂D, se tiene que

G(t2) =L(Bt)− L(∂D) = 2π

{√
1 +

1
at2

2
+
√

1 + at2
2

−
(√1 + 1

at2
2

at2
+ t2

√
1 + at2

2 +
csch−1(

√
at2) + sinh−1(

√
at2)√

a

)1/2
}

.

El signo de dicha función nos dirá qué conjunto tiene menos perı́metro. Nótese que cuan-
do t2 tiende a +∞, dichos conjuntos encierran áreas grandes. Como a < 1, se tiene que

(4.13) lı́m
t2→+∞

G(t2) = −∞,

por lo que concluimos que las soluciones isoperimétricas serán anillos asimétricos.

Nota 4.4.19. Si se trata el Ejemplo 4.3 anterior tomando a = 1, el comportamiento
isoperimétrico cambia, ya que todos los discos contenidos en M(0) tienen menos perı́me-
tro que los anillos horizontales (para áreas iguales). Por tanto, ese serı́a otro caso de no
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existencia de soluciones, ya que no hay otros candidatos isoperimétricos (al igual que
antes, no existirán onduloides cerrados, embebidos y estables). De hecho, es fácil ver que
el lı́mite (4.13) es igual a 2π, lo que implica que, para áreas grandes, los discos son mejores
que los anillos asimétricos.

Nota 4.4.20. No hemos estudiado en profundidad las superficies del Ejemplo 4.3 para
valores de a estrictamente mayores que 1, aunque sı́ hemos detectado ciertas diferencias
respecto a los casos anteriores, que pasamos a resumir brevemente.

En primer lugar, la función ( f ′)2 − f f ′′ toma valores mayores que 1; concretamente,

[( f ′)2 − f f ′′](t) = 1 si y sólo si t =
√

1 + a√
a2 − a

.

Este hecho conlleva una consecuencia importante: pueden existir onduloides cerrados,
embebidos y estables, por lo que habrá que tener en cuenta a los anillos bordeados por
una de estas curvas, y por un paralelo, como posibles regiones isoperimétricas. Además,
los anillos horizontales asimétricos S1 × [t1, t2] dejarán de ser estables cuando t2 tome
valores mayores que (1 + a)1/2(a2 − a)−1/2.

En esta situación, y aunque no lo podemos justificar rigurosamente (ya que resulta difı́cil
hallar la longitud de los onduloides cerrados y embebidos), ciertos cálculos y estimacio-
nes que hemos realizado, nos hacen pensar que tampoco habrá existencia de regiones
isoperimétricas en ninguna de estas superficies.

Mostramos ahora un ejemplo de anillo de revolución en el que el valor K∞ es alcan-
zado por la curvatura de Gauss. En consecuencia, a partir del Lema 4.4.13, las soluciones
isoperimétricas siempre existen, y para áreas pequeñas son discos contenidos en la re-
gión donde la curvatura de Gauss es constantemente igual a K∞. Además, esta superficie
presenta un comportamiento poco habitual en la evolución de los anillos horizontales.

Destacamos que la superficie descrita en el Ejemplo 4.4 posterior es de clase C2 a trozos,
por lo que su curvatura de Gauss resulta discontinua.

Ejemplo 4.4. Consideremos M = S1 × R, con la métrica (2.1) determinada por la
función f : R→ R, con

f (t) =


−t, t 6 −2,
t2+4

4 , t ∈ [−2, 2],
t, t > 2.

Dicha función f es positiva, simétrica y de clase C1, y C2 a trozos. Además, la curvatura
de Gauss de M vendrá dada por

K(t) =


0, t < −2,
−2

t2+4 , t ∈ (−2, 2),
0, t > 2,

que es creciente con respecto a la distancia al paralelo S1 × {0}. Por tanto, M es un anillo
de revolución perteneciente a la familia que estamos considerando.

Nótese que, en este caso, K∞ = 0, y que hay regiones donde K es constantemente igual
a K∞, por lo que habrá existencia de soluciones isoperimétricas para cualquier valor del
área que se considere, a partir del Lema 4.4.13,y además, los discos contenidos en tales
regiones pueden ser soluciones isoperimétricas (de hecho son las soluciones para áreas
próximas a cero).
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Dado un cı́rculo de revolución S1 × {t}, con t ∈ R, su longitud será L(t) = 2π f (t), y
su curvatura geodésica vendrá dada por

h(t) =


1
t , t < −2,

2t
t2+4 , t ∈ [−2, 2],
1
t , t > 2.

Remarcamos que h es una función continua.

Además

(4.14) [( f ′)2 − f f ′′](t) =


1, t < −2,
t2−4

8 , t ∈ [−2, 2],
1, t > 2.

En particular, ( f ′)2 − f f ′′ < 0, para t ∈ (−2, 2), y ( f ′)2 − f f ′′ > 0, para t < −2 ó t > 2.

A partir de los Lemas 2.4.16 y 2.6.1, se tiene que todos los paralelos de la superficie
serán estables, y que los anillos simétricos S1 × [−t, t] serán estables para t ∈ (0, 2).

Para los anillos asimétricos S1 × [t1, t2], con t1 ∈ (−t0, 0), t2 > t0, la condición de
curvatura geodésica constante implica que

t1 = −t2 +
√

t2
2 − 4.

Para discutir su estabilidad, sólo hay que estudiar cuando se satisface la condición de
estabilidad (2.49), ya que, tal y como se indicó antes, todos los paralelos son estables. Se
puede comprobar que dicha condición es equivalente a que

1 +
2(4− t2

2 + t2

√
t2
2 − 4)

(−t2 +
√

t2
2 − 4)3

6 0,

que se cumple sólo cuando t2 > t′ = 2,17868.

Hemos estudiado con detalle la evolución de los anillos horizontales en este ejem-
plo, porque presentan un comportamiento particular. Tal y como se ha comentado antes,
los anillos simétricos S1 × [−t, t] son estables, para t ∈ (0, 2). A partir del último anillo
simétrico, surgen los anillos asimétricos estables S1 × [t1, t2], para t > 2.

- Los primeros anillos asimétricos que aparecen, concretamente para t2 ∈ (2, t′), son
inestables; de hecho, encierran valores del área ya tomados por los últimos anillos hori-
zontales, y éstos lo hacen con ligeramente menos perı́metro.

- Sea ahora t′′ = 2,3198. Para cada t2 ∈ (t′, t′′), se tiene que el anillo asimétrico corres-
pondiente es estable, pero hay un anillo simétrico estable encerrando la misma área, con
menos perı́metro.

- Finalmente, para cada t2 > t′′, el anillo asimétrico será estable, y tendrá menos
perı́metro que el anillo simétrico de igual área.

En cuanto a los onduloides cerrados, embebidos y estables, el Lema 2.5.1 los obliga a
estar enteramente contenidos en las regiones de M donde ( f ′)2 − f f ′′ = 1.

Para realizar la comparación entre los perı́metros de los anillos horizontales, y los dis-
cos contenidos en la región de M donde K = K∞, es necesario hallar las expresiones del
perı́metro y área encerradas. No es difı́cil calcular dichas expresiones, para obtener final-
mente que los discos tienen menos perı́metro que los anillos horizontales, para cualquier
área que se considere, tal y como muestra la Figura 4.6.
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FIGURA 4.6. Los discos son mejores que los anillos horizontales

A partir de ahı́, y aunque hay que tener en cuenta los anillos bordeados por un ondu-
loide y un cı́rculo de revolución como posibles candidatos, se intuye que las soluciones
isoperimétricas han de ser discos de M contenidos en la región donde K es constante-
mente igual a K∞. Al menos para áreas pequeñas, dicha afirmación es cierta, según el
Lema 4.4.13.

Pasamos ahora a describir un ejemplo donde los anillos bordeados por un onduloi-
de y un cı́rculo de revolución son regiones isoperimétricas. Nuestra demostración es de
carácter constructivo, es decir, vamos a construir un anillo de revolución que verifique
dicha propiedad.

Ya vimos en el Capı́tulo 3 que estos conjuntos son regiones isoperimétricas en ciertos
toros de revolución. En aquella ocasión, eso era consecuencia de girar ligeramente uno
de los paralelos del borde de un anillo asimétrico que fuera solución isoperimétrica.

Nuestra idea consiste en partir de un anillo de revolución acotado M′ donde el último
anillo asimétrico sea mejor que el disco contenido en M(0) de igual área. Ası́, extendiendo
adecuadamente M′, de forma que la curvatura de Gauss sea estrictamente creciente y tien-
da a cero, se tendrá que tal último anillo asimétrico será una región isoperimétrica en el
anillo extendido. Y consecuentemente, los primeros anillos bordeados por un onduloide
y un paralelo también lo serán.

Ejemplo 4.5. Consideremos la función

f (t) = a− r cos(t/r), t ∈ [−πr, πr],

con a > r > 0. Nótese que f es la función asociada a un toro de revolución estándar
(consúltese el Ejemplo 3.1), parametrizada en este caso de forma que el paralelo de mı́ni-
ma longitud del toro sea S1 × {0}. De manera análoga a la que usada en el Lema 3.3.9,
es sencillo comprobar que el mayor anillo asimétrico estable se corresponderá ahora con
R = S1 × [t0, t1], para t1 = πr/2, y

t0 = −r cos−1
(

2 ar
a2 + r2

)
.
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Además, el área A y el perı́metro L de este anillo vienen dados por

A = πar
(

π − 4 a r
a2 + r2 + 2 arc cos

(
2a r

a2 + r2

))
,

L = 4π
a3

a2 + r2 .

Es fácil ver que, cuando a tiende a r, se verifica que

(4.15) L2 < 4π A.

Eso implica que R tiene menos perı́metro que el disco contenido en M(0) de área A. Sin
embargo,

K(t1) = 0, [( f ′)2 − f f ′′](t1) = 0.

Eso nos impide considerar como anillo acotado inicial a S1 × [−t1, t1], porque nuestro
razonamiento requiere extender la curvatura de Gauss (y en consecuencia, la función
( f ′)2− f f ′′) de forma estrictamente creciente (eso garantizará que en la nueva superficie,
el último anillo asimétrico estable coincida justamente con R). En este caso, tal extensión
harı́a que K tomase valores positivos, con lo que no obtendrı́amos un anillo de revolución
de nuestra familia. Para solventar este obstáculo, realizamos la siguiente modificación.

Fijemos dos valores para a y r, de forma que se satisfaga (4.15), y consideremos la
función

fs(t) = a− r cos(t/s), t ∈ [−πs, πs],
con s < r. Nótese que fs tiende a f cuando s se aproxima a r.

Denotemos por Ms el anillo de revolución acotado asociado a la función fs. La curva-
tura de Gauss Ks de Ms es

Ks(t) =
−r cos(t/s)

s2(a− r cos(t/s))
,

que es estrictamente creciente en t > 0, y

[( f ′)2 − f f ′′](t) =
r(r− a cos(t/s))

s2 .

Dicha función toma el valor 1 para

ts
1 = s cos−1

(
r2 − s2

a r

)
,

por lo que el mayor anillo asimétrico de Ms se corresponderá con Rs = S1 × [ts
0, ts

1], con
ts
0 ∈ (−πs, 0) satisfaciendo la condición de curvatura geodésica constante; de hecho,

ts
0 = −s cos−1

(
a2r2 − r4 + a2s2 + r2s2

ar(a2 − r2 + 2s2)

)
.

Además, como s < r, se tiene que

Ks(ts
1) =

−r2 + s2

s2 (a2 − r2 + s2)
< 0,

y si hacemos que s se aproxime a r, se sigue que ts
0, ts

1 tienden a t0, t1, por lo que Rs
tenderá a R. Entonces, es claro que

(4.16) L2(∂Rs) < 4π A(Rs),

para s suficientemente próximo a r, en virtud de (4.15).

Fijemos ahora s próximo a r, de forma que se verifique (4.16), y tomemos Ms como
anillo acotado inicial. En este caso, sı́ va a resultar posible extender la curvatura de Gauss
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Ks : [−ts
1, ts

1] → R a una función K̃ : R → R de forma simétrica, negativa, diferenciable,
y estrictamente creciente en R+, con lı́mt→∞ K̃(t) = 0.

Es claro que dicha función K̃ nos proporcionará un anillo de revolución simétrico M̃,
con curvatura de Gauss K̃, sin más que resolver la ecuación diferencial

u′′ + K̃ u = 0,

con condiciones iniciales u(0) = fs(0), u′(0) = 0, y tomar la función solución u para
definir la correspondiente métrica (2.1). Además, Ms estará contenido en M̃.

Para M̃, tendremos que el mayor anillo asimétrico estable será Rs, ya que K̃ se ha
extendido de forma estrictamente creciente, y por tanto,

[(u′)2 − uu′′](t) > 1, si t > ts
1.

Dicho anillo Rs tiene menos perı́metro que el disco contenido en M(K̃∞) = M(0) de igual
área, porque (4.16) se satisface. Esto último implica que Rs es una región isoperimétrica
en M̃. Por la continuidad del perfil isoperimétrico, concluimos que los primeros anillos
bordeados por un onduloide y un paralelo (que surgen tras dicho último anillo asimétrico
Rs) también serán soluciones isoperimétricas. Ası́, podemos enunciar el siguiente resul-
tado:

Lema 4.4.21. Existen anillos de revolución completos, simétricos y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador donde anillos bordeados por un onduloide y un paralelo son regiones
isoperimétricas.

El Teorema 4.3.2 clasifica las regiones estables en anillos de revolución completos,
simétricos y con curvatura de Gauss K creciente desde el ecuador. Dichas regiones pro-
porcionan los conjuntos candidatos a ser soluciones isoperimétricas. A partir del Lema
4.4.8, las uniones de un disco con K constante y un anillo simétrico quedaron descarta-
das, por lo que, a la vista de los Ejemplos anteriores, se tiene el siguiente Teorema, que
enumera las posibles soluciones isoperimétricas en estas superficies.

Teorema 4.4.22. Sea M un anillo de revolución completo, simétrico y con curvatura de Gauss
creciente desde el ecuador. Entonces, cualquier región isoperimétrica, en caso de existir, ha de
coincidir con uno de los siguientes conjuntos:

i) Un disco bordeado por un nodoide cerrado y embebido, y con curvatura de Gauss cons-
tante K∞.

ii) Un anillo horizontal, bordeado por dos cı́rculos de revolución, simétricos respecto del
ecuador, y contenidos en la región donde la función K + h2 es menor o igual que cero.

iii) Un anillo horizontal asimétrico estable, bordeado por dos cı́rculos de revolución conteni-
dos donde la función K + h2 es menor o igual que 1.

iv) Un anillo bordeado por un onduloide cerrado, embebido y estable, y un cı́rculo de revo-
lución contenido en la región donde K + h2 es menor que cero.

A tenor de los resultados obtenidos en los Ejemplos que aparecen en esta Sección, se
tiene que los cuatro tipos de conjuntos descritos en el Teorema 4.4.22 realmente pueden
ser regiones isoperimétricas en alguno de los anillos de nuestra familia.

4.5. Cuádricas de revolución

En particular, los resultados obtenidos en la Sección anterior se pueden aplicar pa-
ra estudiar el problema isoperimétrico en una familia de superficies bien conocida, los
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hiperboloides de una hoja, definidos por

x2 + y2 − λ2z2 − µ2 = 0, λ, µ 6= 0.

Estas superficies se pueden ver como anillos de revolución simétricos con curvatura de
Gauss creciente desde el paralelo de menor longitud, por lo que son superficies de nues-
tra familia. El Teorema 4.5.1 describe el comportamiento isoperimétrico en estos hiperbo-
loides.

Por otro lado, si nos centramos en el contexto de las cuádricas de revolución de R3, la
única familia de la que se desconocı́an las soluciones isoperimétricas era, precisamente,
la de los hiperboloides de una hoja. El resto de cuádricas ya habı́an sido estudiadas en
diversos trabajos de forma indirecta, como señalaremos más adelante [9], [82], [75]. Ası́,
una consecuencia interesante que se deriva de nuestro estudio es que se completa la cla-
sificación de las regiones isoperimétricas en las cuádricas de revolución de R3 (Corolario
4.5.6).

El siguiente resultado pasa a describir las regiones isoperimétricas que pueden pre-
sentarse en un hiperboloide de una hoja. Adelantamos que los anillos bordeados por un
onduloide y un paralelo no van a aparecer, mientras que los otros tipos de candidatos
sı́ proporcionarán valores del perfil isoperimétrico.

Teorema 4.5.1. Consideremos un hiperboloide de revolución de una hoja en R3, definido por

x2 + y2 − λ2z2 − µ2 = 0, λ, µ 6= 0.

Entonces, para cualquier valor A > 0, el perfil isoperimétrico I(A) vendrá dado por el perı́metro
de los siguientes conjuntos:

i) un disco contenido en M(K∞) = M(0), o
ii) un anillo simétrico estable, o

iii) un anillo asimétrico estable.

DEMOSTRACIÓN. Es evidente que cualquier hiperboloide de una hoja M puede verse
como una superficie de revolución, definida por

x2 + y2 = g(z)2,

con g(z) = (µ2 + λ2 z2)1/2.

Para este tipo de superficies, no es fácil tratar con la función f que permite ver M
como S1 ×R con una métrica de tipo (2.1), ya que la inversa de la longitud de los meri-
dianos no presenta una expresión cómoda. Por tanto, tal y como hicimos en el Ejem-
plo 4.2, trabajaremos sobre esta superficie con la función g, y las expresiones de la Sección
2.7.

De esta forma, la curvatura de Gauss de M vendrá dada por

K(z) =
−λ2 µ2

(µ2 + (λ2 + λ4)z2)2 ,

que es estrictamente creciente con K∞ = 0, y

(4.17) [( f ′)2 − f f ′′](z) =
−λ2 µ4 + (λ6 + λ8) z4

(µ2 + (λ2 + λ4) z2)2 ,

que resulta estrictamente menor que 1, para todo z ∈ R. Por tanto, no existirán onduloides
cerrados, embebidos y estables contenidos en M. Esto ya implica, teniendo en cuenta el
Teorema 4.4.22, que los conjuntos candidatos a proporcionar el perfil isoperimétrico son
los anillos horizontales, y los discos contenidos en M(K∞) = M(0). �
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Nota 4.5.2. Tal y como se ha hecho en Ejemplos anteriores, es posible calcular explı́ci-
tamente los perı́metros y áreas encerradas por los anillos horizontales estables, a fin de
compararlos con los discos contenidos en M(0) y determinar las soluciones isoperimétri-
cas en cada hiperboloide concreto.

Dado cualquier hiperboloide de una hoja, se puede comprobar que la función asociada
( f ′)2 − f f ′′, definida por (4.17), se anula únicamente cuando z = z0 = b (λ4 + λ6)−1/4.
Por tanto, los anillos horizontales simétricos S1 × [−z, z], con t > 0, serán estables si y
sólo si t ∈ (0, z0].

Por otro lado, como

h(z) =
λ2z

g(z)
√

µ2 + λ2z2 + λ4z2
,

se sigue que un anillo asimétrico S1 × [z1, z2], con z1 ∈ (−z0, 0), z2 > z0, verificará la
condición de curvatura constante si y sólo si

z1 =
−µ2

λ2
√

1 + λ2z2
.

A partir de las expresiones del perı́metro y el área encerrada por los anillos simétricos
y asimétricos de M, y tras comparar estos conjuntos con los discos contenidos en M(0),
hemos observado dos comportamientos distintos, que se muestran en la Figura 4.7.

- Para λ = 0,8, µ = 1, se tiene que los discos son mejores para áreas pequeñas, y a
partir de un instante, las soluciones vendrán dadas por anillos asimétricos.

- Para λ = 0,3, µ = 1, el perfil isoperimétrico viene dado primero por discos, después
por anillos simétricos y finalmente por todos los anillos asimétricos.
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FIGURA 4.7. Dos comportamientos distintos en los hiperboloides de una hoja

En consecuencia, los tres tipos de conjuntos descritos en el Teorema 4.5.1 proporcio-
nan el perfil isoperimétrico en distintas situaciones. Cuando para cierto valor del área
a > 0, dicho perfil venga dado por un disco contenido en M(0), se tendrá que no existen
regiones isoperimétricas para área a, mientras que en el resto de los casos, la solución
isoperimétrica consistirá en un anillo simétrico o asimétrico, en virtud del Lema 4.4.7.

Corolario 4.5.3. Las regiones isoperimétricas en un hiperboloide de una hoja, en caso de
existir, son anillos horizontales simétricos y asimétricos.

Nota 4.5.4. Realizamos ahora algunas observaciones encaminadas a determinar de
forma precisa el perfil isoperimétrico de un hiperboloide de una hoja. Recordamos pre-
viamente que, mediante la aplicación de adecuada homotecia, podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que µ = 1.

1. Hemos comprobado numéricamente que el último anillo simétrico estable, que
es S1 × [−z0, z0], tiene menos perı́metro que el disco de M(0) de igual área si y sólo si
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λ < 0,582684. Además, se puede demostrar analı́ticamente que la función

L(S1 × [−z, z])−
√

4π A(S1 × [−z, z])

es estrictamente decreciente o negativa, para todo z ∈ (0, z0). De ahı́ se deduce que, salvo
a lo sumo para un valor del área, el perı́metro de discos y el de anillos simétricos nunca
van a coincidir.

Combinando ambas propiedades, se obtiene que habrá anillos simétricos que son isope-
rimétricos si y sólo si λ < 0,582684; y también que cuando un anillo simétrico es mejor
que el correspondiente disco, el resto de anillos simétricos de la evolución verifican la
misma propiedad.

2. De manera similar, se puede comprobar que la función dependiente de z2

L(S1 × [z1, z2])−
√

4π A(S1 × [z1, z2])

tiene lı́mite −∞ cuando z2 tiende a +∞. Eso implica que los anillos asimétricos son me-
jores que los discos en M(0) para áreas grandes, y por tanto, serán las regiones isope-
rimétricas a partir de cierto valor (en virtud del Lema 4.4.7 y de la inestabilidad de los
anillos simétricos que encierran grandes áreas).

3. Aunque no hemos logrado demostrarlo de forma general, a la vista del com-
portamiento observado en los distintos ejemplos, pensamos que el perı́metro de anillos
asimétricos y de discos (para áreas iguales) sólo coincidirán una vez como mucho. Esto
determinarı́a completamente el perfil isoperimétrico en hiperboloides de una hoja, que
se reducirı́a únicamente a las dos posibilidades mostradas en la Figura 4.7.

Nota 4.5.5. Aunque no hemos logrado hallar un argumento que lo justifique rigurosa-
mente, pensamos que en los hiperboloides de una hoja, todo anillo asimétrico satisfacien-
do la condición de curvatura geodésica constante es estable, es decir, satisface (2.49). De
hecho, es lo que ocurre en todos los ejemplos concretos que hemos considerado, aunque
una demostración en general de tal hecho resulta más compleja. Además, en la Nota 4.5.4
anterior, se ha justificado, en el caso general, el carácter isoperimétrico de tales conjuntos
a partir de un cierto instante, lo que también implica su estabilidad.

El Teorema 4.5.1 nos permite cerrar el estudio del problema isoperimétrico en el
conjunto de cuádricas de revolución no degeneradas. Recordemos la lista completa de tales
cuádricas de R3.

Cuádricas de revolución no degeneradas

Cilindro circular recto x2 + y2 = µ2 µ 6= 0
Esfera x2 + y2 + z2 = µ2 µ 6= 0

Elipsoide con curvatura de Gauss decreciente x2 + y2 + λ2z2 = µ2 λ2 < 1, µ 6= 0
Elipsoide con curvatura de Gauss creciente x2 + y2 + λ2z2 = µ2 λ2 > 1, µ 6= 0

Paraboloide (elı́ptico) x2 + y2 = λz λ 6= 0
Hiperboloide de una hoja x2 + y2 − λ2z2 − µ2 = 0 λ, µ 6= 0
Hiperboloide de dos hojas x2 + y2 − λ2z2 + µ2 = 0 λ, µ 6= 0

Queremos destacar que el problema isoperimétrico en estas cuádricas no se ha abor-
dado de manera particular, sino que ha sido a través del estudio de familias más amplias,
a las que algunas de estas superficies pertenecen. Gracias a diversos trabajos previos y a
los resultados de esta Sección, se tiene el siguiente resultado.
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Corolario 4.5.6. Las regiones isoperimétricas en las cuádricas de revolución son:

i) En el cilindro circular recto, discos geodésicos o anillos horizontales.
ii) En paraboloides y en las componentes conexas de los hiperboloides de dos hojas, discos

geodésicos centrados en el punto de máxima curvatura.
iii) En esferas, discos geodésicos.
iv) En elipsoides con curvatura creciente, discos centrados en los polos, y sus complementa-

rios.
v) En elipsoides con curvatura decreciente, una familia de discos bordeados por curvas con

curvatura geodésica constante, simétricas respecto al paralelo de mayor longitud, y sus
complementarios.

vi) En hiperboloides de una hoja, en caso de existir, son anillos horizontales simétricos o
asimétricos respecto al paralelo de menor longitud.

DEMOSTRACIÓN. El caso del cilindro circular recto es un ejemplo clásico, tratado por
ejemplo en [56]. De hecho, esta superficie puede verse como una superficie S1 ×R con
métrica de tipo (2.1) dada por una función constante. Ası́, usando técnicas análogas a
las de este Capı́tulo, se tendrá que las soluciones isoperimétricas son discos geodésicos y
anillos horizontales (los discos serán solución hasta que se autointersequen o tengan más
perı́metro que los anillos).

El problema isoperimétrico en el paraboloide de revolución fue estudiado en [9]. Di-
cho trabajo es el primero en el que se trata este problema en superficies con alguna hipóte-
sis de monotonı́a sobre la curvatura de Gauss, y es más general, porque versa sobre pla-
nos de revolución con curvatura decreciente desde un polo. En [75] y en [82] se obtienen
las mismas conclusiones usando técnicas diferentes: las regiones isoperimétricas existen
para cualquier área que se considere, y son discos geodésicos centrados en el punto de
curvatura de Gauss máxima.

En cuanto a las componentes conexas del hiperboloide de dos hojas, se tiene que la
curvatura de Gauss, en función de z, viene dada por

K(z) =
λ2µ2

(−µ2 + λ2z2 + λ4z2)2 .

Como es positiva y decreciente desde un punto, se pueden aplicar los resultados obteni-
dos en [9] (y también los que aparecen en [75], [82]) para concluir igualmente que las
soluciones existen y son discos centrados en dicho punto de curvatura máxima.

El caso de las esferas es otro ejemplo bien conocido, y se deduce de forma inmediata
de la desigualdad isoperimétrica clásica.

Los elipsoides fueron tratados en [82, § 3], tanto para curvatura de Gauss creciente
como decreciente (de hecho, se trabaja en un ambiente más general, admitiendo incluso
que la curvatura tome valores negativos). En el caso creciente, las soluciones son discos
centrados en los polos, mientras que en el caso decreciente, existe una familia de nodoi-
des cerrados y embebidos que bordean las regiones isoperimétricas. Las curvas de dicha
familia son simétricas con respecto al paralelo de mayor longitud, y dan lugar a una fo-
liación del elipsoide. En [75, § 3] se pueden encontrar también ciertos resultados (no tan
generales) referentes al caso de curvatura creciente. Como los elipsoides son superficies
compactas, también habrá que tener en cuenta a los correspondientes complementarios
como soluciones isoperimétricas.

Finalmente, en nuestro Teorema 4.5.1 se describen las regiones isoperimétricas en
hiperboloides de una hoja, en caso de existir. Dichas regiones (que no existen para valores
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pequeños del área) son anillos horizontales bordeados por dos cı́rculos de revolución
(simétricos o no simétricos con respecto al paralelo de menor longitud). �

Nota 4.5.7. Conviene destacar que, en virtud del Corolario 4.5.6, no todas las regiones
isoperimétricas en las cuádricas de revolución son invariantes por el grupo uniparamétri-
co de isometrı́as, si bien al aplicarle una rotación a una de ellas, seguiremos teniendo una
solución del mismo tipo. Sólo para algunas cuádricas particulares se tiene dicha inva-
riancia.

Nota 4.5.8. Finalmente añadimos que el paraboloide hiperbólico, dado por

z = λxy, λ > 0,

no es invariante por la acción del grupo de rotaciones de R3, aunque sı́ posee un grupo
uniparamétrico de isometrı́as intrı́nsecas. Es fácil ver que la curvatura de Gauss es ne-
gativa, estrictamente creciente, y que además K∞ = 0. Estas superficies han sido tratadas
en [82], donde se muestra que no hay regiones isoperimétricas para ningún valor del
área. De hecho, el perfil isoperimétrico para estas superficies coincide con el del plano
euclı́deo.



Parte II

Problemas isoperimétricos planos múltiples





CAPÍTULO 5

Introducción Parte II

En esta parte de la Memoria vamos a ocuparnos del estudio de algunos problemas
isoperimétricos múltiples en el plano euclı́deo. En general, en este tipo de problemas se
busca la configuración de curvas que determina n regiones de áreas a1, . . . , an prefija-
das, usando la menor longitud total posible. Nosotros nos centraremos en un ambiente
plano, si bien estos problemas se pueden proponer, en general, en cualquier superficie
riemanniana (por ejemplo, existen interesantes artı́culos en la literatura, a los que nos
referiremos más adelante, que los discuten en esferas [65] o en conos [64]).

Dentro del Cálculo de Variaciones, este tipo de problemas ha despertado bastante in-
terés en los últimos años, debido a las múltiples aplicaciones en diversos fenómenos fı́si-
cos. Resultan modelos adecuados para el estudio de multitud de fenómenos naturales,
como la forma que adopta un tejido celular, el comportamiento de una membrana sepa-
rando dos fluidos, y otros más, como se describe en el libro de D’Arcy W. Thompson [91]
o en el trabajo de D. Weaire y S. Hutzler [94]. Se pueden consultar interesantes artı́culos
que hacen hincapié en los aspectos fı́sicos de este problema, como por ejemplo [46] y [38],
con aplicaciones a diversas áreas.

El estudio de este tipo de problemas en un subconjunto dado S ⊂ R2 conlleva tratar
algunas cuestiones de cierta complejidad. En principio, tal y como ocurre al considerar
problemas isoperimétricos en general, la existencia de una solución no está garantizada.
Sin embargo, utilizando argumentos propios de la Teorı́a Geométrica de la Medida [72],
los trabajos de F. Almgren [2] y F. Morgan [71] permiten asegurar la existencia de una
configuración de curvas encerrando áreas prefijadas con longitud total mı́nima. Además,
dichos resultados nos proporcionan las primeras condiciones de regularidad de las con-
figuraciones minimizantes. Éstas estarán formadas, en general, por segmentos o arcos de
circunferencia (esto es, curvas con curvatura geodésica constante) que se encuentran de
tres en tres en ciertos puntos del interior de S y formando ángulos de 120 grados, y que
intersecan a ∂S , cada curva en un punto distinto. Adicionalmente, se han de satisfacer
también otras dos condiciones más: la suma ordenada de las curvaturas de las tres cur-
vas que se encuentran en cada punto del interior de S es nula, y las curvas que intersecan
a ∂S lo hacen ortogonalmente. En el Capı́tulo 6 precisaremos rigurosamente estas condi-
ciones de regularidad.

Si bien los anteriores resultados de existencia y regularidad pueden llegar a redu-
cir considerablemente el conjunto de configuraciones de curvas a tener en cuenta, dicho
conjunto seguirá siendo muy amplio. Esta es la principal dificultad que nos encontramos
al tratar estos problemas. No olvidemos que las regiones determinadas por las confi-
guraciones no tienen, en principio, que ser conexas, por lo que cada una podrı́a estar
formada por varias componentes. Además, la región complementaria a la unión de las re-
giones determinadas por cualquier configuración, que llamaremos región exterior, tam-
bién podrı́a ser disconexa, presentando alguna componente acotada (nos referiremos a
estas componentes acotadas del exterior como cámaras vacı́as). Estos dos hechos hacen
que el conjunto de posibles configuraciones a considerar sea demasiado grande.
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Intuitivamente es de esperar que cualquier configuración minimizante presente todas
sus regiones conexas, pero desafortunadamente no se ha encontrado, hasta el momento,
un argumento que permita afirmar eso en general.

En esta Parte II de la Memoria nos ocuparemos de dos problemas múltiples planos
particulares, utilizando enfoques distintos. En el Capı́tulo 7, trataremos el problema de la
partición isoperimétrica de un disco, consistente en encontrar la configuración de curvas
que divide a un disco plano en n regiones de áreas prefijadas, con la menor longitud po-
sible. El principal resultado que probamos, que aparece en [26], resuelve completamente
el problema en el caso de tres regiones (Teorema 7.5.1):

La partición isoperimétrica de un disco en tres regiones de áreas prefijadas viene
dada por la configuración estándar de la Figura 5.1.

FIGURA 5.1. Partición isoperimétrica del disco en tres regiones de áreas dadas

El tratamiento de este problema incluye la hipótesis de que la suma de los valores ini-
ciales de las áreas coincida con el área total del disco. En nuestro trabajo, la solución se
obtiene gracias a que logramos reducir el conjunto de posibles configuraciones, a partir
de una cota sobre el número de componentes de una determinada región con caracterı́sti-
cas especiales. De esta forma, el análisis de las distintas posibilidades nos conduce a la
configuración minimizante (o partición isoperimétrica).

En el Capı́tulo 8 discutiremos el problema de la pompa plana múltiple, que persigue
determinar la configuración de curvas en el plano, que delimita n regiones de áreas ini-
cialmente dadas, con longitud mı́nima. Para este problema, recordaremos las principales
propiedades de las soluciones, y mostraremos una nueva dirección de trabajo para abor-
dar dicho problema. Concretamente, nuestro principal logro es la caracterización de las
configuraciones que satisfacen las propiedades de regularidad con ciertos objetos geo-
métricos, las figuras recı́procas, introducidas por J. C. Maxwell [66], [67] (véase también
un trabajo posterior de C. Moukarzel [77]) en siglo pasado dentro de un marco fı́sico. Si
bien nuestro estudio, siguiendo esta dirección, todavı́a no se ha completado, creemos que
esta caracterización nos permitirá tratar este problema de forma que se logren progresos
significativos.

En los últimos años, el problema de la pompa plana ha sido especialmente tratado
en diversos trabajos. M. N. Bleicher obtuvo unos primeros resultados generales (véan-
se [11], [12]), que más tarde han sido usados en el tratamiento (y resolución) de estos
problemas. En 1993, J. Foisy y otros [44] resolvieron el problema para el caso n = 2,
demostrando que la pompa doble estándar en R2 es la única solución. Su idea reside en
suponer que el exterior es conexo, lo que permite aplicar ciertas transformaciones a las
componentes (reflexiones con un efecto similar al de los giros) que provocan contactos
irregulares, concluyendo que las regiones han de ser conexas. Una vez visto eso, prueban
que el perı́metro de las soluciones es creciente respecto cualquiera de las áreas, lo que
implica que no puede haber cámaras vacı́as y que la solución es, por tanto, la pompa do-
ble estándar. Destacamos también un trabajo posterior de Morgan y W. Wichiramala [76],
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en el que demuestran que, de hecho, la pompa doble estándar es la única configuración
estable para dos regiones.

Si bien el caso n = 2 se resuelve con razonamientos relativamente sencillos, para tres
regiones el problema se torna algo más complejo. Por ello, en un principio, su estudio se
llevó a cabo añadiendo alguna hipótesis adicional que permitiera abordarlo. Ası́, C. Cox
y otros [36] probaron en 1994 que la pompa triple estándar es la que minimiza el perı́me-
tro para tres áreas cualesquiera de forma única, bajo la suposición de que cada región
sea conexa (incluyendo el exterior, lo que implica que asumen que no aparezcan cámaras
vacı́as). Bajo dicha hipótesis de conexión, sólo aparecen tres tipos distintos de candidatos,
y usando un argumento rotacional (para obtener contactos irregulares en las dos configu-
raciones no minimizantes) acaban obteniendo la solución. En 1996, Bleicher [13] dio un
paso más y demostró que, bajo la hipótesis de que las regiones Ri, i > 0, sean conexas,
la solución al problema para tres y cuatro valores del área no puede presentar cámaras
vacı́as. En 1998 R. P. Devereaux [39] obtuvo que la pompa triple estándar es la solución
al problema si se impone que no existan cámaras vacı́as y que todas las regiones tengan
la misma presión. Esta segunda hipótesis implica que las curvas separando regiones ad-
yacentes tienen curvatura cero y por tanto, son segmentos. Este hecho permite descartar
las configuraciones que presentan regiones disconexas, gracias a las simetrı́as adicionales
que presentan muchas componentes (por lo que se podrán intercambiar, logrando ası́ re-
ducir el perı́metro total). En la Subsección 6.2.4 definiremos de forma precisa el concepto
de presión de una región.

Finalmente, W. Wichiramala [96] resolvió el problema para tres regiones de área pre-
fijada de forma general en 2004 (si bien dicha resolución ya apareció en 2002 en su te-
sis doctoral [95]), apoyándose, en parte, en trabajos anteriormente citados ([36], [39]). El
principal logro de Wichiramala es obtener una cota sobre el número de componentes con-
vexas que presenta una configuración minimizante, lo que le permite clasificar, mediante
un cuidadoso estudio, todas las configuraciones candidatas a ser solución. A partir del
análisis de las propiedades geométricas de las componentes, atendiendo al número de
lados y a su disposición en la configuración, y utilizando también algunos argumentos
variacionales, consigue descartar todas las posibilidades salvo la pompa triple estándar,
concluyendo ası́ que esa es la solución al problema general.

Doble pompa estándar Triple pompa estándar

FIGURA 5.2. Las configuraciones minimizantes para n = 2 y n = 3

Destacamos también que Wichiramala hace uso en su trabajo del enfoque débil intro-
ducido previamente en [44], y usado también en [39], lo que le permite centrarse en las
configuraciones que no presentan cámaras vacı́as. A grandes rasgos, dicho enfoque se ba-
sa en lo siguiente: fijadas áreas a1, . . . , an, se define la configuración minimizante débil para
dichas áreas como la configuración con menor perı́metro de todas las que encierran áreas
mayores o iguales que a1, . . . , an. Claramente, cualquier configuración minimizante débil
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no tiene cámaras vacı́as (ası́gnese el área de dichas cámaras vacı́as a componentes adya-
centes, y estaremos reduciendo el perı́metro con una nueva configuración que encierra
áreas mayores). Ası́, probando que toda configuración minimizante débil es una pompa
triple estándar, la solución al problema general también será la pompa triple estándar,
gracias a que el perı́metro de estas configuraciones es creciente con respecto a cualquiera
de las tres áreas consideradas (tal y como ocurrı́a para las pompas dobles estándar).

Indiquemos además que, centrándonos en el plano y para valores prefijados del área,
la pompa doble estándar y la pompa triple estándar son únicas, salvo aplicación de las
isometrı́as de R2. Este hecho, demostrado en ambiente más general por A. Montesinos
Amilibia [3] y para el caso de dos regiones en el plano en [44], permite hablar de unicidad
de soluciones para el problema de la pompa plana, en los casos de dos y tres regiones.

En cuanto a la partición isoperimétrica del disco, no hay apenas trabajos previos al
nuestro, si bien se hacen algunos comentarios en un trabajo de Bleicher [12, § III] (sobre
particiones de un triángulo equilátero, de un cuadrado y de un disco en regiones de igual
área), y en otro de Y. Tomonaga [92]. Resaltamos también un trabajo posterior de S. Cox
[37], en el que se presentan los candidatos a ser particiones isoperimétricas del disco para
n regiones conexas de igual área, con n 6 43, a partir de simulaciones computacionales.

En general, la cuestión más interesante que aún está por resolver en este tipo de pro-
blemas, desde el punto de vista matemático, es demostrar que las configuraciones mini-
mizantes han de tener regiones conexas, tanto en R2 como en un disco plano.

Por otro lado, el estudio de este problema también se ha llevado a cabo en otros am-
bientes distintos a los que nosotros hemos considerado. Por ejemplo, el problema de fron-
tera libre de la pompa doble en esquinas del plano (sin que éstas aporten perı́metro a las
distintas configuraciones) ha sido resuelto parcialmente (véase G. Hruska y otros [57]).
Una recopilación de los resultados referentes a todos estos problemas planos puede en-
contrarse en [24].

Finalmente, indicaremos que el problema de la pompa doble en toros llanos fue so-
lucionado por J. Corneli y otros [34], describiendo los cinco posibles tipos que pueden
presentar las soluciones (dependiendo de las áreas consideradas, y del toro concreto con
el que se trabaje). En cuanto a ambientes no planos, por citar algunos ejemplos, destaca-
mos el trabajo de J. Masters [65], que resolvió el problema de la pompa doble en la esfera
S2, y el de R. Lopez y T. Borawski [64] que solventan el mismo problema en conos de R3.



CAPÍTULO 6

Preliminares

A lo largo de este Capı́tulo, denotaremos por S al espacio ambiente donde plantee-
mos nuestro problema, que se corresponderá con el plano Euclı́deo R2, o con con un disco
cerrado D ⊂ R2, centrado en el origen y de radio unidad (aunque los resultados obteni-
dos son ciertos en un disco arbitrario). La mayorı́a de las definiciones y resultados que se
van a obtener serán aplicables a ambas situaciones, si bien iremos indicando las distintas
particularidades en cada uno de los espacios a medida que se vayan presentando.

En términos precisos, el problema isoperimétrico que vamos a considerar en S es el
siguiente: dados a1, . . . , an números reales positivos, buscamos la configuración de curvas
en S que determina n regiones Ri (no necesariamente conexas), cada una de ellas de
área ai, con la menor longitud total posible. En el caso de que S sea un disco D ⊂ R2,
impondremos además que

(6.1) a1 + . . . + an = área(D).

Cuando exista una tal configuración de longitud mı́nima, la llamaremos configuración
minimizante en S para áreas a1, . . . , an (y, en ocasiones, solución para los valores del área
considerados). Con frecuencia, nos referiremos a la longitud de una configuración como
perı́metro de la configuración.

Nota . Cuando nos centremos en un disco plano, la hipótesis adicional (6.1) anterior
implica que nuestro problema consiste en hallar la configuración de curvas que divide al
disco en n regiones de áreas dadas, con el menor perı́metro posible. Para que nuestro es-
tudio tenga la mayor generalidad, permitiremos que las curvas toquen el borde del disco.
La longitud de dicho borde no se tendrá en cuenta a la hora de computar el perı́metro
total de las distintas divisiones, ya que es una cantidad constante que no va a cambiar en
ningún momento. Ası́, en el caso de que S sea un disco plano, nuestro problema puede
verse encuadrado dentro de los denominados problemas isoperimétricos de frontera libre.

6.1. Existencia de configuraciones minimizantes. Condiciones de regularidad

Como siempre que se tratan problemas de tipo isoperimétrico, la existencia de solu-
ciones no es una cuestión trivial. El siguiente resultado, consecuencia de los trabajos de
F. Morgan [69], [71], nos asegura la existencia de configuraciones minimizantes para cua-
lesquiera valores del área que consideremos, además de darnos las primeras propiedades
de regularidad que se han de cumplir.

Teorema 6.1.1. ([71, Th. 2.3]) Sean a1, . . . , an números reales positivos. Entonces, existe
una configuración minimizante C en S para áreas a1, . . . , an.

Además, C estará formada por curvas con curvatura geodésica constante, que se encuentran
de tres en tres en puntos del interior de S formando ángulos de 120 grados, y que intersecan a
∂S en puntos distintos cada vez. Asimismo, todas las curvas de C separando componentes de dos
regiones especı́ficas tendrán la misma curvatura.

119
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Nota 6.1.2. A lo largo de toda esta parte de la Memoria, el espacio ambiente en el que
nos moveremos será el plano euclı́deo o un disco cerrado plano, como ya se ha comen-
tado. Entonces, la curvatura geodésica de un curva coincidirá con la curvatura usual de
una curva plana. Por tanto, del Teorema 6.1.1 se deduce que las curvas que conformen
una configuración minimizante en S serán segmentos de recta o arcos de circunferencia.

Nota 6.1.3. El Teorema 6.1.1 también es cierto cuando consideramos este problema
en superficies riemannianas compactas [71, Re. 2.4].

6.1.1. Configuraciones admisibles. Pasamos a realizar algunas definiciones y a in-
troducir la notación que emplearemos en lo sucesivo.

Definición 6. Una configuración de curvas en S se dice admisible si es un grafo con-
tenido en S formado por un número finito de vértices y lados, de forma que

i) los vértices en el interior de S son de grado tres (es decir, en cada uno de ellos se
encuentran tres lados), y

ii) los vértices en ∂S son de grado uno.

Nótese que si S = R2, entonces ∂S se reduce al conjunto vacı́o, y la segunda condición
no tendrá ninguna significación.

El conjunto de configuraciones admisibles en S constituye el menor espacio donde
hemos de centrar nuestro estudio, con objeto de encontrar las configuraciones minimi-
zantes, en virtud del Teorema 6.1.1. Veremos que el resto de propiedades descritas en
dicho Teorema se pueden obtener a partir de técnicas que desarrollaremos en la Subsec-
ción 6.2.3.

Admitiremos que una configuración admisible C determina n regiones acotadas en
S , que denotaremos por R1, . . . , Rn, y que, en general, no tienen que ser conexas.

Dadas dos regiones adyacentes Ri, Rj, denotaremos por Cij la curva que las separa.
Dicha curva tampoco será necesariamente conexa, y estará compuesta por todos los lados
que separan componentes de las regiones Ri y Rj. Sea

I(i) = {j 6= i : Rj es adyacente a Ri}.
Entonces se tiene que

∂Ri =
⋃

j∈I(i)

Cij.

Finalmente, denotaremos por Nij al vector normal unitario a la curva Cij que apunta
hacia el interior de la región Ri, y por hij a la curvatura geodésica de Cij con respecto al
normal Nij.

6.1.2. Condiciones de regularidad. El Teorema 6.1.1 nos ha proporcionado las pri-
meras propiedades geométricas y topológicas que verifican las soluciones de nuestro pro-
blema. Ası́, cualquier configuración minimizante estará compuesta por curvas

- con curvatura geodésica constante,
- encontrándose de tres en tres en puntos del interior de S , formando ángulos de

120 grados, y
- cada curva que interseque a ∂S lo hará en un punto distinto.

Nos referiremos a estas propiedades como condiciones de regularidad de las configuracio-
nes minimizantes. Las siguientes dos observaciones muestran otras condiciones de regu-
laridad importantes, que no se deducen del Teorema 6.1.1.
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Nota 6.1.4. M. N. Bleicher [11] demostró en el año 1987, con anterioridad a [71], que
una configuración minimizante, en caso de existir, ha de satisfacer las condiciones de
regularidad descritas en el Teorema 6.1.1. En dicho trabajo no se trata la cuestión de exis-
tencia de soluciones, y se centra en el caso del plano, aunque sus argumentos se extienden
de forma inmediata si consideramos un disco.

Además de algunas propiedades interesantes de las configuraciones minimizantes en ge-
neral, Bleicher probó que, dado un vértice interior donde se encuentren tres lados Cij, Cjk,
Cki, se verifica la siguiente condición referente a las curvaturas:

(6.2) hij + hjk + hki = 0.

Es decir, en una configuración minimizante, la suma ordenada de las curvaturas de las
(tres) curvas que se encuentran en el interior de S es nula. Esta propiedad se ha de
considerar también como una condición de regularidad más, y en particular, nos per-
mitirá definir un concepto fundamental en nuestro estudio, la presión de una región, en
la Subsección 6.2.4.

Nosotros veremos más adelante que, a partir del tratamiento variacional y de la primera
formula de variación de la longitud (6.5), se obtiene la condición (6.2) anterior, junto con
el resto de condiciones de regularidad descritas en el Teorema 6.1.1 (a excepción de que
en cada vértice interior se encuentren justamente tres lados de la configuración, y que en
cada vértice del borde de S llegue sólo un lado).

Nota 6.1.5. En el caso de que S sea un disco plano D se obtendrá, también como
consecuencia de la primera fórmula de variación de la longitud (6.5), una condición de
regularidad adicional sobre los puntos donde una configuración minimizante interseca
a ∂D. Concretamente, dichas intersecciones se producen de forma ortogonal (véase la
Proposición 6.2.6).

6.2. Fórmulas de variación. Configuraciones estacionarias

Una primera forma de abordar este problema isoperimétrico, habitual en este contex-
to, es utilizar un enfoque puramente variacional. No hay que olvidar que, en realidad,
estamos buscando mı́nimos globales de un cierto funcional relacionado con el perı́metro,
dentro de la familia de configuraciones admisibles, bajo una restricción de área. Ası́, pare-
ce natural intentar clasificar previamente los mı́nimos locales asociados a dicho funcional
perı́metro, o al menos describir sus propiedades principales. Estos mı́nimos locales se van
a corresponder con las configuraciones estacionarias. Además, estas técnicas variacionales
nos proporcionarán herramientas con las que podremos detectar, en ciertas ocasiones,
configuraciones admisibles que no son minimizantes.

En esencia, la idea básica de estas técnicas es la misma que reside en los problemas de
optimización para funciones reales de variable real. Fijemos n valores positivos del área
y sea C una configuración en S que determine n regiones encerrando dichos valores. Es
claro que si podemos deformar ligeramente C, de forma que se preserven las áreas ence-
rradas y se reduzca el perı́metro, entonces C no podrá ser una configuración minimizante.
Por otro lado, cualquier deformación infinitesimal de una configuración minimizante,
que mantenga constantes las áreas encerradas, dará lugar a configuraciones con mayor
perı́metro.

Esto nos conduce a que, dada una configuración minimizante C ⊂ S , si tenemos
una función suficientemente buena que exprese el perı́metro de las deformaciones infini-
tesimales de C que mantienen constante el área encerrada, se sigue que dicha función
ha de tener primera derivada nula y segunda derivada no negativa en el instante inicial
(que corresponderá a la configuración original C). Gracias a técnicas propias de la Teorı́a
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Geométrica de la Medida [89], es posible llevar a la práctica este esquema, obteniendo
explı́citamente las expresiones de dichas derivadas, conocidas como fórmulas de variación
de la longitud, ası́ como la condición analı́tica que ha de satisfacer una deformación para
que preserve las áreas encerradas. Describamos de forma rigurosa estas ideas.

6.2.1. Variaciones de una configuración admisible. Sea C ⊂ S una configuración
admisible determinando n regiones de áreas prefijadas. A partir de ahora, llamaremos va-
riación de C en S a cualquier deformación infinitesimal de C en S , diferenciable y depen-
diente de un parámetro. Analı́ticamente, una variación se corresponderá con una familia
de aplicaciones diferenciables

{ϕt : C → S , t ∈ (−ε, ε)},
de forma que ϕ0 sea la inclusión de C en S (por tanto, ϕ0(p) = p, para todo p ∈ C), y que
ϕt(C) sea una configuración admisible determinando n regiones, para todo t ∈ (−ε, ε).

Además, estamos interesados en que los vértices de C que se hallan en ∂S , permanezcan
en todo momento contenidos en ∂S . Esto es equivalente a que

ϕt(C ∩ ∂S) ⊂ ∂S , t ∈ (−ε, ε).

Denotaremos por X al campo vectorial infinitesimal asociado a la variación ϕt, definido
por

X =
dϕt

dt

∣∣∣∣
t=0

,

que es diferenciable en cada lado Cij ⊂ C, y por uij a la componente normal de X en Cij.
Es decir,

uij =
〈

X, Nij
〉

.

Obsérvese que X(p) resulta tangente a ∂S , para todo p ∈ C ∩ ∂S .

Estas variaciones deformarán nuestra configuración de forma diferenciable, haciendo
que tanto las áreas encerradas como la longitud de cada curva varı́en. Fijada una de estas
variaciones, denotaremos por Ai(t) al área encerrada por la región Ri correspondiente al
instante t, y L(t) representará la longitud total de la configuración ϕt(C). Por los resul-
tados que aparecen en [89], se sigue que estos dos funcionales son diferenciables en el
instante inicial y además, dichas derivadas pueden calcularse explı́citamente.

La siguiente Proposición muestra, a partir de las nociones anteriores, la condición
analı́tica que ha de satisfacer una variación, para que las áreas encerradas se preserven
hasta primer orden.

Proposición 6.2.1. Sea C ⊂ S una configuración admisible, y ϕt : C → S una variación
diferenciable con t ∈ (−ε, ε). Sea X el campo asociado a la variación. Entonces, la derivada del
área encerrada por la región Ri de ϕt(C) viene dada por

(6.3)
dAi

dt

∣∣∣∣
t=0

= − ∑
j∈I(i)

∫
Cij

uij.

DEMOSTRACIÓN. En efecto, a partir de los resultados obtenidos en [89, § 9], se sigue
que

dAi

dt

∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

H2(ϕt(Ri)) =
∫

Ri

div X = −
∫

∂Ri

〈X, N〉 = − ∑
j∈I(i)

∫
Cij

〈
X, Nij

〉
.

�
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Nota 6.2.2. A partir de la anterior Proposición, se tiene que una variación preser-
vará las áreas hasta primer orden si y sólo si

(6.4) ∑
j∈I(i)

∫
Cij

uij = 0, i = 1, . . . , n.

6.2.2. Primera fórmula de variación de la longitud. Para cualquier variación de
una configuración admisible, la derivada de la longitud total viene dada por el siguiente
resultado.

Proposición 6.2.3 (Primera variación de la longitud). Sean C ⊂ S una configuración
admisible, y ϕt : C → D una variación diferenciable con t ∈ (−ε, ε) y campo asociado X.
Entonces, la primera derivada de la longitud L(t) de ϕt(C) en el instante t = 0 es

(6.5)
dL
dt

∣∣∣∣
t=0

= −1
2 ∑

i∈{1,...,n}
j∈I(i)

{ ∫
Cij

hijuij + ∑
p∈∂Cij

〈
X(p), νij(p)

〉 }
,

donde νij(p) es el conormal interior a p en Cij.

DEMOSTRACIÓN. Fijemos una región Ri. De nuevo usando los resultados que apare-
cen en [89], se tiene que la variación de la longitud de ∂Ri vendrá dada por

(6.6)
d
dt

∣∣∣∣
t=0

L(ϕt(∂Ri)) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

H1(ϕt(∂Ri)) =
∫

∂Ri

div X = ∑
j∈I(i)

∫
Cij

div X.

Para aplicar el teorema de la divergencia en este caso, hemos de centrarnos en la parte
tangente de X. Ası́, descomponiendo X = XT + XN y centrándonos en cada curva Cij, se
tendrá que ∫

Cij

div XT = − ∑
p∈∂Cij

〈
XT, νij

〉
(p) = − ∑

p∈∂Cij

〈
X, νij

〉
(p),

donde νij(p) es el vector conormal interior a p en Cij (es decir, el vector tangente a Cij
apuntando hacia el interior). Por otro lado, en la curva Cij,

div XN = div (
〈

X, Nij
〉

Nij) =
〈

Dνij(uij Nij), νij

〉
=
〈
(νij uij) Nij, νij

〉
+ uij

〈
Dνij Nij, νij

〉
= uij

〈
Dνij Nij, νij

〉
= −hij uij,

ya que, por definición, la curvatura geodésica hij de Cij es

hij = −div Nij = −
〈

Dνij Nij, νij

〉
.

Con todo, sustituyendo en (6.6), se tiene que

d
dt

∣∣∣∣
t=0

L(ϕt(∂Ri)) = − ∑
j∈I(i)

∑
p∈∂Cij

〈
X, νij

〉
(p)− ∑

j∈I(i)

∫
Cij

hij uij.

Finalmente, teniendo en cuenta que la longitud total de ϕt(C) es la mitad de la suma,
con i = 1, . . . , n, de las longitudes de ∂Ri (al sumar los términos de todas las regiones,
cada curva se cuenta dos veces), se concluye que

dL
dt

∣∣∣∣
t=0

= −1
2 ∑

i∈{1,...,n}
j∈I(i)

{ ∫
Cij

hij uij + ∑
p∈∂Cij

〈
X(p), νij(p)

〉 }
.
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Nota 6.2.4. En general, para una superficie S contenida en R3, y una curva C ⊂ S,
el vector conormal a C en S, en un punto p ∈ C, se define como el vector normal a C y
tangente a S en p. En nuestro caso, para una curva Cij contenida en S ⊂ R2, dado p ∈ Cij,
el vector conormal a p en Cij se reduce simplemente al vector tangente a la curva en el
punto.

6.2.3. Configuraciones estacionarias. A partir de la igualdad (6.3), conocida como
primera variación del área, y de la primera variación de la longitud (6.5), pasamos a
definir un concepto importante, el de configuración estacionaria.

Definición 7. Diremos que una configuración admisible es estacionaria si (6.5) se anula
para cualquier variación que preserve las áreas.

De la propia definición se sigue que las configuraciones estacionarias son justamente los
puntos crı́ticos del funcional longitud, cuando consideramos variaciones que preservan el
área. Nótese que dichas variaciones satisfarán la condición analı́tica (6.4).

Es claro que cualquier configuración minimizante será, en particular, estacionaria.

6.2.3.1. Obtención de variaciones para una configuración estacionaria. Dada una confi-
guración estacionaria C ⊂ S , es posible obtener una variación de C a partir de adecuadas
funciones diferenciables definidas sobre cada curva Cij de C, de forma que las compo-
nentes normales del campo asociado a dicha variación sean justamente las funciones
iniciales. Esta propiedad, basada en [4, Lemma 2.4] y utilizada habitualmente en este
contexto variacional, va a resultar fundamental a la hora de considerar deformaciones de
una configuración estacionaria, tal y como se verá en el resto del Capı́tulo. Sean funciones
diferenciables

uij : Cij −→ R,

para cada lado Cij de C. La hipótesis básica que se ha de cumplir para que ocurra lo
anterior es que, dado cualquier vértice p de C contenido en el interior de S , las anteriores
funciones han de verificar que

(6.7) uij(p) + ujk(p) + uki(p) = 0,

donde Cij, Cjk, Cki son los tres lados de C que se encuentran en p. Dicha expresión debe
entenderse como una cierta compatibilidad en el vértice p, donde hay definidas tres de las
funciones iniciales.

Además, si las funciones tomadas satisfacen la condición (6.4), la correspondiente varia-
ción asociada se podrá tomar de forma que preserve, en todo instante, el área encerrada
por las distintas regiones determinadas por C.

Para S = R2, esta propiedad de obtención de variaciones aparece explı́citamente en [60,
Lemma 3.2]. En el caso del disco plano, aunque los argumentos son esencialmente los
mismos, el hecho de que exista borde hace que haya que cuidar ciertos detalles ([26, § 1]).

Lema 6.2.5. Sea C ⊂ S una configuración estacionaria, y sean uij : Cij → R funciones
diferenciables satisfaciendo las condiciones (6.4) y (6.7). Entonces, existe una variación de C que
mantiene constante el área encerrada en cada instante, y cuyo campo infinitesimal asociado tiene
a las funciones uij como componentes normales.

DEMOSTRACIÓN. En el caso de que S = R2, el resultado está demostrado en [60,
Lemma 3.2]. Detallamos la demostración para el caso en el que S sea un disco plano.
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Es posible tomar un campo vectorial X definido en C, de forma que en cada curva
Cij se cumpla que uij =

〈
X, Nij

〉
, y que además sea tangente a ∂D en los vértices del bor-

de. Nótese que la condición (6.7) determinará las componentes normales en los vértices
interiores, pero tendremos libertad para definir las componentes tangentes. Razonemos
ahora que es posible encontrar una variación uniparamétrica ϕt : C → D, t ∈ (−ε, ε), con
campo vectorial velocidad inicial X, tal que ϕt(p) = exp(t X(p)), para los puntos p fuera
de un pequeño entorno arbitrario de ∂D.

En primer lugar, fijemos un entorno U de ∂D que no contenga ningún vértice interior
de C, y modifiquemos X de manera que sea normal a C en U. Sea ahora ν el campo
normal a ∂D apuntando hacia el interior del disco, extendido a U de manera tangente a
los lados de C. También consideraremos el campo X extendido a U ∩ D por medio de la
función exponencial (de forma que p 7→ expp(t X(p)) sea la variación asociada a X en
U ∩ D). Sea λ una función diferenciable con soporte sop(λ) contenido en U, que tome el
valor 1 cerca de ∂D.

Consideremos el campo Y = X − 〈X, λ ν〉 λ ν, y el grupo local uniparamétrico Ψt
generado por Y. Fuera de U, los campos Y y X coinciden, ya que λ se anula; y, como por
nuestra construcción, ν es tangente a C y X es normal a C en U, concluimos que Y = X en
C. Además, para p ∈ ∂D, se tiene que Y(p) coincide con X(p), y por tanto es tangente a
∂D. Ası́ la deformación Ψt(C∩U) tiene campo vectorial velocidad inicial Y, que coincide
con X, y es tangente a ∂D. La variación Ψt(C) también coincidirá con expp(t X(p)) en U,
fuera del soporte de λ. Por ello, finalmente podemos definir la variación ϕt como

ϕt(p) =
{

expp(t X(p)), fuera de sop(λ)
ψt(p), en U.

Ası́,

d
dt

∣∣∣∣
t=0

ϕt(p) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

expp(tX(p)) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

γ(p, tX(p), 1)

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

γ(p, X(p), t) = X(p),

con lo que en efecto, dicha variación tiene a X como campo asociado.

La anterior variación preservará las áreas encerradas hasta primer orden, ya que se
cumple (6.4). Veamos que podemos conseguir que la variación mantenga constantes las
áreas en todo instante.

Renombremos las regiones Ri, si fuera necesario, de forma que Ri sea adyacente a
Ri+1, para i = 1, . . . , n− 1. Eligiendo funciones positivas vi con soporte en el interior de
la curva Ci(i+1) y fuera del entorno U, se tendrá que la variación inducida por el campo
vectorial vi Ni(i+1) hace que el área Ai encerrada por la región Ri disminuya, y que Ai+1
aumente, manteniendo constante el área encerrada por el resto de las regiones.

Considérese ahora la variación dada por

(t, s1, . . . , sn−1) 7−→ expp
(
tX(p) +

n−1

∑
i=1

siviNi(i+1)(p)
)
, p ∈ C ∩ (D−U),

e igual a ϕt(p), para p ∈ C ∩ U. Sea (A1, . . . , An−1) la función de (t, s1, . . . , sn−1) dada
por las áreas de las regiones R1, . . . , Rn−1 en cada instante de la anterior deformación. A
partir de lo comentado anteriormente,

∂Ai

∂si
< 0,

∂Ai+1

∂si
> 0,
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Además, el resto de derivadas parciales son nulas. Ası́, se tiene que la matriz jacobiana

∂(A1, . . . , An−1)
∂(s1, . . . , sn−1)

es triangular inferior, con entradas no nulas en su diagonal principal, y por tanto regular.
Ahora se puede aplicar el Teorema de la Función Implı́cita a (A1, . . . , An−1) en el punto
(t, s1, . . . , sn−1) = (0, 0, . . . , 0), obteniéndose funciones diferenciables s1(t), . . . , sn−1(t) ta-
les que Ai(t, s1(t), . . . , sn−1(t)) es constantemente igual a Ai(0, 0, . . . , 0) en todo instante
t, para cada i = 1, . . . , n− 1, y en consecuencia, el área encerrada por R1, . . . , Rn − 1 se
mantendrá constante. Además, An también permanecerá constante y por ello, la anterior
variación preserva las áreas.

El campo velocidad inicial asociado a dicha variación es igual a X, en C ∩U, e igual
a X + ∑n−1

i=1 s′i(0) viNi(i+1), en C ∩ (D − U). Nótese que, como la variación {ϕt} preser-
va el área hasta primer orden, se tiene que s′i(0) = 0 (derı́vese la expresión constante
Ai(t, s1(t), . . . , sn−1(t))), por lo que concluimos que el campo velocidad inicial coincide
con X en toda la configuración C. �

El anterior Lema 6.2.5 nos permite construir variaciones de configuraciones estacio-
narias, a partir de funciones adecuadas. La primera consecuencia que obtenemos de este
hecho es el siguiente resultado, que recoge las principales propiedades de dichas confi-
guraciones.

Proposición 6.2.6. Dada una configuración estacionaria C ⊂ S , se verifican las siguientes
condiciones:

i) La curvatura geodésica hij de cada curva Cij es constante.
ii) Los lados de C se encuentran de tres en tres formando ángulos de 120 grados en los

vértices interiores.
iii) Se verifica la condición de equilibrio: dados tres lados Cij, Cjk, Cki que se encuentran en

un vértice interior, sus curvaturas geodésicas satisfacen

hij + hjk + hki = 0.

iv) Los lados de C que intersecan a ∂S lo hacen ortogonalmente.

DEMOSTRACIÓN. Todas las propiedades se obtienen como consecuencia de las fór-
mulas de variación (6.3) y (6.5), y del Lema 6.2.5.

i) Consideremos una curva Cij, y una función ϕ con soporte contenido en el interior
de Cij, tal que ∫

Cij

ϕ = 0.

Nótese que la variación asociada a dicha función ϕ, y a las funciones nulas definidas en
el resto de lados de C, preservará el área en virtud del Lema 6.2.5, y entonces, como C es
estacionaria, la primera variación de la longitud (6.5) será nula. Pero en este caso

dL
dt

∣∣∣∣
t=0

= −1
2

∫
Cij

hij ϕ,

ya que la variación deja invariantes los vértices de C. Ası́,∫
Cij

hij ϕ = 0,

para toda función ϕ de media nula en el interior de Cij, de donde se deduce necesaria-
mente que hij es constante en Cij.



6.2. FÓRMULAS DE VARIACIÓN. CONFIGURACIONES ESTACIONARIAS 127

ii) Sea ahora p un vértice interior. Por el Teorema 6.1.1, denotemos por Cij, Cjk, Cki a
las tres curvas que se encuentran en dicho vértice. Veamos que el ángulo que forman cada
par de estas curvas es de 120 grados. Fijemos inicialmente un vector unitario v ∈ R2.

Tomemos una función uij con soporte contenido en Cij, con media nula, y tal que
uij =

〈
v, Nij(p)

〉
. Es claro que es posible elegir una tal función. De igual forma, tomemos

funciones ujk, uki definidas en Cjk, Cki cumpliendo las mismas condiciones.

La variación definida por dichas funciones (y por las funciones nulas en el resto de
lados de C) preservará el área, ya que, por ejemplo,

dAi

dt

∣∣∣∣
t=0

= −
∫

Cij

uij +
∫

Cki

uki = 0.

Como C es estacionaria, entonces (6.5) será nula. Pero

dL
dt

∣∣∣∣
t=0

= − ∑
i∈{1,...,n}

{
∑

j∈I(i)
hij

∫
Cij

uij + ∑
j∈I(i)

∑
q∈∂Cij

〈
X(q), νij(q)

〉 }
=
〈

X(p), νij(p) + νjk(p) + νki
〉
(p),

ya que sabemos que las curvaturas geodésicas son constantes (por el primer apartado),
las funciones son de media nula, y el único vértice que mueve la variación es justamente
p. Ası́, 〈

X(p), νij(p) + νjk(p) + νki
〉
(p) = 0.

Eso implica necesariamente que X(p) = v. En efecto, si X(p)− v 6= 0, entonces,〈
X(p)− v, Nij(p)

〉
= uij(p)−

〈
v, Nij(p)

〉
= 0,

por lo que X(p)− v ∈ TpCij, para todo v, lo que es imposible. Por tanto, X(p) = v, y en
consecuencia, 〈

v, νij(p) + νjk(p) + νki(p)
〉

= 0,

para cualquier vector v ∈ R2, lo que nos lleva a que

(6.8) νij(p) + νjk(p) + νki(p) = 0,

y equivalentemente
Nij(p) + Njk(p) + Nki(p) = 0.

El hecho de que los vectores sean unitarios implica que los ángulos que forman dos a dos
son justamente de 120 grados: el coseno del ángulo formado entre νij y νjk será igual a〈

νij, νjk
〉

‖νij‖ ‖νjk‖
=
〈
νij, νjk

〉
.

Por otro lado, a partir de (6.8), se tiene que

‖νki‖2 = ‖ − νij − νjk‖2 = ‖νij‖2 + ‖νjk‖2 + 2
〈
νij, νjk

〉
,

de donde
〈
νij, νjk

〉
= −1/2. Luego el coseno anterior es igual a −1/2, y entonces el co-

rrespondiente ángulo ha de ser de 120 grados.

iii) Denotemos por p al vértice interior donde se intersecan las curvas Cij, Cjk, Cki, y
tomemos una curva cerrada γ cuyo interior contenga a p y corte a dichas curvas. Fijemos
también a > 0.

Tomemos ahora una función uij con soporte contenido en cierto entorno prefijado de
Cij ∩ C (que no contenga al vértice p), tal que

∫
Cij

uij = a. Sean también ujk, uki funciones
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cumpliendo las mismas condiciones. Como

dAi

dt

∣∣∣∣
t=0

= −
∫

Cij

uij −
∫

Cik

uik = −
∫

Cij

uij +
∫

Cik

uki = −a + a = 0,

se tiene que la variación definida por dichas funciones preservará áreas. Entonces, como
C es estacionaria, se sigue que

0 =
dL
dt

∣∣∣∣
t=0

= a (hij + hjk + hki),

ya que tal variación deja invariantes los vértices, y cada curvatura geodésica es constante.
Ası́, se concluye que hij + hjk + hki = 0.

iv) Consideremos ahora un vértice p ∈ ∂S , tal que p ∈ Cij. Sea u una función definida
en p y en el interior de Cij, de media nula.

Como en los casos anteriores, la variación asociada preservará el área, y entonces

0 =
dL
dt

∣∣∣∣
t=0

=
〈

X(p), νij(p)
〉

.

Como X(p) ∈ Tp∂S , concluimos que νij(p) es ortogonal a ∂S en el punto p. �

Nota 6.2.7. Resaltamos que la primera propiedad obtenida en la Proposición 6.2.6
indica que la curvatura geodésica hij de un lado Cij (posiblemente disconexo) de una
configuración estacionaria es constante; es decir, todas las componentes de Cij tendrá la
misma curvatura constante.

Nota 6.2.8. Nótese que, salvo las condiciones referidas a cuantas curvas se encuentran
en los vértices (de tres en tres en los vértices interiores, y sólo una curva en cada vértice de
∂D), el resto de condiciones de regularidad de una configuración minimizante, descritas
en el Teorema 6.1.1, se obtienen como consecuencia de las fórmulas de variación. Además,
la condición (6.2) en los vértices interiores también queda probada, ası́ como la condición
de ortogonalidad de los lados que intersecan a ∂S en una configuración minimizante.

Nota 6.2.9. Sea p un vértice interior de una configuración estacionaria C, y sean Cij,
Cjk, Cki las tres curvas que se encuentran en p. La condición ii) de la Proposición 6.2.6
implica que la suma ordenada de los vectores tangentes (unitarios) en p a las curvas es
cero, esto es,

νij + νjk + νki = 0,
donde dicha suma sólo tiene sentido evaluada en el vértice p. Eso implica que

(6.9) Nij + Njk + Nki = 0,

y consecuentemente, para cualquier variación de C que se considere, las correspondientes
componentes normales del campo variacional asociado cumplirán que

uij(p) + ujk(p) + uki(p) = 0.

6.2.4. Presión de una región. Ahora introduciremos un concepto importante en
nuestro estudio: la presión de una región. Este concepto ya ha aparecido en otros tra-
bajos [39], [96], y permite comprender varias consideraciones fı́sicas [46], [38]. El hecho
fundamental para que la siguiente definición tenga sentido es que se cumpla la condición
de equilibrio (6.2), tal y como se verá más adelante.

Definición 8. Sea C una configuración estacionaria. Definimos la presión de cada
región Ri como un número pi ∈ R tal que

(6.10) hij = pi − pj, para todo lado Cij.
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Nota 6.2.10. En el caso de que S = R2, para configuraciones estacionarias contenidas
en el plano, es posible definir también la presión p0 de la región exterior R0, siguiendo la
misma definición (6.10). Esto es debido a que en los vértices de la configuración que tocan
dicha región R0, la condición (6.2) se cumple igualmente (se pueden ver como vértices
contenidos en el interior de R2).

Nota 6.2.11. La determinación de las presiones en una configuración estacionaria da-
da se lleva a cabo mediante un proceso recurrente: fijada una región Rk, se le asigna
arbitrariamente una presión pk, y a partir de la expresión (6.10), se van obteniendo las
presiones del resto de regiones. Este proceso podrı́a hacer que se le asignaran dos presio-
nes diferentes a una región con varias componentes conexas, pero justamente la condi-
ción (6.2) evita que se llegue a esa situación.

Para ilustrar esta última afirmación, consideremos tres regiones Ri, Rj, Rk que se encuen-
tran en un vértice. Definida la presión pk, se tendrá a partir de (6.10) que pi = hik + pk, y
pj = hjk + pk. Pero a partir de la presión pj, también es posible definir una presión p′i en
la región Ri por p′i = hij + pj. Sin embargo, usando la condición (6.2),

p′i = (−hjk − hki) + pj = (pk − pj + pi − pk) + pj = pi,

con lo que ambas definiciones coinciden. La reiteración de este proceso permite afirmar
que las presiones en una configuración estacionaria pueden determinarse correctamente,
aunque las regiones presenten varias componentes.

Nota 6.2.12. Obsérvese que estas presiones están definidas salvo una constante adi-
tiva, de manera que no estarán unı́vocamente determinadas; dadas p1, . . . , pn presiones
correspondientes a una configuración estacionaria C, si consideramos p′i = pi + c, con
c ∈ R, se tiene que p′1, . . . , p′n también constituyen presiones para las regiones de C.

Nota 6.2.13. A partir de las presiones, es posible expresar la primera variación de la
longitud (6.5) para configuraciones estacionarias de la siguiente manera:

(6.11)
dL
dt

∣∣∣∣
t=0

=
n

∑
i=1

pi
dAi

dt

∣∣∣∣
t=0

.

En efecto; consideremos una configuración estacionaria C. Usando ii) y iv) de la Proposi-
ción 6.2.6, es fácil ver que los sumandos que aparecen en (6.5) evaluados en los vértices
de C se anulan, y aplicando (6.10) nos queda

dL
dt

∣∣∣∣
t=0

= −1
2 ∑

i∈{1,...,n}
j∈I(i)

∫
Cij

hij uij(6.12)

= −1
2 ∑

i∈{1,...,n}
j∈I(i)

∫
Cij

pi uij +
1
2 ∑

i∈{1,...,n}
j∈I(i)

∫
Cij

pj uij

= −1
2 ∑

i∈{1,...,n}
j∈I(i)

∫
Cij

pi uij +
1
2 ∑

j∈{1,...,n}
i∈I(j)

∫
Cij

pi uji

= −1
2 ∑

i∈{1,...,n}
j∈I(i)

∫
Cij

pi uij −
1
2 ∑

j∈{1,...,n}
i∈I(j)

∫
Cij

pi uij

= − ∑
i∈{1,...,n}

j∈I(i)

pi

∫
Cij

uij =
n

∑
i=1

pi
dAi

dt

∣∣∣∣
t=0

,
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donde hemos usado la igualdad (6.3) en la última lı́nea.

Obsérvese que, si se considera una constante c ∈ R y presiones p′i = pi + c, la anterior
expresión (6.11) no varı́a, ya que, como ∑n

i=1 Ai(t) = π, entonces ∑n
i=1 dAi/dt = 0, y por

tanto no aparecerá ningún término adicional.

6.2.5. Segunda fórmula de variación de la longitud. Podemos ahora enunciar el
siguiente resultado, donde se muestra la expresión de la segunda variación de la longitud
para configuraciones estacionarias, y deformaciones que preservan el área hasta segundo
orden:

Proposición 6.2.14 (Segunda variación de la longitud). Sea C ⊂ S una configuración
estacionaria, y sea ϕt : C → S una variación que preserva áreas hasta segundo orden, con
t ∈ (−ε, ε) y con campo vectorial asociado X. Entonces, la segunda derivada de la longitud L(t)
de ϕt(C) en el instante t = 0 viene dada por

−1
2 ∑

i=1,...,n
j∈I(i)

{ ∫
Cij

(u′′ij + h2
ijuij) uij + ∑

p∈∂Cij
p∈int(S)

(
− qiju2

ij + uij
∂uij

∂νij

)
(p)(6.13)

+ ∑
p∈∂Cij
p∈∂S

(
u2

ij + uij
∂uij

∂νij

)
(p)
}

,

donde qij(p) = (hki + hkj)(p)/
√

3, y Rk es la tercera región tocando el vértice p.

DEMOSTRACIÓN. Derivando los términos integrales de (6.5), nos queda (no indica-
remos en lo sucesivo la dependencia con respecto al parámetro t)

d
dt

∣∣∣∣
t=0

( ∫
Cij

hijuij

)
=
∫

Cij

(
d
dt

∣∣∣∣
t=0

hij

)
uij + hij

d
dt

∣∣∣∣
t=0

( ∫
Cij

uij

)
.

La expresión de la derivada de la curvatura geodésica, con respecto a la variación ϕt,
se computa según [6, Th. 2.7], obteniendo

d
dt

∣∣∣∣
t=0

hij = u′′ij + h2
ij uij.

Por otro lado, operando como en (6.12), es fácil ver que

∑
i=1,...,n
j∈I(i)

hij
d
dt

∣∣∣∣
t=0

( ∫
Cij

uij

)
= 2

n

∑
i=1

pi
d2Ai

dt2

∣∣∣∣
t=0

,

que se anula al estar considerando una variación que preserva las áreas hasta segundo
orden (nótese que es necesario descomponer la curvatura geodésica hij en función de
las presiones, para que los ı́ndices vayan bien y se pueda usar (6.3), haciendo ası́ que
aparezca la segunda derivada de Ai).

Por otra parte, derivando el segundo término en (6.5), se tiene

d
dt

∣∣∣∣
t=0

〈
X, νij

〉
=
〈

DXX, νij
〉
+
〈

X, DXνij
〉

.

Expresando X como suma de su parte normal XN =
〈

X, Nij
〉

Nij y su parte tangente
XT =

〈
X, νij

〉
νij, es claro que〈

X, DXνij
〉

=
〈

X, Nij
〉 〈

Nij, DXνij
〉
+
〈

X, νij
〉 〈

νij, DXνij
〉

= uij
〈

Nij, DXνij
〉

.
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Usando un cálculo análogo al que aparece en [60, Lemma 3.4] (que detallaremos en la
Nota 6.2.15 posterior), se puede comprobar finalmente que〈

Nij, DXνij
〉

= hij
〈

X, νij
〉
+

∂uij

∂νij
,

donde ∂uij
∂νij

= νij uij. Ası́ se concluye que

(6.14)
d
dt

∣∣∣∣
t=0

〈
X, νij

〉
=
〈

DXX, νij
〉
+ uij hij

〈
X, νij

〉
+ uij

∂uij

∂νij
.

Para p ∈ int(S), la sumatoria correspondiente al primer término de (6.14) se anula,
ya que νij + νjk + νki = 0, por (6.8). Además, el segundo término es igual a−qiju2

ij, a partir
de ciertos cálculos [60], que detallamos en la Nota 6.2.16.

Para p ∈ ∂S , consideremos la curva Cij que corta a ∂S en el vértice p. Denotemos
por tp, np los vectores tangente y normal interior a ∂S en p. Como la configuración es
estacionaria, Cij corta ortogonalmente a ∂S en p, y entonces np = νij(p). Además, como
X(p) es un vector tangente (no unitario) a ∂S en p, se obtiene que X(p) = uij(p) tp. En
consecuencia,

〈
X, νij

〉
(p) = 0, y〈

DXX, νij
〉
(p) =

〈
DX(p)X, νij(p)

〉
= uij(p)

〈
Dtp(uij t), np

〉
= u2

ij(p)
〈

Dtp t, np
〉
+ uij(p) (tp uij)

〈
tp, np

〉
= u2

ij(p) H∂S (p) = u2
ij(p),

ya que, en el caso de que S sea un disco, ∂S es una circunferencia de radio unidad y su
curvatura es igual a uno. Esto nos conduce a (6.13), concluyendo ası́ la demostración. �

Nota 6.2.15. Detallemos los cálculos que aparecen en [60, Lemma 3.4], y que demues-
tran que

(6.15)
〈

Nij, DXνij
〉

= hij
〈

X, νij
〉
+

∂uij

∂νij
.

En efecto: Como νij y Nij son ortogonales, se sigue que〈
Nij, DXνij

〉
= −

〈
DX Nij, νij

〉
.

Tomemos un campo tangente arbitrario Z, que verifique que [X, Z] = 0, y comprobemos
que DX N = −∇Z(〈X, N〉)− AN(XT).

Es claro por las hipótesis sobre Z que

〈DX N, Z〉 = − 〈N, DXZ〉 = − 〈N, DZX〉 = −
〈

N, DZ(XN)
〉
−
〈

N, DZ(XT)
〉

.

Como
DZ(XN) = DZ(〈X, N〉N) = 〈X, N〉 DZ N + Z (〈X, N〉) N,

entonces

(6.16)
〈

N, DZ(XN)
〉

= Z 〈X, N〉 ,

ya que 〈N, N〉 = 1.

Por otro lado, para X′, Y′ campos tangentes cualesquiera, como

σ(X′, Y′) = (DX′Y′)N =
〈

DX′Y′, N
〉

N,

entonces 〈
DX′Y′, N

〉
=
〈
σ(X′, Y′), N

〉
=
〈

AN(X′), Y
〉

,
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donde estamos denotando por AN al endomorfismo autoadjunto de Weingarten. Parti-
cularizando para X′ = Z y Y′ = XT, se tiene que

(6.17)
〈

N, DZ(XT)
〉

=
〈

AN(Z), XT
〉

=
〈

AN(XT), Z
〉

.

A partir de (6.16) y (6.17) se sigue que

〈DX N, Z〉 = −Z 〈X, N〉 −
〈

AN(XT), Z
〉

= − 〈Z,∇Z(〈X, N〉)〉 −
〈

AN(XT), Z
〉

=
〈
−∇Z(〈X, N〉)− AN(XT), Z

〉
,

para todo campo Z. De ahı́ se deduce que

DX N = −∇Z(〈X, N〉)− AN(XT).

Particularizando ahora a Z = νij, N = Nij, nos quedará

DX Nij = −∇νij

〈
X, Nij

〉
− ANij(XT),

y con ello 〈
Nij, DXνij

〉
= −

〈
DX Nij, νij

〉
=
〈
∇νij(uij) + ANij(XT), νij

〉
=
〈

ANij(XT), νij

〉
+
〈
∇νij uij, νij

〉
=
〈

σ(XT, νij), Nij

〉
+ νij uij

= σij(XT, νij) +
∂uij

∂νij
.

Finalmente, como

σij(XT, νij) =
〈
σ(
〈

X, νij
〉

νij), νij), Nij
〉

=
〈

X, νij
〉 〈

(Dνij νij)N , Nij

〉
=
〈

X, νij
〉 〈

Dνij νij, Nij

〉
=
〈

X, νij
〉

hij,

se tiene la igualdad deseada (6.15).

Nota 6.2.16. Veamos que

−1
2 ∑

i=1,...,n
j∈I(i)

∑
p∈∂Cij

p∈int(D)

uij hij
〈

X, νij
〉

= −1
2 ∑

i=1,...,n
j∈I(i)

∑
p∈∂Cij

p∈int(D)

−qij u2
ij.

En efecto; denotemos por ∇ al conjunto de vértices interiores de la configuración, y vea-
mos la anterior sumatoria indizada en los vértices de ∇.

Sea p ∈ ∇, y sean Cij, Cjk y Cki las tres curvas que se encuentran en el vértice p.
Los vectores normales y conormales interiores, tras aplicación de adecuado giro, pueden
suponerse dispuestos según la Figura 6.1.

Recuérdese que
uij = −uji, hij = −hji,

y que νij = νji (los vectores conormales son interiores a p en cada curva). A partir de
la Figura 6.1, y teniendo en cuenta los ángulos que forman entre ellos, dichos vectores
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FIGURA 6.1.

pueden expresarse en coordenadas de la siguiente manera:

νij = (1, 0), νjk =
(
−1
2

,
−
√

3
2

)
, νki =

(
−1
2

,

√
3

2

)
,

y

Nij = (0, 1), Njk =
(√

3
2

,
−1
2

)
, Nki =

(
−
√

3
2

,
−1
2

)
.

Por ello,

νij =
1√
3
(−Nki + Njk),

νjk =
1√
3
(−Nij + Nki),

νki =
1√
3
(−Njk + Nij),

y consecuentemente, 〈
X, νij

〉
=

1√
3
(−uki + ujk),

〈
X, νjk

〉
=

1√
3
(−uij + uki),

〈X, νki〉 =
1√
3
(−ujk + uij).

Eso nos lleva a que(
Nij hij

〈
X, νij

〉
+ Njk hjk

〈
X, νjk

〉
+ Nki hki 〈X, νki〉

)
(p) =(

1√
3

Nij hij (ujk − uki) +
1√
3

Njk hjk (uki − uij) +
1√
3

Nki hki (uij − ujk)
)

(p) =

1√
3

(
Nij uij (hjk − hki) + Njk ujk (hki − hij) + Nki uki (hij − hjk)

)
(p) +

1√
3

(
Nij (hki ujk − hjk uki) + Njk (hij uki − hki uij) + Nki (hjk uij − hij ujk)

)
(p),

donde hemos reagrupado adecuadamente tras usar las identidades Nij = −Njk − Nki,
Njk = −Nki − Nij, Nki = −Nij − Njk en la última igualdad.
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Al indizar en p ∈ ∇, el sumando correspondiente a la curva Cij aparecerá dos veces,
ya que uij hij

〈
X, νij

〉
= uji hji

〈
X, νji

〉
. Teniendo eso en cuenta, se sigue que

− 1
2 ∑

i=1,...,n
j∈I(i)

∑
p∈∂Cij

p∈int(D)

uij hij
〈

X, νij
〉

=

− 1
2 ∑

p∈∇
2
(

u2
ij

hjk − hki√
3

+ u2
jk

hki − hij√
3

+ u2
ki

hij − hjk√
3

)
(p)

− 1
2

1√
3

∑
p∈∇

2
(

uij(hki ujk − hjk uki) + ujk(hij uki − hki uij)+

uki(hjk uij − hij ujk)
)

(p)

= −1
2 ∑

p∈∇
2
(
− qiju2

ij − qjku2
jk − qkiu2

ki

)
(p),

ya que la segunda sumatoria se anula debido a que el determinante∣∣∣∣∣∣
Nij uij hij
Njk ujk hjk
Nki uki hki

∣∣∣∣∣∣
es cero (la suma de las tres filas da lugar a la fila nula). Finalmente, volviendo a indizar
en i = 1, . . . , n, j ∈ I(i) y p ∈ ∂Cij, p ∈ int(D), se tiene lo anunciado.

6.2.6. Variaciones por configuraciones estacionarias. Presentamos ahora de forma
breve un tipo de variaciones que usaremos en posteriores Capı́tulos.

Dada una configuración estacionaria C, y una variación

{ϕt : C → S , t ∈ (−ε, ε)},

diremos que la variación es por configuraciones estacionarias si en cada instante de la defor-
mación, se obtienen configuraciones estacionarias, es decir,

ϕt(C) es configuración estacionaria , t ∈ (−ε, ε).

En virtud de la Proposición 6.2.6 se tendrá que dichas variaciones preservarán los ángulos
entre los lados en vértices interiores, y la ortogonalidad en los vértices de ∂S , en todo
instante. Además los lados se mantendrán con curvatura geodésica constante en cada
instante (no necesariamente la misma constante).

Dada una de estas variaciones, que preserve el área de todas las regiones hasta primer
orden, siguiendo los argumentos de la demostración del Lema 6.2.5 anterior, es posible
modificarla adecuadamente para que las áreas se mantengan constantes a lo largo de
toda la deformación. En tal situación, a partir de (6.11) se puede obtener que la segunda
derivada de la longitud viene dada por

(6.18)
d2L
dt2 = ∑

α

dpα

dt
dAα

dt
,

donde α se refiere ahora a las componentes de la configuración estacionaria, y no a las
regiones, y dpα/dt representa la derivada de la presión de la componente α-ésima con
respecto a la variación. Dicha expresión será de gran utilidad en los siguientes Capı́tulos.
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En general, si las áreas no se preservan hasta segundo orden, la segunda derivada de la
longitud, para una variación de C por configuraciones estacionarias, vendrá dada por

d2L
dt2 = ∑

α

dpα

dt
dAα

dt
+ pα

d2Aα

dt2 ,

que también se obtiene a partir de (6.11). Nótese que cuando la variación preserva las
áreas de las regiones hasta segundo orden, entonces

d2Ak

dt2 = 0, k = 1, . . . , n,

y el segundo sumando anterior puede reagruparse indizando en las distintas regiones,
de forma que

∑
α

pα
d2Aα

dt2 =
n

∑
k=1

pk
d2Ak

dt2 = 0

Nota 6.2.17. Téngase en cuenta que la derivada de la curvatura geodésica hij a lo
largo de la deformación, dada por

u′′ij + h2
ij uij,

sólo depende de la componente normal uij del campo vectorial asociado X, y que la mo-
dificación resultante de aplicar el Lema 6.2.5 sólo modifica la aceleración de la variación.
Además, la condición de preservar ángulos sólo depende del campo velocidad inicial.

Nota 6.2.18. Obsérvese que, en particular, dada una variación que preserve los ángu-
los entre los lados de la configuración en todo instante, se tiene que

DX(νij + νjk + νki) = 0,

ya que νij + νjk + νki se anulará constantemente.

6.3. Configuraciones estables

Terminamos este Capı́tulo recordando la noción de configuración estable. Tal y como
se ha comentado anteriormente, las configuraciones estacionarias representan los pun-
tos crı́ticos del funcional longitud, para variaciones que preservan las áreas encerradas.
Apoyándonos en esta idea, definimos ahora el concepto de configuración estable.

Definición 9. Diremos que una configuración estacionaria C ⊂ S es estable si es un
mı́nimo local de segundo orden del funcional longitud, para cualquier variación preser-
vando áreas. En caso de que una configuración no sea estable, diremos que es inestable.

Ası́, si deformamos ligeramente una configuración estable C preservando las áreas ence-
rradas, obtendremos en cada instante configuraciones con mayor longitud que C.

Por otro lado, como las configuraciones minimizantes son mı́nimos globales del funcional
longitud, se sigue de la definición anterior que toda configuración minimizante es, en
particular, estable. Sin embargo, no toda configuración estable es minimizante, como se
verá en los posteriores Capı́tulos.

Pasamos ahora a realizar ciertas definiciones, con el fin de obtener una condición que
permita discutir la estabilidad.

Sea C ⊂ S una configuración estacionaria. Diremos que una función u :
⋃

i,j Cij → R

es admisible si las restricciones uij = u|Cij pertenecen al espacio de Sobolev W1,2(Cij), y
verifican que, para cualquier vértice p de la configuración, contenido en el interior de S ,

uij(p) + ujk(p) + uki(p) = 0,
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con Cij, Cjk, Cki las tres curvas que se encuentran en p. Estas funciones, a la vista de
los resultados de esta Sección, se corresponden con las variaciones de C que tienen co-
mo componentes normales del campo variacional asociado justamente las funciones uij
(véase el Lema 6.2.5). En consecuencia, a partir de la expresión (6.3), dichas variaciones
preservarán las áreas si y sólo si

(6.19) ∑
j∈I(i)

∫
Cij

uij = 0, i = 1, . . . , n.

Diremos que una función admisible u definida sobre C es una función de Jacobi si la
variación asociada preserva la curvatura geodésica de cada lado Cij ⊂ C, y los ángulos
en cada vértice. Esto quiere decir que la curvatura geodésica hij del lado Cij se mantiene
constante a lo largo de la deformación. En consecuencia, se tendrá que la derivada de la
curvatura geodésica hij de Cij respecto de la variación se anula, es decir,

(6.20) u′′ij + h2
ijuij = 0.

Es claro que la componente normal del campo de Killing generado por el grupo unipa-
ramétrico de rotaciones alrededor del origen siempre dan lugar a una función de Jacobi.

Por otro lado, la segunda variación de la longitud (6.13) permite definir una forma
bilineal inducida sobre el espacio de funciones admisibles, que llamaremos forma ı́ndice
asociada a C, y que viene dada por

Q(u, v) = −1
2

{
∑

i=1,...,n
j∈I(i)

∫
Cij

(u′′ij + h2
ijuij) vij

+ ∑
p∈∂Cij

p∈int(S)

(
− qijuij +

∂uij

∂νij

)
(p) vij(p) + ∑

p∈∂Cij
p∈∂S

(
uij +

∂uij

∂νij

)
(p) vij(p)

}
,(6.21)

donde u, v son funciones admisibles, y qij son las funciones ya definidas en la Proposi-
ción 6.2.14.

Con esta notación, resulta posible establecer una condición analı́tica para determinar
si una configuración es estable o no. Ası́, por las definiciones realizadas, se sigue que una
configuración estacionaria C será estable si y sólo si

(6.22) Q(u, u) > 0, para toda función admisible u : C → R satisfaciendo (6.19).



CAPÍTULO 7

Particiones Isoperimétricas de un disco plano

En este Capı́tulo, nos centraremos en un disco D contenido en el plano Euclı́deo R2

y estudiaremos el problema isoperimétrico consistente en dividir D en n regiones de
áreas prefijadas mediante una configuración de curvas con la menor longitud posible.
En virtud del Teorema 6.1.1 y de la Proposición 6.2.6, sabemos que dicho problema tie-
ne solución, sea cual sea el número n de regiones que consideremos, y además, dicha
solución consistirá en un grafo contenido en el disco, cuyos lados son curvas con cur-
vatura geodésica constante, encontrándose de tres en tres en vértices en el interior de D
formando ángulos de 120 grados y satisfaciendo la condición (6.2), y cortando ∂D orto-
gonalmente, cada curva en un punto distinto.

Dado que las configuraciones admisibles en este caso, inducen divisiones del disco en
n regiones, normalmente nos referiremos a ellas como particiones. Además, denomina-
remos particiones isoperimétricas a las configuraciones minimizantes para áreas prefijadas.
La notación que utilizaremos será la introducida en el Capı́tulo 6 anterior, donde también
aparecen varios de los resultados que aplicaremos en nuestro estudio.

Tal y como indicábamos en el Capı́tulo 5 introductorio, la mayor dificultad con la
que nos enfrentamos es la posible no conexión de las regiones en una configuración mi-
nimizante o partición isoperimétrica. Este hecho hace que el conjunto de candidatos a ser
solución sea muy amplio, obligándonos a admitir, en un principio, configuraciones de
diversos tipos topológicos.

El esquema de este Capı́tulo es el siguiente. En primer lugar, veremos que en caso de
considerar dos regiones, la correspondiente configuración minimizante se obtiene, casi de
forma inmediata, a partir de las condiciones de regularidad descritas en el Teorema 6.1.1
y la Proposición 6.2.6.

FIGURA 7.1. Partición isoperimétrica del disco en dos regiones de áreas dadas

Desafortunadamente, en el resto de situaciones, determinar la solución se convierte
en una tarea más compleja. Un resultado fundamental en nuestro trabajo es el Lema 7.3.1,
que proporciona una cota sobre el número de componentes conexas de la región de ma-
yor presión. Esta cota nos permitirá, para el caso de tres regiones, reducir el número de
candidatos considerablemente, hasta quedarnos con las diez configuraciones que mues-
tra la Figura 7.4. A partir de ahı́, tras descartar las posibilidades que no son minimizantes
(usando, entre otros, ciertos argumentos de estabilidad), concluiremos que la solución es

137
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la configuración estándar de la Figura 7.2, consistente en tres lados que se encuentran en
un único vértice del interior del disco.

FIGURA 7.2. Partición isoperimétrica del disco en tres regiones de áreas dadas

Destacamos que las soluciones obtenidas para dos y tres regiones son únicas, salvo rota-
ciones del disco.

Finalmente, concluiremos este Capı́tulo con varias observaciones relativas a este pro-
blema, cuando el número de regiones aumenta.

7.1. Partición isoperimétrica para dos regiones

Comencemos nuestro estudio considerando en esta Sección el problema consistente
en hallar la partición isoperimétrica del disco D en dos regiones de áreas dadas. En este
caso, la resolución del problema resulta relativamente sencilla, gracias a los resultados
anteriormente expuestos y, obviamente, al hecho de que estemos dividiendo al disco en
sólo dos regiones. El siguiente Teorema, consecuencia de las condiciones de regularidad
descritas en el Teorema 6.1.1 y en la Proposición 6.2.6, caracteriza completamente las
configuraciones minimizantes para dos regiones.

Teorema 7.1.1. Sea C una configuración minimizante, dividiendo al disco D en dos regiones
de áreas dadas. Entonces C es un arco de circunferencia o un segmento que interseca ortogonal-
mente a ∂D.

DEMOSTRACIÓN. Sabemos que existe una tal configuración minimizante C en virtud
del Teorema 6.1.1. Dicho Teorema, junto con la Proposición 6.2.6, nos da las propiedades
de regularidad que satisface C.

En primer lugar, es claro que no puede haber vértices de C en el interior del disco,
al estar considerando únicamente dos regiones. Por tanto, C estará compuesta por ar-
cos de circunferencia o segmentos (esto es, curvas con curvatura geodésica constante),
que cortan ortogonalmente a ∂D. Supongamos que hubiera más de una de estas curvas.
Entonces, aplicando adecuada rotación, con centro en el origen, a una de las curvas, es
posible obtener una nueva configuración C′, de igual perı́metro y encerrando los mis-
mos valores del área que C, que presenta un vértice en ∂D de donde partirán dos curvas
distintas (basta girar una curva hasta que entre en contacto con otra). Esto impide que C′
pueda ser minimizante, lo que implica que C ha de estar formada por una sola curva. �

Nota 7.1.2. La unicidad de la partición isoperimétrica del disco, en el caso de dos
regiones, es evidente, salvo rotaciones del disco con centro en el origen.

Nota 7.1.3. Se deduce del Teorema 7.1.1 que la partición isoperimétrica del disco en
dos regiones de igual área viene dada a partir de cualquiera de sus diámetros.
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7.2. Algunos resultados sobre particiones isoperimétricas

Enunciaremos en esta Sección algunos resultados generales referentes a las configu-
raciones minimizantes, que serán usados más adelante. El primer Lema nos proporciona
una cota superior global sobre el perı́metro total de una configuración minimizante.

Lema 7.2.1. Dada una partición isoperimétrica C del disco en n regiones, se tiene que el
perı́metro total de C es menor o igual que n.

Además, la igualdad nunca se alcanza si n > 4. Si la igualdad se da en el caso n = 3, entonces
C consiste en tres segmentos dividiendo al disco en tres regiones de igual área.

DEMOSTRACIÓN. Es siempre posible dividir el disco en n regiones usando n radios
de manera adecuada, para cualesquiera valores del área. De ahı́ ya se deduce que el
perı́metro de C será menor o igual que n.

Para el caso n > 4, la división anterior presenta una singularidad no permitida en el
origen (es un vértice donde se encuentran n lados), y por tanto no puede ser minimizante.
En consecuencia, cualquier solución tendrá longitud estrictamente menor que n (si dicha
longitud minimizante fuese n, entonces cualquier partición de longitud n serı́a solución,
incluyendo la anterior, que es irregular).

En el caso de que se dé la igualdad para n = 3, la división anterior será minimizante
y, en particular, estacionaria. Esto implica que los tres radios han de formar ángulos de
120 grados entre si, y entonces las tres regiones encerrarán la misma área. �

La idea utilizada en la demostración del Teorema 7.1.1, basada en la aplicación de
rotaciones centradas en el origen para demostrar que una partición del disco no es mini-
mizante, inspira la demostración de los dos siguientes resultados.

Lema 7.2.2. Una configuración minimizante debe ser conexa.

DEMOSTRACIÓN. Cualquier configuración no conexa puede ser descartada como mi-
nimizante, aplicando una rotación centrada en el origen a una de sus componentes cone-
xas. Este movimiento preservará la longitud y las áreas encerradas por la configuración,
y dará lugar a un vértice irregular cuando dicha componente toque a otra. �

Nota 7.2.3. Sea C una configuración estacionaria y Ω una componente conexa de
D−C (es decir, una componente de una región). Supongamos que ∂Ω∩ ∂D no es conexo.
En esta situación, se puede aplicar el Lema 7.2.2 anterior, para concluir que C no puede
ser minimizante.

Ya hemos comentado que, en principio, dada una configuración admisible C ⊂ D,
una región puede estar compuesta por varias componentes. Nos referiremos a las com-
ponentes que toquen a ∂D como componentes del borde, mientras que las que no toquen
dicho borde serán componentes interiores. Además, llamaremos m-componente de una re-
gión a una componente conexa bordeada por m curvas, que no necesariamente han de
ser lados de C, ya que pueden ser curvas contenidas en ∂D.

Lema 7.2.4. ([96, Cor. 2.22], [39, Lemma 3.1]) En una configuración minimizante para tres
o más regiones, no puede haber ninguna 2-componente.

DEMOSTRACIÓN. Sea C una configuración minimizante, y supongamos que presen-
ta una 2-componente Ω. Si Ω es una componente del borde, aplicando una rotación de
centro el origen, se podremos girar Ω hasta producir un vértice irregular, lo cual con-
tradice el carácter minimizante de C. Por otro lado, si Ω es una componente interior, se
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sigue a partir de [96, Lemma 5.1] que los lados adyacentes a Ω pertenecen a una misma
circunferencia. Ası́, aplicando de nuevo una rotación (alrededor del centro de la anterior
circunferencia), iremos trasladando Ω hasta llegar a un contacto irregular, lo que vuelve
a resultar contradictorio. �

Nota 7.2.5. Otra idea interesante que permite demostrar el Lema 7.2.4 es la que apare-
ce en [44, Lemma 2.4]. Usando una reflexión construida a partir de una 2-componente,
van obteniendo configuraciones de igual perı́metro, que encierran las mismas áreas, con
un efecto similar al producido por las rotaciones anteriores. Remitimos al lector interesa-
do en los detalles al trabajo original [44].

7.3. Cota para el número de componentes de la región de mayor presión

En la Subsección 6.2.4 definı́amos la presión de una región, que es una asignación
numérica, de forma que para un lado Cij en una configuración estacionaria, su curvatura
geodésica hij viene dada por

hij = pi − pj,

siendo pi, pj presiones correspondientes a las regiones Ri, Rj.

A partir de dicha definición, es inmediato observar que un lado que separe dos regiones
adyacentes tendrá curvatura geodésica positiva respecto al normal que apunta hacia la
región con mayor presión; por tanto, la regiones de mayor presión curvan los lados que
las separan de las regiones con una menor presión.

En esta Sección nos centraremos en la región de mayor presión de las configuraciones
estables, que denotaremos por R1 en lo sucesivo. Nótese que consideramos configuracio-
nes satisfaciendo la condición de estabilidad (6.22), aunque las presiones se definen, en
general, para configuraciones estacionarias.

Tal y como se ha comentado anteriormente, la principal dificultad con la que nos en-
frentamos es que, como las regiones pueden presentarse con varias componentes en un
grafo minimizante, el conjunto de posibilidades a tener es muy amplio. Nuestro objeti-
vo es encontrar una cota sobre el número de componentes conexas de R1, en cualquier
configuración estable que divida al disco en n regiones. Veremos que, en tal situación,
R1 tendrá a lo sumo n− 1 componentes no-hexagonales (las componentes hexagonales, o
6-componentes, también se podrán controlar). Como todo grafo minimizante es, en parti-
cular, estable, esta cota nos permitirá reducir el campo de posibilidades para el problema
de tres regiones, y obtener un listado (finito) de candidatos para la correspondiente par-
tición isoperimétrica.

Lema 7.3.1. Sea C una configuración estable dividiendo a un disco D en n regiones de
áreas dadas. Entonces la región de mayor presión R1 tiene, a lo sumo, n − 1 componentes no-
hexagonales.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que R1 tiene como mı́nimo n componentes no-hexa-
gonales Ω1, . . . , Ωn. En tal caso, vamos a encontrar una variación preservando áreas con
forma ı́ndice (6.21) negativa, lo que contradice el carácter estable de C, según (6.22).

Para cada i ∈ {1, . . . , n}, consideremos la variación dada por la función ui que toma
el valor uno en ∂Ωi, y cero en el resto de la configuración (es fácil ver que cada función
ui ası́ definida verifica la condición (6.7) en los vértices de ∂Ωi, y por tanto, a partir de
ella se puede construir la correspondiente variación, según el Lema 6.2.5). Distingamos
previamente dos casos distintos.
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a) Si Ωi es una componente que toca a ∂D, entonces

(7.1) Q(ui, ui) = − ∑
j∈I(1)

{ ∫
C1j∩∂Ωi

h2
1j + ∑

p∈∂C1j∩∂Ωi
p∈int(D)

−q1j(p) + ∑
p∈∂C1j∩∂Ωi

p∈∂D

1
}

.

Hay que tener en cuenta en este cálculo que la función ui es constantemente igual a uno
en ⋃

j∈I(1)

C1j ∩ ∂Ωi,

y cero en el resto de la configuración, por lo que sus derivadas se anulan. Además, en
esta situación, cada término en la forma ı́ndice (6.21) aparecerá repetido , ya que qij = qji
por definición, y los factores con uij y hij aparecen cuadráticamente, lo que hace que no
les afecta el cambio de orden en los ı́ndices al ir sumando. Por esta razón no aparece el
factor multiplicativo 1/2 en (7.1).

Para p ∈ C1j ∩ C1k ∩ ∂Ωi, se tiene

−q1j(p)− q1k(p) = −
hk1 + hkj + hj1 + hjk√

3
(p) = −

hk1 + hj1√
3

(p) > 0,

ya que R1 es la región de mayor presión. En consecuencia, la segunda sumatoria resulta
negativa, pon lo que (7.1) es estrictamente negativa.

b) Si Ωi es una componente interior, entonces Q(ui, ui) se calcula igual que antes, sin
que aparezca en este caso la última sumatoria (que corresponde a vértices de ∂D). Ası́,
se obtendrá que Q(ui, ui) 6 0. Ahora no se tiene asegurada la desigualdad estricta; de
hecho, es fácil comprobar que se dará la igualdad si y sólo si cada lado de ∂Ωi es un
segmento, equivalentemente h1j = 0, para cada C1j ⊂ ∂Ωi. Veamos, sin embargo, que en
este caso, como Ωi es componente no-hexagonal, sı́ se tiene que Q(ui, ui) < 0:

Aplicando el Teorema de Gauss-Bonnet [40, § 4-5, p. 269] a la componente interior Ωi, se
tiene que

(7.2) ∑
j∈I(1)

C1j∈∂Ωi

l1j h1j =
(6−m) π

3
,

donde l1j, h1j son la longitud y la curvatura geodésica (respecto del normal que apunta al
interior de Ωi) de cada lado de ∂Ωi, y m el número total de lados. En el caso de que todas
las curvaturas h1j sean cero, necesariamente m = 6. Y recı́procamente, si m = 6, como las
curvaturas son siempre mayores o iguales que cero (al ser Ωi componente de la región de
mayor presión), se tendrá finalmente que éstas son todas cero. En resumen, h1j = 0 para
todos los lados de una componente interior si y sólo si m = 6 (para tres regiones, es fácil
ver que en este caso todas las presiones serán tienen que coincidir).

Como consecuencia de lo anterior, se tiene que sólo las 6-componentes (interiores) satis-
facen Q(ui, ui) = 0.

Ahora vamos a justificar la existencia de números reales no nulos λ1, . . . , λn tales que
la función

u =
n

∑
i=1

λi ui, en
⋃

i=1,...,n

∂Ωi,

extendida por cero al resto de la configuración, sea la componente normal de un campo
X asociado a una variación que preserva áreas hasta primer orden Como una tal función
satisface trivialmente la condición (6.7) en los vértices interiores, a la vista del Lema 6.2.5,
basta imponer que se preserven las áreas de las regiones R1, . . . , Rn−1 hasta primer orden
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(cumpliéndose eso, también se tendrá que el área de Rn se conserva). En virtud de (6.4),
eso es equivalente a que

dAj

dt

∣∣∣∣
t=0

= − ∑
k∈I(j)

∫
Cjk

〈
X, Njk

〉
= − ∑

i=1,...,n

∫
Cj1∩∂Ωi

〈
X, Nj1

〉
= ∑

i=1,...,n

∫
Cj1∩∂Ωi

λi ui = ∑
i=1,...,n

λi L(Cj1 ∩ ∂Ωi) = 0,

para j = 1, . . . , n − 1. Nos surge ası́ un sistema lineal homogéneo a resolver, con n − 1
ecuaciones y n incógnitas {λi}i=1,...,n. Tal sistema resulta siempre compatible indetermi-
nado, por lo que tanto existirán soluciones (λ1, . . . , λn) ∈ Rn no nulas.

Ası́, la variación asociada a u = ∑n
i=1 λi ui preservará áreas, y además

Q(u, u) =
n

∑
i=1

λ2
i Q(ui, ui) < 0,

al ser Ωi componente no hexagonal, i = 1 . . . , n. Esto contradice el hecho de que C sea
estable, y por tanto, R1 presentará, a lo sumo, n− 1 componentes no hexagonales. �

Nota 7.3.2. Argumentos análogos a los de la demostración anterior permiten demos-
trar que en una configuración estable dividiendo D en n regiones, no puede haber ningu-
na región con n componentes no-hexagonales convexas, con alguna de ellas estrictamente
convexa, entendiendo por convexidad el hecho de que todas las curvaturas geodésicas
de los lados que bordean la componente sean mayores o iguales que cero, respecto del
normal apuntado hacia el interior de dicha componente.

El Lema 7.3.1 nos permite clasificar los candidatos minimizantes, cuando se consi-
deran divisiones del disco en tres regiones.

Lema 7.3.3. Sea C ⊂ D una configuración minimizante dividiendo D en tres regiones de
áreas dadas. Entonces C es una de las configuraciones de la Figura 7.4.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos primero que todas las presiones son iguales. En tal
caso, todos los lados son segmentos. Si hubiera una componente interior, el mismo razo-
namiento del Lema 7.3.1 nos dice que tiene que ser un hexágono. Es fácil ver entonces
que los lados que parten de los vértices del hexágono, tienen que llegar a ∂D (en caso
contrario, existirı́an dos rectas paralelas que intersecan a ∂D de manera ortogonal, lo que
no es posible). Esto implica que C ha de coincidir con la configuración de la Figura 7.3,
y entonces las regiones R2 y R3 (que en este caso, también son las regiones de mayor
presión) tendrán tres componentes, lo que da inestabilidad aplicando el Lema 7.3.1.

2 3

213

32

FIGURA 7.3. Una configuración con una componente hexagonal interior

Si no hubiera componentes interiores (y las presiones fueran iguales), entonces C tiene
que corresponderse con la configuración estándar (10), ya que solamente habrá un vértice
interior (si hubiera dos o más, cada uno determinarı́a una 3-componente que toca ∂D
cuyos lados son segmentos, y en consecuencia, el disco tendrı́a más de un centro).
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FIGURA 7.4. Las diez posibilidades para una configuración minimizante

Supongamos ahora que p1 > p2 > p3, con p1 > p3 (esto es, las presiones no son
todas iguales). Entonces ninguna componente de R1 estará totalmente bordeada por seg-
mentos, y por lo tanto, no será hexagonal. En consecuencia, R1 tendrá a lo sumo dos
componentes, aplicando el Lema 7.3.1.

Si Ω es una componente interior de R1, aplicando el Teorema de Gauss-Bonnet (7.2)
(teniendo en cuenta que todas las curvaturas son mayores o iguales que cero, y alguna
estrictamente positiva por la suposición sobre las presiones) se llega a que ∂Ω consta, a
lo más, de cinco lados. Como en total tenemos tres regiones, dicho número de lados debe
ser necesariamente par. Por el Lema 7.2.4, Ω no puede ser una 2-componente, por lo que
concluimos que Ω será una 4-componente.
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Por otro lado, si Ω es una componente de R1 que toca ∂D, a partir del Teorema de
Gauss-Bonnet se tendrá que

(7.3) l(∂Ω ∩ ∂D) + ∑
i∈I(1)

C1i∈∂Ω

l1i h1i =
(5−m) π

3
,

donde m es el número de lados de Ω (incluyendo la curva contenida en ∂D), y l1i, h1i son
la longitud, y la curvatura geodésica de dichos lados, respecto del normal apuntando
hacia Ω. Como antes, h1i > 0, para todo i, por lo que Ω será una 3-componente o una
4-componente.

Un detalle que se ha de tener en cuenta en la siguiente discusión es que, dado un
vértice interior de nuestra configuración, necesariamente será un vértice donde las tres
regiones R1, R2 y R3 se encuentran.

Supongamos que R1 es conexa, esto es, consta de una única componente. Si R1 toca
∂D y tiene tres lados, entonces tenemos la configuración estándar (10) (el lado que parte
del vértice interior de R1 y no está contenido en ∂R1 debe llegar a ∂D. En caso contrario,
tendrı́amos un segundo vértice interior y R1 no podrı́a ser conexa). Si por el contrario, R1
está bordeada por cuatro lados, un razonamiento análogo, unido a la Nota 7.3.4 posterior,
nos lleva a que C se corresponde con la configuración (1). Finalmente, si R1 es interior, en-
tonces tendrá cuatro lados. Como antes, los lados que salen de los vértices de R1 llegarán
a ∂D, por lo que nos aparece la configuración (3).

Supongamos ahora que R1 tiene dos componentes conexas, A y B. Dichas componen-
tes pueden ser interiores, o tocar a ∂D. Analicemos cada situación.

a) Ambas componentes tocan a ∂D, y por tanto estarán bordeadas por tres o cuatro
lados.

i) Supongamos que A y B tienen tres lados cada una. Entonces los únicos vértices
interiores de la configuración son los correspondientes a estas componentes. Si ambos
vértices se unen mediante un lado, obtenemos la configuración (1). En otro caso, los lados
que parten de dichos vértices y no pertenecen a ∂R1, intersecarán a ∂D, obteniéndose una
configuración disconexa, que no será minimizante por el Lema 7.2.2.

ii) Supongamos ahora que una de las componentes, por ejemplo A, tiene cuatro la-
dos, y que B tiene tres lados. El lado que sale del vértice interior de B no contenido en
∂B no puede llegar a ∂D, ya que entonces la configuración serı́a disconexa. Por tanto,
dicho lado ha de llegar a uno de los vértices interiores de A, y entonces tendremos la
configuración (7).

iii) Si tanto A como B tienen tienen cuatro lados, como los únicos vértices interiores
son los de tales componentes, teniendo en cuenta que no pueden aparecer 2-componentes
y que la configuración ha de ser conexa, se obtendrán las configuraciones (2) (teniendo
en cuenta la Nota 7.3.4) y (3). En este último caso, la 4-componente interior resultante
no puede ser de la región R3, región de menor presión, ya que aplicando el Teorema de
Gauss-Bonnet (7.2) se llegarı́a a contradicción (en este caso, las curvaturas serı́an todas
menores o iguales que cero, con alguna estrictamente negativa).

b) A es una componente tocando ∂D y B es una componente interior; entonces A
tendrá tres o cuatro lados, y B tendrá cuatro.

i) Supongamos primero que A tiene tres lados. Necesariamente el vértice interior de
A se unirá mediante un lado a la componente B. Como no pueden aparecer más vértices
interiores, se llega a la configuración (4).
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ii) Supongamos ahora que A tiene cuatro lados. Como C ha de ser conexo y no puede
haber ninguna 2-componente, en este caso las posibilidades son, o bien que un vértice
interior de A se una con uno de B, o bien que los dos vértices interiores de A se unan
con dos de B. De ahı́ surgen las configuraciones (5) y (8) (obsérvese, como antes, que la
4-componente interior no puede pertenecer a R3).

c) Tanto A como B son componentes interiores, y en consecuencia, ambas tendrán
cuatro lados. Además, los únicos vértices interiores serán los de las componentes. Si éstas
no se unen por medio de ningún lado, C resultará disconexa, y por tanto no minimizante.

Si las componentes se unen por un único lado, entonces nos aparece la configuración (6).

Si se unen a través de dos lados, C se corresponde con la configuración (9) (con la com-
ponente interior de cuatro lados perteneciendo a R2 y no a R3).

Si se unen tres veces, se puede comprobar que habrá una 4-componente interior de R3,
región de menor presión, dando lugar, como antes, a contradicción con (7.2).

Finalmente, si cada vértice de A se une con uno de B, la configuración no tocará al borde
del disco, y entonces desplazándola hasta que haya un contacto con ∂D, crearemos un
vértice irregular y el grafo tampoco será minimizante. �

Nota 7.3.4. Nótese que no pueden existir simultáneamente dos 3-componentes de R3
tocando a ∂D, ya que entonces el origen (que es el centro del disco) estarı́a contenido
en dos componentes disjuntas (esto se debe a que las intersecciones de los lados con ∂D
serán ortogonales, y las curvaturas de tales lados serán menores o iguales que cero).

7.4. Configuraciones inestables y no-minimizantes

En esta Sección obtendremos las herramientas que nos permitirán descartar las con-
figuraciones que, aunque aparecen descritas en la Figura 7.4, no son solución a nuestro
problema. Ası́, proporcionaremos algunos resultados que probarán la inestabilidad de al-
gunas configuraciones, y otros que nos servirán para justificar el carácter no minimizante
de ciertas posibilidades (aunque sean estables).

El objetivo de los primeros resultados que mostramos a continuación es obtener un
primer criterio de inestabilidad, aplicable a las configuraciones que determinen una re-
gión con dos 3-componentes tocando ∂D (Proposición 7.4.10). Este criterio se basa en la
existencia de ciertas variaciones que preservan, en todo instante, las propiedades geo-
métricas de las configuraciones estacionarias (Proposición 7.4.8), e involucra el uso de
transformaciones de Möbius. Además, deduciremos como consecuencia importante la
unicidad de la configuración estándar para tres regiones (Proposición 7.4.4 y Teorema
7.4.5).

Lema 7.4.1. Sea C12 ⊂ D un arco circular o segmento que corta ortogonalmente a ∂D,
separando dos regiones R′1 y R′2 con presiones asociadas p1 y p2 (la curvatura geodésica de C12
con respecto al normal apuntando a R′1 será igual a p1 − p2).

Entonces, para cualquier v ∈ C12, existen únicas curvas C23, C31 de curvatura geodésica
constante que dan lugar a una configuración estándar (10). Además, la presión p3 correspondiente
a la tercera región R3 es una función monótona en v, tomando todos los valores entre −∞ y +∞,
y todas las regiones Rv

3 están anidadas.

DEMOSTRACIÓN. Fijemos v ∈ C12. Sea q ∈ C12 ∩ ∂D. Consideremos la transforma-
ción de Möbius f : C→ C dada por

f (z) =
i(z + q)

q− z
.
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Recordemos que las transformaciones de Möbius son aplicaciones conformes (preservan
los ángulos entre curvas) y que mantienen invariante el conjunto de curvas de curvatura
constante.

Como ∂D es una curva de curvatura constante, y f lleva el punto q ∈ ∂D al infinito,
se sigue que f (∂D) es una recta (curva de curvatura constante cero que pasa por infinito),
que podemos asumir que es el eje real. Consecuentemente, f transforma el interior del
disco en el semiplano superior. Por la misma razón, f (C12) será una recta L que corta
ortogonalmente a f (∂D).

Supongamos que existen curvas C23, C31 de curvatura geodésica constante, encontrándo-
se en el punto v de forma que C12 ∪ C23 ∪ C31 es una configuración estándar. Veamos
primero su unicidad:

Como f es una aplicación conforme, la suma de las curvaturas geodésicas de f (Cij)
es cero. Además, f (C23), f (C31) intersecarán ortogonalmente el eje real. En consecuencia,
f (C23), f (C31) serán arcos circulares centrados en el eje real, con el mismo radio por la
condición (6.2) (nótese que la curvatura de f (C12) es cero). Entonces f (C23), f (C31) son
únicos y por tanto, C23 y C31 también lo son, una vez fijado v. Es claro que las regiones
determinadas por f (C23) y f (C31) resultan anidadas, cuando vamos variando el punto v
a lo largo de C12, lo que implica que Rv

3 también lo serán.

Por otro lado, a partir de f (v) ∈ L, es posible construir dos arcos de circunferencia
centrados en el eje real, que pasen por f (v) y que formen ángulos de 120 grados con
f (C12). Aplicando la inversa de la función f , se obtienen curvas que formarán una confi-
guración estándar en el disco, de donde también deducimos la existencia.

Hallemos ahora la curvatura de las curvas C23, C31, en función del punto v, a partir
de la situación en el semiplano, tras aplicar la transformación f . Sea d > 0 la distancia del
punto f (v) al eje real, y sea x el punto de intersección de la recta L y el eje real. Denotemos
por z0 al centro del arco f (C31), y por r a su radio. Centrándonos en el triángulo de
vértices x, z0, f (v), es fácil ver que

z0 = x +
d√
3

, r =
2 d√

3
.

Análogamente, el centro z′0 y el radio de f (C23) serán

z0 = x− d√
3

, r =
2 d√

3
.

Aplicando la inversa de f y el Lema 7.4.3 posterior, se pueden calcular las curvaturas
geodésicas h31, h32 de las curvas C31, C32, obteniéndose

h31 =
1
4

(
−
√

3 d− 2 x +
√

3 (1 + x2)
d

)
,(7.4)

h32 =
1
4

(
−
√

3 d + 2 x +
√

3 (1 + x2)
d

)
.(7.5)

Entonces p3 = p1 + h31 decrece desde +∞ a −∞, cuando d va desde 0 a +∞, por la
monotonı́a de h31. �

Nota 7.4.2. En la anterior construcción, resaltamos que las presiones p1, p2 se mantie-
nen constantes, ya que el arco C12 no varı́a.

Demostramos ahora el siguiente Lema técnico, del que hacı́amos uso anteriormente,
y que nos indica cómo cambia la curvatura de una circunferencia al aplicar una transfor-
mación de Möbius.
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Lema 7.4.3. Sea C una circunferencia de centro z0 y radio r > 0, y consideremos una trans-
formación de Möbius f : R2 → R2 dada por

f (z) =
az + b
cz + d

.

Entonces, la curvatura geodésica de f (C) viene dada por∣∣∣∣ |c|2 r2 − |c z0 + d|2
r|bc− ad|

∣∣∣∣.
DEMOSTRACIÓN. Es fácil comprobar que f puede escribirse como composición de

traslaciones, homotecias e inversiones (identificando R2 con C); de hecho, se tiene que
f = s4 ◦ s3 ◦ s2 ◦ s1, con

s1(z) = z +
d
c

, s2(z) =
1
z

, s3(z) =
bc− ad

c2 z, s4(z) = z +
a
c

.

Al aplicar una traslación a la circunferencia C, obtendremos una nueva circunferencia,
que tendrá como centro al trasladado del anterior, con el mismo radio.

Es trivial comprobar que, si aplicamos una homotecia de razón λ, la circunferencia
C(z0, r) pasará a ser C(λ z0, |λ| r).

Para una inversión s, trabajando con la ecuación general de una circunferencia se
puede ver que el centro w0 y el radio r0 de s(C) vendrán dados por

w0 = − z0

r2 − |z0|2
, r0 =

r
|r2 − |z0|2|

.

Entonces,

s1(C(z0, r)) = C(z0 +
d
c

, r),

(s2 ◦ s1)(C(z0, r)) = s2(C(z0 +
d
c

, r))

= C
(
− z0 + d/c

r2 − |z0 + d/c|2 ,
r

|r2 − |z0 + d/c|2|

)
.

Análogamente, (s3 ◦ s2 ◦ s1)(C(z0, r)) vendrá dada por

C
(
− bc− ad

c2
z0 + d/c

r2 − |z0 + d/c|2 ,
|bc− ad|
|c|2

r
|r2 − |z0 + d/c|2|

)
.

Finalmente, como s4 es una traslación, se concluye que (s4 ◦ s3 ◦ s2 ◦ s1)(C(z0, r)) =
f (C(z0, r)) será una circunferencia de radio

|bc− ad|
|c|2

r
|r2 − |z0 + d/c|2| ,

y por tanto, la curvatura geodésica de f (C) será∣∣∣∣ |c|2 r2 − |c z0 + d|2|
r|bc− ad|

∣∣∣∣.
�

Una primera consecuencia importante que se deriva del Lema 7.4.1 es la unicidad de
la configuración estándar del disco D para tres regiones, con respecto a las presiones, y
también con respecto a las áreas encerradas.
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Proposición 7.4.4. Dadas tres presiones cualesquiera, existe una configuración estándar di-
vidiendo D en tres regiones con las presiones dadas. Tal configuración resulta única, salvo movi-
mientos rı́gidos del disco.

DEMOSTRACIÓN. Sean p1, p2, p3 las presiones dadas. Es claro que existe un arco cir-
cular o un segmento C12, de curvatura geodésica p1 − p2, dividiendo D en dos regiones
y intersecando ortogonalmente ∂D (fı́jese un punto de ∂D, considérese la recta tangente
al borde y tómese adecuado centro para que el arco correspondiente tenga el radio dado,
esto es, |p1 − p2|−1, si |p1 − p2| 6= 0. Si p1 = p2, entonces bastará tomar un diámetro).
Aplicando el Lema 7.4.1, se puede encontrar un vértice v ∈ C12 y únicas curvas C23 y C31
tales que C12 ∪C23 ∪C31 es una configuración estándar dividiendo D en tres regiones, jus-
tamente con presiones p1, p2 y p3 (nótese que al ir variando el punto v, p3 se moverá desde
−∞ hasta +∞). La unicidad se deduce de la propia construcción y del Lema 7.4.1. �

Teorema 7.4.5. Dados tres números reales positivos a1, a2, a3 con a1 + a2 + a3 = área(D),
existe una única configuración estándar, salvo movimientos rı́gidos del disco, dividiendo D en tres
regiones de áreas ai.

DEMOSTRACIÓN. Consideremos dos configuraciones estándar

C = C12 ∪ C23 ∪ C31,

C′ = C′12 ∪ C′23 ∪ C′31,

dividiendo al disco en regiones de área ai, con área (Ri) = área (R′i) = ai, i = 1, 2, 3.

En caso de que h12 = h′12, se puede aplicar adecuada rotación para conseguir que
los vértices de los lados C12, C′12 que tocan ∂D coincidan, y además, que dichos lados
también coincidan, en un entorno de los vértices. Aplicando ahora el Lema 7.4.1 al la-
do C12, se concluye que los vértices interiores de C y C′ han de coincidir, ya que ambas
configuraciones dividen al disco en regiones de igual área (téngase en cuenta que mo-
viendo el vértice interior de C12, las correspondientes regiones resultan anidadas). Por
tanto, C = C′,

Supongamos ahora que h12 > h′12. Aplicando el Lema 7.4.1 sobre el lado C23 de la
configuración C, encontraremos una variación de C para la que la presión p1 de la re-
gión R1 disminuye de forma continua, sin que cambien las presiones p2 y p3. Por ello
existirá un instante en la deformación en el que la correspondiente configuración C′′ sa-
tisfará que h′′12 = h′12 (la curvatura geodésica viene dada por la diferencia de presiones,
y la presión de R1 va decreciendo continuamente). Además, como p1 > p′′1 , se sigue que
área (R′′1 ) > a1 (ya que R′′1 estará contenida estrictamente en R1, según el Lema 7.4.1) y, en
consecuencia, área (R′′i ) < ai, para i = 2, 3, ya que las configuraciones son tipo estándar.

Apliquemos ahora adecuada isometrı́a del disco para que los lados C′12 y C′′12 coinci-
dan en un entorno del vértice no interior de C12 (nótese que dichos lados tienen idénticas
curvaturas geodésicas y por lo tanto, es posible considerar tal isometrı́a). Como

área (R′′1 ) > a1 = área (R′1),

una nueva aplicación del Lema 7.4.1 sobre el lado C′12 implica que

área (R′′2 ) > área (R′2) = a2,

lo que nos lleva a contradicción (antes vimos que área(R′′2 ) < a2). Por tanto, C y C′ han
de coincidir. �

El siguiente resultado resultará fundamental para la demostración de la posterior
Proposición 7.4.8.
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Proposición 7.4.6. Consideremos tres arcos circulares o segmentos C1, C2, C3 contenidos
en un disco D, que se encuentran en un vértice interior, formando ángulos de 120 grados y sa-
tisfaciendo la condición (6.2). Si C1 y C2 intersecan ∂D ortogonalmente, entonces C3 también lo
hace.

DEMOSTRACIÓN. Sea Ω la componente bordeada por C1, C2 y ∂D, y fijemos p ∈ ∂D−
∂Ω. Consideremos una transformación de Möbius f que que lleve el interior del disco en
el semiplano superior, y el punto p a infinito. Con esto se tendrá que la imagen mediante
f de ∂D es una recta, que podemos pensar que coincide con el eje real. Pretendemos
ver ahora que la prolongación de f (C3) interseca ortogonalmente al eje real. Visto eso,
aplicando la inversa de f se tendrá lo enunciado.

Por las hipótesis es claro que f (C1) y f (C2) son curvas de curvatura constante, que se
encuentran formando 120 grados, y que cortan ortogonalmente al eje real. Además, como
f es una aplicación conforme, la condición (6.2) se preservará.

En caso de que f (C3) sea una recta, su curvatura geodésica será nula, y entonces, en
virtud de (6.2), f (C1), f (C2) tendrán la misma curvatura. Como dichas curvas se cortan
formando ángulos de 120 grados, se concluye que (la prolongación de) f (C3) es una recta
totalmente vertical, que corta al eje real ortogonalmente.

f (C )1(C )2

f(C )3

f

FIGURA 7.5. Si f (C3) es una recta, cortará ortogonalmente al eje real

En caso de que f (C3) sea un arco circular, entonces las prolongaciones de f (C1),
f (C2), f (C3) darán lugar una pompa doble plana estándar (véase [96, Lemma 5.1]), por
lo que los centros de los tres arcos estarán alineados (más concretamente, la mediatriz del
segmento que une los dos vértices de la pompa doble plana contendrá a los centros de
los tres arcos, al ser una cuerda común a las tres circunferencias). Como los centros de
f (C1) y f (C2) se encuentran en el eje real (ya que lo cortan ortogonalmente), se sigue que
el centro de f (C3) también lo estará. Ası́, concluimos que f (C3) también interseca al eje
real de manera ortogonal.

f (C )3 f (C )1

(C )2f

FIGURA 7.6. Si f (C3) es un arco circular, será ortogonal al eje real

�

Nota 7.4.7. Remarquemos que, en la anterior demostración, cuando f (C3) es una
recta, es fundamental que se cumpla (6.2), para que coincidan las curvaturas de las otras
dos curvas y en consecuencia, f (C3) sea una recta vertical.
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El siguiente resultado justifica la existencia de variaciones preservando las propieda-
des geométricas de las configuraciones estacionarias, descritas en la Proposición 6.2.6,
para configuraciones estacionarias con una 3-componente tocando el borde del disco.

Proposición 7.4.8. Dada una configuración estacionaria C con una 3-componente Ω que
toca ∂D, existe una variación de C por configuraciones estacionarias tal que

i) la presión de Ω crece estrictamente, manteniéndose constante en el resto de componentes,
ii) el área de Ω decrece estrictamente, y

iii) deja invariante los lados de C que no pertenecen a ∂Ω.

DEMOSTRACIÓN. Sea v el vértice interior de Ω, y ` el lado de C que parte de v y
no pertenece a ∂Ω. La prolongación de ` cortará ortogonalmente a ∂D, por la Proposi-
ción 7.4.6, en un punto p no contenido en ∂Ω. La variación del enunciado surge al ir
moviendo v a lo largo de `, hacia el interior de Ω, y aplicar el Lema 7.4.1. Como nos va-
mos alejando del punto p, se tendrá que la presión de la 3-componente irá en aumento, y
el área encerrada irá decreciendo, sin que cambien las presiones del resto de componentes
de la configuración. Además, los únicos lados que se modifican son los de ∂Ω. �

Nota 7.4.9. Las configuraciones que se van obteniendo en la variación descrita en la
Proposición 7.4.8 no cumplen, en general, la condición i) de la Proposición 6.2.6; es de-
cir, las curvaturas geodésicas de todas las componentes de una curva Cij, si bien seguirán
siendo constantes, no tomarán el mismo valor constante. Esto se debe a que al cambiar la
curvatura de los lados que forman ∂Ω, los nuevos valores no coincidirán con las curvatu-
ras de otros lados separando las mismas regiones (que no son modificados). Ası́, no serán
configuraciones estacionarias en el sentido estricto, aunque siguen satisfaciendo las con-
diciones de regularidad referidas a los ángulos, y la condición (6.2), en cada uno de sus
vértices Por la misma razón, si Ω es una componente de una región R, su presión Ω no
coincidirá con la presión de las otras componentes que formen R, a medida que vamos
deformando Ω.

De hecho, si obviamos las regiones y nos centramos en las componentes que induce la
configuración inicial, sı́ se tienen grafos estacionarios en cada instante. Como nosotros
usaremos la Proposición 7.4.8 para obtener la inestabilidad de ciertas configuraciones,
considerando las componentes que determinan, nuestros razonamientos y conclusiones
no se verán afectados por estos detalles.

Proposición 7.4.10. Sea C una configuración estacionaria con una región R que tiene, al
menos, dos 3-componentes que tocan a ∂D. Entonces C es inestable.

DEMOSTRACIÓN. Sean Ω1, Ω2 dos 3-componentes de R que tocan a ∂D. Veamos en
primer lugar que Ω1 y Ω2 son congruentes, esto es, coinciden tras adecuado giro cen-
trado en el origen. Por la Proposición 7.4.6, a partir de cada 3-componente Ωi podemos
considerar una configuración estándar, sin más que prolongar el lado de C que interseca a
∂Ωi. Por la unicidad obtenida de la Proposición 7.4.4, se sigue que ambas configuraciones
estándar son la misma, salvo cierta rotación, y por tanto, Ω1 y Ω2 han de coincidir.

Por otro lado, se puede aplicar la Proposición 7.4.8, obteniendo una variación inde-
pendiente en cada componente Ωi. Las componentes normales ui de los campos asocia-
dos a cada variación tienen soportes disjuntos (cada variación deforma solamente la com-
ponente Ωi), y satisfacen la condición (6.7) en cada vértice (al preservarse los ángulos
en cada instante). Además, como la presión crece y el área encerrada disminuye en cada
componente, se sigue que

dpi

dt
dAi

dt
< 0, i = 1, 2,



7.4. CONFIGURACIONES INESTABLES Y NO-MINIMIZANTES 151

donde pi, Ai indican la presión y el área encerrada por cada componente Ωi, y la derivada
se toma a lo largo de la variación.

La idea es construir ahora una variación global de C que preserve el área de cada re-
gión. Como Ω1 y Ω2 son congruentes, cada variación anterior deforma a la 3-componente
en la misma medida, de manera que u = u1 − u2 verificará la condición (6.4), y tam-
bién (6.7), y por tanto la variación asociada a u preservará el área. Además, se tiene por
construcción que tal variación global será por configuraciones estacionarias (ya que las
originales lo son, y tienen soportes disjuntos). A partir de (6.18), se tendrá que

Q(u, u) = Q(u1, u1) + Q(u2, u2) =
2

∑
i=1

dpi

dt
dAi

dt
< 0,

con lo que se concluye que C es inestable, según (6.22). �

Dada una configuración C y una función de Jacobi u definida sobre C (introducidas
en la Sección 6.3), se dice que x ∈ C es un punto nodal si u(x) = 0. Un dominio nodal
para la función u es una componente conexa del complementario en C del conjunto de
puntos nodales. El siguiente resultado muestra la inestabilidad de las configuraciones
estacionarias que tienen muchos dominios nodales.

Proposición 7.4.11. ([60, Proposition 5.2]) Sea C una configuración estacionaria separan-
do el disco en tres regiones. Supongamos que u es una función de Jacobi con, al menos, cuatro
dominios nodales, de forma que ningún punto nodal es un vértice de C. Entonces C es inestable.

DEMOSTRACIÓN. Sean M1, . . . , M4 cuatro dominios nodales para la función u. Su-
pongamos que C es estable. Para i = 1, . . . , 4 definimos ui como la restricción de u a
Mi, extendiendo por cero al resto de la configuración. Aplicando [60, Lemma 3.7], se
tendrá que cada función ui es derivable (nótese que estamos extendiendo por cero y
ui|∂Mi = 0), y además, como u es función de Jacobi y por tanto, admisible, ui será una
función admisible, con Q(ui, ui) = 0.

Es posible encontrar una combinación lineal no trivial v de u1, u2, u3,

v =
3

∑
i=1

λi ui

de forma que se cumpla la condición de media nula (6.4) para las regiones R1, R2 y R3.
En efecto, basta asegurarse de que∫

∂R1

v = 0,
∫

∂R2

v = 0,

para que la variación asociada a v (obsérvese que v satisface (6.7), porque las funciones ui
son admisibles con soporte disjunto, y se podrá aplicar el Lema 6.2.5) preserve las áreas
de las regiones R1, R2, y en consecuencia, también la de R3. Pero∫

∂R1

v = λ1

∫
∂R1

u1 + λ2

∫
∂R1

u2 + λ2

∫
∂R1

u2,∫
∂R2

v = λ1

∫
∂R2

u1 + λ2

∫
∂R2

u2 + λ2

∫
∂R2

u2,

de donde surge un sistema de dos ecuaciones lineales con tres incógnitas λ1, λ2, λ3, que
será compatible indeterminado. Sea (λ1, λ2, λ3) ∈ R3 una terna trivial que sea solución
a dicho sistema, y sea entonces v = ∑3

i=1 λi ui.

Claramente v es función admisible, Q(v, v) = 0 y la variación asociada preserva áreas.
Como C es estable, a partir de [60, Lemma 3.6] podemos afirmar que, en cada lado Cjk de
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C, v es diferenciable y v′′ + hjk v es constante. Pero dicha constante será justamente cero,
ya que ui verifica la condición de Jacobi (6.20) en cada lado, al ser u función de Jacobi.
Ası́,

v′′ + hjk v = 0, en todo lado Cjk.

Sea ahora x un punto nodal tal que x ∈ ∂M4 ∩ M3 (si es necesario, reordenamos
los subı́ndices para que eso sea posible), y llamemos ` el lado que lo contiene. Como
ui|M4 = 0 para i = 1, 2, 3, se sigue que v y v′ se anulan en M4. Sea q ∈ ` ∩M4 próximo
a x. Como v(q) = v′(q) = 0 y v verifica una ecuación diferencial de segundo orden en `,
entonces v = 0 en `. Pero si tomamos q′ ∈ ` ∩M3,

v(q′) = λ3 u3(q′) 6= 0,

ya que q′ no es un punto nodal, y podemos suponer sin pérdida de generalidad que
λ3 6= 0. Esto nos lleva a contradicción, y prueba el resultado. �

Nota 7.4.12. La misma demostración anterior se puede adaptar para afirmar que una
configuración estacionaria dividiendo al disco en n regiones, que posea una función de
Jacobi con n + 1 dominios nodales, es inestable.

Nos ocupamos ahora de otra caracterı́stica topológica que puede presentar una con-
figuración: la cocircularidad entre lados. Este concepto ya aparece en [96, Remark 5.32],
donde se analiza en detalle la estructura de las configuraciones con dicha propiedad.

Definición 10. Dados dos lados no rectos de una configuración C, diremos que son
cocirculares si tienen el mismo centro y el mismo radio de curvatura. Una componente se
dice cocircular si es una 4-componente con dos lados cocirculares opuestos.

Nota 7.4.13. Dada una 4-componente interior, no puede ocurrir que los dos pares de
lados opuestos sean cocirculares; en caso de que eso ocurriese, se tendrı́a que los cuatro
vértices de la componente pertenecen a dos circunferencias distintas, cosa que es imposi-
ble (tres puntos determinan unı́vocamente una circunferencia).

El siguiente resultado nos va a permitir describir la estructura de las distintas com-
ponentes de una configuración estacionaria, y se usará de manera esencial más adelante,
en repetidas ocasiones.

Lema 7.4.14. ([96, Lemma 5.3]) Sean e, f , g tres lados consecutivos de una componente,
y sean v1, v2 los correspondientes vértices. Supongamos que e y g tienen la misma curvatura
geodésica, y que los ángulos en cada vértice son los mismos. Sea R la mediatriz del segmento que
une v1 y v2.

Entonces los lados e y g son simétricos respecto de R. Además, si e y g son cocirculares, el
centro común se halla en R, y si e y g no son cocirculares, R coincide con la mediatriz que une los
centros de dichos lados.

DEMOSTRACIÓN. Es claro que la simetrı́a respecto de R lleva el vértice v1 a v2. Ade-
más, como R es la mediatriz del segmento v1 v2 (que es una cuerda de f ), se tiene que
el vector tangente a f en v1 es simétrico al vector tangente a f en v2. En consecuencia,
como los ángulos en los vértices coinciden, se sigue que el vector normal al lado e en v1
es simétrico al vector normal a g en v2, y entonces, los centros de los arcos e y g también
son simétricos. Al tener la misma curvatura, y por tanto el mismo radio, se concluye que
e y g son simétricos respecto de R.

Si además de tener centros simétricos, e y g son cocirculares, ambos arcos tendrán
el mismo centro, que necesariamente se hallará en R (porque será un punto fijo de la
simetrı́a).
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Si, por el contrario, e y g no son cocirculares, al tener centros simétricos, el punto
medio del segmento que los une ha de reposar sobre R, con lo que R será la mediatriz de
dicho segmento. �

Lema 7.4.15. ([96, Lemma 5.38]) Sea C una configuración estacionaria con una cadena de,
al menos, tres 4-componentes cocirculares, de manera que la primera y la última son componentes
tocando ∂D y el resto son componentes interiores (la cocircularidad se refiere a los lados de las
componentes que tocan el borde del disco). Supongamos además que las componentes adyacentes
a la cadena pertenecen a una misma región.

Entonces existe una deformación continua que preserva perı́metro y áreas, y que crea un vérti-
ce irregular. En consecuencia, C no puede ser minimizante.

DEMOSTRACIÓN. Indicaremos un breve esquema de la demostración, que puede se-
guirse en detalle en [96]. Llamemos Ωi a las 4-componentes de la cadena, con Ω1, Ωn las
componentes tocando el borde del disco y Ωi adyacente a Ωi+1. Sea ci el centro de los
lados cocirculares de Ωi.

Aplicando el mismo argumento que aparece en [96, Lemma 5.36 y Lemma 5.37], es
posible mover estos puntos, manteniendo las distancias d(ci, ci+1), d(c1, 0), d(cn, 0) (para
ası́ preservar los ángulos en cada vértice de la configuración) de forma que c1 y cn se en-
cuentren cada vez más próximos. Este movimiento de los centros, manteniendo además
los radios de cada arco, provoca una deformación continua en C (por configuraciones es-
tacionarias, ya que los ángulos no cambiarán), que acabará creando un vértice irregular.

Además, se tiene que dicha deformación preservará perı́metro y áreas; esto es conse-
cuencia de que, dadas dos circunferencias secantes, si movemos un centro ci, colocamos
el otro centro ci+1 a la misma distancia d(ci, ci+1) y no cambiamos los correspondientes
radios, la cuerda determinada por los puntos de intersección de las nuevas circunferen-
cias tendrá la misma longitud que la determinada por los originales. Ası́, el perı́metro
de los arcos de la nueva configuración, y las áreas encerradas, se mantendrán constantes
(véanse expresiones explı́citas de la longitud y área determinadas por un arco en [44],
sólo dependientes de la cuerda asociada a dicho arco). Otra consecuencia de este hecho
es que, en la deformación, los lados que conectan cada par de lados cocirculares de C son
los originales, salvo un movimiento rı́gido. �

Nota 7.4.16. En la anterior demostración, la cocircularidad existente es la que per-
mite mover la poligonal formada por los centros c1, . . . , cn y el origen, manteniendo las
distancias indicadas anteriormente. Sin esa cocircularidad, habrı́a más centros de arcos a
tener en cuenta, y no serı́a posible moverlos preservando las distancias ([96, Lemma 5.36
y Lemma 5.37]).

La idea intuitiva de la deformación es desplazar cada componente de la cadena sobre la
adyacente como si se estuviese aplicando un giro (cada par de componentes adyacentes
se pueden ver como dos circunferencias secantes), hasta que se produzca un contacto.

En esta última parte de la Sección mostraremos algunos resultados referentes a la
partición del disco en tres regiones de áreas dadas. Más concretamente, nuestro interés se
centrará en hallar un argumento que permita descartar la configuración (8) de la Figu-
ra 7.4, como minimizante (también aplicable a la configuración (9)). En primer lugar, la
Nota 7.4.17 impedirá que la cocircularidad aparezca en este tipo de configuraciones, y
finalmente, un argumento geométrico pondrá de manifiesto su carácter no minimizante.

Nota 7.4.17. ([96, Lemma 5.35]) Consideremos una configuración dividiendo al disco
en tres regiones, que presenta una cadena de 4-componentes interiores. Supongamos que
una de las 4-componentes, sea Ω1, es cocircular. Llamemos l1 y l′1 los lados con el mismo
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centro, y sea e1 uno de los lados que unen l1 con l′1, de vértices v y v′. Sea también l2 el
tercer lado que sale del vértice v, y l′2 el tercer lado que sale de v′ (véase la Figura 7.7).

v

v
,

l l

ll ,
,

e

1

1

1 1

2

2

2Ù Ù

FIGURA 7.7. Cadena de 4-componentes interiores

Como se cumple la condición (6.2) referente a las curvaturas, al prolongar los lados
l1, e1, l2 (que se encuentran en v) se obtendrá una pompa doble plana B [96, Lemma 5.1].
Análogamente, prolongando los lados l′1, e1, l′2 se obtendrá otra pompa doble plana B′.
Como l1 y l′1 son cocirculares, tienen el mismo centro y el mismo radio, por lo que sus
prolongaciones coincidirán (ambas son la misma, uniendo v y v′). Consecuentemente,
B = B′. Eso ya nos dice que las prolongaciones de l2 y l′2 también coincidirán, y por tanto
serán arcos cocirculares, con lo que Ω2, la componente adyacente a Ω1 conteniendo a v
y a v′, es también una 4-componente cocircular. Repitiendo el proceso, se concluye que
todas las 4-componentes de la cadena son cocirculares.

Proposición 7.4.18. La configuración (8) de la Figura 7.4 no es minimizante.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que esta configuración es minimizante. Denotemos
por Ω1 ⊂ R1, Ω2 ⊂ R2 a las componentes interiores, y por Ω′1 ⊂ R1, Ω′2 ⊂ R2 a las
componentes que tocan ∂D.

T1Ω21Ω 2Ω’

zv

v’

’
T Ω21Ω −T1

’Ω Ω2
’Ω

FIGURA 7.8. Deformación de una cadena de 4-componentes simétricas,
obteniendo una configuración con vértices irregulares

Consideremos los lados la, lb de ∂Ω2 que también pertenecen a ∂R3. Supongamos que
son cocirculares. Entonces, por la Nota 7.4.17 se sigue que todas las 4-componentes de la
cadena serán cocirculares, y aplicando el Lema 7.4.15, la configuración no será minimi-
zante.

En consecuencia, los lados la y lb no pueden ser cocirculares. Sea l12 el lado común
a Ω1 y Ω2. Aplicando el Lema 7.4.14 a la, l12 y lb, se tiene que existe una simetrı́a con
respecto a la mediatriz del segmento que une los centros de la y lb, que intercambia los
lados la y lb, y deja invariante l12. Sea ahora l′12 el lado común a Ω′1 y Ω2. De nuevo
aplicando el Lema 7.4.14, a la, l′12 y lb, resulta que tal simetrı́a también deja invariante
l′12, y por tanto es una simetrı́a horizontal para la componente Ω2 (para poder afirmar
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que no aparecen dos ejes de simetrı́a distintos, uno en cada aplicación del Lema 7.4.14,
es fundamental que la y lb no sean cocirculares, ya que tales ejes vienen determinados
por la mediatriz del segmento que une los centros de tales lados; si fuesen cocirculares,
la mediatriz no estarı́a unı́vocamente definida).

Repitiendo el proceso en cada componente, se concluye que existe una simetrı́a ho-
rizontal global para la cadena de 4-componentes (obsérvese que gracias a la Nota 7.4.17,
ninguna de esas 4-componentes presentará cocircularidad en sus lados superior e infe-
rior). El eje de dicha simetrı́a coincidirá con la mediatriz a la cuerda que determinan los
vértices de ∂Ω′2 ∩ ∂D, por lo que cortará ortogonalmente a ∂D. Ası́, lo que realmente se
tiene es una simetrı́a horizontal global para toda la configuración.

Usando el mismo Lema 7.4.14, se puede comprobar que Ω2 y Ω1 presentan simetrı́as
verticales (se tienen las correspondientes no-cocircularidades entre l12 y l′12, y entre l12 y
∂Ω1 ∩ ∂Ω′2 en virtud de [96, Lemma 5.34]).

Recurramos ahora a las presiones pi de las regiones Ri, i = 1, 2, 3. Si p1 = p2, usando
las simetrı́as obtenidas previamente, se sigue que Ω1 y Ω2 son congruentes, esto es, son
componentes idénticas y por tanto encierran igual área. Entonces, intercambiando di-
chas componentes y eliminando lados innecesarios (lados que separan componentes de
la misma región), obtendremos una configuración con estrictamente menos perı́metro y
encerrando las mismas áreas, lo que contradice el carácter minimizante de la configura-
ción original.

Si p2 = p3, aplicándole a Ω2 la igualdad (7.2), obtenida a partir del Teorema de Gauss-
Bonnet, se llega a contradicción (ya que h21 < 0 y h23 = 0).

Ası́, podemos suponer que p1 > p2 > p3. Sea z el vértice superior de ∂Ω′2 ∩ ∂D (véase
la Figura 7.8), y θ el ángulo entre el segmento 0 z y una lı́nea recta horizontal (paralela al
eje de simetrı́a horizontal de la configuración). Distingamos dos casos:

Supongamos que θ es mayor o igual que π/4, y veamos que en este caso, la con-
figuración tiene demasiada longitud para ser minimizante. Como θ > π/4, la segunda
coordenada de z será mayor o igual que sin(π/4) =

√
2/2. Entonces, viendo ∂Ω′2 − ∂D

como un grafo vertical, se tiene que la longitud de ∂Ω′2 − ∂D será mayor o igual que√
2. Usando un argumento similar, y teniendo en cuenta que el punto de ∂Ω2 de máxima

altura está por encima de z, tendremos que la longitud de ∂Ω2 será mayor o igual que√
2 +
√

2 = 2
√

2. Sumando ambas estimaciones, se tiene que el perı́metro de la configu-
ración es mayor que tres, y no puede ser minimizante, aplicando el Lema 7.2.1.

Supongamos ahora que θ es menor que π/4. Sea l el lado común a ∂Ω1 y ∂Ω′2, y sean
v, v′ sus vértices. Denotemos por l̃ a la curva simétrica a l con respecto al segmento v v′,
y llamemos T a la porción de Ω1 encerrada por l y l̃. Es posible trasladar Ω2 hasta que to-
que a T, y por otro lado, se puede reflejar Ω1 − T respecto de un eje vertical y trasladarla
horizontalmente, hasta que la reflexión de l̃ coincida con l12 (todos estos movimientos se
pueden hacer porque los correspondientes lados tienen la misma curvatura, y la misma
longitud por las simetrı́as verticales existentes). Tras eliminar un lado innecesario, la nue-
va configuración resultante, con idénticos perı́metro y áreas encerradas que la original,
presenta un vértice irregular, y por tanto, ninguna de ellas podrá ser minimizante.

El único detalle que falta para completar este argumento es comprobar que dicha
nueva configuración permanece contenida en el disco D. Para probar esto, es suficiente
mostrar que la porción de la configuración original por encima de la lı́nea recta horizontal
L que pasa por z no se sale del disco, con los distintos desplazamientos.
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Sea `a la parte de la que queda por encima de la lı́nea L, y sea lz el lado de ∂Ω′2 que
contiene a z. Como la y lz tienen la misma curvatura h23, y por la simetrı́a existente en Ω1
parten de vértices (v y el simétrico vertical de v) situados a la misma altura, y formando el
mismo ángulo (por la regularidad en los vértices), se sigue que formarán ángulos idénti-
cos con la recta L. Ası́, `a formará un ángulo θ con L. Si trasladamos `a horizontalmente
hasta que toque a z, como estamos suponiendo que θ < π/4, se tiene que el ángulo for-
mado por el trasladado de `a con 0z (que es un radio) es igual a 2 θ < π/2, por lo que
dicho trasladado se quedará dentro de D. Eso ya nos dice que los movimientos aplicados
a Ω2 en la construcción anterior mantienen a tal componente dentro del disco. Por otro
lado, como el ángulo que forma el lado ∂Ω1 ∩ ∂R3 que toca a v, con la lı́nea horizontal
que pasa por v, es menor que el formado por la (se comprueba fácilmente estudiando los
vectores tangentes en el vértice v, teniendo en cuenta que p1 > p2 y por tanto, el lado
que separa Ω1 y Ω2 se curva hacia Ω2), la componente Ω1 se halla a menor altura que Ω2,
por lo que los desplazamientos anteriores también la mantendrán dentro del disco, tal y
como se deseaba. �

7.5. Partición isoperimétrica para tres regiones

En esta Sección demostraremos que la partición isoperimétrica de un disco en tres
regiones de áreas dadas es justamente la configuración estándar de la Figura 7.2, apoyán-
donos en los resultados que previamente hemos obtenido.

Teorema 7.5.1. Sea C ⊂ D una configuración minimizante, dividiendo al disco en tres
regiones de áreas dadas. Entonces C es una configuración estándar (10), única salvo movimientos
rı́gidos del disco.

DEMOSTRACIÓN. Sabemos por el Teorema 6.1.1 que existe una tal configuración mi-
nimizante C. Además, por el Lema 7.3.3, se tiene que C debe ser una de las configuracio-
nes de la Figura 7.4.

Las configuraciones (1) y (2) son inestables, por la Proposición 7.4.10.

La configuración (3) es también inestable: es fácil ver que los lados correspondientes
a C12 no son cocirculares [96, Lemma 5.34]. Entonces, por la Nota 7.4.17, ningún par de
lados opuestos de las componentes de ∂R3 serán cocirculares, por lo que podemos aplicar
repetidamente el Lema 7.4.14, para afirmar que C presenta una simetrı́a vertical. Por otra
parte, los lados correspondientes a C13 no pueden ser cocirculares si C es minimizante
(si lo fuesen, usando la Nota 7.4.17 y el Lema 7.4.15 llegarı́amos a contradicción). Enton-
ces, de nuevo el Lema 7.4.14 nos da la existencia de una simetrı́a horizontal en nuestra
configuración. Ambos ejes de simetrı́a se encontrarán en el origen (ya que son diáme-
tros del disco), y además lo harán ortogonalmente (ya que coinciden si se componen en
órdenes distintos). Ası́, la componente normal u del campo de Killing asociado al grupo
uniparamétrico de rotaciones alrededor del origen, es una función de Jacobi en C, que se
anula en cuatro puntos (uno en el interior de cada lado de la 4-componente central). De
esta forma, u tiene como mı́nimo cuatro dominios nodales, y por la Proposición 7.4.11, se
concluye que C es inestable.

Descartemos ahora las configuraciones (4) y (5). Ambas presentan una 4-componente
interior de R1, de la que parten tres lados que tocan ∂D. Si se prolonga el cuarto la-
do que parte de tal componente, tal prolongación cortará a ∂D ortogonalmente, por la
Proposición 7.4.6 (para la configuración (5) se ha de aplicar dos veces, primero para la 3-
componente exterior de Rα, y después para la 4-componente de R1 que toca el borde), ob-
teniendo entonces una configuración de tipo (3). Aplicando los argumentos anteriores, la
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4-componente interior presentará dos simetrı́as ortogonales encontrándose en el origen,
y como antes, se tendrá inestabilidad debido a la existencia de cuatro dominios nodales.

Consideremos ahora la configuración (6). Fijemos una de las 4-componentes interio-
res de R1, y llamémosla Ω. La prolongación del lado que sale de Ω y no llega a ∂D cor-
tará ortogonalmente la frontera del disco, debido a la existencia de una simetrı́a en Ω
(aplı́quese Lema 7.4.14), que en realidad es una simetrı́a para el disco. Ası́, se obtiene una
configuración de tipo (3). Como antes, Ω presentará dos simetrı́as ortogonales, cuyos ejes
de simetrı́a se intersecan en el origen (esto nos dirı́a que el origen pertenece a la compo-
nente Ω), lo que nos permite encontrar cuatro dominios nodales y concluir inestabilidad
por la Proposición 7.4.11. Nótese además, que si aplicamos el mismo razonamiento a
la otra 4-componente de R1, llegaremos a que el origen pertenece a dos componentes
distintas, lo que indica que geométricamente, esta configuración nunca puede darse ve-
rificando las condiciones de regularidad.

Sea ahora la configuración (7). Aplicando el Lema 7.4.14, las dos 4-componentes serán
simétricas respecto de dos ejes r1, r2 que pasan por el centro del disco (obsérvese que los
correspondientes lados no son cocirculares). Para fijar ideas, sea r1 el eje de simetrı́a en
la 4-componente de R1. Denotemos por q1, q2 a los puntos de intersección de cada eje
con los lados interiores de las 4-componentes, que por las simetrı́as existentes serán ceros
de la función de Jacobi u inducida por el grupo de rotaciones alrededor del origen (la
intersección de los ejes con los lados es ortogonal). Por cómo es la simetrı́a de eje r2, es
fácil ver que la reflexión con respecto a dicho eje lleva el punto q1 sobre un punto de la
frontera de la 3-componente de R1, que no es un vértice de la configuración. Este nuevo
punto es otro cero de la función de Jacobi u, que entonces presentará cuatro dominios
nodales. En virtud de la Proposición 7.4.11, se sigue que la configuración es inestable.

La configuración (8) no es minimizante, aplicando directamente la Proposición 7.4.18.

Veamos finalmente que la configuración (9) es inestable. Si los lados superiores e in-
feriores de cada componente fueran cocirculares, entonces el Lema 7.4.15 nos dirı́a que
la configuración no es minimizante. Ası́, dichos lados no pueden ser cocirculares, por lo
que es fácil obtener una simetrı́a horizontal para la configuración (que es también una
simetrı́a del disco), a partir del Lema 7.4.14. Además, aplicando el mismo Lema se sigue
que cada 4-componente interior tiene una simetrı́a vertical, de donde se deduce que las
componentes interiores de R1 son idénticas. Gracias a este hecho, podemos considerar
la función que vale 1 en una de estas componentes, −1 en la otra componente y cero en
el resto de la configuración, de forma que la variación asociada a u preservará las áreas
de cada región, esto es, se verifican las ecuaciones (6.4). Es inmediato comprobar que la
forma ı́ndice (6.21), evaluada en esta función constante a trozos, es igual a

− ∑
j∈{2,3}

{ ∫
C1j

h2
1j + ∑

p∈∂C1j
p∈int(D)

−q1j(p)
}

(7.6)

= − ∑
j∈{2,3}

{ ∫
C1j

h2
1j + ∑

p∈V

(
− q12(p)− q13(p)

)}
,

donde V representa el conjunto de vértices interiores de la configuración. Como

−q12(p)− q13(p) = −h31 + h21√
3

> 0,

concluimos que (7.6) es negativa, con lo que se tiene la inestabilidad de la configuración
Se podrı́a usar también un argumento análogo al de la Proposición 7.4.18, para ver que
esta configuración (8) no es minimizante.
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Ası́, la única posibilidad que nos queda es la configuración (10), la configuración
estándar. La unicidad, para áreas fijas, se obtiene a partir del Teorema 7.4.5. �

7.6. Consideraciones finales

Los Teoremas 7.1.1 y 7.5.1 muestran las particiones isoperimétricas de un disco en dos
y tres regiones de áreas fijas, obteniéndose en ambos casos que dichas regiones son cone-
xas. Obviamente, se puede seguir estudiando este problema para un número superior de
regiones.

Sin embargo, resultarı́a más interesante obtener propiedades generales que satisfagan
las particiones isoperimétricas. En esta dirección, y a la vista de los resultados consegui-
dos, y de lo que ocurre en otros problemas de naturaleza similar, resulta natural enunciar
la siguiente Conjetura.

Conjetura 7.1. Una partición isoperimétrica, que divida al disco en n regiones de
áreas dadas, tendrá todas sus regiones conexas.

La Conjetura 7.1 resulta muy interesante (no sólo para este problema, sino en con-
textos isoperimétricos más generales), a la vez que compleja de demostrar. De hecho, en
muchos estudios de problemas similares se impone tal condición como hipótesis inicial,
como por ejemplo en [36], [39], [57] y en todos los trabajos que tratan estas cuestiones
desde un punto de vista fı́sico.

Por otro lado, es posible abordar el problema general para n regiones de la misma
forma que hemos resuelto el caso n = 3; el Lema 7.3.1 nos da una cota sobre el número
de componentes conexas no-hexagonales de la región de mayor presión. Concretamente,
la configuración minimizante tendrá, a lo sumo, n− 1 componentes no-hexagonales. Me-
diante argumentos combinatorios se podrı́a obtener la lista de posibles candidatos a ser
solución, para cada valor de n.

La dificultad ahora reside en que el número de candidatos aumenta notablemente al con-
siderar un número mayor de regiones. No obstante, muchos de los resultados de este
Capı́tulo permitirán descartar algunas de las posibilidades que se presenten. En el caso
de que la Conjetura 7.1 fuera cierta, este problema resultarı́a más tratable, al reducirse el
número de posibles candidatos.

Ahora mostraremos las configuraciones que pensamos que resuelven este problema,
para determinado número de regiones.

Conjetura 7.2. La configuración minimizante que divide el disco en cuatro regiones
de áreas prefijadas viene dada por la configuración (1) de la Figura 7.9.

Conjetura 7.3. La configuración minimizante que divide el disco en cinco regiones
de áreas prefijadas viene dada por la configuración (2) de la Figura 7.9.

(1) (2)

FIGURA 7.9. Particiones isoperimétricas conjeturadas para n = 4 y n = 5
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Para cada caso anterior, pensamos que hay otra posible configuración estable: para
n = 4, la configuración en la que tres regiones tocan el borde del disco, bordeando una
región interior de tres lados; y para n = 5, la configuración con cuatro regiones tocando el
borde del disco, y bordeando una región interior de cuatro lados. Pero ciertas estimacio-
nes, realizadas con el programa computacional Surface Evolver [20] para áreas iguales,
sugieren que no son minimizantes.

El siguiente resultado demuestra que, al considerar el problema para cuatro regiones
conexas en el disco, para valores del área (a1, a2, a3, a4) próximos a (π/4, π/4, π/4, π/4),
la solución viene dada por la configuración (1) de la Figura 7.9 (lo que refuerza, en parte,
la Conjetura 7.2).

Lema 7.6.1. La configuración (1) de la Figura 7.9 tiene menos perı́metro que la configuración
dada por una región interior de tres lados, rodeada por tres regiones exteriores de cuatro lados,
cuando se consideran regiones de igual área π/4.

En consecuencia, la partición isoperimétrica del disco en cuatro regiones conexas, de áreas
(a1, a2, a3, a4) próximas a (π/4, π/4, π/4, π/4), es la configuración (1) de la Figura 7.9.

DEMOSTRACIÓN. Debido a la hipótesis de conexión, es fácil ver que las únicas confi-
guraciones a tener en cuenta son las que aparecen en el enunciado del Lema. Veamos que
la configuración con una región interior bordeada por tres regiones exteriores, todas de
área π/4, tiene perı́metro mayor que 4, por lo que no puede ser minimizante, en virtud
del Lema 7.2.1.

Es natural pensar para áreas iguales, dicha configuración se obtiene a partir de tres ra-
dios (formando ángulos de 120 grados), y que la región interior surge del vértice interior,
de forma que la configuración resulta ser 3-rotacionalmente simétrica.

En estas condiciones, la región interior ha de corresponder necesariamente a R1; en
caso contrario, como las presiones de las tres regiones exteriores coinciden (al estar se-
paradas por radios) y entonces, tales regiones son las de mayor presión (justamente la
de R1), se sigue que la región interior tendrá presión menor o igual que el resto, y por
tanto, se corresponderá con R4. Pero entonces, aplicando el Teorema de Gauss-Bonnet
(7.2) llegamos inmediatamente a contradicción. Ası́, R1 es la región interior, lo que implica
que tal región es convexa.

Es inmediato ver que el perı́metro de ∂R1, en virtud de la desigualdad isoperimétrica
clásica, será mayor o igual que π. Por ello, si vemos que cada uno de los lados que parten
de ∂R1 y llegan a ∂D tiene longitud mayor o igual que 0,3, el perı́metro de la configuración
será mayor que cuatro, y por tanto no será minimizante, según el Lema 7.2.1.

Sea le uno de esos lados, y supongamos que su longitud es menor que 0,3. Bajo esta
suposición, vamos a hacer una estimación del área encerrada por la región interior, obte-
niendo un valor estrictamente mayor que π/4, lo que resultará contradictorio. Si consi-
deramos el triángulo equilátero inscrito en ∂R1, determinado por los vértices interiores,
dicha área se puede descomponer en el área encerrada por el triángulo, y el área de las
tres porciones pi restantes.

Se tiene, tras realizar los cálculos, que el área del triángulo equilátero inscrito es igual
a

aT = 3

√
3

4
x2,

donde x es la longitud del segmento que une un vértice con el baricentro del triángulo
(que coincide con el centro del disco, por la simetrı́a existente). Por otro lado, el área
encerrada por una porción pi se puede calcular explı́citamente (por ejemplo, véase [44,
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Prop 2.1]), obteniéndose

api =
x2

4
(2 π − 3

√
3).

Ası́, el área de la región interior será igual a

aT + 3 ape = 3

√
3

4
x2 + 3

x2

4
(2 π − 3

√
3) > 1,03 >

π

4
,

donde se ha usado que x > 0,7, ya que la longitud de le es menor que 0,3. Por tanto,
se tiene que tal estimación es contradictoria, con lo que necesariamente la longitud de le
ha de ser mayor o igual que 0,3. Entonces el perı́metro de la configuración será mayor o
igual que π + 3 (0,3) > 4, lo que nos permite concluir que no puede ser minimizante.

Por tanto, la partición isoperimétrica del disco en cuatro regiones conexas de áreas
iguales es la configuración (1) de la Figura 7.9. Por la continuidad del perfil isoperimétri-
co, se sigue que para áreas suficientemente próximas a (π/4, π/4, π/4, π/4), la configu-
ración minimizante será del mismo tipo. �

En el caso de dividir el disco en seis regiones, establecemos la siguiente Conjetura.

Conjetura 7.4. La configuración minimizante que divide el disco en seis regiones de
áreas prefijadas viene dada por la configuración de la Figura 7.10.

FIGURA 7.10. Partición isoperimétrica conjeturada para n = 6

Como antes, pensamos que las configuraciones de la Figura 7.11 son estables, pero
nuevamente estimaciones hechas con el programa Surface Evolver, considerando áreas
iguales, nos indican que no son minimizantes.

FIGURA 7.11. Otras configuraciones, posiblemente estables, para n = 6



CAPÍTULO 8

El Problema de la Pompa Plana Múltiple

En este Capı́tulo nos centraremos en el plano Euclı́deo R2, y trataremos el proble-
ma isoperimétrico consistente en encontrar la configuración de curvas planas que de-
termina n regiones de áreas prefijadas, con la menor longitud total posible. Gracias al
Teorema 6.1.1, podemos afirmar que existe una solución a este problema, para cualquier
número de regiones que se considere. Nos referiremos a dicha solución como configu-
ración minimizante. Además, en virtud de la Proposición 6.2.6, se tiene que cualquier con-
figuración minimizante será un grafo plano cuyos lados tienen curvatura geodésica cons-
tante, que se encuentran de tres en tres formando ángulos de 120 grados, y verifican la
condición (6.2).

Esta cuestión ha sido estudiada en espacios euclı́deos de dimensión mayor. De he-
cho, en el caso tridimensional, este problema modela el comportamiento que siguen las
pompas de jabón, lo que ha hecho que se encuentren en la literatura bastantes trabajos
relacionados con esa temática, debido, en cierto modo, al interés fı́sico que suscita (véan-
se [72, § 13], [91]). Por esta razón, en este Capı́tulo denominaremos pompa plana a cual-
quier configuración de curvas que determine n regiones en el plano de áreas dadas (como
usualmente ocurre al tratar este tipo de problemas).

En este caso, al igual que en el Capı́tulo 7, la principal dificultad vuelve a residir en el
hecho de que, en una configuración minimizante C, las correspondientes regiones pue-
den ser disconexas. Además, la región exterior de C, esto es, el conjunto complementario
en R2 de la unión de todas las regiones y que denotaremos por R0, también puede pre-
sentar varias componentes conexas acotadas. A dichas componentes conexas acotadas de
R0 las llamaremos cámaras vacı́as.

Sin embargo, es razonable creer que las soluciones tendrán una composición más
simple, y que presentarán todas sus regiones conexas (tal y como ocurre cuando consi-
deramos el problema para un único valor del área). Por otra parte, resulta intuitivo pen-
sar que si contraemos las cámaras vacı́as de una pompa plana hasta que desaparezcan,
el perı́metro total decrecerá. Por tanto, la siguiente Conjetura, que aparece en todos los
trabajos relacionados con este problema y que es análoga a la Conjetura 7.1 anterior, debe
ser cierta.

Conjetura 8.1. Una configuración minimizante para áreas a1, . . . , an tiene todas sus
regiones conexas, y la región exterior también es conexa.

En el caso de dos y tres regiones, este problema ya ha sido resuelto: J. Foisy y otros
[44], y W. Wichiramala [96] demostraron, respectivamente, que la pompa doble estándar
y la pompa triple estándar (véase la Figura 8.1) son las configuraciones minimizantes, y
ambas satisfacen la Conjetura 8.1.

En nuestro estudio, todavı́a inacabado, presentamos algunas ideas y resultados que
pueden ayudar a la comprensión y resolución generales de este problema. Nuestro prin-
cipal logro es la caracterización del conjunto de pompas planas estacionarias en términos
de figuras recı́procas. Estos objetos geométricos (introducidos por J. C. Maxwell [66], [67])
consisten, básicamente, en una serie de puntos en el plano (tantos como el número de
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Doble pompa estándar Triple pompa estándar

FIGURA 8.1. Las configuraciones minimizantes para n = 2 y n = 3

componentes que tenga la pompa), definidos en relación a los centros de los lados de la
pompa.

A partir de dicha caracterización, nuestro objetivo es encontrar variaciones de una
configuración estacionaria, mediante variaciones de los puntos de su figura recı́proca
asociada. Dichas variaciones permitirán, por ejemplo, discutir el carácter estable de la
configuración inicial.

En este esquema, basado en ciertas ideas que aparecen en [77], jugarán un papel im-
portante las presiones introducidas en la Subsección 6.2.4, ya que también formarán parte
de las figuras recı́procas asociadas a pompas planas estacionarias.

Previamente a exponer nuestros resultados, mostramos algunos resultados generales
para pompas planas minimizantes, obtenidos en otros trabajos.

8.1. Algunos resultados sobre pompas planas minimizantes

Este problema ha sido tratado en diversos trabajos en los últimos años, lo que ha
permitido obtener muchas propiedades que han de satisfacer las configuraciones mi-
nimizantes. En esta Sección recordaremos principalmente los más generales, algunos de
ellos análogos a los que aparecen en la Sección 7.2.

Una primera consecuencia inmediata que se extrae del Teorema 6.1.1 es la conexión
de las configuraciones minimizantes.

Lema 8.1.1. Toda configuración minimizante, vista como un grafo plano, es conexa.

DEMOSTRACIÓN. En caso de que una configuración minimizante sea disconexa, po-
demos desplazar una de sus componentes hasta que toque de manera tangencial a otra
componente. Dicho movimiento creará una nueva configuración que seguirá siendo mini-
mizante, ya que encerrará las mismas áreas y tendrá el mismo perı́metro. Pero dicha nue-
va configuración es irregular, porque presenta un vértice donde confluyen cuatro lados,
lo que contradice el Teorema 6.1.1. �

Al igual que en el Capı́tulo 7, denominaremos m-componente de una región a una
componente conexa de bordeada por m lados. El siguiente Lema indica que las pompas
planas minimizantes no pueden presentar ninguna 2-componente.

Lema 8.1.2. ([39, Lemma 3.1]) Una configuración minimizante no puede presentar ninguna
2-componente.

DEMOSTRACIÓN. Dado un vértice donde se encuentren tres lados formando ángu-
los de 120 grados, se puede comprobar que se obtiene una pompa doble plana estándar
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al prolongar dichos lados [96, Lemma 5.1]. A partir de dicha propiedad se deduce que
los lados adyacentes a cualquier 2-componente pertenecen a un mismo cı́rculo. Por tan-
to, podemos aplicar una rotación que deslice la 2-componente hasta obtener un contacto
irregular, llegando ası́ a contradicción. �

Lema 8.1.3. ([13, Lemma 6], [96, Prop. 2.21]) En una configuración minimizante, dos
componentes distintas no pueden tener dos lados en común.

DEMOSTRACIÓN. Comentamos brevemente la idea de la demostración, omitiendo
los detalles técnicos. Supongamos que e1, e2 son lados comunes a dos componentes dis-
tintas en una configuración minimizante. Un argumento basado en la técnica de cortar
y pegar, permite construir una nueva configuración, de igual perı́metro y encerrando las
mismas áreas (es fundamental que e1 y e2 sean lados comunes a ambas componentes para
que se preserven las áreas). Esencialmente, dicho argumento produce una reflexión en las
componentes que conectan los lados e1 y e2, pero provoca que uno de los nuevos lados
sea irregular. �

El siguiente resultado, referente a configuraciones estacionarias, se utilizará más ade-
lante.

Lema 8.1.4. ([36, Lemma 4.1], [13, Th. 1]) Sea C una pompa plana estacionaria, y sea
Γ ⊂ R2 una curva cerrada que corta tangencialmente a los lados de C, evitando los vértices de C.
Entonces, las curvaturas geodésicas de los curvas de C que son intersecados por Γ suman cero.

Remitimos al lector a los trabajos de Bleicher [13] y Devereaux [39], donde se mues-
tran otras propiedades generales que verifican las configuraciones estacionarias y mini-
mizantes, y también al de Wichiramala [96], donde se estudia detalladamente la estruc-
tura que tienen las m-componentes, y las simetrı́as que éstas presentan.

Nota 8.1.5. El número de lados y de vértices de una configuración, que sea conexa
vista como grafo plano, que presente regiones conexas y que no tenga cámaras vacı́as,
se puede determinar a partir de la caracterı́stica de Euler [40, § 4-5]. Por la conexión,
podemos considerar la configuración topológicamente como un disco plano, por lo que

1 = n− e + v,

donde n es el número de caras (que son las regiones de nuestra configuración), e el núme-
ro de lados y v el número de vértices. Como se tiene que cada lado da lugar a dos vértices
diferentes, y de cada vértice salen tres lados distintos, se cumple la relación

3 v = 2 e,

de donde deducimos que

(8.1) e = 3(n− 1), v = 2(n− 1).

Si permitimos que la configuración tenga regiones disconexas y cámaras vacı́as, se puede
obtener de la misma manera el número de lados y vértices, considerando como caras a
las componentes de las regiones y las cámaras vacı́as.

8.2. Resultados principales

Tal y como se ha comentado antes, nuestro principal resultado es la caracterización de
las configuraciones planas estacionarias, a partir de ciertos objetos de carácter geométri-
co, que son intrı́nsecos a las configuraciones: las figuras recı́procas asociadas. Estas fi-
guras recı́procas van a a venir dadas por las presiones de las componentes (determina-
das, en esencia, por las curvaturas geodésicas de los lados), y por una serie de puntos en
el plano, relacionados con los centros de los lados.
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En esta Sección veremos cómo asignar a cada pompa plana estacionaria una figu-
ra recı́proca particular, que denominaremos figura recı́proca estándar, y cómo recuperar la
pompa a partir de ella. Además, estudiaremos bajo qué condiciones una figura recı́proca
arbitraria constituye la figura recı́proca estándar de una configuración estacionaria.

De esta forma, la anterior caracterización nos permitirá olvidarnos de las pompas esta-
cionarias, para centrarnos en las figuras recı́procas estándar asociadas. Bajo este enfoque,
nuestro objetivo será encontrar variaciones de una figura recı́proca estándar a partir de
figuras recı́procas adecuadas, que den lugar a variaciones de la pompa plana original.

Los primeros resultados que pasamos a mostrar van encaminados a justificar que
podemos restringirnos a configuraciones estacionarias cuyos lados sean de curvatura no
nula. Las figuras recı́procas se definen, en general, sobre grafos planos cuyos vértices son
de grado tres, y cuyos lados son arcos circulares. Por ello, necesitaremos asumir que en
nuestras configuraciones, los lados no sean segmentos de recta.

En principio, esto supone una restricción importante en nuestro estudio; de hecho, las
soluciones de nuestro problema al considerar dos y tres regiones de igual área presentan
lados rectos. Sin embargo, un razonamiento que involucra a la proyección estereográfica
va a permitirnos aproximar cualquier pompa plana estacionaria por medio de pompas
estacionarias con lados no rectos, con lo que la anterior restricción no restará generalidad
a nuestro trabajo.

Realizamos previamente la siguiente definición, que en cierto sentido generaliza el
concepto de configuración estacionaria (o pompa estacionaria) a cualquier superficie rie-
manniana.

Definición 11. Sea M una superficie riemanniana sin borde. Llamaremos configura-
ción regular (o pompa regular) a cualquier grafo en M formado por un número finito de
vértices y lados verificando las siguientes propiedades:

i) todos los lados tienen curvatura geodésica constante,
ii) los lados se encuentran en los vértices, de tres en tres, formando ángulos de 120

grados, y
iii) se satisface la condición (6.2), es decir, la suma ordenada de las curvaturas geodé-

sicas de los tres lados que se encuentran en un vértice arbitrario es igual a cero.

La noción de pompa regular hace referencia a las configuraciones que satisfacen
las propiedades de regularidad de las configuraciones estacionarias planas (Proposición
6.2.6). Ası́, es claro que toda pompa plana estacionaria es una pompa regular.

Proposición 8.2.1. Consideremos la proyección estereográfica

π : S2 − {N} −→ R2,

con N el polo norte de la esfera euclı́dea tridimensional. Sea C una pompa plana estacionaria.

Entonces, π−1(C) es una pompa regular en S2 − {N}. Recı́procamente, dada C′ una pompa
regular contenida en S2 − {N}, se tiene que π(C) es una pompa regular plana.

DEMOSTRACIÓN. Como la proyección estereográfica es un difeomorfismo conforme
entre S2 − {N} y R2, la condición referente a que los vértices se encuentren formando
ángulos de 120 grados se cumplirá para π−1(C) y π(C′). Además, tanto π como π−1

preservan el conjunto de curvas con curvatura geodésica constante. Por tanto, basta pro-
bar que dado un vértice de π−1(C), se satisface la condición (6.2) referente a la suma
ordenada de las curvaturas geodésicas. Veamos esto último en ambiente general.
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Sea (M, g) una superficie riemanniana, y sea g′ = e2u g una métrica conforme, donde
u es una función definida en M. Dada una curva arbitraria Γ ⊂ M, con T, N los campos
tangente y normal unitarios con respecto a la métrica g, la curvatura geodésica kg de Γ
con respecto dicha métrica es

kg = g(DTT, N).
Por otro lado, denotando por T′, N′ los campos tangente y normal unitarios con respecto
a la métrica g, es fácil ver que

T′ = e−u T, N′ = e−u N,

y entonces la curvatura geodésica kg′ de Γ con respecto a g′ es

kg′ = g′(D′T′T
′, N′) = e−3u g′(D′TT, N).

Para relacionar kg y kg′ , hacemos uso de la siguiente propiedad de la conexión de Levi-
Civita [41, Th. 3.6]: dada una métrica arbitraria h y tres campos vectoriales diferenciables
X, Y, Z, denotando por D a la conexión de Levi-Civita asociada a h, se tiene que

2 h(DXY, Z) =X(h(Y, Z)) + Y(h(X, Z))− Z(h(X, Y))+
h([X, Y], Z)− h([X, Z], Y)− h([Y, Z], X),

donde [ , ] denota al corchete de Lie. Entonces,

2 g′(D′TT, N) =2 T(g′(T, N))− N(g′(T, T)) + g′([T, T], N)− 2 g′([T, N], T)

=− N(e2u g(T, T))− 2 e2u g([T, N], T)

=− N(e2u)− 2 e2u g(DT N, T)

=− N(e2u) + 2 e2u g(DTT, N).

Ası́,

kg′ = e−3u
(
− 1

2
N(e2u) + e2u kg

)
,

y por tanto,

eu kg′ = −
1
2

e−2uN(e2u) + kg.

Finalmente, es fácil ver que N(e2u) = 2 e2uN(u), con lo que se concluye que

(8.2) eu kg′ = −N(u) + kg.

A partir de la relación (8.2), se sigue de forma inmediata que fijado un vértice de
π−1(C), las tres curvas que se encuentran en dicho vértice tienen suma de curvaturas
geodésicas igual a cero, ya que la suma de los vectores normales también se anula (al ser
π una aplicación conforme). Esto completa la demostración de la Proposición. �

A partir de la Proposición 8.2.1 anterior también se deduce el siguiente Corolario.

Corolario 8.2.2. Sea C ⊂ R2 una pompa plana estacionaria, y sea f : C→ C una transfor-
mación de Möbius tal que f (C) ∩ {∞} es el conjunto vacı́o. Entonces f (C) ⊂ R2 es una pompa
plana regular.

El siguiente Corolario muestra que podemos aproximar cualquier pompa plana esta-
cionaria por pompas regulares con lados de curvatura geodésica no nula. Este resultado
va a permitir que nos restrinjamos a configuraciones sin lados rectos, ya que gracias a esta
aproximación, lo que ocurra para tales configuraciones será extensible a cualquier confi-
guración general.

Corolario 8.2.3. Sea C ⊂ R2 una pompa plana estacionaria arbitraria. Entonces existe una
sucesión {Ci}i∈N de pompas regulares sin lados rectos, que converge a C de forma diferenciable.
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DEMOSTRACIÓN. Sea π la proyección estereográfica, y C′ = π−1(C) ⊂ S2 − {N}. La
idea de la demostración se basa en hallar pompas regulares en S2 próximas a C′, de forma
que sus lados no sean cı́rculos que pasan por el polo norte. A partir de ahı́, aplicando la
proyección estereográfica y gracias a la Proposición 8.2.1, obtendremos una sucesión de
pompas planas regulares que no presentan segmentos de recta (recuérdese que π aplica
las rectas del plano en cı́rculos de la esfera que pasan por N).

Consideremos el conjunto finito de todos los cı́rculos en S2 que se obtienen al extender
los lados de la pompa C′. Fijemos un entorno U ⊂ S2 de N. Nótese que, aunque ningún
lado de C′ pasa por N, las extensiones sı́ que podrı́an pasar por dicho punto. En cualquier
caso, es posible elegir una sucesión {Ni}i∈N de puntos en U que se aproxime a N, de for-
ma que los puntos Ni no pertenezcan a ninguna de las extensiones de los lados. Además,
dicha sucesión puede tomarse contenida en el complementario de la unión de las regio-
nes determinadas por C′ (es decir, en el exterior de C′). Fijemos un punto Ni, y rotemos
la esfera hasta que Ni se convierta en el polo norte. Con esta rotación, C′ tendrá lados (y
extensiones) que no pasan por el nuevo polo norte Ni, ası́ que su proyección Ci sobre el
plano no presentará lados con curvatura nula. De esta forma surge una sucesión {Ci}i∈N

que tiende a C (ya que Ni tiende a N) de forma diferenciable. �

Nota 8.2.4. En la anterior demostración, los puntos Ni han de tomarse necesariamente
en el exterior de C′, para que al aplicar la proyección estereográfica y obtener la sucesión
de pompas planas Ci, ninguna componente de estas pompas pase a estar no acotada.

El siguiente resultado muestra que, dada una pompa plana estacionaria, si en un
vértice se encuentran tres lados circulares, se satisface una interesante propiedad referida
a los centros de dichos lados, gracias a las condiciones de regularidad.

Lema 8.2.5. Sea C una pompa plana estacionaria, y sea z un vértice arbitrario de C donde se
encuentran tres lados circulares. Entonces, los tres lados tienen sus centros alineados.

DEMOSTRACIÓN. Denotemos por Cij, Cjk, Cki a los tres lados circulares que se en-
cuentran en z. Como C es estacionaria, se verificará la condición (6.2), esto es,

hij + hjk + hki = 0,

y además, se cumplirá la condición (6.9) de la Nota 6.2.9 evaluada en el vértice z, por lo
que

Nij + Njk + Nki = 0.
Veamos que esas dos condiciones implican que los centros de los arcos están alineados.
Sea cij el centro del lado Cij. Entonces

cij = zijk +
1

hij
Nij,

de donde
Nij = hij (cij − zijk).

Ası́, a partir de (6.9), se sigue que

hij (cij − zijk) + hjk (cjk − zijk) + hki (cki − zijk) = 0.

Sea ahora x ∈ R2. A partir de la anterior expresión se tiene que

hij (cij − x) + hij (x− zijk) + hjk (cjk − x)+
hjk (x− zijk) + hki (cki − x) + hki (x− zijk) = 0.

Sacando factor común,

hij (cij − x) + hjk (cjk − x) + hki (cki − x) + (hij + hjk + hki) (x− zijk) = 0.
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Finalmente, a la vista de (6.2), concluimos que

(8.3) hij (cij − x) + hjk (cjk − x) + hki (cki − x) = 0.

De ahı́ ya se deduce, sin más que hacer x = 0 y teniendo en cuenta que todas las cur-
vaturas geodésicas son no nulas y que satisfacen (6.2), que los centros cij, cjk, cki están
alineados. �

El anterior Lema se puede refinar, para ver en qué orden exacto se encuentran alinea-
dos los centros de los lados circulares asociados a un vértice de una pompa estacionaria,
en función de las presiones.

Corolario 8.2.6. Sea zijk un vértice de una pompa estacionaria, con pi < pj < pk. Entonces,
existe una lı́nea recta en la que los centros cij, cki, cjk de los lados circulares que se encuentran en
zijk, se hallan alineados en ese orden.

DEMOSTRACIÓN. A partir de la condición (8.3), se tiene que

(pi − pj) cij + (pj − pk) cjk + (pk − pi) cki = 0.

Intercalando el sumando pk en el primer factor, se llega a

(pi − pk) cij + (pk − pj) cjk + (pj − pk) cjk + (pk − pi) cki = 0,

de donde (
pk − pi

pk − pj

)
(cij − cki) = cij − cjk.

Como pk − pi > pk − pj, el cociente de la anterior igualdad resulta estrictamente mayor
que uno. Entonces, si consideramos los vectores cij − cki, cij − cjk de R2, se concluye que
el orden de los centros debe ser el anunciado. �

8.2.1. Figuras recı́procas. Pasamos a introducir ahora la noción de figura recı́proca
de una pompa plana estacionaria. En virtud de los resultados anteriores, supondremos a
partir de este instante que dichas pompas tienen todos sus lados circulares.

La idea de asignar a cada pompa plana una figura recı́proca surge a partir de un
trabajo de C. Moukarzel [77], en el que, desde un punto de vista fı́sico, se estudian las
propiedades de las configuraciones planas estacionarias. Una de estas propiedades es
que toda pompa plana estacionaria admite una de estas figuras recı́procas, que en esencia
ponen en correspondencia las componentes de la pompa con puntos del plano. Por ello,
a partir de este momento, se tendrá el cuenta el número de componentes (y no de regiones)
que posea una pompa, incluyendo a la región exterior y a sus posibles cámaras vacı́as.

Definición 12. Sea C una pompa plana estacionaria compuesta por n componentes
acotadas, tal que todos sus lados son arcos de circunferencia. Una figura recı́proca asocia-
da a C es un par (pi, xi), con pi ∈ R, xi ∈ R2, i = 0, . . . , n, verificando las siguientes
condiciones:

i) pi es la presión asociada a la componente Si, y
ii) para todo lado Cij de C, los puntos cij, xi, xj están alineados, donde cij es el centro

de Cij.

Nota 8.2.7. Destacamos que, en general, los puntos xi de una figura recı́proca no
tienen que pertenecer a las componentes Si de la pompa considerada.

Nota 8.2.8. Tal y como se indica en [77], el concepto de figura recı́proca es más gene-
ral, y puede definirse sobre particiones circulares planas, esto es, grafos planos trivalentes
con todos los lados circulares.
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Ası́, una figura recı́proca asociada a una pompa estacionaria consta de las presiones
asociadas a cada componente, y de una serie de puntos del plano (tantos como compo-
nentes) satisfaciendo cierta propiedad de alineación con los centros de los lados de la
pompa. La existencia de figuras recı́procas para una pompa plana estacionaria se detalla
en la siguiente Subsección 8.2.2.

8.2.2. Figura recı́proca estándar asociada a una pompa plana estacionaria. En [77,
Section IV] viene demostrada la existencia de figuras recı́procas asociadas a pompas pla-
nas estacionarias. De hecho, ahı́ se detalla la construcción de lo que nosotros llamaremos
figura recı́proca estándar. Procedemos ahora a describir dicha construcción.

Fijemos una pompa plana estacionaria. El primer paso consiste en fijar un punto x0 y
una presión p0 correspondientes a una componente S0 (normalmente, dicha componente
suele ser la componente no acotada de la región exterior R0). Esta elección es totalmente
arbitraria, por lo que, por simplicidad, se podrı́a tomar como x0 al origen de R2, y p0 = 0.

Recuérdese que, fijada una presión, las curvaturas geodésicas de los lados de la pom-
pa determinan unı́vocamente el resto de presiones (tal y como se indicó en la Subsec-
ción 6.2.4). Ası́, sólo nos falta indicar cómo se obtienen los puntos xi restantes. El proceso
es el siguiente:

Consideremos una componente S1 adyacente a S0, y sea C01 el lado que las separa.
Por la propia definición de figura recı́proca, el punto x1 debe ser elegido sobre la lı́nea
recta que pasa por x0 y por c01, que el es centro del lado C01.

A partir de ahı́, el resto de los puntos se determinarán a partir de intersecciones de
rectas. Para una componente S2 adyacente a S0 y a S1, con lados comunes C02, C12 res-
pectivamente, el punto x2 ha de estar simultáneamente en dos rectas distintas, la que
pasa por x0 y c02, y la que pasa por x1 y c12. En caso de que dichas rectas sean paralelas,
cosa que en principio, podrı́a ocurrir, habrı́a que reiniciar el proceso, ya que la elección
realizada para x1 no es adecuada (de hecho, es suficiente tomar x1 de forma que la recta
determinada por x1 y c12 tenga una dirección distinta a la del vector x0 c02). Reiterando
este proceso, iremos obteniendo todos los puntos de la figura recı́proca.

Sin embargo, esta construcción presenta algunos problemas a primera vista. A priori,
no está claro que al final, los puntos hallados acaben satisfaciendo todas las condiciones
de alineación necesarias. Además, podrı́a ocurrir, a lo largo de este procedimiento, que se
obtuvieran dos puntos distintos para una misma componente. Cualquiera de estas cosas
harı́a que nuestra construcción no fuera correcta.

Afortunadamente, ninguno de esos dos contratiempos ocurre en realidad. Pasemos a
comprobarlo, expresando de forma rigurosa el proceso descrito anteriormente mediante
un sistema de ecuaciones (cuyas incógnitas son los puntos de la figura recı́proca), que
tendrá solución única.

Sea C una pompa plana estacionaria, con todos sus lados con curvatura geodésica no
nula. Centrémonos inicialmente en una n-componente S0 bordeada por n componentes
distintas Si, con i = 1 . . . , n, y hallemos los puntos de la figura recı́proca correspondien-
tes a dichas componentes. Podemos suponer, sin perder generalidad en virtud de la Nota
6.2.12, que las presiones pi de las componentes Si son no nulas, para i = 1, . . . , n (la pre-
sión asociada a la componente S0 sı́ podrı́a, en principio, ser igual a cero). Ordenaremos
las componentes de forma que Si sea adyacente a Si+1, para i = 1, . . . , n− 1.

Nota . Gracias al Lema 8.1.3, dada cualquier pompa estacionaria, es posible elegir una
componente S0 en las condiciones anteriores. Destacamos que alguna de las componentes
Si que bordean a S0 podrı́a coincidir con la región exterior R0.
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Fijemos x0 ∈ R2 como punto de la figura recı́proca correspondiente a S0. Veamos
qué ecuaciones han de satisfacer el resto de puntos xi, para i = 1, . . . , n.

Para cada lado C0i, con i = 1, . . . , n, tocando a la región exterior R0, la alineación de
x0, xi y el centro c0i del lado C0i implica que se debe satisfacer

(8.4) xi − x0 = Ai (c0i − x0),

con Ai ∈ R.

Para cada lado Ci(i+1), i = 1, . . . , n, la alineación de los puntos xi, xi+1 y el centro
ci(i+1) de Ci(i+1) implica que

(8.5) xi+1 − xi = Bi (ci(i+1) − xi),

con Bi ∈ R. Veamos que a partir del sistema definido por las ecuaciones (8.4) y (8.5), es
posible determinar los puntos xi.

Nota . Por la propia construcción, se sigue que el ı́ndice n + 1 se corresponderá con el
ı́ndice 1, cada vez que aparezca en los centros, presiones y curvaturas de la configuración.

A partir de (8.4), tenemos que

xi =Ai (c0i − x0) + x0,(8.6)

xi+1 =Ai+1 (c0(i+1) − x0) + x0.

Sustituyendo en (8.5), se sigue que

Ai+1 (c0(i+1) − x0)− Ai (c0i − x0) = Bi (ci(i+1) − Ai (c0i − x0)− x0)

= Bi (ci(i+1) − x0)− Bi Ai (c0i − x0),

de donde

(8.7) − Ai+1 (c0(i+1) − x0) + Ai (c0i − x0) (1− Bi) + Bi (ci(i+1) − x0) = 0,

que es una expresión que sólo involucra a los coeficientes Ai, Bi.

Por otro lado, considerando la expresión (8.3) asociada al vértice z0i(i+1), haciendo
x = x0 se tiene que

(8.8) − h0(i+1) (c0(i+1) − x0) + h0i (c0i − x0) + hi(i+1) (ci(i+1) − x0) = 0.

Obsérvese que si encontrásemos valores µi ∈ R no nulos, para i, . . . , n − 1, que sa-
tisfagan

(8.9)
−h0(i+1)

−Ai+1
=

h0i

Ai (1− Bi)
=

hi(i+1)

Bi
= µi,

entonces los valores de Ai y Bi que se obtienen a partir de (8.9) verificarán la ecuación
(8.7), en virtud de la igualdad (8.8). Pasemos pues a encontrar dichos valores µi, a partir
del sistema definido por (8.9), que explı́citamente vendrá dado por

(8.10)


h0(i+1) = µi Ai+1
h0i = µi Ai (1− Bi)
hi(i+1) = µiBi

Se tendrá que

h0i = µi Ai (1− Bi) = µi Ai − µi AiBi = µi Ai − hi(i+1)Ai

= Ai(µi − hi(i+1)) =
h0i

µi−1
(µi − hi(i+1)),
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de donde

1 =
µi − hi(i+1)

µi−1
,

y equivalentemente
µi = µi−1 + hi(i+1) = µi−1 + (pi − pi+1).

De esta forma, fijado µ1, se obtienen el resto de valores µi de forma recurrente. Ası́, por
ejemplo, tomando µ1 = −p2, se sigue que µ2 = −p3, y en general,

(8.11) µi = −pi+1, i = 1, . . . , n− 1.

Para dichos valores, se tiene que

Ai =
h0i

−pi
=

pi − p0

pi
,

Bi =
hi(i+1)

−pi+1
=

pi+1 − pi

pi+1
.

Finalmente, volviendo a las ecuaciones (8.4), (8.5), se tiene

xi = x0 +
(pi − p0)

pi
(c0i − x0),(8.12)

xi+1 = xi +
(pi+1 − pi)

pi+1
(ci(i+1) − xi),

expresiones que determinan los puntos de la figura recı́proca.

Nota 8.2.9. A partir de (8.12), se pueden obtener las siguientes expresiones equiva-
lentes:

pi xi − p0 x0 = (pi − p0) c0i,(8.13)

pi+1 xi+1 − pi xi = (pi+1 − pi) ci(i+1).

Nota 8.2.10. Al explicar la idea de la construcción al inicio de esta Subsección, co-
mentábamos que en un primer paso se elegı́a el punto x1 sobre la recta determinada por
x0 y c01. Dicho grado de libertad se corresponde con la elección realizada para el valor µ1.

Nota 8.2.11. Destacamos que el punto x1 satisface la condición de alineamiento con
xn y el centro c1n. Esto se deduce de (8.6), una vez se compruebe que xn+1, que se obtiene
a partir de xn y en realidad corresponde a la componente S1, coincide con x1, o equivalen-
temente si el coeficiente An+1 coincide con A1. A la vista de (8.10), eso es equivalente a
que µ1 = µn+1. Teniendo en cuenta (8.11), esta última condición se cumple en virtud del
Lema 8.1.4. Ası́, esta construcción se cierra de forma correcta.

Una vez obtenidos x1, . . . , xn, el resto de puntos de la figura recı́proca asociada a la
pompa C se obtienen extendiendo este proceso a las componentes adyacentes a S1, . . . , Sn.
Dicho proceso estará bien definido siempre y cuando el punto asignado a una componen-
te no dependa de la componente adyacente que se considere para determinarlo. Esto es,
hemos de comprobar que, a partir de (8.12), a una misma componente no se le llega a
asignar dos puntos distintos. Veamos que eso es consecuencia, una vez más, de la condi-
ción (8.3) asociada a cada vértice de una pompa estacionaria.

Sea zijk un vértice asociado a componentes Si, Sj, Sk, y sean xi, xj puntos de la figura
recı́proca correspondientes a Si, Sj. A partir de (8.12), podemos determinar el punto xk
usando el lado Cik, llegando a

xk = xi +
(pk − pi)

pk
(cik − xi),
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o por otro lado, podemos usar el lado Cjk, obteniendo

xk = xj +
(pk − pj)

pk
(cjk − xj).

Ambas expresiones coincidirán si

(8.14) (xi − xj) +
(pk − pi)

pk
(cik − xi)−

(pk − pj)
pk

(cjk − xj) = 0.

Operando, se llega a que la condición (8.14) es equivalente a que

(8.15) hki cik + hjk cjk + (pi xi − pj xj) = 0.

Considerando el lado Cij, y usando de nuevo (8.12), se llega a (8.15) es equivalente a que

pi xi − pj xj = hij cij,

que se satisface trivialmente en virtud de la condición (8.3). Por tanto, tal y como se desea-
ba, la definición de los puntos de la figura recı́proca es independiente de las componentes
adyacentes que se vayan considerando a lo largo del proceso, por lo que nuestra cons-
trucción de la figura recı́proca estándar está bien definida.

Nota 8.2.12. Consideremos un vértice zijk de una pompa estacionaria C, y sean xi, xj,
xk los puntos correspondientes a la figura recı́proca estándar de C. Entonces, esos tres
puntos no se hallan alineados. Esto es consecuencia de lo que se ha visto anteriormente:
el sistema que determina los puntos de la figura recı́proca estándar tiene una única so-
lución, una vez determinados los dos primeros puntos. Fijados éstos, el resto de puntos
quedan definidos unı́vocamente por las intersecciones apropiadas.

Si xi, xj, xk estuvieran sobre una misma lı́nea l, entonces los centros de los arcos cij, cjk, cki
también se encontrarı́an en l. En tal caso, se puede comprobar que el punto xk no estarı́a
definido de forma única, ya que serı́a posible elegirlo tomando cualquier punto de l.

Nota 8.2.13. Una consecuencia de la Nota 8.2.12 anterior es que, dado un vértice zijk
en una configuración estacionaria, se tiene que

pi(pj − pk)xi + pj(pk − pi)xj + pk(pi − pj)xk 6= 0.

En caso de que se tuviera igualdad a cero, deducirı́amos inmediatamente la alineación de
los puntos xi, xj, xk.

8.2.3. Condiciones para obtener una pompa plana estacionaria. En la Subsección
8.2.2 anterior, hemos visto que toda pompa plana estacionaria admite una figura recı́pro-
ca estándar, compuesta por las presiones de las componentes de la pompa, y por los pun-
tos determinados por las expresiones (8.12).

Nuestro objetivo ahora es analizar el recı́proco. Esto es, dados números reales pi y
puntos xi en el plano, con i = 1, . . . , n, pretendemos estudiar cuando se puede construir
una pompa plana estacionaria, con una estructura concreta, a partir del par (pi, xi), de
forma que tenga a dicho par como figura recı́proca estándar asociada.

Veremos que si un par (pi, xi) satisface ciertas condiciones, será posible obtener una
pompa plana estacionaria con una disposición inicial (que nos dirá qué vértices y qué la-
dos conforman la pompa), con (pi, xi) como figura recı́proca estándar asociada.

Para la determinación de una pompa plana que admita figura recı́proca, los lados
serán arcos circulares. Por tanto, solamente necesitamos conocer los centros y radios de
los distintos lados de la configuración. Una vez conocidos éstos, la pompa plana estará to-
talmente definida. El computo de los radios es inmediato, ya que son los inversos (po-
sitivos) de las curvaturas geodésicas, que se pueden obtener a partir de las presiones. En
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cuanto a los centros, como pretendemos que el par original constituya una figura recı́pro-
ca estándar de la correspondiente pompa, se determinarán a partir de las expresiones
(8.12), o equivalentemente, por medio de (8.13).

El cálculo de los centros y los radios se realizará teniendo en cuenta qué lados forman
la pompa plana que estamos considerando. Ese dato nos lo proporcionará la estructura
inicial que consideremos. Nótese, por ejemplo, que dadas dos presiones pi, pj cualesquie-
ra, se podrı́a considerar un valor pi − pj que no tuviera sentido, porque no exista un lado
separando las correspondientes componentes. Igualmente, sólo será necesario aplicar las
expresiones (8.12) para los centros de los lados que indique la estructura inicial.

En general, la partición circular obtenida a partir de estos centros y radios, no verifi-
cará las condiciones de regularidad de las pompas estacionarias; siendo más precisos, la
condición de que los lados se encuentren en los vértices formando ángulos de 120 gra-
dos no se obtiene al considerar un par inicial arbitrario. El análisis de dicha propiedad
será el que determine la condición que ha de cumplir dicho par, para obtener realmente
una pompa satisfaciendo las condiciones de regularidad. Detallemos ahora este proceso.

Fijemos inicialmente p0 ∈ R, x0 ∈ R2, y sean p1, . . . , pn números reales no nulos, y
x1, . . . , xn puntos del plano. Sea también una configuración plana, que nos sirva de estruc-
tura para saber qué lados Cij vamos considerar durante todo este proceso. Supondremos
además que pi 6= pj, siempre que el lado Cij tenga sentido según la estructura inicial.

A partir del par (pi, xi), i = 1, . . . , n, definimos los radios

(8.16) rij =
1

|pi − pj|
> 0,

y, a partir de las expresiones dadas en (8.12), definimos los centros por

c0i = x0 +
pi

pi − p0
(xi − x0),(8.17)

cij = xi +
pj

pj − pi
(xj − xi) = xj +

pi

pi − pj
(xi − xj),

para los lados que tengan sentido.

A partir de los centros cij y los radios rij, podemos considerar la configuración circular
que determinan, a la que denotaremos por C. Estamos interesados en saber qué hipótesis
se han de cumplir para que dicha configuración sea una pompa estacionaria.

Recuérdese que en el Lema 8.2.5 se vio que, dado un vértice de una pompa plana
estacionaria, los centros de los lados que se encuentran en dicho vértice están alineados.
Comprobemos en primer lugar que este hecho se cumple, según las definiciones (8.17)
anteriores.

Lema 8.2.14. Dados p0, . . . , pn ∈ R, x0, . . . , xn ∈ R2, consideremos la configuración circu-
lar C que se determina a partir de las definiciones (8.16) y (8.17) anteriores, según una estructura
inicial. Sea zijk un vértice de C. Entonces, los centros cij, cjk, cki de los lados que se encuentran en
zijk están alineados.

DEMOSTRACIÓN. Según las definiciones (8.17), el centro cij satisfará que

(pj − pi) cij = (pj − pi) xi + pj (xj − xi) = pj xj − pi xi.

Considerando las igualdades análogas para cjk, cki, y sumándolas, se llega a

(8.18) (pj − pi) cij + (pk − pj) cjk + (pi − pk) cki = 0,

de donde se deduce que cij, cjk, cki están alineados. �
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Obtengamos ahora la condición analı́tica que ha de verificar un par (pi, xi) para que
la configuración circular asociada C, construida a partir de (8.16) y (8.17), sea una pompa
plana estacionaria. A la vista de la construcción realizada, basta centrarse en los vértices
de la configuración, e imponer que los tres lados que se encuentran en cada uno de ellos,
lo hagan formando ángulos de 120 grados.

Sea zijk un vértice, y sean cij, cjk, cki los centros de los tres arcos, de radios rij, rjk,
rki, que se encuentran en zijk. A partir del Lema 8.2.14, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que los centros se hallan alineados según el orden cij, cki, cjk, con pi < pk
(si fuera necesario, reordénense los ı́ndices). Entonces, a partir de (8.18) y siguiendo las
mismas ideas que en las demostraciones del Lema 8.2.5 y del Corolario (8.2.6), se llegará a

0 <
pk − pj

pk − pi
< 1,

de donde se sigue que pi < pj < pk.

Como deseamos imponer que los lados se encuentren de dos en dos formando ángulos
de 120 grados, es fácil ver que entonces los segmentos que unen dos centros consecutivos
con el vértice han de formar ángulos de 60 grados (véase [3, Prop. 3.1]). Es decir,

- los segmentos cij zijk y cki zijk forman un ángulo de 60 grados, y
- los segmentos cki zijk y cjk zijk forman un ángulo de 60 grados,

y en consecuencia, cij zijk y cjk zijk formarán un ángulo de 120 grados. Nótese que la longi-
tud de cada uno de estos segmentos es el radio del correspondiente arco circular. Gracias
a ello, es posible calcular las distancias entre los distintos centros para que se cumpla la
condición deseada.

Lema 8.2.15. ([3, Prop. 3.1]) Dada una configuración circular construida a partir de un
par (pi, xi), i = 1, . . . , n, según las definiciones (8.16), (8.17), se tiene que los arcos asociados a
un vértice zijk de centros cij, cjk, cki y radios rij,rjk, rki, respectivamente, se encuentran formando
ángulos de 120 grados si y sólo si,

d2(cij, cki) = r2
ij + r2

ki − rij rki,(8.19)

d2(cki, cjk) = r2
ki + r2

jk − rki rjk.

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia del Teorema del Coseno, aplicado a los triángulos
cuyos vértices son cada par de centros consecutivos y zijk. �

Nota 8.2.16. La primera igualdad del Lema 8.2.15 es la que asegura que los arcos
de centros cij y cki forman ángulos de 120 grados, y la segunda igualdad garantiza que
ocurre lo mismo con los lados de centros cki y cjk. Como consecuencia de ambas, se sigue
que los lados de centros cij y cjk también se cortarán formando idéntico ángulo.

El Lema 8.2.15 nos proporciona las condiciones necesarias y suficientes para que, a
partir de un par (pi, xi), obtengamos una pompa estacionaria, de forma que dicho par
sea una figura recı́proca estándar asociada. Tales condiciones (8.19) vienen expresadas
en términos de los centros y los radios de los correspondientes arcos circulares. Pasamos
ahora a expresarlas explı́citamente en función de los elementos que conforman el par.

Por un lado, a partir de (8.17), se tiene inmediatamente que

d(cij, cki) = |cij − cki|

=
∣∣∣∣ pi(pj − pk)xi + pj(pk − pi)xj + pk(pi − pj)xk

(pj − pi)(pk − pi)

∣∣∣∣.
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Por otro lado, como pi < pj < pk en nuestra situación, se tiene que

rij =
1

pj − pi
, rki =

1
pk − pi

,

y

r2
ij + r2

ki − rij rki =
p2

i + p2
j + p2

k − pi pj − pi pk − pj pk

(pj − pi)2(pk − pi)2 .

Por tanto, las expresiones (8.19) del Lema 8.2.15 son equivalentes a que

|pi(pj − pk)xi + pj(pk − pi)xj + pk(pi − pj)xk|2

= p2
i + p2

j + p2
k − pi pj − pi pk − pj pk,

o equivalentemente,

|pi(pj − pk)xi + pj(pk − pi)xj + pk(pi − pj)xk|2(8.20)

− (p2
i + p2

j + p2
k − pi pj − pi pk − pj pk) = 0.

Nota 8.2.17. La condición (8.20) surge al considerar la primera igualdad del Lema
8.2.15, que se refiere a un vértice fijo. Si considerásemos la segunda igualdad, obtendrı́amos
la misma condición, (obsérvese que (8.20) es una expresión simétrica con respecto a los
ı́ndices).

La expresión (8.20) nos da la condición analı́tica que nos va a permitir saber cuando
un par (pi, xi) da lugar a una pompa plana estacionaria, que además tenga a dicho par co-
mo figura recı́proca estándar asociada. Si dicha condición se satisface en todos los vértices
de la configuración considerada (la estructura inicial de la pompa nos dirá qué vértices
hay que tener en cuenta), entonces a partir de (pi, xi), y de los centros y radios definidos
por (8.16), (8.17), se acabará obteniendo lo deseado.

Resumimos en el siguiente Lema la conclusión extraı́da de los argumentos de esta
Subsección 8.2.3.

Lema 8.2.18. Dados p0, . . . , pn ∈ R, x0, . . . , xn ∈ R2, y una estructura inicial, se obtiene
una pompa plana estacionaria C a partir de las definiciones (8.16) y (8.17), con figura recı́proca
estándar asociada justamente el par inicial (pi, xi), si y sólo si se verifica la condición (8.20) en
todo vértice de C.

Nota 8.2.19. Es rutinario comprobar que se tiene la siguiente igualdad, referida al
primer sumando de (8.20):

pi(pj − pk)xi + pj(pk − pi)xj + pk(pi − pj)xk

= pi pj(xi − xj) + pj pk(xj − xk) + pk pi(xk − xi),

y esta otra igualdad referida al segundo sumando de (8.20):

p2
i + p2

j + p2
k − pi pj − pi pk − pj pk =

1
2
(
(pi − pj)2 + (pj − pk)2 + (pk − pi)2).

8.2.4. Aplicación de estructura asociada a una pompa estacionaria. Nuestra inten-
ción ahora es utilizar herramientas analı́ticas que nos permitan estudiar, de forma global,
si un par arbitrario (q, y) satisface la condición (8.20) en todos los vértices de la configu-
ración que estemos considerando. Para ello, vamos a definir una aplicación, que llama-
remos aplicación de estructura, que nos permita tratar dicha cuestión desde un punto de
vista funcional. Detallemos dicha aplicación, indicando algunas de sus propiedades más
interesantes.
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Sea C una pompa plana estacionaria, compuesta por n componentes acotadas. Por
tanto, teniendo en cuenta la Nota 8.1.5, C tendrá 3(n− 1) lados y 2(n− 1) vértices, que
consideraremos ordenados a lo largo de este momento. Fijemos p0 ∈ R y x0 ∈ R2, y sea
(p, x) la figura recı́proca estándar asociada a C, con

p = (p1, . . . , pn), x = (x1, . . . , xn).

Definición 13. La aplicación de estructura asociada a la pompa plana estacionaria C
es la aplicación

F : Rn × (R2)n → R2(n−1)

definida de la siguiente manera: para q = (q1, . . . , qn) ∈ Rn, y = (y1, . . . , yn) ∈ (R2)n,
definimos

F(q, y) = (Fijk(q, y))zijk ,

donde cada función coordenada Fijk de F se refiere a un vértice zijk de C, y viene dada por

Fijk(q, y) = |gijk(q, y)|2 − fijk(q),

siendo
gijk(q, y) = qi(qj − qk)yi + qj(qk − qi)yj + qk(qi − qj)yk ∈ R2,

y
fijk(q) = p2

i + p2
j + p2

k − pi pj − pi pk − pj pk ∈ R.

Es claro, teniendo en cuenta la condición (8.20), que F(p, x) = 0. Además, por la
propia definición realizada, se sigue que los pares

(q, y) ∈ Rn × (R2)n tales que F(q, y) = 0,

darán lugar a pompas estacionarias, tomando como radios y centros de los lados circu-
lares los determinados por (8.16) y (8.17). Además, dada una de estas pompas, su figura
recı́proca estándar asociada será justamente el par (q, y) del que proviene.

La anterior es la principal propiedad de la aplicación de estructura: los elementos que
la anulan son justamente figuras recı́procas estándar asociadas a pompas planas estacio-
narias. Este hecho, tal y como veremos más adelante, es clave en el esquema de nuestro
estudio, ya que nos va a servir de conexión entre el Análisis Funcional y la búsqueda de
variaciones de pompas estacionarias por pompas estacionarias.

Describimos ahora algunas propiedades que verifica la aplicación de estructura aso-
ciada a una pompa estacionaria. El primer resultado, que es inmediato a la vista de su de-
finición, pone de manifiesto que estamos en condiciones de aplicar todas las herramientas
analı́ticas para funciones entre espacios euclı́deos.

Lema 8.2.20. La aplicación de estructura F asociada a una pompa estacionaria es una función
analı́tica entre espacios euclı́deos.

Denotemos ahora por D2F a la diferencial de F con respecto a la segunda coordenada
y ∈ (R2)n, manteniendo fija la primera coordenada q ∈ Rn (más adelante detallaremos
las razones de esta consideración). En tal caso, dicha diferencial puede verse como una
aplicación lineal entre los siguientes espacios:

D2F : (R2)n → R2(n−1).

Veamos en primer lugar qué condiciones han de satisfacer los elementos del núcleo de
D2F, y comprobemos también que dicho núcleo tiene, al menos, dimensión tres.
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Lema 8.2.21. Sea C una pompa estacionaria, y sea (q, y) ∈ Rn × (R2)n. Entonces se tiene
que e ∈ (R2)n es un elemento del núcleo de D2F(q, y) si y sólo si〈

gijk(q, y), gijk(q, e)
〉

= 0,

para todo zijk vértice de C.

DEMOSTRACIÓN. Sean q = (q1, . . . , qn), y = (y1, . . . , yn), e = (e1, . . . , en) ∈ (R2)n.
Sea A la matriz jacobiana de F con respecto a la segunda coordenada, en el punto (q, y),
cuyas filas se corresponderán con los vértices de C. Entonces, la imagen por D2F(q, y) del
vector e vendrá dada por el producto de la matriz A y el vector e. Fijemos un vértice zijk
de C, y estudiemos la coordenada de dicho producto correspondiente a zijk.

La fila de la matriz A correspondiente a zijk puede identificarse con(
∂Fijk

∂x1
(q, y), . . . ,

∂Fijk

∂xn
(q, y)

)
∈ (R2)n.

Ası́, la coordenada referida del producto A e será igual a

(8.21) ∑
r=1,...,n

〈
∂Fijk

∂xr
(q, y), er

〉
.

Nótese que para r /∈ {i, j, k}, se tiene que

∂Fijk

∂xr
(q, y) = 0,

mientras que, por ejemplo,

∂Fijk

∂xi
(q, y) = 2 pi (pj − pk) gijk(q, y).

Entonces, (8.21) será igual a〈
2 pi (pj − pk) gijk(q, y), ei

〉
+
〈
2 pj (pk − pi) gijk(q, y), ej

〉
+
〈
2 pk (pi − pj) gijk(q, y), ei

〉
= 2

〈
gijk(q, y), gijk(q, e)

〉
.

De ahı́ se deduce claramente que e ∈ KerD2F(q, y) si y sólo si gijk(q, y) y gijk(q, e) son
vectores ortogonales, para todo vértice zijk. �

Para el siguiente resultado, que muestra que el núcleo de la diferencial contiene ele-
mentos no triviales, denotaremos por R : R2 → R2 a cualquier rotación del plano, que es
una isometrı́a o movimiento rı́gido de R2.

Lema 8.2.22. Sea C una pompa estacionaria y (q, y) ∈ R2 × (R2)n. Entonces,

i) el vector (v, . . . , v) ∈ (R2)n es un elemento de KerD2F(q, y), para todo v ∈ R2, y
ii) el vector (R(y1), . . . , R(yn)) ∈ (R2)n es un elemento de KerD2F(q, y).

DEMOSTRACIÓN. Comprobemos que en ambos casos se satisface la condición indi-
cada en el Lema 8.2.21.

i) Tomemos un vector v ∈ R2 cualquiera y sea e = (v, . . . , v) ∈ (R2)n. Como

gijk(q, e) = qi(qj − qk)v + qj(qk − qi)v + qk(qi − qj)v

=
(
qi(qj − qk) + qj(qk − qi) + qk(qi − qj)

)
v = 0,

se sigue claramente que gijk(q, e) es ortogonal a gijk(q, y), por lo que e ∈ KerD2F(q, y).
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ii) Denotemos ahora por e′ al vector (R(y1), . . . , R(yn)) de (R2)n. Entonces

gijk(q, e′) = qi(qj − qk)R(xi) + qj(qk − qi)R(xj) + qk(qi − qj)R(xk)
= R(qi(qj − qk)xi + qj(qk − qi)xj + qk(qi − qj)xk) = R(gijk(q, y)),

de donde también se deduce que e′ ∈ KerD2F(q, y). �

Nota 8.2.23. La interpretación que extraemos del Lema 8.2.22 es que, para presiones
fijas, el núcleo de la diferencial

D2F : (R2)n → R2(n−1),

en cualquier elemento de Rn × (R2)n, tiene dimensión mayor o igual que tres.

Existen ciertas configuraciones estacionarias para las que el núcleo de la diferencial
de la aplicación de estructura F asociada, calculada sobre su figura recı́proca estándar,
tiene justamente dimensión tres, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo. En estos
casos, los únicos elementos que hay en el núcleo son los indicados en el Lema 8.2.22.

Ejemplo 8.1. Consideremos una pompa triple estándar C, encerrando áreas cuales-
quiera. Se tiene que C consta de tres regiones conexas, seis lados y cuatro vértices, que
denotaremos explı́citamente por z012, z023, z013, z123.

Tomemos p0 = 0, x0 = (0, 0), y sea

F : R3 × (R2)3 → R4

la aplicación de estructura asociada a C; sea también (p, x) la figura recı́proca estándar
asociada, con p = (p1, p2, p3) ∈ R3, x = (x1, x2, x3) ∈ (R2)3. Veamos que KerD2F(p, x)
tiene dimensión tres.

Fijemos e = (e1, e2, e3) ∈ (R2)3. A partir del Lema 8.2.21, e ∈ KerD2F(p, x) si y sólo si〈
gijk(p, x), gijk(p, e)

〉
= 0,

para todo zijk vértice. De ahı́ surgen las siguientes cuatro condiciones:

〈x1 − x2, e1 − e2〉 = 0,

〈x2 − x3, e2 − e3〉 = 0,

〈x3 − x1, e3 − e1〉 = 0,

y

〈p1 p2(x1 − x2) + p2 p3(x2 − x3) + p3 p1(x3 − x1),

p1 p2(e1 − e2) + p2 p3(e2 − e3) + p3 p1(e3 − e1)〉 = 0.

Consideremos ahora Rπ/2, la rotación en el plano de ángulo π/2. Entonces las tres
primeras condiciones pueden expresarse como

e1 − e2 = λ12 Rπ/2(x1 − x2),(8.22)

e2 − e3 = λ23 Rπ/2(x2 − x3),

e3 − e1 = λ13 Rπ/2(x3 − x1),

siendo λ12, λ23, λ13 números reales. Sumando dichas expresiones, se tiene que

0 = Rπ/2(λ12(x1 − x2) + λ23(x2 − x3) + λ13(x3 − x1)),

de donde
λ12(x1 − x2) + λ23(x2 − x3) + λ13(x3 − x1) = 0,

o equivalentemente

(8.23) (λ12 − λ13)x1 + (λ23 − λ12)x2 + (λ13 − λ23)x3 = 0.
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Por la Nota 8.2.12, sabemos que x1, x2, x3 no pueden encontrarse alineados (al ser puntos
de una figura recı́proca estándar). Eso implica que algún coeficiente en (8.23) ha de ser
nulo, y en consecuencia, se deduce que

λ12 = λ23 = λ13.

Sea λ ∈ R el valor común de esos tres coeficientes.

Análogamente, la cuarta condición se puede expresar como

p1 p2 (e1 − e2) + p2 p3 (e2 − e3) + p3 p1 (e3 − e1)(8.24)

= λ123 Rπ/2
(

p1 p2 (x1 − x2) + p2 p3 (x2 − x3) + p3 p1 (x3 − x1)
)
,

para cierto λ123 ∈ R. Usando (8.22), y teniendo en cuenta el coeficiente λ anteriormente
definido, llegamos a

λ p1 p2 Rπ/2(x1 − x2) + λ p2 p3 Rπ/2(x2 − x3) + λ p3 p1 Rπ/2(x3 − x1)

= λ123 Rπ/2
(

p1 p2 (x1 − x2) + p2 p3 (x2 − x3) + p3 p1 (x3 − x1)
)
,

por lo que, a partir de la inyectividad de Rπ/2, concluimos que

λp1 p2 (x1 − x2) + λp2 p3 (x2 − x3) + λp3 p1 (x3 − x1)

= λ123
(

p1 p2 (x1 − x2) + p2 p3 (x2 − x3) + p3 p1 (x3 − x1)
)
.

Como
p1 p2 (x1 − x2) + p2 p3 (x2 − x3) + p3 p1 (x3 − x1) = g123(p, x),

en virtud de la Nota 8.2.19, y dicho elemento es no nulo (por la Nota 8.2.13), se tendrá que
λ123 = λ.

Por tanto, todos los coeficientes que aparecen en (8.22), (8.24) coinciden. Si todos son
nulos, se tendrá que e1 = e2 = e3, con lo que los únicos elementos de KerD2F(p, x) son
los vectores de la forma

(e′, e′, e′), e′ ∈ R2.
Por otro lado, si dichos coeficientes no son nulos, entonces a partir de (8.22) se obtiene
que existe un vector e′′ ∈ R2 tal que

ei = e′′ − λRπ/2(xi), i = 1, 2, 3,

con lo que los vectores de KerD2F(p, x) serán

(e′′, e′′, e′′) + µ
(

Rπ/2(x1), Rπ/2(x2), Rπ/2(x3)
)
, e′′ ∈ R2, µ ∈ R.

Esto ya nos dice que la dimensión de KerD2F(p, x) es igual a tres.

Nota 8.2.24. El mismo razonamiento, de forma trivial, es aplicable a la pompa do-
ble estándar, obteniéndose el mismo resultado. Además, se puede comprobar, de manera
análoga, que las configuraciones estándar para cuatro y cinco regiones también satisfacen
la misma propiedad: el núcleo de la diferencial de la aplicación de estructura, calculada
en la figura recı́proca estándar asociada, tiene dimensión tres.

La siguiente definición surge a partir de la Nota 8.2.23 y del Ejemplo 8.1. En general,
dada una configuración estacionaria C y su aplicación de estructura asociada F, sabemos
que el núcleo de la diferencial

D2F : (R2)n → R2(n−1)

con respecto a la segunda coordenada (manteniendo fijas las presiones), tiene dimensión
mayor o igual que tres. Destaquemos el hecho de que la dimensión sea justamente igual a
tres, cuando se calcula D2F sobre la figura recı́proca estándar asociada a C.
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FIGURA 8.2. Configuraciones estándar para cuatro y cinco regiones

Definición 14. Sea C una pompa plana estacionaria y (p, x) su figura recı́proca están-
dar asociada. Diremos que C es rı́gida si la dimensión del núcleo de D2F(p, x) es justa-
mente tres, siendo F la aplicación de estructura de C.

Una consecuencia interesante que se deduce de la anterior definición es que, dada
una pompa rı́gida, la diferencial de su aplicación de estructura, calculada sobre la figura
recı́proca estándar, tiene siempre rango máximo, igual a 2n − 3, donde n es el número
de componentes conexas acotadas de la pompa. Obsérvese que el codominio de dicha
diferencial tiene dimensión 2n− 2.

El Ejemplo 8.1 anterior muestra que las configuraciones estándar para dos, tres, cuatro y
cinco regiones son pompas rı́gidas.

8.3. Objetivos de este enfoque

El principal objetivo que perseguimos con este tratamiento del problema de la pompa
plana múltiple es encontrar variaciones de una pompa estacionaria por pompas estacio-
narias, a partir de la caracterización por figuras recı́procas estándar. Es decir, dada una
configuración estacionaria, pretendemos deformar su figura recı́proca estándar asociada
adecuadamente, para ir obteniendo pares que satisfagan la condición (8.20) en los corres-
pondientes vértices y proporcionen configuraciones estacionarias en cada instante.

De hecho, nos interesa justificar la existencia de variaciones que sólo dependan de
cómo cambian las presiones, de forma que los puntos del plano de cada par se obten-
gan a partir de dichas presiones. Con tales variaciones, el estudio de la estabilidad de
las configuraciones estacionarias podrá llevarse a cabo desde un enfoque distinto a los
considerados hasta ahora en este contexto.

8.3.1. Variaciones de la figura recı́proca estándar. Empecemos viendo cómo los
elementos del núcleo de la diferencial de la aplicación de estructura de una pompa es-
tacionaria nos proporcionan variaciones infinitesimales de la figura recı́proca estándar
asociada, que satisfacen la condición (8.20) en todos los vértices de la pompa inicial.

Sea C una pompa plana estacionaria con n componentes conexas acotadas, y denote-
mos por (p, x) a su figura recı́proca estándar asociada, con

p = (p1, . . . , pn), x = (x1, . . . , xn).

Sea también F : Rn × (R2)n → R2(n−1) la aplicación de estructura asociada a C.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que cualquier variación infinitesimal
del punto xi viene dada por

xi(t) = xi + t vi, t ∈ R, vi ∈ R2.
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Sean x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), v = (v1, . . . , vn) ∈ (R2)n, y veamos que

F(p, x(t)) = 0 si y sólo si v ∈ KerD2F(p, x).

En consecuencia, las únicas direcciones que proporcionarán variaciones de la figura re-
cı́proca (manteniendo constantes las presiones) adecuadas a nuestros propósitos, serán
las que constituyen el núcleo de dicha diferencial.

En efecto, sea v ∈ KerD2F(p, x). Dado un vértice zijk de C, es fácil comprobar que

gijk(p, x(t)) = gijk(p, x) + t gijk(p, v).

Recuérdese que gijk(p, x) es ortogonal a gijk(p, v) en virtud del Lema 8.2.21. Se sigue
entonces que cuando t tiende a cero, gijk(p, x(t)) será también ortogonal a gijk(p, v), con
lo que v ∈ KerD2F(p, x(t)).

Consideremos ahora la aplicación

t 7−→ F(p, x(t)).

Se tiene que
d
dt

F(p, x(t)) = D2F(p, x(t))(v) = 0,

por lo visto anteriormente.

Por tanto, F(p, x(t)) = 0, para valores de t próximos a cero, con lo que el par (p, x(t))
satisface la condición (8.20) en todo vértice, y dará lugar a una pompa estacionaria.

Este hecho pone de manifiesto una interpretación variacional de las pompas rı́gidas.
Para presiones constantes, los elementos del núcleo de la diferencial de la aplicación de
estructura se reducen justamente a los descritos en el Lema 8.2.22. Las variaciones infini-
tesimales que determinan dichos elementos se corresponden con traslaciones y rotaciones
del plano euclı́deo.

Ası́, podemos afirmar que las pompas rı́gidas son las que, para presiones constantes,
solamente tienen a las traslaciones y a los giros como variaciones infinitesimales estacio-
narias. Si considerásemos presiones variables, podrı́an existir otras variaciones de este
tipo para dichas pompas.

8.3.2. Dirección a seguir. Para acabar esta Sección, indicaremos brevemente las i-
deas en las que estamos trabajando actualmente, continuando el enfoque mostrado en
este Capı́tulo. Aún nos quedan por resolver algunas cuestiones, que esperamos solventar
en breve, con el fin de aplicar los resultados que se extraigan al estudio, principalmente,
de las configuraciones con regiones disconexas.

Nuestro punto de partida es intentar aplicar el Teorema de la Función Implı́cita a
la aplicación de estructura, con la idea de obtener variaciones (que sólo dependan de
las presiones) de la figura recı́proca estándar asociada a una pompa estacionaria, por
pares que satisfagan (8.20). Esto nos proporcionarı́a variaciones de la pompa original por
pompas estacionarias. Veremos que, para llevar esto a cabo, es necesario centrarse en las
pompas rı́gidas. Además, mostraremos unas expresiones particulares para las fórmulas
de variación del área y de la longitud, en las que sólo intervienen, esencialmente, las
presiones.

Sea C una pompa plana estacionaria, y (p, x) su figura recı́proca estándar. Conside-
remos también la aplicación de estructura asociada a C,

F : Rn × (R2)n → R2(n−1).

Ya hemos visto que F(p, x) = 0.
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Para poder aplicar el Teorema de la Función Inversa a F en el punto (p, x), necesi-
tarı́amos que la diferencial

D2F(p, x) : Rn × (R2)n → R2(n−1)

tuviera rango máximo, es decir, igual a 2n − 2. Sin embargo, eso no se tiene en ningún
caso ya que, a partir del Lema 8.2.22, se deduce que tal rango será, a lo sumo, igual a
2n− 3. Este hecho nos obliga a recurrir a un planteamiento alternativo.

En principio, en este punto, parece razonable (y necesario) restringir nuestro estudio al
conjunto de pompas cuya diferencial tiene el mayor rango permitido en este contexto, esto
es, al conjunto de pompas rı́gidas. En cualquier otro caso, por la propia definición, el núcleo
de la diferencial tendrá dimensión estrictamente mayor que tres, por lo que el rango
será estrictamente menor que 2n− 3.

Por otro lado, denotemos por F1, . . . , F2n−3, F2n−2 a las funciones coordenadas de la apli-
cación de estructura F. Establecemos la siguiente hipótesis.

Hipótesis 1.
Sea (q, y) ∈ Rn × (R2)n tal que Fi(q, y) = 0, para i = 1, . . . , 2n− 3. Entonces se tiene que

F2n−2(q, y) = 0.

Bajo dicha hipótesis, va a ser posible considerar la aplicación

F̃ : Rn × (R2)n → R2n−3,

definida por las 2n− 3 primeras funciones coordenadas de F,

F̃ = (F1, . . . , F2n−3)

y usar el Teorema de la Función Inversa para obtener las variaciones deseadas.

En efecto; dada una pompa rı́gida C y su figura recı́proca asociada (p, x), sabemos que
la dimensión de KerD2F(p, x) es igual a tres, y por tanto el rango de D2F(p, x) es 2n− 3.
Como la aplicación F̃ está formada por las primeras 2n− 3 funciones coordenadas de F,
podemos suponer que el rango de D2F̃(p, x) es justamente 2n− 3, con lo que estaremos
en condiciones de aplicar el Teorema de la Función Inversa a F̃.

De esta forma, podemos afirmar la existencia de un entorno B ⊂ Rn de p, y de una
aplicación x : B→ (R2)n, tales que x(p) = x, y

F̃(q, x(q)) = 0, para todo q ∈ B.

En virtud de la Hipótesis 1, se sigue que F2n−2(q, x(q)) = 0, por lo que se concluye que

F(q, x(q)) = 0, q ∈ B.

Es decir, los pares (q, x(q)) satisfacen la condición (8.20) en todos los vértices de la confi-
guración, para todo q ∈ B.

Este procedimiento proporciona variaciones de una pompa rı́gida C por pompas esta-
cionarias, suponiendo que se satisface la Hipótesis 1. Basta considerar la figura recı́proca
estándar (p, x) asociada a C, y modificar las correspondientes presiones. Ası́, para cada
q = (q1, . . . , qn) ∈ Rn suficientemente próximo a (p1, . . . , pn), gracias a la anterior aplica-
ción x, tendremos que (q, x(q)) es un par que satisface la condición (8.20) en todo vértice,
y por tanto, a partir de las expresiones (8.16), (8.17), obtendremos una pompa estacionaria
con (q, x(q)) como figura recı́proca estándar asociada.

Resumimos lo que acabamos de justificar en el siguiente resultado.
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Teorema 8.3.1. Sea C una pompa plana rı́gida, y supongamos que se satisface la Hipótesis 1.
Entonces, existen variaciones de C por pompas estacionarias, determinadas en cada instante por
las presiones de las regiones.

La caracterı́stica principal de dichas variaciones es que dependen únicamente de las
presiones en cada instante, lo que nos permitirá ajustar dichas presiones según resulte
más conveniente en cada ocasión.

En el anterior razonamiento se usa de manera fundamental la Hipótesis 1, ya que
en otro caso resulta imposible aplicar el Teorema de la Función Inversa. En este contexto,
dicha hipótesis parece razonable por varias razones. En primer lugar, es trivial comprobar
que si una configuración presenta una 2-componente, entonces la Hipótesis 1 se cumple.
Esto es debido a que los dos vértices asociados a dicha componente dan lugar a funciones
coordenadas F1, F2 idénticas.

Por otro lado, una justificación más general de este hecho es la siguiente: vimos que la
obtención de los centros de los lados de una pompa, a partir de un par que satisfaga la
condición (8.20), mediante las expresiones (8.17), queda unı́vocamente determinada usando
la información dada por todos los vértices salvo uno. Esto sugiere que si en todos los
vértices de una pompa, excepto en uno de ellos, se verifican las condiciones de regulari-
dad, entonces dichas condiciones se verificarán también en ese último vértice.

De hecho, para alguna configuración concreta, hemos probado que la Hipótesis 1 se cum-
ple. Por ejemplo, consideremos la pompa triple estándar, y sean z012, z013, z023, z123 sus
cuatro vértices. La correspondiente aplicación de estructura

F : R3 × (R2)3 → R4

tendrá una función coordenada asociada a cada vértice zijk.

Entonces, suponiendo que las funciones coordenadas asociadas a z012, z013, z023 se anulan
sobre un par, hemos comprobado que la función coordenada asociada a z123 también se
anula. Para ello, en lugar de trabajar directamente con las expresiones dadas por (8.20),
utilizamos las condiciones equivalentes (8.19) descritas en el Lema 8.2.15, referentes a
distancias entre centros. De esta manera es posible comprobar que, en esta situación con-
creta, la Hipótesis 1 se cumple. Omitimos los detalles de este caso particular.

En resumen, aunque la Hipótesis 1 ha de ser demostrada en general, en nuestro con-
texto parece bastante razonable suponer que es verı́dica.

Nota 8.3.2. Para las pompas planas que no son rı́gidas, resulta necesario encontrar
otros métodos para abordar su estudio. Es de esperar que dichas configuraciones no sean
minimizantes en ninguna situación, pero dicha afirmación requiere un análisis más pro-
fundo.

Concluimos este Capı́tulo mostrando expresiones particulares para las fórmulas de
variación del área y del perı́metro, donde explı́citamente aparecen las presiones de cada
componente, para variaciones por pompas estacionarias. Previamente demostramos el
siguiente resultado, que se usa más adelante.

Lema 8.3.3. Sea C una pompa plana estacionaria, y consideremos una variación de C por
pompas estacionarias, con campo variacional asociado X. Entonces, en cada vértice zijk de C, se
tiene que

νki 〈X, Nki〉+ hki 〈X, νki〉+ νkj
〈

X, Nkj
〉
+ hkj

〈
X, νkj

〉
= 0,

donde νs, Ns indican los vector tangente y normal a la curva Cs en zijk.
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DEMOSTRACIÓN. Como estamos considerando una variación por pompas estaciona-
rias, los ángulos se preservarán en todo instante. Ası́,

〈
Nki, Nkj

〉
es constante a lo largo de

la deformación, por lo que

0 = X
〈

Nki, Nkj
〉

=
〈

DX Nki, Nkj
〉
+
〈

DX Nkj, Nki
〉

.

Como

DX Nki = −∇ 〈X, Nki〉 − Akj(〈X, νki〉 νki),

DX Nkj = −∇
〈

X, Nkj
〉
− Aki(

〈
X, Nkj

〉
νkj),

donde As es el endomorfismo de Weingarten de Cs con respecto al normal Ns, se llega a
que

0 =
〈
∇ 〈X, Nki〉 , Nkj

〉
+
〈

Aki(〈X, νki〉 νki), Nkj
〉

(8.25)

+
〈
∇
〈

X, Nkj
〉

, Nki
〉
+
〈

Akj(
〈

X, νkj
〉

νkj), Nki
〉

.

Analicemos ahora los sumandos que aparecen en (8.25).

Se puede comprobar, de forma similar a un razonamiento que aparece en la No-
ta 6.2.16, que 〈

Nkj, νki
〉

νki =
√

3
2

νki,
〈

Nki, νkj
〉

νkj =
√

3
2

νkj.

Entonces, 〈
∇ 〈X, Nki〉 , Nkj

〉
=

〈
∇ 〈X, Nki〉 ,

√
3

2
νki

〉
=
√

3
2

νki
(
〈X, Nki〉

)
.

Por otro lado, como Aki(〈X, νki〉 νki) = hki 〈X, νki〉 νki, se tiene que〈
Aki(〈X, νki〉 νki), Nkj

〉
= hki 〈X, νki〉

〈
νki, Nkj

〉
=
√

3
2

hki 〈X, νki〉 .

Análogamente, se tendrá que〈
∇
〈

X, Nkj
〉

, Nki
〉

=
√

3
2

νkj
( 〈

X, Nkj
〉 )

,

〈
Akj(

〈
X, νkj

〉
νkj), Nki

〉
=
√

3
2

hkj
〈

X, νkj
〉

.

Finalmente, sustituyendo en (8.25), se llega a la igualdad deseada. �

En el siguiente Lema, omitiremos por simplicidad indicar la dependencia con respec-
to al parámetro de la variación considerada.

Lema 8.3.4. Sea C una pompa estacionaria, y consideremos una variación de C por pompas
estacionarias. Entonces, la derivada del área encerrada por una componente Si es igual a

− ∑
j∈I(i)

(
1

(pi − pj)2
d
dt

(pi − pj) L(Cij) +
1

(pi − pj)
∑

p∈∂Cij

〈
X(p), νij(p)

〉 )
.

DEMOSTRACIÓN. Sea X el campo variacional, y sea uij =
〈

X, Nij
〉
. Sabemos que la

derivada del área Ai encerrada por Si viene dada por (6.3),

dAi

dt
= − ∑

j∈I(i)

∫
Cij

uij.
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Por otro lado, como hij = pi − pj, se tiene que

d
dt

(pi − pj) = u′′ij + (pi − pj)2 uij.

De ahı́ se obtiene, despejando uij e integrando sobre Cij, que∫
Cij

uij =
1

(pi − pj)2
d
dt

(pi − pj) L(Cij)−
1

(pi − pj)2

∫
Cij

u′′ij.

Como ∫
Cij

u′′ij = − ∑
p∈∂Cij

νij(p)(
〈

X, Nij
〉
),

concluimos que

∑
j∈I(i)

∫
Cij

uij = ∑
j∈I(i)

1
(pi − pj)2

(
d
dt

(pi − pj) L(Cij) + ∑
p∈∂Cij

νij(p)(
〈

X, Nij
〉
)
)

.

Finalmente, aplicando el Lema 8.3.3, se tiene que

∑
j∈I(i)

∑
p∈∂Cij

νij(p)(
〈

X, Nij
〉
) = ∑

j∈I(i)
∑

p∈∂Cij

hij
〈

X(p), νij(p)
〉

,

lo que prueba el resultado. �

Nota 8.3.5. Una demostración análoga a la del Lema 8.3.4, prueba que la primera
variación de la longitud vendrá dada por

−1
2 ∑

i=1,...,
j∈I(i)

(
1

(pi − pj)
d
dt

(pi − pj) L(Cij) + ∑
p∈∂Cij

〈
X(p), νij(p)

〉 )
.
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CAPÍTULO 9

El problema isoperimétrico en espacios euclı́deos con densidad

9.1. Introducción

En los últimos años, las variedades riemannianas dotadas con una densidad están
siendo objeto de estudio en diversos trabajos. Un ejemplo de esta situación, con aplica-
ciones en Probabilidad y Estadı́stica, viene dado por la densidad gaussiana.

Resaltamos que el hecho de considerar una densidad en la variedad, que pondere el
cálculo del volumen y del perı́metro, no resulta equivalente a reescalar la métrica, por
lo que la generalización de las nociones y resultados de la Geometrı́a Riemanniana a
variedades con densidad constituye una cuestión interesante. Remitimos al lector a los
recientes trabajos de V. Bayle [8], F. Morgan [74] e I. Corwin y otros [35], donde se exponen
los últimos avances en estos temas.

También es posible estudiar el problema isoperimétrico, en este ambiente más gene-
ral. Por ejemplo, para la densidad gaussiana exp(−π |x|2) en Rn se sabe, gracias a los
trabajos de C. Borell [17], y V. N. Sudakov y B. S. Cirel’son [90] en la década de los setenta,
que los semiespacios son regiones isoperimétricas para cualquier volumen prefijado. En
1982 A. Ehrhard [42] encontró una nueva demostración de esta propiedad isoperimétrica
de los semiespacios, adaptando las técnicas de simetrización a este ambiente gaussiano.
En 1997 S. Bobkov proporcionó una demostración interesante de la desigualdad isope-
rimétrica gaussiana [15]. Un buen resumen de estos trabajos previos, incluyendo nuevos
avances en este sentido, pueden encontrarse en [85, § 3].

Más recientemente, S. Bobkov y C. Houdré [16], centrándose en densidades unimo-
dales con medida total finita en la recta real, lograron calcular explı́citamente el perfil
isoperimétrico, determinando además algunas de las regiones isoperimétricas. En 2003
M. Gromov [48] estudió las variedades con densidad como “mm-espacios”, y mostró la
generalización natural de curvatura media en este contexto, obtenida a partir de la prime-
ra variación del perı́metro.

El problema isoperimétrico en R2 con algunas densidades particulares ha sido trata-
do por C. Carroll y otros [29], apoyándose en algunos resultados de este Capı́tulo. Con-
cretamente, demuestran que para la densidad f (x) = |x|p, con p ∈ [−2, 0), no existen
regiones isoperimétricas, y cuando p > 0, establecen la conjetura de que las soluciones
isoperimétricas (que existen en virtud de nuestro Teorema 9.3.5) han de ser bolas con-
teniendo al origen, pero no centradas en él (éstas últimas son inestables, según nuestro
Corolario 9.4.11). Además, para la densidad f (x, y) = ex prueban que no hay existencia
de minimizantes, y sugieren que lo mismo ocurre para la densidad f (x, y) = ex2−y2

.

En este Capı́tulo, nosotros tratamos varias cuestiones referentes al problema isope-
rimétrico en el espacio euclı́deo con densidad. Empezaremos demostrando en la Sección
9.3 algunos resultados de existencia de regiones isoperimétricas para densidades defini-
das en el espacio euclı́deo con medida total infinita (Teoremas 9.3.1 y 9.3.5).

187
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En la Sección 9.4 usaremos un enfoque variacional para caracterizar la estabilidad de
las bolas centradas en el origen para densidades radiales (Teorema 9.4.9). A partir de este
resultado, se tiene el Corolario 9.4.10, que afirma que

las bolas centradas en el origen son estables para cualquier densidad diferenciable,
radial y log-convexa.

Por otro lado, en el Corolario 9.4.11 obtenemos que

las bolas centradas en el origen son inestables para cualquier densidad diferencia-
ble, radial y estrictamente log-cóncava.

Además, a partir del Corolario 9.4.10 surge la siguiente conjetura natural: para una
densidad radial log-convexa en Rn+1, las bolas centradas en el origen son minimizantes
para cualquier volumen. Dicha conjetura será probada en el caso unidimensional, y para
la densidad exp(|x|2) en cualquier dimensión, en Secciones posteriores.

La Sección 9.5 está dedicada a la recta real, y en ella se describen completamente las
regiones isoperimétricas para el caso de densidades unimodales. Se usarán ciertos argu-
mentos por comparación que derivarán a la vez existencia y unicidad de minimizantes.
Como consecuencias interesantes, se resuelve el problema isoperimétrico para densida-
des de tipo log-cóncavo y log-convexo (Corolarios 9.5.5 y 9.5.8), mejorando los resultados
de S. Bobkov y C. Houdré [16], además de confirmar la conjetura anterior sobre densi-
dades log-convexas, en el caso estricto. Bajo las mismas técnicas, se tratarán también los
casos de semirrectas cerradas [0, +∞) y de intervalos compactos, y el problema de fron-
tera libre en dichos ambientes.

En la Sección 9.6 nos ocuparemos de una densidad particular definida en Rn+1, da-
da por f (x) = exp(c |x|2), x ∈ Rn+1. El Teorema 9.6.2 caracteriza completamente las
regiones isoperimétricas para esta densidad:

En Rn+1 con la densidad definida por f (x) = exp(c |x|2), para cada volumen
fijo, la correspondiente bola centrada en el origen es la única región isoperimétrica.

Este resultado, demostrado en dimensión arbitraria, refuerza la conjetura realizada en
la Sección 9.4 sobre densidades radiales log-convexas. Esta densidad, a diferencia de la
densidad gaussiana, da lugar a volumen total infinito para c > 0, por lo que la existen-
cia de minimizantes no es una cuestión trivial. La demostración de dicha propiedad se
llevará a cabo usando resultados de las Secciones anteriores y con ciertas técnicas de si-
metrización. Destacamos que este resultado ya fue probado por C. Borell [14], aunque
de dicho trabajo no se deduce la unicidad que nosotros obtenemos. Como Corolario, se
obtiene finalmente una generalización de la desigualdad de Faber-Krahn.

Los resultados que aparecen en este último Capı́tulo también se pueden encontrar en
[86].

9.2. Preliminares

En esta Sección recordaremos brevemente algunas nociones que necesitaremos a lo
largo de este Capı́tulo.

A partir de ahora, nos centraremos en el espacio euclı́deo Rn+1, n ∈N. Consideremos
una densidad continua positiva f = eψ definida en Rn+1 (nótese que ψ = log( f )). Para
cualquier conjunto de Borel Ω contenido en Rn+1, el volumen o medida de Ω vendrá dado
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por

vol(Ω) =
∫

Ω
f dv,

y el perı́metro de Ω vendrá dado por

P(Ω) =
∫

∂Ω
f da,

donde dv y da son los elementos de volumen y área euclı́deos, que provendrán en general
de la medida de Lebesgue y la medida de Hausdorff n-dimensional en Rn+1.

De igual forma, el perı́metro de Ω relativo a un conjunto abierto U ⊂ Rn+1 se define
como

P(Ω, U) =
∫

∂Ω∩U
f da.

Nota 9.2.1. Considerar esta densidad en Rn+1 para ponderar volumen y perı́metro
no equivale a reescalar por un factor λ la métrica euclı́dea original de manera conforme,
en cuyo caso ambas magnitudes se reescaları́an bajo diferentes potencias de λ.

Definimos también el perfil isoperimétrico como la función

I f : [0, vol(Rn+1))→ R,

dada por

I f (V) = ı́nf{P(Ω) : Ω ⊂ Rn+1 abierto diferenciable con vol(Ω) = V}.
A partir de esta definición, una región isoperimétrica (o simplemente un conjunto minimi-
zante) para volumen V es un abierto Ω ⊂ Rn+1 tal que vol(Ω) = V y P(Ω) = I f (V).

Finalmente, fijado un volumen V > 0, es posible considerar, a partir de la definición
de perfil isoperimétrico, una sucesión minimizante para V, es decir, una sucesión {Ωn}n∈N

de conjuntos abiertos diferenciables contenidos en Rn+1, de forma que

vol(Ωn) = V, para todo n ∈N,

y cuya sucesión de perı́metros {P(Ωn)}n∈N tienda al valor I(V).

9.3. Existencia y Regularidad

En esta Sección trataremos la existencia y regularidad de regiones isoperimétricas
en los espacios euclı́deos Rn con una densidad definida. En general, para una variedad
riemanniana con densidad, los razonamientos habituales de compacidad de la Teorı́a
Geométrica de la Medida (véanse [89, 27.3, 31.2] o [72, 5.5, 9.1] y [70, 4.1] o [84, Thm. 2.1])
pueden aplicarse para discutir la existencia de regiones isoperimétricas. En los casos en
los que la medida total sea finita, se deduce que las regiones isoperimétricas existen, para
cualquier volumen inicial que se considere. Por tanto, nosotros nos centraremos en las
situaciones en las que el volumen total sea infinito, proporcionando algunos resultados
de existencia (Teoremas 9.3.1 y 9.3.5). Por otro lado, las soluciones isoperimétricas, en
caso de que existan, serán conjuntos abiertos cumpliendo las propiedades de regularidad
habituales en este contexto (Teorema 9.3.7).

Pasamos a demostrar el primer resultado de existencia.

Teorema 9.3.1. Sea f = eψ una densidad definida en Rn+1 tal que f (x) → +∞ cuando
|x| → +∞. Supongamos que la sucesión definida por

ζ(m) =
mı́n { f (x) : m 6 |x| 6 m + 2}

máx { f (x)n/(n+1) : m 6 |x| 6 m + 2}
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tiende a infinito. Entonces, para esta densidad, existen minimizantes de cualquier volumen dado
y son conjuntos acotados de Rn+1.

Nota 9.3.2. Durante la demostración de este resultado se verá que es suficiente supo-
ner que el cociente mı́n f (x)/ máx f (x)n/(n+1) sobre divisiones cúbicas de Rn+1 tiende a
infinito.

DEMOSTRACIÓN. Denotemos por v(Ω) y a(∂Ω) el volumen y área euclı́deos de un
conjunto Ω. Consideremos una división de Rn+1 por medio de cubos abiertos de diáme-
tro 1 y volumen euclı́deo v0. Sea α > 0 la constante isoperimétrica [72, § 12.3 (1)] tal que
cualquier conjunto Ω dentro de un cubo C de la división y con v(Ω) 6 v0/2, verifica que

a(∂Ω ∩ C) > α v(Ω)n/n+1.

Por otro lado, existirá m = m(C) ∈ N tal que el cubo C esté contenido en la región
{m 6 |x| 6 m + 2}. Entonces, a partir de las definiciones de volumen y perı́metro dados
por la densidad f , y de la sucesión {ζ(m)}, no es difı́cil obtener la siguiente desigualdad:

(9.1) P(∂Ω ∩ C) > α ζ(m) vol(Ω)n/(n+1),

para cualquier conjunto Ω ⊂ C ⊂ {m 6 |x| 6 m + 2}, con v(Ω) 6 v0/2.

Fijemos ahora V > 0, y consideremos una sucesión minimizante para volumen V en
Rn+1; esto es, una sucesión de conjuntos abiertos diferenciables de volumen V para el
espacio euclı́deo con densidad, cuyos perı́metros se aproximan al valor del perfil isope-
rimétrico I f (V). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que dichos perı́metros
están acotados superiormente por I f (V) + 1. A partir del Teorema de Compacidad [73,
5.5 y 9.1], es posible extraer una parcial convergente de dicha sucesión. Por esta razón,
podemos pensar que la sucesión minimizante es convergente.

Sea ahora ε > 0. Por la hipótesis sobre la sucesión ζ(m), existirá m0 ∈ N tal que
ζ(m) > (1/ε)n/(n+1), para todo m > m0. Por otro lado, como f diverge cuando |x| tiende
a +∞, podemos suponer que v(Ω) 6 v0/2 cuando Ω ⊂ C ⊂ {|x| > m0}. En particular,
aplicando (9.1) para los conjuntos Ω en la anterior situación, se sigue que

vol(Ω) 6
(

P(Ω, C)
α ζ(m)

)(n+1)/n

6 ε α′P(Ω, C)(n+1)/n,

con α′ = (1/α)(n+1)/n.

Si ahora sumamos, sobre la colección de cubos Cm contenidos {|x| > m}, la desigual-
dad anterior, se obtiene que para cualquier conjunto Ω de la sucesión minimizante, y
cualquier m > m0,

vol
(

Ω ∩ (
⋃

C∈ Cm

C)
)
6 ε α′

(
∑

C∈ Cm

P(Ω, C)

)(n+1)/n

6 ε α′P(Ω)(n+1)/n 6 ε α′ (I f (V) + 1)(n+1)/n.

De ahı́ se deduce que los conjuntos de nuestra sucesión minimizante no pierden volumen
en infinito, y por tanto, el conjunto lı́mite será una región isoperimétrica para volumen
V.

Para demostrar que cualquier región isoperimétrica Ω es un conjunto acotado de
Rn+1, procederemos como en [72, Lemma 13.6], véase también [84, Prop. 3.7]. Consi-
deremos un cubo arbitrario Cr = [−r, r]n+1 alrededor del origen y dividamos en cu-
bos congruentes de diámetro 1, a lo sumo. Siguiendo la notación V(r) = vol(Ω− Cr) y
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P(r) = P(Ω, Rn+1 − Cr), se tiene como antes que

(9.2) V(r) 6 ε α′P(r)(n+1)/n, para r > 0 suficientemente grande.

Por otro lado, siguiendo las ideas de [72, Lemma 13.5], es posible encontrar una constante
H > 0, que depende de ∂Ω, de forma que cualquier variación pequeña |∆V| de volumen
en Cr da lugar a una variación de perı́metro |∆P| acotada por

|∆P| 6 H |∆V|.
Entonces, una variación del volumen de Ω − Cr supondrá una variación del perı́metro
acotada por H|V(r)| + |V ′(r)| (por la aportación de ∂Cr), para casi todo r (suficiente-
mente grande). Como Ω es un conjunto minimizante, se tiene que para casi todo r > 0
suficientemente grande,

(9.3) P(r) 6 H V(r) + |V ′(r)|.
Como V(r) es claramente no-creciente, y tiende a 0 cuando r → +∞, combinando las
desigualdades (9.2) y (9.3) se llega a que, para cierto valor c > 0,

c V(r)n/(n+1) 6 −V ′(r),

para casi todo r > 0 suficientemente grande. Si ahora suponemos que Ω es no acotado,
entonces V(r) 6= 0 y se deduce fácilmente que

(n + 1) (V1/(n+1))′ = V−n/(n+1) V ′ 6 −c < 0,

para casi todo r > 0 suficientemente grande, lo que contradice el hecho de que V sea
positiva y no-creciente. �

Nuestro siguiente objetivo es mejorar el Teorema 9.3.1, suavizando las hipótesis re-
queridas para dimensión dos. Para ello, necesitamos previamente el siguiente Lema, que
nos conducirá al Teorema 9.3.5.

Lema 9.3.3. Sea f una densidad definida en R2, radial y no-decreciente en [r0, +∞), con
r0 > 0. Entonces, para cualquier conjunto abierto y diferenciable Ω ⊂ R2 contenido en la región
{|x| > r0}, y verificando P(Ω) < P(∂D(r0)) = 2πr0 f (r0), se tiene la siguiente desigualdad:

P(Ω)2 > 2 f (r0) vol(Ω).

Nota 9.3.4. Para el disco D(r0) centrado en el origen y de radio r0, como la densidad
f es radial, es claro que P(∂D(r0)) = 2πr0 f (r0).

DEMOSTRACIÓN. Sin perdida de generalidad, podemos pensar que Ω es conexo.
Además, la hipótesis sobre el perı́metro implica que Ω está acotado y que su clausura
Ω no puede contener ningún cı́rculo centrado en el origen. Ası́, sean r1 y r2 las distancias
mı́nima y máxima de Ω al origen, respectivamente. Denotemos por Ωt a la intersección
de Ω con el cı́rculo de radio t, para t ∈ (r1, r2). Es claro que la longitud euclı́dea de Ωt es
estrictamente menor que 2π t, y que ∂Ωt consta al menos de dos puntos. Ası́ se tiene

P(Ω) =
∫

∂Ω
f (s)ds =

∫ r2

r1

( ∫
∂Ωt

f (s)ds
)

dt(9.4)

=
∫ r2

r1

f (t) card(∂Ωt) dt > 2 f (r0) (r2 − r1),

donde se ha usado que la densidad es no-decreciente en [r0, +∞).

Por otro lado, consideremos la función F : (r1, r2)× ∂Ω→ R2, definida por

F(t, x) = tx/|x|.
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Es fácil ver que Ω ⊂ F(A), donde A es el conjunto abierto de pares (t, x) con t < |x| y
f (t x/|x|) < f (x) (dado x0 ∈ Ω, basta tomar t = |x0| y x = λx0 ∈ ∂Ω con |λ| > 1).

Ası́, la definición del conjunto A junto con el teorema de Fubini nos dan

vol(Ω) 6 vol(F(A)) =
∫

F(A)
f (s) ds 6

∫
A

f
(

tx
|x|

)
d(t, x)(9.5)

6
∫

A
f (x) d(t, x) 6

∫ r2

r1

∫
∂Ω

f (x) dx dt = (r2 − r1) P(Ω).

Multiplicando las desigualdades (9.4) y (9.5), se obtiene la desigualdad anunciada. �

Teorema 9.3.5. Consideremos R2 con una densidad f radial y no-decreciente de forma que
f (x)→ +∞, cuando |x| → +∞. Entonces, existen minimizantes para cualquier volumen.

DEMOSTRACIÓN. Tomemos una sucesión minimizante formada por conjuntos abier-
tos diferenciables, todos con volumen V > 0 y perı́metros tendiendo a I f (V). Por el Teo-
rema de Compacidad [73, 9.1] podemos asumir que tal sucesión converge. También po-
demos suponer que cualquier conjunto Ω de dicha sucesión satisface P(Ω) 6 I f (V) + 1.
Además, como la densidad tiende a +∞, existe m0 ∈ N tal que I f (V) + 1 < 2πm f (m),
para m > m0. Con todo esto, para cada conjunto Ω, podemos aplicar el Lema 9.3.3 a
la unión Ω′m de todas las componentes conexas de Ω contenidas en {|x| > m} (para
m > m0), llegando a que

vol(Ω′m) 6
P(Ω′m)2

2 f (m)
6

(I f (V) + 1)2

2 f (m)
, m > m0.

Como lı́mm→+∞ f (m) = +∞, se deduce que para cualquier conjunto de la sucesión no
hay pérdida de volumen en infinito, por lo que el conjunto lı́mite encerrará volumen V,
y por tanto, será minimizante para dicho volumen. �

Nota 9.3.6. Resaltamos que la hipótesis de no-decrecimiento de la densidad es fun-
damental para que el Teorema 9.3.5 sea cierto (incluso en dimensiones superiores). Por
ejemplo, considérese la densidad f (x) = 1 + |x|2 definida en Rn+1 (n > 1), modificada
adecuadamente de forma que cada volumen Vk racional positivo pueda ser encerrado
mediante un conjunto (homeomorfo a un disco) de perı́metro 1/k (a medida que Vk sea
mayor, el correspondiente perı́metro 1/k va decreciendo); esto es posible conseguirlo pro-
vocando que el grafo de f presente adecuada sucesión de mı́nimos relativos que tienda a
cero. Entonces, dado cualquier volumen, será posible encontrar una sucesión de conjun-
tos encerrando dicho volumen, con perı́metro arbitrariamente pequeño, lo que implica
que no existen regiones isoperimétricas.

Acabamos esta sección recordando las propiedades de regularidad del borde de un
conjunto minimizante en un espacio euclı́deo con densidad. El resultado es cierto tam-
bién para cualquier variedad riemanniana (diferenciable) con densidad.

Teorema 9.3.7. ([73, 3.10]) Consideremos una densidad diferenciable definida en Rn+1. Dada
una región isoperimétrica Ω, se tiene que Σ = ∂Ω es una hipersuperficie embebida analı́tica, salvo
posiblemente un conjunto cerrado de singularidades con dimensión de Hausdorff menor o igual
que n− 7.

9.4. Fórmulas de Variación

En esta Sección usaremos un enfoque variacional para obtener interesantes propieda-
des de los conjuntos de Rn+1 que minimizan el perı́metro hasta segundo orden, para
variaciones preservando el volumen. A partir del cálculo de las fórmulas de variación,
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lograremos caracterizar la estabilidad de las bolas centradas en el origen para densidades
radiales en el espacio euclı́deo (Teorema 9.4.9). Además, enunciaremos la Conjetura 9.1,
que afirma que dichas bolas son regiones isoperimétricas para cualquier volumen dado,
para las densidades radiales log-convexas.

A lo largo de esta Sección, consideraremos densidades diferenciables f = eψ definidas
en Rn+1. Dicha hipótesis de derivabilidad sobre la densidad facilitará nuestro tratamiento
variacional. Sea Ω ⊂ Rn+1 un conjunto abierto diferenciable, y denotemos por Σ a ∂Ω y
por N al vector normal unitario que apunta hacia el interior. También consideraremos
variaciones uniparamétricas

{φt}|t|<ε : Rn+1 → Rn+1,

con X = dφt/dt como campo infinitesimal asociado y u = 〈X, N〉 como componente
normal de X. Además, φ0 = id|Rn+1 . Notaremos Ωt = φt(Ω) y Σt = φt(Σ).

Las funciones volumen y perı́metro asociadas a la variación vendrán dadas por

V(t) = vol(Ωt), P(t) = P(Ωt), t ∈ (−ε, ε).

Las primeras derivadas de estas funciones ya aparecen calculadas explı́citamente en [8,
Chapter 3]. Nosotros incluimos aquı́ otra demostración de las mismas.

Lema 9.4.1. Consideremos Rn+1 con una densidad diferenciable f = eψ y sea Ω un conjunto
diferenciable con ∂Ω = Σ. La primera derivada de las funciones volumen y perı́metro asociadas a
una variación con campo asociado X y componente normal u = 〈X, N〉 vienen dadas por

V ′(0) = −
∫

Σ
f u dv, P′(0) = −

∫
Σ
(nH − 〈∇ψ, N〉) f u da,

donde H es la curvatura media (euclı́dea) de Σ y ∇ψ es el gradiente (euclı́deo) de ψ.

DEMOSTRACIÓN. Denotemos por div X (resp. divΣ X) a la divergencia de X (resp.
relativa a Σ). Sea X( f ) = 〈∇ f , X〉. Como

V(t) =
∫

Ωt

f dv =
∫

Ω
( f ◦ φt) |Jac(φt)| dv,

se sigue que

V ′(0) =
∫

Ω
X( f ) dv +

∫
Ω

f
(

d
dt

∣∣∣∣
t=0
|Jac(φt)|

)
dv

=
∫

Ω
(〈∇ f , X〉+ f div X) dv =

∫
Ω

div( f X) dv = −
∫

Σ
f u da,

donde en la segunda igualdad hemos usado que (d/dt)|t=0 |Jac(φt)| = div X [89, § 9], y
en la última igualdad se ha aplicado el Teorema de la divergencia.

Análogamente, para el perı́metro se tiene

P′(0) =
∫

Σ
X( f ) da +

∫
Σ

f
(

d
dt

∣∣∣∣
t=0
|Jac(φt)|

)
da

=
∫

Σ
(〈∇ f , X〉+ f divΣ X) da =

∫
Σ
(〈∇ f , uN〉+ divΣ( f X)) da

=
∫

Σ
f u 〈∇ψ, N〉 da−

∫
Σ

nH f u da = −
∫

Σ
(nH − 〈∇ψ, N〉) f u da.

Para obtener la cuarta igualdad hemos tenido en cuenta que la integral sobre Σ de la
divergencia de la parte tangente de f X se anula, por otra aplicación del Teorema de la
divergencia. �
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Tal y como se hace en [8, Chapter 3], la expresión anterior sugiere la siguiente defini-
ción.

Definición 15. Consideremos Rn+1 con una densidad diferenciable f = eψ. Sea Ω un
conjunto abierto de Rn+1, y Σ = ∂Ω. Se define la curvatura media (generalizada) de Σ con
respecto a N como la función

(9.6) Hψ = nH − 〈∇ψ, N〉 ,

donde N es el vector normal interior a Σ, y H es la curvatura media euclı́dea de Σ con
respecto a N.

Nota 9.4.2. Con la anterior definición (9.6), la primera variación del perı́metro se pue-
de escribir como

P′(0) = −
∫

Σ
Hψ f u da.

De forma análoga a como se hizo en el Capı́tulo 2, diremos que una variación {φt}t
preserva el volumen si V(t) es constante para todo t ∈ (−ε, ε). Y diremos que un conjunto
Ω es estacionario si P′(0) = 0 para cualquier variación preservando volumen. Ası́, los
conjuntos estacionarios pueden verse como los puntos crı́ticos del funcional perı́metro.
Es claro que cualquier región isoperimétrica es, en particular, estacionaria.

La siguiente caracterización de conjuntos estacionarios es similar a la establecida por
J. L. Barbosa y M. do Carmo [4, Proposition 2.7] en el caso de Rn+1 con la densidad
estándar f ≡ 1. La demostración está basada en el Lema 9.4.1 y en el hecho de que cual-
quier función u ortogonal a f en L2(Σ) es la componente normal de un campo vectorial
asociado a una variación que preserva el volumen [4, Lemma 2.2].

Proposición 9.4.3. . Sea f = eψ una densidad diferenciable definida en Rn+1. Entonces,
para Ω un conjunto abierto y diferenciable, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Ω es estacionario.
(ii) Σ = ∂Ω tiene curvatura media (generalizada) constante H0.

(iii) Existe una constante H0 tal que (P− H0V)′(0) = 0, para cualquier variación de Ω.

Ejemplo 9.1. Consideremos una densidad diferenciable f = eψ definida sobre la recta
real. Entonces, es fácil probar que un intervalo acotado (a, b) es estacionario si y sólo si
ψ′(a) = −ψ′(b).

El siguiente ejemplo muestra algunas hipersuperficies de Rn+1 con curvatura media
(generalizada) constante, cuando la densidad que consideramos es radial.

Ejemplo 9.2. Sea f = eψ una densidad radial definida en Rn+1. Como necesariamente
ψ ha de ser una función radial en Rn+1, podemos escribir

ψ(x) = δ(|x|), x ∈ Rn+1,

para cierta función δ. Es inmediato comprobar que

∇ψ(x) =
δ′(r)

r
x, r = |x|,

por lo que la curvatura media Hψ de una hipersuperficie Σ con respecto al normal interior
N vendrá dada por

Hψ(x) = nH(x)− δ′(r)
r
〈x, N(x)〉 , r = |x|,

donde H es la curvatura media euclı́dea de Σ con respecto a N.
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En particular, en el caso de que Σ es una esfera de radio r > 0, su curvatura media
generalizada Hψ será constante si y sólo si Σ está centrada en el origen. En tal situación,
Hψ = n/r + δ′(r).

Por otro lado, si Σ es un hiperplano definido por {x ∈ Rn+1 : 〈x, w〉 = c}, con
w ∈ Rn+1, |w| = 1, entonces la curvatura media de Σ con respecto al normal N = −w es

(9.7) Hψ(x) = −c
δ′(r)

r
, r = |x|.

En este caso, se sigue que cualquier hiperplano que pase por el origen es una hipersuper-
ficie minimal de Rn+1, para cualquier densidad radial.

En general, no podemos esperar que un hiperplano arbitrario de Rn+1, que no pase
por el origen, tenga curvatura media generalizada constante para una densidad radial.
De hecho, a partir de (9.7) se obtiene fácilmente el siguiente lema, que caracteriza las
densidades para las que ocurre tal hecho.

Lema 9.4.4. Sea f = eψ una densidad radial y diferenciable definida en Rn+1. Suponga-
mos que existe un hiperplano Σ de curvatura media Hψ constante, y que no contiene al origen.
Entonces existen constantes a, b ∈ R y r0 > 0 tales que

ψ(x) = e a|x|2+b, para |x| > r0.

Siguiendo el esquema variacional habitual, calcularemos ahora la segunda fórmula
de variación para el funcional P − Hψ V, para cualquier deformación de un conjunto
estacionario.

Proposición 9.4.5. ([8, Section 3.4.6]) Sea Ω un conjunto abierto estacionario en Rn+1

dotado de una densidad diferenciable f = eψ. Sea N el vector normal unitario interior a Σ = ∂Ω,
y Hψ la curvatura media constante de Σ con respecto a N. Entonces, si consideramos una variación
de Ω con campo vectorial asociado X = u N en Σ, se tiene que

(9.8) (P− Hψ V)′′(0) =
∫

Σ
f (|∇Σu|2 − |σ|2u2) da +

∫
Σ

f u2 (∇2ψ) (N, N) da,

donde∇Σu es el gradiente de u relativo a Σ, |σ|2 es la suma al cuadrado de las curvaturas princi-
pales de Σ, y ∇2ψ es el hessiano euclı́deo de ψ.

DEMOSTRACIÓN. A partir de las primeras fórmulas de variación para volumen y
perı́metro del Lema 9.4.1 se tiene que

(P− HψV)′(t) = −
∫

Σt

(Hψ)t f ut dat + Hψ

∫
Σt

f ut dat,

donde (Hψ)t es la curvatura media de Σt. Derivando y evaluando en t = 0, llegamos a

(9.9) (P− HψV)′′(0) = −
∫

Σ
H′ψ(0) f u da,

por lo que tenemos que calcular la derivada de la curvatura media generalizada a lo largo
de Σt. Denotando por DUV a la conexión de Levi-Civitá en Rn+1, a partir de la expresión
(9.6), se tendrá que

H′ψ(0) = nH′(0)− 〈DX∇ψ, N〉 − 〈∇ψ, DX N〉
= nH′(0)− u (∇2ψ)(N, N) + 〈∇ψ,∇Σu〉 ,

donde en la última igualdad se ha usado que DX N = −∇Σu. Por otro lado, se sabe que

(9.10) nH′(0) = ∆Σu + |σ|2u,
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con ∆Σ el Laplaciano relativo a Σ (véase [87]). Ası́,

H′ψ(0) = ∆Σu + |σ|2u− u (∇2ψ)(N, N) + 〈∇Σψ,∇Σu〉 .

Sustituyendo en (9.9) se concluye que

(P− HψV)′′(0) =−
∫

Σ
f u (∆Σu + |σ|2u) da−

∫
Σ

f u 〈∇Σψ,∇Σu〉 da(9.11)

+
∫

Σ
f u2 (∇2ψ) (N, N) da.

Finalmente, integrando por partes, llegamos a que

−
∫

Σ
f u (∆Σu + |σ|2u) da−

∫
Σ

f u 〈∇Σψ,∇Σu〉 da =
∫

Σ
f (|∇Σu|2 − |σ|2u2) da,

con lo que se tiene lo enunciado. �

Nota 9.4.6. En una variedad riemanniana diferenciable con densidad, en la segunda
variación aparece un término adicional que depende de la curvatura de Ricci de la va-
riedad en la dirección normal N. Más concretamente, dicho término proviene de (9.10), y
coincide con

−
∫

Σ
Ric(N, N) f u2 da.

La expresión (9.8), o equivalentemente (9.11), define una forma cuadrática en C∞
0 lla-

mada forma ı́ndice asociada a Σ, que denotaremos por Qψ. Concretamente, para u, v ∈ C∞
0 ,

Qψ(u, v) =−
∫

Σ
f (∆Σu + |σ|2u) v da(9.12)

−
∫

Σ
f 〈∇Σψ,∇Σu〉 v da +

∫
Σ

f u v (∇2ψ) (N, N) da.

Estamos ahora en condiciones de definir la noción de conjunto estable, que se co-
rresponde con los mı́nimos locales para el funcional perı́metro asociado a variaciones que
preservan el volumen encerrado.

Definición 16. Sea Ω un conjunto abierto y diferenciable contenido en el espacio
euclı́deo Rn+1 con una densidad diferenciable. Diremos que Ω es un conjunto estable si es
estacionario, y verifica que P′′(0) > 0 para cualquier variación preservando el volumen.

Tal y como se hace en [4, Proposition 2.10], podemos caracterizar la estabilidad de un
conjunto en términos de la forma ı́ndice (9.12). Ası́, se tiene el siguiente resultado.

Lema 9.4.7. Consideremos Rn+1 con una densidad diferenciable f = eψ, y sea Ω un conjunto
abierto y diferenciable de Rn+1. Entonces, Ω es estable si y sólo si es estacionario y la forma
ı́ndice (9.12) de Σ = ∂Ω satisface

Qψ(u, u) > 0 para cualquier u ∈ C∞
0 (Σ) tal que

∫
Σ

f u da = 0.

El Lema 9.4.7 nos da la condición que ha de satisfacer la forma ı́ndice para que un con-
junto sea estable. A la vista de la definición y de (9.8), dicha condición es, explı́citamente,
equivalente a que

(9.13)
∫

Σ
f (|∇Σu|2 − |σ|2u2) da +

∫
Σ

f u2 (∇2ψ) (N, N) da > 0,

para toda función u ∈ C∞
0 (Σ) tal que

∫
Σ f u da = 0.

Un análisis de (9.13) sugiere que el hecho de que la densidad f = eψ considerada sea
log-convexa o log-cóncava (equivalentemente, que la función ψ sea convexa o cóncava) va
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a influir en el estudio de la estabilidad de un conjunto. Téngase en cuenta que, en caso
de que f sea log-convexa, entonces (∇2ψ)(w, w) > 0, mientras que si f es log-cóncava,
entonces (∇2ψ)(w, w) 6 0, para todo w ∈ Rn+1.

De esta forma, en vista del segundo sumando de (9.13), se sigue que la noción de esta-
bilidad es más restrictiva cuando la densidad es log-cóncava, mientras que cuando sea
log-convexa, dicho sumando será siempre mayor o igual que cero, haciendo que la es-
tabilidad de los conjuntos sea más asequible. Los Corolarios 9.4.10 y 9.4.11, referentes a
bolas centradas en el origen, son una muestra de este fenómeno.

El siguiente resultado trata el carácter conexo de los conjuntos estables cuando la
densidad considerada es log-cóncava. Se obtiene como consecuencia del Lema 9.4.7, sin
más que utilizar funciones localmente constantes que no se anulen en ningún instante en
la forma ı́ndice (9.12).

Corolario 9.4.8. Si Ω es una región diferenciable estable en Rn+1 con una densidad dife-
renciable y log-cóncava, entonces la hipersuperficie Σ = ∂Ω es conexa o totalmente geodésica.
Además, si la densidad es estrictamente log-cóncava, se tiene que Σ es conexa.

El principal resultado de esta Sección también guarda relación con el carácter log-
convexo o log-cóncavo de la densidad considerada en Rn+1. El siguiente Teorema 9.4.9
nos caracteriza la estabilidad de las bolas centradas en el origen, para densidades diferen-
ciables y radiales. Nos va a conducir, además, a formular una conjetura referente a las re-
giones isoperimétricas de Rn+1 para densidades diferenciables, radiales y log-convexas.

Teorema 9.4.9. Consideremos una densidad diferenciable y radial f = eψ en Rn+1. Denote-
mos por δ : R → R a la función definida por δ(|x|) = ψ(x), para todo x ∈ Rn+1. Entonces, la
bola Br centrada en el origen y de radio r > 0 es estable si y sólo si δ′′(r) > 0.

DEMOSTRACIÓN. Usaremos el Lema 9.4.7 para caracterizar la estabilidad. Es eviden-
te que, en este caso, Σ = ∂Br es una esfera de radio r centrada en el origen. Entonces,
como la densidad es radial, se sigue que es constante sobre Σ. En consecuencia, una fun-
ción u ∈ C∞ es ortogonal a f en L2(Σ) (y por tanto, dará lugar a una variación diferen-
ciable preservando volumen) si y sólo si u tiene media nula en Σ. Además, se tiene que
(∇2ψ)(N, N) = δ′′(r) en Σ, siendo N el vector normal unitario a Σ apuntando hacia el
interior.

Entonces, la forma ı́ndice (9.12) resulta

(9.14) Qψ(u, u) = f (r)
∫

Σ
(|∇Σu|2 − |σ|2u2) da + f (r) δ′′(r)

∫
Σ

u2 da.

Como las bolas son estables en Rn+1 al considerar la densidad estándar f ≡ 1, se tendrá que
el primer sumando es no-negativo, anulándose en el caso de que la función u dé lugar a
una traslación en Rn+1.

Si δ′′(r) > 0, entonces la forma ı́ndice es no-negativa y la bola Br es estable, en vir-
tud del Lema 9.4.7. Recı́procamente, si Br es estable, lo será en particular al considerar
traslaciones infinitesimales, de donde se deduce necesariamente que δ′′(r) > 0, lo que
concluye la demostración. �

Corolario 9.4.10. En un espacio euclı́deo con densidad diferenciable, radial y log-convexa,
las bolas centradas en el origen son estables.

A partir del Corolario anterior, formulamos la siguiente conjetura.
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Conjetura 9.1. Sea Rn+1 con un densidad diferenciable, radial y log-convexa. Enton-
ces, las bolas centradas en el origen son regiones isoperimétricas para cualquier volumen
dado.

En las Secciones 9.5 y 9.6 veremos que la Conjetura 9.1 es cierta en algunas situaciones
particulares. Concretamente, se cumplirá en el caso de la recta real y densidades estric-
tamente log-convexas (Corolario 9.5.9), y también para la densidad f (x) = exp |x2|, para
x ∈ Rn+1 (Teorema 9.6.2). Además, también se tendrá que la unicidad de los conjuntos
minimizantes.

Otra consecuencia interesante del Teorema 9.4.9 es que para una densidad estrictamen-
te log-cóncava en Rn+1, las bolas resultan ser inestables, y por tanto no serán soluciones
isoperimétricas.

Corolario 9.4.11. En un espacio euclı́deo con densidad diferenciable, radial y estrictamente
log-cóncava, las bolas centradas en el origen son inestables.

DEMOSTRACIÓN. Si usamos el criterio dado por el Lema 9.4.7, con la componente
normal u correspondiente al campo de traslaciones de Rn+1, que son variaciones pre-
servando el volumen, se puede razonar, de forma análoga a la demostración del Teore-
ma 9.4.9, que Qψ(u, u) < 0, lo que da la inestabilidad. �

El hecho de que las bolas puedan ser inestables en este contexto de espacios con densi-
dad nos lleva a pensar que el tratamiento del problema isoperimétrico, en ciertas situacio-
nes, puede ser complejo. El siguiente ejemplo muestra que existen densidades (radiales
y log-cóncavas) para las que los conjuntos minimizantes no son ni bolas ni semiespacios.

Corolario 9.4.12. Hay densidades diferenciables, radiales y log-cóncavas (con volumen total
finito) definidas en R2 para las que las regiones isoperimétricas no son semiplanos ni bolas.

DEMOSTRACIÓN. Consideremos la densidad f = eψ, con ψ(x) = −
√
|x|2 + 1. El vo-

lumen total V0 de esta densidad se puede comprobar que es finito, y por tanto, existirán
conjuntos minimizantes para cualquier volumen que se fije, tal y como se indica al co-
mienzo de la Sección 9.3. El Hessiano de ψ en cualquier punto (x, y) ∈ R2 viene dado
por

(∇2ψ)(x,y)(a, b) =
−(bx− ay)2 − a2 − b2

(1 + x2 + y2)3/2 ,

por lo que f resulta ser estrictamente log-cóncava. Se sigue por el Ejemplo 9.2 que las
únicas bolas con curvatura media constante son las centradas en el origen, que por el
Teorema 9.4.9 son inestables. Por otro lado, teniendo en cuenta el Ejemplo 9.2 y el Le-
ma 9.4.4, los únicos planos con curvatura media constante son los que pasan por el ori-
gen. Estos planos encierran volumen V0/2, es decir, la mitad del volumen total, por lo
que para volúmenes diferentes el correspondiente minimizante no puede ser ni una bola
ni un semiplano. �

9.5. La recta real con densidad

En esta Sección pretendemos analizar el problema isoperimétrico en la recta real R,
con una densidad log-cóncava o log-convexa. Para ello, empezaremos estudiando dicho
problema en un ambiente más asequible, el de densidades unimodales.

Definición 17. Diremos que una función f : R→ R es unimodal si existe x0 ∈ (0, +∞]
tal que f es creciente (respectivamente decreciente) en (−∞, x0), y creciente (respectiva-
mente decreciente) en (x0, +∞).
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Nótese que, en particular, y de acuerdo a esta definición, las funciones que sean monóto-
nas, es decir, crecientes o decrecientes en todo R, y no necesariamente de manera estricta,
también son funciones unimodales.

El estudio de las densidades de tipo unimodal, nos va a permitir resolver completa-
mente el problema isoperimétrico para densidades log-cóncavas y log-convexas defini-
das en R (Corolarios 9.5.5 y 9.5.8), describiendo los minimizantes que se pueden dar en
cada caso. Como consecuencia interesante, deduciremos que la Conjetura 9.1 se verifica
en el caso unidimensional, para densidades estrictamente log-convexas.

A modo de ejemplo de aplicación, en otras situaciones, de las técnicas introducidas en
esta Sección, discutiremos también el problema isoperimétrico en semirrectas y en inter-
valos reales acotados, para densidades unimodales. Finalmente también consideraremos
el problema de frontera libre en estos mismos espacios, para densidades del mismo tipo.

Resaltamos que el estudio del problema isoperimétrico para densidades de tipo uni-
modal ya ha sido previamente considerado por S. Bobkov y C. Houdré [16, Section 13],
con la hipótesis adicional de volumen total de R finito. En dicho trabajo, se calcula el
perfil isoperimétrico y se dan algunos ejemplos de regiones isoperimétricas. Nuestro en-
foque del problema, además de ser más general, utiliza técnicas y procedimientos senci-
llos, que nos permitirán clasificar completamente los conjuntos minimizantes, además de
ser aplicables en otras situaciones.

9.5.1. El problema isoperimétrico para densidades unimodales. Comencemos dis-
cutiendo el problema isoperimétrico para densidades monótonas, que constituyen un ca-
so particular de las unimodales. Destacamos que para estas densidades, habrá ocasiones
en las que los conjuntos minimizantes no existan para ningún volumen prefijado.

Recordemos previamente que, dada una función f , se dice que un final E = ±∞ tiene
medida finita si f es integrable en un entorno de E.

Proposición 9.5.1. Sea f una densidad monótona definida en R y denotemos por E el final
donde f alcanza su ı́nfimo valor.

Si E tiene medida finita, entonces para cualquier volumen que se considere, una semirrecta
conteniendo a E es la única región isoperimétrica.

Si E tiene medida infinita, entonces el perfil isoperimétrico coincide con la constante 2 f (E),
donde f (E) = lı́mx→E f (x) ∈ R, y dicho valor se alcanzará (caso de existencia de minimizante)
o se aproximará (caso de no existencia) por medio de intervalos acotados tendiendo a E.

DEMOSTRACIÓN. En el caso de que E tenga medida finita, fijado un volumen V, cual-
quier candidato Ω′ diferente de una semirrecta conteniendo a E de volumen V cons-
tará de, al menos, dos puntos en el borde, con uno de ellos colocado fuera de la semirrec-
ta. Por la monotonı́a de f , se concluye que Ω′ tiene estrictamente más perı́metro que la
semirrecta.

En el caso de que E tenga medida infinita, cualquier abierto U encerrando un vo-
lumen dado tendrá como mı́nimo dos puntos en el borde. Desplazando U hacia el final
E, se obtiene que el perfil isoperimétrico es justamente 2 f (E). Dicho valor será alcanzado
por un intervalo acotado, en caso de que f se haga constante en un intervalo de E (y
entonces dicho intervalo será la solución isoperimétrica), o podrá aproximar por una
sucesión de tales intervalos (lo que implica la no existencia de región isoperimétrica). �

Nota 9.5.2. Todas las posibilidades mostradas en la Proposición 9.5.1 anterior pueden
ocurrir. Para la densidad creciente f (x) = ex, el final E = −∞ tiene medida finita y las
semirrectas (−∞, x) son los únicos minimizantes para volumen fijo. Además, el perfil
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isoperimétrico viene dado por I f (V) = V, para V > 0. Por otro lado, para la densidad
estándar f ≡ 1 el perfil es constante y las regiones isoperimétricas resultan ser intervalos
acotados. Finalmente, con la densidad f (x) = ex + 1, se tiene que el final E = −∞ tiene
medida infinita, el perfil es constantemente igual a 2 f (E) = 2 y nunca se alcanza (puede
ir aproximándose por intervalos acotados que tienden a E), por lo que las regiones isope-
rimétricas no existen.

Pasamos a discutir ahora el caso de las densidades unimodales en general. Dada una
función unimodal f : R → R, diremos que f es creciente-decreciente (respectivamente
decreciente-creciente) si existe x0 ∈ R tal que f es creciente (resp. decreciente) en (−∞, x0)
y decreciente (resp. creciente) en (x0, +∞), no necesariamente de manera estricta. El si-
guiente resultado describe cómo son las regiones isoperimétricas para densidades uni-
modales de tipo creciente-decreciente.

Teorema 9.5.3. Sea f una densidad creciente-decreciente en R. Entonces, si para un vo-
lumen dado existe minimizante, éste será una semirrecta, un intervalo acotado donde f alcanza su
máximo o su mı́nimo, o el complementario de uno de estos conjuntos. Si no existe minimizante, el
perı́metro ı́nfimo se aproximará a partir de un intervalo acotado tendiendo a ±∞.

DEMOSTRACIÓN. Consideremos un conjunto abierto diferenciable encerrando el vo-
lumen prefijado. Si su clausura contiene a un punto x0 donde f alcanza su máximo, en-
tonces es posible reemplazar dicho conjunto por un intervalo conteniendo a x0, preser-
vando el volumen y reduciendo el perı́metro. Y entre todos los posibles, existe uno con el
menor perı́metro (sı́ganse los argumentos rutinarios que se derivan de la compacidad).

Supongamos ahora que la clausura no contiene ningún punto donde f alcance su
máximo valor. Entonces, como la densidad es monótona a ambos lados del máximo (o del
intervalo donde f alcance su máximo), por la Proposición 9.5.1 podemos centrarnos en
conjuntos que sean un intervalo en un lado, o la unión de dos intervalos (uno a cada lado).
Para los intervalos situados a un lado, desplazándolos hacia el final correspondiente,
se sigue que el minimizante será una semirrecta (si algún final tiene medida finita), o
el perı́metro ı́nfimo será 2 mı́n{ f (−∞), f (+∞)}, que podrá ser alcanzado por interva-
los acotados contenidos donde f toma constantemente su mı́nimo valor. Como la unión
de dos de estos intervalos (uno a cada lado) se puede sustituir por un único intervalo
del mismo tipo, reduciendo perı́metro, se concluye que los posibles minimizantes son
los anunciados. Además, si no hay existencia, nos aproximaremos al perı́metro ı́nfimo a
través de intervalos acotados, aproximándose al correspondiente final. �

Los siguientes ejemplos muestran que todas las posibilidades enunciadas en el Teo-
rema 9.5.3 se pueden dar.

Ejemplo 9.3. Consideremos la densidad f (x) = e−|x|, que tiene medida total finita
(Figura 9.1). Es fácil ver que todos los candidatos para volumen V = 1 (semirrectas,
cualquier intervalo acotado conteniendo al origen, y complementarios) tienen el mismo
perı́metro. Ası́, todas las posibilidades ocurren realmente. Además, esto muestra que no
hay unicidad de minimizantes para V = 1, y que, aunque la densidad sea simétrica, las
regiones isoperimétricas (acotadas) no tienen que serlo.

Ejemplo 9.4. Consideremos ahora la siguiente densidad definida en R:

f (x) =

{
e−|x| x 6 log(6),
1
6 x > log(6).
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FIGURA 9.1. Para la densidad e−|x|, todos los posibles minimizantes se dan

El final izquierdo tiene medida finita, mientras que el final derecho tiene medida infinita
(véase la gráfica de la Figura 9.2). Ası́, sólo las semirrectas conteniendo a −∞ y los in-
tervalos acotados son los posibles minimizantes para un volumen dado. Para V = 1/3,
se puede probar que que las regiones isoperimétricas son la correspondiente semirrec-
ta, y cualquier intervalo acotado contenido en [1/6, +∞). Sin embargo, para volumen
V > 1/3, sólo los intervalos acotados contenidos en [1/6, +∞) son minimizantes. Este
hecho muestra que los minimizantes acotados no tienen que contener siempre al punto
donde f alcanza su máximo.
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FIGURA 9.2. Para esta densidad, los minimizantes son semirrectas e in-
tervalos acotados

Ejemplo 9.5. Sea ahora la densidad definida por

f (x) =

{
e−|x| x 6 log(6),
1
9 + 1

x−log(6)+18 x > log(6),

a la que corresponde la gráfica de la Figura 9.3. Como en el Ejemplo 9.4, los finales −∞
y +∞ tienen medida finita e infinita, respectivamente. Se puede comprobar que para
volúmenes pequeños, las semirrectas conteniendo a−∞ son minimizantes. Sin embargo,
para volumen V = 1/3, es posible encontrar una sucesión de intervalos acotados de
volumen V que converge a +∞, con perı́metro tendiendo a 2/9. Como las semirrectas y
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cualquier intervalo acotado de volumen V tienen más perı́metro, se concluye que para
volumen 1/3 no existen regiones isoperimétricas para esta densidad.
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FIGURA 9.3. Para esta densidad, no siempre hay existencia de minimizantes

Estudiamos ahora el problema isoperimétrico para densidades unimodales de tipo
decreciente-creciente. Esto es, dada f : R → R densidad real, existe x0 ∈ R tal que f
es decreciente en el intervalo (−∞, x0), y creciente en (x0, +∞). Obsérvese que en estos
casos, siempre se alcanzará el mı́nimo de f . Para tratar el problema isoperimétrico con
estas densidades reales, usaremos las mismas técnicas que anteriormente, obteniéndose
el siguiente resultado.

Teorema 9.5.4. Sea f una densidad decreciente-creciente definida en R. Entonces, las regio-
nes isoperimétricas existen para cualquier volumen que se considere. Además, dichas regiones son
intervalos acotados en cuya clausura la densidad f alcanza su mı́nimo valor.

DEMOSTRACIÓN. Sea Ω un conjunto abierto encerrando un volumen finito, y sea
x0 ∈ R un punto donde f alcance su mı́nimo. Consideremos el intervalo acotado I (con-
teniendo a x0) de forma que

vol(I ∩ (−∞, x0]) = vol(Ω ∩ (−∞, x0]), vol(I ∩ [x0, +∞)) = vol(Ω ∩ [x0, +∞)),

es decir, encerrando el mismo volumen que Ω, a cada lado de x0. Es fácil ver que dicho
intervalo tiene menos perı́metro que Ω. Ası́, desde el punto de vista isoperimétrico, nos
podemos centrar en intervalos acotados cuyo clausura contiene a x0. Finalmente, como
entre todos esos intervalos existe uno de perı́metro mı́nimo, ese será el minimizante en
cuestión. �

9.5.2. El problema isoperimétrico para densidades de tipo log-cóncavo y log-con-
vexo. Ahora nos centraremos en las densidades de tipo log-cóncavo y log-convexo, aplican-
do los resultados obtenidos para densidades unimodales en la Subsección 9.5.1 anterior.
El siguiente corolario es una consecuencia directa de la Proposición 9.5.1, el Teorema 9.5.3
y de algunas propiedades elementales de las funciones cóncavas.

Corolario 9.5.5. Sea f una densidad log-cóncava definida en R. Entonces se tiene

i) Si la medida total es finita, entonces existen los minimizantes para cualquier volumen
prefijado, y éstos pueden ser semirrectas, uniones de dos semirrectas disjuntas, o inter-
valos acotados conteniendo al máximo de f .

ii) Si ambos finales tienen medida infinita, entonces la densidad resulta necesariamente
constante y los minimizantes para cualquier valor del volumen son intervalos acotados.
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iii) Si la densidad tiene volumen infinito pero uno de sus finales tiene medida finita, entonces
las semirrectas conteniendo dicho final son las únicas regiones isoperimétricas para vo-
lumen fijo.

DEMOSTRACIÓN. Sea f = eψ, con ψ función cóncava.

i) Como el volumen total es finito, existirán minimizantes para cualquier valor del
volumen que se considere. Además, f ha de tender a 0 en cada uno de los finales. En-
tonces, ψ ha de tender necesariamente a −∞ para x → ±∞, con lo que será una fun-
ción creciente-decreciente que presenta un máximo, por concavidad. En consecuencia, f
también será creciente-decreciente, alcanzando su máximo valor en un punto x0 ∈ R.
Aplicando directamente el Teorema 9.5.3, los minimizantes serán semirrectas, intervalos
acotados, o complementarios. Nótese que como f no alcanza su mı́nimo valor, los inter-
valos acotados que pueden aparecer son los que contienen a x0.

ii) Si ambos finales tienen medida infinita, entonces ψ no puede tender a −∞ cuando
x → ±∞. Como ψ es cóncava, la única posibilidad es que sea constante, por lo que
la densidad también será constante en R. Entonces los minimizantes serán intervalos
acotados, para cualquier volumen.

iii) En este caso, la densidad tiene un final con medida finita, y otro con medida infi-
nita (al tener volumen total infinito). Ası́, ψ tenderá a −∞ en un final, pero no tenderá a
−∞ en el otro. Al ser cóncava, ψ tiene que ser monótona, y por tanto también lo será f . A
partir de la Proposición 9.5.1, los únicos minimizantes serán semirrectas conteniendo al
final de medida finita. �

El Ejemplo 9.3 anterior prueba que todos los posibles conjuntos minimizantes, que
aparecen en el Corolario 9.5.5 para el caso de densidad log-cóncava con medida total fini-
ta, pueden aparecer. En este mismo contexto, C. Borell [18, Corollary 2.2] ya demostró que
las semirrectas son siempre regiones isoperimétricas (véase también [16, Corollary 13.8]).
En el siguiente Corolario 9.5.6 daremos una demostración diferente de este hecho, obte-
niendo además unicidad, para el caso de densidades estrictamente log-cóncavas.

Corolario 9.5.6. Sea f = eψ una densidad log-cóncava definida en R, con volumen total
finito. Entonces, las semirrectas son siempre regiones isoperimétricas para cualquier volumen.
Además, si la densidad es estrictamente log-cóncava, las semirrectas son los únicos minimizantes.

DEMOSTRACIÓN. En este caso, la densidad será creciente-decreciente, alcanzando su
máximo valor en un punto x0 ∈ R. Gracias al Corolario 9.5.5, apartado i), y obviando
los correspondientes complementarios, basta comparar el perı́metro de semirrectas e in-
tervalos acotados (conteniendo a x0) que encierren el mismo volumen. Fijemos V > 0, y
sea xV ∈ R tal que vol((xV , +∞)) = V (es decir, consideramos la semirrecta (xV , +∞)
que encierra volumen V). Para cualquier x ∈ (−∞, xV), sea y(x) > x el único valor
satisfaciendo que vol((x, y(x))) = V (esto es, todos los posibles intervalos acotados
encerrando volumen V). El perı́metro de todos estos intervalos acotados de volumen
V vendrá dado por la función

P(x) = f (x) + f (y(x)).

Por otro lado, P(−∞) y P(xV) representan el perı́metro de las dos semirrectas que encie-
rran volumen V. Ası́, esta función nos da el perı́metro de cualquier candidato de volumen
V, por lo que el mı́nimo de P nos determinará la región isoperimétrica para volumen V.

Como y(x) aumenta a medida que x crece, y como la densidad es log-cóncava, se
tiene que P(x) es una función absolutamente continua con derivadas por la derecha y
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por la izquierda en cada punto. De hecho, la derivada por la derecha P′r , en cualquier
punto x ∈ (−∞, xV), viene dada por

P′r(x) = f ′(x) + f ′(y(x)) y′(x)(9.15)

= f (x) ψ′(x) + f (y(x)) ψ′(y(x)) y′(x)

= f (x) {ψ′r(x) + ψ′r(y(x))},

ya que f ′ = f ψ′ (recuérdese que f = eψ), y f (y(x)) y′(x) = f (x) (que se obtiene derivan-
do la igualdad vol((x, y(x))) =

∫ y(x)
x f (s) ds = V).

Teniendo en cuenta (9.15), y que ψ′r es no-creciente por la concavidad de ψ, se tiene
que P′r(x)/ f (x) es también no-creciente (recuérdese que y(x) es creciente). Ası́, como
f > 0, se sigue que P′r será siempre positiva, siempre negativa, o primero positiva y luego
negativa. De ello se deduce que P(x) es monótona o creciente-decreciente en (−∞, xV).
En cualquiera de los casos, es seguro que el ı́nfimo de P(x) se alcanzará en algún final,
por lo que la semirrecta de volumen V conteniendo dicho final será la solución isope-
rimétrica. Además, si en un entorno de dicho final, la función P es constante, el ı́nfimo
también se alcanzará en otros puntos del intervalo (−∞, xV), por lo que los correspon-
dientes intervalos acotados también resultarán ser solución.

Finalmente, en el caso de que f sea estrictamente log-cóncava, se obtendrá que P
es monótona, o creciente-decreciente, pero de forma estricta, con lo que el ı́nfimo de P
no podrá alcanzarse en ningún punto de (−∞, xV), sino en alguno de los finales, obte-
niéndose ası́ la unicidad de las semirrectas como minimizantes, para cualquier volumen
V. �

Nota 9.5.7. Dos ejemplos interesantes, dentro de la rama de la Probabilidad y la Es-
tadı́stica, donde se puede aplicar el Corolario 9.5.6 corresponden a la densidad gaussiana
estándar f (x) = e−π x2

y a la densidad logı́stica f (x) = e−x(1 + e−x)−2. Tal y como se indica
en [14], resulta interesante estudiar los minimizantes para estas densidades con una res-
tricción de volumen sobre los funcionales vol(Ω + [−h, h]), para cualquier h > 0. En [16,
Remark 13.9] se comenta dicho problema, indicando que las soluciones son semirrectas.

Ahora estudiaremos el problema isoperimétrico para densidades reales log-convexas,
a partir de la Proposición 9.5.1 y el Teorema 9.5.4.

Corolario 9.5.8. Sea f = eψ una densidad log-convexa definida en R. Entonces,

i) Si ambos finales tienen medida infinita y f (−∞) = f (+∞) = +∞, entonces existen
las regiones isoperimétricas para cualquier volumen, y son intervalos acotados en cuya
clausura la densidad alcanza su mı́nimo. Además, si f es estrictamente log-convexa, hay
unicidad de minimizantes.

ii) Si ambos finales tienen medida infinita, y además un final E con f (E) < +∞, entonces el
perfil isoperimétrico es constante, y se alcanzará o se aproximará por medio de intervalos
acotados tendiendo a E.

iii) Si un final tiene medida finita, entonces las semirrectas conteniendo a dicho final son los
únicos minimizantes para volumen fijo.

DEMOSTRACIÓN.

i) En este caso, la densidad será decreciente-creciente, por lo que aplicando el Teo-
rema 9.5.4 se tiene la existencia de minimizantes, que además serán intervalos acotados
conteniendo al mı́nimo de f . Además, en el caso de que f sea estrictamente log-convexa,
usando el mismo argumento que en la demostración del Corolario 9.5.6, se obtiene que
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el perı́metro de los intervalos acotados encerrando un volumen fijo alcanza su mı́nimo
solamente en un punto, y por tanto, habrá un único intervalo acotado minimizante.

ii) En esta situación, necesariamente f será monótona (por ser log-convexa), por lo
que aplicando la Proposición 9.5.1, se concluye que el perfil será constantemente igual a
2 f (E), y nos aproximaremos a él por medio de intervalos acotados, alcanzándose si f es
constante en un entorno de E.

iii) Bajo estas hipótesis, de nuevo se tiene que f será monótona, por lo que aplicando
la Proposición 9.5.1 se tiene lo enunciado. �

Como consecuencia del Corolario 9.5.8 y del Ejemplo 9.1, se deduce el siguiente re-
sultado, que demuestra la Conjetura 9.1 en dimensión uno en el caso estricto: los inter-
valos simétricos (bolas centradas en el origen en el caso unidimensional) son soluciones
isoperimétricas para cualquier volumen, para una densidad simétrica y estrictamente log-
convexa. En este caso, además, se tiene unicidad de soluciones.

Corolario 9.5.9. Sea f una densidad diferenciable, simétrica y estrictamente log-convexa
definida en R. Entonces, fijado un volumen, el intervalo simétrico encerrando dicho volumen es el
único minimizante.

DEMOSTRACIÓN. Bajo esas hipótesis, necesariamente nos encontraremos en el apar-
tado i) del Corolario 9.5.8, ya que f no puede ser monótona por la simetrı́a. Por tanto,
los minimizantes serán intervalos acotados, teniéndose además unicidad. Finalmente, a
partir del Ejemplo 9.1, se concluye que los únicos intervalos acotados posibles son los
simétricos. �

9.5.3. Semirrectas e intervalos cerrados acotados. Las técnicas usadas a lo largo de
esta Sección para el caso real permiten también estudiar el problema isoperimétrico en
semirrectas y en intervalos cerrados acotados, con densidades unimodales, y también
el problema de frontera libre. Enunciamos brevemente los correspondientes resultados,
omitiendo las demostraciones.

En el caso del problema isoperimétrico en semirrectas e intervalos cerrados acota-
dos, se pueden obtener resultados similares a la Proposición 9.5.1, el Teorema 9.5.3 y el
Teorema 9.5.4, que resumimos en los siguientes teoremas.

Teorema 9.5.10. Sea f una densidad unimodal en [0, +∞). Entonces se tiene que:

i) Si la densidad es creciente, entonces los únicos minimizantes son los intervalos de tipo
(0, x). Si la densidad es decreciente y existe el final E = +∞ tiene medida finita, en-
tonces las semirrectas conteniendo a E son los únicos minimizantes. Si la densidad es
decreciente y E tiene medida infinita, entonces el perfil isoperimétrico es constantemen-
te igual a 2 f (E), y se alcanza (caso de que f sea constante en un entorno de E) o se
aproxima por intervalos acotados que tienden a E.

ii) Si la densidad es creciente-decreciente, y hay existencia de soluciones isoperimétricas,
éstas deben coincidir con un intervalo de tipo (0, x), una semirrecta conteniendo a +∞,
un intervalo acotado donde f alcanza su máximo o donde f toma constantemente su
mı́nimo valor, o el complementario de uno de estos conjuntos. Si no hay existencia de
soluciones, entonces el perfil isoperimétrico se aproxima por intervalos acotados que tien-
den a +∞.

iii) Si la densidad es decreciente-creciente, entonces las soluciones isoperimétricas para cual-
quier volumen existen, y son intervalos acotados en cuya clausura f alcanza su mı́nimo.
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Ahora enunciamos el resultado correspondiente al problema isoperimétrico en un
intervalo acotado [a, b], que puede tratarse con las mismas herramientas. Obsérvese que
en este caso, la existencia de regiones isoperimétricas está asegurada por compacidad.

Teorema 9.5.11. Sea f una densidad unimodal definida en un intervalo acotado [a, b]. En-
tonces se tiene que

i) Si la densidad es monótona, entonces cualquier región isoperimétrica es un intervalo
cuya clausura contiene el extremo del intervalo donde f alcanza su mı́nimo.

ii) Si la densidad es creciente-decreciente, la solución isoperimétrica será un intervalo cuya
clausura contiene un extremo del intervalo, o donde f alcanza su máximo, o donde f
iguala su mı́nimo, o el complementario de uno de estos conjuntos.

iii) Si la densidad es decreciente-creciente, entonces cualquier solución isoperimétrica con-
siste en un intervalo abierto en cuya clausura f alcanza su mı́nimo.

Las mismas técnicas también nos permiten estudiar el problema de frontera libre en
semirrectas [0, +∞), y en intervalos cerrados y acotados [a, b] (para la recta real, dicho
problema coincide con el problema isoperimétrico ya tratado). Recordemos que este pro-
blema busca los conjuntos minimizantes del perı́metro relativo a [0, +∞) o a [a, b] bajo una
restricción de volumen. Esto quiere decir, en este caso, que los extremos de los intervalos
ambiente no contribuirán al perı́metro. Los resultados que se obtienen para este problema
son los siguientes.

Teorema 9.5.12. Sea f una densidad unimodal definida en [0, +∞). Entonces se tiene que

i) Si la densidad es creciente, entonces los únicos minimizantes para el problema de frontera
libre en [0, +∞) son los intervalos de la forma (0, x). Si la densidad es decreciente y
el final E = +∞ tiene medida finita, para cualquier volumen fijado existe solución
isoperimétrica, que será una semirrecta conteniendo a E. Si, por el contrario, E tiene
medida infinita, caso de que exista un minimizante, éste será un intervalo de la forma
(0, x) o un intervalo acotado donde f sea constantemente igual a su mı́nimo valor. Si no
hay existencia, entonces el perfil isoperimétrico será igual a 2 f (E).

ii) Si la densidad es creciente-decreciente, y existe un minimizante para un volumen fijado,
entonces coincidirá con un intervalo de la forma (0, x), una semirrecta conteniendo a
+∞, un intervalo acotado donde f alcance su máximo o iguale su mı́nimo por la derecha,
o el complementario de uno de estos conjuntos. Si no existe minimizante, entonces el
perfil isoperimétrico se aproximará por intervalos acotados tendiendo a +∞.

iii) Si la densidad es decreciente-creciente, entonces hay existencia de soluciones isoperimé-
tricas para cualquier volumen, y éstas vendrán dadas por intervalos de la forma (0, x) o
por intervalos acotados en cuya clausura f alcanza su mı́nimo.

Teorema 9.5.13. Sea f una densidad unimodal definida en el intervalo [a, b]. Entonces se
tiene que

i) Si la densidad es monótona, entonces los únicos minimizantes para el problema de fron-
tera libre en [a, b] son intervalos en cuya clausura se encuentra algún extremo de [a, b].

ii) Si la densidad es creciente-decreciente, entonces las regiones isoperimétricas vienen dadas
por intervalos conteniendo al máximo de f , por intervalos en cuya clausura se encuentra
un extremo de [a, b], o por los complementarios de estos conjuntos.

iii) Si la densidad es decreciente-creciente, entonces los minimizantes son intervalos en cuya
clausura se encuentra algún extremo de [a, b] o un punto donde f alcanza su mı́nimo
valor, o los complementarios de estos últimos intervalos.
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9.6. La densidad exp(|x|2)

En esta última Sección trataremos el problema isoperimétrico en Rn+1 para una den-
sidad radial log-convexa particular, concretamente para la densidad f : Rn+1 → Rn+1

definida por

f (x) = exp(c |x|2), x ∈ Rn+1,

donde c es una constante positiva. De hecho, comprobaremos que la Conjetura 9.1 se
verifica en este caso: las bolas centradas en el origen son las regiones isoperimétricas para
cualquier volumen que se fije (Teorema 9.6.2). Además, veremos que también se tiene
unicidad de minimizantes. Esta densidad ya fue estudiada por Borell [19, Theorem 4.1],
que probó que las bolas centradas en el origen son minimizantes. En su demostración
se usa una desigualdad de Brunn-Minkowski, y, a diferencia de nuestro trabajo, no se
deduce unicidad.

Nótese que los minimizantes son los mismos que en el espacio euclı́deo con densidad
estándar f = 1 (caso que se corresponde con c = 0), y distintos a los que aparecen con la
densidad gaussiana (c < 0), que es log-cóncava y que, según el Corolario 9.5.6, tiene a las
semirrectas como soluciones isoperimétricas.

Para esta densidad, el volumen total no es finito (cosa que sı́ ocurre en el caso gau-
ssiano), por lo que la existencia de minimizantes no es inmediata. Pero gracias a los resul-
tados de la Sección 9.3, justificaremos que existen regiones isoperimétricas para cualquier
volumen que se considere.

La demostración del Teorema 9.6.2 se apoyará en la descripción de minimizantes pa-
ra densidades log-convexas en el caso unidimensional, hecha en el Corolario 9.5.8, y la
simetrización en espacios con medidas producto, descrita en [85]. Se construirá ası́ un
análogo a la simetrización de Steiner para la densidad exp(c |x|2), que se aplicará en la
dirección de los ejes (como hizo L. Bieberbach [10]), para obtener minimizantes central-
mente simétricos con frontera conexa. Finalmente, usando la simetrización de Hsiang
[58] concluiremos que dicho minimizante ha de ser una bola centrada en el origen.

Resaltamos que las cuestiones referentes a la unicidad de regiones isoperimétricas
son siempre difı́ciles de tratar. Para la densidad gaussiana, la propiedad minimizante
de los semiespacios (salvo un conjunto de medida nula) fue obtenida por E. A. Carlen
y C. Kerce [28] a partir de la caracterización completa de la igualdad en la desigualdad
isoperimétrica. Previamente, A. Ehrhard [43] habı́a proporcionado ciertos resultados de
unicidad en este ambiente gaussiano, a partir del estudio de una desigualdad de tipo
Brunn-Minkowski. Nosotros probaremos la unicidad de las bolas centradas en el origen
como minimizantes para la densidad exp(c |x|2). Esto se deberá al hecho de que las bolas
aparecen como resultado de una cantidad numerable de simetrizaciones, por lo que basta
comprobar que si la simetrización de un minimizante da lugar a una bola, entonces el
minimizante es una bola.

Recordemos previamente algunas de las propiedades que se derivan de la simetriza-
ción de Steiner (véase [85, Section 3.2]), que usaremos más adelante. Nótese que en este
ambiente, como nuestra densidad f (x) = exp(c |x|2) puede verse como una medida pro-
ducto rotacionalmente invariante, es natural pensar en las aplicaciones de esta simetriza-
ción.

Sea Ω un conjunto compacto de Rn+1. Consideremos un hiperplano π ⊂ Rn+1 con-
teniendo al origen. La restricción de la densidad a cualquier recta ortogonal a π resul-
tará ser una densidad diferenciable, simétrica (como la densidad es radial, tendremos
simetrı́a con respecto a la intersección de π con la recta) y estrictamente log-convexa.
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Se define la simetrización de Ω respecto a π como el conjunto Ω∗π, cuya intersección con
cualquier recta R ortogonal a π es la región isoperimétrica en R, con la densidad restringi-
da, correspondiente al volumen de Ω ∩ R (como estamos en una recta, dicho volumen se
corresponderá con una longitud). Teniendo en cuenta el Corolario 9.5.9, tal región isope-
rimétrica será un intervalo centrado en π ∩ R. Consecuentemente, se tendrá que Ω∗π es
un conjunto simétrico respecto de π. La principal propiedad de esta construcción es que
se preserva el volumen, y disminuye el perı́metro, obteniéndose ası́ un conjunto mejor,
desde el punto de vista isoperimétrico.

Lema 9.6.1. ([85, Proposition 8]) Para cualquier hiperplano π de Rn+1 que contenga al
origen, la simetrización de Steiner Ω∗π de un conjunto compacto Ω ⊂ Rn+1 satisface que

vol(Ω∗π) = vol(Ω), P(Ω∗π) 6 P(Ω).

Enunciamos ahora el resultado principal de esta Sección, que describe las regiones
isoperimétricas para la densidad f (x) = exp(c |x|2), c > 0.

Teorema 9.6.2. Consideremos Rn+1 con la densidad f (x) = exp(c |x|2), c > 0. Enton-
ces, para cualquier volumen que se fije, la correspondiente bola centrada en el origen es el único
minimizante.

DEMOSTRACIÓN. En primer lugar, para esta densidad tenemos asegurada la exis-
tencia de minimizantes acotados para cualquier volumen prefijado, por aplicación del
Teorema 9.3.1, ya que la correspondiente sucesión

ζ(m) =
exp(cm2)

exp(c (m + 2)2)n/(n+1) = exp
(

cm2 (1− n
n + 1

)
− 4mc

n
n + 1

− 4c
n

n + 1

)
,

tiende claramente a infinito. Veamos que las bolas centradas en el origen son regiones
isoperimétricas.

Sea Ω un minimizante para un volumen V > 0, y apliquemos sucesivamente la
simetrización de Steiner a Ω con respecto a los hiperplanos coordenados de Rn+1. Ası́ ob-
tendremos un conjunto Ω∗, también minimizante para volumen V, que resultará simétri-
co con respecto a todos esos hiperplanos y con frontera conexa. En particular, Ω∗ será cen-
tralmente simétrico. Ası́, cualquier hiperplano π que pase por el origen dividirá a Ω∗ en
dos subconjuntos Ω∗i , i = 1, 2, cada uno contenido en el correspondiente semiespacio
abierto πi (determinados por el hiperplano π), y con vol(Ω∗1) = vol(Ω∗2). Además se
verificará que

P(Ω1, π1) = P(Ω2, π2),
ya que en caso contrario, mediante la reflexión con respecto del hiperplano π, serı́a po-
sible obtener un conjunto con igual volumen (ya que la densidad es radial) y menos
perı́metro que Ω∗, contradiciendo su carácter isoperimétrico.

Por tanto, cada Ω∗i junto con su correspondiente reflexión será un nuevo minimizante
para volumen V. Y esto ocurre para todo hiperplano pasando por el origen. A partir de
las propiedades de regularidad del Teorema 9.3.7 y ciertos resultados para la curvatura
media constante generalizada, se sigue que ∂Ω∗ es simétrico respecto de cualquier plano
pasando por el origen, concluyendo entonces que Ω∗ coincide con una bola centrada en
el origen.

Para probar la unicidad de estas bolas como regiones isoperimétricas, razonando por
inducción, bastarı́a probar que si una simetrización de un minimizante Ω respecto a un
hiperplano coordenado π da lugar a una bola B, entonces Ω es una bola.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que π = {xn+1 = 0}. Sea D ⊂ π la
proyección de Ω sobre dicho hiperplano. Por el Teorema 9.3.7 y por el Teorema de Sard,
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es posible obtener un recubrimiento de Σ = ∂Ω como sigue: para casi todo punto p ∈ D,
la recta ortogonal a π que sale de p intersecará transversalmente a Σ en una cantidad par
de puntos pi ∈ Σ. De esta forma, podemos ver Σ como la unión de los grafos de ciertas
funciones altura (diferenciables) hi, definidas sobre entornos Dp ⊂ D de puntos p ∈ D
(permitimos que pi sea±∞ por si Ω fuese no acotado). Denotemos por A ⊆ D el conjunto
de tales puntos p. Por la definición de la simetrización de Steiner, como vol(Ω) = vol(B),
se tendrá

∑
i impar

∫ hi+1

hi

f (x) dx = 2
∫ h∗

0
f (x) dx sobre Dp,

donde h∗ es la función altura de ∂B con respecto al hiperplano π. Derivando,

∑
i impar

( f (hi+1)∇hi+1 − f (hi)∇hi) = 2 f (h∗)∇h∗ sobre Dp,

de forma que, al tomar normas, se llega a

∑
j

f (hj) |∇hj| > 2 f (h∗) |∇h∗| sobre Dp.

Por otro lado, aplicando la propiedad isoperimétrica de los intervalos centrados en el
origen, que se deduce del Corolario 9.5.9, se tiene que

∑
j

f (hj) > 2 f (h∗) sobre Dp,

con igualdad si y sólo si la correspondiente sección de Ω es un intervalo centrado en π.

Ahora aplicaremos el Lema 9.6.3 posterior a partir de dichas desigualdades, para
αj = f (hj(p)), aj = |∇hj(p)|, α = f (h∗(p)) y a = |∇h∗(p)|. Se obtiene

(9.16) ∑
j

f (hj(p))
√

1 + |∇hj(p)|2 > 2 f (h∗(p))
√

1 + |∇h∗(p)|2, p ∈ A,

con igualdad si y sólo si |∇hj(p)| = |∇h∗(p)| para todo j, y toda sección de Ω pasando
por p es un intervalo centrado en π (esto último ya implicarı́a que, salvo un conjunto de
medida finita, Ω es necesariamente una bola).

Finalmente, a partir de la fórmula de la coárea [72, § 3] y la desigualdad (9.16) se
obtiene

P(Ω) =
∫

Σ
f da >

∫
A

(
∑

j
f (hj(p))

√
1 + |∇hj(p)|2

)
da

>
∫

A
2 f (h∗(p))

√
1 + |∇h∗(p)|2 da = P(B),

donde en la última igualdad se ha usado que D − A no contribuye al perı́metro de B.
Como Ω es un minimizante, lo que realmente se tiene es la igualdad, y consecuentemente,
también en (9.16). Se sigue que para cada punto p ∈ A, la sección de Ω que pasa por
p es un intervalo simétrico de la misma longitud que la correspondiente sección de B.
Ası́ concluimos que, salvo un conjunto de medida nula, Ω coincide con una bola centrada
en el origen. �

Enunciamos y demostramos ahora el Lema 9.6.3, usado en la anterior demostración.

Lema 9.6.3. Sean {αj}, {aj}, α, a números reales positivos en cantidad numerable que veri-
fican ∑j αj aj > 2 α a, y que ∑j αj > 2 α. Entonces se cumple que

∑
j

αj

√
1 + a2

j > 2 α
√

1 + a2,
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con igualdad si y sólo si aj = a para cada j, y ∑j αj = 2α.

DEMOSTRACIÓN. Consideremos la función g(x) =
√

1 + x2, para x > 0. Es claro que
g′(x) = x/

√
1 + x2, por lo que 0 < g′(x) < 1 y, en particular, la función g resulta ser

creciente. Además, como g′′(x) = 1/(1 + x2)3/2, se sigue que g es estrictamente convexa.
Denotemos por α0 = ∑j αj. Entonces se tiene que

(9.17) ∑
j

αj

α0
g(aj) > g

(
∑

j

αj

α0
aj
)
> g

(2α

α0
a
)
>

2α

α0
g(a).

La primera desigualdad es consecuencia de la convexidad de g. La segunda desigualdad
se debe, teniendo en cuenta las hipótesis, al crecimiento de g. La tercera desigualdad se
verifica trivialmente, en función de como hemos definido g, ya que 2α/α0 6 1 en virtud
de las hipótesis. Dicha desigualdad ya nos da la enunciada en el Lema.

Supongamos ahora que en la cadena de desigualdades de (9.17) se dan todas las
igualdades. La igualdad en la segunda desigualdad implica, por el crecimiento estric-
to de g, que ∑j αj aj = 2α a. Se puede comprobar fácilmente que la igualdad en la tercera
desigualdad implica que 2α = α0 = ∑j αj. Si también tenemos igualdad en la primera
desigualdad, entonces se concluye que aj = a, para todo j. �

Concluimos esta Sección con un teorema de comparación de valores propios obtenido
como consecuencia de la desigualdad isoperimétrica del Teorema 9.6.2. Dado un dominio
diferenciable acotado Ω de Rn+1, consideraremos el operador diferencial de segundo
orden L sobre C∞

0 definido por

(9.18) (Lu)(x) = (∆u)(x)− 2c 〈x, (∇u)(x)〉 , u ∈ C∞
0 (Ω), x ∈ Ω,

donde ∆ denota el operador de Laplace euclı́deo en Ω. La medida invariante de este
operador tiene densidad f (x) = exp(c |x|2) (c > 0).

Corolario 9.6.4. Sea Ω un dominio diferenciable acotado de Rn+1. Entonces, el menor valor
propio no nulo λ1(Ω) para el operador de segundo orden (9.18) con condiciones de Dirichlet sobre
∂Ω satisface

λ1(Ω) > λ1(B),
donde B es la bola centrada en el origen con el mismo volumen que Ω para la densidad dada por
f (x) = exp(c|x|2), c > 0. Además, la igualdad se da si y sólo si Ω = B.

DEMOSTRACIÓN. Esta comparación de valores propios es una adaptación de la técni-
ca de simetrización usada para probar la desigualdad de Faber-Krahn en Rn+1 [30, p. 87],
que se corresponde justamente con la desigualdad pretendida para el caso c = 0. �
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[26] Antonio Cañete and Manuel Ritoré. Least-perimeter partitions of the disk into three regions of given
areas. Indiana Univ. Math. J., 53(3):883–904, 2004, arXiv:math/0307207.
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